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Vorwort.

Das von der königl. belgischen Akademie der Wissenschaften preis­
gekrönte, im Buchhandel längst vergriffene Werk von Mansion: „Théorie 
des équations aux dérivées partielles du premier ordre“ erscheint hiermit 
in neuer und zwar deutscher Ausgabe. Da das vortreffliche Buch auch 
in Deutschland ungetheilte Anerkennung gefunden und hinlänglich bekannt 
ist, so dürfte es überflüssig sein, die Vorzüge desselben nochmals be­
sonders hervorzuheben. Es mag nur darauf hingewiesen werden, dass das 
Mansion’sehe Buch bisher das einzige geblieben ist, welches in so ein­
gehender Weise die verschiedenen Methoden, welche zur Integration der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung vorgeschlagen wurden, 
historisch-kritisch beleuchtet, ihre Beziehungen zu einander klarlegt, ihre 
Vorzüge und Mängel gegenseitig abwägt und jedem der Begründer 
dieser Methoden das Verdienst lässt, welches ihm zukommt. Es ist das 
einzige Werk dieser Art geblieben, einfach aus dem Grunde, weil es 
seine Aufgabe gleich in vollkommener und unübertrefflicher Weise 
löste. Allerdings hat die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung seit dem ersten Erscheinen des Mansion’schen Buches 
viele wichtige Erweiterungen und Verbesserungen erfahren und es sind 
auch seitdem, besonders in allerneuester Zeit, einige hochbedeutsame Werke 
über jene Theorie hervorgetreten ; zum Theil aber sind dieselben mehr als 
Lehrbücher im engeren Sinne zu betrachten, denen es weniger auf die 
Hervorkehrung des historisch-kritischen Standpunktes als auf eine syste­
matische Verarbeitung und Zusammenfassung des vorhandenen Materials 
ankommt, zum Theil sind dieselben, wie das hervorragend wichtige Werk 
von Sophus Lie: „Zur Theorie der Transformationsgruppen“, dazu be­
stimmt, der gesammten Theorie eine einheitliche Grundlage zu geben, sie 
auf ein einziges Prinzip zu stellen, aus welchem die Resultate der früheren 
Arbeiten von selbst hervorgehen. Diese Werke machen daher eine historisch­
kritische Untersuchung der älteren Arbeiten auf diesem Gebiete, wie sie in 
dem Werke von Mansion enthalten ist, nicht überflüssig. Infolge dieses 
kritischen Standpunktes ist das Mansion’sche Buch ein vorzüglicher Weg­
weiser für das Studium der grundlegenden Arbeiten über die Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, so dass ich mich der
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Vorwort.IV

Hoffnung hingeben darf, dass eine Neuausgabe dieses Werkes, die unter 
Zustimmung des Verfassers und mit thätiger Mitwirkung desselben in 
deutscher Sprache erscheint, nicht ungünstig aufgenommen werden wird.

Bezüglich der grösseren Veränderungen und Erweiterungen, welche 
diese neue Ausgabe der ersten gegenüber aufweist, kann ich mich mit 
einem Hinweis auf die „Vorbemerkungen“ des Verfassers begnügen. An 
vielen Stellen sind kleinere Verbesserungen vorgenommen, die nicht näher 
aufgeführt zu werden brauchen. Der Druck des Werkes wurde fortlaufend 
sowohl vom Unterzeichneten, wie auch vom Verfasser selbst sorgfältig con- 
trolirt, so dass die Übersetzung nicht nur äusserlich correct, sondern auch 
dem Sinne des Originals entsprechend sein dürfte.

Während die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord­
nung im Grossen und Ganzen als abgeschlossen betrachtet werden darf, 
liegt die Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
noch sehr im Argen. In der That kann trotz der zahllosen kleineren und 
grösseren Abhandlungen, welche hierüber bereits geschrieben sind, von 
einer Theorie der Integration dieser Gleichungen noch kaum gesprochen 
werden. Die wichtigste Arbeit, in welcher ein Versuch zur Begründung 
einer solchen Theorie gemacht wird, ist immer noch die grosse Abhand­
lung von Ampère im 17. und 18. cahier des Journal de VÉcole Poly­
technique, deren Resultate Imschenetsky im 54. Bande von Grunert's 
Archiv in einem vorzüglichen Résumé zusammengefasst hat. Um zum 
gründlichen Studium dieser Resultate und damit vielleicht zur Erweiterung 
und Bereicherung der Theorie der Integration der partiellen Differential­
gleichungen zweiter Ordnung neue Anregung zu geben, hielt ich es für 
zweckmässig, die Imschenetsky’sche Abhandlung, zumal dieselbe in einem 
grossen Abschnitte eine Anwendung der Prinzipien der Theorie der par­
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung giebt, dem Mansion sehen 
Werke anzufügen, wobei ich mich der vollen Zustimmung und Ermun­
terung des Herrn Mansion erfreute. Eine kleine ebenfalls noch angefügte, 
wenig bekannt gewordene Abhandlung von G. Darboux lässt klar die 
Schwierigkeiten erkennen, welche bei der Integration der partiellen Diffe­
rentialgleichungen zweiter Ordnung auftreten, und deutet zugleich einen 
Weg an, auf dem man vielleicht etwas weiter kommen kann als bisher.

Berlin, im October 1891.

H. Maser.



Vorbemerkungen des Verfassers.

I. Gegenstand dieses Werkes.
Die vorliegende Arbeit wurde unternommen anlässlich einer von 

der kgl. belgischen Akademie in den Jahren 1870 und 1872 gestellten, 
auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster und zweiter 
Ordnung bezüglichen Preisfrage.

Imschenetsky und Graindorge haben beide ausgezeichnete Mono­
graphien über diesen Gegenstand veröffentlicht, die es uns gestatteten, 
unsere Untersuchung auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung zu beschränken. In der That geben ihre Schriften eine 
gute Übersicht über die Arbeiten der Geometer bezüglich der Differential­
gleichungen zweiter Ordnung, abgesehen von den neueren Studien von 
Darboux und Lie, die übrigens nur bruchstückweise veröffentlicht 
worden sind.

Die Abhandlungen von Imschenetsky und Graindorge sind da­
gegen unvollständig hinsichtlich der Theorie der partiellen Differential­
gleichungen erster Ordnung.1) Wir haben daher den Wünschen der Akademie 
zu entsprechen geglaubt, indem wir es versuchten, die hauptsächlichsten 
Untersuchungen der Mathematiker über diesen Gegenstand von Lagrange 
an bis auf Lie und Mayer darzulegen.

II. Plan des Werkes und historische Bemerkungen.
Die vorliegende Schrift enthält den Hauptinhalt der Untersuchungen 

von Lagrange, Pfaff, Jacobi, Bour, Clebsch, Korkine, Boole, 
Mayer, Cauchy, Serret und der ersten Abhandlungen von Lie (bis 
ca. 1875) über die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung.

*) Die Abhandlung von Graindorge enthält ausser der Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung die in den §§ 1 (theilweise), 
3, 6, 16, 17, 18, 19, 20, 21 unseres Buches behandelten Gegenstände. Die Ab­
handlung von Imschenetsky enthält überdies unsere §§ 9 und 29 und ein 
Kapitel über die kanonischen Gleichungen der Dynamik. Graindorge hat 
daneben auch eine Übersicht der Arbeiten der Geometer über die Integration 
der Gleichungen der Mechanik veröffentlicht.
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Die Arbeiten dieser Geometer haben wir in den folgenden Abschnitten 
zusammengestellt :

Einleitung. Entstehung der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung (§§ 1—4).

Buch I. Methode von Lagrange und Pfaff (§§ 5—15).
Buch II. Methode von Jacobi (§§ 16—27).
Buch III. Methode von Cauchy und Lie (§§ 28—32).
Schluss. Methode von Lie als Zusammenfassung der früheren Methoden.
Diese Anordnung ist streng didaktisch, d. h. wir dringen vom Anfang 

bis zum Ende tiefer und tiefer in unsern Gegenstand ein. Sie ist zu gleicher 
Zeit historisch in ihren grossen Umrissen, bis auf eine Ausnahme: Die 
Methode von Cauchy bestand viel früher als alle in unserm zweiten Buche 
angeführten Arbeiten. Wir sahen uns genöthigt, die Methode von Cauchy 
an das Ende unserer Abhandlung zu setzen neben diejenige von Lie, weil 
diese letztere die natürliche Fortsetzung der ersteren ist und weil sie zu­
sammen eine weit tiefere Untersuchung der Frage der Integration der 
partiellen Differentialgleichungen bilden als die Methode von Lagrange, 
Pfaff, Jacobi und Bour.

In unserer Einleitung geben wir zunächst nach Lagrange (1772 
und 1774) und Lie (1872) die Definition des Problems der Integration 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Sodann deuten wir 
nach Jacobi zwei allgemeine und sehr einfache Hülfsmittel an, durch welche 
man die abhängige Veränderliche aus den in Bede stehenden Gleichungen 
entfernen kann. Wir zeigen im Gegensatz zu der Ansicht Bertrand’s und 
anderer Geometer, dass das zweite Transformationsverfahren Jacobi’s 
nicht illusorisch ist (§ 1). Die beiden folgenden Paragraphen enthalten die 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen mit 3 oder n -jr 1 Veränder­
lichen, wie sie von Lagrange im Jahre 1774 mittels seiner fruchtbaren 
Methode der Variation der willkürlichen Constanten entdeckt worden ist. 
Der Auseinandersetzung von Lagrange haben wir jedoch verschiedene 
Jacobi entliehene Bemerkungen und eine sehr einfache Methode der Er­
zeugung der simultanen Gleichungen hinzugefügt. Der letzte Paragraph 
ist den Ansichten Lie’s über den in den vorhergehenden Paragraphen be­
handelten Gegenstand und der Erklärung des auf die überschüssigen Con­
stanten bezüglichen Paradoxons gewidmet.

Das erste Buch enthält die Analyse der Arbeiten von Lagrange 
und Pfaff. Wir haben diese schon alten Untersuchungen, mit einer ge­
wissen Vorliebe auseinandergesetzt, einmal weil sie den Keim mancher 
weiteren Entdeckungen enthalten, sodann weil sie eine Menge von An­
wendungen zulassen, die man einfacher nach diesen Methoden als nach den 
künstlicheren Methoden von Jacobi und Cauchy behandelt.

Das erste Kapitel handelt von den linearen Gleichungen, deren Theorie 
Lagrange in den Jahren 1779 und 1785 gefunden hat. Unsere Dar­
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legung unterscheidet sich nur dadurch von derjenigen unserer Vorgänger, 
dass wir uns mehr der Theorie der Functionaldeterminanten bedienen. Im 
letzten Paragraphen geben wir die von Jacobi im Jahre 1827 gemachte 
Erweiterung der Lagrange’sehen Theorie. Es ist erstaunlich genug, dass 
diese Untersuchungen des Berliner Geometers in beinahe allen Lehrbüchern und 
selbst in den neueren Abhandlungen von Graindorge und Imschenetsky 
mit Stillschweigen übergangen worden sind, denn sie allein lassen den engen 
Zusammenhang erkennen, welcher zwischen den partiellen Differential­
gleichungen und den Systemen von Differentialgleichungen erster Ordnung 
besteht (Siehe Nr. 32.). Beiläufig zeigen wir, unter welchem Gesichts­
punkt Lie die linearen Gleichungen betrachtet (Nr. 23).

Das zweite Kapitel enthält die Analyse der Arbeiten von Lagrange 
über die nicht linearen Gleichungen. Der Turiner Geometer erfand das 
Verfahren, die Integration der nichtlinearen Gleichungen mit drei Ver­
änderlichen auf diejenige der linearen Gleichungen mit vier Veränderlichen 
zurückzuführen, im Jahre 1772. Im Jahre 1774 kam er auf denselben 
Gegenstand zurück, um auf die Verschiedenartigkeit der Integrale der 
partiellen Differentialgleichungen aufmerksam zu machen, und im Jahre 
1806 nochmals, um ein eigenthümliches Paradoxon, welches die Theorie des 
allgemeinen Integrals darbietet, darzulegen. Wir geben die Methode von 
Lagrange unter ihren verschiedenen Formen. Zunächst bemerkt der aus­
gezeichnete Geometer, dass die Integration der Gleichung

q = k(x, y, z, p)
in nichts Anderem besteht als in der Ermittelung eines solchen Werthes 
von p, dass

dz = pdx -f- udy

integrirbar ist. Sodann giebt er das allgemeine Verfahren an, um einen 
Werth von p mit einer willkürlichen Constanten zu finden, welches der Kern 
ist, aus dem die Jacobi’sche Methode hervorgegangen ist. Endlich zeigt 
er, wie man aus dem allgemeinsten Werthe vonj? den allgemeinsten Werth 
von z ableiten kann, was den Ausgangspunkt für die P faff’sche Methode bildet.

In der That wurde Jacobi, indem er die Methode von Lagrange 
unter ihrer letzten Form auf die Gleichungen mit n unabhängigen Ver­
änderlichen anwandte, im Jahre 1827 dahin geführt, alle Rechnungen von 
Pf aff im umgekehrten Sinne zu wiederholen. Wir legen diese merkwürdige 
Arbeit von Jacobi in unserm dritten Kapitel dar. Der Berliner Geometer 
führt die Integration einer nichtlinearen Gleichung auf diejenige eines 
Systems von simultanen Gleichungen zurück, dessen Lösung allgemeiner ist 
als diejenige der gegebenen Gleichung. Um diese Lösung zu particulari- 
siren und daraus das gesuchte Integral herzuleiten, ist er gezwungen, eine 
Änderung in den Veränderlichen eintreten zu lassen: Die 2n — \ Ver­
änderlichen xt, . . ., xnl pv . . ., pn_1 werden ersetzt durch die Intégrations-
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constanten der simultanen Hülfsgleichungen und die Aufgabe reducirt sich 
hiernach auf die Integration einer totalen Differentialgleichung mit 2n — 1 
Veränderlichen,

Pf aff hatte seit 1814 genau einen umgekehrten Weg verfolgt, wie 
wir im folgenden Kapitel zeigen. Um die Gleichung

P„ = «(*7 «1, • • -, Pv ■ ■ ■> Pr,-l) 

zu integriren, betrachtet er die totale Differentialgleichung

dz = p1dx1 + * • • + Pn-ldxn-l + udxn

mit 2n Veränderlichen e, %,..., xn, pv . . ., pn_± und transformirt sie 
in eine andere von derselben Form mit 2n — 1 Veränderlichen. Diese ist 
genau dieselbe, welche Jacobi durch Verallgemeinerung der letzten Unter­
suchungen von Lagrange gefunden hat, und Pf a ff gelangt dazu durch 
Integration desselben Systems von Gleichungen, wie das von Jacobi. Die 
beiden Methoden sind daher identisch, nur dass die eine deutlicher als die 
andere die Verallgemeinerung der Lagrange’schen Methode ist und Pf aff 
das seinen Namen tragende allgemeine Problem der Integration der totalen 
Differentialgleichungen behandelt. In unserer Auseinandersetzung der Ar­
beiten von Pf aff benutzen wir verschiedene Abhandlungen von Gauss, 
Jacobi und Cayley. Der letzte Paragraph des vierten Kapitels enthält 
ausser dem umgekehrten Problem von Pf aff die Vereinfachung, welche 
in diese Theorie durch die Anwendung der Anfangswerthe der Veränder­
lichen als willkürlicher Constanten eingeführt wird. Das allgemeine 
Pfaff’sche Problem führt auf die Integration von n Systemen simultaner 
Gleichungen, deren jedes erst nach der vollständigen Integration aller vor­
hergehenden gebildet werden kann. Nutzen ziehend aus einer Idee von 
Hamilton, zeigte Jacobi 1836, dass man diese w Systeme unmittelbar 
bilden kann, wenn man, wie wir soeben bemerkt haben, die Anfangswerthe 
der Veränderlichen als willkürliche Constanten nimmt; überdies hat man, 
wenn es sich um die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
handelt, nicht mehr als ein System zu integriren. Schon lange vorher, 
im Jahre 1818, war Cauchy zu diesem letzteren Resultat gelangt, indem 
er ebenfalls die Anfangswerthe der Veränderlichen als Constanten benutzte. 
Übrigens gebührt ihm die Einführung dieser Idee in die Wissenschaft, doch 
scheint Jacobi die Arbeiten von Cauchy nicht gekannt zu haben.

Dies ist der Cyklus der in unserm ersten Buche auseinandergesetzten 
Untersuchungen. Wir haben jeder Theorie die Anwendungen, welchen man 
gewöhnlich in den Lehrbüchern begegnet, und ausserdem diejenigen, welche 
sich in den Abhandlungen von Lagrange finden, hinzugefügt. Ferner 
haben wir in einem besonderen Paragraphen die Integration einer sehr be- 
merkenswerthen Gleichung, welche von Schläfli herrührt und von ihm 
im Jahre 1868 veröffentlicht worden ist, gegeben.
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Das zweite Buch ist der Methode von Jacobi und Bour, den Ver­
vollkommnungen dieser Methode durch C leb sch, endlich den Methoden 
von Korkine, Boole und Mayer, welche damit in engem Zusammen­
hänge stehen, gewidmet.

Die Nova methodus von Jacobi wurde von ihm im Jahre 1838 ge­
funden und von Clebsch im Jahre 1862 veröffentlicht. Wir legen sie 
in unsern beiden ersten Kapiteln dar. Unsere Auseinandersetzung unter­
scheidet sich nur dadurch von derjenigen von Graindorge und Imsche- 
netsky, dass wir in einem besonderen Kapitel, dem ersten, alles, was sich 
auf die Integrabilitätsbedingungen bezieht, vereinigt haben. Indem wir uns 
in Bezug auf diesen Punkt ein wenig von unsern Vorgängern und von 
Jacobi entfernen, wird man vielleicht den zu ausgedehnten Gebrauch der 
symbolischen Bezeichnungen nicht billigen. Indessen wird der Leser, welcher 
sich mit diesen Bezeichnungen vertraut gemacht hat, erkennen, dass nur 
sie in natürlicher Weise zum Beweise der Principien der Jacobi’sehen 
Methode führen können. Im dritten Kapitel geben wir die von Bour her­
rührende Ausdehnung dieser Methode auf simultane Gleichungen und be­
richtigen dabei den kleinen Irrthum, welcher in der Auseinandersetzung 
von Bour, sowie in derjenigen der Autoren, die ihm gefolgt sind, unter­
gelaufen ist. Auf diesen Irrthum hat Mayer im Jahre 1871 aufmerksam 
gemacht. In historischer Beziehung ist die Bemerkung von Wichtigkeit, 
dass die Arbeiten von Bour nicht aus denen von Jacobi hervorgegangen 
sind, welche letzteren erst im Jahre 1862 veröffentlicht wurden. Liou- 
ville, Bour und Donkin hatten um 1853 und 1854 die Fundamental­
sätze der Nova methodus gefunden, ohne Kenntniss von der letzteren zu 
haben. Im vierten Kapitel geben wir die bewundernswerth eleganten, von 
Clebsch herrührenden und im Jahre 1866 veröffentlichten Rechnungen 
wieder, in denen der ausgezeichnete Algebraiker eine bemerkenswerthe Ver­
einfachung der Jacobi’schen Methode kennen lehrt.

Das fünfte und sechste Kapitel sind Methoden gewidmet, welche eine 
Änderung der Veränderlichen zur Voraussetzung haben. Bei der Methode 
von Korkine (1868), welche auf die nichtlinearen simultanen Gleichungen 
Anwendung findet, verfügt man über die willkürliche Function, welche in 
das allgemeine Integral einer der gegebenen Gleichungen eingeht, derart, 
dass dadurch den andern Gleichungen genügt wird; man transformirt so 
das System in ein anderes, welches eine Gleichung und eine Veränderliche 
weniger enthält. Die Rechnungen, zu denen wir beim Beweise der Principien 
dieser Methode geführt worden sind, würden ausserordentlich weitläufig 
sein, wenn wir nicht ausgedehnten Gebrauch von der Theorie der Deter­
minanten gemacht hätten. Die Methode von Boole (1863), welche nur 
auf lineare Gleichungen anwendbar ist, geht ungefähr in derselben Weise 
vor, wie diejenige von Korkine. Sie ist im letzten Paragraphen des 
fünften Kapitels auseinandergesetzt. Die Methode von Mayer (1872),



(n — 2), (n — 1)
22,

1, 1.

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Gleichungen die abhängige Veränderliche 
nicht explicit enthalten. Die Methode von Lie, von der wir weiter unten 
sprechen werden, erfordert genau dieselbe Anzahl von Integrationen, wie 
diejenige von Mayer.

Das dritte Buch enthält zunächst die Auseinandersetzung der Methode 
von Cauchy. Der berühmte Geometer hatte sie 1818 ausgehend von zwei 
Hauptgedanken gefunden; der eine besteht in der Veränderung der Ver­
änderlichen, ein Gedanke, den er wohl eher Ampère als Lagrange oder 
Pf aff entliehen hat, denn er scheint die Untersuchungen des letzteren nicht 
gekannt zu haben; der andere besteht in der unmittelbaren Einführung 
der Anfangswerthe der Veränderlichen in die Eechnung, wie es in der 
Theorie der bestimmten Integrale geschieht. Wenn die Untersuchungen 
von Cauchy denen von Jacobi über die Pf aff*sehe Methode nicht vorher­
gegangen wären, würde man sie für eine vereinfachte Darstellung aller in 
unserm ersten Buche analysirten Arbeiten einschliesslich der Theorie der 
linearen Gleichungen von Lagrange halten. Wenn es sich um die Aufsuchung 
der Integrale dieser Gleichungen bei Voraussetzung von drei Veränderlichen 
handelt, suchen Lagrange und Monge zuerst die Kurven, welche die 
durch die Integrale dargestellten Flächen erzeugen können. Ein analoger 
Gedanke giebt Cauchy die Kurven oder Mannigfaltigkeiten von einer 
Dimension, von Lie Charakteristiken genannt, welche gewissermassen das 
Integral der nichtlinearen Gleichungen erzeugen. P f a f f und Jacob
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welche sodann folgt, ist ebenfalls nur auf lineare Gleichungen anwendbar, 
deren Integration sie auf diejenige gewisser Systeme von totalen Differential­
gleichungen zurückführt. Jedesmal, wenn es gelungen ist, eine Gleichung 
des einen von diesen Systemen zu integriren, transformirt man es in ein 
anderes System, welches eine Veränderliche weniger enthält. Die neuen 
Veränderlichen sind die Anfangswerthe der ursprünglichen Veränderlichen. 
Ausserdem kann man mittels einer Transformation der Veränderlichen von 
ganz verschiedener Art bewirken, dass man nur ein einziges System zu 
betrachten hat. Wenn es sich um die linearen Gleichungen handelt, zu 
welchen die Jacobi’sehe Methode führt, führt ein Satz von Mayer, welcher 
dem von Poisson und Jacobi analog und von diesem eine Folgerung ist, 
neue Vereinfachungen ein.

Die Methoden von Jacobi, Clebsch und Mayer führen darauf, ein 
Integral von Systemen von 2 (n — 1), 2 (n — 2), . . ., 2 gewöhnlichen 
Differentialgleichungen zu suchen, und zwar beträgt die Anzahl dieser 
Systeme für die drei Methoden respective:
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waren im Verfolg ihrer Rechnungen gezwungen, n von ihren 2 n—1 Hülfs- 
veränderlichen Constanten gleichzusetzen. Cauchy nimmt gleich von 
Anfang an nur n—1 Hülfsveränderliche an und setzt ohne Weiteres voraus, 
dass dieses die Anfangswerthe der alten Veränderlichen seien; dadurch ver­
meidet er den Umweg, auf dem später Jacobi zu demselben Resultate 
gelangte. Cauchy hat im Jahre 1841 seiner Methode eine allgemeinere 
Form gegeben; die Anfangswerthe der Veränderlichen können nach Belieben 
neue Veränderliche oder Integrationsconstanten sein. Diese Arbeit von 
1841, welcher man nicht genügende Beachtung geschenkt hat, bildet die 
Grundlage unserer Auseinandersetzung. Auf Grund derselben haben wir 
mit vollkommener Strenge die Theorie der Integration einer partiellen 
Differentialgleichung in den singulärsten Fällen geben können, z. B. in dem 
Falle der halblinearen Gleichungen von Lie (1872), auf den Serret bei­
läufig im Jahre 1861 kam; das Integral dieser Gleichungen wird gegeben 
durch m Relationen zwischen n -f- 1 Veränderlichen und n willkürlichen 
Constanten. Mayer hat 1871 gezeigt, dass die von Jacobi modificirte 
Pf aff sehe Methode niemals das vollständige Integral der in Bezug auf die 
Grössen p homogenen Gleichungen giebt; dasselbe ist der Fall bei der 
ursprünglichen Cauchy’schen Methode. Wenn man aber dieser Methode 
alle ihre Geschmeidigkeit, wenn man so sagen darf, lässt, so führt sie ohne 
Rechnung zu den Abänderungen der Methode von Pf aff und Jacobi, 
welche von Mayer vorgeschlagen wurden.

Die allgemeine Methode von Cauchy thut auch sehr gute Dienste 
bei einer strengen Darlegung der Untersuchungen von Serret (1861), die 
sich auf den Fall beziehen, wo die Cauchy’sche Methode mangelhaft zu 
sein scheint. Wir geben diese Untersuchungen im zweiten Kapitel.

Das folgende Kapitel enthält nach Mayer eine Auseinandersetzung der 
Lie’schen Methode (1872), welche als eine Erweiterung der Cauchy’schen 
Methode betrachtet wird. In dieser Methode führt man die Integration 
von m 1 Gleichungen mit n -\- m unabhängigen Veränderlichen auf die­
jenige einer einzigen Gleichung mit n unabhängigen Veränderlichen zurück, 
sei es durch Aufsuchung eines Integrals von m Gleichungen, sei es nach 
einer einfachen Transformation der Veränderlichen. In diesem letzteren 
Falle sieht man deutlich, dass die Lie’sche Methode die natürliche Fort­
setzung derjenigen von Cauchy ist. Verbunden mit der Jacobi’schen 
ist sie anwendbar auf eine einzige Gleichung mit n 1 Veränderlichen 
besonders in den ungünstigsten Fällen.

Schliesslich geben wir in einem kurzen Schluss abschnitte mittels der 
Ideen von Lie selbst eine zusammenfassende Übersicht der hauptsäch­
lichen Methoden, welche den Leser ihre inzwischen erfolgte Verschmelzung 
unter den Händen des norwegischen Geometers voraussehen lässt.
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Seit der Veröffentlichung der französischen Ausgabe dieses Buches (1875) 
ist die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung der 
Gegenstand erheblicher Arbeiten nach drei verschiedenen Richtungen hin 

Frau von Kowalevsky, Darboux, Méray und Andere habengewesen.
die schwierigen Fragen, welche sich auf die Existenz des allgemeinen In­
tegrals und der singulären Lösungen dieser Gleichungen beziehen, studirt; 
Lie und seine Schüler haben die Theorie der Berührungstransformationen
auf die gesammte Analysis der partiellen oder totalen Differentialgleichungen 
ausgedehnt; endlich haben Frobenius, Darboux, Morera das Pfaff’sche 
Problem, dasselbe im weitesten Sinne genommen, in überaus eingehender 
Weise behandelt. Wir konnten nicht daran denken, so tiefe und so originelle 
Untersuchungen in den alten Rahmen unseres Werkes einzufügen; dazu 
hätte der Umfang desselben auf das Doppelte oder Dreifache erweitert und 
sein Plan vollständig geändert werden müssen. Die kürzliche Veröffentlichung 
von drei bemerkenswerthen Werken hat übrigens eine derartige Erweiterung 
unserer ursprünglichen Arbeit unnöthig gemacht. Es sind dies die folgenden 
Werke: Leçons sur l’intégration des équations aux dérivées par­
tielles du premier ordre von E. Goursat (Paris, Hermann, 1890), 
welches eine ausgezeichnete Übersicht über die erstgenannte Gruppe von 
Arbeiten enthält; ferner: Theorie der Transformationsgruppen von 
Sophus Lie (Leipzig, B. G. Teubner, 1888, 1890, der dritte Band ist 
noch nicht erschienen), und Theory of Differential Equations, Part. I 
Exact Equations and Pfaff’s Problem von A. R. Forsyth (Cam­
bridge 1890), in welchen die beiden anderen oben angegebenen Gruppen 
von Arbeiten in vollständiger Weise auseinandergesetzt werden.

Wir haben uns daher auf eine Revision unseres Buches beschränkt
und nur eine gewisse Anzahl von Verbesserungen, bibliographischen Notizen, 
sowie einige Ergänzungen eingeführt, die aus folgender Aufstellung er­
sichtlich werden:

1) Am Schlüsse der Einleitung haben wir als Nachtrag I eine historische 
Übersicht über die auf die Existenz des allgemeinen Integrals der gewöhn­
lichen und partiellen Differentialgleichungen bezüglichen Untersuchungen ge­
geben.1) Im Anhang I ist mit Genehmigung der leider so früh verstorbenen 
Frau von Kowalevsky deren auf diese Frage bezügliche bemerkenswerthe Ab­
handlung reproducirt, wodurch die hauptsächlichste Lücke der französischen

*) Während des Druckes dieses Buches ist über diesen Gegenstand eine 
wichtige Note von Herrn E. Picard erschienen, die wir hier anführen: Sur le 
théorème général relatif à l’existence des intégrales des équations différentielles 
ordinaires (Bulletin de la Société mathématique de France, 1891, t. 19, p. 61—64 
und Nouvelles Annales de Mathématiques, 1891, 8§ Série, t. X, p. 197—201), 
deren Princip er in seinem Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées 
partielles et la méthode des approximations partielles (Journal de Mathématiques 
pures et appliquées de Jordan, 1S90, 4§ Série, t. VI, p. 145—210, 281) dargelegt 
hatte. — Zur Ergänzung dessen, was wir über die Existenz der Integrale der
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Ausgabe unseres Buches ausgefüllt wird. 2) In der Theorie der linearen 
Gleichungen haben wir überall die Methode von Gilbert eingeführt, welche 
die vordem durch Jacobi in versteckter Weise angedeutete singuläre Lösung 
giebt. Ferner haben wir im Nachtrag II gezeigt, wie auch die Methode 
von Cauchy zugleich das allgemeine Integral und die singuläre Lösung 
geben kann.1) 3) Im Nachtrag III haben wir als Anwendung der Theorie 
der linearen Gleichungen die partielle Differentialgleichung der Regelflächen 
integrirt. 4) Bei der Darlegung der Prinzipien der Jacobi’schen Methode 
haben wir die Veränderungen eingeführt, welche unerlässlich sind, um ge­
wissen Ein würfen von Gilbert zu begegnen, und haben der grösseren 
Sicherheit wegen im Nachtrag IV die Darlegung reproducirt, welche dieser 
Geometer von der Jacobi’schen Methode gegeben hat. 5) Schliesslich 
haben wir hier und dort verschiedene minder wichtige Verbesserungen oder 
Ergänzungen gemacht, besonders in bibliographischer Beziehung, ohne jedoch 
zu versuchen, absolut vollständig zu sein, und zwar dies um so weniger, 
als die Werke der Herren Lie, Forsyth und Goursat eine derartige 
Vollständigkeit auf dem von ihnen gewählten Gebiete überflüssig machen.

III. Bezeichnungen und besondere Festsetzungen.
I. Wenn eine Veränderliche z eine explicite oder implicite Function 

der unabhängigen Veränderlichen xl7 x2, ... ist, so bezeichnen wir ihre 
Ableitungen in Bezug auf x±1 x2, ... durch

dz dz

abweichend von Jacobi, der in diesem Falle die Bezeichnungen

%z %z

anwendet und die geraden d für die Ableitungen der Functionen einer 
einzigen Veränderlichen vorbehält.

Wir bedienen uns der Bezeichnungen

Sep ö(p 
öxt ’ öx2

■ (i)dxt

(2)

partiellen Differentialgleichungen gesagt haben, müssen wir noch die Inaugural­
dissertation (1879) des Herrn Poincaré, die uns entgangen war, erwähnen: „Sur 
les propriétés des fonctions définies par les équations aux dérivées partielles“ 
(Paris, Gauthier-Villars, 1879, 93 S. in 4°), sowie diejenige des Herrn Bourlet, 
die während des Druckes des Werkes erschien und noch gelegentlich erwähnt 
werden konnte (S. 303).

*) In den Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1890—1891, t. XV, 
1. partie, p. 3—6, in einer Note sur la méthode de Lagrange pour l’intégration 
des équations linéaires aux dérivées partielles haben wir gezeigt, dass diese 
Methode von Lagrange ebenfalls die singuläre Lösung Gilbert1s giebt.
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um die Ableitungen einer expliciten Function (p (xv x21 ...) von x1 x2l .. . 
in Bezug auf den Buchstaben xv in Bezug auf den Buchstaben x2, u. s. w. 
darzustellen, unbekümmert darum, ob xt1 x2l ... von einander unabhängig 
sind oder nicht. Die beiden Bezeichnungen können in gewissen Fällen 
gleichbedeutend sein; die Bezeichnung (1) dient zur Darstellung eines Aus­
druckes, welcher nicht von der Form der zwischen xv x2ł ... bestehenden 
Relationen abhängt; das Umgekehrte ist der Fall bei der Bezeichnung (2).1)

II. Die Bezeichnungen

fl (fli • • »> fn) d (/j, . . », fn) fit ♦ » v fn
= I)

fl (xi7 . . ., xny d (xlf . . Xn) , . . ., Xn

stellen resp. die Functionaldeterminanten

fl/i Öfn

8Xn * ’ *’
dar.

Jacobi hat die Bezeichnung 9 eingeführt im § 1 der Dilucidationes 
(Ges. Werke, IV. S. 152): „Differentiationem vulgarem symbolo indicavi d, dum 
differentiationi partiali symbolo 9 adhibui. Si certae variabilium independentium 
functiones ipsae pro variabilibus independentibus sumuntur earumque respectu 
dilferentiationes partiales instituuntur, haec nova differentialia uncis inclusi, ut 
a differentialibus partialibus variabilium independentium propositarum respectu 
sumtis distinguerentur.“ Diese „differentialia uncis inclusa“ gerade sind es, die 
wir durch das Symbol 8 bezeichnen. Was die Unterscheidung der partiellen 
Differentiale von den gewöhnlichen Differentialen anlangt, so ist dieselbe nicht 
berechtigt; die einen wie die andern sind ihrer Definition nach gleich den 
Ableitungen der betrachteten Functionen nach den unabhängigen Variablen, 
multiplicirt respective mit willkürlichen Grössen, welche die beliebigen, reellen 
oder imaginären Zuwächse dieser unabhängigen Variablen darstellen.

Gent, den 10. October 1891.

P. Mansion.

’ $XLdxt
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Zusätze und Verbesserungen.

Zu S. 24. Anm. Der Satz 2 der May ergehen Note in den Gott. Nachr., 
1872, No. 21 liefert das Mittel, aus einer gegebenen vollständigen 
Lösung nicht nur jede andere vollständige Lösung der gegebenen 
partiellen Differentialgleichung, sondern überhaupt jede andere 
Lösung abzuleiten, mit Ausnahme allein der singulären Lösung.

Zu S. 49. Anm. Jacobi hat bereits in den Dilucidationes die all­
gemeine Grenzbedingung (14) behandelt.

Zu S. 212—213, No. 97. In dieser No. ist nur bewiesen, dass die Glei­
chungen (11) nicht mehr xt ecthalten, nachdem sie nach dc1: 
dc2, . . ., dcn aufgelöst sind.



Einleitung.

Entstehung der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung.

§. 1. Definition der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Verfahren, um die abhängige Veränderliche aus ihnen herauszu­
schaffen. Geometrische Deutung von Lie.

1. Definition nach Lagrange. — Eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung

f(z, xv x2, . . Xn, plt p2, . . Pn) = 0 . . . . (1)

ist eine Beziehung zwischen einer abhängigen Veränderlichen z, w unab­
hängigen Veränderlichen x1: x2r . . .. und den ersten Ableitungen

r7.: (1:.

clx?1 * ’’ dxn

Sie heisst linear, wenn pv p2, . . darinvon # nach . . .,
nur im ersten Grade Vorkommen.

Die Gleichung (1) integriren, heisst sämmtliche Relationen zwischen 
2, xv x2, . . ., xn von solcher Beschaffenheit finden, dass die Werth e von 
2, j?2, . . welche aus ihnen abgeleitet werden können, die Gleichung
(1) zu einer identischen machen.

Mehrere Gleichungen von derselben Form wie die Gleichung (1) bilden 
ein simultanes System von partiellen Differentialgleichungen der ersten 
Ordnung, mag nun in ihnen nur eine einzige unbekannte Function z mit 
ihren Ableitungen Vorkommen oder mögen deren mehrere vorhanden sein. 
Da sich die Mathematiker beinahe ausschliesslich mit dem ersten dieser 

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 1



Entstehung der part. Differentialgleichungen. [Nr. 1-2]2

beiden Fälle beschäftigt haben1), so werden wir uns hier, abgesehen von einem 
Paragraphen, der gewissen simultanen Gleichungen gewidmet ist (§ 7), auch 
nur auf die Untersuchung derjenigen simultanen Differentialgleichungen 
beschränken, welche nur eine abhängige Veränderliche enthalten.

Ein System von simultanen der Gleichung (1) analogen Gleichungen 
integriren heisst ebenfalls alle Relationen zwischen #, xv x2, . . ., xn von 
solcher Beschaffenheit finden, dass die Werthe von #, jpl7 p2, . . ., pn, welche 
daraus abgeleitet werden können, diese Gleichungen zu identischen machen.

2. Erste Transformationsmethode. — Es ist häufig vortheilhaft, 
mag es sich um eine einzige Gleichung oder um ein System von solchen 
handeln, die gegebenen Relationen in andere zu transformiren, welche eine 
unabhängige Veränderliche mehr enthalten, in denen aber die neue abhängige 
Veränderliche nur vermöge ihrer partiellen Ableitungen vorkommt. Um 
dies zu erreichen, hat Jacobi zwei Transformationsmethoden angegeben, 
die wir jetzt vorführen wollen, wobei wir uns jedoch auf den Fall einer 
einzigen Gleichung beschränken.2)

Es sei
f(*, «k, #2> • • -, Xm JPl, Ps, ■ ■ ; P„) = 0 • ■ • • (1)

eine partielle Differentialgleichung und

3) In Bezug auf diesen Gegenstand erwähnen wir jedoch zweier wichtiger 
Abhandlungen von Hamburger (Crelle’s Journal 1882, Bd. 98, S. 188 — 215, 
Bd. 100, S. 390—404) und einer Note von König (Mathem. Annalen, 1884, Bd. 23, 
S. 520—528). Jordan (Cours d’analyse Bd. 3, S. 297—300, Nr. 232—234) giebt 
an, wie man allgemein irgend ein System partieller Differentialgleichungen auf 
ein solches erster Ordnung, welches nur eine abhängige Veränderliche enthält, 
zurückführen kann.

2) Die erste Methode findet sich in der Abhandlung von Jacobi: Dilucida- 
tiones etc. (Crelle’s J., Bd. 23, S. 18—20), die andere in seiner Nova Methodus, 
§ 1, und in seinen „Vorlesungen über Dynamik“, Vorlesung 31, S. 237. Diese zweite 
Methode ist weit weniger elegant wie die erste, doch ist sie nicht illusorisch, 
wie B o o 1 e, On the differential équations of dynamics (Philosophical Transactions 
1863, S. 485—501) S. 489, Bertrand in seinen Vorlesungen am Collège de France 
in den Jahren 1852, 1855, 1868 (Graindorge, Mémoire etc. S. 16 Anm.) und nach 
ihm Imschenetsky S. 43, Graindorge S. 16 und Mayer (Mathematische 
Annalen, Bd. 3, S. 437) behauptet haben. Diese Geometer haben Jacobi einen 
Irrthum zugeschrieben, den er nicht begangen hat, nämlich den, dass er hätte zwei 
Grössen y und t zwischen zwei Gleichungen eliminiren wollen. „Jacobi war doch 
nicht so kurzsichtig“, sagte Ciebsch zu uns in Bezug auf diesen angeblichen 
Irrthum des grossen Geometers. Mayer (Mathem. Annal. 1875, Bd. 9, S. 366—369) 
hat später die Richtigkeit der zweiten Jacob fischen Methode anerkannt und die­
selbe dargelegt, indem er im Grunde ebenso wie wir aus einem Gedanken Nutzen 
zog, der ihm von Lie mitgetheilt worden war. May er (a. a. O. S. 368—369) 
verdankt man die wichtige Bemerkung, dass diese zweite Methode nicht wie die 
erste gewisse singuläre Lösungen der ursprünglichen Gleichung ausfallen lässt 
(vgl. die Bemerkung am Schlüsse von Nr. 2).
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(2)F {g, x2, x„) — O

ein Integral dieser Gleichung. Dann hat man:

SFSFSF
Sx„^ dx2

Pl SF ! ih SF ’ » ft. = dF *
dz

Setzt man diese Werthe in die Gleichung (1) ein, so kommt:

dF dF
dxndx

= 0 . • • (3).f\ ^1? • • • ßjp ’ • • •>

fl*äs

Die Gleichung, welche man aus dieser erhält, wenn man überall ô 
mit d vertauscht, nämlich:

dFdF
dxndxt

• • (4)= 0f\ 3") • • •? 'X'n’> dFdF ’ ' • •>

d# d#

ist die transformirte Gleichung, die wir suchen. Es ist dies eine partielle 
Differentialgleichung zwischen einer abhängigen Veränderlichen F und den 
unabhängigen Veränderlichen #, . . ., xn, deren Integration unmittelbar
diejenige der Gleichung (1) giebt, wie wir jetzt zeigen wollen.

Es sei
(5)<p (F, 3, • • •> ^w) 0

irgend eine Lösung der Gleichung (4). Man hat:

dcp dqo dcp
dF dz_ dF^ 

dcp1 dxt
dFdxt dxn

• (6)dz dcp
dF dF dF

und wenn man dies in (4) einsetzt:

dop dcp dcp
dx{ 
dcp 5

dx2 dxnf\ g, xv x2, . .xn, — = 0 (7),
dcp ’ ' * *7 dcp

dz dz dz

Diese Gleichung (7) enthält keine Ableitung in Bezug auf F. Ver­
gleicht man sie mit der Gleichung (1), so sieht man unmittelbar, dass die 
Gleichung (5) eine Lösung von (1) ist, vorausgesetzt, dass man darin F 
als eine Constante betrachtet.1)

*) Wie man sieht, braucht man nicht vorauszusetzen, dass die Gleichung 
(5) nach F aufgelöst sei, wie es Imschenetsky, S. 44, und Graindorge, S. 17, 
gethan haben, um den Satz dieser Nummer zu beweisen.

1*
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Bemerkung. Die transformirte Gleichung (4) ist homogen in Bezug 
auf die Ableitungen von F. Wie man weiter unten sehen wird, lassen sich 
die Integrationsmethoden der 23artiellen Differentialgleichungen nicht immer 
direkt auf diese Art von Gleichungen an wen den. Dies ist zweifellos der 
Grund, der Jacobi veranlasste, eine andere Integrationsmethode anzuwenden. 
Da überdies, wie Mayer bemerkt hat, die erste Transformation nur Lösungen 

I von der Form (5) giebt, in denen eine willkürliche Constante F vorkommt, 
so kann sie nicht singuläre Lösungen (Nos. 6, 10, u. s. w.) ohne willkür­
liche Constante liefern, die sich nicht aus Integralen mit dergleichen Con- 
stanten herleiten lassen. Die zweite Methode bietet keinen von diesen 
Uebelständen dar.

B. Zweite Transformationsmethode. — Wir setzen

y = st

und nehmen z unabhängig von t an, so dass

(8)

dz
(9)=r = 0dt

ist. Aus (8) folgt:
dy 1 __

^ ’ dxt t Pv ■ • v 

Mittels dieser Werthe (10) geht die Gleichung (1) über in:

ł - *. • ■ O»)-dy
dt

dy 1 dy 1 * t) “ 0 (11)./■(*' X2, . . X„, dx^ t , dx^ t’--;dxdt

welche y nicht mehr explicit enthält, in der jedoch eine Veränderliche t 
mehr vorkommt.

Es sei
■P1 (^? *^T> ’ ' * ^n) ^

irgend ein Integral dieser transformirten Gleichung (11). Im Allgemeinen 
genügt es, wie Bertrand bemerkt hat, nicht, in dieser Gleichung (12) y 
durch zt zu ersetzen, um eine Lösung

• ■ (12)

F(Ą t, xlf x2, x„) = 0

der Gleichung (1) zu erhalten, aus welcher t von selbst herausfiele. In- 
dessen darf man daraus nicht schliessen, dass die zweite Jacobi’sche Trans­
formationsmethode im Allgemeinen illusorisch ist.

Die Gleichung (13) ist ein Integral nicht von Gleichung (1), sondern 
von der Gleichung

■ ■ (18)

+ ' f, • • (14),•%ni Pv * * •» Pn) ^ •

in welcher z als eine Function von £, xl7 . . ., xn betrachtet wird. Setzt 
man in dieser y = zt und lässt z abhängig sein von t, so wird man zu

' *?
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der transformirten Gleichung (11) geführt und umgekehrt kommt man von 
der Gleichung (11) wieder zu der Gleichung (14), wenn man bloss 
y = zt annimmt. Somit ist die Gleichung (13) eine Lösung der Gleichung 
(14), weil (12) eine Lösung von (11) ist.

Um aber von der Gleichung (11) auf die Gleichung (1) zurückzukommen, 
genügt es nicht, nur y = zt zu setzen, man muss auch auf die Gleichung 
(9), welche ausdrückt, dass z von t unabhängig ist, Rücksicht nehmen.
Mithin findet man ein Integral von (1) mit Hülfe von (13), wenn man t 
zwischen dieser Relation und der folgenden

L-& » X.§/0« 

......................... (15),

11 à. i
dJr

'IX ist

welche der Gleichung (9) äquivalent ist und in welcher y durch zt ersetzt 
zu denken ist, eliminirt. Mit andern Worten, man findet ein Integral von 
(1), wenn man y und t zwischen den Gleichungen (8), (12), (15) eliminirt.

Bemerkung. Ist die gegebene Gleichung homogen in Bezug auf 
die Grössen p, so kann man sie auf die Form bringen:

SF SFz '4- —Sy ^ Sthtd •>.
t - SF tSy

Cp (z, ■ . -, )r &
Pn

= 0.5 •

Die transformirte Gleichung

Hf’ *»’ •• Pier Pn—1'"n't nr. 5 * * "> nr.Pn pn

enthält nicht t explicit, was, wie wir weiter unten (Nr. 15) sehen werden, 
eine neue Vereinfachung ist.

4. Definition einer partiellen Differentialgleichung nach Lie1).
Betrachtet man eine Veränderliche x, welche von — 00 bis -(- 00 variirt, oder 
allgemeiner, welche alle denkbaren Werthe annimmt, so sagt man, sie könne 
unendlich viele ( oo1) Werthe annehmen. Man kann ebenso sagen, dass das 
System der beiden Veränderlichen x, y 002 Werthe, ferner dass das System 
der drei Veränderlichen x, y, z 003 Werthe annehmen könne u. s. w. All­
gemein, wenn man sagt, das System

Z, • * *5 %n

könne 00 n+1 Werthe annehmen, so bedeutet dies, dass jede der Veränder­
lichen alle nur denkbaren Werthe annehmen kann.

A) Lie, Göttinger Nachrichten, 1872, Nr. 16, S. 321—326, Nr. 25, S. 473-489 
und S. 151 u. ff. der grossen Abhandlung: ,,Ueber Complexe, insbesondere Linien- 
und Kugelcomplexe, mit Anwendung auf die Theorie partieller Differential­
gleichungen“ (Mathematische Annalen Bd. 5, S. 145—256). Es war Cauchy, der 
sich zuerst mit Räumen von beliebig vielen Dimensionen beschäftigte ( Comptes 
rendus t. XXIV p. 885—887).
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Wenn zwei Veränderliche x, y durch eine Gleichung 

ffa y) = 0

verbunden sind, so kann x oo1 Werthe annehmen und jedem Werthe der 
Veränderlichen x wird darnach nur eine gewisse Anzahl von Werthen der 
Veränderlichen y entsprechen; in diesem Falle sagt man, dass das System 
(#, y) nur oo1 Werthe habe und nicht oo2, wie im vorigen Falle. Ebenso 
sagt man, n -J- 1 Veränderliche, welche unter einander durch 1, 2, . . ., n 
Relationen verbunden sind, haben resp. oon, oow

Betrachtet man x, y, z als die Coordinaten eines Punktes im Raume, 
so kann das Ensemble der drei Coordinaten x, y, z gleichfalls Punkt ge­
nannt werden und man kann sagen, dass der Raum oo3 Punkte, eine Fläche 
oo2 und eine Kurve nur oo1 Punkte enthält. Im allgemeineren Sinne kann 

man Punkt das Ensemble von n + 1 Werthen (z, x±, . . ., xn), welche seine 
Coordinaten heissen, und Baum von n -f- 1 Dimensionen das Ensemble der 
Punkte nennen, welche allen überhaupt möglichen Werthen dieser Coordi­
naten entsprechen. Betrachtet man unter den oon + 1 Punkten des Raumes 
von n -J- 1 Dimensionen diejenigen, deren Coordinaten der Gleichung

f{z, xv . . xn) = 0

genügen, so hat man eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen, welche 
oon Punkte enthält. Das Ensemble der Punkte, welche durch 2, 3, . . ., n 
derartige Gleichungen dargestellt werden, bildet eine Mannigfaltigkeit von 
resp. n — 1, n — 2, . . ., 1 Dimensionen. Die Punkte selbst können von 
der Oten Dimension genannt werden.

Im Raume von 3 Dimensionen unterscheidet man unter den Flächen 
diejenige, deren Gleichung vom ersten Grade ist, oder die Ebene

pX + qY— Z + P = 0.

Die Ebene ist bestimmt, wenn man ihre Richtungscoefficienten p, — 1 
und einen ihrer Punkte x, y, z kennt. Ihre Gleichung ist in diesem Falle :

p{X — x) + q(Y — y) — (Z - z) = 0.

Ein Punkt und eine durch diesen Punkt hindurchgehende Ebene bilden 
ein Element des Raumes. Ein Element des Raumes ist somit durch fünf 
Grössen, welche seine Coordinaten heissen,

. ., oo1 Werthe.— i? •

V’ P» 2

bestimmt und somit enthält der Raum oo5 Elemente.
Unter den Elementen des Raumes sind die, deren Coordinaten der

Gleichung
f(x, y, a, i>, q) — 0

genügen, in der Zahl oo4 vorhanden und dieselben werden die Elemente
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dieser Gleichung oder die Elemente der durch diese Gleichung dargestellten 
Eigur, wenn man so sagen darf, genannt. Durch jeden Punkt des Raumes 
gehen oo2 Ebenen, von denen nur oo1 zusammen mit diesem Punkte oo1 

Elemente der Gleichung f bilden. Diese oo1 Ebenen umhüllen einen ge­
wissen Kegel, welcher den gemeinsamen Punkt zur Spitze hat. In gewissem 
Sinne kann man daher sagen, dass die Gleichung /*= 0 oo3 Kegelflächen 
in der Umgebung ihrer Spitzen darstellt, deren jede in diesen Punkten oo1 

Tangentenebenen besitzt.

Im Raume von n -f- 1 Dimensionen können wir Ebene die Mannig­
faltigkeit von n Dimensionen nennen, deren Gleichung in Bezug auf die 
laufenden Coordinaten linear ist. Eine durch einen Punkt (s, xv . . ., xn) 
gehende Ebene hat zur Gleichung

Pl (X1 —%) + ..•+ Pn {Xn — X„) — (Z — g) = 0

und bildet zusammen mit dem Punkte selbst ein Element des Baumes, 
welches durch die 2^ + 1 Coordinaten

£, xv . . ., xn, pv . . pn

bestimmt ist. Der Raum enthält oo2n+1 Elemente. Die durch die Gleichung

. . ., xn, Pi, . . ., jpn) = 0

dargestellte Ftgur ist das Ensemble der oo2n Elemente, welche dieser Gleichung 
genügen. Diese Elemente heissen die Elemente der Gleichung oder der 
entsprechenden Eigur.

5. Neue Auffassung der Integration der partiellen Differential-
Eine partielle Differentialgleichung, mit drei Veränder­gleichungen, 

liehen z. B.
f{x, y, g, P,q) = 0 (16),

integriren heisst nach Lie alle Figuren finden, welche .oo2 von den oo4 durch 
diese Gleichung dargestellten Elementen enthalten und derart beschaffen sind, 
dass zwei unendlich nahe Elemente der Gleichung

dz = pdx -f- qdy (17)

genügen. Ebenso, eine Gleichung mit n -f- 1 Veränderlichen

f(g, xv . . x„, pv . . p„) = 0 . .

integriren heisst alle Figuren finden, welche oow von den oo2n durch diese 
Gleichung dargestellten Elementen enthalten und derart beschaffen sind, 
dass zwei benachbarte Elemente der Gleichung

äe = Pldxi + . . . + Pndxn ■ •

• • (1)

• • (18)
genügen.
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Nimmt man in der Gleichung (16) y, z als konstant, p, q als vari­
abel an, so genügen die so erhaltenen Elemente der Gleichung (17), da 
man hat:

dx — 0, dy = 0, dz — 0;

solcher Elemente aber giebt es nur einfach unendlich viele. Ebenso ge­
nügen die durch die Gleichung (1) dargestellten Elemente, wenn man den 
Punkt als fest betrachtet, der Bedingung (18), aber solcher Elemente giebt 
es nur oo”-1. Die entsprechenden Figuren sind daher keine Integrale.

Die Gleichungen (5) und (6) von Nr. 2, welche oo^1 Elemente der 
durch Transformation von Gleichung (1) erhaltenen Gleichung (4) geben, 
geben nur noch oow, wenn man F constant annimmt. Ebenso stellen die 
Gleichung (12) von Nr. 3 und die aus ihr abzuleitenden Werthe

dy_ ÈL __
dt ’ dxt 7 ' ‘ ’ dxn
ein Integral dieser Gleichung (11); nimmt man aber das Bestehen der Re­
lation (15) oder (9) an, so sind diese Elemente nur noch in der Zahl oon 
vorhanden und geben ein Integral der Gleichung (1).

von

—— oo/7+1 Elemente der Gleichung (11) dar und geben somit

§ 2. Entstehung der Gleichungen mit drei Veränderlichen. Theorie 
von Lagrange.1)

6. Entstehung dieser Gleichungen auf drei verschiedene Arten.
Es sei

£ = F(x, y, a, b)

eine Relation zwischen x, y, #, in welcher zwei willkürliche öonstanten a, b 
Vorkommen. Man erhält daraus:

(i)

P = F‘x (x, y, a, b), q = F‘y (x, y, a, b) . .

drei Gleichungen. 

fix, y, z, p, q) — 0 oder « = (p(x, y, p, q) . . . (3),

welches partielle Differentialgleichungen erster Ordnung sind.
Ersetzt man a und b durch geeignete Funktionen von x und y, so 

kann es Vorkommen, dass die Gleichung (1) zu derselben Gleichung (3)

(2).

so erhält man :Eliminirt man a und b zwischen diesen

L) Die Unterscheidung der drei Arten von Integralen der partiellen Diffe­
rentialgleichungen erster Ordnung rührt von Lagrange her (Abhandlungen der 
Berliner Akademie, 1772, Oeuvres, t. III, Nr. 2, p. 572 ; 1774, Oeuvres, t. IV, Nr. 41, 
p. 65, Nr. 47, p. 74; Leçons etc., p. 367 u. ff.). Man vgl. auch Pfaff (Abhandl. 
der Beri. Akad., 1814—1815) an verschiedenen Stellen, und Jacobi, Ueber die 
Pfaffsche Methode etc. (Crelle’s J., Bd. 2, S. 348 — 349) und vor AJlen „Vor­
lesungen etc.“, S. 471—509. Wir folgen hier hauptsächlich der Darstellung von 
Imschenetsky, Kap. I, S. 9 —19; Graindorge I, S. 1 — 9 ist weniger voll­
ständig.

Wir machen den Leser auf eine einfachere Darlegung dieser Theorie auf­
merksam, die weiter unten gelegentlich der simultanen Gleichungen gegeben wird 
und die nicht bemerkt worden zu sein scheint.
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führt. Es ist dazu nur nöthig, dass die neuen Werthe von p und ą

dF da 
da dx 
dF da 
da dy

sich auf die alten reduciren, d. h. dass man hat:

dF äb_ 
db dx

Aus diesen letzteren Gleichungen folgt:

dF db 
db dx 
dF db 
db dy

P = F‘x + +

<1 = n + +

~ dF da , dF db 
7 da dy db dy

dF da • • (4)= 0— 4.
da dx

Da1lJF=0 
x, y db

Relationen, denen man genügt: 1) indem man setzt:

j^a,b dF 
x, y daff-m • • (5),= o,

dFdF
(6),da

2) indem man setzt:

— o oder b = Jt (a) .
x,y w

wo 7t eine beliebige Funktion bezeichnet. In diesem Falle reduciren sich 
die beiden Gleichungen (4) auf eine und dieselbe

• • (7),

dF dF dn (8).— = 0+ db dada

Die beiden Gleichungen (6) oder die Gleichungen (7) und (8) genügen zur 
Bestimmung der Funktionen a und b.

Wir werden in der folgenden Nummer sehen, dass alle Lösungen der 
Gleichung (2) enthalten sind unter den Lösungen, welche gegeben werden 
entweder durch die Gleichung (1), das sogenannte vollständige, Integral von
(2), oder durch die Gleichungen (1), (7), (8), in denen it willkürlich ist 
und die zusammen das allgemeine Integral bilden, oder endlich durch die 
Gleichungen (1) und (6), welche die singuläre Lösung oder das singuläre 
Integral liefern.

Geometrisch drückt die Gleichung (3) eine Eigenschaft der Tangenten­
ebenen an die durch das vollständige Integral dargestellten Flächen oder 
der Enveloppen dieser, welche das allgemeine Integral giebt, oder endlich 
der Enveloppen von gewisser anderer Art, welche durch das singuläre Inte­
gral dargestellt werden, aus. Die ersteren Enveloppen berühren die Flächen 
(1) je längs einer durch die Gleichungen (1), (7), (8) gegebenen Kurve, 
die letzteren in Punkten, welche durch (1) und (6) bestimmt werden. 
Darboux hat jedoch gezeigt, dass man häufig an Stelle von Enveloppen 
geometrische Örter von singulären Punkten findet (Vgl. seine in dem Nach­
trage am Ende dieses Kapitels citirte Abhandlung: Mémoire sur les solutions 
singulières).



F(x, y, a, &) = yj(x, y)

Mithin wird die Gleichung (9) identisch mit der Gleichung (1), wenn 
a und b die aus den Gleichungen (11) abgeleiteten Werthe haben. Ferner 
genügen diese Werthe von a und b, falls sie nicht konstant sind, den 
Gleichungen (4). Man hat nämlich für diese Werthe von a und b:

. dF da .
'da dx '

(13).

dty
P =

äF da
+ 377 +a = da dy

und hieraus mittels der Gleichungen (11):

dF da dF db __ Q
da dx ' db dx ~
dF da , dF db __ ~
da dy ' db dy

Dies sind genau die Relationen (4). Somit ist die Gleichung (9) in einem 
der drei Integrale, von denen in der vorigen Nummer die Rede war, ein­
begriffen.

Man wird bemerken, dass zwei der Gleichungen (11) und (13) die 
dritte zur Folge haben, so dass man a und b mittels irgend zweier von 
diesen drei Relationen bestimmen kann.1)

*) Man würde in dieser Weise verfahren müssen, wenn a oder b in F linear 
vorkäme und aus den Gleichungen (11) verschwände. In diesem Falle aber kann 
man offenbar in jeder Lösung, und somit auch in (9), z durch z—a oder durch z—b 
ersetzen; ferner enthält die gegebene Gleichung z nicht explicit (vgl. Nr. 15).

Entstehung der part. Differentialgleichungen.10 [Nr. 7-8]

7. Sämmtliche Integrale der Gleichung (3) werden durch (1), 
(1) und (6) oder (1), (7) und (8) gegeben. — Es sei

S = ip(x, y)
eine Relation, welche der Gleichung (3) genügt, d. li. von der Art ist, dass

dy*
dx’ dy) * *

(9)

y)(x, y) = Ç?/ • • (io)x, y,

eine Identität ist. Wir setzen

dF   d%\) dF
dx dx9 dy

dij)
(ii)Sy

und leiten daraus die Werthe von a und b her, welche konstant sein werden
oder nicht. Für diese Werthe von a und b hat man, da F eine Lösung 
von (3) ist, identisch:

SF SF)F(x, y, a, b) = cp[x, ■ ■ (12),dx ’ dy

oder wegen der Relationen (10) und (11)

irl§■
!&

Sis fei«^ 
SI

S



und diesen Relationen genügt man: 1) indem man setzt:

dFdF
~ JbSa

= 0, = 0,SF
ös

d. h. de
= 0da °’ >

oder 2) durch

D— = 0 d. h. jc(a, b) = 0 . . . . (7'),
xyy

wo Jt eine beliebige Funktion bedeutet. In diesem letzteren Falle gehen 
die Gleichungen (5') wegen der aus (7') sich ergebenden Relationen

dbdb da 
dx dx dy

Ô7C * Ö7t

da ' db
über in

dn
dF dF da

X T-dbda du
db = o,dF

dz
was man auch schreiben kann:

Verschiedene Arten von Integralen. 11

8. Ausdehnung der vorhergehenden Theorie auf den Fall 
einer impliciten Relation zwischen æ, y, z. — Die Gleichung

F (x, y, 0, a, b) = 0 (10
giebt durch Differentiation:

dF dFdF , dF ( A
+ W p = °’ ä7+ö72 = 0 • • (2')dx

und, indem man a und b zwischen diesen letzten Gleichungen eliminirt:

f(x, y, 0, p, q) = 0

falls a und b Constanten oder Functionen von x und y von solcher Be­
schaffenheit sind, dass

dF db\ dF ^ 
db dx) * dz

(3'),

~ (dF da . dF db\ dF 
’ U« dy ‘ Sb dy)

(dF da , 
\ da dx '

. (40= 0
* dz

ist. Aus diesen letzteren folgt wie oben:

SF SF
B^ X 

æ, y
B^ X 

X, y
dbda • (5')== 0dF dF

dz dz

dz dz db   q
da * db da

(80,

£8
*

&
l8

-.8
r|§

l
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Die beiden Gleichungen (6') oder die Gleichungen (7') und (8') genügen 
zur Bestimmung der Funktionen a und b.

Jede Relation
yj (x, y, e) = 0

welche der Gleichung (3') genügt, d. h. so beschaffen ist, dass die aus ihr 
abgeleiteten Werthe zl7 jpv q1 von

(90,

dz dz 
dx’ dyz,

identisch
f(x, y, pv qx) = 0

ergeben, gehört zu einer der drei oben angegebenen Klassen von Lösungen. 
In der That, bestimmen wir a und b durch die Relationen

• • (!O0

(HO,P = Pv 2 = Qi,

wo p und ą die aus (2') abgeleiteten Werthe sind, vergleichen wir sodann 
die Gleichung (10') mit

(30f(x, y, e,p, q) = 0 

und berücksichtigen (11'), so kommt:

2 = 2V

Man beweist sodann wie oben, dass die Werthe von a und &, welche durch 
die Gleichungen (11') bestimmt werden, den Gleichungen (4') genügen, wo­
durch der Beweis des Satzes vollendet ist.1)

Bemerkung. Das allgemeine Integral, welches durch die Gleichungen 
(1'), (7'), (8') gegeben ist, enthält im Allgemeinen nicht die durch (1'), (6') 
gegebene singuläre Lösung. Denn die Gleichungen (7'j und (8') geben in 

den meisten Fällen

welche Gleichung nicht die Gleichungen (6') zur Folge hat.

Das vollständige Integral kann aus dem allgemeinen Integral abgeleitet

x) Die Darlegungen dieser Nummer würden überflüssig gewesen sein, wenn 
nicht Imschenetsky § 6, S. 18—19 und Graindorge Nr. 10, S. 7—9 den Nenner 
$ weggelassen hätten. Aus der Theorie der singulären Lösungen der gewöhn­

lichen Differentialgleichungen ist bekannt, dass man es sorgfältig vermeiden muss, 
die Nenner dieser Art wegzulassen, da sehr häufig nur sie allein zu der ge­
suchten Lösung führen, welche Form man auch der Function F geben mag, so-

dF
bald die Unendlichkeitsstellen von im Endlichen liegen.

dz

8 z

si?
 &I

*

31
? &

I8
*
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werden, indem man in jc zwei willkürliche Constanten aufnimmt. Es ist 
ferner klar, dass man unendlich viele vollständige Integrale finden kann.1)

9. Beispiele.2). — I. Die Gleichung

z = a -j- bx + bmy
giebt:

p — b, q = bm 

q = mp.

Die singuläre Lösung existirt nicht, da die Gleichungen (6) sind:

dz . A dz . A
da = 1 = °’ W,-X + mlJ = °>

deren erste absurd ist. Das allgemeine Integral wird gegeben durch Eli­
mination von a und b zwischen den Gleichungen:

# = a -{- b (x -(- my) 

b — jt(a)

0 = 1+ ^(fl) (x + niy)r
und dies führt zu

z = z(x + mv)’

wo % eine beliebige Funktion bezeichnet.
II. Es sei

g = a -f- bx -J- y f(a, b).
Dann hat man:

1 = f(a, b).P =

Hieraus ergiebt sich die Gleichung:

ff == — px — qy, p)-

III. Verallgemeinerte Clairaut’sche Gleichung. Wir nennen 
so die Gleichung, die man aus

+ by + f(a, b)z ax

*) Lagrange (Abh. d. Beri. Akad. 1774, Oeuvres t. IV., p. 80). Die voll­
ständige Theorie der Relationen, welche zwischen den vollständigen Integralen 
bestehen, ist von Jacobi ,Vorlesungen etc.“ S. 471—509 und an verschiedenen 
Stellen seiner Abhandlungen und von Mayer, Math. Annal. Bd. 3, S. 449—452 
und Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 21, S. 405—420 kurz dargelegt worden; 
aber dieser schwierige Gegenstand kann nur mit Hülfe der allgemeinen Theorie 
der Transformationen von Lie dargelegt werden (vgl. Gott. Nachrichten 1872, 
S. 484). Aus diesem Grunde begnügen wir uns, den absolut nothwendigen Theil 
der Untersuchungen dieser Geometer auseinanderzusetzen.

2) Lagrange, (Abh. d. Beri. Akad. 1774, Oeuvres t. IV., Nr. 39, p. 63—64; 
Nr. 49, p. 75 u. ff.)
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erhält, wenn man a und b mittels der folgenden durch Differentiation er­
haltenen Relationen

p = a, q = b

eliminirt. Die partielle Differentialgleichung ist daher:

e = px + qy + f(p, q).

Das allgemeine Integral dieser wird gegeben durch die Gleichungen: 

z = ax -j- by -f- f(a, &), 

b — 7i(a),

o = x + x‘{a)y +

Dasselbe stellt eine abwickelbare Fläche dar, die Enveloppe der Ebene, deren 
Gleichung das vollständige Integral ist.

Die singuläre Lösung

z = ax + by + f(a, &),

* + g == °, y + 9f
sb — °

stellt eine Fläche dar, welche jede dieser Ebenen in einem Punkte oder 
jede abwickelbare Fläche längs einer Kurve berührt (vgl. Nr. 21).

IV. Als Beispiel der verallgemeinerten Clairaut’schen Gleichung sei 
die folgende Aufgabe zu lösen: Die Flächen zu finden, deren Tan­
gentialebene eine konstante Entfernung h vom Coordinaten- 
anfangspunkte hat.

Die Gleichung, auf welche die Aufgabe führt, ist:

+ QLy + Ä VT + p2 -f- q2.z = px

Das vollständige Integral ist die Gleichung einer beliebigen Ebene, 
welche in einem Abstande h vom Anfangspunkte gelegen ist, also:

+ by -f äVi + a2 + &2.

Die singuläre Lösung ist die Gleichung der Kugelfläche 

x2 y2 z2 — h2,

axz

welche alle diese Ebenen berührt.
Das allgemeine Integral stellt irgend eine dieser Kugel umschriebene 

abwickelbare Fläche dar. Setzt man z. B.

am -f- bn = 1,

so findet man einen Umdrehungscylinder ; denn diese Relation ist im gegen­
wärtigen Falle wegen p — a, q — b (vgl. Nr. 20) äquivalent mit

mp nq = 1.
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Setzt man
hi 1 + a2 + — h — ma — nb,

so findet man einen Kegel, der ebenfalls eine Umdrehungsfläche ist, da er 
der Kugel umschrieben ist. Man hat nämlich in diesem Falle:

z ===== ax -f- by -f" (& — ma —
und

z — h — p(x — m) + ą {y — n),

welche einem Kegel angehören, der den Punkt (m: n, h) zur Spitze hat 
(vgl. Kr. 20).

Man kann gelegentlich dieses Beispiels mit Lagrange bemerken, 
dass es unmöglich ist, Jt derart zu bestimmen, dass das allgemeine Integral

+ yJt (a) + h Vï + a2 + (a)
a + 7t (a) 7t\a)

Vl + a2 + Jt2 0)

die Kugel repräsentirt. Denn man kann nicht zwischen den soeben hin­
geschriebenen zwei Gleichungen und derjenigen der Kugel x, y, z eliminiren. 
Übrigens repräsentiren diese beiden Gleichungen eine abwickelbare Fläche 
und es ist bekannt, dass die Kugel, ebenso wie alle Flächen zweiten Grades 
mit einem Mittelpunkt, analytisch gesprochen, eine windschiefe Fläche 
(surface gauche) ist; jede Erzeugende ist imaginär bis auf einen Punkt.

axz

0 = x -f- yjt\a) 4- h

§ 3. Entstehung der Gleichungen mit einer beliebigen Anzahl von Ver­
änderlichen, Lagrange’sehe Theorie1).

10. Entstehung dieser Gleichungen auf drei verschiedene 
Arten. — Es bestehe die Relation:

z = F(x±1 x2, . • • a)-• ■ -) ®n) •• *5

Aus derselben folgt:
ÔF ÔF SF . . (2).. ., pn —A = A = *

Eliminirt man av . . ., an zwischen den Gleichungen (1) und (2), so findet 
man eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

ÖXn

f{z, xu . . X„, pv ■ ■ Pn) = 0
oder

• • (3).z = (p(xv x3, . . X„, Ą, P2, . . p„) ■ .

*) Wir beschränken das auf die Gleichungen mit n unabhängigen Veränder­
lichen Bezügliche auf das absolut Nothwendige, da die Prinzipien im vorigen 
Paragraph hinreichend dargelegt sind.
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Man findet dieselbe Gleichung, wenn man annimmt, dass av . . ., an 
Funktionen von x1: . . xn von solcher Beschaffenheit seien, dass man hat:

8F da1 . , öF clan __ A
-^r + ‘ ‘ dxx — u • • • • (4X)äaL dx1

öF deinöF dat 
da± dxn

Aus diesen Relationen erhält man, wenn man

. • (4W).= 0.+ .... 4-
öan dxn

. . .. anA = D
X19 • . -, Xn

setzt:

"" A Z = ° • <ß>-A ~ = 0, A
öa2öar

Man genügt diesen Gleichungen auf verschiedene Arten: 1) indem
man setzt:

= 0 . . . (6),SF4£ = 0, ■
dttnda.2öa1

welche Gleichungen zur Bestimmung der Funktionen a ausreichen ; 2) indem 
man setzt:

. . ., einI) (7).= o
lTj, . • Xn

Diese Gleichung (7) ist jedesmal erfüllt, wenn die Funktionen a4, a2, . . an 
nicht unabhängig von einander sind. Es sei n = m 4" ^ un<^ es wer(^e 
der Einfachheit wegen bt, b2, . . ., bm für ctk+îi • • •> an geschrieben.
Um der Gleichung (7) zu genügen, schreiben wir:

b^ " 71^ (jX'j ^ ^2’ ’ *

b2 '■—— ^2 (^1 ? ^2 » * • • t Q'k)

• • (7i0

• • (V):

• • (7 in)-= 71 m , (l2) . • ., ClA) . ,

Man hat somit für irgend eine der Grössen b:

dn daj_ 
da± dx

Daraus folgt, dass jede der Gleichungen (4) die Form annimmt:

öF 07t1
öai

Ö7t da2 , , dn deik
~öä~2 ~dx ' ' ’ ' Isäk dx

db • Çi“)-
dx

) dxdatdF dnm 
dbm da1

[1Ł +
\ Sax r + •••• +

+ * *

ÖF 07Cm\ deik
dbm deik

). I SF^ i SF Önt
+ \ Sak ~i~ Sk ^=° ^+ •••• +

öak
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Multipliciren wir die Gleichungen (4-^), (42'), (43'), . . (4//) resp. mit
dxv dx2, dx3, . . ., dxk und addiren die Resultate, so kommt:

dF dnx 
d\ da± )(— + 

\ Sa, ^
dF dnm 
dbm da±

da±

+

+ («i +
^ \ Sa/c T

dF dnm 
dbm dak

dF dnt 
dbt dak

Die Funktionen av a2, . . an sind von einander unabhängig und somit 
sind ihre Differentiale willkürlich; man erhält demnach aus der vorstehenden 
Gleichung die 1c Relationen:

j dak = 0.+••••+

8F Surn = o oder ^1 = 0.dF . dF dnL 
+ ~db! • (80+••••+ daxdbm da1da1 da±

(l:dF dF dn-L , ,
dak ‘ d\ dak ‘ ‘

ff *22. = 0 oder = 0 . . (8*).
dbm dak dak

Die Relationen (7) und (8) genügen zur Bestimmung der Funktionen 
a und b. Die bemerkenswerthesten Fälle sind diejenigen, wo m = 1 und 
wo m = n — 1 ist. Ist m = 1, so ist h n — 1 und die Gleichungen 
(7') und (8) werden:

• • (n,
= o (8')

j ®2> • • •, ® ^^ j . . <

dF dn 
dan da

dFdF dndF
= o,.. +dan da1 dada± n—i n—i

Ist dagegen m — n — 1, so ist & = 1 und die Gleichungen (7') 
und (8) werden:

% --- ^2 ---- ^2 (P'nji • • •? —l ---- ^n—1 (Pn)i

Kl («an) H----#2* (an) + * • * + rfn-l(«n) + ôajî 0.8FSF
dat öan—i

Die Lösung (1) der Gleichung (3) ist das vollständige Integral; die 
durch die Relationen (1) und (6) gegebene Lösung ist die singuläre Lösung; 
die durch die Relationen (1), (7'"), (8') gegebene Lösung ist das allgemeine 
Integral; die andern Lösungen, welche durch (1), (7'), (8) gegeben sind, 
haben keinen besonderen Namen erhalten. Sie stehen in der Mitte zwischen 
der singulären Lösung und dem allgemeinen Integral; man könnte sie halb- 
singuläre Integrale nennen.

Die Auseinandersetzung des Vorhergehenden macht ebenfalls keine 
weiteren Schwierigkeiten, wenn die Relation (1) zwischen z) den x und 
den a in impliciter Form gegeben ist.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 2
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11. Jedes Integral der Gleichung (3) ist in den vorhergehen­
den enthalten. — Es sei

• (9)s = w (*11 *2> • • -f *») 

eine Lösung von (3), d. h. wir nehmen an, dass

?>(*l, • Si\>8ipxp{xv . . xn) = • • (10). ., Xn^
' ■ ’’ 8xn8xt

sei. Wir setzen:
SF   Sip 8F   dty __
8x± ~ 8xt ’ 8x2 8x2 ’ ' ' 8xn 8xn

und leiten daraus die Werthe von av a2, . . ., an her. Für diese Werthe 
hat man identisch, da F eine Lösung von (3) ist:

8F
. . (ii)

q> \xv . SF SF-) • (12)F(xi, . .. xn, av . .an) = ’ •’ Xm Sx, 1 * ' *’ 8Xn

8F 8F dat 
8a± dx±

8F dan 8
+ San dx,Pi = Sx, Sx,

SF SF da^ , , dan
8a± dxn 8an dxn+ SXn ’

woraus sich mit Hülfe der Gleichungen (11) F — yj und die Gleichungen 
(4) ergehen.

Die Lösung z = xp ist somit unter denen enthalten, welche in voriger 
Nummer angegeben wurden. Man kann die Grössen a auch aus der Gleichung 
(12) und aus n—1 von den Gleichungen (11) herleiten.

Wäre die Lösung (9) in der Form einer impliciten Relation zwischen 
z und den x gegeben, so könnte man den vorstehenden Beweis ebenfalls 
leicht führen.

Es ergiebt sich übrigens aus allem, was wir soeben bewiesen haben, 
dass man nur die vollständige Lösung einer partiellen Differen- 
tialgleichung zu haben braucht, um alle Lösungen zu kennen. 
So können z. B. alle Lösungen der verallgemeinerten Clairaut’schen 
Gleichung (vgl. Nr. 28)

Z = Plx, + p2 x2 + ■ ■ ■ + pn x„ + f(p„ p2, . . pn)

aus dem vollständigen Integrale

Z = Xy -f a2 x2 + • • • 4- an xn + f{a1, a2, . . an)

abgeleitet werden.
12. Entstehung der simultanen partiellen Differentialglei­

chungen.1) — Wir betrachten die Relation:

*) Der Leser wird bemerken, dass diese Nr. 12 in ausserordentlich konden- 
sirter Form alle vorherigen auf die Entstehung der partiellen Differential­
gleichungen bezüglichen Resultate enthält.
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• • (!')•2 — x2, .

Ans derselben folgt:

xn, a1? a2l . . am), m < n .• *5

d-F SF • • (20.• • •’ Pn — S^f • •1,1 ~~ te, ’

Eliminirt man a1: a2, . . zwischen diesen n -f- 1 Gleichungen,
so findet man das folgende System von & = n + 1 — ^ simultanen par­
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung:

• • (80,fx = 0, ft = 0, . . fk = 0

wo jede der Funktionen f von der Gesammtheit oder einem Theile der 
Grössen #l5 . . ., xn, abhängt.

Man findet dieselben Gleichungen (3'), wenn man annimmt, dass 
am Funktionen der Veränderlichen von solcher BeschaffenheitU±, ^2? * • *5

sind, dass
dF dF . . (4')äax + • • • + d«,„ = 0
dcq

ist; denn in diesem Falle hat man:

dF dF
dz — —— dx-i ■ • • • 4- —— dx 

dx± 1 dxm 1711

welche Relation den Gleichungen (2') äquivalent ist. Die Gleichung (4') 
selbst ist äquivalent den n Gleichungen

dF da± 
da± dx '

Um der Gleichung (4'j zu genügen, kann man an erster Stelle setzen: 

dat —■ ■ 0, . . ., dam == 0

und dies führt zum vollständigen Integral (1').

An zweiter Stelle kann man die Gleichungen annehmen:

SF
dam dx■ +v

SF SF
1 damda1

und dies führt zu der singulären Lösung. 
An dritter Stelle kann man annehmen :

am — 7t (öq, . . ., ß/w—i)
und dies giebt:

dF dn 
dam dat

dF dF dndF = 0;= o, ..Sa dam da• i dam—i
oder:

Um—i)> Um ---- ^2 (%’ • • •> ^m—2)1Um—1 ---- (U\i • • •>
und dies giebt:

2*



dF dF dit, 
da?n-i dä

und in analoger Weise weiter.

Schliesslich kann man auch Annahmen machen, die zwischen den vor­
hergehenden liegen, z. B. setzen:

dF __ n __ , n
---- U, Clm ---- TtyCl^) . . ., dm—\J.

■ dF dir2 

dam dcc = o,+dam—2 m—2m—2

dat = 0,
da2

In allen Fällen wird zu einer Anzahl von Gleichungen geführt, dieman
ausreicht, um alle Grössen a zu bestimmen.

Jede Lösung

« = *2: • •

ist unter den vorhergehenden enthalten. Die Werthe von z und der aus 
dem Werthe von z abgeleiteten Grössen p genügen den Gleichungen (3') 
und somit den äquivalenten Gleichungen (!'), (2'). Man hat somit:

• *5

V 0*1, • • •> ^n) • • v . ßm) • • • (10')? •

dF dFdip dtp . . (11').dx,’ * * * ’’ dXn

Aus der ersten von diesen Gleichungen erhalten wir durch Differentiation 
die folgende:

dx, dxn

JJ“ dxi + ' • • + te” dXn = SF
• • • —j— —— dx

dXn1

dF
+ • • • + dam.dam

Die Werthe der Grössen a, welche man aus m von den Gleichungen 
(10') und (11') herleiten kann, genügen auch den übrigen Gleichungen (10') 
und (11') und somit der Gleichung (13'). Nun reducirt sich diese wegen 
der Delationen (11') auf

dF dF
■ ■ (n<%+••• + äam = 0 . .da,

mithin ist schliesslich die Lösung z = yj unter denen enthalten, zu welchen 
diese Relation (4') führt.

Bemerkung. Zwischen den Funktionen f des simultanen Systems 
(3') bestehen identische Relationen, wie man bei Gelegenheit der Jacobi’schen 
Methode sehen wird.

Entstehung der part. Differentialgleichungen. [Nr. 12—13]20

dF SF Sn^
dam_, da, ' dam da,

dF dit2 = 0<+da,

&
+

+r 8*
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§ 4. Entstehung der Gleichungen mit einer beliebigen Anzahl von Ver­
änderlichen. Theorie von Lie.

13. Entstehung einer partiellen Differentialgleichung mit Hülfe 
mehrerer primitiven Gleichungen1). — I. Wir betrachten eine Mannig­
faltigkeit von n — m -j- 1 Dimensionen, die durch m Gleichungen definirt 
wird, welche ausser den Veränderlichen n willkürliche Constanten enthalten:

F1 (e, ajj, . . x„, «j, = 0 . . • • ai),

xn, alt = 0

Wir suchen die Gesammtheit der Elemente, welche durch die Punkte dieser 
Mannigfaltigkeit hindurchgehen und so beschaffen sind, dass

•

dz = pldx1 + • • • + pndxn

ist. Zu dem Zwecke betrachten wir die Mannigfaltigkeit von n Dimen­
sionen, deren Gleichung ist:

F = \ F, + . . . + Am_x Fm_x + Fm = 0 . . . (3),

• • (2)

0 , >^2 5 • • • j Am_l
faltigkeit (1) gehören 
Punkten von (3) die Elemente, welche der Bedingung (2) genügen. Dazu 
müssen wir die Gleichungen hinschreiben:

willkürliche Constanten sind. Alle Punkte der Mannig- 
zu der Mannigfaltigkeit (3). Wir suchen in diesen

8F 8F dF + J)„-|1 = 0 . (4).+ A IT = °’ ’ ’ *’ 8xn

Elimihirt man a1: . . ., an, Ax, . . ., Am_x zwischen den Gleichungen (1) und 
(4), so findet man eine partielle Differentialgleichung

f{z, xu . . xn, pv .. p„) = 0 . .

deren sämmtliche Elemente der Bedingung (2) genügen und ihre Punkte 
in der Mannigfaltigkeit (1) haben.

Umgekehrt stellt die Gleichung (5) alle Elemente dar, welche durch 
die Gleichungen (1) und (2) definirt werden. Man erhält nämlich aus der 
Gleichung (1), wenn man den Werth (2) von dz benutzt:

8x1

■ • (5),

(it- + Ä ^r) dxi + ■■■ + (-£- + Pn Ç-) dXn

+ Pn ^ff) dxn= 0 .

• (6X)= 0

/ 8 Fm . 8Fm \ 7
Ur + lh dXi ( 8Fm+ ••* + (6m).8xn

*) SophusLie: Zur Theorie partieller Differentialgleichungen erster Ord­
nung , insbesondere über eine Klassifikation derselben (Göttinger Nachrichten 
1872, S. 473—489, Nr. 25) S. 480—482.



Man ersieht hieraus, dass nur n — m von den Differentialen dxv . . ., dxn 
willkürlich sind für die durch die Gleichungen (1) und (2) dargestellten 
Elemente. Um m Differentiale aus den Gleichungen (6) zu eliminiren, 
multipliziren wir diese Gleichungen respective mit X1: X2, . . ., Xm_x und 
1 und addiren sie dann; darauf setzen wir die Coefficienten der m Diffe­
rentiale, welche eliminirt werden sollen, und sodann, weil die übrigbleiben­
den Differentiale von einander unabhängig sind, die Coefficienten dieser 
letzteren gleich Null. Diese Rechnungen führen uns zu den Gleichungen (4). 
Dies sind die nothwendigen Bedingungen dafür, dass die Elemente, welche 
den Gleichungen (1) genügen, auch der Gleichung (2) Genüge leisten.

Mithin stellen schliesslich die Gleichungen (1) und (4) die gesuchten 
Elemente dar und die Resultante (5) dieser Gleichungen ist die einzige 
Gleichung dieser oo2n Elemente.

II. Wir denken uns die Gleichungen (1) aufgelöst nach m von den 
Constanten und nennen die n — m = h übrigbleibenden b2, . . ., bk. 
Wir nehmen ferner an, dass die neuen auf diese Weise erhaltenen Gleichungen 
die folgenden seien:

• • (V),%m • • mi ^k) ^ *

Hm (&i • • •? %ni • • •> ^/c) Mm - 0

Schliesst man nun wie im vorhergehenden Ealle, so wird man dahin 
geführt, die Grössen a, b und X zwischen diesen m Gleichungen (1') und 
den folgenden

d TI . dH   A r a t\— + Ä _ = 0 . (4 )

zu eliminiren. Die Funktion H wird bestimmt durch die Gleichung:

dH dH
= 0, .+ Pi • •;dz

H=X1(H1 —a}) -{- X2 (Ą — a2) + • • • + Xm_Y(Hm__v — ^m—x)-\-(Hm —am) 

oder durch
H = Ą H1+X2E9 + .--+ Xm_± Ht + Hm + /*,n—1

wenn gesetzt wird:
0 = X1 ax -f- X2 a2 + • • • + X -f- Mm fo­nt—i i

am kommen in den Gleichungen (4') nicht vor;Die Grössen alt .
mithin kommt die Elimination der Grössen a, &, X zwischen den Gleichungen 
(1'), (4') zurück auf diejenige der Grössen b, X zwischen den Gleichungen (4'). 

Betrachtet man schliesslich die eine Beziehung

• *5

H — fo — 0

und sucht man die entsprechende partielle Differentialgleichung erster Ord­
nung, so wird man ebenfalls die Constanten b und X zwischen den Gleichungen 
(4') zu eliminiren haben.

Entstehung der part. Differentialgleichungen. [Nr. 13—15]22
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.
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Folglich ist
(5)f(z, X\, . . ., Xn, jöp . . ., 'Pri) --- 0

die Gleichung der Elemente, welche durch die Gleichungen (1) und (2), 
oder (1') und (2), oder (1") und (2) dargestellt werden, und man braucht 
nur eine Lösung (1") dieser Gleichung (5) zu finden, um implicite auch 
die Lösung (1') oder (1) zu kennen.

14. Klassifikation der partiellen Differentialgleichungen. — 
Aus den vorstehenden Betrachtungen ergiebt sich die folgende Eintheilung 
der partiellen Differentialgleichungen in Klassen1).

I. Die Gleichung (5) geht aus n -J- 1 der Gleichung (1) ana­
logen Relationen hervor. In diesem Falle kann man die Constanten a 
zwischen diesen Gleichungen eliminiren und gelangt dadurch zu einer Relation

f(z, xu x2, . . xn) = 0,
welche die p nicht enthält. Diese Gleichung stellt in gewissem Sinne oo2M 
Elemente dar, nämlich in jedem der oow Punkte dieser Mannigfaltigkeit von 
n Dimensionen die oow Elemente, welche man erhält, wenn man px, . . pn 
auf alle möglichen Weisen variiren lässt. Diese Elemente genügen der 
Gleichung (2), da die Grössen dz, dxx, . . ., dxn sämmtlich null sind.

II. Die Gleichung (5) geht aus n der Gleichung (1) analogen 
Relationen hervor. In Nr. 23 werden wir sehen, dass man in diesem 
Falle zu einer linearen Gleichung gelangt.

III. Die Gleichung (5) geht aus n—1, n—2, . . ., 2 der Glei­
chung (1) analogen Relationen hervor. Man findet auf diese Weise n—2 
Klassen von, wenn man sie so nennen darf, halblinearen Gleichungen. Lie 
giebt an, dass es ihm gelungen sei, dieselben auf lineare Gleichungen zurück­
zuführen, indessen war es uns nicht möglich, nach seinen Andeutungen den 
Beweis zu rekonstruiren2). Die Cauchy’sche Methode in der Form, wie 
wir sie auseinandersetzen, lässt sich direkt auf diesen Fall anwenden, wie 
im Falle der linearen Gleichungen (vgl. Nr. 109).

IV. Die Gleichung (5) geht aus einer einzigen der Gleichung 
(1) analogen Relation hervor. Dies ist der gewöhnliche Fall der nicht 
linearen Gleichungen.

Einfacher ausgedrückt, kann die Gleichung (5) hervorgehen aus einer 
Relation von der Form (1"), welche I. n Constanten, II. n—1 Constanten, 
III. n—2, n—3, . . ., 1 Constante linear oder endlich IV. gar keine Con­
stante enthält.

15. Überschüssige Constanten.3) — Es kommt häufig vor, sagt

*) Lie, Zur Theorie etc. (Nachrichten S. 485).
2) Lie, Zur Theorie etc. (Nachrichten, S. 486—487).
3) Jacobi, Vorlesungen S. 475—481, ist beinahe der einzige, der sich mit 

dieser Frage beschäftigt. Er behandelt dieselbe analytisch. Wir haben es für 
vorteilhafter und deutlicher gehalten, unter Benutzung der Fundamentalideen 
von Lie kurz auf die Sache einzugehen.
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Jacob i, dass die Rechnungen, welche zur Aufsuchung einer vollständigen 
Lösung einer partiellen Differentialgleichung dienen, in natürlicher Weise 
dazu nöthigen, in diese Lösung eine Anzahl von Constanten einzuführen, 
welche grösser ist als die Zahl der unabhängigen Variablen, und man 
würde die Symmetrie der Rechnung zerstören, wenn man eine gewisse 
Anzahl der überschüssigen Constanten gleich null setzte. Es wird übrigens 
angenommen, dass sich diese Constanten nicht dadurch auf eine geringere 
Anzahl reduciren lassen, dass man Funktionen der ersteren als neue Con­
stanten einführt. In diesem Falle ist es praktisch am besten, die über­
schüssigen Constanten als Constanten zu betrachten, welche einen speci- 
ellen aber gleichgültig welchen Werth haben. Ein Beispiel hierzu wird man 
weiter unten bei der Integration von Schläfli’s Gleichung (§ 12) finden.

Die Art, wie Lie die partiellen Differentialgleichungen auffasst, ge­
stattet es, die Einführung dieser überschüssigen Constanten zu erklären, 
wie wir an einem sehr einfachen Beispiel zeigen wollen. Dieses Beispiel 
wird uns zugleich Gelegenheit geben zu zeigen, dass für eine und dieselbe 
partielle Differentialgleichung mehrere vollständige einander absolut äqui­
valente Integrale existiren können.1)

Eine Fläche zu finden, deren Tangentialebene mit einer 
gegebenen Ebene einen constanten Winkel r bildet. Nimmt man 
die gegebene Ebene zur ^-Ebene und eine Senkrechte zu dieser Ebene als 
z-Achse, so ergiebt die Aufgabe die Gleichung:

i+ÆMsr 1
oder = Je2 • • (!)•cosV

Man findet leicht, dass die Ebenen, welche durch die Gleichung

z — c — Ax + By..........................

A2 -f B2 = 7c2 — 1

• (2),
in welcher

ist, dargestellt werden, der Aufgabe genügen. Die Gleichung (1) stellt oo4 

Elemente dar, welche mit der ^-Ebene einen Winkel r bilden; die Gleichung 
(2) und die daraus abgeleiteten

P = A, ą — B (2')
stellen dieselben oo4 Elemente dar.

Nimmt man an Stelle der Gleichung (2) die Gleichung

z — c = A (x — a) + B (y — b)r . .

so lässt sich diese Gleichung (3) auf die Form (2) reduciren und sie ge-

2) Jacobi, Vorlesungen, S. 491—509, beschäftigt sich mit diesem noch nicht 
völlig aufgeklärten Gegenstände. Man vergleiche weiter unten (§ 32) gelegen^ 
lieh der Methode von Lie einige der Untersuchungen von Mayer, auf denen die 
Auseinandersetzung, welche er von der Methode des norwegischen Geometers 
gegeben hat, beruht.

• • (3),
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nügt der Gleichung (1). Man kann aber die Sache auch so auffassen, dass 
man sagt, diese Gleichung (3) und die daraus abgeleiteten

P = Ą q = B

stellen oo2 mal die durch (2) und (2') dargestellten oo4 Elemente dar. In der 
That hat für jeden Werth von a und b die Gleichung (3) dieselbe Aus­
dehnung wie die Gleichung (2).

Die Enveloppe der durch die Gleichung (3) unter der Bedingung 

A2 + B2 = Je2 — 1

dargestellten Ebenen ist der Kegel, dessen Gleichung ist:

(30

(e — c)2 = (&2 — 1) [(* — «)2 + (y — &)2] . . . (4).

Dieser Kegel ist eine Fläche, welche der Aufgabe genügt. Betrachtet 
man a und b in der Gleichung (4) als willkürliche Constanten, so ist es 
eine vollständige Lösung; zusammen mit den Gleichungen

(z — c)p = (Je2 — 1) (x — a), (z — c) g = (Je2 — 1) (y — b) (4')

stellt die Relation (4) die oo4 Elemente der Gleichung (1) dar. Setzt man 
aber voraus, dass c auch eine willkürliche Constante ist, so stellen die 
Gleichungen (4) und (4') unendlich vielmal dieselben oo4 Elemente dar.

In gewissem Sinne stellen die Gleichungen (4) und (4') oo5 Elemente 
des Raumes dar, ebenso wie die Gleichungen:

*2 + d = (Ä2 _ 1) [(* - a)2 + (y- b)2] . . . (5),

zp = (Je2 — 1) (x — a), zg — (Je2 — 1) (y — b) . . (5').

Aber die oo5 durch die Gleichungen (5) und (5') dargestellten Elemente 
sind sämmtlich von einander verschieden und unter ihnen befinden sich nur 
oo4, welche durch die Gleichung (1) dargestellt werden, nämlich diejenigen, 

für welche d = 0 ist. Die durch die Gleichungen (4) und (4') dargestellten 
Elemente genügen sämmtlich der Gleichung (1), aber sie sind nicht alle von 
einander verschieden; es sind vielmehr oo1-mal die oo4 Elemente der Glei­
chung (1).

Allgemein stellt jede Gleichung

F (z, Xi, . . ., Xnj (l. . ., Ctn, • • •> ^ * • (ß')i

welche Lösung einer partiellen Differentialgleichung

f(Z) X±, . . ., Xn, pjl, . . ., Pn) ---- 0

ist und s überschüssige Constanten enthält, zusammen mit den Relationen

• • (7)

8F 8F (60ÜT + Pi — = oÖs

oo*-mal die oo2n Elemente der Gleichung (7) dar. Wir setzen, wohlver­
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standen, voraus, dass die Relationen (6) und (6') die Gleichung (7) zu einer 
identischen machen, sonst würden in (6) nicht s überschüssige Constanten, 
sondern nur eine geringere Anzahl von solchen Vorkommen.

Insbesondere existirt ein Fall, in welchem es immer leicht
ist, in eine vollständige Lösung eine überschüssige Constante 
einzuführen. Dies ist derjenige, wo die Veränderliche z oder eine der 
Veränderlichen Xi in der gegebenen Gleichung nicht explicit vorkommt. In 
diesem Falle kann man offenbar in der Lösung ohne Weiteres z durch 
z — a, Xi durch Xi — ai ersetzen, wo a und di willkürliche Constanten 
sind, da

d(z—a) dz
dx ’ dxi d(xi — ai)

ist. Die Constanten, welche in dieser Weise in Verbindung mit denjenigen 
unter den Veränderlichen, welche in der gegebenen Gleichung nicht explicit 
enthalten sind, auftreten, werden von den deutschen Geometern additive 
Constanten genannt. Eine dieser Constanten variiren ist gleichbedeutend 
mit einer parallelen Verschiebung des Systems der Elemente der Gleichung 
im Raume. Es ist klar, dass man für eine Gleichung, in welcher t Ver­
änderliche fehlen, nur eine Lösung mit n — t Constanten zu finden braucht. 
Man kann nämlich daraus leicht eine Lösung mit n willkürlichen Constanten 
erhalten, indem man t additive Constanten einführt.

dz
dx

Nachtrag I. zur zweiten Auflage.
Allgemeine Integrale und singuläre Lösungen.

I. Einleitende Bemerkung. In dem vorliegenden Werke haben wir 
den Beweis der Existenz des allgemeinen Integrals oder des allgemeinen 
Integralsystems für die partiellen Differentialgleichungen, ebenso das spécielle 
Studium der singulären Lösungen dieser Gleichungen fortgelassen, weil der 
eine und der andere Gegenstand in Wirklichkeit der allgemeinen Theorie 
der Funktionen angehört. Die verschiedenen Methoden, die wir darlegen 
werden, haben zum Zweck, die Integration der partiellen Differential­
gleichungen auf diejenige von gewöhnlichen Differentialgleichungen zurück­
zuführen, deren Integration wir als möglich voraussetzen.

Für diejenigen, welche die Theorie der Integrabilität der gewöhnlichen 
oder partiellen Differentialgleichungen sowie die Theorie ihrer singulären 
Lösungen gründlich studiren wollen, geben wir hier einige bibliographische 
Notizen.

II. Gewöhnliche Differentialgleichungen. Cauchy hat zuerst die Existenz 
des allgemeinen Integrals einer gewöhnlichen Differentialgleichung oder eines 
Systems solcher Gleichungen bewiesen und zwar 1) wenn alle Veränderlichen
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als reell vorausgesetzt werden, in seinen Vorlesungen an der polytechnischen 
Schule, 2) später (1835), wenn die Veränderlichen imaginär sind, nach 
einer andern Methode, in einer lithographirten Abhandlung. Cauchy giebt 
selbst diese Hinweise in den Comptes rendus de l’Académie des Sciences 
de Paris, 1842, t. XIV, S. 1020. Die lithographirte Abhandlung ist in 
seinen Exercices d’Analyse et de Physique mathématique, 1840, t. I, 
S. 327—384 reproducirt worden.

Der erste Beweis von Cauchy ist in dem § 1 dieser Abhandlung- 
kurz wiederholt, doch findet er sich in keinem Werke des Verfassers voll­
ständig. Wohl aber findet man ihn in dem Calcul integral von Moigno, 
leçons 26, 27, 28, 33, 40, 41, einem Werke, welches bekanntlich nach 
Cauchy’s Anleitung geschrieben ist.

Unter den Autoren, welche diesen ersten Beweis vereinfacht oder ver­
vollständigt haben, müssen wir in erster Reihe nennen: Gilbert in den 
drei aufeinanderfolgenden Auflagen seines Cours d’analyse infinitésimale 
(Paris, Gauthier-Villars 1872, 1878, 1887; vgl. besonders die letzte Auf­
lage Kap. 46, S. 521—539) und Lipschitz, Lehrbuch der Analysis Bd. 2, 
1880, Abschnitt I, Kap. 40. Schon vorher hatte Lipschitz seinen Beweis 
veröffentlicht in dem Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, 
1. série, Bd. 10, S. 149—159. Zu erwähnen ist noch eine kurze Note 
von Peano, Süll’ integrabilità delle equazioni differenziali di primo ordine 
(Atti délia R. Accademia delle Scienze di Torino, Bd. 21, 20. Juni 1886), 
woselbst die Frage in einfacher und origineller Weise behandelt ist, ferner 
eine umfangreiche Abhandlung, welche in den Math. Ann., 1890, Bd. 37, 
S. 182 — 228 veröffentlicht ist.

Der zweite Beweis von Cauchy hat zu zahlreichen4 Untersuchungen 
Veranlassung gegeben, deren stets wachsende Bedeutung von Tag zu Tag 
in der Entwickelung der Analysis infolge der Arbeiten von Fuchs, 
Poincaré und vielen anderen sich offenbart. Wir erwähnen nur einige 
Abhandlungen, in denen es sich einzig und allein um die Existenz des 
Integrals der gewöhnlichen Differentialgleichungen im Allgemeinen handelt. 
Briot und Bouquet haben einen Beweis des Cauchy’schen Satzes gegeben 
in ihren Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des équa­
tions différentielles (Zweite Abhandlung, 1856, Bd. 21 oder 36. Heft des 
Journal de l’École polytechnique S. 134—198; vgl. besonders S. 136—146). 
Dieser Beweis ist reproducirt in dem zweiten Buche, Kap. 1, ihrer Théorie 
des fonctions doublement périodiques et en particulier des fonctions ellip­
tiques (Paris, Mallet-Bachelier, 1859) und in dem fünften Buche, Kap. 1, 
der zweiten Auflage dieses Werkes, erschienen 1875 unter dem Titel: 
Théorie des fonctions elliptiques (Paris, Gauthier-Villars). Keins der beiden 
Werke enthält die in der ursprünglichen Abhandlung behandelten Aus­
nahmefälle; man findet dieselben aber in einem sehr umfangreichen Anhänge 
(S. 401—464) der von H. Fischer besorgten deutschen Übersetzung der
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ersten Auflage (Halle, Schmidt, 1862), Man vergleiche mit der Arbeit 
von Briot und Bouquet den Bericht von Cauchy (Comptes rendus, 
1855, Band 40, S. 136—146) und mehrere andere Abhandlungen des 
grossen Geometers in demselben Bande der Comptes rendus.

Der Beweis von Briot und Bouquet in mehr oder weniger modi- 
ficirter Form oder analoge Beweise finden sich jetzt in vielen Lehrbüchern 
der Analysis. Wir erwähnen besonders das gediegene aber zu wenig be­
kannte Werk von Méray: Nouveau Précis d’analyse infinitésimale (Paris, 
Savy, 1872) Kap. 14, 15 und 16, den dritten Band des Cours d’Analyse de 
l’École Polytechnique von Jordan (Paris, Gauthier-Villars, 1887) Kap. 1, 
§ 5 und das „Lehrbuch der Differentialgleichungen mit einer unabhängigen 
Variabein“ von Königsberger (Leipzig, Teubner, 1889), Kap. 1, § 3.

Von den wichtigsten Abhandlungen über die Frage erwähnen wir die 
folgenden: Weierstrass, Über die Theorie der analytischen Fakultäten 
(Crelle’s Journal 1856, Bd. 51, S. 1—60, oder Abhandlungen aus der 
Funktionenlehre, S. 183—260, Berlin, Springer, 1886; vgl. besonders den 
§ 7); Königsberger, Der Cauchy’sche Satz von der Existenz der Integrale 
einer Differentialgleichung (Crelle’s Journal, fortges. von Kronecker 1889, 
Bd. 104, S. 174 — 176), endlich zwei wichtige Abhandlungen von E. Picard, 
1) Sur un point de la Théorie générale des équations différentielles (Bulletin 
des Sciences mathématiques, 1887, II. série, Bd. 11, 1. Theil, S. 194—198), 
wo er beweist, dass ein System holomorpher Differentialgleichungen nur 
ein System holomorpher Integrale hat; 2) Sur la convergence des séries 
représentant les intégrales des équations differentielles (Ebenda, 1888, 
Bd. 12, 1. Theil, S. 148—156), wo er den Convergenzkreis dieser Eeihen 
weiter ausdehnt,.als wie er von Briot und Bouquet angegeben worden war.

Diese letztere Arbeit ist um so bemerkenswerther, als der Verfasser 
darin das erste Cauchy’sche Beweisverfahren auf Differentialgleichungen 
an wendet, in denen die Veränderlichen imaginär sind, diese Ausdehnung 
geschieht mit Hülfe des Satzes von Darboux AFz = ÄAz F‘(z + ©Az) 
über die Zunahme einer Funktion F(z) einer imaginären Veränderlichen z.

III. Partielle Differentialgleichungen. Man verdankt Cauchy auch 
die ersten Untersuchungen über die Existenz der Integrale der partiellen 
Differentialgleichungen. Über diesen und über verwandte Gegenstände hat 
er eine grosse Anzahl mehr oder weniger umfangreicher Abhandlungen in 
den Bänden 14, 15 und 16 (1842, 1843) der Comptes rendus und ander­
wärts veröffentlicht. Wir erwähnen besonders die drei folgenden: 1) Mémoire 
sur un théorème fondamental en calcul intégral (Comptes rendus, Bd. 14 
S. 1020 —1026; Oeuvres complètes, 1888, I série, Bd. 6, Nr. 167 
S. 461—467). 2) Mémoire sur l’emploi du calcul des limites dans Tinté - 
grations des équations aux dérivées partielles (Comptes rendus, 1842, Bd. 15,
S. 44—59); 3) Mémoire sur l’application du calcul des limites à l’inté­
gration d’un système d’équations aux dérivées partielles (Ebenda, S. 85 —101).

m
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Die hauptsächlichsten Arbeiten, welche seitdem über die Frage ver­
öffentlicht wurden, sind die folgenden:

Darboux: Mémoire sur l’existence de l’intégrale dans les équations 
dérivées partielles contenant un nombre quelconque de fonctions et de 

variables (Comptes rendus, 1875, 1. semestre, t. LXXX, p. 101 —104, 
317—319).

Méray: 1. Sur l’existence des intégrales d’un système quelconque 
d’équations différentielles, comprenant comme cas très-restreint les équations 
dites aux dérivées partielles (Ebenda, p. 389—393, 444). 2. Démonstration 
générale de l’existence des intégrales des équations aux dérivées partielles 
(Journal de mathématiques pures et appliquées, 1880, 3. série, t. VI, 
p. 235—266). 3. Sur la convergence des développements des intégrales
ordinaires d’un système d’équations differentielles totales ou partielles (En 
collaboration avec M. Ri qui er) (Annales de l’École normale supérieure, 
3. série, 1889, t. YI, p. 355 — 378; 1890, t. VII, p. 23 — 88). 4. Sur
les systèmes d’équations aux dérivées partielles qui sont dépourvus d’inté­
grales, contrairement à toute prévision (Comptes rendus, 1888, 1. semestre, 
p. 648 — 651) mit einer Bemerkung von Darboux p. 651—652, in 
welcher derselbe angiebt, dass auf diese eigenthümliche Thatsache schon 
früher von S. von Kowalevsky hingewiesen worden ist.

Sophie von Kowalevsky, Zur Theorie der partiellen Differential­
gleichungen (Crelle’s Journal, fortgesetzt von Borchardt, Bd. 80, S. 1—32, 
8. März 1875).

Diese wichtige Arbeit ist ihrem wesentlichen Inhalt nach in mehreren 
später veröffentlichten Werken reproducirt worden, so namentlich in dem 
3. Kapitel des dritten Bandes von Jordan’s Cours d’Analyse, sowie in 
dem 1, Kapitel der Leçons sur les équations aux dérivées partielles von 
Goursat (Paris, Hermann, 1890). Wir haben dieselbe im Anhänge mit 
gütiger Erlaubniss der Verfasserin vollständig abgedruckt.

IV. Singuläre Lösungen. Von Leibniz bis Cauchy ist die Theorie 
der singulären Lösungen der gewöhnlichen und partiellen Differential­
gleichungen Gegenstand zahlloser Untersuchungen gewesen. Dieselben sind 
zum grössten Theile kurz wiedergegeben in dem gewissenhaften und zu 
wenig bekannten Werke von L. Houtain: Des solutions singulières des 
équations differentielles (Auszug aus den Annales des Universités de Belgique, 
Bruxelles, Lesigne, 1854, ein Oktavband von X und 345 Seiten). Fast 
alle vorher angeführten Schriften beschäftigen sich von höherem funktionen­
theoretischen Standpunkte aus mit diesem Gegenstände.

Im Jahre 1873 veröffentlichte Darboux eine Abhandlung: Sur les 
solutions singulières des équations aux dérivées ordinaires du premier ordre 
(Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, t. IV, p. 158—176), 
welche in der geometrischen Interpretation dieser Lösungen eine neue Bahn 
eröffnete und in derselben Richtung sich bewegende Untersuchungen ver-

aux
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schiedener Geometer, besonders von Casorati und Cayley, hervorrief. Er 
hat auch die analogen auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
bezüglichen Fragen in einer schönen Arbeit eingehend untersucht, welche 
von der Pariser Akademie der Wissenschaften mit einem Preise ausgezeichnet 
wurde und den Titel führt: Mémoire sur les solutions singulières des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre (Der Akademie einge­
reicht am 29. Mai 1876, veröffentlicht im Jahre 1883 in dem 27. Bande 
der Mémoires des savants étrangers, Nr. 2, p. 1—243, in 4°). Es ergiebt 
sich aus diesen schönen Untersuchungen, dass die Beziehungen zwischen den 
singulären Lösungen und den vollständigen Integralen, wie solche in dem 
vorliegenden Werke nach Lagrange und Jacobi auseinandergesetzt werden, 
die Existenz vollständiger Integrale von solcher Form voraussetzen, dass 
man auf sie die Rechnungen der Nr. 6—8, 10—13 anwenden kann. Man 
findet einen ausführlichen Auszug aus den Untersuchungen Darboux’s in 
dem 10. Kapitel der oben erwähnten Leçons von Goursat.



I. Buch.

Methode von Lagrange und Pfaff.l)

1. Kapitel.
Lineare partielle Differentialgleichungen.2)

§ 5. Lineare partielle Differentialgleichungen mit zwei unabhängigen 
Veränderlichen.

16. Entstehung dieser Gleichungen. — Es seien u und v zwei ge­
gebene Funktionen der Veränderlichen a?, y, z und

F(u, v) = 0 (i)

*) Wir geben in diesem ersten Buche nicht nur die Arbeiten von Lagrange 
und Pfaff, sondern auch die ersten Abhandlungen von Jacobi, welche die 
Untersuchungen jener beiden Geometer mit einander in Zusammenhang bringen, 
kurz wieder.

2) Die Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen rührt im 
Wesentlichen von Lagrange her, der sie unter verschiedenen Formen in den 
„Abhandlungen der Berliner Akademie“ vom Jahre 1779 und 1785, in den Leçons 
sur la théorie des fonctions, Leçon 20, und in der Théorie des fonctions analy­
tiques, Kap. XVI des ersten Theiles, auseinandergesetzt hat. Über die wahre 
Tragweite des hier dargelegten Integrationsverfahrens vgl. man den § I der Ab­
handlung von Jacobi: Dilucidationes etc. (Crelle’s Journal, Bd. 28). Im Grunde 
genommen wird nur der Zusammenhang festgestellt, welcher zwischen der Theorie 
der linearen simultanen Differentialgleichungen und derjenigen der partiellen 
Differentialgleichungen besteht. Bei unserer Darstellung haben wir uns gehalten 
an diejenige von Serret, Calcul intégral, p. 599—608, Boole, A treatise etc., 
p. 324—335, Suppl, p. 56 — 69, und Gilbert (Vgl. die letzte Note zu Nr. 20). 
In dem Nachtrag II am Schlüsse dieses Kapitels legen wir eine andere im Wesent­
lichen von Cauchy entlehnte Methode dar. Wir haben im Jahre 1881 in den 
Annales de la société scientifique de Bruxelles, t. V, p. 17—33 unter dem Titel: 
Notes sur les équations aux dérivées partielles eine kleine Abhandlung veröffent­
licht, von der man insbesondere S. 17—22 vergleichen möge.
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d. h.

wenn man die Ableitungen von F nach u und vHieraus ergiebt sich 
eliminirt :

;

ÔU

dx

eine Relation, welche von der Form der Gleichung (1) unabhängig und 
linear in Bezug auf p und ą ist.

Zum Beweise differentiiren wir die Relation (1) nach x und y\ dies
giebt :

( p) + ( )du du+ = o+ p

( a) + ( q\ = 0.+ +

Methode von Lagrange und Pfaff. . [Nr. 16—17]32

irgend eine Beziehung zwischen diesen Funktionen. Dann besteht zwischen 
x, y, z und den partiellen Ableitungen von z nach x und y

+ 2

oder auch, wenn man die Bezeichnung der Functionaldeterminanten an- 
wendet:

d (u, v) d(u, v)
${y,z) 1 d [Zj x)

Wir schreiben diese Gleichung in der abgekürzten Form:

d{u, v) 
d{x, y)'

• • (2),Xp + Yq = Z
indem wir setzen:

d(u, v) d (u, v) d (u, v)
s (*, ÿïx = , r = z =S(y, z) d (z, x)

17. System von simultanen gewöhnlichen Differentialglei­
chungen, welches der Gleichung (2) entspricht.1) Den Eigenschaften 
der Determinanten zufolge hat man:

x) Bei Gelegenheit der Gleichungen mit n unabhängigen Veränderlichen 
legen wir dieselbe Sache mit noch grösserer Benutzung der Determinanten dar. 
Der Leser mag urtheilen, welche von diesen beiden Darstellungen den Vorzug 
verdient.
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du du du 
dx • dy ’ dz 
dv dv dv 
dx’ dy’ dz

= 0 = 0,î

+ + S *') + ï1(s'i!'+ i,J + Tzd‘)

[f,x+^Y + îz) + f§(îx+ Y+Ti z)

0 = 0.
d. h.

0

0 ’

dx __ dy
(4)X Y

bilden.
Man kann diese Bemerkung auch noch anders ausdrücken, indem man 

sagt, die Gleichungen

r = x
dz

Z = Xdx
haben zum Integralsystem:

(5).u — a, v — b
oder auch

F± (u, v) = A, F2 (u, v) — B . . • • (6),

oder auch:

Umgekehrt, wenn u = a, v = b verschiedene Integrale des Systems
(4) sind, in welchem X, F, Z irgendwelche Funktionen von x, y, # sind 

Mansion, Part. Differentialgleichungen.
*

3

wo A und I? neue willkürliche Oonstanten sind und F1 und F2 irgend­
welche Funktionen bezeichnen. In der That kann man die Gleichungen
(5) aus den Gleichungen (6) und umgekehrt ableiten. Man kann auch 
direkt beweisen, dass die Differentiale dFv dF2 identisch Null sind, wenn 
man das Bestehen der Relationen (3) und (4) voraussetzt. Aus F1 = A 
leitet man nämlich mit Hülfe von (4) und (3) her:

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass die Relationen 

u = a,

wo a und b Oonstanten sind, ein Integralsystem der Gleichungen

v = b,

Aequivalentes System gewöhnlicher Differentialgleichungen. 33

du du du 
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Man erhält nämlich aus der Gleichung (1):

dF du 
du dz

dF du 
du dz

dF du 
du dz

)SFHF Sv 
Sv Sx

(SF Sw 
Sii Sx "f- Sv+ P+

SF )(dF dv 
dv dy

dF dv 
dv dz

dF du 
du dy

dF du 
du dz

+ 2+ dv

)dF( ++ dv

Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit X, Y, Z und addirt sie 
dann, so erhält man:

)+^dF/ v du . * du ’ . * du
V «ä + Y dy + ^ "ä* Sy +z 19 

) (Xp + Yq — Z) = 0.

dv dv
sx + r

4_ Æ S o
~dv dz

du

+ ( SF Su 
du dz

0

0

0.

Zufolge der Gleichungen (3) ergiebt sich hieraus 

Xp + Yq = Z,

wodurch der Satz bewiesen ist. Dieser Schluss würde jedoch eine Aus­
nahme erleiden, wenn man die Relation (1) derart gewählt hätte, dass
dF   dF du , dF dv
dz du dz
letzten Gleichung, beständig Null wäre. In diesem Falle aber würde die 
Relation (1) z gar nicht enthalten, ein Fall, der offenbar ausgeschlossen ist.

Somit entsprechen sich die partielle Gleichung (2) und die simultanen 
Gleichungen (4) in bemerkenswerther Weise. Zwei Lösungen (6) der Glei­
chung (2) von der Form (1) geben unmittelbar das Integralsystem der 
Gleichungen (4), und umgekehrt führt das Integralsystem (5) der Gleichungen 
(4) unmittelbar zu einem Integral (1) der Gleichung von der Form (2). 
Wir werden sehen, dass jede Lösung der Gleichung (1) übrigens nothwendig 
von dieser Form ist, wodurch die Lösung der Gleichungen von der Form 
(2) vollständig auf diejenige der Gleichungen von der Form (4) und um­
gekehrt zurückgeführt wird.

18. Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit zwei unabhängigen Veränderlichen. — Es sei

Xp + Yq = Z

der Coefficient von Xp -f- Yq — Z in der vor-+ d v dz

[Nr. 17—18]Methode von Lagrange und Pfaff.34

d. h. wenn die Relationen (3) existiren, so ist jede Gleichung

F(u, v) = 0..........................

zwischen den Funktionen u und v eine Lösung der Gleichung

Xp + Yq = Z.

(i)

8r
|§
r 8r S

r grjsr



0.

du du
+ P + q 5?

“f* p 1 +1 >

Sy

Sv

Man kann somit der gegebenen Gleichung auf zwei Arten Genüge 
leisten, einmal, indem man

M = 0,
das andere Mal, indem man

J)^ = 0 
x, y

3*

oder mit Veränderung der Zeichen:

0,M

Integration der part. Differentialgleichungen mit zwei Veränderlichen. 35

eine lineare partielle Differentialgleichung. Wenn u — a, v = b Lösungen 
des Systems

dx dy __ dz
X — Y — Z

sind, so dass man identisch hat:

du duX ~ + Y + Z dx ~ 1 = 0

• ■ (3),
0 ISv

Xyx+Y,.+ Z
Sy

so kann man schreiben:

. d(u, v) __ y d (u, v)
d(z, x)

d (u, v) 
d(x,y)

= M,= Z :X :

wo M den gemeinschaftlichen Werth dieser drei identisch gleichen Ver­
hältnisse bezeichnet.

Die gegebene partielle Differentialgleichung kann demnach in die Form 
gebracht werden:

]-»S (u, v)
S(y, ś)

S (u, v)   S(u, v)
S(z, *) S(x, y)

M Jjj “h q

oder nach und nach:
-1P,

du
= 0M dx’

dv
dx9
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[Nr. 19—20]Methode von Lagrange und Pfaft.36

setzt. Nach einer Eigenschaft der Functionaldeterminantenx) ergiebt sich 
aus der letzteren Bedingung, dass jede Lösung der gegebenen Gleichung 
von der Form ist2):

F(u, v) — 0,

wofern nicht die Gleichung M = 0 eine Lösung giebt, die nicht in dieser 
Relation enthalten ist. Der vorhergehenden Nummer zufolge ist übrigens 
jede Relation von der Form F(u, v) = 0 eine Lösung.

19. Bestimmung der willkürlichen Funktion ; geometrische 
Deutung. — Wegen der willkürlichen Form der Funktion F kann man 
der Lösung eine Bedingung auferlegen wie die folgende: Für x = xö 
soll zwischen y und z eine gegebene Relation

o, *) = ° (8)

bestehen. Setzt man in den Funktionen u und v x = x0, so erhält man 
für diesen Werth Xq:

U = u0 (y,s).......................................

« = % (y. s) .......................................

Eliminirt man y und z zwischen diesen drei Gleichungen, so sei

F(u, v) — 0.......................................

das Resultat dieser Elimination, derart, dass man umgekehrt (8) aus (9),
(10), (11) durch Elimination von u und v ableiten kann. Offenbar genügt 
die Relation (11) der gegebenen Gleichung und der gegebenen Bedingung, 
denn macht man darin x = x0, so reducirt sie sich auf (8).

(9)
(10).

(11)

*) Baltzer, Determinanten, § XIII, Nr. 3, S. 114.
2) Lagrange hat diese Bemerkung nur in seiner Abhandlung vom Jahre 

1785 bewiesen. In seinen andern Schriften über diesen Gegenstand vor und nach 
dem Jahre 1785 nimmt er sie stillschweigend, ohne sie zu beweisen, an. Die 
Form, die wir dem Beweise gegeben haben, ist Ph. Gilbert entlehnt (Annales 
de la Société scientifique de Bruxelles, 1885, t. IX, p. 41—48: Sur Vintégration 
des équations linéaires aux dérivées 'partielles du premier ordre), der auf die Existenz 
der durch den Faktor M gegebenen Lösungen aufmerksam gemacht und damit 
eine räthselhafte Stelle in den Dilucidationes von Jacobi (Am Schlüsse des § 3, 
Ges. Werke, IV, S. 169) klargelegt hat. Das Verfahren von Lagrange (Mémoire 
von 1785, Nr. 3 und 4) hätte zur Entdeckung des Faktors M führen können, 
denn dieser Faktor ist beim Übergange von der ersten zur zweiten Gleichung 
der Nr. 4 ohne Grund weggelassen. Ph. Gilbert hatte schon früher auf die 
Unzulänglichkeit der üblichen Art der Auseinandersetzung hingewiesen in einer 
kleinen Abhandlung: Sur les intégrales des équations linéaires aux dérivées par­
tielles du premier ordre (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1880, t. 
IV, 2. partie, p. 273—276). J. Cockle (Educational Times, 1880, XXXIII, p. 19—20) 
war ebenfalls auf die Lösung x -(- y -f- z = 0 der partiellen Differentialgleichung 
(x -f- y) (1 -f- p -4- q) -f- zp — 0 gestossen, welche nicht in dem allgemeinen Inte­
grale enthalten ist und die gegebene Gleichung nicht identisch befriedigt (vgl. 
Nr. 20, Beispiel VI). Um den Einwürfen von Gilbert zu begegnen, haben wir die 
im Nachtrag II dargelegte und oben (Nr. 16, Anm. 2) erwähnte Methode veröffent­
licht.
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Man kann auch andere Bedingungen als die eben angegebene vor­
schreiben ; um dieselben leichter ausdrücken zu können, wollen wir die oben 
angegebene Lösung geometrisch deuten. Die Gleichung

Xp + Yą = Z

drückt eine Eigenschaft der Tangentenebene der durch die Gleichung

F(Uj v) = 0........................................

dargestellten Fläche aus. Diese Fläche wird offenbar erzeugt durch die 
Kurven, deren Gleichungen sind:

• (2)

(1)

u = a> v = b (5)
und die der durch die Relation

F(a, b) = 0

ausgedrückten Bedingung unterworfen sind. Man kann nun verlangen, dass 
diese Fläche durch eine gegebene der ^-Ebene parallele Kurve

« = x0, w(y, 0) = 0,

(12)

wie wir es oben gethan haben, oder durch eine beliebige Kurve hindurch­
geht, deren Gleichungen sind

cp{x, y, s) = 0, 20, y, z) = 0,

oder dass sie eine gegebene Fläche berühre, oder dass sie einer beliebigen 
andern derartigen geometrischen Bedingung genüge. In jedem besonderen 
Falle leitet man, sobald man die analytische Bedingung (12) hat, daraus 
unmittelbar die Gleichung der Fläche her. Man ersieht hieraus, dass die 
Bestimmung der Form von F eine Frage der analytischen Geometrie des 
Raumes ist.

20. Beispiele. I. Gleichungen der Cylinder flächen S) Die Cylinder- 
flächen, deren Erzeugende der Geraden

x = az + a‘, y — bz bl 

parallel sind, haben zur endlichen Gleichung

az — (p{y — bz) 

und somit als partielle Differentialgleichung :

ap -J- bq = 1.

Umgekehrt gehören diese Gleichungen nur Oylinderflächen zu. Dies 
ist klar in Bezug auf die erste. Die zweite hat die erste zum Integral, 
denn das entsprechende System von simultanen Gleichungen

x

A) Wir geben diese elementaren Beispiele der Vollständigkeit halber. Im 
Nachtrag III integriren wir die Gleichungen der Regelflächen in fast allen Fällen 
durch Réduction auf lineare Gleichungen erster Ordnung.



und als partielle Differentialgleichung

px + qy = 0.

Diese drückt aus, dass die Berührungsebene die Erzeugende enthält, welche 
durch den Berührungspunkt hindurchgeht. Integrirt man diese Gleichung, 
so kommt man auf die endliche Gleichung zurück, was beweist, dass die 
partielle Differentialgleichung nur den Conoidflächen zugehört. Die Glei­
chung M — 0 ergiebt keine Lösung.

IV. Botationsflächen. Man kann eine Rotationsfläche als den Ort eines 
beweglichen Kreises

x2 + y2 + = a>
x cos a -f- y cos ß -f- z cos y — b

Methode von Lagrange und Pfaff. [Nr. 20]38

dx dy __ dz
ab 1

führt unmittelbar zu der folgenden Gleichung der Erzeugenden, welche 
einer gegebenen Richtung parallele Geraden sind:

aż — a4, y — bż = b'.

Die partielle Differentialgleichung der Cylinderfläehen drückt aus, dass 
die Tangentialebene parallel der Richtung der Erzeugenden ist. Die Glei­
chung M = 0 führt zu nichts.

II. Gleichungen der Kegelflächen. Die Kegelflächen, deren Spitze der 
Punkt (a, &, c) ist, haben zur endlichen Gleichung:

x

x — a
c = (Pz —

und zur partiellen Differentialgleichung

p(x — a) + q (y — b) — z— c.

Liegt die Spitze im Coordinatenanfangspunkt, so nimmt diese Gleichung 
die einfachere Form an:

z — px + <iy-
Man findet ohne Mühe, dass diese letztere Gleichung, welche ausdrückt, 
dass die Tangentialebene an die Kegelfläche durch die Spitze geht, aus­
schliesslich den konischen Flächen zugehört oder, anders ausgedrückt, dass 
die partielle Differentialgleichung die oben angegebene endliche Gleichung 
zum Integral hat. Die Gleichung M — 0 giebt die nichtssagende Glei­
chung z = c.

III. Gleichungen der Conoidflächen. Nimmt man die geradlinige 
Direktrix zur z-Achse und die Richtungsebene zur ^-Ebene, so findet man 
als endliche Gleichung der Conoidflächen

&
 i«*

*

■eÎN
1



oder wenn man die erste Zeile mit z multiplicirt und dann von der zweiten 
subtrahirt:

<L, — 1

= 0.y, z

cos a, cos ß, cos y

cos a, cos ß, cos y

zX, y»
cos a, cos ß, cos /

Dies ist die partielle Differentialgleichung der Umdrehungsflächen. Man 
kann dieselbe auch schreiben:

p (y cos y — z cos ß) -f- q {z cos a — x cos y) = x cos ß — y cos a.

Von dieser Gleichung kann man leicht wieder zu der endlichen Glei­
chung der Rotationsflächen gelangen. Zu dem Zwecke hat man das Hülfs- 
system zu integriren:

dx dy dz
y |

cos a, cos ß j
y> z X

cos ß, cos y

Diese drei Verhältnisse sind den folgenden gleich, in denen die Nenner und 
infolgedessen auch die Zähler Null sind:

cos y, cos a

cos adx -f- cos ßdy -f- cos y dzxdx -j- ydy + zdz

Beispiele. 39

betrachten, dessen Ebene zu der durch die Cosinus cos a, cos /?, cos y be­
stimmten Richtung senkrecht steht, wenn man annimmt, dass die Rotations­
achse diese Richtung hat und durch den Coordinatenanfangspunkt hin­
durchgeht. Die endliche Gleichung der Rotationsflächen ist somit:

x cos a -j- y cos ß + z cos y — (p (x2 -f- V2 + £2)-

Wenn man nach x und y differentiirt und überdies noch eine identische 
Gleichung der Symmetrie wëgen mit hinschreibt, erhält man:

cos a ~|- p cos y = 2<p'. (x -f- pz\

cos ß + q cos y — 2(p‘. (;y -f-

cos y — cos/ = 2 <p'. (z — z).

Hieraus folgt unmittelbar:

2, — 1

x -f- pz, y -f- qz, z — z

cos a, cos ß, cos y

P,

= o,

§ CO3*
as

 as
o cooW?
 JSo



Die partielle Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien ist:

x , y z

0 Wenn wir nicht irren, hat Monge zuerst die partiellen Differential­
gleichungen der verschiedenen Arten von Flächen gegeben. Siehe seine Feuilles 
d'Analyse appliquée à la géométrie, à Vusage de VÉcole polytechnique, publiées la 
première année de cette école (an III de la République) Nr. 4, 5 und 6, sowie alle 
Lehrbücher über Infinitesimalrechnung.

2) Lagrange, Abh. d. Berliner Akad., 1785, S. 188, Nr. 15; Oeuvres, V,
p. 560.

[Nr. 20-21]Methode von Lagrange und Pfaff.40

Die Relationen
xdx + yäy + zdz = 0, -

cos adx 4 cos ßdy cos y dz = 0

geben unmittelbar die Integrale des Hülfssystems :

x2 + y2 + = ai

x cos a -j- y cos ß -j- z cos y — b

und somit ist das Integral der partiellen Differentialgleichung:

x cos a y cos ß -f- z cos y = cp (x2 + y2 4“ £2)-

Die Gleichung M = 0 giebt keine Lösung.
Die partielle Differentialgleichung drückt aus, dass die Normalen längs 

eines Parallelkreises der Fläche die Rotationsachse in einem und demselben 
Punkte treffen.1)

V. Orthogonale Trajektorien2) Wenn

F{x, y. e,k) — 0

in rechtwinkligen Coordinaten eine Schaar von Flächen darstellt, die den 
verschiedenen Werthen von Je entsprechen, so ist die Gleichung

dF . ôF 8F
8zöy

die Bedingung dafür, dass eine andere Fläche, deren Berührungsebene die 
Richtungscoefficienten p, q, — 1 hat, zu ihr normal ist. Eliminirt man k 
zwischen den beiden vorstehenden Gleichungen, so ist die resultirende 
Gleichung die partielle Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien 
der gegebenen Fläche. Diese Gleichung ist, wie man sieht, von der ersten 
Ordnung.

Als Beispiel betrachten wir die Ellipsoide :

5*

C
i I Î

*
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\ bO++
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Gleichungen, welche linear gemacht werden können. 41

Man findet unmittelbar als allgemeines Integral

xa2 I yb2 \

und M = 0 giebt die evidente Lösung z = 0. 
VI. Die Gleichung

0 + y) (i + p + 2) + *p = °
führt zu den Hülfsgleichungen :

dy __ — dz
"v+y+v « + y X + y •

Dieselben besitzen zum allgemeinen Integralsystem: u = a, v = ß, wo

dx

z
u = y + 0, v = log (x + y + z) +

ist. Der Faktor M ist gleich (x -f- y -f- z)2 und giebt die singuläre Lösung 
x -j- y + z = 0, die nicht in dem allgemeinen Integral v — <jp {u) ein- 
halten ist (Coekle).

21. Über einige Gleichungen, welche man linear machen 
kann.1) — I. Es sei zunächst die Gleichung gegeben:

^fi z-px-ay) + yf2 (p> <l * —px—qy) + U 0> <i * —px - qy)=°*
Setzt man:

u — z — px — qy,
so ist:

du — — xdp — ydq,

und somit, wenn man p und q als unabhängige Veränderliche nimmt:

dudu
= — x, dą — -y-dp

Mithin geht die Gleichung über in:

du fi O, (h u) + f2 (p, q, u) = f3 (p, q, u).

*) Lagrange, Abh. d.Berl. Akad. 1774, Oeuvres, t.IV, Nr.53, p. 88; Lacroix, 
t. II, p. 558, t. III, p. 708. Chasles, Rapport sur les progres de la géométrie, 
p. 90—91, Paris 1870, erwähnt verschiedene Arbeiten über die Gleichungen dieser 
Art, deren Entdeckung er Monge zuschreibt. Siehe überdies eine Bemerkung 
von Orloff, Bulletins de Bruxelles, 2. série, t. XXXIII, p. 113—122, ferner Lie, 
Mathem. Annalen, Bd. 5, S. 159, der eine Deutung derselben auf Grund der 
neueren Geometrie giebt. Man nennt die hier ausgeführte Transformation zu­
weilen die Legendre’sche Transformation, obwohl die erste Idee davon Leibniz 
zukommt. Plücker beschäftigt sich mit der geometrischen Interpretation 
der Legendre’schen Transformation in seinen analytisch-geometrischen Ent­
wickelungen (Essen, 1831) S. 265 und in Crelle’s Journal, Bd. 9, S. 124—134.
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Da diese linear ist, so kann man das Integral derselben finden. Aus diesem 
Integral erhält man die Werthe der Ableitungen nach p und q; man setzt 
dieselben gleich x und y und eliminirt sodann zwischen den so erhaltenen 
Gleichungen und u — z — px — qy die drei Grössen ft, p und q.

Diese Methode vereinfacht sich im Falle der schon oben (Nr. 9) unter­
suchten Clairaut’schen Gleichung:

£ = px + qy + f(p, q),

welche nicht zu einer partiellen Differentialgleichung, sondern zu der 
Gleichung

U = f(p, q)

führt. Man setzt
P = q = u = f(a, V), 

du — 0, clp = 0, dq = 0.
woraus sich ergiebt:

Somit ist die Relation du = — xdp — ydq erfüllt. Man findet übrigens 
als vollständiges Integral:

+ ty + /'(«, b).Z ax

II. Es sei zweitens die Gleichung gegeben:

xfliy, p,z — px) = qf2 (y, P,z— px) — f8(y, P, s — px).
Setzt man

u = z — px,
so wird

du — qdy — xdp

dudu — x ;
dy dp

somit geht die gegebene Gleichung über in:

dudu
f2{y,p, m) == f3 (y, p, u),(ip fi{y,p, «) +

und die Integration geschieht wie im vorhergehenden Falle. 
Hat man insbesondere

dy

X — px = f(y, p),

so findet man als transformirte Gleichung

« = f(y, P)-
Man setze

p = <p (y)\
dann erhält man zur Bestimmung von z, welches auch cp sei, die Relation:

S = X(p{y) + f[y, <p(y)l

wie man im Voraus wusste, da y in der gegebenen Gleichung die Rolle 
einer Constanten spielt.



Ô'F I ^ 4_ àUn \
\ ÔXn ‘ dz ^n )

ÔF 1 p») + • • • +duL du.
+ = 0.dz d UndXndut

Hieraus folgt, wenn man die Ableitungen von F nach uv u2, . . un 
eliminirt:

dx, ^ dz Pl’ ’ *
dUn , dUn

+ -&*

dUn , dun
*’ dxt> * dz

*’ dx.
duj , dw.
■st + irp^ •

= 0

S + 4?*„... dUn
1 dxn

dlln
+ «r

oder:
Z = Ä|P, -f- X#2 -f- . . . + X?ipn ■ • (2),

wenn man setzt:
d(ut, m8, . . mw)Z =
d (Xif x2, . . ., #/?)

^ __ d(ult U2, . . Un) _ d(Uy U2, . . Un)
1 d(z, #2, . . ., #n) ’ 2 ~ £, a?3, . . .,XnY '

Hie Gleichung (2) kann leicht auf die Form einer Determinante gebracht

d(uu U2, . . Un)

^27 * * *> —l?1^)
.,xw=

Gleichungen mit beliebig vielen Veränderlichen. 43

§ 6. Lineare partielle Differentialgleichungen mit einer beliebigen An­
zahl von Veränderlichen.

22. Entstehung dieser Gleichungen nach Lagrange. — Es seien 
un n gegebene Funktionen der Veränderlichen z, xv x2, . . ., xnun u2i •

und
• •?

F(uv u2, . . u„) = 0

eine beliebige Relation zwischen diesen Funktionen. Dann besteht zwischen 
xv . . ., xn und den partiellen Ableitungen von z nach den x

a)

dz dz
Pl dx^ - ; ’’ Pn dxn

eine von der Form der Gleichung (1) unabhängige und m pv . . ., pn lineare 
Relation.

Um dies zu beweisen, differentiiren wir die Relation (1) nach x±, x9,..., xn. 
Dies giebt:

dF / dun 
dUn \ dx±

dF I dut dut ) = o+ . • • + + PlduL

(dF dF P2 ) = 0dUn+ • • • + +duL du?i dxt>

dxt dz

( du, du. \( sĘ + -Ś P

Sr
 | 8r

 f



8xn 8Xn ' ’ *’ 8Xn

Wenn man sich endlich die Relation (1) auf die Form gebracht denkt: 

yj (z, xv x2, . . xn) = 0 (3),
so dass

8ip8if> 8ip
8xn8x, 8x2

• •? PnPi = — A = — 8<if)8q ’ *8ę '
8z8z 8z

ist, so gehen die Gleichungen (2) und (2'), wenn man sie nach Nr. 2 trans- 
formirt, über in

+ X.S + ■•■ + *«£-° • ■ • <«>Z
8z

8u2
’ 8z 1 ' • •)

8^ 8u2
’ W * • •)8x± ■ ■ (4'),= 0 .

1 9 8z ’ '
8u± 8u2
8xt ’ 8xt ’

werden, welche eine Kolonne und eine Zeile mehr enthält als die vorher­
gehende, nämlich:

8un8ut 8u2

= 0 . . • • (20-

8Un81p 8u! Su2
8xn 8xn ’ 8xn ’ * *’ 8Xn

oder:
8(if>, uu u2, . . .. un) _
8(z, xlf x2, . . ., Xn)

Diese Relation wird auch erhalten, indem man dz, dxv dx2, . . dxn 
zwischen den Gleichungen d\p — 0, dux = 0, . . dun = 0 eliminirt.1)

2B. Entstehung der linearen Gleichungen nach Lie. — Nach­
dem, was wir oben (Nr. 13) gesehen haben, hat man a1, a2, . . ., an,
^1j ^2j • • •> ^

0.

zwischen den Gleichungenn—1

ui — ax= 0, u2 — a2 = 0, . . ., un — an = 0

*) Boole, Supplement p. 63, leitet die Gleichung (4') aus dieser Bemerkung 
her, anstatt das Umgekehrte zu thun, doch scheint uns dieses nicht erlaubt.

Methode von Lagrange und Pfaff. [Nr. 22—24]44
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M£+*£) + ••• + = O
dXn dz

zu eliminiren, was zu derselben Gleichung führt, wie die Methode von 
Lagrange.

24. Das der Gleichung (2) entsprechende System von simul­
tanen Differentialgleichungen. — Nach den Eigenschaften der Deter­
minanten wird die Gleichung (4"), wenn man darin yj durch u2, ... oder un 
ersetzt, erfüllt sein, d. h. man hat:

+ ÜJL + ...+X,z . . (5,)= 0

+ X, g + . . ■ + X,z = 0 . • (ß.)

dun dun

zSs + * S+'-'+x-£-° ■ • <5->-

Diese Gleichungen drücken aus, nicht nur dass die Gleichungen

■ ■■ (X-^, Wg 1 (X2, • . ., IXfi — — (Xfi m •

jede für sich genommen ein Integral der Gleichung (2) sind, was uns 
bereits bekannt ist, da die Form von F willkürlich ist, sondern auch, dass 
sie zusammen genommen das Integralsystem der simultanen Gleichungen

dz __ dx1 __ dx2
z — xT

• • (6)

dXn
• • (7)Xn ' ’

bilden.

(50 mit (5a) mit • • •’ (5«)mit

diese Faktoren die partiellen Ableitungen einer Funktion cp(ux, u2, . . ., un) 
sind, und addirt man die Resultate, so kommt:

Scp Scp 
'Sun1 W0Multiplicirt man

z s + *■ â

Aequivalente simultane Differentialgleichungen. 45

SFSF SF A SF SF
8X\ ^ dz ’ Sx2

in denen
F=Ai(u1 — di) -f- À2 (u2 — $2) + • • • + hn—\ (un—1 — an—\) 4" un — an

ist, zu eliminiren.
Die Constanten a verschwinden von selbst aus den letzteren Gleichungen, 

man hat daher die Grössen A zwischen den Gleichungen

SF , A
* •’ äXn + Pn 8z ~ 0>= 0, .

8z

<■(£+*£) + -+(£+*£) = 0

Fl
ł ?

f

§?
 

%
 jP
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[Nr. 24—25]Methode von Lagrange und Pfaff.46

Es ergiebt sieh hieraus, dass man auch als Integralsystem der Gleichungen
(7) n verschiedene Relationen von der Form

(fl (%? • • r un) ==: • • •? (pn 1? • • •> ==::: • (^)

nehmen kann, und in der That kann man aus diesen die Relationen (5) 
herleiten. Überdies genügen die Gleichungen (8), da sie von der Form (1) 
sind, der Gleichung (2). Man sieht daher, dass ein genaues Entsprechen 
zwischen den Gleichungen (2) und (7) stattfindet, wodurch die Lösungen 
dieser mit der Lösung jener und umgekehrt in einen engen Zusammen­
hang gesetzt werden.

Man kann diese Correspondenz zwischen den Gleichungen (2) und (7) 
auch direkt in folgender Weise begründen. Wir nehmen an, dass Z, X±, . .Xn 
irgendwelche Funktionen von xv . . xn und

. . (6)ux = ar

verschiedene Integrale der Gleichungen

dz   dxt   dx2 _
~Z ~X[

seien. Dann wird behauptet, dass die Relation

F(«i, w2, = 0

wo F irgendwelche Funktion bezeichnet, eine Lösung der Gleichung

%2 ---  ^2? • • •? •

dXn
• • (7)Xn -X,

(1),

• • (2)Z = P1X1 -f- P2X2 + • • • + •
ist.

Aus (1) erhält man nämlich durch Differentiation und indem man 
überdies noch eine identische Gleichung mit hinschreibt:

8F 8un dF A
+ ••• + «£ Ä.r, + "1 dz = 0

I dF r>
+ ^ = 0

8u± 8xt

8F 8u± 
8ur 8x2

8F 8u2
Su2 dXj

8F 8u2 
8u2 8x2

+

SF SUn 
S Un 8x„

+ + ••• +

8 F 8ut 
8ut 8xn

8 F 8ux 
8ut 82

Multiplicirt man diese Gleichungen mit Xl: X^, . . ., Xn, Z und addirt 
die Resultate, so kommt:

8F 8u^ , , 8F 8un
8u2 8Xn 8lln 8Xn

dF
+ + Pn dï = 0

8F 8u2 8F_ 8un
*" ' 8un 8z

dF
+ ^ = 0.8u2 8z dz



, 7 SUA
8z )

dUi
+ 8xn

)8u28u2
+ Xn + z Sz8xn

Integration. 47

. r/ 8Un\
' 8z)

8F 8 Un 
8Xn

+ *£+••• + *.8 Un+
8un
ri 1Taj> (jp1X1 + P2X, + • • • + PnX„ — Z) = 0.

âx1

+ dz

Die Relationen (6) bilden Integrale der Gleichungen (7) und somit 
sind die Relationen (5) befriedigt. Die Coefficienten von

8F 8F 8F
8u2 \ * ' *’ 8un8tii

in der vorstehenden Gleichung sind daher Null und somit hat man im 

Allgemeinen, da man nicht 

kann:

dF
= 0 oder F unabhängig von 0 annehmendz

Z = P1X1 + $2^2 + • • • + PnXn.

25. Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen 
mit einer beliebigen Anzahl von Veränderlichen. — Es sei

(6)ut = av u2 — a2. . . un = an

das Integralsystem der Gleichungen:

dz __ dx1 __ dx2 _
Z ~ ~X, ~ XC ~

so dass man die n verschiedenen Gleichungen hat:

Z 4- x 4- ... 4 x —-1-8z ^ 1 8xl ^ ^ n 8xn

dxn
• . (7),Xn

= 0

(5),
y 8Un i y 8Un . i y
z ~W + Xl + • • • + 8Un

8Xn
= 0

und somit identisch ist:

Z • M2» • • v Un)
8 (X\, X2, . . Xn)

8 { U\, U2, . . ., Un) 
8(Z< X2, . . ., Xn)= : = M.

Die Gleichung

% — + P2X2 4- • • * + pnXn

kann durch Transformationen analog denen der Nr. 18 auf die Form ge­
bracht werden:

. . (2)

+ +£|
jr

 $ 
|f

bS
j*

<!

jr
|jp

 jr|j
r

+ +O
oi

O
j ^ 

O
î

j*
 | *

*j
 - ^+



[Nr. 26-27]Methode von Lagrange und Pfaff.48

Wj) . . •) Mn ■ ■ (9).M.D
X\ , • . •) Xn

woraus man M = 0 und F(uu u2, . . un) = 0 den Eigenschaften der 
Funktionaldeterminanten zufolge erhält.

26. Bestimmung der willkürlichen Funktion. — Es werde vor­
ausgesetzt, dass man die Form der Funktion F derart bestimmen solle, 
dass man für xn — xm zwischen #, x^ x2l . . ., #w_i eine Relation von der 
Form

FM x±, x2, . . ., xn—i) — 0

Man setze xn = xno in den Werth en der u und erhalte auf diese

(ß, X^y X2J . . ., Xn--j)

. . (10)
habe.

Weise:

(ii).
Xn—j) /

^n   ^wo (ft *^21 * *

F(uv u2, . . un) = 0
Es sei

(12)

das Resultat der Elimination von ß: xi: x2, . . ., xn.^ zwischen den Glei­
chungen (10) und (11), so dass umgekehrt die Elimination von 
uY, . . ., un zwischen den Gleichungen (11) und (12) die Gleichung 
(10) giebt. Macht man in (12) xn = 

xn_i jene Relation (10).

Man kann auch andere Bedingungen als die eben angeführte vor­
schreiben und es ist leicht zu zeigen, wie man denselben genügt, indem 
man die vorhergehenden Resultate mit Hülfe der gegenwärtig gebräuch­
lichen, auf einen Raum von n -f- 1 Dimensionen bezüglichen symbolischen 
Ausdrucksweise deutet.

Die Gleichung

so findet man zwischeni

Z ----  Pi%i + $2^2 + • • • + Pn%n

drückt eine Eigenschaft der linearen Mannigfaltigkeit von n Dimensionen 
aus, welche mit der Mannigfaltigkeit von n Dimensionen

F(uv u2, . . ., un) = 0

eine Berührung erster Ordnung hat. Diese letztere wird offenbar erzeugt 
durch die Mannigfaltigkeiten von einer Dimension

. . (13),% — ^2 ---- ^25 • • •? un ---- Un •

welche der analytischen Bedingung unterworfen sind:

F(av a2) . . ., an) = 0.

Diese analytische Bedingung kann die Folge von geometrischen Be­
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dingungen sein. Wenn z. B. die Mannigfaltigkeit F = 0 durch die Mannig­
faltigkeit von n — 1 Dimensionen, welche durch die Gleichungen

% = o, v2 = 0 . .

bestimmt ist, hindurchgehen soll, so müssen in den der erzeugenden 
Mannigfaltigkeit (13) und der dirigirenden Mannigfaltigkeit (14) ge­
meinsamen Punkten die Werthe der n -{- 1 Coordinaten #, xil x2: . . ., x„ 
identisch sein. Man findet somit die Bedingung

F(av a2, . . an) = 0,

indem man diese Coordinaten zwischen den Gleichungen (13) und (14) eliminirt.
Wir wollen ferner noch annehmen, dass die Mannigfaltigkeit F mit 

einer gegebenen Mannigfaltigkeit von n Dimensionen

F1 (e, xv x2, . . xn) = 0

eine lineare Berührungsmannigfaltigkeit von n—1 Dimensionen gemeinschaft­
lich haben solle. Längs der Berührungsmannigfaltigkeit sind die Werthe 
der Grössen p für F und F1 dieselben. Man hat demnach:

• • (14)

• • (15)

+ s‘ï£ + - • + Ï-H- 0

Die Gleichungen (15) und (16) geben die Berührungsmannigfaltigkeit 
von n — 1 Dimensionen. Eliminirt man z, x^ x2, . . xn zwischen den 
Gleichungen (13), (15), (16), so findet man wiederum die Bedingung 
F(alt a2, . . a„) = 01).

27. Beispiele. — I. Es sei gegeben die Gleichung zwischen vier 
Veränderlichen:

. . (16).

'dzdz dz
(y + t + z) + (# + t + ■ä’) + (* + y + z) = x + y + t.dy

Man hat die folgenden drei besonderen Gleichungen zu integriren:

x -j— t —j— z 
y + t + z 
x + y + z 
y+t + z 
x y —}— t 
y+t + z

x) Die Autoren haben sich bisher auf die Ermittelung der Funktion F in 
dem Falle beschränkt, wo die Bedingung (10) gegeben ist, und dies ist natürlich, 
da der Begriff einer Geometrie von n + 1 Dimensionen durchaus neu ist. Indessen 
hat sich Cauchy gegen Ende der Abhandlung, die wir weiter unten (3 Buch, 
1. Kap.) analysiren, etwas allgemeinere Bedingungen als (10) vorgelegt. Die 
Untersuchungen von Lie, welche die natürliche Fortsetzung derjenigen von 
Cauchy sind, beruhen wesentlich auf der Geometrie von n + 1 Dimensionen. 
Vgl. die Anmerkung der Nr. 4, S. 5.

Mansion, Part. Differentialgleichungen.

dy — dx — 0

dt — dx = 0

dx = 0.dz —

4



Methode von Lagrange und Pfaff. [Nr. 27]50

Zu dem Zwecke leite man hieraus erst die folgenden her:

x — y j —— dx

dt — dx = X. — dx 
y + t + z

——— dx
y + t + z

3(x + y + t + z)
y + t + z

so erhält man drei integrable Glei-

dy — dx —

dz — dx =

dx,dx + dy -f- dt + dz =

dx
und eliminirt man hieraus 

chungen, deren Integrale sind:
y + * +

(y — xf (x + y + t + z) = a
(t — xf (* + «/ + t -f- z) = ß
(z — x)s (x + y + t + z) = y.

Hiernach erhält man als Integral der gegebenen Gleichung a — (p{ß,y).
(Lagrange)1). Der Faktor M = 0 giebt keine Lösung.

Nimmt man an, dass für x = 0

ts + ys + £3 = 1

sein solle, so hat man t, y, z zwischen dieser Gleichung und den folgenden

y3 (y + t + *) = a 
t*(M + t + s) ß 

(y + t + s) — y
zu eliminiren. Durch Addition dieser drei Relationen findet man zunächst

a+ß+y=y+z+t

und sodann:
3.----------= y __z__
' <* + ß + Y

ß z
a + ß+V’

Substituirt man diese Werthe in die letzte Gleichung, so findet man die 
folgende Bedingungsgleichung

(« + ß + y)'3 = + ß3 4- yK

und hieraus als das Integral:
(y — x) + (z — x) + (t — «)] i.](y — xy + (z — xf + (t — xf = [

x+y-)-z + t

') Abh. d. Beri. Akad., 1779, S. 155—156.



A A 0#« A 0#i
A' - A’- -BT ~ A‘Ht

+ A, {*. |Ł + ą *5-
Ôaî3

— 4 , Jït_
8*„_i

i fa?«• ' • + *n-1
|=0,

designantibus Alf A2, .. ., Aw functiones quaslibet variabilium xt, x2, . . ., 
lineares (Crelle's Journal, Bd. 25, S. 171—177). Hesse erwähnt eine frühere von 
J acoh i herrührende Arbeit über die der Zahl n= 3 entsprechende Differential­
gleichung, welcher er seine Integrationsmethode entliehen habe. Vgl. auch Serret, 
Calcul intégral, p. 425 — 4B3, und Fouret, Comptes rendus t. 78, p. 831, 1693, 
1837; t. 83, p. 794—797. Wir suchen nicht die singulären Lösungen.
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II. Die Gleichung

mz = px + plX1 + p2X2 + • • • + PnXn

führt zu dem Hülfssystem

dz dx __ dxt dxn
mz x XnX1

dessen Integrale sind:
z Xx _ Xn

xm a’ X

Das Integral der gegebenen Gleichung ist somit:

= ai> • — = x 11• •?

00^
’ X

Xn\ 
* * •’ X J8 = Xm(p

Eine singuläre Lösung giebt es nicht. Mithin besitzen die homo­
genen Funktionen allein die durch die partielle Differential­
gleichung

ms = px -f- ptxt + • • • + pnxn

ausgedrückte Eigenschaft.1)

III. Es sei die Gleichung zu integriren2) :

(*i - x1Xn)p1 + (X2 — x.2Xn )p2 + .... + (X; =1Xn—i^n)p

in welcher die Funktionen X definirt sind durch die Gleichung:

n—1n-1

Xi   CtiiiX-^ -f- di^X^ "4" * * * “f~ —l ”f"

Die Hülfsgleichungen sind:

dx1 dxdz _________ __ __ dx2
Xx X-^X.n X^2 X2Xn -Xn—i ““ Xn—\X*n

«—i
1

oder auch:

*) Lacroix, t. II, Nr. 736, p. 543.
2) Dies ist im Wesentlichen die Gleichung, welche Hesse untersucht hat 

in der Abhandlung: De integratione aequationis differentialis partialis

+
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dxl — X1 — x1 Xndz
dx2
fa ---- ^2 X2 Xn

dXn-i
xn—iXn.dz — x”~1

Setzen wir mit Hesse:

Vn-1% = TT, ^2 . *,
yn ynyn

wo eine noch unbestimmte Funktion ist, so erhalten wir:

Vi dyn
yn 2 (jfg

1 dytda?,
d£ d£yn

dxn_1 __ dyn_, __ yn^ dyn 
dz ’yn2d# y»

und somit wird das Rülfssystem nach Multiplikation mit yn:

dyn(■2/i
^ x" Vn,d# yn

( d£dyndyn—1 Xn yn\yn-1Xn—xyn—x----d.2 yn

Bestimmen wir nun durch die Bedingung

X” — XnVn
und setzen allgemein:

Y = Xy = axVx + ^2^2 + • • • + anVni

so geht das Hülfssystem über in:

dy\ __ y dy2 __ y
dz 11 dz 2î * * *’ dz

Diese Gleichungen integrirt man leicht nach der Methode der symbolischen 
Produkte von Brisson und Oauchy1). Bezeichnet D eine Ableitung nach

dyn __ y
— -Z. n.

*) Cauchy, Exercices de mathématiques, t. II, p. 159 u. f. Sur Vanalogie 
des puissances et des différences. Ygl. auch unsere kleine Abhandlung: „Note sur 
la première méthode de Brisson pour Vintégration des équations aux différences 
finies ou infiniment petites.* Mém. couronnés et autres mémoires in 8° de l’Académie 
royale de Belgique, t. XXII.
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so lässt sich jede der vorstehenden Gleichungen schreiben:

ai\V\ + •••• + {aü --- D) Vi + • • • -\-CHnVn — 0.

Die Elimination aller zu bestimmenden Funktionen bis auf eine führt 
bekanntlich zu einer einzigen linearen Gleichung von der wten Ordnung:

d\\ D, a12,

a21î

^31 >

a22 Ą ^23?
• • •»

. . ß2n

^33 • • •?. ^3n%25 y = o.

. . ., Ddn\. Cln2i ^n3?

Man erhält hieraus für die Funktionen Ausdrücke von der Form:

y y C\&\\ “f~ ^2^12 “ł~ • • • • Cn3\n

V2 = C1^21 + C2^22 +••••+ CnZ2n

yn = 4“ C2^W2 + * * * * + V„n,

wo c1? c2, . . cn Constanten und 31±, . . znn Funktionen von 3 sind, 
die sich im allgemeinen Falle für zwei Funktionen y nur durch constante 
Faktoren unterscheiden.

Aus den vorstehenden Werthen folgt:

„ _ Vi _ 'Sfr 
1 “ - ZCiZni’ ' *

Man erhält das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung, wenn 
man die n—1 Constanten

„ ___ Vn-! SCiZn_lfi
*"-1----------~ = Sei Zn,i (!)•• •>yn yn

C1 C2 
Cn Cri

zwischen diesen Gleichungen und der beliebigen Relation

Cn—i

F (X ^=2) = 0
\Cn Cn’ Cn )

eliminirt. In der Auffassungsweise von Lie bilden die Gleichungen (1) 
das vollständige Integral der gegebenen Gleichung.

28. Über einige Gleichungen, die man linear machen kann1).
I. Die Gleichung sei

*1 fl = IhU + Psfs + • • • + Pnfn — f,

1) Lagrange, Abh. d. Beri. Akad., 1779, Bd. 4, Nr. 8 und 9, S. 632. Die 
gegebene und die transformirte Gleichung sind reciprok genannt worden. VgL 
die Anmerk, zu Nr. 21,
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wo jede der Funktionen f von der Form ist:

f{z —piXuPi, X2, . . xn).

Wir setzen wie in Nr. 21:
u — z — Pvx\i

und erhalten hieraus

du = — xYdpi + p2dx2 + • • • + Pndxni

xn als neue Veränderliche nehmen:und, indem wir pu x2, . • •>

du dudu
dp, ~ Xl’ dx2 ■ ■ •’ dx„ — Pn~

Die gegebene Gleichung geht hierdurch über in:

du dudu
fl W, + fa + ' ' ' + f" " f'

n

woraus man leicht das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung (vgl. 
Nr. 21) erhält.

II. Die Gleichung sei:

x\fi + x2f2 = p3f3 + • • • + Pnfn — f\ 

wo jede der Funktionen f von der Form ist:

f (u, Pi,p2i x3, . . xn)

und u gegeben ist durch die Beziehung:

8 — PlXl — P2X2-u
Dann ist:

du = — xtdpt — x2dp2 + p3dx3 4- • • • 4- pndxn,

du dudu du
dpt Xu dp2 ^2’ dx3 Psi - • *’ dxn &n*

Die gegebene Gleichung wird somit ebenfalls linear:

dudu du du
fl äft + fi W, + fa + ' ‘ ‘ + fn *£ = f~

III. U. s. w. Insbesondere hat man die Gleichung zu beachten:

x\f\ 4" ^2/2 + • • • 4- xnfn 4" f = 0,
wo jede der Funktionen f von der Form ist:

f{s —Plx 1 —P2X2 —- - - - - - - - Pnxn,Pu . . ;Pn)-
Setzt man

u = Z — P\X\ —- - - - - - - - Pnxn,
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so findet man:
du = — xt dpi — x2dp2 x„dp„

du du du
~ Xu dp2 ~ • - " dpn ~ XndPi

und die transformirte Gleichung ist :

du dudu
fl dp.2 + + fn = f.dpn

Demnach geht die schon oben (Nr. 11) untersuchte Gleichung 

s = Pl%i + • • • 4- PnXn + f(Pu Pi, ■ • ;Pn)

hierdurch über in:
= fiPl’Pi, ■ • ;Pn)-u

Setzt man:
---- #1, ---- a2i • * •) JP» ----

U = fiP'X’, 0*21 • • a?i)>

so hat man:
du — 0, dpx = 0, . . dpn = 0

und somit:
du = — xidpl — ... — xndpn%

Man findet auf diese Weise das vollständige Integral:

Z = a\X\ + • • • + anXn + f(an a2i • • •» an)-

§ 7. Integration eines bemerkenswerthen Systems linearer partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung.1)

29. Entstehung des Systems dieser Gleichungen. — Es sei 
N + 1 = m -\- n und wir betrachten N Funktionen u2l . . Un von 
m -f- n Veränderlichen

#1» • • ’j 2mi x\-) x2’ * * •? xm

welche ersteren durch m Gleichungen

q>l («j, »a) = 0 oder Fx{zv g2, . . gm, . *«) = o (it)• •>

<pm{uv u2, ...,««) = 0 oder Fm(zu z2, . . gm, xlt . . x„) = 0 (!„,)

*) Jacobi (Crelle’s Journ. Bd. 2, S. 821—323 und Dilucidationes, § 20—22, 
S. 227—236). Man begreift nicht, warum die meisten Lehrbücher über die Integral­
rechnung, welche seit jener Zeit (1827), in der er diese Ausdehnung der Unter­
suchungen von Lagrange gegeben hat, erschienen sind, diese für jede Theorie 
der linearen partiellen DiHeremialgleichungen unumgängliche Ergänzung gar nicht 
erwähnten. Wir kürzen die Darstellung J ac o bi’s durch Anwendung der Functional- 
determinanten etwas ab.



y dFm , , y dFm . v
Zi — + ••• + Zm

dFm
dx±

dFm 
n dXn (3*).+ • • • + Xt = 0

dz±

Betrachten wir nun die Funktionaldeterminante

ö(Fly F ni) SFl- + -4 21 ôF2A = =

, BFt 
= A2------

+ ...
8{Zt, • • -8fiw) dzt dzx

+ z22 8F2 • •>
dz2 dz2

u. s. w.,
wo die Am die Unterdeterminanten bezeichnen, deren Werth gegeben wird 
durch die Formel:

8(Flf • » •> Fj—i, Fj+1, . . F»t)
8(z^f • . ., Zk—l» «^A' + i? • • "> Zm)

i+kÄik = (- 1)

Man hat dann:

+ ^21 + ••••- 0,Z-n

+ “2- + ••••= 0,^ii
^3

u. s. w.
Multiplicirt man die Gleichungen (3) resp. mit An, A2V . . Aml,
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mit einander verbunden sind. Es soll bewiesen werden, dass zwischen den 
Ableitungen der Veränderlichen z nach den Veränderlichen x bemerkens­
werte Relationen bestehen, welche von der Form der Funktionen cp unab­
hängig sind.

Dazu betrachten wir die Funktionaldeterminante:

d(F, ulf u2, . . uN) 
ä(zlf . . Zm, X19 . . Xn)

in welcher F irgend eine der Funktionen Fm bezeichnet. Da die
Funktion F oder cp von den Funktionen u abhängt, so ist diese Determi­
nante identisch null. Mithin:

• • (2),B =

+ *!#+....+Xwg = 0.dF 8F
Zi ~ +••••+ Z • (3),m dZm d.Xxdzx

wenn man Z\, . . ., Zm, Xi, . . ., Xn die Unterdeterminanten von R nennt, 
so dass also

d(uxf u2, . . ., Uj\)
Zi = (- 1)' d(Z\y . • ‘f Zi—j, Zi-\-\f • • Zm> XXJ . . ., Xn)

8(ux, u2, . . ujs)
Xi = (—

d(Z-ii • • m Zm j XXy . . ., Xi—j, Xi-\-\2 • • ., Xn)

ist. Die Gleichung (3) ist den m Gleichungen äquivalent:

7 i i y 8FX « jr dFx . i y
Z1 — + • V* + + xt + •. • + x% = 0 (3i)H dXndzx

09
 2*. 

s
o'
* ^

 
^
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sodann mit A12, A 
Produkte, so ergiebt sich:

u. s. w. und addirt jedesmal die erhaltenen,.,A22? * m 2?

ZXA + % Xi (Ai + •••■ + Am • • (4i)= 0

j = 0 . . (4m).ZmA + SX, [ä SF

Diese Relationen lassen sich leicht vereinfachen. Man hat für jede 
Veränderliche x:

8 Fm
1'« ÔÏ7 +'■•• + A dxi

^F1 i dl* i dzx - ^ i $FX dzm Q
8x ' 8Z\ dx ' 8zm dx

SFtn , 8Fm dz^ 
8x ' 8zx dx

8Fm dZm ___ 0

8zm dx

Multiplicirt man diese Relationen mit

■A\ ił ^2» • • •> -A-mi

und addirt die Produkte, so ergiebt sich:

8FX . , . 8Fm , a dzi __H------------+ Ä>ni + à = 0 • • (5).Au 8x

Infolge dieser Gleichung (5) nehmen die Gleichungen (4) die von 
Jacobi entdeckte, sehr einfache Form an:

dz± dztdz±
■ ■ (6i)Zi = + Ą "•--------+ Xnl^dx1 dx2

Zm = Xx ^ + X2 ^ 4-----------+ Xn^A . . (6m).

Vorausgesetzt wird, dass A von Null verschieden ist, da sonst die 
m Relationen (1) nicht die m Grössen z als Funktionen von den x be­
stimmen würden.

30. Direkter Beweis der Formeln (6). — Nachstehend geben wir 
einen direkten Beweis der m Formeln (6), der, wie wir glauben, noch nicht 
bemerkt worden ist. Löst man die m Gleichungen (1) nach zx, z2, • • *? 
auf, so findet man:

. (7).&i (*^li ^2? • • •? *^n) ---- 0 (i   1, 2, . . .5 vF) .

Eliminirt man zwischen jeder dieser Relationen (7) und denjenigen, 
welche u4, u2, . . ., u^ als Funktionen von Z\1 z2x . . ., zm, xx, . . ., xn be­
stimmen, die letzteren Grössen bis auf eine, z. B. Z\, so nehmen die Glei­
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chungen (7), welche (1) äquivalent sind, die folgende Form an:

¥>i(«i, «2. • • Mw) = 0 ....

d. h. eliminirt sich von selbst. Die Funktionaldeterminante

(8),

Mff)■ . „ «iv) 8 (ei — fr, «i, • * V$ =
• • v *^1? • • •>d(ą, . . ., ÄTw, «1, . . Xn)

ist somit Null, weil die m -j- n Funktionen uh . . ujy und ipi der Ver­
änderlichen zl, . . zm xtl . . nicht unabhängig sind. Die Gleichung, 
welche diese Abhängigkeit ausdrückt, nämlich

Si = 0,

dzi£>C..
ist genau die Gleichung (6e), da —— ist.dxp8xp

Bemerkung. Ersetzt man in jeder der Gleichungen (4) die A durch 
ihren Werth, so gelangt man zu einer bemerkenswerthen Formel aus der 
Theorie der Funktionaldeterminanten. Sie drückt dasselbe aus wie die 
Gleichung 8\ = 0, aber die Relationen zwischen den z und den u, die 
in dieser letzteren Gleichung als explicit vorausgesetzt werden, sind in der 
Formel, von der wir sprechen, in impliciter Form vorausgesetzt. Es dürfte 
überflüssig sein, diese Formel hinzuschreiben.

31. Integration des Systems (6). — Sind in dem System (6) 
Z1? . . ., Zm, Xj, . . ., Xn beliebige Funktionen, so suche man zunächst, 
um dieses System zu integriren, die N Integrale

U\ = öq, u2 — a2 i •• •> mn === aN
der Gleichungen:

dxndzt dzm __ dxt
~ — Xn -'4.

Man hat dann identisch :

z> -5T + ' - + Z-St + x' -ST + -" + Z*ST = °

+ --+z-S- + z'Sf+ "' + z-S=°~Un

und somit:
öz1

W2, » • V UN)
8{ZU Z3? . . ., Zm, Xu . . Xn) 

d{uuu2,. . ., un)
8(&±} • • v Zm, X-y,X3y..Xn)

8{uu u2, . . uN) Z2: —Zl : ä(z2, Z3, . . Zm, Xu . . ., Xn)

8{uu u2, . . UTi)
d(Zi, . . ., Zm, X2,X3, . . ,,Xn)

Setzt man die Werthe der Z und der X in das System (6) ein, in

=X2 :-(-!)» = 3f.Ą :(-!)"



Dies ist übrigens der einzige Fall, welcher Vorkommen kann. Um 
dies zu beweisen, wollen wir die erste S\ = 0 betrachten. Nehmen wir 
an, dass sie befriedigt sei — nicht identisch — durch eine Relation = 

(x\, x2, . . ., xn), so hat man:

dvtdz1 dv± dvx 
dz2'' * *’ dZm9 dxx ' * *’ dxn
dvxdzx

1 , 0 , .. ., 0 , - 5 dxn
8ux8ut 8ux 8ux 

8zt ' 8z2 ’ ’ 8Zjn
, . .

8xn

ą=

wenn man mit v2} . . ., % dasjenige bezeichnet, was aus iti, u2, . 
wird, wenn man darin durch seinen Werth (x±, x2, . . ., xn) ersetzt. 
Da Si = 0 ist, so hat man zwischen den Funktionen v eine Relation von 
der Form v2> • • •» vn) = ^ oder, wenn man die Funktionen v
durch die gleichen Grössen u ersetzt, (ui, u2, . . ., uN ) = 0. Nun ge­
nügen aber Nr. 29 zufolge m Relationen von dieser Form identisch den 
Gleichungen (6). Wenn es demnach nicht identische Lösungen dieses Systems
(6) giebt, so können dieselben nur durch M = 0 gegeben werden1).

32. Allgemeine Folgerung. — Aus den in diesem Kapitel be­
wiesenen Sätzen ergiebt sich, dass die Lösung eines Systems

__ äy2

un• •»

dyu . . (Ä)
Yk

x) Das Theorem der Nr. 31, welches demjenigen der Nr. 29—30 reciprok 
ist, ist in der ersten oben erwähnten Abhandlung von Jacobi nicht enthalten; 
es findet sich aber wahrscheinlich implicit enthalten in einem der zahlreichen 
Sätze der Abhandlung De determinantibus functionalibus (Ges. Werke Bd* 3, 
S. 392-438) oder Dilucidationes (Ibid. Bd. 4, § 20-22. S. 227-236).

8ujy 8ujy
■ *’ 8zm ’ 8xx ’ *

8un

8Xn
8un 8uy 
8zx ’ 8z2 dzs dZm dx±1 • n
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Xi, . . ., Xn irgend welche Funktionen sind, so er-welchem , . . ., Z 
giebt sich zufolge Nr. 30:

im

MSm = 0.MS1 = 0, MS2 = 0, .

Diese Gleichungen können auf zwei Arten befriedigt werden, 1) indem 
man M = 0 setzt, 2) indem man gleichzeitig

sx = 0, s2 = 0,..., sm = 0
Nach Nr. 30 haben diese Gleichungen, wenn sie Identitätenannimmt, 

sind, als einzige Integrale:

ipi(uh U2, . . ., Ujf) = 0, . . ., \pm(ui, U2, . . ., UN) = 0.

dvis dv n dvNdvN

l'ö 
*© 

: g
o



¥ ¥Ti = r,_t + r*dy/c—i

dy2r2 = r*_j + r*¥*-i

MB)

(Ä-2) . . • <
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mit Hülfe von Te — 1 Relationen

Ui — flfy, u2 — $2’ •

wo Tj, T2 , • • • Funktionen von yi, • • • sind, diejenige
der folgenden Gleichungssysteme nach sich zieht:

• •?

¥¥ •1rt = r, 

fTi = r3

+ r3i
¥¥
d’hdy_idy3 ^ ¥

__  y- ¥ . y dy?
— 1?' dy, h X* dyi

2
)r2

dyi ¥Bi = ¥ + r5
dy4 ¥
dy2 dy23 <r2 = ¥ + r*¥ldy,.
¥ ¥r8 =r4 + r3

¥¥

dyk—5

dyk—i
dyk—2rA._2= r,_, + ¥
¥•

¥= Tk
dyk
dy2

r2 = Tk dyk(*-l) • • . <

dyk—i
Yk-i = r*

dyk

von denen das erste sich auf eine einzige Gleichung reducirt und von denen 
das letzte das System (Â) selbst ist. Die Lösung irgend eines der Systeme 
(J5) setzt sich zusammen aus so vielen verschiedenen Relationen von der 
Form F(ui, . . ., U/() = 0, als das System Gleichungen enthält. Ausserdem 
können singuläre Lösungen, welche durch eine Relation M = 0 gegeben 
werden, existiren, Lösungen, die man findet, ohne eine Integration auszu­
führen.

S?
 «T ?r

*

+ 
+

+ + 
+ +



Nachtrag II zur zweiten Auflage.
Anwendung der Cauehy’schen Methode auf die linearen 

Gleichungen.

Der Kürze wegen betrachten wir nur zwei simultane lineare Gleichungen 
mit vier unabhängigen Veränderlichen:

xiVi + Ąft. + =

xi<h + + x±<h =

Die Grössen X, T, Z sind hierin Funktionen von x2, x3, x4, y1 z;
Pli P21 Pzi P± die partiellen Ableitungen von y und £1, #3? #4 diejenigen 
von z nach aq, x2) x3l x±.

Es seien uv u2, us drei Funktionen von x±) x2, x3, x4. Wir denken 
uns, dass y, z, xv x2, x3 ausgedrückt seien als Funktionen von #4, uv u2, u3. 
Unter dieser Voraussetzung hat man:

• • (Ix)

(^2)-

dy dxcdx. .
= -Pi ^ + A

db2
+ ä-|- p^

dxA dxA dx4
dz dx. ,

qi dx, + Î» + 2b + «*•dx4 dx4

Substituiren wir die aus diesen Relationen sich ergebenden Werthe 
von p±, #4 in die gegebenen Gleichungen (1), so folgt:

) -\~Ps (x3 dx.ti £;) + />, (i ^ dx2 
4 ) = r-x4— X

4 dre

Wir setzen
Xx—X4 g- = 0, X2—X4

woraus folgt:

dx2
dx4

Z-X‘S:-0 ■ ■ (2"s)-

Das System (2), in welchem utl u2, u3 die Rolle von willkürlichen 
Constanten spielen, ist somit dem System (1) äquivalent. Man kann dieses 
System (2) unter der symmetrischen Form schreiben:

dxt   dx2   dx3   dx4   dy dz
— x; — % ~ ~x, — ~f

Das System (3) ist jedoch dem System (2) nicht absolut äquivalent, 
da man z. B. um (24) auf die Form

dz

■ • (3).

dx. dy
X4 — Y

zu bringen, die Gleichung (24) durch X4V dividiren muss.
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Nachtrag IL62

Das allgemeine Integralsystem der Gleichungen (2) und (3) ist von 
der Form:

• (4),---- öj, V2   ö2‘i ^3 *  ^4 ---- ^4? ^5

wo die Grössen v die Grössen x{, x2, #3, a?4, y, z enthalten und die Con- 
stanten a4, a2, a3, a4, a5 irgendwelche Funktionen von uv u2, % sind. 
Eliminirt man «q, w2, % zwischen diesen fünf Relationen (4), so findet man

F{vv v2, v3, vit v5) =
f{Vi, va, »3, Vit %) =

als Form eines Integralsystems der Gleichungen (2) oder (1); F und /' 
sind willkürliche Funktionen.

Aber die Gleichungen (4) sind den Gleichungen (2) und damit den 
Gleichungen (1) nicht vollkommen äquivalent. Man erhält nämlich aus den 
Gleichungen (4), wenn man sie nach a?4 differentiirt:

, dvi dxg , dvi dy , dvj dz___ ~
' dx3 dx4 ' dy dx4 dz dx4 ^ ’

(5)

dvi , dvi dxy , dvi dx 2 
~ dxt dx4 dx2 dx4dx4

wo i = 1, 2, 3, 4, 5 ist. Man leitet hieraus durch Elimination der Ab­
leitungen von vier der Veränderlichen xl7 x2, x3, y, z. B. der vier
ersten, her:

djvy v9, v8, v„ v6) _ d(vlf v2, v3, v4, vB) dz __ q 
d(xiy x2f x3f x4f y) ^2? V> &) dx4

Die Gleichung (7) muss, um mit der Gleichung (25) identisch zu werden, 
mit dem GiIberischen Faktor

. (7).

M =
d(vlf v2, v3y v4y v5)
d(Xi, x2, x3, xv y)

multiplicirt werden.
Derselbe Beweis gilt für die vier andern der Gleichung (7) analogen 

Gleichungen, die man aus (6) ableiten kann.
Die Gleichungen (2) sind somit den Gleichungen (6) oder (4) und 

überdies noch der Gleichung

(8)M = 0

äquivalent. Mithin werden sämmtliche Lösungen des Systems (1) gegeben 
durch (5) und (8).1)

x) Wir haben diese Methode, abgesehen von dem, was sich auf den Faktor 
M bezieht, im Jahre 1881 in den Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 
t. V, 2. Theil, p. 17—22, auseinandergesetzt.



2 P? dH d2z dœ dco
+ 2co (6);= 0, (o+ + ¥ “ 0(>)

dx2 dxdy dy2
d2z d2z d2z d2z

0)2 s? + 2c,J + df = °'ù)

-f- — 0, oj = const. .

+ = 0 (7);dxdy dxdy
d2z d2z

"2 Tx2 + 2w • • (8).dxdy dy2

Um (6j) oder (1) zu integriren,wo y) eine willkürliche Funktion ist. 
setzen wir:

dz
(10).îl==0Jdx +

I.

II.

III.

-2S + 2- dH d2Z
-f- J 7, = o .

dy- ■ • (1)dxdy
dH dH dH dH

"3 -a? +3"2 -j- 3co + XTs = 0 • (2).dx2dy

Aus (1) erhält man, wenn man nach einander nach x und y diffe-

dxdy dy

rentiirt:

o dH . 0 dH
"2 s? + 2w

d»z dco I d2z . dH ) = 0 (3)

) = 0 (4).

5+2+dx2dy dxdy dxdy
dH dH dH l te i dx2 +

dH
2 + 3 + 2CO2 -j- 2codx2dy dxdy dy dxdy

Erster Fall. Die lineare Gleichung (62) giebt unmittelbar

• • (9)-x = coy + ip (co) . .

Multiplicirt man (3) mit co, addirt dazu (4) und subtrahirt davon (2), 
so ergiebt sich:

I dco . dco\ I d2z .r ai + da ) r *? + dH
• • (5)= 0 .dxdy

Das System der Gleichungen (1) und (2) ist dem System der Glei­
chungen (1) und (5) äquivalent. Wir bemerken ferner, dass die mit co multi- 
plicirte Gleichung (3) und die Gleichung (4), beides unmittelbare Folgen 
von (1), die Gleichung (2) zur Summe haben, falls co constant ist. Da 
dieser Fall, wo co constant ist, vom geometrischen Gesichtspunkte aus 
interessant zu untersuchen ist, theilen wir die Untersuchung des Systems
(1), (2) oder des Systems (1), (5) in die drei folgenden Fälle:

Nachtrag III. 63

Nachtrag III. zur zweiten Auflage.
Integration der partiellen Differentialgleichung der Regelflächen.

Vorbemerkungen. Die Integration der partiellen Differentialgleichung 
der Regelflächen lässt sich, obwohl dieselbe von der dritten Ordnung und 
sehr complicirt ist, auf die Integration von linearen Gleichungen zurück­
führen. Diese Gleichung erhält man, wie Monge gezeigt hat, durch Eli­
mination von co zwischen den beiden Gleichungen:

I 81



Hieraus folgt:
dœ dz 

' dx dx

. dco dz 
' dy dx

dHdH
dx* dxdy

dHdH
00 dxdy

drj . dr] 9 dH . 0" Ix + ły = fó2 d* + 2w

mithin wegen der Gleichungen (6):

dy2

- + -(
2 ^ dx\ + 1)'

dH dcodH
+ œ dxdxdy dy

co p + p = 0 

dx 1 dy
• • (u)-

Um die Gleichung (11) zu integriren, in welcher co eine Funktion 
von x und y ist, welche durch die Gleichung (9) bestimmt wird, muss 
man das Hülfssystem integriren:

dx
y = Y* x = ùjy + . • . . (12).

CO

Aus den Relationen (12) folgt:

dr] = 0, dx — cody = 0, dx — cody 4- dco (y + \p\co)),

und diesen Gleichungen kann man auf zweierlei Arten genügen: 
1. Wir setzen zunächst

y + = 0 (13).

Alsdann braucht man nicht das System (12) oder die Gleichungen 
zu integriren. Eliminirt man co zwischen den Gleichungen 

(9) und (13), so findet man eine Relation
(11) und (10)

« = f(y)
zwischen den Coordinaten. Dieselbe stellt eine der #-Aehse parallele Cy- 
linderfläche, also eine Regelfläche dar.

2. Setzen wir sodann
drj = 0, dco = 0,

so sind
7] — const, co = const

die allgemeinen Integrale der Gleichungen (12) und

1 =

das allgemeine Integral von (11); dabei ist (p eine willkürliche Funktion. 
Die Gleichung (10) wird somit:

dz , dz / \w dx + Ty = (14),

Nachtrag III.64

i

+
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wo co stets durch die Relation (9) bestimmt ist. Die (14) entsprechenden 
Hülfsgleichungen sind

dx   dy   dz
œ 1 qp(o>) *

Die erste dieser Gleichungen ^ = co giebt mit der Gleichung (9) 

kombinirt die Clair aut sehe Gleichung:

(15).

+ HÎ)dx (16),x = y -=- V dy

deren allgemeines Integral ist:

x = yy + xp{y) (17),

dx
wo y eine Constante bedeutet. Man erhält hieraus ^ = y, somit co=y. 

Die zweite Differentialgleichung (15) wird:

dz
nr. = vir),dy

und diese hat zum Integral:

s = wir) + à,

wo Ô eine neue Constante ist.
Mithin ist schliesslich die durch das allgemeine Integral der Gleichung 

(14) dargestellte Fläche eine Regelfläche, die durch die Gerade erzeugt 
wird, deren Gleichungen sind:

x <= ry + vir)’ « = wir) + zir)<

wo y eine willkürliche Funktion ist.

Die Gleichung (14) hat indessen noch ein anderes Integral, welches 
aus der singulären Lösung der Clair au t’schen Gleichung (16) hervorgeht. 
Diese singuläre Lösung wird gegeben durch die Gleichungen:

« = rv + vir)’ o == y + v'irl

welche mit (9) und (13) identisch sind, nur dass hier y für co steht. Durch 
Elimination von y findet man somit:

(i8):x = f{y)
Aus dieser folgt:

dx = f\y)dy.

Dieser Werth, in (15) substituirt, giebt:

« = f‘(y), àz = <plf‘(y)]dy,
und hiernach:

(19).z = F(y) -{- const.
Mansion, Part. Differentialgleichungen. 5



Nachtrag III.66

Die Fläche, welche von den Linien, deren Gleichungen (18), (19) sind, 
erzeugt wird, ist offenbar der Cylinder (18), welcher ebenfalls eine Regel­
fläche ist.

Zweiter Fall. Subtrahirt man die mit (o multiplicirte Gleichung 
von der Gleichung (7i) oder (1), so kommt:(72)

æzd2z
(20).4“ “jTTi” = 0^ dxdy

Die Elimination von co zwischen (72) und (20) führt zu der Gleichung:

dy2

d?z æz 
dx2 dy2

- w* - »

Im gegenwärtigen Falle hat man wegen der Relationen (72) und (20):

dz dco...- » —r- ——
dx dy

(21).

drj __ dz dco
dx dx dx (22).

Mithin ist die Funktionaldeterminante

drj dco drj dco 
dx dy dy dx

gleich Null. Infolge dessen hat man:

n = vH

È ~ »■(") E. % ~ ?>'(") Ïdco
dy

und nach (22)
dz
dx “ (23).

dzSetzt man die Werthe von rj und von ^ in die Gleichung (10) ein, 

so gelangt man zu der Gleichung:

dz
_ = qo(w) — cüç>'(û>) . (24).

Da nun
d dz   d dz   q

dy dx dx dy

ist, so folgt aus (23) und (24) unmittelbar:

(“E + I) ~ 0-
1. Es sei zunächst cp“ (cS) — 0 oder:

q>(co) = Ceo + G,

wo C und Gr Constanten sind. Man hat alsdann:

«f
r
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dz dz
p = c, p = adx ’ dy 

dz = Cdx + Gdy 

z = Cx + Gy + H,

wo H eine neue Constante ist. Das Integral stellt somit eine Ebene dar 
die einfachste abwickelbare Regelfläche.

2. Es sei ferner:
dm , dco ~

+ ...................

Alsdann haben wir, wie wir beim ersten Falle gesehen haben:

(6).

• • (9).x = (x>y 4- yj(0)) . .

Aus den Gleichungen (23), (24) und (9) erhalten wir:

dz dz
ds = dx + dZ dy = yfp‘(b))doj + <p(<°)dy + <p‘(co)w‘(bj)doj,

z 4- C — yq>(có) + Jcp\aS)\p\u>)d(i> .... (25).

Durch partielle Integration bringt man die letzte Gleichung auf die
Form:

z 4- C = cp*{oS) (ü)y + y(co)) — 2/Jco<p"(co)dta> — J<p''(co)y>(a>)dco,
oder auch wegen der Gleichung (9):

z 4- C = x<p‘{cS) — y$o)q>“(o))da) — J(p4\(o)y)(a))da) . (26).

Diese Gleichung stellt eine Ebene dar, wenn o) als variabler Parameter 
betrachtet wird. Die Ableitung derselben nach co ist:

0 = (p"((o) (x — (oy — y>(oj)),

d. i. (9), da <pu(cci) nicht null ist.
Die Gleichungen (9) und (25) genügen, um zu erkennen, dass die 

durch das Integral dargestellte Fläche eine Regelfläche ist; diese Fläche 
aber ist den soeben durchgeführten Rechnungen zufolge die Enveloppe der 
beweglichen Ebene (26); mithin ist dieselbe eine abwickelbare Fläche.

Dritter Fall. Ist cü constant, so erhält man aus (10), wie im 
ersten Falle:

top + p. = 0.
dx dy

rj = F(x — oiy),

wo F willkürlich ist. Zur Bestimmung von z hat man die lineare Gleichung:

dz » dz -p,/ \
oiHx + ^ = F{x- *»)•

hiernach unmittelbar:

5*
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die zum Integral hat:
e = y F(x — (oy) + I\(x — <oy), . . . . (27),

wo Fi eine willkürliche Funktion ist. Die Fläche (27), welche durch die 
beweglichen, der Ebene x = coy parallelen Geraden

x — coy = a, 0 = yF(a) + ß

erzeugt wird, stellt eine windschiefe Fläche mit einer ßichtungsebene oder 
ein Cylindroid dar.

Folgerung. Die Gleichungen (1), (2) von Monge gehören nur 
Regelflächen an.



2. Kapitel.

Methode von Lagrange znr Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichnngen mit drei Veränderlichen nnd einiger Glei­

chungen mit einer grosseren Zahl von Veränderlichen.1)

§ 8. Allgemeiner Gedankengang der Lagrange'sehen Methode.

33. Allgemeiner G-edankengang der Lagrange’schen Methode.
Es sei

f{%, y, p, i) = 0 oder i = «(*> y,s,p) ... (i)
die gegebene Gleichung. Setzen wir für g seinen Werth in

(2)dz = pdx + gdy 

dz = pdx + n(x, y, p)dy
ein, so kommt:

(3).

*) Lagrange (Abh. d. Beri. Akad. 1772, Oeuvres t. III, p. 549—577) hat 
die Integration beliebiger Gleichungen erster Ordnung mit drei Veränderlichen 
zurückgeführt auf diejenige der linearen partiellen Differentialgleichungen mit 
vier Veränderlichen und ebenfalls von der ersten Ordnung. Diese hat er ihrer­
seits, wie wir im ersten Kapitel gesehen haben, im Jahre 1779 zurückgeführt 
auf die Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen. Indessen hatte er im 
Jahre 1785 noch nicht klar erkannt, dass daraus folgt, dass die Integration von 
beliebigen partiellen Differentialgleichungen mit drei Variablen sich zurückführen 
lässt auf die von gewöhnlichen Differentialgleichungen, denn in seiner Abhandlung 
von diesem Jahre, S. 188, erklärt er ausdrücklich, die Integration einer nicht­
linearen Gleichung nicht ausführen zu können. Erst Charpit hat im Jahre 
1784 in einer niemals veröffentlichten Abhandlung den Zusammenhang dieser 
drei Fragen nachgewiesen: Integration der gewöhnlichen Differentialgleichungen, 
Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen und Integration der 
nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen. Diese Bemerkungen entlehnen 
wir Lacroix t. II, Nr. 740, p. 548 und Jacobi (Crelle’s Journal, Bd. 28, S. 3). 
Uber die Methode von Lagrange und Charpit vergleiche noch bezüglich einer 
geometrischen Untersuchung der Gleichungen mit drei Veränderlichen nach 
Darboux und Lie: Goursat, Leçons etc., Kap. IV und ferner Kap. IX.



70 Lagrange’sche Methode für belieb. Gleichungen mit drei Variablen. [Nr.83—34]

Die Lagrange’sche Methode in ihrer ersten Form besteht darin, 
im Allgemeinen durch Probiren einen Werth vonp zu suchen, welcher eine 
willkürliche Constante a enthält und die totale Differentialgleichung (3) 
integrabel macht, und sodann daraus z herzuleiten mit einer zweiten will­
kürlichen Constante b.

Anders und in allgemeinerer Form ausgedrückt, muss man eine andere 
von (1) verschiedene Relation zwischen x, y, z, p, ą suchen, welche eine 
willkürliche Constante enthält und so beschaffen ist, dass die Werthe von 
p und welche sich aus dieser Relation und aus (1) ergeben, die Gleichung
(2) integrirbar machen.1)

Die Methode lässt sich ohne Schwierigkeit auf eine beliebige Anzahl 
von Veränderlichen aus dehnen. Es sei

1, %«,$!, • • •>Pn) — 0 oderpn = jt(z, xlt ..xn, plt .. .,pn-t) (1')

die gegebene Gleichung. Ersetzen wir pn durch seinen Werth in 

dz — pidxl + p2dx2 + • • • + P„dxn . . ■ . (n
so kommt:

• • (30-de = p1dx1 + P2^x2 + • • ♦ + ndx„ . .

Man hat nun für pv p21 . . ., pn—± Werthe zu suchen, welche je eine 
willkürliche Constante enthalten und die Gleichung (3') integrirbar machen. 
Allgemeiner ausgedrückt, man muss n—1 Relationen suchen, die je n—1 
willkürliche Constanten enthalten und mit (1') zusammen für p±) p2, . . ., pn 
Werthe ergeben, welche die Integration der Gleichung (2') ermöglichen.

Dies ist die Lagrange’sche Methode in ihrer allgemeinsten Form. 
Wir wollen an einigen Beispielen zeigen, dass man mittels der vorher­
gehenden Andeutungen bereits ziemlich complicirte Gleichungen integriren 
kann.

84. Beispiele. — I. Es seien die Gleichungen zu integriren1):

1. q = n(p)

2. q = u(p,y).

dz — pdx + u(p)dy, 

dz = pdx + k(Pj y)dy,

Gleichungen, die unmittelbar integrirbar sind, wenn man p = a setzt. 
Man findet die vollständigen Integrale :

Man hat:

x) Lagrange hat in seiner ersten Abhandlung die allgemeine Methode, 
diese zweite Relation zu finden, angegeben, aber ohne sie allgemein zu Ende 
führen zu können, da er damals die Integration der linearen Gleichungen noch 
nicht kannte.

2) Lagrange, Abh. der Beri. Akad., 1772, 14, 2. und 3. Fall; Oeuvres, 
t. III,. p. 558—560.
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+ b + u{a)y 

z = ax + b -\- ju(a,y)dy.

Wendet man dieses Intégrations - Y erfahren auf die Gleichungen an:

m =1

p2 + q2 + 1 = m2

i> — qy + q\

so findet man die vollständigen Integrale:

z = ax

z ax

+s+i
z = ax + b -f 

yj y2 + 4q

y
Vm2 — 1 — a2

+ 2a lg («/ -f y 4a ) j.= a» -f 6 — ± ^£ 4

Die zweite dieser Gleichungen entspricht der folgenden Aufgabe: Man 
soll diejenigen Flächen finden, deren Flächeninhalt für irgend 
einen Theil zu der Projektion desselben auf die #?/-Ebene in dem 
constanten Yerhältniss m : 1 steht, oder auch: Man soll diejenigen 
Flächen finden, deren Normalen den Erzeugenden eines geraden 
Kegels parallel sind (vgl. Nr. 15).

II. Es sei zu integriren: 1. die Gleichung:1)

fi O. p) = Uiy, q)-

Man setze:
fi(x,p) = a, f2(y,q) — a.

Hieraus möge sich ergeben:

p = <pi (*, «)> q = <Pt (y, «),
und daher:

dz = (pi (x, a) dx + <P2 (y, a)dy 
z = \(pi{x,a)dx + \cp2 (y, a)dy -f- b.

2. Es sei ferner die Gleichung zu integriren:2)

{fit fn • • •> fn) = 0,
in welcher

fi = fi\xi, Pi<P(z)l

Man braucht bloss zu setzen:

fi — Ui

___________________F{<*h <*2i • • -, <*n) —

*) Lagrange, Abh. d. Beri. Akad. 1772, 4. Fall, Oeuvres, t. III, p. 561; 
Abh. d. Beri. Akad., 1774, Nr. 50, Oeuvres, t. IY, p. 80.

2) Lagrange, Abh. d. Beri. Akad. 1772, Nr. 13—14, Oeuvres t. HI, p. 574.
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um piq) als Funktion von tvlf p2(p als Funktion von x2, u. s. w. bestimmen 
zu können, so dass also

dz = pidXi + p2dx2 + • • • + PndXn 

nach Multiplikation mit cp integrirbar wird.

Man kann an diese beiden Beispiele die sogenannte Methode der 
Separation der Variablen anschliessen; man findet dieselbe weiter unten 
(§ 19, Nr. 72).

III. Es sei ferner die Gleichung zu integriren1):

q = pf(x, y) + F(x, y, z).
Man hat:

dz = p[dx + f(x, y) dy] + Fdy.

Man integrire die Gleichung
dx -f- fdy = 0

mit Hülfe eines integrirenden Factors v, so dass

v (dx + fdy) = du

ist. Ferner eliminire man x aus F1 indem man u einführt, und integrire 
sodann

dz — Fdy = 0

mit Hülfe eines integrirenden Factors V, so dass man unter dieser An­
nahme hat:

V (dz — Fdy) = dü,

oder auch, indem man u als veränderlich annimmt:

dUV(dz — Fdy) + du — dU.du

Führt man du und dU in den Werth von dz ein, so ergiebt sich 
schliesslich :

du= V(dz — Fdy) + ^ du = du.

Vp . dU — + — = a, 
v du

Setzt man

so erhält man als Integral:
Ü — au — b = 0. 

Auf diese Weise ist z. B., wenn

2=i>|- + (*2 + 2/2 + *)

*) Lagrange, Abh. d. Beri. Akad. 1772, 8. Fall, Oeuvres t. III, p. 567; 
Abh. d. Beri. Akad. 1774, Nr. 52, Oeuvres t. IV, p. 82.



§ 9. Methode von Lagrange zur Integration der partiellen Differential­
gleichungen mit drei Veränderlichen.2)

85. Pall, in welchem die Gleichung die abhängige Veränder­
liche nicht enthält. — Es sei

/>, V, P, ä) = 0 oder q = k(x, y, p) . ... (1)

die gegebene Gleichung. Bekanntlich ist:

dz = pdx + gdy

Würde man die Werthe von p und g als Funktionen von x und y 
kennen, so müsste man haben:

(2).

dg (3),dx

*) Lagrange, Abh. der Beri. Akad., 1772, 9. Fall, Oeuvres, t. III, p. 569, 
2) Ausser den im Anfang des § 7 citirten Schriften vgl. Jacobi, Vor­

lesungen über Dynamik, Vorl. 22, S. 168—173.

Die Gleichung enthält die abhängige Veränderliche nicht. 73

ist:
V = (z + u) ~1u = x2 -f- y2i v — 2#, U — lg {z -f- d) — y, 

und das Integral ist:

— y 4- !g (« + æ2 + y2) — » (x2 4- y2) — & = o.

IV. Es sei schliesslich die Gleichung gegeben1):

q = p‘». f1(x).f2(y).f3(z).
Man setze:

p = F, (*). F2 (z),

wo Fv F2 noch unbestimmte Funktionen sind. Dann hat man:

dz = F, (x) F2 (e) dx + [F, (x)rfi (*) • U 0) ■ W (e)Vfs (*) dy.

Bestimmt man F1 und F2 durch die Relationen :

[F2(z)r-ifs(z) = i,

[*i (*) =
so folgt:

adxdz + U 0) dy,™ ym

welche Gleichung unmittelbar integrirbar ist.
Dieselbe Lösung findet man mittels der sogenannten Methode der 

Separation der Variabein (vgl. unten § 19, Nr. 72).



df dq 
dq dx = o,+

I «ä _ O =
dq dx 7 dy ' dp dy ' dq dy

Eliminirt man unter Anwendung der Determinantentheorie

»fi dfi dp 
dp dxdx

0.

0.

74 Lagrange’sche Methode für belieb. Gleichungen mit drei Variablen. [Nr. 85—36]

und die Gleichung (1) müsste für diese Werthe eine Identität sein. Man 
hat also:

dyi dp 
dp dx

dq dn
(4)dx dx

»_l + 8J_dp ,d£dq = 0 
dx ' dp dx ' dq dx

• • W*

dq
Eliminirt man aus der Relation (4) oder aus der Relation (4')

mittels der Gleichung (3), so findet man, dass p einer der äquivalenten 
linearen Gleichungen genügen muss:

du . du dp 
~ dx ' dp dx

dfi§ldPi<Sfdp=0 
dx ' dp dx ' dq dy

Umgekehrt, wenn man eine Lösung der Gleichungen (5) oder (5') kennt, 
so machen der durch diese Lösung gegebene Werth von p und der ent­
sprechende durch (1) gegebene Werth von q den Ausdruck für dz integrabel 
oder sie genügen der Gleichung (3). In der That folgt aus den Gleichungen
(1) , (5) oder (1), (5') die Gleichung (3).

Somit findet man alle Lösungen der Gleichung (1), wenn man alle 
Werthe von p, welche der Gleichung (5) oder der Gleichung (5') genügen, 
sodann mittels (1) alle zugehörigen Werthe von q sucht und die Gleichung
(2) integrirt. Im Allgemeinen ist es besser, sich darauf zu beschränken, 
einen Werth von p, der eine willkürliche Constante a enthält und der 
Gleichung (5') genügt, sodann den zugehörigen Werth von q zu suchen 
und schliesslich die Gleichung (3) zu integriren. Man gelangt auf diese 
Weise zu einer Lösung der Gleichung (1), welche zwei willkürliche Con- 
stanten enthält und ein vollständiges Integral ist.

Das Integral der Gleichung (1) kann durch symmetrischere Rechnungen 
gefunden werden, wenn man eine zweite Relation

fi («, y, p, s) = o
zwischen x) y, p, q sucht, die zusammen mit (1) zur Bestimmung von p 
und q in folgender Weise dient. Man hat alsdann:

dp
(5)dy

■ • (5')-

t‘1«
1

$1
3+

SN
3

#1
^+

-t'
IS+

SI
3

SI
S*

«t
'l«

'
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zwischen, diesen Gleichungen und der Gleichung (3), so kommt:

Hf, fù i S(f, Q _ 0
s(y, ä)S(x, p)

oder:
SfSfk_SlSf1 
Sx äp 8p Sx

_1_ 81SA _ S1A _ 0
T Sy Sq Sq Sy ■ (6).

B6. Allgemeiner Pall. — Es sei jetzt die Gleichung gegeben:

f(x, y, s,p, q) = 0 oder q = u(x, y, z, p) . . . (7).

Ferner weiss man, dass
(2)dz = pdx + qdy

ist. Wenn man eine zweite Relation

fi (*, y, z, p, q) = o
zwischen x, «/, £>, q kennen würde, so könnte man aus dieser und der
gegebenen Gleichung die Werthe von p und q ableiten und, wenn man 
diese Werthe in die Gleichung (2) einsetzte, würde diese unmittelbar inte- 
grirbar werden. Man muss somit haben:

dp    dq
dy dx

*JP i §P _ §<l , 
dy ‘ dz ^ dx

für jede Relation (8), welche einer Lösung von (7) entspricht.
Nimmt man an, dass in die Gleichung (7) die aus dieser Gleichung 

(7) und aus der Gleichung (8) abgeleiteten Werthe von p und g, ausge­
drückt in x, y, 2, eingesetzt werden, so wird die Gleichung (7) eine Iden­
tität und somit hat man: c

(8)

(9)
oder :

Sq ■ ■ (9')Tb*

dq __ du , dyi dp dq
dx dx ‘ dp dx ’ dz

dx dx dp
. . (10)dz dp dz

oder :
-j- ^ = o (io').

' dq dz v J

dq dq 
dx’ dz

S1 4. HL Sp , Sf Sq = Q 
Sx ' 8p Sx ' Sq Sx ’

, fiffiP
‘ dp dz

Mittels der Gleichungen (10) oder (10') und (7) kann 

aus der Gleichung (9') eliminiren, wodurch dieselbe übergeht in:

man

(*£-“) + 8X

+ [p% + 2i)S + 1ë + p%)= 0 •

dp dxdp dx 
dx dp

+ *£ = » ei)+ dz
oder :
dp df , dp d£ 
dx dp "* dy dq

SI
S



SfSp , 
Sp Sx '

Sf
Sx

Sf Sf SP +ir + ~
Sy Sp Sy

SfSP, 
Sp Sz ~r

Sf +Sz

0.

0,

0,

0

0 (12).

0

Umgekehrt kann man aus den Gleichungen (7) und (11) oder (7) und 
(11') die Gleichung (9') ableiten. Die Integration der Gleichung (7) ist 
somit zurückgeführt auf diejenige der Gleichung (11) oder der Gleichung 
(11'), aus der q als eliminirt vorausgesetzt wird.

Man kann die Integration von (7) auch auf die Ermittelung einer im- 
pliciten Relation (8) zurückführen. Zu dem Ende leitet man aus (7) und
(8) her:
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Die beiden ersten von diesen Gleichungen geben:

Sif, Q Sq 
S{q, p) Sx

S(f, Q , 9(f, A) Sp = o
s(y, q) ^ s{p, q) Sy ’

Sif, /)) . S(f, /;) Sq _ 0 S(f, ff, S(f, Q Sp 0
S{z, P) S(q, p) Sz ’ S(z, q) ' S(p, q) Sz

Verbindet man diese Relationen mit (9‘), so kommt:

Sif, Q = o,+S(x, p)
die zweiten:

die dritten:

Sif, fj ft 
S(z, q)

Sif, ff)s(f; QSif, fj) + a+ p+ S(z, p)siy, q)Six, p)

oder, wenn man die Vorzeichen ändert und nach den Ableitungen von f\ 
ordnet:

Sx Sp ^ Sy Sq ^ Sz V Sp T 1 Sq) Sp\Sx ^JSz) Sq\Sy^*8z) V '

Man gelangt mit Hülfe der Determinanten zu demselben Resultat, 
wenn man die Ableitungen von p und ą zwischen (9') und (12) eliminirt. 
Man kann auch von den Gleichungen (7) und (13) zu der Gleichung (9') 
zurückgelangen.

37. Ableitung des allgemeinen Integrals aus der Gleichung
(11), (11') oder (13). — Die Systeme der diesen Gleichungen entsprechenden 
simultanen Differentialgleichungen sind nach Nr. 32:

dpdx  dy __ dz
~dï T

. . (ii«)
ÔKdu

Sp SÏ + pn—p-^- dzdp
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dz - dp . . (ii'«)Sf . Sf Sf . SfP-L + ^ ± + PSp Są dz
— dądz — dpSf+ Sf ÊL+ Sf K+qÊL{lU

F T ^ 9x T V dz dy T ü ^dp *ä

77Ableitung des allgemeinen Integrals.

Betrachten wir irgend eines dieser Systeme. Aus den beiden ersten 
Gleichungen erhält man unmittelbar:

dz — pdx 4- q.dy

welche Gleichung somit die eine von ihnen ersetzen kann. Lagrange hat 
daraus in scharfsinniger Weise die Lösung eines analytischen Paradoxons 
abgeleitet, welches er selbst entdeckt hatte.

Das System (11a) hat zur Lösung ein System

u = a, v = b, w = c,

wo u, v, w Punktionen von x, y, 8, p und a, b, c Constanten sind. Mithin 
ist das Integral der Gleichung (11) oder (11') eine Relation von der Form

(15).

(14),

U = (p(v, w)
wo cp willkürlich ist.

„Diese'Gleichung (15)“, sagt Lagrange, „mit der gegebenen Gleichung

(7)f(x, y, e,p, q) = 0

combinirt, wird die Werthe von p und ą als Funktionen von x, y, 8 er­
geben, welche, in die Gleichung

(2)dz = pdx + oAy
substituirt, aus dieser ’ eine Gleichung in x, y, 8 ableiten lassen, welche die 
gesuchte Gleichung ist.

Da bisher die Funktion cp (v, w) durch nichts beschränkt ist, so würde 
folgen, dass die primitive Gleichung einer Gleichung erster Ordnung mit 
drei Veränderlichen eine willkürliche Funktion von zwei Grössen enthalten 
könnte; man kann sich aber leicht überzeugen, dass es unmöglich ist, aus 
einer Gleichung mit drei Veränderlichen mittels ihrer beiden abgeleiteten 
Gleichungen eine willkürliche Funktion von zwei Grössen verschwinden zu 
lassen.“

Dieser Einwurf ist nicht vollkommen richtig. Man kann nur sagen: 
Es ist beim ersten Anblick ziemlich überraschend, dass die primitive Glei­
chung einer Gleichung der ersten Ordnung mit drei Veränderlichen von 
dem Werthe von p abhängen kann, der aus einer Relation (15) 
abgeleitet ist, welche eine willkürliche Funktion zweier Grössen 
enthält. Wie dem auch sei, jedenfalls hat Lagrange das in Rede stehende 
Paradoxon sehr gut erklärt und zu gleicher Zeit das Mittel angegeben, um 
das allgemeine Integral der Gleichung (7) zu finden, nämlich:
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An Stelle der Veränderlichen x, y, z, p, welche in den Gleichungen (lla) 
oder (11 a) Vorkommen, nehme man u, v, w, p. Da die Gleichung (14) die 
eine der Gleichungen (lla) oder (ll'a) ersetzen kann, „so werden in der 
Formel dz — pdx — qdy die aus der Variabilität von p hervorgehenden 
Glieder sich gegenseitig aufheben, da diese nämlichen Ausdrücke*4 der alten 
Veränderlichen als Funktionen der neuen, „diese Formel in dem Falle zu 
Null machen, wo u, v, w Constanten sind. Dieselbe wird also von der Form 
werden :

Udu + Vdv + Wdw,

in welcher U, V, W Funktionen von p, u, v, w sind44 (Lagrange). An 
Stelle der Gleichung (14) kann man also nehmen:

Udu + Vdv + Wdw = 0 . . . . (16).

Da die Gleichung (15), welche eine Lösung dieser ist, p nicht mehr 
explicit enthält, so wird dies bei (16) ebenso der Fall sein, so dass U, V, W 
durch u, v, w allein ausgedrückt sind.

Anstatt die Relation
(2)dz = pdx -j- qdy 

zu integriren, nachdem man darin p und q durch ihre aus den Gleichungen

f{x, y, z, p, q) = 0 . .

u = (p (v, w) . . . .

sich ergebenden Werthe eingesetzt hat, kann man somit

(7)
(15)

(16)Udu + Vdv + Wdw — 0

unter Berücksichtigung von
(15)u = vp(v, w)

integriren, wobei die Funktionen u, v, w die Grösse q nicht enthalten, selbst 
nicht implicit, wenn dieselben mit Hülfe von (lla) bestimmt worden sind. 
Aus (15) folgt:

du — ^ dv + dw, 
öv 1 8w 7

und somit erhält man an Stelle von (16):

u%+ r)*+ (u^ + w)( • (17),dw = 0 .

woraus man u eliminiren und eine Relation von der Form

(18)= yj(w)v

ableiten kann. Eliminirt man p zwischen (15) und (18), so erhält man das 
gesuchte allgemeine Integral. Hätte man q in u, V, w gelassen, so müsste 
man zu den Gleichungen (15) und (18) noch die gegebene Gleichung hinzu­
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nehmen. In jedem Falle sieht man, dass u und v beide Funktionen von 
w sind, aber eine von ihnen ist nicht willkürlich.

Die Gleichungen (13a), deren Anzahl vier beträgt, ergeben nicht mehr 
als die Gleichungen (lla) oder (ll'a), weil die eine der Lösungen von (13fl) 
f — 0 ist, wie man leicht findet. In der That, bildet man einen Bruch 
gleich denjenigen, welche in (13a) auftreten, und dessen Zähler

8f àfV Sf
ex dx +

ist, so findet man, dass der Nenner gleich Null ist. Eine der Gleichungen 
(13a) kann somit durch df = 0 oder f = const ersetzt werden. Diese Con­
stante muss gleich Null sein, da sonst das gefundene Integral mit der ge­
gebenen Gleichung nicht verträglich wäre. Das System (13fl) ist somit dem 
System (11'fl) äquivalent, wenn man zu dem letzteren f = 0 hinzufügt.1)

38. Ermittelung des vollständigen Integrals.2) — Nehmen wir 
für die Relation (15) die Gleichung

dV + j^de + ^:dP + itd^
9p

(19),u = a bv + cw .

wo a, b, c willkürliche Constanten sind, und setzen wir b ===== 0, c = 0, so 
erhalten wir:

(20).u a

Diese Gleichung giebt zusammen mit

f(x, V, e9 p, q) = 0 (7)
p und ą ausgedrückt durch die willkürliche Constante a und die Variablen 
x, y, z. Somit führt

dz — pdx -j- <2dy

zu einer Lösung mit zwei willkürlichen Constanten, welche das voll­
ständige Integral ist.

Man kann zu diesem in gewissen Fällen auf eine andere Art gelangen. 
Man nehme an, dass in der Gleichung (16) W = 0 sei. Offenbar genügt 
man dieser, wenn man

Lagrange, Leçons, p. 386 u. ff. Lacroix, t. II, Nr. 747, p. 564. La­
grange sagt noch: Man hat

v = xu — x (w)

TIx'{w) + Vxp' (w) + W= 0.
2) Dies ist, wenn wir Lacroix t. II, Nr. 741, p. 549, recht verstehen, eine 

Idee von Charpit. Lacroix t. III, p. 705 führt einige Bemerkungen von Poisson 
an über den Zusammenhang zwischen dem Verfahren, welches die allgemeine 
Lösung mittels des vollständigen Integrals giebt, und demjenigen, welches wir 
in der vorhergehenden Nummer auseinandergesetzt haben.

mit der Bedingung:
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u = a, v = b

setzt, und diese Relationen geben zusammen mit (7) das vollständige Integral 
(vgl. das Beispiel der Nr. 39).

Bemerkung. Die Lagrange’sche Methode gestattet eine zweifache 
Erweiterung in dem Falle, wo die Anzahl der Variablen grösser als drei 
ist. Man kann die Aufgabe zurückführen auf die Bestimmung eines Inte­
grals einer (16) analogen Gleichung von der Art, dass dasselbe zu gleicher 
Zeit das Integral der gegebenen Gleichung ist; dies hat, wie wir im nächsten 
Kapitel sehen werden, Jacobi bei seiner Erweiterung der Lagrange’schen 
Methode gethan. Diese Methode erfordert die vollständige Integration der 
Gleichungen (llö), (ll'ß) oder (13ß). Jacobi hat jedoch noch eine andere 
Erweiterung der Lagrange’schen Methode gefunden, welche den Namen 
„Jacobi’sche Methode“ verdient und sich gründet auf die vollständige Inte­
gration einer gewissen Anzahl von (13ö) analogen Gleichungssystemen. Diese 
Methode wird im zweiten Theile dieses Buches auseinandergesetzt werden.

§ 10. Beispiele.1)

89. Beispiel für die Anwendung der Methode der Nr. 37. —
Es sei

8 = pq
die gegebene Gleichung. Die Hülfsgleichungen

dx __ dy __ dz __
— ~P~ ~ ~ ~p

dp
a

führen leicht zu den Integralen:

u = y — p = a, v = zX-----= c.
p2 p

x) Das erste dieser Beispiele, welches von Lagrange mit bewunderungs- 
werthem Scharfsinn gewählt worden ist als Anwendung der allgemeinen Methode, 
findet sich in den Leçons p. 398. Die Classification der andern verdankt man 
Legendre (Mémoires de l’Académie de Paris 1787: Mémoire sur l'intégration 
des équations aux différences partielles, p. 309—351; § IX, p. 337—348: Des équa­
tions non linéaires du 1. ordre), im Auszuge wiedergegeben von Lacroix, t. II, 
Nr. 742—747, p. 550—564. Die besonderen Fälle, wo man die Rechnungen zu Ende 
führen kann, sind Lagrange, Abh. der Beri. Akad. 1772, 1774, 1785, entliehen. 
Jacobi (Crelle’s Journal Bd. 23, S. 2) hat bemerkt, dass mehrere dieser von 
Lagrange behandelten Beispiele schon von Euler mittels besonderer Kunst­
griffe gelöst worden waren. Auch Boole, Treatise, Kap. XIV, haben wir einiges 
entliehen. Der Kürze halber haben wir die Schlussfolgerungen von Lacroix, 
welche sich auf eine allgemeine Methode zur Entdeckung neuer integrabler Fälle 
(t. II, Nr. 745, S. 558) beziehen, sowie das Beispiel, welches er dazu giebt, nämlich:

+ 7 <P (“. ®, — i™)ZP =
2x

weggelassen. Man integrirt diese Gleichung, indem man ay =■ qxz setzt (t. II, p. 561).
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Aus diesen Gleichungen erhält man:

y = u + p, z — p2v, x = w Ą- pv 

cly = du dp, dz = 2pvdp + p2dv, dx = -f- + vdp-

Die Gleichung
dz — pdx — qdy — 0

nimmt die Form an:
dw -f- vdu = 0.

Setzt man
v = cp (u, w),

so geht diese Gleichung über in:

dw -f- cp (u, w)du — 0,

und diese führt zum allgemeinen Integral. 
Setzt man dagegen

dw = 0, du = 0,
oder:

zw X - = C, u = y — p = a,
P

so findet man zwei Relationen, welche durch Elimination von p zu dem 
vollständigen Integrale führen:

O — c) (y — «) = e.

Man gelangt zu dem vollständigen Integrale auch, wenn man zur Be­
stimmung von p die Gleichung y —p = a nimmt. Man hat:

zp = y — «, <ł = y — a
= (y — a) dx +

dy = dx.

dz

oder :
dz z

{y — a)2y — a

Das Integral dieser ist:
z X cy — a

oder :
z = (y — a) (x — c).

40. Beispiele, welche von der Integration einer einzigen der 
Hülfsgleichungen abhängen. — I. Beispiele, welche von der In­
tegration von

(Ir
= %Ô7C

dp
Mansion, Part. Differentialgleichungen. 6
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abhängen. — Man kann diese Gleichung integriren, wenn man hat:

8p = F(X' y)' 

d. h. wenn die gegebene Gleichung von der Form ist:

ą = p F(x, y) + <p (x, y).

In diesem Falle ist:

dg — p (dx -f- Fdy) -f- cp (x, y) dy.
Hat

dx + Fdy = 0

einen Integrabilitätsfaktor v derart, dass

v (dx -j- Fdy) = du
ist, so ergiebt sich:

de = + cp (x, y) dy.

Nimmt man an, dass man x aus cp und v eliminirt habe dadurch, 
dass man diese Veränderliche durch ihren Werth in u und y ersetzt, so 
muss man haben:

d
dop
du'dy

Hieraus folgt;

P =

Dieser Werth von p enthält eine willkürliche Constante; der Werth 
von g enthält somit deren zwei und giebt das vollständige Integral.1)

Es sei z. B.
xq = py + xex*+y2.

Man hat:

dm
F = ev = 2x, u — x2 y2, cp (x, y) = eL>2+.?/2 = 

p = 2xyeu + 2a#, q = 2y2eu -)- eu + 2ay,

du

dz = ye?2+y2 (2xdx + 2ydy) -(- ev2+y2dy -(- 2axdx + 2aydy, 

g = yex*+y2 + aip2 + y2) 4-

II. Beispiele, welche von der Integration von

dp
dy =

dx dx
ax + ? dz

a) Lagrange, Abh. der Beri. Akad. 1772. Oeuvres t. III, 5. Fall. p. 562.

CS
 ^
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ab häng en. — Man kann diese Gleichung integriren, wenn man hat:

- - +pJt = n*,y).

Diese lineare partielle Differentialgleichung gieht für u oder q den 
folgenden Werth:

q = xF(p, y) + <p(p, y, z — px).

Man erhält hieraus:

dz = pdx + xF(p, y ) dy -f cp (p, y, z — px) dy. 

dp — F (ją, y) dy = 0,
Setzt man

wodurch p und z—px = u bestimmt werden, so geht die vorstehende 
Gleichung über in:

du = ę(p, y, u)dy,

aus welcher man p wird eliminiren können.1) 
Als besondere Fälle erwähnen wir:
1) denjenigen, wo

F{p, y) = w\y)

P == xp(y),

du = <p[yj(y), y, u)dy,

F = 0

ist; dann ist:

2) denjenigen, wo

ist; alsdann ist:
i = (pip, y,z — px),

oder:
Z = px + f(p, y, q).

In diesem Falle hat man:

£ = ax + 

du = yj (a, y, u) dy.

3) Endlich kann man als noch specielleren Fall die beiden Gleichungen
betrachten :

çl = v (p, y),

q = W(p),

welche weiter oben behandelt worden sind (Nr. 34, I. S. 70).
. Im Uebrigen haben wir früher die allgemeinste derjenigen Gleichungen 

untersucht, mit denen wir uns hier beschäftigen (Nr. 21).

3) Lagrange, Abh. der Beri. Akad. 1774. Oeuvres t. IY, Nr. 54, p. 85.
6*
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III. Beispiele, welche von der Integration von

— dpdx
ÔK dv.dv
dp dx ^ dz

abhängen. — Wir setzen:
dp
à = F(x^

oder:
dudu du F(x, p) = 0.++ p Szdx dp

Um den Werth von u oder g, welcher dieser linearen Gleichung genügt, 
zu finden, müssen wir das Hülfssystem integriren:

dx dy __ dz_T = __ _ __ dqdp
p p) 0 *

Es sei T = a das Integral von dp = F(x, p) dx\ daraus möge sich 
ergeben p — 7t(x, a)\ dann hat man:

dz = Jt(x, a)dx, z — a)dx — b.

Die andern Integrale sind q = c, y — d. Mithin hat die lineare 
Gleichung, welche q giebt, zum Integral:

ą = cp(y, T, z — j Jt{x, o) dx).

Die Relation dz — pdx + qdy geht über in:

dz = pdx -f- cp (y, T, z — j 7t (x, a) dx) dy.

Setzt man p = jt(x, a) und ist

z = J 7t (x, a) dx + v,
so wird

dz = pdx + dv = pdx -f- cp (y, v) dy, 

und hat man nur noch v durch die Gleichung zu bestimmen:

dv = cp (y, a, v) dy.

Bemerkung. Es ist ersichtlich, dass sich dieser Fall im Grunde 
nicht von dem vorhergehenden unterscheidet, da die x und die y in den 
partiellen Differentialgleichungen die nämliche Rolle spielen. Wir begnügen 
uns daher, ein specielles aus Lacroix1) entlehntes Beispiel anzuführen. 
Die Gleichung

q — (z + Px) :
hat zum Integral:

1i a iz -\— +1 X ‘
= 0.

y + h

*) Tome II, Nr. 741, p. 549.
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IV. Beispiele, welche abhängen von der Integration von

dz dp
duÔK

4“ PuYx

Wir setzen, um diese Gleichung integrabel zu machen:

= F(*,P) [ kÖK
te + p — Pdz

Diese partielle Differentialgleichung hat als entsprechendes System simul­
taner Gleichungen:

dudx __ dy __ dz dp
PF{Z,P) *F{z, pY

Es sei T — b das Integral von dp = F (#, p) dz und es sei ferner 
p = n(z, b) der Werth von p, welcher sich daraus ergiebt. Dann sind 
die andern Integrale des Hülfssystems :

1 0 p

J- dz
= c, y = d.h — pa, x — n(z, b)

Die Gleichung für u führt somit zu dem Integral:

J *(*, 6) J
(?/> T-

q = p(p

Die Gleichungen von dieser Form geben für dz den Werth:

p[dx + *>(* T, * -

\-

+ dv Ą- <p {y, b, v) dy

dz =

Setzt man:

p = *(*, b), X = + ”,

so wird:
dz = 7t{z, b)dz

n{z, b)

und diese Gleichung reducirt sich auf die integrable Gleichung:

dv + cp (y, b, v) dy = 0.

Ein besonderer Fall ist der, wo

q = n(p, z)
ist. Man hat alsdann:

dz = pdx -J- u(p, z) dy.

Die Integrabilitätsbedingung ist, wenn man p als Funktion von z allein, 
z. B. p — 71 (z\ annimmt:

u{p,z)-[ - | fjp = 0.Sp
8z

■§
r ?

sr
 s*
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oder:
qdp = pdq.

Mithin:
q = ap oder u (p, z) = ap.

Aus dieser Gleichung leitet man den Werth von n(z) her. Ist dies 
geschehen, so führt die Gleichung p = n(z) zu dem Werthe von x:

f dzX ~ J n(z) + v> («/)•

Andrerseits giebt die Gleichung q = an (z) :

fJr + xv-ay =

Damit diese beiden Relationen identisch seien, muss

H>(y) = — ay + 6, %(x) = — « + b

sein. Somit ist schliesslich das vollständige Integral:r
Diese scharfsinnige Auflösung rührt von Lagrange her.1) 
Geometrische Anwendung. Die Gleichung einer Fläche zu 

finden, bei welcher die Länge der Normale, gerechnet bis zur 
xy - Ebene, gleich 1 ist.

Die Gleichung, zu welcher die Aufgabe führt, ist:

x -\- ay — b = 7t {z) *

z2(i + p2 + q2) = !•
Setzt man:

p = n{ß), q = an(s),
so erhält man:

7Z{Z) = vi 4- «2‘
x + ay = b — Vl + Vl — «2

z
Die Lösung ist also:

oder:
(x -f- ay — b)2 = (1 + a2) (1 — ^2)*

Es ist dies die Gleichung eines Rotationscylinders, dessen Achse dar­
gestellt wird durch die Gleichungen:

z = 0, x Ą- ay — b = 0.

Als singuläre Lösung findet man der allgemeinen Regel gemäss:

& = + 1.

A) Abh. d. Beri. Akad., 1772, Oeuvres, t. III, 7. Fall, p. 566; Abh. d. Berl. 
Akad. 1774, Oeuvres, t. IV, Nr. 51, p. 81.



Durch ein anderes Verfahren gelangt man zu einem vollständigen 
Integral, welches die Kugelfläche darstellt. Aus der gegebenen Gleichung 
findet man:

Vl — z2 — p2z2
<1 = z

Somit:
2zdz — 2zpdx -f- 2(1 — z2 — p2z2)'^dy.

Die linke Seite ist ein exactes Differential; dasselbe würde der Fall sein 
mit dem ersten Gliede der rechten Seite, wenn man pz — a — x setzte. 
Unter dieser Annahme sei

z2 Ą- (a — x)2 = v.
Dann wird:

2 (1 — v)X12 dy = dv 

1 — v = (y — b)2.
oder:

Somit schliesslich:
z2 (x — a)2 + {y — b)2 — 1.

Bemerkung. Bei den verschiedenen Beispielen, die wir soeben be­
handelt haben, haben wir stets die Methode der Nr. 38 angewendet, welche 
darin besteht, dass man den Werth von p aus der Lösung u = a von 
einer der Hülfsgleichungen herleitet. Wir wussten von vornherein, dass 
es uns auf diese Weise gelingen muss, dz = pdx -f- ądy integrabel zu 
machen. Wir haben uns nachträglich überzeugt, dass dem in der That 
so ist.

41. Einige Beispiele, welche von der Integration von zweien
der Hülfsgleichungen abhängen. — I. Betrachten wir die Hülfsglei­
chungen :

dx _ ty _ dp

P Tz

Diese Gleichungen sind integrabel, wenn

07t

Ö71 071 OK-r— und —----- h p —-^ dx 1 dzdp

Funktionen von x, y und p allein sind. Es genügt dazu, dass z in q nur 
in erster Potenz vorkommt und zwar multiplicirt mit einer Funktion von 
y allein, oder mit andern Worten, dass

1 = F(x, y, p) + zcp(y)
sei.

Als besonderen Fall kann man den anführen, wo

<p(y) = o
ist. Man hat alsdann eine Gleichung, welche z nicht mehr enthält, und

Beispiele. 87
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Lagrange’sche Methode für belieb. Gleichungen mit drei Variablen. [Nr. 41 ]88

man kann darauf die Methode der Nr. 35 an wenden. Z. B. giebt die 
Gleichung

px Ą- qy = pq

P = y + V- 2 = X + ly, 2 b(e — a) = (x + ly)2. 

Lagrange behandelt mittels besonderen Kunstgriffs die Gleichung:1)

auf diese Weise:

i = f(p, f ).
Er setzt:

x = yu, p = <p(u),
woraus folgt:

dx = y du -f- udy, q = f[cp(u), u\

dz = y cp (u) du + {f [cp (u), ü] -j- ucp(u)}dy,

und bestimmt cp durch die Gleichung

b + $cp(u)du = f\cp(u), ü] ucp(u),

wonach sich ergiebt:
+ % + y\<p(u)du.Z a

II. Die Hülfsgleichungen

dz dpdx
8k 8k 8k8k

sä + p~^K--- p —
8p dz8p

dz dp
dy =

8k 8k8k

Sx
u — p —

8p 8z

führen ebenso zur Integration der partiellen Differentialgleichungen von 
der Form:

q = F(y, z, p) + px<p{y)

q = <p{y) F(x> g>p)
oder erleichtern dieselbe wenigstens erheblich.

*) Lagrange, Abh. d. Beri. Akad. 1772, Oeuvres, t. III, 6. Fall, p. 564. Mit 
diesem Beispiele schliesst die Untersuchung der besonderen von dem geschickten 
Turiner Gelehrten behandelten Fälle.



3. Kapitel.
Ausdehnung der Lagrange’sehen Methode auf partielle Diffe­

rentialgleichungen mit beliebig vielen Variablen.1)

§ 11. Theorie.

42. Zurückführung der Aufgabe auf die Integration eines
Systems von simultanen Differentialgleichungen. — Die gegebene 
Gleichung sei:

• • (1).fO, xv x2, . . ., xn, pv p2, . . ., pn) = 0 . .

Kennt man eine Lösung derselben, so machen die daraus sich er­
gebenden .Werthe von p±, p2, ..., pn, ausgedrückt durch z, xv x2, ..., xn, 
die Gleichung

• • (2)dz = p1dx1 + p2dx2 + * • * + Pnd%n . •

integrabel. Infolge dessen hat man:

b Diese Ausdehnung der Lagrange’sehen Methode, welche von Charpit 
vergebens versucht wurde (vgl. Lacroix, t. II, Nr. 748, p. 567—572) wurde von 
Jacobi in der kleinen Abhandlung: „Über die Integration etc.“ (Crelle’s Journ., 
Bd. 2, S. 817—829) ausgeführt. Die Rechnungen sind dieselben, wie bei der 
Methode von Pf aff, nur sind dieselben in der umgekehrten Reihenfolge ausge­
führt. Bei der Methode von Lagrange und Jacobi führt man die Integration 
der partiellen nicht linearen Gleichungen auf diejenige der linearen partiellen 
Differentialgleichungen oder auf diejenige der entsprechenden simultanen Diffe­
rentialgleichungen zurück. Dies ist die Grundidee, die übrigens, wie wir in Nr. 37 
gesehen haben, zu einer Änderung der Veränderlichen führt. Bei der Methode 
von Pf aff ist dagegen die Änderung der Variablen der Grundgedanke; dieselbe 
führt schliesslich zu den erwähnten simultanen Differentialgleichungen. Wie man 
sieht, ist die Arbeit von Jacobi, die wir in diesem Kapitel analysiren, in her­
vorragendem Masse geeignet, den Zusammenhang zu zeigen, welcher zwischen 
der Methode von Lagrange und derjenigen von Pfaff besteht. Aus diesem 
Grunde setzen wir sie an diese Stelle, obwohl dieselbe absolut keinen Einfluss 
auf die Entwickelung der Wissenschaft gehabt hat.

A. Meyer hat in der Schrift: Mémoire sur l’intégration de l’équation générale 
aux différences partielles du premier ordre d’un nombre quelconque de variables



Ausdehnung der Lagrange’schen Methode.90 [Nr. 42]

dpi dpk
(3)dx/x dxi

oder:
dpi , »Pl _ Spk »pk

' Sa Sxi ^ 8z8xk

Substituirt man in (1) die in Rede stehenden Werthe von pv . . ., pn 

und ersetzt man ferner z durch seinen Werth, so wird die Gleichung (1) 
eine Identität, aus der man durch Differentiation erhält:

• • (40+ • • ■ +Pi =

• • (4.)+ • • • +Pi =

i i 8[_ dpn
' ' ' ' ' 8pn dXn

Sf »f #1
Sp1 dXn

Sf ■ (4»).-------- ±Pn =dXn ÔZ
Wir setzen:

Sf Sf
Pv ■ • •> P» = — — Sf • (5)pi = —

dzSx1 Sz ÖXn

P = Pl #+•••+ Pn Sf . . (6).
Spn

Führt man die Bedingungen (3) in die Gleichungen (4) ein und fügt 
man zu den letzteren noch eine von (6) nicht verschiedene identische Glei­
chung hinzu, so gelangt man zu dem folgenden System von Gleichungen, 
denen die aus einer beliebigen Lösung von (1) abgeleiteten Werthe von 
0, Pn genügen müssen:

Sp

(Mém. de l’Acad. de Belgique, t. XXVII, 3. pagination, p. 1—24) die Arbeit von 
Jacobi, die wir hier analysiren, ohne einen wesentlichen Zusatz zu machen, 
reproducirt.

Wir führen noch in Bezug auf den in diesem Kapitel und zum Theil im 
folgenden behandelten Gegenstand an: Boltzmann, Zur Integration der par­
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (Wiener Berichte, 1875, LXXII, 
2. Abth., 471—483); Bertrand, Sur la première méthode de Jacobi pour l’inté­
gration des équations aux dérivées partielles du premier ordre (C. R. 1876, LXXXII, 
p. 641-647).

Bei Gelegenheit der in diesem Kapitel auseinandergesetzten Methoden, sowie 
der Methoden von Pf aff und Cauchy ist eine wenig bekannte Arbeit zu er­
wähnen, deren Mittheilung wir dem Herrn Professor Padova verdanken: Sulla 
integrazione delle equazioni a derivate parziali del 1° 0. Memoria del Prof. 
Giov. Maria Lavagna. Dieselbe ist publicirt in den Atti dell ’Accademia Geoenia, 
in Catane; ein Auszug aus dieser Abhandlung erschien im Jahre 1846 in den 
Atti della settima riunione degli scienziati italiani tenuta in Napoli, nel 1845. 
(Lavagna wurde geboren zu Livorno im Jahre 1812; er starb zu Pisa, wo er 
Professor der Mechanik des Himmels war, im Jahre 1870). Wir hoffen in Kurzem 
diese Originaluntersuchung an anderer Stelle zu analysiren.
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Sf dp Sf dPi
dpn dxn 

df dp2
dpn dxn

(7ł)
Sp2 dx2

-k + • . • +

Sf dpi (7.)+ Tzr + • • • +Sp„ dx„

_ dz __ dp, _
— p ~K~ '

dpnlir
• - (7 „).___

----------Pn

$Pi

JSf[
8Xn dpn

ist, so sind die Verhältnisse, welche in den Gleichungen (7„) Vorkommen, 
gleich

Sf
+ ps +dp. dP,

df
Ö"

A

Pn

P

oder mit andern Worten, es kann eine jener Gleichungen durch df == 0 
ersetzt werden. Es folgt daraus, dass das eine der Integrale des Systems 
(7fl) f = c2n oder, wie wir schreiben wollen, f2n = c2n ist. Das Integral­
system der Gleichungen (1 a) kann somit dargestellt werden durch:

fl === C1 ? A = C2, . . . ., An—1 = C2

wo die /* Functionen von z, xi} x2, . 
stanten bezeichnen.

Das System (7) hat zur Lösung n -1- 1 Relationen von der Form:

An ---- C2rvn—1’

und die c Con-xn, Pi, 2^21• •)

f„ • • -, fl,) = o.

Es ist wesentlich zu bemerken, dass, wenn sich auch die Gleichungen
(7) aus den Gleichungen (4) und (3) ableiten lassen, man doch nicht um­
gekehrt die Gleichungen (3) aus (4) und (7) herleiten kann. Man kann somit 
aus der vorstehenden Analyse folgern, dass die Werthe von pv p2, . . ., pn) z, 
als Functionen von xv x2, . . ., xn ausgedrückt, welche den Gleichungen (7) 
genügen, die Lösungen der Gleichung (1) enthalten; aber das Umgekehrte 
ist im Allgemeinen nicht richtig: die Lösungen des Systems (7) brauchen 
der Gleichung (1) nicht zu genügen.

Es folgt hieraus, dass man unter den Lösungen des Systems (7) die­
jenigen heraussuchen muss, welche der Gleichung (1) genügen. Die Inte­
gration des Systems (7) kommt dem § 7 (vgl. besonders die Nr. 32) zu­
folge zurück auf diejenige des Systems:

• • (7,)

• • (7,+1).

Zurückführung auf die Integration eines Systems simult. Gleichungen 91
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Ausdehnung der Lagrange’schen Methode. [Nr, 43]92

Es bleibt also nur übrig, die Form der Functionen F derart zu speciali- 
siren, dass sie die Lösung von (1) geben.

43. Änderung der Variablen. — Wir setzen, wie im Falle der 
Gleichungen mit drei Veränderlichen,

f = fl = %, fi = U2, . . f%n_x = u2 

und leiten aus diesen 2n Gleichungen die Werthe der Variablen

^1? • • •? P±i • • •? Pn

• • (8)n—1

als Functionen von
UV u2ï • • •» U2n— 1’ &

her. Führt man diese Variablen in die Gleichung 

dz ■— p1dx1 —|— • • • —|— Pndxn (2)

ein, so geht dieselbe über in:

dz = Zdz -f- U±du± —|— ü2du^ —}— • • . —J— JJ2 • (9)du2n— 1 n—1*

Man kann nun leicht beweisen, dass Z — 1 ist und dass die Glei­
chung (9) z nicht mehr enthält. Man erhält nämlich aus den n ersten 
Gleichungen (7Ö):

dz = p1dx1 p2dx2 -f- • • . 4- pndxn . . . (10).

Diese Gleichung (10) kann somit die eine der Gleichungen (7) ersetzen 
und dasselbe ist der Fall mit der Gleichung (9), welche (10) äquivalent 
ist. Nun haben aber die Gleichungen (7a) zur Lösung:

U1   Cn U2 ---- c2i * * *5 U2n—1   C2n— D
und diese geben:

dux = 0, du2 = 0, . . ., du2 = 0n—1

und verwandeln somit die Gleichung (9) in Z = 1. Folglich ist

F(UV u2i • • «j U2n—l) = ^ . . (11)

eine Lösung der Gleichungen (7ff) und somit der Gleichung (9) oder der 
Gleichung:

-f- U2du2 + • • • -Ą- U2 • (9')-n—1 du = 0 .2 n—1

Diese kann daher nicht mehr die Variable z enthalten, da dieselbe nicht 
mehr in (11) vorkommt.

Man kann die vorhergehenden Bemerkungen auch durch eine direkte 
Rechnung beweisen. Man hat:

z = * w + H H + Pn H’
dxn

wenn die Werthe von



dXn
~dz: ’ ’ *’ ~dz

ans den den Gleichungen (7a) genügenden Relationen (8) hergeleitet werden. 
Somit:

dx1 dx.2
dz

dx1   1 8f dx2
dz P 8p f dz

Sf dxn
dz P 8p?i

1 8f
8p: * ‘ *’

Mithin ist nach (6): 

Z = .i M: + 4 + Pn £}= L
Berechnen wir nun einen der Coefficienten U. Für irgend einen dieser 

Coefficienten hat man:
TT dx. , dx9 . . dxn
ff-+ *** + ■■• + **•

Die Ableitung von Z7 nach # ist:

dpi dxi , d2Xi \ 
dz du dzdu ) ’

T-f(dU

Diese Gleichung kann man mit Hülfe der Relation

d2xi
^1 dzdu du

transformiren und erhält auf diese Weise:

I dxi \
lÄisr)

dpi dxi 
du dz

d

. d 71 dxi 
du 1 dz ’

dpi dxi 
du dz

n ! dpi dxi 
dz dz du
dU )

oder:
)dpi dxi 

du dz
n I dpi dxi 

dz dz du
dU

da
dXi __ y ___ -j

^di = Z = 1
1

ist. Man kann nun in ^ die Grössen
dz

dpi dxi
dz 1 dz

ersetzen durch ihre aus den Relationen (8) oder (7fl) abgeleiteten Werthe. 
Man hat:

1 *L
dz P 8pi ’

8f dpi 
8p i du

dpi Pi dxi
dz P

somit :
)•dU 1 n i dxi

di ““ P f \PiZü '

Änderung der Variablen. 93



j axs1}

! Pi>

(1)1 = 0

oder, wenn man P, durch seinen Werth ersetzt:

Sf 1 ” dx'i
dpi du J P dz ~ du’

1 »7 df dxi
~~ pfpte *r

dtr

Die erste Summe ist die Ableitung nach u von dem Ausdruck /*, welcher 
identisch Null ist. die zweite ist gleich U. Somit:

dü
dz
U

oder auch: df dz 
te P,U = Ce

wo C eine Funktion der übrigen Variablen ausser von nämlich von 
u2) . . .j ^2n—l

Hieraus folgt, dass man die Gleichung (9') durch

[df dz
“te p

r

1) Schläfli, Sopra una equazione a differenziali parziale del primo ordine 
(Annali di matematica pnra ed applicata, serie 2, t. II, S. 89—96).

dividiren kann. Dieselbe geht somit über in:

C±du 1 + C2du2 + • • • + ^2n—l^U2n—1 = ^

Pf aff hat eine allgemeine Methode gefunden, um die Gleichungen 
von dieser Form zu integriren. Wir werden dieselbe später darlegen, zu­
vor wollen wir aber an einem speciellen Beispiele den Nutzen der vorher­
gehenden Transformationen zeigen. Dieselben genügen in der That in vielen 
Fällen zur Bestimmung des Integrals der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung, weil man oft die Gleichung (12) zu integriren vermag, 
ohne die Methode von Pf aff zu Hülfe zu nehmen.

• • (12).

§ 12. Anwendung auf die Integration der Schläfli sehen Gleichung:
«1 — XsPi)2 + <hiXsPl — XtPs)2 + «3(*1P2 — X2PlY = l-1)

44. Integration des Systems von simultanen Differentialglei­
chungen, zu welchem die Aufgabe führt. — I. Wir setzen:

h = x2p, — xsp2r s2 = xsp± — xtp8, Sg = xxp2 — x2pv

Dann kann die Gleichung geschrieben werden:

[Nr. 43—44]Ausdehnung der Lagrange’schen Methode.94
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Schläfli’sche Gleichung. 95

Die ersten Unterdeterminanten der vorstehenden Determinante können 
dargestellt werden in dem folgenden Tableau:

i[ si’

fr
( 7ZX,

und zwar hat man:

1 = fr= — IW 2 +P2a 3% = fr/ 2 = fr

1
— jr2 *, ---  JTS.'X'3a'2S2 X2a3S3 ---  ^1 > 2

Mithin ist schliesslich das zu integrirende Hülfssystem: 

dx, dx2 dx dz — _ — dpa— dp,
■ (2).•zzs.______ __

*8 1

II. Den Eigenschaften der Determinanten zufolge hat man:

£3& £>71, 31»

%% + ^2*2 + ^3*3 = °> PlŚl + + ft^3 == 0

Êlx\ “I" ^2^2 "t" £3*8 == ^? -Pl^1 "4” Pr^-l "f" Ps^3 ==

Mithin kann man aus den Differentialgleichungen herleiten:

xxdxx + x2dx2 + Xgdx3 = 0, pxdpx p2dp2 + Pzdpg — 0. 

pxdxx + p2dx2 + Pgdxg — dz = — (xxdpx + x2dp2 + x3dps).

Die letzte Relation giebt ferner:

dix^1 + *2p2 + xap3) = 0. 

Man erhält hieraus, wenn man beachtet, dass

(V+V+%3) (i)l3+i'22+Ą 2) — (XlPl +%P2 +*3P3)'2 = S1 2 + Ä22+*'32 (3) 

ist, drei Integrale, welche in den folgenden Gleichungen enthalten sind:

V + V + V= N* • (4i)> (4*)

x1p1 + x2p2 +x3p3=Ncote (43), (44),

xx2 + x22 + fr = 

Pi2 + P22 + Pi ra2sinV

zu denen man noch die gegebene Gleichung

(i)ClxSx2 —f- d2S22 —]— ClgSg2 = 1

Dabei sind JV, tw, £ willkürliche Constanten.hinzufügen muss.

III. Man hat ferner:

dsx — x2dp3 ~f"p3dx2 — x3dp2 —p2dx3 = (—x2§3 p3n2 + x3§2 —p2Ji%)dz.

to
i 1—

1 toj 
i—

1

c?
 s* 

&
*• x tr

-

l?
k

rH |C
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i—
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jC
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Ausdehnung der Lagrange’schen Methode. [Nr. 44]96

Nach den Eigenschaften der Determinanten ist aber:

dey$2S3 ^2^*3 “f“ P>^3 - -  4
a3SSS2 + Pzn2 —

($2 %) ^2^3 - -  *^2^3 P2^S 4“ %3§2 "~f~ Pi^2’

dsx — (a2 — a3) s2s3dz. 

ds2 = (a3 — at) s3stdz^ 

ds3 = (a± — a2) s±s2 dz.

Von diesen Gleichungen ist nur eine einzige von den vorhergehenden 
verschieden, denn man erhält aus ihnen:

sids± + s2ds2 -j- s3ds3 = 0 

a1s1ds1 -(- ci2s2ds2 + a3s3ds3 = 0,

mithin:

und somit:

Ebenso :

die zu den Relationen (1) und (42) führen. Wir setzen:

du = 2s1s2s3dz,
dann haben wir:

2^^ = (a2 — a3) du,

oder, indem wir zur Abkürzung

2s2ds2 = (a3 — ax) du, Zs%ds% — (a± — a2) du,

a2 — a3 = &A, a3 — ax = b2, ax — a2 = b3

setzen und integriren:
s±2 == bxu + Ai 

s22 = b2u + A2

V = \u + Ar

Die Constanten Alf A2, A3 sind den Relationen (1) und (42) zufolge 
an die Bedingungen gebunden:

cixA^ -|— ct2A2 -|— cl3A3 = 1

A 4- a2 4- a3 = jsr.

Ferner kann man A1 als eine absolute Constante annehmen, da u eine 
Variable ist, die wir willkürlich wählen1). Die zwischen u und z bestehende 
Relation ergiebt somit:

du
e = * + ł r

*'o V(A4“^iw) (A2-\-b2u) (A.a-\-\u)

9 Wir haben vergeblich versucht, A1 willkürlich zu lassen und die Lösung 
von Nr. 45 ebenso symmetrisch zu gestalten wie die der Nr. 44.
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IV. Wir suchen nun ein letztes Integral. Es ist:

pxdxx — x1dpl = (p1Jt1 + xx§x) dz = (1 — als12) dz = (a2s22 + &3s32) dz,

p2dx2 — x2dp2 = {p2Jt2 + x2§2) de = (1 — a2s22) de = (a3s32 + «iV) dz>

p3dx3 — x3dp3 = (p37t3 + x3§3) dz = (1 — a3s32) dz = (a1s12 + a2s22) dz 
oder:

V + *22 + V

Pt, + ^2 + Va

Ml2 X\i
---- X2S3 ^3^2*

i?t, JVcotf 

Mithin:
m2^ = N cote . xx — (x2s3 — x3s2)

m\p1dxl — xxdpx) = x1d(x2s3 — #3s2) — (x2s3 — x3s2)dxx.
Setzen wir

Nxv = mQx cos#!, x2s3 — x3s2 = mQi sin#!, qx2 = s22 + s3 

was gestattet ist, da 

(X2sa — x3s2y + x32) (s,2 + s3'2) — (x2s2 + *3S3)3 + IPxf

= (w2 — xx2) (N2 —- 2) — -f-2 = m2 (N2 — sx2) = m2($22+s32)

ist, so erhalten wir:

2

#!<$ (#2s3 — ^3s2) = ~ Q1 cos 1?! (m sin #1rf£)1 -f" cos $i^#i)

(æ2$3 — #3s2) dx\ — (— Q\ sin #iC?#i -j- cos wiQ\ sin ^).

Mithin:
m2 (s22 + s32)m2(p1dxl — xxdpi) = Q\2ddi = düf.

N

Man hat somit, indem man noch zwei andere dx analoge Grössen #2 und #3 
einführt:

($22 + ss2)ddj = N(a2s22 + azsz2) dz, 

(s32 + sfld», = N (a3s3 2 4- «!«!*)<&,

(%2 + ^22) ^3 = ^ (%512 + ^2522)^‘

Die Grössen $2, $3 lassen sich ebenso wie dz mittels u ausdrücken. Man 
kann somit schreiben:

* ¥22 + ¥82
V + V

$ — a _l P a3g32 + aiV
- ~ 2 + J0 v+v

. w fjOiV+^aAl
+ Jo V + V

= «i + H
Jo

*1 dz,

dz,

^3 —• ö3 
Mansion, Part. Differentialgleichungen. 7
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Von den drei neuen Constanten oq, a2> as ist nur e^ne einzige will­
kürlich. Man erhält nämlich aus den Gleichungen, welche û2l $3 defi- 
niren :
N2{xx2 + x22 ~h %32) = m2 (q^ cos2 A + Q22 cos22 + £32cos2#3),

(x2S3 ^3^2)2 ”ł" (%3S1 ^1^3)2 H” (X1S2 ^2%)

(Qi2 sin2 A -f- 2 sin2 A -j- Q32 sin2 $3)2

oder auch, wie leicht ersichtlich :

N2 — ß12COS2^?1 4 Q22 COS2 $2 + £>32COS2#3, 

N2 = Çi2 sin2 A + ß22 sin2 A + £32 sin2 A- 

Setzt man in diesen Gleichheiten u = 0, so kommt:

N2 =s (^2 4" -^3) COS2 dj -|— (ALj -4i) cos2 a2 4" (4i 4“ -^2) cos2 (z3, 

N2 = (Ą+ A3) sin2 oq + (^L3 4 A) sin2 «2 + (A + A) sin2 as,

Gleichungen, welche einander äquivalent sind.
Eine zweite Relation findet man auf folgende Weise. — Man hat

identisch :
*3

= 0.» 9 x3

9 9 S3

*1 (X2S3 - - -  X3S‘i) + x2 [X3Sl — *l«s) + x3 (X1S2 - - -  X2Sl) =
oder:

Ersetzt man die verschiedenen Factoren dieser Summe von Produkten 
durch ihre Werthe, welche sich aus den die d definirenden Gleichungen 
ergeben, so erhält man:

Ql2 sin 2#i 4 £22 sin 2#2 + £32 sin 2#3 = 0.

Macht man u = 0, so folgt:

(A2 + -43) sin 2d\ 4“ (-^3 4" Al) sin 2Gt2 4" (Al 4" At) sin 2ct3 = 0.

Wie man bemerken wird, sind die beiden andern Relationen zwischen den 
Grössen A und a der folgenden äquivalent:

(A2 4 ^3) cos 2ö! 4“ (A + ^1) cos 2a2 + (Ax 4- A2) cos 2a3 == 0.

Der grösseren Symmetrie wegen setzen wir noch:

al 4" a2 + ö3 =

Wir haben es nur mit fünf Constanten, m, N, n, Je und s zu thun; 
in der That lassen sich die Grössen A mittels N und Je und die Grössen a

j»
 j* 

j*
j» «



(S)d = o,dm

dx1 __ xx
dm m

mithin :

Ebenso :

Folglich :
D dxx

dx-jdxj » dXn |
+ P‘> dn + ~dn•II. Berechnung von P2 — p1 Es ist:

dn

v + *22 + v = m7
mithin :

(fcc,^ Ü + *2 tn + *3 W = °-(fcé

Folglich :
*ii *1 £ + *2 TÊT + *3 -ÄT 

(fcc, ,
A. A*r+A

dx» dx» d , x“ S3 "*T ~ 52 *» ~ ^(*8*8'— *8*2)

— ^ (wei sinĄ) = cos^

cfce d#

P20?1 —
I dx»
+ *» *r

dx^
dn

dftx dax __ dax
~~ ^ 1 ~dm.dax dn
7*

nur von N und n abhängen und dass z nur Je und JV enthält.
45. Integration der gegebenen Gleichung. — Nehmen wir die 

Grössen m, JV, n, £, k und u als neue Veränderliche, so nimmt der Ausdruck

p1dx1 + p2dx 2 + psdxs — dz
die Form an:

— dh + Ptdm + Pyßn -f PsdN,

ohne de zu enthalten, da z, x1, x2, x3 nicht £ enthalten; ebenso enthält 
derselbe nicht du, da der allgemeinen Theorie nach, wenn z die sechste 
neue Variable wäre, der Coefficient von dz gleich Null sein würde und 
du = 2s1$2s3d£ ist. Ferner wissen wir, dass P±, P2, P3 unabhängig von 
z und somit von u sind.

I. Berechnung von = Pl || + p2 Man hat:dx
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mit Hülfe von n und N ausdrücken. Man wird bemerken, dass
cjo_

O

slf
ej8"»+?+5»

A
l

nt
SI

J*

+

f|t
fitJP

+

3 *H
s§ h

»
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Somit schliesslich:
da

ebenso :
-f» - n&

Hieraus ergiebt sich, wenn man addirt, infolge der Definition von n,

dJln = SN 
dn3i>2 = Ndn (Ö1 + = N

P2 = N.
somit:

III. Berechnung von Ps =Pl || + p2 || + p3

dz
Ausdruck ist ein bestimmtes Integral zwischen den Grenzen 0 und u,

da N in z nur implicit, nämlich infolge der Grössen A, welche sich unter 
dem Integralzeichen befinden, vorkommt. Da man in P3, ohne seinen 
Werth zu ändern, u = 0 setzen kann, so hat man einfach:

dz Der

, dx2 . dx» \
+ ^niï+vsdiï)u = o.

dx1Ps = (ä
dN

Um diesen Ausdruck berechnen zu können, sind wir gezwungen, in 
Bezug auf A± und eine specielle Annahme zu machen. Wir nehmen 
A1 = 0, a± = n an, wodurch an den vorhergehenden Bechnungen nichts 
geändert wird, die folgenden aber sehr vereinfacht werden, da diese An­
nahme für u — 0 die Gleichungen

= 0 ^ = 0 
’ dN dNh

nach sich zieht. Wie oben hat man:

PBX1 = *3 - «2 || = ^ (*A ~ *3*0 + *3 || ds
~x* di-

Drückt man x2s3 — s2x3, s2, s3 als Functionen von W und von und 
wieder als Function von sx, welches N nicht enthält, und von N aus, 

so findet man:

x2s3 — x3s2 — mQ1 sin

(#2 as) $2 2 ' 1 2 y (®3 ^2)^3 2 :=:= ^ d^S^2 ^2<Pl2*

Hieraus erhält man: 

dQl _ N
' dN dN ~~

— N2 — Sj2

__________________ _ -zaîN
(a, — a3)s2 ’ dN (os — a,)s, '

ds.dss — a,N
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Mithin :

PgÆj = m sin ^ — -f” mQ1 cos —

+' ~2 (X2S3 XSS2)
Vi

N
(a2x2s2 + asxsss)

(ct2 ^3) ^2^3

N= Nx± (d2X2S2 -f- %#3Sg)
(öt2 ötg) S2Sg

{^2^2 \(a2 ^3) 532 ä2?123

+ *3*3 [(% — «2) 522 — ^3^12]} 

(^i^l2 1) (^2^2 ”f" ^353)*

N
= Nx1 + (d2 a‘s)Çl2^2^3

W
(a2 ß3) Q1232S3

+ #252 + ^3*3 = °> «iV + «2%2 + %532 = 1 

ist, so hat man weiter:

Da

psxi = §+^:t,xî= ^ (* +s> %)■

dN

Hebt man den Factor x1 und macht u = 0, so kommt:

P3 = 0.

V. Vollendung der Integration. Die vorhergehenden Rechnungen 
führen die Integration der gegebenen Gleichung auf diejenige der folgenden 
zurück :

dk = N — dm + Ndn.

Wählt man für k eine beliebige Function von m und n, so ist: 

dk __ cot s dk
= = N.m y dndm

Wir erhalten somit k, V, cot £ ausgedrückt durch m und n. Mithin werden 
x2l x3y z Functionen von m, n, u sein und die Elimination dieser drei 

Grössen .giebt das allgemeine Integral.1)

*) Schläfli giebt eine schöne Anwendung der vorstehenden Lösung auf 
die Bewegung eines Körpers um seinen Schwerpunkt (a. a. O. S. 94—96.).



4. Kapitel.
Die Pfaff’sche Methode.1)

§ 13. Pfaff’s Transformation.

46. Allgemeiner Gedankengang des Pfaffschen Problems. —
Pf aff hat die Aufgabe der Integration einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung von dem folgenden allgemeinen Problem abhängig gemacht, 
welches seinen Namen trägt: Wenn ein Differentialausdruck

• • (i),dx± + X2dx2 + * • • + Xmdxm .

in welchem Xv X21 . . ., Xm Functionen von xv x2, . . ., xm sind, gegeben 
ist, denselben in einen andern zu transformiren von der Form

Â (C/1c^w1 -J- U2du2 + • * • + Um—i dum—i) .... (2),

in welchem Uv ZJ2, . . ., TJm—\ Functionen sind von m — 1 neuen Vari­
ablen ux, u2, . . ., die ebenso wie A mit den alten Variablen durch
zu bestimmende Gleichungen verbunden sind.

Wir nehmen an, diese Gleichungen seien von der Form:

—- x± u2l . . ., Um—Xffj . . (3,)

---  —i (^i» ^tn—1» ^ni) • • * i^m—l)*Xm—i

x) Pf aff, Methodus generalis, aequationes differentiarum partialium nee non 
aequationes differentiales vulgares, utrasque primi ordinis, inter quotcumque varia­
bles complété integrandi (Abh. d. Beri. Akad., 1814—1815, S. 76—136). Eine 
Analyse dieser Abhandlung hat Gauss gegeben (Göttingische gelehrte Anzeigen, 
1. Juli 1815; Werke Bd. III, S. 231—241) und Jacobi; Über die Pfaff’sche 
Methode etc. (Crelle’s Journ. Bd. II, S. 347—357), Sur la réduction etc. (Journ. 
de Liouville t. III, p. 161 u. ff.). Die Abhandlungen von Jacobi und die kleine 
Bemerkung von Gauss enthalten verschiedene Vervollkommnungen der Pfaff’schen 
Methode, die wir weiter unten angeben werden. Man vergleiche auch die weiterhin 
folgenden wichtigen bibliographischen Hinweise.



( X
l^1 Su,

=ij du,ôx2 ôxm
+ x + Xm—1+2 Su, Su

+
• (5).+ (ï,

+ + *«

ÔX1 ôx2
ÔUnt—i

ÔX2
ÖXm

ten—i+ x + + ^m—1 dum—i
0%-j ÖUm—i

+ xm)dûCm—i
+ ^m—1+ 171tow

Damit der Ausdruck (5) die Form (2) annehme, muss 1) der Coeffi­
cient von dxm null sein, 2) müssen die Coefficienten von duv du2, . . dum_x 
von der Form sein: AUV ÄU2, ..ATJm—^ wo Uv U21 .. ., Um 
sind, welche explicit nur noch die Veränderlichen uv u2, . . ent­
halten. Dazu ist erforderlich, dass

(log AU) =
dXm dXm

Functionen—l

dl
dxm

sei. Die vorher genannten Bedingungen drücken sich also analytisch folgender - 
massen aus:

öx1 ÔXm—i = . . . . (6j),+ + X/n—iöur ÖUL
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Für irgend eine der Veränderlichen xv . . ., xm-.x hat man:

öx öxöx öx
+ ~ö^,dxm • (4)-= - du, + -du2 + ...+ dum—|

ÖUm—i

Sübstituirt man diese Werthe in den Ausdruck (1), so findet man:

^Xl I 
1 ÖUm—i

öxt 
ÖXm

1 dlü, _ 1 dlü2
l JJ1 dxm l U2 dXm

Öxm-X
= m+ Xm-\ (ßm—l),m—1 •ÖUm—i

ÖXm—i+Xi + + Xm = 0 . (6m),ÖXm

1 dl ,_v
l dxm '

1 dl Um
l Um—i dxm

47. Bestimmung der Relationen, welche zwischen den alten 
und den neuen Veränderlichen bestehen. — Wir wollen die Ab­
leitungen nach xm, welche in diesen letzten Gleichungen Vorkommen, bilden. 
Es ist:

dW = UX, te, dX
dxm \dXm ÔU '

+

)ÖXm—im—i
dXm ÖU

ö% ö2Xm—i )■f • • • + X,n-Y1 ÖUÖXm ÖUÖXm

H
 H-
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Subtrahirt man von dieser Gleichung diejenige, welche man erhält, 
wenn man die Relation (6m) nach u differentiirt, nämlich

( dXdXm ___ ( dXx Sxx
du

8xm-1 )m—i+ •••• +
dudu dXm ÖXm

82x )4- (*1

dXm - dXU f dX^ 8x^
du dxm \ dxm 8u

8% m—i+ •*••+ ^m—1
8u8xm 8u8Xm

so erhält man:
dXt öx1 ' 
du 8xm +

dXm—i 8X)n—i 
du 8xm

)'dX, 8xm—1+■( m—i
dxm 8u

In dieser Gleichheit ersetzen wir nun die Ableitungen der Grössen X 
nach u Und xm durch ihre Werthe. Es ist allgemein:

8X 8Xm—i 8X8X 8x1 , ,
dxm 8xt 8xm ' * '
dX __ öX 8x1
du 8xr 8u

dX +
8Xm8Xm—i 8Xm

8 X 8Xm—i
+ ••• + 8u8x,n—\

dWSetzen wir diese Werthe in den Ausdruck von -j— ein, so erhalten
dxm

wir: )]8Xrn
8xt

dW = 8x± r/dX, _ 8X,\ 8x± . /öX,
[\ 8xt 8xt ) 8xm ' ' \ 8xmdXm 8u

+

•)] <8>-SX/n8Xm—i8Xy j 8x8 Xm—i[( Sx,8Xm—i
8Xm '+ 8x18Xm8Xm—i8u

Setzen wir zur Vereinfachung

, x 8Xfi 8Xv
l* vî = toT----------Sxfi1

so dass
(y, fi) = — (fi, v), (ft, fi) = 0

ist, und ferner:
8Xm—i8x f (1,») (9i).—(1. !) 3L

8Xm8xm
8Xm- f (2,m) (9a),

ÖXm

-f- (m — 1, m—l)SxKn-r = («•-1,1)£ +

-j- (m, m) . . (9,„),

m—i
ÖXm

8xm.-f- (m, m — 1)
ÖXm
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so geht die allgemeine Gleichung (8) über in:

dXU *.2 + *>fr + - • + *.-.dx dXm—i . . {io).
dXm du

Indem man u — uv u — u2, . . ,, u = annimmt, findet man die
m — 1 folgenden Gleichungen, denen wir eine aus den Gleichungen (9) 
abgeleitete Gleichung hinzufügen:

dXUt dx1 dx2 ÖX/n—i
= *i + ^2 + * * * * + km—1 • OU

dXm 8u^ du.du!

d X Um—i dXx dX2 dXm—i= *1 + &2 (Um—l)»
dXm dUm—idUm—i 8 Um—i

dX. dx2 dXm—i
0 + k2 +•■*•+ km—i

dXm dXm dXm

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Relationen (6) und (7), so 
sieht man, dass man allen durch diese letzteren ausgedrückten Bedingungen 
genügt, wenn man setzt:

hmK_ _ K_ _ m—i • • (12).Xm—i XmX X2

Jedes dieser Verhältnisse ist ferner gleich

J_ dl 
X dxm '

Man hat also, um die Pfaff’sche Transformation auszuführen, das 
System (12), in welchem nur Ableitungen nach xm Vorkommen, zu inte- 
griren. Man schliesst daraus, dass man die m — 1 Integrationsconstanten 
als die neuen Variablen . . ., um_x nehmen kann.

In besonderen Fällen, d. h. für gewisse Werthe der Functionen X, 
reduciren sich die m — 1 Gleichungen (12) auf eine kleinere Anzahl und 
es bleiben eine oder mehrere der Relationen (3) willkürlich. In diesem Falle 
ist es das einfachste, den Werth einer oder mehrerer der Ableitungen

8x{ dx2 
dXm1 dXm7 7 dXm

dXm—i

willkürlich anzunehmen, was darauf hinauskommt, dass man eine gewisse 
Anzahl der neuen Veränderlichen u als mit den alten identisch annimmt.
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48. Auflösung der Gleichungen (12) nach den Ableitungen
§oc——.*) — Um die Gleichungen (12) aufzulösen, setzen wir:

OXm '
1 dX J J-—=— axm — ax 
X dxm

Hierdurch nehmen diese Gleichungen die symmetrische Form an:

m+i*

(1.1) dxt + (1, 2) dx2 4- .... -f- (1, m) dxm = . (13J

(2.1) dx1 -f (2, 2) dx2 + • • • • 4- (2, m) dxm = X2dxm+l . (13a)

(m, 1) dxx (m, 2) dx2 4- ■ • • • + (m, m) dxm = Xmdxm+l . (13,„).

Die Determinante dieses linearen Systems ist die schiefe symmetrische 
Determinante:

(1, 1), (1, 2), (1, 3), . . (1, m)

(2, 1), (2, 2), (2, 3), . . , (2, m)

(3, 1), (3, 2), (3, 3), .G = (3, m)* *7

(m, 1), (m, 2), (m, 3), . . ., (m, m)

Diese ist aber bekanntlich das Quadrat der Pfaff’schen Function

(1, 2, 3, . . ., m),

fails m gerade ist, und identisch null, wenn m ungerade ist. Es folgt 
hieraus, dass die Pfaff’sche Transformation allgemein nur möglich ist, 
wenn m gerade ist. Damit sie in dem Falle möglich sei, wo m eine un-

0 Alles, was sich auf die wirkliche Auflösung der Gleichungen (12) bezieht, 
gehört eigentlich nicht zu der hier dargelegten Theorie. In Bezug auf die schiefen 
Determinanten und Pfaff’schen Functionen verweisen wir auf Baltzer, Deter­
minanten, § 8, Nr. 8, S. 21; § 8, Nr. 1—4, S. 52—60; § 9, Nr. 4—5, S. 67—68. 
Pf aff und Gauss bemerken, dass es unmöglich sei, das System (12) aufzulösen, 
auch wenn m ungerade ist, geben aber dafür keinen Beweis. J a c o b i giebt die 
wesentlichsten Begriffe hinsichtlich dieses Gegenstandes in der oben erwähnten 
Abhandlung. Indessen rührt die Theorie der Pfaff’schen Determinanten besonders 
von Cayley her, dessen Arbeiten von Baltzer in dem genannten Werke ihrem 
wesentlichen Inhalte nach reproducirt und vervollständigt sind. Den eleganten 
Kunstgriff, dessen wir uns weiter unten bedienen, um das System (12) aufzulösen, 
entlehnen wir einer kleinen Abhandlung von Cayley, wo er beiläufig angewendet 
wird: Démonstration d'un théorème de Jacóbi par rapport au problème de Pfaff 
(Crelle’s Journal. Bd. 57, S. 273—277), S. 275. Durch Nachahmung des Cayley’schen 
Verfahrens konnten wir die Gleichung (15) finden, ohne die Eigenschaften der ad- 
jungirten Determinanten zu benutzen, wie es Baltzer thut.
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gerade Zahl ist, müssen die Determinanten, welche die Zähler der Werthe 
der Unbekannten dxv dx2, . . . bilden, sämmtlich zu gleicher Zeit null sein, 
wie der gemeinschaftliche Nenner, welcher die oben hingeschriebene Deter­
minante ist; dies ist dasselbe, als wenn man sagt, die Gleichungen (13) sind 
nicht alle von einander unabhängig.

In dem Falle, wo m gerade ist, hat Cayley eine ausserordentlich ein­
fache Methode, diese Gleichungen aufzulösen, angegeben. Wir setzen:

— X1=(l,m+ 1), — X2=(2,m + 1), . 

dann können wir die Gleichungen (13) folgendermassen schreiben:

(1,1) dxx + (1, 2) dx2 + • • • + (1, m) dxm + (1, m+1) dxm+1 = 0 (14,)

— Xm = (m, m + 1);• •>

(m, 1) dx1 + (m, 2) dx2 + • • • + (w, w&) dxm + (m, m + 1) dxm+± = 0 (14 m).

Offenbar hat man hieraus:

dx2dxx
(2,3,4,..., m, m-f-1) (3, 4, 5, ..., m -)- 1, 1)

_ dxm
(m -f-1, 1, 2, . . ., m— 1)

wo die Nenner Pfaff’sche Determinanten sind. Nach der Theorie dieser 
bemerkenswerthen Ausdrücke findet man nämlich, wenn man diese Werthe 
in die Gleichungen (14) substituirt, als Resultat der Substitution die folgenden 
Pf aff sehen Determinanten, welche identisch Null sind, da sie zwei gleiche 
Indices haben:

dxm |
(1, 2, 3,. . ., m) ’

• -,m + l)j (3? 1, 2, 3, 4,..., m -f-1),....(1,1, 2, 8, 4,...,m + l), (2,1,2, 3, 4 i •

Mittels Xv ^2, . . . kann man leicht die Werthe von dxl9 dx2l . . . aus- 
drücken. Nach einer fundamentalen Eigenschaft der Pfaff’schen Determi­
nanten ist:

(2, 3, 4, . . ., m + 1) = — (m + 1, 2, 3, 4, . . ., m)

= — [(m + 1,2) (3, 4, . . ., m) + (m + 1, 3) (4, 5, . . ., m, 2) + • • •] 
oder auch:
—(2,3,4 ,...,m+ 1)=X2(3,4, ...,m)+X3(4,5,...,m,2)-]------ \-Xm (2,3,
Ebenso :
— (3, 4, 5,..., m + 1, 1) = Xs (4, 5,.. .,m, 1) + X4 (5, 6,..., m,l,8) + ...

m—1).•••)

— (m + l,l,2,3,...,m—l) = X1(2,3,4,...,m—1) + A2(3,4,5,...,m—1,1)+...

In dem Falle, wo m ungerade und somit m + 1 gerade ist, sind die 
Gleichungen (14) nicht mit einander verträglich oder sie lassen sich auf eine
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geringere Anzahl reduciren. Es ist leicht, die beiden Fälle zn unterscheiden. 
Multipliciren wir

die erste Gleichung mit (2, 3, 4, . . m),

„ zweite 

„ dritte

„ (3, 4, 5, . . m, 1),

„ (4, 5, 6, . .m, 1, 2)

u. s. w.

und addiren wir die Resultate, so werden die Coeffieienten von dxt, dx2,..., dxm 
Pfaffsche Functionen, welche identisch null sind, weil sie zwei gleiche 
Indices haben. Mithin ist das schliessliche Resultat:

[(1, m + 1) (2, 3, 4,..., m) -j- (2, m -f- 1) (3, 4, ..., m, 1) -|------ ]dxm+1 = 0,
oder auch:

(1, 2, 3, . . m + 1) = 0 (15).

In dem Falle, wo m gerade, also m -f- 1 ungerade ist, ist diese 
Gleichung identisch erfüllt; ist aber m ungerade, also m -f- 1 gerade, so 
ist die linke Seite dieser Gleichung im Allgemeinen nicht null und die 
Gleichungen (14) und (15) sind somit miteinander unverträglich. Wenn 
aber im Besonderen die Werthe von X1? . . ., Xm so beschaffen sind, dass 
(1, 2, 3, . . ., m -f- 1) = 0 ist, so reduciren sich die Gleichungen (13) auf 
eine geringere Anzahl und sind mit einander verträglich. Diese Bedingungs- 
gleichung (15) kann die folgende Form annehmen:

X±(2, 3,..., m) + X2 (8,4,..., m, 1) +... + XJ(1, 2,..., m - 1) = 0 (15').

Dieselbe ist bereits von Jacobi angegeben worden, der sie in weniger 
einfacher Weise, als wie wir sie abgeleitet haben, gefunden hat.

49. Erweiterung der vorstehenden Transformationsmethode.1)
Wir betrachten einen Differentialausdruck

Q — X1dx1 -f- X2dx2 -f* • • • + X2ndx2n-

Wie wir soeben gesehen haben, kann derselbe in einen Ausdruck

A1(Y1dy1 + Yidy.i + • • • + Y2n_1dy2n_1)

transformirt werden.

0 Gauss Werke, Bd. III, S. 233—234. Gauss hat gezeigt, dass die Trans­
formationen, um welche es sich hier handelt, nur implicit in der Abhandlung 
von Pf aff enthalten sind. Jacobi (Journal de Liouville, t. III, p. 201) setzt 
beinahe dieselben Transformationen in umgekehrter Reihenfolge auseinander. 
Lagrange und Monge haben oft Rechnungskunstgriffe angewandt, die dem 
in dieser Nummer dargelegten von Gauss ähnlich sind.
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Eine analoge Transformation kann man in dem Falle ausführen, wo 
es sieh um einen Ausdruck handelt, der eine ungerade Anzahl von Diffe­
rentialen enthält:

£1 = Yldy1 -\-------+ T2„_2 dy2n_2 + Y2n_tdy2 n—1*

Dazu transformirt man zunächst gemäss der vorhergehenden Theorie 
Qt — Y2n_\dy2n_\, indem man y2n_1 a^s Constante betrachtet, so dass 
dieser Ausdruck die Form annimmt:

A± (Zidzi + * • • + Y2n_3dz2n_3).

Man hat alsdann offenbar:

Qi = Al (Zidzx + • • • + Aj2 n—3 dz2 n—3) + ^2w-2^2w—V 

in welchem Ausdruck

*
3^2 =r„ + ■■■ + z2n~—> 2n—\ n—3 öy22 n—1 n—i

ist.
Wir wollen erste Transformation diejenige von Pf a ff im Falle, wo 

m gerade ist, und zweite Transformation diejenige nennen, die wir soeben, 
Gauss folgend, angegeben haben. Hiernach wird man schliesslich, wenn 
man (n — 1) mal die zweite Transformation auf den Ausdruck Qx an­
wendet, diesen Ausdruck auf die Form bringen können:

ZlidUi -{— TJ2du2 —f- • • • -|— Undu„.

Ein Differentialausdruck welcher eine Variable und ein Diffe­
rential mehr enthält, wird dieselbe Form annehmen, wenn man einmal 
die Transformation I und (n — 1) mal die Transformation II anwendet. In 
diesem letzten Falle hat man, um diese Transformationen auszuführen, n 
dem System (13) analoge Systeme von simultanen Gleichungen zu inte- 
griren, nämlich:

1 System von 2n — 1 simultanen Gleichungen, 

2 n — 31 V

1 System von 

1 einzige Gleichung.

3 simultanen Gleichungen,

In dem Falle, wo es sich darum handelt, einen Ausdruck Q± mit einer 
Variablen weniger zu transformiren, hat man ein System weniger zu inte- 
griren. Jedes System kann erst nach der Integration des vorhergehenden 
gebildet werden. Daraus geht hervor, dass die Pf aff sehen Transformationen 
in der Praxis ausserordentlich complicirt sind.



Die PfafFsche Methode. [Nr. 50—51]110

§ 14. Integration der totalen Differentialgleichungen und der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung nach der Pfaff'sehen Methode.

50. Vollständiges Integral einer totalen Differentialgleichung 
nach der Methode von Pfaff. — Es sei zu integriren eine totale Diffe­
rentialgleichung zwischen 2n oder 2n — 1 Veränderlichen, also z. B. zwischen 
2n Veränderlichen

• . (io-1^1,1 + Xmdxm + * * * + ^2rßXV2n ~ ^

Man kann diesen Ausdruck zunächst nach Gauss in einen andern 
transformiren von der Form:

Upäu^ —J— TJ2du2 -j— • • • -j— Undun = 0.

Dies führt zu dem vollständigen Integral, welches gegeben wird durch 
die Relationen:

u2 — a2. . . ., un — an}

wo die a Constanten sind.
Man kann auch anders verfahren, indem man den von Pfaff ange­

gebenen etwas einfacheren Weg einschlägt. Man transformirt die gegebene 
Gleichung in die folgende:

“l“ -^2)2^^252 •^2’2w—1^*^2

Um darauf die nämliche Transformation anwenden zu können, setzen

• a*).= 0’2w—1

wir
X2i2n—1 ---- aV

und können alsdann (13) auf die Form bringen:

X3lldx^3,1 -f- X3,2dx3,2 + • • • + X3,2n_3dx3,2n__3 — 0 

Wir setzen darauf

• (W-

X3'2n—3 ---- a2

und transformiren sodann (13) in:

X^dx^ -f- X^2dx^2 -f- • • • -f- X^2n—§dx±,2n_5 = 0

Man setze ferner
• (i*).

XLi2n—5   a3

und fahre in dieser Weise fort, bis man zu einer Gleichung

Xntldx„fl Xn2dxn2 -f- Xn3dxn^3 = 0 . . . . (17»)

gelangt. Setzt man sodann:
xn,3 ---- an-v

so ergiebt die Gleichung ein Integral von der Form:

/■(*,., 1, xn,i) = «»•



Un•9

Dies ist jedoch nicht die einzige Art, diese Hülfsgleiehung (a) zu inte- 
griren. Man kann auch mit Pf aff und Gauss setzen:

F(uv Mg, .

wo F eine beliebige Function ist, und dieser Relation die n — 1 folgenden 
adjungiren, welche zusammen mit F = 0 ein Integral von (1), das so­
genannte allgemeine Integral, geben:

Un) = 0,* ">

8F ÔF
öut   8u2
ü± — u9-

dF
ÖUn

Un

Jacobi hat gezeigt, dass man auch noch andere Integrale in folgender 
Weise finden kann. Wir setzen:

i^iK, W2,. .un) = 0,.. .Fk (uv u2, . .un) = 0.
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Das Ensemble der Relationen

X2i 2n—i — ai 

X3i 2n—3 = a2 

X±i 2n—5 == a3

Xn, 3 = 1

f = an

bildet ein Integral der gegebenen Gleichung mit n willkürlichen Constanten ; 
man kann dasselbe ein vollständiges Integral der gegebenen Gleichung 
(1) nennen.

Man findet ebenso ein vollständiges Integral mit n willkürlichen Con­
stanten, wenn es sich um eine totale Differentialgleichung mit 2n — 1 Ver­
änderlichen, wie z. B. (12), handelt.

51. Integrale, die man aus dem vollständigen Integrale ab­
leiten kann. — Bei der vorstehenden Auflösung, die man entweder nach 
Gauss oder nach Pf aff bewerkstelligen kann, bringt man im Grunde ge­
nommen die Gleichung immer auf die Form:

U±dut -f- U2du2 + • •. -f Undun = 0 (d)

und integrirt sie, indem man setzt:

J5



112 Die Pfaff’sche Methode. [Nr. 52]

Aus diesen ergiebt sich:

— + IJ du, + • • • + — dun = 0dut ÖUn

8F/c dui + ffdth + • • • + du- = °-

Eliminirt man & Differentiale du aus diesen Gleichungen und der Gleichung 
(a) und setzt die Coefficienten der anderen in dem Resultat gleich Null, 
so erhält man n—Je Relationen:

^k-hi   0} ^Vf-2   • • •» ---- 0,

welche zusammen mit den willkürlich angenommenen

F1 = 0, F2 — 0, . . Fk = 0 

ebenfalls ein Integralsystem der Gleichung (1) bilden.1)

52. Anwendung auf die Integration der partiellen Differential­
gleichungen erster Ordnung. — Nach einer scharfsinnigen Bemerkung 
Pfafffs kommt die Integration einer partiellen Differentialgleichung

f(z, xv x2,. . xn,pv p2, . . .,p„) = 0 . . . . (2)

auf diejenige der totalen Differentialgleichung

Pi^i + * • • + pndxn + 0 . dp± -|----------h 0 . dpn_t + (— l)de = 0 (3),

in welcher man sich pn durch seinen aus der Relation (2) abgeleiteten 
Werth ersetzt denkt, zurück.

Man kann die vorige Methode auf diese Gleichung (3) anwenden. Dazu 
setze man:

Æ'n-M ---- Pu %n-\-2 ----- 1 P21 • • v %'2n_1 ------ Pn—U %2n ===

Xi = Pi, X2 == P21 * * •» ^S?—1 ===: Pn—U X.n = Pm

Xn+\ =: 0, ATn+2 0, . . ., X ^2» --- 1*2W_1 ---  ^

Fast alle durch das Symbol
O * v)

ausgedrückten Grössen werden Null, so dass die Werthe von Jev . . ., &2w 
sich bedeutend vereinfachen, zu gleicher Zeit aber auch ihre symmetrische 
Form verlieren.

*) Man findet auf diese Weise sämmtliche Lösungen, wie leicht zu sehen 
ist, wenn man sich Nr. 12 vergegenwärtigt.



dp dpn dXn 
dxn_x dz 7

n—i
Â"-1 ~■ dz

dpn dxL dpn dæn_L dpn
dx1 dz ‘ ' dxn_y dz ' dz

^n

dpn dpx
dp1 dz ' '

dpn dpn_x
dp dzn—i

dx. dpn dXn
dpt dz ’^n+l ---  --- dz

-, ___ dXn—i
Hn-1 — -J~

dpn dXn
dpn—i dz

dpn dXn
dz dz

Die Differentialgleichungen der Transformation sind diesen Werthen 
zufolge, wenn man beachtet, dass jedes der Verhältnisse h : X gleich

h2n __ dpn dxn
dz dz

^2 n

X2n

ist, und wenn man dz weghebt:

(-ÎT+ *£)* __dPp dxdpi dx1m dp.

Man findet:

k2
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dpn dpn dpndPn-l = -\~ Pn—1 dx dxn)n—1 ---\dxn—i dz dpn—i
dpndz = [pn dpn ) äxn.—Pi 1>n-y dpn_t

Um diese Gleichungen auf eine mehr symmetrische Form zu bringen, 
bemerken wir, dass man nach Gleichung (2) hat:

dpl

dpn 8x dpn 
dx 8f 7 dp

_
8f

8pn 8pn

Führt man diese Werthe in die Transformationsgleichungen ein, so gehen 
dieselben über in:

dxt dxn dz __ dp
0/ P T\
Spn

Mansion, Part. Differentialgleichungen.

dp2 _ dp»
Pn

1 __ • («')-äf P-2
Sp,

8

+

g-
lt*

 §- 
&

s s
,8

-f 
.8

-f

»•
I- &

«•
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wenn man wie im vorigen Kapitel setzt:

öf - 8± « 
Sz &1pi = — äx|

äf
~ Tz Vn 'Sxn

z> T . - äfp = Pl ¥T + " ' + Pn ö^'

Pf a ff ist somit genau zu denselben Hülfsgleichungen gelangt, zu 
welchen Jacobi später gekommen ist, indem er der Lagrange’schen Me­
thode ihre natürliche Erweiterung gab (vgl. den ganzen § 11). Wie wir 
bereits erwähnt haben, geschehen die Rechnungen in den beiden Methoden 
in derselben Weise, nur in umgekehrter Reihenfolge.

Bei der ursprünglichen Methode von Pf aff hat man n dem Systeme 
(a‘) analoge Gleichungssysteme zu integriren, welche n Relationen mit n 
willkürlichen Constanten ergeben. Die Elimination von^1? p2, ..., pn zwischen 
diesen n Gleichungen und der gegebenen Gleichung führt zu dem voll­
ständigen Integrale der partiellen Differentialgleichung (2).

Die Bildung der andern Hülfssysteme (a‘) lässt sich nur in jedem be­
sonderen Falle ausführen, da dieselben von den Integralen des ersten dieser 
Systeme abhängen.1)

§ 15. Vereinfachung der Pfaff sehen Methode.
Umgehehr tes Problem.

53. Vereinfachung der Pfaff’schen Methode für die Integration 
der partiellen Differentialgleichungen durch Jacobi.2) — Nimmt 
man wie in den Nr. 42 und 43 an, dass man die Hülfsgleichungen, welche 
wir gefunden haben, integrirt und dass man eine Änderung der Variablen

*) Über das Pf aff’s che Problem vergleiche man die bemerkenswerthen 
Abhandlungen von Natani (Crelle’s Journ. Bd. 57, S. 301—328), von Clebsch 
(Crelle’s Journ., Bd. 59, S. 190—192, Bd. 60, S. 193—251, Bd. 61, S. 146— 179) 
und von Dubois-Reymond (ibid. Bd. 70, S. 299—313); ferner verschiedene 
Schriften von Lie in den Abhandlungen der Akademie zu Christiania. Wir hätten 
ferner noch in der ersten Auflage Grassmann, Ausdehnungslehre, 1862, Nr. 500 bis 
527, S. 347—385 erwähnen müssen. Seit 1875 haben Lie, Frobenius, Darboux, 
Morera u. A. Arbeiten über das Pfaff’sche Problem von höchster Wichtigkeit 
veröffentlicht. Behufs vergleichender Analyse dieser Abhandlungen verweisen 
wir auf A. R. Forsyth, Theory of Differential Equations, Part I, Exact Equations 
and Pfaff’s Problem. Cambridge, University Press, 1890 (XIII u. 340 S. in 8°).

2) Jacobi, Journal de Lionville, Bd. III, S. 171—182, § IX der Ahhand- 
lung. Jacobi wundert sich, dass Pfaff die in den Nr. 53 und 54 auseinander­
gesetzte Erweiterung nicht gefunden hat. Indessen war die Sache nicht so ein-
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vorgenommen habe, so wird die Integration der gegebenen Gleichung auf 
diejenige der Gleichung

Cxdux -j— C2du2 -j— • • • -|~ C2n__xdu2

zurückgeführt sein, in welcher u2n__x die Constanten der Integration
der Hülfsgleichungen und die C durch die Relationen definirt sind:

= 0n—1

- + p. d.
8f dz 
Tz P-

dXn

ü = Ce

Jacobi hatte, als er die Untersuchungen Hamilton’s über die Dynamik 
studirte, den glücklichen Gedanken, in diese Theorie die Anfangswerthe 
der Variablen, nämlich zQ, x10, . . xn0, p10, . . pn0, einzuführen und das 
in der vorstehenden Gleichung vorkommende Integral zwischen den Grenzen 
z0 und 2 zu nehmen. Es ergiebt sich auf diese Weise:

ç3 öf dz
Tz p

JZ O ;U = U0e

C— u0 = p10

dx10 doCyiQ
du-f- • • • -f- pnodu

Die zu integrirende Gleichung reducirt sich auf

+ ••* + ^2w-l,0 dU2n—l — 0,

oder ausführlich hingeschrieben:

( Sf dui ■*-------+ du dxw )- duPio 2 n—1
‘2.11—1

+

, / dx
+ l>m ( d%n0

= 0,dux + • • • + du2/1—1dui du2U—1

pwdx10 H---------+ Pmdx«o = °-

fach, da Jacobi selbst nicht daran dachte, als er sich mit der Lagrange’schen 
Methode beschäftigte. Er hätte dazu in die Gleichungen die Anfangswerthe der 
Variablen einführen müssen. Dies that Cauchy seit dem Jahre 1819. Jacobi 
erkannte die Tragweite dieser Wahl der neuen Veränderlichen erst im Jahre 1885 
nach den Arbeiten von Hamilton über die Dynamik. Aus diesem Grunde dürfte 
man in Deutschland die soeben dargelegte Integrationsmethode mit Unrecht als 
die Hamilton-Jacobi’sche bezeichnen, da Cauchy lange vor diesen Geometern 
durch eine direktere Methode als diejenige von Pfaff die später von Jacobi 
auf ziemlich mühsame Weise wiedergefundenen Resultate entdeckt hatte. Herr 
Lie bemerkt ebenfalls in einer seiner späteren Abhandlungen, dass die von 
Jacobi vervollkommnete Pfaff’sche Methode eigentlich die Cauchy’sche Methode 
heissen müsste.

8*
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Als Integralsystem dieser Gleichungen kann man nehmen :

«10 := av «20 === ^2? • • *5 «wo == am

wo %, a2, . . ., an Constanten bezeichnen.
Hieraus ergiebt sich die folgende Regel zur Integration der Gleichung 

(1). Es sei f0 das, was aus irgend einer der Functionen f wird, wenn man 
darin z = z0 setzt. Man leite aus den Relationen

fl0 "— * • •? /*2w—1>0 ~— ^2w—1? /2w>0 === ^

die Werthe von a?10, . . ., xm, p10, . . ., pno als Functionen von %, . . ., u2n_x 
her und man finde auf diese Weise die n Relationen:

«10 === (%7 • • *7 ^2w—1)5

«wo ----  Fn(Uy, . . -i ^2w—l)*

Um das vollständige Integral der Gleichung (1) zu erhalten, braucht man 
dann nur, nachdem die u durch ihre Werthe ersetzt sind, P\, . . pn aus 
den Gleichungen

F1 — , F2 — ci21 • • »? Fn — ün
zu eliminiren.

Bemerkungen. I. Ist infolge der gegebenen Gleichung P — 0, so 
giebt die vorgenannte Methode z = z0 als ein Integral der Hülfsgleichungen. 
In diesem Falle findet man nicht mehr direkt das vollständige Integral, 
wie leicht zu sehen ist und wie wir bei Gelegenheit der Cauchy’schen 
Methode zeigen werden, bei der dieselbe Ausnahme eintritt.

II. Anstatt die u und z als neue Veränderliche zu nehmen, kann man 
die u und irgend eins der x nehmen, wodurch die von Jacobi abgeänderte 
Pfaff’sehe Methode sich derjenigen von Cauchy noch mehr nähert. Der 
Hauptunterschied zwischen den beiden Methoden besteht darin, dass Cauchy 
von Beginn der Rechnung an n — 1 neue Variablen als Functionen der alten 
und n willkürliche Constanten anwendet, während Pf aff und Jacobi 2 n—1 
neue Veränderliche anwenden und gezwungen sind, im Verlauf der Rech­
nung n derselben Constanten gleich zu setzen oder vielmehr, wie wir ge­
sehen haben, n Functionen dieser Variablen gleich Constanten zu setzen, 
was auf dasselbe hinauskommt.

54. Vereinfachung der allgemeinen PfaflPschen Methode durch 
Jacobi.1) — Wir haben oben (Nr. 53) angedeutet, wie Jacobi, gestützt 
auf die Arbeiten von Hamilton, die Integration der Gleichung (2) auf 
diejenige des einzigen Systems (a‘) zurückgeführt hat. Wir wollen jetzt

x) Jacobi, Journal de Liouville, Bd. III, S. 194—201, § 12 der Abhandlung. 
Der in dieser Nummer und in der folgenden behandelte Gegenstand gehört eigent­
lich nicht zum Gegenstände dieses Buches.



= + (*.. — O 3

= X°.

+ (*,„ — **»)£= xl X2n—V vn—\2 n—in—i

+ (X2n   X\n) ĄH“ (X2n X2n) §2rï)n X2n *2 n 2 n

für x2n = x°w nicht unendlich werden und <f2w = 1 

Stelle der alten Variablen ihre Anfangswerthe und
wo &, . . £
ist, und führt 
X2n ein, so findet man:

2 71— 1
man an

Xldx1 + Xßx,, + • • • + Xmdx 

= Bßx\ + Bßx\ + • • • + Bw-,dxln-i

2 n

+ K/Krr

Nimmt man an, dass die oben gegebenen Relationen zwischen den 
neuen und den alten Variablen diejenigen seien, welche die erste Pf äffische 
Transformation auszuführen gestatten, so hat man B2n = 0; sodann kann 
man, da

Bi —X°i + (xm - <) §i + (xM - X°k + {xm - xl„y 2’g S„,
i i

von einem Faktor A abgesehen, unabhängig von x2n ist, darin x2n = x\n 
setzen. Auf diese Weise geht also die gegebene Gleichung über in:

X\dx\ + X°dxl + . .. + X.ln-Mn-1 = °-

Um dieselbe zu integriren, setzen wir

<-i =

sodann transformiren wir dieselbe in eine andere, welche eine Veränderliche 
weniger enthält, und zwar mittels der Integration eines den Gleichungen
(12) des § 13 analogen Hülfssystems

L K
X, ~ X

_ ^2 71
X2n

Um diese neuen Hülfsgleichungen zu erhalten, braucht man nur in 
dem vorhergehenden System die beiden letzten Gleichungen wegzulassen und
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zeigen, wie er in analoger Weise unmittelbar sämmtliche Hülfsgleichungen 
bilden konnte, deren man bei der allgemeinen Pfaffischen Methode zur 
Integration einer totalen Differentialgleichung bedarf.

Es sei x\n ein Werth von x2n) für welchen x1: x2, . . ., x2n Y die 
Werthe x\, x\, . . ., x°n__± annehmen. Setzt man

x, =K + («,,, —<)£,

(*^2n Xln) ^2’

=x» + (*„ - *Ł)ą,

x, =x\ + (*,„ — <,)».
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in den übrigen x2n = x\n zu setzen und sodann x2n_1 durch a und 
Xi durch x°i zu ersetzen. Diese Änderungen, ausgeführt in den Rechnungen 
des § 12, geben in der That die Rechnungen, welche erforderlich sind, um 
die letzte totale Differentialgleichung in

X™dx™ + Xfdxf H----------b

zu transformiren. U. s. w. Es ist klar, dass man in dieser Weise die Bildung 
der Systeme von Hülfsgleichungen fortsetzen kann und zu dem Integral- 
system gelangt:

= 0n—4

= <-3 = «,,, = a3,..xf = a„.

Bemerkung. Eine grosse Vereinfachung tritt ein, wenn

x°2W—1

xt = 0, . . X, = 0l—V

ist. In diesem Falle kann man, wenn man bei einer Gleichung von der 
Form

■ + ••• + = 0 

angelangt ist, stehen bleiben. Man hat nämlich bereits r Relationen

x°:n +1—r{A/lAyn 4-1—/

ttt’ X*n—g ‘ •» ^2w+i—w a>

und kann ausserdem, um die letzte transformirte Gleichung zu integriren, 
unmittelbar

n—i

^r+t, * * r x*n—2r

setzen. In dem Falle der partiellen Differentialgleichungen tritt dies nach 
der ersten Transformation ein, da man hat: r = n — 1.

55. Das dem PfafFschen Problem inverse Problem.1) — Es seien

«i = fMn+v * • •» *!»> «i» a2> • • •» «») • • • • (4|)

ann+i—r

= fn («„+!, • . a2, • . -, an) . . . . (4n)

*) Jacobi, Journal de Liouville, Bd. III, S. 185—194, § 14 der Abhandlung, 
giebt den Satz dieser Nummer, ohne die Variationsrechnung anzuwenden. Im, 
§ 10, S. 182—185 beweist er den entsprechenden Satz für die Hülfsgleichungen (a'). 
Wir haben es vorgezogen, um nicht auf die Pfaff’sche Methode zurückzukommen, 
an diese Stelle das allgemeine Theorem zu setzen, wobei wir uns der Kürze wegen 
der Bezeichnungen der Variationsrechnung bedienen, um das auf die Gleichungen 
(<a') bezügliche Theorem als speciellen Fall zu geben. Unser Beweis ist eine 
Nachahmung desjenigen von Jacobi, Vorlesungen, S. 372—375.

Alles, was sich auf Gleichungen von der in der Bemerkung II angegebenen 
Form bezieht, haben wir fortgelassen, um nicht in die Theorien der höheren 
Dynamik einzugehen, wodurch unsere Arbeit zu ausgedehnt geworden wäre.
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n Relationen, welche der totalen Differentialgleichung

X±dx± -)-••• + ^2n^X2n === ® • * • • (5)
genügen, so dass

Sfr Sfn • • (MXl Sxn+, + ■■■ +Xn + xn+t = 0 .
0%ri4-l

SfnSfr ■ ■ (ßn)+ -^a«+ ■■■ +Xn = 0 .*1
Ö0C2n

ist. Ferner nehmen wir die n Relationen an:

8x^n

x*l^+" + Jsr-f +^-o • • (7i)

Sfnx.£ + ' +x ■ • (U~b kßn — 0
” dccn

wo ßv . . ßn neue Constanten sind. Die Gleichungen (6) und (7) ent­

halten nach Elimination von i 2n — 1 Constanten a1? . . ., n ßn—t
ßn1 ßn

und sind die Integrale der 2 n — 1 Gleichungen, auf welche Pf aff ge­
kommen war bei der Aufsuchung des Integrals von (5).

Wir denken uns nämlich, dass man aus den Gleichungen (6) und (7) 
die Veränderlichen x als Functionen von k, der a und der ß bestimmt 
habe. Lassen wir dann in den Gleichungen (6) und (7) a und ß um da 
und öß sich ändern, so werden die x sich um öx ändern. Dies voraus­
geschickt, multipliciren wir die Gleichungen (6X), . . ., (6W), (71), . . (7W)
resp. mit ôxn+i, öxn±2, • • •> àx2n, ôal: . . ôan und addiren die Resultate. 
Dann ergiebt sich zufolge (4):

X.ôx, + X2öx3 + • • • + X2„dx2n + A(ß,öa, + .... + ßnöan) = 0 (8).

Differentiiren wir diese Gleichung nach k, so erhalten wir:

dx dX öx -f- Xßda == 0 . .XXÖ di + 2~di ■ • (»)•

dXn-\-1 und addirt manMultiplicirt man die Gleichungen (6) mit

die Resultate, so findet man die folgende, übrigens nach (5) evidente Re­
lation :

dl ’ * * *’ dl

dxai +- + ^-°Xx _L

und hieraus durch Variation:

dx dx . . (10).2X0 di + 2 Ti ÖX = 0
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Subtrahirt man von der Gleichung (9) die Gleichung (10) und die durch 
Â dividirte Gleichung (8), so kommt:

ÔX — Z'ÇôX—-f ZXÖx = 0. 
dl dl l

dx 1

Hieraus erhält man, indem man die Coefficienten von ÖX\, . . öx2n gleich 
Null setzt:

dX1 / dx^ d X^^ » » dx2^
\dl dxt ‘ dl dx± )dl

n fdxt dXi dx2n
\ dl dx2n dl

dX2 dX2H \   X2n   «
1 —' ■dl dx,

dX
Schreibt man statt den Werth:dl

dX dxL . , dX dx2n
dl * ‘ dx27l dl ’

so nehmen die vorstehenden Gleichungen die folgende Form an:

^ (1,1) + (1,2) + ■ • • + (1,2«) = -xX

dx±
dx f2”’1» + Tx <2”>2> + ■•• + % <2”- 2«> = x’

(Ix

und dies ist das Pfaff’sche Hülfssystem.
Bemerkungen. I. Damit die Variationen der x zugleich mit den­

jenigen der a und ß unabhängig seien, wie oben angenommen wurde, ist 
erforderlich, dass die Gleichungen (6) und (7) so beschaffen sind, dass

ö (x1 .. . ., x2n)
d((Xlf ..., ccn, ß19.. ., ßn)

nicht identisch Null ist.
II. Das Vorhergehende kann insbesondere angewendet werden auf die 

Hülfsgleichungen, zu denen man gelangt, wenn man das Integral der Glei­
chung

Pn i • • •> Pli • • •? Pn—t) ----  ^

sucht. Ist
» = F(x±1. . ., xn, al9 . . ., a„)

eine vollständige Lösung dieser Gleichung oder von

de = p1dx1 + • • + pn^dxn_x — fdxn,



Das dem Pfatf’schen Problem inverse Problem. 121

so bat man als Integral der Hülfsgleichungen

cloCj2_1

’’ dXn
dx1 *f df
dxn dp, ÖPn—i

dPi df *f dp df Sfn—i
Pl dz’.................

dz df , ,
feT “ Pl SP, H

Pn-l 8g? dXndxn dx. dXn—i

dpn—x
das System:

dF dF
• • (I).= P„-i, F = *

-ß iF

= Pv ’’ dXn—i

dF dF dF
= Ä ■ • (ii),"~l Sandan’ ’ dein—idat

welches 2n Constanten ax, . . ., aw, ßx, . . ßn_r enthält.
Diese Resultate leitet man aus den vorhergehenden ab auf Grund der 

Hypothesen der Nr. 52. Der direkte Beweis ist im Übrigen sehr einfach.1) 
III. Da g = F eine vollständige Lösung der Gleichung pn -\- f= 0

ist, so müssen die Functionen F, cpx = dF
betrachtet• •> cPn—ldxf*

als Functionen der Constanten, unabhängig sein, da sonst eine Relation 
zwischen diesen Functionen bestehen und somit 8 einer zweiten partiellen 
Differentialgleichung genügen würde. Nun würde aber, wenn dies der Fall 
wäre, diese Gleichung und die gegebene nur höchstens oo2n—1 Elemente 
darstellen und dasselbe würde der Fall sein mit 8 = F und ihren Ab-

n—i

leitungen. Mithin würde 8 = F mindestens eine überschüssige Constante 
enthalten, was gegen die Voraussetzung ist. Man hat daher, wenn man

dF dF
deenV>1 = • • -, v>n = *da, ’

setzt:
Wl >••••: Wn

/[(£)■•••’ (*r)]ÈÎL dlpn
dx± ’ * ' • •? dxL <= (v>i) >0 . (III).d [x^i . . ., xn—i]

d  ̂i dlpn
dxn—1 ’ ’ * ’ ’’ dxn—i

x) Binet (C. R. Bd. XIV, S. 654—660, Bd. XV, S. 74-80), Cauchy, § 2 

der im Buch III analysirten Abhandlung (Exercices d’anal, et de phys. math. 
Bd. II, S. 261—272), Jacob i, Vorlesungen, S. 364—369, haben die Variations­
rechnung angewendet, um die von Jacobi modificirte Pfaff’sche Methode oder 
ähnliche Untersuchungen über die partiellen Differentialgleichungen darzulegen. 
Wir können uns, glauben wir, hier bei Gelegenheit des dem Pfaff’schen Problem 
inversen Problems darauf beschränken, eine Vorstellung von der Art der Aus­
einandersetzung zu geben. Die Schreibereien werden durch jenes Mittel erheblich 
abgekürzt, aber die Darstellung wird weniger klar.
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Es folgt hieraus, dass, wenn man die Gleichungen (I) und (II) nach den 
Constanten auf löst, man Functionen der Variablen findet, die von einander 
unabhängig sind. Man kann nämlich nach Voraussetzung aus den Glei­
chungen (I) die Werthe der a herleiten, da die Functionaldeterminante der 
linken Seiten nach den a nicht Null ist. Aus den Gleichungen (II) kann 
man ferner infolge der Ungleichheit (III) die Werthe der Constanten ß 
finden.1)

*) Jacobi, Vorlesungen, S. 471—475.

i



II. Buch.
Methode von Jacobi.1)

1. Kapitel.
Grundlagen.

§ 16. Fundamentaleigenschaften der symbolischen Ausdrücke 
von Poisson.2)

56. Definitionen. — Es seien <p und \p zwei explicite Functionen 
der Veränderlichen xv x2, . . ., xn, pv p2, . . ., pn. Ferner nehmen wir an,

*) Die neue Methode von Jacobi wurde von C leb sch veröffentlicht im 
60. Bde. von Crelle’s Journal 1862 unter dem Titel: Nova methodus etc., ferner 
in den „Vorlesungen über Dynamik“, Vorles. 21—28 und an einigen andern Stellen, 
im Jahre 1866. Jacobi war jedoch schon seit 1838 im Besitze dieser Methode, 
wie aus weiter unten, Anmerkung 1 zu § 17, gegebenen Hinweisen hervorgeht. 
Daher muss diese Methode mit Jacobi’s Namen bezeichnet werden, obwohl sie 
vor 1862 von Liouville, Bour und Donkin in ihren wesentlichen Zügen eben­
falls gefunden worden war (vgl. die angeführte Anmerkung). Wir knüpfen an 
die Methode von Jacobi diejenigen Untersuchungen an, welche die natürliche 
Folge derselben sind. Seit 1875 ist die Jacobi’sche Methode Gegenstand der 
Untersuchungen verschiedener Gelehrter gewesen, von denen wir eine der wich­
tigsten, welche von Gilbert herrührt, im Nachtrag IV am Schlüsse des 2. Kap. 
von Buch II reproduciren. Wir verweisen hier nur noch auf einige andere, die 
wir in dieser deutschen Ausgabe unseres Werkes nicht analysiren konnten: 
Collet, Annales de l’école normale supérieure, 1876, 2. série, Bd. V. S. 49—82; 
Comptes rendus, 1880, Bd. XCI, S. 974—978; Cayley, Quarterly Journal of 
Mathematics, 1876, Bd. XIV, S. 292—339.

2) Poisson wandte in seinem Mémoire sur la variation des constantes arbi­
traires dans les problèmes de mécanique (Journ. de l’école polyt., 15. cahier, S. 281) 
zuerst die Bezeichnung (cp, ty) an. Die Bezeichnung [qp, ap] ergab sich darnach 
von selbst. Wir bedienen uns noch dreier weiterer symbolischer Bezeichnungen, 
um die Beweise des § 18 zu vereinfachen. Wir folgen in diesem § 16 im All­
gemeinen der Darlegung von Imschenetsky, § 16, S. 48—52.



•a,)<P = <P Oi> • • -, «n, p„ ■ ■ ; Pn,

W = W(Xi, ■ ■ •> æn, 1\, ■ ■ ;Pn,

? *
* * *> &,)

ist, und setzen:
ôcp

n ?

(y, v) = v 7
1

dcp
n dxi ’

[y,y) = N
(£qpi

dcp d^ 
ÔXi ’ (to* 

öcp dty 
dpi ’

dtp
dxi1 (toi 
dcp dtp 
dpi ’ dpi

dcp dtp 
dxi1 dxi 
ôcp dtp 
dpi ’ dpi

(Ç3, y] =

[y, y] = 2

(y, y) = 2

Nach Bedarf werden wir auch, wenn keine Zweideutigkeit zu befürchten 
ist, an Stelle irgend eines dieser Symbole unter Weglassung der Klammern 
und Striche schreiben:

(pxp oder cp, yj.

Man findet unmittelbar die folgenden Formeln:

(pcp = 0; (pip = — ipcp; 99, — ip = — cpyj-, eonst, y) = 0 (1),

= wr {Ph = “ U; ^ “ 'S • (2)-

(*» «*) == (y» Pu) = = 0

(np__■(«., y) ó>' ’

• • (3).

Bezeichnet ^ eine der Veränderlichen æ oder p, so findet man noch, 
falls D eine Differentiation nach u andeutet:

[Nr. 56-57]Jacobi’sche Methode.124

dass (p überdies noch r Functionen %, a2, . . ar und yj ebenso s Functionen 
6 62, . . bs dieser nämlichen Variablen explicit enthalte, so dass

«r

f |t
 ||t

 f |t
 fl

f



wo sich die doppelte Summation auf die Werthe 1, 2, 3. . . n von i und 
h erstreckt.

Der Ausdruck [(p, \p] giebt eine analoge Entwickelung. Derselbe ist
gleich :

■ ë'ip db{
‘ db1 dx
■ dtp dbt 
' db. dp

■ , ó'qp dar d\p
dar dx ’ dx+ + •■• +dx dat

— dcp dop dar dty 
dar dp ’ dp

+ + • + + •*• +dp da1

Diese Gleichung nimmt eine bemerkenswerthe Form an, wenn r = s = n 

und wenn a — b=p ist, wo die p als Functionen der x vorausgesetzt 
werden. Alsdann ergiebt sich, wenn man die Determinante der rechten 
Seite entwickelt:

) •
dpk

• (5),dxi

dip dbs
dbs dx• +

dcp

dp

, öjp da
dx “ 1 + •da, dx

1) Die Formeln (4) sind von Imschenetsky gegeben worden, S. 51—52.

n (n — 1)
£>n(% v) = (£>”<?, v>)+ (D»-*(p,Dhp)+:... 

(.D2cp, Dn~2yj) -|- y (.Dcp, Dw—1 xp) + (99, Dw?/;)

1.2 OM?
—1)

+
1.2

Formeln, deren Analogie mit der Leibniz’schen Formel für die Entwicke­
lung von Dncp\p augenscheinlich ist.1) Diese Analogie konnte übrigens von 
vornherein erwartet werden, da die symbolischen Ausdrücke von Poisson 
Summen von Producten zweier Functionen sind, und diese Bemerkung ge­
nügt zum Beweise der Formeln (4).

57. Entwickelungen der verschiedenen Ausdrücke cpip. — Man 
hat unmittelbar, den elementaren Eigenschaften der Determinanten zufolge:

! dcp dip 
dx’ dx 
dcp dip

dp ’ dp

(■<p, v>) = 2

Entwickelung der Ausdrücke cpip. 125

D(cp, xp) = (Dcp, xp) + (cp, Dxp)......................

D2(cp,xp) = (Ificp, xp) + 2 (Dcp, Dxp) + (cp, D2xp)

(4i),

(^2))

■S
ri?

t|
 i

■s
rl
jr
 srij

r

+

9S
 oo «+

«1$
 tlt05rit+
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Entwickelt man diesen Ansdruck, so findet man die Formel:

[<p, w\ = (.% w) + i<p>h) + -% («> y>) + zz g («, &) • (6).

Insbesondere ist, wenn r = s, di = 5/ :

■](««,«*) (6')>

wo sich die Doppelsumme auf der rechten Seite auf die Werthe von i, die 
kleiner als r, und auf die Werthe von Je, die grösser als i sind, oder, wenn 
man will, auf die Werthe 1, 2, 3, . . ., r von i und Je bezieht, da die Aus­
drücke (%, a}) infolge der ersten Formel (1) verschwinden.

Enthielten (p und yj nur die a explicit, so würde sich diese Formel
(6') auf

V-) - U I («;, ak) . . . (6")8 cp 8ip 
öak Sai

reducieren. Wenn cp die Functionen a nicht und \p nur die Functionen 
a enthielte, so würde die Formel (6) zu der folgenden führen:

Ö'lp[cp, yj] = 2’ (cp, a) Sa (6"0-

Man gelangt zu einer brauchbareren, aber weniger natürlichen Ent­
wickelung des Ausdrucks [yp, y)\, wenn man von der Formel ausgeht:

N-\-n

p+p, Q + q
M, N+n

P, Q + q

\M + m,N i I M,NI P+.P, Q ~ P, Q

m, n
■ (7).+ +

p, q \

Ist in dieser Formel (7):

dep
M = dep Ölf)M + N+n=dx

P + p == dtp

N =8x’ Sx

Q + q = —
8ip8cp

Q —P =dp’ dp’ 8p8p

und bildet man die Summe aller analogen Ausdrücke, so ergiebt sich un­
mittelbar:

\+ y] = (<P, y] + \<P> V») — 0> v) + 22% ff 0, b) ■ ■ (8)-

Ist insbesondere a — 5, r — s, so geht diese Formel über in:

-}(«.-,«*) (8').[cp, y] = (cp, y>] + [cp, cp) - (cp, cp) + 221 {g g: - g g



58. Besondere Form der Bedingungen (cp, xp) — 0, falls cp und y) 
linear sind in Bezug auf die partiellen Ableitungen der abhängigen 
Veränderlichen. — Es sei B eine Function von u2, . . um und

clE dB dB
@2 --- • •7 Qm ----du2 ’

= -f- a2Q2 + * • • + amQm-,

dllm 7dux
dB

I = AB = ax 4 . . . + am dUm
dBJ = BB = b — biQi 4“ \^2 4" • * 4“ ^mQ4- - - - \rK1 1 dUm m ?

*) Die Formeln (6) entlehnen wirlmschenetsky S. 50—51. Die andern 
in ihrer allgemeinen Form sind neu. Entgegen dem Gebrauch belassen wir in 
den Summen die Glieder, welche sich gegenseitig aufheben, da ihre Unterdrückung 
in die Formeln eine unnöthige Complication einführt.

2) Résumé von Jacobi, Nova Methodus, § 23—26. Dieses Résumé findet 
sich auch bei Imschenetsky, § 25, S. 141—144, der überdies S. 145 den 
Donkin’schen Beweis für den Fundamentalsatz, ferner auch Nr. 39, S. 53—55, 
einen von ihm selbst herrührenden Beweis giebt; sowie bei Graindorge V, 
S. 35—41.

Es geht aus einer Stelle der Nova Methodus § 28, auf welche Clebsch 
aufmerksam gemacht hat, hervor, dass Jacobi sein Fundamentaltheorem schon 
seit 1838 hatte. Dieses Princip ist eigentlich schon enthalten in dem Poisson’schen
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Ein ausserordentlich bemerkenswerther Fall ist der, wo die Function 
cp sich auf pi und y) auf pk reducirt. Man hat alsdann nach den Formeln 
(2) und (3):

[9, y>] = (pi, pt) = 0,

d'if) ____ dpk
äxi ’

[<P, y,) = (ph y,) =

,p] = Ł = ■£’
somit giebt die Formel (8'):

8p k dpi yry-T

dxi

f dtp d'if)
\dai dak

Ist insbesondere (99, yj) = 0, so reducirt sich diese Formel auf :

£ Ä}(*’**>(n
dxi dxk

§P[   y y ( ^4 Sty \ (n , \i\te — 22 fe Wi — Wi toTj ^ a,i) ■>
Spk

• (8"0.dxi

Die Relationen (8"), (8'") werden identisch, wenn in den linken Seiten 

ist und auf der rechten Seite die a durch die

Functionen der x und der p ersetzt werden, welche cp auf pt und yj auf 
pk redueiren.

dpk dpi_ ____ dip dtp
dXi dx/c dxi dXk

§ 17. Jacobi's Fundamentaltheorem2)

-



d. h., wenn man die verschiedenen mit QtJ . . Qm nmltiplicirten Glieder 
vereinigt

)]8a. SbL 8\
— +«2

da1
+ ^ + •■• + & + • • • ~h a »Q\ 1 dUmduL du.du,

Jacobi’sche Methode. [Nr. 58]128

am, b^ . . ., bm irgend welche Functionen der u und A und Bwo at, .
Operationssymbole sind, die durch vorstehende Gleichungen definirt werden.

• •?

Wir suchen den Ausdruck:

j öl
öui1 dui 
dl dJ

d'Qi ’ bçi

(i, J) = n

Derselbe ist gleich:
m à(aiQi ~ł~ • • • H- Q>m Qm ) d(b1çL bm Qm)

dm dui
i biai

\ ( dbm , dbm . .Hai-ä^+a^A- + ams^)l(bl.

oder auch:
(J") = (Bax — Äb{ ) + @2 (Ba2 — Äb2) + * • * + Qm ißam — Äbm ).

beim düm dam 
m SUm

+ -. + &du, du.

Addirt man zur Summe der Glieder, welche in dem Ausdruck von 
(/, J) das Zeichen -f- haben, alle Glieder von der Form

d2Belfy
bUjbUj

Theorem (Sur la variation des constantes arbitraires dans les problèmes de méca­
nique, Journal de l’éc. polyt., 15. cahier, S. 280), dessen Wichtigkeit weder sein 
Urheber noch Lagrange ahnten, wie Jacobi, Nova Metliodus § 28, bemerkt. 
Nach dem Tode Poisson’s lenkte Jacobi die Aufmerksamkeit auf das Theorem 
(C. R. 1840, S. 529), doch wurde unglücklicherweise seine Nova Metliodus erst 1862 
durch Clebsch veröffentlicht und zwar ohne jede Änderung, abgesehen von 
einem kleinen Zusatz von einer Seite am Schlüsse des § 52, wie wir aus dem Munde 
dieses Geometers selbst gehört haben. Es ist also ein Irrthum, wenn Im sehe- 
netsky behauptet, dass Clebsch „die Jacobi’sche Arbeit nach den in seinen Pa­
pieren Vorgefundenen Materialien redigirt habe“ (S. 6). Es ist jedoch wichtig, mit 
dem russischen Gelehrten zu bemerken, dass Donkin das Fundamentaltheorem 
ebenfalls gefunden hat (Philosoph. Transact. 1854, Theil I, S. 71 und 93), dass 
ferner Liouville in seinen Vorlesungen vom Jahre 1853 dasselbe ebenfalls be­
wiesen hat, wie Bour in seiner Abhandlung: Sur Vintêgration des équations 
differentielles partielles du premier et du second ordre (Journ. de l’éc. polyt., 
39 cahier, S. 148—191), S. 168 behauptet, wo er es das Theorem von Liouville 
nennt. Trotzdem muss man diesem Satze die Bezeichnung als Jacobi’s Theorem 
belassen, da dieser Geometer mehr als ein anderer die Fruchtbarkeit desselben 
klargestellt hat.

r s



Es ergiebt sich hieraus, dass, wenn R eine Lösung von AR = 0 ist, das­
selbe von RmR gilt. Denn es ist A . BmR = Bm. AR = B™ 0 = 0.

Jacobi hat von diesem Zusatz den folgenden eleganten Beweis ge- 
gegeben. Wird

dm , dm
ai = ~df’ bi = ir

gesetzt, so hat man:
dbidai

ds dt
oder auch:

I i dcii dum
' dum ds

dai . dai du2 
' du2 dsdut

dbi . dbi du2 , dbi dum
' du2 dt ' dum dt 7du±

d. h. successive:

Kt+ •• + »-£)-(»■
Bai — Abi = 0.

dbidbi )“du, + * * * + am dum 0,

Ferner ist:
dB  dR dul , dB dum __

m dum du± dt ' ' dum dt dt
dBdB

AB1 — al ^7 + • • • + a
1

somit
dB dBd ^ d ~ds dt

BAR = —= —r-- = ABR.dt ds
Mansion, Part. Differentialgleichungen. 9
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und subtrahirt man dieselbe Grösse von den andern Gliedern, so erkennt 
man unmittelbar, dass das Ensemble der positiven Glieder BAR, das der 
negativen — ABR darstellt.

Mithin ist schliesslich:

(J, J) = bar — ABR = (BA — AB) R.

Zusätze I. Die Operation (BA — AB) führt keine zweiten Ab­
leitungen, sondern nur erste Ableitungen der Function ein, auf welche sie 
angewandt wird.

II. Hat man identisch (7, J) = 0, oder ist identisch Ba — Ab — 0, 
so ist auch

ABR = BAR,

d. h. man kann die Operationen A und B umkehren. Kommt man über­
ein, A'R an Stelle von A. Ai—1R zu schreiben, so folgt daraus, dass man 
auch schreiben kann:

AmBnR = BnAmR, etc.

fc
lj4

 S1!
*
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59. Pundamentalsatz von Jacobi. Jacobi’s Beweis. — Die linken 
Seiten der Gleichungen (cp, yj) sind linear in Bezug auf die Ableitungen 
einer der Functionen cp oder ip. Wendet man auf diese Ausdrücke die 
Hauptformel der vorigen Nummer an, so gelangt man zu dem Fundamental­
theorem von Jacobi. Es sei m = 2n und

^1 Pli ^2 —'~~ Pli • • *> 'M'n ----Pm +1   • • •> ^m ---- #n•
Setzt man:

= (m,iq = (*x **-****
V ' \Sxl Spl Spt Sxt

BR = (N, B) = ( J®
V J \8x1 dp1 Sp, Sx1

)+•••+(. _ SM AR\ 
8p n 8xn) ’

SM SR 
8xn Spn

8N 8B  SN SR\
8Xn Spn Spn 8Xn /

AR

)+"•+(
so dass für i<^n -f- 1

SN8M SM -
äST’ an+i --------- äpT» &i== = -----Sxi’ 8pi

ist, so hat man:

(BA-AB)R=>2^[

Nach der Definition der Symbole A und B ist aber:

B~ — A ŜN)-■*“(* SN8M )A V-
ap/‘8x 8x sp

BAR = (N, (M, Rj), ABR = (M, (N., R)),

SM (*f).=Sx Sx

- (*“)■B =■
Sp Sp

Und hieraus ergiebt sich mit Berücksichtigung der Formeln (1), (4X)
des § 16:

(N, (M, R)) — (M, (N, R))

(Kf) + f-*)}M + (S-)} — l1—= z —
Sp 8x

SR S{N,M) SR 8(N,M) 
Sx Sp

{=>£
Sp Sx

= ((.ZV, M), R).

Hieraus erhält man, wenn man mit Hülfe der Formel (1) des § 16 
alle Glieder auf die rechte Seite schafft:

(M,(N,R)) + (N,(R,M)) + (R,(M,ty) — 0,

und dies ist der Fundamentalsatz von Jacobi.
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Zusatz. Sind M = a, N =b Lösungen der Gleichung

(B, z) = 0.

so folgt aus dem vorstehenden Satze, dass auch (A£, N) = c eine Lösung 
ist; denn die Fundamentalgleichung giebt:

(üf, 0) + (AT, 0) + (B, (M, B)) = 0, 

(B, W B)) = 0.
oder

60. Beweis von Donkin.1) — „Sind M; N, R beliebige Functionen 
der 2n Variablen* X\, . . xn, so hat man:

(Jf, (B, B)) + W (B, M)) + (B, (üf, B)) = 0. . . . (6).

Entwickelt man diesen Ausdruck, so ist ersichtlich, dass jedes seiner Glieder 
besteht aus dem Produkt einer Ableitung zweiter Ordnung der einen der 
Functionen Jf, V, R und den Ableitungen erster Ordnung jeder der beiden 
andern Functionen.

Betrachten wir die Glieder, welche Ableitungen zweiter Ordnung von 
M enthalten. Dieselben werden von einer der Formen sein:

Ö2M ÖN dB ö2M 8N dB d2M 8N 8R
8xi 8pj 8xj 8pi1 8xi 8xj 8pi 8pj ’ 8pi 8pj 8xi 8xj ’

wobei i = j sein kann, und jedes derselben wird aus dem zweiten oder 
dritten Gliede der Gleichung (e) hervorgehen.

Untersucht man jetzt jede dieser Formen, so sieht man leicht, dass 
jedem aus dem zweiten Gliede der Gleichung (e) hervorgehenden Gliede 
ein analoges aber mit entgegengesetztem Vorzeichen behaftetes entspricht, 
welches aus dem dritten Gliede dieser Gleichung hervorgeht; und da dies 
auch gilt für die Glieder, in welchen die zweiten Ableitungen von N und B 
Vorkommen, so folgt, dass die ganze linke Seite der Gleichung (c) sich 
identisch auf Null reducirt. Mithin ist der Satz bewiesen.a

x) Wir entlehnen dieses Donkin’sche Citât im Texte Imschenetsky 
S. 145. Der Beweis desselben beruht auf der Anwendung der Formel (6"') des 
vorigen Paragraphen zur Darstellung von (M, (V, i?)), (N, (jR, M )), der Formel (4,) 
zur Darstellung von (R,(M,N)). Man addirt die gefundenen Resultate und per^ 
mutirt zweimal cyklisch in der neuen Gleichung die Buchstaben M, V, R. Man 
findet den Satz von Jacobi, indem man die drei zuletzt erhaltenen Relationen 
addirt.

9*



• • 'i Xn: P\i • • •) Pn) ----  «n • • (#*),

vorausgesetzt, dass die aus diesen Gleichungen (H) abgeleiteten Werthe 
von Pl, p2, . • *7

■■ 1 - , • • ., X-fi, $2, *

--- ; ^2 (*^1? *^2 » • * *7 «1? «2? *

• • K).
• •?

• • fas),• *>
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$ 15. Verschiedene Formen der Integrabilitätsbedingungen einer par­
tiellen Differentialgleichung.1)

61* Erste Form der Integrabilitätsbedingungen.2) — Es sei

#1 (%, #2, . . .7 tfn, A, i?2r ; • •> Pn) = «1 ... (Ą),

eine zu integrirende partielle Differentialgleichung, indem i?i, «
wie oben die Ableitungen einer unbekannten Function # nach a?lf #2, . 
bezeichnen. Es ist:

• •?

^ + JP2^2 + * • • + Pndxn.

Um ein vollständiges Integral der gegebenen Gleichung zu finden, ge­
nügt es, wenn man ausser dieser Gleichung n — 1 andere Relationen der­
selben Form hat, deren jede eine willkürliche Constante enthält:

-®2 (ß'V * * *7 'Xfi'i Pi: . . .7 Pn)   «2

1^3 (%£, • * *7■ Xjii Pli • « •? Pw) == %
• • (Ą),
• • -(Ą),

(x±7 *^2» • • •? ^w? «1* «25 • * •> ««) • (^w)?

ete integrabel machen. In der That, wenn dies der Fall ist, so kann man 
durch eine einfache Quadratur einen Ausdruck für z finden, welcher ausser 
den n — 1 Constanten a2l a3, . . ., an eine nte aus der Integration von dz 
hervorgehende willkürliche Constante enthält. Der Ausdruck von z genügt 
nicht nur der gegebenen Gleichung, sondern dem ganzen System H.

*) Résumé von Jacobi, Nova Methodus, § 2—17 und 30—32. Dieses Résumé 
findet sich auch bei Imschenetsky, § 10—11, S. 32—36, § 13, S. 41—42; § 15, 
S. 45—48, § 17, S. 55—62, § 20—22 zerstreut; Graindorge, III, S. 15—30, 
iy, S. 30—35, YII zerstreut. Wir halten es für besser, alle Sätze derselben Art, 
wie wir es gethan haben, zusammenzustellen, anstatt einige derselben mit der 
Integrationsmethode selbst zu vermengen. Wir haben den Text des § 18 der 
ersten Auflage mit Berücksichtigung der wichtigen Abhandlung des Herrn Gilbert, 
die wir im Nachtrage hinter Kapitel II im Wesentlichen reproduciren, korrigirt. 
In den auf die Jacobi’schen Beweise bezüglichen Anmerkungen haben wir in­
dessen nicht versucht, die Relationen anzugeben, welche identisch sind.

2) Jacobi, Nova Methodus, § 2. Wir fügen die Form (!') hinzu.

H
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Die Integrabilitätsbedingungen von dz sind bekanntlich die Identitäten:

dpk -, dmoder -— =dpi dnk
■ • (i).dxkdXk dxi dxi

wo i und Je die Werthe 1, 2, 3, . . n annehmen. Man wird bemerken, 
dass diese Bedingungen auf die Form gebracht werden können:

O; — Jtt, pk — 7tk) = 0 (10-

62. Zweite Form der Integrabilitätsbedingungen.1) — Man er­
hält diese zweite Form, wenn man beachtet, dass man hat:

[Hi, H,,] == (ah ak) = 0.

*) Jacobi, Nova Methodus, § 14—16. Wird die Relation, welche zu dem 
• dni1 dnk'direkten Satze führt, nach aufgelöst, so führt sie zu dem umge­

kehrten Satze. Dies thut Jacobi im§ 16, den Graindorge IV, S. 30—35 im 
Auszug wiedergiebt. Wir sind beim Beweise des direkten Satzes Jacobi ge­
folgt, ebenso wie Imschenetsky, § 11, S. 33, und haben den von letzterem in 
Nr. 40, S. 55 für den umgekehrten Satz gegebenen Beweis vereinfacht. Im § 14 
der Nova Metliodus giebt Jacobi einen andern Beweis der Formeln (II), indem 
er sich auf die weiter unten gegebenen Relationen (IV) stützt. Es sei:

Pi == • • •? Xrii ajl, a2f Jp3, • • Pn)j P2 === • • •» Xn.) alf ^2» Psi* • •»
Die Relationen
Hlte, * • •> ^2» 2^3? • * •} Vn) ~ H2 0^1? • • ‘j *£/t, tfl! ^21 Psr • • •? JPW) “ ^2

sind Identitäten. Somit erhält man daraus für H = H, oder H = H2:

SH dę, , 
ô>, &C ‘

3g
3l/>2 3#

oder:
3-ËT __ 3g 3 (pt—tpt) SH Mpy—-if>2)+3£ 3# SP2 dx

da _px, nicht x explicite enthalten. Ebenso hat man:

_ SH Sjp^—^j) , SH s(Ps-ih)
dp dpt dp ' dp2 dp

selbst für p—p1 oder p — p2. Es ergiebt sich unmittelbar aus diesen Formeln:

dH, dH2 dH, dH2
dpt dp2 dp2 dp,

was die Gleichung (II) giebt, falls die Gleichung (IV) besteht. Dieser Beweis 
erscheint uns wenig natürlich, da die Theoreme (III) und (IV) complicirter sind 
als (II), oder wenigstens zu weniger symmetrischen Gleichungen führen. Es ist 
besser, diese Sätze (II) und (IV) unabhängig von einander zu beweisen.

-
j (Pi tfu P‘i tyi)>(■Hi. H)



d. h. auf die identische Bedingung (I).
Man gelangt zu demselben Resultat, aber auf beschwerlichere Weise, 

mit Hülfe der Formel (6') des § 16.1)
68. Dritte Form der Integrabilitätsbedingungen.2) — Nehmen 

wir an, dass man aus den Gleichungen (H) oder (jv) die folgenden Aus­
drücke der p

Pi — (p± (#1» • • •? xni 

P2 === <P2 * * •* xnt

• • •) Pn) ...

• v Pn) ... (%).? *
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Entwickelt man also den ersten Ausdruck, so erhält man identisch:

o_<a,«) + 2f®( )■8nk‘
8xi<

Nach den Bedingungen (I) ist das zweite Glied der rechten Seite 
identisch Null. Mithin hat man auch identisch :

W, 24) = 0 .
Umgekehrt ziehen die Bedingungen (II) die Relationen (I) 

nach sich. Man hat nämlich identisch:

(ii).

Pi   7ti(x. . ., Xn, Hj, . . ., Hfl),

Pk   7tk(x 1, . . ., -Sj, . . ., Un)*

Mithin folgt nach der Formel (8") des § 16, welche hier identisch ist, 
da die a durch die H ersetzt sind:

y y f 8m 8% k 
= — {8ÏN 8Hk‘

i (Hj?', ïï-k*) “f“ (jtij 7tk).8itk8m 8m 8nk 
8Hk‘ 8Hv8xk

Das erste Glied der rechten Seite ist zufolge der Gleichungen (II) identisch 
null; das zweite ist identisch null, weil 7ti und itk diep nicht explicit ent­
halten. Mithin reducirt sich die vorstehende Relation auf

8nk • ^
~8xï ’

8xi

8m
8xk

Pn   ffnipC 1, . . ., Xnj (Z}, $3, . . ., dn)   7tn . ((pn)

*) Imschenetsky, Nr. 40, S. 55—57.
2) Jacobi, Nova Methodus, § 8, 4, 5, direktes Theorem; § 6 allgemeiner 

Satz; § 7 und 8 umgekehrtes Theorem, im Auszug wiedergegeben von Grain- 
dorge, Nr. 24—26, S. 20—25. Imschenetsky giebt das dritte Theorem unter 
einer von der Jacobi’schen etwas verschiedenen Form, Nr. 41, S. 57—60. Er 
umgeht den langen Beweis des umgekehrten Theorems, wie man bei Gelegenheit 
der Sätze (VI), (VII) und (VIII) in der Anmerkung sehen wird. Jacobi, Nova 
Methodus § 9, 10, 11, beschäftigt sich mit dem allgemeinen Gange der Inte­
gration.

I?
 ?



tpl (ß'V #27 * • *7 #n» al) ^2’ ^3> • * •> ^»)

(p2 (#17 #2» * * •». #^7 #1? #27 ^3? • * •> ^w)

---
— jt2,
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abgeleitet habe, so dass jedes p eine Function der 2n Buchstaben ist, welche 
ihm in der Reihe

Pn 2^27 * • •» -£b*7 #U #27 * * *7 #w? #17 #27 * • *7 <*w

folgen, so hat man identisch:

Pi   (pi (&i ? . . J3j, . . ., Hi, Pi±ii Pi+ty • • .) Pn)i

Pk   *pk{% 1j • • •) #n> -^i» * * •) jP/c+17 i^A-j-27 • • *7 Pn)'

Mithin ergiebt sich nach der oben angezogenen Formel (8") des § 16:

Sr = **>dcpi (in),
dxk

oder auch, wie leicht zu sehen:

. . (IIT).(.Pi — <Pi, Pk — cpk) = o

Diese Relation ist keine Identität. Damit dieselbe bestehe, müssen darin 
die a durch die entsprechenden H ersetzt werden.

Die Umkehrung ist ebenfalls richtig, d. h. die Bedingungen (III) 
haben zur Folge die Gleichungen (I) und (II). Um dies zu beweisen, be­
merke man, dass man identisch hat:

Pn—1   fpn—1 (#17 #27 • • *7 #n> <*17 a2i <*37 • • *7 <*«—17 ^n) ^n—V

Xn, Mi, #27 % . . ♦, dn—17 <*w) ===

Der grösseren Deutlichkeit wegen wollen wir mit q)\, <p'2, . . (p'n die 
n Functionen der x, der a und der jt bezeichnen, welche in dieser Weise 
identisch sind mit Jtv jt2, . . ., Jtn. Wir wollen nach einander beweisen, 
dass man hat

cpn (xv x2, .Pn • *7

dnn __  Qdm
1. dxidxn

dnkdm2.
dxidXk

Um den ersten Punkt zu beweisen, bemerken wir, dass man identisch

hat:
dcp'i dmA 
dnn dxn) *

dcp'j dm-m 
dni+\ dxn

dcp\  dcp'n » /
dXn dXi ‘ \

dcp'j dcpJdm dnn 

dxn dxi
+ •••4n

dXn dxi

9 9



Somit gilt die Relation (I) für den Index n und den Index wenn sie 
für den Index n und alle Indices, welche grösser als i sind, besteht. Nun 
ist sie aber evident für die Indices n und n, somit auch Schritt für Schritt 
für die Indices n und n —1, n und n — 2, n und n — 3, . . n und 1.

Nimmt man jetzt an, um den zweiten Punkt zu beweisen, dass die 
Formel (I) für die Indices

Je und i -f- 1,

Je -f- 1 und %

i . . . ., Je und n, 

. . . n und i2 und

bestehe, so wird behauptet, dass sie auch für i und Je besteht, und somit, 
dass sie allgemein richtig ist. Man hat nämlich identisch:

8ni dnk___dcp'i d(p4k___ 8(p'i Scp'k + ;{Scp'i 8%   8cp‘k 81t
8 n 8xk 8tc 8xi

wo sich die Summation auf alle Ableitungen von (pt und (pk erstreckt, was 
keine Unzuträglichkeiten bietet, da die Ableitungen von (pi nach 7t mit einem 
Index nicht grösser als i und diejenigen von tpk nach 7t mit einem Index 
nicht grösser als Je null sind. Nach Voraussetzung kann man .

8tv -, -i 8nk 87t -, -1—— durch —-, -— durchSxk Sx 8xi

Sxk Sxi dxk dxi 8xk 8xi

S7ti
8x
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Nimmt man jetzt an, dass die Relationen (I) für den Index n und 
die Indices, welche grösser als i sind, bewiesen seien, so kann man

87t j.fi 87li+î
8xn ’

StIti

8Xn ’ ' * ’’ 8Xn
durch

STtn 8 Tin Stih
^+1 ’ 8xi+2 ’ ' ‘ Sxn

oder auch durch
$<P'n ___

SXi+i ’ 8Xi+2 ’ * ' 8xn

ersetzen, da 7tn identisch ist mit Man hat somit an Stelle der letzten
Gleichung, wenn man darin die 7t durch die p ersetzt, was gestattet, die 
Striche bei den (p wegzulassen:

Stil 
8xn

8cp,n

Stih __ 8cpi 8(pn
+ (fPm <Pi)-

8xi 8Xn 8xi

Die rechte Seite dieser Gleichung ändert ihren Werth nicht, wenn man 
darin noch die darin vorkommenden a durch die entsprechenden H ersetzt, 
und alsdann ist sie zufolge (III) identisch null. Mithin ist auch identisch :

87li
SXn

^ = 0.
8x1

+ ö • s5^



ersetzen. Ferner ist zufolge der Relation (III) das erste Glied der rechten 
Seite, in welcher die p und die cp an Stelle der it und der cp' eingeführt 
gedacht werden:
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dcpi __ 8(pk __ __ ^ / dcpi Scpk
Sxk öxi [ dp ~Sx

Scpk Scpi 
öp Sx

Mithin

__2» f Sq>'i Snk   Scp4k Sni
\ Sn Sx Sn Sx

Sm Snk \ £ fj*$L __ ^9^ JïüEiX
/ \ Sp Sx Sp Sx jSxk Sxi

d. h. wenn man in dem ersten Gliede ebenfalls wieder die p an Stelle der 
71 einführt:

Snk __^ ( dcpi Sink — cpk)
Sxi \ Sp Sx

S (ni — cpj) S(nk — cp k) 
Sx ’ Sx 

S (— (pi) S(— cpk)

Sm Stpk S(m — (pi )!Sxk Sp Sx

= N?

Sp Sp

Man kann ohne Nachtheil in der letzten Zeile 7Ci — cpt, 7tk — cpk an 
die Stelle von — cpu — (pk setzen, da 7Ch jtk nichts enthalten. Mithin ist:

Sm Snk ---- (ß'i (ph Hk tyk)*SXk SXi

Die rechte Seite dieser Gleichung kann man in bemerkenswerther 
Weise transformiren. Man hat nämlich der Reihe nach, wenn man den 
vorletzten Ausdruck dieser rechten Seite wieder aufnimmt:

dcp'i ___ S(p‘i d(p4k 8cp‘k
Sx ’ dx Sxdx__ \(jCi ---  cp„ 7tk ---- (pk) = — Scp4i 

Sp ’

Sep4i Snn Scp4 k S(pk4-i
Snn Sx’ Snk xi Sx

S(p4k
Sp

Scp'i Sm+1 . « Scp4k Snn
‘ ' Snn 8xdîri+i Sx

Sy'i Scp^k
Sp Sp

__ yj y i Scp'i' Scp'k' ( Sni'
k Sni' Snk' \ Sxk' }Snk' 

Sxi'

wo ï die Werthe i + 1, i + 2, . .n, k‘ die Werthe k + 1, k -f- 2, . . n 
haben muss. Für diese Werthe hat man der Voraussetzung nach identisch :

Sni<
Snk, Sx?

= 0;
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demnach hat man schliesslich auch identisch

(7ti — <ph 7Ck — <fk) = 0 . . . . (III")

und
8 m 
8xk

8nk
8xi

für alle Werthe von i und von Je.

64. Vierte Form der Integrabilitätsbedingungen.1) — Substituirt 
man in die m — 1 ersten Gleichungen (q)) den aus der mten abgeleiteten 
Werth von pm sodann den neuen Werth von in die m — 2 ersten
Werthe u. s. w., so gelangt man zu m Relationen von der Form:

Pl == Wl • * *> xn, • • V ami Pm+V • • •» Pn) • •
P‘> = Vä (XV • • -, xn, «1, . • -, a,n, Pm+1, . . -, Pn) ■ ■ (y>2),

Pm Vm(xli • • •» %n: Pm+ 17 • * *7 Pn) 

*) Jacobi, Nova methodus, § 13, giebt den direkten Satz so, wie wir ihn 
im Texte gegeben haben, nur ist die Form der Formeln verschieden. Grain - 
dorge hat diesen Beweis resümirt Nr. 27, S. 25—29, ebenso Imschenetsky 
Nr. 42, S. 60—62. Weder der eine noch der andere beschäftigt sich mit dem 
umgekehrten Satze. Jacobi, Nova methodus, § 12, giebt ausserdem den folgen­
den bemerkenswerthen Beweis des Satzes und seiner Umkehrung; derselbe ist 
abgeleitet aus dem in der folgenden Nummer gegebenen Satze (Y), wenn man 
darin m -f 1 = le macht. Setzt man:

Pi = tyi (#i Xnja1,...,ak—±,Pk,PkĄ-1> —Xi (xif •••jXn^a^, Uk-iiVkiPk+v-iPn),

®k—i? MkiPk+ii •••iPn) == ykip^i »•••?#/&» aiv..) (^kiPk-f-i? Pn)i

,..., •••>

pk — tyk (p^i > •• • > , a^
so hat man:

ä(pi — %i) S (pi — ipi) 6qj §{pk — cp/t)
öx 8x 8pk 8x

$ (pi Xi ) _ 8(pi — tyi) _j_ ötyi 8(Pk — (fk)
8p 8p 8pk 8p

und hieraus:
8tyi(Pi — Xh ~ Vk) = (P* — tyi, Pk — tyk) 4- {pk — <Pk, Pk — (fk),

d. h. einfach:
(Pi —Xi, Pk — cpk) = 0 (IV'").

Jacobi bemerkt sehr richtig, dass pi und_p/t irgend zweip darstellen können, 
weil in den Formeln (Y) m Ą- 1 durch einen beliebigen Index ersetzt werden 
kann. Der von uns hier in der Anmerkung bewiesene Satz ist somit allgemeiner 
als die Sätze (III), (IY), (Y). Jacobi beweist die Umkehrung von (IV) nicht, 
aber (IV"') hat (V) zur Folge und dieses zieht wieder (III) und somit (II) und 
(I) nach sich.



(P’»-i — Pm-vPm+i — Pm+i) = 0 oder <Pm__x

{Pm — pm, pm+l — çWi) = 0 oder <Pm

und sehen wir zu, was aus denselben wird, wenn man darin die Functionen 
tyi, tym an Stelle von <p±, qp2,..., (pm durch die am Anfang der vorigen
Nummer angegebenen Substitutionen einführt. Ich behaupte, dass sie über­
gehen in die folgenden, welche in demselben Falle wie (III) identisch sind:

Pm+1 — <Pm+l) = 0 oder ^1

Pm+l — Pm+l) = 0 oder *2

= 0.

= 0,

= 0, 

= 0,

(Pl

(Pi

(V).

(Pm-1 — Pm-!, Pm+! — Pm+l) = 0 oder W>

(Pm — Pm, Pm + l ~ Pm+l) = 0 oder ^

Dies ist evident für die letzte, da ipm = cpm. Um L = 0 aus
= 0 abzuleiten, bemerken wir, dass man hat:

tym—l =: tym—l(XV X2, * * *> xm ai> ^2) • • •iam—\'> tymi i^/n+n • • •? -Pn)*

= 0, 

= 0
m—i

0m—i

*) Mit Hülfe der Methode von Gilbert, welche in dem auf Kap. II folgen­
den Nachtrage auseinandergesetzt werden wird, beweist man, dass diese Relationen 
identisch sind, was mit der im Texte angegebenen Methode schwer ausführbar 
erscheint.

2) Jacobi, Nova Methodus, § 9 —11; lmschenetsky Nr. 71, S. 93—94; 
Graindorge Nr. 27, S. 25—29.

Ebenso wie in der vorigen Nummer wird bewiesen, dass die Gleichungen 
(H) die folgenden Gleichungen nach sich ziehen und umgekehrt:
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äiffi

(Pi — Pu Pk — Pk) = 0 . . 

(nt — ph nk — y>k) = 0 . .

(IV),8xk

• • (in

• • (iv“),

wo i und Je höchstens gleich m zu setzen sind.1)

65. Fünfte Form der Integrabilitätsbedingungen.2) — Betrachten 
wir die Integrabilitätsbedingungen unter der Form III für die Indices 1, 
2, . . ., m und m + 1

(Pl ~ Pv Pm+l — Pm + l) = 0 oder #1 = °>

(Pi — Pi, Pm+l — Pm+l) = 0 oder #2 = °,

IC
 M
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Folglich :
tym—i) __ 8(P9(P 9(Pm—i *Pm—i) Slp?7i<Pm—i)m—i m— i +8x Sx Ö'lpm Sx

oder:
9 (Pm—i tym—i) __ d (Pm—i tym—i ) 8{p — <Pm—i) 9(pmm—i+Sx SxSx Sp

Man hat ferner für alle p, ’Pm—i und pm nicht ausgenommen:

S(Pm—i y»»—i) Scpm
sp •

S(p — i>m-L) _____ s(p, — fa-l)m—i n—i +Sp 8p mSp
Es folgt daraus:

(P/n—1 Wm—1’ Pvi+1 0m+l)
S ( Pm—i <Pm—i)(Pm—1 0 m—1) Pm+1 0m+l) “t“

oder einfacher:

(fpmi Pm+1 0m +1)
Spm

à*Pm—iW * = &vi—1 0+771—1 ' ■Spm

In derselben Weise wird bewiesen, dass 

Sopm—2 Stym—2 0^»-2 = * 0+ +771—2 m—1 771 ?Sp Spmm—i

Sq) 3 —ivm-?, = <1> 0 0 0+ m—3 + +m—3 vi—2 771—1SP àPm—i Spm771—2

$<Pi #-+" +£<5-Vi = 01 ^2 ++ 8p2 SPs

Diese Relationen zwischen den W und den 0 beweisen, dass die Glei­
chungen (V) eine Folge der entsprechenden Gleichungen (III) sind und 
umgekehrt.

66. Sechste, siebente und achte Form der Integrabilitäts- 
bedingungen.1) — Die Gleichungen (q>) kann man sich auf die Form ge­
bracht denken:

0 Jacobi, Nova methodus, § 30—32. Jacobi fügt folgende Bemerkung 
hinzu: Ersetzt man in (/V, fk) ap durch fp sowohl in der einen wie in der 
andern Function, wo p kleiner ist als die grössere der Zahlen i und fc, so hat 
man, wenn man fi und fk die neuen Functionen nennt, der Formel (6) des 
§16 zufolge:

tfi. fk] = (fi, fk) + ^ (fp, fk) + Sfk <*«+£.JE (fP, fP)■Sap 8ap

Man schliesst daraus, dass der Satz (VIII) richtig bleibt, wenn man eine 
Constante ap durch seinen Werth fp ersetzt; mithin kommt man, wenn man auf 
diese Weise alle Constanten eliminirt, auf (Hi, Hk) — 0 zurück. Imschenetsky 
giebt die direkten Sätze, Nr. 73, S. 95—96, Nr. 84, S. 111—112; den reciproken, 
indem er Hp für ap substituirt, Nr. 85, S. 112—113; er deutet den Beweis von 
Jacobi an Nr. 86, S. 113. Graindorge giebt das Theorem (VI) oder (VII), 
Nr. 52, S. 53—55, und beschäftigt sich nicht mit dem umgekehrten Satze.



fk (æi? • • *5 %ni • • •> ^ki tyki Pfc+n • • • *5 Pn) ---- ®A>

Man erhält daraus durch Differentiation nach einem der x oder der p:

___ öfk dyk _ 8fk _ —qP/O
öqp* fl*

___ ft/fc öqp*___^4 . SjPk^Z *Pk)
8<Pk Sp

8Pk dx

8Pk SP

In der zweiten Form besteht die letzte Gleichung auch für p = pk. 
Diesen Relationen zufolge hat man:

A/*
(Pi — Wh fk) = (.Pi — Wh pk — <pk),

àfm +i(Pi — Wh fm+l) =

Voto = |r fx p*-vù

(Pi — Wh Pm+1 — Wm+1).

Mithin nach den Formeln (HI) und (V):

( Pi — Wh fk) = 0 . 

O — Wh fk) = 0 . 

(/* fk) = 0 .

(VI),
(VH),

(VIII).

Es ist klar, dass umgekehrt die Gleichungen (VI), (VII), (VIII) die 
Gleichungen (DI) und (V) und somit (I) zur Folge haben.

Bemerkung. Wir haben somit vier Systeme von Integrabilitäts- 
bedingungen: 1) das ursprüngliche System (I); 2) das System (II); 3) das

• • (A)-fn(xv . . Xn, al7 «2, .. . dn_±, Pn)  dw .

Setzt man in /* für p* seinen Werth

(fk (^17 • • •i %ni d±1 • • dki Pk+\i • • *7

so hat man die Identität:
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fl (Xl> • • *7 xni Pu P2i Vzi • • -, Pn) = Hx 

% (XV •

= H • • '7

*^W7 ^1» J^27 -2^37 • * *7 -P«) ---- ^2

/*3 (^17 * • *7 xni ^17 ^2» -^3? * • *7 Pn) ----  dg

* *7 '7

s: s ^
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System (III) oder die äquivalenten (VI) und (VIII); 4) ein System, welches 
gebildet wird aus den Gleichungen (IV), den Gleichungen (V) oder (VII), 
sodann den Gleichungen (III), soweit dieselben nöthig sind, um ebenso viel 
Bedingungen zu haben wie im System (I). Alle diese Integrabilitäts- 
bedingungen haben eine hervorragend einfache Form, welche man darstellen 
kann durch

(üf, N) = 0,

wo Jf, N zwei der Functionen Jt oder H oder (p oder xp, oder xp und Ç9, 
oder cp und f, oder xp und /*, oder f sind.



2. Kapitel.
Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung.

§ 19. Jacobi’s Methode für den Fall, wo die gesuchten Gleichungen 
nach den Constänten aufgelöst sind.1)

67. Allgemeine Idee des bei der Integration der Systeme (II) 
zu befolgenden Ganges. — Die Integration einer partiellen Differential­
gleichung

* • *? P\i Pii • • Pn)

kommt, wie oben bemerkt wurde, darauf zurück, n — 1 ähnliche Relationen

H2 — a2: -— a3, . . ., Hn — an

zu finden, aus denen man solche Werthe von p2, . . ., pn ableiten kann, 
dass dz = p\dx\ + • • • + pndxn unmittelbar integrabel wird. Dazu braucht 
man nur die Integrale der Gleichungen (II) des § 18 zu finden, welche 
Gleichungen wir folgendermassen schreiben können:

(#2, -Hi)

(-Hs, -Hi) = 0, (Ą, Ą)

. <if4, Ą) = 0, (Ą, Ą) = 0, (Ą, Ą) = 0

(1),= 0

(2),= 0

(3),

Hn_2) = 0 (w 2),

(Hm Ą.0 = 0 (»-1).

, (Ä(jŁr„_Ł, ą) = o, (#„_!, Ä,) = o,
(Hm = 0, (#„, Ą)

71—1’

= 0.

x) Es würde vielleicht genügen, bei der Darlegung der Jacobi’schen 
Methode sich auf das zu beschränken, was im folgenden Paragraphen gegeben 
ist, wie Jacobi selbst gethan hat. Vom didaktischen Standpunkte aus ist es 
aber besser, zunächst die Methode des grossen Geometers in einer symmetrische­
ren Form zu geben, die übrigens auch in der Praxis nützlich sein kann, wenn 
man die Gleichungen (II) nicht lösen kann. Man vergleiche mit diesem Para­
graphen Imschenetsky, § 18, S. 63—72, dem er fast ganz entlehnt ist, und 
Graindorge YI, S. 42—50.
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Offenbar genügt eine Lösung H2 = a2 des Systems (1) dem System 
(2) infolge der Definition dieser, da die Function H2 gerade in der Glei­
chung (22) vorkommt. Mithin muss man, nachdem man H2 gefunden hat, 
eine andere Lösung Hs = as des Systems (2) finden. Wegen der Defi­
nition der Gleichung (33) genügen H2 und H?> dem System (3); man muss 
eine andere Lösung H± = a± desselben suchen, um 
(ü?5, LT4) = 0 bilden zu können u. s. w.

Kurz, jedes System (Ï) ist identisch mit dem folgenden, ausser dass 
es wenigstens eine Gleichung (Hi+2, HiJrl) = 0 enthält, in welcher HiJrl 
die Function ist, welche allen Gleichungen (i) genügt; man hat eine neue 
Lösung des Systems (i) zu suchen, die überdies der Gleichung (HiĄ_2) Hi+i) = 0 
genügt.

die Gleichung (44)

68. Integration der Gleichung (1) und des Systems (2). — Die
Gleichung (1) ist linear in Bezug auf die Ableitungen von H2, welches als 
eine Function der p und der x betrachtet wird:

dH2 dH, 
dpn dxn

ąą , . 8H2 dH, dH,
dx, dp, ■ ' öxn dpn dp, dx,

Um das Integral H2 = a2 zu finden, braucht man nur eine Lösung 
des entsprechenden Systems (Nr. 32) mit 2n — 1 abhängigen Variablen 
oder von der 2n — lten Ordnung

— 0 . (i).

(a)dxn__ — dp,__—dp2___ ______________
dH, dH, ' dH,

dx,   dx2
W,~dH, — '
8P1 dp, dXndx2dpn dx,

zu kennen.
Ist H2 einmal gefunden, so kann man das System (2) bilden:

(H31 Hx) = 0, (Hs, H2) = 0.

Um ein Integral H3 desselben zu finden, suche man zunächst eine von 
H2 verschiedene Lösung #4 von (24) oder (1), d. h. eine neue Lösung des 
eben hingeschriebenen Hülfssystems, so dass man hat:

(#1. Hi) = 0............................................

Ist dies geschehen, so berechne man die folgenden Ausdrücke:

(10-

4 = (ßv Ą), 0, = (ß2, H2), = (0„ H2), ....

d. h. man probire, ob nicht $4, #2, #3, . . . Lösungen von (22) sind. Ich 
behaupte nun, dass man die folgenden vier Sätze hat:

I. Die Functionen #2, #3, i)A etc. genügen sämmtlich der Gleichung (2r), 
d. h. es ist

(0„ Ei) = 0, (ßs, H,) = 0, (04, Ht) = 0, ...
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Denn nach dem Jacobi’schen Fundamentalsatze ist:

(■öi. 0,) = (Hi (0i, H)) = - (Ą, Hi)) — (Äj, (Ą, 0t)).

Die rechte Seite dieser Gleichung reducirt sich infolge von (1) und (1') auf

- (Ą, 0) - (Ą, 0),

welches null ist. Derselbe Beweis gilt für #3, #4, . . .

II. Jede Function S(HX. H2, dx, d2, . . di) der früheren Lösungen 
von (1) oder (24) ist eine Lösung dieser Gleichung. Denn man hat:

Ô®Ô® f (Ą,fi1)^ + (01,Ą) +-+(0fcĄ)£,
d»t

eine Gleichung, welche sich auf
(©, .Hi) = 0

reducirt.
III. Sucht man nach dem oben angegebenen Verfahren Lösungen H2, 

dt, d2, #3, . . . der Gleichung (1), so gelangt man schliesslich zu einer Lösung

di+x = H2),

welche eine Function & der vorhergehenden ist, und dasselbe wird der Fall 
sein mit allen folgenden. Die Gleichungen (a) können nämlich nur 2n — 1 
verschiedene Lösungen haben; mithin enthält die Reihe H2, dx: d2, . . . 
höchstens 2n — 1 Functionen, und es ist:

0m = 0(Ą, Ą, 0i, 0„ • • -, n
für i = 2w — 2 oder i<^2n — 2. Die Formel

f-+(«Ætf©tf©Ä* = (®Æ)= (JBrlfĄ)g+(ĄfĄ)
beweist ferner, dass die folgende Function sich ebenso darstellen lässt, und 
dieser Schluss gilt für d(.j_3, u. s. w.

IV. Man kann eine Function der Lösungen Hx, H2, d^ . . ., von (24) 
finden, welche zu gleicher Zeit (22) genügt. Ist d diese Function, so setze 
man (d, H2) = 0 oder:

(0V H2) + (#2, H2)
Ô&.

oder auch:

+ W °’». £ + ». + •■• + *

eine Gleichung, deren Integration abhängt von der Ermittelung eines Inte­
grals des Systems:

^i + i
dQ1 dQ'2

• • (&)•
»2 »3

10Mansion, Part. Differentialgleichungen.
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Dieses System geht, wenn man eine Hülfsvariable t einführt, deren 
Differential dt gleich jedem der vorstehenden Brüche ist, über in:

Man erhält hieraus die Gleichung:

d&1 . *’ ~W ~ ®(ai» a2? $i> • • '» $i)-

d&t d‘2&1 
~dt' ~W'= a2, &1} d^'-1 ydt’

Kennt man ein erstes Integral dieser 

TJ (n n dXZ3 I «g: uli fa ’ ~ = «3dt’—1dt2

so kann man dieses Integral in der Form schreiben:

H8(H,, H2, d • -i di) — %i ’ ■

und dies wird die gesuchte Lösung sein.
Bemerkungen. I. Die Integration der Gleichung (1) erfordert die 

Ermittelung einer Lösung des Systems (a) von der Ordnung 2n — 1 ; die 
Integration von (2) erfordert die Ermittelung einer andern Lösung des 
Systems (a) von der Ordnung 2n — 1 und eines andern von der Ordnung 
i — 1, d. h. von der Ordnung 2n — 3 oder von der Ordnung 2n — 2 
höchstens, wenn man eine Hülfsvariable t einführt.

n. Die Lösungen t)1, d2, d3, . . . von (24) geben auch ebenso viele 
Lösungen des Systems (a), nur dass sie in einander zurückkehren. In dieser 
Bemerkung besteht das Theorem von Poisson. Bertrand hat be­
merkt, dass dieses Theorem oft illusorisch ist, wenn man dasselbe auf die 
Ermittelung einer neuen Lösung von Gleichungen von der Form (a) an­
wenden will. Dies ist der Fall, wenn d2, d3, . . . identisch Null sind. Wenn 
es sich aber um die Integration der partiellen Differentialgleichungen handelt, 
ist dies gerade der günstigste Fall (vgl. Nr. 71, 1). Dieser Umstand macht 
die Untersuchung der kanonischen Systeme von der Form ([a) schwieriger 
als die der entsprechenden partiellen Differentialgleichungen.

69. Integration des Systems (3) und der andern Systeme. — 
Man suche ein zweites Integral dl des Systems (2) oder von (3a ), (32) und 
bilde die folgenden Ausdrücke:

0f —&.Ą), d3=={d2,H3\ tf4 = (03, Ą),...
d. h. man probire, ob nicht dv d2, d3, . . . Lösungen von (33) sind. Diese 
Functionen d2, d3, #4, . . . sind gemeinschaftliche Lösungen von (3j), (82). 
Denn man hat z. B. für die Function d2 :

(fl, , «,) = (H„(K H,)) = - fl,)) - (fls,(fl„ 0,)),
(B„ «,) = fl,)) = - (0„(fls,fl2)) — (fl8,(fl2. #,)).



welche ausdrüeken, dass vx eine Lösung von (2) ist.
Die Reihe $l5 d2, . . . umfasst im gegenwärtigen Falle höchstens 2n—4 

verschiedene Functionen, weil es nach der vorhergehenden Nummer infolge 
des Systems (&), welches nur höchstens 2n—3 verschiedene Lösungen haben 
kann, nicht mehr als 2n—3 verschiedene Lösungen Ho, dx, #2, . . . von (2) 
geben kann.

Wie in der vorigen Nummer wird man finden, dass man nur eine 
Lösung der Gleichung

H----- + Oh. Hs)~ = 0,e»(»i, b3) ^

oder

= 0,!+1 d&i
oder endlich des Systems

d9t d&i
• • (60,

^2 *8 '»L+l

in welchem #i+1 eine Function von Hx, H2, Hn, &x, #2, #3, . . ., di ist, zu 
kennen braucht, um die gesuchte Lösung Hx — ax des Systems (4) zu 
kennen.

Und so geht es weiter hei den folgenden Systemen.
70. Bemerkungen. — I. Das System (3) erfordert zunächst, um dx 

zu finden, wie im vorigen Falle, dass eine Lösung des Systems (a) von der 
Ordnung 2n—1 und eine Lösung des Systems (b) höchstens von der Ord­
nung 2n—3 gefunden sei, ferner muss man, um Hx zu bestimmen, eine 
Lösung des Systems (b1) von der Ordnung 2n—5 höchstens finden.

II. Fährt man so fort, so sieht man ohne Schwierigkeit, dass im Ganzen 
genommen die Integration von

(1) die Integration eines Systems v. d. O. 2n— 1, nämlich des Systems (a),

( ) ,, ,, „ ,, ,, 2n 1, 1 v. d. O. 2n—3,

()„ „ „ „ „ 2n—l, 1 „ 2n-3, 1 v. d. 0.2n—5,

Die gesuchten Gleichungen sind nach den Constanten aufgelöst. 147

Die rechten Seiten dieser Relationen sind null, infolge der Gleichungen (2) 
oder der Gleichungen

• • (20,(Hv dx) = 0, (H2, dx) = 0 . .

(w-1) 2n-lf 1 „ 2n-3, . .

1 v.d.O. 3, lGl.v.d.0.1
r)

erfordert.
Im Ganzen muss man also höchstens

n(n—1)
1 + 2 -1- 3 + • • • + (n — 1) — 1.2

10*

C
M 

C
O
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Integrale suchen. Im Besonderen hat man also n — 1 Integrale des Systems

Integrale der Hülfssysteme (5), (p'(n-1) (n—2)(a) und sodann höchstens 

zu suchen, welche bedeutend einfacher sind.
2

Dem Anschein nach erfordert die Jacobi’sche Methode mehr Inte­
grationen als diejenigen von Lagrange und Pf aff, da man bei diesen im 
Allgemeinen nur die Gleichungen (a) vollständig zu integriren braucht, indem 
man als Constanten die Anfangswerthe der Variablen nimmt. Die Jacobi’sche 
Methode gestattet aber eine grosse Freiheit bei den Rechnungen, da man 
dieselben von jedem Hülfssysteme aus mit irgend welcher der Lösungen 
beginnen kann, und die Ordnung dieser Systeme kann sich in besonderen 
Fällen erheblich erniedrigen. Man wird im folgenden Paragraphen überdies 
sehen, dass sie noch vereinfacht werden kann.

III. Man kann, wie man in Nr. 125 sehen wird, die Methode 
Jacobi mit derjenigen von Cauchy combiniren, d. h. sich des Funda­
mentaltheorems von Jacobi oder vielmehr desjenigen von Poisson be­
dienen, um in gewissen Fällen auf eine einfache Weise die Integrale des 
Systems (a) zu finden, wenn man einige derselben kennt. Dies ist das 
vortheilhafteste Integrationsverfahren in dem Falle, wo die Reihe der $ 
vollständig ist. In diesem Falle ist es, wenn man 2n — 1 Lösungen von 
(a) kennt, besser, von der Jacobi’schen Methode abzugehen. Diese Be­
merkung rührt von Lie her.1)

71. Vereinfachungen und Modifikationen. — 1) Es kann 
kommen, dass eine der Functionen d, welche man sucht, null ist. Alsdann 
ist das vorhergehende $ die gesuchte Lösung. Wenn man z. B. hat:

von

vor-

= (pr-i, H3) = 0,

wo bereits eine Lösung der beiden andern Gleichungen des Systems
(3) ist, so dass

(Pr—i, ^i) — (ßr—li Ą) — 0

ist, so ist offenbar #r_i die Lösung des ganzen Systems (3).
2) Wenn eine der Functionen # eine Constante ist, so sind die 

Rechnungen ohne Weiteres zu Ende. Hat man z. B.

Ür   ($r—i ? H%)  

so wird die Hülfsgleichung (6'):

r_2 __ r—|
ffr—i m

welche integrabel ist.

x) Lie, Göttinger Nachrichten, 1872, Nr. 25, S. 488—489.
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3) Ist jedoch r= 2, so wird die Methode illusorisch; die oben mit 7? 
bezeichnete Function ist alsdann bestimmt durch die Gleichung

q dfr A
wt = °>

welche für # eine einfache Constante giebt.
In diesem Falle gehe man von einem andern Integral der Gleichung 

(ia) oder (b) aus, dann wird der nämliche Umstand nicht mehr eintreten 
oder vielmehr man wird unmittelbar die Lösung finden. Hat man nämlich 
für zwei verschiedene Lösungen von (3^, (32):

(ßv Hs) = m, OV, Hs) = m\

so nehme man als gemeinschaftliche Lösung von (31), (32), (33) eine Function 
$ von Man muss haben:

(Hv ^0) = 0, (H2, #(0lf- #/)) = 0, (JT8, ^)) = 0.

Die beiden ersten sind identisch befriedigt, die andere geht über in:

(Ą, «0 £ + (Ą, <V) ^ = 0,

welche man stets integriren kann.
72. Allgemeinerer Fall der Vereinfachung. — Trennung der 

Variablen.1) — I. Wir setzen die gegebene Gleichung von der Form 
voraus :

H± (&i, . • W /i, Pi, . . . ., pn, (p±, • . r tym) ----

wo qpl7 <p2, • • <Pm Functionen von xn, pn von solcher Be­
schaffenheit sind, dass man für die in der Reihe 1, 2, 3, . . ., m enthaltenen 
Werthe von r und s

(cpr, = 0

hat. Gelingt es, Functionen H zu finden, welche die Grössen x, die Grössen 
p und die Functionen cp enthalten und so beschaffen sind, dass man unter 
der Voraussetzung, dass in diesen Functionen H die Functionen cp durch 
Constante ersetzt werden,

(Hi9 Cpr) = 0
{Hi, Hk) = 0

hat, so behaupten wir, hat man auch

[Hi. Hk] = 0

in dem Falle, wo die Functionen (p in den Functionen H belassen werden.

*) Wir resumiren so kurz wie möglich Imschenetsky, § 19, S. 73—79.
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Die Formel (6') des § 16 nämlich giebt:

[H, m = (Hi, Hk) + 2{(Hi, <Pr)

+ 22{

[Hh m = o.

8Hk

} (9n <Ps),

ÖCpr

8Hi 8Hk
ÖCps 8(fr

8Hj 8Hk
8 cp?' 8cps

oder:

Diese Bemerkung vereinfacht bedeutend die Ermittelung der Functionen 
H. Hat man z. B. speciell

((fr, <ps) = 0,

(#1, <pr) = 0,

so braucht man, um die Functionen jST2, H3, . . Hm+1 zu finden, nur zu 
setzen:

-®2 ‘— -®3   9^2? * * •’ H-m+1 ----
oder auch:

H2 = • * •» • * * •»

vorausgesetzt, dass die jP unabhängig von einander sind. Wir setzen natür­
lich m<^n voraus.

II. Ein bemerkenswerther Fall, in welchem man leicht Functionen cp 
finden kann, welche den oben angegebenen Bedingungen entsprechen, ist 
der, wo die Yariabeln, wie man sagt, separirt sind. Wir nehmen, um 
uns verständlich zu machen, einen speciellen Fall an. Wir denken uns eine 
partielle Differentialgleichung

Hx («i, . . xm Pt, .. ., pn, <p, y>, x) = «i»

= Fm(ç>i, <p2, .. <pm),

WO
<P = <P(yi, • • -, Vh Ï2> • • •> ij), 

V = ¥>Oi> • • •) 4, n, r2, . . ., rk), 

X X * * •» • * ” ^i),

dz 11: dz dz
P dx' q dy’ r dt’ S

ist, so dass (p, yj, % sämmtlich verschiedene von einander unabhängige 
Variabein enthalten.

Offenbar hat man :

du

(Hh cp) = 0, (Hu y,) = 0, (Ht, x) = 0, 

(<P,H) = 0, (<P,X) = °» (V>> X) = °-

Somit kann man setzen:

H2 = cp = a2,Hi = au Hs = W = a3, Hi = X = «4-
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Nennen wir zXl z2, zB, die Integrale dieser vier Gleichungen, welche 
unabhängig von einander gefunden werden können, so ist die vollständige 
Lösung der gegebenen Gleichung:

* — a + + *8 +

Denn zunächst erhält man daraus genau dieselben Werthe für die p, die g,
die r und die s, wie aus z2, z3, z±\ sodann ist die Anzahl der willkür­
lichen Constanten n -j- j + k -j- l. Denn in z± kommen n — 1 willkür­
liche Constanten vor, in z2 :j — 1 und überdies a2, in z3 : 1c — 1 und über­
dies a3, in z± : l — 1 und überdies a4. Mithin hat man, wenn man noch
die Constante a hinzurechnet, n -f- j + h -f-1 willkürliche Constanten.

ILE. Diese werthvollen Bemerkungen gestatten uns, systematisch einige 
bemerkenswerthe Fälle zu behandeln, welche wir bereits nach der La- 
grangesehen Methode untersucht haben (§ 8, Nr. 84), die im Übrigen 
zu dem eben dargelegten allgemeinen Resultat führt.

1) Die Gleichung
f(Pl,Pv . • ;Pn) = 0

hat zum Integral
z = a + axxx + a2x2 + • • • + anxn, 

wo die Constanten a der Gleichung genügen:

f (P'Yi ^21 • • Mn) ---- 0*

Auf diesen Fall führt man mittels der Transformation der Nr. 2 den­
jenigen zurück, in welchem die Gleichung von der Form ist:

* — f(Pi> P2> • • -, Pn) = 0.

Ist insbesondere z eine homogene Function der Grössen p von der 
Ordnung ju, so ergiebt sich:

g ^ fi—1 j^-1 Ką + a2x2 + • • - + anXn)^-1
l

\A<h> a2, • • v
2) Die Gleichung

f(<P 1, Ç>2> • • -, <Pn) = 0,

in welcher cpt nur Xi und pt enthält, hat zum Integral:

Z = a -f j yjidXi + J ip2dx2 + • • • + J y)ndxn,

wo ipi der aus cpi = sich ergebende Werth von pi ist und die Con­
stanten a durch die Relation verbunden sind:

/■(»!, a2, . . an) = 0.



Jacobi’sche Methode. [Nr. 73]152

3) Die Gleichung

& f (p1> • . •, Xnj P±i P^i • • Pn)i

in welcher f eine in Bezug auf die p homogene Function vom Grade ju 
ist, geht, wenn man u = 0 die vollständige Lösung nennt und

du du
dxi * * ’’ 8Xn ®n’ 8z %n+l

setzt, über in:
1 ( 1? • • •> äL ^2? * * *’

wo die Variable # von den andern separirt ist. Man braucht also nur

<+1 — (-im /■ = ^

jedes für sich zu integriren. Ist das Integral der letzteren:

1 "f“ *^2> * • *? 'X'ni CLX1 ^2» • * •> —1)?

so findet man leicht, dass dasjenige der gegebenen Gleichung ist:

(? -r-=

78. Beispiele. — I. Die Gleichung sei1):

XXX2 . . . xn = PXP2 . . - Pn-

Die Variablen lassen sich separiren, wenn mau setzt xtcpi = pi, wo­
durch die Gleichung transformirt wird in:

(pxcp2 . . .<pn = 1.
Setzt man:

2naxa2 .. . an = 1,

* =2al> J” = 2a2’---’a!H
«A/j tX/9 * «A//Z

so gelangt man zu den Hülfslösungen :

^1 — ai +

A ~ = 2«„,

•? “f“

und somit zu der vollständigen Lösung:

* = « + «i^i2 + a2x22 + * • • + anxn2-

*) Diese Gleichung ist weiter unten (Nr. 110) nach der Methode von Cauchy 
untersucht. Graindorge Nr. 49 und 69 integrirt diese Gleichung nach der 
allgemeinen Methode von Jacobi in ihren beiden Formen.
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II. Es sei ferner die Gleichung gegeben1):

(ftft + ftft) ft + ft (ft —Pi) [ft2 + (ft + ft) (ft + ft)ft] = ft- 

Wir setzen wegen der Separation der Variablen xv x2, x3 und xv x5, x6:

ft2 + (ft + ft) (ft + ft) ft = “•
Man findet, ebenfalls durch Separation der Variablen, nachdem man 

p5 — ß gesetzt hat, das Integral dieser letzteren ohne Schwierigkeit:

z* + A* C (a — ßy — ya>$ + ßx'0 + log (ß + ft)y.
3 y

Die gegebene Gleichung geht alsdann über in:

-Hi = (ftft + ftft) ft + aft (ft — Pi) = ft-

Der allgemeinen Methode von Jacobi zufolge wird die Function jH9 
eine Lösung der Hülfsgleichungen (a) sein, welche in dem gegenwärtigen 
Falle werden :

äp± _ äp2_ __ — dxt __ — dx2   — dx3
PiX2 + P&i ^ä4«p7 — aPs <*(Pi — P2)

(«)•
ftft

Man erhält hieraus:

l>l4i>2 4 #2
und somit für H2 den Werth:

H2 = (ft + ft) (ft + ft)-

Man muss nun eine Lösung suchen, welche den Gleichungen

(Hs, Hy) = 0, (Hs, Hß = 0 . . '• • (2)

gemeinsam ist. Zu dem Zwecke hat man eine zweite Lösung 'd1 der 
Gleichungen (a) zu suchen und dieselbe in (22) zu substituiren. Aus der 
ersten Gleichung von (a) ergiebt sich:

dp± __ dp2
P2 Pi

und somit:
a _ ia! _ &!

1 — 2 2*

Bildet man die Grösse d2 = H2), so findet man:

&, = (#!,.££,) = (ft +ft) (— ft) + (ft+ft)ft = — ft3+ft2== — 2^i»

A) Dieses Beispiel, das sehr gut gewählt ist, um alle Vereinfachungen und alle 
Modificationen der Jacobi’schen Methode zu zeigen, entlehnen wir Imsche- 
netsky, Nr. 61—65, S. 79—86.
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d. h. wir begegnen dem oben angedeuteten Ausnahmefall (Nr. 68, Bemerk. II). 
Man ist somit gezwungen, ein anderes Integral des Systems (a) zu suchen. 
Man findet ferner mittels der Gleichungen (à)

d(px —p2) _
— v*(Pi—P*)

— dx.
aiPi—Pz)

das Integral:

«V = a Oi — P2) —

Bildet man #'2 = (ß*v H2), so folgt:

d2' = Oi + P2) (— «) + Oi + P2) « = 0.

Wir begegnen also hier genau dem Falle, wo die Vereinfachung am grössten 
ist, d. h. demjenigen, in welchem eine Lösung von (2j) auch (22) genügt. 
Wir setzen demnach:

5l2
h3 = «Oi —P2) —

Die Gleichungen — ax, H2 = a21 H3 = a3 gestatten, dz“ = pxdx1 
-f- p2dx2 -f- p3dx3 und somit auch z" zu berechnen. Man findet auf diese 
Weise:

Zlt + A“ = y log(^ + ^2) + 2ä Oi — x2)

arctgÿfr — 2 log(2a- + x32)-

Addirt man also schliesslich zl und so ist der Werth von z mit 
6 Constanten a, ß, y, A, a2, a3 der folgende:

1

aj;i
+

v«3

«2

Oi + «2) 2 (/? + *e)r«2 + t*1 ~ X^> [a'A + \)
(2ft3 + &g2) 2

• w m*g vt +1(° - fr - ^

Wir können auch nach Imschenetsky zu demselben vollständigen 
Integral gelangen, wenn wir eine gemeinschaftliche Lösung des Systems (2) 
suchen, ausgehend von einer Lösung von (22) oder des entsprechenden 
Systems, welches nur von der dritten Ordnung ist:

dp1   dp
Pi+P2 P1+P2 ®1—^2

Eine sehr einfache Lösung ist rjx = px — p2 = const. Wir suchen 
% = Oi, -Si), % = O2, -Hl), etc.:

# + A = log

— __ — dx 2
^1— ^2

% = 0W (—1 ) + Oa) (+ 1 ) = *s»?i,

% = Oä*8) (—«3) + Oos) (+ *3) + *?l«Ol — ä) = 7- + arh2-
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Eine Function 0{H2l 7]^ rj2) genügt (22); dieselbe genügt auch (2!), 
wenn sie eine Lösung des Systems (b) ist:

^ oder = Ł + a 2i!.
Vi VidViV2 %

Integrirt man diese Gleichung, so kommt man auf den oben gegebenen 
Werth Of und somit auf das nämliche vollständige Integral zurück.

§ 20. Die Jacobïsehe Methode in ihrer einfachsten Gestalt.1)

74. Allgemeine Idee von dem einzuschlagenden Wege. —
1) Man leite den Werth

Pl (Plfali • • •? %ni P31 * * *’ Pn) ----  Wl>l

aus der ersten Gleichung H ab. 2) Ist dies geschehen, so giebt die 
Gleichung (YI) des § 18, in welcher f2 = f2 (x1, . 
ist, nämlich

xni aj, p2l . . ., pn)• •*

Oi — Via»' ft) = 0 (1)-

f2 = a2 und daraus kann man ableiten

p2 = <jP2 (#l> • • V %7 ^2> jP37 * * Pn) V^2,2
und somit

Pl ---- Vh»2 (*^17 * * *7 %7 ^27 Ps7 * * *7 JPn)?
so dass man hat:

• • (l'j.Oi — Vi,2> — V2.2) = 0 . .

3) Man bestimme sodann fs (xx, . . ., xni a1, a2l p3, . . ., pn) mit Hülfe 
des Systems (VI):

Oi — Via» fs) = 0, (p2 — ^2,2» fs) = 0 • • (2)-

Ist die Function f3 gefunden und setzt man sie gleich einer willkür­
lichen Constanten a3, so kann man daraus den Werth von p3 ableiten, den 
man in die vorhergehenden WTerthe von px und p2 substituirt. Man erhält 
auf diese Weise Gleichungen von der Form:

Pl 1 Wl,3 fal’ • • *7 ^2» %7 Pn • • *7 Pn)l

Pi = Vä,3 Ol» • • •» *n, «1» «2» «3» Pv ■ • •> Pn),

V3 Ol» • • •» *n» ®1» ®2> ®S> i^l» • • •) -Pn) == Ws,S'Ps =

2) Résumé aus Jacobi, Wowa Methodus, § 9—11, § 18—22. Dasselbe Ré­
sumé findet sich bei Imschenetsky § 20—22, S. 86—121, Graindorge, VII, 
S. 58—73, nebst Beispielen und einigen Sätzen, die wir in den vorigen Para­
graphen gegeben haben. Man wird bemerken, dass man die Gleichungen (1), 
(2), (3) etc. integrirt, indem man die x und p als von einander unabhängig be­
trachtet, mit andern Worten, man sucht Lösungen, welche sie identisch erfüllen, 
obwohl dies nach den im vorigen Kapitel aufgestellten Integrabilitätsbedingungen 
nicht nöthig wäre, wenigstens nicht während der Integration.



Alsdann ist nach (IV'):

(Pi-Wi^P3-y’3,s)=^ (a-Vw.*—Vm)=°> (ft-v«» a-Vm)“° (20-

xn, al9 a2, a3i p±, • • i?w) eine Function,4) Ist sodann fL (x1, . 
welche den Gleichungen genügt:

• •?

(j»l — Vl,3. A) = °. (P2 — V>2,S> A) = °> 0?8 — V’S.SI A) = 0 (3)>

so leitet man aus = a± den Werth von^4 her und kann dann schreiben:

Pl ~~— VlA^li • • v %ni ^2> ^4> Ph"> * * 'i Pn)i

P2 --- W2A 0^11 * * •? ^2’ ^4? A? • • •? Pn)i

P3 -- V*3,4 (*^1? * • •> ^2» ^4? ' * *>

9^4 (^1> * * •» ®2j ^4> • • ’i Pn) === %,4*

Diese Werthe sind nach (IV') ferner so beschaffen, dass

Oh-Vh,4>iV-V^)=°> {P2-V2aiPa—V±a)=Q, (3'X

(Pi—WiAi Ps-^sa)^0! (P2-W2A1 P3-V>sa)= °>

(Pl-VlAi P2-V’2a)=°-

ist. U. s. w.

Nennt man /i (2^, . . xn, p^ . . = % die gegebene Gleichung,
so findet man auf diese Weise das folgende System, welchem wir die ge­
gebene Gleichung selbst hinzufügen:

P± =

• • •? %ni Pli P2i P31 * * •> JPw)

A, ft» fti)

Xni d'il (^21 P31 * * *J ftt)

= %, 

= <*21 

= «8»

• • •?

• • •?
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fn—1 (pl 1 • • •> ^n» **1; • • • »j ^w_2> A—lł A) A—1’ 

fn ipl 1 • • v A» % • • • •? ^n—li Pn) «»

und aus diesem ergiebt sich:

^Pn,n{ph %2» • • •> ^l? • • •? ^n) ---  A?

A—1 === A— l,w(^l? ^21 * * •> • • •? ^w) = ^ri-li
Pn =

y>2.n(Xl> *^2? * * *> A? ^l? • • ^«) ---- ^2’

‘^21 • • •» A? ßw) = JT4.
A =

A =

J*
 ;F 

i?
^ 

^ ^



Um die gesuchte Relation f2 = a2 zu erhalten, braucht man nur ein 
Integral hiervon zu kennen.

Das System (2) besteht aus zwei Gleichungen: 

d/*3 1 n f dtyl.2
\ 8Xm

btyia df:
8p?n 8Xm )

• &),= 0 .
&cL
sf3 *f.

(H-2 )8ip
■ (2,),2,2 = 0 .8x2 8Xm 8p?n 8Xm3

Es sei di einederen jede 2n—3 unabhängige Veränderliche enthält. 
Lösung von (24), so dass

(A, Pi — Vi.a) = 0.

Wir setzen, um zu sehen, ob di auch der Gleichung (22) genügt:

^2   $1, p2 y^2,2)’ ^3 ---  $2’P2 ^2,2)5 ^4   $31 P‘2 ¥*2,2)7 e^C*
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Aus § 18 ist ersichtlich, dass diese Werthe von p den Integrabilitäts-
bedingungen genügen. Die ganze Aufgabe ist somit darauf zurückgeführt, 
die Lösungen

fi   a21 ---- a3’ ---- a4> * • *

der Gleichungen (1), (2), (3), ... zu finden. Man wird sehen, dass diese 
Integrationen einfacher sind, als in dem Falle, wo man die Gleichungen 
jE sucht, da die Anzahl der Variablen unaufhörlich abnimmt.

75. Integration des Systems (2). — Die Gleichung (1), ausführ­
lich geschrieben, nimmt die Form an:

8{P! —
8xt ’ 8xl

d(Pi ^1,1) ^/*2
8P1 9 8p±

à (Pi 2

8x2 ’ 8x2

8 (Pi ^1,1) 8f,

8p2 9 8p2

8Xn 9 8xn
8(Pi 'fti.i) ^[2 

8pn ’ 8pn

= 0.+•••++

oder auch, wenn man die Vorzeichen ändert:

^>1,1 sf2 )0/;8f, i J* (
2 \ 8Xm 8p??i

= o,
8xl 8p 711 8Xm

eine in Bezug auf die Ableitungen von f2 lineare Gleichung, welche nur 
2n— 1 Veränderliche . . ., xn, p2, . . ., enthält. Die zugehörigen 
Differentialgleichungen sind :

äx3
^1.1 ^1,1 ^1,1

dpn &r2

^2 dpn
1 ^1,1 7i,i

f S
 fl*

Li
s wL

j
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Die Functionen d1, #2, $35 • • • genügen ebenfalls der Gleichung (21). Denn 
man hat:

(Pl — Vl.2, A) = (Pl — Vl.2. (p2 — %,2> ^l))

= — <>2-%.2, (APl-Vlä)) ~ (K (Pl-Wl.2, i>2—¥2,2))-

Die rechte Seite ist infolge der Gleichung (1') und der Voraussetzung 
über gleich Null. Mithin:

(&,, Pl — y>ia) = 0.
Ebenso :

(ßs> Pi — Via) = °> 
(A, Pi — Via) = °>

Es können nun zwei verschiedene Fälle eintreten : 1) Die eine der 
Functionen d ist identisch null; in diesem Falle ist diese Function # offenbar 
die gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen (2). 2) Eine der Functionen
û ist eine Function der vorhergehenden und von x2, welches in (2A) con­
stant ist. Dies trifft nothwendig ein, ehe man 2n—3 Functionen $ be­
rechnet hat, da die zu (2X) gehörigen simultanen Differentialgleichungen 
höchstens 2n — 4 verschiedene Integrale haben können. Man würde sich 
wie oben (Nr. 68) überzeugen können, dass dies ebenso der Fall sein würde 
mit allen Functionen die man noch weiter berechnen könnte.

Nimmt man an, dass man i verschiedene Functionen # gefunden habe
und ist:

§ = $(#2, #*),
so hat man:

öd' 8&
{&1P2 ^p2 >2) (&'2>P2 ^2,2) 4- (#1 *pa—V2,2------- 1“ (ff*'.P2—^2,2) ftcfT8x2

8fr Ô& 8&8&
f &2 8&i'8x2 Ö&L

Nach Voraussetzung ist:
= 0 (#2, ûi).

Man setze:
I O. fl# I q 8& I 1 (Ą 0

eine Gleichung, deren Integration abhängt von der des Systems:

dx2  d&l   dfto  dft3   ___ d&i^   dfri
1 #2 ff4

oder von der der Gleichung: 

di%’1

0

di0 (*>.♦»
2 5 •
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Man braucht nur ein erstes Integral dieser Gleichung

* *’ fe-1
fs (X2'> * • j ---- a2

zu kennen, um die gesuchte gemeinschaftliche Lösung 

fs O2, #1, • • v #i) = a2

zu erhalten.
Insbesondere ist es leicht, fs in dem Falle zu finden, wo #.+1 gleich 

einer Constanten Tz ist; denn alsdann ist:

di®i _ h _ hx

/s = #£ — kx2-

Offenbar nämlich hat man, wenn ($*•, p2—^2,2) = ^ ist*

(#* — kx2, p2 — ¥*2,2) = 0.

Bemerkung. Man hätte ebenso gut mit der Gleichung (22) wie 
mit der Gleichung (*21) beginnen können. Jedenfalls begegnet man hier 
nicht mehr der Ausnahme, welche die in dem vorigen Paragraphen aus­
einandergesetzte Methode illusorisch macht. Hat man

und:

#2 = (p2 — \p2i2) = einer bestimmten Constanten 

so nimmt man einfach für f2 den Ausdruck:

Jzx2,
welcher in der That giebt:

(A — kx2, p2 — yj2,2) = 0,
wie oben.

Ein sehr einfacher Fall ist der, wo man hat

A = d(x2, A),

weil sich die Hülfsgleichung reducirt auf:

dx2   d&i
1 #(æ2, #,)*

Dieselbe vereinfacht sich noch, wenn x2 oder oder x2 und ,d1 in nicht 
Vorkommen.

76. Integration des Systems (3). — Die Gleichungen des Systems
(3) enthalten 2n—5 Variable, d. h. zwei weniger als das vorherige System. 
Dieses System enthält drei Gleichungen:

¥*1,3> ff) = 0? (i*2 ¥*2,3’ ff) — 0, (Ps ¥*3,3’ ff) = 0 (^)*
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Es sei eine Lösung der beiden ersten, so dass

Ol — ¥i,3> A) = 0, (p2 — ¥2,3, A) = 0

ist. Wir substituiren dieselbe in die dritte Gleichung und bilden die Reihe:

A = CO Ps — ¥3,3)1 A = (O % — ¥3i3), ....
Es ist:

(ft — ¥1,31 O = bi — ¥1,3. (O p-i — ¥3«))
= — te—¥Sm Oi i>i—¥1,3))—(O bi—¥1,31 ¥3,3))-

d. h. infolge der Gleichungen (2') und der Definition von #4:

Oi — ¥1,3» O = 0. 

O3 ¥2,31 O =
Ebenso:

d. h. #2 ist eine Lösung der beiden ersten Gleichungen (3). Dasselbe ist 
der Fall mit #3, #4, . . .

Die Reihe der Functionen û enthält höchstens 2\n — 6 verschiedene 
Functionen; man gelangt somit zu einer Function 
der vorhergehenden und, wenn man will, von x3 ist, welches in den Glei­
chungen (Si), (32) die Rolle einer Constanten spielt. Es sei:

#1, $2, • • -, $;)•

^•4-37 •

welche eine FunctionÎ + 17

Die Functionen
jetzt $(#3, #1, . . ., fy) eine neue Function, so genügt dieselbe, wie man 
ohne Mühe sieht, (Sj) und (32). Damit sie auch (33) genüge, muss man 
wie in der vorigen Nummer haben:

. . drücken sich in derselben Weise aus. Ist*'4-27

óff i q d& 1 a+ *» nr + *» ÖÖ

und zwar braucht man hiervon nur ein Integral fé = a4 zu finden, oder 
auch ein Integral des Systems

dx^ dQ'^ d& dfti
1 #3 ©

oder ferner ein erstes Integral der Gleichung: 

dlQ'1 __
äx8*‘

77. Integration der andern Systeme und insbesondere des 
letzten. — Offenbar kann man in derselben Weise die Integration der

di-'&A 
dx3J * • *’ dx\-1)'& »t
dQ'l
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aufeinanderfolgenden Systeme (4), (5), . . (n—1) fortsetzen. Wir nehmen 
an, dass man zu diesem letzten gelangt sei, welches ist:

(Pi — Vi.n-i, fn)=0, 02 — % 

oder auch:
f n) (Pn—1 Vn—i,n—ll f”) ^,n—V

Sfn & “ 0 •+ ,n—i .»—i

dXn 

,n—i di/;2, n—i+dx2 SXn dpn

Öfn Ö'lfJn—i,w—i Sfn+ d0?n di?n öpnn—i

Man suche eine Lösung von (w—lf) und leite daraus mit Hülfe des 
Fundamentaltheorems andere Lösungen und sodann wie oben eine gemein­
schaftliche Lösung von (n—lx) und (n—12) her. Das Fundamentaltheorem 
von Jacohi giebt wieder andere und daraus kann man eine den Glei­
chungen (n — lj), (n—12), (n—13) gemeinsame Lösung finden u. s. w.

Man wird bemerken, dass die Integration der Gleichung (n—lj) abhängt 
von der Ermittelung eines Integrals eines Systems simultaner Gleichungen 
mit drei Variablen oder von der Ermittelung eines ersten Integrals einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um daraus eine den 
Gleichungen (n — 14), {n — 12) gemeinschaftliche Lösung herzuleiten, muss 
man ferner ein erstes Integral einer Gleichung finden, welche höchstens 
von der zweiten Ordnung ist; ebenso ist die Sache bei der Ermittelung der 
Lösungen, welche den 3, 4, 5, . . . ersten Gleichungen (n— 1) gemeinsam 
sind. Mithin hat man höchstens ein erstes Integral von n — 1 Gleichungen 
zweiter Ordnung zu suchen.

Kurz, man sieht, dass die Jacobi’sche Methode die Bestimmung eines 
n(n — 1) Gleichungssysteme erfordert. Untereinzigen Integrals jedes der -----0

u
diesen Systemen giebt es

1 von der Ordnung 2 (n—1), welches zur Bestimmung von f2 dient,
2 „ „
3 v V

„ fs dienen,
V f4: V

2 (n—2), welche „ 
2 (n—3), „

V fn »

Dies ist der ungünstigste Fall. Man begreift, dass man in jedem be­
sonderen Falle Vereinfachungen einführen kann, da man im Allgemeinen 
hei der Integration eines jeden der Systeme (1), (2), . . ., (n—1) mit irgend 
einer beliebigen Gleichung anfangen kann.

Manaion, Part. Differentialgleichungen.

n—1 2

11

s s a 
3
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78. Beispiel.1) — Die Gleichung sei:

Pl + (3*2 +-2«s)J>2 + (4*2 + 5*8)j% + [*4 + «5 (jp2 — p8)]p6 + — 0.
P 4

1) Wir müssen zunächst ein Integral suchen von 

Oi — Via» A) = 0,

wo die linke Seite der gegebenen Gleichung darstellt. Das zu­
gehörige Hülfssystem ist:

dxt dx2 dx6 dp2_______ ________ dPs _ #4 _ dP5
foftl.l %2 + ^S ^2 + 5^3 dlpi ,2 ,11

di>2 äx4 äx5
Man erhält daraus:

= d(P2~P3) 
P2—P31

und somit kann man das Integral dieser Gleichung für f2 nehmen, d. h. 
setzen:

fi = O2 — Bi)«'"'’ = «2-

Man leitet hieraus den Werth von p2 her, substituirt ihn in pl und 
erhält auf diese Weise:

Pi — Via =lh + (3*2 + 2*s) Os + «2e **) + (4*2 + 5«3)^3

+ l>4 + *5«2e_Xll2% +
i>4

J»2 - V2,2 = 'lh   P3   «2« X\

2) Nunmehr muss man eine gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen

(Pi ^1,2? fs) === 0, (P2 %»2? /à) === 0*

Man erhält ein Integral der zweiten Gleichung, indem man eine Lösung 
eines Systems sucht, welches die Gleichung enthält:

suchen :

dxg
1 fr/>2,2

dx.oder:
dx2   dps
T" ö"*

Man kann somit, da = const das Integral dieser letzteren ist,
setzen:

#i = ä-

*) Dasselbe ist Im s chenets ky, Nr. 89, S. 116—121, entlehnt. Graindorge 
Nr. 71, S. 70—78 giebt ein anderes aus Ampère entnommenes, welches sich 
mittels der Jacobi’schen Methode sehr einfach integriren lässt.
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Sodann erhält man:

A = — (Pi — VuvPs.) = — 2(i>3 + a2e~x>) — Sp3 = — 7 A — 2ct2e'"x‘.

Die Eeihe der Functionen $ hört hier auf. Man hat jetzt ein Integral zu 
suchen von

dfttdx1 __ ________________
1 — 7^1^-2a2e“a?1’

und dies ist fs. Man findet:

U = (A + l a2e-*')e7*' = (p3+± «2<r;*0 elx\
= «8-

Aus den vorstehenden Resultaten folgt:

= Ps + y «2«_æi — a^7x\

«2e-*1 — «3e_7xS

i*3 Va,3

i>2 — ^2,3 = Pi —

ih — Vi.8 »ah—

3) Man betrachtet sodann die Gleichungen:

(Pi — ¥h,3> A) = 0, (p2 — y2)8l A) = 0, (p3 — Vs,3, A) = °-

Die letzte hat zur Lösung A = pi = const, welche auch der zweiten 
genügt. Sodann :

^2 — (ßiiPi ^1,3) — P5

A = (A,Pi — ¥1,3) = — «1 e~æ‘ ^2 +
‘

Dies führt nach der allgemeinen Methode zu

fl = log (— j’j _ a2e~x' = - log a4)

und hieraus folgt:
Pi — Via = Pi — P^i^e~X'

Pi — ¥>3-4 = • • •

i>2 — V’2A = • • •

A — Vl,4 = • • •

4) Die letzte der Gleichungen

(i>l-V,l,4,A) = °i Oa — ^2,4,A) = °» (i’3-¥’3,4)A)=°V (P4-^4,1>A)=°

hat zur Lösung ^ = p5 = const, welche auch der zweiten und dritten 
genügt, und giebt:

1A = (A,Pi - Via) = - «3e-ri A — TT o“26“"'
«4

11*
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Man findet sodann:

h = log ft — a2e~X' + TT J X' = log «5
«4

und
^ea*e~Xl~ ^rjea*e

JPö = %

5) Nunmehr kann man auch pL, pSl p2l p1 als Functionen der x allein 
und der Constanten ausdrücken. Setzt man dann die erhaltenen Werthe 
in den Ausdruck

dz =p±dx± + p2dx2 + p3dxs + p4dx4 +p5dx5 

ein und integrirt, so findet man schliesslich:

^ = «1 + y (2ft — ft> ** + % (ft + ft)«—7#!

)e ö*J+ «5 («4*4 + ft«

Nachtrag IV zur zweiten Auflage.
Gilbert’s Darstellung der Jacobi’sehen Methode.

Herr Ph. Gilbert, Professor an der katholischen Universität zu 
Löwen, hat die Jacobfsehe Methode unter einer originellen Form dar­
gestellt, indem er insbesondere seine Aufmerksamkeit auf einige delikate 
Punkte richtete, welche sich auf diejenigen Integrabilitätsbedingungen be­
ziehen, die nicht auf identische Form gebracht sind. Wir geben nach­
stehend diese wichtige Arbeit fast vollständig wieder; dieselbe erschien in 
den Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1881, Bd. V, 2. partie, 
S. 1—16 unter dem Titel: Sur une propriété de la fonction de Poisson 
et sur la Méthode de Jacobi pour Vintégration des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, und theilweise in den Comptes rendus de 
VAcadémie des Sciences de Paris, 1880, XCI, S. 541—544, 613—616. 
Wir ändern nur die Bezeichnungen des Verfassers in die von uns bisher 
gebrauchten um.

I. Eigenschaft der Poissonschen Function (J0i*, Hk). Wir nehmen 
an, dass zwischen den Veränderlichen x und ^9 m gegebene Gleichungen

H{(xv ft,. . ft, ft, • • -, ft) — 0 (*=1,2,..., m)

existiren und dass man daraus die Werthe der m Variabein jpl7 .
Functionen der andern abgeleitet habe, so dass man hat:

ft = %Pi{Xv . . ., ft, ft,+1, . . .,pn) (*=1,2,...,»»). . (2)

(1)

Pm als• •>



wo das Symbol 2 eine Summation andeutet, welche sich auf alle Combi-
r,p

nationen zu je zweien der Indices r und s aus der Reihe 1, 2, . . m 
erstreckt.

Dies vorausgeschickt, sei u irgend eine der unabhängigen Yariabeln 
x19 . . pm+v . . ., pn. Differentiirt man die Gleichungen (1) nach u, 
so ist:

ÿPx i 
du ^

8H± 8H± dpm = 0+ +... +
dudu $Pi dp2 8pm

8H2 8H2 djPi | 8H2 8H2 dpm 
öp»i du

+ * * • + = 0+ dPi du8u ^2 • (4).
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Wir bezeichnen ferner mit A die Functionaldeterminante

à{H19 H2, . . Hm)
d(P1,P2, • • v Pm)

und mit A££ die Unter déterminante derselben, welche man erhält, wenn man 
die Kolonnen vom Index r und s und die Zeilen vom Index i und Tc unter­
drückt. Bekanntlich hat man nach einer Eigenschaft der Determinanten, 
wenn i und Je zwei verschiedene Indices aus der Reihe 1, 2, . . ., m be­
zeichnen, stets:

8(Hr, Hs) 
8(pi,pk)

& = (— \)i+kI{—l)r+sA^ ■ • (3),
r,s

8 Hm dp2 
8p2 du

und aus diesen ergiebt sich leicht: 

äPt .

8 Hm 8 Hm dp1 . 
~j77 "i

8 Hm dpm 
8p m du+ + ■■■ + = 08pt du8u

1 S(Ht, ., „ Hm) )
du 8{u,p2, . . .,pm )z/
#2 _
du 8(Pu U, . . .,pm)z/ • • (B).

1 8(H1}H2,...,Hm)
., u)

Nehmen wir irgend zwei der Gleichungen (4) und sind r und s die 
Indices der JET, welche darin Vorkommen, setzen wir ferner darin u = Xj, 
wo j eine der Zahlen 1, 2, . . ., n ist, multipliciren sodann diese beiden

dH dH
Gleichungen respective mit ------ und addiren sie, so kommt, wie

man leicht sieht:

dpm
du z/ d(p„p2 * • •

dPj dpj

8{Hr,Hs) S(Hr, Hs) dp± . 8{Hr, Hs) dp2 . .
S{Pi,Pj) äxj ^ ä(p2,Pj) dxp l_

S(Hr, Hs) dpm _ „ ,ßs 
S(pm, Pj) dXj+*(Xj,Pj)
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Multipliciren wir die ganze Gleichung mit (— l),w. A[’*, wo fl zur 
Abkürzung die Summe r + s -f“ 1 -f- 2 bezeichnet, bilden wir sodann die 
Summe aller analogen Gleichungen, welche man erhält, indem man r und s 
sämmtliche in der Reihe 1, 2, . . m enthaltenen Werthe beilegt, so er­
halten wir:

i m v/__ i äjSrJSs)
+ dXj f} ’ 1,2

I , dpm r f iV* Ar,S d(Hr, Hs)+ } Ą* Wp^T

w 1S/,s 8(Hr,Hs)
( } 112 8{Xj,Pj)

I dpt., y,___, /,* 8 {Hr, Hs)
> *>•» ö(p.2,Pj)

r,s

= 0 (7).

dp1
Man braucht jetzt nur den Coefficienten von in dieser Gleichung,dxj

nämlich
y( i va Ar’s 8(Hr, Hs)r} } "2 *tPuPj)

mit der rechten Seite der Gleichung (3) zu vergleichen, um zu erkennen, 
dass derselbe sich von A nur dadurch unterscheidet, dass in der zweiten

. an dieZeile der Determinante A die partiellen Ableitungen . .

Stelle der partiellen Ableitungen .

.Coefficient ist nichts anderes als:

. . getreten sind, d. h. dieser

Hm)
diPvPj, • • ;Pm)

dt)
Man hat ebenso für den Coefficienten von dxj

yr_____yJ1 Ar>8 $ {Er, Hs) ___ ______ 8(Ht, -B~2, . . Hm)
' ' 1,2 fi(PafPj) à(pJfp2t . . .,pm) ’

und was die Coefficienten von dxj dxj
als Determinanten, welche zwei gleiche Zeilen haben, auf Null, was man 
aus dem Bildungsgesetz (3) ohne Mühe sieht. Die Gleichung (7) reducirt 
sich also auf die folgende:

r,s

angeht, so reduciren sie sich

â(Hlf Hm) dp2£ /__ ß,s d{Hr, Hs) , ô (Hlf H2,..
1 ’ 1*2 8{Xj Pj) ^ â (pl} Pj, ..p?n) dXj

Setzen wir der Reihe nach in dieser Gleichung j = 1, 2, . . ., n und 
addiren sie dann Seite für Seite, wobei zu beachten ist, dass

Hm) dpt 0.
d(Pj,P2,--;Pm) dXjr,s

j — ny S(Hr, Hs)
ä(Xj, Pj,)

= {Er, Hs),
j = 1



0 = 2X- 1 y^{Hr,Hs)+ Z {
r,s 7 = 1 '

s (Hlt Ą Hrn) dpt d {1I1. H21..., Hin) dpd(PpP,,-.;ï>m) dx^'5 * • *>
S{PuPji—,Pm) dXj

dpiDer Coefficient von verschwindet aber als Determinante, welche
dxj

zwei gleiche Zeilen hat, für j = 1, 3, . . m und redueirt sich für j = 2

auf A. Ebenso ist der Coefficient von ~~ gleich Null für j = 2, 3, ..., m
dxj

und redueirt sich für j = 1 auf — A. Schliesslich sind uns für die andern 
Werthe j = m -f- 1, m -f- 2, . . ., n die Ausdrücke dieser Coefficienten ge­
geben durch die Relationen (5), in denen man nur u 
braucht, um zu erhalten:

zu setzen= Pj

è(Ht, H2,..Hm)
Pj, • • •> Pm)

= _ A
KPp P'2> • • M Prn)

Substituiren wir alle diese Resultate in die obige Gleichung, bemerken 
wir ferner, dass die hier auftretenden Functionen pi und p2 in Wirklich­
keit nichts anderes sind als die Functionen yj± und xp2 der Gleichungen (2), 
so finden wir offenbar das folgende Resultat:

_U /<^i §A!l
j*~n+l\tej *Pj

Man erkennt der Definition der Poissonschen Function zufolge ohne 
Mühe, dass die Grösse zwischen den Klammern in dieser Gleichung nichts 
anderes ist, als — (pl — t/h? P2 — VS)- Man a^so :

1 + 2

Z{- lf 4';: (Hn IQ + A [g ) _°.W>2
8ÏJ Wj- z

r + s 4,5 (Hn Hs) — A(pi — vi, ih — v>i) = 0.27(-l)(-1)
r,s

Kur um die Darstellung zu erleichtern, haben wir bisher die Functionen 
%Py und yj2 behandelt; dieselbe Schlussreihe ist ohne. Änderung anwendbar 
auf zwei beliebige andere Functionen xpt und Wir können somit all­
gemein die Gleichung schreiben:

i + k(- 1) r + s (Hr,Hs),_. (4(Pi — Wh Pk — Wk) — ^ ( 1)
r,s

und diese bildet die Eigenschaft der Poisson’schen Function, die wir be­
weisen wollten. Dieser Satz besteht ganz ebenso, wenn die rechten Seiten 
der Gleichungen (1), anstatt gleich Null zu sein, irgend welche Constanten 
sind, denn dieses ändert nichts an den partiellen Ableitungen der Functionen 

. .f Hm und mithin geschieht der Beweis in derselben Weise.H1 > •
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so erhalten wir:

f If
 J1

#4
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Die Gleichung (A) kann verallgemeinert werden, doch beschäftigen wir 
uns hier nur mit dem, was sich auf die Integration der partiellen Differential­
gleichungen bezieht.

II. Folgerungen. Diese Gleichung (A) giebt zu folgenden Be­
merkungen Veranlassung.

1) Wir nehmen an, dass die Functionen Ą, H2, . . Hm für irgend 
welche Werthe von r und s aus der Reihe 1, 2, . . ., m der Relation

(Hn Hs) = 0 . • • w

genügen und dass ausserdem die Determinante A nicht null ist, d. h. dass 
die Functionen H2, . . ., Hm von einander unabhängig seien. Aus der 
Gleichung (A) folgt offenbar, dass man für irgend zwei Indices i und 7c 
aus der Reihe 1, 2, .. ., m die Gleichheit hat:

(Pi — V» Pk — yjk} = o (0).

Diese Gleichung ist fundamental in der Theorie von Jacobi und be­
züglich derselben sind zwei wesentliche Bemerkungen zu machen: Zu­
nächst setzt der Beweis, den wir soeben gegeben haben, keineswegs voraus, 
dass pi, p2, . . ., pn die partiellen Ableitungen einer und derselben Function z 
der Variablen %, x2, . . ., xn nach diesen Variablen seien, sondern nur, 

m (m — 1) Bedingungen (B) erfüllt seien. — Zweitens können die

Gleichungen (B) Identitäten seih und zwar unabhängig von jeder Rela­
tion zwischen den Variablen a?x, . . ., xn, px, . . ., pn; sie können auch 
Gleichungen sein, welche aus den gegebenen Gleichungen Hx = 0, .
Hm = 0 hervorgehen. In dem einen wie in dem andern Falle finden die 
Gleichungen (C) identisch statt, welches auch die Werthe der Variablen 
#j, . . ., xni pm +i, . • -, Pn, welche darin allein Vorkommen, sein mögen­
in der That sind diese Veränderlichen in der ganzen Rechnung als un­
abhängige Veränderliche behandelt worden: Es können daher zwischen ihnen 
nur identische Relationen bestehen.

2) Es giebt in der Theorie von Jacobi noch ein anderes fundamen­
tales Theorem, welchem man begegnet, indem man den Beweis durchgeht, 
nachdem die Gleichung (A) bewiesen ist. Nehmen wir an, dass m — n 
sei und dass demzufolge die Gleichungen (1) und (2) die Werthe von 
plt) p2, . . ., pn als Functionen der einzigen Variabein xi7 x2, . . ., xn er­
geben, so kann man die Gleichung (6) schreiben:

dass die 2

• •>

S(Hr, Hs) , '■ J," S(Hr, Hs) d£i_ = o 
+ à'(Pi, Pj) dpj

Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach j = 1, 2, ».n und

Sty, Pj) ;=i
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addirt man die so erhaltenen Gleichungen, so erhält man zufolge der 
Definition des Symbols (Hn Hs):

i*= n j = n d(Rr,Hs) dPi = 0
(Hr, Hs) + £ £ .

J i == i j = 1 d(Pi,Pj) dxj

In der doppelten Summe sind aber olfenbar die Coeffieienten von
dpi dp,
-jzr nnd von einander gleiche, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen 

versehene Determinanten. Man hat daher die Gleichung:

HHr,Hs) /dpi 
ij \dxj

dxj

dpj)-0,(Hr, Hs) + Z
dXi

wo sich die Summation über alle von einander verschiedenen Combinationen
der Zahlen i und j von 0 bis n erstreckt.

Nehmen wir jetzt an , dass die aus den Gleichungen (1) abgeleiteten 
Werthe von pt, . . ., pn derart seien, dass p1dx1 + • •. + Pndxn ein exactes 
Differential ist, so hat man für alle in der obigen Reihe enthaltenen Werthe 
von i und j:

dPi __ dpj
dx: dx;j

und somit befriedigen die Functionen Ht, . . Hn für beliebige 
Werthe von r und 5, welche in der Reihe 1, 2, . . n enthalten 
sind, die Relation:

• • (*).{Hr, Hs) = 0 .

Dies ist eine der Hauptformen der von Jacobi gegebenen Integrations­
bedingungen und diejenige, die wir beweisen wollten. Selbstverständlich 
besteht das Vorstehende auch, wenn die rechten Seiten der Gleichungen 
(1) irgend welche Constanten sind.

3) Was die Umkehrung dieses letzteren Satzes anlangt, so ist dieselbe 
unmittelbar in unserer Gleichung (A) enthalten; man braucht nur noch in 
den Gleichungen (1), (2) und (A) m = n zu setzen.

Da die Functionen H±, . . ., Hn nach Voraussetzung der Bedingung 
(B) für alle in der Reihe 1, 2, . . ., n enthaltenen Werthe genügen, so hat 
man für irgend welche in derselben Reihe enthaltenen Werthe von i und h 
die Relation:

(.Pi — Wh Pk — y>k) = o,

welche Gleichung sieh, da tpi und 1/4. keinen Buchstaben p enthalten, auf 
die folgende reducirt:

__ dip/c __ ç.
8xk SXi
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und diese ist keine andere als die Bedingung der Integrabilität des Ausdrucks 
xpxdx + • • • + \pndxn. Wenn daher die Bedingungen (B) erfüllt sind, so 
sind die aus den Gleichungen (1) abgeleiteten Werthe von pu p2, . . pn 
die partiellen Ableitungen einer und derselben Function von xv . xn.

Diesen Satz, den man gewöhnlich auf etwas unnatürliche und ziemlich
• •>

heikle Weise beweist, werden wir übrigens bei unserer Darlegung der 
Jacobi’schen Methode nicht brauchen.

III. Kritik der gewöhnlichen Art der Darstellung der 
Jacob i’schen Methode. Die Nützlichkeit dieser Principien in der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen wird aus den folgenden Bemerkungen 
über den Gang, welchen man bei der Auseinandersetzung der Jacobi’schen 
Methode einzuschlagen pflegt, hervorgehen.

Es scheint zunächst, als ob weder Jacobi noch die ausgezeichneten 
Geometer, welche seine Arbeiten vereinfacht haben (Imschenetsky, Grain - 
dorge, Mansion etc.) nicht mit genügender Bestimmtheit unter den 
Gleichungen, welche die Integrabilitätsbedingungen unter verschiedenen 
Formen darstellen, diejenigen angegeben haben, welche Identitäten sind, die 
unabhängig von jeder Relation zwischen den darin vorkommenden Yariabeln 
x und p stattfinden, und diejenigen, welche bloss Gleichungen sind, die 
auf den Relationen zwischen diesen Variablen beruhen.

Denkt man sich z. B. die Gleichungen, welche die Werthe der par­
tiellen Ableitungen px, p2, • • pn liefern würden unter der Form gegeben:

H1   ^1> ïï2   Bn   ton

und löst man dieselben schrittweise auf, so dass man hat:

Pi = <Pi (xv • • •> a», tov p2, . . ., pn), 

p2 == *p2 (Xl) • • •> xm an a2) P& * * Pn)i

so hat man bekanntlich nach Jacobi (Nova methodus etc. § 6):

(Pi — <Ph Pk — q>k) = 0.

Sind diese Relationen Identitäten? Jacobi scheint dies zu sagen und 
Imschenetsky sagt es ausdrücklich. Nun genügt aber ein sehr einfaches, 
dem letzteren entlehntes Beispiel, um zu zeigen, dass dem nicht so ist. Die 
gegebene Gleichung sei:

Hi = («S& + + ailh — Ps)Pi = <h-

Die Bedingung (Ą, H2) = 0 führt zu

s2 = (x2 + x3) (p2 + p3) = «2
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als der zweiten Relation und aus diesen Gleichheiten ergehen sich die 
Werthe

__ ttj —fala + Saß»)
a(p2 —Pi)Pl = 9i =

öt2
1>2 (f>2 «2 + *3

und aus diesen erhält man ohne jede Schwierigkeit den Ausdruck:

— Pt,

[ih + p-i —X,L ö^2(Pi — 9>i> — 9t) =

Es ist klar, dass dieser Ausdruck nicht identisch null ist und es erst 
wird infolge der obigen Gleichheit H2 = a2. Man könnte diese Beispiele 
beliebig vermehren, doch genügt dieses für unsern Zweck, nämlich zu be­
weisen, dass die Integrabilitätsbedingungen unter den verschiedenen Formen, 
welche Jacobi ihnen gegeben hat, nicht immer Identitäten sind.

Dieser Punkt ist wichtig, denn bei der Jacobi’schen Theorie bedient 
man,sich dieser Integrabilitätsbedingungen, um zu beweisen, dass gewisse 
partielle Differentialgleichungen, in welchen die Yariabeln p als unab­
hängige Veränderliche figuriren, erfüllt sind. Wir wollen kurz an 
die Reihe der Schlussfolgerungen erinnern»

Nachdem man aus der gegebenen partiellen Differentialgleichung 
{Hx = ax) den Werth von pu etwa

cc(p2— Ps)

Pl ---  Yh (*^17 • • *7 P21 * * *7 Pn) .... (#),

abgeleitet hat, sucht man eine zweite Gleichung, aus welcher man den 
Werth von p2 ableiten kann:

• • (ß),/*2 (*^1j • • *7 *^«7 ß^i 1 P2? • • •) Pn) ^2 ' 

und dazu muss die gesuchte Function f2 der linearen Gleichung genügen:

■>-£ tu _ SjhSf, 
äxi ' j—2 \äPj SXj SXj SPj

Hat man also ein Integral f2 dieser Gleichung und somit die Gleichung 
(ß) gefunden, so leitet man aus den Gleichungen (a) und (ß) die Werthe 
von px und p2 als Functionen der andern Grössen ab, so dass

Pl  ’ ^lOl7 * * *7 *^«7 %7 ^27 P31 • * *7 Pn)

p2 [A2(Xxi • . •} Xni ^l 1 ^27 ^37 • • *7 Pn)

ist, und man hat infolge einer der Formen der Integrabilitätsbedingungen 
des Ausdrucks Pxdxx + •••-)- pndxn die Relation:

(Pl — Pv P2 — Pi) = 0

(Pl - Y»i. ft) = 0 0fler — #

• • (Ô)

(«)•



(Ol — Vv ft — vi) = 0
Oi — vv Ps — vs) = 0
Ol — ̂ 2» ft — n) = 0 I

und man bedient sich dieser als identisch vorausgesetzten Relationen, 
um zu den weiteren Integrationen fortzuschreiten u. s. w.

IV. Weitere Kritik. Die eben angedeutete Lücke in der Theorie, 
welche uns beschäftigt, ist nicht die einzige. Es giebt, wenn wir nicht 
irren, noch eine andere, die wir mit allem Vorbehalt, den der grosse Name 
Jacobi’s erheischt, formuliren wollen.
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Sodann muss man eine dritte Relation, welche den Werth von p3 
liefert, von der Form

f3 fal 1 * • •: %ni P31 • * •> Pn) ----- ü3 ... . (£)

finden und dazu muss man eine Function f3 bestimmen, welche gleichzeitig 
den beiden linearen partiellen Differentialgleichungen genügt

Ol — ft) = 0> O2 — ft) = 0 • • • • (v)-
Es sei t ein Integral der ersteren; man bildet den Ausdruck

k = (ft — 0
und zeigt mit Hülfe der berühmten Identität:

A (B, C)) + (.B, (C, Ä)) + (C, (A, B)) = 0,

dass t± ebenfalls ein Integral der ersten der Gleichungen (rj) ist, indem man be­
merkt, dass (p1—jUi, t) zufolge der Voraussetzung und (p1—jal) p2—ju2) 
infolge der Bedingung (£) gleich Null ist. Da aber in der ersten der Glei­
chungen (rj) die Variablen p3, . . ., pn als unabhängige Veränder­
liche figuriren, so ist es, damit 4 ein Integral im wahren Sinne des Wortes 
sei, unerlässlich, dass die Gleichung (e) für beliebige Werthe dieser Vari­
ablen stattfinde oder in Bezug auf alle in ihr vorkommenden Variabein 
eine Identität sei. Dieser Punkt ist es nun, auf den unserer Ansicht 
nach nicht mit genügender Bestimmtheit hingewiesen worden ist.

Dieselbe Bemerkung findet bei jeder weiteren Operation der Methode 
statt. Ist die Gleichung (£) gefunden, so leitet man daraus den Werth 
von p3 her, trägt denselben in die Gleichungen (<3) ein und hat auf diese 
Weise:

Pi = P2 = PS = VS.

wo vv v2i v3 Functionen von xn, air a2, a3, pn sind. Die
Integrabilitätsbedingungen liefern zwischen diesen Ausdrücken die Relationen :
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Worauf stützt man sich, wenn man die Exactheit der Relationen (€), (k) 
und anderer analoger, welche eine so wichtige Rolle in dieser Theorie spielen, 
voraussetzt? Auf das folgende von Jacob i aufgestellte Theorem (Nova 
methodus § 12): „Sind px,.. ,,pn Functionen der Veränderlichen x17 x2,..xn 
von solcher Beschaffenheit, dass pxdxx p2dx2 + • • • + Prßxn ein exactes 
Differential ist, und drückt man zwei dieser Functionen pi und pk mittels 
der Variablen x und anderer Grössen p in beliebiger Anzahl aus (was auf 
unendlich viele Arten geschehen kann), so hat man immer, wenn q>t und 
(pk die Werthe derselben bezeichnen, die Bedingung:

(pi — <jPi, pk — <Pk) = 0.“

Bestimmt man aber unter Einhaltung des Ganges, den wir oben re- 
sumirt haben, der Reihe nach die Gleichungen:

fl ---- aV * • •?

welche zusammen mit der Gleichung (a) das integrable System bilden sollen, 
aus dem man für pl7 . . ., pn solche Werthe muss ableiten können, dass 
Pidxi -f- ♦ • • + pndxn ein exactes Differential ist, so weiss man in dem Augen­
blicke, wo man irgend eine dieser Gleichungen (/?), (£), . . . erhalten hat, 
noch nicht, ob sie wirklich zu jenem System gehört.

In der That, die Function f2 z. B. muss der linearen Gleichung (y) ge­
nügen. Nun hängt die Integration dieser Gleichung (y) von derjenigen 
eines Systems von 2n—2 gewöhnlichen Differentialgleichungen ab, welches 
2n—2 verschiedene Integrale besitzt, und man nimmt willkürlich eins dieser 
Integrale f2 = a2 (vorausgesetzt, dass es p2 enthält), um daraus die 
Gleichung (ß) zu bilden, ohne sonst zu wissen, ob es gerade dasjenige ist, 
welches mit (a) und anderen zu suchenden Integralen combinirt das System 
bildet, vermittelst dessen man passende Werthe für pi7 p2, . . . erhalten 
kann. Nichts berechtigt also bisher, auf die Werthe pv = p2 — 
welche aus den Gleichungen (a) und (ß) abgeleitet sind, diese Relation (s) 
anzuwenden, welche zufolge des Satzes von Jacobi ausschliesslich für die­
jenigen Werthe von px und p2 gilt, welche aus dem integrablen System, 
d. h. aus dem System von Gleichungen sich ergeben, welches für P\,p2--- 
Werthe giebt, die pLdx4 +•••-}- pndxn zu einem exacten Differential 
machen.

Ebenso muss man, um die Function f3 aus der Gleichung (£) zu 
finden, eine Function suchen, welche gleichzeitig die Gleichungen (rj) erfüllt. 
Nun weiss man aber, dass mehrere Functionen existiren, welche diese Eigen­
schaft besitzen; dieses ergiebt sich schon aus der Methode, welche man an­
wendet, um eine zu finden. Man ist also nicht sicher, dass diejenige, welche 
man wählt, indem man sich im Allgemeinen durch die Einfachheit der



Nachtrag IV.174

Rechnungen bestimmen lässt, gerade diejenige ist, welche, einer Constanten 
as gleich gesetzt, eine der Gleichungen des integrablen Systems liefert. 
Hiernach hat man aber nicht das Recht, auf die ♦ aus den Gleichungen 
(a), (ß) und (£) abgeleiteten Ausdrücke

Pi = Ä = v2i Ps = ^3

die Relationen (u) anzuwenden, welche voraussetzen, dass dieselben zu dem 
integrablen System gehören.

Und diese Bemerkung wiederholt sich bei jedem weiteren Schritte.
Aus allem diesem dürfte hervorgehen, dass das Integrationsverfahren, 

wie es seit Jacobi stets dargestellt wurde, nicht auf genügend sicher fest­
gestellten Principien beruht.

V. Neue Darstellung. Alle diese Schwierigkeiten verschwinden 
und die Theorie gewinnt bedeutend an Einfachheit, wenn man von den in 
unserer Nr. I und II dargelegten Principien Gebrauch macht. Wir wollen 
kurz den Gang der Beweisführung in diesem Falle angeben.

Indem man ebenfalls von der gegebenen Gleichung H± = a1 ausgeht, 
aus der man den Werth von p± unter der Form (a) ableitet, schreibe man 
diese letztere Gleichung folgendermassen :

Pi — v> i = °;
sodann gehe man zur Ermittelung der zweiten Gleichung:

/*2 (*^1> • • •» ^1? P21 • • v Pn) ----  ^2 • *

Nun liefert uns nach dem oben in (II, 2) bewiesenen Satze die Gleichung 
(B), in welcher Hr = p1 — Hs = f2 zu setzen ist, zur Bestimmung 
der Function f2 die lineare Gleichung:

• • (ß)-

(ft — Vi» /*) = 0 (/),

von der man nach der bekannten Methode ein Integral sucht. Sind die 
Gleichungen (a) und (ß) gefunden, so leitet man daraus die Werthe p1 — 
p2 = ju2 von p± undj?2 als Functionen der andern Veränderlichen her und 
erhält unmittelbar zufolge der Gleichung (y) und des Zusatzes 1 der Nr. II 
oder zufolge der Gleichung (C) die Relation:

• • («)•(.Pi —ft. ft — A**) = 0 • •

Diese Gleichung (s) ist ferner, wie wir bewiesen haben, eine Iden­
tität, wodurch jede Schwierigkeit in der weiterhin zu machenden An­
wendung derselben beseitigt ist.
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Indem wir sodann zu der Ermittelung der Gleichung

fz(x 15 • • *J Xni a2i P31 • • •» ä) == ^3

gehen, setzen wir in dem Theoreme (II, 2) H± — p1 — pv H2 — P2 — 
H3 = f3 ; dieses Theorem besagt, dass f3 gleichzeitig den Gleichungen

• • &

(Pl — fh, fs) = °» (Pi — -«2. fs) = 0 • • • (»?)

genügen muss. Hat man auf dem von Jacobi angegebenen Wege eine 
Function f3 gefunden, welche gleichzeitig diesen beiden Gleichungen ge­
nügt, und hat man, indem man dieselbe einer Constanten a3 gleichsetzt, die 
Gleichung (£) gebildet, so besitzen offenbar die aus den Gleichungen

Pi — fh = °> P2 — Pi — 0, pa — fi3 = 0

abgeleiteten Werthe ^ p2 — v2, p3 = v3 die durch die Gleichungen
(K) definirten Eigenschaften. Man braucht dazu nur zu setzen H1 = p± —p 1, 
H2 = p2 — Pï-, H3 — f3 und zu bemerken, dass zufolge der Gleichungen 
(s) und (rj) und zufolge des Zusatzes (II, 1) die Gleichung (0) hier 
anwendbar ist. Ferner sind diese Gleichungen (k), wie schon bemerkt, 
identisch, was unerlässlich ist für die Anwendung, die man fernerhin von 
ihnen macht.

In derselben Weise fährt man fort, ohne dass man sich darum zu kümmern 
hätte, ob die Gleichungen f2 = a2, f3 = a3, . . ., welche man nach und nach 
erhält, wirklich zu dem System gehören, welches p1dx1 + • • • + PrAxn 
zu einem exacten Differential macht; denn bei unserer Methode sind die 
Relationen (s), (k) und andere analoge Folgen der bereits erhaltenen Glei­
chungen und keineswegs Folgen der Voraussetzung, dass diese Gleichungen 
zu dem integrablen System gehören.

Erst am Ende der Integration, wenn man die n Gleichungen^ = Ä19 
f2 = a2, . . ., fn = an, welche nothwendig sind, um pv p21 . . ., pn als 
Functionen von xv x2, . . xn darzustellen, erhalten hat, giebt uns derselbe 
Zusatz (II, 1), wenn man ihn in derselben Weise auf die aus diesen 
Gleichungen abgeleiteten Ausdrücke

P\ ------- (#11 • • •? • • *5 ®n)i

P2 ---  ^2 (*^l> * • •> Xw ^1) ^21 * * *>

Pn   Hu (xli • • *5 %ni • • •» ^w)

w (n—1)
anwendet, unmittelbar die —^ identischen Relationen :

(Pi — Pk — 7tk) = 0,
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wo i und Je irgend welche Werthe aus der Reihe 1, 2, . . n sind. Nun 
reduciren sich aber diese Relationen der schon (II, 3) gemachten Bemerkung 
nach auf die folgenden

ÖTZi 8nk
8xk ÖXi

und zeigen somit, dass 7tv . . ., nn gerade die Ausdrücke von pv . . pn 
sind, welche pxdxt +'•••+ Pn^xn zu einem exacten Differential machen.

Die in den Nr. I und II dargelegten Principien sind nicht minder 
nützlich in der Theorie der Integration der simultanen Gleichungen : sie 
beseitigen unmittelbar die Schwierigkeiten, welche Bour in dieser Theorie 
übrig gelassen hatte, und führen in natürlicher Weise zu der Methode 
von A. Mayer.



8. Kapitel.

Integration der simultanen partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung,

§ 21. Allgemeine Theorie. Methode von Bour.1)

79. Fall, wo die gegebenen Gleichungen nach m der Grössen 
P aufgelöst sind. — Nehmen wir an, dass man eine gemeinschaftliche 
Lösung der m Gleichungen

Pi Wi (Xh * * •? Xni Pm*V * • •» Pn) .... ),

P2 = %(*!) * Pn) .... (12),. ., Xn) pn. . .,

Pm ---- y)m{x\i • • •» xni Pm+\i • • •? i?/?) .... (l,w)

zu suchen habe, so kommt die Aufgabe darauf zurück, n — m neue Re­
lationen zwischen den p und den x von solcher Art zu suchen, dass die 
Werthe von pll . . ., p2 als Functionen der x, welche man aus diesen neuen

*) Sur Vintégration des équations differentielles partielles du premier et du 
second ordre. (Journal de l’école polyt. 89. Heft, S. 149—191), insbesondere § III, 
S, 168—174. Die Methode von Bour ist auseinandergesetzt in Graindorge 
VIII, S. 73-89; Imschenetsky, § 23, S. 121—136; Collet (Ann. de l’école 
normale supérieure, Bd VII, S. 7—47). Die Methode von Bour enthielt einen 
leichten Irrthum, der von diesen verschiedenen Autoren ebenfalls begangen und 
von Mayer in einer ausgezeichneten kleinen Abhandlung (Math. Annal., Bd. IV, 
S. 88—94), deren wesentlichen Inhalt wir hier wiedergeben, berichtigt wurde. 
Dieselbe ist betitelt: „Über die Integration simultaner partieller Differential­
gleichungen der ersten Ordnung mit derselben unbekannten Function.“ Imsche­
netsky, § 26, S. 145—156, wendet die allgemeine Theorie auf die unmittelbare 
Bestimmung der Integrabilitätsbedingungen eines Differentialausdrucks an.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 12
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und den gegebenen Gleichungen ab leiten kann, den Ausdruck

dz = pydX} -J- p2dx2 + . •. + Pnd%n • • (2)
integrabel machen.

Es folgt daraus, dass man für die Werthe von i und von Je, welche 
in der Reihe 1, 2, 3, . . m enthalten sind, haben muss:

(Pi — Wh Pk — Wk) = o

Man hat hier drei Fälle zu unterscheiden.
I. Es ist möglich, dass die Gleichung (3) identisch erfüllt 

ist für alle Werthe von i und Je.
In diesem Falle findet man den Werth von #, indem man sich der 

Jacob i’schen Methode für den Fall einer einzigen partiellen Differential­
gleichung von dem Augenblicke an, wo man bereits m Relationen zwischen 
den p und den x kennt, bedient.

Man sucht also n—m andere Relationen

fl ^1? f2 ^2 ? •*•>/*/n—m ®n—m

(3).

zwischen den p und den x und findet eine Lösung, das sogenannte voll­
ständige Integral mit n — m \ willkürlichen Constanten.

II. Man kann möglicherweise für ein oder mehrere Werth­
systeme von i und Je

(Pi — Wh Pk — Wk) = const
oder:

(Pi — Wh Pk — Wk) = F(x\, x2, . . ., xn)
finden.

In diesem Falle haben die Gleichungen (1) keine gemeinschaftliche 
Lösung, da es entweder absolut unmöglich ist, der Bedingung (3) zu ge­
nügen, oder man derselben nur genügen könnte, indem man F — 0 setzt, 
d. h. indem man annimmt, dass zwischen den x eine Relation besteht.1)

III. Man kann möglicherweise für ein oder mehrere Werth­
systeme von i und h

(Pi — V>U Pk — Wk) = /'O'l, • • •> Pm+V • • •> Pn)
finden.

In diesem Falle ist ersichtlich, dass, wenn das gegebene System eine 
Lösung hat, die Relationen, welche noch zwischen den x und den p zu 
suchen bleiben, derart beschaffen sein müssen, dass man für jede Function 
f hat:
_______________ f{x1, • • -I Pm+1, • • -, Pn) = 0.

x) Man würde jedoch untersuchen können, ob man sich nicht in dem Falle 
der halblinearen Gleichungen von Lie befindet, von denen wir oben (Nr. 14) 
nur die Definition haben geben können.
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Mithin müssen, und darin besteht im Wesentlichen die Methode von 
Bour, alle diejenigen von diesen Gleichungen f ===== 0, welche von ein­
ander verschieden sind, zu dem ursprünglichen System hinzugefügt werden, 
da sie ebenso wie die gegebenen Gleichungen selbst erfüllt sein müssen.

Das in dieser Weise vervollständigte System muss wie das ursprüng­
liche System behandelt werden; tritt der Fall I ein, so vollendet man die 
Auflösung nach der Methode von Jacobi; kommt man auf den Fall II, 
so hat die Aufgabe keine Lösung; begegnet man dem Falle III, so muss 
man zu den gegebenen Gleichungen noch neue Gleichungen hinzufügen und 
bezüglich eines dritten aus dem vorigen System und den neuen Gleichungen 
bestehenden Systems dieselbe Untersuchung anstellen. U. s. w.

Offenbar kommt man zuletzt auf den Fall I oder auf den Fall II. 
Kommt man insbesondere auf ein System mit mehr als n Gleichungen, so 
ist die Aufgabe unmöglich.

80. Fall, wo die Gleichungen in impliciter Form gegeben 
sind. — Es seien

H, = 0, H2 = 0, . . „ Hm = 0 . . . . (I1)

wo H eine Function von xv x2, . . ., xn, pv p2, . • pn bezeichnet, die ge­
gebenen Gleichungen. Wie oben beweist man, dass man für die Werthe 
von i und 7c, welche nicht grösser als m sind,

(30(Hh Hk) = 0

haben muss. Man findet ebenfalls, dass drei Fälle zu untersuchen sind 
analog den obigen, ausserdem aber noch ein vierter, der Bour entgangen 
war und auf den Mayer aufmerksam gemacht hat.

I. Die Gleichungen (3') sind identisch erfüllt für alle Werthe 
von i und 7c, die nicht grösser als m sind. In diesem Falle führt 
die im § 19 auseinandergesetzte Jacobi’sche Methode am häufigsten zur 
Lösung; wenn nicht, wende man die Methode des § 20 an.

II. Man findet für ein oder mehrere Werthsysteme von i und 7c:

(Hi, Hu) = const

(Hi, Hk) — F (x^, .. ., xn, H±, H2, • • .> Hm), 

(H, Hk) = F(x1: . . ., xn, 0, 0, 0, . . . 0).
d. h.

In diesem Falle haben die Gleichungen (10 keine gemeinschaftliche

III. Man hat für ein oder mehrere Werthsysteme von i und 7c: 

(Hh Hk) = f(xv x2, . . x,„ pv .. p„).

Lösung.

12*
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In diesem Falle füge man die Gleichungen f = 0 zu dem ursprüng­
lichen Systeme hinzu und diskutire das vervollständigte System in derselben 
Weise wie das ursprüngliche System, wobei man den Fall IV mit zu be­
rücksichtigen hat.

IV. Endlich ist es möglich, dass die Gleichungen (3') be­
friedigt sind, aber nicht identisch, sondern zufolge der Glei­
chungen (1') selbst. Dies tritt z. B. immer ein, wenn die linken Seiten 
der Gleichungen (1') vollkommene Quadrate sind:

hl = 0, hl = 0, . . ., hl = 0,

da jedes Glied von (Hi, Hk) alsdann den Factor ht hk enthält. In diesem 
Falle muss man auf die Methode des vorigen Paragraphen zurückgreifen, 
um zu sehen, welcher der Fälle I, II oder III eintritt.

Bemerkungen. I. Es sei:

— (Hu Hk).

Nach dem Satze von Jacobi hat man:

(Hj, Hm+1) = (Hj, (Hi, Hk)) — - (Hh (Hk, Hj)) - (Hkr(Hj, H)).

Ist nun bereits:

(Hk, Hj) = 0, (Hj, Hi) = 0,

so findet man ohne neue Rechnung:

(Hj, Hm+1) = 0.

II. Mag man die Gleichungen in der einen oder der andern Form an- 
wenden, in jedem Falle müssen die Gleichungen eines jeden betrachteten 
Systems algebraisch mit einander verträglich sein.

81. Besonderer Fall, in welchem man nicht auf die Gleichungen
p — xp = 0 zurückzugehen braucht.1) — Nehmen wir an, dass man 
die m Gleichungen H = 0 der vorigen Nummer nach pv p2, . . pm auf­
gelöst habe und dass man darauf in diese Gleichungen wiederum die ge­
fundenen Werthe von pv p2, . . ., pm eingesetzt habe, so werden dieselben 
zu Identitäten und man hat infolgedessen:

. dH
dx ‘ dx
dH ■ i dH dipm _ q

‘ dpm dx ~ T

2) Die Bemerkung dieser Nummer rührt ebenfalls von Mayer her (Math. 
Annal. Bd. IV, S. 93—94).
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eine Gleichung, die man auch schreiben kann: 

dH ___ dH d (p±—tyj . « dH d(pm —tym )
“t"-” ^ ~dpm "dx dxdPt dx

Ebenso hat man:

dH   dH dip-L—tyt)
dp dpt dp

selbst für p = pvp2, - • Pm- Mithin:

{HU Hk) = 22 ^ (pr - yv, ps - y>,).

Lösen wir diese Gleichungen nach (pr — tpn ps — ips) auf, so ist der 
Nenner des Werthes dieser Ausdrücke das Quadrat der Determinante

d(H±, H2, . . Hm)
d {.Pi 5 • ♦ *9 Pm )

in der man sich^, p2, . . ,,pm durch ihre Werthe ersetzt denkt. Ist diese Deter­
minante nicht null, so werden im Allgemeinen die Gleichungen (Ą, H/{) = 0 
die Gleichungen (pr — ps — ips) = 0 zur Folge haben, und man braucht 
somit, da der vierte Fall in der Analyse der vorigen Nummer nicht in 
Betracht kommt, bei der Anwendung der Methode von Bour einzig und 
allein Gleichungen von der Form (AT*, Hk) = 0 zu benutzen.

Dies tritt insbesondere stets in dem Falle der linearen Gleichungen 
ein, da die Determinante nicht mehr p^ p2, . . ., pm enthält.

82. Beispiel1). Wir wollen die Gleichungen betrachten:

-öl = PlPs — = °>

H2 = p2 Pi — xyxs = 0,

welche in Bezug auf px und p2 linear sind und auf die man somit die 
Methode der Nr. 80 anwenden kann, ohne auf den Fall IV Rücksicht 
nehmen zu müssen.

dH d(pm — tym)
+ ••• + Spm SP

m m

1 1

A) Imschenetsky, Nr. 105, S. 188—136; Collet S. 44—47; Graindorge 
Nr. 79—83, S. 77—85. Wir geben dieselbe Lösung wie Imschenetsky; Collet 
giebt eine complicirtere Lösung, indem er von der folgenden gemeinschaftlichen 
dem zweiten Werthsystem der p entsprechenden Lösung der Gleichungen ausgeht:

(s)'f — x2x4 — x4x3

Dieser Werth ist mit Hülfe der Lösung x4 — x^x^p^—2 der ersten der drei zu 
integrirenden linearen partiellen Differentialgleichungen gefunden. Graindorge 
reproducirt diese beiden Lösungen unter einer andern Form und giebt ausserdem 
eine dritte Lösung nach der Methode von Lagrange, nachdem einmal die Werthe 
von p19 p2, p3 erhalten sind. Ein anderes Beispiel findet sich weiter unten (Nr. 93).
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Man findet : *
(fll, H2) = xxps — X2p2 + xsp3 - xxpx.

Setzt man:
H3 = xxpx — x2p2 + x8ps — xxpx = 0,

(#1, Hs) = — 2 (pxp3 — x2xx) = — 2 Hi = 0,

(Ą, Ą) = + 2 - «i*8) = + 2 H2 = 0.

Aus den drei Relationen HY = 0, H2 = 0, H3 = 0 erhält man
die beiden folgenden Werthsysteme für ih, P21 Ps:

so hat man:

Ą = —, Ą = —. A = —,1 î>4 2 P4 S X3

p4a?4 ava?» #.#<>
j?2 = P* = -L-^.*1 a?4 ’ jp4 d jp4

Das zweite Werthsystem wird erhalten durch Vertauschung der Indices 1 
und 3 in dem ersten. Die Lösung der Aufgabe in dem einen Falle giebt 
somit durch dieselbe Vertauschung die Lösung in dem andern. Wir wollen 
das erste System nehmen. Man hat die Jacobi’sche Methode auf das 
System von simultanen linearen Gleichungen anzuwenden:

Oj — x2x3jpZ1, f) = 0,

(.Pi ^i^sPi 1 f) ===

Os — Pix*x~^ f ) = °>

in denen f eine Function von xt, x2, x3) a?4 und pL ist. Die beiden ersten 
dieser Gleichungen sind, ausführlich hin geschrieben:

Sie haben als gemeinsame Lösung vx = p±. Setzen wir diesen Aus­
druck in die linke Seite der dritten ein, so finden wir eine zweite den 
beiden ersten gemeinschaftliche Lösung, nämlich d2 = pL%3~1. Es giebt 
keine andere von und #2 unabhängige weiter. Die den drei Gleichungen 
gemeinschaftliche Lösung muss sodann der Gleichung genügen:

dx3 ___  d&L , d&.
oder = dxq

«■1 «i x3

Dieselbe führt schliesslich zu der gemeinschaftlichen Lösung

P.4 =

o" 
d

CM 
<N

I 
I 

rłł

*r*r+ + $r
|ą
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Aus diesem Werthe von pL und den obigen Resultaten erhält man
dann:

Pl = f > P> = Ps = «*4>

" (*2^1 + Xldxi) + « (M*8 + *8«fc4)>de =

1
Z = — XXX2 + ^3^4 + &♦

Durch Vertauschung der Indices 1 und 3 findet man eine andere
Lösung:

\ x3xs + axlxi + b.z =



4. Kapitel.
Methode von Clebsch für die Integration der linearen 
partiellen Differentialgleichungen, zu denen die Jacobi’sche 

Methode führt.1)

§ 22. Zurückführung eines vollständigen Systems linearer Gleichungen 
auf ein Jacobi’sches System oder die Transformation von Clebsch.

88. Eigenschaft eines vollständigen Systems. — Es sei gegeben 
ein System linearer homogener partieller Differentialgleichungen :

= 0, A2z = 0, . . Auz = 0 . . • • (1),
in denen

dz (l:

ist. Sollen die Gleichungen des gegebenen Systems eine gemeinschaftliche 
Lösung haben, so müssen, wie wir im § 17 gesehen haben, für alle Werthe 
von i und k, welche nicht höher sind als ja, die Gleichungen bestehen:

H + at«*5Tdx2

(A;Ak Ak-A-ijz — 0 • • (2).

*) Clebsch, Über die simultane Integration linearer partieller Differential­
gleichungen (Crelle’s Journ. Bd. 65, S. 257—268), S. 257—266. In der ersten 
französischen Auflage dieses Werkes hatten wir nach Clebsch die im § 23 aus­
einandergesetzte Methode die Weiler’sche Methode genannt, aber Weiler hat 
bemerkt, dass seine Methode von der in diesem Kapitel auseinandergesetzten 
verschieden ist. Weiler hat zahlreiche Arbeiten über die partiellen Differential­
gleichungen veröffentlicht, welche man in den folgenden Journalen findet: 
Grünert’s Archiv 1858, Bd. 38, S. 268—284; Schlömilch’s Zeitschrift, 1863, 
Bd. 8, S. 264-292; 1875, Bd. 20, S. 83—92, 271-299; 1877, Bd. 22, S. 100—125. 
Die Weiler’sche Methode wurde von Mayer in den Math. Ann. 1875, Bd. 9, 
S. 347—370 einer kritischen Untersuchung unterzogen. Es fehlte uns an Zeit, 
um eine Analyse dieser Arbeiten von Weiler zu geben. In dem Jahrbuch über 
die Fortschritte der Mathematik 1877, Bd. 9, S. 265 sagt Mayer über die letzte 
Abhandlung von Weiler: „Der Aufsatz bringt eine neue, von den früheren 
Mängeln befreite Darstellung der Weiler’schen Integrationsmethode.“
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Sind diese Relationen identisch erfüllt, so nennt Cleb sch das gegebene 
System ein Jacob i’sches System; ist die linke Seite der Gleichungen (2) 
eine lineare Combination der Gleichungen (1), so nennt er es ein voll­
ständiges System, und wir wissen, dass die Gleichungen (1) in diesem Falle 
ebenfalls eine gemeinschaftliche Lösung haben, wie wir im vorigen Kapitel 
gesehen haben. Wenn endlich die Gleichungen (2) nicht für alle Werthe 
von i und 1c erfüllt sind, so kann man nach der Methode von Bour das 
gegebene System in ein vollständiges System transformiren, oder sich über­
zeugen, dass es keine Lösung hat. Man braucht also nur die vollständigen 
Systeme und die Jacobi’schen Systeme zu betrachten.

Dies vorausgeschickt, sei das vollständige System (1) gegeben. Es 
seien ferner

Mz = mxAve + m2^2z + • • • + — 0
Ne — nxAvz + n2Ä 2e + • • • + n^A^z — 0

zwei lineare Combinationen der gegebenen Gleichungen; dann gilt dasselbe von

MNz — NMz = 0.
Man hat nämlich:

MNz = mxA{ (nxAxz + n2A2z + • • • + n^A^s) 

+ m,2Ä, (nxA\Z + n2Ąz + • • • + n^A^)

+ tUpApfaA + n2A2z + • • • + tipApiß)

= (Mnt X Ą.0 + • • • + Mn« X Ąji) + Im^kĄAkg.
Mithin:

,a„a

(MN — NM)e = Z(Mfii — Nmi) X Ate + Zmink(AiAk — AkA\)e.
i,i

Der erste Theil der rechten Seite ist von selbst eine lineare Combi­
nation der gegebenen Gleichungen; dasselbe ist infolge der Gleichungen (2) 
mit dem zweiten Theile der Fall. Mithin schliesslich:

In einem vollständigen System kann man eine gewisse An­
zahl von Gleichungen durch eine gleiche Anzahl anderer Glei­
chungen, welche Combinationen der gegebenen Gleichungen sind, 
ersetzen, ohne dass es aufhört, ein vollständiges System zu sein.

84. Réduction eines vollständigen Systems auf ein Jacobi’sches 
System. — Es seien

^1, ^2 » • • •)

fjt willkürliche Functionen und es mögen die Gleichungen

B±e = 0, B2z = 0, Bsz = 0, . . ., B^z = 0 . . (3)
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aus den folgenden Relationen sich ergeben haben:

A^z = Aiui . B±z + iu2 • %2S + • • • + Ą 

A^Z = A2Ul . BXZ + ^2u2 • ^2Z + * • • + A2Ufl . B^z
• (4).

■4^ = -4/*% • Blg + 4«M2 • + ■ ■ ■ + A&ft • Ąt*

Das System (3) ist alsdann ein Jacobi’sches, d. h. man hat identisch:

(BiBk — BkBi)s = 0 . .

Setzt man nämlich in den Gleichungen (4) der Reihe nach z = uv 
. z = v,p, so findet man, wie leicht zu sehen:

Bxui = 1, -B2mi = °> Bsui = 0, . . . = 0 (6l),
-B1m2 == 0, J?2w2 = 1, -R3W2 = 0, . . . BpU% — 0 (®2),

• • (5).

!> •

— 6, B2u^ — 0, B%u^ — 0, . . . B^Up — 1 (6/u)>

B{Uk = 0, BiUi = 1 . .

Der Nr. 83 zufolge ist (ĄĄ — BkB})Z eine lineare Combination 
der Ausdrücke Az oder nach (4) der Ausdrücke Bz. Mithin:

(BiBk — BkBi) z = C±Bxz + C2B2z + C3B3z + • • • + C^B^z = 0 (7).

Setzen wir in dieser Gleichung z = uv z = u2, . . ., z = so

d. h.
. . (6).

folgt :
C± = 0, C2 = 0, . . Cu= 0

infolge der Relationen (6). Mithin ist schliesslich die Gleichung (5) iden­
tisch befriedigt.

Zusatz. Das Jacobi’sche System (3) ist so beschaffen, dass man 
ju — 1 verschiedene Lösungen einer jeden der Gleichungen kennt, welche 
dasselbe bilden, und zwar geht dies aus den Gleichungen (6) hervor.

85. Integration des Systems der Gleichungen Bz = 0. — Die 
Methode besteht, wie bereits erwähnt, darin, dass man zunächst eine Lösung 
der ersten Gleichung, sodann eine Lösung der beiden ersten, darauf eine 
der drei ersten Gleichungen u. s. w. sucht. Jedoch vereinfacht sich die 
Lösung infolge des Zusatzes in voriger Nummer. Nimmt man nämlich an, 
dass man eine Lösung dx der i — 1 ersten Gleichungen gefunden habe, 
welche von den unmittelbar bekannten Lösungen, welche etwa ui+lJ ..., 
seien, verschieden ist, und setzt man

02 = M» 4} = BĄ,.. • •)
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so werden #2, #3, . . . ebenfalls Lösungen der i — 1 ersten Gleichungen 
sein. Da man für i — 1 Gleichungen mit n unabhängigen Veränderlichen 
nicht mehr als n — (i — 1) gemeinschaftliche Lösungen finden kann, so 
ist man sicher, dass die Reihe der Werthe

#1, ü •} $rj 4-1» * • •» ua •

nicht mehr als n — (i — 1) verschiedene Werthe enthalten kann. Somit 
ist r höchstens gleich n — ju. Wir suchen alsdann, wie wir dies oben 
gethan haben, eine Function

• • (8)2 » ‘ •

. Ür, Uij . . .,

welche der Gleichung BLz = 0 genügt. Dazu muss sein: 

BĄ d*

0(01, Û2) *

+ M wt+■ ■ +** Z+*•*£■+•■■+** £ - o.

Wegen der Definition der û und der Gleichungen (6) reducirt sich 
diese Gleichung auf

£ + *& + **£+-"+*'«3S-0-

worin eine Function der andern Lösungen der i — 1 ersten Glei­
chungen Bz = 0 ist. Somit vereinfacht die Existenz der Gleichungen (6) 
die Ermittelung der Reihe (8) sowie die Hülfsgleichung.

Die vollständige Lösung des Systems (2) wird mit Hülfe der im 
vorigen Kapitel angegebenen Methoden bewirkt.

• w-

§ 23. Methode zur Integration der simultanen linearen partiellen Diffe­
rentialgleichungen, zu denen die Jacobi’sche Methode führt.1)

86. Besondere Bezeichnungen und Festsetzungen für die An­
wendung der Methode des vorigen Paragraphen. — Der grösseren 
Bequemlichkeit wegen schreiben wir die Systeme der Nr. 67 folgendermassen :

(ii),M = o .............................................

Hi-Hg = 0, A^Hß = 0

A±H, = 0, A2Hl = 0, ASH^ = 0
(U

(U

AiHn — 0, Aÿlîn — 0, AßHn — 0,...., An__^Hn — 0 (ln_1),

*) Wir verbessern hier nach der Abhandlung von Cleb sch einen Irrthum, 
der sich bei der ersten (französischen) Auflage dieses Buches eingeschlichen und 
auf den uns Herr Hamburger in seiner Recension unseres Buches (Hist, fiter. 
Abtheilung von Schlömilch’s Zeitschrift 1877, Bd. XXII, S. 41—48) gütigst 
aufmerksam gemacht hatte.
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und die transformirten Systeme wie folgt:

(i'i),BuJk = 0.........................................................

Ą,2^3 ===: ^ ^2,2^3 === ^..........................

= 0, B2j3H4 = 0, B3:3H4 = 0 (ls),

Blin_1Hn — 0, B2n__1Hn — 0, B3in__1Hn — 0,Bn_lirl_1Hn 0(1

Um die Transformation von Clebsch auszuführen, halten wir uns an 
die folgenden Eegeln: 1) die u sind dieselben für das System (1,*) wie für 
das System (1^), nur dass man zur Transformation von (I,-) eine Function 
U( mehr nimmt. 2) Diese Function Ui ist eine Lösung der i — 2 ersten 
Gleichungen des transformirten Systems (l'^). 3) Da die Systeme (1J, 
(12), (13), . . (ln—1) nicht unabhängig sind, sich jedoch ein jedes von ihnen
nur durch Hinzufügung einer Gleichung von dem vorhergehenden unter­
scheidet, so denken wir uns, um irgend ein System (1$) zu transformiren, 
dasselbe ersetzt durch (1'^), dem wir die Gleichung AJIiĄ_t — 0 hinzu­
fügen.

87. Transformation. — Da man bei der Bestimmung von Bli__11 
B2i_v • • • die ^— 1 bereits bekannten Functionen u an wenden muss, so 
hat man:

• • (2),Bhd_^k — 0, Bhd_xuh — 1

falls h und k kleiner als i sind. Sodann muss ut eine Lösung der simul­
tanen Gleichungen sein:

-^l,i --- 0, --- 0* . . .5 B-—2,?*—±^i ---- 0 . . (3).

Die allgemeinen Transformationsformeln für das System (1*) sind, 
wenn man von der letzten Festsetzung in der vorigen Nummer keinen Ge­
brauch macht und Hi+1 = z setzt:

Atz= A1u1BUiz+ A1u2B2iiz-\----- \- A1ui_1Bi_lfiz+

'A2z= A2uiB1 t{z-f- A2u2B2iiz-\----- (- A2ui_1Bi_1} zĄ- A^Bi^z,

Ai~1z—Ai_1u1Blii8+Aimm.1u2 B2dz-\---- f-H-_iu-_xB^,(z+A:-iußi^z,

AiZ= Aiu1Bliiz+ AiU2B2iiz-\----- (- Aiui_1Bi_liiz+ A^B^z (4)
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Die i — 1 ersten von diesen Relationen gehen über in:

»i-18 —Bl, i—1U1Ą, i—1 U2 ^2, i# H h Ą. ,i—lUi—l^i—1,

^2,f—1U\BX, i#+h Ą H~^2

falls wir darin die Festsetzung am Schlüsse von Nr. 86, 3 einführen. Die 
hinsichtlich der u getroffenen Festsetzungen ergeben sodann zufolge der 
Relationen (2) und (3):

i—1#   A—2,i^

Bi—Ui—l8 = * * 00«

Mithin ist das System (l'j) identisch mit dem System (1'^), 
man von demselben die letzte Gleichung weglässt und dafür zwei neue 
Relationen Bi__Xiz = 0, = 0, welche durch die Gleichungen (4)
und (5) bestimmt werden, zu demselben hinzufügt.

Man kann demnach das transformirte System folgendermassen dar-

wenn

stellen :

CxH2

D\H3 = 0, c2h3 

dxh, = 0, r2£T4 = o, ą#4 
AĄ === === ^ === ^ ^4^5

= 0,

= 0,
= 0,

= 0.

= 0, Ąff,

Ą#* = 0, D2£Tw

•7 Cn__2Hn= 0, 

= 0,

= 0,
=0, Cn_xHn = 0.

w—1

?<—2

Die hier mit C und D bezeichneten Operationen sind bestimmt durch 
die Gleichungen:

Ci_tF = Bi_xF + C^u-CF,

AiF = ^ . ĄF H----------h A&i^C^F + AiUiCiF.

Anstatt die in Nr. 77 angegebene Anzahl von Integrationen auszu-
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führen, braucht man nach der Methode von Clebsch nur ein Integral 
zu suchen

2n—2ter Ordnung, um H2 zu finden
77 -®3 77

77 71

von 1 Differentialgleichung 

„ 2 Differentialgleichungen 2n—4ter 1777

2 m-—6ter„ 2 7»77 77

2ter 37 33„ 2

Es ist jedoch von Wichtigkeit, zu bemerken, dass die Vereinfachung 
nur dann so gross ist, wenn die dem r analogen Zahlen im vorigen Para­
graphen stets ihren grössten Werth haben. Im andern Falle hört die 
Vereinfachung auf, weil man keine Functionen u in genügender Anzahl 
mehr findet, um dieselbe vollständig durchzuführen.

777?

V

*



5. Kapitel.
Methode yon Korkine und Boole.

§ 24. Methode von Korkine1).

88. Allgemeiner Gedankengang der Korkine’schen Methode. —
Bei der Methode von Gleb sch, ebenso wie bei der von Jacobi und Bour 
werden die Systeme simultaner Differentialgleichungen absolut in derselben 
Weise behandelt wie eine einzige Gleichung, zu der man durch glücklichen 
Zufall ohne alle Rechnung Relationen zwischen den Veränderlichen x, den 
Ableitungen p und willkürlichen Constanten hinzufügen konnte. Es giebt 
keinen Unterschied zwischen der Integration eines Systems simultaner Glei­
chungen und der Zuendeführung der angefangenen Integration einer einzigen 
Gleichung.

Bei den Methoden von Korkine, Boole und Mayer, die wir in 
diesem und dem folgenden Kapitel auseinandersetzen werden, geht man 
ebenfalls von den Jacobi’schen Vorstellungen aus, man eliminirt aber ferner 
jedesmal, wenn es gelungen ist, eine der simultanen Gleichungen zu inte- 
griren, eine Veränderliche. Die Methode von Korkine ist auf beliebige 
Gleichungen anwendbar, die von Boole auf die allgemeinen linearen Glei­
chungen, die von Mayer ebenfalls aber insbesondere noch auf diejenigen, 
zu welchen die Jacobi’sche Methode führt. Die Methode von Mayer 
enthält überdies einen anderen Cauchy entlehnten Gedanken, nämlich den 
der Einführung der Anfangswerthe der Variablen als Constante.

Die allgemeine Methode von Korkine besteht in Folgendem: Es seien

ft 0»1, • • •. «n, Pt, • • •. Pn) = «1 • • • • (ll)

fm'ip 1» • • •) P\i • • »j Pn) ----- • • • (:lm)

1) Korkine, Comptes rendus de l’Académie des sciences de Paris Bd. 68, 
S. 1460—1464, 1869 I. Semestre. Wir setzen voraus, dass die Variable z aus den 
verschiedenen Gleichungen fortgeschafft sei, wodurch die Rechnungen beträchtlich 
abgekürzt werden. Die Kork in e’sche Methode ist die zweite B our’sche Methode 
zur Erniedrigung der Anzahl der Integrationen,, wie Korkine selbst sagt.
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m simultane Gleichungen, welche für die Werthe von i und Je, die nicht 
höher sind als m, der Bedingung

Sfi_ Sfk 
Sx ’ Sx 
Sfi_ Sh
8p ’ 8p

(fi, fk) = 0 oder 2 • • (2)

identisch genügen. Wir integriren die eine der Gleichungen (1) z. B. (im) 
und es sei

z + u = F xm y±

das gefundene vollständige Integral, wo u, yv . . ., yn_i willkürliche Con- 
stanten sind. Aus Nr. 15 wissen wir, dass z die überschüssige Constante 
u beigefügt werden kann, wie wir es hier voraussetzen. Die Relation (3) 
giebt:

yn-1) .... (3)i • • •>

SF SF
(4).Pt = Sx,’ ••••>!»«— sxn

Nimmt man an, dass u eine gewisse Function der Grössen y sei, so 
kann man aus dem vollständigen Integral (3) ein allgemeines Integral her­
leiten, wenn man demselben die Relationen

8F 8F
• • (5)(Jl ~ Sy,’ ■ • •! Q.n—1 ---- $Vn—i

WO
du du

Ü1 — dy,’ ■ • ■’ q”-’ — dyn-1

ist, adjungirt. Bei der Korkineschen Methode stellt man sich die Aufgabe, 
die Form der Function u von y±, . . ., yn_1 derart zu bestimmen, dass das 
in Rede stehende allgemeine Integral von (\m) auch den andern Gleichungen 
des Systems (lj), . . ., genügt. Zu dem Zwecke leitet man aus den
Gleichungen (4) und (5) die Werthe von

xli X2i * ' *j Xn—1 ’ Ph • * Pn
als Functionen von

Vli y%i * • •» Vn—v Xni • • •? O.n—1

her und substituirt sie in die Gleichungen (1). Die letzte derselben wird 
dadurch eine Identität, da die Gleichungen (3), (4) und (5) ein allgemeines 
Integral von (lm) ergeben. Die andern verwandeln sich in ein System 
von m — 1 simultanen Gleichungen zwischen y±, y2, ..., yn__v qv ..., qn_v 
welche die beiden folgenden Eigenschaften besitzen1):

A) Sämmtliche Methoden, welche die Elimination anwenden, führen zu ähn­
lichen Eigenschaften. Wir haben davon schon ein Beispiel gehabt bei Gelegen­
heit der Pfaff’schen Methode (Nr. 43). Die Untersuchungen von Lie machen, 
alle analytischen Beweise von Sätzen dieser Art überflüssig.
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1) Sie enthalten nicht mehr die Variable xn.
2) Sie genügen in Bezug auf die Grössen y und ą Integrabilitäts- 

bedingungen, welche der Gleichung (2) analog sind.
Aus diesem neuen System von m — 1 Gleichungen mit n — 1 unab­

hängigen Variablen leitet man ein drittes System her, welches eine Gleichung 
und eine Veränderliche weniger enthält, u. s. w., bis man zu einer einzigen 
Gleichung mit n — m unabhängigen Variablen gelangt.

Die allgemeine Methode vereinfacht sich etwas, wenn einige der Grössen 
p in der Gleichung fn— 0 nicht Vorkommen.

89. Beweis der ersten Eigenschaft des transformirten Systems.1)
— Es sei nach der Elimination von x±, . . ., %n_±, pv • . pn-

8F\
• •’ 8Xnr

..= /;(*!,. SF
<P(yV ■ ■ -, Vn-1, *». 2l, Xn' Sxt’ •• •>

Man hat:
dfj dxn—i dfidfi dxt , dfi dx2 ,

dx. dxn ' dx* dxn ' ’ dx
4. _ iSL = 0.

dXn 8XndXnn—i

Ebenso erhält man aus den Gleichungen (5)

82F dxn_x 
8yx8xn_i dxn

82F82F dxv
= o,+ • • • + +8y18x1 dxn 8yt8Xn

82F dx 82F82F dx1 ,
8yn~18x1 dxn ' * ' *

n—i + = o.
8y n—18xn—j dxn 8yn—t8xn

Die Elimination von *• •
ClXn dXn

zu der Relation:

*l zwischen diesen Gleichungen führt

dfi dfi dfi 8cp
dxt 9 • • •> dxn_v ’ dXn 8Xn

82F 82F 82F
‘ ’ * ’’ 8y±8x ’ 8yt8xn8yl8xl = 0.n—i

82F 82F 82F
8yn—i 8xji—ii • * 8yn_18xn8yn—i8x1

Wir multipliciren die Kolonnen dieser Determinante respective mit

8fm 8fm 8fm
8Pi ’ «ft’*’” 8pn

x) Korkine giebt die in Rede stehenden Eigenschaften an, ohne sie zu
beweisen.

13Mansion, Part. Differentialgleichungen.



FF S2F
äyn^äx, ’ • • ' ■’ äyn^äx^,’ ,

Hieraus ergiebt sich, jedesmal wenn die Determinante

3(gl. • • • -, gn-i)
3(*i, ■

nicht null ist, was offenbar der allgemeine Fall ist:

3<pU =
3a„

Nun ist aber infolge der Gleichung

(4 fJ = o

TJ — 0, wie wir sogleich sehen werden. Man hat nämlich :

*■» S2F*4. =_ 21

fel 3p( 3^3%’Sxk
mithin:

k=n
o — (fu 4). = 2

*=i

tfp« 8xn8xk )
8fm8fm 82F 

Ôp1 8xx8xk
8fr -(- + •••4A-=n 3**’

= 2 3/»iSfian sj: i.vj *•=1
ap*’ 3p*

sf, S2F , , äfm
' ' ' 3pn 3t/,-3a:„

02P’
= o, Î

3p, 3//,-3a-,

3/i dpi i i 3/j, ^p«
T ' 3p« dyt

7« = 08px dyt

ist, da fm nach Substitution der Werthe (4) der Grössen p identisch Null 
ist, und setzen

u= dfi_8f> _______ I dfj 8frn *
* ' dxn 8pndxx 8px

Alsdann wird:
dfi u - M

8x„• * *} dxn—dxx
82F ___________

8y± 8xx 8yx 8xn—,x
82F * 0

= 0,
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und addiren sie zu der letzten; wir bemerken ferner, dass

à m
8xk' 8xk 
8fi 8fm

8pk

o

+ 
«



_ (Av j , .
\äq, d'y n r

_ (AÜL^l i i
U«. «y "r'

yftP foZn-i 
^2n-i «y

)+

ôip ôq ).+5=ł
àqtn— i ^2/
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Ordnen wir die Summe auf der rechten Seite nach

8fm 8fm
W ~öK’ ’

so geht die vorstehende Gleichung über in:

8fr 8f*F 
8pt 8xl

• •i»

’\M T
, Jfi_ 8*F

2 8Ä
)

öfi 82F
dpn 8x*n

8fm l 8fj .
8pn \$£n ' )- o,+ •••• +

8p± 8x±8Xn
oder kurz:

8fm dfc i , 8fm dfj   ~
^ -r T v

d. h.
U =*= 0.

Mithin hat man auch schliesslich

8(p
= o,8xn

d. h. die transformirten Gleichungen enthalten xn nicht.

90. Beweis der zweiten Eigenschaft des transformirten Systems.
— Wir betrachten zwei der Functionen /*, z. B. ft und f2) und setzen der 
Bequemlichkeit wegen, nachdem wir die x mittels der Reflationen, welche 
die Grôssén ą ergeben, eliminirt haben :

8F 8F
8xt 9 * * *’ 8Xn

X J WO <p .■
) = <p (?/l> • • V 

8F 8F\• • •’ Wn) = yöi» • * •> y»-i. • -•» fe-i).“

Ersetzt man in diesen Gleichungen rechts die Grössen ą durch ihre 
Werthe, so erhält man die folgenden Identitäten:

Vn-D * • -5 (Zn—l)î#n>

/* (*i. •
fv.

;) <6->' 
sr'): (6,).

«2T «.F/if*»- ) =Ç»(yii ;vi
y”-1’ ö.Vl’ • 'v «y„_te, ’ V ’’ ćte,,

8F
Xn' Sx? ■ ■ ■' $Xn

Aus diesen Identitäten folgt unmittelbar, wenn man sie in Bezug auf 
irgend eine der Variablen y differentiirt:

1> • • V
SF) = v>[yi,r ■; SF

y»-1' ........o:

+ +
%

 fi
s f

is 
«I

f «
Jf+ 

+9\
§t

gr
|S

<?
!-£

 3|<
?

■ O
)

+ +



i=n— 1

2
/==1

Um das zweit© Theorem von Korkine zu beweisen, braucht man also 
nur zu zeigen, dass dieser Ausdruck, den wir kurz durch

/*' *8 
/ i,o Sq.

2 dip

darstellen, gleich Null ist.
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Somit kommt in dem Ausdruck

dcp dip
dy? 8yt

(<p> y>) = 2
dcp dip
Hi' Hi

die folgende Summe von Determinanten, mit dem Zeichen — versehen, vor:

ägp S'F 
Hi HiHi 
öy ä2F
Hi HiHi

s2F dcpdg)+ ■■■ +i—n—1 dU—i dyn—i dyił d(fa2 S2F dtpdip*=1 + • • ■ +
Hn-i Hn-iHi ’ Hi

Diese Summe ist aber null, denn die Grösse

S2F
HkHi

ist in der dem Index i entsprechenden Determinante multiplieirt mit

dcp dip
dU dqt

dcp dip
dq.i dqk ’

dagegen ist die Grösse
d2F

dyidyk

in der dem Index k entsprechenden Determinante multiplieirt mit

dcp dip dcp dtp
Wi du ~

Mithin heben sich sämmtliche Glieder gegenseitig auf.
Es ergiebt sich hieraus, dass die Grösse (qp, yj) einfach gleich ist:

du dqt *

fit
 fi

t

+ + ?J
S 

f |5t+ 
+

£|4?.£|4?



Q àPn àx1 .
dx, da, ■ ' dx

dpn dx dpnn—i
dqidqtn—i

1 s= d'*'1 I I
B?! ’ ‘ ~r

Bi dxn—i
dqtdxn—i

= ^
dql ' ‘ dx

Sq2 dxn_^
dqtn—i

Q  Bn—jL dxi
dx1 dqx

Bn-1 dxn—t 
&cn—i dqv

f • • * +

Hieraus folgt, wenn man die Ableitungen der x und der p nach q1
eliminirt:

dfi dXn^ #t | | §fi dpn
J~ "t" ‘ äpn dqt

SA dxi | | + dq1Sxt dqt Sxn_t dql

SPi dx, , .
ó'X1 dąx + • ' • +

SpL dx„^
dqldxn—i

dcp
sqi

o

dpn dpn o,. • —i0, dxj ‘ 0 &C = 0.n—i

Bi Bii, o,. 0
• *1«V ■ ' s«n—i

o„ ^ B» 00,.dxt’ * ' *’ • ;5

«3»- ggn-i 00,.o, Sxt ’ ' * *?
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4^, 4^ finden und ausserdem noch die Be-
Bf Be­

dingung ausdrücken, dass die Substitution derart ist, dass fx und f2 nach 
der Transformation nicht mehr xn enthalten.

Um 4^ zu finden, differentiiren wir die Werthe der Functionen 
Bi

9, Pu • - -iPn,qi,.. -, qn-1 nach Qi, wie folg*:

Zu dem Ende muss man

ff 
3?

©
 » ■*l

S- U
-1»

ff

_© H
gr

&
|ff

 ff|f
f



y fop ft 
Hi hń

ft/2 ftP"i
ft?» ft?/./

ft?.
fty1

• • (8).

___p ftp,
ft?»-. Vftp. ft//«—1

ft?i _
Syk èx^ÿk

M fr» V!
ftP« ft?/«_,/ j j

+ ••■• +

Wegen
ft2?’ _ ft'/A

SXf

ft£t ftPi 
ft?, ftÿn-i

I I ft^2 ft?»
"** ’ ’ ’ ftp« fty»-.’

während die andern Kolonnen, wie gesagt, dieselben bleiben.
Multiplicirt man die Zeilen der so erhaltenen Determinante von der 

zweiten an, respective mit

ft/; M. ftq)
ft</,’ • ‘ , Hn-t'

und addirt sie sodann zu der ersten Zeile, so ist in dieser, infolge der
nachstehenden aus der Gleichung (6X) sich ergebenden Gleichung

... 0; T;L> ",

ftP.’ ’ ’ ’’ «P»

■ ft/i ftp« I
' äpn äxi I

ft/. ft/; ftp.
Sx{ ftP. ft*.

(7)
dy Hn-1fly tfgi 1 ,

nur das erste Element nicht identisch null. Dieses Element aber ist:
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Multiplicirt man die erste Kolonne mit f2jt und addirt sodann sämrnt-
*

liehe analogen Determinanten, welche man erhält, indem man ^ durch

. ersetzt, so findet man eine neue Determinante, welche gleich

Null und von der vorigen nicht verschieden ist, ausser dass darin die erste 
Kolonne ist:

8<p 8cp
W’ W* ‘ ’

r ^y /t 
8ąt
0

%
*P 1 tyi

1 1 ^4. OËa
^ 8pn 8yt'

o
.!ö

:
..

+ 
+

.. o



14 ,ü+,,,
\Sx1 ‘ äp, Sx, '

)dft dpn 
dpn dX1dp,

i , df[ $Pn\
‘ ‘ dpn dXn)'

. + M M
‘ 8pn \&Cn "* 8py 8xn

Da die Determinante, deren erstes Element der Ausdruck (8) ist, null 
ist und da die andern Elemente ihrer ersten Zeile ebenfalls null sind, so 
muss auch dieses erste Element seihst null sein. Mithin schliesslich:

nyldÆ. r = r ffi y. . $$*fi y» *'F
7 Mi 7 dXi öPi ^ ff 8Pi öpk dXidXfc•

Ebenso findet man:
M J/l ^
Ą?,- $Pä' dXidXfc ’

" p1 f = y AL *L 
f % /ll! ^ tfpi

n n
+ 22

i i

Subtrahirt man die erste dieser Gleichungen von der zweiten, so folgt:

(9> Y»)’ = — (fu ft) = 0,

und dieses bildet die zweite Eigenschaft des transformirten Systems.
Man wird bemerken, dass wir nicht explicit ausgedrückt haben, dass 

f± und f2 nach der Transformation nicht mehr xn enthalten. Doch setzt 
man dies implicit voraus, indem man die Gleichungen (6) anwendet.1)

*) Eorkine schliesst aus diesen beiden Sätzen, dass das gegebene System 
eine Lösung mit n -f- 1 — m Constanten hat. Die Umkehrung ist leichter zu J 
beweisen, wenn man sich auf die Theorie von Jacobi und Bour stützt; wie 
leicht zu sehen. Bei dieser Gedankenfolge werden die umfangreichen und müh­
samen Beweise, die wir hier geben, überflüssig.

Die Gleichung (7) giebt uns noch an Stelle dieses Ausdrucks:
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lässt sich der zweite mit dem Zeichen — versehene Theil diesem Elementes 
schreiben:

Sf2 fd<p dq1 . . dcp öqn-
dPi \Mi ■ ■ * ’ ‘ ^ Mn- dXi )

Sf* ffop Mt
dpn \dq1 dxn

dop dqn 
d(pn dXn

)•

+

+ 
+
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§ 25. Lineare Gleichungen. Methode von Boole.1)

91. Besondere Form der linearen Gleichungen und ihrer Inte- 
grabüitätsbedingungen.2) — Es seien m lineare Gleichungen zu be­
trachten:

-Si = h,iP 4- + • • • + — 0

Hm — bm,i Pi + bmi2p2 + • • • + K,nPn = o, 

in denen m -f- n = N unabhängige Variable

XV X2, . . Xm, Xfl

und die Ableitungen von z nach diesen Variablen

P\5 P21 • • Pmi Pm+11 • • •> .P/V

Vorkommen.
Aus den gegebenen Gleichungen kann man m andere Relationen ab­

leiten, von denen jede eine einzige der m ersten Ableitungen enthält. Der 
grösseren Symmetrie wegen stellen wir die Variabein

^m-4-t? Xm+2i • xN
durch

Vii Vn • • •? Vn

und die entsprechenden Ableitungen durch

Oh 0.21 • * •» 0n

dar. Hiernach werden die m neuen Gleichungen von der Form sein:

A* = Pl + «l,l2i + «1,222 +----------1- «1 ,ji2n = 0,

-V = P2 + «2,l2l 4- «2,222 4- • • • + «2,„2k = 0,

-4,«^ = Pm+ amA(h 4- am,222 + • • • 4- «»VI2» = 0.

Die Integrabilitätsbedingungen sind, wie man aus § 17 weiss, sämmt- 
lieh von der Form

(AiAk — AkAi) z = 0

*) Boole, Tr eatise etc., Supplement Kap. 24, S. 68—69, Kap. 25, S. 74—89. 
Collet, Annal, de l’école normale, Bd. 7, S. 47—57.

2) Vgl. hierüber, ausser den vorher genannten, Imschenetsky, § 24 
S. 136—141. Weder dieser Autor noch Graindorge legen die Methode von 
Boole dar.



Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen Az 
selben über in:

dzA±z — (^A-^ii^j + • * * + (Awiv) du m

A2z = (A2u±) + • • • + (ĄUg)

dz dufl 
' du fl dxm

dz d u fl
du fl dyx

0, so gehen die-

= o,

= o,

dz dup]dz du±
du fl dyn *^71 dut dyn
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oder auch, wenn man entwickelt:

«1 (Aiak,l — 4t«,m) + fh (Aiak,2 — Akaia) H--------- 1- 3« (Ąak,n — Akai,n) = 0.

Es ist mit Hülfe dieser Formel leicht, die Integrabilitätsbedingungen 
zu finden und das System der gegebenen Gleichungen zu vervollständigen, 
bis es eine solche Form angenommen hat, dass man darauf die Integrations­
methode von Jacobi und Bour anwenden kann.

92. Transformation der linearen Gleichungen.1) — Nimmt man 
neue unabhängige Veränderliche

so hat man:
dz du fl__ dz du1 . . —

dut dx1 * ' du fl dxx

-
A.mz = (4«%) ^ H + (4»%) = °-

Man kann diese Gleichungen vereinfachen und ihnen die Form der 
Gleichungen Az = 0 geben, wenn man setzt:

^1 --- ^2 ----------*^2? * • *î ---- 'X'm ? ^m + 1 ---- ^Lw-f-2 --------- ^21 * * •»

2) Man könnte beweisen, dass das transformirte System den Integrabilitäts­
bedingungen genügt; doch ist dies unnöthig (vgl. die Bemerkung am Ende der 
Nr. 90), um so mehr, als die Methode selbst die Existenz einer Lösung z mit 
n + 1 willkürlichen Constanten voraussetzt.

PI
 &

 H
 e*

«S
U

* f
ll1

+ +
1*

1 H e*S



+ {A'Vn) ~dV„ = °’

dz+ (A2 vn) = 0,dVn

Amx 1 — 0, Amx2 — • • •> Amxm — 1

gehen die transformirten Gleichungen über in:
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Infolge der Relationen

A^xx = 1, A1x,2 = 0, . 
A2xt — 0, A2x2 = 1, .

'm —~• *5

m =• *5

4-*'= {£} + £,4 +(ÄmVn) iL=°-1)

Man kann leicht bewirken, dass die m — 1 letzten dieser Gleichungen 
nicht mehr ■ xx explicit enthalten. Nehmen wir an, dass

•«1, • . ,, Vn

zusammen mit x2, xSl . . xm die m -f- n — 1 verschiedenen Lösungen der 
ersten Gleichung AJs = 0 bilden, so dass man

Alv1 — 0, AiV2 = 0, Atvn — 0

hat, so wird irgend einer der Coefficienten der m—1 letzten Gleichungen, 
z. B. Afl^, eine Lösung von Aiz = 0 sein; denn nach dem Satze von 
Jacobi ist:

AtA^vx = A2A1vj = A20 = 0.

Mithin ist A2v1 eine Function der Lösungen x2} x%, .
Die erste Gleichung reducirt sich im vorliegenden Falle auf

vv • • vn-• v

1-)
\dxj = 0,

was beweist, dass infolge der Vertauschung der Variablen xx in dem Werthe 
von z nicht mehr explicit vorkommt.

0 Wir haben uns der Klammern bedient, um anzudeuten, dass zwischen 
dzden p und den welche in den uns hier beschäftigenden Gleichungen Vor­

kommen, ein Unterschied besteht. Wäre z mittels x±, xv . . xm, vt1 v2, . . .,vn 
ausgedrückt, so hätte man nach den von uns angenommenen Bezeichnungen
m =
\dx)

dz

dx*

+ 
++ + F £|*

| 8
*

Fi
ÎN
i

o o
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Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass die Substitution der
Variabein

• •)
an Stelle von

Xi, . . ., xm, y2, • • •) yn

das gegebene System der m Gleichungen mit m Ą- n Variablen in ein 
äquivalentes System von m — 1 Gleichungen mit m — 1 + n Variablen 
und von derselben Form verwandelt.

Mit dem neuen System kann man eine ähnliche Transformation vor­
nehmen und so schrittweise zu einer einzigen linearen Gleichung mit n -1- 1 
Variabein gelangen.

93. Beispiel.1) — Es sei das folgende System zur Integration vor­
gelegt:

dv dv
2x*Xl M + **•*< dx4 - XIV = °>

dv dv
^ -

«7=0,

dx^

dv dv
*2*1 ^ — *4*3« =

Allgemeine Methode. Setzt man v — ez, so verschwindet v aus 
der Gleichung und man hat:

-öi = + *§*4f>4 — x\ = 0,

H2 = 2x2p2 — xy>4 — 1 = 0,

Hs — x2x\p3 -f- x^oX^p^ — xtx3 = 0.

Man findet leicht:
(ölt Ą) = 0, (Ą, Hs) = 0, (Hs, Hj) = 0.

Aus den gegebenen Gleichungen erhält man:

x\ x\
Pi +Pi = — 2x2x4 2x2 x\

Xi ,1
Pi + ~2xTPi = 2x2

x&\ x^_
x2x\■Pi +P3 = ~ *2*4

^Collet, Ann. de l’éc. norm. Bd. 7, § 10, S. 53—57. Die Gleichungen sind nicht 
homogen in Bezug auf die Grössen p, wie im allgemeinen Falle, aber es ist er­
sichtlich, dass dieser Umstand die Rechnungen in keiner Weise complicirt.
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Die Hülfsgleiehungen
CPi — f) = 0, (p2 — y>2, f) = 0, (jp8 — y>s, f) = 0

sind:
x\ SfSf x\ Sf

~ + TZ + (xiPi — 2) -L = 0,2x2x4 SxtSx, 2x2xl SPi
Sf Sf ÎL — Q

2x2 öp4
~ +

2x2 8x48x2

9f XA 9f_ ,
x2x4 öx4 '

V
x2x\

Die zweite von diesen Gleichungen besitzt die Lösung:

>K = ihxv

~ + (xiPi - 2) ^ = 0.Sx3

Substituirt man diesen Werth in die linke Seite der dritten Gleichung für 
f, so findet man eine andere Lösung:

4 = §ÿ(ay>4-1).
<A'2u'4

Macht man dasselbe mit d2, so findet man eine dritte Lösung:

2x4 

*2*1

Eine Function §(x3, f)v i%) ist ebenfalls eine Lösung der zweiten 
Gleichung; um der dritten zu genügen, muss man haben:

4 1) = ?x3

oft dQ' q . dO* « __ q , dfr fr*w^ + w, *• - » “>» -s + m^ + w, I = «•J 4“dx3

Diese Gleichung hat zur Lösung:

* = £
1 ^3

Man findet eine andere gemeinschaftliche Lösung, wenn man diesen
Werth in die erste der Hülfsgleiehungen einsetzt. Man erhält $1 = —

2 xx
Eine Function §(xv {)[) wird ebenfalls eine Lösung der drei Gleichungen 
sein, wenn man hat:

_ 2æ, (xiPi—i)= û
x2x\

vrw J dQ' iQ' J
dx. d&l x^ =

Mithin ist schliesslich die gemeinschaftliche Lösung:

2(#4ff4 1)
x2x\xv
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Man findet sodann:

— axj+ i>8 = — 2aa;ta;8, = i- + 2aæ3æ4,

# = log b + a (x2x\ — xtxf) 4- log x2xi: 

v — bx.,xie<'xv'1

Pi =

— xxxz*)

Methode von Boole. Ist # = 0 die gemeinschaftliche Lösung der 
gegebenen Gleichungen, so hat man nach der Transformation der Nr. 2 an 
Stelle der gegebenen Gleichungen, wenn man v = #5 setzt:

dz dz
A'Z - 2X^ dx, + *î»4 <fe4 + = 0-

= 0,de'
A0 ---  ^2 #4 + *5 <**5dr4

dz dz dzA3z = = 0.+ *1*8*4^ +«1*3*5 dx5dxs

Die erste dieser Gleichungen hat zu Lösungen:

x2x\ — xixi%-* U2 — ^2> % --- % ---«4 X2

Nehmen wir x±, uv u2, u3l als neue Veränderliche, so reducirt sich 
das System auf die beiden Gleichungen:

dz dzdz dz dz
(+*1)^+(+«l)^i +(+«*) ^ + (4^ = »,

(A*xi) £+(-43%) J| + (++) £2 + (+ms) £+(-4»“*) £, = °-

Es ist aber:
= 0, A2u^ = 2^, A2u2 = 2^2, ^2% = 0,

A3Xi = 0, ^.3% = 0,

A^u^ — — 2u±, 

A3U3 = X2X^, = 0-^3^2 ---  0,

Mithin geht das System über in:

dz dz dz
Ul dut dx2 du4 5=3 du3

Man findet als verschiedene Lösungen der ersten die Functionen

7 Z2 --- ^2^4?X2
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welche auch der zweiten genügen. Dasselbe ist der Fall mit

= F{x%w4),

welche das allgemeinste Integral des Systems der gegebenen Gleichungen 
liefert, nämlich:

#5 oder v = x2x±F(x2x| — xxxf).

Dieses Besultat ist in Übereinstimmung mit dem, welches durch die 
allgemeine Methode geliefert wurde.1)

*) Collet (Annal, de l’éc. norm. Bd. 7, S. 57) behandelt noch die folgenden
Beispiele:

dzdz dz(X4--X32) —- — (xtx3 — x2x4) ^ + (x2x3 — xtxj ■£- = 0,

dz+ (xĄ =0.

1)

(x4—x3‘) ~ + (ay»3 — XiX,) dz

Allgemeines Integral :
z = F(xt2 -f- x22Ą-x32Ą- x42, xtx2 + x3x4). 

dz dz , dz dz A
x'^-x^+x^-x^r0,

dz .dz dz dz n .

2) j :a

X3
dxi

Allgemeines Integral:
, x^x2 + xsx4' z^F^ + x^W+xJ),

Imschenetsky, Nr. 108, S. 138—141, behandelt die folgenden Gleichungen:

Pi + + «i*-. + mà Ps + fa+«a — M )Pi =? o»
ft + + x2 — «lft) ft + (x.,x4 — ft) ft = 0,

deren allgemeines Integral ist:

x2x3—xtx4
.)

\ )

z = f(x8 — ft3 — ftft — ~-j.

Graindorge, Nr. 84, S. 85—87, giebt das folgende Beispiel:

2ftft + ft2ft = 0,
x,2p, - 2x.p, + (ft2ft — 2æ,)ft — 2ftftft = 0. 

Das vollständige Integral desselben ist:

2z + axY2x4 — ax52 + 5 = 0.

Ferner giebt er, Nr. 85, S. 87—89, das Beispiel von Imschenetsky.
*



6. Kapitel.
Mayer’s Methode znr Integration der linearen partiellen Diffe­
rentialgleichungen, zu welchen die Jacobi’sehe Methode führt.1)

§ 26. Integration der unbeschränkt integrablen Systeme von linearen 
totalen Differentialgleichungen.

94. Correspondenz zwischen den simultanen Systemen von 
linearen Gleichungen und gewissen Systemen von totalen Diffe­
rentialgleichungen.2) — Jede lineare partielle Differentialgleichung ist 
bekanntlich einem gewissen Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen

x) Mayer, Math. Annal., Bd. 5, S. 448—470. Über unbeschränkt integrable 
Systeme von linearen totalen Differentialgleichungen und die simultane Inte­
gration linearer partieller Differentialgleichungen. Lie hat die Mayer’sche 
Methode mit der seinigen verglichen in den Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 25, 
S. 474—476. Mayer erwähnt, dass ihm zur Begründung seiner Methode ausser 
den Untersuchungen von Boole namentlich auch Natani’s Abhandlung: 
Über totale und partielle Differentialgleichungen (Crelle’s Journal, Bd. 58, 
Ś. 3Ó1—328) und eine Bemerkung von Du Bois-Reymond (ibid., Bd. 70, 
S. 312) von Nutzen gewesen sei und dass des ersteren Methode zu der seinigen 
in einiger Beziehung stehe. Seit der ersten Auflage unseres Buches hat May er 
in den Math. Annal. 1877, Bd. 12, S. 132—142; 1880, Bd. 17, S. 523—530, ver­
schiedene Artikel über die partiellen Differentialgleichungen veröffentlicht. Man 
kann diesen Arbeiten von Mayer noch die Abhandlung von H. Laurent: 
Mémoire sur les équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre 
(Journal de Liouville 1879, 3. série, Bd. 5, S. 249—284) hinzufügen. Goursat 
hat in seinen Leçons sur l’intégration des équations aux dérivées partielles du 
(premier ordre eine eigenthümliche Darstellung der May er’schen Methode gegeben.

2) Boole, Treatise, Supplement, Kap. 25, S. 74 u. ff. beschäftigt sich mit 
diesen Systemen. Die Analogie seiner oben auseinandergesetzten Methode mit 
der von Mayer ist evident. Mayer hatte aber die weitere Idee, die Anfangs- 
werthe der Variablen einzuführen, wie dies Cauchy gethan hat. Das zweite 
Heft des 56. Bandes von Grün er t’s Archiv, welches im April oder Mai 1874 
erschien, enthielt auf S. 163—174 eine Arbeit von L. Zajacrkowski: „Zur In­
tegration eines Systems linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung“, 
worin der Verfasser als Complément zur Methode von Boole genau das aus­
einandersetzt, was wir nach May er* in den Nr. 94, 95, 96 dargelegt haben; nur 
beweist er direkt alles, was sich auf die Integrabilitätsbedingungen bezieht.
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äquivalent (Nr. 32). Eine analoge Correspondenz besteht zwischen einem 
System linearer partieller Differentialgleichungen und gewissen Systemen 
von totalen Differentialgleichungen.

Es seien nämlich gegeben die m folgenden Gleichungen:

a*-.£+«u i + •»£■+-+«wf,-° ^

dz dz
äjx + °«* ■* + a"l’ndyn = 0 (lw)’Amz = + a77hldXtn

worin z und die a Functionen der unabhängigen Veränderlichen

xm, y. . ., yn
sind.

Multiplicirt man diese Gleichungen mit irgend welchen Grössen 
Alf . . ., Am und addirt die Kesultate, so findet man:

AxAxz +

= Ät fa, 

ßiai,i +

"f* ^ïïï^irfî
dz

+ À’“dxm+

l)+ dy1

+
dz + A,mamn) = 0 ... (2).(^i a\,n ++ dyn

Jede Lösung der Gleichungen (1) ist eine Lösung von (2) und somit, 
einer Constanten gleichgesetzt, auch eine Lösung der folgenden simultanen 
Gleichungen, welche der Gleichung (2) entsprechen:

dxm dyndxi dyi
,n H--------\~Kiam,n ’H--------h bna7n,\

oder auch der daraus sich ergebenden totalen Differentialgleichungen:

dVi = «1,1^1 + «2,1^2 + • • • + a„adxm ■

dy2 == «1,2^1 + a<i3dx., + • • • + am2dxm .

X77I

■ • (Sx),

• • (8,),

dyn = «1 Jxi + «2,A + • • • + amndxm ■ • • (3„).

Umgekehrt, wenn eine Function z derart beschaffen ist, dass ihr Diffe­
rential zufolge der Gleichungen (3) identisch null ist, so ist klar, dass 
diese Function eine Lösung der Gleichungen (1) ist.
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Es folgt hieraus, dass die Integration der Systeme von der Form (1) 
zurückkommt auf die Integration der Systeme von der Form (3) und um­
gekehrt.

Während Clebsch gezeigt hat, dass man bei der Untersuchung der 
Systeme von der Form (1) sich auf diejenigen beschränken kann, für 
welche

AiAhf — AhAif = 0

ist, kann man sich auch, wir wir sehen werden, darauf beschränken, ge­
wisse Systeme (3) zu untersuchen.

95. Nothwendige Bedingungen der unbeschränkten Integra­
bilität. — Wir betrachten hier nur die Systeme (3), welche aus einem 
System von n Gleichungen zwischen n -f- m Veränderlichen von der Form

F(%11 ■ X

durch totale Differentiation hervorgehen. Es folgt daraus, dass man von 
den Gleichungen (3), welche wir betrachten, annehmen kann, dass sie zu 
Lösungen n Functionen y von . . ., xm und n willkürlichen Constanten 
besitzen. Man hat demnach:

V\, ■ ■ y„) = const111 1

— __„ Sy* ___ „
to — ah’k' toi — *'•*

da/,,k detale

Syk (4)
und somit:

(5).= 0dxi dxh

Wir wenden hier für die Differentiation das Zeichen d an, weil die 
a gleichzeitig die x und die y enthalten. Man bemerke, dass

dah,k __ Sahtk
dxi §Xi

dah,k Syt 
Syv dxi

ôah,k Syn 
Syn Sxi’+ + • • • +

d. h. nach (4)
dah,k   Sah,k
dxi Sxi

Sah,k Sah,k+ Hi + * * • + ai,n Syn ’Syi

oder auch, wenn man auf die Bedeutung des Operationssymbols At Rück­
sicht nimmt:

da/i}k — A,(ahtk)dxi

ist. Mithin können die Bedingungen (5) in der Form geschrieben werden:

A, («/,,*) — Ah(ai>k) = 0........................... (5 .

Die Anzahl der Bedingungen (5) oder (5') beträgt n. —1L. ^je.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 14



AtAhz — AhAiZ — O

Umgekehrt, wenn diese Bedingungen bestehen für n verschiedene 
Functionen #, so ist aus der Theorie der Determinanten 'ersichtlich, dass 
sie an Stelle der Bedingungen (5) oder (5') treten können.

96. Zurückführung des Systems (3) auf m Systeme von n ge­
wöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. — Wenn es 
wirklich n Functionen y giebt, welche den Gleichungen (3) genügen, so 
müssen dieselben insbesondere den n folgenden Gleichungen (4X) genügen:

8yndy? ■ • &),Sx, — ai’v Sx, ~ ai’2’ ' ‘ •’ Sx, — <*1>» ' •

in denen #2, . . xm die Rolle von Constanten spielen. Es seien die Glei­
chungen

Vi xm, y±, . . ., y^) —
<P2 (*^l> • • • *’ Œmi Vli • • •} Vn)   ^2

. . (8,)
• • (8,)

{

tynfa 1? • • • ■> xmi Vn) ----  Gn

das Integralsystem von (44), wobei c1? c2, . . ., cn nur x2, . . ., xm enthalten.
Man kann sich dieser Gleichungen bedienen, um eine Änderung der 

Variablen auszuführen, welche darin besteht, dass yx, . . ., yn durch cv . .., cn 
ersetzt werden. Es ist leicht, die totalen Differentialgleichungen zu bilden^

• • (8.)
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selben müssen durch die Werthe der y identisch erfüllt werden, da diese 
n willkürliche Constanten enthalten.

Die Bedingungen (5) oder (5') sind daher nothwendig, wenn das System 
(3) ein Integralsystem von der angegebenen Form haben soll. Wir werden 
sagen, dass diese Bedingungen ein unbeschränkt integrables 
System (3) définir en. Wir werden weiter unten sehen, dass dieselben 
auch hinreichend dafür sind, dass die Integration möglich ist.

Man kann bemerken, dass die Bedingungen (5') für eine beliebige 
Function z geben:

k=n
2 [-4(«/»,*) — Ah{ai<k)] ~ == 0 • • (6)-

Es ist aber (§ 17, Nr. 58):

(AAh — AhA,)z = ï(Ai{ah^k) — A/,(at)k)] ^
dyk

mithin haben die Bedingungen (5) die nachstehenden zur Folge:



^ dXjn,, / dtp , fly
' \ ‘ dî/i

flqp fo/n
$?/n &Tra+ • * * +

oder auch:

(to- + **•* j dxh.dcpdcp
+ • ‘ * + ah,ndc =

%i ó'2/w

Da die cp nach Voraussetzung die Lösungen von (4) sind, so hat man 
= 0 und somit reduciren sich die vorstehenden Gleichungen auf diedcp

dxx
folgenden, in denen wir uns des Operationssymbols A bedienen:

m

(9i),dc1 = Z Aj^dxh . 
2
m

dc2 = Z Ah(p2dxjt (^2)?

in

(9„).--- Z AfrCpndXjn
2

Es ist übrigens klar, dass x1 in diesen Gleichungen nicht mehr Vor­
kommen kann, da die c diese Variable nicht enthalten. Man kann dies 
auch folgendermassen beweisen. Man hat wegen A^cp = 0:

dcn

A±AhCp = AhAxcp = 0, 

d(Ahcp)
oder auch: 

d(Ahcp) d(Ahcp)d(Ahcp) = 0,+ • • • + %,«+ al,2+ al,l dyndxt dVi dy2

d. h. nach Substitution der Werthe von yx, y2, . . ., yn in A]t(p ist die 
totale Ableitung von Ahcp nach x1 gleich Null. Es folgt daraus, dass nach 
der in Rede stehenden Substitution die Gleichungen (9) nicht mehr x1 
enthalten.

Man kann somit unbesorgt an die Stelle von ^ irgend einen 
beliebigen speciellen Werth setzen, ohne dass sich die Gleichungen
(9) ändern.

Wie man sieht, ersetzt die soeben durchgeführte Transformation das 
System (3) durch ein anderes, welches eine gleiche Anzahl von Gleichungen

14*
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welche dann an die Stelle des Systems (3) treten müssen. Man erhält 
nämlich aus (8):

I dtp d y n \
’ ^ dyn dx± )

dx2
dyn dx2 J

= +[Sx, ^
Sjp_ öy, 
Sy 1 Sx,

dx1de + ■ ■

[Jv
\ Sxa

, _8<p_ Syj_ i _ 1

' Sy, Sx., '+
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und eine unabhängige Veränderliche weniger enthält. Man kann nun weiter 
das System (9) durch ein analoges System ersetzen, welches ebenfalls wieder 
eine Veränderliche x weniger enthält, u. s. f., da das System (9) offenbar 
unbeschränkt integrabel ist, weil es dem System (3) äquivalent ist. Man 
sieht also, dass man, wenn man in dieser Weise fortfährt, die Integration 
von (3) zurückführen kann auf diejenige von m Systemen von n den 
Gleichungen (3) analogen Gleichungen.

97. Bestimmung dieser aufeinanderfolgenden Systeme. — Führt 
man die Anfangswerthe der Variabein y als Constante ein, so kann man 
unmittelbar die m Systeme, von denen wir am Schlüsse der vorigen Nummer 
gesprochen haben, aufstellen. Wir wollen diese dem Werthe xL = x10 ent­
sprechenden Anfangswerthe y10l y20: . . ., yn0 nennen.

Um dies zu zeigen, lösen wir die Gleichungen (8) nach yv . . ., yn auf 
und finden so:

}/l = Wl («1> • • -, Cv . C„) . . • • (io*)

Vn ——' ^n) • • (10„).

Nimmt man an, dass die c in passender Weise als Functionen von 
x2, . . ., xm bestimmt seien, so geben diese Gleichungen die Lösung der 
Gleichungen (3) und mithin findet man die n den Gleichungen (9) äqui­
valenten Relationen:

) dx2 H-------\-(a ") (1 li),HiHi m,\ SXmÖCn

| dxm (11 n).n—,n
^—jdx2 H------f- (amfn—

SXm
**■ de

8xÖCn

Die xx kommen in diesen den Gleichungen (9) äquivalenten Gleichungen 
nicht mehr vor und ebenso sind daraus infolge jener Äquivalenz die dxt 
verschwunden. Man kann übrigens direkt sehen, dass dxx aus den Glei­
chungen (11) verschwinden muss. Da nämlich die yj Lösungen des Systems 
(4t) sind, so hat man:

Wir führen jetzt die Anfangswerthe als Constanten ein. Setzen wir:

(f) (xXl . . ., Xmi yXl . . ., yn) = (p 1,07 Vz,oj • • •> Vn.o)

Ml _ % = 0.
’ äxl l'”

= 0,..
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und leiten wir aus den n in dieser Gleichung enthaltenen Relationen die 
folgenden Werthe her:

Vi Xi(xn • • •> xmi * • •, yn,0) (^1),

Vn Xn(xV • • •> xm Vi,o> • • •> £/w,o) • 

so erhalten wir für diese Functionen % ebenso wie für die y):

hi^2/i ,oH----- 1"
°y 1,0

dyn,o — +•••+ ( (lij),

= («2,« - fj) äx% 4----- 1- («m,n -«*« «z öxl)dXm (11")SxdPi,o+*“4
«2/1.0 «2/!

Gleichungen, welche wie die äquivalenten Gleichungen (11) oder (9) unab­
hängig von x± sind. Setzt man darin x1 — #10, so ändern sie sich nicht. 
Unter dieser Voraussetzung reducirt sich auf y1Q, . . ., %n auf yn0 und 
somit wird das System (11') ersetzt durch das folgende:

%1,0 = «2.1,0^2 + «3,lA H- - - - - - - - - - h am,u>dxm ■ ■ (12,),

d?/n,0 — a2,n,0dx2 + a3,n,0dxS + *1 * + am,n,0dx»‘ ■ • (12,).

Hierin haben wir den Indices der a noch den Index 0 hinzugefügt, 
um anzudeuten, dass in den a die eine Variable xt durch ihren Anfangs - 
werth x10 ersetzt worden ist.

Offenbar ist dieses System (12) ebenfalls unbeschränkt integrabel. In 
der That hat es zu Lösungen das Integralsystem des ersten. Man weiss 
ferner, dass, da die Integrabilitätsbedingungen (5) oder (5') für einen be­
liebigen Werth von x identisch erfüllt sind, sie es auch für den besonderen 
Werth x10 sind.

Man kann ^ie aufeinanderfolgenden Systeme von n Gleichungen leicht 
hinschreiben, wenn man übereinkommt, den Indices der Grössen y und a 
noch die Indices 1, 2, 3, . . ., m — 1 hinzuzufügen, um anzudeuten, dass 
darin der Reihe nach xly x2, . . ., xm_1 durch ihre Anfangswerthe ersetzt 
worden sind; indessen ist dies unnöthig, wie wir sogleich zeigen werden.

98. Zurückführung der Integration der m Hülfssysteme von 
n Gleichungen auf diejenige eines einzigen Systems. — Es giebt 
einen Fall, in welchem man die Integration unmittelbar zu Ende führen 
kann. Dies ist derjenige, in welchem der besondere Werth von xly nämlich 
xh0, so beschaffen ist, dass für diesen Werth alle a, welche noch in den
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Gleichungen (12) Vorkommen, verschwinden. In diesem Falle giebt das 
System (12):

y= const> • • •» Vn.o = const;

die Aufgabe ist vollständig gelöst und es ist unnöthig, noch irgend eine 
weitere Transformation auszuführen.

Wir wollen zeigen, dass man in allen Fällen durch eine passende 
Änderung der unabhängigen Veränderlichen bewirken kann, dass diese Ver­
einfachung stattfindet. Wir setzen:

%   (ß^, • • •? ^m)i • • • •? Xm. --- ^m) • • (1^)*

Dadurch geht das System (8) über in:

dVi = Kidui + h,idu2 +••;•+ K,idu>n • • (14t),

• • (14„),dyn --- ^t,nd^X ^2,nd^2 ’ * * “ł~ ^inind^/m
worin

ai,li ■ ■ •> 6/»,l ------- a<'1 ' ', y SXi
^ = f

, __ 1y dXi h __ y dXi
0l'n ~ . du, • • •’ m’n — f äum (Xi,n • • (16„)

ist. Dieses neue System (14) ist unbeschränkt integrabel, da sein Integral­
system aus demjenigen von (3) folgt. Ebenso hat man, wenn man

ÔZ . j y j dz+ 2 bi —
dUj

Bi# = du. j= 1
setzt:

BiBhß — BhBiß = 0,

was auch leicht durch die Rechnung bestätigt werden kann.
Um (14) zu integriren, suchen wir zunächst das Integralsystem der 

Gleichungen:
ày2 __h ày?1__ j

~ 0l’2’ * • *’ du, — 0l’n ■ . (16),---  ^1,15 du,du,

und führen darin die dem Werthe u10 von entsprechenden Anfangs- 
werthe ylfy) . . ., ynfy ein. Das System (14) wird alsdann ersetzt durch
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#1,0 —^2,1,0^2 + * * • + bm,iyodum . . . . (17±),

%»,0 = + • • • + K,n,odum . . . . (17„).

Wir wählen jetzt die Gleichungen (13), welche die Substitution bestimmen, 
derart, dass

#i,o = #2.o = 0, . . . dynfy = 0 • • («)

ist. Dazu setzen wir einfach:

*1 = *1,0 + («1 — %,oH - :• • • (130,

xm = xm,0 + K — «i,o) . . ■ • (13;.),

vm Functionen von %, u2, um sind, welche die Variabeinwo vlyv2,..
x wirklich unabhängig lassen, wo ferner #10, . . xm0 derartig gewählt 
sind, dass die a endlich und bestimmt bleiben, und ferner so, dass die 
Annahme = u10 keine der Functionen v unendlich werden lässt. Man 
hat für ein beliebiges b/tk, in welchem ii^> 1 ist :

• ,* *5

bh,k — (% — %,<,).£ Ui,k,

mithin b^k = 0 für u± = u10. Demnach reduciren sich die Gleichungen 
(17) auf die Gleichungen (18). Sodann hat man:

i — m i — m
\.k — 2 aifkvk + (% — %,0)ai'h

i=i

ein Ausdruck, der weder Null noch unendlich wird für u± = u10, so dass 
die Gleichungen (16) nicht illusorisch werden.

Die Lösung des Systems (3) ist daher zurückgeführt auf diejenige der 
Gleichungen (16). Führt man in das Integralsystem von (16) die Anfangs- 
werthe der y für ut = u10 ein, so hat man zusammen mit den Gleichungen 
(13') 2n Gleichungen zwischen den x, den y und den u. Eliminirt man 
die w, so erhält man das Integralsystem von (3).

Bemerkung. Die einfachste Form der Gleichungen (13') ist folgende:

xx — u±,
x2 = X2 0 “1“ (% ^l,o)^2>

= ^,0 + K — Ul,0 )Un,
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wo die Constànten derart gewählt sind, dass die a für ut = ui0 nicht 
unendlich werden. Man hat in diesem Falle:

A ,k = al,k + u2a2 ,k + • • • + utn am,k,

bi,k (% %,o) ®i,ki

wodurch gezeigt ist, dass man die gegebenen Gleichungen in sehr einfacher 
Weise transformiren kann.

§ 27. Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung.

99. Vollständige Integration eines Jacobi’schen Systems. — Wir
* betrachten jetzt die Gleichungen

= Ht + £ + • • • + ü:= 0 ■ • ai),

il: dz = o . . (1*).AmZ — ÄST + a‘nA + • • • + ttm'nWn

Um das Integralsystem derselben zu finden, transformiren wir es durch 
die Substitutionen

xi — xi,o + (ui ui,o)vi • • . . (13',),

xm --- XmiQ “f" (% %,0) Vm . . (13',,)
in das folgende:

dzBxz = + ^ + ' ‘ ' + Ifn = 0 • •dux

dzdz dzBmZ = f" ^m,l 4" * * • ~h ^m,n -r-= 0 . dyn
. audUni

worin ist:
i — m i = rn ^.

Kk = Z ai,kVk + K — %,o) 2 -A„-
i=l i CS 1 ÖW1

-- (Mt */,*•

Dies vorausgeschickt, suche man das Integralsystem der Gleichungen

_ 7, «& ___ I,
— ï'1’ Su, ~ l'2’ • •

«2/a
• • (16),Su,
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und stelle die Constanten als Functionen der Anfangswerthe y10l . . ., yn0 
der Variabein y für ut = u10 dar. Dieses Integralsystem ist zu gleicher 
Zeit dasjenige der totalen Differentialgleichungen :

dyt = 4" \,i^u2 + • * * + • • • (14i),

dyn = \,ndux + \,n^u2 + * * * + bnhndum . . . (14n),

wenn man y, 0, . . ., yn 0 als Constanten betrachtet. Leiten wir aus den 
dieses Integralsystem darstellenden Gleichungen die Werthe von y10l . . yn0 
her, so genügen die auf diese Weise gefundenen Gleichungen

yi.o = -Fi(%, • • -, «»«, Vi, • • -, yn) .... (18l)

Vn,o — F„(ui, . . ., Um, 2/n • • •> Vn) .... (18„)

auch dem System (14) und somit bilden, infolge der Correspondenz, welche 
zwischen den Systemen (14) und (1') besteht, diese Gleichungen (18) das 
Integralsystem von (1'). Eliminiren wir daraus mittels der Umkehrung 
der Substitution (13) uv . . ., um, so erhalten wir die vollständige Lösung 
des Systems (1).

Bemerkung. Die Systeme (1) sind selten vollständig zu integriren. 
Im Allgemeinen bedarf man nur einer einzigen Lösung der Systeme von 
dieser Art. Es ist daher von der grössten Wichtigkeit zu zeigen, wie man 
aus einer einzigen Lösung der Gleichungen (16) eine einzige Lösung von 
(1) ableiten kann.

100. Theorem von Mayer.1) — Man kann aus jeder Lösung 
des Systems (16) eine Lösung des Systems (1') herleiten. — Es sei

F(u±, u2, . . , um, yv . . yn) = const 

eine Lösung des Systems (16). Betrachtet man die Lösungen 

Vi == (uv • • •» w»*j yi,oi y2,o> • • •> yn,o)

. . (19)

. . (20,)

yn --- tpn (^1? • • •> 2/l,0î y2,01 • * •» ^n,o) * * * (^0W)

J) Lie, in den Göttinger Nachr. 1872, Nr. 25, S. 475, hat die ganze Wichtig­
keit des Mayer’schen Theorems, dem er bei der natürlichen Entwicklung seiner 
eigenen Methode nicht begegnet war, wohl bemerkt. Im Grunde ist dieses 
Theorem nur eine Übertragung des Poisson’schen oder vielmehr des Jacobi’schen 
Satzes auf die hier betrachteten Systeme.



y 1,0 --- (%> * * v Vl’ ' ' Vn> y2,0? * * *> ^n,o) . (23),

so hat man zufolge (22) ebenfalls identisch

(24)B1Ui = 0
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dieses Systems (16), so weiss man, dass für ut = u± 0 die Grössen yi9..., yn 
übergehen in 0, . . yn>0. Mithin hat man für — ul 0:

U=F(uv u2r .um> yx,..yn) — F(ul 0,Uo, .um> ylSh..y„,0)= 0 (21),

wenn in F die y durch ihre Werthe ersetzt werden.
Nach dem, was wir oben gesehen haben, genügen die Relationen (20), 

wenn man 2/10, . . ., yUi0 als Constante betrachtet, den Gleichungen (14) 
oder den Gleichungen

dyk
h,k *ÖUh

Bei derselben Voraussetzung erhält man aber auch aus (21):

dU dy^ 
dyt duh

dU dyn _ qdu
du/t

+ • • • +

dyn dUh
oder auch:

dU ■ dU 7 . .
+ !£• &A,1 -1 I-

su
Syn = 0,ihnduh

d. h.
BhU = 0.

Zu demselben Resultat kann man mit Hülfe der Gleichung B1F = 0, 
welche nach Voraussetzung identisch ist, gelangen. Man hat nämlich:

Bl(BaU) = = Bh (B1F) = 0.

Mithin hat B/lU1 wenn man darin die Werthe (20) substituirt, ebenso 
wie U einen von % unabhängigen Werth. Für u4 = % 0 ist aber, da 
yr, . . ., yn in 2/l0, . . ., ynS) übergehen, TJ gleich Null und somit auch Bh U. 

Demnach ist die Function U so beschaffen, dass man hat:

BYTJ = 0, B2U = 0, . . ., BmU =0 . . . (22),

falls man darin die y durch ihre Werthe (20) ersetzt; überdies ist nach 
Voraussetzung die erste der Gleichungen (22) identisch erfüllt. Bringt 
man jetzt die Gleichung (21) auf die Form:

:
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und ferner:
B*üi = 0, ĄUi = 0,. . BmL\ = 0 . . . (25),

wenn man für y die Werthe (20) substituirt. Von diesen Gleichungen (25) 
kann keine eine Folge von (23) sein, da sie nicht yi0 enthalten. Es können 
nun zwei Fälle eintreten. Entweder sind alle Gleichungen (25) ebenso wie 
(24) identisch erfüllt; alsdann ist TJy eine gesuchte gemeinschaftliche Lösung 
der Gleichungen Bz = 0. Oder man kann daraus noch y2 0, . . yh$ als 
Functionen der u, der y und der übrigen Constanten herleiten. Ist dies 
der Fall, so operirt man mit den neu gefundenen Werthen wie mit (23). 
Fährt man stets in dieser Weise fort, so findet man entweder eine gemein­
schaftliche Lösung der Gleichungen Bz = 0, oder man kann die sämmt- 
lichen Werthe der y0 darstellen als Functionen der y und der u, und die 
so gefundenen Gleichungen sind äquivalent den Gleichungen (20), welche 
die vollständige Lösung der Gleichungen (14) und somit der Gleichungen 
(!') oder der Gleichungen (1) selbst geben.

101. Anwendung auf die Integration der linearen Gleichungen, 
zu denen die Jacobi’sehe Methode führt. — Die Methode von Jacobi, 
angewandt auf die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, führt 
die Integration dieser zurück auf diejenige linearer Systeme von der Form:

AJ =0, A2f — 0, ... ., Ayf = 0,
worin

v / 
+ 2’ äph Sf Sph 8f

dXi dpi dpi öXi
)9fAhf = = 0dxh

ist. v bezeichnet hierin die Anzahl der Variablen der gegebenen partiellen 
Differentialgleichung und somit 2v — ju die Anzahl der in dem System Af 
enthaltenen unabhängigen Variabein, nämlich:

#1, 0C2y . . &W+1, . . ., XV1 P^_J_|, . . ., Py.

Wendet man die vorstehende Theorie an, so muss man setzen:

= /Li, n = 2 (y — ja).m

Um ein Integral des Systems Af zu finden, muss man also ein 
Integral eines Systems von 2 [y — ju) gewöhnlichen Differentialgleichungen 
suchen.

Die Jacobi’sche Methode führt zu v(v—1) Hülfssystemen mit re­
spective 2, 4, 6, .. ., 2 (y— 1) Gleichungen. Mithin erfordert die Mayer’sche 
Methode, um eine partielle Differentialgleichung zu integriren, nur die Er­
mittelung eines einzigen Integrals von



Man gelangt zu diesem Ergebniss, wenn man in der obigen Schluss­
folgerung u = 1, 2, . . ., v — 1 setzt. Man wird bemerken, dass die 
günstigste Methode, die von Clebsch, beinahe die doppelte Anzahl von 
Integrationen erfordert (vgl. Nr. 87).

Mayer’s Methode. [Nr. 101—102]220

1 System von 2 (v — 1) gewöhnlichen Differentialgleichungen 
„ 2(v — 2)
» 2(v-8)

1
1 y> » 5?
1 »>?

2P

2



III. Buch.

Methode von Cauchy und Lie.

1. Kapitel.
Allgemeine Auseinandersetzung. Arbeiten von Cauchy.1)

§ 28. Gleichungen mit zwei unabhängigen Veränderlichen.

102. Allgemeiner Gedankengang der Cauchy’schen Methode 
für den Fall der Gleichungen mit zwei unabhängigen Veränder­
lichen. — Wir betrachten die Gleichung

f{x, y, z, p, q) = 0 (1),

und nehmen an, dass x01 y0, z0, p0, q0 die Anfangswerthe von y, z, p, q 
seien, welche unter einander durch die Gleichung verbunden sind:

f(vo: «o, Po, Qo) = 0 . . (2).

*) Cauchy, Exercices d’anal, et de phys. math., Bd. 2, S. 238—272. Der 
§ 1, den wir hier analysiren, ist die Reproduction eines im Januar und Februar 
1819 im Bulletin de la Société philomatique veröffentlichten Artikels. Die Unter­
suchung des Falles, in welchem die Cauchy’sche Methode nicht Stich hält, ge­
schah durch Serret in den Comptes Rendus, Bd. 53, S. 598—606, 734—745 oder 
in den Annales de l’école normale supérieure, Bd. 3, S. 143—161. Auf die Exi­
stenz dieses singulären Falles hatte Bertrand hingewiesen, Comptes Rendus, 
Bd. 45, S. 617—619, jedoch behauptete er, wie wir nachgewiesen haben, mit 
Unrecht, dass derselbe mit dem allgemeinen Falle übereinstimme. Ossian Bonnet 
(C. R. Bd. 65, S. 581—585) hat einen Beweis für die Methode der Integration 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei unabhängigen 
Veränderlichen gegeben, vermittelst dessen man die von Bertrand angedeutete 
Schwierigkeit umgehen kann. Die Cauchy’sche Methode ist ferner dargelegt bei 
Imschenetsky, S. 191—200. Er verweist hinsichtlich der Arbeiten von Serret 
auf die 6. Auflage des Traité élémentaire de calcul différentiel et intégral von Lacroix 
nebst Anmerkungen von Her mite und Serr.et, Bd. 2, S. 237—282, welches



o . • (6),

O . . (7).

Sf . 81 dJL 
Sx ' Sy dx

Sf dy 
Sy du

Substituiren wir in diese letztere die sich aus (4) und (5) ergebenden 
dz dp Sfoder multipliciren wir (4) mit — 4-, (5) mit —oZWerthe von —diC du

und addiren sie zu (7), so kommt:

Ist u eine Function von x und y, so kann man sich denken, dass 
y, z, p, q durch x und u ausgedrückt seien. Unter dieser Voraussetzung 
hat man:

(3),= P + 1

■ • (4).2

äl (Sf 
du \Sy

) dfklOtt   Sf dy
) du \Sq Sp dx

i V i + TTÏ-f
Sf dq 
Sp dx

) • (8).= 0Sz

Da die Function u noch unbestimmt ist, so können wir setzen:

Sf Sf (ly = 0 • • (9).Sp dxSq

Werk wir nicht haben einsehen können. Vgl. auch Serret, Cours de calcul 
différentiel et intégral, ßd. 2, S. 624—649.

Cauchy hat im Jahre 1841 seiner ersten Abhandlung vom Jahre 1819 An­
merkungen nach unserer Ansicht von der höchsten Wichtigkeit hinzugefügt, in 
denen er seine Methode der Darstellung verallgemeinert.

Jacobi, Vorlesungen, S. 364—376, hat eine Darlegung a posteriori dieser 
Methode oder vielmehr der von ihm abgeänderten P faffsehen Methode gegeben. 
Mayer hat in der Abhandlung : Über die Jacobi-Hamilton’sche Integrations­
methode der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (Math. Ann., Bd. 3, 
S. 435—452) gezeigt, wie man in jedem Falle ein vollständiges Integral finden 
kann. Die von Cauchy im Jahre 1841 gegebene allgemeine Darlegung seiner 
Methode enthält implicit jene Untersuchungen von Mayer. Padova hat in 
einer neueren Abhandlung Sulla integrazione dette equazioni a derivate parziali 
del primo ordine (Collectanea Mathematica, 1881, S. 105—116) gezeigt, wie die 
Cauchy’sche Methode abgeleitet werden kann aus der von Ampère (Cahier 
17 und 18 des Journ. de l’école polyt.).

Differentiiren wir die Gleichung (3) nach u, die Gleichung (4) nach x, 
und subtrahiren wir das zweite Resultat vom ersten, so finden wir :

dp   dq dy dq dy
du dx du du dx (5).

Ferner erhält man aus der Gleichung (1):
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und hierdurch geht die Gleichung (8) über in:

*f . K „ .
dy ' dz * ‘ dp dx . . (10).

^ die Gleichung (10)Multipliciren wir ferner die Gleichung (3) mit — —,

mit — die Gleichung (9) mit — — und addiren die Producte zur 
Gleichung (6), so erhalten wir:

Sf . .
+ p +

Sf dfp _ 0 . . (11).dp dx

Die Gleichungen (3), (9), (10), (11) lassen sich auf die folgende Form, 
der wir schon in Nr. 37 begegnet sind, bringen:

dx__ dy _
*f . , v

dp dą J dp — ^ dą dx — 1 dz

— dądz — dp
w • <12>-

+ « 5
Mithin besitzt jede Lösung der Gleichung (1) die folgende Eigenschaft: 

Man kann eine Function u von x und y von solcher Beschaffenheit wählen, 
dass die Gleichungen (12) gleichzeitig mit der Gleichung (4)

dz dy ■ ■ (4)du ^ d u
erfüllt sind.

Es ist wichtig zu bemerken, dass das Systęm (12) nur Ableitungen 
nach x enthält; es führt somit zu einem Integralsystem von der Form:

y = fifa yoi ïo)

# = U yoi *Qi ®>)

p = fsfri yo, %)

y = yoi % 2o)

m,

(%)i 

(1»8), 

(1S4),

wobei angenommen wird, dass p0 mittels der Bedingung (2) eliminirt ist, 
und worin u nur in den Integrationsconstanten von (12), nämlich in y0l % q0 
yorkommt. Diese Constanten enthalten u derart, dass die Gleichung (4) 
erfüllt ist.

Umgekehrt giebt jedes Integralsystem (13) der Gleichungen (4) und 
(12), in welchem die Anfangswerthe der Relation (2) genügen, ein Integral 
der Gleichung (1) von der Beschaffenheit, dass die Anfangswerthe derselben 
Gleichung (2) genügen. Die Relation zwischen æ, y, 0 wird erhalten, in­
dem zwischen (13x) und (132) eliminirt, und die Werthe von jp und q.m an u

Sr
i«
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welche durch Elimination von u zwischen (13^, (133) und (134) gefunden 
werden, sind genau ^ und In der That, vermittelst der Gleichungen 

(12) und (4) kann den Gleichungen (6) und (7) oderman zu

df -f=0
dudx

zurückgelangen. Aus diesen ergiebt sich df = 0 oder f = const. Diese 
Constante ist Null infolge der Bedingung (2). Mithin genügen zunächst 
die Gleichungen (12) identisch der Relation (1). Sodann folgt aus den 
Gleichungen (3) und (4):

dz = pdx -J- qdy.

Nimmt man also x und y als Variablen, so hat man:

dx ^ = 4-

Mithin ist die Integration der Gleichung (1) vollständig zurückgeführt 
auf diejenige des Systems der Gleichungen (12) und (4).

108. Bestimmung eines Integrals von (12), welches (4) genügt. 
Wir nehmen an, dass man das Integralsystem (13) der Gleichungen (12) be­
stimmt habe. Der Voraussetzung nach kann man dasselbe auf die Form 
bringen :

y = ÿo + O — *o) y>i (*, «/o. ^#> 2o) • • . • (14i).
2’= % + (*- x„) (x, y(), 0O, q0) . . . (14,),
P = Po + (x — *o)%0> 2/o. % 2o) • •

çl = ao + (* — y o, «o, %) • .

Wenn diese Gleichungen der Gleichung (4) nicht identisch genügen, 
so hat man:

• (14s)
• (144).

dydz
— qdu + 1............................

Aus den Gleichungen (4') und (3) erhält man die Gleichung

dp   dq dy
du dx ‘du

in derselben Weise, wie (5) mit Hülfe von (4) und (3) gefunden wurde. 
Die Gleichungen (3), (4), (5), (9) und (10) geben die Identität (7); in der­
selben Weise geben die Gleichungen (3), (4'), (5'), (9) und (10) eine Glei­
chung, welche infolge von (7) wird:

j i dl
dz ' dx

du

dq dy dl
• • (50du dx dx

(15).= 0

£8
*



Damit I = 0 sei, genügt es im Allgemeinen, dass I0 
hat man aber:

ë + <*-*•) S -[«« + (*-*0)^] [ë + (*z=
Somit muss sein:

/ __ ^0   n
J<> du q°

dy„
du 0

2) Man kann für z0 und y0 willkürliche Constanten nehmen, welche 
u nicht enthalten; dann wird q0 in den Gleichungen (13) nur allein u ent­
halten. Man gelangt in diesem Falle zu einer vollständigen Lösung 
mit zwei willkürlichen Constanten z0 und y0, indem man q0 zwischen den 
Werthen von y und g eliminirt.1)

104. Untersuchung eines Einwandes von Bertrand. — Bertrand 
hat gegen das vorstehende Beweisverfahren einen scheinbar sehr wesent­
lichen Einwand erhoben. Man könnte, sagt er, mit Hülfe dieses Verfahrens

*) Die am Eingänge dieses Paragraphen erwähnten Autoren, nämlich Serret 
und Imschenetsky, haben sich mit diesem zweiten Falle nicht beschäftigt, 
obwohl derselbe von fundamentaler Wichtigkeit ist und von Cauchy in seinen 
im Jahre 1841 zu seiner ursprünglichen Abhandlung vom Jahre 1819 hinzugefügten 
Anmerkungen angegeben wurde. Es rührt dies daher, dass diese Autoren u = y0 
setzen, während man u ganz unbestimmt lassen muss, um nach Bedürfniss u = y0 
oder u = q0 setzen zu können.

Mansion, Part. Differentialgleichnngen. 15

Dieser Gleichung kann man auf die beiden folgenden Arten genügen: 
1) Nimmt man an, dass für x = x0

z = ę{y)

£0 = <P (</«)> % = 9%o)
sei, so hat man:

und die Gleichung (16) ist identisch erfüllt. In diesem Falle findet man 
das allgemeine Integral, indem man y0 und somit u eliminirt zwischen 
(13J und (132), welche übergehen in:

Einwand von Bertrand. 225

Aus dieser folgt:
•a;

9s—dx.
àf

I = J0e* x0 dp

. 0
tl#
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beweisen, dass jede Function cp (#), welche für einen Werth x0 von x ver­
schwindet, für jeden Werth von x verschwindet. Setzt man nämlich

jr(x] —[ > ~ <p(x)'
so hat man:

^-j^r dx — log 
cp(x)f 71 (x)dx = I

J J.r,
<p(%)

mithin:
St, n(x)dx. (17).(p{x) = (pix^e

Für x± = x0 ist cp (%) = cp (x0) = 0, wonach es scheint, dass man 
nach dem Cauchy’schen Verfahren schliessen müsste, dass cp{x) = 0 ist 
für jeden Werth von x, was absurd ist.

Dieser im Allgemeinen sehr richtige Einwand trifft unserer Ansicht nach 
bei dem besonderen von Cauchy behandelten Falle nicht zu. Die Function 
71 (x) im Beispiele von Bertrand ist derart mit der Function cp(x) ver­
bunden, dass die Nullstellen der letzteren die Unendlichkeitsstellen der 
ersteren sind und umgekehrt. Die Gleichung (17) beweist, dass

rx^ J 7t(x)dx, n(x)Jt, n(x)dz

\
sich dem oo nähern, während gleichzeitig x1 gegen x0 oder cp(xx) gegen 
cp(xo) convergirt.

In dem besonderen von Cauchy behandelten Falle ist dem aber nicht 
so. Setzen wir:

*(*• * q) = (- f :f)

so ist klar, dass diese Function n, wenn man darin die durch die Glei­
chungen (13) gegebenen Werthe von y, z, p, ą einsetzt, nicht für jeden 
Werth von x unendlich wird, weil sie willkürliche Constanten oder 
eine willkürliche Function enthält. Somit kann

fJ X0
Jidx

Denn wenn n fürnur unendlich werden, wenn Jt = oo ist für x = x0. 
einen andern Werth unendlich wäre, so würde dieses Integral, wenn man
das Intervall x — x0 genügend beschränkt, stets endlich sein.

Es kann also eine Ausnahme nur stattfinden, wenn man gleichzeitig
hat:

. . (18), 

. • (19).
f(x0, y0, <p(y0), Po, 9%«)) = 0
n{xü, )j0, Po, (p‘{yo)) = oo



Dies kann nur stattfinden, wenn man die besondere Form der Function 
(p nimmt, welche gerade durch diese Gleichungen bestimmt wird. In diesen 
besonderen Fällen wird das Integral
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rJ Xo
jtdx,

wenn jt, während x gegen x0 convergirt, sich dem — oo nähert, ent­
weder endlich oder negativ unendlich sein. In diesen beiden Fällen kann 
man somit ebenfalls noch von I0 = 0 auf 1=0 schliessen. Im andern 
Falle muss man I direct berechnen. Findet man I verschieden von Null, 
so kann man daraus schliessen, dass es keine Lösung von der Beschaffenheit 
giebt, dass für x = Xq z = (p{y) ist, aber weiter nichts.

Es kann Vorkommen, dass die Gleichung n = oo, anstatt eine Form 
von cp zu geben, für welche man ganz sicher nicht 1=0 hat, im Gegen- 
theil einen Werth x — Xq von solcher Art giebt, dass es zweifelhaft ist, 
ob I = 0 ist. In diesem Falle, wenn wirklich I nicht Null ist, muss 
man schliessen, dass es keine Lösung giebt, welche gestattet, x den Anfangs - 
werth Xq zu geben. Auf diesen Ausnahmefall scheint noch nicht aufmerksam 
gemacht worden zu sein.

105. Bemerkungen. — I. In dem Falle, wo die Gleichung linear 
und von der Form ist:

Pp + Qgt = p,

sind die beiden ersten Hülfsgleichungen diejenigen von Lagrange

dx __ dy __ dz
P — ~Q — B

und diese genügen, um die Aufgabe vollständig zu lösen (§ 5 und Nach- 
trag II).

II. Wenn die beiden Gleichungen (13^, (132) nicht q0 enthalten, so 
erhält man daraus:

y0 = y, Ą z» = cp2{x, y, e).

Mithin hat man wegen Zq = (p(y0) als allgemeines Integral:

<P2 = <Pi<Pl).

Dieses führt zu einer linearen Gleichung. Die linearen Gleichungen sind 
somit die einzigen, welche zu Integralen des Hülfssystems von solcher Be­
schaffenheit führen, dass die Werthe von z und y nicht q0 enthalten. Das 
Umgekehrte ist der vorigen Bemerkung zufolge evident.

15*
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III. Drückt man aus, dass die durch die Relationen (18) gegebenen 
Werthe der Gleichung (4) unter der Voraussetzung genügen, dass q0 nur 
Function von u sei, so findet man:

M _ f M 
Ho h Ho

eine Relation, welche beweist, dass f2 und fx gleichzeitig q0 enthalten oder 
alle beide davon unabhängig sind, ausser in dem Falle, wo — 0 ist.1) 

106. Beispiele. — I. Die Gleichung sei2):

xy = pq.
Die Hülfsgleichungen werden:

dx __ dy __ dz dp dq
a x

oder, wenn man mit xy = pq multiplicirt:

1pdx — qdy = ^ dz = xdp = ydq, 

i = , Az = fr • 2 xdx = . ‘Łydy.
d. h.

dx
x

Man findet unmittelbar als Integrale

= 5- f-f’ ^<»’-«>
mit der Bedingung:

= Po%o.

Multiplicirt man die beiden Werthe von 8 — 80 mit einander, so 
erhält man:

0 — z0)2 = {x2 — *o2) (y2 — y02),

*) Serret, der u — y0, z — (p(y0), q0 = <p\y0) setzt, sucht diesen Satz 
folgendermassen zu beweisen: Die Gleichung (4) giebt unter dieser Voraussetzung:

(g + g *'<*>> +1 »”«) - ■f- (| + g + g *“<*>) -
„Da nun“, sagt er, „diese Gleichung identisch stattfinden muss, so müssen die 

mit multiplicirten Glieder sich wegheben. Man hat also identisch:
%o

df‘2   P àfy A U
Ho h Ho

Diese Schlussfolgerung erscheint uns nicht bindend, da cp"(y0) keinen von z0 und 
q0 unabhängigen Werth besitzt.

2) Cauchy, Exercices etc., Bd. II, S. 249.
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welches das vollständige Integral mit einer überschüssigen Constanten 
20 ist, wenn man z0 als willkürlich betrachtet.

Um das allgemeine Integral zu erhalten, braucht man zu dieser 
Relation nur die folgende

(* - *o) H = (*2 - «J)y®

oder:
(2 — 2o)qo = (%2 — xl)yo

hinzuzufügen, welche übrigens identisch ist mit einer der oben gegebenen 
Relationen:

(s — ^0)^0 = (^2 — %o)Po,

wenn man die Bedingung x0y0 = pQq0 in Betracht zieht. 
II. Die Gleichung sei:

2# — px + qy + q2 = 0.

Die Hülfsgleichungen sind:

= — 4p _ ~~doL
P H

dzäydx
y + 2q

Dieselben führen zu dem folgenden Integralsystem, in welchem C=q0x0~~i

q = Cxz

p = f*

_ CV æ2
4 + xl

q2 — 2 z— X

ist:

(*.+s

y = —
Die Grössen p0, q0, x0, y0, z0 sind durch die Gleichung verbunden:

2#o — i>o#0 + Wo + gl = 0.

Eliminirt man C zwischen den Werthen von y und so findet man das 
vollständige Integral, unter A und B zwei Constante bezeichnend:

ij’

Im vorliegenden Palle hat man n — oo für x = x0 = 0. Es ist 
nämlich n = A Man findet I = /« ^j2, eine Gleichung, welche nichts

X4 = 0.2 x*—xt
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weiter aussagt. Da aber das soeben gefundene vollständige Integral für 
# = 0 keinen Sinn mehr hat, so können wir schliessen, dass wir hier 
den neuen oben angedeuteten Ausnahmefall vor uns haben. Es giebt 
kein vollständiges Integral für q = willkürliche Function von u, welches 
so beschaffen wäre, dass man darin x — 0 setzen könnte.

§ 29. Gleichungen mit einer beliebigen Anzahl von Veränderlichen.

107. Zurückführung der Aufgabe auf die Integration eines 
Systems von simultanen Gleichungen. — Die Gleichung sei:

• • (i).f {&i &li • • •? P±i • • v Pn) 0 •

Wir nehmen an, dass für x — xni0 die Grössen xl7 ..xn_lf plf..pn 
die Werthe xlt0l . . ., xn_1>07 pll0, . . ., pnf0 annehmen, welche unter ein­
ander durch die Gleichung verbunden sind:

o, o, • • v xn,0, Pi,oi • • •> Pn,o) = 0 . . . . (2).

Die Cauchy’sche Methode besteht darin, n—1 Functionen uv u2,..., u t 
von xl7 x2l . . ., xn als neue Veränderliche einzuführen. Man kann um­
gekehrt xv . . ., xn_l7 Pi, ..., pn als Functionen von u17 u2,..., un_l7 xn 
betrachten und hat unter dieser Voraussetzung:

dxdxj , ,
dxn = dxn Pn—1
d:

+ Pn ... (3),dxn
dx. .

~dü = + - ’ ' + v—i
dz dxn—i (4),du

wobei die Gleichung (4) n — 1 solche Gleichungen repräsentirt, welche man 
erhält, wenn man nach einander u durch uv u2, . . ., un_1 ersetzt.1) Diffe- 
rentiirt man die Gleichung (3) nach u7 die Gleichung (4) nach xn und zieht 
man das zweite Resultat vom ersten ab, so findet man:

dpn / dpt dxt
du I dxn du

dpt dxt 
du dxn

+•■•+(dpn_t dxn_t 
dx,, du

dXnf) (5).dpn—i
du dx

2) Wir wenden diese abgekürzte Art, n — 1 Gleichungen darzustellen, 
mehrmals an, um den § 29 ganz nach dem Vorbilde von § 28 gestalten zu 
können. So repräsentiren z. B. die Gleichungen (5), (7), (8), (9), (10), (10'), (11) je 
n — 1 Gleichungen, welche man erhält, indem man u durch ut9 u2f..., wn_i, 
ebenso x durch xl7 x2, . . ., xn__x oder p durch p±, p2, . . ., pn—\ ersetzt.



Gleichungen mit beliebig vielen unabhängigen Veränderlichen. 

Sodann erhält man aus der Gleichung (1):

231

dx 8f dz_ , jp 8f dp   ^
dxn ' 8Z dxn ' I 8p dxn

dx '8f dz_ i £ 8f dp __ ^
' 8z du ' l 8p du

àf
8Xn * • (6),

. . (7).dul

Substituirt man in diese letzte Gleichung die aus den Gleichungen
dz dpn c ! ,
m *r»80 folgt:(4) und (5) sich ergebenden Werthe von

n~l —
1 du

dp (8f__ 8f dx
n) ' x du\8p 8pn dx ; -«• • <8>-iä+p‘l +

V&c ~ 1 8z ~
8f dp

dpn dx

Da die Functionen u unbestimmt sind, so wird man die letzte Summe, 
welche in dieser Gleichung vorkommt, zum Verschwinden bringen können, 
wenn man die n — 1 Gleichungen annimmt:

8f_ _ _ _ 8f dx
8p 8pn dxn (9).

Die Gleichung (8) geht dadurch über in:

n—1^dxlSf , öf , Jf_ dp_\ = 0
x du \8x ' F 8z 1 8pn dxn ) . . (10).

Da die Determinante
d(xlf . . . ., #„-0 
d fa, . . . un_0

im Allgemeinen nicht Null ist, den Bedingungen (9) zufolge, welche u nicht 
explicit enthalten, so sind die Gleichungen (10) den folgenden äquivalent:

*f+p*f + JLÈL^ 0 . .
8x 8z 1 8pn dxn

Schliesslich ergiebt sich aus den Gleichungen (6), (3), (10) und (9), 
wie wir im Falle zweier unabhängigen Veränderlichen gesehen haben:

• • (10')

JL + „ Èl + JL ^ o
8xn ' 8Z ' 8pn dxn

(il).

Die Gleichungen (3), (9), (10'), (11) können auf die folgende Form 
gebracht werden, der wir schon in Nr. 42 begegneten:

— dpt __ — dpndzdxn (12).öf öf öföf „ *f . , _ öf öf ÖXn^Pn ÖZö^+PiTzöpn

8N
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Diese Gleichungen (12) enthalten die u nicht. Man erhält aus ihnen 
ein System von Werthen:

#i=/l> *^2 === ^2? •••> & ••? Pn-- f%n • (l^)j=fn-1, # = />*, ft=/*w—1 4-1

wo jede der Functionen ft xn und die Anfangswerthe

^0? 'X'ltO* • * •> i,o? Ä,o» • • •> 1,0

enthält. Es ist ersichtlich, dass man, um die Lösung zu vollenden, nur 
diese Anfangswerthe als Functionen der u derart zu bestimmen braucht, 
dass den Gleichungen (4) Genüge geschieht.

108. Bestimmung eines Integrals von (12), welches der Glei­
chung (4) genügt. — Wir substituiren die Werthe (13) in die Gleichung
(4) und setzen:

dxx — + I . . . . (4').Tu=Pl ÄT "• +Pn-1

Mit Hülfe von (3) erhält man hieraus:

djPn dx dp dx
1 \ dxn du du dxn

dpn )+ " • • {50-du dxn

dz dpnSubstituirt man diese Werthe von und ~ in (7), so folgt: 

jdf + dl 9f • • (14).
dXn 8pndz

Hieraus ergiebt sich, wenn man

dxnn—1,0 \
du P

T __ ‘0/o — du n—1,0
• aß).9f

öz71 —
9f

8Xn
setzt:

J n n dx
1 = J0e *B-0 . (16).

Damit I = 0 sei, reicht es im Allgemeinen aus, dass I0 = 0 sei
oder:

==Ä'# lh? "*---------------+Pn-U> dXn—i ,odz0 • • (17,),dutdut

dx, » i | dxn—t q
du— = P,’0 ä^7t+---+ Pn-1,0 -^“7

dz0 • • (17«-!).



wo #lto, x2,o, . . ., #w_i,o irgend welche Functionen der u sind, oder auch 
selbst für die u genommen werden. Um das dieser Annahme entsprechende 
Integral zu finden, muss man sich vorher die Form der Function cp ge­
geben denken, um die u zwischen den n ersten Gleichungen (13) eliminiren 
zu können. Dieses Integral ist das allgemeine Integral.

3) Man kann schliesslich den Gleichungen (17) auch genügen durch 
Annahmen, welche zwischen den soeben behandelten in der Mitte liegen. 
Man kann gleichzeitig setzen:

#0 — <jP (#i,o> • • •>
Xm+1.0 = COnst’ • • = const,n—1.0• •>

aw 1Wi.0> • • •> Pn-1.0 beliebige Functionen der u sindW0 *1.0, «2,0> •
und die andern p durch die folgenden Relationen bestimmt werden:

• •?

__ Stp
~ toż*

Scp
Pud = * *5 PlJbO5 *

109. Bemerkungen. — I. Wenn die gegebene Gleichung linear 
und von der Form ist

^iPi +••** + XnPn = Z)

so sind die n ersten Hülfsgleichungen diejenigen von Lagrange:

dzdxl dxn (19).x„ z

Dieselben reichen aus, um die Aufgabe vollständig zu lösen (§ 6 und 
Nachtrag II).

*) Die im Folgenden angegebenen drei Arten sind nicht die einzigen, wie 
man diesen Gleichungen genügen kann (Nr. 116, III).

Dieser Bedingung kann man auf verschiedene Arten genügen1):
1) Man kann annehmen, dass #0, x1}0, . . ., xn_10 willkürliche Con- 

stanten und jp1)0, . . ., pn__lt0 beliebige Functionen der u oder auch die u 
selbst seien. In diesem Falle findet man, indem man die p$ zwischen den 
n ersten Gleichungen (13) eliminirt, das vollständige Integral:
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F{&, . . ., Xn, ^1,0» • • *j xn—l,o)   0 . (18)*

2) Man kann annehmen:

*o = <p æa_i,o)>
ö(p 8cp

Pl,0 — • •< 1V-1.0 — Sx1 •$x1>0 n—in)
• 

^
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II. Wenn die n ersten Gleichungen (13) die Po nicht enthalten, so 
folgt daraus:

#1,0 * yj± ißy •••? *^n)y ••••} ftn—1,0 ——1 (ßi ^1? *^n)y &0 === tynißy *^1 ?

und dies gieht das Integral:

Vn = • • • -, W„-l),

welches zu einer linearen Gleichung gehört.
III. Drückt man aus, dass die durch die Relationen (18) gegebenen 

Werthe den Gleichungen (4) genügen, falls man u =j»o annimmt, so folgt:

Sfn-1SASfn + •••+£»= /’„+! _1SPi,»SPi*

Sfn—iSASfn
+ • • ' + fin—1---  fn+1 SPn8pSp —1,0n—i,on—i,o

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass, wenn n — 1 der Functionen 
/j, . . ., fn eins der Pq nicht enthalten, dasselbe mit der n

IV. Leitet man aus den n ersten Gleichungen (13) durch Elimination 
der p mehr als eine und weniger als n Relationen zwischen den z und 
den x her, so befindet man sich im Falle der semilinearen Gleichungen, auf 
den Lie (Nr. 14, III) aufmerksam gemacht hat und auf den auch Serret 
nebenbei gekommen war (Nr. 119).

V. Man kann von der Cauchy’schen Methode im allgemeinen Falle 
nach Lie’s Auffassungsweise eine symbolische geometrische Deutung im 
Raume von n -f- 1 Dimensionen geben. Die Gleichung (1) stellt oo2n Ele­
mente im Raume von n -f- 1 Dimensionen dar. Die Schlussfolgerungen 
der vorhergehenden Nummern zeigen, dass die Elemente jeder Lösung der 
Gleichung (1) unter denen enthalten sind, welche dem Hülfssystem (12) 
genügen; das Hülfssystem (12), welches nur oo2n Elemente enthält, enthält 
also nur die Elemente der Gleichung (1). Die Gleichungen (4) drücken 
einfach aus, wie man die Elemente der Gleichungen (12) gruppiren muss, 
damit dz = pxdx\ + • • • + Pndxn sei. Diese Bemerkung erklärt auch, 
warum man in dem Falle, wo die gegebene Gleichung linear ist, nur die 
n ersten Gleichungen zu betrachten braucht.

110. Beispiel. — Die Gleichung sei1):

—“ P1P2 * * • Pn*

9 Cauchy a. a. O. behandelt auf diese Weise diese Gleichung für den Fall 
= 3. Graindorge, Nr. 49, S. 50, Nr. 69, S. 65 behandelt dieselbe Gleichung 

für n — 3 nach der Methode von Jacobi in ihren beiden Formen. Vgl. auch 
Nr. 73, I.

der Fall ist.

n
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Die Hülfsgleichungen sind nach Multiplication mit xxx2... xn—plp2 ...pn :

Pldxt ==•-• = p„dxn = — = x1dpl = ...== X„dpn,

d. h.
djici __ dp j ___ dpn
xt pL ’ ' 4>»’• V

dz = ^ ^ = ••• = £ *»**«•

Als Integrale findet man:

= 3i_o __ = __ _
Pi,o ’ * *’ P« Pn<0

Xn Xn, o

2 — __ JPn.o 
Xn,o

01 — ^,«),«

mit der Bedingung, dass

*i,o • • • xn,o — Ä,o * * *

sein muss. Multiplicirt man die n Werthe von z — Zq mit einander, so 
findet man:

on

0~ = Oi — *1*) 01 — *1,#) • • • Ol — *io);

dies ist das vollständige Integral, welches eine überschüssige Constante 
enthält, wenn man Zq als willkürlich betrachtet.

111. Scheinbarer Ausnahmefall. Modificationen von Mayer 
und Darboux. — I. Ist die gegebene Gleichung homogen in Bezug auf 
die P, so hat man wegen f = 0:

*f*f *fA W, + + ‘ * ‘ + Pn Wn = °’

und somit giebt die nte Gleichung (12) als Integral

z — const.

Offenbar ist es unmöglich, die aus dieser Gleichung und den n — 1 
Relationen (13!),..., (13n_1) zu eliminiren, und somit giebt die allgemeine 
Methode von Cauchy nicht mehr das vollständige Integral.

Mayer hat ein sehr einfaches Verfahren angegeben, um sowohl in 
diesem Falle wie im allgemeinen Falle zu einem vollständigen Integrale 
zu gelangen, welches und #o a^s Constanten enthält. Zu
dem Ende betrachten wir das allgemeine Integral, welches so beschaffen 
ist, dass

zo — zo + A,o*i,o + ••’•+ -Pn—l,0*w—1.0 * . . (20)
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ist. Man hat dann, da eine Constante ist:

8zo8z0
Sxu0 — Pl'<" Sx

Somit braucht man, um das entsprechende vollständige Integral zu 
finden, nur 20, X1}0, . . ., #w_lj0 zwischen den Gleichungen (13J,..., (13n) 
und (20) zu eliminiren. Dies ist immer möglich, da sich die x auf x0

dfaii • • •> %n—i) 
d(^i,o> • • •> Mn—i,o)

niemals gleich Null ist, weil sie für xn — xnt0 gleich der Einheit ist. Man 
kann somit die x0 als Functionen der x ausdrücken.

Das Vorhergehende lässt sich leicht verallgemeinern. Wir setzen:

Pn—1A)’n—i,o

für xn — xnt0 reduciren und daher die Determinante

zn = <p(xlt0, . .

__  8(p
Pi'H — te, .,,’ ■ " ~ Sx

*»-1,0. aV ... (21),

• • (22),

• V

8 cp

n—1,0

wo av . . ., an Constanten sind. Eliminirt man zwischen den Gleichungen 
(131), . . ., (13w), (21) und (22) die Grössen z0, x0 und pQ, so findet man:

F(z, xl7 . . ., xn, av •1 &n)   ^ • • • • (23),• •

eine Relation, welche ein neues vollständiges Integral darstellt. Das System 
der Gleichungen (13-jJ, . . ., (13w), (21) und (22) lässt sich ersetzen durch 
(13*), . . (13w), (22) und (23). Setzt
die Gleichung (23), wenn die Gleichungen (13) xx = xlf0, ..., xn_x — #w_1}0, 
2 = 20 geben, die Relation:

also xn = xn>0, so ergiebtman

*0 = ?>(*i,o. ■ ■ •> *«-1,0» «1. • • •> ««) • • • (21).

Mithin würde man, wenn man einfach in (23) xn = xnA) setzte, finden:

2 = <p {XV .

Das in Rede stehende vollständige Integral reducirt sich daher für xn = xn>Q 
auf die Function <P(xv . . ., xn_v av . . ., aj.1)

%n—l* %>•••? an)•• •)

x) Mayer beweist diese Bemerkungen direkt mittels der von Jacobi 
modificirten Pfaff’schen Methode. Er giebt verschiedene interessante Sätze über 
den Zusammenhang der Integrale unter einander (vgl. Nr. 120, Anmerkung). Wie 
man sieht, enthält die Cauchy’sche Methode, wenn man sie so, wie wir es oben 
gethan haben, in ihrer ganzen Allgemeinheit darlegt, implicit die von Mayer 
angegebene Modification.
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II. Man kann den Gleichungen (4) auch genügen, indem man setzt:

e = Zf> + Pu0*1,0 H---------------------Ł- Pm,0xm,0

Xm,V Pm+l.o- • • • •> Pn-1,0 als die U Und Pl,#> • • •) iPm,0> 
xn—1,0’ ^0 a^s die konstanten betrachtet.1)

und »1>0, ..

Xm + 1,0> • • •!
• :

*) Darboux (Comptes rendus, 1874, Bd. 79, S. 1488 —1489; 1875, Bd. 80, 
S. 160—164) hat zuerst auf dieses Integral aufmerksam gemacht, aber nur in 
dem Falle der halblinearen Gleichungen (vgl. Nr. 119). Er setzt ebenfalls diese 
Untersuchungen mittels der von Jacobi modificirten Pfaff’schen Methode aus­
einander.



2. Kapitel.

Untersnchnngen von Serret.

§ 30. Gleichungen mit zwei unabhängigen Veränderlichen.

112. Form, welche der allgemeinen Lösung in den Unter­
suchungen von Serret gegeben wird. — Die Gleichung

/■(«, V-, 8, P, q) = 0 (1)

führt zu den Hülfsgleichungen : 

dx__dy dz — dp - dg
• (2),Sf Sf sfSf SfSf Sf Sf

Sp Sq ® Sp ^ 

deren Integrale sind:

4- p-r. + s£Sq Sx Sz Sy Sz

y = fl {x, Va, 8„, q0) 
8 = U (x, y<n 80, S0)

p = f3 0> yo, 80, s0)

y == fi («, yo % (io)

. (3i),

(8*X

(3S),

(34).

Nimmt man an, dass man aus den beiden ersten das vollständige
Integral

z = M(x, y, IJ0, z0) • W

abgeleitet habe, so hat man:

p = ^ = N(x, y, yo, *oX 2 = — P(*. y, y„, *0) • (5)*

Will man das allgemeine Integral haben, so hat man nur zu setzen:

8« = <p(yo),
'io = vW>



JZ

2) Die Art, wie Serret diese Äquivalenz beweist, ist ziemlich heikel, da er 
sich auf das ungenügend bewiesene Princip stützt, welches wir in der Anmerkung 
zu Nr. 105 angedeutet haben. Man kann dieses kleine Versehen, wie wir es in der 
erwähnten Nummer gethan haben, leicht gut machen. Indessen ist diese nach­
trägliche Vérification der Ca uchy’schen Methode überflüssig, da alle Rechnungen 
von Cauchy in umgekehrtem Sinne durchgeführt werden können. Aus dem­
selben Grunde haben wir die nachträgliche Vérification der von Jacobi modi- 
ficirten Pf aff sehen Methode, wie sie in den „Vorlesungen“ S. 364—369 gegeben 
ist, weggelassen. Vgl. auch Nr. 109, V.

— /idz — vdp — Qdq = 0,

vorausgesetzt, dass fl, v, q den Relationen genügen:

SM SN SP
fl —— -j“ V —— -f- Q —— = 09y0 9y0 ^ 9y0 • • (U

SM SN SP+ ^=° * *+ v • • (72>
9*0 9*0

Offenbar hat man nach diesen Relationen:

Serret’s Form von I. 239

und mit der Gleichung (4) ihre Ableitung nach y0 zu verbinden:

SM SM
~7T + 20 = 0 (6).
9% 9*o

Die Gleichungen (4), (5), (6) sind den Gleichungen (3) äquivalent und werden 
dieselben im Folgenden vollständig ersetzen.1)

113. Neue von Serret gefundene Form des Werthes von I. —
Man kann das totale Differential von f(x, y, z, p, q) erhalten, indem man 
die Differentiale der Gleichungen (3) oder der äquivalenten Gleichungen
(4), (5), (6) addirt, nachdem man sie mit Factoren von solcher Beschaffen­
heit multiplicirt hat, dass die Differentiale dy0, dz0, dq0 aus dem schliess- 
lichen Resultat verschwinden. Es ist klar, dass man die Gleichung (6), 
welche allein qQ enthält, mit 0 multipliciren oder weglassen muss. Multi­
plicirt man die Gleichungen (1), (5J, (52) resp. mit fi, v, p, so erhält man:

«t
-ÿy

 ÿ
y

Q
i

Q
i

*1
8 *

18
+ + *

z\%
 sl

§
+ +II 

+



ÔM ( « Ô-M dy 
ôz0 ôy dx( :)-o.+ÔZ0ÔXôy0

ÔN ôp

ôz0. ÔZ0
+

VV — SM SM
Sz0ÔZQ

Ô2M Ô2M
q ôyôz0âxâz0 + - 

v ÔMÔM
ôz0ÔZq

ÔM
ÔZo*

ÔMô + -«■ 

vSx l0° log
ÔZ0

bringt:
ôM I Ô2M 
ÔZo \ ôy0ôx

Ô2M dy 
ôyQôy dx )+

n

i'

In der That wird dieselbe durch diese Substitution:

ÔM fôN ,ôPq\ 
ôZq \ Ôy0 ôy0 v /

ôMlôN ÔP q\ _ 0
\ ôz0 ôz0 v)ôy0

oder auch nach Multiplication mit v zufolge der Gleichungen (7):

ÔM I ÔM\ ÔM( ÔM\ A( ^ ôy0) ôy0 ( ^ ÔZo)
ôz0

Diese Gleichung ist erfüllt, wenn man setzt:

Wir bemerken nun, dass man, um das Integral

• a?o
jcdx

zu berechnen, sich n mittels der Gleichungen (3) oder der Gleichungen 
(4), (5), (6) durch x allein ausgedrückt denken muss. Wir können uns 
daher dieser Gleichungen bedienen, um jr zu transformiren. Nun giebt 
die Gleichung (6), welche (3X) äquivalent ist, wenn man sie auf die Form

Methode von Cauchy und Lie. [Nr. 113—114]240

d. h. zufolge der letzten der Gleichungen (7):

o5

§ 
*

« |<
o

iï#
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Man kann daher — in dem Werthe von Jt durch ~ ersetzen, wodurch 
v dx

derselbe übergeht in:

w + JL lo. ** x & = ~ w ^
g 8z0 ^ 8y ö dz0 X dx dx g 8z0'

H % -log ©.-*

JT =

Mithin:

7= V

— » <W 

denn es ist M = s

— V

= za für x — X0 und somit (4“)

114. Untersuchung des kritischen Palles. — Die vorstehende Formel 
gestattet uns den Fall zu discutiren, wo die Form der Function cp («/), auf 
welche sich z für x — xQ reduciren muss, so beschaffen ist, dass das 

Integral ndx einen unendlich grossen positiven Werth hat , d. h. dass

= 1.

! ÔM , öM A
- l0« ^ = co’oder = 0

ist für x = Xq. In diesem Falle ist man von vornherein nicht mehr 
sicher, dass

1=0

ist, wenn auch J0 = 0 ist. Man muss demnach a posteriori verificiren, ob 
wirklich / = 0 ist. Wenn dem so ist, so wird auch eine Lösung z — M 
existiren, welche sich für x = xQ auf z = cp (y) reducirt, die aber, waś 
bemerkenswerth ist, vermittelst der vollständigen Lösung, wie Serret 
bewiesen hat, geliefert wird. Die Schlussfolgerungen dieses Geometers sind 
nicht nur auf den Fall anwendbar, wo

-i m 
— lOg-ri—

unendlich gross ist, sondern auch auf alle Fälle, in denen dieser Ausdruck

für x = x« einen von Null verschiedenen Werth annimmt, während -r 
u OZo

für x = Xq verschieden von 1 ist.

Es sei nämlich für x = x0

= einer von 1 verschiedenen Coustanten
8z0

Und es werde angenommen, dass z = M für x = x0 übergehe in z = cp {y) 
oder vielmehr, dass man für x = æ0, y = y0 habe: z0 = (p(y0). Die

Mansion, Part, Differentialgleichungen. 16
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Gleichungen (3) oder die Gleichungen (4), (5), (6) müssen somit für diese 
Werthe identisch erfüllt sein. Nimmt man nun aber in der Gleichung (6)

x = X9, y = yt, sg = ç»(y0)

an, so kann dieselbe nicht erfüllt sein, wenn sie es nicht schon für

X = x0, 0O = <p(yg)

bei beliebigem y ist. Wäre dem nämlich nicht so, so erhielte man aus 
(6) nach Substitution von

« = xo> ~'o = 9%o)

den Werth y — yQ. Damit dies aber der Fall sei, müsste man für x = x0
SM■—— = 1 haben, was der Voraussetzung widerspricht.1) 
0^0

Somit verschwindet y0 aus der Gleichung (6), wenn man x = x0 
setzt. Die Gleichung (6) aber ist die Ableitung der Gleichung (4) nach y0. 
Mithin verschwindet yQ auch aus der Gleichung (4), wenn man x — x0 
setzt, da die Ableitung der linken Seite von (4) d. h. die linke Seite von (6) 
identisch Null ist für x == xQ. Wir wissen aber, dass die Gleichung (4) für 
x = #0, y = y0: B'0 = (p (yQ) giebt; mithin giebt sie für x = x0 allein 
8 ssss (p(y). Im gegenwärtigen Falle ist daher die Function #0 = (p{y^) 
derart beschaffen, dass die Lösung

z = M

% = (p{y) für x — x0 ergiebt, ohne dass es nöthig wäre, y0 zwischen 
dieser Gleichung und der Gleichung (6) zu eliminiren. Und dies sollte 
bewiesen werden.

Mit andern Worten: In dem Falle — dem einzigen wichtigen für die 

Theorie, die uns beschäftigt —, wo —— = 0 ist für x = x0, hat man

dM
auch der Gleichung (6) zufolge —— = 0 und somit kommt y0 für x — x0 

nicht mehr in der Gleichung (4) vor. Diese Schlussreihe ist viel einfacher

x) Diese Schlussreihe ist nur im Allgemeinen richtig. Man nimmt an, dass 
die Function M derart beschaffen ist, dass man darin nicht x == Xo, y = ?/o machen

öM
kann, ohne dass man nicht nur M = z0, sondern auch —— — 1 hätte. Der WerthOZq

wird durch die Gleichung (6) gegeben; mithin muss die Gleichung (6)

zu der Relation = 1 für x = x0} y = y0 führen, abgesehen von den Fällen, 
ozo

wo y0 in dieser Gleichung nicht vorkommt. Serret ist nicht präcis genug bei 
den Schlüssen, welche sich auf diesen kritischen Fall beziehen, der noch gründ­
licher untersucht werden muss.

SM
von Szo
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wie die von Serret und ist auf Functionen anwendbar, welche für x = a?0, 

y = y* nicht —— — 1 ergeben würden.
OZq

115. Beispiel. — Die Gleichung sei:

pqy - pz + aq = 0,

wo a eine Constante ist. Die Hülfsgleiehungen

— pdx __ qdy __ dz __ dp __ dq
Im ~ ~¥ ~ ~ö~aq pz

haben zu Integralen:

i =
p = aq0R,

z = R [z0(z0 — q0y0) + a2# (x — *,)],

y = R l>o(*o — 2o y») — a (x — *o)],

wo JR definirt ist durch die Relation:

R — V(2o — ïo?/o)2+2«îo(a: — %o)’ 

Man erhält daraus als vollständiges Integral:

I/O

Ferner:
SM = R(*t — wo)-
ÖZo

Setzt man Zq — Iq/Zo === so man

8M A 
««> — «*/0> 2 = «. ^ = °.

wo a eine Constante ist. Führt man nun diese Werthe von #0 und q9 
in das vollständige Integral ein, so findet man, dass sich für x — x0\ 
Z = ay ergiebt, und dies ist das durch den Serreichen Satz angegebene 
Resultat.

§ 31. Gleichungen mit n Veränderlichen.

116. Form, welche in den Untersuchungen von Serret dem 
allgemeinen Integral gegeben wird. — Die Gleichung

f(xv . . x„, z, pv .. ., p„) = 0 . . ■ ■ (1)
16*
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führt zu den Hülfsgleichungen:

dz — dl>y
Y äf Sf .. ^Sp

deren Integrale wir durch die Gleichungen darstellen:

öf

SF SFSF SF . . (5).’ • • •’ Sxn ~' 0+ ft ä? =Sxt .Sz

II. Will man das allgemeine Integral haben, so setze man (Nr. 10)

• • % — ■ »**>. * -Ą **.1#), -

__ Scp __
Plfi 8xlyQ * * * *> Pn—1,0

Yt, • 4
Stp

Sxn—i,o

fi(pm xl}0i • • Xn—1,0> ^07 Pl’Oi • • •» Pn—l,o) * * (*X)jXi =

fnföm %,0> • * •> Xn—1,0? ^07 i^l.0» * * *7 Pn—\fy) • * (^nX

JP* ----  fn + i{Xn'> Xl>0’ * • •? 1,0» #07 Pl,07 • • •; Pn—lfi) *

I. Es sei
• • (4)F& «1, • • -, Xni #7 ^1,07 • • - Xn-,

das vollständige Integral, welches durch Elimination derpQ aus den w ersten 
Gleichungen (3) erhalten wird. Man kann w der Gleichungen (3) ersetzen 
durch die folgenden, welche die Werthe der p geben:

[Nr. 116—117]

"#n
(2),SfM+p «L 

Sx» Sz

und eliminire die x0 aus den n ersten Gleichungen (3) oder aus (4) und 
den folgenden aus (4) abgeleiteten Gleichungen:

SF SFSF SF = 0 (6).+ W = 0’ • I Pu—1 j0• • *7 8z0

Die Gleichungen (4), (5), (6) sind den Gleichungen (3) äquivalent.

III. Man findet weniger allgemeine Integrale, wenn man annimmt

* = ■ • -, Xn-l,o)>
Sy

Pl'° SW

und ferner, dass die %0 unter einander durch Gleichungen verbunden 
seien:

Xin+1,0 = 9^1 0*1,07 • • *7 ^,0)7 . . • *7 Xri-4L,o = Wn-m-l (#1,07 • • *7 Xm,0)•

Sxn—i ,o

dqp
• • * 7 Pn-1,0 = Sxn—1)0

s ^ 
a

m
\$

©
. 

■

: Q
 :

ö



Die in Rede stehenden weniger allgemeinen oder gemischten Integrale 
werden gegeben durch die Gleichungen (Nr. 10):

F(s, xlt.. xn, z0) xli0, . . xn_lt0) = 0 . . . (4),

S<Pi
äxuo

Neue Form von J. 245

SF SF SF«—1 / äJ<'
Pl,0 + %

mrïl
+ = 0 . . (70,Sxll0 Sz SXi.o

. «-1/ SF , SF \
Pm0 + ik + ^ MSF SF

0 .
Sxm, o+ fo • (7m).8xm, 0

Bemerkung. In diesem letzteren Falle wendet man im Grunde ge­
nommen m Hülfsvariable #lj0, . . ., xm>0 und n — m willkürliche Functionen 
an; ijn Falle der allgemeinen Lösung aber werden n — 1 Hülfsvariablen 
und eine willkürliche Function angewendet.

117. Neue von Serret gefundene Form des Werthes von I. —
Zunächst beschäftigen wir uns mit dem Falle, wo

d(f1} . . ., fn-ù
8(Pno? • • •)Pn—i>o)

nicht null ist. Wir können uns in diesem Falle die Gleichung (4) auf die 
Form gebracht denken:

• (8),& — M(xi, . . ., Xn, #o, a?i,o, • • •? tön—i,o)

und die Gleichungen (5) und (6) auf die folgende:

dM ,T
Y1> • • •> Pn — gXn N» ■

SM

SM
■ • (9),Pi = 8x±

> §M8M8M Pn-1,0 = 0 • (10)-Pi,0 = 0, ..Sxu0 8xn—lj0

Das Ensemble dieser Gleichungen, welches dem Systeme (3) äquivalent 
ist, wird uns in den Stand setzen, I zu berechnen.

Man kann das totale Differential* df der linken Seite von f — 0 er­
halten, indem man das Differential der Gleichung (8) und diejenigen der 
Gleichungen (9) addirt, nachdem man dieselben mit Factoren ju, . . ., vn 
von solcher Beschaffenheit multiplicirt hat, dass die Differentiale

dzo? %i> • • •> dxn_

aus dem Resultat verschwinden. Man hat somit:

8*o

#~f(M + V1Ö§ + --- + Vn + + •■ +VnäPn),m
8x

: r



Aus diesem Werthe von 7t müsste man mittels der Gleichungen (10) 
xn_1 eliminiren; man kann aber zuvor diesen Ausdruck trans*#1, #25 • * *5

formiren und zwar mittels der Gleichungen (10) selbst, nachdem man sie 
auf die Form gebracht hat:

SM
dx0

— Po = SM'
8z0

Man erhält aus dieser Gleichung durch Differentiation nach xn\

SM i SNt dx± , ,
Sz0 \ äx0 dXn ' * ‘

S Ndxn J . $Ah\
dXn8x0

SM / SNt dx± 
Sxo \ Sz0 dxn

8Nn—j dxn—^ 
8z0 dxn

+ •••• +

Diese Gleichungen werden wegen (11) identisch erfüllt durch 

dx± __ vt
dxn

dxn__t _ yn_v 
‘ dxn7 •Vn Vn

Mithin lässt sich der Werth von 7t schreiben:

SKt 8Nn_ t 
8zo dxn—j 
8M dxn

SNn
n = Sz0 dx. , ifo.

SM+ • • • +SM dxn
SZq 8z0 8z0

__ d , SM
dxn ° SZq

Dem Werthe von df und der ersten dieser Gleichungen zufolge hat
man:

8Nt SKn—i
JL teo i i
V„~ Vn SM ' ^

9*0Vn—i +71 = v„ SM
Szo 9z0

SNnSM , 9Ntf n--- ~ ■ (lln).= 0 .+ • • • + vn^ SXn—,,o 8xn—i ,oSxTi—1 »0

[Nr* 117—118]Methode von Cauchy und Lie.246

wo die Factoren /u, vl7 v2, . . vn den n Relationen genügen müssen:

SM , SKX .
+ ”• st + ■■■

SNn . • (11,X= 0

— . SNt .
‘U Sx,,o V> Sx,,0

SM y
n Sxt,o ■ ■ (11,),= 0

+ 
+
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Demnach hat man, wenn man bedenkt, dass für xn — Xn0

m = i

ist:
f" ndx

SM&n, o1= he —Io «V

welches die Serret’sche Formel ist.
118. Untersuchung des kritischen Falles nach Serret. — Wir

nehmen an, dass die Function q> derart gewählt sei, dass für xn = xnt0

dM — einer von 1 verschiedenen Constante . . . (12)

ist. Es ist möglich, dass trotzdem eine Lösung der Gleichung (1) von der 
Beschaffenheit existirt, dass für x± = #lj0, x2 = #2j0, . . xn — xnt0: 
z = z0 = (p(xlj0, x2j0, ..., #w__lj0) ist. In diesem Falle, behaupte ich, 
ist diese Lösung nicht das den Gleichungen (8), (9), (10) entsprechende all­
gemeine Integral, sondern es ist das vollständige Integral oder eine andere 
zwischen dem allgemeinen und dem vollständigen Integrale liegende Lösung.

In der That, wenn die vorerwähnten Umstände eintreten, so können 
die Gleichungen (10) zufolge der Gleichung (12) nicht xt = xli0, .

xn_x = a?w_lj0 für xn = xnj0 geben, da dies im Allgemeinen — 1 vor-

• •»

aussetzt. Man muss daher annehmen, dass für xn = xni0 diese Gleichungen 
identisch erfüllt seien, welches auch xv x21 . . ., xn_t sein mögen, mögen 
dieselben verschieden sein, oder mögen sie sich auf eine Anzahl m<^n — 1 
reduciren.

Wir betrachten zunächst den ersten Fall. Nehmen wir an, dass für 
xn = x„}0 die linken Seiten der Gleichungen (10) identisch Null seien, so 
muss man daraus schliessen, dass z — M für xn = xn$ nicht #1)0, #2j0, ..., 
xn_ił0 enthält, denn die linken Seiten der Gleichungen (10) sind die Ab­
leitungen von z — M nach #10, . . ., xn_1>0. Indessen z — M = 0 für 

x„-i = xn—i ,0 giebt e = = cp (*li0, ..*n_ll0),
Mithin hat man für xn = xn>0:

wennX1 ---- ^1,07 •
xn = xn, o*

• •?

* = <P (*1. *2> ■ • •» Xn—l)*

Betrachten wir jetzt den Fall, wo die Gleichungen (10) sich auf 
m verschiedene Gleichungen reduciren, falls man xn = xHi0 

Wir leiten aus diesen die Werthe von Tz der Constanten
h — n — 1

setzt.

Xm+1,0   *Pi (Xl,0> • • *7 xm>o)> • • • ‘7 xn—1,0   Vk(X 1,0» * * •» Xm,o)

her und substituiren sie in die Gleichungen (10) und in (8). Nach dieser
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Substitution werden offenbar die Gleichungen (10) Identitäten. Dasselbe 
ist daher der Fall mit den folgenden Gleichungen, welche lineare Combi- 
nationen der Gleichungen (10) sind:

SM , SM 8<p^ , »-1 / SM 
Sx() + Szo Sxn „£i \fe;,o +

SM d<p 
Sz0 SxM

• <13>‘

demnach enthält z — M = 0, von welcher die Gleichungen (13) die 
identisch verschwindenden Ableitungen nach #1>0, #2,o> • • xm,o sind, keine 
dieser willkürlichen Constanten. Nach Voraussetzung aber giebt für xx = xlf0 
x2 = X2t0i * * •> xn-1 = xn-1,or falls Xn = xn^ die Gleichung > — M == 0:

-S0 "= <p(x1,0,

Mithin ist schliesslich für = #w>0 die durch die Gleichungen (8), (9) 
(13) definirte gemischte Lösung so beschaffen, dass

* = V(xl, x2’ • • Xn-i)

ist, womit das oben ausgesprochene Theorem bewiesen ist.

Man gelangt zu demselben Resultate mit Hülfe des einfacheren Resultats 
der Nr. 114. Der Ausnahmefall ist charakterisirt durch:

Uw = 0.
xn — xn, o

Man hat somit wegen der Gleichungen (10):

8M8M
= o,= 0, . . * *’ 8x8xlt0

was zu den vorstehenden Schlüssen führt.

119. Fall der halblinearen Gleichungen. — Wir beschäftigen 
uns jetzt an zweiter Stelle mit dem Falle der halblinearen Gleichungen. 
Die Relationen (3) geben durch Elimination der Pq m Relationen zwischen 
den Variablen und ihren Anfangswerthen (Nr. 14, III und 109, IV). Als 
Integral kann man sodann die in Rede stehenden Relationen betrachten, die 
wir uns auf die Form gebracht denken:

n—i »0

Xy, . .., xn1 Xlt—| jq) • (14x)«i,o —

‘ Wm—1 (^) «1> • • •>’ • • •> «n—l,o) • l)
«1» * * *î ««î «ïm,0î • * •) «M—l,o) * * (44m)Z0 =

O04̂
-

tw



i Halblineare Gleichungen. 249

Dieses Integral kann man durch das folgende ersetzen (Nr. 13) 

A Vl + ■ • • + W . ' • (15),— Wm = 0 .m—1

WO Ä1: . . ., X willkürliche Constanten sind, oder auch durch 

F{z, xu . .xn, Äu .

m—1

^m—ii 0> • • *? «n-l,o) ---  0 *

indem man die linke Seite durch ein einziges Functionenzeichen darstellt. 
Die Werthe der p sind gegeben durch die Gleichungen:

• *5

8F 8F
+ P = o (17),8x 82

worin
8F —j= il o,

1 8x

+ ■■■■ + *

+ • • • + K,1-1 Sx

m-1 Sz

8x 8x
8xp7/i

82
ist.

Man findet ein allgemeines Integral, wenn man die Ableitungen von 
F nach den Constanten Xq gleich Null setzt. Man findet so die folgenden 
Gleichungen :

8xpm—i 8xpm _____ q
8x0 1 1 m—1 8x o &r0

Die Gleichungen (14), (17), (18) ersetzen vollständig das System (3) 
und gestatten, wie Serret gezeigt hat, n zu berechnen, wobei man jedoch 
an Stelle der Relation (15) diejenige nimmt, welche sich aus den Gleichungen 
(14) und einer willkürlichen Relation

Z0 — ^ 6*1,05 • * -5 xn—l,o)
ableiten lässt. Diese letztere Relation ersetzt die Gleichung, deren Existenz 
wir annehmen:

. . (19).&0 *P(A 15 • • *5 15 Xm^i • • • 5 Xn—l>o)

Die Rechnungen erleiden keine Modification weiter, nur dass ÄJt 
durch pl Q, . . ., pm_x ,0 ersetzt sind, wie man leicht sieht.

Wir setzen mit Serret:
—1

8F
(20),= 1co —

82

so dass die Gleichungen (17) übergehen in:

. $F a , sF A
to + w = °> • • • - Pn + w äs — 0 • • (17')-

Man erhält wiederum das totale Differential df der linken Seite der 
gegebenen Gleichung f = 0, wenn man die totalen Differentiale der Glei-

00
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drangen (20) und (17') addirt, nachdem man dieselben mit Factoren 
u, V|, . . vn von der Art multiplicirt hat, dass die Differentiale der n 
Grössen A • •> 1> Xm,0i • • und co aus dem Resultat ver-•> Xn—1,011 •
schwinden. Man hat:

V
co I 82F S-F )8*F8z

-\-------------- 1-Vn71 = ----- 8Xn8zl*8f 8xt 8z
dPn

Wegen der Gleichung (20) ist: 

82F
co —— =8z2

fl log«» ____  _
8z ’ 8x8z

und somit geht der Werth von n über in:

82F 8 log co
8x 7

i-(
Vn \

fllogwfl logg? 
^ 8z

8 logœ )■+ n + • • • + ^71 =
8xt 8Xn

Man kann diesen Werth auf eine einfachere Form bringen, indem man 
daraus die Hülfsfactoren fortschafft. Drückt man aus, dass die Differentiale 
der A aus df verschwinden, so folgt:

fl^i 8ifJi 8tyi
dz +v1 + •••• + Vn = 0,fX 8xt 8Xn

fl'ffw—i 8if) dtyrn—i1+-------- L. v
8x± ^ v nf n = 0.f* 8z 8Xn

Da der Factor von doj ebenfalls null sein muss, so hat man ferner:

8F 8F 8F
* Tz+V* + * • * + Vn = 0,

8Xn

eine Gleichung, die sich den vorhergehenden zufolge reducirt auf:

8'lpm i 81p"+•••+ v.flX, 8Xn

Schliesslich ist wegen des Verschwindens der Differentiale dx
dxn_j }o aus df:

82F
^ 8z8x

m,0i * • •?

82F 82F
+ Vi + *••• + Vn = 0,8xt8xr)lj0 8xn8xm> o m,o

82F 82F 82F
+ +---------h vn = 0.ß 8z8xn_U0 8xt8xn—ll0 8x„8xn_in
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Alle diese Gleichungen zwischen fi und den v sind erfüllt, wenn man
setzt:

dxx dxn dz
vi

infolge der Gleichungen (14) und (18). Mithin ist schliesslich:

7tdxn = dxn.dxn

Für Xx = xli0, . . ., xn = xn$, z — z0 hat man co = 1. Demnach:

jXn ndx
I = l0e = I0oj.

In dem Falle, wo man (o — oo hat statt oj — 1 für xn = xnj0, ist 
man nicht mehr sicher, dass I gleichzeitig mit I0 gleich Null ist. In dem 
Falle, wo I trotz dieses Umstandes gleich Null ist, giebt es noch eine Lösung. 
Wie in den vorhergehenden Fällen erkennt man, dass dieselbe durch das 
vollständige Integral oder durch ein Integral gegeben wird, welches eine 
mittlere Stellung zwischen diesem und dem allgemeinen Integrale einnimmt, 
aber nicht das allgemeine Integral selbst ist.1)

Bemerkung. Wenn die Gleichung

dz
+ ®1, • • -, *B, Pl, • • ;Pn) = 0 • • (21)dt

zu Hülfsgleichungen führt, welche zu Lösungen die Kelationen (14) haben, so 
findet man nach Nr. 111, II als Integral dieser halblinearen Gleichung (21):

* = *• +PuWl H---------- f Pm-lfiWm-l + V . . (22),

wo V der aus (14m) abgeleitete Wert von z ist. Im vorliegenden Falle 
kommt z in den Gleichungen (14t), ... ., (14w_j) nicht vor. Das Inte­
gral (22) ist von Darboux angegeben worden (vgl. Nr. 111, II).

A) Wie man sieht, ist die allgemeine Methode von Cauchy bei der Aus­
einandersetzung dieses bemerkenswerthen Falles derjenigen von Serret vorzuziehen, 
besonders wenn man in diese Theorie L i e ’ s Auffassungsweise der halblinearen 
Gleichungen einführt.



3. Kapitel.

Lie’s Methode, betrachtet als eine Erweiterung der Cauchy’sehen*

§ 32. Bar Stellung von Mayer.1)

120. Verfahren, um aus einem vollständigen Integral ein 
Integral abzuleiten, welches für xn = xnj0 eine gegebene Function 
der andern Variablen ist.2) — Es sei

z — Zq -j- I (xd . . ., xn, Cj, . . ., en_i) .... (1)

*) Wir entlehnen das Folgende zwei Mittheilungen Mayer1 s aus den 
„Gott. Nachrichten“ von 1872 Nr. 21, S. 405—420 und Nr. 24, S. 467—472. Die 
erste ist vollständig der Theorie der Transformationen der partiellen Differential^ 
gleichungen gewidmet. Mayer zeigt, dass die verschiedenen Untersuchungen 
Jacobi’s über diesen Gegenstand sowohl in der Nova methodus, wie in den 
„Vorlesungen über Dynamik“ einer strengen Revision unterzogen werden müssen. 
Lie behauptet seinerseits (Göttinger Nachrichten 1872, S. 484) anlässlich der 
Untersuchungen von Mayer, dass seine eigene Methode eine leichte Behandlung 
der allgemeinen Theorie der Transformationen gestattet. Wir haben nach diesen 
Erklärungen geglaubt, alle Untersuchungen über diesen Gegenstand bei Seite lassen 
zu dürfen, da sie zur Zeit noch keinen definitiven Charakter hatten. Wir entlehnen 
Mayer nur das unumgänglich Nothwendige. Mayer hat (Math. Annal., Bd. VI, 
S. 162—191) seine Darstellung der Lie’schen Methode sehr ausführlich veröffent­
licht unter dem Titel : „Die Li e’sche Integrationsmethode der partiellen Differential­
gleichungen.“ In den §§ 1 und 2, Seite 162—166 giebt er den directen Beweis 
der Integrabilitätsbedingungen eines Systems partieller Differentialgleichungen, 
das einzige, was er bei seiner Darlegung der Jacobi’schen Methode entlehnt hat.

2) Mayer, Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 21, Satz 1, S. 407—409. Das 
Beweis verfahren ist der schon erwähnten Abhandlung desselben Verfassers ent­
liehen (Math. Annal., Bd. III, S. 449—450). Der ganze Schluss dieser Abhandlung 
S. 449—452 ist der Theorie der Transformationen gewidmet. Dasselbe Theorem, 
aber specialisirt, findet sich in der vollständigen Darlegung von Mayer (Math. 
Annal., Bd. VI, § 3, S. 166—169). Der Autor giebt ausführlich die algebraischen 
Bedingungen bezüglich der Lösbarkeit der benutzten Gleichungen an. Alle der­
artigen Bedingungen sind bei unserer Auseinandersetzung weggelassen.
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ein vollständiges Integral einer partiellen Differentialgleichung, in welcher 
S nicht explicit vorkommt. Wir setzen:

Z = 4 + F-Fo+F'o . . .

F0 =: F(xx^, ..%n,Q<, cX9 •.

K === F(Xx?0, . . %n__ 1,0).

Leiten wir die Werthe von cx, . . ., cn_19 xli0, . . ., xn_li0 aus den 
2 (n — 1) Gleichungen

. • (2),

dF dF0dF0
dct ’ *v' *’ de 
ÖF0

d$i,o dxlt0

her und substituiren sie in den Wert von Z, so erhalten wir ein neues 
Integral der Gleichung. Denn man hat unter dieser Voraussetzung:

dF .. . (3)dedct n—i n—i

SF‘0SFÓ äF(l
■ . (4)i,odxn—±

* • ?
dF0\ de y fdK _ äxo

) dx ' \dx0 dx0J dx1
»F + z|äFdZ

dedx dedx

oder infolge der Gleichungen (3) und (4):

dZ   dF   dz
. dx dx dx'

Mithin ist Z eine Lösung der Gleichung.
Setzt man in den Gleichungen (3) xn = xn,0, so werden dieselben 

offenbar erfüllt durch die Werthe xl = #1?0, . . ., xn_t — xn__1}0. 
man daher in (2) xn — xn)0, so folgt:

Setzt

(5).—* z’o 4“ n(*V * * *1 Xn—l)

Somit kann man aus dem vollständigen Integral ein Integral ableiten, 
das sich für xn = xrh0 auf die Form (5) reducirt.

Besonderer Fall. Ist

Zxn=x'n,o

F'o — + • • + —1 xn—1,0t

(
werden die Gleichungen (4):so

dF
bl äxU)1 b• 'ł M—1 &Kn-l,0

und das neue Integral muss sich für xn = #„,o reduciren auf: 

g’0 + b,x, +

oa



dz'dz' ô(p
8x't dx\ ’

und leiten aus diesen Relationen (6) die Werthe von

*’ Sxfn_t dx'n_t

dz4
xn_ i als Functionen von x'v . . xn_v xn, ^-7, . .«11 • • •?

her. Ist sodann infolge dieser Werthe

+*( ) 1.dtp
Xm • • •’ ^17

Scp§(p Xi, .

{^v • • •»

so behaupte ich, dass die Gleichungen

• V

)ldz'
Xm » • * •’ <te'„= — H‘

dzdz )-+ • •

-f H‘(xi, . , <_!, a?n, ^T, • • •» ^

0 .•’ °°n' dxZ" ■’

dz‘ \ = 
—1 /

d#'

(6)

d#'
dK-i

• (7),

• (8),

0 . (9),

derart beschaffen sind, dass man im Allgemeinen aus jedem vollständigen 
Integrale der einen ein vollständiges Integral der andern und umgekehrt 
ableiten kann.

Es sei nämlich:
Z ---- 8q -f“ I1 (X-i, . . ., Xn, l) * • • (1®)

ein vollständiges Integral von (8). Setzt man:

(U),^ = *0 + Fq — F + 9>

1) Mayer, Göttinger Nachrichten, Nr. 21, S. 414—417, Theorem IV ohne 
Beweis; Math. Annal., Bd. VI, S. 169-^173, § 3, Theorem II.

[Nr. 121]Lie’s Methode eine Erweiterung der Cauchy’schen.254

Bemerkung. Die Gleichungen (3), (4) können mehrere Werthe für 
xli0, . . ., xn_x>0 geben. Für die Substitution in (2) muss man diejenigen 
dieser Werthe wählen, welche sich unendlich wenig von %i9 ..., xn_x unter­
scheiden, sobald sich xn dem Werthe xnQ unendlich nähert, da sonst der 
oben gegebene Beweis ungenügend sein würde.

121. Transformation einer Gleichung in eine andere äqui­
valente Gleichung.1) — Es werde eine Function

<P(%V * * •> *^1, • • •, l)

von n Variablen x und n— 1 Variablen x4 betrachtet. Wir setzen:

*41 *14
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wobei Fq den Ausdruck darstellt

0^1,07 * • *7 ^W,07 cli • • *7 cn—1)7

pnd eliminirt man aus dem Ausdruck (11) die Grössen clf . . cn_x1 
xu • • -7 xn—1 mit Hülfe der Relationen:

SF0 _ SF SF0 _ SF 
Scn—1 —1

SF _ Sy

• • (12),? •Sc± Sc±
SF   Sy
Sxt 8xt ’ * * ’’ Sx . . (13),Sxn— 1 n—1

so wird der Werth von z4 in diesem Falle der Gleichung (9) genügen. 

Denn man hat für x4 = x{, . . ., x* t :

dz' (SF0   SF\ (h   y
\ Sc Sc ) dx1

l SF   Sy \ dx , Sy
\ Sx Sx J dx‘ * Sx'= 2dxf

oder wegen der Gleichungen (12) und (13):

dz'   Sy
dx' Sx' (14).

Ferner: 

- = £ (dz' SF0 SF\ dc_ __ y ISF   Sy \ dx
\ Sx Sx) dxn

SF Sy
SXn * SXn)dXn Sc I dxnSc

oder da F eine Lösung ist von (8) und wegen (12) und (13):

dz' Sy (15).f- == H + i 
dXn Sxn

Substituirt man die Werthe (14) und (15) in (9), so ergiebt sich in­
folge der mit (14) identischen Gleichungen (6) und der Gleichung (7):

p- + h _ («2. + = 0,
SXn \ SXn )

womit der erste Theil der Behauptung bewiesen ist. 

Es sei jetzt
• • (16)e1 — K + F‘(x\, . .x„, <, ..e’r,^)

ein vollständiges Integral von (9). Setzen wir

s = s0 + F>0 — F‘ + ę (17)



8F'
dci’ * • K-i ~~ &

8Fl 8F‘
n—i

SF‘ _ Scpdtp
~~ Sx . àoû'n—i*

so wird der Werth von # nach dieser Elimination ein Integral der Gleichung 
(8) sein. Man findet nämlich wie oben für x = xt, . . ., xn__x:

dz   8cp
dx 8xIund somit:

dz 8F* + 4e- = H‘ +
1 8xndXn 8Xn 8xn'

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (8), so wird dieselbe 
identisch befriedigt.

Bemerkungen. I. Setzt man xn = x„t0 in den vorhergehenden 
Lösungen, so findet man wie in voriger Nummer, dass die aus F* und F 
abgeleiteten Losungen z und z* sich respective auf

^0 "ł" *pfal> * • •? Xn—li Xn,0i Xl,0i * • 1 Xn— l>o)’

4 + P(X1,0> -;r* Xn—1f0i xn,0, XV * • •» Xn-l)

II. Ist qp eine Lösung der Gleichung (8), und sind x{, . . ., x’n_x will­
kürliche Constanten, so giebt die Gleichung (7):

ïeducirên.

?»

-0,n—i /
+ H\x» • • •’ *» ms'-r Tx

d. h. H4 = 0. Die zweite Gleichung, d. i. (9), wird daher:

8cp8tp 8cp
SXn

8z4
~ = 0.8xn

III. Enthielten H und (p ausser den Variablen x und x* andere Variabein 
ym, so würden sich dieselben in allen vorhergehenden Rechnungeny ii • •

wie Constante verhalten und man brauchte an denselben nichts weiter zu
ändern.

Lie’s Methode eine Erweiterung der Cauchy’schen. [Nr. 121—122]256

wobei Fq den Ausdruck bedeutet:

F\x 1,0? • • xn—1,0» xn,0i CV • * Cn—l)»

und eliminiren wir sodann aus dem Werthe von z die Grössen c'X) ..., 
#i, . . ., x'n_x mit Hülfe der Gleichungen:

O
c -

ss
îs

S



(%,.. dz \ __
'n-J

dz
0 . . (18),•’ V' dx' dx

i*1’ • - •’ V' dx, ’ dxd: )-dz 0 . . (19).
n—l

Es sei
« = + y(«i, •. -, y, *' • , <-i) • • • (20)1? *

eine Lösung der ersten mit n willkürlichen Constanten. Man findet die­
selbe, indem man xn in (18) als eine Constante betrachtet. Wir bedienen 
uns der Function 99, um die vorhergehenden Gleichungen nach der in 
Nr. 121 gegebenen Regel in zwei andere zu transformiren. Die erste 
Gleichung wird (Nr. 121, Bemerkung II):

d:‘
= 0 . (21),dy

die zweite:
t dz*

-, *. ftjg............. - 0 (22).

Offenbar entspricht der gemeinschaftlichen Lösung der Gleichungen (18), 
(19) eine gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen (21) und (22). Die 
Gleichung (21) aber drückt aus, dass diese Lösung y nicht enthält. In 
dem Falle, wo die beiden Gleichungen beliebige sind, kann man bezüglich 
der Gleichung (22) zwei Annahmen machen: entweder nämlich enthält die­
selbe y explicit, oder y kommt darin nicht vor. Im letzteren Falle ist die 
vollständige Lösung von (22) mit n willkürlichen Constanten eine gemein­
schaftliche Lösung der Gleichungen (21) und (22) und aus dieser gemein­
schaftlichen Lösung kann man eine gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen 
(18) und (19) mit
Gleichung (22) y enthält, so ist ihr vollständiges Integral von der Form:

z‘ = 4 + • • -, <-1, y, eu ..€„_,),

willkürlichen Constanten ableiten. Wenn dagegen dien

*) Mayer, Göttinger Nachrichten 1872, S. 467, sagt nur, dass man y aus 
(19) verschwinden lassen kann, wenn man eine vollständige Lösung von (18) 
kennt. Er citirt die Arbeit von Korkine, die wir oben analysirt haben. Es ist 
wichtig zu bemerken, dass die fundamentale Idee May er’s, nämlich y = y$ zu 
setzen, sich weder bei Korkine noch bei Bour findet. Unser Beweis ist genau 
der von Mayer, a. a. 0. § 4 (Math. Ann., Bd. VI, S. 173—176); nur giebt dieser 
einen analytischen Beweis der Nichtexistenz von y in der Gleichung (22), während 
unser Beweis synthetisch ist.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 17

122. Transformation eines Systems zweier Gleichungen.1) —
Wir betrachten jetzt zwei Gleichungen mit n -f- 1 unabhängigen Veränder­
lichen, von denen wir voraussetzen, dass sie eine gemeinschaft­
liche Lösung mit n willkürlichen Constanten haben:

Transformation eines Systems zweier Gleichungen. 257



wo die Coristaüten y enthalten. Um eine gemeinschaftliche Lösung der 
Gleichungen (21) und (22) zu erhalten, muss man ausdrücken, dass

Liè’s Méthode eine Erweiterung der Cauchy’schen. [Nr. 123—124]258

dy

ist, und diese Gleichung bestimmt eine Relation zwischen den n willkür­
lichen Constanten zft, <?i, . . ., cn_1. Infolgedessen giebt es keine den 
Gleichungen (18) und (19) gemeinsame Lösung, welche n willkürliche Con­
stanten enthält, was im Widerspruch mit unserer Voraussetzung steht.

Mithin enthält schliesslich die Gleichung (22) in dem Falle, wo die 
Gleichungen (18) und (19) eine gemeinschaftliche Lösung mit n willkür­
lichen Constanten haben, die Grösse y nicht explicit.

128. Vereinfachung der vorhergehenden Transformation. All­
gemeine Methode von Lie für die simultanen Systeme.1) — Man
kann die vorstehende Transformation mit Hülfe der folgenden Bemerkung 
vereinfachen. Da y in der Gleichung (22) nicht vorkommt, so kann man 
behufs Ausführung der Transformation annehmen, dass y einen beliebigen 
Werth erhalte. Andererseits kann man (Nr. 120) aus einem beliebigen 
Integrale der Gleichung (18) ein anderes Integral herleiten, welches für 
y = y0 eine beliebig gegebene Form annimmt. Mithin kann man schliess­
lich, um die Transformation der Gleichung (19) auszuführen, an Stelle der 
Relation (20) die folgende nehmen:

Z ---- Zq -f- . . .j i • • •? %n—l)j

oder auch, wenn ebenso wie y0 beliebig ist:

Z Zq -f- • • •* 'X'ni Vo: • • -i ^n—1)‘

Die Function \p wählt man so, dass die Rechnungen möglichst einfach
werden.

Man kann somit mit Hülfe der vollständigen Integration der Gleichung 
(18), sodann durch eine Transformation, in welcher eine beliebige Function 
y) oder auch das vollständige Integral, welches man gefunden hat, vor­
kommt, die Ermittelung des n willkürliche Constanten enthaltenden und 
den beiden Gleichungen (18) und (19) gemeinsamen vollständigen Integrals 
auf die Ermittelung des vollständigeil Integrals einer Gleichüng (22) zurück­
führen, welche eine Variable weniger enthält.

*) Mayer bezeichnet die Bemerkung dieser Nummer als Theorem IV und 
giebt den Beweis desselben im § 4 der angeführten Abhandlung (Math. AnnaL, 
Bd. VI, S. 176-177).



Vereinfachungen der Transformation. 259

Ebenso führt man successive das Integral von q + 1 Gleichungen mit 
n + q unabhängigen Variablen, welche eine gemeinschaftliche Lösung mit 
n willkürlichen Constanten besitzen, auf diejenigen von q, q — 1, q — 2, . .
2 Gleichungen mit respective n q —• n q — 2, n q — 3, . .
n -f- 1 unabhängigen Variabein und schliesslich auf das einer Gleichung 
mit n unabhängigen Variabein zurück.

Bemerkung. Mit Hülfe der Methode von Bour lässt sich beweisen, 
dass das System eine Lösung hat, welche eine Anzahl willkürlicher Constanten 
enthält, die gleich der Anzahl der Variabein vermindert um die Anzahl 
der Gleichungen ist. Besitzt das System diese Eigenschaft nicht, so hat 
Bour genau das Mittel angegeben, um dem gegebenen System die Glei­
chungen hinzuzufügen, welche nöthig sind, damit dasselbe jene Eigenschaft 
besitze.

• •?

124. Zweite Vereinfachung. Fundamentaltheorem von Lie. —
Wir betrachten die m -j- 1 Gleichungen:

= 0• ’ dxn_J
+ K (%v • • •>

+ *„_i, y,

m,• • •? t„n%n-1, y, ? •

dz )-° (24J,. . ., tm dxn_,

ft) = 0 (24w)’dz dz
~f" . . ., x V: *17 • • v ^ » * • *> dxdtm n—1>

und führen zunächst eine Veränderung der Variabein aus. Es sei

k = *i,o + (y — y0)Un

tm ---- tm>Q -J~ (y y0) Mm •

Für die neuen Ableitungen von z, die wir zur Unterscheidung vom 
ursprünglichen System in Parenthese setzen, ergiebt sich:

I dz \ dz , .Ur) = iär^-^’

(Ł) = Ł <»-*>■
Um •

17*

8* f
r

4*M
* *

§•
 e*



Lie’s Methode eine Erweiterung der Cauchy’schen. [Nr. 124—126]260

Die gegebenen Gleichungen können somit ersetzt werden durch das 
folgende System:

(i)+* +».*.+•■• + umHm = 0 . . . (25),

• • (26*)-

Es sei nun
* = Z0 + 9>(x1, ■ ■ ; «»_!, y, «H • • -, «», *1, • • -, K-l) (27)

eine vollständige Lösung von (25), wenn man die u als Constanten be­
trachtet. Wir transformiren nach der Vorschrift der Nr. 121 jede der 
Gleichungen (26), indem wir die in (27) vorkommende Function cp benutzen. 
Irgend eine dieser Gleichungen nimmt die Form an:

fh' (28),Tu + H‘ = °
wo H4 bestimmt ist durch die Gleichung:

2 + {y - *) H - - H‘

durch ihre aus den Gleichungen

öcp   dz1 __
doc'i dxi’ dx'n__i dx^_t

abgeleiteten Werthe ersetzt sind.
Wie wir wissen, können wir in H4 y = y0 setzen. In diesem Falle 

reducirt sich — H4 auf worin y = y0 gesetzt ist. Aus der Bemerkung 

der Nr. 121 weiss man. dass sich cp für diesen Werth auf den Ausdruck

v(^l,0> • • xn—1,0» yi,0> Uli •

und xV—1

dz4Ö(p

umi xxi • * »i xn—i)i• •»

den wir Ç90 nennen wollen, reducirt. Mithin geht schliesslich die trans- 
formirte Gleichung (28) über in

dz' __ ö>o
8u 9du

Demnach ersetzt die Transformation im vorliegenden Falle die Glei­
chungen (26) durch die folgenden

dz4   cty>Q
du± Su± ’ 9

deren gemeinschaftliche Lösung ist:

S = Zq “f“ Cp(x1^01 • • •? #w_i,o> y Ol ^1? • . .? umi x*v . . ., #n_i) (^9),
welche w willkürliche Constanten enthält.

. . (29),J dUm 8Um
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Wie man sieht, ist die Integration des Systems (23), (24) zurück­
geführt auf diejenige der einzigen Gleichung (25), da man aus ihrem Inte­
grale (27) das Integral (30) des transformirten Systems (29) ableiten kann. 
Aus dem Integrale (30) leitet man nach Nr. 120 ein beliebiges anderes 
Integral und sodann nach Nr. 121 das Integral der gegebenen Glei­
chungen her.1)

125. Anwendungsweise der Lie’schen Methode. — Ist ein System 
von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zur Integration vor­
gelegt, so führe man dasselbe nach der vorstehend entwickelten Theorie auf 
eine einzige Gleichung H\ = 0 zurück. Man suche wie bei der Methode von 
Jacobi eine Function H2 der x und der p von solcher Beschaffenheit, dass 
(if2, Hi) — 0 ist. Mit Hülfe von H2 = a2 kann man Ht auf eine Function 
zurückführen, welche ein p weniger enthält. Die so gefundene neue Glei­
chung behandele man wie die erste, wobei man bei jeder neuen Integration 
aus der folgenden Bemerkung Nutzen zu ziehen sucht: Allemal, wo man 
dem ungünstigsten Falle der Jacobi’schen Methode begegnet, wende man 
die Cauchy’sche Methode an, dann wird die Integration unmittelbar be­
endet sein.2)

Wie man sieht, führt die Methode von Lie allmählich die Integration 
auf diejenige einer einzigen Gleichung zurück; die Methode von Cauchy 
und die von Jacobi dienen sodann dazu, die Integration auf die leichteste 
Weise auszuführen.

126. Direkter Beweis des Lie’schen Fundamentalsatzes durch 
die Cauchy’sche Methode.3) — Das Theorem der Nr. 124 kommt auf 
das folgende zurück: Es existirt eine Lösung der Gleichung (25), welche zu 
gleicher Zeit eine Lösung der Gleichungen (26) ist. Man kann dieses 
Theorem direkt durch die Methode von Cauchy beweisen.

Wir schreiben die Gleichungen (25) und (26) folgendermassen:

0. f (x 1? • • *5 Xn-—1’ V' * • •» Pii • • *i Pn—i) === ^ )’

+ fi(x1> • • xn—11 Vi * * •! ^»*1 Pli * * *> Pn—l) = 0 (26j).dz
dUi

) Mayer spricht den Satz dieser Nummer in dem Falle m = 1 aus, ohne 
ihn zu beweisen, in den Göttinger Nachrichten 1872, S. 469 und 472. Beweis in 
der angeführten Abhandlung (Math. Annal., Bd. VI, S. 185—189) § 7, Theoreme 
VTTT und IX. Mayer wendet die Methode auf die linearen homogenen Gleichungen 

§ 8, S. 189—192. Die §§ 4 und 5, S. 179—183 sind dem Falle zweier Glei­
chungen gewidmet, mit dem man sich nicht speciell zu beschäftigen braucht.

2) Lie, ebenda S. 488—489. Es ist erstaunlich, dass eine so einfache Be­
merkung allen Geometern vor Lie entgangen ist.

3) Mayer, Direkte Ableitung des Lie’schen Fundamentaltheorems durch die 
Methode von Cauchy (Math. Ann., Bd. VI, S. 192—196) und § 1 der allgemeineren 
Notiz: Zur Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
(Göttinger Nachrichten 1873, S. 299—310). Mayer bedient sich des in Nr. 111

um die Ausnahmefälle zu vermeiden.

an,

angegebenen Werthes von Zq,



dy

äf +4Sfi j f JA
äx/c SPk

JL JL
SPk Sxk )- o .dUi ày

Aus demselben erhält man das Integralsystem:

Xk = Xk (y*) «1,0» * • v Xn—1,0’ Pu& * * •> 1,0? Uii • • -5 Vm) (33),

JPa ==::: tP/ciVi «1,0» * * •» «n—1,0» jPi,0» • • *» 1,0? • • •» *bw) (34),

wo a?lł0, . . ., fcn_1|0, 1>1,0 7 • • - , Pn-1,0 die Anfangswerthe der Variablen 
für y — y0 sind und £0 irgend eine Function der u ist, welche eine will­
kürliche Constante z'0 enthält. Unter dem Integrationszeichen hat man sich 
die pk und die xk durch ihre Werthe (33) und (34) ersetzt zu denken.

Eliminirt man jp1>0, . . ., zwischen den Gleichungen (33) und
(35), so findet man eine Lösung

^ “f" F {pci, . . ., xn—i, y, xn i,0) um) (36)

der Gleichung (25'). Ich behaupte, dass, wenn die Function Zq der u 
passend gewählt ist, diese Lösung (36) auch den Gleichungen (26') genügt. 
Dazu ist nur nöthig, dass z0 die u nicht enthalte.

Um dies zu beweisen, müssen wir Z nach irgend einem der u diffe- 
rentiiren. Dies kann nur indirekt auf folgende Weise geschehen: Substituirt 
man in die Gleichung (36) für xr, . . ., xn_t die Werthe (33), so kommt 
man auf die durch die Relation (35) gegebene Function z von y zurück 
und zwar unter der Form:

z = Ą + F(Xl,..xn_u y, XU0,..ult..um) = Ą + F* (37)

(35),z = z0 +

Man gelangt zu dem gewünschten Ziele, indem man die Ableitungen 
der Ausdrücke (35) und (37) von z nach u einander gleichsetzt. Zunächst 
erhält man aus (37):

èF* i y*F* M 
fyk àui *

dz
diij öiii

Die Cauchy’sehe Methode, angewendet auf die Gleichung (25'), führt 
zur Betrachtung des Hülfssystems:
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Unter den Bedingungen der simultanen Integration dieses Systems be­
finden sich m Gleichungen, welche durch die folgende repräsentirt werden:

bS

-rc

in
*

m
*

fr*

C
O



Eliminirt man die p0, so sei

Pk === Pk(Xl’ * • •? «w—-1» ÿ» «1,0» * • •» ««—1,0> • • •» Ww<)

der aus der Gleichung (34) abgeleitete Werth von pk. Man hat identisch:

9 k === PkiXli * • •» Zn—1? y, «1,0» • * •> Xn—1»0? wl> • • •» wm)*

Da Z eine Lösung der Gleichung (25') ist, so ist:

dF D , x
^k\XV * * *’ 'X'n—1» Vi «1,0» * * •> l,0f ^1) • • •» ^m)

und daher:
öF* D , x
^ ^k(Xli * • *» Zn—1» Vi «1,0» * • •» ^n_l,0> * • *9 unt) ---- Vka

dzMithin lässt sich obiger Werth von folgendermassen schreiben:

fa_ — 4- y<o
dui 8ui ‘ dui

Wir suchen jetzt dieselbe Grösse mit Hülfe des Ausdruckes (35) von z. 
Es ergiebt sich, indem man unter dem Integrationszeichen die Glieder, 
welche sich auf heben, weglässt:

hk (38).

df
0 <[yvl d »f ÖZk
H ‘ yPk dUi 8xk SUiH ¥ *»■

»oäU‘ y
dz
dui dui i

Man kann die beiden hier angedeuteten Integrationen ausführen, indem 
man die Integrabilitätsbedingungen (31) benutzt und ausdrückt, dass die 
Gleichungen (33) und (34) den Gleichungen (32) genügen. Man hat 
nämlich:

hk = Jt à<Pk =_____ Ó/.
QPk ty $xk8y

somit:
*fd Spk 8f Szic j_ iw? Èîk = A lw i**\

‘ dy dlii dy yk duj
*y

öxk du; k dui

und die Integrabilitätsbedingung (31) geht, wenn man sich der Bezeichnung 
f* für f bedient, um auszudrücken, dass in letzterem die Werthe (33) und 
(34) der x und der p substituirt sind, über in:

. y (Mi. ÈSL i+ U Pk ày +
)»Käf Sfj Su 

äxk Sy

fiiXv • • •> Xn—H Vi Wl> ‘ • •> U»n Vv • • •> Vn—l)

Sydui
df*d

dy dy ‘

y-

<
o

CM$■5&oBP- »ts

3*3g-sJX*©E!s* co00

'S*CD

CQS£3

•g
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Führen wir nun die obigen Integrationen aus, so folgt:

s, - 4 + Sf) - ff + ff»-

Für y = yQ verschwindet ft, welches y — y0 als Factor enthält, 

und ebenso da sich %k für y — y$ auf %k,0 reducirt. 

schliesslich :

dzdz

Mithin ist

^ _ _  f*b i ycr) Hk _ _
äuj dui ' *k 6 Ui 'l

Vergleicht man diesen Werth mit dem Werthe (38), so findet man:

öF* (39),+ fi*= oSut

wenn man Zq unabhängig von uź annimmt, oder:

^£9 = 0 (40).dui

Die Gleichung (39) muss in Bezug auf

Xv * * 1 Xn —1 » ^1,07 • • •> Xn—1>07 ‘ *7

eine Identität sein, da die Functionen^, . . %n—v welche im Allgemeinen 
n— 1 willkürliche Constanten i?1}0, . . Pn—i,o enthalten, von einander 
unabhängig sind. Man hat somit auch infolge dieser Gleichung (39):

Tu +/■•= °*

Mithin genügt die Lösung Z der Gleichung (25') den Gleichungen 
(26'), vorausgesetzt, dass z0 in der Gleichung (35) nicht die u enthält.

127. Bemerkungen über die vorstehend angegebene Methode. 
— I. Wendet man die vorige Methode auf die Gleichungen (23) und (24) 
an, so findet man zur Bestimmung von s die folgenden Gleichungen:

dui ^ (*^1 ,0’ • • * xn—1 >07 %» • • •» Pl »05 • • •> Pn— l>o) “—
welche nur integrabel sind, wenn man hat:

öHf _ 8Ht
(41)Sui 8ui

Man kann somit die vorige Methode nicht direkt auf die Gleichungen 
(23) und (24) an wenden. Zugleich sieht man, dass die Bedingungen für 
das Gelingen der Methode auf den Gleichungen

/l ,0 === • • •» fjn,Qi = 0
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oder auf den allgemeineren Gleichungen (41) beruhen. Die Methode ist 
daher in der Praxis mehrerer Modifikationen fähig.

II. Die Integrabilitätsbedingungen (31) nehmen, wenn man die Functionen 
K und H einführt, die folgende Form an:

SK dHj 
8xk Spk 
SHj dHj 
Öxk Spk

Lässt man in diesen Gleichungen die Grössen u gegen Null hin un­
endlich abnehmen, oder lässt man jede Grösse t gegen den willkürlichen 
Werth t0 convergiren, so sieht man, dass man in der vorstehenden Gleichung 
den Ausdruck, welcher kein u als Factor enthält, und den Coefficienten eines 
jeden der u gleich Null setzen kann. Man hat somit:

SK SH; + 4

— + i( 
St, ^ \

)SK sh, 
SPk Sxk 
SH, SHj 
SPk Sxk

St, Sy
SHi )} - »•Sti

SH{ SK SHj 
Sxk Spk 
SHi SHj 
Sxk Spk

+ z( SK SHi 
Spk Sx% 
SHj SH, 
Spk Sxk

) = 0,
Sy

4SHi ) = 0.+stt

Somit sind sämmtliche Integrabilitätsbedingungen des Systems der 
Gleichungen (23) und (24) den Bedingungen (31) äquivalent und umgekehrt.

Auf diese Weise erklärt sich das Paradoxon, dass die Gleichungen 
(31) von den Integrabilitätsbedingungen des Systems der Gleichungen (25') 
und (26') nur allein im Vorhergehenden benutzt wurden.

III. Zufolge der Bemerkung II der Nr. 55 kann das Integralsystem 
der Gleichungen (32) durch die folgenden Relationen dargestellt werden :

z . J-, SF SF
* = + ÄST-** s^o = ai’

wo %, . . ., O'n—i Constanten sind, die, wie leicht zu sehen, respective 
gleich pli0, . . ., pn_lf0 sind. Unter dieser Form sieht man, dass das Inte­
gralsystem der Gleichungen (32) auch dasjenige der analogen Gleichungen 
ist, welche man erhält, wenn man y durch ut und f durch /*• ersetzt. Diese 
Bemerkung ist sehr wichtig für die Darstellung der Lie*sehen Methode, 
wie aus den Abhandlungen des norwegischen Gelehrten selbst hervorgeht.

^ g 
fcq g

*© 
*© 

90



Schluss.

Die Lie’sche Methode als Zusammenfassung der früheren
Methoden.

§ 33. Darstellung von Lie1).

128. Definition der Charakteristiken. — Eine partielle Differential­
gleichung

f(*, • • -, Xn, Pv . . Pn) = 0 (i)

umfasst oo2n Elemente. Sucht man eine Eigur, welche aon Elemente der­
selben enthält, so müssen sich die Coordinaten eines jeden dieser Elemente 
darstellen als Functionen von n Yariabeln, z. B. von uu . . ., un_X) xn. Wenn 
ferner diese Elemente ein Integral bilden, so genügen sie der Bedingung
(Nr. 5):

• • (2),dz = p1dx1 -f- p2dx2 + •••-}- Pndxn . .

1) Diese Darlegung schliesst sich an die Schriften von Lie an, deren Titel 
sind: A. Kurzes Résumé mehrerer neuer Theorien (vorgelegt der Akademie zu 
Christiania, 3. Mai 1872.) 4 S. B. Neue Integrationsmethode partieller Gleichungen 
erster Ordnung zwischen n Variabein (ibid., 10. Mai 1872.) 7 S. C. Ueber eine 
neue Integrationsmethode partieller Differentialgleichungen erster Ordnung (Gott. 
Nachr., 1872, S. 321—326). D. Zur Theorie partieller Differentialgleichungen 
erster Ordnung, insbesondere über eine Classification derselben (ibid., 1872, 
S. 473*—489). Die neueren Schriften von Lie haben wir nicht benutzt, weil wir 
dann eine vollständige Darstellung der Theorie der Berührungstransformationen 
hätten geben müssen. Nachstehend geben wir ein Yerzeichniss der andern Schriften 
Lie’s in der Reihenfolge, wie sie gelesen werden müssen: 1. Zur analytischen 
Theorie der Berührungstransformationen (Akad. zu Christiania, 1873, S. 237—262). 
2. Ueber eine Verbesserung der Jacobi-Mayer’schen Integrationsmethode (ibid., 
August 1873, S. 282—288). 3. Ueber partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
(ibid., März 1873, S. 16—51). 4. Partielle Differentialgleichungen 1. 0., in denen 
die unbekannte Function explicite vorkommt (ibid., März 1873, S. 52—85). 
5. Neue Integrationsmethode eines 2w-gliedrigen PfafEschen Problems (ibid., 
October 1873, S. 320—343). Zusammen mit den vorhergehenden würden diese
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d. h. es muss sein:
dz dx1 dxn—t

+ Pn ■ • (3),+ ' • + Pn-1= Pldxn
dz dx. dx

Um ~ ~du + ' + Pn-i

Ausgehend von diesen Relationen, hat Cauchy die Integration der 
Gleichung (1) auf die Integration der vorstehenden und der folgenden 
Gleichungen zurückgeführt:

dxn dxn

■ ■ (4).
du

?{( ■)-*-} = “ <5>

= 0 (6),

sf
Spn dXn! du \

Sf Sf____ Sf dXj
äpi Spn dXn

+ ä äi +8x{

Sf dz_ , nÿi 
8z dxn T ! I

Sf dx^ Sf dpj_ \
SXi dx„ Spi dxn )

Sf
SXn

vorausgesetzt, dass zwischen den Anfangswerthen der Coordinaten des Eie- 
ments die folgende Relation angenommen wird:

f(Z01 ^1,01 • * -^»,0» JPl,0» * * •> Pn,o) = 0 . .
Unter den Elementen aller Integrale, welche das Anfangselement ent­

halten, giebt es einfach unendlich viele (oo1), welche allen diesen Integralen 
gemeinsam sind. Es sind dies diejenigen Elemente, welche so beschaffen 
sind, dass die Coefficienten der Ableitungen von x-t und in der Gleichung
(5) null sind, welches auch der Werth dieser Ableitungen sein möge, wobei 
diese Elemente überdies noch der Gleichung (4) genügen. Indem er die 
soeben angegebenen Bedingungen ausdrückte, wurde Cauchy zu den Hülfs- 
gleichungen dieser Schaar von Elementen geführt:

• • (7)-

__ dx- _ dz — dp-, (8).
Sf Sf , SfZpiK
SPi Spi 8xt

Schriften einen Band von 175 Octavseiten bilden, der fast völlig Neues über die 
Frage der Integration der partiellen Differentialgleichungen enthält. Nach Ab­
fassung dieser Anmerkung bis zur Drucklegung der ersten Auflage dieses Werkes 
sind noch die folgenden Schriften erschienen : Lie, Begründung einer Invarianten­
theorie der Berührungstransformationen (Math. Annal., Bd. VIII, S. 215—303). 
Mayer, Direkte Begründung der Theorie der Berührungstransformationen (ibid., 
S. 304—312). Ueber eine Erweiterung der Lie’schen Integrationsmethode (ibid., 
S. 313—318). Diese beiden Schriften Mayer’s waren bereits weniger ausführlich 
in den Göttinger Nachrichten, 1874, S. 317 und ff.. 1873, Nr. 11 an dem in Anm. 
zu Nr. 126 angegebenen Orte veröffentlicht worden. Von 1875—1890 hat Lie 
in verschiedenen Journalen unzählige Noten und Abhandlungen über seine tiefen 
Untersuchungsmethoden der totalen und partiellen Differentialgleichungen ver­
öffentlicht. Es ist unmöglich, auch nur die Titel derselben anzugeben. Wir 
verweisen auf das Werk: Theorie der Transformationsgruppen, unter Mitwirkung 
von Dr. Friedrich Engel bearbeitet von Sophus Lie, Professor der Geometrie 
an der Universität Leipzig. Leipzig, B. G. Teubner, 1888 (X + 632 S. in 80), 
1890 (VIII + 555 S.). Ein dritter und letzter Band ist unter der Presse.
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Unter diesen Elementen muss sieh das Anfangselement befinden:

fe» ^1,0> • • r Xn,0’ PljOî * * • •> Pn,o) •

Wir stellen die Integrale des Systems (8) durch die Gleichungen

« = f„, *i = ft, Pi = fn+i ■ ■

dar, wo die Functionen f von xn und den Anfangswerthen der Variabein 
abhängen. Es ist zu beachten, dass x1ll0 eine überschüssige Constante und 
pn,0 eine durch die Relation (7) gegebene Function der andern Anfangs- 
werthe ist.

Wir können somit den folgenden Satz aussprechen:
Alle Integrale der Gleichung (1), welche das Element (9) 

gemeinsam haben oder die sich im Punkte

• • (9).

• • (10)

^0? ^1,0? • • •? Xn,o

berühren, haben eine Schaar von Elementen gemeinsam, welche 
durch die Gleichungen (8) oder (10) gegeben werden; mit andern 
Worten, dieselben berühren sich längs einer Linie, welche durch 
die n ersten Gleichungen (10) dargestellt wird.

Lie hat die Gesammtheit dieser gemeinsamen Elemente die Charak­
teristik von f genannt.1)

Folgerung. Zwei Lösungen

z — JF, z — <P

einer und derselben Gleichung f — 0 haben eine gemeinschaft­
liche Charakteristik.

Aus den Relationen
F = 0, öF ÔFÔ$

dxt dXi * * ’’ Sx Sxn—î n— i

welche wegen f — 0 die folgende nach sich ziehen:

SF 0$
8Xn 1öXn

folgt nämlich, dass es wenigstens ein System von Werthen der Grössen 
x giebt, für welche die durch die beiden Lösungen bestimmten Grössen z 
undjp einander gleich werden. Diese Lösungen haben somit ein gemeinsames 
Element und infolge dessen auch eine gemeinschaftliche Charakteristik.2)

*) Abhandlung B, Theorem I; Abhandlung C, Theorem a, S. 325.
2) Diese Bemerkung ist neu, aber im Folgenden nicht weiter benutzt.
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129. Methode von Cauchy. — Aus den Gleichungen (10) kann 
man, wie wir in Nr. 108 gesehen haben, eine Lösung von (1) ableiten, 
indem man die Anfangswerthe, betrachtet als Functionen von n — 1 

Yariabeln w, der Bedingung unterwirft, dass sie den Relationen

dxX'QdzQ dxn—t.o • • (ii)+ • • • + Pu—1.0= Pl,0du du du

genügen sollen. Zu dem Ende braucht man nur s0, xltQl . . ., xn__li0 con­
stant zu nehmen. Eliminirt man dann p0 zwischen den Gleichungen (10), 
so findet man die Lösung:

& -F*Mm &lt0i * • •? %n—l,o)> Pi === • . (10).

Man kann dieses Resultat folgendermassen aussprechen:

Sämmtliche Charakteristiken von /*, welche durch einen 
Punkt (#0, xly0, . . ., o) hindurchgehen, erzeugen ein Integral 
von f.1)

Man kann den Gleichungen (11) auch genügen, wenn man setzt:

S0 --- 4 4- -Pl ,0*1,0 + • • • + Pm,0Xm,0

und annimmt, dass 2'0, pli0, . . pmi0, a?m+li0, . . xn0 Constanten sind 
(Nr. 111), was zu einem Satze führt, der dem vorigen entspricht, falls 
m = n — 1.

Aus dem Vorhergehenden ersieht man, dass man bei Benutzung dęr 
Theorie der Charakteristiken: 1) der Cauchy'schen Methode oder der nicht 
wesentlich davon verschiedenen von Jacobi modificirten Pf a ff sehen Me­
thode, 2) der von Mayer an diesen beiden angebrachten Modification eine 
sehr einfache Form geben kann.

ISO. Eigenschaften zweier unendlich wenig verschiedener 
Elemente.2) — Es sei

8 = F(XV • • •> *„)

eine Lösung der Gleichung f = 0, so dass man zwischen zwei unendlich 
nahen Elementen die Relation

dz = pidx1 + • • • + pndxn,

0 Abhandlung B, Bemerkung zum Theorem I; Abhandlung C, Bemerkung 
zum Theorem a, S. 325.

2) In den Schriften Lie’s sind wir dieser Bemerkung nicht begegnet. Das 
bezügliche Theorem von Mayer (Nr. 129, am Ende) kann einen Beweis in den 
Fällen liefern, wo der der Cauchy’schen Methode äquivalente Satz nicht besteht.
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oder anders ausgedrückt, die Beziehungen

8F 8F
^ t>x’ ’ • ■» P“ — SXn

Lässt man xx, x2, . . ., xn unendlich wenig variiren, so ändern sichhat.
auch die Grössen z, . . ., pn unendlich wenig. Mithin: Zwei unend­
lich nahe gelegene Elemente eines Integrals oder zwei Ele­
mente, welche durch unendlich nahe bei einander gelegene 
Punkte hindurchgehen, haben unendlich wenig von einander 
verschiedene Berührungscoordinaten oder sind unendlich wenig 
gegen einander geneigt.

Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig: Zwei unendlich 
nahe gelegene und unendlich wenig gegen einander geneigte 
Elemente sind so beschaffen, dass man hat:

dg = pxdXy -|- • • • -j- Pndxn.

Es seien nämlich A und B zwei unendlich nahe gelegene und unend­
lich wenig gegen einander geneigte Elemente:

ta xii Pi) und (*> + A*, Xi + Ax(, Pt + APi),

wo Az, Axt, Apt unendlich klein sind, und es seien mit a und b die 
Punkte bezeichnet:

(#, %i) und (z + Az, Xi + AXi).

Durch den Punkt a geht eine Cauchy’sche Lösung, welche von allen 
diesen Punkt enthaltenden Charakteristiken gebildet wird und in einem Punkte 
c die durch B hindurchgehende Charakteristik trifft. Das Element dieser 
Charakteristik, welches durch c hindurchgeht, nennen wir C. Convergirt 
das Element B gegen das Element A, so convergirt c gegen a, dem es 
somit ebenso wie b unendlich nahe liegt. Daraus folgt, dass die Coordi­
naten des Elementes C nur unendlich wenig von denen des Elementes B 
oder des Elementes A verschieden sein können. Wir stellen dieselben durch

ta 4- A% Xi -f A%, Pi + A%)
dar und setzen:

Az = A *z + A*% A xt = A % 4- A‘%.

Da A und c einer und derselben Lösung angehören, so hat man:

A‘z = ftA'i, + • • • + pn A‘x„ + e,
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wo € unendlich klein von der zweiten Ordnung ist. Ebenso ist:

A"£   (Pi + A4pt) + • • * + (Pn + AéPn) Auxn -f-

wo £4 ebenfalls von der zweiten Ordnung ist, da B und C einer und der­
selben Charakteristik angehören. Addiren wir diese beiden Relationen, so 
kommt:

Az — p1Ax1 + • • • + p„Axn 4- e",

wo £44 unendlich klein von der zweiten Ordnung ist. Mithin ist schliesslich, 
wenn man das Differential von z nimmt:

dz = plAx1 + • • • + Pn Ax„
oder:

dz = pxäx± + * • * + Pndxn, w. z. b. w.

Wir werden unendlich wenig verschiedene Elemente diejenigen 
Elemente nennen, welche die hier in Rede stehende Eigenschaft besitzen.

Es ergiebt sich hieraus, dass es, um ein Integral von f = 0 zu 
finden, nothwendig und hinreichend ist, oon unendlich wenig 
verschiedene Elemente (Nr. 5) zu finden.

181. Charakteristische Congruenz; charakteristische Mannig­
faltigkeit.1) — Wir betrachten zwei partielle Differentialgleichungen

f — 0, 9—0,

welche gemeinschaftliche Lösungen besitzen, und ein Element A, welches 
diesen Lösungen und den gegebenen Gleichungen gemeinsam ist. Der 
Nr. 128 zufolge enthalten die gemeinschaftlichen Lösungen und somit die 
gegebenen Gleichungen die Charakteristik von /*, welche durch A hindurch­
geht; ferner enthalten aus dem nämlichen Grunde die gemeinschaftlichen 
Lösungen und die gegebenen Gleichungen die unendlich vielen ( oo) Charakte­
ristiken von (jp, welche durch die Elemente jener Charakteristik von f hindurch­
gehen. Mithin: Wenn gemeinschaftliche Lösungen zweier Glei­
chungen ein Element gemeinsam haben, so haben sie deren zwei­
fach unendlich viele (oo 2) gemeinsam. Das Ensemble dieser gemein­
samen Elemente heisst eine charakteristische Congruenz der gegebenen 
Gleichungen in Bezug auf das betrachtete Element.

Drückt man die Entstehung der charakteristischen Congruenzen ana­
lytisch aus, so erkennt man, dass die Functionen f und <p in diesen Rech­
nungen symmetrisch auftreten. Es folgt daraus, dass man die charakte-

0 Abhandlung B, erster Theil des Theorems II ; Abhandlung C, erster Theil 
der Theoreme b und c.
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ristische Congruenz von f = 0 und cp = 0, welche durch A hindurchgeht, 
als das Ensemble der unendlich vielen Charakteristiken von (p betrachten 
kann, welche durch die Elemente der Charakteristik von /*, die das 
Element A enthält, hindurchgehen, oder als das Ensemble der unendlich 
vielen Charakteristiken von f, welche durch die Elemente der Charakteristik 
von g?, die das Element A enthält, hindurchgehen.

Das Vorhergehende lässt sich ausdehnen auf eine beliebige Anzahl 
von Gleichungen

f = 0, (p = 0, yj = 0, ...

welche gemeinschaftliche Lösungen besitzen, die sich in einem Elemente A 
berühren. Durch dieses Element A geht eine Charakteristik von f hindurch, 
welche sich in sämmtlichen gemeinschaftlichen Lösungen und den gegebenen 
Gleichungen selbst vorfindet. Durch jedes Element dieser Charakteristik geht 
auch eine Charakteristik von (p hindurch, welche innerhalb der verschiedenen 
betrachteten gemeinsamen Lösungen gelegen ist. Durch jedes Element der 
So erhaltenen charakteristischen Congruenz geht eine Charakteristik von \p 
hindurch, die sich unter allen gemeinschaftlichen Lösungen und in allen 
Gleichungen befindet u. s. w. Mithin ergiebt sich schliesslich: Wenn m 
Gleichungen gemeinschaftliche Lösungen besitzen, welche durch 
ein Element A hindurchgehen, so haben sie oom allen diesen ge­
meinschaftlichen Lösungen gemeinsame Elemente. Die Gesammt- 
heit dieser gemeinsamen Elemente wird die charakteristische Mannig­
faltigkeit dieser Gleichungen genannt.

Zusatz I. Man könote, wie in Nr. 128, leicht beweisen, dass zwei 
gemeinschaftliche Lösungen eines Systems eine charakteristische Mannig­
faltigkeit gemeinsam haben.

Zusatz II. Betrachten wir zwei simultane Gleichungen f = 0, Ç9 = 0, 
welche eine gemeinsame Lösung besitzen. Die Charakteristiken von f und (p 
in einem dieser Lösung und den gegebenen Gleichungen gemeinsamen Ele­
mente müssen sich respective unter den Elementen von (p = 0 und von 
f — 0 befinden. Es folgt daraus, dass (p = 0 eine Lösung der Gleichungen
(8) und f = 0 eine Lösung der analogen Gleichungen, welche man erhält, 
indem man f durch cp ersetzt, sein muss. Man hat somit:

*{£+*8* (*5L + p. = 0
\$xt + Pt äzjöPi)dp;

eine Relation, die wir einfach fcp — 0 schreiben wollen. Dies ist die 
Bedingung der simultanen Integration von Jacobi und Bour. Da die vor­
stehende Bemerkung auf beliebig viele Gleichungen anwendbar ist, so kann 
man vermöge derselben jedes System simultaner Gleichungen vervollständigen, 
wie wir in Nr. 79 gesehen haben.
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132. Methode von Lie.1) — Wenn zwei Gleichungen /* = 0, 
(p — 0 der Bedingung fq> = 0 genügen, so bildet der Ort der 
charakteristischen Congruenzen, welche durch einen gemein­
schaftlichen Punkt gehen, eine gemeinschaftliche Lösung. Denn 
zunächst setzt sich dieser Ort zusammen aus oon~2 charakteristischen Con­
gruenzen, deren jede oo2 Elemente, die somit im Ganzen oo” Elemente ent­
halten. Um denselben zu finden, genügt es zu bemerken, dass durch den 
gegebenen Punkt (#0, xit0) oo”“2 den beiden Gleichungen gemeinsame Ele­
mente gehen, welche man erhält, indem man p1Q, . . ., pn_2}0 auf alle mög­
lichen Arten variiren lässt und pn_1}0, pni0 mittels der gegebenen Gleichungen 
bestimmt. Nun geht durch jedes gemeinschaftliche Element eine charakte­
ristische Congruenz, somit giebt es deren im Ganzen oo”“2 mit oo” Elementen.

Ferner sind zwei unendlich naheliegende Elemente A, B unter dieser 
Gruppe von oo” Elementen unendlich wenig von einander verschieden. Denn 
es ist klar, dass zwei unendlich benachbarte Elemente im Allgemeinen nicht 
zu zwei charakteristischen Congruenzen gehören können, welche durch nicht 
unendlich wenig verschiedene Elemente hindurchgehen. Man muss daher 
annehmen, dass die beiden in Rede stehenden benachbarten Elemente zu 
einer und derselben charakteristischen Congruenz oder zu zwei charakte­
ristischen Congruenzen gehören, welche durch unendlich wenig gegen ein­
ander geneigte Elemente

0o> Pifi), Oo, «to, Pi,o + A^-o)

bestimmt sind. 1. Wir wollen zunächst zwei Elemente A, B betrachten, 
welche auf einer und derselben charakteristischen Congruenz liegen. Die 
durch A gehende Charakteristik von /*, welche eine Mannigfaltigkeit von 
einer Dimension ist, trifft die durch B gehende Charakteristik von (p in 
einem zu der eine Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen darstellenden 
Congruenz gehörigen Elemente <7, welches im Allgemeinen A und B un­
endlich nahe liegt und somit von beiden unendlich wenig verschieden ist. 
Somit unterscheiden sich auch A und B unendlich wenig, w. z. b. w. 
2. Ferner nehmen wir jetzt an, dass A und B zu den beiden Congruenzen ge- 
hören, welche durch die Anfangselemente (*0, Xi>0, Oo, xi,o> Pi,« + APi,o) 
charakterisirt sind. Die Coordinaten von A sind dargestellt als Functionen 
von xn__v xn, #0, xifQ, Piß. Aendert man in den Ausdrücken dieser Coordi­
naten pi)0 in pZjQ -f- APit0 um, so erhält man in der zweiten Congruenz 
ein Element C, welches A und somit B unendlich nahe liegt. Da sich p^0 
beim Uebergange von A nach C nur unendlich wenig geändert hat, so ist 
C unendlich wenig von A verschieden; ebenso ist es von B unendlich 
wenig verschieden, da es B unendlich benachbart ist und zu derselben

*) Abhandlung B, zweiter Theil des Theorems II; Abhandlung C, zweiter 
Theil der Theoreme b und c.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 18
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Congruenz gehört. Mithin sind schliesslich in allen Fällen A und B 
endlich wenig verschieden und der Ort der charakteristischen Congruenzen, 
welche durch einen gemeinschaftlichen, oon unendlich wenig von einander 
verschiedene Elemente enthaltenden Punkt gehen, ist ein Integral (Nr. 130).

Ebenso beweist man, dass der Ort der charakteristischen Mannig­
faltigkeiten von m Gleichungen, welche den Bedingungen simul­
taner Integration genügen und durch einen Punkt hindurch­
gehen, eine gemeinschaftliche Lösung ist.

Wie man den Gleichungen eine solche Form geben kann, dass man 
ihre charakteristische Mannigfaltigkeit und somit ihr gemeinsames Integral 
finden kann, haben wir oben angegeben (Nr. 124, 126 und Schluss­
bemerkung von Nr. 127). In dem Falle von nur zwei Gleichungen braucht 
man die gegebenen Gleichungen nicht erst zu transformiren.1)

133. Jacobi’s Methode. — Betrachten wir m partielle Differential­
gleichungen

un-

fi = 0, . . .., fm = 0,

welche den Integrabilitätsbedingungen genügen, und nehmen wir an, dass 
man ausserdem Je = n -)- 1 — m Functionen fm 
habe, welche mit den vorstehenden und unter einander den Bedingungen 
fifk = 0 genügen, so behaupten wir, dass die Gleichungen

f\ === • • •> fm == 0, fm+i = fn+± = ak •

• -7 fn+1 gefunden+i» •

• CO
oder diejenigen, welche man daraus erhält, indem man sie nach z, pv . . ., pn 
auflöst:

• • (F)& ----  •P'j Pi ----- • • •? Pn — ■P'n

die oo2w+ 1~m Elemente des ursprünglichen Systems darstellen, falls av ..., ak 
willkürliche Constante sind, und dass überdies z = F das gemeinsame 
vollständige Integral des gegebenen Systems ist.

Wir betrachten nämlich das System:

fl — 0, . . ., fm — 0, fm+i —

Giebt man einen speciellen Werth, so stellt dieses System nur noch 
œ2n—tn Elemente des ursprünglichen Systems dar, lässt man aber a± will­
kürlich, so stellt es wiederum <x>2»-+-i—»* Elemente dar. Diese Elemente 
sind dieselben wie vor der Adjunction von fm+1 = da diese Relation 
für sich genommen durch die Coordinaten eines beliebigen Elements des 
Raumes befriedigt wird, wenn ax willkürlich ist.

*) Wir haben in Nr. 127 die kleine Abhandlung citirt, in welcher Mayer 
die Rechnungen andeutet, die nöthig sind, um die Lie’sche Methode in ihrer 
allgemeinsten Form algebraisch zu begründen. Ygl. Abhandlung B von Lie, 
Theorem III und IV.
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In derselben Weise kann man dem ursprünglichen System die andern 
Gleichungen f = a adjungiren und auf diese Weise an Stelle des ursprüng­
lichen Systems das System (f ) oder (F) erhalten. Lässt man in den Gleichungen 
(F) xv . . ., xn um unendlich kleine Grössen sich ändern, während man die 
Grössen a constant lässt, so ändern sich auch #, j?t, . . pn unendlich 
wenig. Mithin sind die unendlich benachbarten Elemente des Systems (F) 
unendlich wenig verschieden und bilden für jeden Werth der Grössen a 
ein Integral. Somit ist z = F das gemeinsame vollständige Integral und 
man hat:

$F
= FiÖXi

oder:
dF = F1dx1 + * * * + Fndxn.

Aus der letzten Bemerkung geht hervor, dass man die erste Gleichung 
(F) finden kann durch Integration der Gleichung

dZ = p1dx1 + • • • + pndxn,

in welcher die Grössen p durch ihre aus den n ersten Gleichungen f abge­
leiteten Werthe ersetzt sind. Dies setzt jedoch voraus, dass man wisse, 
dass es wirklich ein gemeinschaftliches vollständiges Integral mit Je will­
kürlichen Constanten giebt, und dies erfährt man durch die Methode von Lie.

Bemerkung. Das Vorstehende enthält im Wesentlichen die Jacobi’sche 
Methode, d. h. die Art der Bestimmung von z mit Hülfe der Functionen f. 
Das Theorem von Poisson und Jacobi und die Methoden von Weiler, 
Boole und Mayer geben die Mittel an, um die Functionen f mehr oder 
weniger leicht zu finden.

134. Schluss. — Die verschiedenen Integrationsmethoden der partiellen 
Differentialgleichungen gruppiren sich um die Methoden von Cauchy, Lie 
und Jacobi. Wie wir gesehen haben, besteht die letztere wesentlich in 
einer Transformation des gegebenen Systems in ein anderes, welches eine 
Gleichung mehr enthält. Wenn man diese Transformation bis ans Ende 
fortsetzt, so findet man das Integral ohne weitere Rechnung. Man kann 
jedoch stehen bleiben, wann man will, und sich, wie wir in Nr. 125 ge­
sehen haben, der Lie’schen Methode bedienen, um das System auf eine 
Gleichung zurückzuführen, welche man nach der Methode von Cauchy 
integriren kann, immer dann, wenn die Jacobi’sche Methode nicht günstiger 
ist (vgl. Nr. 125 und 70, III).

Vermittelst der Theorie der charakteristischen Linien, Congruenzen 
und Mannigfaltigkeiten kann man somit alle Methoden der Integration der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in eine einzige zu­
sammenfassen.

18*
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Anhang I.

Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.1)

Von

Frau Sophie von Kowalevsky.

*) Abdruck aus Crelle’s Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Band 80, S. 1—82.
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Einleitung.

Es sei eine algebraische Differentialgleichung

G^x, y, dy äny
dx1 ’ * ’’ dxn

) • • (i)= 0

vorgelegt, wo Cr eine ganze rationale Function der unabhängigen Veränder­
lichen x, der als Function derselben zu bestimmenden Grösse y und der 
Ableitungen derselben nach x bis zur wten Ordnung hin bedeutet.

Eine analytische Function ist vollständig bestimmt, sobald irgend ein 
regulärer Zweig derselben gegeben ist. Es kommt also darauf an, auf die 
allgemeinste Weise eine Potenzreihe

r = oo (x— «)*'
Z bv

V =0 v!

wo a, b0, &l7 ... Constanten bedeuten, so zu bestimmen, dass dieselbe, 
für y gesetzt, der gegebenen Differentialgleichung genügt und innerhalb 
eines gewissen die Stelle a umgebenden Bezirkes convergirt.

Es muss also, wenn man diese Keihe für y in den Ausdruck 

einsetzt und denselben nach Potenzen von x — a 

entwickelt, jeder einzelne Coefficient dieser Entwicklung gleich Null werden.

So erhält man zunächst zwischen a, b0, b

dy dny\ 
' ’’ dxn]x’ y> tx' ■

. ., bn die Gleichung:i> •

G(a, b0, bv = 0 ■ • (2).

Nun hat aber, wenn y irgend eine reguläre Function von x ist, die Ate Ab- 
leitung von

a(x, y, dy dny 
dx’ ‘ * *’ dxn
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die Form:
I- „ Um Any\ d',+hJ
\ ’ 9’ dx' • • •’ dxn) dxn+ï

+ Hx I®, y, ^ än+l—ly )■g4 dx’ * * *’ äxn+l-1

wo G4 die partielle Ableitung von G in Beziehung auf und H* eine

dn + )i~xy 
dx1 * * ’’ dJxn"rl~1
dyganze rationale Function von x, «/, ^ 

also (für X = 1, 2, . . oo)

G (cty b^: bj, . . “ł~ Ôq, .. ., bn_i_x—i) = 0 . (3)

bezeichnet. Es muss

sein, wenn der Coefficient von (x — a)* in der genannten Entwickelung von

)dy dny
dx’ ‘ ' ’’ dxn(«* y,G

verschwinden soll. Umgekehrt genügt die für y angenommene Reihe der 
Gleichung (1) formell, wenn die Gleichung (2) und sämmtliche Gleichungen 
(3) erfüllt werden.

Durch die Gleichungen (3) werden aber sämmtliche Coefficienten bv, 
deren Index > n ist, eindeutig bestimmt, sobald a, b0, bv ... ., bn ge­
geben sind und zugleich G1 (a, &0, b±, . . ., bn) einen von Null verschiedenen 
Werth hat.

So ergiebt sich der Satz:
„Nimmt man die Constanten

^0? • • •} ^n

willkürlich, jedoch so an, dass die Gleichung

ff (a, b0, bv @

eine einfache Wurzel hat, so lassen sich die Grössen

stets in eindeutiger Weise so bestimmen, dass

V = oo

2 br
v = 0

(#—a)* 
*/ ’

für y gesetzt, der Gleichung (1) formell genügt.“

Diese Reihe ist aber auch stets innerhalb eines bestimmten 
Bezirks convergent und stellt, wenn man x innerhalb desselben 
annimmt, eine die vorgelegte Differentialgleichung befriedigende
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Function dar. Aus jeder solchen Reihe entspringt dann ferner 
eine bestimmte (eindeutige oder mehrdeutige) analytische 
Function, von der jeder reguläre Zweig die vorgelegte Diffe­
rentialgleichung ebenfalls befriedigt.1)

Umgekehrt hat jede die vorgelegte Differentialgleichung befriedigende 
analytische Function y unendlich viele, durch das angegebene Verfahren 
bestimmbare reguläre Zweige, wenn sie nicht eine sogenannte singuläre 
Lösung der Differentialgleichung ist, d. h. ausser derselben noch der Gleichung

G‘(x, y, dny )dy
= 0

dx> ' * *’ dxn

genügt. In diesem Falle kann man aber durch Combination der beiden 
Gleichungen

a = o, G' = o
zur Bestimmung der Function y entweder eine algebraische Gleichung oder 
eine Differentialgleichung, von der sie keine singuläre Lösung ist, erhalten.

Analoge Sätze gelten ferner, wenn zur Bestimmung mehrerer Functionen 
einer unabhängigen Veränderlichen ein System von ebenso vielen alge­
braischen Differentialgleichungen gegeben ist.

Dasselbe kann stets auf die Form

dyt
G'(», 2/o) ■ • -, V») — Gt(x, y0, yu . .yn) = 0dx

(5)
dynß'O*. y«. !Jv • ■ •> yn) dx 7 !/07 Vit » • *7 yn) ^

gebracht werden, wo yv . . ., yn die zu bestimmenden Functionen sind, y0 
eine mit yv . . ., yn durch eine irréductible algebraische Gleichung

G(x, ym yt,...,yn) = 0

verbundene Hülfsgrösse, 6r, 6r1? . . ., Grn ganze rationale Functionen von

(6)

x) Dieser Satz findet sich zuerst in der Weierstrass’schen Abhandlung 
„Zur Theorie der analytischen Facultäten“ (Crelle’s Journal, Bd. 51, S. 48) 
ausgesprochen, und ist bald darauf auch von den Herren Briot und Bouquet 
bewiesen worden (Journal de l’Ecole polytechnique cah. 86), Derselbe bleibt be­
stehen, wenn der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (1) eine eindeutige

und in eine beständig convergirende Potenzreihe der Grössen x, y, .

entwickelbare Function ist.

dy
' *’ dxn
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in eindeutiger Weise so bestimmen, dass den Gleichungen (5), (6) formell 
genügt wird.

Dann sind aber auch die so sich ergebenden n + 1 Reihen (7) stets 
innerhalb eines bestimmten Bezirks convergent und stellen, wenn man x 
auf diesen Bezirk beschränkt, ein System von n -f- 1 Functionen dar, welche 
die in Rede stehenden Gleichungen wirklich befriedigen.

Aus demselben entspringt dann ein System (eindeutiger oder mehr­
deutiger) analytischer Functionen von der Beschaffenheit, dass je n -f- 1 zu­
sammengehörige reguläre Zweige derselben die Gleichungen (5), (6) eben­
falls befriedigen.

Umgekehrt, wenn ein System von n -f- 1 analytischen Functionen die 
Gleichungen (5), (6), nicht aber zugleich die Gleichung

n,2? • *

0G(#, y0, yx,..yn)   q

fo/o

*) Wie man jedes System algebraischer Differentialgl eichungen auf diese 
„kanonische“ Form zurückführen kann, lehrt Jacobi in den Abhandlungen: 
„De investigando ordine systematis aequationum differentialium vulgarium cujus- 
cunque“ (Borchardt’s Journal, Bd. 64, S. 237) und „De aequationum differentialium 
systemate non normali ad form am normalem revocanda“ (Vorlesungen über 
Dynamik, Anhang S. 55.)
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x, y0, yv . . ., yn und G' die partielle Ableitung von G in Beziehung auf 
i/o ist.1)

Setzt man dann für À = 0, 1, . . ., n:

IU — 00

y-, = 2
f.i—0

ai h» ^2,0? * * •> ^n,0

(x—a)!<
(7)yl

und nimmt

so an, dass die Gleichung

G'ißi ^0,0? ^1,0? • * •> bn,o) ---- ö

nach &0 0 aufgelöst eine endliche, einfache WTurzel hat, und nimmt diese für 
ft00, so lassen sich, wenn man die Ausdrücke auf der Linken der Glei­
chungen (5), (6) nach Potenzen von x — a entwickelt, die Coefficienten 
der einzelnen Potenzen gleich Null setzt, die Grössen

u 2CH
 oCH
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befriedigt (d. h. wenn dasselbe nicht eine singuläre Lösung des Systems von 
partiellen Differentialgleichungen bildet), so lässt sich, wofern man specielle 
Werthe von a ausnimmt, jedes System zusammengehöriger Elemente1) dieser 
Functionen durch Eeihen, welche in der beschriebenen Weise gebildet sind, 
ausdrücken.

Die singulären Lösungen erhält man aber, indem man die vorgelegten 
Gleichungen (5), (6) mit der Gleichung

% G(x, y0, y19..yn)
= 0

Sy0
combinirt.

Diese Sätze, in der gegebenen Fassung, entnehme ich den Vorlesungen 
des Herrn Weierstrass, meines verehrten Lehrers. In der vorliegenden 
Arbeit habe ich mich nun mit der Aufgabe beschäftigt, zu untersuchen, 
ob und in wie weit sich dieselben auf den Fall ausdehnen lassen, wo zur 
Bestimmung analytischer Functionen mehrerer Veränderlichen partielle alge­
braische Differentialgleichungen gegeben sind.

§ i

Ich betrachte zunächst das nachstehende System von partiellen Diffe­
rentialgleichungen, in denen x, xv . . ., xr unabhängige Veränderliche und 
(fv • • *j Vu ZU bestimmende Functionen derselben bedeuten, während die 

G’aß-itPv *p2i • • •» Vw) gegebene in der Form gewöhnlicher, innerhalb eines 

gewissen Bereiches convergirender Potenzreihen dargestellte Functionen von 
<Pv • • v tyn sein sollen:

+ • • • + ‘ z G-% {(pv ■ • V«)

*=1 ,p

ß=n ,u
= 2 • • 

«=i
•’ v») dXi dXrdx

Um mich kürzer ausdrücken zu können, will ich im Folgenden unter einer 
Potenzreihe mehrerer Veränderlichen (x1 xv . . ., xr) stets eine solche ver­
stehen, die nur ganze und positive Potenzen dieser Grössen enthält.

Dieses vorausgesetzt, gelten folgende Sätze:
A. Sind

Ç)(#l, . . ., #r)l,07 • • • •? Vipli * * •> Xr) n> 0

1) Vgl. § III im Anfang.

ê >8

2rT—•e4S

^b

II h
ll++O

C.
8
*

ca

■er-eCS

^b

Il h
 II

a.

ils
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n willkürlich angenommene Potenzreihen, welche einen gemeinschaftlichen, 
wenn auch beschränkten Convergenzbezirk besitzen, und an der Stelle

(xt = 0, #2=:0,..., xr = 0)

sämmtlich verschwinden, so giebt es n bestimmte Potenzreihen von 
(,x, xt, . . ., xr), welche für x — 0 beziehlich in

\V(p1, * • •) • * * *) tyfali • • •) %r)NM

übergehen und, für cp±, . . ., <pn in die vorgelegten Differentialgleichungen 
eingesetzt, denselben formell genügen.

B. Diese n Reihen sind sämmtlich in einem gewissen Bereiche un­
bedingt convergent und stellen Functionen dar, welche die Differential­
gleichungen (1) wirklich befriedigen.

Setzt man in die G-leichungen (1) für (pv . . ., cpn Reihen von der Form

00 xv
= <p(x 1. • • •. av)i,o + £v(xl,. . Xr)x,v—X<PI

v==co XV
= (p(xl, . . xr)n() -f- 2 (p{X\i . . ., xr)mv —y

r = l v'
<Pn

ein, so erhält man, indem man die Ausdrücke auf beiden Seiten in jeder 
Gleichung nach Potenzen von x entwickelt, zunächst

<p{x±, . .., Xr)iti ^i ) * • *) tPn.o) ^
85^0

<p{xv...,xT)nX=Z G("U(p
/Î—1 "

%<Pß,  0•) Vn,0)1,0) * • 1,0) •9a?!

und alsdann jede der Functionen

<p(x 1, • • •> • • • •> • • •? %?')n,v

ausgedrückt als ganze rationale Function einer gewissen Anzahl der Ab­
leitungen von (p^ >0, ..., ç?n>0 nach xv . . ., deren Coefficienten Potenzreihen 
von q)li0, ..., 99 w>0 sind. Dabei ist zu bemerken, dass jeder Coefficient der 
letzteren aus einer endlichen Anzahl von den Coefficienten der Ausdrücke 
6r^ bloss durch Addition und Multiplication zusammengesetzt wird.



Ist nun:
Xr^
vr\

v1 = 0 • • • oo, •.vr = 0 • • • oo
)9(Pli • • -1 *r) 1,0 = 1 ( "(l)

v,. Vl !

(2))cp(pc1: . . xr)n0 v,: v±l

vx = 0 •. • oo, • •. vr — 0 • • • oo

Xrr
vr\

und setzt man
<p{xx, .. xr)a>v = Z[cpw X*y XrVr ) (a = 1,..n) (3)

V, Vi,. . vr v \ vr\

vi == 0 • • • oo, ...vr ===== 0 ♦ • • oo,

so ergiebt sich jede der Grössen

9^r, ?!,..vr • • •> *0

als eine ganze rationale Function einer endlichen Anzahl der Grössen

^o, Pi, • • -, ftr (a ^-1 • • •»_ w)

und der Coefficienten der

(?>„ • . -, ?>„),

und es werden dann die gegebenen Differentialgleichungen formell befriedigt, 
wenn man

)xaz[<p{xu ■ ■ -, Sr)«,,«

fJL = 0 • •

99« =
^ !

(a = 1, .. n)• 00
• (4).

rjh-3Ü .
^ ft!

• • • 00, = 0 • • • 00, •.., jur — 0 • •. 00

ał“ )2i Pl, • • •}

=
setzt.

Um nun zu beweisen, dass diese Reihen sämmtlich innerhalb eines be­
stimmten Bezirks unbedingt convergent sind, ersetze ich das vorgelegte 
System von Differentialgleichungen durch ein anderes von derselben Form:

ifr = ^2 (V*. • • - + • • • + 4 (Va, • • - V»)

^ • • •’Vn) $ +-------- f 3 ^,(5(Vi’ ■ ■ ■’

Sa?/-

(5),
dfji
dxrdx
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* v£>yj u — ^i,. fir !
) (« = !»•••»»)

ju = 0 • • • oo, = 0 • • • oo, . . jur — 0 . • • oo

ist, beweisen, dass sie sämmtlich innerhalb eines bestimmten Bezirkes con­
vergent sind, so steht dasselbe für die Reihen (pv . . ., cpn fest.

Dieses vorausgesetzt, werde, wie es immer möglich ist, eine positive 
Grösse g so angenommen, dass sämmtliche Reihen 6r^ (ç9l7 . . ., <£>n) 

vergiren, wenn
con-

<Pi = <P2 = = <Pn = ff

gesetzt wird; dann kann man eine zweite, ebenfalls positive Grösse 6r so 
annehmen, dass aus dem Bruche

6r

'fti 4~ > + • - • + tyn1

ff

wenn derselbe nach steigenden Potenzen von . . ., yJn entwickelt wird, 
eine Reihe 6r(vh, • • •> yjn) entspringt, in welcher jeder einzelne Coefficient 
positiv und grösser als der absolute Betrag des entsprechenden Coefficienten 
in jeder der Reihen 6r^ (q)u . . ., (pn) ist.

Anhang I.286

in welchem in jeder der Reihen 6r^ (tpv . . ., yJn) jeder einzelne Coefficient 

positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag des entsprechenden 
Coefficienten in Gr^ (yJv . . ., y>n) ist. Zugleich nehme ich an Stelle jeder 

der Reihen (p(x±, . . ., xr) aQ (a = 1, . . ., w)eine andere \p(xi, . . ., xr) 
an, in der ebenfalls jeder einzelne Coefficient positiv und nicht kleiner als 
der absolute Betrag des entsprechenden Coefficienten in (p{xv . . ., Xj) 
ist. Wenn alsdann

C60

w(a)fiu ..., [ir

den Ausdruck bezeichnet, der jetzt an die Stelle von

<p(«)
'Pt f^i » • • »? Zu­

tritt, so erhellt aus dem, was über die Zusammensetzung des letzteren aus 
den Coefficienten der Reihen 6f^ und gesagt ist, dass der erstere 

positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag des anderen sein wird. 
Kann man also von den Reihen . . ., yjn, wo

ir
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Ebenso kann man zwei positive Grössen g' und £ so wählen, dass in 
der Reihe, welche aus der Entwickelung des Bruches

9*(xi + x2 H---------h &)
Xt -{- -}- . . . -j- Xr1

9

nach steigenden Potenzen von xt, ..xr hervorgeht und die mit xp (x^ ..#r)0 

bezeichnet werden möge, jeder Coefficient positiv und grösser als der absolute 
Betrag des entsprechenden Coefficienten in jeder der Reihen

*P(X.ii • • -5 xr)l,0i • * •? *p(xl7 • • *1 xr)n,0
wird.

Werden dann in dem System (5) sämmtliche Reihen 

Ga,ß (Vl. = 6- {Wv ■ ■ -, V«)
angenommen und wird zugleich festgesetzt, dass für x = 0 jede der 
Functionen xpa in

Xp (xi? • . Xr)Q

übergehen soll, so sind die eben angegebenen Bedingungen erfüllt, und es 
braucht also nur bewiesen zu werden, dass die so definirten Reihen xpv ..., xpn 
innerhalb eines gewissen Bezirks convergent sind.

Unter den gemachten Voraussetzungen werden aber die sämmtlichen 
Reihen t/JL, . . ., xpn einander gleich und Functionen bloss von x und von

xi + x2 + • • • + xr
9

Das System (5) reducirt sich also, wenn man

__ H-------- 1 + • • • -j- Xry =v = 9 9

setzt, so dass xpa = ^ xp wird (für a — 1, . . ., n), auf die einzige 

partielle Differentialgleichung
a dipdif) (6),dx 1 — 1/7 dg

wo a eine positive Constante bedeutet.
Dabei ist noch die Bedingung hinzuzufügen, dass für x = 0

byxp m ——
i — y

übergehen soll, wo b ebenfalls eine Constante bezeichnet.
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Die Gleichung (6) besagt nichts weiter, als dass zwischen den Grössen 
yj und (1 — \p) y + ax eine Relation besteht. Diese wird aber durch
die Festsetzung, dass yj für x — 0 in ^- übergehen soll, eine völlig 

bestimmte; und es ergiebt sich zwischen yy x, y die Gleichung
1 —

1 — ip
(1 — xp)tj + ax = ¥’>b + y

woraus man
1 — (1 — b) y — ax —1/(1 — (1 + b)y — ax)2 — 4abx

V = 2(1 -y)

erhält, mit der Bedingung, dass bei der Entwickelung dieses Ausdrucks 
nach Potenzen von x: y das Anfangsglied in der Entwickelung der Quadrat­
wurzel 1 sei.

Die so sich ergebende Potenzreihe von #, y hat nun einen bestimmten 
Convergenzbezirk, und es sind zugleich ihre Ooefficienten durchweg positiv, 
wie man sofort sieht, wenn man die Entwickelung von y) nach der im 
Vorstehenden auseinandergesetzten Methode vornimmt. Es wird daher auch 
die Potenzreihe von (#, . . ., xr), in welche yj durch die Substitution

-{-••• -f- Xr
y = Q

übergeht, einen bestimmten Convergenzbezirk besitzen. Für jedes innerhalb 
dieses Bezirkes enthaltene Werthsystem (x, x1, . . ., xr) sind dann sicher 
auch die Reihen (p4, . . ., cpn sämmtlich unbedingt convergent. Dieselben 
besitzen also jedenfalls einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk und stellen, 
wenn man die Veränderlichen (x, xt, . . ., xr) auf einen innerhalb desselben 
liegenden Bereich in der Art beschränkt, dass für jedes in dem letzteren 
enthaltene Werthsystem (x, xv . . ., xr) das System der zugehörigen Werthe 
von (<plf . . ., (pn) dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der Reihen 

Gangehört, Functionen von (x} xv . . ., xr) dar, welche die gegebenen 

Differentialgleichungen befriedigen und zugleich für x = 0 in

i, ♦ • •? 3?r)l,0? • • • • •> xr)n,0

übergehen; w. z. b. w.

Zusätze.
A. Es ist angenommen worden, dass (p(xx,..., xr)l 0, ...., <p(x±, ..., %,)n,o 

sämmtlich verschwinden, wenn jede der Grössen x, xv . . xr den Werth 
Null erhält. Die entwickelten Sätze behalten aber ihre Gültigkeit, wenn 
nur die Functionen (pai0 so angenommen werden, dass das Werthsystem

<p{0. • • -, 0)lt0, . . . <p{0, . . 0)„,o



<Pi = Ç>(°> • • •) O)li0, .. . <pn = <p(0, .'.0)
setzt.

Mansion, Part. Differentialgleichungen.

dem gemeinschaftlichen Convergenzhereich der Reihen 6r^ angehört, wie 

aus dem gegebenen Beweise ohne Weiteres folgt, wenn man
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<Pi—<Ko, • • -, o)1>0, ....<pn—<p(o, ..o)„,0
als die zu bestimmenden Functionen einführt.

B. Es bleiben ferner alle Sätze bestehen, wenn an Stelle des be­
trachteten Systems von Differentialgleichungen das folgende gegeben ist, 
in welchem sämmtliche Functionen 6r^ (<pi, . . ., (pn) dieselbe Beschaffen­

heit haben, wie in jenem:

• • -, <Pn)

v = 1 ... r, ß — 1 ... n

• • •’ 3a*
V?__ t[ a(n)(œ ) + • • •> <Pn)

v — 1 ... r, ß = 1 ... n

Dies ergiebt sich sofort, wenn man den vorstehenden Gleichungen noch
eine neue

^o=0

9#

hinzufügt, mit der Festsetzung, dass für x = 0

<Po = %

3?0sein soll, so dass man jedes der Glieder G(r> ^ multipliciren darf,

und auf diese Weise ein Gleichungssystem von der Form (1) erhält.
C. Sodann behalten die in Rede stehenden Sätze ihre Gültigkeit auch 

dann, wenn in den Gleichungssystemen (1) und (la) die Functionen 6r^ 

sämmtlich oder zum Theil Quotienten zweier Potenzreihen sind. Man hat

mit0,0

nur in diesem Falle das Werthsystem

9^(0» • • •> 0)i,o» . • . (p (0, . • ö)n,o

so zu wählen, dass dasselbe dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk aller 
Zähler und Nenner angehört und keiner der Nenner verschwindet, wenn man

% 
2
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Wenn nämlich diese Bedingungen erfüllt sind, so lassen sich die 
Functionen Gr^l sämmtlich in Potenzreihen von

<Pi — <P(0, ■ ■ ; 0)10, . . . (pn — (p{0, . .0)„>0

entwickeln, wodurch dem Gleichungssystem die ursprünglich vorausgesetzte 
Form gegeben wird.

D. Wenn man nun beachtet, dass die durch das auseinandergesetzte 
Verfahren für Ç91? . . ., (pn sich ergebenden Reihen vollständig bestimmt 
sind, dass sie den vorgelegten Differentialgleichungen genügen und für x = 0 
beziehlich in

(p(xv . . ., Xr)lt0, . . . <p(xt, . . ., xr)n,0

übergehen sollen, so ergiebt sich schliesslich, wenn man alles Vorstehende 
zusammenfasst, folgendes Resultat:

Es sei gegeben ein System partieller Differentialgleichungen von der
Form:

ff'V, ■ • ■> r.) S) + »>■ '
(a = 1 ... r, ß = 1, .. n)

..., cp„)

>(1*)

e“V........ 9.) - ^(oS3to, • • -, v.) £jf) + e;> ?.),
9 (a = 1 . . . r, ß = 1 ... n)

in denen die Gr^ und Gr^ sämmtlich Potenzreihen von Ç9t, . . (pn sind, 

und es seien auf irgend eine Weise n Potenzreihen von x, xv . . ., xr

cpn{x, Xt, . . xr)

hergestellt, welche für . . ., q>n gesetzt den Differentialgleichungen 
formell genügen, so dass in jeder dieser Gleichungen die Ausdrücke auf 
der linken und rechten Seite, wenn man sie nach Potenzen von #, xv ..., xr 
entwickelt, in den Coefficienten der gleichstelligen Glieder übereinstimmen, 
so werden jene Reihen stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergiren 
und analytische Functionen, welche die Differentialgleichungen wirklich be­
friedigen, darstellen, sobald nur folgende Bedingungen erfüllt sind:

a) Es müssen die Reihen

(p± (X-, X■£, . . ., Xr)y . • • •>

<p(0, xv .. xr\, . . . <p(0, xv . . X,)„

einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk besitzen;
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b) es muss das Werthsystem

9>(0, 0, . . 0)x, . . .q?(0, 0, . . 0)„

innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirkes der Functionen

■ ■ •> V”)’ ff<y)(9,l> • • •» <P»)

enthalten sein;
c) es darf keine der Functionen G^y\(pv . . ., q)n) an der Stelle

(<Pl = <P(°> . . -, 0)!, . <Pn = <p{0, • • •» 0)»)
verschwinden.

Wenn insbesondere die G^y G^ sämmtlich ganze Functionen oder 

beständig convergirende Reihen von (pv . . ., (pn sind, so ist die Bedingung b) 
von selbst erfüllt.

§ 2.

Ich nehme jetzt an, es sei zur Bestimmung einer Function von 
r -f 1 Veränderlichen (æ, xx, . . ., xr) irgend eine algebraische partielle 
Differentialgleichung nter Ordnung gegeben und auf die Form

th?- • • «
<)a + at 4- ..G^x, xx,. .

•5 • • *’ ^xa^x±a\ .

gebracht, wo G eine ganze rationale Function von x1 xx, . . ., xn <p und 
denjenigen Ableitungen

+ ••• + ar

toFtX^ . . . Ixp

in denen
a + «i 4- • — 4- Gir <C n

ist, bedeutet. Dabei darf man voraussetzen, es sei diese Gleichung in dem 
Sinne irreductibel, dass Gr nicht das Produkt zweier Ausdrücke von der­
selben Form ist.

Es handelt sich darum, auf die allgemeinste Weise ein diese Differential­
gleichung befriedigendes Functionenelement (in dem Sinne, wie Herr 
Weierstrass dies Wort gebraucht)

q>(%, xXj . . ., xr\ a, %, . . ., a7)

zu bestimmen, d. h. eine innerhalb eines bestimmten Bezirks convergente und 
der Differentialgleichung genügende Potenzreihe von x—a, xx — x —ar
wo a, av . . ., ar Constanten bezeichnen.

19*
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Ich betrachte nun zunächst den Fall, den ich den normalen nennen 
will, wo von den Ableitungen

8xw’ örcj7 * * *’ %Xr
8w<p

wenigstens eine — ich will annehmen — in Gr wirklich yorkommt.

Dieses vorausgesetzt, lässt sich zeigen, dass man eine der Differential­
gleichung genügende Reihe

arl I
(p (#, xjxr | $, ci], • *cir ) — .27 ^ bat } #

a\

(a = 0 ... oo, at = 0 • • • oo, ... a, = 0 ... oo) 

erhalten kann, in der, wenn man sie auf die Form

cc\

v — cc (r) (x — a)v27 cp{xl5 . . ., xr | %, . . ., ar)
v\v =0

OO
bringt, von den Functionen (p{x1, . . ., x,.\av . . ., ar) die n ersten

(n—1)

• • »j Xr^Cl-j, . . ., Cl'r')y • • • *7 ^17 • • •? ^b*)
(0)

im Allgemeinen willkürlich angenommen werden können, die übrigen dann 
aber durch die Differentialgleichung bestimmt werden.

Setzt man die für cp angenommene Reihe in den Ausdruck auf der 
Linken der Gleichung (1) ein, und entwickelt denselben nach Potenzen von

so muss zunächst das constante Glied ver-X (X, X^--(ïj , . . ., X y*-- (Xj■
schwinden, d. h. es muss

Gr (a, (X-^) . . ;, ein Oq) . «,•••) = 0 - . (2)* *70 * • •>

sein.
Ich bezeichne ferner zur Abkürzung

(p(x, xlf . . ., xr\a, at, .. ., ar)
ïx^x“' • . • ^Xrr

mit <pUi Uu ..„r und OO
cp (xu . . ., xr\aly .. ., ar) 

bloss mit 99. Dann wird für x — a
OO

(«)
g«l -1-------1- «r

?gleichÇ9«, «!,..«7.



(n—1)
• -, (P

die dann stets auch einen gewissen Convergenzbezirk besitzt, werden rational 
aus den Coefficienten der vorstehenden und aus b . 0 zusammengesetzt;h,o, • •

es giebt also so viel verschiedene Functionen 99, als verschiedene Werthe 
von bn0 ..,0, die einfache Wurzeln der Gleichung (2) sind, existiren.

Differentiirt man ferner den Ausdruck Gr, als Function von x be­
trachtet, so hat die Äte Ableitung desselben die Form

(»)

4- ŹŁqp
-f- H%(x, x^, . . ., xr, cp, . . . (pat aif.,^ (tPnüi * * *?o)

wo Gr* (cpn 0i.. ,t0) die partielle Ableitung 
eine ganze Function von x, xv ..xr und denjenigen Grössen (pa,au 
bezeichnet, in welchen

Gr nach <p„tot.. .,0 ist und Hivon

a <C n -\r Aa -f- öj -f- • • • -j- dr

im Uebrigen willkürlich, jedoch so, dass jede von ihnen einen Convergenz­
bezirk besitzt, anzunehmen. Die Coefficienten der Reihe
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Entwickelt man nun

G(x, x„ (p, . . <pUy Uu. ...)• •> «;•

nach Potenzen von x—a, so wird der Coefficient von (x—a)0 eine ganze
(n)

Function von 99, deren Coefficienten ausser den Veränderlichen xv . . ., xr
(n-l)

nur die Functionen 99, 99, . . ., 99 und deren Ableitungen nach xv . . ., xr ent-'
(n)

halten, und es muss 99 so bestimmt werden, dass diese Function, welche
(w)

mit 6r0 (99) bezeichnet werde, verschwindet, und zugleich 99 eine Potenzreihe 
von xv — ax, . . ., xr — ar wird. Dies ist aber immer, und zwar nur auf 
eine einzige Weise, möglich, wenn man ar und diejenigen Grössen

(0) (l)

in)

fr«, alf . . ar,
in denen

a 4- ax 4- • • » 4-ar <1 n, a n

ist, so annimmt, dass sich aus der Gleichung (2) für bn0 ...0 wenigstens 
ein endlicher Werth, der eine einfache Wurzel der Gleichung ist, ergiebt. 
Diese Bedingung als erfüllt vorausgesetzt, sind die Reihen

-e
s

SS
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(x — ay in der erwähnten Entwickelung von Gist. Der Coefficient von 
hat also die Form:

V.

(n) (w+/>
G-'o(<p) • <P + Ą,o>

wo G-q und diejenigen Functionen von xv . . xr bezeichnen, in welche 
6r' und Ri dadurch übergehen, dass man x = a und

(«)
4- * * • -j- «r qp

(Vct, at, . . «,* ---- dx“1 .... C)Xrr
setzt.

(n)
Dieser Coefficient muss nun gleich Null sein, und da sich, weil Grb(<p) 

an der Stelle (xx = ,..., xr = ar) nicht verschwindet,

1

(»)
G-‘o(<P)

in eine Potenzreihe von —alf . . ., xr —ar entwickeln lässt, so ergiebt 
(»+*)

sich cp als Potenzreihe von x1 — av . . ., xr — ari welche völlig bestimmt 
ist, sobald

(!) („ + *-1) 
Ç), . . ., (p

(»—1)
es sind. Daraus folgt, dass sich, wenn man a, %, . . ., ar, 99, 99, . . ., 99 den 
obigen Bedingungen gemäss annimmt, darauf nach Fixirung des Coefficienten

(0) (i)

(")

. 0 zunächst 99 und dann^n,0, • •

(»+1) (w + 2)
Ç9, Ç9, . . .

so bestimmen lassen, und zwar nur auf eine einzige Weise, wie es erforder­
lich ist, wenn der Ausdruck

(r)<p = Z xr\ au . .ar) -x-p

der vorgelegten Differentialgleichung formell genügen soll.

Um nun zu beweisen, dass cp ein Element einer diese Gleichung be­
friedigenden analytischen Function von x, Xx, . . ., Xr darstellt, hat man zu 
zeigen, dass sie innerhalb eines gewissen Bezirkes convergirt.

Dies geschieht in folgender Weise: 
Ich setze

X --- (X “j~ X^ ^ “j” ^!, . . ., Xf ^ j~ j

gÿ



und bezeichne, unter cp jetzt die Potenzreihe von u, ux, . . u verstehend, 
in welche (p (x, , . . ., xr | a, av . . ., a,) durch diese Substitution über­
geht,
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dqp
V’ 8u’ ’ ’ •’

beziehlich mit

9^0? * * ”> *Pni
sowie die übrigen Ableitungen

ß« 4- 4- ary

dx^X,“1 . . . 8Xrr ’

in denen a Ą- ax -j- ■ • • -\- ar n ist, in irgend einer Ordnung genommen
mit cpn+l, . . (ps.

Dann hat man
dtp
8« “Vi

(4).

8u ~ Pn

Ferner kann man, wenn A > 0,

89>« + /. E,*V
(5)Sw dllv

!

setzen, wo /ul eine der Zahlen 1, . . s und v eine der Zahlen 1, . . r 
ist. (Ist nämlich (pn+x = (pa> .
«i, . . ., a,, z. B. ar von Null verschieden, und man hat dann

so ist mindestens eine der Zahlenary

-f * __ a\ » » », av — 1, ..ar
du

und es ist <£Vk, «1}..«v_i,.

Bezeichnet man ferner, unter G wie vorhin den Ausdruck auf der 
linken Seite der Gleichung (1) verstehend, dessen partielle Ableitungen in 
Beziehung auf x, cp0, cp^ . . ., (ps respective mit

ar eine der Grössen cp0, cpv . . cps).• •}

G\x), G‘(<p0), • . -, Gr‘(<Ps),
so hat man:

= -{ff'W+ô'(<Po)ÿ+ • • • + O'i/Pn-x)dcpn— i f-dudu

ai
>e
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also:
2=.s‘—nfyn __ ___ jr (^B+,)g) - £ (^)<P;.-h) - &(«) .G‘{cp„) (6).du >1=1

Endlich ist:
0a: _ 0^ = 0,. • . (7).• *5du du

Die Gleichungen (4), (5), (6), (7) bilden 
<p0, <Ph • • <Ps, welche sämmtlich Potenzreihen von «e, %, . . % sind,
ein System partieller Differentialgleichungen von der in § I, Zusatz D be­
trachteten Form. Da sie nun überdies den dort unter (a) und (c) ange­
gebenen Bedingungen genügen, so ist damit festgestellt, dass sie sämmt­
lich innerhalb eines bestimmten Bezirks convergiren.

Jede auf die angegebene Weise hergestellte Potenzreihe

(p{x, xlf . . ., xr | a, a,)

für die Grössen x, xnnun

ist also wirklich ein Element einer die vorgelegte Differentialgleichung be­
friedigenden analytischen Function.

Es ist jetzt noch zu untersuchen, ob man umgekehrt auch für jede 
der vorgelegten Differentialgleichung genügende analytische Function (p ein 
sie definirendes Element durch das auseinandergesetzte Verfahren erhalten 
kann.

Es sei’

<p(x, xu ..xr) =
(x—a)a (x1—a±)ai • • • (xr—a,)“7'

I ba, . • •' ar a\ C£rla, ext­

ern beliebiges Element einer solchen Function, ' so bestehen für dasselbe, 
wenn die obigen Bezeichnungen beibehalten werden, die Gleichungen:

* (»)
G0 (<P) = 0

(n) (w-j-A)
G‘o(<P) <P + Hx, o = 0.

nicht eine mehrfache Wurzel der GleichungWenn nun bn,o,* • *,o

(jriptf (ï/'j .. .,o^ • • •> ^uf otj, .

ist, so sind durch diese Gleichungen und die Bedingung, dass (p an der 
Stelle (xx — . . ., xr = ar) den Werth bn 0t.. , 0 haben soll,

(») (»4-D(*+2)
<P, <P,

• •» o, . . .,o) ---- ^. «/•> •
in)

% ....
vollständig bestimmt.
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Nun besitzt aber die Function stets unendlich viele Elemente, für 
eine einfache Wurzel der ebengenannten Gleichung ist, 

wofern die Function nicht eine sogenannte singuläre Lösung der Differential­
gleichung ist, d. h. ausser dieser auch der Gleichung

welche 1)n>0,* • *,0

Gr-* = 0

genügt. Damit ist bewiesen:

Ist cp irgend eine der vorgelegten Differentialgleichung, aber nicht auch 
der Gleichung

G'l^Z) = 0

genügende analytische Function, so lässt sich jedes Element

(p(x, , . ., CCr | $, Ct^f . . ., (X;■)

an der Stelle (x = a, xt = a1?..., xr = at.)derselben, für welches

einen von Null verschiedenen Werth hat, durch das im Vorstehenden ent­
wickelte Verfahren bestimmen.

In dem Falle aber, wo cp eine singuläre Lösung der Differentialgleichung 
ist, erhält man für sie durch die Combination der beiden Gleichungen

e - °- g'(3) -0
entweder eine algebraische Gleichung oder eine partielle Differentialgleichung, 
der sie als nicht singuläre Lösung genügt.

§ 3.

Wenn die vorgelegte Differentialgleichung nicht die normale Form hat, 
so kann man ihr dieselbe doch stets dadurch geben, dass man an Stelle 
der Grössen x, xx,..., xr ebenso viele lineare Functionen derselben y, y^,. . ., yr 
als Argumente von cp einführt.

Setzt man nämlich

?«
-p

,
-P

 p+ + 
• 

+

+ +
.+

5? 
S?

^3-
+ + 

■ 
+

8- §

%
+ + 

• 
+£? 

* J? ^



wo die &, c Gonstanten bezeichnen, welche der Bedingung unterworfen sind, 
dass die Determinante

G • • -i Cr

cto, c[r\ . . ., 4r) I

nicht gleich Null sein darf, so verwandelt sich der Ausdruck 

G (x, X^ . . Xr, Ç9, . . (fa, ai>

in einen anderen von derselben Dorm

%ß+ßi~\----- f-ßr

tyhy{' • • • %y?r

in welchem ebenso wie in G nur Ableitungen von nicht höherer als der 
wten Ordnung Vorkommen; und es lässt sich zeigen, dass derselbe im All­
gemeinen, d. h. wenn man specielle Werthsysteme der Constanten c, cv ..cr 
ausschliesst, die Ableitung

<PG\ Vli * • •» Vri Cp, . .

Vlcp

*yn
wirklich enthält.

Davon überzeugt man sich am leichtesten auf folgende Weise. 
Man hat, wenn man mit

Cpa', ct‘, . . ., (Pa", a• • • •

die in Gr vorkommenden Ableitungen der nt&n Ordnung bezeichnet:

SG = Gr0 (pa> Jr 1, a'v . . + G2 (pa" + 1,
8#

wo 6r0, Gv ..., ćr^ nur Ableitungen von niedrigerer als der w-j-lten Ord­
nung enthalten. Nun ist aber

Cpa! -4-1, 4 = + 1 c“i . . . + 1 + ‘ * *

flV'+l, or^', ..ajl ==: + 1 Cil * * • crr ^yii + t

U. S. W.,

wo die weggelassenen Glieder nur solche Ableitungen

+ ...

fiß 4- ßi ■+■ • • • + ßr 9
e/öy?1 .... ö/r

Anhang I.298
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enthalten, in denen ß -|- ß1 + • • • + ßr = w + aber ß 
Man hat also

= <1 . . . cfr + G^«"*1 C«? . . . c“r + . . •)

n + 1 ist,

SG
I + * * • -7s?/n +Sic

wo in den weggelassenen Gliedern, nachdem die in ihnen enthaltenen Ab­
leitungen von cp nach #, #l7 . . ., xr in Ableitungen nach y, yr ver-

Öw+19
wandelt worden, nicht vorkommt.S*/^1

Wählt man nun die Constanten c, cv . . ., cr so, dass der Coefficient 
Sw+1<p 
tyn+i in der vorstehenden Gleichung, als Function von x. x1: ..., xn .von • V

.. betrachtet, nicht identisch verschwindet — was nur für(pa, «!, ..ar, *
specielle Werthsysteme der c, cx, . . ., eintreten kann —, so wird derselbe 
auch nicht identisch gleich Null, wenn man in ihm an Stelle der Veränderlichen
#, xv . . ., xr die y, yx, . . ., yr einführt und die Ableitungen <Pa,au...,ar 
in Ableitungen von cp nach y, y1: . . ., yr verwandelt; und es kommt also

Sn+*y
die Ableitung wirklich vor. Es ist aber:%yn + i

SG SG SG SG
+ •••• + Cr+ C1So? C S y

SG
und es kann daher —, auf die angegebene Weise transformirt, die Ableitung

nur dann enthalten, wenn in G die Ableitung vorkommt. 

Nimmt man insbesondere

x — a — cx (xl — aA) — • • • — cr (xr — ar) 

Ui = xi — ai

y

yr ---  OOf dr,

so sieht man, dass bei gehöriger Wahl von cx, . . cr sich cp stets nach 
Potenzen von

X ~~~ Cl "1 Cip^i ^l) ~~~~~ * * * Qp (j^v “ X1 -- . . ., X)> '**“

entwickeln lässt, und dass man diejenigen Functionen, in welche

S«—i <pS<p
v' t£’ • • •’

für
x — a + öi (^i — %) + ••• + cr (xr —ar)



und einer gewissen Anzahl der Ableitungen der m ersten dieser Functionen
(tn—l)

Nimmt man dann die Reihen (p, . . ., (p willkürlich
(0) (l)

nach . . ., xr.
an, doch so, dass die Gleichung, in welche die ebengenannte übergeht, wenn

(m)
man x± = a±, . . ., xr — ar setzt, nach (p aufgelöst, eine endliche, einfache

(?n)
Wurzel hat, so kann man (p als Potenzreihe von x± — al9 . . xr — 
so bestimmen, dass sie die erstere Gleichung befriedigt und für x1 = a±, . 
xr — av in jene Wurzel übergeht.

Die übrigen Coefficienten der genannten Entwickelung liefern sodann 
zur Berechnung der übrigen Functionen

(m + v)
(p (ar, , . . ar,. [ a„ . .ar)

an und entwickelt den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung nach 
Potenzen von x — a, so erhält man zunächst eine Gleichung zwischen

übergehen, als Potenzreihen von x1 — av . . ., x — ar im Allgemeinen 
willkürlich nehmen kann.

Die im Vorstehenden beschriebene Umformung der vorgelegten Diffe­
rentialgleichung könnte in dem Falle unnöthig erscheinen, wenn in dieser 
Gleichung zwar nicht die nte Ableitung von (p nach x, aber doch eine andere

n aber 0) vorkommt und überdies in den übrigen Ab-(wo m < 

leitungen
ß« + -j------ h «/■

9
ÏXa dx? . . . dxp'

a<^m ist.

Denn nimmt man wie oben:

/ i \ (x — a)v
0^17 • • *7 &r I • • *7 j-(p — I

die erforderlichen Gleichungen, durch welche sie sämmtlich, und zwar ein­
deutig, bestimmt werden.

Man erhält so, ganz in der oben auseinandergesetzten Weise, eine 
Potenzreihe

, ., OC| C(/9 j, . « .,<p{x, X, 7 -•

welche für (p gesetzt die gegebene Differentialgleichung formell befriedigt.

Anhang I.300
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Aber ich habe bemerkt, dass, wenn diese Reihe convergent sein soll,
(m~l)

die Functionen 99, . . cp nicht willkürlich angenommen werden können, 
sondern solchen Beschränkungen unterworfen sind, dass man im Allgemeinen 
sagen kann, die Reihe

(0)

<p{x, x1: . . ., xr I a, . . ., ar)

convergire an keiner Stelle (x, %,..., xt), wie nahe man dieselbe auch 
der Stelle (a, a3, . . cir) annehmen kann.

Ich begnüge mich aber hier, dies an einem Beispiel nachzuweisen.
Es sei die Differentialgleichung

ciqp ___ Ö2qp

<k/2

gegeben. Wenn (p^{y\b) irgend eine Potenzreihe von y — b ist, so genügt 
die Reihe

£ d”q>0 (y 1 b) (x-ay

T = 0

dieser Differentialgleichung formell und geht für x = a in (p$(y | b) über, 
sie besitzt aber nur bei einer ganz besonderen Wahl von <p0(y | b) einen 
Convergenzbezirk, während im Allgemeinen sie für kein Werthsystem (x, y) 
eine bestimmte endliche Summe hat.

Es sei z. B. u = 0, b ===== 0

dir vl

Vo (y \h) = ïbÿ-

Dann ist
dncpo__________
dyn (1 — y)n + v

nl

und die obige Reihe geht in

V =s QO
2vl xv

,f0 vr d-?/)2,+1

über, von der es leicht zu sehen ist, dass sie divergent ist, wie klein auch 
x, y angenommen werden.

Um allgemein zu zeigen, welche Bedingung die Function (p0(y\b) er­
füllen muss, damit ein die gegebene Differentialgleichung befriedigendes 
Element cp(x,y\a,b), das für x — a in (p0(y\ b) übergeht, existire, bemerke 
ich, dass die Differentialgleichung in Beziehung auf die Veränderliche y 
die normale Form hat; wenn man daher zwei Functionen

(0) (i)
cp(x I a)1 cp (x I a)
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willkürlich annimmt, so kann man cp(x,y\a,b) nach dem Vorhergehenden 
so bestimmen, dass diese Function der gegebenen Differentialgleichung ge­
nügt und für y = b

(0)
(y(%,y\ a, b) in cp(x\ a)

und
(1)G(p (x, y \ a, b) in cp {x | a)

übergeht. Und zwar erhält man, da in diesem Falle

(0)
(2) dtp (x | a)cp (x | a) nur den einen Werth ^

hat:
(0)

ÖTg>(tf|n) {y—b)
,0)drqp(x j a) (y — b) 2v^~1 

(2v+l)l

v = co V — oo

2 + 2*
(2v)\%xv Vxvv = 0 v = 0

als den allgemeinsten Ausdruck von cp(x,y\a,b). 

Ist nun
r = oo

(0)
2 cv (x—a)v

v = 0 v
cp (x | a) =

und
r = oo

(1)
cp(x\a) = £ «*—a)v,

PoW = 9>0i^M) = i^)My-h)2v + r^()(2^~i)j' c'(y—byv+1-

so ergiebt sich:

Bezeichnet man nun mit Q eine positive Grösse, die kleiner ist als
(°) (l)

der Radius des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Reihen cp, (p, und 
die absoluten Beträge von cv, c'v mit | cv |, | c\\, so lässt sich eine positive 
Grösse g so angeben, dass für jeden Werth von v

j < 9Q~V, ! e‘v j < (JQ-V

ist. Es muss also <pn (y | b) so gewählt werden, dass für zwei bestimmte 
Grössen g, Q dem absoluten Betrage nach

der Coefficient von (y — b)2v kleiner ist als

„ „ „ (y — b)2v+1 „

m~v

v\
9Q-'-” ” (2r+l)!
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Daraus folgt, dass die Reihe

z ü*v<Po (y 1 b) (x—g)v
difv v\

niemals convergent ist, wie klein man auch x — a, y — b annehmen möge, 
wenn die Reihe <p0 (1/1 b) nur einen beschränkten Convergenzbezirk besitzt. 
Aber auch wenn (p^[y\b) eine beständig convergirende Reihe ist, kann die 
vorstehende Reihe beständig divergent sein. Dies ist z. B. der Fall, wenn 
man

V = CO

<Po(y I6) = 2
v — 0 (v !)1/3

annimmt, weil dann die eben angegebenen Bedingungen für die Coefficienten 
der Reihe (p0 (y | b) nicht erfüllt sind.

§ *

Ich gehe jetzt zu dem Fall über, wo zur Bestimmung von m Functionen 
ç?i, . . ., (pm von r + 1 Veränderlichen x, x1: . . ., xr ein System von m 
algebraischen partiellen Differentialgleichungen gegeben ist, welches in Be­
ziehung auf çpi von der ^^ten Ordnung sein möge. Ich setze dabei voraus, 
dass dasselbe die normale Form habe, d. h. dass in demselben die Ab­
leitungen

dnmq>rn

dxnm

wirklich Vorkommen, und dass es, wenn man diese Grössen als die Unbe­
kannten, die übrigen in ihm vorkommenden aber als willkürlich gegebene 
betrachtet, auflösbar sei, und nur eine endliche Anzahl von Werthsystemen 
der genannten Grössen liefere.

Der ersten Bedingung ist, wenn sie nicht von selbst erfüllt sein sollte, 
stets durch eine lineare Transformation der unabhängigen Veränderlichen 
in der im vorhergehenden Paragraphen angegebenen Weise zu genügen.

Was dagegen die zweite Bedingung angeht, so bleibt allerdings noch 
zu untersuchen, ob ein Gleichungssystem von nicht normaler Form stets 
durch ein ähnliches Verfahren, wie es Jacobi bei einem System gewöhn­
licher Differentialgleichungen angewandt hat, auf ein normales zurückgeführt 
werden könne, worauf ich aber hier nicht eingehen kann1).

Dieses vorausgeschickt, bringe ich das vorgelegte Gleichungssystem 
folgendermassen auf eine „canonische“ Gestalt:

Über den hier gemachten Vorbehalt und als Ergänzung zu der Abhand­
lung von Fr. v. Kowalevsky vergleiche man die kürzlich erschienene (April 
1891) Inaugural-Dissertation des Herrn C. Bourlet: Sur les équations aux dérivées 
partielles simultanées qui contiennent plusieurs fonctions inconnues. Paris, Gauthier- 
Villars et fils, 1891 (63 S. in 4°). (P. M.)
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Man kann, um die Grössen

«"'y. Hnx
<Pm

dxnm

durch x, xv . . Xr) (pv . . ., cpm und die in den gegebenen Gleichungen 
enthaltenen Ableitungen von cpm auszudrücken, eine lineare Function
der ersteren

rmcpm
+ • • * + cm<Po ÜX7lm

wo cv . . ., cm willkürlich anzunehmende Constanten bezeichnen, als unbe­
kannte Grösse einführen. Man erhält dann für (p0 eine algebraische Glei­
chung

05 = o,

wo (0 eine ganze Function von (p0, deren Coefficienten ganze und rationale 
Functionen der als bekannt angenommenen Grössen sind, bezeichnet.

Es sei G ein unzerlegbarer Theiler von (0, so entspricht jedem Werthe 
von <p0, welcher der Gleichung

g = o

genügt, ein Werthsystem der unbekannten Ableitungen

vtm<pm _ Gm01

— G' ’G' ’ ' ' * to»*
wo

3G 3GG‘ = 3<p0’ ^ 3c^

ist.
Es werden daher die gegebenen Gleichungen ersetzt durch eine gewisse 

Anzahl von Gleichungssystemen der Form

#(?>o) = 0

G‘ = G,
3#wi 1

(i),

8 nmcpmG‘ = Gm,
$xnm

wo die sämmtlichen G, wenn man

JO + «! H t-

. .. 8a:“r

mit Ç9;. ; 'u a 9 9 ^ Ur bezeichnet, ganze rationale Functionen von x, xv ..xr 
und denjenigen Grössen

tpl ; «, alf ..., Ur
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sind, in denen — für den jedesmal betrachteten Werth von Â — 

a + ax +••• + «;• ^ a <C Mz 

Es handelt sich nun darum, m + 1 Functionenelemente

(ptfl (X, Xj,f >.'fXy | CI, d^j

auf die allgemeinste Weise so zu bestimmen, dass dieselben für <?90', (pv ..., (pm 
gesetzt, die Gleichungen (1) befriedigen.

Man setze, unter À eine der Zahlen 0, 1, . . m verstehend,

ist.

<p0 (Xj X-^j • • •, Xy j Ct, CI^, •.., rt y*), (X, X, . • », X y j Cif

rPi = 2
(x—a)u (x1 — %)“i )(tfr — ar)ar

(a = 0 • • • oo, at = 0 • •. oo, • • -, ar = 0 • • • oo) # (2)
« = O0 («)

= 2 <Px (»1, • • •> • ■ -, ®r) —T
«=o

<*1! orr !

(#—a)a

die Constanten a, a1? ..ar und sämmtliche Goefficienten &(*) vor-«> .............
läufig ganz unbestimmt lassend, und entwickele den Ausdruck G nach Po­
tenzen von x — a, X1 — xr — ar, so erhält man das constante
Glied dieser Entwickelung, das mit G bezeichnet werden möge, wenn man 
in G

a, av . . ar für x, xv . . xr 

ar fÜr <Pl ; a, alf . . ara, au . .
und

5o%, ..o für cpo

setzt. Dann muss, wenn die Gleichungen (1) befriedigt werden sollen, 
zunächst

G = 0

sein. Diese Gleichung dient dazu, um 0

Grössen auszudrücken. Die letzteren müssen also so gewählt werden, dass 
in dem Ausdrucke Q die zu bestimmende Grösse &(°) 
kommt.

durch die eben genannten

wirklich vor-OjOv» Oj

Entwickelt man ferner G nach Potenzen von x — a, so wird der
* (0)

Coefficient von (x — ß)°, der mit G(cp0) bezeichnet werden möge, dadurch 
erhalten, dass man in G

a für x
(«)+ • • • + ixr ^ t m Xr | a . . ar)

für (pi; Ct, «J, . . ., Uy
ox'p . . . 8Xrr

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 20
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und
(0)
<Po ffir <Po

setzt. Es ist also:
* (0)

G-(<Po)

(0)
eine ganze Function von q?0 mit Coefficienten, welche ganze Functionen von

• • •?
ferner von

(0) («i-i) (nm—l)
(pi, . . (p17 . . <pm., . . (pm

(0)

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen dieser Functionen sind. Die­
selbe geht in Gr über, wenn man x± — al7 . . xr = ar nimmt. Unter­

wirft man also die in Gr vorkommenden Grössen a, aly . . ar, ar

der Bedingung, dass die Gleichung Gr = 0, nach
stens eine endliche einfache Wurzel besitze, und versteht jetzt unter b®

(0)
eine solche, so giebt es eine völlig bestimmte Function (p0(xl7.. .7xr\al7..rar)7 

(0)
welche, für cp0 gesetzt, der Gleichung

aufgelöst, minde-•> 0

* (0)
G{<Po) = 0 (3)

genügt, und in b^0........ übergeht, wenn man xx = av ..xr = ar setzt.

Dabei können die Coefficienten der eben genannten % + w2 -j- • • • -f- nm 
Functionen

0')
ty}. (*^i5 • • *j %r | ? • • •> ^r)?

abgesehen von der angegebenen Beschränkung, ganz willkürlich angenommen 
werden, selbstverständlich jedoch so, dass jede von ihnen einen Convergenz- 
bezirk besitze. Dann hat die in der angegebenen Weise bestimmte Function

<Pq(xt, ..xr\av ..ar) ebenfalls immer einen gewissen Convergenzbezirk. 

Differentiirt man ferner den Ausdruck

(0)

G‘ - G,,
ex”'-

als Function von x betrachtet, so hat die vte Ableitung desselben die Form

9ni.+ r,ÏA .i_ r/W. r I 12V ,G‘
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wo eine ganze Function von x, X±, . . xr und denjenigen Grössen

307

9W «, «!, . . «r7

in denen — bei dem jedesmal betrachteten Werth von Â —

a + at + • • • + a>5^ Mu -f- v, a <C -f- v

ist, bezeichnet.

Die Entwickelung von
(U ^91

— Gi

nach Potenzen von x — a hat also die Form

* (ni + 0
Gr‘ <Pi. + Ml\

G‘, dadurch entstehen, dass man setzt:G1, H\1]WO aus

ax
und

(«)
^«1 + • * * -]-«/> cpHl

<Pli; <*> «i> • • •> «r ÎX? .... Ix?

Es hat ferner die vte Ableitung des Ausdruckes G nach x die Gestalt:

G‘ r<~ + H{r\
%xv

dieselbe Gestalt wie die vorstehenden Functionen hat.

Bezeichnet man also mit

wo

Gw,

die Ausdrücke, in welche G^\ Hfi dadurch übergehen, dass man x — a 
und

‘(«)$«, + ••• + ctrcpp

... e<r
<Vp; a, au . . ., ar ----

(x — a,y in der Entwickelung von G nachsetzt, so ist der Coefficient von 

Potenzen von x — a
v !

• * (0 -
G‘ <p0 + H[°\

20*



Damit also die Gleichungen (1) befriedigt werden, muss man haben

* (nA + v) *
G‘ '?>. + H?] = 0, (Â = 0, 1, . .m) . . . (4).

*
Da sich, weil G' an der Stelle (xx = %, . . xr — a,.) nicht verschwindet,

1

&
in eine Potenzreihe von xx — ax, . . ., xr — ar entwickeln lässt, so er­
geben sich aus den Gleichungen (4)

(v-t-l) (nt + v) (nm + v)
tyv . . . (pm<Po,

als Potenzreihen von xx — av . . xr — ar, welche vollständig bestimmt 
sind, sobald

(»i-i)
•••»ft

(0) (nm — 1)

es sind.
Daraus folgt, dass, wenn man a, av . . ., und die vorstehenden 

Functionen ^
<Px («1, • • -, I av ..ar) (für À = 1, ..m)

den angegebenen Bedingungen gemäss, im Übrigen ąber willkürlich annimmt, 
darauf, nach Fixirung der aus der Gleichung

G = 0

(0)

sich ergebenden Coefficienten ,
(nZ +v)

Functionen (pi (xx, . . ., xr\aXl . . ., ar) sich so bestimmen lassen, und zwar 
nur auf eine einzige Weise, wie es erforderlich ist, wenn

{x—a)a

zunächst (p0 und dann die sämmtlichen

« = oo (a)
= 2 -, «r| • • -, «r)

« = 0 a\
a — oo (a/

= 21 Xr\ «!, . . «,)
« = 0 a! ■ • (5)

« = 00 (a)
(pm ---- 1 ^ ^PnS^ 1» * * *9 1^1» • • •?

a — 0
den Gleichungen (1) formell genügen sollen.

(x—a)a
a\

Anhang I.308
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Um nun zu beweisen, dass die so bestimmten Ausdrücke <p0, (pv ,.(pm 
ein System von Functionenelementen bilden, welches die Gleichungen (1) 
wirklich befriedigt, hat 
stimmten Bezirks convergiren.

Ich setze wieder

x — a Ą- u, xx — at + • •

nur zu zeigen, dass sie innerhalb eines be-man

CCf' ---  Ctj' ~j— 'lip• •>

und verstehe jetzt unter (p^-cci(Xu 
in welche

ar die Potenzreihe von u, . ., ur,•

8“ + “! *'" + ttrq>x

. . . lXrr

durch diese Substitution übergeht. 
Dann hat man

1$u — ; lt0' * * ,,()

• (A = 1,..m) (6),

3<PlL.; MĄ--2rt> ««oQ ----- <Pa; ni — i?ov • oö

fl^A; WA—1>0> •» o0 = Gr 2,G4 du

wo man, wenn m = 1 ist, nur die letzte Gleichung beizubehalten hat. 
Ferner hat man

G‘ + H[« = 0,

wo iTfo) eine ganze Function von u, %, . . ., ur und denjenigen Grössen

?Vi a, «i, •••» «r»

in welchen für den jedesmal betrachteten Werth von /u

OL < %# ~f" “P * • • “J“ &r ^u, -J- 1

ist. Man kann aber aus H$°) die Grössen

’ * ' • • ? Ötfw,n

und deren erste Ableitungen nach den Veränderlichen . . ., xr vermittelst 
der Gleichungen (4) eliminiren, und erhält so eine Gleichung

(7),
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wo 1c eine der Zahlen 0, 1, 2, 3,... und Go ein Ausdruck von derselben 
Gestalt wie die Gi in den Gleichungen (6) ist.

Sodann hat man für jede Function in welcher. CCf ?

a + «i + • • • + ar < m

und mindestens eine der Grössen av . . ., an z. B. au 0 ist,

1,.8Wi; «, «i, •. .. .. ar• «r
. . (3).

dU/Ltdu
Endlich ist

- = 1 = o
8m ’ 0M ’
cx ^ == 0

•’ 8m • • (9).

So ergiebt sich für x±, . . ., xr und diejenigen Functionen

<Pl; (X, au . . ar?

in welchen a -f- «i + • • • + ar <C w* ist (wobei jedoch jetzt jede solche 
Function, auch wenn sie in den Gleichungen (1) nicht Vorkommen sollte, 
in Betracht zu ziehen ist), ein System partieller Differentialgleichungen von 
der in § I, Zusatz D, betrachteten Form.

Damit ist festgestellt, dass sie Potenzreihen von u, uv . . ., ur oder 
x — a, x1 — %,..., xr — ar sind, welche sämmtlich innerhalb eines be­
stimmten Bezirks convergiren, indem die am angeführten Orte unter a, b an­
gegebenen Bedingungen in diesem Falle erfüllt sind.

Der Beweis ferner, dass man für jedes die Gleichungen (1) befriedigende 
System analytischer Functionen ein dasselbe definirendes System von 
Functionenelementen durch das beschriebene Verfahren erhalten kann, wird 
ganz so geführt, wie es am Schlüsse des § II für den Fall, dass nur eine 
Differentialgleichung vorliegt, geschehen ist. Die singulären Lösungen der 
Gleichungen (1) bilden diejenigen Functionensysteme (pQ, (p^ . . ., (pm, welche 
ausser den genannten Gleichungen auch noch die Gleichung G* = 0 be­
friedigen. Die Bestimmung dieser singulären Functionensysteme lässt sich 
aber immer durch algebraische Gleichungen oder vermittelst eines Systems 
anderer Differentialgleichungen, von dem sie keine singulären Lösungen sind, 
bewerkstelligen.

} t
Hiermit ist die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, vollständig gelöst. 

Ich bemerke aber noch Folgendes. Auch transcendente partielle Differential­
gleichungen lassen sich in vielen Fällen auf das Gleichungssystem (1) in 
der Art zurückführen, dass

G, Gi7 ..., Gm
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nicht rationale, aber in der Form beständig convergirender Potenzreihen 
darstellbare ganze Functionen von

x, xly . . ., xr und den Grössen (px; a, ux, ..«/•

sind. In diesem Falle behalten die im Vorstehenden gefundenen Resultate 
ihre volle Gültigkeit, wie aus der Herleitung derselben ohne Weiteres er­
sichtlich ist.

Berlin im Juli 1874.
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Anhang II.

Untersuchung der Methoden zur Integration partieller Differential­
gleichungen zweiter Ordnung mit einer abhängigen und zwei 

unabhängigen Veränderlichen.1)

Von

Y. (I. Imschenetsky.

’J Übersetzung eines Aufsatzes in Grunert’s Archiv Bd. 54, S. 209—360.
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Einleitung.

Die Theorie der Differentialgleichungen stellt ein so eng verkettetes, 
so streng logisches Ganzes dar, dass die Möglichkeit der Auflösung jedes 
neuen Problems, dem man heim Vorwärtsschreiten in dieser Theorie be­
gegnet, von der mehr oder weniger vollständigen Art und Weise abhängt, 
in der man die vorher aufgetretenen Probleme niedrigerer Ordnung gelöst 
hat. Dieser enge Zusammenhang zwischen allen Theilen der Lehre ist ein 
Übelstand, sobald sich bei einer gewissen Art von Aufgaben Schwierigkeiten 
einstellen, die den Kräften der mathematischen Analysis einen längeren 
Widerstand zu leisten vermögen; denn ein Hinderniss in der Entwickelung 
eines einzigen Theiles macht sich störend bemerkbar in dem ganzen System, 
dessen verschiedene Theile ein organisches Ganzes bilden. Dieser Übelstand 
verwandelt sich aber in einen Vortheil, so oft man bei irgend einem Punkte 
der Theorie einen bemerkenswerthen Erfolg errungen hat; die Überwindung 
eines beträchtlichen Hindernisses zieht zuweilen den Einsturz andrer Hinder­
nisse nach sich und giebt der Entwickelung der gesammten Theorie einen 
kräftigen Anstoss. So hat die neuere Ausbildung der allgemeinen Methoden 
der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung den 
Aufbau und die Vervollständigung der Theorie der simultanen canonischen 
Gleichungen mächtig gefördert, aber auch zur Weiterbildung der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung sehr viel beigetragen.

Ist einmal die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord­
nung endgültig begründet, so kommen naturgemäss die partiellen Differential­
gleichungen höherer Ordnung an die Reihe; und auf die Lösung dieses 
letzteren Problems müssen jetzt die Bemühungen der Mathematiker gerichtet 
sein. Infolge des organischen Zusammenhanges, welcher zwischen sämmtlichen 
Theilen der Theorie der Differentialgleichungen ebenso wie zwischen den 
Unterabtheilungen eines jeden Theiles besteht, giebt sich eine bemerkens- 
werthe Analogie und Einheit in den Auflösungsmethoden der von ihr um­
fassten Aufgaben kund, mag auch sonst deren Natur noch so verschieden 
sein. Daraus folgt, dass, wenn der Analyst einer Aufgabe begegnet, deren
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Lösung zwar bis zu einem gewissen Punkte gediehen, aber bei diesem 
Punkte ihrer Entwickelung Halt zu machen gezwungen war, er sich vor 
Allem Rechenschaft zu geben suchen muss von dem Wege, den man bis 
dahin verfolgt hat, zumal wenn dieser Weg von Männern wie D'Alembert, 
Euler, Laplace, Lagrange, Monge, Ampère gebahnt wurde.

In der That kann das aufmerksame Studium dessen, was bereits ge­
macht worden ist, zuweilen zeigen, dass der fernere Erfolg weniger von 
der Erfindung neuer Methoden als von einer vollständigeren und allgemeineren 
Anwendung der älteren Methoden abhängt.

Die Theorie der Integration der partiellen Differentialgleichungen 
höherer Ordnung zerfällt in zwei Theile. In dem ersten betrachtet man 
Differentialgleichungen von complicirten Formen und sucht entweder ihre 
allgemeinen Integrale unter endlicher Form zu bestimmen oder die gegebenen 
Gleichungen auf Formen zurückzuführen, die die einfachsten sind unter 
denen, deren Integrale sich nicht durch endliche Ausdrücke darstellen 
lassen. In dem zweiten hat man es mit diesen vereinfachten Gleichungen 
und den Methoden ihrer Integration, sei es mit Hülfe von Reihen, sei es 
mit Hülfe von bestimmten Integralen, zu thun.

In der vorliegenden Abhandlung behandle ich die auf die beiden 
Theile der Theorie bezüglichen Fragen für den Fall der partiellen Diffe­
rentialgleichungen zweiter Ordnung mit einer abhängigen und zwei unab­
hängigen Veränderlichen. Indem ich einen kurzen, aber möglichst voll­
ständigen Abriss der hauptsächlichen Auflösungsmethoden dieser Art von 
Problemen gebe, glaube ich eine Lücke ausgefüllt zu haben, welche in den 
systematischen Lehrbüchern der Integralrechnung besteht. Die meisten 
Autoren beschränken sich in der That auf die Darlegung der Monge’schen 
Methode; zuweilen enthalten die vollständigeren Werke auch die Methoden 
von Euler und Laplace. Keiner aber erwähnt,' soviel ich weiss, die Ar­
beiten von Ampère über diesen Gegenstand, die im 17. und 18. Hefte 
des Journal de Técole polytechnique veröffentlicht sind. Die Untersuchungen 
Ampères, welche die Theorie der Integrale und die Methoden der Inte­
gration für die Fälle umfassen, auf welche die Monge’sche Methode nicht 
anwendbar ist, sollten einen beachtenswerthen Platz in jedem gewissenhaften 
Lehrbuch der Integralrechnung einnehmen, während man gewöhnlich, wie 
eben erwähnt, nur die Methode von Monge, zuweilen mit mehr oder 
weniger glücklichen formellen Änderungen, darlegt. Die Nichtbeachtung 
der schönen Arbeit Ampère’s ist zum Theil ohne Zweifel durch die Art 
der Abfassung der beiden umfangreichen Abhandlungen veranlasst, welche 
sich nicht in Kürze wiedergeben lassen; ich habe indessen alle meine Kräfte 
aufgeboten, um dies Ziel zu erreichen. Ich habe die Mittel gefunden, im 
Verlaufe meiner Auseinandersetzung die Ergebnisse meiner eigenen Unter­
suchungen an den durch die Anordnung des Stoffes gebotenen Stellen ein­
zuschieben.
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Unter diesen Resultaten erlaube ich mir einen Versuch einer Verall­
gemeinerung der Laplace’schen Methode (Kap. II, § 9) und eine neue 
Form, die ich der Auseinandersetzung der Methode der Variation der will­
kürlichen Constanten gegeben habe (Kap. IV), hervorzuheben. Der mit 
diesem Gegenstände vertraute Leser wird leicht die minder wichtigen 
Stellen erkennen, in denen ich mich von meinen Quellen, die ich überall 
in den Anmerkungen am Fusse der Seiten sorgfältig angegeben habe, 
entferne.



1. Kapitel.
Theorie der Integrale der partiellen Differentialgleichungen.

§ i-

1. Die Integrationsmethoden einer jeden Klasse von Differential­
gleichungen gründen sich auf die Art und Weise, wie wir uns einerseits 
die Form und die Zusammensetzung ihrer Integrale, andrerseits den Gang 
und die verschiedenen charakteristischen Umstände der Bildung der be­
trachteten Differentialgleichungen mittels ihrer Integrale vorstellen. In der 
That muss die Methode zur Integration einer Differentialgleichung im All­
gemeinen darin bestehen, dass man in umgekehrter Richtung den Weg 
durchläuft, den man, je nach der Annahme über die Form des Integrals, 
hätte einschlagen müssen, um zu dieser Differentialgleichung zu gelangen. 
Obwohl dieser umgekehrte Weg im Allgemeinen viel schwieriger ist, als 
der directe Weg, wird er doch durch die Besonderheiten des letzteren und 
seines schliesslichen Zieles erleichtert. Geleitet von dieser Analogie werden 
wir zunächst, bevor wir die Methoden zur Integration der partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung auseinandersetzen, die Theorie ihrer 
Integrale geben.

2. Trotz unsres Wunsches, die Einführung von Bezeichnungen, die 
nicht durch den gewöhnlichen Gebrauch sanctionirt sind, zu vermeiden, 
werden wir doch zuweilen gezwungen sein, von dieser Regel abzuweichen, 
und wollen sogleich eine Festsetzung treffen, die im Übrigen keine Schwierig­
keiten darbieten wird. Stellen wir z. B. durch den Buchstaben u eine ex­
plicite oder implicite Function der beiden Veränderlichen x, y dar, so be­
zeichnen wir durch u$ die partielle Ableitung dieser Function, die man 
erhält, indem man in beliebiger Reihenfolge i-mal nach x und ÄJ-mal nach 
y differentiirt, so dass also die Indices der Differentiationen nach x und y 
immer rechts von dem Buchstaben u geschrieben werden und zwar der 
erstere oben, der letztere unten. Sobald wir veranlasst sind, an Stelle 
der Veränderlichen x und y auf Grund irgend einer zwischen x, y und a be­
stehenden Relation die neuen Veränderlichen x, a oder vielmehr auf Grund
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zweier verschiedenen zwischen x, y, a, ß bestehenden Relationen die neuen 
unabhängigen Veränderlichen a, ß einzuführen, werden wir in diesen beiden 
Fällen zur Bezeichnung der partiellen Ableitungen der Function u die ge­
wöhnlichen Bezeichnungen

S* + ku Ô* + ku
d&dßk

anwenden.
Es ist kaum nöthig hinzuzufügen, dass man bei diesen verschiedenen

auf die unabhängigen Veränderlichen bezüglichen Annahmen partielle Ab­
leitungen wie

Ö* *f k u
“() Und äü’ und , u. s. w.üxtfctk

nicht als gleich betrachten darf.
8. Wenden wir die vorher erwähnte Festsetzung an und bezeichnen 

wir mit z eine Function der beiden unabhängigen Veränderlichen #, y und 
mit F einen Ausdruck, der in bekannter Weise aus den unter diesem 
Zeichen auftretenden Grössen zusammengesetzt ist, so können wir die partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung unter der allgemeinen Form

F(x, y, z, z‘, z„ z“, z‘„ z„) = 0 . .

darstellen, und ebenso wird die allgemeine Gleichung mter Ordnung dar- 
gestellt sein durch

F{x, y, z, z\ z„ z“, z‘„ z„, . . z(m>, . • -, z'm_v zm) = 0 (2).

Um möglichst allgemeine und von der Ordnung der Gleichung unab­
hängige Resultate zu erhalten, wollen wir die charakteristischen Eigen­
schaften der Integrale der Gleichung mter Ordnung (2) untersuchen.

Die Gleichung (2) kann als eine zur Bestimmung der unbekannten 
Function z gegebene Bedingung betrachtet werden; und da wir ausser 
dieser Bedingung keine andere Bedingung weiter kennen, so wird die 
Function z durch diese Bedingung auf die allgemeinste Weise bestimmt 
sein, wenn sie dieser Bedingung und allen unmittelbar daraus ableitbaren 
Folgerungen genügt. Solcher Folgerungen der Gleichung (2) giebt es 
unendlich viele; dieselben werden erhalten, wenn man diese Gleichung be­
liebig oft nach x und y differentiirt. Die Veränderliche z soll ferner be­
stimmt werden als Function von x und y\ demnach wird sich die gesuchte 
Lösung darstellen müssen unter der Form einer Gleichung zwischen x, y, z, 
oder unter der Form eines Systems von Gleichungen zwischen diesen Grössen 
und anderen Veränderlichen, Gleichungen, die sich schliesslich reduciren 
auf eine einzige Gleichung zwischen #, y, z. Auf Grund dieser Betrachtungen 
kann man die Lösung oder das allgemeinste Integral der Gleichung (2) 
folgendermassen définir en.

. . (1).
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4. Man nennt allgemeines Integral einer partiellen Differential­
gleichung mter Ordnung eine Gleichung oder ein System von Gleichungen 
zwischen den Veränderlichen des Problems x, y, z von folgender Eigenschaft: 
Nimmt man einerseits die Integralgleichungen und alle ihre Ableitungen nach 
x und y bis zur wten Ordnung einschliesslich, wo n eine willkürliche Zahl 
nicht kleiner als m ist, und nimmt man andrerseits die gegebene Gleichung 
(2) und alle ihre Ableitungen nach x und y bis zur (n — Ordnung
einschliesslich, so muss das erste System zwischen den Veränderlichen x, y, 
der Function z dieser Veränderlichen und den Ableitungen dieser Function 
bis zur wten Ordnung dieselben Relationen und nur diese ergeben, wie die, 
welche durch das zweite Gleichungssystem ausgedrückt werden.

Wenn das erste Gleichungssystem die eben erwähnten Bedingungen 
erfüllt, aber ausserdem noch zwischen den Veränderlichen x, y, z und den 
Ableitungen von z Beziehungen giebt, die nicht in dem zweiten Gleichungs- 
system enthalten sind, so ist das Integral entweder particulär oder 
singulär. Ein particuläres Integral folgt als besonderer Fall aus dem all­
gemeinen Integral und aus ihm kann man durch eine passende Verall­
gemeinerung das allgemeine Integral ableiten. Ein singuläres Integral besitzt 
diese Eigenschaften nicht.

Von den in Rede stehenden Integralen ist angenommen worden, dass sie 
die Ableitungen der Function z nicht enthalten; man kann sie demgemäss 
primitive Integrale nennen. Kommen in einem Integrale Ableitungen 
von z vor, so kann man mittels der vorstehenden, nur passend abgeänderten 
Regel immer erkennen, ob dasselbe allgemein ist. Mag das Integral solcher 
Art allgemein sein oder nicht, so kann man es in allen Fällen ein Zwischen­
integral nennen, da es als eine Differentialgleichung betrachtet werden kann, 
durch deren Integration man das primitive Integral erhalten kann.

§ ^

5. Wir wollen die oben gegebenen Definitionen und die Eigenschaften 
der partiellen Differentialgleichungen durch einfache Beispiele erläutern. 
Es sei die Gleichung zweiter Ordnung

zn — mz" = 0 (3),

wo m eine gegebene Constante ist. 
gestellt werden durch das System der Gleichungen

Ihr allgemeines Integral kann dar-

8 = (p(a) -f- W{ß), a = x + y im, ß — x — y im (4),

oder, indem man a und ß eliminirt, durch die einzige Gleichung:

8 — cp (x + yim) -f- \p(x — yim) . . (5),

wo (p und yj vollkommen willkürliche Functionen bezeichnen.



Theorie der Integrale. 321

In der That genügt der vorstehende Werth von 2 der gegebenen Glei­
chung und allen Gleichungen von (1er Form:

— w4’+2) = 0

welche man erhält, indem man die gegebene Gleichung ï-mal nach x und 
ft-mal nach y differentiirt. Und da die Gleichung (5) keine anderen Re­
lationen zwischen den Ableitungen von 2 liefert als die, welche durch die 
Gleichungen (6) dargestellt werden, so folgt daraus, dass sie das allgemeine 
Integral der Gleichung (3) darstellt.

6. Nimmt man jetzt diesen andern Ausdruck

(6),

2 = a -f- hx -f- cy -f- hx2 + 9XV + . • . (7),

wo a, fr, c, h, g willkürliche Constanten bezeichnen, so überzeugt man sich 
leicht, dass er ebenfalls der gegebenen Gleichung (3) und allen ihren Folge­
rungen (6) genügt; aber ausserdem giebt der Ausdruck (7) noch andere 
Relationen zwischen den Ableitungen von z\ es sind nämlich alle diese Ab­
leitungen von der dritten Ordnung an einander gleich, da sie sich auf Null 
reduciren. Mithin stellt die Gleichung (7) nur ein particuläres Integral 
der Gleichung (3) dar. Dieses particuläre Integral ist dadurch bemerkens- 
werth, dass es genau ebenso viele willkürliche Constanten enthält, als es 
Ableitungen von z von der ersten Ordnung bis zur Ordnung der gegebenen 
Gleichung giebt, d. h. fünf. Wenn man daher die Integralgleichung und 
alle ihre Ableitungen bis zur zweiten Ordnung einschliesslich nimmt, so 
erhält man genau so viele Gleichungen, als man braucht, um alle Constanten 
zu eliminiren. Wegen dieser Eigenschaft ist ein solches particuläres Integral 
von Lagrange ein vollständiges Integral genannt worden. Es 
leuchtet ein, dass das vollständige Integral einer Gleichung mter Ordnung 
\ (m -|- 1) (m + 2) — 1 willkürliche Constanten enthalten muss.

7* Ein particuläres Integral muss, wie sein Name anzeigt, aus dem 
allgemeinen Integrale als besonderer Fall abgeleitet werden könjien. Um 
dies bei dem vorstehenden Beispiele zu bestätigen, führen wir in die Glei­
chung (7) mit Hülfe der beiden letztep. Gleichungen des Systems (4) a und ß 
an Stelle von x und y ein. Es kommt

a+^(a+ß)+5^ (a-ß)+±(a+ßy+(a*-ß*)+± (« _ ßy,Z =

und diese Gleichung folgt aus der Gleichung (5), wenn man den willkür - 
lichen Functionen die besonderen Werthe giebt:

cp(a) = a + 1 (& + ÿ=)a + 

V»(Ä =

(* + sfe)1
a2,2"

1

“2
21Mansion, Part. Differentialgleichungen.
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8. Aber die reciproke Beziehung zwischen den Integralen (4) und (7), 
vermöge deren man aus dem vollständig genannten particulären Integrale 
durch eine passende Verallgemeinerung das allgemeine Integral ableiten 
kann, ist noch viel wichtiger. Lagrange1) hat diese Transformation auf 
die Variation der willkürlichen Constanten gegründet. Seine Methode kann 
in folgender Weise unter einer allgemeinen Form dargestellt werden.

Es sei
V = 0

ein vollständiges Integral der Gleichung (1), wo V die Veränderlichen 
x, y, z und fünf willkürliche Constanten a, b, c, g, h enthalte. Hieraus 
mögen die Gleichungen folgen:

= -P, e, = Q-

Sodann nehmen wir an, um zum allgemeinen Integral zu gelangen, 
dass a, b, c, g, h Functionen von x, y, z darstellen, welche so bestimmt 
werden sollen, dass die totalen Differentiale der Ausdrücke F, P, Q genau 
dieselbe Form behalten, welche sie hätten, wenn a, b, c, g, h constante 
Grössen darstellen würden. Dazu braucht man nur die Differentiale von 
P, Qi U genommen, indem man a, b, c, g, h sich ändern lässt, gleich 
Null zu setzen, was drei lineare und in Bezug auf da, db, de, dg, dh 
homogene Gleichungen liefert. Zwischen diesen Gleichungen eliminiren wir 
irgend zwei der fünf Differentiale und setzen in dem Resultat der Elimi­
nation die Coefficienten der drei übrig bleibenden Differentiale gleich Null; 
dadurch erhalten wir drei Gleichungen zur Bestimmung der fünf Grössen 
a, b, c, g, h. Demnach bleiben zwei der betrachteten fünf Grössen unbe­
stimmt und diese können dargestellt werden als willkürliche Functionen 
der drei andern; jedenfalls müssen wir so verfahren, dass schliesslich die 
Werthe der fünf Grössen a, b, c, g, h sämmtlich ausgedrückt sind als 
Functionen von x, y, z. Man hat sodann nur die gefundenen Ausdrücke 
mit der Gleichung V = 0 zu combiniren, um das allgemeine Integral zu 
erhalten.

9. Um diese Methode auf das betrachtete Beispiel anzuwenden, be­
merken wir, dass man hat:

Y — — z -f- a + bx + cy + ä#2 + 9XV + mhy2, 

zé = P=b + 2 hx + gy,

#, = Q = c + gx + 2 mhy.

Setzt man sodann die Differentiale von V, P, Q bezüglich der Variation

^ Sur les intégrales particulières des équations différentielles. Nouveaux 
Mémoires de l’Académie de Berlin, 1774, p. 266. — Oeuvres, tome IV, p. 98.



Man kann ja derart bestimmen, dass man hat: ja = , woraus man

die beiden Wertbe ja = ± Vm erhält. Hiernach kann man an Stelle der 

beiden letzten Gleichungen des vorstehenden Systems die folgenden beiden 
nehmen :

de + \mdb + (^ + Vmy) (dg + 2imdh) = 0, 

de — \mdb + (x — *'lmy) (dg — 2^mdh) = 0.

In der ersten dieser Gleichungen kommen nur die Differentiale der 
Veränderlichen

c -]-imb, g + 2VmÄ,

in der zweiten nur die der Veränderlichen

c — imb, g — 2 imh

vor, und es liegt nichts im Wege, die erste dieser Veränderlichen einer 
willkürlichen Function der zweiten und die dritte einer willkürlichen 
Function der vierten gleich zu setzen. Bezeichnet man also mit co und n 
willkürliche Functionen und mit n* ihre Ableitungen nach ihren 
respectiven Argumenten, so hat man:

c -f- imb = (O (g -f- 2\lmh), c — Vmb = 7t(g — 2VmA),

de + imdb — (x>\g -f- 2Vm/&) (dg -f- 2ïlmdli), 

de — imdb = 7tf(g — 2VmÄ) (dg — 2imdh).

und hieraus:

21*
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von a, b, e, g, li gleich Null, so findet man zur Bestimmung dieser letzteren 
Grössen die drei Gleichungen:

da + xdb + y de -f- x2dh + xydg -f- my2dli = 0,

db -f- 2 xdh -j- y dg = 0, 

de + xdg -f- 2 mydh — 0.

Die beiden letzten Gleichungen können durch zwei andere ersetzt werden, 
die ihnen äquivalent sind. Dazu multipliciren wir die erste mit einem 
unbestimmten Factor ja und addiren sie zur zweiten; so kommt:

jadb -f- de + x(2jadh -f- dg) -f- jay ^2 — dh + dg^ = 0.

•e
s
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Somit nehmen die vorstehenden Gleichungen die Form an:

cù\g + 2 imh) + (x + imy) — 0, 

nl(g — 2 imh) -f (x — imy) = 0.

Da co\ itl willkürliche Functionen sind, so hat man, wenn man durch 
ß, IIzwei andere willkürliche Functionen bezeichnet, nach diesen Gleichungen:

g -f- 2imh = ü(x + Vm ?/), 

g —• 2 imh = II (x — Vm#),

oder, wenn man # + imy = a, x — imy — ß setzt:

g -[- 2im h = Q (a), 

g — 2 imh = i7(/?),

und zu gleicher Zeit nehmen die vorstehenden Differentialgleichungen die 
Form an:

de + imdb = — adüfa), 

de — imdb = — ßdll(ß).

Mittels der vier letzten Gleichungen findet man die folgenden Werthe 
von vier der gesuchten Grössen:

11
(ß(a) - nm

l-(ladQ(a)-lßdII(ß)).

i (ü(a) + n(ß»,

— + lßdJI(ß), ö =

h =9 = 4:im

2 im

Indem man diese Werthe und die Ausdrücke

a—ßx = y =
2 Vm

in die erste der Bedingungsgleichungen substituirt, erhält man nach allen 
Reductionen :

1
da — —= (a2dü(a) — ß2dü(ß))1 

4 \m

und indem man integrirt, findet man als Werth der letzten Unbekannten:

« = 4= (ja*dü(a) - Sß*cM(ß)). 
4ym

"C
fc
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10. Das Ensemble der Gleichung (7) und derjenigen, welche die Werthe 
von a, b, c, g, h, x, y darstellen, bildet bereits das allgemeine Integral. 
Will man dieses aber durch eine einzige Gleichung darstellen, so muss 
man in die Gleichung (7) die Werthe von a, b, c, g, h, x, y substituiren. 
Man findet so nach einigen Reductionen:

z=~{laHQ{a)-2a\adQ(a)+a^Q{a)}-^ßMR{ß)-2ßlßdn{ß)+ß^n{ß)}.

Dieser Ausdruck von z vereinfacht sich aber noch mittels der partiellen 
Integration und nimmt die Form an:

= {\du\Q(a)da — $dß$II(ß)dß}.2

Endlich kann man, wenn man will, indem man von der Bemerkung, 
dass die Functionen ß, TL willkürlich sind, Nutzen zieht,

Q(a) = 2V m II(ß) = - 2Vm

setzen, wo (p und yj willkürliche Functionen bezeichnen. Dadurch nimmt 
das allgemeine Integral die Form an:

2 = cp{d) + yj(ß\ a = x + imy, ß = x — imy,

unter welcher es oben gegeben worden war.

11. Die Methode der Variation der willkürlichen Constanten hat für 
die von uns betrachtete Klasse von Gleichungen nicht geringere Wichtig­
keit, wie für die andern Fälle, in denen sie dazu gedient hat, allgemeine 
Intégrations weisen zu finden. Ihr Erfinder Lagrange jedoch, der nicht die 
bequemste Form für die Anwendung dieser Methode in dem betrachteten 
Falle entdeckt hatte, hat sie nicht nach ihrem richtigen Werthe geschätzt.1) 
Eine weit glücklichere Anwendung von dieser Methode hat Ampère ge­
macht, wie wir am Schlüsse der gegenwärtigen Abhandlung zeigen werden, 
wo wir eine noch grössere Verallgemeinerung dieser Methoden aufstellen 
und Formeln geben werden, denen zufolge die Methode der Variation der 
willkürlichen Constanten sich als das allgemeinste der Hülfsmittel zur 
Integration der betrachteten Klasse von Gleichungen ausweisen wird.

/

*) „Übrigens sieht man an diesem Beispiel, welches noch eins der einfachsten 
ist, dass die in Rede stehende Methode, wenn auch direkt und allgemein, doch 
mehr merkwürdig als nützlich ist, wegen der Schwierigkeiten, die bei der Inte­
gration der Bedingungsgleichungen eintreten können.“ (Lagrange, a. a. O. 
p. 269. — Oeuvres, tome IV, p. 101).
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12, Untersuchen wir jetzt, wie die Methode von Lagrange auf die
Zwischenintegrale der partiellen Differentialgleichungen Anwendung findet. 
Es möge durch

V = 0

ein Integral der partiellen Differentialgleichung mter Ordnung

F = 0

dargestellt werden. Enthält dasselbe Ableitungen von z von der Ordnung 
Je m, so nennen wir es ein Zwischenintegral von der Ordnung Je. Die 
Gleichung V = 0 mit allen ihren Ableitungen nach x und y bis zur 
Ordnung m — Je bildet ein System von Gleichungen, deren Anzahl gleich
^ (m — Je) (m — Je -f- 1) ist. Wenn daher das Integral V = 0 parti-

culär ist, so ist die grösste Anzahl von willkürlichen Constanten, welche 
es enthalten kann, damit man durch ihre Elimination aus dem in Rede 
stehenden System die gegebene Gleichung F = 0 erhalte, gleich

(m — Je) (m — k -f- 1) — 1.

Unter dieser Bedingung heisst das Zwischenintegral vollständig.

13. Hiernach können die Zwischenintegrale einer partiellen Differential­
gleichung zweiter Ordnung nur von der ersten Ordnung sein, und ein 
vollständiges Integral W = 0 einer derartigen Gleichung muss zwei will­
kürliche Constanten, etwa a und &, enthalten. Um von diesem vollständigen 
Integral zum allgemeinen Integrale erster Ordnung überzugehen, müssen 
wir a und b als Functionen von x, y, z, z\ zt betrachten, die derartig 
bestimmt sind, dass das vollständige Differential von W auch unter dieser 
Annahme noch dieselbe Form behält, wie diejenige war, welche es hatte, 
als a und b Constanten waren. Setzen wir das Differential von W, ge­
nommen mit Rücksicht auf die Variation von a und Ô, gleich Null, so 
haben wir als einzige Bedingungsgleichung:

1

uda + db = 0,
db

eine GleichuDg, welche zur Bestimmung der Functionen a und b dienen 
soll. Da in ihr nur die Differentiale der beiden einzigen Veränderlichen 
a und b Vorkommen, so kann man für die zweite dieser Grössen eine will­
kürliche Function der ersten nehmen und b — (p (a) setzen. Mithin nimmt 
die vorstehende Bedingungsgleichung die Form an:

9F , 3F A
w + w ?» = °*
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und diese stellt im Verein mit den Gleichungen

b = <p(a), W — 0

das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung dar.
So ist z. B. das vollständige Integral erster Ordnung der Gleichung (3):

z, + Vm#' = a -j- b(x -f- imy).

Um es zu verallgemeinern, setzt man:

da + + Vw y) db = 0, b — q>(a),

1 + {x + Vmy)(pl{a) = 0.
hieraus folgt:

oder:
1cp\a) = —

x -f- \my

Mithin ist a eine willkürliche Function von x + imy; es ist aber b eine 
willkürliche Function von a und daher ebenfalls von x 4~ Vm y. Somit 
ist auch a Ą- b (x -j- Vm y) gleich einer willkürlichen Function von 
x 4- imy. Demnach ist das allgemeine Integral erster Ordnung der 
Gleichung (1):

z, + Ymz* = co (x + Vwÿ),

wo oj eine willkürliche Function bezeichnet. Mittels dieses Integrals kann 
man nun leicht das primitive allgemeine Integral erhalten.

14. Man sieht hieraus, dass die Anwendung der Lagrange’schen 
Methode auf die vollständigen Zwischenintegrale der Gleichungen zweiter 
Ordnung durch den Umstand beträchtlich vereinfacht wird, dass man für 
die Bestimmung der Functionen a und b nur eine einzige Bedingungs­
gleichung hat. Es könnte hiernach scheinen, dass es, anstatt diese Methode 
unmittelbar auf das primitive vollständige Integral anzuwenden, viel leichter 
sein würde, aus diesem ein vollständiges Integral erster Ordnung abzuleiten 
und sodann auf dieses letztere die Methode der Variation der willkürlichen 
Constanten anzuwenden. Indessen bietet sich beim Verfolg dieses Weges 
eine Schwierigkeit dar: Das primitive vollständige Integral enthält fünf 
willkürliche Constanten und giebt im Verein mit ihren beiden Ableitungen 
erster Ordnung im Ganzen drei Gleichungen, aus denen es im Allgemeinen 
unmöglich ist, drei Constanten zu eliminiren, um ein vollständiges Integral 
erster Ordnung zu erhalten, welches nur zwei Constanten enthalten darf.

Demnach folgt hieraus, dass ein vollständiges Integral einer 
partiellen Differentialgleichung nicht wie ein vollständiges Integral



, w . w . w
z> 8y 8 z 8«, z"

5 + 5** +*" = SF,

betrachtet werden, und in diesem System kann man daher eine oder die 
andere der Gleichungen (ö), (c) durch die gegebene Gleichung ersetzen. 
Wenn man aber aus den Gleichungen (ö), (c) die Werthe von zweien der 
Grössen &tt ableitete und von Neuem diese Werthe in diese selben
Gleichungen substituirte, so würde man offenbar Identitäten erhalten. Mithin 
wird man auf vollständig gleiche Weise als Resultat der Substitution dieser 
Werthe in die gegebene Gleichung eine Identität erhalten.

Setzt man in die gegebene Gleichung für g\ seinen Werth aus der 
Gleichung (5), so folgt:

0f , 0f . 8/*

8^ + 8i *’ + fr,-*" = . . (d).0

Dem Vorhergehenden zufolge muss diese Gleichung identisch sein, sobald 
die gegebene Gleichung ein Integral erster Ordnung zulässt. In der voraus­
gesetzten Identität kann sich das Glied mit &ft mit keinem andern auf- 
heben; mithin hat man:

9 fib = o,

d. h. f enthält zr nicht. In diesem Falle giebt es zu dem Gliede mit zf 
kein anderes ihm analoges; man muss daher haben:

■£-°-
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einer gewöhnlichen Differentialgleichung als nothwendige algebraische 
Folge die Existenz vollständiger Zwischenintegrale nach sich 
zieht. Ein noch bemerkenswertherer Umstand ist der, dass es 
unter den partiellen Differentialgleichungen solche giebt, die 
überhaupt keine Zwischenintegrale besitzen. Um diese Bemerkung 
zu bestätigen, braucht man sie nur durch ein einfaches Beispiel zu verificiren.

15. Die gegebene Gleichung sei

(«)•

Wir nehmen an, dass dieser Gleichung ein Integral erster Ordnung ent­
spricht, das wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit unter der Form 
darstellen können:

B‘ = f(x, y, z, z,).

Hiernach kann die gegebene Gleichung als eine algebraische Folge 
dieser letzten Gleichung und ihrer beiden abgeleiteten Gleichungen
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Mithin kann f nur x und y enthalten. Alsdann aber kann die Gleichheit 
~ und 8, auf welche sich schliesslich die Bedingungsgleichung

(d) reducirt, nicht bestehen. Folglich kann die betrachtete Gleichung kein 
Integral erster Ordnung besitzen.1)

16. Die vorstehende Schlussreihe besitzt, obwohl an einem besonderen 
Beispiel entwickelt, nichtsdestoweniger eine hinreichende Allgemeinheit. 
Durch Anwendung auf bestimmte Fälle, wie wir es soeben gethan haben, 
überzeugt man sich von der Unmöglichkeit der Existenz eines Zwischen- 
intégrais. In andern Fällen wird man zu mehreren simultanen einander 
nicht widersprechenden Gleichungen für die partiellen Ableitungen der 
Function f geführt. Zuweilen nämlich führt die Integration einer partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung auf diesem Wege auf die Integration 
eines Systems simultaner partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Wir beschränken uns indessen hier auf diese Angabe, da wir beabsichtigen, 
jetzt auf die Darlegung der hauptsächlichen Eigenschaften der allgemeinen 
Integrale einzugehen, auf welche sich andere allgemeinere Methoden für die 
Integration der betrachteten Klasse von Gleichungen gründen.

zwischen

§ 3.

17. Die Fundamentaleigenschaften des allgemeinen Integrals einer 
partiellen Differentialgleichung ergeben sich aus seiner oben (§ 1) gegebenen 
Definition. Wir sahen, dass das allgemeine Integral dargestellt werden 
kann durch ein System von mehreren Gleichungen, die schliesslich auf eine 
einzige Gleichung zwischen den Veränderlichen x, y, 8 des Problems führen. 
Es sei also

V = 0

eine Gleichung zwischen x, y, 8 und gewissen willkürlichen Grössen, deren 
Anzahl und Natur noch unbekannt ist, welche das allgemeine Integral der 
partiellen Differentialgleichung mter Ordnung (2) darstellt. Wir nehmen 
uns vor, den hauptsächlichen Charakter und die Anzahl dieser willkürlichen 
Grössen zu bestimmen und die verschiedenen Umstände zu untersuchen, 
welche bei dem Übergange vom allgemeinen Integral zur entsprechenden 
Differentialgleichung auftreten können.

18. Bezeichnet man mit n eine Zahl, die nicht kleiner ist als m, und 
verbindet man mit der allgemeinen Integralgleichung alle ihre Ableitungen 
nach x und y bis zur wten Ordnung einschliesslich, so bildet man ein System

*) Raabe, Differential- imd Integralrechnung. Bd. 111, § 704.



Ebenso bildet man aus der Gleichung (2) und allen ihren Ableitungen 
bis zur Ordnung n — m das System von Gleichungen:

F = 0, 
F‘ = 0,

F“ = 0, K = 0, (B).

von Gleichungen, welches man nach dem von uns angenommenen System 
von Bezeichnungen folgendermassen darstellen kann:

V= 0,
F = 0,
F" = 0, y„ = o, (A).

p(n-m) _ F(n-m-1) _ Q, Fn—m—i — 0, Fn—m — 0

Die Gleichungen (A) dürfen nach der Definition des allgemeinen Inte­
grals zwischen

X, y, z, z‘, 0,, gW, . . Zn

keine andern Relationen liefern wie die, welche sich aus den Gleichungen 
(B) ergeben. Im System (Ä) hat man

während das System (B) nur ^ (n — m -f- 1 ) (n — m -f- 2) enthält.

Mithin kann oder muss vielmehr das erste dieser beiden Systeme willkür­
liche Grössen enthalten, welche in dem zweiten nicht auftreten und deren 
Anzahl nicht kleiner sein darf als die Differenz der beiden Zahlen

aber (n -f- 1) (n + 2) Gleichungen,

1 1
2 (« + !)(« + 2) und 2 (» — -f- 1) (w — m -j- 2), d. h. alsm

1
(n Ą- l)m----- g- m (m — 1) (G).

Nur in diesem Falle ist es möglich, durch Elimination der willkürlichen 
Grössen die Systeme (A) und (B) vollkommen identisch zu machen. Be­
trachtet man die Zahl (0), welche die untere Grenze für die Anzahl der will­
kürlichen Grössen in den Gleichungen (A) angiebt, so bemerkt man, dass 
dieselbe nicht constant ist, sondern vielmehr zugleich mit n wächst. Mithin 
sind wir mit Rücksicht auf die Natur der willkürlichen Grössen, welche in 
dem allgemeinen Integral auftreten, berechtigt, folgenden Schluss zu ziehen:

FW = 0, F(w-!)= 0, , F-l = 0, Yn = 0

Anhang II. Imschenetsky, Part. Differentialgleichungen II. 0. [Nr. 18—20]330
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Ein endliches Integral einer partiellen Differentialgleichung 
muss, um allgemein zu sein, willkürliche Grössen enthalten, deren 
Anzahl mit der wiederholten Differentiation des Integrals 
wächst.

19. Die mathematische Analysis liefert nur zwei Formen von Aus­
drücken willkürlicher Grössen, welche der vorstehenden Bedingung genügen.

Zur ersten Form gehören die willkürlichen Functionen von Argumenten, 
die ausgedrückt sind durch bestimmte Functionen der Haup tver ander - 
liehen, nach denen die Differentiation geschieht. So haben wir z. B. für 
die Gleichung

z„ — mzu — 0

das allgemeine Integral gehabt:

= cp{a) -(- y>(ß), a — x + )!my, ß = x — \my,z

wo (p und yj willkürliche Functionen der respectiven Argumente a und ß 
sind, die ihrerseits wieder als explicite Functionen von x und y gegeben sind.

Die Argumente aber, welche unter den willkürlichen Functionszeichen 
im allgemeinen Integrale auftreten, drücken sich zuweilen auch durch 
implicite Functionen der Hauptveränderlichen aus und zwar so, dass diese 
Ausdrücke sich gleichzeitig mit der Form der willkürlichen Functionen 
ändern. Ein Beispiel findet man in der Gleichung

O" — Z‘Z„)2 =
deren Integral ist:

ccaŁ — 2a2i/-f-4a3<p («)
— 4ja29>(a)«fa + y>(ß),z 3

ß = f- + <*x + <p(a),

wie man sich durch Vérification überzeugen kann. Es kommen in diesem 
Ausdruck zwei willkürliche Functionen (p und xp vor, deren respective 
Argumente a und ß gegeben sind unter der Form impliciter Functionen 
von x und y: die durch die beiden letzten Gleichungen des Integrales be­
stimmt werden und zwar so, dass ihre Ausdrücke sich ändern mit der Form 
der Function (p.

20. Es giebt noch eine andere mögliche Form für die analytischen 
Ausdrücke der willkürlichen Grössen des allgemeinen Integrals, welche 
ebenfalls der oben ausgesprochenen Bedingung genügt. Um uns eine 
Vorstellung von dieser Form zu machen, denken wir uns das — bestimmte 
oder unbestimmte — Integral eines eine willkürliche Function enthaltenden 
Ausdrucks combinirt mit gewissen veränderlichen Grössen, von denen eine
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einzige — diejenige, mit deren Differential dieser Ausdruck multiplicirt 
ist — als veränderlich betrachtet wird, während die andern bei dieser 
Operation als constant angenommen werden. Die Ausführung einer solchen 
Integration kann nach Ampère in Analogie zur partiellen Differentiation 
eine partielle Integration genannt werden und ihr Resultat wird als partielles 
Integral oder partielle Quadratur bezeichnet.

Da bei einem partiellen Integral alle Grössen mit Ausnahme der 
Integrationsvariablen als constant betrachtet werden, so erhält man durch 
Differentiation nach diesen Constanten andere partielle, im Allgemeinen 
dem ersten verschiedene Integrale, welche somit, da sie sich in den Glei­
chungen (A) vorfinden, einzeln für sich eliminirt werden müssen.

Um besser verständlich zu machen, welches die Ausdrücke von dieser 
Form sind, nehmen wir besondere Beispiele. Das allgemeine Integral der 
Gleichung

von

z" = zf

kann dargestellt werden unter der Form:

j cp(x + 2 uiy)e-udu.
—00

z

Hierin kommt das bestimmte partielle Integral eines Ausdrucks vor, in 
welchem op eine willkürliche Function und u die Integrationsvariable be­
zeichnet, während die unabhängigen Veränderlichen x, y der gegebenen 
Gleichung in diesem Integral als willkürliche Parameter figuriren.

Die Gleichung
s" 8* = 0x + y

hat zum allgemeinen Integral:

z = 2e cp(a — 2x)dx + y(a)j,

a = x + y,

wo e die Basis der Napier’schen Logarithmen, (p und ip willkürliche 
Functionsbezeichungen, x die Integrationsvariable in dem partiellen unbe­
stimmten Integral und die Grösse a = x + y während der Integration 
als ein constanter Parameter zu betrachten ist.

21. Die allgemeinen Integrale der partiellen Differentialgleichungen, 
welche willkürliche Functionen enthalten, in deren Ausdruck aber keine 
partiellen Integrale auftreten, bilden eine verhältnissmässig einfachere Klasse, 
welche besser bestimmte charakteristische Züge darbietet. Ihre relative 
Einfachheit besteht darin, dass, wenn man sie nach den anderen Veränder­
lichen, welche nicht die Argumente a, ß, . . der willkürlichen Functionen
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sind, differentiirt, sie keine andern willkürlichen Grössen liefern, als die­
jenigen, welche bereits in den Gleichungen des allgemeinen Integrals ent­
halten sind, was, wie wir oben bemerkt haben, nicht stattfinden kann bei 
den partiellen Integralen. Ihr constanter charakteristischer Zug besteht, 
wie wir weiter unten beweisen werden, darin, dass die Anzahl der unab­
hängigen willkürlichen Functionen, die sie enthalten, stets gleich der 
Ordnung der Differentialgleichungen ist, zu denen diese Integrale gehören.

Ampère hat aus diesen Integralen eine besondere Klasse gebildet, 
die er die erste Klasse nennt. Diese Bezeichnung ist vielleicht nicht sehr 
zweckmässig, da sie glauben machen könnte, dass nach der ersten Klasse 
eine zweite kommen müsste, während die Classification nicht weiter geht. 
Es dürfte daher besser sein, für diese Integrale die Bezeichnung „all­
gemeine Integrale ohne partielle Quadraturen“ zu adoptiren.

22. Wir werden den allgemeinen Typus eines Integrals dieser Klasse, 
welches einer Differentialgleichung der mten Ordnung entspricht, darstellen 
unter der Form eines Systems von Gleichungen, deren Anzahl ft -f- 1 vor- 
läufig unbestimmt ist und die enthalten:

1) ausser den Hauptveränderlichen x, y, z die ft veränderlichen Grössen

a, ß, y, . .

2) eine vorläufig unbestimmte Anzahl von willkürlichen von einander 
unabhängigen Functionen

cp(d), xp{ß), œ

3) die Ableitungen dieser Functionen bis zu bestimmten Ordnungen

<p‘‘(a), . . . y>‘(ß), y>‘‘(ß), . . aj'(ÿ), co"{y), ..„

die man erhält durch Differentiation nach ihren respectiven Argu­
menten a, ß: y, ...

4) Grössen, erhalten durch Integration nach a von irgend welchen 
gegebenen von a, (p(a), ^'(a), . . . abhängenden Ausdrücken, oder 
durch Integration nach ß von irgend welchen von ß, y) (ß), yj\ß)i • •. 
abhängenden Ausdrücken, u. s. w.

§
23. Ein allgemeines Integral ohne partielle Quadraturen von dem 

soeben beschriebenen Typus enthält willkürliche Grössen, deren Anzahl mit 
derjenigen der Differentiationen der Gleichungen des Integrals wächst. Unter­
suchen wir jetzt, wie willkürliche Grössen, die nicht in den Gleichungen 
des Integrals enthalten sind, nach und nach in, den Ausdrücken der partiellen
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Ableitungen der Function z auftreten. Dazu wollen wir zunächst Zusehen, 
wie man aus den Gleichungen des Integrals die Ausdrücke aller Ableitungen 
von z erhalten kann.

Differentiirt man der Reihe nach nach x und y die k \ Gleichungen 
des Integrals, so erhält man 2 (k -\- V) Gleichungen erster Ordnung, aus 
denen man die Ausdrücke der 2 (k -f- 1) Ableitungen erster Ordnung

z‘, Zn an ß\ ßn /, 7n • ■ •
erhalten kann.

Geht man mittels Differentiation nach x und y zu den Gleichungen 
zweiter Ordnung über, deren Anzahl 3 ([k -(- 1) ist, und substituirt man 
darin die vorhergehenden Ausdrücke von z\ zn a\ at, ß\ ßf, . . ., so kann 
man daraus die Ausdrücke der 3 (k -f- 1) Ableitungen zweiter Ordnung

A z‘„ z,„ a“, a‘t, a,„ ß“, ß„ ß,„ ....

ableiten. Indem man so fortfährt, bis man zu einer beliebigen Ordnung n 
gelangt, kann man nach und nach Ausdrücke aller Ableitungen

& ł & i • • *5 ^ \ &n

erhalten, in denen die in dem Integrale enthaltenen Grössen und ausserdem 
die neuen willkürlichen Grössen Vorkommen, die man erhält durch Diffe­
rentiation der willkürlichen Grössen des Integrals nach ihren respectiven 
Argumenten.

24. Für die Erledigung der verschiedenen Fragen, welche sich auf 
das Erscheinen dieser neuen willkürlichen Grössen in den Ausdrücken der
Ableitungen von z beziehen, ändern wir zunächst das System der unab­
hängigen Veränderlichen. Unter der Annahme, dass jedes der Argumente 
a, /?, y, ... der willkürlichen Functionen zugleich von den beiden Ver­
änderlichen x, y abhängt, führen wir als neues System von unabhängigen 
Veränderlichen irgend eines dieser Argumente, z. B. a, und eine der alten 
unabhängigen Veränderlichen, z. B. x ein.

Angenommen, es sei
a = f(x, y).

Zufolge dieser Gleichung wird y eine Function von x und a sein und alle 
veränderlichen von x und y abhängenden Grössen können jetzt als Functionen 
von ^ und a betrachtet werden.

Hierzu fügen wir noch eine Bemerkung, die uns bald von Nutzen

nicht 0 und oo zusein wird, nämlich die, dass die Ableitungen und ^ 

ihren Werth en haben können. Denn nimmt man in der vorstehenden

oy



i = K ^
dy da

dy = 1 
Saalso:

dy ^ — 0 ist; dieser Fall ist jedoch nichtMithin wird — = oo sein, wenn

möglich, da die Function /*, welche den Werth von a darstellt, y enthält.
Man betrachtet also in den ft -f- 1 Gleichungen des Integrals x und a 

als die unabhängigen Veränderlichen, während die andern k 1 Veränder­
lichen, nämlich y, ß, y, . . . Functionen von x und a sind.

In Betreff der Bezeichnung der partiellen Ableitungen nach den neuen 
unabhängigen Veränderlichen x und a erinnere man sich der oben ge­
troffenen Festsetzung (§ 1, Nr. 2).

25. Jetzt können wir bezüglich des Auftretens willkürlicher Grössen 
in den aus den Gleichungen des Integrals hergeleiteten Ableitungen von z, 
welche nicht in diesen Gleichungen Vorkommen, den folgenden Satz beweisen:

Wenn eine neue willkürliche Grösse (irgend eine willkürliche 
Function von a, die nicht in den Gleichungen des Integrals vor­
kommt) zum ersten Male in dem Ausdrucke der partiellen Ab­
leitung von der Ordnung n = i -f- ft auftritt, so muss diese 
Grösse nothwendig auch in allen partiellen Ableitungen ntev Ord­
nung von z

dy

(«) (n-1) • • -, Ąl{\ Ą!\ 4‘+î)> • • • •» Z'n-V Zn ■ ■ (»)
> * Î *

auftreten.
Wir brauchen diesen Satz nur für die Ableitungen 2^^ und z^ ~ 

welche in der Reihe (n) benachbart sind, zu beweisen, weil man ihn,

*7/ g _ 0 oderMithin wird — gleich 0 oder oo, wenn man respective
g/*

= 0 hat; keiner dieser beiden Fälle ist aber möglich, da f den Werth
von a darstellt, der nach Voraussetzung von x und y abhängt.

Ferner ist y zufolge der Gleichung a = f(xr y) offenbar eine Function
von a; mithin kann sich ~ nicht auf Null reduciren. Differentiirto a
diese Gleichung nach a, so dass x als constant betrachtet wird, so kommt :

man

0 = ? +dx '
df dy 
dy öa?’

also : ^
dx —

Gleichung x und a zu unabhängigen Veränderlichen und differentiirt 
diese Gleichung nach x, indem man a als constant betrachtet, so hat man:
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man
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indem man ihn auf die Ableitungen rechts von und links von
anwendet, auf die ganze Reihe (n) ausdehnen kann.

Zu diesem Zwecke nehmen wir die partiellen Ableitungen (n — l)ter 
Ordnung und aus denen man (wo x und y als unabhängige
Veränderliche genommen sind) ableitet, indem man die erste nach x, die 
zweite nach y differentiirt.

Nimmt man jetzt x und a als unabhängige Veränderliche, so folgt 
durch Differentiation eben dieser beiden Functionen nach x:

0-1)■< - 4° + 4«' s - 4±? + 4* g-
dx $x

und hieraus:
®^_1)

__ *(»'-!) __& = %x
%x

Nach Voraussetzung tritt aber in z® eine neue willkürliche Grösse
auf, welche weder in den Gleichungen des Integrals, noch in den Ausdrücken 
der Ableitungen von z bis zur (’n — l)ten Ordnung inclusive vorkommt ; 
mithin kann sie auch nicht Vorkommen in dem aus den Gleichungen des 
Integrals abgeleiteten Ausdrucke von y, ebensowenig in den Ausdrücken

Hh 8*rł)
, die man erhält, wenn man die Ableitungen (n — l)ter 

0-1)
VOn Ö#
Ordnung Ą

differentiirt. Überdies kann dem oben Bewiesenen zufolge
noch qo sein. Mithin treten die betrachteten willkürlichen Functionen von 
a auf den rechten Seiten der letzteren Gleichungen nur durch den Multipli - 
cator z® der zweiten Glieder auf, und da diese Glieder nicht verschwinden 
können, so müssen die linken Seiten dieser Gleichungen, nämlich die Aus­
drücke und ^ dieselbe willkürliche Function von a enthalten,

welche in eingeführt wurde, und dies sollte bewiesen werden.

fix
in denen man a als constant betrachtet, nach x

dy— weder 0

26. Die Umkehrung des vorstehenden Satzes muss ebenfalls statt­
finden, nämlich:

Wenn der Ausdruck der Ableitung z^ von der Ordnung 
n = i + h keine anderen willkürlichen Functionen von a enthält 
wie diejenigen, welche in den Ableitungen der niedrigeren 
Ordnungen vorkamen, so müssen sämmtliche Ableitungen der 
nten Ordnung die nämliche Eigenschaft besitzen.



27. Um zu sehen, unter welcher Bedingung in den Ausdrücken der 
Ableitungen wter Ordnung eine neue willkürliche Function von a auftritt, 
die sich nicht in den Ausdrücken der Ableitungen der (n — l)ten Ordnung 
vorfindet, nehmen wir eine dieser letzteren und differentiiren sie partiell 
nach a. Man erhält die Gleichheit:

Theorie der Integrale. 337

HU
8a’

worin ^ weder 0 noch oo sein kann, mithin:

HU
8a

8a

Im Zähler und Nenner des Bruches auf der rechten Seite muss die neue 
willkürliche Function von a Vorkommen, welche in den Ausdrücken von 

x und y nicht auftrat. Diese Function wird daher, falls sie nicht aus­
schliesslich in einem dem Zähler und Nenner gemeinschaftlichen Factor 
vorkommt, auch in dem Ausdrucke der Ableitung nteY Ordnung auf- 
treten. Diese Bemerkung führt, verbunden mit dem vorigen Satze, zu 
folgenden Schlüssen:

1) Die Ausdrücke der Ableitungen wter Ordnung z^n\ . . ., zn ent­
halten eine willkürliche Function, die in den Ausdrücken der Ableitungen 
n—lter Ordnung z^n~l\ . . ., zn—\ nicht vorkommt, vorausgesetzt, dass

*y unddiese Function nicht ausschliesslich in einem Factor auftritt, der

t

Sa ’

Sa

n—- gemeinschaftlich ist. Diesejedem der Ausdrücke 
letzteren Ausdrücke müssen alle ohne Ausnahme entweder den in Rede

8y
stehenden mit ^ gemeinschaftlichen Factor enthalten oder nicht enthalten.

2) Da in der Function, welche den Werth von z^ darstellt, auch bei 
der Variation der Zahl n = i -f- & der Nenner beständig derselbe bleibt, 
während der Zähler sich fortwährend ändert, so kann die neue Function 
von a, welche darin erscheint, nicht beständig dieselbe sein; ist sie aber 
verschieden und stets in einem besonderen Factor enthalten, so kann sie 
sich nicht beständig mit einem ähnlichen Factor des Nenners aufheben, 
denn dann müsste dieser letztere aus einer unbestimmten Anzahl verschie­
dener Factor en gebildet sein. Mithin giebt es stets eine Ordnung von Ab­
leitungen, in denen eine willkürliche Function von a auftritt, die nicht in 
den Ausdrücken der Ableitungen niederer Ordnung vorkommt, und 

Mansion, Part. Differentialgleichungen.

, . . .,
8a 8a

22
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3) sobald dies für eine bestimmte Ordnung n von Ableitungen ein- 
tritt, so werden in jeder der folgenden Ordnungen n -f- 1, n -j- 2, . . . 
neue willkürliche Functionen erscheinen. Es genügt, sich hiervon für die 
Ordnung n -f- 1 zu überzeugen. Differentiirt man dj} in ähnlicher Weise 
nach a, so findet man:

»4?
(0

= JÜ dJL also- 
Sa ^+1 Sa’ ' ^+1

Sa
Sy *
Sa

Der Zähler der rechten Seite der letzten Gleichung enthält eine Function 
von a, welche die Ableitung ist von derjenigen, die zum ersten Male in

auftrat, und diese Function kann nicht in — Vorkommen, da die ent­

sprechende primitive Function nicht in y vorkam.
28. Nach dem Beispiele Ampères nennen wir die Ausdrücke der 

Ableitungen von z gleichartig mit dem Integral in Bezug auf a 
(homogènes à l’intégrale par rapport à a), wenn sie nur dieselben willkür­
lichen Functionen von a enthalten, welche in den Gleichungen des Integrals 
Vorkommen.

Aus dieser Definition folgt nicht, dass die mit dem Integrale gleich­
artigen Ableitungen nothwendig alle willkürlichen Functionen von a, welche 
in dem Integrale Vorkommen, enthalten müssen; es genügt, dass sie keine 
anderen als die enthalten, die in dem Integral auftreten.

Die Ableitungen von z werden ungleichartig (hétérogènes) mit dem 
Integral in Bezug auf a genannt, wenn sie willkürliche Functionen von a 
enthalten, die sich nicht in den Gleichungen des Integrals vorfinden.

29. Mit Anwendung dieser Benennungen kann man die in diesem 
Paragraphen erhaltenen Resultate folgen dermassen ausdrücken:

1) Wenn die Ableitung z* und daher auch die Ableitung zf ungleich­
artig mit dem Integral ist, so sind sämmtliche andern Ableitungen un­
gleichartig mit dem Integral.

2) Wenn die Ableitung d^ von der Ordnung i -j- & gleichartig mit 
dem Integral ist, so sind sämmtliche Ableitungen derselben Ordnung und 
der niederen Ordnungen gleichartig mit dem Integral.

3) Es giebt stets eine Ableitung von z, in welcher eine willkürliche 
Function von a, die in den das Integral bildenden Gleichungen nicht vor- 
kommt, zuerst erscheint; diese Function tritt gleichzeitig in allen Ab-’ 
leitungen derselben Ordnung auf.

4) Alsdann aber treten in jeder der folgenden Ordnungen von Ab­
leitungen neue willkürliche Functionen von a auf, welche sich weder in 
den Gleichungen des Integrals, noch in den Ableitungen der vorhergehenden 
Ordnungen finden.



hat man folgende:
«ei- - = łi+i)

0a: A—1 ’

welche zeigt, dass in der Ableitung wter Ordnung 2^—1 ^e^ne an(lere will­
kürliche Function von a erscheinen kann, als die, welche schon in der Ab­
leitung n — lter Ordnung vorkam, denn die Differentiation nach x
setzt a als constant voraus.

Andrerseits hat man:
84-l __ _(■) 02/ _

= Zk Vu - *kfW'
somit:

HU 

^ = Tw •

Im Zähler der rechten Seite dieser Gleichheit muss infolge der Diffe­
rentiation von 4°_i nac^ a eine willkürliche Function von a auftreten, 
welche vorher in z^ nicht vorkam und diese Function kann sich nicht 
mit einem Theile des Nenners wegheben, da dieser letztere eine bestimmte

22*
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30. Bemerkung. Wir haben oben (Nr. 24) vorausgesetzt, dass die 
Gleichungen des allgemeinen Integrals ohne partielle Quadraturen nur will­
kürliche Functionen enthalten, deren Argumente a, /?, y, . . . Functionen 
der beiden Veränderlichen x, y zugleich sind. Unter dieser Voraussetzung 
ist bewiesen worden, dass die Ausdrücke der Ableitungen von z von irgend 
einer Ordnung, die aus den Gleichungen des Integrals hergeleitet sind, ent­
weder sämmtlich gleichartig oder sämmtlich ungleichartig mit dem Integral 
sind. Diese Eigenschaft der Ableitungen findet nicht statt, wenn das In­
tegral willkürliche Functionen enthält, deren Argument von der einzigen 
Veränderlichen y abhängt.

Nehmen wir nämlich an, dass das Integral eine willkürliche Function 
von a enthalte und dass a Function von y allein sei, so folgt daraus, dass 
umgekehrt y eine Function von a allein ist, die wir bezeichnen mit

y = /■(«)•
Man hat also:

~ ë = K«)
<$X

und an Stelle der in Nr. 25 bewiesenen Gleichung

* 
c. fit+IIffs

CO
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Function f\a) von a ist. Es muss also der Ausdruck von eine will­

kürliche Function enthalten, welche in dem Ausdrucke von nicht
vorkommt.

Mithin ist von den beiden Ableitungen wter Ordnung 8^^ und 8® 

die erste mit der Ableitung n—lter Ordnung z^_ 1 in Bezug auf a gleich­
artig, die zweite ungleichartig. Demnach sind diese Ableitungen ntev Ord­
nung unter einander ungleichartig, was zu beweisen war.

31. Ferner ist leicht zu folgern, aus dem, was oben bewiesen wurde, 
dass die Ableitungen

z\ 0", 0"', . . ., z^n\ . • -7

welche man durch Differentiation allein nach x erhält, keine andern will­
kürlichen Functionen von a enthalten als diejenigen, welche in dem Aus­
druck von z Vorkommen.

Dagegen werden die Ableitungen

l)00 9^'
0a0a 0a (n—1)

• *7*' /*(«)’ , . . .,
/*(«)

zu deren Bildung man eine veränderliche Anzahl von Differentiationen nach 
x, aber nur eine einzige Differentiation nach y nöthig hat, eine einzige 
und zwar dieselbe willkürliche Function von a enthalten, die verschieden 
ist von den in z vorkommenden.

Ebenso werden die Ableitungen

00,(«-2)00, 00j
0a0a 0a Sri—2). ., 0„ •/»’ Z‘" /»(«)’ ' •e,t = f» ’ ' ’ '

dieselben beiden willkürlichen Functionen von a enthalten, welche von den 
in z vorkommenden verschieden sind; u. s. w.

Mithin sind die Ausdrücke der Ableitungen, welche entstehen durch 
Differentiationen allein nach x, gleichartig mit dem Integral, die andern 
Ableitungen aber ungleichartig mit dem Integral. Die Ableitungen aber, 
zu deren Bildung gleich oft nach y differentiirt worden ist, sind unter 
einander gleichartig. Bei allem diesen verstehen wir die Gleichartigkeit 
oder Ungleichartigkeit als sich beziehend auf das Argument a, das nur 
abhängig ist von y.

Offenbar gelangt man, wenn man in dem Vorhergehenden den Buch­
staben x mit dem Buchstaben y vertauscht, zu analogen Schlüssen.
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§ 5.
32. Nunmehr können wir eine sehr wichtige auf die Integrale ohne 

partielle Quadraturen bezügliche Aufgabe lösen, nämlich die Frage nach 
der Anzahl der von einander unabhängigen willkürlichen 
Functionen, welche in einem solchen Integral Vorkommen 
können, wenn dasselbe einer partiellen Differentialgleichung mter Ordnung 
angehört.

Als Grundlage für diese Untersuchung muss man die Definition des 
allgemeinen Integrals (§1) nehmen und die Schlussfolgerungen der Nr. 18 
wiederholen, welche uns zu den Gleichungssystemen (A) und (B) geführt 
haben. In dieser letzteren Nummer haben wir aber das allgemeine Inte­
gral unter der Form einer einzigen Gleichung dargestellt, während wir es 
hier entsprechend dem am Ende des § 3 angegebenen allgemeinen Typus 
unter der Form eines Systems von 7c -j- 1 Gleichungen darstellen. Nimmt 
man daher die Integralgleichungen und alle ihre Ableitungen nach x und y 
bis zur wten Ordnung einschliesslich, so erhält man jetzt

(* + !)(* + (* + O2

Gleichungen. Die gegebene partielle Differentialgleichung mter Ordnung

F = 0

liefert mit allen ihren Ableitungen nach x und y bis zur n — mten Ord­
nung einschliesslich nach dem Vorigen

(n — m -f- 1) (n — m + 2) __ (n + 1) (n -j- 2) m(m — 1)— m(n + 1) +2 22
Gleichungen.

Infolge der Definition des allgemeinen Integrals muss das erste dieser 
Gleichungssysteme nach Elimination der Grössen, welche nicht in der ge­
gebenen Differentialgleichung sich vorfinden, mit dem zweiten vollständig 
identisch werden. Die Möglichkeit, diese Bedingung zu erfüllen, wird schon 
dadurch bestätigt, dass das erste System mehr Gleichungen enthält als das 
zweite, indem der Unterschied in den Anzahlen der Gleichungen beider 
Systeme ist:

(n + 1) (n + 2) m(m — 1)7c -j- m(n + 1) — • ■ (2>).2 2

Es reicht daher aus, dass die Anzahl der aus dem ersten System zu 
eliminirenden Grössen nicht kleiner sei als diese Differenz. Die Anzahl 
muss gleich (D) sein, wenn jede der in Frage kommenden Grössen sich 
einzeln eliminirt; sie kann dagegen grösser sein als (D), wenn einige von 
diesen Grössen sich gleichzeitig gruppenweise eliminiren.
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33. Versuchen wir jetzt, den Ausdruck für die Gesammtzahl der der 
Elimination unterworfenen Grössen zu bestimmen. Dieselben können in 
zwei Kategorien getheilt werden:

1) Die h Argumente a, ß, y, . . . mit allen ihren Ableitungen bis 
zur nten Ordnung einschliesslich:

a , CLn CL , CLn CLfr . . ., Ct(n\ . . .

ß\ ß„ ß“, ß‘„ ß„, • ßin\ ßn,’ «1

u. s. w.
Die Anzahl dieser Grössen ist augenscheinlich gleich

(»+!) (n + 2) ,
2

2) Die willkürlichen Functionen und ihre Ableitungen nach ihren 
respectiven Argumenten.

Um auf die allgemeinste Weise die Anzahl der zu eliminirenden 
Grössen dieser letzteren Kategorie auszudrücken, führen wir folgende Be­
zeichnung ein:

Es sei g die Anzahl der von einander unabhängigen willkürlichen 
Functionen wie (p (a), ip (/?), . . ., welche in den Gleichungen des Integrals 
Vorkommen. Sind alle Argumente von einander verschieden, so ist offenbar 
g = \ im entgegengesetzten Falle muss g > Je sein.

Es sei ferner g' die Anzahl der willkürlichen Functionen, welche mit 
Hülfe der vorhergehenden durch Differentiation oder Integration (oder durch 
beide Operationen zugleich) nach einem und demselben Argument gebildet 
sind. Unter dieser Anzahl fassen wir die Functionen zusammen, welche 
wirklich in den Gleichungen des Integrals Vorkommen, sowie auch die, 
welche, ohne darin vorzukommen, in der Reihe der Transformationen auf- 
treten, welche man ausführen muss, um von einer Function zu einer andern 
Function überzugehen, die beide in den Gleichungen des Integrals auftreten. 
Z. B. wird qf(a) in der Zahl g' mit einbegriffen sein, wenn die Gleichungen 
des Integrals (p{d) und (pié(a) enthalten. Ebenso wird, wenn F eine ge­
gebene Function bezeichnet, (p{aj)da in der Zahl g' mitenthalten
sein, wenn die Gleichungen des Integrals jdajF[a, q)(aj]da und (p{a) 
enthalten.

Endlich seien l -j- 1, V -j- 1, V* -f- 1, ... die Ordnungen der Glei­
chungen, welche aus den Gleichungen des Integrals abgeleitet sind und die 
als die ersten mit dem Integrale in Bezug auf a, /?, y, ... respective un­
gleichartig sind. Die Zahlen Z, V, V* ... müssen endliche und bestimmte 
Werthe haben und können sich auch auf Null reduciren.

34. Wir haben aber im vorigen Paragraphen bewiesen, dass, wenn 
in den aus den Gleichungen des Integrals abgeleiteten Gleichungen von
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irgend einer Ordnung eine willkürliche Function, z. B. eine gewisse Ab­
leitung von cp{a) zum 
abgeleiteten Gleichungen der folgenden Ordnungen jedesmal neue willkür­
liche Functionen entstehen, die ebenfalls aus <p(a) hervorgehen. Sobald 
also bei der Differentiation der Gleichungen des Integrals 
gelangt, hat man

ersten Male erscheint, alsdann beim Übergange zu

man
zur nterL Ordnung

willkürliche Functionen eingeführt, die nicht in diesen 
Gleichungen sich vorfinden, und unter denen es n — l aus (p{a), n — V 
aus xp(ß), u. s. w. hervorgehende giebt. Somit ist die Gesammtzahl der 
so eingeführten willkürlichen Functionen gleich ng — l — V — Z" — ....

1hierzu die oben bestimmten Zahlen g, g4 und — (n -(- 1) (n -f- 2) k,
so erhält man einen allgemeinen Ausdruck für die Anzahl der der Elimi­
nation unterworfenen Grössen unter der folgenden Form:

Addirt man

| (» + 1) (» + 2)1 + g{n + 1) + g‘ — l — V — l“------

Diese Zahl darf, wie oben auseinander gesetzt wurde, in keinem Falle 
kleiner als die Zahl (D) sein. Mithin muss man nothwendig haben:

^(n+l){n+2)lc+g{n+l)+g'—l-V—Z"—

d. h.
1

(m — g) (n Ą- 1) <• y m(m — 1) + g‘ — l — V — l“------

Die rechte Seite dieser letzteren Gleichheit oder Ungleichheit ist aber 
eine endliche bestimmte Zahl, während auf der linken Seite als gemein­
schaftlicher Factor die Zahl n -j- 1 auftritt, die beliebig gross werden kann. 
Mithin muss man, wenn diese Gleichheit oder Ungleichheit für ein beliebiges 
n stattfinden soll, haben:

g = m,

d. h. das endliche allgemeine Integral ohne partielle Quadraturen 
muss so viel willkürliche und von einander unabhängige Func­
tionen enthalten, als die Ordnung der partiellen Differential­
gleichung, zu welcher dieses Integral gehört, angiebt.

§ 6.
35. Die oben auseinandergesetzten allgemeinen Eigenschaften der 

partiellen Differentialgleichungen mit zwei unabhängigen Veränderlichen 
liefern uns die Fingerzeige, welche uns zur Bestimmung der zu gegebenen 
Differentialgleichungen dieser Klasse gehörigen Integrale führen werden.

Vor allem wollen wir uns damit beschäftigen zu untersuchen, wie 
man aus der Form einer gegebenen Gleichung ein Urtheil fällen kann über



eins der Argumente a der willkürlichen Functionen des angenommenen 
Integrals bestimme. Mit Hülfe dieser Gleichung können wir an Stelle der 
ursprünglichen unabhängigen Veränderlichen x und y die neuen Veränder­
lichen x und a oder y und a in die gegebene Gleichung einführen. Indem 
man nach einander diese beiden Annahmen macht und die vorstehende
Gleichung partiell zuerst nach x, dann nach y difierentiirt, während die 
zweite Veränderliche a in diesen beiden Fällen als constant betrachtet wird, 
erhält man:

Sæ S y dx’ dy dx 8 y
3/'

0 =
daher:

a' “dx8 y
Sa?

und zugleich ist:
8 y Sa? ___ ^
Sa? 8 y

Wenn es daher möglich ist, verschiedene Functionen m, n, ... der Ver- 
änderlichen x, y zu bestimmen, welche die Werthe von ^ darstellen, so

1 1
m' n ’

Sa? unter der Formerhalten wir zu gleicher Zeit die Werthe von Ty • •?
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die Eigenschaften der Argumente der willkürlichen Functionen des allge­
meinen Integrals ohne partielle Quadraturen, wenn ein solches Integral 
möglich ist.

Wir haben (§ 5) gesehen, dass in dem Ausdrucke eines solchen Inte­
grals nothwendig willkürliche, von einander vollständig unabhängige 
Functionen yp(a), y)(ß), ... Vorkommen müssen, deren Anzahl gleich der 
Ordnung der zu integrirenden Gleichung ist, und deren Argumente a, ß, . . . 
im Allgemeinen bestimmte und von einander verschiedene Functionen der 
unabhängigen Veränderlichen a?, y darstellen. Das Integral hört aber nicht 
auf, allgemein zu sein, wenn die Functionen a, /?, . . entweder theilweise 
oder insgesammt unter einander identisch sind oder nur von der einen 
Veränderlichen x oder der einen Veränderlichen y abhängen. Und da diese 
Umstände nicht ohne Einfluss auf den Gang der Integration sind, so ist 
es wichtig, dass man im Stande ist, aus der blossen Form der gegebenen 
Gleichung die Eigenschaften der Argumente der willkürlichen Functionen 
in dem allgemeinen Integrale ohne partielle Quadraturen im Voraus zu 
erkennen, wenn die Möglichkeit eines solchen Integrals vorausgesetzt wird.

86. Zu diesem Zwecke denken wir uns, dass die Gleichung

a = f(x, y)

a 
a
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und die entsprechenden Werthe der Argumente a, ß, . . . der willkürlichen 
Functionen werden erhalten durch Integration linearer partieller Differential­
gleichungen von der Form:

a1 + ma, = 0, ß‘ -j- nß, — 0, . . .

Auf diese Weise ist die Untersuchung der Argumente der willkürlichen 
Functionen zurückgeführt auf die Untersuchung der verschiedenen diesen

(W
Argumenten entsprechenden Werthe von — 
muss, allein aus der gegebenen Gleichung zu erhalten.

37. Wir nehmen an, dass die gegebene Gleichung von der zweiten 
Ordnung und von der Form sei:

Werthe, die man versuchendx

F(x, y, e, F, 0„ z“, F„ 0„) = 0.

Nimmt man x und a zu unabhängigen Veränderlichen, so ergeben 
sich aus den Gleichungen des allgemeinen Integrals Ausdrücke für die 
Functionen y, 0, 0', 0,, 0", . . . mittels dieser Veränderlichen, durch deren 
Substitution man nicht nur der gegebenen Gleichung, sondern auch allen 
ihren Ableitungen nach x und y bis zu irgend einer Ordnung genügt. 
Differentiirt man die gegebene Gleichung n — 2 - mal nach y, so folgt :

Zn + FF, Z'n—X d¥‘ — °-dF oF

Hierin kommen die Ableitungen von der Ordnung n nur linear vor, während 
ihre Coefficienten mit Hülfe allein der Grössen, welche in der gegebenen 
Gleichung auftreten, gebildet sind und das Glied R ausserdem die Ab­
leitungen von 0 von den Ordnungen, die niedriger sind als n, enthält.

38. Im § 4 haben wir gesehen, dass von einer bestimmten Ordnung 
an die aus den Gleichungen des Integrals abgeleiteten partiellen Ableitungen
von 0 nothwendig mit diesem in Bezug auf a ungleichartig sein müssen. 
Und da die Zahl n willkürlich ist, so hindert nichts, anzunehmen, dass die 
Ableitungen wter Ordnung mit dem Integral in Bezug auf a ungleichartig 
sind. Unter dieser Voraussetzung wollen wir Zusehen, wie wir der vor­
stehenden Gleichung genügen können.

und gfLWir drücken zunächst 01. mittels 0n aus. Man hat dazu71—1 n—2
die Gleichungen:

dy ds'„.- = 4—2 <4—1dz.
— 0. 4~ Znn—1 dxJdx dx

mit deren Hülfe man findet:

S Zn- /MV2
\ dx)

_ dy dzn 
bæ dx dx

—] dy
0“4 + 0n.n—2
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Setzt man diese Werthe von z[ 
ein, so erhält man:

K--2 in die betrachtete Gleichungn—1»

r9F_?F* 8*7W1 , B ,
[00,, 00] bx * bs"\bx) n'

bF 00 
dzf bx

8 F (bs‘n_ by 00,n—L + = o.
00" \ bx bx bx

Substituirt man schliesslich hierin die Ausdrücke, welche die Glei­
chungen des Integrals für die Functionen y, z, z\ z„ . . . und ihre partiellen 
Ableitungen nach x ergeben, so muss man eine Identität erhalten.

Nun ist der aus der Formel

00n—i
0aZ„ = — by
0a

erhaltene Werth von zn nach dem Vorhergehenden ungleichartig mit dem 
Integral, d. h. er enthält eine willkürliche Function von a, welche weder in 
den Gleichungen des Integrals, noch in den Ausdrücken der Ableitungen 
von z von niederer als der wten Ordnung und daher auch nicht in den 
partiellen Ableitungen dieser letzteren und von y nach x vorkommt; denn 
die Differentiation nach x setzt a als constant voraus.

Mithin kann sich in der obigen Gleichung das Glied mit dem Factor 
zn nicht gegen die übrigen Glieder aufheben, und die Gleichung kann sich 
nur dann in eine Identität verwandeln, wenn man hat:

0-F bF by bF
00„ 00] bx ^ 00"

39. Dies ist die Gleichung, welcher das zum Argumente a gehörige
— genügen muss. Da aber a nicht explicit darin vorkommt, so muss man, 
wenn man die Bedingung sucht, welcher das dem Argumente ß entsprechende
— genügen muss, wiederum auf dieselbe Gleichung kommen. Mithin werden 

die Wurzeln dieser Gleichung, die wir mit m und n bezeichnen wollen, 
die beiden Werthe von ^ ergeben, welche den beiden Argumenten a und ß
der beiden willkürlichen Functionen des allgemeinen Integrals ohne partielle 
Quadraturen der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung entsprechen, 
falls diese Gleichung eines solchen Integrals fähig ist.

40. Das Resultat, welches wir soeben erhalten haben, gestattet uns 
die folgenden Schlüsse bezüglich der aus der Form der gegebenen Gleichung 
sich ergebenden Beschaffenheit der Argumente a, ß zu ziehen:

1) a und ß müssen allgemein bestimmte Functionen von x und y 
sein; denn die zugehörigen, durch die Wurzeln m und n der vorstehenden

/%\2
ItoJ = 0.

0Æ

bx
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Gleichung dargestellten Werthe von ~ 
gedrückt mit Hülfe von x, y und der von x, y abhängigen Functionen 
%i Z‘, *"> z'n z,r

sind unter bestimmter Form aus-

0^’ ~&r ausc^rhcken als Functionen von x und y,

sei es unmittelbar, sei es nach Division mit einem gemeinschaftlichen Factor,
2) Wenn

so werden m und n Functionen derselben Grössen sein. Demnach können
a und ß bestimmt werden durch Integration der Gleichungen:

a‘ ma, = 0, ß‘ -J- nß, — 0.

3) Ist m — n, d. h. hat man

8F 8 F 
4 ez,;

'8F\2

8*;

so ist a = ß, somit muss das gesuchte Integral zwei verschiedene will­
kürliche Functionen desselben Argumentes enthalten.

4) Ist m = 0, d. i. 8F = 0, so nimmt die Gleichung, welche a be­

stimmt, die Form an a‘ = 0; mithin ist a eine willkürliche Function 
von y. Wenn daher die zu integrirende Gleichung z„ nicht enthält, so 
wird eine der willkürlichen Functionen in dem gesuchten Integral nur von 
der einen Veränderlichen y abhängen.

5) Ist m = oo, d. i.

8 z„

8 F = 0, so nimmt die Gleichung, welche a
8 z"

bestimmt, die Form a, = 0 an; mithin ist a eine willkürliche Function 
Wenn daher die zu integrirende Gleichung z“ nicht enthält, sovon x.

wird eine der willkürlichen Functionen in dem gesuchten Integral nur von 
der einen Veränderlichen x abhängen.

8 F 8 F
6) Ist m= 0, n== oo, d. h. ist -—QZff = 0 und = 0, so werden

die Gleichungen, welche a und ß bestimmen, die Form a‘ = 0 und ß, — 0 
annehmen; mithin ist a eine willkürliche Function von y und ß eine will­
kürliche Function von x. Wenn daher in der zu integrirenden Gleichung 
keine andere Ableitung zweiter Ordnung als z\ vorkommt, so wird in dem 
gesuchten Integrale die eine der willkürlichen Functionen nur von x, die 
andere nur von y abhängen.

gz“

8 F 8 F7) Ist m — 0, n = 0, d. h. ist —
die Gleichungen, welche a und ß bestimmen, die Form a‘ = 0 und ß‘ = 0 
annehmen, mithin sind a und ß willkürliche Functionen der einen Veränder­
lichen y. Wenn daher in der zu integrirenden Gleichung keine andere 
Ableitung zweiter Ordnung als z“ vorkommt, so werden in dem gesuchten

= 0 und = 0, so werden
8^;
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Integral die beiden willkürlichen Functionen von der einen Veränderlichen 
y abhängen.

8) Ist m = cc, n — oo, d. h. ist = 0 und ~ = 0, so werden

die Gleichungen, welche a und ß bestimmen, die Form a, — 0 und ß, = 0 
annehmen; mithin sind a und ß willkürliche Functionen der einen Veränder­
lichen x. Wenn daher in der zu integrirenden Gleichung keine andere 
Ableitung zweiter Ordnung als zn vorkommt, so werden in dem gesuchten 
Integral die beiden willkürlichen Functionen nur von der einen Veränder­
lichen x abhängen.

41. Bemerkung. Es ist noch zu beachten, dass das allgemeine 
endliche Integral ohne partielle Quadraturen in den letzten beiden Fällen 
(7 und 8) nur unter der folgenden Bedingung möglich ist: nämlich dass, 
wenn die gegebene Gleichung nur die Ableitung zweiter Ordnung z“ ent­
hält, die Ableitung erster Ordnung z, nicht darin vorkommt, oder dass, 
wenn die gegebene Gleichung nur die Ableitung zweiter Ordnung zn ent­
hält, die Ableitung erster Ordnung z' nicht darin vorkommt.

Die Gleichungen nämlich, welche dieser Bedingung nicht genügen, 
können ohne Beschränkung der Allgemeinheit auf eine der Formen gebracht 
werden :

8, = F{x: y, z, z“),
* = F(x, V, e, *n *„),

indem man die erste als aufgelöst nach zn die zweite als aufgelöst nach 
z‘ annimmt.

Untersuchen wir jetzt, ob wir annehmen dürfen, dass z. B. die erste 
von diesen Gleichungen ein endliches allgemeines Integral ohne partielle 
Quadraturen besitze. Die beiden willkürlichen Functionen eines solchen 
Integrals müssten nach dem Vorhergehenden nur von der einen Veränder­
lichen y abhängen. Mithin muss a eine Function von y und umgekehrt 
y eine Function f{a) von a sein. Führt man mit Hülfe dieser letzteren 
Relation y = f(a) an Stelle von y die Veränderliche a ein, so findet man 
infolge der Bemerkung zu § 4, Nr. 31, dass die aus den Gleichungen des 
Integrals gezogenen Ausdrücke von z‘ und z“ mit dem Integrale in Bezug 
auf a gleichartig sein müssen, während der Ausdruck

02
0a

8, = /■'(«)

nothwendig ungleichartig mit demselben in Bezug auf a ist. Mithin ist es 
unmöglich, durch Substitution dieser Ausdrücke in die betrachtete Gleichung 
diese Gleichung in eine Identität zu verwandeln, da die linke Seite eine



Mn- = 3‘n—18a?

<-2 = " . y
8a; w_2 ' n~1 8a?

__ i *" ^
8a? w~3 ^ w—2 8a?

?

84-3 ?
aus denen folgt:

80 8?/z' n—i .. Znn—1 oa? 8a?
80n—g _ 8y 80w—t

8a? 8a? 8a?

84-3 _ % 80;_3
8a? 8a?

+ ©*4'«—2

+ (E) Wm
& n—Z Zn-8a? 8a?,8a?
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willkürliche Function von a enthalten müsste, welche auf der rechten Seite 
nicht Vorkommen kann.

Vertauscht man die Buchstaben x und y mit einander, so kann man 
in genau derselben Weise den auf die Gleichung z‘ = F(x, y, z, z„ zn) 
bezüglichen analogen Satz beweisen.

42. Die soeben auseinandergesetzte Methode für die Untersuchung der 
Argumente der willkürlichen Functionen des Integrals findet auch ohne 
Schwierigkeit Anwendung auf die partiellen Differentialgleichungen beliebiger 
Ordnung. Wenn man die Gleichförmigkeit bei der für diese Untersuchung 
angewendeten Verfahrungsweise berücksichtigt, so genügt es, diese Ver­
allgemeinerung für die Gleichung dritter Ordnung kurz anzudeuten.

Es sei
F(x, y, z, z\ z„ z", z'„ z„, z“\ z\\ z'„, z,„) = 0

die gegebene Gleichung. Differentiirt man dieselbe n — 3-mal nach ?/, so 
kommt :

8 F8 F 8U ,
80 ‘ 8^1

8F
<-8 + * = O-+ äJ77 <-2 +n—1 80/</

Hier kommen die Ableitungen wter Ordnung nur linear vor, ihre 
Coefficienten sind gebildet aus Grössen, welche in der gegebenen Gleichung 
auftreten, und das Glied R enthält überdies die Ableitungen von z von 
den niedrigeren Ordnungen als der nten.

Wir nehmen jetzt an, dass eins der Argumente der willkürlichen 
Functionen des vorausgesetzten Integrals a — f(x, y) sei und führen x 
und a an Stelle von x und y als unabhängige Veränderliche ein. Wir 
erhalten so die Gleichungen:

3*

+
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Substituirt man diese Werthe, so nimmt die obige Gleichung die Form an:

r dF dF dy , dF /0?/\2 
dz'„ dx dz'/ \ dx )

dF (dy \ 3 "
Zndz'" \0æ

, dF_ ldz„
' dz'/ \ dx

)dF dz dy 0# 
0& dx

re—i n—i—2+ R + d^ dx
+ m —

' \dx ) dx
, w r<- ,

dz'"
dy dz/^2 
dx dx

2 0£n—i = o.
dx

Da die Zahl n willkürlich ist, so kann man sie immer derart an­
nehmen, dass die Ausdrücke der Ableitungen nter Ordnung von z mit dem 
Integral in Bezug auf a ungleichartig sind. In diesem Falle kann man, 
wenn man in der vorstehenden Gleichung die Ausdrücke der Functionen 
y und z und der aus den Gleichungen des Integrales sich ergebenden 
partiellen Ableitungen von z substituirt, derselben nur Genüge leisten, wenn
man die in Bezug auf —

dF   dF_ dy
dz,„ dz', dx

deren Wurzeln m, n, p mit den Argumenten a, ß, y der willkürlichen 
Functionen des Integrals durch die Gleichungen

kubische Gleichung hat:

dF/ dy\ 2 
' dz/\ dx ) \0æ )

dF = 0,dz'"

a‘ -j- = 0, ß' Ą- nß, = 0, / py, = 0

verbunden sind. Mithin können alle auf die Form der Argumente sich 
beziehenden Fragen wie im vorhergehenden Falle erledigt werden.



2. Kapitel.
Integration der einfachsten Formen der partiellen Differential- 
gleichnngen zweiter Ordnung mit einer abhängigen lind zwei 

unabhängigen Veränderlichen.

§ 7.
48. Die Formen der betrachteten Klasse von Differentialgleichungen 

sind hauptsächlich characterisirt durch die Form der Argumente a, ß der 
willkürlichen Functionen, welche in den allgemeinen Integralen dieser Glei­
chungen auftreten. Demgemäss werden wir, da wir uns zunächst mit den 
einfachsten Gleichungen, auf welche sich sodann die Gleichungen von com- 
plicirterer Form zurückführen lassen, beschäftigen wollen, mit den ein­
fachsten Annahmen bezüglich der Form der Argumente a und ß beginnen. 
Offenbar entspricht der Fall, in welchem diese Argumente gleich sind und 
sich mittels einer einzigen der unabhängigen Veränderlichen x und y aus- 
drücken, der einfachsten Annahme.

Ist z. B. a = ß = y, so kann die entsprechende Differentialgleichung 
ein allgemeines Integral von endlicher Form nur in dem Falle besitzen 
(§ 6, Nr. 40 und 41), wo die Gleichung keine andere Ableitung zweiter 
Ordnung als z“ und keine andere Ableitung erster Ordnung als z‘ enthält, 
d. h. allein in dem Falle, wo die Gleichung von der allgemeinen Form ist:

F(x, y, *, z\ z“) = 0.

In diesem Falle ist es übrigens leicht, sich hiervon unmittelbar zu 
überzeugen, indem man sich den Übergang von dem zwei willkürliche 
Functionen von y enthaltenden allgemeinen Integrale zur entsprechenden 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung mittels der Elimination 
der willkürlichen Functionen vergegenwärtigt. Da bei der Berechnung der 
Ableitungen z‘ und z“ die Grösse y als constant betrachtet wird, so kann 
man sich auch bei der Integration der in Rede stehenden Gleichung auf 
diesen Gesichtspunkt stützen. Man wird so eine gewöhnliche Differential­
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gleichung zwischen x und z haben und durch Integration ihr allgemeines 
Integral mit zwei verschiedenen willkürlichen Constanten erhalten. Diese 
letzteren brauchen aber nur constant zu sein in Bezug auf x; mithin können 
sie als zwei verschiedene willkürliche Functionen von y betrachtet werden, 
und wir erhalten so das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung.

Für eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung giebt es 
immer zwei Zwischenintegrale erster Ordnung, deren jedes eine einzige will­
kürliche Constante enthält. Verwandelt man also diese Constanten in will­
kürliche Functionen von y, so erhält man immer allgemeine Zwischen­
integrale der ersten Ordnung für die gegebene Gleichung.

44. Überhaupt können die Gleichungen, welche ein allgemeines Inte­
gral, in welchem a — ß ist, besitzen, durch eine passende Transformation 
auf die soeben betrachtete einfachste Form zurückgeführt werden. Dazu 
braucht man nur in die gegebene Gleichung a und x oder a und y an 
Stelle von x und y als unabhängige Veränderliche einzuführen. Wir werden 
im Cap. IV ausführlicher die allgemeinen Methoden zur Ausführung dieser 
Transformation in dem Falle auseinandersetzen, wo man mit Hülfe der ge­
gebenen Gleichung den Ausdruck von a als Function von x, y, z, z‘, z, 
erhalten kann; gegenwärtig beschränken wir uns auf den weniger allgemeinen 
Fall, wo man mit Hülfe der gegebenen Gleichung den Ausdruck des Argu­
mentes a als Function von x und y bilden kann.

45. Wir nehmen an, dass die gegebene Gleichung von der allgemeinen
Form sei:

F(x, y, z, z‘, z„ g) = 0, 

g = Bz“ + 2 Sz\ + Tz„
wo

ist und R, S, T Functionen von x und y bezeichnen.
Dem oben (§ 6, Nr. 40) Bewiesenen zufolge können die Argumente 

a, ß des allgemeinen Integrals der gegebenen Gleichung nur gleich sein 
unter der Bedingung:

, 8F 9F A
4 8z“ 9z„ °*

8F îlF __ 8F
9£’ 8*/f “ 8'r

somit nimmt die vorstehende Bedingung die Form an:

/oF’\2

Wj
Nun hat man:

9 F 8 F8 F = 2 SR 9£’ K9 z“

4 (^)2 (S2 — BT) = 0,

8 Fund da der Factor nicht Null sein kann, so muss sein:

S2 — RT = 0.



Setzt man diese Bedingung als erfüllt voraus, so hat man:

£ = + 2 m z\ +

wenn man zur Abkürzung setzt:

m

Um das Argument a zu bestimmen, hat man (Nr. 36) die partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung:

Sa ca
8* + M Yy = °>

aus welcher folgt, wenn mit ju der integrirende Factor bezeichnet wird:

a = j /i (dy — mclx) = f(x, y).

Mittels der durch diese letztere Gleichung dargestellten Relation 
zwischen x, y: a kann man nunmehr a und x an Stelle von x und y als 
unabhängige Veränderliche einführen. Betrachtet man so die beiden Systeme 
von unabhängigen Veränderlichen, so muss man sich der oben (Nr. 2) 
getroffenen Festsetzung erinnern, nach welcher die partiellen Ableitungen 
irgend einer Function nach x und y bezeichnet werden durch oben oder 
unten angefügte Striche zur Rechten der Function, während zur Darstellung 
der partiellen Ableitungen nach x und a die gewöhnliche Bezeichnung an­
gewendet wird.

Hiernach hat man:

8z , 80 Sa __ —
+ Soi W ^

8z Sa
0' =

Sa Sy'Sæ
somit:

S 0z‘ -(- mz, —
8æ’

Man findet ebenso:

(z‘ + mzr) ‘ -f- m (z‘ + mzr), = ^
Sa?

oder:
8%z“ + 2mz\ -f- m2zn -f- (m' -ff mm)zf =

Aus diesen Gleichungen folgt:

£ — R (z“ -j- 2mz, -f- m2z„) = R
und

80
2 - 8Ï -

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 23

Integration der einfachsten Formen. 353

— (m1 -j- mm)z,

Ä
)l C

q
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Wenn demnach die gegebene Gleichung ein allgemeines Integral von end­
licher Form mit zwei willkürlichen Functionen des Argumentes a = f(x, y) 
besitzt, so muss sich, wenn man die vorstehenden Werthe von £ und z‘ 
substituirt, z, infolge der Reductionen von selbst daraus wegheben. In 
diesem Falle muss man also, indem man an Stelle von g und z‘ ihre obigen 
Ausdrücke betrachtet und die linke Seite der gegebenen Gleichung partiell 
nach z, differentiirt, ein Resultat erhalten, das identisch gleich Null ist. 
Mithin sind die beiden Gleichungen

3 F dF8?”-^=°’ S’-~ZT= 0R(m‘ -j- mm,) -J-

die hinreichenden und nothwendigen Bedingungen, und wenn dieselben erfüllt 
sind, so reducirt sich die Integration der betrachteten partiellen Differential­
gleichung auf die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung.

Offenbar erhält man, wenn man die Rollen von x und y vertauscht 
und zur Abkürzung

Sn T

setzt, die zu den vorigen analogen beiden Bedingungen:

3 F T{n, + nn‘) + ^ n 3 F~ = 0, S2 — RT = 0.3 z‘

46. Wir wollen das Vorhergehende durch ein einfaches Beispiel er­
läutern. Wir nehmen die Gleichung

f[£ + (!+*+ y)*iI 4- %£ 4- O2 + xy — y)z, — z' = 0,
in welcher

£ = 4- 2(« 4- y)K 4- (« 4- y)2z„

ist und f irgend eine gegebene Function bezeichnet. Wir haben hier:

1 +x + y= x -\- y, a = je ,r (dy — (x -f- y) dx) =m
ex

Führt man x und a an Stelle von x und y als unabhängige Ver­
änderliche ein, so folgt:

82££-(* + *)*„ f = — (1 + X + y) z,.z' = 3æ2



und man erhält als Bedingungen der Integrabilität nach der vorigen Methode : 

82 — RT =0, R (m‘ -f- mm,) + Pm — Q = 0, |

S2 — RT = 0, T(n, nn1) + Qn — P — 0,

m =
oder:

23*
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Bei der Substitution dieser Werthe von z‘ und Ç in die gegebene Glei­
chung fällt zugleich z, weg und die Gleichung reducirt sich auf die Form:

eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung, die nach der 
Clairaut’schen Regel integrirbar ist. Führen wir in das vollständige Inte­
gral dieser Gleichung an Stelle der willkürlichen Constanten zwei ver­
schiedene willkürliche Functionen von a ein, so erhalten wir das allgemeine 
Integral der gegebenen Gleichung unter der Form:

x2 /T* ( 1 + x + y ) + 4 <p ! '+x+v))+v[ 1 + xĄ-yZ ea: exex

Es ist leicht zu bestätigen, dass in diesem Beispiele die erste der 
Formeln für die Integrabilität (Nr. 45) erfüllt ist.

47. Ist die gegebene Gleichung von der besonderen Form

Rz“ + 2 8z\ -f Tz„ + U = 0,

wo U eine gegebene Function von x, y, z, z‘, zr darstellt, so sind die 
Integrabilitätsbedingungen der vorstehenden Methode zufolge':

9Z7S2 — RT =0, R (m‘ -|- mm,) + = 0, oder:v—7 in —
dz,t

BT=0, T(»,+ nn‘) + d̂üS2 — = 0.

Setzt man in dieser Gleichung

U = Qz, + Pz‘ + Nz - M,

wo M, N, P, Q gegebene Functionen von % und y bezeichnen 
wandelt sie sich in die lineare Gleichung:

so ver-

Rz“ -f- 2 Sz'f + Fz„ + Qz, + Pz1 -j- Nz = M

te
! e
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48. Wir bemerken noch, dass, wenn wir die symbolischen Bezeichnungen 
V und V1 einführen, welche definirt werden durch die Gleichungen:

X7v = v‘ -f- mv,i V2® = VV» — (V -j- mv,)1 + w(v' + ntv,)„
’\/1vz=vl -f- nv‘> V \v — (v, -f- wo'), + w (v, -f- w&y,

wir erhalten:
r-z

= v2"= 8a:2’
82^dz V\s =V±z — 2?

8 if s y

mithin lassen sich die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von 
der allgemeinen Form

F (sc, y, z, Vz, V%) = 0 oder F(x, y, z, V±z, Vp) — 0

nach der vorstehenden Methode integriren, und umgekehrt können die nach 
dieser Methode integrirbaren Gleichungen (d. h. diejenigen, welche den oben 
gegebenen Integrabilitätsbedingungen genügen) auf eine der vorstehenden 
symbolischen Formen gebracht werden.

§ &
49. Nächst den im vorhergehenden Paragraphen betrachteten Glei­

chungen sind diejenigen Gleichungen von einfachster Form, welche der 
Annahme entsprechen, dass eins der Argumente der willkürlichen Functionen 
ihres allgemeinen Integrals gleich x, das andere gleich y sei. In diesem 
Falle darf, wie wir gesehen haben (Nr. 40, 6), die Differentialgleichung 
keine andere Ableitung zweiter Ordnung als z\ enthalten; sie ist daher von 
der allgemeinen Form:

F(x, y, z, z‘, z„ O = 0.

Die Theorie der Integration der Gleichungen von dieser Form besitzt 
eine besondere Wichtigkeit, weil sich alle Gleichungen der von uns unter­
suchten Klasse offenbar darauf zurückführen lassen, sobald man darin als 
unabhängige Veränderliche die Argumente der willkürlichen Functionen der 
zu ihnen gehörigen allgemeinen Integrale einführt.

50. Ampère hat die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass die vorstehende Gleichung ein Integral der ersten Ordnung mit 
einer einzigen willkürlichen Function von y oder von x besitzen könne, 
in folgender Weise festgestellt.

Wir nehmen an, dass die Gleichung

f\x, y, z, <p(x), ip(y)] = 0,
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in der cp und xp willkürliche Functionen bezeichnen, das allgemeine Integral 
darstelle. Differentiirt man dasselbe nach y und eliminirt man cp (x) aus 
der dadurch erhaltenen und der gegebenen Gleichung, so erhält man ein 
Resultat von der Form:

f\[x, y, z, e„ xp(y), xp\y)] = 0.

Diese letztere Gleichung kann offenbar nur dann das allgemeine Inte­
gral erster Ordnung darstellen, wenn es möglich ist, aus dieser Gleichung 
und derjenigen, welche man durch Differentiation derselben nach x erhält, 
alle willkürlichen Functionen zu eliminiren.

Dazu ist es nothwendig, dass xp (y) und xp\y) in der letzten Gleichung 
nur in einer abgesonderten Gruppe von der Form

[y, w(y), w\y)\

Vorkommen; alsdann wird die durch diese Gruppe dargestellte willkürliche 
Function von y ohne Änderung auch in derjenigen Gleichung auftreten, 
welche aus der Differentiation der vorigen nach x entsteht, und somit kann 
dieselbe zwischen diesen beiden Gleichungen eliminirt werden. Da das 
Resultat einer solchen Elimination stets unter der Form einer in Bezug auf 
z\ und z‘ linearen Gleichung, wie

Gz\ + Hz' Ą- K = 0,

dargestellt werden kann, wo 6r, R, Z im Allgemeinen x, y, z, z, ent­
halten können, so ist diese Form der Differentialgleichung auch eine der 
Bedingungen dafür, dass für sie ein allgemeines Integral erster Ordnung 
mit einer einzigen willkürlichen Function von y möglich sei.

51. Die erhaltene Bedingung ist zwar nothwendig, aber nicht hin­
reichend. Bemerkt man nämlich, dass man hat:

Fr’ 8æ’/ ='V

und multiplicirt man vorstehende Gleichung mit ()x, so folgt:

Geiz, -f ITéz -f- Kcx = 0.

In dieser in Bezug auf die Differentiale der drei Veränderlichen x, z, z, 
linearen Gleichung kann man y als constant betrachten. Sie besitzt be­
kanntlich ein Integral mit einer willkürlichen Constanten (welche durch 
eine willkürliche Function von y ersetzt werden kann) nur in dem Falle, 
wenn die Eule lösche Bedingung

8K _ 8G 
8 z, 8æ- 8D + h[

) +*(w m) = 0 . (E)
80/

erfüllt ist.



Betrachtet man in diesem binomischen Differentialausdruck z, und z 

als einzige Veränderliche, multiplicirt den Ausdruck mit — 

grirt, so findet man:

und inte-

yz$z — (x -f yz)$z, __ x-\-yz! zr

Führt man jetzt an Stelle der ursprünglichen abhängigen Veränderlichen z 
eine neue Veränderliche u ein, indem man setzt:

x-{-ysu

so findet man hieraus durch Differentiation nach x:

z,{l + yzJ) — {x + yz)z\ul —
*?

Addirt man diese letztere Gleichung zu der mit ~ multiplicirten gegebenen 

Gleichung, so erhält man:
®-h yz

u ip + y)z,'

oder:
u = 0.u‘ — X + y
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Somit bildet die Existenz dieser letzteren Gleichheit verbunden mit 
der in Bezug auf z\ und z‘ linearen Form der vorgelegten Gleichung die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass diese letztere 
Gleichung ein allgemeines Integral erster Ordnung mit einer willkürlichen 
Function von y besitze.

In genau derselben Weise findet man die Bedingungen für die Existenz 
eines allgemeinen Integrals erster Ordnung mit einer willkürlichen Function 
von x.

52. Es ist z. B. leicht auf diese Weise zu zeigen, dass die Gleichung

yi.z—1)
x-\-y(x + yz) z, — yz,z' -f z, — 0

kein Integral erster Ordnung mit einer willkürlichen Function von x be­
sitzen kann, wohl aber ein solches mit einer willkürlichen Function von 
y besitzt. Um dieses zu erhalten, multipliciren wir die beiden ersten Glieder 
der linken Seite der gegebenen Gleichung mit ()x; dies giebt:

(x + yz) (iz, — yz,cz.

Ä
 -
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Man erhält also eine Gleichung erster Ordnung; da darin keine Ab­
leitung nach y vorkommt, so ergiebt sich, wenn man dieselbe wie eine ge­
wöhnliche Differentialgleichung zwischen den Veränderlichen x und u inte- 
grirt und die willkürliche Constante des Integrals durch eine willkürliche 
Function von y ersetzt:

VT? =

Indem man in diese Gleichung für u seinen Werth einsetzt, erhält 
man das Integral erster Ordnung der yorgelegten Gleichung in der Form:

xy * +e, = (x + y)i\>{yY{x + y) y>{y)

In dieser Gleichung erster Ordnung kommt keine Ableitung nach x 
vor; integrirt man sie also wie eine gewöhnliche Differentialgleichung 
zwischen den beiden Veränderlichen y und z und ersetzt man die willkür­
liche Constante des Integrals durch eine willkürliche Function von x, so 
findet man als allgemeines primitives Integral der gegebenen Gleichung:

f y dy 
z = e x~ty “A!/) cpix) -f- x^e ]dy*'+.'/ y (y )

{x + y)^{y) J*

58. Hat man:

a = 1, H = P, K = Qz, + Ns — M,

wo Jf, N, P, Q gegebene Functionen von x und y bezeichnen, so ist die 
betrachtete Gleichung linear in Bezug auf z, z‘, z„ z\ und von der Form:

z\ -f Qz, + PP -f Nz = M,

und die Bedingungen dafür, dass dieselbe ein allgemeines Integral erster 
Ordnung mit willkürlichen Functionen von x allein oder von y allein haben 
könne, drücken sich respective aus durch die Gleichungen:

8 P 8 Q— W + PQ = 0, p- — N + PQ = 0.8a: 8 y

Diese Bedingungen sind auch von Euler (Inst. cale, integr. t. III) be­
wiesen worden.
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Die gegebene Gleichung kann nämlich unter den beiden folgenden 
Formen geschrieben werden:

+ Q(z, + Pz) + [ff- PQ - g)* 

+ P(z‘ + Qi) + (n—PQ -

= M,
0Æ

0 Q' 4- Qz)
= Jf;

02/

und wenn die eine der vorstehenden Bedingungen erfüllt ist, so ergiebt 
sich, wenn man an Stelle der ursprünglichen Veränderlichen z im ersten 
Falle die Veränderliche

u = s, -f- Pz,
im zweiten die Veränderliche

v = z‘ -f- Qs

einführt, eine der beiden folgenden Gleichungen :

u* -f- Qu = M, v, + Pv — M,

welche die allgemeinen Integrale der ersten Ordnung liefern, nämlich die 
erste ein Integral mit einer willkürlichen Function von y, die zweite ein 
Integral mit einer willkürlichen Function von x.

§ »■
54. Die folgenden Worte Ampère’s, die auch heute noch vollständig 

wahr sind, kennzeichnen die Wichtigkeit und den Grad der Entwickelung 
der Theorie der Integration der Gleichungen, die wir im vorigen Para­
graphen zu betrachten begonnen haben:

„Die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche nur 
die Ableitung z\ von dieser Ordnung enthalten, müssen mit um so grösserer 
Sorgfalt untersucht werden, als es sehr oft geschieht, dass sich die andern 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die man integriren soll, 
darauf zurückführen lassen. Die allgemeine Integration der in der Form

F{x, y, e, s„ z'f) = 0

enthaltenen Gleichungen kann als die erste der zu lösenden Aufgaben 
betrachtet werden, wenn man zur Integration aller Gleichungen zweiter 
Ordnung gelangen will. Indessen scheint sich dieses Problem noch lange 
den Methoden der gegenwärtigen Analysis entziehen zu wollen; man kann 
diese Gleichungen nur in dem soeben besprochenen Falle (unter der Be­
dingung (E) Nr. 51) integriren, wo dieselben ein Zwischenintegral besitzen, 
und in dem Falle der linearen von Laplace integrirten Gleichungen*).“

*) Journal de l’École Polytechnique, XVIII cahier, p. 43.



Integration der einfachsten Formen. 361

Nach diesen Betrachtungen zu urtheilen, muss jeder wirkliche Fort­
schritt in der Entwickelung und Verallgemeinerung der Integrationsmethoden 
für die Gleichungen von der betrachteten Form für die ganze Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von grosser Be­
deutung sein.

55. Die von Ampère erwähnte Laplace’sche Methode sucht ver­
mittelst einer passenden Veränderung der abhängigen Veränderlichen die 
Integration einer linearen Gleichung

z\ + Qz, -f Pz‘ -\- Nz — 31,

welche keiner der beiden Integrabilitätsbedingungen

SP
— iV + PQ = 0, — iV + JPQ == 0dx %

genügt, auf die Integration einer Gleichung von derselben allgemeinen Form 
zurückzuführen.

Wenn die transformirte Gleichung den Integrabilitätsbedingungen eben­
falls nicht genügt, so kann man auf dieselbe wiederum die nämliche Trans­
formationsmethode anwenden. Fährt man in dieser Weise fort, so gelangt 
man entweder zu einer linearen Gleichung, welche den Integrabilitäts­
bedingungen genügt und durch deren Integral man das der gegebenen aus- 
drücken kann, oder man überzeugt sich von der Unmöglichkeit, diese letztere 
Gleichung in endlicher Form zu integriren.

Demnach gründet sich diese Methode auf die Möglichkeit, das Integral 
der gegebenen Gleichung mittels des Integrals einer andern Gleichung 
von derselben allgemeinen Form auszudrücken, die aber bestimmten Be­
dingungen genügt, denen die gegebene Gleichung nicht Genüge leistet. 
Man kann aber zeigen, dass dieses Verfahren nicht allein auf die linearen 
Gleichungen, auf welche Laplace sich beschränkt hat, sondern auch auf 
Gleichungen von der allgemeineren Form

Gz\ + Hz1 + K = 0

in welcher Gr, H, K als Functionen von x, y, z, z, sich darstellen, An­
wendung findet. Hat man diese Verallgemeinerung begründet, so erhält 
man daraus leicht die Laplace’sche Methode als besonderen Fall.

56. Wir gehen nun über zur Integration der vorstehenden Gleichung, 
wie oben angedeutet wurde (Nr. 51). Wir multipliciren die beiden ersten 
Glieder ihrer linken Seite mit Qx, dies giebt den Differentialausdruck

6rÜZ, + Ha)Z.
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Hierin betrachten wir z, und z als einzige Veränderliche, bestimmen den 
integrirenden Factor fl und integriren sodann. Man erhält so die Gleichung:

j ju (G-cz, + Hcz) — F(x, y, z, z,\

deren rechte Seite der Werth des Integrals auf der linken ist. Jetzt führen 
wir an Stelle von z die neue abhängige Veränderliche u ein, indem wir 
setzen:

u = F(x, y, 0, 0,).

Die Differentiation dieser Gleichung nach x giebt:

5F , . 5F , SA1 ,n , rj a ,8F1
u‘ —

Mithin erhält man, wenn man die gegebene Gleichung mit /jl multiplicirt 
und das Product von der vorstehenden Gleichung abzieht:

W
u‘ %x - ^

Die rechte Seite dieser Gleichung drückt sich in bestimmter Weise mittels 
x, y, z, z, aus; man kann daher der Einfachheit wegen setzen:

u‘ = Fx(x, y, 0, z,).

Wenn die Functionen F und Fx nicht von einander verschieden sind 
in Bezug auf z und zr d. h. wenn man, indem man aus den Gleichungen

u‘ = Fx( x, y, z, z,)u = F{x, y, z, z,),

eine der Grössen z, z, eliminirt, auch zugleich die andere mit eliminirt, so 
erhält man eine Gleichung zwischen x, y, u, u‘, aus der man, wie wir oben 
(§ 8) gezeigt haben, ein allgemeines Integral erster Ordnung mit einer 
willkürlichen Function von y ableiten kann. In diesem Falle muss man 
aber bekanntlich die Identität haben:

ÎF SF 
dz, 5z

5F 5_I\ 
5z 5z, = 0,

welche auch die Bedingung der Existenz des in Frage kommenden Integrals 
erster Ordnung ist und äquivalent sein muss der oben gegebenen Bedingung:

G( 5K 5G) + *(£cH   5K
Bæ 5z

SAT) + *( = 0.5z,5x5z,
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In der Tliat verificirt man leicht, dass diese letztere Bedingung aus 
der ersten folgt*).

57. Wir sind nunmehr zu der Frage gelangt, welche den Gegenstand 
dieser Untersuchung bildet: Wie hat man zu verfahren, wenn die 
vorstehenden Bedingungen nicht erfüllt sind?

Wir bemerken, dass die Gleichungen

u = F(z, y, z, 0,), u‘ = Fx {x, y, z, z) '

als äquivalent zu der gegebenen Gleichung betrachtet werden können. 
Substituirt man nämlich den aus der ersten folgenden Werth von u in die 
zweite, so erhält man die gegebene Gleichung. Löst man die vorstehenden 
Gleichungen algebraisch nach z und z, auf, so erhält man zwei andere 
Gleichungen von der Form:

0 = f(x, y, u, u‘), z, — V> ui u‘)i

die äquivalent sind denen, aus welchen sie abgeleitet sind, und somit auch 
der gegebenen Gleichung. Wenn man also in die gegebene Gleichung die 
vorstehenden Werthe von jgr, z, und die durch Differentiation der vor­
stehenden Gleichungen nach x erhaltenen Werthe von z\ z\ substituirt, 
so muss man nothwendig für jeden Werth von u eine Identität erhalten. 
Nun muss die Function u so bestimmt werden, dass die Werthe z = f und 
zt == fx mit einander verträglich sind, und dies erfordert, dass die Ab­
leitung von f nach y gleich fx sei. Drückt man diese Bedingung aus, so 
hat man die Gleichung:

¥ofy — fx(x, y, u, u‘) = 0 . . . (ax).à < + £"' +
o?/

Bestimmt man das Integral dieser und substituirt man den Werth dieses 
Integrals in die rechte Seite der Gleichung

0 == f(x, y, u, uJ),

so erhält man das Integral der gegebenen Gleichung.

58. Es ist aber leicht zu zeigen, dass die Gleichung (oq), betrachtet 
als linear in Bezug auf u\ und ur kein Integral erster Ordnung mit einer 
willkürlichen Function von x haben kann. In der That, multiplicirt man die 
beiden ersten Glieder ihrer linken Seite mit oy und integrirt man, so folgt:

W + H ^ f(X’ V’ U> U‘ï = V‘

0 Ygl. z. B. Boole, Treatise on Differential Equations p. 271.
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Differentiirt man den Werth von v nach y, so findet man:

¥ ¥ ¥w' + die U' +V, = dll'

und indem man dies von der Gleichung (at) ahzieht, erhält man:

v, = fi(x> y, ui u‘)•

Hier sind f und f\ offenbar dieselben Functionen, die wir oben hatten.
Die Gleichung (ax) würde ein Integral erster Ordnung mit einer will­

kürlichen Function von x haben können, wenn der Ausdruck

¥ ¥________
du du' du' du

identisch gleich Null wäre. Aber man hat infolge eines bekannten Satzes 
über die Functionaldeterminanten von inversen Functionen

df df

¥ ¥ _ ¥_ = _____
du du' du' du dF SF1

0r dv,

1

dFdjy 
0r, 0y

Die Determinante, welche auf der rechten Seite dieser Gleichung vor­
kommt, ist nach Voraussetzung verschieden von Null. Mithin kann die 
Determinante auf der linken Seite weder gleich Null noch gleich unend­
lich sein.

59. Mithin führt die Gleichung (a¥ betrachtet als linear in Bezug 
auf u\ und un nicht zum gewünschten Ziele. Indessen bleibt noch die 
Möglichkeit, die Frage in der Weise, wie wir es uns vorgenommen, zu 
erledigen, wenn die Gleichung (af) gleichfalls linear ist in Bezug auf u 
und u‘, und dazu ist nur nöthig, dass die Functionen f und fx vom ersten 
Grade seien in Bezug auf u‘. Wir führen diese Bedingung ein, indem 
wir setzen:

3 — fix, y, u, u') = Mu' -j- N 

3, = fx{x, y, u, u‘) — mu' -f- n,

wo 31, N, m, n Functionen von x, y, u bezeichnen. 
Jetzt nimmt die Gleichung [af) die Form an:

dN** + ( 8k

oder, wenn man zur Abkürzung

dM , dM \ , .Uf + 87 — m J u + dN
u, -f- t--------n — 0,du dy

dN, v.. . dN 7= h> diï u> + ¥ *“ n — k
dM 0 M

31 = g, u, -f- mdu dy
setzt:

. . (a')-gu', -f- hu* -J- Je — 0



genügt, welche infolge der Gleichungen

0/i SI8.9
Sw Sw. Sw

die Form annimmt:

9

£Sw,/
0

S h
) + 4S h ck

9 Sx Sw Sw,

so wird dieselbe ein Integral erster Ordnung mit einer willkürlichen Function 
von y haben, mit dessen Hülfe man das primitive allgemeine Integral der 
Gleichung («') erhalten kann; sodann erhält man das Integral der Glei­
chung (a) durch die Formel:

e = f(%, y, u, u‘).

Genügt die Gleichung {(/) der Bedingung der Integrabilität nicht, so 
kann man auf sie wiederum die Transformationsmethode anwenden, die man 
auf die Gleichung (a) angewandt hat. Fährt man so fort, so gelangt man 
entweder zu einer Gleichung, welche der Integrabilitätsbedingung genügt 
und somit das Integral der gegebenen Gleichung liefert, oder man über­
zeugt sich von der Unmöglichkeit, diese Auflösungsmethode anzuwenden.

60. Wir wollen die vorstehende Theorie durch ein sehr einfaches Bei­
spiel erläutern. Wir nehmen die Gleichung:

s\ — zz‘ = 0.

Vergleicht man sie mit der allgemeinen Gleichung

Gz\ -f- Hz1 -f K = 0,

so findet man, dass die Integrabilitätsbedingung {E) erfüllt ist; und in der 
That, multiplicirt man die gegebene Gleichung mit cx, so folgt:

ÎW, — zcz — 0,

und hieraus erhält man durch Integration das allgemeine Integral erster 
Ordnung:

1
*, — 2 ^ = ^)’

welches eine willkürliche Function von y enthält.
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Wenn die Gleichung (a‘) der Integrabilitätsbedingung
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Da man aber die Gleichungen zwischen zwei Veränderlichen g, y von 
der Form der letzten Gleichung nicht zu integriren weiss, so können wir 
uns derselben nicht bedienen, um daraus das ursprüngliche allgemeine 
Integral der gegebenen Gleichung abzuleiten. Vergleichen wir daher die 
gegebene Gleichung mit der andern allgemeinen Form

Gz\ + Hz, -f K = 0,

G = 1, H = 0, K = — ggf
so haben w'ir:

und, wenn man bestätigen will, ob die Integrabilitätsbedingung

(" -“)+»( dGdK dH )G = 0o7dz' dy

erfüllt ist, so findet man, dass ihre linke Seite nicht gleich Null, sondern 
gleich g* ist. Mithin kann die gegebene Gleichung kein Integral erster 
Ordnung mit einer willkürlichen Function von x haben.

Es bleibt uns daher nur übrig, auf die oben auseinandergesetzte all­
gemeine Methode zurückzugehen, nach welcher man zunächst findet:

J(GV + mz) = Jte' = e».

Führen wir sodann an Stelle von z die neue abhängige Veränderliche z‘ 
ein, indem wir setzen:

v — g',

differentiiren sodann diese Gleichung nach y und addiren sie zu der ge­
gebenen, so folgt:

V, — gg‘.

Aus den beiden vorhergehenden Gleichungen erhält man:

», g1 — v.ess*v>

Substituirt man in die gegebene Gleichung die für g und g1 erhaltenen 
Werthe, sowie den Werth von g'„ welchen man findet, indem man die 
zweite der obigen Gleichungen nach y differentiirt, so erhält man die 
Identität v, — vr Damit aber die Werthe von g und g‘ mit einander 
verträglich seien, muss man der Bedingung genügen:

ar = v,

die man auch so schreiben kann:

02]og 0
V.dxdy
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Liouville1) hat als allgemeines Integral dieser Gleichung den Aus­
druck gefunden:

2
[l _ e7>(a?)+i%)]2 •V

Man erhält aus ihm:

\ogv = log2 + logcp‘(x) -J— logyi\y) + cp(x) -j- ip{y) — 2 log [1 — evW+V'ty)].

Differentiirt man schliesslich diese letztere Gleichung nach y, so erhält man 
das allgemeine Integral der gegebenen:

1__jpW+y (y)
= f “ W + Vis) + 2

dessen Richtigkeit leicht zu bestätigen ist. Dieses Integral muss aber auch 
der Gleichung genügen:

\ ^ = ¥&)•
*, —

Um sich hiervon zu überzeugen, so ist:

e2<p+2we(P+Ve'P+^d-logipJ

T'—Tffî+y'Y + i

+ 2^2 - -f- 2yj'2*, = (l-e'P+yyl—e(r+Väy2 1—c'P+V

e2cp+2xpey+ydlog ip' + v) -j- 2 ip12 2 ’(1 _«?+«?)% 1—

und indem man die zweite Gleichung von der ersten abzieht:

1 dlog^'O/J + w\y)2’- ¥ dy

wobei die rechte Seite einer willkürlichen Function W (y) gleichgesetzt 
werden kann wegen der vollständig unbestimmten Form dieser Function 
und der Function ip (?/).

Bemerkung. Auf diese Weise erhält man unter andern das Integral 
der vorstehenden Gleichung zwischen z und y) die von einer ziemlich com- 
plicirten Form ist. Man leitet dieses Integral aus dem soeben angegebenen 
Werthe von z ab, indem man darin bloss (p (x) durch eine willkürliche 
Constante ersetzt.

1) Monge, Application de l’Analyse à la Géométrie 5§ éd., corrigée par
Liouville, Note IV, p. 597.
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£ io.

61. Untersuchen wir jetzt, wie man aus der vorstehenden Verall­
gemeinerung die Laplace’sche1) Methode für die Integration der linearen 
Gleichung

z' + PP + Qß, + Nz = M

in dem Falle ableiten kann, wo die Ausdrücke

N — PQ — P‘ = A, N — PQ — Q, = 0

nicht gleich Null sind.

Nach der allgemeinen Methode multiplicirt man die beiden ersten 
Glieder der gegebenen Gleichung mit 0x, betrachtet in dem Producte z, 
und z als einzige Veränderliche und integrirt sodann; dies giebt:

j (o#, -J- Pcz) — z, + Pz.

Sodann führt man an Stelle von z eine neue abhängige Veränderliche ein, 
indem man setzt:

z, + Pz — u.

Differentiirt man diese nach x und subtrahirt man das Resultat von der 
gegebenen Gleichung, so kommt:

Qz, + (N — P‘) z = M — u‘.

Löst man die beiden letzten Gleichungen nach z und z, auf, so findet man:

z = (M — Qu — u% z, == ~ | (,V — P‘) u + Pu‘ — MP].

Offenbar genügt man der gegebenen Gleichung, indem man den Werth 
von z, welcher durch die erste der beiden vorstehenden Gleichungen ge­
liefert wird, substituirt, vorausgesetzt, dass der Werth vous zr welchen man 
daraus erhält, gleich ist demjenigen, welchen die zweite dieser beiden Glei­
chungen giebt. Demnach muss die Function u durch die Bedingung be­
stimmt werden:

( M — Qu — u‘ (K — P‘)u + Pu' — MP
AA

Entwickelt man dieselbe und ordnet das Resultat nach der absteigenden 
Ordnung der Ableitungen von u, so findet man die lineare Gleichung:

u\ + pu' -J- qu, + mm = m,

’) Histoire de l’Académie des Sciences, 1773.
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wo gesetzt ist:
A, 2 = QP-=P~~

A,A, m — M, — M Ą- MP.n — N — P* Q, — Q ~T>

62. Aus dem vorigen Paragraphen wissen wir schon, dass die trans- 
formirte Gleichung kein Integral erster Ordnung haben kann mit einer 
willkürlichen Function von x, und in der That, bildet man den Ausdruck, 
welcher verschwinden muss, wenn ein solches Integral erster Ordnung 
existiren soll, so findet man für diese Grösse:

P‘ = A,b — n — pą — ([, — N — PQ

und dies ist nach Voraussetzung verschieden von Null.
Bilden wir sodann den Ausdruck, welcher gleich Null sein muss, wenn 

die transformirte Gleichung ein Integral erster Ordnung mit einer willkür­
lichen Function von y besitzt, so folgt:

B = n — pq - p‘ = N - PQ - J" + (Q, - P‘) +

oder infolge der Gleichungen

A = N — PQ — P, a = N — PQ — Q,

und der hieraus folgenden:
A — a — Q, — P‘:

VlogA
‘èxoy

6B. Man sieht hieraus, dass B gleich Null sein kann, auch wenn es 
A und a nicht wären. Ist B nicht gleich Null, so kann man auf die 
transformirte Gleichung dasselbe Transformationsverfahren anwenden wie 
auf die gegebene Gleichung. Es ist indessen noch einfacher, anstatt die 
transformirten Gleichungen zu bilden, die Reihe der zu B und b analogen 
Grössen fortzusetzen, von deren Werth die Integrabilität der zu ihnen ge­
hörigen Gleichungen abhängt. Diese Reihe kann in folgender Weise ge­
schrieben werden:

ß)'B = + 2 A — a -j- 2 A — a.

3 P
a = N — PQ —A — N PQ

S y
B = d210^I) -j- 2 A — ci, b = A

8æ8 y
32logjg

C = -j- 2B — 6, c = B,dxby

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 24
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Gelangt man bei der Fortsetzung der Reihe A, B, C, . . . zu einem 
Gliede, welches gleich Null ist, so ist die Laplace’sche Methode anwendbar, 
und der Rang des Gliedes, welches verschwindet, giebt an, nach wieviel 
Transformationen man das gesuchte Integral erhält.

64. In der vorstehenden Untersuchung kann man der Veränderlichen y 
die Rolle zuertheilen, welche x hatte, und umgekehrt. Man gelangt auf 
diese Weise zu der folgenden, der vorhergehenden ähnlichen Reihe:

n ÖP
a = N — PQ —

02logaII) b = -f 2a — J, B = a

c = W + 2"-'B’ C=Ä’

dxdy

Dabei muss man beachten, dass B, C, . .. ., b, c, . . . in den Formeln I 
und II verschiedene Bedeutungen haben.

65. Wendet man diese Methode auf die Gleichung an:

z\ + xyz1 — 2 yz = 0,

in welcher P = xy, Q — 0, N = — 2y, M = 0 ist, so findet man 
nach den Formeln (I):

A — — Sy, B = — 4y, C = — 5y, ... . 

a — — 2y, b = — Sy, c = — 4y, . . . .

Mithin kann die Reihe der Grössen A, B, C, . . . nicht mit Null endigen. 
Wendet man aber die Formeln (II) an, so folgt:

a = — 2y, b = — y, e = 0

A = — Sy, B = — 2y.

Somit erhält man auf diese Weise nach drei Transformationen das 
Integral der gegebenen Gleichung. In der That, setzt man:

z‘ — u,

differentiirt diese Gleichung nach y und subtrahirt sie dann von der ge­
gebenen, so folgt:

xyz‘ — 2yz = — u,,
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und aus den beiden vorhergehenden Gleichungen erhält man:

1 txu -\-~-2 T 2y*
Somit muss man haben:

{yxu + ) = M,
oder:

u\ + xyu1 — yu = 0.
Setzt man:

u‘ = v,

differentiirt dies nach y und subtrahirt das Resultat von der vorhergehenden 
Gleichung, so hat man:

xyu4 — yu — — v,. 

Aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich

u — XV -j- —.
y

Somit muss sein:
(”+t y = V,

oder:
v\ -f- xyv‘ — 0.

F xy2
ip{y) + je 2 <p(x)dx 

C x<ß
y Je 2 xep (x) dx,

Hieraus folgt:

v

und:

= w‘(y)—
folglich :

F — fü! F xyi
— xyj(y) + -j- x\e 2 (p(x)äx — e 2 xq>(x)dx.u

Bestimmt man endlich die Ableitung von u nach y und substituirt 
man für u und u, ihre Werthe in die Formel

= xu + —,
y

2s

so erhält man als das gesuchte allgemeine Integral

F xy2
j-x2 \e 2 q>(x)dx-{

1 F —
+ -p U 2 (xy2 — 1 )x(p(x)dx.

Ç xyi
\e 2 xcp(x)dx

2xy—1 1—2xy2
2 s = x2y)(y)Ą

y3 y2 y2

24*



in welcher alle drei partiellen Ableitungen zweiter Ordnung Vorkommen 
und in der die Coefficienten M, N, p, q, s, t gegebene Functionen von 
x und y bezeichnen, kann auf die im vorigen Paragraphen betrachtete ein­
fachere Form zurückgeführt werden, wenn man sich auf die oben (§ 6, Cap. I) 
auseinandergesetzten allgemeinen Principien stützt. Man braucht dazu nur 
an Stelle von x und y in diese Gleichung als unabhängige Veränderliche 
die Argumente a und ß der willkürlichen Functionen ihres allgemeinen 
Integrals einzuführen. Zur Bestimmung der Argumente a und ß selbst 
muss man, wie bekannt, zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
von der Form

3|3 , 8/3 nŁ + nt =03a = o,85 + “

integriren, in denen m und n die Wurzeln der Gleichung zweiten Grades

— si + t = 0

bezeichnen, die man aus der allgemeinen Formel

3 F £2 —
S 3*; S ^ 3■*" = 03 0"

erhält, wenn man für F die linke Seite der gegebenen Gleichung nimmt.
67. Auf diese Weise kann man jedoch nicht erkennen, ob die vor­

stehende Gleichung nach der Lapl ace’schen Methode integrirt werden kann, 
bevor man darin die neuen unabhängigen Veränderlichen eingeführt hat, 
was die vorangegangene Integration der beiden Gleichungen

dy = mdx, dy = ndx

zwischen den zwei Veränderlichen x und y erfordert.
Indessen hat Legendre ein Verfahren angegeben, um auf die gegebene 

Gleichung, ohne darin die unabhängigen Veränderlichen zu verändern, eine 
analoge Untersuchung unmittelbar anwenden zu können. Er sagt, indem 
er von den von ihm erhaltenen Resultaten spricht: Sie sind die Frucht 
einer sehr beschwerlichen Rechnung, deren Einzelheiten hier anzugeben ich 
wegen ihrer Länge nicht für nützlich halte.

Man karm jedoch diese Untersuchung unter einer Form anstellen, die 
ziemlich einfach ist und vollständig übereinstimmt mit den im vorher­
gehenden Paragraphen dargelegten Untersuchungen.

Anhang II. Imschenetsky, Part. Differentialgleichungen II. 0. [Nr. 66—69J372

§ u■

66. Eine lineare Gleichung von der allgemeinen Form

z“ + sg* + + Ps‘ Ą- Ns = M,

Q
? 05
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68. Zu dem Zwecke führen wir die Bezeichnungen Q und V ein, 
welche definirt werden durch die Gleichungen:

D = + V = te + “
9

9«/’

in denen m und n irgend zwei gegebene Functionen von x und y bezeichnen.
Stellt man durch u, v Functionen von x und y dar und wendet man 

eine der Operationen □ und V auf die zusammengesetzten Functionen

u + v, u • v, — an, so findet man sehr leicht:— 7 v

□ (M + «)=□«+□«

□ (m • v) = u • -)- v • Qm

v\^\u — uQv
V2

Ferner hat man nach der Definition:

□ m — u‘ -\- mu„ Vm = u‘ -f- nur 

m\Ju — mQm
woraus folgt:

□ « — Vm 
m — n

, v! == TO — M

Wendet man jetzt auf u die Operationen Q und V nach einander aber 
in verschiedener Reihenfolge an, so erhält man die verschiedenen Resultate:

V[]« = u“ Ą- (m -f- n)u\ -f- mnun -j- (Vw)«„ 

□ Vm = u“ -j-(«i-f- n) u\ -f- mnuf, -f- (D w) m„
mithin:

V»* — Un /Hl V7 \
------------(Qm — Vm),VDm —DVm =

TO —

oder, wenn man zur Abkürzung

.. __ V*»—□»
LI ---- m — n

setzt:
VDm — DVm = /z(Dm — Vm).

69. Wir nehmen nun eine partielle Differentialgleichung zweiter Ord­
nung von der Form:

□ Vs + PQz -f ÇVs -f- Nz = M,

wo M, N, P, Q gegebene Functionen von x und y bezeichnen. Wir 
schreiben sie in der folgenden Weise:

□ (Vs + Pe) + <2(Vs + Pe) + (N — PQ — QP> = M
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und bemerken, dass, wenn man hat:

N — PQ — DP = 0,

die Gleichung folgendermassen integrirt werden kann. 

Setzt man:
Vz -f- Pz — w,

so erhält man eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

Qm -j- Qu — M,

deren Integral nach der oben auseinandergesetzten Methode (§ 7) erhalten 
wird und in seinem Ausdrucke eine willkürliche Function von x und y 
einschliesst. Substituirt man seinen Werth in die vorige Gleichung, so 
erhält man eine andere partielle Differentialgleichung erster Ordnung. 
Integrirt man sie genau ebenso wie die erste, so liefert sie das allgemeine 
Integral des Problems mit zwei willkürlichen Functionen von x und y.

70. Es giebt noch ein anderes Mittel, um die betrachtete Gleichung 
zu integriren. Mittels der oben (Nr. 68) festgestellten Gleichheit:

□ V# == VQ# -f- ß[Vz — Qz)

kann man VQ# an Stelle von QV# einführen, wodurch die gegebene 
Gleichung die Form annimmt:

VO* + {Q + ß)Vz + (P — ß)Ue + Ne = M,

und diese kann man auch in folgender Weise schreiben:

V [ Q s+(Q+ju)s]+(P—ß)[ Q s+{Q+ß)z\+[W- (.P—ß)i Q+ß)—V (Q+ß)]z= 0.

Wenn daher die Gleichung besteht:

N — (P - ß)(Q + ß) — V (<? + ß) = 0,

so kann man die gegebene Gleichung genau so wie im vorigen Falle integriren.

71. Wenn die Ausdrücke

N-PQ- QP = A, N - (P—ß)(Q + ß)—V [Q +/ul) = a

von Null verschieden sind, so führen wir an Stelle von s eine neue ab­
hängige Veränderliche u ein, indem wir setzen:

Vz Pz = u.
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Führen wir an beiden Seiten dieser Gleichung die Operation □ aus und 
subtrahiren wir das Resultat von der gegebenen Gleichung, so folgt:

QVz + (N— UP)s = M — Uu,

und aus diesen beiden Gleichungen erhält man:

(N—Up)'u -f PQ — MP= M— Qu —[]u Vz — AA

Substituirt man in die gegebene Gleichung die vorstehenden Werthe 
von z und Vz und die Werthe von Qz und QV^, welche man aus den 
vorstehenden Gleichungen erhält, indem man an jeder derselben die Ope­
ration 0 ausfuhrt, so überzeugt man sich leicht, dass man auf diese Weise 
der gegebenen Gleichung genügt. Damit aber die Werthe von Vz und 
0 Vz, welche durch die zweite der vorstehenden Gleichungen geliefert werden, 
gleich seien denen, welche man in gleicher Weise aus der ersten erhalten 
kann, muss nothwendig die folgende Bedingung erfüllt sein:

- (N—Qp)uĄ-P{\u~MPM — Qu — [] uA
AA

Führt man auf der linken Seite die Operation V aus, so kann das Resultat 
durch die Gleichung dargestellt werden:

VDw+(p-~) □m-H>Vm+[2V- UP+VQ-Q^\ u=VM- Q^+MP.

Um dasselbe aber auf eine allgemeine Form zu bringen, die mit derjenigen 
der gegebenen Gleichung vollständig identisch ist, führen wir QVu an 
Stelle von V[]m ein, wodurch die vorstehende Gleichung die Form an­
nimmt :

□ V« -f- jpQw + îVm -f- ru = l,
wo gesetzt ist:

P = P + ß - q = Q — fx

r == N—ÜP -\-VQ— Q l = VM — + MP.

72. Um ein Urtheil darüber zu gewinnen, ob die transformirte 
Gleichung nach der soeben auseinandergesetzten Methode integrirt werden 
kann, bilden wir die Ausdrücke:

n — pq — Up — B, n — {p — P) (q. + u) — V(q + fx) = b.



Die Möglichkeit, diese Integrationsmethode anzuwenden, ist dadurch bedingt, 
dass die Reihe A, B, C, . . . mit Null endigt. Die Ordnung des Gliedes, 
welches zuerst verschwindet, giebt an, nach wieviel Transformationen man 
das gesuchte Integral erhalten kann.

Die vorhergehende Untersuchung kann man unter anderer Form dar- 
stellen, indem man sie anwendet auf die gegebene Gleichung, die man in 
der Form schreibt:

VDs + (Q 4 fi) Vs + (P — fi)Uz + Nz = M.

Man hätte aber dann nur die ganze obige Rechnung zu wiederholen, indem 
man überall die Zeichen

Q,P,
respective durch

Q -fit P — fi ?

ersetzt.

78. Um zu zeigen, wie die vorstehenden Resultate auf die Gleichung

z“ + sz' + tz„ 4 qz, 4 pz‘ 4- Nz = M
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Setzt man für n, p, q ihre Werthe, so hat man, wie man leicht sieht:

5 = □ ^ + 2^. — a — /u ^4-4

il il

wo zur Abkürzung gesetzt ist:

b = A,

à = 2ju2 — (nfi 4 v^).

Hiernach ist b verschieden von Null, dagegen kann B gleich Null sein. 
Ist auch B von Null verschieden, so kann man auf die transformirte 
Gleichung dieselbe Transformationsweise anwenden wie auf die gegebene 
Gleichung. Es ist jedoch noch einfacher, anstatt die transformirte Gleichung 
zu bilden, die Reihe der zu B und b analogen Grössen, von deren Werth 
die Integrabilität der zu ihnen gehörigen Gleichungen abhängt, weiter fort­
zusetzen. Diese Reihe wird in folgender Weise gebildet:

a=N-(P-ß)(Q+ß)-V(Q+iJ.)tA — N— PQ — QP,

B= —I—1“ A

f 2 B-b-.u^ + X,

b=A

c — B,

□ <1<1
 □4 

-?

» 
4
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Anwendung finden, brauchen wir nur für m und n die Wurzeln der 
Gleichung

P — sl + t = 0

zu nehmen, wodurch wir den oben gegebenen Formeln zufolge die Gleichung 
erhalten:

□V# — [*« + ss; + tz„ + fl»*,] = o,

und indem wir diese zur gegebenen Gleichung addiren, folgt:

□ Vs -f {q — Qw)s, -f- pz‘ -f Nz = M.

Substituirt man die Werthe

m\/2 — nfjz _ o* —Vzs' = f = m — n ’m — n

so nimmt die vorstehende Gleichung die Form an: 

q — □ n -(- pn pmi — q -j- []n□ Vs + □* + Vs + Nz = M,m — n m — n

auf welche die oben auseinandergesetzte Integrationsmethode anwendbar ist. 
74. Um diese Methode zu erläutern, wenden wir sie auf die Glei­

chung an:

— a2s„ + — s = 0,s"

für welche die Bedingung der Integrabilität unter endlicher Form schon 
von Euler*) festgestellt worden ist.

Setzt man:
□s = s/ -f- az„ Vs — z‘ — azr

so hat man:
□ Vs = VQs = s" — a2s,„ 

und es nimmt daher die gegebene Gleichung die Form an:

□V* + ~2 Z = 0.

Hier hat man:

P=0, Q=0, N=^„ M=0, DP=0, v«3 = 0, ß= 0, A=A, a = l

folglich :
_ VA

a;3’ A
DVi = 1

x’ u A X2
VA =

*) Miscellanea Taurinensia, T. III, p. 60.
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Hiernach erhält man die folgenden Reihen:

a = F«

B= *■ ^ = & -j- 2æ2’— ^

KK \ — 2 (Äj +1) — 6C =c — 1? iC2’

__ ^2
^3 — 2 (&2 + 1) — \D = x2’

Fährt man so fort und geht man bis zum n -f- 2ten Gliede, so folgt:

kn r>   kn+1 T,
--- æ2 ? — 2(&„ + 1) — ^«-1-r x1

Die Coefficienten k genügen somit der endlichen Differenzengleichung:

— 2 kn -f- kn—i — 2,kn+1

die man unter Einführung des Zeichens A für die endlichen Differenzen 
auch in der Form schreiben kann:

&2K-i = 2.
Durch Integration findet man:

= n (n — 1) -f- Cn C‘kn—1
oder:

K = »(» + i) + co + l) + c.

Um die willkürlichen Constanten zu bestimmen, setze man n = 1 und 
n — 2, dann wird:

b = 2G + C\ b = 3(7 + C\

also G = 0, C‘ = 6, und daher:

= n(n + !) + &•

Hieraus erhält man die Euler’sche Bedingung: Für eine gegebene 
Constante b ist die betrachtete Gleichung in endlicher Form integrirbar, 
wenn es möglich ist, der Bedingung zu genügen:

n(n Ą- b — 0,

für irgend einen ganzen und positiven Werth von n. Betrachtet man b
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als eine unbestimmte Constante und setzt man b — — n (n -f- 1), so er­
hält man in

w(w + l)
z" — a%, — z == 0x-

eine Form von Gleichungen, welche in endlicher Weise integrirbar sind. 
Setzt man der Reihe nach

z = xn+1u, z — x~nv,

so geht die vorstehende Gleichung in eine der folgenden Formen über:

- <*>„ +

— a2v„ — ^ v1 = 0.

u" u‘ = 0

v“

Mithin kann die Gleichung

— ~z“ z‘ = 0

für jeden geraden positiven oder negativen Werth der Zahl b in endlicher 
Form integrirt werden.

75. Bemerkung. Es ist bekannt, dass die Laplace’sehe Methode 
auch auf gewisse Gleichungen anwendbar ist, die gleichzeitig endliche 
Differenzen und Differentialquotienten enthalten. Wir könnten auch zeigen, 
dass die Grundidee dieser Methode in gleicher Weise auf mehrere gewöhn­
liche lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung von der Form

F(x) ^ + f{<c) || + <p{x)y = y{x)

anwendbar ist; indessen dürfte hier nicht der Ort sein, um näher auf diese 
Einzelheiten einzugehen.



3. Kapitel.

Integration complicirter Formen von partiellen Differential­
gleichungen zweiter Ordnung mit einer abhängigen und zwei 

unabhängigen Veränderlichen.

§ 12.
76. Die Gleichung

Hz“ + 2Kz\ + Lz„ + M -f N(z“z„ — z‘?) = 0 . . (1),

in welcher die Coefficienten II, K, L, M, N als irgendwelche Functionen 
von x, y, z, z‘, z, vorausgesetzt werden, stellt die allgemeinste Form der 
Gleichungen, die wir betrachten, dar, für welche es ganz allgemeine Methoden 
oder eine Theorie ihrer Integration giebt.

Monge1) hat zuerst eine allgemeine Methode für die Integration der 
Gleichungen von dieser Form2) gegeben; aber die von ihm dar gelegte 
Methode erschöpft nicht alle die Fälle, die bei der Integration der Glei­
chungen, auf welche die betrachtete Aufgabe führt, eintreten können. Die 
vollständigste Entwickelung der Theorie dieser Aufgabe hat Ampère3) 
gegeben. Unter den neueren Autoren, welche sich mit derselben all­
gemeinen Aufgabe beschäftigt haben, kennen wir nur die beiden englischen 
Mathematiker Boole4) und De Morgan.5)

*) Mémoire sur le calcul intégral des équations aux différences partielles. 
(Histoire de l’Acad. d. Sciences 1784.)

2) Er betrachtet besonders den Fall N = 0; jedoch ist diese Beschränkung 
nicht nothwendig.

3) Mémoire contenant l’application de la théorie exposée dans le XVII® cahier 
du Journal de l’Ecole Polytechnique. (Journ. de l’Ec. polyt. t. XI. 1820.)

4) a) Über die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
Er -F Ss + Tt -f U(s2 — rt) = V

(Crelle’s Joum. Bd. 61, 1863). — b) Treatise on Differential Equations. Supple- 
mentary Volume 1865, Ch. XXVIII. — c) In der Abhandlung: Considérations sur 
la recherche des intégrales premières des équations différentielles partielles du 
second ordre, vonBoldt, im Bulletin de l’Acad. d. Sciences de St. Pétersbourg, 
t. IV. 1862. Der Titel enthält nach Todhunter bezüglich des Namens des 
Verfassers einen Druckfehler. Diese Abhandlung soll Boole gehören.

5) Die Untersuchungen dieses Autors in den Cambridge Phil. Trans. Vol. IX, 
Part. IV sind mir nur durch den Hinweis bekannt, den Boole darauf gemacht, 
indem er zugleich auf die Ähnlichkeit ihrer beiderseitigen Methoden aufmerksam 
macht.



Aus der letzten Gleichung folgt:

=

sodann giebt die vorletzte:

dz, dij
K = Sa? Sa?

und schliesslich die erste:

/ W
\ Sa? /

8«' S y Ss 
Sa? Sa?z" = ~ ? +Sa?

(3),

(3)

(3).

78. Um diese Werthe in die Gleichung (1) zu substituiren, bemerken 
wir zunächst, dass man hat:

z"z« = (as
S z, 2

+ ßÜ
/ » y M 8« /

dz' 8ÿ dz, 
Sa? Sa?

2/ Sa
s y

Sa Sa

*) Journal de l’Ecole Polyt. t. XXII. Sur l’intégration des équations diffé­
rentielles partielles du premier et du second ordre.
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Die von diesen beiden Gelehrten eingeschlagenen Wege sind, obwohl 
sie eine weniger allgemeine und weniger vollständige Untersuchung dar­
bieten als die Arbeit von Ampère, doch nicht weniger bemerkenswerth 
wegen der neuen Art und Weise, mit welcher sie das Problem angegriffen 
haben, indem sie die Integration der betrachteten partiellen Differential­
gleichung zweiter Ordnung zurückführen auf die Integration zweier simul­
tanen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Mit Hülfe dieser 
Réduction, die man übrigens, wie Bour1) bemerkt hat, ausführen kann, 
ohne sich von den fundamentalen Theorien Ampère’s zu entfernen, be­
gründet man sehr einfach die verschiedenen Bedingungen zwischen den 
Coefficienten H, K, . . ., JV, durch deren Existenz oder Nichtexistenz sich 
alle möglichen Fälle offenbaren, für welche Ampère die Theorie der 
Integration gegeben hat.

77. Die Gleichungen, auf deren Integration die betrachtete Aufgabe 
zurückführt, erhält man nach der Ampère’schen Methode folgendermassen. 
An Stelle der ursprünglichen unabhängigen Veränderlichen x, y führen wir 
die neuen Veränderlichen x, a ein, indem wir die Existenz einer gewissen Ab­
hängigkeit zwischen x, y und a voraussetzen. Auf diese Weise erhalten wir 
unter Beibehaltung der Bezeichnungen, die wir für die partiellen Ableitungen 
in diesen beiden Systemen von unabhängigen Veränderlichen angenommen 
haben:

*- - ** + * - = i *
dx ' ^ " 8®’ 8a
dz, dz,dz' dy

dx

05
; 0

51 
05

 | Q
5

R
> l̂S

S I 
Si

 I Î*



dz,
Sa (4),P + Q-rr. = OSy
Sa

worin gesetzt ist:

) + ^ë+M-N(W
Sy dz, 
dx dx

(
P = H

Q = x ( V_2rJ*+£ + jyf— + ^ ^i)
) dx ^ ^ \ 0Æ ^ dx 0Æ /•

79. Die Werthe der Function z und ihrer partiellen Ableitungen, 
welche man aus dem zur Gleichung (1) gehörigen allgemeinen Integrale 
erhält, müssen dieser Gleichung (1) genügen. Ebenso werden wir, wenn 
wir die Function 3 und ihre partiellen Ableitungen mittels der Veränder­
lichen x und a ausdrücken, durch diese Ausdrücke dem Resultat derselben 
Transformation ausgeführt an der Gleichung (1), d. h. der Gleichung (4) 
genügen.

Bisher ist die Wahl der Abhängigkeit zwischen den Veränderlichen x, y, a 
willkürlich geblieben. Setzen wir aber voraus, dass a das Argument einer 
der beiden willkürlichen Functionen, welche in dem allgemeinen Integrale 
Vorkommen, darstelle, so werden wir aus den vorhergehenden Schlüssen 
sehr wichtige Folgerungen ziehen können. Denn bei dieser Wahl der neuen 
Veränderlichen werden dem oben Bewiesenen zufolge (Kap. I, § 4) die Aus­
drücke der partiellen Ableitungen der Function z mit dem Integrale in 
Bezug auf a entweder gleichartig oder ungleichartig sein können, und in 
diesem letzteren Falle werden die Ausdrücke der partiellen Ableitungen 
von z jeder Ordnung solche willkürliche Functionen von 0 enthalten, welche 
weder in dem Integrale noch in den Ausdrücken der Ableitungen der 
vorhergehenden Ordnungen Vorkommen. Nimmt man daher an, dass die

Hiernach nimmt das Resultat der Substitution die Form an:
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2
3y\2 da_ 2

dx dx*-(3 + Sydx
da

Subtrahirt man also die zweite Gleichheit von der ersten, so zerstören sich
S*,
dadie Glieder zweiten Grades in —— und man erhält:dy
da

dz,.

Sa



das Vorhandensein einer willkürlichen Function von a annehmen, welche 
weder in dem allgemeinen Integrale noch in den Ausdrücken von y, z‘, z,
noch in ihren partiellen Differentialquotienten jp, —, vorkommt, denn

bei der Differentiation nach x wird a als eine Constante betrachtet. Mithin 
kann die in Frage kommende Function von a weder in P noch in Q Vor­
kommen, und die linke Seite der Gleichung (4) kann sich nur dann auf 
Null reduciren, wenn man gleichzeitig die beiden Gleichungen hat:

(5).P = 0, Q = 0

80. Umgekehrt, wenn man heurtheilen will, oh die Ableitungen zweiter 
Ordnung zl>, z\, zn in der Gleichung (1) ungleichartig mit dem Integral 
in Bezug auf a sind, braucht man nur die Gleichungen (5) zu nehmen 
und, indem man damit die beiden ersten Gleichungen (2) verbindet, zwischen

00' 00, 02/
0x’ 0#’ 0æ

das Eliminationsresultat identisch mit der gegebenen Gleichung (1), so werden 
die Gleichungen (5) ihr äquivalent sein und die Annahme, dass die Ab­
leitungen z11, zt, mit dem Integrale in Bezug auf a ungleichartig seien, 
ist gerechtfertigt. Dagegen wird diese Annahme falsch sein, wenn man 
als Eliminationsresultat eine von (1) verschiedene Gleichung zwischen 
x, y, z, z\ zt, z", z„ erhielte.

81. Man kann sich aber leicht überzeugen, dass für die 
Gleichung (1) immer der erste Fall stattfindet. Substituirt man

nämlich in die Gleichungen (5) für ~ ihre Werthe
0 00 000

zu eliminiren. Istdiesen vier Gleichungen die drei Ableitungen

+ < || K + *„ —
dx1

so findet man:

['“-'<•(£) J+ “(4 + *&)+*-*(•< +

~™t+L+NV‘+2<t + ^IT

P—H = 0

= 0,
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Ableitungen zweiter Ordnung zu, z‘n z„ mit dem Integrale in Bezug auf 
a ungleichartig seien, so muss man in dem Ausdrucke

**| 3 I 5*1 3
co |co IC

O \co
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oder:
Bzf‘ + 2KJ. + M-W? + 2(K—NĄz,, g - (S+ (|)2

L + Na" -2{K— (H + J&„) (||)2 = 0,

= 0

8y zu eliminiren, braucht man offenbar nur die zweite von diesenund um —

beiden Gleichungen mit zn zu multipliciren und sodann zur ersten zu 
addiren, wodurch man zu der gegebenen Gleichung kommt:

Hz“ -f 2Kz\ + Lz„ + M Ą- N{z“z„ — z'ß) = 0.

82. Die Gleichungen (5), auf welche so die Integration der gegebenen 
Differentialgleichung zurückgeführt ist, sind von der ersten Ordnung aber 
nicht vom ersten Grade, und in dieser letzteren Beziehung sind sie einer 
neuen Vereinfachung fähig. Zu diesem Zwecke lösen wir die Gleichung 
0=0 oder die mit ihr äquivalente Gleichung

^ + L + Hz“ = 0(*+»-) (14 - 2(* - SO 85

nach ~ auf:dx
K—Nz‘, ± j(K—Nzj)s — {H-f Ne„) (L +Nz'')8 y

H+Nz„dx

K—Nz'± \ K2—HL— N[Hz“+2Kz'f+Lz„+N(z''z„—z',2)]
H+Nz„

oder infolge der Gleichung (1):

__ K—Nz' ± i lD—HL +MN
— H+Nz„

8B. Man erhält auf diese Weise für zwei Werthe, was sein muss,

da ja die unabhängige Veränderliche a, die wir in Verbindung mit x an- 
wenden, eins der beiden Argumente der willkürlichen Functionen des all­
gemeinen Integrals darstellt. Bezeichnet man diese Argumente mit a und ß,

so werden die beiden verschiedenen Werthe von —g— den beiden verschiedenen

Systemen von unabhängigen Veränderlichen x, a und x, ß entsprechen. In 
der That wurde oben (Kap. I, § 6) bewiesen, dass die verschiedenen Werthe

()î/
welche den Argumenten a und ß entsprechen, erhalten werden als 

Wurzeln der Gleichung

von

(nrdFdF "ÖF dy
dz,, dz' dx + = 0.0*"



8 y dz, — K— \ G = 0

+ M = O.f
I+ N dx(cc8 x{a 

8 z'
8 x(a

Mansion, Part. Differentialgleichungen.

82,+ (A' — Vff)
8 x(a

N 8.2, \ OZ,
+ M = 0,

8æ / 8æ

• •

25

und diese nimmt infolge der vorigen Gleichung die Form an:

+ (K + Vff) ^ + M = 0.

Die verschiedenen Vorzeichen von V G entsprechen den verschiedenen 
Systemen von unabhängigen Veränderlichen x, a und x, ß. Das Vorhanden­
sein der zweiten unabhängigen Veränderlichen a oder ß tritt nicht zu Tage, 
da die Gleichungen nur die partiellen Ableitungen der Functionen y, z‘, z, 
nach x allein enthalten, während a und ß auch in den Coefficienten nicht 
explicit auftreten. Um anzudeuten, welche der beiden Grössen a, ß 
gleichzeitig mit x als unabhängige Veränderliche betrachtet, wendet Ampère 
in diesem Falle und allgemein in analogen Fällen die folgende Bezeichnung 
für die partiellen Ableitungen an:

8 z‘
H dx

man

8 y dz' dz, 8 y 82' 82,
dx(a dx(a' dx(u dx(ß' dx(ß’ dx(ß

85. Hiernach kann man, wenn man vor VG das obere Zeichen bei­
behält, falls die unabhängigen Veränderlichen x, a, und das untere Zeichen, 
falls sie x, ß sind, die Gleichungen, auf welche schliesslich die Integration 
von (1) zurückgeführt ist, folgendermassen schreiben:
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Bezeichnet man jetzt mit F die linke Seite der Gleichung (1), so findet man:

8 F 8 F 8 F= L + AV', = 2(K- JV30, = H + Nz„:dz„ dz'

mithin sind die beiden Gleichungen zweiten Grades in 

identisch.

dz"

vollständigdx

84. Setzt man zur Abkürzung

K2 — HL + MN = G,

so hat man an Stelle von Q = 0 die Gleichung:

■' — K + N'+l/G = 0.(H +

Ferner kann die Gleichung P — 0 folgendermassen geschrieben werden:

te
lto

+

H
 Ite

l
te

j n



;*s& + Æs@--ï + v®-° (

+ (K + rG-)^ + M=»\
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. . (.B).

Zu jedem dieser beiden Systeme kann man noch die Gleichung

dz , . S y«£ = 2 + *' ~Ł ....................... (C)

hinzufügen, in welcher zusammen mit x als zweite unabhängige Veränder­
liche entweder a oder ß auftritt, je nachdem man die Gleichung (C) mit 
(Ä) oder (B) zusammennimmt.

86. Es ist hier der Ort, auch die andern am Anfänge dieses Kapitels 
erwähnten Methoden anzugeben, mittels deren man die Integration der 
Gleichung (1) auf andere den Ampère’schen Gleichungen (A), (B), (C) 
analoge Gleichungen zurückgeführt hat. Monge hat die allgemeine Form 
der in Bezug auf z‘\ z'n z„ nur linearen Gleichungen betrachtet, aber seine 
Methode kann leicht ausgedehnt werden auf die Gleichungen, welche auch 
noch in Bezug auf z“zn — #'2 linear sind, d. h. auf die allgemeine 
Gleichung:

Hz“ -f 2Kz\ -f Lz„ -f M + N(z“z„ — z‘?) = 0.

Er beginnt mit der Bemerkung, dass die gegebene Gleichung, da sie 
nur eine einzige Relation zwischen den drei Grössen z“, z„ darstellt, 
nicht hinreichend sein kann für die Bestimmung der Werthe einer jeden 
derselben mit Hülfe von x1 y, z, z‘, zr Wenn man daher mit ihr die 
beiden Gleichungen verbindet:

dz1 — z“dx -f- z\dy, dz, = z',dx -j- z„dy,

welche nur die Definitionen der partiellen Ableitungen z“, z\, z„ darstellen 
und daher keine neuen Relationen zwischen ihnen geben („nichts Neues 
aussagen“) können, und wenn man mittels derselben aus der gegebenen 
Gleichung irgend zwei der Grössen z", z'„ z„ eliminirt, so erhält man auf 
diese Weise Gleichungen von der Form:

P + Qz„ = 0, R + 8z“ = 0, T -f- Uz', = 0,

welche die Werthe von z,„ z“, z‘r nicht bestimmen dürfen. Da somit die vor­
stehenden Gleichungen unabhängig von den Werthen der Grössen z„, z“, z\ 
stattfinden, so müssen sie sich respective auf die folgenden reduciren :

R = 0, 8 == 0; T — 0, U = 0.-P == 0, Q = 0;
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Es ist aber leicht zu sehen, dass von diesen sechs Gleichungen nur 
zwei nothwendig sind, z. B. die beiden Gleichungen:

P = 0, Q = 0,

indem die andern entweder identisch oder äquivalent mit diesen sind. In 
der That führt man die in Rede stehende Elimination aus, so findet man:

P = H(dxdz‘ — dydz,) -f- 2Kdxdz, -f- Mdx2 — Ndz'2 = 0 

R = L (dydz, — dxdz1) -f 2Kdydz' + Mdy2 — Ndz‘2 = 0 

T — Hdydz' -j- Ldxdz, -f- Mdxdy + Ndz1 dz, — 0,

Q = S= — U— Hdy- — 2Kdxdy -f- Ldx2 -f- N {dxdz1 + dydz,) — 0.
und

Die letzte Gleichung nimmt aber wegen

dxdz‘ -j- dydz, — z“dx2 -j- 2z'ßxdy -(- z„dy2
die Form an:

(H + Nzßdy1 — 2 (FT — Nz',)dxdy + {L + Nz“)dx2 = 0.

du -, . dx
sodann nachLöst man diese auf, einmal nach so findet man

dxy
mit Rücksicht auf die gegebene Gleichung:

dy

K — Nz'f + V tr K— Nz ± VG
dy = dx, dx — dy,H+Nz„ L + Nz“

worin
Gr == K2 — HL -J- MN

ist. Schafft man die Nenner weg, bringt alles auf eine Seite und berück­
sichtigt die Gleichungen

dz‘ — z“dx -j- z'ßy. dz, — z\dx -f- z„dy,

so kann man die obigen Gleichungen in folgender Weise schreiben:

Hdy -j- Ndz, — (FT + V Gr) dx = 0 

Ldx -f- Ndz1 — (K + Vg) dy — 0

Ferner geht die Gleichung P = 0, in der Form geschrieben:

Hdxdz' + (2 Kdx — Hdy — Ndz,) dz, + Mdx2 = 0 

zufolge der Gleichung (a) über in:

Hdz‘ + (K + VG) dz, + Mdx = 0 • • (6).
25*
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Auf diese Weise sind die Gleichungen P = 0, Q = 0 ersetzt durch (a) 
und (&).

Sodann nimmt die Gleichung R — 0, wenn man sie so schreibt:

Ldydz, -f- (2Kdy — Ldx — Ndz‘) dz' -{- Mdy2 = 0

zufolge der Gleichung (a‘) die Form an:

Lis, + (K+ VSj dz‘ + Mdy = 0 . . • ■ (»')•

Mithin können die Gleichungen S = 0 und R — 0 ersetzt werden durch 
die Gleichungen (V) und (&'). Nun ist aber die Gleichung («') äquivalent 
zu (a) und (b‘) erhält man durch Elimination von dx zwischen (a) und (b). 

Endlich geht die Gleichung T = 0, in der Form geschrieben:

dz, (Ldx Ndz‘) -f- {Hdz‘ -f- Mdx)dy — 0

zufolge der Gleichung (a‘) über in:

Hdz‘ + Mdx + (K + \ Gr) dz, = 0 . . (5).

Mithin reduciren sich die Gleichungen T = 0, TJ — 0 und P = 0, R = 0 
auf dieselben Gleichungen (a) und (b).

87. Demnach ist nach der Monge’schen Methode die Integration der 
Gleichung (1) zurückgeführt auf die Integration des Systems von Gleichungen:

Hdy + Ndzr — {K ± \ G) dx == 0 

Hdz‘ + {K+ f&) dz, + Mdx = 0,

mit denen man noch die Gleichung

dz — z‘dx + z,dy
verbinden kann.

Die Gleichungen Ampère’s (A), (ü), (C) werden durch Multiplication 
mit dx der Form nach identisch mit den vorstehenden, indessen unter­
scheiden sich diese beiden Systeme von Gleichungen wesentlich dadurch, 
dass das eine die Differentiale der beiden unabhängigen Veränderlichen und 
die totalen Differentiale der abhängigen Veränderlichen enthält, während 
in dem andern das Differential nur einer einzigen der unabhängigen Ver­
änderlichen zugleich mit den partiellen Differentialen der abhängigen Ver­
änderlichen nach dieser unabhängigen Veränderlichen auftritt.

88. Wir betrachten nun auch die Methode von Boole. Sie gründet 
sich auf die Annahme der Existenz eines Zwischenintegrals oder eines In­
tegrals erster Ordnung für die Gleichung (1). Der Autor der Methode setzt



Diese beiden Gleichungen können zu demselben Zwecke dienen, zu welchem 
nach der Methode von Monge die Gleichungen

dz1 — z“dx tffiy, dz, — z\dx -f- z„dy

benutzt wurden. Man würde aber auf diese Weise zur Wiederholung alles 
dessen geführt werden, was bei der Darlegung der Mon ge’sehen Methode 
entwickelt wurde; nur hätte man an Stelle von

dx, dy, dz\ dz,
respective anzuwenden:

(VF , VF A (VF , VF \(sï+ w G —VF VF
VF de/

Man kann daher die Gleichungen, auf welche sich die Integration von (1) 
reducirt, direct hinschreiben:

VF(f+"•■)- <* * '«> « 
*(= + £')+<«''«(=+SH

VF
H-F- — N -F-. = 0

Vz,

VF
~ M ~ = 0.c‘

Mithin muss von den beiden für die partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung im Allgemeinen möglichen Integralen erster Ordnung das 
eine den vorstehenden simultanen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, in denen man VGr mit den oberen Zeichen (oder unteren) nimmt, 

genügen; und das andere muss denselben Gleichungen genügen, wenn man 

l' G mit den unteren (oder oberen) Zeichen nimmt.
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diese fundamentale Idee unter zwei verschiedenen Formen auseinander, um 
einen und denselben Zweck zu erreichen. Da jedoch die Grundlage dieser 
Methode der nöthigen Allgemeinheit entbehrt, so wird es genügen, nur 
eine einzige von diesen Formen zu betrachten.

Es sei
F — 0

das vorausgesetzte Integral erster Ordnung der Gleichung (1). In seiner 
Zusammensetzung kommen ausser den Veränderlichen x, y, z auch die Grössen 
z1 und z, vor; differentiirt man dasselbe also nach x und y, so folgt:

+ + 05
1 P

5 05 I 
Ö
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89. Vergleicht man diese drei Methoden, so kann man nicht umhin, 
der von Ampère angegebenen den Vorzug zuzuerkennen; erstens wegen 
der Allgemeinheit des Verfahrens, welches sich nur auf die Annahme der 
Existenz eines endlichen Integrals der Gleichung (1) stützt und hierin den 
Vorzug hat vor der Methode von Boole, welche die Existenz eines all­
gemeinen Integrals erster Ordnung voraussetzt, während doch ein solches 
Integral, selbst wenn das endliche Integral existirt, nicht immer möglich 
ist; — zweitens wegen ihrer grösseren Durchsichtigkeit im Vergleich zu 
dem analogen Theile der Monge’schen Methode, in welchem die trans- 
formirte Gleichung (1) in zwei zerfällt, — endlich wegen der Form der 
Gleichungen, auf welche sich die Integration der Gleichung (1) reducirt. 
Man wird auf einem natürlichen Wege zu den Ampère’schen Integralen 
mit Hülfe der willkürlichen Functionen der Argumente a oder ß, welche 
für die Allgemeinheit dieser Integrale erforderlich sind, geführt; denn sie 
enthalten nur die partiellen Ableitungen oder die Differentiale nach einer 
einzigen x der unabhängigen Veränderlichen.

Bezüglich des zweiten der vorstehend erwähnten Punkte ist noch zu 
bemerken, dass Ampère, nachdem er den Grund, weshalb die transformirte 
Gleichung (1) in zwei zerlegt werden kann, mit Schärfe und Genauigkeit 
angegeben hat, zu gleicher Zeit klarlegte, wovon die Möglichkeit oder Un­
möglichkeit der Anwendung dieser selben Methode auf andere von (1) ver­
schiedene Gleichungen abhängt.

90. Wir nehmen hierzu die partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung:

F(x, y, Sy z\z,, z", z‘„ -z,,) = 0,

von der wir voraussetzen, dass sie wenigstens in Bezug auf z“, z'r zt, ganz 
und rational und der Form nach von (1) verschieden sei.

Nimmt man für diese Gleichung die Existenz eines allgemeinen endlichen 
Integrals an und nimmt man das Argument a der einen der beiden willkür­
lichen Functionen als unabhängige Veränderliche zugleich mit x, so erhält 
man für z", z'„ z„ die Ausdrücke (3) (Nr. 77). Substituirt man dieselben 
in die gegebene Gleichung und ordnet das Resultat nach steigenden Potenzen

0 a 0 a so erhält man eine transformirte Gleichung von der Form:von

0s -0S,'-2~ t
0a 0ap + ^ 07 + Ä % -f...= o.
0a -0a-

Ebenso wie die gegebene Gleichung erfüllt wird durch die Werthe von 
zyz‘, zn z“, z\y z„, welche man unter der Voraussetzung, dass die unab­
hängigen Veränderlichen x und y seien, aus dem allgemeinen Integrale ab-
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geleitet hat, so wird auch die transformirte Gleichung befriedigt werden 
durch die Werthe von y, z, z\ zn welche aus denselben Integralgleichungen 
unter Voraussetzung von x und a als unabhängigen Veränderlichen abge­
leitet sind. Die transformirte Gleichung kann sich aber auf zweierlei Weise 
in eine Identität verwandeln, je nachdem die Ableitungen zweiter Ordnung 
z", z'f, z„ mit dem Integrale in Bezug auf a ungleichartig oder gleichartig

• Ö'?/sind. Im ersten Falle enthält das Verhältniss r-' : ~ eine willkürliche
oa oa

Function von a, welche in den Coefficienten nicht vorkommt, und diese 
letzteren reduciren sich von selbst auf Null. Im zweiten Falle kommen

• • • ^ Ö'Z/dieselben willkürlichen Functionen sowohl in dem Verhältniss ~ : ~
dcc oa

auch in den Coefficienten vor; somit kann sich die linke Seite der trans- 
formirten Gleichung auf Null reduciren, ohne dass man die Identitäten 
P = 0, Q = 0, . . . hätte. Um über die Möglichkeit des ersten Falles 
zu urtheilen, muss man die Gleichungen aufstellen:

als

P = 0, Q = 0, R == 0, . . . 

und sodann darin — und ~ durch ihre respectiven WertheOiC 0 JC

ersetzen, wonach sie nur noch
y, z, z‘, z„ z“, z\, z,„ ||

enthalten werden.
91. Wenn man sodann, als Resultate der Elimination von unter

einander und mit der gegebenen Gleichung F = 0 äquivalente Gleichungen 
erhält, so ist die Annahme, dass z", z‘f, zn mit dem Integrale in Bezug 
auf a (welches der beiden Argumente man auch durch a darstellen möge) 
ungleichartig seien, gerechtfertigt ; im andern Falle ist sie es nicht. Bei 
dieser Elimination kann man im Allgemeinen aus jeder der Gleichungen

P = 0, Q = 0, R = 0, . . .

Werthe von ~ ableiten und dieselben in die andern substituiren. Um sich
JOX

indessen auf die alleinige Betrachtung derjenigen unter ihnen zu beschränken, 
welche wirklich den beiden Argumenten a und ß der willkürlichen Functionen 
des Integrals entsprechen, die nach einander neben x als unabhängige Ver-

ë «lekh-änderliche genommen wurden, muss man sie den Werthen von 
setzen, welche man als Lösungen der quadratischen Gleichung

S F 9Z 4_ M!
dsf dx ^ dz"

(H)2 = odz„
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erhält, oder man kann auch, wenn dies in dem gegebenen Falle einfacher 
ist, die beiden Wurzeln dieser Gleichung nehmen und sie in die Gleichungen

P = 0, 0=0, R = 0, . . .
substituiren.

92. Um das Vorhergehende zu erläutern, wollen wir z. B. die Glei­
chung betrachten:

z\zli + x {z“z„ — z'f2)2 = 0.

Substituirt man darin die Werthe (3) für z", V, z,r so folgt:
-ÖVj2dzy

x (£)4+[£ (8é+S S)1 Wi+[x (H+ül tæ) - S] 0a = 0.
dy

-0a-

Setzt man die Coefficienten der verschiedenen Potenzen des Verhältnisses 
8*» .
0a 0a

0a

gleich Null, so hat man die Gleichungen:

P = = 0

0'/ dz,Y 
0£C 0a; I

0r,1 — 2x + = 0Q = dx

).(£ + dy dz, \ 2 
0a; dx

dy
= 0.B = dx

Zufolge der ersten von diesen Gleichungen ist auch die zweite erfüllt, 
und die dritte vereinfacht sich, so dass wir nur die beiden Gleichungen 
zu betrachten brauchen:

xl™Y -
[dx J H "dz,

dx — °

und diese nehmen durch Substitution der Werthe

dy_ 8£, 
0£C’ dx

dydz'
= S“ + 4 — 0^0a;

die Form an:
dy

= 0.^ + *" .te ” °’

Substituirt man aber in die zweite von diesen Gleichungen den aus der 
ersten sich ergebenden Werth

4

so geht sie über in:
i #+ Ï7X | ZU = 0,

I ?
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und diese ist äquivalent mit der gegebenen. Mithin kann der Werth

2 y ei
'ćx(a

in dem vorausgesetzten endlichen Integrale einer willkürlichen Function 
eines Argumentes a entsprechen, in Bezug auf welches die zweiten Ab­
leitungen z", z't, zn mit dem Integrale ungleichartig sind.

Überdies muss man auch bestätigen können, dass dieser Werth Wurzel 
der quadratischen Gleichung ist:

8 dF dy
3 3zi 8«

welche im gegenwärtigen Falle die Form hat:

e„

3 F 2
+ - 0,3

2xz„(z4'z„ — z1,2) [4zz'f {z"z„ — zß) — z„] *£ -f- 2xz„ (z%, — ^)=0.

d lDividirt man hierzu die linke Seite derselben durch 

hält man als Quotienten:

so er-dx

3 y2xz„{z"z„ — zß) £ -f 2xz\{z"z„ K2) ~ *„

und als Rest:
[x{z“zn — zß)2 + z\z,\.

Dieser letztere ist gleich Null zufolge der gegebenen Gleichung; demnach
z‘— — in der That eine Wurzel der obigen Gleichung 

zweiten Grades. Ihre andere Wurzel erhält man, wenn man den Quotienten 

gleich Null setzt und die so erhaltene Gleichung nach J 
folgt so :

ist der Werth —3æ

auflöst. Es8æ

12 y ei
2x (z"z„ — z'/2)

Dieser Werth entspricht offenbar dem Argumente ß, welches unter 
dem Zeichen einer willkürlichen Function in dem vorausgesetzten endlichen 
allgemeinen Integral der Art vorkommt, dass sämmtliche Ableitungen z\ zr 
zu, z4n z.r mit jenem in Bezug auf ß homogen sind.

dx (ß Zff

§ 13.

93. Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, dass das 
Problem der Integration der Gleichung

Hz" + 2 Kz\ + Lz„ + M -I- N(z"z„ — zß) = 0 . . (1)

vi

I*
 60

Ü
 I



und substituirt man diese Werthe von dz, dz', dz, in den Ausdruck von du, 
so folgt:

K ± fG du 
N dz,

K + ja du _ H CM 

N dz4 N dz,

(öa: , du L du .
Z dz ~ N S7 "t"

du ,
*' dz +

8m )du —

+ (8- 
+ »!/ )

Mithin reducirt sich du auf Null und u = const ist ein Integral der 
Gleichungen (2), wenn die Function u den in Bezug auf die Ableitungen 
erster Ordnung linearen und homogenen Gleichungen genügt:

K + yćr du___ i - _ k
dx'' dz N dz'
du du

+ 8^. °N
• • (3).

K + V'G dudu H du __ „
8? ~ N dz,

du
, dy Z’ dz ' N
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sich reducirt auf die Integration eines Systems von mehreren Gleichungen, 
das wir zur Abkürzung so schreiben können:

Hdy -f Ndz, — (K ± ŸG) dx = Oj 
Hdz‘ + (K + VG) dz, + Mdx = 0 1 

dz — z'dx — z,dy = 0
• • (2).

Bezüglich dieses Systems untersuchen wir zunächst die folgende Frage:
Unter welchen Bedingungen kann es für die Gleichungen (2) 

Integrale von der Form u = const, wo u als eine Function 
von x, y, z, z', z, vorausgesetzt wird, geben und wie viele solche 
Integrale kann es geben?

In den Gleichungen (2) muss man überall entweder die oberen oder 
die unteren Zeichen von ŸGr nehmen; man hat daher zwei unvollständige 
Systeme simultaner Gleichungen, da die Anzahl der in jeder von ihnen vor­
kommenden Veränderlichen x, y, z, z‘, z, um zwei Einheiten grösser ist als die 
Anzahl der Gleichungen. Man kann Integral dieser Systeme von Differential­
gleichungen jede Function u der Veränderlichen x, y, z, z‘, z, nennen, deren 
Differential infolge der Gleichungen (2) identisch Null ist. Nun findet man, 
indem man die Gleichungen (2) nach dz, dz', dz, auflöst:

dz — z'dx + z,dy

— ^ dx + K ® dy

K + y G , H 7 
dx — w dVi

dz' =

dz,

&

4- 
- +



94. Über die Theorie der Integration simultaner partieller Differential­
gleichungen erster Ordnung ist erst in neuerer Zeit, Dank den Arbeiten 
von Jacobi, Bour und Boole1), Licht verbreitet worden, und die Frage, 
die uns beschäftigt, bietet uns Gelegenheit zur Anwendung dieser Theorie.

Zu diesem Zwecke stellen wir zur Abkürzung die beiden Systeme von 
Operationen

K±\G 8-f- ------ — -____|_^ 8z lY 8s' ^

K+ŸG 8

8
8

+ zt + —jy
H 8 

8 z, AT 8Z

respective durch die Symbole Vx und V2 dar, vermittelst deren die Glei­
chungen (3) die Form annehmen:

V]«- = 0, V2w = 0.

Die nothwendige Bedingung dafür, dass diese beiden Gleichungen ein ge­
meinschaftliches Integral besitzen können, besteht bekanntlich darin, dass 
das Resultat der Operation V1? ausgeführt an der Function V9w, gleich 
ist dem Resultat der Operation V2, ausgeführt an der Function Vj«, d. h. 
dass man hat:

Vj.Vgî« = V2V1m.

Führt man nun die angedeuteten Operationen aus, so findet

— V2V]W

K+fG

man:

K±fG K+VG'yu [ ^ K±fG\ ou 
N ) 8z/

Hieraus erhellt, dass diese nothwendige Bedingung auf zweierlei Weise
erfüllt werden kann: 1) wenn sich in dem vorstehenden Ausdruck jeder
, /-■* . 8 u 8 u 8 uder Ooetficienten von —,

8z ’
diese Coefficienten von Null verschieden sind, mit den beiden Gleichungen 
XJxu = 0, V2?f = 0 eine dritte verbinden:

^v4)IMv4+v*N N N

Tp auf Null reducirt, 2) wenn wir, falls

'' / / 4) ’U '' /.) '' / | l ( -- 0,

welche augenscheinlich von den beiden ersten algebraisch verschieden ist, 

da sie die Ableitungen 8 u 8 u
te’ % nicht erhält-

*) Eine Skizze dieser Theorie habe ich gegeben in meiner Abhandlung: 
„Sur l’intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre“. 
Grunert’s Archiv d. Math, und Physik. Bd. 50, S. 393—416, §§ 23—25.
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so nehmen die betrachteten simultanen Gleichungen die Form an:

dudu
+

+ *-IT +

= 0

0M = 0.0//

Es ist leicht zu sehen, dass in diesem Falle die Gleichungen 
Vxw = 0, V2w = 0

drei gemeinschaftliche Integrale von der Form

ux = const, u2 = const, w3 = const

haben, und zugleich zu zeigen, wie diese Integrale gefunden werden.
Dazu seien v, vx, v2 die verschiedenen Integrale der Gleichung V1w= 0, 

deren Anzahl gleich drei sein muss. Wir bestimmen ferner eine Function 
F (y, v, v±, v.)) dieser drei Integrale und der Veränderlichen y, welche der 
zweiten der betrachteten Gleichungen \72F = 0 genügt. Es ergiebt sich, 
indem man sie entwickelt:

dF „ . . 8Fn . dF „ n
17 + 17 V2V + 0^7 v*Vl + 0*7 ^ ~ °*

Hier hat man augenscheinlich V2*/ = 1, und es ist leicht zu sehen, dass 
sich die Grössen V2v, V2vlf V2v2 mit Hülfe von v, vu v2 allein ausdrücken. 
In der That, man hat identisch für irgend eine Function u:

V1V2w — V2V1m;

setzt man also der Eeihe nach u — v, vv v2, so erhält man die Identitäten:

Vi(V2«) = V2(V17 = V20 = 0
■ = V2(V1%) = V20 = 0
Vl(VÄ) = v,('71i,’ä) = V20 = 0,

1) Diese Bedingungen sind von Boole aufgestellt worden. Vgl. Philosophical 
Transactions 1862, T. CLII, Part. I, p. 452.
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95. Jeder dieser beiden Fälle muss für sich untersucht werden. Be­
schäftigen wir uns zunächst mit dem ersten, in welchem nach Voraussetzung 
die Gleichungen stattfinden:

K±fG K + fG
X — n — x V2 —~n

K±lG
0,N

oder:
G = 0, X7t y + V~2 y — 0, VŁ -j- V2 — 01),

â g M
\g7 r

 ąi §
>
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und diese beweisen, dass V2v, V2v1? Y2f2 Integrale sind der Gleichung 
Vjw = 0. Es stellen aber v, vl, v,2 alle verschiedenen Integrale der 
Gleichung Yjw = 0 dar; mithin müssen sich V2t’, V2t'1; V2î?2 mit Hülfe 
von v2 ausdrücken lassen, und wenn diese Ausdrücke sind:

X72v = f(v, vv v2), V2% = f\ («?, i>1} %), V>2 = f, (v, vv v2),

so hat man die Gleichung:
o F3 F 3 F

3y 'ôv f or, ^ 3r, 0.

Für diese Gleichung findet man nach den bekannten Methoden drei ver­
schiedene Integrale von der Form:

% == F± (y, v, vt, v2) = const, u2 = F2(y,v,vvv2,) = const, u3 = F3 (y, v,vvv2) = const,

die offenbar gemeinschaftliche Integrale der Gleichungen 

\7tu = 0, V2w = 0
sein müssen.

96. Bei der vorstehenden Auseinandersetzung der Methode der simul­
tanen Integration der Gleichungen V3m = 0, V2w = 0 kann man schliess­
lich auch die Rollen dieser beiden Gleichungen mit einander vertauschen; 
in allen Fällen muss man aber zunächst drei verschiedene Integrale der 
einen von ihnen bestimmen. Dazu kann man sich neben den gewöhnlichen 
Methoden auch des Verfahrens bedienen, welches Poisson für die Glei­
chungen der Dynamik entdeckt hat. Denn zufolge der Identität

Vi(V2n) = V2(V1u)

muss die Substitution eines Integrals irgend einer der Gleichungen
\7tu = 0, V2w = 0

in die linke Seite der andern ein Integral der ersten geben. Der Erfolg 
dieser Methode hängt schliesslich von der Bedingung ab, dass diese Sub­
stitution Integrale ergiebt, die von den substituirten verschieden sind.

97. Wir wollen jetzt angeben, wie man aus den drei oben erhaltenen
Integralen

• • (4),% = a, m2 == b, us = c

in denen a, b, c willkürliche Constanten sind, zunächst ein particuläres 
Integral und sodann das allgemeine Integral der Gleichung (1) ableiten kann.

Aus den Gleichungen (4) erhält man für z, z‘, z, Ausdrücke von der
Form:

z = co (x, y, a, b, c), z‘ — (x. y, a, b, e), z, — co2 (x. «/, a, b, c) (5).



Dieser Schluss ist indessen so wichtig, dass wir versuchen wollen, 
einen directen Beweis desselben zu geben. Dazu bemerken wir, dass eine 
vollständig willkürliche Function von uv u2, u3, welche wir mit (p , u2 u3) 
bezeichnen, den Gleichungen (3) genügen muss, wenn man sie für u sub- 
stituirt, da

0qp L 0qp
dz X dz'

K d^ 
X dz,

Vl“'2 + du.A Vl^3

K dtp H dcp
X dz' X dz,

V2% + ** V2m3

Vi (p = + *

+

dcpV2(p = + Tz

V2«i +

ist und die Grössen
V1m2, V1î«3

V2%, X7 2u2, V2m3

gleich Null sind. Nimmt man das Differential von (p und substituirt mau 
in seinen Ausdruck die aus den Gleichungen V-g/9 = 0, V2<p = 0 ab­
geleiteten Werthe von ^ dq>dqp so hat man die Gleichung:und

dy

dcp{ux,u2,u3)=l^{dz-.z'dx-z,dy)+ ^(dz'-G^dx-^dy^^dz,-^dx+^dy) (7),

worin
0 g? du3 
du3 dz

dg> dg> dg>
+ +00 0M, 0M2 ■i

0qp dg) dg> | 0qp du3
+dz' dul 0W2 0M3

0qo dg) dg)cgi
+ 0 M.,00, 0Mj 0«o

ist.
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Schon aus der Methode der Berechnung der Integrale (4) der Gleichungen (3) 
kann man schliessen, dass die Ausdrücke (5) von z, z', z, den Gleichungen (2) 
genügen müssen. Löst man diese auf nach dz, dz', dz, und führt man 
die Bedingung G = 0 ein, so bringt man sie auf die Form:

dz — z‘dx -f- z,dy

dx -f- KLdz‘ == diy
■ • (6).X X

K H— dy.(^r AT dx

F.
“ K

\
l-f

 +

jfl* 
s' 

«f,*-
CO 

CO 
-C

O 
CO 

cS 
CO

ö- 
sT 

+ 
aj S

® 
CO 

Cö IçQ
s|_
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welche weiter zu den folgenden drei Gleichungen führen:

N + L = 0

• • (8).N — K = 0dxcy
VcoN + H = 0
%2

Jetzt ist es leicht zu beweisen, dass das den vorstehenden drei Glei­
chungen genügende Integral z = oj(x, y, a, b, c) nothwendig auch der 
Gleichung (1) genügen muss. Dazu genügt es zu bemerken, dass infolge 
der Bedingung G = K2 — HL -J- MN = 0 die Gleichung (1) folgender- 
massen geschrieben werden kann:

(n ö2£ + L) (NW- + H) = ( 4Vs
N My ~

OX-
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Ersetzt man jetzt z, z\ zt durch ihre Werthe (5), so redueirt sich die 
linke Seite der Gleichung (7) auf Null, da ux, u2 u3, (p (uv u2, u3) sich 
resp. in a, b, c, (p(a, b, c) verwandeln; mithin muss die rechte Seite der 
Gleichung (7) ebenfalls gleich Null sein. Es ist aber leicht zu bemerken,

nicht identisch Null sein können, und

ausführlicher

Sqp 0qp dqp 
lz’ 87’ ds,dass die Ableitungen

dtpdies braucht man nur für eine dieser Ableitungen, z. B. für 
zu zeigen.

dz

ditj (hfg ^nnen sämmt-
ds ' ds

lieh Null sein, da man, wenn sie es wären, aus den Gleichungen (4) nicht
Sq9 Sgp dqp 

0M1’ 0l(2 ’ 0W3
wandeln sich durch die Substitution der Werthe (5) von z, z„ z‘ in will­
kürliche Constanten. Mithin kann sich die rechte Seite der Gleichung (7)

In der That, die drei Ableitungen

die Werthe (5) ableiten könnte. Ihre Multiplicatoren ver-

nur dadurch auf Null reduciren, dass sich die Gleichungen (6) durch die 
Substitution der Werthe von z, 7, z, in Identitäten verwandeln.

98. Hiernach hat man die Gleichung:

doj — ojtdx -j- 0J2dy,

infolge deren die Gleichungen (5) ersetzt werden können durch die folgenden: 

z = co(x, y, a, b, c), 0 a»OCO
— w Zf — w

Substituirt man diese Werthe von z, z\ z, in die beiden letzten Glei­
chungen (6), so hat man die Gleichheiten:

2

» 2

£3 
I ^

C
O 

|C
O

+

05
 I 05

H
 I S
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99. Somit haben wir bereits ein particuläres Integral der Gleichung (1) 
mit drei willkürlichen Constanten a, b. c; wir suchen daraus das allgemeine 
Integral derselben Gleichung mit zwei willkürlichen Functionen abzuleiten.

Dazu bemerken wir zunächst, dass die Argumente a und ß der beiden 
willkürlichen Functionen des gesuchten allgemeinen Integrals gleich sein 
müssen; denn man hat allgemein für die Gleichung (1):

8a bß
8 y K — Ns( — ]G 

H+NZ" •
K — Nz'r -j-\gbx 0.!/ 8a;

H+ Nz„8a dß bx(ß8 x(a
%

Nun ist im gegenwärtigen Falle G = 0, mithin hat man:

8a 8/3 8a 8/3 A -, p9Ï W - JÏ -& = 0 Und ° = &

100. Wir beweisen nunmehr den folgenden Satz. Es seien (p und xp 
willkürliche Functionen: substituiren wir a, cp («), xp («) an Stelle von 
a, b, c in dem Integrale z — co (x, y, a, b, c) und bestimmen wir die 
Function a durch die Bedingung, dass die Ableitung der Function co in 
Bezug auf a gleich Null sein soll, so stellen die beiden so erhaltenen 
Gleichungen

8 coe = ü)[x, y, a, <p(a), xp(a)l = 0

das allgemeine Integral der Gleichung (1) dar.
Differentiirt man nämlich die Gleichungen (9) nach x und y, so folgt:

82co 8a8co 82co ___
bx ’ 8a8a: 8a2 8a:

^ ==

8co 82co 

by ’ baby
82co 8a 

8a2 byZ, =

Differentiirt man die Werthe von z‘ und z, nochmals nach x und y, 
so erhält man:

b2a 
bx-
82to 
bxby

b-co

. 82co 8a ___ 82co 82co /8a\2

‘ 8æ8a 8a: 8a:2 8a2 \ 8a: J ’Z“ =

82co 8a _

8a:8a by bybx
o Joj 8a ___
byba by by2

82co 82eo 8a oa 

byba bx bxby 8a2 ca; by ’

82co 
8a2

82co 8a 82a>0' = + +

/ 8a \2
U/J •

82co
*" = w +

Um sich von der Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes zu überzeugen, 
braucht man nur zu beweisen, dass durch die Substitution der vorstehenden



welche gleiche Glieder mit entgegengesetzten Vorzeichen ergeben.
Nachdem somit der Satz bewiesen ist, haben wir nunmehr eine voll­

ständig reguläre Methode für die Integration der Gleichung (1) unter den 
Bedingungen:

+ V2)ff --- 0G = 0, V-l + V2 — 0, • • (10).

101. Es bleibt nur noch übrig, diese theoretische Auseinandersetzung 
durch ein besonderes Beispiel zu erläutern. Wir nehmen dazu die Gleichung:

(*JL . + (i + Üü) _
\b* ^ 8y ^ dx2) V ^ 8if) \

8ag y
8æ8y J '

oder mit anderer Bezeichnung:

(*' + *, + o (i + *„) = o -
26Mansion, Part. Differentialgleichungen.
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Werthe von z, z\ zn z‘\ zz„ der Gleichung, (1) genügt wird. Setzen 
wir zur Abkürzung

b2eo n
8#2 ~ M ’
82(»
8«2

und bezeichnen wir die linke Seite der Gleichung (1) mit F(z", zfn z„), 
so nimmt das Resultat dieser Substitution nach dem Taylor’schen Satze 
die folgende Form an:

8-03 82co
= 0Jn(ixtiy

8 a8a
by

P(<a"+g»«,<u;+2W, co„+qP) =F(io“,co'„ *2+ ^ *2) Î

n /(1/ VF 8 2F 8 2F VF VF/i4+ 2 łiHĄ+ IF-l 2+2 2
2 S«"2 8öj"8cöJ e«;2 8a>"8a>„ 8a)„8o,' 8ro

Nun hat man aber:

F (co", < cü„) = (Nco" + L) (Wco„ -Ą-H) — (WcoJ — Z)*,

8F -\rr-\T i tt\ 0 -XJ/-P- 7.J /\ 8F
_ A (A oj,, + H), -A^(A — A co,), = W(A + Wco")

mithin reducirt sich das erste und zweite Glied der vorstehenden Ent­
wickelung auf Null zufolge der Gleichungen (8), welche stattfinden müssen 
unabhängig von den Werthen von a, b, c.

Der Factor von q2 verschwindet ebenfalls, denn alle Ableitungen zweiter 
Ordnung von F sind gleich Null mit Ausnahme von

VF
8<

VF= — 2 N2 und = mSa^Sta,,

fe
il w!>
[H
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Hier sind die Bedingungen (10) offenbar erfüllt. Wir bilden die beiden 
simultanen Gleichungen

V.—£ +- C +'.) ®

V2m =

8m du
~ de, = 0

VII du 8«du
*’ dz + dz'

und suchen alle drei verschiedenen Integrale der zweiten von diesen Glei­
chungen. Nimmt man dazu das Gleichungssystem

— dz' — — dz,,

~ = 0dy dz,

dy =
*,

so findet man die drei verschiedenen Integrale:

V = z* -f z„ vx = y — z‘, v2 = Z -f 2-

Wir suchen jetzt eine Function F(x, v, vx, v2), welche der Gleichung 
VXF = 0 genügt. Entwickelt man diese, so findet man:

V7 i A . 8F r-,
+ dvt H V^2 = °-

8 F8 F
Vi* +8æ 8r

Nun ist aber:
S7xx = 1, VLt> = 1 — v, Vxvx = v, Vxv2 == v; 

mithin nimmt die vorige Gleichung die Form an:

8F 8F
dx dv

Ihre drei verschiedenen Integrale erhält man durch Integration der Glei­
chungen :

dv __ di\ __ dv2dx = 1 — v v V

sie sind demnach von der Form

(1 — v) ex = a, vx — v2 = b, vx -f v — x = c,

wo a, b, c willkürliche Constanten bezeichnen. Substituirt man die Werthe 
von v, vx, v2, so folgt:

(1 — z* — zf) e* = a, y — z — z* — 

und hieraus erhält man:

*t *= e -h x — y 
z1 — 1 — ae~x — x -f- y — c

= ö, y — x + z, = c,

— b -f- x + c — ^ (c x — ÿ)2,z

wo für — b — 1 wiederum einfach b gesetzt ist.

-'•
'k



l+^(«)eSk Sk — 1
Sæ — 1 ’ % q>“(u) + ip"(cc)e-;v — 1,—x

daher:

= — [1 + yj'(a)e~x].

Differentiirt man die erste Gleichung des Integrals, so kommt:

x — y -J- a

1 1 ^ ^ = _1_L^
^8af Sf-

80 80
Sa; = 1 — V(à)e—r — x + y — a, 

= yj(a)e~x —1 — [l+V;<(a)e_,Ł] 8a
8 y

8 20 820
8æ’ 8æ8y8æ2

26*

Diese letztere Gleichung stellt ein particuläres Integral der gegebenen 
Gleichung dar. Sie giebt nämlich durch Differentiation:

= c + x — y— 1 — ae~x — x -f- y — c,

820= ae~’ -1’ = 1

80Man sieht hieraus zunächst, dass die für z‘ und ebenso die für z, und 
80 gefundenen Werthe identisch sind; ferner reduciren sich durch Sub­

= — 1.

stitution der Werthe der Ableitungen erster und zweiter Ordnung von z 
die Ausdrücke

z> ~ł~ zt "f" z>>i 1 “I“ zm 1 — z>t

auf Null, und somit wird die gegebene Gleichung befriedigt. Hieraus er- 
giebt sich dem oben Bewiesenen zufolge, dass, wenn man in dem vorigen 
particulären Integrale zwei der Constanten a, b, c als willkürliche Functionen 
der dritten betrachtet und die partielle Ableitung von z nach dieser dritten 
Constanten gleich Null setzt, die beiden so erhaltenen Gleichungen das all­
gemeine Integral der gegebenen Gleichung bilden werden. Macht man z. B. :

b — cp {ci), a — ip(a),c — a,

so wird das allgemeine Integral dargestellt unter der Form der beiden 
Gleichungen :

z — cp (à) -f- ip (a) e~x + x -f- a — ~ (a + x — y)2 
0 = cp\a) -j- ip\a) e~x — a — x - y

Es ist übrigens leicht, das vorstehende Resultat zu verificiren, indem 
man zeigt, dass man durch Elimination der Grössen a, cp (a), tp(a) aus den 
vorstehenden beiden Gleichungen die gegebene Gleichung erhält. Aus der 
zweiten von diesen Gleichungen folgt:
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'i' 
ö 

I 8 
ö 

I s* 
^ 

co Ico |co ICO

TO J



K K0 — 0 —
L N K N _
N 94 ' N 9e,

ein einziges gemeinsełiaftlicłies particuläres Integral möglich ist, was be­
züglich der Coefficienten H, K: L, N zwei Bedingungen erfordert, die noth- 
wendig den vorigen äquivalent sein müssen. In der That geben diese 
Gleichungen : ä

»■(-11 M-80.
ä" = / 9 Vdx9m

0,

Wir deuten hier durch einen hinter das Zeichen 0 gesetzten Punkt 
an, dass man nach x und y differentiiren muss nicht allein, insofern diese 
Veränderlichen explicit Vorkommen, sondern auch insofern sie durch Ver­
mittlung von z, z\ z, auftreten. Führt man diese Operationen aus und 
ersetzt man z", z‘ z„ durch ihre Werthe, so folgt:

welche im Verein mit der Bedingung Gr = 0 den Erfolg der Integration 
der Gleichung (1) nach der vorstehenden Methode sichern, können sehr 
einfach ausgedrückt werden. Dazu bemerken wir, dass wegen Gr = 0 die 
Anwendung der vorigen Methode noch der Bedingung unterliegt, dass für 
die drei Gleichungen

H*" + § = 0, K — K N — 0— 0, z„ -j-N
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und hieraus:
9*sr 
8a;2

9z , ,
9a; ' dy ■”9% d2z9a 9a + 1, — [1+ ¥>'(a)e“®]— 1,8a; cxdy 8 y 8 y2 (i-z

9a?8 y

Hiernach nimmt die dritte der vorstehenden Gleichungen die Form an:

d-z9 *z dz . 9 z 
9a: 9y

— 1 + 9a:2dxdy
d2zd2Z

+1 — 1
9?/2 9a:8y

oder:
i’-£+£ + 1 + i)

8a?2/ l8y2 ^ )
d2z9 2z

dxdy 9 y

und diese letztere Gleichung ist identisch mit der gegebenen. 
102. Bemerkung I. Die Bedingungen

ta
l ta<1

+

ta
i ta©<1

+

ta
ita<1

ta
ita<i“It
al

ta

+

co 
;C
O

ta !ta
co

^ t
al

ta



O,

ViL= V2 N’
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ebenso

10B. Bemerkung II. Es ist oben bewiesen worden, dass die Glei­
chung (1) unter den Bedingungen (10) ein allgemeines Integral von der 
Form besitzt:

8. coe = <o\x, y, a, cp(a), ip{a)\ ^ = 0.

Der umgekehrte Satz ist gleichfalls richtig, nämlich, dass 
jedem Integrale von der vorstehenden Form eine Differential­
gleichung von der Form (1) entspricht, welche den Bedingungen
(10) genügt. In der That, differentiirt man die erste der vorstehenden 
Gleichungen und berücksichtigt man die zweite, so folgt:

0co __ 8co , S. co 8a __  öco
0æ’ 0c/ ' 0a 0?/ 0?/’

r) —
’ 0t/ 0a
0a 0y

8 co■ 8 . co 8a
8æ 8a 0a?

=

0CO
^ 0a 

^ 8a 0ce’
02co 02co

+zn<te2 0?y2
0CO ÖCOb.

0a
8a 003*

02co 0æ 0a 82co ,
8a 0y 8a%+0?/8a?

Hier ist es zweckmässig, die Transformation der vorstehenden Aus­
drücke von z“, z\, z„ einzuführen, die wir schon oben, aber ohne nähere 
Entwickelung angewandt haben. Mit Rücksicht auf die Bedeutung des hinter 
dem Zeichen b stehenden Punktes hat man:

8. CO 0CO
■6 +0a

ÖCOe.
02co I0a0a? ^ 8a?0qp

0a 02CO
(P‘ (a) + (a)8a: dxdif>

0CO
d.

02co0æ - W . 02CO t, V . 82co
dipdx

V(a),

0a

Mithin kann man die Bedingungen (10) einfacher folgendermassen darstellen:

o

co+
co

cd
05

.

* la
ilK

cd+

05
 |

cd

_©

1̂ t
el

03 H

cd

^1
*

C
M

t>

cd

ICO
cd
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und indem man die zweite der Gleichungen des Integrals nach x differentiirt, 
hat man:

8 82.eo 8a 
8^ 8®’.

mithin :
st?8co8. __  82.co 8a

8x 8a2 8#'
8a8x

8a
Ebenso findet man:

8 V
da

8y 8a2 8y

So
®'¥ _ 82.ta 8a

8a
Hiernach hat man:

/8a\2
W ’

82<a82co 82. co 82o) 82. co 82. co 8a 8a2
) Sa2 8æ 8y’8æ2 8a2 ty2 8a2 8#8 y

8a 8aEliminirt man zwischen diesen Gleichungen 
Gleichung:

-x—, so findet man diedx ’ 8y

82g> \2
8æ8 y)

Schliesslich können wir a, <p (a), y) (a) mit Hülfe der Gleichungen

e^co
8æ2

82co
8 y2

-(<)k

8<o 8coz' - *, =z — co, 8æ 8.V

durch #, «/, #, 0', z, ausdrücken und diese Werthe in die Functionen

82ea 82o 82co 
8æ2 ’ 8y'2 ’ 8æ8y

substituiren, wonach diese letzteren eine Form annehmen, die wir darstellen 
können durch

L H K
Ist 1P— N'

und die vorige Gleichung geht über in:

d» h. wir erhalten eine Gleichung von der Form (1). Man sieht, dass sie 
der Bedingung (10) genügt, weil die Coefficienten — ~^

folge ihrer Entstehung die Gleichungen befriedigen müssen:
in-

M~l) _*•(#) 8-(-l)
? dy ’8.r fix

VÖ 
!

co 
co

* ri
r
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die sich, wie oben bewiesen wurde, auf die folgenden reduciren:

+ v„ | = 0, v21 + V, § = o.v,

Die Gleichung G = 0 ergiebt sich schon aus der Form der Gleichung selbst.
Unter geometrischem Gesichtspunkte betrachtet, stellen, wenn x, y) z 

die Coordinaten der Punkte einer Fläche sind, die beiden Gleichungen des 
allgemeinen Integrals

0
z = (o[x, y, a, (p (a), y>(a)], = 0

eine Fläche dar, welche eine Schaar von Flächen einhüllt, die durch die 
particuläre Integralgleichung

z = m(x, y, a, b, c)

gegeben sind, wenn man darin die durch die beiden willkürlichen Eelationen

b — cp(a), c — ip(a)

verbundenen drei Parameter a, b. c in stetiger Weise variiren lässt. Somit 
stellt die Gleichung (1) unter den Bedingungen (10) die gemeinschaftliche 
Differentialgleichung dieser einhüllenden Flächen dar.

§ U-

104. Nachdem wir gezeigt haben, wie man die Gleichung (1) des 
vorigen Paragraphen integrirt, wenn die drei Grössen

xjVe _
+ V, N — V, ±+ ^~ir^ = p, v2 2 ]/GrHV = R1 N

sich auf Null reduciren, gehen wir jetzt zur Betrachtung der andern Fälle, 
welche eintreten können, über.

Wenn P, Q, R von Null verschieden sind, so können die beiden Glei­
chungen:

K±^G 8uv-, 8m . , 8m L Sw .
Vi“ = te + " 8Ï - 2? 8? +

K + \G 8m

= o,N 8#,
8m QU II CU __ -

8P — N W, ~ °~ 8ÿ + + N

nur in dem Falle ein gemeinschaftliches Integral besitzen, wo gleichzeitig 
die dritte Gleichung stattfindet:

8m 8m 8m\71V2u — V3m — R 8^ -f- Q 8^/ R — 0.

fe
il*

fe
i *
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Nimmt man die Existenz dieser Gleichung an, so untersuchen wir, 
unter welchen Bedingungen und in welcher Anzahl es Integrale geben kann, 
die gleichzeitig den drei vorstehenden Gleichungen genügen. Um diese 
Fragen möglichst einfach zu lösen, bringen wir die partiellen Ableitungen 
in jeder Gleichung auf die kleinstmögliche Anzahl. Dazu eliminiren wir 
aus den beiden ersten Gleichungen mit Hülfe der dritten eine der Ab- 

8 u 8 u du
W* 8?» eJ;

minirt man daher 

die Form:

Nimmt man R verschieden von Null an und eli-leitungen
8m so bringt man die betrachteten drei Gleichungen auf
dz’

du8m 8m
v'“ = w + A -f- B = 0

"dz4 dz,
dudu 8m+ cV“u = 4- D-p = 0

dij dz,dz4
dudu du 4" F = 0,V“'u = dT + E dz,dz4

wo die neu eingeführten Symbole V', V“, V'" bestimmt werden durch die 
Formeln :

1s'__ sj— Jg V3, ^31v \7‘“ --- --V3> V Bv" = v2V' = V, ” R

und die Ausdrücke der Coeffieienten A, B. . . F mittels der Coefficienten 
der vorhergehenden Gleichungen leicht zu erhalten sind. Die nothwendigen 
Bedingungen dafür, dass den drei Gleichungen V'm — 0, V"w = 0, X/“4u = 0 
ein gemeinschaftliches Integral zugehört, bestehen darin, dass die Resultate 
der Operationen

V'V'X V'V"'m, V"V"'m 

resp. gleich sein müssen den folgenden:

V"V'm, V"'V'm, V"'V"m.

Nun ist jeder der Ausdrücke

V'V"m — V"V'm, V'V'"m — V'"V'w, V"V'"« — V"'V"w 
von der Form:

8m
S0 + T

d. h. er ist linear und homogen in Bezug auf die beiden Ableitungen
8m ,-— unddz4
gleich Null sein:

()U dit1) Erstens weil die Coefficienten von -7^7 und -g— in den drei Aus­
drücken für sich verschwinden;

allein. Demnach können diese Ausdrücke auf folgende Weise dz,

**
 I S
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8 u8m2) Zweitens dadurch, dass man, wenn die Coefficienten von — und

in den drei Ausdrücken nicht Null sind, Ausdrücke der Null gleichsetzt, 
welche nicht an und für sich verschwinden, und dass man somit zu den 
drei gegebenen Gleichungen neue hinzufügt, welche von den gegebenen

8m 8m 8m 
8x’ 8 rf 82

8#,

Gleichungen algebraisch verschieden sind, da sie die Ableitungen 

nicht enthalten.
105. Betrachten wir jeden dieser beiden Fälle für sich und beschäftigen 

wir uns zunächst mit dem ersten, in welchem man nach Voraussetzung die 
drei Gleichungen hat:

V'V"m = V"VX V'V"'w = V'"V'm, V"V"'w = V'"V"w,

so sieht man leicht, dass in diesem Falle die drei simultanen Gleichungen

V'm = 0, V"m = 0, V"'w — 0

zwei gemeinschaftliche Integrale haben müssen.
Hiernach findet man, indem man eine von ihnen, z. B. die erste

8 m 8m 8m
V% = 8æ + B82' 8 z,

vollständig integrirt, nur zwei verschiedene Integrale dieser Gleichung 

v = const, v1 — const.

Sodann führt die Aufsuchung des Integrals 

F(y: v, vx) — const,

welches den beiden ersten Gleichungen genügt, zu der Gleichung

8 F 8 F V"vŁ = 0,8rx

in der X7“y = 1 ist und die Grössen Y'V und V"-^ sich mittels der 
Veränderlichen v, vx allein ausdrücken, da den Identitäten

V'V"v = V"V'v = V"0 == 0, V'V"*! = = V"0 = 0

zufolge und V;/% Integrale sind der Gleichungen V'm = 0. Setzt 
man also

V"v = f(v, vx), V% = /j (v, vx), 

so hat man zur Bestimmung von F die Gleichung:

8 F8F . 8F -, s . /Uv v) =8^
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deren vollständige Integration die beiden verschiedenen Integrale liefert: 

w = F(y, v, v1) = const, wx — Fx{y, v, — const.

Endlich führt die Aufsuchung des Integrals 

cp(z, w, wA) = const,

welches gleichzeitig den drei gegebenen Gleichungen genügt, zu der Gleichung

v> = IV“, + £ V“» + Ä V'"», _ 0,
m welcher VJ,z = 1 ist und die Grössen V"'w und X7“‘wx sich mittels 
w und wx ausdrücken, da den Identitäten

V"V'"«0 = V"'V"w = V'" 0 = 0, V"V"'wx = = V'"0 = 0

zufolge XJ‘“w und V///w1 Integrale der Gleichung X7“u = 0 sind. Setzt 
man also

V"'w = cp (w, wx), Vuwx — cpx (w, %), 

so hat man . zur Bestimmung der Function cp die Gleichung:

17 +TST %(«.»,) +
deren vollständige Integration die beiden verschiedenen Integrale 

ux = <PX (#, w, = const, u2 = @2 (z, w, wx) = const 

liefert, welche den drei simultanen Gleichungen

V'm = 0, Vu = 0, V"'w — 0

(w, wt) = 0,

Genüge leisten.
Es ist leicht zu sehen, dass diese beiden Integrale auch den drei 

Gleichungen
Vxu = 0, V2m = 0, V3w = 0

genügen, da man

V3w = RV'u, X72u — Vu + #,V"'w, = Vu + z'V^u

bat und die rechten Seiten dieser letzteren Gleichungen verschwinden, wenn 
man darin u durch ux oder u2 ersetzt.

106. Somit muss man, wenn man die beiden Integrale bestimmen will, 
welche den drei simultanen Gleichungen V'w = 0, Vu — 0, V'u = 0 
genügen, zunächst eine der drei Gleichungen vollständig integriren, d. h.



Um ihn zu beweisen, erinnern wir uns, dass sich V', V", V'" mittels 
V1; V2, V3 folgendermassen ausdrücken:

Vs, V"' = iv„V‘ = Vi~%Vs, V" = v3-
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zwei verschiedene Integrale dieser Gleichung bestimmen. Indessen kann 
man sich bisweilen auf die Bestimmung eines einzigen von diesen beiden 
Integralen beschränken, denn die Substitution eines Integrals der einen von 
diesen drei Gleichungen V'u = 0, V"w — 0, '\7‘“u = 0 in die linken 
Seiten der beiden andern muss Integrale der ersten geben. In der That, ist 
v = const ein Integral der Gleichung V'w = 0, so zeigen die Identitäten

= V“V'v = 0, V'V'"« = V'"V'v = 0,

dass V"# = const und V'"v = const ebenfalls Integrale der Gleichung 
V‘u = 0 sind, und es braucht nur eins von ihnen von dem Integrale 
v = const verschieden zu sein, damit diese Methode die Lösung des 
Problems der simultanen Integration der Gleichungen

V'« = 0, V"w = 0, V'"w = 0
vereinfachen könne.

107. Nach dem, was wir gesehen haben, sind dafür, dass man nach der 
vorstehenden Methode zwei den drei simultanen Gleichungen

V'M = 0, V"« = 0, V/y/M = 0

genügende Integrale finden könne, drei Bedingungen nothwendig, welche 
ausgedrückt werden durch die Gleichungen:

V'V"w — V"V'w = 0, W/y/M — V/y/V% = 0, V"V"'« — V'"V"w = 0,

die für jede Function u stattfinden müssen. Es ist aber leicht zu sehen, 
dass zwei von diesen Bedingungen hinreichend sind, da die dritte infolge 
einer sehr einfachen zwischen den linken Seiten dieser Bedingungsgleichungen 
bestehenden Relation eine Folge der beiden andern ist. Diese Beziehung 
wird ausgedrückt durch die Gleichung:

(V'V'% — V"V'm) __V"'VV) — s'(V"V"^ —'= 0,

welche stattfindet für jede Function u.
Da diese Gleichung nur von den Eigenschaften der Symbole V', V", V'" 

abhängt und vollständig unabhängig von dem Werthe der durch den Buch­
staben u dargestellten Function u ist, so kann man von diesem abstrahiren, 
und es stellt sich alsdann der zu beweisende Satz symbolisch in folgender 
Weise dar:

(V'V" — V"V') + ^(W/y/ — V"'V0 — - V^V") = 0.
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und dass überdies
v3 == V1V2 — V2VL

ist. Zufolge dieser Definitionen erhält man leicht folgende symbolische 
Gleichungen (die man übrigens leicht in gewöhnliche Gleichungen verwandeln 
kann, wenn man unter den Operationszeichen die Function u, die man weg­
gelassen, wiederh erstellt) :

M+(v4)+IK£)-3(v4)]v3V'V" —V"V' = 1 —

- I (VÄ - V8V,) + | (V2V8 - V8V2).

V'V‘"-V'"V'=[(V1 L) - (v. L) + j (v. ')] v8
1 (VlV3 VgVi)

V"V“-V'"V' = [( v2 ‘ )-§(v81) + i (v, I)] V8+^(V2 v3
+ B

V3v2).

Addirt man diese drei Gleichungen, nachdem man die zweite mit zn die 
dritte mit — z‘ multiplicirt hat, und führt man die leicht ersichtlichen 
Vereinfachungen aus, so folgt:

B-\Jtzr+ Vs*'(V'V"-'V"V')+<V'V'"—V"'V')—s'(V"V'"—V"'V")= B
Nun ist:

K + Vfr--- -==----5g±yg v j _
» v 2*   2V

±2 yjG
X7xz, =R = N

mithin:
R — + V2£' = 0

und somit:
(V'V" — V"V') + g,(V'V'" — V"'V') - z'(V"V"' — V"'V") = 0,

was zu beweisen war.
108. Wir gehen nunmehr zu den andern Fällen über, welche sich bei 

der Integration der Gleichungen

V'w = 0, V"m = 0, V'"w == 0
darbieten können.

Dieser Fälle giebt es zwei: 
a) Wenn keiner der Ausdrücke

V'’\7“u — V" VX V''V'"« — V'"'V'w, V" V'"w — V'" V"m

sich identisch auf Null reducirt.
b) Wenn einer von diesen Ausdrücken sich identisch auf Null reducirt.
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Da in jedem dieser Fälle diese drei Ausdrücke gleich Null sein müssen, 
wenn die drei Gleichungen V'w = 0, V"w = 0, V"% = 0 ein gemein­
schaftliches Integral besitzen sollen, so braucht man im Falle (a) dem eben 
bewiesenen Satze zufolge nur zwei von ihnen gleich Null zu setzen. Auf 
diese Weise fügt man zu den drei gegebenen Gleichungen noch die folgenden 
beiden hinzu:

V'l dudu du8 + T^7 — °’ ^ w = 0.Sä'

Wenn diese letzteren algebraisch verschieden sind, so hat man zu 
gleicher Zeit mit den gegebenen Gleichungen fünf in Bezug auf die fünf 

S u du du du du 
dx ’ dy ’ dz ’ Sz‘ ’ dz,

diesen Gleichungen kann man nur den einzigen Schluss ziehen, dass
lineare und homogene Gleichungen. AusAbleitungen

0« du du dudu
0# °’ dy °’ dz °’ dz1 °’ = 0

00,

ist, was beweist, dass man den gegebenen drei Gleichungen und somit auch 
den Gleichungen

== 0, V2m = 0, V3w — 0

nur genügen kann durch Substitution einer constanten Grösse für u. 
Sind die Gleichungen

dudu du du

nicht algebraisch verschieden, so braucht man nur eine von ihnen mit den 
gegebenen Gleichungen zu verbinden. Die dann anzustellende Untersuchung 
ist identisch mit dem, was wir jetzt für den Fall (b) entwickeln werden.

109. In diesem letzten Falle reducirt sich nach Voraussetzung einer 
der drei Ausdrücke

V'V"« — V"V'w, V'V'"w — V"'V'w, V"V'"w — V"'V"w

identisch auf Null. Nach dem bewiesenen Satze (Nr. 107) hat man also 
nur einen der beiden Ausdrücke, welche nicht verschwinden, der Null gleich 
zu setzen. Man erhält so ein System von Gleichungen von der Form:

du du du
V<u = + AW + B di, = 0

du du0ltV"u = dy + Cd? + Bdź = 0

0»du duV"% = 9F + + FW, = 0

du duV““u — M,
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9m 9 u 
9?’ 97,

drei ersten Gleichungen mit Hülfe der letzten wegschafft, in die folgenden:

und diese verwandeln sich, wenn man eine der Ableitungen aus den

t'H 9 u
9^ + a- = ° 

A 2m = ^
8*,
9m

= 0
% 9^
9m 9mA3m = -j- C = o92 92,
9m 9m

A4« = »? + ä 87 =
wobei

, a3=v"-|vA,=V'— JE a4=|vA _---- Y7'"_____» ■*—x3 V «
//// V//// ///i nu

gesetzt ist und a, &, c, d sich in bekannter Weise mittels der Coefficienten 
der vorigen Gleichungen ausdrücken lassen.

Das letzte System von Gleichungen besitzt nur in dem Falle ein ge­
meinschaftliches Integral, wenn man identisch hat die Gleichungen

AiAku — AkA{U

für jede Function u und für alle verschiedenen Werthe von i und 7c aus 
der Reihe der Zahlen 1, 2, 3, 4.

Im andern Falle ist es offenbar unmöglich, den vier betrachteten 
Gleichungen oder den Gleichungen, aus denen sie abgeleitet sind, simultan 
zu genügen. Nun haben alle diese Gleichungen die beiden ursprünglichen 
Gleichungen \7xu = 0, V2m = 0 als gemeinschaftlichen Ursprung; mithin 
lassen diese in diesem Falle kein gemeinschaftliches Integral zu.

Ist die Bedingung A*A= A*A*u erfüllt, wie oben verlangt, so 
ist die Methode für die Bestimmung eines einzigen den vier Gleichungen

Axu — 0, A2u = 0, A3u — 0, A4m = 0

gemeinschaftlichen Integrals vollständig dieselbe wie die, welche wir bei 
Gelegenheit der Integration der vorhergehenden Systeme ausführlich aus­
einandergesetzt haben. Es genügt uns daher, kurz die Anwendung zu 
zeigen.

110. Wir bestimmen zunächst das Integral der einen von den vor­
stehenden Gleichungen, z. B. der ersten. Mit Hülfe der Gleichung

adx — dz, — 0
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zwischen den beiden Veränderlichen x und z, erhält man dasselbe; es sei 
v = const dieses Integral. Sucht man das Integral

w = F(y, v) — const,

welches der ersten und zweiten Gleichung genügt, so gelangt man zu einer 
Gleichung von der Form:

Sw ■

= % + wf(-v> ” °-

wo f(v) eine bekannte Function ist. Mithin erhält man das gesuchte Integral 
durch eine Quadratur:

[dv
J' -

—- = const.V = y — m
Um das Integral

t = <P (z, w) = const

zu finden, welches den drei ersten Gleichungen genügt, wird man zu einer 
Gleichung geführt von der Form:

= w + Ł pW = °’

wo fp{w) eine bekannte Function ist, und das gesuchte Integral drückt sich 
aus durch eine Quadratur:

dwJt = z = const.cp(w)

Schliesslich führt die Bestimmung des Integrals

ux = l¥(z\ t) = const,

welches den vier Gleichungen zu gleicher Zeit genügt, zu der Gleichung:

a4% = "5 + £v(0-o.

yj (t) eine bekannte Function ist, und das gesuchte Integral drückt sich 
ebenfalls mit Hülfe einer Quadratur aus:
wo

r dt 

J w)ux — z‘ — = const.

Dieses letztere Integral genügt gleichfalls den beiden simultanen 
Gleichungen:

\/xu = 0, V2u — 0,
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da man hat:
\y xu = V'm + z'V‘“u, V2w = X7“u +

und
V'w = A±u + AA±u, V“u — A2u -j- CALu, Vwu — A3u EA±u,

und sich die Werthe von A±u, A2w, Asuf A±u auf Null reduciren müssen, 
wenn man ux an die Stelle von u setzt.

§ H-

111. In den beiden vorhergehenden Paragraphen haben wir eine 
Methode auseinandergesetzt zur Bestimmung aller möglichen Integrale der 
beiden unvollständigen Gleichungssysteme:

Hdy + Ndz, — (K ± iC)dx = 0 

Hdz‘ 4- (K + ]rG) dz, 4- Mdx = 0 

dz — g‘äx — z,dy = 0,

deren eines den oberen, .deren anderes den unteren Zeichen der Wurzel­
grösse i Gr entspricht.

Bei der Auseinandersetzung dieser Methode haben wir weniger die 
allgemeinen Formeln als vielmehr den allgemeinen Gang für eine solche 
Untersuchung im Auge gehabt. Infolge dessen haben wir auch nicht die 
Fälle erwähnt, in denen z. B. die Coefficienten N, R, . . ., welche in den 
Nennern in unseren Gleichungen Vorkommen, sich auf Null reduciren; in der 
That spielen die Veränderlichen x, y, z, z‘, z, in diesen Gleichungen identische 
Rollen, und man kann immer eine von ihnen an Stelle der andern nehmen, 
um diese in Rede stehenden Schwierigkeiten zu vermeiden.

112. Nachdem wir uns auf diese Weise überzeugt haben, dass die
Anzahl der Integrale eines jeden der beiden obigen Systeme von Gleichungen 
von drei bis Null einschliesslich variiren kann, werden wir jetzt annehmen, 
dass verschiedene Combinationen dieser Anzahlen von Integralen zugleich 
für das eine und das andere Gleichungssystem möglich sind, und wollen 
untersuchen, wie man in jedem Falle das endliche allgemeine Integral der 
Gleichung

Hz“ 4- 2 Kz\ 4- Lz„ 4- M 4- N{zuz„ — z'/) = 0 . . (1)
erhalten kann.

Der einfachste dieser Fälle, nämlich der, wo die beiden Gleichungs- 
systeme drei gemeinschaftliche Integrale haben und in dem V Gr = 0 ist, ist 
bereits vollständig im vorigen Paragraphen untersucht worden; wir gehen 
daher sogleich zur Untersuchung der übrigen Fälle über. Jedoch ist es 
jetzt am Platze, die obige Bemerkung zu vervollständigen, dass in den



Differentiirt man w der Eeihe nach nach den unabhängigen Veränder­
lichen z‘, z„ so folgt:

» + )S + ( J W'
8w

*, —80'

6 + (y + ( \ si
) Äer/

8 w z‘ — *, —80,

l) Histoire de l’Académie des Sciences 1787. Mémoire sur l’intégration de
quelques équations aux différences partielles, par Le Gendre, p. 314.
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8/8 fInfolge der Gleichungen ^ = <p, — — ip verschwinden die Coeffi-
8æ 8y 8æ 8 y 
8?’ 8?’ 80? 80, auf den rechten Seiten dieser Gleichungen undcienten von 

man hat einfach:
8 wvir

80' *’ = y.8 0,

Mit Hülfe der Gleichungen z‘ = (jp, z, = \p kann man z‘ und z, an 
Stelle von x und y als neue unabhängige Veränderliche einführen. Ferner 
führen wir an Stelle der abhängigen Veränderlichen z die Veränderliche tv 
ein, welche bestimmt wird durch die Gleichung:

w = xz‘ -f- yz — z.
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betrachteten zwei Gleichungssystemen die Veränderlichen x, y, Z, zt. z‘ 
identische Rollen spielen. Dazu werden wir beweisen, dass man in die 
Gleichung (1) selbst 
Reihe nach z‘ und zn x und zn y und z‘ einführen und jedesmal die 
abhängige Veränderliche derart wählen kann, dass der allgemeine Typus 
der transformirten Gleichung nicht geändert wird.

118. Die erste dieser Transformationen, welche von Legendre1) an­
gegeben ist, lässt sich folgendermassen darstellen: Wir nehmen an, dass die 
Ausdrücke von 0, z1 *, z, als Functionen von x und y seien:

Stelle der unabhängigen Veränderlichen x, y deran

* = /■(*, y), = ?>(*> y\ y\
wo die rechten Seiten dieser Gleichungen den Bedingungen genügen müssen:
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82m; + + * + M\8 2w Ww 
02'2 8zf

I 8 2W \ 21
(tetej J

82m?
L — —2K = 0.02'2 02'02,

Hat man durch Integration dieser Gleichung den Werth von w als Function 
von z* und z, gefunden, so kann man aus den Gleichungen

cw
&,■ “ W, = *' * = ** + **,-»

die Ausdrücke von z\ zf, z mittels der Veränderlichen x und y ausdrücken.

114. Ampère1) hat die Möglichkeit zweier andern der Legendre’schen 
analogen Transformationen bewiesen. Für die erste Transformation kann 
man annehmen, dass man mittels der drei Gleichungen

« = fix, y), s* = (p (x, y), z, = \p{x, y)

’) Journal de l’Ecole Polyt., 18. cahier, p. 90.
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Mit Rücksicht aber auf die Relationen

Sm> 8 w 8<p ..
X ~ W’ V ~ 8V Ite ~ 5 ’

8<p 8t/> dy
8 y 8a: ’ 8y *"

kann man die vorstehenden Gleichungen unter der Form schreiben:

82m; 82w 82w; 82m>1 = z“ + *> Mi,’ 0

5T- 1 = <

+ *n8^'2 dz12 02'02,
8 2w02«J 82m; dhv+ ff,0 = e? 

und hieraus folgt:
+02'02, 02'02, 02,2 »

02M> 82w d2w _
z‘‘z„ — zf 02,2 2"2„—2^*

-2} Z“
dz'2 Z“2tt — Zf 02'02,

d2w 8 2w 
Sz^’dzf ~

/ 02W \2
\02'02, J

1
z"z„ — zf

Ersetzt man daher in den Coefficienten der Gleichung (1)

z
respective durch

8m: dw 8 m; 8m;
w +*' — W,82,02'’ 02,

und dividirt man dieselbe durch zuz„ — z1?, so nimmt sie infolge der vor­
stehenden Gleichungen die Form an:

- =.
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Ferner führen wir any als Function von x und von z, dargestellt habe.
Stelle von z die abhängige Veränderliche v ein, welche bestimmt ist durch 
die Gleichung:

2 — e,y.v

Differentiirt man v nacheinander nach den unabhängigen Veränderlichen 
x und zn so folgt:

l¥ '') 8», y■
dy Sv 
Sa;’ dz,

Zufolge der Bedingung ~ = y> verschwinden die Coefficienten von und 
auf den rechten Seiten dieser Gleichungen und es folgt:

Sv + (I ~ *’)= z4dx

Sv
Yx — = — y-S z,

Differentiirt man ferner die Gleichungen z4 = cp, z, = ip nach x und zn 
so hat man:

— = -1- Ü2. ^ a = — 4- — — 1 = ^
Sa? Sa? ‘ S y Sa?’ Sa? ' S y Sa?1 S y S z'

oder:
S2vS2v S2vS2v

Sa?2 S>’ Sa?Se/ ° *" Sa?Szj

Hieraus erhält man:

1 “ e” szy

S2v ZUZ„ — z‘ilS2v1 S2v Bi
S zj z,,' Sa?S z, Zf, Sa;2

Ersetzt man daher in den Coefficienten der Gleichung (1)

z4y> 2,
respective durch

Sv SvSv

und dividirt man durch z„, so nimmt die Gleichung (1) den vorstehenden 
Gleichungen zufolge die Form an:

S*,’ Sa;

S2v rs2v S2v /82v\21
s72 -r L~H [öp ^2 — J — u-

S2v S2v+ 2 K — MSa?S z,

Hat man durch Integration dieser Gleichung den Werth von v als 
Function von x und z, gefunden, so kann man aus den Gleichungen

Sv = —y, z = v + z,ydz,

die Ausdrücke von z, und z mittels der Veränderlichen x und y ableiten.
27*
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115. Die dritte Transformation endlich ist vollständig analog der 
vorigen. Mit Hülfe der zweiten der Gleichungen z = f, z* = cp, z, = y) 
kann man x als Function von y und z‘ ausdrücken. Führt man ferner 
an Stelle von z die abhängige Veränderliche

z — z'xu

ein, so erhält man wie bei der vorigen Transformation:

z"z„ — z‘? 8 2u __ z'f $ 2u
’ 8y8 sf z“' 8z‘- z"

10 ~U0'M OU
0«/ 0,1 W X) 8p

8 2u 8 -u
8p w*

Ersetzt man also in den Coefficienten der Gleichung (1)

e"

( 8 hi y
Wz1) :

Z„

S,X, Z,
resp. durch

8 u 0M 
8?’ 8p

und dividirt man durch z“, so nimmt dieselbe infolge der soeben auf­
gestellten Gleichungen die Form an:

8 u
u—z‘8 zr

t 82U \2
\8pWN ~ + 2/f 8 2u 8% [8 2 u 8 hi

8p e?2 = 0.+ H — L— M
8 p dz'2dydz‘

Hat man durch Integration dieser Gleichung den Werth von u als 
Function von y und z‘ erhalten, so kann man aus den Gleichungen

du
z — u -j- z‘x

die Ausdrücke von z‘ und z mittels der Veränderlichen x und y ableiten.

116. Man sieht leicht, dass die Ausdrücke, welche aus den Coeffi­
cienten der transformirten Gleichungen nach demselben Gesetz gebildet sind, 
wie dasjenige ist, welches zur Bildung des Ausdruckes G—K2—HL-{-MN 
aus den Coefficienten der Gleichung (1) gedient hat, Werthe haben, die 
mit diesem letzteren identisch sind.

Legendre und Ampère haben, nachdem sie die Möglichkeit dieser 
allgemeinen Transformationen der Gleichung (1) entdeckt hatten, zugleich 
sehr wichtige Anwendungen derselben gegeben. Man findet ferner ein 
schönes Beispiel der Legendre’schen Transformation in den Untersuchungen 
von Fuchs über die Integration der Gleichung

(1 + **)*" = (1 + ^h,
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deren Lösung von Hoppe1) vervollständigt und vereinfacht worden ist. 
Wir halten uns indessen hier nicht bei diesen speciellen Beispielen auf, da 
wir am Schlüsse dieser Abhandlung (Kap. IV) beweisen werden, dass es 
eine unbeschränkte Anzahl von Methoden giebt, um Transformationen der 
Gleichung (1), und nicht nur Transformationen, die denen von Legendre und 
Ampère analog sind, zu finden, infolge deren die transformirte Gleichung 
den ursprünglichen Typus bewahrt, sondern auch solche Transformationen, 
infolge deren man an Stelle der Gleichung (1) eine einfachere transformirte 
Gleichung, nämlich eine transformirte Gleichung von in Bezug auf die Ab­
leitungen zweiter Ordnung linearer Form erhält. Zugleich werden wir 
Anwendungen dieser Arten von Transformationen geben.

§ 16.

117. Wir kehren jetzt zur Betrachtung der Methoden für die In­
tegration der Gleichung

Hz“ + 2Kz\ + Lz„ -f- M N{z“z„ — <') = 0 . . (1)

in den Fällen zurück, wo jedes der Systeme

Hdy + Ndz, — (K + ŸG) dx =

Hdz‘ -f- (K — YÖ) dz, + Mdx =

dz — z‘dx — z,dy = 0

Hdy -J- Ndz, — (K — VG)dx —

Hdz4 + (K -f V G) dz, + Mdx = 
dz — z‘dx — z,dy —

°l 
0 > . . (A),

°1
0 > . . (B)

0

weniger als drei verschiedene Integrale besitzt. Wir nehmen an, dass wir 
zwei verschiedene Integrale

ux ==» const, u2 — const

des Systems (A) kennen. Dem oben Bewiesenen zufolge genügen die 
Functionen ux und u2 für u gesetzt, den beiden Gleichungen

— 0, V2m = 0,

in denen man ] G mit dem oberen Zeichen nehmen muss. Eine willkürliche
Function cp (%, u2) von ux und u2 genügt ihnen ebenfalls; mithin wird die 
Gleichung

0(uv u2) = 0 (2)

x) Crelle’s Journal 1861, Bd. 58, S. 80 und 369.
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ein Integral des Systems (A) sein und demnach muss es auch ein Integral 
der gegebenen Gleichung (1) sein, und zwar ist es, da es Ableitungen erster 
Ordnung und eine willkürliche Function enthält, ein allgemeines Integral 
erster Ordnung.

Ebenso erhält man, wenn man zwei Integrale des Systems (B) nimmt:

i\ = const, v.2 = const,

ein anderes allgemeines Integral erster Ordnung

^O’i, %) = 0 (3).

118. Die von Monge vorgeschlagene Methode, das primitive Integral 
der Gleichung (1) zu finden, beruht auf der vorausgehenden Bestimmung 
eines allgemeinen Integrals erster Ordnung dieser Gleichung, und ist ein 
solches bekannt, so bleibt nach dieser Methode nur noch übrig, dasselbe 
zu integriren wie eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Er­
hält man ein allgemeines Integral, so wird in dem Ausdrucke desselben 
eine willkürliche Function Vorkommen, die verschieden ist von derjenigen, 
die bereits in der zu integrirenden Gleichung enthalten war; somit wird 
dieses Integral, da es zwei willkürliche Functionen enthält, das primitive 
allgemeine Integral der Gleichung (1) sein. Erhält man ein vollständiges 
Integral, so werden in seinem Ausdruck zwei willkürliche Constanten Vor­
kommen. Nimmt man eine von ihnen als willkürliche Function der andern 
an und verbindet man mit der Integralgleichung ihre Ableitung nach der 
übrigbleibenden willkürlichen Constanten, so erhält man das primitive all­
gemeine Integral der Gleichung (1) und der Bedingung für die Bestimmung 
des Arguments der einen der beiden darin vorkommenden willkürlichen 
Functionen.

Kann man zu zwei allgemeinen Integralen erster Ordnung (2) und (3) 
gelangen, so erhält man, wenn man zwischen ihnen eine der partiellen Ab­
leitungen erster Ordnung z1, z, eliminirt, eine Gleichung, welche integrirt 
werden kann wie eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen den beiden 
Yeränderlichen z und x oder z und y. Das Integral muss nothwendiger­
weise die beiden willkürlichen Functionen enthalten, welche in der zu
integrirenden Function vorkamen. Wenn man die Gleichungen (2) und (3) 
nach z‘ und z, auflösen kann, so kann man nach Substitution dieser Werthe 
die Gleichung

dz — z'dx — z,dy = 0

integriren, da die Integrabilitätsbedingung

w \ ^ '/ a** U* ^ 8 Zz y a*A »y
\ 8?P/8$ . 80> \ A8*P

8s



indem er zur Bestimmung der überflüssigen Functionen die Bedingungen 
hinzufügt:

yj"(x y) = + <p“(x + y)

<P“(X + y) = + ip“(x — y).

In diesen Ausdrücken ist jedoch, wie man mit Recht bemerkt hat, 
von dem Zeichen j ein unrichtiger Gebrauch gemacht worden.2) Man kann 
ausserdem noch hinzufügen, dass, wenn man die Existenz eines der Integrale 
von dieser Form zugelassen hat, kein Grund vorhanden ist, das andere zu 
verwerfen; in diesem Falle würden aber die vorstehenden Bedingungen für 
die Bestimmung der überflüssigen willkürlichen Functionen, da sie gleich­
zeitig stattfinden, z‘ — 0 ergeben, d. h. sie würden z in eine Function von 
y allein verwandeln.

x) Histoire de l’Académie des Sciences, 1773.
2) „On a reproché que ces expressions étaient abusives.“ Ibid. p. 187.
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erfüllt ist, wovon man sich leicht überzeugen kann, wenn man die Gleichungen

Vx0 = 0, V20 = 0, VXW = 0, V2W = 0
berücksichtigt.

119. Wie man indessen aus der Abhandlung ersieht, in welcher Monge 
seine Methode auseinandergesetzt hat1), ist hinsichtlich des Punktes der 
Allgemeinheit bereits ein gewichtiger Einwand erhoben worden, der sich 
darauf gründet, dass es Gleichungen von der Form (1) giebt, die zwar ein 
endliches primitives Integral, aber kein allgemeines Integral erster Ordnung 
besitzen, z. B. die Gleichung

2z‘
z“

deren endliches allgemeines Integral

# = <P(X + V) 4- — y) — x\cp\x + y) 4- y\x — y)]

schon von Euler gefunden worden ist. (Vgl. § 11.)

Indem Monge eine derartige Thatsache nicht zulassen wollte, bemühte 
er sich die allgemeinen Integrale erster Ordnung der vorstehenden Gleichung 
unter der Form darzustellen:

^ + *, = <p\x + y) — 2^9o“(x + y) + jj^ 4- <p“ (x + 2/)] (ßx — dy) 

= w\x — y) — 2xÿ'(x — y) +f[“ + v“{x — y)j (dx 4-z‘ — z,

S I
 *1
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können aber die Gleichungen, welche mittels des ersten, zweiten und letzten 
Bruches gebildet werden, folgendermassen geschrieben werden:

— dz,
K — fG 8$ 'h e$

N 9e. dz1N

— dzf — dz, ...(4)
9$ . 8# ‘

+ -87*'
8# 8$

%

0 oder:

K — \ G 9$_ H 8$ 
*' ~ N 8 z,

9$6#
+V N
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120. Nimmt man daher für die Integrale erster Ordnung nur die 
Form (2) oder (3) an, so kann man immer untersuchen, ob die Gleichung (1) 
solche Integrale zulässt; denn diese Aufgabe reducirt sich auf folgende 
andere: Haben die Gleichungssysteme (A) und (B) ein jedes zwei verschiedene 
Integrale? und die Lösung dieser letzteren Frage ist in einem der vorher­
gehenden Paragraphen in aller Ausführlichkeit auseinandergesetzt worden.

Nachdem Ampère in dieser Weise auf die NothWendigkeit hingewiesen 
hatte, die Anwendung der Monge’sehen Methode allein auf die Fälle zu 
beschränken, in denen die zu integrirende Gleichung ein allgemeines Integral 
erster Ordnung besitzt, hat er auch die Schwierigkeit hervorgehoben, welche 
die Anwendung der gewöhnlichen Integrationsmethoden auf das allgemeine 
Integral erster Ordnung infolge des Vorhandenseins einer willkürlichen 
Function in diesem Integral verursacht. Indessen beseitigt die Ampère’sche 
Methode selbst, da sie sich ebenfalls auf die vorausgegangene Bestimmung 
eines allgemeinen Integrals erster Ordnung gründet, die Schwierigkeit nicht, 
die er selbst bemerkt hatte, und der man offenbar nur dann aus dem Wege 
gehen kann, wenn man anstatt allgemeiner Integrale particuläre Integrale 
der Gleichung (1) benutzt, wie wir solches später sehen werden.

121. Wir verfolgen nun unsere Untersuchung der Ampère’schen 
Methode weiter und lenken gegenwärtig die Aufmerksamkeit auf eine andere 
Bemerkung dieses Geometers, welche darin besteht, dass das Hülfssystem 
der gewöhnlichen Differentialgleichungen, auf welche die- Integration der 
Gleichung (2) zurückkommt, die Gleichung (B) liefert, und ebenso, dass 
das System der Gleichungen, auf welche die Integration der Gleichung (3) 
zurückkommt, die Gleichungen (A) liefert. Man kann sich von der Richtig­
keit dieser Bemerkung in folgender Weise überzeugen:

Die Integration der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

$>(%, u2) — 0

führt bekanntlich auf das System von simultanen Gleichungen:

k\
 m

<1

if 
*r

co 
co

aq
i?

+

a9 K\
%

I ^& CD5=
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Multiplicirt man Zähler und Nenner des ersten dieser Brüche mit — (K — V G-), 
die des zweiten mit H und die des dritten mit N und setzt man den 
dritten Bruch dem Yerhältniss der Summe der Zähler und Nenner der 
beiden ersten gleich, so folgt:

Hdy — (K— ja) dx — .Nds,
8#’

dz,

und unterdrückt man hier die Nenner, welche gleich sind, so erhält man 
die erste der Gleichungen (B).

Ferner kann man infolge der Gleichungen /71 <P = 0, V2 (P = 0, deren 
erste giebt:

L 8$ K+\G 8$
N 8? N 8Ï,’

8# 8$
** =+ dz8æ

die Gleichungen, welche aus dem ersten, vierten und fünften der Brüche (4) 
gebildet werden, folgendermassen schreiben:

— dz'dx — dz,
I 8$ __ K+\G 8# H 8$ _ K — jG 8$'
N 8z‘ Ń 8z, N dz, N 8z‘

8$
dz'

Multiplicirt man Zähler und Nenner des ersten Bruches mit M, die des 
zweiten mit H, die des dritten mit K -f- V6r und verfährt analog, so folgt:

— Hdz‘ — (K + V G) dz,
HL — K- -j- G 8$ *

Mdx
83>M dz1 N 8s'

Nun ist aber
HL — K’ + G

G = K* — LH + MN, also = 21.N

Unterdrückt man also den gleichen Nenner in den letzten beiden Brüchen, 
so findet man die zweite der Gleichungen (15).

Endlich findet man leicht die folgende Combination der Brüche (4):

z‘dx -f z,dy dz
8$’83> 8<fr 8$

z‘s‘ 9? + U, + S'di,dz1

und hieraus folgt die dritte der Gleichungen (B).

Man würde in genau derselben Weise den zweiten Theil der Bemerkung 
Ampère’s beweisen.



Anhang II. Imschenetsky, Part. Differentialgleichungen II. 0. [Nr. 122]426

122. Abgesehen von der oben angedeuteten Unvollkommenheit ist die 
Monge’sche Methode sehr der Beachtung werth, da sie die erste hinreichend 
allgemeine Methode ist, welche für die Integration der Gleichungen von 
der betrachteten Form vorgeschlagen worden ist, um so mehr, als der Ur­
heber dieser Methode schöne Anwendungen derselben in seiner berühmten 
„Application de VAnalyse à la G-éométrie“ gegeben hat. Wir wollen in 
kurzem Auszuge diesem Werke ein Beispiel entlehnen, um eine vollständigere 
Vorstellung von den verschiedenen Hülfsmitteln zu geben, welche ein ge­
schickter Analyst bei der Entwickelung und Anwendung der einfachen Ideen, 
welche dieser Methode zu Grunde liegen, benutzen kann.

Wir nehmen an, dass es sich um die Integration der Gleichung handle

a(ß + z,)z“ -f [ß(ß + 8,) — a(a + <)K — ß(a -f e,)e„ = 0,

worin zur Abkürzung gesetzt ist:

V + m, X 4- zz‘
= ß.= — a, xz, — yz‘xs, — yzf

Durch Vergleichung mit der Gleichung (1) hat man hier:

1
H — a(ß 4~ z,), K — -g- [ß(ß 4' 8,) — a(a -j- 8‘)], L = — ß(a 4- z‘)

[ß(ß 4- z,) 4- a(a 4- Op.M = N = 0, G —

Hiernach nehmen die Gleichungen (A) und (5) die Form an:

(ß 4- *,) dy 4- (a -f z‘) dx = 

adz‘ ßdz, = 

dz — z‘dx — z,dy =

ady — ßdx = 

(ß 4- 8t) dz' — (a 4- z‘) dz, = 

dz — z'dx — z,dy =

0 1 o ! • •

° I 
0 . . (B).

0 J
Addirt man die erste und dritte der Gleichungen (A), so findet man:

adx 4- ßdy 4- dz — 0.

Die letztere Gleichung, betrachtet zugleich mit

adz1 4- ßdz, — 0,

4̂
: HA
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kann durch zwei andere ersetzt werden. Dazu braucht man nur zu be­
merken, dass die oben für a und ß gegebenen Werthe erhalten werden 
als algebraische Lösungen der beiden Gleichungen:

ax + ßy -f- z — 0 

az‘ -f- ßz, — 1 — 0.

Denkt man sich also hier für a und ß ihre Werthe substituirt und differentiirt 
man die so erhaltenen Identitäten, so findet man die identischen Gleichungen:

adx -J- ßdy -j- dz + %da -f- ydß = 0 

adz' -)- ßdz, -f- z'da -f- z,dß — 0,

zufolge deren die beiden zu integrirenden Gleichungen sich reduciren auf 
die Form:

xda -f- ydß — 0, z'da -j- z,dß — 0,

dß = 0.
oder:

da = 0,

Somit sind die beiden verschiedenen Integrale des Systems (Â):

ß = 6,a — a,
oder:

X -j- zz‘
= 6,xz, — yz'xs, — yz‘

wo a und 6 willkürliche Constanten bezeichnen.
Man erhält jetzt ein allgemeines Integral erster Ordnung der gegebenen 

Gleichung, wenn man a aus den beiden Gleichungen eliminirt:

V + x-\-zz'
=xz, — yz' xz, — yz‘

wo cp eine willkürliche Function bezeichnet. Infolge der vorher gemachten 
Bemerkung aber kann man an Stelle dieser Gleichungen die beiden folgenden 
nehmen :

ax + ycp{a) + % = 0 

az1 -f- z,cp (a) — 1 == 0.

Um a zu eliminiren, kann man sich den Werth dieser Grösse aus der 
ersten Gleichung entnommen und in die zweite substituirt denken. Welches 
nun aber auch die Function cp sein möge, dieser Werth muss sich aus- 
drücken mittels x. y. z allein. Mithin wird die zweite Gleichung, welche 
nach der Substitution das allgemeine Integral erster Ordnung darstellt,
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linear in Bezug auf z1 und z, sein. Um daher daraus das primitive Integral 
der gegebenen Gleichung abzuleiten, braucht man nur das System simul­
taner Gleichungen

dy
(y)= dz

<p(a)

zu integriren, indem man a als eine Function von x, y, z betrachtet, die 
der Gleichung

ax -j- y<p{a) -f- z — 0

genügt.
Hat man zwei verschiedene Integrale dieses Systems mit zwei will­

kürlichen Constanten c und ć bestimmt, und stellt man zwischen diesen 
letzteren eine willkürliche Relation & = xp (c) fest, so hat man zwischen 
den so erhaltenen drei Gleichungen nur noch die Grössen c und & zu eli- 
miniren. Das Resultat der Elimination wird das primitive allgemeine Integral 
der gegebenen Gleichung ergeben.

128. Eins der Integrale des betrachteten Systems kann man sehr ein­
fach finden. Man hat nämlich nach diesem System:

xdx -f- ydy
= dz

ax -f- y cp («)

oder infolge der Gleichung ax -f- y(p (a) -j— ^ = 0 :

xdx -j- ydy -j- zdz = 0,

also integrirt und wenn man mit c eine willkürliche Constante bezeichnet:

x2 y2 Ą- z2 = c2.

Dieses Integral kann nach einer Bemerkung Ampère’s auch leicht 
mit Hülfe des Systems der Gleichungen (B) erhalten werden. In der That, 
substituirt man die Werthe von a und ß in die erste dieser Gleichungen 
und addirt man sie, nachdem man den Nenner weggelassen, zur dritten, 
so erhält man:

xdx -j- ydy -f- zdz = 0.

Indem wir jetzt zur Berechnung des andern Integrals des Systems (y) 
übergehen, bemerken wir, dass wir haben:

dz — a’ tz —dx

somit :
dxdy

dz — vywzv



Integration complicirter Formen. 429

Aus den Gleichungen

xdx -f- ydy + zdz = 0, x2 + y2 + £2 — °2
erhält man aber:

xdx -f- ydy 
Vc2 — x2 — y2

dz =

somit :
/ dx yc2 — x- — y2\ 
\ xdx -j- ydy /

dy Vc2 — x2 — y2
= <Pxdx -y ydy

Die Integration dieser letzteren Gleichung zwischen den beiden Ver­
änderlichen x und y kann in folgender Weise ausgeführt werden. Bezeichnet 
man mit co die Grösse unter dem Functionszeichen cp, so hat man an Stelle 
der vorstehenden Gleichung die folgenden beiden:

eux + y<p(M) — Vc2 — x2 — y2, (ody — cp(co)dx — 0 . (a).

Wäre co constant, so würde das Integral der letzteren Gleichung von 
der Form sein:

coy — cp(co)x = const;

da aber co eine veränderliche Grösse ist, so muss die Constante auf der 
rechten Seite durch eine Function von co ersetzt werden, so dass man hat:

coy — cp(co)x — f(co) = 0 (»).

wo f(co) derart zu bestimmen ist, dass die Ableitung der linken Seite der 
vorstehenden Gleichung, genommen nach co allein, gleich Null ist, d. h. 
derart, dass man hat:

y — cp'(oo)x — f‘(co) = 0 . . • • («)•

Durch Elimination von x und y zwischen den Gleichungen (a), (b), (c) erhält 
man eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen co, cp(co), f(co), welche 
dazu dienen kann, die Form der Function f zu bestimmen. Aus den Glei­
chungen (b) und (c) erhält man nämlich:

f-«r = v'f-cpf'
coy1 — cp’ ” œcp' — cp

X

Substituirt man diese Werthe von x und y in die erste Gleichung (a), 
so folgt:

(co -f- cpcp‘)f — (co2 -f cp2)f
= {c2(oj<p‘ - <pf- - (1 + ç>'2)^ + 2(W + qxp1) fr — (w2 + <P2)nŸ'

Setzt man nun
fv

2 ^Vo>2 + qo



430 Anhang II. Imschenetsky, Part. Differentialgleichungen II. O [Nr. 123—125]

so ist:
(cj- + <p'2)f — (« + yy')/dv

V«2 + 92'3da

und hierdurch geht die vorige Gleichung über in:

_ cW~ çpy - (1 + <p'J) r + 2 (a + cpcp') f - (o>2 + yg) f2
[da) : O^ + y2)3

Multiplicirt man diese letztere Gleichung mit co2 -f- (p2 und addirt sie 
sodann zu dem Quadrat der vorigen, so folgt:

d + »■ + *■) (£)-( ra cp'— <p\2

<°2+y2/’a- + cp-
somit :

(tag/ — cp) dadv
Vcs - V* {a°- -f <p2) Vl + a2 + g>2 ’

Hierin sind demnach die Veränderlichen getrennt. Integrirt man, so er- 
giebt sich:

(acp' — qp) dafV — sin c'
(a2 + y2) Vl + ®2 + y2 Jc ]/a2 -j- y2

Substituirt man den Werth von f in die Gleichung (b) und setzt man

c* — yj(c), c — ix2 + y2 -f-

so erhält man das primitive allgemeine Integral des Problems unter der Form :

V=o}y—x(p((a)Ą-^(x2Ą-y2-\-s2){o)2-\-(p2)m^ip(x2Jry2-{-e2)Jr^ (acp1 — cp) da = 0.
(«*+9*)yi+«*+v’

An Stelle der Bedingung, welche a> bestimmt, hat man die Gleichung (c) oder

0 V
~ = 0.
00}

Beginnt man mit der Integration des Systems (B), so kann man eben­
falls eine allgemeine Lösung des vorstehenden Problems erhalten, welche 
ein besonderes Interesse für die geometrische Interpretation der gegebenen 
Gleichung und aller daraus abgeleiteten Rechnungsresultate darbietet. Es 
ist uns aber nicht möglich, hier in alle diese Einzelheiten einzugehen.
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S 17-

124. Die Ampère’sche Methode für die Integration der Gleichung

Hz" + 2 Kz', -f Lz„ + M + N(z“z„ — z'ß) = 0

in den Fällen, wo sie ein allgemeines Integral erster Ordnung besitzt, bildet 
eine Abänderung in der Form und eine Vervollkommnung der Monge- 
schen Methode.

Wir stellen die beiden Systeme von Gleichungen, auf welche sich die 
Integration der Gleichung (1) reducirt, unter der Form dar, die ihnen 
Ampère gegeben hat (§ 12):

+ *è-(*+'/<î) = 0HWcc

s£L + {K-ra)ïk + M = 0 ■ . (-4)

= o
S x(a— B,

= 0

(K — fG) = 0
*X{ß

. . (B).

§2
(IX (ß %x(ß

In den Gleichungen (A) und (B) nimmt man resp. x, a und x, ß 
als unabhängige Veränderliche. Dabei kann x irgend eine der beiden 
früheren unabhängigen Veränderlichen darstellen , und a und ß bezeichnen 
die Argumente der beiden willkürlichen Functionen des primitiven all­
gemeinen und endlichen Integrals dieser Gleichung. Olfenbar kann man 
in den Gleichungen (Â) und (B) überall das Vorzeichen der Wurzelgrosse 
VG ändern.

125. Wenn die Gleichung (1) ein allgemeines Integral erster Ordnung 
zulässt, so kann man annehmen, dass zwei Combinationen der Gleichung (Ä) 
existiren von der Art, dass man sie auf dieselbe Weise integriren würde, 
wie wenn sie an Stelle der partiellen Ableitungen gewöhnliche Ableitungen 
von Functionen einer einzigen Veränderlichen x enthielten. Um diese beiden 
integrablen Combinationen zu finden, kann man, wenn sie sich nicht von 
selbst darbieten, die in § 14 auseinandergesetzte Methode benutzen. Hat 
man ihre Integrale, in denen zwei willkürliche Constanten auftreten, er­
halten, so ist man berechtigt, eine dieser Constanten durch a, die andere 
durch eine willkürliche Function q) (a) von a zu ersetzen ; denn bei den



y »*,. = ___
0£, dx(ß dx(ß 
dF dz, 
dz, dx(ß

dz' 0a 1+dx(ß
(3)-

Idz' 0a= (p\a)dx(ß + dx(ß

dz — z dx -f- z,dy

mittels der unabhängigen Veränderlichen x und ß aus, so erhält man:

Idx+1 dß = ^+*< (Iax+1
Hieraus folgen die beiden Gleichungen:

s - ' + #!/0£ %
= *, 05’8®’

Eliminirt man zwischen den sieben Gleichungen (2), (3) und (B) die 

vier Grössen z‘, zr,
dz. so erhält man drei Gleichungen, in denen

Man
dx(ß’ dx(ß’

nur die Ableitungen der Veränderlichen y, z, a nach x Vorkommen, 
kann sie daher integriren wie ein bestimmtes System simultaner Gleichungen 
mit gewöhnlichen Differentialen und man findet so die Ausdrücke von
«/, z, a mit Hülfe von x und drei willkürlichen Constanten C, C', C“. 
Da hierbei aber vorausgesetzt ist, dass ß neben x die zweite unabhängige 
Veränderliche ist, so können die willkürlichen Constanten C, C1, C“ resp. 
ersetzt werden durch ß. yj(ß), %(ß), wo %p und y willkürliche Functionen 
bezeichnen.

Das Ensemble dieser drei Gleichungen aber, welche drei willkürliche 
Functionen (p, y), y enthalten, stellt noch nicht das allgemeine Integral der 
Gleichung (1) dar, da dieses Integral nur zwei willkürliche Functionen ent­
halten darf. Das Vorhandensein der überschüssigen willkürlichen Function 
erklärt sich dadurch, dass wir nur einen Theil der Bedingungen benutzt 
haben, welche die Function z bestimmen, nämlich Gleichungen, in denen 
nur die partiellen Ableitungen nach x Vorkommen, während man noth- 
wendig auch die anderen Gleichungen berücksichtigen muss, in denen 
auch die partiellen Ableitungen nach ß Vorkommen.

In der That, drückt man die Gleichung
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Gleichungen (A) nimmt man an, dass zugleich mit x eine zweite unab­
hängige Veränderliche a auftritt. Wir nehmen also an, dass die beiden 
verschiedenen Integrale der Gleichungen (Â) seien:

f(x, y, z, z‘, z,) = a.

Betrachtet man jetzt x und ß als unabhängige Veränderliche und 
differentiirt man unter dieser Annahme nach x, so erhält man aus den 
beiden vorstehenden Gleichungen die folgenden:

F{cc, y, e, z\ z,) = tp{a).
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und wir haben bisher noch nicht die zweite von diesen Gleichungen in 
Berücksichtigung gezogen. Substituirt man also darin die für die Functionen 
y. z, z, gefundenen Werthe, so erhält man eine Bedingung für die Be­
stimmung und die Elimination der überschüssigen willkürlichen Function. 
Dazu kann man sich einer andern der vorigen äquivalenten Gleichung be­
dienen, die man findet, wenn man sich darauf stützt, dass man hat:

*(•■8Ö (*' + e, j
¥

oder:
r-ydz1 -1 + *’Sr + dß dxdß’¥ dxdß¥

und hieraus folgt:
ds‘'__ __ ¥ _
dß dx dß

126. Wir wenden diese Methode auf das folgende ’ Beispiel an:

dy
dx'

;

o, + yz„) {z“ + 1) = {yss\ — — x) z\.

Die beiden ersten Gleichungen des Systems (A), in welchem wir die Zeichen 
V Gr durch die entgegengesetzten ersetzen wollen, nehmèn die Form

: I * :.T

von an:

dz1g JlL _1_ y
' dx{a + V

+ V + *) «§? + ■*= °-= 0, s, dx{udx(cc

[■ ;w
Integrirt man die erste von diesen Gleichungen, so folgt:

z,y — a.

Eliminirt man zwischen jenen Gleichunge 

grabie Combination:

dz, so erhält man die inte-
8 x(a'

+ *) - 0' + *) ^ — °>y
aus welcher folgt:

Z1 -}- X
= (p («)•

y,

Nimmt man x und ß als unabhängige Veränderliche und differéntiirt 
man unter dieser Voraussetzung die Gleichungen

■ • (1)

• • (2),

z,y = a . 

z‘ + x = yç>.(à)

. , - :■

.i
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bo findet man:

dJL 8a (3)4- y*, dx(ß dx(ß
dz' 8a • • (4).M+1 + y(p‘ (a) Mß ' '

Zu diesen vier Gleichungen muss man noch das System (B) hinzu­
fügen, welches wird, nachdem man überall das Zeichen von i G geändert hat:

4- l = o .....

. . (5)dx(ß

• (6)
dx(ß

(7).dx(ß

Die Gleichung (4) nimmt infolge von (6) die Form an:

! Ał 
y MP

Die Gleichung (5) nimmt infolge von (3), (2) und (8) die Form an: 

= ycp{a) = ß, also a — ßx + y>(ß).

8 x(ß

qp'(a) 8a 
<p (a) dx(ß

= 0, also: ycpip) — ß . . . (8)+

Mß

Die Gleichung (7) kann man infolge von (2), (8) und (1) folgender- 
massen schreiben:

8# n , a / 8y= ß-x + -,p(a)
dx(ß‘ß

Nun folgt aber aus (8)
ßcp'(cc) 8a 

dx(ß [qp(a)]2 dx(ß’

= ß — x — a 5^1 1“
-,a “ P <p(a) dx(ß

9 y
mithin :

dx(ß

Hieraus ergiebt sich durch Integration:

8 — (ß — f) x — a log <p (a) 4- j log q>{a) da + /($.

Setzt man jetzt log (p{a) — <&‘(a), so kann man die drei durch 
Integration erhaltenen Gleichungen folgendermassen schreiben:

(ß — f ) x 4- 0(«) — «#'(«) + X(ß\

y = ße-4“^ 

a = ßx + w (ß).

z
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Um die überschüssige willkürliche Function zu eliminiren, muss man 
der Gleichung genügen:

82 8 y
= *, dß(xdß(x

Man findet dazu:
</>(«)82 8 a

= x-a0“(a)w+z'(ß),

I] — ß&J‘(a)

es, =8/3 (x

8a __ cc-'tp(ß)8JU = xdß(x dß(x ß

Substituirt man diese Werthe in die vorige Gleichung, so erhält man 
die folgende Relation zwischen den Functionen tp und

V>(ß) = ßAß)-
Mithin kann man nach Elimination von a das primitive allgemeine 

Integral der gegebenen Gleichung auf folgende Form bringen:

*--(/*- f) *++icm)—ß{*+xm & m+xffi>
y= ße~*‘\ß O+z«.

Das primitive allgemeine Integral kann man in einer einfacheren Form 
erhalten, wenn man die Integrale des Systems (Ä) auf die Form bringt:

y*f = <p («) •

z‘ -f- x — ya . .
(10

• • (20-

Betrachtet man x und ß als unabhängige Veränderliche und differentiirt 
man die vorstehenden Gleichungen nach x, so folgt:

82,
--- = cp‘{a) (30+ z,y Mß dx(ß

8.:' 8a (40.84^ + 1 + “

Aus den Gleichungen (40 und (6) folgt:

ay = ß ■ ■ (80.

Die Gleichung (5) wird infolge von (30, (20 und (80:

<p4 (a) = ß%x(ß
und giebt durch Integration:

(p(a) = ßx + yj(ß).
28*

X
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<P‘{a).

[ß—-f-) « — 0 («) + x(ß)> y =z

deren zweite man erhält, wenn man die erste partiell nach ß dilferentiirt.

Man kann sich leicht überzengen, dass man dies Integral in dieser 
letzteren Form auch sehr einfach nach der Monge’schen Methode erhalten 
kann.

127. Nach den soeben gegebenen Andeutungen sieht man, dass die 
Ampère’sche Methode in Wirklichkeit nur in einer einfachen formalen 
Abänderung der Methode von Monge besteht. In der ersten genau ebenso 
wie in der zweiten beginnt man damit, mittels des Systems (A) z. B. ein 
allgemeines Integral der ersten Ordnung der Gleichung (1) zu bestimmen. 
Anstatt aber mit Monge dieses Integral als eine partielle Differential -

Es ist leicht zu verificiren, dass man mittels der vorstehenden Werthe 
von y, z, Z, auch der Gleichung

8s 9 y
= s, 8/3 {x8/3 (a?

genügt, Wenn man ähnlich, wie dies im vorigen Falle geschah, • A

V(ß) = ß/(ß)

setzt. Hieraus folgt, dass nach Elimination von a das primitive allgemeine 
Integral dargestellt wird durch die Gleichungen:

(2'), (8') und (l'j die Form an:

8s 0 i a , n 8w— = ß - X + J V(a) m
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Endlich nimmt (7) infolge von

Nun erhält man aber aus (8')

ß 8 a 
er cx(ß'

o//
dx(ß

somit:
cp (a) 8a 

a 8a?(/3’dx(ß

und hieraus erhält man, wenn man (p (a)■ = a0‘(d) setzt:

N
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gleichung erster Ordnung zu betrachten und zu ihrer Integration das 
Lagrange’sche Hülfssystem simultaner Gleichungen zu bilden, benutzt 
Ampère direct die Gleichungen (B)1 die wie bewiesen in dem Lagrange’schen 
System enthalten sein müssen. Und gerade in diesem Vorgehen besteht 
der Vortheil der Ampère’schen Methode. Indessen befreit man sich auf 
diese Weise nicht von der willkürlichen Function des allgemeinen Integrals 
erster Ordnung, die unvermeidlich in den drei simultanen Gleichungen mit 
gewöhnlichen Differentialen auftritt, auf deren Integration sich schliesslich 
die Aufgabe reducirt. Ausserdem treten in den Integralen dieser Gleichungen 
drei willkürliche Functionen auf, von denen eine mit Hülfe einer der 
Gleichungen

dz' Sy j dz' oder: dz, dy 
dß = dx dß

'dy dz, 
dx dß= *, dßdß

eliminirt werden muss, und dies führt eine Complication des Problems 
herbei, deren man bei der Monge’schen Methode nicht begegnet.

Im folgenden Kapitel werden wir eine Methode auseinandersetzen, 
welche das Auftreten von willkürlichen Functionen in den zu integrirenden 
Gleichungen des ursprünglichen Problems vermeidet. Denn in den Fällen 
selbst, in denen die Gleichung (1) allgemeine Integrale erster Ordnung be­
sitzt, kann man nach unserer Methode an Stelle dieser letzteren particuläre 
Integrale benutzen, in denen keine willkürlichen Functionen Vorkommen.



01/ oz,
— K + \ G = O+ X dx(ßtdx (ß

dz' dz,+ (K + Ve) + üf= Odx(ßdx(ß

o
dx{ßdx(ß

l) Journal de l’Ecole polytechnique. 18. Cahier § IY.

4. Kapitel.
Methode der Variation der willkürlichen Constanten.

$ is.

128. Wenn die Gleichung

Hz" + 2 Kz\ + Le„ + M + N(z"z„ — s',2) = 0 . . (1)

keine allgemeinen Integrale erster Ordnung hat, so sind die Integrations­
methoden, welche sich wie die von Monge auf die Annahme der Existenz 
von solchen Integralen gründen, nicht mehr anwendbar. Lagrange ver­
suchte es, die Theorie der Integration der in der allgemeinen Form (1) 
enthaltenen Gleichungen auf die Bestimmung ihrer vollständigen parti- 
culären Integrale, d. h. derjenigen Integrale, welche fünf willkürliche Con­
stanten enthalten, und auf die Anwendung der von ihm entdeckten Methode 
der Yariation der willkürlichen Constanten zu gründen. Auf diese Weise 
gelangt man aber zu Bedingungen, deren Befriedigung im Allgemeinen so 
schwierig ist, dass er selbst dieses Verfahren mehr als merkwürdig denn 
als vortheilhaft anerkannt hat. Ampère1) hat mit mehr Erfolg die Methode 
der Variation der willkürlichen Constanten auf die particulären Integrale 
erster Ordnung angewandt, die sich aus den Systemen von Gleichungen 
ergeben

SJIL + jy =
dx(cc dx(a

H JK—b (K — YG) 4- M= 0 ► .

dz t
dx(cc 2

. . (A),
dx(ce

®2L —0
— z, dx(a

• • (2),te
l te
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in dem Falle, wo jedes dieser Systeme oder wenigstens eins von ihnen 
eine einzige intégrable Combination zulässt und es daher unmöglich 

ist, für die Gleichung (1) ein allgemeines Integral erster Ordnung zu er­
halten. Bevor Ampère die Aufmerksamkeit auf diese particulären Inte­
grale gelenkt hatte, wusste man daraus für die Ermittelung des allgemeinen 
primitiven Integrals der Gleichung (1) keinen Nutzen zu ziehen.

Man kann indessen nicht umhin zu bemerken, dass die von Ampère 
auf diese fruchtbare und originelle Idee gegründete Methode sich nicht 
durch Einfachheit auszeichnet, und dass auch der Weg, den er gewählt 
hat, an vielen Stellen geebnet werden und directer zum Ziele führen könnte. 
Ausserdem haben sich, wie Bour mit Becht bemerkt hat, die Fälle, in 
denen die Gleichungen der Charakteristik (d. h. die Gleichungen (A) und (B)) 
keine intégrable Combination zulassen, bisher fast gänzlich jedem Versuch 
einer allgemeinen Theorie entzogen.1) Nach einigen Stellen in der Bour’schen 
Abhandlung zu urtheilen, aus welcher die vorstehende Bemerkung entnommen 
ist und in der er einige kurze Betrachtungen über die Integration der 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung auseinandersetzt, kann 

schliessen, dass er es als möglich erachtet hat, auf die Methode von 
Lagrange zurückzugehen trotz der Schwierigkeiten, welche sie darbietet. 
„Ich bin glücklich“, sagt er am Schlüsse seiner Abhandlung, „bewiesen zu 
haben, dass diese Schwierigkeiten nicht immer unübersteiglich sind, und 
dass die schöne Methode von Lagrange, nachdem dieselbe über alle auf 
die Gleichungen erster Ordnung bezüglichen Fragen so viel Licht ver­
breitet hat, noch nicht ihr letztes Wort über die viel schwierigere Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung gesprochen hat.“2) 

Das aufmerksame Studium der Methoden von Lagrange und Ampère 
hat mich zu der Überzeugung geführt, dass es möglich ist, die Theorie 
der Variation der willkürlichen Constanten auf die particulären Integrale 
der Gleichung (1) unter einer einfacheren und allgemeineren Form anzu­
wenden, als diejenige ist, unter der Ampère seine Methode dargestellt hat. 
Indem ich mich nur auf die Annahme der Existenz von primitiven particu­
lären Integralen der Gleichung (1) mit drei willkürlichen Constanten stütze, 
habe ich allgemeine Formeln erhalten, um daraus das allgemeine Integral 
der Gleichung (1) mit Hülfe der Variation der willkürlichen Constanten 
des particulären Integrals abzuleiten. Die Allgemeinheit dieser Grund­
voraussetzung gestattet, diese Formeln nicht allein auf den oben erwähnten 
Fall, mit dem sich Ampère ausschliesslich beschäftigt hat, sondern im 
Gegentheil auch auf denjenigen anzuwenden, in welchem die Gleichungen (M) 
und (B) keine integrablen Combinationen zulassen, sowie auf den, wo sie 
mehr als eine intégrable Combination zulassen. Wir haben so eine Methode,

nur

man

x) Journal de l’Ecole polyt. 39. Cahier p. 189. 
2) Ibid. p. 191.
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welche alle die Fälle der Integration der Gleichung (1) umfasst, welche 
sich durch die Anzahl der möglichen Integrale der Gleichungen (A) und 
(B) unterscheiden, eine Anzahl, die von drei bis Null einschliesslich variiren 
kann. Unsere allgemeinen Formeln geben, unter einem andern Gesichts­
punkte betrachtet, eine unbegrenzte Anzahl von Methoden, um Trans­
formationen der Gleichung (1) zu erhalten, vermöge deren diese ihren ur­
sprünglichen Typus beibehält oder eine bemerkenswerthe Vereinfachung 
erfährt, indem sie sich in eine in Bezug auf die partiellen Ableitungen 
zweiter Ordnung lineare Gleichung verwandelt.

129. Indem wir jetzt die Auseinandersetzung der Methode der Variation 
der willkürlichen Constanten in Angriff nehmen, beschäftigen wir uns zu­
nächst mit der Lösung der folgenden wichtigen Frage: Wie kann man das 
allgemeine Integral der Gleichung (1) erhalten, wenn man irgend 
ein particuläres Integral mit drei willkürlichen Constanten 
kennt?

Es ist klar, dass der Erfolg der Lösung dieser Frage die ganze Theorie 
der betrachteten Integrationsmethode umfasst.

Es sei
z = co(x, y, a, y, rj)

ein particuläres Integral der Gleichung (1) mit drei willkürlichen Con­
stanten a, y, rj. Differentiirt man dasselbe nach x und y, so erhält man 
die Ausdrücke der fünf partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
der Function z, welche man darstellen kann durch

C^n ~tr CO/,.

(2)

= 6J",z‘ — co\ •~t Ca), ,

Durch die Substitution dieser Ausdrücke und des gegebenen Aus­
druckes von z muss sich die linke Seite der Gleichung (1) nach Voraus­
setzung auf Null reduciren und zwar für beliebige Werthe der Grössen

ai V-
Wir nehmen jetzt an, dass eine von diesen, z. B. rj, eine vorläufig 

unbestimmte Function von a und y darstelle, und dass a und y bestimmt 
seien als Functionen von x und y durch die Gleichungen:

So S?7
()yj

SoSo 8“i = o, ^ +Sa “f“ == 0,SyS77 Sa

die man erhält, wenn man die partiellen Ableitungen von co nach a und y 
für sich gleich Null setzt. Man kann diese Gleichungen kürzer auf folgende 
Weise schreiben (Nr. 102):

S • o   S j
Sa ’ Sy

wenn man festsetzt, dass ein Punkt hinter dem Zeichen 6 andeuten soll, 
dass die Differentiation nach a oder y ausgeführt werden soll nicht nur

" = 0 (3),



ö . co4 Ôa 
Sa dij 

0 . co, 8a 
8a dij

8 . coJ 8y 
8y %’

8.0j, 8y
8y 8y

k = +

+

h

k‘

8 . co' 8y
8y 8æ’

S.«'

„U __ , 11 I ^ •a><* = " + “9^ 

8. co'

+

8 . a, 0a
8a dx

8 . co, 0y 
8y dx— U>r “hĆ = / co\ +

I sB„ = <*>„ + -

+ +0a 8y

_|_ 8-m'• co,
8 a 8y

oder :
z11 — co11 -j- 7î, z\ — cof -j- k — co—(— k‘, z,, -- co., -}- 7,

Den vorstehenden Ausdrücken von h, k, k\ l kann man eine andere
0a 8a 8y 8y 
8æ’ 8y' 8æ! 8y

in welchem Falle die Gleichheit von k und k‘ von selbst zu Tage tritt.

Form geben, nachdem man die Werthe von bestimmt hat,

Dazu differentiiren wir die erste der Gleichungen (3) nach x, wodurch sich 
ergiebt:

rs 8.CO rs 8 . ft)Ö -jT—
I

dx

Ô.-V°
8a 0y 

dx
8a 8a 

8a dx 0.+ 0y

Im ersten Gliede der linken Seite aber werden die Differentiationen 
nach x und a wie nach zwei unabhängigen Veränderlichen ausgeführt; 
mithin ist:

o 8 . CO
8 Tta 0ft)

0 . ft)'
= “äiT’dx 8a

indem man zur Abkürzung setzt:
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insofern diese Grössen explicit Vorkommen, sondern auch insofern sie mit 
Hülfe von andern Grössen auftreten, wie es im gegenwärtigen Falle ge­
schieht durch Vermittelung von rj.

ISO. Wir untersuchen jetzt, unter welchen Bedingungen die drei 
Gleichungen (2) und (3) ein Integral von (1) darstellen können. Dazu be­
rechnen wir von Neuem die Ausdrücke der partiellen Ableitungen von z 
mit Rücksicht auf die Annahmen, die wir bezüglich a, v, rj gemacht haben.

Infolge der Gleichungen (3) bewahren ' die Ausdrücke der Ableitungen 
erster Ordnung ihre ursprüngliche Form:

z‘ — co‘, Z, — CO,.

Die Ausdrücke für die Ableitungen zweiter Ordnung ändern sich und werden :

'sco
co

+ 
+

"i
? n

r's

8
05

 • 
05

 •
R

 ft R
 sco

co

^i
«r

 «r
i-r

nr



8 ". co 8y 
budy bij 
o'-', ca by 
by- by

= O,

= 0.

Aus den vier vorhergehenden Gleichungen erhält man:

8y __ 1 /82. ta 8 . ca' 82. ca 8 . ca*
I) \ 8a8y 8a 8a2

\ 8y 1 Jb2. ca 8 . ca,
/’ by Ï) \8a8y 8a

1 _ 
D \ 8a8y 8y

8a __ 1 / 82. ca 8 . ca,
by Ï) \8a8y 8y

82. ca 8 . co'i 
8y2 J ’ bx

82. ca b . ca,
8y2 8a

)•8a
oy

82. ca 8 . ta,\
li5" ~by^r

wenn man setzt:
IV.co \3 

\8a8y/ ’
82. ca 82 ca

I) =

und durch Substitution dieser Werthe der partiellen Ableitungen von a 
und y in die Ausdrücke von h, Je, Je1, l erhalten diese letzteren die folgende 
Form:

2 82. ca 8. ta' 8.ca' 
8a8y 8y 8a

(w)S|— 1 f82. ca 
D 8a2

’8. ta'\ 2
+Jc = 8y28y

8. ta' 8. ta, 82. ca b.co* b.co, 
8y2 8a 8a

82. ca (b.co1 8.ta,— 1 82. to 8. ta' 8. ca, 
D 8a2 8y 8y

Jc = Jc‘
8a8y \ 8a 8y 8y 8a

___1 rs2. ta / 8.ta,\2
~ [ 8a2 { 8y )

2 82. ca 8 . ca, b .ca, 
8a8y 8y 8a

82. ca ( b .ca,\2
Ur •+ 8y/)

Ausserdem bestätigt man durch eine einfache algebraische Rechnung 
leicht, dass man, indem man das Quadrat der zweiten der vorstehenden 
Gleichungen von dem Product der ersten und dritten abzieht, das folgende 
einfache Resultat erhält:

1 (b . co‘ 8 . ca, 8“'( 8a 8yM — Je2 =
U 8a8y
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und somit nimmt die vorige Gleichung die Form an:

82. co 8y __ q

8a8y 8a:
82. ta 8a 
8a2 8a:

8 . ta'
++8a

Ebenso erhält man, wenn man die zweite der Gleichungen (3) nach x 
differentiirt:

82.ta 8y 
8y2 8a:

. 82. ca 8a 
‘ 8a8y 8a;

8. ta' = 0.+8y

Differentiirt man die beiden Gleichungen (3) nach y, so folgt:
+ 

+I “
 r 

“
a «g

i r r+ 
+

05
1 • 

03
 •

18
 

R 2CO
CO
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131. Jetzt findet man ohne Schwierigkeit die Bedingung, zufolge 
deren die Gleichungen (2) und (3) ein Integral von (1) darstellen. Be­
zeichnet man zur Abkürzung die linke Seite der Gleichung (1) mit

F {as. y, e, z1, g„ g“, z‘„ g J,

substituirt darin die Werthe

Z — CO, Z* — CO1, Z, — 00 „ Z" = CO" -f-h, Z\ — CO' -f- k, g„ = 00,, -f- h

welche sich aus den Gleichungen (2) und (3) ergeben, und setzt man die 
Summe der Glieder, welche nicht verschwinden, gleich Null, so erhält man 
die gesuchte Bedingung.

Das Resultat der Substitution kann man nach dem Taylor’schen 
Satze folgendermassen schreiben:

F {as, y, co, co', co„ co" -j- Ä, co' + Tc, co,, + l) — F(x, y, co, co', co„ co", co', co„)
1 VF?)F O F o F VF

l +h + + W + 77 h Ldco" dco„ 2 8 cco''8(a

Das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung reducirt sich auf Null 
infolge der Voraussetzung, dass durch Substitution der Werthe

z — co, z‘ — co', Z, — 10,, z" = co", z\ — co', z„ = co„

die Gleichung (1) erfüllt werden soll für beliebige Werthe von a, y, rj. 
Ferner findet man:

8 F 8 F 8 F
= 2 (K - Wco'),— H -J- Noo„, = L + Nco",

8»" 8<a'
1 VF _

~ Y YoŸ ~~ 8o3„8co"

8ta„
VF

= N,

mithin:

F (;X, y, CO, co', CO„ co" 4" K 0ù\ 4- k, 00 „ + 0 

= {H 4- Nco„)h + 2 (K—Nco',)Jc 4 (h 4 Nco")l + N {U — 1*).

Man schliesst hieraus, dass die Gleichungen (2) und (3) nur in den 
Fällen ein Integral von (1) darstellen können, wenn die Function rj derart 
bestimmt wird, dass sie die rechte Seite der vorigen Gleichung auf Null 
reducirt. Substituirt man darin die oben für h, k, l, hl — k2 gegebenen 
Werthe, setzt das Resultat der Substitution gleich Null und unterdrückt 
den gemeinschaftlichen Nenner D, so erhält man eine Gleichung von der 
Form:

+ 2S
82. co 82.+ T ^ + U == 0 • • • (4)
8a8y



können ausschliesslich vor-9k Oaöy 9y2In der That, die Ableitungen 

9 2.co 92. co 
9«8y’

und demzufolge treten sie in keiner andern Potenz als in der ersten

kommen die erste nur in 

92. CO
Yf
auf. Überdies kommen in der Zusammensetzung der Gleichung (4) nur

677 077
9a’ 9y’

der Gleichungen (2) und (3) eliminirt werden können.

, die zweite nur in die dritte nur in9a2

die Veränderlichen a, y, rj, x, y vor, deren letzte beiden mit Hülfe

182. Mithin liefert die Methode der Variation der willkürlichen (kon­
stanten die Möglichkeit, die wegen Auftretens der Grösse s“zt, — z‘? nicht 
lineare Gleichung (1) in eine Gleichung (4) zu transformiren, die in Bezug 
auf die Ableitungen zweiter Ordnung der gesuchten Function linear ist, 
während dieses Ziel durch die oben (III. Kap., § 15) angegebenen Trans­
formationen von Legendre und Ampère nicht erreicht wird. Man kann 
beweisen, dass es unendlich viele dieser letzteren analoge Transformationen 
giebt, d. h. solche, dass die Gleichung (1) nach der Transformation ihren 
ursprünglichen Typus beibehält. Dazu braucht man nur vorauszusetzen, 
dass in dem vorigen Beweise der Werth

• • (2)£ = co(x, y, a, y,rj) . .
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worin zur Abkürzung gesetzt ist:

+(i+w')(^r

=(S+2Co>„) + 2(jr - Na>‘) 9.0)' 9.o), 
9y 9y

— JR

9.0)' 9.o), . 9.0)' 9.o), 9.o), 9.0), 
9y 9k

-2 = l^Y +2 (E — m)

9y 9k9k 9y >(ß).
9.0)' 9.o),
9k 9k

( 9.0)' 9.0), 
9k 9y

9.0)' 9. a», \2 
9y 9k /

U=N

Beachtet man die Zusammensetzung der Gleichung (4), so sieht man 
leicht, dass sie linear ist in Bezug auf die partiellen DifFerentialquotienten 
zweiter Ordnung von rj\

()-7] 9-77 92)J
9k2’ 9k9y’ 9p

und dass in ihren Coefficienten schliesslich nur Vorkommen:

ri^N
i



wo a, b, l, m, n gegebene Constanten bezeichnen.
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vollständig willkürlich gewählt sei und nicht mehr ein particuläres Integral 
der Gleichung (1) darstelle. Alsdann bleiben alle Schlüsse der vorstehenden 
Rechnung bestehen, ausser dass

F(x, y, o), oj\ co„ w“, oj„ o)„) = W

nicht mehr gleich Null ist. Mithin erhält man, wenn man die schliessliche 
Gleichung mit

\0a0y )
0". co 0 . co
Jk2“ ~0y^~

multiplicirt, noch das Glied W. D und an Stelle der Gleichung (4) hat 
man die folgende:

O ^ m I o C' ^ W I rjiT 0y

D =

(8^)1 + u -0". CO 02. CO 0 2. CO
0.” 4- w

2 ' 0cr 0y2

Zufolge der Bemerkung des vorigen Artikels über die Art, wie die Ab-
02.a> 02.ca 02.to
0a2 ’ 0cc0y’ 0y2

-, ^2rj 027y 027j .leitungen J, ^L, ę in 

von der Form sein wird:

Vorkommen, ist klar, dass I)

'■ \
(Ä)2 l + 6^ + c
\0a0y ) J 0c2

0277j-02^ 0^ _
LSa2 0y2

02y?
+ f>I) = + 6

0y20a0y

. Ö?7 S77 •
wo sich a, b, c, e, f ausdrücken mit Hülfe von a, y, rj, Somit behält

die transformirte Gleichung den allgemeinen Typus der Gleichung (1) bei.

$ 29.

133. Die Methode der Variation der willkürlichen Constanten führt 
das Problem der Integration der Gleichung (1) auf die Integration der 
Gleichung (4) zurück. Die Werthe der Coefficienten der letzteren hängen 
von der besonderen Form des partikulären Integrals 0 = oj der Gleichung (1) 
ab. Mithin besteht die ganze Schwierigkeit der Anwendung dieser Methode 
darin, unter den particulären Integralen der Gleichung (1) dasjenige aus­
zuwählen, für welches (4) eine der integrablen Formen annimmt. Wir 
werden die Charaktere, auf welche man bei dieser Wahl in den bekannten 
Fällen recurriren kann, ausführlicher auseinandersetzen. Jetzt wollen wir, 
um die allgemeinen Formeln zu erläutern, dieselben auf ein besonderes 
Beispiel an wenden, nämlich auf:

ol>
0

*5
 |,*>

*8
 i V

** 
I I"S L

**

*8
 I *

1

toA%*8

8$++t?+58 1
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+ T ^ + U = 0.
8y

,, 0. co

durch Differentiation der Function co nach x und y, wenn man diese als 
von a und y unabhängige Veränderliche betrachtet. Differentiirt man sodann 
co4 und co, nach a und y, indem man diese als unabhängig von x und y 
betrachtet, so folgt:

8. co' 8. co, 
’ 8a X0y

0.CO' O.ÜJ, 1-F~— =1 — X= 1 — y 8y8a

welcher drei willkürliche Constanten a, y, 7] enthält. Betrachtet man somit 
rj als eine Function von a und y und verbindet man mit der vorigen 
Gleichung die beiden folgenden:

)0. CO , 1—— = X 1 —( = 08a

yil—x )8. co
— o,8y

Die rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen reduciren sich infolge 
der zweiten und der dritten Gleichung des allgemeinen Integrals auf Null. 
Nunmehr findet man nach den allgemeinen Formeln (5) des vorhergehenden 
Paragraphen:

rer w— R = H

oder zufolge der dritten Gleichung des allgemeinen Integrals:

— Ji — a.

Um die Coefficienten dieser Gleichung zu finden, berechnen wir 

co1 — a — ny. co,— y — rix, co“ — 0, co\ — — ru co„ — 0

so erhält man das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung, wenn man 
die Function rj durch die Bedingung bestimmt:
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Untersucht man die Möglichkeit, der gegebenen Gleichung durch Werthe 
von der allgemeinen Form

z == Ax2 + Bxy -f- Cy2 -f- Dx -|- Ey F

zu genügen, so findet man ohne Schwierigkeit als particuläres Integral der 
gegebenen Gleichung den Ausdruck:

z — ax Ą- yy — yxy = co,

3e. * 
ö 

CO 
coG

o+

i-S
5

•r
ij9

 rL
r



oder infolge der zweiten Gleichung des Integrals

T = b.
Schliesslich:

- N= {lx + (r«)2(!) -

oder infolge der zweiten und dritten Gleichung des allgemeinen Integrals:

2
ü

JJ = Ix -f- my -j- ns.

Hiernach reducirt sich die Gleichung (4) auf die Form:

ö2. CO02. CO . j
a~W~ + h

Differentiirt man jetzt die Function co zweimal nach jeder der Ver­
änderlichen a und y, die man hier als unabhängig von einander und von 
den Variablen x und y betrachten muss, so hat man:

02w 02. CO
= xy 0ä2’ i~f = ~ xy

Substituirt man diese Werthe in die vorige Gleichung und dividirt man 
sie durch xy, so folgt:

— (Ix -|- my -j- ns) — 0.
0y2

0". CO 8*3
0y2’

027] . 7 027? . I i
“ da2 + b V + ÿ + -\- n = 0.

Die zweite und dritte Gleichung des allgemeinen Integrals geben aber:

1   0?7
y à«’

_
öy

wir erhalten daher schliesslich zur Bestimmung der Function tj die lineare 
Gleichung mit constanten Coefficienten :

02t?a r—„
0-77 0?; 0?7

+ Î -j- n — 0,s? +4 -f- m0y2 0K 0y
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Sodann findet man:
/ , ,T v 0 . C0‘ 0 . CO,= (.z +8

weil sich der Factor K -f- Nr] nach Elimination von rj mittels der Glei­
chungen des Integrals und Substitution der aus der gegebenen Gleichung 
entnommenen Werthe von K und N auf Null reducirt. Ferner ist:

T = L

S 
I «

8
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deren allgemeines Integral, sei es unter endlicher Form, sei es mittels be­
stimmter Integrale, immer nach der Methode von Laplace (Histoire de 
l’Ac. d. Sciences 1779, Mémoire sur les suites) erhalten werden kann. 
Nimmt man also die Function 7j als bekannt an, so kann man mit Hülfe 
dieser Function und ihrer partiellen Ableitungen das allgemeine Integral 
der gegebenen Gleichung unter folgender Form darstellen:

1= ^ + 4- + S77 ’ X S77z 07] 0?7 07? 
Sa Sy

877

Sa SaSy Sy

S 20.

134. Wie bereits oben bemerkt worden, hat Ampère eine wichtige 
Vervollkommnung in die Theorie der Integration der Gleichung (1) ein­
geführt, indem er die Möglichkeit entdeckte, die Methode der Variation 
der willkürlichen Constanten anzuwenden auf die Integrale dieser Gleichung, 
welche mit Hülfe der Gleichungen (A) und (B) erhalten werden, falls jedes 
dieser beiden Systeme nur eine intégrable Combination zulässt. Indem er 
aber seine Theorie auf diesen richtigen, nur nicht genügend allgemeinen 
Gedanken gründete, hat er nicht bemerkt, erstens dass dieselbe Methode 
angewendet werden kann auf die particulären Integrale der Gleichung (1), . 
welche mit Hülfe der Systeme (A) und (B) erhalten werden, falls jedes 
dieser beiden Systeme mehr als eine intégrable Combination zulässt, und 
allgemein auf jedes particuläre Integral der Gleichung (1) mit drei willkür­
lichen Constanten, auf welchem Wege man es auch erhalten habe. Zweitens 
haben die allgemeinen Formeln Ampère’s den schweren Nachtheil, dass sie 
nicht gestatten, sich zugleich der Integrale der Systeme (A) und (B) auf 
die vortheilhafteste Weise zu bedienen. Drittens könnte auch die An­
wendung der Ampère’sehen Formeln vereinfacht werden durch die An­
wendung der bekannten Lagrange’schen und Charpit’sehen Methode für 
die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche in dieser 
Theorie Vorkommen, anstatt der von Ampère selbst angegebenen Methode.

Wir wollen versuchen, diese Sätze in diesem Paragraphen und den 
folgenden zu beweisen: zuvor aber wollen wir untersuchen, welchen be­
sonderen Nutzen die Anwendung der Methode der Variation der willkür­
lichen Constanten auf diejenigen particulären Integrale gewährt, welche 
mit Hülfe der Gleichungssysteme (A) und (B) erhalten werden.

135. Nehmen wir an, dass die Gleichungen (1) eine intégrable Com­
bination zulassen, deren Integral wir unter der Form

f(x? y, z, z\ z,) = a
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darstellen, so wird dies bezüglich der Gleichung (1) ein particuläres Integral 
erster Ordnung sein. Betrachtet man es aber als eine partielle Differential­
gleichung erster Ordnung, so wird man nach der Lagrange’schen und 
Charpit’sehen Methode ein vollständiges Integral desselben

8 = o) (x, y, a, y, rj)

bestimmen können, welches ausser a noch zwei andere willkürliche Con- 
stanten y, rj enthält und welches bezüglich der Gleichung (1) ein (primitives 
particuläres Integral sein wird. Wendet man darauf die Methode dei 
Variation der willkürlichen Constanten an, so muss man rj als eine Function 
von a und y betrachten und zu ihrer Bestimmung wird man eine Gleichung 
mit den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

ö277 o-t] 'ö'2rj 
8a2’ 8a8y 8y2

erhalten.
Die Grösse a stellt, wie man weiss, das Argument der einen der beiden 

willkürlichen Functionen des allgemeinen Integrals von (1) dar, und dieses 
letztere Integral muss sich ausdrücken mit Hülfe von ij und der willkür­
lichen Functionen, welche rj enthält. Mithin muss eine der willkürlichen 
Functionen, welche in dem allgemeinen Integrale, welches den Werth von 
rj darstellt, Vorkommen, ebenfalls a als Argument haben. In diesem Falle 
aber darf die Gleichung, welche die Function rj bestimmt, nicht die Ab-

enthalten, wie wir in der Theorie der Integrale der partiellen
o'-?7

leitung

Differentialgleichungen zweiter Ordnung bewiesen haben (Kap. I, § 6). Diese
8«2

r-7) darf und muss in die Gleichung (4) eintreten nur mittels 

82 codes Ausdruckes -Ay; somit hat man in dem betrachteten Falle nothwendig

B = 0.

Ableitung
8a2

Benutzt man das Integral

F(%, y, e, z‘, 0,) = ß,

welches aus einer integrablen Combination der Gleichungen (B) abgeleitet 
ist, und berechnet man ein vollständiges Integral dieser Gleichung:

e = oj (<r, y, ß, y, rj),

so wende man hierauf die Methode der Variation der willkürlichen; Con­
stanten an. Betrachtet man rj als Function von ß und y, so hat man zur 
Bestimmung dieser Function eine Gleichung wie Formel (4), in welcher 
man nur ß für y und y für a zu schreiben hat. Aus demselben Grunde 
wie im vorigen Falle schliesst man, dass man jetzt nothwendig TAO 
haben muss.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 29



( \ 9« ^ a* /

/0F . 0F \07+07*')

¥¥ ) 070F2'0« "^" 02

+ (s + l*-) 0F
02,

genügen, die Werthe von 2' und 2,, durch deren Substitution die Gleichung

dz = z‘dx -j- z,dy

entweder unmittelbar oder nach Multiplication mit dem Integrabilitätsfactor 
integrabel wird. Als Resultat dieser Integration erhält man den Werth:

8 = oj (as, y, a, ß, rß,

welcher ein particuläres Integral der Gleichung (1) darstellt. Betrachtet 
man rj als Function von a und ß und wendet man die Methode der Variation 
der willkürlichen Constanten auf dieses Integral an, so findet man zur 
Bestimmung der Function rj die durch die Formel (4) gegebene Gleichung, 
in der man ß für y zu schreiben hat. Das allgemeine Integral, welches 
den Werth von 2 darstelit, drückt sich aus vermittelst des allgemeinen 
Integrals, welches den Werth von rj darstellt, und der beiden in diesem 
Integrale enthaltenen willkürlichen Functionen. Nun müssen die Argumente 
der willkürlichen Functionen des ersten Integrals a und ß sein, mithin 
müssen a und ß auch die Argumente der willkürlichen Functionen des 
zweiten Integrals sein. Demnach darf die Gleichung (4) im gegenwärtigen 
Falle (Kap. I, § 6) nicht die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

0-?7 0S7

0a2’ dß*

enthalten, woraus mit Nothwendigkeit folgt, dass R = 0 und T = 0 ist.

137. Hat man schliesslich in der Gleichung (1)

a = K2 — HL + MN = 0,

so hören, wie man weiss, die beiden Gleichungssysteme (Ä) und (B) auf, 
von einander verschieden zu sein, und die Argumente a und ß werden

450 Anhang II. Imschenetsky, Part. Differentialgleichungen II. 0. [Nr. 136—138]

136. Kann man vermittelst integrabler Combinationen der Gleichungen 
(A) und (B) die Integrale, die wir resp. durch

f{x, y, 2, 2/, 2,) = a, F(x, y, 2, 7, 2,) = ß

bezeichnen, erhalten, so liefern die linken Seiten dieser Gleichungen, die 
bekanntlich (Kap. HI, § 16) der Integrabilitätsbedingung

©
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einander gleich. Hat man in diesem Falle eine intégrable Combination 
der Gleichungen (A), deren Integral

f(x, y, z, z‘, z,) = a

sei, und integrirt man diese partielle Differentialgleichung erster Ordnung, 
so erhält man das vollständige Integral derselben

0 = (ü(x, y, a, y, rj),

welches ein primitives particuläres Integral der Gleichung (1) ist. Be­
trachtet man rj als eine willkürliche Function von a und y und wendet 
man auf dieses Integral die Methode der Variation der willkürlichen Con­
stanten an, so erhält man zur Bestimmung der Function rj eine Gleichung 
vermittelst der allgemeinen Formel (4). Das allgemeine Integral, welches 
den Werth von z darstellt, muss sich ausdrücken vermittelst des allgemeinen 
Integrals, welches den Werth von rj darstellt, und der willkürlichen 
Functionen, welche dieses Integral enthält. Die Argumente der willkür­
lichen Functionen des Integrals für z müssen aber gleich a sein, mithin 
muss a auch das gemeinschaftliche Argument der willkürlichen Functionen 
des Integrals für rj sein. Demnach kann im gegenwärtigen Falle (Kap. I, § 6) 
die Gleichung (4) nicht die Ableitungen zweiter Ordnung

o27] d'-rj
3a2’ 8a8y

enthalten und daraus folgt nothwendig, dass JR = 0 und S — 0 ist.

1B8. Somit besteht der Vortheil der Anwendung der Methode der 
Variation der willkürlichen Constanten auf die mittels der Gleichungen 
(A) und (B) erhaltenen particulären Integrale der Gleichung (1) darin, dass 
die allgemeine Gleichung

ÄTE? + aÄ5£+ T*V + u~ °.

auf welche sich schliesslich das Problem der Integration der Gleichung (1) 
reducirt, in den soeben betrachteten vier Fällen folgende vereinfachte 
Formen zulässt:

32. co 

8a8y 

82. co

82. co
2 S + T + U = 08y2

+ u= 02 8
808y

2S^ + P = °

T^+ °.

29*
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Ist in der Gleichung (1) AT = 0, ein Pall, auf den sich Ampère 
in seiner Theorie1) beschränkt, hat, so hat man zufolge der letzten der 
Formeln (5) des vorigen Paragraphen, U = 0 und die definitiven Glei­
chungen nehmen die noch einfacheren Formen an:

2 sf^- + R

82. co = 0
8y2

82. co 

8a2 
o 82. co 
* 808/1

= 08a8y

= 0

82. coT = 0.8y2

Die beiden letzten Gleichungen stellen die einfachsten Formen dar, 
welche die Gleichung (4) annehmen kann. Ampère erhält mit Hülfe seiner 
Methode leicht die durch die letzte Gleichung dargestellte Form in dem 
Falle, wo die Gleichung G = 0 gilt. Aber viel schwieriger ist es, nach 
dieser Methode die Form zu erhalten, welche die vorletzte Gleichung dar­
bietet, in dem Falle, wo G nicht gleich Null ist und wo die Systeme (A) 
und (B) ein jedes integrable Combinationen liefern, deren Integrale wir in 
der Form dargestellt haben (Nr. 136):

f{x, y, s, g\ gt) = a, F{x, y, e, s‘, g,) = ß.

Die Schwierigkeit entspringt daraus, dass Ampère, indem er seine 
Methode nur anwendet auf das erste der beiden vorstehenden Integrale,

’) Wir citiren die Stelle der A mp ère’sehen Abhandlung 
Beschränkung die Rede ist.

„Je vais appliquer la méthode que j’emploie à l’équation

dieserwo von

Nr -f 2 Ks + Lt Ą- M = 0.

Cette méthode peut aussi être appliquée avec quelques modifications à l’équation

Hr 4- 2 Ks +' Lt 4- M 4- N(rt — -s2) = 0

et servir à la ramener à l’une des deux formes

t = f(x, y, z, p, q), s =4 f(x, y, z, p, q)

suivant que la quantité K2 — HL -j- AfA est nulle ou ne l’est pas. Mais pour 
rendre plus simple l’exposition de cette méthode et les démonstrations qui y sont 
relatives, j’ai cru devoir me borner à la formule

Hr 4- 2 Ks 4- Lt 4- M = 0

où les dérivées du second ordre ne se trouvent qu’à la première puissance “ 
(Journ. de l’Ecole polyt. 18s cahier p. 106.)



so erhält man ihr allgemeines Integral 
die drei Gleichungen verbindet:

wenn man mit der vorstehenden

02. co0 . CO
= 0,0y20a

deren letzte zur Bestimmung von rj als Function von a und y dient.

Ist Gr nicht gleich Null und hat man mit Hülfe der Gleichungen (Ä) 
und (B) ein particuläres Integral von (1) gefunden:

2 = (o(x, y, a, ß, rf),
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auf diese Weise das Problem auf die Integration einer Gleichung von der 
Form:

+ = o
02. m2 8
0a0y

zurückführt; er muss sodann mit dieser Gleichung wie mit der gegebenen 
Gleichung (1) verfahren und beweisen, dass die neue transformirte Gleichung 
von der Form ist:

S = 0
0a0(3

während bei Anwendung des von uns oben angegebenen Verfahrens mit 
einem Male das Problem auf die Integration einer Gleichung von dieser 
letzteren Form zurückgeführt wird.

139. Wir bemerken ferner, dass die linke Seite jeder der Gleichungen

02. CO92. CO ____ a rp

ö0«0/3 ’ 0y2 = 0

aus zwei Factoren besteht, deren jeder im Allgemeinen der Null gleich- 
gesetzt werden kann. Das allgemeine Integral aber, welches den Werth 
von 7] darstellt, können nur die zweiten Factoren liefern, weil nur diese 
die Ableitungen zweiter Ordnung von dieser Function enthalten. Die ersten 
Factoren S und T für sich können nur in gewissen Fällen particuläre 
Integrale mit einer einzigen willkürlichen Function liefern, weil sie nur 
partielle Ableitungen erster Ordnung von rj enthalten. Im Allgemeinen 
kann man diese Factoren weglassen.

Ist also G = 0 und erhält man aus den Gleichungen (A) und (B) 
ein particuläres Integral der Gleichung (1) von der Form:

■3-N
:»IT

3
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so findet man ihr allgemeines Integral, indem man mit der vorstehenden 
Gleichung die drei folgenden verbindet:

S2. ca8. CD 0. ta
= 0, = 0,dß dafiß

deren letzte zur Bestimmung von q als Function von a und ß dient.

§ 21.

140. Um eine Anwendung der soeben erhaltenen theoretischen Resultate 
zu geben, nehmen wir zunächst die Beispiele, welche Ampère als Er­
läuterung für seine Methode behandelt hat. Wir werden auf diese Weise 
bestätigen, dass man in allen Fällen der Anwendung der Methode der 
Variation der willkürlichen Constanten sich derselben Formeln (5) bedienen 
kann, welche ausserdem die Resultate Ampère’s auf directerem Wege 
liefern. Zuvor aber bringen wir diese allgemeinen Formeln auf eine für 
die Anwendung bequemere Form. Dazu bemerken wir, dass die Ausdrücke 
von R und T in Factoren zerlegt werden können, da jeder von ihnen eine 
homogene Function zweiten Grades darstellt. Durch Auflösung der Glei­
chung zweiten Grades

K—Nco' L+Na>“ _ 
H+N(o/r

m2 -f- 2 m -f-
H+Na„

findet man:
_ — K-\- Nto; + V(g— Nco\y—(g-f- Nco„) (L+N,ca")

m
H+Nco,

Bezeichnet man mm mit P die Grösse unter dem Wurzelzeichen, so
hat man:

P=K2 — HL — N\Hco" + 2 Koj‘ + Lco„ + N(ü}“o>„ — a>;2)]

und, wenn man hierzu die identische Gleichung addirt:

0 = N[Hco“ + 2 Ko‘ + Lù)„ + M + N(to“(o„ — co',%

welche gilt infolge der Voraussetzung, dass (o der Gleichung (1) genügt, 
so folgt:

P — K2 — HL + MN = Gr.
Mithin

— K + Na,', ± \G
m

H+ Nco„



Demnach verschmelzen die beiden Gleichungssysteme (M) und (jB) zu 
einem, nämlich:

by
+ 2s, = 00æ(a

05,05' - -f- 2 ^ = 0

-2'-*'8Ä= °-

— 25,
0æ(a0x(a

05
0x(a

Die zweite von diesen der Integrabilitätsbedingung genügenden Gleichungen 
giebt das Integral:

x2z‘ — zf = 2 a.

Um diese partielle Differentialgleichung erster Ordnung nach der 
Methode von Lagrange und von Charpit zu integriren, bilden wir das 
System simultaner Gleichungen:

dx dy — dz' — dz,
£C2 — 2 5, 0 ’2xz'

Mittels der soeben erhaltenen zwei Werthe von m können die Aus­
drücke von B, S, T folgendermassen geschrieben werden:

-00)' --- 00)' Vff 1
fë)2

K-Nco'+jG 0y K—Neu',—0y— B = (H+Nco„) H+ Nœ„I H -f- Nco„0ta, 
. 0y
■00)'

j 0fi), 0a>, 0a
0O)'~ L + No“ IK—Nco',

H+Nœ,f
0yS=(H+N(ü„) (6).+ rr~ +

I1 H+Na„0a 0y 0co, 
-0a

00),
0y

-0O)/ -00)'
K—N<o‘,+iG 0 a K—Nco'-— T= 0^:+

_0a
H+ Nco„ -BT+ Ao)„

- 0a

141. Wir beschäftigen uns nunmehr mit den Beispielen Ampère’s.

æV' — 4 x2z,z\ + 4 zjz„ + 2z‘x3 = 0.I.

Man hat hier:

H=x2, K = — 2x2z„ Z = 45,2, Jf = 2z'xs, N=0,
mithin :

G = K2 — HL 4- MN = 0.
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deren ein Integral offenbar z, = const ist. Man hat demnach: 

z4 __ 4~ Y'x, y
und:

dz — —- dx -j- ydy.

Integrirt man diese letzte Gleichung, so erhält man das particuläre 
Integral der gegebenen Gleichung:

2a -f- y2 .—iP- + >? = <»,z = yy —

dessen Richtigkeit man leicht bestätigt. Betrachtet man rj als Function 
von a und y und verbindet man mit der vorstehenden Gleichung die drei 
folgenden:

S.«» 8 Tj
8a

(!7j 2y __8.0}
8y —y + 8y

X

82. ca
= o,+8y2

so erhalten wir das allgemeine Integral, wenn wir die Function y mit 
Hülfe der letzten Gleichung bestimmen. Subtrahirt man nun hiervon die 
erste Gleichung des allgemeinen Integrals, so erhält man die Gleichung:

8 ~t] __ 8}?
8y2 8a

deren Integral von Laplace unter der allgemeinen Form

I (p(y + 2u\a) e
J--00

-«2 , du,V =

in der (p eine willkürliche Function bezeichnet, gegeben worden ist. Die 
partiellen Ableitungen dieses Werthes von rj nach a und y sind:

[ (p\y-\-2u! a)e~r [ u(p‘(y -}- 2uZa) é
V a—oo

8 r\ u du.

Der Werth des ersten kann noch mittels partieller Integration auf die 
Form gebracht werden:

8 7] _ j fp‘\y+2mV a) e "'du.
J —OO ‘8a

H
 i t

o



y -f" | q> (y2u\ a)e ifidn 
X J—00

4- I (p‘(yĄ-2u)/a)e
J--ce

( (p‘\y-\-2uYü)e
J —ce

H du

n2du.

3 yy

o y
2o X

Um die Schlüsse der Theorie bezüglich der Werthe von B, S, T zu 
bestätigen, differentiiren wir die Function oj nach x und y, indem wir 
dabei a und y als Constanten betrachten. Es folgt:

2«4-y2Oj‘ = , (o, = y.X2

Differentiirt man ferner die Functionen oj‘ und oj, nach a und y unter 
der Annahme, dass x und y constant seien, so findet man:

8. ca‘   2y
0y x2

Substituirt man diese Werthe in die allgemeinen Formeln (6), in denen 
man N = 0 setzt, so findet man übereinstimmend mit der Theorie:

0. co __
0« X2’

2 0.ta, 0 . CO,
0y

B = 0, S — 0, T — — 1.

Genau in derselben Weise integrirt man die beiden andern Beispiele:

z“ 4- 2 (z, — x) z\ 4- — x)2z„ — z, — 0
und:
0 4- z,y z“ 4- 2 (x 4- $,) (y 4- *0 *; + {y -f O2 + 2 (x + *,) (y + O = o,
welche alle beide von derselben Art sind wie die vorige, da auch bei diesen 
Beispielen die Bedingung G = 0 erfüllt ist.

142. Betrachten wir nun Beispiele, in denen diese Bedingung 
nicht erfüllt ist.

b2x2z“ 4- 2 x2z\ 4- (x2 j z„ — 2s = 0.II. x2z;
Man hat hier:

Æ2, K= x2, L = x2 — ^ = — '2*, 0, VG = hH =
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Substituirt man diese Werthe, so erhält man das von Ampère ge­
gebene Integral des Problems in der Form der drei Gleichungen:

«s 
«



458 Anhang IL Imschenetsky, Part. Differentialgleichungen IL O. [Nr. 142]

Mithin nehmen die Gleichungen (Ä) und (B) bezüglich die Form an: 

= °>

, hg'
X (ix(a

x2 sy _x2 i A
dx(ß + 2,

2*=°> *2w+(*!+ )

= o

+-(**- ) 82, 2z = 0
0x(a dx(ß

02 ✓ - », -** 02 °L = 0.2' ---  2,
0x(a 0x(a 0x(ß dx(ß

Keine dieser Gleichungen, für sich genommen, genügt der Integra - 
bilitätsbedingung; indessen hat Ampère eine intégrable Combination dieser 
Gleichungen angegeben, welche man erhält, wenn man in beiden Systemen

die erste Gleichung mit — ~

multiplicirt und sodann einzeln die Gleichungen jedes Systems addirt. Die 
beiden Summen können folgendermassen dargestellt werden:

22, die zweite mit — 1, die dritte mit — 2z

2 50xb 02,
0 = x2ï)2' 2xz/c)x -f- x%;, + 2x2,ox — 22ex — 2x02 4- ± ir»

wenn man festhält, dass die Gleichung mit den oberen Zeichen aus dem 
System (A), diejenige mit den unteren Zeichen aus dem System (B) folgt. 
Diese beiden Gleichungen enthalten partielle Ableitungen nach x; als zweite 
unabhängige Veränderliche betrachtet man aber in der einen a, in der 
andern ß. Man hat daher als Integrale die beiden Gleichungen:

xV -f- x22, — 22X — b log 2, -j- 2 61ogx = a 
xV + x22, — 22X -f- 5log2, — 2 6 log x = ß,

aus denen durch Addition und Subtraction folgt:

2x2(V -f- Z/) — 42X = a -f- ß 

2b\og ^ = ß — a.

Die zweite von diesen Gleichungen giebt:

ß-<*
2, = x2e 26 ,

und substituirt man diesen Werth von 2, in die erste, so hat man:

ß—a
— x2e 26 ,

somit:
ß—«

dx -j- e 2b xîdy.
ß-a

— x2e 26 ja + ß-( +dz
2x2

C
r1

a U
?

4 
! «

4»
 I c

-



1 multiplieirtIntegrirt man diese Gleichung, nachdem man sie mit

hat, so erhält man, wie man leicht a posteriori bestätigen kann, das parti- 
culäre Integral der gegebenen Gleichung:

x-

-f- e 3/' (y — x)x2 — x2rj = oj.« + ßz 6a?

Betrachtet man nun rj als Function von a und ß und verbindet man 
mit der vorstehenden Gleichung die beiden folgenden:

ß-cc
= 01 18. co

6x - 2b e <» - X>*2 - 8*

I -J------
? I O'i

Sa
ß — a CT]8. co

2&-e 20 (y — x)x2 — <dß = °>dß Qx

so erhält man das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung, wenn 
man rj mittels der Gleichung bestimmt:

- W e " & - x)xt - *2 Wtß =82. a 0.8a8ß

Subtrahirt man nun die zweite Gleichung des allgemeinen Integrals von 
der dritten, so folgt:

«26 (y — x)x2 + x2(^ — tß) = 0.

Multiplieirt man diese mit addirt sie dann zu der vorigen und dividirt 

durch x2, so erhält man zur Bestimmung von rj die Gleichung:

1 / 877/8t? 877 \
\ïa — dß)

d*7j
= 0.dadß 4 b

Man bemerkt leicht, dass dieselbe in endlicher Form nicht integrirbar 
ist, ihr allgemeines Integral drückt sich aber nach der Laplaceschen 
Methode mittels bestimmter Integrale aus.

Um die Werthe von B, S, T zu bestätigen, so findet man durch 
Differentiation der Function oj nach x und y, wobei a und ß als (kon­
stanten betrachtet werden:

1* — «
- + e 2* (2xy — Sx2) — 2xrj, oj, — e 2b x2.

ß — a
,.1 __ a + ßOJ =--------

6x2

459Variation der willkürlichen Constanten.
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Differentiirt man oj‘ und co, nach a und ß und betrachtet man x und y 
als constant, so folgt:

6^ _ 2b 6 2b ^XlJ ~ SX^ ~~ 2 X
(i — a

e 2b x2.0(0' 1 0?7 0(0, _
ca’ 0a 2bca

= 6P + ^e2" — 8**5 —0»'
¥

Aus der ersten und der dritten dieser Gleichungen kann man ~ und ^
oa

2eliminiren, indem man zu ihnen die mit — ' multiplicirte zweite und
dritte Gleichung des allgemeinen Integrals addirt. Man findet so:

ß~a 
e 2b x2,

¥

ß-*
e 2b x2.

tW 1 0(o' 11 1
+ 2ö dß 2x- 2b2x20a

Mit Rücksicht auf die Gleichung aber

ß — <*
co, = e 2b x2

kann man die vorstehenden Gleichungen noch auf folgende Weise schreiben:

1 1<L _
2x2 2b' 2x2 2b

2b'

Diese Werthe müssen in die allgemeinen Formeln (6), in denen man 
y — ß und N = 0 zu setzen hat, substituirt werden. Dividirt man dazu 
die beiden ersten vorstehenden Gleichungen resp. durch die beiden letzten, 
so folgt:

0(0'0®'
¥ 6. 10a

x2ut, X2(0,0(0,0(0,
¥0a

Andererseits hat man:

k + Mg K-VG^ b
= 1 + — ^ X-CO,' X2(o'HH

mithin:
0®'

Jl — Ÿ GrK + ŸG ¥
HH 0(0,

¥
also R — 0 und T — 0.

■s
ir «

ir

s.?
 +J 

J »

rlf
\g

\K



6®' S®' 
8a 8/3 
8®, 3®, 
8a 8S

K1 — G L
H2 - H'

folglich giebt die zweite der Formeln (6)

0 8®, 3®, K2—HL
8« ¥ H

n 8®, 0®, G 
~~ Ł eâ 8^ WS =

Man hat aber:
®; b28®, 8®, _

8^ ¥ ~ _ 46»’ G = H = Æ2;2!CO,
mithin :

1O __ *
2x2'

14B. Wir wollen dieses Beispiel noch benutzen, um den Unterschied 
zwischen unserer Auflösungsmethode und derjenigen, welche Ampère be­
folgt hat, klarer hervortreten zu lassen. Wie wir .schon oben bemerkt 
haben, hat Ampère, anstatt die Auflösung gleichzeitig auf die beiden den 
Systemen (A) und (B) genügenden Integrale zu gründen, nur von einem 
derselben Gebrauch gemacht, nämlich:

x2z' -j- x2z, — 2xz — Mogz, -j- 2 blogx = a.

Aus dieser Differentialgleichung erster Ordnung musste er zuerst sein 
particuläres Integral mit drei willkürlichen Constanten a, y, rj ableiten, 
ein Integral, welches wir bezeichnen mit

7-= 0,

sodann sein allgemeines Integral, welches man erhält, wenn man rj als 
Function von a und y betrachtet und mit der vorstehenden Gleichung die 
folgende verbindet:

*A=o.
Oy

Anstatt aber zu diesem Zwecke die Methode von Charpit und Lagrange 
anzuwenden, welche das allgemeine Integral genau unter der gewünschten 
Form giebt, bedient sich Ampère seiner eigenen Methode für die Integration 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche im Allgemeinen 
das Integral nicht unter der Form der Gleichungen

3.7
F=0’ 3y == 0

m
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Multiplicirt und addirt man die vorigen Gleichungen, so ergiebt sich:

. I K)
■§

»!
 s 

|-S
j ?

+
rir

in
r



ö.co :!x2y x
8y

nachdem man die vorigen Werthe von z‘ und z, substituirt hat, so erhält 
man genau das particuläre Integral

a -f- blog yz — yx2y — yxz — g—---- -f- X27] — CO,

zu dessen Bestimmung die Ampère’sche Methode weit complicirtere Rech­
nungen erfordert.2)

Sodann wendet Ampère die Methode der Variation der willkürlichen 
(konstanten auf das vorstehende particuläre Integral an. Man gelangt zu 
denselben Resultaten wie er, wenn man das oben entwickelte Verfahren 
einschlägt. Betrachtet man rj als Function von a und y und verbindet 
man mit der vorstehenden Gleichung die beiden folgenden

1S.oj
Sa Zx

a -j- blogy — X2y.z' = X2
Integrirt man schliesslich

dz = z'dx -f- z.dy,

also z, — yx2.

') S. 20 u. ff. der Ampère sehen Abhandlung. 
2) S. 145—148 seiner Abhandlung.

Mit Hülfe dieser Gleichung findet man aus der gegebenen:

[Nr. 148]Anhang II. Imschenetsky, Part. Differentialgleichungen II. 0.462

giebt, so dass es einer besonderen Transformation bedarf, um zu dieser 
Form zu gelangen.

Wenn man auch der geistreichen Idee, auf welche diese Transformation 
sich gründet1), volle Gerechtigkeit widerfahren lässt, kann man doch nicht 
umhin zu bemerken, dass die Anwendung eines solchen Verfahrens auf den 
gegenwärtigen Fall die Rechnung sehr unnöthig complicirt. In der That, 
bildet man das Lagrange’sche System simultaner Differentialgleichungen, 
welches der gegebenen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung ent­
spricht, so hat man:

dx dy dz — dz' dz,
x* = b z‘x2 -f- z,x2 — b 2b 2 xz,2xz. ~\-----XX2 —

und wenn man den ersten Bruch dem letzten gleichsetzt, findet man:

cT+

*§
 !0

4

CO

o! 
«

«



Ö2J? S^œ   _b___, a «j
Sy2 3y2x 52

S2, co __ 2
8^ ~ X 8y2’SaSy

und ausserdem giebt die zweite Gleichung des allgemeinen Integrals:

1   ö?7
3æ3 Sa’

Mithin hat man schliesslich zur Bestimmung von rj die Gleichung:

2 b 8 \
y SaSy

i h. 
' y2 Sa = 0,

genau in der Form, welche ihr Ampère gegeben hat.

Variation der willkürlichen Constanten. 463

so hat man das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung, wenn man 
die Function rj durch die Gleichung (4) bestimmt. Differentiirt man aber 
co nach x und y und betrachtet man a und y als Constanten, so findet man :

a -j- Mogyoo‘ — 2yxy — 3yx2 + -f- 2xrj, co, — yx2.3x2

Differentiirt man jetzt co4 und co, nach a und y und betrachtet dabei x 
und y als Constanten, so folgt:

Sco, 8<a,
Sy

— 2xu 3x2 4- ^ J- 2x — ^co~ =sy *xy iz -t 3yx2 -F ** Sx2

Die beiden letzten Gleichungen nehmen infolge der zweiten und dritten 
Gleichung des allgemeinen Integrals die Form an:

== x2,Sa
1 4- 2x dr]

Sa’

Sa^ = 1 
Sa x-‘

Soo'
yX1'Sy

Wendet man sodann die allgemeinen Formeln (5) oder (6) an, so findet 
man sehr einfach:

1= 0, S=A T-R x2’

somit erhält die Gleichung zur Bestimmung der Function rj die Form:

26 S2.q 
y SaSy

S2, a
Sy2

wie es nach der Theorie vorauszusehen war. Man findet sodann:
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Diese Gleichung muss man sodann zwei Transformationen unterwerfen, 
um sie auf die einfachste Form, die wir oben unmittelbar erhalten haben, 
zu bringen. Für die erste Transformation führen wir, indem wir

log/ — £

setzen, e an Stelle von y als unabhängige Veränderliche ein und erhalten 
dadurch die Gleichung mit constanten Coefficienten :

+ i ~ ~ — 0.
0a0£ 0a 0£

Für die zweite Transformation führen wir, indem wir

ß = a -f- 2 be

setzen, ß als unabhängige Veränderliche für £ ein und bringen dadurch 
die Gleichung auf die verlangte Form:

027? ojj 5=0.4 b +0a0ß 0a ¥

Diese letzteren Transformationen lassen sich im betrachteten Beispiele 
ziemlich einfach ausführen, da die zu transformirende Gleichung bereits 
eine lineare Form hatte und zwar nicht nur in Bezug auf die zweiten, 
sondern auch in Bezug auf die ersten Ableitungen der Function rj.

Die Schwierigkeit dieser Transformationen ist aber grösser, wenn die 
zu transformirende Gleichung nur in den zweiten Ableitungen von rj linear 
ist. Man überzeugt sich davon leicht durch Behandlung der folgenden 
Beispiele :

s“ + 2z,z' + (** — x2)z„ — z, = 0 

xAz“ — 4x2z,z' 3z,z„ -j- 2x3z‘ = 0
+ 2z,z\ + (zf — b2)z„ = 0,

bei welchen man aber nach unserer Methode auf die allereinfachste Weise 
zu den schliesslichen Resultaten Ampère’s gelangt.

§
144. Wir haben oben für die Anwendung der Methode der Variation 

der willkürlichen Constanten auf die Integration der Gleichung (1) voraus­
gesetzt, dass es primitive particuläre Integrale dieser Gleichung mit drei 
willkürlichen Constanten gäbe. Man begegnet aber Fällen, in denen man 
nur ein particuläres Integral mit zwei willkürlichen Constanten zu haben 
braucht. Ein solcher Fall bietet sich dar in den in Bezug auf die Ab-:
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leitungen zweiter Ordnung linearen Gleichungen, welche nur z“ und z\ oder 
nur z\ und z„ enthalten. Man muss beachten, dass diese Form der Glei­
chungen in der A mp ère'sehen Theorie eine besondere Wichtigkeit besitzt, 
da man, wie oben bemerkt wurde, auf diese Form stets die vollständigen 
in Bezug auf z“, zn linearen Gleichungen zurückführen kann. In unsrer 
Auseinandersetzung dieser Integrationsmethode kann man die betreffende 
Form als einen besonderen Fall betrachten; demnach wollen wir uns auf 
die Vorführung eines der von Ampère behandelten Beispiele beschränken, 
um eine Idee von der von diesem Geometer benutzten Integrationsmethode 
zu geben. Wir nehmen die Gleichung:

ZZ\ + 8„ + — 0.
»?

Nach einer Untersuchung ihrer Form schliesst man (Kap. I, § 6), dass das 
Argument einer der beiden willkürlichen Functionen des allgemeinen In­
tegrals gleich x ist. Setzt man a = x, so muss das andere Argument ß 
als eine gewisse Function von x und y betrachtet werden. Ist

ß = f(x, y),

so kann man zufolge dieser Gleichung x und ß an Stelle von x und y 
als unabhängige Veränderliche einführen.

Differentiirt man unter dieser Voraussetzung die Relation zwischen 
ß, x, y partiell nach x und betrachtet man ß als Constante, so folgt:

¥ ¥_
8«/ dx(ß

— 0 oder M . M ÈL — U’ d Sa; + dy dx(ß ~
¥
Sa? 0.

Man hat ferner:
80' oy

~~ *" dx(ß'dx(ß’ (j.r(ß

Substituirt man die aus diesen letzteren Gleichungen sich ergebenden Werthe 
von z\ und z„ in die gegebene Gleichung, so folgt: f

%z‘
Sy \ Qx(ß __

dx(ß) 8 y
1

2 Sliß + 1 ( »?
dx(ß

Diese letztere Gleichung muss (Kap. III, § 12) in die beiden folgenden 
zerfallen :

Sy* = 0i 

Mansion, Part. Differentialgleichungen.
Mß

30



zz, + z‘z, — 1 = 0, zz„ -j- zj — 0.

-2 multiplicii’ten zweitenAddirt man die existe von diesen zu der mit 

Gleichung, so erhält man wieder die gegebene Gleichung.
Aus dem particulären Integrale erster Ordnung erhält man, indem man 

sie wie eine gewöhnliche Differentialgleichung integrirt (da in ihr keine 
Ableitung nach x vorkommt), das primitive particuläre Integral

— 0» + ß) y 4- y = o,CO

wo rj eine vollkommen willkürliche Function von x bezeichnet. Betrachtet 
man aber rj als eine Function von x und ß, so wird die letztei’e Gleichung 
noch immer ein Integral derjenigen Gleichung sein, aus der sie abgeleitet 
ist, wenn man mit ihr die Bedingung verbindet:

9. CO
= 0.= — y +¥
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zu denen man noch eine dritte hinzufügen kann:

¥dx(ß °*— z,dx(ß

Da die drei vorstehenden Gleichungen keine Ableitung von s* enthalten, 
so kann man mit ihnen keine andere intégrable Combination bilden, als 
indem man z‘ eliminii’t. Dazu eliminiren wir z‘ aus der ersten und dritten, 
was giebt:

______ *2 JŁ = 0
dx(ß ' dx(ß

dz, . dz
*uCß + *'

oder infolge der zweiten von eben jenen drei Gleichungen

¥ dz
* dxlß + *’ dx(ß 1 °‘

Durch Integration dieser Gleichung findet man:

ZS, --- X — ß.

Betrachtet man hier ß als eine constante Grösse und nimmt man wieder 
x und y als unabhängige Veränderliche, so stellt die vorstehende Gleichung 
ein paxticuläres Integral erster Ordnung der gegebenen Gleichung dar. In 
der That, differentiirt man sie nach x und y: so folgt:

-S
l-A

« 
<N
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Es bleibt noch die Bedingung zu linden, welche erfüllt sein muss, damit 
die Gleichung zz, — x — ß noch immer ein Integral der gegebenen ist. 
Differentiirt man dazu dieselbe nach x und y, so folgt:

i = ¥
8«’

a ¥zz\ + z‘z, --- sz„ 4- 4

iAddirt man die erste von diesen Gleichungen zu der mit -j multiplicirten
s/

zweiten, so kommt:
dß , £ dß
8a? ' z? 8 y‘4, + A =

4

Mithin ist die gesuchte Bedingung ausgedrückt durch die Gleichung:

¥ _i J_ ¥ _ 0
00? ' Z‘f 0//

]STun hatten wir aber:
dl 4_ M JL. = 0
0o? ^ 8« 8o?(ß

somit nimmt die Bedingungsgleichung die Form an:

dy
dx(ß

Substituirt man in diese Gleichung die Werthe:

0J7
y - w

8 y _ 8'4 
ox(ß dxdßalso

und:

(*4-T 4 + ßy4 ■+ ßyzf =
2(%+ß)y — 2y drj

2 (o?4 ß) Qß 2??
so hat man zur Bestimmung der Function rj die Gleichung:

07J(* + ß'äß-*(* + ß> 4- 2 ri = 0,dß

die nach der Laplace’sehen Methode integrabel ist.

§ 23.

145. Die Methode der Variation der willkürlichen Constanten in der 
Form, die wir ihr im Vorhergehenden gegeben haben, bildet das allgemeinste 
aller Verfahren, die man bisher für die Integration der Gleichung (1)

Bz“ 4- 2Kz\ 4- Lz„ 4- M + N(z“z„ — z'2) = 0 . . (1)
30*
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vorgeschlagen hat, denn sie umfasst alle die Fälle, welche sich durch die 
Anzahl der möglichen Integrale der Gleichungen (A) und (B) von einander 
unterscheiden.

In der That, in diesem Kapitel haben wir ihre Anwendung auf die 
Fälle betrachtet, wo wir nicht einmal ein einziges Integral der Gleichungen 
(M) und (B) kannten, und auf diejenigen, wo jedes dieser beiden Systeme 
nicht mehr als ein Integral zulässt. Wir haben weiter oben (Kap. III, § 13) 
die Anwendung dieser Methode auf den andern extremen Fall angegeben, 
wo die beiden Systeme (A) und (B) bis drei Integrale zulassen und in eins 
verschmelzen infolge der Bedingung Gr = 0. Da wir aber diese Methode 
auf die vor gängige Bestimmung eines beliebigen primitiven particulären 
Integrals der Gleichung (1) mit drei willkürlichen Gonstanten gegründet 
haben, so ist von selbst klar, dass wir, wenn jedes der Systeme (M) und (B) 
oder auch nur eins von ihnen zwei Integrale zulässt, sogar mehrere Mittel 
haben, um zu dem gesuchten particulären Integral der Gleichung (1) zu 
gelangen. Die vortheilhaftesten von diesen Wegen sind offenbar diejenigen, 
wo in die Gleichung (4) a und ß als unabhängige Veränderliche einge­
führt sind.

Um dieses Verfahren zu erläutern, nehmen wir als Beispiel die Gleichung:

+ (z‘ + *)< + ye„ + y (*"*„ — K2) + «, = °>
die wir schon früher (Kap. III, § 17) nach der A mp ère’sehen Methode, 
die sich wie die Monge’sche auf die vorausgehende Bestimmung eines all­
gemeinen Integrals erster Ordnung gründet, behandelt haben. Man hat hier:

K = Vff = ^H = M = s„ L = N = y,

mithin nehmen die Systeme (A) und (.B) die Form an:

dz,
= 0,

+ C + OŚ& + '--0-
_ - __ A' Mß °'

~ + 1 = 0.dx(cc '
j£____^ ~ — q
dx(cc 'dx(a ’

Das erste von diesen Systemen liefert das Integral:

*'m + y dx(ß
dz'z1 dx(ß

dz . 
dx(ß ~~ z

g4 -j- x = const. . .

aus dem zweiten erhält man die beiden Integrale:

yz, = const . .

8,{z‘ + #) = const . .

(&)■
(c)>



Die Gleichungen («) und (c), in denen man die willkürlichen Constanten 
resp. durch a und ß ersetzen kann, geben:

ßz‘ — a — x1 u

f + f y + n = w-

Betrachtet man rj als eine Function von a und ß und verbindet man mit 
der vorstehenden die beiden folgenden Gleichungen

und X2 ßz ax

+ h._ ßy_ i __ aß2 ^ 0ß ’ 0/3
8. co

= o,X
¥3ß

so erhält man das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung, wenn man 
rj durch die Gleichung

0". CO2 8 -f U = 00ß0(3

bestimmt. Nun hat man aber:

1, cù\ = 0, to„ = 0. 
ß 0. Cùf 1 02. CO

0)‘ — a — x,

1 = 0’ 0/3 ’ 8ß

CO, ß
0.0)' ___  _ y_ , Wy

ß’ 0ß0/3 ß2 0ß0/3
0.0),

ß2’ 0/30ß

Hiernach geben die allgemeinen Formeln (6):

1 U= JLS — 2 ’ ß2‘

Demnach hat man zur Bestimmung von rj die Gleichung:

02)J
== 0,0ß0/3

aus welcher folgt:
n = (p(a) + y(ß).

Mithin drückt sich das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung durch 
die drei Gleichungen aus:

*=(«—f )x+^ + <p(a)+y>(ß), y = — ay)‘(ß), x= ^ + cp\a).

Ebenso kann man, wenn man das Integral (a) des Systems (A) und 
das Integral (ly) des Systems (B) benutzt, das allgemeine Integral der ge­
gebenen Gleichung durch die drei Gleichungen darstellen:

— f ) x + ß^gy + ßlog (log -1J — (p(a) — \p(ß),

io gy = w'iß) — log (log v)‘

z =(a

ßx = rp\a) 4- ßlogß’

Variation der willkürlichen Constanten. 469
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Nachdem wir die Anwendung der Methode der Variation der willkür­
lichen (konstanten auf alle Fälle gezeigt haben, indem wir uns stets auf 
dieselben allgemeinen Formeln stützten, dürften wir wohl hinreichenden 
Grund haben, dieselbe eine allgemeine und grösstentheils neue Methode für 
die Integration partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung und 
wenigstens derjenigen Gleichungen zu nennen, welche von der allgemeinen 
Form, auf die wir unsere Untersuchungen beschränkt haben, sich nicht 
entfernen.1)

ł) G. Teixeira hat in einer „Note sur l’intégration des équations aux 
dérivées partielles du second ordre (Bullet, de la Soc. math, de France, 1889, 
t. 17, S. 125—131, und Jorn. de Sciencias mathematicas et astronomicas, 1889, 
t. 9, S. 163—172) mehrere der in diesem Kapitel auseinandergesetzten Resultate 
in directer und einfacher Weise erhalten. (P. M.)



Anhang III.

Über die partiellen Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung.1)

Von

0. Darboux.

*) Übersetzung eines Aufsatzes in den Annales scientifiques de l’Ecole nor­
male supérieure, Bd. 7, 1870, S. 163—173.





I.

Bei dem gegenwärtigen Stande der Wissenschaft weiss man noch sehr 
wenig von den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Ab­
gesehen von einer sehr scharfsinnigen Bemerkung von Bour (Journal de 
l’École polytechnique, 39. cahier p. 186—189) ist der wichtigen Theorie, 
wie sie in so lichtvoller Weise von Ampère im 17. und 18. Hefte des 
Journal de l’École polytechnique auseinandergesetzt wurde, nichts Wesent­
liches hinzugefügt worden. In der vorliegenden Note beabsichtige ich, nur 
die Principien einer neuen Methode auseinanderzusetzen, welche, ohne eine 
vollständige Lösung des Problems zu geben, mir einen Fortschritt in der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen zu bilden scheint. Diese Methode 
erstreckt sich auf Gleichungen aller Ordnungen mit beliebig vielen 
Variablen und selbst auf die simultanen Gleichungen. Um mich 
jedoch in diesem kleinen Exposé möglichst kurz fassen zu können, werde 
ich nur von den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
zwei unabhängigen Veränderlichen sprechen.1)

Es sei
(1)f(x, y, s, p, ą, r, s, f) = 0

die gegebene Gleichung und

Xdx + Ydy -f Zdz -j- Pdp + Qdq + Rdr + Sds + Tdt = 0 (2)

ihr totales Differential. Wir bedienen uns, um die Aufgabe zu lösen, der 
von Ampère und Cauchy mit so grossem Erfolge angewendeten Methode 
der Vertauschung der Variablen. Zu diesem Zwecke ersetzen wir x und y 
durch die unabhängigen Veränderlichen x, y(}. wo y() eine Function von x, y 
ist, die man nach Belieben in passender Weise bestimmen kann.

0 Herr E. Picard sagt in seiner Revue annuelle d’Analyse (veröffentlicht 
in der Nummer vom 30. November 18S0 der Revue générale des Sciences pures 
et appliquées und reproducirt in den Rendi conti del Circolo matematico di 
Palermo, 1891, Bd. 5, S. 80—90) hierüber (S. 85): „Für die zweite Ordnung ist 
die Réduction der Integration der Gleichung auf die Integration eines Systems 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen noch nicht bewerkstelligt und wird es 
ohne Zweifel nicht so bald werden. In dieser Beziehung ist eine interessante 
Hinzufügung zu den berühmten Abhandlungen von Monge und Ampère im 
Jahre 1870 von Darboux gemacht worden.“ [P. M. j
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Wir haben zunächst die folgenden bekannten Relationen:

sy0’ sy0
39 = *3*Sy

= 2 ■ • (3),Sy0’ Sy0 Sy„
Sy Sy 
Sa;’ Sa*

»2 Sy■ Sy= r -j- s ‘ • (4).— s + f g,,= 4? + 2 Sar to

Ferner nehmen die Integrabilitätsbedingungen die Form an:

(5).

Mit diesen Gleichungen muss man die folgende zusammennehmen, welche 
man erhält, indem man die Ableitung der Gleichung (1) nach y0 nimmt:

Sy bs Sy>
Wo - °-+ Z£r + P Sy« sy0Sy0 Sy0 Sy0

Bedienen wir uns jetzt der Gleichungen (3), (4), (5), um aus der vor­
stehenden Gleichung alle Ableitungen nach y0 mit Ausnahme von ~ und ^ 

zu eliminiren, so erhalten wir die neue Gleichung:

U Sy'
Sa; Sa:,

(Y + Z,j+Fs + Qt + \R + S — R
. («).

= °!o cy__ t> Syj2 — T

iSiun kann man annehmen, aus Gründen, die wir hier nicht anzuführen 
brauchen, dass y0 derart gewählt sei, dass die Gleichung

• • (6)
befriedigt ist.

Die Gleichung (à) reducirt sich alsdann und wird:

_i_ $ ^ — 0
' Sa* Sa: Sa; ’Y + Zq -f Ps + Qt + R

die man auch mit Rücksicht auf die Gleichung (6) schreiben kann:
bt

o npY + Zq + Ps + Qt + R g + rg =0 . . (7).
Sa:
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Die vorhergehende Methode ist einer grossen Vereinfachung fähig in 

dem sehr wichtigen Dalle, wo die gegebene Gleichung von der Form ist:

Hr -f 2Ks + Lt -f- M + N(rt — s2) = 0 . . . (9),

in welcher H, K, L, M, N beliebige Functionen von x, y. z, p, q sind. 
Man kann sich hier der Gleichungen bedienen:

'àp __ , Lv H __ , f fy
S 8? — * + * 8«

Wenn man aus diesen beiden Gleichungen r und s als Functionen 
t ausdrückt und ihre Werthe in die gegebene Gleichung (9) substituirt,von

so ergiebt sich infolge der besonderen Form dieser Gleichung, 
dass der Coefficient von t Null wird; t verschwindet aus dem Resultat.
Man wird demnach zu dem folgenden System geführt:

oy _
'dx

Hm2

m

)— 2 Km + L + N |

s) +“£'+*

(jj) = 0sL + m 'fx

rep
[tix ~ — NH m

dz — päx + ądy

welches nicht mehr die Ableitungen zweiter Ordnung r, s, t, sondern nur 
zi Vt Pi (J uud ihre Ableitungen nach x enthält. Es sind dies die Gleichungen
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Wir haben daher schliesslich die sieben Unbekannten y, z, p, q, r, s, t als 
Functionen von x und von y0 derart zu bestimmen, dass sie den Glei­
chungen (1), (3), (4), (6), (7) Genüge leisten. Man kann auch die ge­
gebene Gleichung ersetzen durch ihre Ableitung nach x, die mit Berück­
sichtigung der Gleichung (7) die folgende sehr einfache Form annimmt:

8s8 rX + Zp + Pr + QS + R ¥x 4- 8 £ = o . . . (8).

Von den Gleichungen (3), (4), (6), (7), (8) enthalten nun sechs die 
Variable y0 nicht; da es aber sieben Unbekannte giebt, so hat hier die 
Vertauschung der Variablen nicht mehr denselben Nutzen wie im Falle der 
Differentialgleichungen erster Ordnung; sie kann nicht die vollständige 
Lösung des Problems geben.

o
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von Monge, zu denen man zur vollständigen Bestimmung von y, g, p. q 
noch die folgenden hinzufügen muss:

8y 8g __ 8p
dx 8y0 8æ 8tj0 dy0' 8y0

Man sieht, dass in dem Falle, den wir soeben untersucht haben und 
der beinahe der einzige ist, welcher von den Geometern betrachtet wurde, 
die besondere Form der Gleichung gestattet, aus dem System der oben 
betrachteten gewöhnlichen Differentialgleichungen die drei Ableitungen r, 
s, t zu eliminiren. Wir wollen jedoch hinzufügen, dass eine derartige 
Vereinfachung nur selten einen Vortheil bildet, und dass analoge Verein­
fachungen bei allen Ordnungen auftreten, wenn die partiellen Differential­
gleichungen eine passend gewählte Form haben.

8g 8y 8* 8«= q -- . . .(11).

III.
In den beiden vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, dass 

sich das Problem der Gleichungen von höherer Ordnung von dem auf die 
Gleichungen erster Ordnung bezüglichen Problem sehr scharf unterscheidet. 
Bei der ersten Ordnung wird nämlich durch die Methode der Vertauschung 
der Variablen die Aufgabe auf die Integration eines vollständigen Systems 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen zurückgeführt. Bei der zweiten 
und allen höheren Ordnungen hat man dagegen weniger Gleichungen, als 
Unbekannte zu bestimmen sind. Die folgenden Bemerkungen dürften eben­
falls einen tiefen Unterschied zwischen den beiden Problemen andeuten.

Da man in dem Falle, wo man sich auf die Unbekannten y, g, p. q, r, s, t 
beschränkt, eine Gleichung weniger hat, als zur gesuchten Lösung des 
Problems erforderlich wären, so muss man sich natürlich fragen, ob man 
nicht dadurch, dass man zu den vorhergehenden Unbekannten die vier 
partiellen Ableitungen dritter Ordnung, die wir a, ß, y, à nennen wollen, 
adjungirt, zu einer Anzahl von Gleichungen gelangt, die hinreichend ist, 
um nicht nur die ursprünglichen Unbekannten, sondern auch a, ß, y, ö 
als Functionen von x zu bestimmen. Es zeigt sich da eine wichtige That- 
sache, die, wie ich glaube, noch nicht bemerkt worden ist. Die Zahl der 
Gleichungen, welche y0 nicht enthalten, ist ebenfalls um eins 
kleiner als die Anzahl der unbekannten Functionen. Diese Glei­
chungen genügen demnach nicht zur Bestimmung der Unbekannten als 
Functionen der einzigen Variablen x\ aber der Unterschied zwischen der 
Anzahl der Gleichungen und der Anzahl der Unbekannten bleibt derselbe 
wie vorher, er ist gleich 1. Dasselbe ist der Fall, wenn man, anstatt bei 
der dritten Ordnung stehen zu bleiben, die Rechnungen bis zu einer be­
liebigen Ordnung fortsetzt: Man hat immer eine Gleichung weniger 
als Unbekannten.
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Die vorstehenden Resultate begründen, wie man sieht, einen -wesent­
lichen Unterschied zwischen den partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung und denjenigen höherer Ordnung. Bei den Gleichungen erster 
Ordnung ist die Anzahl der Gleichungen, welche nur die Ableitungen nach 
x enthalten, stets gleich der Anzahl der unbekannten Functionen. Für die 
Gleichungen höherer Ordnung ist dem nicht mehr so. Bei der im § II 
betrachteten Gleichung von Monge z. B. hat man nur drei Relationen zur 
Bestimmung von p, q, y, betrachtet als Functionen von x. Man kennt 
übrigens den ganzen Nutzen, den man aus diesen Differentialrelationen 
zieht: allemal, wenn sie zwei integrable Combinationen darbieten, kann man 
die Differentialgleichung auflösen oder sie wenigstens auf eine Gleichung 
erster Ordnung zurückführen.

Die von uns gemachten Bemerkungen geben ebenso für die Gleichungen 
der zweiten Ordnung die folgende Methode an die Hand:

Man suche, ausser der gegebenen Gleichung, zwei integrable Com­
binationen der Gleichungen in y, z, p, q, r, s, t zu finden. Wenn in den

beiden Systemen, welche man erhält, wenn man nacheinander für —

beiden Wurzeln der diese Ableitung bestimmenden Gleichung zweiten Grades 
nimmt, solche Combinationen existiren, so kann das Problem als vollständig 
gelöst betrachtet werden; hat man keine integrable Combination, so muss man 
die Gleichungen zu Hülfe nehmen, welche die Ableitungen dritter Ordnung 
enthalten. Selbst dann, wenn die ersten Gleichungen keine inte- 
grirbaren Combinationen liefern, kann doch das zweite mit den 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung gebildete System solche 
liefern. Wenn dieses System keiner partiellen Integration fähig 
ist, so geht man zu den Ableitungen vierter Ordnung, wobei 
man integrable Combinationen erhalten kann, u. s. w.

% die

IV.
Die am Schlüsse des vorigen Paragraphen ausgesprochene Bemerkung 

scheint mir zu einer allgemeineren Methode als die, welche man gewöhnlich 
anwendet, zu führen. Man kann übrigens diese Methode unter einem 
andern Gesichtspunkte darlegen, welcher gestattet, die aufeinander folgenden 
Systeme, die man theilweise benutzt, in leichterer Weise zu erhalten.

Wir nehmen an, dass irgend eins unserer Systeme zu zwei integrablen 
Combinationen führe :

F{x, y, z, p, q, . . . .) = const, Ft(x, y, e, p, &...) = const-

Die beiden Constanten, welche in diesen Gleichungen Vorkommen, 
müssen als unbekannte Functionen von y0 betrachtet werden. 
Eliminirt man y(), so kommt man zu einer Gleichung von der Form 

F — Willkür. Function von F\.
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Diese letztere Gleichung kann offenbar als eine neue mit der gegebenen 
verträgliche Differentialgleichung betrachtet werden, die gemeinschaftlich 
mit dieser ein Integral mit einer willkürlichen Function besitzt. 
Wir werden somit zu der Lösung der folgenden Aufgabe geführt, die 
dieser zweiten Art der Auseinandersetzung entspricht.

Eine Differentialgleichung »ter Ordnung

V = a

zu finden, welche mit der gegebenen eine Lösung gemeinschaft­
lich hat, die wenigstens eine willkürliche Function enthält.

Dazu braucht man nur zu bemerken, dass die gegebene Gleichung, 
(n—l)mal differentirrt, n Gleichungen giebt, welche die Ableitungen von 
der Ordnung n 1, deren Anzahl n -f- 2 ist, enthalten. Die Gleichung 
V = a, der Reihe nach nach x und y differentiirt, giebt zwei Gleichungen, 
welche ebenfalls die Ableitungen von der Ordnung n -j- 1 enthalten. Man 
hat also im Ganzen n -j- 2 Gleichungen, welche die Ableitungen n -j- lter 
Ordnung linear enthalten und welche diese n -f- 2 Ableitungen als Func­
tionen der Ableitungen niedrigerer Ordnung bestimmen, falls die beiden 
Differentialgleichungen, deren gemeinschaftliche Lösung man sucht, will­
kürlich angenommen werden. Aber hier darf dies nicht der Fall sein, 
sonst würden die Ableitungen von höherer Ordnung als der n -f- lten 
ebenso wie die Ableitungen n -J- lter Ordnung sämmtlich bestimmt sein 
als Functionen der Ableitungen niedrigerer Ordnung, da man, nachdem 
einmal sämmtliche Ableitungen n -f- lter Ordnung als Functionen der Ab­
leitungen niedrigerer Ordnung erhalten sind, nur sämmtliche Gleichungen, 
welche je eine dieser Ableitungen ergeben, abzuleiten brauchte, um die 
Ableitungen höherer Ordnung zu erhalten, und die gemeinschaftliche Lösung, 
wenn eine solche existirt, nur höchstens eine begrenzte Anzahl willkür­
licher Constanten enthalten könnte. Diese n -f- 2 Gleichungen, welche 
die n -j- 2 Ableitungen (n -{- l)ter Ordnung linear enthalten, müssen daher 
ein unbestimmtes System bilden, was zwei Bedingungsgleichungen ergiebt.

SF 87 SF 5F SF 
ckc ’ Sy ’ 0£* 8p’ 0g ’ 

enthalten, so müssen die Bedingungsgleichungen als zwei partielle Diffe­
rentialgleichungen erster Ordnung betrachtet werden, denen die Function V 
genügen muss. Diese Gleichungen sind homogen und vom zweiten Grade 
in Bezug auf die Ableitungen.

Das Vorhergehende erklärt und verallgemeinert die Bemerkung, mittels 
deren Bour bewiesen hat, dass man stets erkennen kann, ob die Anwendung 
der Methoden von Monge und Ampère zum Ziele führen kann. Bour 
hatte nur den ersten Fall, nämlich den, wo angenommen wird, dass die 
Gleichung zweiter Ordnung ein Zwischenintegral besitzt, untersucht.

Da zwei der Gleichungen die Ableitungen von F,
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y.
Die beiden soeben dargelegten Methoden finden sieb übrigens auch in 

der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung wieder. 
Die erste auf der Vertauschung der Variablen beruhende Methode rührt 
bekanntlich von Cauchy her, der sie im Jahre 1819 angegeben hat. 
Die zweite wurde von Jacobi in die Wissenschaft eingeführt und ent­
wickelt. Indem ich versuchte, zwischen diesen beiden Methoden eine Ver­
bindung herzustellen, wurde ich zu der Untersuchung geführt, deren Haupt­
resultate hier kurz angegeben Avurden.

Vermittelst der zweiten Methode kann man sich auch in einfacher 
Weise Rechenschaft darüber geben, wieviel Integrationen für die voll­
ständige Lösung des Problems erforderlich sind; jedoch müssen wir, ehe 
wir diesen Punkt behandeln, einige Erläuterungen vorausschicken.

Gegeben sei eine Differentialgleichung wter Ordnung

-)<>nz8 »Z = 0.F ^ ■5 *
8&w’ 8æw—18 y

. . die Ableitungen der linken Seite derWir bezeichnen mit lin, 11 n 
gegebenen Gleichung, genommen nach den Ableitungen -wter Ordnung

—u •

8 nz8 nz ., und nennen charakteristische Gleichung der Diffe-
8æw’ 8æ” ’S//
rentialgleiehung die folgende Gleichung mit einer Unbekannten u:

n— 1+ B„_ i«

Zum Beispiel Aviirde für die im Anfang betrachtete Differential­
gleichung (1) diese charakteristische Gleichung sein:

+ • • ■ — 0.

Ru2 -f Su + T = 0.

Nachdem diese Definition festgestellt ist, ist es leicht, ein oben an­
gegebenes Resultat zu vervollständigen.

Damit die gegebene Gleichung

f(x, y, 0, p, q, ...)== 0

und die Differentialgleichung V — a eine gemeinschaftliche Lösung mit 
einer willkürlichen Function besitzen, muss zunächst die charakteristische 
Gleichung der Gleichung V = a eine Wurzel mit der Gleichung

. . (12)Ru2 + Su + T = 0 . .

gemeinschaftlich haben. Man sieht also, dass die Differentialgleichungen 
V = a, die wir suchen, sich in zwei Klassen theilen. je nachdem sie zu
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der einen oder der andern Wurzel der vorstehenden Gleichung gehören. 
Für die vollständige Lösung der Aufgabe genügt es, eine Gleichung von 
jeder Klasse zu erhalten, welche selbst eine willkürliche Function enthält. 
Eine beliebige Anzahl von zu derselben Klasse gehörigen Differential­
gleichungen kann nicht das vollständige Integral unserer Gleichung geben. 
Es ist übrigens klar, dass, wenn die Gleichung (12) irreductibel, d. h. 
S- — ART kein vollkommenes Quadrat ist, man nur in einem Integrale 
das Vorzeichen der Wurzelgrösse zu ändern braucht, um ein neues Integral 
zu erhalten.

Somit genügt es in dem Falle, wo die charakteristische Gleichung 
irreductibel ist, für die vollständige Auflösung der Aufgabe, dass eins der 
zu integrirenden Systeme zwei integrable Combinationen liefert, welche 
derselben Wurzel der irreductiblen Gleichung entsprechen.

Erhält man nicht die gewünschte Anzahl von integrablen Combi­
nationen, so erhält man offenbar nur particuläre Lösungen.

Die vorstehenden Methoden führen, wie man leicht beweisen kann, 
allemal zum Ziele, wenn die Integrale von der Art sind, welche Ampère 
Integrale erster Art nennt, und die kein Integralzeichen enthalten.

VI.
Zum Schlüsse dieser summarischen Auseinandersetzung will ich einige 

Gleichungen anführen, auf welche ich die vorstehende Methode angewandt habe.
1) Zunächst ist dies die lineare Gleichung von Laplace: Die ver­

schiedenen von Laplace angegebenen Fälle der Integrirbarkeit entsprechen 
unsern aufeinander folgenden Gleichungssystemen.

2) Die einfache Gleichung:

s = f(g).

Sucht man die einfachsten Fälle, in denen die Methode zum Ziele 
führt, so gelangt man zu der folgenden Gleichung:

= ek:,s

die schon von Liouville integrirt wurde (Journ. de Mathématiques, t. XVIII, 
p. 71). Diese Gleichung kommt vor in der Theorie der auf eine Kugel 
abwickelbaren Flächen, und ihr Integral kann durch geometrische Betrach­
tungen erhalten werden.

3) Wir betrachten die von Bour gegebene Differentialgleichung der
Flächen, welche auf eine gegebene Fläche abwickelbar sind, für welche die 
Entfernung zweier unendlich nahe liegender Punkte durch die Formel ge­
geben wird:

ds2 — AAdxdy.
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Bour hat gezeigt, dass die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der 
gesuchten Fläche der Gleichung genügen:

G. Darboux. Part. Differentialgleichungen II. O.

S2log;i
s2 + ("-^) (*-*T)2 {pq — X) = 0.SæSy

Suchen wir die einfachsten Fälle, in denen die angegebene Methode 
zum Ziele führen kann, so finden wir, dass man, wenn man

„ __ 81°g*
dx ’

6 _ 81°g* __ ö'^ogA
% ’ SrSy

setzt, allemal, wenn X der Differentialgleichung genügt:

(W/ł / Sc\ , ClV'f, Sc \ , (6- *;)*’3I,À c

eine Schaar von auf der gegebenen abwickelbaren Flächen finden kann, die 
in ihrem Ausdruck eine willkürliche Function enthalten.

VII.

Die vorstehenden Resultate wurden der Akademie der Wissenschaften
am 28. März 1870 ^ mitgetheilt; man kann aber aus den oben angestellten 
Betrachtungen leicht einige neue Bemerkungen über die Methode der 
Variation der Constanten ableiten, welcher Bour die grösste Bedeutung 
beilegte.

Wir führen an, wie man im Falle der Gleichungen zweiter Ordnung 
die Methode von Lagrange anwenden müsste. Man hätte zunächst ein 
particuläres Integral mit fünf Constanten zu suchen, und indem man sodann 
die Constanten durch Functionen ersetzt, über diese derart zu verfügen, 
dass die Ausdrücke der Ableitungen bis zur zweiten Ordnung ganz die­
selben bleiben. Man wird auf diese Weise zu einem System simultaner 
Gleichungen geführt, das im Allgemeinen ebenso schwierig zu integriren 
ist, infolge dessen die Methode nicht dieselben Vorth eile wie für die erste 
Ordnung darbietet.

Nehmen wir aber an, dass man, anstatt das endliche Integral mit fünf 
Constanten zu kennen, nur ein particuläres Integral erster Ordnung mit 
zwei Constanten kenne:

(p{x, y, z, p, q, a, V) — 0 . . (13).

0 Comptes rendus des Séances de l’Académie des Sciences, t. LXX, p. 675
und 786.

31Mansion, Part. Differentialgleichungen.



Anhang III.482

Da dieses Integral der gegebenen Gleichung genügt, welches auch die 
Constanten a und b seien, so muss man, indem man a und b zwischen der 
Gleichung (13) und ihren beiden ersten Ableitungen eliminirt, die gegebene 
Differentialgleichung wiederfinden. Dies vorausgeschickt, nehmen wir an, 
dass a und b nicht mehr Constanteu, sondern Functionen von x, y, z, p, q
seien, ersetzen b durch eine willkürliche Function von a und bestimmen a 
durch die Gleichung

, _8qo db = 0 
da db da
dqi (14).

Dann wird a eine Function von x, y, z, p, q, welche durch die Gleichung (14) 
bestimmt ist. Die beiden Ableitungen der Gleichung (13) ändern ihre 
Form nicht und man erhält dieses Mal ein Zwischenintegral mit 
einer willkürlichen Function, welches aus einem nur zwei Constanten 
enthaltenden Integrale abgeleitet ist. Derselbe Satz findet Anwendung auf 
alle im § IV betrachteten Gleichungen V =a.1)

x) Darboux hat sich in seinen Leçons sur la théorie générale des Surfaces 
et les applications géométriques du calcul infinitésimal (Paris, Gauthier-Villars, 
t. I, 1887, t. II, 1889, t. III, fascicule 1, 1890, fascicule 2, 1891), zugleich vom 
analytischen wie synthetischen Standpunkte aus mit der Integration verschiedener 
bemerkenswerther partieller Differentialgleichungen beschäftigt. (P. M.)
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Briot et Bouquet, Recherches sur les propriétés des fonctions définies par 
des équations différentielles (Joum. de l’Ecole polyt., Cahier 36, 1856, 
S. 134 bis 198). — Théorie des fonctions doublement périodiques et en par­
ticulier des fonctions elliptiques, Paris, Gauthier-Villars, 1859. (Auch 
deutsch von H. Fischer unter dem Titel : Theorie der doppeltperiodischen 
Functionen und insbesondere der elliptischen Functionen.
Schmidt, 1862). — Théorie des fonctions elliptiques, Paris, Gauthier- 
Villars, 1875.

Cauchy, Mémoire sur un théorème fondamental en calcul intégral (Comptes 
Rendus, Bd. 14, S. 1020—1026; Oeuvres, I. série, Bd. 6, S. 461—467). — 
Mémoire sur l’emploi du calcul des limites dans l’intégration des équations

î) Dieses Verzeichniss enthält ausser den im Buche selbst citirten Autoren noch einige 
der wichtigeren einschlägigen Abhandlungen und Werke aus der neueren Zeit.

Halle,
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aux dérivées partielles (Comptes Rend. 1842, Bd. 15, S. 44—59). — Mémoire 
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tions aux dérivées partielles (Ibid. S. 85—101). — Comptes Rend. 
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mathématique Bd. I, 327—384; Bd. II, S. 238—272.
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S. 194—199.
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Differentialgleichungen (Crelle’s Journ., Bd. 65, S. 257—268).
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normale supérieure 1876, 2. série Bd. 5, S. 49—82. — Comptes Rendus 
1880, Bd. 91, S. 974—978.
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S. 101—104, 317—319). — Leçons sur la théorie générale des surfaces 
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Villars. 1887—1891. — Comptes Rend., 1883, Bd. 96, S. 766—769.
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S. 299—313).
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Engel, Mathem. Annalen Bd. 23, S. 1—44. — Zur Invariantentheorie der Systeme 

von Pfaff’schen Gleichungen (Leipz. Sitzungsberichte 1889, S. 157—176; 
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Euler, Miscellanea Taurinensia, Bd. 3, S. 60. — Instit. Calc. integr.
Falk, On the Integration of partial differential équations of the n*h Order 

with one dependent and two independent variables (Nova Act. Ups., 1872).
Forsyth, Theory of differential Equations, Part I Exact équations and Pfaff’s 

problem, Cambridge 1890. (XIII u. 340 S. in 8°.)
Fouret, Comptes Rendus Bd. 78, S. 831, 1693, 1837; Bd. 83, S. 794—797.
Frobenius, Über das Pfaff’sche Problem (Crelle’s Journ., Bd. 82, 1877, S. 230 

bis 315. — Über homogene totale Differentialgleichungen (Crelle’s 
Journ. Bd. 86, 1879, S. 1-19.



Gilbert, Cours d’analyse infinitésimale, Paris, Gauthier-Villars, 1872,1878 od. 1887.
— Sur les intégrales des équat. lin. aux dérivées partielles du premier ordre 
(Annales de la Soc. scient, de Bruxelles 1880, Bd. 4. 2. partie S. 273 
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méthode de Jacobi pour l’intégration des équat. aux dérivées par­
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Comptes Rend., 1880, Bd. 91, S. 541—544, 613—616. — Sur l’intégration 
des équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre (Ibid* 
1885, Bd. 9, S. 41—48).

Goursat, Leçons sur les équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
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Graindorge, Mémoire sur l’intégration des équations aux dérivées partielles 
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Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei unabhängigen und n 
abhängigen Veränderlichen (Crelle’s Journ. 1876, Bd. 81, S. 243—280; 
1882, Bd. 93, S. 188—215; Bd. 100, S. 390—404).

Hesse, De integratione aequationis differentialis partialis
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lineares (Crelle’s Journ., Bd. 25, S. 171—177).

Hoppe, Crelle’s Journal, 1861, Bd. 58, S. 80 und 369.
Houtain, Des solutions singulières des équations différentielles, Bruxelles, 

Lesigne 1854 (X und 345 S. 8°).
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nung (Crelle’s Journ., Bd. 2, S. 317—329. Ges. Werke, Bd. IY, S. 1—15). 
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S. 231—241.
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bis 176.

Korkine, Comptes Rendus, Bd. 68, S. 1460—1464, 1869, I. Semestre.
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der Beri. Akad., 1785, S. 174—190; Oeuvres, t V, p. 543—562). — 
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La place, Mémoires de l’Académie des Sciences 1773 und 1779.
Laurent, Mémoire sur les équations simultanées aux dérivées partielles du 

premier ordre (Journ. de Liouville 1879, 3. série, Bd. 5, S. 249—284).
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Legendre, Mémoire sur l’intégration des équations aux différences partielles 
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fication derselben (ibid. S. 473—489). — Zur analytischen Theorie der
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Berührungstransformationen (Akad. zu Christiania 1878, S. 237—262).— 
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des Pfaff’schen Problems (Arch. for. Math, og Nat., Bd. 2, 1877, 
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sur les équations aux dérivées partielles (Annal, de la soc. scient, de 
Bruxelles Bd. 5, S. 17—33). — Note sur la méthode de Lagrange pour 
l’intégration des équations linéaires aux dérivées partielles (Ann. de la 
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ferentialgleichungen erster Ordnung (Gott. Nachr. 1872, S. 405—420; 
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partielles (Compt. Rendus 1875, Bd. 80, S. 389—393, 444). — Démon­
stration générale de l’existence des intégrales des équations aux déri­
vées partielles (Journ. de math. 1880, 3. série Bd. 6, S. 235—266). — 
Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires d’un 
système d’équations différentielles totales ou partielles (En collabora­
tion avec M. Riquier). (Annal, de l’école norm. sup. 3. série 1889, 
Bd. 6, S. 355—378; 1890, Bd. 7, S. 23—88.) -— Sur les systèmes 
d’équations aux dérivées partielles qui sont dépourvus d’intégrales, 
contrairement à toute prévision (Compt. Rend. 1888,1er sem. S. 648— 651).

Meyer, Mémoire sur l’intégration de l’équation générale aux différences par­
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de l’Acad. de Belgique Bd. 27, 3. pagination, S. 1—24).
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Monge, Feuilles d'Analyse appliquée à la géométrie à l’usage de l’école poly­

technique, publiées la première année de cette école. — Application 
de l’analyse à la géométrie, corrigée par Liouville, 5e éd. — Mémoire 
sur le calcul intégral des équations aux différences partielles (Hist. de 
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Natani, über totale und partielle Differentialgleichungen (Crelle’s Journ. 1860, 
Bd. 58, S. 301—328. — Die höhere Analysis, Berlin, 1866.

Padova, Sulla integrazione delle equazioni a derivate parziali del primo ordine 
(Collectanea Mathematica 1881, S. 105—116).

Peano, Sull’ integrabilità delle equazioni differenziali di primo ordine (Atti 
délia R. Accad. delle Scienze di Torino Bd. 21, 1886). — (Math. Ann. 
1890, Bd. 37, S. 182—228.)

Pfaff, Methodus generalis aequationes differentiarum partialium nec non aequa- 
tiones differentiales vulgares, utrasque primi ordinis, inter quotcumque 
variabiles complété integrandi (Abh. d. Beri. Akad. 1814 — 15, S. 76 
bis 136).

Picard, Sur un point de la théorie générale des équations différentielles (Bull.
des sciences Math., 1887, 2 série, Bd. 11, 1. Theil, S. 194—198). — 
Sur la convergence des séries représentant les intégrales des équations 
différentielles (Ibid. 1888, Bd. 12, 1. Theil, S. 148—156). — Sur le 
théorème général relatif à l’existence des intégrales des équations 
différentielles ordinaires (Bullet, de la soc. math, de France 1891, t. 19, 
S. 61—64 und Nouv. Annales de Math. 1891, 3e Série, t. X, S. 197 
bis 201). — Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées par­
tielles et la méthode des approximations partielles (Journ. de Math, 
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Plück er, Analytisch-geometrische Entwicklungen, Essen, 1831. — Crelle’s Journ. 
B. 9, S. 124—134.

Poincaré, Sur les propriétés des fonctions définies parles équations aux dérivées 
partielles (Paris, Gauthier-Villars, 1879), analysirt und vervollständigt 
in der Abhandlung: Sur le problème des trois corps et les équations 
de la dynamique (Acta Mathematica, 1890, Bd, 13). Ch. I. § 3 
S. 26—41.

Poisson, Mémoire sur les solutions particulières des équations différentielles et 
des équations aux différences (Journ. de l’éc. polyt., 13. cahier). — 
Mémoire sur la variation des constantes arbitraires dans les problèmes 
de mécanique (Journ. de l’école polyt., 15 cahier).
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Riquier, vgl. Méray.
Schläfli, Sopra una equazione a differenziali parziale del primo ordine (Annali 

di matematica pura ed applicata, serie 2, t. II, S. 89—96).
Serret, Cours de calcul différentiel et intégral t. II, 2 éd., Paris 1878. — 

Comptes Rendus Bd. 53, S. 598—-606, 734—745 (Annal, de l’école norm, 
sup. Bd. 3, S. 143—161). — Anmerkungen zu Lacroix: Traité de calcul 
différentiel et intégral 6 éd., Bd. 2.

Teixeira, Note sur l’intégration des équations aux dérivées partielles du second 
ordre (Bullet, de la Soc. math, de France, 1889, t. 17, S. 125—131 und 
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