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ammlung (böfdjen.
ünîer heutiges КППел

in hurjen, klaren, 
allgem ein verltän dlid>en

6injeldarltellungen.
3ebe Hummer in elegantem fcetnmanbbanb !

6. 3. Cöscben’scbe Verlagsbandlung, Leipzig.

ъmeef unb §iel ber „Sammlung (Söfdjen" iß, bem gebilbeten £aien 
eine flare, letĄtnerftdnblid^e (Einführung in (Sebiete 3U per* 

fĄaffen, bie feinen befonberen Stubien, feinem eigentlichen Berufe ferner 
liegen. Bei bem Streben паф allgemeiner Bilbung einerfeits, bem 
ÎÏÏangel an §eit, рф intenpper mit Hebenbefфäftigungen аЬзидеЬеп 
anbrerfeits, mirb es h^utage jebem, ber рф unterr^фten unb ror* 
marts fommen mill, fфmer, ben геф!еп Шед 3U ftnben: Iper fe^t nun 
bie „Sammlung <5<рфеп" ein unb bietet in engem Hafymen, auf 
ftreng miffenfфaftliфer (Srmtblage unb ben neueften ,£ой|фпиеп unb 
^ог(фипдеп ЬепфепЬ, aber babei Ьоф in einer jebermann leiфt per» 
РйпЬНфеп ^orm, зирегВДде Belehrung, ^ebes eh^elne (Sebiet ift 
pollßänbig felbftänbig pertreten, aber Ьеппоф ftehen alle ВапЬфеп 
in innerem ^ufammenhange miteinanber, fo baß bas (San3e, wenn 
es erft einmal pollenbet porliegt, eine große, еифеШЦе, fyftemat^ 
рф entmicfelnbe Darftellung unferes gefamten îXHffens bilben bürfte.

Dem ^афтапп aber pnb bie ВйпЬфеп ргаЬрфе Bepctitorien 
unb Паф{ф1адеЬйфег, bie in йЬегрфШфег, alle Шетиидеи unb 
Hutungen 3ufamtnenfaffenber, poüig objeftiper IDeife ben mobernften 
allgemeinen Stanb ber betreffeuben Шiffenfфaft ic. miebergebcit unb 
formt аиф ihm pou Hu^en pnb.
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geben Don Dr Hermann Злп$еп. Hr. 137. 
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Kleine mathematische Bibliothek
aus der Sammlung Göschen.

Jedes Bändchen elegant gebunden 80 Pfennig.

Arithmetik und Algebra von Prof. Dr. Hermann Schubert.
Nr. 47.

Beispielsammlung zur Arithmetik und Algebra von Prof.
Dr. Hermann Schubert.

Ebene Geometrie mit 115 zweifarbigen Figuren von Prof. 
G. Mahler.

Nr. 48.

Nr. 41.
Ebene und sphärische Trigonometrie mit 69 ein- und zwei­

farbigen Figuren von Dr. Gerhard Hessenberg. 
Stereometrie mit 44 Figuren von Dr. Glaser.
Aledere Analysis mit^e Figuren von Dr. Benedikt Sporer.

Nr. 53.
Vierstellige Logarithmen von Professor Dr. Hermann Schubert. 

In zweifarbigem Druck. Nr. 81.

Nr. 99.
Nr-97.

Analytische Geometrie der Ebene mit 45 Figuren von Prof. 
Dr. M. Simon. Nr. 65.

Analytische Geometrie des Raumes mit 28 Abbildungen
«- von Prof. Dr. M. Simon.
Höhere Analysis I: Differentialrechnung mit 63 Figuren 

von Prof. Dr. Friedr. Junker.
Höhere Analysis II: Integralrechnung mit 87 Figuren 

von Prof. Dr. Friedr. Junker.
Projektive Geometrie in synthetischer Behandlung mit 85 Fi­

guren von Dr. K. Doehlemann.
Formelsammlung und Repetitorium der Mathematik mit 

20 Figuren von Prof. Bürklen.
Mathematische Geographie zusammenhängend entwickelt 

und mit geordneten Denkübungen versehen von Kurt Geissler.
Nr. 92.

Geodäsie mit 66 Abbildungen von Prof. Dr. C. Reinhertz.
il Nr. 102.

Astronomie mit 36 Abbildungen und einer Karte von Prof. 
Dr. Walter F. Wislicenus.

Astrophysik mit 11 Abbild, von Prof. Dr. Walter F. Wislicenus.
Nr. 91.

Nr. 89.

Nr. 87.

Nr. 88.

Nr. 72.
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Vielfach benutzt ferner die darstellende Geometrie die Methoden 
der projektiven Geometrie. Deshalb finden sich auch in den Lehr­
büchern der erstgenannten Disziplin Darstellungen der projektiven 
Geometrie. Wir nennen folgende:
Schlotke: Lehrbuch der darstellenden Geometrie. IV. Teil: Pro- 

jektivische Geometrie. Dresden. 1896.
Wiener: Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1. Band. Leipzig. 

1884. VI. Abschnitt.
Rohn und Papperitz: Lehrbuch der darstellenden Geometrie.

1. Band. 2. Auflage. Leipzig. 1901.
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Litteratur. bl5(0^3)

a) Grundlegende Werke. Г&ОКИЬ%
Poncelet: Traité des propriétés projektives des figures. Paris. 1822. 
Möbius: Der barycentrische Calcul. Leipzig. 1827.
Steiner: Systematische Entwicklung der Abhängigkeit geometrischer 

Gestalten voneinander u. s. w. Berlin. 1832.
V. Staudt: Geometrie der Lage. Nürnberg. 1847.

Beiträge zur Geometrie der Lage. Nürnberg. 1856. 1857. 1860. 
Chasles: Traité de Géométrie supérieure. Paris. 1852.

Traité des sections coniques. Paris. 1865.

b) Lehrbücher.
Steiner: Vorlesungen über synthetische Geometrie.

1. Teil: Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Dar­
stellung, bearbeitet von Geiser. Leipzig. 1887.

2. Teil: Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projektivische
Eigenschaften. 3. Auflage, besorgt von Sturm. Leipzig. 1898. 

Cremona: Elemente der projektivischen Geometrie. Deutsch von 
Trautvetter. Stuttgart. 1882.

Hankel: Vorlesungen über die Elemente der projektivischen Geometrie. 
Leipzig. 1875.

Bobek: Einleitung in die projektivische Geometrie der Ebene. Leipzig. 
1889.

Thomae: Die Kegelschnitte in rein projektiver Behandlung. Halle a/S. 
1894.

In den bisher unter b) genannten Werken finden bloss „ebene“ 
Gebilde Berücksichtigung. Auch räumliche Gebilde, Flächen u. s. w. 
behandelt:
Reye: Die Geometrie der Lage. 3 Abteilungen. 1. Abteil. 4. Auflage. 

Leipzig. 1899. 2. und 3. Abteil. Leipzig. 1892. Zur Einführung 
in das Studium genügt die 1. Abteilung.
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Die leitenden Gesichtspunkte.
1. Eine prinzipiell strenge Darstellung hat erst für den 

weiter Fortgeschrittenen "Wert. Dem Anfänger ist 
besser gedient mit einer Behandlung, welche die 
verschiedenen Seiten des Stoffes zur Geltung 
bringt. Demgemäss ist die „Projektive Geometrie“ 
nicht rein vom Standpunkte der Geometrie der Lage 
aus durchgeführt, sondern es wird auch der Begriff 
des Doppelverhältnisses benutzt. Viele Beweise lassen 
sich dann auch einfacher durchführen als bei der 
rein konstruierenden Methode.

2. Auf anschauliche Konstruktionen, sowie konstruktive 
Durchführung der Figuren und Aufgaben ist jedoch 
ein Hauptgewicht gelegt.

3. Die Raumgeometrie ist prinzipiell von der ebenen 
Greometrie nicht zu trennen. Denn die neuere Greo­
metrie soll insbesondere auch das Anschauungs­
vermögen ausbilden. Dies ist schon erforderlich für 
die Figuren der ebenen Greometrie, um die beweg­
lichen Strahlen, Punkte u. s. w. zu verfolgen.

4. Für gewisse Begriffe und Beweise muss auf die ana­
lytische Geometrie verwiesen werden, so z. B. bei 
der Ordnung und Klasse einer Kurve. Ebenso er­
bringt erst die Rechnung die Beweise, dass die 
durch projektive Grundgebilde erzeugten neuen Ge­
bilde die allgemeinen ihrer Art sind.

5. In dem zu Gebote stehenden Raum konnten nur die 
wichtigsten und in erster Linie die projektiven Eigen­
schaften zur Sprache kommen. Metrische Beziehungen 
bei Kegelschnitten, die Kreispunkte, Brennpunkts­
eigenschaften u. s. w. finden ihre Behandlung ohnedies 
passender in der analytischen Geometrie.



I. Abschnitt.

Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.

§ 1. Die Grundgebilde.
1. Die projektive (neuere, synthetische) Geometrie 

wurde nach mancherlei Ansätzen aus früherer Zeit in 
der ersten Hälfte unseres Jahrhunderts zu einem System 
ausgebaut und zwar in Frankreich durch Poncelet 
und Chasles, in Deutschland durch Möbius, Plücker 
und namentlich durch Steiner und v. Staudt. Yon 
der Geometrie der Alten unterscheidet sich die neuere 
Geometrie vor allem dadurch, dass sie von gewissen 
einfachen „Grundgebilden“ ausgeht und aus ihnen in 
einheitlicher, systematischer Weise alle übrigen geo­
metrischen Gebilde ableitet.

Die Grundgebilde erster Stufe.

2. Die „Elemente“ der Geometrie sind der Punkt, 
die Ebene und die Gerade. Diese letztere nennen wir 
Strahl, wenn sie bloss als Ganzes betrachtet wird. Aus 
diesen drei Elementen werden die Grundgebilde der 
neueren Geometrie in folgender Weise zusammengesetzt. 
Denken wir uns eine unbegrenzte Gerade g, so ent­
hält dieselbe unendlich viele Punkte, die wir uns auf



ihr aufgereiht denken, etwa wie Perlen auf einer gerade 
gespannten Schnur. Die Gerade, aufgefasst als Inbegriff 
aller ihrer Punkte, bezeichnen wir als gerade Punkt­
reihe oder kurz als Punktreihe. Weil die Punkte auf 
der Geraden angeordnet sind, nennen wir die Gerade 
den Träger der Punktreihe. Das erzeugende Element 
der Punktreihe ist also der Punkt.

Durch eine Gerade kann man unendlich viele 
Ebenen legen, annäherungsweise wie die Blätter eines 
aufgeschlagenen Buches. Die Gesamtheit der Ebenen, 
die durch eine Gerade hindurchgehen, nennen wir einen 
Ebenenbüschel.

Die Gerade heisst der Träger oder die Achse des 
Ebenenbüschels. Als erzeugendes Element dient in 
diesem Falle die Ebene.

Nehmen wir endlich eine Ebene e und in ihr einen 
Punkt S, so können wir in dieser Ebene unendlich 
viele Gerade oder Strahlen ziehen, die überdies durch S 
gehen, ähnlich wie die Speichen eines Bades. Den 
Inbegriff aller dieser Strahlen nennt man einen Strahlen­
büschel. Der Punkt S heisst der Mittelpunkt des 
Büschels. Als erzeugendes Element ist hier die Gerade, 
d. h. der Strahl, verwendet.

Die Punktreihe, der Ebenenbüschel und der Strahlen­
büschel heissen die Grundgebilde erster Stufe oder die 
einförmigen Grundgebilde.

I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.8

Die Grundgebilde zweiter Stufe.

8. Gehen wir aus von einem Punkte S im Baume, 
so giebt es durch ihn unendlich viele Strahlen und 
Ebenen. Den Inbegriff aller dieser Elemente bezeichnen 
wir als Bündel und zwar als Strahlenbündel oder



§ 1. Die Grundgebilde. 9

Ebenenbündel, je nachdem wir Strahlen oder Ebenen 
als Elemente wählen. Der Punkt S heisst der Mittel­
punkt des Bündels. Eine Ebene des Strahlenbündels S 
wird erzeugt durch die Strahlen des Strahlenbüschels, 
der in dieser Ebene liegt und S zum Mittelpunkt hat. 
Im Ebenenbündel dagegen ist jeder Strahl aufzufassen 
als Achse eines Ebenenbüschels, dessen Ebenen sämt­
lich dem Bündel angehören. Es enthält demnach der 
Bündel unendlich viele Strahlenbüschel und Ebenen­
büschel.

Betrachten wir ferner eine unendlich ausgedehnte 
Ebene e mit allen in ihr gelegenen Punkten und Ge­
raden, so nennt man den Inbegriff aller dieser Elemente 
ein ebenes System oder ein Feld. Wir sprechen von 
einem Punktfeld oder einem Strahlenfeld, je nachdem 
wir die Punkte oder die Strahlen im Auge haben. Im 
Punktfeld sind die einzelnen Geraden aufzufassen als 
Punktreihen, im Strahlenfeld die einzelnen Punkte als 
Strahlenbüschel. Das ebene System enthält unendlich 
viele Punktreihen und Strahlenbüschel.

Der Bündel und das ebene System bilden zu­
sammen die beiden Grundgebilde zweiter Stufe. Sie ent­
halten unendlich viele Grundgebilde erster Stufe.

Das Grundgebilde dritter Stufe.

4. Als Grundgebilde dritter Stufe können wir den 
ganzen, unendlichen Raum mit allen in ihm enthaltenen 
Punkten, Ebenen und Strahlen bezeichnen. Jeder seiner 
Punkte kann als Mittelpunkt eines Bündels, jede seiner 
Ebenen als Träger eines ebenen Systems, jeder seiner 
Strahlen als Achse eines Ebenenbüschels oder als Träger 
einer Punktreihe genommen werden.



Die Gesamtheit von unendlich vielen, durch irgend 
ein geometrisches oder analytisches Gesetz definierten, 
Elementen irgend welcher Art heisst eine Mannigfaltig­
keit. Demnach sind die Grundgebilde Mannigfaltigkeiten 
von Punkten, Ebenen und Strahlen.

Um übrigens schon durch die äussere Form der 
Darstellung den Überblick über die zu betrachtenden 
Gebilde zu erleichtern, wollen wir für die geometrischen 
Elemente eine bestimmte Art der Bezeichnung 
festhalten. Wir bezeichnen: Punkte durchweg mit 
grossen lateinischen Buchstaben: z. B. A, B, P, S; 
Gerade oder Strahlen mit kleinen lateinischen Buch­
staben, wie a, b, g; Ebenen endlich stets mit kleinen 
griechischen Buchstaben, z. B. a, ß1 e.

I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.10

§ 2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz 
der Dualität.

Die Operation des Schneidens.
5. Zwei Gerade, die in einer Ebene liegen oder 

eine Gerade und eine nicht durch sie hindurchgehende 
Ebene liefern einen Schnittpunkt; zwei Ebenen be­
stimmen eine Schnittgerade. Das neue Schnittelement 
ist nur dann nicht vorhanden, wenn die gegebenen 
Elemente parallel sind. Diese spezielle Lage wollen 
wir zunächst von der Betrachtung ausschliessen. In 
jedem der drei obengenannten Fälle suchen wir ein 
Element, das den beiden gegebenen Elementen gemein­
sam ist. Wir bezeichnen diese Operation als die des 
Schneidens und müssen sie jetzt auch auf die Grund­
gebilde ausdehnen.

Betrachten wir einen Strahlenbüschel S (Fig. 1), 
und eine Gerade g, die in der Ebene des Büschels



§ 2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualität. 11

liegen, aber nicht durch seinen Mittelpunkt hindurch­
gehen mögen, so können wir die Strahlen des Büschels 
mit g zum Schnitt bringen. Wir erhalten also auf g 
eine Punktreihe, insofern jeder Punkt dieser Geraden 
als Schnittpunkt von g mit einem Strahl des Büschels 
aufgefasst werden kann. Dies drücken wir in der 
Weise aus, dass wir sagen: Die Gerade g schneidet 
den Büschel S in einer Punktreihe.

Im gleichen Sinne sind folgende Sätze zu ver­
stehen: Eine Gerade schneidet einen Ebenenbüschel, 
dessen Achse sie nicht trifft, in einer Punktreihe. — 
Eine Ebene schneidet einen Ebenenbüschel, dessen 
Achse sie nicht enthält, in einem Strahlenbüschel. — 
Eine Ebene schneidet einen Strahlenbündel, dessen 
Mittelpunkt sie nicht enthält, in einem Punktfeld. — 
Es entstehen demnach aus den Grundgebilden durch 
die Operation des Schneidens auch nur wieder Grund­
gebilde.

Die Operation des Projizierens.

6. Zwei Punkte können wir durch eine Gerade 
verbinden, zwei sich schneidende Gerade durch eine 
Ebene, einen Punkt und eine, nicht durch ihn hindurch­
gehende, Gerade ebenfalls durch eine Ebene. Wir be­
zeichnen diese Operation als die des Projizierens. Sie 
unterscheidet sich übrigens von der des Schneidens nur 
durch die Art der gegebenen Elemente. Bei beiden 
Operationen aber handelt es sich darum, dass man die 
gegebenen Elemente als Träger von Grundgebilden be­
trachtet und ein diesen Grundgebilden gemeinsames 
Element bestimmt.

Wenden wir nun auch die Operation des Proji­
zierens auf die Grundgebilde an. Es sei z. B. eine
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Pimktreihe g gegeben und ein Punkt S ausserhalb der­
selben (Fig. 1). Dann können wir jeden Punkt von g 
mit S verbinden und erhalten durch diese Verbindungs­
strahlen den Strahlenbüschel S. Von ihm sagen wir: 
er projiziert aus S die Punktreihe.

Ebenso wird ein Punktfeld aus irgend einem, ihm 
nicht angehörenden, Punkte durch einen Strahlenbündel 
projiziert.

Die Operation des Projizierens kann auch von einer 
Geraden aus erfolgen. Ist s irgend eine Gerade und g 
eine Punktreihe, wobei g und s sich nicht schneiden,

A a

y &-y

b\

\r лa%
Fig. 1.

so kann man durch die Punkte von g und durch s 
Ebenen legen. Es wird also die Punktreihe g aus s 
durch einen Ebenenbüschel projiziert.

Auch durch die Operation des Projizierens ent­
stehen somit aus den Grundgebilden wieder nur Grund­
gebilde. Durch Projizieren und Schneiden gehen also 
die Grundgebilde ineinander über.



Man kann mm eine Darstellung der Geometrie 
durchführen, bei der man bloss die Operationen des 
Projizierens und Schneidens benutzt, jede Abmessung 
aber, sei es von Strecken, sei es von Winkeln, also 
auch jede Rechnung mit solchen Grössen durchaus ver­
meidet. Die darauf begründete üntersuchungsmethode 
heisst die Geometrie der Lage. Diese „konstruierende“ 
Geometrie liefert die rein geometrischen Eigenschaften 
der Gebilde. Im Gegensatz zu ihr nennt man die 
messende, analytische Geometrie wohl auch Geometrie 
des Masses oder metrische Geometrie. Die Eigenschaften 
der geometrischen Gebilde, mit denen sich die Geometrie 
der Lage beschäftigt, heissen auch projektive Eigen­
schaften und die Art der Darstellung, welche auf dem 
Wege der Rechnung diese Eigenschaften ergründet, 
mag als ,,projektive Geometrie“ bezeichnet werden.

Wir werden im folgenden nicht streng eine 
Methode zur Durchführung bringen, sondern, wie es für 
den Anfänger vorteilhafter erscheint, eine gemischte 
Methode anwenden.

§2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualität. 13

Das Gesetz der Dualität.
7. Wenn in der Geometrie der Lage ausschliesslich 

die Operationen des Projizierens und Schneidens Ver­
wendung finden, so muss es möglich sein, der Ab­
leitung irgend eines unter Beschränkung auf diese 
Operationen gewonnenen Satzes durch Änderung der 
ursprünglich gegebenen Elemente eine zweite Ableitung 
gegenüberzustellen, in der durchweg an Stelle der einen 
Operation die andere getreten ist. Man erhält dann 
einen zweiten Satz, das Gegenbild des ersten Satzes, 
den man auch direkt aus dem ersten folgern kann, 
vermöge des Gesetzes der Dualität oder der Reziprozität,
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durch das die ganze Geometrie der Lage in zwei 
Hälften geteilt wird (Poncelet 1822, G-ergonne 1826). 
Wir erhalten für dies Gesetz verschiedene Fassungen, 
je nachdem wir einer der drei Operationen des 
Schneidens eine der drei Operationen des Projizierens 
zuordnen. Dies kommt dami daranf hinaus, dass wir uns 
auf die Geometrie in der Ebene oder im Bündel be­
schränken oder den Raum ohne jede Beschränkung 
heranziehen. Wir wollen diese Beziehungen in einer 
Tabelle zur Darstellung bringen, indem wir immer 
zwei sich „dual“ entsprechende Begriffe oder Sätze 
links und rechts auf die gleiche Zeile setzen.

a) Dualität in der Ebene:
Gerade a.

Zwei Gerade a und b 
bestimmen einen Schnitt­
punkt (ab).

Drei Gerade a, b, c, die 
durch einen Punkt G hin­
durchgehen.

Strahlenbüschel G.

Punkt A.
Zwei Punkte A und В 

bestimmen eine Verbin­
dungslinie (AB).

Drei Punkte А, В, C, 
die auf einer Geraden g 
liegen.

Punktreihe g.
u. s. w.

b) Dualität im Bündel:
Strahl a.

Zwei Strahlen a und b 
bestimmen eine Ebene (ab).

Ebene a.
Zwei Ebenen a und ß 

bestimmen eine Schnitt­
gerade (aß).

Drei Gerade a, b 
die in einer Ebene y liegen.

Strahlenbüschel y.

Drei Ebenen a. ß, y, die 
durch eine Gerade g gehen. 

Ebenenbüschel g.

c,

u. s. w.
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c) Dualität im Raume:
Punkt A.

Zwei Punkte A und В 
bestimmen eine Verbin­
dungsgerade (AB).

Gerade (AB).
Drei Punkte А, В, C 

bestimmen eine Ebene

Ebene a.
Zwei Ebenen a und ß 

bestimmen eine Schnitt-
gerade (aß).

Gerade (aß).
Drei Ebenen a, ß, у 

bestimmen einen Schnitt-
(ABC).

Drei Punkte А, В, C, 
die auf einer Geraden g 
liegen.

punkt (aßy).
Drei Ebenen a, /?, y, 

die durch eine Gerade 1 
hindurchgehen.

Ebenenbüschel 1.
Strahlenbüschel.
Punktfeld.

Punktreihe g.
Strahlenbüschel.
Ebenenbündel.

u. s. w.
Die in der letzten Zeile gegebene Zuordnung 

könnte man als duale Beziehung zwischen einem ebenen 
System und einem Bündel auch direkt entwickeln.

8. Einige Beispiele mögen diese Betrachtungen 
noch weiter erläutern. In einer und derselben Ebene 
seien zwei Dreiecke Aj.Bj.Cj. und A2B2C2 so gezeichnet, 
dass die Verbindungslinien (A1A2), (Вх B2) und (C^Cg) 
durch einen Punkt S laufen (Fig. 22). Als bewiesen 
werde nun der Satz vorausgesetzt, dass die Seiten (A1B1) 
und (A2B2), ferner (A1C1) und (A2C2), endlich (B1C1) 
und (B2C2) sich bezw. in drei Punkten schneiden, die 
auf einer Geraden s liegen. Da bei der Formulierung 
dieses Theorems bloss die Operationen des Projizierens 
und Schneidens zur Verwendung kamen, so sind wir 
im stände, aus ihm etwa unter Anwendung des 
Dualitätsgesetzes a) der Ebene ohne weiteres einen



Fig. 3.Fig. 2.

Eine duale Beziehung zweier Bündel erhalten wir 
z. B., wenn wir jeder Ebene des einen Bündels den 
Strahl im anderen Bündel zuordnen, der auf ihr senk­

weiteren Satz der Geometrie der Lage abzuleiten: wir 
brauchen bloss Schritt für Schritt, nach dem obigen 
Schema die Figur zu übertragen. An Stelle der beiden 
Punktgruppen A1? Bl5 Cx und A2, B2, C2 werden wir 
zwei Gruppen von Geraden ax, bx, cx und a2, b2, c2 
annehmen derart, dass die drei Schnittpunkte von aL 
und a2, bjL und b2 sowie с± und c2 einer Geraden an­
gehören. Es ergiebt sich dann der Satz, dass die drei 
Verbindungslinien der Schnittpunkte (ax bx) und (a2b2), 
ferner (a1c1) und (a2c2), endlich (ЬА ct) und (b2c2) durch 
einen Punkt laufen. Die duale Übertragung liefert 
demnach in diesem Falle gerade die Umkehrung des 
ursprünglichen Satzes. "Wir werden im folgenden viel­
fach Gelegenheit haben, namentlich das Dualitätsgesetz 
der Ebene anzuwenden. Ist z. B. eine projektive Be­
trachtung für zwei in einer Ebene befindliche Punkt­
reihen durchgeführt, so können wir sie unmittelbar 
auf zwei Strahlenbüschel übertragen.

I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.16
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§ В. Die uneigentlichen Elemente. 17

Dann entspricht von selbst auch jederrecht steht.
Ebene des zweiten Bündels der zu ihr normale Strahl
des ersten Bündels (Polare Zuordnung auf der Kugel, 
Polardreikant).

Um für die Dualität im Baume ein Beispiel zu 
geben, sei daran erinnert, dass jedem Polyeder (Vielfach), 
das etwa e Ecken, f Flächen, к Kanten besitzt, ein 
,,reziprokes“ entspricht mit e Flächen, f Ecken und 
wiederum к Kanten. So steht z. B. dem von 6 Vier­
ecken begrenzten allgemeinen Hexaeder (Fig. 2) das 
von 8 Dreiecken gebildete allgemeine Oktaeder (Fig. 3) 
gegenüber.

In der Geometrie des Masses gilt das Dualitäts­
gesetz nicht mehr in aller Strenge; wohl aber kann 
man Analogien auffinden.

§ 3. Die uneigentlichen Elemente.
Der unendlich ferne Punkt einer Geraden.

9. Den in 5. besprochenen Prozess des Schneidens 
konnten wir nicht mehr zur Durchführung bringen, 
wenn die in Betracht zu ziehenden Elemente parallel 
waren, z. B. bei zwei parallelen Geraden. Wir wollen 
nun sehen, wie wir, wenigstens formal, den genannten 
Prozess auch auf dieseu Fall ausdehnen können.

Schneiden wir (Fig. 1) einen Strahlenbüschel S 
mit einer Geraden g, die in der Ebene des Büschels 
liegt, ohne ihm anzugehören. Die einzelnen Strahlen 
a, b, c, d ... des Büschels mögen von g in A, B, C, 
D . . . getroffen werden. Dann giebt es nach den Vor­
aussetzungen der Euklidischen Geometrie durch S eine 
und nur eine Parallele q zur Geraden g. Indem wir 
diese Annahme machen, wollen wir ausdrücklich be-

Doehlemann, Projektive Geometrie. 2



merken, dass wir nicht im stände sind, dieselbe durch 
mathematische Schlüsse zu beweisen, dass wir sie viel­
mehr als eines der grundlegenden Axiome voraus­
schicken müssen. Würde man statt desselben ein anders 
lautendes Axiom an die Spitze stellen, so erhielte man 
ein anderes, in sich aber ebenso logisch geschlossenes 
System einer Geometrie.

Demnach schneiden alle die unendlich vielen Strahlen 
des Büschels S die Gerade g je in einem Punkte, nur 
der Parallelstrahl q liefert keinen Schnittpunkt mit g. 
Es ist nun namentlich für die einfachere Formulierung 
allgemeiner Sätze ein Vorteil, diese Ausnahmestellung 
des Parallelstrahles wenigstens in dem Ausdruck zu 
beseitigen. Wir erreichen dies, indem wir uns sö 
ausdrücken: „Der Parallelstrahl q schneidet die Ge­
rade g in einem unendlich fernen Punkt Q“. Zu 
den im Endlichen gelegenen, eigentlichen Punkten der 
Geraden g nehmen wir also noch einen „uneigentlichen“, 
fingierten, hinzu, dem wir uns in der Vorstellung 
nähern, wenn wir die Gerade nach der einen oder 
andern Seite über alle Grenzen hinaus verlängern. 
Man kann sich auch einen Strahl denken, der sich 
um S dreht und diesen kurz vor und nach der Lage 
betrachten, in der er zu g parallel ist.

Wir wollen diesen uneigentlichen (adjungierten), 
unendlich fefnen Punkt der Geraden mit Q bezeichnen 
und durch Hinzufügung eines Pfeiles andeuten, dass er 
auf der Geraden g im Unendlichen liegt.

Ziehen wir in der Ebene des Strahlenbüschels S 
irgend eine weitere Gerade h parallel zu g, so werden 
wir auch von dieser Parallelen h sagen, dass sie durch 
den nämlichen, unendlich fernen Punkt Q geht. Ein 
unendlich ferner Punkt ist folglich gleich bedeutend

18 I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.



§ 3. Die uneigentlichen Elemente. 19

Die Gesamtheitmit einer bestimmten „Richtung“, 
von unendlich vielen, zu einander parallelen Geraden, 
die alle in einer Ebene liegen, wird nach dieser 
Anschauung aufzufassen sein als ein Strahlenbüschel, 
dessen Mittelpunkt der den sämtlichen Parallelen ge­
meinsame unendlich ferne Punkt ist. Ein solcher
Strahlenbüschel heisst wohl auch ein „Parallelstrahlen­
büschel“.

In entsprechender Weise bilden alle 'Geraden im 
Raume, die zu irgend einer Geraden g parallel laufen, 
also alle die gleiche Richtung haben, einen „Parallel­
strahlenbündel“.

Die unendlich ferne Gerade einer Ebene.
10. Nehmen wir jetzt eine Ebene als gegeben an, 

so liegen in ihr in jeder Richtung Punkte im Unend­
lichen. Alle diese uneigentlichen Punkte werden eine 
gewisse Mannigfaltigkeit bilden, und jede Gerade g der 
Ebene hat mit derselben einen Punkt gemein, nämlich 
den unendlich fernen Punkt dieser Geraden g.

Wenn wir also sagen: die unendlich fernen Punkte 
der gegebenen Ebene liegen auf einer „unendlich fernen“ 
Geraden, so ergiebt sich der unendlich ferne Punkt 
einer Geraden g dieser Ebene als Schnittpunkt der­
selben mit dieser „unendlich fernen“ Geraden. Natür­
lich entzieht sich das Unendliche jeder Vorstellung. 
Wenn wir aber diese uneigentliche Gerade einer Ebene 
hinzunehmen, so können wir unter dieser Annahme, 
vorausgesetzt, dass sich im weiteren Verlauf keine 
Widersprüche ergeben, das Unendliche formal wie das 
Endliche behandeln.

Eine Ebene enthält also eine unendlich ferne Ge­
rade. Die letztere ist gegeben, sobald die Ebene ge-

2*
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geben ist. Alle Punkte dieser unendlich fernen Ge­
raden liegen im Unendlichen, sind also uneigentliche. 
Die unendlich ferne Gerade hat keine bestimmte 
Richtung. Irgend zwei parallele Gerade dieser Ebene 
schneiden sich auf der unendlich fernen Geraden der 
Ebene. AVir können jetzt z. B. allgemein sagen: zwei 
Gerade in einer Ebene bestimmen einen Schnittpunkt.

Die unendlich ferne Ebene des Raumes.
11. Um diese Anschauung nun weiter für den 

Raum auszubilden, sei S der Mittelpunkt eines Ebenen­
bündels, E eine ihm nicht angehörende Ebene. Jede 
Ebene des Bündels liefert mit e eine Schnittgerade. 
Ferner giebt es nach den Sätzen der Elementargeometrie 
durch S eine und zwar nur eine Parallelebene £ zu e. 
Diese Ebene £ allein liefert mit e keine Schnittgerade. 
Um nun nicht alle Sätze, die sich auf die Schnittlinie 
zweier Ebenen beziehen, für parallele Ebenen besonders 
formulieren zu müssen, drücken wir uns so aus: Die 
Parallelebene £ hat mit e eine uneigentliche, unendlich 
ferne Gerade gemein. Dies stimmt dann auch zu­
sammen mit den Anschauungen von 9). Weiter 
gehen alle zu e parallelen Ebenen durch die gleiche 
unendlich ferne Gerade. Sagen wir von parallelen 
Ebenen, sie haben die gleiche „Stellung“, so ist also 
eine unendlich ferne Gerade im Raum durch die Stel­
lung einer Ebene bestimmt.

Alle zu einer gegebenen Ebene parallelen Ebenen 
bilden einen Ebenenbüschel, dessen Achse die durch 
die Stellung der Parallelebenen gegebene unendlich 
ferne Gerade ist.

„Eine Ebene ist parallel einer Geraden“ heisst: die 
Ebene geht durch den unendlich fernen Punkt der Geraden.



Im Raume können wir unendlich viele, unendlich 
ferne Punkte und Geraden aufsuchen. Jede Gerade 
enthält einen unendlich fernen Punkt, jede Ebene eine 
unendlich ferne Gerade. Wir bleiben also in Über­
einstimmung mit den bisherigen Formulierungen, wenn 
wir uns so ausdrücken: Alle unendlich fernen Punkte 
und unendlich fernen Geraden des Raumes erfüllen 
eine Ebene, die „unendlich ferne“ Ebene des Raumes.

Sie enthält lauter uneigentliche Elemente und hat 
keine bestimmte Stellung.

So z. B. können wir den Satz: „Zwei Punkte 
bestimmen eine Verbindungsgerade“ jetzt ganz allgemein 
aussprechen. Liegen beide Punkte im Endlichen, so 
ist die durch sie bestimmte Gerade ihre Verbindungs­
linie; ist einer der beiden gegebenen Punkte ein un­
endlich ferner, so wird die Verbindungsgerade die 
Parallele, welche durch den einen Punkt parallel zu 
der Richtung geht, in welcher der andere gegebene 
unendlich ferne Punkt liegt; sind die beiden gegebenen 
Punkte unendlich fern, d. h. hat man zwei Gerade, 
auf denen im Unendlichen die beiden gegebenen Punkte 
liegen sollen, so ist die Verbindungsgerade eine be­
stimmte unendlich ferne Gerade. Eine Ebene, welche 
zu den beiden gegebenen Geraden parallel ist, giebt die 
Stellung aller Ebenen, die durch diese unendlich ferne 
Gerade hindurchgehen.

§ 4. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.
Punktreihe und Strahlenbüschel in perspektiver 

Lage.
12. Wenn wir wie in 8. Figur 1 einen Strahlen­

büschel S mit einer Geraden g zum Schnitt bringen, 
so entspricht jedem Punkte von g ein Strahl des

§ 3. Die uneigentlichen Elemente. 21



Büschels, nämlich der durch ihn hindurchgehende. 
Nehmen wir auch den imendlich fernen Punkt Q von g 
hinzu und behandeln ihn im Ausdruck wie einen eigent­
lichen Punkt, so entspricht ihm der Strahl q des 
Büschels. Damit ist also auch die Zuordnung zwischen 
den Punkten der Punktreihe und den Strahlen des 
Büschels eine ausnahmslose geworden. Weil jedem 
Element des einen Gebildes ein und nur ein Element 
des anderen Gebildes entspricht, so sagen wir, die 
beiden Gebilde, Punktreihe und Strahlenbüschel, seien 
„eindeutig“ aufeinander bezogen. Ferner liegen je zwei 
entsprechende Elemente in einander.

Wir nennen diese Beziehung zwischen der Punkt­
reihe und dem Strahlenbüschel eine „Perspektive“. Dies 
ist zunächst nur ein anderer Ausdruck dafür, dass die 
Punktreihe ein Schnitt des Strahlenbüschels ist. Ebenso 
nennen wir die Punktreihe, wonach eine Gerade einen 
Ebenenbüschel schneidet, oder den Strahlenbüschel, in 
welchem eine Ebene einen Ebenenbüschel trifft, per- 
spektiv zu dem Ebenenbüschel. Das Zeichen für 
perspektiv ist д.

Auch das Punktfeld, welches irgend eine Ebene 
aus einem Strahlenbündel ausschneidet, wird perspektiv 
zu dem Strahlenbündel sein.

Perspektive Punktreihen.
13. Um jetzt auch gleichartige Grundgebilde ein­

deutig aufeinander zu beziehen, bringen wir einen 
Strahlenbüschel S zum Schnitt mit zwei Geraden g 
und g± seiner Ebene, von denen keine dem Büschel 
angehört (Fig. 4). Irgend ein Strahl a trifft g in A, 
gt in At, ein Strahl b liefert die Schnittpunkte В und 
B. u. s. w. Jedem Punkte der einen Punktreihe z. В. А

22 I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.



entspricht dann ein und nur ein Punkt der 
anderen Punktreihe und dies bleibt auch richtig für die 
unendlich fernen Punkte Q und Rx von g und g1. 
Denn diesen entsprechen 
die Punkte Qx und R, 
in denen die durch S 
zu g und g-L gezogenen 
Parallelstrahlen q und r 
die Träger und g be­
züglich schneiden.

Dadurch sind die 
Punktreihen g und gt 
eindeutig aufeinander be­
zogen. Je zwei entspre­
chende Punkte liegen auf 
dem nämlichen Strahl des Büschels S. Es mag noch 
bemerkt werden, dass im Schnittpunkte von g und gt 
entsprechende Punkte E und Ej^ der beiden Punktreihen 
vereinigt sind. Wir nennen die beiden Punktreihen g 
und gx, die also Schnitte eines Büschels sind, perspektiv.

Ebenso wird ein cStrahlenbündel von zwei beliebigen 
Ebenen in Perspektiven Punktfeldern geschnitten.
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Perspektive Strahlenbüschel.

14. Entwerfen wir nun die Figur, welcher der 
Figur 2 nach dem Dualitätsgesetz der Ebene (7 a) ent­
spricht. Wir haben dann eine Punktreihe g aus zwei 
Punkten S und S1 zu projizieren, wobei g, S und SL 
einer Ebene angehören mögen (Fig. 5). Wir ordnen 
jedem Strahl z. B. a des Büschels S denjenigen Strahl aT 
des Büschels St zu, der den gleichen Punkt A der 
Punktreihe g enthält. Dann sind die Parallelen q und



qt durch S und Sx zu g auch als entsprechende Strahlen 
aufzufassen, da beide den unendlich fernen Punkt Q 
von g projizieren. Die eindeutige Beziehung der beiden 
Büschel S und Sx ist demzufolge wieder eine liicken-
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lose. Im Verbindungsstrahl SSt, der beiden Büscheln 
angehört, sind entsprechende Strahlen e und ex der 
Strahlenbüschel vereinigt. Wir nennen zwei solche 
Büschel, welche die gleiche Punktreihe projizieren, 
wiederum „perspektiv“.

Auch die beiden Strahlenbüschel, nach denen ein 
Ebenenbüschel von irgend zwei Ebenen geschnitten 
wird, liegen zu einander „perspektiv“.

Projizieren wir ein ebenes System aus zwei Punkten, 
so sind die entstehenden Bündel ebenfalls perspektiv. 
Je zwei entsprechende Strahlen der Bündel enthalten 
denselben Punkt, je zwei entsprechende Ebenen die­
selbe Gerade dieses ebenen Systems.



Allgemein können wir jetzt die Definition für 
Perspektive Grundgebilde erster und zweiter Stufe, 
sowohl gleichartige als ungleichartige, in folgender Weise 
aussprechen :
Definition. „Zwei Grundgebilde erster oder zweiter 

Stufe heissen perspektiv, wenn eine eindeutige Be­
ziehung ihrer Elemente hergestellt ist entweder da­
durch, dass jedes Element des einen Grundgebildes 
das entsprechende Element des anderen Grund­
gebildes enthält oder dadurch, dass je zwei ent­
sprechende Elemente der beiden Grundgebilde ein 
und dasselbe Element eines dritten Grundgebildes 
enthalten.u

§ 5. Die Massbestimmung im Strahlenbiischel.
15. Nachdem wir die Definition perspektiver 

Grundgebilde durch eine reine Lagenbeziehung gewonnen 
haben, wollen wir untersuchen, welche Zusammen­
hänge zwischen entsprechenden Elementen solcher Ge­
bilde die Rechnung liefert. Zu dem Zweck ist es 
aber vorher nötig, die einzelnen Elemente eines Grund­
gebildes erster Stufe nicht bloss wie bisher in ihrer 
geometrischen Anordnung, sondern auch rechnerisch, 
also durch Zahlenwerte, festzulegen.

Beginnen wir mit dem Strahlenbüschel, weil dieser 
kein uneigentliches Element enthält und daher die zu 
betrachtenden Verhältnisse unverschleiert zur Erscheinung 
kommen.

Winkel zweier Strahlen. Trennungsstrahl.
IG. Sind a und b zwei Strahlen eines Büschels 

(Fig. 4), so wollen wir unter ab den Winkel verstehen, 
den der Strahl a mit dem Strahl b bildet und die

§ 5. Die Massbestimmung im Strahlenbüschel. 25



Reihenfolge der Buchstaben soll den Sinn der Drehung 
angeben, in welchem der Winkel durchlaufen wird, 
also von a nach b hin. Dann ist dieser Ausdruck ab 
doppeldeutig; denn es kann darunter jeder der in der 
Figur bezeichneten Winkel verstanden werden.

Hat man drei Strahlen a, b, c, so können wir 
mittels derselben eine Drehungsrichtung bestimmen,
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Sinn abc“ diejenige Drehungindem wdr unter dem „ 
verstehen, welche a direkt nach b überführt, ohne dass 
der Strahl c dabei überschritten wird (Fig. 7).

Um nun im Büschel die Winkel eindeutig zu er­
halten, wählen wir einen festen Strahl u und ver­
stehen unter ab den im Sinne abu genommenen 
Winkel. Dieser ist dann eindeutig (Fig. 7). Der 
Hilfsstrahl u möge der „Trennungsstrahl“ heissen. 
Da sich die Drehungen ab und ba zerstören, so
hat man

a b + b a = 0 oder a b = — b a.
Ist c irgend ein weiterer Strahl, so gilt, ganz 

unabhängig von der Lage der Strahlen, die Beziehung



17. Um die einzelnen Strahlen eines Büschels 
durch Zahlenwerte festzulegen, wählen wir zwei 
Strahlen a und b als „Fundamentalstrahlen“ und ausser­
dem den Trennungsstrahl u (Fig. 7). Irgend ein 
weiterer Strahl des Büschels bildet mit den festen 
Strahlen a und b die Winkel i 
beide kleiner als 180°). Ist C ein 
sind C A und С В die von C auf а 
Senkrechten, so hat der Quotient

und b gefällten

und b c (die 
nkt von c und

AC sin а c
BC sin b c

für alle Punkte des Strahles c den gleichen Wert. 
Wir geben diesem, aus lauter positiven Zahlen gebildeten

*) Zu den gleichen Formeln gelangt man ohne die 
Annahme eines Trennungsstrahles, wenn man sich nach dem 
Vorgänge von Möbius in der Ebene von vornherein einen 
bestimmten Drehungssinn giebt und alle vorkommenden 
Winkel, in diesem Sinne gemessen positiv, im entgegen­
gesetzten Sinne durchlaufen negativ rechnet.

ab -f- bс = ac

§ 5. Die Massbestimmung im Strahlenbüschel. 27

oder
a b + b с -f- с а = 0

und allgemein für die Strahlen a, b, c
a b —j— b c —J— . . . —J- m n -j— n а = 0 .

Man kann diese Festsetzung auch so aussprechen, 
dass man durch den Trennungsstrahl den Büschel 
halbiert und sich bei der Betrachtung auf eine Hälfte 
beschränkt.*)

. . m, n? •

Parameter eines Strahles.

ü 
Н

Ч



Bruche das Vorzeichen + , wenn die Drehungen а c 
und b c gleichen Sinn haben, dagegen das Vorzeichen —, 
wenn diese Drehungen entgegengesetzt gerichtet sind.

Dann entspricht jedem Strahl des Büschels ein 
solcher Wert A. Den Fundamentalstrahlen a und b 
entsprechen die Werte A = 0 bezw. A = oo ; für die 
Halbierungslinien der Winkel, welche die Fundamental­
strahlen bilden, ergeben sich die Werte А = + 1 und 
А — — 1 . Durch die Werte 0 und oo hindurch geht А 
von positiven zu negativen Werten über.

Umgekehrt kann man zu einem, auch dem Vor­
zeichen nach gegebenen Werte А = A0 nur einen und 
immer einen zugehörigen Strahl bestimmen. Denn 
angenommen, es sei p dieser Strahl, so muss sein :

28 I. Die Perspektive Beziehung der Grundgebilde.

sin ap
sinbp °*

Führt man bp = ba + ap ein, so liefert eine leichte 
Rechnung:

A0 • sinba
tgap-l-i..c»b.-

Damit ist der Winkel ap bestimmt; auf welcher 
Seite von a dei Strahl p aber liegen muss, ergiebt sich 
aus dem Vorzeichen von A0, unter Berücksichtigung der 
angeführten Verteilung der Zahlenwerte von A in dem 
Büschel.
Aufgabe 1. Man finde durch Zeichnung und Rech-

2
nung die Strahlen, welche den Werten -f — und

2 S 
— von A entsprechen. 

ó
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§ 6. Die Massbestimmung in der Punktreihe.
Strecke zwischen zwei Punkten.

18. Die Mannigfaltigkeit der Punkte einer Punkt­
reihe g wird erst durch die Annahme des unendlich 
fernen Punktes U derselben zu einer zusammenhängenden, 
indem dann die Gerade gewissermassen durch das 
Unendliche hindurch sich schliesst. Irgend zwei Punkte 
A und В der Geraden bestimmen dementsprechend 
zunächst zwei Strecken, von denen die eine, der Weg 
von A nach B, endlich ist, während die andere, der 
Weg von A durch das Unendliche nach В 
endlich ist.

un-

Drei Punkte А, В, C bestimmen wieder einen 
„Sinn ABC“, nämlich die Bewegungsrichtung, bei 
der wir von A direkt nach В gelangen, ohne C zu 
passieren.

Da unendlich grosse Strecken nicht zu verwenden 
sind, so werden wir unter AB die endliche der beiden 
oben erwähnten Strecken verstehen. Dies stimmt aber
damit überein, dass wir den unendlich fernen Pimkt U 
als „Trennungspunkt“ einführen, ganz wie in 16. beim 
Büschel den Trennungsstrahl. Unter AB ist die im 
„Sinne ABU“ genommene Strecke zu verstehen.

Dann gelten offenbar die Beziehungen

AB + BA = 0 oder AB = — BA

und für drei Punkte gilt, wie immer sie auch liegen,

AB + BC = AC
oder

AB + BC + CA = 0
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ferner allgemein für die Punkte A, В, С . . . M, N 
AB + ВС + . . . + MN + NA = 0.

Parameter eines Punktes.
19. Um nun die einzelnen Punkte der Punktreihe 

durch Zahlenwerte feztzulegen, gehen wir von zwei 
festen Punkten A und В aus, den „Fundamentalpunkten“. 
Irgend ein Punkt C der Punktreihe bestimmt dann den 
Streckenquotient

AC
Я = B̂C *

Diesem Quotienten, dessen Zähler und Nenner die 
Masszahlen der Strecken AC und BC enthält, geben 
wir das Vorzeichen -j-, wenn AC und BC in gleicher 
Richtung laufen, C also nicht auf der Strecke AB 
gelegen ist, dagegen das Vorzeichen —, wenn AC 
und BC nach entgegengesetzten Richtungen sich er­
strecken, demnach C auf der Strecke AB liegt. Jedem 
Punkte der Geraden können wir in dieser Weise einen 
ganz bestimmten Parameter wert zuordnen ; dem Punkte А 
entspricht der Wert Я =0, dem Punkte В der Wert Я = оо.

Umgekehrt giebt es stets nur einen Punkt der­
art, dass für ihn dieser Quotient einen auch dem Vor­
zeichen nach gegebenen Wert Я ==. Я0 hat. Denn ist P 
der gesuchte Punkt, so muss sein

АР = Я 
BP 0

oder, wenn BP = BA + AP gesetzt wird

Ло
AP-1 • BA.

Я0



Wählen wir, was das einfachste ist, eine bestimmte 
Richtung auf der Geraden, etwa die von A nach B, 
als die positive, so sind alle im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufenen Strecken negativ zu rechnen. Es ergiebt 
sich dann aus der letzten Gleichung die Strecke AP 
samt ihrer Richtung.

Dem Werte 1=1 entspricht kein eigentlicher 
Punkt auf der Geraden; wir ordnen ihm den unendlich 
fernen Punkt der Geraden zu, womit gezeigt ist, auf 
welchem Wege die Analysis zur Einführung dieses 
Elementes gelangt.
Aufgabe 2. Man zeichne und berechne die Punkte,

des Para-
1

welche den Werten 
meters Я entsprechen.

Für das dritte Grundgebilde erster Stufe, den 
Ebenenbüschel, brauchen wir keine eigene Betrachtung 
durchzuführen : wir schneiden ihn mit einer Ebene, 
etwa senkrecht zur Achse, in einem Strahlenbüschel 
und erhalten die Ebenen des Büschels dann durch die 
Parameter werte, welche die Strahlen dieses Strahlen­
büschels liefern.

- 1, +ä« -

§ 7. Das Doppelverhältnis.
Doppelverhältnis von vier Punkten.

20. Sind in einer Punktreihe g ausser den zwei 
Fundamentalpunkten A und В zwei weitere Punkte C 
und D gegeben und bestimmen wir für diese nach der 
in 18. gegebenen Festsetzung die Strecken Verhältnisse 

ADAC , so können wir aus diesen beiden das—— und
BC BD
neue Verhältnis bilden:

§ 7. Das Doppel Verhältnis. 31
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ЛС AD 
BC:BD*

Dieser Ausdruck wird sich als charakteristisch für 
die Lage der vier Punkte A, B, C, D erweisen. Wir 
nennen ihn, seiner Bildung gemäss, das „Doppelverhält­
nis“ der vier Punkte und bezeichnen ihn durch (ABCD). 
Es ergiebt sich also folgende
Definition. Unter dem Doppelverhältnis von vier 

Punkten einer Geraden verstehen wir den Ausdruck
AC AD 
BC:BD1

wobei jedes der einzelnen Verhältnisse mit dem ihm 
nach 18. zukommenden Vorzeichen zu versehen ist.

Die vier Punkte erscheinen dabei in zwei Gruppen 
geteilt, welche zunächst nicht gleichartig behandelt 
sind. Denn A und В dienten als Fundamentalpunkte 
und C und D wurden auf diese bezogen. Es ist aber 
sofort zu beweisen, dass diese beiden Punktpaare in 
dem Ausdruck des Doppelverhältnisses ganz die gleiche 
Rolle spielen. Denn es ist ja

CA CB _ AC BC 
DA : I)B AI) : BD

Man darf also die beiden Punktpaare miteinander 
vertauschen. •
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(AB CD) =

= (AB CD).(CDAB) =

Getrennte Punktpaare.

21. Für die gegenseitige Lagenbeziehung zweier 
Punktgruppen А, В und C, D sind nun folgende zwei 
Fälle als wesentlich zu unterscheiden:



a) Die beiden Punktpaare А, В und C, D liegen 
so, dass man beim Übergang von A nach В auf dem 
einen oder anderen Wege einen der Punkte C oder D 
passieren muss (Fig. 8 a). Yon den Punkten C und D

§ 7. Das Doppelverhältnis. 33
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Fig. 8 a
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Fig. 8b.

wird dann einer auf der Strecke AB, der andere 
ausserhalb dieser Strecke gelegen sein. Wir sagen in 
diesem Falle : die beiden Punktpaare „trennen sich“ 
gegenseitig. Von den beiden Teil Verhältnissen in dem 
Ausdruck des Doppelverhältnisses (ABCD) ist demnach 
das eine positiv, das andere negativ, das ganze Doppel­
verhältnis hat mithin einen negativen Wert.

b) Kann man auf einem der beiden Wege von А 
nach В gelangen, ohne C oder D zu überschreiten, so 
trennen sich die beiden Punktpaare nicht (Fig. 8 b). 
Es liegen dann C und D beide auf der Strecke AB 
oder beide ausserhalb derselben; die Teil Verhältnisse 
in dem Ausdruck (ABCD) haben beide negative oder 
beide positive Vorzeichen, das Doppel Verhältnis selbst 
nimmt jedenfalls einen positiven Wert an.

Diese Eigenschaften sind auch umkehrbar. Wir 
können also sagen: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass zwei Punktpaare А, В und C, D 
sich trennen, ist die, dass das Doppel Verhältnis (AB CD) 
einen negativen Wert hat.

Doehlemann, Projektive Geometrie. 3
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Doppelverhältnis von vier Strahlen.
22. Ganz analoge Betrachtungen gelten für den 

Strahlenbüschel. Gehen wir aus von den zwei (festen) 
Strahlen a und b und dem Trennungsstrahl u, so 
können wir für zwei weitere Strahlen c und d die 
Verhältnisse bilden

sin ac 
sin bc

sin adund
sin bd ’

deren Vorzeichen nach 17. zu bestimmen sind.
Dividieren wir den ersten Quotienten durch den 

zweiten, so nennen wir diesen Ausdruck das „Doppel­
verhältnis“ der vier Strahlen a, b, c, d und bezeichnen 
ihn durch (abcd), so dass also

sin a c sin a d 
sin bc ’ sin bd ’

Der Unterschied, der zwischen den Strahlen a, b 
und c, d zimächst gemacht wurde, ist wiederum, nur 
ein scheinbarer. Denn es ist ja

sin c a sin c b sin a c sin b c 
sin da * sindb sin ad * sinbd

Dagegen haben wir vorerst noch einen Trennungs­
strahl nötig.

Für die gegenseitige Lagenbeziehung zweier 
Strahlenpaare a, b und c, d sind wieder folgende Fälle 
charakteristisch. Man sagt : Die Strahlenpaare a, b und c, d 
„trennen einander“, wenn man den Strahl a durch 
Drehung nicht mit dem Strahle b zur Deckung 
bringen kann, ohne c oder d zu passieren (Fig. 9a). 
Kann man dagegen auf einem der beiden Wege a nach b

(ab cd) =

= (ab cd).(cdab) =
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überführen, ohne dabei über c oder d zu kommen, so 
trennen die beiden Strahlenpaare sich nicht (Fig. 9 b). 
Diese Eigenschaft zweier Strahlenpaare, sich zu trennen, 
ist ganz unabhängig von der Annahme eines Trennungs­
strahles.

Das oben definierte Doppelverhältnis (abcd) von 
vier Strahlen wird nun negativ, wenn die Strahlen a, b

d b
Ъа.а

сс
d

(I
С

С

си
bЬ

&
Pig. 9 а. Fig. 9 b.

und с, d sich trennen, positiv, wenn dies nicht der Fall. 
Dann können wir aber auch auf Grund dieser Eigen­
schaft das V or Zeichen des ganzen Doppelverhältnisses 
bestimmen und nicht das der Teilquotienten.

Wir lassen also jetzt den Trennungsstrahl weg; 
dann sind zwar alle Winkel, wie z. В. ac, doppeldeutig, 
der Sinus dieser Winkel aber ist der gleiche, da sie 
sich zu 180° ergänzen; die einzelnen Teilquotienten 
nehmen wir positiv, das Vorzeichen bestimmen wir am 
ganzen Ausdruck. Wir erhalten dann die

3*
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Definition. „Unter dem Doppel Verhältnis (abed) von 
vier Strahlen eines Büschels verstehen wir den 
Ausdruck

sin a e sin a d
sin b c * sin bd 7

der das positive oder negative Vorzeichen erhält, je 
nachdem die Strahlenpaare a, b und c, d sich nicht 
trennen oder trennen.“

(ab cd) =

Damit sind wir von einem Trennungsstrahl un­
abhängig geworden. Ohne denselben können aber 
die Winkelrelationen von 16. auch nicht mehr angesetzt 
werden.

Ganz im gleichen Sinne sprechen wir von dem 
Doppel Verhältnis (aßyö), das vier Ebenen a, ß, y, ö 
eines Ebenenbüschels bilden, indem wir setzen

sin a y sin a ô 
sin ßy ' sin ßô *

Dabei ist z. B. unter a y einer der Winkel zu ver­
stehen, den die Ebene a mit der Ebene y bildet.

(aßyö) =

Un Veränderlichkeit des Doppel Verhältnis ses 
gegenüber den Operationen des Projizierens 

und Schneidens.
23. Verbinden wir jetzt die für die Punktreihe 

und für den Strahlenbüschel unabhängig voneinander 
durchgeführten Betrachtungen, indem wir den Büschel S 
mit einer Geraden g seiner Ebene zum Schnitt bringen 
(Fig. 1). Der Strahl a des Büschels schneide g in A, 
der Strahl b in В u. s. w. Da wir von jedem Strahl 
des Büschels immer den Halbstrahl auszeichnen, der



den Schnittpunkt mit g trägt, so kommt die Betrachtung 
eigentlich darauf hinaus, dass wir den Parallelstrahl u 
durch S zu g als Trennungsstrahl einführen. Schneidet 
ferner der durch S senkrecht zu g gehende Strahl t 
in T diese Gerade, so ist

§ 7. Das Doppelverhältnis. 37

(i) 2 A SAC = SA - SC • sinac = ST • AC 
2 A SBC = SB • SC • sinbc = ST • BC 
2 A SAD = SA • SD • sinad = ST • AD 
2 A SBD = SB • SD - sinbd = ST • BD.

(2)

(3)
(4)

Alle von S aus laufenden Strecken SA, SB u. s. w. 
wollen wir als positive Zahlen nehmen. Dann folgt 
aus (1) und (2) durch Division.

SA • sinac 
SB • sin b c

Hier stimmt das nach 19. bestimmte Vorzeichen 
des Streckenquotienten rechts mit dem nach 17. zu 
bestimmenden Vorzeichen des Sinusquotienten links 
überein, wie sich geometrisch sofort ergiebt. Ebenso 
liefern die Gleichungen (3) und (4)

AC
(5) BC'

SA • sinad AD 
SB . sinbd = BD *(6)

Aus (5) und (6) folgt dann durch Division

(7) (ab cd) = (AB CD)
also
Satz 1. „ Das Doppelverhältnis von vier Strahlen 

eines Büschels ist gleich dem analog gebildeten der
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vier Schnittpunkte, welche irgend eine Gerade mit 
den vier Strahlen liefert.“*)

Schneiden wir den gleichen Büschel noch mit einer 
zweiten Geraden g± (Fig. 4), so folgt, dass auch 
(A-l B-l Cx DJ = (abcd), also durch Vergleich mit (7)

(ABCD) = (A1 B1 Ci DJ(8)
oder
Satz 2. „Irgend vier Strahlen eines Büschels werden 

von jeder Geraden in vier Punkten von gleichem 
Doppelverhältnis geschnitten.“

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: Pro­
jiziert man vier Pimkte einer Geraden von einem be­
liebigen Punkte aus auf eine andere Gerade, so bleibt 
das Doppelverhältnis der vier Punkte unverändert. 
Ebenso zeigt die Betrachtung von Figur 5, dass

(AB CD) == (ab cd) = (a^qdj
also
(9) (ab cd) = (a1b1c1d1)
oder
Satz 3. „Irgend vier Punkte einer Geraden werden 

aus jedem Punkte durch vier Strahlen von gleichem 
Doppelverhältnis projiziert.“

Für den Ebenenbüschel gelangen wir zu ganz 
ähnlichen Sätzen. Sind a, ß, 7, ô vier Ebenen eines 
solchen, so ist, wie man leicht ableitet, das Doppel­
verhältnis (aßyd) derselben identisch mit dem Doppel­
verhältnis der vier Schnittpunkte, die irgend eine Ge­
rade mit den vier Ebenen liefert oder auch mit dem

*) Pappus von Alexandria (4. Jahrh. n. Chr.) Mathema- 
ticae collectiones.



Doppelverhältnis der vier Strahlen, wonach irgend eine 
Ebene die vier Ebenen trifft. Diesen Satz nnd die 
drei vorigen Sätze können wir in dem allgemeineren 
zusammenfassen :
Satz 4. „In zwei Perspektiven Grundgebilden erster 

Stufe bilden irgend vier Elemente des einen Grund- 
gebildes und die ihnen entsprechenden des anderen 
das gleiche Doppelverhältnis.“

Damit haben wir für Perspektive Grundgebilde 
erster Stufe ausser der Lagen bezieh ung auch eine 
metrische Beziehung gefunden, welche entsprechende 
Elemente solcher Gebilde miteinander verknüpft.

Endlich können wir die Operation des Schneidens 
oder Projizierens nicht bloss einmal, sondern auch 
öfter vornehmen, ohne dadurch den Wert des Doppel­
verhältnisses von vier Elementen zu ändern. Wir 
erhalten demgemäss ganz allgemein
Satz 5. „Leitet man aus vier Elementen eines Grund­

gebildes erster Stufe durch die beliebig oft an­
gewandten Operationen des Projizierens und Schneidens 
vier neue Elemente eines anderen Grundgebildes ab, 
so ist das Doppelverhältnis der ersten vier Elemente 
gleich dem analog gebildeten Doppelverhältnis der 
letzten vier entsprechenden Elemente. Das Doppel­
verhältnis von vier Elementen eines Grundgebildes 
erster Stufe erweist sich also diesen Operationen 
gegenüber als eine unveränderliche (invariante) Zahl.“

§ 7. Das Doppelverhältnis. 39



II. Abschnitt.

Harmonische Gebilde.

§ 8. Weitere Eigenschaften des Doppelverhältnisses.
Die Werte der Doppelverhältnisse die sich aus 

vier Elementen bilden lassen.
24. Den Begriff des Doppel Verhältnisses müssen 

wir noch nach verschiedenen Dichtungen hin weiter 
untersuchen.

Sind vier Elemente eines einförmigen Grund­
gebildes, z. B. vier Punkte A, B, C, D einer Punktreihe 
gegeben, so können wir sie auf 24 verschiedene Arten 
zu einem Doppelverhältnisse zusammenfassen, da man 
aus vier Elementen 24 Ausdrücke AB CD, ABDC u. s. w. 
bilden kann. Nicht alle diese Ausdrücke sind aber 
ihrem Zahlenwert nach verschieden. Wir sahen schon 
in 20., dass

(AB CD) = (CD AB)(i)
Ferner ist auch

BD BC _ AC AD 
AD : AC “ BC : BD(BADC) =

also
(BADC) - (ABCD).(2)



Yermöge der in (1) und (2) ausgedrückten Sätze 
können wir nun aus einem Ausdruck wie (ABCD) 
noch drei andere ableiten, die den gleichen Zahlenwert 
besitzen, nämlich
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(AB CD) = (CD AB) = (BADC) = (DCBA).

Die 24 verschiedenen Ausdrücke liefern also 
höchstens sechs verschiedene Zahlenwerte. Ist etwa 
(ABCD) = X, so können wir die übrigen Zahlenwerte 
durch diesen einen in folgender Weise ausdnicken. Es 
ist zunächst, wie sich sofort ergiebt,

11
(3) (ABDC) =

(ABCD) Я '
Ferner wird

AB AD _ (AC + CB) (CA + AD) 
CB : CD(ACBD) =

CB • AD
AC•AD + CB•CA + AC•CA

= 1 + CB • AD

AC • (BC + CA + AD)
CB . AD ~ ~~1'= 1 +

Also
П) (ACBD) = 1 — (ABCD) = 1 — X. 

Ganz ähnlich beweist man, dass 
(ABCD)

(ABCD) — 1 Я — 1 '
Я(AD С В) =(5)

Als Endresultat ergeben sich demnach folgende 
sechs verschiedene Werte, von denen jeder in vier­
facher Weise geschrieben werden könnte



25. Halten wir jetzt von den vier Punkten AB CD 
drei, etwa A, B, C fest, während D die Punktreihe 
durchwandert, so wird das Doppelverhältnis (ABCD) 
für jede Lage von D einen bestimmten Wert annehmen. 
Fällt insbesondere D in den unendlich fernen Punkt 
der Punktreihe, den wir mit D^ bezeichnen wollen, 
so wird

AC ADX 
BC : ВЦ*(ABCDJ =

AD*
weil der Quotient = 1 nach 19. Es reduziert

BD.
sich also für diesen Punkt das Doppel Verhältnis auf 
ein einfaches Streckenverhältnis. Es wird aber ferner
auch jeder Zahlen wert nur bei einer Lage des Punktes 
erreicht, wie aus dem folgenden Satze sich ergiebt :
Satz 6. „Sind drei Punkte А, В, C einer Punkt­

reihe gegeben, sowie ein Zahlenwert Я von be­
stimmten Vorzeichen, so giebt es einen und nur 
einen Punkt D der Punktreihe, welcher mit А, В 
und C ein Doppelverhältnis (ABCD) = Я bildet.“

Das Doppelverhältnis als Koordinate.
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(ABCD) = Я (ABDC) =

1(ACBD) = 1 — Я (ACDB) = i^

Я— 1я(AD CB) = (ADBC) =
Я 'Я —1
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АСADАС AD 
ВС : BD(AB CD) = Я = also? BCBD

ACHier muss —— mit einem bestimmten Vorzeichen
ADВС

versehen werden (vgl. 19.), so dass auch

und dem Vorzeichen nach gegeben ist, also wird der 
Punkt D dadurch eindeutig festgelegt.

Natürlich gilt der eben bewiesene Satz in ent­
sprechender Weise auch für den Strahlen- und Ebenen­
büschel. Hält man drei Elemente eines Grundgebildes 
erster Stufe fest, so kann man die Lage eines vierten 
beweglichen Elementes festlegen durch den Zahlenwert 
des Doppelverhältnisses, welches dieses vierte Element 
mit den drei festen bildet. Das Doppelverhältnis dient 
also als Koordinate, deren Zahlenwerte die einzelnen 
Elemente liefern. f Ш

Aufgabe 3. Gegeben /sind die Punkte А, В, C einer 
Punktreihe in der in der Eigur 10 angegebenen

der Grösse
BD

rÉLЛ

Fig. 10.

Anordnung. Man untersuche den Verlauf des Doppel­
verhältnisses ( A B C D ), wenn D die Punktreihe 
durchläuft.

Eine einfache Betrachtung liefert folgende Zu­
sammenstellung

§ 8. Weitere Eigenschaften des Doppelverhältmsses. 

Denn es ist für diesen gesuchten Punkt D
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АСD im Unendlichen: . . . (AB CD) = —— . .
В С

D geht vom Unendlichen bis A: „
D fällt nach A: .
D geht von A bis В : .
D fällt nach B: .
D geht von В nach C:. .
D fällt nach C: . . . .
D geht von C ins Unendliche: „

11

n

11

11

11

dass
wenn

Wir wollen noch ausdrücklich bemerken 
(ABCD) bloss dann den Wert + 1 annimmt

der bewegliche Punkt D 
nach C rückt.

i
i

Man
У führe die entsprechende 

Betrachtung durch für 
eine andere Anordnung 
der Punkte А, В, C .

А
У \Л \

у \ \

W \0А./
Aufgabe 4. G-egehen 

sind drei Punkte А 
В, C einer Geraden 
(Fig. 11); man kon­
struiere einen Punkt D 
auf der Geraden, so 
dass (ABCD) = —f-.

Lösung. Wir ziehen durch C irgend eine Ge­
rade und tragen auf ihr die entgegengesetzt gerichteten 
Strecken CAt = 2, CB1 = 3 ah unter Zugrundelegung 
einer ganz beliebigen Masseinheit, konstruieren den
Schnittpunkt S der Verbindungslinien AAt und BBt 
und ziehen durch S eine Parallele zu Aj^, dann
schneidet diese Parallele die gegebene Gerade im ge­

\
i

4\

Fi g. 11.
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Denn wenn wir C gleichzeitigsuchten Punkte D. 
mit Ct bezeichnen, den unendlich fernen Punkt von SD 
dagegen D{ und die Strahlen yon S nach А, В, C, D 
der Keihe nach a, b, c, d nennen, so ist nach 23. 
bezw. 25.

AiC,
(ab cd) = (AB CD) = AĄCĄ =

Bl Cl
Man konstruiere auch noch den Punkt E, für 

welchen (ABCE) = -j-
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§ 9. Das harmonische Doppelverhältnis.

Definition harmonischer Elemente.
26. Gehen wir von drei beliebigen Punkten A, В, C 

einer Punktreihe aus, so können wir nach Satz 6 immer 
einen und nur einen Punkt D des Trägers finden, 
für welchen (A B C D) = — 1 . Yier solche Punkte 
haben besonders wichtige geometrische Eigenschaften. 
Wir stellen die Definition auf:

D einer Punktreihe 
heissen harmonisch, wenn das Doppelverhältnis

(AB CD) = — 1.«

Es sind die Punkte A und В einerseits, C und D 
andererseits einandei zugeordnet und aus 21. folgern 
wir unmittelbar, dass die Punktpaare А, В und С, I) 
sich trennen. Man sagt deswegen wohl auch, dass 
zwei solche Punktpaare sich harmonisch trennen.

Ganz entsprechend sind vier harmonische Strahlen 
a, b, c, d eines Strahlenbüschels oder vier harmonische

„Yier Punkte А, В, С

C
O

 LO

<м 
со



Satz 7. „Vier harmonische Elemente eines Grund­
gebildes erster Stufe gehen durch die Operationen 
des Schneidens und Projizierens stets wieder in vier 
harmonische Elemente über.“

Konstruktion harmonischer Elemente.

27. Sind drei Punkte A, B, C einer Punktreihe 
gegeben, so giebt es, wie wir bereits wissen, bloss 
einen Punkt D, der zu C harmonisch liegt bezüglich' 
A und B, d. h. so liegt, dass

(AB CD) = — 1.(i)

Daraus folgt sofort
AD
B D *

Ebenen (aßyd) eines Ebenenbüschels dadurch definiert, 
dass bezüglich (abcd) = — 1 oder (aßyd) = — 1.

Die 6 Werte von Doppel Verhältnissen, welche sich 
nach 24. aus vier Elementen bilden lassen, reduzieren 
sich bei vier harmonischen Punkten, also für Я = — 1,

ersichtlich auf die folgenden 3 Werte: — 1, 2,

Natürlich trennen sich auch hier wieder die beiden 
Paare von zugeordneten Elementen. Ferner folgt aus 
Satz 5 von 23. noch

Die Punkte C und D teilen also die Strecke AB, 
abgesehen vom Vorzeichen, im gleichen Verhältnis. 
Diese Bemerkung liefert folgende Konstruktion : Wir 
ziehen (Fig. 12) durch die gegebenen Punkte A und В 
zwei beliebige, parallele Gerade AA' und BB' und
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also in der That die Bedingung (2) und folglich audi 
(1) erfüllt.

Nehmen wir in Figur 13 an, die gegebenen Punkte 
liegen so, dass C die Mitte der Strecke AB dann 
wird offenbar m = n und XY parallel 
Punkt D rückt ins Unendliche, also

derzu

AD mund = + ?BD n

durch C eine beliebige Linie, welche diese Parallelen 
in X und Y ' trifft. Schneiden wir dann (mittels 
des Zirkels) die Strecke BY = Y'В ab, so liefert die 
Verbindungslinie XY im Schnittpunkt mit g- den ge-
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suchten Punkt D. Misst nämlich die Strecke AX 
m Längeneinheiten, die Strecke BY und die ihr gleiche 
YB n Längeneinheiten, wobei m und n positive 
Zahlen, so ist mit Rücksicht auf die Vorzeichen
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Projizieren wir diese vier harmonischen Punkte 
aus einem Punkte S, so erhalten wir nach Satz 4 vier 
harmonische Strahlen a, b, c, d. Man benutze diese 
Betrachtungen zur Lösung der
Aufgabe 5. Gregeben sind drei Strahlen a, b, c eines 

Büschels; man konstruiere den vierten harmonischen 
Strahl d zu c bezüglich a und b.

Ein einfacher Satz über harmonische Strahlen er- 
giebt sich ferner durch folgende Betrachtung: Ist ABC 
ein Dreieck und halbiert man den Winkel bei A sowie 
dessen Nebenwinkel durch Linien, welche die Seite BC 
beziehungsweise in D und E treffen, so teilen nach 
bekannten planimetrischen Sätzen die Punkte D und E 
die Seite BC im Verhältnis der anliegenden Dreiecks­
seiten, also sind B, C, D, E harn 
—'— 1 und es sind щс\\ die aus 
Punkten zielenden Strahlen harmonisch, so dass wir 
erhalten

3h, (BCDE) 
nach diesen

II. Harmonische Gebilde.48

Satz 8. „Die Mitte C einer Strecke AB und der 
unendlich ferne Punkt D des Trägers der Strecke 
sind vier harmonische Punkte.“

У d_
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Fig. 13.
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Satz 9. „Irgend zwei Strahlen und die zwei Halbierungs­
linien der von ihnen gebildeten Winkel bilden ein 
harmonisches Quadrupel. Die letzteren beiden zu­
geordneten Strahlen stehen aufeinander senkrecht.“

Aufgabe 6. Man bilde eine Umkehrung dieses Satzes.
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§ 10. Das vollständige Viereck.
Geometrische Definition von vier harmonischen 

Punkten.
28. Vier harmonische Punkte lassen sich nun 

nicht bloss durch die analytische Beziehung definieren, 
dass ihr Doppelverhältnis den Zahlenwert — 1 besitzt, 
sondern auch durch eine rein geometrische, durch eine 
Lagenbeziehung, wie wir jetzt zeigen wollen.

Sind vier Punkte E, F, G, H in einer Ebene ganz 
beliebig gegeben (Fig. 14 a oder Fig. 14b), so be-

?Л
J27 \Jl3^

h
Г i ' W'

n ж
TV

w

Fig. 14 b.Fig. 14 a.

stimmen sie zunächst sechs Linien, welche je zwei 
dieser vier Punkte verbinden. Die Gesamtheit dieser 
sechs Linien nennen wir das „vollständige Viereck“

Doehlemann, Projektive^Geometrie. 4
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der Punkte E, F, G, H. Die sechs Linien heissen die 
„Seiten“, die Punkte E, F, G, H die „Ecken“ des Vier­
eckes. Zu jeder Seite des vollständigen Viereckes z. E. 
zur Verbindungslinie EF oder 1 können wir eine zweite, 
in diesem Falle die Verbindungslinie GH oder F finden 
derart, dass zwei solche Seiten zusammen alle die vier 
gegebenen Ecken des Viereckes enthalten. Wir nennen 
zwei solche Seiten „Gegenseiten“ des vollständigen Vier­
eckes und erhalten augenscheinlich drei Paare von 
Gegenseiten, 1, Г, m, in, n, n\ Je zwei zusammen­
gehörige Gegenseiten liefern endlich noch einen Schnitt­
punkt, nämlich 1 und Г den Punkt L, m und m' den 
Punkt M und n und n' den Punkt N. Diese drei 
Punkte L, M, N heissen wohl auch „Nebenecken“ des 
Viereckes.

Der Zusammenhang dieser Figuren mit harmo­
nischen Punkten wird nun hergestellt durch folgenden
Satz 10. „Greift man zwei Paare von Gegenseiten 

eines vollständigen Viereckes heraus, so liefern sie 
zwei Nebenecken. Auf ihrer Verbindungslinie schnei­
det dann das letzte Paar von Gegenseiten zwei Punkte 
aus, die zu den zwei ersten Nebenecken harmonisch 
liegen.“

Denn nehmen wir L und M als Nebenecken, die 
verbunden werden und schneidet das letzte Paar von 
Gegenseiten n, n' diese Verbindungslinie in C und D, 
so hat man

(LMCD) = (EGND)
wie sich ergiebt, wenn man die links stehenden Punkte 
aus dem Punkte F auf n projiziert (Satz 2). Proji­
ziert man aber die letzten vier Punkte aus H auf LM, 
so wird

(i)
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(2) (ECND) = (ML CD)
also folgt
(3) (LMCD) = (MLCD).

Andererseits zeigt aber die Rechnung, dass allgemein
1

(MLCD)
(LMCD)

mithin in (3)
(LMCD)2 = 1.

Es kann also das Doppel Verhältnis der vier Punkte 
L, M, C, D bloss die Werte + 1 oder — 1 haben. 
Der Wert + 1 ist aber ausgeschlossen, da er nach 25. 
Aufgabe 3 bloss erreicht wird, wenn von den vier 
Punkten des Doppelverhältnisses zwei zusammenfallen. 
Dies ist in unserer Figur jedoch nicht möglich. Es muss 
folglich sein

(LMCD) = — 1,
d. h. die vier Punkte liegen harmonisch.

Es sind dann auch E, Gr, N, D vier harmonische 
Punkte und die Strahlen von F oder H aus nach ihnen 
sind ebenfalls harmonisch.

Wir benutzen diese Eigenschaft des vollständigen 
Vierecks, um eine zweite Lösung zu gewinnen für die
Aufgabe 7. Gegeben sind drei Punkte A, B, C auf 

einer Geraden; zu C den vierten harmonischen be­
züglich A und В zu konstruieren.

Wir ziehen (Fig. 15) durch den gegebenen Punkt C 
eine beliebige Gerade, wählen auf ihr irgend zwei 
Punkte E und F, ziehen die Verbindungslinien EA, 
EB, sowie FA und FB. Ist dann G der Schnittpunkt 
von FA und BE, ferner H der Schnittpunkt von F В

4*



lind AE, so liefert GH auf der gegebenen Geraden 
den vierten harmonischen Punkt D. Der Beweis er- 
giebt sich sofort aus der Betrachtung des vollständigen

Vierecks EFGH.
Natürlich kann man 

die verschiedensten Vier­
ecke zur Konstruktion be­
nutzen. In der Figur ist 
noch ein zweites Viereck 
E1F1G1H1 gezeichnet. Es 
muss dann G1H1 durch den 
gleichen Punkt D gehen.

Diese Konstruktion 
erfordert bloss das Ziehen 
von geraden Linien, ist 
also mittels des Lineals 

allein ausführbar, während bei der in 27. gegebenen 
Lösung auch der Zirkel benutzt werden musste.

Liegen umgekehrt vier harmonische Punkte A, B, 
0, D gegeben vor und zeichnet man in der eben durch­
geführten Weise zu A und В den vierten harmonischen 
bezüglich C, so muss dieser mit D zusammen fallen.

Zu bemerken ist noch, dass in Bezug auf das voll­
ständige Viereck die beiden Punktpaare der harmo­
nischen Gruppe eine verschiedene Rolle spielen, indem 
nämlich A und В Nebenecken sind, während durch 
G und D die Gegenseiten laufen. Wir wissen aber 
schon aus dem Früheren (20.), dass von den beiden Punkt­
paaren in einem Doppelverhältnis keines vor dem anderen 
ausgezeichnet ist. Für die harmonischen Punkte wäre 
diese Gleichberechtigung der beiden Paare auch geo­
metrisch durch Konstruktion eines zweiten Viereckes 
leicht zu erweisen.
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Aufgabe 8. Die Strahlen a, b, c eines Büschels sind 
gegeben, zu c den vierten harmonischen bezüglich i 
und b zu konstruieren.

Wir wählen auf c einen 
Punkt N beliebig (Fig. 16), 
ziehen durch ihn zwei be­
liebige Gerade EG und HF, 
bringen EF und HG in L 
zum Schnitt, dann ist SL 
der verlangte Strahl d. Die 
Konstruktion erfordert bloss 
das Ziehen von geraden Linien, ist „linear“, wie wir sagen.

4

4a/ c \b
ft

Ж
-w

Fig. 16.

Anwendungen des Satzes vom vollständigen 
Viereck.

29. Hat man in einer Ebene zwei gerade Linien а 
und b und einen Punkt S und legen wir durch S be­
liebige Gerade, welche 
a und b je in А, B,
А', B', u. s. w. schnei­
den (Fig. 17); ziehen 
wir ferner AB' und 
А' В, welche einen 
Punkt D liefern, A'B" 
und A"B', welche sich ;^r 
in D' schneiden u. s. w. 
so liegen alle so kon­
struierten Punkte D auf einer Geraden, welche auch 
den Schnittpunkt F der gegebenen Geraden a und 1; 
enthält.

Ж

CL.

JA iч
.i ж/ j

b_
$ ж ж

Fig. 17.

Denn verbinden wir F mit S und D und nennen 
diese Strahlen s und d, so sind a, b, s, d vier harmo­

§10. Das vollständige Viereck. 5Я
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nische Strahlen, wie sich aus dem Viereck AA'B'B 
ergiebt, also (absd) = — 1. Zu den drei Strahlen 
a, b, s giebt es aber bloss einen vierten harmonischen, 
also müssen alle Punkte I) auf einem Strahl durch F 
liegen.
Aufgabe 9. Gegeben sind in einer Ebene zwei Gerade 

a und b, deren Schnittpunkt nicht mehr gezeichnet 
werden kann und ein Punkt D. Man soll diesen 
Punkt D mit dem unzugänglichen Schnittpunkt durch 
eine Gerade verbinden.

Wir benutzen den eben bewiesenen Satz und 
ziehen durch D (vergl. Fig. 17) irgend zwei Gerade 
AB' und A'B. Dann liefern AB und A'B' einen 
Punkt S. Irgend eine durch S weiter gezogene Ge­
rade, welche a und b in A" und B" trifft, bestimmt 
einen Punkt I)', der mit D verbunden, die gesuchte 
Gerade giebt.

Anmerkung. Dem vollständigen Viereck entspricht 
nach dem Gesetz der Dualität in der Ebene (7 a) das voll­
ständige Vierseit. Dies wird gebildet von vier ganz beliebigen 
Geraden einer Ebene, den „Seiten“ des Vierseites. Diese 
bestimmen sechs Schnittpunkte oder „Ecken“, welche wieder 
in drei Paare von „Gegenecken“ zerfallen derart, dass durch 
ein Paar Gegenecken alle vier Seiten hindurchgehen. Mittels 
dieser Figur erhält man dann in durchaus analoger Weise 
eine rein geometrische Definition für vier harmonische 
Strahlen.

Auch in der reinen Geometrie der Lage kann man 
harmonische Elemente auf Grund ihrer geometrischen Eigen­
schaft behandeln; das Doppelverhältnis dagegen in der hier 
gegebenen Definition ist auszuschliessen wegen der vorkommen­
den Strecken oder Winkel. Den Inbegriff von irgend vier 
gegebenen Elementen eines Grundgebildes erster Stufe be­
zeichnet man in der Geometrie der Lage als einen „Wurf“.
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§11. Metrische Relationen bei harmonischen Gebilden.

30. Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte, 
so ist also (ABCD) = — 1 oder

AC AD
BD 'BC

Ist weiter (Fig. 18) M die Mitte der Strecke AB, 
so können wir die letzte Gleichung auch schreiben

AM + MC DM + MA 
BM + MC “ BM + MD '

Multipliziert man aus, so ergiebt sich unter Rück­
sicht auf die Gleichung' AM = MB

MC . MD = MA2 = MB2.
Dies liefert einen leicht in Worte zu fassenden 

Satz über harmonische Punkte. Ist umgekehrt Giei-

(1)

л_ m w
\

Fig. 18.

chung (1) erfüllt, so liegen die Punkte harmonisch.
Legen wir durch die Punkte C und D irgend 

einen Kreis und von M aus eine Tangente an ihn, so
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ist MC • MD die Potenz des Punktes M in Bezug auf 
diesen Kreis und gleich dem Quadrat der Tangente. 
Wird der Berührungspunkt der Tangente mit T be­
zeichnet, so hat man demnach

MT2 = MC . MD.(2)

Aus (1) und (2) folgt
MT = MA = BM

d. h. T liegt auf dem Kreise über AB als Durchmesser. 
Die Tangenten an die beiden Kreise in T stehen also 
aufeinander senkrecht oder anders ausgedrückt: die 
beiden Kreise schneiden sich rechtwinkelig oder ortho­
gonal. Damit ist bewiesen:
Satz 11. „Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte, 

so schneidet jeder Kreis durch die beiden zu­
geordneten Punkte C und D den über AB als Durch­
messer beschriebenen Kreis orthogonal.u

Aufgabe 10. Sind a, b, c, d vier harmonische Strahlen, 
so dass also (abcd) = — 1 und ist m einer der 
Strahlen, welche den Winkel von a und b halbieren, 
so beweise man die der Gleichung (1) entsprechende 
Relation

tg (mc) • tg (md) = tg2 (ma) = tg2 (mb).



III. Abschnitt.

Die projektive Beziehung der einförmigen 
Grundgehilde.

§12. Die konstruktive Behandlung der projektiven 
Beziehung.

Definition projektiver Grundgebilde.
31. An Perspektiven Grundgebilden erster Stufe 

haben wir im I. Abschnitt zweierlei Eigenschaften als 
charakteristisch erkannt: die Eigenschaft der Lage (14.) 
und die daraus sich ergebende metrische Eigenschaft 
der Gleichheit der Doppelverhältnisse von je vier ent­
sprechenden Elementen (23.). Denken wir uns nun in 
zwei Perspektiven Grundgebilden erster Stufe z. B. zwei 
Punktreihen g und g1 (Fig. 4) die sämtlichen, ent­
sprechenden Punkte wie A und A1? В und Bx u. s. w. 
in irgend einer Weise an den (etw^a als materiell ge­
dachten) Punktreihen markiert. Dann heben wir den 
geometrischen Zusammenhang zwischen den Punkt­
reihen g und g1 und dem Strahlenbüschel S auf, indem 
wir g und gj in irgend eine beliebige Lage bringen. 
Während dadurch die Perspektive Lagenbeziehung zer­
stört wird, bleibt die metrische Eigenschaft nach wie 
vor erhalten. Wir nennen die Punktreihen dann noch 
„projektiv“ — wofür auch das Zeichen д gebraucht 
wird. Allgemein stellen wir auf als



Definition. Zwei Grnndgebilde erster Stufe- heissen 
projektiv, wenn sie eindeutig, Element für Element, 
dadurch aufeinander bezogen sind, dass je vier Ele­
mente des einen Gebildes und die vier entsprechen­
den des anderen das gleiche Doppel Verhältnis bilden.

Um uns solche projektive Grundgebilde zu ver­
schaffen, steht uns zunächst kein anderes Mittel zu 
Gebote, als dass wir zwei Grundgebilde perspektiv auf­
einander beziehen und dann gewissermassen „aus­
einandernehmen“. Es ist aber leicht, auch direkt eine 
projektive Beziehung zwischen zwei Grundgebilden erster 
Stufe zu vermitteln.
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Konstruktion projektiver Punktreihen.
32. Wir führen dies zunächst durch für zwei 

Punktreihen, deren Träger g und g1 sich in einer 
Ebene befinden mögen. Irgend drei beliebigen Punkten 
A, B, C auf g ordnen wir drei beliebige Punkte Al7 
Bl5 auf g\ zu. Wir verbinden (Fig. 19) A mit Al 
und wählen auf dieser Verbindungslinie zwei beliebige 
Punkte S und S1. Die Linien SB und S1B1 mögen 
sich in B, SC und S1C1 in C schneiden. Weiter 
legen wir durch В und C eine Linie p, welche AA1 
in A treffen möge. Zu einem beliebigen Punkte D 
von g verschaffen wir uns jetzt einen entsprechenden 
auf gx in folgender Weise: SD trifft p in 1), und Sj^B 
schneidet dann gt in einem Punkte Dx, der dem Punkte D 
zugewiesen wird. Dann ist offenbar für jede Lage 
von D nach den Sätzen von 23.

(AB CD) = (A^^DJ = (AB CD).
Beschreibt D die eine Punktreihe, so durchwandert 

Di die andere und es sind immer die Büschel S und
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Punkt von gj mit ¥1 bezeichnet werden. Man kon­
struiere die beiden entsprechenden Punkte Et und F 
(siehe Fig. 19).

St je perspektiv zur Punktreihe A, B, C . . . auf p 
und also auch zu einander perspektiv. Es bilden folg­
lich auch irgend vier Punkte auf g und die vier ent­
sprechenden auf gx das gleiche Doppel Verhältnis. Damit 
haben wir also in der That projektive Punktreihen 
konstruiert und gleichzeitig gefunden, dass wir drei 
Paare entsprechende Punkte beliebig annehmen können. 
Dadurch ist die projektive Beziehung dann gerade be­
stimmt.

Aufgabe 11. Man konstruiere die Punkte, welche den 
unendlich fernen Punkten von g und gt bezüglich 
entsprechen. — Der Schnittpunkt der beiden Träger 
g und gt kann als Punkt von g mit E und als
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Konstruktion projektiver Strahlenbüschel.
33. Zwei in einer Ebene befindliche Strahlenbüschel 

projektiv aufeinander zu beziehen, gelingt durch die 
entsprechende duale Betrachtung. Wir greifen im 
Büschel S drei beliebige Strahlen a, b, c heraus, denen

wir im Büschel Sx 
drei beliebige Strah­
len , bx, c1 zu­
ordnen (Fig. 20). 
Durch den Schnitt­
punkt von a und ax 
ziehen wir willkür­
lich zwei Gerade g 
und g1 und bringen 
g in A, B, C zum 
Schnitt mit den 
Strahlen a, b, c, 

die Gerade gx hingegen mit a1, bl5 g1 in Al5 Bl5 C 
Dann liefern die Verbindungslinien BBX und ССХ in 
ihrem Schnitte einen Punkt P. Zu einem beliebigen 
Strahl d des Büschels S finden wir nun, wie folgt, 
den entsprechenden: d trifft g in D, DP trifft gt 
in Dx und S1 Dx ist der entsprechende Strahl (\ im 
Büschel Sx.

Dann ist wieder

Jr

\
У, \ ■Ä

A
4

i
i \

\
y У

Fig. 20.

1-

(a b c d) = (aj. \ cx dx).
Die Punktreihen auf g und gl5 welche durch ent­
sprechende Strahlen der Büschel S und St ausgeschnitten 
werden, sind perspektiv.
Aufgabe 12. „Man zeichne in den beiden projektiven 

Büscheln die Strahlen e± und f, welche dem Ver-



bindungsstrahl SS! entsprechen, wenn dieser als e 
und i± genommen wird.“

Um eine Punktreihe und einen Strahlenbüschel 
projektiv aufeinander zu beziehen, schneiden wir den 
Büschel mit einer Geraden in einer Punktreihe und 
beziehen diese auf die gegebene Punktreihe.

Wären ein Ebenenbüschel und ein Strahlenbüschel 
in projektive Beziehung zu setzen, so bringen wir die 
Ebene des Strahlenbüschels zum Schnitt mit dem 
Ebenenbüschel und beziehen die beiden Strahlenbüschel 
projektiv aufeinander.
Zusatz. Statt durch eine geometrische Konstruktion 

können wir uns die projektive Beziehung auch von 
Anfang an durch eine Doppelverhältnisrelation fest­
gelegt denken. Sind z. B. g und gx die Träger 
zweier Punktreihen und A, B, C, sowie A1? Вх, C± 
beliebig auf ihnen ausgewählt, so bildet ein beliebiger 
Punkt D auf g mit A, B, C èin Doppelverhältnis von 
bestimmtem Wert (АВСВ) = Я. Dann giebt es auf 
g-L einen Punkt E^, für welchen (A^Ą CjĄ) = 1. 
Dies ist der D entsprechende Punkt D^ Es gilt 
also die Beziehung
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(AB CD) = (A1B1C1D1).

Die angeführten Konstruktionen lehren, Elemente 
zu finden, die stets dieser oder einer entsprechenden 
Beziehung genügen.

Es drängt sich aber noch die Frage auf : Ist 
vielleicht die soeben direkt begründete, projektive Be­
ziehung allgemeinerer Art als die Beziehung, in der 
zwei Perspektive Grundgebilde stehen, nachdem ihre 
gegenseitige Lagenbeziehung aufgehoben ist?



Dies ist bei den Grundgebilden erster Stufe in der 
That nicht der Fall. Denn wir wollen im folgenden 
Paragraphen zeigen, dass sich zwei projektive Grund­
gebilde erster Stufe stets in Perspektive Lage bringen 
(perspektiv „orientieren“) lassen.
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§ 13. Die Perspektive Orientierung projektiver 
Grundgebilde erster Stufe.

Projektive Punktreihen, in Perspektive Lage 
gebracht.

34. Liegen zwei, in der soeben beschriebenen
Weise projektiv aufeinander bezogene Punktreihen g 
und gj vor, in denen also irgend vier Punkten der 
einen vier Punkte der anderen entsprechen, vom gleichen 
Doppelverliältnis, so seien E und Ex irgend zwei einander 
entsprechende Punkte. Dann gilt für irgend drei weitere 
entsprechende Punktpaare A,AX, B,!^, C, Cx die Relation

(AB CE) = (A1B1C1E1).
Bringen wir nun g und gt in eine solche gegen­

seitige Lage, dass Ex auf E zu liegen kommt, während
die Träger g und gt selbst nicht zusammenfallen. Wir
verbinden A mit A
Schnittpunkt S dieser Yerbindungsstrahlen.*) Dann geht 
auch die Linie ССХ durch diesen Punkt S. Denn an­
genommen, die Verbindungslinie SC] treffe g in C', 
so ist nach 23.

(i)

B mit B, und zeichnen den1 5

(2) (ABC'E) = (A^C^E,)

*) Es wird dem Leser geraten, die Figuren nach 
den Angaben des Textes stets selbst zu entwerfen, 
auch wenn sie beigedruckt sind. Es erleichtert das Ver­
ständnis ungemein, wenn man die Figur, Schritt für Schritt 
der Entwickelung folgend, erst allmählich entstehen sieht.
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also mit Rücksicht auf (1)
(ABC'E) - (ABCE).

Dann muss aber notwendig C' mit C zusammen fallen, 
also CT = C sein; denn es giebt nach 25. nur einen 
Punkt C, der mit А, В und E ein Doppelverhältnis von 
gegebenem Werte (ABCE) bildet. Ganz in der gleichen 
Weise zeigt man, dass jede Verbindungslinie irgend 
zweier anderer entsprechender Punkte, wie D und 
D, u. s. w., auch immer durch den Punkt S gehen muss. 
Die beiden Punktreihen sind also dargestellt als Schnitte 
des Büschels S, sie sind in Perspektive Lage gebracht.

Dies ist offenbar noch auf unendlich verschiedene 
Arten möglich, da ja nur nötig war, irgend zwei ent­
sprechende Punkte der projektiven Punktreihen im 
Schnittpunkt der beiden Träger zur Deckung zu bringen. 
Der Punkt S heisst wohl auch das „Centrum der Per- 
spektivität“. Wir erhalten also den
Satz 12. „Hat man zwei projektive Punktreihen g 

und g-L und liegen im Schnittpunkte der beiden 
Träger entsprechende Punkte der Punktreihen ver­
einigt, während die Träger g und gx selbst nicht 
zusammenfallen, so liegen die beiden Punktreihen 
perspektiv, d. h. alle Verbindungslinien entsprechender 
Punkte von g und gx laufen durch einen Punkt, das 
Centrum der Perspektivität.“

(3)

Projektive Strahlenbüschel, in Perspektive 
Lage gebracht.

35. Um zwei in einer Ebene befindliche, projektive 
Strahlenbüschel S und Sj in Perspektive Lage zu 
bringen, greifen wir irgend zwei entsprechende Strahlen



e und e1 heraus und bringen sie zur Deckung, jedoch 
so, dass S und SA nicht aufeinander zu liegen kommen. 
Dann zeigt die duale Betrachtung, dass die Büschel 
perspektiv liegen. Dies liefert den
Satz 13. „Liegen zwei in einer Ebene befindliche, 

projektive Strahlenbüschel so, dass in der Verbindungs­
linie ihrer Mittelpunkte entsprechende Strahlen der 
beiden Büschel vereinigt sind, während die Mittel­
punkte nicht zusammenfallen, so sind die Büschel 
„perspektiv“, d. h. alle entsprechenden Strahlen 
schneiden sich auf einer Geraden, der »Achse der 
Perspektivität « “.

Die Aufgabe, eine Pünktreihe und einen zu ihr 
projektiven Strahlenbüschel perspektiv zu legen, ver­
langt, den Büschel so zu orientieren, dass drei Strahlen 
a, b, c durch die ihnen entsprechenden Punkte A, B, C 
der Punktreihe gehen. (Beweis!) Dies ist auf Grund 
planimetrischer Sätze leicht durchführbar.

Mehr Schwierigkeiten bietet es, einen Strahlen­
büschel und einen zu ihm projektiven Ebenenbüschel 
in Perspektive Lage zu bringen. Wir übergehen die 
Lösung, da sie für das Folgende ohne Belang ist.
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§ 14. Anwendungen.

36. Fügen wir bei, dass die in § 12 ge­
gebenen Konstruktionen der projektiven Beziehung noch 
manche Spezialisierungen zulassen. So kann man 
z. B. bei der Konstruktion der projektiven Punktreihen 
in 32. die auf dem Yerbindimgsstrahl AA± noch ganz 
beliebig angenommenen Punkte S imd Sx auch so 
wählen, dass S nach A± und St nach A fällt. Dann hat
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man zur Durchführung der gleichen Betrachtung wie 
damals die Linieupaare 

A Bl(
A*B I

A C
AjC

zu benutzen, deren erstes einen Punkt 15, das zweite 
einen Punkt C liefert (Fig. 21), während die Ver­
bindungslinie В C der Perspektive Schnitt der Büschel А

!Iund

Cr Ä

-x/i 
// Z i 

' / \/-
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Fig. 21.

und At ist, den wir mit p0 bezeichnen wollen. Irgend 
zwei entsprechende Punkte D und DL der projektiven 
Punktreihen sind daraus zu erhalten, dass das Linienpaar 

A Di 
AtD

einen auf p0 gelegenen Schnittpunkt D besitzt. Kon­
struiert man jetzt wieder die dem Schnittpunkt von g 
und gx entsprechenden Punkte, so liefert die Figur 
unmittelbar das Ergebnis, dass dies die Punkte E1 und F 
sind, in denen p0 den Trägern g± und g begegnet.

Doehlemann, Projektive Geometrie.

[

5



Ist nun die projektive Beziehung von g und gt 
gegeben, so sind damit diese Punkte Ex und F und 
also auch p0 bestimmt. Ebensogut wie nach A und Ai 
hätten wir die Hilfspunkte S± und S aber auch nach В 
und Bj oder nach C und u. s. w. verlegen können 
und müssen dadurch die gleiche Achse p0 erhalten. 
Es folgt dann aber folgender
Satz 14. „Hat man zwei projektive Punktreihen A, 

В, C, ... und Ax, , Cx, ... auf zwei festen Trägern
g und g1 imd betrachtet alle möglichen Linienpaare wie 
A Bi I
AXB ( AtC 
so liegen die Schnittpunkte, welche jedes dieser 
Linienpaare liefert, auf einer Geraden p0, welche aus 
den Trägern g und diejenigen Punkte ausschneidet, 
die den im Schnittpunkt von g und gx vereinigten 
Punkten entsprechen.“

Aufgabe 13. Für zwei in einer Ebene befindliche, 
projektive Strahlenbüschel lässt sich ein entsprechender 
Satz aufstellen. Man beweise ihn.

Der Satz von Desargues.
37. Als ein Beispiel für die Brauchbarkeit dieser 

Betrachtungen erweisen wir noch folgenden sehr be­
kannten Satz:
Satz 15. „Wenn zwei in einer Ebene gelegene Drei­

ecke Ai Bx C1 und A2 B2 C2 die Eigenschaft haben, 
dass 1) die Verbindungslinien A± A2, Bx B2, Ct C2 
durch einen Punkt gehen, so weiss man, dass 2) die 
Schnittpunkte von B± und A2 B2, At Cx und A2 C2, 
Bt (\ und B2 C2 auf einer Geraden liegen und aus 2) 
folgt auch umgekehrt 1).“

66 HI. Die projektive Beziehung d. einförmig. Grundgebilde.
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Nehmen wir drei durch einen Punkt S gehende 
Strahlen a, b, c (Fig. 22) und auf ihnen bezüglich die 
Punktpaare Ax, A2, Bl5 B2 und Cl7 C2, so ist damit
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4 4-

Fig. 22.

die Bedingung 1) für die beiden Dreiecke A± B1 Ct 
und A2 B2 C2 erfüllt. Betrachten wir nun den Büschel S, 
so schneidet derselbe die Geraden Ax B1 und A2 B2 in 
zwei Perspektiven Punktreihen. Diese Perspektiven Punkt­
reihen projizieren wir aus C1 und C2 beziehungsweise. 
Dann sind diese Büschel Cx und C2 projektiv imd, wie 
man leicht erkennt, überdies perspektiv, da der Ver­
bindungsstrahl Сх C2 sich selbst entspricht. Es schneiden 
sich mithin entsprechende Strahlen auf einer Geraden, 
der Achse der Perspektivität: also müssen auf einer 
Geraden S liegen : der Schnittpunkt von und
a2c
Schnittpunkt von A-, B1 imd A2 B2 (da nach ihm auch 
entsprechende Strahlen der Büschel C1 und C2 laufen). 
Damit ist der Satz bewiesen. Ganz ähnlich verfährt 
man bei der Umkehrung desselben.

der Schnittpunkt von Bi Cx und B2 C2 und der2 ?

5*



Zusatz. Liegen die beiden Dreiecke von Anfang an 
in verschiedenen Ebenen, so ergeben sich die gleich­
lautenden Sätze durch einfache stereometrische Be­
trachtungen.
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Analytischer Ansatz.
38. Die rechnende G-eometrie behandelt die pro­

jektive Beziehung in folgender Weise: Werden die 
Elemente des einen Grundgebildes erster Stufe durch 
die Werte eines Parameters X, z. B. eines Doppel­
verhältnisses (vgl. 25.), die eines zweiten Grundgebildes 
durch einen Parameter /л festgelegt und besteht zwischen X 
und /л eine in Bezug auf jede dieser Grössen lineare 
Relation

aXju-\-ßX-\-yjit-\-ö== 0,
wo a, ß, 7, ô beliebige, aber feste Zahlen werte sind, 
so ordnet diese Gleichung, nach X oder nach /л auf­
gelöst, jedem Wert des einen Parameters einen des 
andern zu. Es sind also auch die beiden Grundgebilde 
erster Stufe dadurch eindeutig, Element für Element, 
aufeinander bezogen. Weiter zeigt man: Sind die 
beiden Grundgebilde eindeutig aufeinander bezogen und 
zwar durch eine solche „bilineare“ Gleichung wie (1), 
so folgt daraus schon, dass vier Elemente des einen 
Grundgebildes und ihre vier entsprechenden das gleiche 
Doppelverhältnis bilden, d. h. dass die Grundgebilde 
projektiv sind. Eine solche Relation (1) stellt also den 
analytischen Ausdruck der Projektivität dar.

Wir wollen dies am einfachsten Beispiel zweier 
projektiven Punktreihen g und gx noch genauer ver­
folgen. Auf g wird ein Punkt О willkürlich angenommen 
und ein beliebiger Punkt P von g durch seine Abscisse

(i)
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OP = x festgelegt, deren Zahlen wert nach der einen 
Seite positiv, nach der entgegengesetzten Seite negativ 
genommen wird. Ebenso werden die Punkte von gx 
durch Abscissen xx dargestellt. Zwischen diesen Para­
metern möge jetzt die Gleichung bestehen 

axx1 + ßx + yx± + ó = 0.
Dann ist vermöge derselben auch

a*i + ß

(2)

ß* + S
(3) und %x1 =X = —

ax + y
Diese Gleichungen gestatten, zu jedem x oder xt das 
entsprechende xx oder x zu berechnen. Der Ausdruck 
für das Doppelverhältnis von vier Punkten P, P', P" P'" 
wird aber, wie man sofort erkennt,

X — x" H ł
X -----  XÇPP'P"P"') = _(4) /// J— x" ’ x'----X

wenn diese Punkte durch die Abscissen x, x', x", x'" 
gegeben sind. Den vier Punkten P, P', P", P"' ent­
sprechen vier andere Punkte Pl5 P(, Pf, Pf' auf gt 
mit den Abscissen

fix + à
ax + y ’

fix' + ô 
ax' + y

xi' = -

Dann zeigt eine leichte Rechnung, dass 
(P1P1/PfP1,,/) = (pp'p"pw).

xi = — u. s. w.

§ 15. Metrische Relationen. Spezielle Fälle.
Die Fluchtpunkt-Relation.

39. Führen wir in die Beziehung, welche die 
Gleichheit der Doppelverhältnisse von je vier ent­
sprechenden Punkten in zwei projektiven Punktreihen
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zum Ausdruck bringt, die uneigentlichen Punkte der 
beiden Träger g und gt ein, so erhalten wir eine 
metrische Relation im speziellen Sinn, indem die 
Doppel Verhältnisse in einfache Verhältnisse übergehen. 
Denken wir uns nämlich die beiden Punktreihen irgend­
wie perspektiv gelegt und sind (Fig. 4) R und QL die 
den unendlich fernen Punkten von g, und g ent­
sprechenden Punkte, die wir als „Fluchtpunkte“ be­
zeichnen, so hat man

(ABEQ) = (A1B1E1Q1) 
und daraus mit Rücksicht auf 25.

Bl Ql
Al Qi

AR
BR

oder
AR, A1Q1=BR, B1Q1.

Es sind also alle diese Rechtecke, je mit entsprechenden 
Punkten A, Al7 B, B1? C, C± . . . gebildet, flächen- 
gleich. Den gemeinsamen Flächeninhalt derselben erhält 
man auch, wenn man das im Schnittpunkt der Träger 
vereinigte Punktpaar E Et herausgreift, für welches

Ej. Qi = Qi SER RS = k.
Es ist also

AR, A1Q1 = BR Bi Qi = ... = к = konst.

Ähnliche, kongruente Punktreihen.

40. Aus der allgemeinen, projektiven Beziehung 
zweier Punktreihen ergiebt sich eine spezielle, wenn wir 
die uneigentlichen oder unendlich fernen Punkte der beiden 
Träger besonders berücksichtigen, was dadurch möglich
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wird, dass wir dieselben in der projektiven Beziehung 
einander entsprechen lassen. Sind Q und Qj diese un­
endlich fernen Punkte, so ist also

(ABCQ) = (A1B1C1Q1)
folglich

A C _ At C 
BC “ bTc

i

i
oder auch

AC BC
— = c.

Ał Gt
Es muss daher überhaupt das Verhältnis irgend zweier 
entsprechenden Strecken unveränderlich = c sein. Solche 
Punktreihen heissen „ähnlich“.

Ist c = 1, so sind je zwei entsprechende Strecken 
gleich lang, die projektiven Punktreihen werden als 
„kongruent“ bezeichnet.
Aufgabe 14. Man zeige, dass man ähnliche (unter 

Umständen kongruente) Punktreihen enthält, wenn 
man zwei parallele Gerade mit einem beliebigen 
Strahlenbüschel oder zwei beliebige Gerade mit einem 
Parallelstrahlenbüschel schneidet.

Ebenso heissen zwei projektive Strahlenbüschel 
kongruent, wenn irgend zwei Strahlen den gleichen 
Winkel einschliessen wie die ihnen entsprechenden. 
Solche Strahlenbüschel erhält man z. B. wenn man eine 
Punktreihe aus zwei Punkten S und Sx projiziert, die 
gleich weit entfernt von derselben und auf einer Senk­
rechten zu ihr liegen.

Bi C±



IV. Abschnitt.
Die projektive Beziehung auf dem gleichen 

Träger.

§ 16. Die Doppelelemente und ihre Konstruktion.
Bestimmung einer projektiven Beziehung auf 

dem gleichen Träger.
41. Denken wir uns zwei Punktreihen g und gi 

projektiv aufeinander bezogen. Dann können wir auch 
den Träger der einen Punktreihe mit dem der andern 
zusammenfallen lassen. Wir haben also nur noch einen 
Träger, der gewissermassen doppelt zu nehmen und 
„projektiv auf sich selbst bezogen“ ist. Die Möglichkeit 
einer solchen Beziehung lässt sich auch direkt leicht 
erkennen: denn ordnen wir drei Punkten A, B, C eines 
Trägers g drei and'ere Punkte Ax, Bx, C1 des gleichen 
Trägers zu, so ist dadurch die projektive Beziehung 
auf der Punktreihe g festgelegt. Um sie nämlich kon­
struktiv zu verfolgen, projizieren wir A, B, C aus einem 
beliebigen (nicht auf g gelegenen) Punkt S und Ax, 
B1? C1 aus einem Punkte Sx je durch einen Strahlen­
büschel. Dann ist die projektive Beziehung dieser 
beiden Büschel bestimmt und entsprechende Strahlen 
derselben schneiden entsprechende Punkte auf g aus. 
Ist ein Punkt auf dem Träger g gegeben, ohne dass 
hinzugefügt ist, welcher der beiden Punktreihen er an­
gehören soll, so kann man ihn als Punkt der einen



oder andern Punktreihe nehmen und demgemäss mit J 
oder Kt bezeichnen. Verbindet man ihn dann entweder 
mit S oder mit S1? so kann man die beiden ent­
sprechenden Punkte und К finden, die im allgemeinen 
nicht zusammenfallen werden. Ganz ebenso können 
wir auch einen Strahlenbüschel oder einen Ebenen­
büschel projektiv auf sich selbst beziehen.

Die Doppelelemente.
42. Bis hierher unterschied sich die projektive 

Beziehung auf dem gleichen Träger nicht wesentlich 
von der früher auf verschiedenen Trägern betrachteten. 
Ein neuer Gesichtspunkt wird erst durch folgende 
Fragestellung gewonnen: Giebt es auf einem projektiv 
auf sich selbst bezogenen Träger Elemente, die sich 
mit den ihnen entsprechenden decken? Können wir 
z. B. bei einer projektiven Beziehung auf einer Geraden 
einen Punkt X finden, der mit dem entsprechenden Xx 
zusammenfällt? Wir werden einen solchen Punkt einen 
„Doppelpunkt“ nennen; ihnen entsprechen „Doppel­
strahlen“ und „Doppelebenen“ beim Strahlen- bezw. 
Ebenenbüschel.

Von der Möglichkeit der Existenz solcher „Doppel­
elemente“ überzeugen wir uns durch folgende Betrachtung. 
Ein Strahlenbüschel sei projektiv auf sich selbst be­
zogen, den Strahlen a, b, c u. s. w. entsprechen die 
Strahlen ax, bx, cx u. s. w. Ein beweglich gedachter Strahl 
durchlaufe den Büschel im Sinne „abc“ (vergl. 16.) 
nach irgend einem Gesetz, etwa mit gleichförmiger Ge­
schwindigkeit. Die Bewegung eines zweiten Strahles 
des gleichen Büschels sei dadurch bestimmt, dass er 
sich in a± befinden soll, wenn der erste Strahl in а 
ist, in bx, wenn dieser b passiert u. s. w„ dass also die
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beiden beweglichen Strahlen im gleichen Zeitmoment 
sich immer in entsprechenden Strahlen der projektiven 
Beziehung befinden. Darm wird sich der zweite be­
wegliche Strahl im Sinne a1b1c1 bewegen. Ist dieser 
Sinn der gleiche wie abc (Fig. 23a), rotieren also 
beide Strahlen in der gleichen Bichtung (etwa wie
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Fig. 23 b.

die Zeiger einer Uhr) so heissen die Büschel „gleich­
laufend“. Ist der Sinn abc der entgegengesetzte wie 
ai^ici (Fig. 23 b) so heissen die Büschel „entgegen­
gesetzt laufend“. Stellt man sich im letztem Falle 
die beiden beweglichen Strahlen vor, so werden sie im 
Verlauf der Bewegung übereinander wegeilen. Einer 
solchen Stellung, wo sich für einen Moment die beiden 
Strahlen decken, entspricht offenbar ein Doppelstrahl 
der beiden projektiven Büschel. Ganz die gleichen 
Überlegungen gelten für projektive Punktreihen auf 
dem gleichen Träger. Bei entgegengesetzt laufenden 
projektiven Gebilden existieren demnach immer Doppel­
elemente. Bei gleichlaufenden projektiven Beziehungen 
dagegen kann man dies nicht von vornherein behaupten. 
Hier können Doppelelemente auftreten oder auch nicht.

Fig. 23 a.



In keinem Falle jedoch können mehr als zwei 
Doppelelemente vorhanden sein. Denn angenommen es 
gebe in einer projektiven Beziehung auf einer Punkt­
reihe drei Doppelpunkte M, N, P, so wäre für ein 
Paar entsprechender Punkte A und At

(MN PA) = (M^P^),
wobei Mt mit M, mit N, Pt mit P zusammenfällt. 
Es ist aber unmöglich, dass zwei verschiedene Punkte P 
und Px mit drei Punkten das nämliche Doppelverhältnis 
bilden, also fällt auch A mit A1 zusammen und über­
haupt je zwei entsprechende Punkte der projektiven 
Beziehung d. h.
Satz IG. „Wenn in einer projektiven Beziehung auf 

dem gleichen Träger drei Elemente mit den ihnen 
entsprechenden sich decken, so deckt sich überhaupt 
jedes Element mit dem entsprechenden, d. h. man 
hat eine Identität.a

Demnach kann die Zahl der auf tretenden Doppel­
elemente 0, 1 oder 2 sein. Ihre Bestimmung lässt 
sich zurückführen auf den Fall der Konstruktion der 
Doppelpunkte zweier ineinanderliegenden, projektiven 
Punktreihen. Denn aus einem projektiv auf sich be­
zogenen Strahlenbüschel schneidet eine Gerade seiner 
Ebene zwei projektive Punktreihen aus, nach deren 
Doppelpunkten die Doppelstrahlen des Büschels laufen, 
und ein projektiv auf sich bezogener Ebenenbüschel 
wird von einer beliebigen Ebene in einem projektiv auf 
sich bezogenen Strahlenbüschel geschnitten, durch dessen 
Doppelstrahlen auch die Doppelebenen des Ebenen­
büschels gehen. Zur Konstruktion der Doppelpunkte 
zweier projektiven Punktreihen bedienen wir uns eines 
Kreises, der ein für allemal gezeichnet vorliegen kann,
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müssen aber zu dem Zweck noch vorher eine Eigenschaft 
des Kreises kennen lernen.

IV. Die projektive Beziehung auf dem gleichen Träger.76

Hilfssatz über den Kreis.

43. Sind P und zwei beliebige Punkte auf 
einem Kreis (Fig. 24) und projizieren wir aus ihnen 

die übrigen Punkte des Kreises, 
also den Punkt A durch die 
Strahlen a und ax, den Punkt В 

^ durch die Strahlen b und \ u.s.w., 
\ so erhalten wir die Büschel P 

und Px, und diese sind projektiv 
/ d. h. es gilt der 

Satz 17. „Aus irgend zwei be­
liebigen Punkten eines Kreises 
werden die übrigen Punkte 
desselben durch projektive 
Büschel projiziert.“

л

А

is
Fig. 24.

In der That ist ja
< (ab) = < (alb1)

oder
< (ad) = 180° — <£ (a1d1). 

In beiden Fällen wird
sin (ab) — sin (at bL) 
sin (ad) = sin (ax dt).

Es ist folglich auch
(ab cd) = (a1b1c1d1),

wenn dies irgend vier Strahlenpaare sind, die aus P und 
Pt Punkte der Kreisperipherie projizieren; also sind die 
Büschel P und Pt projektiv.
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Die Steiner’sche Konstruktion der Doppelpunkte.
44. Es liege jetzt ein Kreis gezeichnet vor und 

in seiner Ebene befindet sich der Träger g, auf dem 
eine projektive Beziehung durch die Punktpaare A, At, 
B, Bt, C, Cx gegeben ist (Eig. 25). Um nun über

S\nk b
P

Ы
У-'-

та

OL
вNy \c VMP.

Ai N, Bt D, C, M,
Fig. 25.

das Vorhandensein von Doppelpunkten einen sicheren 
Aufschluss zu gewinnen, wählen wir zunächst auf dem 
Kreise beliebig einen Punkt S und ziehen die Linien 
SA, SB, SC, SA1? SBx, SCl7 welche den Kreis 
zweitenmal in А, В, C, Al7 Bx, CA schneiden mögen. 
Wir haben dann die beiden gegebenen Punktreihen 
„auf den Kreis projiziert“.

Bezeichnen wir ferner die eben genannten sechs 
Strahlen der Reihe nach mit а

zum

b, c, %, b1? cl5 so 
liegen in S projektive Büschel vereinigt, also 
(l) Büschel (a, b, c „ f .) д Büschel (al5 bx, cx . . .).

1



Projizieren wir nun die Punkte A, B, Cf u. s. w. 
aus Ax, sowie die Punkte At, u. s. w. aus A
je durch einen Strahlenbüschel, so ergeben sich nach 
dem soeben bewiesenen Hilfssatz folgende Projektivitäten:
(2) Büschel A (Ax, B1, Cx...) д Büschel S (ax, bx, c±...),
(3) Büschel A-l (A, B, C ...) д Büschel S (a, b, c.. .)*).

Da aber nach (1) auch die Büschel rechts projektiv 
sind, so folgt
(4) Büschel A (A1, B1, Cjl ...) д Büschel Ax (А, В, C ...).

Diese Büschel sind aber nicht bloss projektiv, 
sondern auch perspektiv nach Satz 13, da in der Ver­
bindungslinie AAt der Büschelmittelpunkt entsprechende 
Strahlen der beiden Büschel sich decken; folglich 
liegen die Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf 
einer Geraden p.

Schneiden sich folglich AB1 und AtB in S, ferner 
ACX und AXC in 93, so ist die Verbindungslinie 93© 
die Achse p der Perspektivität.

Ist also © ein beliebiger Punkt auf p, so 
liefern A© und At© die zweiten Schnittpunkte I)j 
und D mit dem Kreise und D und Dt geben aus S 
auf g projiziert zwei entsprechende Punkte D und T)i 
der projektiven Punktreihen.

Nun möge die Achse p den Kreis in M und N 
schneiden. Führt man dann für diese Punkte von p 
die gleiche Betrachtung durch wie gerade für den be­
liebigen Punkt ©, so ergiebt sich aus der Figur, dass

78 IV. Die projektive Beziehung auf dem gleichen Träger.

*)' Die Bezeichnung ist leicht verständlich: Büschel 
A (Aj, B,, Oj, ...) bedeutet den Strahlenbüschel mit dem 
Mittelpunkt A, dessen Strahlen nach At, Bj, C1? ... laufen.



M und N aus S auf g projiziert die Doppelpunkte Ж 
und N der projektiven Punktreihen liefern.

Schneidet p den Kreis nicht, so giebt es keine 
Doppelpunkte; würde p den Kreis berühren, so wäre 
nur ein Doppelpunkt vorhanden.
Zusatz. Statt der Punkte A und A± hätte man eben­

sogut auch В und Bx oder C und Cx u. s. w. als 
Mittelpunkte der Perspektiven Büschel wählen können. 
Die Punkte M und N, also auch die Gerade p 
müssen sich dadurch ebenso ergeben. Es muss dem­
nach auch der Schnittpunkt % von ВСХ und Bj_ C, 
der Schnittpunkt g von BDt und BtD u. s. w. 
auf p liegen. Die Achse p enthält demnach alle 
Schnittpunkte wie

A Bi 

AlB 
В Cj 

BjC
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Diese Konstruktion der Doppelelemente ersann der 
deutsche Geometer Jacob Steiner. [Die geometrischen 
Konstruktionen ausgeführt mittels der geraden Linie und 
eines festen Kreises. Berlin 1833.]

Ein weiterer Satz über die Doppelelemente.

45. Sind M, N die Doppelpunkte, A, Al5 B, B1 
zwei Paare entsprechender Punkte zweier projektiven 
Punktreihen, so hat man

(MKAB) = (M1N1A1B1).
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Führt man die Ausdrücke für die Doppelverhält­
nisse ein, so ergiebt eine leichte Umformung die andere 
Relation

(MN A Ai) = (MNBBi).
Der Wert dieses Doppel Verhältnisses muss also 

für alle Paare entsprechender Punkte der gleiche sein, 
etwa = к = konst. Damit ist für reelle Doppelelemente 
bewiesen der allgemein gültige
Satz 18. „Je zwei entsprechende Elemente einer pro­

jektiven Beziehung auf dem gleichen Träger bilden 
mit den beiden Doppeielementen ein konstantes 
Doppelverhältnis.“

Bestimmung der Doppelelemente durch die 
Rechnung.

46. Bemerken wir noch kurz, wie die Rechnung 
die Doppelelemente liefert. Wird eine und dieselbe 
Gerade als X- und X±-Achse genommen, so ist eine 
projektive Beziehung auf derselben nach 88. gegeben 
durch eine Gleichung

axxj -(- ßx + y*i + S = 0.
Ein Doppelpunkt hat die Eigenschaft, dass für ihn 

x = xl5 vorausgesetzt, dass wir die x und x1 vom 
gleichen Anfangspunkt aus und in derselben Richtung 
positiv rechnen. Setzen wir also in der Relation 
x = xx, so kommt die quadratische Gleichung 

ax2 + (ß + y)x + ô = 0,
deren beide Wurzeln die Abscissen der Doppelpunkte 
liefern. Sind die Wurzeln der Gleichung imaginär, 
so giebt es keine Doppelpunkte; wir sagen: die Doppel­
punkte sind imaginär.



Alle Aufgaben, deren Lösung schliesslich auf eine 
Gleichung 2. Grades führt, bezeichnen wir als Auf­
gaben 2. Grades. Ihre geometrische Erledigung finden 
diese immer durch die soeben bewiesene Steiner’sche 
Konstruktion, bei der ein Kreis und ausserdem das 
Lineal zu benutzen ist. Führt eine Aufgabe analytisch 
zu einer linearen Gleichung, also zu einer Gleichung 
1. Grades, so wird sie als Aufgabe 1. Grades bezeichnet. 
Konstruktiv muss sie sich dann behandeln lassen ledig­
lich unter Benutzung des Lineals. Bei einer solchen 
linearen Aufgabe kommen also bloss die Operationen 
vor: den Schnittpunkt zweier Geraden zu zeichnen und 
durch zwei Punkte eine Gerade zu legen. Bei der 
Steiner’schen Konstruktion dagegen hatte man die Schnitt­
punkte einer Geraden (p) mit einem Kreis zu zeichnen.
Aufgabe 15. Eine Gerade g soll projektiv so auf sich 

bezogen werden, dass den zwei gegebenen Punkten A 
und В zwei andere Аг und B, entsprechen und dass 
der weiter gegebene Punkt M einer der Doppelpunkte 
der projektiven Beziehung wird.

1. Lösung. Bezeichnet man M auch noch als Ml5 so 
hat man drei Paare entsprechender Punkte und 
kann unter Zuhilfenahme eines Kreises nach 44. 
den noch fehlenden Doppelpunkt finden. Man führe 
die Konstruktion wirklich durch.

2. Lösung. Ist von den beiden Doppelelementen eines 
gegeben, so hängt die Aufgabe, das fehlende zu be­
stimmen, nur noch von einer linearen Gleichung ab; 
sie ist also eine Aufgabe 1. Grades und muss sich 
folglich auch olme Benutzung eines Kreises, ledig­
lich mit dem Lineal lösen lassen. In der That ziehen 
wir durch M irgend eine Gerade und wählen auf
Doehlemann, Projektive Geometrie.
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ihr die Punkte S und S1 willkürlich. Aus S pro­
jizieren wir die Punkte A, B, M, aus Sx die Punkte 
Ap, Bl5 M±. Dann sind diese beiden Büschel pro­
jektiv, sofern entsprechende Strahlen derselben je 
entsprechende Punkte der Punktreihen projizieren; 
die Büschel sind aber überdies wieder perspektiv, 
weil im Verbindungsstrahl SS1 entsprechende Strahlen 
vereinigt liegen. Sie liefern eine Perspektivitätsachse p, 
die bestimmt ist durch die Punkte A und B, wobei 
der erstere der Schnittpunkt von SA und S^ 
während in В sich SB und Sj^ begegnen. Der 
Schnittpunkt von p mit g ist dann aber der zweite 
Doppelpunkt N der projektiven Beziehung.

Aufgabe 16. Von einer projektiven Beziehung auf 
einer Geraden sind gegeben ein Paar entsprechender 
Punkte A, Ax, sowie die beiden Doppelpunkte Ж und N. 
Weitere entsprechende Punkte zu konstruieren.

Aufgabe 17. In einem Strahlenbüschel sind gegeben 
die Strahlenpaare a, al5 b, bi und der Strahl m. 
Man beziehe den Büschel projektiv so auf sich, dass 
m ein Doppelstrahl und a, ax und b, b1 zwei Paare 
entsprechender Strahlen.

Lösung. Ziehe durch einen Punkt von m zwei Ge­
rade g und gt und bringe sie bezüglich zum Schnitt 
mit den Büscheln.

Aufgabe 18. Von einer projektiven Beziehung eines 
Strahlenbüschels sind gegeben ein Paar entsprechender 
Strahlen a, a1, sowie die beiden Doppelstrahlen m 
Und n. Weitere entsprechende Strahlen zu kon­
struieren.

Aufgabe 19. Gegeben sind drei Gerade gt, g2, g3, 
und drei Punkte Px, P2, P3 ; man zeichne ein Drei­
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eck A1? Ag, Ag, (lessen Ecken in dieser Reihen­
folge bezüglich auf den drei Geraden liegen und 
dessen Seiten Ax A2, A2 A3, A3 A± bezw. durch die 
Punkte P1? P2, P3 hindurchgehen.

Lösung. Wählen wir . auf gx einen Punkt Ax ganz 
beliebig, ziehen wir die Verbindungslinie At Px, 
welche g2 in A2 treffen möge. Die Verbindungs­
linie A2 P2 schneide g3 in A3 und die Verbindungs­
linie A.3 P3 endlich liefere auf g1 einen Schnitt­
punkt AÎ. Lassen wir Ax die Punktreihe gx durch­
laufen, so beschreibt der Punkt A* eine dazu pro­
jektive Punktreihe. Wir bestimmen diese projektive 
Beziehung, indem wir zu drei Lagen des einen 
Punktes die entsprechenden des andern zeichnen. 
Sind dann die Doppelpunkte dieser projektiven Punkt­
reihe reell vorhanden, so liefert jeder derselben ein 
Dreieck von der verlangten Eigenschaft. Verall­
gemeinerung für n-Ecke !
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§ 17. Die involutorische Beziehung.
Herleitung der involutorischen Beziehung.

47. Betrachten wir noch einen speziellen, aber 
besonders wichtigen Fall der projektiven Beziehung auf 
dem gleichen Träger. Nehmen wir eine projektiv auf 
sich bezogene . Punktreihe, so wird einem beliebigen 
Punkte A ein Punkt Ax entsprechen. Bezeichnen wir 
den gleichen Punkt A mit Bt, indem wir ihn als einen 
Punkt der andern Pimktreihe auffassen, so wird ihm 
ein Punkt В zugewiesen sein, der von Ax verschieden 
ist. Es fragt sich nun: .Kann В mit A± zusammenfallen 
und kann dies noch für weitere Punkte einer projektiven 
Beziehung eintreten? Darauf giebt Antwort folgender

6*
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Satz 19. „Wenn in einer projektiven Beziehung auf 
einer Punktreihe einmal die beiden einem Punkte 
entsprechenden Punkte zusammenfallen, so fallen sie 
für jeden Punkt zusammen.“

Wählen wir, um dies nachzuweisen, A und A± 
sowie C und Cx ganz beliebig (Pig. 26), Bx ferner falle

?
ч? %я

Ж ~л,
Fig. 26.

Ж

mit A und В mit A1 zusammen, dann ist durch die 
drei Paare AB, С A±, Bx Сх sicher eine projektive Be­
ziehung bestimmt. Bezeichnen wir jetzt den Punkt C 
mit I) so entspricht ihm ein Punkt D derart, dassi ?

(AB CD) = (A1B1C1I)1) 
= (BACjC)
= (ABCcj.oder nach 24.

Daraus folgt aber dann, dass D mit Cx zusammen­
fällt. Ganz in der gleichen Weise zeigt man, dass 
einem beliebigen Punkte E, F1 ein Punkt , F ent­
spricht. Es ist also nicht nötig, die beiden Punkt­
reihen in der Bezeichnung zu unterscheiden, jedem 
Punkte des Trägers ist ein bestimmter Punkt zu­
gewiesen. Es zerfällt der ganze Träger in Punktpaare 
und wir wollen die Punkte eines Paares als ent­
sprechende oder zugeordnete Pimkte bezeichnen. Die 
analogen Betrachtungen gelten für den Strahlen- und 
Ebenenbüschel. Wir nennen eine solche projektive 
Beziehung, in der jedem Element ein anderes doppelt 
entspricht, eine „involutorische“ oder auch eine „In­
volution“ von Punkten bezw. Strahlen oder Ebenen.
Bezeichnen wir in Figur 26 den Punkt A Bx mit A,



den Punkt Ax В mit А', C und Cx mit В und B', so 
zeigt die eben durchgeführte Betrachtung, dass die In­
volution auf der Geraden durch die beiden Paare von 
zugeordneten Punkten А, A' und В, B' gerade bestimmt 
ist oder allgemein
Satz 20. „Eine Involution ist durch zwei Paare von 

zugeordneten Elementen bestimmt.“

Die Doppelelemente einer Involution.
48. Die Doppelelemente der projektiven Beziehung 

finden wir natürlich auch wieder bei der Involution. 
Jedes Doppelelement stellt ein Paar von Elementen 
vor, die einander unendlich nahe gerückt sind. Sind 
die Doppelelemente vorhanden, so heisst die Involution 
wohl auch eine „hyperbolische“, bei nicht vorhandenen 
Doppelelementen dagegen eine „elliptische“ und endlich 
eine „parabolische“, wenn die Doppelelemente sich in 
ein Element vereinigt haben.

Sind M, N die Doppelpunkte einer Punktinvolution, 
während А, А', В, B' u. s. w. Paare von zugeordneten 
Punkten, so folgt aus Satz 18, der hier ja auch gilt 

(MNAA') = (MNA'A) = konst. = к.
Es ist aber nach 23., Gleichung (3)
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1
(MNA'A) = (MNAA') ’

(MN AA')2 = 1.
Als Wert des Doppelverhältnisses (MNAA') ergiebt 

sich daraus — 1, da der Wert + 1 nicht zulässig (28); 
es ist also к = — 1 und A und A' liegen harmonisch 
zu M und N, ebenso В und B' u. s. w. Allgemein 
kann man beweisen

also



Satz 21. „Eine Involution besteht aus all den Paaren 
von Elementen, welche die zwei Doppelelemente, 
(die reell oder imaginär sein können) harmonisch 
trennen.“

Giebt man sich also z. B. irgend zwei Gerade m 
und ii, die sich in S schneiden, so kann man zu jedem 
beliebigen Strahle a des Büschels S einen Strahl a 
konstruieren, derart, dass a und a das Strahlenpaar m n 
harmonisch trennen. Alle diese Strahlenpaare a, a 
bilden eine Strahleninvolution.

Irgend eine nicht durch S gehende Gerade wird 
von derselben in einer Punktinvolution geschnitten, wie 
überhaupt aus involutorischen Gebilden durch Projizieren 
und Schneiden wiederum solche Gebilde hervorgehen.

Lässt man m und n oder allgemein die Doppel­
elemente einer Involution zusammenfallen, so muss von 
den beiden Elementen eines jeden Paares der Involution 
eines sich stets mit diesem Doppelelement vereinigen. 
In einer solchen parabolischen (uneigentlichen) Involution 
entspricht daher dem Doppelelement jedes Element 
des Trägers.
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§ 18. Die Punktinvolution.
Die verschiedenen Typen.

49. Hat man eine Pimktinvolution auf einer Ge­
raden , so kann man auch zum unendlich fernen 
Punkt O' ihres Trägers den entsprechenden Punkt О 
sich verschaffen. Dieser Punkt О heisst der Mittel­
punkt der Involution. Weitere Paare entsprechender 
Punkte seien А, А', В, B' u. s. w. Dann gilt die Re­
lation

(AB О O') = (A'B'O'O).
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da ja die involutorische Beziehung nur ein spezieller 
Fall der projektiven. Rechnet man die Ausdrücke 
aus und beachtet, dass O' im Unendlichen liegt, so 
ergiebt sich

АО . A'O = BO . B'O.
Demnach muss dies Produkt, gebildet für irgend 

zwei entsprechende Punkte, immer den gleichen Wert 
haben. Bezeichnen wir denselben mit c, so sind 
folgende Fälle möglich:

1) c positiv, also etwa c = d2. Dann müssen 
die Strecken АО und A'O, BO und B'O u. s. w. stets 
gleichgerichtet sein, da ihr Produkt positiv.*) Es liegen 
also entsprechende Punkte А, A' u. s. w. immer auf 
der gleichen Seite von 0, beide rechts oder beide 
links vom Mittelpunkt 0 (Fig. 27 a). In der Entfer-
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Fig. 27 a.

nung d vom Mittelpunkt finden wir rechts und links 
die Doppelpunkte dieser hyperbolischen Involution.

2) c negativ, also etwa c = — d2. Dann 
müssen entsprechende Punkte wie A, A' u. s. w. stets 
auf verschiedenen Seiten von 0 liegen, der eine rechts,

*) Wir wählen auf dem Träger der Involution eine 
Richtung als die positive.



der andere links vom Mittelpunkt (Fig. 27 b). Die In­
volution besitzt keine Doppelpunkte, ist elliptisch.
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3) c = 0 liefert den Übergangsfall. Soll das Pro­
dukt АО • А'О stets Null sein, so muss von den zwei 
Punkten А, A' u. s. w. immer einer nach О fallen. 
Jedem Punkte des Trägers entspricht also der Mittel­
punkt О und in diesen rücken gleichzeitig die beiden 
Doppelpunkte. Dies ist eine parabolische Involution.

Aus 1) und 2) ergiebt sich noch die Pegel : 
Wenn die von entsprechenden Punkten einer Involution 
begrenzten Strecken AA', BB'. . . übereinander greifen, 
so existieren keine Doppelpunkte (Fig. 27b); wenn aber 
eines der Paare AA' und BB' ganz innerhalb oder 
ganz ausserhalb des andern liegt, so sind reelle Doppel­
punkte vorhanden (Fig. 27a).

Geometrische Erzeugung einer Punkt­
involution.

50. Sind zwei Punktpaare А, А', В, B' einer Punkt­
involution gegeben (Fig. 27a oder 27b), so legen wir 
durch einen beliebigen Punkt P und durch A und A',



sowie durch P, В und B' je einen Kreis. Diese 
beiden Kreise schneiden sich zum zweitenmale in 
einem Punkte Q. Die Yerbindungslinie PQ trifft den 
Träger der Involution in einem Punkte О. Alle 
Kreise, die durch P und Q gehen, bilden einen „Kreis­
büschel“. Schneidet irgend einer dieser Kreise den 
Träger in den Punkten C und C', so ergiebt sich nach 
planimetrischen Sätzen

OP . OQ = OA . OA' = OB . OB' = OC • OC'.
Also bilden die Punktpaare, in denen der Kreis­

büschel den Träger g schneidet, die gegebene Punkt- 
Involution. О ist der Mittelpunkt derselben. Trennen 
sich die Punktpaare А, А', В, B' nicht wie in Figur 27a, 
so giebt es in dem Büschel auch zwei Kreise, welche 
den Träger berühren. Die Berührungspunkte sind die 
Doppelpunkte M, N der Involution. In der Figur 27 b, 
wo die Punktpaare А, А', В, B' sich trennen, existieren 
keine Doppelpunkte. Umgekehrt wird jeder Kreis­
büschel von irgend einer Geraden seiner Ebene in einer 
Punktinvolution geschnitten, die jedem der drei ge­
nannten Typen an gehören kann. Legt man die Gerade 
durch P oder Q, so erhält man auf ihr als Schnitt 
mit dem Kreisbüschel eine parabolische Involution.
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§ 19. Die Strahleninvolution.
Das rechtwinkelige Strahlenpaar einer 

Strahleninvolution.
51. War für die metrische Behandlung der Punkt­

involution der Mittelpunkt derselben von Bedeutung, 
so können wir bei einer Strahleninvolution immer ein 
Strahlenpaar finden, dessen beide Elemente aufeinander 
senkrecht stehen.



In der That ist im Punkte S eine Involution ge­
geben durch die Strahlenpaare a, a' und b, b', so 
schneiden wir mit einer beliebigen Geraden g diese 
Strahleninvolution in einer Punktinvolution A, A', B, B'
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(Fig. 28a und 28b). Durch die Punkte S, A, A' sowie 
durch S, B, B' zeichnen wir bezw. Kreise, die sich 
zum zweitenmal in P begegnen. Dann können wir die 
Punktinvolution auf g auch vermittels des Kreisbüschels



durch S und P erzeugen. In diesem findet sich aber 
stets auch ein Kreis, der seinen Mittelpunkt auf g hat. 
Begegnet dieser der Geraden g in X und X', so werden 
diese beiden Punkte aus S durch ein Strahlenpaar x, x' 
der Strahleninvolution projiziert, das einen rechten Winkel 
einschliesst.

In Figur 28a sind die Doppelpunkte M und X der 
Punktinvolution auf g konstruiert, indem nach 50 vom 
Schnittpunkt О aus an einen der Kreise des Büschels 
die Tangente gezeichnet wurde. Xach ihnen laufen die 
Doppelstrahlen m und n der Strahleninvolution ; die 
Strahlen x, x' halbieren nach Aufgabe 6 die Winkel 
von m und n. Es gilt ferner auch (vergl. Aufgabe 10) 
die Relation
tg(xa) • tg(xa') = tg(xb) • tg(xb/)... = tg2(xm) = tg2(xn)

= konst.
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Die Rechtwinkelinvolution.

52. Errichtet man zu den Strahlen a, b, c eines 
Büschels in dessen Mittelpunkte S die Senkrechten a', 
b', c' . . . (Fig. 29), so sind die Büschel a, b, c . . . 
und a', b', c'... projektiv. Sie stehen aber weiter in in- 
volutorischer Beziehung. Denn dem Strahle a', ge­
nommen als Strahl d, entspricht wieder a als Element d'. 
Diese Paare rechter Winkel bilden eine Strahleninvolution, 
die man als rechtwinkelige Strahleninvolution, als „cir­
culare“ oder kurz als „Rechtwinkelinvolution“ bezeichnet. 
Selbstverständlich hat sie keine reellen Doppelstrahlen.

Zwei Paare recht winkeliger Strahlen a, a' und 
b, b' bestimmen jedenfalls eine Involution. Schneiden 
wir (Fig. 29) sie durch eine Gerade g in der Punkt-



involution А, А', В, В' und legen abermals durch S, 
А, A', sowie durch S, В, B' je einen Kreis. Der 
zweite Schnittpunkt P dieser Kreise liegt dann symme­
trisch zu S in Bezug auf g und alle Kreise des da-
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durch bestimmten Kreisbüschels haben ihre Mittelpunkte 
auf dieser Geraden. Folglich wird irgend ein Strahl c 
der Involution auf dem ihm zugeordneten c' senkrecht 
stehen. Es folgt daher
Satz 22. „Eine Strahleninvolution besitzt stets ein 

Strahlen paar, dessen Strahlen aufeinander senkrecht 
stehen. Treten aber in einer Involution zwei Paare 
zu einander rechtwinkeliger Strahlen auf, so steht 
jeder Strahl auf dem ihm entsprechenden senkrecht, 
die Involution ist eine Recht winkelin volution.



У. Abschnitt.

Die Kegelschnitte als Erzeugnisse projektiver 
Grundgehilde erster Stufe.

§20. Das Erzeugnis zweier projektiver, in der gleichen 
Ebene gelegener Strahlenbüschel.
Die Erzeugung neuer Gebilde.

53. Im Bisherigen haben wir uns damit beschäftigt, 
die einförmigen Grundgebilde projektiv aufeinander oder 
auf sich selbst zu beziehen und die Eigenschaften 
solcher Beziehungen zu untersuchen. Dies ist aber 
nicht unser Endzweck; vielmehr wollen wir jetzt pro­
jektive Grundgebilde erster Stufe dazu benutzen, um 
aus ihnen neue geometrische Gebilde abzuleiten. In 
zwei projektiven Grundgebilden sind ja die Elemente 
einzeln einander zugeordnet. Wenn nun zwei solche 
einander entsprechende Elemente vermöge der Operationen 
des Projizierens oder Schneidens ein neues Element fest­
legen, so bestimmen die beiden projektiven Grundgebilde 
— vorausgesetzt, dass man alle die unendlich vielen 
entsprechenden Elemente zusammen nimmt 
endliche Anzahl neuer Elemente, also ein neues, geo­
metrisches Gebilde, das wir als „Erzeugnis'* der pro­
jektiven Grundgebilde bezeichnen.

Hat man z. B. zwei projektive Strahlenbüschel, 
die in einer Ebene gelegen sind, so kann man jeden

eine un-
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Strahl des einen Büschels mit dem ihm entsprechenden 
des andern Büschels zum Schnitt bringen und man er­
hält so zunächst lauter einzelne Punkte, die aber um 
so mehr einen ununterbrochenen Linienzug, also eine 
„Kurve“ bilden werden, je mehr man die Strahlen in 
den Büscheln verdichtet.

Zwei beliebig im Baume gelegene, projektive 
Strahlenbüschel dagegen würden zunächst kein neues 
(jebilde „erzeugen“, weil zwei im Baum gelegene Ge­
rade kein neues Element festlegen.

Hat man aber zwei projektive Punktreihen, so 
kann man jeden Punkt mit seinem entsprechenden durch 
eine Gerade verbinden und erhält so als Erzeugnis ein 
System von unendlich vielen Geraden. Dies ist mög­
lich, gleichgültig, ob die Punktreihen in einer Ebene 
liegen oder beliebig im Baume. Das Erzeugnis ist 
freilich in beiden Fällen ein ganz verschiedenes. Denn 
im ersten Falle liegen alle diese Yerbindungsgeraden 
in der gleichen Ebene, im zweiten sind sie im Baume 
angeordnet. Auf diese Weise kann man neue geome­
trische Gebilde erzeugen und dies sind gerade die ein­
fachsten und wichtigsten der Geometrie und die näm­
lichen, zu denen man auch durch die anderen mathe­
matischen Untersuchungsmethoden geführt wird. Wir 
betrachten zunächst das Erzeugnis zweier projektiver 
Strahlenbüschel in der gleichen Ebene. Dies ist, wie 
bereits erwähnt eine Kurve. Daher müssen wir einige, 
auf diesen Gegenstand sich beziehende Bemerkungen 
vorausschicken.
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Ordnung und Klasse einer Kurve.
54. Unter einer „ebenen Kurve“ oder kurz einer 

„Kurve“ wollen wir einen ununterbrochenen Linienzug



verstehen, dessen einzelne, alle in einer Ebene be­
findliche, Punkte sich nach einem mathematischen Ge­
setze bestimmen.*) In der rechnenden (analytischen) 
Geometrie teilt man die Kurven ein nach der Natur 
der Gleichung, durch welche sie, etwa in recht­
winkeligen Koordinaten x, y, dargestellt werden. Diese 
Gleichung kann durch eine „transcendentea Funktion 
der Variabein gegeben werden — „transcendente Kurven“ 
oder durch eine „algebraische“ Funktion — „algebra­
ische“ Kurven. Die Aufgabe, die Schnittpunkte einer 
beliebigen Geraden mit einer Kurve zu bestimmen, führt 
dann auf eine Gleichung, deren Wurzeln, sofern sie 
reell sind, die geometrisch in die Erscheinung treten­
den Schnittpunkte der Geraden mit der Kurve liefern, 
etwaigen imaginären Wurzeln dagegen entsprecben keine 
geometrisch sichtbaren Schnittpunkte. Ist die Kurven­
gleichung transcendent, so erhält man auf einer be­
liebigen Geraden im allgemeinen unendlich viele Schnitt­
punkte mit der Kurve, da auch die Gleichung für die 
Schnittpunkte dann transcendent sein wird. Liegt eine 
algebraische Kurvengleichung vor vom Grade n, (bei 
der also die Summe der Exponenten von x und y in 
jedem Term n nicht übersteigt), so ist auch die Glei­
chung zur Bestimmung der Schnittpunkte der Kurve 
mit einer Geraden algebraisch und vom nten Grad. 
Diese Zahl n nennen wir die „Ordnung“ der Kurve 
ohne Rücksicht darauf, ob die Wurzeln der letzteren 
Gleichung reell oder (paarweise) komplex sind. Natür­
lich kann dann auch die Zahl der reellen Schnitt­
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*) Auf die genaueren, zum Teil schwierigen Definitionen, 
wie sie nur die Analysis zu liefern im stände ist, können 
wir hier nicht eingehen.



punkte einer beliebigen G-eraden mit einer solchen 
Kurve nter Ordnung nie grösser, sondern höchstens =n 
sein. Doch braucht die Zahl von n reellen Schnitt­
punkten mit einer Geraden nicht erreicht zu werden. 
Es kann vielmehr Vorkommen, dass, n z. B. als gerade 
vorausgesetzt, eine beliebige Gerade immer nur n — 2 
oder n — 4 u. s. w. reelle Schnittpunkte mit der 
Kurve nter Ordnung liefert.

Um zu dem Begriff der Tangente einer Kurve zu 
gelangen, sei P ein Punkt einer Kurve, Px ein anderer 
Punkt derselben. Der Punkt I>1 rückt auf der Kurve 
gegen P hin. Dann kann man immer die Verbindungs­
linie PP-L zeichnen. Je mehr sich nun Px dem Punkte 
P nähert, um so mehr nimmt die Verbindungslinie PPt 
eine bestimmte Grenzlage, die der Tangente in P, 
an, die erreicht wird, wenn Px mit P zusammen fällt. 
Dies beweist die Differentialrechnung. Eine Kurve be­
stimmt also auch eine unendliche Anzahl von geraden 
Linien, ihre Tangenten. Jede Tangente berührt im 
„Berührungspunkt“ die Kurve.

Ist umgekehrt eine Beihe von unendlich vielen 
Geraden gegeben, die ununterbrochen (stetig) aufeinander 
folgen, so ist auch dadurch eine Kurve bestimmt, die 
von diesen Geraden als Tangenten „umhüllt“ wird 
(Big. 30). Halten wir eine der Geraden, etwa t fest, 
und wählen eine zweite, etwa tl7 näher und näher an t, 
so nähert sich der Schnittpunkt von t und tx mehr 
und mehr einem bestimmten Punkt auf t, den er er­
reicht, wenn t1 mit t zusammenfällt. Dieser Punkt 
ist der Berührungspunkt T von t mit der umhüllten 
Kurve. Von den durch T an die Kurve gehenden 
Tangenten haben sieli also zwei in der Tangente t 
vereinigt.
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Die Aufgabe, die Tangenten einer algebraischen 
Kurve zu bestimmen, die durch einen beliebigen Punkt 
in der Ebene der Kurve gehen, führt rechnerisch auf
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eine gewisse Gleichung. Den Grad dieser Gleichung 
bezeichnet man als die „Klasse“ der Kurve und zwar 
in rein analytischem Sinne, also ohne Rücksicht auf 
die Realität dieser Tangenten. Diese Zahl ist dann 
auch wieder eine obere Grenze für die Anzahl der 
reellen Tangenten, die durch einen Punkt an eine Kurve 
gehen können. An eine Kurve rter Klasse können also 
auch von keinem Punkte aus mehr als v reelle Tan­
genten gezogen werden.

Die Kurve 2. Ordnung.

55. Betrachten wir jezt das Erzeugnis zweier pro­
jektiver Strahlenbüschel S und St in der gleichen Ebene. 
Die projektive Beziehung derselben sei festgelegt durch 
die drei Paare entsprechender Strahlen a, a1, b, b 
c, cx, welche sich bezüglich in A, B, C schneiden

Doehlemann, Projektive Geometrie.
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(Fig. 31).*) Um weitere Punkte der von den Büscheln 
erzeugten Kurve zu erhalten, konstruieren wir noch 
andere entsprechende Strahlen der beiden Büschel nach
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der in 33. (Fig. 20) gegebenen Methode. Wir wählen 
zwei Gerade g und gx beliebig durch A, bringen g 
mit a, b, c in A, В, C, gx mit al5 b1? c1 in Ax, Bx 
Cx zum Schnitt; dann liefern BBX und ССХ in ihrem 
Schnittpunkt das Centrum P der Perspektivität für die 
Punktreihen auf g und gt.

Zu einem ’Beliebigen Strahl d des Büschels S 
finden wir dann den entsprechenden dx im Büschel S± 
gemäss der Vorschrift, dass der Schnittpunkt D von d 
und g mit dem Schnittpunkt 13х von und gx auf

i

*) Man lege sich, wie immer, die Figur selbst an.



einer Geraden durch P liegen muss. Die Strahlen d 
und Dx schneiden sich in einem weiteren Punkt I) der 
erzeugten Kurve, die wir kurz mit k2 bezeichnen wollen 
und von der wir auf diese Weise beliebig viel Punkte 
zeichnen können.

Wir behaupten nun, dass auch die Büschelmittel­
punkte S und Sj auf der k2 liegen. Denn betrachten 
wir den Verbindungsstrahl SSX als einen Strahl des 
Büschels S, weswegen er mit e bezeichnet werden 
möge, so entspricht ihm der in der Figur gezeichnete 
Strahl ei und es erscheint Sx als Schnitt der ent­
sprechenden Strahlen e und q1 , also liegt St auf der 
erzeugten Kurve. Ebenso kann S S-,^ aber auch als 
Strahl des Büschels Sx, also als ein Strahl i± be­
trachtet werden, wonach ihm dann der in der Figur 
konstruierte Strahl f entspricht. S ist jetzt Schnitt­
punkt der entsprechenden Strahlen f und fx, mithin 
ebenfalls ein Punkt von k2.

Die Kurve k2 ist ferner von der 2. Ordnung d. h. 
eine beliebige Gerade 1 schneidet sie im allgemeinen 
in zwei Punkten. Um dies zu beweisen, konstruieren 
wir in einer eigenen, neuen Figur die Schnitt­
punkte A, B, C von 1 mit den Strahlen a, b, c und 
die Schnittpunkte A1? Bl7 Cx von 1 mit al7 bl7 cx. 
Denken wir uns die beiden projektiven Büschel S und Sx 
mit 1 geschnitten, so sind die auf 1 entstehenden Punkt­
reihen A, B, C . . . und Al5 Bj, C-l . . . ebenfalls pro­
jektiv. Ist M ein Doppelpunkt dieser beiden Punkt­
reihen, so schneiden sich in ihm entsprechende Strahlen 
SM und Sx M der beiden Büschel, folglich liegt ein 
solcher Doppelpunkt auf der к2. Andererseits muss 
ein Schnittpunkt von 1 mit k2 notwendig einen Doppel­
punkt der projektiven Punktreihen liefern. Folglich
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liegen auf der Geraden 1 soviel Schnittpunkte mit der 
Kurve к2 als Doppelpunkte der beiden projektiven 
Punktreihen vorhanden sind d. h. zwei, die natürlich 
reell oder nicht vorhanden (imaginär) oder in einem 
vereinigt sein können. Die Kurve к2 ist also von der 
2. Ordnung. Wir nennen sie wohl auch eine „Punkt­
reihe 2. Ordnung“. Die wirkliche Durchführung der 
Konstruktion der Schnittpunkte auf 1 folgt später als 
Aufgabe 20.

Kehren wir nun wieder zu der Figur 31 zurück. 
Jede durch S gehende Gerade wie z. B. d hat also mit 
der k2 ausser S noch einen Punkt gemein und zwar ist 
dies der Punkt D, wo d von dem entsprechenden 
Strahl dx getroffen wird. Betrachten wir nun aber den 
Strahl f, so wird dieser Strahl von dem entsprechenden 
Strahl fx wieder in S getroffen : es fallen mithin für 
den Strahl f die beiden Schnittpunkte mit der к2 
nach S, demnach ist f die Tangente in S an die Kurve k2. 
Ebenso folgert man, dass der Strahl e1 die Kurve k2 
in Sx berührt.

Zusammenfassend gelangen wir zu folgendem
Satz 23. „Das Erzeugnis zweier projektiver, in der 

gleichen Ebene befindlicher Strahlenbüschel ist eine 
Kurve 2. Ordnung, welche auch durch die Büschel­
mittelpunkte hindurchgeht und in diesen diejenigen 
Strahlen zu Tangenten hat, welche dem Verbindungs­
strahl der Mittelpunkte bezüglich entsprechen.“
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Weitere Sätze über die Kurve 2. Ordnung.
56. Die Punkte S und Sx nahmen bis jetzt eine 

ausgezeichnete Stellung ein gegenüber den anderen 
Punkten der k2. Trotzdem spielen sie auf dieser Kurve
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paare a,al7 b,bl5 c, cl5 welche die Punkte А, В, C 
liefern, ferner seien durch À die Hilfsgeraden g und gŁ 
gezeichnet und das Centrum P der Perspektiven Punkt­
reihen auf g und g1 konstruiert. Wenn wir dann SP 
ziehen, so ist der Schnittpunkt T von SP mit gx ein 
Punkt der erzeugten Kurve k2 und ebenso der Punkt R 
in welchem g von S1P getroffen wird. Die Richtigkeit 
dieser Behauptungen ergiebt sich direkt durch die Be­
merkung, dass ST und S1T, ebenso SR und StR ge­
mäss unserer Konstruktion entsprechende Strahlen t, tL 
bezw. r, rt sind. — Man ^hält dann die nämliche 
projektive Beziehung der Büschel S und S.,, also auch

?

gar keine besondere Rolle, vielmehr können, wie wir 
jetzt zeigen wollen, irgend zwei beliebige Punkte von k2 
als Mittelpunkte projektiver Büschel genommen werden, 
welche die Kurve k2 erzeugen.

Es seien wieder (Fig. 32) die beiden projektiven 
Strahlenbüschel S und Sx gegeben durch die Strahlen-
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die gleiche Kurve k2, wenn man statt von den 
Strahlenpaaren a, ax, b,b1? c, c1 ausgeht von den drei 
Strahlenpaaren b, bl7 r, r±, t, tx.

Wir denken uns nun, wir hätten die Kurve k2, 
ausgehend von den projektiven Büscheln S und S 
konstruiert. Darauf greifen wir auf ihr drei Punkte 
beliebig heraus, die wir B, T, R nennen, während 
die nach ihnen laufenden Strahlen der Büschel S und S± 
bezw. b, bl5 t, tl5 r, rx heissen mögen, und stellen uns 
jetzt die Aufgabe, die Figur 32 zu rekonstruieren, also 
zwei Gerade g und g1 zu finden, welche die Kon­
struktion der projektiven Beziehung vermitteln.

Ziehen wir ST und SXR, so liefert ihr Schnitt­
punkt einen Punkt P. Durch P wollen wir jetzt 
irgend eine Gerade ziehen, welche die Strahlen b und bx 
bezüglich in B' und B[ trifft. Wir zeichnen den Schnitt­
punkt A' von RB' und TB(. Bezeichnen wir die Ge­
raden RA' und TA' bezw. mit g' und g', so können 
wir unter Benutzung von P als Perspektivitätscentrum 
die Büschel S und Sx jetzt projektiv aufeinander be­
ziehen und diese projektive Beziehung muss notwendig 
die gleiche sein, wie die ursprünglich gegebene, da sie 
in drei Paaren entsprechender Strahlen b, \, t, tx 
mit ihr übereinstimmt. Dann schneiden sich aber in A' 
entsprechende Strahlen der gegebenen projektiven Büschel 
d. h A' liegt auch auf der Kurve k2.

Nun war aber die Gerade durch P, welche B' 
und B[ auf b und b1 ausschnitt, noch ganz beliebig. 
Lassen wir sie den Büschel P durchlaufen, so be­
schreiben B' und B{ auf b und \ zu einander Per­
spektive Punktreihen. Die Strahlen RB' und TВ', 
welche diese Punktreihen je aus R und T projizieren, 
werden also projektive Strahlenbüschel durchlaufen und
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entsprechende Strahlen dieser Büschel schneiden sich 
immer in Punkten A' der Kurve k2. Folglich werden 
die Punkte A' aus R und T durch projektive Büschel 
projiziert.

Die Rechnung zeigt nun ferner, dass die durch 
projektive Strahlenbüschel erzeugte Kurve die allgemeinste 
Kurve 2. Ordnung ist. Wir haben also den
Satz 24. „Die Punkte einer Kurve 2. Ordnung werden 

aus zweien beliebigen ihrer Punkte durch projektivq 
Strahlenbüschel projiziert.44

Zusatz 1. Da wir in den Büschelmittelpunkten S 
und Sx nach 55. die Tangenten an die Kurve 
2. Ordnung konstruieren konnten, so ist es uns jetzt 
auch möglich, in einem beliebigen Punkt der 
Kurve die Tangente zu zeichnen, in dem wir den 
Mittelpunkt des einen erzeugenden Büschels in diesen 
Punkt verlegen.

Zusatz 2. Der Kreis ist auch eine Kurve 2. Ord­
nung und besitzt die in Satz 24 zum Ausdruck 
gebrachte Eigenschaft (43), die wir übrigens bei der 
Steiner’sehen Konstruktion bereits benutzten (44). Da 
aber diese Konstruktion bloss diese Eigenschaft voraus­
setzte, so könnten wir dazu statt des Kreises auch 
eine beliebige Kurve 2. Ordnung benutzen.

Bestimmung einer Kurve 2. Ordnung.
57. Aus der Erzeugung der Kurve 2. Ordnung 

durch projektive Büschel, folgt auch leicht, dass es 
eine und nur eine solche Kurve giebt, welche fünf 
beliebig in einer Ebene gelegene Punkte 1, 2, 3, 4,5 
enthält. Denn wählen wir z. B. die Punkte 1 und 2 
als Büschelmittelpunkte, so müssen den Strahlen 13,



14, 15 cler Reihe nach entsprechen die Strahlen 23, 
24, 25, wodurch die projektive Beziehung der Büschel 
gerade festgelegt ist. Die Büschel 1 und 2 erzeugen 
dann die durch die fünf Punkte gehende Kurve 2. Ord­
nung. Es kann keine zweite solche Kurve geben. 
Denn auch eine solche zweite Kurve würde aus 1 und 2 
durch projektive Büschel projiziert und diese projektive 
Beziehung muss mit der eben bestimmten notwendig 
zusammenfallen, da sie drei Paare entsprechender Strahlen 
mit ihr gemein hat. Also folgt
Satz 25. „Durch fünf beliebige Punkte einer Ebene 

geht eine und stets eine Kurve 2. Ordnung.“ 
Würden von den fünf gegebenen Punkten drei, 

etwa die Punkte 3, 4, 5 in einer Geraden p liegen, 
so wären die Strahlenbüschel aus 1 und 2 perspektiv 
und die Gerade p wäre die Achse der Perspektivität. 
Das Erzeugnis dieser Perspektiven Strahlenbüschel 1 
und 2 bestände zunächst in der Geraden p, da sich ja 
entsprechende Strahlen stets auf p begegnen. Weiter 
gehört aber auch die Verbindungslinie 12 der Büschel- 
mittelpunkte diesem Erzeugnis an. Denn in ihr fallen 
zwei entsprechende Strahlen der Perspektiven Büschel 
ihrer ganzen Ausdehnung nach zusammen, so dass 
jeder Punkt dieser Linie als Schnittpunkt dieser beiden 
entsprechenden Strahlen der Perspektiven Büschel be­
trachtet werden kann. Bei Perspektiven Büscheln be­
steht also das Erzeugnis in zwei geraden Linien, die 
Kurve 2. Ordnung ist, wie man sich ausdrückt, „zer­
fallen“ und zwar in zwei Gerade, d. h. zwei Kurven 
1. Ordnung.
Aufgabe 20. Eine Kurve 2. Ordnung ist gegeben 

durch fünf Punkte 1, 2, 3, 4, 5 ; die Schnittpunkte 
mit einer Geraden 1 zu konstruieren.
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Lösung. Wir führen den in 55. angegebenen Ge­
danken gang durch. Die Punkte 1 und 2 werden als 
Mittelpunkte der die Kurve erzeugenden Büschel ge­
nommen (Fig. 33); die Punktreihen, welche die ge-

§ 20. Das ErzeugDis zweier Strahlenbüschel. Ю5
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gebene Gerade 1 auf diesen Büscheln ausschneidet, 
projizieren wir aus S auf den gezeichnet vorliegenden 
Hilfskreis. Die Steiner’sche Konstruktion liefert dann 
die verlangten Schnittpunkte M und N.

Aufgabe 21. In den Punkten 1 und 4 die Tangenten 
an die Kurve 2. Ordnung zu konstruieren.

Lösung. Siehe Zusatz 1 von 56.
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§ 21. Der Satz von Pascal.

Gegenseiten eines Sechsecks.
58. Aus irgend sechs Punkten in einer Ebene 

kann man in sehr verschiedener Weise Sechsecke bilden. 
Yerteilt man die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 in irgend 
einer Anordnung auf die sechs Punkte, so ist dadurch 
das Sechseck 1 2 3 4 5 6 festgelegt, dessen Ecken in 
der Reihenfolge der Ziffern durchlaufen werden. In 
einem solchen Sechseck, dessen Seiten sich im übrigen 
noch ganz beliebig schneiden dürfen, kann man dreimal 
je zwei Seiten einander zuordnen, nämlich die Seiten 12 
und 45, dann 23 und 56, endlich 34 und 61. Wir 
nennen die zwei Seiten eines solchen Paares, zwischen 
denen immer vier Seiten des Sechseckes gelegen sind, 
„Gegenseiten“. Schneiden sich 12 und 45 in X, 
23 und 56 in Y, 34 und 61 in Z, so sind also 
X, Y, Z die Schnittpunkte der Gegenseiten und für 
jede Numerierung kann man diese drei Punkte kon­
struieren.

Das einer Kurve 2. Ordnung eingeschriebene 
Sechseck.

59. Betrachten wir jetzt in Figur 32 das Sechseck 
der auf der Kurve k2 gelegenen Punkte ATSBSjlR, 
das wir in dieser Reihenfolge mit 12 3 4 5 6 numerieren. 
Dann sind in ihm Gegenseiten A T und B S 
TS und S1R, endlich SB und RA. Die Schnittpunkte 
dieser Gegenseiten sind der Reihe nach Bl7 P, В und 
nach der Figur liegen diese drei Punkte auf einer 
Geraden. Vermöge dieser Eigenschaft fanden wir ja 
immer andere Punkte A' ... der Kurve k2. Die sechs

ferner1 7



Punkte A, T, . . ., R können aber als sechs beliebige 
Punkte auf der Kurve 2. Ordnung betrachtet werden. 
Würde man sie in irgend einer anderen Weise nume­
rieren, so könnte man auch wieder die Punkte, auf 
welche die Zahlen 3 und 5 fallen, als Mittelpunkt der 
die Kurve erzeugenden Strahlenbüschel nehmen, die 
Punkte mit den Ziffern 2 und 6 Hessen wir die Rolle 
der Punkte R und T spielen u. s. w. Wir erhalten dann 
ein neues Sechseck, aber auch in diesem müssen 
wiederum die Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer 
Geraden liegen; demnach ergiebt sich der 
Satz 26. „Sind irgend sechs Punkte auf einer Kurve 

2. Ordnung gegeben und numeriert man sie in irgend 
einer Weise zu einem Sechseck, so liegen die drei 
Schnittpunkte der Gegenseiten dieses Sechsecks auf 
einer Geraden.“

Dies ist der wichtige Lehrsatz von Pascal, den 
dieser, 16 Jahre alt, im Jahre 1640 veröffentlichte. 
Ein Sechseck, in dem die Gegenseiten-Schnittpunkte auf 
einer Geraden liegen, heisst auch ein Pascal’sches Sechs­
eck imd diese Gerade die Pascal’sche Linie (P. L.).

Wenn ferner bei der in 55. gegebenen Kon­
struktion die Punkte A', ..., die man für verschiedene 
durch P gehende Gerade erhielt, stets auf der Kurve 
2. Ordnung k2 lagen, so liefert dieses offenbar den
Satz 27. „Liegen in einem Sechseck, das irgendwie 

numeriert ist, die Schnittpunkte der Gegenseiten auf 
einer Geraden, so liegen die sechs Ecken des Sechs­
ecks auf einer Kurve 2. Ordnung.“

Es geht also die durch fünf der Ecken des Sechs­
eckes bestimmte Kurve 2. Ordnung dann von selbst 
auch durch die letzte Ecke des Sechsecks. Ein Pascal-
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sches Sechseck ist mithin stets einer Kurve 2. Ordnung 
eingeschrieben. Wenn ferner bei irgend einer Nume­
rierung in einem Sechseck die Schnittpunkte der Gegen­
seiten auf einer Geraden liegen, so hat das Sechseck 
diese Eigenschaft bei jeder möglichen Numerierung.
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Spezialisierungen des PascaPschen Satzes.
60. Aus dem Satze von Pascal können wir noch 

andere, speziellere Sätze ableiten. Lassen wir von den
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Fig. 34 c. Fig. 34 d.

Ecken des der Kurve eingeschriebenen Sechsecks die 
Ecke 2 der Ecke 1 auf der Kurve näher und näher 
rücken, so fällt schliesslich 2 mit 1 zusammen, so dass



man bloss noch ein Fünfeck hat, als Verbindungsseite 1 2 
aber müssen wir die Tangente in 1 betrachten. Wie 
sich der Pascalsche Satz dann modifiziert, dürfte ans 
Figur 34a zu entnehmen sein.

Ebenso können wir zweimal zwei Ecken des Sechs­
ecks zusammenrücken lassen und erhalten dadurch zwei 
in den Figuren 34 b und 34 c dargestellte Sätze.

Wenn endlich dreimal zwei Ecken zusammenfallen, 
so ergiebt sich der in Figur 34 d zur Anschauung gebrachte
Satz 28. „Hat man ein einer Kurve 2. Ordnung ein­

geschriebenes Dreieck, so liegen die Schnittpunkte 
jeder Dreiecksseite mit der Tangente in der gegen­
überliegenden Ecke in einer Geraden.“
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Anwendungen des PascaPschen Satzes.

61. Der Satz von Pascal gab seiner Ableitung nach 
nur einen anderen, bequemeren Ausdruck für die Kon­
struktion, vermittels welcher man entsprechende Strahlen 
in den eine Kurve 2. Ordnung erzeugenden, projektiven 
Strahlenbüscheln fand. Er kann daher auch benutzt 
werden, um von einer solchen Kurve, sofern sie irgend­
wie, z. B. durch fünf Punkte, bestimmt ist, weitere 
Punkte zu konstruieren. Wir lassen die beiden Auf­
gaben 1. Grades folgen, deren Lösung der Pascal’sche 
Satz leistet.
Aufgabe 22. Fünf Punkte einer Kurve 2. Ordnung 

sind gegeben, sowie durch einen dieser Punkte eine 
Gerade. Man konstruiere den zweiten Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der Kurve 2. Ordnung.

Lösung. Der Punkt, durch den die gegebene Gerade 1 
geht, sei mit 1 bezeichnet (Fig. 35), der zweite, ge-



suchte Schnittpunkt auf 1 sei 2, so dass also die 
Seite 1 2 jedenfalls mit der Geraden 1 zusammen­

fällt ; die übrigen gegebenen 
Punkte seien 3, 4, 5, 6. 
Das Sechseck, welches der 
gesuchte Punkt 2 mit den 
gegebenen Punkten bildet, 
ist ein PascaPsches. Die 
PascaPsche Linie (P. L.) 
können wir konstruieren 
als Verbindungslinie der 
Punkte X und Z, wobei X 

Schnittpunkt von 12 und 4 5, Z Schnittpunkt von 3 4 
und 6 1. Auf ihr müssen sich auch schneiden 2 3 und 5 6. 
Die letztere Linie liefert also auf der P.L. den Punkt Y 
und 3Y schneidet den gesuchten Punkt 2 auf 1 aus. 

Aufgabe 23. Von einer Kurve 2. Ordnung sind fünf 
Punkte gegeben; in einem derselben die Tangente 
an die Kurve zu konstruieren.

Lösung. In der Absicht, uns ein PascaPsches Sechs­
eck bezw. Fünfeck zu nume- 

уф- rieren, bezeichnen wir den 
Punkt, in dem die Tangente 
konstruiert werden soll, mit 
1,2 (Fig. 36); die anderen 
gegebenen Punkte mit 3, 4, 
5, 6. Dann kann man wieder 
die Punkte Y und Z der 
PascaPschen Linie, also diese 
selbst, konstruieren. Auf ihr 
schneidet 4 5 den Punkt X 

aus, durch den nach den Erörterungen von 57. die 
Tangente 1 2 im Punkte 1 geht.
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Eine andere Lösung der vorstehenden Aufgabe war 
in Aufgabe 21 angedeutet.

Glanz in ähnlicher Weise behandelt man die beiden 
folgenden Aufgaben.
Aufgabe 24. Yon einer Kurve 2. Ordnung sind vier 

Punkte gegeben und in einem derselben die Tangente. 
In einem der übrigen Punkte die Tangente an die 
Kurve zu konstruieren.

Aufgabe 25. Yon einer Kurve 2. Ordnung sind drei 
Punkte gegeben und in zweien derselben die Tangenten 
an die Kurve; im dritten Punkte die Tangente zu 
konstruieren.

§ 22. Das Erzeugnis zweier Punktreihen. 111

§ 22. Das Erzeugnis zweier projektiver, in der 
gleichen Ebene gelegener Punktreihen.

Die Kurve 2. Klasse.
62. Zwei in einer Ebene befindliche, projektiv 

aufeinander bezogene Punktreihen g und g^ liefern ein 
Erzeugnis, sofern wir je zwei entsprechende Punkte der­
selben durch eine Gerade verbinden. Wir erhalten 
zunächst ein Polygon, dessen Seiten von solchen Yer- 
bindungsgeraden gebildet werden und schliesslich, nacli 
Ausführung des Grenzübergangs, als Umhüllungsgebilde 
der unendlich vielen Yerbindungsstrahlen eine Kurve, 
deren Tangenten eben alle diese Strahlen sind.

Um diese Kurve näher zu untersuchen, sei (Fig/37) 
die projektive Beziehung von g und gt durch drei 
Paare entsprechender Punkte gegeben, A, Alr B, Bl7 
C, Cl7 welche verbunden drei Tangenten a, b, c der 
erzeugten Kurve liefern. Weitere Tangenten derselben 
finden wir unter Benutzung der in 32. Figur 19 an­



Fig. 37.

aus ihnen g und g1 durch Perspektive Strahlenbüschel 
projiziert, welche als Perspektiven Schnitt die Grerade p 
liefern.

Zu einem beliebigen Punkte D auf g finden wir 
nun den entsprechenden D± auf g1 mit Rücksicht 
darauf, dass sich SD und S1D1 wieder in einem Punkte 
I) von p schneiden müssen. DDt ist dann eine weitere 
Tangente der erzeugten Kurve.

gegebenen Methode zur Konstruktion entsprechender 
Punkte der projektiven Punktreihen. Es werden also 
auf a. die Punkte S und St beliebig angenommen, sodann
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Unter Anwendung der gleichen Konstruktion er­
mitteln wir jetzt auch die Punkte Ex und F, welche 
dem Schnittpunkt von g und gx entsprechen, wenn 
wir ihn als E und bezeichen. Es treten dabei die 
Hilfspunkte E und F auf. Dann ist aber g die Ver­
bindungslinie der entsprechenden Punkte F und F1, 
während gx die entsprechenden Punkte E und Ex ver­
bindet. Also sind auch g und gx Tangenten der er­
zeugten Kurve, die wir x2 nennen wollen.

Diese Kurve ist von der 2. Klasse, d. h. durch 
einen beliebigen Punkt P gehen, algebraisch gesprochen, 
zwei ihrer Tangenten. Dies erkennen wir an einer 
eigenen Figur in folgender Weise. Um die durch P 
gehenden Tangenten der x2 zu finden, haben wir bloss 
zuzusehen, wie oft es Vorkommen kann, dass eine Ver­
bindungslinie entsprechender Punkte von g und g1 
durch P läuft. Projizieren wir nun aber die Punkt­
reihen g imd g1 aus P je durch einen Strahlenbüschel, 
so haben die Doppelstrahlen, dieser projektiven Büschel 
die Eigenschaft, Tangenten durch P an die Kurve x2 
zu liefern und nur für diese Doppelstrahlen tritt dies 
ein. Die Kurve x2 ist also in der That von der 2. Klasse.

Wählen wir einen Punkt D auf g, so gehen durch 
ihn auch zwei Tangenten an x2, die eine ist die Tan­
gente g, die andere ist die Verbindungslinie d von D 
mit dem entsprechenden Punkt Dx. Diese zwei Tan­
genten sind immer verschieden, nur für den Punkt F 
fällt diese zweite Tangente auch mit g zusammen. 
Durch F gehen also zwei unendlich benachbarte Tan­
genten der x2, mithin ist nach 54. F der Berührungs­
punkt von g mit der Kurve x2. Ebenso ist natür­
lich Ex der Berührungspunkt der Tangente g1. Wir 
haben damit erhalten:

Doehlemann, Projektive Geometrie.
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Satz 29. „Das Erzeugnis zweier projektiven, in der 
gleichen Ebene gelegenen Punktreihen ist eine Kurve 
2. Klasse, welche auch die Träger der Punktreihen 
zu Tangenten hat. Die Berührungspunkte dieser 
beiden Tangenten sind die Punkte, welche den im 
Schnittpunkte der Träger vereinigten bezüglich ent­
sprechen.“

114 V. Die Kegelschnitte als Erzeugnisse u.s. w.

Weitere Eigenschaften der Kurve 2. Klasse.

63. In den soeben durchgeführten Betrachtungen 
waren die Tangenten g und gx, die Träger der projektiven 
Punktreihen, vor den übrigen Tangenten wie a, b, c, ... 
ausgezeichnet. Wir wollen nun zeigen, dass irgend 
zwei Tangenten der Kurve x2 die Rolle von g und g1 
übernehmen können, in dem die übrigen Tangenten 
auch auf ihnen projektive Punktreihen ausschneiden.

Konstruieren wir wieder (Fig. 38), ausgehend von 
drei Paaren A, A1, В, Bj, C, entsprechender Punkte,
den Perspektiven Schnitt p. Dieser treffe g und gx in 
zwei Punkten, die als Hilfspunkte <} und R betrachtet 
werden mögen. Dann erkennt man dass SA Q eine Tan­
gente q der erzeugten Kurve (Q fällt mit Q zusammen, 
während der Schnitt von Sx Q und gx ist) und 
ebenso ist SR eine Tangente r von x2.

Statt nun von g, g1? a, b, c als Tangenten der 
erzeugten Kurve x2 auszugehen, können wir auch g, 
gl7 b, r, q zur Bestimmung von x2 benutzen, da ja 
r und q in gleicher Weise entsprechende Punkte der ge­
gebenen projektiven Punktreihen g und gt ausschneiden.

Denken wir uns jetzt die Kurve x2 tangenten­
weise konstruiert, indem wir von g, gl5 a, b, c aus­
gehen. Dann seien drei beliebige ihrer Tangenten



herausgegriffen, die wir mit b, r, q bezeichnen. Wir 
wollen nun die vorige Figur rekonstruieren mit diesen 
Elementen. Die Tangente r trifft gx in i?, die Tan-
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gente q den Träger g in Q, die Tangente b schneidet 
auf g und gjL zwei Punkte В und BA aus, die Ver­
bindungslinie QR sei p.
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Wählen wir mm auf p irgend einen Punkt B' 
beliebig, so möge BB' mit r den Schnittpunkt S', B1B' 
mit q den Schnittpunkt S( liefern. Dann können wir 
mit S' und S( als Büschelmittelpunkten und p als 
perspektivem Schnitt dieser Büschel eine projektive 
Beziehung auf g und gt herstellen, die aber mit der 
gegebenen identisch sein muss, da sie mit ihr die drei 
Punktpaare B, Bx, R, , Q, Qx gemein hat. Es muss also 
auch die Verbindungslinie S'S( oder a' entsprechende 
Punkte der projektiven Punktreihen g und gx aus- 
schneiden, mithin ist diese Linie a' ebenfalls eine 
Tangente von x2.

Nun war B' noch beliebig auf p anzunehmen. 
Lassen wir В ' auf p wandern, so beschreiben die 
Strahlen aus В und B± nach B' Perspektive Strahlen­
büschel und diese Strahlenbüschel schneiden auf r und q 
bezüglich die Punkte S' und S( aus. Es müssen also 
auch die Punktreihen S' nnd S( als Schnitte mit Per­
spektiven Büscheln projektiv sein oder mit anderen 
Worten: die Geraden a', die sämtlich Tangenten der 
Kurve X2, schneiden auf den Tangenten r und q pro­
jektive Punktreihen aus.

Die Analysis ergänzt diese Betrachtungen, indem 
sie zeigt, dass jede Kurve 2. Klasse als Erzeugnis 
projektiver Punktreihen dargestellt werden kann. Dem­
nach ist bewiesen:
Satz 30. „Auf irgend zwei Tangenten einer Kurve 

2. Klasse schneiden die übrigen Tangenten dieser 
Kurve projektive Punktreihen aus.“

Bestimmung einer Kurve 2. Klasse.
64. Aus der eben nachgewiesenen Erzeugung der 

Kurven 2. Klasse ergiebt sich unmittelbar, dass man
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sich, fünf Tangenten einer solchen Kurve beliebig geben 
darf, dass es also stets eine und nur eine solche Kurve 
giebt, welche fünf vorgegebene Gerade berührt.

Denn sind I, II, III, IV, V diese Geraden, so 
wählen wir etwa I und П aus und ordnen die Punkte 
einander zu, welche III, IV und V je auf ihnen aus- 
schneiden. Dadurch ist die projektive Beziehung der 
Punktreihen auf I und II gerade festgelegt. Die durch 
diese Punktreihen erzeugte Kurve ist die verlangte. 
Es giebt nur eine solche Kurve, wie man ebenso zeigt 
wie in 57., also folgt
Satz 31. „Es giebt eine und nur eine Kurve 2. Klasse, 

welche^ fünf beliebige Gerade berührte
Gehen von den fünf gegebenen Geraden drei, 

etwa III, IV und V durch einen Punkt S, so werden 
die Punktreihen auf I und II perspektiv. Die Ver­
bindungslinien entsprechender Punkte bilden also den 
Strahlenbüschel S. Ausserdem fallen aber in dem 
Schnittpunkt von I und II entsprechende Punkte E 
und El der Perspektiven Punktreihen auf I und П zu­
sammen. Jede durch E gehende Linie kann mithin 
als eine Gerade gelten, welche entsprechende Punkte, 
nämlich E und E1? verbindet. Es gehört also auch 
der Strahlenbüschel E dem. Erzeugnis der Perspektiven 
Punktreihen auf I und II an. Das Erzeugnis per- 
spektiver Punktreihen besteht folglich in zwei Strahlen­
büscheln, deren Strahlen je den Büschelmittelpunkt um­
hüllen. Die Kurve 2. Klasse ist in ein Punktpaar d. h. 
in zwei „Kurven 1. Klasse“ zerfallen.
Aufgabe 26. Von einer Kurve 2. Klasse sind fünf 

Tangenten gegeben, man zeichne die durch einen 
Punkt S an die Kurve gehenden Tangenten.
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Lösung. In Verfolgung des in 62. bereits erörterten 
Gedankengangs greifen wir zwei der gegebenen Tan­
genten, etwa I und II heraus (Fig. 39), markieren 
die Punktreihen, welche die drei übrigen Tangenten
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auf ihnen ausschneid en und projizieren diese auf den 
Hilfskreis, von dem wir annehmen, dass er durch 
den gegebenen Punkt S gehe. Die Doppelstrahlen 
der dadurch entstehenden Strahlenbüschel, die nach 
44. konstruiert sind, liefern die gesuchten Tangenten.

V
 /

t



§ 23. Der Satz von Brianchon. 119

§ 23. Der Satz von Brianchon.
Gegenecken eines Sechsseits.

65. Irgend sechs Gerade in einer Ebene lassen sich 
in verschiedenster Weise zu einem Sechsseit zusammen­
fassen. Verteilen wir auf die sechs Gerade irgendwie 
die Nummern I, II, III, IV, V, VI und durchlaufen 
die Seiten in der Reihenfolge der Nummern, so sind 
als Schnittpunkte aufeinander folgender Seiten auch 
sechs Ecken bestimmt, nämlich der Schnittpunkt von I 
und II, den wir als Punkt (I, II) bezeichnen, der Punkt 
(II. III) u. s. w., endlich der Punkt (VI, I). Es folgt 
also auf VI wieder I. (Cyklisehe Vertauschung.) 
Aus diesen sechs Ecken eines numerierten Sechsseits 
lassen sich drei Paare von „Gegenecken“ bilden, die 
Ecke (I, II) und (IV, V), dann (И, III) und (V, VI), 
endlich (III, IV) und (VI, I). Je zwei solche Gegen­
ecken können wir durch eine Gerade verbinden und 
erhalten so drei Verbindungslinien von Gegenecken, die 
wir in der angegebenen Reihenfolge x, y, z nennen.

Das einer Kurve 2. Klasse umschriebene 
Sechsseit.

66. Betrachten wir jetzt in Figur 38 das Sechsseit 
aqgbgj^r und numerieren es in dieser Reihenfolge mit 
I, II, III, IV, V, VI, so sind die Verbindungslinien 
der Gegenecken die drei Geraden Sj^, QR, BS, 
welche nach der Figur durch einen Punkt В gehen. 
Die sechs Seiten des Sechsseits dürfen als sechs be­
liebige Tangenten der Kurve 2. Klasse angesehen 
werden. Würde man sie in irgend einer andern Weise 
numerieren, so könnte man doch wieder die Tangenten,
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welche dann die Nummern III imd Y tragen, als er­
zeugende Punktreihen für die Kurve 2. Klasse benutzen, 
ferner könnte man die Tangente mit der Nummer I 
die Rolle der Tangente a spielen lassen u. s. w., kurz 
man erhielte für das neue Sechsseit, dass der anderen 
Numerierung entspricht, auch wieder einen (anderen) 
Punkt B, durch den die drei Verbindungslinien der 
Gegenecken hindurchgehen müssten. Es ist also bewiesen:
Satz 32. „Irgend sechs Tangenten einer Kurve 

2. Klasse liefern, auf irgend eine Weise numeriert, 
ein der Kurve umschriebenes Sechsseit, in dem sich 
die Verbindungslinien der Gegenecken in einem 
Punkt schneiden.“

Das ist der Lehrsatz von Brianchon, den dieser 
französische Gelehrte 1806 veröffentlichte. Den Punkt В, 
in dem sich die Verbindungslinien der Gegenecken schnei­
den, nennen wir den Brianchon’sehen Punkt (В. P.).

Aber auch eine Umkehrung dieses Satzes folgt 
unmittelbar aus der Figur 38. Dort fanden wir ja 
weitere Tangenten a' der Kurve 2. Klasse, indem wir 
immer Sechsseite konstruierten, für welche sich S'В 
und Si'Bi in Punkten B' von QR begegneten. Wir 
können also auch behaupten:
Satz 33. „Wenn in einem irgendwie numerierten 

Sechsseit die Verbindungslinien der Gegen ecken sich 
in einem Punkte schneiden, so ist das Sechsseit 
einer Kurve 2. Klasse umschrieben, d. h. die Kurve 
2. Klasse, welche fünf dieser Seiten berührt, berührt 
von selbst auch die sechste Seite des Sechsseits.“

Es braucht wohl kaum erwähnt zu werden, dass 
sich die Sätze von Pascal und Brianchon nach dem 
Gesetz der Dualität entsprechen.
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Spezialisierungen des Brianchon’schen Satzes.

67. Denken wir uns ein einer Kurve 2. Klasse 
umschriebenes Sechsseit gegeben und halten wir fünf 
seiner Seiten, etwa I, III, IY, Y, YI fest, während 
wir die Seite II sich so ändern lassen, dass sie sich 
der Seite I mehr und mehr nähert. Ist dann im Grenz- 
fall II mit I zusammengefallen, so haben wir statt des
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Sechsseits ein Fünfseit. Dagegen sind noch sechs Ecken 
vorhanden. Denn als Schnittpunkt von I und II müssen 
wir den Berührungspunkt der Tangente I mit der Kurve
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nehmen. Der Brianchon’sehe Satz lässt sich dann in 
entsprechender Weise für dies Fünf seit formulieren: es 
mag genügen, auf Figur 40a zu verweisen, die den 
Satz veranschaulicht. Ferner können wir in dem Sechs- 
seit zweimal zwei Tangenten zusammenfallen lassen, 
wodurch wir aus dem Satze von Brianchon Sätze über 
das Yierseit erhalten, das einer Kurve 2. Klasse um­
schrieben ist. Die Figuren 40 b und 40 c werden hin­
reichen, um auch den Wortlaut derselben zu liefern. 
Fallen endlich dreimal zwei Tangenten zusammen, so 
erhalten wir (Fig. 40d) den
Satz 34. „Hat man ein einer Kurve 2. Klasse um­

schriebenes Dreieck, so gehen die Yerbindungslinien 
der Ecken mit den Berührungspunkten der gegen­
überliegenden Seiten durch einep Punkt.“
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Anwendungen des Brianchon’schen Satzes.

68. Nach Satz 33 können wir das Brianchon’sche 
Sechsseit benutzen, um von einer Kurve 2. Klasse 

weitere Tangenten zu konstruieren 
und die beiden folgenden Aufgaben 
zu behandeln.
Aufgabe 27. Yon einer Kurve 

2. Klasse sind fünf Tangenten 
gegeben und auf einer derselben 
ein Punkt P. Man soll die zweite, 
durch diesen Punkt gehende Tan­
gente der Kurve zeichnen.

Lösung. Wir numerieren uns ein Brianchonsches 
Sechsseit. Die Tangente, auf der P liegt, sei I 
(Fig. 41), die gesuchte Tangente sei II, die übrigen

f 7Г

Fig. 41.



gegebenen Tangenten erhalten die Nummern III, 
IV, V, VI. Dann ist P der Schnittpunkt (I, II). 
Die Linien x und z können wir zeichnen und sie 
liefern den Brianchon’schen Punkt (B. P.). Durch 
ilm und (V, VI) geht y und diese Linie schneidet 
auf П1 einen Punkt aus, der mit P verbunden die 
gesuchte Tangente giebt.

Aufgabe 28. Eine Kurve 2. Klasse ist gegeben durch 
fünf Tangenten, den Berührungspunkt einer derselben 
zu bestimmen.

Lösung. Die Tangente, deren Berührungspunkt be­
stimmt werden soll, bezeichnen wir mit I und II 
(Fig. 42), die übrigen mit III... VI.
Dann kann man zwei der Ver­
bindungslinien der G-egenecken, 
nämlich z und y zeichnen , deren и 
Schnitt der Brianchon’sche Punkt 
ist. Durch diesen und (IV, V) ^ 
geht x und diese Linie schneidet 
auf I den Berührungspunkt T aus.

Glanz in ähnlicher Weise sind
folgende Aufgaben zu behandeln:
Aufgabe 29. Von einer Kurve 2. Klasse sind fünf 

Tangenten gegeben ; eine Tangente an die Kurve 
zu zeichnen, die parallel einer der gegebenen ist. 
Lösung wie Aufgabe 27, nur liegt P in unendlicher 
Ferne.

Aufgabe 30. Von einer Kurve 2. Klasse sind vier 
Tangenten gegeben und auf einer derselben ihr 
Berührungspunkt; man konstruiere die Berührungs­
punkte der anderen Tangenten.

Lösung. Brianehon’scher Satz für ein Vierseit.
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Aufgabe 31. Yon einer Kurve 2. Klasse sind zwei 
Tangenten gegeben und ihre Berührungspunkte, so­
wie eine dritte Tangente; man zeichne deren Be­
rührungspunkt.
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§ 24. Identität der Kurven 2. Ordnung und 2. Klasse.
Die Mac-Laurin’sche Konfiguration.

69. Hatten wir eine Kurve 2. Ordnung durch 
projektive Büschel erzeugt, so konnten wir in jedem 
ihrer Punkte die Tangente bestimmen. Yon welcher 
Klasse ist nun die erzeugte Kurve zweiter Ordnung?

Lag andererseits eine Kurve 2. Klasse vor als 
Erzeugnis projektiver Punktreihen, so war auf jeder 
Tangente ein Punkt, der Berührungspunkt, festgelegt. 
Yon welcher Ordnung ist die von den Berührungs­
punkten gebildete Kurve?

Um diese nahe liegenden Fragen zu beantworten, 
gehen wir aus von einer Kurve 2. Klasse, die durch 
vier Tangenten a, b, c, d und den Berührungspunkt A 
von a bestimmt sein möge (Fig. 43). Die Berührungs­
punkte B, C, D von b, c, d, die damit dann schon 
gegeben sind, wollen wir nun nicht wie in Aufgabe 30 
mittels des Brianchonschen Satzes bestimmen, sondern 
unter Benutzung des Satzes 14. in 36. Für den vor­
liegenden Fall haben wir zu berücksichtigen, dass auf 
irgend zwei Tangenten einer Kurve 2. Klasse die 
übrigen Tangenten projektive Punktreihen ausschneiden 
und ferner, dass die auf Grund des angezogenen Satzes 
zu konstruierende Linie p0 die Berührungspunkte der 
beiden Tangenten ausschneidet (62). Die Tangenten a, 
b, c, d bilden nun ein vollständiges Yierseit. Es sei 
der Schnittpunkt von a und b mit M bezeichnet, also
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Yierseites. Weiter bezeichnen wir die Verbindungs­
linie NĘ mit X, MMX mit y, PPj mit z.

Greifen wir jetzt zunächst die beiden Tangenten a 
und b heraus, so schneiden die übrigen Tangenten c, 
d u. s. w. auf a und b projektive Punktreihen aus und 
zwar entsprechen den Punkten N, P bezüglich die 
Punkte Px, . Die Linie p0 des Satzes 14. geht
mithin durch den Schnittpunkt Y der Verbindungs­
linien P Px und N Щ und ausserdem durch A. Es
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schneidet also die Verbindungslinie A Y auf b den Be­
rührungspunkt В aus.

Betrachten wir in gleicher Weise a und c als 
Träger projektiver Punktreihen, so haben wir M und M, 
sowie P und P± zu verbinden und deren Schnittpunkt X 
bestimmt mit A verbunden die Perspektivitätsachse, 
welche auf C den Berührungspunkt C ausschneidet. 
Die analogen Betrachtungen, durchgeführt für die Paare 
a und d, b und c, b und d', endlich c und d, liefern 
dann folgendes Resultat : Wird noch der Schnittpunkt 
von XXx und ЖЖ± mit Z bezeichnet, so gehen AC 
und BD durch X, А В und CD durch Y, AD und В C 
durch Z . Wir haben also
Satz 35. „Irgend vier Tangenten a, b, c, d einer 

Kurve 2. Klasse bestimmen ein vollständiges Vierseit 
mit den drei Verbindungslinien x, y, z der Gegen- 
ecken. Die Berührungspunkte А, В, С, D der 
vier Tangenten liefern ein vollständiges Viereck, 
in dem X, Y, Z die Schnittpunkte der Gegen­
seiten. Die Dreiecke X Y Z und x y z fallen zu­
sammen.“

Das System der Punkte und Geraden dieser Figur 
ist bekannt als die Mac-Laurin’sehe Konfiguration.*)
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Die Kurve 2. Klasse ist von der 2. Ordnung.

70. Lassen wir jetzt Bewegung in unsere Figur 
kommen, indem wir a, b, c festhalten, dagegen der 
Tangente d andere und andere Lagen geben, jedoch 
so, dass sie immer die Kurve 2. Klasse berührt. Da­

*) Mac-Laurin: De linearum geometricarum pro- 
prietatibus generalibus. (London 1748.)



bei ist ĄC eine feste Linie und bei jeder Wahl von 
d ergiebt sich auf ihr ein Punkt X.

Wir können aber auch umgekehrt X beliebig auf 
AC wählen und erhalten dann dazu eine Linie d, wenn 
wir uns der Führung der Figur anvertrauen. Liegen 
nämlich a, b, с, А, В, С, X und also auch M, X, Pt 
gezeichnet vor, so schneidet die Verbindungslinie MX 
die Tangente c in M1 und die Verbindungslinie Px X 
trifft a in P. Dann ist leicht zu beweisen, dass MtP 
eine Tangente d der Kurve 2. Klasse und dass BX 
deren Berührungspunkt D ausschneidet. In der That 
numerieren wir uns ein Brianchon’sches Sechsseit, von 
dem und II auf b, III auf c, IV und V auf MxP 
und
und MXM im Brianchon’sehen Punkt X, also ist (Satz 33) 
M1P eine Tangente d der Kurve 2. Klasse und D 
deren Berührungspunkt (Fig. 40 c).

Dann muss sich aber auch die ganze Figur wie 
oben hersteilen lassen. Bringen wir also BC mit MX 
in Z zum Schnitt und ziehen XZ, so liefert AB auf 
X Z den Punkt Y. Durch Y geht jetzt auch C D 
oder anders ausgedrückt: man kann D auch erhalten 
als Schnittpunkt der Strahlen BX und CY.

Lassen wir jetzt X auf AC fortrücken, so be­
schreibt der Strahl В X einen zur Punktreihe X Per­
spektiven Strahlenbüschel und ebenso MX; der Punkt Z 
wandert auf der Cferaden BC weiter, Y auf AB und 
der Strahl C Y beschreibt einen Büschel um C.

Man hat mithin folgende Reihe von Perspektiven 
Grundgebilden :
Strahlenbüschel BX д Punktreihe X д Strahlenbüschel MX

za

ya

auf a fallen, so schneiden sich B D, P1P

XZЛ
CY.Л
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Also ist auch
Strahlenbüschel В X д Strahlenbüschel C Y.
Folglich ist der Ort der Punkte D dargestellt als 

Erzeugnis projektiver Strahlenbüschel, also liegen alle 
Berührungspunkte D der Tangenten der Kurve 2. Klasse 
auf einer Kurve 2. Ordnung, welche natürlich auch 
durch die Punkte A, B, C, D geht, da ja die beweg­
liche Tangente d auch mit a, b, c, d zusammen- 
fallen kann.

Die entsprechende duale Betrachtung, deren Durch­
führung dem Leser angeraten wird, zeigt, dass die 
Tangenten einer Kurve 2. Ordnung eine Kurve 2. Klasse 
bilden. Wir haben demnach
Satz 36. „Die Berührungspunkte der Tangenten einer 

Kurve 2.. Klasse liegen auf einer Kurve 2. Ordnung 
und die Tangenten einer Kurve 2. Ordnung bilden 
eine Kurve 2. Klasse.“

Ob man also von projektiven Punktreihen oder 
projektiven Strahlenbüscheln ausgeht, man erhält die 
gleiche Kurve, nur das einemal tangentenweise, das 
anderemal punktweise erzeugt. Die Kurven 2. Klasse 
sind auch von der 2. Ordnung und umgekehrt. Wir 
wollen diese Kurven 2. Ordnung und 2. Klasse „Kegel­
schnitte“ nennen. Die Berechtigung dieser Bezeichnung 
wird in einem späteren Abschnitte dargethan werden.
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§ 25. Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte.

Unendlich ferne Punkte. Asymptoten.
71. Wir wollen jetzt sehen, welche verschiedene 

Formen die Kegelschnitte annehmen können, 
teilt diese Kurven ein nach ihrem Yerhalten gegenüber

Man



der unendlich fernen Geraden der Ebene, in welcher 
der Kegelschnitt liegt. Der Kegelschnitt kann diese 
unendlich ferne Gerade nämlich entweder in zwei reellen 
Punkten schneiden oder sie gar nicht schneiden (d. h. 
in zwei imaginären Punkten) oder er kann sie be­
rühren. Um für diese abstrakten Möglichkeiten geo­
metrisch brauchbare Unterscheidungen zu erhalten, sei 
ein Kegelschnitt durch projektive Büschel S und ^ 
erzeugt, deren projektive Beziehung durch drei Paare 
entsprechender Strahlen a, b, c, und al7 bx, cx fest­
gelegt sein möge. Um nun die Schnittpunkte des 
Kegelschnittes mit der unendlich fernen Geraden 
zu bestimmen, haben wir nur das Verfahren, auf Grund 
dessen wir in 55. und Aufgabe 20 die Schnittpunkte 
einer endlichen Geraden 1 mit dem Kegelschnitt be­
stimmten, entsprechend umzuändern. Da sich in jedem 
Punkte des Kegelschnittes entsprechende Strahlen der 
projektiven Büschel S und Sx begegnen, so sind 
etwaige unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes da­
durch ausgezeichnet, dass nach ihnen entsprechende 
Strahlen der Büschel S und S1 laufen, die überdies 
noch parallel sind. Um solche Stralilen zu finden, 
verschieben wir den Büschel S1 parallel zu sich selbst, 
bis Sx nach S fällt. Dies führen wir aus, indem wir 
durch S folgende Strahlen ziehen: a[ —fj- aL, bf -Ц- bb 
CiGf-c.. Dann ist, wie leicht zu sehen, auch der 
Büschel (a, b, c) projektiv zum Büschel (af, bf, cf), 
wobei dem Strahl a der Strahl af entspricht u. s. w. 
Die Doppelstrahlen dieser Büschel aber liefern ent­
sprechende Strahlen der Büschel S und Sf, die parallel 
laufen. Denn wenn n = nf ein solcher Doppelstrahl, 
so ist щ -Ц- nf, also auch n -ff %. Die genannten 
Doppelstrahlen, die sich nach der Steiner’schen Kon-

Doehlemann, Projektive Geometrie.
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struktion ermitteln lassen, geben folglich die Rich- 
tungen, in denen unendlich ferne Punkte des Kegel­
schnittes gelegen sind. Jede Parallele zu einer solchen 
Richtung geht auch durch diesen unendlich fernen 
Punkt der Kurve hindurch. Dies entspricht dem Um­
stand, dass durch irgend einen, im endlichen gelegenen, 
Punkt einer Kurve ein Büschel von Strahlen hindurch­
geht. Wie nun in diesem, eben genannten Strahlen­
büschel die Tangente an die Kurve enthalten ist,, so 
ist auch in dem Parallelstrahlenbüschel durch einen 
unendlich fernen Punkt einer Kurve ein Strahl vor­
handen, der die Kurve in dem unendlich fernen Punkt 
berührt, also die Tangente in diesem Punkte. Wir 
nennen allgemein die Tangente in einem unendlich 
fernen Punkt einer Kurve eine „Asymptote“ der Kurve. 
Ihre Konstruktion bleibt die gleiche wie die der Tan­
gente, nur tritt an Stelle des im Endlichen gelegenenPunktes 
der durch eine Richtung gegebene unendlich ferne Punkt.

Ellipse, Hyperbel, Parabel.
72. Zurückkehrend zur Einteilung der Kegelschnitte 

müssen wir mithin folgende Fälle unterscheiden:
a) Die beiden projektiven 

Strahlenbüschel (a, b, c) und 
(af, bf, cf) haben keine 
Doppelstrahlen. Der erzeugte 
Kegelschnitt besitzt keine un­
endlich fernen Punkte, hegt 
also ganz im Endlichen. Man 
nennt ihn „Ellipse“ (elkeiyug) 

(Fig. 44). Sie kann speziell in den Kreis übergehen.*)

*) Es giebt Kurven höherer Ordnung, die infolge 
ihrer ovalen Form sich äusserlich nur wenig von einer
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b) Die Doppelstrahlen der beiden projektiven 
Büschel sind reell. Der Kegelschnitt hat also zwei 
reelle, unendlich ferne Punkte. Er heisst Hyperbel 
(vnegßokr)) (Fig. 45). Die Asymptoten sind a und b.
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Die Kurve besteht aus zwei Teilen, die sich den Asym­
ptoten mehr und mehr nähern. Die Kurve hat nur

Ellipse unterscheiden. Wählt man auf einer solchen Kurve 
zwei Punkte S und Si beliebig, so kann man die Strahlen­
büschel S und St durch die Kurve eindeutig aufeinander 
beziehen, indem man solche Strahlen einander zuweist, die 
sich auf der Kurve begegnen. Trotzdem sind diese Büschel 
dann nicht projektiv, und es ist das Doppelverhältnis von 
vier Strahlen des einen nicht gleich dem der entsprechenden 
Strahlen des anderen. Denn analytisch betrachtet, schneidet 
irgend ein Strahl durch S die Kurve ausser in den zwei 
reellen Punkten noch in imaginären Punkten, die für die 
Rechnung ebenso zu berücksichtigen sind wie die geometrisch 
sichtbaren Punkte. (Vergl. die Definition prpjektiver Grund­
gebilde in Bl.).
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zwei nnendlich ferne Punkte, nämlich die unendlich 
fernen Berührungspunkte A und В von a und b. Geht 
man auf der Kurve von 0 aus gegen 1 ins Unendliche, 
so kehrt man daraus über В zurück nach 2; geht man 
in der Richtung nach 3 ins Unendliche, so kehrt man 
auf der anderen Seite der Asymptote über A nach 4 
zurück. Die Kurve schliesst sich also durch das Un­
endliche hindurch.

c) Die beiden projektiven Strahlenbüschel haben 
einen Doppelstrahl. Die Kurve besitzt einen unendlich 

fernen (doppelt zählenden) Punkt, 
berührt also die unendlich ferne 
Gerade.
(naQaßohf}) (Fig. 46).
Asymptote derselben ist die un­
endlich ferne Gerade, auf ihr 
liegt der unendlich ferne Be­
rührungspunkt P.

Diese Bezeichnungen der drei 
Kegelschnitte stammen schon von 
den Griechen her. Sie beziehen 
sich auf die eigentümliche Art 
und Weise, wie diese die Glei­

chungen dieser Kurven als Beziehungen zwischen 
Flächeninhalten deuteten.
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Sie heisst Parabel
Die

Fig. 46.

Tangentenweise Konstruktion der Parabel.

73. Erzeugen wir einen Kegelschnitt durch pro­
jektive Punktreihen, so können wir ebenfalls, wenn 
auch weniger einfach, die drei Arten von Kegelschnitten 
unterscheiden. Wann die Parabel entsteht, ist sofort 
einzusehen: nämlich immer und nur dann, wenn die



unendlich fernen Punkte der erzeugenden Punktreihen g 
und g1 in der projektiven Beziehung einander ent­
sprechen. Denn dann ist die Verbindungslinie dieser 
beiden unendlich fernen Punkte, also die unendlich 
ferne Grerade der Ebene, eine Tangente der erzeugten 
Kurve, diese muss demnach eine Parabel sein. Pro­
jektive Punktreihen, in denen sich die imendlich fernen 
Punkte entsprachen, nannten wir aber (40.) ähnliche;
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folglich schneiden die Tangenten einer Parabel auf 
irgend zwei festen Tangenten derselben solche ähnliche 
Punktreihen aus. Daraus ergiebt sich eine einfache 
Konstruktion der Tangenten einer Parabel. Sind g 
und gx die gegebenen Tangenten (Fig. 47) und be­
zeichnen wir deren Berührungspunkte mit 5 und 0, so 
teilen wir die Strecken von ihnen aus bis zum Schnitt­
punkt von g und gt je in fünf gleiche Teile. Dann 
liefern entsprechende Teilpunkte verbunden stets eine



Tangente der Parabel. Durch Fortsetzung der Teilung 
erhält man, wie aus der Figur zu ersehen, weitere Tan­
genten derselben.
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Aufgaben über die Hyperbel und Parabel.
74. Wir fügen hier noch einige Aufgaben bei, aus 

denen hervorgehen mag, dass unendlich ferne Elemente 
(Asymptoten, unendlich ferne G-erade) ganz ebenso kon­
struktiv verwendet werden können, wie im Endlichen 
gelegene Bestimmungsstücke.
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Fig. 48.

Aufgabe 32. Von einer Hyperbel sind gegeben die 
Richtungen der Asymptoten und drei Punkte. Weitere 
Punkte der Kurve, sowie die Asymptoten selbst zu 
konstruieren.

Lösung. Sind s und s( die Richtungen der Asym­
ptoten (Fig. 48), so sind also die unendlich fernen 
Punkte S und St dieser Geraden Punkte der Hy­
perbel. Wir wählen sie als Mittelpunkte von die



Kurve erzeugenden Strahlenbüscheln, die in diesem 
Falle in Parallelstrahlenbüschel übergehen. Durch 
die weiter gegebenen Punkte A, B, C sind dann 
den drei Strahlen a, b, c des Büschels S als ent­
sprechende im Büschel Sx die Strahlen al5 b1? c1 
zugewiesen. Wir konstruieren die projektive Be­
ziehung der beiden Büschel nach 33., lassen aber 
zur Vereinfachung g mit ax und gt mit a zusammen­
fallen. Dann erhalten wir in bekannter Weise das 
Centrum P der Perspektivität als (Schnitt von BBX 
und ССА) und zu irgend einem Strahle d den ent­
sprechenden dl7 dessen Schnittpunkt D mit d der 
Hyperbel als Punkt an gehört.

Um die Asymptoten, also die Tangenten in den 
Punkten S und SL zu finden, haben wir nach Satz 23 
die Verbindungslinie SSj^ als Strahl des einen und des 
anderen Büschels zu nehmen und immer den entsprechen­
den Strahl im anderen Büschel zu suchen. Diese Ver­
bindungslinie SSX ist hier die unendlich ferne Gerade 
und sie trifft g und g± in den unendlich fernen Punkten 
dieser Geraden. Man findet dann durch konsequente 
Durchführung der Konstruktion, dass die Asymptoten 
die Linien s0 und So sind, die durch P parallel zu s 
und s' laufen. — In der Figur stehen die Bichtungen 
der Asymptoten aufeinander senkrecht. Eine solche 
Hyperbel heisst eine „gleichseitige“.
Aufgabe 33. Von einem Kegelschnitt sind gegeben 

ein unendlich ferner Punkt, sowie zwei Tangenten 
mit ihren Berührungspunkten. Man zeichne die 
Asymptote in dem gegebenen unendlich fernen 
Punkte.

Lösung. Sind a und b die Tangenten mit den Be­
rührungspunkten A und В, während S der gegebene
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unendlich ferne Punkt (Fig. 49), so sei die gesuchte 
Asymptote die Verbindungslinie 12, A sei 3,4 und

5, 6 falle mit В zusam­
men. Dann erhalten wir 
in dem PascaPschen Sechs­
eck 1 2 3 4 5 6 die Punkte 
Y und Z des PascaPschen 
Linie (Satz 28) auf der 
sich auch 1 2 und 4 5 
schneiden müssen, 
geht also durch diesen 
Schnittpunkt X die Asym­
ptote s0.

Man zeichne auch die 
zweite Asymptote.
Aufgabe 34. Man löse die 

vorletzte Aufgabe 32 unter Anwendung des Pascal- 
schen Satzes.

Aufgabe 35. Von einer Hyperbel sind gegeben die 
beiden Asymptoten und ein Punkt; man zeichne 
weitere Punkte der Kurve.

Lösung. Nehmen wir die unendlich fernen Punkte S 
und S1 der Kurve als Mittelpunkte der die Hyperbel 
erzeugenden projektiven Strahlenbüschel und ver­
fahren wir im Übrigen durchaus nach der in 55. 
Figur 31 bereits besprochenen Methode. Die Par­
allelen durch den gegebenen Punkt A der Hyperbel 
(Fig. 50)
Strahlen a und ax der beiden Strahlenbüschel und 
die Asymptoten selbst sind bezw. mit f und zu 
bezeichnen, während die unendlich ferne Gerade die 
Bezeichnungen ft und e trägt. Für die Hilfsgeraden g

V. Die Kegelschnitte als Erzeugnisse u. s. w.13G
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den Asymptoten liefern entsprechendezu



und g-L wollen wir im vorliegenden Falle eine 
speziellere Annahme machen, indem wir g mit ax
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und gt mit a zusammenfallen lassen. Dann kommt 
der Hilfspunkt P der Figur 31 in den Schnittpunkt 
der beiden Asymptoten (also in den Mittelpunkt der 
Hyperbel) zu liegen. Weitere Pimkte der Kurve 
ermitteln wir, indem wir durch P irgend eine Ge­
rade ziehen, welche ax und a in D und Dt trifft. 
Die Parallelen d und dt geben in ihrem Schnitte e 
einen weiteren Punkt D der Hyperbel.

Die Figur 50 lässt weiter erkennen, dass unsere 
Konstruktion neuer Hyperbelpunkte geometrisch auch in 
der Weise gedeutet werden kann, dass durch dieselbe 
das Parallelogramm AFPEX der Figur in ein flächen­
gleiches mit der Ecke 1) verwandelt wird. Wir haben 
mithin folgende metrische Eigenschaft der Hyperbel 
bewiesen: Zieht man durch die Pimkte einer Hyperbel 
Parallele zu den Asymptoten, so besitzt das von diesen

.".



Für praktische Zwecke lässt sich dieses Verfahren 
noch etwas bequemer gestalten. Bezeichnen wir den 
Schnittpunkt von d± und f mit Gr, so gilt die Pro­
portion

FD SGi
FA SA SF*

Parallelen und von den Asymptoten gebildete Parallelo­
gramm konstanten Flächeninhalt.
Aufgabe 36. Von einer Parabel sind gegeben der 

unendlich ferne Punkt, zwei weitere Punkte und die 
Tangente in einem derselben; die Kurve zu zeichnen. 

Lösung. Wird mit Sx der unendlich ferne Punkt, 
mit S der Punkt bezeichnet, dessen Tangente gegeben

ist (Fig. 51 j, so wäh­
len wir wiederum 
diese beiden Punkte 
als Zentren der pro­

jektiven Strahlen­
büschel. Die unend­
lich ferne Gerade muss 
dann als Tangente e1 
in Sx aufgefasst wer­
den , während f die 
gegebene Tangente ist. 
Deren unendlich ferne 

Punkt giebt bei Durchführung ganz der gleichen 
Betrachtung wie vorhin, den Hilfspunkt P. Um 
weitere Punkte der Parabel zu zeichnen, haben 
wir also mit irgend einer Parallelen zu f die 
Geraden a1 und a in D und Dx zu schneiden. Die 
Strahlen d und dx begegnen sich in einem neuen 
Punkte D der Parabel.

0/ «2__ A

Ç0

%e.

Fig. 51.
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Wenn also z. B.

FD =

so ist auch
SG =1SF.

n
Darauf beruht folgende bekannte Konstruktion der 

Parabel: wir teilen (Fig. 52) die Strecke FA sowohl
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Fig. 52.

als auch SF in gleichviel gleiche Teile, z. B. vier, und 
ziehen die zugehörigen Strahlen der Büschel. Die Teilung 
darf nach bei den Seiten fortgesetzt werden.
Aufgabe 37. Yon einer Hyperbel sind gegeben die 

beiden Asymptoten und ein Punkt; man zeichne 
dessen Tangente.

Lösung. Sind a und b die Asymptoten und ist А 
der weiter gegebene Punkt (Fig. 53) so liefert der
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Satz von Pascal ohne weiteres die gesuchte Tangente t 
und es zeigt sich aus der Figur, dass das zwischen 
den Asymptoten liegende Stück der Tangente durch 
den Berührungspunkt halbiert wird.

Aufgabe 38. Yon einer Hyperbel sind gegeben die 
beiden Asymptoten und eine Tangente; weitere Tan­
genten der Kurve zu zeichnen.
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Lösung. Bezeichnen wir die eine Asymptote a mit I 
und II, die andere b mit IY und Y, die gegebene 
Tangente t mit III, während die gesuchte Tangente YI 
durch einen auf a beliebig angenommenen Punkt P 
gehen soll (Fig. 54). Der Brianchon’sche Punkt wird 
in diesem Falle ein unendlich ferner und die Haupt- 
diagonalen у und z sind parallel.

Man erkennt dann aus der Figur die folgende 
Eigenschaft: Die Tangenten einer Hyperbel begrenzen 
mit den Asymptoten Dreiecke von konstantem Flächen­
inhalte.

Fig. 53



Aufgabe 39. Von einer Parabel sind vier Tangenten 
gegeben. Den Berührungspunkt einer derselben zu 
konstruieren.

Lösung. Da der Kegelschnitt eine Parabel sein soll, 
so berührt er die unendlich ferne Gerade der Ebene ; 
diese unendlich ferne Gerade 
ist aber mit der Ebene gleich­
zeitig gegeben als fünfte Tan­
gente. Um die Aufgabe zu 
lösen, bezeichnen wir die­
jenige Tangente, deren Be­
rührungspunkt wir finden 
wollen, mit I und II, die 
unendlich ferne Gerade mit 
III, mit IV, V, VI die drei 
anderen Tangenten (Fig. 55).
Dann ist (II, III) der unendlich ferne Punkt der 
mit II bezeichnten Tangente, (III, IV) der un­
endlich ferne Pimkt von IV. Durch den Brian- 
chon’sehen Satz finden wir nun leicht den Berührungs­
punkt T auf der Tangente I.

Aufgabe 40. Parahel einer gegebenen Richtung an 
eine Parabel die Tangente zu konstruieren.

Lösung. Verlangt man, parallel einer gegebenen Ge­
raden 1 die Tangenten an einem beliebigen Kegel­
schnitt zu finden, so giebt es deren zwei. Denn die 
Aufgabe kommt darauf hinaus, durch den Schnitt­
punkt von 1 mit der unendlich fernen Geraden die 
Tangenten an den Kegelschnitt zu legen. Berührt 
aber der Kegelschnitt die unendlich ferne Gerade, 
wie dies bei der Parabel der Fall ist, so ist die 
unendlich ferne Gerade selbst eine der Tangenten 
durch diesen Punkt, es bleibt also bloss noch eine

ry-fk?----

\X
I

•Чг IV

Fig. 55.
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Ist nun die Parabel etwa gegeben durch zwei 
Tangenten a und b mit 
ihren Berührungspunkten A 
und B (Fig. 56), so nume­
rieren wir uns ein Brianchon- 
sches Sechsseit. I, II fallen 
auf a, III und IY auf b, Y sei 
die gesuchte, zur gegebenen 
Geraden 1 parallele Tangente, 
YI sei die unendlich ferne 
Gerade. Dann ergiebt sich Y 
wieder durch Konstruktion des 
Brianchon’schen Punktes, wo­
bei noch zu beachten, dass 

der Schnittpunkt (Y, YI) natürlich der unendlich ferne 
Pimkt yon 1 ist.
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»

Fig. 56.

Aufgabe 41. Eine Parabel ist gegeben durch vier
Ihren unendlichTangenten, 

fernen Punkt (die Richtung der 
Achse) zu bestimmen.

" "" Lösung. Bezeichnen wir (Fig. 5 7 )
die vier gegebenen Tangenten 
mit I, II, III, IY, die unend­
lich ferne Gerade mit Y und YI, 
so giebt die Linie y, welche 
in dem Brianchon’schen Sechs-Fig. 57.
seit nach dem Berührungspunkt . 

(Y, YI) läuft, die Richtung, in welcher der un­
endlich ferne Punkt der Parabel liegt.

im Endlichen gelegene Tangente, parallel der Ge­
raden 1, die Aufgabe wird eine lineare.
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VI. Abschnitt.
Die Polarentheorie der Kegelschnitte.

§ 26. Pol und Polare.

Konjugierte Punkte und konjugierte G-erade.
75. Liegt ein Kegelschnitt k2 gegeben vor und 

ist g eine Gerade, welche ihn in den Punkten A und В 
trifft (Fig. 58), so kann man zu irgend einem Punkte X 
von g den vierten harmonischen X' bezüglich A und В

'bXXs

Fig. 58.

konstruieren, so dass also (XX'AB) = — 1. Wir 
nennen zwei solche Punkte X und X' „konjugiert“ in 
Bezug auf den Kegelschnitt.



Würde die Gerade g den Kegelschnitt berühren, 
so vereinigen sich A und В in einen Punkt, etwa C. 
Der vierte harmonische zu einem Punkt X fiele dann, 
wo auch X auf der Tangente liegen mag, wieder mit 
C zusammen. Zu jedem Punkte einer Tangente ist 
also der Berührungspunkt konjugiert.

Gehen andererseits von einem Punkte G aus zwei 
Tangenten a und b an den Kegelschnitt, so kann man 
zu irgend einer Geraden x durch G den vierten har­
monischen Strahl x' bestimmen in Bezug auf a, b. Es 
ist also dann (xx'ab) = — 1. Wir nennen zwei 
solche Strahlen x, x' „konjugierte Gerade“ in Bezug 
auf den Kegelschnitt. Rückt G auf den Kegelschnitt 
nach G0, so fallen die beiden Tangenten in eine zu­
sammen, nämlich in die Tangente c in G0 an den Kegel­
schnitt. Zu irgend einer Geraden durch den Punkt G0 
des Kegelschnittes ist dann c stets die konjugierte Ge­
rade. — In der rechnenden Geometrie kann man diese 
Definition konjugierter Punkte und Geraden formal über­
tragen auf den Fall, wo die Gerade g den Kegelschnitt 
nicht schneidet oder wo von dem Punkte G aus keine 
reellen Tangenten an den Kegelschnitt möglich sind.

Wir stellen uns jetzt die Fragen: Wo liegen über­
haupt alle Punkte, die zu einem gegebenen Punkte X 
konjugiert sind in Bezug auf einen Kegelschnitt? Ferner: 
Was für eine Kurve umhüllen alle Geraden, die zu 
einer gegebenen Geraden x konjugiert sind in Bezug 
auf einen Kegelschnitt?
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Polare eines Punktes.
76. Wir gehen aus von der Mac-Laurinschen Kon­

figuration, wie sie in Figur 43 erörtert wurde. Bringen 
wir dort noch AC in X', BD in X" zum Schnitt
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so folgt aus dem Viereck AB CD, dass so­mit NN
wohl (XX'AC) = — 1 als auch (XX"BD) = — 1.

Es sei mm der Kegelschnitt gegeben, sowie der 
Punkt X; durch X ziehen wir eine Sehne AC beliebig. 
Bringen wir die Tangenten a und c in A und C in N 
zum Schnitt und konstruieren ferner X' als den vierten

!■>

harmonischen zu X bezüglich A und C, so ist durch N 
und X' die Linie NNL oder x festgelegt. Wie man

&
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Fig. 59.

also auch eine Sehne BD durch X zieht, der vierte har­
monische X" zu X bezüglich В und D muss stets 
auf dieser Linie x gelegen sein. Diese G-erade x ist 
demnach der Ort aller zum Punkte X konjugierter 
Punkte. Wir nennen sie die „Polare“ des Punktes X 
in Bezug auf den Kegelschnitt. Auf ihr müssen sich 
dann auch die Tangenten b und d in В und D be­
gegnen. Ebenso ist XZ oder у die Polare von Y und 
XY oder z die Polare von Z.

Doehlemann, Projektive Geometrie 10
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Es ergeben sich also folgende Eigenschaften der 
Polaren eines Punktes, die wir durch die Figur 59 
Anschauung bringen:
Satz 37.

zur

„Hat man einen Punkt X und einen Kegel­
schnitt und zieht durch ihn alle möglichen Linien, 
welche in А, В oder C, D oder E, F u. s. w. den 
Kegelschnitt treffen, und konstruiert man
1) Zu А, В oder C, D oder E, F u. s. w. den 

vierten harmonischen in Bezug auf X,
2) die zwei anderen Xebenecken der vollständigen 

Vierecke ABCD, ABEF u. s. w.,
3) die Schnittpunkte der Tangenten in A und B, 

in C und D u. s. w.,
4) die Berührungspunkte der allenfalls von X aus 

an den Kegelschnitt gehenden Tangenten, 
so liegen alle diese Punkte auf einer Geraden x, 
der Polaren des Punktes X.“*)

Pol einer Geraden.

77. Ganz in ähnlicher Weise zeigen wir, dass alle 
zu einer Geraden x konjugierten Geraden durch einen 
Punkt X gehen, den wir den „Pol“ von x nennen. In 
der That denken wir uns in Figur 43 noch die Linien 
NX und NtX gezogen, die mit x' bezw. x" bezeichnet 
werden mögen, so ist sowohl (xx'ac) = — 1 als auch 
(xx"bd) = — 1. Haben wir nun x oder NNX beliebig 
angenommen, ferner von einem Punkte N aus die Tan­

*) In dieser Figur, sowie in den folgenden, ist der 
Bequemlichkeit wegen als Kegelschnitt eine Ellipse ge­
wählt. Selbstverständlich gelten die Sätze für jeden Kegel­
schnitt, sofern nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt ist.



genten a und c an den Kegelschnitt gezogen, welche 
in A und C berühren, so können wir X schon be­
stimmen als Schnittpunkt von AC und dem Strahle x', 
der zu x harmonisch ist bezüglich a und c. Wo dann 
auch auf x ein Punkt Nt weiter angenommen wird, 
immer muss die Berührungssehne BD der durch 
gehenden Tangenten b und d durch den bereits fest­
gelegten Punkt X gehen und immer muss auch der 
Strahl x", der zu x harmonisch in Bezug auf b und d, 
ebenfalls durch X laufen. Damit ergiebt sich (Fig. 43).
Satz 38. „Legt man von den Punkten einer Geraden x 

aus die Tangentenpaare an einen Kegelschnitt und 
konstruiert
1) zu x den vierten harmonischen Śtrahl bezüglich 

eines solchen Tangentenpaares,
2) in dem von zwei solchen Tangentenpaaren ge­

bildeten vollständigen Yierseit die zwei anderen 
Verbindungslinien der Paare von Gegenecken,

3) die zu einem Tangentenpaar gehörige Berührungs­
sehne (Verbindungslinie der Berührungspunkte),

4) in den (etwaigen) Schnittpunkten von x mit dem 
Kegelschnitt die Tangenten,

so gehen alle diese Linien durch einen Punkt X, 
den Pol von x.“

Natürlich gehört zu X wieder x als Polare. Ferner 
folgt aus 3) in den beiden letzten Sätzen noch:
Zusatz. „Liegt der Punkt X auf dem Kegelschnitt, 

so wird seine Polare die Tangente und ebenso wird 
der Pol einer Tangente der Berührungspunkt der­
selben.“

Aufgabe 42. Zerfällt der Kegelschnitt (die Kurve 
2. Ordnung) in zwei Gerade, so folgt aus Satz 37
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der früher in 29. erwähnte Satz. Welcher Satz 
erg'iebt sich, wenn der Kegelschnitt (als Kurve 
2. Klasse) in zwei Punkte zerfällt?
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§ 27. Das Polardreieck.

78. Wählen wir einen Punkt X in der Ebene 
eines Kegelschnittes beliebig und zeichnen seine Polare x ; 
auf x sei der Punkt Y beliebig angenommen. Dann 
muss die Polare y von Y jedenfalls durch X gehen, 
da X und Y konjugierte Punkte. Der Schnittpunkt 
von x und y sei Z. Dieser Punkt Z ist konjugiert 
zu X und Z ist auch konjugiert zu Y, also ist XY 
oder z die Polare des Punktes Z. In XYZ haben 
wir folglich ein Dreieck erhalten von der Eigenschaft, 
dass jede seiner Ecken die gegenüberliegende Seite zur 
Polaren hat. Wir nennen ein solches Dreieck ein 
„Polardreiecka des Kegelschnittes.

Wir haben schon in Figur 43 in XYZ ein Polar­
dreieck erhalten ; aus dieser Figur können wir ent­
nehmen, wie man sich in anderer Weise ein Polardreieck 
eines Kegelschnittes verschaffen kann. Sind nämlich 
А, Б, C, D irgend vier Punkte auf dem Kegelschnitt, 
so konstruieren wir in dem vollständigen Viereck der­
selben die drei Nebenecken: diese bilden dann ein Polar­
dreieck. — Ist umgekehrt in Figur 60 ein Polardreick 
XYZ konstruiert, so finden wir in folgender Weise 
eine Gruppe von Punkten A, B, C, D, die zu ihm in 
der gleichen Beziehung steht. Wir wählen A beliebig 
irgendwo auf dem Kegelschnitt, ziehen AZ, welche 
Linie zum zweitenmal in В den Kegelschnitt trifft; 
dann verbinden wir X mit A und B, wodurch wir die 
Schnittpunkte C und D auf diesen Verbindungslinien 
erhalten. Der Schnittpunkt von CD und AB muss auf



der Polaren x von X liegen, also geht CD durch Z. 
Ebenso müssen AD und BC durch Y laufen. — Lassen 
wir jetzt den Punkt X auf Z fortrücken und konstruieren 
für jede Lage seine Polare. Um z. B. die Polare für 
X' zu finden, ziehen wir AX', welche Linie den Kegel­
schnitt nochmals in C' trifft. Dann liefert BC' auf z
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den Punkt Y', so dass ZY' oder x' die Polare von X' 
wird. Es ist folglich

P. Reihe (X, X'. . .) д Str. Büschel А (X, X'. . .)
д Str. Büschel В (С, C ' . . .) 
д P. Reihe (Y, Y'. . .) 
д Str. Büschel Z (Y, Y' . . .).

Also ist auch die Punktreihe X, X' . . . projektiv zum 
Büschel x, x' ... der Polaren und wir erhalten
Satz 39. „Rückt ein Punkt X auf einer Geraden z 

fort, so beschreibt seine Polare x in Bezug auf einen



Kegelschnitt einen Strahlenbüschel um den Pol Z 
von z und dieser Strahlenbüschel ist projektiv zu 
der von dem Punkte beschriebenen Punktreihe.“

Dreht sich eine Gerade um einen Punkt Z, so bewegt 
sich ebenso der Pol dieser Geraden auf der Polaren z 
dieses Punktes.

Wir erhalten also in der Figur 60 ein System von 
Polardreiecken XYZ, X'Y'Z u. s. w., die alle die Ecke 
Z gemeinsam haben, während die gegenüberliegenden 
Seiten auf der Geraden z liegen.
Aufgabe 43. Man beweise den Satz: Die sechs Ecken 

zweier Polardreiecke eines Kegelschnittes liegen auf 
einem Kegelschnitt, ihre sechs Seiten berühren einen 
zweiten Kegelschnitt.
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Die zu einer Geraden und zu einem Punkte 
in Bezug auf einen Kegelschnitt gehörige 

Involution.

79. Die Punktreihe X, X' . . . ist nicht bloss pro­
jektiv zur Punktreihe Y, Y'. . ., sondern sie liegt zu 
ihr involutorisch, da ja die Polare y von Y durch X 
geht. Die Paare X, Y, X'Y' . . . bilden eine Punkt­
involution, eben die Involution konjugierter Punkte auf z. 
Ebenso gehören die Strahlenpaare x, y, x', y' . . . einer 
Involution an, der Involution konjugierter Geraden 
durch Z. Schneidet z den Kegelschnitt in reellen 
Punkten, so sind dies die Doppelpunkte der Punkt­
involution (z. B. X0, Y0). Gehen von Z aus reelle Tan­
genten an den Kegelschnitt, so liefern diese die Doppel­
strahlen der Strahleninvolution (z. B. x0, y0). Aber 
auch wenn z den Kegelschnitt nicht in reellen Punkten
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trifft, so kann man trotzdem die Punktinvolntion nach 
dem eben Bemerkten festlegen. Sie wird dann natür­
lich eine elliptische und kann dazu dienen, die ima­
ginären Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegelschnitt 
in geometrisch brauchbarer Weise zu ersetzen. Wenn 
ferner von Z aus keine Tangenten an den Kegelschnitt 
gezogen werden können, so wird die Involution der 
konjugierten Geraden durch Z, die immer noch be­
stimmt werden kann, eine elliptische. Statt der ima­
ginären Tangenten von Z aus führt man dann diese 
Involution in die Betrachtung ein. Berührt z den 
Kegelschnitt, oder fällt Z auf denselben, so wird die 
zu z oder Z gehörige Involution eine parabolische.
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Das Dualitätsgesetz in der Ebene.

80. Ist in einer Ebene ein Kegelschnitt k2, speziell 
etwa auch ein Kreis, gegeben und irgend eine Figur, 
so kann man zu jedem Punkte die Polare, zu jeder 
Geraden den Pol in Bezug auf к2 zeichnen. Den 
Punkten einer Geraden entsprechen dann nach Satz 39 
Gerade, die alle durch den Pol dieser Geraden gehen. 
Vier Punkten einer Geraden sind also vier Strahlen 
durch einen Punkt zugeordnet und es ist überdies das 
Doppelverhältnis der vier Strahlen gleich dem der vier 
Punkte. Dem Schnittpunkt zweier Geraden entspricht 
die Verbindungslinie der Pole der beiden Geraden u. s. w. 
Aus der ersten Figur können wir demnach eine zweite 
ableiten, die ihr genau nach dem Dualitätsgesetz der 
Ebene 7. a entspricht. Jetzt ist aber zwischen den 
beiden Figuren auch ein direkter, geometrischer Zu­
sammenhang hergestellt, sie sind „reziprok“ zu einander 
in Bezug auf den Kegelschnitt. Irgend einer Kurve



als Ort von Punkten entspricht eine Kurve, eingelhillt 
von den entsprechenden Geraden. Die Klasse dieser 
letzteren ist gleich der Ordnung der ersten Kurve. Die 
Punkte des Kegelschnittes k2 sind dadurch ausgezeichnet, 
dass die ihnen entsprechenden Geraden, nämlich die 
Tangenten von k2, durch sie hindurchgehen.

§ 28. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen eines 
Kegelschnittes.

Der Mittelpunkt.
81. Aus den allgemeinen Sätzen der Polarentheorie 

erhalten wir wieder spezielle, metrische, wenn wir das 
Unendlich-Ferne hereinziehen. Wir haben die Annahme 
als zulässig und notwendig erkannt, dass alle unendlich 
lernen Punkte einer Ebene auf einer Geraden liegen. 
Auch zu dieser unendlich fernen Geraden können wir 
dann den Pol zeichnen in Bezug auf einen Kegelschnitt 
und wir erhalten ihn, indem wir von den Punkten der 
unendlich fernen Geraden aus Tangentenpaare an den 
Kegelschnitt legen. Die zugehörigen Berührungssehnen 
gehen alle durch diesen Pol. Wir nennen den Pol 
der unendlich fernen Geraden den „Mittelpunktu des 
Kegelschnittes, jede durch ihn gehende Sehne einen 
„Durchmesser“. Die beiden Schnittpunkte eines Durch­
messers mit dem Kegelschnitt müssen harmonisch ge­
trennt werden durch den Mittelpunkt und durch den 
Schnittpunkt des Durchmessers mit der unendlich fernen 
Geraden, also muss jeder Durchmesser im Mittelpunkt 
halbiert werden (Satz 37, 1).

Für die Ellipse und Hyperbel liegt der Mittel­
punkt im Endlichen, bei der letzteren ist er (Satz 38, 4) 
der Schnittpunkt der Asymptoten ; für die Parabel, 
welche die unendlich ferne Gerade berührt, fällt der
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§ 28. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen.

Mittelpunkt in den Berührungspunkt der unendlich 
fernen Geraden, also in den unendlich fernen Punkt 
der Parabel. Alle Durchmesser der Parabel sind folg­
lich parallel.

Es hat sich mithin ergeben:
Satz 40. „Die Verbindungslinien der Berührungspunkte 

paralleler Tangenten eines Kegelschnittes (Ellipse oder 
Hyperbel) gehen alle durch den Mittelpunkt und 
heissen Durchmesser. Jeder Durchmesser wird im 
Mittelpunkt halbiert (Fig. 61a und 61b).“
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Konjugierte Durchmesser.

82. Nehmen wir jetzt in Figur 60 z als die un­
endlich ferne Gerade. Dann wird Z der Mittelpunkt 
des Kegelschnittes (Fig. 61a und 61b). Die Linien 
xy, x'y' werden konjugierte Gerade durch den Mittel­
punkt: wir nennen sie „konjugierte Durchmesser“. Jeder 
von ihnen ist also die Polare des unendlich fernen 
Punktes des anderen. Zieht man zu einem der kon-

SĄ



jugierten Durchmesseer eine parallele Sehne AB, so 
muss die Mitte dieser Sehne auf dem konjugierten 
Durchmesser liegen, da sie mit X zusammen A und В 
harmonisch trennt. In Bezug auf konjugierte Durch­
messer zeigt also der Kegelschnitt eine „schiefe Sym­
metrie“. Dies liefert
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Satz 41. „Die konjugierten Geraden durch den Mittel­
punkt eines Kegelschnittes liefern die Involution der 
konjugierten Durchmesser. Jeder von zwei kon­
jugierten Durchmessern halbiert alle Sehnen, die zum 
anderen parallel laufen. Die Tangenten in den End­
punkten eines Durchmessers sind parallel zum kon­
jugierten Durchmesser. Je zwei konjugierte Durch­



messer bilden mit der unendlich fernen Geraden ein 
Polardreieck (Fig. 61a und 61b).“

Hat man (Fig. 61c) eine Parabel und sind AB 
A'B', . . . parallele Sehnen, M, M' . . . deren Mitten, 
so liegen diese alle auf einem Durchmesser, der durch
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den unendlich fernen Punkt S der Parabel geht. Der 
Durchmesser schneidet die Parabel nochmals in T und 
die Tangente in diesem Punkte ist parallel AB.

Die Achsen eines Kegelschnittes.
83. In der Involution der konjugierten Durchmesser 

eines Mittelpunkt-Kegelschnittes sind nach Satz 22 stets 
auch zwei aufeinander senkrechte (x", y") vorhanden.



Man bezeichnet dieselben als die „Hauptachsen“ des 
Kegelschnittes.

Bei der Ellipse muss gemäss ihrer Definition 
(vergl. 72) die Involution der konjugierten Durch­
messer eine elliptische sein, beide Achsen schneiden 
die Kurve in reellen Punkten (grosse und kleine 
Achse) (Fig. 61a).

Zum Mittelpunkt der Hyperbel dagegen gehört 
eine Involution mit reellen Doppelstrahlen. Diese sind 
die Aymptoten der Kurve. Jede Asymptote ist also 
zu sich selbst konjugiert. Irgend zwei konjugierte 
Durchmesser der Hyperbel trennen die Asymptoten har­
monisch. Daraus folgt unmittelbar, dass der Berührungs­
punkt T einer Tąngente (Fig. 61b) in der Mitte des 
Abschnittes RS liegt, den die Asymptoten auf der Tan­
gente erzeugen. Die Achsen halbieren die Winkel der 
Asymptoten, die eine, x", schneidet die Hyperbel in 
reellen, die andere, y", in imaginären Punkten.

Treten in der Involution der konjugierten Durch­
messer eines Kegelschnittes zwei Paare auf einander senk­
rechter Strahlen auf, so ist die Involution nach Satz 22 
eine rechtwinkelige und alle konjugierten Durchmesser­
paare bilden rechte Winkel. Dieser Fall tritt immer 
und nur dann ein, wenn die Ellipse in einen Kreis 
übergeht. Dagegen kann man bei jedem Kegelschnitt 
einzelne Punkte finden, welche sich dadurch auszeichnen, 
dass die zu ihnen in Bezug auf den Kegelschnitt ge­
hörigen Strahleninvolutionen recht winkelige sind. Dies 
sind die „Brennpunkte“ des Kegelschnittes.

Unter den parallelen Durchmessern einer Parabel 
giebt es einen T0S, der senkrecht steht auf der Tan­
gente, die in seinem (eigentlichen) Schnittpunkt T0 mit 
der Parabel konstruiert werden kann (Fig. 61c). Dieser
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Durchmesser heisst die „Achse“, der Punkt T0 der
Scheitel der Parabel.
Aufgabe 44. Schneidet eine beliebige Gerade eine 

Hyperbel in den Punkten A und В und die Asym­
ptoten in C und D, so ist С А = B D. Beweis durch 
Anwendung des soeben bewiesenen Satzes über die 
Tangente.

Aufgabe 45. Ein Kegelschnitt ist durch fünf Punkte 
oder fünf Tangenten gegeben. Seinen Mittelpunkt 
zu konstruieren.

Lösung. Man verschaffe sich parallele Tangenten und 
damit einen Durchmesser.

Aufgabe 46. Man betrachte die Mac-Laurin’sehe Kon­
figuration (Fig. 43) für den Fall, dass z die unend­
lich ferne Gerade ist und leite auf diese Weise den 
Satz ab: In irgend einem, einem Kegelschnitt um­
schriebenen Parallelogramm sind die Diagonalen kon­
jugierte Durchmesser.
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VII. Abschnitt.

Die Kegel- und Regel-Flächen 2. Ordnung als 
Erzeugnisse projektiver Grundgebilde.

§ 29. Über Flächen im allgemeinen.

Regelflächen.
84. Unter einer Fläche (z. B. einer Ebene, einer 

Kugel, einem Kegel) verstehen wir den Inbegriff von 
zweifach unendlich vielen (oo2) Punkten, die durch ein 
mathematisches Gesetz bestimmt werden können. In 
der rechnenden Geometrie wird eine Fläche definiert 
durch eine Gleichung, der die Koordinaten (x, y, z) 
eines jeden ihrer Punkte genügen müssen.

Eine Fläche kann in Sonderheit die Eigenschaft 
haben, dass sie erzeugt werden kann durch Bewegung 
einer festen Kurve, die wir uns etwa aus Draht her­
gestellt denken. Im einfachsten Falle wird diese Kurve 
eine Gerade sein. Die Flächen, die auf diese Weise 
durch Bewegung einer Geraden entstehen, heissen all­
gemein „Regelflächen“. Sie enthalten, gemäss ihrer 
Erzeugung, ein einfach unendliches System von geraden 
Linien, die wir die „Erzeugenden“ der Fläche nennen. 
Solche „geradlinige“ Flächen treten uns entgegen, so­
bald wir die Erzeugnisse projektiver Grundgebilde erster 
Stufe betrachten, die beliebig im Raume liegen, wie



ja z. B. zwei beliebig im Baume gelegene projektive 
Punktreihen nach 53. als Erzeugnis ein solches System 
von einfach unendlich vielen, im Raume angeordneten 
Geraden lieferten.

Wir können nun zwei durchaus verschiedene Typen 
von Regelflächen unterscheiden je nach dem Verhalten 
unendlich benachbarter Erzeugenden der Fläche. Fol­
gende Fähe sind nämlich zu trennen:

a) Irgend zwei unendlich benachbarte Er­
zeugende der Fläche schneiden sich stets. Dann be­
stimmen dieselben eine Ebene und 
der zwischen den Erzeugenden ge­
legene Teil der Ebene ist ein Element 
der Fläche. Es sind also die 
Elemente der Fläche sämtlich eben 
(Fig. 62). Eine solche Fläche (die 
auch durch Bewegung einer Ebene 
erzeugt werden kann) heisst eine 
„abwickelbare“ (développable).
Irgend zwei einander nicht unend­
lich benachbarte Erzeugende der 
Fläche brauchen sich natürlich nicht 
zu schneiden.

Die einfachste abwickelbare Fläche ist der „Kegel“. 
Er entsteht, wenn eine Gerade sich irgendwie bewegt, 
während einer ihrer Punkte festgehalten wird. Dieser 
fixierte Punkt heisst die „Spitze“ des Kegels. Liegt 
die Spitze im Unendlichen, bewegt sich also eine Gerade 
nach irgend einem Gesetze, aber stets parallel zu sich 
selbst, so entsteht aus dem Kegel der „Cylinder“.

b) Je zwei unendlich benachbarte Gerade der 
Flächen schneiden sich nicht. Die einzelnen Elemente 
der Fläche sind nicht eben, sondern gekrümmt, da
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zwei Nachbargerade auf der Fläche, so nahe aneinander 
man sie auch wählen mag, sich nicht scheiden, sondern 
windschief zu einander verlaufen, 
heissen „windschiefe“ Regelflächen. Wir werden ein 
Beispiel einer solchen Fläche weiter unten kennen lernen.
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Solche Flächen

Tangentialebene einer Fläche.

85. Ist auf einer Fläche ein Punkt P gegeben, 
so können wir durch P auf der Fläche unendlich viele 
Kurven zeichnen, etwa die Schnittkurven mit den 
Ebenen eines Büschels, dessen Achse durch P geht. 
Jede dieser Kurven besitzt in P eine Tangente und 
diese Tangente hat mit der betreffenden Kurve, also 
auch mit der Fläche, zwei Nachbarpunkte in P 
gemein, ist also auch eine Tangente der Fläche. Nun 
zeigt die Analysis, dass alle diese Tangenten in einem 
Punkte P an eine Fläche in einer Ebene liegen, der 
Tangentialebene in P an die Fläche. P heisst 
der Berührungspunkt der Tangentialebene. Jede durch 
P in dieser Ebene gezogene Gerade hat in P zwei 
benachbarte Punkte mit der Fläche gemein.

Liegt eine Gerade h ganz auf einer Fläche, so 
geht also die Tangentialebene in jedem Punkte von h 
jedenfalls durch diese Gerade hindurch.

Liegen auf einer Fläche zwei gerade Linien, die 
sich schneiden, so ist die Tangentialebene in ihrem 
Schnittpunkt bestimmt als die Ebene dieser beiden 
Geraden, gleichgültig ob die beiden Geraden unendlich 
benachbart sind oder ob sie einen endlichen Winkel 
einschliessen.

Ist P ein Punkt einer Kegelfläche, so geht die 
Tangentialebene in P jedenfalls durch die Erzeugende



hindurch, welche durch P läuft. Dies ist die Ver­
bindungslinie von P mit der Spitze S des Kegels. 
Durch S giebt es eine zu dieser Erzeugenden benach­
barte Erzeugende und die durch beide bestimmte Ebene 
muss die Tangentialebene in P sein. Es ist also fili­
al le Punkte einer Erzeugenden einer Kegelfläche (und 
allgemeiner einer abwickelbaren Fläche) die Tangential­
ebene die gleiche. Folglich berührt die Tangential­
ebene einer Kegelfläche oder abwickelbaren Fläche 
längs einer Erzeugenden die Fläche (Beispiel : der 
Kreiskegel).
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Ordnung und Klasse einer Fläche.
86. Unter der Ordnung einer Fläche versteht man 

die Anzahl der Schnittpunkte, welche eine beliebige 
Gerade mit der Fläche liefert und zwar im algebraischen 
Sinne, also ohne Rücksicht auf die Realität (vgl. 54.). 
Diese Ordnung giebt dann auch die Maximalzahl der 
reellen Schnittpunkte, welche eine Gerade mit der 
Fläche gemein haben kann.

Hat man eine Kegelfläche, z. B. eine von der 
2. Ordnung, so wird sie von irgend einer Geraden in 
zwei Punkten geschnitten. Nach diesen zwei Punkten 
laufen nun zwei Erzeugende der Kegelfläche, nämlich 
die Verbindungslinien derselben mit der Spitze. Die 
durch die Gerade und die Spitze gehende Ebene hat 
mit der Kegelfläche die genannten beiden Erzeugenden 
und bloss diese gemein. Bei einer Kegelfläche giebt 
also die Ordnung auch die Zahl der Erzeugenden, 
welche eine beliebige, durch die Spitze gehende, Ebene 
aus dem Kegel ausschneidet.

Der Schnitt irgend einer Ebene mit einer Fläche 
nter Ordnung ist eine Kurve nter Ordnung, da jede

Doehlemann, Projektive Geometrie. 11



Gerade in dieser Ebene n Punkte mit der Fläche, folg­
lich eben so viele mit der Schnittkurve gemein hat.

Unter der Klasse einer Fläche verstehen wir die 
Anzahl der Tangentialebenen, die durch eine beliebige 
Gerade an die Fläche gelegt werden können, auch 
wieder im Sinne der Analysis.

Eine Kegelfläche, überhaupt jede abwickelbare 
Fläche besitzt nur einfach unendlich viele (oo1) Tan­
gentialebenen. Bei diesen Flächen definiert man die 
Klasse als die Zahl ihrer Tangentialebenen, die durch 
einen beliebigen Punkt hindurchgehen.
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Beispiel einer windschiefen Regelfläche.

87. Gegeben sind drei Gerade h, hx, h2, von 
denen keine zwei in einer Ebene liegen. Eine Gerade 
bewegt sich so, dass sie beständig jede dieser drei 
Geraden schneidet. Man beweise

1) die bewegte Gerade schneidet auf den drei 
festen Geraden projektive Punktreihen aus;

2) schneidet irgend eine Gerade die bewegte Ge­
rade in drei ihrer Lagen, so schneidet sie 
dieselbe in jeder Lage.

Zunächst ist zu zeigen, wie man sich Gerade ver­
schaffen kann, welche h, h± und h2 begegnen. Wählen 
wir auf h einen Punkt A willkürlich (Fig. 68), so 
können wir durch A und \ eine Ebene (Al^), sowie 
durch A und h2 eine Ebene (Ah2) legen. Diese beiden 
Ebenen schneiden sich dann in einer Geraden a, 
welche \ in Aa , sowie h2 in A2 trifft, also die ver­
langte Eigenschaft hat. Auf diese Weise können wir 
unendlich viele solche Gerade b, c, d u. s. w. finden, 
indem wir auf h Punkte B, C, D . . . wählen. Es ist



klar, dass irgend zwei solche Glerade z. B. a und b 
sich nicht schneiden. Denn wenn sie sich schneiden 
würden, lägen sie in einer Ebene und in der gleichen 
Ebene müssten auch h, h1? li2 liegen, was gegen
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unsere Voraussetzung ist. Also beschreibt die Gerade 
eine windschiefe Regelfläche. Es ist aber dann nach 23 
Satz 4

(AB GD) = [(Ałi^Bh^ChiHDłi!)] = (A2B2C2D2)
und

(ABCD) = [(Ah.2)(Bh2)(Ch2)(Dh2)] = (A1B1C1 Dt) 
folglich

(ABCD) = (A* ą C, Dj) = (A2B2 Cj D2).

Damit ist der erste Teil unserer Behauptung bewiesen.
Es sei ferner eine Gerade hx gefunden, welche a, 

b und c schneidet. Projizieren wir nun die projek­
tiven Punktreihen А, В, С . . . auf h und Ai, Bj, 
C1 . . . auf h± je aus hx durch einen Ebenenbüschel, 
so sind diese Ebenenbüschel projektiv. Dann sind aber 
folgende Ebenen identisch:

11*



(Ahx) : (Aihx) = (hxa)
(Bhx) EE (B,hx) ЕЕ (hxb)
(Oh*) (<’,1,х) (hxc).

Es fallen also in den projektiven Büscheln drei Ebenen 
mit ihren entsprechenden zusammen, folglich muss 
überhaupt jede Ebene mit ihrer entsprechenden iden­
tisch sein. Es ist demnach auch (Dhx) rz (Djhx) d. h. 
die Gerade d und überhaupt jede solche Gerade 
schneidet lix .

1G4 VII. Die Kegel- und Regelflächen 2. Ordnung u. s. w.

§ 30. Die Kegelfläche 2. Ordnung.
88. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen­

büschel mit den Achsen s und sl7 die sich in S 
schneiden mögen (Fig. 64). Dann liefern je zwei ent­
sprechende Ebenen eine Schnittlinie, die auch durch S 
geht. Das Erzeugnis der projektiven Ebenenbüschel 
ist demnach eine Kegelfläche mit der Spitze S. Wir 
fragen zunächst nach der Ordnung derselben. Zählen 
wir also ab, in wieviel Punkten eine beliebige Ge­
rade g dieser Kegelfläche begegnet. Zu dem Zwecke 
werde durch g irgend eine Ebene gelegt. Diese wird 
die projektiven Ebenenbüschel s und s1 in zwei projek­
tiven Strahlenbüschel S und Sx schneiden und die 
Schnittkurve der Ebene mit der Kegelfläche stellt sich 
dar als das Erzeugnis dieser projektiven Strahlenbüschel. 
Also ist diese Schnittkurve der Ebene mit dem Kegel 
ganz allgemein ein Kegelschnitt. Die Gerade g aber 
trifft diesen in zwei Pimkten und das sind zugleich 
ihre Schnittpunkte mit der Kegelfläche. Es ist mithin 
die Kegelfläche von der 2. Ordnung. Die analytische 
Geometrie zeigt überdies, dass sich jede Kegelfläche 
2. Ordnung in dieser Weise durch projektive Ebenen­



büschel erzeugen lässt. Es ist also die hier betrachtete 
Kegelfläche die allgemeine 2. Ordnung. Fügen wir 
noch die Bemerkung hinzu, dass eine Tangential­
ebene des Kegels die gewählte Ebene in einer Linie
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schneidet, welche Tangente des Schnittkegelschnittes 
in dieser Ebene sein muss, so ergiebt sich ganz ebenso 
wie in 55.
Satz 42. „Zwei projektive Ebenenbüschel mit sich 

schneidenden Achsen s und sx erzeugen durch die 
Schnittlinien entsprechender Ebenen einen allgemeinen 
Kegel 2. Ordnung, der auch die Achsen s und sx 
als Erzeugende enthält. Die Tangentialebenen längs



dieser beiden Erzeugenden sind die Ebenen, -welche 
der Verbindungsebene (s sA) bezüglich entsprechen. 
Der Schnitt des Kegels mit einer beliebigen Ebene 
ist ein Kegelschnitt. Der Kegel ist auch von der 
2. Klasse.“

Da jede Erzeugende des Kegels in ihrer ganzen 
Ausdehnung zu beiden Seiten der Spitze zu nehmen 
ist, so besteht der Kegel aus zwei in der Spitze 
zusammenhängenden Mänteln. Was den Schnitt des 
Kegels mit einer Ebene e betrifft, so ergeben sich die 
drei möglichen Fälle folgendermassen : Legen wir durch 
die Spitze S des Kegels eine Ebene £0-Ц-£> so kann £0 
zwei reelle Erzeugende mit dem Kegel gemeinsam 
haben. Dann ist der Schnitt von e mit dem Kegel 
eine Hyperbel, deren Asymptotenrichtungen durch 
diese beiden Erzeugenden gegeben sind. Oder e0 hat 
keine reelle Erzeugende mit dem Kegel gemein, in 
diesem Falle ist der Schnitt von e mit dem Kegel 
eine Ellipse. Wenn endlich e0 den Kegel berührt, 
so wird man in e als Schnitt eine Parabel erhalten. 
Damit ist die Bezeichnung dieser Kurven als „Kegel­
schnitte“ gerechtfertigt. Sie stammt schon von den 
Griechen her.*)

89. Legt man von einem Punkte S im Raume 
die projizierenden Strahlen nach den Punkten eines 
Kreises, so erhält man eine Kegelfläche. Wählt man 
zwei ihrer Erzeugenden aus, so kann man mit diesen 
als Achsen die Kegelfläche durch projektive Ebenen­
büschel erzeugen, ausgehend von der Erzeugung des 
Kreises durch projektive Strahlenbüschel. Die Kegel­
fläche ist also von der 2. Ordmmg — sie ist, wie
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*) Apollonius von Pergae: „Conica“ (250 v. Chr.).
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man zeigen kann, identisch mit der allgemeinen Kegel­
fläche 2. Ordnung — und wird also von einer be­
liebigen Ebene in einem Kegelschnitt geschnitten. Dies 
liefert den
Satz 43. „Projiziert man einen Kreis aus irgend 

einem Punkte auf eine Ebene, so ist die Projektion 
ein Kegelschnitt.“

Wird der Punkt S speziell auf der Senkrechten 
angenommen, die man im Mittelpunkte M des Kreises 
auf der Ebene desselben errichten kann, so erhält man 
einen speziellen Kegel 2. Ordnung, der auch erzeugt 
werden kann durch Drehung eines rechtwinkeligen Drei­
eckes um die Kathede SM. Dieser Kegel heisst „gerader 
Kreiskegel“, „Umdrehungskegel“, „Kotations- 
kegel“. Der Schnitt desselben mit einer beliebigen 
Ebene ist aber auch wieder ein Kegelschnitt.

Nimmt man die Achsen s und s± der projektiven 
Ebenenbüschel parallel an, so rückt die Spitze S des

Fig. 65 b. Fig. 65 c.Fig, 65 a.

Kegels ins Unendliche und man erhält als Erzeugnis 
einen „Cylinder 2. Ordnung“. Derselbe kann drei 
verschiedene Formen annehmen, je nachdem die un-



endlich ferne Ebene zwei reelle oder zwei zusammen­
fallende oder zwei imaginäre Gerade aus dem Cylinder 
ausschneidet. Es giebt deswegen einen hyperbolischen 
(Eig. 65a), einen parabolischen (Fig. 65b) und einen 
elliptischen (Fig. 65c) Cylinder 2. Ordnung. Man 
kann zeigen, dass der letztere auch erhalten wird, 
wenn man durch die Punkte eines Kreises in be­
liebiger Richtung unter sich parallele Gerade legt.

Steht endlich die Richtung dieser parallelen Ge­
raden auf der Ebene des Kreises senkrecht, so geht 
der elliptische Cylinder in den „Umdrehungs“-, 
„Rotations“- oder „Kreisu-Cylinder über.
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§ 31. Die geradlinige Fläche 2. Ordnung.
90. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen­

büschel in allgemeiner Lage, deren Achsen s und sx
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Fig. 66.

sich also nicht schneiden. Je zwei entsprechende 
Ebenen der Büschel, wie etwa a und a±, werden sich



in einer Geraden h schneiden, die sowohl s in P als s± 
in Px treffen muss (Fig. 66). Wir erhalten auf diese 
Weise unendlich viele Gerade h, 1^, h2 u. s. w., die 
offenbar eine windschiefe Regelfläche bilden (Beweis 
dafür wje in 87.). Wir nennen das System dieser 
Geraden auch eine „Regelschar“ und bezeichnen es kurz 
mit [h]. Die dadurch gegebene Regelfläche ist von der 
2. Ordnung. Denn schneiden wir sie mit irgend einer 
Ebene, so werden die projektiven Ebenenbüschel s und s± 
in projektiven Strahlenbüscheln S und SA getroffen, 
deren Erzeugnis den Schnitt mit der Ebene liefert. Es 
schneidet also die beliebige Ebene die Regelfläche nach 
einem Kegelschnitt, mithin ist die Fläche von der 
2. Ordnung. Die Rechnung zeigt wieder, dass die 
allgemeine Fläche 2. Ordnung, wie sie durch eine 
beliebige Gleichung 2. Grades gegeben wird, in dieser 
Weise erzeugt werden kann. Diese geradlinige Fläche 
2. Ordnung heisst auch „einschaliges Hyperboloid“.

Es ergiebt sich sofort auch eine zweite Erzeugung 
unserer Fläche. Trifft die Erzeugende h± in Q und ’ 
ferner h2 in R und Rx die Achsen s und s* u. s. w.’ 
so ist die Reihe der Punkte PL, Q-l, Rx ... perspektiv 
zu den Ebenen a, /?, y des Büschels s, durch die sie 
ausgeschnitten wird. Ebenso ist die Punktreihe P, Q, 
R . . . auf s zum Ebenenbüschel al5 ß±, y± ... per­
spektiv. Da aber die beiden Ebenenbüschel projektiv, 
so ist auch die Punktreihe P, Q, R ... projektiv zur 
Punktreihe P1? Qt, Рг ... Die Regelschar [h] kann 
also auch dadurch erhalten werden, dass man in zwei 
projektiven Punktreihen im Raume entsprechende Punkte 
durch Gerade verbindet.

Daraus folgt aber noch eine weitere merkwürdige 
Eigenschaft. Ist nämlich s2 irgend eine Gerade,
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welche die drei Geraden h, hl7 h2 schneidet, so sind 
alle Voraussetzungen erfüllt, um den in 87., 2 aus­
gesprochenen Satz an wenden zu können. Demnach muss 
s2 jede Gerade h der Regelschar [h] schneiden und 
jede Gerade, welche h, hx, h2 trifft, hat diese Eigen­
schaft. Alle diese Geraden bilden aber wieder eine 
Regelschar [sj, die auch von der 2. Ordnung und alle 
Erze u gen cle dieser zweiten Regelschar müssen eben­
falls auf unserer Fläche 2. Ordnung gelegen sein, da 
durch jeden Pimkt einer Geraden von [s] ja eine 
Gerade von [h] geht. Die Achsen s und sx gehören 
auch zu dieser Regelschar [s]. Wir haben folglich: 
Satz 44. „Das Erzeugnis zweier projektiver Ebenen­

büschel in allgemeiner Lage ist eine Regelschar [h] 
oder eine geradlinige Fläche 2. Ordnung. Dieselbe 
Fläche kann auch dadurch erzeugt werden, dass man 
in zwei projektiven Punktreihen im Raume ent­
sprechende Punkte durch Gerade verbindet. Auf der 
Fläche liegt noch eine zweite Regelschar [s]. Alle 
Geraden h sind untereinander windschief, ebenso alle 
Geraden s, aber jede Gerade h schneidet jede 
Gerade s. Irgend zwei Gerade einer Regelschar 
werden von den Geraden der anderen Schar in 
projektiven Punktreihen geschnitten.“

Die Fläche ist dieselbe wie die in 87. erwähnte, 
und sie lässt sich in doppelter Weise durch Bewegung 
einer Geraden erzeugen. Denn greift man irgend drei 
Gerade der einen Regelschar heraus und lässt eine 
Gerade sich so bewegen, dass sie stets diese drei 
Geraden schneidet, so beschreibt die bewegte Gerade 
die andere Regelschar. Hat man. überhaupt zwei 
Systeme [h] und [s] von unendlich vielen Geraden der­
art, dass alle Geraden eines Systems untereinander
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windschief sind, während jede Oerade des einen Systems 
jede des anderen schneidet, so bilden dieselben die 
beiden Kegelscharen einer solchen geradlinigen Fläche 
2. Ordnung (Monge 1795).

91. Legt man durch eine Gerade hx der Regel­
schar [h] irgend eine Ebene, so wird diese noch eine 
Gerade aus der Fläche ausschneiden, da die Schnitt­
kurve im ganzen von der 2. Ordnung sein muss. Diese 
Gerade kann dann, da sie hx schneidet, nur der Regel­
schar [s] angehören und heisse sx. Für den Schnitt­
punkt von hx und sx ist diese Ebene also (85) die 
Tangentialebene. Es muss folglich jede Ebene, die 
durch eine Gerade der Fläche 2. Ordnung hindurch­
geht, eine Tangentialebene der Fläche sein. In jedem 
Punkte der Fläche wird die Tangentialebene bestimmt 
als die Ebene der beiden durch diesen Punkt gehenden 
Erzeugenden.

Die verschiedenen Typen der geradlinigen Fläche 
2. Ordnung erhalten wir, wenn wir uns die Fläche 
durch projektive Punktreihen s und s± erzeugt denken. 
Es sind dann folgende zwei Fälle möglich:

a) Die un endlich fernen Punkte von s und sx ent­
sprechen einander nicht in der projektiven Beziehung 
dieser beiden Punktreihen. Es entspricht also z. B. 
dem imendlich fernen Punkt von s ein bestimmter end­
licher Punkt auf Sjl . Die Parallele durch diesen Punkt 
zu s ist eine Erzeugende hs, der Regelschaar [h]. In 
gleicher Weise giebt es zu jeder Erzeugenden eine 
parallele Erzeugende der anderen Schar. Die dadurch 
erzeugte Fläche lag unseren bisherigen Betrachtimgen 
zu Grunde und wir nannten sie bereits das einschalige 
Hyperboloid (Fig. 67). Die unendlich ferne Ebene 
schneidet die Fläche in einem Kegelschnitt.
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b) Tritt der speziellere Fall ein, dass die unend­
lich fernen Punkte von s und st einander ent­
sprechen, so sind diese Punktreihen also ähnlich. 
Die Verbindungslinie dieser beiden unendlich fernen 
Punkte ist eine ganz im Unendlichen gelegene Gerade 
ho,, die bestimmt ist durch die Stellung der Ebene,
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Fig. 67.

welche parallel zu s und sx läuft. Alle Geraden der 
Regelschar [s] müssen aber hoo schneiden, also sind 
sie alle parallel zu dieser Ebene.

Die unendlich ferne Ebene enthält nun von unserer 
Fläche die Gerade hoo, sie muss mithin noch eine Ge­
rade Soo der anderen Schar enthalten. Alle Geraden h 
müssen Soo schneiden, also sind auch alle Geraden der 
Regelschar [h] parallel einer bestimmten Ebene. Die



dadurch entstehende Fläche heisst „windschiefes“ oder 
„hyperbolisches Paraboloid“ (Fig. 68). Die Geraden 
einer jeden der beiden Regelscharen auf der Fläche
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sind je parallel einer Ebene. Diese beiden Ebenen 
heissen die „Leitebenen“. Die Fläche berührt die 
unendlich ferne Ebene.

Man erhält die Fläche auch, wenn man eine Ge­
rade sich so bewegen lässt, dass sie beständig zwei 
feste Gerade schneidet und dabei parallel bleibt zu einer 
gegebenen, festen Ebene.

Eine einfache Erzeugung dieser Fläche besteht 
darin, dass man (Fig. 68) in einem Tetraeder zwei 
Paare von Gegen kanten (AB und CD, BC und AD) 
in gleichviel Teile teilt und entsprechende Teilpunkte 
verbindet.

Dass diese beiden Systeme von Geraden der 
gleichen Fläche angehören, folgt leicht aus den ab­
geleiteten Sätzen. Wählt man ferner eine Ebene, welche 
zu AB und CD parallel ist, so giebt sie die Stellung 
der einen Leitebene, während die andere Leitebene zu 
den Gegenkanten BC und AD paralel lauft^^ Schneiden



sich zwei Ebenen dieser beiden Ebenenbüschel in einer 
Oeraden g und nehmen wir eine Tafel senkrecht zu g, 
um in diese das Tetraeder und die Geraden der Fläche 
orthogonal zu projizieren, so erhalten wir als Bild das 
Parallelogramm A1B1C1D1 (Fig. 69) sowie die Parallelen
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Der Schnittpunkt der Diagonalen 
ist die Projektion der Linie m, welche die Mitten des 
letzten Paares von Gregenkanten AG und BD des 
Tetraeders verbindet, 
also auch zu m parallel.

zu den Seiten.

Die beiden Leitebenen sind

$-st
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îtÎYi^ologie, $eutfd;>e, non prof.
Dr. ^riebr. Kauffmamt. Пг. 15.

— (6ried?ifd?e unb rontifdie,
oon Prof. Dr. £}erm. Steubing. Пг. 27.

— fiefye аиф: ^elbenfage.
Kauiiî non Bireîtor Dr. 5гапз 5фи1зе. 

mit 56 Hbbilbungen. Пг. 84.
Hibelunge, 3>er, 2îôt unb mittei.

^]oфbeutfфe (Srammatif mit Гигзет 
lüörterbudj oon Prof. Dr. ID. (Soltner.
Пг. 1.

— — fielje аиф: £eben, Beutfфes, im 
12. 3oI)rI)unbert.

Zîuijpfianîen ООП Dr. 3. Behrens, 
mit 53 Hbbilbungen. Пг. 123.

:

oon Dr. Karl
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ÿfVd’opljYÎtf, <Srun6rife 6er,
Dr. ©. S• Cipps. 3Hit 3 лц. Пг. 98.

&ec^nen,:iiaufmämtifd;es, i.Ceii.
s Don (Dberlefyrer НгфагЬ 3ufh Пг. (39-
&e6elefyre, 3)eutfd;>e, Don §ans

Probjï. iTlit einer Cafel. Пг. 61.
KeligionsgefcÇ>id;te, 3n6ifd?e,

non prof. Dr. ©bmunb ^arby. Пг. 83.
Kuffifd;es <Sefprâd?sbud;>

Dr. ©пф Bernefer. Пг. 68.
— JTefebud;DonDr.<2itdjBernefer.nr.6?.
— — ftefye аиф: ©rammatif.
Sad?s,^ans,iu3obaînt(fifd;>art

nebft einem Knfyang : Brant unb Jütten. 
Kusgetüäl)It unb erläutert non Prof. Dr. 
3ul. Saljr. ПГ. 24.

Sd;attenfonftndtiOtt fielje: per*.
fpeftioe.

Sd}\llpva$is* ЗИефоЬК ber Во1!5(фи1е 
non БфиМге^ог B. Seyfert. Пг. 50.

— fiefye аиф: päbagogif.
Simplicius Simpïiciffimus

£}ans 3flfob Cfyrifîoffel Don ©rimmels* 
i Raufen. Зк Kusœal}! berausgegeben Don 

prof. Dr. & Bobertag. Hr. 138.
Sociologie non Prof. Dr. tcty. ИфеНэ. 

Пг. Щ.
Sprad;6enfmäter, <£otifd?e, mit

©rammatif, Ueberfefcung unb ©rläute* 
rungen Don Dr. ^ermann Зап^еп. Пг. 79.

SpradiunffenfcÇaft, Зпбодег*
UlttUifd^, D. prof. Dr. H. Geringer. 
Silit einer Cafel. Пг. 59.

— 8oma«ifd;e, oon Dr. Kb. âauner. 
Пг. 128.

Sprud;Md;tmt3 1Кфе: Ша1фег
ber Dogelœeibe.

Stammesfimfce, 3>eutfcfoe,
Dr. Bub. ЗЛиф. Пг. J26. 

Stenografie jlefje: KurjWrłft. 
Stereometrie non Dr. ©iafer. зли
44 Figuren. Пг. 97.

StilfUtîbe Don Karl ©tto Hartmann, 
mit 12 Dollbilbern unb 179 Ceft=3Hu* 
jlrationen. Пг. 80.

Sierbiologie oon prof.Dr. l}.Simrotl}.

1. Ceil, mit Dielen Kbbilbungen. ПгДЗ)[. 
— 2. Ceil. ITlit Dielen Kbbilb. Пг. 132. 
Oerfunfce oon Dr. 5гапз d. Шадпег. 

ЗЛи 78 Kbbilbungen. Пг. 60.
Trigonometrie, Tbeite tu fpfyä*

rifd;e, oon Dr. ©erl}. Effenberg. 
ЗЛи 69 em* u. 3meifarb. #g. 3lr. 99-

Untevvicfytsxvejen, $as offene 
lidîe, 2>eutfd;lan6s in 6er
(SeaenwaVt Don Dr. paul Stößner. 
Пг. X30.

itraefd;id;te 6er 21ienfd;fyeit
Dr. ЗЛ. £)örnes. ЭЛй 48 Kbbüb. 9tr. 42. 

DÖlterfuu6e D.Dr. 2Жфас1 ^aberlanbt. 
ЗЛН 56 Kbbilbungen. 31r. 73.

Dol?siie6, î>as 6eutfd?e* Jiusge*
œâljlt unb erläutert non prof. Dr. 3ultus 
Safyr. Пг. 25.

DolfSUÛrtfd;aft oon prof. Dr. Carl 
3ol)f. ^ифэ. По. 133. 

ÎPaltl?arilie6, 5>as, im Dersmafie ber 
Ш|фгф1 überfetjt unb erläutert dou 
prof. Dr. d). KItljof. 3lr. 46.

IPaltfyer non 6er £ogelwei6e mit
Kusmafyl aus 5JHnnefang unb Зргиф* 
ЫфШпд. ЗЛи Knmerfungen unb einem 

^Шо^сгЬиф. DonProf.®.©üntter.3ir. 23. 
IDärilte fiefye: Pfyiftf, С^еогеЩфе, II. 
Н)еф(е11ип6е Don Dr. ©eorg $unf. 

3Jiit Dielen Formularen. 3ir. 103.
ÎDolfram non €fd;ettbad; fieÇe:

Hartmann о. Kue.

ÎDorterbud;, 2>eutfd;es, uon Dr.
^erb. Detter. 3lr. 64.

§eid;enfd;ule оопк.кштиф. шц7
Cafein in Con*, färben« unb ©olbbrurf 
unb 135 Dolb unb Ceftbilbern. Пг. 59.

Seidmen, (Seontetrifcbes,
^ugoBecfer. 3Jiit 282 Kbbilb. Лг. 58. 

Zoologie ficl?c: Cierfunbe.
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