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S t r e s z c z e n i e  

W pracy przedstawiono zagadnienie modelowania uk�adu drgaj�cego odbierak pr�du – sie� 
trakcyjna jako modelu dyskretnego z mas� zredukowan� sieci trakcyjnej jako zmienn� 
w czasie. Wykazano, �e w publikacjach zagranicznych dotycz�cych tego tematu nie uwzgl	d-
nia si	 definicji si�y jako pochodnej p	du wzgl	dem czasu, co dla uk�adów o zmiennej masie 
jest szczególnie istotne. W pracy przedstawiono porównanie wst	pnych wyników symulacji 
wybranego modelu uk�adu odbierak pr�du – sie� trakcyjna z uwzgl	dnieniem w równaniach 
ruchu uk�adu pochodnej masy wzgl	dem czasu i bez jej uwzgl	dnienia, jak to jest stosowane 
w literaturze zagranicznej. 
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A b s t r a c t  

This paper is concerned with the dynamics of the overhead contact system for current 
collection on electrified railway lines. Presented paper consist an especially problem of time-
varying mass in dynamics. This problem exist in modelling of railway pantograph-overhead 
catenary system vibration too. In this domain various models are introduced to describe the 
overhead equipment and the pantograph. Author of this paper presents own experiments and 
results of computer simulation. For this reason the simplified model of pantograph-catenary 
system was used. 
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1. Wst�p 
 
Prawid�owe dzia�anie systemu zasilania elektrycznych pojazdów trakcyjnych oraz za-

pewnienie po��danej lub wystarczaj�cej niezawodno�ci i trwa�o�ci jego elementów wy-
maga mo�liwie ma�ego przedzia�u zmienno�ci si�y stykowej w przemieszczaj�cym si	 
przestrzennie zestyku elektrycznym pomi	dzy drutem jezdnym sieci trakcyjnej a �lizga-
czem odbieraka pr�du. 

Punkt styku w uk�adzie odbierak pr�du – sie� trakcyjna (zwany dalej uk�adem OPST) 
jest punktem drgaj�cym, za� si�a stykowa – jako si�a wzajemnego oddzia�ywania drutu 
jezdnego sieci trakcyjnej oraz �lizgacza odbieraka pr�du pojazdu trakcyjnego – jest zale�na 
od pr	dko�ci przemieszczania si	 styku �lizgowego, topologii sieci trakcyjnej, postaci ki-
nematycznej odbieraka pr�du, wymiarów oraz mas elementów sk�adowych uk�adu i podu-
k�adów, sztywno�ci wi	zów, wielko�ci i rodzaju t�umienia, rodzaju i wielko�ci oddzia�ywa� 
zewn	trznych (w tym atmosferycznych) oraz wielu innych czynników. 

Masa elementów sk�adowych systemu przekazywania energii jest z jednej strony okre-
�lona ich wytrzyma�o�ci� mechaniczn�, z drugiej za� – wielko�ci� (nat	�eniem) pr�du 
elektrycznego przekazywanego poprzez zestyk elektryczny do uk�adu elektrycznego 
pojazdu. 

Minimalizacja drga� punktu styku odbieraka pr�du z sieci� trakcyjn� jest podstawowym 
postulatem stabilizacji styku elektrycznego, koniecznej do prawid�owego dzia�ania uk�adu 
nap	dowego pojazdów trakcyjnych oraz trwa�o�ci i niezawodno�ci kosztownego systemu 
sieci trakcyjnej. Poziom trudno�ci w zapewnieniu po��danej stabilizacji styku elektrycz-
nego zale�ny jest tak�e od systemu zasilania, rozumianego jako rodzaj pr�du w sieci trak-
cyjnej i wielko�� jego napi	cia. 

Uk�ad OPST, mimo strukturalnych ró�nic poduk�adów, jest w pe�ni integralny, st�d za-
sadniczym problemem jako�ci i wiarygodno�ci bada� symulacyjnych jego modeli jest od-
wzorowanie w�asno�ci dynamicznych sieci trakcyjnej. 

O ile modelowanie struktury dynamicznej odbieraka pr�du nie stanowi istotnego pro-
blemu, a wyznaczenia jego zredukowanych parametrów (masy, t�umienia) mo�na dokona� 
na drodze analitycznej lub/i do�wiadczalnej, to opis cech dynamicznych sieci trakcyjnej 
przedstawia istotn� trudno��, która jest przyczyn� zró�nicowanego podej�cia badaczy do 
opisu w�asno�ci dynamicznych sieci trakcyjnej, co w konsekwencji prowadzi do znacznych 
ró�nic w postaci i strukturze opisanych w literaturze modeli uk�adu OPST [9]. 

W rzeczywisto�ci sie� trakcyjna jest poduk�adem ci�g�ym o niesko�czonej liczbie 
stopni swobody, a jej ruch mo�na opisa�: 
1) jednym równaniem ró�niczkowym zwyczajnym lub uk�adem wielu równa� ró�niczko-

wych zwyczajnych – model dyskretny, 
2) jednym równaniem lub uk�adem równa� ró�niczkowych cz�stkowych (w zale�nosci od 

struktury sieci) – model ci�g�y. 
Klasyfikacj	 modeli matematycznych sieci trakcyjnych oraz modeli uk�adu OPST 

przedstawiono w pracy [8].  
Istotn� zalet� dyskretnego, najcz	�ciej jednomasowego modelu sieci trakcyjnej w po-

staci masy zredukowanej jest prostota modelu cyfrowego uk�adu dynamicznego OPST 
i jego du�a efektywno�� obliczeniowa.  
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Pomimo znacznych ogranicze�, modele dyskretne sieci trakcyjnych s� skutecznie sto-
sowane w badaniach symulacyjnych uk�adu OPST [8]. Poparcie tej tezy stanowi� m.in. 
prace [1, 4]. 

 
 

2. Sformu�owanie problemu 
 
Spo�ród stosowanych w badaniach symulacyjnych modeli dyskretnych uk�adu OPST, 

wyj�tkow� pozycj	 zajmuj� modele ze zmienn� w przestrzeni lub w czasie mas� sieci trak-
cyjnej, zredukowan� do punktu styku ze �lizgaczem odbieraka pr�du.  

Podstawy teoretyczne takiego modelu dyskretyzacji masy sieci trakcyjnej przedsta-
wiono po raz pierwszy w pracy [11] i rozwini	to w pracy [12]. 

Podstaw� do przyj	cia opisanego tam modelu masy zredukowanej sieci trakcyjnej 
(zwanej przez niektórych badaczy mas� zast	pcz�) jest zjawisko bardzo ma�ego wp�ywu 
po�o�enia punktu przy�o�enia impulsu wzbudzaj�cego drgania swobodne sieci trakcyjnej 
(wzd�u� d�ugo�ci prz	s�a) na ich cz	stotliwo��. 

Zakres zmian cz	stotliwo�ci drga� swobodnych sieci trakcyjnej w funkcji po�o�enia 
punktu wzbudzenia tych drga� nie przekracza w stosowanych sieciach warto�ci rz	du  

7- % [7]. 
W zale�no�ci od konstrukcji sieci trakcyjnych, ich masy jednostkowej oraz napr	�e� 

w linach no�nych i przewodach jezdnych, cz	stotliwo�� drga� swobodnych fst zawiera si	 
w granicach: 0,7 Hz + fst + 1 Hz. 

Cech� charakterystyczn� sieci trakcyjnych jest bardzo du�a zmienno�� jej sztywno�ci kst 
wzd�u� prz	s�a, maj�ca charakter okresowy z maksimum na podporze prz	s�a, a mini-

mum w jego �rodku. Zatem uwzgl	dniaj�c ruch punktu styku, sztywno�� sieci trakcyjnej 
jest okresow� funkcj� czasu kst = f(t). 

Autorzy pracy [10], wychodz�c z trywialnej zale�no�ci okre�laj�cej cz	stotliwo�� drga� 
swobodnych uk�adu drgaj�cego o jednym stopniu swobody: 
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okre�lili mas	 zredukowan� sieci trakcyjnej w postaci zale�no�ci: 
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Wed�ug przedstawionej metody dyskretyzacji masy sieci trakcyjnej wyznacza si	 funk-

cj	 opisuj�c� mas	 zredukowan� sieci trakcyjnej na podstawie pomiarów sztywno�ci sieci 
trakcyjnej wzd�u� prz	s�a oraz pomiaru cz	stotliwo�ci drga� swobodnych sieci trakcyjnej.  

W pracy [2] przedstawiono funkcj	 opisuj�c� warto�� masy zredukowanej sieci trakcyj-
nej kolei w�oskich na linii Rzym–Florencja. Posiada ona nast	puj�c� posta�: 

 
 165 87, 4cos( ) 31,6cos(2 )stm t t	 �  �   [kg]  (3) 
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gdzie: 
2 v
L

 	 ,  

v – pr	dko�� jazdy [m/s],  
L – d�ugo�� prz	s�a sieci trakcyjnej [m]. 

 
Na poni�szym rysunku przedstawiono skopiowane z pracy [1, s.73] wykresy uzyskane 

na podstawie wyników bada� doswiadczalnych opisanych w pracy [2], gdzie oprócz cha-
rakterystyki zmienno�ci masy zredukowanej sieci trakcyjnej oznaczonej jako Mc, zamiesz-
czono równie� charakterystyki sztywno�ci Kc oraz t�umienia wiskotycznego Cc sieci trak-
cyjnej. Oryginalny rysunek w pracy [1] zawiera b�	dy rysunkowe (niezgodno�� kszta�tu 
krzywych z równaniami) oraz b�	dn� jednostk	 t�umienia wiskotycznego Cc.  

 

 
Rys. 1. Charakterystyki mechaniczne sieci trakcyjnej kolei w�oskich na linii Rzym–Florencja [za: Balestrino 
A., Bruno O., Landi A., Sani L., Innovative solutions for overhead catenary-pantograph system: wire 

actuated control and observed contact force, Vehicle System Dynamics, 33 (2000), s. 73] 

Fig. 1. Mechanical characteristics of italian overhead catenary on line Roma-Florence [1, p. 73] 
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W klasycznych podr	cznikach fizyki, np. [3, 5–6, 13] oraz mechaniki, np. [10], 
definicja si�y F wywodzi si	 z drugiej zasady dynamiki Newtona jako pochodna p	du p 
wzgl	dem czasu: 

 
( )dp d mvF

dt dt
	 	      (4) 

 
Zatem je�li: 
 

0 0dv dm dv dmF m v
dt dt dt dt
/ 0 / 1 	 �    (5) 

 
W dyskretnych modelach matematycznych uk�adu OPST opisanych w literaturze, m.in. [1, 
4], si�a F jest zdefiniowana jako: 
 

dvF m
dt

	      (6) 

 
Wyj�tek stanowi� prace [6, 8] i inne tych�e autorów.  
Masa zredukowana sieci trakcyjnej jest zmienna podczas przemieszczania si	 punktu styku 
wzd�u� prz	s�a (rys.1), st�d jedno z równa� ró�niczkowych ruchu modelu uk�adu OPST 
powinno zawiera� cz�on pochodnej masy zredukowanej sieci trakcyjnej wzgl	dem czasu. 
Jednak�e w �adnej ze znanych autorowi prac, które dotycz� bada� symulacyjnych uk�adu 
OPST z wykorzystaniem modeli dyskretnych i opublikowanych w zagranicznych uzna-
nych periodykach naukowych, nie uwzgledniono wystepowania cz�onu równania ró�nicz-
kowego zawieraj�cego pochodn� masy zredukowanej sieci trakcyjnej.  
Przyk�adem mo�e by� cytowana ju� praca w�oskich badaczy [1, s. 88], co ilustruje rys. 2. 
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Rys. 2. Macierz sztywno�ci modelu matematycznego uk�adu OPST wg pracy [1, s. 88] 

Fig. 2. Stiffnes matrix of mathematical model of pantograph-catenary system due to paper [1, p. 88] 
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Podobnie nie uwzgl	dniano pochodnej masy sieci trakcyjnej w jednej z ostatnio opubli-
kowanych prac badaczy hiszpa�skich [4]. 

 
3. Wp�yw pochodnej masy zredukowanej sieci trakcyjnej na charakterystyk� ruchu 

wybranego modelu uk�adu OPST 
 
W celu wst	pnego okre�lenia wp�ywu pochodnej masy zredukowanej sieci trakcyjnej na 

charakterystyk	 ruchu uk�adu OPST wykonano seri	 eksperymentów symulacyjnych na 
modelu, którego schemat przedstawiono na rys. 3. 

Zasadnicze uproszczenie modelu polega na tym, �e odbierak pr�du jest modelowany 
jako uk�ad o jednym stopniu swobody jako masa m1, na któr� oddzia�uje sta�a si�a docisku 
statycznego �lizgacza odbieraka pr�du do drutu jezdnego sieci trakcyjnej. Parametry k1 oraz 
d1 oznaczaj� odpowiednio sztywno�� uspr	�ynowania �lizgacza odbieraka pr�du i t�umienie 
wiskotyczne w uk�adzie odbieraka pr�du. 

Model sieci trakcyjnej jest przedstawiony jako masa zredukowana m2(t) zmienna w cza-
sie oraz sztywno�� sieci k2(t) oraz t�umienie wiskotyczne d2(t) równie� zmienne w czasie.  

 

 
Rys. 3. Uproszczony model uk�adu OPST 

Fig. 3. Simplified model of pantograph-catenary system 
 
Do eksperymentów symulacyjnych wykorzystano parametry modelu sieci w postaci 

równa� aproksymacyjnych zamieszczonych w pracy [2]: 
 

2 ( ) 165 87,4cos( ) 31,6cos(2 )m t t t	 �  �   [kg]    (7) 

2 ( ) 5860 3110cos( ) 1180cos(2 )k t t t	 �  �   [N/m]    (8) 

2 ( ) 168 202,1cos( ) 91,6cos(2 )d t t t	 �  �   [Ns/m]    (9) 
2 v
L

 	      (10) 

Dla pozosta�ych parametrów modelu, jak na rys. 3, przyj	to nast	puj�ce warto�ci: 
 

L = 60 m (d�ugo�� prz	s�a sieci trakcyjnej kolei w�oskich na linii Rzym–Florencja), 
m1 = 40 kg,  
k1 = 4500 N/m,  
d1 = 400 Ns/m,  
F = 200 N. 

Warto�ci pr	dko�ci v przyjmowano w przedziale 20–50 m/s. 
Na rys. 4 i 5 przedstawiono charakterystyki fazowe ruchu ramy odbieraka pr�du (masa 

m1) oraz sieci trakcyjnej (masa m2) dla pr	dko�ci v = 30 m/s w przypadku: 
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a – bez uwzgl	dnienia pochodnej masy zredukowanej sieci,  
b – z uwzgl	dnieniem pochodnej masy zredukowanej sieci. 

Jak wynia z porównania przypadków a i b dla obu rysunków, uwzgl	dnienie w uprosz-
czonym modelu uk�adu OPST pochodnej masy zredukowanej sieci trakcyjnej istotnie 
wp�ywa na charakter ruchu uk�adu tak w aspekcie jako�ciowym, jak i ilo�ciowym. 

Przedstawione wykresy fazowe w obu przypadkach a i b dla ramy odbieraka pr�du 
(masa m1) oraz dla sieci trakcyjnej (masa m2) znacznie si	 od siebie ró�ni� i tym samym nie 
ma podstaw do stawiania tezy, i� pochodna masy zredukowanej sieci trakcyjnej nie ma 
wp�ywu na charakter drga� uk�adu OPST.  

 
 

4. Podsumowanie 
 
Jak wynika z przedstawionych rezultatów wst	pnych, porównawczych bada� symula-

cyjnych, istnieje du�a ró�nica w otrzymanych charakterystykach fazowych ruchu modelo-
wanego uk�adu odbierak pr�du – sie� trakcyjna. Dotyczy to zarówno kszta�tu charaktery-
styk fazowych ruchu ramy odbieraka pr�du i ruchu sieci trakcyjnej, jak i ekstremalnych 
warto�ci przemieszcze� oraz pr	dko�ci tych mas. 

Jest to wyra
nie widoczne w przypadku uproszczonego modelu przedstawionego na rys. 
3. Model ten jest skrajnie uproszczony przez przyj	cie jednomasowego modelu odbieraka 
pr�du, przez co nie by�a na tym etapie bada� analizowana si�a stykowa pomi	dzy odbiera-
kiem pr�du a sieci� trakcyjn�. Wynika to z pomini	cia w tym modelu masy �lizgacza odbie-
raka pr�du. 

 
Rys. 4. Charakterystyka fazowa ruchu ramy odbieraka pr�du: a) bez uwzgl	dnienia pochodnej masy 

sieci trakcyjnej; b) z jej uwzgl	dnieniem 

Fig. 4. Phase plot of motion of pantograph arm (a – without a derivative of  mass,  
b – with a derivative of mass) 
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Rys. 5. Charakterystyka fazowa ruchu sieci trakcyjnej: a) bez uwzgl	dnienia pochodnej masy sieci 

trakcyjnej; b) z jej uwzgl	dnieniem 

Fig. 5. Phase plot of motion of catenary (a – without a derivative of  mass, b – with 
a derivative of  mass) 

 
Z porównania charakterystyk fazowych zamieszczonych na rys. 4 i 5 wynika, �e 

uwzgl	dnienie pochodnej masy zredukowanej sieci trakcyjnej wzgl	dem czasu wp�ywa na 
znacznie skuteczniejsze t�umienie drga� modelowanego uk�adu OPST.  

Wynika to st�d, �e pochodna masy zredukowanej sieci trakcyjnej wzgl	dem czasu po-
siada charakter i wymiar nieliniowego, okresowo zmiennego wspó�czynnika t�umienia 
wiskotycznego [kgs-1]. �atwo to wykaza� za pomoc� elementarnych rachunków. Wspó�-
czynnik t�umienia wiskotycznego ma wymiar: 

 
1

2

Ns kgms kgs
m s m

d �� � � � � �1 1� � � � � �� � � �
    (11) 

 
Przyj	cie bardziej z�o�onego modelu odbieraka pr�du umo�liwi analiz	 si�y stykowej. 

S�dz�c po otrzymanych wst	pnych wynikach bada� symulacyjnych, nale�y si	 spodziewa�, 
�e ró�nice si�y stykowej w obu rozwa�anych w niniejszej pracy przypadkach b	d� znacznie 
wi	ksze – zarówno w kwestii charakteru przebiegu, jak i warto�ci ekstremalnych.  

Reasumuj�c niniejsze rozwa�ania, autor uwa�a, �e stosowane w literaturze zagranicznej 
podej�cie, polegaj�ce na zaniedbaniu pochodnej zredukowanej masy sieci trakcyjnej 
wzgl	dem czasu, jest niepoprawne, w�a�ciwe za� jest uwzgl	dnienie tej�e pochodnej jako 
konsekwencj	 stosowania klasycznej definicji si�y bezw�adno�ci, b	d�c� pochodn� p	du 
wzgl	dem czasu.  
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