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Liter aturverz eichnis 1).

Binnen Jahresfrist soll der zweite Teil des vorliegenden Bandes erscheinen, der sich mehr mit der Theorie der algebraischen Kurven, sowie in gtdrängter Weise mit einem Überblick über die Kurven 3. und 4. Ordnung befassen wird.

Für diejenigen Leser, die sich eingehender mit den Problemen der algebraischen Kurven abgeben möchten, ist im folgenden eine Anzahl größerer Werke aufgeführt.

	
1. Berzolari, L., Allgemeine Theorie der höheren algebraischen Kurven. Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften. Band III, 2. Teil, C. 4. Leipzig 1906. M. 5,60. (Einzeln nicht käuflich.)


	
2. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie. I. Band, Teil IV und V. 1. Aufl. Leipzig 1876; 2. Aufl. im Erscheinen.


	
3. Ebner, F., Leitfaden der technisch wichtigsten Kurven. Leipzig 1906. M. 4,—.


	
4. Haas, A., Anwendung der Differentialrechnung auf die ebenen Kurven. Stuttgart 1894. (Kleyers Enzyklopädie, Bd. 53.) M. 7,-.


	
5. Hagen, J., Synopsis der höheren Mathematik. 2. Band. Geometrie der algebraischen Gebilde. Berlin 1894. M. 30,—.


	
6. Loria, G., Spezielle algebraische und transzendente Kurven, deutsch von Schütte. Leipzig 1902. M. 28,—.


	
7. Pascal, E., Repertorium der höheren Mathematik, deutsch von A. Schepp. 2. Teil. Leipzig 1902. M. 12,—. 2. Aufl. im Erscheinen.


	
8. Reuschle, C., Praxis der Kurvendiskussion. Stuttgart 1886. M. 3,80.


	
9. Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der höheren ebenen Kurven. 2. Aufl. Leipzig 1882. M. 12,20.


	
10. Sauerbeck, H., Einleitung in die analytische Geometrie der höheren ebenen Kurven. Nach den Methoden von J. P. de Gua. Leipzig 1902. M 8,—.


	
11. Simon, M., Analytische Geometrie der Ebene. (Sammlung Schubert, Bd. VIII.) Leipzig 1900. M. 6,—.


	
12. Teixeira, G., Traite des courbes speciales remarquables planes et gauches. Tome I. Coi'mbre 1908 (Paris, Gauthier-Villars). Fr. 20,—.


	
13. Wieleitner, H., Theorie der ebenen algebraischen Kurven höherer Ordnung. (Sammlung Schubert, Bd. XLIII.) Leipzig 1905. M. 10,—.


	
14. Wieleitner, H., Spezielle ebene Kurven. (Sammlung



Schubert, Bd. LVI.) Leipzig 1908. M. 12,—. 

---

Auf weitere hier nicht aufgeführte Werke ist im Text verwiesen. Die unter 1, 5, 7 genannten Werke bringen nur Definitionen, Erklärungen und Sätze ohne die dazugehörigen Entwicklungen; bis auf den neuesten Stand der Wissenschaft fortschreitend ist dies geschehen in dem ausgezeichneten Sammelreferat von Berzolari (1).

Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Kurven von Descartes bis zur Neuzeit ist in erschöpfender Weise behandelt worden von Brill und Noether: „Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen in älterer und neuerer Zeit.“ Jahresberichte der deutschen Mathematiker-Vereinigung. 3. Band. Berlin 1894.

Eine große Anzahl von Abhandlungen über unser Gebiet ist erschienen in den mathematischen Zeitschriften, hauptsächlich in den öfters erwähnten „Mathematischen Annalen“, sowie als Programmschriften und Dissertationen.

Sämtliche literarische Veröffentlichungen sind, mit kurzer Inhaltsangabe, aufgeführt in der Zeitschrift: „Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik“, wo sie inhaltlich nach verschiedenen Gruppen geordnet sind.

Für den Zeitabschnitt von 1890—1904 hat Wieleitner, Leipzig (Göschen) 1905, eine Bibliographie der höheren algebraischen Kurven herausgegeben (M. 1,50).

Einleitung.

Überblick über die Geschichte der algebraischen Kurven2).

	
1. Vom Altertum bis Descartes (1637).



In diesem Zeitraum ist die Geschichte der algebraischen Kurven in der Hauptsache eine Geschichte der Kegelschnitte. Die Entdeckung der C2 3) verdanken wildem Schüler Platos, Menächmus (840 v. Chr.), der durch die Lösung des delischen Problems (der Würfelverdopplung) auf diese Kurven geführt wurde. Ist nämlich x die gesuchte Würfelkante, so folgt aus x3 = 2 a3 3,—

sofort x = ay2. Die Aufgabe, diesen irrationalen Ausdruck geometrisch, d. h. mit alleiniger Anwendung von Zirkel und Lineal zu konstruieren, erkannten die griechischen Geometer bald als unlösbar und suchten deshalb dem Problem durch Näherungskonstruktionen beizukommen. Aus der Proportion

x : 2 a = a2 : x2

läßt sich das simultane System von Gleichungen ableiten: (ay = x2 1

xy — 2 a2J

Diese beiden Gleichungen stellen, bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, zwei Kurven 2. Ordnung dar. Die Abszisse des Schnittpunkts beider Kurven (einer Parabel und einer gleichseitigen Hyperbel) gibt die gesuchte Wurfeikante. Durch diese Näherungslösung wurde das Studium der obigen Kurven angeregt und Menäch-mus fand auch, daß diese Kurven erhalten werden als Schnittlinien einer Ebene mit einem geraden Kreiskegel von verschieden großem Öffnungswinkel. Wahrscheinlich kannte Menächmus auch schon die Asymptoten der Hyperbel. Bei Archimedes kommen sie in seiner Schrift De conoidibus (237 v. Chr.) unter dem Namen ai eyyioxa vor. Erst von Euklid (300 v. Chr.) wissen wir bestimmt, daß ihm die Asymptoten der Hyperbel bekannt waren. Der Name Asymptote stammt von Apollonius (225 v. Chr.).

Die drei berühmten Probleme des Altertums: die Würfelverdopplung, die Dreiteilung des Winkels und die Quadratur des Kreises, deren geometrische Lösung die hervorragendsten Mathematiker jener Zeit versuchten, erwiesen sich für die Entwicklung der Lehre von den algebraischen Kurven überaus fruchtbar. Diokles (um 200 v. Chr.) kam durch das delische Problem auf eine C3, die Kissoide, Nikomedes um dieselbe Zeit auf eine C4, die Konchoide oder Muschellinie. Das Problem der Dreiteilung des Winkels führte Hippias (420 v. Chr.) und das Problem der Kreisquadratur später Dinostratus, den Bruder von Menächmus, auf die erste transzendente Kurve, die Quadratrix.

Das klassische Hauptwerk des Altertums auf diesem Gebiet sind die acht Bücher „Kegelschnitte“ des Apollonius von Pergä (200 v. Chr.), des „großen Mathematikers“, in denen alle bereits bekannten Eigenschaften dieser Kurven zusammen gestellt und mit zahlreichen eigenen Entdeckungen zu einem Ganzen verarbeitet sind. Auch die heutigen Namen der Kegelschnitte: Ellipse, Parabel und Hyperbel rühren von ihm her. Wie Menächmus die Kegelschnitte als Schnittlinien einer Ebene mit Kegeln erhalten hatte, so kam Perseus (2. Jahrh. v. Chr.), ein sonst wenig bekannter Mathematiker, in Verfolgung dieses Verfahrens, Kurven durch Schnitte von Flächen mit Ebenen zu erzeugen, durch Schnitte eines Kreisrings oder Wulstes (auch Spire genannt) mit Ebenen parallel der Achse auf die spiiischen Linien.

Römer und Inder haben auf unserem Gebiet fast nichts geleistet. Die Araber, die Erben der griechischen Mathematik, pflegten hauptsächlich die Algebra. Ihre geometrischen Leistungen blieben durchweg hinter denen ihrer griechischen Lehrmeister zurück. In jener geistesarmen Zeit des Mittelalters besteht ihr Hauptverdienst in der Überlieferung der Leistungen des Altertums durch ihre Übersetzungstätigkeit. Leider sind jedoch durch die Völker-wanderung, durch die vielen Kriege und den gewalttätigen Charakter des Mittelalters viele Werke der griechischen Geometer vernichtet worden, so daß uns in vielen Fällen nur noch deren Titel und Verfasser bekannt sind.

	
2. Von Descartes bis zur Gegenwart.



Eine vollständige Umwälzung erfuhr die Geometrie durch die Arbeiten von Fermat (1629, veröffentlicht 1660) und Descartes (1637). Indem sie die Algebra in den Dienst der Geometrie stellten, entstand die analytische oder Koordinatengeometrie, die mit einem Schlag auf unserem Gebiet der mathematischen Forschung eine ungeahnte Entwicklung bewirkte. Schon in den geometrischen Werken von Archimedes nnd Apollonius findet sich bei den Kegelschnitten eine Art von Parallelkoordinaten, aus Durchmesser und den dazu konjugierten parallelen Sehnen bestehend, wobei bereits unsere modernen Ausdrücke Abszisse und Ordinate gebraucht werden. Aber erst bei Descartes erscheint ein von der Figur unabhängiges Koordinatensystem und die heute gebräuchliche Bezeichnung der Koordinaten mit x und y. Descartes und seine Zeitgenossen haben sich auf zwei Koordinaten, also auf die ebenen Gebilde beschränkt; erst Parent 1700, Clairaut 1713 und Euler in seiner „Intro-ductio in analysin infinitorum“ 1748 haben den Übergang auf die Darstellung räumlicher Gebilde mit drei Koordinaten gemacht. Der Name „Koordinaten“ stammt von Leibniz (Acta Eruditormn 1692).

Durch Descartes’ analytische Geometrie war zugleich die Möglichkeit gegeben, die Theorie der algebraischen Kurven auszubilden. Jetzt erst war eine analytische Einteilung der Kurven nach dem Grad ihrer Gleichung möglich. Newtons Einteilung der Kurven nach der Zahl der Schnittpunkte mit einer Geraden, d. h. nach ihrer Ordnung, ist eine der ersten Anwendungen der analytischen Geometrie. Berühmt ist die Einteilung der C3 von Newton in seiner „Enumeratio linearum tertii ordinis“ 1706, wobei er auf fünf Klassen kam, die sich als Projektionen von fünf Grundkurven ergaben. Newtons Untersuchungen wurden fortgesetzt und erweitert von Stirling (1692—1770) und Mac Laurin in seiner „Geometria organica“ 1720. Letzterer studierte die algebraischen Kurven hauptsächlich in synthetischer Richtung. Descartes selbst verdanken wir die Entdeckung und verschiedene Sätze über Parabeln höherer Ordnung (yn = an~ 1x), über einige transzendente Kurven (Roulette, Trochoide) und das nach ihm benannte Descartessche Blatt. Giles Personnier, nach seinem Geburtsort meist Roberval genannt (1602—75), ersann die nach ihm benannte Methode der Tangentenkonstruktion. Rene de Sluse (1622—85) untersuchte hauptsächlich die Perlkurven, deren allgemeine Gleichung lautet: ayn = (z-fd)xn. Der Niederländer Huygens (1629—95) ist besonders durch seine Untersuchungen über Evoluten und Evolventen, sowie über die Zykloide bekannt. Überhaupt gab es in jener Zeit der Blüte der analytischen Geometrie kaum ein Problem, das' nicht von mehreren der eben erwähnten, meist französischen Mathematikern in Angriff genommen wurde; ein ausgedehnter Briefwechsel verbreitete die Forschungsergebnisse — häufig in Form einer Aufgabe — unter den Fachgenossen.

Kaum hatten die Mathematiker die neuen Methoden der Koordinatengeometrie auf ihre Probleme angewandt, als schon ein neues, noch besseres Hilfsmittel zu deren Lösung geschaffen wurde, die Differential- und Integralrechnung, in der Hauptsache von Leibniz 1675 erfunden (veröffentlicht 1684), von dem auch die Bezeichnungen [ und dx herrühren. Er hat auch zuerst die Kurven in „algebraische“ und „transzendente“ unterschieden. Unabhängig von Leibniz kam Newtonl671 (veröffentlicht 1687) auf dieselbe neue Rechenmethode. Die Brüder Jakob und Johann Bernoulli(1655—1705; 1667—1748) wandten die neue Rechenweise der Differentialgeometrie auf die Kurvenlehre an, besonders auf die Isochronen. Johann Bernoulli hat sich besonders mit der Lemniskate beschäftigt. Durch die Hilfsmittel der Infinitesimalrechnung konnte nun auch die Rektifikation der Kurven in einfachster Weise behandelt werden, ein Problem, dem das mathematische Rüstzeug der Geometer des Altertums nicht gewachsen war. Eine Unzahl von Sätzen über das Ziehen von Tangenten und Krümmungskreisen, die Längenbestimmung von Kurvenbogen und die Flächenberechnung wurde aufgestellt und bewiesen. Durch den Übergang von Punktkoordinaten zu Polarkoordinaten wurde eine Reihe von neuen Kurven entdeckt. Diese Methode, aus bekannten Kurven durch Koordinatenverwandlung neue Kurven abzuleiten, hat in ihrer Allgemeinheit zuerst Varignon 1722 angewandt: er ersetzt die Punktkoordinaten x und y der Kurvengleichung durch die Polarkoordinaten r und Z • 99, so daß aus der gegebenen Kurve /■(rc, y) = 0 die neue Kurve /(r, Z99) = 0 entsteht.

Als Begründer der Kurvendiskussion in analytischer Behandlungsweise kann de Gua angesehen werden. In seiner 1740 veröffentlichten Schrift „Usages de l’analyse de Descartes“ (L.V. 10.) hat er, angeregt durch Newtons „Enumeratio“, erstmals eine allgemeine Theorie der algebraischen Kurven entwickelt. Seine Verdienste um die Anwendung der Algebra auf die Geometrie gerieten jedoch fast bis in die Neuzeit hinein in Vergessenheit, weil er das Vorhandensein der von de l’Höpital 1696 aufgefundenen Schnabelspitze bestritt. Auch hat de Gua die Singularitäten der Kurven 3., 4. und 5. Ordnung untersucht und die der beiden erstgenannten — abgesehen von der Schnabelspitze — vollständig behandelt.

Als weitere Versuche einer Theorie der algebraischen Kurven sind Eulers Introductio 1748 und Cramers „Introduction ä l’analyse des lignes courbes“ 1750 zu betrachten. In beiden Werken spielte, ebenso wie bei Newton, die Gestalt der Kurven die Hauptrolle. Die ersten Andeutungen über singuläre Punkte finden wir in Newtons „Enumeratio“ und in Mac Laurins „Tractatus“ 1746. Fermat hatte schon 1638 den Wendepunkt behandelt. Cramer betrachtet bereits Doppelpunkte und Wendepunkte verschiedener Ordnung. Auch finden sich schon bei Newton die allgemeinen Begriffe von Durchmessern und Mittelpunkten für Kurven höherer Ordnung. Weitere höhere Singularitäten, insbesondere die Wendepunkte und Berührungspunkte höherer Ordnung (Flachpunkt, Spitzpunkt u. a.) finden sich bei Maupertuis 1729.

Nach einer mehr als 100 jährigen Zeit der Ruhe und des Stillstands auf diesem Gebiet der mathematischen Forschung blieb es dem 19. Jahrhundert vorbehalten, eine eigentliche Theorie der algebraischen Kurven zu schaffen. In der Form der projektiven oder synthetischen Geometrie taucht ein neuer Zweig der Geometrie auf. Im Gegensatz zur analytischen Geometrie ist sie an kein Koordinatensystem gebunden, auch bedarf sie nicht der Differentialgeometrie. Beim Ausbau dieser für das 19. Jahrhundert charakteristischen Wissenschaft kamen zwei ihrer Hauptvertreter fast gleichzeitig auf das fundamentale Prinzip, das für die Theorie der algebraischen Kurven von größter Bedeutung wurde, das Prinzip der Dualität, begründet von Gergonne 1819 und Poncelet 1824. Plücker, der in den Prioritätsstreit zwischen den beiden französischen Geometern über das Dualitätsprinzip hereingezogen wurde, begründete es 1826 analytisch durch Einführung der nach ihm benannten Linienkoordinaten. Außer' den bereits Genannten sind Möbius, Steiner, Staudt, Reye, Lindemann, Chasles und Cremona die Hauptvertreter dieser neuen Richtung der Geometrie. Plücker schuf in seinen beiden Werken: „System der analytischen Geometrie“ 1835 und „Theorie der algebraischen Kurven“ 1839 durch Einführung des Prinzips der Homogenität und unter Benutzung seiner Linienkoordinaten die Grundlage für den Ausbau der Theorie der höheren algebraischen Kurven.

Riemann und Clebsch haben um die Mitte des vergangenen Jahrhunderts der Geometrie besonders die Theorie der Abelschen Funktionen nutzbar gemacht. Bei dieser projektiven und mehr abstrakten Behandlung der geometrischen Gebilde wurde auf Figuren wenig Wert gelegt, die deshalb auch in den Werken jener Zeit größtenteils fehlen.

Gegenwärtig sind es hauptsächlich die höheren Singularitäten, die im Vordergrund des Interesses stehen. Außer den bereits Genannten haben namentlich Hesse, Salmon4) und Cayley sich eingehend damit beschäftigt und bis in die neueste Zeit herein hat eine Reihe der bedeutendsten Mathematiker, wie Aronhold, Brill, Clebsch, Darboux, Geiser, Gordan, Halphen, Klein, Nöther, Smith, Sylvester, Zeuthen u. a., wesentlich zur Entwicklung dieses Teils der Geometrie der algebraischen Kurven beigetragen. Hierbei ist auch die sinnliche Darstellung durch Figuren wieder mehr in den Vordergrund getreten.

Die Untersuchung spezieller Kurven wurde in neuester Zeit durch die Arbeiten von Brocard (Intermediaire des mathem. Bd. 4, 5, 7 und „Notes de bibliographie des courbes geometriques“ 1897 und 1899) und durch das Sammelwerk von Loria: „Spezielle algebraische undtran-szendente ebene Kurven“, 1902, sehr gefördert5). Eine neue Methode zur Diskussion algebraischer Kurven, deren Gleichung in Linienkoordinaten gegeben ist, hat durch dualistische Übertragung Reuschle 18896) ersonnen.

Da die Koordinatenachsen bei vielen algebraischen Kurven mit deren Gestalt meist nur in losem, häufig auch gar keinem Zusammenhang stehen, so wurden schon gegen Ende des 18. Jahrhunderts von Lacroix in seinem „Traite du Calcul diff. et integr.“ 1797 Versuche gemacht, diesen Unbequemlichkeiten aus dem .Wege zu gehen.

Denselben Gedankengang hat Cesarö verfolgt und in seinem Buch: „Geometria intriseca“, in deutscher Übertragung von Kowalewski „Natürliche Geometrie“, 1901 durch eine Reihe von Sätzen begründet und weiter ausgebaut. Als Koordinaten benutzt Cesarö nur solche Elemente, die mit der Gestalt der Kurve Zusammenhängen, dagegen für die Lage der Kurve in der Ebene ohne Einfluß sind: die Bogenlänge« und den Krümmungsradius o. Cesarö nennt daher die Relation f(s, q) = 0 die „natürliche Gleichung“ der Kurve. Dieser neueste Zweig der Geometrie hat durch Anwendung der Methode der Koordinatenverwandlung zur Entdeckung einer ganzen Reihe neuer Kurven geführt, die man auf anderem Wege schwerlich gefunden hätte.

Mehr ins einzelne gehende geschichtliche Angaben über spezielle Gebiete der Theorie der algebraischen Kurven finden sich im II. Teil der ..Algebraischen Kurven“.

§ 1. Die algebraischen Kurven im allgemeinen.

In den folgenden Untersuchungen betrachten wir ausschließlich ebene algebraische Kurven, sehen also von den Raumkurven und auch von den ebenen transzendenten Kurven ab.

Sind x und y die (reellen) Koordinaten eines beliebigen I’unkts der Koordinatenebene, so stellt jede Gleichung von der Form

	
(1)                 A«, y) = o



oder

	
(2)           y = ep(x) oder x = ipiy)



wegen der Willkürlichkeit einer Veränderlichen eine oo1 Schar stetig aufeinanderfolgender Punkte, d. h. eine ebene Kurve dar. f(x,y) = 0 heißt die implizite Form, y = <p(x) oder x — ip(y) die explizite Form der Kurvengleichung.

Ein beliebiger Punkt (a, ty liegt also auf der Kurve, wenn seine Koordinaten die Kurvengleichung befriedigen, d. h. wenn

f(a,b) = 0 oder b = cp(a) oder a = tp(b) .

Unter einer algebraischen Kurve verstehen wir ein solches Gebilde, dessen sämtliche Punkte der Gleichung genügen:

m n

o = F(x, y) =

o o

wo /z, v positive ganze Zahlen und die a^ reelle Konstante bedeuten. Die höchste, in F(x, y) = 0 vorkommende Potenz fi -j- v der beiden Unbekannten nennt man den Grad oder die Ordnung der Kurve.

Jedes Polynom nten Grads in den beiden Veränderlichen x und y von der Form

0 = ^,7/) = AQyn + A yn~x + A yn~2 + • • •

• • • + A-i 2/ + A

stellt, wenn

Av — aoxv + a1 xv ~1 -j- n2 xv ~ 2 + • • • + av -1x + a* eine rationale ganze Funktion vten Grads in x ist, eine algebraische Kurve nten Grades, kurz eine Cn dar.

Tritt die Funktion der Kurve in irrationaler Form auf, so kann sie durch Potenzieren stets auf die rationale Form gebracht werden.

Kommen in F(x, 2/) = 0 irrationale Exponenten vor, so bezeichnet man Kurven dieser Art nach dem Vorgang von Leibniz als interszendente Kurven. Eine solche ist z. B. y —xV2. Diese bilden gewissermaßen den Übergang zwischen algebraischen und transzendenten Kurven.

Alle diejenigen Kurven, die man nicht durch eine ganze rationale (algebraische) Gleichung zwischen den Koordinaten x und y eines Punkts darstellen kann, nennt man transzendente Kurven.

Legen wir der Kurvengleichung Polarlcoordinaten zugrunde, die durch das System der Gleichungen bestimmt sind:
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C0S99!

’ woraus

n 99 J



q = \x2 -f- y2

y ,

cp = arc tg — a;


so erschein lu „LICUIE




ie Gleichung viel in „transzendentem Gewand“.

Beutel, Algebraische Kurven. I.



algebraischer Kurven le durch Polarkoordi-

2 naten dargestellte Kurve ist algebraisch, wenn in der Gleichung

Q =

der Parameter <p nur in der Form #(sin n cp, cos m (p) auf tritt. Sowie «palsnichtrein trigonometrische Funktion vorkommt, z. B. q = a • (p, ist die Kurve transzendent.

t j 7            \ ,1      / \ ,? t \ * alqebi a'ische 1

Ist also fix, y) oder qpfx) oder w(y) eme ,        , , >

\                 transzendente]

Funktion, so ist die durch f(x, y) = 0 oder y — <p(x) j           / x j , 77, -rr ■ algebraische 1 „

oder x = w (?/) dargestellte Kurve eine          7 , z Kurve.

r a                 transzendente]

Die algebraischen Kurven werden nach dem Grad ihrer Gleichung in x und y ein geteilt in Kurven 7., 2., 3.,.. . Ordnung.

So ist die Gerade ax x + <z2 y + a3 = 0 eine Kurve 1. Ordnung; der Kegelschnitt

«u x2 + 2 a12 xy + tz22 y2 + 2 o13 x + 2 a23 y + a33 = 0 eine Kurve 2. Ordnung, kurz eine C2 usw.

Läßt sich die Funktion fn(x, y) in mehrere Funktionen niederen Grads zerlegen, d. h. lautet die Gleichung der Cn:

0 = fn(^, y) =      , y) •      , y). %r(x, y) . . . ,

wo

n = a + ^ + y + -- -,

so zerfällt die Cn in die Kurven

<Pa(x, y) = o,                         =

von den Ordnungen <%, ß, y, . . ..

Die Gleichung fn(x, y) = 0 ergibt mit y = ax -\-b eine Gleichung nten Grades in x, die bekanntlich

n Wurzeln hat. Diese n Wurzeln sind alle sämtlich

reell oder paarweise konjugiert. Daraus folgt der Satz: Jede Gerade schnei

det eine Cn in n reellen oder komplex konjugierten (imaginären) Punkten.

Ist n ungerade, so ist mindestens ein Schnittpunkt reell; ist n gerade, so sind die Schnittpunkte paarweise reell oder alle imaginär.

So wird die „oszillierende Parabel 3. Grads“ der Fig. 1 von der Geraden Gr in einem reellen Punkt, von G2 in drei reellen Punkten geschnitten; die oszillierende Parabel
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4. Grads der Fig. 2 von Gt in zwei reellen Punkten, von G2 in vier reellen Punkten geschnitten.



[image: ]



Jede algebraische Gleichung von der Form

0 = fn(x> y) = & + «ixn-ry + «2xn~*y + •••+«»«/** enthält neben den Veränderlichen x und y noch Konstante a0 , a±, ....

x und y als Strecken sind Größen 1. Dimension, also sind Zahlen               „    0.      „     ,

Flächen (x2, xy, y2)         „   2.     „    usw.

Soll also die Gleichung einer Kurve dimensional sein, so müssen alle ihre Glieder in den Veränderlichen und. Konstanten zugleich vom selben Grade sein.

Im allgemeinen werden wir unsere Kurvengleichungen in der Form von Zahlengleichungen aufstellen, d. h. die Einheit der Strecke — 1 setzen.

Bild einer Kurve. Nicht jede Gleichung einer algebraischen Kurve mit reellen Koeffizienten stellt eine reelle Kurve dar. So ist z. B. durch die Gleichung

Z2 y2 _|_ a2 _ o

ein imaginärer Kreis mit Mittelpunkt im Ursprung dargestellt, dessen ganzer Verlauf imaginär ist.

Die Gleichung

(a;2 _ a2)2   (^2 _ £2)2 = Q

stellt eine imaginäre C4 dar, die als einzige reelle Bestandteile die vier Punkte ~ -j-bat«

\y = ±bJ

Arten von Kurvenzügen. Unter einem Kurvenzug oder Kurv en ast verstehen wir den Inbegriff aller reellen Punkte, die ein auf der Kurve wandernder Punkt durchlaufen kann, den Durchgang durch das Unendliche eingeschlossen, bis er wieder zu seinem Ausgangspunkt zurückkehrt.

So bilden nach dieser Anschauung die beiden Zweige der Hyperbel nur einen Zug.

Ein Kurvenzug kann paar oder unpaar sein, je nachdem er von einer Geraden in einer geraden oder ungeraden Zahl von Punkten geschnitten wird.

Ein paarer Zug ohne vielfache Punkte teilt die Ebene in zwei Gebiete, von denen das eine („äußere“) unpaare Züge enthalten kann, das andere („innere“) nicht.
[image: ]

Jeden unpaaren Zug kann man sich durch Deformation eines Kegelschnitts entstanden denken. Die paaren Züge werden deshalb nach Salmon Ovale genannt; Zeuthen beschränkt den Ausdruck Ovale auf solche Kurvenzüge, die keine singulären Punkte (insbesondere auch keine Wendepunkte) besitzen.

Die in Fig. 3 dargestellte Kurve 3. Grads

== (x — d) (x + &)(&-}- c) hat ein Oval und einen unpaaren Zug.

Die Kurve der Fig. 8 bestellt aus zwei paaren Zügen, die jedoch nach Zeuthen keine Ovale wären, da jeder Zug vier Wendepunkte besitzt (s. Seite 32).

Da sich zwei unpaare Kurvenzüge immer schneiden, so folgt daraus, daß eine Kurve ohne Doppelpunkt höchstens einen unpaaren Zug haben kann; eine Kurve ohne Doppelpunkt von ungerader Ordnung enthält immer einen unpaaren Zug (siehe Fig. 3, 42); eine Kurve von gerader Ordnung ohne Doppelpunkt enthält keinen unpaaren Zug (siehe Fig. 8).

Ferner: Ein Zug hat eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Wendepunkten, je nachdem er paar oder un-paar ist.

So besitzt der unpaare Zug der Fig. 3 im ganzen drei Wendepunkte, von denen einer ocfern ist; der paare Zug derselben Figur (das Oval) hat keinen Wendepunkt. Die beiden paaren Züge der Fig. 8 haben je vier reelle Wendepunkte.

§ 2. Prinzip der Homogenität.

1. Jede Gleichung von der Form

( 0 =fn[x,y) = aQ^-\-a1xn-1y-\-a2xn-2y^

I • • • + an-^ynA + anyn, deren sämtliche Glieder in bezug auf die Veränderlichen allein vom nten Grad sind, heißt eine homogene Gleichung in x und y und wird mit dem Symbol fn(x, y) = 0 bezeichnet, wobei die Wellenlinie über den Veränderlichen die Homogenität anzeigen soll.

Dividieren wir die Gleichung (1) mit yn durch, so erhalten wir

(x\n     (x\n~i     (x\n~2

~) + al ( —)      a2 (~)   +......


(2)



y)      \y/         \y>

oc

......an-l--F an — 0 •

y

Diese Gleichung liefert n Wurzelwerte oc11 oc2 , oc3, ..., X

an für —, also läßt sich Gleichung (2) und damit auch y

Gleichung (1) in der Form schreiben:

«o


(3)



X

~   ^n-1

Diese Gleichung stellt nun nichts anderes dar als ein System von n Nullpunktsgeraden, also

Satz: Die, allgemeine homogene Gleichung nten Grads in x und y\

fn(v, y) = aoxn + a1xn~1y + a2xn~2y2 + . . .

• • • + an-i®2/w-1 + anyn = 0

stellt das System von n Nullpunktsgeraden dar.

	
2. Setzt man in der Gleichung fn(x, y) = 0 einer



\CO O))

oder nach Multiplikation mit cow:

fn(x, y, co) = 0 .

Diese Gleichung nten Grads ist homogen in den drei Veränderlichen x, y, a>, d. h. jedes Glied der Gleichung ist in bezug auf x, y, a> vom nten Grad.

Um also eine Gleichung nten Grads in x und y homogen %u machen, hat man jedem Glied so viel Faktoren co beizugeben, daß die Exponentensumme der drei Veränderlichen x,y,oo jedes Glieds = n wird, co nennt man die homogenisierende Veränderliche*).

Beispiele:

(re7 — 1) (x7 — y7) = x y (y7 — 1);

homogen: (x7 — 1 • co7)(x7 — y7) = xy(y7 — 1 • co7) .

x^y — 2 x7y — y7  3 y — 1 = 0;

homogen:x±y — 2x7yoi7 — y7co8 -j- 3i/co9 — 1 • co10 = 0.

Aus der homogenen Form einer Gleichung erhält man die gewöhnliche (nicht homogene) Gleichung, indem man co = 1 setzt.

	
3. Setzt man in der Funktion fn(x, y, co) an Stelle von x, y, co die Werte gx, Qy, qcd, so erhält man



=fn(f>X, ^y9 (»co)

(4)       {                        ------------

I = Qn'M<K, y, w) .

Diese Gleichung (4) drückt die charakteristische Eigenschaft einer homogenen Funktion aus.

4. Der Eulersche Homogensatz. Durch Differentiation der Gleichung (4) nach q erhält man


dQX

öqx dQ

df(Qx,...) dgco            ----

---H---7— = n • Q f\xi y-, doco      dQ             /v ’     '



a/■(£>£, . ..) dgy dQy dQ

oder

af a/ df            , ---v

+ ^y + ^m = n'e

woraus mit q = 1

a/‘ df df                ;

a!^ + j/äF+‘oä^ = M'/(a!’y’^‘

Ist f(x, y, co) = 0, so ist auch

ar ar ar

# ~ä—F y -ä—F c° ä— — o • dx dy dco

5. Geometrische Deutung von co. Sind x, y, co die homogenen Koordinaten eines beliebigen Punkts, so sind seine kartesischen Koordinaten bestimmt durch das

Verhältnis —, —. Die homogenen Koordinaten nennt co co

man deshalb auch Verhältniskoordinaten, x y

Ist speziell co — 0, so sind —, — die Koordinaten aller Punkte, für die co = 0 ist. Diese Punkte liegen alle im Unendlichen, also stellt co = 0 den Inbegriff aller oo fernen Punkte der Ebene dar. Da co = 0 als Gleichung 1. Grads eine Gerade darstellt, so liegen alle oo fernen Punkte der Ebene auf einer foo fernen) Geraden, deren Gleichung lautet: co = 0.

Wahl der Koordinatenachsen.

Nach der allgemein üblichen Art legen wir die -j-x-Achse nach rechts. Soll nun durch eine Drehung um 90° im Sinn des Uhrzeigers die -f-re-Achse in die
[image: ]
Fig. 4.


4-?/-Achse übergeführt werden, so muß die -\-y-Achse nach unten gerichtet sein (s. Fig. 4). Bei sämtlichen Figuren ist diese Art des Koordinatensystems zugrunde gelegt.

§ 3. Signierungsprinzip.

In der Gleichung f(x, y) — 0 einer Kurve ist die Funktion f(x, y) Null für alle auf der Kurve liegenden Punkte. Für alle anderen Punkte der Ebene ist der

Wert der Funktion f(x, y) von Null verschieden, also positiv oder negativ. Der Übergang von positiv zu negativ kann nun im Endlichen nur durch Null hindurch geschehen, also ist die Funktion für alle Punkte auf der einen Seite der Kurve positiv, auf der andern Seite negativ.

Um die positive, bzw. negative Seite der Kurve zu bestimmen, setzt man die Koordinaten eines nicht auf der Kurve liegenden Punktes (a, &) in die Funktion f(x, y) ein und bestimmt das Vorzeichen des Ausdrucks /(a, b).

Zur bequemen Rechnung nimmt man hiezu einen (nicht auf der Kurve liegenden) ausgezeichneten Punkt der Ebene, den Nullpunkt, einen Punkt der x- oder y-Achse, der Mediane x — y = 0 oder x + y — 0 .

Wählen wir die Koordinatenachsen wie oben angegeben, so ergibt sich als allgemeine Regel für die Signierung einer Funktion:

Der am weitesten rechts in der Richtung der 1. Mediane x — y = 0 im 1. Quadranten gelegene, von f(x, y) — 0 begrenzte Teil der Ebene (,, Zwickel“ genannt) ist immer positiv11).

Diese Regel gilt aber nur, wenn /‘(x, y) = 0 in der Form geschrieben ist: x — (p(y), z. B. x — y2, x2 — y, also so, daß das Glied mit x positiv ist. Läßt sich die zu signierende Funktion nicht in einfache Funktionen zerlegen oder ist die Anwendung der Regel nicht ganz einwandfrei, so bleibt zur Signierung nichts anderes übrig als die Bestimmung des Vorzeichens des Werts der Funktion für einen beliebigen Punkt.

Für jede in gerader Potenz vorkommende Funktion ändert sich beim Durchgang durch 0 das Vorzeichen nicht; solche Funktionen von der Form f2,        .

bleiben bei der Signierung unberücksichtigt.

Es ist zum Zweck der Signierung zu empfehlen, die Kurvengleichung F(x, y) — 0 immer auf die Form zu bringen:   f+h = Q „der f=^9,
[image: ]

wo 2, bzw. konstante, d. h. von x und y unabhängige Faktoren sind.

Beispiele:

	
1. Für den Kreis f(x, y) = x2 -J- y2 — r2 = 0 ist



oc — 01

die innere Kreisfläche negativ; mit '  kommt

f(O,O) = -r*. (Fig. 5.)          y~U>

	
2. Für die Parabel f(x, y) = x2 — 2py = 0 kommt



mit ~ f(.a) 0) = a2 (Fig. 6), d. h. die von der Parabel „umschlossene“ Fläche (durch welche die -\-y Achse geht) ist negativ.
[image: ]
Fig. 6.


	
3. Für die C4:



(x — 1) (x + 1) (x + y) (x — y) = xy (y — 1) (y + 1)

folgt nach der obigen Regel: Der am weitesten rechts von x — y = 0 liegende Teil der Ebene ist sowohl für die linke, wie für die rechte Seite der Gleichung positiv. Da nun für solche Punkte die Gleichung befriedigt werden kann, so können in diesem Teil der Ebene Kurvenpunkte liegen; für den „Nebenzwickel“ dagegen wird durch Überschreitung der Geraden y — 1=0 die rechte Seite der Gleichung negativ, die linke Seite bleibt positiv, also können in diesem Zwickel keine Kurvenpunkte liegen. Um dies für das Auge wahrnehmbar zu machen, wird dieser Zwickel schraffiert (s. Fig. 7, in der zugleich das Bild der Kurve eingezeichnet ist).
[image: ]
Fig. 7.


Hieraus läßt sich folgende weitere Signierungsregel ableiten: Können in irgend einem Zwickel Kurvenpunkte liegen, so liegen in den Nebenzwickeln keine Kurvenpunkte, wobei wir unter „Nebenzwickel“ solche Teile der Ebene verstehen, in die man vom 1. Zwickel durch Überschreitung von nur einer Signierungslinie kommt.

Mittels des Signierungsprinzips läßt sich also aus der Koordinatenebene eine Anzahl von Teilen ausscheiden, in denen die vorgelegte Kurve nicht verlaufen kann. Zugleich ersieht man, daß es vorteilhafter ist, die Kurvengleichung F(x, y) = f + 2 g = 0 so zu zerlegen, daß die Funktionen f und g selbst in möglichst viele Faktoren zerlegbar sind.

§ i. Prinzip der linearen Kombination.

Satz 1. Sind fn(x, y) = 0 und gn(x, y) = 0 die Gleichungen zweier Cn, so stellt die durch lineare Kombination beider Gleichungen erhaltene neue Gleichung (i) fn(x, y) + y) = o, wo 2 ein beliebiger, von x und y unabhängiger Faktor ist12 13), eine Kurve dar, die durch sämtliche (n2) Schnittpunkte der beiden gegebenen Kurven geht, oder kurz:

Die, Kurve f + Xg — 0 geht durch sämtliche Schnitt-

7, , , •,             ff = 01

punkte der beiden Kurven         .

Die Gleichung (1) wird nämlich nur befriedigt, wenn (f = 01

gleichzeitig gilt: <'  q ?, d. h. der Gleichung (1) genügen nur die Koordinaten solcher Punkte, die sowohl auf der Kurve f = 0, als auch auf der Kurve g — 0 liegen.

Ebenso gilt der

Satz 2. Die Kurve

geht durch die Schnittpunkte der Kurven

(4 = oi M = oi f4 = oi (4 = oi bi = °J ’ \s/2 = oj ’ bi = oj ’ ba = oj ’ Beispiel. Die Kurve

(x2 - 1) (x2 — 2) + 2 (?/2 — 1) (?/2 - 4) = 0
[image: ]

oder (x — 1) (x + 1) (x — V 2) (x + ]/2)

+ (y — i) (y + 1) [y — 2) [y + 2) = o geht durch die 4 • 4 = 16 Schnittpunkte der Geraden x 4- 1 — 0 und x + ]/ 2 == 0 mit y + 1 = 0 und 2/ i 2 = 0 .

Für 2 = 1 hat die Kurve die Gestalt der Fig. 8.


PH . KAIEDRAIZAKLAD

Prinzip der lineaj'eg. ^m^ination.         ^3,   ।




Allgemein gilt der WYDZIALU INZYNiERlI Satz 3. Die Kurve yy KRAKOWIE




fl fz fi • • • fn + ^91 9z 9s • • • 9n = 0




n           n

oder abgekürzt J [ fiA-^ J [ 9k = 0 i = l           !•=!




(f. _ o) geht durch die Schnittpunkte der Kurven < '*   A>, wo

=                          1^ = °)

Aus der Gleichung f+ Xgrg2 = 0 folgt, wenn die beiden Kurven gx — 0




und g2 — 0 zusammenfallen, d. h. wenn 9i = 9z , der

Satz 4. Die Kurve f+*g’2=0 berührt die Kurve /==0 in ihren Schnittpunkten mit der Kurve g = 0 (Fig. 9). [Zweipunk-



[image: ]
Fig. 9.





tige Berührung, ent-




sprechend den zwei




Schnittpunkten von {| und          an der be

treffenden Kurvenstelle.]




Auf welcher Seite von f die Berührung stattfindet.




ergibt sich aus der Signierung.




Beispiel. Die Gleichung der durch Fig. 8 dargestellten C'4 läßt sich auch in der Form schreiben:




^(x2-3) + (^-3)(?/-2) = 0




Beutel, Algebraische Kurven. I.



oder

| x2 (x — ]/3) (x + /3)

I + («/-/3)G/ + y3) (</-}'2) G/ + l'2)-0.


Gemäß Satz 4 folgt hieraus:



Die (74 berührt die Geraden ^+]/3 = 0 und y-i-^2 = Q in ihren Schnittpunkten mit x = 0 und geht durch die


k + }z3 = ol U±/2 = 0) '



acht Punkte + —       / und

b±V3 = oj


Aus den vorstehenden Sätzen, besonders aus Satz 3 ist




ersichtlich, daß man bei der Diskussion einer Kurve deren Gleichung in die algebraische Summe zweier Produkte



zu zerlegen hat, um die Sätze 1 — 4 anwenden zu können. Je mehr Faktoren diese Produkte haben, um so mehr Kurvenpunkte lassen sich ablesen. Durch mehrfache Umformung der Kurvengleichung in ein derartiges Binom ergeben sich so viel Kurvenelemente, daß schon eine ziemlich genaue Zeichnung des Bildes der vorgelegten Kurve möglich ist.

Aus den beiden Formen der in Fig. 8 gezeichneten Kurven lassen sich 16 +16 = 32 Kurvenpunkte ablesen, wobei die vier Berührungspunkte auf der y-Achse doppelt gerechnet sind.

Zur „Diskussion“ einfacher algebraischer Kurven, d. h. zur Bestimmung so vieler Kurvenelemente (Punkte und Tangenten), daß die genaue Aufzeichnung der Kurve in einwandfreier Weise möglich ist, würden die in den §§ 2—4 entwickelten Prinzipien hinreichen. Doch wird die Diskussion wesentlich erleichtert durch die Deutung der verschiedenen „Symbole“, besonders derjenigen, die co enthalten. Deshalb wurden die Beispiele xur Kurvendiskussion den folgenden §§ nachgestellt.

§ 5. Singularitäten.

Erklärung. Unter singulären Punkten, bzw. singulären Tangenten verstehen wir im allgemeinen vielfache Punkte, bzw. vielfache Tangenten.

Singuläre Punktstellen treten erst bei Kurven 3. und höheren Grads auf; die Kegelschnitte sind also die einzigen Kurven, die keine singulären Punkte besitzen.

[image: ]
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Ein Kurvenpunkt ist ein r-facher Punkt, wenn die Kurve r-mal durch ihn hindurchgeht; die Kurve hat also in ihm r Tangenten. Sind diese alle verschieden, so ist der Kurven punkt ein gewöhnlicher /-facher Punkt.

Der einfachste Fall des vielfachen Punkts ist der Doppelpunkt. Hiebei sind in bezug auf die beiden

Tangenten, die die Kurve im Doppelpunkt hat, drei Fälle möglich.                          un(^ verschieden 1
[image: ]

Beispiel. Die Kurve 3. Grads ay2 — x2(x 4~ hat

>0       ( Doppelpunkt (Fig. 10),

für a = 0 einen < Rückkehrpunkt (Fig. 11),

< 0        (isolierten Punkt (Fig. 12).

Für eine Reihe singulärer Punkte lassen sich nach dem Prinzip der linearen Kombination folgende Sätze angeben.

	
1. Die Kurve



r+aff8 = o berührt die Kurve f — 0 dreipunktig in ihrem. Schnittpunkt14) mit g = 0 .

Ist speziell f = 0 eine Gerade G = 0, so hat man:

1 a. Die Kurve

g + ;.f/3 = o

berührt die Gerade G = 0 in ihrem Schnittpunkt mit g = 0 dreipunktig, d. h. der Schnittpunkt ist ein Wendepunkt mit G = 0 als Wendetangente (Fig. 13 a).

	
2. Die Kurve



+   = 0

[image: ]
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berührt die Gerade G = 0 in ihrem Schnittpunkt mit g = 0 vierpunktig, d. h. der Schnittpunkt ist ein Flach-p)unkt mit G = 0 als Flachtangente (Fig. 13 b).

	
3. Die Kurve berührt die Gerade G — 0 in ihrem Schnittpunkt mit

[image: ]





g = 0 fünfpunktig, d. h. der Schnittpunkt ist ein Wendeflachpunkt mit G—0 als Wendeflachtangente (Fig. 13c)15).

	
4. Die Kurve



/‘2 + 2 <72^ = 0

hat in dein Schnittpunkt von f—O mit g=Q einen Doppelpunkt (Fig. 13 d).

. reell I Dieser ist .     1, wenn

isoliert] nichtschraffierten schraffierten hat in dem Schnittpunkt von f = 0 mit g = 0 einen Rückkehrpunkt (oder Spitze 1. Art) mit der Tangente an f — 0 als Rückkehrtangente (Fig. 13 e).

[image: ]




Teil der



[image: ]




Wird gt = g, so hat man:




5. Die Kurve




/15 + 2s3 = 0



6. DieKm-ve /ä + ^ = 0

hat in dem Schnittpunkt von f — 0 mit g — 0 einen
[image: ]
Fig. 14 a.


Selbstberührungspunkt (oder Binodalpunkt} mit der Tangente an f = 0 als Selbstberührungstangente.
[image: ]

Der Selbstberührungspunkt entsteht durch das Zusammenfallen zweier Doppelpunkte. Hierbei können nun beide Kurvenzweige nach derselben Seite (Fig. 14 a) oder nach verschiedenen Seiten (Fig. 14 b) konkav gekrümmt

sein oder mit anderen Worten: Die zu den zwei Kurvenzweigen des Selbstberührungspunkts gehörigen Krümmungskreise haben ihre Mittelpunkte auf derselben Seite (Fall a) oder auf entgegengesetzten Seiten (Fall b) der
[image: ]

mit g — 0 einen Rückkehrflachpunkt mit der Tangente an f— 0 als Rückkehrflachtangente (Fig. 15).

	
8. Die Kurve



/8 + Aff4 = 0

hat in dem Schnittpunkt von f = 0 mit g — 0 einen Spitzpunkt mit der Tangente an f— 0 als Spitztangente (Fig. 16).

	
9. Die Kurve



/> + ^ = 0 hat in dem Schnittpunkt von f = 0 mit g = 0 einen Wendespitzpunkt mit der Tangente an f = 0 als Wendespitztangente (Fig. 17).

\                         10. Die Kurve

\                  hat in dem Schnittpunkt von

\               f— 0 mit g — 0 einen Rück-

\                kehrspitzpunkt mit der Tan-

V'®   + ?? gente an f — 0 als Rück-

kehrspitztan gente   (Fig. 18)

\ usw. usw.

\          Durch Vergleichung der

3^>          \ FiS- 13—18 folgt:

\ Die Berührung der Kurve \ f-\-^9n= 0 im Punkt 21 +y \                 V=OJ

' mit der Kurve f— 0 ist um Fig-1?.            so inniger, je größer n ist.
[image: ]

Ferner: Die Berührung der Kurve fn + kgm — 0 im (f= 0)

Punkt <    . J mit der Kurve f— 0 ist um so schwächer,

1/7 — Ul                   '                                ’

je mehr sich der Quotient -— dem Wert 1 nähert.

m

Diese für das Auge ohne weiteres wahrnehmbare Eigenschaft der oben aufgeführten singulären Punkte wird auch durch deren Namen Wende-, Flach-, Spitzpunkt usw. treffend charakterisiert.

§ 6. Parabeln und Hyperbeln höherer Ordnung.

(Zugleich typische Beispiele für das Prinzip der linearen Kombination.)

	
I. Die Parabeln höherer Ordnung.



Unter Parabeln höherer Ordnung versteht man Kurven, deren Gleichung in ihrer einfachsten Form lautet:

pß-ccy<x. _ xß ,

wo oc und ß positive ganze Zahlen sind und ß > a. oder, wenn der Parameter p = 1 gesetzt wird,

i/* = x? ,

Diese Gleichung kann man sich entstanden denken durch Verallgemeinerung der Gleichung der gewöhnlichen Parabel 2. Ordnung y = x2. — Die Parabeln höherer Ordnung, auch binomische Parabeln genannt, lassen sich bei gegebenem a und ß leicht punktweise berechnen und aufzeichnen.

Aus der Parabel 2. Grades y — x2 läßt sich durch eine einfache Substitution die ganze Reihe der binomischen Parabeln von der Form y — xß ableiten.

Setzt man in der Gleichung y = x2 statt y den Aus-y

druck —, so erhält man

x

y

— — x2 oder y = x3 . x

Hieraus ergibt sich durch dieselbe Substitution y „ i               ,

— — x3 oder y = x* , usw.

Ist (a, b) ein beliebiger Punkt der Parabel y = x2, so erhält man die Kurve y — x3 als (a, &)-Eliminat aus

[x = a V

Ä = £ | >

& 1 *'

b = a2

Hieraus ergibt sich folgende

Konstruktion der Parabel 3.Ordnung y = x3 aus der gezeichneten Parabel y — x2 (s. Fig. 19): Ziehe die Gerade x — 1; fälle vom Punkt P(a, 6) auf sie das Lot PQ, so schneidet die Gerade OQ die Gerade x = a im Punkt B, der ein Punkt der gesuchten Kurve y = x3 ist.

Das Prinzip der linearen Kombination liefert nun für das Verhalten der binomischen Parabeln im Ursprung f »Zz — 01

<        und im oo fernen Punkt der Ordinatenachse

\y = oj

(co — 01 e-ne pe^e von Sätzen 1 — 9. — Der Verlauf ja; = 0]

der Kurve in der Nähe der beiden singulären Punkte wird durch das Signierungsprinzip geliefert. Der Leser möge die Signierung der einzelnen Kurven selbst vornehmen.
[image: ]

b) Aus der homogenen Form folgt: Die Kurve berührt die oo ferne Gerade oo = 0 in ihrem Schnittpunkt mit x = 0 . Symbol [co, x2] 16).
[image: ]

	
2. Die Wendeparabel y = x3, homogen y oo2 = x3 (Fig. 21).



	
a) Die Kurve berührt y = 0 im Schnitt mit x — 0 dreipunktig: Der Ursprung ist Wendepunkt mit y = 0 als Wendetangente. Symbol \y, x3], kurz [1, 3].



((c — 01

	
b) Der oc ferne Punkt der Ordinatenachse <



'                                             l/o = 0 J

ist Rückkehrpunkt mit oo = 0 als Rückkehrtangente. Symbol [co2, re3].

	
3. Die Flachparabel y = x4, homogen y co3 = x4 (Fig. 22).



a) Die Kurve berührt y — 0 vierpunktig im Schnitt mit x = 0: Der Ursprung ist Flachpunkt mit y = 0 als Flachtangente. Symbol [y, x4], kurz [1, 4].

[image: ]
Fig. 21.




[image: ]
Fig. 22.




b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenachse <

’                                         [co = 0J

ist Spitxpunkt mit a> = 0 als Spitztangente. Symbol [co3, x4].

	
4. Die Wendeflachparabel y = x5, homogen y a>4 — x5 (Fig. 23).



a) Die Kurve berührt y — 0 fünfpunktig im Schnitt mit x = 0: Der Ursprung ist Wendeflachpunkt mit y — 0 als Wendeflachtangente. Symbol [y, x5], kurz [1,5].

I --- Q I

b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenachse <

'                                           [ co = OJ

ist Rückkehrspitxpunkt mit <z> = 0 als Rückkehrspitztangente. Symbol [co4, x5J.
[image: ]

Ganz analoge Ergebnisse findet man für die Kurven, deren Gleichung lautet: x — yß oder Gr — Gß, wo Gr = 0 und G2 = 0 zwei beliebige Gerade sind.

	
5. Die Rückkehrparabel y2 — x3, homogen y2 co — x3 (Fig. 11).



	
a) Die Kurve hat im Ursprung einen Rückkehrpunkt



mit y = 0 als Rückkehrtangente. Symbol [y2, er3], kurz [2,3].                                 z 

	
b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenachse < ~



'                                            = 01 ist Wendepunkt mit cd = 0 als Wendetangente. Symbol [co, £3] .

Durch. Vergleichung von 2. und 5. findet man:

Wende- 1     , 77 ,. Tr . Wende- 1

Die r... ;7 7 \parabelhahmUrsprunq einen r,.. 77 7 >

Rückkehr-J                x 3 Rückkehr-)

punkt mit y = 0 als Tangente und im Unendlichen einen ^Wende^            cd = 0 als Tangente.

	
6. Die Kurve y2 = a:4, homogen y2 oo2 = a:4 zerfällt in die beiden Parabeln 2. Ordnung y = x2 und y — —x2.



	
a) Der Ursprung ist Selbstberührungspunkt mit y — 0 als Tangente. Symbol [y2, x4], kurz [2 , 4].


	
b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenach.se ist ebenfalls Selbstberührungspunkt mit cd — 0 als Tangente. Symbol [cd2 , x4].



Nehmen wir die Vorzeichen der Parameter der beiden Parabeln positiv und wählen diese selbst verschieden, so haben wir die Kurve (y — p x2) (y — q a;2) — 0 .

Es ergeben sich auch hier die beiden Fälle des § 5, 6, je nachdem p und q gleichzeitig oder ungleichzeichig sind17).

	
7.  Die Rückkehrflachparabel y2 = x57 homogen y2 cds — x5 (Fig. 15).



	
a) Der Ursprung ist Rückkehrflachpunkt mit y — 0 als Rückkehrflachtangente. Symbol [y2, a;5], kurz [2 , 5].


	
b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenachse ist Wende-spitxpunkt mit cd = 0 als Tangente. Symbol [co3, a:5].



	
8. Die Wendespitzparabel y3—x5, homogen y3 cd2—x5 (Fig. 17).



a) Der Ursprung ist Wendespitxpunkt mit y — 0 als Tangente. Symbol [y3, a:5], kurz [3 , 5].

b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenachse ist Rück-kßhrflachpunkt mit cd = 0 als Tangente. Symbol [co2, x5].

[image: ]
(Fig. 16).




[image: ]



[image: ]
Beutel, Algebraische Kurven. I.




	
a) Der Ursprung ist Spitxpunkt mit y — 0 als Tangente. Symbol \y3, x4], kurz [3 , 4].


	
b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenach.se ist Flachpunkt mit cd — 0 als Tangente. Symbol [co, x4].



Analog wie bei 5 läßt sich in bezug auf 3 und 9, 7 und 8 ein ganz ähnlicher Satz bezüglich des Verhaltens im Ursprung und in dem oc fernen Punkt der Ordinaten-achse auf stellen.

	
II. Die Hyperbeln höherer Ordnung.



Wie man durch Verallgemeinerung der Gleichung der Parabel 2. Ordnung auf Parabeln höherer Ordnung kommt, so erhält man aus der auf ihre Asymptoten bezogenen (gleichseitigen) Hyperbel xy = q2 Kurven, deren allgemeine Gleichung lautet:

XK yß — qa+ß , wo oc und ß positive ganze Zahlen sind: es sind dies die Hyperbeln höherer Ordnung. Schreibt man die Gleichung in der Form

yß = q*+ßx~K,

so erkennt inan leicht den Zusammenhang beider Arten von Kurven. Deshalb werden Parabeln und Hyperbeln höherer Ordnung auch mit dem gemeinsamen Namen binomische Kurven bezeichnet.

Auch hier läßt sich aus der gleichseitigen Hyperbel

X l]

xy = q2 durch die Substitution — an Stelle von y die

Reihe der Hyperbeln x2 y — q3, x3 y = q4 usw. ableiten, woraus sich eine der auf Seite 43 angegebenen analoge Konstruktion ableiten läßt.

	
1. Die gleichseitige Hyperbel xy—1, homogen xy = cd2 (Fig. 24).



Die Kurve hat sowohl die Gerade x = 0, als auch y — 0 zu Tangenten im Schnitt mit der oo fernen Geraden co = 0. Da der Berührungspunkt dieser Tangenten ocfern liegt, so sind die Koordinatenachsen gewöhnliche
[image: ]

Asymptoten der Kurve. Symbole der oo fernen Kurvenpunkte [x, co2], bzw. [y, co2].

Das Signierungsprinzip liefert zugleich, daß die Kurve im Unendlichen auf verschiedenen Seiten der Asymptoten verläuft.

	
2. Monosinguläre Hyperbel 3. Ordnung18) x2 y — 1, homogen x2y = co3 (Fig. 25).



	
a) Die Abszissenachse y — 0 wird von der Kurve dreipunktig berührt im Schnitt mit co = 0, d. h. y = 0 ist Wendeasymptote. Symbol [y, co19].


	
b) Die Ordinatenachse x = 0 hat im Schnitt mit der oofernen Geraden einen Rückkehrpunkt: x = 0 ist Rückkehrasymptote. Symbol [x2, co19].
[image: ]
Fig. 25.

[image: ]
[image: ]



b) x — 0 hat im Schnitt mit co = 0 einen Rückkehrspitzpunkt: x — 0 ist Rückkehrspitzasymptote. Symbol [x4 , CO5] .

	
5. Bisinguläre Hyperbel 5. Ordnung x2y3 = 1, homogen x2y3 = co5 (Fig. 28).



a) y = 0 hat im Schnitt mit co = 0 einen Wendespitzpunkt mit y — 0 als Wendespitzasymptote. Symbol [,V3, ^5] •
[image: ]

b) Die Ordinatenachse x = 0 hat im Schnittpunkt mit co = 0 einen Rückkehrflachpunkt mit x = 0 als Rückkehrflachasymptote. Symbol [x2, co5].

Die Betrachtung der gestaltlichen Verhältnisse der binomischen Hyperbeln ergibt folgenden

Satz: Steht eine Asymptote in         ^punktiger

Berührung mit der Kurve, so liegen die beiden der Asym-7                 .       - verschiedenen

ptote sich nähernden Kurvenzweige auf ,   „

x                                         ' derselben

SeitenX ,     .       . ,

„ }der Asymptote. Seite I y 1

Ferner: Je größer im Symbol [xm, a>M], bzw. [ym, con] der Quotient — ist. desto rascher nähert sich die Kurve n

der Asymptote.

§ 7. Kurvendiskussiou mittels des Signierungs-prinzips und des Prinzips der linearen Kombination.

Auf Grund der in den §§ 3—6 entwickelten Sätze läßt sich jede durch ihre Gleichung gegebene Kurve beliebig hoher Ordnung »diskutieren. Der hiezu einzuschlagende Weg mag an den folgenden Beispielen ersehen werden, wobei dem Leser zu empfehlen ist, die Figuren selbst nochmals anzufertigen.

	
1. Beispiel.

.rA y — 2 öC2y — //2 + 3 y — 1 = 0 . (Fig. 29.)

Wir suchen zuerst eine passende Zerlegung der Gleichung in die algebraische Summe zweier Produkte. Eine solche bezeichnen wir im folgenden immer als „l-Forma. Wir erhalten so, indem wir gleichzeitig homogen machen:



x2y(x2 — 2) = y2 — 3 y -|~ 1 oder

x2y{x + 1^2 co) (x — ^2 co) = (y — 2,62) (y — 0,38) co3 20). Als Signierungskurven sind die fünf Geraden y — 0, x ]/2 — 0, x — |^2 = 0, y — 2,62 = 0 und y — 0,38 = 0 einzuzeichnen. Das Glied x2 = 0 bleibt für die Signierung weg und. wird, erst nach, vollzogener Signierung eingezeichnet, weil es im Quadrat vorkommt und deshalb für das Vorzeichen der Funktion links ohne Einfluß ist.

Um nun zu untersuchen, in welchem Zwickel Kurvenpunkte verlaufen können, nehmen wir z. B. den Punkt
[image: ]
Fig. 29.


(2, 1) und erhalten, wenn wir dessen Koordinaten in die Kurvengleichung einsetzen,

4 • 1 • 3,41 • 0,59 = —1,62 • 0,62 .

Da nun eine positive Größe nicht gleich einer negativen Größe sein kann, so liegt der Punkt (2, 1) in einem Zwickel, in dem keine Kurvenpunkte liegen können. Dagegen können in den Nebenzwickeln Kurvenpunkte liegen. Diejenigen Zwickel, in denen keine Kurvenpunkte liegen können, machen wir durch Schraffieren kenntlich, so daß also bloß in den nichtschraffierten Zwickeln Kurvenpunkte liegen können. Durch Anwendung der' auf S. 27 angegebenen Regel ergibt sich sofort ohne Rechnung nach dem Satz: ,,Positiv gleich positiv ist möglich“ derjenige Zwickel im ersten Quadranten, in dem Punkte der Kurve liegen können.

Nach dem Prinzip der linearen Kombination lesen wir ab:

	
(1) Symbol [x2 (x -f- ]/ 2 co) (x— ^(o), co3] *): Die



f vC — 01

Kurve hat im Punkt           einen Spitzpunkt mit

co = 0 als Tangente.

	
(2) Symbol [?/, (y—2,62 co) (?/ —0,38 co) co3]: Die Kurve hat im Punkt ~ qj- einen Wendeflachpunkt mit y = 0 als Wendeflachasymptote.


	
(3) [ir — ]/2, y— 2,62]: Die Kurve geht durch den



Schnittpunkt der Geraden X o —    .

1                y — 2,62 = 0 J

Ebenso findet man, daß

	
(4)  rc = ]/2 l (5) a7==—1   (6) 21 22~~



= o,38j ’ y = — 2,62]’ W y = 0,38 J Punkte der Kurve sind.

	
(7)  |x2, y—2,62]: Die Kurve berührt die Gerade y — 2,62 — 0 im Schnitt mit x — 0 . Ebenso


	
(8) \x2, y — 0,38]: y — 0,38 = 0 ist Tangente an die Kurve im Punkt (0, 0,38).



Trägt man nun die so gewonnenen acht Ablesungen in die Figur ein — am besten mit Farbstift —, so läßt sich hieraus bereits der Verlauf der Kurve außerhalb des durch die vier Geraden x — + ]/2, y = 2,62 und y = 0,38 gebildeten Rechtecks bestimmen, indem man die bereits gefundenen Kurvenelemente durch einfache Linienzüge verbindet. Dagegen ist der Verlauf der Kurve innerhalb des Rechtecks unsicher, da das Rechteck vier Eingänge hat. Es sind deshalb hier drei Fälle möglich, die in den Fig. 29 a, b, c schematisch dargestellt sind.
[image: ]

Zum Entscheid hierüber benutzen wir eine zweite z-Form:                  =  _ 1)2

Hieraus folgt:

y = 0 ist einzige Signierungslinie, d. h. die Kurve verläuft vollständig auf der Seite der positiven //-Achse23).

Nach dem Prinzip der linearen Kombination lesen wir ab:

	
(9) [y, (?/— l)2co3]: y = 0 ist Wendeflachasymptote [s. (2)].



{T —~ 01

co — 01 Spitzpunkt mit co = 0 als Tangente [s. (1)].

(11) [(z-l)2,^];    (12) [(* +1)2, y*\:

Die Punkte (1, 0) und (—1, 0) sind Doppelpunkte.

Damit kann nun die Kurve nach ihrem ungefähren Verlauf ohne weiteres eingezeichnet werden. Zugleich ist ersichtlich, daß die schematische Darstellung von Fig. 29 a in unserem Fall die richtige ist.

Soll das Bild der Kurve möglichst genau entworfen werden, so sind hiezu weitere Hilfsmittel nötig (vgl. § 8).

Durch Auflösung der gegebenen Kurvengleichung nach x2, bzw. nach y lassen sich zwei neue Gleichungen herstellen, die zur Berechnung weiterer Kurvenpunkte dienen können.

1

 Im Text bei Verweisungen abgekürzt mit L. V.

2

 Vgl. hierüber: Günther, Geschichte der Mathematik. Leipzig 1908 (Göschen; erschienen ist bisher Teil I) und: Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. 4 Bände. Leipzig 1907. (Teubner.) 3. Aufl.

3

 Wir gebrauchen C2 als Abkürzung für „Kegelschnitt“, bzw. „Kurve 2. Ordnung“; analogC3 für „Kurve 3. Ordnung“, usf.; Cn für „Kurve nter Ordnung“. Diese Abkürzungen C’2, C3, Cn an Stelle von C2, C3, Cn wurden deshalb gewählt, weil sie sich auch in der Enzyklopädie der math. Wissenschaften finden in Band III2. C. 4: „Berzolari, Allgemeine Theorie der höheren ebenen algebraischen Kurven“.

4

 (L.V. 9.)

5

 Das Werk von Loria (L.V. 6.), das die Geschichte der einzelnen Kurvengattungen sehr eingehend behandelt, und das von Teixeira (L.V. 12.), dessen Original in spanischer Sprache 1905 erschienen ist, das aber mehr eine Art „Kurvenenzyklopädie“ ist, verdanken ihr Entstehen einem Preisausschreiben der Akademie der Wissenschaften in Madrid 1892, wiederholt 1895.

6

 Abgedruckt im Tageblatt der 62. Versammlung deutscher Naturforscher und Ärzte, Heidelberg 1889.

7

*) Zur Verhütung von Verwechslungen haben wir nach dem Vorgang von Reuschle, Praxis der Kurvendiskussion (vgl. S. 145f. ebenda) w statt des allgemein üblichen z gewählt,

8

w hat den Vorteil, daß es auch in der Raumgeometrie als

9

homogenisierende Variable brauchbar ist. Von Reuschle (ebenda

10

 142) stammt auch das die Homogeneigenschaft einer Kurvengleichung anzeigende Symbol, die Wellenlinie über den Veränderlichen.

11

 „Zwickel“ zur Abkürzung für „begrenzter Teil der Koordinatenebene“. — Der Name „Zwickel“ rührt her von Reuschle, Das Divisionsprinzip in der anal. Geom. Mitt, math. V. Württ. II, 2. (1900.) S. 52.

12

 fifz + ^9i92 = 0

13

 Ist 2 ein veränderlicher Parameter, so stellt f + kg = 0 oo1 viele Kurven dar, die alle durch die Schnittpunkte von (f = ol

gehen, also ein Kurvenbüschel oder ein Kurvennetz.

14

 Da wir über den Grad der Funktionen f und g keine näheren Bestimmungen machen, so haben die beiden Kurven f — 0 und g — 0 im allgemeinen mehrere (reelle oder imaginäre) Schnittpunkte. Die Sätze 1—10 gelten für jeden dieser Schnittpunkte; der Einfachheit halber betrachten wir aber nur einen dieser Schnittpunkte.

15

 In bezug auf die Bezeichnung der höheren Singularitäten vgl. Reuschle (L. V. 8.) und Sauerbeck (L. V. 10.).

16

 Für die Kurvendiskussion ist es von großem Nutzen, wenn man sich das Bild der verschiedenen Symbole, besonders mit Rücksicht auf die oo ferne Gerade, einprägt.

Dem Leser kann nicht genug empfohlen werden, diese Ablesungen in selbst anzufertigende Figuren einzutragen (am besten mit Farbstift) und so diese Kurven selbst zu „diskutieren“, indem die einzelnen Ablesungen durch möglichst einfache Kurvenzüge verbunden werden.

17

 Vgl. hierüber Beutel, Algebr. Kurven, II. Teil: Höhere Singularitäten bei den Kurven 4. Ordnung.

18

 Bezeichnung nach Rerisdile, Praxis der Kurvendiskussion, S. 54.

19

 Monosinguläre Hyperhel 4. Ordnung x24y = 1, homogen x19y — afi (Fig. 26).

	
a) y — 0 wird im Schnitt mit co = 0 vierpunktig berührt, d. h. y = 0 ist Flachasymptote. Symbol [x, co25].


	
b) x — 0 hat im Schnitt mit co = 0 einen Spitzpunkt: x — 0 ist Spitzasymptote. Symbol [x19, co25].



20

 Die Beifügung des Faktors cd bei den Funktionen von Geraden kann unterlassen werden, da dies keinerlei Einfluß auf die Deutung der Symbole der oo fernen singulären Punkte hat.

21

*) Bei der Ablesung nach dem Prinzip der linearen Kombination sind sämtliche durch den Kurvenpunkt gehende Hilfskurven in das Symbol aufzunehmen; also hier die Geraden x — 0   ]                            z ß-.

22

 —+]/2 > , die alle durch den Punkt ] ZZnf &ehen* Hieraus M 0   '                     x — 0      ]

ergibt sich auch, daß das Symbol x =+/2 • a> > nichts Neues liefert.                              co = 0       J

23

 Würden einzelne der bereits erhaltenen Kurvenpunkte in solchen Gebieten liegen, die nach der Signierung auf Grund

der zweiten z-Form keine Kurvenpunkte enthalten können (abgesehen vom Fall des Doppelpunkts, der sich so als isolierter Punkt ergibt), so deutet das auf irgend einen Rechenfehler. Durch die neue Signierung dürfen nur solche Räume überdeckt werden, in denen keine reellen Kurvenpunkte auf Grund der ersten 2-Form bereits bestimmt wurden.

24

a) y == 0 wird im Schnitt mit co = 0 fünfpunktig berührt, d. h. y = 0 ist Wendeflachasymptote. Symbol

25

 Monosinguläre Hyperbel 5. Ordnung x^y — 1, homogen x^y — oft (Fig. 27).


	
2. Beispiel.

(sc2 + i/2 — l)2 (sc + y) (sc — y) — ’lxy • tu4 .

(Fig. 30.)



Signierungsgeraden sind x y — 0 , x — y = 0 , x = 0 , y — 0 . Die Kurvengleichung in der Form „positiv = positiv“ liefert: Kurvenpunkte liegen in dem Raum zwischen y — 0 und x — y = 0 .

Nach dem Prinzip der linearen Kombination erhält man:

	
(1)  Symbol [(sc + ?/) (a: — y), xy\\ Der Koordinatenursprung ist Doppelpunkt mit vorerst noch unbekanntem Tangentenpaar.


	
(2) [(x2 + y2 — l)2, x] und (3) [(a;2 + y2 — l)2, y]: Die y-, bzw. x- Achse wird von der Kurve in den
[image: ]
Fig. 30.




Schnittpunkten mit dem Kreis x2 -f- y2 — 1 = 0 zwei-punktig berührt, d. h. die beiden Achsen sind Doppeltangenten.

(4) [« + ?/, cd4] und (5) [x — y, co4]: Die beiden Medianen sind Flachasymptoten. Der Verlauf der Kurve in der Nähe der so gefundenen Punkte, insbesondere längs der Asymptoten, wird durch die Signierung bestimmt.

Durch Umformung der gegebenen Gleichung läßt sich leicht eine zweite Z-Form erhalten:

(x2 + 2/2) (x2 — y2) (&2 + y2 — 2) + (x2 — 2 xy — y2) = 0 oder

I (x,2 + y2) (x 4- y)(x — y) (x2 4- y2 — 2)

| 4- (x — (X1 y) (x — oc2 y) j wo a = 1 + / 2 .

Durch die neue Signierung (horizontale Schraffur) werden nun weitere Zwickel ausgeschieden, in denen die Kurve nicht verlaufen kann.

Weiter ergeben sich die Schnittpunkte des Kreises x2 4- y2 — 2 mit dem Geradenpaar x = (143/2)2/ als Punkte der Kurve.

Das Symbol [(a;2 4- 2/2) 4* y) (x — y) ■> (x — oix y) (x—<%2 ?/)].liefert: Die Kurve hat im Ursprung einen Doppelwendepunkt mit den Geraden x = (1 +1'2)2/ als Wendetangenten.

Damit kann das Bild der Kurve ziemlich genau aufgezeichnet werden.

Beliebige weitere Kurvenpunkte liefert die Parameterdarstellung                              .

f x2 + y2 = 1±/I [

( z(x2 — y2) = 2 x y j

als Schnittpunkte der konzentrischen Kreisschar x2 4- 2/2 = 1 +/2 mit dem Geradenbüschel durch den Ursprung k(x2 — y2) = 2xy, und zwar liefert jeder Wert von z vier Kurvenpunkte. Eine zweite Parameterform ergibt die Substitution y = fix.

	
3. Beispiel.



(1) (sc2-2)24-(1/2~1)(?/2-1)2 = 0 (Fig. 31) oder

( (x - /2)2 (x + >'2)= + (n - 2) 0 + 2)

l (y-lpfe + ip-O.

Durch einfache Umformungen ergeben sich noch zwei weitere 2-Formen:

(2)         x2(x2 - 4) + y2 (y2 — 3)2 = 0
[image: ]
Fig. 31.


oder

(2') x2(x — 2) (x -j- 2) + y2 (?/ — y 3)2 (y + y3)2 = 0

und

	
(3) (x2 — y2) (x2 + y2 — 4) + y2 (?/4 — o y2 + 5) = 0


oder




(3')





J + y) (x — y) (x2 4- y2 — 4) + ?/2 (y + 1,90) l (y- 1,90) G/+ 1,18)0/- 1,18) = 0.

Das Signierungsprinzip, der Reihe nach angewandt auf die Formen (!'), (2') und (3Z), gibt: Die Kurve liegt ganz zwischen den Geraden a: + 2 = 0 und y + 2 = 0 . Die Form (3') scheidet dann in diesem Quadrat noch 18 Zwickel aus, in denen die Kurve nicht verlaufen kann.

Das Prinzip der linearen Kombination liefert aus (1'): Die Geraden y + 2 = 0 sind Doppeltangenten der Kurve, die Berührungspunkte liegen auf x 4- ]/ 2 = 0 .

Ferner: Die Schnittpunkte von x + |'2 = 0 mit y -|- 1 — 0 sind Doppelpunkte. Aus (2'j folgt: Der Ur-f x — 0

sprung und die Punkte ।            | sind ebenfalls

Doppelpunkte: die Geraden x + 2 — 0 sind Doppel-

f x 4“ 2 = 0 1 tangenten mit den Punkten 1               f als Be-

l y 4; ] 3 = 0 J rührungspunkten.

Aus (3') kommt:

Auf dem Kreis x2 y2 — 4 = 0 liegen zehn Punkte der Kurve (eigentlich zwölf, da die Punkte x — -4 2 , y = 0 doppelt zählen), auf den Geraden x 4- y = 0 je sechs Punkte (der Ursprung zählt doppelt) im Schnitt mit den drei Geradenpaaren

y2 — 0 , y 4 1,90 — 0 und y 4- 1,18 = 0 .

Unsere drei A-Formen liefern also für die vorgelegte C6 unmittelbar 33 Punkte und zugleich die Tangenten in 10 derselben.

	
4. Beispiel.

ä?4 + ;/‘2 ?/2 — 6 x2 y + y2 = 0 (Fig. 32).

Die in den vorhergehenden Beispielen angewandte Methode, mehrere 2-Formen zur Diskussion zu ver-
[image: ]
Fig. 32.




wenden, ist hier besonders vorteilhaft. Aus der gegebenen Gleichung folgt

iC2 (%2 _|_ y2 — ß yj y2 _ Q

oder

(1) x2 [x2 + (y — 3)2 — 9] 4- y2 — 0 .

Diese Gleichung läßt sich durch das simultane System der zwei Gleichungen

z2 + Ü/ - 3)2 - 9 = -z2 |

j

ersetzen. Hierin ist 22 ein willkürlicher Parameter. Jedem bestimmten Wert von 22 entspricht eine 2-Form.

So z. B. mit

22 = 1: (2)z2 [X2 + (yy _ 3)2 _ 8] = X2 _ y2 .

22 = 2: (3)«2 |>2 + («/ — 3)2 - 7] = 2a;2 - 1/2 .

22 = 4: (4) x2 [x2 + (?y — 3)2 — 5] = 4 x2 — y2

usw. Aus der Gleichung (1) folgt nach dem Signierungsprinzip, da „positiv plus positiv“ nicht gleich Null sein kann: Die Kurve liegt innerhalb des Kreises x2 -{- (y — 3)2 = 9, hat also keine reellen oo fernen Punkte.

Das Symbol [x2[x2 + (y — 3)2 — 9], y\ besagt: Die Kurve hat im Ursprung einen Selbstberührungspunkt mit y — 0 als Tangente. Da die Kurve innerhalb des Kreises verlaufen muß, so liegen beide Zweige des Selbstberührungspunktes auf der Seite der positiven y -Achse. Weitere Kurvenpunkte ergeben die 2-Formen (2), (3), (4), usw. Hieraus folgt: Die Kurve ist das Erzeugnis eines konzentrischen Kreisbüschels mit einem dazu projektiven Geradenpaar durch den Ursprung.

[image: ]



folgt: Die Kurve verläuft im Unendlichen wie die Parabel 2/2 _ x5 .

Durch Auflösung nach y erhält man

y = x2 + x% 1) , eine zur punktweisen Berechnung sehr geeignete Form der Kurvengleichung.

Anmerkung. Die Schnabelspitzen — auch Spitzen

	
2. Art genannt — treten erst bei Kurven 4. Ordnung auf. Folgende Kurven haben im Ursprung eine Schnabelspitze:



	
1.  x4 — x2 y — x y2 = 0 ,


	
2.  a:4 x y3 + 2/4 — 2 x2 y — x y2 4- y2 — 2 y3 = 0 .



Wie sieht die Kurve 2. aus a) für 2=1? b) für 2 = 2?

Die Diskussion der durch das simultane System

| x2 4- (y 4- l)2 — 4 = 2) l(« — 3 y 4-1) 2 4- y = OJ

oder durch die Gleichung

k2 + (y + l)2 — 4] (x — 3 y + 1) + y • co2 = 0 dargestellten C3 sei dem Leser überlassen (s. Fig. 34).
[image: ]

Diese Kurve ist ein spezieller Fall der Kurve 3. Ordnung

0 • Gx + G2 co2 = 0 ,

wo 0 = 0 einen Kegelschnitt (in dem obigen Fall einen Kreis) und Gx — 0 und G2 — 0 zwei Gerade darstellen. Alle diese C3 haben Gt = 0 als Asymptote und gehen durch die Schnittpunkte von 0 = 0 mit G2 = 0.

Wie sieht die C3 aus, wenn G2 den Kegelschnitt berührt oder gar nicht schneidet? wenn der Punkt I rl ___ ß'j

< & ~ > auf 0 — 0 liegt? wenn 0=0 eine Parabel oder eine Hyperbel ist?

Weitere Beispiele sind im folgenden überall verstreut; auch bietet die auf Seite 129 ff. angegebene Liste spezieller Kurven genügend Stoff zur Übung in der Kurvendiskussion.

§ 8. Weitere Hilfsmittel der Kurvendiskussion.

Obwohl die Prinzipien der Signierung und der linearen Kombination vollständig hinreichen, um den rohen Verlauf einer durch ihre Gleichung gegebenen Kurve zu bestimmen, so ist es doch meistens notwendig, zur Festlegung des ge-nauen Verlaufs der Kurve noch weitere Punkte zu bestimmen. Zugleich hat man damit eine Kontrolle für die Richtigkeit der aus beiden Prinzipien gewonnenen Ablesungen.

	
I. Symmetrieverhältnisse.



	
1. Kommt in der Gleichung einer Kurve die Veränderliche x nur in geraden Potenzen vor, so entspricht jedem Wert von y eine Anzahl von Wertepaaren von x, die nur durch das Vorzeichen unterschieden sind, d. h. ist (x, y) ein Punkt der Kurve, so liegt auch der Punkt (—x, y) auf der Kurve: Die Kurve ist symmetrisch zur Ordinatenachse x = 0 .


	
2. Ebenso ist eine Kurve, deren Gleichung nur gerade Potenzen von y enthält, symmetrisch zur Abszissenachse y — 0.


	
3. Enthält eine Kurvengleichung nur gerade Potenzen der homogenisierenden Veränderlichen a>, so ist der Ursprung Mittelpunkt der Kurve, denn jedem Kurvenpunkt (x, y, cd) entspricht ein Kurvenpunkt (x, y, —cd) oder dem Punkt I , —) entspricht der Punkt



\cd cd/

Da aber die Verbindungsgerade zweier solcher Punkte im Ursprung halbiert wird, so ist damit die Richtigkeit des oben aufgestellten Satzes erwiesen.

	
4. Lassen sich in der Kurvengleichung x und y vertauschen, ohne daß die Gleichung sich ändert, so ist die Kurve symmetrisch zur 1. Mediane x — y = Q.


	
5. Lassen sich in der Kurvengleichung x und y mit —y und —x vertauschen, ohne daß diese sich ändert, so ist die Kurve symmetrisch zur 2. Mediane x + y — 0 .



II. Schnittpunkte mit den Achsen und den Medianen.

Aus der Gleichung fn (x, y, coj = 0 einer Cn erhält man die Schnittpunkte mit den beiden Koordinatenachsen aus den zwei simultanen Systemen


A®, y, «>) = 0)

x = 0| ’




/(«, y, (») = 0)

2/ = 0J ’




/(x, y, mj = 0

co = 0



liefert die Schnittpunkte mit der oo fernen Geraden (vgl. §10).

Die Koordinaten der Schnittpunkte der Kurve mit den beiden Medianen ergeben sich aus den beiden simultanen Systemen


/(.r, y) = 01

x — y — 0]




und




(f&, y) = 01

| x 4- y = 0J



IH. Berechnung weiterer Kurvenpunkte.

Hat eine Kurve eine Asymptote, so empfiehlt es sich immer, deren Schnittpunkte mit der Kurve zu bestimmen. Dies geschieht in einfachster Weise dadurch, daß man die Kurvengleichung f(x, y) — 0 nach Potenzen einer Unbekannten, z. B. x, ordnet und mit der Funktion der Asymptote y = a x -f- b in die Kurvengleichung dividiert. Die sich ergebende Restfunktion yßx, y) stellt, gleich Null gesetzt, eine Kurve dar, die durch die Schnittpunkte der gegebenen Kurve mit der Asymptote geht. Die Kurvengleichung läßt sich dann in die Form bringen:

0 = f(x, y) = (y — ax — b)cp(x, y) + y>(x, y).

Der Vorteil ist hier, daß der Grad von tp(x, y) im allgemeinen mindestens um 2 niedriger ist, als der von f(a;, y) = 0 ; denn macht man homogen, so hat man

0 = fn(«, y, co) = (y — ax — bo))pn_1(x, y, co)

+ ^n-2^, ?/, ft)) • o)2 .

y— ax— b — ö ist ja nur dann Asymptote, wenn zu y^n-Ax ■> V i <o) der Faktor cd2 tritt (falls nicht p—— n           , (y — a x — b en = 0)

Vn-iv®, y, cd) — 0 durch den Punkt <,y

geht), da co = 0 die Gerade y — ax — bco — 0 in 2 zusammenfallenden Punkten schneiden muß.

Hat eine Kurve mehrere Asymptoten, so läßt sich dieses Verfahren mehrmals anwenden.

Sind G1 = 0 , C?2 = 0, (?3 = 0 die drei reellen Asymptoten einer C3, so erhält man durch Anwendung des Divisionsprinzips die Gleichung in der (zuerst von Plücker) *) angegebenen Form

Gr G2 G3 z G o)2 — 0 .

Bei einer C4 mit vier reellen Asymptoten Gx = 0, G2 — 0, G3 — 0, Cr4 = 0 bekommt man ebenso:

G1 G2 Go G. -f- z 02 (x y) = 0 ,

wo 02 eine Funktion 2. Grads ist. Damit erhält man nebenbei die zwei

Sätze. Bei einer C3 mit drei reellen Asymptoten liegen deren Schnittpunkte mit der Kurve auf einer Geraden, bei einer C4 mit vier reellen Asymptoten auf einem Kegelschnitt.

Hat die Kurve einen mehrfachen Punkt, so erhält man weitere Kurvenpunkte als Schnittpunkte eines durch

') Plücker, System der anal. Geometrie. 1835. S. 130.

den mehrfachen Punkt gelegten Strahlenbüschels. Die Rechnung gestaltet sich sehr einfach, wenn der mehrfache Punkt im Ursprung liegt. Die Kurve läßt sich dann mittels der Substitution y = 2 x in der Form darstellen:                      .           ...

I x = 9?(z)-

[y = vW

Ist der mehrfache Punkt ein r-facher Punkt, so erniedrigt sich durch die Substitution y = Ix der Grad der Gleichung f(x, Ix) = 0 um r: xr tritt als Faktor vor die Gleichung, entsprechend den r Schnittpunkten


\x — 01

\y — 0J



der Kurve mit der Geraden y — 2 x.

Beispiel. Die C4

a:4 — y± — 2x2y — 0 (Fig. 40, s. Seite 91)

hat im Ursprung einen 3 fachen Punkt (Oval- und Rückkehrpunkt).

Die Substitution y = Ix ergibt die Parameterform 22 x~

2 22

Da sich die Koordinaten eines Kurvenpunktes rational in 2 ausdrücken lassen, so ist die gegebene C4 eine rationale Kurve.

IV. Numerische Auflösung der Gleichung.

	
1. Algebraische Auflösung.



Ordnet man die Gleichung der Kurve nach fallenden Potenzen einer der drei Veränderlichen, z.B. nach x, so läßt sich diese so erhaltene Gleichung nach bekannten Methoden algebraisch auflösen. Dies ist aber praktisch nur dann zu empfehlen, wenn der Grad der Gleichung nicht

	
> 2 . Zuweilen läßt sich auch die Kurvengleichung in einfacher Weise nach Potenzen einer linearen Kombination zweier Veränderlichen anordnen und nach diesen auf lösen. Auch die Fälle, in denen f(x,y) — 0 quadratisch in x2, ?/2, (x — y)2 usw. ist, gehören hierher.



So ist die Kurve § 7, Beispiel 1 quadratisch in x2 und kann nach x2 aufgelöst werden.

	
2. Graphisch-mechanische Auflösung2).



Wie wir oben gesehen haben, ist es häufig von Wert, die Schnittpunkte ausgezeichneter Geraden mit der Kurve zu bestimmen. Wird der Grad der Bestimmungsgleichung

	
> 2, so empfiehlt sich die Anwendung graphischer Methoden; die Anwendung der bekannten Formeln zur Bestimmung der Wurzeln einer Gleichung 3. oder 4. Grads ist praktisch viel zu umständlich. Selbstverständlich sind diese Methoden nur dann anwendbar, wenn es sich um Zahlengleichungen handelt.



Sind ganzzahlige Wurzelwerte vorhanden, was durch einfaches Probieren festgestellt wird, da sie Faktoren des Absolutglieds sind, so werden diese durch Abdividieren ausgeschieden. Die Restgleichung wird dann auf folgende Weise weiter behandelt.

	
a) Gleichungen 3. Grads.



Aus der Gleichung 3. Grads in der Form x3-\-bx2-\-cx = d

folgt             x (x2 + b x -f- c) = d.

Diese Gleichung läßt sich ersetzen durch das simultane


System

x2 + bx + c = y xy = d



, J     /     &2\    /     Z>\2]

	
(1) 1?/ — |c--- = hc4- —|



oder ■      \    1 /   \     2 /

	
(2) (     xy = d


Gleichung





(1) stellt die um — — parallel zur + x-Achse j2\


und



— \ parallel zur 4-y-Achse verschobene Parabel y = x2 dar; Gleichung (2) eine gleichseitige Hyperbel mit den Achsen als Asymptoten. Die Abszissen der Schnittpunkte beider Kurven liefern die Wurzeln der gegebenen Gleichung 3. Grads. Da der Parameter der Parabel von den Konstanten der gegebenen Gleichung unabhängig ist, so läßt sich mittels der Hyperbelschar (2) und der beweglichen Parabel (1) jede Gleichung 3. Grads graphisch, d. h. näherungs weise, auf lösen3).

Anmerkung. Die Methode vereinfacht sich wesentlich, wenn, was oft der Fall, b oder c verschwindet.

Beispiel. Die gegebene Gleichung sei

x3 + x2 — 1 = 0.

Aus

x (x2 x) — 1 = 0

folgt das simultane System

f y = & +     , h/ + i = (« + i)21

<                  > oder <                          > .

pr y = 1     J         ( xy = 1 J

Durch punktweises Aufzeichnen beider Kurven (genau braucht dies ja nur in der Nähe der mutmaßlichen Schnittpunkte zu geschehen) ergibt sich, daß die Gleichung nur eine reelle Wurzel hat:

x — 0,76 .

(Die letzte Dezimale ist angenähert.) Die Figur mag sich hier der Leser selbst anfertigen.

Eine andere Zusammenfassung der einzelnen Glieder der Gleichung 3. Grads

x3-\-bx2-\-cx-\-d = Q in der Form

(x3 -j- b x2) + c x + d = 0

liefert das simultane System4)

	
(1) | y         = x3 + bx2


	
(2) [2/ + cx + (/=0



Konstruiert man nun für die einzelnen Werte von b die entsprechenden Kurven 3. Grads, so stellen die Abszissen der Schnittpunkte der Geraden (2) mit der Kurve (1) die positiven Wurzeln der gegebenen Gleichung 3. Grads dar. Um die negativen Wurzeln zu bekommen, ersetzt man x durch —x und erhält damit

—x3 4- bx2 — cx + d = 0 oder              3 Ä 2 I         7 A

x3 — bx2 -J- cx — d — 0 .

Diese Methode hat den Vorteil, daß die Gerade (2) für jeden Wert von c bzw. d eingezeichnet werden kann (ein Faden genügt hiebei), wenn nur b ganzzahlig ist Hat man jedoch für genügend viele Werte von b das Kurvenbüschel (1) gezeichnet, so läßt sich unschwierig der Wert von b interpolieren.

Sowohl die Methode von d’Ocagne, als auch die von Reuschle erfordern eine unschwierig anzufertigende graphische Tafel, um die Auflösung möglichst rasch bewerkstelligen zu können.

	
b) Gleichungen 4. Grads.



Aus der allgemeinen Gleichung 4. Grads in der Form

a x4 + b x3 + c x2 = dx 4~ 1 folgt

x2 (a x2 + b x 4- c) = dx 4- 1,

woraus das simultane System hervorgeht:

	
(1) f ax2 + bx 4- c = y


	
(2) |          x2y = dx 4- 1 J



Gleichung (1) stellt die parallel verschobene Parabel y — a x2, Gleichung (2) eine trinomische Hyperbel mit y — 0 als Asymptote und x = 0 als Rückkehrasymptote dar, die sich ohne Mühe punktweise konstruieren lassen. Die Schnittpunkte beider Kurven sind die Abszissen der Wurzeln.

Beispiel. Für die Kurve

x (x — y 4- 1) (x2 4- y2 — 4) = (y — 1) (y 4- 1) a>2 sollen die Schnittpunkte mit der x-Achse bestimmt werden.

y = 0 gibt

X4 4- X3 — 4 x2 — 4 x 4~ 1 = 0 oder

x2 (x2 4- x — 4) — 4 x 4- 1 = 0 .

Diese Gleichung läßt sich nun durch das simultane System ersetzen:

	
(1) ( y = x2 + x — 4


	
(2) | x2y = 4rc — 1
[image: ]



Die Aufzeichnung der beiden Kurven (1) und (2) — am besten auf Millimeterpapier — (s. Fig. 35) ergibt als Wurzel werte (die 2. Dezimale angenähert):

x^ — 0,21; x2 = 1,96 ; xz =—1,38; x4 = —1,77.

	
c) Gleichungen höheren Grads.



Die oben angegebene Methode läßt sich auch auf Gleichungen höheren Grads ausdehnen, wenn eines oder mehrere Glieder derselben fehlen. Durch passende Substitution ergeben sich zwei leicht zu konstruierende
[image: ]

Kurven. Der Gang der Methode wird am besten durch ein Beispiel erläutert.

Beispiel: Es soll die C5 diskutiert werden, deren Gleichung lautet:

+ y — l)2 & + y + 1) (x — 2/)2 = o:2 2/2 • co (Fig. 36).

Die Deutung der einzelnen Symbole sei dem Leser zur Übung überlassen.

Um die Kurve genau zeichnen zu können, müssen weitere Punkte berechnet werden, wobei zu berücksichtigen ist, daß die 1. Mediane x — y Symmetrielinie ist.

	
1. y — 1 gibt x2(x + 2) (x — l)2 = x2 oder x2 — 0 (Probe!) und (x 4- 2) (x — l)2 — 1 oder x3 — 3x 4- 1 — 0 oder x(x2 — 3) + 1 = 0 .



Hieraus ergeben sich aus dem System r 31 drei reelle Wurzel werte:

xr = 0,32 ; x2 = 1,53 ; x3 — — 1,86 .

	
2. y = — 1 gibt (x — 2)2 x(x 4- l)2 = x2 oder x — 0 (Probe!) und (x — 2)2(x 4- l)2 — x oder (.r2 — x — 2)2 — x .



I 'm —     __ ic - 21 •

Das simultane System s 2 _            r liefet

1 y — vc

zwei reelle Wurzeln:

xr = 1,6 ; x2 = 2,6 .

	
3. y — 2 gibt (x + l)2 (x + 3) (x — 2)2 = 4 x2 oder (x -|- 3) (x2 — x — 2)2 — 4 x2 .



Hieraus folgt das simultane System

x2 — x — 2 = y y2(x + 3) = 4 x2

das fünf reelle Wurzel werte gibt:

^ — 2,7; x2 = 2,4 ; x3 = — 0,7 ; x± = — 2 (genau);

x5 =   2,6.

Die Figuren (am besten auf Millimeterpapier) möge sich hier der Leser selbst anfertigen.

§ 9. Verhalten einer Kurve im Nullpunkt; mehrfache Kurvenpunkte.

Die folgenden Untersuchungen können für jeden Kurvenpunkt gelten. Liegt nämlich der betrachtete Kurvenpunkt nicht im Ursprung, so kann letzterer durch Koordinatentransformation und zwar am einfachsten durch Parallelverschiebung in den betr. Kurvenpunkt gebracht werden.

Satz 1. Geht eine Kurve durch den Ursprung, so hat ihre Gleichung kein Absolutglied.

Die Gleichung der Kurve

	
(1) 0 =/’(«,?/) = a + (6a; + c?/) + (dx2 + exy + f?/2)



A-(gaA-\-hx2y-\-ixy2-\-ky2')-{- . . .

fic —— 01 wird, wenn a — 0 ist, befriedigt für s  q|, d. h. die Kurve geht durch den Ursprung.

Setzen wir nun zur Abkürzung

bx + cy — <px(x, y) , dx2 + exy + fy2 = tp2(x, y),

........................i

V             7 1 ,            ''                                                  '                          ' '                                          ’

so haben wir als Kurvengleichung

	
(2)  0 = f(x, y) = ep^x, y) + tp2(x, y) + <p3(x, y)



+ • • • + cPn(xi y) i wobei die Indizes den Grad der Funktionen (p angeben. <p1(x, y) = Q stellt die Nullpunktsgerade bx + cy = 0 dar, die die Kurve schneidet in den Punkten


I                      ‘Z’l = °l !

{                            } oder

l?7! + T2 + Ts + • • • = 0. oder



= 0)

% + Ts + • • ' == 0j b x + c y = 01

dx2 + exy + fy2 + . • . — Oj

Eliminiert man hieraus y, so ergibt sich eine Gleichung in x, deren niederstes Glied vom 2. Grad ist, die also zweiWurzeln x—0 hat, d.h. die Gerade (px = bx + cy = 0 schneidet die Kurve im Ursprung in zwei zusammenfallen-den Punkten oder die Gerade (px — 0 ist Tangente.

Satz 2. Die Kurve

o = A®, y) =      2/) + qM«, y) + y) + • • •

hat im Nullpunkt einen gewöhnlichen Punkt mit <px(x^y)—0 als Tangente.

Ganz ähnlich ist die Beweisführung für die folgenden Sätze:

Satz 3. Die Kurve

0 = A®, 2/) = Ti(x> y) + Ti^y)Tdx^ y)

+ cpz(x, y) + . . . oder

0 = f(x, y) =       2/)[l +       2/)] + <Ps(x, 2/) + • • •

hat im Nullpunkt einen Wendepunkt mit q\(x, 2/) — 0 als Wendetangente.

Dasselbe gilt für die Kurve

o = A®, y) = tAx^ y) +      ?/) + •••

Satz 4. Die Kurve

o = f(x,y) = Ti(x^ y) + Ti(xi y), 2/)

+        2/) + • • •

oder

0          = <Pi{x, y) [1 +         + ’M«, 2/)]

+ <p4 («, y) + • • • oder

o = f(x, y) =     y)-^, y) + M«, y) + • • •

hat im Ursprung einen Flachpunkt mit q\(x, ?/) — 0 als Flachtangente usw. usw.

Ist q\ (x, y) = 0, so gilt der

Satz 5. Die Kurve

0 = f(x, y) = <p2(x, y) + <p3(x, y) + —

hat im Ursprung einen Doppelpunkt mit <p2(x, y) = 0 als Tangentenpaar.                            

Sind die Wurzeln der Gleichung cp2 (x, y) = 0 reell und getrennt

reell und zusammenfallend k so ist der Doppelpunkt ein imaginär konjugiert

gewöhnlicher Doppelpunkt

Rückkehrpunkt           ■ (siehe Fig. 10—12).

isolierter Punkt

Satz 6. Die Kurve

o = /(«, y) = <pAx, y) + <pAx, y) + —~ hat im Nullpunkt einen dreifachen Punkt mit (p3(x, y) = 0 als Tangenten.

Hier können nun vier Fälle auftreten: Von den drei Wurzeln der Gleichung cp3(x^ y) = 0 ist eine stets reell; für die beiden anderen können die drei Fälle des Satzes 5 eintreten.

a) Ist eine Wurzel reell und sind die beiden andern


reell und verschieden' reell und gleich imaginär konjugiert



so ist der dreifache Punkt ein

Beutel, Algebraische Kurven. I. gewöhnlicher Kurvenpunkt im Verein mit einem

Doppelpunkt

Rückkehrpunkt >. (Beispiel siehe unten.) isolierten Punkt

b) Sind alle drei Wurzeln gleich, so tritt der Spitzpunkt auf (siehe Fig. 16).

Beispiel zu a) (Fig. 37—39).

1. Fall: x± -f- 2/4 — y (2 x5— ~f^xy-\-y2>) °der x* + 2/4 = y (2 x — y) (x — y):

dreifacher Punkt im Ursprung mit den Geraden y = 0, 2x — y = 0 , x — ?/ = 0 als Tangenten. (Fig. 37.)
[image: ]

y = 0 ist gewöhnliche Tangente (Symbol [1, 2]), da der Faktor 2. Grads (x]^2 — y)2 den Ausdruck 4. Grads 3)4 yi um den Exponenten 2 vermindert; ferner (x y2 — y)2 — 0 ist Rückkehrtangente (Symbol [2 , 3]), da der Faktor 1. Grads y den Ausdruck 4. Grads x± + y± um den Exponenten 1 vermindert. (Fig. 38.)
[image: ]

	
3. Fall: x± + y± — y (2 x2 — xy y2) :



Der Klammerausdruck 2x2 — ^7xy-}-y2 = 0 läßt sich nicht in zwei reelle Faktoren zerlegen, deshalb ist der Ursprung gewöhnlicher Kurvenpunkt mit y — 0 als Tangente im Verein mit einem isolierten Punkt. Für das Auge ist diese Singularität von einem gewöhnlichen Kurvenpunkt nicht zu unterscheiden; in der Fig. 39 haben wir den isolierten Punkt durch Verdickung angedeutet.

Die Betrachtung der drei Figuren 37—39 läßt zugleich den Übergang der einen Art in die andere erkennen: In Fig. 38 ist die Schleife der Fig. 37 im 3. Quadranten verschwunden; in Fig. 39 erreicht die Schleife im 1. Quadranten den Ursprung nicht mehr und statt der Spitze treten zwei Wendepunkte auf.

Zur punktweisen Konstruktion der Kurve empfiehlt sich die Substitution

y = la ,

wodurch x und y als rationale Funktionen von 2 sich ergeben.
[image: ]

Allgemein gilt bezüglich des Verhaltens einer Kurve im Nullpunkt der

Satz 7. Sind in der Gleichung einer Kurve

o = /;(«, y) = <Pr(x, y) + (pr+i^, y) + • • • + y) die Glieder niederster Ordnung vom rten Grad, so ist der Nullpunkt ein »-facher Punkt mit den Tangenten <pr(x, y) = 0 , oder kurz:

Das Aggregat (pr(x, y) — 0 der Glieder niederster Ordnung einer Kurvengleichung liefert die r Nullpunkts-tangenten.

Mit Berücksichtigung dieses Satzes ergibt sich aus jeder Kurvengleichung eine 2-Form, aus der mittels des Signierungsprinzips sofort bestimmt werden kann, auf welcher Seite der Tangente die Kurve in der Nähe des Nullpunkts verläuft.

Für die Kurve Seite 62 Fig. 31 erhalten wir durch Ausmultiplizieren

ye — 6 y6 + rc4 — 4 x2 -f- 9 y2 — 0 ,

woraus das Aggregat der Glieder niederster Ordnung die Geraden 2x — + 3?/ als Wendetangenten im Ursprung ergibt.

§ 10. Verhalten einer Kurve im Unendlichen; Asymptoten.

Vorbemerkung. Die geradlinigen Asymptoten der Hyperbel hat aller Wahrscheinlichkeit nach schon Menäch-mus (350 v. Chr.) gekannt6); sie finden sich wieder bei Archimedes (237 v. Chr.) und bei Apollonius (225 v. Chr.), der ihnen den bis heute gebräuchlichen Namen gegeben hat.

Der Begriff der krummlinigen Asymptote und des asymptotischen Punkts stammt von Albrecht Dürer (1525). Ausführlich behandelt werden die Asymptoten in Eulers Introductio 1748, wo er nach dem Vorgang Newtons die Kurvenäste in hyperbolische oder parabolische einteilt, je nachdem eine im Endlichen verlaufende oder die oc ferne Gerade Tangente im oo fernen Kurvenpunkt ist.

Die Asymptoten dienten namentlich Plücker als Mittel zur Einteilung der Kurven 3. und 4. Grads. Die Kenntnis der Asymptoten einer Kurve ist für deren graphische Darstellung von größter Wichtigkeit; nicht mit Unrecht werden die Asymptoten als das „Knochengerüst der Kurven“ bezeichnet. Auch für die Theorie einer Kurve ist das Vorhandensein von Asymptoten von großem Nutzen, da nach Cayley die theoretische Behandlung um so schwieriger wird, je weniger Asymptoten eine Kurve hat.

Erklärung. Eine geradlinige Asymptote ist die im Endlichen verlaufende Tangente in einem oo fernen Kurvenpunkt, oder: Die Asymptote einer Kurve ist eine Gerade, die sich einem unendlichen Kurvenzweig mehr und mehr nähert, derart, daß der Abstand eines Kurvenpunkts von der Geraden sich der Grenze 0 nähert, je weiter der Kurvenpunkt auf dem Kurvenzweig bleibend unbegrenzt hinausrückt.

Ist die oo ferne Gerade Tangente der Kurve, so strebt die Kurve ins Unendliche wie die binomischen Parabeln. Diese spielen dann die Rolle von Näherungskurven im Unendlichen, die deshalb auch asymptotische Kurven genannt werden.

Wickelt sich eine Kurve derart um einen Kreis mit Radius r herum, daß sie ihn erst nach oo vielen Windungen erreicht, so nennen wir diesen Kreis einen asymptotischen Kreis. Ist der Radius r des Kreises = 0, so erhalten wir den asymptotischen Punkt. Asymptotische Punkte sind also solche Punkte, die erst nach oo vielen Umläufen der Kurve um diesen Punkt erreicht werden. — Diese beiden Arten von Singularitäten kommen nur bei transzendenten Kurven vor7).

	
1. Die geradlinigen Asymptoten.



Die Kurve

o = fn(x, y, co) = <pn(x, y) + <pn_x(x, y)(ü

+ <Pn-Ax, y)o)2 +......+<Pi(x, y) (On~i+(p()(x, y) O)n

hat die oo fernen Punkte

f/n(®, y, w) = o|   oder kM(x, y) = 0|

co = 0]            (      co = 0)

Diese liegen auf den n Nullpunktsgeraden q>n(x,y) — 0.

Entsprechend dem Satz 7 in § 9 erhalten wir hier den analogen

Satz 1. Das gleich Null gesetzte Aggregat der Glieder höchster Ordnung einer Kurve stellt die Richtungen nach den n oo fernen Punkten dar.

Daraus folgt: Die Anzahl der geradlinigen Asymptoten einer Cn ist, da die Gleichung tpn{x, y) — 0 n Wurzeln hat, im allgemeinen — n.

Unter einer Asymptote Her Ordnung verstehen wir eine Asymptote, die r geradlinige Asymptoten vertritt, d. h. mit der Kurve im Unendlichen 2 r Schnittpunkte hat. Die Kurvengleichung ist dann von der Form

0 = f(x, y, = (ax + by)r(pn_r(x, y)

4- <pn-t(x, y)°)2 •

Je nach der Art der oo fernen Kurvenpunkte können verschiedene Arten von Asymptoten auftreten (vgl. die binomischen Hyperbeln, § 6, II).

Nach dem Prinzip der linearen Kombination lassen sich aus der homogenen Form der Kurvengleichung folgende Sätze ableiten:

Satz 2. Die Kurve

0 = /n(« , y , <«) = <Pn(x , y) + pn-2(x , y) wird, von den n Nullpunktsgeraden cpn (x, y) — 0 berührt im Schnitt mit cd — 0, d. h. epn(x, y) = 0 stellt die Gesamtheit der n Asymptoten der Cn dar.

Es treten selbstverständlich nur so viel reelle Asymptoten auf, als die Gleichung epn(x, y) — 0 reelle Wurzeln hat.

Satz 3. Die Kurve

o = fn(.x,y> <*>) = <pn(x, y) + <Pn-3(x, y)W3 hat die n Nullpunktsgeraden cpn{x^y)~0 als Wendeasymptoten usw.

Satz 4. Die Kurve

ü fn(x, y , w) = (pn(x, y) + <Pn-l(x, Z/) O) hat n Asymptoten parallel zu den n Nullpunktsgeraden <Pn(x, y) = ü-

In diesem Fall sind die Asymptoten zu berechnen.

Satz 5. Die Kurve

^=fn(x, y,<ö) = (bx — ay)2cpn_2(x, y) + yn_2(a:,?/)(o2 hat n — 2 geradlinige Asymptoten q>n_2(x-> .V) = 0 und ein %u bx — ay = 0 paralleles Asymptotenpaar.

Satz 6. a) Die Kurve

y = ax + b + —

V^n-i

(y — ax — b) • cpn-iix) co = fn(x) hat (n — 1) Asymptoten <pn-i(x) == 0 parallel zu x — 0 • denn für jeden Wert von x, der die Gleichung <pn  x (x) — 0 befriedigt, wird y = oo.

b) Ebenso hat die Kurve


fM

Tn-l(y)



x = ay + & +

(n — 1) Asymptoten <pn_i(y) = 0 parallel %u y — 0.

Stellt in der Kurve

0 = frA?, y, «) == (^ ^ + /Z • ft)2) (pn-2&, y)

+          y)'(O2

Gp d2 + /z o>2 = 0 eine                 Je nachdem

Gr. = 0 und Go — 0 zwei beliebige . ie^e 1 12         ° imag. konjug.J

, i . t Tr          • reelle und getrennte!

Gerade smd, so hat die Kurve zwei .      . . . ,     }■

Asymptoten. .                   imag. konjugierte f

Ist speziell Gt = Ga und p nega iv


, so hat f = 0



. reelles paralleles 1 .      , Poslt,v-

ein .      .   . • , > Asymptotenpaar.

imag. konjugiertes] J 1

Berechnung der Asymptoten,

Läßt sich eine vorgelegte Kurven gleichung nicht derart umformen, daß die Asymptoten nach Satz (2) oder (3) direkt abgelesen werden können, sondern nur ihre Richtung (nach Satz 4) bekannt ist, so müssen die Asymptoten berechnet werden. Hiezu kann folgender Weg eingeschlagen werden.

Man faßt in der Kurvengleichung die Glieder höchster Ordnung zusammen, so daß

	
(1) 0 = Ä»(«, y, <*>) = cpn[x, y) 4- y)a> .



Hat nun die Cn mindestens eine reelle Asymptote, so muß sich aus (pn(x, y) — 0 ein reeller Faktor bx — ay abspalten lassen und die Gleichung (1) nimmt nun die Form an

	
(2)  (bx — ay)y>n_x(x, y) + <pn_i(x, y)co = 0 .



b x — ay = 0 ist dann eine Nullpunktsgerade parallel der gesuchten Asymptote. Man setzt hierauf

	
(3)             bx — ay — C



und eliminiert aus den Gleichungen (2) und (3) entweder y oder x. Die so erhaltene Gleichung (die sogenannte Asymptotenschnittpunktsgleichung) wird nach Potenzen der Unbekannten x geordnet. Da bx — ay — 0 durch einen (oo fernen) Punkt der Kurve geht, so wird der Faktor von xn — 0 . Da aber die Asymptote die Kurve in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet, so muß auch der Faktor von xn~x gleich Null werden. Dieser liefert die Bestimmungsgleichung für G. Der so gefundene Wert von G in die übrige Gleichung eingesetzt gibt die Koordinaten der Schnittpunkte der Asymptote mit der Kurve (daher der obenerwähnte Name der Gleichung in x und C). Die Bestimmung dieser Schnittpunkte ist zur genauen Festlegung des Verlaufs der Kurve nicht zu unterlassen (vgl. § 8, III).

Beispiel. Die Asymptoten der Kurve x£—y*=2ax2ya) zu bestimmen (Fig. 40).

Aus der Form

	
(1)    (x + y)(x—y)(x2 + y2) = 2ax2yM



folgt: Die Kurve hat zwei reelle Asymptoten parallel x + y — 0 und x — y = 0. Um dies in der Figur anzudeuten, versehen wir die Geraden an ihren Enden mit Pfeilen. Setzen wir nun

	
(2)           x-y=C,



damit kommt als Asymptotenschnittpunktsgleichung

C(2x — C)(2x3 — 2 Cx+ C2) = 2ax2(x — C) oder ausmultipliziert und nach Potenzen von x geordnet

	
(3) 2x3(2C — a) — 2Cx2(3C—a)-[-ACPx — C<4=0.
[image: ]



Durch Nullsetzen des Koeffizienten von x3 folgt (4)     2 C — a = 0 , woraus C =   ;

so daß also a x — y = — J 2

die Gleichung der Asymptote ist.

Dieser Wert in (3) eingesetzt gibt für die Abszissen der Schnittpunkte der Asymptote mit der Kurve

8 a;2 — 8 ax + «2 = 0 , woraus

®=|(2+y2).

Aus Symmetriegründen folgt, daß die zweite Asymptote die Gleichung hat:

a

x + y—2 •

Eine zweite, bedeutend einfachere Methode liefern uns die Sätze des § 11.

Aufgabe. Die Asymptoten folgender Kurven zu bestimmen.

	
1. (x2 + y2 — a2) (x2 + y2 — b2) — 4zX2y2 (Fig. 41).



Asymptoten:

■}‘a2 + b2

x - y =± |/—2— ; ‘ x + y =± | —%—

	
2.       x3y^ — 3xy — x = 0.



Asymptote:       x + y + 1 = 0 .

	
3.  a;4 — x2y2 — 2 xy2 + y2 — 1=0.



Asymptoten:        — 1 = 0; rr 1 H- y 2 = 0 .

	
4.    2y2(x2 — y2) — ax3 + bxy2 = 0 .



a — b

Asymptoten:     x + y = —-— •

	
5.       4 x(y2 — Z>2) = y2(y2 — ft2) •



Asymptoten: y + b = Q; 4 x — z/2 = 0

ist Näherungskurve im Unendlichen (asymptotische Parabel, s. folg. Abschnitt).
[image: ]
Fig. 41.

2. Krummlinige Asymptoten.

(Näherungskurven im Unendlichen.)

Läßt sich eine Kurvengleichung auf die Form bringen:


0 = fn(x, y, co) = (G? + p G2 cd) <pn_2(z, y)

+ V’n-sfc, y) <»2 ,

so hat die Kurve f = 0 im Schnitt mit cd = 0 [außer den n — 2 geradlinigen Asymptoten (pn-zfc, y) = Q\ die Parabel (jr2 + /z Cr2 ft) = 0 als asymptotische Kurve.

Die Kurve

o = fn&, y, w) =        , y}, y) + Zw_r(a?, y). tz/

hat die Kurven 9?n_a(®, y) = 0 und ip^lx, y) = 0 zu asymptotischen Kurven, und zwar ist der Grad der Berührung um so höher, je größer r ist. Dies zeigt sich auch im Bild der Kurve: die Annäherung der Kurvenzweige an die Kurven cp = 0 und ip — 0 erfolgt um so r

schneller, je größer der Wert — ist.

n

Beispiele. 1. Die Kurve (Fig. 29)

x±y — 2x2y — y2 -f- 3 y + 1 = 0

hat als Näherungskurve im Unendlichen die Parabel

	
4. Ordnung y = x^ — 2 x2, wie aus der Gleichung in der Form



y(x* — 2x2 (o2 — y (o3) + (3 y + 1 • co) co4 = 0 zu sehen ist.

	
2. Die Kurve 6. Ordnung



(x2 + 2p y) (x2 — px + 2p y)2 — p3 co6 = 0

hat die beiden Parabeln x2 + 2py — 0 und x2—px 4- 2 p y — 0 als Näherungskurven im Unendlichen.

	
3. Die Kurve 4. Ordnung



y4 — 4 a x y2 — a2y2 — 4=ab2x — 0

hat die Parabel y2 — 4 a x — a2 = 0 als asymptotische Kurve, was sich direkt aus der Gleichung in der Form y2(?/2 — 4ax — a2) — 4ab2x • cd3

ergibt.

	
4. Die G3



y3 — 2 xy + 1 = 0

oder homogen

y8 — 2xy a> a>8 = 0

hat die Parabel y2 — 2 x — 0 als Näherungskurve im Unendlichen, was aus der Gleichung

y(y2 — 2x) + to8 = 0

folgt. Die Kurve heißt wegen ihrer seltsamen Gestalt Tridens (Fig. 42).
[image: ]

e df e2 d2f           en dnf

0 “ /(X’ + 1! 6^ + 2!    + ' ’ ’ + S

oder, da gemäß (1) mit (p(x, y) = 0 die Funktion f(x,y) übergeht in ^(a;, «/),

e df e2 ß2f

	
(3)   0=x(x,2/)+ —~ + —    ■ ...
[image: ]
Fig. 43.




Nimmt man nun den Punkt (x, y) auf (p = 0 so weit draußen an, daß e im Vergleich zu x sehr klein ist, so lassen sich höhere Potenzen von e vernachlässigen, und man hat für den Grad der Annäherung

df '

dx

Analog hat man für die Annäherung r] die Bestimmungsgleichung

« -*..Häg + S-g-+--

Nähern sich der Kurve cp = 0 zwei Zweige der Kurve (1) asymptotisch, so bestimmen sich die beiden Werte von £

aus der Gleichung 2. Grads

.    \    ec1/’    s2 d2f

+   g-x + 2! aji “°

(s. Beispiel 2 oben).

§11. Berührungssätze des Prinzips der linearen Kombination.

Satz 1. Die Kurve

(p(x,y)G +    , 2/)2/ = o ,


'(7 = 0

H = 0



wo cp und ip Funktionen von beliebig hohem Grad, G und H lineare Funktionen sind, hat im Punkt oder (a, b) die Tangente

(jp(a, b) G y)(a, b) H = 0 .

Beweis. Die Tangente der Kurve im Punkt jn_n| oder (a, b) hat die Gleichung9):                   —

(d(p r SG ,           rr

xkex + »x 9(a'+ 77    + 77v("’

(dm eG       dw dH \

+y    G(a,b)+j^<p(a,                        ty]


oder



dcp      d(p


d<p' da), dtp da)



dx   J dy

dy>     dtp

dx    dy

I /       8G ' QG > dG

+ ?,(a’J)r^ + sä7 + <aä^

dH , dH , dH' dx +y dy + Md^

Nun ist nach dem Eulerschen Homogensatz dm    dm     dcp

x^ + ^ + m6^ = ^x'^’ ea    aa    aa       ,

also hat man für die Tangente im Punkt (a, b):

g(a,6)<P&, y) + H{a,b)y)(x, y)

+ 9?(a, &) G + y(a, &) H — 0 .

Da nun für diesen Punkt G^^) = 0 und H(a,b) = 0 , so ist die Gleichung der gesuchten Tangente

92 (a, b) G + y> , 6) H = 0 .

Regel: Die Tangente der Kurve

(p(x, y) G + y)H = 0

im Punkt ~ oder (a, &) erhält man, indem man in die übrigen Bestandteile der Kurvengleichung für x und y die Werte a und b einsetzt.

Diese Regel kann sehr vorteilhaft zur

kürzesten Berechnung der Asymptoten

benutzt werden.

Hat die Kurvengleichung die Form

^ = fn(^,y, ^ = ^x — ay)yin_1(x,y) + (pn^l(x,y)a) , so hat (vgl. Satz 4, S. 88) die Kurve eine Asymptote parallel der Geraden b x — ay = 0 .

Fassen wir die Asymptote auf als Tangente der Kurve

im Punkt <              oder im Punkt mit den homo-

to = 0]

genen Koordinaten (a, b, 0) 10), so lautet deren Gleichung: (bx — ay)y)n_r(a, b) + <pn_i(a, &) • co = 0 .

1. Beispiel. Die Asymptoten der Kurve

a;4 — z/4 — 2 a x2 y = 0

zu bestimmen (vgl. S. 91, Fig. 40).

Aus der homogen gemachten 2-Form

(a? + y) (x — y) (x2 + y2) = 2 a x2 y a>

folgt: Die Kurve hat zwei Asymptoten parallel zu den Geraden x + y = 0 .

a) Asymptote parallel x — y = 0 .

Die Koordinaten des oc fernen Punkts ergeben sich aus — = — ==— als (1,1,0). Damit erhält man als Asymptote:

2 (a: — ?/) • 2 == 2 • a • 1 • 1 • co oder x — y — — .

b) Asymptote parallel x + y — 0 .

Koordinaten des oo fernen Punkts: (1, —1, 0), also Asymptote:

(x + y) «2 «2 — — 2 a • 1 • 1 • co oder x -J- y — —   •

di

Wir bemerken hier ausdrücklich, daß dies die ganze Rechnung ohne jegliche Unterdrückung ist.

2. Beispiel. Für die Kurve

(rr2 — 1) (x2 — y2) = xy(y2 — 1) (Fig. 7) oder

(x — 1) (x + 1) (x - y) (x + y) = xy(y — !)(?/ + 1)

lautet die Tangente

im Punkt P — of °^er P’ '

l y j

(x — 1) • 2 • 1 • 1 = 1 -y • ( — 1) • 1 oder 2x-\-y — 2 = 0 ;

im Punkt P 1     2| oder (—1, 0):

y — 0J '      '

(^ + l)(-2)(-l) (-1) = (-1)t/(-1).1

oder             2 ic + ?/ + 2 = 0 .

Für den Punkt P 1 — 21 liest man direkt das U/ — 1 = 0J

Symbol ab: [(« — 1) (x — y), y — 1], d. h. y — 1=0 ist Tangente, was sich auch nach unserer Regel feststellen läßt.

Aus der zweiten 2-Form

ic(x3 — xy2 — 7/3) = (x2 — xy — y2) co2

ergeben sich zwei reelle Asymptoten: x = 0 und x3 — x y2 — y3 = 0. Letztere Gleichung 3. Grads liefert, graphisch aufgelöst (s. S. 73), als einzige reelle Wurzel und damit als zweite Asymptote y = 0,76 x.

3. Beispiel.

x(x2 — y2 — a2 • co2) = b(x2 4- y2 - a2 • co2) • co .
[image: ]
Fig. 7.

Asymptote parallel x = 0 : Koordinaten des oo fernen Punktes (0,1, 0), also Asymptote:

.r(—1) ==&•!• co oder x -|- b — 0 .


Aus der 2-Form y2 (x b) = (x2 — a2) (x — b) oder = (a;2 — a2) (x — b) fol direkt: x + b = 0 ist x 4- b          ö

Asymptote.

Um die zwei weiteren Asymptoten zu bestimmen, fassen wir die Glieder höchsten Grads zusammen und
[image: ]

erhalten so als weitere (dritte) 2-Form:

x(x — y) (x + 2/) = [(a?2 + y2) b + a2(x — b ab) • a>] a> .

Asymptote parallel x — y = 0: Koordinaten des oofernen Punkts (1, 1, 0), also Asymptote:

1 • (x — y)2 = 2 • b • o) oder x — y = b .

Analog erhält man für die dritte Asymptote parallel x + y = 0 die Gleichung x y == b.

Aus der Kurvengleichung in der Form

(x + y — b) (x — y — b) (x + b) = (®2 + b2~) (x — b)> a>2 lassen sich die drei Asymptoten der Kurve direkt ablesen. Zugleich folgt aus dem Symbol [(a?+b), (a2-\-b2)(x—ö)co2], daß x + b = 0 Wendeasymptote ist.
[image: ]

Je nachdem     erhält man zwei verschiedene Kurven.

Ist a > b (Fig. 44), so besteht die C3 aus einem hyperbelartigen Zug mit einem ebenfalls ins Unendliche sich erstreckenden Oval (elliptische Serpentine mit hyperbolischem Oval); im Fall a < b (Fig. 45) verläuft das Oval ganz im Endlichen, während der hyperbelartige Zug bleibt (hyperbolische Serpentine mit elliptischem Oval).

Auf ganz analoge Weise wie bei Satz 1 lassen sich folgende Sätze beweisen:

Satz 2. Die Kurve

ep(x, y) G2 + yj(x, y) H2 = 0

hat im Punkt } oder (a, b) einen Doppelpunkt mit dem Tangentenpaar <p(a, &) G2 4- ip(a ,6) H2 = 0 .

Haben die Funktionen ep (a, &) und ?/?(«, &)

! Vorzeichen, so ist das Tangentenpaar entgegengesetztes]            ’               °

imag. koniug.l , , ,           ,    , , . , . isolierter ]

° ,, ° , d. h. der Doppelpunkt ist em . iV , 1 reell ] ’                                 eigentlicher]

Doppelpunkt.

Zugleich erkennt man, daß das Tangentenpaar harmonisch konjugiert ist zu dem Geradenpaar G = 0 und # = 0.

Satz 3. Die Kurve

(p(x, y) G2 + ip(x, y) H = 0

geht durch den Punkt | oder (a, Z>) wie die Parabel cp(a, b) G2 + xp(a, &) H — 0 ;

die Parabel ist Näherungskurve im Punkt (a, b). Ebenso gilt der

Satz 3a: Die Kurve

<p (x y) ^2 («, y) + t , y}11 = 0

hat in den Punkten                    oder {a, b) die

Näherungskurven

cp(a, &)-02(«, 2/) + y(a,           .

Satz 4. Die Kurve

<p(x, y) GtG2 + tp(x, y)H = 0


geht durch den Punkt

Parabel




'Gt = 0' (?2 = 0 ■ H = 0




oder (a, 6) wie die



(p (a, b) Gr G2 + yj (a, V) H — 0 .

Die Kurve hat also im Punkt (a, &) die Gerade 2Z= 0 als Tangente.

Anmerkung. Die Berechnung der Tangente in einem der durch das Prinzip der linearen Kombination gelieferten Kurvenpunkte bietet nicht nur weitere Anhaltspunkte für den Verlauf der Kurve, sondern genügt häufig zur Entscheidung über den Verlauf der Kurve in einem sogenannten Diskriminantenzwickel (Zwickel mit mindestens vier Eingängen).

	
4. Beispiel. Die Kurve



xy(x — y)2 — (x2 — 1) (?/2 — 1) (Fig. 46) oder

xy(x — y)2 = (« — i) (« + i) (y — 1) (y + 1) hat die Punkte (1, 1) und (—1, —1) zu Doppelpunkten.

Für das Tangentenpaar im Punkt (1,1) hat man

1.1. (« — t/)2 = (a; — 1). 2(?/ — 1) • 2 oder

x2 — kxy 4~ y2 + 2 x -f- 2 y — 2 = 0, gibt, nach x aufgelöst,

x — 7/(2 + ]/3) = -1 ± ]Ä3 .

Ganz analog ist die Rechnung für den Punkt (— 1, — 1); aus Symmetriegründen folgt, daß dieses Tangentenpaar parallel zu dem im Punkt (1 , 1) ist.

Die im 2. Beispiel (s. S. 100) behandelte Kurve (tr2 — 1) (x2 — y2) — xy(y2 — 1)
[image: ]

hat im Ursprung einen Doppelpunkt mit dem Tangentenpaar — l(x2 — y2) = xy(—1) oder x2 — xy — y2 = 0 .

	
5. Beispiel.



2 (x2—1) (?/2 -1) (a;2+?/2 - 4) + [(x2 -1 )2 + (i/2 — 1) 2j = 0 (Fig. 47).

Die Kurve hat sechs Doppelpunkte: vier in den ------ - I I

Punkten <     , •< ? und zwei im Unendlichen (in Rich-

k = ±1J

tung x = 0 und y = 0).
[image: ]

Für die Asymptoten parallel x = 0 erhalten wir als ,                  *Z/        7/ CO

Tangenten im Punkt — =   = —- oder (0,1,0) durch

Einsetzen der Werte x — 0, y — 1, cd = 0 in die nicht durch diesen Punkt gehenden Bestandteile der homogenen Kurvengleichung (sie sind in der Gleichung unterstrichen): 2 (x2 — a>2) (y2 — co2) (x2 y2 — 4 • co2) + [(a:2 — co2)2 + (y2 — co2)2] co2 = 0 , 2(«;2 — 1) 1 • 1 + 1 • co2 = 0 oder 2 x2 = 1 ■ woraus x = + ]/-|- = +-|- ^2f.

Ebenso erhält man als Asymptoten parallel yy = 0 : 1J =        ’.                                 fa; — 1 = o)

Für die Tangenten im Doppelpunkt <    ।  qC

oder (1, 1) erhält man aus                        ~ ‘

2(x — 1) (x + 1) (y — 1) (y + 1) (x2 + y2 — 4) + [(a; _ 1)2 (a. + 1)2 + (y _ i)2(y + 1)2) = 0

durch Einsetzen der Werte x = 1, y — 1 in die unterstrichenen Glieder:

2(x-1).2(y-1) • 2 • (-2)+(.r-1)2• 4 + (y-1)2• 4 = 0 Oder (x - 1)* - 4(z - 1) (II - 1) + (</ - 1)2 =-0 , woraus durch Auflösung nach x - 1

x-l 1)(2 ' )'3)

x - y(2   ]/3) = -(1 --- /3)

als gesuchtes Tangentenpaar. Die weitere Diskussion der Kurve sei dem Leser zur Übung empfohlen. — Wie sieht die Kurve aus, wenn die Gleichung lautet:

	
a)



2 (x2 -1) (y/2 -1) (x2+//2 - 4) - [(x2 -1)2+(y2 -1)2] - 0,

	
b)



2 (x2-1) (y/2 -1) (x2+?/2 - 4) + [(a:2 -1)2 - (y2— l)2] = 0,

	
c)



2 (a;2 -1) (y/2 -1) (a;2+y2 - 4) - [(x2 -1)2 - (y2-1)2] = 0 ?

	
6. Beispiel. Die Kurve



(sc2 ?/2 — a2) (x2 + ?/2 — b2) — 4 x2 y2 (s. Fig. 41) oder

(r — y)2(x 4- y)2 = [(«2 + b2) (x2 + y2) a2b2 • <o2] co2 hat zwei zu x — y — 0 , bzw. x + y = 0 parallele Asymptotenpaare, denn das Symbol |(.r — y)2, co2], bzw. [(rr + y)2, a)2] zeigt je einen oc fernen Doppelpunkt in Richtung der Medianen an.

Hieraus folgt für das Asymptotenpaar parallel zur 1. Mediane x — y = 0 gemäß Satz 2:

iZz V


O)

Ö“



Koordinaten des oo fernen Punkts — = -oder (1,1,0).

Damit kommt als Asymptotenpaar

(x - ?/)2(l + l)2 = [(«2 + b2) (l2 + l2) - a2 b2 • 0] co2 a2 + b2


oder



^2

Eine analoge Rechnung liefert als zweites Asymptotenpaar


x + ±
[image: ]
a2 + b2




1

 Vgl. hierüber Beutel, Algebraische Kurven, II. Teil, Höhere Singularitäten.

2

 Vgl. Mehmke, Numerisches Rechnen. Enzyklopädie der math. Wissensch., Band I, 2. Teil, F. Leipzig 1904.

3

 Vgl. Reuschle. Graphisch-mechanischer Apparat zur Auflösung numerischer Gleichungen. Stuttgart 1885.

4

 Vgl. d'Ocagne, calcul graphique et nomographie, Paris 1908, S. 276, wo eine Modifikation dieser Methode angegeben ist, und auch das größere Werk desselben Verfassers: Traite de nomographie, Paris 1899.

5

 Fall: xi + y± — y (2 x5 —

y = 0 ist gewöhnliche Tangente, x /2 — y — 0 ist Rückkehrtangente der Kurve im Ursprung. Dieses Ergebnis läßt sich auch aus dem Symbol

6

 Vgl. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. 3. Aufl. 1903. 1. Band. S. 231. Günther, Geschichte der Mathematik. 1. Teil (Sammlung Schubert). 1908. S. 71.

7

 Vgl. Cesarb, Vorlesungen über natürliche Geometrie. Leipzig 1901. S. 11 ff. und: Wieleitner (L.V. 14.), S. 220, S. 252 ff., wo eine Reihe solcher Kurven diskutiert ist.

8

 Grad der asymptotischen Annäherung.

Aus der Gleichung der Kurve

	
(1) 0 = fn(x, y) = <pm(x, y)y>n_m(x, y) +        y}<»



folgt für die Annäherung der Kurve cp = 0 an die Kurve f—Q , wenn (x, y) ein Punkt von 99=0 , also cpix, y)=® und (x + e, y) ein auf derselben Ordinate gelegener Punkt von f = 0 ist (Fig. 43),

	
(2)                                 , y) =■- 0



oder mittels des Taylorschen Satzes nach Potenzen von e entwickelt:

9

 Bekanntlich lautet die Tangente der Kurve f(x, , a>) = 0 im Punkt («, b):

df . df     df

x ’n--b 1J ~S~ “b w 3— ~ 0 i

ox Oy     oco

wobei in den partiellen Ableitungen die Koordinaten des Kurvenpunktes einzusetzen sind.

Beutel, Algebraische Kurven. I.

10

 Diese lassen sich direkt ablesen aus der Gleichung der »Zz         7/         CO

Geraden in der Form — = -?-== wdie Nenner der drei a    b    0 ’

Brüche sind die gesuchten Koordinaten.


§ 12. Hilfsmittel der Differentialrechnung.

Die von der Differentialrechnung gelieferten Hilfsmittel xur Bestimmung ausgezeichneter und singulärer Punktstellen einer gegebenen Kurve haben den Vorteil, sämtliche derartige Punkte zu liefern, jedoch den großen Nachteil, daß die Rechnung schon bei Kurven 3. Grads und noch viel mehr bei Kurven höheren Grads meist sehr umständlich und langwierig ist. Die Anwendung der Methoden empfiehlt sich nur dann, wenn die seitherigen Regeln (abgesehen von § 13) nichts Neues mehr liefern, was aber nur selten der Fall ist.

Wir beschränken uns auf die Wiedergabe der wichtigsten Formeln und verweisen bezüglich der Entwicklungen auf Junker, Höhere Analysis, I. Teil, S. 133 ff. (Sammlung Göschen)1).

Aus der homogenen Form der Kurvengleichung /(X, Y, L?) = 0 folgt für die Gleichung der Tangente im Punkt (a;, y, co), wenn X, Y, Q laufende Koordinaten sind:

(i) x^ + y^ + ö^ = o.

ox oy oco

Die Tangente ist zugleich 1. Näherungskurve der gegebenen Kurve im Punkt (x, y, (6). Läßt sich die Kurvengleichung auf die Form bringen:

so hat man für die Tangente im Punkt (x, y):

(la)      =        oder X_x = y’(Y-y).

dx dy

Daraus folgt für die Normale.

( (X — x) dx + (K — y)dy — 0 oder

l (X-x)y'+(Y-y} = 0.

Ist t der Richtungswinkel der Tangente, so erhält man aus Fig. 48:

(3)    =j~==y''

dx ^dx2+dy2 ]/l+2/'2 ^dx2 + dy2

wo
[image: ]
Fig. 48.


Ferner folgt aus Fig. 48 für die Länge der

	
(7) Subnormale:



du

QN=ytgz =   = yy',

	
(8) Subtangente:



TQ = yctgr = y^- =  ,

dy y

	
(9) Normale:



PN = -- = y 1/ 1 + ®2 = y Y^+y'2 , GOST ' ] \dx) ’ J

	
(10) Tangente:



i/ii         _____

prn y      \                }Z1+?/'2

sinz          dy             y

dx

Für höchste und tiefste Punkte (Maxima und Minima) hat man:

a) in bezug auf die x-Achse: (horizontale Tangenten)


cx

f(x, y) = 0




(11)




^=0 ßy

fix, ?/) = o




(12)



b) in bezug auf die y-Achse: (vertikale Tangenten)

Die Systeme (11) und (12) liefern also die Berührungspunkte der zu den Achsen parallelen, d. h. horizontalen und vertikalen Tangenten.

Setzt man in den Gleichungen (11) und (12) statt x

Damit ergibt sich das für die Rechnung oft einfachere System


	
- ol

ox
				
fv = °1 Gy
	

	
> (11a)
	
und
	
<
	
. (12 a)


		
(£ = !)
			
drj
	
(l = 1)




zur Bestimmung der höchsten und tiefsten Punkte in bezug auf die x-, bzw. «/-Achse.

Ebenso liefert das simultane System

7n(®, y, <o) = 0

4^=0

CO)

die (n) Nullpunktstangenten der Kurve.

Zur Bestimmung der* Doppelpunkte hat man die Gleichungen


	
/■(«, y) = 0
			
[^ = o|

ox
	

	
^-0 ox
	
-(13)
	
oder das einfachere System
	
V = 0

Gy
	
■ (13a


	
v = o dy
			
OM
	



Die Gleichung des Tangentenpaares im Doppelpunkt lautet:

(U)  {X-X)^-2^-X)(Y-y)^L

oy3

Beutel, Algebraische Kurven. I.

Je nachdem die Diskriminante der Gleichung (14)


(15)




c2f d2f

dx2 dy2




dx dy




d2f d2f

dx2 dxdy

d2f d2f

dy dx dy2




sind die Tangenten des Tangentenpaars reell und getrennt




reell und zusammenfallend imaginär konjugiert




eigentlicher Doppelpunkt'

Rückkehrpunkt          .

isolierter Punkt




d. h. der Doppelpunkt ist ein




Die Kurve y = f(x) hat einen Wendepunkt, wenn




(16)                y" = o.

Hat die Kurvengleichung die Form f(x, y) = 0 , so ist




— 1 Io2/ ’ /oA2 o ^2f dfdf d2f /df^y /d A3 [dx2 \c>2// ~ dxdy dx dy dy2 \6(c/ J W/




-1




d2f d2f

dx2 dxdy




d2f

dy2




*)




'dA3 (df^df df (df\2 fdf\3 dy) \dx) dx dy \dy) \dy)




df d2f d2f dx dx2 dxdy df d2f c2f dy dydx dy2 I 0

d x dy




*) Zur Abkürzung setzen wir ^,j ac' — 2bb' + ca'. Das Symbol | wird Determinante 2. Art genannt.



Um nun eine mehr symmetrisch gebaute Form der Determinante zu erhalten, verfahren wir wie folgt:

Die Gleichung der Tangente der Kurve fn(x, y, co) = 0 lautet (vgl. (1)):

cV df , df

x-z—\- y-^—r cd-~—

dx J dy do)

Setzen wir nun zur Abkürzung


	
^=f

dx 1
	
Bf _ . Bf _ ’ By h ’    8<o 7s ’


	
d2f
	
d2f     .        d2f

dxdy    ^12 ’ dxdo)    ^13 ’


	
d2f

dd^ ^22 ’
	
d2f           d2f

Wdff       cW = /33 ,




so nimmt die Determinate die Form an:

41   fl2 fl 2)

1 41  4’2 4

1A 0

—x —y


41

4i

fi



fi2 fit™      (-«3)

fl2   4s W       ( y

f2 -fi^-hy

1 fix fl2 fl3

__ -Q2 y3 I 41 fl2 f23

41 f&2 fz3

Diese Bedingung erfüllt jeder Wendepunkt der Kurve; alle Wendepunkte der gegebenen Kurve f(x, y) = 0 liegen also auf der Kurve

fll fl2 fl3


(17)



4i 4s 4s

4i U2 4s

Diese Kurve wird nach dem Vorschlag von Sylvester die Hesse sehe Kurve der gegebenen Kurve genannt4).

Unter dem Krümmungsmittelpunkt {X, F) des Punktes (x, y) versteht man den Schnittpunkt zweier oo benachbarter Normalen. Der um (X, F) mit Radius

	
(18)        s =         +



beschriebene Kreis heißt Krümmungskreis, q ist der Krümmungsradius. Für letzteren hat man

	
(19)                    Q -- y/f ■)



die Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts sind


(20)



(i + /2)y y"

i + y'*

y" ’

Das («, y) Eliminat aus den Gleichungen (20) und der Kurvengleichung gibt den geometrischen Ort der Krümmungsmittelpunkte (X, F); dieser ist zugleich die Umhüllungskurve der Normalen von /, die sogenannte Evolute. Die gegebene Kurve f führt den Namen Evolvente.

§ 13. Das analytische Dreieck.

Die Theorie des analytischen Dreiecks haben nach dessen Entdecker Newton (Enumeratio) 1704 besonders de Gua (Usages de l’analyse de Degcartes) 1740 und Cramei’ (Introduction ä l’analyse des lignes courbes alge-briques) 1750 weiter ausgebaut.

Wie in den §§ 9 und 10 gezeigt wurde, lassen sich in vielen Fällen aus einer passend hergestellten 2-Form die Näherungskurven im Ursprung und im Unendlichen ohne weiteres ablesen. Allerdings ergeben sich nicht sämtliche Näherungskurven aus einer einzigen 2-Form, und die Aufstellung geeigneter 2-Formen ist Sache der Übung. Das analytische Dreieck, nach seinem Entdecker auch Newtonsches Parallelogramm genannt, liefert nun in einfacher Weise sämtliche Näherungskurven im Ursprung und im Unendlichen.

Haben wir eine Kurvengleichung von der Form 0=/(a;,2/)=         a

-\-bx-\-cy                 '

+ dx2 + e x y + f y2

+ g £3 + h x2 y + i x y2 + k y3

+...........................


Konstanten und der Vorzeichen in Form eines gleichseitigen




Dreiecks, so haben wir das analytische Dreieck. Wir nehmen nun statt des gleichseitigen ein rechtwinkliggleichschenkliges Dreieck (entsprechend dem rechtwinkligen Koordinatensystem) und ordnen die einzelnen Glieder derart, daß auf den beiden Katheten, von der Spitze aus gerech



[image: ]



und schreibt man diese Glieder mit Weglassung der net, nur die Glieder stehen, die x bzw. y allein enthalten, geordnet nach steigenden Potenzen (s. Fig. 49). Um eine Kurvengleichung „auf das analytische Dreieck zu


legen“, markiert man mit Ringen die einzelnen Glieder



der Kurvengleichung und zieht die Umrißlinen des so entstandenen Polygons. Aus diesen ümrißlinien nun lassen sich wichtige Schlüsse über das Verhalten der Kurve in den drei Kardinalpunkten der Ebene (I) !


= 01 = OJ ’



(HI) PZß} ziehen.

Auf den drei Seiten des analytischen Dreiecks liegen diejenigen Glieder der gegebenen Kurvengleichung, die nur Potenzen der drei Veränderlichen enthalten. Das gleich 0 gesetzte Aggregat dieser Glieder gibt die Schnittpunkte der Kurve mit den drei Kardinalgeraden (1) y — 0 , (2) x = 0 , (8) en = 0 .

1.1

Satz 1. Die auf der 2. : Seite des analytischen Drei-

3.)

ecks gelegenen Umrißlinien geben das Verhalten der

1.1

Kurve auf der 2. Kardinalgeraden, d. h. die Schnitt-

3.

x-Achse

punkte der Kurve mit der y-Achse          >.

oo fernen Geraden

Ein ähnlicher Satz läßt sich für die gegen die drei Ecken geneigten ümrißlinien aufstellen. Hiezu schicken wir folgende Betrachtung voraus.

Sind zwei beliebige Glieder des analytischen Dreiecks

xp y9 und xp+“ y9+

für eine der beiden Veränderlichen, z. B. für®, von derselben Ordnung oq groß, bzw. oo klein, so muß, da der Ausdruck x*yß endlich sein. Folglich sind auch alle Glieder von der Form

x?yq (x01 yß)v oder $>+«■* y<i+ßv

oogroß, bzw. oo klein von derselben Ordnung. Für die verschiedenen Werte von v erhält man die Reihe

..., xp~2vyq~2v.) xp~v yq~v, aPyf x^+v yq+v,

4- 2 V yC[ + 2 V

deren sämtliche Glieder von derselben Ordnung oo groß, bzw. oo klein sind wie das Mittelglied. Alle diese Glieder’ liegen im analytischen Dreieck auf derselben Geraden. Daraus folgt

Satz 2. Liegen drei oder mehr Glieder einer Kurvengleichung auf derselben Polygonseite., so sind sie für einen nicht endlichen Wert der einen Veränderlichen oo klein oder oogroß von derselben Ordnung.

Hieraus folgt weiter:                         rechts)

Alle Glieder des analytischen Dreiecks, die <

höliorcr I

von dieser Geraden liegen, sind von . ,    }> Ordnung

o • i « a                 niederer! ö

oo groß in x als xpyq.                        ’

Für oo^’°.®e l Werte der einen Veränderlichen x sind oo kleine J

die Glieder einer ümrißlinie dann von der höchsten Ordnung, wenn im analytischen Dreieck keine im Sinn der wachsenden | pofenzen Von x gelegene Parallele durch abnehmenden J

ein markiertes Glied der Gleichung möglich ist; deshalb

	
I.)



Satz 3. Die gegen die II. \ Ecke des analytischen Drei-

DL]

ecks gekehrten Umrißlinien des analytischen Polygons lie-

L fern die Näherungskurven der gegebenen Kurve im II. >

	
III.



oo fernen Punkt der x-Achse Kardinalpunkt, d. h. im oo fernen Punkt der y-Achse\.

Nullpunkt

Für die Diskussion einer Kurve, deren Gleichung in ausmultiplizierter Form vorliegt, bietet das analytische Polygon den Vorteil, daß dessen ümrißlinien verschiedene 2-Formen liefern, die sich für die Diskussion der Kurve deshalb gut eignen, weil aus ihnen zugleich die Näherungskurven im Ursprung, bzw. im Unendlichen abgelesen werden können. Je mehr Umrißlinien das analytische Polygon hat, desto mehr Elemente hat man zur Bestimmung des Verlaufs der Kurve.

Beispiele. 1. Für die Kurve (Fig. 29)

xAy — 2x2 y — y2 -V — 1 = 0

A BODE

hat man als Näherungskurven (Fig. 50)

	
a) im oc fernen Punkt der x-Achse: AE = x±y — 1 = 0;


	
b) im Schnittpunkt mit der oo fernen Geraden: A C =x*y — y2 — 0 oder y(gA — y) = 0 .



	
2. Die Kurve (Fig. 37)



x* + y* = y (2 x2 — 3 x y -f- y2)

oder xA + y± — 2x2y 3 xy2 — y3 = 0

A B C DE

hat als Näherungskurven (Fig. 51)

a) im Ursprung: CD E = y(2x — y)(x — y) = 0 ; eine sich der Kurve mehr anschmiegende Näherungskurve liefert

AC = x2(x2 — 2 y) = 0 ;

b) im Schnitt mit

der oofernen Geraden: A B = aA + yl — 0 ; die Kurve verläuft also ganz im Endlichen.

[image: ]
Fig. 50.




[image: ]



Sämtliche in § 7 diskutierte Kurven können auf das Verhalten in den drei Kardinalpunkten mittels des analytischen Dreiecks nachgeprüft werden. Zu diesem Zweck muß jedoch die Kurvengleichung in ausmultiplizierter Form gegeben sein.

§ 14. Reihenentwicklung für einen gegebenen Kurvenpunkt.

Zur Untersuchung singulärer Punktstellen reichen die bisherigen Hilfsmittel nicht immer aus, namentlich wenn höhere Singularitäten auftreten. Bringen wir durch Koordinatentransformation den zu untersuchenden Punkt in den Koordinatenursprung, so liefert das analytische Dreieck die Näherungskurven. Diese sind aber zuweilen bloß auf einer Seite brauchbar. So hat z. B. die (74 (x2 — i/)2 — x3 die Parabel x2 — y — 0 als Näherungskurve nur rechts von x = 0. Den Entscheid hierüber gibt, namentlich in einfacheren Fällen, das Signieiungs-

prinzip. Bei höheren Singularitäten bleibt nichts anderes übrig, als y nach Potenzen von x zu entwickeln. Diese Entwicklungen gelten nur in der nächsten Umgebung des betreffenden Punktes, genauer innerhalb eines Kreises, der den nächsten Verzweigungs-, bzw. Unstetigkeitspunkt ausschließt. Solche Punkte sind definiert durch das simultane System

/(«, y) = o
[image: ]

Besondere Fälle. 1. Läßt sich die Kurvengleichung in die Form bringen: y — f(x), wo f(x) irrationale Ausdrücke enthält, so lassen sich diese Ausdrücke mittels bekannter Sätze häufig direkt nach Potenzen von x entwickeln. So gibt für die Kurve .

y = x2 + V1 +

der binomische Satz die Reihenentwicklung

y = 1 +    — i4- -^x* — + . . .

Aufgabe. Bilde für die Kurve (Fig. 52)

2 y = 4-y 6 x — x2 4- } 6 x 4-■ x2 + y36 — x2 )

*) Diese Kurve gehört zur Gattung der Polyzomalkurren. Jede Kurve, deren Gleichung sich auf die Form bringen läßt:

i = v

y Ui y + y u2 + j u3 +.... + y uv = o,

»=1

wo die Wurzeln beliebiges Vorzeichen haben und die U-Funk-tionen rten Grads in den Veränderlichen x, y, a> sind, ist eine Polyzomalkurve (vgl. Loria [L. V. 6.], S. 287 ff.). Der Name stammt von Cayley.

die Reihenentwicklungen

	
a) im Punkt (0, 3),


	
b) im Punkt (3, f),


	
c) im Punkt (ö , 3 V 2) .
[image: ]



Zur Diskussion erhält man durch zweimaliges Quadrieren sechs 2-Formen, die zwei in bezug auf die rr-Achse symmetrisch liegende Kurven 4. Grads liefern.

Allgemein kann die Gleichung y = f(x) nach dem Taylor sehen Satz in eine Potenzreihe entwickelt werden:

rp                  /y»2

	
(1) y = /(0) + -f!-f(0) + ^r(0) + 3!HO) + • • •, wo f(0), f'(Ö), ... die Werte der betreffenden Funktionen für x = 0 angeben.



2. Für die Kurve F(x, y) — 0 hat man die Reihe5)

1 / df df \

	
(2) ^,^(0,0) + ^-5 + ^)



Aus dem analytischen Dreieck lassen sich aus dem gegen die dritte Ecke (die Spitze) geneigten Linienzug die r (reellen und imaginären) Näherungskurven ablesen. Dies gibt die ersten Näherungskurven von der Form

y = ocx^ y = ßx& , . . .

Zur Bestimmung der folgenden Glieder setzen wir nach dem Vorgang von Newton

y = tx x£ -f- u •

Damit wird aus f(x, y) eine neue Funktion F(x, u). Stellen wir jetzt das analytische Dreieck in bezug auf x und u her, so erhalten wir wieder einen konvexen Linienzug, der weitere Näherungskurven gibt. Durch Fortsetzung des Verfahrens erhält man für jeden Zweig der Kurve im Ursprung eine Reihenentwicklung von der Form

x = ex x^ -j- a-L x^1 oc2 xP5 ..

Liegt die singuläre Punktstelle im Punkt j, so bringt man den Punkt in den Koordinatenursprung durch die Substitution

und entwickelt dann y nach aufsteigenden Potenzen von £, bzw. nach absteigenden Potenzen von x.

Am besten wird die Methode klar werden an folgendem Beispiel. Für die Kurve

x3 y — (y2 — 3 x2)2

sollen die Reihenentwicklungen im Ursprung auf drei Glieder angegeben werden.

Näherungskurven im Ursprung sind y2 — 3 x2 = 0 oder y = -\-x |/ä . Es gibt also vier Reihenentwicklungen; aus Symmetriegründen ist jedoch nur die Aufstellung von zweien derselben notwendig; die beiden andern ergeben sich aus diesen durch Vertauschung von x mit — x.

Setzen wir

	
(1)     x Y 3 — y — u oder y — x y 3 — u , so erhalten wir damit aus der Kurvengleichung:


	
(2)   x6 (x ]/3 — u) = (2 /3 u x — u2)2



°der ABC DE

X1 y 3 — U X6 = 12 U2 X2 — U3 X -j- U4 .

Hieraus folgt als Näherungskurve (Fig. 53)

C A               ।

	
(3)     12 u2x2 — x"1 ]^3 oder w —+~4—



also
[image: ]
Fig. 53.


Zur Berechnung von vr hat man den Wert von yr aus Gleichung (4) in die gegebene Kurvengleichung oder besser in (2) einzusetzen und bekommt:
[image: ]


12 vxx^ xw



ri x

+ -^4— + 2 vt x6 + . .

4/33

i /«x «    12ua£ , «10 ,     „ vAx^

oder (6) 0 = ——--F 77 + xe 4- -i—

/3     48           4]/33

Die weiteren Glieder können unterdrückt werden, da sie zur Bestimmung der Näherungskurve ohne Einfluß sind.

Aus Gleichung (6) folgt für die Näherungskurve:


a?10   12^^

48 +




woraus v±




32.43



Eine analoge Rechnung liefert v2 — + gT-p

Damit erhält man die vier Reihenentwicklungen:


	
5

r~

yi = «y 3 h- —4— — 2/3
	
3= . 4»^+  •


	
5

y2 = x\3--4- +

2/3
	

	
r-    X^
	
.Vs-* , + 33T43 “ + '


	
y-3 — x 10     4,—

2/3


	
r-    xi

Ü4 —X /3 4--4—

2/3
	

	
32.43 1




§ 15. Spezielle algebraische Kurven.

Die folgende Zusammenstellung umfaßt die Mehrzahl derjenigen algebraischen Kurven, denen besondere Namen beigelegt sind. Über sämtliche Kurven findet der Leser neben meist sehr eingehenden Untersuchungen auch historische Angaben in dem großen Sammelwerk von Loria6), das mit erstaunlicher Vollständigkeit eine Fülle von Stoff über spezielle algebraische Kurven enthält. Die Liste ist gedacht als Übungsmaterial zur Kurvendiskussion.

Außerdem sind am Schluß noch einige weitere Kurven-gleichungen aufgeführt, deren Behandlung aus Mangel an Raum dem Leser überlassen werden muß. Eine große Zahl von ihnen entstammt den Aufgaben in analytischer Geometrie, die bei der ersten realistischen Dienstprüfung in Württemberg (vor 1900 „realistische Professorats-prüfung“ genannt) gestellt wurden.

Achterkurve: a?4 = a2(x2 — y2) .

Agnesische Kurve (s. Versiera): x2y + a2(y — a) — 0 . Ährenkurve: q cosä cp = a .

Anacampis: x(x2 -\-a2) — b2y.

Anguinea: y(x2-\-y2 — 2 kxy)-\-a2(x— /zy) = 0 (Ä<1). Astroide: (x2 + ?/2 — u2)3 + 27 a2x2 y2 = 0

oder x6 -f- y$ — a%.

Atriphthaloide: x2(x2 + ?/2)2 = (x2 — ö2)3.

Birnförmige Kurve: y2(x — R)2 — 2 R?y -j- i?4 = 0 . Cassinische Kurve: (x2 4- y2)2 — 2 a2 (x2—y2) -j- a4—&4=0. Conchoidea punctata: ay2 — x2(x — a).

Descartessches Blatt: x3 y3 = 3 axy.

Doppeleilinie: (x2 4- y2)3 — ?'2 £4.

Doppelherz kurve: x4 + ?/4 — 2 a2 y2 — 2 b2 x2 4- &4 = 0 . Dreiblatt (gerades): (x2 4- y2)2 — 2 ax(x2 — y2).

Duplikatrix (kubische): x3 = a(x2 y2).  

Duplikatrix von Montucci: y = + /ä x 4- ]/a x — x2. Eiförmige Kurve, auch Oval genannt:

(x2 4~ y2)3 — 2 a«3(a:2 4~ y2) 4~ (&2 — &2) x4 = 0 .

Einblatt: (x2 4~ y2)2 = 4 ax3.

Gutschovensche Kurve: a2x2 — (x2 4~ y2)y2 ■ Halphensche Kurve: (x2 -\-y2)2 — a2 y2 (x2 -\-y2) — i>4 — 0 . Herzkurve (Kardioide): (x24- y2— 2 ax)2=4 a2(x2-\-y2). Hyperbola punctata: x(x2 — y2) — a(x2 4- y2) ■ Hyperkissoide: a(x2 4- k2y2) — 2 x(x2 4- y2) • Hypokissoide: a (x2 — /2y2) = 2 x(x2 4- y2) ■ Hypozykloide (dreispitzige), auch Steinersche Kurve genannt:

(x2 4- y2)2 4- 8 ax(x2 — 3 ?/2)4~18 a2(x2 4-,V2)— 27 a4 = 0 .

Jerabeksche Kurve: (x24-y2 — ax)2— Ä(x24- y2) (x — a)2. Käferkurve: (x2 4- y2) (^2 4” y2 + ax)2 — b'2(x2 — y2). Kampyla: x^ = a2(x2 4r y2) •

Kappakurve: y2(x2 4- y2) = a2x2.

Kaprikornoide: x2(a:2 4- y2) = ^(x2 + y2 — ay)2. Kiepertsche Kurve: (x2 4- y2)3 — 4 a3x(x2 — 3 y2). Kissoide (gerade)7): ®(^2 + y2) = 2 ay2.

Kissoide (schiefe): (x — 2y) (x2   y2) = 2 ay2.

Knotenkurve: y = atg/i(p.

Kohlenspitzkurve: —--- = 1 .

x2    y2

Konchale: (x + «)2 [(« — a)2 + y2] — ct2b2.

Konchoidale: y2 [(x — a)2 + (// — &)2] = X(&« — ay)2.

Konchoide*): (x — a)2 (x2 + y2) = b2 x2.

Konchoide von Külp: x2 y2 + a2(a:2 — a2) — 0.

Konchoide von Sluse: (x2 + y2) (x — a) + Rx2 = 0.

Konchoide von Varignon:

x(x2 + y2) — 6 a x2 + a2 x — 4 a3 = 0 .

Konchoide (zirkulare): (x—y) (x2-]-y2)=a(x2-\-y2— xy). !x ~ r cos<p(l — 2 sin2<p)

>.

y = r sin<j9(l + 2 cos2cp J Kreiselkurve: x4 — 2 ax3 + a2y2 — 0 • Kreiskonchoide (Pascalsche Schnecke):

(x2 + y2 — 2 ax)2 = b2(x2 + V2) •

Kremphut, auch Zweihorn genannt:

(x2 + 2 ay — a2)2 -f- y2(x2 — a2) = 0 .

Kreuzkurve: —- + —„ = 1 • x2 y2

Kubische Parabel (Wendeparabel): a2y = x3.

—) + ( ,) — 1 •

a /    \b/

Lemniskate von Bernoulli: (x2 + y2)2 — 2 a2(x2 — y2).

Lemniskate von Booth: (x2 -{- y2)2 = a2x2 -J- b2y2.

Lemniskate (schiefe): (x2 + y2 + 2 Xxy)2 — ka2xy.

*) Aus einer Kurve r leitet man eine Konchoide ab, indem man von einem beliebigen Pol 0 aus die Radien Vektoren von r um eine konstante Strecke l verlängert, bzw. verkürzt.

{x — a cos 2 tt(<% t —    *)

> .

x = b cos 2 7i ß t

Muschellinie von Dürer:

(xy — y2 b2)2 + (x -j- y — d)2 (y2 — a2) = 0 .

Neilsche Parabel (Rückkehrparabel): ay2 = x3.

Nierenkurve (Nephroide):

(x2   y2) (#2 + y2 — d2)2 — 4:a2(x2 + y2 — 2 a x)2 .

Ophiuride: x(x2 -f- y2) = y(x — Xy).

Panstrophoide: x(x2 4- y2) + a(x2 — y2) +    + V) = 0 •

Parabola cum ovali: y2 = x(x — a) (x — b).

Parabola punctata: y2 — x2(x — d).

Parabola pura: y2 — x(x2 — ax + &2) (a2 — 4 b2 < 0). Perikissoide: (x — a) (x2 + y2) 4~ bx2 — 0 ; (a > b). Perlkurve (n + l)ter Ordnung: ayn 4- (x + d) xn — 0 . Polyode: y2 (x2 4- y2 — a2) = (x2 y2 — ax — 2 b2)2. Pseudoversiera, auch geometrische Quadratrix genannt:

x2 y 4- ct2(y — 2 a) = 0 .

Quersackkurve (Besace):

x4 — 4 (a2 4- b y) x2 4- 4 (a2 4- b2)y2 — 0 .

Radiale der Ellipse**): (a2 x2-\-b2y2)3 = a4 b4(x2 4- y2)2.

*) Die Lissajousschen Kurven entstehen durch Interferenz zweier zueinander rechtwinkliger (Schall-) Wellen. Hierbei sind a und b die A.mplitüden, cp die Phasendifferenz, a und ß die Schwingungszahlen der beiden Komponenten. oc = ß gibt den Gleichklang, oc = n ß gibt die harmonischen Akkorde. — Für spezielle Werte von <p nehmen die Gleichungen einfachere Gestalt an. t ist willkürlicher Parameter.

**) Die Radiale einer gegebenen Kurve r ist der geometrische Ort der Endpunkte aller Strecken, die von einem festen Punkt ausgehen und mit den Krümmungsradien von r gleich und gleich gerichtet sind.

Radiale der Parabel (s. kubische Duplikatrix):

x3 — p (a;2 + £/2) •

Rollesche Kurve: xy2 — a(x 4- y)2.

Rosen kurven: o — R sin tx (p.

Speziell: Gleichseitiges Kleeblatt:

o — Rsin 3 99 oder (x2 + y2)2 — ax(x2 — 3 y2) .

Vierblättrige Rosenkurve:

q = R sin 2 <p oder (x2 4- y2)3 — 4=a2x2y2 . Sanduhrkurve: 4 b2x2(y2 4- b2) — a2(y2 — b2)2. Seiltänzerkurve: y2 — ——--—.

a2 — (x — c)2

Serpentine: Elliptische Serpentine:

x(x2 + y2} — (ax2 2 bxy — ay2) (x — a)b2 — 0 .

Elliptische S. mit elliptischem Oval:

y2(x + «) + x(x — a)(x — b) — 0 .

Elliptische S. mit hyperbolischem Oval:

x(x2 — y2 — b2) — a(x2 y2 — b2) • (a < &) .

Elliptische S. mit parabolischem Oval:

x(y2 — 2px) + a(y2 — 2 qx) — 0 .

Hyperbolische S. mit elliptischem Oval:

x(x2 — y2 — b2) — a(x2 y2 — b2) ; (a > b) .

Parabolische S.: x(y2 a x) a3 — 0 .

Parabolische S. mit elliptischem Oval:

y2(x — a) = 2 p x(x 4- b~) .

Strophoide (gerade): (x2   y2) (x ■— 2 a) a2 x 0 .

Teufelskurve: x4 — ?/4 — 100 u2x2 + 96 a2y2 — 0 .

Tridens: x3 — axy -\- a3 = Q .

(\ 2      / \ 2

X \ 8     / \ 8       2.

— I + T ~ 2 3 .

a) “ \b/

a2

Trisekante: (x2 + y2) (y2 — a2) + — = 0 .

Trisektrix von Catalan: 27 ay2 = (x — 4 a)2(2 x -f- «)2 • Trisektrix von Longchamps: x (x2—3y2)-\-a(x2jry2)~0. Trisektrix von Maclaurin: x(x2 + y2)-}-a(3x2— y2) — ® • Tschirnhausens Kurve 3. Ordnung: x3-{-a(x2—3y2) = 0 .

Versiera: x2y + a2(y — a) = 0 .

Visiera: (x2 + ?/2) (2 x — a) = ax2.

Wattsche Kurve, auch Lemniskoide genannt:

/          a2        A2\2

(x2?/2) Lr2 + y2+——r2——)  b2 y2(x2 y2 — r2) — 0 .

Windmühle: x2y2(^r,2   y2) = a2(x2 — y2)2.

Zweiblatt (gerades): (x2 + y2)2 = bx2y.

Zweiblatt (schiefes): (x2 + y2)2 — x2(ax + by).

x3y xysx-^-y-j-1 = 0 .

x3y-}-x2y2-\-xy3-\-y^-\-ax3 — 4a22/2 = 0.

a;3?y+?/4+a;Z;3—bxy2—Q (besondere Fälle für a und 6!).

a?4—y^—x2 — 2xy-\-y2= 0 .

(x+1)3?/ — x(y— l)3.

(x2-[-y2— l)2—x2y.

(x2—4) (y2 — 4) + 2 (.r2+y2 — 6)2 = 0 (verschiedene Werte von II).


(x2—x 4- ?/)2=4 x5.



(a?2+?/2—a.7:)2+(x2—y2)(x—&) —0 ; (&>w-) •

(8^_2,2+18;/+27)--(!/+9)’(!/+l).

(x24-?/2— l)2=x2y2(x-{-y4-/2) .

x2y2 — 2 xy (x-j-?/) -j~ (x—y)2=0 .

x2y(x2—y2')==(x2—a2y2)(x2—b2y2).

2xi—&a2x2-\-y±— 2a2?/24-a4=0 .

(x-\-y)2(x—y— 1) = (.t—y)2(x-]-y— 1) .8)

§ 16. Umgekehrte Kurvendiskussion.

Während wir bisher die Gestalt einer Kurve aus ihrer Gleichung zu bestimmen suchten, so handelt es sich jetzt darum, die Gleichung einer gezeichneten Kurve aufzustellen oder: die Gleichung einer Kurve zu bestimmen, der wir besondere Eigenschaften vorschreiben.

In der Technik kommt es häufig vor, daß durch Versuche für bestimmte Werte einer Veränderlichen (z. B. des Gasdrucks p) die entsprechenden Funktionswerte einer 2. Veränderlichen (z. B. des Gasvolumens v) ermittelt wurden. So lautet z. B. für Gase die sogenannte van der Waalssche Gleichung:

\P +        =

\ v& /


wo a und b der Gasmasse eigentümliche Konstante sind (z. B. für Kohlensäure ist « = 0,00874; 6 = 0,0023)



t

und c = 1 4- - , wo t die Temperatur bedeutet.

z t 273

(1 + ■ -   = T ist bekanntlich die absolute Temperatur

u • o

des Gases.) Nehmen wir p als Abszisse und v als Ordinate, so erhalten wir eine C4 mit v = 0 als Rückkehrasymptote, v = b und p — 0 als gewöhnliche Asymptoten. Die 2-Form

o/ tx o          , -i         cv2— av-]-ab

pv2(v— b) = cv2— av-\-ab oder p =-----——

'ipyv — b)

kann zur punkt weisen Berechnung dienen.

Unter der Annahme einer sehr kleinen Fehlergrenze der Beobachtungen wird man innerhalb des beobachteten Druckintervalls p eine stetige Reihe von Werten für v erhalten, so daß wir setzen können:

Tragen wir die einander entsprechenden Wertepaare (p, v) in ein Koordinatensystem ein, so lassen sich die einzelnen Punkte durch einen stetigen Kurvenzug verbinden. Durch Bestimmung der Höchstzahl der Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden läßt sich der Grad der Kurve finden. Entspricht jedem Wert von p nur ein Wert von v und ist z. B. der Grad der Kurve = 4, so setzt man

p = a v4 + & v3 + c v<2 + dv + 6

und bestimmt die fünf Koeffizienten durch Einsetzen von fünf bekannten Wertepaaren (p, v). p — f(v) ist dann in dem Beobachtungsintervall die Gleichung der auf rein empirischem Wege gefundenen Kurve.

Die Lösung von Aufgaben der umgekehrten Kurvendiskussion setzt ein gewisses Maß von Vertrautheit mit algebraischen Kurven voraus — denn nur um solche handelt es sich hier —, um so mehr, als sich eine allgemeine, auf jeden Fall anwendbare Methode nicht angeben läßt.

Schreibt man der Kurve Besonderheiten in Gestalt von Näherungskurven in bestimmten Punkten vor, so läßt sich mit Vorteil das analytische Dreieck an wenden. Werden in bezug auf das Koordinatensystem keine besonderen Vorschriften gemacht, so legt man den Koordinatenursprung in einen vielfachen Punkt. Die Anwendung des Prinzips der linearen Kombination vereinfacht die Rechnung oft wesentlich. Je höher der Grad der Kurve ist, um so schwieriger ist die Aufgabe; auch das Fehlen von Doppelpunkten ist ein Maß für die Schwierigkeit der Behandlung.

Schon frühe haben die Umrißlinien der Pflanzenblätter dazu angeregt, deren analytische Darstellung durch eine Gleichung zu versuchen. Die Gleichungen derjenigen Kurven, die die Gestalt von Rosetten mit mehreren Blättern haben, wurden zuerst von Guido Grandi 1713 aufgestellt. Er nannte sie Rhodoneen; die Franzosen heißen sie rosaces, die Deutschen Rosenkurven9). Sie wurden in neuerer Zeit weiter untersucht von F. W. Hyde 1875 und Himstedt (Progr. Löbau 1888). Einige spezielle Fälle sind S. 133 angegeben. Habenicht hat 1895 für eine große Zahl von Baumblättern deren Umrißlinien analytisch dargestellt. Brocard hat diesen Kurven den Namen „geometrische Blätter“10) gegeben.

Beispiele.

Die Wege, die zur Behandlung von Aufgaben der umgekehrten Kurvendiskussion eingeschlagen werden können, lassen sich am besten an einigen Beispielen darlegen.

	
1. Beispiel. Es soll die einfachste Gleichung einer zur x- Achse symmetrischen C3 mit drei reellen Asymptoten angegeben werden.



Sind x-\-y — a = 0 , x — y — a = 0 und x -f- b — 0 die drei Asymptoten, so lautet nach dem Prinzip der linearen Kombination die Gleichung der gesuchten Kurve:

(x + y — a) (x — y — a)(x = /.G • co2 ,

wo G = 0 eine beliebige Gerade darstellt. Da nun die G3 symmetrisch zu y — 0 sein soll, so dürfen in bezug auf y nur Glieder 2. Grads vorkommen, also muß G die Form haben:

G = x + c .

Somit lautet die gesuchte Gleichung:

(x -f- y — a)(x — y — d) (x b) = 2 (x + c) • co2 •

Den verschiedenen Werten von 2 und c entsprechen zwei verschiedene Kurvenbüschel, deren Diskussion wir dem Leser überlassen.

Sollen die drei Asymptoten Wendeasymptoten sein, so lautet die Gleichung:

(x y — d) (x — y — d) (x 4- &) — 2 c co3 .

	
2. Beispiel. Die einfachste Gleichung einer geschlossenen Kurve 6. Grads zu finden, die im Ursprung die beiden binomischen Parabeln x — y3 und x3 — y2 als Näherungskurven hat.



Wir legen die beiden Parabeln auf das analytische Dreieck, indem wir die ihnen entsprechenden Linien A' B' und C'D' eintragen (Fig. 54), und verschieben dann beide Linien parallel zu sich selbst, daß ein geschlossener, gegen 0 zugekehrter Linien zug entsteht, und markieren die so entstandenen Ecken. Dabei erhalten B und D ein negatives Zeichen, also haben wir für diejenigen
[image: ]

Glieder, die uns das Verhalten der Kurve im Ursprung angeben:

A DB xy2 — x4 — y5 .

Soll die Kurve 6. Grads geschlossen sein, so darf das Aggregat der Glieder 6. Grads nicht reell zerlegbar sein; außerdem dürfen keine gegen die 2. und 3. Ecke des analytischen Dreiecks geneigten Linien vorkommen (da diesen Näherungskurven im Unendlichen entsprechen würden); also hat man als weitere (einfachste) Glieder

F E

	
6. Ordnung          a xG + b yG .



Damit lautet die gesuchte Gleichung:

a xG + b yG — x4 — y5 4- x y2 = 0 , wo a und b gleichzeichig sind. Soll z. B. für x = 0 y = — 2 werden, so hat man:

by^ = y5 oder b=—4 .

Für y = 0 hat man:

axQ — x4 = 0 oder x = +1/ — •

— } a

Sollen diese beiden Wurzel werte imaginär werden, so ist auch a negativ zu nehmen, etwa = —4, womit sich als gesuchte Kurvengleichung ergibt:

x* + y6 + 2 y5 + 2 x4 — 2xy2 — 0 .

	
3. Beispiel. Die Gleichung der in Fig. 55 gezeichneten Kurve zu bestimmen.
[image: ]



Legen wir die Gleichung einer allgemeinen C4 mit beliebigen Koeffizienten zugrunde, so sehen wir sofort, daß das Aggregat der Glieder niederster Ordnung 2 (x2 — y2} ist. Da aus Symmetriegründen x nur in geraden Potenzen vorkommt, so lautet die Gleichung:

	
(1) a:4 + a x2 y2 + b y* 4~ c y3 4~ d x2 y + e (x2 — ^2) = 0 mit fünf vorerst noch unbestimmten Konstanten a, b, c, d, e.



Nun ist für y — 0

a;4 4~ ß ^2 = 0 , woraus x2 — 0 und x2 =—e=2, also

	
(2)                  e = —2 .



Für x — 0 ist b y± 4~ c y3 4- 2 y2 — 0 , woraus y2 — 0 und by2-\-cy-\-2 = 0.

Durch Koeffizientenvergleichung mit

(2/_l)2 = 2/2_22/+1 =0 folgt:

	
(3)             6 = 2, c = —4.



Dies in (1) eingesetzt gibt:

x4 + a x2 y2 + 2 y* — 4=y3 dx2y — 2 (x2 — y2) — 0 oder

	
(4)  x2 (x2 4~ ® y2 4- d y — 2) 4~ 2 y2 (y — l)2 = 0 .



Soll nun der Punkt (0,1) ein Selbstberührungspunkt sein, so muß nach dem Prinzip der linearen Kombination die Ellipse x2 ay2 dy — 2 = 0 durch diesen Punkt gehen, also

	
(5)             a d — 2 = 0.



Um nun noch den fehlenden Koeffizienten zu bestimmen, setzen wir fest, daß für x = 1 2/ = — 4

mum sei. Damit erhalten wir aus

df

— = 4 x3 -j- 2 a x y2 + 2 d x y — 4 x — 0: ox

	
(6)                    a = 2 d .



Aus (5) und (6) folgt:

« = t-; d = i •

In (4) eingesetzt gibt:

«2 (x2 4-            2) + 2 y2 (y — l)2 = 0

oder

x2 (3 x2 + 4 y2 + 2 y — 6) + 6 y2 (y — l)2 = 0

als gesuchte Kurvengleichung. Die Diskussion dieser Gleichung muß umgekehrt die in Fig. 55 gezeichnete Kurve liefern.

	
4. Beispiel. Die Gleichung einer zur y-Achse symmetrischen C4 aufzustellen, die in den Punkten (1, 0), (—1, 0), (0, 1) Doppelpunkte hat und die y-Achse in den Punkten mit den Ordinaten — 1 und — 2 schneidet. (Fig. 56.)



Aus Symmetriegründen dürfen in der Kurvengleichung keine Glieder mit ungeraden Potenzen von x vorkommen, also ist die allgemeinste Gleichung einer solchen C4:

.r44- ax2y2 + by* + cx2y -\-dy3-\-ex2-\-fy2-\-gy-\-h=0 .

Für y — 0 kommt

a;4 e x2 + h — 0 = (x2 — 1 )2 = .r4 — 2 a:2 + 1 , woraus

	
(1)               e = -2h.



Für x — 0 kommt

6 + dy3 + fy2 -Ygy-\-h^<d = (y — l)2 (?/ + 1) (?/ + 2) = + y3 — 3 y2 — y + 2,

woraus

	
(2) b = 1. d = 1, /' = — 3 , g = — 1 , h — 2 .
[image: ]



Damit wird die Gleichung der gesuchten Kurve:

	
(3) F(x, y, co) = 2 xi 2 ax2 y2 y^ 2 cx2 y a>



4- y3 (o — 4 x2 co2 — 3 y2 co2 — y co3 + 2 co4 = 0 .

Diese Kurve muß nun in den drei Punkten (1 , 0), ( — 1,0), (0,1) Doppelpunkte haben, deshalb müssen

die Koordinaten dieser Punkte die Gleichungen

dF      dF


dF

d(o

liefert = 0 die dy\



^- = 0, ^- = 0, dx       oy

befriedigen. Für x — 1, y = 0

Gleichung

	
(4)                     2 c = 1 .



dF

Die beiden übrigen Gleichungen = 0 und  —■ = 0

ÖX           0(0

liefern nichts Neues. Damit wird aus Gleichung (3):

	
(5) 2x^-\-2ax2y2-\-y^-\-x2y-\-yz—4a;2—3?/2—2/+2 = 0.



Da nun die Kurve geschlossen sein soll, so darf das Aggregat der Glieder 4. Grads nicht in reelle Faktoren zerlegbar sein, d. h. es muß a < ]/ 2 sein.

Die Kurve (5) stellt also oo1^4 mit den verlangten Eigenschaften dar, wenn a < ]/2 .

	
5. Beispiel. Es soll die Gleichung der Herzform aufgestellt werden (s. Fig. 57).



Legen wir den Koordinatenursprung derart, daß die beiden Rückkehrpunkte in die Punkte (0, +1) fallen, so wird jede Kurve, die in diesen beiden Punkten Rückkehrpunkte hat, dargestellt durch die Gleichung

(x2 + y2 — l)3 = Xx2yz .

Zugleich hat diese Kurve, da das Aggregat dei’ Glieder höchsten Grads (x2+y2)3 ist, keine reellen ocfernen Punkte.

Es bleibt nun noch der Parameter 2 zu bestimmen übrig.

3r-

Mit x = 1 wird y = y 2, woraus mit 2 = 4

y = 1,58 .

Für y = 1 ergibt sich damit x = 1,41.

Die weitere Diskussion, insbesondere die Untersuchung der höchsten und tiefsten Punkte in bezug auf die Achsen sei dem Leser überlassen.

Die gesuchte Kurvengleichung lautet also:

(x2 -f- y2 — l)3 — 4=x2y3 .

Hiebei sind allerdings die Punkte (+1, 0) dreifache Punkte; jedoch sind zwei der durch sie hindurchgehenden

[image: ]
Fig. 57.




Kurvenzüge imaginär konjugiert (folgt mit y — 0 ohne weiteres aus der Kurvengleichung). Für das Auge sind also diese beiden Punkte von gewöhnlichen (Oval-) Punkten nicht verschieden.

Weitere Übungsbeispiele kann sich der Leser selbst machen und damit zugleich den Reiz einer selbst gestellten Aufgabe genießen. Übrigens lassen sich die meisten der in den §§ 7, 9, 10, 11 diskutierten Kurven unschwierig als Beispiele der umgekehrten Kurvendiskussion behandeln.



Beutel, Algebraische Kurven. I.


10



Register.

(Die beigesetzten Zahlen geben die Seiten des Buches an.)


Abszisse 10.

Algebraische Kurven im allgemeinen 16.

—, spezielle 129.

Analytisches Dreieck 117.

Analytische Geometrie 10.

Asymptoten, Berechnung

88, 99.

—, geradlinige 51, 85.

, krummlinige 93.

Asymptotische Annäherung 95.

Asymptotischer Kreis 86.

„ Punkt 86.




Berührungspunkt 33, 97.

Berührungssätze 97.

Bild einer Kurve 20.

Deutung von «> 25.

Differentialrechnung 11.

Dimension 20.

Diskussion von Kurven 55.

—, weitere Beispiele

129, 134.

Doppelpunkt 36, 81.

—, Bedingung für einen

D. 113.

Dreifacher Punkt 81.

Dualität 13.




Eulerscher Homogensatz

	
25.



Evolute 117.

Evolvente 117.

Explizite Gleichung 16;




Flachasymptote 52.

Flachpunkt 37.




Funktion, algebraische 17.

—, interszendente 17.

—, transzendente 17.

Geschichte der algebraischen Kurven 7.

Gleichung einer Kurve

	
16.



Gleichung, algebraische Auflösung 71.

—, graphisch-mechanische Auflösung 72.

Grad einer Kurve 17.

Hessesche Kurve 116.

Homogene Gleichung 23.

Homogene Punktkoordinaten 23.

Hyperbel höherer Ordnung 50.

Implizite Gleichung 16. Interszendente Kurve 17. Isolierter Punkt 38, 104, 114.




Kombination, lineare 31. Koordinatenachsen 26. Krümmungsradius 117.

Kurvendiskussion 55.

—, umgekehrte 135.

Kurveupunkte, Berechnung 69, 71.

—, mehrfache 80. Kurvenzug, paarer 21.

—, unpaarer 21.

Mehrfache Kurvenpunkte 80.




Näherungskurven im Unendlichen 93, 121.

	
— im Ursprung 79, 121. Natürliche Gleichung 15. Newtonsches Parallelogramm 117.



Nullpunktstangente 113.

Ordinate 10.

Oval 21.

Ovalpunkt 44.

Paarer Kurvenzug 21.

Parabel höherer Ordnung 42.

Parameter einer Gleichung 31.

Polarkoordinaten 17.

Prinzip der Homogenität 23.

	
— der linearen Kombination 31.


	
— der Signierung 27. Projektive Geometrie 13.



Rationale Kurven 71. Reihenentwicklung 122. r-facher Punkt 35,71,125. Rückkehrasymptote 52. Rückkehrflachasymptote 54.

Rückkehrflachpunkt 40, 48.

Rückkehrpunkt 38, 47.

Rückkehrspitzasymptote 54.

Rückkehrspitzpunkt 41, 47.

Schnabelspitze 66.

Schnittpunkte einer Kurve mit einer Geraden 19.




Selbstberührungspunkt 39.

Signierungsprinzip 27.

Singularitäten 13.35, 37.

Spezielle algebraische

Kurven 129.

Spitzasymptote 52.

Spitze 1. Art 38, 47.

— 2. Art 66.

Spitzpunkt 40, 50.

Symmetrielinien einer Kurve 68.

Synthetische Geometrie

13.




Tangente, Berechnung 97, 110.

—, Gleichung 110.

—, horizontale 112.

—, Nullpunkts- 113.

—, vertikale 112.

Transzendente Kurven

	
17.



Umgekehrte Kurvendiskussion 138.

Unendlich ferne Gerade

	
26.



Unpaare Kurvenzüge 21.




Verhalten einer Kurve im Nullpunkt 79.

Verhalten einer Kurve im Unendlichen 85.

V erhältniskoordinaten

25.




Wendeasymptote 52.

Wendeflachasymptote52.

Wendeflachpunkt 38.

Wendepunkt 37, 45, 80.

W endespitzasymptote54.

Wendespitzpunkt 41, 48.



Kat. mateai

Wydz. Bud I ri

Zahl- Mat. Oflolaef



	
Sammlung 6ö$di

6. J. GöfchenTche Verla


	
Derjeidjnis öer ei


	
Seite


	
Slfironontie.........
	
12


	
Sau« u. ^ngenieurtoiffenfcfjaften
	
14


	
SibliotbeBroefen.......
	
21


	
Sotanit...........
	
10


	
Oemie...........
	
13


	
©bemifdje Tedjnologie . . . .
	
13


	
ffileftrotecbni!........
	
15


	
gorftroirtfcbaft........
	
20


	
©eologie..........
	
10


	
®eograPbie.........
	
6


	
©efdncbte..........
	
4


	
Setoerberoefen........
	
17


	
£>anbeBroiffenfd)aft .....
	
20


	
frngtene ..........
	
22


	
Snßenteurroifienfdjaften . . .
	
14


	
Qurisprubenj........
	
16


	
fiaufmännifcbe SBiHenfdjaften .
	
20


	
firiftallograpljie.......
	
11


	
ft'unft ...........
	
19


	
fianbroirtfcbaft........
	
20


	
fiiteraturbentmäler......
	
3


	
£iteraturgefd)id)te......
	
3


	
SRatbemati!.........
	
8


	
SDledianit..........
	
12


	
SDiedjanifdje Tedjnologie . . .
	
14








	
>en SS 80 pf. kgsbandlung, Leipzig.


	
r[cf)ienenen Bänöe.
	
Sette


	
iDieteoroIogie......
	
. 12


	
®lilitärtt>iifenfcbaft.....
	
. 21


	
©lineralogie........
	
. 10


	
aJufitroifknfdjaft .....
	
. 19


	
9?aturioiiienjd)aft .....
	
. 9


	
9?auti!..........
	
. 16


	
Söbagogil ........
	
. 18


	
Sbarmajie.......
	
. 22


	
Sbüofopbie........
	
. 2


	
Photographie.......
	
. 22


	
Pbnfit..........
	
. 12


	
9}ed)Bn>ilfenfdjaft.....
	
. 16


	
tReligion«roifjenfchaft . . . .
	
. 18


	
Sojtale 'Äifientdjaften . .
	
. 18


	
Spradpoifientdjaft.....
	
. 2


	
Staatbroijfenidjaft.....
	
. 16


	
Stenographie......
	
. 22


	
Technologie, djemifdje . .
	
. 13


	
Technologie, medjanifdje .
	
. 14


	
Theologie ...      . . . .
	
. 18


	
SoIBroirtidjaft ......
	
. 17


	
Setdienfunbe .   ... 15
	
U. 19


	
3eitung§n>efen ......
	
. 21


	
Zoologie .......
	
. 9






©tblwtfjef jur

Sinfüfirung in bte ©tiilofoptjie bon Dr. SJlaj SBentfdjer, ©rofeffor an bet Unioerfität Königsberg.                                            Sir. 281.

®cfd)idite ber ©fiilofopftie IV: Steuere ©bitofopljie bis Kant bon Dr. ©runo ©audi, ©ribatboj. an ber Uniber?. ©alle a. S.                  Sir. 394.

©ftldiologie itnb ßogi! jur Ginfiifjrung in bie ©ljilofopfiie bon Dr. Zf). Slfen» ban«. SRit 13 giguren.                                            Sir. 14.

Olruubrifj ber ©ftidioobnfif bon Dr. ®. g. Sibb? in ßeipjig. SRit 3 gig. Sir. 98. Crttiif oon ©rof. Dr. ©tioma« Sldjeli« in ©reuten.                     Sir. 90.

Slllgcmeine Siftlietif bon ©rof. Dr. SRaj ©iej, ßeljrer an ber Kgl. Sltabemie ber bilbenben fünfte in Stuttgart                             Sir. 800.

iW~ Weitere Bänöe finö in Vorbereitung.

Sibliotljet jur Spradjwiffenfdjaft

Snbogermantfdie Spradjmiffcnfdiaft bon Dr. 91. SJleringer, ©rofeffor an ber Unioerfität ®raj. SJttt 1 ©afet                                    Sir. 59.

©ermanifdie Sbrarfnoiffenftbaft bon Dr. ©id). ßoetoe in ©eriin. Sir. 238. Slomanifdje Spradimiffcnfdiaft bon Dr. Slbolf gauner, ©rioatbojent an ber

Unioerfität ®ien. 2 ©änbe.                              Sir. 128, 250.

Scmitifdie epradnoiffcnfdiaft bon Dr. (£. ©rodeltnann, ©rofeffor an ber Unioerfität Sl önigSberg.                                               Sir. 291.

Teutfdic ®rammatif unb turje ©efdiidjte ber beutfdjen Sprache bon Sdjulrat ©rofeffor Dr. O. ßrjon in ©reäben.                               Sir. 20.

Teutfdic ©oetit oon Dr. K.öorinSti, ©rofeffor an ber Unioerfität SJlündjen. Sir. 40. Teutfdic ©cbclepre oon ©an« ©robft, ®t)mnafialprof. in ©antberg. Sir. 61. Sluffapentwürfe oon Cberftubienrat Dr. ß. SB. Straub, Siettor be« Sberbatb« ßubroigs»®i)mnafium« in Stuttgart.                             Sir. 17.

SBörterbud) nad) ber neuen beutfcben ©edjtfdjreibung b. Dr. ©einrid) STlenj. Sir.200. ©cutfdieo SßJörtcrbud) oon Dr. gerb, ©etter, ©rof. an berUniberiität©rag.©r. 64. ©ao (Vrcmbioort im ©eutfdjen bon Dr. Siub. Stleinpaul in ßeiojig. Sir. 55. ©eutfdic« grembioörterbud) oon Dr. Slubolf Stleinbaul in ßeibjig. Sir. 273. Tie bcutfdjen ©erfonennamen bon Dr. Siubolf Stleinpaul in ßeibjig. Sir. 422. Gnglifdieö-beutfdjeS ©cfprädjSbudj bon ©rofeffor Dr. S. ©auätnedjt in ßau« fanne.                                                                   Sir. 424.

®runbrift ber l a teinif dien Spradileljre b. ©rof. Dr. 5B.©o ti tfi i.SJlagbeburg. Sit.82. ©ufiiidie Wrammatit oon Dr. ®rid) ©ernefer, ©rof. an ber Uniberfit. ©rag. Sir. 66. Siuffifdi-Teutfdicö ®cfprädj»bud) bon Dr. ©rid) ©erneter, ©rofeffor an ber

Unioerfität ©rag.                                                   Sir. 68.

©uff if dies ßeiebudi mit ®loffar b. Dr. (Erid) ©erneter, ©rof. a. b. Unib. ©rag. Sir.67.

SHuffifdje Sfteratur b. Dr. Erleg Uoegtne, ßeltor an b. ^anbeisgodjfcgule SB erlitt.

I. Seil: SluSroagl moberner Urofa unb fßoefie mit auSfügrlicgen Slnnter* fungen unb Sltjentbeseicgnung.                                   Sir. 403.

--II. Seil: Bccbojioa'b rapuinnt, PaacKasM. SJlit Slnmerlungen unb

Slläentbejetcgnung.                                                Sir. 404.

(gefd)id)te brr flaffifdjen Uftilologie bon Dr. ©in?. Krott, orb. Urof. an ber Uniberfität Ulünfter.                                                   Sir. 367.

<SieE»e autg „$anbeläroiffenfcgaftlidje SBiBliottjet".

BQF~ Weitere Bänöe find in Vorbereitung.

1

 In ausführlicher Weise findet dies der Leser in jedem größeren Lehrbuch der Differentialrechnung, z. B. Meyer, Differentialrechnung, Leipzig, Göschen.

2

 Oder, wenn die Glieder der 1. und 2. H.-Reihe mit — x und — y multipliziert und zur 3. addiert werden, unter Berücksichtigung der Gleichungen (2), S. 115.

3

 Wenn derselbe Prozeß mit der 1. und 2. V.-Reihe gemacht wird.

4

 Weiteres über die Hessesche Kurve findet der Leser im II. Teil der „Algebraischen Kurven“.

5

 In beiden Fällen (1) und (2) gelten die Entwicklungen nur für einen im Nullpunkt liegenden Kurvenpunkt (vgl. S. 122).

6

 Auch in den beiden Werken von Teixeira (L. V. 12.) und Wieleitner (L.V. 14.) findet sich eine große Zahl dieser Kurven behandelt, in letzterem Werk nach der Erzeugungsweise zusammengestellt.

Beutel, Algebraische Kurven. I.                   9

7

 Die Kissoide zweier Kurven 1' und F' in bezug auf einen festen Punkt 0 entstellt durch Subtraktion der Radienvektoren OP und OP' von F und F'.

8

 Weitere Beispiele zur Kurven diskussion finden sich in jeder Aufgabensammlung zur Differentialrechnung, so z. B. in Junicer, Repetitorium und Aufgabensammlung zur Differentialrechnung, Sammlung Göschen. Leipzig, 2. Aufl. 1907, § 46—51, 56, 57. Zugleich bietet die Bestimmung geometrischer Örter ebenfalls häufig interessante Beispiele für höhere Kurven; vgl. Bürhlen, Aufgabensammlung zur anal. Geom. der Ebene, Sammlung Göschen, Leipzig, 1905, § 28—34.

9

 Vgl. Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, 1902, S. 297 ff.

10

 Ebenda, S. 307 ff.


fitterafitnjefdjtdjtHdje Q3tbIiofFjef.

Seuffdie £itcraturgefd)id)te bon Dr. SJlaj Stocf), Urofeffor an ber Uniberfität UreSlau.                                                            Sir. 31.

Seutfdie ßiteraturgefdiidite ber Älaffiterjeit bon Urof. Earl ©eitbrecgt. Sir. 161. ©ctttfdie ßiterantrgefdiidite bcö 19.3alir()unbert§ bon Carl ©eitbrecgt. ©urd)= gefeljen unb ergänzt bon Dr. Slidjarb ©eitbrcdjt in ©impfen. 2 Seile.

Sir. 134, 135. ®efd)id)te bcö beutfdien fRomanö bon Dr. $ellmutg SJlielle. Str. 229. Eotifdje Spradjbenfmälcr mit Srammatit, Überfetjung unb Erläuterungen bon Dr. ^ermann Sangen, ©irettor ber Königin ßuife=Sd)ule in Königs* berg i. Ur.                                                              Str. 79.

Slltgodibeutfdie ßitcratur mit ©rammatil, Überlegung unb Erläuterungen non Sb. Scgauffler, Urof. am Slealgtjmnafium in Ulm.              Sir. 28.

Ebbalieber mit Erammatil, Überlegung unb Erläuterungen bon Dr. ©ilg.

9tanifcf), Ebmnafialoberlegrer in CSnabrücf.                      Str. 171.

Sa§ ©altliarbßicb. Ein <>elbenfang aus bem 10. Sagrgunbert im UerSmafte ber Urfcgrift überfegt u. erläutert b. Urof. Dr. ft. SUtgof in ©eimar. Sir. 46. Sidjtungcn auä mittclgodibeutfdier ftriigjeit. Qn SluSroagl mit Einleitungen unb ©örterbud) gerauSgegeben bon Dr. Hermann Sangen, ©irettor ber Königin ßuife=®d)ule in Königsberg i. Ur.                       Sir. 137.

Ser Slibctungc 916t in SluSroagl unb mittclgodibcittfrtie Wrammatit mit furjem ©örterbucg bon Dr. ©. Eoltger, Urof. an ber Uniberfität Sioftod. Sir. 1. Kubrun unb Sietridjcpen. Silit Einleitung unb ©örterbud) bon Dr. O. ß.

Siricjef, Urof. an ber Uniberfität Ulünfter.                        Sir. 10.

Hartmann bon Sine, ©olfrant bon Efrgenbad) unb Oiottfrieb bon Straft* bürg. SluStoagl aus bem göfifcben Epo« mit Slnmerfungen unb ©örterbud) b. Dr. SJlarolb, Sßrof. a. Stgl. grtebricg$follegium ju Königsberg t. Ur. Ur. 22. ©altger bon ber Sogclntcibe mit SluSroagl aus Ulittnefang unb Sprttd)* bidttung. SJlit Slnmerfungen unb einem ©örterbud) oon £). Eüntter, Urof. an ber Cberrealfdiule unb an ber Sedm. £>od)fd)ule in Stuttgart. Slr.23. Sie Epigonen beö göfifcben Epoö. SluSroagl aus beutfcgen ©icgtungen beS 13. JalirgunbertS bon Dr. gjiftor 3unf, SlttuariuS ber Kaif. Sltabemie ber ©iffenfcgaften in ©ien.                                       Sir. 289.

ßiteraturbenfmälcr beö 14. unb 15. Jagrgunbertö, auSgetoäglt unb erläutert bon Dr. Hermann Sangen, ©irettor ber Königin ßuije«Sd)ule in Königsberg L Ur-                                                         Sir. 181.

Biteraturbenfmälet bed 16. gafirtiunbertd. I: ©lartin Sntber, Sltotnad üllurner unb bad ftirdienlieb bes 16. 3at)rt)unbertd. Slusgervaljlt unb nut Einleitungen unb ilnmertungen Derjetjen oon l)3rof. ®. SBerltt, Ober* lehret am Sltlolatgnmnafium ju Letpjtg.                          9h. 7.

	
— II: £>and eadid. '?lusgeroat)lt u. erläutert 0. <ßrofeffor Dr. guliud ®at)r. 9h. 24.


	
— III: i<on tßrant bis IHollentiagcn: ©raut, .Cuitten, ffifdiart, fowie Tierepod



unb »label. '2lusgetoat)lt u. erläutert oon 'Brof. Dr. gultud ©apr. 9h. 36.

Teutfdie Literaturbcnfmäler bed 17. unb 18. gatjrljunberts non Dr. 'Baul lieg* banb in '-Berlin. 1. Teil.                                             9h. 364.

Simpliriud SitnpliciffitnuS bon $and 3a!ob Ehriftoffel bon ©rimmeläbaufen.

• 3n 'llusroabl heraudgegeben bnn 'Brof. Dr. 5. IBobertag, Dojent an ber Unioerfität iBredlau.                                               9h. 138.

Tad beutfdje 'Bolfslicb. SKuägetnäljlt unb erläutert bon Ißrofeffor Dr. guliud Saht. 2 tBänbdien.                                           91t. 25, 132.

Seffings Emilia Walotti. 9Jlit Einleitung unb Sinmerfungen bon Sßrofeffor Dr. ®J. «Rotfcfi.                                                               9h. 2.

Beffiitgd ffllinna bon IBarnliclm. 9J?it Slnmerlungen bon Dr. Tomaftfjel. 9h. 5. Englifdie llitcraturgefdiidtte bon Dr. ft'arl SBeifer tn 'JBien.           9h. 69.

®runbjiige unb ßaiipttnpcn ber englifdicn ßitcraturgefdiidite non Dr. Slmoib 911. 9JI. (Sdiröer, 'Brof. an ber fjanbeisbodifdiule inHöln. 2 Teile. 9h. 286,287.

Stalicnifdie Bitcraturgcfdjidjte non Dr. Start tBofcler, 'Brof. an ber Unioerfität tfetbelberg.                                                             9h. 125.

Spanifdie Biteraturgefdiidite oon Dr. SRuboIf SBeerin SBten. 2 8be. 9h. 167,168. 'Bortugiefifdie iliteraturgefdiidite bon Dr. Jtarl bon iReinbatbftoettner, Brof. an ber ftöntgl. Tedmtfchen ^odifdiule 'Blundten.                  9h. 213.

fjluffifdie Vitcraturgefdiidite non Dr. @eorg 'Bolondfij tn SJlüncfjen. 9h. 166. Slaoifdie Biteraturgefdtidite non Dr. gofef Jtar&jet in SBten. I: Slltere Site» tatur bis jur ißieDergeburt.                                       9h. 277.

	
— II: Ta« 19. gabrbunoert.                                        9lr. 278.



91orbifdie Biteraturgcfdiidite. I: Tie idlänbifcfie unb norloegilcfie fitteratur bes 'Dltttelalters oon Dr. Sßolfgang ©oltljer, ißrof. an ber Unioerfität Sioftod.                                                             9h. 254.

Tie £>auptliterattiren bcd Erientd bon Dr. Wicfi. £>aberlanbt, Ißrioatbosent an ber Untoerittat 'IBien. I: Tte Literaturen Cftaftens unbgnbten«. 9h. 162.

	
— II: Tte ütteratuten ber 'Beriet, Setntten unb Türten.            91r. 163.



®rted)ifdie Literaturnefdttdite mit sBeruditdittgung ber ©efdticfite ber SBifien«

icbanen oon Dr. 'lllrteb Werde, 'Brof. an ber Untoerf. Wrrtfsroalb. 91t. 70.

Utöniijdje Biteraturgeidndite oon Dr. $erm. goadnm tn Hamburg. 9h. 52. ■■r Weitere Bänöe finö in Vorbereitung.

(öe(d)id)lltd)e Q3ibltotl)et.

Einleitung tn bie Wefdiiditsnufienidjaft oon Dr. Ernft Sernljeitn, iBrof. an bet Unioerfität ®retf«roalb.                                        9h. 270.

Urgcfdiidite ber 'Blenfdibeit oon Dr. SDlorij ftoerned, fßrof. an ber Unioerfität tn iBten. 'Bitt 53 'Hbbtlbunaen.                                      9h. 42.

®efd)idut bed alten 'Blorgeulanbes oon Dr. $?t. .£>ommel, 0. ö. fBrof. ber femt= ttfcben Soraciten an bet Unioerfität in 'Utündjen. ffllit 9 Ißoll» unb Tert= btlbern unb 1 Starte bed 'Dlotgenlanbed.                              91t. 43.

@efdjirf)te 3frael§ bis auf bie griecfjifdje Seit bon fiic. Dr. 3. SBenjinger. 9fr. 281. 9feuteftamentlidje Beitgefcpidjte I: ©er biftorifcfje unb tultutgefdjicfjtlitfje hinter-grurtb beS UrcbriftentumS bon Sic. Dr. SB. Staert, fßribatbojent in 3en«. SJiit 3 Satten.                                                         9fr. 325.

	
— II: ®ie IReligion beS 3ubentumS int Seitalter beS $elleni3mu8 unb ber



IRömerbertfcbaft. 9Rit einer fßlanflijje.                            9fr. 826.

©riertjiftfje ®cfd)icbte bon Dr. £einrid) Stooboba, fßrof. an ber ©eutfdjen Uni», fßrag.                                                             9fr. <9.

©riedjifdje SKltertumSIitnbe bon ißrof. Dr. SRidj. 9J?aifctj, neubearbeitet bon Dieltor Dr. granj ißoblbammer. 9Rit 9 SBolIbilbem.             9fr. 16.

fRömifdje @efdjid)te bon JRealgpmnafialbireltor Dr. 3uliu3 Sodb in .®rune« io alb.                                                                          9fr. 19.

fRötniftbe 2Ilterhim§!unbe bon Dr. ßeo ®lodj in SBien. 9Rit 8 Sollbilb. 9fr. 45. ®efd)i<bte bc§ Spjantinifdjen SReidjeS bon Dr. S. fRotb in Sempten. 9fr. 190. ©eutfcbe ©efdjidjte I: ÜRittclalter (bis 1519) bon fßrof. Dr. 3. Surje, (über

lebter am Sgl. fiuifengpmnafium in Berlin.                     9fr. 33.

	
— II: Seitalter ber ^Reformation unb ber fRetigionSlricge (1500—1648)



bon 93rof. Dr. 3. Surje, (überlebter am Sgl. ßuifengbmn. in SBerlin. 9fr. 84.

	
— III: SJom SBeftfälifdjcn Stieben bi§ jur Sütflöfung be» alten DfeidjS (1648



bis 1806) bon 93rof. Dr. 3. Surje, überlebtet am Sgl. Suifengpmnafium in IBerlin.                                                                    9fr. 35.

©eutfdje StammeSImtbe bon Dr. fRubolf 9Rudj, ißrof. an ber Uniberfität in SBien. 9Rit 2 Sorten unb 2 Tafeln.                             9fr. 126.

Sie beutfdjen Slltertlimer bon Dr. 3ranj 3nbfe, ©irettor beS Stöbt. 9Jfufeum8 in SBraunfcpmetg. ffliit 70 Slbbilbungen.                           9fr. 124.

Slbrij? ber Surgentunbe bon £>ofrat Dr. (Otto Sfßiper in 9Rüncpen. 9Jfit 30 STb-bilbungen.                                                         9fr. 119.

©eutfdje Sulturgefdjidjte bon Dr. SReinb- ©üntber.                    9fr. 56.

©eutfdjeö fieben im 12. u. 13. Solfrbunbert. SReallommentar ju ben Solls« unb Sunftcpen unb jum 9Rinnefang. I: (Öffentliches fieben. Sion fßrof. Dr.3ul. ©ieffenbadjer in 3reiburg i. IB. 9Jlit 1 Tafel u. Slbbilbungen. 9ir. 98.

	
— II: ißribatleben. 9UHt SIbbilbungen.                                9fr. 328.



Cucllenlunbe jur ©eutfcpen @cfd)id)te bon Dr. Earl 3“coö, fßrof. an ber Uniberfität in Tübingen. 1. IBanb.                              9fr. 279.

Cfterreitbiftbe ®cfd)id)te. I: Sion ber Urjeit bis jum Tobe Sönig SllbredjtS n. (1439) bon fßrof. Dr. 3tonj bon SroneS, neubearbeitet bon Dr. Sari Uplitj, fßtof. an ber Unib. Sraj. 9Rit 11 Stammtafeln. 9fr. 104.

	
— II: ®om Tobe Sönig SllbrechtS II. bis jum 2Beftfälifcf)en Sieben (1440



bis 1648) bon 9J3rof. Dr. 3tonj bon SroneS, neubearbeitet bon Dr. Sari Uljlirj, 9ßrof. an ber Uniberfität @raj. 9Uit 2 Stammtafeln. 9fr. 105. ßngliftpe ©cfcpiifjte bon 9ßrof. ß. ©erber, (überlebtet in ©üffelbotf. 9fr. 375. Sranjöfifdje ®efd)id)te bon Dr. fR. Sternfelb, ffirof. an ber Unib. IBerlin. 9fr. 85. fRuffifdje ®cfdjid)te bon Dr. SBilpelm 9ieeb, überlebter am üftergbmnafium in 9Rainj.                                                                9tr. 4.

Spolnifdje ®efdjidjte bon Dr. ©lernens IBranbenburger in $ofen. 9fr. 338. Spanifdje ®efd)id)te bon Dr. ®uft. TierdS.                          9fr. 266.

6djmeijeriftbe ®efd)iibte b. Dr. S. ©änbliter, ißtof. a. b. Unib. Süridb. 9fr. 188.

®efd)id)te ber djriftlirfjeit SJoltonftaotcn (Bulgarien, Serbien, Slumänien, SJlontenegro, ©riedjenlanb) bon Dr. S. 8totlj in Sempten. Str. 331.

»atjerifdje Gcfdtidjte bon Dr, $an8 ©del in Slugäburg.            Str. 160.

Sätpfifdje G5cfd)id)tc bon »rof. Dito Saemmel, Sieltor be§ SiifoIaigtjmnafiumS ju Seipjig.                                                         Str. 100.

Ttjiiringifdje ©cfdjidjte bon Dr. Gruft Tcbrient In Sena.           Str. 352.

»abifdje ©cfdjidjtc bon Dr. Sari Srunner, ißrof. am @t mnafium in SJJforjIjeitn unb SPribatbojent bet ©efdjidjte an ber Tedjn. £odjfd)ule in Sarlärulje.

Str. 230.

®cfd)idjte 2otf)rittgen§ bon ®et). Sieg.=Sl. Dr. $erm. Teridjätoeiler in Strafe» bürg.                                                                      Str. 6.

Tie fiultur ber JRenaiffance. ©efittung, gorftfjttng, Tidjtung bon Dr. Stöbert gr. Slrnolb, SJSrofeffor an ber Uniberfität SBien.                    Str. 189.

®efd)i(pte be§ 19. Saljrljmibertv bon £)§Iar Säger, o. $onorarprofeffor an ber Uniberfität Sonn. 1. »änbdjen: 1800—1852.              Sir. 216.

— 2. »änbdfen: 1853 bis Gnbe beS galjrtjunbcrts.                  Sir. 217.

Solonialgcfdjidjte bon Dr. Tietridj Sdjäfer, Sßrof. ber @efd)idjte an ber Unib.

SBeriin.                                                                       Sir. 156.

Tie Sccntadjt in ber bcntfdjcn ©cfdjidjte bon SBirll. SlbmiralitätSrat Dr. Grnft bon £>alie, »rof. an ber Uniberfität Serlin.                     Str. 370.

B4T Weitere ßänöe finö in Vorbereitung.

(öeograpljtfdje SiHioHjet

J5f)ijfifd)e Seograppie bon Dr. Siegm. ©üntfeer, U?.rofeffor an ber Sönigl. Tedjnifdjen ^odjfdjule in SJlündjen. SJtit 32 Slbbilbungen. Str. 26.

Slftronomifdje Gcogroptjie bon Dr. Siegm. Siintljer, «JSrofeffor an ber Sönigl. Tedjnifdjen $od)ftfjule in SJtiindjen. SJtit 52 SIbbilbungen. Str. 92.

Slimatunbe. I: Slllgemeine filimalcljrc bon «profeffor Dr. SB. Soppen, SJteteoroIoge ber Seetoarte Jamburg. SJtit 7 Tafeln u. 2 Figuren. Sir. 114.

SJleteorologie bon Dr. SB. Trabert, fßrofeffor a. b. Uniberfität in SnnSbrud.

Tiit 49 Slbbilbungen unb 7 Tafeln.                              Sir. 54

i’fjpfifdje 8)lcere§tunbe bon Dr. ©erljarb Sdjott, SlbfeilungSborfteljer an bet

Teutfdjcn Seetoarte in Jamburg. SJtit 28?Ibb. im Tejtu. 8 Tafeln. Sir. 112. ^aläogeogrnpljie. ©eologifdje ©efdjidjfe ber SJteere u. geftlanber b. Dr. granj Soffmat in SBien. SDtit 6 Sorten.                                 Str. 406.

Tie Sllpeit bon Dr. Stob. Sieger, ißrof. an ber Uniberfität ®taj. SJtit 19 Slbbil» bungen unb 1 Sorte.                                            Sir. 129.

®(etfdjerlunbe bon Dr. Qri& SJtadjaöe! in SBien. Tiit 5 Slbbilbungen im Tejt

unb 11 Tafeln.                                                     Sir. 154.

^flanscngeograpfeie bon $rof. Dr. Submig TielS, ißribaibo}. an ber Uniberf. »erlitt.                                                                  Sir. 389.

Tiergeographie bon Dr. Slrnolb Sacbbt, »rofeffot ber Soologic an ber Sönigl. gorftatabemie ju Tfearanbt. Tiit 2 Sorten.                      Sir. 218.

fiänbertunbe bon Guropa bon Dr. graus £>eibecidj, »rofeffor am Francisco» Sofephinum in SJtöbling. SJtit 14 Tejttärtdjen unb Tiagrammen unb einer Sarte ber Sllpeneinteilung.                                         Sir. 62.

— ber aufeereuropäifdten Grbtcile bon Dr. Sranj £>eiberidj, fßrofeffor amgranciScO'SofcPh'numinSJlöbling. SKitll Tejttiirtdjen tt. profil. Str. 63.

fianbeötunbe unb Wirtfdjaftf’gcograpljie bc§ ^cftlanbe» Stuftralicn bon Dr. Kurt $affert, fßrofeffor an bet ^anbeWIjodjitfjuIe in Köln. fßlit 8 016= bilbungen, 6 grapßifdfen Tabellen unb 1 Karte.                 Sir. 319.

	
— bon Saben bon fßrofeffor Dr. O. Kienift in Karlsruhe. SJtit Profilen,



Slbbilbungen unb 1 Karte.                                     Str. 199.

	
— bc§ Königreidjö Saljern bon Dr. 23. ®öß, fßrofeffor an ber Königl. Tetfjn.



^?odjfd)Ule SOtündjen. 9JZit Profilen, Slbbilbungen unb 1 Karte. Str. 176.

	
— ber SRcpitblit Srafilien bon Slobolpßo bon gering. 9Jtit 12 Slbbilbungen



unb einer Karte.                                                  Str. 373.

	
— bon Sritifdj’Storbamcrifa bon Sßrofeffor Dr. 31. Cppel in Sremen. SJtit



13 SIbbilbungen unb 1 Karte.                                     Str. 284.

	
— bon ©Ifafi’Sotljringen bon ®rof. Dr. SR. Sangenbed in Straßburg i. S.



SDtit 11 Slbbilbungen unb 1 Karte.                                Str. 215.

	
— be§ ©roßljcrjogtumö Reffen, ber Srobinj ,§effen»9taffait unb be§ Jiirffcn»



tumS SSalbed bon ®rof. Dr. ®eorg ©reim in ©armftabt. SJtit 13 Slbbil» bungen unb 1 Karte.                                           Str. 376.

	
— ber Qberifrfjen ^albinfel b. Dr. griß Stege!, fJSrof. a. b. Unib. S3ürjburg.



SJtit 8 Kärtchen unb 8 Slbbilb. im Text unb 1 Karte im ^arbenbrud. Str. 235-

	
— bon ßftcrreirlpllitgarn bon Dr. SUfreb ®runb, Srofeffor an ber Unibcrfität



Serlin. SJtit 10 Tcxtilluftrationen unb 1 Karte.                 Stu* 244.

	
— ber Stljeinprobinj bon Dr. S. ©teinede, ©ireltor bc3 Slealgtjmnafiumä



in ®ffen. SJtit 9 Slbb., 3 Kärtchen unb 1 Karte.                Str. 308.

	
— bcö ©uropäifrfjett Slußlanbö nebft tJiitnlanbä bon Dr. Sllfreb ®ßilippfon,



orb. ®rof. ber ®eograpbie an ber Unibcrfität £alle a. ©. SJtit 9 Slbbilbungen, 7 Terttarten unb einer litbograpljifdjen Karte.                    Str. 359.

	
— bc§ Königreidjö Satfjfcn bon Dr. 3. gemmridj, Oberlehrer am 9teal=



gpmnafium in flauen. SJtit 12 Slbbilbungcn unb 1 Karte. Str. 258.

	
— ber Sdpoeij bon ©runnafialletjrer Dr. £>. Sßalfer in Sern. SJtit 16 Slb»



bilbungen unb einer Karte.                                       Str. 398.

	
— bon ©Tanbinabien (©djtoeben, Stormegen unb Tänemat!) bon $e>nridj



Kerp, fieprer am ®l;mnafium unb Seprer ber Grblunbe am Gomeniuä» ©eminar ju Sonn. SJtit 11 2lbbilbungen unb 1 Karte. Str. 202.

	
— ber Screinigten Staaten bon Storbamerüa bon ®rof. £>einridj JJifdjer,



Oberlehrer am fiuifcnftäbtifdjen Slealgpmnafium in Serlin. SJtit Karten, giguren im Sext unb Tafeln. 2 Sänbdjen.               Str. 381, 382.

	
— bc§ Königreidiö Württemberg bon Dr. Kurt £>affert, Srofeffor an ber



$anbclöpod)fdjule in Köln. SJtit 16 Sollbilbcrn unb 1 Karte. Str. 157.

Sanbcv« unb Soltöfunbe Saläftinaö bon Sribatbojent Dr. ®. ^ölfcßer in

<>alle a. ©. SSlit 8 Sollbilbern unb einer Karte.                   Str. 345.

Sölfcrtunbe bon Dr. fDtidjael $aberlanbt, Sßribatboäcnt an ber Uniberfität SBicn. SJtit 56 Slbbilbungen.                                          Str. 73.

Kartcnfunbc, gefcpicfjtlid) bargeftellt bon ®. ®clcidj, Sirettor ber !. !. Stau» tifdien ©cfjule in fiuffinpiccolo unb g. Sauter, SSrofeffor am Stealgpm» nafium in Ulm, neu bearbeitet bon Dr. ®aul ©infe, Slffiftent ber ®efell» feßaft für Srblunbe in Serlin. SJtit 70 Slbbilbungen.             Str. 30.

Saf Weitere Bänbe finö in Vorbereitung.

©eftpitpte bet Watpentati! bon Dr. 91. Sturm, IJJrofeffor am Obergpmnafhtm in Seitenftetten.                                                       Str. 226.

Äritpmctit unb 9llgebra von Dr. Hermann Schubert, fßrof. an bet ©eleprten-fdjule beä Sopanneunt» in Jamburg.                            Str. 47.

IJeifpielfammlung jur Slritpmctit unb Sllgebra bon Dr. ^ermann (Säubert, ißrof. an ber ©eleprtenfcpule be» Sopanneumä in Jamburg. Str. 48. Determinanten bon Sßaul SB. gifcper, Oberlehrer an ber ©berrealfcpule ju ®roß=£i(pterfelbe.                                                  Str. 402.

©bene ©eometrie mit 110 jtoeifarb. Figuren bon ffi. SDtapler, 5J3rof. am ®tjm< nafium in Ulm.                                *                    Str. 41.

Darftellenbe ©contcfrie I mit 110 Figuren bon Dr. Stob, ©außner, $rof. an ber Uniberfität Sena.                                              Str. 142.

--n. SJtit 40 Figuren.                                            Sir. 143.

©bene unb fppäriftpe Trigonometrie mit 70 giguren bon Dr. Serparb Reffen« berg, ißribatbojent an ber Tecpn. ^oepftfjuie Berlin.              Str. 99.

Stereometrie mit 44 Figuren bon Dr. St. Slafer in Stuttgart. Str. 97. Sliebere Slnalpfi» mit 6 fjig. bon ißrof. Dr. SBenebitt Sporer in ©pingen. Sir. 53. Bierftellige Tafeln unb Segentafeln für fugarittjmifdjcS unb trigonometriftpe» Stetpnen in jtoet fjarben jufammengeftellt bon Dr. ^ermann Schubert, Sßrof. an bet ©eleprtenfdjule be3 Sopanneum» in Jamburg. Str. 81.

günfftellige gogaritpmen bon fprofeffor Slug. SIbler, Direttor ber f.!. Staat»« oberrealfdjule in SKien.                                            Str. 423.

Äualptifipe ©eometrie ber ©bette mit 57 Figuren bon ißrof. Dr. Dl. Simon in Straßburg.                                                       Sir. 65.

9lufgabenfammlung jur analptifcpen ffieometrie ber ©bene mit 32 gig. bon

O. Tp. Sürtlen, ißrofeffor am Stealgpmnafium in Scproäb.«®münb. Sir. 256. «nalptifcpe ©eometrie be» Staunte» , mit 28 Slbbilbungen bon ißrofeffor Dr.

SSt. Simon in Straßburg.                                        Sir. 89.

Slufgabenfammlung jur analptifcpen ©eometrie be» Staunte» mit 8 fjig. bon D. Tp. SBürfleu, S5rof. am Stealgpmnafium in Sdjmäb.=®münb. Sir. 309. fcöpere SKnaltjfi» I: Differentialrechnung mit 68 Figuren bon Dr. grtebric$ Sunler, SSrof. am Sarl»gpmnafium in Stuttgart.                 Str. 87.

— II: Sntegralredjuung mit 89 Figuren bon Dr. fjriebricf) Runter, $rof. am SJarKgpmnafium in Stuttgart.                                   Str. 88.

Stepetitorium unb 9lufgabenfammlung jur Differentialrechnung mit 46 fjig. bon Dr. Stiebt. Sunler, $rof. am ffartegpmnafium in Stuttgart. Sir. 146.

Stepetitorium unb 9Iufgabeufammlnng jur Sntegralrctpnung mit 52 g?ig. bon Dr. fjriebr. Sunter, fßrof. am Äarlägpmnafium in Stuttgart. Str. 147. $rojettibe ©eometrie in fpntpetif^er SBeijanblung mit 91 gig. bon Dr. Jt. Toeljlemann, sJ3rof. an ber Uniberfität SJtünc&en.                  Str. 72.

SRatliematif^e Sormelfammlung unb Stepetitorium bet SÖtatpematit, entlj.

bie toieptigften Formeln unb Seprfäße ber Slritpmetif, 9Ilgebra, algebraifcpen SInalpfi», ebenen ®eometrie, Stereometrie, ebenen unb [ppärifetjen Trigono« metrie, matp. ©eograppie, analpt, ©eometrie ber ©bene unb be» Staunte», ber Differential« unb gntegralrecpnung bon £). Tp. SBürtlen, fßrof. am ftgl. Siealgpmnafium in Scpto.=@münb. Wit 18 fjiguren. Str. 51.

Serfidjerungäntatljematit von Dr. Sllfreb Soetoß, $rof. an ber Uniberfität greiburg i. 33r.                                                    ©r. 180.

2Iu§glei(f)ung§re(f)nuna naß ber ©letljobe bet fleinften Ouabrate mit 15 gtg. unb 2 Tafeln bon SBilß. SJeitbredjt, Sßrofefior bet ©eobäfte in Stuttgart.                                                      ©t. 302.

Seftoranall)fi§ bon Dr. Siegfr. Salenttner, ^riöatbojent für Sßtjfif an bet Uniberfität Serlin. ©Iit 11 giguren.                          ©r. 354.

©ftronomiftfje ©eograßßie mit 52 Figuren bon Dr. Siegm. ®üntßer, fßrof.

an ber Tetfjn. ^jodjfdjule in ©tünchen.                             ©r. 92.

©ftroßfjljfit. Sie SBeftfjaffenijeit ber ^>immeU!örper bon Dr. SBalter f$. SBiS« licenuS, ©rof. an ber Uniberfität Straßburg. ©Iit 11 ©bbilbungen. ©r. 91.

Jlftronontie. ©röße, Setnegung unb Entfernung ber ^immeläförpet bon 21. ©löbiuS, neubearb. bon Dr. SB. fj. SBi§Iicenu8, 'JSrof. an ber Unib. Straßburg, ©tit 36 Slbbilbungen unb 1 Sterntarte.             Str. 11.

®eobäfie mit 66 SIbbiibungen bon Dr. 6. ©einßerß, Stof- an ber Tetfm. fwcß«

fdjule ©annober.                                               ©r. 102.

©autit. Sturmer 9Ibriß be8 täglich an Sorb bon ^anbelSfdjiffen angeioanbten Seit? ber SdjiffaßrtStunbe mit 56 Slbbilbungen bon Dr. tJrans Stßulje, ©irettor ber ©abigationSfcfjule ?u Sübetf.                          ©r. 84.

®eometrifd;e§ Seitfjnen bon Setter, ©rdjiteft unb Seßrer an bet Sau« getoertfdjule in ©lagbeburg, neu bearbeitet bon ©rof. 3. Sonberiinn, Tireftor ber Ägl. Saugetoertfdjule ju ©lünfter i. 28. ©iit 290 Figuren unb 23 Tafeln im Tejt.                                              ©r. 58.

BW Weitere Bänbe find in Vorbereitung. Gleicbjeitig macht bie Vertagsbanblung auf bie „Sammlung Schubert“, eine Sammlung matbematifcber Cebrbücber, aufmerksam, ein vollständiges Ver« seicbnis biefer Sammlung, Sowie ein ausführlicher matbema« tifcber Ratalog ber 0. ]. ßöfcben’Scben Verlagsbanblung können kostenfrei burcb jebe Bucbbanblung besagen werben.

Katurwiffenfdjaftitdje IBibliotljeL

©er tnenftfjlitfje Stärker, fein San unb feine Tätigfeiten, bon E. Kebmann, ©berfdjulrat in föarlSruße. ©Iit ®efunbßeitäleßre bon Dr. med. $. Seilet, ©iit 47 ©bbilbungen unb 1 Tafel.                               ©r. 18.

Urgeftf|iif)te ber ©lenfifjfjeit bon Dr. ffltortj $oerne3, ©rof. an bet Uniberfität Sßien. ©Iit 53 Slbbilbungen.                                       ©r. 42.

Sölterfunbe bon Dr. ©litfjael ©aberlanbt, !. u. !. RuftoS bet etßnogr. Samm« lung beä naturßiftor. $ofmufeum3 u. Sribatbojent an ber Uniberfität SBten. ©Iit 51 Slbbilbungen.                                               ©r. 73.

Tiertunbe bon Dr. granj b. SBagner, Sßrof. an ber Uniberfität ®raj. ©Iit 78 SCbbilbungen.                                                 ©r. 60.

Slliriß ber Siologie ber Tiere bon Dr. $einrtdj Simrotß, Srofeffot an ber Uniberfität Seipjig.                                                ©r, 131.

Tiergeograbßie bon Dr. Slmolb Sacobi, ©rof. ber goologie an ber Stgl. gorft« afabemie ju Tßaranbt. ©Iit 2 Starten.                         ©r. 218.

Sao Sicrrcirfj. I: Säugetiere, bon Oberftubienrat Prof. Dr. Kurt fiampcrt, Korftetjer be§ Kgl. SlaturalienlabinettS in Stuttgart. Wit 15Slbbilb. Sir. 282.

	
— III: fReptilicn unb 2lmpf)ibien. Pon Dr. granj SBerner, Prioatbojcnt an



ber Uniberfität SBien. Wit 48 SIbbilbungen.                      Sir. 383.

	
— IV: gifdje, bon Dr. Waj Siautljer, Pribatbosent ber Soologie an ber Uni=



berfttät Siegen. Wit 37 Slbbilbungen.                           Str. 356.

(£nttvitflunn§nefrt)irf)te ber Stere bon Prof. Dr. Qoh?. 9J7eifenf)ctmer, Pribat= bojent ber Soologie an ber Uniberfität Warburg. I: gurdjung, Primitiv anlagen, Serben, gorntbilbung, (Jmbrtjonalljüiien. Wit 48 gig. Str. 378.

	
— II; Crganbilbung. Wit 46 giguren.                           Str. 379.



Sdjmarotjer uttb SdjmarolKrtum in ber Sierioclt. Erfte Einführung in bie tierifdje Sdjmarofcertunbe bon Dr. graus b. SBagner, Profeffor an ber Uniberfität ©raj. Wit 67 SIbbilbungen.                          9lt. 151.

(SJefdjicfjte ber Boologie bon Dr. Pub. Purdljarbt, ioeil. ©irettor ber goolo» gifdjen Station beS ^Berliner Slquariumä in fRobigno (gftrien). Sir. 357.

Sie pflanje, iljr Pau unb ihr Seben bon (Oberlehrer Dr. E. Pennert. Wit 96 SIbbilbungen.                                                    Sir. 44.

Sa§ Pflansenreiih. Einteilung beä gefamten Pflanzenreichs mit ben tt>icf)= tigften unb belannteften Slrten bon Dr. g. aieincde in SBreSIau unb Dr. SB. Wigula, Prof. an ber gorftatabemie Eifenad). Wit 50 gig. Str. 122. Pflanjenbiologie bon Dr. SB. Wigula, Prof. an ber g-orftalabemie Etfenach.

Wit 50 SIbbilbungen.                                              Str. 127.

Pflanzengcographie bon Prof. Dr. Subloig Sielä, Pribatboj. an ber Uniberf.

Perlin.                                                             Str. 389.

Worpljologie, Slnatomie uttb Pljljfiologie ber Pflanjcn bon Dr. SB. Wigula, USrof. an ber gorftalabemie Eifenadj. Wit 50 Slbbilbungcn. Sir. 141.

Sie Pflanzenwelt ber Oicwäffcr bon Dr. SB. Wigula, Prof. an ber gorftatabemie Eifenad). Wit 50 Slbbilbungen.                                   Sir. 158.

EjfurfionSflora bon Seutfdjlanb zum Peftimmen ber häufigeren in Seutfdj» lanb toilbluadifenben Pflanjcn bon Dr. SB. Wigula, Prof. an ber gorft-atabemie Eifenach- 2 Seile. Wit 100 Slbbilbungen.


Sir. 268, 269. Wit 85 Slbbil= Str. 355. lanbtDirtfdjaftl. 9?r. 123.



Sie Pabelhöljer bon Prof. Dr. g. SB. Sieger in Sharanbt.

bungen, 5 Tabellen unb 3 Karten.

Slubpflanjen non Prof. Dr. g. Peljrenä, Porft. ber ffiroßh-

Perfudj^anft. Sluguftenberg. Wit 53 giguren.

Sa? ©hftent ber SBlütcnpflanscn mit Slu?fd)lu6 ber ©hmnofpermen bon Dr.

SR. SSilger, Slffiftent am Kgl. Sotanifdjen ©arten in S3erlin=Sahlem. Wit

31 giguren.                                                        9?r. 393.

SJflait.icnfranfheifeit bon Dr. SBerner griebrith ®rud in ©iefjen. Wit 1 färb.

Safel unb 45 Slbbilbungen.                                       IRr. 310.

Wincralogic bon Dr. fR. ißraunS, fßrofeffor an b. Uniberfität S3onn. Wit 130 SIb= bilbungen.                                                           5Rr. 29.

©eologie in furjem SIu§sug für Schulen unb jur Selbftbelehrung äufammen» geftellt bon ißrof. Dr. Eberl). g-raa§ in Stuttgart. Wit 16 Slbbilbungen unb 4 Safeln mit 51 giguren.                                        SRr. 13.

Paläontologie bon Dr. 3tub. $oerue3, Profeffor an ber Uniberfität ®raj. Wit

87 Slbbilbungen.                                                    älr. 95.

Petrographie bon Dr. SB. PruljnS, Profeffor an ber Uniberfität Stra&burg i. E. Wit 15 Slbbilbungen.                                              Sir. 173.

StriftanofirnVljie brn Dr. SS. SBrutjn?, iJJtof. an bet Uniberfität Straßburg. SJlit 190 äbbilbungen.                                             Sir. 210.

©efrfiitfjtc ber t bon 31. Siftner, SJStof. an ber ©rofjlj. Siealfdjule ju Stab beim a. @. I: 'Sie SSljtjfi! && Sleivton. SJlit 13 Figuren. Sir. 293.

	
— II: Sie fßljbfil bon Siemton bis jur ©egenmart. SJiit 3 Figuren. Sir. 294. Sljeoretifdjc iujbfit. I. Seil: SJlec^ani! itnb Slluftif. S?on Dr. ©uftab Säger,



93rof. berißljt)fifanberSedjnifd)en.fjotf)fdjuIein2Bicn. SJlit 19 9Ibb. Sir. 76.

	
— II. Seil: ßi<f»t nnb SBärme. ®on Dr. ©uftab Säger, ißrof. ber Sßljpfit an bet



Sedjn ifdjen £>odjfdjule in SBien. SJlit 47 Slbbilbungen.             Sir. 77.

	
— III. Seil: Glettrijität unb SJlagnetiämuS. SBon Dr. ©uftab Säger, ißrof.



ber ißljtjfit an bet Sedjnifdjen £>od)fdbule in Sßien. SJiit 33 Slbbilb. Sir. 78.

	
— IV. Seii: ©leftrumagnetifdje ßicfjtt^eorie unb Sleltronif. Sion Dr. ©uftab



Säger, 1-rof. ber Sßbbfit an ber Setfjnifcfjert ^odjfdjule in SBien. SJlit 21 Sigtnen.                                                        Sir. 374.

SRabioattibität bon Sßillj. {yrommel. SJlit 18 Figuren.              Sir. 317.

ißl)bfitaltfd)e SJleffungSinctbobcn bon Dr. SBillielm tBaljrbt, ßberleljrcr an ber Oberrealfdjule in ®rofj==ßidjterfelbe. SJlit 49 giguren.            Sir. 301.

SJletalle (Blnorganifdje (Hjemie II. Seil) bon Dr. CSfar Sdjmibt, bipl. Snge« nieur, Slffiftent an ber Sgl. SBaugemerlfdjule in Stuttgart. Sir. 212. Crganifdje ©Ocntte bon Dr. Sof. S?Iein in SJlannljeim.                Sir. 38.

©fjemte ber Soljlcnftoffberbiubungcn bon Dr. £mgo SBauer, ülffiftcnt am djem. ßaboratorium ber Sgl. Sedjn. <£>odjfcljule Stuttgart. I. II: ßntpt)a= tifdje Serbinbungen. 2 Seile.                               Sir. 191, 192.

SJlafjanalljfe hon Dr. JDtto Siöljm in Stuttgart. SJlit 14 fjig. Sir. 221. Scdjitifdj«(H)einifdje Slnalijfe bon Dr. ©. ßunge, ißrof. an ber (Eibgen. Sßoltjtedjn.

Sdjule in ßürid). SJlit 16 3Ibbilbungen.                         Sir. 195.

Stcreodiemie bon Dr. (E. Sßebetinb, fJSrofeffor an ber Uniberfität Sübingen.

SJlit 34 Slbbilbungen.                                                 Sir. 201.

Stllgemeiuc unb pfjuüTalifdje Gljctnie bon Dr. SJia? Slubolplji, ißrofeffor an ber Sedjn. ^odjfdjule in Sarmftabt. SJlit 22 Siguien.           Sir. 71.

®lettrod)cmte bon Dr. ßieinridj Sanneel in griebridjSljagen. I. Seil: Sljeoretifcije ©leftrodjemie unb iljre pljtjfifalifdj^djemifcfjen ©runblagen. SJlit 18 giguren. Sir. 252.

	
— II: Sjperimentelle (Elettrodjemie, SJlefjmetljoben, ßeitfäljigleit, ßöfungen.



SJlit 26 giguren.                                                       Sir. 253.

Slgritulturdjemie. I: tßflanjcncrnäljrung bon Dr. Sari ©rauer. Sir. 329.

Ta§ agtilulturihcmifcüe .fiontrolltocfen b. Dr. 3?aul Srifdje in ®ßttingen. Str. 304. SUllijfiolDfltftfje (Hjcntie bon Dr. med. 21. Segaijn in üBerlin. I: Qlffimilation.

Mit 2 Tafeln.                                                     Str. 240.

— II: Tiffimilation. Mit einer Tafel.                                Sir. 241.

Meteorologie bon Dr. 38. Trabert, ißrof. an ber Uniberfität SnnSbrucL Mit 49 Slbbilbungen unb 7 Tafeln.                                   Str. 54.

©rbmagnctiSmnS, Grbftrom unb SPolarltdjt bon Dr. 91. Slippolbt fr., Mitglieb beS Sönigl. Sßreugifdjen Meteorologifdjen Qnftitut^ }u fßotSbam. Mit 14 21bbilbungen unb 3 Tafeln.                                 Sir. 175.

Slftronomie. ©röfje, iBetoegung unb Entfernung ber £>immelsförper bon 91. 3r. MöbiuS, neu bearb. bon Dr. SB. fj. SBtölicenuS, Sßrof. an ber Unib. Strasburg. Mit 36 91bbilbungen unb 1 (Sterntarte.             Str. 11.

SlftrobÜMfil. Tie ©efdjaffenbeit ber $immel£!örper bon Dr. SBalter f}. SBiSIi» cenuS, ißrof. an ber Uniberf. (Strafjburg. Mit 11 9lbbilbungen. Vir. 91.

SMftronontifrfje öeograpljie bon Dr. (Siegm. ©ünttjer, ißrof. an ber Tedjn. $od)fd)itle in München. Mit 52 2Ibbilbungen.                   Str. 92.

fßljtjfifdie ®eograbbie bon Dr. (Siegnt. ®üntE>er, fßrof. an ber Sönigl. Tedjn.

^odjfrfjule in Mündjen. 9JUt 32 9lbbilbungen.                    Str. 26.

JMjijfifdje Meereblunbe bon Dr. ©erljarb Scfjott, SlbteilungSborfteljer an ber Teutfdjen Seetoarte in Jamburg. Mit 28 9Ibb. im Tejt u. 8 Taf. Sir. 112.

ftlimalunbe I: 91llgemeine Slimaleljre bon fJJrof. Dr. 98. ftöppen, Meteorologe ber Seetoarte Jamburg. Mit 7 Taf. u. 2 fjig.                Str. 114>

Weitere Bänbe finb in Vorbereitung.

SiBlwfOef gut

Sefdjidjte ber ¥t)t)fit bon 21. ffiiftner, Sßrofeffor an ber Stofjlj. Stealfcfjule ju Sinöljeim a. E. I: Tie Wlfit bis Sleioton. Mit 13 fjig. Sir. 293.

	
— II: Tie qsijtjfil bon Sleioton bis jur ©egentoart. Mit 13 giguten. Str. 294. Tljcoretifdje WJtjljfit. I: Medjanif unb 2lfuftil. SSon Dr. ©uftab Säger, ißrof.



an ber Uniberfität SBien. Mit 19 SIbbilbungen.                  Str. 76.

	
— II: Siebt unb SBärme. Mit 47 SIbbilbungen.                     Str. 77.


	
— III: (Slettrijität unb Magnetismus. Mit 33 Slbbilbungen.         Str. 78.


	
— IV: Eleftromagnetifdje ßidjttljeorie unb Elettronit. 2?on Dr. ©uftab



Säger, SSrofeffot ber SßW't an ber Tedjnlfdjen §od)fd)ule in Sßien. Mit 21 Figuren.                                                        Str. 374.

Stabioattibität bon SBill). fromme!. Mit 18 Figuren.             Str. 317.

T’tjbfitalifrfje MeffungSmetljoben bon Dr. SBilbelm Saljrbt, Oberlehrer an ber Dberrealfcfjule in ®rofj=£id)terfelbe. Mit 49 Figuren.           Str. 301.

Ubljfitalifdje 2lufgabenfantmlung bon ®. Makler, fßrofeffor am ©tjmnafium in Ulm. Mit ben Stefultaten.                                    Str. 243.

$l)DfiTalifdje gortnelfamtnlung bon ®. Makler, fßrofeffor am ©Qmnafium in Ulm.                                                            Sir. 136.

BettoranalbfiS bon Dr. (Stegfr. JBalentiner, f|?ribatbo|ent für Spijtyfit an ber Uniberfität ^Berlin. Mit 11 Figuren.                            Sir. 354.

■8F" Weitere Bänöe finö in Vorbereitung.

©iblwtljet jur (Sfjetme.

GJefrf)lcf)tc ber Gfjcmie bon Dr. £>ugo Sauer, Affiftent am <f|em. SaBoratorlum ber Kgl. Sedjnifdjen £>od)fdjule Stuttgart. I: Son ben älteften Seiten bis jur Serbrennungätljeorie bon ßaboifier.                       Str. 264.

	
— II: Son ßaboifier bi§ jur ©egentoart.                           Str. 265.



Slnorganifdje Gljemic bon Dr. $of. Klein in SJtannljeim.             Str. 37.

ÜJletalloibe (Anorganifdje (Hjemie I) bon Dr. £)S!ar Sdjmibt, bipl. Ingenieur,

SIffiftent an ber Kgl. Saugetoerifcljule in Stuttgart.              Str. 211.

aHetatle (AnorganifdBe Chemie II) bon Dr. DSIar Sdjmibt, bipl. Ingenieur, Affiftent an ber Kgl. Saugetoerffdjule in Stuttgart.              Str. 212.

Drganifdje Gljemie bon Dr. gof. Klein in SJtanntjeim.                Sir. 38.

Gljcmie ber Koljlcnftoffbcrbiubungen bon Dr. £>ugo Sauer, Affiftent am $em. ßaboratorium ber Kgl. Sedjn. ftodjfdjule Stuttgart. I, II: 2Ilipb>a= tifd)e Serbinbungen. 2 Seile.                               9lr. 191, 192.

ÜJtafjanaltjfe bon Dr. Otto Stöljm in Stuttgart. SDtit 14 gig. Str. 221. Sedjnifdj’Gficmifrfje Snattjfe bon Dr. @. ßunge, Srofeffor an ber Gibgenöff.

Solijtedjn. Schule in Sürief). SJtit 16 ülbbilbungen.              Str. 195.

Stereodjcmie bon Dr. (5. äßebelinb, Srofeffor an ber Uniberfität Tübingen.

SJtit 34 Slbbilbungen.                                                 Str. 201.

Allgemeine unb VODfifaliftfje Gljemie bon Dr. SJlaj Slubolbbi, Srofeffor an ber Sedjnifdjen ^ocljfcfjule in Sarmftabt. SJtit 22 gig.            Str. 71.

Gleltrodjemie bon Dr. ^einrief) ©anneel in griebridjSIjagen. I. Seil: Sfjeoretifcfje Gleftrodjemie u. iljre £1) t) f ttalifcf)=cf) emif dj en ©runblagen. SJtit 18 gig. Str. 252.

	
— II: ©jperimentelle Glettrodjemie, SJtefjmetljoben, ßeitfäljigteit, ßöfungen.



SJtit 26 giguren.                                                       Str. 253.

Agritulturdjemie I: Sßflanjenernäljrung bon Dr. Karl ©rauer. Str. 329. Sab agrüulturdjemifdje Kontrollraefen b. Dr. Saul Krille in ©bttingen.Slr.304. Stjtjfiologifdje Gfiemie bon Dr. med. A. ßegaljn in Serlin. I: Affimilation.

SJtit 2 Safeln.                                                         Str. 240.

	
— II: Sifiimilation. SJtit 1 Safet                                   Sir. 241.



■fflr Siebe aueb „Secbnologie". Weitere ßänöe finb in Vorbereitung.

©i&Iwtljet jur Tedjnoloote.

Gfjeinifrfje Eedjnologie.

Allgemeine djentifdjeSetljnDloflieb. Dr. ®uft.Stauter inGtjarlottenburg. Str. 113.

Tie gette unb £>le fotuie bie Seifen» unb Kerjenfabritation unb bie £»arje, fiatfe, girniffe mit tfjren tüidjtigften ftilfbftoffen bon Dr. Karl Sraun. I: ©infüljrung in bie Gljemie, Sefprecfjung einiger Salje unb bie gette unb ßie.                                                           Str. 335.

	
— II: Sie Seifenfabrilation, bie Seifenanaltjfe unb bie Kerjenfabrilation. SJtit



25 Abbilbungen.                                                Str. 336.

	
— III: $arje, ßarfe, girniffe.                                         Sir. 337.



©ie (fgplofibftoffe. Ginfüptung in bte Spemte bet exploftben Vorgänge bon Dr. H- ©runSmig in SleubabelSberg. Wit 16 Slbbilbungen. Sir. 333.

Sraucreiiocfcn I: Wülserei bon Dr. IJäaul ©renerpoff, ©irettor ber ©rauer* unb Wälserfdjule in ©rimma. Wit 16 SIbbilbungen.           Str. 303.

®a§ SBaffer unb feine ©erinenbung in gnbuftrie unb ©etnerbe bon ©ipl.=Qng.

Dr. örnft £ei>er. Wit 15 SIbbilbungen.                          Sir. 261.

SInorganifrfic cpemififje gnbuftrie bon Dr. ®uft. Stautet in Sparlottenburg.

I: ©ie fieblancfobainbuftrie unb ipre Stebenstoeige. Wit 12 Tafeln. Str. 205.

	
— II: Salinenmefen, Stalifalje, ©üngerinbuftrie unb SertoanbteS. Wit 6 Taf.



Str. 206.

	
— HI: SInorganifcpe ©pemiftfje Präparate. Wit 6 Tafeln. Str. 207. Wetallurgie bon Dr. Slug. ©elp. 2 S9be. Wit 21 gig. Str. 313, 314. Tie Snbuftrie ber Silitate, ber Tüitfflitpen ©aufteine unb bc§ WörtelS bon



Dr. ©uftab Stautet. I: ®laS= unb feratnifdje gnbuftrie. Wit 12 Tafeln.

Str. 233.

	
— II: ©ie gnbuftrie ber tünftlidjen Saufteine unb beS WörtelS. Wit 12 Taf.



Sir. 234.

©ie Tcerfarbftoffe mit befonberer Serücfficptigung ber fpntpetifcpen Wetpoben bon Dr. HanS ©ucperer, ©rofeffor a. b. figl. Tecpnifcpen ©odjfdjule TreSben.

Str. 214.

3Redjanifd)e Technologie.

Wccpanifdje Tedjnologie bon ®ep. $ofrat ©tof. 21. ßübitfe in ©raunfcptneig.

Str. 340, 341.

Textil-gnbuftrie I: Spinnerei unb Stoirnerei bon ©rof. Waj Sürtler, ®ep. SlegterungSrat im Stönigl. SanbeSgetnerbeamt jn ©erlin. Wit 39 gig. Sir. 184.

	
— II: SBeberei, SSirlerei, ©ofamentiererei, Spiijen* unb ©arbinenfabritation



unb gilsfabritation bon ©rof. Waj ®ürtler, ®ep. SiegierungSrat im Sönigl. fianbeSgetoerbeamt ju ©erlitt. Wit 27 giguren.                Str. 185.

	
— III: SBäfcperei, ©leicperei, Färberei unb ipre Hilfsftoffe bon Dr. SBilp.



Waffot, fieljrer an ber ißreufj. pöp. gadifcljule für TejtitSnbuftrie in Sire» felb. Wit 28 giguren.                                            Str. 186.

B®-* Weitere Bänöe finö in Vorbereitung.

23ibliotOet 311 ben 3ttgettteurwiffenH)ttften.

®a§ ffletpnen in ber ©etpni! u. feine Hilfsmittel (fRecpenfcpieber, Siedjentafeln, Stecpenmafcpinen ufto.) bon Ingenieur 3op. Sugen Waper in ßariärupe i. ®. Wit 30 STbb.                                                       Str. 405.

WaterialprüfungStbcfen. SinfüprunginbiemoberneTecpnilberWaterialprüfung bon ß. Wemmler, ©iplom=gngenieur, ftänb. Witarbeiter am Stgl. Waterial* prüfungSamte ju @rofj*2i(pterfelbe. I: Waterialeigenfdjaften. — geftigleit?« berfudje. — Hilfsmittel für gieftigteitSberfucpe. Wit 58 giguren. Str. 311.

	
— II: Wetallprüfung unb Prüfung bon £>i!f§materialien be? WafcpinenbaueS.



— SBaumaterialprüfung. — ißapierprüfung. — ©cpmiermittelprüfung. — Einiges über Wetallograppie. Wit 31 giguren.                Str. 312.

StatiT. I: ©ie ®runblepren ber Statt! ftarrer Störper bon SB. Hauber, ©iplom-gngenieur. Wit 82 giguren.                                   Str. 178.

	
— II: Singemanbte Statt!. Wit 61 giguren.                       Str. 179. gcftigleitSIepre bon 28. £>auber, Diplomingenieur. 9)7it 56 giguren. 97r. 288. .fjitbrattlif b. 28. Räuber, Diplomingenieur in Stuttgart. 9)1 it 44 gig. 97r. 397. @eontctrifdje§ Bcicfjnen bon £>. 23etfer, QIrdjitelt unb fieptet an ber Sau* gemertfdjule in 9)7agbeburg, neubearbeitet bon fßrofeffor g. Sonberlinn in gjtünfter. 9J7it 290 giguren unb 23 Tafeln im Tejt. 97t. 58.



fßerfpeltibe nebft einem Slnpang über ©epattentonftruttion unb ®arallelpet» fpeltibe bon Dlrcpitett £>anb grepberger, ßberleprer an ber 23augett>ert« fdpule Söln. 9J7it 88 Slbbilbungen.                                   97r. 57.

Sdjattentonftrüttionen bon fßrof. g. ®onberlinn in fünfter. 9D7it 114 giguren. 97r. 236.

®arallelpcrfpeltibe. JRedjtminfiige unb fdjieftoinllige Sljonometrie bon ®rof. g. SBonberlinn in fünfter, ffliit 121 giguren.                   97r. 260.

Tedjnifdjcb Sfiörterbncp bon @ridj Srebb in '-Berlin. I. Teil: TeutfdHJnglifcp.

97r. 395.

	
— II. Teil: GngIifdj=Deutfdj.                                          97r. 396.



Gleltrotcdjnit. C'infüprung in bie mobeme @leict)= unb äßecpfelftromtedjnit bon g. Herrmann, ®rofeffor an ber Söniglicl; Tetpnifdjen $odjfcpule <5tutt= gart. I: Die pppfitalifdjen ©runblagen. 9Jiit 47 giguren. 97r. 196.

	
— II: Die ©leidjftromtedjnil. ffllit 74 giguren.                      97r. 197.


	
— III: Die 2ßed)felftromtecpnit. 9Bit 109 giguren.                  97r. 198.



Die @Ieidjftrommafd)ine bon S. Sinsbrunner, gngenieur unb Dojent für

(Siettrotedjnit an ber SBtunicipal Sdjool of Tedjnologp in SDlandjefter. 9Jitt 78 giguren.                                                        9?r. 257.

Tab gerniptedjmefen bon Dr. fiubtoig fRellftab in Berlin. 9Kit 47 giguren unb 1 Dafel.                                                      97r. 155.

Die elcttriftpc Telcgrappie bon Dr. fiubtoig SRellftab. 9J7it 19 giguren. 97r. 172. SDJaurer* n. Stcintjaiterarbetfen bon Dr. phil. u. Dr.ittg. Gbuarb Sdjmitt in Darmftabt. 3 ®änbdjen. 9)7it bielen Slbbilbungen. 97r. 419—421.

Gifcnlonftrnttioucn im ^odjbau. Surjgefapteb £>anbbucp mit öeifpielcn bon gngenieur Start ©cpinbler in Wißen. ®Jit 115 giguren. 97t. 322. Der Gifcnbctonban bon 9?eg.=fflaumelfter Sari SRöfjle in 23erlin^Steglip. ®7it 77 SIbbilbnngen.                                             97r. 349.

^eijuug ttnb Stiftung bon gngenieur gopanneb Sörting, Direttor ber 9llt* @ef. ©ebrüber Sörting in Düffelborf. I: Da? 2ßefen unb bie ®erecpnung ber .&eijuttgb= unb ßüftungbanlagen. 9Kit 34 giguren. 97t. 342.

	
— II: Tie Slubfüprung ber $eiauugS= unb ßüftungbanlagen. 9Rit 191 gt»



guten.                                                             97r. 343.

®a?’ unb ÜBafferinftallationen mit Ginfdjluf? ber 2lbortanlagcn bon Dr. phil. u. Tr.=gng. Gbuarb Sdjmitt in Darmftabt. 9J7it 119 9Ibbilb. 97r. 412.

Da§ 23cranfrf)Iagcn im $orf)ban. Surägefapteb $anbbudj über baä 2Befen beb Softenanfdjlageb bonGmil SBeutinger, 8lrd)iteft ®.D.2l., ülff iftent an ber Ted»* nifepen $orf)fd)ule in Darmftabt. 9J7it bielen giguren.            97r. 385.

23aufüljrung. Sursgefagteb ^anbbudj über bab Sßefen ber Saufüprung bon Slrdjitett Gmil SBeutinger, Slffiftent an ber Tedmifcpen $odjfcpule in Darm» ftabt. 9J7it 25 giguren unb 11 Tabellen.                         97r. 399.

ßffcntlitpe ®abe« unb Sdjntimmanftalten Dr. Sari 2BoIff, @>tabt=£>bcrbaurat in £>annober. ®?it 50 gig.                                       97r. 380.

Sie SJtafrfjinenclemente. JlurägefafjteS ßehrbudh mit SBeifpielen für baS Selbft« ftubium unb ben praltifdjen (gebrauch bon ffriebridj IBarth, Oberingenieur in Nürnberg. SJtit 86 Figuren.                                     Str. 3.

©ifenhüttentunbe bon 91. SFraufj, biplomterter Hütteningenieur. I: Das Stoh» elfen. SJtit 17 gtguren unb 4 tafeln.                           Sir. 152.

	
— II: DaS <5<f)rniebeifen. SJtit 25 fjiguren unb 5 Tafeln.           Str. 153.



Teihnifthe ÜBärmelehre (Thermobpnamit) bon St. SBalther unb SJt. fRöttinger,

Diplomingenieuren. SJtit 54 Figuren.                        Str. 242.

Xie Dampfmafihine. ffiurjgefaßteS ßeljrbuch mit Seifpielen für baS ®elbft» ftubium unb ben prattifcfjen (gebrauch bon fjriebrtcf) IBarth, ©bertngenieur in Stürnberg. SJtit 48 Figuren.                                     Ar. 8.

Die Dainpfteffel. JhträgefafjteS ßeljrbuch mit SBeifpielen für baS Selbftftubium unb ben praltifdjen ®ebraudj bon g-riebrtdj Söartlj, Oberingenieur in Nürnberg. SJtit 67 Figuren.                                        Str. 9.

Die ©aSIraftmafdjinen. fhträgefafjte DarfteKung ber ibichttgften ©aSmafcüinen» ^Bauarten b. Ingenieur Alfreb Stirfdjte in Halle a. S. SJtit 55 giguren. Str.316. Die Dampfturbinen, ihre SBirfungStneife unb ßonftruftton bon Ingenieur Hermann Sßilba, fßrofeffor am ftaatl. Tedjuifum in SBremen. SJtit 104 Ab» bilbungen.                                                          Str. 274.

Die ätoerfmäfiigfte SBetriebSfraft bon fjciebricf) SBartlj, Oberingenieur in Stürn» berg. I: Die mit Dampf betriebenen SJtotoren nebft 22 Tabellen über ttjre AnfdjaffungS» unb SBetrtebSfoften. SJtit 14 Abbilbungen. Str. 224.

	
— II: SBerfdjiebene SJtotoren nebft 22 Tabellen über iljre AnfdjaffungS» unb



IBetriebSloften. SJtit 29 Abbilbungen.                             Str. 225.

Die Hcbejeuge, iFire SFonftruttion unb Berechnung bon Ingenieur Hermann Sßilba, fßrof. am ftaatl. Tedjnilum in Bremen. SJtit 399 Abbilbungen.

Str. 414. jumpen, ptjbraulif^e nnb pneutnatiftfje Anlagen. (Jin furjer überblicf bon SiegierungSbaumeifter Stubolf Sßogbt, Oberlehrer an ber ftönigl. höheren SJlafdjinenbaufdjule in SJSofen. SJtit 59 Abbilbungen.              Sir. 290.

Die lanbmirtfthaftlidjen SJlafdjinen bon Sari SBalttjer, Diplomingenieur in SJiannhetm. 3 Bänbdjen. SJtit btelen Abbilbungen. Str. 407—409. Stautil. JVurjer Abrifj beS täglich an IBorb bon HanbelSfcfjiffen angeioanbten Teils ber (SchiffahrtStunbe. Bon Dr. fjranj Schulje, Direltor ber 5tabt= jationSfchule ju ßübed. SJtit 56 SIbbilbungen.                    Str. 84.

Weitere Bänbe finö in Vorbereitung.

SBibliotl)et au ben Oledjts*u. Staatswiftenfdjaften.

SUlgenteine StedjtSlehre bon Dr. Th- Sternberg, «Pribatbojent an ber Unibetf. ßaufanne. I: Die SJlethobe.                                      Str. 169.

— n: Das ©hftem.                                              Sir. 170.

’Jietht beS Sürgerliihen ®efehbutfjeä. SineiteS SBudj: Sdjulbrecht. I. 91b» teilung: Allgemeine ßehren bon Dr. SJauI üertmann, JJtofeffor an bet Uniberfität Erlangen.                                              Sir. 323.

--II. Abteilung: Die einzelnen ©djulbberhältniffe bon Dr. Sßaul üertmann, ißrofeffor an ber Uniberfität Erlangen.                           Str. 324.

Petfjt be? S8fir nerltrfj en ®ef etfbu ehe?. agierte« Such: Samtlienrecfjt bon Dr. § ein-riet) Tige, Profeffor an bet Unib. ©öttingen.                     Pr. 305.

Ta? beutfefje Seeredjt bon Dr. Otto BranbiS, OberlanbeigerichtSrat in Jamburg.

2 Bänbe.                                                 Pr. 386, 387.

Poftredjt bon Dr. Plfreb SBolcte, poftinfpettor in Bonn.           Pr. 425.

SHlgetneine Staatslehre bon Dr. Hermann Pehm, Prof. an bet Untberfität

Strafjburg t. ®.                                                   Pr. 358.

Allgemeines Staatsrecht bon Dr. 3ultu? ^atfdjet, Prof. bet Pechte an bet ST’gl. SIlabernte in Pofen. 3 Sftnbcfien.                     Pr. 415—417.

PrenfjifchcS StaatSrecfjt bon Dr. §ri| Stier-Somlo, Prof. an bet Uniberf. Bonn. 2 Teile.                                           Pr. 298, 299.

JHrrfjenrerfjt bon Dr. ©mil Sehling, orb. Prof. bet Pecfjte in erlangen. Pr. 377.

Ta? beutfdje Urheberrecht an Itterarififjen, fünftlerifcfjen unb gewerblichen Schöpfungen, mit befonberer SSerütffidjttgung bet internationalen Berträge bon Dr. ®uftab Pauter, Patentanwalt in Sljarlottenburg. Pr. 263.

Ter internationale gewerbliche 9?edjt§f<fjit£ bon 3- Peubetg, ffatferl. Pe-gierung?rat, SWitglieb be? Staiferl. Patentamt? ?u Berlin. Pr. 271.

Ta? Urheberrecht an SB er len berßiteratur unb bet Tonfunft, ba? BcrlagSrecht unb ba? Urheberrecht an SSerten bet bilbenben fünfte unb bet Photographie bon Staatsanwalt Dr. 3. Scfjlittgen in ©hemnig. .          Pr. 361.

Ta? JBarenjeithenrecht. Padj bem ®cfeg jum Scgug ber SBarenbejeichnungen bom 12. SPai 1894 bon 3. Peuberg, Jtaiferl. Pegierung?rat, Plitglieb be? Raiferl. Patentamte? äu Berlin.                                Pr. 360.

Ter unlautere JSettbewerb bon PedjtSanwalt Dr. ©larttn SBaffermann in Jamburg.                                                   Pr. 339.

Teutfcfje? Stolonialredjt bon Dr. (Ebler b. Hoffmann, Pribatbojent an bet Untberfität ©öttingen.                                             91t. 318.

fDHlitärftrafretht bon Dr. Piar (Ernft Plaget, Prof, an ber Untberfität Strasburg i. ®. 2 Bänbe.                                     Pr. 371, 372.

Tcutfdje SBehrberfaffung bon Ärteg?geri(fjt?rat Sari ©nbre? in SBÜrsburg.

Pr. 401. gorenfifdje Pftjthiatrie bon Prof. Dr. 8®. Sßeijganbt in SSürjburg. 2 Bänbcfjen. Pt. 410 U. 411.

ÄF“ Weitere Bänbe find in Vorbereitung.

JBibliotljeL

PolKioirtfthaftSlehre bon Dr. Sari 3olj?. Such?, Ptofeffot an ber Untberfität

Sretburg i. Br.                                                 Pr. 133.

BolfSWirtfdjaftSpolitit von Präfibert Dr. P. bau ber Borght in Berlin. Pr. 177.

©ewerbewefen bon Dr. SSerner Sombart, Profeffor an ber £>aubel?hocf)fdjule

Berlin. 2 Bänbe.                                        Pr. 203, 204.

Ta? öcnoffeiifchaftSwcfen in Teutfdjlanb. Bon Dr. Otto ßinbeefe, Setretär be? ^auptberbanbe? beutfdfjer gewerblicher ®enoffenf<haften. Pr. 384.

Ta? ,f?anbel?wefen bon Dr. SSilh- ßeji?, Profeffor an ber Untberfität ®öt» tingen. I: Ta? £>anbel?perfonal unb ber SBarenhanbel. Pr. 296.

Ta§ BaitbelStocfcn bon Dr. SBÜIj. ScjU, Stofeffor an bet Uniberfität ®öt« fingen. II. Tie Gffettenbörfe unb bie innere ©anbeßpolitil. Dir. 297.

SluSraärtige $anbcl§)n>litit bon Dr. $einridj Siebeting, Srofeffor an ber Uniberfität DJiarburg.                                              Dir. 245.

Tab ScrfidjerungSwefctt bon Dr. jur. ißaul DJiolbentjauer, Tojent ber Ser= fidjerungämiffenfdjaft an ber £>anbel§bod)fdjule Köln.             Dir. 262.

Tic gcttterbtit^e Slrbeiterfrage bon Dr. SBernet Sombart, Srofeffor an ber $anbcl31jodjfdjule öerlin.                                          Dir. 209.

Tic Slrbciterberfidjcrung bon ißrofeffor Dr. SUfreb ©Jane? in Serlin. Dir. 267. tfinanjmiffcnfdjaft bon ißräfibent Dr. Di. ban ber Sorget in Serlin. I. SlHgemeinet

Teil.                                                                    Dir. 148.

— n. Sefonberer Teil (Steuerleljre).                                SQr. 391.

Soziologie bon Ißrof. Dr. Tljotnaä SldjeliS in Sternen.              Dir. 101.

Tie Gntioirflnng ber fojialcn tJrage bon ißrofcffor Dr. gerb. Tönnie3 in

Eutin.                                                              Dir. 353.

Slrmenwcfen unb SIrmcnfiirforge. Einführung in bie fojiale ^ilfSarbeit bon Dr. SIbolf SSeber, Tojent an bet Uniberfität in Sonn. Dir. 346. MF~ Weitere Bänbe finb in Vorbereitung.

Tljeologtfdje unb rdtgtonsrotffenfdjaffltclK

Tie Entflehung be§ Sitten TeftamcittS bon Sic. Dr. SB. Staer! in Sena. Dir. 272.

Mltteftamentlidje fHeligion3gefd)id)te bon D. Dr. DJiaj Söljt, tßrofeffor an ber

Uniberfität Sreslau.                                               Dir. 292.

®efrf)id)te Sfraelä Bis auf bie griedjifdje Seit bon Sic. Dr. 3. Senzinger. Dir. 231. 2anbc3« u. SoltStunbe Saläftina» bon Lic. Dr. @uftab ftölfdjer in <£>alle.

9Jiit 8 Sollbilbern unb 1 Karte.                                  Dir. 345.

TicEntftcl)ung b. Dienen TcftamcntS b. Srf. Sic. Dr. Earl Giemen in Sonn. Dit.285.

Tic Euftoittlung ber djriftlichen ^Religion innerhalb be§ Dienen Teftamentä bon Stof. Sic. Dr. Earl Elemcn in Sonn.                      Dir. 388.

Dieutcftamentlidje Scitgcfdjirfjte bon Sic. Dr. SB. Staer! in Sena. I: Set Ijiftorifdje u. tnlturgefdjicfjtlicfje $intergrunb be3 Urdjriftentumä. Dir. 325.

@riedjifdjc unb röntifdjc DJlljtfjologic bon Dr. ^ermann Stcubing, Srofeffor am Kgl. ©tjmnafinm in SBurzen.                                Dir. 27.

©crmanifdjc fflltjtfjologie bon Dr. ©. DJiogl, Srof. an ber Unib. Seipsig. Dir. 15. Tie bcutfdjc ^clbenfage bon Dr. Dito Suitpolb Striezet, Srofeffor an bet

Uniberfität DJiünfter.                                                    Dir. 32.

Weitere Bänöe finb in Vorbereitung.

Sibltot^cL

Päbagogi! im ©ranbrifj bon Ptofeffor Dr. 23. Stein, Tireltor beS Päba= ßOQifdjen Seminars an ber Uniberfität in 3ena.                 Sir. 12.

©efdjid)te bet Piibagogit bon Oberlehrer Dr. ft. 2Seimer in SßieSbaben. Str. 145.

Sdjitlprajjib. Metpobil ber PnllSfdjule bon Dr. 81. Sepfert, Scminarbireltor in gfdjopau.                                                        Str. 50.

Ta§ öffcntlidie UntrrridjtSmefcn TcutfdjlanbS in ber ©cgemoart bon Dr.

Paul Stöpner, ©bmnafialoberlebrer in .gtoidau.                Pr. 130.

Sefcpidjte beS beutfipen UnterridjtSmefenS bon Profeffor Dr. griebrid) Seiler, Tireltor beS Stöntglidjen ©pmnafiumS }u Sudan. I: Pon Slnfang an bis 8um ®nbe beS 18. ^aprljunbertS.                               Str. 275.

— II: Pom Peginn beS 19. gaprljunbertS bis auf bie ©egentoart. 9?r. 276. TaS beutfdje Sortbilbungofdjitlmefcn nach feiner gefdf)tcf)tlicf)en Sntioidlung unb in feiner gegentoärtigen ©eftalt bon ft. SierdS, Tireltor ber ftäbt. gortbilbungSfdjuIen in ©eibe i. £>olftein.                         Str. 392.

Tie beutfdje Sdjule im SluSlanbe bon £>anS Slmrbein, Tireltor ber beutfdjen Sdjule in Süttidj.                                                 Str. 259.

Scidjcnfdjulc bon Profeffor St. Stimmid; in Ulm. Mit 18 Tafeln in Ton=, gfarben» u. ©olbbrud u. 200 PoID u. Tejtbilbern.               Sir. 39.

PdvcguugSfpiclc bon Dr. C. Stoblraufdj, Prof. am Jlgl. Staifer 23ilbelmS= ©tjmnafium ju £>annober. Mit 14 Slbbilbungen.                Str. 96.

Weitere Bänbe finb in Vorbereitung.

23tbliofl)ef jur Äunft.

©efdjidjte ber Malerei I. II. III. IV. V. bon Dr. 3tidj. Mutber, Prof. an ber

Uniberfität PreSIau.                                      Str. 107—111.

Stilfunbe bon tßrof. Start Otto Hartmann in Stuttgart. Mit 7 SSoIIDilbern unb 195 Textilluftrationen.                                         Str. 80.

Tie Pautunft bc§ ülbenblanbcS bon Dr. St. Schäfer, Slffiftent am ©eioerbe»

mufeum in Sternen. Mit 22 SIbbilbungen.                     Str. 74.

Tie Plaftif be§ SlbenblanbeS bon Dr. £>anS Stegmann, Stonferbator am

©ernt an. Stationalmufeum ju Stürnberg. Mit 23 Tafeln. Str. 116.

Tic tpiaftit feit Peginn be? 19. tfahrpuitbertS bon 21. ^eilmeper in München.

Mit 41 Pollbilbern auf ameritanifebem Stunftbrurfpapier. Str. 321.

Tie grapljifdjcn SHinfte b. Earl Stampmann, gadjleljrer an ber I.!. ©rapbifdjen

£el)t= u. SterfudjSanftalt in 2Bien. Mit äablreidjen SIbbilb. u.Beilagen. Str.75.

Tie Photographie bon ft. Stehler, Prof, an ber 1.1. ©rapbifdjen Sehr» unb

SerfutfjSanftalt in SBien. Mit 4 Tafeln unb 52 Slbbilbungen. Str. 94.

00JT Weitere Bänbe find in Vorbereitung.

SiblioflM jur OJlufir.

Slllgcmeine SJtufiflcljre bon Stephan Streljl in Seipjig.              Str. 220.

Mufifalifdje Slluftit bon Dr. Starl £. Schäfer, Tojent an ber Uniberfität Serlin.

Mit 35 Slbbilbungen.                                               Str. 21.

$armoiticlcljrc bon 81. ^>alm. Mit btelen Stotenbeilagen.            Sir. 120.

SDlufitalifdje Formenlehre {ffompofitionblehre) bon Stephan fftehl. I. II.

®lit bielen Slotenbeifpielen.                                    Str. 149, 150.

ffoutrapunlt. Tie ßeljte bon ber felbftänbigen Stimmführung bon Stephan

ffreljl in ßeipjiß.                                                      Sir. 390.

©lufiläftheti! bon Dr. ff. ©runglt) in Stuttgart.                     Str. 344.

OJcfdjidjte ber alten unb mittelalterlichen Wlufit bon Dr. 51. ©töljler. Söiit

äahlreidjen SIbbilbungen unb SRufitbeilagen. I. II. Sir. 121, 347. SDlufitgefdjidjte be§ 17. u.18. ftabrüunbertd b. Dr. ff. ®runäip i. Stuttgart. Sir.239. — feit SBeginn bc§ 19. 3ahrhunbert§ bon Dr. ff. ®run3!p in Stuttgart. I. n.

Str. 164, 165.

BF~ Weitere Bände find in Vorbereitung.

Stbltofljef gut ßanb* unb

Äcferbau- unb ^flanjenbaulchre bon Dr. fjjaul Stippert in SB er! in unb Stuft ßangenbed in SBodjum.                                         Sir. 23J.

ßanbioirtfchaftliche S3etrie&§lefjre bon (Ernft ßangenbed in SBodjum. Sir. 227. Allgemeine unb fpejielle Tierjuchtlehre bon Dr. tßaul SRippert in Berlin. Slr.228. Ugritulturdjemie I: Sßflanjenernährung bon Dr. ffarl Stauer. Sir. 329. Ta§ agritulturchemifdje ffontrolliucfenb.Dr. Sßaul ffrifdje in@öttingen. Sir. 304. Fifdjerci unb Fifdjjüdjt bon Dr. ffarl Sdftein, S3rof. an ber gorftalabemie

SberSioalbe, SlbteilungSbirigent bei ber 4>auptftation beä forftlidjen ffier-fudjätoefenä.                                                            Sir. 159.

Forftiuiffenfdjaft bon Dr. sib.Sd)toappad), fßrof. an bet Forftatabem. ($6eröioalbe, Qlbteilung3birigent5eiber$auptftationb.forftlidjen33erfud)8ioefen8. Sir. 106.

Weitere Bände find in Vorbereitung.

Buchführung in einfachen unb bobbeiten poften bon Stöbert Stern, Oberlehrer ber Öffentlichen §anbel§Iehranftalt unb Tojent ber ^anbeßhodj-fdjule su ßeipjig. SRit Formularen.                             Sir. 115.

Teutfdie $anbel§torrefponbenj bonfßrof. Th- be fBeauj, ©ffijier be l'Fnftruc-tion fßublique, Oberlehrer a. T. an ber öffentlichen £>aubeßlehranftalt unb ßeltor an ber £>anbeI§hocE)f<f)uIe ju ßeipjig.                     182.

Franäöfifdje fcanbeßlorrefponbenj bon ißrofeffor Th- be Seaujc, Offizier be l’Fnftruction fßublique, Oberlehrer a. T. an ber öffentlichen £>anbeß-lehranftalt unb ßeltor an ber ^anbeläfjodjfdjitle ju ßeibMg- Sir. 183. (Snglifdje t&anbelStorrefbonbenj bon (S. S. Sßhitfielb, 9Ji.=2l., Oberlehrer am Sing Gbtoarb VII (Srammar School in ffing§ ßijnn.           Sir. 237.

Stalienifdje ^anbelStorrefbonbens bon fJJrofeffor Ulberto be IBeauj, Oberlehrer am fföniglidjen Snftitut SS. Unuunjiata ju Floren^. Sir. 219. Sbanifdje $attbel3lorrefponbeit5 b. Dr. ßllfrebo Siabal be SRatiescurrena. Sir. 295. Stuffifdje ^anbeWtorrefbonbenä bon Dr. TI), b. ffaiurah?!I) in ßeipäifl- 5it- 315. ftaufmännifdjeä fRedjnen bon ffrof. Siidjarb Quft, Oberlehrer an b. öffentlichen 4>anbeBlehranftalt ber TreSbener ffaufmannfdjaft. 3 S8be. Sir. 139,140,187.

ÜBarenhtnbe bon Dr. ffarl ^>a[fad, fßrofeffor an ber SBiener ^anbeßalabemie.

I: Unorganifdje fffiaren. SRitiO <bbilbungen.                   Sir. 222.

— II: Crganifdje 2Baren. ®lit ^Wbtoungen.                   Str. 223.

Tr»genfunbe Don Stieg. Torfteroig tn Jßetpjtfl unb ®eorg (Dtteräbach in ©am» bürg.                                                                   Str. 413.

IDlag-, ©lünj- unb ®en>itf)tbwefen bon Dr. Slug. ®ltnb, fßrofeffor an ber ©anbelsfchule in ffiöln.                                               Str. 283.

Tab SBetttfelroefen oon Sierhtbantnalt Dr. Stubolf SJlotheS in Setbstg. Str. 103. MF~ Weitere Bänbe find in Vorbereitung. Siebe auch „Volks» wirtfcbaftlictoe Bibliothek“. Cin ausführliches Verjeicbnts her aufjerbem im Verlage ber 6. ]. ßöfcben’fcben Verlagshanblung erfcbienenen hanöelswiffenfcbaftlicben Werke kann burcb jebe Bucbbanblung koftenfrei bejogen werben.

HRtliiärwnfenfdjaftlidje ©ibliotljet.

Tab moberne ftelbgeftfiüg. I: Tie ©ntroitflung beb SfelbgefcfjiifceS feit ©in« führung bes gesogenen gnfanteriegeroehrs bis etnfcpliegltd) ber ©rftnbung beb raucfilofen fßuloers, ettoa 1850—1890. o. Cberftleutnant ÜB. ©ebbenreüf), SSlilttärlehrer an berSRilitartechn. Sllabemie in 'Berlin. SRit 1 Ülbbilb. Slr.306.

	
— II: Tie ©ntroitflung beb heutigen gelbgefchüheb auf ®runb bet Srfinbung



beb rauchlojen 'BulberS, etroa 1890 bis jur ®egenroart, oon Cberftleutnant SB. ©etioenreicf), SRilitärlehrer an ber SRUitärtedjn. Sltabemie in Berlin. SRit 11 ülbbtlbungen.                                              Str. 307.

Tie ntobernen («efthüpe ber »lugartinerte. I: Born Qluftreten ber gesogenen ®ejdiü3e bis sur Berroenbung beb rauchfchmacben Buloerb 1850—1890 bon 'IRummenhoff, SRafor beim Stabe beb 5ugarttllerie=8tegtnientS, ®eneral« felbseugnt elfter (BranbenburgtfcheS Str. 3). SRit 50 Tejtbilbem. Str. 334.

	
— II: Tte ©ntroicflung ber heutigen ©efdiüge ber »Jugartillerie feit ©infübrung



beb raudjfdjroadjen SBuloerb 1890 bis sur ©egenroart. füllt 33 Tejtbilbern.

Str. 3ß2.

Tie ®ntraittlung ber ©anbfcucriuaffcn feit ber fülitte beb 19. gahrhunberts unb ihr heutiger Staub oon ®. üBrsobef, Oberleutnant im 3nf.=:Regt. Freiherr ©iller oon ®ärtrtngen (4. BofenfcbeS) Str. 59 unb Slffiftent ber ftbntgl. ®e> roehrorüfungStomniiffion. SRtt 21 ülbbtlbungen.                   Str. 366.

SDlilitärftrafretht tion Dr. fülag ©ruft SJlatjer, 'Btof. an ber Uniberfttät ©trag» bürg t. @. 2 'Bänbe.                                           Sir. 3'1. 372.

Teutfdie SBehrberfaffung bon tlarl Snbreb, ffiriegbgerichtbrat bet bent ffleneral» lotnntanbo beb Stgl. banr. II. Ülrnteeforpb tn ÜBürsburg. Str. 401.

Tie Seemadit in ber beutfthen (Befniithte oon ’JBtrfl. Slbuuralitätbrat Dr. ®rnft bon ©alle, fßrof. an ber Unioerfitdt Berlin.                     Str. 370.

2}er(d)iebenes.

®ibltofl)cts» unb 3eitlind5tDcfcn.

Bolfbbibltotfiefen (Bücher» unb Beleballen), ihre (5tnrtrt)tung unb Bertoaltung bon @mtl gaefchte, Stabtbtbliotbefar tn ©Iberfelb.               Str. 332.

Tab bcutfthe jeitungsroefen o. Dr. Stöbert Brunhuber in Stöln a. {Rh- Sir. 400.


0{M_________________

Ta8 tnoberne 3eitung§mefen (Stiftern ber Beitungäleljre) bon Dr. Stöbert SBrunguber in Söln et. fRg.                                        9lr. 320.

Slllgemeine ©efdjidjte bc3 BcitungStoefcnS bon Dr. ßubtoig Salomon in Sena.                                                              9lr. 351.

^ggtene unb ^Mjannajte.

Tie 3nfelttbtt§!ranH)eiten unb iljre tBcrgiitung bon Stabäarjt Dr. SB. $off= mann in ^Berlin. 8Rit 12 bom SBerfaffer gezeichneten SIbbilbungen unb einer giebertafel.                                                      für. 327.

Trogengtjgiene bon ®?eb.»9?at Sßrof. Dr. Stocgt, Tireltor be3 ^nftitnte? für ScgiffS» u. Trobenfranlgeiten in Jamburg.                     9?r. 369.

Tie t&ugiene be§ StäbtebanS bon $>. Ehr. SRugbaum, fßrof. an ber Tedjn. £>odjfd)ule in ßannooer. SJlit 30 Slbbilbungen.                  92r. 348.

Tie tpngiene be§ 2Bognung§iuefenS bon £>. ©gr. SRugbaum, fßrof. an bet Tecfjn. ^odjfcgule in £annober. ®lit 20 ?lbbilbungen.          SRr. 363.

©etocrbegtjgiene bon ©eg. ÜRebijinalrat Dr. Stotg in fßotäbam. SRr. 350. IJJtjarntatognofie. Sßon tllgotgefer fj. Sdjmittgenner, Slffiftent am SBotau.

Snftitut ber Tecljnifcfjen £>odjfcf)ule Starbsrufje.                       9?r. 251.

Trogenfunbe bon 9?ich. Torftetoilj in ßeipjig u. @eorg Cttctöbacf) in Jamburg.

9?r. 413.

spijDtograpIjie.

Tic 4Sf)otograbf)ie. ®on £>. Segler, Ißrof. an ber I. f. (Srabgif^en Seljr= unb ®erfucf)äanftalt in SBien. 9Rit 4 Taf. unb 52 2lbbilb.            9lr. 94.

Stenographie.

©tcnogratibie nach bem Stiftern bon fj. 3t. ©abeBberger bon Dr. Sllbert Schramm, SRitglieb be§ Sgl. Stenogr. QinftitutS Treiben. 9lr. 246.

Tie SRebefdirift bc§ ©abelbbetgerfdjen Si)ftem§ bon Dr. Sllbert Sdiramm, 2anbe§amt§affeffor in TreSben.                                 für. 368.

Segrbud) ber IBereinfadjtcn Teutfdjen Stenograbljte (®inig.=St)ftem Stolze» Scgret)) nebft Scfjlüffel, ßefeftüden u. einem Slntjang oon Dr. Slmfel, Ober» legrer be3 Sabettengaufeä ©ranienftein.                           9lr. 86.
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