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Vorrede zur ersten Auflage.

In ähnlicher Weise wie bei der Differential-Rechnung habe ich bei der Bearbeitung des vorliegenden, die Integral-Rechnung behandelnden Bandes die didaktische Seite besonders berücksichtigt. Ich bin deshalb bei der Anordnung des Stoffes zuweilen von dem gewöhnlichen Lehrgänge abgewichen: so z. B. habe ich zu Anfang das Integral als eine reine Umkehrung des Differentials definiert und erst später den Begriff desselben erweitert.

Nach dieser höchst einfachen und leicht faßlichen Definition habe ich unmittelbar die Methoden vorgetragen, die zur Bestimmung des allgemeinen Integrals führen. Die zahlreichen Ubungs-Beispiele, welche hierbei eingeschaltet sind, dürften um so mehr am Platze sein, weil es erfahrungsmäßig feststeht, daß zum weiteren Eindringen in diesen subtilen Teil der Mathematik große Gewandtheit in den arithmetischen Operationen und klare Übersicht über dieselben durchaus notwendig sind, und daß dem Anfänger an einem Beispiele oft manches klar wird, was ihm in der allgemeinen Theorie nur halb verständlich geworden oder ganz unverständlich geblieben ist.

Es liegt in der Natur des Menschen, daß er nur selten eine allgemeine Theorie auf einmal erfaßt; in der Regel steigt er von speziellen Fällen zur allgemeinen Theorie hinauf. Die Geschichte der Wissenschaft gibt hierfür viele Belege; so z. B. waren die Gesetze des freien Falles, des Pendels und der Planeten-Bewegungen schon lange bekannt, als sie in ein allgemeines Gesetz, das G-ravitations-Geset^, zusammengefaßt wurden.

An die Behandlung des allgemeinen Integrals (Seite 1 bis 134) hätte ich die Behandlung des bestimmten Integrals und der dahin gehörigen Untersuchungen (Seite 162—242) unmittelbar anreihen können. Ich habe jedoch das Kapitel über die Quadratur der Kurven (Seite 135 bis 161) dazwischen eingeschaltet, teils um hieran die Bedeutung der Integrations-Konstanten und die Ermittelung des Wertes derselben zu erläutern: besonders aber, um mir hierdurch ein ausgezeich-netes Mittel zur Behandlung der bestimmten Integrale, der Doppel-Integrale usw. zu verschaffen. Diese Anordnung dürfte schon durch die Paragraphen 45 bis 50 allein gerechtfertigt werden. Die Differential-Gleichungen sind nur soweit behandelt, als sie dem wissenschaftlichen Techniker unentbehrlich sind. Ich konnte mich zu dieser Einschränkung um so eher entschließen, weil ich hoffe, daß den beiden erschienenen Bänden (welche übrigens für sich ein Ganzes bilden sollen), später noch zwei andere Bände über Differential- und Integral - Rechnung folgen werden.

Hannover, den 16. August 1863.

M. Stegemann.

Vorrede zur vierten Auflage.

Der ungewöhnlich starke Absatz, welchen die Integral-Rechnung von Stegemann gefunden hat, ist ein Zeichen dafür, daß die darin angewendete Methode für den Lernenden durchaus angemessen ist.

Daneben kann indessen nicht geleugnet werden, daß die drei bisherigen Auflagen eine große Zahl von Ungenauigkeiten und Druckfehlern enthielten, und daß außerdem manche Untersuchungen und Sätze fehlten, welche auch für den Techniker unentbehrlich sind.

Deshalb erschien eine vollständige Umarbeitung und eine durchgreifende Ergänzung des Buches erforderlich. Dies ist nun in der vorliegenden Auflage geschehen; die in großer Zahl bemerkten Fehler sind verbessert, viele Beweise strenger gefaßt und die wesentlichsten Lücken ausgefüllt worden. Trotzdem hat der Umfang des Buches nur eine Erweiterung von wenigen Bogen erfahren, da es möglich war, viele Entwickelungen kürzer zu fassen.

Für die Abgrenzung des Stoffes waren dem Herausgeber die Anforderungen maßgebend, welche von einem billig denkenden Examinator bei der ersten Staats-Prüfung (Bauführer - Prüfung) in Integral-Rechnung gestellt werden dürften.

Es soll jedoch ausdrücklich hervorgehoben werden, daß das Buch auch für solche Leser geeignet ist, welche an der Universität Mathematik studieren.

Im ganzen ist die von Stegemann gewählte Anordnung und Behandlung des Stoffes so viel wie möglich beibehalten. Besondere Sorgfalt ist darauf verwendet, das Buch durchweg leicht verständlich zu fassen, so daß es bei voller Berücksichtigung der wissenschaftlichen Strenge doch für den Lernenden, nicht für den Gelehrten berechnet ist.

Hinzugefügt ist auch eine Tabelle der hergeleiteten Formeln, welche einerseits die Anwendungen sehr erleichtert, andererseits aber ein erprobtes Hilfsmittel bei Repetitionen bietet.

Hannover, den 11. August 1885.

	
L. Kiepert.



Vorrede zur fünften Auflage.

Als es im Kreise meiner Fachgenossen bekannt wurde, daß ich eine neue Auflage der Differential- und Integral-Rechnung von Stegemann herausgegeben hätte, erhielt ich von hochgeschätzter Seite den dringenden Rat, doch lieber ein eigenes Lehrbuch zu schreiben. Dieser Aufforderung bin ich dadurch nachgekommen, daß ich die kürzlich erschienene 6te Auflage der Differential-Rechnung und ebenso die hier vorliegende 5te Auflage der Integral-Rechnung fast im vollen Umfange neu abgefaßt habe. Von dem Texte des Stegemann sehen Leitfadens habe ich nur wenige Stellen und von den Aufgaben nur eine kleine Zahl beibehalten; dagegen habe ich mich in einem Punkte eng an das ursprüngliche Werk angeschlossen, nämlich in dem Bestreben, die Darstellung und Anorelnung so zu wählen, daß der Anfänger dem Lehrgänge ohne Schwierigkeit folgen kann. Ich habe deshalb eine möglichst elementare Fassung gewählt und zur Erläuterung zahlreiche Ubungs-Beispiele hinzugefügt. Die Reihenfolge ist so getroffen, daß das Neue an Bekanntes angeknüpft wird, damit der Lernende von leichten Aufgaben allmählich zu schwierigeren aufsteigt.

Aus diesem Grunde ist auch die Einteilung des Stoffes in der Weise erfolgt, daß in dem ersten Teile von der Integration der gebrochenen rationalen, der irrationalen und der transzendenten Funktionen nur die einfacheren Fälle behandelt sind, und daß dann sogleich die Anwendungen der Integral - Rechnung auf die Quadratur und Rektifikation der Kurven, auf die Kubatur der Rotationskörper und auf die Komplanation der Rotationsflächen folgen. Wenn der Lernende möglichst früh erkennt, welche Vorteile die Integral-Rechnung bei den Anwendungen auf die Geometrie bietet, wird er mit größerem Interesse und reiferem Verständnisse an die ausführliche Behandlung der Partialbruch-Zerlegung und an die mühsameren Methoden, welche bei der Integration irrationaler und transzendenter Funktionen zu erfassen sind, herantreten. Dagegen würde er leicht ermüden, wenn er die ganze Theorie vor den Anwendungen, welche 'außerdem zur Einübung und Befestigung der bis dahin erklärten Formeln und Sätze dienen, durcharbeiten müßte.

Den theoretischen Erörterungen des zweiten Teiles sind gleichfalls zahlreiche Aufgaben aus der Geometrie beigefügt. Leider mußten die interessanten und äußerst lehrreichen Anwendungen auf die Mechanik ausgeschlossen werden, weil sonst der Umfang des Lehrbuches über Gebühr gewachsen wäre.

Obgleich die früheren Auflagen in erster Linie für die Studierenden an den technischen Hochschulen bestimmt waren, hat das Buch doch auch bei den Lehrern und Studierenden der Mathematik an den Universitäten freundliche Aufnahme und Verbreitung gefunden. Diesem höchst erfreulichem Umstande habe ich Rechnung getragen, indem ich die meisten Erklärungen und Beweise noch strenger gefaßt und den Inhalt wesentlich bereichert habe. Freilich darf man in dieser Beziehung bei einem Buche, mit dessen Hilfe sich der Anfänger vor allen Dingen tüchtige Fertigkeit im Differentiieren und Integrieren aneignen soll, nicht gar zu hohe Anforderungen stellen.

Die Zitate aus der Differential-Rechnung beziehen sich auf die 6te Auflage, welche im November 1892 erschienen, zurzeit aber bereits vergriffen ist. In der alsbald folgenden 7ten Auflage der Differential-Rechnung soll daher dieselbe Anordnung der Abschnitte und Paragraphen beibehalten werden, damit die Zitate auch dafür noch zutreffende sind.

Den Herren Lampe, von Mangoldt, Franz Meyer, Bunge und Voß, die mir auch bei der Umarbeitung der Integral-Rechnung wertvolle Ratschläge erteilt haben, bin ich zu aufrichtigem Danke verpflichtet; ganz besonders Herrn Voß für die ausführlichen Mitteilungen über kritische Stellen des Buches. Außerdem muß ich mit dem besten Danke die freundliche Mitwirkung des Herrn Petzold beim Lesen der Korrektur hervorheben.

Die Verlagsbuchhandlung ist allen meinen Wünschen auf das Bereitwilligste entgegengekommen, wofür ich auch an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank ausspreche.

Hannover, den 23. April 1894.

L. Kiepert.

Vorrede zur sechsten Auflage.

Die vorliegende sechste Auflage unterscheidet sich weder dem Umfange noch dem Inhalte nach wesentlich von der fünften Auflage, seit deren Erscheinen ein so kurzer Zeitraum verstrichen ist, daß sich inzwischen nur an wenigen Stellen das Bedürfnis, Veränderungen vorzunehmen, ergeben hatte. Doch habe ich auch bei der Integral-Rechnung die Verbesserungsvorschläge, welche mir von befreundeter Seite zugegangen sind, und für die ich hierdurch meinen aufrichtigen Dank ausspreche, nach Möglichkeit berücksichtigt. Der mir mehrfach erteilte Rat, die Differential-Rechnung und die Integral-Rechnung nicht getrennt zu behandeln, sondern mit der Integral-Rechnung zu beginnen, sobald die ersten Abschnitte der Differential-Rechnung erledigt sind, konnte aus rein äußerlichen Gründen nicht befolgt werden. Es bleibt aber jedem Leser überlassen, die Anordnung des Unterrichtsstoffes in dem angedeuteten Sinne zu ändern. Davon mache ich auch in meinen eigenen Vorträgen, welche an der hiesigen technischen Hochschule im Oktober eines jeden Jahres ihren Anfang nehmen, Gebrauch, um bis zu Weihnachten diejenigen Abschnitte durchzunehmen, welche in den zu Neujahr einsetzenden Vorträgen über Mechanik als bekannt vorausgesetzt werden. Ich lasse deshalb den Abschnitten I bis IV, VIII bis XI der Differential-Rechnung unmittelbar den ganzen ersten Teil der Integral-Rechnung folgen und kehre erst dann wieder zur Differential-Rechnung zurück.

Wie schon in der Vorrede zur fünften Auflage hervorgehoben wurde, enthält der Leitfaden in seiner jetzigen Form nur wenig von dem Stegemann sehen Werke, so daß ich nunmehr selbst als Verfasser in der neuen Auflage aufgeführt bin.

Beim Lesen der Korrektur hat mich Herr Petzold wieder in freundlicher Weise unterstützt und dadurch zu herzlichem Danke verpflichtet. Ebenso danke ich der Verlagsbuchhandlung bestens für die liebenswürdige Bereitwilligkeit, mit der sie bei der Drucklegung allen meinen Wünschen entgegengekommen ist.

Hannover, den 12. September 1896.

L. Kiepert.

Vorrede zur siebenten Auflage.

Da mir seit dem Erscheinen der sechsten Auflage nur wenige, sich auf Anderungen beziehende Wünsche bekannt geworden sind, so unterscheidet sich die vorliegende siebente Auflage von der vorhergehenden nur in einigen Punkten, von denen ich den Abschnitt über Gaußsche Quadratur hervorheben möchte. Ich werde aber jedem, der mir für die späteren Auflagen nützliche Verbesserungs-Vorschläge macht, dankbar sein und rechne dabei insbesondere auf die Mitwirkung der Herren Techniker, die in den letzten Jahren so viel über die notwendige Reform des mathematischen Unterrichts geschrieben haben, deren Ausführungen jedoch wirklich verwendbare Vorschläge, wie man es im einzelnen besser machen kann, bisher nicht enthalten. Wenn ich auf das vorliegende weitverbreitete Lehrbuch Bezug nehmen darf, so verlange ich bestimmte Angaben über etwaige Abschnitte, Lehrsätze und Aufgaben, welche sich darin finden, für den Techniker aber entbehrlich sind; ferner bitte ich um Mitteilung von Untersuchungen und Aufgaben, welche in dem Lehrbuche fehlen. Auch Vorschläge über Änderung des ganzen Lehrplanes werde ich mit Dank entgegen nehmen.

Ich hatte schon früher um derartige Mitteilungen gebeten und kann mit Genugtuung feststellen, daß mir von seite der mathematischen Fachgenossen nützliche Winke in großer Zahl zugegangen sind. Für die vorliegende Auflage haben mir besonders die Herren Rodenberg in Hannover und Stöckel in Kiel gute Ratschläge erteilt und mich dadurch zu bestem Danke verpflichtet. Von den Herren Technikern dagegen habe ich bisher nur einen einzigen Verbesserungs-Vorschlag erhalten, der sich auf die Aufnahme der hyperbolischen Funktionen bezieht.

Die Forderung, der mathematische Unterricht an der technischen Hochschule müsse das, was die Techniker später wirklich brauchen, noch mehr, als bisher geschehen ist, berücksichtigen, erscheint mir durchaus berechtigt; dieses Ziel wird aber nicht durch kränkende Vorwürfe erreicht, sondern durch freundschaftliche, gemeinsame Arbeit. Die Kluft, welche zwischen Theorie und Praxis bestanden hat, wird durch die neuerdings beliebten Angriffe auf die Mathematik noch vergrößert; nur durch beiderseitiges Entgegenkommen kann sie überbrückt oder ganz ausgefüllt werden zum Heile der Wissenschaft und zur Förderung der technischen Anwendungen.

Den Fachgenossen, welche an den technischen Hochschulen und Universitäten Differential- und Integral-Rechnung vortragen und an ihre Zuhörer die angehängte Tabelle verteilen wollen, stellt die Verlagsbuchhandlung eine größere Anzahl von Separat-Abzügen kostenfrei zur Verfügung. Die Benutzung dieser Tabellen, von denen ich jedem meiner Zuhörer ein Exemplar zu überreichen pflege, hat mir bei meinen Vorträgen stets sehr gute Dienste geleistet; denn erstens brauche ich jede Formel nur einmal herzuleiten und kann bei der späteren Anwendung auf die Tabelle verweisen. Sodann gewinnt der Lernende über das, was er wissen soll, durch die Tabelle einen besseren Überblick. Damit stelle ich jedoch gewiß nicht die Anforderung, daß jemand die ganze Tabelle auswendig lernen soll. Im Gegen-teil liegt der Hauptzweck der Tabelle in der Absicht, das mechanische Auswendiglernen von Formeln möglichst einzuschränken. Diejenigen Formeln, welche einen wichtigen Satz oder eine häufig verwendete Rechnungsmethode enthalten, muß man sich natürlich merken, aber nicht durch Auswendiglernen, sondern durch den wiederholten Gebrauch. Die übrigen Formeln würde man doch sehr bald wieder vergessen, auch wenn man sie noch so sorgfältig auswendig gelernt hätte. Man kann auch um so lieber auf das Auswendiglernen verzichten, wenn man eine Tabelle zur Hand hat, in welcher jede dieser Formeln leicht aufzufinden ist. Ich möchte deshalb ausdrücklich hervorheben, daß die Tabelle meinem Lehrbuche beigefügt ist, nicht um den Lernenden mit vielem Formelkram zu belasten, sondern um eine Entlastung herbeizuführen.

Herrn Petzold habe ich wieder für die freundliche Unterstützung beim Lesen der Korrektur und der Verlagsbuchhandlung für die wohlwollende Berücksichtigung meiner Wünsche bei Ausführung des Druckes den verbindlichsten Dank abzustatten.

Hannover, den 3. September 1899.

L. Kiepert.

Vorrede zur achten Auflage.

In der vorliegenden achten Auflage sind einige nicht unwesentliche Änderungen vorgenommen und einige neue Abschnitte hinzugefügt worden. Namentlich ist in dem ersten Teile die Anordnung so gewählt, daß die verschiedenen Methoden zur Ermittelung der Integrale (Integration durch Substitution, Integration durch Zerlegung und partielle Integration) sich noch schärfer voneinander abheben.

Von den hyperbolischen Funktionen, welche bereits in der neunten Auflage der Differential-Rechnung benutzt worden sind, ist hier ebenfalls zur Vereinfachung zahlreicher Integrationen Gebrauch gemacht, und zwar mit besonderer Rücksicht auf die Gegenüberstellung solcher Integrale mit den verwandten Integralen, welche auf zyhlometrische Funktionen führen.

Hinzugefügt sind etliche Untersuchungen aus der Theorie der Dif f erential - Gleichungen, insbesondere auch en Abschnitt über die Behandlung und Integration simultaner Differential - Gleichungen.

Am Schluß ist auch noch eine kurze Tabelle für die Werte der elliptischen Normal-Integrale erster und zweiter Gattung auf gestellt, in der Überzeugung, daß die Anwendung dieser Integrale, die sich in der Technik und in der mathematischen Physik häufig genug einstellen, denen aber die Herren Techniker bisher in der Regel sorgfältig ausgewichen sind, erst dann möglich ist, wenn eine leicht zu-gängliche, handliche Tabelle vorliegt. Eine solche Tabelle findet sich bereits in der Formel - Sammlung von Ligowski (Taschenbuch der Mathematik, dritte vermehrte Auflage, Berlin 1893); es erschien aber erwünscht, die Zahl der berücksichtigten Werte des Moduls und der Amplitude zu vergrößern und die Zahl der Dezimalstellen von vier auf fünf zu erhöhen. Bei Aufstellung der Tafeln wurde das große Werk von Legendre, Traite des fonctions elliptiques, t. II, Paris 1826 benutzt, indem aus den dort angegebenen
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Logarithmen die Werte der Integrale K —      9)

E =      1) selbst berechnet worden sind. Die Werte

von F(k, p) und E(k, p) auf Seite 623 und 624 sind den Legendresehen Tafeln ohne Umrechnung, nur mit Einschränkung der Stellenzahl entnommen.

Den Fachgenossen, welche an den technischen Hochschulen und Universitäten Differential- und Integral-Rechnung vortragen und diese Tafel nebst der angehängten Formel - Tabelle verteilen wollen, stellt die Verlagsbuchhandlung eine größere Anzahl von Separatabzügen kostenfrei zur Verfügung.

Die Figuren, deren Anzahl ebenfalls vermehrt ist, sind sämtlich neu hergestellt.

Auch diesmal sind mir von verschiedenen Seiten Anregungen zu Verbesserungen und Ergänzungen zugegangen. In dieser Beziehung bin ich besonders den Herren Stäckel in Kiel und Prandtl in Hannover zu Dank verpflichtet. Herr Prandtl hat mich namentlich auf einige Abschnitte aus der Theorie der Dif f erential - Gleichungen aufmerksam gemacht, deren Behandlung für die Ingenieure von Bedeutung ist.

Den aufrichtigen Dank, den ich bei den früheren Auflagen der Verlagsbuchhandlung für die bereitwillige Gewährung meiner Wünsche und Herrn Petzold für die freundliche Mitwirkung beim Lesen der Korrektur zu erstatten hatte, muß ich auch bei dieser Auflage aufs wärmste wiederholen.

Hannover, den 17. Mai 1903.

L. Kiepert.

Vorrede zur neunten Auflage.

Die Gesichtspunkte, die bei den früheren Auflagen dieses Lehrbuches maßgebend gewesen sind, konnten auch für diese neue Auflage festgehalten werden.

Im einzelnen sind aber in der neuen Auflage noch mancherlei wichtige Ergänzungen hinzugetreten.

Vollständig umgearbeitet ist die Untersuchung der Konvergenz-Bedingungen für die Reihen-Entwickelungen, welche zur Integration gewöhnlicher Differential - Gleichungen erster Ordnung benutzt werden. Der neue Beweis, der wesentlich einfacher und kürzer ist als der früher gegebene, wurde dem Verfasser von Herrn Stäclcel in Hannover mitgeteilt. Auf Anregung von Herrn Stöckel ist auch eine wissenschaftliche Erklärung der Grundsätze für den Gebrauch des Amsler sehen Polarplanimeters in das Lehrbuch auf genommen worden. Für die Darstellung der Koeffizienten einer trigonometrischen Reihe sind einige charakteristische Beispiele hinzugefügt.

Ferner ist der Zusammenhang zwischen dem allgemeinen Integral einer Differential - Gleichung erster Ordnung und der singulären Lösung noch eingehender behandelt worden als bisher.

Besonderes Gewicht legt der Verfasser auf den letzten Abschnitt, in welchem die zuerst im Jahre 1894 von Herrn Runge in Göttingen ausgeführte Übertragung der Simpson-schen Regel auf die Integration gewöhnlicher Differential-Gleichungen erläutert ist. Da in der Technik sehr viele Differential-Gleichungen auf treten, die man in geschlossener Form nicht integrieren kann, so wird das durch die Verallgemeinerung der Simpson sehen Regel gegebene Näherungsverfahren, das bei richtigem Gebrauch stets hinreichend genaue Resultate liefert, voraussichtlich gute Dienste leisten.

Auf Wunsch einiger Leser sind am Schlüsse des Buches noch ein alphabetisches Verzeichnis über die Bedeutung der in den Formeln benutzten Buchstaben und ein alphabetisches Inhaltsverzeichnis aufgestellt worden zum leichteren Verständnis und zur besseren Übersicht über die in dem Werke behandelten Untersuchungen.

Um die Benutzung der den Anhang des Werkes bildenden „Tabelle der wichtigsten Formeln“ zu erleichtern, hat die Verlagsbuchhandlung in der äußeren Ausstattung der neuen Auflage insofern eine hoffentlich willkommene Verbesserung eingeführt, als sie die Tabelle in auslegbarer Form hat einheften lassen. Hierdurch ist es ermöglicht, die Tabelle während des Gebrauchs neben das aufgeschlagene Buch zu legen und so die in den einzelnen Paragraphen des Werkes gegebenen Hinweise auf die Tabelle ohne zeitraubendes Nachschlagen des Gesamtwerkes gleichzeitig zu benutzen.

Auch im übrigen hat die Verlagsbuchhandlung alles aufgeboten, um die Ausstattung des Buches zu verbessern. Namentlich sind für den Druck vollständig neue Typen zur Verwendung gekommen. Ich spreche daher der Verlagsbuchhandlung auch an dieser Stelle für das mir bewiesene Entgegenkommen meinen verbindlichsten Dank aus.

Herr Petzold hat mich beim Lesen der Korrektur wiederum in freundlichster Weise unterstützt, wofür ich ihm ebenfalls herzlich danke.

Hannover, den 1. Oktober 1907.

L. Kiepert.
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1. Abschnitt.


Allgemeine Begriffe und







der Integral -Rechnung.



	
§ i.



Begriff und geometrische Deutung des Integrals.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 1 und 2.)1)

Die Aufgabe der Integral-Rechnung besteht darin, daß eine Funktion F(x) gesucht wird, deren Ableitung

(1-)                      F^x) = f{x)

gegeben ist.

Da das Differential einer Funktion F(x) gleich ist ihrer Ableitung F\x\ multipliziert mit dem Differential von x, da also

(2.)            dF(x) = F^dx = f{x)dx,

so kann man die gestellte Aufgabe auch so fassen: „Von einer Funktion ist das Differential gegeben, man soll die Funktion selbst auf suchend

Die Operation, durch welche dies geschieht, nennt man die .^Integration des vorliegenden Differentials1'^ und die Wissenschaft, welche von den Integrationen handelt, nennt man ^Integral-Rechnung^. Das Operationszeichen für das Integral von F\x)dx ist f (ein langgezogenes S),2) also

(3.)                J F\x}dx — F(x}.

In dieser Hauptformel ist somit ausgesprochen, was man unter dem Integral einer gegebenen Differential-Funktion F\x)dx = f(x)dx versteht.

Beispiele.

	
1) Ist



F{x) = 23, so wird

F\x) = 3x2, also J‘3x2dx = x3.

	
2) Ist



F(x) = sinx, so wird

F(x) = cosx, also Jcosxdx = sinx.

	
3) Ist



F(x) — arctgx, so wird

F‘(x)  , 1 , 7 also / d, = arctgx.

	
1 — x~       J1—x2      6



Aus der vorstehenden Erklärung folgt, daß Integration und Differentiation entgegengesetzte Operationen sind, die sich gegenseitig aufheben. Setzt man nämlich aus Gleichung (2.) den Wert von F^x^dx in die Gleichung (3.) ein, so erhält man

(4.)                   J‘dF(x)^= F(xf,

und wenn man beide Seiten der Gleichung (3.) differentiiert, (5.)          d/F(x)dx — dF(x) = F‘(x)dx.

Darin liegt ein Mittel, um das durch die Integration sich ergebende Resultat zu prüfen. Differentiiert man nämlich dieses Resultat, so muß man den Ausdruck erhalten, der unter dem Integralzeichen steht.

Weil F^x^dx nicht nur das Differential von F(xf sondern auch das Differential von Fix) — C ist, wo C eine beliebige Konstante bedeutet, so wird ganz allgemein

(6.)           jF^dx = F(x) C.

Das Integral von F(x)dx hat daher unendlich viele Werte. Dabei nennt man die Größe C die ^Integrations-Konstante^.

Dies ist aber die einzige Willkür, welche bei der Bestimmung des Integrals auftritt, denn es gelten die folgenden Sätze:

Satz 1. Ist die Ableitung einer stetigen Funktion pp(x) für alle Werte von x zwischen a und b gleich 0, so ist der Wert von p(x) in diesem Intervalle konstant.

Beweis. Nach dem Taylor sehen Lehrsätze (D.-R.3), Formel Nr. 87 der Tabelle) ist

(7.)           (p(a + h) = (p^a) + h . tp^a + (dh^

wo 6 zwischen 0 und 1 liegt. Nach Voraussetzung ist (p‘(x) für alle Werte von x zwischen a und b gleich 0, folglich wird

(p‘fa — &hi) = 0, so lange a — h = x in dem angegebenen Intervalle bleibt. Da nun h eine endliche Größe ist, so wird

(8.) g{a h) = (a), oder (x) = (p(gf

d. h. rp(x) behält den konstanten Wert <p(a).

Hieraus folgt

Satz 2. Haben die beiden stetigen Funktionen I\x) und G(x) in dem betrachteten Intervalle dieselbe Ableitung, so unterscheiden sie sich voneinander nur durch eine Konstante.

Beweis. Setzt man

(9.)                  <p(x) = G(x) —

so ist die Ableitung von p(x) in dem Intervalle beständig gleich Null, also ist (p(x) nach Satz 1 eine Konstante C. Dies gibt

(10.)                G(x) = F(x) + C.

Satz 3. Sind die beiden Funktionen F(x) und G(x) Integrale derselben Funktion f(x\ so können sie sich nur durch eine Konstante voneinander unterscheiden.

Beweis. Nach, der Erklärung des Integrals muß

(11.) F(x) = f(x) und auch. =

sein, d. h. es muß

(12.)                   F(x) =

sein, folglich ist nach, dem vorigen Satze

(13.)                 G(x) = F(G) + C.

Satz 4. Zu jeder stetigen Funktion y = die in dem betrachteten Intervalle eindeutig ist und sich durch eine Kurve geometrisch darstellen läßt, gibt es ein Integral (während es nicht zu jeder stetigen Funktion eine Ableitung gibt).

Beweis. Es möge zunächst die Voraussetzung gemacht werden, daß die Kurven, so weit ihr Bogen hier in Betracht kommt, oberhalb der X-Achse liegen. Ist AP ein solcher Kurvenbogen (Fig. 1) mit der Gleichung

y =

[image: ]



so ist der Flächeninhalt F der Figur AQPA eine Funktion I\x) von x, denn er ändert sich zugleich mit x. Es ist also

(15.) F = ArQPA = F(x^

und wenn man QQ mit Jx^ QtPi = f(x — Ax) mit yr bezeichnet, (16.) ÄtQiPiA = F(x + 21x) = F + AF folglich wird

(17.) QQ,PP = F= AF{x} = F(x + Ax) — Fix).

Legt man durch P die Gerade PR parallel zur X-Achse, so wird unter der Voraussetzung, daß die Kurve von P bis Pi steigt,

(18) QQiRP =y.2< AF(x) = QQ.P,P;

und legt man durch Pi die Gerade P\S parallel zur X-Achse, so wird


(19.)



QQiPiP = AF(x) < QQiPiS = yr. Jx.


Dies gibt (20.)




dF{x) dx



oder, weil limy = y für limAx = 0 wird, (21.)         y = "1, oder f(x) = F‘(x).

Deshalb erhält man


(22.) oder



F =    = / F^x^dx = J f(x)dx,

(22 a.) F =Jydx.

Dieselben Schlüsse gelten auch noch, wenn die Kurve vom Punkte P bis zum Punkte P, fällt (vergl. Fig. 2), nur erhalten dann die Ungleichheitszeichen die entgegengesetzte Richtung. Es wird nämlich in diesem Falle

[image: ]



F = ArQPA = F(x\

AQ.PA = F( + Ax) = F + /F.

QQiPyP = Ip  MF(x) = }(x 4- .x) -— F(xY

QQvRP e AF^ e QQ.P.8,


oder (23.)




y.1x= dF{x) = Y1 . Ax^




(24.) also, wird




(25.) oder




dF(x) y = v 2. da auch hier limy = y

für limAx = 0,

dF^x)

y = dx 1




= Y1,




(25 a.) f(x) = F^x).

Das Resultat bleibt sogar auch dann noch richtig, wenn die Kurve zwischen P und P abrvechselnd steigt und fällt (Fig. 3). Man legt dann durch




Fig. 3.
[image: ]





den höchsten Punkt H mit



der Ordinate y* und durch den tiefsten Punkt T mit der Ordinate y“ Parallele GG^ und KK\ zu der X-Achse. Dadurch erhält man die beiden Rechtecke

(26.) QQ\G]_G = y*. Ax und QQK,K = y“ . 1x, und zwar wird

(27.) y‘. Ax = QQ1PP = dF{x) = y>l. Ix, oder

o0, ,  AF(x)  n (28.)                  y == y "1

also, da limy‘ = limy" = y für limAx = 0, 

(29.)        y = “G, oder = F\x).

Man findet daher in allen Fällen

(30.) F = A.QPA = Jf(x)dx +C= Jydx + C.

Bei dieser geometrischen Deutung des Integrals erkennt man auch, weshalb zu dem Integral noch eine willkürliche Integrations- Konstante hinzutreten muß. Die Anfangs-Ordinate A,A, durch welche die ebene Figur F auf der einen Seite begrenzt wird, ist noch beliebig. Einer Verschiebung dieser Anfangs - Ordinate entspricht eine Veränderung der Integrations-Konstanten C.

§ 2.

Einführung der Integrationsgrenzen.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 3 bis 6.)

Es gibt Anwendungen der Integral-Rechnung, bei denen die Gleichung

J'F^x^dx = F(x) + C

für jeden Wert der Integrations-Konstanten C eine Lösung der gestellten Aufgabe gibt. Man nennt dann F(x) — C das „allgemeine Integral“, aus dem sich die „partikidären Integrale“ ergeben, indem man für C besondere (partikuläre) Werte einsetzt.

Bei anderen Anwendungen der Integral-Rechnung aber darf die Integrations-Konstante C nur einen bestimmten Wert haben, der sich im allgemeinen aus der Natur der Aufgabe ohne weiteres ergibt. Gewöhnlich wird die Integrations-Konstante C dadurch ermittelt, daß man den Wert von x auf sucht, für welchen das Integral in der vorgelegten Aufgabe verschwindet.

Ist a dieser besondere Wert von x, so nennt man a „die untere Grenzea des Integrals und schreibt (1.)           F — fF\x)dx — F(x) + C.

• a

Da nach Voraussetzung das Integral für x — a ver-schwindet, so findet man hieraus

(2.)        0 = F{a) fi- C, oder C = —F(a),

also

(3.)          F = / F\x)dx = F(x) — F(a).

a

Dieses Verfahren kommt auch bei der geometrischen Deutung des Integrals in Betracht. ‘In den Figuren 1, 2 und 3 z. B. verschwindet der Flächeninhalt der ebenen Figur AQPA, wenn die Ordinate QP mit der Anfangs-Ordinate A|A zusammenfällt, wenn also

x = a = OA].

In vielen Fällen braucht man den Wert von F nur für einen bestimmten Wert von x^ z. B. für x b; man nennt dann 6 „die obere Grenze“ und schreibt

d

(4.)          F = J'F^x^dx = F(b) — F(a).

a

F heißt in diesem Falle ein „bestimmtes Integral“ während man F{x) das „unbestimmte Integral“ von F\x)dx nennt.

Um anzudeuten, in welcher Weise das bestimmte Integral aus dem unbestimmten hergeleitet wird, schreibt man

6 6 ,

(5.) F = Jydx = jF^x^dx = [F(x)] = F^b) — F(a). a        a                     a

Satz 1. Das bestimmte Integral kann betrachtet werden als Grenzwert einer Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Größen.

Beweis. Der Flächeninhalt der ebenen Figur ABBA (Fig. 4) war b

(6.)         F = jF^dx = F(b) — F(a\

a

wenn diese Figur durch die Kurve

y = F‘(x), oder y = f(x)

[image: ]



begrenzt wird. Dabei werde vorausgesetzt, daß f(x) in dem betrachteten Intervalle eine stetige und eindeutige Funktion sei. Andererseits kann man aber auch den Flächeninhalt dieser Figur dadurch berechnen, daß man sie durch Parallele zur Y-Achse in n Streifen zerlegt, die alle verschwindend klein werden, wenn n ins Unbegrenzte wächst. Ist nun QQiPiP einer der Streifen, und zieht man durch P eine Parallele PR zur X-Achse, so wird dieser Streifen zerlegt in ein Rechteck QQ{RP mit dem Flächeninhalte y.2x und in das Dreieck PRP, wobei mit 1x die Breite des Streifens bezeichnet ist. Die Summe der Rechtecke QQyRP ist daher

x—b—Ax      x—b—A         x=b—Ax

(7.) F1 =2y. Jx = 2 f(x). Mx — 2 F‘(x). 1x. x=a         x=a           x—a

Wächst n ins Unbegrenzte, so wird 1x verschwindend klein, und man erhält

(8.)          limF, = limEF(x). Ax = F,

weil die Dreiecke PRPy verschwindend kleine G rößen höherer Ordnung werden, die neben den verschwindend kleinen Größen erster Ordnung vernachlässigt werden dürfen.

Von der Richtigkeit dieses Resultats kann man sich auch auf folgende Weise überzeugen.

Der Flächeninhalt des Dreiecks PRPy (Fig. 4) ist kleiner als der Flächeninhalt eines Rechtecks mit der Grundlinie PR — Jx und der Höhe RP = hx^ also

△ PRPl < llj; . dx.

Dieselbe Ungleichung gilt für die sämtlichen Dreiecke, welche in Figur 4 von den Streifen abgeschnitten sind. Bezeichnet man also die Summe dieser Dreiecke mit 2PRP und die größte unter den Höhen hg mit Ä, so wird

EPRP, < Eh,.ix < hE 1x,

oder, da 2 tx^ d. h. die Summe aller Grundlinien gleich AB ist,

^PBPi < h . A,B, = h(b — a).

Nach Voraussetzung ist die Funktion f(x) für die betrachteten Werte von x stetig und endlich, deshalb werden die Größen hg, also auch h mit 2x zugleich verschwindend klein, folglich auch 2PRP.

In Figur 4 steigt die Kurve von A bis B. Das Recht-eck QQiBP ist deshalb um das Dreieck PR.P Ideiner als
[image: ]

der Streifen QQ^P^P. Dasselbe gilt für alle anderen Streifen, in welche die Figur zerlegt ist. Fällt dagegen die Kurve von A bis B (vergl. Fig. 5), so sind die Rechtecke um die kleinen Dreiecke größer als die Streifen der Figur. Es können auch (wie in Figur 6) die Rechtecke teilweise größer und teilweise Ideiner als die Streifen sein. Die in Gleichung (8.) ausgesprochene Schlußfolgerung bleibt aber auch dann noch richtig, weil die Summe der vernachlässigten oder hinzugefügten Dreiecke zugleich mit 1x verschwindend klein wird.

Statt limS schreibt man S und fügt die Grenzen der Summation, nämlich a und lim(6 — 1x) = b unten und oben dem Summenzeichen S, aus welchem das Zeichen J entstanden ist, hinzu. Dadurch erhält die Gleichung (8.) die Dorrn

b          b                        ,

(8a.) F = Jydx = J‘F‘(x)dx = [F(x)] = FQd) — a         a                       a

welche mit Gleichung (6.) übereinstimmt.

Bisher war die Voraussetzung festgehalten worden, daß der betrachtete Kurvenbogen oberhalb der X-Achse liegt, d. h. es sollte y = f(x) = 0 sein für alle in Betracht kommenden Werte von x. Die vorstehenden Schlüsse gelten aber in gleicher Weise auch dann noch, wenn der Bogen AB unterhalb der X-Achse liegt, wenn also y = f(x) = 0 ist für die betrachteten Werte von x. In diesem Falle hat aber selbstverständlich

f(x). Ax = Fl(x). Ax und deshalb auch 2F‘(x) . 1x einen negativen Wert.

Es ist auch nicht notwendig, daß b > a ist; setzt man nämlich für Ax negative Werte ein, so muß b < a werden.

Bemerkung. 4)

Die vorstehenden Untersuchungen gingen von der Voraussetzung aus, daß die Funktion F(), deren Ableitung F'(x) = fix) gegeben ist, existiert, oder daß sich wenigstens die stetige und eindeutige Funktion y = f(x) durch eine Kurve geometrisch darstellen laßt. Man kann aber die Untersuchung auch unabhängig von der geometrischen Darstellung durchführen.

Um zu beweisen, daß es immer eine stetige und eindeutige Funktion gibt, deren Ableitung F‘(x) einer gegebenen stetigen und eindeutigen Funktion fix) gleich ist, wobei F^x) noch für x = a einen beliebigen "Wert F(a) annehmen darf, beachte man die nach dem Taylor-schen Satze für jede stetige Funktion geltende Gleichung (D.-R., Formel Nr. 87 der Tabelle)

(9.)            Fix + h) — F(x)= h.F\x + 0hf

Da nun in dem vorliegenden Falle F\x) — fix) sein soll, so würde die Gleichung (9.), nachdem man die Existenz der Funktion F(x) nachgewiesen hat, übergehen in

(9 a.)             Fix + h) — Fix) = h . fix + eh) .

Teilt man das Intervall von a bis 6 in n gleiche Teile und nennt die Teilwerte

	
a, X1, X2 , . . . R,—i, 6,



so würde man aus Gleichung (9 a.) das folgende System von Gleichungen erhalten

F(R1) — F‘(a) = (X1 — a)fla + 01(01 — a)] ,

F(x^ —     = (X2 — x^f[xx + G^x2 — C1)] ,


(io.)



F(x3) — F(,) = (3 —      + ^3 — 2)] ,

F^b) — F(Rn—1) = (b — Xn—1)f[Rn—1 + 0,t(b — xn—1)] •

(Es ist dabei nicht einmal notwendig, daß das Intervall von a bis b in n gleiche Teile geteilt wird, man braucht nur festzusetzen, daß die einzelnen Teil-Intervalle verschwindend klein werden, wenn n ins Unbegrenzte wächst.)

Durch Addition der Gleichungen (10.) erhält man dann

(11.) F{b) —F(a) = («, — a)f[a + e,(a, — a)] + («, — x^f^ + e,(, — x,)]

+ («3 —      + ^x3 — ®2)] H----

	
- (b — Xn—1)f[K,—1 + &n(b — Xn—1)] ,



oder, wenn man a mit Ro und b mit xn bezeichnet,

a=n

(11 a.) F(b) — F(a) = > (xtt — xa—i)f[xa—l + Oa (Wc — xa—1)].

a—1

Durch diese Gleichung möge die Eunktion F(b) erklärt werden. Dabei liegen die Größen 01, O2 , . . . 0 sämtlich zwischen 0 und — 1; im übrigen sind sie aber noch unbestimmt.

Bezeichnet man jetzt mit Ga den größten und mit Ka den kleinsten Wert, (welchen f{x) erhält, wenn x das Intervall von xu—1 bis xa durchläuft, so ist

(12.)          Ka = f[xa—1 + Ga (xa — a1)] = Ga • I

Da nun aber f(x) nach Voraussetzung eine stetige Eunktion ist, so wird

(13.)                     Ga — Ka = ^a

beliebig klein, wenn man nur n hinreichend groß macht. Wählt man unter den Differenzen 1, 2, . . . , die größte ans und bezeichnet sie mit so wird

(xa — Xa—1) (Ga — Ka) = (Xa — Xa— 1)8, oder

(14.)           (xa — xa—1) Ga = (Xa — Xa—1) (Ka — ö)

und

a=n               a=n

(15.)     2 (Xa — Xa—1) Ga = 2 (Ra — Xa—1) Ka + (b — a)Ö.

a=l                 a=l

Deshalb wird mit Rücksicht auf Gleichung (11 a.) und Ungleichung (12.)

a=^                           C=?

(16.) > (xa — Ra—1)Ka = F(b) — F(a) =2(Xa— xa—i) Ga, a=1                                 a=l

oder, wenn man der Kürze wegen > (xa — R—1)Ka mit S bezeichnet und die Ungleichung (15.) beachtet,

(17.)             s = F(b) - F(a) = s + (b — a).

Da aber b — a eine endliche Größe ist, und beliebig klein wird für hinreichend große Werte von n^ so nähert sich F(b) — F(a) dem Grenzwerte a=n

lim iS = lim 2 (xa — xa—i) Ka .

a=l

Diese Summe hat auch, weil f(x) in dem Intervall von a bis b stetig ist, einen endlichen Wert. Bezeichnet man nämlich mit Gr die größte unter den Größen G1, G2, . . . Gn und mit K die kleinste unter den Größen K1, Kg, . . . Kn, so wird

2 (Xa — Xa—1) Ka > 2 (Xa — Xa—1) K = (b — a) K,

2 (Xa — Xa—1) Ga<2 (Xa — Xa—1) G = (b — a) G .

Die Ungleichung (16.) wird also noch verstärkt, indem man schreibt

(18.)          (6 — a) K < F(b) — F(a) <(b — a)G.

Da (b — a) K und (b — a) G endliche Größen sind, so ist auch F(b) — F(g) eine endliche Größe.

In gleicher Weise wie die Ungleichungen (16.) und (17.) kann man auch die Ungleichungen

(19.) 2 (xa — xa—\)Ka = 2 (xa — Xa—1) f\Xa—1) =2(Na — Xa—G)Ga und

(20.)       S=2(a— Xa-X) f(Xa-l) -^S + fb — a^

ableiten und daraus schließen, daß

a=n

(21.)        F(b)_F(a)=lim>(a_a_1)f(Na_1)

a=l

ist. Vertauscht man noch der Kürze wegen xa mit x und die verschwindend kleine Differenz xa — xa—1 mit dx, bezeichnet man ferner die Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Größen nicht mehr mit lim sondern mit /, so geht die Gleichung (21.) über in

b

(22.)                  F(b) — F {a) =J'f (x)dx,

a

wobei die beiden Grenzen a und b bei dem Summenzeichen / angeben, daß x alle Werte von a bis b durchlaufen soll.

Bisher war b unveränderlich gedacht, man darf aber für b auch die Veränderliche x setzen und erhält dadurch

(23.)                 F()— F(a) - J f(x)dx.

a

Um nun noch zu zeigen, daß die Ableitung von F{x) mit f{x) übereinstimmt, beachte man Gleichung (11 a.), nach welcher man a=n

(24.) F{xn} — F(a) = ^(xa— a_1) f[a_1 + ea(c — Xa—i)]

a= 1

erhält. Ebenso ist

a=n—1

(25.) F{xh—\) — F(a) = ^(xa— Xa—1) f[xa—1 + Gu^Xa — Xa—1)] , a=1 folglich wird

(26.) F(Xn) — F(Xn—1) = (Xn — Xn—1)f[an—1 + en(, —Xn—1)], oder

_       F(xn) —F{xn—\)   _r                 .

(27.)        -------= f[Xn—1 + On(Xn — Xn—1)]

V ’          Xn — Xn—X

und für lim xn = lim Rn—1 = x

(28.)                F^x^f^.

Aus den Gleichungen

oder in Worten:

Satz 2. Man darf die obere und die untere Grenze eines bestimmten Integrals miteinander vertauschen, wenn man gleichzeitig das Vorzeichen des Integrals umkehrt.

Hierbei ist in dem einen Integral die urdere Grenze größer als die obere und infolgedessen dx negativ.

Aus den Gleichungen

e b

oder in Worten:

Satz 3. Man kann ein bestimmtes Integral in zwei andere zerlegen, indem man zwischen den Grenzt n a und b eine beliebige Größe c einschaltet und das erste Integral zwischen den Grenzen a und c, das zweite Integral zwischen den Grenzen c und b berechnet.

Am anschaulichsten wird der Sinn des Satzes durch die geometrische Deutung des bestimmten Integrals. Ist nämlich

y = f(x) = F^x)

die Gleichung einer Kurve, so wird

[image: ]

OA1 — a, 0Cx = c, OB — b.





C

ACCA = fF‘(x)dx a




Fig. 8.

Y
[image: ]

OÄx = a, OBr = b, OC^c. also




• h

F = /ydx = J'F^x^dx a        a

der Flächeninhalt der ebenen Figur AiByBA. Liegt nun c zwischen a und 6, so wird die Figur durch die Gerade CiC, welche im Abstande c parallel x zur Y-Achse gezogen ist (vergl.

Fig. 7), in zwei Teile zerlegt, nämlich in

b und C\BXBC = jF^x^dx. c


Der Satz bleibt aber auch dann noch richti



g, wenn c nicht zwischen a und b liegt. Es sei zunächst (vergl. Fig. 8) a < b < c, so ist unter Bei-behaltung der bisherigen Be-Zeichnungen

AtCiCA = J'F^x^dx^ a

B^CtCB = J'F\x)dx, b

AtBxBA = AC,CA — ByCxCB = fF^x^dx —fF^x^dx, a               b

oder nach Satz 2

beb

ABBA = J'F^xjdx = fF'^dx — J‘F\x)dx. a              a              c


Ist endlich (vergl. Fig. 9)




c < a < b, so behaltung der Zeichnungen




ist unter Beibisherigen Be-




b
[image: ]





a

C_A,AC = jF^x^x^




Fig. 9.
[image: ]

OC1 =c, OA^a, OB = b.





also



(31-) JF(x)dx =J‘Ft{x)dxA-jF\x)dxA-jF'ix^dxA-J'F^x^dx, a ac.de

wobei c, d und e ganz beliebige Zahlen sind.

Voraussetzung ist dabei, daß die Funktion F‘(x) in den einzelnen Intervallen a bis c, c bis d^ d bis e, e bis b eindeutig und stetig ist.

Bei der geometrischen Deutung des bestimmten Integrals war bisher vorausgesetzt worden, daß der Bogen AB der Kurve, welche der Gleichung y = F\x\ oder y = f{x) entspricht, entweder seiner ganzen Länge nach oberhalb, oder seiner ganzen Länge nach unterhalb der X-Achse liegt. Jetzt kann man aber die geometrische Deutung auch auf den

[image: ]




C und D (Fig. 10), und setzt man

0Är = a, 0C= c, OD = d, so wird



Fall übertragen, wo der Bogen AB teilweise über, teilweise unter der X-Achse liegt. Schneidet der Bogen die X-Achse z. B. in den Punkten

OB = 6,

b               c              d              b

(32.)   / F^x^dx = fF\x)dx + fF^x^dx + J'F‘{x)dx,

a             a             c             d

wobei für die einzelnen Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichung die frühere Voraussetzung gilt, so daß man für das erste und dritte Integral einen positiven Wert, für das zweite Integral dagegen einen negativen Wert erhält.

	
§ 3.



Einige Hilfssätze für die Ausführung der Integration. (Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 7 und 8.)

Satz 1. Ist die Differential-Funktion unter dem^Inte-gralzeichen mit einem konstanten Faktor multipliziert, so darf man diesen konstanten Faktor vor das Integralzeichen setzen, d. h. es ist

jAF‘fx)dx = A J I^füdx.

Beweis. Es ist

(1.)         d\AF(x) + C] = AF'^dx,

hieraus folgt

(2.)            jAF^x^dx = AF(x) + C.

Ferner ist

(3.)                 J’Fl(x)dx = F(x) -f- C,,

also

(4.)             A J’F^xylx = AF() - A . C\.

Da nun die Werte der Integrations-Konstanten ganz beliebig sind, so darf man A.C1= C machen und erhält demnach aus den Gleichungen (2.) und (4.)

(5.)             jAF‘(x)dx = AjF‘(x)dx.

Satz 2. Fas Integral einer Summe von Differential-Funktionen ist gleich der Summe der Integrale dieser einzelnen Differential-Funktionen^ es ist also

/[F (x)dx + ^(gfdx] = /F (x)dx + /G (x}dx.

Beweis. Weil

(6.) d[F(x) + G(x) + C] = FAx^dx + G‘(x)dx, so ist

(7.) J \F'{x}dx + G‘(x)dx\ = Fix) + G(x) + C.

Ferner ist

(8.)              J'F^x^dx = F(x) —+C,,

(9.)              J‘G\x}dx = G(x) + C.

Durch Addition der Gleichungen (8.) und (9.) erhält man

(10.) J'F^x^dx + fGl(x)dx = F(x) + G(x) —C+

Die Integrations-Konstanten Ci, O2 haben auch hier ganz beliebige Werte, so daß man C —C2=C machen darf. Man erhält demnach aus den Gleichungen (7.) und (10.) (11.)   / \FSx)dx + G^x^dx] = J [F(x) + G\xf\dx

= /F,{x)dx — fG^x^dx.

Dieser Satz läßt sich unmittelbar erweitern auf Summen von beliebig vielen Gliedern, so daß man erhält

(12.) ßF1^ + G^x) + H^x) + • • -\dx

=J‘F‘(x)dx + J G‘(x)dx — Jü^x^dx

sodann läßt er sich auch übertragen auf das Integral einer Differenz, so daß man erhält                             

/• /• /• ASIEJG,

(13.) J [F1^ — Gllxf\dx = jF^x^dx—JG^x^dx. /9‘

(e E

Kiepert, Integral-Rechnung.                                 2 -e

Geoosne§

	
§ 4.



Unmittelbare Integration einiger Funktionen.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 9 bis 25 a.)

Aus der Erklärung des Integrals, nämlich, aus der Formel

(1.)               JP(c) -     + C

ergibt sich ganz von selbst, wie man eine große Anzahl von Differential-Funktionen integrieren kann. Denn nimmt man die Funktion F{x) beliebig an und bildet so erhält man durch Einsetzen in Gleichung (1.) sofort JF‘ {x)dx.

Indem, man für F(x) besonders oft vorkommende Funktionen einsetzt, findet man ohne weiteres die folgenden Formeln:

Hierbei darf m jeden beliebigen positiven oder negativen, ganzzahligen oder gebrochenen Wert haben. Eine scheinbare Ausnahme bildet nur der Wert m = — 1, von welchem nachher noch ausführlich die Rede sein wird.

Besonders hervorgehoben sei noch der Fall m nämlich

(2 a.)              Jdx =x—C,

ein Resultat, das sich auch aus Formel Nr. 1 der Tabelle ergibt.

Mit Hilfe von Gleichung (2.) ist jetzt die Integration jeder ganzen rationalen Funktion ausführbar, denn nach den Sätzen des vorhergehenden Paragraphen wird

J (axn 4- ajx"—1 - a2x"—2 + • • • + a,_ 12 + aj)dx

	
— afxndx-\-a\Jxn~ldx-\-a->fxn~-dx        a,_ 1fxdx -j- anJdx



(3 a.)                  exdx = ec 4- C.


		
§ 4. Unmittelbare Integration.                 19

i'dx ,


	
(4.)
	
/ — = Ina? -P C.




Diese Formel bildet die scheinbare Ausnahme von Glei-chung (2.), aus der man für m = — 1


	
(5.)
	
/ / olo      o—1—1

A 1 7           A UU •U           e               1 /y

1 xdx =  = —-——- - C,

J       J X   — 1  1




oder


	
(6.)
	
J-o+C=-+°


	
erhält.
	
Das Integral selbst braucht deshalb aber nicht




unendlich groß zu werden, weil man die Integrations-Konstante gleich — co setzen kann. Dadurch bringt man das Integral auf die unbestimmte Form co— co, zu deren Ermittelung man in Gleichung (2.)


		
1


	
(7.)
	
C=--XT + C‘

m 4-1




setzen kann. Dadurch erhält man


	
(8-)
	
/ , xm+1 — 1 x”dx = — —--— C

1            m 1




Für limm — —1 wird


	
(9.)
	
.. xm+1 — 1    0

hm       = i

m —— 1     0




und wenn man Zähler und Nenner einzeln nach m diffe-rentiiert (vergl. D.-R. § 65),


	
(10.)
	
wm+1 — 1       xm+llnx    .

hm---—-— = hm-------= Ina?,

m-1 1


	
also in
	
Übereinstimmung mit Gleichung (4.)


	
(11.)
	
faz_inc.

J X


	
(12.)
	
fcosxdx = sinx + C.


	
(13.)
	
1 sm xdx = — cosz + C.


	
(14.)
	
fdx , । , 1   .. = tgx + C.

/ cOS2




(15.) /42, = — ctga + c-

/’ dx 

(16.) I — ■. = arcsin. - C = — arccosx - C1.

J V1 — x2

/ olo

(17.)      /142 = arctga +C= — arectga + C‘.

(18.) I Gosxcdx = Sinx ++ C.

(19.)       /Sinxdx = Eosx + C.

	
20, fof. - +C.


	
21, Jem---Gty-+C





(22.) /,dt = AIrSina +0= In(e -f- ve +1+0





(23.) i / d = ArGosx +C= In( j- Va2 — 1) c

J Vx2 — 1

= +In(a—Va2 — 1)+ C*).

(24.)     ,    - *r2q- +0=1 •( + D) + a

	
23. ) fi +e=1 n(11) + o ]



/ doc



Es erscheint auffallend, daß man für (—  — zwei

JV1— x2

Werte, nämlich

arcsinx - C und — arccosx -- C‘

*) Man kann sich leicht davon überzeugen, daß

In( — Vo2 — 1)= — In + Va2 — 1)

wird, denn es ist 

- (_V2—1)(+V2—1)


1 



X + V x^ — 1



x — V x- — 1 = —......—

X + Vo2 — 1

folglich ist 

In {x — Va2 — 1) = In (------------ ) - —In(a+V2 — 1).

\ x — V xc2 — 1/ findet. Die Richtigkeit beider Resultate kann man zunächst durch Differentiation prüfen, wobei sich

d(arcsinx _C_ d V1 — x2

und

,             . dx

— arccosx — G ) = ,........... -

V1—x2

ergibt. Nach Satz 3 in § 1 können sich daher die Funktionen arcsinx und —arccosx nur durch eine Konstante vonein

ander unterscheiden. In der Tat, ist in einem Kreise mit dem Halbmesser 1

[image: ]



OF = ED = x

(vergl. Fig. 11), so wird

(26.) CD = arcsinx, DA = arccosx

also

(27.) arc sinx—arc cos x=CD -f- DA = 7

2

oder

(28.) arc si n x = 1 — arc cos x.

Dies kann man auch unabhängig von der Figur zeigen, indem man

(29.)           arcsinx = t, also x — sint

setzt; dann wird

(30.) x=cos( — t), oder arccosx = 2 — t, folglich ist

1

 Die wichtigsten Formeln sind im Anhänge zu einer Tabelle zusammengestellt.

2

 Es wird später gezeigt werden, daß man jedes (bestimmte) Integral auch als den Grenzwert einer Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Größen auffassen kann. Dieser Auffassung entspricht das Operationszeichen / (erster Buchstabe des Wortes Summa), das von Leibniz eingeführt ist.

Kiepert, Integral - Rechnung.

3

 Die Zitate, welche sich auf die zehnte Auflage der Differential-Rechnung beziehen, sollen durch die vorgesetzten Buchstaben: „D.-R.“ hervorgehoben werden.

4

 Der Anfänger darf diese Bemerkung, wenn ihr Inhalt für ihn zu schwer verständlich sein sollte, übergehen.


(31.)           t = aresinx = 9 — arccosx.

Ebenso findet man

(32.)             arctgx = 9 — arcctga,

wodurch man erkennt, daß Gleichung (17.) richtig ist.

Schließlich erkennt man aus den Gleichungen

(33.) ArKga=5In(±2),

(34.) ArGtgc = )In(1)= ;1n(13)—In(—1), 4 Ne I /       4 I N-L •/                  I

daß

(35.) ArEgx — ArEtgx — |ln(— 1)

wird, daß also die Gleichungen (24.) und (25.) richtig sind. Beschränkt man aber die Untersuchung auf reelle Größen, so muß man schreiben

/ oo

(36.)   /--2=Arga+C, wenn 2<—1,



(37.)   / 1“a = Artga + 0", wenn >41.

§ 5.

Übungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll x3dx integrieren.

Auflösung. Setzt man in Formel Nr. 9 der Tabelle m so folgt ohne weiteres " ,3—1 4 

, — - C = " + C.

3-1   4

Aufgabe 2. Man soll 7x3dx integrieren.

Auflösung. Nach Formel Nr. 7 und 9 der Tabelle erhält man

7x8dx = 7 la^dx = 72  C.

J          J          4

Aufgabe 3. Man soll xdx integrieren.

Auflösung. Es ist hieraus ergibt sich, daß oder


3/ }

 / np   n • •

V •     • )
[image: ]




y xdx =3%4—C.


k

Aufgabe 4.

integrieren.

dx

x9 1

Auflösung.



Man soll folgende Differential-Funktionen

3/       dx 3/,   4dx

■vx^dx,  Q — ; 4Vxd., - •

V 7 3/K r 7 3/

v ° vR

Es wird

[image: ]



[image: ]




3 x2 — C = 68x2C.



Aufgabe 5. Man soll die Differential-Funktion


(c+7ja- y+ x^dX

integrieren.

Auflösung. Nach Formel Nr. 8 der Tabelle ergibt sich
[image: ]




Wenn man die Integrationen, welche auf der rechten Seite dieser Gleichung angedeutet sind, nach Formel Nr. 9 der Tabelle ausführt und dabei die vier auftretenden Integrations-Konstanten in eine einzige Konstante zusammenfaßt, so findet man

[image: ]
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x°




x5



3 —2

,,2              zy» 3            /v»--

+ 7 ,   11  2 -5—

	
2 3



_14/8_33

	
3 V 98/


Aufgabe





6. Man soll den Ausdruck

/(472*z"8)ds 162’** 35*+a + C

Aufgabe 7. Man soll den Ausdruck

j(asinx - bcosx - c^dx

berechnen.

Auflösung. Durch Anwendung der Formeln Nr. 11, 13

und 14 der Tabelle erhält man

j (asinx - bcosx - c^dx = — acosx + bsinx + ce - C.

Aufgabe 8. Man soll den Ausdruck //  ,,dx, dx \

II maxdx - — n---— p ——1

J\           x COS-a/

berechnen.

Auflösung. Durch Anwendung der Formeln Nr. 11, 12 und 15 der Tabelle erhält man

g,dx, da \ az, , ,g,

J\       X cos*x/ Ina      i/öi

Aufgabe 9. Man soll den Ausdruck ( dx      dx dx \

JV1+ x2 " Sin2 x v 1—22) berechnen.

Auflösung. Durch Anwendung der Formeln Nr. 18, 22 und 17 der Tabelle erhält man

/ dx , dx , dx \             „

/( . , .—a. 9 ——     )=arctgx—altgx—arcsinx—C.

J\1—x- Sin-x V1—x2/ ° ”

= — arcctgx — aGtgx — arccosx - C.

	
§ 6.



Allgemeine Bemerkungen.

Im allgemeinen wird bei Anwendung der Hauptformel (1.)1             / F^x^dx = F(x) C nicht die Funktion F(x) gegeben sein, sondern nur ihre Ableitung

(2.)                       F\x) = f(x).

Dann wird man in den meisten Fällen F(x) nicht unmittelbar angeben können; man wird vielmehr zur Ermittelung von F{x) Kunstgriffe anwenden, von denen zunächst die folgenden erläutert werden mögen:

	
1 .) Integration durch Substitution,


	
2 .) Integration durch Zerlegung,


	
3 .) partielle Integration.



II. Abschnitt.

Integration durch Substitution.

§ 7.

Erklärung der Substitutions - Methode.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 26.)

Häufig kann man das vorgelegte Integral auf ein bekanntes zurückführen, indem man statt der ursprünglichen Integrations -Veränderlichen x durch die Gleichungen

(1.)                   x = op(t), dx = w‘ (f^dt

eine andere Veränderliche t als neue Integrations-Veränder-liche einführt. Die gesuchte Funktion F(x) geht dadurch über in

(2-)                 F(«) = F[w()] = 0(),

d. h. in eine Funktion von einer Funktion^ für welche nach

D.-R. Formel Nr. 36 der Tabelle

w d6) =0-    = dFF ■ d = F2)we,

Cvb                            Cvf              (FJu Ull

oder

(4.) dG-{t) = Gr‘^)dt = F^x^dx = F[vt) . ip'^dt

= • v’eydt

wird. Deshalb findet man die gesuchte Funktion G-(f) aus der Gleichung

(5.) /'ft^dx = G(0 = jG‘(f)dt           • v(tydt.

In vielen Fällen wird man die Funktion ap(t) passend so wählen können, daß sich die Funktion Gtt) leichter ermitteln läßt als die Funktion F{x).. Drückt man dann in dem gefundenen Resultate die Größe t, der Gleichung (1.) entsprechend, durch x aus, so ist die Integration vollzogen. Dieses Verfahren, welches man „Integration durch Substitution“ nennt, wird am besten durch Beispiele erläutert.

§ 8-

Beispiele für die Substitutions-Methode.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 27 bis 30.)

g, = ?

x + a

Auflösung. Setzt man

(1.) x — a = t, also x = t — dx = dt

so wird nach Formel Nr. 12 der Tabelle

(2) (da = Int = Inke + 0-

.) • 1 O Y U

In ähnlicher Weise findet man

(3.)                (_d = In(x — a\

J x — a

Aufgabe 2. /cos(x — a}dx = ?

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei Aufgabe 1 findet man nach Formel Nr. 13 der Tabelle

(I.)             /cos(x - a}dx = sin(x d).

Aufgabe 3. Jsin(a - bx)dx = ?

Auflösung. Setzt man

(5.) a + bx = t, also x = t,“ , dx = ,

so erhält man nach Formel Nr. 14 der Tabelle

(6.)   / sin (a + bx)dx — LIsin tdt = — ^ cos t = — L cos(a + bx).

*) Die Integrations - Konstante möge hier und bei den folgenden Aufgaben der Kürze wegen fortgelassen werden.

Aufgabe 4 Jeoe"43g) = ‘

Auflösung. Indem man

(7.)          4 — 3x = t, also — 3dx = dt

setzt, erhält man nach Formel Nr. 15 der Tabelle

do               i'dt 1 , ,       1   ..    ,

,, = — 9 / ~ , tgt = — , tg(4 — 33).

cos-(4—3.) öj cos-t 3         3

Aufgabe 5. /cos(2)dx = ?

Auflösung. Indem man

(9.)              x = 2t, also dx = 2 dt

setzt, erhält man

[image: ]

In ähnlicher Weise gelangt man zu den folgenden Resultaten:




[image: ]

1 6 d(a - ba)

dx





J1—(a- bx^   b J i —(a- bx^‘




2=1 aretg(a + bx).



18.) (a 4- bx^dx =L/a+ bxfdta 4- bx) = “4,

(19.) ((a bxfdx =1/(a_ b2)3 d(a + bx) = 5j(at b3) j                   b.J                                ob

. i dx 1.4 i , —4,, । , \    77(a-bx)s

(20.) /-z, = L + bx) M = -   2,----

J -y^a-^bx)4                                  00

Aufgabe 6.       / d, = ?

y O I O

Auflösung. Setzt man

(21.)        x = at, also dx = adt t =- ,

so erhält man nach Formel Nr. 18 der Tabelle


1  .,1  . (x

arctgt=- arctg(

a         a \a



6 dx G adt 1 6 dt Ja2—x2 Jd2-\-a2t2  a/1-t2


Aufgabe 7.




dx




,2




x2 — d‘



Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorhergehenden Aufgabe findet man mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 25 und 25 a der Tabelle

[image: ]

oder




[image: ]



Aufgabe 8. (igd,  ?

Y O -- •

Auflösung. Setzt man

(25.)          a2 — x2 = t, also 2x dx = dt,

so findet man

" xdx 1 i'dt           1,,,  ,,

-g—2 = o/t ==-lnt=-ln(a2-x). a2 x2 2Jt 2      2

Durch Vertauschung von - a2 mit — a2 erhält man aus Gleichung (26.)

(27)           (ad, - 2 In(” - c'

/ • — CI 4

§ 9.

Integration von einigen irrationalen Funktionen durch Substitution.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 31 bis 42.)

C xda ,

Aufgabe 1.        / ----------- = ?

J y a2—x2

Auflösung. Setzt man

(1.)         V a2 — x2 = t, also a2 — x2 = 2,

so wird

— xdx = tdt, und

[image: ]

Aufgabe 2.




[image: ]



[image: ]



Auflösung. Setzt man

(3.)           Vd2 + x? = t, also d2 -|- x2 = t2,

so wird

xdx = tdt und

.2         / xdx / tdt i                        i ö

(4.)       —- = /-,= M = ^ = + y«2 +

J V a- + x2 J 1 J

Durch Vertauschung von — d2 mit — d2 findet man

aus Gleichung (4.)

[image: ]



Die in den Gleichungen (2.), (4.) und (5.) enthaltenen Resultate hätte man auch leicht durch unmittelbare Integration finden können, wenn man von den Formeln Nr. 31 bis 33 der Tabelle für die Differential -Rechnung ausgegangen wäre.

, ( dx ,



Aufgabe 3.        \-       = ?

J V a'—X

Auflösung. Setzt man

(6.)         x = at also dx = adt^ t = —i

O

so erhält man nach Formel Nr. 17 der Tabelle

. /’ dx 6 adt ( dt            . ,         . ix

u.) I , ■    = / ,  .....= / ----— = arcsmt = arcsm(

JVa2—x2 JVa2—a2t2 JV1—t2 \a


Aufgabe 4.




( dx

JVa2- x2



Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorhergehenden Aufgabe findet man hier mit Rücksicht auf Formel Nr. 23 der Tabelle


6 dx / dt

V2+ dr JVt2 + 1




ArSint = ArSin(C)

\a/



[image: ]

auf Formel Nr. 24





Ebenso findet man mit Rücksicht




der Tabelle









(9.) + (dx  QrGo(•) = InP ± Va —a)

JVx2—a2 \a/ \ a / . , /x_Vx2 — a2n1) ±nk a—)



Aufgabe 5.     /—d   = ?

J xv a2—x2

Auflösung. Setzt man


(10.)




a ,                adt

x = also dx —--+2









Va2—22=Va2-2=ve—1, t =

dann wird

dx       ( — adt .t .t         1 r dt

xVa2 — x2   Jt2.a.aVt2—1      aJ V t- — 1

dies gibt nach Formel Nr. 24 der Tabelle

[image: ]



Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorhergehenden Aufgabe findet man

[image: ]



dx ( — adt .P .t         1 /’ tdt

2Va2 — x1 jt2.a2.ay^—1 a~ Jv — 1


also nach Gleichung (5.)
[image: ]




Aufgabe 7.    /—d = ?

J xy d1 + x2

Auflösung. Setzt man wieder

,  .       a,   adt

(la.)            -t‘ also dx - — 2 i

v d~ + 22 -Va+ ve +1, 1=“,

so wird

( dx 6 — adt .t .t         1 G dt

JxVa2+x2  Jt2 . a . a yt2 4-1       aJ vt2 - 1 ’

dies gibt nach Formel Nr. 23 der Tabelle

/ (1 1 1, \

(16.) /—I = —LArSint = —Lln(t- Vt2 - 1), JxVa2—x2 a           a \         /

oder




(17.) / /2—





1%rGin(a)__ln(a+VaHT).

a \x/ a \ x /


Aufgabe 8.




6 dx

x2 v a2 + x2



Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorhergehenden Aufgabe findet man

6 dx 6 —.t2.t 16 tdt

J x2 Va2— x2 J t2 . v? . a Vt2 4- 1 aJ Vt2 — 1

also nach Gleichung (4.)   

(19) f dz __1 v21   Va+22.

J x V X-—a-

Auflösung. Setzt man wieder

(20.)           x = 4, also dx = — “d ,



 

V2—a2 =V4— a2 = v1—t2, t=",

y.U          T                  O

so wird

l' dx        i' — adt .t .t          1 /’ dt

JxVx2 — d2  Jt2 . a . aY 1 — t2      aJyi — 42

dies gibt nach Formel Nr. 17 der Tabelle 

(21.)    /—da    = — 1 arcsint = — - arcsin (a).

JxV2— a2 a          a \/


Aufgabe 10.




/’ dx



/x2Va2 — cd



Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorhergehenden Aufgabe findet man

Q i' dx         6 — adt .t2 .t     1 i' tdt

J^y^^2 ^Jt\ a2 . aVT^t2 ~ a2Jv—t2‘ •

also nach Gleichung (2.)

Kiepert, Integral - Rechnung.
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(23.)



§ 10. Integrale von der Form / f‘()da - f(x)

—dx_ । 1y2_Vx2—a2

J2v2—a2 a2‘ a2x

§ 10.

Integrale von der Form (f(d-.

j / (3)

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 43 bis 52.)

/ "dx ,

Aufgabe 1.          —— = ?

JxInx

Auflösung. Setzt man

0

(1.)              t = lnx, also dt = — i

x

so erhält man

(2) (d - pt - Int - In(ina).

/ (8x — 7)dx ,

Aufgabe 2.                      = ?

‘ J4x—7-11

Auflösung. Setzt man

(3.)    4a?2 — 7x - 11 = t, also (8a? — 7)dx = dt,

so erhält man

(8x — 7)dx ['dt . ,         ,         .

—4--—- . = /  =lnt= ln(4a?2 — 7x- 11).

4a?2 — 7x + 11 J t

. _ ,   _   ((12x8 + 1522 — 40- 8)dx

Aufgabe 3 /320+528—22+8—7 = ‘

Auflösung. Setzt man

(5.)             3a?4 + 5a?3 — 2x2 + 8a? — 7 = t,

also

(12a?3 + 15a?2 — 4a? 4- 8)dx = dt,

so erhält man

/(12x3—15x2—4a? — 8)dx i'dt

"b” J 3x4—5x3—232+ x— 7 sJ t = ln^

= In(3a?4 4~ 5a?3 — 2a?2 + 8a? — 7).

35

Die in den letzten Aufgaben angewendete Methode bestand darin, daß man das Integral auf die Form / " brachte. Dieses Verfahren ist immer anwendbar, wenn unter dem Integralzeichen ein Bruch steht, dessen Zähler das Differential des Nenners ist. Setzt man nämlich

(7.)               f(x) = t, also f‘{x)dx = dt^

so erhält man


(8.)




i'f'ix^dx

J f(x)




/“=Int= In[f(c)]



und damit den

Satz. SteJit unter dem Integralzeichen ein Bruch, dessen Zähler das Differential des Nenners ist, so ist das Integral gleich dem natürlichen Logarithmus des Nenners.

Bei den Anwendungen dieses Satzes wird man allerdings häutig mit der Funktion unter dem Integralzeichen erst eine Umformung vornehmen müssen, um sie auf die beschriebene Form zu bringen, wie man aus den hier folgenden Aufgaben ersehen kann.

Aufgabe 4.       f tgxdx = ?

sin I

Auflösung. Bekanntlich ist tgw — so daß man 5 cOSX erhält

« Jtgm--/ön"

Jetzt steht unter dem Integralzeichen ein Bruch, dessen Zähler das Differential des Nenners ist, folglich ist das Integral der natürliche Logarithmus des Nenners, und man erhält

(10.)             Jlgxdx = — ln(cosx).

In ähnlicher Weise findet man

, . ( (‘cosxda ... .

(11.) / ctgxd. = / sing = n(sin-).
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Aufgabe 5.




dx

sinxcosx



Auflösung. Dividiert man Zähler und Nenner des Bruches unter dem Integralzeichen durch cos2x, so erhält

man


(12.)



[image: ]




d (tgx) tgx



folglich wird


(13.)




dx |

sincosw




= ln(tg.x) = — ln(ctgx).




Aufgabe 6.




' dx

sinx



Auflösung. Diese Aufgabe läßt sich leicht auf die vorhergehende zurückführen, indem man (14.)                     x = ^t

setzt und die bekannte Formel

sinx = sin(2t) = 2sintcost

beachtet. Dadurch erhält man

C5) -lte0-ll*()--‘*()

Aufgabe 7.       (d = ?

J COSX

Auflösung. Diese Aufgabe wird auf die vorhergehende zurückgeführt, indem man

(16.) x — 7 — t, also cosx = sint, dx = —dt

2

setzt; dann erhält man

[image: ]



Durch die Substitution

T , “s2-t gehen die trigonometrischen Funktionen sinx, cosx, tgx, ctgx bezw. in die komplementären Funktionen von t über, nämlich in

cost, sint, ctgt, tgL

Bezeichnet man irgend eine Funktion von sinx, cOSX, tgx, ctgx mit f(sinx, cosx, tgx, ctgx), so wird

(18.) /f(sinx, cosx, tgx, ctgx)dx=—sint, ctgt,

Hat man also das eine von diesen beiden Integralen gefunden, so ist damit auch das andere ermittelt. Hieraus J

erkennt man, daß gerade die Substitution X — t sehr

2 häufig mit gutem Erfolge verwendet werden kann.

Aufgabe 8. J^xdx = ?

Auflösung. Hier ist




(19.) ELgcdz=/S1u;d




f'd(^ü\x)

Cof X




= In ((Sofa?).



Aufgabe 9. J^X^xdx = ?

Auflösung. Hier ist  

(20.) I^xdx =          fa(Sinz)  In(Sin2).

J J Sina J Sina



Aufgabe 10. fe d . = ?

5 JinaUDa

Auflösung. Dividiert man Zähler und Nenner des Bruches unter dem Integralzeichen durch Cosx, so erhält man

/*dx



(21.) f dc _/Go _faGga)_in(g2_LIn(Gtg2

v JSinxCDx . ga J gx 9 ‘       9

§ Ji. Integrale von der Form " dx , E:-- = ?

Srna:

Auflösung. Setzt man

(22.)            x=2t, also dx = 2dt^

so wird nach D.-R. , Formel Nr. 53 der Tabelle

(23.)          Sina; = Sin (21) = 2SintGost,

also mit Rücksicht auf Gleichung (21.)

"dx /’ 2dt i' dt

«Sina; J2SintEost JSintGost

- I(gt) = In[Ea(2) = — In[6tg(2)

"1 I e— ,, dx — ?

1 + xe”

Auflösung. Multipliziert man Zähler und Nenner des Bruches unter dem Integralzeichen mit e”, so wird der Zähler, nämlich (e?—1)dx, das Differential des Nenners e-—-x, folglich wird das Integral gleich dem Logarithmus des Nenners; d. h. es wird

1—e—r , (e—1)dx ,

(25.)   / —d----dx = / -—■ , — = In(e« + x).

v ‘ J 1 — xe« Je—x        1 '

■ § 11.

Integrale von der Form

wenn t = f(x) irgend eine transzendente Funktion von x ist.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 53 bis 83.)

Aufgabe 1. /(sin4x—3sin3x-4sin2x-11sinx)cosxdx=?

Auflösung. Setzt man

(1.)           sinx = t, also eQsxdx = dt

so erhält man

(2.) J (sinx — 3sin3x -f- 4sin2x + H sinx)cosxdx =

i(t*—3«» + 442 + 11t)dt = h5— 3t+44+14 =

Y ••2

1.  3  4., ,11-2

 sinx--. sima; 4- sinx 4- sin-x.

Man erkennt sofort, daß diese Substitution immer eine Vereinfachung herbeiführt, wenn unter dem Integralzeichen eine Funktion F‘ (sinix) von sinx steht, welche mit cosxdx multipliziert ist; denn man erhält dann

(3.)       /F‘(ß'inx) cosxdx = jF^t^dt = F (sinx).

g,     (cosxda 9

” J sinra

Auflösung. Indem man die soeben angegebene Substitution benutzt, findet man


(4.) f



osxdx l'dt C, , 7,     t—2            1

—.g— —1^ = 1 tidt = —g = — ö • 9 ‘ slnra J t J         — 2      2 sina

Häufig wird man die Funktion unter dem Integralzeichen erst umformen müssen, ehe man die in Gleichung (3.) angedeutete Substitution an wenden kann. Wie dies geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 3.      Jcosxdx — ?

Auflösung. Durch Anwendung der bekannten Formel

(5.)                   cos2x = 1 — sin2x

erhält man

(6.) Jcosxdx =/(1 — sin2x) cosxdx = /(I — sin2x) d (sin x)

= /(I — t^dt = t — 1ts_ sina? — 1 sinsx.

J                 3              3

Aufgabe 4. Jcos2n+1xdx = ?

Auflösung. In gleicher Weise wie bei Aufgabe 3 findet man hier

(7.) /cos2n+1xdx = /(1— sin2x)". cosxdx =/(1—sin?)". d(sinx).

Durch den Faktor d(sina?) soll angedeutet werden, daß sina? zur neuen Integrations-Veränderlichen gewählt wird. Dadurch erhält man
[image: ]

/n\ t2”s1  t2”t1 - 1)2—1 + 2n+1

Steht unter dem Integralzeichen eine Funktion von cosx, multipliziert mit sinxdx, so wird man durch die Substitution

(9.)          cosx = t, also — sinxdx = dt

eine Vereinfachung herbeiführen; denn es wird

(10.) J F1 {cosx). sinxdx = — / Fl{t)dt = — F(cosx).

Hieraus ergibt sich ohne weiteres die Lösung der beiden folgenden Aufgaben.

Aufgabe 5. J (cos3x — 2cos2x - 3cosx — 4)sinxdx =

Aufgabe 6.   /---A— = — ,—g •

J COS*X 3cos‘a

Aufgabe 7. Jsinxdx = ?

Auflösung. Durch Anwendung der bekannten Formel

(11.) sin2x = 1— cosx

erhält man

(12.) Jsinxdx ==/(1— cos2x)2. sinxdx = —/(l— cos2x)2d(cosx)

= — (1— 212 + t^dt __(t_2481 +5))

' \3D/

,2,  1  5

= -- COSC — . COS°X-- COS°X.

3        o

Aufgabe 8. /sin2n+1xdx = ?

Auflösung. In gleicher Weise wie bei Aufgabe 7 findet man hier

(13.) Jsin2n+1xdx =/(1 — cos2x)" . sinxdx

= — J(1 — cos2x)" . d(cosx).

Auch hier soll durch den Faktor d(cosx) angedeutet werden, daß cosx zur neuen Integrations -Veränderlichen gewählt wird. Dadurch erhält man

(14.)          /sin2*+1xdx = —/(1 — t2)ndt^

also, abgesehen vom Vorzeichen und von der Bedeutung der Veränderlichen t, dasselbe Integral wie bei Aufgabe 4.

Aufgabe 9. /sin"xcos2n+lxdx=?

Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei Aufgabe 4 findet man hier

(15.) / si^mxcos2n+lxdx = J sin"x(1 — sin2x)” . d(sinx) ,

wo durch den Faktor d(sinx) angedeutet werden soll, daß sinx zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird. Hierdurch erhält man z. B.

(16. =

Y ölll •l           J         U                 J

3     1 3sinra sinx

Aufgabe 10. /cos"xsin2n+1xdx=?

Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei Aufgabe 8 findet man hier

(17.) Jcos"xsin2n+1xdx = — /cos"x(1— cos2x)"d(cosx) ,

wo durch den Faktor d(cosx) angedeutet werden soll, daß cosx zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird. Hierdurch erhält man z. B.

(18.) / cos2xsinsxda = —/t2(1 — t2)dt = —/(12 — t^dt

t3 t5 cos3x cosx

-35-35

doc

(tg3x — 8tg2x 4- 5tg — 7) cos2, = ?

Auflösung. Setzt man

(19.)        tg=t, also d=dt,

CUS •

so erhält man

dlo 4

(tg3x—8tg2x - 5tga — 7)= ((t3—8t2—5t —

COS- J

t4 8#3 . 5t2    - tg4x Stg3x , 5tg2x

=4—3 2—7= 4— 3 +2—7tg«.

Dieselbe Substitution kann man immer anwenden, wenn unter dem Integralzeichen eine Funktion von tgx, multi-doc

pliziert mit ---, , steht, d. h. es wird ganz allgemein

cOs2x

/          dt      i

(21.) /F(tga) = /F(tga) •       = F(tga),

wo durch den Faktor d(tgx) angedeutet werden soll, daß tgx zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird.

Häufig wird man erst eine Umformung vornehmen müssen, ehe man auf die in Aufgabe 11 vorausgesetzte Form der Differential - Funktion geführt wird. Wie dies geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.’

Aufgabe]12.         — 7 tgx + 2tgx ++ 9)dx = ?

; ! Auflösung. Damit die Funktion unter dem Integral-dx

Zeichen eine Funktion von tgx, multipliziert mit , 1 COS wird, muß man sie durch cos2x dividieren und deshalb auch mit |

•V « -- 9 I ' 9   ~ 7 I X 9

COS-C 4- sina 1 4- tg'a

multiplizieren. Dadurch erhält man mit Rücksicht auf die

Gleichungen (19.)

(23.) ((tgx — 7 tg2x +2tga+ Q)dx

‘tgx —- 7 tg2x — 2tga — 9 dx

tg2x — 1 cos2x

(t3—7t2-2t—9 ,,

J—22+1—“

Nun ist, wie man durch Division findet,

(24.)  18—712+2+9= (2 +1)(—7)+t+ 16,

folglich wird mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 9, 30 und 18 der Tabelle


(25.)




/73 —7 t2 4-2^ + 9

J 12—1




dt = ht — 7)dt + ,td, 4- 16 J Jt-1 .




dt

1-12



=, — 71++41n(12+1)+16arctgt,

oder, wenn man beachtet, daß

(26.) t = ^gx, 1-2= —1,, x = arctgt

COSO

ist,

(27.) j(t^x—7tg*+2tga+9)d: —    — 7tgx —ln(cosz)4 16x.

Dieses Verfahren führt zu der allgemeinen Formel

(28.) ff (tgx). dx =fg6t84 ' a(tg:) •

Aufgabe 13. ftgnx .dx = ?

Auflösung. Nach Gleichung (28.) erhält man, indem man tgx zur Integrations -Veränderlichen macht und mit t bezeichnet,

/I 7     /* tg”x , x d tHdt

(29.) jtg"da =/tg2+1 ' d(tg«)         '

Bei der weiteren Behandlung des Integrals muß man zwei Fälle unterscheiden, je nachdem n gerade oder ungerade ist.

	
I. Fall, n = 2m.



C .     ,      (+2»


Im—2



‘X

2m — 1  2m — 3

Es ist z. B.

6 „ , tg5w tg3o , ,

(31.)     / tg6xda = 5---3 tg-T•

	
II. Fall, n = 2m + 1.



/' Ct2m++1

(32.) I tg2t1 . dx = I 42_1dt

= /(aw-I — tow- 4-----±1+ ^l)dt

tg2mx tg2n—2x . , tg2x — . . ,, 2m 2m—2  2n‘

wobei man noch

ln(1+tg2x) = In(1,)= —In(cosx) \ UUP •l /

setzen darf. Es ist z. B.

f _    .      tg6x tg4x 1 tg2x ,  1  /     X

(33.) tg‘x.dx = -^---42In(cosa)-

r dx .

Aufgabe 14.      / -osa = ?

/ •V •l

Auflösung. Bekanntlich ist

! doc

(34.) cosag=1+tg* und cos2=d(tg«).

folglich, wird

do / 1 doc i,.                   \

■ cos’z J"+

= tg + tg •

Dasselbe Verfahren führt zu der allgemeinen Formel

(36.) fdan, - ( + tg?xcyw—ld(tga),

J UVP • Y

• • wo durch den Faktor d^tgx) angedeutet werden soll, daß tgx zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird.

/ da

Aufgabe 15. / (ctgx — 3ctg2a + 5) sin2, = ?

Auflösung. Setzt man

(37.) ctg = t, also--de = dt.

Dieselbe Substitution kann man immer anwenden, wenn unter dem Integralzeichen eine Funktion von ctg«, multi-doc

pliziert mit » steht, d. h. es wird ganz allgemein

• SInO


(39.)




C        dx

F ‘ (ctg«) —.o

sm-«




— jF‘(ctg) . d(ctg«) = — F(ctg),



wo durch den Faktor d(ctgx) angedeutet werden soll, daß ctg« zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird.

Aufgabe 16. /(ctg+x + 3 ctg2« — 7)dx = ?

Auflösung. Damit die Funktion unter dem Integral-doc

Zeichen eine Funktion von ctg«, multipliziert mit sin201 wird, muß man sie durch sin2« dividieren und deshalb auch mit

,        .       sin2«          1

(40.) snr« = -.9—----2 = -—:— 2

‘                sm-« cos-« 1 4“ ctga

multiplizieren. Dadurch erhält man mit Rücksicht auf die

Gleichungen (37.)

•                                          (+4 I 3 2__7

(ctg4« + 3 ctg2« —; 7}dx = — /---42 - ■ 1---dt

- /( + 2 — 14/)at = — (3 + 26+ 9arcctgt),

oder, da ctg« = t und arcctgt = «Jist,


(42.)




/ (ctg*x + 3 ctg*x




7)dx =




ctg3x _ ,

—|--2ct8% — 93-



Dieses Verfahren führt zu der allgemeinen Formel


(43.)



ffeetgxc) ,dx = — /tget8, • d(etga) .

Aufgabe 17. Jctg"x. da

Auflösung. Nach Gleichung (43.) erhält man, indem man ctgx zur Integrations-Veränderlichen macht und mit t bezeichnet, ,. . .                                  , g tndt.

(44.)          I ctg"3 . dx = — /22—1 *

Die weitere Behandlung dieser Aufgabe ergibt sich sodann aus Aufgabe 13.

Aufgabe 18.       / de = ?

J sima;

Auflösung. Bekanntlich ist

1, =14 ctg2y und d = — d(ctgx), sina sina

folglich wird

Dasselbe Verfahren führt zu der allgemeinen Formel wo durch den Faktor d(ctgx) angedeutet werden soll, daß ctgx zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird.


(45.)




/sinm, = —Ja +



Was in den vorstehenden Aufgaben für die trigonometrischen Funktionen sinx, cosx, tgx, ctgx gezeigt worden ist, kann in gleicher Weise auch für die hyperbolischen Funktionen «Sinx, Cojx, Vgx, Gtgx ausgeführt werden. Dadurch findet man die folgenden Formeln:

(46.) JF‘(Sinx)Cosxdx=/F(Sinx).d(Sinx) = F(Sinx).

(47.) /Cos2n+1xdx = /(1 + Sin2x)” . d(Sinx).

(48.) /F‘(Eojx)Sinxdx =          . d(Eosx) =

(49.) /Sin2n+lxdx = /(Cos2x — l)w . d(Cojx).


(50.) (F’(gx)




dx (, C ,




(51.)
[image: ]





(f(Ega)

Jl—Tg2x




• d(gx).




- Tg2x)”-1. d(gx).



F(Etgx). d(Etgx) = —F(Gtgx).

(54.) Jf^tQx)dx =/1t8t21 • d(Etg«). co /

= —J(Etg2x - 1)"-1. d(Etgxc).

In ähnlicher Weise kann man durch Substitution ganz allgemein eine Vereinfachung des Integrals herbeiführen, wenn unter dem Integralzeichen das Produkt einer Funktion F‘[f(x)] der transzendenten Funktion f{x) und des Differentials von f{x) steht. Dann findet man, indem man t = f(r)

zur neuen Integrations-Veränderlichen macht, (56.) J‘F‘\f\x)\ .f^dx =J'F\t')dt = F(t) - F\f(x)\.

Dies gibt ohne weiteres die folgenden Formeln:

(57.) / F^a^ . axdx  T— IF1^) . d^) = t—F^).

J            muj             Ina

(58.) j F1^) . e^dx = jF1^ . d^) = F^), i                  o,,o        A”

(59.) (F(Inx) • - = I F^nx). d(lnx) = F(Ina),


	
(60.)
	
A doc /

(F’(arcsinx) • — = (F’(arcsinx) . d(arcsinx)

J          yi—x2 j

= F(arcsinx),


	
(61.)
	
(                      doc              i

/ F‘ (arc cos a?) • - = — (F’(arccosx) . d(arccosx)

j          y i—x2 j

= — F (arc cos a?),


	
(62.)

(63.)
	
4" doc /

(F’(arctgx) • 2 = (F(arctga). d(arctgx)=F(arctga),

J      1-RJ

r              dx        t

/F(arectga) • 1—2 = — jF(arectg") . darect8“)




= — F(arcctgx).

Hierbei soll durch, die Faktoren         d(e"), d(Inx),

d(arcsinx), d(arccosx), d(arctgx), d(arectga) angedeutet werden, daß bezw. die Größen ax^ e”, Ina?, arcsinx, arccos X, arctgx, arcctgx zu Integrations-Veränderlichen gewählt werden.

Zur Einübung dieser Formeln mögen die folgenden Aufgaben gelöst werden.

Aufgabe 19. J[a2x + 3af— 7)dx = ?

Auflösung. Bezeichnet man ax mit t, so wird (64.) f{a2x + 3a^ — 7)dx = J\ax — 3 — 7a) . axdx

JC

Auflösung. Bezeichnet man Ina; mit t, so wird


Aos (Ina?). dx




sint = sin(Inx).




Aufgabe 21.




arcsinx . dx v1—22



Auflösung. Bezeichnet man arcsinx mit t, so wird


(66.)



/ arcsinx . dx i',. t2 l— .      = ltdt = H

} V1— x2 J 2


arc sin2x.



do

"-7— = ?

(1 K)arctgR

Auflösung. Bezeichnet man arctgx mit t, so wird (67)  /1 + dausg =j \ =ln= ln(aretgx).

Steht unter dem Integralzeichen irgend eine rationale Funktion von sinx, cosx, tgx, ctgx, so kann man diese transzendenten Funktionen durch die Substitution (68.)

fortschaffen, so daß man unter dem Integralzeichen nur noch eine rationale Funktion von t behält. Es folgt nämlich aus Gleichung (68.)

[image: ]




cosI = cos2




(X\ • 2

(2 / sm



[image: ]



oder, wenn man Zähler und Nenner dieser Brüche durch

[image: ]

dividiert,





(69.)




sinx —



[image: ]




(70.)

(71.)



[image: ]



Kiepert, Integral-Rechnung.

Aus Gleichung (68.) findet man sodann noch

(72.)          x = 2arctgt, also dx =

und erhält dadurch die Formel

(73.)                   cosx, tgx, cigx~)dx =

/'/ 2t   1 —2t 1— 2dt

J1—t2‘ 1—t2‘ 1—t2‘ 2t)1-12

Mit Hilfe dieser Formel kann man z. B. die folgende

Aufgabe lösen:

Aufgabe 23.     /(1+ sinz)dz = ?

	
3            Jsina(1 A COSX)



Auflösung. Nach Gleichung (73.) wird

1 (1 + sinx)dx __// 2t \ 2dt . 2t (,   1 — fAn

Jsinx(1—cosx) J\ 1—12)1—121-2 1—12)

= / (1++12+21)d  1 g_2_a

also

(a)/n1tc-10+2+I)

	
- 1 tg‘(2) + tg() + 2 In D8®] ■



Ist f(sinx, cosx, tgx, ctgx) eine rationale Funktion der vier Funktionen sinx, cosx, tgx, ctgx, so erreicht man durch die in Gleichung (73.) angegebene Substitution, daß unter dem Integralzeichen eine rationale Funktion der einzigen Veränderlichen t steht. Wie aber die Integration rationaler Funktionen auszuführen ist, wird an einer späteren Stelle gezeigt werden.

Steht unter dem Integralzeichen eine rationale Funktion der vier hyperbolischen Funktionen Sinx, Goix, Tgx, Gtgx, so beachte man, daß diese Funktionen selbst wieder rationale Funktionen von ex sind. Es ist nämlich

inx = H(e” — e Cojx ==1(e-- e

_ e? — e—x , ez 4- e—z

” e“ — e- 9 e”-- e«

Deshalb erreicht man es auch in diesem Falle durch die Substitution

dt

(75.)           e=t, dx=.

daß unter dem Integralzeichen eine rationale Funktion von t steht, die nach den später folgenden Regeln integriert werden kann.

«...   6 dx i' dx       6 e^dx

Beispiel, = 21

Setzt man also

et, e^dx = dt,

so wird

_ f dx d dt _  ,    ,

(76.)     . —2= 2arctgt — 2arctg(e).

v J1—t2 6

Man kann in diesem Falle die Funktion unter dem

Integralzeichen auch dadurch rational machen, daß man

(77.)                    za(2) = t

als neue Integrations-Veränderliche einführt, denn es wird dann nach D.-R., Formel Nr. 57, 58 und 79 der Tabelle


	
(78.)
	
2t

. = 1—+21
	
Eosx =
	
1-t

1 — t2


	
(79.)
	
~ 2t 8"51+c‘
	
Etgx =
	
1+12

2 t


	
(80.)
	
X = 2Argt,
	
dx =
	
2dt

1—t2




also

(81.) /f(Sinx, Cojx, Igx, Etgx)dx =

( 2t 1-t2 2t 1—tn ^dt yxx—t^ 1— t2‘ 1-t2‘ 2t)1—t2

§ 12.

Integration durch Einführung trigonometrischer oder hyperbolischer Funktionen.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 84 bis 86 a.)

Während in den vorhergehenden Paragraphen gezeigt wurde, wie man die Funktion unter dem Integralzeichen, wenn sie trigonometrische oder andere transzendente Funktionen enthält, durch Substitution so umzuformen sucht, daß sie diese transzendenten Funktionen nicht mehr enthält, so gibt es auch Fälle, wo die Integration dadurch erleichtert wird, daß man für die Integrations-Veränderliche x eine trigonometrische oder hyperbolische Funktion der neuen Integrations-Veränderlichen t einführt. Man wendet eine solche Substitution namentlich dann mit gutem Erfolge an, wenn unter dem Integralzeichen eine der Irrationalitäten ya2—x2, Va2-x2, Yx2 — a2 auftritt.

So werden Integrale von der Form . ■ 1/ /f(x, y a2 — x2)dx

häufig durch die Substitution

(1.)                    ■. (i i x — asint

auf einfachere zurückgeführt. Es wird dann nämlich (2.) dx=acostdt, y d2 -— x2=acost, also

(3.) /f(x, Va2—x2)dx=/f(äsint, acost)acostdt, wobei

[image: ]



sint  . , Cl i (4.) y-, , X         , Va2 — x2

tgt = ctgt = — ■

Vat — X- 3

Die gleichen Dienste leistet die Substitution (5.)                      x =

dann wird

(6.) de-gd,-( V«:1-

also

[image: ]






oder , . , ■ . . i(I ( da        1 1 _. . ( -

Jx2Va2—x2   C Sinit “ rer .



_____1 _.__Va2mg

a2Sint a2x

(Vergl. Formel Nr. 38 der Tabelle.)

r d3          f dt 10   * Ix

J(a2—x2)Va2—x2 a~J cos7 tz- a2Va2 — x2

oder            -

  

	
( dx   1 f .  Sint



J (a2—q2)Va2 — x2 J Goj2t • a" a~J a2 x  

	
3) f“y2-afa — 2siney-fos(2iyd



= /cos(21) . d(2t) = sin(2t)



= a2sint cost = x Vd2 — x2.

Bei Integralen von der Form Jf(x^ Vd2 - x2)dx kann man häufig die Substitution

(9.)                      x = atgt

mit gutem Erfolge anwenden. Man erhält dabei


	
(10.) also
	
,      adt             ,     a

dx = —777;  V — x2 =---7»

cos-t                  cost


	
(11.) j
	

	
wobei
	
x            ,         a

sint — —------j cost = —---1


	
(12.)
	
y d1 - x2          y d2 — x2

, x ,,a tgt = ; ctgt = - • °    a             °    x


	
Die
	
gleichen Dienste leistet die Substitution


	
(13.)
	
x = a Sin t;




dann wird

(14.) dx = a^o\t . dt, Va2—g2=Va2(1+Sin2t)=aCost, also

(15.) /f(x, Va2 — x~}dx =            aCojt) . aCost . dt^


	
wobei


		
Sint = x , a
	
Gos t =
	
Va2—x2

—

a


	
(16.)
	
Tgt —
	
X
	
Gtgt —
	
V d2 - x2


			
V d2 4- x2
		
X




Übungs-Beispiele.

[image: ]



a3sint . adt . cost cos3t . cost . a


3 i'sin^tdt

J cost




oder, wenn man

(17.)         cost = 2, also sintdt = — dz

setzt,
[image: ]




Indem man schließ] ich noch

z = cost — ■-Va2— x2 einsetzt, findet man  /’ x8dx a/(Va2—2c2)3 3Va2—x2 ( '" = 3 \ (" a _1v a2 + x2 (2 — 2 d2).

3

Einfacher findet man dieses Resultat durch die Substitution x = aSint, denn dadurch wird



(20.) / Kd = dd^t . dt = dA

J V d2 - x2 J             J




= a3 , Cost lö



— Cot _1va2_ 2(x2 — ^d2}.

3


dx




1 i'adt . cost . cost




1 (cos3t






Jo4Va2 - X2 a.




cos2t . sin4t . a




1 //1 _ d^J \sin4t




sin2t.




1 

3 sin3t



Nun ist


(21.)




sint —




1

sint



folglich wird




dx 



13

 

•U    II   •U /m O



.g— (2x2 — a2) •

3a4x3

Auch hier führt die Substitution x = aSint schneller zum Ziele, denn es wird

6 dx  1 6 dt  1 fe 24 1N dt

Jx^Va2^ “ <!^t - aJ- lSin‘t‘

oder, wenn man Gtgt = 2 setzt,


dx



Gtgt,, Va2-

1

 Vergl. die Anmerkung auf Seite 20.


=3(3—Etgt)=.34,


d1 - x2




dx




30“?

i'adt. cos3t




{d1 - x2)Va2 - x2




I cos2t sint d2




cd




1

d^



oder

( dx

1 fdf _ 1

d2jQoj2f d-


.2



Bei Integralen von der Form

/ f{x^ Vx2 — a^dx

kann man häufig die Substitution


(23.)



a

x = -—-

cos

mit gutem Erfolge anwenden. Dabei wird


: , asintdt 24. dx----,—1

cOS-t
[image: ]




also

(25.) jd,


wobei

(26.)



[image: ]




cost = ,



[image: ]




ctgt




C

Vx2 — d2



Die gleichen Dienste leistet die Substitution

(27.)

dann wird x = aCost;

(28.) dx = aSint . dt^ Vx2 — d- = Va2(Gos-t — 1) =aSint, also

(29.) Vx2—a2)dx=/f(aGost, aSint) . aSint . dt, wobei

, Vx2 — d-           x



Sint — -----, Cojt = ,

a                a

(30.)

' ' 1/9-9

V x- — a- N.. x

Egt=—  1 ^iV=. ,

“             V x- —

Übungs - Beispiele.

. d dx         dasintdt cos^t . cost 1 4 ,,,



	
1) / z =/---o, = .jcosrtdt



J4Vo2d2 J cOSt . a* . asint a\f

	
= 1 ( — sin-t)ya(sint) = (sint - sin ) ’

[image: ]

Setzt man x = aGost, so erhält man






C dx  \ d dt \ d q dt Jxv— a2 “    ~ a ~ 38 O ’


oder wenn man Tgt mit z bezeichnet,
[image: ]





Egt 3a4




(3—g2t)




, (2x2—a2).

Za^x’ v ’



6 dx            d dx  dasiwtdt . cos3t

{x2 — d2)Vx^— d2 ^J(yx2 — d2Y J cos-t • a3sm^


1 dcostdt d21 sin?t




1

9 • . ’

a-snt




also

(33.)




dx




J {x2 —• a2)Vx2 — d




oder
[image: ]




1 r costdt 1 {d(sint) d2J 1 - cos2t a2}2 — sin2t

Setzt man

(35.)                        sint = z,

so kann man zur Berechnung dieses Integrals Formel Nr. 29 der Tabelle anwenden und findet

/’ dx            1 f dz          1     /V/2 — A

J(x2—a2)Vx2 — a2 d^Jz“ 2 l2d2V2 ~V2—z/  1 (V2—sinN_1 n(V2+V2-(,

2d2V 2 \V2 + sint/ 2a2 y 2 \V2 — Yx2 — d2/

Man beachte, daß in den drei hier behandelten Fällen die trigonometrische oder hyperbolische Funktion, welche für x substituiert wird, jedesmal so zu wählen ist, daß unter dem Wurzelzeichen ein vollständiges Quadrat steht, daß sich also die Wurzel ausziehen läßt.

Für x = asint wird nämlich

Vd2 — x2 — Va2(1 — sin2t = acost.


für x = atgt wird a

» X — 4 , cost



Y d2 + x2 = Va2(1 4- tg2Q = "st1 ---ö 1/a2(1 — cos2/)

VX2 — a- = 1/            = atgt;

V cos2t •


und für x = aVgt wird




„ X = aSint „ „ x aGost „



Va2 —22= Va2(1— Kg2t) = 01,

Y a2 — x2 = Y a2{ 1 — Sint) = a Gos t, Yx2 — d2 = Va?(Coj2t—1)=aSint.

Kennt man die trigonometrischen Funktionen, die dabei zu substituieren sind, so ergeben sich die entsprechenden hyperbolischen Funktionen ohne weiteres aus dem, was über die Beziehung zwischen den hyperbolischen und den trigonometrischen Funktionen in § 30 der Differential-Rechnung gesagt ist. (Vergl. auch daselbst Formel Nr. 81 der Tabelle.)

Bei der Integration durch Substitution ist die neue Inte-grations-Veränderliche t im allgemeinen so zu wählen, daß jedem Werte von x innerhalb der Integrationsgrenzen nur ein Wert von t zugeordnet ist; und umgekehrt darf jedem Werte von t innerhalb der Integrationsgrenzen nur ein Wert von x entsprechen. Wenn diese Regel nicht beachtet wird, so können leicht Fehler entstehen. In einem späteren Abschnitte soll dieser Fall noch besonders untersucht werden.

III. Abschnitt.

Integration durch Zerlegung.

	
§ 13.



Integration von einigen gebrochenen rationalen Funktionen durch Zerlegung.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 29 a, 87 bis 92.)

In vielen Fällen kann man die Differential-Funktion f{x)dx unter dem Integralzeichen in zwei oder mehrere Summanden zerlegen, die dann einzeln sehr leicht integriert werden können. Wie dies namentlich bei gebrochenen rationalen Funktionen, geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 1.       /d, - 2

Auflösung. Die Aufgabe ist schon in § 8 (Aufgabe 7) behandelt worden; dabei ergab sich

	
,, (dx 1,/x — «\ 1 , c. /N\



L  H— =,ln()=— ArGtg( )•

J x- —     la \x a/ a \a/

(Vergl. Formel Nr. 29 a der Tabelle.)

Dasselbe Resultat findet man auch durch folgende Uber-legung. Die beiden Unbekannten A und B lassen sich immer so bestimmen, daß
[image: ]

wird. In der Tat, schafft man in Gleichung (2.) die Nenner fort, indem man beide Seiten mit

x2 — d2 = (x — d) (x 4- d) multipliziert, so erhält man

(3.)             1 = A(x + a) + B(x — d).

Diese Gleichung soll für alle Werte von x gelten, folglich auch für x = — a und für x = — a. Für x=—a findet man aber

(4.)           1 = 2Aa, oder A=2,

und für x — — a

(5.)        1 = —2Ba^ oder B = — 1.

2a

Setzt man diese Werte in Gleichung (2.) ein, so erhält man

(6) 1 _ 1(1___1_\

x2 — d2 2a\ — a x — a)

Von der Richtigkeit dieser Gleichung kann man sich überzeugen, indem man die beiden Glieder in der Klammer auf gleichen Nenner bringt. Aus Gleichung (6.) folgt dann ohne weiteres nach Formel Nr. 27 der Tabelle
[image: ]

ydx        ,

. c

x2 + 10x -f-16

Auflösung. Diese Aufgabe kann man auf die vorhergehende zurückführen. Ergänzt man nämlich die beiden ersten Glieder des Nenners zu einem vollständigen Quadrate, indem man 25 addiert und dann wieder subtrahiert, so erhält man

(8.) x2 + 10x 4-16 = {x2 4- 10x 4- 25) 4- (16—25) =(xH 5)2 — 9.

Indem man jetzt noch

-(9.)           x—5=t, also dx = dt

setzt, wird

( dx         d dx        6 dt

J x2 4- 10x 4-16  J {x 4- 5)2 — 9 Jt‘2 — 32 ’ oder nach Gleichung (7.), wenn man x mit t und a mit 3 vertauscht,

G dx 1,/t—3\1,/0-2x " •     + 10. +16  6 V+3)  6   +8)

Aufgabe 3.     ,d, — ?

3       JR—6- 13

Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe wird man hier den Nenner auf die Form (12.) x2 +6—13=(02+6+9)+(13—9)=(+ 3)2 + 4 bringen und

(13.)          x—3=t, also dx = dt

setzen; dadurch erhält man

,1. G dx        G dx        f dt

" * )x2—6+13/(—3)2+45//2+22

Wollte man jetzt die Integration nach der in Aufgabe 1 gefundenen Formel ausführen, so müßte man

a2 = — 4, also a = 2)/ — 1 = 2 i

setzen, so daß man für das Resultat eine komplexe Form erhalten würde. Dies kann man vermeiden, indem man Formel Nr. 28 der Tabelle, nämlich

i' dt      1       /t\

0,o,—5 = arctg( I

Jt2 + a-   a      \a/

für a anwendet. Dadurch findet man

g.g dx 1 /to 1 ./0—3

(15.) 0—o,,--= v arctg( )=, arctg( ——- )•

K Jx2—6x—13  2   °\2/  2   °\ 2 /

Aufgabe 4.     / ,  d—.— = ?

5 Jx- 2bX + C

Auflösung. Wie man schon aus den beiden vorhergehenden Aufgaben erkennt, muß man bei dieser Aufgabe drei Fälle unterscheiden, je nachdem b2 — c positiv, negativ

I. Fall.             62—c>0.

Setzt man in diesem Falle der Kürze wegen

(16.)      32-— c = + a2, also Vb2 — c — —a,

so wird a eine reelle Größe, und man erhält (17.) x2 + 2bx —c=(2- 2bx + b-) 4- (c — b2}

= (x - b)2 — ar.

Dies gibt, wenn man x — b mit t bezeichnet, nach Aufgabe 1

( dx        C dt 1 /t — a\

Ja2 + ^bx + c Jt2— d2 2a IV— a)' oder

(18.)  ,(_11n(+1-V—A.

Jx + 2b + C  2yb2 — c  \—b- yb2 — cf

Man erkennt ohne weiteres den Zusammenhang dieses Verfahrens mit der Auflösung der quadratischen Gleichungen. Um nämlich die quadratische Gleichung

x2 + 2bx + c = 0 aufzulösen, bringt man die Gleichung auf die Form x2 4- 2bx 4- b2 = b2 — c

und zieht dann auf beiden Seiten dieser letzten Gleichung die Quadratwurzel aus. Dadurch erhält man

x 4- b = + yb2 -— c, oder

X1= — b 4- yb2 — c, Ra = — b — yb2 — c,

X1—X2 — 2b, x1 . X2 = c, X1 — X2 = 2yb2 — c, x2 4- ^bx —c=x2 — (x1 4- X2). 4- X1X2 = (x — x)(x — x2), wo X1 und 2 die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung sind. Setzt man diese Werte in die Gleichung (18.) ein, so nimmt dieselbe die Form an (18a.)  (---d----- = 1in( - I).

J (C — Xi) (I — X2)   X1 —• X2 \ — xj

Von der Richtigkeit dieses Resultates kann man sich in folgender Weise überzeugen. Die beiden Unbekannten A und B lassen sich, immer so bestimmen, daß


(19.)



	
1  A , B



(x — x1) (x — x2) x — X1 x — X2

wird. In der Tat, schafft man in Gleichung (19.) die Nenner fort, indem man beide Seiten mit (x—x1) (x—R2) multipliziert, so erhält man

(20.)           1 = Ä(x — x2) + B(x — a;i).

Diese Gleichung soll für alle Werte von x gelten, folglich gilt sie auch für x = X1 und für x = X2. Für x = X1 findet man aber

(21.)      1 = A(X, — x2\ oder A=------,

X1 22

und für x=R2

(22.)      1 = B(x2 — x,), oder B =--—--

x2 — X1

Setzt man diese Werte in Gleichung (19.) ein, so erhält man

	
93, 1 _ 1 / 1__1 \



‘ {x - X\) {x— x2) X\ ■— R2x—x X—X2)

Daß die rechte Seite dieser Gleichung der linken wirklich gleich ist, ergibt sich ohne weiteres, indem man die Glieder in der Klammer auf gleichen Nenner bringt.

Aus Gleichung (23.) folgt dann in Übereinstimmung mit Gleichung (18a.)


dx




{x — X1) {x — X2)



[image: ]



i In (x ■— x1) — In (x —- x2)]

[image: ]




II. Fall.



b2—c< 0.

Setzt man in diesem Falle der Kürze wegen (24.) b2 — c = — a2, oder Vc — b2 = a,

so wird a eine reelle Größe, und man erhält

x2 - 2b. —c= (x2 4- 2bx + b2) — (c — 62) =(- 6)2 — d-.

Dies gibt, wenn man wieder x—b mit t bezeichnet, dx          /’ dx         i' dt 1 zt\

a2+2bx—c J^x^-by^a2          ame 8ka)‘

also

\ f dx 1      /R—b\

22+202 +ct ve—u r 8 VVe—u)

Es ist noch hervorzuheben, daß die Gleichungen (18.) und (25.) richtig bleiben, gleichviel ob b2 — c positiv oder negativ ist, die rechte Seite von Gleichung (18.) erhält aber eine komplexe Form, wenn b2 — c < 0 ist, und auf der rechten Seite von Gleichung (25.) wird die Größe Vc — b2 imaginär, wenn b2 — c>0 ist. Der Zusammenhang beider Gleichungen ergibt sich aus D.-R., Formel Nr. 188 der Tabelle, nämlich aus

(26.)           In(1 ,i) = 2iarctgo.

Setzt man nämlich
[image: ]

so folgt aus Gleichung (26.)

Dies gibt, wenn man beide Seiten der Gleichung durch 2ai dividiert und beachtet, daß nach D.-R., Formel Nr. 187 der Tabelle ln(— 1) den Wert (2/? + 1)xi hat, _ 1 , /x—aix 1 /xx । (2h + 1)a 27. o dn(——)= arctg()-—g,

lai \ + ai' a \a/ 2d

wobei h noch eine beliebige, positive oder negative ganze Zahl ist.

Vertauscht man also in der Formel
[image: ]

die Größe a mit a«, so erhält man Kiep ert, Integral - Rechnung.

,00,       /’ dx     1      /RN i (2h—1)n

(28.)        9   2 = arctg( )-  ------

Jx-—a- a \a/     2 a

Setzt man noch

a = Vc—b2, also ai = iVc—b2=Vb2 — c und vertauscht x mit x—b, so geht Gleichung (27.) über in (29.)  1n(+5-V6-0

2 Vb2 — c \—b—Vb2 — cf

1     /bx (2% + 1)7

Vc—b2    \]/c— b2/  2Vc—b2‘

die beiden Werte, welche man in den Gleichungen (18.) und (25.) für ( d-—t— gefunden hat, unterscheiden sich also Jx- 2bx — c °

i(2h + 1)a

voneinander nur durch die Konstante -— ■     •

2Vc—b2

III. Fall. 62 — c = 0, oder c = 62.

Hier wird, wenn man wieder x—b mit t bezeichnet, dx f dx 6 dx {dt (_2, 1 Jx2+2bx+c Jx2—2bx-62 J(x—b)2 J t2 J t ‘ oder

(80.) jd+g--,1.

Beispiele.

।  - ■.   /       dx           ,  /x - 3

J(33)(N— 4) \x -p 4/

Jx—8.—16 2—4


Aufgabe 5.



i\Px + Q)dx J x2 — 2bx - c

Auflösung. Wäre bei dem Bruche unter dem Integralzeichen der Zähler dem Differential des Nenners gleich oder wenigstens proportional, so könnte die Integration nach Formel Nr. 43 der Tabelle ausgeführt werden, nämlich nach der Formel



J’f = In[/(e)].

In dem vorliegenden Falle ist f‘ (x) =2—26, deshalb nimmt man mit dem gesuchten Integrale die folgende Umformung vor. Es ist

Px + Q = (Px + Pb) + (Q - Pb) = P(2w + 2 b) + (Q - Pb), 2

folglich wird

1'(Pjc + Q)dx  (P(2x + 26) + (Q—P) .

J x2 — 2bx + c  J x2 + 2bx 4- c

 P ((2x 4- 2b}dx             Cdx

2 Jx2 4“ 26a? —cmM Jx2 4- 26a? - c ’ also





(31.) 2230 - Rn(22+262++0)+(Q—P+2z ■

Das Integral, welches auf der rechten Seite dieser Glei-chung stehen geblieben ist, findet man nach Aufgabe 4. So ist z. B. für b2 — c > 0


(31a.)



PPx — Q)dx

J x2 4- 2bx — c

= , In(x2 4- 26a? 4~ c)


, Q — Pb. /x — 6 — V b 2—c 2Vb2—c \-b- Vb2— cf



2



oder, da X1 X2 = — 26 und x1 — X2 = 2Vb2—c ist,

/' (Px 4- Q)dx

J (a? — a?i) (a? — X2)

P ,    v      , 2Q—P(xHx2), /x— XN

= 2 In[(a - - 32)] + 2(,—x)In(—2)

Aus den bekannten Formeln

ln[(x — a?i) (a? — X2) = ln(a? — X1) — ln(x — X2),

[image: ]



In (a? — a?i) — In(x — X2)

ergibt sich daher


oder




(Px Q'jdx

{x — X1)( — X2)
[image: ]




[image: ]




2Q P{xi + 32)

2(x1 — X2)




)ln(x — 1)




2Q + PK + 2) 2(X1 — R2)




)ln(x — «2),




(32.)



1 (Px — Q}dx

{x — X1) (x — X2)


1

X1 — X2



[(Px1 + Q) In {x — X1) — (Px2 - Q)ln(x — X2)].

Die Richtigkeit dieses Resultates kann inan in folgender Weise bestätigen. Die beiden Unbekannten A und B lassen sich immer so bestimmen, daß 

(33.)        Pa+Q  . A + B

7 (x — X1) {x — R2) X--x1 X — X2

wird. Schafft man nämlich in Gleichung (33.) die Nenner fort, indem man beide Seiten mit (x — x1) (x — x^) multipliziert, so erhält man

(34.) Px +Q= A(x — 2) + B(x — x,).

Diese Gleichung soll für alle Werte von x gelten, folglich gilt sie auch für x = x1 und für x = X2. Für x = X1 findet man aber

p,, I ()

(35.) Px —Q A(x1 — X2), oder Ä =----‘ ,

J1 32

und für x=X2 

(36.) P2—Q_B(M—T), oder B_La‘.

Setzt man diese Werte in Gleichung (33.) ein, so erhält man







(37 ) Px± Q_1(PQ  Px^PQx

(x — x1) (x — x2) RX1 — x2\ X--X1 X — X2 /

Daß die rechte Seite dieser Gleichung der linken wirklich gleich ist, ergibt sich ohne weiteres, indem man die beiden Glieder in der Klammer auf gleichen Nenner bringt.

Aus Gleichung (37.) folgt dann in Übereinstimmung mit Gleichung (32.)

(38) I (Px + Q)dz = — 1 - f(Pxx + Q — Px,+Q)a J(x — x1) (x — x2) x1 — X2, V x —X1 x — X2)

 1 - (Px, + Q)n(x — x,) — (Pr, + Q)n(x — x,)]

	
X1 — X2-



Beispiele.

/(2x ■ 43)dx ((2.x + 1)dx

[image: ]



Jx2—x — 12  )x2—x — 12

= In(q2 +g — 12) + 61n(44)

= 71n(x — 3) — 5ln(x 4).

Dasselbe Resultat findet man aus Gleichung (32.), denn es ist in diesem Falle

X1=—3, R2 —4, X1 — X2 = 7,

P = 2, Q = 43, Pr + Q = 49, Pxg +Q=35.

TT G (4x — 5)dx     (2(2x — 4)dx in/* dx

Ja2—4x- 20  /g2—4—20 + J(x— 2)2—42

	
— 21n(x2 — 4x + 20) 4- 4 arctg(—4—)



TTT /'(4z—7)dx   /(4x—12)—19,  dx .6 dx

J x2 + 6z + 9 ) " (z — 3)2 ‘ X “ x+3 - (x + 3)2

19

= 41n(z + 3) -----

Die vorhergehenden Aufgaben behandeln nur die einfachsten Fälle der Zerlegung in Partialbrüche. In einem späteren Abschnitte wird gezeigt werden, wie man jede gebrochene rationale Funktion durch Zerlegung in Partialbrüche integrieren kann.

Auf die Integration von gebrochenen rationalen Funktionen führen häufig die im vorigen Abschnitte behandelten Substitutionen, wie die beiden folgenden Aufgaben zeigen mögen.


dx






Aufgabe 6.



._.____—____ — ?

J a sin x - b cos x - c

Auflösung. Zunächst wird man hier die in Formel Nr. 82 der Tabelle angegebene Substitution benutzen und


(39.)




tg(2)=t, also dx = i " ’




sinx —




2#

112'




cosz —




1 —t2 1-12



setzen; dann erhält man



asinx—bcosx—c c— b}t2—2bt-c

Für bi2 — ei > 0 erhält man daher nach Aufgabe 4

(Formel Nr. 87 der Tabelle)

 



(43.0 dz _ 2 1___In(t+b,—Vb2—C)

Jasinx-bcosx—cc— b 2V6,2—c "—,—,2—,





 1     (t(c—b)+a—Va2+62 — c

V a2 +62 — c2 V(c — b) + a + Va2+ b2 — c2)

und für b12 — c1 < 0 erhält man nach Aufgabe 4 (Formel

Nr. 89 der Tabelle)


(44.)




6 dx asinx—bcosx-c



2       1          ( t - bi \

-----7 —arctg( , — ) C—b Vc—b2 ' \Vc—b2/

2            i t{c — b) a \

, — aretg( , ______——— )•

Vc2 — a2 — b2 ‘ \Vc2 — a2 — bi2/


Aufgabe 7.




6 dx            ,

(2 + x2)Va2 + x2



Auflösung. Setzt man nach Formel Nr. 85 der Tabelle



=atgt, va2 x1  a i dx — adt, cost         cos-r

so erhält man

dx            /' adt. cost

( 2 H) ) f______ — f________________________________

J(b2 4- x2)Va2+x2 Jcos2t(b2 + a2tg2t) . a

ycostdt          i' d{smt')

62cos2t 4- a2 sin2t   J 62 4“ (a2 — b2) sin?t ‘

oder, wenn man

(46.)                 sint = _  z

Va2—x2

setzt und die Größe — c3 durch die Gleichung

(47.)                   62 = + (a2 — b2)c2

erklärt,

i' dx C dz 1 ( dz

" J( 62 -4 x?) Va2+22 J b2 + (a2 — b2)22 — a2 — b2/ 22 + c2

Gilt das obere Zeichen, ist also a2 > b2^ so findet man

hieraus nach Formel Nr. 28 der Tabelle


dx




(b2 4- x2) V d2 4- x2




k , • 1 arc tg

a2 — b2 c ö



1          /xV d2 — bl

arctg( - -

,2 — b2      \b yd2 4- x

• Gilt das untere Zeichen, ist also a2 < b2^ so erhält man nach Formel Nr. 29 der Tabelle


dx






(h2 4- d2) Vd2 4- x^




1   1 /c — 2

a2—b22ckc-z)



1       /b V d2 4- x2 — x Vb2 — a2\

267/62 — d2 \va2_22—2Vb2_ d2^

§ U.

Integration von einigen transzendenten Funktionen durch Zerlegung.

Anwendung der Moivre’schen Formeln.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 93 bis 97.)

do ,

-.9--, = ?

sinx COS

Auflösung. Mit Rücksicht auf die bekannte Formel

sinx + cos2x = 1

erhält man

dx ((sin2x — cos*x)da f dx r dx sinx cos2x J sinx cos2x Jcos2x Jsin2x

folglich wird nach Formel Nr. 15 und 16 der Tabelle


(1.)




dx




sin2x cos2x




tgx — ctgx = O      o




cos2x — sin2z




smx cos ar




2 cos (2x) sin(2x)




— 2ctg(2x).



dx

--= ?

sina COSX

Auflösung. Dieses Integral ist bereits durch Formel Nr. 46 der Tabelle berechnet. Damals wurde die Funktion unter dem Integralzeichen so umgeformt, daß der Zähler des Bruches das Differential des Nenners wurde. Man kann aber die Integration auch durch Zerlegung ausführen. Mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 44 und 45 der Tabelle erhält man nämlich

ydx (cos2w - sin2x , i'cQsxdx , (sinxdx

--------= —.----------dx . +/

sn.coSR J smx cosx        f sinx J cosx

= ln(sinx) — ln(cosx) = ln(tgx).

Aufgabe 3. Jcos”xdx = ?

Auflösung. In dem Falle, wo m eine ungerade Zahl ist, wendet man am besten Formel Nr. 54 der Tabelle an, nach welcher

(3.)          Jcos2n+1xdx =/(1 — sin2x)”d(sinx) wird. Ist aber m eine gerade Zahl, so kann man die Integration mit Hilfe der Moivreschen Formeln ausführen. Nach D.-R., Formel Nr. 182 der Tabelle ist

(4.) 22m(cosx)2» = 2cos(2nx) + (1)2cos(2n — 2)3

[image: ]



indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dx multipliziert und dann integriert, erhält man

A            2 .          /2nx 2

(5.) 22n/cos2nxdx = sin(2nw) ix---- sin(2n — 2)

J         2n         1/ 2n — 2

. /2n\ 2  .,    /2nx. /2n\

( 2 )2n - 4sin(2n—4)2 + ■ ■ ■ +     1)sin(2x) +(n y

Beispiel.

(6.) 64 Jco^xdx = }sin(6x) -f- 3sin(4x) d- 15sin(2x) — 20..

Auch in dem Falle, wo m eine ungerade Zahl ist, kommt man mit Hilfe der Moivreschen Formeln zum Ziele, wenn auch nicht ganz so leicht wie durch Gleichung (3.). Nach D.-R., Formel Nr. 183 der Tabelle ist nämlich

/9, _L

(7.) 22n+1(cosx)2n+1 = 2cos(2n —1)x + (       )2cos(2n—1)x

+ (" 1)2cos(2n — 3) +----- (n 11)2cos(3.c)

[image: ]

COSX;




indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dx multipliziert und dann integriert, erhält man


(8.)




22n+1 (cos2n+lado




2

2n — 1




sin(2n - 1):



2n —1\   2    • /Q     ..

. 1 )2n1sin(2n—1)2

[image: ]



/2n—12 . ,, /2n-1N . +(n1)3sin(3x)+( n )2sina.

Beispiel.

A 4 . I‘ .

(9.) 128/cosda=7sin(7a)- e sin(5)—14sin(3x)—7Osina.

Aufgabe 4. Js\n,nxdx = ?

Auflösung. In dem Falle, wo m eine ungerade Zahl ist, wendet man am besten Formel Nr. 56 der Tabelle an, nach welcher

(10.) /sin2n+lxdx = —/(1 — cos2x)"d(cos x)

wird. Ist aber m eine gerade Zahl, so kann man die Integration mit Hilfe der Moivreschen Formeln ausführen. Nach D.-R., Formel Nr. 184 der Tabelle ist

2

1)2 cos(2n — 2)3

+ ( 20)2 cos(2n — 4)--1-----L (— 1)0—1 ( 2n )2 cos(2x)

indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dx multipliziert und dann integriert, erhält man

p        2

(12.) (— 1)222n(sin2nxdx=- sin(2n.)

J 2

/2nx 2

(1)2—22)

/2n\  2

+( 2)2n—4 sin(2ns4)*-

+-----1- (— 1y-(,,2" 1)sin(2x)

2n

)x.

n /

Beispiel.

(13.) — ^J^YC^xdx = }sin(6x)— 3sin(4x) 4- 15sin(2x) — 20x.

Auch, in dem Falle, wo m eine ungerade Zahl ist, kommt man mit Hilfe der Moivre sehen Formeln zum Ziele, wenn auch nicht ganz so leicht wie durch Gleichung (10.). Nach D.-R., Formel Nr. 185 der Tabelle ist nämlich (14.) (— 1)"22*-+1(sin)2*+1 = 2sin(2n + 1)x

— (" 1 1)2sin(2n — 1)a

/2n _L 1\

+ (  9   )2 sm(2n —3)3--- • ■ •

+ (—1)"-1(,1)2sin(3x)

/2n _L 1\

+ (— 1)"( , )2sinx;

indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dx multipliziert und dann integriert, erhält man

A                   2

(15.) (— 1)"22”t1 /sin2”tlada = — 2n4 1 cos(2n + 1)«

-(1)2,-

-("  ),,2 3 eo &n -8,+-

.   . /^n —L 1\ 2 o . /2n _ 1\

- (— 1)"‘(n.1)3 cos(3)— (— 1)"( n )2cosa.

Beispiel.

/'           2            14

(16.) 12Slsm‘xdx = cOs(7x) — -cos(52)-14cos(3x)—70cosX. /                (                D

In ähnlicher Weise kann man auch Jsin"xcos"xdx berechnen, wenn man die Formeln

(17.) 2isinx = exi—e «i, 2cosx=ei—e«i

anwendet. Es ist z. B. nach den Gleichungen (17.), wenn man

(18.) e«i = cosx — isinx = s, e«i=cosx—isinx = t

setzt und beachtet, daß st = 1 wird,

(19.) — 64sin2xcos4x = (ez — e-f)2(e-2i -|- e- «2)4

=(s—t2(s+t4

= g6 +2s5t— 8^— 4s8(8— s214 + 2st5 + 16

= (66 + 16) + 2(64 + 14) — (s2 —12)—4

= 2cos(6.) — 4cos(4x) — 2cos(2x) — 4,

also

(20.) — 64/sin2xcos4xdx = }sin(6x)-sin(4x)—sin(2x)—4x.

IV. Abschnitt.

Partielle Integration.

§ 15.

Erklärung der partiellen Integration.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 98.)

Sind u und v zwei beliebige Funktionen von welche eine Ableitung besitzen, so ist bekanntlich (vergl. D.-R., Formel Nr. 29 der Tabelle)

(1.)               d[uv} = vdu — udv^

oder

(la.)              udv = d(uv) — vdu^

oder, wenn man beide Seiten dieser Gleichung integriert, (2.)             Judv = uv— fvdu.

Mit Hilfe dieser Formel ist die Integration der Differential-Funktion udv zurückgeführt auf die Integration von vdu^ wobei es durch passende Wahl der Faktoren u und dv häufig erreicht werden kann, daß fvdu leichter zu ermitteln ist als Judv.

Wie dieses Verfahren, welches man ^partielle Inte-c/rationa nennt1), angewendet wird, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

§ 16.

Beispiele für die partielle Integration.

Aufgabe 1. /Ina;. dx = ? Auflösung. Setzt man

(1.)             u — Ina;, also dv = dx^

so wird

(2.)               du _d , y = x.

x

folglich erhält man nach Formel Nr. 98 der Tabelle

/lna . dx = x . Ina; — ^x- - — x . Ina;—/dx, oder

(3.)               jlnx . dx = x(lnx — 1).


Aufgabe 2.




Jarcsinx .dx



Auflösung. Setzt man

(4.)           u = arcsinx, also dv — dx^

so wird

            , dx

(o.)           du = . . — i v = x,

V1—x2

G.        /' xdx

larcsinx . dx = x . arcsinx — I 7   .....,

J JV1—x2

folglich erhält man aus Formel Nr. 31 der Tabelle

(6.) Jarcsinx . dx = x. arcsinx -|~ V1—x2.

Aufgabe 3. Jarctgx . dx = ?

Auflösung. Setzt man

(7.)           u = arctgx, also dv = dx^


so wird (8.)




du —



[image: ]




v — X,




arctgo . dx — x. arctgo —




C xdx

1 — x2



folglich erhält man nach Formel Nr. 30 der Tabelle


(9.)



Jarctgx . dx = x . arctgo — 1ln(1 + x2).

Aufgabe 4. f x"lnx . dx = ?

Auflösung. Setzt man

(10.)            u = Inx, also


dv = xmdx^

xm+1

m _ 1



so wird

m — 1 \ m -f-1/

Für m = 0 geht diese Aufgabe in Aufgabe 1 über.

Aufgabe 5. Jx. e””. dx = ?

Auflösung. Setzt man

(13.)           u = x, also dv = e".. dx,

so wird

(14.)             du = dx, v = 1.ea,

m

(15.) Ix. en .dx = — - e»na---(e»z . dx

J          m      mj

1

= —, • e^nx(mx — 1).

m2

Aufgabe 6. Jxsmx. dx = ?

Auflösung. Setzt man

(16.)          u — x, also dv = sinx. dx,

so wird

(17.)        du — dx       v = — cqsx,

(18.) /xsinx . dx = — xcosx -/cosx . dx = — xcosX — sinx.

Aufgabe 7. Jx2cosx . dx = ?

Auflösung. Setzt man

(19.)          u = x2, also dv = cosx . dx^

so wird

(20.)        du = ^xdx^ v = sinx,

(21.) fc2 cos x . dx = x2 sinx — 2/ xsinx . dx^

folglich erhält man mit Rücksicht auf Gleichung (18.)

(22.) Jx2cosx . dx = xsinx — 2xcosx — 2sinx.

Aufgabe 8.       /(Inx)" . dx = ?

Auflösung. Setzt man

(23.)            u = (Inx)", also dv = dx,

so wird

doc (24.)         du = m(Inx)"-1 •1 v — x,

(25.)    / (lnx) . dx = x(Inx)" — m/(Inx)"-1. dx.

Das gesuchte Integral ist durch diese Gleichung auf ein ähnliches zurückgeführt, das aus dem gesuchten hervorgeht, indem man m mit m — 1 vertauscht, und das deshalb einfacher ist. Durch wiederholte Anwendung der Gleichung (25.) findet man für jeden positiven ganzzahligen Wert von m das gesuchte Integral. Ist z. B. m so erhält man

(26.)      J (Ina:)4 . dx = x(Inx)4 — 4 /(Inx)8 . dx,

(27.)      J(Ina:)3 . dx = x(lnx)3 — 3/(Ina;)2 . dx,

(28.)       / (Inx)2 . dx = x(lnx)2 — 2/1nx . dx,

(29.)         /lnx . dx = xlnx — x.

Indem man Gleichung (27.) mit — 4, Gleichung (28.) mit - 4.3, Gleichung (29.) mit —4.3.2 multipliziert und sodann die Gleichungen (26.) bis (29.) addiert, erhält man

(30.)    /(Ina;)4 . dx = x[(Inx)4 — 4(Inx)8

+ 4 . 3(Inx)2 —4.3. 2(Inx) + 4.3.2.1].

In ähnlicher Weise findet man

(31.) /(Inxy . dx = x[(Inx)" — m(lnx)”-1 —m(m — 1)(Inx)”—2 --m(m — 1)... 3.2 . Ina? —m!.

Aufgabe 9.       /e=. xm .dx = c^

Auflösung. Setzt man

(32.)            u = also dv=e.dx,

so wird

(33.)           du — mxm~1. dx^ v=e,

(34.) Jez . x>Hdx — xm . ex — m /e^. xm~Y. dx.

Auch hier ist das gesuchte Integral auf ein einfacheres zurückgeführt, das aus dem gesuchten hervorgeht, indem man m mit m — 1 vertauscht. Deshalb findet man durch das gleiche Verfahren wie bei der vorhergehenden Aufgabe (35.) je^. xmdx — ex[x” — ma"—1 m(m — 1)x"—2--b

• • • — m(m — 1)... 3.2 . x # m ! .

§ 17.

Integration von einigen trigonometrischen Funktionen durch partielle Integration.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 99 bis 118.)

Aufgabe 1. Jcq^x .dx

Auflösung. Setzt man

(1.)          u = cosx, also dv = cosx. dx^

so wird

(2.)        du = — sin x . dx, v sin x,

(3.)         Jcos2x . dx = cosxsinx — Jsvo?xdx.

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nicht einfacher als das gesuchte. Integral; beachtet man aber, daß

sin2x = 1 — cos2x

ist, so geht Gleichung (3.) über in

Jcos2x . dx = cosxsinx +/dx —Jco^x . dx.

Kiepert, Integral- Rechnung.

Dies gibt, wenn man das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung auf die linke Seite bringt und die ganze Gleichung durch 2 dividiert, ), .                  6 ,     7       1 .                x

(4.)          /coSK .ax=^ Sin«cos T 9 •

Aufgabe 2.              . dx = ?

Auflösung. Setzt man

(5.)         u = sinx, also dv=sinx.dx,

so wird

(6.) du=cosx.dx, v — — cosx,

(7.) Jshi~x . dx = — sinxcosx — Jco^x . dx.

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, daß

cosx = 1 — sinx

ist, so geht Gleichung (7.) über in

Jsw?x . dx = — sinxcosx -Jdx — Jsin?x . dx.

Dies gibt, wenn man das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung auf die linke Seite bringt und die ganze Gleichung durch 2 dividiert, (8.)           /sin2x . dx = — 5 sin x cos x + 3 •

Man erkennt ohne weiteres den Zusammenhang zwischen den beiden letzten Aufgaben. Die Gleichungen (3.) und (7.) stimmen miteinander überein, und durch Addition der Gleichungen (4.) und (8.) erhält man

(9.) Jcos2x . dx -+ Jsin2x . dx = /(cosx - sin?x)dx= Jdx — x.

Außerdem wird auch noch die Lösung der einen Aufgabe durch die Substitution (10.)                x = 7 — t

in die Lösung der anderen Aufgabe übergeführt. So wird durch diese Substitution z. B.

J^vd-xdx = —Jco^tdt.

Ahnliches gilt auch, für die hier noch folgenden Aufgaben ; die Aufgaben lassen sich einander paarweise so zuordnen, daß die Lösung der einen Aufgabe sich unmittelbar aus der Lösung der anderen durch Anwendung dieser Substitution ergibt.

Die Aufgaben 1 und 2 lassen eine wichtige Verallgemeinerung zu, die in den Aufgaben 3 und 5 untersucht werden soll.

Aufgabe 3. Jcos"x . dx = ?

Auflösung. Setzt man

(11.) u = cos"-1x, also dv=cosx.dx, so wird

(12.) du — — (m — 1)cos"-2xsinxdx, v = sinx.

(13.) jcosmx. dx = cos”-1xsinx - (m — 1)/cos”— 2xsin2xdx.

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, daß

(14.) sin2x=1—cos2x, also cos"-2xsin2x=cos"-2x—cos"x ist, so erhält man

(15.) Jcos"x . dx = cos”- 1xsinx - (m — 1)/cos"— 2x . dx

— (m — 1)/cos”x . dx,

oder, wenn man das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung, welches mit dem gesuchten Integral identisch ist, auf die linke Seite bringt und die ganze Gleichung durch m dividiert,

/’               1            .       m —-1 /*

(16.) (cos"x . dx = - cos"— x sin x -— - (cos"—2x . dx.

J         m           m J

Lür m = 2 geht diese Gleichung in Gleichung (4.) über.

Das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (16.) geht aus dem gesuchten Integral hervor, indem man m mit m — 2 vertauscht, und wird daher einfacher, wenn m = 2 ist. Es sei z. B. m dann wird

i'             1                7 c

(17.) Icossx. dx = - cos'xsinx — 0 (cos°x . dx,

'               8                 8 /


(18.)

(19.)

(20.)




C, 1 • । x

COS-a . dx = COS x sm x + Q ■ 2 2




cos4x . dx,




cos2x . dx,



Indem man Gleichung (18.) mit — Gleichung (19.) mit 8

7.5                 7.5.3

’ i Gleichung (20.) mit--'/ multipliziert und sodann

S.0                 o.b.4

die Gleichungen (17.) bis (20.) addiert, erhält man

cos8x . dx = sin x


- p Q

-—-—T CQS°X

8.6.4



, 7.5.3      \ , 7.5.3.1

+8.6.4.2087)8.6.4.23.

In ähnlicher Weise findet man

- ,  .(1,6  .,6.4  .

COS’C . dx = sinx( „ cOs°X — — _COS*X — - a . COS-a

\7       7.o     1 7.5.3

6.4.2 \

7.5.3.1)

Man wird jedoch in allen Fällen, wo m = 2n — 1 eine ungerade Zahl ist,/cos"xdx lieber mit Hilfe von Formel Nr. 54 der Tabelle, nämlich mit Hilfe der Formel

Jcos2n+1x . dx =/(1 — sin2x)" . d(sinx)

berechnen. Für m = 7 findet man dann z. B.

(23.) /cosG. dx = f(1 — 3 sin2x - 3 sinG — sin®x) d(sin x)

• o , 3 . -          1 . -

= sm x — sin’- T - Sinn- — 7 sm'.

Man kann die Übereinstimmung der beiden Resultate in Gleichung (22.) und (23.) leicht nachweisen.

Ist dagegen m eine gerade Zahl und positiv, so ist man, wenn man nicht die JMoivresehen Formeln anwenden will (vergl. Formel Nr. 94 der Tabelle), auf die in Gleichung (16.) enthaltene Rekursionsformel angewiesen. Dabei findet man ähnlich wie in Gleichung (21.)

(24.) (cos2nx . dx = sinx cos2n—1x -      --- cos2n—3a

J                 L2n           2n(2n — 2)

(2n-l)(2n-3)    ,,   ,

+--0----A.—---TT cOs2"°X 4- • •

2n . (2/? — 2) (2n — 4)

(2n — l)(2n — 3)... 5.3 I

+ 2 n(2n—2)(2n — 4). ..4.2 105 “

(2n — 1) (2n — 3)... 5.3.1

+ 2n(2n —2) (2w — 4)...4.2“:

Die Richtigkeit dieser Formel kann man mit Rücksicht auf Gleichung (16.) durch den Schluß von n auf n — 1 beweisen.


Aufgabe 4.




6 dx

cos”.



Auflösung. Die Gleichung (16.) bleibt auch dann noch richtig, wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man z. B.

m = •— (n — 2) = — n — 2, also

m — 1 = — n — 1 = — (n — 1), m — 2 = — n,

so geht die Gleichung (16.) über in

,o-   6 dx _ sinx         —(n — 1) i' dx

J cos"-2x — (n — 2) cos"- 1x   — (n — 2)/cos"x

In diesem Falle ist aber das Integral auf der linken Seite der Gleichung einfacher als das auf der rechten Seite. Deshalb bringt man die Gleichung (25.) auf die Form

n — 1 {dx         sin x        i' dx

n — 2/cos"x   \n— 2)cos" 1x   Jcos"—2x

oder

	
6 dx           sin x । n — 2 /* dx



J cos"x (n — 1) cos”- Ix   n — 1/cos”— 2x

Es ist z. B. mit Rücksicht auf Formel Nr. 48 der Tabelle

/' dx  sinx 3 f dx

	
• J cosx 4 cos4x4 J cos3x 1



’ dx sinx     1 i' dx

cos3x    2cos2x 2 Vcosx


(29.)



' dx .

= — In

COSC

3

also, wenn man Gleichung (28.) mit 4 : Gleichung (29.) mit

3 1

. ’ - multipliziert und die Gleichungen (27.) bis (29.) addiert, 4.2

4 “ , 3  — , /  2 = q—3--—  tgx.

COS*a 3 cosra 3 J COSX 3 cos'a 3

Man wird aber, wenn n eine gerade Zahl ist, zur Be-

doc

zweckmäßiger die Formel Nr. 61 der

cos"a °

Tabelle anwenden, nach welcher

" olo (

-c2,,=/(1—tg2x)"-1.d(tgx)

UUP •l 1

wird. In dem vorliegenden Falle ist z. B.

doc /

cos4g —/(1- tg-x)d(tg«) —tg«- 3 tgx.

Aufgabe 5. Jsin"x . dx = ?

Auflösung. Durch die Substitution kann diese Aufgabe, wie schon erwähnt, auf die Aufgabe 3 zurückgeführt werden; hier möge jedoch, davon unabhängig, die partielle Integration angewendet werden. Setzt man (34.) u = sin"- 1x, also dv = sin'x . dx^ so wird

[image: ]



(35.) du = (m — 1) sin”— 2xcosxdx, v = — cosx,

(36.) Jsin"x . dx = —sin"- 1x cosx - (m—1)/sin"—2xcos2xdx.

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nicht einfacher als das gesuchte Integral: beachtet man aber, daß

1

 Die häufig gebrauchte Bezeichnung „teilweise Integration “ ist sprachlich nicht zulässig.


(37.) cos2x = 1 — sin2x, also sin"—2x cos2x — sin”— 2x — sin”x

ist, so geht Gleichung (36.) über in

JsixLmx . dx = — sin"-1x cos x — (m — 1)/sin”— 2x . dx — (m — 1)/sin"x . dx.

Dies gibt, wenn man das zweite Integral auf der rechten Seite, welches mit dem gesuchten Integral identisch ist, auf die linke Seite bringt und die ganze Gleichung durch m dividiert,

.   /’•          7              1   .       .             , m --- 1            0      7

(38.) (sin"x . dx = — sin”acosX -------(sin"x . dx.

Für m geht diese Gleichung in Gleichung (8.) über.

Das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (38.) geht aus dem gesuchten hervor, indem man m mit m — 2 vertauscht, und wird daher einfacher für m £ 2. Es sei z. B. m — 8, dann erhält man


(41.)




sin8x . dx —




sin6w . dx — —




1 . -

- sln’Ncos x + o

1 • 5

,sin°x COSC ——

b.




7 /' e

sin°a .da.




sin4x . dx — — 1 sins cos x  4                  1

p.g 1 • ।

sin-a . dx = — sm x cos x +

2




o

6

3

4




sin4x . dx,




sin2x . dx,



Dies gibt ähnlich wie bei /cosx . dx

(43.) (sins . dx = — cos x( 1 sin7# _L sin5x    ‘ T sinsx

/                        \8          8. b 8. b. 4


7.5.3 

87674.2



7.5.3.1 

8.6.4.2

In ähnlicher Weise findet man für m = 7

7 , /1.6.6.4.

(sin’x. dx — — cos x( — sin°x — —  sin4x — ——. sima?

J               7      7.5      7.5.3

, 6.4.2 \

7.5.3.1,

Man wird jedoch in allen Fällen, wo m = 2n — 1 eine ungerade Zahl ist, jsin"x . dx lieber mit Hilfe von Formel Nr. 56 der Tabelle, nämlich mit Hilfe der Formel

/sin2n+1x . dx = —J (1 — cos2x)"d(cosx)

berechnen. Für m — 7 findet man dann z. B.

(45.) Jsin7x . dx = —/ (1 — 3 cos2x — 3 cos4x — cos®x) d(cosx)

,        ,        3       _ , 1

= — CoS- T CoS7- — 5 coSn- T 7 CoSX-

Ist dagegen m eine gerade Zahl, und will man nicht die Moivreschen Formeln anwenden (vergl. Formel Nr. 96 der Tabelle), so ist man auf die in Gleichung (38.) enthaltene Rekursionsformel angewiesen. Dabei findet man ähnlich wie in Gleichung (43.)

/'.                   r 1 2n — 1

(46.) |sin2nx , dx = — cosx sin2n—1x - ,---- sin2n—3x

J                   L2n          2n(2n — 2)

(2n-l)(2n-3)

2n(2n — 2) (2n — 4)

(2n — 1) (2n — 3)... 5.3

T 2n(2n — 2) (2 — 4)... 4.2 sin “

(2n — l)(2n — 3)... 5.3.1 .

+ 2n(2n — 2) (2n — 4). ..4.2 -


Aufgabe 6.




f dx

SlYl^X



Auflösung. Auch Gleichung (38.) bleibt noch richtig, wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man daher wieder

m — (n — 2) = — n - 2, also

m — 1 = — n — 1 = — (n — 1), m— 2 = — n,

so geht Gleichung (38.) über in

dx              cosx , —(n — 1) i' dx

sin"-2x —{n — 2) sin"-1x —(n—2)/sin"x

Daraus folgt in ähnlicher Weise wie vorhin

,9 f dx          cos x n — 2 r dx

J sin"x (n — 1) sin"— 1x n — 1J sin”--x

Es ist z. B. mit Rücksicht auf Formel Nr. 47 der Tabelle


(49.)

(50.)

(51.) also



dx     cos x,3/dx

sin5x 4 sinke 4 J sin3x

dx        cosx    1 C dx

sin3x       2sin2x   2 sinx ‘

dx , .    = In

snx

/ dx         cosX 3cos3 , 3.1t , /oc\

(52.) I .e = — .---—.    — —— In tg(.)

J sin°x     4 sm x   4.2 sink 4.2 L ° 2 /

doc

zweckmäßiger sin"a °

durch die Formel Nr. 64 der Tabelle, nämlich durch die

Formel

/ oloc (

I^^X - —J1 + ctgx)"- . d^ctgx)

ermittelt. Es ist z. B.

dloc ( '

. . =— ((1ctg2x)d(ctgw)— — ctgo — —ctg3x.

sm% J            3°

Aufgabe 7. /sin"x cos"x dx =

Auflösung. Ist n eine ungerade Zahl, so findet man die einfachste Lösung der Aufgabe mit Hilfe von Formel Nr. 57 der Tabelle; und ist m eine ungerade Zahl, so kann man Formel Nr. 58 der Tabelle mit gutem Erfolge anwenden. Sind aber m und n beide gerade Zahlen, so wird man in den meisten Fällen durch Anwendung der Formeln cos2x — 1 — sin2x und sin2x = 1 — cos2a

zum Ziele kommen. Handelt es sich z. B. um /cos®xsin4xdx, so wird man setzen

JcQ^x^h^xdx = Jcos®x(1 — 2cos2x - cos4x)dx

=Jcos^xdx — ^JaQ^xdx + JcQs^xdx.

Diese Integrale kann man aber mit Hilfe der Formel Nr. 101 der Tabelle berechnen.

Oder man setzt

Jcos’x sin4xdx = /sin4x(1 — 3sin2x - 3sin4x — sin®x)dx

= /sin4xdx — 3/sin6xdx -|- S /six^xdjc— Jsin10xdx und benutzt dann Formel Nr. 104 der Tabelle zur Berechnung dieser Integrale.

Man kann aber auf die vorgelegten Integrale auch unmittelbar partielle Integration anwenden. Setzt man nämlich

(54.)         u = sin"—1x, dv = cos"xsinxdx,

und deshalb

cos?1o

(55.) du = (m— 1)sin"2xcosxdx, v =----

V l“ 1

so erhält man

, sinm— 1x cosn+1x

(56.) isnxmxcosnxdx =--------; „------

J                        n 4- 1

, m — 1 i'.     „        . , ,

—   , ~ /smw-xcos"t-dx.

n + 1J

Ist m positiv und n negativ, so ist diese Formel sehr brauchbar. Ist z. B.

n = — m,

so geht Gleichung (56.) über in

‘sin” ,             sinm—lo , m — 1 (sin”— -x ,

cos"a        (— m — 1) cos”-‘a --m - 1/ cos” -X

oder

(57.) Jtg"xda = — 1tg"-I — Jtg"-‘x dx.

Ist aber n gleichfalls positiv, so benutze man die Beziehungen

cos2x = 1 — sin2x, sin"- 2xcos+2x = sin"-2xcos"x — sin"x cos"x .

Dadurch geht Gleichung (56.) über in

, sinm—Ixcosn+1 , m—i r.    ,

lsmmx cosnxdx = —       , .     —  ,  (sin" -xcos"xdx

J                    n -f- 1       n—1

m — 1 ,

, . lsmmx cOs"X dx.


oder



n + V

m - n / .          ,        sinm—lxcos”+1x

. Ismmxcosnjcax =--;— --—

n—1. n—1 , m — 1       ,

— - - (sn"-xcos"xdx.

n + 1J

Daraus folgt

_.G. , sin”— lcos”+1x

(58.) (sim"xcos"xdx =---;--

j                  m + n

, m — 1      „

---—— / sin" Ax cos"X ax.

m nj

Durch diese Formel kann man den Exponenten von ' sinx reduzieren. Einen besonderen Fall dieser Formel erhält man für n dann geht nämlich Gleichung (58.) in Gleichung (38.) über.

Vertauscht man in Gleichung (58.) m mit —m — 2, also m — 1 mit — m — 1 und m — 2 mit — m, so erhält man cos"xdx           cos"t1x           m — 1 i'cosnxdx

sin"— 2x     (n — m — 2) sin"- 1x n — m—2 J sin"x

oder

(cos”xdx         cosn+1a n—m_2/cosnodx

(09.) /---;-- — = --7------.. .----i---      --z--f —----5— *

J sin"x (m — 1) sin"X m — 1 Jsin"*a

Einen besonderen Fall dieser Formel erhält man wieder für n dann geht nämlich Gleichung (59.), wenn man m mit n vertauscht, in Gleichung (48.) über.

In ähnlicher Weise kann man den Exponenten von cos: reduzieren. Setzt man nämlich


(60.)



u = cos"- 1x, dv = sin"x cos xdx^.

also

(61.) du—{n — 1) cos"-2xsinxdx,


sin"+1a m — 1



so wird

/AA \   / •                 7        bLLL     •U UVk

(62.) Ismmxcosnxdx =------—

J m + 1

n‘0     -L A • IO           o 7

---—, (sin"-xcos"xdx.

m + 1./

Ist n positiv und m negativ, so ist -diese Formel sehr brauchbar; ist z. B.

m — —

so geht Gleichung (62.) über in cton—1o    ("

ctg"xda =--,—--lctgn~2xdx.

Ist aber m gleichfalls positiv, so benutze inan die Beziehungen

sinAx = 1 — cos2x, sinm+2x cos”— 2x — sinma cos”— 2x — sinmx cos”a.

Dadurch geht Gleichung (62.) über in


sin”o cos” dx




sin”+1w cosn—1




n — 1 6.        ,,

sin"a cos" ~xdx



n -- 16.          7

sln"a cos"X dx,

oder


m-n/.      7

"sn"X cos"X dx




sin"+1x cos"-1x m — 1



sin"x cos”— 2x dx;

daraus folgt


(64.)




sin”o cosRw dx




sinw+G cos”— 1x m - n



, n — 14.


n—2x dx.



—   , - /sm^cos

m-NJ

Durch diese Formel kann man den Exponenten von cos x reduzieren. Einen besonderen Fall dieser Formel erhält man für m dann geht nämlich Gleichung (64.), wenn man n mit m vertauscht, in Gleichung (16.) über.

Vertauscht man in Gleichung (64.) n mit — n — 2, also n — 1 mit — n — 1, n — 2 mit — n, so erhält man l'sinmxdx        sin"+1x         — n — 1 fsin"xdx

J cos"— 2x {m — n — 2) cos"—1x m — cos"x oder

(sin"xdx sin”t1x m — n — 2 / sin"x dx

' J cos"x (n — 1) cos"- 1x n — 1 J cos"— 2x

Einen besonderen Fall dieser Formel enthält bereits Gleichung (26.).

Die hergeleiteten Formeln bleiben richtig, gleichviel, ob die Zahlen m und n c/erade oder ungerade sind.

Was in den vorstehenden Aufgaben für die trigonometrischen Funktionen sinx, cosx, tgx, ctgx gezeigt worden ist, kann in entsprechender Weise auch für die hyper-holischen Funktionen Sinc, (Sofa?, Vgx, Etgx ausgeführt werden; um Raum zu sparen, sollen hier nur die Resultate angegeben werden. Es ist

Coi"x . dx = Gojm-lx Sin x —        Coin—2x . dx.

(68.) J^Qmx. dx = — m 1 g"-lz +Jg"-z . dx^

(69.) /Etg"g . dx — — „I Etg"- ‘g + 2g . dx.

Aufgabe 8. Jeacos(bx)da = ?

Auflösung. Setzt man

(70.)            u = eax,      dv = cos(bx)dx,

also

(71.)         du = a^dx^   v = Lsin(bx),

so erhält man

(72.) /ed.cos(bx)da = L e.Esin(bx) — 2 i eax sh'i(bx)dx.

Setzt man dagegen

(73.)           u — eax      dv = sin(bx)dx,

also

(74.)          du = aeaxdx^   v = — Lcos(bx),

so erhält man


(75.) jesin(bc)da = —




cos(bx) —




"cc^bx)dx,



Dies gibt, wenn man Gleichung (75.) mit —2 multipliziert, zu Gleichung (72.) addiert und das Resultat durch ;— dividiert,


b2

(76.)



/'      , K;           acos(bx) 4- bsin(bo)

/encos(bx)da —e: — a_ 62


C i addiert b

; so erhält



Multipliziert man dagegen Gleichung (72.) mit dann Gleichung (75.) und dividiert durch —2.

man

, i'                    asinCbx)—bcos(bo)

(77.) e««sin(b.)dx = e«.--v , , ,,— - •

J                             a- -t b-

Noch einfacher findet man diese Gleichungen (76.) und

(77.) durch Anwendung der Formeln

2 cos(bx) = ebxi — e~bxi 2i sin(bx) = ebxi — (‘~bjri.

§ 18.

Integration von einigen irrationalen Funktionen durch partielle Integration.

(Vergl.-die Formel - Tabelle Nr. 119 bis 131a.)

Aufgabe 1.

Auflösung. Die Aufgabe ist mit Aufgabe 5 im vorhergehenden Paragraphen nahe verwandt, denn setzt man

x = a sin t, also dx = a cos tdt, Vd1 — x2 = a cos t, so wird

f xmdx Cam . acostdt A.

(— = /---- -----= a^lsin^idt.

V dr — x2

dann wird nach Formel Nr. 31 der Tabelle

(2.) du =   — 1)x"-2dx, v — — y' dr — x2,



(3.) I 2 d- =—xm~~iy'a‘1— 2_(m_1)/2»—2dxVa2 — 22.

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nicht einfacher als das gesuchte Integral: beachtet man aber, daß

cy2  2 gy2,270--2 

—। . « O • 1 1 A 6- / 6 6 CU • •V

Va — x~—       i also daß x" Vaf—x-==-

V d- — x2                          Va2 — x2

ist, so geht Gleichung (3.) über in

/' x>Hdx          ,,,---5 , ,     l((a2xn—2 xm)dx

JVa2—x2 J Va2— x2

Dies gibt

( X da       1y/a2.— 2   (m — 1)a


Cxm~2dx

V a1 — x2



JVd^— x2


— (m —




( xmdx Jy cd—x2



Das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Glei-chung ist mit dem gesuchten Integrale identisch. Bringt man dasselbe auf die linke Seite und dividiert die ganze Gleichung durch m, so findet man

, C cc,ndx              ---5 , (m— 1)a2(x—2d:



(-1.) 1 ■ - —=--V a-—X- + - - —— / — -=•

In dieser Formel geht • das Integral auf der rechten Seite der Gleichung aus dem gesuchten Integral hervor, indem man m mit m—2 vertauscht. Es ist daher, wenn die ganze Zahl m =2 ist, einfacher als das gesuchte Integral.

Für m erhält man z. B. mit Rücksicht auf Formel

[image: ]



6" dx


(8.)



—— = arcsn

Va2—-x2

5o2

Indem man Gleichung (6.) mit - - 1 Gleichung (7.) mit °e3A, Gleichung (8.) mit °e341g multipliziert und die Gleichungen (5.) bis (8.) addiert, erhält man

x6da           /,----./x5 , 5a2x3 , 5.3a4ov

22 = — Va2—«‘(6 + 6.4 + 6.4.2)

abarcsin

In ähnlicher Weise findet man für m mit Rücksicht auf Formel Nr. 31 der Tabelle

[image: ]



;6 6a2x4 6.4a4x2 6.4.2a%

7 T 7.5 T 7.5.3 7.5.3.1

Man wird aber die in Gleichung (4.) enthaltene Rekursionsformel nur anwenden, wenn m eine gerade Zahl ist. Für ungerades m, also für m = 2n — 1 führt die Substitution


(11.)



V a^ — x2 = t

schneller zum Ziele. Es wird dann nämlich

a2 — x2 = t2,    = a2 — t2, xdx = — tdt,

also

(12.) /-,d - - /"a-s,tytdt =a—

J V a^—x^     J 1          J

so daß man nur eine ganze rationale Funktion zu integrieren hat. Es ist z. B.

I Kd — — ((as — 3a+2 4- 3a2t4 •— t^dt

Jya2—x2 J

oder, wenn man für t den Wert aus Gleichung (11.) ein-setzt,

[image: ]

6 . 4a4x2

t 7.5.3

6.4. 2aß

T 7.5.3.1) '

Das in Gleichung (9.) enthaltene Resultat kann man sogleich verallgemeinern. Setzt man nämlich





1       1.3

Os2‘ 52.4'

allgemein




1.3.5

Cs = 2.4.6 ’ ’'




(14.) cn— 2.4.6




1.3.5...(2n— 1)




so wird




(2n)




Cn+1




 1.3.5... (2h—1 )(2n — 1)

2.4.6... (2n)(2n - 2) ’




(15.)




C23C35

c;4‘ c,56‘3




C,+1 2h H 1

cn 2n — 2



Setzt man ferner

G(x) =2=c3,

x3 3a2x Ca /33 a2x\ c23,

- 4 + 2.4 =  U + 2 7 - e, 3 + “ G") ’

xc , a2a3 , 3.5a4x     c3x5  , a2x3 3a4x

6") = 6 ++.6* 2.4.6 = c 5 +4 2.4

_eg+c2G,(2),

C2L5            J

allgemein

g, ,y. x2n—1 । (2n — 1)a?x2n—8

(16.) G»()- 2n (2n—2)2n

3.5... (2h — 1)a2ns2x

2.4 ... (2h — 2)2h ’


(17.)



xc2nt1 (2n — 1)a2x2”-1

2h - 2    2h(2h — 2)

, (2h— (n—1)4x28 (     ( 3.5 ... (2h—1)(2n—1)a2"x

+ " (2h—2)(2h)(2h + 2)        2.4. .. (2n—2)2n(2n—2)

_ c,+1 r x2n+1     a?x2n—1    (2h — 1)a4x2*—3

cn _2n — 1 2h (2h — 2)2n , 3.5... (2h -—1)a2nx 1 2.4... (2h — 2)2h J '

Kiepert, Integral - Rechnung.

so wird

c 11 r x2n+1                  i

(18.)     G»+1(«) = ,21 + a2G»(«)-

Nach Einführung dieser Bezeichnungen erhält man

"x2ndx . /x\ 1) , z

— = cn . a-"aresin( ) Va-—x.Gn(a).

Va2 — x2 C/

Die Richtigkeit dieser Formel kann man durch den Schluß von n auf n — 1 beweisen. Es ist nämlich nach Gleichung (4.) für m = 2n - 2

(x2n+2dx x2n+1      ---7    (2n -f- 1)a2 /' xindx

Jyamj =  2, + 2 1 "  ' + 2 + 2/Va 2 '

oder, wenn man voraussetzt, daß Gleichung (19.) richtig ist,

[image: ]



[image: ]




(2n — 1)a2 2n - 2



[image: ]



(2n - 1)a2 / -

- 22 V“s«- G,^x) 1

also mit Rücksicht auf die Gleichungen (15.) und (18.)

. i'xinJr2dx         ,        . /x\           ,, ,

(20.) /— — = c,+1a2"t2arcsin( )—V a-—x2.G,+1(x).

jya1—x2               NC/

Ist also die Gleichung (19.) richtig, so bleibt sie auch richtig, wenn man n mit n — 1 vertauscht. Aus den Gleichungen (5.) bis (9.) erkennt man, daß die Gleichung (19.) für n = 1, 2 und 3 richtig ist, folglich bleibt sie auch richtig für n 5, 6,..., d. h. für alle ganzzahligen, positiven Werte von 2.

Aufgabe 2.      /xwdxVa2—x- = ?

a2x” ”+2


Auflösung. Es ist

(21.)           xmV a2—x2

folglich wird
[image: ]

Nun erhält man aus Gleichung (4.) durch Vertauschung von m mit m 1 2



[image: ]

x "xm+2dx         m++1 ,) ,---- , (m - 1)a2 /' mdx

(23.) -m2 Vo—3 + m2/Vma

Subtrahiert man diese Gleichung von der vorigen, so ergibt sich

l' i p,,    ,     x+1 /,------, , a- i' xmdx

(24.) Ix^clx v a- - -22 = —Va2 — x2 —            - •

J          m—2 m 2. Va2—x2

Das Integra] auf der rechten Seite dieser Gleichung kann man dann weiter durch die in Gleichung (4.) enthaltene Rekursionsformel reduzieren. Man findet z. B. für m = 0 mit Rücksicht auf Formel Nr. 34 der Tabelle (25.) IdxYa2 x2 = 2 Va2 — x2 + 2 aresin(), und für m — 1 mit Rücksicht auf Formel Nr. 31 der Tabelle (26.) fxdxV^—2=4 Vd2 x2 — 4 ya2—22

= — 1 (d2 — x2) yd2—x2.

3

Auch hier wird in dem Falle, wo der Exponent m eine ungerade Zahl ist, die Substitution

y dr1 — x2 = t, x2 = d2 — t2, xdx = — tdt schneller zum Ziele führen. So ist z. B.

Ixdxyd2—x2 = — it2dt = — 3 , woraus sich wieder das in Gleichung (26.) gefundene Resultat ergibt.

yd r

-= ? xny d2 — x2

Auflösung. Gleichung (4.) bleibt auch dann noch richtig, wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man z. B.

ni = — {n - 2)= — » + 2, also

m — 1 = — n — 1 = (n — 1), m — 2 = — so geht Gleichung (4.) über in

6 dx Va2 — x^ , —{n — 1)a2/ dx Jxn~2ya2—22  (n—2)x"-1    — (n—J^ya2—2

In dieser Gleichung ist das Integral auf der linken Seite einfacher als das auf der rechten. Deshalb vertauscht man beide Seiten der Gleichung und findet durch Multi-n -— 2 plikation mit dem Faktor 7----., ,

1                           {n — 1)af

,7, 6 da            Va2 — xc2 I n — 2 f dx

"JxmVa—q ^n—yd2xn-' '

Es ist z. B. für n = 2 in Übereinstimmung mit Formel Nr. 38 der Tabelle

( dx _ yd2—x2

( Zö.)                       /      ,              -----5------•

J x2 V d2 — x2         Cx

dx

— durch

x2my a2 — x2

wiederholte Anwendung der gefundenen Rekursionsforniei immer zurückführen. Dagegen gelangt man für ungerade doc

auf welches die in Gleichung x y d2 — x2

(27.) enthaltene Formel nicht mehr anwendbar ist, weil die rechte Seite die Form co — co annimmt. Man erhält aber nach Formel Nr. 37 der Tabelle
[image: ]

Auflösung. Man kann das gesuchte Integral leicht auf /Sin"t . dt zurückführen, indem man

x = aSint

setzt: denn dann wird

dx = aCosjt. dt y a2—x2 = aCojt, also

/’ xmdx        i'.

/ .  = a"f         . dt.

Unabhängig davon kann man die Aufgabe in folgender Weise lösen. Setzt man

(30.)      u —   1, also dv——1

Va2—32

so erhält man

(31.)       du =   — Y)xm~2dx} v=Va2—x2,

(32.) /y"   , = V «2 +«” — (m — i)Ja"—dxy a + 2” ■

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, daß

, , a2 + x2   ,-5  a2x—2_x

Va2—x2 = — —L — , x?—2Va2 A x- — — — _

Va2—x2 Va2—x2

ist, so geht Gleichung (32.) über in
[image: ]


Bringt man das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung, da es mit dem gesuchten identisch ist, auf die linke Seite und dividiert die ganze Gleichung durch m, so erhält man

. i' xmdx     i—1/,—ö  (m—V)d2 i'xm~2dx

(34.) / _____= - - Va2—32------- —-—/ —

JVa2—x2    m m /Va2—x2

Es ist z. B. für m mit Rücksicht auf Formel Nr. 35 der Tabelle


	
(35.)
	
/ x^dx      x5/, , ,   5a2 ( x^dx

1,--- — , Va-—x-   o 1 _>

JVa2—x2 0          6.Va2—x2


	
(36.)
	
/' x^dx     x3/, ,   3a2 ( x2dx

/ , - — . =  Va2—-x2--0- 5

J V a- -f- x1    4              4J.V d2 4-- x2


	
(37.)
	
/' x2dx     x I/, -—-   d2 ( dx

/ , — = u ya-^-x2   01 ,___,

Jyd2d-d2 2          ^Jya2-\-x2


	
(38.)
	
i' dx        ,      /x\    , /x -4- V d2 - x2'

._______= Ar Sin ( ) = ln(

JVa2—x2 \a/ \ a





Dies gibt
[image: ]




—,/x    a2x3 , 5 . 3a4x

1   6   6.4   6.4.2/

5.3.1 ... /x-Va2-x2

—ga‘ln(—

6.4.2    \ a

in ähnlicher Weise findet man

[image: ]




6a2x4 6 . 4a4x2 7.5 T 7 .5.3




6.4.2a"\

7.5.3.1)



man wird aber, wenn m eine ungerade Zahl ist, schneller zum Ziele kommen, indem man die Substitution

va2__t, 2—2 — a2 «da _ dt

Va2—x2

anwendet. So findet man z. B.

r x7dx G. , /*.


3a2t+ — 3a4t2 — dyd




(41.)



/         — xhdt = / (16

JVa2—x2 J J

3a2t5 ! , e,

- aH" — aH.

Die vorstehenden Formeln bleiben sämtlich noch richtig, wenn man — a2 mit — d2 vertauscht. Dadurch findet man z. B. aus Gleichung (34.)


(42.)




( x"dx

J Vx2 — d2




»—i   

y x2 — d2 — m




(m — 1)a2

m Jvx2 — a2




und aus den Gleichungen (37.) und (38.)
[image: ]




x/,---5 , a2,. ./X\

= 2 V«- —aH ArCo(a)

*) Durch Vertauschung von - a2 mit — a2 geht allerdings

. /Vax . . —---A ,

In (     0  —)= In(a + V a2 + 32) — In a

über in

In(g + Vo- — a2) — In(aV- 1) - In (“ t’g-----“) — In( —1).

Hierbei darf aber die Integrations - Konstante —ln(F—1) fortgelassen werden.

(° xcmd:

Man kann das Integral / ' leicht auf /Cos"t . dt J Vx2 - — d1

.zurückführen, indem man

x = «Soft setzt; denn dann wird

dx = a^'mt. dt. Vx2—a2=aSint, also

/' x)ndx            i' . , ,,

/ ,___- — a1'1          . dt.

JVx2—d2 J

Aufgabe 5. /x"dxVa+x2=?


Auflösung. Es ist



[image: ]



folglich wird

,L. I i                  .. d x,,ldx , (xmt2

(45.)    lxM dx V a- - x2 = a2l ,__ , —

/ JVa2—x2 JVa2-

Nun erhält man aus Gleichung (34.) durch Vertauschung von m mit m - 2

p,. i'xm+-dx xm+1 1)  —5   (m—1)a2/x"da

(46.) / )______— = — —- y a2 + x2 — h— — /- •

J V a2 — x2 m—2         m—2JVa2- x2

Addiert man diese Gleichung zu der vorigen, so ergibt sich


(47.) ix^dx]/d2 -f- x2



[image: ]

d2 i' xmdx m+2v d2 4- x2




Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung kann man dann weiter durch die in Gleichung (34.) enthaltene Rekursionsforniei reduzieren. Man findet z. B. für m = 0 mit Rücksicht auf Formel Nr. 35 der Tabelle

,0. ß          x,/-—2 । a2, /x-Va2—x2\

(48.) Idx y a2 X = 9 C-K-t 9 m(—-----)‘

und für m = 1 mit Rücksicht auf Formel Nr. 32 der Tabelle (49./dxVa2+22=*Va-g2+4 ya2~-yx2 = ^d2d~x2)yd2+x2.

Auch hier wird man in dem Falle, wo der Exponent m eine ungerade Zahl ist, besser die Substitution

Va2—x2=t

benutzen.

Durch Vertauschung von - a2 mit — a2 gehen die Gleichungen (47.) bis (49.) über in
[image: ]




Aufgabe 6.    4—da = ?

J x"V a2 — x2

Auflösung. Gleichung (34.) bleibt auch dann noch richtig, wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man z. B.

m = -— (n — 2) — — n — 2, also

m — 1 = — n - 1 = — (n — 1), m — 2 = — n,

so geht Gleichung (34.) über in

 ( da Va2—x2 (n — 1)a2/ dx Jx»—Va+a2 (n 2)a"-I n — 2 Jq”Va+x-

Vertauscht man beide Seiten dieser Gleichung mitein-

n — 2

ander und multipliziert mit dem Faktor —(    1) 2’ so

erhält man

, F dx          Va2—x2      n—2 ( dx

Jx^ya^-x2 (n 1)a1x"-1 (n 1)a3an-2Va?+-g2

Es ist z. B. für n in Übereinstimmung mit Formel

Nr. 40 der Tabelle

_            ( dx         Va2_x2

(55.) — •

Jx2Va2—x2 C-x

/ ooc

Auf dieses Integral kann /            durch wieder-

J x2”V d2 - x2

holte Anwendung der in Gleichung (54.) enthaltenen Re-

kursionsformel immer zurückgeführt werden. Dagegen

• • •

gelangt man in dem Falle, wo n eine ungerade Zahl ist, / *    do

zu /          , auf welches die in Gleichung (54.) enthaltene

JxVa2—x2

Formel nicht mehr anwendbar ist, weil die rechte Seite die Form co — co annimmt. Man erhält aber nach Formel Nr. 39 der Tabelle

/' dx        1 , .. /a\     1, /a—Va2-x2

(56.) / 1/ 2 L ,=—ArSin()=—ln( q-----)

JxVa--X “ N/ “ \ x /

Vertauscht man — a2 mit — a2, so gehen die Gleichungen (54.) und (55.) über in

(57.) ( dx          Va — a n — 2 f dx

J xn\x- — d1     (n 1)a2a"-1 (n — 1)a3 x"- 2Vx2—o?

1' dx  , Vx2 — dz   (Vergl. Formel Nr. 42 der

°°Ja2vg—ct a*z Tabelle.)

/'    dx

Auf dieses Integral läßt sich /     ~ durch wieder-

Jx^Vx^d2

holte Anwendung der in Gleichung (57.) enthaltenen Re-kursionsformel immer zurückführen. Dagegen gelangt man in dem Falle, wo n eine ungerade Zahl ist, zu /         ,

JxVx2 — a2

auf welches die in Gleichung (57.) enthaltene Formel nicht mehr anwendbar ist, weil die rechte Seite die Form co — co annimmt. Man erhält aber nach Formel Nr. 41 der Tabelle


(59.)



[image: ]



1      . ia

arcsn(

a \x

Anwendungen der Integral-Rechnung.

V. Abschnitt.

Quadratur der Kurven.

	
§ 19.



Quadratur der Kurven bei Anwendung rechtwinkliger Koordinaten.

Nach Formel Nr. 4 der Tabelle ist der Flächeninhalt einer ebenen Figur, welche begrenzt wird

	
1 .) von der Kurve y =


	
2 .) von der X-Achse,


	
3 .) von den beiden Ordinaten x = a und x=b, gleich



b g

(1.) F = /ydx = J'Ft(x)dx = [F(x)] = F(b) —

wobei F(x) = f(x) sein soll.

Die Berechnung des Flächeninhaltes von solchen ebenen Figuren nennt man: „Quadratur der Kurven"'. Man kann die dafür angegebene Formel sofort zur Lösung der folgen-den Aufgaben benutzen.

Aufgabe 1. Es sei eine Kurve durch die Gleichung

(2.)                        Sy = x2

gegeben (Fig. 12); man soll die Fläche ABBA berechnen, welche durch die beiden Ordinaten


(1.) wird

x = a = 2 und begrenzt wird.

Auflösung. Nach Gleichung
[image: ]

24

24





' H " “ 31

343 — 8   335



Aufgabe 2. Die Gleichung einer Parabel OP (Fig. 13) sei 0

(4.)            y2=2px, oder y=V2px;

man soll den Flächeninhalt der Figur OQP berechnen.


Auflösung. Da in diesem Falle der




szisse 0 und der Punkt P die so erhält man nach Gleichung




Abszisse (1.)




Punkt 0 die Ab-OQ gleich, x hat,




F = /ydx = /y^px. dx

6          6




= V2p/x2 dx




v2pa,

•




oder (ß.)




Fig. 13.
[image: ]





F=3V



In diesem Resultate ist der Satz enthalten:

Die von der Parabel OP, der X-Achse und einer beliebigen Ordinate QP begrenzte ebene Figur verhält sich zur Fläche des Bechtecks OQPB mit den Seiten OQ = x und QP = y wie 2 : 3.

Aufgabe 3. Die Gleichung einer Parabel (Fig. 14) sei

(7.)            y2 — 9x, oder y=3Vx;

man soll die Fläche A\B\BA berechnen, wenn

OA1 = 4, OBX = 25 ist.

Auflösung. Nach Gleichung (1.) wird in diesem Falle

[image: ]



also

(9.) F = 2(125 — 8) = 234.

Aufgabe 4. In einer Ellipse mit der Gleichung (10.)             62x2 + d^y2 — a2b2 = 0,

oder

(10 a.)           y_b ]/a2—2

— a

sind die Ordinaten und Q2P2 gezogen (Fig. 15); man soll den Flächeninhalt der Figur QQaPaP berechnen.

Auflösung. Aus Gleichung (10 a.) folgt, da man nur das obere Vorzeichen zu beachten braucht,


Fig. 15. g p,
[image: ]

(11-)




«1

2

=0/dx y a2 — 22,2) a


folglich wird nach Formel Nr. 123

Rücksicht auf Gleichung (10 a.)



der Tabelle und mit

[image: ]



[image: ]



oder

(13.) F = 1(m2y, — 2,y,) —4) arc sin(“2) — are sin


(K1 \a



2                2 L \a/

Es sei z. B.

a 6 — 4, X1=1, X2== 5, also

4-2   4    2

= V36—1 = 4V35, y2 = tV36—25 = 4V11;

o             3              6               3

dann wird

F = 3 (51/11 — 35) + 12arcsin(6) — arc sin

[image: ]



Nun ist

5V11 = V275 = 16,583 123

-V35 = 5,916 080

5711   V35 = 10,667 043 ,

1 (5/11 — v35) = 3,555 681 3


12 arc sin




11,821327



3 (5V11—V35) + 12arcsin() = 15,377 008

12 arc sin (6) = 2,009 377 F = 13,367 631.

Aufgabe 4 a. Man soll die ganze Fläche der Ellipse mit den Halbachsen a und 6 berechnen (Fig. 15).

Auflösung. Man erhält den Quadranten der Ellipse, wenn man in der vorhergehenden Aufgabe

X1=0 und x2 = a, also

Y1 = b und = 0

setzt. Dies gibt

, .                                    . ab s

(14.)             /’ — arcsnl =   • j

2 2 2

folglich wird der Flächeninhalt der ganzen Ellipse (15.)                E = 41 = ab^.

Aufgabe 5. In einer Hyperbel mit der Gleichung


(16.) oder

(16 a.)




b2jc~ — d^y1 = a2b2,




y = +  v2—a2

a



[image: ]




(17.)



[image: ]




sind die OrdinatenQP und Q>P) gezogen (Fig. 16): man soll den Flächeninhalt der Figur Qi Qa P2 P\ berechnen.

Auflösung. Aus G-lei-chung (16a.) folgt, da man nur das obere Vorzeichen zu berücksichtigen braucht,

x2 — d-.




Deshalb wird nach Formel Nr. 129 a der Tabelle




/1Q\ Xl b x 1/ 9------, a \ / ' 1 -Vx2 — a2“

(18)F=a‘3—a—21n( a. )



[image: ]



oder mit Rücksicht auf Gleichung (16a.)

(19.) p__dn(_V"

L 2    2 Vf b/

«1

1,               ab, /bx2 -L ay>\

2""/7 2‘(o2+«/)

Dabei ist in(b.6, 7 —A aus n(,,V)In(7, _V

Ox—CY1/       ab) \a ' b/

entstanden.

Für den besonderen Fall, wox gleich a und x2 gleich x ist, wo also die gesuchte Fläche AQP im Scheitel der Hyperbel beginnt, wird

(20.)         p_«y_«bn(.I.

2     2 \a . b/

Aufgabe 6. Die gleichseitige Gleichung

1 Y (21.) xy oder / =

X gegeben; man soll den Flächeninhalt der Figur • QiQ>PiP\ berechnen (Fig. 17).

Auflösung. Aus Gleichung (21.) folgt nach F ormel 0 — Nr. 12 der Tabelle


Hyperbel ist durch die
[image: ]





also




(22.)



[image: ]



[image: ]



Setzt man x1 gleich 1 und X2 gleich x, so erhält man (23.)                       F = Ina;,

so daß der Flächeninhalt der ebenen Figur AiQPÄ, in welcher OAi gleich 1 sein möge, die geometrische Deutung für die Funktion Ina? gibt.

Aufgabe 7. Die verallgemeinerte Parabel ist durch die

Gleichung

(24.)         yn =        oder y =     . xn

gegeben; man soll den Flächeninhalt der ebenen Figur Q.Q2P,P, berechnen (Fig. 18).

Auflösung. Aus Gleichung (24.) folgt nach Formel

Nr. 9 der Tabelle
[image: ]

Für den besonderen Fall, wo X1 gleich 0 und gleich x ist, wo also die Figur im Scheitel 0 beginnt, wird (27.) F = OQP  nay  n OQPB.

m-n m-n

Dies gibt den Satz: Die von der Parabel OP^ der X-Achse und einer beliebigen Ordinate QP begrenzte Figur OQP verhält sich zu dem Rechtecke OQPB mit den Seiten OQ gleich x und QP gleich y wie n zu m — n.

Aufgabe 8. Die verallgemeinerte Hyperbel ist durch die Gleichung

m

(28.) xmyn = 2p, oder y — /2p . x n gegeben; man soll den Flächeninhalt der ebenen Figur Q1Q2PP (Fig. 19 und 20) berechnen.

Auflösung. Es darf hier vorausgesetzt werden, daß die positiven ganzen Zahlen m und n voneinander verschieden sind, weil der Fall, wo m gleich n, bereits durch Aufgabe 6 erledigt ist. Unter dieser Voraussetzung folgt aus Gleichung

(28.) nach. Formel Nr. 9 der Tabelle


(29.)
[image: ]





n /o ny 2p

n — m
[image: ]




[image: ]




oder mit Rücksicht auf Gleichung (28.)
[image: ]




Bei dieser Aufgabe tritt ein bemerkenswerter Umstand ein, von dem später noch ausführlicher die Rede sein wird, wenn sich die Ordinate QiPi der Y-Achse immer mehr nähert, wenn also

lim X1=0

wird. Die Y-Achse ist nämlich eine Asymptote der Kurve, so daß sich in diesem Grenzfalle der Flächen streifen in der Richtung der Y-Achse bis ins Unendliche erstreckt. Damit ist aber noch nicht gesagt, daß dann auch der Flächeninhalt der Figur unendlich groß wird; es wird sich vielmehr ergeben, daß derselbe einen endlichen Wert erhält, wenn n > m ist (Fig. 19). Dann wird nämlich in Glei-

M __ 92

chung (29.) der Exponent - positiv, und deshalb

Kiepert, Integral - Rechnung.


(31.)




7—m

limx1 " =0, «=0




so daß Gleichung (29.) in




(32.)







übergeht.

T    ,                      ...•  1 n -- m

Ist dagegen n < m (E18 20), so wird




negativ,




(33.)




so daß man Gleichung (29.) besser auf die Form
[image: ]




bringen wird. Jetzt ist

m—2

(34.)                     lim.x, n = 0,

M=0

also

(35.)                 limF=co.

«——0

Eine ähnliche Betrachtung stellt sich ein, wenn man X2 ins Unbegrenzte wachsen läßt. Dann erstreckt sich der Flächenstreifen in der Richtung der X-Achse bis ins Unendliche, und man erhält in dem ersten Falle, wo

2—m

N0 — 7 

n > m, ----> 0, limx2 n —

7 a—0

ist, aus Gleichung (29.)

(36.)                limF=c.

2—C

In dem zweiten Falle dagegen, wo m — n          1

n < m, ----> 0, hm----= 0

7 s      772—22

•U C2=-O0 -----

X2 "

ist, ündet man aus Gleichung (33.)

(37.)    lmp_n2p.1_n2y.

2,=0 m — n "" m — n

X1 "

Bei der in Aufgabe 6 behandelten gewöhnlichen gleichseitigen Hyperbel wird der Flächeninhalt der Figur unendlieh groß, wenn die Ordinate Q\P\ mit der Y-Achse zusammenfällt, und ebenso auch, wenn die Ordinate Q2P2 ins Unendliche rückt, weil in Gleichung (22.)

lim Inx1 = — co und lim Inx2 = co.

M=0                      «2=OO

Aufgabe 9. Die Kettenlinie ist durch die Gleichung
[image: ]

gegeben; man soll den Flächeninhalt der Figur QQ2P2P (Fig. 21) berechnen.

[image: ]

Nun ergibt sich aber, wie auf Seite 403 der D.-R. ge

zeigt wurde, aus Gleichung (38.)

x x < ea - e a)—aSin(•),

Z                    \a /

wobei das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem x positiv oder negativ ist. Sind also x1 und X2 beide positiv, so geht Gleichung (39.) über in

(41.) F = aVy2—a2 ' = yi1—a2 —    —a2).

1

Wäre a'i negativ, so würde man erhalten

(42.)       F=a(Vy—a+Vy2—a).

Wird x1 gleich 0 und X2 gleich x (Fig. 22), so ist der

Flächeninhalt der Figur OQPA gleich

(43.)                 F — a Vy2 — a2


Fig. 22.

Y
[image: ]




und läßt sich auch sehr leicht als Rechteck darstellen. Beschreibt man nämlich um den Punkt A mit dem Halbmesser y einen Kreisbogen, welcher die X-Achse im Punkte B schneidet, so ist nach dem pythagoräischen Lehrsätze (44.) OB = V'y2—a2, also Rechteck

OBCA ^a-]/y2 — a^

Daraus erkennt man auch, wie man die .Figur Q1Q2PaP (Fig. 21) in ein Rechteck verwandeln kann, bei dem wieder OA = a die eine Seite und yy-A — d2 — VyA — d2 die andere Seite ist.

Aufgabe 10. Die Zykloide ist durch die Gleichungen

(45.)         x = a{t — sinQ, y = a(1—cost)

gegeben; man soll den Flächeninhalt der Figur berechnen, welche von einem ganzen Bogen OHA der Zykloide und von der X-Achse begrenzt wird (Fig. 23).

[image: ]



Auflösung. Sind x und y als Funktionen einer dritten Veränderlichen t gegeben, so wird es bei der Quadratur der Kurven (und ebenso bei den übrigen Anwendungen der Integral-Rechnung auf die Geometrie) im allgemeinen zweckmäßig sein, diese Größe t als neue Integrations-Ver-änderliche einzuführen. In der vorliegenden Aufgabe bildet man daher zunächst

(46.)                 dx = a(1 — cost)dt,

also, da OA gleich dem Umfange 2an des rollenden Kreises ist,

2an           (2an)

(47.) F =.Jydx = d-J (1— cost)(1—cost)dt.

0                (0)

Bei Einführung einer neuen Integrations -Veränderlichen muß man sorgfältig darauf achten, daß dabei auch andere Integrations-Grenzen einzuführen sind. Deshalb sind auch in Gleichung (47.) bei dem letzten Integral die Grenzen in Klammern eingeschlossen, um dadurch anzudeuten, daß sich dieselben noch auf die ursprüngliche Integrations-Veränderliche x beziehen, und daß man dafür die entsprechenden Werte von t nachträglich einsetzen soll. Nun ist

x = 0    für t = 0,

1

 Vergl. die Anmerkung auf Seite 102.

2

 In gleicher Weise wie bei den geometrischen Anwendungen der Differential - Rechnung sollen auch hier die Koordinaten eines Kurvenpunktes P immer x und die eines Kurvenpunktes Px immer R1 und Y1, allgemein die eines Kurvenpunktes Pn immer xn und yn heißen.


x — 2an  „  t = 2 ,

folglich geht Gleichung (47.) über in

2n

(48.) F = d^jA — 2cost 4- cos2t)dt. o

Nach den Formeln Nr. 10, 13 und 99 der Tabelle ist

fdt = t^ /costdt = sint,

(49.) .

/cos2tdt = 1sintcost — 1t,

so daß man erhält

(50.)        F = d1^ — 2 sint + sintcost + t,

=9 [3t — sint(4 — cost], = 3a*xt.

Die Fläche eines Kreises mit dem Halbmesser a ist bekanntlich gleich an, folglich ist nach Gleichung (50.) die von der Zykloide und der X-Achse begrenzte Fläche dreimal so groß wie die Fläche des erzeugenden Kreises (Fig. 23).

Aufgabe 11. Die Astroide sei durch die Gleichungen (51.)             x = acost, y = asihV

gegeben (Fig. 24); man soll die von ihr eingeschlossene Fläche berechnen.


Fig. 24.

B
[image: ]




Auflösung. Um zunächst den Flächeninhalt des Quadranten OAB zu berechnen, muß man in der allgemeinen Formel für x die Grenzen 0 und a einsetzen. Da nun

x=0 für t = 3,

x = a „ t = 0

wird, so sind 7 und 0 die entsprechenden Grenzen bei Einführung der Integrations-Ver-änderlichen t. Deshalb erhält man

(52.)               dx — 3acos2t sintdt,

a                  o

(53.)      F = Jydx = — 3a2/sin8t . cost sintdt

o                 n

2

= — 3a2/sin4tcos2tdt.

Zur Ermittelung des unbestimmten Integrals von


sin4tcos2tdt beachte man zunächst, daß




(54.)



fsixAt dt = JsuAtdt — Jsin’tdt

ist, und bilde nach Formel Nr. 100 und 104 der Tabelle die Gleichungen

(55.)     JsiFddt = — 1sintcost - „/sintdt,

(56.)      JsvaHdt = —  sin’tcost +  /sin2tdt,

(57.)     ^sinAdt = — sintcost —

Indem man Gleichung (55.) mit —1, Gleichung (56.) mit — 5—1=-1, Gleichung (57.) mit — 1 multipliziert und dann alle drei Gleichungen addiert, findet man


(58.)



sin4tdt — = 1 sin5tcost — 1 sin3tcost

[image: ]



(59.) F — [cos t (8 sin°t — 2 sinst — 3 sin t) + 3t a~ 3 3a2n

1625 32

Der Flächeninhalt der ganzen Astroide ist daher x                           1 71     3a2n

(bO.)               4 — —— •

S

Dies gibt den Satz: Der Flächen-        Fig. 25.

Inhalt der Astroide verhält sich zu dem Flächeninhalte des umschriebenen Kreises wie 3 zu 8.

Aufgabe 12. Die Zissoide des Dioldes ist durch die Gleichungen

.    o sin

(bl.) x = 2asin-o, u = 2a---‘

‘ COSg

gegeben (D.-R., Seite 583); man soll den Flächeninhalt der Figur OQP (Fig. 25) berechnen.

Auflösung. Aus den Gleichungen (61.) folgt

x für p=0,

x = 2a „  p=,,

(62.) dx = 4a sin cos (p dtp, oder

x •

(63.)            F = /ydx = 8>d2JsixA(pd(p1

o               o

folglich wird nach Formel Nr. 105 der Tabelle, wenn man n gleich 2 setzt,

1               3                3 i <P

(64.) F = 8a2 — coso ( . sin3m - -—- sin p)—V1p \4         4.2     /   4.2 J

o

= a2[3p — cosp(2sin3p 4- 3 singp)].

Da die Gerade AB eine Asymptote der Kurve ist, so erstreckt sich der Flächenstreifen bis ins Unendliche, wenn die Ordinate QP der Asymptote immer näher rückt und schließlich mit ihr zusammenfällt, wenn also

(65.)          limx = 2«, oder limg=,

wird. Der Flächeninhalt der Figur bleibt aber endlich, da man aus Gleichung (64.)

(66.)                lim F = 3a

JI              2

"2

erhält. Die Kurve liegt zur X-Achse symmetrisch; deshalb wird der Flächeninhalt der Figur, welche von der ganzen Zissoide und der Asymptote begrenzt ist, gleich

3a2n.

Aufgabe 13. Es ist die Gleichung


(67.)




Vs 12




(x3 — 9x2 — 23x — 15)



b

gegeben; man soll Jydx berechnen.

Auflösung. Nach Formel Nr. 9 der Tabelle wird


(68.)



[image: ]




b
[image: ]





9x2 23x — 15)dx




1

12




—323-23— 15x

4            2



= 1 (ft4 — 1258 4~ 4662 — 60b — a4 + 12a3 — 46a2 4- 00a).

48

Will man sich über die Bedeutung dieses Resultates Rechenschaft geben, so muß man beachten, daß die der Gleichung (67.), oder der Gleichung


(67 a.)



y = 1 (x _1)(— 3) (x — 5)

2

entsprechende Kurve die X-Achse in den Punkten A. B, C mit den Abszissen

04=1, OB = 3, OC=b

schneidet. Setzt man daher z. B.

a= — 2, 5 = 4-1, so erhält man

+1 (69.) D^AD = Jydx 2

_1(25—416) O 147 16

Der Ausdruck ist negativ weil die Figur D^AD unterhalb der X-Achse liegt. Ferner wird der Flächeninhalt der Figur +3

(70.) ABH=iydx^ +t

[image: ]

^(-9 + 25) = !,




und zwar ist dieser Ausdruck positiv^ weil die Figur ABH oberhalb der X-Achse liegt. Indem man a gleich 3 und b gleich 5 setzt, findet man den Flächeninhalt der Figur

5

(71.)    BCT-d:-1(—25+9)--3,

und zwar ist dieser Ausdruck wieder negativ, weil die Figur unterhalb der X-Achse liegt. Endlich ist der Flächeninhalt der Figur

(72.) CEtE = iydx = I (119 + 25) = + 3.

Dieser Ausdruck ist positiv, weil die Figur oberhalb der X-Achse liegt. Demnach ist

 x     199   1471  1,

(73.) jydx = 48 (119 — 416) = — 16=- 16 +3—33

—2

und kann geometrisch gedeutet werden durch die Summe der Figuren

D^AD, ABH, BCT und

wobei aber die erste und dritte mit negativem^ die zweite und vierte mit positivem Vorzeichen zu nehmen sind.

Dies gibt in Übereinstimmung mit der auf Seite 16 ausgeführten Untersuchung den Satz: Wenn man den Flächeninhalt einer ebenen Figur zwischen einer Kurve y = f(pc\ der Abszissen-Achse und zwei beliebigen Ordinalen durch Integration berechnet, so sind die Flächenstücke über der Abszissen-Achse mit positivem, und die Flächenstücke unter der Abszissen-Achse mit negativem Vorzeichen berücksichtigt.

20.

Quadratur der Kurven bei Anwendung schiefwinkliger Koordinaten.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 132.)


Fig. 27.
[image: ]




Ist die Gleichung einer Kurve für schiefwinklige Koordinaten gegeben, und bezeichnet man den Winkel, welchen die positiven Richtungen der Koordinaten -Achsen miteinander bilden, durch 7, so wird der Flächeninhalt eines Streifens QQ\P\P (Fig. 27), wenn man ihn unter Vernachlässigung der unendlich kleinen Größen höherer Ordnung als Parallelogramm betrachtet,


	
(1.)
	
QQ\P\P = ydx . siny,


	
also

(2.)
	
b

ABBA = smy/ydx. a




Übungs - Aufgaben.

Aufgabe 1. Die Gleichung

__ i

(3.)           y2 = 2px, oder y = V2p . x2

stellt auch für schiefwinklige Koordinaten eine Parabel dar, wobei die Y-Achse eine beliebige Tangente ist, und die X-Achse durch den Berührungspunkt parallel zur Achse der Parabel läuft (Fig. 28); man soll den Flächeninhalt der Figur OQP berechnen.

Auflösung. Hier ist nach Gleichung (2.) c

g 1

(4.) p = siny . V2p fx2 dx = o

[image: ]



Der Flächeninhalt des Parallelogramms OQPP ist gleich xysin7, folglich bleibt der auf Seite 107 angeführte Satz auch in diesem Falle noch richtig.

Aufgabe 2. Macht man in der Ellipse zwei konjugierte Durchmesser, deren Länge 2r und 2s sein möge, zu Koordinaten-Achsen, so hat die Ellipse (Fig. 29) die Gleichung (5.)

oder

[image: ]



y—L 5 Yr2 —x2: — r

man soll den Flächeninhalt der Ellipse berechnen.

Auflösung. Hier ist nach Gleichung (2.) mit Rücksicht auf Formel Nr. 123 der Tabelle

,, i •    /' 7 4s • siny (,  I/,------5

I‘ = 4 sm / lyax =---- lax y — X-

ö                      ö


4s . siny

r



[image: ]



oder

(6.)                      F = rsjt siny.

Da der Flächeninhalt der Ellipse mit den Halbachsen a und 6, wie schon in Aufgabe 4 a des vorhergehenden Paragraphen gezeigt wurde, gleich abjt ist, so folgt hieraus die wichtige Formel

(7.)                    rs.siny= ab.


Aufgabe 3. Die man die Asymptoten



Gleichung einer Hyperbel ist, wenn zu Koordinaten - Achsen macht,

(8.)          4xy = e2, oder y=4:0

[image: ]



man soll den Flächeninhalt der ebenen Figur QQ2P2P (Fig. 30) berechnen.

Auflösung. Aus Gleichung (2.) folgt in diesem Falle mit Rücksicht auf Formel Nr. 12 der Tabelle

C2 .22,


(9-)



,, . , e2siny/dx e2siny, /X2

F = sm-/ iiiax =   ,  / — = —a—- ml — l •

J 4 J x 4 \xj x1 1

§ 21.

Quadratur von Figuren, welche oben und unten durch eine Kurve begrenzt sind.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 133.)

Eine Figur sei oben begrenzt durch die Kurve (Fig. 31)

(1-)                                 y'


f(3),




Fig. 31.
[image: ]




unten durch die Kurve (2.) links und rechts durch die Ordinaten A“A‘ und B"B‘ mit den Gleichungen (3.) x = a und x = b.

Man kann dann den Flächeninhalt der Figur A‘‘J3“B‘A‘ berechnen, indem man zuerst den Flächeninhalt der Figur


	
(4.)
	
b

ABB‘A‘ = Jy‘dx a


	
berechnet und
	
davon den Flächeninhalt der Figur


	
(5-)
	
b

ABB^A“ = Jy“dx c




abzieht. Dadurch erhält man

b           b            b

(6.) F = A“B“ B‘A = Jy^dx —Jy^dx = /(y — y^dx. a         a         a

Dasselbe Resultat findet man auch, indem man durch zwei benachbarte Punkte Q und Q der X-Achse Parallele zur Y-Achse legt, welche die beiden Kurven bezw. in den Punkten P, P1 und P", P“\ treffen. Den Streifen PPi"Pi P darf man unter Vernachlässigung von unendlich kleinen Größen höherer Ordnung als ein Rechteck mit den Seiten

P“ P‘ — y‘ — y“ und QQ± = dx

betrachten, wenn QQ verschwindend klein wird. Dadurch erhält man für den Flächeninhalt des Streifens

Pi P“] P‘ = (y‘ — y'^dx^

so daß die Summe aller dieser Streifen, nämlich

b

F =/(y‘ — y")dx.

den Flächeninhalt der ganzen Figur A“ B“ B‘A‘ gibt.

[image: ]




b          b

Jy‘dx —Jy^dx c a



Dabei ist zunächst stillschweigend die Voraussetzung gemacht worden, daß die Kurvenbögen A‘B‘ und A“ B“ beide Uber der X-Achse liegen. Das Resultat bleibt aber auch dann noch richtig, wenn diese Voraussetzung nicht erfüllt ist. Liegt z. B. der eine Bogen A“B“ unter der X-Achse (Fig. 32), so hat, wie schon früher hervorgehoben wurde, b

Jyltdx einen negativen Wert,

a

b

-J{y‘ — y^dx a

die Summe der beiden Flächenstücke ABB‘A‘ und A"B"BA gibt.

In ähnlicher Weise kann man zeigen, daß Gleichung (6.) noch richtig bleibt, wenn beide Kurvenbögen A‘B‘ und A“B“ unter der X-Achse liegen, nnd schließlich auch, wenn die X-Achse von den Begrenzungskurven geschnitten wird. Den letzten Fall kann man dadurch auf die vorhergehenden Fälle zurückführen, daß man die Figur in mehrere Teile zerlegt, indem man durch die Schnittpunkte der beiden Kurven mit der X-Achse Parallele zu der Y-Achse zieht. Für jeden einzelnen Teil gelten dann die früheren V or aus Setzungen.

Übungs - Aufgaben.

Aufgabe 1. Von einer Parabel mit der Gleichung

(7.)         = oder y=-V2p.x2

ist durch die Sehne OP (Fig. 33) das Segment über OP abge-schnitten; man soll den Flächeninhalt dieses Segmentes berechnen.

Auflösung. Die Gleichungen der beiden begrenzenden Kurven sind in diesem Falle

(8.) y — V2p • x2 und y" — V1 x.

X1

[image: ]



folglich erhält man nach Gleichung (G.)


(9.)




oder

(10.)



[image: ]



Das Segment über 0P\ ist also dreimal kleiner als das zugehörige Dreieck OQVP\.

Dasselbe Resultat ergibt sich, wenn man von der Fläche OQiP], deren Inhalt nach Aufgabe 2 in § 19 gleich 2X1Y1 ist. den Flächeninhalt des Dreiecks OQP1, nämlich 1x1Y1, abzieht.

Aufgabe 2. Von der Parabel mit der Gleichung (11.)        y2 = 2pa, oder y* = +     . x2

ist durch eine Gerade PPa mit der Gleichung

(12.)                  y“ — mx + u


Fig. 34.
[image: ]




ein Segment POP abgeschnitten (Fig- 34); man soll den Flächeninhalt des Segmentes berechnen.

Auflösung. In dem vorliegenden Falle, wo der Punkt P\ unter der X- Achse liegen möge, muß man die Figur durch die Gerade PP, welche der Y-Achse parallel ist, in zwei Teile zerlegen und erhält

21

’ 1 , 421/1

x2dx= •


(13.)
[image: ]




2 «2

(14.) PP.P -J - yVx -J( V2, . d - " - podr

1 K1

3 , z,


(15.)



X2 — X1 X2 — X1

— X2y‘1 — X1Y2   X172 + X2V1

X2 — X1 X2 — X1

folglich wird, wenn man noch die Gleichungen (13.) und (14.) addiert,

(16.) F = 2(31)1 + 327/2) — 4(31 + R2) (V1 + y2) + X1Y2 + x2y^

= L(x1Y1 + W2) + 1(x1)2 + Wi)              /

Es sei z. B.

2,=4, x,= 16, 2p = 9, also

•,=6, v:=12,

dann wird

(17.)      F=1(24 + 192) + |(48 + 96) = 108.

Aufgabe 3. Die Gerade (18.) y“ = mx — u schneide von der Ellipse (19.) y* = 0 V a2 — g2 ein Segment PPB (Fig. 35) ab; man soll den Flächeninhalt des Segmentes berechnen.

[image: ]




Auflösung. Nach Gleichung (6.) wird in diesem Falle
[image: ]




	
1 r                               /ox“2


	
9 x u — mx2 — 2ux + abarcsin()



- ‘-x

F (G2Y2 — XtyC) — m(x22 — ,2) — 2u(xa — Zi)


ab arc sin () — arc sin



[image: ]



Nun ist aber bekanntlich

(21.)       m=V2V1, U =

R2—X1 X2 — X1

folglich wird

(22.) m(x22—X12) + 2u(x2 — «i) = (2 — y^^ + R1) + 2(x2)1 — X1)2)

= (ws — x^yi) + (X2Y1 — xry2y

Kiepert, Integral - Rechnung.

130 § 21. Quadratur der Kurven bei rechtwinkligen Koordinaten. Dies gibt

(23.) F=1 (M,Va — 22y1) + 42 arcsin() - aresin()

Es sei z. B.

(24.)    a=6, 6 = 4, x1 = — 1, 22 =—5,

also

(25.)      V 2 = 311,

dann geht Gleichung (23.) über in

(26.) F = 12 arcsin(2) + arcsin (L) — 3(11 + 5 V35).

Dabei ist

12arcsin= 11,821 327,    V11 = 3,327 708,

12arcsin(6) = 2,009 377,  5 35 = 29,580 399,

also

(27.) F = 13,830 704 — 1.32,908 107 = 2,861 335.

Verbindet man den Nullpunkt 0 mit den Punkten Pv und P2 (Fig. 35), so erhält man ein Dreieck OP2P1 mit dem Flächeninhalte 1(X2Y1 — R1Y2). Wenn man daher dieses Dreieck zu dem Segmente über der Sehne PyP^ hinzufügt, so ergibt sich nach Gleichung (23.) für den Sektor PiOP> der Flächeninhalt


(28.)




Sektor =




arcsin



Aufgabe 4. Eine Ellipse sei durch die Gleichung (29.)         «na?2 - ^a^xy - a^y2 - a33 = 0

gegeben; man soll den Flächeninhalt derselben berechnen.

Auflösung. Der Anfangspunkt der Koordinaten liegt im Mittelpunkte der Kurve, aber die Koordinaten-Achsen fallen nicht mit den Achsen der Ellipse zusammen (Fig. 36).
[image: ]

a22y‘ = — «12 a? — V(a122 — a11a22)x2 — 0^22^ 1

a22y" = — a12x — V(a122 — a11022)x2 — a22033 , also

2 ,____________________ -

(31.) y‘ — y" =    V(a122 — a11a22)x2 — a22033 •

C22

Nach den in den Ungleichungen (30.) ausgesprochenen Voraussetzungen kann man zwei reelle Größen c und k durch die Gleichungen

(32.) c=Vaa2 — az22, k = 1/—•22483

erklären, so daß Gleichung (31.) übergeht in o ______________ 9,

(33.) u‘ — y" = --V— c2^ - k2c2 = — Vk2 — 2 ;

22                       022

folglich wird

2 a2

(34.)     F = J(y‘ — ^dx — 2, daVk2 — 22.

Zur Bestimmung der Integrationsgrenzen beachte man, daß (y‘ — y^^dx einer der Streifen ist, in welche man sich die ganze Fläche zerlegt denken muß. Die durch die Integration ausgeführte Summation aller dieser Streifen beginnt in demjenigen Punkte P und endigt in demjenigen Punkte P2, in welchem der Punkt P1 mit dem Punkte P“ zusammenfällt, so daß die Tangenten in den Punkten Pi und 9*

P2 zur Y-Achse parallel sind. Die Werte von X1 und X2 findet man daher, indem man

9, , 

y‘ — y"=Vk2—x2 C22

gleich 0 setzt. Daraus ergibt sich • O

(35.)           X1 = — k und X2 = — k,

+k



(36.)              F= 2 axV k2 — x2,

—k

also nach Formel Nr. 123 der Tabelle

2c x ---g k2 . /x

[image: ]




(37.)



F = — o V k- — X- —— arcsm I

C22 2 2 \h


oder (38.)



mit Rücksicht auf die Gleichungen (32.) y —  a224337 33

a22C Vaa22 — W

Dasselbe Resultat findet man, wenn man die Halbachsen a und 6 bestimmt und in die Formel

F = ab^c

einsetzt, denn es ist bekanntlich

[image: ]



__— 2ags____________

1 — a22 — V(a11 — a22)2 — 4a122



— 2a33

———--------—— —  — 7

	
1 a22 - V (a11 -— a22)2 - 4a122



___—2a33____

	
LI 4“ a22)2 — (a1 — a22)2 — 4a122



— a33

	
L a22 --- a122



§ 22.

Quadratur der Kurven bei Anwendung von Polarkoordinaten.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 134.)

Bei Anwendung von Polarkoordinaten mögen die Koordinaten eines Punktes P immer mit r und p, die eines


Punktes P\ mit r und P1, allgemein




die eines Punktes P,t

Fig. 37.
[image: ]




mit rn und 9, bezeichnet werden. Nennt man den Flächeninhalt einer Figur AOP^ welche durch zwei beliebige Badii vec-tores OA. OP und durch den Kurvenbogen AP begrenzt wird (Fig. 37), S ^Sektor\ so ist S eine Funktion von g. Den kleinen Zuwachs welchen diese Funktion erleidet,


(1.) lS = POPh



wenn der Winkel XOP gleich p um die kleine Größe POP gleich l<f) zunimmt, findet man, indem man den Bogen PP durch die G-erade PP ersetzt und zunächst den Flächeninhalt des geradlinigen Dreiecks POP\ berechnet. Für diesen erhält man

(2.) ^POPv = ^OP. OPsin(Ip) = rtr + 1r)—nipaep.

Der Unterschied zwischen dem Kurvensektor POP[ und dem Dreieck POP ist ein Segment über der Sehne PP, das eine unendlich kleine Größe höherer Ordnung wird und deshalb vernachlässigt werden darf, wenn Aq verschwindend klein wird. Dann gehen auch die Größen QPi gleich Ar und iS bezw. in die verschwindend kleinen Größen dr und dS über, und man erhält

x        T   sin(Mo)

(3.) hm(r — /r) = r, hm —-----= 1,

Aq=o                  Acp=0 Aq>

also

(4.)                  dS=!r2dg

und

P

(5.)                       8 = ^Jr2d<f ,

c

wobei < XOA = a und <XOP=d gesetzt ist.

Gewöhnlich, wird bei den Anwendungen auch die obere Grenze g einen konstanten Wert B haben, welcher dem Radius vector OB (Fig. 38) entspricht.

Auch dieses Integral kann als eine Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Größen betrachtet werden. Teilt man nämlich den Winkel AOB in n (gleiche oder ungleiche) Teile, so wird auch der Sektor AOB in n Teile zerlegt (Fig. 38;, von denen man

	
18- 3          jeden einzelnen POP^ unter Ver-



N         nachlässigung unendlich kleiner

A       Größen höherer Ordnung, näm-

/ A\       lieh unter Vernachlässigung der

/ / Ä      Dreiecke PQP^ als einen Kreis-

/ / / QP,    sektor mit dem Flächeninhalte

/ / / p ^r2d(f> betrachten kann. Dabei // / /ist die Voraussetzung gemacht, ///daß die Anzahl n der Sektoren /A  unendlich groß wird, und daß

-       die einzelnen Sektoren gleich-

o                    x zeitig sämtlich unendlich klein

werden.

Durch Summierung aller dieser unendlich kleinen Sektoren findet man für den Flächeninhalt des ganzen Sektors 8 (6.)                     8 = ^/r2d(f.

ce

Übungs - Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll den Flächeninhalt des Sektors

P1OP2 bei der Archimedischen Spirale

(7.)                             r = a^f)

berechnen (Fig. 39).

[image: ]



Aufgabe 2. Man soll den Flächeninhalt des Sektors POP bei der allgemeinen Spirale

(10.)                       r = a(pn

berechnen.

Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe erhält man hier

(2 (2

	
1 /* q2 c



(11.) 8=1 lr2d(p = (p2nde

	
2 J



(P P1

a2 g2*+1 " a2(922*a+1 — 912*2++1)

= 2 _2n + 1, mn + 1)

Aufgabe 3. Man soll den Flächeninhalt des Sektors POPa bei der logarithmischen Spirale


Fig. 40.

P
[image: ]




(12.)            r=ecqp

berechnen (Fig. 40).

Auflösung. Aus Gleichung (6.) erhält man in diesem Falle

22 "2

(13.) S = 2 lr2d(p = 2 l^a,Pdp

•1 •1

(92)

= 4 Jerrd(2ap) = 4 [e2-r" ,

(9

also


1 ,,2 — ,2

(14.)      =-(2—2) =-—L.

'               4a                   4a




Aufgabe 4. Die Gleichung




(15.)



[image: ]




Fig. 41.
[image: ]





oder




(15 a.)




a
[image: ]





stellt eine Parabel dar (Fig. 41); man soll das Segment BCA berechnen.

Auflösung. Aus Gleichung (15 a.) folgt in diesem Falle



[image: ]




oder, wenn man




9 = 2t




setzt und Formel Nr. 61 der Tabelle berücksichtigt,




(17.)




S = a2




14 r dt

cos4/




. 4

= a2(1 +



= a2[tgt + ftg3^ 4 = a2(f +*)= 8a •

_ n               O

4

Aufgabe 5. Man soll den Flächeninhalt der Kardioide mit der Gleichung (18.)

[image: ]




(18 a. r = acos2




berechnen (Fig. 42).




Auflösung. Setzt man

g - 21,

so wird zunächst mit Rücksicht auf Formel Nr. 102 der Tabelle



[image: ]

icos4tdt





<P




(19.)




also




= a2[4cos‘tsint — scostsint + 3t,,




(20.)




a2




cos



Läßt man q bis n, also 7 bis 7 wachsen, so wird

2 2

(21.)                s-°8

die Hälfte des gesuchten Flächeninhalts, für welchen man daher

[image: ]




erhält. Der Flächeni'nhalt der Kardioide verhält sich also zum Flächeninhalt des Kreises mit dem Halbmesser a wie 3 zu 8.




Aufgabe 6. Man soll den Flächeninhalt der Lemnisli'ate




berechnen (Fig. 43).




Auflösung. Die Gleichung der Lemniskate ist




(23.)




r2= a2cos(2g),




folglich wird




Fig. 43.

Y


		
P

) 4


		





= a [sin(20)% = T sin(2).

Den vierten Teil (Quadranten) der Lemniskate erhält JC . JC

man, wenn 9 von 0 bis 4 ? also 29 von 0 bis 9 wächst, folglich wird der Flächeninhalt der ganzen Lemniskate

(25.)              F = a2sin(2) — d2.

Aufgabe 7. Man soll den Sektor AOP der Hyperbel (26.) x2 — y2 = a?^ oder r2 cos(2p) = d2 berechnen (Fig. 44).

Auflösung. In diesem

Falle wird
[image: ]

(o)


Dies gibt nach Formel Nr. 48 der Tabelle

(P

(28.) s=4n‘t( +1) =4nt(+)

Aufgabe 8. Die Gleichung des Folium Cartesii war für rechtwinklige Koordinaten

(29.)             8+y — ^axy = 0;

man soll den Flächeninhalt der Schleife berechnen (Fig. 45).

Auflösung. Bei Anwendung rechtwinkliger Koordi-nuten müßte man die kubische Gleichung (29.) nach y auflösen und erhielte einen Ausdruck für y* — y“, dessen Integration große Schwierigkeiten bereiten würde. Führt man dagegen durch die Gleichungen (30.) x=rcosg, y = rsing


Fig. 45.

Y
[image: ]




Polarkoordinaten ein, so geht Gleichung (29.) über in

3asin® cos®


(31.)




(32.)



Indem man Zähler und Nenner des Bruches, der unter dem Integralzeichen steht, durch cos®p dividiert und beachtet, daß

d9, = d(tgo)

cos2 v °n‘

ist, ergibt sich

(?) (?)

QQ,        q9a2 / tg2pd(tgo)   9a2 / t2dt

}    *2/(1-tg8)2s 2J(1-t)2


(34.)



folglich ist

(2) 2 g. , 3a2 3a2 1 1 3a2

(35.) S=---- - ==-,*

2 I z\ 2 114- tg3o 2

(0)                       ö o

Der Flächeninhalt der Schleife ist daher dreimal so groß wie der Flächeninhalt des Dreiecks AOB.

§ 23.

Übergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polarkoordinaten.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 135.)

Ist eine Kurve durch die Gleichungen

(1.)                 x = (fßt\ y =

gegeben, so führt man zur Berechnung des von ihr eingeschlossenen Flächeninhalts häufig mit gutem Erfolge Polarkoordinaten ein. Aus den Gleichungen

(2.)             x=rcosp, y=rsing

findet man nämlich

(3.) tg

d(f xdy — ydx

. ’                            cos?p           x2

und wenn man diese Gleichung mit

r2cos2o = x2

multipliziert,

97       7       7     / dy dx\ ,,

(o.)      r2d(^ = xdy — ydx = (d — Vdt)^'

Dadurch geht Formel Nr. 134 der Tabelle über in g                (p                         (s)

ci 1 / >7      1 i, 7       ,       1 // dy dx\ y,

(6.) P = lr-dcp = nKxdy — ydx) = /(C4 — y u )dt.

2.)            2 /                      2 / \ Ot ctt /

& («) («)

Übungs - Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll den Sektor AOP der Hyperbel mit den Gleichungen

(7.) x=aGoju, y = aSinu (also x2 — y2 = a2) berechnen (Fig. 44).

Auflösung. Ans den Gleichungen (7.) folgt

(8.)         dx = aSin u . du, dy = aGCoj u . du^

also

(9.) xdy — ydx = a2(GEos2u — Sin2u)du = a2du^

u                   u

(10.) s = ^{xdy — ydx) = ^ jdu = a ~ • 0                           o

Für a gleich 1 wird deshalb

(11.)                    u = 28,

d. h. u ist der doppelte Flächeninhalt des Sektors AOP^ wie schon in § 28, Seite 134 der Differential - Rechnung hervorgehoben wurde.

Dieses Resultat stimmt auch mit dem in Aufgabe 7 des vorhergehenden Paragraphen gefundenen überein, denn aus den Gleichungen

(12.) x = aCo u = rcosg, y = aSinu = rsing

folgt

(13.)                 Igu=tgo,

g.A .(x _\_1- tgo  1 + Tgu  Eosu + Sinu

1*\4‘) 1— tgo 1— gu Goju—Sinu

Nun ist aber nach D.-R., Formel Nr. 50 und 51 der Tabelle

(15.) Goju—Sinu=eu, ^o)u— Sinu=e",

deshalb geht Gleichung (14.) über in

6) *(+1)-"--,

folglich wird
[image: ]

und

(18.)     -(+,)=".


den




Aufgabe 2. Man soll den Sektor der Kreisevolvente mit




Gleichungen

Fig. 46.
[image: ]

a?





| x = a(cost — tsint), (19) | y=a(sint — tcost)

berechnen (Fig. 46).

Auflösung. Aus den Gleichungen (19.) findet man

( dx = atcQstdt, (20)

\ dy = atsmtdt^ folglich wird




(21.)




(22.)




xdy — ydx = a2Pdt^



[image: ]




^Pdt _db_ AOP.

6

Aufgabe 3. Man soll den Flächeninhalt der Astroide mit den Gleichungen

(23.) x = acos^t^ y = asin^t berechnen (Fig. 47).

Auflösung. Aus den Gleichungen (11.) findet man

( dx = — dacos2t sintdt, (24.)

| dy = - 3asin2tcostdt, folglich wird




(25.) xdy — ydx = 3a2(sin2t cos4t d" sin4t cos^dt = 3asin2t cos2tdt




(26.)




t

sm-tcQs2tdt = AOP,




oder




(27.)




s — 3a 4sin2t cos2t . dt = 3a

8 J                16




‘da1




(

(sin2(2t)d(2t).




0                                   (0)

Dies gibt nach Formel Nr. 100 der Tabelle

(28.) 8 =   [— | sin(2Q cos(2Q + t - 3 [t- |sin(40J •



Für t = erhält man den Sektor AOB^ d. h. den vierten 2

Teil der Astroide, folglich ist der Flächeninhalt der ganzen

Astroide in Übereinstimmung mit Aufgabe 11 in § 19

,, 3a2n


(29.)




(30.)



F= 8

Aufgabe 4. Man soll den Flächeninhalt der Epizyldoi-


den mit den Gleichungen



| x = amcos t — cos(mt)], | y = am sin t—sin (mt)


berechnen (Fig. 48).



[image: ]



Auflösung. Aus den Glei-chungen (30.) folgt


(31.)



^dx=ma\ — sint—sin(mt)dt, dy — ma cost — cos(mt)dt.

also, wenn man beachtet, daß hier m = n — 1 zu setzen ist, (32.) xdy — ydx — ma2[(m - 1) — (m — 1) cos(nt)dt

= m(m - 1)a2[1 — cos(nt)]dt.

Dies gibt für den Sektor AOP f

,, .          o m(m + 1)a2 (.      / ,,

(33.)        • =    2 /1— cos(nt)d

o

m(m + 1)a2 r 1 .     "|

= ' t— sin(nt)-2Ln j

Wenn der Sektor durch einmaliges Abrollen des rollenden Kreises entstanden ist, wenn es sich also um den Sektor AOBC handelt, so hat man den Wälzungswinkel des rollenden Kreises

nt = 2,, also t_27 n

zu setzen und erhält

(34 ) g_ mm —1)2  (n +1)(n + 2)an =AQBC n             n

Ist n eine ganze Zahl, so schließt sich die Kurve, und die ganze Fläche besteht genau aus n solchen Sektoren; in diesem Falle wird also der Flächeninhalt der Epizykloide (35.) F = n . AOBC =(n+1)(n 2)a2x.

Ist z. B. n wie es in Figur 48 der Fall ist, so wird

(36.)                   F=56a2x.

Für n ist die Epizykloide eine Kardioide^ deren Flächeninhalt demnach

(37.)                    F = Ga2x

ist. Dieses Resultat stimmt mit dem in § 22 Aufgabe 5 gefundenen überein; nur war damals der Halbmesser a viermal größer als in den hier benutzten Gleichungen.

Aufgabe 5. Man soll den Flächeninhalt der Hypo-zyldoiden mit den Gleichungen

(38.) x = amcost — cos(mt)], y=amsint — sin(mt) berechnen (Fig. 49).

Auflösung. Aus den Gleichungen (26.) folgt j dx — ma\— sint — sin(mt) \dt (39.)               7             7       7    ,

| dy = ma COS t— coS(mt)dt,

also, wenn man beachtet, daß hier m = n — 1 zu setzen ist, (40.) xdy — ydx = md2 (m — 1) — (m — 1) cos {nt)]dt

= m(m — 1)a2 11 — cos (nt^dt, folglich wird

(41.) s - "(",1)dji .— cos (wya o

m(w —l)a2T 1 .   7

= ——TT—— t — sm (nt) = A OP.

2       |_ n J

Wenn der Sektor durch einmaliges Abrollen des rollenden Kreises entstanden ist, so hat man den Wälzungswinkel dieses Kreises


nt — 27, also t — -n

zu setzen; dann wird

c, m(m — 1)a2n

(42.) S= —------

n




(n — 1)n — 2)a2n

n

= AOBD.

Ist n eine ganze Zahl, so schließt sich die Kurve, und man erhält für den Flächeninhalt der ganzen Hypozykloide




Fig. 49.
[image: ]





(43.)




F = n . A OBD = (n — 1)(n — 2)a2a.




Für den in Figur 49 berücksichtigten Fall ist

(44.)            n=3 und F = 2a2n ,

also doppelt so groß wie der rollende Kreis, oder wie der durch die Punkte BEF gelegte Kreis.

Bei der Astroide hat man n = 4 zu setzen und erhält in Übereinstimmung mit Aufgabe 11 in § 19 und Aufgabe 3 in diesem Paragraphen




(45.)




F = 6a2n,




nur ist in der vorliegenden Darstellung der Wert von er viermal kleiner als dort.




Kiepert, Integral - Rechnung.
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VI. Abschnitt.

Kubatur der Rotationskörper.

§ 24.

Berechnung des Volumens eines Rotationskörpers.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 136 bis 138.)

Eine Kurve (Fig. 50) mit der Gleichung (1.)

rotiere um die X-Achse, dann beschreibt jeder Punkt der Kurve einen Kreis. Um das Volumen V des Körpers zu berechnen, welcher bei der Rotation von der Figur ÄyQPÄ beschrieben wird, beachte man

[image: ]



zunächst, daß V eine Funktion von x ist. Wenn nämlich OQ = x um die

Größe QQ= Ax wächst, so wächst auch V um den von dem Viereck QQyPiP beschriebenen Rotationskörper 21V. Da

bei ist 21V größer als der von dem Rechteck QQ^RP bei der Rotation beschriebene Zylinder y2^ . Ax und kleiner als der von dem Rechteck QQtPiRi bei der Rotation beschriebene Zylinder yßjc . 2x; es ist daher


(2.)



y2^ . Ax = 2 V = yßjt. Ix.

Dies gilt nur, wenn die Kurve (wie in Figur 50) vom Punkte P bis zum Punkte P steigt] wenn sie dagegen in diesem Intervalle fättt^ so wird

(3.)             y2n . Ax E2V= . /1x.

Steigt und fällt die Kurve in dem Intervalle von P bis Pi abwechselnd (vergl. Fig. 3), so sei y‘ die Ordinate des höchsten Punktes H und y“ die Ordinate des tiefsten Punktes T, dann wird

(4.)          y"n.Ax=V=y"2n. !x.

In dieser Ungleichung sind die beiden vorhergehenden Ungleichungen (2.) und (3.) als besondere Fälle inbegriffen. Indem man die Ungleichung (4.) durch Ix dividiert, erhält man

iv

(0.) 3=gn=Y"-

Da nun für lim /1x = 0

limy‘ = lim«/“ = y wird, so folgt hieraus

(6.)            ,=yx, oder dV=y2jtdx]

dies gibt

(7.)                  v=x Jy2dx^

a

wobei die untere Grenze a die Abszisse OA1 des Kurvenpunktes A ist, denn für x gleich a wird das Volumen des Körpers gleich Null.

Gewöhnlich wird man auch für die obere Grenze einen konstanten Wert b einsetzen müssen, so daß man erhält

b

(8.)                      \T = nJy2,dx.

«

Auch dieses Integral kann man als eine Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Größen ansehen. Zerlegt man nämlich die ebene Figur A1 BiBA durch Parallele zur Y-Achse in n Streifen, die alle verschwindend klein werden, wenn n ins Unbegrenzte wächst (Fig. 51), so darf 10*


man diese Streifen als



Rechtecke betrachten, denn die


welche dabei vernachlässigt wer




kleinen Dreiecke PRP,
[image: ]




den, beschreiben bei der Rotation ringförmige Körper, deren Volumina unendlich kleine Größen höherer Ordnung sind.

Das Volumen des Zylinders, welcher bei der Rotation von dem Rechteck QQ^BP beschrieben wird, ist aber

y3n . dx^

wenn man die Höhe dx des

Zylinders sogleich verschwindend klein annimmt. Die Summe aller dieser unendlich vielen, unendlich flachen Zylinder gibt dann das gesuchte Volumen des Rotationskörpers, nämlich in Ubereinstimmung mit Gleichung (8.)

b

V = xfy^dx.

a


Rotationskörpers, bei welchem die Y-Achse die Rotations



[image: ]




während in Gleichung liehe war.



In ähnlicher Weise findet man auch das Volumen eines achse ist; nur muß man in diesem Falle x und y miteinander vertauschen, so daß man

d

(9.)       V = x Jx2dy

erhält. Es ist dabei zu beachten, daß hier y die Integrations-Ver-änderliche ist, und daß man deshalb erst integrieren kann, nachdem man in Gleichung (9.) x2 als Funktion von y dargestellt hat, (8.) x die Integrations-Veränder-

Um dies anzudeuten, mögen die Integrationsgrenzen a und b in Gleichung (8.), da sie besondere Werte von x sind, mit X1 und X2 bezeichnet werden; und ebenso mögen in Glei-chung (9.) die Integrationsgrenzen c und d, da sie besondere Werte von y sind, mit yv und y2 bezeichnet werden.

Man erhält daher

22

(10.)                  . V = Jt fy2dx1

wenn die X-Achse die Rotations-Achse ist, und


(11.)



V=T Jx2dy, 7/1

wenn die Y-Achse die Rotations- Achse ist.

Durch Verlegung der Koordinaten-Achsen kann man es immer erreichen, daß die X-Achse oder die Y-Achse mit der Rotations-Achse zusammenfällt. Ist z. B. in Figur 53 die Gerade CD mit der Gleichung

[image: ]



x = a

Rotations-Achse, so verschiebe man die Y-Achse parallel mit sich um die Strecke OA gleich a, indem man

x=x—a, oder x‘ — x — a setzt, dann wird

?2


(12.)



V=T Jx,2dy = nj\x — a}2dy.

Vi •

Die Berechnung des Volumens der Körper nennt man „Kubatur der Körper“.

§ 25.

Übungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. Ein gerader Kreiskegel, dessen Grundkreis den Halbmesser a hat, und dessen Höhe gleich h ist, entsteht, indem ein rechtwinkliges Dreieck OCA (Fig. 54) um die X-Achse rotiert; man soll das Volumen des Kegels berechnen.

[image: ]




Auflösung. In dem rechtwinkligen Dreieck OCA ist die Kathete OC gleich h, und die andere Kathete CA gleich a, folglich hat die Hypotenuse OA die Gleichung




(!•)




ax h




Das Volumen des Kegels wird daher nach Formel Nr. 136 der Tabelle




(2.)

also




2 ?

v_- iy2dx = “ 3 lx'-dx.

J        J

o                o




(3.)




an T x3   a2jch

5723 3

o




Aufgabe 2. Ein abgestumpfter gerader Kreisliegel habe



[image: ]




zusammenfällt, daher




Die Gleichun




die Höhe h und sei begrenzt durch die beiden Kreise mit den Halbmessern a^ und ap-, man soll das Volumen des Kegel stumpfes berechnen.

Auflösung. Der Kegelstumpf entsteht durch Rotation des Paralleltrapezes OAA2A, um die X-Achse (Fig. 55), wobei OA gleich h mit der X-Achse und OA1 gleich «i mit der Y-Achse g der Geraden AA2 ist



(E)

folglich wird

«2 — C1 y=-L

(5.) v-,d - -a-,2* + 2(4 ,01)01” +

o             0

(a)—a)2x3,2(a,— a,)ax2 , , n"

= T —3,2 - + — 2% ” + a12

0

= "3 [(ag — a)2 + 3(ag — az)a, + 3a,2],

also

(6.)             K = h (a,2 + aqa + a22).

3


Aufgabe 3. Der Halbmesser einer Kugel sei a; man



soll das Volumen einer Kugelschicht berechnen, welche unten

und oben von zwei Kreisen mit den Halbmessern X\ und X2 begrenzt ist und die Höhe h hat.


Fig. 56.
[image: ]





der Gleichung



Auflösung. Die Kugelschicht entsteht (Fig. 56) durch Rotation der Figur R_PP2R2 um die Y- Achse, wobei PPa der Bogen eines Kreises mit

(7.)         x2—y2=a2, oder x2 = a2 — y2

ist. Nach Formel Nr. 137 der Tabelle erhält man daher

X2           X22-V2

(8.) V = T lx2dy = jt l(d2 — y2}dy = T a2y — 31

% M "

also

(9.) V = 3 [3a*(y2 — yi) — (yY — v9]

(2/2 — y)n , 2     2             21

= ~—3— [3a2 — y22 — V1}2 — y^],

= 2 M) [^—IJ^W^—y^^—^yxy^y^

Nun ist aber

(10.)     y2—M=h, y22—2/1/2+y2=12,

und nach Gleichung (7.)

a2 —   — x12, d2 —   = x22,

folglich wird

(11.) v = h (3x,2 + 3x,2 + 72). b

Setzt man in Gleichung (8.) yi gleich 0 und y> gleich a, so geht die Kugelschicht in die Halbkugel über, so daß man für das Volumen der ganzen Kugel


(12.)

erhält.




Q C

V=2tay— 3 :

-          Jo




4a3n

3



Aufgabe 4. Die Parabel OP mit der Gleichung

(13.)                     y2 = 2px

rotiere um die X-Achse (Fig. 57); man soll das Volumen des von der Figur OQP beschriebenen Rotations-Paraboloids berechnen.

[image: ]



Auflösung. Nach Formel Nr. 136 der Tabelle ist

(14.) V= Jy2dx = 2pnJxdx 0                 0

_ X2 X . 2pw . X

=2p:= —


xy23t

2



Dies gibt den Satz: Das Volumen des Botations-Paraboloids

ist halb so groß wie der von dem entsprechenden Rechteck OQPR mit den Seiten x und y bei der Rotation beschriebene Zylinder.

Für x gleich y wird

(15-)              v=«.

[image: ]



Beschreibt man über einem Kreise mit dem Halbmesser x einen Zylinder mit der Höhe x, eine Halbkugel^ ein Rotations-Para-boloid und einen Kegel mit der Höhe x (Fig. 58), so sind die Volumina dieser vier Körper bezw.

„ 2x3 x3n x3s

Ä, -31 21 3

und verhalten sich daher zueinander wie

Aufgabe 5. Rotiert eine Ellipse mit der Gleichung

w d+"=1

oder

(16 a.) y2 = 0 (a1 — 22)

[image: ]



um die große Achse (Fig. 59), so heißt der dabei beschriebene Rotationskörper „längliches Rotations - Ellipsoid“ ] man soll das Volumen der Schicht berechnen, welche bei


der Rotation von der



Figur QQ2P2P1 beschrieben wird.


Auflösung.

diesem Falle



Nach Formel Nr. 136 der Tabelle wird in

[image: ]



b2n(X2— X1)

.,o    (3a- — X22 — X1C2 — xxk

oa-

n(X2—X1)362 ,         3b-

(17a.) V=— , , (a2—X22) + (a2—X12)

.             6 L a-               af

+b, (X, — 2,)2 ,

O

oder, wenn man die Höhe 2—X1 der Schicht wieder mit

h bezeichnet und Gleichung (16 a.) beachtet,

(18.)          V - "(3y2 + 8,2 + P) ■

U \ C/

Für Y gleich 0, Y2 gleich 0, h gleich 2a erhält man das Volumen des ganzen Rotations-Ellipsoids, nämlich



(19.)



4ab2n 3

Aufgabe 6. Rotiert eine Ellipse mit der Gleichung m6.   ~   (20.)   2+2=1,

B ___

=—Tp-s, p   oder

---- 2_2,E2

5--—_ — 2

--——6= (20a.) «2 = 22 (62 -

r             -------------)4 um die kleine Achse so heißt

\                      / der dabei beschriebene Rota-

tionskörper„S^7?üroi<7“(Fig.60);

-__— man soll das Volumen der

Schicht berechnen, welche bei der Rotation durch die Figur R1PP2R2 beschrieben wird. Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe findet man hier


(21.)



[image: ]



wobei die Höhe y2 — yi mit h bezeichnet ist.

Für x1 gleich 0, X2 gleich 0, h gleich 2b erhält man das Volumen des ganzen Sphäroids, nämlich

4a2bn V —= ö

Aufgabe 7. Kotiert eine Hyperbel mit der Gleichung

2 4/2 2

(23.) —Z=1, oder y2=2(x2—a2)

OU U UU

um die X-Achse, so entsteht das „zweischölige Rotations-Hyperboloid“ (Fig. 61): man soll das Volumen einer Schicht dieses Körpers berechnen.

[image: ]




Auflösung. Hier ist




4 b^jc

(24.) V=T ly2dx = —2




a^dx-^5x8

C a2 3




«2




«1




«1




= 302 [x23 — X18 — 3a2(X2 — «i)]

- 6*(gz ~ (z? + n.0, + 2,2 — 3))




 x(X2 —•) [362




3 (m,2—a?)

LV

b2             1

— 2 (32 — K1)- ‘




oder, wenn man X2—X1 mit h bezeichnet und Gleichung (23.) berücksichtigt,




(25.)




V="(3y2+3y2-°)



Für

21=a,Y1=0:  X2=X,Y2=y; h = x — a erhält man das Volumen des Körpers, der bei der Rotation von der Figur A^QP beschrieben wird, nämlich

 

(26.) v  (2-a)t 3,0_64(g—a)2]  b2(—a)*x (0 + 2«),

7              6 L a- J

Aufgabe 8. Rotiert eine Hyperbel mit der Gleichung um die Y-Achse, so entsteht das „einschalige Rotations-Hyperboloid“ (Fig. 62); man soll das Volumen einer Schicht dieses Körpers berechnen.


(27.)




oder




(27 a.) g2 = 22 (2 + 62)




Fig. 62.
[image: ]

Auflösung. Hier ist




V2 , 2 2

(28.) V=x Ix^dy = 22 Ly2 + b2)dy =“2 + b2y\

w /

a2n(ya-yi), 2 ,        ,    2 ,

— — 362— (324 + V192 Vi2 3b2),

oder



(-29.) V = “6"7 [3 (v.: + J2) +   (u* + %)

— 22 — v)2 '

Bezeichnet man die Höhe y-2 — y\ der Schicht wieder mit h, so wird mit Rücksicht auf die Gleichungen (27 a.) (30.) V - (3a” + 3.02 — "2) ■

Für

xx = a, Y1=0; x2 = x, Y2=y, h=y erhält man das Volumen des Körpers, der bei der Rotation der Figur OAPR um die Y- Achse beschrieben wird, nämlich

(31.) v=‘ (3a2 +322- “!)) = “32 (2 + 362).

Aufgabe 9. Man so]] das Volumen des Körpers berechnen, welcher durch Rotation der Kettenlinie um die X-Achse entsteht (Fig. 63).

Auflösung. Die Gleichung der Kettenlinie ist

[image: ]




(32.) y =
[image: ]




[image: ]



Unter der Voraussetzung, daß X1 und X2 beide positiv sind, erhält man

/ X x\ / X       ‘      -2,

O( — , —I a( —   —) . I

\e«—e «/g\e“ — e «/— ax

2                   2                         Jz

="[yVy—a‘ax,,

=“ [y2 V y22 — a2 — Y Vy2 — a2 + — x,)].

Wird dagegen x1 negativ, wie es in Figur 63 der Fall ist, so wird

(34 a.) V = a [y2 V y22 —a+yV y,2 — a2 + a(x, — x,)] •

2

Für X1 = 0, Y=a; X2 = x, Y2 y erhält man (35.)            v = a (y vy2 — a2 + ax).

2


Aufgabe 10. Man soll das Volumen des Körpers be




rechnen, welcher durch Rotation der Zykloide um die




X-Achse entsteht (Fig. 64).

Fig. G4.



[image: ]




Auflösung. Die Gleichungen der Zykloide sind




j X = a{t — sint) , -6) ly=a(1 — cost);




Integrations - Veränderliche einzuführen.




d. h. x und y sind beide als Funktionen einer dritten Veränderlichen t dar-gestellt; deshalb wird es zweckmäßig sein, t als



Dies gibt

(37.)                dx = a(1 — cost)dt,

also, wenn der Körper durch Rotation der Figur OQP entsteht,

x                  t

(38.)           V= TJy2dx = däjr/(1 — cost)dt

o                o

t

= a3n/(1 — 3cost - 3cos2t — cosBt)dt,

o

folglich wird nach den Formeln Nr. 10, 13, 99 und 54 der Tabelle (39.) V= au(t — 3sint — 2 sint cost —2t — sint + !sin3t)

=       4- sint(— 4 + 3 cost + sint)].

Für t = 2 erhält man das Volumen des Körpers, welcher durch Rotation der ganzen Zykloide OAIIP entsteht, nämlich

(40.)                    v=5a%,2.

Aufgabe 11. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, welcher durch Rotation der Astroide um die X-Achse entsteht (Fig. 65).

Auflösung. Die Gleichungen der Astroide sind

[image: ]



(41.) x = acos% y=asin3t, folglich ist, wenn man wieder t zur Integrations -Veränder-liehen macht und zunächst den Körper berechnet, welcher durch Dotation der Figur OQPB entsteht,

(42.) dx = — 3acos2t sintdt.


(43.)



Jy2dx = — 3a3njsin®t cos2t sin tdt

[image: ]



— cos2t)3cos2t . d(cost).

Setzt man also

cost = 8,

so wird, wenn man beachtet, daß cos(2) gleich 0 ist, 2

(44.) V = 3a8x/(22 — 324 + 326 — z8)dz

o

= "05 (105 cos’t —189 cos^ + 135 cos’t — 35cos9t).

Für t gleich 0 erhält man das Volumen des Körpers welcher bei der Dotation von dem Quadranten OAB beschrieben wird, folglich ist das Volumen des ganzen Do-

Aufgabe 12. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, welcher durch Dotation der Zissoide um die X-Achse entsteht (Fig. 66).

[image: ]



Auflösung. Die Gleichungen der Zis-soide sind


(48.) V=



Setzt man also

(49.) cos P = t, sin2q = 1 — t2, singdq = — dt^

so wird

t = 1 für q = 0, und man erhält

e     , 3 ((1  t2)3dt

(a0.) V = — 16dr7 f-----t----


= — 16dz/(

i




—3t- 3t3—t)dt



16a%Int_3+3—t

24

A(”Tr

= (— 12lnt + 18t2 - 9t4 + 2t6 —11)

3

= *" [_ 6 In (12) — 2(1 — 12)8—3(1 — 12)2 — 6(1 — 12)].

Nun ist

g. ,,   2  1  -2 2a—x,x

2a 2a

folglich wird

(52.) v = 7 24a31n( ——)— 3 — 3ax2—12a2x.

3 L \2a — x/                    J

Aufgabe 13. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, der durch Rotation der Zlssoide um die Asymptote mit der Gleichung x=2a entsteht (Fig. 67).

Auflösung. Zunächst möge das Volumen des Körpers berechnet werden, welcher bei der Rotation von der Figur OASP beschrieben wird. Nach Formel Nr. 138 der Tabelle findet man in diesem Falle

[image: ]



y

(53.) V=n/(x — 2 a)2 dy. o

Dabei folgt aus den Gleichungen (46.)

( x — 2a = — 2acos2p,

(54.)    < v 2a /□  ,,2,.,

dy = cos2— (3 CoS9 -fi- sin9) svPtfdtp 1

also

?

(55.) V= Sa jsin2pcos2g‘3cos2p -f- sin2p)dp

o

?

= 8a3n /(1 — cos2p)cos2g (1 + 2cos2g)do

o

?

= 8a3n/(cos2p - cos4p — 2cos6p)dg. o

Nun ist nach Formel Nr. 101 der Tabelle


	
(56.)
	
icos^^dg) =
	
1 5(6

e cos°psing 4- e /cos“gdo,


	
(57.)
	
(cos4pdep =
	
1     3 •      1 3 f 2 ,

4 Cos‘9sing 4- 4 /coS9d9,


	
(58.)
	
laos^cpdcp =
	
1 , 1

2 cosgsing 129.




Multipliziert man Gleichung (56.) mit — 2, Gleichung -                  Q                                            c) 9

(57.) mit — 2 • —   1 = — 21 Gleichung (58.) mit — — 4

+1=1 und addiert diese drei Gleichungen, so erhält man unter Hinzufügung des Faktors 8a3n

Kiepert, Integral - Rechnung.                                  11

?

(59.) V = Sa* /(cos* • cos* - - 2 cos^cp)d(f o

Q 3 F 1     5 •          1      3 •

= San -- cos°psing - , cos°psing

L3 6

+ | cosqsin +4

JT

Wenn y bis wächst, so wird y unendlich groß. 2

Gleichzeitig erstreckt sich auch der Rotationskörper bis ins Unendliche: trotzdem bleibt aber sein Volumen endlich, denn man erhält

(60.)                 limV =

7t

“52

Aufgabe 14. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, welcher durch Rotation der Ellipse


Fig. 68.
[image: ]

beschrieben wird. Dabei ist




(61.) y = c-y va2 — x1

O

um die X-Achse entsteht (Fig. 68), wenn c größer als b ist.

Auflösung. Man kann das gesuchte Volumen V als die Differenz zweier Volumina V‘ und V“ betrachten, von denen V' bei der Rotation von der Figur QiQiPdPi und V" von der Figur Q 1 Qa P,"P,"


(62.)

also



V‘ = njy'2dx^ V=n Jy“2dx^

x1 x1

22

V = V‘ — V“ = x — y'^dx.

2,

Bei der vorliegenden Aufgabe ist

b b

y’—c- Va2 — 2 y“ — c —  Va2— x2,

a            ‘ ‘           a

also '2b /_____

y‘ + >J“ = 2c, y‘ — y" = a Va2—x2,

folglich wird

(64.    (y‘y“) (,y‘— y“) — y‘2—y12—400 Va2 — x2,

22

/p- ,                 TT 4bcn (,  I/,----ö

(65.)              I = laxya^—x2.

a J «

Will man das Volumen des Körpers berechnen, welcher

durch Rotation der ganzen Ellipse entsteht, so hat man

X1 = — a, X2 = - a

zu setzen und erhält nach Formel Nr. 123 der Tabelle , _+a

4bcx1/2  , a- . (X

(66.) I = gVaf — R- + 9 arcsmf ) OU _2 2 \O /_

—a

4bcn Ta2 .            a2            .7

=--o arcsin(- 1) — arcsm(— 1)

a L 2                   2               J

= ^abcjt2.

VII. Abschnitt.

Rektifikation der ebenen Kurven.

§ 26.

Rektifikation ebener Kurven, deren Gleichung auf ein rechtwinkliges Koordinaten-System bezogen ist.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 139.)

Ist


(1.)




die



y = f(x)

[image: ]



Gleichung einer Kurve (Fig. 69), so wird der Bogen AP gleich, s ebenfalls eine Funktion von x. Wächst nämlich x um die Größe QQ\ gleich Ax, so wächst auch der Bogen s um die Größe PP gleich 1s. Betrachtet man zunächst 1s als die Sehne PP, so ist 1s die Hypotenuse in dem rechtwinkligen Dreieck PBPVl so daß man erhält

(2.)    PP2=PR2—RP.2, oder 1s2 = 21x2 - Ay2,


(2 a.)




As = VA1x2 — Ay2.



Läßt man die beiden Punkte P und P einander unendlich nahe rücken, so gehen 2x, Ay, As bezw. in die Differentiale dx, dy, ds über, und der unendlich kleine Bogen PPi fällt mit der unendlich kleinen Sehne PPi gleich ds zusammen. Deshalb erhält man für den unendlich kleinen Zuwachs ds des Bogens s aus Gleichung (2a.)


ds = V dx2 — dy2




dx / 1 —




(dy.

\dx/



Daraus folgt durch Integration für den Bogen AP selbst


(4.)



[image: ]



Man wird hierbei die Integrationsgrenzen zweckmäßiger Weise mit X1 und x2 bezeichnen, um anzudeuten, daß x die Integrations -Veränderliche ist. Dadurch geht Gleichung (4.) über in

x, ____

(4 a.)           s=JaV1+(d)

Man kann nämlich auch y zur Integrations-Veränder-liehen machen, denn aus Gleichung (3.) folgt

y. , /dx^

1 — ( ),

\Ay/

also

( .-=+()

Sind x und y als Funktionen einer dritten Veränderlichen t gegeben, so wird man in den meisten Fällen mit gutem Erfolge t zur Integrations-Veränderlichen machen und schreiben

-"IC)-C)

« -j-f v()-()

In dieser Formel sind die Gleichungen (4a.) und (6.) als besondere Fälle enthalten, welche sich ergeben, wenn man

t — x bezw. t = y setzt.

Auch hier kann man das bestimmte Integral als den Grenzwert einer Summe von unendlich vielen, unendlich

kleinen Größen betrachten. Zerlegt man nämlich den Abschnitt QQ2 auf der X-Achse (Fig. 70) in n (gleiche oder p;. 70               ungleiche) Teile und legt durch

y                           die Schnittpunkte Parallele

zur Y-Achse, so wird auch der

.                    P/ Bogen PP2 gleich s in n

NxTeile zerlegt.

Indem man die aufeinander folgenden Schnittpunkte des Bogens durch gerade 0 Q,                   Qa Linien miteinander verbindet,

erhält man zwischen P und P2 ein Polygon von n Seiten. Wird nun n unendlich groß, und werden die einzelnen Seiten des Polygons unendlich klein, so fallen sie mit den Bogen, deren Sehnen ds sie sind, zusammen.

Der ganze Bogen PPa oder 5 wird daher die Summe von diesen unendlich vielen, unendlich kleinen Sehnen ds, so daß man wieder erhält

dx2 + dy2 = 1

§ 27.

Übungs- Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll die Länge des Bogens OP der Parabel mit der Gleichung


(1-)

berechnen (Fig. 71).
[image: ]




Y- — 2p.

Auflösung. Aus Gleichung (1.) folgt

(2.) ydy = pdx, oder d,=.

Man wird hier nämlich y zur Integrations - V eränderlichen doc machen, weil sich x und dy rational durch y darstellen lassen. Dadurch erhält man nach Formel Nr. 139 der Tabelle

y ,__- y

(3.) s =ydy V 1 + (d7) = , ^dyVp2 + y\

O                            0

und dies gibt nach Formel Nr. 129 der Tabelle

4 --10‘v—-y+"w(1+V,*,

-,v,+7+,(++V,+1)

-l - H /

— V vp2 —2_P Ar Gin (•) *

2p- J 2     \p/

Aufgabe 2. Man soll die Länge des Bogens PP2 der

Ellipse mit der Gleichung

(5.)                   b2x2 + d^y1 = a2b2

berechnen (Fig. 72).

Auflösung. Aus Gleichung (5.) folgt
[image: ]


ist. Daraus ergibt sich f2 / -----, f2

1 i'dxy —^x2   1 /’   (a4 — (?x2}dx

(b.) s =  / -   : ----- = / —---—' - - •

aJ Va2 — x2 CJV(a2—x2)(a4 — ^x2} «1 «1

Dieses Integral, das ein „elliptisches Integral zweiter Gattung“ genannt wird, kann erst an einer späteren Stelle ermittelt werden, da es sich weder durch algebraische Funktionen noch durch die bisher bekannten transzendenten Funktionen ausdrücken läßt. Man erkennt daher aus dieser Aufgabe, wie die Anwendungen der Integral -Rechnung auf neue transzendente Funktionen führen.

[image: ]



Aufgabe 3. Man soll die Länge des Bogens PPa der Hyperbel mit der Gleichung (9.) b2x2 — a2y2 = a2b2 berechnen (Fig. 73).

Auflösung. Man findet hier in ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe

X2

1 C (e2x2 — a^dx (IU.) 8=---I - ------------ — = — i ——)

aJ V(a2—xc2)(a4— e2x2) aJ V (x2 — a2)(e2x2 —■

«1 T

nur ist bei der Hyperbel e2 gleich a2 — b2.

Aufgabe 4. Man soll die Länge des Bogens PPa der Kettenlinie mit der Gleichung


oder

(lla.)
[image: ]

= otn

oder





— Vy2 —




berechnen (Fig. 74).

Fig. 74.




ea — e



Auflösung. Aus den Glei-chungen (11.) und (lla.) folgt


(12.) /

dx



, X        ds   . /xN   1(2,

dx a/   2

(14.) . -jui(S). - .j6n(5).(S) = a x1 X1

[image: ]



= Vy22 — d2— Vyi2 — d2.

[image: ]

Länge des Bogens OB bei




Für x1 gleich 0, X2 gleich x wird der Bogen

(15.)               AP = Vy2 — d2

und kann sehr leicht konstruiert werden. Beschreibt man nämlich um A (Fig. 75) mit dem Halbmesser y einen Kreisbogen, welcher die X- Achse im Punkte B trifft, und vervollständigt das Rechteck OBCA, so ist

(16.) AG = Vy2 — d2 = AP.

In ähnlicher Weise könnte man die Bogen AP\ und AP> als gerade Linien AC^ und AC2 darstellen, deren Differenz (17.)AC—AC,=CC=AP, sein würde.

Aufgabe 5. Man soll die der Zykloide mit den Gleichungen

(18.)         x = a{t—sint), y = ß(l— cost)

berechnen (Fig. 76).

Auflösung. Aus den Gleichungen (18.) folgt (19.)         dx = a(1 — cost)dt, dy = asintdt.

Fig. 76.

(20.) ds2 = dx1 — dy2 = a2(l — 2cost — cos2t — sin2t)dt2

= 2a2(1 — cost)dt2 = 4a2sin2(,)dt2.

[image: ]



Wird der Wälzungswinkel t gleich 2s, so rollt der die Kurve erzeugende Kreis einmal ab. Dadurch erhält man für den Bogen der ganzen Zykloide


(23.)



s — 8a,

ein Resultat, das schon bei der Krümmung der Kurven

(D.-R., Seite 464) ermittelt wurde.

[image: ]



Aufgabe 6. Man soll die Länge des Bogens BP bei der Astroide mit den Gleichungen (24.) x=acos3t, y=asin3t berechnen (Fig. 77).

Auflösung. Aus den Gleichungen (24.) folgt

[image: ]



| dx = — 3acos2t sin tdt. ) dy = -f- 3asin2tcostdt,

(26.)         ds2 = dx2 — dy2

= 9a2 sin2t cos2t (cos2t — sin2t)dt2

= 9»2 s i n2t cos2tdt2,

also

(27.)               ds = — 3asintcostdt.

Hierbei ist das untere Zeichen zu nehmen, weil s zunimmt, wenn t abnimmt. Dies gibt


(28.)




sintcostdt = — " [sin2t]




2

3a . 3a

(1—sin-t) cos-t.




Für t




gleich, nämlich (29.)




gleich 0 wird s dem Quadranten BA der Astroide




3a




Aufgabe 7. Man soll die Länge des Bogens AP der Kreisevolvente mit den Gleichungen




| x=a(cost—tsint), (3°) I y = a(sint — tcost) berechnen (Fig. 78).

Auflösung. Aus den Glei-chungen (30.) folgt




(31.)




| dx = atcostdt,^ ) dy — at sintdt




78.
[image: ]





(32.)

(33.)




ds^ = dx2 — dy2 = a2t2(cos2t - sin2t)dt2 = d2t2dP, ds = atdt^




(34.)




( ,, at~

s — a ltdt — 9




Aufgabe 8. Man soll die Länge des Bogens AP bei den Bpizylfloiden mit den Gleichungen

(35.) x = a m cos t — cos (mQ], y = a [m sin t — sin (mt)

berechnen (Fig. 79).

Auflösung. Aus den Gleichungen (35.) folgt

(36.) dx = ma— sin t — sin(mt)]dt, dy = macos t — cos(mt)]dt ; dies gibt, wenn man wieder m — 1 mit n bezeichnet,



(37.) ds2 = dx2 — dy2 = 2m2a21 — cos(nt)]dt2

= 4m2a?sin2(2)at2,

i         • /nt ,, 4ma . /wÄ „/nt

(38.) ds = 2masm( 9 idi = , - Sink 9 jd (9 )‘

[image: ]



[image: ]



Wird der Wälzungswinkel nt des rollenden Kreises gleich 27, so erhält man für den vollständigen Bogen ACB (Fig. 79)

. _ 8 ma _ 8(n — 1)a .

Ist n eine ganze Zahl, so schließt sich die Kurve; ihr Umfang U besteht aus n solchen Bogen, so daß man erhält (41.) U = 8(n + 1)a.

Auch dieses Resultat ergab sich bereits bei der Krümmung der Kurven (D.-R., S. 467).

Für den Fall n = 6, welcher durch die Figur dargestellt ist, erhält man also (42.)                  U=56a

In dem Falle, wo n ist, wird die Kurve eine Kar-dioide, deren Umfang also

(43.)                  U=16a

ist.

Aufgabe 9. Man soll die Länge des Bogens AP bei den Hypozyldoiden mit den Gleichungen

(44.) x = amcost - cos(mt)], y = amsint— sin(mt)] berechnen (Fig. 80).

Auflösung. Aus den Gleichungen (44.) folgt

(45.) dx = ma ■— sin t— sin(mt) \dt^ dy = macos t—cos{mt}\dt;

dies gibt, wenn man (in Übereinstimmung mit der früher gebrauchten Bezeichnung) m - 1 gleich n setzt, (46.) ds2 = dx2 + dy2

= 2m2a2[ 1— cos(nt)]dt2

= ^m2a2 sin2 ( 2) dt2,


(47.) ds = 2masin( - jdt



ima . /nt\ Jnt\

= » sin(2)d(2)

[image: ]




(48.)



[image: ]



Wird der Wälzungswinkel nt des rollenden Kreises gleich 2, so erhält man für den vollständigen Bogen ADB (Fig. 80)

8ma 8(n—1)a

(49.)            s =---= —--— •

n       n

Ist n eine ganze Zahl, so schließt sich die Kurve; ihr Umfang U besteht dann aus n solchen Bogen, so daß man erhält

(50.)                 U = 8(n — l)a.

Für den in Figur 80 gewählten Fall, in welchem n gleich 3 ist, erhält man z. B.

(51.)                   U = 16a.

Bei der Astroide hat man n gleich 4 zu setzen und erhält

(52.)                  U=24a.

Aufgabe 10. Mail soll die Bogenlänge bei der Neilschen Parabel berechnen (Fig. 81).

[image: ]



Auflösung. Ilie Evolute der Parabel

(53.)         y2 = 2px

ist bekanntlich (vergl. D.-R., Seite 457)

(54.)                y} =

27 py2 — 8(x — p^A = 0, eine Kurve, welche man auch die „Neilsche Parabel“ nennt. Zur Berechnung der Bogenlänge bei dieser Kurve bilde man zunächst

(55.)        Fr == — 24(x —p)2, F2 = ö4py^


folglich wird (56.)




dx




F1  , 4(x — p)2

F 9py ’



also mit Rücksicht auf Gleichung (54.)


(57.) (a)




16(2—p)  1 I — p)

81 p2y2             3p




p — 2x




‘6p




(57 a.)




ds dx




Vp — ^x

V3p



Setzt man daher (58.) Vp —2x=t, also p—2x= t2^ dx = tdt^ so erhält man

X                                (x)



(59.) * - va,Jae Vp + 2 = VW™' = 3W [C ’ oder





(60.) s = —— [(2x + p) V2x +p — 3pV3p].

3V 3p

§ 28.

Rektifikation ebener Kurven, deren Gleichung auf Polarkoordinaten bezogen ist.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 140.)

dem Halbmesser 0 P gleich r    /B, - N

einen Kreisbogen PQ, so kann . Li . x man das rechtwinklige Dreieck

PQP als ein geradliniges Dreieck betrachten und findet nach dem Pythagoräischen Lehrsätze, wie auch schon früher gezeigt wurde,

PP, = QP? + PQ2,

oder (vergl. D.-R., Formel Nr. 152 der Tabelle)

(2.)                    ds2 — dr2 + r2d(f2.

Dies gibt

(3.) ds = Ydr2 + r^drp2 = dg V(a,) + 2 ,

also, wenn man die Grenzen sogleich mit g± und 2 bezeichnet,

(2 /-------

(4.)           ,=Jary(dp)+,.

P1

Man kann natürlich statt p auch andere Integrationsveränderliche einführen. Sind z. B. r und p beide Funktionen von t, so folgt aus Gleichung (3.) (5.) as = va,a + a =    (, ) +      ’

7 NOU / N\Ol /

und für t gleich r

(6.)           as=drV1+(d):

dies gibt

[image: ]



[image: ]



	
§ 29.



Übungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll die Länge des Bogens bei der Archimedischen Spirale mit der Gleichung

= a(j

mg (1.) folgt

(2.) dr = adg), ds2 = dr2 + r2d(p2

	
—a(1 + (f^dfp\



folglich wird

(3.) ds = ad(p V1- 2, ? 2      _____

(4.)     = ajdp V1 — 2 .

Nr. 129 der Tabelle (5.) s = a 2 V1+92+ Ar ©in • I

1                          -°2

= a Zv1 + (fi2 + In( —V1- 2) , L -

oder


(5 a.) s = 402v1 +,2—,V1 +92 + In(92+V1+92

2 L                    9—1—912




r2V a2 - r22 — rVa2- r12




2a




। a . /

+ 2ln(




r2—Va2—r22 n - Va2 —r12




Aufgabe 2. Man soll die Länge des Bogens bei der hyperbolischen Spirale mit der Gleichung




(6.) ry = oder r = ag-1.




berechnen (Fig. 84).

Auflösung. Aus Gleichung (6.) folgt

(7.) dr = — ay~2dy^

(8.) ds2 = dr2 4- r2dy2

= a2(9— + —2)2,




Fig. 84.
[image: ]





(9.) ds= v + y2. dy,
[image: ]

Dies gibt nach den Formeln Nr. 40 und 35 der Tabelle




[image: ]




V1+92 +In(+V1 + 2)




(11.)
[image: ]





also

(12.)




V a2 — r12 — Va2- r22




4- aln




rt {a + Va2 4- r22) r2(a- Va2- r2)



Aufgabe 3. Man soll die Länge des Bogens bei der logarithmischen Spirale mit der Gleichung

(13.) berechnen (Fig. 85).


e«P



Auflösung. Aus Gleichung (13.) folgt

Kiepert, Integral-Rechnung.

[image: ]



(14.)               dr = e«9 . adtp = ard(p^

oder

,,               7 dr

(14 a.)                     d(p = - i

CY

(15.) ds2 = dr2 - ,?dq2 = dr2(l -—,

\ O )

i /      1    dr — -----

(16.) ds = dr\ 1 + , =   \d2 + 1 :

V          (lr O


dies gibt
[image: ]





Aufgabe 4. Man soll die Länge des Bogens AP bei




der Parabel mit der Gleichung

(18.) r

Fig. 86.
[image: ]

i oder

, adcp

ds =---—

coss(I

(19.)

(21.)





COS




berechnen (Big. 86).

Auflösung. Aus Gleichung (18.) folgt




asin(V)do

dr= -------N

coss(P)




(20.) ds2 = dr2 — r2d(p-




a2dg2




cos6




also, wenn man 9= 2 setzt und die Formeln Nr. 103 und 48 der Tabelle beachtet,
[image: ]





oder




(23.)



[image: ]




aln




ctg("4")




Aufgabe 5.




Man soll die Länge




der Kardioide mit der Gleichung




(24.) oder (24 a



[image: ]



[image: ]




berechnen (Fig. 87).

Auflösung. Aus Gleichung (24 a.) folgt




(25.) dr=—acos(2)sin()dg.




des Bogens AP bei
[image: ]





(26.) ds2 = dr2 — r2d(f>2^
[image: ]





(2)dp2,



[image: ]

Für ff gleich n erhält man die Länge des Bogens APO^ nämlich




(29.)                       s = 2a,

d. h. der Bogen APO ist dem Durchmesser des in Figur 87 der Kardioide umschriebenen Kreises gleich.

Aufgabe 6. Man soll die Länge des Bogens OP bei der Zissoide mit der Gleichung

berechnen (Fig. 88).

Auflösung. Aus Gleichung (30.) folgt

2asing(1 - cos2g)dg

(32.) ds2 = d,2 +    = 4AinMl_+3eo^W,

‘ cos4

also


Fig. 88.
[image: ]




,, . , 2asinodoV1-3cos2p

(33.) ds =     ——,—

COS-9

Setzt man

(34.) V3.cosp=t,

also

— V3singdg = dt, so wird -__2aV3.dV1+f2


(36.)




s= — 2a




(«)
[image: ]

(0)




() (g)

= - 2av3( (d + (dt ), a"Vi+" «V1+"

folglich erhält man mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 40

und 35 der Tabelle

r     v/1 ।

(37.)   s=—2aV3—-,-In(t—V1-t2),

-                                           J(0)

oder

(38.) s_2aV1+3cos29

L COS9

2_y3 In(V3.cos9+ V1 + 3cosV \ 2-V3

VIII. Abschnitt.

Komplanation der Rotationsflächen.

§ 30.

Berechnung des Flächen-Elementes bei einer Rotationsfläche.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 141 und 142.)

[image: ]



Rotiert eine Kurve mit der Gleichung

(1.) y =

um die X- Achse, so beschreibt der Bogen AP (Big. 89) eine Rotationsfläche, deren Oberfläche 0 eine Funktion von x ist. Wächst nämlich x um die Größe QQi gleich 21x, so wächst auch die Oberfäche um denjenigen Teil dO der Rotationsfläche, welcher bei der Rotation von dem Bogen PP beschrieben wird.

Zur Berechnung von 210 betrachte man zunächst den Mantel des Kegel-stumpfes, welcher bei der

Rotation von der Sehne PP gleich As beschrieben wird. Der Mantel dieses Kegelstumpfes ist nach bekannten Sätzen aus der Stereometrie

(2.)          M=T(QP—QP1).PP

Rückt nun der Punkt P dem Punkte P unendlich nahe, so fällt der Bogen PP mit der Sehne PPi zusammen; dabei geht 1s über in ds, und limy wird gleich y. folglich findet man für das Oberflächen - Element dO aus Gleichung (2.)

(3.)                     dO = ^Jtyds.

Daraus ergibt sich durch Integration

22

(4.)               0 = ^Jyds,

«1

wobei die Grenzen mit x1 und x2 bezeichnet sind, weil man x als die Integrations -Veränderliche betrachtet.

Auch hier kann man das bestimmte Integral als eine Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Größen betrachten, und zwar sind die einzelnen Summanden Mäntel von Kegelstumpfen mit der Seitenkante ds, begrenzt von zwei Kreisen mit den Halbmessern y und y — dy.

Rotiert die Kurve um die Y-Achse, so erhält man in ähnlicher Weise für den Flächeninhalt der Rotationsoberfläche durch Vertauschung von x mit y

2 (5.)                     0 = 2jt/xds.

Die auf diese Weise ausgeführte Berechnung der Oberfläche nennt man: ^Komplanation der Potationsflächen".

§ 31.

Übungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll den Flächeninhalt einer Kugelzone berechnen (Fig. 90).

Auflösung. Rotiert der Bogen P1Pa des Kreises mit der Gleichung

(1.) (       2—72 = a, oder x = \d1 — y^

um die Y-Achse, so beschreibt er eine Kugelzone, deren Oberfläche nach Formel Nr. 142 der Tabelle


V2

(2.)                   0 = ^jt/xds

yi
[image: ]

(6.)                      xds = ady,




yz

(7.)         0 = 2anJ^dy = 2an(y2 — y) = 2axh,

yi

wenn man die Höhe        der Kugelzone wieder mit h

bezeichnet.

Setzt man y2 gleich — a, yi gleich —a, also h gleich 2a, so erhält man für die Oberfläche der ganzen Kugel 7 • •


(8.)



0 — 4a2n.

Aufgabe 2. Man soll die Oberfläche des Rotations-paraboloids berechnen (Fig. 91).


Auflösung. Die Gleichung der          Fig. 91
[image: ]

(Ila.) ds = 1 vp2 4- 2px^ dx y




(12.)                yds = dx Vp2 — 2px.

Setzt man

(13.) Vp2 — 2px = t, also p2 - 2px = t2, pdx = tdt so wird

t2dt

(14.)               ydssp’

also nach Formel Nr. 141 der Tabelle

.r               ()

(15.)   0 = 2t^yds = p = 3, [(Vp‘ + 2p2)‘10 •

0                (0)

Dies gibt mit Rücksicht auf Gleichung (9.)

9 TT

(16.) O = ^[^+y^ + y2-l^-

Aufgabe 3. Man soll die Oberfläche des Botations-ellipsoids berechnen (Fig. 92).

Auflösung. Die Gleichung der Ellipse ist

Fig. 92.               (17.) b2x2 — a2y2— a2b2 — 0;
[image: ]


(21.) yds = bde Val = b.d,ex) C- a’e

(g)

(22.)           0 = 20 Id^ex^a^ — e2g2.

()

Dies gibt nach Formel Nr. 123 der Tabelle, wenn man a2 mit a4 und x mit ex vertauscht,

,9, \        ,__2>bjr ex /    ,, । a4 • /ex

(23.)     O=—-Va4— e2x2—-arcsin(—,) •

o?e L 2              1 2        \a2/

r.

Für X2 gleich a wird

Va4 — e2x22 = aV — e2 — ab;

deshalb erhält man, indem man Gleichung (23.) mit 2 multipliziert und X1 gleich 0 setzt, für die ganze Oberfläche des Rotationsellipsoids

(24.)            0  203 a2be  a“arcsin(e)

aeL \a/-

. /e\

=     4- arcsin( — )•

e        \a/

Man kann sich davon überzeugen, daß der gefundene Ausdruck die Oberfläche der Kugel liefert, wenn die rotierende Ellipse in einen Kreis übergeht, wenn man also a gleich b und e gleich. 0 macht. Allerdings nimmt dann das zweite Glied die Form 0 an: setzt man aber

e = az^ so findet man nach der Regel, welche für die Berechnung von solchen unbestimmten Ausdrücken in D.-R., Seite 337 angegeben ist,

1

g.       a      • /ex   i- arcsinz       V1 — g2

(25.) hm —-arcsml 1 = hm-----=lm-— —---= 1

e=0 Le V/J 2=0    2              1

und

(26.)          lim 0 = 2a? + 2a2x = 4a2n.

b—a

Aufgabe 4. Man soll die Oberfläche des Sphäroids berechnen (Fig. 93).

Auflösung. Aus der Gleichung (17.) der Ellipse folgt


dx      (dy

dy      b2x



[image: ]

b4x2 — a^y2

b^x2





d-(bA — e2y~) b^x2




Fig. 93.

B
[image: ]




(29.) d,-EV+*r

(30.) xds  vza + 2,) = a -dey) v f e2y:, b bfe

(ya)

(31.)            0 = 2 jd^ey') Vo" + c*y”.

()

Dies gibt nach Formel Nr. 129 der Tabelle, wenn man a2 mit b4 und x mit ey vertauscht,

(32.) 0 = 2 Tey v» +   + * Inf" + Vz + W.

u V1

Für y-) gleich 6 wird

V64 + e2y22 = bVb2 + e2 = ab^

deshalb erhält man, indem man Gleichung (32.) mit 2 multipliziert und yi gleich 0 setzt, für die ganze Oberfläche des Sphäroids

O3-)     0=3[ao*e+"n(t“)

2ab?n /a + ex

= 2a2n— ln( ,   )•

e \ b /

Nun ist

(a 4- e)2   {a -f- e)2    a—e

b2 "   a2 — e2    a — e

folglich kann man den Ausdruck für 0 auch auf die Form bringen

,,, .                            ab2n i /a —

(34.)            () = 2a-n - ln( )•

e\a — c/

Auch hier kann man sich davon überzeugen, daß der gefundene Ausdruck die Oberfläche der Kugel liefert, wenn die rotierende Ellipse in den Kreis übergeht, wenn man also a gleich b und e gleich 0 macht. Allerdings nimmt das zweite Glied wieder die unbestimmte Form 0 an; setzt man aber

e = az^

so findet man nach der Regel, welche für die Berechnung von solchen unbestimmten Formen in D.-R., Seite 337 angegeben ist,

In(1- 2)

(35.) lima In(a+e)_lim M1—2/_limln(1+2)—In(1—2) e=o e \a— e/ 2=o z                    z

und

(36.)          limo — 2a2a an . 2 = 4a2x.

b=a

Aufgabe 5. Man soll die Oberfläche des zweisch öligen Botationshyperboloids berechnen (Fig. 94).
[image: ]

Auflösung. Die Gleichung der Hyperbel ist

(37.)               62x2 — a?y2 — a262 = 0;

daraus folgt

,g,                    d y   b 2x

dx = a\’

. /dsS^ a4y2 L 64x2 b\e2x2 —

(39.)      ( —)=— ,   = ------- ,   ’

7           \dx) a^y1            a^y2

(40.)              ds = ) v e2q2 —

dx a2y

, b • dx , ,            6 . d(ex) ,, , ~ ■ -

(41.) yds = Ve2x2— a4=—, -Ve2x2—a4, a2                     a2e

(2)

2b n 1 ----------

(42.)           0 = — d(ex) Ve2x2 —

a2ej

(5)

Dies gibt nach Formel Nr. 129a der Tabelle, wenn man a2 mit a4 und x mit ex vertauscht,


. 2bnexi/,--- a4, /ex—Ve2x2 — a

(43.) 0 = - Ve2x2 — a^— ln( —

a^e L2               2   \ a*



«1

Setzt man X1 gleich a und X2 gleich x, so wird

Ve2x,2 —a= aVe2— a2 = ab,

und man erhält für die von dem Bogen AP bei der Rotation beschriebene Fläche

g.bon./,----  , a^jr /ex—Ve2o2 — a4\

(44.) 0 = —,V e2x2 — a4 — b2n--In (---L‘,---) •

af                        e \ a(e + o) /

Aufgabe 6. Man soll die Oberfläche des einschaligen

Botationshyperboloids berechnen (Fig. 95).

W 95.                 Auflösung. Aus der Glei-

[image: ]



p chung (37.) der Hyperbel folgt

(46.) (1)=°"!

a2(b4 + e2y2) 64x2 at,

(48.) xds -     v#+e, = a.,lev vR+2,,


(49.)



[image: ]

(M)




Dies gibt nach Formel Nr. 129 der Tabelle, wenn man a2 mit b4 und x mit ey vertauscht,

(50.) 0 = a Ff VH+ey +  (+‘2+6)"

- ‘-M

Für gleich 0, y2 gleich y erhält man daher (51.) 0 -   v#+ + "2"n(/+Vg+*f

Aufgabe 7. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, welcher durch Rotation der Kettenlinie mit der Gleichung

x x / \

, e“ + e “)=(),

oder

x \ ea - e a)—aSin(“ )

—'"         Z                     \a/


um die X-Achse entsteht (Fig. 96).

Auflösung. Aus Gleichung

Fig. 96.
[image: ]





C.T

9




2x

a—,, a-

ge"+ 2x- ge



[image: ]




oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (52.) und (52 a.)




«2




(55.)




0 = Jr




2 2

[yVy2—a2 + ax“

«1




— I[yaVy22 — a2 + yVy2 — a2 + — x1)].




Hierbei gilt das obere oder das untere Vorzeichen, je nachdem X1 positiv oder negativ ist.



Aufgabe 8. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, welcher durch Rotation der Zyldoide

[image: ]

yds — 2a2(1 — cosOsin





(58.)



| x = a(t — sint), (56.) ). , y=a(1 — cost) um die X-Achse entsteht (Fig. 97).

Auflösung. Aus den Gleichungen (50.) folgt


(57.) ds = 2asin( \dt^



[image: ]



Dies gibt


(59.)



[image: ]



Für t gleich erhält man die Oberfläche, welche bei der Rotation von dem ganzen Zykloidenbogen OHA beschrieben wird, nämlich


(60.      0_16a*,2431_64a*.

3 3

Aufgabe 9. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, welcher durch Rotation der Astroide


(61.)




x — acost, y = asin3t



um die X-Achse entsteht (Fig. 98).

Auflösung. Aus den Gleichungen (61.) folgt

(62.)              ds =—3asintcostdt,

(63.)              yds = — 3a2sin4t coatdt.
[image: ]


Aufgabe 10. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, welcher durch Rotation der Kreisevolvente

(66.) x = a^cost — tsint), y = a(sint — tcost) uni die X-Achse entsteht.

Auflösung. Aus den Gleichungen (66.) folgt

(67.)              ds = atdt^

(68.)             yds = a2(tsint — t2cost)dt,

t

(69.)              0 = 2a2jc /'(tsint — t2cost)dt.

6

Setzt man

(70.) u = t2, dv=eostdt1 also du — 2tdt^ v — sint

in die Formel Nr. 98 der Tabelle, nämlich in die Gleichung

(71.)             Judv = uv—jvdu

ein, so erhält man

(72.)         Jt2e,Qstdt = tsint — 2 Jtsintdt.

Setzt man dagegen

(73.) u = t^ dv==sintdt, also du = dt^ v — — cost

in die Gleichung (71.) ein, so ergibt sich

(74.) Jtsintdt = — tonst +Jenstdt = — tcost - sint.

Indem man Gleichung (72.) |mit — 1, Gleichung (74.) mit — 3 multipliziert und dann beide Gleichungen addiert, findet man (75.) Jisintdt — ft'^aostdi = — t2sint — 3tcost + 3sint .

Deshalb wird

(76.)       0 = 2a2(3sint — 3tcost—^sinG

Aufgabe 11. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, welcher durch die Rotation der Kardioide (77.) =a[2cost—cos(20], y=a[2sint—sin(20] um die X-Achse entsteht.

Auflösung. Aus den Gleichungen (77.) folgt


(78.)




dx = 2a — sint — sin(2t)]dt = 4asin




(79.) also




dy = 2a cos t — cos (2t)\dt = 4a sin




(80.)




ds2 = 16a2 sin2( Q jdt2^




(81.)




yds = 4a2 [2 sin t —• sin




= 8a2 sin ^(1 — cos 0 sin



[image: ]

dt^

dt^

dt,





(82.)




Dies




= 32a2 sin4




dt — 64a2sin4i




gibt




0 = 128a2n j o

128a2x

5




128a2a




’o



IX. Abschnitt.

Rektifikation der Raumkurven.

	
§ 32.



Berechnung des Bogen-Elementes einer Raumkurve. (Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 143.)

Der Durchschnitt zweier krummen Flächen mit den

Gleichungen

(1.)      F(x, y, und G(x^ y,

ist im allgemeinen eine Raumkurve (vergl. § 143 der D.-R.). Indem man aus den beiden Gleichungen (1.) die Veränderliche z eliminiert, erhält man

(2.)            H(x, y)=0, oder y = f().

Dies ist die Gleichung eines Zylinders, welcher die Schnittkurve in die XY- Ebene projiziert. Ebenso findet man durch Elimination der Veränderlichen y aus den Gleichungen (1.)

(3.)                   z) = 0, oder z = g(x).

Dies ist die Gleichung eines Zylinders, welcher die Schnittkurve in die XZ- Ebene projiziert.

Setzt man noch für x irgend eine Funktion von einer vierten Veränderlichen t, so werden mit Rücksicht auf die Gleichungen (2.) und (3.) auch y und z Funktionen von t, so daß man die Raumkurve auch durch die drei Gleichungen (4.)            = AW, y=f(), 2=fs(t)

darsteifen kann. Umgekehrt lassen sich drei solche Gleichungen auch immer als Raumkurve geometrisch deuten.

Kiepert, Integral - Rechnung.                                13


Um nun die Länge s des Kurvenbogens ÄP zu be-




stimmen, Punkte P



nehme man auf der Kurve zwei benachbarte und P] an und lege durch dieselben Ebenen,


Fig. 99.
[image: ]




parallel zu den Koordinaten-Ebenen (Eig. 99). Dann erhält man ein rechtwinkliges Parallel-epipedon mit den Kanten

X — Yi—V, 21—2

und mit der Diagonale

(5.) PP,=V(—T/P+(y1-y)2+(21-2)2.

Rücken die Punkte P und

P einander unendlich nahe, so fällt der Bogen PP mit der Sehne PPi zusammen, die Größen

PPi^ X1 — x, Y1 —    21 — z

gehen bezw. über in

ds, dx, dy^ dz, und aus der Gleichung (5.) ergibt sich (6.)                ds2 = dx2 + dy2 4- dz2.

Daraus folgt für die Länge des Bogens AP

t, ,------------------------------

4

Für x gleich t wird z. B.


(8.)
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§ 33.



Übungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll die Bogenlänge bei der zylindrischen Schraubenlinie (vergl. D.-R., Seite 645 und 646)


(1.) berechnen.




x2 — y2 = a2, y = xtg



Auflösung. In dem vorliegenden Falle wird es zweckmäßig sein, x, y und z als Funktionen einer einzigen Ver-änderlichen (p auszudrücken, indem man

(2.)                     x = acosg

setzt, dann folgt aus den Gleichungen (1.)

(3.)               y=asinp, z — ctp^

und man erhält

(4.) dx= — asinapd, dy = acos(f>d(f>^ dz = cdq)^

(5.)    ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = {d2 + ^dtf)2,

(6.)     ds = d(f> Va2 + c2,

(pa

(7.)     s=Va2—c2Jda=(92 — (fd^a2^-^.

Pi

Dieses Resultat ergibt sich auch daraus, daß die Schraubenlinie entsteht, indem man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten arp, c(p und der Hypotenuse pVa2 — c2 auf den Kreiszylinder

x2 + y2 = a2

so aufwickelt, daß die Kathete aa mit der Basiskurve (d. h. mit dem Kreise) zusammenfällt. Die Hypotenuse bildet dann die Schraubenlinie.

Aufgabe 2. Man soll die Bogenlänge bei der konischen Spirale

(8.) x=e@Pcosg, y=e"Psing, z = cd1'1' berechnen.

Auflösung. Die Projektion der Kurve in die XY-Ebene ist eine Kurve, bei welcher cp der Winkel zwischen der X-Achse und dem Radius vector ist, denn aus den Gleichungen (8.) folgt

(9.)                   V=tge.

e

Die Projektion hat daher die Gleichung

(10.)      x2+y2=r2=e2ap, oder r=ecp,

d. h. die konische Spirale liegt auf einem Zylinder, welcher auf der XY-Ebene senkrecht steht und die logarithmische

13*
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Spirale zur Basiskurve hat. Außerdem folgt aus den Gleichungen (8.)

2

(11.) a2+y2—,=0;

die konische Spirale liegt also auch auf einem Kreiskegel, dessen Spitze in dem Anfangspunkt der Koordinaten liegt, und dessen Achse mit der Z-Achse zusammenfällt.

Aus den Gleichungen (8.) findet man


(12.)



' dx = e@P(acosa — sin)d, < dy = e@P(asing — cosg)d, . dz = e«? . acdtp.

Dies gibt

(13.) ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = e2ap(a2 +14 a2c2}dq'2^

(14.) ds = ec(p . dtp V1 + a2 + d2c2^

 ?2             1

(15.)     = V1—a2—a2c2/e« . d^ = -V1—a2—a2c2(e«2—e49P1),

•i               a

oder

(16.)           s = 2281 V1 +a2+ a2c2.

Für einen ganzen Umgang wird

(17.)      2 = P — 2x, 22=cea(®+27)=2.e2an,

also

(18.) s = — (e2as — 1)V/1 + a2+ a?c2.

Aufgabe 3. Man soll die Bogenlänge einer Raumkurve dritten Grades mit den Gleichungen

(19.)         x = 2a2t^ y — Babt2^ 2= 36213

berechnen, wobei a und b zwei beliebige konstante Größen sind.

Auflösung. Aus den Gleichungen (19.) findet man (20.) dx = 2d2dt1 dy = Babtdt^ dz = 9b2t2dt, folglich wird

(21.) ds2 = dx2 4- dy2 4- dz2 = (4a4 — 36a2b2t2 -4 81b4t4)dt2

=(2a24 96212)2 . dt2^

also

(22.)               ds =(2a24 9b2t2)dt.

Macht man den Anfangspunkt der Koordinaten, durch den die Kurve hindurchgeht, auch zum Anfangspunkte des Kurvenbogens; so erhält man

t

(23.)    5 = /(2a2 4- ^2t2)dt = 2a2t 4- 3R3 =X—z.

o

Zweiter Teil.

X. Abschnitt.

Integration der gebrochenen rationalen Funktionen.

§ 34.

Echt gebrochene und unecht gebrochene rationale Funktionen.

Wie schon in der Differential-Rechnung (Seite 16) gezeigt wurde, läßt sich jede gebrochene rationale Funktion als Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen darstellen, d. h. sie läßt sich auf die Form

H F(x) — Ax" +      + Agg"-2 ------- A,-j2:+A,

f(x) axn -|- a\Xn~x + agx”—2 + • • • + a,1x + a, bringen. Hierbei sind die Koeffizienten A, A1, A^,... a, a^ a2,... beliebige konstante Zahlen, und die Exponenten m und n sind beliebige positive ganze Zahlen. Den Koeffizienten a der höchsten Potenz von x im Nenner kann man immer gleich 1 machen, weil man, wenn a von 1 verschieden ist, Zähler und Nenner des Bruches durch a dividieren kann. Der Nenner f(x) soll daher in dem folgenden immer die Form

(2.) fix') =x"- ax”—1 — agx"— 2        a,—x +

haben.

Man teilt die gebrochenen rationalen Funktionen in echt gebrochene und unecht gebrochene rationale Funktionen ein, und zwar heißt eine gebrochene rationale Funktion „echt gebrochen“, wenn der Grad des Zählers kleiner ist als der Grad des Nenners: sie heißt dagegen „unecht gebrochen“, wenn der Grad des Zählers größer oder mindestens ebenso groß ist wie der Grad des Nenners.

Hiernach ist die durch Gleichung (1.) erklärte Funktion FCx}

- echt gebrochen, wenn m < n, und sie ist unecht ge-t (C)

brochen, wenn m = n ist.

Satz 1. Jede unecht gebrochene rationale Funktion läßt sich als die Summe einer ganzen und einer echt gebrochenen rationalen Funktion darstellen. Es ist also (3.)            7 - w6) + "a ■

wo g(x) eine ganze rationale Funktion und der Grad von (x) kleiner ist als der von f(x).

Der Beweis des Satzes ergibt sich einfach durch Division. Ist nämlich bei der Division von F(x} durch der Quotient gleich g{x) und der Rest gleich so ist (4.)                F{x) = f{x)g{x) 4- p(x),

wobei der Grad des Restes gp(x) kleiner gemacht werden kann als der Grad des Divisors f(x). Aus Gleichung (4.) ergibt sich sofort 0. 3-10+*

Am besten erkennt man das Verfahren aus einem Beispiele. Es sei

F{x) F + 9.2 + 12x — 16 x2 + 2x — 3

dann erhält man durch Division

x3 + ^x2 + 12x — 16 = (x2 + 2x — 3) (x + 7) + (x + 5), x3 + ^x2 — 3x

+ 7x2 + 15x — 16

+ 7x2 4- 14a? — 21

x -f- 5

oder
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(6-)



x3 + 9x2 — 12« — 16_           3—5

22— x — 3      “  "    2- 2« — 3

In ähnlicher Weise findet man

2x4—3x3— 622—34x — 9  ,,,


7« 4- 11

x2—3« —4




x2 — 32—4



— = (2x-—3.—o)

Sind Pi«) und P2.%) zwei echt gebrochene rationale

f(a) f2(a)

Funktionen, bei denen f(x) den Grad n1 und f2(x) den Grad 2 haben möge, während der Grad von g(x) höchstens n1 — 1 und der von Pp2(x) höchstens 2 — 1 sein kann, so ist yg ,           mi(x) i •P2(xc) =        ' f2(x) + (2(x) • fi(x)

fi(x) fa(«)              fi(x) • f-2^

wieder eine echt gebrochene rationale Funktion, denn der Nenner hat den Grad n1—n2, während 9(x) . f2(x) und qa(x) • f(x) höchstens den Grad n1 — n2 — 1 haben. Eine ähnliche Betrachtung gilt für die Differenz zweier echt gebrochenen rationalen Funktionen. Dies gibt

Satz 2. Die Summe oder Differenz zweier echt gebrochenen rationalen Funldionen ist wieder eine echt gebrochene rationale Funktion.

Dieser Satz läßt sich unmittelbar auf die Summe von beliebig vielen echt gebrochenen rationalen Funktionen übertragen.

§ 35.

Zerlegung der echt gebrochenen rationalen Funktionen in Partialbrüche, wenn die Wurzeln der Gleichung = ü sämtlich voneinander verschieden sind.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 144.)

Nach dem im vorhergehenden Paragraphen bewiesenen Satze kommt es bei der Integration der gebrochenen rationalen Funktionen nur auf die Integration der echt gebrochenen rationalen Funktionen an; denn, wäre die vorgelegte Funktion unecht gebrochen, so könnte man sie in eine ganze und in eine echt gebrochene rationale Funktion zerlegen. Die Integration der ganzen rationalen Funktionen ist aber bereits auf Seite 18 in § 4 erledigt.

Die Integration der echt gebrochenen rationalen Funktionen kann man durch Zerlegung in Partialbrüche ausführen, wobei der Generalnenner der einzelnen Partialbrüche f(x) sein muß. Deshalb muß man hier die Zerlegung der ganzen rationalen Funktion f{x) in lineare Faktoren benutzen. In § 111 der Differential-Rechnung (Seite 520) war nämlich der Satz bewiesen worden: Jede ganze rationale Funktion nten Grades läßt sich in n lineare Faktoren zerlegen. Es ist also

(1.)       = xn — ax"- 1 4- agx"—2 -----+ aH—\x 4- an

= {x--X\ßx — X2) (x — X3) ... {x — xn),

und x1, X2, x3,... xn sind die Wurzeln der Gleichung (2.)                           = 0.

Für das Folgende muß man zwei Fälle unterscheiden, je nachdem diese Wurzeln X1, X2, X3, ... xn sämtlich voneinander verschieden sind oder nicht.

Hier möge zunächst der erste Fall behandelt werden, wo die Wurzeln der Gleichung (2.) sämtlich voneinander verschieden sind. Um die vielen Indizes zu vermeiden, mögen dabei diese Wurzeln mit a, b, c,...k. I bezeichnet werden, so daß die Gleichung (1.) übergeht in (3.) ftx) =(x — a) {x — b) (x — c).. .(x — k) (x — Z).

Es soll dann gezeigt werden, daß die echt gebrochene

co(oc)

rationale Funktion .) - auf die Form

(4.) ex) _ A___।_______1---£___।-----1—K, 4—L,

' ‘ f{x) x — a x — b x — c x — k x — l gebracht werden kann, wobei die Zähler A, B, C,... L der Partialbrüche konstante Größen sind.1)

Beweis. Es sei

(5.) fdx) = —— = (x — b)(x — c)... (x — k} {x — Z),

• (l

dann ist fix) nur noch eine ganze Funktion (n — 1)ten Grades; ferner sei

(6.) 4=%(a).

Nach diesen Festsetzungen wird die ganze rationale Funktion



(7.)

gleich 0 für x = a, so daß nach Satz 2 in § 111 der D.-R.

(Seite 519) (f>{x) — Af(x) durch x — a teilbar sein muß. Man erhält also

(8.)             q)(x) — Af^x) = (x— a)q(x).

oder

(8 a.)          p(x) = AfAx) — (x — a^AxA

wo <pAx} eine ganze rationale Funktion von x ist, deren Grad höchstens gleich n — 2 sein kann. Hieraus folgt


(9.)



9(a)  AfAx) + (x — a}(pAx} f{x) {x — a) fAx)


(f>Ax). fAx)



Dabei ist 91(«) nach den gemachten Angaben wieder eine fAx)

echt gebrochene rationale Funktion, welche aber einfacher


ist als P(e)

f(x)




denn fAx) ist nur noch vom Grade n — 1, und



(fAx) ist höchstens vom Grade n — 2.

In derselben Weise kann man jetzt zeigen, daß


(10.)




P(x) fAx)




B । $2(3).

x — 6 f-Ax)



wo f2(x) vom Grade n — 2 und (fAx) höchstens vom Grade n — 3 ist. So kann man fortfahren und findet die Glei

chungen

VAx)  C ®a(x) fAx) x—ct fAx) ’ 


(11.)



. (fn-Ax) _ K Pn—1(3) , f„-Ax) x—k fn-Ax) ’ Vn-Ax) _ L fn—Ax) X--l

Addiert man die Gleichungen (9.), (10.) und (11.) und läßt die Glieder fort, welche auf beiden Seiten der Gleichung stehen, so erhält man

(12.) «(a)  A|--B—, C|. K|L .

'  ‘       x — a x — b x — c      x — k x — l

Dieser Beweis liefert sogleich den Wert von A; es ist nämlich

	
2, A =    =            (a)__



"               (a — b) (a — c) ... (a — k} {a — Z)

TlH  iw •   .    g(x) 1

In derselben weise, wie A aus -,0 berechnet ist,

f(a)

könnte man jetzt B aus Ti“) , C aus P2“A''' berechnen, /iw          12(3)

Dazu würde aber erstens die Bildung von Ai«) , 9a-) , • • • fi(«) f2(«) erforderlich sein, und zweitens könnte man leicht glauben, daß die durch Gleichung (12.) erfolgte Zerlegung in Partialbrüche verschiedene Resultate liefere, je nachdem man zu-

A erst das Glied oder ein anderes absondert. Dies ist. x — a

aber nicht der Fall, es gilt vielmehr der Satz: Die Zerlegung in Partialbrüche ist eindeutig; d. h. die W erte von A, B, C, ... X, L sind unabhängig von der Reihenfolge, in der man sie herleitet. Multipliziert man nämlich Gleichung (12.) mit

f(x) = (x — a}{x — b) (x — c)... (x — k} (x — Z), so erhält man



+......................

4- K(x — a) (x — b')... (x — i) {x — Z) - L{x — a) (x — b)... (x — i) (x — k).

Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach x=a, x = b, x—c,...x = k^ x = l,

so wird
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ap(a) = A(a — b)(a — c)... (a — k) (a — l), (b) = B(b — a) (b — c).. .(b — k) {b — Z),


	
(15-)
	
(c) = C(c — a) (c — b)... (c — k) {c — Z), . y(Z) = L(l — a) (l — b)... (1 — i) (1 — k).




Dies gibt


	
(16.)
	
A  ________________•(a)________________,

(a — b}{a — c) ... (a — k) (a — Z)

p  ____o(b)______

{b — a) (b — c) ... (b — k) (6 —Z) ’ c=            (c)

(c — a) (c — b) ... (c — k) {c — Z) ’

_       «()

(Z — a) (Z — b) . . . (Z — i) (Z — k)




Man erhält also für die Zähler der Partialbrüche genau dieselben Werte, gleichviel ob man mit der Absonderung des betreffenden Partialbruches anfängt oder nicht.

Die Gleichungen (16.) lassen sich noch etwas einfacher schreiben. Es war nämlich


		
A_A(a), f(a)




wobei nach Gleichung (5.)


		
fi(x)=/(“), x — a




oder, da f{a) = 0 ist, g, f(x)


	
V1" ■)
	
/1\/ —

x — a




Hieraus folgt (vergl. D.-R., Formel Nr. 16 oder 124 der Tabelle)

f(x) — f{a)               „

fi(a) = hm -    — = hm —— =

x=a i O      x—a L

also


	
(18.)
	
A _ (a)

f(a)




und ebenso

,g, 7? g(b) ,             y (k) T «()

"1sd•srb)‘        K=m' trc

Hätten f{x) und ap(x) einen gemeinsamen Teiler, z. B. den gemeinsamen Teiler x — a, so würde der erste Partial-

A

bruch ----- wegfallen, weil gp(a) und deshalb auch A in

• O

diesem Falle gleich Null wären.

Für die Ausführung der numerischen Berechnung ist dasselbe Verfahren wie bei dem oben gegebenen Beweise am meisten geeignet; man schaffe also in Gleichung (12.) durch Multiplikation mit

= (x — d){x — b)(x — c).. .{x — k) (x — 7) die Nenner fort, um die Gleichung (14.) zu erhalten, aus der sich dann die Werte von A, B, C, . . . K, L unmittelbar ergeben, indem man bezw.

x=a^ x = x = c1...x = k, x = l

einsetzt.

Man kann allerdings zur Berechnung der Größen A, B. C,. . . K, L auch das folgende Verfahren anwenden, das später in dem allgemeineren Falle noch in Betracht kommen wird, wo die Wurzeln von f{x) nicht alle voneinander verschieden sind.

In Gleichung (14.) ist die linke Seite höchstens vom Grade n — 1; ebenso ist die rechte Seite eine Funktion vom Grade n — 1, die man sich nach Potenzen von x geordnet denken kann. Da die Gleichung für alle Werte von x gilt, so müssen die einzelnen Koeffizienten der linken Seite gleich sein den gleichstelligen Koeffizienten auf der rechten Seite, welche lineare Funktionen (d. h. Funktionen ersten Grades) der gesuchten Größen A, B,          L

sind. Nun hat aber eine Funktion (n — l)ten Grades im ganzen n Koeffizienten. Man erhält also n lineare Glei-•

chungen mit n Unbekannten, welche sich in diesem Falle stets auflösen lassen.

Am besten wird man dieses Verfahren durch die Behandlung einiger Aufgaben verstehen.





Aufgabe 1. Man soll den Bruch 23—622—13342 in Partialbrüche zerlegen.

Auflösung. Man setzt den Nenner gleich Null und erhält dadurch die Gleichung

(19.)           x8 — Gx2 — 13x —42=0.

Löst man diese Gleichung auf, so ergeben sich folgende

Wurzeln

(20.)          a=7, b = — 3,  =2,

deshalb wird

(21.) x3 — Gx2 — 13x +42=(x — 7) (x + 3) (x — 2).

Hieraus folgt

15x2 — 70x — 95   15x2 — 70z — 95

z3 — 6z2 — 13z —42 (z — 7) (z + 3) (z — 2)

AB C

z — 7  x-3 z — 2

Um die Werte von A, B und C zu ermitteln, schaffe man die Nenner fort, indem man Gleichung (22.) mit z3 — 6z2 — 13z + 42 = (z — 7) (z + 3) (z — 2) multipliziert. Dadurch erhält man (23.)   15z2 — 70z —95= A(x + 3) (z — 2)

— B(x — 7) (z — 2) -f- C(x — 7) (z -f- 3).

Da diese Gleichung für alle Werte von z gilt, so findet 1°            “ 7

man daraus für z = 7


150 = 50A, für z = — 3

250 = 50B, und für x

- 175 = — 25c, folglich wird

.    15z2 — 70z — 95

‘ • z3-—6z2 —13z 4- 42 =




oder Ä = 3,

oder B — 5,




oder (7=7, 

3_5 _7

z — 7  x—3  z — 2



Man kann auch die rechte Seite von Gleichung (23.) nach fallenden Potenzen von z ordnen und erhält dann
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(25.)                15x2 — 70x — 95

= x2(A +B+C)+x(A—9B—40)—(—6A+14B—21C).

Diese Gleichung gilt für jeden Wert von x, folglich müssen die Koeffizienten gleicher Potenzen von x auf beiden Seiten dieser Gleichung einander gleich sein, d. h. es muß

(26.)           A—B-C=15,

(27.)         A—9B—40=—70,

(28.)      — 62 + 14B — 21C = — 95

sein. Löst man diese Gleichungen zwischen 2, B und C auf, so ergibt sich wieder

(29.)          2 = 3, B = ö, C=7.

Zu demselben Resultate kommt man natürlich auch durch Anwendung der Gleichungen (18.) und (18 a.), indem man

,30, ,_(a) p a(b) r q(c)

"30- "fra‘ G~m


Aufgabe 2.

brüche zerlegen.



setzt. In dem vorliegenden Falle ist


	
(31.)
	
a b — 3, c = 2


	
und
		

	
(32.)
		
= 3x2 — 12a? — 13;


	
dies gibt
	

		
2 —
	
(7)   _ 15.49 — 70.7 — 95 _ 150


			
3.49 — 12.7 — 13    50


	
(33.) .
	
B =
	
y(—3)_ 15. 9 + 70.3 —95 _ 250

(—3) 3. 9—12.3—135 50


		
C —
	
((2) _ 15 . 4—70.2—95—175_


			
f(2)      3. 4 —12.2 —13   — 25   7




o2 I 1

Man soll die Funktion ------- in Partial-

x3 — x

Auflösung. Hier ist

(34.)        f(x) = x — x = x(x — 1) {x + 1),

also

• (xc)  x2—1 _A_B_ C .

' '        f(x) x8 — x -X X — 1 X - 1

Um die Größen A, B, C zu bestimmen, multipliziert man beide Seiten der Gleichung (35.) mit x3 — x und erhält (36.)   2—1= A(2 — 1) + B(2 —x)- C(2 — x).

Diese Gleichung gilt für alle Werte von x^ deshalb findet man für x

(37.)        1=—A, oder A=—1,

für x

(38.)            2 = 2B, oder B = + 1

und für x = — 1

(39.)          2=20, oder C=-1;

folglich wird



(a0. 2+1 = —1 + + -1, •

	
•             •l       •l _L «X/  |   —



Ordnet man die rechte Seite von Gleichung (36.) nach fallenden Potenzen von x, so erhält man

(36a.) x2 + 1 = x\A + B + C) + x{B — C) — A.

Da die gleichstelligen Koeffizienten auf beiden Seiten dieser Gleichung einander gleich sein müssen, so zerfällt die Gleichung (36 a.) in die Gleichungen


(41.)



A—B- C=1,

B — C=0, — A—1.

Die Auflösung dieser Gleichungen gibt wieder (42.) A = — 1, B=1, C=l.

Dasselbe Resultat erhält man auch, indem man

AQ  p(a) p  ap(b) c, 

"43- A-r(a)’ Bf)’

(44.)            a— 0, 5 = 1, c = ■—1,

(45.)             = 3a?2 — 1, ap(x) =2-1

setzt, denn es wird


(46.)





	
_ 9(0) _ f‘(0)
	
0 + 1

0——1 ~
	
— 1


	
B^^ = rv)
	
1+1

3—1
	
+ 1


	
y(— i) _
	
1+1

3 — 1
	
+ 1






Aufgabe 3. Man soll die echt gebrochene rationale

 15x i

Funktion -----—--1,----in Partialbrüche zerlegen.

(x — 1) (x — 2) (x — 3)                     °

Auflösung. Hier ist

	
(47)  42—1524 19 _A _B c



(x — 1) (x — 2) (x — 3) x — 1 x — 2 x — 3’

oder, wenn man beide Seiten der Gleichung mit

(x — 1)(x — 2) (x — 3)

multipliziert,

(48.) 4x2 — 15x +19= A( — 2) (x — 3) 4-    — 1)(x — 3)

+ C{x — 1)(x — 2).

Dies gibt für x=1

8 = 2A, oder A = 4, für x

5= — B, oder B = — 5

und für x

10 = 20, oder C=5, • also

.      4x2 — 15x + 19    4       5       5

(x — 1) (x — 2) (x — 3) x — 1 x — 2 x — 3

Aufgabe 4. Man soll die echt gebrochene rationale



Funktion 3—7----0 bi Partialbrüche zerlegen.

	
1 + x — x2                  °



Auflösung. Hier muß man erst Zähler und Nenner des Bruches mit — 1 multiplizieren, damit der Koeffizient von x2 im Nenner gleich - 1 wird. Dadurch erhält man

((x) — 1


(50.)



f(x) x2 — x — 1

Die beiden Wurzeln der Gleichung (51.)            f{x) — x2 — x — 1 = 0

sind

Kiepert. Integral - Rechnung.
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(52.)      a=4(1+V5), 6=i(l— V 5).

Deshalb ist

„ „, —1 ______A_______, B .

22—3—1 3—4(1+15)a—1(1—V)

oder

(54)   —1 -2A__= +__2B.

x2—x—1 2x—1V52x—1-V5

Multipliziert man diese Gleichung mit

(2x — 1 — V 5) (2x — 1—V5)= 4(2 — x — 1),

so erhält man

—4= 2A(2x — 1 + V 5) + 2B(2x — 1 — V 5) ,

oder

(55.) — 2 = 2x(A + B) + A(— 1+V5)+ B(— 1 — V 5);

daraus folgt

i A—B=0,

(56.)

1A(1—V5)+B(1+V5)=2,

oder

Dies gibt

(58.)    1--, ■  2(---------1-------1--

1—R— a2 V5\2x— 1—V5 2x— 1—V5


Aufgabe 5. Man soll die gebrochene rationale Funktion



2x3—7x2—6x + 8 .o...0 T

----5---,———--- m Partialbrüche zerlegen. x2 — 6x + 7                      6

Auflösung. Die vorgelegte Funktion ist eine unecht gebrochene] deshalb muß man sie zunächst durch Division in eine ganze und eine echt gebrochene rationale Funktion zerlegen. Dadurch erhält man


(59.)



2a?3 — 7x2 — 62—8 o        10x — 27

2—63—7 -bT 2—60-7

Die Wurzeln der Gleichung

. f(x) =22 — 62+7=0

sind

(60.)       a=3+V2, b=3—V2,

folglich wird

(61.) f(x) =(—3—V2)(—3+V2), 102—27  AB x- — 62+7 x — 3 — V2 x — 3+ V2

(63.)  102—27—A(—3- V2)+B(—3—V2).


Für x=3—V2 erhält (64.) 3+10V2=24V2, und für x = 3 — V2 (65.) 3—10V2=—2BV2, also




man daher

 oder A_-l (3 + 1072),

2V2






oder B = -1 (— 3 + 10V/2),

2V2




(66.)



2x3 — 7 a?2 — 6x — 8 x2 — 6x - 7





245 1/3 + 10/2  —3+102),

2V2— 3 — V2  x—3-V2/

Die angegebene Methode für die Zerlegung in Partialbrüche bleibt richtig, gleichviel ob die Wurzeln der Glei-chung f(x) = 0 reelle oder komplexe Größen*) sind.

Im letzteren Falle werden aber die Partialbrüche selbst eine komplexe Form annehmen, die man vermeiden kann, wenn die Koeffizienten von p(x) und f{x) reell sind.

Wie dies geschieht, möge zunächst die folgende Aufgabe lehren.

Aufgabe 6. Man soll die echt gebrochene rationale .    13a?2 — 68a? - 95  . . ,,    ,

Funktion             .----— in Partialbrüche zerlegen.

x3 — 11a?2  43a?— 65

Auflösung. Indem man den Nenner gleich Null setzt, erhält man die Gleichung

(67.)            a?3—11a?2 + 43a? — 65 = 0

mit den Wurzeln

(68.) a = 5, b=3+2V—1,  c=3—2V—1,

oder, wenn man V— 1 mit i bezeichnet, (68a.)     a=5,  b=3-2i, c = 3—2i.



*) Vergl. D.-R., § 102—110.

Demnach ist der Nenner der gebrochenen Funktion (69.) rc3— Ilir2 + 43x — 65 = (x— 5)(x — 3 — 21)(x — 3 + 2«). Dies gibt

13x2—6824 95 _ A B C " 3—11x2-433—65 — x—5 + 3—3—2i + 3—3—2 ’ und wenn man beide Seiten dieser Gleichung mit x3 — Ilir2 - 43x — 65 multipliziert,

(71.) 13x2 — 68x + 95 = A(x — 3 — 21) (2—34 21)

+ B(x — 5) (x — 3 2)

+ C(x — 5) (x — 3 — 2i).

Dies gibt für x = 5

(72.)   80 = A(2 — 2) (2 + 2) = 8A, oder A = 10,

für x = 3 - 2i

u__q;

(73.) — 44 + 20i = (— 2 4- 2i)4i . B, oder B = —

2

und für x — 2i

(74.) — 44— 20i=— (— 2— 21)4i. C, oder folglich ist

13x2 — 68x 4- 95 _ 10    3—8     34-8?

x3—11x2—43x—65 x—5 2(x—3—2z) 2(x—3—2)

Da die beiden letzten Glieder konjugiert komplexe Größen sind, so muß ihre Summe reell sein2). In der Tat, es ist

3 — 8z        3 4-8^    3x — 7

2(x — 3 — 2z)  2(x — 3—2) x2 — 62—+13'

also

(76     1322 — 68x 4- 95        10 3z 4- 7

' ’ x3 — Ilir2 4- 43a? — 65 x — ö x2 — 62 — 13

Ganz allgemein gilt nun folgendes. Sind in f(x) die Koeffizienten reell, so treten die komplexen Wurzeln in f(x)=0 bekanntlich 1 aarweis auf3). Ist z. B. 6 gleich g 4- hi, so ist eine andere Wurzel, sie heiße c, gleich g — Az, also
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(77.)
	
b = g — hi, c = g — hi.




Sind nun auch, in gp(x) die Koeffizienten reell, so wird


	
(78.)
	
p — g(b) — —hi) _ q ! g;

c, _ «(c) _ ^9 — hi) _ rr:

f'^ f\g-hi^ •   ‘‘




folglich erhält man


	
(79.)
	
B , C    GA-Hi , G — Hi\   2G(x—g)—2Hh

—    , — 1”---- =---------~ —1—         -------—  --3

x—h x—C x—g—hi x—gp-hi   {x—g^A-h2




oder


	
(80.)
	
B । C_ P^A-Q x — b x — c {x — g)2 + h2 ’


	
wo

(81.)
	
P=2G, Q = — 2Gg — 2Hh




reelle Größen sind.

Durch Anwendung der Gleichung (80.) kann man also bei der Partialbruch-Zerlegung die komplexen Größen ganz vermeiden.

In Aufgabe 6 hätte man z. B. setzen können

13x2 — 68x +95  A Px + Q

x8 — Ila*2 + 43a- — 65   x—5 x2— 62— 13

Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit


		
x3 — Ila?2 — 43x — 65 = {x — 5) (x2 — 6x — 13),




so erhält man

(83.) 1332 — 681—95 = A(x- — 63+13)+Pg — 52)- Q(x—5) =g(A+P)+x(—6A—5P+Q)—(13A—5Q).

Daraus folgen die Gleichungen


	
(84.)
	
A—P=13, -64—5P+Q=—68, 1     132— 5Q=95.




Durch Auflösung dieser Gleichungen ergibt sich


	
(85.)
	
2 = 10, P=3, Q = 7,




und wenn man diese Werte in Gleichung (82.) einsetzt,

13a?2 — 68a? — 95       10        3a? — 7

a?3 — Ila?2 - 43a? — 65 a? — 5   a?2 — 6a? — 13

Dieses Resultat stimmt natürlich mit dem früheren überein.

Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung durch die folgenden Überlegungen. Aus Gleichung (83.), nämlich aus der Gleichung

13a?2 — 68a? —95= A(2 — 6a? + 13) + P(x2 — 5a?) + Q(x — 5) ergibt sich für a? = 5

80 = 82, oder 2 = 10, und für

(86.)     a?2 — 6a? + 13 = 0, oder a?2 = 6a?—13

(87.)      10x — 74 = (P + Q^x — 13P — 5Q .

Da Gleichung (86.) für zwei Werte von a? befriedigt wird, nämlich für

x=3—2i und a? = 3 — 2i ,

so wird auch Gleichung (87.) für diese beiden Werte von x befriedigt. Nun ist aber Gleichung (87.) nur vom ersten Grade, folglich müssen (nach D.-R., § 111, Satz 5a auf Seite 521) die gleichstelligen Koeffizienten auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich sein, d. h. es wird (88.)P+Q = 10, 13P+5Q = 74, also P=3, Q=7.

Wie sich dieses Verfahren allgemein durchführen läßt, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 7. Man soll die echt gebrochene rationale , .    6a?2 — 25a? + 89  .. i

Funktion —.., in Partialbrüche zerlegen.

23 — (xt + 32a? — 60

Auflösung. Indem man den Nenner

(89.)              — 7a?2 + 32a? — 60 = 0

setzt, erhält man für die Wurzeln dieser Gleichung

(90.)      a=3, b=2—4i,  =2 — ^i.

Deshalb ist

(91.) xc3—7x2 — 32a? — 60 = (a? —3)(a? — 2—4i)(x — 2 — 4?) = (a?—3) (a?2 — 4a? + 20),

192    6x2 — 252 + 89  AL Px + Q

xs — Ix2 + 32a? — 60 x — 3  a?2 — 4a? + 20

Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit (x — 3) (x2 — 4- 20), so ergibt sich

(93.) Gx2—252-89 = A(2 — 4x—20)+P(x2 — 3x)—Q(x — 3).,

Daraus folgt für x=3

(94.)          68= 17, oder A=4,

und für

(95.)    22—4x—20=0, oder x2 =4x — 20

(96.)      — x — 31 = (P + Q)x — 20P — 3Q .

Indem man die gleichstelligen Koeffizienten auf beiden Seiten dieser Gleichung einander gleichsetzt, findet man (97.)      P+Q-—1,  20P+3Q=31,

(98.)           P=2,  Q=-3;

und wenn man diese Werte in Gleichung (82.) einsetzt, 6x2 — 252 4-89    4 2x — 3

9 28 — 7x2—322 —60 ~ 2—3 + x2—4x- 20'

Aufgabe 8. Man soll die echt gebrochene rationale Funktion ,7c—622+92+108   in Partialbrüche zer-

(x2 — 4x + 13) (x2 — 2x—5) legen.

Auflösung. Indem man den Nenner (100.) f(x) = (x2 —4x- 13) (x2 + 2z + 5) = 0 setzt, erhält man die vier komplexen Wurzeln (101.) a=2-3i, 6 = 2—3i, c = —14-24 d = —1—2, deshalb wird man den vorgelegten Bruch auf die Form ?   7z3 — 6z2 +92- 108  Pz +Q Rx 4- 8

(z2—4-13)(x2+2x-5)  z2—4z 4-13  z2 4-2z 4-5

bringen. Hieraus erhält man durch Fortschaffung der Nenner (103.) 7z3 — 6z2 4- 9z 4- 108 = (Pz + Q) (z2 + 2z + 5) 4- (Rx 4- S) (x2 — 4z 4- 13).

Dies gibt für

z2 — 4z — 13 = 0, oder z2 = 4z — 13, z3 = 3z — 52 (104.) 6z — 178 = P(16z — 78) 4- Q(6x — 8).

Da die gleichstelligen Koeffizienten auf beiden Seiten dieser Gleichung einander gleich sein müssen, so gelten die Gleichungen

(105.)      8P—30=3, 39P—4Q = 89,

folglich wird

(106.)           P=3,  Q=—7.

Setzt man in Gleichung (103.)

x2 + 2x - 5 = 0, oder x2 = — 2« — 5, x3 = — x — 10, so findet man in ähnlicher Weise die Gleichungen (107.)    14 + 208 = R(20. + 30) + S(— 6x + 8),

(108.)     10R—38=7, 157? + 45 = 104,

(109.)             R = 4, 5=11,

und wenn man diese Werte in die Gleichung (102.) einsetzt, 7x8— 632—9x — 108 3x — 7 4z + 11 (x2—4x—13)(2—22—5)  x2—4—13 1 x2—2r—5

In ähnlicher Weise findet man

Aufgabe 9.

z + 1 z2 — 42-13


Aufgabe 14.



528 — 12x2 — 9« — 30 3x -p 5


2z — 7

z2 — 6z - 13



(xc2 —43—5) (xc2 — 6x - 13)   x2 4“ 4z 4- 5

§ 36.

Zerlegung der echt gebrochenen rationalen Funktionen in Partialbrüche, wenn die Gleichung f(c)=0 auch gleiche Wurzeln besitzt.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 146.)

Hat die Gleichung f(x) = 0 auch gleiche Wurzeln, so kann man diese gleichen Wurzeln zusammenfassen und f(x) auf die Form

(1.) /(z) = (z — a}a (x — 6)1* (z — cy... (z — k)x(x — 1)2 bringen, wobei die Größen a, b, c,. . .k, l sämtlich voneinander verschieden sind, und

(2.)      a++3+7++2=n

ist. Auch möge vorausgesetzt werden, daß p(x) keinen Teiler mit /(z) gemein habe, daß also p(x) für z gleich a, b, c,...k oder l von Null verschieden sei. Man erkennt sogleich, daß in diesem Falle die Gleichung

A B cKL

f(z) z—a x — b x — c      x — k x—/

nicht mehr bestehen kann, weil der Generalnenner auf der rechten Seite nicht mehr gleich f(x) ist.

Hier sei

(3.)       = ("“ya        by^x — ey .. . (z — k'y(x —

und

,A,                      A — p(a)

dann wird die ganze rationale Funktion

(5.)         ,(0) - A,/; (2) =

gleich 0 für x = a, folglich ist sie teilbar durch z — a Man erhält also


(6.)



g(x) — Af(x) = (x — a)q^x),


oder




(6 a.)



g(x) = Af(x) 4- (x — ayp^x).

Da die ganze rationale Funktion p(x) — Af(x) höch-stens vom Grade n — 1 ist, so kann 9(x) höchstens eine ganze rationale Funktion vom Grade n — 2 sein.

Nach diesen Angaben wird also

/7 g(x)  Af(a)—(x—a)9(x)




i     P(a)

(x — a)u (x — a)a~v



" f(x) — (x—

(p(w) A1

Man hat also von - ein Glied ---— abgesondert.

(x — a)a °        ‘



so daß nur noch eine echt gebrochene Funktion - —9i(•) ° —

übrig bleibt, bei welcher der Grad des Nenners nicht mehr

n, sondern nur noch n — 1 ist.

Ist c > 1, so kann man dieses Verfahren wiederholen und erhält ebenso

/g,    P(x)       A2 i    92(«)

(x — (x — a)“-1 (x —

also

	
9 p(x)_ A A2 92(x)



f{x) (x- a)a {x—a)a—1 (x — a)a~‘



wo jetzt in der echt gebrochenen Funktion - ,,

J ° (x—a)“-2fi(x)

der Grad des Nenners wieder um 1 kleiner ist.

Wendet man dieses Verfahren «-mal an, so ergibt sich

	
10 , = _A .  Ag Ag + .



f(x)   (x — a)a   (x — d)a~}        x — a fi(x)

In dieser Weise kann man fortfahren und findet schließlich die Gleichung 



(11.) g(xc)_ ------------ ।।---Au

‘ f(x)    (x — a)a    (x—a)“-1         x — a





+B, B,B, " (x—b)8 (x — b/-1 " x—b + 

+ - L J__L2__|_____L La .

(x— 1)” (x — 1)2—1 " x—l

Die Zähler A1, A2, ... Äa, B, B2, ... Bs, L2, ...La dieser Partialbrüche berechnet man, indem man beide Seiten der Gleichung (11.) mit dem Generalnenner

= (x — d)a{x — b)B(x — c)y ... (x — k)*(x — 1)2 multipliziert, nach Potenzen von x ordnet und die gleichstelligen Koeffizienten auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich setzt. Dies gibt dann, wie man leicht bestätigen kann, n lineare Gleichungen mit den n Un-bekannten

A1, A2, • • • Aa, B, B2, • • • Bs, • • • Di, L2, ... L, und zwar sind diese Gleichungen immer lösbar.

Aus dem Umstande, daß diese n linearen Gleichungen mit n Unbekannten nur eine Lösung besitzen, kann man wieder schließen, daß auch in diesem Falle die Partialbruch-Zerlegung nur auf eine Weise geschehen kann, d. h. daß man dasselbe Resultat erhält, gleichviel ob man zuerst die Partialbrüche

Gi__ A2             Aa

( •— a)a   (x — a)a-1        x — a

absondert, oder ob man mit der Absonderung der Partialbrüche in einer späteren Zeile von Gleichung (11.) anfängt. Die Rechnung wird ziemlich umständlich, wenn n eine große Zahl ist; dann kommt man schneller zum Ziele, indem man, der Gleichung (4.) entsprechend, zunächst

_ p(a)

	
1 fM



berechnet und das gleiche Verfahren auf die Ermittelung von B1, (7i,... Ai, L anwendet. Dies geschieht am ein--7—7 —7— ©

fachsten, indem man in Gleichung (11.) durch Multiplikation mit

f{x) = {x — d)a{x — b^{x —   . .. {x — ky\x — 7)2

die Nenner fortschafft und dann der Reihe nach

x=a, x—b, x = ... x = k, x = l

setzt. Die Berechnung der übrigen Zähler der Partialbrüche geschieht dann nach dem zuerst beschriebenen Verfahren, ist aber viel leichter geworden, weil man nur noch n — m lineare Gleichungen mit n — m Unbekannten hat, wobei m die Anzahl der voneinander verschiedenen Wurzeln a, b, c, ... k, l der Gleichung — 0 ist.

Einige Beispiele mögen zur Erläuterung dieser Angaben dienen.

Aufgabe 1. Man soll die gebrochene rationale Eunktion 4x8 — 63x2 + 338a; — 619 . "               ,

—----—o--in Partial bruche zerlegen.

(x —7)(x— 5)3 6

Auflösung. In diesem Falle muß man

423 — 63x2 + 338x — 619

(x — 7)(x — 5)8

_ A B, B, Ba

x — 7   (x — 5)3   (x —-5)2   x — 5

setzen. Dies gibt, wenn man beide Seiten der Gleichung mit (x — 7) (x — 5)3 multipliziert,

(13.)            4x3 — 63a?2 + 338a? — 619

= A(x—5)8+ B, (x—7) + Bg(x—7)(—5) + Bg(x—7)(—5)2, oder

(14.)     4x8 — 63a?2 + 338a? — 619 = (A + B,)

+ x2(— 15A + B, — 17B3) 4- x(75A 4- B, — 12B, + 95B,)

	
4- (— 1252 — 7 B, 4- 35B, — 175B3).



Daraus folgen die Gleichungen

A+B,= 4,

— 152 4- B, — 17B, = — 63,

"1‘:            752 4- B, — 12.B, + 95B, = 338,

. — 1252 — 7B, 4- 35B2 — 175 Ba = — 619.

Durch Auflösung dieser Gleichungen ergibt sich

(16.)     2 = 4, A = 2, B,=- 3, B,=0,

so daß man erhält

4x8—6332 4 3382—619 4     2      3

( — 7) (a?—5)8        a?—7   (x — 5)3   (a?—5)2

Wendet man das andere Verfahren an, indem man in Gleichung (13.) zuerst a? = 7 setzt, so findet man

(18.)           32= 8, oder A = 4;

und für x=5 findet man aus Gleichung (13.)

(19.)       —4=—2B, oder B,=2.

Zur Ermittelung von B2 und B3 braucht man jetzt nur noch zwei Gleichungen. Deshalb wählt man von den vier Gleichungen (15.), welche zur Verfügung stehen, diejenigen aus, welche sich am leichtesten herleiten lassen; d. h. man braucht jetzt garnicht mehr die Gleichung (14.) vollständig zu bilden, sondern berechnet von der rechten Seite dieser Gleichung nur den Koeffizienten von x3 und das konstante Glied. Daraus ergeben sich in Übereinstimmung mit den Gleichungen (15.) die Gleichungen

1

 Für den Fall n = 2 ist die Zerlegung in Partialbrüche schon in § 13 durch geführt worden.

2

 Vergl. D.-R., Seite 491, Satz 1.

3

 Vergl. D.-R., § 1LL


(20.)               A-B,=4,

(21.)   — 1252— 7B,-35B,_ 175B,=L 619,

die sich aber mit Hülfe der Gleichungen (18.) und (19.) auf (20 a.)                      Bg = 0,

(21a.)  35 B,— 170 B, =—105, oder B,= —3

reduzieren. Auf diese Weise wird man wieder zu dem in

Gleichung (17.) angegebenen Resultate geführt.

2,3 [ "I 0,2 ___ ,

Aufgabe 2. Man soll den Bruch ---(22--12--- in

Partialbrüche zerlegen.

Auflösung. Hier muß man

3284 —x A, Ag _B, _B

Ff (x2—1)2 (x—1)2a—1(—1)2x—1

setzen und erhält durch Multiplikation mit

(x2 — l)2 =(x — 1)2(0 + l)2

(23.) 3x3 + 10x2 — a= A_(x + l)2 + Ag(x + 1)2(2 — 1)

+ B,(x — 1)2 +     + 1)( — l)2.

Hieraus ergibt sich für x

(24.)            12 = 42i, oder A, = 3,

und für x = — 1

(25.)          8=4B,, oder B,=2.

Zur Ermittelung von A2 und suche man auf der rechten Seite von Gleichung (23.) den Koeffizienten von x3

und das konstante Glied auf und setze die gefundenen Größen den gleichstelligen Koeffizienten auf der linken Seite gleich. Dadurch erhält man die beiden Gleichungen (26.)                A2+B,=3,

(27.) A, — Ag + B, + Bg = 0,

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (24.) und (25.)

(27 a.)          —A2+B,=—5,

also

(28.)            A,—4, B,=-1,

so daß Gleichung (22.) übergeht in

. 333 + 10x2 — &  3   _4_2     1

(x2 — l)2 (x — 1)2a — 1 (x +1)2  2—1

In ähnlicher Weise findet man

Aufgabe 3.

ad—ad— 1622— x—25

(x — l)2 (a; — 2)3

325 L 41

(x — l)2 ' x — 1   (x— 2)8 (x—2)2 x—2

Dieses Verfahren gilt auch hier noch, wenn die Wurzeln a. b, c,...k, l sämtlich oder teilweise komplex sind. Man kann aber, wenn in f{x) und g(x) die Koeffizienten sämtlich reell sind, das Resultat gleichfalls auf eine reelle Form bringen. Ist z. B. b gleich g — hi^ so wird eine andere Wurzel, sie heiße c, gleich g — hi, und es wird ß gleich Y sein, wie in der Algebra bewiesen wird (vergl. D.-R., § 113). Nun folgt aber aus der Bildung der Größen Ba,...Bs und <7i, C2, ... Cv, daß man die letzteren durch Vertauschung von — i mit — i aus den ersteren erhält. Ist also (30.) B,=G++H,i, B,=G+ H2i,...B?=G^ Hpi, so wird

(31.) Cr = —Hri, C2 = G2 —Hi, ...C7=C?=G?

Deshalb werden die Summen


		
8

5 1 S
	
+
	
Ci

{x—cy ’ c2


	
(32.)
	
(x — b)8-1
		
(x -— cy~r ’


	
sämtlich reell.
	
e9 1

8
	
+
	
c,

X — c




Man kann auch hier in der Zwischenrechnung die komplexen Größen ganz vermeiden. Wenn man nämlich die Ausdrücke (32.) auf gleichen Nenner bringt und addiert, F (xc)

so erhält man -----, ,1 wo der Nenner vom Grade

[(x — g)2 4- h2P

23, der Zähler aber höchstens vom Grade 2/?— 1 ist; denn die Summe von echt gebrochenen rationalen Funktionen ist stets wieder eine echt gebrochene rationale Funktion. (Vergl. Satz 2 in § 34.) Jetzt findet man durch Division (33.) F{x} = [(« — g)2 + 12]      + P,a + Q,

also

A F(x) _ : Pa—Q ■___F_(x)__

[(x—g)2—h2]8 [(x—g)2—h2]8[(x—g)2—h2]8- 1

Ebenso findet man durch Division

3g \  F1(a)=P2X—Q2 । F2(x) [(a—g)2—h2]8- [(x—g)2—h2]8-1   [(x—g)2—h2]8-2

In derselben Weise kann man fortfahren und erhält schließlich

Bi B2        B. C, C2         C,

{x—b^ (x- b/~1      x—b (x-c) (x—cy~l x—c

__ P\X + Qi_      P,& + Q2__.     , P[iX + Q,

[(x—g)2—h2]8   [(x—g)2—h2]F-1        (x—g)2—h2

Die Berechnung der Größen P, Qi, Pa, Q2,...Ps, Qs


erfolgt jetzt wieder wie früher, indem man den Ausdruck,




welcher sich für P) t\x)




durch Partialbruch-Zerlegung ergibt,



vorläufig aber noch die unbestimmten Größen Pi, Qi, Pa, Q2,...Ps, Qs usw., enthält, mitf(x) multipliziert, nach Potenzen von x ordnet und die einzelnen Koeffizienten den gleichstelligen Koeffizienten von p(x) gleichsetzt. Dadurch erhält man n lineare Gleichungen mit n Unbekannten, deren Auflösung nach diesen Unbekannten immer möglich ist.

Man kann aber auch hier die Rechnung wesentlich abkürzen, indem man

(x—g)2 — h2 = 0, oder x2=2gx — g2 — h2 setzt. Dadurch kann man die eben beschriebene Gleichung auf den ersten Grad bringen und durch Gleichsetzung der gleichstelligen Koeffizienten die beiden darin verbliebenen Unbekannten P und Qi berechnen.

Am besten wird dieses Verfahren durch Beispiele erläutert.


23 — 2

\x ■— 1) (x2 — l)2



Aufgabe 4. Man so]] die echt gebrochene rationale


Funktion



in Partialbrüche zerlegen.

Auflösung. Nach dem Gesagten muß man hier

22 — 2  A Pix — Q P2X + Q2 (x—1)(x2—1)2 x — 1   (x2 — l)2    2—1

setzen. Wenn man beide Seiten dieser Gleichung mit (x — 1) mal (x2 - l)2 multipliziert, erhält man

(38.) 2x-+2—A(g2+1)+(P,a-+ Q(a1)++(P,a-+ Q.Xa1Ya2++1), oder, wenn man die rechte Seite dieser Gleichung nach fallenden Potenzen von x ordnet,

(39.) 2x—2=.(A+P2)-2(—P2HQ2)—«(2A+PHP—Q2)

+ x{— P- Qi—P- Q2) + (A— Qi — Q2).

Durch Gleichsetzung der gleichstelligen Koeffizienten ergibt sich hieraus

AP2=0,


(40.)



— P,++ Q2=0, 2A+P+P— Q2=0, P, + Q — P, + Q2=2, A — Qi — Q,—2.

Löst man diese Gleichungen auf, so findet man (41.) A=1,  P,=—2, Qi = 0, P,=—1, Q2=—1,

also

49 . 2x — 2= 12xx—1 .

(x -— 1) (x2 + 1)2 x — 1 (x2 + 1)2 x2 + 1

Die Rechnung wird wesentlich abgekürzt, wenn man in Gleichung (38.) zunächst x setzt. Dadurch erhält man (43.)            4=4A, oder A=1.

Für x2 — — 1 geht sodann Gleichung (38.) über in (44.) 22+2= (P,a+ Q1)(a — 1) = (— P, +    —Pi — Qi,

und daraus folgt

(45.)      — P,+Q1=2, — P, — Qi = 2,

(46.)           Pi = -2,         Qi = 0.

Um noch die beiden Größen Pa und Q2 zu finden, braucht man auf der rechten Seite von Gleichung (38.) nur diejenigen beiden Koeffizienten zu berechnen, welche sich am leichtesten ermitteln lassen, nämlich die Koeffizienten von x4 und x°. Wenn man diese Größen den gleichstelligen Koeffizienten auf der linken Seite von Gleichung (38.) gleichsetzt, erhält man

(47.)      A—Pa=0, A—Q—Q2=2,

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (43.) und (46.) (48.)           P2 = —1, Q2=— 1.

Daraus ergibt sich wieder Gleichung (42.).

Aufgabe 5. Man soll die echt gebrochene rationale  .    335 fi- 2x4 + 6a?3 — 1102 — 12a? — 8 .   ,   .

Funktion -------g,.——0---in Partial-

(a? — 2)-(x- -j- 23 + 2/

brüche zerlegen.

Auflösung. Hier ist zu setzen

,   (x)  Ai A2 Pia? + QiL P23 + Q2

' f(x) (x—2)2  x-—2  (x2—2x—2)2   x2—2x—2‘

folglich wird

(50.) o(x) = 3a?5 — 2a?4 + 6a?3 — 11a?2 — 12a? — 8

= A_(x2 +22+ 2)2 + Ag(x — 2) (a?2 +22- 2)2

(Pia?4- Q1)(a—2,2+(Pg + Q2)(a?—2)2(a?24-2a?4-2).

Kiepert, Integral -Rechnung.                                15

Dies gibt für x

(51.)           100 = 10021, oder A,=1

und für x2 — 2a? — 2 = 0, oder x2= — 2a? — 2

10:-30 = (Px-Q1X—G+2)=(14P—GQ1)-(12P,+2Q1),

also

(52.)       7P,—341=5,  GP,+Q1= 15,

(53.)             P, Qi = 3.

Setzt man jetzt noch die Koeffizienten von a?5, x4 und x° auf beiden Seiten von Gleichung (50.) einander gleich, so erhält man

A,+ P,=3, A,+24,—2P,+Q=2, 4A,   8A2 ■ 4Q, - 8Q2 — — 8,

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (51.) und (53.) (54.) A,+P=3, 242—2P,+Q=1, 22-Q2 = 3, also

(55.)         A2=2, P,=1, Q2=—1.

Indem man diese Werte in die Gleichung (49.) einsetzt, erhält man

3a?5 + 2a?4 + 6a?3 — Ila?2 — 12a? — 8

"°0 (x — 2)2(224 2x + 2)2

1         2          2a? + 3           a? — 1

(a? — 2)2 a? — 2   (x2 + 2a? + 2)2    2—23- 2

In ähnlicher Weise findet man

Aufgabe 6.

2a?5 — 3a?4 + 16a?3 — 5a?2 —9- 19 _ (a? — 3)2(a?2 +2- l)2

4         1         2a?-]-3 a? — 1

(a? — 3)2 a? — 3   (a?2 +x- 1)2   22—-x—1

Weitere Ubungs-Aufgaben kann sich der Anfänger sehr leicht selbst stellen, indem er beliebig gewählte Partialbrüche auf den gemeinsamen Generalnenner bringt und da-(o(o)

durch die Funktion ,) ' bildet.

f(a)

§ 37. Integration der Funktionen Ada und - Ada— 227 X — a (x—a)"

(p(oc)

Bei der Zerlegung von ,, in Partialbrüche ist vor-1()

ausgesetzt, daß man die Wurzeln der Gleichung f(x)=0 ermittelt hat.

§ 37.

A            A

integration der Funktionen r und ajad-

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 27, 29, 29a, 87, 88, 90, 92 und 146.)

Die Zerlegung in Partialbrüche macht es möglich, jede gebrochene rationale Funktion zu integrieren, denn man kann sie nach den Ausführungen der vorhergehenden Paragraphen stets (nötigenfalls nach Absonderung einer ganzen rationalen Funktion) in eine Summe verwandeln, deren ein-

A A

zelne Glieder entweder die Form " oder z haben.

X—a     (X — a)n

Diese Ausdrücke kann man aber sehr leicht integrieren.

Setzt man nämlich

(1.)             x —■ a = t, also dx =

so wird nach Formel Nr. 12 der Tabelle

/ dx = Al J = Alnt,

J x — a J t

oder in Übereinstimmung mit Formel Nr. 27 der Tabelle

f A

(2.)               /----dx = A In (x — d).

Jx — a

Ferner wird, wenn n von 1 verschieden ist, nach Formel

Nr. 9 der Tabelle, indem man m —- n setzt,
[image: ]


oder

l’ Ä           —A

J {x~ d)n (n — 1)x —

Für n ergibt sich hieraus Formel Nr. 90 der Tabelle, nämlich

/’ dx  ( dx __      1

J x2 — 2bx + 2 J(x —b)2 x + b

Wendet man dies auf die in § 35 und 36 behandelten Beispiele an, so findet man ohne weiteres die Lösung der folgenden Aufgaben.


Aufgabe 1.



8 — Gx2 — 13x —42 x — 7  2—3 x — 2’

folglich wird

/’ 1522—70x—95 ,  0365,7.,

Jx3—6x2—133-42 Jx—7 Jx—3 Jx—2

= 3ln(x—7)—5ln(x—3)+ 71n(x—2)

= In [(x — 7)3(x + 3)5 {x — 2)7].

12 -1- 1

—--dx = ?

30°  DC

Auflösung. Nach Aufgabe 2 in § 35 ist 22—1 . 1 , 1 , 1 --. ,    - I —   -—              7 ac3 — X X X — 1 ' X 4- 1

folglich wird

[image: ]



= — Ina? — ln(x — 1) — ln(x — 1)

[image: ]



g /  4x2 — 15x + 19  , Q

Aufgabe 3.    I-.----.07--o,,----^dx = ?

‘       J(x — l^x—2)(3 — 3)

Auflösung. Nach Aufgabe 3 in § 35 ist

4a?2 — 15x + 19        4       5       5

(x—1)( — 2)(x— 3)  x—1  x — 2 x — 3’

folglich wird

6 4a?2 — 15a? +19       ,6 dx    eG dx    - ( dx

(x — l)(a?—2)(x — 3) " Jx—1   Jx—2   Ja? — 3

= 41n (a? — 1) — 51n(x — 2) + 51n(x — 3).

Aufgabe 4. f + M . - ?

Auflösung. Nach Aufgabe 4 in § 35 ist

1    1/2       2  \

1+3— x2 v5\2x—1+V5 2x — 1 V5

folglich wird

i' dx         1 / ( 2d.r         G 2dx

J1—x— x2 “ v5 \/2x  1—5 J2x —1—5


1

v5



1n(2x — 1—V5)—In (2x- 1—V5)]

1(21+5)

V 5 \2x — 1 — V 5/

Aufgabe 5. /2-76+8 dx = ?

J x- — b.-(

Auflösung. Nach Aufgabe 5 in § 35 ist

2a8 —722—62- 8_,-_ 1 /34 10V2 __—3 +10V2

22—62++7   " ° 2V2%—3— V2a— 3 ++V2/

folglich wird

/2a?8 — 72 — 6x + 8       /’      /'

/ -   ,      , — dx 2lxdx — oldx

J x2 — 6x-—7        J J

1 r /(3+10V2)dx   /(—34 10V/2)da

2V2L/x — 3 — v 2 J x — 3 + V 2 J

- «2 + öx + 9v, [(3 4- 10V/2)In(a — 3 — V2)

+ (— 3 + 10V2)In( — 3 + V2)]

= X2 + DX 4--131n(K —---(2)_10V21n(2_627)

J (X—)(a- — 6x + 13)

Auflösung. Nach Aufgabe 6 in § 35 ist

13x2— 681495     10 ।   3 — 8i       3—8

(x—5)(x2—6—13)  x — 5   2(x—3 — 2i) 1 2(x — 3—21)’

folglich wird

((1332 — 68-95)dx   10 /* dx __3—8i/ d.r



J (x—5)(x2—6x-13) J x 2 Jx — 3—2i

,3—8/ dx

2 Jx—3- 2/

3 g;

= 10ln(x — 5)  -----, In {x —-3 — 2i) + 3,8 In(g — 3 + 21).

Dieses Resultat befriedigt deshalb nicht, weil es komplexe Größen enthält, obgleich man es, wie später gezeigt werden soll, auf eine reelle Form bringen kann.

2x2 — 10. - 14   ,    „

7--0-------dx = ?

(X — 4)(X — 3)(X — 2)

Auflösung. Nach Aufgabe 9 in § 35 ist

2x2 — 10x + 14    3     21

{x — 4)(x — 3)(x — 2) x — 4 x — 3 x — 2 ’ folglich wird

((222—103 - dx _ ,

/(—4a—3)(2—2) 3ln“ 4) 2ln” 3)tinfs2

/'99, -p 19 

Aufgabe 8. /, ,   ", dx=?

J (a- — 4)(X — 4)

Auflösung. Nach Aufgabe 10 in § 35 ist

—221 — 12   1/12 7 19 N

(x2 — 4)(x--1)   3 \ — 2 1 x + 2 x — 4/

folglich wird



/ 4j.



Aufgabe 9. / 129+ 36-is dx = ?

J 2° — 9x

Auflösung. Nach Aufgabe 11 in § 35 ist

12x2 + 362—182 11 1

x8 — 9x x x — 3   x—3‘

folglich wird

§ 37. Integration der Funktionen Ada und   Ada. 231

X — a (x — a)n

(‘(12x2—36— 18)dx , , z

j---- sm 92---= 2ln« + 111n(« —3)—In(- 3).

g, / 8x2 — 16x + 3   ,   „

Aufgabe 10. 6----., „ dx

‘ J(x — 1)(x2 —4x—2)

Auflösung. Nach Aufgabe 12 in § 35 ist 

Sx2 — 163 + 3     5 _1(13 +3V2  13— 3V2n

(x—1)(a2—4+2)13—12V2—2—V2 x-2+V2)‘

folglich wird

’ (8x2 16x - 3)dx

(x — 1)(x2 —4x- 2)


5 In (x—1) —




(13—3V2)1n(x—2—V2)




— (13 — 3V2)1n(— 2+V2)





_ 5In(a —1)+ 13n(3—2—V2)_31n(02. 40—2).

2V2 \— 2—V2/ 2

(z — 7)(z- 5)3 z —7   (z—5)8   (z—5)2'

folglich wird

/'4z3 — 63z2 — 338z — 619 , Gdx ,  ( dx

J {x— 7)(z —5)3        . Jx—7 J (z — 5)3



[image: ]





= 4 In (z — 7) — -—1g + — -(z — o)2 X — o n /   _,3a — 13

folglich wird


3x3 4- 10x2 — x



da        da i 9 ( da


(x2 - l)2



— 1)2 + Jx—1 + "/(x + 1)2

( dx

Jx ++ 1

— 3               2

=---. 4- 41n(x — 1)---— In(x - 1)

C   1                    X -— 1

 . ((x — 1)4 5—1

- \x- 1 )  x2— 1 ■

(x4— 3— 1622— x — 25 ,   ,

Aufgabe 13. /----7----.9,---0-----dx = ?

‘ J (a—1)-(a — 2)3

Auflösung. Nach Aufgabe 3 in § 36 ist

a4 — 8 — 16x2 4~ 38x — 25

(x — 1)2(x — 2)8

3    2   5   4   1

(x—1)2 x — 1 {x—2)8 (x—2)2 x — 2’ folglich wird

/(x4 — x3 — 16x2 4~ 38a? — 25)dx

/ (x—1)2(2 — 2)3

2                                 -             4-



=----. — 2ln(x--1) — ^7----- ,---------5 — In(x — 2).

x — 1 1 v ' 1 2(3 — 2)2 x — 2

Die einfachsten Fälle der Partialbruch-Zerlegung sind schon im ersten Teile (§ 13) berücksichtigt worden. So ergibt sich z. B. Formel Nr. 29 a der Tabelle, nämlich ohne weiteres durch Partialbruch-Zerlegung.

[image: ]



In gleicher Weise ergab sich auch Formel Nr. 88 der Tabelle, nämlich

ydx          1  , /x — N

;  -------lnf--1

(X — X1) (x — 2) X1 — X2 \ — x^/ durch Partialbruch - Zerlegung.

Daraus findet man dann auch Formel Nr. 87 der Tabelle, denn bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (6.)              x2 - 2bx —c=0

mit Xi und R2, so wird

x1= — b — Vb2 — c, X2= — b }/b2 — c,

I        2,—R= 262 — c,

(8.)           (x — x1)(x — x2) = x2 - 2bx — c,

so daß Gleichung (5.) übergeht in

(9 / dx 1___in(x + b — Vb2 — <?\.

J x2 + 2bx +c 2 Vb2 — c \—b+ vb2 — c)

Ebenso erhielt man auch Formel Nr. 92 der Tabelle, nämlich

(10)                    / (_

J(x — x1)(x — x2)

;--:---[(Px, 4- Q)In(x -- x,) -- (Pg + Q)n(a — 22)]

durch Partialbruch - Zerlegung.

§ 38.


(1-)



Auf den Zusammenhang dieser Formel mit Nr. 29 und 29 a der Tabelle, nämlich mit


(2.)

oder

(2 a.)
[image: ]




[image: ]



ist bereits auf Seite 65 hingewiesen worden.

Aus Formel Nr. 28 der Tabelle ergibt sich Formel

Nr. 89, nämlich

[image: ]

indem man das Integral auf die Form




/’ d(x + b) J(x 4- b)2 —c — b2

bringt und c — b2 gleich a2 setzt. Dieses Integral geht in i' dx        6 d(x — q) 1 /x—g

(4.) I           ,, = I                   arctg( -)

J(x—g)2 — h2 J {x— g)2—h2 h \ h / über, wenn man (5.)               b = — c — b2 = li2

setzt. Noch unmittelbarer erhält man dieses Resultat durch die Substitution

(6.)              x — g — ht, dx — hdt^

dann wird nämlich in Übereinstimmung mit Gleichung (4.) /’ dx         ( hdt 1 ( dt 1

"7 ’ J(x — g)2 + h2 Jh2(2— i) “ V i + t2= h ae 8t

	
1 ./x—g\



= , arc tg( , I •

h S\ h /

i oloc 

Dieselbe Substitution kann man anwenden, um l. ,    , ,

’ J[(x—g)2—h2” zu berechnen für den Fall, wo n»1 ist; dann erhält man nämlich

dx           G hdt  1 i' dt

\{x — g^2 + /i2\n Ä )h2n(1 + t2^ ~ h2n-1/(1 - t2)n'

Nun ist    1_1+t-t_ 1 e .

; (i+t2)" (i + t2)" (i + t2)”-1 (i+12}“ folglich wird

G dt ( dt          i' t2dt

‘      J(1 + t2^ =J (1 + t2y~} J(1 — t2^ '

Setzt man jetzt in Formel Nr. 98 der Tabelle, nämlich in

Judv — uv — Jvdu, t             2tdt 6/(1 — 12)

“2' d"t(1+ty"(1-t2y"‘ also  du — ^dt, v—-   ,, ,

	
2 ’ (n — 1)(1 - t2^-1



so erhält man

§ 38. Integration der Funktionen----da und da . 235

(0—g)2+h2     [^—g)^+h^n

. / t2dt _           t               1    /' dt

" J(1—t2)*5 2(n— 1)(1+12)"-1 T2(n—1)/(1-t2y-1‘

und wenn man diese Gleichung von Gleichung (10.) subtrahiert,

1,  6 dt               t        ,2n — 3/ dt

" • J (1 + t'^ — + (2n—2)(1- t2)"-1 + 2n — 2 J(1 —t2)"-1 ‘

Durch diese Formel ist das gesuchte Integral auf ein einfacheres zurückgeführt. Durch wiederholte Anwendung der Formel kommt man schließlich auf

ji4,-aretgl.

Beispiel für n = 3.

C dt             t 3 /' dt

J (1 + t;^' = 4(1- t'^ + 4 J(1- t-f ’

802412sar 8

Man kann das gesuchte Integral auch auf Formel


Nr. 102 der Tabelle zurückführen, indem man




(13.)

(14.)



t = tgz , also z = arctgt.

1 + (2 = 1 + tg?z = 1,,    1   = cos2«,

cOS‘ 1—t-

= cos2n—2z

setzt, dann wird mit Rücksicht auf Formel Nr. 102 der

Tabelle, wenn man 2n mit 2n — 2 vertauscht,

236 § 39. Integration der Funktionen (Px-A)da und (Pa+ Q)dx (—9)2+h2 (a—9)+h2]"

(15.) ( dt = (cos2»—2zdz

. r i , , ,    2n_3

= sinz.——.cos2”-8 — /H-— o— cos2n L2n—2       1 (2n—2X2n—4)

(2n — 3)(2n—5)...5.3     __(2n—3)2n—5)...5.3.1

(2n—2)(2n—4)...6.4.2 108 “(2n—2X2n—4).. .6.4.2

Dabei ist

(16.) cosg__I1 , sine = t j singcosg_,t V1—t2 V1—t2 1t

Für n = 3 erhält man z. B. wieder

/’ dt . /I 3 . 3       \ . 3.1

J(1—f2)3 = sm~ (4 cos 2 + 4 2 C0S V + 4.2 2

= 14 y2 (4011, +8)+8 arctgt.

§ 39.

Integration der Funktionen (Px + Q}dx       (Px- Q)dx

(3—9)2+h2 und [{x-gY^-li^

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 151 und 152.)

Setzt man in Formel Nr. 91 der Tabelle, nämlich in

\Px-\-Q)dx P ,                  f dx

a + 262 4 c “ 2 In(3- + 2b + C) + (9 Phx2 + ^bx + c ‘

(1.)              b = — g, c — b2 = h2,

so geht sie über in

(2.)            = P\n{(x~C/Y+^]+(.P(l+Q')l-----d,,

v J {x—gY+h2 2 L ‘ - J{x—g)2ph dies gibt nach Formel Nr. 147 der Tabelle

f(P^PQ}dx P. ,    , , ,, , PgpQ , (x—g\

(8-) J—g = 2 In™“-%*+"*naretg( h)

In ähnlicher Weise kann man ( (P, Q)d, auf-J[(X-gYP^

finden, wenn n > 1 vorausgesetzt wird. Es ist nämlich

r {Px 4- Q}dx  mx — g^Pg + Q ,

* J[(x—g)2—h2]” J [(a—g)2—h2]"

_P£ 2(x—g)dx _p,_ L dx

2 J[(x — g)2 + h2]” nn — g)2 — h2]” ’

Setzt man jetzt

(5.) {x — g)2 —h2=y, also 2(x — g}dx = dy. und

(6.)            x — g = ht also dx = hdt,

so geht Gleichung (4.) über in

/’ (Px + Q)dx | P l'dy Pg +Q/ dt

J[(x 2/yn J(1—t2)n;

dies gibt

f (Px + Q}dx        P_________

J[(x — g)2 — h2]”      (2n — 2) [(x — g)2 + h2]"—1

। Pg + Q /’ dt| h2n—1 J(1—t2)"‘

wobei das Integral auf der rechten Seite nach 'Formel

Nr. 149 oder 150 der Tabelle berechnet werden kann.

§ 40.

Übungs-Aufgaben.

. _ ,   .   ((13x2 — 68a? + 95)dx    ,

Aufgabe1 J(—5)g—6+13)‘

Auflösung. Nach Aufgabe 6 in § 35 ist

13x2 — 683— 95    10 3x + 7



(x — 5) (x2 — 62— 13) x — 5 x2 — 63— 13

Nun ist nach Formel Nr. 27 der Tabelle


(2.)




= 101n(x _ 5)

Y 3 •



und nach Formel Nr. 151 der Tabelle

,, \ 6 (3x — 7)dx 3 f (2x — 6)dx cG dx

wr-              2) 2—6x—13 T 10J(x — 3)2 —22


folglich wird




ln(x2 — 6x




+ 13) ++ Saretg(23) ?



, ((13x2— 682—95)dw , , ,,,

(4-) Jc—syg26+13) - 101ne3+ 2 InsGt 18)

+ Saretg(,8)

t ,      / (6x2 — 25a? 4- 89)d:    ,

Aufgabe 2. / /         .  - = ?

‘ J(—3)(2- — 4.—20)

Auflösung. Nach Aufgabe 7 in § 35 ist

6a?2 — 25. + 89      4, 2x — 3

’ (x 3)(32 — 4x + 20) x — 3   a?2 — 4a? -J- 20

Nun ist nach Formel Nr. 27 der Tabelle

(6. /4d,—4n_3

J 3 — 3

und nach Formel Nr. 151 der Tabelle

/(2x—3)d.x     ((2a? — ^)dx . C dx

" Jx'2 — 4x 4 20 Jx2 — 4x —20 J{x — 2)2 + 42

1 /o  An

= In (x2 —4- 20) - 4 arc tg( 4 )

folglich wird

sf - s208=+30)

1       /q —• 2\

— arctg( — — )•

'4    ©\ 4 /

Aufgabe 3. I 7“ 103H37,d_?

‘ J(a—1)(a2 — 4-13)

Auflösung. Nach Aufgabe 13 in § 35 ist

7x2 — 10a? — 37        3        4a? — 2

(x + 1)(22—4x 13) x —1 + x2— 4x + 13

3  2x — 4  _i_    G

x + 1   "x2 — 41—13   (a?— 2)2—32

folglich wird

, ((7x2 - 10a? — 37)dx

( /(—1(32—4x—13)

= 3ln(x 4~ 1) + 21n(x2 — 4a? + 13) + 2arctg(“ A

7x3 — 6.x2 — 9z — 108


Aufgabe 4.



(x2 — 4x — 13)(x — 2z - 5)


dx = ?



Auflösung. Nach Aufgabe 8 in § 35 ist

7x8 — 6x2 — 9x — 108 3a — 7 L 4x — 11

(2 — 4z -j~ 1 3)(x2 + 2z -f- 5) z2 — 4x+13 z2 + 2z + 5

 3 2z — 4        1

2 x- — 4z +13  (z —2)2—32



2x—2 , 7

z2 — 2z —5 (z — 1)2 — 22 ’ folglich wird

6 (7x3 — 6z2 — 9a? - - 108)dx

* f J(x2 ■— 4r 4- 13)(z2 + 2z 5)

	
3 .  „  ,  .   1   , /z — 2\



9 n(« — 4 13) — 3 arct8(—-—)


21n(z2 —2x—5)—,



[image: ]





/' 523 — 12z2 — 9z A 30   ,    „


Aufgabe 5.



g _______________ 0loC   ?

J (z2 - 4z — 5)(z2 — 6z — 13)

Auflösung. Nach Aufgabe 14 in § 35 ist

523—12x2 — 9z + 30 3z + 5 2z — 7 (z2 + 4z + 5)(z2 — 6a?-|-13)   22—43—5   z2 —6z 4-13

 3 2z + 4      1

2 z2 + 4z + 5 (x A 2)2 A 1

2x 6             1

z2 — 6z A 13 (x — 3)2 + 22

folglich wird

/’ (5z3 -— 12z2 — 9z A 30)da

J {x- A 4z A 5)(z2 — 6z A 13)

ln(z2 —4—5) — arctg(z -


1 - ln(z2 — 6z A 13)




1 . (x—3 2arctg( 2



 ,    6 (2z A ^dx

Aufgabe 6. J(x—1)(2+ 1)2

Auflösung. Nach Aufgabe 4 in § 36 ist 2x + 2        1 2x     2—1

(x — 1)(32 + 1)2   x — 1   (x2 + 1)2   x2 + 1

Nun ist nach Formel Nr. 27 der Tabelle

	
4 cn



(16.) (—.=ln(x—1),

nach Formel Nr. 152 der Tabelle ist

- £2xdx_ 1

J(x2 + l)2      x2—1

und nach Formel Nr. 151 der Tabelle ist

(18.) /u1d = +In(g2 + 1) + aretga.

Dieses letzte Resultat hätte man auch mit Hilfe der Formeln Nr. 30 und 18 der Tabelle finden können. Aus den Gleichungen (15.) bis (18.) ergibt sich daher as) /2t241,-Ing—1)+ 1, -!wg++1)-arete"

= S In(       - I ---o, -- arctgx.

(x2 —2x- 2)2 x2 — 2x — 2

Nun ist nach den Formeln Nr. 146, 27, 151 und 152 der Tabelle

. ,dx 1 /2dx .

(21.)    /.----02 =-----. » /----5 = 2ln(a — 2),

J(2—2) X — 2 Jx — 2

g. /(x—1)dx 1 /(2x—2)dx    „6 dx

-t) Jx^ + 2x- 2 = 2/x2+2x 2 ~ (a— +1

= 11n(x2 + 2x -f- 2) — 2 arc tg (x + 1).

9, \ / (2x — 3)dx i (2x — ^dx , G dx

" " J(x2— 2x—2)2 J(x2—2x +2)2 +J[(x + 1)24 1]2

___1 r dt

x2 -f- 2x + 2 J(1 + t2)2 ‘

wobei x — 1 gleich t gesetzt ist. Dies gibt nach Formel Nr. 149 der Tabelle

,, \ (dt t ,16 dt

, ' J 1 + t2)2 “ 2/1— 2) + 2/1—12

• - 9140 + 2 areig’

	
x —.1 । 1



~ 2(22+22 + 2) + 2    8"" + 1)5

folglich wird

((3x5 + 2x4 H- Gx8 — 11x2 — 12x — 8)dx

J (x — 2)2 (x2 + 2x + 2)2

	
1 Y*____ 1


	
■...... 0 d’ 2ln(x — 2) —        q T o\





x — 2              2(2-—22 - 2)

+ ln(x2 +2x—2)— arctg(x + 1).

Aufgabe 8. ((+ 3),  , - J (x 4- x 4-1)2

Auflösung. Da in diesem Falle

(26.)          x? + x + 1 = {x + 1)2 + 4

ist, so erhält man nach Formel Nr. 152 der Tabelle, indem man

(27.)  P=1, Q=3, g=-l, h=4V3, n

setzt,

ggg L(aH3)da _ '     1   4- — f —__

' " J (x2 + x + l)2      2(x2 — x + 1) 3V3/(1 + t2)2 ‘

wobei

(29.)                 2x + 1 = tV3

gesetzt ist. Dies gibt nach Formel Nr. 149 der Tabelle

(30.) "yy=g4,+2aretgt


(2a; + 1)V3

8(22 — x —1)



i 1    .  (2x + 1

+2aretg( y,

also

Kiepert, Integral - Rechnung.
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((x—3)dx 5x — 1     10      /2x—1\

J(x2—x—1)2 3(22+3+1) 3734 8 V3 /

. - , n /*2x5 — 3x4   1623 — 52 _    — 19 ,

Aufgabe 9. /—    )----.,9, , ,-----dx=

a J (X — 3)(x2 + X + l)2

Auflösung. Nach Aufgabe 6 in § 36 ist

	
2 .x5 — 3x + 162* — 5.x2 + 9x + 19



(x — 3)2(x2 + x + 1)2

4          1          '2a1 + 3          x — 1

(x — 3)2   x — 3 1 (x2 —x- 1)2   x- + x -

= 4  1.2—1 4.  2

(x — 3)2 X — 3 {x~ —X—1)2 | (x + ] )2 — ;

, 22-1 , 1

xHx—1 (t!

Setzt man wieder

.7 = — ,,  1=,v3,  22—1=1V3, x1 + x + 1 = ,

so wird

(33.)           3(1 + t2) = 4(z2 +- 1),

A /(2x—1)da_/dy_1____ 1

J (x2—x—1)2 J y- y x2 x 1

und ähnlich wie die Gleichung (30.)

/’ 2dx  f 16V3. dt _ 8/t

(£ ’ J1(x+12+12 J 9(1 +f) “ 3V3\1+f •8 4—2     8     /2x—1N

3(22 +1+1) 3v3ae8k V3 )


Deshalb wird



-3J1—(5v3artgk3 )

r (2x5 — 34 — 16x3 — 5.2 — 9x + 19)d.x

5- J (x — 3)2(2 + x + 1)2

+s1)* svseetg( vs )+21ne‘t1

vaaret8kva)

4 4x — 1        1     , /2x +1 \

X - 3 + 3(g+1+1) - 3v3 aetgk V3 )

+ In(x — 3) + , In (x2 —X—1).

, . —8x—4)dx , Aufgabe 10./--g3j1 =‘

Auflösung. Hier ist

5x2—8x—4 A । Px—Q

30—1 x—1 x2 — x—1’

oder, wenn man beide Seiten der Gleichung mit

(x + 1)(x2 — x—1)

multipliziert,

5a?2 — 8x.— 4 = A(x- — x—1)- {Px ++ Q(x ++ 1 .

Dies gibt für x — 1.

9 = 3A , oder A = 3

und für x2 — x - 1 = 0, oder x2=x — 1,

—3—9= (2P 4- Q)x + (— P + Q), also

(40.)     2P+Q=—3, —P++Q=—9,

(41.)            P=2, Q=—7,

,49 5x2 - 8—4_ 3 , 2—7.

i x3—1 x—1x2—X1

Nun ist nach Formel Nr. 27 der Tabelle

(43.)              3/241 = 31n(3 + 1)

und nach Formel Nr. 151 der Tabelle

(44 ) /(2x -— 7)da /(2x — 1)da 6 l' dx

Jx2 — x—1 Jx2 — X — 1    J(x—1)2 - f

; _____ X

— In(a2 — X + 1) —• 4V3aretg(—73) •

folglich findet man

r (522 — 8x — ^dx

(45 J g+1

= Blnte + 1) + In(a2 — a+ 1) — 4 V3aretg(va ) ■

Dem Anfänger wird die Prüfung der vorstehenden Auflösungen durch Differentiation empfohlen.

In manchen Fällen, wo die Integration durch Partialbruch-Zerlegung sehr umständlich oder infolge von algebraischen Schwierigkeiten garnicht durchführbar sein würde, gelingt die Integration durch zweckmäßige Umformungen und Substitutionen, wie durch einige Beispiele zur Erläuterung gezeigt werden möge.

Aufgabe11 J+, - ■

Auflösung. Setzt man in diesem Falle

(46.)           x=,, also dx = — 4, •

U U

so wird

do          l't2dt 1, ,   ,

2220+1) - J+1 --s1d+1

oder

/ dx        1,/1   x     1 / x' —L 1\

(48.) —=—.ln(--—1)=—-ln(—,)

’ Jx(x—1)   3 a  /    3\23)
[image: ]

Man kann dieses Resitat auch in folgender Weise finden. Es ist

1    _(23—1) — x” 1 x2

x(x3 - 1)    x(—1) X 3—1’

also

i' dx __ i'dx i'x'-dx

Jx(x3 - 1) J x Jx3 - 1

= Inx — In— 1)= In (, 2 ) •

\vx3 —1/

,Gdx ,

Aufgabe 12Jxt+1)‘

Auflösung. Setzt man in diesem Falle wieder

(49.)          3=, also dx = — 4,

so wird

(60. /.“ , = -/ = - +Ing + 1),

oder

/ dx      1/1    1; /x4 + 1x

(51). / / k 7      — । In( -1)—--ln( i )

x(x 1) x(x + 1) x +1’

aus der dann unmittelbar folgt

/' dx i'dx Cx^dx ,    ,,  , / x \

/ =l —     = In—1In(x —1) = ln( — )•

Jxa—1) Jx Jx—1 4

Bezeichnet man (in Übereinstimmung mit § 118 der Differential-Rechnung) den größten gemeinsamen Teiler von f(x) und f\x} mit 9(x), setzt man also

(52.) 9(X) = ( — aja—1( — b)s—1(x — cyy—I ... (x — vy——1


und

(53.)




o(x) =




9(x)




— {x — a)(x — b)(x — c).. . {x — Z),



so kann man die Partialbruch-Zerlegung auch in folgender Weise ausführen1).

Es sei n wieder der Grad von f{x\ und m sei der Grad von o(x), also die Anzahl der voneinander verschiedenen Wurzeln a. b, c, .. .1 der Gleichung f(x)=0. Die echt g(xc)

x—a  x — b '   1 x — l

die logarithmischen Glieder

Aaln(x — a) - Beln(x — b)—- Ln\n{x — l);

die übrigen Partialbrüche ergeben bei der Integration echt gebrochene rationale Funktionen, deren Summe wieder eine echt gebrochene rationale Funktion mit dem Generalnenner 9(x) ist. Man findet daher 

55) /pM - w2 + a. Inec—o + B,in(i + • • • + L;In( — Z),

wobei der Grad von 9(x) gleich n — und der von

(56.) v(a) = eg"-"- + cag"-"-2 ------+        + Cn^

höchstens n — m — 1 ist. Auch die Summe

(57.)        A  B, 4, L, 

x — ax — b x — l o(x)

ist eine echt gebrochene rationale Funktion, bei welcher der Grad von o(x) gleich m, und der Grad von

(58.)   o() = k—1 ~b 2—2 k,_x + km höchstens m — 1 ist. Jetzt erhält man aus Gleichung (55.)

r 9 N           P(x) __ 9(3) • v(a) — •(X) • 9(a)     0(ac)

f(x) 9(x32 o(x) ‘

wobei man noch auf der rechten Seite dieser Gleichung

•

Zähler und Nenner des ersten Gliedes durch den größten gemeinsamen Teiler t(x) von 9(x) und 9(x) dividieren kann. Setzt man dabei

' (60.) P(x) = t(x) . P1(x), P"(x) = t(x) . 92(x),

so geht Gleichung (59.) über in

159 a 1            = 9(x) ’ v"(x) — v(x) • 9a(x) L o(x)

f(x)               9(x) . 9(x)            ' o(x) ‘

wobei 91(x) ein Teiler von o(x) und deshalb 9(x). 91(x) ein Teiler von f(x) ist. Schafft man noch in Gleichung (59 a.) die Nenner fort, indem man beide Seiten der Gleichung mit f(x)=9(x).o(x) multipliziert, so müssen die gleichstelligen Koeffizienten auf beiden Seiten der neuen Gleichung einander gleich sein. Dadurch erhält man n lineare Gleichungen mit den n Unbekannten

C1,  2,... ^n—m ; k , k2 , • • • k, i

die sich immer auflösen lassen.

Man kann also die Gleichung (59 a.) und deshalb auch

ye, .           /91(x) • wp"(x) — p(x) • 92(x) r — vp(x)

( " J 9(x).%,(x)                9(x)

vollständig bilden, und zwar ist dieses Verfahren auch dann noch durchführbar, wenn man die Wurzeln der Gleichung — 0 nicht kennt. Dagegen ist zur Berechnung von

I O) dx in endlicher geschlossener Form die Kenntnis der F Q(3)

Wurzeln a, b,.. .1 erforderlich.

XI. Abschnitt.

Integration der irrationalen Funktionen.

	
§ 41.



Allgemeine Bemerkungen.

Im ersten Teile der Integral-Rechnung sind bereits irrationale Differential-Funktionen in größerer Anzahl integriert und in die Formel - Tabelle auf genommen worden. (Man vergleiche Nr. 17, 23, 24, 31 bis 42, 84 bis 86 a, 119 bis 131a der Formel - Tabelle.)

Dabei wurden in den Formeln Nr. 84 bis 86a die Irrationalitäten

Va2 — x2, Va2 d- x2, Vx2 — a2 bezw. mit Hilfe der Substitutionen

x = asint, oder x = agt,

x = atgt,    „   x aSint,

a c.

X---i   ,,   x=alot

CQSt

weggeschafft. Dadurch erhielt man unter dem Integralzeichen rationale Funktionen der trigonometrischen Funktionen

sint, cost, tgt, ctgt,

bezw. der hyperbolischen Funktionen

Sint,   Gost,   Vgt, Etgt.

Setzt man dann noch

/to        i       er /tx

8(2)- 2, bezW. 9(2)- 2,

so erhält man unter dem Integralzeichen eine rationale Funktion von 2.

In Betreff der übrigen, irrationalen Differential-Funktionen ist zu bemerken, daß es verhältnismäßig nur wenige Fälle gibt, bei denen sich die Integration durch Anwendung algebraischer Funktionen oder der bisher bekannten transzendenten Funktionen ausführen läßt. In den meisten Fällen werden durch die Integrale algebraischer Differential-Funktionen neue (d. h. bisher noch unbekannte) transzendente Funktionen erklärt.

Hier mögen zunächst solche irrationale Differential-Funktionen in Betracht gezogen werden, welche sich durch eine Substitution auf Funktionen zurückführen lassen, deren Integral bereits bekannt ist, oder in rationale Differential-Funktionen umgewandelt werden können, und zwar sollen nur die einfacheren Fälle berücksichtigt werden.

	
§ 42.



Integration rationaler Funktionen der Argumente

m p

/cx - Bn /«x - Bg

+6) ’ +6) ’ ■ ■

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 153 und 154.)

Kommen in der Funktion unter dem Integralzeichen keine anderen Irrationalitäten vor als Wurzeln aus x selbst, so läßt sich die Differential-Funktion durch die Substitution

(1.) x=t*

sehr leicht rational machen, wenn man den Exponenten z so wählt, daß z durch alle auftretenden Wurzel- Exponenten teilbar ist.

Wie dies gemeint ist, möge zunächst ein Beispiel zeigen.

  , . (($/28— 7322—12Vx)dx

Aufgabe! (-‘-- s——ej=?

- R(VR — V x)

Auflösung. Das kleinste gemeinsame Vielfache der Wurzel-Exponenten 2, 3, 4 und 6 ist 12, folglich muß man (2.)             x=t12, oder x=t

setzen und erhält

(3.) Vx=t9, ix2=t8, Va=t6, ix=t, Vx=t.

Dies gibt

/(Vx—7;a2—12Vx)dx — 9/(19 ~ + 1219)tldt

*J x($x — $x) J t2(#—f) - 1,/(16—714120)dt “ J 12—1

Nun ist

(5.) t6 — 7t + 1218 = (2 — 1) (14—71 + 12 +5t1)—5t- 1, also

(6.) "712--t+-31-%±1 -1-70+(51+1-3, +2 ,

folglich ist

((/0—7}22+12VK)dx  19P5  71,6 • 512 ,

Regel ganz allgemein anwendbar ist; denn bezeichnet man mit z das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen n, 7,..., die in den Exponenten von.z als Nenner auftreten, und setzt man in Ubereinstimmung mit Gleichung (1.) (la.)     x=t*, also t=Vx, dx =dt

so erhält man

270     ?                           7,m 7p

(8.)      /f(x,x", x^ . .)dxtn , t?...)xt*ldt.

wobei die Exponenten ' ,         sämtlich ganze Zahlen

n q

werden.

Auf diesen Fall kann man den allgemeineren zurückführen, wo unter dem Integralzeichen eine rationale Funktion der Argumente

[image: ]




steht. Setzt man nämlich




(9.)

so wird




«—ßB

yx —d5V




(10.)



(yy — «)-


so daß man erhält
[image: ]

J\ yy — C





270
[image: ]





p

y^




•)




(co — ßy}dy (yy — a)2



Ist jetzt x das kleinste gemeinsame Vielfache der Wurzelexponenten n, , so wird die Differential-Funktion rational durch die Substitution (12.)

§ 43.

Übungs-Aufgaben.

yxdx ,

--, = •

y x — 1

Auflösung. Setzt man hier

(1.)         Vx=t, also x = t2, dx = 2tdt,

so wird

1

 Der Anfänger darf diese Auseinandersetzung übergehen.


v5,=/1=2/(+1+1+,1)a

rt3     2                        1

=2, 111^-1)

L•     2                    J

2x Vx — 3x—6 Vo — 6ln(Vx — 1) •

Aufgabe 2. /—dx=?

/ O I

Auflösung. Durch, dieselbe Substitution wie bei der vorhergehenden Aufgabe findet man

g, V_(t.2tdt_/dt _,((2—1+1)dt r Jx — ia Jt—1 Jt2— 1 7   2—1

also mit Rücksicht auf Formel Nr. 29 a der Tabelle

(4.) J- “ - 2/(1 + pi)" = 2 + "( - 1)

Aufgabe 3. ‘ ~ 1 d.r = ?

Auflösung. In diesem Falle muß man (5.)            vx = t, x=t, dx = 3t2dt

setzen und erhält

. /x 7 i't ,3t2dt ^i'^dt ,((t3—11)dt

(6) J—1ds/p-136-13 f—1

-3(1+,11)-8+3/",

r dt

Um 3/,,---, zu ermitteln, wende man Partialbruch-

Jtr — 1

Zerlegung an und setze

(7.)           3 A + P1+Q.

dies gibt durch Fortschaffung der Nenner

(8.)       3=A(2+t 4-1) + (Pt 1),

also für t = 1

(9.)              3 = 3 A, oder A = 1

und für 12 + t + 1 = 0

(10.)       3 = (- 2P 4- Qt +(—P—Q),

also (11.) —2P —Q PpQ = — 3, oder P= —1, Q=— 2.

Dadurch, erhält man nach Formel Nr. 27 und 151 der

Tabelle

", 6 dt /* dt ((t + 2)dt f 3Jt—1 Jt  1 Jt2—t—1

= In(t — 1) — 1n(t2 —t- —V3arctg


(2t ± 1 \v3)



also

(13.) (,“.da=3%x-In(x — 1)— In(7x2+8x- 1) , . /2 $a + 1X

—V3aretgk‘v3 )

Aufgabe 4. Jxdx^a-}- x = ?

Auflösung. Hier ist zu setzen

(14.) Va—x=t, also a — x = t2, x = t2 — dx=2tdt, dann wird (15.) Jxdxyax— a)t2dt

_ 2Ji^dt — 2aJf-dt _2_2af • o oder (16.) Jxdx\a — x=.2,t(3t2—5a)=2(a—x)Va—x(33—2a).

Man hätte auch die Integration in folgender Weise ausführen können. Man setze

(17.) xY a —x=(a—x— a)Va —x=(a-   — a(a 4- x)2,

also nach Formel Nr. 9 der Tabelle

(18.) JxdxYa 4- x = J[a 4- x}2, d{a —x) — a 4- x^d^a 4- x)

= | (a 4- x)2 — 2 a(a + x^

— 2(a 4~ x)V a — x(3x — 2a).

. dx

Aufgabe 5. /——— = ?

JxVa—a

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorhergehenden Aufgabe findet man

( dx i' 2tdt , i' dt

JxVx +a J (2 — a)t Jt2 — a

Dies gibt nach Formel Nr. 29 a der Tabelle

f- d: = 1 (—Va)_ 1 n(V2+a-Va

Va N—Va/ Va ~Vx — a — Va

_ 1 n((Vx+a — Va)

Va \ x )

1 n(X + 2a — 2Va(a H X)

Va \ x )


(22.)




Aufgabe 6.
[image: ]





Auflösung. Es sei

(21.)
[image: ]

also





66 -1“ x a — 2.




dx =




^atdt

(24 1)2 ’



dann wird

,,/a—x   1 / t2dt 1 /  - 1 —

23.  \ dx = -ia             —/2—-

/ r a x            + 1/ f

[image: ]



Nun ist nach Formel Nr. 18 und 149 der Tabelle


(24.)
[image: ]




[image: ]




/ i r df 2(1—t) 1 2/1—12




21/+,




folglich wird
[image: ]

ist,




OU I • /         C

dx = 2aarc

ff ——X


/a + x ff — x




.2



Einfacher kann man in diesem Falle die Integration ausführen, indem man


(28.)




/a




(ff — x)2

a — x\a — x)




setzt: dadurch erhält man nach Formel Tabelle




Nr. 34 und 31 der




dx = a




dr




xda




= aarcsn




Va2



Dieses Resultat weicht allerdings in der Form von dem in Gleichung (27.) enthaltenen ab; setzt man aber


(30.)



= g, oder

so ist


oder



Q     OUi•     1            ' — ~    L

tg2g =       , also x — ff          i

a — x            tg‘ — 1


(31.) x




sin2z — cos2g




= a-.-,—-----2

sin- + COS-




= — a(cos2z — sin2z) = ff cos (2z)



Deshalb wird


(32.) arcsin




=2:—2




= 2arctg




ff — x




so daß die beiden in den gegebenen Resultate sich




Konstante voneinander unterscheiden.




Gleichungen (27.) und (29.) annur durch eine Integrations-



	
§ 44.



Zurückführung der Differential-Funktionen von der Form F(x, VA2—2Bx 4- C)dx auf Differential-Funktionen von der Form f(y, Vy^—a^dy, Va2—y2)dy. y^ — y^dy.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 155 und 156.)

Es sei VAx2—2Bx—C) eine rationale Funktion von x und V Ax2 - 2Bx — C, dann mögen zwei Fälle unter-schieden werden.

	
I. Fall. A > 0.



Setzt man

(1.) y  AaHE ’ also y2 = Ax + 2Bx + E 1

y a                       •

so wird

______

(2.)       Ax2 + ^Bx FC = y2—       •

A

_____

Hierbei wird--------positiv oder negativ, je nach-

A

dem die „Diskriminante“ B2—AC positiv oder negativ ist.

Um diese beiden Fälle zusammenzufassen, setze man
[image: ]

dann wird

(4.) Ax2 + 2Bx +C=ya2,

also         VAx2 + 2Bx +C= Vy2 Zp a2.

Aus Gleichung (1.) findet man noch

/ex              yVA— B 7 dy

(5.)          x=-‘— ---5 dx=—,

A        VA

folglich wird

(6.) Jf^ yAa^2F^DxFC)dxB,va)VA

	
II. Fall. A < 0.



Setzt man

A , I R                                            22

(7.) V=A‘ also —7=Ax+2B+A‘ so wird

____ R2

(8.)      Ax2 + 2Bx HC= —A _ y2.

AC_ B2

Hierbei wird -------- positiv oder negativ, je nach-

A

dem die ^Dishriminante^ B2 — AC positiv oder negativ ist.

Um diese beiden Fälle zusammenzufassen, setze man

AC—B2 B2 — AC


(9.)

dann wird



- A = —A=± “ -

(10.)        Ax2 + 2Bx —C=a2 — y2,

also

VAx2 + 2Bx + C = V± a2 — y2.

Aus Gleichung (7.) findet man noch

. • yV—A—B , dy

(11.) x =  --7—--? dx =--—- •

A            V— A

folglich wird

(12.) jF{x, VA?2+2Bz + C)dx =

-fr(uv-A-B, v±-),4

Gilt in Gleichung (12.) das untere Zeichen, so wird (13.)  VAg+2B:+C=V—a2—y2=iVa2+y2

für alle Werte von x imaginär, so daß in diesem Falle F{x, VAo2 -f- 2Bx — C) eine komplexe Größe ist. Deshalb lassen sich auch bei Ermittelung des gesuchten Integrals komplexe Größen nicht vermeiden. Man kann in diesem Falle auch 

(14.)   VAx2 + ^Bx + C = iV— (Ax2— 2Bx F C)

setzen und erhält dadurch eine Wurzelgröße, auf welche die im Falle I gemachten Voraussetzungen zutreffen.

§ 45.

Übungs-Aufgaben.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 157 und 158.)

g.f dx ,

Aufgabe 1. L.           — = ?

J V Ax2 — 2Bx + C

Kiepert, Integral-Rechnung.                                17

Auflösung. Im Falle I erhält man nach den Formeln Nr. 155, 35 und 36 der Tabelle

r dx  dy = 1 1n(y+Vy2a

JVA^2Bx^-C          VAN a /

= 1 [In(y + vy? + «2) — Ina],

VA

oder, wenn man die Integrations-Konstante —VA fortläßt,

do 1 , / p,L—,,

VAx2 +2Bx—C VA‘

= Ln(Az--B x VAL2B2-0) .

[image: ]



Im Falle II erhält man nach Formel Nr. 156 der Tabelle

f dx ___— f dy

JVAx2 + 2Bx + C Jy—AV±a2—y2

Beschränkt man die Lösung auf den Fall, wo das obere Vorzeichen 'gilt, so erhält man

do                1 i' du

...... —----/ - -

	
V Ax2^Bx^C  • V— AJVd2—y2
[image: ]



1       . / Ax-\-B

[image: ]




Ax-\-B \

VB2_AC)



;--arc sm (        —

—A \VB2— AC.

Beispiel 3. A = — 1, B = a, C=0, B2 — AC = a2.


(5.)



6 dx            . /x — a'

.  —— — arc sm ( —---

V2ax — x2        \ a ,

Aufgabe 2. JdxVAx2 + ^Bx ++C=?

Auflösung. Im Falle I, nämlich in dem Falle, wo A > 0 ist, erhält man nach der Formel Nr. 155 der Tabelle (8.) jdxVAx2 + 2Bx +C=          F a2,

also mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 129 und 129 a der Tabelle

(9.) ^xY Ax2 + 2Bx +C=

1                        + ^y2 +a,i\\

VAL2‘V +« T2nnk--------)‘

_ a2 111 Cb also, wenn man die Integrations-Konstante         fortläßt,

(9a.) jdxVAx2 +2B3+ C= - v. 4vk6 VAx^+^T+C

+ AC-Bn(A: —+B VA2B40) •

A \ VA /

Beispiel 1. A=4,B=2, C= — 3, B2—AC=IQ.

(10.) JdxV4x2 +4x— 3=4 [(2x + 1)V 4x2 + 4x —3

— 41n(2x + 1 —V4x2 + Ax — 3)].

Beispiel 2. A=1, B=, C=1, B2 - AC = — ^ (11.) dxV-++1=1-2Va+G+1

+ 3 In(1 +v? + x 4- 1) •

Im Falle II, nämlich in dem Falle, wo A < 0 ist, wird nach Formel Nr. 156 der Tabelle


(12.) JdxVAx2^2Bx^C




1
[image: ]




Beschränkt man die Lösung auf den Fall, wo das obere Vorzeichen gilt, so findet man nach Formel Nr. 123 der Tabelle

[image: ]




vl2va*i+2aresin




©]




1 r 2V—AL B2 — AC




Ax - B




V—A




VAo2 + 2Bx + C




. /   Ax - B

arc sm (--.    —




— A \ VB2 — Am Beispiel 3. A = —1,B=a,C=0, B2 — AC = a2.



[image: ]

ax — x-





1(x — a) v2ax

2 L




arc sm



Diese Beispiele mögen zeigen, wie Integrale von der Form/F(x, VAx2—2Bx—C)dx durch das in § 44 angegebene Verfahren mitunter auf bereits bekannte Integrale zurückgeführt werden können.

§ 46.

Integration der Differential-Funktion F{x, VAx2 + 2Bx + C}dx, wenn A positiv ist. (Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 159 und 160.)

Aufgabe 1. /f(y, Vy2+ c)dy = ?

Dabei darf c eine positive oder negative Größe sein.

Auflösung. Wenn das gesuchte Integral mit keinem bisher entwickelten übereinstimmt, so setze man

(1.) Vy2+c=t—y, oder t=y+Vy2—c, also

+2  c

(2-) y2 + c = t2 — 2ty + y2, oder y = ——- ,

Z0

«t        /2,  ,  t2—c t2—c

(3.)       Vyc=t--2t=-2t

folglich wird

/“ \   ,   ,,—i—(/t2 — c t2 — e (2 — c}dt

(5.) Jay, Vy^+ady^-^, 2)20

Wenn f(y, Vy2—c) eine rationale Funktion von y und \yi-J-c ist, so hat man es durch die angegebene Substitution erreicht, daß die Funktion unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite von Gleichung (5.) eine rationale Funktion der einzigen Veränderlichen t geworden ist. Diese Substitution wurde bereits zur Herleitung der Formeln Nr. 35 und 36 der Tabelle benutzt.

Nach Gleichung (5.) wird nämlich

f dy         =l'dt         v2L

+    2t2(t2 — c) Jt       ‘‘ "

Aufgabe 2. jF(x^ VAx2 — 2Bx — C)dx = ?

Auflösung. In § 44 wurde gezeigt, wie man das gesuchte Integral in dem Falle, wo A > 0 ist, auf ein Integral von der Form Vy2—c)dy zurückführen kann, wobei c = — a2 ist (vgl. Formel Nr. 155 der Tabelle). Ist diese Umformung erfolgt, so gelangt man durch die in Aufgabe 1 angegebene Substitution zum Ziele. Man kann aber auch die Umwandlung der vorgelegten irrationalen Differential-Funktion in eine rationale unmittelbar ausführen, indem man

(6.)         VAx2 + 2Bx — C = t — xVA

setzt. Dadurch erhält man

(7.) Ax2 — ^Bx — C = t2 — 2txY A — Ax2, oder             2x(tV/A + B) = t2 — C,


(8.)

(9.)



t2 — C ,   (t2 V A —2Bt- C VA)dt

x =--—---, dx =------—----—----,

2(tVA—B) 2(tVA—B)2


y Ax2A^Bx+C = t




^—C^Ä^-VA+^Bt^CVA 2(tVA-YB~



Dies gibt

(10.)        /F(x, VA2—2Bx—C)da —

r z t—C                  ((2VA-2Bt-CVA)at

/ \2(VA+B)‘ 2(1VA+B) ) 2(1VA+B)2

wobei nach Gleichung (6.)

(11.) t=xVA- VAx2 + 2Bx + C

ist. Wenn yAx2 - ^Bx - C) eine rationale Funktion von x und y Ax2 — 2Bx — C ist, so steht unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite von Gleichung (10.) jetzt nur noch eine rationale Funktion von t, welche nach den Regeln des vorhergehenden Abschnittes integriert werden kann.

Man erkennt, daß die Aufgabe 1 nur ein besonderer Fall der Aufgabe 2 ist, welchen man erhält, indem man die Integrations -Veränderliche mit y bezeichnet und 2=1, B=o, c=-c setzt.

Übungs - Beispiele.

Aufgabe 3. JdyVy2 —c=?

Auflösung. Nach Gleichung (5.) erhält man

(12.) Jayvg+4■. =/ je ■" ge

1/02 O 1 ,   c2\t—c2 c

4(22cint 212) - 812 +21nt

Dabei ist

t2—c / t2 — c

V=-2t‘ yy+c=^r'

also

._________ +4___ 2

(13.)              yVy2+c= ,

Hl

folglich erhält man bis auf eine Integrations-Konstante in Übereinstimmung mit den Formeln Nr. 129 und 129 a der Tabelle



(14.) IdijVy2 C = c ^]n(y + Vy2+e).


Aufgabe 4.



C xdx



V2—2x—2

Auflösung. In diesem Falle ist


1 = 1, VA=1, B=1, C=2,




also

(15-)



_____________ _         2__o





t=«HVa+2H 2, x = 2—1



_ (t2 - 2t —             ,;—-   t2 — 2t — 2

( “ 2(t—12 ’ V+22= 241) ’


(16.)




xdx  v x2 —20—2




((12— 2X12—2t—2)dt

2(t—1)2(12—2—2)




1 i\t2—2}dt

2/(t—1)2



Nun ist, wie man durch Division findet,

t2—2=(+1(-1)-1=(+1)2—2+1)—1,

also

-        t2—2   1    2      1

"" (t— t—-1 (t—1)2‘

folglich wird


(18.)




' xdx         1



\x2 —2x- 2  2




t—21n(+1)+111




t-—t +1 _ 2(t +1)




hl(« + 1)




t2—2t—2

2t—1)




-1—In(+1).



Dies gibt mit Rücksicht auf die Gleichungen (15.)

 



(19.) /— -d = Vx2—2—2—1—In(—1-Vx2+2x+2).

JVx2—2x—2 2

Bedeutend leichter findet man dieses Resultat durch Anwendung von Formel Nr. 155 der Tabelle, indem man.

। x = y — 1, also y = x - 1, dx = dy^  

|      Va2 +2-2= \y2 + 1

setzt; dann wird    

	
(21) ( xcda = ((y—1)dy  (ydy  j' dy



JV2+2x—2 J Vy2 -j- 1 JVy2 + 1 xVy2 + 1

also nach den Formeln Nr. 32 und 35 der Tabelle





(22.) fv“, - V +1 - In(y + V +1)

j y ju 1 uju -j- 4





= Vx2 + 2x +2—In(x+1+Vx2+2x+2).

Dieses Resultat unterscheidet sich von dem vorher gefundenen nur durch eine Integrations-Konstante.

,, - f x2da ,



Aufgabe 5. I, ---: = ?

J V x2 —2x—2

Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorher

gehenden Aufgabe findet man hier

„ L x2dx  1 /(2 — 2fdt

JV+2+2 4] (t + 1)8



	
- 1/[ -3 + ,21 + v4i + g+iy]a





	
- 4 2 -3+ 2Ine + 1 - 1+1 ~ 20+ 1y


	
- 8 " - 61 - ,4 - v+1] + 2 In( + 1,



t—408—1102_ 14—9 1

--81+132----+2+1

—448—281—16 71,,,

---8(+12-------------- +stz1ne+1

Nun ist

t4 — 419 — 1842 — 28t — 16 = (12 + 2t + 2)(12 —Gt—S)

-(++2+2)0-2—6(+1],

folglich wird mit Rücksicht auf die Gleichungen (15.)

Auch hier ergibt sich das Resultat leichter durch Anwendung der in den Gleichungen (20.) angegebenen Substitution; dann wird


x2dx 





—2y + vy2 + 1







= / -- — 2/- - / .

- Vy2 + 1   - Vy2 4-1 Vy2 + 1

Dies gibt nach Formel Nr. 127, 32 und 35 der Tabelle

 



) f  y v1 - 2v241

JVx2+2-2 2’ ‘

+11n(y- vy2+1)

2

o  B1 



-9— VX2 + 2x—2 + 9 In(x —1- Va2+22+2).

Dieses Resultat unterscheidet sich von dem vorher gefundenen nur durch eine Integrations-Konstante.

In ähnlicher Weise kann man die Aufgaben

f x^dx , /’ x^dx

v2—2x—2 Jv2—22—2


f xndx



2—23—2



behandeln.

ydx        ,



—■. —=?

xVx2 + 2x - 2

Auflösung. Aus den Gleichungen (15.) ergibt sich hier




(27.)



ydx 2 r dt

xv2—2x- 2 Jt2 2

also nach Formel Nr. 29 a der Tabelle



(28.) —d = =

JxVx2—2x—2


11 /t—V2

—In(---—

V2 \ + V2





1 (x — V2 + Va2 + 2x + 2\ v2 \ + v2 + V2 22)

g-G  dx    9

J (x — k)Vx2-c

Auflösung. Aus Gleichung (5.) findet man

/99 /_______dx_9/    dt____

J (x — k)V2 - c Jt2 — 2kt — c

Dies gibt nach Formel Nr. 87 der Tabelle, indem man b mit — k und c mit — c


vertauscht, , \ i' dx



t — k —Vk2 + c

IOU. I-------/— — /----mi -    --/-_____ . i-

J {x — k)Va2 H c Vk2— c N — k — Vk2 —

Ist k2 + c negativ, so erhält der gefundene Ausdruck imaginäre Form; dann findet man jedoch aus Gleichung (29.), indem man

a—y—c, also c = —a2 setzt, nach Formel Nr. 89 der Tabelle , . f dx



— k)V x2 — a2 t2 — 2kt + a2 ya2—k2 ae 8 \va2 — k2


dt



Zum Schluß muß man noch

einsetzen.


Aufgabe 8.




dx




(1 — x2)V 1 + x2



Nach Gleichung (5.) ist in diesem Falle


+2____ ______

X = —2t- 1 V1 + x2 =




t2 + 1

2t




dx =




1-—x2 = (1 —xX1—x) also




t2—2t -1




2t




2t




(t2 + l)dt

202 ' H—602+1 4+2




dx




tdt




du




J(1—x2)V1—x2 wenn man t2 mit u Nr. 88 der Tabelle

x 6 du          /'




— 602—1 Ju2—6u—1

bezeichnet. Nun ist nach Formel




du




u2—6u—1 J(u—M1Xu — u2)




1—In

Ui—M2



wobei

0,=34 22, 02=3— 27/2, u — ug = 4^2

ist. Dies gibt


(34.)




6 dx



(1 - x2)V 1 x2



1 , /u— 3— 2/2

--— In (----------— )

2V2 \u—3—2V2/

1(02—3+2/2),

2J/2 V — 3— 2V2/

Um das Endresultat als Funktion von x darzustellen, beachte man, daß


t2—1 —2—2V2 2t " 2t

also



—1t¥2=(1-V20/1-a2_x),

X+ K1+ x-

(35.) t--3+22 = (2 - v2)x + (-1 + y2)v 1 + a2

l

= (V2 — 1)(V1 T + xV2)

ist. Ebenso findet man

(36.) ---322 = (—V2 - 11+22 - cV2),

folglich wird

r dx          i - r (V/2 — 1)(V1—22 xV2) i

J(1—x2)V1-x2 2V2 L(—V2—1)(V1—x2—xV2)-

1 r(V2—12(V/1+x2 + 2)2 2/2     x2— 1 J

= 1nn(V1+2+2V2)+n,v_.

V2L \   2—1 ) d

Schneller kommt man zum Ziele durch Anwendung von Formel Nr. 85 der Tabelle, indem man

d+ _________ i

(38.)  «=t80 also d=cosa‘V1+*-cost

setzt. Dadurch erhält man

( dx          ( costdt 1' CGstdt

"J(1 x?) 1+2 Jcos*t — sin2? 1—2 sin2t ’

oder, wenn man

V2sint=z, also V2 costdt = dz setzt und Formel Nr. 29a der Tabelle beachtet,

6 dx 1 r dz (1 — x2)v 1 +x2 ~  v2/ 22—1


2v,ln(+1):



dabei ist


folglich wird




(41.)




2 = V 2 sin t =




xV2

v1-x2‘




r dx 1 1n(xV2 + V1 —x2N J(1 - 2)1+22 ” 2V/2 "\y2 — v1—22)



(V 1—x2+ xV2 \ \ Va2 — 1 )


4= In

V2



Dieses Resultat stimmt, abgesehen von der Integrations-Konstanten, mit dem früher gefundenen überein.

§ 47.

Integration der Differential-Funktion F^x, 2Bx~F^dx, wenn c positiv ist.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 161 und 162.)

Aufgabe 1. Jf(y, Va2 + ^dy= ?

Auflösung. Wenn das gesuchte Integral mit keinem Substitution erreicht, daß die Funktion unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite von Gleichung (5.) eine rationale Funktion der einzigen Veränderlichen t geworden ist. Hiernach wird z. B.


bisher entwickelten übereinstimmt, so setze man




(1)

also

(2.)




V a2 — y1 =  — a, oder




t = 




(3.)




a2 — y'1 — ^y1 — 2aty + a2, ( va ±1- 24 — a -




oder




2at

2—1’




cdf " H 1)

2—1’




(4.)

folglich wird




, 2a(t2 + 1)dt




(5.) Jfey, Va"±*dy=//(*1,




a(t—1) t2—1)




— 2a(t2—1)dt 1(12+1)2,




Wenn Va2 — y2) eine und Va2—y2 ist, so hat man




rationale Funktion von y




es durch die angegebene



. 6 dx        1 i'dt 1 ,     1 /a_Va2 — x2n

(6.) /—— =--/ ~ =--lnt =--Inf —-----),

Jx^a^—x2 aJ t •       a \ x /

ein Resultat, welches mit Formel Nr. 37 der Tabelle übereinstimmt.

Aufgabe 2. jF(x^ VAx2 + 2Bx + C^dx = ?

Auflösung. In § 44 wurde bereits gezeigt, wie man das gesuchte Integral auf ein Integral von der Form Jf(y, Va2 — y^dy zurückführen kann (vergl. Formel Nr. 155 und 156 der Tabelle). Ist diese Umformung erfolgt, so gelangt man durch die in Aufgabe 1 angegebene Substitution zum Ziele. Man kann aber auch die Umwandlung der vorgelegten irrationalen Differential-Funktion in eine rationale unmittelbar ausführen, indem man (7.)        VAx2 + 2Bx—C ^tx—VÖ

setzt. Dadurch erhält man

Ax + 2Bx +C= t2x2 — ^tx^C + C, oder

(8.)           A+2B= t^x — 2t VC,

also

2{tVÖ+B) , 2(t2VC^2Bt-\-AVC)dt

(9. " = P -A ‘ds----’

, A X    , ,,   , t2VC + 2Bt + AVC

(10.) V Ax- + ^Bx C=-----+2—A--

Dies gibt  (11.) /F(x, y Ax2 + 2Bx + C)dx = i' (^tyC+B) t2VC-Y2BtA-AyC\ —^t2yC+2Bt+AyC)dt J‘\ t2 — A ‘     t2 — A     )    ' (12— A)2

wobei (12.) t = | (yc + y Ax2 + ^Bx + C)



ist. Wenn F(x, VAx2 — 2Bx — C) eine rationale Funktion von x und VAx2 — 2Bx — C ist, so steht unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite von Gleichung (11.) jetzt nur noch eine rationale Funktion von t, welche nach den Regeln des vorhergehenden Abschnittes integriert werden kann.

Man erkennt, daß auch hier die Aufgabe 1 nur ein besonderer Fall der Aufgabe 2 ist, den man erhält, indem man die Integrations -Veränderliche mit y bezeichnet und A=±1, B=0, C=—a2 setzt.

Übungs - Beispiele.

. r . , ( dx 9

Aufgabe 3. / .                 = ?

J — ^Bx — C

Auflösung. Nach Gleichung (11.) erhält man

/13         / dx    91 dt



J VAx2 + ^Bx + C — A

Ist A positiv, so folgt hieraus nach Formel Nr. 29a der Tabelle



(14.) f da = — 1mn(t- VA)

JVAx2 + 2Bx + C VA \t-VVA/

1 ln (VC + VAx2 + 2Ba ++C + xVA \ ' — Va " \yc + VA2+2B+c — xVA)

Dieses Resultat stimmt, abgesehen von einer Integrations-Konstanten, mit dem in § 45, Gleichung (1.) gegebenen (vergl. Formel Nr. 157 der Tabelle) überein, denn es ist  

(VC+VAx2+2Bx+C—xVA)(AG-B+ VA VAx2+2Bx—C) = (B + V^CVVC + VAo2 + 2Bx +C + xVA), folglich wird



VC + VAx2 + 2Bx +C+ xVA

V C + V Ax2 +2Bx-C—xVA



_ Ax + B + VaVAx2 + 2Bx + C

also           =       B—VAC

(16.) ( dx -

JVAx2 2Bx— C

1 . /Ax—B ,          N.1, ^B+VAC\

— — In ( — — V Ax— 2Bx —C)---— In (---— ) •

VA \ VA              / Va X VA /

Ist A negativ^ so erhält man aus Gleichung (18.) nach Formel Nr. 28 der Tabelle

dx                   2       , / t \

.        --=7- =--— arctg( — )

VAx2 +   + C V — A    \V— A/

2  . e /VC—VAx2—2Bx- C

---       ------- Al C tC I           — -      ______

V— A °\ xV—A

Auch in diesem Falle kann man die Übereinstimmung mit dem in § 45 Gleichung (4.) gefundenen Resultate (vergl. Formel Nr. 157 der Tabelle) nachweisen. Setzt man nämlich

(18.) =2aretg(y,), also tg(2)

[image: ]



so wird


(19.)




sinp




_ 218(2) 2/=A 1+tg-()"-4




(20.)



[image: ]




t2—A

2—A ’



Ist der Bogen a erklärt durch die Gleichungen ■ B VAC (21.) sinc --:, cos« =-- -

VB2 — AC        VB2 — AC

so erhält man . (22.) sin (a — 9) = sin a cos p — cos a sin p

—B(2+A)     V—^AC. 2t V—A

~ (12— A) V^—ÄC + ((2 — A) VB-AC

—2A(tVC+B) B

“ ((2 — A) VB—AC VB—AC

Ax - B

VB2— AC

Fügt man also in Gleichung (17.) die Integrations-Konstante yA hinzu, so erhält man in Übereinstimmung mit Formel Nr. 157 der Tabelle

G dx       c — ®    1     . / Ax—B \

(23.) I            —= — = ——arc sin( — 7       )•

JyAx2+2Bx+c V—Ay—A v y^-Ac)

Aufgabe 4. /y,x., = ?

JV1-R—x4

Auflösung. Hier ist

(24.)           2 = 1, 5 = 1, (7=1,

also


(25.)




2t + 1

=42—1 ‘




dx =




2(t2 — t + l}dt ((2— 1)2




t-1±V+te+e,



Dies gibt, wenn man die Integrations - Konstante 1 — 11n3 hinzufügt,

7 xdx    „/(2t—1)dt

v1+2—22 J (2—1)2

2) L (—1)2 t t—1 t(+ 12 t i “ - 1 [ - 41 +2+1(41) - In 3]

2_t—1 1, /32—6t—3

t2—1    2 \  t2— 1  /

= V1—x—x2— ln(2x—1—2V1—x—x2).

Aufgabe 5. ( =   = ?

JV1—x—x2

Auflösung. Hier ist

(27.)        A=-1, B=, C=l,

also

(2-1’"      (2 - 1)2

(28.)                    .___


42—1 — 1 — aretgt



\ 3 /

Bedeutend leichter wird die Lösung durch Anwendung der Formel Nr. 156 der Tabelle, indem man

2x = — 2y- 1, also dx = — dy^

I v1+g— 2=va2 — y?, 2a=y5

setzt; dann erhält man nach Formel Nr. 31 und 34 der Tabelle

(33) f xda = f^y — 1)dy JV1 +x—2 J 2 Yd2 — y2

= — Vd2 — y2 — 2 arc sin ()

= — v1 + x — x2 + 1 arc sin

[image: ]



2

Um die Übereinstimmung dieses Resultates mit dem früheren nachzuweisen, setze man

Kiepert, Integral-Rechnung.                                18


(34.) also

dann wird

(35.) sinp




9 = 2arctg



[image: ]




1—V1—x — x1 x




2tg(2) 1+tg-(2)




2(2x — 1-V1-x — xc2)




(36.)




1—

cosg =




2x — 1 — 4 V1 — x — x



Erklärt man sodann den Bogen a durch die Glei-chungen

1                 2

(37.) sm« = — i cos« =--

V5            V5

so wird

2x —■ 1

(38.) sin(«—9) = sinccosg— coscsing==—

5

Fügt man also in Gleichung (31.) die Integrations-

Konstante 9 hinzu, so erhält man

/ xdx                  , a— g

J xy 1 + x — x2

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorhergehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (28.), erhält man


( dx

X V1 — X-X2



/ • ,4

--?21--Ie2+1 „(x + 2 ++ 2 V1 + x —



Aufgabe 7. —d—= ?

J (x — k)V1 — X-

Auflösung. Hier ist

(41.)     a=1, A=—1, B=o, c=1,

folglich erhält man nach Formel Nr. 161 oder 162 der Tabelle


(42.) t=u1




V1—x2




t2—1

Ft2—1‘




dx




(43.)



G dx                 dt

{x — k)v1 — 22 ]kt2 — 2t—k

oder, wenn man k mit bezeichnet und die Formeln Nr. 87 r

und 88 der Tabelle berücksichtigt,

 

[image: ]



wenn r2 > 1 ist; und nach Formel Nr. 89 der Tabelle

74     /’    dx         2r     ,/t—r.

(45.)    /       ,   ■ — = —== arctg( — : — ),

J(x—k)V1 — X2^ V1—r2 x V1 - r2 /

wenn r2 < 1 ist. Zum Schluß muß man noch

c / 1—V1—x2 ,

(46.)          t =--und r

einsetzen.

,goG  da    9



J (1 — x2)V 1 — x2

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorhergehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (42.), erhält man

M7 \       [ dx _ _ „/(t2 + 1)dt .

J(1 + x2)V1—X2 Jt+ 602+1

Da die quadratische Gleichung

(48.)             4+60241=0

die beiden Wurzeln

(49.)    |t2=—3+2V2=- (2 —1)2,

lt2=—3—2 v2 = .— (V2 + l)2

hat, so findet man durch. Partialbruch-Zerlegung

—202—2 1/1—V2 1+V2n

l t4—6t2—1 v2\t2—a2 t2—b2)

wobei

(51.)        a=V2— 1, b= V2—1

gesetzt ist. Dies gibt nach Formel Nr. 28 der Tabelle

(a) +—.-,()+-*() ■

Setzt man noch

(53.)         arctg (a) =P, arc tg (b) = P,

so wird

t t t t

1—tgptgv 1—t V1— x2

folglich wird

- V—- v.-(•)

Einfacher findet man dieses Resultat durch Einführung trigonometrischer Funktionen, also durch die Substitution

(57.)           x=sint, V1 — x2=cost.

Vergl. § 12, Gleichung (7.).

	
§ 48.



Integration der Differential-Funktion F(x, ]/Ax2+            wenn B2—AC positiv ist.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 163.)

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung

(1.)              Ax2 4- ^Bx + C = 0

sind bekanntlich

	
- B + VB2 — AC —B — VBr—ÄC



(2.) K1---------2--’ 32=-------A-----

Unter der Voraussetzung, daß B2— AC>Oist, werden beide Wurzeln R1 und x^ reell. Setzt man in diesem Falle (3.) x_ — —»  , wobei ay_A

« / sein möge, so wird

(4.) Ax2 4~ ^Bx +C= A(x — x,)( — x2)

= cy(z 4- )(z + ) = («z + B)(ya 4- 4).

Jetzt möge die neue Integrations-Veränderliche t durch die Gleichung

(5.)            \ Ax2 4- 2Bx +C= t{ax 4- B)

eingeführt werden. Dadurch erhält man

Ax2 4* 2Bx +C= (ax + B)(y + d) = t2(ax 4- 8)2, oder

(6.)                72—6= t2(ax 4- B),

(7)       ,_82—8, _2(8y—ad)tdt

"""              7 — at2         ^ — at2^

(8.) t = v/y +8, vAR0 = (By—«d)t .

VCX—ß                  7 — at2

Dies gibt

(9.)          /F(x, VAx2 4~ ^Bx 4~ C}dx =

(p/Bt2 — d (By •— ctd)^\ 2(87 — ad}tdt

J \7 — at2   7 — at2 / (7 — at2)2 ‘


wobei (10.) t =




yx — d ax — ß




V Äx2 — 2 Bx —C=V (ax + B) (7x



Übungs - Beispiele.

Aufgabe 1. / d — = ?

jy^ax + B)(72 + )

Auflösung. Aus Gleichung (9.) folgt

(11) ( — _g/d,.

JV(ax+ß)(7—0) 7 — C

7              .                 V

Setzt man hierbei = + k, je nachdem positiv oder negativ ist, so erhält man für das obere Vorzeichen nach Formel Nr. 29 a der Tabelle

9 r dx            2 r dt i n(t — k)

JV(ax—B(y-8) «Jt — k2 ak V+k)

_ 1 in (Va(yx +) + Vzax-B).

V ay \V a(yx— ) — V 7(ax—8y

Für das untere Vorzeichen wird nach Formel Nr. 28 der Tabelle


(13.)




6 dx

V(ax — B) (jx + )




2 ( dt __2 aJt2 + k2 ak




aretg(.)




2

—=arctg

V— CY




— c(x + d) (ax - B)



Aufgabe 2. —cda - = ?

J yrx — x2

Auflösung. In diesem Falle kann man setzen (14.)         c—B= x^ 7x -f- d = r — x,

also


(15.)

(16-)




C ß = 0, / = — 1, d = r, By — aö = — r,




«=,411




Vrx — x2 =




rt

2—1




dx




^rtdt

(2-1)2 '



folglich erhält man mit Rücksicht auf Formel Nr. 149 der Tabelle


xdx




JVrx—x



, dt _ r t ,1,7 2(2+12- 2r2(1—)2aretgt

— yrx — x? — rarctg


In ähnlicher Weise kann man




berechnen.




( x2dx

J ^rx—x2




' x^dx

Vrx— x2



Aufgabe 3. /           = ?

• x V rx — X-

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorhergehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (Id.), erhält man hier

J (x 4- 1)V1 — X2

Hier ist

(19.)    ax—ß=1—x, also yX — d = 1 — x,

(20.) a=1, 8=1, 7=— 1, d=l, —=—2,

_  2—1    --2 -2t    , _    4tdt

(21) X —   2—1’ V1 3 — 2—1’ d- —  ((2—1)2’

1 ___ , 9

1+2 2+1=,+1

Dies gibt

,, . / dx 0,

(23.)  /——---_ — — idt

J(x—1)V1—x2 J

Aufgabe 5. 4—d-?

J {X — 1) V 1 — X2

In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe findet man


(24.)




dx




J (x — 1)V1 — x2



[image: ]




dx




Aufgabe 6. /          ,_______

J (x — 1)Vx2 — 1




Auflösung. Hier sei




« = 1, B = 1,




(25.) x = 1—t




also yx — d = x — 1,

, d = — 1, By — ad = 2, 2#      7 4tdt

1—2’




(26.)




2

1—t2




(27.)




Dies




gibt

( dx




J (x + 1)Vx2 — 1




Aufgabe 7.




/' dx

J (x — 1)Va2 — 1



Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe findet man


(28.)




dx




J (x — 1)Vo2 — 1




x—1

x — 1



Aufgabe 8. f--■ d- = ?

J {x — k) V rx—x2

Auflösung. Auch hier findet die durch die Glei-chungen (16.) angegebene Substitution Anwendung, und zwar erhält man, wenn man

(29.)                      r = kg

setzt,

c L___dx___dt__________________

J {x — k^rx—x2    Jr—k(t2+1) J ^9—k(t++1)

2 /’ dt ~k]t2 — g+ i ’



§48. Integration von (,2+2—), wenn B—AC>O. 281

Dies gibt für ^>1 nach Formel Nr. 29a der Tabelle  





(31.) f--dg = _1n( -Vg-I.


J (x—k)Vrx — x2 kVg — 1 v —Vg — 1/

Dieses Resultat kann man noch auf die Form



 



(39) f d           1___in (V k(r —K)—Va(— k))

J {x—^yrx—x2      — k) \Yk(r—x)—Vx(r — ky

bringen. Ist g < 1, so findet man nach Formel Nr. 28 der

Tabelle

x /’ dx                 2         : / t \

(33.)   /------— ■ — = —— — arctg( ____— );

J{x — k}Yrx—x2  k]/T—g V1—g^

also  dx            2      , /Vky — xy

(34.)    /       7= —--— arctg(

J(x — k^y rx — x2  y k(k — r)     \V x(k —



(37.)   «=2—1' t= 1_2‘ d=(2+1)2‘


(38.)




v1 _ g2 = — 2t




—22 =




2(4 + 1) (t2 + l)2 '



Daraus folgt


(39.)




dx






J (1 — X2Y1 — X2




(t2 4- ydt y +1



Die Wurzeln der Gleichung

(40.)         #+1=(2— $(2 + i) = 0,

nämlich


(41.)  = -




t2




t3




1—i , 1—i y 2         V2



sind sämtlich komplex. Indem man je zwei konjugiert

komplexe Faktoren von t4-1 miteinander multipliziert, erhält man die reellen Produkte

(42.)       (t—t)(t—t2)=t2—tV2,1,

(43.)         (t — ta) (1 - t) = P + t V 2 + 1

und die Partialbruch-Zerlegung

22+1_ Pt+Q Rt^S

* t+ 1 t2 — tV2 +102+ tV2 + 1


202—t/24 1 t



1

12 + tV 2 + 1

Deshalb findet man nach Formel Nr. 89 der Tabelle


(445.) / - .

' J(1- x2)V1 — x



arctg(tV2—1)—arctg(tV2 +1)]

Dieser Ausdruck läßt sich noch wesentlich vereinfachen. Setzt man nämlich (46.) arctg(tV 2 — 1) = s, arctg(tV 2—1)= n, so wird

(47.) tg§=tv2_ 1, tg=tv2+1.


(48.)



- tg§—tgn  2tV2 ___tV2

1 — tgtgn 2 — 22 t2 ■—1

Nun ist nach den Gleichungen (37.) und (38.) folglich wird


t2—1 t2- 1




V1 — x2




2t




, V1 — x2 2t

also         — = ,--7-»

x t£ — 1



(49.) tg(+„=- V1,2” . §+,- arctg(V1 -2), xy2                   X xV2 /

zrn\ I dx        §—1      1    , /V1— x2n

(50.) /--—     = ,   =— , arctg(---

' Ja + x2)V1 — x2 V2 V2 °N xV2 /

In § 47, Aufgabe 8 hatte sich ergeben

/* dx 1 . / xV2 \

(51.)     /---— — = — arctg( - ,    1 •

J(1 + x2)V1 — x2 V2 ' NV1 - x^f

Die Übereinstimmung dieser beiden Resultate findet man leicht, indem man

§ 49. /F(, VAx2-2B-+Cyda, wenn Ao, C<0, B2_ AC<0. 283


(52.)



/V1 — 2 V1 — x2 arc tg(--)=9, also tg 9 = -—

\ xV2 /                     xy2 setzt; dann wird

g„. xV2 ./n \n /xV2 (53.) ctg® - V1_2-tg(29) 29-arte(v1_22

Fügt man also in Gleichung (50.) die Integrations-I. .

Konstante 272 hinzu, so erhält man in Übereinstimmung

mit Gleichung (51.)

/’ dx         1 n       /V1 — x2

(° •) J(1 2aV1—22  }2 2 - are 8 ( 2v2)

[image: ]



Es war schon damals hervorgehoben worden, daß eine einfachere Lösung dieser Aufgabe durch die in § 12 angegebene Methode, nämlich durch Einführung trigonometrischer Funktionen, gefunden wird.

	
§ 49.



Integration der Differential-Funktion i\x, VÄo^2Bx^C}dx, wenn die drei Größen A, c und B2—AC negativ sind.

Es sei jetzt

(1.)       B— AC<o, also AC>B>0;

die beiden Größen Ä und C haben daher dasselbe Vorzeichen, so daß die Voraussetzung

(2.)                         A < 0

die andere

(3.)                        C < 0 notwendigerweise herbeiführt. Nun wird

(4.) Ax2—2B:++C=1[A2g2+2AB+B2+AC—B2] =1[(Ax+B2+(AC—B2)];

folglich, ist in diesem Falle der Ausdruck in der eckigen Klammer beständig positiv^ was auch x sein mag, also Ax2—2Bx—C beständig negativ^ denn A ist negativ. Deshalb wird die Funktion F(x, V Ax2—2Bx—C) selbst eine komplexe Größe, wenn die Ungleichungen (1.), (2.) und (3.) gelten, weil VAx2—2Bx—C stets imaginär sein muß. Es ist daher nicht möglich, JFlx^ VAx2—2Bx—C)dx in reeller Form darzustellen. Unter diesen Umständen wird man, wie schon in § 44 hervorgehoben wurde, am besten

(5.) J'F^x, yAx^A-^FxA-C^dx^jF^x^ i^AiX^A-^FixA-C-^dx setzen, wobei

(6.)     A,=—A, By = — B, C=—c

ist.’ Man kann dann das in § 46 und § 47 angegebene Verfahren benutzen.

	
§ 50.



Normalintegrale von der Form Jf(x, VA2—2Bx+C)dx1).

Ist F(x,VX) eine (ganze oder gebrochene) rationale Funktion von x und VX, wobei man der Kürze wegen Ax2 - 2Bx — C mit X bezeichnet hat, so kann man F{x, VX) immer auf die Form


(1.)



F(x, Vx) _9()+ h()VX p(x) + wx).VX

bringen, so daß g(x), h(x), g(x), p(x) ganze rationale Funktionen von x sind. Daraus folgt

(2.) F(x VX      ++ VX]. [o(x) — •(xc) VX]

[(x)++v(x).VX]-[w(x)—v().VX] _G()+H(x).VX p(x)2 — v(a)2 . X ‘

wenn man


(3.)



| P(x) — h(ac)p(a) . X =

| h^xyp^x) — g^^x) = H^x} setzt. Bezeichnet man noch den Nenner (p{x)2 — ap(x)2 . X mit N{x\ so ergibt sich

(4.) F(&,VX)=G+HVX=Gg+-H)

N{x) N(a) N(x) N(x).VX

G(oc)

Die gebrochene rationale Funktion Na ) kann man nach den Angaben des vorhergehenden Abschnittes durch Partial-,           ,      i           H{x} . X

bruch - Zerlegung integrieren, —benso kann man —N( )— (nötigenfalls nach Absonderung einer ganzen rationalen Funktion) in Partialbrüche von der Form

K         Px + Q

(x — k)"  —   [(x — g^ + h2]"

zerlegen. Deshalb kommt es im wesentlichen nur auf die

Berechnung der folgenden vier Nonnalintegrale an:

dx , Cxmdx r 6 dx

Vx J Vx J(x—li)nVX

"b:   J — I (Px + ^dx

. ^J^x — g'fph^yx'

Diese Betrachtung bleibt auch noch richtig, wenn X eine ganze rationale Funktion beliebig hohen Grades ist. Bezeichnet man mit X eine ganze rationale Funktion zweiten Grades, so wird es im allgemeinen zweckmäßig sein, die in § 44 angegebene Umformung vorzunehmen, so daß es bei dem Normalintegral J1 nur auf die in den Formeln Nr. 34, 35 und 36 der Tabelle berechneten Integrale

C dx        . /x\ i' dx , /xV2—a

,     = arcsml — J und l ,   — = ln( ------——

Va2 — x2        \a/ J Vx2 — a2 N a

286 §50. Normalintegrale von der Form fF{x, VAx2+2Ba+C)dx .

ankommt. In gleicher Weise geben nach dieser Umformung die Formeln Nr. 31, 32, 33, 119, 126 und 126a der Tabelle an, wie das Normalintegral J2, nämlich


( xmdx

J V d2 — x2




und




i' xMdx

J v2 +a2



berechnet wird. Auch Js kann man in dem Falle, wo k = 0 ist, mit Anwendung der Formeln Nr. 37 bis 42, 125, 131 und 131a der Tabelle berechnen. Ist aber k = 0, so / doc

setze man zur Berechnung von /-------------—-

J (x — k)V a2—x2


(7•)

(8.)

(9-)



kz—a2 , , k2—a2

x =   - , 1 also x — k =---i

z — k               z — k

dT __ (,2 + a^dz 2 _V(2+ a?) (a2 + 22)

(z — k^ ' " +         z- k

kx + a2 2, V(k2 + d2\d2 + x2)

z =---—, Va--= —-------

x — k              x — k

Dies gibt

/’ dx                  1        Hz—k}n~ ldz

J {x—ky»Va2—x2                       va2—22

Das Normalintegral Js ist also auf die Normalintegrale J1 und 2 zurückgeführt.


In ähnlicher Weise dx




setze man zur Berechnung von



{x — k)ny^ — a


(U-)




kz — a2

x =--- 1

z — k




(12.)




dx —




(k2—d^dz

(2 — k)2 '




,          , k2 — a2

also x — k =----, »

z — k

),--5   V(2—a2)(22—a2)

/ x2 — a- = —--1

z — k



,,,         kx — a- ---,   V(k2_a2)(x2 — a-)

(13.) z =---—— ? V z2 — a2 = — --/,------ •

x — k              x — k

Ist k2 > d2^ so wird daher

^14 ) (_____da       _______1_____


Hz—k}n~ldz a2J v22 — d2



J (x—k)nY x2—a2     (k2—a2)»- 1Vk2

un d für k^ < d2 wird
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dx 1 i{z—kyi~xdz 

J {x—k)n]/x2 — d2     (k2—a2)"—1Va2—k2J Va2 — z2

Die in den Gleichungen (11.), (12.) und (13.) angegebene

c doc

Substitution führt auch zur Umformung von /             ;

J(x — k^y d2—x2'

es wird nämlich

[image: ]






V (k2 — a2) {d- — 22)




(16.)                                  






also für k2 > d2



[image: ]




dx

(x—kyVa2 — x2



1        i'^z—ky—^dz

{k2—cdyi~ 1Vk2 — d2J V cd — z2

und für d,2 < a2


dx






(x — k)ny d2 — x2



1         i\z—k)n~xdz

(k2 — a2yn—1 v d2 — k2J V22 — d2

Das Normal integral kann bei Anwendung komplexer Größen durch Integrale von der Norm dargestellt werden. Will man aber komplexe Größen ganz vermeiden, so wird man entweder die in § 46, 47 und 48 angegebenen Methoden anwenden, oder man wird im allgemeinen noch zweckmäßiger nach den Angaben in § 12 (vergl. Formel Nr. 84, 85 und 86 der Tabelle) trigonometrische Funktionen einführen, nachdem man durch die lineare Substitution und durch passende Bestimmung der Größen a und B das Integral auf Integrale von der Form

i\Pz + Q}dz J (22—p2y»VZ

zurückgeführt hat, wobei Z einen der drei Werte d2 — z2^ z2 — a2 oder cd — z2 haben soll. Durch die Substitution
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(20.) z = dz = ^ieVa^+z^^-t erhält man dann

/* {Pz — Q)dz  HPasint — Qcost)cos2”2t. dt ’ (222d^z2 J (a2 sin2t p2 cos2ty"

p 6 cos2n— 2td(cost)

aJ[a2 + {p2 — a2} cos2t]"

0/(1— sin2t)*- ld(sint)

J [(a2 — p2) sin2t — p2]n

Durch die Substitution



. a asintdt /,---2 , ,

(22.) z —----- ? dz =----^7- j Vz2 — a2 = atgt

cost cos*t

erhält man

L (Pz + Q)dz _iXPa + Qcost)cos2*-2t . dt

' J (22 + p2)n V22— a2 J (a2+p2cos2t)"

_ pn f d(tgt)

J [(a2 + p2) — a2ig2t}n

__0/(1 — sin2t)*-1 . d(sint)

J [(a2 + p2) — p2sin2t]”

Durch die Substitution (24.) z=asint, dz — acostdt^ Va2 — z2 = acost findet man

gge /*      +          _ ((Pasint + Q}dt

J (22 + J (a2sin2t + p2)"

d(cost)। o /(1 + tg^^dttgt) ,

J [(a2 — p2) — a2cos2t]" ‘J[(a2 + p2)tg2t + p2]”

Außerdem kann man auch Rekursionsformeln herleiten

von der Form


(26.)




\Pz — Q)dz

(22 + p^J/Z

_ {Pz +

(22 + p2)n—I




/(P2 + Qd)dz (22 —p2y- 1V Z




(P22 + Q2)dz {^Pp^^yz



wobei man die unbestimmten Koeffizienten P, S, P\, Qi, 

P2, Q, durch Differentiation von (RzH8VZ findet.

’                                      (z2 — p2)"-1



XII. Abschnitt.

Theorie der bestimmten Integrale.

§ 51-

Integrale zwischen unendlichen Grenzen.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 164 und 165.)

Bei der Erklärung des bestimmten Integrals durch Formel Nr. 4 der Tabelle, nämlich durch die Gleichung

b

(1.)              /F (x)da = F(b) — F(a),

a

war bisher vorausgesetzt worden, daß die Grenzen « und 6 endliche, konstante Größen seien. Jetzt kann man sich aber vorstellen, daß die obere Grenze & nicht mehr eine konstante, sondern eine veränderliche Größe sei, welche schließlich bis ins Unbegrenzte wächst. Demgemäß würde oo

jF*{x)dx durch die Gleichung a oo                     b

(2.) J‘Fl{x)dx = lim j F‘{x)dx = lim F(b) — F{d)

a ö=co a ö=co

erklärt werden.

Auch die geometrische Deutung des bestimmten Inte-grals als Flächeninhalt einer ebenen Figur bleibt in diesem Grenzfalle noch bestehen, die ebene Figur aber, deren Flächeninhalt durch das Integral ausgedrückt wird, erstreckt sich längs der X-Achse bis ins Unendliche. Es war schon früher (§ 19, Aufgabe 8) gezeigt worden, daß der Flächeninhalt der Figur trotzdem einen endlichen Wert haben kann.

Kiepert, Integral-Rechnung.
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In gleicher Weise kann auch die untere Grenze a sich ändern und bis ins Unbegrenzte abnehmen. Dann b

mögeJ F‘ (x)dx durch die Gleichung —oo

ö ö

(3.) J'F^x^dx = lim /F (x)dx = F(b) — lim F(d)

_            a——oo a                    a=—oo erklärt werden.

Aus den folgenden Beispielen kann man ersehen, daß hierbei drei Fälle zu unterscheiden sind:

	
I. Das Integral zwischen unendlichen Grenzen wird selbst unendlich groß]


	
II. das Integral behält einen endlichen Wert;


	
III. das Integral wird unbestimmt.



Beispiele, oo

	
1 .) Iexdx = lim [e=] = lim eb — 1 = oo.



J 6=00 0 6= o

Dagegen wird b

la.) Iexdx = lim [e=]" = eb — lim ea = eb.

J        a=—oo   a        a——oo

—oo

Man kann diese Resultate auch geometrisch deuten als Flächeninhalt der ebenen Figur, welche oben durch die Exponentidilinie mit der Gleichung

y — ex

(vergl. D.-R., Seite 402, Fig. 81) und unten durch die X-Achse begrenzt wird.

OO

	
2 .) Ie~xdx — — lim e-z =1 — lim (1) = 1.



J          b=0- -0 b^Xe6/

o

Co                                         b

	
3 .) (d=1limarctg(“) = 1 Um arc tg (b) = J •



Ja--3-   a b=c L \a/, a b—oo °\a/ 2a

0 0

+00                    c
[image: ]


Aus diesem Beispiele sieht man, daß auch gleichzeitig beide Grenzen unendlich werden können. Im übrigen kann man die letzte Aufgabe auch durch Zerlegung des Integrals auf die vorhergehende Aufgabe zurückführen. Es ist nämlich, wenn man x = — y setzt,
[image: ]
[image: ]

Dieser Ausdruck nähert sich keiner bestimmten Grenze ; in diesem Falle wird also das Integral unbestimmt wenn

19* man die obere (oder untere) Grenze unendlich groß werden läßt.

sinxdx = lim [— cosx" = 1 — lim cosb. —c 0 =c

Dieser Ausdruck wird ebenfalls unbestimmt. Davon kann man sich auch durch die geometrische Deutung über-b

zeugen, denn das /sinxdx stellt den Flächeninhalt der 0

ebenen Figur dar, welche von der Sinuslinie mit der Gleichung

y — sinx

(vergl. D.-R., Seite 401, Figur 80) und der X-Achse begrenzt wird. Dabei sind die Teile über der X-Achse mit positivem und die unter der X-Achse mit negativem Zeichen in Rechnung zu ziehen.

Auch bei der Kubatur der Rotationskörper war ein derartiges Integral bereits aufgetreten. In § 25, Aufgabe 13 erhielt man für das Volumen des Körpers, welcher durch Rotation der Zissoide um die Asymptote x = 2a entsteht, einen Wert, der auch dann noch endlich bleibt, wenn y unendlich groß wird. Es war nämlich

sin3co

= 2asin2q,  y=2a-—V, x — 2a = — 2acos2e,

‘ ‘ cosP ‘ ’
[image: ]

(x — ‘la'^dy

o


= 8a3x — 3 cos5p sin p—e cos'p sin q + cos cp sin 0+1-

Für limy = co wird 9=., also

oo

V = x/ (x — ‘la'^dy = a3x2.

§ 52.

Integration von Differential-Funktionen, die an den Grenzen des Integrals unstetig werden.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 166 bis 168.)

Bei der Erklärung des bestimmten Integrals durch

Formel Nr. 4 der Tabelle, nämlich durch die Gleichung

6 ,

(1.) J'F^x^dx = [F(x)] = F(b) — F(a),

war bisher auch die Voraussetzung gemacht worden, daß

F\x} in dem Intervalle von a bis 5 stetig sei. Jetzt möge aber F(x) stetig sein nur für

a=x<b,

während

(2.)                F(b)=±00

ist. Bezeichnet man dann mit B eine beliebig kleine positive Größe, so gilt für

6—3

J'F\x}dx = F(b — B) — F^d) a

noch die frühere Erklärung des bestimmten Integrals, wie b

klein ß auch sein mag. Dem entsprechend möge /Fl{x)dx a

erklärt werden durch die Gleichung ö                 ö—s

(3.) /F(x)dx — lim/p(x)dx = lim F(b — B) — F^d).

a              8=0 a               s=0

Es sei z. B.

F(x)_  ___________, also F(b_ + oo

Vb—x ~

dann wird

b                 b

If‘ (x)dx = f d = — 2 lim rVb — x\

J JVb — x      8=0- -a

a             a

= — 2(limVB — Vb — a) = 2Vb — a.

\ß=0 /

Bleibt F(x) stetig für

a < x = b,

während

(4.)               F (a)=±c

ist, so bezeichne man mit a eine beliebig kleine positive Größe, dann gilt für

b

J F^x^dx = F^b} — F^a + a) a+a

noch die frühere Erklärung des bestimmten Integrals, wie

ö

klein auch a sein mag. Dem entsprechend möge jF^x^dx a

erklärt werden durch die Gleichung

ö ö

(5.) jF^x^dx = lim JF*{x)dx = F^b) — limF(a — d).

a             a=0a+a                    «=0

Es kann auch vorkommen, daß beide Eälle vereinigt sind, daß also

(6.) F\d) =±c0 und F(b) = + co, daß F'{x) aber stetig ist für

a < x < b;

b

dann wird/F‘(x)dx erklärt durch die Gleichung

a

b                  6-8

(7.) /F()da=lim /F‘(x)da=limF(b — B)—limF(a—c).

a             a=Qa+a           8=0             a=0

8—0

Beispiele von derartigen Integralen waren bei der Quadratur der Kurven mehrfach aufgetreten. So ergab sich bei Aufgabe 8 in § 19 für den Flächeninhalt der ebenen Figur, welche oben von der verallgemeinerten Hyperbel

m y=%2p.x "

begrenzt wird,
[image: ]


n—?

Ist n > m, so wird lim x1 n =0, und man erhält für

,=0


(9.)




2

F =jydx o



22/ 92—2 _nV2p-,_ nX272 — 32 —

n — m      n — N2 einen endlichen Wert, obgleich y unendlich groß wird für x=0, so daß sich der Flächenstreifen längs der Y- Achse ins Unendliche erstreckt.

Ferner fand man bei Aufgabe 12 in § 19 für den Flächeninhalt der ebenen Figur, welche von der Zissoide mit den Gleichungen

(10.)           x = 2asin2,, y = 2asin9

' ‘‘ cosP

begrenzt wird,

X                    (p

(11.)           F — Jydx = Sa2Js\.Td^d(p

o                o

= a2 39 — cos p (2 sing — 3 sin 9)].

Für x = 2a oder p=, wird y unendlich groß, so daß sich der Flächenstreifen längs der Asymptote x = 2a ins Unendliche erstreckt. Trotzdem bleibt

2a

f 3a2T

(12.) F = lydx = a2lim[3<jp — cosp(2sin39 3sinq) = —

J            n                                     2

0         9=2

endlich.

Man erkennt aus den angeführten Beispielen, daß bei dieser Erklärung das bestimmte Integral auch dann noch als der Flächeninhalt einer ebenen Figur betrachtet werden kann, wenn die Funktion unter dem Integralzeichen an den Grenzen unendlich groß wird.

Übungs - Beispiele.

ö b

1;) (d - = lim/(a—a) 3dx=3lim[§/2—a

J 7(x—a)2   a=oj                 a=0 a

a              a+a

= 3 $b — a — 31im Va = 3 $b — a.

[image: ]



b                             0-3

( dx              6 dx

I               = lim / -— — -----

J V(x — a)(b — x) a=0 J V(x — d)(b — x)

a                     8=0 a+a

Nun ist


G dx         6        dx

J V( — a\b — x) J V— ab (a — byx — x2
[image: ]




a-b , /a + b2 7 /b — aN2 „

3---2t, C2)absC2)c1

also

dx = dt. 2c = b — a setzt,

/' dx           6 dt           . /t\

/ —----- = /= arc sml — )

J V(x — a)(b -—-x)  J \ c2 — t2

2x — a — b\

------7---------------)•

b — a /

Deshalb wird


ö

dx




J y^x — a)(b — x)




= lim




2x — a — b'




ß=0




= lim arc s in

ß=0




23 — a\ .. [a -f- 2a — b

- ) — hm ( —L-----

C / —0 \ 0 C.



= arcsin(+ 1) — arcsin(— 1) = 2arcsinl = T.

b

6 dx

J x2—b2

0


lim s=0




=2lmin



§ 53.

Integration von Differential-Funktionen, die zwischen den Integrations-Grenzen unendlich werden.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 169.)

Wird die Funktion F‘ (x) für x = c unendlich groß, wobei c zwischen den Integrations-Grenzen a und 6 liegen möge, während F‘{x) stetig bleibt für

a = x < c und für c < x = b,

b

dann soll JF‘(x)dx erklärt werden durch die Gleichung a

b                    c—y                   b

(1.) /F{x^dx = lim / F‘(x)dx hm J'F^x^dx

a               y=0 a               8=0 c+8

= F(b) — F(d) + lim F[c — 7) — lim F(c — d), y=0              j=o

wobei 7 und d beliebig kleine positive Größen sind.

Ubungs - Aufgaben.

Aufgabe 1. Der Gleichung

(2.)              2y8=1, oder

entspricht eine Kurve (Fig. 100), welche die Y-Achse zur Asymptote

und außerdem zur Symmetrie-Achse hat; man soll den Flächeninhalt der Figur berechnen, welche oben durch diese

Kurve, unten durch die 

X-Achse, links durch die

[image: ]



Ordinate x = — 1 und rechts durch die Ordinate x — — 2 begrenzt wird.

Auflösung. Längs der Y-Achse erstreckt sich die Figur ins Unendliche, denn für x=0 wird y=co, folglich ist in diesem Falle

x ^dx + lim jx ^dx

y=0 —1 =0 +8

= 3lim[§/2] Z + 3lim[§/242, y=0 —i d=0 t° also

(4.)   F=31_ lim $/y + 8/2 — lim3/8 = 3(1 + 3/2).

y=0                  <)=o

Man erhält also für den Flächeninhalt der Figur, die sich längs der Y-Achse bis ins Unendliche erstreckt, einen endlichen Wert.


Fig. 101.
[image: ]




Aufgabe 2. Der Gleichung (5.) x2y = 1, oder y=2 entspricht eine Kurve (Fig. 101), welche gleichfalls die Y- Achse zur Asymptote und zur Symmetrie-Achse hat; man soll den Flächeninhalt der ebenen Figur berechnen, welche oben durch diese Kurve, unten durch die X-Achse, links durch die Ordinate x = — 1 und rechts durch die Ordinate x=-2 begrenzt wird.

Auflösung. Längs der Y- Achse erstreckt sich die Figur bis ins Unendliche, denn für x wird y = co, folglich wird auch in diesem Falle


(6.)




F — lim




7^J

—1




fdx

n / 2

+<i



[image: ]



Man hätte einen Felder gemacht, wenn man geschrieben hätte

[image: ]




1—1=-




3

2°



Man sieht, daß die geometrische Deutung des bestimmten Integrals, wie sie früher unter Ausschluß von Unstetigkeiten gegeben wurde, bei der Erklärung des bestimmten Integrals durch Gleichung (1.) auch dann noch bestehen bleibt, wenn F‘{x) für einzelne Werte von x zwischen den Grenzen a und 6 unstetig wird. In dem Falle nämlich, wo F^oc) für n verschiedene Werte von x zwischen den Grenzen a und b, unstetig wird, muß man b

JF^x^dx in n - 1 Integrale zerlegen und bei jedem ein-a

zelnen das in Gleichung (1.) angedeutete Grenzverfahren anwenden.


Aufgabe 3.




tö dx

X



Auflösung. Da die Funktion unter dem Integralzeichen für x unendlich groß wird, so muß man das Integral wieder in zwei andere zerlegen. Man setzt also

H0 .Y t)


(7.)



dx    ,. fdx , .. i'dx

— = hm /------— hm / —

C y=0 J C 8=0. x

—a        —a         +8

[image: ]

lim In 4=0




=In(2)+limIn(8)

In diesem Falle hängt der Wert des bestimmte Inte-y

grals von dem Verhältnisse 8 ab. Da dieses Verhältnis unendlich viele Werte haben darf, so hat auch das Integral unendlich viele Werte. Für 7=0 wird

300 § 54. Näherungsmethoden durch Einführung einfacherer Funktionen.


(8.)




/‘dx ' ,

I =ln x




= In




—C

Dieser Wert heißt bestimmten Integrals. b




nach Cauchy „der Hauptwert^ des




Aufgabe 4.




dx






V(x—




? wenn a < c < b.



Auflösung. Indem man wieder die Zerlegung des Integrals ausführt, findet man


(9-)



a c+d





=5lim[z—c^' ‘++[7 — c]a 

= 5"lim§ —7 — 7/ a—c + 7/—c—lim7/8

y=0                                   <5=0

= 5(5/6 — c -   — a).

§ 5±.

Näherungsmethoden durch Einführung einfacherer Funktionen.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 170.)

In vielen Fällen, wo das unbestimmte Integral einer Differential-Funktion schwer zu ermitteln ist, kann man den Wert des bestimmten Integrals durch andere Hilfsmittel genau oder doch mit großer Annäherung berechnen.

Von diesen Hilfsmitteln sollen hier einige angeführt werden.

Aus der geometrischen Deutung eines bestimmten In-b

tegrals Jf{x}dx als Flächeninhalt einer ebenen Figur, welche a

oben begrenzt ist durch die Kurve y = f(x\ rechts und

§ 54. Näherungsmethoden durch EinführungeinfachererFunktionen. 301

links durch die Ordinalen x=b, bezw. x — a und unten durch die X-Achse (vergl. Formel Nr. 4 der Tabelle), ergibt sich sofort der folgende

Satz 1. Sind Y1 = 9(x) und y = f^x) zwei Funktionen, welche zwischen den Grenzen x = a und x = h sich durch Kurven geometrisch dar st eilen lassen, und hleibt in diesem Intervalle g(x) beständig gleich oder kleiner als f{x}, so ist auch

b b

(1.)                   Jcp{x)dx <J'f{x)dx\

C


C




Fig. 102.
[image: ]




denn, wie man aus Fig. 102 ersieht, hat die von der Kurve y = f[x) begrenzte Figur einen größeren Flächeninhalt als die von der anderen Kurve y\. = p(x) begrenzte Figur A\B\DC. Dabei ist zunächst vorausgesetzt, daß die Kurven beide über der

X-Achse liegen; der Satz bleibt aber auch dann noch richtig, wenn diese Voraussetzung nicht erfüllt ist.

Man kann den Beweis auch unabhängig von der geo-• • •

metrischen Deutung des bestimmten Integrals führen, indem man dasselbe als eine Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Größen p(x)da bezw. f(x)dx betrachtet. Aus


(2.)



g{x}dx = f{x)dx

folgt dann auch die Ungleichheit der Summen, also

0 )

Jg>{x)dx < Jf(x)dx. a           a

Satz 2. Liegt die Funktion fix) für alle Werte von x innerhalb des Intervalles von a bis b der Größe nach beständig zwischen den Funktionen p(x) und wp(x), ist also


(3.)




g(x) = f(x) = w(x).



so ist auch


(4.)



JV1 —-23

0

Auflösung. Da x beständig ein positiver echter Bruch ist, so gelten die folgenden Ungleichungen:

0=x<1,

0== x2, 1=1 — 8=1 — x2, 1 e V1 — x= V1 — x2, 1 - 1 _,1,

V1 — x3 V1 — X2 folglich wird auch

§ 55.

Mittelwertsätze.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 171, 171a und 172.)

Es sei jetzt

(1.)            .       f(x)=g(x) .h(x),

wobei die stetige Funktion h(x) in dem Intervalle von a bis 6 zunächst beständig positiv oder doch wenigstens nicht negativ sein möge; es sei also h^^O. Ferner erreiche die in diesem Intervalle stetige Funktion g^x) ihren kleinsten

Wert K für x=X1 und ihren größten Wert G für x — X2, wobei X1 und X2 noch zwischen den Grenzen a und b liegen oder mit diesen Grenzen zusammenfallen sollen; es sei also (2.)           g(0,)=K und g(22)=G,

dann wird

(3.)              K=g()=G,

und deshalb auch

(4.) K. h{x}dx = g{x). h{x)dx = f^x^dx = G . h{x)dx\ folglich wird nach Satz 2 in § 54

so folgt aus Ungleichung (5.)

(7.)             K=M=G,

oder

(7 a.)                g(2)=M=g(a2).

Nach einem bekannten Satze über stetige Funktionen muß es daher zwischen x1 und X2 einen Wert von x geben — er heiße § —, für welchen

(8-)                    M=gS)

wird. Da § zwischen x1 und X2 liegt, so muß S auch zwischen a und b liegen; es ist also

(9.)                        a = s = b.

Erklärt man also eine Größe 6 durch die Gleichung (10.)                e_§—a,

0 C

so liegt 0 zwischen 0 und 1, und man erhält

(11.)     § = a + e(b — a), M = g [a + e(b — a)] .

Deshalb geht Gleichung (6.) über in

6 ö

(12.) Jg(x) • h{x}dx =g[a+ e(b — ai\J'h{x)dx.
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§ 55. Mittelwertsätze.



Indem man beide Seiten dieser Gleichung mit — 1 multipliziert, folgt

ö ö

(12 a.)   —/g(x) • h(x)da ==/g(x)[—h(x)]dx

&                    a

b = g[a + e(b — «)]/[— h(x)]dx, a

oder mit anderen Worten, die Gleichung (12.) bleibt auch dann noch richtig, wenn die stetige Funktion hx) in dem Intervalle von a bis 6 niemals positiv wird, wenn also h(x) = 0 ist. Es genügt also für die Gültigkeit des in Gleichung (12.) enthaltenen Satzes, welcher „der erste ^fittel-wertsatz(<2) genannt wird, die Voraussetzung, daß zwischen den Grenzen a und 6 das Vorzeichen nicht wechselt.

so geht Gleichung (12.) über in b

(15.)         Jg{x)dx = (b — d)g\a 01b — a)],

a

oder, wenn man die Buchstaben g und f miteinander vertauscht, in

b

(15 a.) /f(x)dx — (b — d) f[a + 0(6 — a)]. a

Für diesen besonderen Fall des ersten Mittelwertsatzes ergibt sich unmittelbar die folgende geometrische Deutung. Der Gleichung y — f(x} entspreche die Kurve AB^ dann ist der Flächeninhalt der ebenen Figur

(16.)  AyB^BA = Jf^dx.

a


Fig. 103.
[image: ]





AyB^SR bestimmt, welches mit A,BBA gleichen Flächen



Da nun der Kurvenbogen AB stetig ist, so gibt es zwischen A und B mindestens einen Punkt P, welcher die Eigenschaft besitzt, daß die Gerade RS^ welche durch P zur X-Achse parallel gezogen ist, ein Rechteck inhalt besitzt. Macht man nämlich

OQ = a A~ O(b — a),

so wird in diesem Rechteck

AiBi = b — a, QP = f[a — e(b — a)],

also

b

(17.) AyByBA =jf(x}dx = AyBySR = (b — a)f[a + 0(6 — a)]. a

§ 56.

Neuer Beweis des Taylor sehen Lehrsatzes.

Aus den Sätzen, welche in den vorhergehenden Paragraphen hergeleitet worden sind, ergibt sich ein äußerst einfacher Beweis des Taylor sehen Lehrsatzes.

Die Funktion f(x) sei mit ihren n — 1 ersten Ableitungen stetig für alle Werte von x zwischen a und a - h, dann findet man durch partielle Integration, nämlich nach der Formel

(1.)              Judv — uv — fvdu^

indem man

u = f\a-\-h—t), dv — dt^ also

du — f“(a —h — t^dt, v = t setzt,

t t

(2.) Jf‘{a + h — t)dt — tf‘{a + h —         + h — t)tdt.

o                                                    o

Kiepert, Integral - Rechnung.


20



Für

u =    — — t), dv = tdt

erhält man

du = — f‘“^a - h — t^dt^ v=-,,

2.

f^Ka^-h — t^dt. n!

o

Durch Addition der Gleichungen (2.) bis (5.) ergibt sich daher t.

(6.) ff^a + h — t^dt = 1fa + h — t) + o

+2 +3

21 f"(a + h - t) + 31 f'"(a + h-t)

t

fn                      C                   fn

------1—vf^Xa - h — 0 +       + h — t^—rdt. n\                J               n’

o

Beachtet man, daß t

(7.) J‘f\a + h — t)dt = — f(a + h —t)- f(a + Ji) o

ist, so geht Gleichung (6.) für t = h über in

/QX g, ,  g.f(a),,fu(a),,fu(a),,

(8.) f(a + h) = f(a) + 11 h + gih- + -3rh‘

f^nXa\ ++-,h"+R,

wobei

C +n

(9.)        R = f^\a + h—t)~dt

J               n\

o

ist. Nach dem Mittelwertsatz (Formel Nr. 171a der Tabelle) ist daher, wenn man 1 — 0 mit 61 bezeichnet,

(10.) R        , — e /ha = ^n+^a +9,),1

J n\ (n——

o

Da 0 zwischen 0 und 1 liegt, muß in diesem Ausdrucke auch 0i zwischen 0 und 1 liegen. Setzt man zum Schlüsse noch a = x und schreibt 0 statt 61, so erhält Gleichung (8.) die Form

(11.) re + 1)=fia) + 10 ++ ‘3?,

1

 Der Anfänger darf die Ausführungen dieses Paragraphen übergehen.

2

 Der zweite Mittelwertsatz möge hier übergangen werden.


■ ' +..+/*21+2,

(12.)          R_/ot!e+e1),1

(n + 1)!

ist. Dieses Resultat stimmt genau mit D.-R., Formel Nr. 89 der Tabelle überein.

§ 57.

Gliedweise Integration unendlicher Reihen.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 173.)

Sind in der unendlichen Reihe

(1.) f(x)=uo—u1—u2—u3-----

die einzelnen Glieder

(2.) uo = fo(xc), ut = u2 = fix), Ui — fi(x),...

stetige Funktionen von x, so war in § 56 der Differential-Rechnung (Seite 268) der Begriff der gleichmäßigen Konvergenz folgendermaßen erklärt worden:

,,Die Reihe

fo(x) + fix) +    H—

heißt in dem Intervalle von a bis b gleichmäßig honvergent,

20*

wenn zu jeder beliebig kleinen Größe & eine ganze Zahl m so bestimmt werden kann, daß für n = m der absolute Betrag von Sn+P(x) — Sn{x) und deshalb auch der absolute Betrag von Bn{x) kleiner bleiben als e, welchen Wert x auch in dem Intervalle von a bis b haben mag.“

Dabei ist

(3.) R,^ = f(x) - [Mx) + AW + AW + • • • + f,-(c)], oder

(4.) f(x) = f0(x) + fi^x) + fa(xr) 4------ fn-ßx) 4- B^xf

Daraus folgt

Nr. 172 der Tabelle ausgesprochenen Mittelwertsatz anwenden, nach welchem

b

(6.)         jRn{x)dx = (b — a^B^a 4- G(b — a)]

a

ist. Macht man die Voraussetzung, daß die vorgelegte' Reihe in dem Intervalle von a bis b gleichmäßig konvergent ist, so wird Bn{x) für alle Werte von x zwischen a und b beliebig klein, wenn n (gleich oder) größer als m ist, folglich wird auch Bn[a - G(b — a)], und da & — a eine. b

endliche Größe ist, auch /Bn(x)dx beliebig klein. Man findet a

ö

also Jf(x)dx, indem man die einzelnen Glieder der Reihe-a

Mo = fdx), Uy = fi(x), U2 = f2(x), • •. integriert, denn der Rest b

JBn(x)dx, welchen man bei Berücksichtigung von n Glie-a

dern vernachlässigt, wird für hinreichend große Werte von. n beliebig klein. Dadurch erhält man den folgenden

Satz. Sind die Funktionen uq, Ui, u2, u^,... für alle ~Werte von x zwischen a und b stetig, und ist die Reihe f(x) =uo—u1—u2—u3-----

in dem betrachteten Intervalle gleichmäßig konvergent, so ist auch die Reihe

b           b           b

Ju^dx — Juglx + Ju2dx — • • • a            ci            a

in diesem Intervalle gleichmäßig konvergent, und ihre Summe b

ist gleich Jf(x)dx.

CI

Dabei darf man noch die obere Grenze mit x bezeichnen, so daß sich ergibt

x XXX

(7.)       Jf(x)dx ==Ju^dx - Juidx - Ju2dx - • • •.

a          a         a         a

Dieser Satz hat schon in der Differential-Rechnung bei der Methode der unbestimmten Koeffizienten Anwendung gefunden (D.-R., § 47).

Damals setzte man

(8.) f(x) = A + A, + Aza2 + A2x3 + • • • + Anxil -f- R, also

(9.) f‘(x} =A,+ 2A2x + 3Asq2 d-----+ nAnxn~x + ™ •

Wie die Gleichung (9.) aus Gleichung (8.) hervorgeht durch Differentiation der einzelnen Glieder, so findet man umgekehrt die Gleichung (8.) aus Gleichung (9.) durch Integration der einzelnen Glieder zwischen den Grenzen 0 und x, und zwar erhält man dadurch f(x)—f(0), woraus sich für A der Wert f(0) ergibt. Dabei erhielt man den

dR

Satz: Ist für hinreichend große Werte von n die Größe do beliebig klein, so gilt dasselbe auch von R.

Man erkennt, daß dieser Satz nur ein besonderer Fall des eben bewiesenen Satzes ist; denn, während es sich damals nur um Potenzreihen von x handelte, sind jetzt uo, Ui, u2,... beliebige stetige Funktionen von x.

Die Beispiele, welche bei der Methode der unbestimmten Koeffizienten in der Differential-Rechnung gegeben wurden, nämlich die Entwicklung von

(11.) arctga=1-3+5—7+----für — 1=a=+1,

..  . . ,108,1.3 051.3.5 07

(12.) aresinas* 3*2.45*2.4.6 7

für — 1=x=—1

nach steigenden Potenzen von x, eignen sich daher auch als Beispiele für den vorliegenden Satz.


Aufgabe 1.

Lemniskate



Man soll die Länge des Bogens bei der

[image: ]

(14.)




(13.) r2 = a2cos(2y) berechnen (Fig. 104).

Auflösung. Aus Gleichung (13.) folgt

rdr = — a2sin(2p)dy.


do r

dr       a?sin(2g)



(ds)_1_,a(dg)_141



\dr) • \dr) a“sin2(2p) a4— r4 a4—r4

[image: ]




(16.)           ds

Setzt man

so wird

(17.)



r = at^ also dr = adt, t

6 dt 

s = a I .      - •

JV1—t4

o

Da t4 = 1 ist, so wird nach dem binomischen Lehrsätze

1          — i 1    13    135





(18-) vi=s=(-6 =1+2"+2.4*+2.4.6"+*

also

..  /t 1 t5, 1.3 9, 1.3.5113,

(19.) 5  “25*2.49*2.4.613*

/r 1 ö    1.3 r9 1.3.5 r13      •

= “ka T 2 5a5 T 2.4 9a9 T 2.4.6 13a13 Tii)

4



Aufgabe 2. d = ?

oV1«8

Auflösung. Nach dem binomischen Lehrsätze ist

1      —i   1  1212





(20.) V+a=(+* =1g*+2.4*2.4.6*‘+-

so lange — 1<x<-1 ist. Deshalb kann man diese Ent

wickelung nur benutzen, um

1 1-y dx dx 



V1 + x3 y=0JV1-x3

0,b                         0,o

zu berechnen: dabei findet man aus Gleichung (20.) 

(21.) dz =

0V1+2

.. a 1 x4 1.3 x1 1.3.5x10,

1242.4 7, 2.4.6 10

Da die Reihe in der eckigen Klammer auch noch für x konvergent bleibt, so erhält man




1.3     1.3.5





2.4.7  2.4.6.10 T











2   2.4'16 + 2.4.7'128 2.4.6.10 ’ 1024+

Die Entwickelung in Gleichung (20.) gilt nicht mehr, wenn x > 1 ist. Nach dem binomischen Lehrsätze wird aber, wenn b>a ist,


(23.) (a+b)”=b”-(1)ab"-t




a2bm—2




272---€



Setzt man also in dem Falle, wo x > 1 ist,

(24.)              a=1, b=3.

so wird die Bedingung, daß b»a sein soll, erfüllt, und man erhält

(25.) (1+38y"=g8++(")a®-8+-(")a2*-6++(7)a**-9+ • • •,

[image: ]



g, 1     1   111.31   1.3.5 1 ,

V1—x3  Vx3 2 Vx9 2.4Vx10 2.4.6Vx21

Dies gibt

4                           4             4                 4

_ . C dx .(do 1 ['dx , 1.3 i'dx 

(2 c)  ---= hm / y — - /—— - — 1-7=

JV1L x^ 8=0 LJ Vx3 2/Vx9 2 -^Jj/x10

"/V1+x3 SL Va,27Va7 2.4 13]/^  +1.3.52_4." .

2.4.6 19V019 -,8

Da die Reihe in der eckigen Klammer auch noch für x = 1 konvergent bleibt, so erhält man

§ 58.

Berechnung der elliptischen Normalintegrale erster und zweiter Gattung.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 174 bis 177.)

Das in dem vorhergehenden Paragraphen angegebene Verfahren kann man auch zur Berechnung der elliptischen Normalintegrale erster und zweiter Gattung benutzen. Das elliptische Normalintegral erster Gattung, auf welches sehr viele Aufgaben der Geometrie, Physik und Mechanik führen, hat die Form

x

/' dx

J V(1 — x2) (1 — k2x2)

wobei k2<1 und x = 1 sein mögen. Dann erhält man zunächst nach dem binomischen Lehrsätze

1         1     19     19 5

() vi-,=1+2**+2.4*2.4.6**+" oder, wenn man der Kürze wegen, wie in Formel Nr. 121 der Tabelle,

1     1.3   _1.3.5...(2n—1)


(2.)



152’  252.4’*  2.4.6... (2n)

setzt,

(3.)     ■ ) - 1,, =1- c,k2x2 c2kAx4 — c3kSg6 -----.

V1 — k2x2

Nach Satz 8 in § 57 der Differential-Rechnung ist diese Potenzreihe gleichmäßig konvergent für — 1 =x=—1, folglich ist auch die Reihe


(4.)




___________1__

V(1—x2)(1—k?ac2)




J                  ,2                  ,4

7g++0*v1+o*vi-




+ cgk6




x6 v1—2



in demselben Intervalle gleichmäßig konvergent. Deshalb wird


C dx _

V(1 — 2) (1 — k2x2) ,




dx ,    / x2dx

- - - + Ck2l— . — x2 J V1 — x2

0




+ c2k4 o



6 x^dx , —______— C3k6

V1—x2" J

0


C x^dx v1 — x2



6 dx      n=00   „ 6 x2ndx

V1 — X2  *= JV1   x2

Nun ist aber nach Formel Nr. 121 der Tabelle


(6.)

wobei




6 x2ndx

o




= c„arcsinx — Gn^d) • V1 — x2,



Gß^x} =2=3,

[image: ]




=6+




5.x3 , 6.4




5.3.x

6.4.2



[image: ]



allgemein

x2” 1_(2n—l)x2w—3      (2n—l)(2n—3)...3.X

(7.) “"-52n(2n)(2n—2) H (2n)(2n—2)...4.2

/ 1 x2n-1 1 x2n—3 1 x8 XN

= C"\c,=1 2n—1 + c„=2 2n—3 H 031)

Deshalb erhält man


(8.)



f da /, । n—oo 21 ,x

—          -— =(1—> cnkin ) arc sm x

V(1—x2)(1—k2x2) X *=1    /

______

— V1 — 2> cnk2nGn{x).

»=1

Von besonderem Interesse ist der Wert dieses Integrals, den man für x erhält und mit K bezeichnet. Es wird nämlich

(9.) K = i dx--= lim - dx

JV(1—x2)(1 — k2x2)   8=0 (1—x2)(1 — k2x2)

,/     n=co 9 \

= ö(i + s c;k2n),

- \     n=1 /

oder

(10.) K=31+     + (2.2) # + (.4.6)*® + •

Noch häufiger wird man durch Aufgaben aus der Geometrie, Physik und Mechanik auf elliptische Integrale zweiter Gattung geführt, die man auf die Normalform


V1 — k2x2 v1—22




dx



bringen kann. Hier wird nach dem binomischen Lehrsätze

 1 1 12

(11.) V1— k2x2 = 1 — =-k2x2 —-—k44— . ; n k6x6----

2     2.4     2.4.6

12,2 1,4,4 1.6,6

1             l• •               l• «AX              lb «AX

=1—C-1—C2-3—3-5


oder (12.) also



___ w=oo

V1—k2x2 = 1 — > cn n=1


2n—1





V1—k2x_   1     n^° Cn~k2n x-n



V1—22 — — „ 2n—1 V1— ’

Da diese Reihe zwischen den Grenzen 0 und x gleichmäßig konvergent ist, so erhält man

X                         X

.. . . 6V1 — k2x2 , ß dx n=0 cnk2n ( x2ndx 





(14.) / —)--dx = / __— V

J V1—x2 JV1 — x2 »=l  —v y i — x2

0                         0                               0

also nach Formel Nr. 121 der Tabelle, nämlich nach Gleichung (6.),




(15.)



v1—k2x2 j /   »Eco c„k2n \

J V1_x2     \    =1 2n—1/

o

     , L2n

+1—32" 2 "G,).

Für x = 1 ergibt sich hieraus der Wert des Integrals, den man mit E bezeichnet, nämlich




(15 a.)



ryi — k2x2 _x/, »=oo C2nk2n \

/ v1—22 2 22n—1)

= V1 — cßk2 — ~cßk^ — 1c2k6----Y

2        3     5       /

Auf ein solches Integral wird man z. B. bei der Rektifikation der Ellipse

(16.)                 b2x2 -f- a2y2 — a2b2 = 0

geführt (vgl. Aufgabe 2 in § 27). Aus Gleichung (16.) folgt nämlich

dy          bx /ds>^ a4 — e2x2

w" dx aya2_x2 ‘ \dx) d2{a2 — x2) '

also  

(18.)         ,_1jzVa‘—ea*,

aJ ya2 — x2

o

Setzt man jetzt

(19.)                  x — at, e = ak^

so wird


(20.)




atv1 — k2t2 v1—t2



wobei die Bedingungen

(21.)               t=1 und k < 1

wirklich erfüllt sind. Der Bogen s wird also, vom Faktor a abgesehen, dem in Gleichung (15.) berechneten elliptischen Normalintegral zweiter Gattung gleich, nur muß man die

IC

Integrations-Veränderliche x mit t = — vertauschen.

§ 59.

Berechnung der elliptischen Normalintegrale erster und zweiter Gattung durch trigonometrische Reihen.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 178 bis 181.)

Die in den Gleichungen (8.), (10.), (15.) und (15a.) des vorhergehenden Paragraphen angegebenen Reihen konvergieren nur langsam. Für die numerische Berechnung sind daher die folgenden Entwickelungen geeigneter. Setzt man

(1.) x=sing, k=sinc, also

(2.) dx = cos (f> dtp, V1— x2=cosp, — = dtp, V1 — x2

so wird


(3.)



r d(p

-V1 — sin2« sin2p

und


(4.)
[image: ]





' V1 — k2xc2




V1 — x2



[image: ]




— sin2csin2p . d(f> = E(k, (p).



Nun ist bekanntlich


also




cos2ß - sin2ß = 1,



cos4B + 2cos2Bsin28 + sin48 = 1,

oder

(5.) cos48 + sin4s = 1 — 2 sin2Bcos23 = 1 — sm^ 28).

2

Daraus folgt

(cos28 + sin28 . e2pA)(cos28 + sin28 . e—2p4)

= cos4ß + sin48 + cos2Bsin2B(e2ep + e—2p6)

=14 sin2(2B)(e2rp — 24 e-2p)) = 1 — sin2(28)sin2,

oder

(6.) 1 — sin2(28)sin?g = cos4B(1 + tg2B . 2(1 + tg2B . e— 24p1),

CL

oder, wenn man 2ß=C, also B==, setzt,

2

(7.) 1 — sin2csin2o =

cos*(S)1 + tg‘(2) ‘ cp ’ 1+tg2(0 * 62p ’

Wenn a zwischen 0 und 2 liegt, so ist tg2(2)< 1; außerdem ist der absolute Betrag von

e±2<pi _ cos(2p) H isin(29)

cos2(2p) — sin2(2g) = 1, folglich kann man


/a\ 7m

1 + tg2 (2) ' und



[image: ]



nach dem binomischen Lehrsätze entwickeln und erhält,


wenn man der Kürze wegen




mit 8 bezeichnet,




(1 4-      = 1 —




86e69i —




(1—82-2) =1-



[image: ]



Indem man diese beiden Gleichungen miteinander multipliziert und dabei die Regeln anwendet, welche (in D.-R., § 55 und 106, vergl. auch D.-R., Formel Nr. 117 der Tabelle) für die Multiplikation zweier unbedingt konvergenten Reihen

uo + u1 + M2 ----- und Vo—V1-V2—-

gegeben worden sind, so erhält man, weil

epi e—2epi — 2cos(2p)

ist, die Gleichung

(8.)            (1 +         + s2e—2py =

1 +(")a.2c0s(2,0)+4()2c0s(,)+()

[image: ]

oder, wenn man die Glieder vereinigt, welche mit cos(22p) multipliziert sind, und Gleichung (7.) beachtet,

(9.) (1 — sin2asin2) =Ao- Acos) — 2A2cos(4a)

+ 2Agcos(69)




/yN

Dabei wird, wenn man (o)=1 setzt,

[image: ]




= cos4m



[image: ]



allgemein

(13.) A, = cos4"


82+4




82v+4n



= cos4m


Wenn 8 =



hinreichend klein ist, so sind die

Größen A, wie sich zeigen läßt, durch stark konvergente Reihen ausgedrückt.

Die durch Gleichung (9.) dargestellte Reihe ist gleich-mäßig lionvergent*\ so daß man/(1—sin?asin2p)"dp erhält, o

indem man die einzelnen Glieder der Reihe integriert. Dies gibt

P

(14.) /(1 —  22)" =

o


dx








- ( de = = •)

JV1 — sin2« sin2p

0 ‘




-V(1 — x2)(1 — k2x2) und



als besondere Fälle enthalten.

Zur Entwickelung des elliptischen Normalintegrals erster Gattung F(k^ p) hat man daher in den Gleichungen (8.) bis (14.) m = — 1 zu setzen und erhält 

*) Der Beweis für die gleichmäßige Konvergenz möge hier über-gangen werden.


1

9 — C1,



,1.3

+2.4°

1.3 ... (2n — 1)

\n/   —   2.4... (2n)      —


n•



Setzt man in diesem Falle

Ao=ao, A=—a1, A2=—a2,...A,=(—1)"a

so geht Gleichung (14.) über in

?

(16.) F(k, o) = f- de = •

JV1 — sin2a sin2p

cos‘(2)

=00

= (1 + s2) s c„2 64n,

n—0

(18.) «i =---1,— (0122 + cc266 + Waf10 H----)

cos‘(2)

n=c0

= (1 + s2) S c,cn+182+4n, n—0

(19.) a-2 = -—-—- (c264 4- cic3e8 + c2c4612 + • • •)

cos‘(2)

=00

= (1 + s2) s c,c,+284+4n.

Allgemein ist

n=c0

(20.)            a,=(1- s2) 2           .

n=0

Man braucht aber nur ao und a1 durch diese Reihen zu berechnen, denn unter der Voraussetzung, daß man die durch Reihenentwickelung dargestellten Funktionen diffe-rentiieren darf, indem man die einzelnen Glieder der Reihe differentiiert, folgt aus der Gleichung

Kiepert, Integral - Rechnung.
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(21.)        .         = ao— 2a! cos(2p) + 2a2cos(4e)

	
V1 — sin-c sin-9 — 2azcos(6p) ---- • •



durch Differentiation



	
(22) sin’asin.cos  4a, sin(2,,)  sa, sin(4,,)


	
V(1 — sin2a sin2p)8





+ 12agsin(60)--

Wenn man beide Seiten dieser Gleichung mit

2(1—sin2csin2p) 2—sin2c — sin2ccos(2p)

(23.) • 9 • ,

smJa                    sln-c


2 — sin2«



sin2«




— cos(2p)



multipliziert und der Kürze wegen


(24.)




2 — sin2c

sin2a




1—8

282




-==5



setzt, so erhält man,, weil 2sin(229)cos(2q) bekanntlich gleich sin(22 + 2)9 + sin(22 — 2)y ist,



(25.)     sin(2?) . , = - (- 4a + 4a2) sin(2,p)

	
V 1 — sinc sin:9



	
- (2a1 — 8a25 — 6a3) sin(4g)


	
— (4a2 — 12ag; + 8a4) sin(6p)



+ (6ag — 16a4; + 10as) sin(89)

..

Andererseits ergibt sich, indem man beide Seiten der Gleichung (21.) mit sin (2) multipliziert und die bekannte F ormel

2sin(2p) cos(22p) = sin(22 4~ 2)0 —■ sin(22 — 2)0 anwendet, 

(26.) -sin(2p)., = — («2 — ag)sin(2,) + (a — a,)sin(4pp)

Kl— sinc sln:9

-- («4 -- a2)sin(6p) + (as — az)sin(8g)--1 • • ■ .

Aus der Vergleichung der Koeffizienten in diesen beiden



Entwickelungen von     sm Gy)   findet man

V1 — sin2cc sin2g

a2 — a^=   — 4a15 — 4a2,


folglich wird

(27.) •




3a2 = 41 — ao, 5a3 = 8a25 — 3a1, 7a4 = 12a3 — 5a2, 9a5 = 16045 — 7a3,



allgemein erhält man also für n = 2

(28.)    (2n — Y)an = 4(n — 1)a,_g — (2n — 3)a,_2.

Zur Entwickelung des elliptischen Normalintegrals zweiter Gattung muß man, wie aus Gleichung (4.) hervorgeht, in den Gleichungen (8.) bis (14.) m = + 1 setzen und erhält 2

0(m_1 (m\_1_C (m_ I 1.3_ C2

( 9A1/ 2’\2/    2.4    4 \3/ 12.4.6 +6’ allgemein

(30.)          (")_(1y-C-1.

\n /           2n

Setzt man in diesem Falle

(31.) A0=bo, A[=-b, A2= —b2, Ag=-b3,...A,=( — 1y-1b,,

so gehen die Gleichungen (9.) und (14.) über in 

(32.) V1 — sin2asin2p = bo + 2b,cos(2p) — 2b2cos(4p)

4- 263 cos(60)--+...

<p

(33.) E(k, p) =J V1 — sin2asin2p . de

0

=b0+ sin(2y) — 2 sin(4) 4- 3 sin(60p)--1----,

Dabei ist nach Gleichung (10.) (34.) bo = cos‘(2)(1 +2+4226+622+.)

n=co c g4n x

2.(2n2)2)

Man kann aber die Größe bo auch durch ao und a1 ausdrücken. Es ist nämlich nach den Gleichungen (17.) und (18.)

n=0               /     n=0      \

(17 a.) a0 = (1 + 82) > Cn^1 = (1 — s2)( 1 + > c,4184n),

9=0                 \       9—0        /

2—00

(18a.) a = (1 — 82)s2 2 cncn+x^n\ n—Q

ferner ist


(35.)




k2 = sin2c =




482

 (1-22)2 ‘




(36.)




2—k2=




2(1—84) (1 — 82)2




Daraus folgt

9

(37.) (2—k2)a=-j2

1-8




1—g"5(c241-c2)an,

L n=0                 -




(38.) also (39.)




2 84  =00

k2a1 = ----ö > 2c,cn+184n,

1-8 n—0




(2 — k^ao — k2a




2

1- 1-2




R=OO

1 + s4 s (c, - c,+1)2g4n n=0



Nun ist aber

2? -1  1                                     C,

(40.) cn+i = 2—2 cm also C» cn+i = 2n"2 5

deshalb geht Gleichung (39.) über in

2 r n=co 2       -

(41.) (2—k2)a—k2a = 1421 + 6“ 2 (2n2y26*” = 2b0.

Auch die anderen Koeffizienten b1, b2, b3, ... kann man sehr einfach durch die Größen ao, a1, a2,... ausdrücken.

Setzt man wieder voraus, daß man die durch Reihenentwickelung dargestellten Funktionen gliedweise diffe-rentiieren darf, so findet man durch Differentiation der Gleichung (32.)

.... sin2csinpcoso „

(42.) —      -      = — 4b1 sin(2p) — 862 sm (4g)

V1 — sima sin-9

— 12b,sin(60) ------;

außerdem folgt aus Gleichung (26.)

sin2csing coso k2, ... ,

(43.) —       .    .=: = , [(a2 — Co) sin(29) — (a3 — «i) sin(49)

	
V1— sincsin-9 -



+ («4 — a2)sin(60)--1----],

folglich erhält man

8b1 = k2(ao — a2), 1662 = k2(a1 — a3), 24b3 = k2(a2 — a4),...,

allgemein

(44.)               8nbn = k2(a,—1 — a,+1).

Setzt man also

«o— a2==22.B1, «i— a3 = 42.B2, a2 — a4 = 62 . B3, ..., allgemein

(45.)               a,—1 — a,+1 = (2n)2B,,

so wird .

	
2.2 L,, 12 L, 2 ZL2 (46.) b,=,.B,, 3= B2, A 4 4 •4 0—2



folglich geht Gleichung (33.) über in

? 

(47.) E(k, )=/ V1 — sin?asin2p . dtp

0

2

= bop + 0 [Bsin(2p) — Basin(4p) - Bgsin(6p)--1----].

2

Von besonderem Interesse sind die Werte der beiden

Integrale        und p) für 9=,, die man bezw.

2

mit K und E bezeichnet. Nach den Gleichungen (16.), (33.) und (41.) wird

2

r d<p            aoT

V1 — sin2a sin2g 2


(49.)
[image: ]




=4[(2— k2)ao — k2a] .

Eine kurzgefaßte Tabelle der Größen K und E, F(k^ P) und E(k, p) findet sich im Anhänge dieses Bandes.

Beispiel.

Die angeführten Reihen konvergieren um so schlechter, je mehr sich k = sina dem Werte 1 nähert. Wenn also in dem folgenden Beispiele

i ______ _____

(50.) k = 0,8, 8=----4-----= 0,5

H


gesetzt wird, so möge hervorgehoben werden, daß die Rechnung für kleinere Werte von k noch einfacher wird, erhält man



1—82= 1,25

(1 + £2)e2 = 0,312 5

g4 = 0,062 5

g8 = 0,003 906 25 ferner ist

Ci2 = 0,25

c22 = 0,140 625

c32 = 0,097 656 25

c,2 = 0,074 768 07

cs2= 0,060 562 14

ce2 = 0,050 889 02

Daraus folgt

Hier

ei2 = 0,000 244 14

£16 = 0,000 015 26

£2o = 0,000 000 95

£24 = 0,000 000 06;

cC2 = 0,187 5

c2c3 = 0,117 187 5

cac = 0,085 449 22

c4cs = 0,067 291 26

c6c6 = 0,055 515 29

c6c7 = 0,047 25409.

(51.) ao = (1 + e2)(l +     + c2288 —+-)= 1,270 249 20, .

(52.) a,=(1 £2)£2(C1 + c,c264 + c2c3e8 +.)= 0,160 062 02.

Aus den Gleichungen (27.), nämlich aus den Formeln

(53.) 3a2 = 41—ao, 5a3 — 8a25 — 3a1, 7a4=12a35—5a2,..., wobei


		
.   2 — k2 2
	
— 0,64   17


	
(54.)
	
5 22
	
0,64 ~ 8


	
ist, findet man
	

		
f a2 = 0,030 092 65
	
as =0,000 003 86


		
ag = 0,006 277 80
	
ag =0,000 000 91


		
a, = 0,001 374 39
	
ao = 0,000 000 21


	
(55.)
	
as = 0,000 309 41
	
a, = 0,000 000 05


		
as = 0,000 070 93
	
a12 = 0,000 000 01


		
a7 — 0,000 016 47
	



Es darf nicht verschwiegen werden, daß man diese Werte ans den Gleichungen (27.) nur dann findet, wenn man noch einige Dezimalstellen mehr berücksichtigt. Bei derartigen rekurrierenden Formeln werden nämlich die Fehler, welche durch die Vernachlässigung der folgenden Dezimalstellen entstehen, im allgemeinen bei jedem späteren Gliede größer. Wenn z. B. die letzte Dezimalstelle in ao und «i auch nur um 2 Einheiten unsicher ist, so wird in der Gleichung

3a2 = 4a15 — ao

«i (und deshalb auch der Fehler von a1) mit 4 = 8,5 multipliziert, so daß 3a2 um 19 Einheiten, a2 selbst um 9 Einheiten in der letzten Dezimalstelle unsicher ist. Die Größe a3 wird um etwa 23, um etwa 172 Einheiten unsicher. So steigert sich die Unsicherheit mit jedem späteren Gliede außerordentlich schnell, weshalb die vorstehenden Resultate nach Gleichung (20.), nämlich nach der Formel

2=0

a,=(1- 82) > c,c,+„82v+4n n=0

berechnet sind. Sodann findet man aus den Gleichungen

20 = (2 — k2)ao — k2a, = 1,36 . «o — 0,64ai,

4B1 = ao —     16B2 = «i — a3, 36B3 = a2 —   ...


bo 0,812 54961

B, = 0,310 039 14

B, = 0,009 611 51

B, = 0,000 797 73

. B, — 0,000 093 26




B5 = 0,000 013 03

Be = 0,000 002 03

B, = 0,000 000 34

Bs = 0,000 000 06

B9 = 0,000 000 01



Daraus folgt dann

(57.) K =F(k, )— Cg = 1,995 302 78, \   2/    2

(58.) E = E(k, J)—b= 1,276 349 94.

\   2 /     2

Soll z. B. bei der Rektifikation der Ellipse mit den Halbachsen

a = 10, 6 = 6

der Quadrant q berechnet werden, so erhält man e

also k = — = 0,8 und nach Gleichung (20.) des vorher-O

gehenden Paragraphen

1

dtV 1 — k2t2      /, T\.

-—7 —-— = aE( k, 9) = 12,763 499 4. o

Zur Prüfung dieses Resultates beachte man, daß der Quadrant des Kreises mit dem Halbmesser a gleich 15,707 963 3, und der Quadrant des Kreises mit dem Halbmesser b gleich 9,424 778 0 ist.

§ 60.

Differentiation der Integrale.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 182 bis 184.)

Nach Formel Nr. 4 der Tabelle war ein bestimmtes Integral durch die Gleichung b

(1.)           J =J'F\x}dx— F{b} — F(a)

a

erklärt worden. Man kann daher J als eine Funktion von a und b betrachten und erhält

N T             d T

(2) da--F“ ö-F), also b

(3.) dJ = d jF^x^dx = — F\a)da + F'^db^ a

oder, wenn man F\x} mit f{x) bezeichnet,

b

(3 a.)      dJ = dj‘f(x)dx = — f{a)da + f^db.

a

Ist die Funktion unter dem Integralzeichen außer von x noch abhängig von einem variablen Parameter t, ist also (4.)                   f{x, t), J =Jf(x, t)dx,

a

so ist auch das bestimmte Integral J eine Funktion von t. Die Integrationsgrenzen a und b seien zunächst unabhängig von t, dann wird J übergehen in J — 21, wenn t um wächst, wobei


	
(5.)
	
b

J + AJ =Jf(x, t + Jt}dx a


	
ist.
	
Aus den Gleichungen (4.) und (5.) folgt daher


	
(6.)
	
b                          b

AJ = jf{x, t — Jt}dx —     t)dx,

a                        a

b

=J [f(x, t—At)— f{x, t^dx, a


	
(7.)
	
2J _ (f(x, t+At)— 0

dt 1         dt

a




folglich erhält man, wenn di verschwindend klein wird,


	
(8.)
	
b              b

& a




Sind die Integrationsgrenzen a und b gleichfalls Funktionen von t, so wird nach D.-R., Formel Nr. 223 der Tabelle

dJ  dJ da  dJ db   dJ

dt    da dt    db dt    dt 1

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (2.) und (4.) b

(10.) ~ = OU Oly

a b

= - f(a, t) • da + f(b, t.d+

Ol Ul / CU

Ist J das unbestimmte Integral einer Differential- . Funktion t}dx^ welche noch einen variablen Parameter t enthält, so kann die Integrations-Konstante C gleichfalls noch von dem Parameter t abhängig sein, so daß man erhält

(11.)                J = t}dx + ^{t}^

wobei (p^t) eine ganz beliebige Funktion von t ist. Wächst t um zit, so geht J über in

(12.) J + dJ =J'f(x^ t + dt)dx + op(t + At);

folglich wird

(13.) AJ = / [f{x, t + At) — t^dx + (t + dt} — cp(t\ also

,      öJ T LJ (öf(x,t),  ,  )

(14) oslms/öd+‘

Da ap(t) eine ganz beliebige Funktion von t ist, so gilt dasselbe von ^‘(t^ d. h. (f^t) spielt auch in Gleichung (14.) die Rolle einer beliebigen Integrations-Konstanten, so daß in Gleichung (14.) der Satz ausgesprochen ist: Ein unbestimmtes Integral wird nach einem variablen Parameter diffe-rentiiert, indem man die Funktion unter dem Integrals eichen nach diesem Parameter differentiiert.

§ 61.

Berechnung bestimmter Integrale durch Differentiation.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 185 und 186.)

Aus Formel Nr. 28 der Tabelle, nämlich aus

[image: ]



folgt durch Vertauschung von o? mit t

[image: ]



[image: ]



Indem man beide Seiten dieser Gleichung nach dem Parameter t differentiiert und mit — 1 multipliziert, erhält man nach Formel Nr. 183 der Tabelle

,,,       f dx 11

" • J(x2-t)252 tvt2

o

Wenn man beide Seiten dieser Gleichung nochmals nach t differentiiert und durch — 2 dividiert, so ergibt sich co

r dx 1.31

’ J(2—t)3 = 2.4 ’ t2y/t' 2 ’

o

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens findet man oo

r dx  1:3.51 jc

o,)           J(x2 + ty = 2.4.6 ’ äT ’ 2 ’

0



r dx 1.3.5... (2n — 3)    1 x

6 J(x2 —t)52.4.6...(2n—2) vt2‘

o

oder

OO

/’ dx 1.3.5... (2n — 3)   1 T

"6a) J(a2 - x2)» = 2.4.6... (2n—2) ' a2»—1 ’ 2 ‘

o

Aus 

(7.)     etda==—e--t

folgt für positive Werte von t

OO

(8.)                    je~fxdx = 1-

o

Indem man beide Seiten dieser Gleichung nach dem Parameter t differentiiert und mit — 1 multipliziert, erhält man nach Formel Nr. 183 der Tabelle

C, 1 et . xdx = o ; t*

und wenn man dieses Verfahren wiederholt,

oo


(10-)

(U.)




(12.)



^4-t

0

§.62.

Berechnung der Werte von einigen bestimmten Integralen.

•             (Vergl. die Formel - Tabelle Nr, 187 bis 189.)

Zur Berechnung eines bestimmten Integrals ist es nicht immer erforderlich, vorher das unbestimmte Integral zu ermitteln: es sind dabei vielmehr häufig Vereinfachungen möglich, wie man aus den folgenden Beispielen ersehen kann.

Nach Formel Nr. 102 der Tabelle ist

• . 1 2n__1

cos2nxd=sinx —cos2n— 1o — —---.cos2n—33-----

L2n           2n(2n — 2)

(2n—l)(2n—3)...5.3    1 (2n—1)(2n—3)...5.3.1

+ 2n(2n—2)...6.4.2 C0S"2n(2n—2)...6.4.2  "7

da nun

(2.)              sin0 = 0, cos(P)—0

\2 / ist, so wird

71

2

(3.) \^nxdx = - n yl———.— g

J               2n(2n — 2)... 6.4.2   2

o

In ähnlicher Weise ergibt sich aus Formel Nr. 105 der Tabelle, nämlich aus

	
1____1



sin2nodo = — coso — sin2n— 1oc - -------sin2n—3x-----

L2n 2n(2n — 2)

(2n— 1)(2n— 3)...5.3:  7 (2n— 1)(2n— 3)...5.3.1

T 2n(2n—2)...6.4.2sn“ 2nf2n — 2)77.6.4.2   ’ das bestimmte Integral


sin2noda =




(5-)



(2n — 1)(2n — 3)... 5.3.1 2n(2n — 2)... 6.4.2

Die Formeln Nr. 102 und 105 der Tabelle, deren Herleitung immerhin mit einigen Schwierigkeiten verknüpft ist, braucht man aber gar nicht einmal zur Berechnung dieser bestimmten Integrale; man findet vielmehr weit einfacher aus Formel Nr. 101 der Tabelle, nämlich aus

1 2n __ 1 /

cos2nodo = — cos2n—lsinx -------- (cos2n—2xda,

2n                 2n J

das bestimmte Integral


jcos2nxdx =

0




2

2n--— (cos2n2xda,

2n J

0



weil das erste Glied auf der rechten Seite von Gleichung (6.) an der oberen und an der unteren Grenze verschwindet. Indem man n mit n—1 vertauscht, geht Gleichung (7.) über in


N 2
[image: ]




erhält. Aus diesen Gleichungen ergibt sich dann wieder dasselbe Resultat wie in Gleichung (3.).

Ebenso liefert die Formel Nr. 104 der Tabelle, nämlich

6 1 2n __ 1 6

sin2noda = — - sin2n—1coso -------- (sin2n—2odx,

2n 2n /

die Gleichungen


(11.)




6., , 2n — 1 sm-nxax = —x--

2n

o




sin2n—2xdx ,




(12.)







sin2n-4xdx ,




(13-)

(14.)




6           3 6

sin4xda = — isin2xdx,

4 /           ’







Aus diesen Gleichungen ergibt sich wieder dasselbe Resultat wie in Gleichung (5.).

Setzt man in Formel Nr. 101 der Tabelle m = 2n - 1, so erhält man




1 2n

cos2n+lwdo — —---j- cos2nsino — ---;--

2w + 1                 1

also




cos2n- 1xdx,




(16.)




C, 2n cos-nTda =   —, 2n + lj

o




2

cos2n—lodx.




Ebenso wird




2                                 2

6          2w — 2 (

(cos2n—lxdx — —----. lcos2n~3xdx,

J           2n — 1J



/0. (3 2 / , 2..2 2

(18.)       /cos°xd: = . /cosxdx = — sinx = - 5

J                (2n — 1) (2n — 1)... 5.3.1

o

Ebenso findet man aus Formel Nr. 104 der Tabelle

2

/OM X         / • 9 ,,  7            2n(2n — 2) . . . 4.2

(20.) sin2n+1xdx =           ---------- •

J                (2n + l)(2n — 1)... 5.3.1

o

In ähnlicher Weise liefern die Formeln Nr. 108 und

111 der Tabelle, nämlich die Gleichungen

(21.) (sin»cos»gdx—--1— sin»- 12cos"+1

---:-- (sn"cos"2xdx, m—NJ

T

2

ein einfaches Verfahren für die Berechnung voufsinmxc,Qsnxdx. o

Je nachdem m gerade oder ungerade ist, wird durch wiederholte Anwendung dieser Vereinfachung das gesuchte Integral schließlich entweder auf das bereits ermittelte n 2

Integral Jcos"xdx, oder auf o


(24.)




fcos"z sin.d:

o




cos"+1x2 1

n—1n—1



zurückgeführt.

Aus Gleichung (22.) folgt, wenn n > 1 ist,


(25.)




sin”o co^nxdx —




sinma cösn~2xdx.



Je nachdem n gerade oder ungerade ist, wird durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung das gesuchte Integral schließlich entweder auf das bereits ermittelte n

Integral- J^mmxdx^ oder auf o

n

2 . ,

,       / •         7     sinm+1x       1

(26.) / sn"acosd: = --— =--—

J           Lm-1-o m + 1

o

zurückgeführt.

Diese Resultate kann man auch zur Berechnung der Zahl x benutzen. Es ist nämlich für 0=x=, (27.)             sin2n+1x = sin2nx = sin2n— 1x,

also nach den in § 54 ausgeführten Sätzen


(28.)




2

sin2n-+1xdx




sin2nxdx




- Jsin” xda ,

0



oder


(29.)




2n(n — 2)... 4.2

(2n + l)(2n — 1)... 5.3



(2n —l)(2n —3)...5.3.1 7

2n(2n—2)...6.4.2  ' 2

und

(2n —l)(2n —3)...5.3.1 T (2n —2)(2n —4)...4.2 2n(2n—2)...6.4.2 ' 2 < (2n—1)(2n — 3)7..5.3

Daraus folgt ,,.x224466 3h 2”1 3 355.7 und

(32.) t2.2.4.4.6.6 ' ' 2    1 3 3 5 5 7

2n — 2 2n 2n

2n — 1 2n — 1 2n—1

2n — 2 2n

2n — 1 2n — 1

Die rechten Seiten dieser beiden Ungleichungen unter-2 scheiden sich voneinander nur durch den Faktor —---

2n + 1

der sich für unbegrenzt wachsendes n der Grenze 1 nähert, folglich ist

. 2 2 4 4 6 6   2n_ 2 2n

(33.)    = hm .                     x---7- • h---'

‘ 2  „=00 1 3355 7 2n — 1 2n — 1

Diese Formel rührt von Wallis her und ist bereits vor

Entdeckung der Differential- und Integral-Rechnung gefunden worden.

§ 63.

Darstellung der Koeffizienten einer trigonometrischen Reihe.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 190.)

Sind die beiden positiven ganzen Zahlen m und n voneinander verschieden, so wird

(1.) Jcos(m — n)x . dx = m „ [sin(w — n)z]" = 6, 0

7t 1        .                  n

cos(m + n)x . dx = m_n sin(m + ")3o = 0. 0

Beachtet man die beiden bekannten Formeln ( cos(a — b) = cosacosb + sinasinb,

(3-)         | cos(a + b) = cosacosb — sinasinb,

so findet man durch Addition und Subtraktion der Gleichungen (1.) und (2.) für m =E n
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(4.)                Jcos(mz)cos(nz)dz = 0,

o

n

(5.)                 )sin(ma) sin(na)dx = 0.

d

Dagegen geht Gleichung (1.) für m = n über in n n

(1 a.)              Jcos(m — n)a . dx = jdx = t,

o                          o

während Gleichung (2.) auch noch für m = n richtig bleibt; folglich wird für m==n>1

n n

(6.) (cos(mx) cos(nx)dx = icos2(nx)dx = 7 ,

Unter der Voraussetzung, daß sich f{x) in eine gleichmäßig konvergente Reihe von der Form

(8.) f{x) = 1ao — acosx - a2cos(2x) ancos(nx) -----

entwickeln läßt, so lange x zwischen 0 und n liegt, kann man die Koeffizienten ao, a1,    ... in folgender Weise be-

bestimmen.

Multipliziert man Gleichung (8.) mit dx und integriert auf beiden Seiten zwischen den Grenzen 0 und T, so erhält man, da die Reihe gleichmäßig konvergent ist und deshalb gliedweise integriert werden darf,

n                 n                                    n

(9.) If()dx=Cdx=“o, oder a=2lf(x)dx, J         2 J       2               TJ

0                 0                                     0

denn/cos(nx)dx verschwindet für n > 0. Multipliziert man ö

beide Seiten der Gleichung (8.) mit cos(nx)dx und integriert zwischen den Grenzen 0 und n, so erhält man mit Rücksicht auf die Gleichungen (4.) und (6.)

n n

(10.) if^ cos(nx)dx = an (cos2(na)dx =a,7,

J                   J                 2

0                           0

oder

n

2 c

(10a.)             an= —lf(x)cos{nx)dx.

J.J

o

Hierbei ist f(x) eine periodische gerade Funktion, die sich nicht ändert, wenn man x mit — x oder mit 2 — x vertauscht, d. h. es ist


(11.)



f(2x — x)= f(— x) = f(xy,

deshalb findet man aus Gleichung (9.) und (10 a.), indem man die Integrations - Veränderliche t nennt und dann t = 2x — x setzt,


(12.) ao
[image: ]




2n

2 r

= — Ifix) cos(n.)dx;

T.J

folglich ergibt sich durch Addition der Gleichungen (9.) und (12.) bezw. der Gleichungen (10 a.) und (13.)


(14.)




Co =



[image: ]

Cn — — T

o




Weiß man, daß sich fix) in eine gleichmäßig konvergente Reihe von der Form

(15.) f{x) = bsinx 4- b2sin(2x)          b„sin(nx) + • • •

entwickeln läßt, so lange x zwischen den Grenzen 0 und n liegt, so darf die Reihe gliedweise integriert werden, und man erhält mit Rücksicht auf die Gleichungen (5.) und (7.)

oder

n 2 C (16 a.)               b,= — If (xc) sin(nx)d..

7.J o

In diesem Falle ist f{x) eine periodische ungerade Funktion, die nur ihr Zeichen wechselt, wenn man x mit — x oder mit 2 — x vertauscht, d. h. es ist (17.)        f(2xt—2)=f-2)=- f(x).

Deshalb findet man aus Gleichung (16 a.), indem man die Integrations - Veränderliche t nennt und dann t=2 — x setzt,

2n

= — if^sva^nx^dx,

7.J n

also durch Addition zu Gleichung (16 a.)

2n

(19.)               bn = — sin{nx}dx.

o

Weiß man endlich, daß sich f[x) in eine gleichmäßig konvergente Reihe von der Form

(20.) f{x) = 1ao — a1 cosx - a2cos(2x) — bi sin x — ba sin(2x) + • • •

entwickeln läßt, so lange x zwischen den Grenzen 0 und 2x liegt, so wird mit Rücksicht darauf, daß

2n 2n

(21.) 1 Jsin(m—n)x—sin(m—n)x]dx = Jsin(mx)cos(nx)dx = 0 o                                            o

ist, gleichviel ob m und n voneinander verschieden sind oder nicht,

2n 2n

(22.) an = /f(x) co^nx^dx, bn= If^sin^nx^dx. T /                        TY

0                                 0

Dies gibt den Satz: In jeder trigonometrischen Reihe

2=00

f{x) =1ao—>an cos(nx) + bn sinn:)], n=l

welche in dem Intervalle von 0 bis 2x gleichmäßig kon

vergent ist, haben die Koefßzienten an und bn die Werte


2n 2n

an— — lf{x) cos(nx)dx, bn = — if(x') sin(nx)dx.

TJ                           T.J

0                                  0

§ 64.

Übungs-Beispiele.

Die vorstehenden Angaben bleiben auch dann noch richtig, wenn die Kurve y = aus verschiedenen geradlinigen oder krummlinigen Stücken zusammengesetzt ist, wie die hier folgenden Beispiele zeigen mögen.

Aufgabe 1. Es sei (Fig. 105)

| y = + c für 2x7 =X= (2z + 1)7, (—)   | y = — c für (2z + 1) =x= (2z + 2)x,

wobei die Zahl z alle ganzzahligen Werte annehmen darf.

Fig. 105.
[image: ]

Auflösung. Hier ist, wenn man x — =t setzt, 2n                n 2n            n n

Nun ist

cos(nx) = cos(nt — na) = cos(nt)cos(ns) — sin(nt)sin(nn)

= (— 1)"cos(nt),

folglich wird

Dabei ist

sin(nx) = sinnt — nn) = sin(nt)cos(n.n) — cos(nt) sin(nn) = (— 1)"sin(nt),

also
[image: ]

Aufgabe 2. Es sei die Kurve (vergl. Fig. 106) zusammengesetzt aus den geraden Linien


		
y=- mx
	
für —

für +
	
2

X

2
	
T =-=t2‘


	
y = — m{x —
	
n)
	
=x=
	
+
	
3x

21


	
(9-)
	
<
	
y=- m(x —
	
2x)
	
für
	
+
	
3x

2
	
= X
	
-
	
+
	
5x

2 ’
	
•


			
y = — m{x —
	
3x)
	
für
	
+
	
5x

2
	
= X
	
-
	
+
	
7x

2'
	



[image: ]

n 3n





(10.)
[image: ]




x — 2s ==


oder, wenn man
[image: ]





(12.) an



— T) co^nx^dx

Dabei ist

cos(nx) = cos(nt — nn) = cos(nt)cos(ns) — sin(nt)sin(nn) = (— 1)"cos(nt),

cos(nx) = cos(nu — 2nn) = cos(nu),

folglich wird

(13.) an =


(14.)



[image: ]

Dagegen wird




[image: ]

(x — ^)^v^nx)dx




+ — 2x)sin(na)da 3%

Dabei ist

sin(nx) = sinnt — nn) = sin(nt)cos(nn) — cos(nt)sin(nn) = (— 1)"sin(nt),

sin(nx) = sin(nu — 2nn) = sin(nu).

also


(15.)   =



[image: ]




1 — (— 1)" •--cos(nx) -—2 sin(nx)

JC I               .   70              70




folglich wird




(16.) b2a




2m/1 r T / x i 1   • / J A

— (1 —1)—40 cos(«x) + 402 sm(«) I = 0,




(17.)




2m

b2a-1 =

T




2   . /2c -1

(2a— 1)2 Sm \ 2 “)'




Dies gibt

g.., 4m , 4m 1

(18.) 6i =d--,   b3=------01

T               31 9




4m 1

25




also




(19.) f(x)=4msi

7 L




sina — 1 sin(3x) + 1 sin(5x)

y           20




— 49 sin(7«) 1—J •




	
§ 65.



Berechnung bestimmter Integrale bei Anwendung mehrdeutiger Substitutionen.

b

Führt man in ein bestimmtes Integral/f(x)dx durch die

a

Substitution

	
(1.)                      y =



eine neue Integrations -Veränderliche y ein, so muß man auch die Integrationsgrenzen ändern, und zwar ist in dem



vorliegenden Falle die untere Grenze ([{a} und die obere g(b). Bei der Ausrechnung ist aber noch besondere Vorsicht erforderlich, wenn die Gleichung (1.) inbezug auf x mehrdeutig ist. Ein einfaches Beispiel möge zeigen, wie bei solchen mehrdeutigen Substitutionen leicht Fehler entstehen.

Es ist

7                                          .                          7

(2.)     /(x2 — 6x 13)dx = [1x3 — 3x2 - 13a?] = 48.

i                                                                         1

Wendet man dagegen die Substitution

(3.)             2y=x2 — Gx 13

an, so wird y = 4 für x und y = 10 für x=7. Da nun

(4.)    =34 V2y — 4, also dx = -— dy_ .

~ V2y—4

ist, so wird man geneigt sein, entweder

7                                     10

(5.)         i(x2 — 62- 13)dx = + / 2ydy i

J               JV2y—4

1 4’’

oder

7                                     10

(6.)       6 —6+ 13)4 = — Jv2/“4

zu setzen. Tatsächlich sind aber die Gleichungen (5.) und (6.) beide unrichtig^ wie man schon daraus erkennt, daß

io

(7.)    ± Li2udy = ± 1[(2y + s)V2y—4,0= ± 80

J y^y — 4                     4     °

ist, während das gesuchte Integral nach Gleichung (2.) den Wert 48 hat.

Zur Lösung des Widerspruches beachte man, daß nach Gleichung (4.) zu jedem Werte von y zwei Werte von x gehören, von denen der eine, nämlich

(8.)             2=3+V2y—4,

immer größer als 3 ist, während der andere, nämlich

(9.)              x=3 — V2y — 4,

immer kleiner als 3 ist. Diesen beiden verschiedenen Werten von x, welche zu demselben Werte von y gehören, entsprechen die beiden verschiedenen Werte von dx^ und zwar erkennt man aus den Gleichungen (4.), daß den Werten von x, welche größer als 3 sind,


(10.)




dx —




, dy V2y—4



zugeordnet werden muß, während den Werten von x^ welche kleiner als 3 sind, der Wert entspricht. Dieses Verhalten muß bei der Umformung des gesuchten Integrals berücksichtigt werden, weil der Wert x zwischen den Grenzen 1 und 7 liegt. Es kommen deshalb bei der Berechnung des gesuchten Integrals Werte von x vor, welche kleiner als 3 sind, und außerdem auch solche, welche größer als 3 sind, so daß man nicht durchweg denselben Wert von dx benutzen darf. Man muß vielmehr das gesuchte Integral in zwei andere Integrale zerlegen, indem man

7                              3                              7

(12.) fix? 62—13) =fx2 6x —13)dx —fx2 6x—13)dx

113

setzt. Bei dem ersten Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichung ist x=3, folglich muß man bei diesem


dx —




dy V2y—4




setzen. Bei dem man dabei




zweiten Integrale ist x = 3, folglich muß




dx =




_ dy

V2y—4



setzen. Da nun noch y = 2 wird für x so erhält man


(13.)



‘lydy ? 2ydy


(14.)



(18.)      ((xc2 — 6x + 13)da = - + o =48.

/ 33

Um die vorstehende Untersuchung auf graphischem "Wege zu veranschaulichen, sei in Figur 107 die Kurve ge

[image: ]



zeichnet, welche der Substi-tutions - Gleichung

(19.) 2y=x2- Gx 13

entspricht. Für alle Werte von x, welche kleiner als 3 sind, fällt die Kurve, folglich ist dy für diese Werte von x ax

negativ. Für alle Werte von x dagegen, welche größer als 3 sind, steigt die Kurve, folg-

dy

lieh ist für diese Werte von x nositiv. Deshalb darf dx

man nicht in dem ganzen Intervalle von x bis x = 7 die Größe

d=±V2y—4

mit demselben Vorzeichen nehmen; es gilt vielmehr für alle Werte von x bis x = 3 das untere Zeichen und für alle Werte von x bis x = 7 das obere Zeichen.

Aus Figur 107 erkennt man auch leicht, weshalb die Gleichungen (5.) und (6.) fehlerhaft sind.

Das gesuchte Integral gibt nämlich den doppelten Flächeninhalt der Figur ABBA, also

+1

= — J(x2 — 63+ 13)da = — 2D,AAD

—i

sein würde. Die doppelte Fläche ABBA erhält man aus

2 ydy— nur dadurch, daß man y von A,A = 4 bis

V2y—4

TT = 2 abnehmen und dann von T^T = 2 bis B^B = 10 zunehmen läßt.

Um den allgemeinen Fall zu behandeln, nehme man ö

an, daß in dem Integral Jf\(p{x}\dx statt der Integrations-a

Veränderlichen x durch die Gleichung

(23.)                      y = ^(x)

die neue Integrations-Veränderliche y substituiert werde. Ist nun die Kurve, welche der Gleichung (23.) entspricht, o hat y zwischen den


durch die Figur 108 dargestellt, Grenzen a und 6 für

(24.) x= g = OGi^ x = h = (



n, x = k = OK

[image: ]



Maxima bezw. Minima. Es werden also zwischen den Grenzen x g und x — h diejenigen Werte von y} welche zwischen den Grenzen x= a— OAi und x = g Vorkommen, wenigstens teilweise wiederkehren. Eben-x = h und x = k diejenigen Werte, welche zwischen den Grenzen x—g und x = k vorkommen, wenigstens teilweise wiederkehren. Usw. Es haben z. B. die 4 Punkte D, E, F und J, welche in den 4 voneinander unterschiedenen Intervallen liegen, gleiche Ordinaten y^ obgleich die zugehörigen Abszissen x voneinander verschieden sind; d. h. die Gleichung (23.) hat, wenn man sie nach x auf löst, für den betrachteten Wert von y mehrere Wurzeln. In Figur 108 ist z. B. die Zahl dieser Wurzeln gleich 4. Bezeichnet man diese Wurzeln mit w^y), w^y), ws(y), w4(y), ist also


	
(25.)
	
x = w-^y) zwischen den Grenzen x = a
	
und x = g^


	
(26.)
	
x = w2(y)    »      „     »    x = g
	
„ x = h,


	
(27.)
	
x = w^y) „     „    „   x = h
	
» x =k,


	
(28.)
	
x = w^y)   »     »    »   x k
	
» 3 b,


	
so muß man dem entsprechend das gesuchte
	
Integral in 4




Integrale zerlegen, indem man

ögh

(29.) Jf^x^dx ^f^x^dx +ff[q){x')]dx

a                  a                  ff

k              b

-^ /f^x^dx -\-ff[(p{x)]dx

h k

setzt. Dadurch erhält man nach Einführung der neuen Integrations -V eränderlichen y


	
ff                     P(g)

(30.) ffl^x^dx = ff(y). w^dy,
	
[nach Gl. (25.)]


	
a (a)

h (h)

(31.) /f[g)(x)]dx = ff^y). w2\y)dy,
	
[nach Gl. (26.)]


	
ff                         «p(g)

k ((k)

(32.) ff[^x)]dx = Jf{y). w-^dy,
	
[nach Gl. (27.)]


	
h                     <f(K)

b e(b)

(33.) /f[o(x)]dx = fi{y}. w^dy]
	
[nach Gl. (28.)]


	
k ((k)

das gesuchte Integral wird daher

b                   «p(g)                       (pW

(34.) ff^x^dx =ff{y}. w^dy + ff{y). w2\y}dy

a             (pW              (pW

(pW                (pW

+ Jf(y) • ^y)dy + Jhy}. W^y^dy.

(pW               (pW




Beispiel. Macht man bei der Rektifikation der Astroide (35.)              x = acos3t, y — asin3t

(vergl. Fig. 77 bei Aufgabe 6 in § 27) den Punkt A .mit den Koordinaten x=a, y zum Anfangspunkte des Bogens, so wächst der Bogen gleichzeitig mit t, und man erhält den ganzen Umfang der Astroide, wenn t alle Werte von 0 bis 2n durchläuft. Deshalb haben ds und dt in dem ganzen Intervall gleiches Zeichen. Aus den Gleichungen

(36.) dx — — 3a cos2t sin t dt, dy = 3a sin2t cos t dt,

(37.)               ds2=9a2sin2tcos2tdt2

folgt daher

(38.) ds — A 3asvat cast dt = — 3asint d(sint),

ds

wobei das Zeichen so zu wählen ist, daß dt positiv wird. Um den ganzen Umfang zu berechnen, muß man deshalb das Intervall von 0 bis 2s in vier gleiche Teile zerlegen und muß in jedem dieser Teile abwechselnd das positive und das negative Vorzeichen nehmen. Dadurch erhält man für den ganzen Umfang

n

- 3a/sintcostdt — 3a Jsintcostdt,

n                   An

V

oder

n                            An

(40.) U= 3[sin2t;—3"sin2t"+3"[sin2t;—3[sin2e2n

2           V       2           JI 2           JI 2           OJt

2                V

=8(—0)_8(0-1+81-0-8(0—1)=6a.

M                    A                    Li

§ 66-

Messungsmethoden zur Berechnung bestimmter Integrale.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 191 und 192.)

Soll der Flächeninhalt F = AyBiBA einer ebenen Figur berechnet werden, welche oben wieder durch den Kurvenbogen AB (Fig. 109) mit der Gleichung

[image: ]



(1.) y=f(«),

unten von der X-Achse, links und rechts von den Ordinaten x = a und x = b begrenzt wird, so kann man

b

(2.) F=A\B\BA—Jf\x)dx

a

näherungsweise auch durch lineare Messungen


finden. Man braucht dann die Funktion




(3.)



F(x) = jf(x)dx gar nicht zu bestimmen, ja es braucht nicht einmal die Funktion y = f{x) bekannt zu sein.

Teilt man nämlich die Strecke AB in n gleiche Teile h und legt durch die Teilpunkte Parallele zur Y-Achse, so wird die Figur in n schmale Streifen zerlegt. Diese Streifen kann man näherungsweise als Paralleltrapeze betrachten, indem man die einzelnen Kurvenbogen durch gerade Linien ersetzt. Dies gibt, wenn man

also

b 1,

(6.) A,B_BA —Jf{x)dx =,(yo— ^y\. — ^y2  -----F 2yn1 + yn)

. a -

=‘[fa)+2f(a-h)—2f(a-2)+..2f6—h)+f(b)].

A

Je größer die Anzahl n der Streifen wird, um so genauer wird das Resultat: wächst n ins Unendliche, so wird der gefundene Ausdruck dem gesuchten Integral bezw. dem gesuchten Flächeninhalt sogar genau gleich.

Beispiel.

Es ist

i

do       r i 1         r        T

14 2 = aretg«o = arctgl - 4 •

0

Für n = 8, h= wird in diesem Falle

S

I - 16 [ro + 2/(5) + O + ''' + 2/(3) + /] ’ oder, da = -—1—5 ist,

1 -f- x-
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Nun ist

1:4  = 0,25

32 : 65 = 0,492 307 69 8:17 = 0,470 588 24

32 : 73 = 0,438 356 16 2:5  = 0,4

32 : 89 = 0,359 550 56

8 : 25 = 0,32

32 : 113 = 0,283 185 84

1:8  =0,125:

folglich erhält man näherungsweise

I = 3,138 988 49.

Der gefundene Wert ist also um 0,002 604 16 hleiner als der wahre Wert der Zahl

x = 3,141 592 65.

Bei dem angegebenen Verfahren ist an die Stelle des

Kurvenbogens AB ein der Kurve einbeschriebenes Polygon

getreten. Man kann mit gleichem Rechte auch ein der Kurve umschriebenes Polygon in Betracht ziehen, indem man in den Punkten C, E, G, ... (Pig. 109) an die Kurve


Tangenten legt und CiDyDC durch das setzt. Dabei wird



z. B. die beiden Streifen A,CCA und Paralleltrapez ADDA’ (Fig- HO) er-

[image: ]



(8.) A,4+DD=200=2f(a-h), also

(9.) Ä^EA1 = 2h . f(a + h).

Ebenso findet man für die beiden folgenden Streifen den Näherungswert

(10.)      2h.fa-3h),


usw.



Unter der Voraussetzung, daß die Anzahl der Streifen eine gerade ist — sie heiße jetzt 2n —, findet man daher für den Flächeninhalt der ganzen Figur den Näherungswert (11.) F - 2h[f(a + h) +fa+3h)+.+ f(b - h)]

= 2(1+3++ —F V2»—1),

wo wieder

f(a + h) = yh f{aF^ = ys,         =

f[a + (2n — 1)] = f(b — h) = y2n^r gesetzt ist.

Zu bemerken ist dabei, daß die Tangenten in den Punkten C und F (Fig. 109) die Ordinate D^D im allgemeinen nicht genau in demselben Punkte D‘ treffen werden, so daß die Figur, deren Flächeninhalt durch Gleichung (11.) berechnet worden ist, von dem umschriebenen Polygon sich um eine kleine Größe unterscheidet.

Beispiel.

Es möge auch diese letzte Formel auf die Berechnung der Zahl T angewendet werden, wenn man wieder von Gleichung (7.) ausgeht. In diesem Falle sei die Anzahl der Streifen

2n — 16, also h= ,

1b dann wird

1      =I (()++ ■ ■+O] ’

128   128   128 128  128  128  128  128

" ~ 257 + 265 + 281 305 337 + 377 t 425 t 481 Nun ist

128 : 257 = 0,498 054 47

128 : 265 = 0,483 018 87

128 : 281 = 0,455 516 01

128 : 305 = 0,419 672 13

128 : 337 = 0,379 821 96

128 : 377 = 0,339 522 55

128 : 425 = 0,301 176 47

128 : 481 = 0,266 112 27;

folglich erhält man näherungsweise

T = 3,142 894 73.

Der gefundene Wert ist also um 0,001 302 08 größer als der wahre Wert der Zahl

1=3,141 592 65.

Der Fehler ist in diesem Falle etwa halb so groß wie bei der vorhergehenden Methode.

Diese zweite Methode wird auch bei anderen Anwendungen in der Regel genauere Resultate liefern als die erste, ohne daß man mehr einzelne Glieder zu berechnen braucht, weil sich einer Kurve die Tangenten im allgemeinen enger anschmiegen als die Sehnen. Von diesem Umstande wird in dem folgenden Paragraphen Vorteil gezogen werden.

§ 67.

SimpsonschQ Regel.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 193 und 194.)

Es möge wieder eine Figur begrenzt sein oben durch den Kurvenbogen AB mit der Gleichung (1.)                          y =     ,

unten durch die X-Achse, links und rechts durch die Ordi-naten x = a und x = b (vergl. Figur 109); die Strecke A^By sei in 2n gleiche Teile von der Länge und die Figur selbst sei durch die Ordinaten yi, Y2, ys.... y2n—i in 2n Streifen zerlegt. Vereinigt man zunächst je 2 benachbarte Streifen, so daß man tatsächlich nur noch n Doppelstreifen hat, und ersetzt die begrenzenden Kurvenbogen durch die zugehörigen Sehnen, so findet man aus Formel Nr. 191 der Tabelle für den gesuchten Flächeninhalt, indem man h mit 2h vertauscht, den angenäherten Wert

(2.) F,=hfa)+2f(a+2n)+2/(a+41)+.+2/6—21)++f6)].

Ersetzt man dagegen bei den Doppelstreifen die Kurvenbogen bezw. durch die Tangenten, welche in den Endpunkten der Ordinaten yt, Y3, y5,...Y2»—1 an die Kurve

gelegt sind, so erhält man nach Formel Nr. 192 der Tabelle den angenäherten Wert

(3.) F, = 2h[f{a + h) + fa + 3h) +fa+5)+.+  - h)].

Ist der begrenzende Kurvenbogen AB zwischen A und

B nach oben konvex, so ist F1 kleiner als der gesuchte Flächeninhalt

b

(4.)                    F =Jf{x)dx,

a

und F^ ist größer als F-, es ist also

(5.)                 Fr < F < F2.

Ist dagegen der begrenzende Kurvenbogen AB zwischen A und B nach oben konkav, so wird

(6-)                  Fi > F > F2.

In beiden Fällen ist F ein Mittelwert zwischen Fi und F2, so daß die Größe v, welche durch die Gleichung

[image: ]



erklärt wird, immer positiv ist, und zwar wird v für hinreichend große Werte von n in der Regel größer als 1 sein, weil sich die Tangenten enger an die Kurve anschmiegen als die Sehnen. Aus Gleichung (7.) ergibt sich sodann

Bei der angenäherten Berechnung der Zahl T im vorhergehenden Paragraphen war z. B. F — Fi etwa doppelt so groß wie F2 — F. Setzt man daher in den Gleichungen (7.) und (8.) v = 2, so erhält man durch die Formel

,, F,+vF, Fi + 2F2

m      1 = 1+v =--3--

eine noch stärkere Annäherung an den wirklichen Wert des bestimmten Integrals. Dies gibt, wenn man die Werte von Fi und F2 in Gleichung (9.) einsetzt,

L

(10.) F=3 [f(a)+4fa+h)+2f(a++2h)H-4f(a+3h)+2f(a+4h) + • • • + 2/(b — 2h) 4- 4f(b —          ?


oder



h

(11.) F= (yo+ 4^i —2y2- 4y3 —2y4------+2y2m—2—4Y2n—1—Y2n).

3

Für die Zahl n erhält man daher unter Benutzung der im vorigen Paragraphen gefundenen Resultate

x = 1 (3,138 988 49 + 6,285 789 46) = 3,141 592 65.

3


Der gefundene Wert stimmt also bis auf 8 Dezimal



stellen genau mit dem wahren Werte von T überein.

Die in den Gleichungen (10.) und (11.) enthaltene Formel, welche unter dem Namen „Simpsonsehe Regel" bekannt ist, gibt nicht nur für die Berechnung der Zahl n sehr genaue Werte, sondern auch für die Berechnung von anderen bestimmten Integralen, wenn man nur die Zahl n groß genug macht. Bei dem ersten, in § 66 angewendeten Näherungsverfahren wurde die begrenzende Kurve durch gerade Linien mit der Gleichung

y = ax — b

ersetzt, wobei die Konstanten a und b so bestimmt werden können, daß jede dieser Geraden durch zwei benachbarte Punkte der Kurve hindurchgeht. Auf die Simpson sehe Regel dagegen wird man geführt, indem man bei der Berechnung der Doppelstreifen die einzelnen Kurvenbogen durch passend gewählte Parabelbogen ersetzt, welche sich der Kurve sehr eng anschließen. Dies geschieht in folgender Weise.


Die Gleichung

Fig. in.



[image: ]



(12.) y == ax2 —bx—c

stellt, was auch die konstanten Koeffizienten a, b, c sein mögen, eine Parabel dar, deren Achse zur Y-Achse parallel ist. Uber die Koeffizienten a, b, c kann man nun so verfügen, daß die Parabel durch die drei Punkte A, C, D (Fig. 111) mit den Koordinaten (—h,y0), (0, y\S (—h,Y2) hindurchgeht, indem man die Gleichungen

yo — ah2 — bh—c,


(13-)



yi = c,

y-i = ah2 + bh - c

befriedigt. Daraus ergibt sich

(14.) a=22(y0—2/+y2), b = ^~y^y2^ so daß Gleichung (12.) übergeht in


C = y^



(15.) y=2a — 2y1 + V2)a02 + h(— 2/0 + + 222y1].

Der Flächeninhalt der Figur A|D_DA wird daher +7i

(16.) AD,DA —jydx

—h

= ,2 (yo — 2/1 +V2)3 ^ydi^ =3(o+ 4y + y2).

Da bei einer beliebigen Parallelverschiebung der Y- Achse sich weder die Länge der Ordinaten yo, y^^ Y2, ... y2n noch die Größe h ändert, so kann man in ähnlicher Weise den Flächeninhalt der sämtlichen Doppelstreifen (in Figur 109) berechnen und findet dafür bezw.

h             h                h

3(y0—4y y2) > 3(2- 43 V4), • • • 3 (V2n-2 + 4y2n i+y^n);

dabei hat man die einzelnen Kurvenbogen durch Parabelbogen ersetzt, welche durch je 3 aufeinander folgende Punkte der begrenzenden Kurve AB hindurchgehen. Für den Flächeninhalt der ganzen Figur erhält man dann den angenäherten Wert

(17.) F_ ;(yo+4y; +272+4y3+ 2y4------ 2y2,2+4y2,_1+Y2„) ,

3

ein Ausdruck, welcher mit Gleichung (11.), d. h. mit der Simpson sehen Regel genau überein stimmt.

Um sich darüber Rechenschaft zu geben, wie genau die durch Anwendung der Simpson sehen Regel gefundenen Resultate sind, diene die folgende Betrachtung. Entwickelt man

L L

(18.) , (yo + 4y + 3/2) = , [f(a) + 4f(a + Ä) + f(a + 2h)]

nach steigenden Potenzen von so erhält man durch Anwendung der Taylor sehen Reihe

L                                              4,3

(19.) ö (yo + 4y + y2) = 2h • f(a) + 2h2 • f‘ («) + TT f“W +

3                                               3

974 55

• LO

Anderseits ist nach der Taylor sehen Reihe, wenn man die Punktion durch die Gleichung

F(x) = f{x)

erklärt,

a+2h

(20.) ftlx)dx = Fla + 2h) — F{a) a

2h,. . 4h2,, . . 8h\llf . , 16h4,., . — 11f(a)2,fa)3!f (a) H—41 (a)

+ 5"/(a)+,

folglich wird

a+2/ 5

(21.)   3(y0+4/+V2)—/(x)d:=90f“(a)-----•

Man erkennt daraus, daß der Unterschied zwischen dem Näherungswert, den die Simpson sehe Regel liefert, und dem wahren Werte des Integrals mit h zugleich unendlich klein, wird von der fünften Ordnung.

Für n Doppelstreifen ist daher der Unterschied etwa n-mal so groß, folglich wird der gesamte Fehler, da ^nh — b — a ist, gleich einem Mittelwerte von f(4)(x), multi-.   .   . (b — a)h^

phziert mit -— 0n--

180

Es war bei Herleitung der Näherungsformeln in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen bisher die VorausSetzung gemacht worden, daß der begrenzende Kurvenbogen AB über der X-Achse liegt; es gelten aber noch dieselben Schlüsse auch dann, wenn der Bogen AB unter der X-Achse liegt, es wird dann aber der Wert des bestimmten Integrals negativ. Die Formeln bleiben sogar noch richtig, wenn die Kurve teilweise über, teilweise unter der X-Achse liegt, wie aus der Zerlegung des bestimmten Integrals hervorgeht.

Ebenso ist es nicht notwendig, daß der Bogen AB in seiner ganzen Ausdehnung nach oben honvex oder nach oben honkav ist. Es wird aber zweckmäßig sein, durch die Ordinaten der Wendepunkte, welche zwischen A und B möglicherweise vorhanden sind, die Figur (bezw. das bestimmte Integral) zu zerlegen.

Das Verfahren, durch welches die Simpson sehe Regel zuletzt hergeleitet worden ist, läßt sich noch verallgemeinern, indem man die Figur in 4n Streifen von gleicher Breite h zerlegt und in der Gleichung

(22.)         y = ax^ — a23 4- a2x2 + agx + a4

die 5 konstanten Koeffizienten a, a^, a^, a^, a^ so bestimmt, daß die neue Kurve mit dem Kurvenbogen AB (Fig. 109) 5 aufeinander folgende Punkte, z. B. die 5 Punkte A, C, D, E, F, gemeinschaftlich hat. Auf diese Weise erhält man eine Kurve, welche sich der gegebenen Kurve längs des Bogens ACDEF im allgemeinen noch enger anschließt. Deshalb findet man dann auch bei der Berechnung des Inhaltes der Fläche A,FFA noch genauere Resultate als durch die bisherigen Methoden, wenn man die gegebene Kurve durch die der Gleichung (22.) entsprechende ersetzt.

Ähnlich wie bei der Simpson sehen Regel findet man dann für den Näherungswert den Ausdruck

9,

(23.) F=i([(7yo- 32?/! — 12y2 — 32y3 + 7y4).

40

+ (7y4 + 32y6 + 12y6 + 32y7 + 7ys)

+.....................

d- (7y4»—4 — 32y4n=8   12y4»—2 - 32y4n—1 —

Auch, hier kann man sicli über die Genauigkeit der gefundenen Resultate durch die Entwickelung nach der Taylor sehen Reihe Rechenschaft geben, denn es ist

9%

(24.) F. = — (7yo + 32y + 12y2 + 32y8 +

QL r

= ie 7f(a) + 32f(a + h) + 12f(a + 2h)

40 L

+ 32f(a + Bh} + 7f(a, + 4h) 2913         2914

= + -4 f"(a) + —4 fu(a)

3 3

+ 285 + 255 /"( + 587 /"() + ' • • •

Anderseits ist

a+4h a+4h

(25.) Jf^dx = jF^x^dx = F(a + 4/?) — F(a)

, 128%5        , 2566x , 102477 . x ,

+ -15 f"(a) + -45-     + -315- f (5(a)

folglich wird

a-4%

8h7

a

Der Unterschied zwischen dem Näherungswerte und dem wahren Werte des Integrals wird also für je 4 Streifen von der Breite h mit h zugleich unendlich klein von der siebenten Ordnung.

Eür alle 4n Streifen wird demnach der Unterschied etwa n-mal so groß. Der gesamte Fehler wird also, da 4nh — b — a

ist, gleich, einem Mittelwert von f(6)(x), multipliziert mit

2(6 — a}^

In dieser Weise kann man fortfahren und die einzelnen Teile des Kurvenbogens AB durch Kurvenbogen mit der Gleichung

(27.) y = ax2 +       4- H-----F 2»- + a2,

ersetzen, welche durch je 2m - 1 aufeinander folgende Punkte der gegebenen Kurve hindurchgehen.

Es ist dabei noch zu bemerken, daß die Genauigkeit im allgemeinen keine wesentlich größere wird, wenn man die Gleichung (27.) mit der Gleichung

(28.) y = ax2»+1 + ax2m + a2x2»-1 4-----L a2mx 4- a2,+1

vertauscht und die 2m 4-2 Koeffizienten a, a1, a^,... a2m+1 so bestimmt, daß die entsprechende Kurve durch 2m — 2 aufeinander folgende Punkte der gegebenen Kurve hindurchgeht. Der Grund dafür liegt darin, daß bei dem Integral

al 2m+1 + C82m—1 + ■ • • + C2»+1k)

der Koeffizient a von x2n+1 in dem Endresultat überhaupt nicht mehr vorkommt.

§ 68.

Übungs-Beispiele.


Aufgabe 1.

Regel

(1.) berechnen.

Auflösung.



Man soll mit Anwendung der Simpson sehen

[image: ]



Es sei 2n — 12, also h == -0, dann wird

(2) In2=+4/(12)+2/(12) ++ v(D + r2)]

1/, I 48 I 24,48 I 24,48 1 24 1 48,24

“ 36V 1131415 16 17181920

48 24 48,12 121222324)

Nun ist

1 : 36 = 0,027 777 78

4 : 39 = 0,102 564 10

2 : 42 = 0,047 619 05

4 : 45 = 0,088 888 89

2 : 48 = 0,041 666 67

4 : 51 = 0,078 431 37

2 : 54 = 0,037 037 04

4 : 57 = 0,070 175 44

2 : 60 = 0,033 333 33

4 : 63 - 0,063 492 06

2 : 66 - 0,030 303 03

4 : 69 = 0,057 971 01

1 : 72 = 0,013 888 89;

folglich, findet man für In2 den Näherungswert 0,693 148 66, der sich von dem wahren Werte, nämlich von

ln2 = 0,693 147 18

nur um 0,000 001 48 unterscheidet.

2

/ doc

Berechnet man In 2 = /— nach der zweiten Methode, J X i

also nach Formel Nr. 194 der Tabelle, indem man wieder 12

Intervalle annimmt, so wird

(3.)              4» = 12, h=i,

also

(4.) F=7e (7yo + ^yi + 122 + 32y3 + 144 + 32y5

+ 126 + 32y7 + 14ys + 32y9 + 12y10 4- 32y1 4- 72)

" 270 1311415161718

, 384   168   384   144   384   7

1 19120 21 12223 2)

Nun ist

7=7

384 : 13 = 29,538 461 538 5

144 : 14 = 10,285 714 285 7

384 : 15 = 25,6

168 : 16 = 10,5

384 : 17 = 22,588 235 294 1

144 : 18 = 8

384 : 19 = 20,210 526 315 8

168 : 20 = 8,4     .

384 : 21 = 18,285 714 285 7

144 : 22 = 6,545 454 545 5

384 : 23 = 16,695 652 173 9

7:2= 3,5:

folglich, erhält man für In 2 den Näherungswert

(5.)             F = 187,149 758 439 2 : 270

=  0,693 147 253 5,

der sich von

In 2 = 0,693 147 180 6

nur um

(6.)            F—In2= 0,000 000 072 9

unterscheidet.

Aufgabe 2. Man soll die Zahl n durch Anwendung der Simpson sehen Regel aus der Gleichung

0,5

C dx r 0,5 x

(7.)             /  = arcsinx = —

JV1—x2         0  6

berechnen.

Auflösung. Für 2n = 8, also h==-c erhält man

(8.) " - 3 ro + 4/(16) + • • ■ + 4/(16) + /()

 1 ( , 64 , 32 , 64 । 32 64

8% V255  1/252  V247  V240  V231

, 32 , 64    16

V220 V207 1V192/

oder

.      1 , v16320 , v28,V15808 , v15

(9)   s 2551 21 247 15

, }/14784 . v/220.1/1472 . V3

T 231     55 69 ' t 12 ’

Nun ist

1:8 = 0,125 .

1/16320 : 255 = 0,500 979 43

v28 : 21 = 0,251 976 31

V15808 : 247 = 0,509 027 81

1/15: 15 = 0,258198 89

1/14784 : 231 = 0,526 361 35

V220: 55 = 0,269 679 95

V1472 : 69 = 0,556 038 44

V3: 12 = 0,144 337 57;

folglich erhält man für die Zahl n den Näherungswert 3,141 599 75, der sich von dem wahren Werte, nämlich von x = 3,141 592 65,

nur um die Größe 0,000 007 10 unterscheidet.

Aufgabe 3. Von einer Ellipse b2x2 — d-y2 = d^d1 mit den Halbachsen a 6 = 4 soll man das Flächenstück QQ2P2P berechnen (Fig. 112), wenn OQ = — 1 und OQ2 =+5 ist.

Auflösung. Aus der Gleichung der Ellipse folgt (10.)         y = 0 Va2 — g2 = 2 V36 — 22,

so daß man für den gesuchten Flächeninhalt

[image: ]



+5

o r ____

(11.) F=,(dxV36 — xc2

3 J

—i

erhält. Nach der Simpson-schen Regel wird daher für 2n = 12, h=}



(12.) F = | • 1 (V35 + 41/35,75 —236 - 4V35,75

3 b





+ 2V35 + +V33,75 + 2V32 + 429,75



+ 2V27 + 4V23,75 + 2V20 + 4V15,75 + V11).

Nun ist

2 V36 = 2.6 — 12,000 000 0

8 v35,75 = }/2288 = 47,833 043 0

3135 = V315 = 17,748 239 3

41/33,75 = 1/540 = 23,237 900 1

21/32 = V128 = 11,313 708 5

4729,75 = 1/476 = 21,817 424 2

21/27 = 1/108 = 10,392 304 8

41/23,75 = 1/380 = 19,493 588 7

2V20=V80  = 8,944 2719

4V15,75 = 1/252 = 15,874 507 9

V11   = 3,316 624 8;

man erhält daher für F den Näherungswert

(13.)        191,971 6132:9= 21,330 179 24.

Den wahren Wert von F findet man aus

5


/ < + 5

— xc2- 18arcsin()

W/J-i



9 /*      9 p o 

(14.) F=,(dV36—x2=,1V36

3J 3 2

—i

- 2(5V11 +V35)+ 12aresin(e)


12arcsin



Dabei ist (vergl. Aufgabe 4 in § 19) 5  __

,V11= 5,527 708 o

1 v35 = 1,972 027

12arcsin(8) = 11,821 327

12arcsin(1) = 2,009 377, \b/

also

(15.)                 F = 21,330 439.

Der durch die Anwendung der Simpson sehen Regel gefundene Wert ist also um 0,000 260 zu klein.

Aufgabe 4. In einer Ellipse (Fig. 113) mit der Glei


Fig. 113.
[image: ]




chung (16.) b2x2 — a2y2 — a2b2

seien die beiden Halbachsen

(17.) a=10 und b = 6;

man soll die Länge des Bogens BP bestimmen, wenn OQ gleich 8 ist.

Auflösung. Aus Gleichung (16.) folgt

dy b2x /ds^ aty2-64x2 a—e2x2

dx a2y ’ \dx) a^y2 d2{a2 — x2)

In dem vorliegenden Falle ist e gleich 8, also 8

,1QX AI (,/10000—64x2

(19:)         5 BP Jdx r 100(100 — 22) ’

0

Deshalb erhält man durch Anwendung der Simpson-schen Regel für 2n = 8, h — 1

(20)   _1/1121/9936191/9744111/9424

(20.)     3' 9900 fv 9600 V 9100

,1/8976    1/8400   01/7696   11/6864   1/5904

TV 8400 T*V 7500 TV 6400 4 5100 T F 3600/ '


Nun ist




4)/9936 : V9900 = 1/48576 21/9744 : V9600 V406 41/9424 : V9100 = ^3 430336 21/8976 : V8400 = V20944 4V8400 : 1/7500 = 1/448 21/7696 : V6400 = V481 41/6864 : V5100 = V155584 v5904 :1/3600 = v41




1 = 1,000 000 00

55 = 4,007 266 12

10 = 2,014 944 17

455 = 4,070 586 00

70 = 2,067 434 57

5 = 4,233 202 10

10 = 2,193 171 22

85 = 4,640 486 78

5 = 1,280 624 85;




folglich, findet man für die Bogenlänge BP den Näherungswert

(21.)       5 = 25,507 715 81:3= 8,502 571 94.




Soll der Quadrant der Ellipse, nämlich




(22.)




io

q = jdx o




10000— 64x2 100(100 — x2)




berechnet werden, so würde die Rechnung auf Schwierigkeiten stoßen, weil

 1/10000 — 64x2

It)s F 100(100 — x2)




für x — 10 unendlich groß wird. Um auch in diesem Falle




die angenäherte Berechnung xo^Jf{x}dx auszuführen, mache 8

man y zur Integrations-Veränderlichen, indem man




(23.)   y=5v100—22, oder a=1V36—y2




setzt. Dies gibt (Fig. 113)




(24.) dx =




bydy ,       , 1/1296 — 64y2

3V36—y2           V 36(36 — 2/2)




Kiepert, Integral - Rechnung.




24



io                  o___________


(25.)



PA     = —JayViet’

8                    3,6

[image: ]

0





1/324 — 16y2 /9(36—y2)



Wendet man auf die Berechnung dieses Integrals die Simpson sehe Regel an, indem man 2n=4, also h — 0,9 setzt, so erhält man

(26.) PA - 0,3(1 + 4315 + 27116 + 4349 + yH)-

Nun ist

0,3 = 0,300 000 00

1,2 . V416 : V391 = V234224,64 : 391 = 1,237 768 80

0,6 . V116 : V91 =  3800,16   :  91 = 0,677 422 39

1,2 . V544 : V319 = 1/249891,84 : 319 = 1,567 059 02

0,3.1/41 : v16 = v/3,69      :   4 = 0,480 234 32;

folglich erhält man für PA den Näherungswert


(27.)




PA = 4,262 484 53,



so daß man mit Rücksicht auf Gleichung (21.) für den ganzen Ellipsenquadranten


(28.)




BPA = q= 12,765 056 47



erhält. Durch wirkliche Berechnung des elliptischen Integrals hatte man auf Seite 328 in § 59 für denselben Ellipsenquadranten


(29.)



q = 12,763 499 4

gefunden, so daß das durch Anwendung der Simpson sehen Regel berechnete Resultat um 0,0015571, d. h. um 0,000122 00 der Bogenlänge zu groß ist.

Wenn man für die Zahl n noch größere Werte wählt, so werden die Resultate natürlich genauer.

§ 69.

Gaußsche Quadratur.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 195 uud 196.)

Nach, der Simpson sehen Regel (Formel Nr. 193 der Tabelle) ist näherungsweise

b

r       h

(1.) F=(f(x)dx=,[f(a)—4f(a—h)Hf(a—2h)

J            •

a

+ f{a + 2h) +    + 37z) + f{a + 47z)

+........................

+f(b—2h)+4f(b—h)-f(b)]

h

— 3 (yo +4 22 t 43 + 24 * 2y2n—2- 4y2n—1V2n).

Auch bei dem in Formel Nr. 194 angegebenen Näherungswerte hatte F die Form

(2.) F =      + Ciyt + c2y2 H-----H c^y^n),

wobei co, C1, C2,...C4n passend gewählte Zahlkoeffizienten und Yo, yi^ Y2,...Y4» Ordinaten der Kurve

(3.)                          y = f(x)

sind, welche gleichen Abstand voneinander haben. Eine noch stärkere Annäherung bei gleicher oder sogar noch kleinerer Anzahl von Ordinaten erhält man, wenn man den Ordinaten nicht die Beschränkung auferlegt, daß sie gleichen Abstand voneinander haben, sondern wenn man dieselben passend auswählt.

Handelt es sich z. B. um den Doppelstreifen

c+h c+h

(4.) Jf(x)dx =        = F{c + h) — Ftp — h)

so mögen in dem Ausdruck

(5.)           F, = h[ctftc — ah) + c2f(c + ßh)]

die 4 Größen Ci, C2,C,B so bestimmt werden, daß in der Entwickelung von F nach steigenden Potenzen von h, also in

(6.) Fr = (C1 + c2)V(c) + (— da + C2/)11 f\c)

3                     4

+ (da2 4- c2ß2) 9, f“(c) 4- (— cc3 4- c283) ,

	
2. .



5

	
4- (da4 4- c2ß^ 41       4----



möglichst viele Glieder mit der in Gleichung (4.) gegebenen Entwickelung übereinstimmen. Zunächst folgt aus den Gleichungen

(7.)        — C&—C2ß=0, oder C&=C2ß

und

(8.)       — c8+c2ß8=0, oder cc8 = c2ß3,

daß

(9.)            82= c, oder B=—a.

Wäre B= —a, so würden die beiden Ordinaten f(c — ah) und f{c 4- ßh) zusammenfallen; damit man zwei verschiedene Ordinaten erhält, muß man also in Gleichung (9.) das obere Vorzeichen wählen. Daraus folgt dann

Jetzt sind nur noch die beiden Größen c1 und a so zu bestimmen, daß

(12.)         01=1, 3d«2 = 1, also a = 7,

wird. Dies gibt
[image: ]

23 25 n

= 2 W +                   f(“)(c) + • ■ • ■

Es ist daher

c+h

(14.)        fxjdx-F,="fa()+...

J            13

c—h

Indem man in Gleichung (13.) für c die Werte c==a—h, a -f- 3h, ... b — h einsetzt und die daraus sich, ergebenden ö

Ausdrücke addiert, findet man für Jf(x)dx den Näherungs-

a

wert

(15.) F = h r(a + 3 3°) + f(^ + 3 aV81)

+/(.+2-./2,)+/(+2,V,)

/ , 15— V3,N . f(

f(a--3—h)  f(aH--3--h)

+

। ,/, 34V3,N ।      3 —V3,

+ f (0 —  3h) t(b--3--h) •

In dieser Formel braucht man 2n Ordinaten und erhält eine etwas stärkere Annäherung als bei der Simpson sehen Regel unter Benutzung von 2n—1 Ordinaten. Da nämlich ^nh gleich 5 — a ist, so wird der Fehler bei dieser Formel nach Gleichung (14.) gleich einem Mittelwert von f(4)(x)

.. -x (b -- a)h4         V-nx • ,  ,            1 1

multipliziert mit —Arn—-; er verhalt sich also zum H ehler 2 zu

bei der Simpson sehen Regel etwa wie 2 zu 3.

Durch die Einführung der Irrationalität V 3 wird die Rechnung im allgemeinen nicht erschwert. Wenn z. B.

eine rationale Funktion von x ist, so wird die Summe

/(-0)+/(+7)

rational. Die Rechnung wird dann sogar noch einfacher als bei Anwendung der Simpson sehen Regel, wie das folgende Beispiel zeigen möge.

Aufgabe. Es soll wieder

2

, „ fdx m2 = / — J X i

berechnet werden unter Anwendung von 12 Ordinaten.

Auflösung. In diesem Falle ist h = 1 : 12 und

, i r,/39 - V3 . ,/39 + V3\ . ,/45 - V3N

=12 ‘86) + /36) + /C36)

, ,/45 + V3\ , ,/51 - VBN Z51 + V3\

\63 — V3  63—V3/ 69—3  69—3/-

3945515763 69 253337 433 T 541 + 661 + 793 ‘

Nun ist

39 : 253 = 0,154 150 197 6

45 : 337 = 0,133 531 157 3

51 : 433 = 0,117 782 909 9

57 : 541 = 0,105 360 443 6

63 : 661 = 0,095 310 136 2

69 : 793 = 0,087 011349 3, also

(17.)                  F = 0,693 146 193 9

= In 2 — 0,000 000 986 7.

Der Fehler ist also kleiner als bei Anwendung der Simpson sehen Regel mit 13 Ordinaten. (Vergl. Aufgabe 1 auf Seite 363 und 364.)

Auch dieses Verfahren läßt sich verallgemeinern, indem man

(18.) F2 = hC1[f(c — all) + f^c 4- ch)] 4- hc2[f(c — Bh) +f(c-Bh)]

23

= 2[(c1 + C2)hf{c) + (ca2 + c2ß2) — f"(c)

4- (da8 4- c288) T 4----

setzt und die 4 Größen C1, C2, a, B so bestimmt, daß möglichst viele Glieder dieser Entwickelung mit den entsprechenden Gliedern in der Entwickelung von

c-2h c-+2%

(19.) If^dx = iF'f^dx = F(c 4- 2%) — F(c — 2h)

c—2%        c—2h

= 2 [2" rie + 81 /e) + 331 /ave) + 171 /® (•) +81312/60+.)

übereinstimmen. Dies gibt die Gleichungen

(20.)               0+0=2,

(21.)             ca2+cp2_8,

3

32

(22.)            4-24=",

ö

198

(23.)             6—286=-°.

Eliminiert man aus den Gleichungen (20.) und (21.), (21.) und (22.), (22.) und (23.) die Größe Ci, so erhält man

(24.)   c2(a2 —8)=2 (a2 — 3) ,

also

(27.) g2=4(3-4)-(a-4)=4(5-4)(3-4).

Dies gibt

/ 9    41/02   4\    /a2    4<2

(“ 3)057)5(35)’

oder

(28.)            35a4 — 120a2 +48=0,



,   60   1920   12 + 1,6/30

(29.) = —35--= —7--

Da die Gleichungen (20.) bis (23.) sich nicht ändern, wenn man c mit C2 und a mit B vertauscht, so genügt B derselben Gleichung (28.) wie a; es sei deshalb


(31.) C2==




(32.) Cl




Es ist daher

P,=(I +1



V7 /

r( 2/3 — 0,4/30



2X3 + 0,41/30

V7 7

2/3 + 0,4/30 ■

--—---7=---—h

V7

h9

Der Koeffizient von — in der Entwickelung von F2 wird dabei

2(08 + c28) = 2 ■ (7)(1 + 1v30)(3 - 0,4V30)

+ (1 - gv30)(3 + 0,4V30) ]

 1024.5,16

s 49

Deshalb wird


c+2h




c—2%




(1024h9

\ 9!




1024. 5,16h9

8!49 ,




20,487z9

138 915



Bezeichnet man

f [a — (4m — 2 — c)h] mit ym> 1, f[a- (4m — 2 + a)h] mit ym> 2, f [a + (4m — 2 — B)h] mit y}n> 8, f [a + (4m — 2 + B)h] mit ym> 4, b

so erhält man für das gesuchte Integral Jfix^dx den Nähe-

a

rungswert

(35.) F = hc^ylt 1 4- yx> 2) + (y2, i + Y2,2) H-----F ^yn, 1 + Vn, 2)]

+ hc2[{yx> 3 + yXi 4) + (y2,3 + 2/2,4) + • • • + {yn, 3 + yn, 4)] •

Da hierbei 4nh = 6 — a ist, so wird, wenn man mit 0 eine Größe zwischen 0 und 1 bezeichnet, der Behler

b

(36.) j'f^dx -F= 51138918" [a + &(b- a)]; a

er wird also mit h zugleich unendlich klein von der achten Ordnung.

Die folgende Aufgabe möge zeigen, wie bei den Anwendungen häufig die in a, B, Ci, c2 enthaltenen Irrationalitäten vermieden werden können, weil in dem Endresultat nur die symmetrischen Funktionen von a2 und B2 auftreten. Nach Gleichung (28.) wird aber


(37.)          c2—ß2=-, a2ß2=--•

do         do

2 doc — unter Benutzung

i

von 12 Ordinaten berechnen.

Auflösung. Hier ist

1=12, ^)=r

also, wenn man der Kürze wegen 12c mit k bezeichnet,

, „ , 12 , 12 24k

f(c— ah) + f(c — ah) = 0--— —— --= 7,--9,

12c — a 12c + a —C-

?•/    , i   12    ।   12       24k

f(e - ßh) + fe + R - 12—8 + 1248 - R2—g2 '

Deshalb wird mit Rücksicht auf die Gleichungen (31.) und (32.)

(38.) ci^c — ah) 4- f(c + ah)] + c2[f(c — ßh) + f{c + ßh)]

48k  ( 382—4 3a2 —4\

~ 3(a2 — B2) \ k2 — a2 T k2 — ß2)

_ 16%[— 3(c —P) (3k2 + 4)(a2 — 82)]

~   («2 _ B2) [4 _ (a2   B2)k2 — c282]

 16%[— 3(a2 + 82) + 3k2 + 4]  16k(105k2 — 220)

—   k4—(c2—32)k2—a232   ~ 35k4 —120k2+ 48'

Wenn man in diesem Ausdruck für k = 12 c die drei Werte

12(1 + 2h) = 14, 12(1 + 6h) = 18, 12(1 — 10h) = 22 einsetzt, so erhält man bezw.


		
35 030

c1(Y, i + 2/i, 2) + c2(y, 3 + 2/1, 4) — - ,9 ’

LV ~


	
(39.)     •
	
25 350

C1(y2, 1 + 2/2, 2) + C2y2, 3 4- 2/2, 4)      g 467 ■

139 150

c1(y3, 1 4- 2/3,2) 4- c2(y8, 3 — 2/3,4) — , c

03 oUl




Indem man diese Werte in Gleichung (35.) einsetzt, findet man


(40.)



1 (35630   25 350   139150)

1210321 9467 63 601/

Nun ist

35 630 : 10 321 = 3,452 184 865 808

25 350 : 9 467 = 2,677 722 615 401

139 150 : 63 601 = 2,187 858 681 467, folglich wird

(41.)           F = 8,317 766 162 676 : 12

= 0,693 147 180 223

= In 2 — 0,000 000 000 337.

Man erhält also durch dieses Verfahren eine außerordentlich starke Annäherung.

Noch stärker wird die Annäherung, wenn man in den Gleichungen

c+3h c+3h

(42.)   Jf(x)dx =■jF>(x)dx = F(c + 37z) — F{c — 37z)

c—3%       c—3%

und (43.) F3 = hc [f{c — ah) 4- f(c — ch)] — hc2[f(c — ßh)

+ f(c + W] +      - -/h) + f(c + 7h)]

die rechten Seiten nach steigenden Potenzen von h entwickelt und die 6 Größen C1, c2, C3, a, ß1 y so bestimmt, daß in beiden Entwickelungen die Koeffizienten von h^ h8, 7z5, 7z7, 7z9, 7z11 miteinander übereinstimmen. Der Fehler wird dann mit 7z zugleich unendlich klein von der 13ten Ordnung.

In dieser Weise kann man das Verfahren noch beliebig weiter fortsetzen.

§ 70.

Amslers Polarplanimeter.

Man kann den Flächeninhalt einer allseitig umschlossenen ebenen Figur auch durch rein mechanische Hilfsmittel bestimmen und auf diese Weise die rechnerische Ausführung der Integration vermeiden. Die meiste Anwendung auf diesem Gebiete hat wohl das Amsler sehe Polarplanimeter gefunden, das es möglich macht, die Größe des Flächeninhaltes der Figur auf einer in gleiche Teile eingeteilten Rolle, „der Integrierrolle“abzulesen, nachdem man die Umgrenzung der Figur mit dem sogenannten Fahrstifte umfahren hat.

Diese sinnreiche Vorrichtung beruht auf der folgenden Überlegung.
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Die Gerade AB von der Länge l bewege sich in einer Ebene so, daß der eine Endpunkt auf dem Kreise mit dem Mittelpunkte M und dem Halbmesser r bleibt (Fig. 114), während der andere Endpunkt B die geschlossene Kurve K mit dem Flächeninhalt F durchläuft. Man könnte statt des Kreises auch eine andere geschlossene Kurve nehmen; der Kreis hat jedoch schon deshalb den Vorzug, weil man die zwangläufige Bewegung des Punktes A auf dem Kreise dadurch erreichen kann, daß man zum Halbmesser MA des Kreises eine Schiene macht, die in M eine feine Spitze und in A eine zur Ebene der Figur senkrecht stehende Achse hat, um die sich eine zweite, der Geraden AB entsprechende Schiene drehen kann. Sticht man die Spitze M in einem passend gewählten Punkte der Ebene, welcher der Pol ge-

nannt wird, ein und bewegt den in B befestigten Fahrstift auf der Kurve K, so tritt die oben beschriebene Bewegung ein. Man betrachte dann ein unendlich kleines Flächen-element dF gleich          das die Gerade AB bei ein

tretender Bewegung durchstreicht, und bezeichne den Winkel, unter dem sich die Geraden AB und A‘B‘ im Punkte C schneiden, mit dtp. (Vergl. Fig. 115.) Bezeichnet man die Mitte von AB mit G und beschreibt . ,

Fig. 115.

(1.) dF = BGB1 — ACA^ = BGE — ACD / /

=,(CB2—CA2)de 7

—1(CB+ CA^CB — CA^dtp. c

2

Nun ist aber

CB+CA=20G und CB— CA = AB = f folglich wird

(2.)                  dF = CG .1. dtp.

Dabei ist CG. dtp gleich dem Kreisbogen GF, so daß man erhält

(3.)            dF^l.GH=l.dö,

wenn man den Kreisbogen GH mit da bezeichnet.

Bisher wurde stillschweigend angenommen, daß der Punkt C^ in dem sich die Geraden AB und A‘B‘ schneiden, auf der Verlängerung von AB über A hinaus liegt. Die vorstehenden Schlüsse bleiben aber auch dann noch richtig, wenn das nicht der Fall ist, wenn z. B. C zwischen A und


B liegt, wie in Fig. 116. Nur
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muß man auf das Vorzeichen von dF und dö achten. Man kann z. B. festsetzen, daß alle Flächenstücke, die ein von A nach B sehender Beobachter zur Rechten hat, positiv zu nehmen sind, und daß die zu seiner Linken mit negativem Vorzeichen zu berücksichtigen sind. Dann wird das in Figur 116 von AB durch-strichene Flächen-stück

d F = BCB‘ — ACA‘ = BCE — ACD

= 1 (CB2 — CA2)do = 1 (CB + CA) (CB — CA^dp 2 2

= l. CG .dp = l. do^

wobei der Kreisbogen GH wieder mit do bezeichnet worden ist.

Ist nun im Punkte G eine kleine Rolle befestigt, deren Achse in der Geraden AB liegt, so wird der Umfang der Rolle, wenn die Gerade AB das Flächenstück AA‘B‘B durchstreicht, um den Kreisbogen dö fortrollen, denn man kann die eintretende Bewegung zerlegen in eine Drehung um den Punkt C^ so daß die Gerade AB in die Lage DF kommt, und in eine Verschiebung der Geraden in ihrer eigenen Richtung von DE nach A‘B‘. Bei dem ersten Teile dieser Bewegung dreht sich die Rolle um den Bogen GH gleich dö^ bei der zweiten aber kann sich die Rolle nicht drehen, weil die Verschiebung zu ihrer Achse parallel ist. Dabei wird das Vorzeichen von dö mit dem von dF üb erein stimmen.

Wenn jetzt der Fahrstift B die ganze geschlossene Kurve K durchläuft, möge zunächst der in Figur 114 dargestellte Fall eintreten, daß der Pol M, d. h. der Mittelpunkt des Kreises, außerhalb der geschlossenen Kurve K liegt und infolge dessen der Punkt A nur einen Teil PQ des Kreisumfanges durchläuft. Er wird dann im allgemeinen jeden Punkt des Kreisbogens PQ zweimal passieren, und zwar das eine Mal in der einen, das andere Mal in der entgegengesetzten Richtung. Dann wird die Gerade AB die von der Kurve K eingeschlossene Fläche F nur einmal durchstreichen, während die zwischen K und dem Kreisbogen liegende Fläche zweimal durchstrichen wird, und zwar das eine Mal im positiven und das andere Mal im negativen Sinne; Summiert man also alle die kleinen Flächenteile

dF = l. do, so erhält man

(4.)               F = Jl .do = 1Jdo,

wobei Jdo dem Bogen gleich ist, der auf der Rolle in G abgerollt ist. Man braucht also nur an der Rolle mit Hilfe eines Nonius den Stand am Anfänge und am Schlüsse der Bewegung abzulesen; dabei kann durch eine Schraube ohne Ende an der Achse der Rolle noch eine Vorrichtung angebracht werden, welche die ganzen Umdrehungen der Rolle zählt.

Das in Gleichung (4.) ausgesprochene Gesetz bleibt auch noch richtig, wenn die Gerade AB Teile der Fläche F mehr als einmal und Teile der Fläche PQRS mehr als zweimal durchstreicht; denn die Flächenteile von F werden stets nur einmal oder 3, 5, 7,... mal durchstrichen und zwar einmal mehr im positiven Sinne als im negativen Sinne, und die Teile außerhalb der Fläche F werden entweder garnicht oder 2; 4, 6, ...mal durchstrichen, und zwar ebenso oft im positiven wie im negativen Sinne, so daß Gleichung (4.) auch dann noch richtig bleibt. Dies gibt:

Satz 1. Liegt der Pol AL außerhalb der geschlossenen Kurve K, so ist der Flächeninhalt der Figur F proportional zu dem auf dem Umfange der JRolle abgerollten Bogen, dessen Länge man durch die oben angedeuteten Vorrichtungen sehr genau ablesen kann.

Etwas anders verhält sich die Sache, wenn der Punkt A bei eintretender Bewegung der Geraden AB den ganzen Kreis einmal durchläuft, ehe die Gerade AB in ihre Anfangslage zurückkehrt. Das wird geschehen, wenn der Pol M im Innern der geschlossenen Kurve liegt (vergl. Fig. 117 und 118).

Fig. 117.                                           Fig. 118.
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Bei Fig. 117 durchstreicht die Gerade AB bis zur Rückkehr in ihre Anfangslage nur die Fläche, welche zwischen der Kurve K und dem Kreise mit dem Halbmesser MA gleich a Fegt, so daß der Flächeninhalt der ganzen Figur

(5.)                F = l Jdo + a2x

wird. Diese Formel bleibt aber auch noch für Figur 118 richtig, bei welcher ein Teil der Kurve K innerhalb des Kreises liegt, denn die im Innern des Kreises liegenden

Flächenteile, welche von der Geraden AB (einmal, oder 3, 5, 7 ... mal) durchstrichen werden, ohne daß sie dem Flächeninhalt F angehören, kommen mit negativem Vorzeichen in Rechnung. Dies gibt

Satz 2. Liegt der Pol M im Innern der geschlossenen Kurve K, so ist der Flächeninhalt der Figur F gleich der Summe von einer honstanten Größe (a2x) und von einer Größe ij'do, welche zu dem auf dem Umfange der Rolle abgerollten Bogen proportional ist.

Schließlich ist noch hervorzuheben, daß die beiden gefundenen Sätze noch richtig bleiben, auch wenn die Rolle nicht genau in der Mitte G der Geraden AB sondern in irgend einem andern Punkte L der Geraden AB angebracht ist. Dabei darf der Punkt L sogar auf der Verlängerung von AB, z. B. über A hinaus liegen. (Vergl. Fig. 115 und 116.) Die Rolle wird dann allerdings bei eintretender Bewegung nicht mehr den Bogen

GH=do, sondern den Bogen

LN=dr

abwickeln. Dabei ist aber

(6.) LN = dv = GL . dop,

(7.) GH = do= CG . dp = CL . dtp 4- LG . dtp

= dv — LG . dtp^

und zwar gilt das für Figur 115 und 116, wenn man auf die Richtung der Strecken Rücksicht nimmt, d. h. wenn man beachtet, daß

CL = — LC

ist. Kehrt die Gerade AB in ihre ursprüngliche Lage zurück, so findet man durch Integration aus Gleichung (7.)


(8.)




Jdo = Jdv 4- LG .fdtp.



In dem durch Figur 114 dargestellten Falle, wo der Pol M außerhalb der Kurve K liegt, ist [dtp gleich Null, so daß

Jdo = jdz

Kiepert, Integral - Rechnung. wird, und Satz 1 ohne weiteres in Kraft bleibt. In dem zweiten Kalle aber, wo der Pol HP innerhalb der Kurve K liegt, macht die Gerade AB eine ganze Umdrehung, ehe sie in ihre ursprüngliche Lage zurückkehrt. Es wird also


25



Jdep = 2

und Gleichung (8.) geht über in

(9.)                 J'da =J'dr   LG .'2ji.

Also auch Satz 2 bleibt in Kraft; nur die konstante Größe a2x ist durch die konstante Größe — l. LG . 2x zu ersetzen. Den Proportionalitätsfaktor l und die konstanten Größen an bezw. a2jc — l. LG .2 ermittelt man für jedes einzelne Instrument am besten dadurch, daß man mit dem Polarplanimeter zunächst Figuren ausmißt, deren Flächeninhalt bereits bekannt ist.

XIII. Abschnitt.

Kubatur der Körper und Komplanation der krummen Oberflächen. Mehrfache Integrale.

§ 71.

Kubatur der Körper durch Anwendung einfacher Integrale.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 197.)

Es war bereits in Abschnitt VI gezeigt worden, wie man das Volumen eines Rotationskörpers berechnen kann. Es wurde damals der Körper durch Schnitte, senkrecht zur Rotations - Achse in unendlich viele, unendlich dünne Schichten zerlegt, die man unter Vernachlässigung unendlich kleiner Größen höherer Ordnung als Kreiszylinder betrachten darf. Ist z. B. die den Körper begrenzende Fläche durch Rotation der Kurve

(1-)                          y = f(a)

um die X-Achse entstanden, so ist die Grundfläche eines solchen Zylinders ein Kreis mit dem Halbmesser y und dem Flächeninhalte y2n. Da der Zylinder die Höhe dx hat, so wird das Volumen einer solchen unendlich dünnen Schicht

(2.)                   dV=y2jtdx^

also das Volumen des ganzen Rotationskörpers

Xi

(3.)                   V=n Jy2dx,

«

wie bereits in Formel Nr. 136 der Tabelle angegeben ist.

Ein ähnliches Verfahren kann man auch für die Berechnung des Volumens bei anderen Körpern anwenden.

25*

Man teilt dieselben durch. Schnitte, welche zur X-Achse senkrecht stehen, in unendlich viele, unendlich dünne Schichten und summiert die Volumina dieser einzelnen Schichten.

Zur Berechnung des Volumens der einzelnen Schichten muß zunächst der Flächeninhalt der einzelnen Schnitte als stetige Funktion von x bekannt sein, wobei x OQ der

Abstand des betreffenden Schnittes von der YZ-Ebene ist
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(Fig. 119). Es sei also F(x) der Flächeninhalt

eines solchen Schnittes, welcher in F(x—2x) übergeht, wenn x um dx — QQi wächst, d.h.wenn der Schnitt durch den Punkt Qi der X-Achse gelegt wird.


Fig. 120.
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Legt man durch die Umgrenzungen der beiden Schnitte F(x) und F(x—2x) Parallele zur X-Achse, so werden die beiden Umgrenzungskurven der Schnitte in die YZ- Ebene projiziert. In Figur 120 sei z. B. die Kurve ABCJEFGrK die Projektion von F{x\ und die Kurve ALCDEYLGH die Projektion von F(x — Ax'). Die beiden Figuren haben das man um


Stück ALCJE^IGK gemeinschaftlich; dieses Stück muß



(4.)        «i = AL CB und ag = GF EM

vermehren, damit man F(x) erhält, während man

(4 a.)       B, = AHGK und 82= CJED

hinzufügen muß, damit man F(x — Ax) erhält.

Denselben Schluß wird man auch allgemein aus führen können. Die Projektionen der beiden Schnitte werden ein Flächenstück

(5.)            F(x) — a = F[x + Ax) — B

gemeinschaftlich haben, wenn man mit a und ß die Summe der kleinen Flächenstücke bezeichnet, welche das gemeinsame Stück bezw. zu F(x) und F(x — 21x) ergänzen. In Figur 120 ist z. B.

« = «i + «2 und ß=ß1—ß2.

Dabei sind c und B kleine Größen, welche mit 21x zugleich verschwindend klein werden, weil F{x) als eine stetige Funktion von x vorausgesetzt worden ist.

Bezeichnet man das Volumen der dünnen Schicht mit 21V, so wird 2V im allgemeinen größer sein als ein Zylinder, welcher F^x) — a = F{x — Ax) — ß zur Grundfläche und dx zur Höhe hat. Dagegen wird 21V im allgemeinen kleiner sein als ein Zylinder, welcher F(x) —ß= F(x —2x) - c zur Grundfläche und 21x zur Höhe hat, d. h. es wird im allgemeinen

(6.)        [F(x) — a]Jx = Av = [F(x) + B]H1x

sein. Dies gibt

(7.)         F(d)—as=F(.)+8,

oder, wenn man dx verschwindend klein werden läßt,

(8.) F()==F(x),

also

X2

AV             c

(9.)         d=F(a), V=jF^dx.

«i

Wie bereits hervorgehoben wurde, gelten die Schlüsse nur im allgemeinen. Die krumme Fläche, welche die betrachtete Schicht begrenzt, kann möglicher Weise zwischen den beiden Schnitten F(x) und F(x — Mx) solche Einbiegungen oder Ausbiegungen haben, daß der Zylinder mit der Grundfläche F(x) — a und der Höhe 21x nicht ganz innerhalb der Schicht 21V liegt, oder daß der Zylinder mit


(Fig. 121). Diese Ebene Gerade g begrenzt und F(x - Ax) bezw. in den
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der Grundfäche F(x) - B und der Höhe Ax die Schicht 2V nicht vollständig einschließt. In diesem Falle lege man durch eine Gerade g, welche zur X- Achse parallel ist und die Schicht durchbohrt, eine beliebige Ebene QQiPiP sei auf der einen Seite durch die schneide die Figuren und Geraden QP und QiPi. Die begrenzende Fläche schneide sie in dem Kurvenbogen PPi^ welcher in den Punkten Pz und P, bezw. den kleinsten und den größten Abstand von der Geraden g haben möge. Dreht sich nun die Ebene QQiPiP - um die Gerade so beschreiben die Punkte P/c und Pff auf der begrenzenden krummen Fläche zwei Kurven, deren Projektionen in die FZ-Ebene jetzt mit F(x} — a und F{x) - ß bezeichnet werden mögen. Dann wird wieder

[F(x) — a]Jx = AV = [F(x) + B]Ax,

F{x) —a= 4 = F{x) + 8,

ZI J

also, weil für verschwindend kleine Werte von Mx die Punkte P^ und P^ mit P zusammenfallen, so daß a und B verschwindend klein werden,

gy F^^-^^F^

dies gibt wieder

2

dz = F{x\  V =JF^dx.

«

In dieser strengeren Herleitung ist der zuerst behandelte, am häufigsten vorkommende Fall eingeschlossen.

Die Berechnung des Volumens der Körper nennt man „Kuhatur der Körper“.

§ 72.

Übungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, welcher von dem elliptischen Paraboloid mit der


Gleichung



(1.) y2 -f- a?z2 = 2pa

und von der Ebene mit der Gleichung x = c eingeschlossen ist (Fig. 122).

Auflösung. Jeder Schnitt senkrecht zur X-Achse schneidet aus der Fläche eine Ellipse mit der Gleichung

(2.)    y2_a222_1

2px 2px

und mit den Halbachsen

[image: ]




«i = V2px,




b,_1v 2px a



aus. Der Flächeninhalt dieser Ellipse ist bekanntlich

(3.)             F(x) = abs = 2P x,

O

folglich findet man für das Volumen des Körpers

c                      c

.    2pn6, pn r 9 ne c2pn

F(x)dx Ixdx = L— x2 = 7 — • a J a - -0 a

0                   0

Aufgabe 2. Man soll das Volumen des dreiachsigen

Ellipsoids berechnen.

[image: ]



Auflösung. Auch hier ist jeder Schnitt, senkrecht zur X-Achse, eine Ellipse mit der Gleichung

y2, 22 a2 — x2 a a?y2 , a2z2

6 b2c25 a2 ‘ ode b2(a2—x2)*c2(a2—x2)-

und mit den Halbachsen

(7.)      ,=2—2, b,=Cva2—x2,

O O

folglich, ist der Flächeninhalt dieser Ellipse

(8.)            F{x) = abn = — (a2 — x2)n.

O

Das Volumen des Ellipsoids wird daher

—a —a

(9.) v=        = f(a2 — x2)dx

1 O- ’

—a            —a

bcjt r ,      xc3+a bcjc /‘la3 . 2a3n 4abcn

= a2 “x - 3. 2(3 + 3) =—

Aufgabe 3. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, welcher von der Fläche 4ten Gerades (10.)                  a2y2 4- x2z2 = b2x2

und den beiden Ebenen (11.)           x und x = a

eingeschlossen wird. Die durch Gleichung (10.) dargestellte Fläche heißt: „Conocuneus von Wallis“.

Auflösung. Die Schnitte, senkrecht zur X-Achse, sind wieder Ellipsen mit der Gleichung

und mit den Halbachsen

(13.)            d=1 b=b,

folglich wird der Flächeninhalt eines solchen Schnittes 2,-

(14.)          F()=abn=-.

Das Volumen des oben beschriebenen Körpers wird daher
[image: ]

Gleichzeitig gewinnt man aus dieser Untersuchung

Auskunft über die Gestalt der Fläche.


Aus Gleichung (10.) ergibt sich, zunächst, daß die Koordinaten - Ebenen Symmetrie - Ebenen der Fläche sind, und aus Gleichung (12.) erkennt man, daß die Schnitte, senkrecht zur X-Achse, Ellipsen sind, welche alle dieselbe Halbachse b1==b haben, während die andere Halbachse bo

= — mit x proportional zunimmt. Die XY-Ebene (mit O

der Gleichung 2=0) schneidet die Fläche in zwei geraden Linien mit den Gleichungen

(16.)                   ay = + bx,

und die ZX-Ebene (mit der Gleichung y schneidet die Fläche in der Doppel-Geraden

(17.)                     =0,

welche mit der X-Achse zusammenfällt, und in den beiden Geraden

(18.)              z = + ö, 2= — 6.

§ 73.

Einführung mehrfacher Integrale.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 198).

In den soeben behandelten Aufgaben war

v = jF{x)dx,

wobei der Flächeninhalt der ebenen Figur F(x) nach den Ausführungen in Abschnitt V selbst wieder durch Integration ermittelt wird, und zwar war in allen drei Aufgaben

(1.)                F{x) = ab

der Flächeninhalt einer Ellipse

(2.)    b,2y2 + a,222 = a2b,2, oder z = + — Va2 — y2.

C1

Nach Formel Nr. .133 der Tabelle findet man daher F(x) aus der Gleichung

ta1 +a1  

(3.) F(x) = I —• z“}dy = 2‘jdyYai2 — y2

— a1                    —Cl\

2by,/1,----2 I a2 • /yv+a ,

= - 7Va2—y2—-arcsin(—) —=C1b17.

C1 L2 -         NC1/-—a

Dabei war in den Aufgaben 1, 2 und 3 bezw.


		
ai = V2px,
	
b,
	
= 1V2px; Co


	
(4.)
	
a =-Va2 — x2 a
	
b,
	
= — V d2 — x2 a


		
ba

«1 = -- 5

a
	
b,
	
= b.




Daraus erkennt man auch, daß in der Gleichung (3.) die Integrationsgrenzen — und — a1 noch Funktionen von x sind.

In ähnlicher Weise wird auch die Aufgabe, das Volumen eines Körpers zu berechnen, ganz allgemein zu behandeln sein. Den Schnitt, welcher senkrecht auf der X-Achse steht, und dessen Flächeninhalt mit F(x) bezeichnet worden ist, erhält man, indem man in den Gleichungen der den Körper oben und unten begrenzenden Flächen

(5.)            z‘ = g(x, y} und zu = h(x, y) die Größe x als Konstante betrachtet. Setzt man

(6.) z‘ — z" = g(x, y) — h(x, y} = f(x, y), so ist der Flächeninhalt dieses Schnittes

N2 !2

(7.)          F{x)=J(z‘— z“}dy=jf(x1 y)dy,

V1 V1

wobei im allgemeinen, je nach den Bedingungen der Aufgabe,

(8-)                 yi = p(x), V2 = w(x)

noch Funktionen von x sein werden. Da nun nach Formel Nr. 197 der Tabelle das Volumen des Körpers

2

(9.)                 V = jF{x)dx

«

ist, so erhält man mit Rücksicht auf Gleichung (7.)

2    1/1                            v(x)

(10.) V =fdxf(z> — z^dy =Jdxff(x, y}dy.

XX 1/1                        Xi <f{x)

Besondere Aufmerksamkeit ist dabei auf die richtige Bestimmung der Grenzen y^ = g(x) und Y2 = w(x) zu verwenden. Den Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (10.) nennt man „ein Doppelintegral“.

Am besten wird man das angedeutete Verfahren durch die Behandlung einiger Aufgaben verstehen.

Aufgabe 1. Die Gleichung

(11.)                  p{z — zq) = xy

stellt ein gleichseitiges hyperljolisches Paraboloid dar; man soll das Volumen des Körpers berechnen, welcher oben von dieser Fläche, unten von der XY-Ebene, vorn und rückwärts von den Ebenen y = c und y = d^ links und rechts von den Ebenen x = a und x = b begrenzt wird. Dabei ist 20 so groß gewählt, daß das durch die angegebenen Grenzen eingeschlossene Stück der Fläche oberhalb der XY- Ebene liegt.

Auflösung. In diesem Falle ist


(12.)



~ i XV „ii ___n.

Z = Zq ---? Z = • ,

die Grenzen der Integrations-Veränderlichen y sind konstant, denn es ist


(13.)



yi ==c, Y2 d.

Man erhält daher


(14.)



[image: ]

d — c 2p





also

(15.)



v=-—Ad—c [4pz + (a + b) (e + d)].

Aufgabe 2. Die Gleichung (16.)              2p{z — 20) = y“ — m^x2,

stellt ein hyperbolisches Paraboloid dar; man soll das Volumen des Körpers berechnen, welcher oben durch diese Fläche, unten durch die XY- Ebene und seitlich durch den Zylinder

(17.)                 x2—y2= a2

begrenzt wird. Dabei sei 2 wieder so groß gewählt, daß das von dem Zylinder eingeschlossene Stück des Paraboloids oberhalb der W-Ebene liegt.

Auflösung. Eine Ebene, welche man durch den Punkt Q der X-Achse parallel zur YZ-Ebene legt, schneidet aus Fig. 123.            dem Körper eine Figur F(x)

P                    P aus, welche oben durch die

zParabel

s              (18.) 2 = 2, (2p20 Yy2 — m2x2},

unten durch die Gerade (19.)         = 0

L । ------ - - - y

"         e         " und seitlich durch zwei Gerade

W1P und W2P2 begrenzt wird, in denen der Zylinder von dieser Ebene geschnitten wird (Fig. 123). Dies gibt

[image: ]



In diesem Falle sind aber Y1 und Ya Funktionen von x, denn der Schnitt, welchen man durch den Punkt Q der X-Achse parallel zur YZ-            pie 101

[image: ]




Y1= — Va2 — x2



Ebene legt, schneidet den begrenzenden Zylinder in zwei Geraden, welche auf der XY- Ebene in den Punkten W1 und Wa senkrecht stehen (Fig. 124). Deshalb wird und

[image: ]




(22.)
[image: ]




[image: ]

«1





— x2 [2pzo — m2x2 — 1(a2 — x2)]



22                                     Xi

633, “Jac Va—q — 3"3,-Jz*axVa2—g2.

x1 1

Nun ist nach den Formeln Nr. 122, 120 und 123 der Tabelle

(23.) Geaz va —_2 va —4q2 (ad

J             4          4JVa2 — x2

= 8 c(2x2 — a?) Va2 — g2+ a arc sin (a) ’

(24.) Idx^a2—22=5va—x2 + 2 arcsin(2)•

Dabei muß der Punkt Q den ganzen Kreisdurchmesser BA durchlaufen, d. h. R1 ist gleich — a und X2 gleich — a.


	
Dies gibt
	
+a


	
(23 a.)
	
Jx2dx V d2 — 2=4 arc sin 1 = “8 , —a

+a


	
■ (24 a.)
	
fdxV d2 — x2 = cd arc sin 1 = “2,


	
also
	

	
(25.)
	
__(6p20 + d^adjt (3m2 ++ 1)aks 6p            24p

02 TT

= 8p [Sp2o + (1 — m^a2].




Aufgabe 3. Die Gleichung

(26.)

2pz — y2 — m2x2

stellt wieder ein hyperbolisches Paraboloid dar, welches die XY-Ebene in den beiden Geraden AC und BD mit den Gleichungen

(27.)        y = — mx und y = — mx


schneidet (Fig. 125); man Fig. 125.
[image: ]




soll das Volumen des Körpers berechnen, der oben von der Fläche, unten von der XY-Ebene und seitlich von dem Zylinder

(28.) x2 + y2 = a2 begrenzt wird.

Auflösung. Wenn die Konstante p positiv ist, so liegt nur derjenige Teil der Fläche über der W-Ebene, für welchen y2 > m2x2 ist; das Körperstück, welches berechnet wer

den soll, liegt also ausschließlich über dem schraffierten Teile der Figur. Da die XZ- Ebene und die YZ-Ebene Symmetrie- Ebenen sind, so genügt es, das Volumen des


Körpers zu berechnen, welcher über dem Kreissektor COE liegt, wenn man das gefundene Resultat noch mit 4 multipliziert. Es wird also

2 y2 2 2

r r 2 /' r

(29.)        V = 4 Idx Izdy = — Idx l(y2 — m2x2)dy^

«i M , V

wobei

(30.) yr = QPi =     y2= QP2 = \ d2 — x2^

(31.)     1=0, X2 = OF — acosa =  "

V1 - m2




ist, wenn man den Winkel XOC mit a bezeichnet. Es ist nämlich X2 die Abszisse des Punktes C^ für den die beiden Gleichungen

y = V a2 — x2 und y = mx




gemeinschaftlich gelten, für den also

a2 — x2 = m2x2, oder x2(1 — m2) = a2 wird. Deshalb findet man aus Gleichung (29.)

22 „ 1/25




(32.) V=- dx\ PJ I «1 32




13 2 2 ‘

— m~x~y




'//IX




= 3pJax[Va2 — — 32 — 3m*z2) + 2m*z3]




2
[image: ]

— C

«1





«2




— X2




Xi




Nun ist nach Gleichung (24.) und (31.)




22

+ 2m8Ja°dz .

2,




(33.)



[image: ]




w.—----5 . a2 • /o\

gVaf — X-—— arc sml — 1

2 2 \O /




CcOSC

0




a2

= 0 sin CCOSC - arcsin(cosa)]

2



[image: ]



nach Gleichung (23.) ist ferner


22

(34.) Ja*dzV a2 — «2=s




—a2)Va2—




aresin(a)




acos




io




a4

= — [sinacosa(2cos2a — 1) - arcsin(cosa)]

S

a4 r m(1 — m2) T

s 8 L(1-m2)2  2"

und endlich ist




(35.)




K1

folglich wird nach Gleichung (32.)




l a4 Ä              a4

= T cos4a = ——--22 1

o 4        4(1 + m)*




V==




2a41 / m 3p_2 \1 4- m2




1—3m2/m(1 — m2) x

8  \(1-m2)2 *2"

( m3 “|

T 2(1 + m2)2 ’




oder (36.)




V = 8p [2m + (1 — m2)(* — 2a)].




Fig. 126.
[image: ]





Aufgabe 4. Aus einer Kugel mit der Gleichung (37.) 2—2—22—a2=0 bohren die beiden Kreiszylinder mit den Gleichungen (38.) x2 +y2—ax=0 und

x2 + y2 + ax = o Öffnungen heraus; wie groß ist das Volumen des übrig gebliebenen Teiles




der Kugel (Fig. 126 und 127).

Auflösung. Die XY- Ebene schneidet die Kugel in einem Kreise mit dem Halbmesser a und die beiden Kreiszylinder in Kreisen mit den Halbmessern " (Fig. 126 und 2



127). Legt man durch den Punkt Q der X-Achse einen Schnitt senkrecht zur X-Achse, so schneidet derselbe aus der Kugel einen Kreis mit dem Halbmesser

(39.)               QR = Va2 — x2

und aus dem einen Zylinder die beiden Geraden P’P und P,‘P, (Fig. 128), deren Ab stand

QW1= Vax — x2

vom Mittelpunkt Q des Kreises sich aus der Gleichung

(40.) x2-\-y2—ax=0, oder

(40a.) y = yax — x2 ergibt. Der Durchschnitt des Zylinders über 0 WA mit der Kugelfläche ist in Figur 126 durch die Kurve CP^A dargestellt. Da der Kreis um Q auf

[image: ]



der Kugelfläche liegt, so          QW, = Vax— .

genügen die Koordinaten

der Punkte P und P1 der Gleichung (37.), die man auf die Form


(41.)



| z‘ = — y a2 — x2 — y2,

I 21= — Va2 — x2 — y2

bringen kann. Man erhält daher für den Flächeninhalt des Schnittes F{x\ welcher aus den beiden Kreissegmenten P2R2P2 und PR_P besteht,

?2

(42.) P(x) — 2— z^dy

v

Vi_____

= y/dy\a2—x2—y2, 3

[image: ]

26




wobei

Kiepert, Integral - Rechnung.



(43.) Y1=QW1=Vax — x2, Y2 = Qüx = V a2 — x2 = C

ist. Nun wird nach Formel Nr. 123 der Tabone





(44.) idy\—          —

folglich ist, wenn man c2=a2 — x2 setzt,





(45.) F (x) = 4 v a^—x^—y2 + a  X arc sin (,•_) ’

L -                -          Vaf — X*/-M

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (43.)

 

F{x) — 2(a2 — x2)( arc sin 1 — arc sin I 2 ——5-\ * OU •O


(46.) F^x) = 2(a2 — x2) ( 9 — arc sin







— 2Vax — x2Va2 — ax,

also



—X—) — 2(a — )V ax.

a + xj

Setzt man in Formel Nr. 98 der Tabelle, nämlich in

Judv — uv — Jvdu^ 


(47.)



u  3 — arc sin]/—~,


dv — (a2 — x2)dx.



2 C—X

also


(48.)

so wird



,           adx

du =--—)

2(a—x)Vax

[image: ]

Setzt man noch




(50.) x = at2, also dx = 2atdt1 yax = at, so wird


(51.)
[image: ]





/ a2(3 —t^at ja(1- t2)

o



9 .  , ,—t6—3t2,

• 2atat = 2a3l—,o—,—di J t2—1 o

i

= 2a‘/(- #+0+2- 14,)a 0

= 2a3 _+$+2_ 2arctgt = 2a:(32 ~ 7), _   • o                  -0 NL• 2/


also, da

arcsm

2 gleich 4 ist,
[image: ]




2a3 7 ।    (32 TN 32a8

3413152) "45” ‘

Außerdem ist mit Rücksicht auf die Gleichungen (50.)

a   11

(53.) J(a —«) V ax. dx = asj(l — t2y • 2tdt = 2däßt2 — t^dt o  oo

[image: ]



Deshalb wird

a


(54.)



V = 2/F(z)d:

0

[image: ]



Man hätte auch das Volumen V der beiden Zylinder berechnen können, soweit sie in der Kugel liegen. Zieht man dann das gefundene Resultat von dem Volumen der ganzen Kugel, nämlich von , ab, so ist die Aufgabe gelöst. Nach Figur 126, 127 und 128 wird bei dieser Behandlung

M

(55.)            Fi(x) = 4 JdyY o? — x2 —-y2,

o

wobei wieder

(56.)            %1= Q W = Vax — x2

ist. Dies gibt nach Formel Nr. 123 der Tabelle

(57.) F\{x) = 2 y ya2—x2—y2 — (a2 — x2} arc sin

[image: ]



— 2(a — x^y ax - 2(a2 — x2} arc sin / —-—, V a x

folglich findet man

a              a

(58.) Vi = 2^Fi^dx = ^jia — )Vax •

o                  o

a                   ______

_ 4 /(a2 — 2) arc sinT - “ dx.

J              VC -- C

0

Nach Gleichung (53.) ist

a

; __ 4a3

{a — x)y ax. dx — - • LO

0

Setzt man hier

u = arcsinl/ —2— , dv = (a2 — x^dx, a—C

also

,           adx               , w3

du =--—— i v = a2x — , i

2(a — x)yax             •


so ergibt sich durch partielle Integration
[image: ]





Nun ist nach Gleichung (51.)
[image: ]





folglich wird




C _______

(61.) ((2—a2)arcsin]/—~—dx_2a

J           a—X 3

o




7 a3/32

4 “ 3 \15




T

2)




a3n 32a3

3    45’




also

.   ,   16a3 , 4a3n 128a3 4a%x 16a3

(62.) Vi=15-3—45=-3—9*




Deshalb findet man wieder




(63.)




4an        16 a3

315-9



[image: ]



Mit demselben Rechte, mit welchem man bisher die Schnitte senkrecht zur X-Achse legte, darf man natürlich auch zunächst Schnitte senkrecht zur Y-Achse oder senkrecht zur X-Achse legen. Wenn man z. B. in der letzten Aufgabe den Körper, dessen Volumen berechnet werden soll, durch Schnitte, senkrecht zur X-Achse, in Schichten zerlegt, so stellt Figur 129 einen solchen Schnitt dar, wobei OS = z der Abstand dieses Schnittes von der XY- Ebene ist. Die Kugel wird in einem Kreise mit dem Halbmesser

(64.) SL^V^ — z2, und die beiden Zylinder werden in Kreisen mit dem Halbmesser 9 geschnitten. Da die Achsen SL und SM die Figur in 4 symmetrische Teile zerlegen, so ist der Flächeninhalt dieses Schnittes

MIq

(65.)        F(z) = 4SPM =4 /(y‘ — y^dx,

Io

wobei Pi ein Punkt der Kugel und P“ ein Punkt des Zylinders ist, so daß

 

(66.) y‘ = Va2 — 22 — x2, y“ ax — x? wird, folglich erhält man

g ___________ _______





(67.)     F(2)=4 / (Va2 — z2 — x2 — \ ax — x^dx.

o

Im Punkte P\ werden y‘ und y“ einander gleich; man findet daher den Wert von X1, indem man (68.) yl = y*^ oder a2 — z2 — x2 = ax — x2 setzt; dies gibt



Nun wird nach Formel Nr. 123 der Tabelle

Z1



(70.) JV a2 — 22 — x2. dx o



.j-----9-----9 I a2 -- z2      • / oc      “1

= Va2 — z4 — R2---«— arc sm — ----- I ,

2 2 NVa2 — 22/-0

oder, wenn man


(71.)



& = aCoS9,

also

2 __ g2



(72.) a2— g2=a2sin2p, R1=------= asin2p


setzt,




X1 

JVa? - z2

0






— x2 dx = 1va2 sin?p — x?

_2




a2sin2o

—0— arc sm

2
[image: ]





a sin2ep

0



= " sin?p (sin o cos P—p).

2

Ferner ist, wenn man

(74.)                      x = asin2t,

(75.) a—x=acos2t, Vax— x2=asintcost, dx=2asintcostdt setzt,

a2

= 4 [singcosp(1 — 2cos29) 4~ ]-

Aus den Gleichungen (67.), (73.) und (76.) folgt daher

1 R1

sodann findet man durch partielle Integration

/o(sina — sin) = /(cosp — l)sin pdp
[image: ]

2      \   1         2

cos3y) — - sing — — sin3g,

0/0  •



(80.)



[image: ]




2sin3sp)dg =




5

9'



Deshalb wird nach den Gleichungen (78.) und (79.) wieder


(81.)




V=2a(+9)




16a3

9



	
§ 74.



Theorie der mehrfachen Integrale.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 199.)

Wie aus dem vorhergehenden Paragraphen zu ersehen ist, wird man durch die Kubatur der Körper auf Doppelintegrale geführt, und zwar in folgender Weise. Es war v(z)

(1.)                     F(x)          y)dy,

«p(x)

wobei

(2.)         f(x, y^z1 — z“ = g{x, y} — y)

und

(3.)                2’ = y\ zu = h{x, y)

die Gleichungen der beiden, den Körper oben und unten begrenzenden Flächen [sind. Bei dem in Gleichung (1.) aufgestellten Integrale ist y die Integrations-Veränderliche^ während x als Konstante betrachtet werden muß. Deshalb dürfen auch die Grenzen

(4.)                  Y1 = cp{x\ y2 = v(xc)

dieses Integrals noch Funktionen von x sein, wobei die Gleichungen (4.) auf der XY- Ebene senkrecht stehende Zylinder darstellen, welche den Körper vorn und rückwärts begrenzen. Das Volumen des Körpers wird dann

ö             b v()

(5.)           V — jF{x)dx — J'dxJflx^ y)dy.

Dabei kann der Fall eintreten, daß der Körper, dessen Volumen berechnet werden soll, allseitig von krummen Flächen begrenzt wird, die weder Zylinderflächen noch Ebenen sind. Man denke z. B. an das Volumen des dreiachsigen Ellipsoids. Die vorstehende Untersuchung bleibt aber auch dann noch richtig; es schrumpfen aber die Zylinder

yi = g(x) und y2 = v(x)

zu Kurven und die begrenzenden ebenen Figuren in den Ebenen

x = a und x = b

zu Punkten zusammen.

Aus dem Vorstehenden folgt gleichzeitig, daß auch umgekehrt ein solches Doppelintegral stets als das Volumen eines Körpers betrachtet werden kann, der oben von der Fläche (6.) unten von der XY-Ebene, Zylinder

(7.) y1=®(x), y2 = '(p(x), links und rechts von den Ebenen

(8.) X1 = a, X2 = b begrenzt wird. Die Dichtigkeit dieser Behauptung folgt aus Figur 130; dabei entspricht der Gleichung (6.) die Fläche CDFE^ den Gleichungen (7.) entsprechen die Zylinder CC,E,E und DD^FiF^ und den Gleichungen (8.) entsprechen


vorn und rückwärts durch die
[image: ]





die Ebenen CCyDvD und EEyF\F.



Für einen konstanten Wert von x, z. B. für x = OE erhält man eine Ebene, senkrecht zur X-Achse, welche aus dem Körper die ebene Figur

V()


(9.)

ausschneidet.



GGHH=F(x) = /f(a, y)dy

Aus dieser geometrischen Deutung des Doppelintegrals folgt auch, daß es als eine Summe von zweifach unendlich vielen, unendlich kleinen Größen aufgefaßt werden kann.


Fig. 131. y
[image: ]




Der betrachtete Körper wird nämlich durch die Schnitte, senkrecht zur X-Achse, in unendlich viele, unendlich dünne Schichten zerlegt, und jede solche Schicht wird wieder durch Schnitte, -x senkrecht zur Y-Achse, in unendlich viele, unendlich dünne Säulchen (Fig. 131) zerlegt, deren Höhe

(10.) QP=z = f(x,y\ und deren Grundfläche ein unendlich kleines Rechteck QQQ3Q2 mit den Seiten dx^ dy und dem Flächeninhalte

dxdy ist.

Da bei der Integration in bezug auf y die Größen x und dx konstant bleiben, so kann man natürlich die Gleichung (5.) auch in der Form

ö v()

(11.)                V =/ ff^x, y)dxdy

a (x)

schreiben, wobei

(12.)                f(x^ y)dxdy — zdxdy

das Volumen eines solchen unendlich dünnen Säulchens

QQ1Q3Q2PPPP2 ist.

Auch die Reihenfolge der Integrationen darf man ändern, denn man kann die unendlich dünnen Säulchen, welche zu demselben Werte von y gehören, durch Summation zu einer unendlich dünnen Schicht vereinigen, welche zur XZ-Ebene parallel ist, und dann durch Summation aller dieser Schichten den ganzen Körper erhalten. Zu beachten ist aber, daß hierbei im allgemeinen auch eine Änderung der Integrationsgrenzen stattfindet.

Nur in dem Falle, wo die Integrationsgrenzen p(x) und (x) von x unabhängig sind, werden die Zylinder


(13.)




y = 9(x) und y = A(x)



in Ebenen

(14.) y — c und y = d


übergehen (Fig. 132).




Dann folgt aus der geometrischen



Deutung des Doppelinte-grals ohne weiteres ö a

(15.) fdxfftx, y)dy =

a c

d ö

fdyff{x, y^dx, c a


Fig. 132.
[image: ]

X




denn in diesem Falle ist der Körper begrenzt von der krummen Fläche z = f{x^ y^ von der XY-Ebene und den 4 Ebenen CCDD,, ErEFFr, CxCEEv, DvDFFr mit den Gleichungen

(16.) x = a, x = b, y=ci y=d.

Dies gibt den Satz:

Sind die Grenzen eines Doppelintegrals in bezug auf x und y konstante Größen^ so wird der Wert des Doppelintegrals nicht geändert, wenn man die Reihenfolge der Integrationen in bezug auf die beiden Veränderlichen x und y umkehrt und die Integrationsgrenzen unverändert läßt.

Jetzt ergibt sich von selbst, was man unter einem dreifachen Integrale

b V(x) g(x, y}

JdxJdy Jf(x, y, z}dz

a (p{x) h^x, y)

zu verstehen hat. In ähnlicher Weise kann man auch ein n-faches Integral erklären und als eine Summe von n-fach unendlich vielen, unendlich kleinen Größen deuten.

Es ist möglich, das Volumen eines Körpers auch als ein dreifaches Integral darzustellen, denn es ist

2’            y)

z‘ — z" = Jdz =./dz^


also

(17.)



2" h(x, y)

ö V(«) g(«, y) b •(«) g^x, y)

V = fdxjdy Jdz —J J Jdxdydz.

a (p^x) h{x, y) a (x) h{x, y)


Fig. 133.
[image: ]




Hierbei ist dxdydz ein unendlich kleines rechtwinkliges Parallelepipedon (Eig. 133), welches das Volumenelement ge-nannt wird. Die angegebenen Integrationsgrenzen deuten darauf hin, daß man zuerst in bezug auf z^ dann in bezug auf y und zuletzt in bezug auf x integrieren soll. Man darf aber auch die Reihenfolge der Integrationen ändern, nur muß man dabei beachten, daß sich dann im allgemeinen auch die Integrationsgrenzen ändern. Wenn man z. B. zuerst in bezug auf x integriert, so sind die Grenzen X1 und X2 im allgemeinen noch Funktionen von y und z, welche durch die Gleichungen der begrenzen-den Flächen bestimmt sind.

	
§ 75.



Einführung von neuen Integrations-Veränderlichen.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 200 bis 202.)

Wie man bei den einfachen Integralen durch Substitution eine neue Integrations-Veränderliche zur leichtern Ermittelung des gesuchten Integrals einführte, so kann man auch bei den n-fachen Integralen durch Substitution n neue Veränderliche einführen und dadurch möglicherweise die Berechnung des mehrfachen Integrals wesentlich erleichtern. Bei einem Doppelintegrale

ö V(x)

(1.)               V=f Jf{x,y}dxdy

a (x)

setze man z. B.

(2.)                x =     v), y = v)

und macheu und v zu Integrations -Veränderlichen. Während aber bei der Darstellung von V durch Gleichung (1.) konstante Werte von x Schnitte, senkrecht zur X-Achse, lieferten, erhält man für u = c aus den Gleichungen (2.) die Gleichungen

(3.)           x = f^v^ y = f^c,v\

welche für jeden Wert von c einer Kurve in der XY-Ebene oder einer Zylinderfläche im Raume entsprechen. Ebenso erhält man für konstante Werte von v aus den Gleichungen (2.) wieder Zylinderflächen, welche auf der XE-Ebene senkrecht stehen. Setzt man z. B.


(4.)




R—rcoS9, y=rsing.



indem man die beiden neuen Integrations-Veränderlichen mit r und p bezeichnet, so erhält man für konstante Werte von r konzentrische Kreise (Fig. 134), bezw. koaxiale Kreiszylinder, und für konstante Werte von p gerade Linien durch den Nullpunkt, bezw. Ebenen durch die Z - Achse.

So lange x und y die Integrations -Veränderlichen waren, mußte man sich den Körper in zweifach unendlich viele, unendlich dünne Säulchen zerlegt denken, deren

[image: ]

Seiten dx, dy und dem




Höhe z = f{x^y\ und deren

Grundfläche ein Rechteck mit den

Flächeninhalte dxdy ist. Jetzt wird der Körper auch in zweifach unendlich viele, unendlich dünne Säulchen mit der Höhe
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(5.)




2 = f(x, y) = f[fi(u, v), f2(u, v)]




zerlegt, aber die Grundflächen PPPzPa (Fig. 135) sind nicht mehr Rechtecke mit dem Flächeninhalte dxdy^ sondern




Fig. 135.
[image: ]





kleine Vierecke mit den Ecken P, Pi, P3, P2. Die Koordinaten dieser Punkte entsprechen nach den vorhergehenden Ausführungen bezw. den Werten (u, v), [u du, v), {u - du, v - dv}, (u, v — dv), d. h. es wird





	
(6.)
	
Ox

X1 = x - — du, du
	
1 ^y y^y+su


		
, Ox 7
	
dy


	
(7-)
	
x2 = x + dv, dv
	

		
dx , dx ,
	
dy


	
(8.)
	
x2 = x -L " - du 4- -5— dv, du     dv
	
Wo=/+öu


		
Nun ist der Flächeninhalt
	
des Vierecks




du}

dv^

die Seiten als gerade Linien betrachten kann,




man (9.)




7  Oy

du — ' - dv.

dv

PP,PP,, da




G [x(y—2/2) +    —y) + xä{y2 — V1) + x2(y — ?/3)]

= I [(«3 — x) {y2—yd — («2 — xd dds — y)],




oder




(9 a.)




Dies bis (8.)




' X3 — x,

2G=

V3—%,

gibt mit Rücksicht




X2 — X1

Y2—V

auf die Gleichungen (6.)




2G—




du-

du

° du — du


	
dx
	
dx ,
	
dx ,


	
dv,
	
dv —
	
du


	
dv 1
	
dv
	
du


	
dy

4° dv,
	
dy

- dv —
	
^y i du


	
dv '
	
dv
	
du






oder, wenn man die Elemente denen der ersten Kolonne subtrahiert,


der zweiten Kolonne von




(10.) 2G = 2du




dx du ‘ öy du 1


	
dx ,
	
dx ,
		
dx
	
dx


	
—dV — dv
	
^-du du
	
= ‘Idudv
	
du ‘
	
dv


	
__• c)9) ___
	
dy

_• c),
	
dy
	
dy


	
m U U dv
	
• U UU du
		
du ’
	
dv






also


(10 a.)




G=




/dx dy dx dy \du dv dv du




\dudv1\



Vertauscht man in dieser Gleichung u mit v, so ändert sich das Vorzeichen von Gr. Da nun bei dieser Darstellung die Veränderlichen u und v gleich berechtigt sind, so ist (10b.) G = + (d^8/-d^Sp)dudv, - \ou ov dv du/

und zwar ist das Vorzeichen immer so zu wählen, daß G positiv wird. Auch müssen die Grenzen von

■u und v

so gewählt werden, daß der Ausdruck 0y — Ö Öy du dv dv du innerhalb dieser Grenzen das Vorzeichen nicht wechselt.

Deshalb ist das Volumen eines solchen Säulchens und das Volumen des ganzen Körpers

1

 Die Rechnung ist auch sehr leicht ohne Anwendung der Determinanten auszuführen, indem man in Gleichung (9.) die Werte von R3 — x,          X2 — X1, Y3 — y einsetzt.


g h(u)

, I i        X /Ox Oy Ox Oy 7  7

(12.)   v=+ f(x^y)J ^jdudv,

'        —J J 1 \du dv dv du/

■wobei man für x und y noch die in Gleichung (2.) angegebenen Werte einsetzen und die Integrationsgrenzen passend bestimmen muß.

Den Ausdruck

dx dx

dx dy dx dy         v

du dv dv du dy dy

du dv

nennt man „die Funktiondideterminante“.

Aus den Gleichungen (1.) und (12.) folgt ganz allgemein für die Doppelintegrale die Formel

b ()                   8 h{u)

(14.) y Jfee,v)d.edy=±/ Jr(r,v)-(88-88u)audu.

d <p^x)                       a g(u)

Für den Fall, daß man durch, die Gleichungen

(15.)            x=rcosp, y=rsinp

ebene Polarkoordinaten einführt, wird z. B.


		
dx
	
dx


	
(16-)
	
örsc0s9.
	
= — r sm y, dy


	
(17.)
	
™ = sm y, dr       ‘‘
	
।

— — rcosy dy


	
die ’
	
Funktionaldeterminante
	
ist daher




.. dx dy dx dy 9      . ,

18.)     — °---x— ° = rcos2e -4- rsin2g = r,

6r Osp o<p or

folglich gebt, da r immer positiv ist, Gleichung (14.) über in b v(x)                  8 h()

(19.) / ff^, y^dxdy =J Jf{r cos rp, r sin p) . rd(pdr.

a (p{x)                  a g()

Hier ist vorausgesetzt, daß man zuerst in bezug auf r und dann in bezug auf y integriert; man kann aber auch zuerst in bezug auf y und dann in bezug auf r integrieren, nur muß man dann die Grenzen anders bestimmen.

Das in Gleichung (19.) enthaltene Resultat findet man noch leichter, wenn man beachtet, daß die Grundflächen PPPzPa in diesem Falle kleine Rechtecke mit den Seiten rdy und dr sind (Fig. 134).

Wie nützlich die Einführung von neuen Integrations-Veränderlichen mitunter bei der Ermittelung von Doppelintegralen ist, kann man z. B. aus den in § 73 behandelten Aufgaben ersehen. So war in Aufgabe 2


(20.)



2 2 9p/J(2p2,+


y2 — mix-')dxdy.



x M

Führt man in diesem Falle für die rechtwinkligen Koordinaten x und y ebene Polarkoordinaten durch die Gleichungen (15.) ein, so erhält man nach Gleichung (19.)


2n




(21.)




V=,|dp

2p J   J

0    0

2




10, 4

= 9, d(p Por + A (sin2

—/ -J _




‘9 — m2cos




io



2n

= “             a2(sin2y — m?cos2p)],

SpJ

und dies gibt nach Formel Nr. 99 und 100 der Tabelle in Übereinstimmung mit dem früher gefundenen Resultate


1 - m2 , .

a-singcosg



[image: ]

8p





1 — m2

2




a2g




2n



In Aufgabe 3 (vergl. Fig. 125) sollte

2

(23.)            V = pj J(y2 — m2x2}dxdy

« V

berechnet werden, wobei

m=tga, yi = mx^ y2 = ya2 — x2, X1 = 0, X2=acosc war. Durch Einführung von Polarkoordinaten wird nach Gleichung (19.)

n

2 a

2 C C

(24.)          V = - do r2(sin2p — m2cos2p)rdr

a 0

2

a4 c

= — mcos*p)d9,

a

also nach Formel Nr. 99 und 100 der Tabelle

04 -

(25.) V = — [— (1 -f- m2)singcosg + (1 — m2)9] 2


a4

= (1—m

4p v



4)— - (1 — m2) sinccosc — (1 — m

2

Kiepert, Integral - Rechnung.


27




oder, da 1 - m2 = 1 - tg2c — —5- ist, cOS2&




4

(26.) V=sp[2m+(1- m2) ( — 2c)].




Bei Aufgabe 4 war nach den Gleichungen (42.), (43.) und (54.) in § 73

a V a2—2

(27.)        V=s/ JVa — a2—y^.dxdy.

0 va




Durch Einführung von Polarkoordinaten wird nach Gleichung (19.)




(28.)



[image: ]




also nach




0 a cos •

Formel Nr. 124 der Tabelle




(29.)




2

v_s/do_l(a2_,

J L 3

0




\a COSP




cos2g)d(cosg).




Dies




0 gibt wieder




(30.)




,      8a3 T

V =--- COs© —

3 L




1   3 7

— cos°9

3 Jo




16a3

9



Mitunter wird man sogar bei Anwendung derartiger Substitutionen einfache Integrale dadurch ermitteln, daß man sie auf Doppelinteyrale zurückführt. Es sei z. B.

(31.)               J=ß-^dx

0

zu berechnen; dann ist auch, wenn man x mit y vertauscht,


(32.)



J =je"dy-

o

Indem man die Gleichungen (31.) und (32.) miteinander multipliziert, erhält man

[image: ]

o





(33.)



2=

o

Dieses Integral stellt das Volumen eines Körpers dar,


welcher oben durch die Rotationsfläche



(34.)                   2 = e(”+e),

unten durch die XY-Ebene und seitlich durch die XZ-Ebene und durch die YZ-Ebene begrenzt wird (Fig. 136).

[image: ]



Durch Einführung von Polarkoordinaten findet man daher nach Gleichung (19.) n 2 co

(35.)J2=/ je^rd^dr. o o

Dies gibt, indem man

(36.)          2= — also 2rdr = — dt

folglich wird

co

(38.)          J=J^dx = +Vs.

o

Dieses Integral spielt eine wichtige Rolle in der höheren

V ermessungskunde.

Komplanation der Flächen.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 203.)

Wie man. sich den Bogen einer Kurve zusammengesetzt denken kann aus unendlich vielen, unendlich kleinen Sehnen ds, d. h. wie man den Bogen einer Kurve als ein Polygon mit unendlich vielen, unendlich kleinen Seiten betrachten kann, so kann man sich eine gekrümmte Fläche (1.)            F(x, y, z) — 0, oder z — f(x, y) aus zweifach unendlich vielen, unendlich kleinen ebenen Stücken zusammengesetzt denken, man kann also die gekrümmte Fläche als ein Polyeder mit zweifach unendlich vielen, unendlich kleinen Seitenflächen betrachten.

Verbindet man nämlich einen beliebigen Punkt P der Fläche mit allen unendlich nahen Punkten durch gerade Linien, so sind diese geraden Linien Tangenten der Fläche im Punkte P und liegen im allgemeinen sämtlich in einer Ebene, welche die Tangentialebene der Fläche im Punkte P genannt wird und die Gleichung

(2.)          —2)+ F2(y‘ —1)+ Fä{z‘ — 2) = 0,

oder

dz          dz

(2a.)    2—E=(—3)+jly- y)

hat. (Vergl. D.-R., Formel Nr. 242 der Tabelle.)

Legt man also wieder unendlich viele Schnitte, senkrecht zur X-Achse und senkrecht zur Y-Achse, so zerteilen


Fig. 137. p
[image: ]




diese die Fläche in unendlich viele, unendlich kleine Vierecke PPPzP2, deren Eckpunkte sämtlich in der Tangentialebene des Punktes P liegen (Fig. 137). Man kann also das Viereck PPPzPa als eben betrachten und findet den Flächeninhalt dO desselben aus der Gleichung (3.) PP,P,P, . cosy — dO . cosy

= QQQ:Q2 = dxdy, wobei QQQ3Qa die Projektion von

[image: ]



PP_PzP2 auf die XY- Ebene und Y der Winkel ist, welchen die Tangentialebene des Punktes P mit der XY- Ebene bildet *).

*) Der hierbei angewendete Satz ergibt sich unmittelbar ans Figur 138.

Wird nämlich das beliebige Viereck PPIP,P in der Ebene 8 auf die Ebene 81 projiziert, so liegen die Lote QP, QP1, Q3P3, Q2P, welche man bezw. von den Punkten P, P1, P3, P auf die Ebene 81 fällt, in den Ebenen PSQ,         PsS3Q3, P2S2Q2i welche durch die

Eckpunkte des Vierecks PPPgP hindurchgehen und auf der Schnittlinie AB der Ebenen £ und 81 senkrecht stehen. Die Winkel PSQ, P1S1Q1, P,S3Q3, P,S,Q2 sind alle dem Neigungswinkel y gleich, so daß

SQ = SP. cosy                        Fig. 138.

,A S,Q,-S,P,.cosy, S,Qa=SP.cosy, . S,Q, = S,P, . cosy

ist. Da nun das Paralleltrapez SQQ.S. =

YSQ + S^.SS., und das Paralleltrapez SPP,S, =

}(SP+S,P).SS,, so folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (4.), daß (5.) SQQ.S^

SPP^ . cosy.

Ebenso findet man

(6.)                  .

(7.)                  S3Q3Q2S2 = S3P3P2S2.Cosr,

(8.) •           S2Q2QS = .cosy.

Dies gibt

(9.) QQ1Q,Q, = S.Q.Q.S, + S,Q,Q,S, - S2Q2QS - SQQ.S, = (S^PsSs + S3P3P2S2 — S2P2PS— SPPS,)cosy = PPPP,.cos7.

In ähnlicher Weise kann man zeigen, daß die Projektion Fr eines beliebigen Polygons F in der Ebene £ auf eine andere Ebene 81 gleich P.cosy wird, wenn y der Neigungswinkel zwischen den beiden Ebenen ist. Da man eine krummlinig begrenzte Figur als ein Polygon mit unendlich vielen Seiten betrachten kann, so gilt die Formel (10.)                      F,=F.cosy

auch für jede beliebige ebene Figur F und deren Projektion Fv.

Dabei ist nach Gleichung (2.) und (2 a.) in diesem. Dalle

(11.) cosy = . Fs  .    —1      —=,

VF,2 + F22 + F32 /./0zN_/02N

I + \dx) + \dy) folglich wird  

(12.) dO  dzedy  ddyVF,2+F,2F2,

COSY 3 oder  /9,x2 s9,x2

1 + w) + w)‘

Die Integration dieses Ausdruckes in bezug auf y bedeutet, daß man alle diese unendlich kleinen Vierecke summiert, welche zu demselben Werte von x gehören. Die erste Integration gibt also einen unendlich dünnen Flächenstreifen

Integriert man dann noch in bezug auf so erhält man die ganze Oberfläche

b v(x)                              b _______

 

(13.) 0 =ldxJ^VF?+F^+IV=fäxjdy^ 1+(8:) +(83) a ((x)                                a (p{x)

Die Berechnung des Inhalts krummer Oberflächen nennt man: ,,Komplanation der Flächen“.

§ 77

Übungs-Beispiele.

Aufgabe 1. Die Gleichung

(1.)                      pz = xy

stellt ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid dar; man soll den Inhalt der Oberfläche zwischen den Ebenen

(2.) x und x = a^ y = 0 und y = b berechnen.

Auflösung. Das hyperbolische Paraboloid wird von den begrenzenden Ebenen in geraden Linien geschnitten, so daß die gesuchte Fläche die Seiten eines räumlichen Vierecks miteinander verbindet. Aus Gleichung (1.) folgt dabei

(3.)


Öz   y dzx

Ox  p’dy p

deshalb wird
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(4.)




(5.)



Dies gibt nach Formel Nr. 129 der Tabelle

(6.) O^ ^dx\yyp^xr^y2^p2+x^(^ o

=,j.[uv,+1+-+6*+ 1(+V,*4 •) •

o                                                                       1 '

Setzt man

i /b + vp2 + b2 + x ,   ,,  ,

(7.) M=ln(—!—L --), dv = (2 4- x2}dx.

X Vp2-x2 /

so wird

(8.)            v = p2x + 3 = 3 (3p2 + x2},

O ö

v 7                  xdx                   xdx

(9.) du =---7— ——..............—---—-

(6 Vp2 —b2- x2) Vp2 —b2—x2 p-C

( Vp2 —b2—x2 — b)xdx xdx

(p2—c2)Vp2+b2-x2 p2+x2

bxdx

(p2 + x^p2 +62—x2

folglich erhält man nach der Formel

fudv = uv — Jvdu

durch partielle Integration

zi n \ /z 2 i 2\i /b_Vp2+b2+xR,

(io.) J(Pt”2ink—v,2j22—)dx

x, , । ,, /b—Vp2+b2+xA , b f (3p2x2-\-^dx

3         \ Vp2—x2 /  3/(p2—x2) Vp2- b2—x2

Nun ist nach Formel Nr. 127 und 35 der Tabelle

f (ac4 — 3p2a2)dx

J(x2 + p2Vp2 +62+x2

 ((x2 + 2p2)da , dx

JVp2 + 2 + x2    J ^p2 + 2)2+ 2 + 22

=g v43+2+3,2—3 1n(+V22+6+ 3)

2 2 N Vp2—b2 /

C do — 2p4---—-—    - ..•

J {p2 + x2)Vp2 — b2 — x2

Setzt man noch

(12.)         Vp2 + b2 = c und x=c.tgt,

so wird

(13.)dx=cd, V2—62_22_C, 2 --_sint,

cos2^                cos t Vp2 -b2-w2

also

dx           6 c.dt.cost i'cost.dt

...... .........—— /------------- l---

(p2—x2)Vp2—b2—x2 J(pcost—csint).c Jp2-bsin:t

Wenn man ferner (15.) bsint=pwJ also bcQst.dt=pdw

einführt, so findet man aus Gleichung (14.)

dx              1 d dw 1    , / b sin t \

--------7       --= -5- 0.,—0 = —,arctg(----l (p2—x2)Vp2—b2—x2 pbJ1tw- pb \ p / ~pb aro*e(, v,++ „)

folglich geht Gleichung (11.) über in


(17.)




6 (x4 — 3p2x2)dx

(p2 + x2)Vp2 + 62 + x2

— Gvp2 ++2+22 4

2




3p2 — b2




‘x — Vp2 —2 x2'




und Gleichung (10.) ergibt




2     \ Vp2 + b2

2p3    , / bx \

—— arc tg ( —.     ■ — I»

b \p Vp2 — b2 + x2/





,.o,  , 2 i g /b +    + b2 + x2\,

J N Vp2—x2 /



xgg, 2M /b—Vp2—b2—x2 , bx,,, ,,-2

= 3 .P + “) In k--v2432--) t6‘Ptbt“



, (3p2 — b2)b, /0—Vp2_62_x2 2,/ bo \





6     \ Vp2 - b2 / 3       ‘pVp2—b2—x2/

Da nun noch nach Formel Nr. 129 der Tabelle  

(19.) bdzVp2+62+22=*Vp2+62+22



(p2 + 62). /x 4- Vp2 + 2 + x2

+  2 nV Vp2+62  )

ist, so folgt aus Gleichung (6.)









(20.) 0 = 1[2v,200424(3)2+62%n(2+Vp+b2+

2pL3 3  \ Vp2—b2 /







_(3p2+32)x1n(b+Vp2+b2+-xA 2par ( b: N"

3     \ Vp2+x2 /   3    8\pVp2-b2-x2)

also    

(21.) o_abvp20212+(3,+a)an(6+Vp2+a+b)

3p                 6p X Vp2 —a2   /



(3p^^                    ab  N



6p \ Vp2+b2 /  3‘pVp2+a2-b2/

Da bei dieser Aufgabe die Integrationsgrenzen konstant sind, so hätte man auch die Reihenfolge der Integrationen umkehren können, ohne die Grenzen zu ändern.

Aufgabe 2. Die Gleichung (22.)                    =x2 — y2

stellt wieder ein gleichseitiges hyperholisches Paraboloid dar; man soll den Inhalt der Oberfläche innerhalb des Zylinders (23.)                   x2 + y2 = a2

berechnen.

Auflösung. Aus Gleichung (22.) folgt


(24.)




dz x dz     y

dx p dy     p



(25.) V1+(82)+(8)-,v2+2+1;


deshalb wird

(26.)
[image: ]




Durch Einführung von ebenen Polarkoordinaten erhält man nach Formel Nr. 201 der Tabelle


n
[image: ]

0    0




und daraus nach Formel Nr. 130 der Tabelle

n

2

4fr —--a

(28.)        0=, do (p2 + r2)Vp2 - r2

•PJ L                    Jo

= 3p (P2 + a2)VP2 + a — Pj o

9 m _______

= 4 (p2 -      — a2 —p3]-

op

Auch hier hätte man die Reihenfolge bei den Integrationen ändern und die Gleichung (27.) auf die Form

2            a


(29. °Fp 0



dtp = — frdrYp2 _ r2

P J

o


2m r          ._______i«

=,(p2-r2)Vp2—r2 =

PL                Jo




2mT _____

$ {p2 + a^Vp2 + a2 —P3 op L



bringen können.

Aufgabe 3. Man soll denjenigen1 Teil der Kugeloberfläche mit der Gleichung

(30.) x2 + y2 + z2 — a2 = 0, oder z = + Va2 — x2 — y2 berechnen, der von den beiden Zylindern


(31.)




x2—y2 = ax und




— ax



herausgebohrt wird1). (Vergl. die Figuren 126 bis 129.)

Auflösung. Aus den Gleichungen (30.) folgt


(32.)




2x, F2=2y, Fs=2z,




(33.) 1VF,2+F,2+F,2 = 1vx2+y2+22=4

F 3                      Z                 Z




a

-x2—y2




Da die gesuchte Oberfläche durch die Koordinaten-Ebenen in 8 symmetrische Teile zerlegt wird, so braucht man nur einen solchen Teil zu berechnen und mit 8 zu




multiplizieren.




Dadurch erhält man nach den




Formeln




Nr. 203 und 34 der Tabelle




(34.)






ax—x1

dy____

' c? — x2 — y2




V ax—x2




also




(35.)




Setzt




man




— Sa




y ) a2 — x2)




zjdx. arcsin o



[image: ]




(36.) also




M — arcsin




1C

-—, dv == dx^




(37.)



,         adx

du —-------— j v — x.

2(a - x)Vax

so findet man durch partielle Integration

a


x. arc sin
[image: ]




[image: ]




0

oder, wenn man wieder



(41.)     0 = 8aldx . arcsin]/- ■ X= 4a2 — 8a2.

J VC—X

o

Da die ganze Kugel die Oberfläche

(42.)                  K = 4a2

hat, so bleibt für den außerhalb der beiden Zylinder liegenden Teil der Kugeloberfläche

(43.)                        o, = 8a2

übrig.

Die Lösung der Aufgabe wird bedeutend einfacher, wenn man ebene Polarkoordinaten einführt; dadurch geht nach Formel Nr. 201 der Tabelle Gleichung (34.) über in


n

2 a cos (p

(44.)
[image: ]




[image: ]



[image: ]



2                                        7

,.-,2

= 8ald(p[a— asing] = 8a“[9 H cos® ,

folglich erhält man wieder

(45.)                 0 = 4a2x — 8a2.

Aufgabe 4. Man soll die Oberfläche der beiden Kreiszylinder

(46.) x2 + y2 — ax = 0 und x2 + y2 + ax = 0 berechnen, soweit dieselbe innerhalb der Kugel

(47.)            2+24 22 — a2 = 0

liegt. (Vergl. die Figuren 126 bis 129.)

Auflösung. Die gesuchte Oberfläche wird durch die Koordinaten-Ebenen in 8 symmetrische Teile zerlegt; man braucht daher wieder nur einen dieser Teile zu berechnen und das gefundene Resultat mit 8 zu multiplizieren. Die Gleichung der Fläche ist

(46 a.)        F(x, y, z} = x2 y2 — ax

und enthält die Veränderliche z gar nicht. Damit die gegebene Methode anwendbar wird, muß man die Koordinaten in Formel Nr. 203 der Tabelle miteinander vertauschen. Indem man z. B. y als Funktion von x und z ansieht, geht diese Formel für die Berechnung der krummen Oberfläche über in

ö

(48.)       0=saa/p VF, + F,2 + F,.

a (p(x)

Aus Gleichung (46 a.) findet man

(49.)       F,=2— a, F2 = 2y, Fa = 0,

(50.)     F,2 +    + F,2 = 4x2 — ^ax +a2+ 4y2,

oder mit Rücksicht auf Gleichung (46 a.)

(51.) F,2 + F,2 + F,2 = a2, Vf? +F2+F2 = a, folglich wird

a 21               a                  21

(52.)      0  Sa Idx / dz = 4a f da= /dz.

J J^y   JVax — x2J

0    0             0               0

Da 21, der Grenzwert von z^ zu einem Punkte gehört, welcher auf der Kugel und auf dem Kreiszylinder liegt, so wird

21 = Va2 — x2 — y2i

wobei aber noch nach Gleichung (46 a.)

x2 + y2 = ax

ist, folglich erhält man

430    § 77. Komplanation der Flächen; Übungs-Beispiele.

(53.)                  21 = Va2 — ax.

Dies gibt

also

(55.)                       0 =:8a2.

Die Fläche der beiden Kreiszylinder, soweit sie von der Kugel eingeschlossen wird, ist] also gerade so groß wie derjenige Teil der Kugeloberfläche-, welcher außerhalb der beiden Zylinder liegt.

Aufgabe 5. Aus der Schraubenfläche

(56.) F(x, y^z) = y— xtg() = 0, oder       = %

schneiden die beiden koaxialen Kreiszylinder

(57.)         2+32= a?,  2+= 2

und die beiden Ebenen

cn . cn

(08.)        =—21 2=

einen Teil 'der Oberfläche heraus; man soll den Flächeninhalt dieses Teiles berechnen.

Auflösung. Aus Gleichung (56.) folgt

(59.) F__tg()-_y, F,-1, F,-Lg1+tg() N•/ •l CL \C /_

x2 - y2

• ' )

cx

(60.) F,2+ F,2+F,2 = c(+vc+=c+2*(c2+2+y2) ' ' CRC CRC- ' - 1

(61.)    1 VF,2 + Ff + F,2 _±y c+2+v ’

lunxy*

also, da hier nur das obere Zeichen in- Betracht kommt,

(62.)       o-ffavyf+t,"

Die Bestimmung der Integrationsgrenzen ist unterblieben, weil durch die Gleichungen

(63.)            x = rcosg, y — rsmq)

neue Integrations-Veränderliche eingeführt werden sollen.

Dadurch erhält man nach Formel Nr. 201 der Tabelle

[image: ]



Die Grenzen p= — und p=—- bestimmen sich 2 2

daraus, daß nach Gleichung (56.)

(65.)                       z = cy

wird. Nach Formel Nr. 129 der Tabelle erhält man daher

(66.) 0 - zfarVe2-+2 - 2 rVe+,2++cIn(t‘, t ) a

 g"yz“aycLcain (b+Vb*++c) •

2 \aVa2—c2/

§ 78.

Einführung zweier variablen Parameter.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 204.)

Ist die Gleichung einer Fläche in der Form

(1.)                        z = y)

gegeben, so kann man, wie es auch bereits in § 75 bei der Einführung von neuen Integrations-Veränderlichen geschehen war, x und y als Funktionen von zwei neuen, von einander unabhängigen Veränderlichen u und v darstellen, indem man

(2.)                 x = fi(u, v), y = f2{u, v)

setzt, wo f(u, v) und f2(u, v) für den jedesmaligen Zweck passend gewählte Funktionen sind. Trägt man diese Werte von x und y in die Gleichung (1.) ein, so erhält man


(3.)



z=f[fi(u,v), f2(u,v)]=f3(u,v).

Man kann also eine Fläche durch die drei Gleichungen (4.)       x=fi(u,v), y^f2(u^v^ z = f(u,v)

darstellen; und umgekehrt: Sind die drei Gleichungen (4.) beliebig gegeben, so stellen sie eine Fläche dar, deren Gleichung man durch Elimination von u und v aus den Gleichungen (4.) erhält.

k ' \du dv dv du/ dy du dv dv du

Setzt man also

dy dz dy dz dz dx dz dx

du dv dv du 1 du dv dv du ’ dx dy   dx dy  c

du dv   dv du ’

so wird

dz A dz B

9:        d^ = ~C, d^^~C'



ao) y1+(0)+(0)-±+1va+B+C

Deshalb erhält man nach Formel Nr. 200 der Tabelle, da die Funktional-Determinante gleich — C ist,





(11.) 0=/axdy/1+(02)+(05)-±/audvVA2+B-C,

wobei nur das obere Vorzeichen einen Sinn hat.

Wie diese Formel verwendet werden kann, möge das folgende Beispiel zeigen.

Aufgabe. Durch die Gleichungen

(12.) x=u3 — 3uv2 — 3u, y = 3u2 — 3v2, 2=v — 3u2v — 3v wird eine Fläche dargestellt, welche die ,Ennepersche Minimalfläche“ genannt wird, und auf welcher man für konstante Werte von u und v zwei Scharen von ebenen Kurven dritten Grades erhält, die einander rechtwinklig schneiden2). Man soll auf der Fläche den Inhalt eines Vierecks berechnen, welches durch die Kurven

(13.)        u — a^ u = b^ v=c, v — d begrenzt wird.

Auflösung. Aus den Gleichungen (12.) folgt 8-8,——12-I, 8-6, 8—-6un, S_-Gu, ^=-ev’ #=32L„=1),

deshalb wird

' A = — 18u(u2 — v2—1),


(15.)

(16.)



* B = 9(u2 +72+ 1)(m2 + v2 — 1),

. C = 18v(u2 + v2 + 1), A2_B_C2_ 81(u2 +2+ l)4.

Dies gibt nach Gleichung (11.)

b d

(17.) 0 =    /(u2 —v2 1)2dv

a c

b d

= ^fduf{^ — 2u2v2 + t?4   2u2 + 2v2 + 1)dv

a c

b

=9/du[(u4—2u2—1)d—c)—-2(u2—1)(d3—c3)+1(d5—c5)], a

also

(18.) O^^^—a^d—c^^—c^b—a^^—a^d2—^ + 2 (b3—a3\d — c) - ^[d3—— a) + (b — d)(d—c)].


28



§ 79.

Einführung räumlicher Polarkoordinaten.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 205.)

Führt man räumliche Polarkoordinaten ein, indem man

(1.) x=rcos?cosp, y = rcos?sing, z=rsin?

[image: ]




änderlichen betrachtet, so w 9, also

r =

und man erhält



setzt, so ist (Fig. 139) OP gleich r der Radius vector^ X der Neigungswinkel QOP von OP gegen die XY-Ebene, und p der Winkel welchen die Projektion OQ des Radius vectors OP auf die XY- Ebene mit der positiven Richtung der X-Achse bildet. Wenn man dabei 2 und p als die beiden unabhängigen Ver-rd r eine Funktion von 2 und

7(2, p),

Oo Oy

=cos2cosg — rsin?cosp, U/ C/


(2.)



dx dr

— = -TT— COSAcOs© — rcOS2sing , O9 09

äy ßr . .

° =cos 2 sm er — r cos 2 cos ®,

09O9 ‘

az dr . .

= — sm2:

09 09

folglich wird, wenn man u mit 2 und v mit p vertauscht,

(3.)


	
Or . Or

As — r 02 sin 2 cos 2 cos P—r p sin 90 — ‘ cos22 cos ,


	
B=
	
6t .          .         6t

— r 82 sin 2 cos 2 sin 9t’ 8, cos 9 — r2 cos22 sin 9,


	
C=
	
6t

- rcos-2 — sin? cos 2,




(4.)  A2++B+02= 12(02)cos?2 + 12(a") + 4 cos22

=,2 c+o cos*2 + 2(0),

also, da auch, hier nur das positive Zeichen bei der Wurzelausziehung in Betracht kommt,

--jjVA^B^-YC^dudv

Konstanten Werten von 9 entsprechen Ebenen durch die Z-Achse, und konstanten Werten von 2 Kegelflächen, welche die Z- Achse zur Achse haben. Durch diese Ebenen und Kegel wird die Fläche in unendlich viele, unendlich kleine Vierecke zerlegt. Indem man in bezug auf p integriert, erhält man die Summe von diesen Vierecken auf einem ringförmigen, unendlich schmalen Streifen zwischen zwei benachbarten Kegelflächen. Alle diese unendlich schmalen Streifen werden sodann durch Integration in bezug auf 2 summiert. Daraus ergibt sich für jeden einzelnen Fall die Bestimmung der Grenzen.

Wie dies geschieht, möge die folgende Aufgabe zeigen.

Aufgabe. Die gegebene Fläche habe die Gleichung (6.)              (x2 + y2 + 22)2 = a\x2 — 32),

oder bei Einführung räumlicher Polarkoordinaten durch die Gleichungen (1.)

(7.)                  2=a2cos22cos(2q);

man soll die gesamte Oberfläche berechnen.

Auflösung. Um sich eine Vorstellung von der Fläche zu machen, beachte man, daß r=a sein muß, daß die Fläche also ganz innerhalb einer Kugel mit dem Halbmesser a liegt. Die XY - Ebene, in der 2 gleich 0 ist, schneidet die Fläche in einer Lemnisliate mit der Gleichung (8.)    (x2 + y2)2 = a2(x2 — 32), oder r2=a2cos(2p).

Gibt man (f einen konstanten Wert und setzt

(9.)                    aVcos(2p) = a1,

so erhält man den Durchschnitt der Fläche mit einer Ebene, welche durch die Z-Achse hindurchgeht. Die Schnittkurve zerfällt in zwei Kreise mit den Gleichungen

(10.) r=—acos? und r=— a|cos?, oder

(10a.)   x2—y2=—ax und x2—y2 = —a^x.

Die Fläche entsteht also

Fig 140              aus der Lemniskate in der

XY-Ebene (Fig. 140), indem / P /\ man sämtliche Radii vectores r-------------------j OP zu Durchmessern von

N _Kreisen macht, deren Ebenen auf der XY- Ebene senkrecht stehen.

Da die Koordinaten-Ebenen die Fläche in 8 symmetrische Teile zerlegen, so braucht man nur die Oberfläche eines solchen Teiles zu berechnen und das gefundene Resultat mit 8 zu multiplizieren. Die Grenzen von p sind Jt      .                                        JC

dabei 0 und die von 2 sind 0 und — • 4                       2

Aus Gleichung (7.) folgt dann öz

(11.)          ra= — a2cos2sin2cos(2y),

öz

(12.)          rap=—acos22sin(2g) ;

deshalb wird

/,2

(13.) r2( 2 ) = a4cos22sin22 cos2(2y) = a2r2sin22 cos(2p) ,

\U//

(14.) ,2(°r) = a+cosa2sin2(2ep) = a2,2cos22 • sin2(2e) 5

\d(pj               ‘             cos(2^)

(15.) ,2 + (02)cos22 + (00)= a2 cos(2o) cos22

sin2(2)

4- a2 cos22---)o"

cos(2y)

a2cos22

cos (2g) cos2(2p)


Dies gibt nach. Gleichung (5.)

(16.) 0 =
[image: ]





= 2a2u/cos22d? = a2

0



XIV. Abschnitt.

Integration der Differentiale der Funktionen von mehreren Veränderlichen.

§ 80.

Vollständige Differentiale der Funktionen von zwei Veränderlichen.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 206.)

Ist

(1.)                        u = f(a, y}

eine Funktion von zwei voneinander unabhängigen Veränderlichen, so ist nach D.-R., Formel Nr. 221 der Tabelle das vollständige oder totale Differential von u

, uOu,

(2.)               (lh — — dx -—-— dy,

v ‘                       dx dy

wobei

/O x                   Ou      IT-/ X Ou      -XT/ X

(3.)          ax=M(3,V) 8y=N(3,%)

noch Funktionen von x und y sind, so daß Gleichung (2.) übergeht in

(2 a.)            du = M(x, y)dx - N(x, y'idy.

Wie in dem Vorstehenden die Gleichung (2 a.) aus Gleichung (1.) abgeleitet ist, so könnte man sich jetzt auch die Aufgabe stellen: „Man soll u als Funktion der beiden Veränderlichen x und y bestimmen}, wenn du durch die Gleichungen (2a.) gegeben ist, oder, was auf dasselbe hin-

auskommt, wenn unddurch die Gleichungen (3.) ox oy                  °

gegeben sind.“

Dabei erkennt man aber sogleich, daß die Funktionen M(x, y) und N{x-) y) nicht willkürlich gegeben sein dürfen; es müssen vielmehr M und N die partiellen Ableitungen ein und derselben Funktion u = f^x^y) sein. Wenn diese Bedingung erfüllt ist, muß nach D.-R., Formel Nr. 224 der Tabelle
[image: ]

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (3.) Ox(x,y) GN^y}

" dys.öx

sein. Diese Bedingung ist notwendig^ wenn

(5.)             du = M(x, y)dx — N(x, y)dy

ein vollständiges Differential sein soll; sie ist aber auch, wie sogleich gezeigt werden soll, hinreichend dafür, daß es eine Funktion

(6.)                        u = f(x, y)

gibt, deren vollständiges Differential mit Mdx - Ndy über-einstimmt.

Beweis. Wie die Gleichung

(7.)                 ox=M(3,%)

aus Gleichung (6.) hervorgeht, indem man y als eine Konstante betrachtet und die Funktion u nach x differentiiert^ so wird Gleichung (6.) aus Gleichung (7.) hervorgehen, indem man y wieder als konstant ansieht und die Funktion

(x, y) in bezug auf x integriert. Dies gibt

(8.)                u =/M(x, y)dx + Y.

Hierbei ist die Integrations-Konstante mit Y bezeichnet worden, um anzudeuten, daß sie noch eine Funktion von y sein darf, weil bei der in Gleichung (8.) angedeuteten Operation x als die einzige Veränderliche angesehen wurde. Setzt man


(9.)



JM(x, y)dx =

so geht Gleichung (8.) über in

(10.)                 u=v- Y.

Aus dieser Gleichung folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (3.)

(11.)

n         dy x ‘‘ dy dy

also

..     dY,Ov

(12)         dys-",")0y

In dieser Gleichung ist die linke Seite eine Funktion der einzigen Veränderlichen y. Damit die Aufgabe lösbar ist, muß auch die rechte Seite der Gleichung von x unabhängig sein. Das ist auch nach der in Gleichung (4 a.) festgestellten Voraussetzung der Fall, denn es ist mit Rücksicht auf Gleichung (9.)

-/v\ -/v\

2    (N dv\_dN \dy)_ N \dx)

dx\ dy) dx dx dx dy

 dy dM dx dy

Dieser Ausdruck ist aber nach Gleichung (4 a.) gleich dv

0, folglich muß • — y von x unabhängig sein. Die Gleichung (12.) enthält also keinen Widerspruch, so daß man daraus ohne weiteres durch Integration

(14.)         y-/(N-8,)ay+c

ermitteln kann. Setzt man diesen Wert von Y in die Gleichung (10.) ein, so findet man
[image: ]

wobei

(16.)                   v = y)dx ist. Damit ist die Aufgabe gelöst, denn nach den Glei-chungen (15.) und (16.) ist in der Tat

Ou Ov

(17.) ==

.        Ou Ov . /,   Ov\ .

<18-)      öyFöy*(  0y) - M“,

Man nennt den Ausdruck

M (x, y}dx - y)dy

„ein vollständiges oder \totales Differential“, wenn die Bedingung

OM(x, y} _ dNlx, y}

"              dy “ öx

erfüllt ist. Man muß daher, wenn man sicher gehen will, ehe man integriert, untersuchen, ob Gleichung (19.) befriedigt wird. Man kann aber auch mit der Berechnung von

(20.)                   v = /M(x, y^dx

Qv

beginnen und dann untersuchen, ob • unabhängig von x ist. Wenn dies zutrifft, so wird ja, wie schon in Gleichung (13.) gezeigt wurde,

d /    dv\  dN  ay

(21.)     (N— )=—=0,

ox\    oy /   ox   dy

d. h. die in Gleichung (19.) angegebene Bedingung wird befriedigt.

§ 81.

Übungs-Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll u als Funktion von x und y bestimmen, wenn

(1.)        du = (3x2 + 8xy)dx + (4x2 +

gegeben ist.

Auflösung. Um zunächst zu untersuchen, ob die rechte Seite von Gleichung (1.) ein vollständiges Differential ist, bilde man

(9 ,               OMr(x,3)  0(322 + 8xy)  ge

ö(422+ 3y2)



(3.) Su=—&—=8-

Aus den Gleichungen (2.) und (3.) folgt, daß

OM(K,y)_0N(G,y)

dy       dx

ist, daß also in diesem Falle Mdx - Ndy ein vollständiges Differential ist. Man darf daher ohne weiteres das in § 80 angegebene Integrations-Verfahren anwenden und erhält

(5.) v = y^dx = /(3x2 + Sxy}dx =x3+ 4x2y.

Ferner wird

(6.) N— = 4«2 + 3y2 — 4x2 = 3y

und deshalb

(7.)    Y=f(,N~ 8y)ay = J3yay -1+C.

Dies gibt

(8.)       u=V- Y = a? + 4x2y —y—C.

Die Richtigkeit dieses Resultates kann man sehr leicht durch Differentiation prüfen.

Man kann selbstverständlich die Aufgabe auch so lösen, daß man zunächst

(9.)         u = jNdy +X=W-X

bildet, wobei X eine Funktion der einzigen Veränderlichen x ist, und daß man dann X aus der Gleichung

(10.)             x=/(Mn-S)a:

berechnet.

Aufgabe 2. Man soll u als Funktion von x und y bestimmen, wenn

(11.) du = (20x3 — 21x2y 4~ ^y^dx 4- (— 7x3 —2x- 3)dy gegeben ist.

O7

Auflösung. Man kann zunächst durch Bildung von y , dN .

undzeigen, daß

O JU


(12.)



dM dN

-VT— =    = - 21x2 4- 2

dy dx

wird, und daß deshalb die rechte Seite in Gleichung (11.) ein vollständiges Differential ist. Dann erhält man


(13.)




(14.)



v = J^fdx =/(20x3 — 21x2y + 2y)dx

= 5x4 — 7x3y 4- ^xy^

dv

N—y=(—728+23)—(—788 23c) = 3,

(15.)

Dies gibt

(16.)| u = v 4- Y= 5x4 — 7x8y + ^xy +3y—C.

Aufgabe 3. Man soll u als Funktion von x und y bestimmen, wenn

(17.) du — (2ax —by- d)dx — (bx 4- 2my — n)dy gegeben ist.

Auflösung. Hier wird

dM . dN ,   , dM dN

(18.)      — = b. -— = b, also -— = —»

dy ^dx           dy dx

folglich ist die rechte Seite von Gleichung (17.) ein vollständiges Differential] man erhält daher


(19.)



v =jMdx = f^hax —by c)dx = ax2 4- bxy 4~ cxi


(20.)




dv




= (bx 2my - n) — bx 2my 4- n,



— myi —ny—C.

Dies gibt

(22.) u=v- Y = ax2 4- bxy —cx- my2 4- ny — C.

Aufgabe 4. Man soll u als Funktion von x und y bestimmen, wenn

, xdy — ydx

(23.)               du = —

x - y^ gegeben ist.

Auflösung. Die Gleichung (23.) kann man auch in der Form

,        •   ,        ydx , xdy

23 a.      du = — - 9 + -

-—yR- y-^ schreiben, aus der man leichter erkennt, daß

(24.)        M=


V x2 + y2 ‘




N= ——— 2—y2



ist. Daraus folgt


(25.)



M y2 — x2 dN y2 — x2 öy {x2 -|- y2)2' dx    (x2 — y2^

Da diese beiden Ausdrücke einander gleich sind, so ist die rechte Seite von Gleichung (23.) ein vollständiges Diffe-rential', man erhält daher nach Formel Nr. 28 der Tabelle

(26.)   v=JMa=-v/4,=-aretg(),

dy x2 — y2 x2 — y2

(28) r-/(w-8)ay-c.

Dies gibt

(29.)        u = v Y — C — aretg(

Aufgabe 5. Man soll u als Funktion von x und y bestimmen, wenn

(30.)  du_(_ „1 „)ao + ( ~ g - -^dy

\ (x — y}2/     \{x — y)2 yj ‘

gegeben ist.

Auflösung. Den Nachweis, daß die rechte Seite von Gleichung (30.) ein vollständiges Differential ist, kann man führen, indem man


(31.)




M_N_ 2xy

dy dx (x — yf



bildet. Man darf aber auch ohne weiteres


(32.)




= Ina; -



y2 ' {x — yY. y2

• berechnen und erhält daraus, daß


^xy — y-{x — y)2

1=1-1




(33.) N—



/ X2      1\

V(a — y?   y)

x2 — ^xy — y2 ( — y)2

eine Funktion der einzigen Veränderlichen y ist, diesen Nachweis. Da nun noch (34.) Y=J(N- B^dy = /(1 -^dy = y-\ny + C

ist, so ergibt sich

2

(35.) u = v + Y - Ina; + -V--+y — lny + (7,

C — y

oder

w\, xy ,, y/ ^ — y

Aufgabe 6. Man soll u als Funktion von x und y bestimmen, wenn

(36.) du           +

gegeben ist.

Auflösung. Den Nachweis, daß die rechte Seite von Gleichung (36.) ein vollständiges Differential ist, kann man auch hier führen, indem man zeigt, daß g     QM_dN=^y2^^

r"         dy öx {^ — y^

ist. Man kann sich aber diese etwas umständliche Differentiation auch ersparen und ohne weiteres

[image: ]




berechnen. Dadurch erhält man




ydx x2 —
[image: ]





— xy — 5x,



oder nach den Formeln Nr. 29 a und 28 der Tabelle

(38-) ‘=aC+l-aretg()+“-

Daraus folgt

. Ov / 2xy2 . N/ 2xy2 . \

(39.) N——=( — -7      — 2y—7) — (--—

n dy \ x4 — y4           /  \  x4—y^   /

=—2y—7.

Da dieser Ausdruck von x unabhängig ist, so 'ist die rechte Seite von Gleichung (36.) ein vollständiges Diife-rential^ und man erhält

(40.) Y =/(N-     = - J(2y + 7)dy =-1—Ty-C,

(41.) u = v + Y

= | In (+,) - ar c tg (1) + xy — 5. — y^ — 7 y + C.

§ 82.

Vollständige Differentiale der Funktionen von drei Veränderlichen.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 207.)

Ist

(1.)                        u = fix, y, 2)

eine Funktion von drei voneinander unabhängigen Veränderlichen, so wird nach D.-R., Formel Nr. 223 der Tabelle das vollständige oder totale Differential von u

(2.)           du  @u dx @u dy -f- du dz,

' '                    dx ' dy dz '

wobei

, du              du              du TT.

(3-)  öxsF(,%,2)1    =         -^ = H(x,y,z) noch Funktionen von x, y, z sind, so daß Gleichung (2.) übergeht in

(2 a.)           du = Fdx - G-dy — Hdz^

wenn man bezw. F, G, H statt F{x, y, z), G(x, y, z\ H{x, y, z) schreibt. Wie in dem Vorstehenden die Glei-chung (2 a.) aus Gleichung (1.) abgeleitet ist, so könnte man sich jetzt auch die Aufgabe stellen: „Man soll u als Funktion der drei Veränderlichen x, y, z bestimmen, wenn du durch die Gleichung (2a.) gegeben ist, oder, was auf das-

0)q Oq      d

selbe hinauskommt, wenn ,und - durch die Glei-ox oy     oz

chungen (3.) gegeben sind.“

Dabei erkennt man aber wieder sogleich, daß die drei Funktionen F, G, H nicht willkürlich gegeben sein dürfen; sie müssen vielmehr die partiellen Ableitungen ein und derselben Funktion u = f(x^ y^ z) sein. Wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ergibt sich aus D.-R., Formel Nr. 224 der Tabelle

^/öu\   /Ou\  ^/öu\   /Ou\  ^/öu\  ^/öu\

, d^)_8^) dGi)_dGi) 8Gy)_8\8i) öy       öx ’ dz       öx ’ dz öy 1

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (3.)

ÖF _ ö(^ ÖF _ dH G_OH

• öy öx ’ dz öx 1 dz öy

Diese Bedingungen sind notwendig wenn die rechte Seite von Gleichung (2 a.) ein vollständiges Differential sein soll; sie sind aber auch, wie sogleich gezeigt werden soll, hinreichend dafür, daß es eine Funktion (5.)                       u = fix, y, z}

gibt, deren vollständiges Differential mit Fdx + Gdy + Ddz übereinstimmt.

Beweis. Wie die Gleichung

(6.)                ^ = Flx,y,z)

aus Gleichung (5.) hervorgeht, indem man y und z als Konstanten betrachtet und die Funktion u nach x diffe-rentüert^ so wird Gleichung (5.) aus Gleichung (6.) hervor-gehen, indem man y und z wieder als konstant ansieht und die Funktion F(x, y, z) in bezug auf x integriert. Dies gibt

(7.)             u =jF{x, y, z}dx + <p(y, z).

Hierbei ist die Integrations-Konstante mit g(y, z) bezeichnet worden, um anzudeuten, daß sie noch eine Funktion von y und z sein darf, weil bei der in Gleichung (7.) ausgeführten Integration x als die einzige Veränderliche angesehen wurde. Setzt man

(8.)                    JF(x, y, z)dx = v,

so geht Gleichung (7.) über in


u=V- (p{y^ z) .



(9.)


		
Aus dieser Gleichung folgt mit Rücksicht auf die Glei-


	
chungen (3.)


	
(io.)
	
öy      v ‘3’ ‘ öy 1     öy


	
(11.)

oder
	
du    ,,      .    öv , öp(y, z)

- = H{x, y, z} = - ---- j

öz       K       ‘    öz '     öz


	
(12.)
	
p(y, 2) __v     2) — TT—6-.

öy         öy    öz         öz




tt- ,  • n öp(y,         i Og(y,             i v •• -i

Hierbei sollen -—und -—- von der Veränder-oy         öz

liehen x unabhängig sein, folglich muß auch die rechte Seite dieser Gleichungen (12.) von x unabhängig sein, wenn die Aufgabe lösbar sein soll. Das ist auch nach den in den Gleichungen (4 a.) aufgestellten Voraussetzungen der Fall, denn es ist mit Rücksicht auf die Gleichungen (8.) und (4 a.)

61 / v\ÖG- 2v  G ö (dv öx\ öy) öx öxöy öx öy\öx

ÖG ÖF 

öx öy 1

f. d /    dv\_dH 02 _dH   d/dv\

dx\    dz)   dx   dxdz   dx   dz\dx)

_dH_dF _ dx dz

Die Gleichungen (12.) enthalten daher keinen Widerspruch, so daß man die Funktion g(y, z} aus der Gleichung (15.)     dg>=(G^^dy+(H^^ds:

bestimmen kann. Auch die Bedingung, daß hierbei der Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (15.) ein vollständiges Differential ist, wird erfüllt, denn man erhält nach den Gleichungen (4 a.)

e ö (c Ov_OG 82) _dH d2v

" ’ ösy dy) dz dydz dy dzdy

_@(z_@).

dy\ dz)

Man kann daher die Gleichung (15.) nach dem in § 80 angegebenen Verfahren integrieren, wie folgt. Es sei (17.)           w-/(g- 8^dy,

dann ist mit Rücksicht auf Gleichung (15.)

(18.)             ^y.z^^w

, n x                 2) TT öv         , d(z)

"19: özssözözaz' oder

(20.)                   =

dz         dz dz

Daß auf der rechten Seite dieser Gleichung eine Funktion der einzigen Veränderlichen z steht, folgt schon aus den Erläuterungen in § 80, läßt sich aber auch zeigen, indem man den Ausdruck nach y differentiiert. Dann erhält man nämlich mit Rücksicht auf die Gleichungen (17.) und (4 a.)

Kiepert, Integral - Rechnung.
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d / dv 6w\ ÖH 2v ö2w öy\ dz dz)   öy   öydz   dyöz

_ dH    d2v ö /    dv\

dy   dyöz   öz\     öy)

_0H_öG_ öy öz

Aus Gleichung (20.) folgt daher

(22.)

also nach den Gleichungen (9.) und (18.)

1

 Diese Aufgabe ist schon von Viviani (Acta Eruditorum 1692) etwa in folgender Einkleidung gestellt worden: „Ein halbkugelförmiges Tempelgewölbe hat zwei gleiche Fenster von der Beschaffenheit, daß der Rest des Gewölbes eine quadrierbare Oberfläche hat. Welches ist die Gestalt der Fenster?“ (Vergl. Joh. Bernoulli, Opera, t. III, p. 212.)

2

 Diese Linien sind die Krümmungslinien der JEnnepersdhen Minimalfläche. Davon soll aber bei dieser Aufgabe kein Gebrauch gemacht werden, weil in diesem Lehrbuche wegen der Beschränkung des Stoffes eine Erklärung der Krümmungslinien nicht gegeben werden konnte.

Kiepert, Integral-Rechnung.


(23.)             u=V-w- w(z),

wobei sich die Werte von v, w und (z) aus den Gleichungen (8.), (17.) und (22.) ergeben.

Man ist natürlich nicht an eine bestimmte Reihen

folge der Integrationen gebunden, d. h. man ist nicht gezwungen, zuerst


G — 0)dy und



endlich / ( H — ,---— -) dz zu bilden, sondern man kann

J\ ÖZ öz/

auch mit /G(x, y^ z)dy oder JH(x, y^ z)dz beginnen und

dann die Rechnung in ähnlicher Weise fortsetzen wie bei dem angegebenen Verfahren.

Man erkennt auch, wie sich die angegebene Methode auf Funktionen von n Veränderlichen übertragen läßt. Dabei kann die rechte Seite von der Gleichung

(24.) du = Mdx, — Madx2 + ■ • • + M,dx, nur dann ein vollständiges Differential einer Funktion

(25.)                    u = f{xi, 2, ... x^)

(y __ 1)

sein, wenn die -—.—— Bedingungen

2

ge OMa  OM, für « = 1, 2, 3,... n,

öx{i öxa 8=1, 2, 3,... n befriedigt sind. Indem man

(27.) v=/Mdx1 und u=v- p(R2, x3,...xn) setzt, hat man den vorliegenden Fall einer Funktion von n Veränderlichen auf den einfacheren Fall einer Funktion von n — 1 Veränderlichen zurückgeführt, da dann noch die Funktion g(R2, X3,...x,) aus der Gleichung

, öv\, , /, Ovx,

M2 — — )dx2 + ( M3 — v;—)dx3 + • • • OX2/ \ OR3/ + (M, - 8^)dx" zu berechnen ist.

§ 83.

Übungs-Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll u als Funktion von x, y, z bestimmen, wenn

.          , adx ax-bz, , bdz

(1.)          du =---s---- dy ---

y y2 y y gegeben ist.

Auflösung. In diesem Falle ist


	
(2.)
	
F = -. y
	
-
	
ax - bz y2
	
, H= -

y


	
also
				

			
dF _
	
dG _
	
a


			
^y “
	
dx
	
2 7 y2


			
dF
	
SH
	

	
(3.)
	
<
	
dz
	
=0, dx
	

			
dG
	
dH
	
b


			
. dz
	
dy '
	
y2




Die rechte Seite von Gleichung (1.) ist daher ein vollständiges Differential^ und man erhält

Oy y2 y2 y2

(6.)      —-/(g- 85)-, =-j'^dy= ;,

v_  w_b  TT_^_ w_ 0

""      z ’ dz~y' dz özi ‘

(8.) we -/(u - 8: - 8). = C,

folglich wird

(9.) u = ^±^ + a

y

Aufgabe 2. Man soll u als Funktion von x, y, z bestimmen, wenn

(10.) du =

(y8 + yz2}dx + (3xy2 + xz2 + ^z^dy + (428 + 2xyz + y2}dz gegeben ist.

Auflösung. Hier ist

(11.) F=y8+y22, G=3xy2+x22—3y2z, H=428—2xy2-y8,


	
also
	

		
\ dF dG


		
äy 8.   3y2+*,


		

	
(12.)
	
dz dx 2y,


		
dG dH


		
8z 8y 222 1 3y2




Die rechte Seite von Gleichung (10.) ist daher ein vollständiges Differential^ und man erhält

(13.)     v = fFdx = J(y3 + yz2)dx = xy3 xyz2,

dv

(14.) G —      (3xy2 + x22 + 3y2z) — (3xy2 — xz2} = 3y2z,

-V
[image: ]

(16.) H— —= (4z3 + ^xyz + ys) — 2xyz — y3= 4z3,

(17.) v(a)=/(H-S-d)az=4:*az=2+C, folglich, wird

(18.)         u = xy3 + xyz2 — y^z - z^ — C.

Aufgabe 3. Man soll u als Funktion von x, y und z bestimmen wenn 

(19.) du  I" 3— --. 3   -  — • e^dx

Lr(z-r)   Vz2 — x2y2 z J

. r y x .7

Lr(z + r) Vz2 — x2y2 J

1 -

1 , xy        x —         ,



—-- ---e2 — cos z \dz

r 2Vz2—x2y2 22 J

gegeben ist, wobei



(20.)             r = V2 +y2+22

sein soll.

Auflösung. Die Untersuchung, ob die rechte Seite von Gleichung (19.) ein vollständiges Differential ist, kann über-v gangen werden, da sich ergeben wird, daß G — von x unabhändig ist, und daß H — 9, — - nur noch die einzige Veränderliche z enthält. Es wird nämlich, da ör x . .

- = — ist,

dx r



(21.) v=fFdx= f\- K • — z - V + - • edx

J J \-<z + r) Vz2 _ x2y2 z J

=In(z + r) — aresin() + e‘,

dv y          x


(22.)

(23.)



dy ~ r(,z + r) v22—x2y2 ’

dv

9y=- siny.

[image: ]



COSY,

<25-)  g_g+r+«yg*,@_o,

dz rar) zVz2— x2y2 z^ dz

,     , .    (/ TT Ov Owx,        6 J         •    . ,

(26.) P(2) = /(11— ag — -^)clz = — Icoszaz = — sinzC, folglich wird

(27.) u = In(z +r) — arcsin(“)+ e‘+ cosy — sinz + C.

XV. Abschnitt.

Theorie der gewöhnlichen Differential-Gleichungen erster Ordnung.

§ 84.

Begriff und Einteilung der Differential-Gleichungen.

Jede Gleichung, in der mehrere Veränderliche und außerdem noch Differentiale oder Differential - Quotienten beliebig hoher Ordnung enthalten sind, heißt eine Differential-Gleichung.

Man unterscheidet gewöhnliche und partielle Differential-Gleichungen, je nachdem dieselben Funktionen von einer einzigen oder Funktionen von mehreren unabhängigen Veränderlichen enthalten. Hier soll zunächst nur von den gewöhnlichen Dif ferential - Gleichungen die Rede sein.

Da die veränderlichen Größen x, z ... selbst endliche, die Differentiale aber unendlich kleine Größen gleicher Ordnung sind, die neben den endlichen Größen vernachlässigt werden dürfen, so müssen beide Seiten einer Differential-Gleichung homogene Funktionen der Differentiale sein, d. h. sie dürfen sich gar nicht ändern, wenn man

. dx, dy} dz ... mit 0 d2x, d2y, d2z}... mit t2,

d”x, dny^ dnz,... mit tn multipliziert und dann beide Seiten der Gleichung durch eine passend gewählte Potenz von t dividiert.

Dies gilt auch noch, wenn in der Differential-Gleichung partielle Differentiale und Differential - Quotienten auftreten.

Man teilt die gewöhnlichen Differential-Gleichungen in verschiedene Ordnungen ein nach der Ordnung des höchsten darin enthaltenen Differentials, bezw. des höchsten Differential-Quotienten. Es gibt also Differential-Gleichungen erster Ordnung, zweiter Ordnung usw., allgemein nter Ordnung. Beschränkt man sich zunächst auf den Fall, wo nur zwei Veränderliche x und y mit ihren Differentialen vorkommen, so sind z. B. die Gleichungen

(1.)         (3y2 + Tx^dy -f- (12xy — 8x2)dx — 0,

oder

(1 a.)         (3y2 + 7x2) d + 12«?/ — 8x2 = 0,

(2.)

4)         v/1+(T-.,

(4.)               d+y. f(x) = o()

LVJü

Differential-Gleichungen erster Ordnung; die Gleichungen
[image: ]

sind Differential-Gleichungen zweiter Ordnung^ und die Gleichung

(8.) Fdxff^+Fl{xt^l+.--+Fn^xf/+^^ . y = «()

ist eine Differential-Gleichung nter Ordnung, und zwar heißt diese Gleichung eine Differential-Gleichung nter Ordnung und ersten Grades oder eine lineare Differential-Gleichung nter Ordnung, weil sie in bezug auf die Größen

dy  d2y    dny

V‘ da’ dx2‘   dxn

vom ersten Grade ist.

§ 85.

Auflösbarkeit der Differential-Gleichungen erster Ordnung zwischen zwei Veränderlichen. Integrations- Konstante.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 208.)

Die einfachste Form einer gewöhnlichen Differential-Gleichung zwischen zwei Veränderlichen x und y tritt bei der Ermittelung eines jeden Integrals auf, wo die Gleichung

(1.)

dx

gegeben und die Gleichung

(2.)                 y = f(x)+C

so zu bestimmen ist, daß Gleichung (1.) daraus durch Differentiation abgeleitet werden kann. Man nennt dann

(2 a.)            y —/T(yiz = f(x) + C

das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung. Dabei tritt noch eine beliebige Integrations-Konstante C auf, welche man so bestimmen kann, daß y den Wert b annimmt, wenn x gleich a wird. Setzt man nämlich C= b —f(a), so wird

(2 b.)          y = b — f(x) — f(a) = F(x, a, b).

Will man das angegebene Verfahren auf eine beliebige Dif ferential - Gleichung erster Ordnung

(3-)              G(x,y,d)=0

übertragen, so heißt auch dabei die gesuchte Funktion

(4.)                     y = F(x, a, b),

welche für x = a den Wert b annimmt, das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung, wenn Gleichung (3.) durch Einsetzen dieses Wertes von y befriedigt wird, wenn also

(5.)               G[x, F(x, a, b), a, 5)] = 0

wird, was auch x, a und 6 sein mögen.

Man kann sich zunächst durch ein graphisches Verfahren davon überzeugen, daß ein solches allgemeines Integral immer existiert, bei welchem man den Anfangswert 6 von y noch beliebig annehmen darf.

Bringt man nämlich die Gleichung (3.) auf die Form dy / \

(6.)                        =

und beachtet man, daß der gesuchten Gleichung

(7.)                       y = a, b)

eine Kurve in der XY- Ebene entspricht, so erkennt man aus der geometrischen Deutung des Differential-Quotienten (vergl. D.-R., Formel Nr. 17 der Tabelle), nämlich aus der Gleichung

(S. d=tge,

daß Gleichung (6.) für jeden Wert von x die Richtung der Kurventangente angibt; denn a ist in Gleichung (8.) der Winkel, welchen die Tangente mit der positiven Richtung der X- Achse bildet. Bewegt sich also ein Punkt P, von einem beliebigen Anfangspunkte A ausgehend, so, daß er in jedem Punkte der durchlaufenen Kurve die durch Gleichung (6.) gegebene Richtung hat, so nennt man diese Kurve „eine Integral-Kurve“ und die Gleichung zwischen x und y, der eine solche Integral-Kurve genügt, „eine Integral- Gieichung“ der vorgelegten Differential - Gleichung. Näherungsweise kann man sogar solche Integral - Kurven konstruieren.

[image: ]



3 Ist z. B. A der Anfangspunkt der Kurve (Fig. 141) mit den Koordinaten a und b, so kann man die Tangente im Punkte A •x konstruieren, weil man aus der Gleichung

(9.)                       tga = g(a, b)

den Winkel a berechnen kann.

Auf dieser Tangente liegt aber noch ein unendlich naher Kurvenpunkt A, mit den Koordinaten a1, b. Auch für diesen Punkt findet man aus der Gleichung

(10.)               tga=g(a,b)

die Richtung der nächsten Tangente AA2, wobei der Punkt A2 dem Punkte A1 unendlich nahe liegen möge, so daß auch A2 noch ein Punkt der Kurve ist. Jetzt findet man aus der Gleichung


(11.)



tgc2=9(a2, b2)

die Richtung der Tangente im Punkte Indem man so weiter fortfährt, findet man beliebig viele Punkte und Tangenten der gesuchten Kurve, welche der vorgelegten Differential-Gleichung genügt.

Da man in Wirklichkeit die Punkte A, A, A2, ...

einander nicht unendlich nahe legen kann, so liefert dieses Verfahren bei der praktischen Ausführung zwar nur eine grobe Annäherung; in der Vorstellung ist man aber dieser

Beschränkung nicht unterworfen, so daß man damit bewiesen hat, daß die vorgelegte Differential- Gleichung immer eine Integral-Kurve l)esitzt, bei welcher der Anfangspunkt A noch beliebig ist.

Gleichzeitig erkennt man aus diesem graphischen V erfahren, daß die Differential - Gleichung nicht ein Integral, sondern unendlich viele Integrale besitzt. Weil nämlich Gleichung (6.) für jeden beliebigen Punkt P mit den Koordinaten x und y nur die Richtung der Tangente angibt, so kann man für die Abszisse x = a die Ordinate y = b noch beliebig wählen, d. h. es wird nicht eine Kurve geben, welche der vorgelegten

[image: ]



Differential-Gleichung genügt, sondern unendlich viele.

Dieses graphische Verfahren kann man auch benutzen, um die aufeinander folgenden Werte b, b^, b2,... von y zu berechnen, denn aus Gleichung (6.) findet man zunächst

(12.) —--- = p(a, b), oder b,=b+(a — a)p(a, b)

C1 — C

und ebenso

(13.)            b2=b- (a2 — ®i) (a, &i),

usw. Dabei sind allerdings b1, b2,... nur Näherungswerte^ die um so weniger von den wahren Werten ab weichen, je kleiner man die Differenzen a1 — a, a2 —    .. nimmt.

Wesentlich ist dabei die Erkenntnis, daß, so lange die Funktion g(x, y) für die. betrachteten Werte von x und y eindeutig und stetig bleibt, einer stetigen Aufeinanderfolge der Werte von x auch eine stetige Aufeinanderfolge der zugehörigen Werte von y entspricht. Macht man daher die Voraussetzung, daß die Differential - Gleichung (6.) ein Integral von der Form

(14.)               y = F^a,b)

besitzt, so kann man diese Integral - Funktion, welche der Kürze wegen mit f(x) bezeichnet werden möge, mit Hilfe des Taylor sehen Lehrsatzes nach steigenden Potenzen von x — a entwickeln, wobei noch der Anfangswert a ganz beliebig ist. Dies gibt (vergl. D.-R., Formel Nr. 88 der Tabelle)

(15.)   = f(a) +fa(—a)+“"(—a)2+...

	
- • 2.


	
+     (2 — a^ + R.



n\

Bezeichnet man den willkürlichen Wert von y^ welcher dem Anfangswerte x = a zugeordnet ist, mit b, so wird (16.)                      6=f(a).

Nur diejenigen Werte von a und b sollen ausgeschlossen werden, für welche die Funktion p(x, y) unstetig wird.

Aus Gleichung (6.), nämlich aus der vorgelegten Differential - Gleichung dy ,

folgt dann zunächst (17.)             fva)=(dy)

\U • / 2 —A

dyn ,, dy, • ,


(19.)




(20.)



dx2 dx        dy dx 1   "2 dx'

dy  82p      82p dy   82p /dy^   dtp d2y

dx2 dx2    dxdy dx   dy2\dx)   dy dx2‘



Bezeichnet man der Kürze wegen


dy _ do(«, y)

dx2 dx




mit




9‘(x, y\




dy _ d(f\x, y) dx2 dx




mit g"(x, y\





dny dtp^^Ux. y)          , ...   ,

1 = ‘ 1m mit g(n—1)(x, yY dx11 dx        ”n‘ ‘

so gehen die Gleichungen (19.) und (20.) über in d2q/ do)

(19 a.) & = Pi(«, V) + 92(«, V)d= V)1



(2°a.) dy = g‘(G, y) + q‘z(a, y^= «"(«,



Daraus findet man

(21.) f (a) = y(«, 6) , f\a) =     6), f“\a) = cp^a, b),...,

d. h. man kann sämtliche Koeffizienten auf der rechten Seite von Gleichung (15.) berechnen.

Die Bedingungen dafür, daß der Rest R für hinreichend große Werte von n beliebig klein wird, sollen erst an einer späteren Stelle auf gesucht werden, erstens, damit die vorliegende Darstellung nicht unterbrochen wird, und zweitens, weil die Herleitung dieser Bedingungen für den Anfänger möglicherweise noch zu schwer ist. Deshalb möge die Untersuchung der Konvergenz in einem besonderen Paragraphen ausgeführt werden, den der Anfänger nötigenfalls übergehen kann, ohne das Verständnis für das Folgende zu verlieren.

Es möge hier also vorausgesetzt werden, daß die durch das beschriebene Verfahren auf gefundene unendliche Reihe (22.) f(x) - f(a) +t^(x_a’)+f^{x — af + ...

für die betrachteten Werte von x konvergent sei; dann kann man auch beweisen, daß

(23.)                      y =

das allgemeine Integral der vorgelegten Differential - Gleichung ist, wobei nach Gleichung (16.)

f(a) = 5

sein soll. Setzt man nämlich den gefundenen Wert von y in die Funktion g(x, y) ein und entwickelt dieselbe nach steigenden Potenzen von x — a, so wird

(24.) oa, y} = o(a, b) + P‘a,b(—a)—9",b(—a)2 4----.

. 4.

Andererseits erhält man aus Gleichung (15.) unter der Voraussetzung, daß für hinreichend große Werte von n dH

der Rest R und die Ableitung des Restes d beliebig klein werden, indem man die einzelnen Glieder differentiiert, (25.) dy - f\a) + f-(a) GU +     (2,a? + ''''

Cl JU                                L.                        4!

Nun ist aber nach den Gleichungen (21.)

f\a) = g){a, f^a) = q)\a, b), f^a} = g"(a, b\ ...

d. h. die rechte Seite von Gleichung (25.) stimmt Glied für Glied mit der rechten Seite von Gleichung (24.) überein, folglich müssen auch die linken Seiten einander gleich sein; es ist also

(26.)                    dz — (, y),

was zu beweisen war.

Man kann demnacli

y = f(xc) = F(x, a, b)

so als Funktion von x bestimmen, daß einem gegebenen Anfangs werte x = a ein beliebiger Anfangs wert y = b zugeordnet ist, und daß diese Funktion der vorgelegten Differential- Gleichung genügt.

Das angegebene Verfahren kann in allen Fällen, wo g(x,y) eine eindeutige, stetige Funktion ist, angewendet werden und wird meist sehr brauchbare Resultate liefern. In vielen Fällen wird es aber möglich sein, das allgemeine Integral in geschlossener Form, d. h. ohne Reihen-Entwicke-lung durch eine Gleichung

(27.)                   ((«, y,C) = O

darzustellen. Aus dieser Integral-Gleichung kann man im allgemeinen die Integrations - Konstante C so bestimmen, daß für x — a die abhängige Veränderliche y gleich b wird; man braucht ja nur die Gleichung

(28.)                    I^a, b, C) = 0

nach C aufzulösen. Setzt man einen der gefundenen Werte von C in die Gleichung (27.) ein und entwickelt wieder y nach steigenden Potenzen von x — a, so muß man genau dasselbe Resultat wie vorher erhalten, weil in beiden Entwickelungen das erste Glied gleich b wird, und weil sich die Koeffizienten der folgenden Glieder schon aus der vorgelegten Differential-Gleichung

(29.) dz - %z, v)

ergeben, welche aus der Integral-Gleichung (27.) durch Differentiation hervorgeht. Löst man nämlich Gleichung (27.) nach ?/ auf, berechnet sodann dy und setzt diese Größen y ’                      dx

in Gleichung (29.) ein, so muß die Gleichung identisch befriedigt werden, d. h. sie muß für alle Werte von x und C gelten. Deshalb kann man auch die Differential-Gleichung (29.) aus den Gleichungen

(30.)   «2,1,0)-0 und 02+81-0

durch Elimination von C herleiten.

Wie man also auch die Integral-Gleichung auf gefunden haben mag, man erhält in allen Fällen dasselbe allgemeine Integral, so lange (p^ y) für die betrachteten Werte von x und y eine eindeutige, stetige Funktion ist.

§ 86.

Auflösbarkeit simultaner Differential-Gleichungen erster Ordnung.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 209 und 210.)

Durch eine Gleichung zwischen x, y^ z wird die veränderliche Größe z als Funktion der beiden unabhängigen Veränderlichen x und y dargestellt. Will man die beiden Veränderlichen y und z als Funktionen der einzigen Veränderlichen x erklären, so braucht man dazu zwei Gleichungen zwischen x, y^ z. (Vergl. D.-R., Seite 637—639.)

In gleicher Weise würde eine Gleichung zwischen x, y, z, dy, d2 nicht ausreichen, um zwei veränderliche Größen ‘‘ ' dx dx                    ’

y und z als Funktionen der unabhängigen Veränderlichen x zu erklären. Es müssen also mindestens zwei solche Gleichungen gegeben sein, die man „ein System simultaner Differential-Gleichungen“ nennt, weil sie gleichzeitig gelten. Der Einfachheit wegen kann man sich diese Gleichungen auf die Form

.      dy  ,   .dz,   X

(1)           dx = P(3, %, 2)1 dx = Pa, V, 2)

gebracht denken.

Auch hier ergibt sich ohne weiteres die geometrische Deutung und damit die Auflösbarkeit dieser Differential-Gleichungen. Beachtet man nämlich, daß zwei Gleichungen

F(x, y, und       z) = 0 zwischen x, z im all

gemeinen einer Raumkurve entsprechen, und daß nach D.-R., Formel Nr. 230 der Tabelle die Tangente an die Raumkurve im Punkte P die Gleichungen (2.)    v—y=“(- a), 2‘—2=d(—)

hat, so erkennt man, daß die Gleichungen (1.) für jeden beliebigen Punkt der Raumkurve die Richtung der Tangente angeben. Den Anfangspunkt A mit den Koordinaten a^ b, c kann man noch beliebig annehmen und findet dann aus den Gleichungen (2.) die Gleichungen

(3.) b — b = (ai — a)(p{a^ b, c\ C1 — c = (a1 — a)(a, b^ c) die Koordinaten a1, b1, Ci eines benachbarten Punktes Ai auf dieser Tangente, wobei man noch den Wert von a^ so nahe an a annehmen darf, wie man will, damit der Punkt Ai auch noch auf der Raumkurve liegt. Ebenso findet man aus den Gleichungen

(4.) b2—bi = (a2 — a1) g(a, bi, ci), c2 — Ci = (a2 — a) v(a, b, Ci) die Koordinaten eines dritten Kurvenpunktes A2 und kann in dieser Weise beliebig fortfahren.

In Wirklichkeit kann man auch hier die Punkte A, Ai, A2,... einander nicht unendlich nahe legen und erhält daher bei der praktischen Ausführung dieses Verfahrens nur ein angenähertes Resultat', in der Vorstellung ist man aber dieser Beschränkung nicht unterworfen.

Gleichzeitig erkennt man aus dieser Betrachtung, daß die Anfangswerte b und c von y und z, welche dem Anfangswerte x — a entsprechen, noch ganz beliebig sind, so daß das System simultaner Differential-Gleichungen noch zweifach unendlich viele Lösungen besitzt.

Dieses Resultat ergibt sich auch aus der analytischen Behandlung der Aufgabe. Setzt man nämlich (5-)             y = f^) und z = g(x),

(6.)               f{a) = b und g(a) = c,

wobei die Anfangswerte b und c noch ganz beliebig gewählt werden dürfen, so wird nach dem Taylor sehen Lehrsätze

Kiep ert, Integral - Rechnung.
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(7-) y = f(x) = fla) + i? ( —0)+ 22 (t—a?4—

+"e-a+R

(8.) z = g{x) = g(a) + 91? {x - a) + 92) (x — af 4----

+",«"+ R,

und man erhält nach, den Gleichungen (1.)

(9-)              (dy) = f(a) = o(a, b, c),

a            NOJ/a_g

/eg \

(10.)            (1) = g\a) = v(a, 6, c).

NON/ x=a


		
Ferner wird


	
(11.)
	
d2y ,, .do p , Op dy , 6® dz

= f“(x) ==—g‘(x, y

dx2         dx ox oy dx dz dx


	
(12.)
	
d2z       .    dw   dw , Oap dy , dw dz

— = g“() =-=---ap‘(x, y

dx2  ‘  dx   dx dy dx dz dx      ‘


	
also
	



(13.)                  f"(a)=g‘(a,b,c).


g\a) = w‘(a, b, c).



(14.)

In derselben Weise setze man


	
_ dg‘(x, z) _     , g‘ dy

dx      dx   dy dx

_ dv‘(x, y^ 2) _ v , v ^y

dx      dx   dy dx

und fahre mit der Bildung der höh« , .. .    dcp^—2\x. y. z)

f"(«) = —da’’ = P

, . .    dw^n~2\x, y. z)

= ——d‘‘ ‘ =!
	
। g‘ dz       ,       \

tözdF,92

, dtp1 dz       ,        .

+ 0z dx =    " 2)

eren Ableitungen fort bis

y, 2), y, 2);


	
dann findet man

(15.)               f("a) = g‘"-I(a,

(16.)                  g(»)(a) = vn- 1)(a,
	
b, c), b. c).




Wenn p(x, y, z\ w(x, y, z) und die partiellen Ableitungen dieser Funktionen für die betrachteten Werte von x, y, z stetig und eindeutig sind, so läßt sich wieder durch funk-tionen - theoretische Untersuchungen zeigen, daß die Restglieder Ai und R2 für hinreichend kleine Werte von x — a mit unbegrenzt wachsendem n verschwindend klein werden. Dann sind die Gleichungen (7.) und (8.) die allgemeinen Integral- G-leichungen der gegebenen Differential-Gleichungen, denn man kann zeigen, daß die gefundenen Werte von y und z den Gleichungen (1.) genügen, wie man auch die Anfangswerte b und c wählen mag. Setzt man nämlich die gefundenen Werte von y und z in p(x, y^ z) und A(x, y^ z) ein und entwickelt diese Funktionen nach steigenden Potenzen von x — a, so wird

— / x                     g‘(a, b, c).        ,

(17.) Pa, y, z) = Pa, b, c} + -11—- (a — a)

(18.) v(a, y, z) = v(a, b, c) +           («  a)

+"*,,®6ap+...

Andererseits findet man unter der Voraussetzung, daß die Größen R, und R,, dR1 und d.R2 für hinreichend große ’ dx dx                  °

Werte von n beliebig klein werden, aus den Gleichungen (7.) und (8.) durch Differentiation ag)2-/0+4*6-0+4-a+.., (20) £ - vea) + "" (6)+ "q ( — af 4----■

Aus den Gleichungen (13.) bis (16.) erkennt man aber, daß die rechten Seiten von Gleichung (17.) und (19.), desgleichen auch von Gleichung (18.) und (20.) Glied für Glied miteinander übereinstimmen, folglich sind auch die linken Seiten einander gleich, d. h. es wird


(21.)




(22.)



dy / .

dx - P(3, %1 2)1

dz

da - %3, y, 2)-

Besonders zu beachten ist dabei der Umstand, daß man über zwei willkürliche Integrations-Konstante verfügt, indem man die Anfangswerte 6 und c von y und z noch beliebig wählen darf.

Man kann dieses Verfahren ohne weiteres auf ein System von m simultanen Differential -Gleichungen erster Ordnung mit m Funktionen Y, Y2, .. .ym der einzigen unabhängigen Veränderlichen x übertragen.

Denkt man sich nämlich die Gleichungen auf die Form


		
dyi dx
	
= ®(x; yi, y^-
	
• y^i),


	
(23.)
	
dy2

dx
	
= 92(3; yb y^-
	
• y»i\


		
dym dx
	
= 9„(3; V, y2^
	
• • dm,




gebracht, so kann man noch die dem Anfangswerte x = a zugeordneten Anfangs werte b1, b2, ... bm von Y, Y2, ... ym beliebig annehmen und dann diese Funktionen y^, 2,... ym nach steigenden Potenzen von x — a entwickeln. Dies gibt

p,. p, . I fi’(a),      . | A"(«)z x2 I

yi =fi«)=fia)T-1/—C)A1(—a)2 d----,


(24.) V2




= fz(a) = fz(a) + """ (— a)




f2"(a)

2!




(x—a)2 —



ym — fm^. -         — + ^-{x—a)2 4----,

wobei für a — 1, 2,... m

(25.) fa{a} = b., fa\a} = (dya) =       b,, b2,...

(26.) f."(a) =(:)_=(:)_= V^a-, b,, ö2,...b,),

allgemein





(27.)      = (^) = (£3) = w.6-iya; b,,b2,...

\ Uel / 3 C Ue / 3-

und zwar findet man nach D.-R.. Formel Nr. 223 der Tabelle

a=P‘(; Y, Y2,...y„) aus der Gleichung


(28.)




dPa

dx




d<pa Pa dyi d(pa dy2 dx öyi dx • öy2 dx




dym dym dx



wobei man noch aus den Gleichungen (23.) die "Werte von dy1, dy2,...dym einsetzen muß. Ebenso findet man aus dx dx dx

Gleichung (28.) indem man <pa mit cpa^^ vertauscht.


(29.)




dn(pa dxn




Pa")(x; Y1,Y2,...ym),



Aus dieser Lösung ergibt sich, daß man bei der Integration noch über m willkürliche Integrations -Konstanten öi, b2, • • • b, verfügt.

Gelingt es, das System simultaner Differential-Gleichungen in geschlossener Form zu integrieren, so ist es natürlich nicht immer nötig, daß die m Integrations-Konstanten gerade die Anfangs werte ö1? b2, ... b, von Y, Y2, .. .yw sind. Die Lösung kann auch durch das Gleichungs - System

F(x; 2/i,     • • • Y»;  C1, C2, • • •     = 9,

(3o.)         ■  F2(x; y^i ■ ■ ■ Ym;  C1,C2,.. C») = o,

.  F„(x; Y1,Y2, • • • y»n  c1, c2, • • • Gz») = o

gegeben sein. Ob diese Gleichungen wirklich ein System von Integral-Gleichungen sind, kann man ermitteln, indem man aus den m Gleichungen (30.) und aus den m Gleichungen

\ dF . dF2  dl m 

(31:) do=0, da=0,d=O

die m Größen q, C2,...c eliminiert und dann untersucht, ob das sich daraus ergebende System von m Gleichungen mit den Gleichungen (23.) gleichbedeutend ist. Sollen die Gleichungen (30.) das System der allgemeinen (oder vollständigen) Integral-Gleichungen sein, -so muß es möglich sein, die Konstanten C1, C2, ... cm so zu bestimmen, daß Y, y-2^...ym für x — a die beliebig vorgeschriebenen An-fangswerte b1, b2,...bm annehmen.

§ 87.

Auflösbarkeit der Differential-Gleichungen höherer Ordnung.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 211.)

Auf den soeben erläuterten Fall läßt sich auch die Integration der Differential-Gleichungen höherer Ordnung zurückführen. Ist z. B. die Gleichung

oder

.         dmy / dy d2y dm~ry\

(2)       d^^^V' y' dx' d^'''‘ d^^)

gegeben, so setze man

dy_ dy_dy_—

dx V1‘ dx2 dx ‘21 dxm~l dx ” 1‘

Dadurch kann man die gegebene Differential-Gleichung auf die Form

(4.) -dai = P(3i y, yi, 2, ym-i)

bringen, d. h. man hat die Differential - Gleichung mter Ordnung durch ein System von m Differential-Gleichung erster Ordnung ersetzt, welche durch die Gleichungen (3.) und (4.) gegeben sind.

Bei der Lösung kann man noch dem Anfangswerte x = a die willkürlichen Anfangswerte 6, öi, b2, ... b„—1 von y, yt, y2^..ym-i zuordnen.

Daraus ergibt sich für y die Reihen-Entwickelung

(5.) v - = f(a) + 1” (—a)+ ,2 (—a24----,

wobei

(6.) f{d) = 6, f(a) = b,, f‘\a} =b2,...         = b,-1

ganz beliebige Größen sind. Die höheren Ableitungen findet man aus den Gleichungen

। fo"(a) =ga, b, b, ... b,-1),

(7.)         < fim+1)(a)=g(a, b, b^...bm^,

Die hier angedeutete Methode hat den Nachteil, daß sie die Integral-Gleichungen nicht in endlicher, geschlossener Form liefert, aber sie gibt den Nachweis, daß bei der Integration einer Differential-Gleichung mter Ordnung m beliebige Integrations - Konstanten auftreten.

Die Anzahl der Fälle, wo man die Integral-Gleichungen in endlicher, geschlossener Form auffindet, ist verhältnismäßig klein; in den meisten Fällen führt die Integration der Differential - Gleichungen durch unendliche Reihen auf bisher unbekannte Funktionen.

In den späteren Paragraphen sollen nur einige Aufgaben hervorgehoben werden, bei denen die Lösung in endlicher Form möglich ist.

Zunächst aber soll noch die Untersuchung nachgeholt werden, unter welchen Bedingungen die Integration der Differential - Gleichung

d-,(*,0)

durch eine honvergente Reihe von der Form y =       + 1? (g—a)+ 22 (—a24----

möglich ist. Da aber die dazu erforderlichen Beweise etwas schwierig sind, so darf der Anfänger, wie schon oben bemerkt worden ist, den folgenden Paragraphen ohne Nachteil für das Verständnis der späteren Paragraphen übergehen.

§ 88.

Untersuchung der Konvergenz-Bedingungen.

Es sei wieder die Differential-Gleichung

(1.) d = 9(3, %)

gegeben. Dabei sei p(x, y) für die betrachteten Werte von x und y eine eindeutige und stetige Funktion, die sich mit Hilfe der Taylorschen Reihe nach steigenden Potenzen von (2.)          x — a = h und y — b =k

entwickeln läßt, so lange

h <R und k<S

bleibt. Nach dieser Voraussetzung wird also \         m i ö(a, b) 7 ।   p(a,b),7

(3-) V) =    b) + —Sa— h 1--Sb—k

1q(a, b), p(a,6),(2)

2! da " db "

1 r dcp{a, b) dcp^a, b) ,(8)        *)

3!ahtöbk +•■•

eine konvergente Reihe, in der alle Glieder gleicher Dimension zu einer Gruppe vereinigt sind. Es wird z. B.


(4.)




1 /d(p g,\P_ 1

JfW " T db ") p!



[image: ]

d^cp da^^db





hp—1k



oder


d^(p d^3-)Tdbn




(5.)



1 (p 7 _1_ g,NP 1 "P(p\ p[\da 1 db /    p!,\n)

ömnp(x, y)

*) Hierbei soll der Wert von --8m— für x = a, y — b der

6wq>(a, b)                     6ntf(x, y}

Kürze wegen mit --öam--‘ der Wert von öyn fürcsc y = b

ön(p(a, b}                        dm+n(f{x, y) p

mit --öbn und der Wert von dxkn öyn für % = a> V = b mit

Qm+n^a, b) .

—„z.— bezeichnet werden. öam öbn

Setzt man

(6.)          p = m — n, also p — n — m

und beachtet, daß

1 /p\  1 p (p—1) • • • (p—n+1)

p! m! n! m! n!

ist, so erkennt man, daß ein beliebiges Glied der Reihe die

Form

1 b), , m! n! damdl)n hat.

Da in jeder konvergenten Reihe die Glieder immer kleiner und kleiner und schließlich unendlich klein werden


müssen, so wird

(8.)             lim

m+n=c




1

ml nl




"t"(a, b)

damdbn




R". Sn = 0,



d. h. es wird, wenn man mit d eine beliebig kleine Größe bezeichnet und m — n hinreichend groß macht, z. B.

m - n = q,


(9.)




1   | dm+n(p{a^ ö)

m\ n\ ! damdbn




Rm. Sn < ö.



Die Anzahl der Glieder in der durch Gleichung (3.) gegebenen Entwickelung von p(x, y) nach steigenden Potenzen von h und k, bei denen m — n < q ist, wird (10.)     1+2+8+.4_9+1).

4 q(q _i_ X)

Nun sei unter den —o--- Gliedern

1 I                 b} I ,

m\ n\ \ damdbn j '   ’

bei denen m — n < q ist, das größeste gleich G, wobei man für hinreichend große Werte von q annehmen darf,


daß d kleiner ist als G; dann wird nach Ungleichung (9.) für alle Werte von

1 m! n!

oder

11              । dm+n(p{a} b) _m! n \ Gr




m und n




b) , — - ' I Rm . Sn =




dam dbn



'                | damdbn                '

Dies gibt den

Satz 1. Ist p(x, y) für die betrachteten Werte von x und y eine eindeutige und stetige Funktion, die sich in eine konvergente, nach steigenden Potenzen von

x — a = h und y — b — k fortschreitende Reihe entwickeln läßt, so lange h < R und k<s ist, ist ferner unter den AI) G-liedern


I g(a, b) | ,




b)!

da P’




ö^a, b)

db




1

m! n!




b)

damdbn




Rm. Sn



für m — n < q das gröfeste gleich hinreichend groß macht, für alle Werte von m und n


Gr, so ist, wenn man q



| öm+nq)(a, b) \ | damdbn


m\ n\ G

R».Sn




Diesem Satze kann man noch eine andere Fassung




geben. (12.)




Es sei

d(x, y} =



[image: ]

{mWW-n\G





dann wird




(13.)




”+”9(x, y)

dxm öyn



[image: ]



[image: ]



also für x — a, y — b


(14.)



”+”d(a, b) (m—1)!n!G

d^öb11 ~ Rm. Sn

folglich geht Ungleichung (11.) über in


(15.) °""ea,b

‘ I da,ndln




1    ö”+"d(a, b) dm+n(P(a, b)




m—1 damdl)n




damdljn



Nun läßt sich die Differential-Gleichung

..  dy,. G

(16.)    d= “(, y) =

(1--R")(1—-g)

sehr leicht integrieren, wenn man sie auf die Form /, y—b 7        Gdx

(17.) (1 — ^)dy = 7——2

\ R)

bringt und beide Seiten dieser Gleichung integriert. Beachtet man dabei noch, daß y=b sein soll für x = a, so findet man


(18.)



z {y — b)2 G(X — a)

28        x — a

1 R

oder

(19.) (y - 6)2 - 28(y - 6) + 28G(—2) = 0.

-     •   O

1 R

Dies gibt


28SG(a—a) x — a R



(20.) y — b = S±]S2

Aus dieser Gleichung erhält man für x = a y-b = S + S,

folglich muß man in Gleichung (20.) das untere Zeichen nehmen, damit y^=b wird für x — a. Es ist also

(21.) y_+s_(1_2-a) . /s2 •S(,a)(s4 GR) \ K/V R

Setzt man jetzt

._. 1 2G 1


RS  P 2GR2 98—2GR S—2GR’



(22)R+s=g‘ also

so erkennt man, daß g < R wird. Gleichung (21.) geht da-durch über in

(23.) y=b+s-s(1-2-“)(1-

Die Ausdrücke

i                          _ i

. x — a\2    , /. x — a\2

1—g) und (—R)

kann man mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes nach steigenden Potenzen von x — a entwickeln, und zwar bleiben die Reihen, dag<R ist, unbedingt konvergent, wenn

[image: ]



ist. Deshalb kann man auch nach D.-R., Formel Nr. 117 der Tabelle das Produkt dieser beiden Reihen bilden und erhält

(24.) y = b + A{( — a) + Ag( — a)2 + A^x — a)8 + • • •.

Auch diese Reihe ist dann unbedingt konvergent, wenn x — a | < g ist.

Die Koeffizienten A1, A2, A3,... dieser konvergenten Reihe kann man aber auch nach den Angaben in § 85 finden, indem man

(25.)            y =F(x), also b = F{a)

setzt und nach dem Taylor sehen Lehrsätze entwickelt. Dies gibt

zonx , F(a), X I F\a) ,  F"1^

(26.) y=b-1(—a)--a(—C-3(—a)r-*, wobei

' F'^a) = T^a, b) = G,

Fuaj_(0+dy

(27)^        NO °y d/z=a,v=b

p.,  024_,020 dy /dy^ dT> d2y^\

w" L dx2 ' dxdy dx dy2 \dx)  dy dx2]x=a> y^b

ist. Die Bildung dieser Ausdrücke wird noch dadurch erleichtert, daß nach Gleichung (14.)

öm+nd(a, b) (m—1)!n!G


dam dbn



Rm. Sn ist. Gleichzeitig erkennt man daraus, daß die partiellen Ableitungen von d(x, y) für x=a, y = b sämtlich reell und positiv sind. Deshalb sind auch die Größen gog F‘^-A f‘W_a Fu(a)_

1! — 41;  91—— 42,  31—— 481***

sämtlich reell und positiv.

Vergleicht man mit der soeben gelösten Differential-Gleichung erster Ordnung die allgemeinere

dy /


(29.)



dz = 9(«, V),

bei welcher für g(x, y) die in Satz 1 angegebenen Voraussetzungen gelten, so findet man nach Gleichung (22.) in § 85

LI . 1 f“(a\      . I                1, |

(30.) y=b1/(—a)-Ar(—C)—31 (K— a)-**,

wobei nach den Gleichungen (19a.), (20a.) und (21.) in § 85

f(a) = b,


(31.)



f(a)=p(a, b), fu(a)=,"(a,b)=(2+@ed) fu(a)=6) = 029 + 200 dy + (dy)

LOx oxoy dx oy2 \dxj

dp d*y

dy dx2a, i/=b

wird. Daß auch diese Reihenentwicklung für | x — a unbedingt konvergent ist, ergibt sich unmittelbar aus Ungleichung (15.), nämlich aus denn deshalb wird auch


ö”+*p(a,




damdbn




""da, b)

damdbn ’



(32.)                                          \f"(a)\< F‘"(.a),...,

d. h. die in Gleichung (30.) dargestellte Reihe konvergiert unbedingt für alle Werte von x — für welche die in Gleichung (26.) dargestellte Reihe konvergiert. Dies gibt

Satz 2. Ist g(x, y} für die betrachteten Werte von x und y eine eindeutige und stetige Funktion, die sich in eine konvergente, nach steigenden Potenzen von x — a = h und y — b = k fortschreitende Reihe entwickeln läßt, so lange h<R und \ k\ < S ist, ist ferner für hinreichend große Q^Q _L 1)

Werte von q und für m - n < q unter den —g--- GUe-

21


dem




b)




m!n! damdbn




R" . Sn das gr'ößeste gleich G, so



honvergiert die Reihe


f“W, w (3 ,

-21 (3 — a}- + -31 (K—a)m----



y=b+ (? ( — a) +

unbedingt, so lange \x — a<g= s_ 2q R bleibt, und stellt das allgemeine Integral der Differential-Gleichung du = v(, w)

dar.

In ähnlicher Weise kann man auch die Existenz all

gemeiner Integral- Gleichungen nachweisen, wenn ein System von m simultanen Differential-Gleichungen erster Ordnung, ,                      .                       dyi dy-2

also m Gleichungen zwischen x, yi, y-21 ...Ym, 1.1  1.1

ax ax


dym dx




gegeben sind.



Auf diesen Fall läßt sich dann auch, wie schon ausgeführt wurde, die Integration der Differential-Gleichungen höherer Ordnung zurückführen.


§ 89.

Trennung der Variabein.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 212.)

Ist die Differential-Gleichung erster Ordnung
[image: ]




du

gegeben, so löse man sie in bezug aufauf, d. h. man

dX

bringe sie auf die Form


(2.) oder (2 a.)




dx               N{x, y)




M(x, y)dx + y^dy — 0.



Ist nun hierbei M(x, y) eine Funktion X der einzigen Veränderlichen x und N(x,y) eine Funktion Y der einzigen Veränderlichen y^ ist also

(3.)        M^y^X, N^y}=Y,

so kann man sofort das allgemeine Integral (4.)              J'Xdx ++ J'Ydy = C

bilden. Hat die Differential-Gleichung diese Form noch nicht, so wird man sie auf diese Form zu bringen suchen. Das Verfahren, welches man dabei ausführt, nennt man „Integration durch Trennung der Variabein“. Ist z. B. die Differential - Gleichung

(5.)            X Yxdx + X Y2dy = 0

gegeben, wo X1 und X2 Funktionen der einzigen Veränderlichen x, Y1 und Y2 Funktionen der einzigen Veränderlichen y sind, so dividiert man die linke Seite von Gleichung (5.) durch X2Y und erhält

(6.)             ax+Ydy=0,

2 -1 also

(7.)             /1 dx 4- f -2 dx = C.


J X2 J -1

Da ein Integral von der Form J Xdx als der Flächeninhalt einer ebenen Figur betrachtet werden kann (deren Begrenzung in Formel Nr. 4 der Tabelle angegeben ist), so nennt man hier, wo von der Integration der Differential-Gleichungen die Rede ist, die Ermittelung eines solchen Integrals eine „Quadratur“.

Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung

(8.)                 ydx — xdy = 0

integrieren.

Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (8.) durch — xy dividiert, erhält man (9.)         dy_d_o,

y X

/dy fdx ,     ,     ,,

— — / — = Iny — mx = In C, y J x ‘

(10.)                   y = Cx.

Die Integrations-Konstante ist in diesem Falle mit In C bezeichnet worden, damit der Übergang von den Logarithmen zu den Numeri erleichtert wird.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung

(11.)             (x2 — a2)dy — ydx = 0

integrieren.

Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (11.) durch (x2 — a2)y dividiert, erhält man

(12.)          dy_dz,=o,

y x2 — a2

also nach Formeln Nr. 29 a der Tabelle

„ i dy       do  , /w — a\

2a / — — 2a ---- = 2aIny — ln( —,— l = In C,

J y    Jx2 — a2          \—C/


(13.)



y2^=C

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung (14.)              x2dy + (y — a)dx — 0

integrieren.

Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (14.) durch x\y — a) dividiert, erhält man


(15.)




dy y — a




dx x2




(16-)



[image: ]




/d=1n(y — a) — 1 = In c,

JX2             X




In(y —a)=lnC+1=Inc- In(V/e),

RC




y — a C.Ve.



Aufgabe 4. Man soll die Differential-Grleichung (17.)         xydx — (a—x)(b- y)dy — 0

integrieren.

Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (17.) durch y{a - x) dividiert, erhält man (18.) zdz(b+)dy(1--a)a_(14bay_o,

a—R y \ a—x/ \ y/

f(^~ 4) - /(1 + ^)dy =1- aln(a + a)—y—blny= c, oder

(19.)        x — y— C—ln(a—x)“.y°].

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung (20.)        a?ydx - ydx — xy2dy — xdy — 0

integrieren.

Auflösung. Man kann die vorgelegte Differential-Gleichung zunächst auf die Form

(x8 + Y)ydx + x{y2 — V)dy = 0 bringen und dann durch xy dividieren. Dadurch erhält man

(3 1)da , (y2 — ^dy _ n x          y

e+^)dx +/(- 1)ay = C,

öder

3             2

(22.)       ,lnx—,—lny=C.

• Z

Kiepert, Integral - Rechnung.
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Aufgabe 6. Man soll die Differential -Gleichung (23.)        (1 + x^dy — V1 — y2dx = 0

integrieren.

Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (23.) durch. (1 - x2)V 1 — y2 dividiert, erhält man


(24.) also (25.)



dydx  _0

V1—y2 1+22 ’

C dy 6 dx

“— — I —— = arcsny — arctgx =

V1—y2 J1—x2 y 5

Aufgabe 7. Man soll die Differential-Gleichung (26.) xdy — ydx =dyV1-x2 +dxV1- y2 integrieren.

Auflösung. Man bringt die Differential-Gleichung zunächst auf die Form

(27.) (x — V1 + x2}dy — (y + V1 ++ y2}dx = 0 und dividiert die linke Seite dieser Gleichung durch {x — V1—x2) und durch (y—V1-y2); dies gibt (28.)     --dy--dz_o,

y -|- V1 — y2  x—V1-x2

oder

(29.)    (V1+y— y)dy + (V1 + x2 + x}dx = 0,

folglich findet man nach Formel Nr. 129 der Tabelle

+2V1+22+21n(+V1+2*+2=2C,

oder

(30.) 2—+aV1+22+ yV1 4- y2

4- In[( + V1 4- a)) (y+V1+ 7] = c.

Aufgabe 8. Man soll die Differential-Gleichung (31.)            sinxsinydy = cosxcosydx

integrieren.

Auflösung. Indem man Gleichung (31.) durch. —sinxcosy dividiert, erhält man

cosxdx  sinydy  o

sinx cosy

also durch Integration

In (sinx) - In (cosy) = In C, oder


(33.)



sinxcosy = C.

Aufgabe 9. Man soll alle Kurven bestimmen, bei denen die Subtangente die konstante Länge a hat.

doc

Auflösung. Da die Subtangente einer Kurve St = y dy ist, so erhält man der Reihe nach die Gleichungen


(34.)




(35.)




(36.) oder




dx

y— — a,

‘dy

_ady

OeU --- 9

y

x — Xo a\n.y^



(37.)

Das ist die Gleichung der logarithmischen Linie.

Aufgabe 10. Man soll alle Kurven bestimmen, bei denen die Subtangente n-mal so groß ist wie die zugehörige Abszisse.

Auflösung. Für die gesuchten Kurven wird wobei man die Integrations-Konstante mit ln(2p) bezeichnet hat. Dies gibt


(38.)




(39.)




(40.)




dx y- = nx. ydy ‘

dxndy x ~ y '

Ina; - ln(2p) = nlny.



(41.)                    yn = 2px, also die Gleichung der verallgemeinerten Parabel.

31*

Für n stellt die Gleichung die gewöhnliche Parabel dar, für welche die Subtangente doppelt so groß ist wie die Abszisse.

Aufgabe 11. Man soll alle Kurven bestimmen, bei denen die Polar-Subnormale die konstante Länge a hat.

do

Auflösung. Die Polar - Subnormale ist Sn=d‘ folglich wird für die gesuchten Kurven dy (42.)           — — a^ oder dr — a.dg)^

(43.)                   r = a(o — Po).

Die gesuchten Kurven sind also Archimedische Spiralen. 1

Aufgabe 12. Man soll alle Kurven bestimmen, bei denen die Polar-Subtangente die konstante Länge a hat. y2dco

Auflösung. Die Polar-Subtangente ist St — i folglich wird für die gesuchten Kurven ,.             r2d(p            ,      , adr

(44.)         —=— = a, oder da = —, »

dr              r

(45.)     9? — Po — ^5 oder r(o — Po) — a.

Die gesuchten Kurven sind also hyperbolische Spiralen.

Aufgabe 13. Man soll alle Kurven bestimmen, welche mit der X-Achse, vom Nullpunkt an gerechnet, und mit der Ordinate QP ein Flächenstück OQP begrenzen, dessen Inhalt der nte Teil des Rechtecks xy ist.

Auflösung. Da das von der Kurve begrenzte Flächenstück den Inhalt

x

(46.)                 F =Jydx

o

hat, so erhält man für die gesuchten Kurven die Gleichung x

(47.) xy = njydx^ oder xdyydx = nydx^ o

xdy — (n — l)ydx,

;                dy . .dx

(48.)             =(n—1)1

y           “

Iny = {n — 1)1nx + InC = In(Cx”- 1),

(49.)                   y = Cx”-1.

Die gesuchten Kurven sind wieder verallgemeinerte Parabeln.

Aufgabe 14. Man soll eine Kurve bestimmen, deren Tangente die konstante Länge a hat.

ds

Auflösung. Die Tangente einer Kurve ist T = y dy‘ folglich erhält man


(50.)




ds dy




oder y\dx2 - dy2) = a2dy2,




(51.)




y2dx2 = (a2 — y2)dy2,

y/a2 — 2

-dx=L"--^-dy =

- y




± ydx = Va2 — y2 . dy, a2dy        ydy

y\ c? — y2   v a2 — y2



Indem man beide Seiten dieser Gleichung integriert, findet man nach den Formeln 37 und 31 der Tabelle

(52.)   ±( — 2») = va — y2 — aln (“ ±¥--•) .

Die Kurve, welche dieser Gleichung entspricht, wird „Traktrix von Huyghens“ genannt.

Aufgabe 15. Man soll alle Kurven bestimmen, bei denen der Flächeninhalt eines jeden Sektors zu der Differenz der Quadrate der den Sektor begrenzenden Leitstrahlen proportional ist.

Auflösung. Nennt man die begrenzenden Leitstrahlen und r und die zugehörigen Argumente 91 und p, so wird nach Formel Nr. 134 der Tabelle der Flächeninhalt des Sektors

P

(53.)                  S=^Jr2d(p,

•i

so daß für die gesuchten Kurven die Gleichung

P n(r2 — ri2) = +jrdp

486 gilt. Betrachtet man dabei r und P als veränderlich, während rr und 9 konstant sind, so folgt aus Gleichung (54.) durch Differentiation


	
(55.)
	
^nrdr — r2dg,


	
(56.)
	
. dr ,

4n — = dtp, r

4nlnr = P — g)Qy (—Qo


	
(57.) oder, (58.) setzt, (59.)
	
r4n -- eP-Po    r -- Q 4n

wenn man

1

— —a, e—«o=C

4n ‘

r — ea(®—‘o), oder r = C. eaq.




Dies ist die Gleichung der logarithmischen Spirale.

§ 90.

Integration der Gleichungen von der Form d = f(Y).

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 213.)

In den meisten Fällen wird die Trennung der Variabein bei der Differential-Gleichung

(1.)             M(x, y)dx — y^dy — 0

durch einfache Multiplikation oder Division nicht möglich sein. Mitunter wird aber die Differential-Gleichung durch passende Substitution so umgeformt werden können, daß dann die Trennung der Variabein durchführbar ist.

Sind z. B. M(x, y) und N(x,y) beide homogene Funktionen mten Grades, wird also

(2.) Mttx, ty} = tm .      y), N{tx^ ty) = t,n . N(x, y)

so kann man die Trennung der Variabein in folgender Weise ermöglichen.

Aus den Gleichungen (2.) findet man für t = -

O

(3.)    v(1,              N(1, V_N(,y).

7       \ X/ Xm       \ X/ X"1


dy _ f(y).

dx 7 \x/
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Dividiert man also Gleichung (1.) durch x" und be-ar(1, !) zeichnet ■ (4.) oder (5.)


----- mit f(-), so erhält man

*(" 3 "

M(1, 2)a:+N(1, 2)ay=0,

^y = f(y\

dx ‘ \x/

man jetzt

— = z, also y = xz,



Setzt

(6.) so wird

(7.)                 dy = zdx - xdz,

und Gleichung (5.) geht über in g, (8.)                   z + x-j- = f(zy,

OJ dies gibt o.                       dz dx

m f(2)—2sx2 die Trennung der Variabein ist also durchgeführt.

Man hätte natürlich auch mit demselben Rechte x — yz setzen können und dadurch eine Dif ferential - Gleichung zwischen y und z erhalten, bei der sich ebenfalls die Trennung der Variabein ohne weiteres ausführen läßt.

Beispiele.

In den folgenden Aufgaben ist das angegebene Verfahren anwendbar, weil M(x, y) und N(x, y) jedesmal homogene Funktionen gleich hohen Grades sind.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung (10.)              {x + y^dx + xdy = 0

integrieren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, findet man (x — xz~)dx — x^zdx 4- xdz} = 0, oder, wenn man durch x dividiert und ordnet, (11.)            (1 + ^dx + xdz = 0.

Jetzt ergibt sich durch Trennung der Variabein (12.)            - + da, = 0

X 1——2z

und durch Integration

2 Ina; + ln(l + ^z} = In C, also

(13.)      x2(1 + 22) = C, oder x(x + 2y) = C.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung (14.)           (x — y}dx {y — x^dy = 0

integrieren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, findet man (x — xz}dx — ^xz — x) {zdx - xdz) = 0, oder, wenn man durch x dividiert und ordnet, (15.)          (1 + z^dx +(2 — Y)xdz = 0.

Jetzt ergibt sich durch Trennung der Variabein , dx (z—Y)dz_ n - x1—22 und durch Integration

Ina; + +ln(1 + 22) — arctg2 = In C, oder (ln     ("*")-()

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung

(18.)           xdy — ydx = dxVx2 — y2

integrieren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, findet man x{zdx — xdz) — xzdx = x^dz = dxVx2 — x2z2, oder, wenn man durch x dividiert,

(19.)               xdz = dx\ 1z1

also durch Trennung der Variabein

(20.)                    dz _d:

V1—z2 X

und durch Integration

In (z + V1 + 22) =Ina-+ In C,

z + V1 + 22 = Cx^

y + Vx2 + y- = Cx2, oder Vx2 + y1 = Cx2 — y.

Dies gibt

x2 — y2 = C2x* — ^Cx2y 4- y2^

oder

(21.)            1—2Cy— C2x2=0.

Aufgabe 4. Man soll die Differential -Gleichung

(22.)        (2x3— 135y)dx—81xy2dy=0

integrieren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, findet man (2x3 — 135 x^zA}dx - 81 xJz2(xdz - zdx} = 0,

oder, wenn man durch x3 dividiert,

(2 — 13528)dx + 8122(xdz + zdx) = 0,

(23.)      (2 — 5428)da + 81 z2xdz = 0.

Durch Trennung der Variabein erhält man daher

2dx 81 z2dz


(24.)



IT = 2728 — 1

und durch Integration

In(x2) = In (27 23 — 1) — In c, also (25.) Cx2 = 27 23 — 1, oder Cx5 ==27y8 — 23.

Aufgabe 5. Man soll die Differential -Gleichung (26.)         (ßy fi- 10x)dx + (ßy + 7x)dy = 0

integrieren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, erhält man (ßxz — 10x)dx —(5x2- 7 x){xdz — zdx) = 0, oder, wenn man durch x dividiert und ordnet,

490

(27.)     (522 + 152 + 10)dx + (52 + 7}xdz = 0.

Jetzt ergibt sich durch Trennung der Variabein bdx    (5z — 7}dz  ‘Idz     3dz

x     22—32—2    2+1  2+2

und durch Integration

5ln = InC — 21n(2 4-1) — 3 In {z + 2), also (29.) xa{z + 1)2(2 4- 2)3 = C, oder {x 4- y)2(2x — y)3 = C.

Aufgabe 6. Man soll die Differential-Gleichung 



(30.) (aVa2 +y2 — cx}dx + (6 Vo2 4- y2 — cy^dy = 0 integrieren.

Auflösung. Indem man y =xz setzt, erhält man

 

(aV2+x222 — cx)dx—(bVx2+x222 — cxz^xdz zdx) — 0,

oder, wenn man durch x dividiert und ordnet,  

(31.) [(a+b2)V1+22 — c(1422)]dx ++x(bV1+22—cz}dz = 0.


Jetzt

(32.) oder

(32 a.)

Da ii



ergibt sich durch Trennung der Variabein



dx (b V1 + 22 - CZ^Z  Q

g V1+2(a+bz - cV1 + 22) ‘

 (b — .....-z cz)a.

dx LS V1+22   o

x a—bz — cV1 + 22

dem zweiten Gliede der Zähler gerade das Diffe

rential des Nenners ist, so erhält man durch Integration 

In«+In(a—bz — cV1 + 22) = InC,

also 

x(a +bz — cV 1 + z2) = C,

oder 

(33.)           ax — by — cVx2 + y2 = C.

Weit leichter wird die Lösung dieser Aufgabe durch die Substitution

(34.)         x2—y2==r2, xdx 4- ydy = rdr, denn dadurch geht Gleichung (30.) über in

ardx — irdy — crdr — 0,

oder

(35.)             adx - ^dy — cdr = 0,

woraus man wieder in Übereinstimmung mit Gleichung (33.) ax—by — er = C

findet.

Aufgabe 7. Man soll alle Kurven bestimmen, bei denen die Summe der Abszisse x und des Radiusvektor r gleich der Subtangente ist.

Auflösung. Die Subtangente einer Kurve ist bekannt-dx

lieh y dy i folglich gilt für die gesuchten Kurven die Differential - Gleichung

dx dy


oder (36.)






ydx =(x—Vx2- y2}dy.



Hier wird man zweckmäßigerweise x = yz setzen, wodurch Gleichung (36.) übergeht in 

y(ydz +    = (2 + Vy2^ fi- y^dy,

oder, wenn man durch y dividiert und ordnet, 

(37.)             ydz =V1+22dy.

Jetzt ergibt sich durch Trennung der Variabein


(38.)



dz dy v1-22 y

und durch Integration 

In(2 +V1-22) lny — Ina,

wobei die Integrations-Konstante mit Ina bezeichnet ist.


Daraus (39.)



folgt

 

a{z +V1 +22) =, oder a(x + V2- y2) = y2, a Vx2 - y2 = y2 — ax^


(40.)



a2x2 fi- a2y2 — y^ — ‘laxy2 4- a2x2, y2 = ‘‘Lax 4- a2.

Die gesuchten Kurven sind also Parabeln^ deren Brennpunkt zum Anfangspunkt der Koordinaten gewählt ist. Dabei wird

(41.) r=x—a, St = x 4- r = 2x - a.

§ 91.

Einige weitere Fälle, in denen man die Trennung der Variabein ausführen kann.

Mitunter kann man die Funktionen M (x, y) und y) in der Dif ferential - Gleichung

(1.)             M(x, y}dx — N(x, y}dy — 0,

auch wenn sie nicht homogen sind, durch eine Parallelverschiebung der Koordinaten, also indem man (2.)          g=g‘+§, y=y+1

setzt und die Konstanten S und n passend wählt, homogen machen. Wie dies geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung (3.)      2(x — 2y — tydx 4- (5a? — y — 7)dy — 0

integrieren.

Auflösung. Indem man die Werte von x und y aus den Gleichungen (2.) in die Gleichung (3.) einsetzt, erhält man (4.) 2(x1 — 2y‘+5 — 2n — ^dx' + (5x0 — y‘—55 — n — ^}dyl = 0.

Damit die Faktoren von dP und dy‘ in dieser Gleichung homogene Funktionen ersten Grades von x* und yl werden, muß man g und n so bestimmen, daß (5.)      § — 2 z/ — 5 = 0 und 5g — 7 — 7 = 0

wird. Dies gibt

(6.)             §=1,  =—2,

also

(7.)          =g+1, y=y—2.

Dadurch geht Gleichung (4.) über in

(8.)           2(‘ — ^y^dx* -j- (5a?' — y^dy1 = 0.
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Indem man y* = x‘z setzt, erhält man

2(‘ —        + (5x‘ — x‘z}(x‘dz + zdx1} = 0,

oder, wenn man durch x* dividiert und ordnet, (9.)         (2+2 — z2}dx‘ + (5 — z}x‘dz = 0.

Jetzt ergibt sich durch Trennung der Variabein

n, dx‘(— z — b}dz 2dz , dz

x1 z2 — z — 2s z + 1 z — 2

und durch Integration

Ina?' = — 21n(2 + 1)+ In(2 — 2) + In C, oder

x\z + l)2 = C{z — 2),

(11.)               (y + x1)2 = C(y‘ — 2x).

Daraus folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (7.) (12.)       (2+1+1= C{y —22+ 4).

In ähnlicher Weise kann man ganz allgemein die Differential - Gleichung

(13.) (ax — by - c)dx — (ax — by — ci}dy = 0 integrieren. Setzt man nämlich wieder

(14.)         3 =-++§, y=y+1,

so geht Gleichung (13.) über in

(15.) (ax' + by' + a^ + by + c^d^+^aix'+biy'+a^+biy+c^dy1 = 0.

Jetzt kann man die Konstanten S und n so bestimmen, daß

(16.)   a§—bn+c=0 und a + b,n —+c,=0

wird, indem man

. bc b\c    ca   ca

Cb1 — d\b Cb1 — C10

setzt. Dadurch werden in Gleichung (15.) die Faktoren von dx‘ und dy^ nämlich

(18.) M(x‘, y^ = ax‘ + by1 und N{x‘, y‘) = ax‘ + biy‘ homogene Funktionen, und die Dif ferential - Gleichung erhält die Gestalt

(19.) (ax‘ + by^dx1 + («1«' - bry^dy" = 0,

494 § 91. Weitere Beispiele für die Trennung der Variabein, so daß man sofort das im vorhergehenden Paragraphen angegebene Verfahren anwenden kann.

Bei dieser Umformung ist allerdings stillschweigend die Voraussetzung gemacht worden, daß die Determinante abi — ab von Null verschieden ist. Wenn (20.) abi— ab=0, oder a : a = b : bi = m ist, so wird (21.)             ax - by = m^aix - biy}.

Das weist darauf hin, daß man hier (22.) ax — biy = z, also adx — btdy — dz setzt; dann geht die gegebene Differential-Gleichung (13.) über in

(mz - c}dx - (z — ci}dy = 0, oder

bi(mz - c)dx — {z - ei') {dz — aidx} — 0,

[(bm — ai)z — (bic •—• aiCi)}dx — {z - ci)dz = 0, (23.)      d=_ -----(+o)da-----5'

{bim — C) -f- (b1c — aiCi)

Beispiel.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung (24.) {x — 2y + ^)dx — (3x — 6y+ 19)dy = 0 integrieren.

Auflösung. In diesem Falle ist z = — 3—6, m — 1, bim — «i = 1, bic — ac1 = — 3, folglich wird nach Gleichung (23.) zqk \     ,            l^dz                dz

(25.) dx = —  ----4— = — dz + 16---, ?

z — 3            z — 3

also

x = — z + 161n(z — 3) 4- 2C, oder

(26.) x— 3y+81n(6y— 3x— 3) 4- (7=0.

Unter der Voraussetzung, daß abi — aib von Null verschieden ist, kann man die Differential-Gleichung

§ 91. Weitere Beispiele für die Trennung der Variabein. 495 {ax — by- c)dx - (ajx - by — ci}dy = 0 auch dadurch integrieren, daß man

(27.) M(x, y)=ax—by—c=u, N(x, y} = ax + by—c1=v setzt und die Größen u und v zu Integrations-Veränderlichen macht; dann wird

(28.) du — adx - bdy, dv = aydx — b\dy, also

( (ab — aib^dx — b\du — bdv, (29.)             <

( (ab — a\b}dy = — a\du - adv.

Deshalb geht die vorgelegte Differential-Gleichung über in

uQjydu — bdv} - v{— a^du - adv} = 0, oder

(30.)       (bu — avv}du 4- (— bu - av}dv = 0.

In dieser Gleichung sind die Faktoren von du und dv homogene Funktionen ersten Grades von u und v.

Beispiel.

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung (31.)  (4x —5y4 11)dx +(—35+4y— 7}dy = 0

integrieren.

Auflösung. Hier setze man (32.)   4« — ^y-^ü — u^ —3x—+4y — 7=v,

dann wird

4dx — 5dy = du, — 3dx - ^dy = dv, (33.) dx — ^du — ^dv, dy = ^du -f- 4dv, folglich geFt Gleichung (31.) über in

u{^du 4- bdv} 4- v(ßdu 4- ^dv} = 0, oder

(34.)          (4u 4- ^v}du 4- (bu + 4v}dv = 0.

Für v = uz erhält man hieraus

(^u 4- ^uz}du 4- (bu 4- ^uz}(udz 4- zdu} — 0, oder, wenn man diese Gleichung durch u dividiert und ordnet,

(35.)      (4 + 82 4- 422)du + (5 + ^z)udz = 0,

^du (4z -f- 5)dz n

36 u+22+2+1°

oder

4du । 4dz । dz __n

u + 2+1 T (z—1)2 s

(37.)      41nu+4In(2+1)—-1=c,

% t -

oder

4ln(uz + M) -      = C.

O I •U

Dies gibt

(38.)            41n(u-v)--= C,

u 4- v

pder

(39.)     4ln(a—y—4)----- A = C.

• y ~r

§ 92.

Lineare Differential-Gleichungen erster Ordnung.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 214.)

Die Dif ferential - Gleichungen erster Ordnung kann man weiter einteilen nach dem Grade, den sie in bezug auf dy ’                 6 dx

und y haben. Demnach versteht man unter einer Differential-Gleichung erster Ordnung und ersten Grades eine Gleichung von der Form

(1.) d+y.f()=c(c),

wobei f(x) und g(x) noch beliebige stetige Funktionen von x sind. Gewöhnlich nennt man eine solche Gleichung „eine lineare Differential-Gleichung erster Ordnung'' und kann zu ihrer Integration die folgenden Methoden anwenden.

1. Methode von Bernoulli. Man setze

.                        . dy dz , du

(2.)       u ■= uz. also —=M-——2—,

'                 ’ dx dx dx

dann geht Gleichung (1.) über in

(3•)          Udx + Z[di~^~U' fa) = P(«)-

Von den beiden Funktionen u und z kann man die eine noch ganz beliebig annehmen; deshalb werde u so bestimmt, daß in Gleichung (3.) der Faktor von z verschwindet, daß also

(4.)               du+u. f() = 0

UJ

wird. Dies gibt

(5.)                  du = — f(x)dx,

0

also durch Integration

(6.) Inu = —Jf{x}dx, oder u = e

Durch diese Bestimmung von u reduziert sich Gleichung (3.) auf

(7.) u~ = g>{x\ oder dz = ^(x}. eJ/ce)d . da.

folglich wird

(8.)               z =jg)(x). ered. dz + c,

also


z 6 z . ff^ax      1

l^p(x). e . dx + C.



(9.) y = uz = e -

Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll die Dif ferential - Gleichung

(10.)          dy--2y,=(+1

dx x -f-1

integrieren.

Auflösung. Indem man y = uz setzt, findet man aus

Gleichung (10.)

Kiepert, Integral-Rechnung.                                 32

dz, /du 2uN / 0.1 

(11) "az*(aza+1)-"*1

Damit der Faktor von z in dieser Gleichung verschwindet, bestimmt man u so, daß .. du 2u _    , du 2do

(12.)      ---— = 0, oder — = —

dx x 1            u x - 1

wird. Dies gibt

(13.)      lnu=2ln(x—1), oder u = {x - 1)2.

Für diesen Wert von u reduziert sich Gleichung (11.) auf

Ng

(14.) ug=(x- 1)8, oder dz = (x + l)dx.

Hier findet man durch Integration

(15.)             22=(+ l)2 + C,

(16.) 2y = 2uz =( 1)4 + C^x + l)2.

Da es bei der Bestimmung von u nur darauf ankommt, daß in Gleichung (3.) der Faktor von z verschwindet, so braucht man in Gleichung (6.) keine Integrations-Konstante hinzuzufügen.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung

(z) _ dz-a-a

integrieren.

Auflösung. Indem man y = uz setzt, findet man aus Gleichung (17.) ..            dz, [du \    .

(18.)          u-z——z(—,--au\=x^.

dx \dx /

Damit der Faktor von z in dieser Gleichung verschwindet, bestimmt man u so, daß


(19.)



du          du

---au oder — = adx

dx                 u wird. Dies gibt

(20.)           lnu=ax, oder u — eax.

Für diesen Wert von u reduziert sich Gleichung (18.) auf

dz

(21.)       u=x4, oder dz — e~ax. x^dx.

OO

Hieraus erhält man durch partielle Integration

(22.) 2= — 1 • e~ax{a^ + 4a8z8 + 12a2a2 + 24ax + 24) + C, folglich wird

(23.) a\Ceax — y) = a4x4 + 4aßxs + 12a?2x2 + 24ax + 24.

Aufgabe 3. Man soll die Differential - Gleichung   

(24.) dy - y = a g+V1+2

da V1 + x2 V1 — x2

integrieren.

Auflösung. Indem man y = uz setzt, erhält man der nach die folgenden Gleichungen


Reihe



dz , /du u \ x 4- V1 - x2 


(25.)



2, ■ + 2( ,--- / ) = a . / - — 1

dx    \dx   V1 — x2/ V1 — x2

du u o du dx dx V1-x2    ‘ u V1—x2‘


(26.)



In u = In (x + V1 +x2),  u=x—V1+x2.

Deshalb geht Gleichung (25.) über in 

dz '   -V1-x2    dz a



u — = a---,______— j oder —— — ■  1

dx V1—x2         da V1— x2

also

-x         7 udx                    .     , ,

(27.) dz =  » z — a. arcsin. -f- C,

V1 — x2

(28c) y = uz — (x 4- V1 4- x2)^. arcsinx 4- C).

2. Methode von Lagrange (Variation der Konstanten).

Man ersetze zunächst die Differential - Gleichung (29.)              du+y. f() = ()

durch die Gleichung


(30.)




d+y.f(c)- 0,



du

welche in bezug auf y undhomogen ist, und bei der

O50

ohne weiteres die Trennung der Variabein ausgeführt werden kann. Dadurch erhält man


	
(31.)
	
f{x)dx




und durch Integration


	
(32.) oder
	
Iny = —Jf{x)dx - Inc,


	
(33.)
	
—!

y = c.eJ




Versucht man jetzt, ob die Gleichung (33.) auch ein Integral der Gleichung (29.) ist, so erkennt man, daß dies nur möglich ist, wenn man c nicht als eine Konstante^ sondern als eine Funktion von x betrachtet. Aus Gleichung


	
(33.) oder (32.) Differentiation
	
findet man unter dieser Annahme durch

1 dy , , .     1 dc

- 'n--— f(x) — —’

y dx          c dx




oder


	
(34.)
	
dy ,     ... y dc

—y. f{x}

dx         7 c dx




folglich wird nach Gleichung (29.) und (33.)


	
(35.) oder
	
y dc     —f/{x)dxdc      , .

=e- =9(a),

c dx          dx

da"): ,


	
(36.)
	
c — (ea) . eJrcayde d + c,




also in Übereinstimmung mit Gleichung (9.)

g- .           —//(dz f                  ‘

(37.) y = e (9(x) .e . dx C


		
Beispiele.


	
Aufgabe 4.
	
Man soll die Differential-Gleichung


	
(38.)

integrieren.
	
dy ,

d t ay = b . emx




Auflösung. Integriert man zunächst die lineare, homogene Differential - Gleichung


(39.)



dy + ay = 0, Ol•

so findet man durch. Trennung der Variabein du

(40.)     y=- adx^ also Iny = — ax Inc,

(41.)                     y = c. e~ax.

Wenn man hierbei c als eine Funktion von x be-trachtet, so erhält man durch Differentiation


oder

(42.)



also

dc

(43.)                  — = & . e(a+")«,

CCjC

(44.) c = b le^a+^x. dx = —[e(c-+»)a + C ,

J                 O - 7/0

(45.)         y = -b ^x + Ce~^.

O -— Tle

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung

(46.)              dy+V_a

erhält man

(48.)        lny — Inc — Inx, oder xy = c.

Betrachtet man jetzt c als veränderlich^ so erhält man aus dieser Gleichung durch Differentiation

491dy_1de_1, Oder dy-iry=ydc-=1 dc^.

• * y dx c dx x         dx x c dx x dx

Deshalb geht Gleichung (46.) über in

(50.)         1de_a, also dc = axdx.

x dx

folglich wird mit Rücksicht auf Gleichung (48.)

(51.) 2c = ax2 + C, also 2xy = ax2 + C.

Aufgabe 6. Man soll die Differential - Gleichung

(52.)         (1—3)4+xy=a

integrieren.

Auflösung. Durch Integration der linearen, homogenen Differential - Gleichung

). dy,            i dy 2xdx

(o3.)   (1 — x2} / — xy oder 2 — = — --—

dx                   y 1 — x2

erhält man

(54.)   In(y2)=In(1—x2) + Inc, oder y2 = c(l—x2}.

Betrachtet man jetzt c als veränderlich^ so erhält man aus dieser Gleichung durch Differentiation

2 dy — 2x 1 dc

y dx 1 — x2 c dx oder

(o5.)        (1 — x2) , + xy = (1 — x2} ~ • -j-•

n       K ' dx        x ' 2c dx

Deshalb geht Gleichung (52.) über in

(656) a-0,2-a

dies gibt mit Rücksicht auf Gleichung (54.)

(1— x2)V1— x2 dc                       -f

2Vc dx ‘                                ’

also für x = sint, V1 — x2 = cost, dx = CGstdt

2Vc=2aj(1—x2) dz = 2ajc0s2=2atgt + 2C,

(58.)        ve=“+C.

Kl — x2

Deshalb findet man aus Gleichung (54.)

(59.)           y=ax-CV1 — x2.

3. Methode des integrierenden Faktors.

Man multipliziere die Differential-Gleichung (60.)                d + y • f(a) = mit dem Faktor a(x)dx, man bilde also

(61.)                -j- p(x) [y . f(x) — g(x)]dx = 0

und bestimme die Funktion a(x) so, daß die linke Seite von Gleichung (61.) ein vollständiges Differential wird, d. h. so, daß die Bedingung


(62.)




M(x, y}    ÖN(x, y)

dy       dx



erfüllt wird, wobei in dem vorliegenden Falle

(63.) M(x, y) = p(x) [y. f{x} — g(a) , N{x, y) = p(x)

ist. Dies gibt also die Gleichung


(64.)

(65.)




•(x) . f^x) = P‘(x),

In[a(x)] =Jf{x)dx^




oder P (2) dx — f(x)dx.

4(x) 1




oder P(a) = e



Deshalb geht Gleichung (61.) über in (66.) du = e/it \y . f{x) — g){xf\dx + e/i". dy = 0, folglich wird nach dem in § 80 und 81 angegebenen Verfahren (67.) u =/N(«, y)dy + X = y . er + X, wobei X nur noch eine Funktion der einzigen Veränder-liehen x ist. Dabei wird mit Rücksicht auf Gleichung (66.)

du       Cf^dx dx lf^c)dx

dx = y 'e f(a) + —e LV ■ / («) ~ 9(3)1,

also

dx        ff(x)dx                 f ff^x)dx

(68.) do= — e •9(3),   =—/9(X)e    . dx\ man findet daher in Übereinstimmung mit den Gleichungen (9.) und (37.)

(69.) u = y . Jrn x—fo(a) . Jr. d=c,

oder

(70.) y - e Jre . [fa) • Jrd. d+c].

Beispiele.

Aufgabe 7. Man soll die Differential-Gleichung

<71,               dy  y  arctga

"        da1—x2 1—x2

integrieren.

Auflösung. Durch Multiplikation mit pp(x)dx geht Gleichung (71.) über in 

(72.)    w() (,I,  arctg-)dc + ^dy = 0 •

x-1- -r •      1 f• /

Damit die linke Seite dieser Gleichung ein vollständiges Differential wird, muß

ap(oc)                          ap’(x)           dx

(7 3.)    — -—— a‘(x), oder —.)l dx = ——9

1 — x2  ‘      (a)    1—2

sein. Daraus folgt, wenn man arctga; mit t bezeichnet,

(74.) In[v(x)]=arctgx=t, oder w(x) = eL

Gleichung (72.) geht daher über in 

(75.)      au=e(y—1,4,+edy=0,

oder

(75 a.)          du = e\y — t}dt — efdy = 0.

Dies gibt durch Integration

(76.)           u^y.e^-YT^C,

wobei T eine Funktion der einzigen Veränderlichen t ist,


also (77.)



dT = — t.^dt^ T = —e‘(t — 1),

(78.)          u = y.et— e\t — 1) = C,

(79.) y — t—1+C.e-t=arctgx—1—Ce—aretg«.

Die Lösung der Aufgabe wird erleichtert, wenn man von Anfang an

arctgx=t, also -—;—- = dt

°      ’        1 + x2

einführt. Gleichung (71.) geht dann über in

Hieraus erhält man durch Multiplikation mit w(t)dt v(t)(y — t)dt + v(t)dy = o.

Damit die linke Seite dieser Gleichung ein vollständiges Differential wird, muß man

W) = v‘(t), also V( =1, In v(t) = t, v() = e‘ P\)

setzen. Dies gibt dann in Übereinstimmung mit Gleichung (75 a.)

du = (y — t)eedt - efdy = 0.

Aufgabe 8. Man soll die Differential-Gleichung

(80.)          dy + zy,  sinx

dx 1 — x2 V1-x2

integrieren.

Auflösung. Indem man Gleichung (80.) mit p(x)dx multipliziert, erhält man

...       / ./ xy        sinw       .   ,,, n

(8i.)       (1+x2 — v1—22)d3 + ^dy = 0

Damit die linke Seite dieser Gleichung ein vollstän

diges Differential ist, muß

o.         o(x) . j wp‘(x)dx xdx

(82.)           =A(x), oder

1 -f- x2                    Pa) 1 + x2

sein. Daraus folgt

(83.) In [v(x)] = ln(1 + x2), oder v(xc) = V1 + x2.

Gleichung (81.) geht daher über in

(84.) du =(“4 — sin)da + yi + x2. dy = 0.

Dies gibt durch Integration

(85.)         u = y V1-x2 +X=C,

wobei X eine Funktion der einzigen Veränderlichen x ist, also mit Rücksicht auf Gleichung (84.)

(86.) du,, x V1 + x2 da V1 4- x2

(87.)         dX =—sinxdx, X=cosx,

(88.)        u=yV1+x2- cos = C.

Aufgabe 9. Man soll die Differential-Grieichung du

(89.)              d —     = 2 cos2a

integrieren.

Auflösung. Indem man Gleichung (89.) mit p(x)dx multipliziert, erhält man

(90.) w(x) (—      — 2cos2x)dx - ip{x)dy = 0.

Damit die linke Seite dieser Gleichung ein vollständiges Differential ist, muß

, XX         , .     □     ap‘(xc)dx -- sinxda

(91.) -")tga=F(") oder

sein. Daraus folgt

(92.) In [ap(x)] = In (cos x), oder p(x)=cosx.

Gleichung (90.) geht daher über in

(93.) du = -— (ysinx — 2cos3x)dx + cosx . dy = 0.

Dies gibt durch Integration

(94.)             u = ycosx X = C,

wobei X eine Funktion der einzigen Veränderlichen x ist, also mit Rücksicht auf Gleichung (93.)

Ou • , dX • - , (95.)    Sg = — ysin« T d — — ysina — 2cosr%,

(96.)    dX = — 2cos3xdx = — 2(1 — sin2x)cosxdx,

X——2(sinx— 1sin3x), (97.)    3 = ycosx— 6sinx — 2sin3x = 3C.

§ 93.

Gleichung von Bernoulli.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 215.)

In manchen Fällen läßt sich eine Differential-Gleichung erster Ordnung, welche nicht linear ist, durch eine passend gewählte Substitution zu einer linearen machen. Es sei z. B. nach Bernoulli


(1.)




y“ dx + ya+1 ’     = y? '



wobei a und B beliebige positive oder negative, ganze oder gebrochene Zahlen sind. Setzt man dann ß — a = n, so kann man die Gleichung auf die Form

(2.) dy — y. f(x) = yn . oder 1dy_f=p(a)

7 dx v ’     n‘‘        yndx yn~r '

bringen. Ist hierbei n so geht Gleichung (2.) in über und ist eine lineare Dif ferential - Gleichung erster Ordnung, wie sie in dem vorhergehenden Paragraphen behandelt worden ist.

Wird n — 1, so kann man Gleichung (2.) auf die Form bringen, d. h. man kann die Trennung der Variabein ausführen.


(2 b-) d = [^) — f(x)\y,




oder " — [() — f{x)\dx



Für alle übrigen Fälle findet man durch die Substitution

.                1 dz n — 1 dy

yn~1   dx yn dx

die lineare Dif ferential - Gleichung erster Ordnung

g,

(4.)           d — In — 1)2 . fix) = In — 1) ®(a).

Man kann auch die Differential-Gleichung (2.) unmittelbar integrieren, indem man wieder (5.)    '                    y = uz

setzt. Daraus ergibt sich

..           dz , /du ,

(6.) Udx^Z (da + U '     =     * 9(«).

Wenn man die Funktion u so bestimmt, daß der Faktor von z verschwindet, erhält man

(7.)              f() = 0 ’ oder du   f^dx,

CLJU                                              U0

(8.) lnu= —J'f(x)dx, oder u=e Jred.

Dadurch geht Gleichung (6.) über in

dg . . dz

(9.) Md = unzn. 9(K), oder d-2"e          . 9(X) 1

(10.)          g»=e         • ^dx‘

Da nach Voraussetzung n = 1 ist, so folgt aus Gleichung (10.)

(11.)  g-» - (1 — n^Je " "/r gkMa + £7(1 — n),

(12.) 1-n -( — n}en /iee- fe " "/ cp^dx + c •

Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll die Dif ferential - Gleichung

(13.)             dyy_ ay?ina

n              dx 1 x y

integrieren.

Auflösung. Indem man y = uz setzt, erhält man aus Gleichung (13.) . .          dz /du u\ ,,

(14.)        u-z——g(-——1 = au^z^mx.

dx \dx x/

Damit in dieser Gleichung der Faktor von z verschwindet, bestimmt man die Funktion u so, daß .        du u , du dx

(15.)            =---, oder — =---

dx x        u x

wird. Dies gibt durch Integration (16.)           Inu — — Ina;, oder u = 1.

Hierdurch geht Gleichung (14.) über in

1 dz a ,,        , dz . dx

(17.)    >—— = — z21nx, also —, = alnx--;

x dx                   z^          x

folglich wird durch Integration

(18.)  -1=4(na?+c, also -1-z2(na}2+c,

oder

(19.)          xy[a(lna)2 +20]+2=0.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung

(20.) "y + 2ytga = ay?ctga

O.

integrieren.

Auflösung. Indem man y = uz setzt, erhält man aus

Gleichung (20.)

oder

(26.) ay[2ln(sinx) — sinx] — 2Cy — 2cos*x = 0.

§ 94.

Erklärung des integrierenden Faktors.

Es war schon früher gezeigt worden, daß jede Diffe-rential - Gleichung erster Ordnung sich auf die Form (1.)              M(a, y)dx — N(x, y)dy = 0

bringen läßt und ein allgemeines Integral


(2.)                         F(a,

besitzt. Löst man diese Gleichung (2.) nach der Konstanten C auf, so erhält man

(3.)                C=f^y),

wobei y) eine Funktion von x und y ist, die mit u bezeichnet werden möge. Dann folgt aus Gleichung (3.)

7  Ou,Ou,  _

(4.)           du = —— dx — — dy — 0.

v 7                       dx 1 dy

Aus dieser Gleichung findet man du     df^ y)

dy  dx  dx dx      du      df(x^ y) ‘

dy       dy

während sich aus Gleichung (1.)

dy M(x, y)

"                    dx N(x, y)

do

ergibt. Da diese beiden Werte vonmiteinander über-

O.

einstimmen müssen, so wird du dx  M(x, y)

"                    du N(x, y)

dy

Bestimmt man daher eine Funktion v von x und y durch die Gleichung

du



(8) „_löa,

M{x, y)

so ergibt sich aus Gleichung (7.) und (8.)

(9.) öx=V.M(3,V), ByFV:N(a,V)

Es wird deshalb mit Rücksicht auf Gleichung (4.) (10.) du = v . M(x, y)dx 4- v • y^dy.

Damit ist bewiesen:

Satz 1. Es gibt stets eine Funktion v von x und y, welche die Eigenschaft hat, daß

v[M{x, y}dx 4- N{x, y)dy] ein vollständiges Differential wird. Die Auflösung der Differential - Gleichung

M(x, y}dx 4- N^x. y)dy — 0 ist dann

(11.)                       u = C.

Hierbei heißt die Funktion v ,, ein integrierender Faktor“.

Bezeichnet man mit g(u) eine beliebige Funktion von u, so kann man die Integral-Gleichung (11.) auch auf die Form

(11a.)                 P(u)=C

bringen, wobei die Integrations-Konstante C1 gleich ist.

Die vorgelegte Differential - Gleichung besitzt daher unendlich viele integrierende Faktoren. Multipliziert man nämlich Gleichung (10.) mit der beliebigen Funktion g(u) von u, so erhält man

(12.) gfu^du = d/gf^du = v. (p^M^x, y)dx 4- v. g{u)Nfx, y}dy.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ebenfalls ein vollständiges Differential, nämlich das vollständige Differential von Jgfu)du. Dies gibt

Satz 2. Ist v ein integrierender Faktor der Differential-Gleichung

M(“, y)dx 4- Nfx, y}d^— 0, welcher das Integral u = C liefert, so ist auch V gleich v. pp(u) ein integrierender Faktor.

Damit sind aber alle integrierenden Faktoren erschöpft, denn es gilt auch der folgende

Satz 3. Sind V und v zwei integrierende Faktoren der Differential - Gleichung

M(x, y}dx + Ntx, y)dy = 0, und ist der Quotient von V und v keine Konstante, so ist (13.)                 ( = ^{u) = Ci

ebenfalls ein allgemeines Integral der vorgelegten Differential-Gleichung, wobei C1 eine willkürliche Konstante bedeutet.

Beweis. Nach Voraussetzung sind

(14.) du = v(Mdx + Ndy} und dU = V{Mdx — Ndy} vollständige Differentiale, folglich wird

g. in v, j au, i Su, V/u, i du \ (15.) dU=:=—du. oder ——dx——-—dy = —(—dx-\——dy}i K ‘ v '      xyn‘ v\dx 1 dy ‘/

also

	
c. /öU v du\n a fdU v du\n a



(16.)       I -v;— ---5— jdx - ( ---— )dy = 0.

\dx v öx/ \öy v dy/

Da diese Gleichung für unendlich viele Werte von dx und dy gelten soll, so muß

,     öu V öu /1 dü _V du

dx v dx U dy v dy

sein. Setzt man nun

(18.)            u = g{x, y\ U = G{x, y\

so kann man y aus der ersten dieser beiden Gleichungen ausrechnen und in die zweite einsetzen. Dadurch erhält man

(19.) y = p(x, u), U = G[x, p(x, u)] = H(x, uf

Dies gibt

dü = v du  dH  dH du

dx v dx   dx   du dx ‘

?         dü  V du  dH du

dy v dy          du dy ’

folglich ist

	
d. h. U — H(x, u) und deshalb auch = .— sind Funk-V ou



tionen der einzigen Veränderlichen u, so daß

(23.)                 , = g(u) =

ein allgemeines Integral der vorgelegten Differential-Gleichung ist.

	
§ 95.



Beispiele zur Erläuterung.

Zunächst möge an einigen Differential-Gleichungen erster Ordnung, die man nach den früheren Methoden integrieren kann, gezeigt werden, wie sich aus dem Endresultat der integrierende Faktor v ergibt.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung

(1.)                  xdy — ydx = 0

integrieren.

Auflösung. Durch Trennung der Variabein findet man aus dieser Gleichung ohne weiteres

dy dx   .     ,     ,,

	
—---= 0, Int/—lnx=lnC,



y x            J                ‘

oder

(2-)                        V = C.

Bezeichnet man also - mit u. so wird x

(3.)             du - «dy- vke - 0.

Damit Gleichung (1.) diese Form erhält, muß man sie mit dem integrierenden Faktor

(4) v - 2

multiplizieren.

Kiepert, Integral - Rechnung.
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Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung

(5.)               ydx — (x - y^dy = 0

integrieren.

Auflösung. Ba die Koeffizienten in der vorgelegten Differential-Gleichung homogen sind, so setze man y = xz\ dann ergibt sich

zdx — (1 - z){xdz — zdx} = 0, oder

dx

z2dx + (1 + z)xdz = 0,  — + (21 + z~-}dz = 0,

(6.) Ina: +In2 — — (7, oder Iny — 7=C.

In diesem Falle ist also

(7.)               M lny--— C,

y

7 dx (x y)dy  (8.)           du =---— -—= 0.

y y2

Damit Gleichung (1.) diese Form erhält, muß man sie mit--2 multiplizieren. Der integrierende Faktor ist da

her in diesem Beispiele

(9.)                       v =--1.

y-

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung (10.) y(x — y)2 — xyü]dx - [x^y — x(x — y}2]dy = 0 integrieren.

Auflösung. Die vorgelegte Differential-Gleichung kann durch keine der bisher angegebenen Methoden integriert werden. Multipliziert man sie aber mit dem Faktor (11.)           v=-1—g,

Ky(—V)

so geht sie über in 1 y2 ,, x2 17,   ,

(12.)----—,dx—----g--dy=0.

ix (x — y)2j L(K—V)2 y\

Die linke Seite dieser Gleichung ist das vollständige

Differential der Funktion


(13.)



[image: ]



wie bereits in § 81, Aufgabe 5 ermittelt worden ist.

Weitere Beispiele für die Bestimmung des integrierenden Faktors wurden bereits bei der Integration der linearen Differential -Gleichungen erster Ordnung in § 92 (Aufgabe 7, 8 und 9) ausgeführt.

§ 96.

Bestimmung des integrierenden Faktors.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 216 bis 221.)

Die Bedingung, daß v(Mdx - Ndy} ein vollständiges Differential wird, ist nach Formel Nr. 206 der Tabelle


dies gibt




(vM) dy




d^vN) dx



OM . ,Ov


ON , ,Ov

V on dx 1




oder

(1.)




Diese



Man kann schon daraus entnehmen, daß die Integration dieser partiellen Differential - Gleichung im allgemeinen schwieriger sein wird als die Integration der ursprünglich gegebenen Differential - Gleichung

Mdx + Ndy = 0.

Es gibt aber mehrere Fälle, wo die Bestimmung von v ausführbar ist. Von diesen Fällen sollen hier einige hervorgehoben werden.

I. Fall. Der integrierende Faktor v sei eine Funktion von x allein, es sei also

/9 v_o v_dv.

dy ' dx dx

Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in dv_ /ON_OM\ dx 1 \dx dy )‘

oder

1 dv _ _ i (dN_ öM\ v dx N\ dx dy)

Die linke Seite dieser Gleichung ist nach Voraussetzung eine Funktion der einzigen Veränderlichen x, folglich muß es auch die rechte Seite sein. Ist also der Ausdruck

1 /dN dM\ . i .. .        . , ,

-vH „---—) von y unabhängig, so findet man einen

N\dx   dy / J        °.°‘

integrierenden Faktor v aus Gleichung (3.); es wird nämlich

.       i/dN dM\dx


(4.)



Inv= — ((—---v=e-\ö Öy/N.

J\dx dy /N

Dies Verfahren ist bei jeder linearen Differential-Glei-chung erster Ordnung

dy

dVf()=9«), oder Vf(«)—9()dady=O

anwendbar, wie schon in § 92 gezeigt worden ist; denn in diesem Falle wird

ir p,.                     1 /ON dM\ .

Ns1, -NCa- ^y/

also


/f(x)dz v = e



(Vergl. Formel Nr. 214 der Tabelle.)

Beispiel.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung (5.)         (x2y —y+ 1)da + (x -j- oi^dy = 0

integrieren.

Auflösung. Hier ist

1 (dN dM\  (1 + 3x2) — (xc2 + 1) _ 2x

'' N\dx dy) x + x9 1—x2‘ folglich wird nach Gleichung (3.)

dv 2xdx                               1

(7) v=s122‘ Inv=—ln(1+3)1 V=1


Faktor




Indem man Gleichung (5.) mit diesem integrierenden




(8.) also

(9.) wobei




v multipliziert, erhält man

/ . 1




= 0,




u = Jxdy + p(x) — xy - q){x) = C, g(x) eine Funktion der einzigen Veränderlichen x




ist, die man aus der Gleichung




(10.)




findet, und (11.) folglich ist (12.)

II. Fall.




du

dx V

zwar wird




dp(x)

dx




dcp{x) = ,dg, = arctgx,




u = xy — arctgx = C.

Der integrierende Faktor v sei eine Funktion







oder (13.)




1dv_1 /dN v dy M\x



Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Funktion der einzigen Veränderlichen y, folglich muß es auch die rechte

T .     .         1 /ON   Mo          X

sein. Ist also der Ausdruck -----— 1 von x unab-

M\dx dy /

hängig, so findet man einen integrierenden Faktor v aus Gleichung (13); es wird nämlich

, föN dM\dy

(14.) Inv = ((---.—-jvy’ v =

v ‘         J\dx dy )M

Beispiel.

Aufgabe 2. Man soll die Dif ferential - Gleichung (15.)          (xy2 — y^dx + (1 — xy2}dy = 0

integrieren.

Auflösung. Hier ist

1/0N OMv

k ; M\dx dy /

— y2 — 2xy + 3y2     2

y2(x —y) y


folglich wird nach Gleichung (14.)

(17.)            lnv =— 2lny, v = -




Indem man Gleichung (15.) mit Faktor v multipliziert, erhält man




diesem integrierenden




(18.) also

(19.) u =




du —




f OC-

(x — y)dx + cp^y) = 9 — xy - (p^ = C,




wobei g(y) eine Funktion der einzigen Veränderlichen y ist, die man aus der Gleichung




(20.)




—— = — R— fp\y) = -^ — x dy           ‘ ‘ y1




findet, und zwar wird




(21.)           g‘(y)dy - d!,   (u) -—1,




folglich ist (22.) oder

(22 a.)




x2         1 n

“s2-"-y-




x2y — 2x2 — ^Cy — 2 = 0.




III. Fall. Der integrierende Faktor sei eine Funktion der einzigen Veränderlichen z = xy\ es sei also

Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in dv /ÖN OM.

(XM-yN)^ = V^8--^y-y oder

93) 1dv_ 1 (dN OM

'        v dz xM — yN\dx dy )

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Funktion der einzigen Veränderlichen z^ folglich muß es auch die rechte




Seite sein. Ist also




xM — yN




ÖM\ •

-— 1 nur abhäng

öy /




von xy so findet man einen integrierenden Faktor v aus Gleichung (23.); es wird nämlich




(24.)




i      /öN

Inv=Jköx




(25.)




V ==




dM\ dz

dy / x M — yN ‘

xr dz

dy / xM — yN



Beispiel.

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung (26.)           {y + xy2}dx -|- (x — ^2y}dy = 0

integrieren.

Auflösung. Hier ist

ON OM


(27.)

(28.)



2 —y=(1- ^y}-^ + 2zy) = - ^y. xM — yN — (xy + ^y2} — (xy — x2y2) = 2x2y2,

folglich wird

(29.)   1(0_0)__2__2

xJyf—yN\ox   oy / xy z

eine Funktion von z — xy allein, so daß man aus den Gleichungen (24.) und (25.)

(30.) Inv= — 2/d= — 21n2, oder v_l=1,

J z                           2y-


findet. Multipliziert man Gleichung (26.) mit diesem integrierenden Faktor, so ergibt sich
[image: ]




wobei (p(y) eine Funktion der einzigen Veränderlichen y ist, die man aus der Gleichung

du 1. 1 1

(33.)           -— — ■—, —— (p (y) — —,--

dy xy-4 J xy-2 y

findet; und zwar wird

(34.) =_dy, (y) =—Iny, V

folglich ist

M=lno — In?/--— C,

oder

(35.)              Inf-") — — =C.

\y/ xy

IV. Fall. Der integrierende Faktor sei eine Funktion y

der einzigen Veränderlichen z — ] es sei also

oder

1 dv _ x- /dN OM v dz xM+ yN\dx dy )

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Funktion der einzigen Veränderlichen z, folglich muß es auch die rechte x~ /dN OMx

sein. Ist also , ,—-( .---=— 1 nur abhängig von

xM + yN\dx dy /         6 °

y

— — z, so findet man einen integrierenden Faktor v aus x

Gleichung (37.); es wird nämlich

,,0.         , i7dN dM\ x-dz

(38.)        mv = /(----—     ——»

J\dx dy /xM — yN

((öN _öar z2dz (39.)               v — e- \öx öy) M + yN.

Beispiel.

Aufgabe 4. Man soll die Differential-Gleichung /y /y /y

3sin() + VCOS( ) \dx—3CoS()dy = 0 integrieren.

Auflösung. Bezeichnet man mit z^ so wird in diesem

Falle

x2 x2 1

xM—yN (3x2sinz - xycosz)— xycosz 3sinz


ÖN ÖM .                               • x

o--0, -—(— cos: — 2sms)—wcostcos z — 2sin2) — — ocos z^ also ist

x2 (öN  öM\_  5

xM - yN \ dx   dy /     3sinz

eine Funktion von z — ' allein, so daß man aus den Glei-x

chungen (38.) und (39.)


(42.) Inv ==




5 i'coszdz 3J sin z




In (sin z), o




findet. Multipliziert man Gleichung (40.)




1

• = ----5

(sinz)3

mit diesem inte-




grierenden Faktor v, so ergibt sich



,      3.   , ycosz7, xcoszdy

(43.) du = -----2 + ---- \dx------g = 0.

-(sinz)3 (sinz)3- (sinz)3

Daraus folgt

y'xcGSzdy ...     ,6 . —5   ,   .

---g - 9(2) = — X-/(sinR) ö cos zdz - 9(3) (sinz)3                -

 2

, 3x2, .   - 4 , , x 3x2 • /y 3_o()eC

= + 2(sinz) + 9(a) = sin (K) ‘

wobei p(x) eine Funktion der einzigen Veränderlichen x ist, die man aus der Gleichung

u _2 _5

(45.) aq = 3 (sin.) 3 + y(sinz) 3 cos z t P‘(3)

_ 2

= 3x(sinz) 3 - y(sinz) 3cosg

findet. Es wird also

(46.)                 ‘(x)=0, (p{x) — c.

Dabei kann man die Integrations-Konstante c gleich Null setzen, weil man auf der rechten Seite von Gleichung (44.) bereits eine Integrations-Konstante C hinzugefügt hat. Man erhält daher
[image: ]

oder

(47.)           3q2—2csin()

Setzt man noch 8C3 — 27C12, so kann man diese Gleichung auf die Form

(48.) x6 = C,2sin2(•), oder x3=- Csin(•) \C/ \3/

bringen.

	
V. Fall. Der integrierende Faktor sei eine Funktion der einzigen Veränderlichen z = x2 — y2; es sei also


(49.)




Ov „ dv

= 2x-

ox dz




dv öy




dv

7

dz





Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in • • •N/


,,   ^T.dv   /ÖN

— xN) —=v( —

‘         1 dz     \Ox




6M\ /’




oder



	
1 dv  __ 1___ /ÖN _ 6M\



v dz   2{yM — xN) \ öx öy )

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Funktion der

einzigen Veränderlichen 2, folglich muß es auch die rechte

•                 1     /öN 0 M\       7 7-  •

sein. Ist also -----( -----— I nur abhängig von

y M — xN Ox oy /

x2—y2=z, so findet man einen integrierenden Faktor v

aus Gleichung (50.); es wird nämlich

, x       7      öN OMv dz

(51.)        Inv=/(-.----,----—r,1

J\dx öy /2{yM—xN}

((öN_ M/) dz

v — e-\öx y)2(yM—xN).

Beispiel.

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung (53.)     (ayx2 -j- y1 — cx}dx - (bVx2 — y^ — cy}dy — 0

integrieren.

Auflösung. Bezeichnet man x2 - y2 mit z, so ist in diesem Falle

(54.) yM—xN=(ayVz — cxy} — (bxy z — cxy)= {ay—bx^Y z, _p, ON ÖM bx ay ay — bx (55.)       --. = ——--==--,


dx öy yz yz yz

folglich ist

-en (NM 1 __1

°°       \Ox 8y)ytf—xN z

eine Funktion der einzigen Veränderlichen z. Deshalb

findet man aus den Gleichungen (51.) und (52.)

, 1, 1 1

57.) Inv == — gInz, V = — = - •

2          Vz Vx2 + y2

Multipliziert man Gleichung (53.) mit diesem integrierenden Faktor v, so ergibt sich

(58.) du = (a--C)dx + (b--Cy—)dy = 0,

n N Va2+y2/N Va2—y2 J

(59.) u=/(a_ C         = ax— c^x^y- + (y) = C,

J X Va- y1/

wobei tp{y) eine Funktion der einzigen Veränderlichen y ist, die man aus der Gleichung

(60.) @u__cy+g_-c

Va2 + y2,               Va2 + y2

findet. Es wird also

(61.)              ®‘(y)=b,   (y)=by,

(62.)         u = ax + by — c]/ x2 + y2 = C.

In ähnlicher Weise kann man noch eine ganze Reihe von besonderen Fällen behandeln, bei denen der integrierende Faktor eine Funktion einer einzigen Veränderlichen z ist, die selbst wieder eine passend gewählte Funktion von x und y sein darf. In allen diesen Fällen ist zuerst der Ausdruck


N dM

dx dy

zu bilden. Ist dieser Ausdruck gleich Null, so ist schon Mdx + Ndy

selbst ein vollständiges Differential^ ist er aber von Null verschieden, so kann man der Reihe nach versuchen, ob

	
1 /ÖN OM .    .



--( -----— 1 eine E unktion von x allem, N\ox oy/



oder ob



ONOM

dx ~dyj ”     7     ” y ”

oder ob —,---- (---—) eine Funktion von xy allein,

ist. Trifft einer dieser 5 Fälle ein, so kann man nach den angegebenen Regeln den integrierenden Faktor leicht bestimmen.

Erwähnt möge noch werden, daß der häufig vorkommende Ausdruck xdy — ydx die integrierenden Faktoren

1 1 1

x2 y2‘ x2- y-

besitzt. Es folgt dabei aus den Gleichungen


7    xdy—ydx

(63.) dur = —j du2 x2




xdy—ydx




du-i —




xdy—ydx




x2 + y2




(64.)







13 = arctg




1 x2 y2 (65.)




Der Ausdruck xdx - ydy hat den integrierenden Faktor




und zwar folgt aus




du —




xdx — ydy




x2 4- y2




(66.)




• — 2ln^2 + y).




§ 97.

Differential-Gleichungen erster Ordnung höheren Grades.

Eine Differential -Gleichung erster Ordnung und nten

Grades hat die Form

+ y) = 0.



Hier bedeuten die Koeffizienten fix, y), f2(x, y) beliebige Funktionen von x und y, oder konstante Größen.

do

Denkt man sich nun Gleichung (1.) in bezug auf d aufgelöst, so erhält man n verschiedene Differential - Gleichungen erster Ordnung und ersten Grades, nämlich . dy ,.dy ,   . dy ,,  .

(2.) d = d=F 2(3, d= Fn(, ’

wobei F1(x, y^ F2(x, y), ... Fn{x, y) Funktionen von x und y^ oder konstante Größen sind.

Durch Integration der Gleichungen (2.) erhält man dann

(3.) P(3,%,C1)=0, P2(3,%,C2)=0,.9n(2,V,Cn)=0.

Jede dieser Gleichungen ist ein Integral der Differential-Gleichung (1.). Man kann alle diese Lösungen zusammenfassen, indem man die Gleichungen (3.) miteinander multipliziert. Dies gibt

(4.) p(x, y, ei). pa(x, y, c2) ... (p.n{x, y, c,)=0.

Da dieses Produkt gleich 0 wird, wenn man einen der Faktoren gleich 0 setzt, so wird die Allgemeinheit der Lösung nicht beschränkt, indem man die Integrations-Konstanten C1, c2,...cn alle einander gleich setzt. Dadurch geht Gleichung (4.) über in

(4 a.)         p(x, y, c). p2(x, y,c)... p„(x, y,c) = Q.

Sind z. B. in Gleichung (1.) die Koeffizienten fi(x, y\ f2(x, fn—xix^ y\ y) konstante Größen, die man deshalb mit fi, f2,         fn bezeichnen möge, so gehen die

Gleichungen (1.) und (2.) über in

[image: ]




(dy \dx






Daraus folgen die n Differential-Gleichungen

dy       dy        dy

dx^    dx"^ ^' " dx^ a>l,

U •         U •           Uel wobei «i, a2, ... an auch, konstante Größen sind. Deshalb wird in diesem Falle

(6.) 9=y— a2—c=0,  2 = y— a22—c=0,...

9»=y— a,x + c = 0,

oder

y 4“ c         y - c          y - c       M

(6a.) ----a1=0, ---02 = 0, •••---an — 0.

' ‘ oy 7 ry - n

•l • e

Gleichung (4 a.) geht daher in diesem Falle über in

(T. (t a)-(t •.)-«■

oder mit Rücksicht auf Gleichung (la.) in
[image: ]

In diesem Falle ist also die Auflösung der Gleichung do

(1.) nach , welche mitunter bedeutende algebraische v ’ dx                                            °

Schwierigkeiten verursachen würde, nicht einmal erforderlich.

Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll die Differential - Gleichung

(8-)                (dL aa _ 0

\dx/

integrieren.

Auflösung. Aus Gleichung (8.) folgt zunächst

und daraus durch Integration

y - c = ax und y — c = — ax^

oder

(10.) (y—c —     + c + ax) = + c)2 — a2x2 = 0.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung

(11.) (dy)_ 7dy6_0

\dx/ dx

integrieren.

Auflösung. Gleichung (11.) läßt sich auf die Form

(lla.)     (dy_1)(dy_g)/dy+3)_0

\dx /\dx /\dx /

bringen, folglich erhält man für das allgemeine Integral

(12.) (y+c—3y+c—2)(+c+33)=0,

oder (12 a.) {y + c) — lx\y — c) — 6xs = 0.

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung

[image: ]



integrieren.

Auflösung. Aus Gleichung (13.) folgt

(14.) dy =-\-yaxdx und dy — —y axdx

und durch Integration

9,                        9,

(15.) y - c--Vax = 0 und y - c - Vax = 0.

3                           3

Jede dieser beiden Gleichungen kann als Integral der vorgelegten Differential-Gleichung angesehen werden. Indem man die beiden Gleichungen (15.) miteinander multipliziert, vereinigt man beide Lösungen und erhält

[3(y + c) — 2xVax][3(y + c) + 2x Vax] = 0, oder

(16.)               9(y- dj2 — 4ax3 = 0.

Aufgabe 4. Man soll die Differential-Gleichung


(17.) integrieren.




dy_ 2Edy_1—0 dx) ydx



Auflösung. Durch Auflösung dy

findet man die beiden Werte dx

(18.) dy_-+V+1 und

dx         y

oder


von Gleichung (17.) nach

dy  — x — yx2 -Yy2

dx         y



,, . xdx - ydy , ,      . xdx - ydii ,

(19. — L- - = + dx und -= — dx,

Vx2+y2 ' Va+y

also durch Integration

(20.) Vx2—y2=x—c und Vx2 — y2 — — x—c,

• oder, wenn man beide Lösungen vereinigt,

(21.) (Va2—y2—x—c)(y x2-}- y2 x c) — y2—2cx—c2 — 0.

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung

(22.)   (2 — „2) (dy) + bx{a2 — „2( d_ dy _—0

\dx/            da/ dx

integrieren.

Auflösung. Durch Auflösung der Gleichung (22.) nach clo g erhält man die drei Differential-Gleichungen 93, dy__L dy I 1   , dy      1

dx       ’ dx Va2—x2‘ dx Va2—x2

und findet daraus durch Integration

, .   . bo2,        . /x\   ,          . /x\

(24.) VTC---91 VC = aresink )‘ y-yc=—arcsinta)

Indem man diese drei Lösungen vereinigt, ergibt sich die Gleichung

(y+c + “2)y+c- aresin(a)y+ c+aresin() = o,

oder

,2           r      /<-2

(25.) {y + c)3 —(y- c)2 — arcsin( ) (y + c)

2             L       \O /

[image: ]



	
§ 98.



Integration durch Differentiation.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 222 bis 225a.)

Es war schon in dem vorhergehenden Paragraphen erwähnt worden, daß die Auflösung der Differential-Glei-du chungen erster Ordnung höheren Grades nachhäufig dX auf große algebraische Schwierigkeiten stößt. Es sollen deshalb hier noch einige Fälle untersucht werden, bei denen man die Integration durch andere Mittel augführen kann.


(!•)



Der Kürze wegen möge hierbei dy , ,dy dx P aso dy = pdx 1 dx — p gesetzt werden. Man kann dann jede der drei Größen p, dx, dy durch die beiden anderen ausdrücken. Kommt in der Differential-Gleichung y nicht mehr vor, so setzt man dy= P^x ein, kommt x nicht mehr vor, so setzt man dQ/

dx= ein. Auch wenn die Differential-Gleichung nach p                                         °

x oder nach y auflösbar ist, kann man diese Substitutionen mit Erfolg anwenden, nachdem man vorher beide Seiten der Gleichung differentiiert hat.

	
I. Fall. Die Differential - Gleichung enthalte y gar nicht und sei auflösbar nach x; die Gleichung habe also die Form


(2.)





X = 9(p);

dann findet man durch Differentiation


(3.)



dx = gp‘( p^dp,

oder mit Rücksicht auf Gleichung (1.)


(4.)

(5-)



pdx = dy = p‘(p) .pdp^ y               4- C.


Indem man aus Größe p eliminiert,




zwischen x und




den Gleichungen (2.) und (5.) die erhält man die gesuchte Gleichung




V-




Aufgabe 1.

(6-) integrieren.

Auflösung.

erhält man die




(7.) (8.) also (9.)



Beispiele.


Man



soll die Differential-Gleichung

x = 4p3 — 6p2 - 127) — 15

Indem man Gleichung (6.) differentiiert, Gleichungen

dx = (12p2 — 12p + 12)dp, dij = (12p3 — 12p2 — 12p)dp,


= 3p4 — 4p3 - 6p2 - C.



Durch Elimination der Größe p aus den Gleichungen (6.) und (9.) findet man dann die gesuchte Gleichung zwischen x und y.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung

(10.)            x = arc sinp — V1—p2

integrieren.

Auflösung. Indem man Gleichung (10.) differentiiert, erhält man die Gleichungen al) a-(y1,+v",)*p.


(12.)




P v1 —p2




p2

v1 -P2



also mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 31 und 120 der Tabelle

(13.) y = — v1 — p2 — Pv1 —p2+1 arc sinp + C j 2 2

oder

(14.)       2y— =2 — (1 —p)V1—p2.

	
II. Fall. Die Diff erential-Gleichung enthalte x gar nicht und sei auflösbar nach y\ die Gleichung habe also die Form (15.)                   y = ^{pf



dann findet man durch Differentiation mit Rücksicht auf


Gleichung (1.) (16.)

(17.) also

(18.)



dy =pdx — p^p^dp^ dx=r^p, p

x _ (y’(p)dp c

J p

Indem man aus den Gleichungen (15.) und (18.) die Größe p eliminiert, findet man die gesuchte Gleichung zwischen x und y.

Beispiele.


Aufgabe 3. Man




(19.) integrieren.



soll die Differential-Gleichung

2 a

Y i , 2


Auflösung, chung (19.)

(20.)




Durch Differentiation findet man aus Glei-




dy — pdx =




^apdp

(1 —p2)2‘




(21.)




dx= — — a • (i + p2r




Setzt man hierbei nach Formel Nr. 150 der Tabelle




p = tgz, also




,       , dp

z =      d”=1_p2‘




-—-—- = cos2z

1 + k



•          X         9        •

--5 = tggcos2g = sinzcosz,

1 —p

so gehen die Gleichungen (19.) und (21.) über in

(19 a.)            y — 2acos2z = a[l - cos(2s)],


(21a.)




dx = — 4acos2zdz.



Dies gibt nach Formel Nr. 99 der Tabelle

(22.) x = — 2a(sinzcosz +2)+C=.— a^z + sin(22)] + C.

Setzt man noch

2z=T — t, C—an = Xo,

so erhält man aus den Gleichungen (22.) und (19 a.)

(22 a.)             x — X0 a(t — sint),

(19b.)                ’ y = a{l—cost).

Das allgemeine Integral stellt also eine Schar von Zykloiden dar.


Aufgabe 4.



Man soll die Differential-Gleichung


(23.) integrieren.

Auflösung, chung (23.) (24.)




V a2 — p2




CP




Durch Differentiation folgt aus Glei-




dy = pdx =




dp




(25.)




dx




p2Y a2 —p2 dp




P°Va — p^

also nach Formel Nr. 125 und 37 der Tabelle



Va2—p2 1 /’ dp

(26.) X — Xo= —--—o /--7

2a~p2    2a“J pY a2 — p2

_Va2—p2 1 . (a—Va2 — p?n

— “ 2a2p2 + 2a3ln \ p )

Da noch, aus Gleichung (23.) folgt, daß

	
- \               a         /,----2        a3y



(27.) p = ,      = 5 V a2 — p2 = .      —

Va4y2—1 Vay2—1

ist, so findet man aus Gleichung (26.)

(28.)   2a?( — x^) = a^yVa^y2 —1- In(a?y + Va+y2 — 1).

	
III. Fall. Die Differential-Gleichung enthalte alle drei Größen x, y und p, sei aber nach x auflösbar; die Gleichung habe also die Form (29.)                   x = f{y,pf



Indem man diese Gleichung differentiiert und Gleichung (1.) beachtet, erhält man

dy df df dx =  = — dy — — dp,

p oy op

oder

(30.)         (1 — ^}dy — ^dp = 0.

\p oy / op

Dies ist eine Differential-Gleichung erster Ordnung zwischen y und p^ die in bezug auf dy nur vom ersten Grade ist und sich in vielen Fällen leichter integrieren läßt als die vorgelegte Dif ferential - Gleichung (29.). Hat man die Integral-Gleichung

(31.)             o(y, p,

gefunden, so folgt durch Elimination von p aus den Gleichungen (29.) und (31.) die gesuchte Gleichung zwischen x und y.

Beispiel.

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung (32.) yp2 — 2xp + y — 0, oder x = V2,” integrieren.

Auflösung. Durch Differentiation folgt aus Gleichung (32.)

dx = dy^                   ,

p 2p2

oder

(33.) p(1 —p2)dy + y(l — p2)dp = (1 —p2\pdy + ydp) = 0.

Diese Gleichung wird befriedigt, indem man entweder (34.)     1-^ = 0, also ped=±1,

ClJU oder

(35.)                pdy - ydp = 0

setzt. Aus Gleichung (34.) folgt durch Integration

(36.)                 y = + x + C.

Hier darf aber die Integrations-Konstante C nicht jeden beliebigen Wert haben, denn, wenn man p = — 1 in die Gleichung (32.) einsetzt, so erkennt man, daß in Gleichung (36.) der Wert der Integrations-Konstanten C gleich 0 sein muß, daß also Gleichung (36.) in (36 a.)               y=±x

übergeht.

Aus Gleichung (35.) findet man dagegen durch Trennung der Variabein

(37.)                   dy + dp _ 0,

y P

c (38.) lny — Inp — InC, oder py = C, also p = y

Trägt man diesen Wert von p in Gleichung (32.) ein, so findet man

(39.)             y2~ 2Cx- G2 = 0.

Diese Gleichung ist das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung und stellt eine Schar von Parabeln dar, welche sämtlich die beiden durch Gleichung (36 a.) dargestellten geraden Linien in den Punkten mit den Koordinaten

x=C, y = PC

berühren.

	
IV. Fall. Die Differential-Gleichung enthalte alle drei Größen x, y und p, sei aber auflösbar nach die Glei-chung habe also die Form (40.)                   y = f{x,pf



Indem man diese Gleichung differentiiert und Gleichung (1.) beachtet, erhält man

7   , öfof,

dy = pdx = x dx t op dp^

oder

(41)         fdp_(f_„)_0

F         dp dx \dx )

Dies ist eine Differential-Gleichung erster Ordnung zwischen x und p. die in bezug auf dP nur vom ersten dx

Grade ist und sich in vielen Fällen leichter integrieren läßt als die vorgelegte Differential-Gleichung (40.). Hat man die Integral-Gleichung (42.)                    g(, p, C) = 0

gefunden, so folgt durch Elimination von p aus den Gleichungen (40.) und (42.) die gesuchte Gleichung zwischen x und y.

Hat die Differential-Gleichung z. B. die Form (43.)                y = x . f^p} + ^{p\

so wird mit Rücksicht auf Gleichung (1.)

(44.) d=p= r(p) + [ ’ f(p) + 9(») d , oder

c 7*

(45.)       [p—f(p)—x.f(p)=g(p).

UD

Dies ist aber eine lineare Differential - Gleichung erster Ordnung, die man nach den Angaben in § 92 integrieren kann. (Vergl. auch Formel Nr. 214 der Tabelle.)

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo in der vorhergehenden Entwickelung f(p) gleich p ist, wo also die Differential-Gleichung die Form

(46.)               y=pa—g(p)

hat. Dann nennt man die Gleichung eine „Clairautsche Gleichung“ und erhält durch Differentiation

dy =pdx = pdx — xdp — g‘(p)dp, oder

(47.)               [x + <p\p}]dp = 0.

Diese Gleichung wird befriedigt, indem man entweder (48.)                       dp = 0,

oder

(49.)                 x + (p) = 0

setzt. Aus Gleichung (48.) folgt durch Integration

(50.)      p="=c, also y = Cx Ci,

OlJ

wobei die zweite Integrations-Konstante ermittelt wird, indem man den gefundenen Wert von p in die Gleichung (46.) einsetzt. Dies gibt

(51.)      y=Cx—(C), also C=g(C).

Da hierbei die Integrations-Konstante C unendlich viele Werte hat, so ist Gleichung (51.) das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung.

Ganz verschieden davon ist die Lösung, welche man findet, indem man aus den Gleichungen (46.) und (49.) die Größe p eliminiert. Daß man auf diese Weise wirklich eine Lösung erhält, kann man in folgender Weise zeigen. Denkt man sich aus Gleichung (49.) p als Funktion von x ausgerechnet und in Gleichung (46.) eingesetzt, so findet man, indem man diese Gleichung nach x differentiiert, dy ,, dp

==p—x- g‘(p) 3^ ’

dx -          dx

also mit Rücksicht auf Gleichung (49.)


(52.)



dy_p.

dx P

Beispiel.

Aufgabe 6. Man soll eine Kurve bestimmen, bei welcher der Abschnitt der Tangente zwischen den beiden Koordinaten-Achsen eine konstante Länge c hat.


schneidet,
[image: ]




Auflösung. Bezeichnet man den Winkel OAB zwischen der Tangente und der negativen Richtung der X-Achse mit t (Fig. 143), so sind die Abschnitte OÄ = a und OB = 6, welche die Gerade AB auf den Koordinaten - Achsen ab(53.) a==ccost, b=csint, folglich wird die Gleichung der Geraden AB^ wenn man die laufenden Koordinaten mit x und y‘ bezeichnet,

xl,y‘. i x‘ , yl .

----7- — 1, oder------.— —1, a b            ccost csint


oder




(54.)   y‘= — xA^t csint.



Dabei ist

(55.) tgt = —tga = — y_—p also sint = ---P,

° dx                  V1-p2

folglich wird die Gleichung der Tangente


(56.)




yl — px‘




cp

v1 -f- p2



Da die Gerade durch den Punkt P hindurchgehen soll, so erhält man eine Clairautsche Differential-Gleichung

(57.) y=pa—-

1-

Hieraus folgt durch Differentiation dy          , /            c        \dp

da      \   (1 + p2} V1 + p2/^

oder

(58.)         (x--— )dP = 0.

\ (1—p2)V1—p2dx ■

Diese Gleichung wird zunächst befriedigt, indem man dp, dy, (59.)            =0, also p =-A = C

‘       dx          dx

setzt und p = C in Gleichung (57.) einträgt, woraus man


(60.)




y — Cx




Cc

v1+c2



findet. Diese Gleichung enthält die willkürliche Konstante C und ist daher das allgemeine Integral der vorgelegten Differential - Gleichung. Jede Kurve der gefundenen Kurvenschar ist eine gerade Linie, welche mit ihrer Tangente zusammenfällt und auf den Koordinaten-Achsen die Abschnitte

(61.)    a=-c, b=_cC

V1-C2 V1—C2

bestimmt. Da hieraus

a2—62= c2

folgt, so wird der Forderung der Aufgabe genügt.

Gleichung (58.) wird aber auch befriedigt, wenn man

(62.) x---—C---- Q oder x — - ---C_

(1-p2)V1+p2 (1p2)V1+p2

setzt. Dabei wird nach Gleichung (55.)

1 p

(63.) p=—tgt, -—,= cost,      =sint;

V1 + P2          V1 + p-

dadurch gehen die Gleichungen (62.) und (57.) über in (64.)               x = ccos3t, y = csin3t.

Durch Elimination von t findet man aus diesen Gleichungen

2        2       2

(65.)                  x3 —y3 = 3 •

Die gesuchte Kurve ist also eine Astroide. Für einen beliebigen Punkt der Astroide wird (66.)                p=—tgt,

so daß man für die zugehörige Tangente die Gleichung y‘ — y=p^ — oder

yl —      = — tgt(x‘ — ccos3/),

(67.)                 y' = — tgt . x + csmt

findet. Deshalb sind die Abschnitte, welche diese Tangente auf den Koordinaten-Achsen abschneidet, (68.) a = ecosf, b = csint, also a2—b2=c2.

Setzt man in Gleichung (67.) — tgt gleich C, so geht sie in Gleichung (60.) über, welche das allgemeine Integral der Differential - Gleichung darstellte; d. h. die Astroide, welche man als eine besondere Lösung der Differential-Gleichung gefunden hat, berührt alle geraden Linien, die der allgemeinen Lösung entsprechen.

	
§ 99.



Die singulären Auflösungen der Differential-Gleichungen erster Ordnung.

	
. (Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 226.)



Bei den Aufgaben 5 und 6 des vorhergehenden Paragraphen und allgemein bei der Clairazit sehen Differential-Gleichung

(1.)                y^px^cp^p)

fand man zwei Lösungen, von denen die eine noch eine willkürliche Integrations-Konstante enthält, die zweite aber nicht. Auch erkennt man bei diesen Aufgaben sofort, daß diese zweite Lösung, welche ohne Ausführung einer Integration gefunden werden konnte, kein partilkuläres Integral ist, d. h. die zweite Lösung geht nicht aus der ersten hervor, indem man der Integrations-Konstanten einen besonderen Wert gibt.

Man nennt daher eine solche besondere Lösung „eine singuläre Lösung der vorgelegten Differential-Gleichung“'^.

Der Zusammenhang zwischen der allgemeinen und einer solchen singulären Lösung ergibt sich aus folgender Betrachtung.

Es sei

	
(2) F(a,y,42)=0,



oder

(2 a.)            M(, y)dx + N(x, y)dy = 0

die gegebene Differential-Gleichung, und

	
*) Es kann allerdings ausnahmsweise auch vorkommen, daß die singuläre Lösung mit einer partikulären Lösung zusammenfällt.



(3.)                       y,G) = O

sei das allgemeine Integral. Die Gleichung (3.) stellt eine ganze Schar von Kurven dar, weil die Integrations-Konstante C unendlich viele Werte annehmen darf. C ist also in Gleichung (3.) ein variabler Parameter. Für die Koordinaten der Schnittpunkte zweier benachbarten Kurven der Schar, welche den variabeln Parametern C und C — dC entsprechen, gelten die Gleichungen

(4.) G(x, = 0 und y, C P = Ö gemeinschaftlich; deshalb gelten für die Koordinaten der Schnittpunkte auch die beiden Gleichungen

O C

Wenn man aus diesen beiden Gleichungen den variabeln Parameter C eliminiert, so erhält man im allgemeinen den geometrischen Ort aller dieser Schnittpunkte, d. h. die Umhüllung skurve der gegebenen Kurvenschar. (Vergl. D.-K, § 155 und Formel Nr. 252 der Tabelle.) Es gilt dabei der Satz:

Besitzt die Kurvenschar

(3.)

welche dem allgemeinen Integral der Differential-Gleichung (2.) entspricht^ eine Umhüllungshurve mit der Gleichung

(7.)                       S(x, y) = 0,

so ist diese Gleichung eine singuläre Lösung der gegebenen Differential- Gleichung.

Es galt nämlich der Satz: „Die Umhüllungshurve (En-veloppe) hat in den Punkten, welche sie mit einer der Kurven der gegebenen Kurvenschar

G(a, y,C) = 0

gemein hat, auch die Tangente mit dieser Kurve gemein“.


(D.-R., § 155.) y liat daher



Im Punkte P mit den Koordinaten x und

dy tgc= 7

dx

denselben Wert, gleichviel ob man annimmt, daß der Punkt P ein Punkt auf einer Kurve der durch Gleichung (3.) dargestellten Kurvenschar ist, oder ob man den Punkt P als einen Punkt der Umhüllungskurve mit der Gleichung (7.) ansieht, d. h. die Differential - Gleichung (2.) wird für die Koordinaten aller Punkte der Umhüllungskurve befriedigt.

Es ist aber noch hervorzuheben, daß die Elimination von C aus den Gleichungen (6.) nicht immer die Umhüllungskurve allein liefert, sondern möglicherweise auch noch andere Kurven. Besitzen z. B. die Kurven der gegebenen Kurvenschar

G(G, y, C) = 0

sämtlich Doppelpunkte, so gelten die Gleichungen (6.) auch für die Koordinaten dieser Doppelpunkte. Denn nach § 112 der D.-R. hat die Gleichung (3.) zwei gleiche Wurzeln C, wenn für den betreffenden Wert von C auch noch

G(x, y, C} _ dC

wird. Durch den betrachteten Punkt P geht also die Kurve, welche diesem Parameter C entspricht, zweimal hindurch.

Von diesem Umstande kann man sich auch durch folgende Überlegung überzeugen. Nach D.-R., Formel Nr. 253 der Tabelle gelten für die Koordinaten eines Doppelpunktes die drei Gleichungen

(8.) G(x, y, C) = 0, °G“,V C = 0, C J e


G(x, y,C)A

Qy



Nun ist aber auch

4      clC1


(9.)



dG{x, y,C)=-dx--dy—-dC=0, ‘‘‘ 7 dx      dy 'J , dC

folglich wird mit Rücksicht auf die Gleichungen (8.) für die Koordinaten des Doppelpunktes auch die Gleichung


(10.)

befriedigt.



dG^ y, C) _ dC ~

Die linke Seite der Gleichung

(11-) =

welche man durch Elimination von C aus den Gleichungen (6.) findet, nennt man die Diskriminante der Gleichung (3.); D{x^ y) zerfällt möglicherweise in zwei Faktoren y) und S(x, y), so daß die Gleichung

(12.)                    Sa, 1)=0

als Gleichung der Umhüllungskurve die singuläre Lösung der vorgelegten Differential-Gleichung gibt, während der Gleichung

(13.)                    H{x, y) = 0

der geometrische Ort der Doppelpunkte entspricht.

Was von den Doppelpunkten der gefundenen Kurvenschar gesagt ist, gilt natürlich auch in gleicher Weise für die Spitzen und mehrfachen Punkte.

Man muß sich daher, wenn man aus den Gleichungen (6.) durch Elimination von C die Diskriminante D(x, y) gefunden hat, in jedem einzelnen Falle erst darüber Rechen-schäft geben, ob die Gleichung D(x^ y} = 0 schon selbst der Umhüllungskurve der Integralkurven entspricht, oder ob sie in die Gleichungen (12.) und (13.) zerfällt.

Beispiel. Man soll die Differential - Gleichung

(14.)

integrieren.

Auflösung. Die Gleichung (14.) kann man auf die Form

g,dy a2 — ax — x2  — x a2

da (a—x)Va2—X2 Va2—X2 (a—x)Va2—X2

bringen. Daraus folgt durch Integration





e . I / । A  t/ 2     2      1/a x  xVa X

(16.) —(y-C)=Va-—x—CV-_=/1

CT- IVa—X

oder

(17.) G(x, y^ C) = x2(x — a) + (a? + a) (y + Cf = 0.

Diese Gleichung stellt für jeden Wert von C eine Kurve 3. Grades dar, welche für x y — C einen Doppelpunkt hat. (Vergl. Fig. 144.)

Bringt man Gleichung (17.) auf die Form (17a.)         y, C) = PC2 + 2QC + R = 0,

so wird (18.) P=x—a, Q = {x 4- R = x2(x —a)—(x- a}y2.

Durch Elimination von C aus Gleichung (17 a.) und der Gleichung

°G(G,V, = 2(PC + Q) = 0

findet man

(19.)       Q2 —PR = — x\x + a} {x — a) = 0.

[image: ]

(23.)




Dabei entspricht der Gleichung (20.)    2=0

der geometrische Ort der Doppelpunkte OY] (21.) x 4- a = 0 ist die Gleichung der allen Integralkurven gemeinsamen Asymptote GH, die als ein Teil der Umhüllungskurve anzusehen ist, und (22.) x — a = 0 ist die Gleichung der Geraden CJE, welche den anderen Teil der

zeigen, daß zwischen der


G(x, y, C)=0



und der singulären Lösung

(24.)                      S(3, V) = 0

einer Differential -Gleichung erster Ordnung immer der Zu-sammenhang besteht, daß S(x, y) die Gleichung der Umhüllungskurve für die von der Gleichung (23.) dargestellte Kurvenschar ist. Durch Differentiation der Gleichung (23.) erhält man nämlich

dG dG dG dy         dy

"2” dxsx 'dy dxG1Gds° also

foß 1                dV = _ G (x, y, C) .

"                 dx G2(x, y^ C}

Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung wird im allgemeinen noch die Konstante C enthalten. dv

Damit dieser Wert von d in den durch Gleichung (2 a.)

M(o A/)

vorgeschriebenen, nämlich in — ¥ ’ J( i übergeht, muß A (3, y)

man also den Wert von C aus Gleichung (23.) ausrechnen und in Gleichung (26.) einsetzen. Bringt man z. B. Gleichung (23.) auf die Form

(23 a.)                  C=c(G,y),

so geht Gleichung (26.) über in

(97) dy  G[a, 9(a, y^     M(3, .

dx G2[a, y, 9(x, y)] N{x, y)

Es ist nun die Frage, wie es möglich ist, daß man aus irgend einer anderen Gleichung

(28.)                     S(x, y) = 0

• du

denselben Wert von - erhält?

dx

Bestimmt man zur Beantwortung dieser Frage jetzt die Größe C so, daß für alle Werte von x und y

(29.)               G(x,y, C) = S{x,y)

wird, so ergibt sich hieraus die Gleichung

(30.)                 c=v,v).

Dabei sind die Funktionen p(x, y) und p(x, y) möglicherweise zunächst voneinander verschieden] da aber nur Punkte der Kurve

8(3, )) = 0,

d. h. nur solche Werte von x und y in Betracht kommen, für welche S(x, y) und deshalb nach Gleichung (29.) auch G(x, y, C} verschwindet, so werden die Werte von p(x, y) und wp(x, y) für die betrachteten Werte von x und y einander gleich^ so daß man

C = v(x, y} = (x, y)

und

(31.)           G(a, y, C) = G[«, y, 9(«, 3)] = 0

erhält. Durch Differentiation findet man hieraus, indem man y und C als Funktionen von x betrachtet,

3 aG_aGLG dy dG dC_

dx dx T dy dx  dC dx

Damit nun diese Gleichung denselben, durch Gleichung do

(2 a.) vorgeschriebenen Wert von 7 liefert wie Gleichung dX

(27.), muß


dG dC_ öC dx s °



(33.) sein. Dies ist aber nur möglich, wenn entweder

(34.)                      dC _ 0

K                            dx

ist, wenn also C wirklich eine Konstante ist, oder wenn dG{x,y,C}

3”-         —öc—=0

wird. Gilt Gleichung (34.), so erhält man das allgemeine Integral, gilt dagegen Gleichung (35.), so braucht C keine Konstante zu sein; man findet dann durch Elimination von C aus den Gleichungen (31.) und (35.) eine Gleichung

H(x, y). S(x,y) = 0,

welche in der Regel mit Gleichung (28.) gleichbedeutend ist oder diese Gleichung als besonderen Fall einschließt, d. h. man findet die singuläre Lösung. Die allgemeine Lösung stellt daher immer eine Schar von Kurven dar, welche die der singulären Lösung

S(, y) = o

entsprechende Kurve zur Umhüllungskurve haben.

§ 100.

Ableitung der singulären Lösung aus der Differential - Gleichung selbst.

Die singuläre Lösung der Differential -Gleichung ergibt sich im allgemeinen ohne Integration, man findet sie z. B. auch durch die folgende Überlegung.

du

Bezeichnet man der Kürze wegen J wieder mit so (N

hat die vorgelegte Dif ferential - Gleichung die Form

(L)               F^y,p} = Q.

Soll P ein Punkt der Umhüllungskurve sein, so kann er als Schnittpunkt zweier unendlich nahen Integralkurven betrachtet werden, d. h. durch den Punkt P gehen zwei unendlich nahe Integralkurven hindurch und haben in diesem Punkte dieselbe Tangente, so daß die zugehörigen Werte von

dy

P — j dx einander gleich sind. Das gibt wieder nach § 112 der D.-R. die Bedingung, daß neben der Gleichung (1.) noch die Gleichung

o. OF(x,y,p)_

"              Öp - ü

befriedigt wird. Eliminiert man also aus den Gleichungen (1.) und (2.) die Größe p, so erhält man eine Gleichung

(3.)                     E(x, v)=0,

welche entweder mit der singulären Lösung

S(c, y) = o

übereinstimmt, oder bei der doch wenigstens S(x, y} ein Faktor der Diskriminante E(x, y) ist.

Der Gleichung (3.) genügen nämlich nach den vorstehenden Ausführungen nicht nur die Koordinaten der auf der Umhüllungskurve liegenden Punkte, sondern auch die Koordinaten der auf den Integralkurven liegenden Spitzen und außerdem auch die Koordinaten derjenigen Punkte, in denen sich je zwei (nicht einander unendlich

Kiepert, Integral - Rechnung.                                  35 nahe liegende) Integralkurven berühren, in denen also diese beiden Kurven dieselbe Tangente haben.

Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll die Differential -Gleichung

(4.)         F(G,V,P)=(y—b)p2-4=0

integrieren.

Auflösung. Aus Gleichung (4.) folgt

(5.)         1_d—+1V/_5,

pdy2

also

(6.)       3(+C)=±(—bVy—b,

oder

(7.)      G(, y,C) = ^x+ Cf -{y- b/ = 0.

Diese Gleichung stellt eine Schar von Kurven dar, von denen jede im Punkte mit den -Koordinaten (8.)               x= — C, y = b

eine Spitze hat. (Vergl. Fig. 145.)
[image: ]

Durch Elimination von C aus Gleichung (7.) und aus der Gleichung

(9. 0GögQ - 18( +0=0

findet man

(10.)                —(y —0)3 = 0.

Dies ist aber nicht die Gleichung der Umhüllungskurve, sondern die Gleichung der Geraden, auf der alle Spitzen liegen.

Dieselbe Gerade, nämlich

(11.)          M2 — LN=A{y — 6) = 0,

findet man, wenn man aus Gleichung (4.), d. h. aus

Lp- + 2Mp +N=(y — b)p2 — 4 = 0

und aus

y, p)      + M) = o

op  .

die Größe p eliminiert.

Aufgabe 2. Durch die Gleichung

(12.) G(a, C) — b ces C)2 + {y — b sin C)2 — a2 = 0 ist eine Schar von Kreisen mit dem Halbmesser a gegeben^ deren Mittelpunkte einen Kreis mit dem Halbmesser b um den Nullpunkt beschreiben (Fig. 146); man soll die Umhüllungskurve bestimmen und die Dif ferential - Gleichung aufsuchen, der die sämtlichen Kreise der Schar genügen.

Auflösung. Um die Umhüllungskurve zu bestimmen, eliminiere man aus Gleichung (12.) und aus der Gleichung (13.) °G.MC) — 2(2—bcosC)bsinC—2(y-bsinC)bcosC=0 O C oder


(13 a.)




xsinC— ycosC=0, y = xtgC




{x — bcosC)2(1 — tg2C) = a2,



die Größe C. Dies gibt oder

(14.) x=(b—a)cosC, (15.) y=(b±a)sinC;

folglich wird

(16.) 2+72=(b± a)2, d. h. die Umhüllungskurve besteht aus zwei Kreisen, von denen der eine mit dem Halbmesser b - a, und der andere mit dem Halbmesser b—a um den Nullpunkt beschrieben ist.

[image: ]



Aus Gleichung (12.) folgt ferner

(17.) dUV • = 2(2 — b cosC) + 2(y — bsinC)p = 0, also

(18.)         x—bcosC= — (y—bsinC)p.

Setzt man diesen Wert in Gleichung (12.) ein, so erhält man

(y —            -f- 1) = a2,

also

(19.) y— bsinC=        oder bsinC —y= - a

V1+p2 V1p-

i \        7     ,    -- ap         i    ,     ,       ।     ap

(20.) x—b COSC = 4-       ) oder bcOSG=C-—

V1+p2 V1p2

Erhebt man die Gleichungen rechts ins Quadrat, so findet man durch Addition

ä2                 2a{y—px')

(21.)          b2 = x2 + y2 + a? —           1

V1-p2

oder, wenn man der Kürze wegen

(22.)         2+2+a — 62—

setzt,

+ 2a(y — px) = AV 1-p2.

Dies gibt

(23.)          A2(1 + p2) — 4a?(y — px)2 = 0,

oder

(23a.) F(x, y, p) = Lp2 + 2Mp +N=0,

wobei

(24.) L=42—4a2x2, M=4a2xy, N=A2—4a2y2.

Durch Elimination von p aus den Gleichungen , O E(o, y, p) .

F(", VP)-° und -- op = 0

erhält man

(25.) M2 — LN = 16 a^o(?y2 — A4_ 4a2(a2 + y^A2 — 16 a^xry2 = — A2[A2 — 4a2(x2 + y2] = 0.

Dabei ist

A2 — 4a2(g2 + y2) = (x2 -f- 32)2 — 2(62 + a2) (x2 + y2) + (62 — a2)2

= [x2 —y2—(b- a)2] [x2 + y2 — (b — a}?2].

Deshalb geht Gleichung (25.) über in

(25 a.)   — (x2 +y2+a2 — 62)2 . [x2 + y2 — (b + a)?]

. [x2 + y2 — (b — a)2] = 0.

Setzt man hierbei den zweiten oder dritten Faktor gleich Null, so erhält man die beiden durch Gleichung (16.) bereits gegebenen Teile der Umhüllungskurve; setzt man dagegen den ersten Faktor gleich Null, so erhält man die Gleichung

(26.)                x2 + y2 = 2 — a2,

d. h. die Gleichung eines Kreises, der mit dem Halbmesser Vb2 — d2 um den Nullpunkt beschrieben ist und alle Punkte enthält, in denen sich je zwei Kreise der gegebenen Kreisschar berühren. (Vergl. Fig. 146.)

Aufgabe 3. Es ist die Differential -Gleichung


(27.)



ax — a2)2 = 0

gegeben; man soll den geometrischen Ort der Punkte bestimmen, in denen sich die Integralkurven gegenseitig berühren.

Auflösung. Die Gleichung (27.) hat die Form (27 a.) F(x, y, p) = Lp2 + 2Mp +N=0, wobei

28.)  L=(a—x)8(x — a), 41 = 0, N=(x2—ax — df.

Die Integralkurven haben nach dem Beispiel in § 99 die Gleichung

(29.) y^ C) = x\x — d) + (x + d)(y ++    = 0.

(Vergl. Fig. 144.)

Eliminiert man aus den Gleichungen

■n/ Vlc dF{x, y. p}

F(a, y,P) = ^ und -----= 0

die Größe p, so erhält man

(30.)   2 — LN = — (a -f- x}2{x — a)(x2 + ax — a2f = 0.

Setzt man hierbei die ersten beiden Faktoren gleich Null, so erhält man die aus den beiden Geraden

x = — a und y = - a

bestehende Umhüllungskurve. Dagegen gibt die Gleichung

(31.) x2 + ax — a2 — 0, oder x = — 1 "V 5

2 2

die Gerade DF} in deren Punkten sich je zwei von den Integralkurven einander berühren.

Die Lösung

«=-2-25

ist eine Gerade, auf der reelle Punkte der Integralkurven überhaupt nicht mehr liegen.

§ ioi.

Singuläre Lösungen. Übungs-Beispiele.

Schon in § 98 sind zwei Differential-Gleichungen integriert worden, die eine singuläre Lösung zulassen. In Aufgabe 5 hatte man für die Differential-Gleichung (1.)               yp2 — 2xp — y = 0

das allgemeine Integral

(2.)         G{x, y, C) = y2— 2Cx + C2 = 0

gefunden. Die Umhüllungskurve (Enveloppe) erhält man durch Elimination von C aus Gleichung (2.) und aus der Gleichung

(3.) öGög, 0__2+20-0, oder C = x.

Dies gibt

(4.)          y2 — x2 = 0, oder y — — x.

Die Gleichung der Umhüllungskurve stimmt also überein mit der singulären Lösung der Dif ferential - Gleichung.

In Aufgabe 6 hatte man für die Differential-Gleichung g.                               CP

(5.)           y=pa—- ,

yi+K das allgemeine Integral

cC (6.) G(x, y, C} = y — Cx +        = 0

V1-C-

gefunden. Die Gleichung der Kurve, welche von diesen geraden Linien eingehüllt wird, erhält man, indem man C aus der Gleichung (6.) und aus der Gleichung

dG{x. y. C)         .         c


(7.)



ÖC =-“+(4 c v4

eliminiert. Setzt man dabei wieder

1                    C

(8.) C— — tgL z — cosL  ■=—sint,

6 V1-C2 V1—C2

so folgt aus den Gleichungen (6.) und (7.)

(9.)                x=ccos3t, y = csin3t,

oder

2       2       2

(10.)                   x3 + y3 = c3.

Die Gleichung der Umhüllungskurve, welche in diesem Dalle ein Astroide ist, gibt also die singuläre Lösung der Differential - Gleichung.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung (11.)           y2 — 2xyp + (1 + x^p2 = 1

integrieren.

Auflösung. Indem man Gleichung (11.) nach y auflöst, erhält man die Clair aut sehe Gleichung (12.)                y = xp + v1 — p2\

daraus folgt durch Differentiation


(13.) oder (13 a.)




, dp —

P=PK




p dp




V1 — p2 dx‘




(x F




P )dp_o

y ±_p2/



Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man entweder (14.)         dp_o, also p_dy_c,

dx               dx

oder

(15.)   xH-P=0, also —V1-p2=P

V1 —pz                      •

setzt. Gleichung (14.) gibt das allgemeine Integral; indem man nämlich den gefundenen Wert von p in Gleichung


(11.) einsetzt, erhält man



(16.) G(x, y, C) =y2—2Cy c2(1 + «2) — 1 = 0, oder

(16a.)         y=Cx± V1—C2,

also eine Schar von geraden Linien.

Aus Gleichung (15.) dagegen ergibt sich die singuläre Lösung, und zwar erhält man mit Rücksicht auf Gleichung (12.)

(17.) y = xp +P =P +22),  p=,G,,

• el L a •

oder, wenn man diesen Wert von p in Gleichung (11.) ein-setzt,

,    2x2y2 x2y2

J 1—x21—x2  ’

oder

(18.)                y2—x2=1.

Dieselbe Gleichung findet man aber auch, wie man ohne weiteres erkennt, wenn man die Umhüllungskurve der durch die allgemeine Lösung in Gleichung (16.) dargestellten Kurvenschar bestimmt. Dies geschieht durch Elimination von C aus Gleichung (16.) und aus

(19.)                            oder c=,4.

Dieses Beispiel führte Taylor auf die Entdeckung der singulären Lösungen.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung (20.)         ydx — xdy + a Vdx2 -f- dy2 = 0

integrieren.

Auflösung. Die gegebene Dif ferential - Gleichung ist wieder eine Clair aut sehe Gleichung, denn man kann sie auf die Eorm

(21.)           y=pxFaV1-p2

bringen, aus der durch Differentiation


oder



dP -r n P dP dx V1- p2 dx

[image: ]



folgt. Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man

,, \ dp > dy ,

(23.)           =0, also p = - = C

dx               dx

setzt. Trägt man diesen Wert von p in die Gleichung (21.) ein, so erhält man

y = Cx F a V1 + C2, oder

(24.) G(x, y, C)=y2— ^Cxy + C2x2 — a2(1 + C2) = 0.

Dies ist die allgemeine Lösung der gegebenen Differential-Gleichung. Die singuläre Lösung findet man aus Gleichung (22.), indem man

(25.) x +  “P  = 0, oder + v 1 p2_aP

V1—p2      i x

setzt. Dies gibt in Verbindung mit Gleichung (21.) (26.) y=p_cp=2(—c), oder pcy,.

• • • O

Bringt man Gleichung (21.) noch auf die Form

y2 — 2xyp - x2p2 = a2(l — p2^ oder

(27.)        y2 — 2xyp ++ (2 — a^p2 — a2 =0

und setzt den eben gefundenen Wert von p ein, so erhält man

(28.)               2—72 — a2 = 0.

Dieselbe Gleichung findet man aber auch, wie man ohne weiteres erkennt, wenn man die Umhüllungskurve der durch die allgemeine Lösung in Gleichung (24.) dargestellten Schar gerader Linien bestimmt. Dies geschieht durch Elimination von C aus Gleichung (24.) und aus (29.) ^^^-^—^xy^C^—a2^^ oder =-21,,.

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung (30.)              {xp — y}(x — yp) = 2p

integrieren.

Auflösung. Setzt man

(31.) x2 = z + y2 = z — t, also 2z = x2 + y2^ 2t = x2 — y2^ so wird


(32.)



| dz = xdx + ydy = (x — yp^dx^ \ dt = xdx — ydy = {x — yp)dx^


also,




wenn man der Kürze wegen




dz dt




mit pi bezeichnet,




(33.) Dies

(34.)



dz       x - yp x^pi — 1)

dt~Pl~x — yp Pvp+1) gibt

p(x2 — y2) — (x2 + y2} 2pt — 2z

y^Pi + 1)        ” y^Pi + 1) ’

2xy x — yp =       •

y{pi +1)

Trägt man diese Werte in Gleichung (30.) ein, so erhält man

^xy^pit — z}  x(pi — 1)

y\Pi + 1)2 y(p + 1) ’ oder

2(pt—2)=p2— 1, also

	
1 — 7.2



(35.)          2=pt——1.

	
2



Indem man diese Gleichung, die wieder eine Clairaut-sche ist, nach t differentiiert, findet man

dpt dpY

Pi=Pt‘asPd‘

oder

(36.)          (—pd=0.

Hieraus folgt das allgemeine Integral, indem man (37.)              =0, also ^ = G

setzt und in die Gleichung (35.) einträgt. Dies gibt (38.)          22—2C=1—c2,

also mit Rücksicht auf die Gleichungen (31.) (39.) G(x, y, C) = x2 4- y2 — C(x2 — — 1 4- C2 = 0, oder


,2 ,2  

(40.)          140+1Lc=1.

Dieser Gleichung entspricht eine Schar konzentrischer Ellipsen und Hyperbeln.

Die singuläre Lösung findet man, wenn man in Gleichung (36.) den Faktor

(41.)             t—p1=0, also pi = t

setzt und in Gleichung (35.) einträgt. Dies gibt

(42.)           2—212+22—1= 0,

oder

(43.)             22—2241=0,

also mit Rücksicht auf die Gleichungen (31.)

(44.) x4 — 2x2y2 + y — 4x2 — 4y2 +4=0,

oder

(44a.) (—y+V2)(-y_V2)(—y-V2)(—y—V2)=0.

Dieselbe Gleichung findet man, wenn man die Umhüllungskurve der durch Gleichung (39.) dargestellten Kurvenschar bestimmt, indem man aus dieser Gleichung und aus (45.) dGSx^Gl = — ^_y^_ir^C = ^ oder c=“-

den variablen Parameter C eliminiert.

Der Gleichung (44.) oder (44 a.) entspricht ein System von 4 geraden Linien (Fig. 147), die sämtliche Kurven der durch Gleichung (40.) gegebenen Kurvenschar berühren.

Gleichzeitig stellt jede dieser geraden Linien eine singuläre Lösung der vorge-iegten Differential - Gleichung dar. Setzt man z. B (46.) also (47.) und trägt diese Werte in die Gleichung (30.) ein, so erhält man


2—y+V2 =0, p=1.




Fig. 147.
[image: ]




(a — x — V2) (w — x — V2) = (— V2)2 = 2

und erkennt, daß Gleichung (30.) durch diesen Wert von y befriedigt wird.

	
§ 102.



Isogonale Trajektorien.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 227 und 228.)

Wenn eine Schar von Kurven durch die Gleichung (1.)                   F(, y^u) = 0

mit dem variablen Parameter u gegeben ist, und wenn die sämtlichen Kurven dieser Kurvenschar von einer anderen Kurve nach einem bestimmten Gesetze geschnitten werden, so nennt man diese schneidende Kurve „eine Trajeiktorie^ der gegebenen Kurvenschar.

Unter den Trajektorien sind besonders bemerkenswert die isogonalen Trajektorien welche die sämtlichen Kurven einer Kurvenschar unter einem gegebenen Winkel 9 schneiden. Ist dieser Winkel 9 ein rechter Winkel, so nennt man die schneidende Kurve „eine orthogonale oder rechtwinklige Trajektorie1,1"

[image: ]



Um die Differential-Gleichung zu finden, welcher die isogonalen Trajektorien genügen müssen, gebe man dem variablen Parameter u in Gleichung (1.) zunächst einen bestimmten Wert, d. h. man greife aus der gegebenen Schar eine bestimmte Kurve heraus. Der Winkel, welchen die Tangente dieser Kurve (Fig. 148) im Punkte P mit der positiven Richtung der X-Achse

bildet, sei a, dann ist nach D.-R., Formel Nr. 17 und 131 der Tabelle





(2.)



wobei die partiellen Ableitungen von y, u) nach x und y bezw. mit F(x, y, u) und F^{x, y, u) bezeichnet worden sind. Nennt man nun die laufenden Koordinaten der isogonalen Trajektorie x^ yl und den Winkel, welchen die Tangente dieser Trajektorie im Punkte P mit der positiven Richtung der X-Achse bildet, c‘, so ist


(3.)




tga“ =




dy.

dx‘



Damit nun diese beiden Tangenten den Winkel 9 miteinander bilden, muß

(4.)               a=a+9

sein. Dies gibt

(5.)         tg a' = tga + 9)  tga+tg9 ’

n &     ° 1 ’ 1 — tgatg?

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (2.) und (3.)



dy^  F^x, y.u)^^ = F^ - F, dx‘ F^y.u) F2—Ftg9‘ *F4,y,w)68”

wobei der Kürze wegen F1 und F2 statt F(x, y^ u) und F‘2^x^ y^ u) gesetzt ist. Multipliziert man auf der rechten Seite dieser Gleichung noch Zähler und Nenner mit cos9, so erhält man

dy‘ F2sin9 — Fi cos 9

’ da Fcos9+Fsin9

Jetzt wird aber verlangt, daß die Tangenten an die beiden Kurven in einem Schnittpunkt derselben gelegt sind, d. h. die Punkte P und P^ müssen zusammenfallen, wie es in Figur 148 bereits angenommen worden ist; es wird also x‘ =x, y‘ = y, so daß Gleichung (7.) übergeht in die Gleichung (8.) (F,cos9 — F2^&)dx (F,sin9 4- F,cos9)dy = 0.

Im allgemeinen werden hierbei F± und F2 noch Funktionen von u sein, so daß die Kurve, für welche die Differential-Gleichung (8.) gilt, nur diese eine, dem bestimmten Werte von u entsprechende Kurve unter dem Winkel 9 schneidet.

Damit sämtliche Kurven der gegebenen Kurvenschar unter dem Winkel 9 geschnitten werden, muß man Glei-chung (1.) in bezug auf u auflösen und den gefundenen Wert von u in Gleichung (8.) einsetzen, oder man muß, was auf dasselbe hinauskommt, aus den Gleichungen (1.) und (8.) die Größe u eliminieren. Dadurch erhält man eine welche die Differential-Gleichung der gesuchten isogonalen Trajektorie ist.


Gleichung (9.)




g(,y,d)=0, \ U•/



Bei der Integration dieser Differential-Gleichung erster Ordnung tritt eine Integrations - Konstante C auf, die man noch willkürlich bestimmen kann. Deshalb gibt es zu der Kurvenschar

F(x, u) =0

eine ganze Schar isogonaler Trajektorien.

Bei den orthogonalen Trajektorien ist 9 ein rechter Winkel, dann wird also

(10.)             sin9=1, cos9=0,

so daß Gleichung (8.) übergeht in

(11.)             — F2dx + Fidy = 0.

Die Differential-Gleichung der orthogonalen Trajektorien findet man also, indem man aus den Gleichungen (1.) und (11.) den variablen Parameter u eliminiert.

	
§ 103.



Übungs -Aufgaben.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 229 bis 233.)

Aufgabe 1. Durch die Gleichung

(1.)              F(x, u} = y — ux = 0

ist eine Schar von geraden Linien gegeben, welche sämt-

lieh, durch den Nullpunkt hindurchgehen; man soll die Gleichung der Trajektorien auf suchen, welche alle diese Geraden unter dem Winkel 9 schneiden.

[image: ]



Auflösung. Aus Gleichung (1.) folgt durch partielle Differentiation

(2.)   F,=-u,  F,=1,

deshalb findet man aus Formel Nr. 227 der Tabelle für die isogonalen Trajektorien die Differential-Gleichung

(3.)   (— ucos9 — sin9)dx - (—usin9 - cos9)dy = 0,

wobei aber noch nach Gleichung (1.)

(4.)                        u =

C

zu setzen ist. Dies gibt

(5.) (— ycos9 — xsin9)dx - (— ysin9 — xcos^dy = 0, oder, wenn man durch —sin9 dividiert,

(5 a.) (xdx — ydy} - etg^^ydx — xdy) = 0.

Die linke Seite dieser Gleichung wird ein vollständiges Differential, wie aus den Bemerkungen in § 96, Seite 524 hervorgeht, wenn man mit dem integrierenden Faktor 24 72 multipliziert, und zwar erhält man aus ,.          xdx - ydy , , „ ydx — xdy

(6.)        —,     — ctg9 - ,,—= 0

x2 —y2      6   x2- y^

nach den damals angegebenen Regeln


(7.)



In(Va2 + y2} — ctg9 . aretg() =lnC.

Diese Gleichung wird noch wesentlich einfacher durch setzt und den konstanten Faktor ctg9 mit a bezeichnet. Dadurch geht Gleichung (7.) über in


Einführung von Polarkoordinaten, indem man




==rcosg, y=rsine.




also Vx2 4- y2 = r,



(8.)           lnr=lnC + ap=ln(C. eas) ,

oder

(9.)                     r=C.ecr.

Dies ist die Gleichung der logarithmischen Spirale^ welche für die verschiedenen Werte der Integrations-Konstanten C verschiedene Lagen einnimmt.

In dem Falle, wo 9 gleich 90° ist, wird ctg = 0, so daß dann Gleichung (7.) übergeht in

(10.) In(Va2 + y2) = In C, oder 2+2= C2.

Dies ist die Gleichung einer Schar honzentrischer Kreise.

Aufgabe 2. Durch die Gleichung

(11.)       F(, u) = x2 — ^u^y — xV3)=0

ist eine Schar von Parabeln gegeben; man soll diejenigen Kurven aufsuchen, welche alle diese Parabeln unter einem Winkel von +60° schneiden.

Auflösung. Hier ist

(12.)  9=±60°, also sin = + 4V3, cos9=},

(13.) F,=2- 2uV3, F2 = —  ,

folglich findet man nach Formel Nr. 227 der Tabelle für die isogonalen Trajektorien die Differential-Gleichung

(14.) (x uV3 + uY^)dx +[—(x- uV3) V3 — u\dy = 0.

Für das obere Zeichen erhält man daher

(15.) {x + ^uY^^dx + (xV3 -j- 2u)dy = 0,

wobei aber nach Gleichung (11.)

,2

(16.)                  2m =---

y— xV3

einzusetzen ist. Dies gibt

/ x2V3 \     / , x2 \

( x —--— }dx 4- ( xV3 —---—— }dy — 0,

X y— xV3/ X y—xV3/

_____ 3

oder, wenn man diese Gleichungen mit --------multipliziert,

OC

(17.)            ydx + (yV3 — 2x}dy = 0.

Da in dieser Gleichung die Koeffizienten von dx und dy homogene Funktionen gleichen Grades sind, so setze man (18.)            y = xz^ dy = xdz — zdx.

Dadurch erhält man, wenn man Gleichung (17.) noch durch x dividiert,

zdx + (2V 3 — 2) {xdz + zdx} = 0, oder

(19.)       (22V3 — z}dx + (2V3 — 2}xdz = 0,

dx (2V3 — 2}dz  2dz    vZdz

"20 as 2(2V3—1)2*2y3—1‘

also

(21.) In In(2V/3 — 1) — 21n2 + InC, oder

(22.)              222= (23—1).

Dies gibt mit Rücksicht auf die Gleichungen (18.)

(23.)              2= C(yV3—c).

Diese Gleichung stellt ebenfalls eine Schar von Parabeln dar, und zwar geht Gleichung (11.) in Gleichung (23.) über, wenn man x mit y und 2u mit — C vertauscht.

Wenn man dagegen in Gleichung (14.) das untere Zeichen beachtet, so erhält man

(24.)             xdx — (xV3 + ^u)dy = 0,

oder mit Rücksicht auf Gleichung (16.)

2x2 \

xcV3 ---— }dy = 0,

y—xV3/ ‘

qj __ 2V3

also, wenn man diese Gleichung mit -------- multipliziert,

OC

(25.)        {y — V 3}dx — (yVB — x}dy = 0.

Auch hier sind die Koeffizienten von dx und dy homogene Funktionen gleichen Grades, folglich wendet man wieder die in den Gleichungen (18.) angegebene Substitution an und erhält

{z — V 3)dx — (2V 3 — l)(xdz + zdx} = 0, oder

Kiepert, Integral - Rechnung.
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(26.)    (22V 3—22+V 3)dx 4- (2V3 — 1)acdz = 0,

97 dx (2V3 — 1)dz       1 d(22V3— 22+3)

’ x-22V3—22V32 2273—223 ’

folglich wird

In(c2) + In(22V3 — 2z + V 3) = InC, oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (18.) (28.)               (xc2 4- 72)V3 - 2xy = C.

Dies ist die Gleichung einer Schar von ähnlichen und ähnlich liegenden Ellipsen^ deren Achsen die Winkel zwischen den Koordinaten-Achsen halbieren.

Aufgabe 3. Durch die Gleichung (29.)            F(x, y^u) = y2 — ux = 0

ist eine Schar von Parabeln mit gleichem Scheitel und gleicher Achse gegeben (Fig. 150); man soll die rechtwinkligen (orthogonalen) Trajektorien ermitteln.

[image: ]



Auflösung. Hier ist (30.) F,= — u, F,= 2y, folglich findet man nach Formel Nr. 228 der Tabelle (31.) ‘lydx — udy = 0, wobei aber nach Gleichung (29.) (32.) u-zu setzen ist. Dies gibt

z

(33.) '2ydx P--dy = oder 2xda + ydy = 0.

JOC

Daraus folgt durch Integration (34.)                    2x2 + y2 = a2.

Dies ist die Gleichung einer Schar von ähnlichen und ähnlich liegenden Ellipsen.

ist eine Schar konfokaler Ellipsen gegeben, wobei der variable Parameter u alle Werte von —b2 bis — co durchläuft. Wenn dagegen u alle Werte von — a? bis — b2 durchläuft, so stellt Gleichung (35.) eine Schar konfokaler Hyperbeln dar. Man soll für beide Fälle die rechtwinkligen (orthogonalen) Trajektorien bestimmen.


Auflösung.

(36.)




Hier ist
[image: ]





F2=




2y

b2—u‘



folglich findet man nach Formel Nr. 228 der Tabelle für

die orthogonalen Trajektorien die Differential -Gleichung


(37.)




ydx

b2 d~ u




xdy

a2 — u



wobei man noch den variablen Parameter u aus den Gleichungen (35.) und (37.) in folgender Weise eliminieren kann. Aus Gleichung (37.) findet man

(38-)           v,=cyp;

bf -f- u a^ + u

setzt man diesen Wert in Gleichung (35.) ein und bezeichnet man a2 — b2 mit e2, so erhält man

(39.) a2 — u = x(x — yp), b2 - u = a2 — u — e2 = x(x — yp) — e2, und wenn man diese Werte in Gleichung (35.) einsetzt, 

___X__।__y- _ 1

x — yp x(x — yp) — e2 ’

oder

(40.)            (x + yp) (y — xp) = — e2p.

Diese Differential-Gleichung für die orthogonalen Trajektorien läßt sich ähnlich behandeln wie die in § 101, Aufgabe 3. Man setze nämlich

(41.) 2=2+, y2 = z — also 22=x2+y2, 2t=x2—y2, dann wird

(42.) dz = (x -f- yp)dx^ dt = (x — yp)dx,


also,




wenn man




dz dt




mit pi bezeichnet,




(43.)



dz _ ^ + yp  X(p— 1) .

dt 1 x — yp ‘ y(Pl + 1)

,         2xp               2(2 — tpii

2         Pt1 y{pi +1)

Deshalb geht Gleichung (40.) über in

4xp(z — tpi)  e2x(p — 1)

y(pi + l)2 — y(pi + 1) oder

(45.)            4p(z — tpi) = — e2(p,2 — 1).

Diese Gleichung ist wieder eine Clairautsche Gleichung; denn man kann sie auf die Form

(46.)       ="-"n

bringen und erhält daraus durch Differentiation nach t

(47)          4_e(p2+1)]dp_o.

v                    L 4p!2 J dt

Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man

(48.)             "P = 0, also pr= C setzt. Indem man diesen Wert von p^ in Gleichung (45.) einträgt, erhält man

4C(2—tC)=e2(1—C2),


oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (41.)




oder (49.)



2Cx2(1 —C)- 2Cy2(1 + C) = e2(l — C2),

2Cx2        2Cy2

e2(1 —C)T e2(1—C)

Führt man jetzt statt der Integrations-Konstanten C


einen variablen Parameter x ein, indem man




(50.) also




setzt, so (51.)



a2 + b2 — 2x ’

e(1HC),  21,   e2(1—C)_12 I

2C + ’     2(7       +

geht Gleichung (49.) über in

x2 , y2 _ 1

a2—x b2—x

Diese Gleichung stellt wieder eine Schar honfokdler Ellipsen und Hyperbeln dar, welche mit der gegebenen Kurvenschar identisch, ist. Dabei schneiden, wie bereits bekannt ist, in der Tat die sämtlichen Hyperbeln die sämtlichen Ellipsen rechtwinklig.

Hätte man in Gleichung (47.), um die singuläre Lösung zu erhalten, den Faktor

(52.)    _e(p2+1)_0, oder p241_a_e

gesetzt, so würde man mit Rücksicht darauf, daß nach Gleichung (46.)

(53.)              4p2 = p,2(41 — e2)4 e2

ist, die Gleichungen

4p2 — 2e2, oder 4p2z2 — e4, also 4z2 = e2(4t — e2) gefunden haben. Dies gibt, wenn man die Werte von z und t aus den Gleichungen (41.) einsetzt,

(x2 + y2)2 = e2(2x2 — ^y2 — e2), oder

(54.)        (2 — e2)2 — — 32(2x2 +24 2e2).

Die singuläre Lösung liefert also eine imaginäre Kurve, denn Gleichung (54.) kann durch reelle Werte von x und y nicht befriedigt werden.

Im allgemeinen wird die Integration der für die orthogonalen Trajektorien gefundenen Differential - Gleichungen in geschlossener Form nicht ausführbar sein; deshalb ist es von Interesse, einige Fälle hervorzuheben, wo die Integration durch Trennung der Variabein unmittelbar bewirkt werden kann. Die gegebene Kurvenschar habe die Gleichung

(55.)         F(x, y, u) = f(x) + g^y) —u=0,

wobei fix) eine Funktion der einzigen Veränderlichen x und g(y) eine Funktion der einzigen Veränderlichen y sein möge; dann wird

(56.)              F,= f(x), F2=g(y),

so daß die Differential-Gleichung der orthogonalen Trajektorien (vergl. Formel Nr. 228 der Tabelle) in

— g'^dx + f^dy = 0,

oder

dx dy

(5 7 •)                 -p —

g\y)

übergeht. Danach kann man ohne weiteres die folgenden Aufgaben behandeln.

Aufgabe 5. Man soll die orthogonalen Trajektorien der

Kurven mit der Gleichung 08) ()+()-1-0 bestimmen.

Auflösung. Hier ist

69) /te)-() 00)-()

also

(00)   r-:0) »-KF

folglich findet man nach Gleichung (57.) für die orthogonalen Trajektorien die Differential - Gleichung

aa dx 1)? dy

(b"               a' xa-1 = B ‘ y-1 ‘

Die Fälle, wo C oder 3=2 ist, muß man besonders untersuchen. Ist z. B. a und ß so geht Gleichung (61.) über in

(62.)                  aa.da_z2.dy,

x y

folglich wird

(63.) b2lny = a2lnx + InC, oder ybb = Cxfia.

Dagegen findet man unter der Voraussetzung, daß c=2, BE2, aus Gleichung (61.) durch Integration (64.) aaß{ß — 2)2-a = b^a^a — 2)2—8 + C.

Ist z. B.

	
1 ä 1   22



a=1, b=1, B=3‘

2 und vertauscht man u mit u3, so geht Gleichung (58.) über in

	
2 2 2



(65.)                x3—y3= u 3,

d. h. die gegebene Kurvenschar ist eine Schar ähnlicher und ähnlich liegender Astroiden.

Für die orthogonalen Trajektorien findet man dann aus

9

Gleichung (64.), wenn man die Integrations-Konstante — 0 C

S

mit + v3 bezeichnet, (66.)                  x3 — y^

Man kann das angegebene Verfahren auch dann noch anwenden, wenn die Gleichung der angegebenen Kurvenschar die Form


(67.)




f(x) .g(y)—u==0



hat, weil man sie durch die Gleichung

(68.)         y, u) = In[f(«)] + In (g(y)] —Inu

ersetzen kann. Dann wird (69.) so daß man aus Formel Nr. 228 der Tabelle für die orthogonalen Trajektorien die Differential-Gleichung


f‘(x) f(x)



g‘(y) , ,

g{y) f(x)

oder


(70.)

erhält.



, g(y} , dx = - g,y f“(x) g\y} J

Aufgabe 6. Man soll die orthogonalen Trajektorien für die verallgemeinerten gleichseitigen Hyperbeln mit der Gleichung

(71.)


xmyn = u



bestimmen.

Auflösung. Hier ist

(72.)  f(x)=x", g(y)=y",  f(x)=mx”s1, g^ = nyn-l^

folglich ergibt sich aus Gleichung (70.) für die orthogonalen Trajektorien die Differential-Gleichung

(73.)               2mydy = ^nxdx\

die orthogonalen Trajektorien selbst haben daher die Gleichung

(74.)                 my2 = nx2 — C.

Ist die Gleichung der gegebenen Kurvenschar in Polarkoordinaten ausgedrückt, geht man also von der Gleichung (75.)                  Fir, 9,u)=0

aus, so ist der Winkel u, welchen die Tangente im Kurvenpunkte P mit dem zugehörigen Radiusvector bildet, durch die Gleichung (vergl. D.-R., Formel Nr. 153 der Tabelle)

(76,          v-i

gegeben. Bezeichnet man vorläufig die Koordinaten einer orthogonalen Traiektorie mit r‘, Fig. 151.                         °                    •                          ’

9" und den Winkel, welchen die

BTangente dieser Kurve mit dem P       zugehörigen Radiusvector bildet,

/          mit u‘, so ist

/,   (77.)     =  •

/"y      \                   ° dr‘



----6---"-----------X Nun soll (Fig. 151) u —u = 90° sein, deshalb wird



(78.)      tg(„_p_tgu-tgu=c,

v ' ° tgutgu oder

, , rdp r'dp 

(79.)     1 + tgu tgu =1+d-d=0.

Setzt man hierbei der Kürze wegen 

/go, dF^ u)  F 

"            dr          1‘ dp

so folgt aus Gleichung (75.)

g. dp__ u) __F

dr Fa(r, u) F2 ‘

folglich geht Gleichung (79.) über in
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/9             1 rF r‘dp‘_o.

(82.)        1Fds°i

da aber die Berührungspunkte P und P‘ zusammenfallen müssen, so wird r‘ gleich r, g‘ gleich g)^ also

(83.)           F_F.,2d® =0.

ar

Im allgemeinen werden hierbei F1 und F2 noch den Parameter u enthalten; indem man u aus den Gleichungen (75.) und (83.) eliminiert, erhält man die Differential-Gleichung der orthogonalen Trajektorien.

Aufgabe 7. Die Gleichung

(84.)          u) = r2cos (2p - 2u) — a2cos(2u) = 0

stellt eine Schar von gleichseitigen Hyperbeln dar, welche den Nullpunkt zum gemeinsamen Mittelpunkt haben und sämtlich durch den Punkt A mit den Koordinaten r =

• = 0 hindurchgehen; man soll die orthogonalen Trajektorien bestimmen.

Auflösung. In diesem Falle ist

(85.) F, = 2rcos(2p + 2u), F2 = — 2r2sin(2p 4- 2u),

folglich geht Gleichung (83.) über in

— 2r2sin(2, 4- ^u) — 2r3cos(2, 4- 2u) d9 _ 0;

ar

daraus findet man

(86.)          tg(2p +2w)=-,d.

(Fr

Nun kann man Gleichung (84.) auf die Form r2cos(2p)cos(2u) — r2sin(2p)sin(2u) — a2cos(2u) = 0,

oder

o-, . r2cos(2p) — a2

(87) 8(2"9) - ,sin(2)

bringen, folglich wird

(88.) tg(2,+20=tg(22)+tg(

k ‘ Si 7   | - tg(2)tg(2u)

r2sin(2p)tg(2g) 4“ r2cos(2g) — a2

r2sin(2p) — tg(2p)[r2cos(2p)— a2] r2 — a2cos(2g)

a2sin (2p)

Dies gibt mit Rücksicht auf Gleichung (86.)

,                   r2 — a2cos(2p) rdfp

dr r

Weil dies eine lineare Differential-Gleichung erster Ordnung ist, setze man (92.)          t = vz, also dt = vdz 4- zdv,

wodurch man w vd;+-(d+2)=2r

erhält. Indem man die Funktion v so bestimmt, daß in dieser Gleichung der Koeffizient von z verschwindet, erhält man

dv   2dr n      ,    1

(94.) — =--, also mv = —m(rO, oder v = —

	
•      r



deshalb geht Gleichung (93.) über in

	
1 d, (95.)           —=2r, oder dz = 2r3dr.



r2 dr

Dies gibt, wenn man die Integrations-Konstante mit 4   — b4) bezeichnet,

a4 —

(96.) 2z=r+a — b4, also 2vz = r2 H--—2—-=2t,

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (90.) (97.)           r^ — 2a2r2cos(2p) +a=b4,

wobei & der variable Parameter ist.

Diese Gleichung stellt eine Schar von Kurven dar, welche unter dem Namen „Cassinische Kurven“ bekannt sind und die Eigenschaft besitzen, daß das Produkt der Abstände eines jeden Kurvenpunktes von zwei festen Punkten mit den Koordinaten x=—a, y = 0 den konstanten Wert

b2 besitzt. Sind nämlich Fi und Fa die beiden festen Punkte, die „Brennpunkte^ genannt werden, und Q, Q2 die nach einem beliebigen Kurvenpunkte P ge-zogenen „Brennstrahlen“so wird nach dem Kosinussatze (vergl. Fig. 152)

[image: ]



(98.) Q12 = r2 — a2—2racosp, Q22=r2—a2—2racosg,

also

(99.)         012022 = {r2 -j- a2)2 — 4a2r2cos2p = b4,

woraus sich ohne weiteres Gleichung (97.) ergibt.

Für b — a reduziert sich die Gleichung der Cassini-schen Kurve auf

(100.)                r2=2a2cos(2)

und stellt eine Lemniskate dar.

Auch bei Anwendung von Polarkoordinaten kann man Fälle hervorheben, in denen die Integration durch Trennung der Variabein ohne weiteres ausführbar ist. Hat nämlich die Gleichung der gegebenen Kurvenschar die Form


	
(101.)
	
F(r, tp, u) = f{r) +   —u




wobei f{r) eine Funktion der einzigen Veränderlichen r und eine Funktion der einzigen Veränderlichen y sein möge, so wird


	
(102.)
	
F1=fi(r), F2=gW,




so daß Gleichung (83.) übergeht in


	
(103.) oder
	
g()— f^.r2-^ = 0, CLT


	
(103 a.)
	
dr       dtp

r2 .f‘(r} ~ g*^




Hat die Gleichung der gegebenen Kurvenschar die Form


	
(104.)
	
f(r).g(p) = u,




oder, wenn man lnu mit u^ bezeichnet, (104 a.)  F(r, = In[f(n)] + In[g()] —u

so wird

1 rw ’ 2 g(®)

folglich, geht Gleichung (83.) über in




(105.)



g(9)_f(r).rdg  o:

g(s) f(r) dr

daraus ergibt sich

ng, g()de . r2. g‘(o)

Beispiele.

Aufgabe 8. Durch die Gleichung

(106.)            r”cos(mg) — u

ist eine Kurvenschar gegeben; man soll die orthogonalen Trajektorien bestimmen.

Auflösung. Hier ist

(107.)            f(r) = rn^ g(o) = cos(mp),

also

f‘(r) = nrn~ 1,  g‘(p) = — msin(mp),

folglich geht Gleichung (105 a.) über in

dr cos(ma)dp

nr

daraus ergibt sich




m sin(mp)




(108.)          m2 dr — — mn —.    —,

r             sin(mg)

also

mAlnr = — nln[sin(mg) -f- InC,

(109.)               r"»sin"(me) = C.

Für m — n wird die Gleichung der gegebenen Kurvenschar

(110.)                ^cos^nKp) — u

und die der orthogonalen Trajektorien, wenn man C gleich v” setzt,

(111.) r”sin(mg)=v.

Man erkennt unmittellbar die Gleichartigkeit der beiden Kurvenscharen.



Für n — m wird die Gleichung der


gegebenen



Kurvenschar, wenn man — mit ul bezeichnet, u

(112.)                   r,n = u‘cos(m<p)

und die der orthogonalen Trajektorien (113.)                rm = vsin(mg).

Für m=1 geht z. B.               Fig. 158.

die Gleichung (112.) über in

[image: ]



(114.) r==u‘cosg

und stellt eine Schar von Kreisen dar, welche sämtlich durch den Nullpunkt hindurchgehen und ihren Mittelpunkt in der

X-Achse haben, während der Durchmesser u‘ ver-schiedene Werte annimmt (Fig. 153). Die orthogonalen Trajektorien haben dann die Gleichung (115.)                   r = vsing

und sind Kreise mit dem veränderlichen Durchmesser v, die gleichfalls durch den Nullpunkt hindurchgehen, ihren Mittelpunkt aber in der Y-Achse haben.

	
§ 104.



Evolventen.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 234.)

In § 96 der Differential-Rechnung war auf Seite 454 der Satz bewiesen worden, daß eine jede Kurve durch Abwickelung (oder Aufwickelung) aus ihrer Krümmungsmittelpunktskurve entsteht, und daß ihre Normalen Tangenten der Krümmungsmittelpunktskurve sind. Man nennt daher die ursprüngliche Kurve ,,Evolvente“ und die Krümmungsmittelpunktskurve „Evolute“. Dabei gehören zu jeder Evolute

unendlich viele Evolventen, da man die Länge des abgewickelten Fadens noch beliebig annehmen kann. Damals war eine der Evolventen gegeben, und die zugehörige Evolute gesucht. Jetzt sei die Evolute durch die Gleichung (1.)                              y = f(cr)

gegeben, und die Schar der Evolventen gesucht. Diese Aufgabe kann man leicht lösen, denn die Tangenten an die gegebene Kurve haben die Gleichung

du

(2.) y' — y=n(‘ — 3), oder y' — f(a) — f‘(x)(a‘ — X) == 0 und sind zugleich Normalen der gesuchten Kurvenschar, d. h. durch Gleichung (2.) ist eine Schar von geraden Linien gegeben, man soll die rechtwinkligen Trajektorien dieser Schar von geraden Linien aufsuchen.

Damit bei der gestellten Aufgabe die Bezeichnungen mit den in § 102 benutzten übereinstimmen, vertausche man in Gleichung (2.)

x mit u, x‘ mit x, y‘ mit y^ also

f(x) mit f(u) und f\x) mit f\u).

Dadurch geht Gleichung (2.) über in

(2a.) F(a, y^u) = y — f(u) — f\u){x — u) = 0, und es wird

(3.)          Fi=—f(u),  E2—1i

folglich findet man nach Formel Nr. 228 der Tabelle die Differential-Gleichung der rechtwinkligen Trajektorien, indem man den Parameter u aus Gleichung (2 a.) und der Gleichung

(4.)                  dy _ ___1

dx f\u)

eliminiert.

	
§ 105.



Übungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll die Evolventen der Parabel

(1.)                       y2 = ^ax

ermitteln.

Auflösung. Aus Gleichung (1.) folgt

(2.)          f(u) =V2au, f‘(u)= - ,

y2au deshalb wird

(3.)     F(, y, u} = y — V2au — a( "=o,

y 2 au

... dy         ^2au ,    -             ap2

(4.)     = p =---j also y2au = — ap. u = , .

dx           a                              2

Durch Elimination von u aus diesen beiden Gleichungen findet man

2x — ap2 y + ap + 2p = 0, oder

(5.)               2py — 2x — ap2 = 0.

Hieraus ergibt sich durch Differentiation, wenn man dx — setzt,

P

2p dy + 2ydp + 2dy + 2apdp = 0, oder

(6.)           (1 + p2)dy -y^yp + ap2}dp = 0.

Diese Differential-Gleichung zwischen y und p hat einen integrierenden Faktor, der eine Funktion der einzigen Veränderlichen p ist: hier wird nämlich (7.) Myy, p^y^p2^ p) = yp + ap2, dMdN .  1 /dN dM\ —p

öp 1 dy ‘ M \öy dp)   1 — p^

folglich wird nach Formel Nr. 218 der Tabelle (9.) Inv=/—PdP= —1 ln(l +p2), v = —1 •

J1P2 2 d V1-p2

Dies gibt nach den früheren Regeln, wenn man das vollständige Differential mit dü bezeichnet, (10.) dU - V1+, . dy + "p+., dp - 0, (11.)        U =y v 1 + p2 + tp^p},


(12.)




YP । aPl yi —p2V1p2‘



U=yV1+p+4V1+p2-41n(p+V1+p2) = ,,


also (14.)

oder

(15.)




2y = — ap




aln(p+ ___________ _

V1-p2 v1-p2




2x = — ^py — ap2^




ap In (p - V1p2) Cp

V1-p2 v1-p2



Aufgabe 2. Man soll die Evolventen der Kurve (16.)                 27 ay2 = 8(x — af

ermitteln.

Auflösung. Aus Gleichung (16.) folgt

(17.)  r(wj_2—aV2(u—a), rw_V2ty-c),

3Va              y öa

deshalb wird (18.) y^u) = y — f(u) — (x — u) f^u)

v2(u— d)

= V--3V3a ^x~u~ 2a) = 0,


(19.)

oder



dy            V3a

dx~P~ y^{u — a}

-----, V3a 3a- 2ap2 , 3a


(20.) V2(u—a)=—-—, u— 2—= a—,• p           2p2           2p2

Durch Elimination von u aus den Gleichungen (18.) und (19.) findet man daher




oder (21.)




y+3(3:—3a-32)=0.




! a A

Pycs“-2p2=0




Hieraus erhält man durch Differentiation, indem man




wieder dx =




dy

— setzt, P




(22.)       (p + ^\dy +(y ^\dp = 0,

oder

(23.)         (1 + p2)dy + (py + Q2) dp = 0.




Auch




diese Differential-Gleichung hat den integrieren-




den Faktor _1, mit dem man Gleichung, (23.) multi-V1-p2           -I•-1eIneT8t öiCT

plizieren muß, damit die linke Seiteleinisollseähaiges Dif fei rential                     reb nov eib als nejiexgrreiwno&

<24.) av_vip2,ecAypnizeenisannyäp

-ooljnrell 16228312—02/ neb m




1 T9neaaolnoaeg ,ior odeg 4yMdi - Pomp




äre ni gnunbIO TeTefön pggFeQiniH .3QsI nerHit ' 1 — 2 —

- .nebrew




wird. Dies gibt nach Formel Nr. 40 der Tabelle




(25.) U = yV1 > p24“-P = C, vswy P

alsos)=w, gnudoisle - Isiingneftid "19b noitßngainl

(20.)         (.088 8=ipirtvr,2b -IgreV)

-öS x nov noi»nr‘H aIs w nov grtieId.A 9jsg eib jaI

5                                   O —7 Q 2 (2

(27.)      2x=— ^py + 2a -srreiel. Leih •24s-glig nedeg

J*", P" V1-p2

“9 r

Für C = 0 erhält män — se y




(•1)




(289 ne2bai“yebyneiC,nälsoy2Lac2asie ()9 iedow

IsrgetnI eniemegIIP 8ßb nsAr nus 08 egöm nies x neroil Dies ist die GleichungceinerParabel, derenEvoluteole

durch Gleichung (16.) gegebene Kurve ist,, se

, D + (8)1 = D + A (.s)




Kiepert, Integral - Rechnung.
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XVI. Abschnitt.

Gewöhnliche Differential - Gleichungen höherer Ordnung.

	
§ 106.



Allgemeine Bemerkungen.

Die Differential-Gleichungen höherer Ordnung bieten im allgemeinen bei der Integration noch weit größere Schwierigkeiten als die von der ersten Ordnung. Man kennt bisher nur eine geringe Anzahl von besonderen Fällen, in denen sich die Integration von Differential-Gleichungen höherer Ordnung in endlicher, geschlossener Form ausführen läßt. Einige von diesen mögen hier hervorgehoben werden.

	
§ 107.



dmy

Integration der Differential-Gleichung d»=9(«)-

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 235.)

Ist die mte Ableitung von y als Funktion von x gegeben, gilt also die Gleichung

(1.)                      — = (p(x),

v ‘                      dxm ‘

wobei g(x) eine bekannte Funktion der einzigen Veränderlichen x sein möge, so kann man das allgemeine Integral sofort bestimmen. Es wird dann nämlich

dm—Xnj r

(2-) d» = g>^dx +C= P(x) + Cr,


(3.)

(4.)




om—2,/    c

„ - = /p(x)dx + Cx — C2= pa(x) + Cx —

da" I




C2,




dm~3y

dxm—3




= l^x)dx 4- C, + ~ + C / 2; L •




= 93(x)




Cx2 C2x

T2!1! -3)



6 , Cx"—1 . C2x"—2


(5-)



V =J       + (m—1)! + (m—2)!


C„—1X

1!



Die m Integrations-Konstanten C1, C2,...C„ kann man noch so bestimmen, daß die m Größen

dm~ry d/H~2y    dy

dxm~l ‘ dxm~2 ‘    dx ’ V

für x = Xo die beliebig vorgeschriebenen Werte yo‘-1), yo‘"-2) • •. yd, yo

annehmen.

Dabei geht f<pm^{x)dx aus p(x) durch m-malige Integration hervor und ist deshalb ein m-faches Integral

(6.)                           —fdxfdx .. .J'g){x)dx.

Diesen Ausdruck kann man aber noch vereinfachen durch partielle Integration, also durch die Formel

(7.)              Judv = uv — Jvdu.

Bezeichnet man nämlich in den Gleichungen (2.) bis (5.) die Integrationsgrenzen mit Co und x, die Integrationsveränderliche aber mit z, so wird

XXX

(8.) P(x) = fy^dz^ P2(x) = fyi^dz P3(x) = /o2(z)dz, ....

«o o Xo

Setzt man jetzt                                   vj;

(9.)          u = p(x) = J^z^dz^ dv = dx^

20

also mit Rücksicht auf Formel Nr. 182 der Tabelle 37* du = g(a)dx, v = x,

so erhält man nach Gleichung (7.), da $p(x) für x gleich Xo verschwindet,

folglich wird

X

(11.)          ga(x) =/(x — z^tp^dz.

«o

Hieraus ergibt sich

w- •   x     xx     xx

(12.) 2gs(x) = 2f(p‘^x}dx ==ßlxdxJtp{z)dz — 2jdx/zp(z)dz.

Xq               Xq       Xq               Xq Xq

Um die beiden Integrale auf der rechten Seite dieser


Gleichung zu berechnen, setze man zunächst wieder




(13.) also



X

u = (pdx}=^J(f){z)dz^ aber dv=2xdx,

X0


(14.)               du = <p(x)dx, v = x2,

deshalbefindetman durch partielle Integration

Is‘rg9Jl aefos-SW

X     X            X          X

(15.)      J^xd^G^(p(z)d^= x2fy^dz — Ix2p(x)da




Xq       Xq                Xq              Xq

osnierev doon Ied x




Iemro eib — x^Jtp^dz — fz2(p{z)dz.




Xq




Xq



Ferner setze man

X

(16.) u =Jz^iz^dz^ dv = dx, also du — x(x)dx, v = x, o

dann ergibt sich durch partielle Integration

Indem man die Gleichungen (15.) und (17.) addiert, findet man mit Rücksicht auf Gleichung (12.)

2  XX

(18.) 1. 2ps(x) = x2/g(z)dz — ^xjzq^z^dz + Jz^tz^dz^

o               ^0              o

oder

X

(19.)   1. 2ps(x) ==/(x — z^^dz.

«o

X

==/(x — z^^dz.

Xq

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens findet man die allgemeine Formel

X

(25.)       (m — 1)! Pm(x) =/(x — zY^tp^dz

«o

deren Richtigkeit man durch den Schluß von n auf n — 1 beweisen kann. Ist nämlich

(26.)       (n — 1)! <pn{x) =j — z^-^z^dz,

^0

oder

d>»y , .

	
§ 107. Integration der Differential-Gleichung d» = P(«)-



(26 a.) (n —1)! P„(x) = x"-1

-Tfl


«o




oder



[image: ]




«o




k=n—1

(26b.) (n—1)!p,(x)= > (— k=o




«o
[image: ]

k) ist,





so wird, weil n







(27.) n!pn(x)==




/t—n—1        /1?\

2 (—1)*(k)(n—k)a"




Setzt man jetzt




(28.) also




X

u = Jz^q^dz^ dv (n — k^^^dx,

T




(29.)           du = x‘p(x)dx, v = xn~k




so erhält man durch partielle Integration




X    X    XX

(30.) J(n — k^x^^^dx fzk^){z)dz = x^^Jz^^dz —J'xng)(x)dx o o 3 2




Dies gibt

X

(31.) nlop,+1() = n'Jg)n(x)dx =

Ro




X            X

 x^^Jz^fp^dz —Jzn(p{z)dz.

xo To



[image: ]




Xq

— Iz^^dz
[image: ]




Da nun

£,—1()=1-()+(2)-(3)++(1()

= (1 — 1) — (— 1y = — (— l)w

ist, so geht Gleichung (31.) über in


(32.)




n!pn+1(x)



[image: ]



[image: ]




z)"(z)dz •



Dies ist aber eine Gleichung, welche aus Gleichung (26.) entsteht, indem man n mit n - 1 vertauscht.

Man kann daher das allgemeine Integral von Gleichung (1.) auf die Form

1 C ,,, Com—1 , C2am—2 , (33.) V=(m=1a-E)"p()dz+(m-1+(m*2:+ xo

I Cm—12  .  ,

bringen.

§ 108.

Differential - Gleichungen von der Form


F(d"y,

\dxm




dm~ry' dam—1




— 0.



(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 236 und 237.)


Hat die

Form

(1.)



gegebene Differential-Gleichung zunächst die


dy da?




=f(da).



do do

so bezeichne man wieder — mit p, also mit -2 • Da-ax            ax^ dx

durch erhält Gleichung (1.) die Form


(2.) folglich ist

(3.)




dP = oder dx =



[image: ]




dp W’



584e0m.c,n

	
§ 108. Differential-Gleichungen von. der Form F \d» ’ dm—1) = • •



Ferner ist nach. Gleichung (2.) (4.)


dy = pdx =




pdp

f(p) ‘



also (5-)

Durch die Gleichungen (3.) und (5.) sind x und y als Funktionen von p dargestellt. Durch Elimination von p findet man daraus die gesuchte Gleichung zwischen x und y.

Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung 

6)+ dy_y14(dy)

dx- i \dx/ integrieren.

Auflösung. Aus Gleichung (6.) folgt

  

(7) d=y 1+7, oder dx - ydp ’ dy - pdp ’

"                     V1 + p2      V1 + p2



(8.) zm6“,-In(p+V1+)+C=%rGinp-+C,

 

(9) y - (pdp,  v1+p +

(sE'skP

Dies gibt, wenn man die Integrations-Konstanten C1 erb, gnrmorel 1 . ° und C2 bezw. mit Xo und yo bezeichnet, 

(10.)      V1+p2= y— y^^ Ar Sinp = X — To,

(11.) p = Sin(g — xd), 1Pp2= 1 ++Sin(g—Ro)=Goj?(x — xo), foglickwird V b oalß q ii

b -ID c.

(!2.)          VA®FF0-3o),

oder

qb          ,         r             ,

(13.)       " yyyo- •9+ e"--

Aufgabe 2. Man soll die Gleichung derjenigen Kurven bestimmen, bei denen der Kgümmungshalbmesser die konstante Länge a hat. ■ r t q ) \ ~ X

e., .p,   : i , • i          1 ^dmy dm—ly n 585

	
§108. Differential-GleichungenvonderF‘ormF\dm‘ dm—1)-



Auflösung. Nach D.-R., Formel Nr. 149 der Tabelle ist

~ dy ’ dx2

deshalb müssen die gesuchten Kurven der Differential-Glei-chung (14.) +(ds)=ady, oder +(V1+ps=adP

	
— \dx/ dx2        —            dx



genügen. Daraus folgt


(15.)




oder, (16.)



,              adp

dx = ±_____________



(1—p2)V1-p2


wenn man



p=tgt, also V1-p_-1,, dp=dt

1 cost cos2t


setzt, (17.)




dx== — acost. dt, dy = pdx = — asint . dt.

Dies gibt, wenn man die beiden Integrations-Kon-




stanten




(18.)




(19.)




wieder mit Xo und Yo bezeichnet, । • , . ap

x — Xo — + asnt = 4—. —— i

~ V1 + p2

—     ,    a

 y — yo = + acost = -—  •



Indem man die Gleichungen (18.) und (19.) ins Quadrat erhebt und addiert, erhält man

(20.)             (x — 20)2 +(y_ yo)2 = a2.

Die gesuchten Kurven sind demnach Kreise mit dem Halbmesser a; ihr Mittelpunkt hat die Koordinaten Ro, Yo, die als willkürliche Integrations-Konstanten eingeführt worden sind. Der Kreis ist daher die einzige Kurve, deren Krümmungshalbmesser eine konstante Länge hat.

Ist eine Gleichung zwischen


dy       dp

dx2 I dx




(21.)



dy            .

- — p und dx

586                                       / dmy d»i—Ui\ .

§108. Differential-Gleichungen von der Form F\ ,, ,)=0.

O3‘‘ —/

gegeben, welche nicht nach q, sondern nur nach p auflösbar ist, hat also die Differential-Gleichung die Form

(22.)                     p =

so findet man durch Differentiation nach x

(23.) q=(‘(0)-2,

also

(24.)   d=‘)da, dy=pdx=^Wi,

(25.) a = f *‘g)d +c, y             + c.

Indem man aus diesen beiden Gleichungen die Größe q eliminiert, ergibt sich die gesuchte Gleichung zwischen x und y.

Das angegebene Verfahren kann man auch auf die Integration von Dif ferential - Gleichungen höherer Ordnung übertragen. Es sei und die gegebene Differential-Gleichung habe die Form


(26.)




dm~ry

M =      5 V

dxm~1




dmy dxm ‘




also




du

dx = V'



94

(27.)           v = f(u), oder 1 = f{u\

(IX

dann wird

(28.)         dz=du, x = ItT\+C>-


f(u) J f(u)

Läßt sich diese Gleichung in bezug auf u auflösen, so findet man

dm—1,

(29.) “=dum = 9()

und kann das in § 107 angegebene Verfahren anwenden.

Hat die gegebene Differential-Gleichung die Form

(30.)                      u =

so findet man durch Differentiation nach x

dv               (p'^dv

(31.)         v = 9 ‘(•) •i oder dx = -—,— 1

dX                 0

(32.)      2=/dv+C,.

J v

Läßt sich, diese Gleichung in bezug auf v auflösen, so kann man wieder das in § 107 angegebene Verfahren anwenden, nachdem man den gefundenen Wert von v in Gleichung (30.) eingesetzt hat.

§ 109.

Differential- Gleichungen von der Form /dmy dm~2y\

F(—-, —-)= 0.

\dxm dx^-2/

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 238 bis 241.)

Hat die gegebene Differential-Gleichung die Form

(1.) . a!-f),

so setze man wieder

.     dy      i   d2y dp     dy,

(2.)        =p, also           und — = dx.

dx           dx2 dx p

dann geht Gleichung (1.) über in

dp             n     7     ,,,     f(y)dy

(3.) d = f(y), oder dp = ^dx = 1

folglich wird

(4.)               2pdp = 2f(y)dy,

(5.)             p‘ - ifMdy + C,.

Aus dieser Gleichung folgt dann

(6.) dy=yc+2/(y)dy, oder dx= ,—dy_

V C + 2ffWy also

(7.)           a = dy--+ C.

Jla + yMdy

588                                  /dmy dm—2y

§109. Differential-GleichungenvonderFormFG„, d„2)=0.

Beispiele.


(8.)



Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung dy  y dx2 a2

integrieren.

Auflösung. Bringt man diese Gleichung auf die Form .     7 yda         i    ,,    ,

(9.)     dp - 2 = a2p 1 oder 2apdP =

so erhält man durch Integration


(10.) oder

(11-)

Hat hierbei

also

(12.)

dies gibt, wenn Xo bezeichnet, (13.)






ady =—Vy2—C1. dx.

C1 einen negativen Wert, so setze man

C__c2,




dx —




ady



V y2 — c2




man die neue Integrations - Konstante mit




x — Xo = a




ArGo(V),



X—Xo      X—Xq

(14.) y - cGoi(“a“)  2 (e“+ e “)

Setzt man noch

 «o


«o

cea = 2B,



(15.)                   ce a             .

so geht Gleichung (14.) über in

(16.)                y = Aea + Be a.

Hat dagegen C1 einen positiven Wert, so setze man

Cr = +

Dadurch folgt aus Gleichung (11.)

,       , ady


(17.)





dx = +



§109. Differential-Gleichungen von der Form F("",        = 0. 589

also nach. Formel Nr. 35 der Tabelle, wenn man die neue Integrations-Konstante wieder mit Xo bezeichnet,


(18.)




x — 20=± aArSin(),




X— o      X—Xq



(18a.) y = + cGin(a") - + 2(e“— e“




Dies gibt, wenn man

To _Ca A — 2    - 4,

setzt, in Übereinstimmung mit




«o e“=B

4

Gleichung (16.),




y = A . ea — Be




Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung




(19.)

integrieren.




dy  y

dx2 a2



Auflösung. Bringt man diese Gleichung auf die Form





(20.) dp = —     — y^, oder ^a^pdp = — ^ydy^

C C 00

so erhält man durch Integration

(21.)                 a2p2 =Cr — y2.

Da hierbei C1 nur positive Werte haben kann, möge Ci mit c2 vertauscht werden. Dadurch erhält man 

^y . ,---------9    1 dy . dx

(22.)  ap = a= + yc2 — y2. oder - —— =

v ‘  1    dx ~     ‘      Vc2—y2 — a

folglich findet man durch Integration nach Formel Nr. 34 der Tabelle

(23.)             arcsin() = C2±1,

oder

(24.) y = csin(c + C) = csinCacos(“) + ccosCsin(C).

Setzt man noch

(25.)         —ccosC2=A, csinC2=B,

so geht Gleichung (24.) über in


(26.)




— Asin




(a)+-Bcos(a)



Dabei sind A und B wieder zwei beliebige Konstanten, welche die Integrations-Konstanten ersetzen.

Ist allgemein die Gleichung „/dmy d^\-c,

27)              F\dz"‘ dx«-2)

gegeben, so setze man

x  dm— 2       dm~ly   du       dmy   dv

B 7 dxm~2       dxm~l   dx       dxm   dx und bringe die gegebene Differential-Gleichung durch Auflösung nach w auf die Form

0Q)

(29.)          w = f{u), oder ~ =

OlJ

do

Indem man beide Seiten dieser Gleichung mit 2v=2

OJ

multipliziert, erhält man

(30.)                                —

‘            dx     dx

und durch Integration

(31.)                v2 = ^Jf{u)du + C.

Dies gibt

(32.) v=du= ±Vc+2/r(u)du, oder d=± du

V Ci-\-2/f(u)du

[image: ]

Ci-^^ff^du




Läßt sich diese Gleichung nach u auflösen, so daß sie die Form

dm— 2,1

(34.)                u = "---- = ^x}

\ ‘ dx"2 ‘ ‘

erhält, so kann man zur Ausführung der weiteren Integration das in § 107 angegebene Verfahren anwenden.

Läßt sich aber u nicht explicite als Funktion von x darstellen, so folgt aus Gleichung (32.) - . , /dm—3y । udu (35.) udx = dl „3) = ± 7---------- ■  — 1

C^^Jf(u}du

also udu

[image: ]



—......-..................+ C3 •

+ 2ff{u)du

Multipliziert man diese Gleichung mit ,       ,           du

dx = + —7--------—

V C + ^ff(u)du

und integriert auf beiden Seiten, so erhält man du ,p udu ,


d,n-hj (37.) dm
[image: ]




== = -±(— —+Cs

[image: ]



Ci-\-2/f(u)du J V C-i-y^Jf^du

In dieser Weise kann man fortfahren und schließlich auch y als Funktion von u darstellen.

§ no.

Fälle, in denen sich die Ordnung der Differential-Gleichung erniedrigen läßt.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 242 bis 244.)

Ist n < m, und enthält die Differential-Gleichung mter Ordnung die Funktion y und die n — 1 ersten Ableitungen gar nicht, hat also die Differential-Gleichung die Form . .            /  dny  dn+xy    dmy\   .

v 7             \  dxn  dx”t1    dxm/

so kann man sie auf eine Differential-Gleichung (m—n)ter Ordnung reduzieren, indem man

dny dn^xy du dmy dm~nu ' '        dxn da”+1 dx' dxm dxm~n

einführt. Die vorgelegte Differential-Gleichung wird dadurch auf die Form


(3.)

gebracht.



—/     du d2u    d,n~nu\ 

F ( x, u, — i —o »----,-----l = 0

\‘   dx dx2    dx,H~n)

Beispiel.

Aufgabe 1. Man soll diejenigen Kurven bestimmen, bei denen der Krümmungshalbmesser im umgekehrten Verhältnisse zu der zugehörigen Abszisse steht.

du

Auflösung. Bezeichnet man wiederd mit P, so müssen die gesuchten Kurven der Differential-Gleichung


(4.)




(1-p2)2




dp dx




a2 j ,3 a2 dp

2x —          2x dx



genügen.. Daraus folgt, wenn man


(5.) setzt, (6.)



2=1’, d»-c0#‘V+?‘-cs/

+ ^xdx _-----adP _ = a2cost . dt,

~       (1 + p2)V1 + p2

also durch Integration 2

(7.)        —x2_C= a?sint = P—,

- V1—p2

oder


(8.)



dy . C1 + x2 p = — = + . -  —     ,

da Va4 _ — x2)2

daraus folgt

.           __G {Cx + x2)dx

(V.)           V — //---7,—i--99 T 2- erb gnIIbrO

J V — (C1 + x£Y

. alß sn. oiq 1,9

Die Kurve, welche dieser Gleichung entspricht, heißt „die elastische Linie'^ weil ein elastischer Sjab, der an dem


einen Ende befestigt und an



dem andern Ende belastet rist, ffiCem19 Tim 912 ISI nn82 08


diese Form annimmt.



nsm mobni n9reixuber gnunbrO

Man kann dises. Verfahren söleich auf die Lösung der allgemeihören Aufgabe,b bei wlcher der krümmungs-halbresserep ■ irgend -inet Funktion'^ A p(wo)vonI x istülar wenden. Dann wird also             Mrro eib Irs NDIb
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(10.)
	
(1 +p2)2 , . ,,,3 .dp dp  -‘) d+P

dx




oder, wenn man wieder


	
(11.) setzt, (12.)
	
p-tg‘ und

dx           dp              , ,

— =-----—________- = cost . dt,

^) (1+p2)V1+p2


	
(13.)
	
sint = _P--= / da +C,= f(x) + Ci,

V1+p2 J9(a) 7 ’


	
(14.)
	
= dy _      f{x} + Cj

dx    V1—[f()+C]2‘


	
(15-)
	
„ । ( yw + c,]da , r JV1—[f(x)—C,]2




Enthält die Differential - Gleichung mter Ordnung [die unabhängige Veränderliche x gar nicht, hat also die Differential-Gleichung die Form


	
(16.)
	
FLd^, d,...d)=o, v dx dx2 dxm)    ’




so kann man die Ordnung wieder um eine Einheit herab-du

drücken, wenn man d = p setzt und y als unabhängige

Veränderliche einführt. Man erhält dann


	
(17.)
	
d2y _ dp dp dy _ dp dx2 dx dy dx P dy'


	
(18.)
	
d^y   \fdp\? , d2p

das   (dy) ^dy2y'




Dadurch geht die vorgelegte Differential-Gleichung über in


	
(19.)
	
/     dp    d,H—lp\

G(y,p, ,  ——4 ) = 0.

\    dy    dym~1/




Kiepert, Integral - Rechnung.
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Beispiele.

Aufgabe 2. Man soll diejenigen Kurven bestimmen, bei denen der Krümmungshalbmesser ebenso lang ist wie die zugehörige Normale.

Auflösung. Nach D.-R., Formel Nr. 143 und 149 der Tabelle sind die Ausdrücke für die Normale und für den Krümmungshalbmesser

/dsN

. , ds , । da)

(20.)       N=y und 0 = +  --

B       J dx   5d2y

dxz

Die gesuchten Kurven müssen daher der Differential-Gleichung

/ds^

..       . \dx) ds           /ds^ d2y

(21.)      ----79— = y , ? oder — ( — 1 = y-^.

— dzy J dx        ~ \dxj J dxz

dx2

genügen. Indem man

.              , /ds^ . ,  „ d2y dp

	
22. ==p, also ()=1—p2,  ,,==p,



dx           \dx)           dx2 dy

setzt, erhält man

,.   ।      ।   ,                  ,      > 2dy ^pdp

	
23. + (1 + p2) = yp • /, oder ---- = g



dy       — y 1—p*

Daraus findet man durch Integration

(24.)           + [In(^) + inCi] = ln(l + p2}.

Berücksichtigt man in Gleichung (24.) zuerst das obere Zeichen, so wird

(25.) 1 + p2 = C.y2, oder p=d=± VC2—1.

Da hierbei C1 nur positive Werte haben kann, so setze man

(26.)                 q=1,

UU

dann geht Gleichung (25.) über in

(27.) p = dy = + 1 Vy^a2, oder + — = _dy— •

dx ~ a ‘            — a Vy2 _ a2

Dies gibt durch Integration (28.)  ± 3-” - in (+V1=“) -

wobei auf der linken Seite der Gleichung die Integrations-

___ OCo

Konstante — hinzugefügt ist. Daraus folgt

(29.)             v = aGor(a “).

oder

x—Ro       X—Xq

(30.)        y=2(e “ +e")

Dies ist die Gleichung der Kettenliniebei der, wie schon in D.-R., § 95, Aufgabe 4 gezeigt wurde, der Krümmungshalbmesser ebenso lang ist wie die zugehörige Normale; der Krümmungshalbmesser hat dabei aber die entgegengesetzte Richtung wie die Normale. Die willkürlichen Integrations-Konstanten sind in Gleichung (30.) durch die beliebigen Größen a und Xo vertreten.

Berücksichtigt man in Gleichung (24.) das untere Zeichen, so wird

(30       1+*=c

Hier möge wieder die Integrations-Konstante Cj, da sie nur positive Werte haben kann, mit 1 vertauscht wer-Ol

den. Dadurch erhält man

(32.)   14p2—a,, oder p_dy_+1va2 — 72,

y:            ax   — y

(33.)              ydy = + dx,

Va2—y2 ~

(34.) + (x — 20)= — Va2 — y2, oder (x — 2,)2 ++ y2 = a2.

Dies ist die Gleichung eines Kreises mit dem Halbmesser a, dessen Mittelpunkt in der X-Achse liegt. Der Krümmungshalbmesser ist gleich a und hat dieselbe Lange und dieselbe Richtung wie die Normale. Auch hier ver-

. -i-- 38**, treten die beliebigen Größen a und Xo die beiden Inte-grations - Konstanten.

Die gestellte Aufgabe hat zwei verschiedene Lösungen, die man erhält, je nachdem der Krümmungshalbmesser dieselbe oder die entgegengesetzte Richtung hat wie die Normale.

Aufgabe 3. Man soll diejenigen Kurven bestimmen, bei denen der Krümmungshalbmesser doppelt so lang ist wie die zugehörige Normale.

Auflösung. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (20.) müssen die gesuchten Kurven der Dif ferential - Gleichung /ds^

v > \dx) ds ,     . /ds^ n d2y

(35.)  —— = 2y» oder —()=2y

' ‘    — d2y dx        — \dx/ ‘ dx2

dx2

genügen. Indem man wieder

(36.)     = also (d)_14p,

‘ dx           \dx/           dx2 dy

setzt, findet man

,,U,c dp i । dy 2pdp (37.)   + (1 + p2) = 2yp ■   » oder — =      , •

‘   dy      - y 1——p

Daraus folgt durch Integration

(38.)         Iny-Inc=In(1-p2).

Berücksichtigt man zunächst das obere Zeichen, so wird


(39.)



l-^-p^=Cy, oder p = du


±VCy-l,



UUJ

(40.) +dx=-dy_,, also C—x)=/“Cy—1—2VCy-1, ]/Cy—\            JVCy—1

C\x — 2o)2 = ^Cy — 4,

2

oder, wenn man die Integrations-Konstante C mit — ver-

O

tauscht,

(41.)           (a—x}=2ay — a2.

Dies ist die Gleichung einer Parabel mit dem willkürlichen Parameter a, deren Leitlinie zur X-Achse gemacht ist. Die Y-Achse liegt noch, ganz beliebig, weil Xo die zweite willkürliche Integrations - Konstante ist.

Hierbei hat der Krümmungshalbmesser die entgegengesetzte Richtung wie die Normale.

Berücksichtigt man in Gleichung (38.) das untere

Zeichen, so wird

g,,,ihC i      dy । 1/C—y   । 1/C  -<

(42.) 1—p2=—oderp==—/---=—/ —1,

y          dx V y - F y
[image: ]

Da hierbei — 1 > 0, oder 01 sein muß, wenn y . C die Wurzelgröße reell sein soll, so setze man

(44.)         y = Csin2 (2) =Q(1-cost),

also

(45.)      C_y=Ccos2()=,(1+cost),

2 / 2

(46.) VcU,=tg(2) dy=2sint.at=Csin()eos(2)at,

folglich wird

(47.)      + dx — Csin2()at = g(1 — cost)dt,

i                                     C

(48.)            x — Xu = — (t — sm t).

2

Vertauscht man t mit — t so ändert sich Gleichung (44.) gar nicht, während in Gleichung (48.) sich nur das Vorzeichen der rechten Seite umkehrt. Man erhält daher dieselbe Kurve, gleichviel, ob man in den Gleichungen (42.), (43.) und (48.) das obere oder das untere Vorzeichen nimmt; deshalb kann man das doppelte Vorzeichen fortlassen. Indem man schließlich noch C mit 2a vertauscht, gehen die Gleichungen (48.) und (44.) über in

(49.) x — xo = a(t—sint), y = a(1 — cos/).

Dies sind die Gleichungen der Zykloide, für welche schon in D.-R., § 95, Aufgabe 5 gezeigt wurde, daß der Krümmungshalbmesser die doppelte Länge und dieselbe Richtung besitzt wie die Normale.

Auch diese Aufgabe hat zwei verschiedene Lösungen, die sich ergeben, je nachdem der Krümmungshalbmesser dieselbe oder die entgegengesetzte Richtung hat wie die Normale.

Aufgabe 4. Man soll diejenigen Kurven bestimmen, bei denen der Krümmungshalbmesser dem Quadrate der zugehörigen Ordinate proportional ist.

Auflösung. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (20.) und (22.) müssen die gesuchten Kurven der Differential-Gleichung

(ds

(50.)   ± d, = ay-, oder ±(I-   = ay“.p

dx2

genügen. Dies gibt


	
(51.)
	
dy      apdp        a d{l — p2)

y2    (V1+p2y   2 (14p2




also durch Integration

1 — a ,,Cy-1 , a

(52.)---= + ___— + C, oder - = + —

7 y Vl + p2           y V1-

folglich wird


	
(53.)
	
„_dy__V(a2— —1

P dx -      Cy—1




oder, wenn man der Kürze wegen


	
(54.)
	
a2 — C2 = + A2, also C2 + A2 = a2


	
setzt, (55.)
	
_ (Cy-1)dy .

“ V—A2y2—2Cy—1




Gilt in Gleichung (54.) das obere Zeichen, so setze man


	
(56.)
	
Ay = t - C, also t — A2y — (7,




dann wird

(57.) Cy-1=C+a,

folglich geht Gleichung (55.) über in


(58.)




dx —




(Ct + d2)dt

48Vt2—a2



Nun ist nach Formel Nr. 33 und 36 der Tabelle


Ltdt=yt2—a2,

Vt2—a2




r dt

vt2 — cd




t—Vt2—a2



deshalb findet man aus Gleichung (58.) durch Integration (60.) + A%(x — C2) = ACVA2y2 — 2Cy — 1

+ a?ln(A2y — C + AVA2y2 — 2Cy — 1), wobei die Integrations-Konstante —a2lna auf der rechten Seite der Gleichung weggelassen ist, weil sie mit der Konstanten — A3Ca auf der linken Seite der Gleichung vereinigt werden kann.

Eine besonders einfache Form erhält die Lösung, wenn man die Integrations-Konstante

(61.)             C=0, also A = a

setzt, dann geht Gleichung (60.) über in

+ a(x — C2) = In(a?y + aV ody2 — 1), oder

(62.)           a{ay + Ycdy2 — 1) = e±a(«-C).

Indem man beide Seiten dieser Gleichung mit ay — ycdy'2 — 1 multipliziert, erhält man

a = e±a(z-C) . (^ay — Ya2y2 — 1), oder

(63.)         a{ay — V a^y2 — 1) = ad . eFa(«-C),

Durch Addition der Gleichungen (62.) und (63.) erhält man

(64.)            2a2y = e±a(e- C) + a2 . eFa(e—C).

Setzt man jetzt noch

aC2 = axo — Ina, so wird

■ e±«(«—C2) — e±a(a— «o)+lna — a . e±a(a—«o),

(65.)               —c) -- eFa(g2)—Ina -- 1 . e=a(—2)

a             ’

folglich geht Gleichung (64.) über in

600            § 110. Erniedrigung der Ordnung.

(66.)                2ay = e±a(z—20)    eFa(«—2o).

Dies gibt, wenn man a mit — vertauscht,

x—Xo       x—Xok

(67.)        y=l(e°+e°)

Das ist die Gleichung der Kettenlinie.

Wird die Integrations-Konstante C so bestimmt, daß in Gleichung (54.) das untere Zeichen gilt, ist also (68.)    a2_c2=—A2, oder

so setze man


(69.) dann wird

(70.)



Ay =t — C, also t = A^y — C, „ , 4 Ct — a2 , dt

Cy +1 — ~ A2 ’ dy — A2 ‘

V— Ah/ — 2Cy—1= 1 Va2 — 12,

A

folglich geht Gleichung (55.) über in


(71.)



_{Ct — a^dt


— dx

Nun ist nach Formel Nr. 31 und 34 der Tabelle
[image: ]

deshalb findet man aus Gleichung (71.) durch Integration

(73.) +A8(K—2)=




TA8Va2_t2

— ACV— A^y^ — ^Cy — 1 — aare sin (

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung

(74)

integrieren.

Auflösung. Setzt man wieder


(75.)



dy        - d^y dp dp

=P, also ==p.1 dx            dx^ dx dy


so erhält man aus Gleichung (74.)



p= fey) oder I = /(v)dy ‘


Daraus




(78.)



folgt durch Integration

Inp =JfWy + InC,

dy , ffWu

P=d=Ce ’


(79.) also




Cdx = e




. dy,




(80.)




C13 =




Ist die die Größen




(81.)



vorgelegte Differential- Gleichung in bezug auf

dy ,, dzy , , d"y

y. yl =, y = —   y^ = ,3

dx - dx2    - dxm

homogen von der nten Ordnung, hat sie also die Form


(82.) y, y^ y^ .




'x Y, y

•9 /




so führe man eine neue Funktion u durch die Gleichung




(83.) ein, dann

(84.)




fudjc

y* = yu^ oder my = udx^ y = e wird




du dx




(85.)




yi = yl




Setzt hält man




man diese Werte in Gleichung (82.) ein, so er-eine Differential-Gleichung von der Form




(86.)




' du

OC, 20, ) ax




dm~1u dx>nY



die nur noch von der — 1)ten Ordnung ist.

Beispiel.

Aufgabe 6. Man soll die Differential-Gleichung . 1 dy  y = 0 dx1 x dx x^

integrieren.

Auflösung. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (83.) und (84.) kann man die vorgelegte Differential-Gleichung auf die Form

v(du+1)+-/=0,

oder

(88.)         (x2u2 +xu — 1)da + x^du = 0

bringen. Diese Differential-Gleichung ist nur noch von der ersten Ordnung und enthält u nur in der Verbindung xu; deshalb setze man

z  .        ,2, xdz — zdx

(89.) xu = z, oder u = » du =--.---

x        X

Dadurch geht Gleichung (88.) über in

(z2 — z — l^dx - xdz — zdx = 0, oder 

(90.) G2—V)dx + xdz = 0, d-—"2,  0,

O R _L

folglich erhält man durch Integration

(91.)         In(22)+In(1)=Inc,

(92.) x\z — 1) = C{z + 1), oder x\xu — 1) = C(xu + 1).

Dies gibt

/93 „_y_dy_ x2C ■ y ydx x(x2 — C)

Hieraus findet man durch Partialbruchzerlegung

. dy / 1    ,    1       \,

(94.)      — = ( —-——  --——---}dx

y —VCx-VC «/

und ’durch Integration

(95.)         Iny= In(xc2 — C) — Ina; + InC,

___

(96.)           y=Ci—a

Setzt man hierbei noch

(97.)          C,=A, —CC=B,

so geht Gleichung (96.) über in

(98.)                 y = Ax 4- Bxr~r.

XVII. Abschnitt.

Lineare Differential-Gleichungen m ter Ordnung'.

§ in.

Allgemeine Bemerkungen.

Eine Differential-Gleichung von der Form

, d»y . p, Xdm—Yy , , d»—2y , v ‘ dx" ‘ dx"-1 ~' dxm~2

+ fu-1(c) dy + fm(x). y = (),

in welcher f(x), f2(x), • • • und g(x) gegebene Funktionen von x sind, heißt „eine lineare Differential-Gleichung mter Ordnung“. Dabei soll es auch zulässig sein, daß sich die Funktionen fi(x), f2(x),...f„(x) auf Konstante reduzieren, die dann mit /i, f2, ... fm bezeichnet werden mögen. In diesem Falle erhält Gleichung (1.) die Form

d»y । z dm~xy „ dm~2y              dy         . .

(2) d»+f adc- + f ++f‘ dztf-*“

Wird die Funktion g(x) identisch gleich Null, hat also die lineare Differential-Gleichung die Form

. dmy , .. .dm~xy , , .dm—2y ,

(3.)    — — f1(x) j--1—L f^OO —----o — ■ • •

v ’ dxm - ’ dxm~x ‘ dx"2 '

+ fm-i{x) dy + f^x). y - 0,

so heißt sie „homogen“. Es wird später gezeigt werden, daß die Integration der nicht homogenen Dif ferential - Gleichung (1.) immer zurückgeführt werden kann auf die Integration der homogenen linearen Differential-Gleichung (3.), welche aus Gleichung (1.) hervorgeht, indem man das Glied p(x) auf der rechten Seite der Gleichung, gleich Null setzt. Es sollen deshalb zunächst die homogenen linearen Differential-Gleichungen mter Ordnung behandelt werden.

§ U2.

Homogene lineare Differential - Gleichungen mter Ordnung.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 245 bis 247.)

Satz 1. Hat die gegebene homogene lineare Differential-

Gieichung

. .   d»y          dm—ly ,      ,   , . dy , „ . .       

(1.)  dg» + dxm~l H-----tfm-()H+fm(3)-y =0

n partikuläre Integrale y^, Y2,...yn, so ist auch

(2.)            y = Ciy + C^y-i + • • • + Cnyn

ein Integral dieser Gleichung, welche Werte die Konstanten

Ci, C2, ... Cn auch annehmen mögen.


	
Beweis. Aus Gleichung (2.) folgt


		
dy _ r      r dy2 ,   , dyn

dx‘ dx "2 dx  ltl"dx‘


	
(3.)
	
d2y _ P d2yi , r d2y-2 ,     , r d2y,

dx2 -1 dx2 T -2 dx2 1      -n dx2




d”y _ G d>>lyi 4- G d”y2 __ . i g d>,'yn •

dxm 1 dxm2 dxm r n dxm ’

Addiert man die Gleichungen (2.) und (3.), nachdem man sie bezw. mit fM{x\           . f2(x), f\(x) und 1 multi

pliziert hat, so erhält man

/ x  d»y ,, dm~xy .     ,     . dy , „ . x

(4.)  dx^1 + f1 («) dg +    H f»-1(3) a+f’ y

, dmy , p, dm—ly .     . /•   , dy 1

	
- O a»+f"lazm Hfw-“laz+f") . V


	
*1     [d»ya , p, dn—1y2 ,      ■ ,       dy2 , , .    1



+ C2 [d^ + f1(3) d^1^ H    H ^,n~^~dx + fw() ' V2

+................................

I n d”yn , ,, dm—ly, .    1// xdyn ,p,. 1 n

t Gn {do^ t f1(") dw-1 H-----tf-1(3) d+f’ y ” = °, denn nach Voraussetzung werden die Ausdrücke in den eckigen Klammern einzeln gleich Null.

Satz 2. Kennt man m partikuläre Integrale Y2, ... ym und kann man in

(5.)           y = C^yi C2y2 —----+ CmVm die Konstanten C1,C2,... Cm so bestimmen, daß

, dy „ d2y ,   5, dm—ly


(6.)



y, y = , y“ =    , • • • ym—1) =—4

-1 dx - dx2 J dxm~Y

für x = Xo die beliebig vorgeschriebenen Anfangswerte yo, yd, yd\ • • • annehmen, so ist y das allgemeine Integral der vorgelegten Differential - Gleichung.

Daß y ein Integral der vorgelegten Differential-Gleichung ist, folgt schon aus Satz 1, und da man die Anfangswerte yo^ yd, yd^ • • • welche dem Werte x = Xo entsprechen, nach Voraussetzung noch beliebig annehmen kann, so ist y auch das allgemeine Integral.

Es ist nur noch zu erklären, weshalb diese Voraussetzung hinzugefügt werden muß, obwohl in Gleichung (5.) scheinbar bereits m willkürliche Konstanten Ci, ■ C,„ enthalten sind. Die Größen y^, y2,...ym sind möglicherweise nicht voneinander unabhängig, es kann z. B. zwischen yi, Y2 und 2/3 die lineare Gleichung

(7.)                     ys = kyt — ly2 bestehen. Dann ist aber Gleichung (5.), nämlich

(8.) y = (C, + kCAyv +(C + lCd)y2 4- Ca +.+ Cmy,n, kein allgemeines Integral, da in diesem Ausdrucke nur m—1 willkürliche Konstanten C, + kC^ = Cd, C2 + IC3 = Cd, C4, ... Cm enthalten sind. Umgekehrt kann man auch zeigen, daß die Größen yY, y2,...ym durch eine lineare Gleichung verbunden sind, wenn jene Voraussetzung nicht erfüllt ist; der Beweis dieser Behauptung möge hier aber übergangen werden.

Ist

y = Cy1 + C2y-2 + • • • + C„y»

das allgemeine Integral der homogenen linearen DifferentialGleichung (1.), so nennt man ...ym „ein Fundamentalsystem von partikulären Integralen“.

Nach Formel Nr. 244 der Tabelle kann man die Ordnung einer Differential-Gleichung, welche in bezug auf y^ y^ y", ... y^ homogen ist, um eine Einheit erniedrigen, indem man setzt. Dies gibt


y‘

- = u. y




yudu y dx




y*“    d2u ,  du

=- 3

y    dx- dx



Satz 3. Die Ordnung einer homogenen linearen Differential-Gleichung Itann stets um eine Einheit erniedrigt werden.

Durch die angegebene Substitution erhält also Gleichung (1.) die Form

Am — 1,/

(10-) d»—i H-----H [u"+fi(x)u"-1-----tf-(a)u+fw(a)]=0.

Diese Gleichung ist im-allgemeinen nicht mehr homogen und im allgemeinen auch nicht mehr linear, aber sie kann doch zu partikulären Integralen führen. Hat z. B. die Gleichung

(11.) F(u) = um + f\{x)um~1 + ffx)uw~2 + • • •

+ f^-^x)u + f^x) = 0

Wurzeln n, r2, .. . r,t1 die von x unabhängig sind, so werden (12.)          u = ri^ u r2, ...u rn

partikuläre Integrale der Gleichung (10.) sein, weil

ist. Die zugehörigen Werte von y = er sind dann (14.)          yy = er^x} y^ = e/2«, .. .yn = e’n.

Dieser Fall tritt namentlich dann ein, wenn die Größen fi(x) = f, f^x) =f2j... f^x) = f» sämtlich von x unabhängig sind. Die Gleichung

(15.) Ffu) = um + fxum~x -f- f2u,H~2 4-----H fu-u + f», = 0,

welche man „die charakteristische Gleichung“ nennt, hat dann lauter konstante Wurzeln r, ra, ... rm. Sind diese Wurzeln zunächst sämtlich voneinander verschieden, so findet man aus den m partikulären Integralen

(16.) Y = y2 = eF-, ... ym = e’m”

der vorgelegten Differential-Gleichung (1.) ohne weiteres das allgemeine Integral

(17.) y=Ci. en + C2 . er^ d-----LC,. erm^.

Der gefundene Ausdruck ist in der Tat das allgemeine Integral, denn man kann beweisen, daß durch passende Wahl der Konstanten C1, C2,...C„ die m Größen y^ y\ y“, ... y^1^ für x = xq beliebig vorgeschriebene Anfangswerte yo, yd, yd‘, •.. yo”- 1) annehmen. Aus Gleichung (17.) folgen nämlich die Gleichungen

y= C1. er^  +   C2 . ef^ d-----F C, . e’m",

y‘ = Cr . e” d- Cara • e- d-----+ CMrM . er^,


(18.)



y“ =Cir^. en2 d- ^22 • el’ d-----+C„r,2 • e„=.

y-1) == Cr”-1. e^+ C2r2"—1. e‘2”------- C„r„"-1. e’m”.

welche zunächst für x — 0 in


	
(19.)
	
$ss II        II        II

Q Q Q

3  3
	
d- C2

+ C2r2 d- Cra2
	
+ • +. + •
	
• d" Cm, ■ — Cmrnt^

* — C„r»2,


		
yo(-1) — Cr”-
	
1 d" C2r2m
	
1+.
	
.. __ Cf r m—1 l ~m‘ m


	
übergehen sollen. Bildet
	
man die Funktion




F(r}

(20.) r^r =(— r2)(r — ra).(r— rm) = Fir),

so hat F^r) die Form

(20 a.) Fdr) = i—1 + k»—2 d-----L + k,n^.

Multipliziert man nun die Gleichungen (19.) bezw. mit km1, km_2,...k1, 1, so erhält man durch Addition

(21.) k„1Y0 + km—2yd + k^t^yd* +:

+ k^y^-^ d- y^^ = CF(r),

denn die Glieder

CF"), C3Fr^.... CmF^ werden sämtlich gleich Null. Dabei ist bekanntlich  (22.) Fn  lim Fn)—Fn)  pu,.

—=r r — n

Aus Gleichung (21.) findet man dann

, k,1yö—k„_2y0—k,=3y0"------+kyo(—2)—yo(n—I)

(23.)    =--------------------

In ähnlicher Weise findet man auch die Werte C2 Cs, • • • C„.

Setzt man

x — Xo=x, also x=x— Xo, so wird

y = Cen(2‘+f)   C2er^x'+^ H-----+ Cmerm^‘+^,

oder, wenn man

(24.) Cen2=C‘, Ce"2= C,...C„ew2,= C„ setzt,

(25.) y = Ci‘er^‘ ++ C‘e"2 H-----+ Cm‘ermx'

= Ci‘er^x-^ + Cz‘ea(=—e) -]-----+ Cm‘ex^r ~x^.

Indem man jetzt die Konstanten C1, C2,... C„ ebenso bestimmt wie vorher die Konstanten C1, C2,        erreicht man, daß y'^              für ‘=0, also für

x=Xo die vorgeschriebenen Werte Yo, yo‘, Yo“,...Yo"-1 annehmen. Deshalb ist Gleichung (17.) das allgemeine Integral der vorgelegten Differential - Gleichung.

Beispiel.


	
Aufgabe 1.
	
Man soll die Differential-Gleichung


	
(26.) integrieren.

Auflösung.
	
d2y y_

dx2 c?

Hier ist die charakteristische Gleichung




(27.) F{u) =u2--=0, also r=1, ra = — 1,

O O O

folglich wird in Übereinstimmung mit Aufgabe 1 in § 109

X         X

(28.)           y=Ce“+Ce“.

Kiepert, Integral-Rechnung.


39



Hat die charakteristische Gleichung = 0 auch komplexe Wurzeln, so bleibt die gegebene Lösung noch richtig, sie nimmt aber eine komplexe Form an. Dem Endresultate kann man jedoch leicht wieder eine reelle Form geben, wenn man beachtet, daß die komplexen Wurzeln paarweise konjugiert auftreten. Ist z. B.

(29.)            n = a - bi, r2 — a — bi^

so wird

C1 . e"2 + C2 . e"2- = Ci. eax^bix + Ca . e22—-biz

= e(--[(C, + C2) cos(bx) + ?(Ci — C2) sin(bx)], oder, wenn man

(30.)       C+C=A,

setzt,

(31.) Ci . e?2 + C2 . e‘-2 = ec2[Acos(bx) + Bsin(bx)].


Aufgabe 2.




(32.) integrieren.

Auflösung.




Beispiele.

Man soll die Differential-Gleichung dy__y dx2, a2




(33.) F(u) = u2




Hier ist die charakteristische Gleichung

H—s = 0, also ,_1,  ,

a           a



folglich wird in Übereinstimmung mit Aufgabe 2 in § 109 xi xi \

(34.) y=C.ea-C.e a=(C—C2)cos(-)—i(C,— C2)sin(-)

= Acos


sm




Aufgabe 3.




(35.)

integrieren.

Auflösung.



Man soll die Differential-Gleichung

(By _dy, -——7-6y=0 dx3 dx -

Hier ist die charakteristische Gleichung (36.) F{u) = u3—7u—6 = 0, also n = 1, r2 = 2, r3 = —3 folglich wird

(37.)        y=C.e—C2. e2 — C3 . e3.

Aufgabe 4. Man soll die Differential-Gleichung

(38.) d’y _6«y 13 dy _10,10

dar dx- dx

integrieren.

Auflösung. Hier ist die charakteristische Gleichung

(39.) Fu) =u3— Qu2 + 13u —10=0, also

r1=2, 2= 2—, r3=2—i,

folglich wird

(40.)        y=C,.e2- C . e2z+(e + Ca .

= e2«(C1 — Acosx — Bsinx).

Bisher war vorausgesetzt worden, daß die Wurzeln r2, .. . rm der charakteristischen Gleichung F(u) = 0 alle voneinander verschieden sind. Hat aber F(u) = 0 auch gleiche Wurzeln, so erhält man durch Gleichung (17.) nicht mehr das allgemeine Integral. Ist z. B. r = r2, so kann man in Gleichung (17.) die Glieder

C, . ene 4- C . er^ in (Ci + C2) . en= zusammenfassen, so daß der Ausdruck für y nur noch m — 1 Integrations-Konstanten enthält.

Aber auch hier kann man das allgemeine Integral durch eine Grenzbetrachtung aus der bisher angegebenen Form finden. Es sei zunächst

(41.)                    r2 = r + h,

also

(42.) y = Ct. er^ + C2 . e^^ —Cg.e-=------+ CmF^x

=(C + Ca . ehd)e-f + Cs . er^ 4-----+C,. e‘w=.

Nun ist aber

L, ,2,2 •

(43.) C+C.e=C+CC211 +Cg1-

Setzt man in dieser Gleichung

(44.)        C+C=C, Ch=c,

so sind auch C und C‘ noch zwei beliebige Konstanten; Gleichung (43.) erhält dadurch die Form

L 2 2,3

(45.) C+ Cz.e‘= C+ C‘x+ +      +

Läßt man jetzt h sich der Grenze Null nähern, so erhält man

(46.) limr2 = r; lim(C + C . e713^ =(7 4- C'x^ h=0 h=0

folglich geht Gleichung (42.) in diesem Falle über in

(47.)   y=(C- C’x) . en-= ------------- C, . e‘»=.

In dieser Formel treten wieder m willkürliche Integrations-Konstanten auf, wenn r, rs, ... rm sämtlich voneinander verschieden sind.

Setzt man jetzt in Gleichung (47.)

(48.)                 ra= n+h,

also

(49.) y=(C- C‘x). ene 4- Ca. e/«+*z ------------ C, . e‘„"

=(C—Cx—Cg. e71^. er^ —C.er------+ C, . e"„,

so wird

(50.) C 4- C‘x 4- C3 • e‘ = (7+ C’x —Ca-C-- C3

I! 2.

oder, wenn man

(51.) C+C=A, C‘+Ch=A2,  C2=2A,

setzt,

,3

(52.) C—C—Cz.e=A,- Agx 4-

3! wobei Ai, A2, As wieder drei willkürliche Konstanten sind. Läßt man jetzt 7z sich der Grenze Null nähern, so erhält man

(53.) limr3 = r, lim(C C‘x 4- C ■ e^) =A,- Aox 4- A^x2, h=0 h=0

folglich geht Gleichung (49.) in diesem Falle, wo r = ra = r3 ist, über in

(54.) y=(A- A2x 4- Aga2) . en-+C . ePKH-----+C„. e‘„=.

Dieser Ausdruck enthält wieder m willkürliche Konstanten, wenn ri, r^, ...rm voneinander verschieden sind.

In gleicher Weise kann man alle Fälle erledigen, in denen die charakteristische Gleichung F(u) = 0 mehrfache Wurzeln hat.

Dieselben Resultate findet man auch auf einem andern

Wege. Nach D.-R., Formel Nr. 86 der Tabelle ist

d^uv) dnv /n\du dn Xv /n\d2u dn 2v

" ’ dxn U dxn \1/ dx dxn l xljdx2 dxn~2 /n\dn~xu dv   dnu

\1) dxn~~r dx   dxn V ’

Führt man also in die Gleichung


d,,ly . d"ly „ dm~~2y dx"1 T I1 d^>1 Y ' 2 dx,n 2




+... f,_ d_f,.y — o



für y das Produkt uv ein, so erhält man


d"2v

T 12 dxm~2



[image: ]



,gc . (dmv i , d"-lv ( •) \dxm + fi dxm~l

, 1 f d"-lv  , , .Xpd"-2v  , ,     ogd"—8v ,

+f-1‘dx

	
1 r            .m—2,)                           cm — 3,)



	
4- , m(m — 1) 3---9 + (m — 1) (m  2)f1----. + • • •



2! L         dxm-2 v             ‘ dxm i

+21f-2:" da

+....................................

1    z       ,      «Xd»u    ZX

+m,m(m—1)(m—2)..3.2.1.V-a»=0,


oder (57.)




1du, 1 d2u

—1/1+2122




1y d"u _ 0

ml m dxm ’



wobei

dmv , dm~xv „ dm~2v        ,

v-d^ + 11d^ + t2d^+'" + ,m-v'

y dm—1v . , .gpd"—2v . , o.pd"-3v

dxm~Y v       dxm~2       "dom-3

(58.)

m—2,)                       m—34)

V2 = m(m - 1äzw-2 + (m - 1)(m—2)/dz- + ■ • ■

2.1 fm—2 • v

Von den beiden Funktionen u und v kann man die eine, z. B. v, noch willkürlich bestimmen. Setzt man daher

. dv             d^v ,

(59.) v = e?«, also —= r . erx. = r-. e?, ....

dx           dx2

so gehen die Gleichungen (58.) über in

V = ------------

V = e‘z[mr”—1 — (m — 1)fr”—2—(m — 2)f2r”-8


(60.)



+ fm_x] = e" . F\r\

Va = e‘«[m(m — 1)r"—2 — (m — 1)(m — fr”-

+ 2.1f„_2] = erz . F‘\r\

Deshalb erhält Gleichung (57.), wenn man den allen Gliedern gemeinsamen Faktor erx fortläßt, die Form

F^r) du F\r) d2u

(61) F)“t II a 21az2ti

FO-lr) d"-lu   d,nu _ o

(m — 1)! dx,n^   dxm

Jetzt sei eine einfache Wurzel der charakteristischen Gleichung Ffr) — 0, dann wird Gleichung (61.) befriedigt, wenn man

(62.) r = n, u=Ci^ also y = C1. e‘-

setzt. Ist dagegen r eine «-fache Wurzel von F(r) = 0, so wird

F^) = 0, F1^ = 0, Fu(r) = 0,... F^-^n) = 0, so daß Gleichung (61.) befriedigt wird, wenn man (63.) r=r, u=0+ Ca + Cgg2 +..+ Caxa~l, also

(64.)     y=(C+ Ca + Cax2 4-----H Caxa~^ . er^x

setzt. Auf diese Weise kann man immer einen Ausdruck finden', der m willkürliche Konstanten enthält und deshalb das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung ist.

Beispiel.

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung


eg    d+y ,d‘y_-d2y ,dy_Lg_

"5’”   da’da-dx-dxtbs-

integrieren.

Auflösung. Hier ist die charakteristische Gleichung (66.) F{r) = — 4r3 + 10r2 — 12r + 5

= (r2 — 2r + l)(r2 — 2r + 5) = 0, also

(67.)    =1=1, n=1+2i, n=1—2i,

folglich wird

(68.) y=(C- C-2x)ex + e-[Acos(2x) + Hsin(2a?)] =e[C- Ca + Meos (2a?) -f- Hsin (2a?)].

§ 113.

Nicht homogene lineare Differential-Gleichungen mter Ordnung.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 248.)

Für die Integration der nicht homogenen linearen Differential-Gleichung mter Ordnung

, x d»y , p, ,dm-xy ,       , „    . . dy , . , .           ,

(1) dzn+f()dzw- tfn-(3)az+f(3)-V=P(3)

leistet häufig der folgende Satz gute Dienste:

Satz. Kennt man ein Fundamentalsystem partikulärer Integrale yx, yii-^Vm der homogenen linearen Differential-G-leichung

. /■/ Xdm~xy ,       -    , .dy , . . . M

(2•) -----tf-(az+f(”)y=°

und ein partikuläres Integral Y der nicht homogenen Gleichung (1.), so ist

(3.)         y = Y + Ciyi +- C2y2 +-+

das allgemeine Integral der nicht homogenen Gleichung (1.).

Beweis. Der Kürze wegen setze man für & = 1, 2,


(4.)




dya_,

dx y°'




d2ya

dx2




= y“a,




dmya dxm




=y")a.



dann folgt aus Gleichung (3.)

y=Y‘H C1)1 + C2y2 H-----F


(5.)



y“ = Y" + dy^1 4- c2y^ 4-----+ Cmy^\

----------- ", y(»») =     + Ciy^ - C2y2^ ------- Cmym^.

Nun ist nach. Voraussetzung

I Yo)+f().Yo-1)++.+f-().y‘+fw().Y=c(), i v.®")++fi() • y.®-14-----1- f»-(«). ve + f„(g) Va=0.

Addiert man also die Gleichungen (3.) und (5.), nachdem man sie bezw. mit fm{x\ f^^x^ ... fi^x) und 1 multipliziert hat, so findet man mit Rücksicht auf die Gleichungen (6.)

(7.)       + fi(g) . y{m-x) ------- f(c) . yl 4-      . y = (p{x\

d. h. y ist ein Integral der Gleichung (1.). Die Funktion y ist aber auch das allgemeine Integral der Gleichung (1.), weil es die m willkürlichen Konstanten C1, C2, ... cm enthält und zwischen den partikulären Integralen yi^ Y2,...y» der Gleichung (2.) nach Voraussetzung keine lineare Beziehung besteht.

Von diesem Satze kann man Gebrauch machen, um das allgemeine Integral der Gleichung (1.) zu finden, wenn die Funktionen f^x\ f2(x), ... fm^ sich auf die konstanten Werte /i, f2, -“fm reduzieren, und die charakteristische Gleichung

F(r) = rm 4- fir"-1 4-----1- f,n^r +f,=0

lauter verschiedene Wurzeln n, r2T-..rm hat.

Das allgemeine Integral der homogenen Gleichung (2.) läßt sich dann auf die Form

(8.) y = Cier^-^ 4- Czez(2—22) 4-----+ Cmerm^~^ bringen. Dabei kann man nach den Ausführungen in §112 die Konstanten C1, C2,...C„ immer so bestimmen, daß die Größen y, y\ y“^ ... y"- 1) für x=Xo die vorgeschriebenen Werte Yo, yo, yo“, ...yo^1^ annehmen. Für den vorliegenden Zweck setze man

(9.) yo = 0, y^ = 0, yo“ = 0, y^n-^ = 0, ... yo(m—I) = o(o).


(11.)



dann gehen die Gleichungen (19.) in § 112 über in


	
(10.) ’
	
Gi   + C2    t C,    — 0,

Cr   A Car   + • • • + ^mrm   = 0,

C,r2   + Cra2  +.+       = 0,


	
C,r,"-2 + C2r2m-2 H-----H C„r„"-2 = 0,

. Crm-I + Cra—I  -----F Cmrmm-X — o(o).




Daraus folgt nach Gleichung (23.) in § 112

 (xo)  p(xo)  p(xo)

G1 Fn)‘                 F\r^

Die Funktion



(12 ) y = ((o) . e(—_ 2) _i_ 9(o) . grxa=2)  .

‘                F1^

9(xo). „(——2,)

F^

ist daher ein partikuläres Integral der homogenen Gleichung (2.) und hat die Eigenschaft, daß sie mit ihren m — 2 ersten Ableitungen für x=Ro verschwindet, während die (m — l)te Ableitung gleich g(xo) wird.

Bezeichnet man jetzt die beliebige Größe xo mit t, so geht Gleichung (12.) über in  a2a) v - ■ e- • + "0 • e"-" + ■ • •

—y(Q—

Fr„)

Wenn man sodann mit

[image: ]



diejenigen Werte bezeichnet, welche die Größen y, y\

... y(— 1) für t — x annehmen, so folgt aus den Gleichungen (10.), daß

(13.) (y)=, = 0, (v)-, = 0, {yy=, = 0, ... (" 2)- = 0

ist, während

(14.)                                 = cp^x)

wird. Setzt man also

(15.)                   Y ^fydt,

o

so findet man aus Formel Nr. 184 der Tabelle, wenn man die Buchstaben x und t miteinander vertauscht, also aus der Formel

ö ö

(16.) d (f(t, x)dt =            - f(a, x)da + f(b, x)dh

(1J. J                .)     C •                     Ule               UeU

a            a

die folgenden Gleichungen


(17.)



[image: ]



dmY C

dg = + (y"”-‘)=f

0


- jy^dt H- (p^x). o



T n        . AXT . y dY d2Y   d^Y

Indem man diese Werte von Y, —,1----— aus

dx dx- dxm

den Gleichungen (15.) und (17.) in die Gleichung (1.) für y^

dy d2y dmy .    ,    . „1X         .    . .             , .

» —,°1 • — I. einsetzt, erhalt man, da sich ccm aut bel-

dx dx2 dxm        ’             ’          ‘ '

den Seiten forthebt,

(18.) j(y() + f. . y/w —I) + ■ • • + f, . y + fm. y)dt = 0.

0

Diese Gleichung wird aber in der Tat befriedigt, denn nach Formel Nr. 245 der Tabelle ist y ein partikuläres Integral der homogenen Gleichung (2.); folglich ist Y ein partikuläres Integral der nicht homogenen Gleichung (1.).

Aus dem partikulären Integral findet man nach dem oben angeführten Satze sofort das allgemeine Integral, indem man

(19.)     .         y=Y+v

setzt, wobei

(20.)        v=c. er^ —c2.e‘-------+ cm . er>n^

das allgemeine Integral der homogenen Gleichung (2.) ist. Dadurch erhält man

p(t) . er^x-^dt


(21.)



71/.. x r C1 • e‘1"

op(t) . e^—^dt ,

"p"+e.e

'p(t}. erm^x—^dt ,

----1/. ■ q--— Cm • Crmx ,


oder,




wenn man



(22.) cr. F1^ = Ci, c2.F\r2')   C2, ...cm.F\rm') = C„t

x

++ p" C„ +J(e) • e'w'at •

0

Dasselbe Resultat findet man auch durch Variation der Konstanten, die in dem folgenden Paragraphen erläutert werden soll.


Aufgabe 1.

(24.) integrieren.

Auflösung.



Beispiele.

Man soll die Dif ferential - Gleichung


dy

dx2



y / , 2 = P(x)

U

Hier ist die charakteristische Gleichung


(25.)




F(r)=,2_1=0,

a2




, 1

also ri = — > r2 — — a




F‘(r) — F‘(ri) — 2




F(2)=-2 O




folglich wird nach Gleichung (23.)




(26-) y — ^ea\Cr-}-2 L /

Ist z. B.




C2 +) (p(t)ea dtj.

0




(27.)

so wird




9(ac) =




A _t /’ (28.) o(t).e adt=(dt=x.




0 L 2

1^) .eadt — I eadt =

o               o




2.x




so daß Gleichung (26.) übergeht in

.         x r , 2     -

(29.) y = 2 e“(C +2)—2e“C2+ 2(e“ - 1)]



[image: ]



Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung (30.)            _gdy_20y= 4000a?2

dx2 dx

integrieren.

Auflösung. Hier ist die charakteristische Gleichung


(31.) |



F(r)=r2 — 9r 4-20 = 0, also  F(r)=2r—9, r=5,

r2 = 4, F‘(ri) = 1, F1^) — — 1,        400022,

folglich wird nach Gleichung (23.)

X                            X

(32.) y =      4- 4000/2- . dt] — e4«[C2 4- 4000Jte-Adt.

0                                     0

Nun findet man durch, partielle Integration A              /+2    2/    2 \

(33.)

so daß Gleichung (32.) übergeht in

. _r/x2 2x 2 80001

(34.) y - “"C 4- 4000e " ( 5 — 25 — 125) + 125j

, n ।/2 2x 2.80001

— e “C + 4000 e (4  16  64)+ 64

= (Ci 4- 64)e5z— 32(2502 4- 10 x 4- 2)

—(C+ 125)ez 4- 125(8x2 4- 4x 4- 1),

oder, wenn man C1—64 mit A, C2—125 mit —B bezeichnet,

(35.) y = Ae^ 4- B^ + 200x2 4- 180x 4- 61.

§ 114.

Zurückführung der linearen Differential-Gleichungen mter Ordnung auf solche Gleichungen niedrigerer

Ordnung, wenn partikuläre Integrale bekannt sind.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 249 und 250.)

Die in Gleichung (23.) des vorhergehenden Paragraphen angegebene Lösung gilt nur, wenn die Koeffizienten /l, f2, ... fm konstante Größen sind. Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so gelingt es doch in vielen Fällen, die Differential-Gleichung

. \               ,, , dm-ly ,        , ,     , .dy , , , .            . .

(L) dxm +         + • • ■ + d +     • y =

von der mten Ordnung auf eine niedrigere Ordnung zu reduzieren. Es geschieht dies nach Lagrange durch „Variation der Konstanten“. Ist z. B. y = yL ein partikuläres Integral der homogenen Dif ferential - Gleichung

.          , dm—ly ।     <4?   / xdy , r         „

(2:) dzm + ^d^^ +-----F fm-1(3) d+fw() •V=0,

so setze man

(3.)                       y = Cy^

wo aber C noch eine Funktion von x sein muß, wenn dieser Wert von y der Gleichung (1.) genügen soll. Nun ist

dy_, dC । rd,yi

,— — V1-—— C -7— dx dx dx


(4.)



d2l  d2C । 9 d£ _

dx1 V1 dx2 dx dx dx2 ‘



dmy dm(J , /m\dyi d"--C ,     , gd"Y1

dxm J dx" \1 / dx dxm 1          dx"

Setzt man diese Werte in Gleichung (1.) ein und beachtet, daß nach Voraussetzung der Faktor von C verschwindet, so bleibt eine Gleichung von der Form

x d^C , , d»1c ■ ,      , dC

(°-) Vidam 91(") d»h-1 + • • ■ + 9».-^ dx = P(")-

Führt man also die Funktion u durch die Gleichungen

(6.)          de = u, oder C =Judx + A

(IX

ein, so erhält man aus Gleichung (o.)

dm~xu dm~2u

(7 •) Vr da»— + 9^} d»-2 H-----F 9m^ . u =   .

Aus dem allgemeinen Integral u dieser Differential-Gleichung, die nur noch von der {m —- 1)ten Ordnung ist, findet man das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung (1.) durch die Gleichung

(8.)               y = yYQudx-\-A).

Ebenso kann man die Ordnung der Differential-Gleichung (1.) um zwei Einheiten erniedrigen, wenn man zwei partikuläre Integrale y^ und y2 der homogenen Differential-Gleichung (2.) kennt. Man setze dann

(9.)                 y = C11 + C2y2

und betrachte C1 und C2 als Funktionen von x^ welche der Bedingung


dC . dC2 n

(10.) yi~dx +y^=°’




oder




dC2 dx




y^ dC

y2 dx



Y1

genügen. Bezeichnet man dabei — 7 mit Pi("), so folgt aus den Gleichungen (9.) und (10.)


		
dC2      , . dCY


	
(11.)
	
da = P"") • d ’


		
dy _ c dyr     dy2

dx     1 dx     2 dx 1


	
(12.) .
	
d2y _ c, d?yr      d?y2          dCr

d^-G'   + a-d^ +    ■ dx‘


		
dsy , d3y\ , „ d3y2 ,     . . d2Ci ,     . . dCi

= C1 + Ca—- + P2(x) • — +

dx3      dx3      dx3          dx2           dx




wobei Pa(x), 93(x),... leicht zu ermittelnde Funktionen von x sind. Setzt man diese Werte in Gleichung (1.) ein, so verschwinden nach Voraussetzung die Faktoren von Ci und C2, und es bleibt

(13.) GoW da»i + G1(«) da„2-----1- G»-2(«) dg = 9(3) ■

Wenn man jetzt noch

dCv } dC2 ,

—— = z  also — = P(2) . 2,


(14.)



< dx              dx

C1 =fzdx — A1, C2=/p(x) • zdx + A2

setzt, so geht Gleichung (13.) über in

cm — 2g         Mm — 3g

(15.) Go(x) 1,„ + G(x) —„g H-----+ G-^x). z = g(x).

U•              UlN

Aus dem allgemeinen Integral z dieser Gleichung, welche nur noch von der (m — 2)ten Ordnung ist, findet man nach den Gleichungen (9.) und (14.) das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung (1.) durch die Formel


(16.)
[image: ]




Dieses Verfahren kann man fortsetzen und den Satz beweisen:

Kennt man n verschiedene partikuläre Integrale y2, ...yn der homogenen Differential-Gleichung (1z) B+f() dumy+• • ■+du+f„kz) ■ v=o, so läßt sich die nicht homogene lineare Differential-Gleichung

. dmy . dn—ly ,     . ,   , xdy , „ . .

(18.) dz + f1(3) dx-itf"-(5) dz + f(3) • y — W«) auf eine andere nicht homogene lineare Differential-Gleichung von der Ordnung m — n reduzieren.

Beweis. Sind yi^ y^ .. .yn die bekannten partikulären Integrale von Gleichung (17.), so setze man

(19-)          y = C1y1 + G2y2 ++- Gnyn

. dC2 dc^ dCn               dc.

dx dx dx                     dx

durch die n — 1 linearen Gleichungen


	
(20.) <
	
yi

dyv dx
	
dCt , dCt , dxt”datil dC\   dy2 dC2

dx    dx dx
	
, dln .

+U"dxs°!

dyn dGn_o

dx dx


		
dn~2yi dxn~2
	
ac, . d»-2y2 aca

dx dxn~2 dx
	
।     . dn 2yn dCn „

1    • dxn~2 dx




Durch Auflösung dieser Gleichungen erhält man

. dG2 . . dC, dC3 , . dC,

21.) da = Pi") • dz ’ dx=Pa") dx'in

dCn , . dCt

dg=Pn-1(3):da‘

wobei die Funktionen p(x), P2(x), • • • Pn—1(x) leicht zu ermitteln sind. Nach diesen Festsetzungen wird

(22.)   ^^c^ + dp + .-.+ C^,

dx dx dx           dx

9, d2y _ r d2y , r d2y2 , i r d2y»

(23•) da2-Cid2tC2da2itCnda2‘


(24.)



d”tly _ c d”ly1 , a dn~sy2 . dn~xyn dxn~r Uldxn—12dxn—1 ti t " dxn-A


(25.)




dny dxn




d'ly\




dxn




, dnyi ,      , ,, dnyn dCi

2 ------— C,   —— A(x) • ’

“ dxn            dxn 1 dx



oex dn^y _ c dn^yy । P dn^.yi ,. dx»-+1     1 dx^^ 2 dxn+A

dn^yn ,  ,d2C, ,dC1

dxn+x . ' dx2          dx

Setzt man diese Werte in die Gleichung (18.) ein, so verschwinden nach Voraussetzung die Koeffizienten von G, C2, ... Cn, so daß sich die Gleichung auf _ r , d»-»+1C, . T . d^Cr ,   , .dCi . .

(27:) Lo(3)da»-»1HL(K)da»-, H—tLm—n(«)da

reduziert. Indem man noch die Funktion v durch die

Gleichung (28.) einführt, erhält man daher


dCt dx



dm—n,         dm—n—1,)

(29.) Lo(«) d—» + L(a) di 1------ L,»-„(«) • v = ®(x).

Dabei ist nach den Gleichungen (19.), (21.) und (28.) (30.) Gi = Jvdx — A1, C2 • ^dx - A2, ...

C, =        • vdx + An,


(31.)




y — G\yi - C2y-2 Cnyn



Für n = m — 1 kann man durch das angegebene Verfahren die vorgelegte Differential-Gleichung auf eine lineare Differential - Gleichung erster Ordnung von der Form zurückführen, deren Integration in § 92 behandelt worden ist. (Vergl. auch Formel Nr. 214 der Tabelle.)


(32.)




dx




— L^x). v = g(x)



Für n = m ergibt sich hierbei, daß man das allgemeine Integral der nicht homogenen Gleichung (1.) durch einfache Quadraturen findet, ‘ sobald ein vollständiges Fundamental-

Kiepert, Integral - Rechnung.                                40

System partikulärer Integrale Y, Y2, ... y» der homogenen Gleichung (2.) bekannt ist.

Damit


(33.)




y — C'iyi — C^y-i Cmym



auch ein Integral der nicht homogenen Gleichung (1.) ist, muß man C1, C2,...C„ als passend gewählte Funktionen von x betrachten. Setzt man dabei der Kürze wegen


(34.)



dCi  t dC2_~, dx 1 ’ dx 3 ’

so mögen die m Funktionen C1‘, C2,... C, den m linearen Gleichungen

C'V   + G^y2   +.+ ^mym   - 0)

C,‘y,‘    + ^2y2    +.+ Cmym   = 0,

(35-) ..............................

C1y"-2) + C^y^- 2) + c^yn^ = 0,

C,‘y,(-1) + C,‘y,(w—I) H-----L Cmym^1^ =

genügen; dann folgt aus Gleichung (33.)


		
yl = Cxyx‘
	
+ C2y2
	
+ •
	
■ H Cmy» ,


	
(36.) <
	
y“ = Cxyx“
	
+ C2y:"
		
‘+^mym i


	
y"—1) = Cxyx{m~
	
1) + Cgyzo"-
	
1)+.
	
C„y„ow-1),


	

		
y() = Cxyx^
	
+ C2y2^
	
+ •
	
• + Cmym^ + q(x).




Indem man die Gleichungen (33.) und (36.) bezw. mit f„(x) ? f„—1(x) j f„_2(x), • • • f(x) und 1 multipliziert und dann addiert, findet man

(37.)       + f^x). y^-^ +----+ fu-() • y‘ +     • y =

Ci[yi^ + f^x}.        -----(- f»-(x) . yi‘ + fm(x). yY]

+Ca[yz") + fix) •        -----F . V2‘ + fm^ . y2\

+.................................

^Cm[yni^+f^xYym<m-^-\-----F          + fm(x).ytn]

+ 9(a).

Da die Ausdrücke in den eckigen Klammern nach Voraussetzung sämtlich verschwinden, so ist

(33.)          y — Cxyx + C2y2 -----+ C,nym

ein partikuläres Integral der nicht homogenen Gleichung (1.).

§ 114. Erniedrigung der Ordnung bei linearen Diff.-Gleichungen. 627 Dabei lassen sich die m Funktionen Ci , C2■ Cm‘ aus den m linearen Gleichungen (35.) mit Hilfe der Determinantentheorie leicht ausrechnen: und zwar erhalten sie die Form

(38.) C = h(x) . (x), C2‘ = ha() . (xc), ... C„ =

Weil nach Voraussetzung Y, Y2,... y» ein Fundamentalsystem partikulärer Integrale der homogenen Gleichung (2.) bilden, d. h. weil zwischen diesen Funktionen keine lineare Beziehung besteht, so läßt sich zeigen, daß die Determinante

| y,‘-1y26"-1) ... y„‘-1) ’

von Null verschieden ist. Daraus folgt dann, daß sich die Funktionen h(x), ha(x),...h„(x) in eindeutiger Weise aus den Gleichungen (35.) berechnen lassen. Die ausführliche Begründung möge der Kürze wegen übergangen werden.

Aus den Gleichungen (38.) findet man

C = Jh(x) . (p^dx - Ci,

/40 \                C2          . (p^dx + C2,

Cm = fhm(pc). cp(pc)dx 4- c„.

Daraus folgt dann auch, daß Gleichung (33.) das allgemeine Integral der Gleichung (1.) darstellt, weil die m willkürlichen Konstanten Ci, c2, ... cm darin auftreten und zwischen den partikulären Integralen Y1, Y2,...y» keine lineare Beziehung besteht. Dies gibt den

Satz. Kennt man ein Fundamentalsystem partikulärer Integrale yi, y2^...ym der homogenen Gleichung (2.), so findet man das allgemeine Integral der nicld homogenen Gleichung (1.), nämlich

y = C1y1 + C2y2 CMym,

628 § 114. Erniedrigung der Ordnung bei linearen Diff.-Gleichungen. durch die in den Gleichungen (40.) angedeuteten Quadraturen, wobei die Größen

Ct1 = h(x) .        C2‘ = h2{x). <p{x\ ...     = h^x). fp(x)

durch Auflösung der linearen Gleichungen (35.) als Funktionen der einzigen Veränderlichen x gefunden tverden.

Mit Hilfe dieses Satzes findet man auch die Behandlung des besonderen Falles, in dem sich die Funktionen f\QQi f2(x), • ■ ■ fJkQ auf die konstanten Werte f{, f2, ... fm reduzieren, und zwar ergibt sich dasselbe Resultat wie in § 113, Gl. (23.), doch stützt sich hierbei die Herleitung auf einige Sätze aus der Algebra und der Determinantentheorie, die hier wohl nicht als bekannt vorausgesetzt werden dürfen.

Am besten wird man das anzuwendende Verfahren aus einem Beispiel ersehen.


Aufgabe.

(41.) integrieren.



Man soll die Differential - Gleichung

dy c^y = 2cos(ba)

dx^

Auflösung. Die homogene Differential-Gleichung

	
(42) a+*y-°



hat nach Aufgabe 2 in § 112, wenn man 1 mit c ver-

	
• O



tauscht, das allgemeine Integral

(43.)              y = A cos(cx) - B sin {ex),

wobei A und B beliebige Konstanten sind. Soll y auch ein Integral der nicht homogenen Differential - Gleichung (41.) werden, so müssen A und B noch Funktionen von x sein; dann wird


(44.)




dy

dx




Ac sin {cx) — Bccos(cx)



, dA , . dB . ,■


dA , , agctg(cx).




	
(46.)
	
day

/ = — Acsin(co) - Bccos(c), dx


	
(47.)
	
" Y= — Ac2cos(cx) — Be2sin(cx) dA .g dB / \ — , -csin(cx) — -CCOS(CC), dx          dx




oder mit Rücksicht auf Gleichung (43.) und (45/


	
(47 a.)
	
d 2y     ,                       ,

^2 z=~c y ~c dx sin(cx) + ctg(c)cos(C«)

dA 1

— — c-y — c - •     •

dx sin(ca)




d 2

Setzt man diesen Wert von , „ in Gleichung (41.) ein, dx2                 ö \   /     7

so erhält man


	
(48.)
	
— c da = 2 cos ^bx) sin {ex)

— sin [(c — b)x] — sin[(c — b)x] ,




folglich wird, wenn man die Integrations-Konstante mit Cc bezeichnet,


	
(49.)
	
Ac = —/sin[(c — b)x]dx — /sin[(c — b)x]dx

_ cos(c — b)x] cos[(c -— b)x] p c-\-b    1 c — b + -e




Ferner folgt aus Gleichung (45.


	
(50.)
	
dB dA•g,.

Cdo = — C~dx Ct8(c) = 2cos(bK)C0S(C-) = cos[(c - b)x] - cos(c — b)x].




folglich wird, wenn man die Integrations-Konstante mit C2c bezeichnet,


	
(51.)
	
Bc = sin[(c-b)a i sin ~ b)a । ae. c—b    1    c — b




Setzt man die für A und B gefundenen Werte in Gleichung (43.) ein, so erhält man

cos[(c - b)x]cos(cx) — sin[(c — b)x]sin(ca)

Vs «e+b)

, cos[(c —■ b)x]cos(cx) + sin[(c — b)x]sin(cx) c(c — b)

- C1cos(cx) 4- C2sin(cx),

oder

. 2cos(b) ,  pt,.j

(52.) y = 2— ,2 4- Ccos(cx) 4- C2sin(cx).

Einfacher ergibt sich dieses Resultat durch Anwendung

von Formel Nr. 248 der Tabelle.

§ 115.

Ein weiterer Fall, in dem sich die lineare Differential-Gleichung mter Ordnung integrieren läßt.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 251 bis 253.)

Es sei die homogene lineare Differential-Gleichung mter Ordnung

(1.) (ax—by- 4- {ax^by^fr"--4 4- (ax+br-2f2^--4

B 17 dxm v       ' dxm~r k '    dx"-2

+.+ (aw + b)fw- d! find = 0

gegeben, wobei die Koeffizienten /i,          wieder Kon

stante sein mögen; dann setze man

(2.)                    y = {ax + by,

also

dy = ar^ax 4- by~x^

OlJ

q 2,,

(3-) dz = a* — 1)(ax +

dm

„ = a/nr{r — 1) (r — 2).. . (r — m 4- 1)(ax 4" by~M . CbOC

in die Gleichung (1.) ein. Dadurch erhält man nach Weglassung des allen Gliedern gemeinsamen Faktors (ax 4- b/ die Gleichung

(4.) amr{r — 1)(r — 2)...(r — m 1)

am~^(r — l)(r — 2)...(r — m — 2)f

++ a^r^r — 1)/»-2 + arfm—\ + f = 0.

Dies ist eine Gleichung mten Grades für r, welche man wieder „die charakteristisc'he Gleichung“ nennt. Hat sie die Wurzeln n, r2,...rm, so erhält man die m partikulären Integrale

(5.) yY = {ax + b)", 2 = {ax + b)‘, ...ym = (ax + b)‘» .

Das allgemeine Integral der Differential-Gleichung (1.) wird daher

(6.) y = Ci{ax — bp -f- C^ax -f- b/^         Cm(ax + by^i,

wobei Ci, C2, . .. Cm noch beliebige Konstanten sind.

Beispiel.

Aufgabe 1. Man soll die Differential - Gleichung

,d3y ,„d2y   dy,

(7.)       x3 — - 2x2 — — 4x - + 4y = 0

dx^ dx^      dx y

integrieren.

Auflösung. Die charakteristische Gleichung ist hier (8.) r(r — l)(r — 2)- 2r(r — 1) — 4r—4=0, oder

(8 a.)           (r — l)(r — 2) + 2)=0;

ihre Wurzeln sind also

(9.)         n=1, r2=2, r=—2,

folglich .hat die Differential-Gleichung die partikulären Integrale

(10.)         y,= x, =    y3=

und das allgemeine Integral

(11.)               y = C,a + Cagg2 + Ca •

Sind zwei Wurzeln der charakteristischen Gleichung konjugiert komplexe Größen, ist z. B.

(12.)          r=a—ßi, r2 = a —

so wird

+ C2y2 = C^ax + b)a+3 + C2(ax + by-^'

= {ax 4- b)a[C,eß/In(a./+0)     Che-ß/In(a.r+0)],

oder, wenn man ln(ax — 6) mit t bezeichnet, (13.) C1y1+Cgy2 = (ax-+b)“K(C,++C2)cos(BN)-+(C,— Ca)isin(Bt)] = {ax 4- b)a [Acos(Bt) + Bsin(Bt)].

Dabei sind A=C+C und B =   — C^i zwei will

kürliche Integrations - Konstante.

Beispiel.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung

(14.) (u +1)3 d‘y—(+ 1)2 S + 606 + 14 - 10, = o

Uel Ue Ue integrieren.

Auflösung. Die charakteristische Gleichung ist hier (15.) r(r — l)(r — 2) — r(r — 1) 4- Gr — 10=0, oder

(15 a.)           (r — 2)(r2 — 2r + 5) = 0:

ihre Wurzeln sind also

(16.)       =2, r=1+2i, r=1—2i,

folglich hat die Differential-Gleichung das allgemeine Integral

(17.) y = Cr{x 4- 1)2 4- c2{x 4- 1)142/ 4- Cs( + 1)1-2/

= C^x 4- 1)2 +(+ 1)[C4(x + l)2» 4- Ca(g 4- 1)-2/

= C,(x 4- l)2 4- (x 4- 1)[Cge2/1n(4+1) 4- Cje-2/In(c+1], oder

(17 a.) y = C\{x 4- 1)2 + (x + [Aos (2) + Bsin(2t)], wobei

(18.) t=In(2+1), A=C+C, B=(C—C) ist.

Bisher war vorausgesetzt worden, daß die Wurzeln r, r2, ... r„ der charakteristischen Gleichung sämtlich voneinander verschieden sind. Hat die charakteristische Gleichung aber auch gleiche Wurzeln, so führt ein ähnliches Grenz-

§115. Integration besonderer linearer Differential-Gleichungen. 633 verfahren wie in § 112 zum Ziele. Ist z. B. r2 gleich n, so kann man in Gleichung (6.) die Glieder

C\{ax + by + C-^ax + bya in (C,+ C2)(ax + by

zusammenfassen. Setzt man aber zunächst

(19.)              n=n+h,

so wird

(20.) Ci(ax + by'14- C-^ax + by1+* = (ax— [ C, + Ci{ax + bY' |. Bezeichnet man der Kürze wegen wieder

ln(ax - b) mit t, so wird

(21.) C, + C2(ax + by* =C+ Cge"

-0+c(+"+"2 +‘ +)

oder, wenn man wieder wie in § 112

(22.)         C+C=C und C2h = C‘

setzt,

1+2 ,243 x

(23.) C, + C2{ax + bY =C+ C\t +21+31+*)

Läßt man jetzt h sich der Grenze Null nähern, so erhält man

(24.) limr, = ri, lim[C + C2(ax 4- bY] —C- C‘t

=0 »—0

= C — C‘ln(ax — b).

Das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung wird dann also

(25.) y = {ax + by[C + Cln(ax + b)] + C^ax + b/3 - • • • - C„(ax 4“ by .

Beispiel.

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung

(26.)   (2:+3)4—8(21+3)4+32=0

integrieren.

Auflösung. Die charakteristische Gleichung ist hier (27.) 8r(r — l)(r — 2)—16r + 32 = 0, oder

(27 a.)              8(r— 2)2(r + l) = 0;

ihre Wurzeln sind also

(28.)        n = 2, r=2, r=—1,

folglich hat die Differential -Gleichung das allgemeine Integral

(29.)   y=(2x+3)2C+C‘In(2+3)1+,C-.

Z -f 3

Hat die charakteristische Gleichung drei gleiche Wurzeln, ist z. B.

(30.)               11= 2 =3,

so findet man das allgemeine Integral, indem man zunächst (31.) rz=r—h und ln(ax—b)=t, also ax — b = e‘ setzt; dadurch geht Gleichung (25.) über in

(32.) {ax + by[C + C‘ln(ax 4- b)\ -|- C-^ax 4- by1+4

4- • • • 4- C„(ax + byw

= {ax 4- by\C + Ct 4- Cge") H-----+ Cm^ax 4- bYm

r                  /             ,242    ,343

=(ax—byC—Ct—C(1——

+.+ C„(ax + by »t.

Setzt man jetzt noch

(33.) C+C=A, C‘+ C = A2, Ch2 = 2As, so erhält man

/ht3 1244      \

(34.) C 4- C‘t 4- Czel = A, — —Agt2 4~ 2Ag(, H——I—), wobei Ai, A2, An drei beliebige Konstante sind. Läßt man jetzt -h sich wieder der Grenze Null nähern, so erhält man

(35.) limr3 = n, lim(C 4- C‘t 4-      = Ai 4- Agt 4- A-A-,

h=0 =0

folglich ergibt sich dann aus Gleichung (25.) das allgemeine Integral in der Form

(36.) y = {ax + by[A 1 + Agln(ax +6)- Ag{ln(ax 4- 6)}2

4- C^ax               Cm{(ix 4- by^n-

In ähnlicher Weise kann man alle Fälle behandeln, in denen die charakteristische Gleichung mehrfache Wurzeln hat.

Beispiel.

Aufgabe 4. Man soll die Differential - Gleichung (37.) „dy_ 1120 d’y +49, dy _siy_0 v ‘ dx4 dx2 dx integrieren.

Auflösung. Die charakteristische Gleichung ist hier (38.) r(r — l)(r — 2) (r — 3) — 11r(r — 1) + 49r — 81 = 0, oder

(38 a.)               (r — 3)3(r + 3) = 0;

sie hat also die Wurzeln

(39.) rY = 3,  2=3, r3=3, n = — 3,

folglich hat die Differential-Gleichung das allgemeine Integral

(40.) y = a3[A, + A2Ina 4- Aa(In)2] 4- C

Das allgemeine Integral der Gleichung (1.) findet man auch, wenn man

(41.) ax—b=e‘, oder t = In(ax 4“ b)

setzt und t zur unabhängigen Veränderlichen macht. Daraus erhält man durch Differentiation

dydy dt a   dy

dx dt dx   ax—b dt

oder

42) (.=+6)4-4

dy , ,    , d2y d2y dt a2 d2y

a + (ax + b) 72 — a3=----,

dx            dx2 dt- dx ax 4- b dt2

oder

48) (+*‘-(!-“)

, . y.d2y . / > ,d3y a3 /d3y d2y

2(ax-b)-—(ax-b)2-= - — ),

dx2            dx^ ax-ybydt^ dt2 /


(44.)



/      , d y

[image: ]



(ax — b)3 , 4 dx3

Dadurch kann man also die Gleichung (1.) auf die Form

g d"y , dm^y , dm—2tj ,           dy ,

(45.) d»+gidm192atm2 +

bringen, wobei g,             9 m wieder Konstante sind,

und kann dann das in § 112 erläuterte Verfahren zur Integration verwenden. (Vergl. Formel Nr. 245 der Tabelle.)

Dieses Verfahren kann man auch benutzen, um die nicht homogene lineare Differential-Gleichung mter Ordnung

cm, /m—

(46.)     4- by dzw + (ax + by-y, dzm +

+ [ax + b)f,„^ du + fm . y = rf^

zu integrieren.

XVIII. Abschnitt.

Simultane Differential - Gleichungen.

§ 116.

Zurückführung von simultanen Differential-Gleichungen zwischen einer unabhängigen und mehreren abhängigen Veränderlichen auf eine Differential-Gleichung höherer Ordnung zwischen zwei Veränderlichen.

Die unabhängige Veränderliche, von der die Veränderlichen x, y, ... abhängig sind, heiße in dem folgenden t, dann mögen der Einfachheit wegen zunächst zwei simultane Differential - Gleichungen erster Ordnung zwischen t, x und y gegeben sein.  Indem man aus diesen beiden Glei-

d           dloc

chungen ,, bezw.  ,, eliminiert, -kann man sie leicht auf

6    dt          dt             ‘

die Form

(1.)            F(,2,1,d)-0,

(2-)             G(t,x,y,d)=o

bringen. Löst man jetzt noch die Gleichung (1.) nach y auf, so erhält man

(3.)            y = f(t, x. d)-f(t, x, x),

doc

wobei der Kürze wegen d mit x^ bezeichnet worden ist.

Hieraus folgt durch Differentiation dyöf öf dx df d2x

" ’              dt dt dx dt dx‘ dt2

du

Indem man diese Werte von y und , in die (lei-‘ dt

cliung (2.) einsetzt, ergibt sich eine Differential -Gleichung zweiter Ordnung zwischen t und x, auf deren Integration man die in dem vorigen Abschnitt gegebenen Regeln anwenden kann. Hat man das allgemeine Integral dieser Differential -Gleichung gefunden, so erhält man den zugehörigen Wert von y unmittelbar aus Gleichung (3.).

Beispiel.


	
Aufgabe 1.

Gleichungen
	
Man soll die beiden simultanen Differential-


	
(5.)

(6-)
	
“_4736t—0,

dt

dy_2I/L2e—0

dt


	
integrieren.

Auflösung.
	
Aus Gleichung (5.) folgt


	
(7.)
	
y_d_4-36t, dt 1 ’


	
(8.)
	
dy d2x , dx , u = ,9 — 4 — 36.

dt dt2      dt


	
Setzt man hält man
	
diese Werte in Gleichung (6.) ein, so er-




(9-)      ——5 " + 6x = 36(t — 1) — 2et.

dt2dt

Wendet man zur Integration dieser Differential-Gleichung die in Formel Nr. 248 der Tabelle ausgesprochene Regel an, so wird t

ent r r 7 (10.) x — p,C +J9() • e-r^dt^ o                                     t

er^ IC     1

+ pur,C2 +JP(t) ■ e'dt,

0

wobei in dem vorliegenden Falle die charakteristische Gleichung

(11.) F(u)=u2—5u+6=0

ist: ihre Wurzeln sind

(12.)              n=2, n=3,

folglich wird

(13.)   F‘(u) =2 — 5, Fn) = — 1, F‘(r2) = + 1.

Ferner ist

(14.)              p(t) = 36(t—1) —2e,

oder, wenn man 11—C1 mit A und C2 — 9 mit B bezeichnet,

(18.)         x = 6t — 1 — e‘- Aeif +

Dabei sind A und B zwei beliebige Integrations-Konstante. Daraus folgt dann mit Rücksicht auf Gleichung (7.)

(19.) y= 12t + 10 4- 3e‘— 2Ae2t — B^.

Dieses Verfahren kann man zunächst verallgemeinern auf zwei simultane Differential-Gleichungen höherer Ordnung zwischen t, x und y. Setzt man der Kürze wegen


(20.)




dx , d2x

______ .      ZV»» -------- ------— nydd

dt ’ dt2 '




dax dda




(21.)



d‘y_yu ...dly=vw

dt2 -1 dt? -1***1

so seien die beiden Differential-Gleichungen

(22.)       F(t^ x, x‘, x", ... x""), y, y“^ .. . yP) = 0,

(23.)       G(t, x*^ ... x(»), y^ y^ y“^ ... y(^ = 0

gegeben. Indem man Gleichung (22.) q-mal und Gleichung (23.) p-mal nach t differentiiert, erhält man die q Gleichungen und die p Gleichungen


(24.) ■




ÖF dt




+SC -



[image: ]




6F dy^p">




= 0,



OGOG,OGr, OG

dt öx öx‘          dy^

Im ganzen verfügt man also, wenn man die Gleichungen (22.) und (23.) hinzurechnet, über p — q - 2 Gleichungen, aus denen man die p — q — 1 Größen y, y\ y", • • • y^^^ eliminieren kann. Das Resultat der Elimination ist dann eine Differential - Gleichung (m - q)ter oder (n - p)^r Ordnung zwischen t und x, und zwar ist die Ordnung im all-’ gemeinen der größeren von diesen beiden Zahlen m — q und n — p gleich. In besonderen Fällen kann natürlich eine Erniedrigung der Ordnung eintreten.

Beispiel.

Aufgabe 2. Man soll die beiden simultanen Differential-Gleichungen

(26.        "-4+“ 112-0,

2-’ -10"+7-0

integrieren.

Auflösung. Durch zweimalige Differentiation findet man aus Gleichung (26.) die beiden Gleichungen


	
(28.)
	
d3x dt3
	
dx d^y

*atdes°‘


		
d^x
	
, d^x , (Fy


	
(29.)
	
dF
	
— 4   ---I — 0

dF dF




und durch einmalige Differentiation findet man aus Glei


chung (27.)

(30.)



d3y  dy    d2x 

de dt     de

Aus den fünf Gleichungen (26.) bis (30.) kann man jetzt die vier Größen y. dy, dy , diy eliminieren. Zieht man

-1 dt dt- de

nämlich Gleichung (30.) von Gleichung (29.) ab, so bleibt


(31.)



d^x d2x . dy

dt46dt2dt-°.

und wenn man hiervon noch Gleichung (26.) abzieht,

d^x . c d2x , .        ..


(32.)



a4+5a2+4=12.

Indem man auf diese Differential - Gleichung die Bezeichnungen der Formel Nr. 248 der Tabelle anwendet, erhält man die charakteristische Gleichung (33.)          Ftu) =w+ 512 + 4 = 0

mit den Wurzeln

(34.)  r=—i, r2=—i, r3=—2i, r=— 2i,

tp(t) = 12, F\u) = 4u3 + lOu,

oder, wenn man

C,—12i=C1, C2+12i=C2, C3— 6i = C‘^ C+6i=C setzt,

(35 a.) x = (— C1^' + Cge-«) + 1(     — Ce-2/) + 3.

6 \                 /   12 \                /

Setzt man noch

i(— C, + C) = 6A, C, + Ca = 6B, i(Ca — C1^ = 12C,   — Ca — Ca = 12D,

Kiepert, Integral-Rechnung.                                41

so geht Gleichung (35 a.) über in

(36.)   =3+ Acost 4~ Bsint + Ccos(2t) + Dsin (2t),

wobei A, B, C und D die 4 willkürlichen Integrations-Konstanten sind.

Den zugehörigen Wert von y findet man aus den Gleichungen (27.) und (28.). Eliminiert man nämlich aus diesen d2y

beiden Gleichungen, so erhält man

OU

also mit Rücksicht auf Gleichung (36.)

(38.) y=7- 5A sint — 5Bcost + 4Csin(2t) — 4Dcos(21).

Sind drei simultane Differential - Gleichungen zwischen der unabhängigen Veränderlichen t und den Funktionen x,y,2 gegeben, so kann man zunächst das oben angedeutete Verfahren benutzen, um z und die Ableitungen von z zu eliminieren. Dadurch erhält man zwei simultane Differential-Gleichungen, welche dieselbe Form haben wie die Gleichungen (22.) und (23.) und deshalb auch in derselben Weise behandelt werden können.

Dieses Verfahren läßt sich noch verallgemeinern auf n simultane Differential - Gleichungen zwischen einer unabhängigen Veränderlichen t und n Funktionen derselben.

Häufig wird man allerdings das entgegengesetzte Verfahren anwenden, indem man Differential-Gleichungen höherer Ordnung auf eine größere Anzahl von Differential-Gleichungen niedrigerer Ordnung zurückführt. Beispiele dafür bieten schon die Angaben in § 87.

§ 117.

Integration linearer simultaner Differential-Gleichungen erster Ordnung.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 254.)

Zwei simultane Differential-Gleichungen erster Ordnung zwischen t, x und y, welche in bezug auf x, y

§ 117. Integration simultaner Differential-Gleichungen. 643 oloc (l'l /

da

(i.)             dt +     •« +     • y — h(t),

(2.)            d^ + f2(f').x + g2(f).y = ll3(t)

gebracht werden, wobei f(t), f2(t), gi(t\ g2(t\ hi{t\ h2(t) noch beliebige Funktionen von t sind.

Die Integration dieser Dif ferential - Gleichungen kann nun nach einem Verfahren, das von d’Alembert angegeben und von Ampere verbessert ist, in folgender Weise ausgeführt werden. Man setze

(3.)                  w = x — vy^

also

= h\ — vh2.

41*

Da man über die Funktion v noch willkürlich verfügen darf, so kann man den Koeffizienten von y gleich Null machen, indem man

(7-)              = fzu2 — (A — 92) — 9

U

setzt. Obwohl diese Differential-Gleichung zwischen t und v nur von der ersten Ordnung ist, so kann man doch ihr allgemeines Integral nicht immer finden, weil sie nicht linear ist. Zur vollständigen Lösung der Aufgabe genügt es aber, daß man zwei partikuläre Integrale V1 und V2 kennt, denn dann ergeben sich aus Gleichung (6.) die beiden linearen Differential-Gleichungen erster Ordnung

(8.)          da + (A — 0,fe)w, = h, — o,ha,

(9.)          d1 + (A — vefa)wg =1,- v12,

die man z. B. nach der Bernoulli sehen Methode integrieren kann. Da hierbei zwei Integrations-Konstante C1 und auftreten, so findet man aus den Gleichungen

(10.) x — vy = W] und x — v2y = w2

die allgemeinen Werte der Funktionen x und y.

Beispiel.

Aufgabe 1. Man soll die beiden simultanen Differential-Gleichungen

(11.)        d-4—y=-361,

(12.)       d+2-y--2e

integrieren.

Auflösung. Indem man Gleichung (12.) mit v multipliziert und von Gleichung (11.) abzieht, erhält man (13.) d — vd — (4 + 2) - (1 - 0)y=-361+ 2e . v, oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (4.)

(14.)    — (4 + 20)w + (d — 22 — 3v — y

(Ul NOll /

= -- 36t- 2e‘ . V.

Über die willkürliche Funktion v verfüge man jetzt so, daß in Gleichung (14.) der Koeffizient von y verschwindet. Dies gibt tlr

(15.)     1 = 2v2 +3+1= (2- 1)(v + 1),

oder


g.c , dv 2dv dv

" ” = (2v +1)(v-1) = 2v— 1v +1 ’

folglich wird

(17.)         t = In(2v + 1) — ln(v 1) — In C,

oder

.g. 2v—1 , 1

(18.)       --—— = Ce‘, V — p,—•

V-—1               Ce‘ — 2

In diesem Falle hat man sogar für v das allgemeine Integral gefunden; da man aber nur zwei partikuläre Integrale braucht, so nehme man für C die Werte 0 und co. Dadurch erhält man

(19.)           v,=1, »2 = - 1,

2

Werte, von denen man ohne weiteres erkennt, daß sie der Gleichung (15.) genügen. Aus Gleichung (14.) ergeben sich deshalb die beiden linearen Gleichungen erster Ordnung (20.)               — 3w,  — 36/ — e,

at

(21.)                      — 361 — 2eT

at

Setzt man jetzt

(22.)              w1=M121, W2 = U2Z2i

so gehen die Gleichungen (20.) und (21.) über in

(23.) Ui dz + 2,(dy1 — 3u, )_l 36/ — e, at \at /               ’

(24.) u, dzz + a„(du2 - 2u,) =_36_2e, Cl/U          N Ol             /

folglich wird man setzen


	
(25.) also
	
dul=3dt, du2=2dt. Ul            •2


	
(26.)
	
ui — e34, u2 = e2t.


	
Dadurch
	
gehen die Gleichungen (23.) und (24.) über in


	
(27.)
	
d21__36te-8_e2, dt


	
(28.)
	
d22 = — 36 te-2 — 2e~^, dt




folglich wird

(29.)          2! = 4(3« + 1)e-3/ + 1 e-2/ +C,

(30.)         22 = 9(2 + 1)^ + 2e-t + Ca.

Dies gibt mit Rücksicht auf Gleichung (3.)

(31.) w, = u2, =12t+4+e+ Ces/ _R-y,

2 2

(32.)   w,= u2 = 18t+9+2e‘+Ce2=X+y,

also

(33.) x = 6t — 1 — e‘ + 20,e — Cze24,

(34.)   y=12410+3e/—20e+2C,e2/

Setzt man noch

— C=A, 20,= B,

so stimmen diese Gleichungen genau mit den Gleichungen (18.) und (19.) in § 116 überein, welche man bei der Lösung derselben Aufgabe fand.

Sind die Koeffizienten fi, f2, g, g2 konstant, so darf man für V1 und V2 immer, wie es in dem vorhergehenden Beispiele geschehen ist, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

fa2 — (A — ga)v —9=0

setzen, denn in diesem Falle werden V, und V2 Konstante, deren Ableitung gleich Null ist; sie genügen deshalb der Differential - Gleichung (7.).

Das angegebene Verfahren kann man auch auf drei simultane Differential - Gleichungen von der Form

(33.)           dt +   + 9^y + hz — k i

(36.)            d! + f23 + g^y + h22 = ka,

tc U dz

(37.)        dt Hf3Hgsyhg2=ks

übertragen, wobei fa, gai hai ka (für a 2, 3) noch Funktionen von t sein dürfen. Zieht man jetzt die Glei-chungen (36.) und (37.), nachdem man sie bezw. mit den willkürlichen Funktionen v und w multipliziert hat, von Gleichung (35.) ab, so erhält man

,dx dy dz

(38.) dt—Vdt~Wdt^ (1 — •2 — W^X (91- V92 — wg'^y

- (Ai — vh2 — wh‘i)z = kY — vk2 — wk^.

Indem man noch

(39.) x — vy — wz = also x — u vy wz setzt, erhält man

. dx dy dz   du , dv , dw

(40.) ■    31--V . — W ,   , + y. —Z—,•

dt dt dt dt ‘ dt dt

Durch Einsetzen dieser Werte geht Gleichung (38.) über in

p..du dv dw

(41.) dt t ydt t 2 ~dt t U1 —   ~ W''^U Vy

H(g— vg2 — wg-^y + (h — vh2 — wh^z =k — vk2 — wks.

Jetzt kann man über die willkürlichen Funktionen v und w so verfügen, daß in dieser Gleichung die Koeffizienten von y und z verschwinden, indem man

0,3

(42.) d+(f-vf—wfs)v+(91—V92—Wgs)=0,


(43.)



4—(f1— vf2 — wfs)w + (h — vh2 — wh3) = 0 OU

setzt. Dadurch reduziert sich Gleichung (41.) auf


(44.)




du dt




— (/i — vf2 — wf^)u = k1 — vk2 — wka.



Die Gleichungen (42.) und (43.) enthalten nur die Veränderlichen t, v und w: sie sind aber in bezug auf v und w nicht linear, so daß ihre Integration in den meisten Fällen auf Schwierigkeiten stoßen wird. Es genügt aber auch hier, von diesen beiden Differential-Gleichungen drei partikuläre Lösungen V1 und w1, V2 und W2, V3 und W3 zu kennen, denn zu jedem solchen Wertepaare ergibt sich aus Gleichung (44.) eine lineare Differential-Gleichung erster Ordnung, deren Integrale M1, M2, ua jedesmal eine willkürliche Integrations- Konstante enthalten. Dann findet man aber aus den Gleichungen


(45.)



x — v\y — W\Z = u\, x — v^y —

x — v^y — w^z = u~-\

die allgemeinen Werte von x, y} z.

Sind die Koeffizienten /), f2, fs, gi, g2, gs, Äi, h2, le3 konstant, so genügen den Gleichungen (42.) und (43.) konstante Werte von v und w, die sich aus den Gleichungen (46.)    (fi—vf2—wfs)v—-(g—V2—wgs)=0,

(47.) (f — vf2 —     + (h, — vha — wh-^ = 0

ergeben. Setzt man zur Auflösung dieser Gleichungen (48.)                f. — vf, —    = r, so ergeben sich die drei Gleichungen

(48 a.)           {r — fi) fi- f2v +fw=0,

(49.)           g—(r— g2)v — 9aw = 0,

(50.)           h — hgv + (r — ~h^w = 0.

Durch Elimination von v und w findet man aus diesen Gleichungen für r die kubische Gleichung


		
r~f„
	
f2,
	
f3
	

	
(51.)
			
—9s
	
= 0


		
h,,
		
r — h3
	



oder

(51 a.) (‘ —    — 92) (‘ —   — g-^r — Ä) — h^r — 92)

— fag( — ha) — fags — hgihi = 0.

Sind r, r2, r3 die Wurzeln dieser kubischen Gleichung, so findet man aus den Gleichungen (48 a.) bis (50.) die zugehörigen Werte von v und w, und Gleichung (44.) nimmt die Form

(52.) u“ + r ua = k — vak2 — w.k (für « = 1, 2, 3)

an, deren allgemeines Integral nach Formel Nr. 218 der Tabelle durch die Gleichung

(53.) ua = e-‘a‘/(k — vak2 — Wak^^dt + Cu dargestellt wird.

Beispiel.


	
Aufgabe

Gleichungen
	
2. Man soll die drei simultanen Differential-


	
(54.)
	
clo

1—7x— 34y + 422 = 2(44


	
(55.)
	
1+ 2+ 10y — 62 = 5e74


	
(56.)
	
(g

1t —4— 10y 4- 18z = 8ew




integrieren.

Auflösung. Indem man die Gleichungen (55.) und (56.) bezw. mit den willkürlichen Funktionen v und w multipliziert und dann von Gleichung (54.) abzieht, erhält man

--,dx dy dz , .   -      , . .

(57.) di-vdt —wdt+(—7—VH4w)a

4- (— 34 — 10v -|- 10w)y   (42 — 6?; — 18w)2

= 2e4/ — 5ve7t —

Diese Gleichung reduziert sich mit Rücksicht auf die Gleichungen (39.) und (40.) auf

du, dv , dw , ,      ,,

(58.) dl t ydt + Z~dt +—7—V- 4w) (u + VV + wz> +(—34—100+10w)y—(42—Gv — 18w)2 = 2e4/—5veze—8wew.

Setzt man jetzt noch

— 7 — v — 4w = r, oder r — 7 — — 4 = 0.

(59.)  — 34 + (r — 10) + lOw = 0,

42 + 6?; + (r — 18)w = 0,

so werden in Gleichung (58.) die Koeffizienten von y und von z gleich Null, weil für konstante Werte von v und w die Ableitungen und , verschwinden. Eliminiert man 6 dt dt

aus den Gleichungen (59.) die Größen v und w, so erhält man

(60.) 9 — 21,2 + 126r — 216 = (r — 3)(r — G)( — 12) = 0, also

(61.)            =3, r2 = 6, r3 = 12.

Die zugehörigen Werte von v und w findet man dann aus den Gleichungen (59.), welche durch Einsetzen der besonderen Werte von r die Form

( —V1—4w1==10, —V2—4w2==13, —V3—4w3=19, (62.) —70—10w,=34,  402—101,=34, +203-.10w,=34 annehmen. Daraus ergibt sich

I V1 — — 2, W1 = —2; V2 = — 1, w2 = -f- 3;

(63.) >                          _

f             V3 — — 3, W3 — - 4.

Deshalb erhält man aus Gleichung (58.) die drei linearen Differential - Gleichungen erster Ordnung

(64.)        du + 3u,= 2^ + 10e7 — 16e104,

(65.)        "+  6u2 = 2e/ 4- 5et — 24e104

(66.)         d8 -f- 12ua = 2^ 4- 15e7 — 32e10/;

OlU

folglich ist

(67.) ur = e8 /(2eh‘ + 10e7 — 1610)8 4- Ci

Ce—12: i L i _ p7t_____ p10t

-36 185 1196 115

Schließlich findet man aus den Gleichungen

(70.) x—2y — 2z = ui, x—y — 32= 2, x—3y — 4z = Mz

die Werte der Funktionen x, y, z selbst, nämlich ( 3x = 5u1 4- 2u2 — 4u3,


	
(71.)
		
3y= Ui —
	
2u2 — u3
	

			
’ 3z = 2u1 —
	
u2 — M3
	

	
oder
	
3x =
	
50e-3/ + 2Cze—6/
	
— 4Cge—12/
	
93 645 -

+7" +247C


					
477

___ * 104

143    ’


	
(72.) <
	
3y=
	
Ce-s/ — 2Cge-Ge
	
4- Cse-12e
	
,3 252 1, + 280e +27" + 45 10,

1143 ’


		
3z =
	
20e-3/— C2e~^
		
, 69 204 -+2806+247"


					
1 286    ’




XIX. Abschnitt.

Näherungsmethoden zur Integration gewöhnlicher Differential - Gleichungen.

§ 118.

Verallgemeinerung der Simpson sehen Regel zur Auflösung von Differential-Gleichungen erster Ordnung. (Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 255.)

In § 85 wurde ein von Euler herrührendes Verfahren erläutert, das näherungsweise die Integration der Differential- Gleichung

(. du=y(,w

dadurch herbeiführte, daß man in dem beliebig gewählten Anfangspunkte A mit den Koordinaten

x = a, y = 1)

aus Gleichung (1.) die Richtung der Tangente findet, denn es wird

(2.)                   tgc^fp^b'),

wo a der Winkel ist, den die Tangente im Punkte A mit der positiven Richtung der X- Achse bildet. Nimmt man auf dieser Tangente einen benachbarten Punkt A, mit den Koordinaten

x=a1, y = b^

so ist a1 noch beliebig, während man b1 aus der Gleichung findet. Die Richtung der Tangente im Punkte A1 findet man dann aus der Gleichung


(3.)




, y dy,    ,

b\ — b = - (C1 — et), oder dx




bi = b fi- (a1 — a). <p(a, b)



(4.)                   tga = ga1,b).

Auch auf dieser Tangente kann man einen zu A, benachbarten Punkt A2 mit den Koordinaten

x=a2,y=b2

annehmen und den Wert von b2 aus der Gleichung (5.)               b2 = b + (a2 — «i). (a, &i)

ausrechnen. Indem man dieses Verfahren fortsetzt, kann man ein Vieleck AAA2A3 . .. auffinden, das in eine Integral-Kurve übergeht, wenn man die Punkte A, Ai, A->, As,.,, einander unendlich nahe rücken läßt.

In dieser Erkenntnis liegt der Wert des Euler sehen Verfahrens; will man aber die aufeinander folgenden Werte b, b2, bs,... durch die Gleichungen (3.), (5.) usw. berechnen, so wird man nur einen geringen Grad von Genauigkeit erzielen können, auch wenn man die Intervalle

«i — a^ a-i — a\ , a^, — a2, ...

sehr klein nimmt. Der Fehler, welcher schon bei der Berechnung von auftritt, wird zwar mit — a verschwindend klein von der zweiten Ordnung, aber er vergrößert den bei der Berechnung von b2 begangenen Fehler noch auf zweifache Weise. Erstens liegt der Punkt A, nicht genau auf der Integral-Kurve, und zweitens wird auch die Richtung der Tangente in Ay fehlerhaft, weil in g(a1, b1) der Wert von b nicht genau richtig ist. Deshalb wird die Ungenauigkeit mit jedem weiteren Schritte größer, so daß das Verfahren von Euler für numerische Rechnungen wenig geeignet erscheint.

Man kann aber durch die von Herrn Bunge im Jahre 1894 gegebene Verallgemeinerung der Simpson sehen Regel (Mathematische Annalen, Band 46, Seite 167—178) erreichen, daß der berechnete Näherungswert von y nur einen Fehler aufweist, der mit — a verschwindend klein wird von der vierten Ordnung, und daß die Fehler auch noch hinreichend klein bleiben, wenn man eine größere Anzahl 7 • von Schritten vorwärts macht, d. h. wenn man ein ziemlich langes Bogenstück der Integral-Kurve durchläuft.

Zunächst setze man für die Gleichung der Integral-Kurve

(6.) y = fic) - f(a) + 1? (« — a) + 2" ( — a)2

und mache

(7.)                    x — a = h

so klein, daß das Restglied B in der Entwickelung für hinreichend große Werte von n beliebig klein wird. Dabei ist, wenn man der Kürze wegen (p statt p(x, y) schreibt (vergl. D.-R., Seite 705, Gleichung (14.) bis (16.)),


	
(9.)
	
dy _ uq _p_pdy_

dx2           dx dy dx " ‘
	

	
(10.)
	
dy —   _ö^,d^dy

dx? ‘ 1" dx dy dx
	

		
_ /d(p dtp dy^ dtp ^y _ \Ox dy dx) dy dx2     ‘
	
>


	
(11.)
	
d+y _ pay, = ö^‘d<p^ dy

da?           dx ' dy dx
	

		
/p 4_ dp dy(®), ,/029 i 02p dy\

\dx   dy dx) \dxdy dy2 dx)
	
dy 1 dx2


		
i p dBy — a

dy da? • ’
	



Ferner ist nach dem Taylor sehen Lehrsätze für Funktionen von zwei Veränderlichen (12.) (p{x+ h,y ^k)=(p{x,y}^

1 /dtp p,X(2) 1 /^z . dtp W)

+2! (öxh + dy V + 3! \dxh +yk)+r

Jetzt schreibe man Xo statt a, Yo = f(xo) statt b, p statt pp(xo, yo) und setze

(7 a.)                  x — Xo=h,

dann geht Gleichung (6.) über in



(13.) y - F - y. + i Ä + 21 » + /af •

+"11,+.

Nennt man sodann den durch das Eulersche Verfahren gefundenen Näherungswert y\ so wird

(14.) y‘=yo+ y0).h = y{)+ f’(xo) . Ji.

Eine noch bessere Annäherung Y findet man, indem man der Tangente im Punkte Ä die Richtung gibt, welche sie haben würde, wenn der Anfangspunkt in der Mitte der Geraden AA, läge und deshalb die Koordinaten

Xo-x , h yo y‘ ,,    . h

2—Ro2‘ —2 =VotP(C0,V0)2

hätte, und dann so rechnet wie bei dem Euler sehen Verfahren. Daraus findet man


(15.)




Y=y+o(23, 02’)




= Po-9




Xo -




y^ + P(Ko, yo) 2




h.



Nun ist nach Gleichung (12.), wenn man — statt h, h                   .                                          2

P • 9 statt k schreibt und P(Ko, y^) mit 9 bezeichnet,

»(r +2v+2)= + (2 + 87 9)2

। 1 /£? । .)2 h2 । 1       । N8h8 


also (16.)



+ 2!0x T dy °) 4 3!W T dy °) 8 +


Y=Yo—9. h




(p  p.\h2  (® +

W dy ') 2 1 \x • dy V 8



/dtp dtp V8i h4

(oxoy®) 48 + ’"




Vot 1! ht 2! h




, Op \2)h3 , ^dyV 8 +""



Der Wert von Y unterscheidet sich daher von y nur um eine Größe, welche mit h verschwindend klein wird von der dritten Ordnung.

Man kann aber die Annäherung noch weiter treiben. Setzt man nämlich

(17.) y11 = yo 4-     y‘). h = y{} + P[xo + h, y^ + P(Xo, y^]h,

so findet man aus Gleichung (12.), indem man

k = p(Ro, y^h


setzt, (18.) y



, ,,    /Op Op N,,

= y„ + P("), y^h  (öxty

1 /p dtp V2’ ,ä 1 /ö, dtp \8)

+ äKsi + dy •) h + 3!(az + Sy 0

Daraus folgt

(19.) (x, y“) = p(xo + /i, y^ + k)

,    .       dp,x I 1/0, | ^7\2)

- 7, %0) + (öx" + gyk) +      +

^'\Sx Sy ) +   ’

wobei aber nach Gleichung (18.)

y 7 i     i ,, i 1/0, \2U .

(20.) " = "" +   + 0y ")" + 2:(z + öy 9) "+

ist. Deshalb wird

g,,  / -u i /öp px, i 1 /öp, p N2,

(21.)   •7  %t(zöy®)* 2! Cöz y®)

dep/dep dtp v 1 \/d(p dtp \8)

+ 2 0y(öz + Sy ")" + 3! (öz +oy")

. / ö2p . 02p \/ö(p    dtp \

\dx dy + dy2  \dx   dy ®)

+309(0009,)2,4..

dy \dx dy / J

Setzt man also

(22.)            y"=V+c(x,v)h,

so unterscheidet sich dieser dritte Näherungswert y^“ von y ebenfalls nur um eine Größe, welche mit h zugleich verschwindend klein wird von der dritten Ordnung.

Aus diesen drei Größen y‘, Y, yi kann man jetzt aber einen vierten Näherungswert Y1 bilden, der sich von y nur um eine verschwindend kleine Größe vierter Ordnung unterscheidet. Setzt man nämlich

(23.) 6y1=y++4Y+1",

also

, ,h, /Co - Yo-(24.) yv =  + 6 9(30, yo) + 4p(—2—, —2)

+ (x, y") , so erhält man nach den Gleichungen (16.) und (21.) (25.) yr - yo + (p^o, yo)h + 1.(02 + 63 9),2

1 t/p öq (2) 8p/öp dtp \1

+ 3! C. + dy ®) t dy\dx + öy P)

1 \/d(p . dtp {(8) p/p , öq) (2)

+ 4! Cöz + 0y P) + 2 dy (z + dy 0

. . / 02, . 02, \ /öp , dtp M, ,

- 4 ( -—  —p)( "n —n— p)h4 - ....

\Ox dy dy2 / \dx dy /

Nun ist nach den Gleichungen (9.) bis (11.)

(9a) 0+0,=/),

C• C Y

(10a.) (^ + A’+ °e(°e + ^0 = \dx  dy / dy\dx dy /

11 /öp i p {(8) t d(p/dq . dtp (2)

a‘ \dx + dy %) + dy \dx + dy ")

/ d2(p     02p \/dcp . dq> \

\dxdy  dy2^)\dx dy^)

folglich geht Gleichung (25.) über in

(•25a.)  y_f2)40),+/,),4/),4.

I 1              2.               O !
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Deshalb wird nach Gleichung (13.)

 1 [/ 02p , 82p \/^(P , N

26) U 541Cözdyoy)(özöy®)

+0(094 (0g) (0+0g,),4..,

oy\dx oy / \oy/ Ox dy /

also eine Größe, welche mit h zugleich verschwindend klein

wird von der vierten Ordnung.

Aus Gleichung (24.) erhält man als besonderen Fall die Simpson sehe Regel, wenn man annimmt, daß g(x, y) von y unabhängig ist. Die vorgelegte Differential-Gleichung geht dann über in

dy , \ az’"

und Gleichung (24.) erhält die Form

h, X , 4 /Xo + W\ ,   ,,

Y1=%o16 9(«o) + 4?) (—2—) + 9(3) 1

die mit Formel Nr. 193 der Tabelle, nämlich mit

a-+2h

Ul —  =jf^dx = 3 ^f{a) +    + Ä) + f^a + 2)

a

übereinstimmt, wenn man h mit 2h, p mit f, Xo mit a, also — T mit a+h und x mit a + 2h vertauscht.

2

Bei Anwendung der in Gleichung (24.) gegebenen Näherungsformel ist es für die zu erzielende Genauigkeit im allgemeinen wesentlich, daß der Wert von

dy ,

dx = ^= P(X, V)

nicht zu groß wird; namentlich sind die Stellen zu vermeiden, an denen diese Größe unendlich groß wird, damit die benutzte Reihen - Entwickelung konvergent bleibt. Dies wird man erreichen, wenn man x nur so lange als unabhängige Veränderliche beibehält, wie

| p(x, y)=—1

ist. Wird | p(x, y)>—1, so wendet man das beschriebene Verfahren auf die Differential - Gleichung

dx 1 dy " (x, y)

an, bei der man y als die unabhängige Veränderliche ansieht.

§ 119.

Übungs-Beispiel.

Aufgabe. Gegeben ist die Differential - Gleichung (1.)                  dy = y — x^

dx y — x ‘

man soll diejenige Integralkurve aufsuchen, welche den Punkt mit den Koordinaten x y zum Anfangspunkt hat.

Auflösung. Die Aufgabe ist so gewählt, daß man die Integration auch in geschlossener Dorrn ausführen kann, damit man für die Genauigkeit des Verfahrens eine Kontrolle hat. Bringt man nämlich die Gleichung (1.) auf die Porm

(2.)              (x — y)dx + {y + x)dy = 0,

oder

(2 a.)        (xdx — ydy) - {xdy — ydx) = 0,

so erkennt man, daß die Koeffizienten von dx und dy homogene Funktionen gleich hohen Grades sind, und daß deshalb die Substitution y = xz zur Trennung der Variablen führt.

Noch einfacher findet man die Integration durch Einführung von Polarkoordinaten. Setzt man

(3.)             x=rcosg, y=rsing,

also

(4.)            tg p = V, ,2=22+ 2,

•C so wird

(5.) xdy — ydx = r2d(p^ xdx - ydy = rdr^ folglich geht Gleichung (2 a.) über in

dy

(6.) rdr—rdg oder , tdg=0.

Dies gibt

(7.)            lnr=C — tp, oder r = ec~ ,i'.

Dabei ist die Integrationskonstante C so zu bestimmen, daß r gleich 1 wird für o gleich 1, folglich ist

2

n

—P

(8.)                      r = e

die Gleichung der gesuchten Integralkurve, die demnach eine logarithmische Spirale ist.

Bei Prüfung, ob das angegebene Verfahren genaue Resultate liefert, genügt es natürlich nicht, zwei oder drei Schritte auszuführen; man muß vielmehr eine größere Anzahl von Punkten der Integralkurve durch die Näherungsmethode bestimmen, um den Verlauf eines längeren Bogenabschnittes zur Vergleichung heranzuziehen. Da liegt es bei dem vorliegenden Beispiele nahe, den Winkel p zwischen 90° und 45° (oder 2 und 4) in eine Anzahl gleicher Teile, z. B. in 12 gleiche Teile zu zerlegen und zunächst aus Gleichung (8.) die rechtwinkligen Koordinaten der zugehörigen Punkte zu berechnen. Dies gibt die folgende Tabelle: *)


	
9
	
r
	
x
	
y


	
90°
	
1,000 000 0
	
0,000 000 0
	
1,000 000 0


	
86° 15-
	
1,067 639 2
	
0,069 826 9
	
1,065 353 2


	
82° 30‘
	
1,139 853 3
	
0,148 780 7
	
1,130 1019


	
78° 45-
	
1,216 952 2
	
0,237 415 6
	
1,193 568 7


	
75°
	
1,299 265 9
	
• 0,336 274 8
	
1,254 994 6


	
71° 15-
	
1,387 147 1
	
0,445 883 9
	
1,313 5313


	
67° 30-
	
1,480 972 6
	
0,566 743 7
	
1,368 240 2


	
63° 45-
	
1,581144 5
	
0,699 322 3
	
1,418085 2


	
60°
	
1,6880917
	
0,844 045 9
	
1,461 930 2




*) Die Berechnung ist mit siebenstelligen Logarithmen ausge-führt; die beiden letzten Stellen Sind daher nicht mehr unbedingt sicher.


	
9
	
r
	
X
	
y


	
56° 15-
	
1,802 272 9
	
1,001 289 3
	
1,498 535 4


	
52° 30'
	
1,924 177 3
	
1,171364 9
	
1,526 552 5


	
48° 45-
	
2,054 326 9
	
1,3545121
	
1,5445248


	
45°
	
2,193 280 2
	
1,550 883 2
	
1,550 883 2




Zu den gefundenen Werten von x berechnet man sodann Schritt für Schritt die zugehörigen Näherungswerte von y. Man setze daher zuerst

x=,  yo=1,   = 0,0698269, also h 0,069 826 9;

dies gibt

q(x,, yo) = Vo =1, y= + p(Xo, y^ . h = 1,069 826 9;

y^ f Xo

y“ = yo + P(x, y‘) .h = yo+ _h

. , 0,069 826 9    . c. -- ,

1 +1,1396538  1061270 3;

‘xo — x Yo — y‘\_ yo—y — Xo — x

y^ —y—Ro—R

2,139 653 8   0,9847807;

. y,l~x 0,991443 4   _

*, ""    +2 1,131 097 2 - 0,876532 5 •

Setzt man diese Werte in die Gleichung


. h yx — yo + e




'«o —C Yo—y . 2     ’2



ein, so erhält man h

yx =Yo—E(1- 3,738 922 8 + 0,876 532 5)

_1h. 5,615 455 3 = 1,065 351 6. b

Der Fehler beträgt also nur

— 0,000 001 6.

Rechnet man mit diesem fehlerhaften Werte von y weiter und entnimmt den nächsten Wert von x der oben aufgestellten Tabelle, so hat man zu setzen

Ro = 0,069 826 9; Yo= 1,065 351 6; X — 0,148 780 7, also

h 0,078 953 8,

so erhält man

Yo — Ro 0,995 524 7

9“, Vo) Fv+- 1,135 178 5  0,8/ 6 9 ‘ 6 4,

y‘=J- yo) .h = y^ + 0,876 976 4.0,078 953 8

=Y- 0,069 240 6 = 1,134 592 2;

,   / n 7        , 0,985 8115

y“ = Yo + 9(K, y) .h = y0+ 12833729 0,078 953 8

=y+ 0,060 647 7 = 1,125 999 3:

(R0—x yo + y‘\  1,981 336 2    g-,,.

PV2 ’ 2) - 2,4185514 = °,819 224 4 ’


9p(x, y“) =




y“ — x y" — x




0,977 218 6

1,274 780 0




= 0,766 578 2.



Setzt man diese Werte in die Gleichung

h, ,, /Xo —3 Yo-y‘, / yi = yo + 6 P(0, y^ 4- 4(—2 1 2 ) + 9(a, y^

ein, so erhält man

y= yQ 4- e (0,876 976 4 + 3,276 897 6 + 0,766 578 2)

= 1,130 099 7.

Der Dehler beträgt also nur

— 0,000 002 2.

Indem man so weiter fortfährt, findet man die fol-sende Tabelle:

O


	
X
	
Wahrer Wert von y
	
N äherungs wert von y
	
Fehler


	
0,000 000 0
	
1,000 000 0
	
1,000 000 0
	
0,000 000 0


	
0,069 826 9
	
1,065 353 2
	
1,065 3516
	
— 0,000 001 6


	
0,148 780 7
	
1,130 101 9
	
1,130 099 7
	
— 0,000002 2


	
0,237 415 6
	
1,193 568 7
	
1,193 5671
	
— 0,000 001 6


	
0,336 2748
	
1,254 994 6
	
1,254 9940
	
— 0,000 000 6


	
0,445883 9
	
1,313 5313
	
1,313 533 0
	
+ 0,000 001 7


	
0,566 743 7
	
1,368240 2
	
1,368244 7
	
4- 0,000 004 5


	
0,699 322 3
	
1,418 085 2
	
1,418093 3
	
4- 0,000 0081





	
X
	
Wahrer Wert von y
	
N äherungs wert

von y
	
Fehler


	
0,844045 9
	
1,461930 2
	
1,461 942 7
	
+ 0,000 012 5


	
1,001 289 3
	
1,4985354
	
1,498 552 8
	
+ 0,000 017 4


	
1,171 364 9
	
1,526 552 5
	
1,526 576 3
	
+ 0,000 023 8


	
1,354 5121
	
1,544 5248
	
1,544 556 2
	
+ 0,000 031 4


	
1,550883 2
	
1,550 883 2
	
1,550 923 3
	
+ 0,000 040 1




Die Genauigkeit ist also bis zum 12. Schritte noch eine durchaus befriedigende, obgleich der Zuwachs von x bei jedem Schritte größer geworden ist und zuletzt nahezu 0,2 beträgt. Macht man die Intervalle der aufeinander folgenden Werte von x noch kleiner, macht man sie z. B. sämtlich gleich 0,08, so kann man die Genauigkeit bedeutend weiter treiben, wie man aus der folgenden Tabelle ersieht. Dabei sind zur Kontrolle noch einige von den oben aus der Gleichung n

2-

r = e

berechneten Wertepaaren von x und y eingeschaltet.


	
X
	
Wahrer Wert von y
	
N äherungs wert von y
	
Fehler


	
0,000 000 0
	
1,000000 0
	
1,000 000 0
	
0,000 000 0


	
0,08
		
1,074192 6
	

	
0,16
		
1,138 630 4
	

	
0,24
		
1,195 289 7
	

	
0,32
		
1,245 484 1
	

	
0,336 2748
	
1,254 994 6
	
1,254 992 4
	
— 0,000 002 2


	
0,40
		
1,290 142 0
	

	
0,48
		
1,329 949 8
	

	
0,56
		
1,365 432 6
	

	
0,64
		
1,397 003 1
	

	
0,72
		
1,424 992 8
	

	
0,80
		
1,449 672 7
	

	
0,844045 9
	
1,461 930 2
	
1,461 931 0
	
+ 0,000 000 8


	
0,88
		
1,471 267 5
	

	
0,96
		
1,489 965 8
	




	
x
	
Wahrer Wert von y
	
N ähernngs wert von y
	
F ehler


	
1,04
		
1,505 927 7
	

	
1,12
		
1,519 290 0
	

	
1,20
		
1,530170 6
	

	
1,28
		
1,538 671 6
	

	
1,36
		
1,544 882 0
	

	
1,44
		
1,548 879 5
	

	
1,52
		
1,550 732 2
	

	
1,550 883 2
	
1,550 883 2
	
1,550 886 5
	
+ 0,000 003 3




Die Genauigkeit, welche auf diesem Wege erzielt wird, ist eine überraschend große; doch ist damit noch nicht gesagt, daß bei anderen Aufgaben das Endresultat in gleichem Maße befriedigen wird. Es wäre vielmehr zu erstreben, die angegebene Methode noch durch ein Verfahren zu ergänzen, das für die einzelnen aufeinander folgenden Schritte eine zuverlässige Fehlergrenze liefert, damit man sich bei jeder Stelle der Rechnung darüber Rechenschaft geben kann, wie groß die Genauigkeit ist.

In ähnlicher Weise, wie die Simpsonsche Regel zur Erzielung von stärkerer Annäherung verallgemeinert worden ist, läßt sich auch die vorstehende Methode noch weiterführen; namentlich läßt sich auch die Gaußsche Quadratur auf die Integration der Differential - Gleichungen übertragen. Die Genauigkeit wird dadurch zwar noch gesteigert , trotzdem mögen diese Verallgemeinerungen hier übergangen werden, weil es für die Erzielung größerer Genauigkeit im allgemeinen zweckmäßiger sein wird, unter Beibehaltung der vorstehenden Methode die Intervalle zwischen den aufeinander folgenden Werten von x zu verkleinern; denn die Einführung der verallgemeinerten Methoden würde für jeden einzelnen Schritt erheblich umständlichere Rechnungen erfordern.

§ 120.

Integration von simultanen Differential-Gleichungen und Differential-Gleichungen höherer Ordnung.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 256.)

Man kann das angegebene Verfahren ohne Schwierigkeit auch auf Differential - Gleichungen höherer Ordnung übertragen. Hier mögen der Kürze wegen nur Differential-Gleichungen zweiter Ordnung berücksichtigt werden, die man nach den Ausführungen in § 87 durch zwei simultane Differential-Gleichungen erster Ordnung von der Form ,, .            dy , .dz .      .

(1-) = PK, d= PK, *)

ersetzen kann. Die Integration ergibt dann, wenn man x — Ro wieder mit h bezeichnet,

.                           f(Xo), i         ,, ।         y, ।

(2.) y = f{x) = f^ t-1th-2!h--3thr**,

g,,         / \    / \ ! y‘^ y । y"^ 7 2 । y1^^ 9 ।

(8.) Z=g()=g(o)1hs-2,hs-31hrH----,

wobei die willkürlichen Integrationskonstanten sind.


(4.)




?/o = zo=g(xo')



In § 86 war bereits angegeben, wie man die Größen fi(x), ..., gu(x\ y“1^^ • • • ausrechnet. Es ist nämlich

• dy                           .

dx= f^^^y^z^q),


		
dy _ l/an _ p । dy । dz

dx~   '      dx dy dx dz dx

d(p t dtp . dtp

dx +öy”* dz %  % ’


	
(5.) .
	
dy_fug_@g_0g,+@g,

dx^          dx dy     dz

_/dq)            dq) V2) dq)/dq) .äq)     dq) '

\dx + dy P + dz %) + dy\dx toy®toz"




, Op/ ,Oa ,Ou

+ dAdx + dy(p + dzV)'


	
dz dx
	
= = 2)=,


	
d2z
	
= 9“^) =
	
w 1
	
dw , dw


	
dx2
	
dx
	
+ 0z " "


	
däz d^
	
= g"(xr) =
	
dxp' dx
	
dw‘ , dw‘ dy P + dz •




, dw , dw dw/dw , Op

+ dy P + dz P) + dy \dx + dy

oder, wenn man der Kürze wegen


	
d(p d(p . d(p      ,

8^ + dy’’ + diV-V1
	
/dg) dtp dep V2) r (*‘*")-


	
dw , dw , dw

p=V,
	
/dw , dw dw (2) , (z+8,9zv)=V2




setzt,

(8.) /()=,, f"(c)= U,,                  +

(9.) g‘(«) = •,     = V,, < W = V + 8) U,+Sv,...

Ferner wird nach dem Taylor sehen Lehrsätze für Funktionen von drei Veränderlichen (10.) ( +I, y + *, 2+1=0+ 1.(02» +011+8) 1 /dep dtp dtp 2) + 21(2" +8y‘ + dil)+ (11.) we + h, y + k, -+1-1+ 1(02,+8y 1+0!) +1(01,400,0,..

2.\Ox dy dz /

Vertauscht man in den vorstehenden Gleichungen x mit «o, y mit y0, z mit 20, bezeichnet man also p(Ro, yo, Zq) mit 9, ap(xo, yo, z0) mit ip, so sind ähnlich wie in § 118 (12.)      y‘=Yo+9(X0,V0,20).h=yo+®.h,

(13.)       z( = 20 4- wp(xo, y0, 20).h=2o—p. h

Näherungswerte von y und 2, deren Unterschied von den wahren Werten mit h zugleich verschwindend klein wird von der zweiten Ordnung. Dagegen unterscheiden sich (14.) y=y+ „(m,+: , Uo +1, 2+ • » \   4         2         z /

/ h 11/                h \

=Vo P(Xo 12’ Yo—P21 2o—P: 22 • h und

.   , /RoxYo-y2-z,

(15.)    Z=oP(—21 2 y ‘ —2)h

/,h ! h ! h\, —*o P(Co + 2 ’ YoP2‘ 2otPa)h

von y und z nur um Größen, welche mit h zugleich verschwindend klein werden von der dritten Ordnung, denn es ist nach den Gleichungen (10.) und (11.)

AZ    17, /Op , Op   O\h2

Y-y. + <f,.h^(^c+^V +

. /d(p , 8p (2)73

+(+0®+o")s*u

oder

=i/M+97),+»+v,2+..

Setzt man jetzt noch

(18.) yl> =V+ <p(x, y^ 2) . Ji

= Yo + p(xo + h, yo + 9 • J^ zo —.h).h,

(19.) z" = Zq - 1p(x, y, Z1) . h

= 20 + w(xo — h, yo + P • h, Zo-p.h).h,

so wird nach, den Gleichungen (10.) und (11.)

(20.) y = yo + v,h+ 1(82 +0/*+82") *‘ +1(0940,+0„)2,+..

2.0a oy dz J

3

=Yo—p.h- U1 • h2 d- U2

2

(21)"=*+".*+i(+0+0")" +1(02+8,, +0»)+.

3

=2-w.h—V.h2—Va-—..

2

Daraus folgt

y",     , + 1(09,, + @9, + @?)

‘‘ ’ ‘ n 1!\x  1 dy 0z)

+1(2*+8*+82)+


w6*,6-,+1(82,+0,,+82)

__1/v,_Dv,L0v,N2L.

2!öx"hy"öz)* ’

wobei nach den Gleichungen (20.) und (21.)

(22.) k=©.h+ U,.h2+.., 1=1.h+V.h2+...

zu setzen ist; folglich wird

(23.) «( v - ^<p + (^ + 8^v+B^vy}l

/d(p T dg) \    1/00 d(p p

+ {dy V + 0: ")" + 2-U + dy % + 0z ")*"

= , + v, • » + 1(v, + 27, 6 + S2)»+.,

(24.) v(4,1*,e"=1+(82+6/9+6v)* +(67/u,+0v)+*(2+0,+g»)n+.

-1+V,.1+1( v. + 20, 87 +2v,8!)*+.

Hieraus findet man, daß auch, die Näherungswerte

(25.)             y" =V+ yl\ z"}. h,

(26.)                z“1 = 20 + w(x, y“^ z“). h

sich, von y und z nur um Größen unterscheiden, die mit h zugleich verschwindend klein werden von der dritten Ordnung.

Setzt man schließlich

(27.) y=6(+4Y+ y1“)

. h r /            /Xo—x yo + y‘ 20 + z

=Yo6°(*0,Y0,20)49C2‘ 2 ’ 2)

+ v(, y“, 2"),

(28.) 2,=6(2+4Z+2)

h, . /Xo + oc yo + y* 20 + z‘ = 20 + 6 •(o, y^ + 4(2 1 —2' —2 )

+ y", 2"),

so erhält man durch Entwickelung nach steigenden Potenzen von h

(29: m-1+,.1+U,.2+ (ya +   + v, 8^+-

=+ g, + /“p, + ■ • ■,

(30.) 4-2+».1+ v,2+(v,+v,8y+v,82)2+. _g2)40‘),400),140",),4.;

_L1             2.              •!

d. h. die durch die Gleichungen (27.) und (28.) gegebenen Näherungswerte Y1 und 21 unterscheiden sich von y und z nur um Größen, die mit h zugleich verschwindend klein werden von der vierten Ordnung.

Bei den praktischen Anwendungen wird man von den drei Größen x,y,2 diejenige zur unabhängigen Veränderlichen machen, für welche die Reihenentwickelungen am stärksten konvergieren.

§ 121.

Übungs- Beispiel.

Aufgabe. Die Oberfläche eines Tropfens oder einer Blase ist eine Fläche, die durch Rotation einer Kurve y = f(c)

um die X-Achse entsteht. Für diese Kurve gilt, wie sich zeigen läßt, die Dif ferential - Gleichung

/sina da\

C) 2y“kads)‘

wobei ds das Bogenelement und « der Winkel ist, den die Tangente im Kurvenpunkte P mit der positiven Richtung der X-Achse bildet. Man soll die Gestalt der Kurve ermitteln.

Auflösung. Die Differential-Gleichung (1.) ist von der zweiten Ordnung, denn es ist

.           , dy           dx . dy

(2.) tg=-, COSC= ■> sinc=-,

dx         ds          ds

also

1   dad2y  dad-y /dx^  da   da dx   dy/dx

cos2a  dx d,x-  dx dx^\ds)’> ds   dx ds   dx^Yds/'

folglich geht Gleichung (1.) über in

.          o 9 1 dy , d2y /dx'Y'}

(la.)      2y==a2 •-—().

ix ds r dx2 \ds/ \

Man kann aber diese Gleichung, wenn der Kürze wegen sina mit z bezeichnet, durch zwei simultane Differential-Gleichungen erster Ordnung zwischen x^ y und z ersetzen. Aus den Gleichungen (2.) folgt nämlich

d(sinc)          da da d(cosa) . da da

= COSC ■   = ,—1 —7----= — sina • , =--


(3.)



da=2y-= PK, y' 2)

bringen. Man wird auch von der Form dx , d(cosa) _   , sinn

(4.)        , = ctga, ,   = — 2y —

	
v 7        dy           dy            x



Gebrauch machen, wenn tga größer als 1 wird.

Da alle Tropfen und Blasen in der Rotationsachse eine horizontale Tangential-Ebene haben, so kann man sich auf den Fall beschränken, daß für x auch a = 0 wird. Zunächst kommen also die Dif ferential - Gleichungen (3.) in Betracht. Der zugehörige Anfangs wert von y sei 1.

In dem Anfangspunkte nimmt dann ’ die unbestimmte O

Form o an. Zur Bestimmung des wahren Wertes differenziere man Zähler und Nenner einzeln. Dadurch erhält man mit Rücksicht auf die Gleichungen (3.) dz

lim( 2) = lim d = lim(2y— 2), =o\a/   =0 1      \ xf

also

Z"

	
— ) = lim y = 1.



2/ a=0

Man erhält daher, wenn man zunächst

Xo Yo Zo = 0; x also h = 0,1 setzt,

p(xo, Yo, 20) = 0, v(Xo, yo, 20) =2 — 1 =1, y‘ = yo + p(xo, yo, 20) .h=1, 2’= 20- p(Xo, yo, 20) • h = 0,1.


Dies gibt




Xo— X

2 ‘




= 0,05;




2o— z‘

2




= 0,05;



also


(Xo-X Yo—y 921 2




2o + 2)




0,05 _ 1

” v0,9975 ~ v399




1

19,974 984




0,050062 6;




,(Xo—X +

P\ 2   ’    2




20— 2"

2 )



Ferner wird

y“ =y- o(x, y‘i 2).h=1- _0,1 .0,1=1--1

.      X0,99   ’      1V9900

=1+1: 99,498 74 = 1,010 050 4;

e" =2+ w(c, v, 2) .h=(2- 0,1) • 0,1 = 0,1;

op(x, y^, 21) = -011 = -1 = 0,100 503 8;

’ V0,99 V99

v(x, yl>, 21) = 2,020 100 8 — 0 = 1,020 100 8.

•1-

Daraus folgt nach Formel Nr. 256 der Tabelle

L

Y=Yo- (0 + 0,200 250 4 + 0,100 503 8)

=1- 0,300 754 2:60 = 1,005 012 6;

2,=2-(1+4+ 1,020 100 8) b

= 6,020 100 8:60 = 0,100 335 0.

Für den zweiten Schritt hat man daher zu setzen:

«o = O,l; yo 1,005 012 6; 20= 0,100 3350;

x = 0,2; also A = 0,1.

Dies gibt

.         .       20        0,100 335 0     0,100 335 0

‛Fb‛ ""   - V1—22 - V0,9899329 - 0,994 953 7

= 0,100 843 9;

ep(Xo, y^, Zo) = 2,010 025 2 — 1,003 350 0 = 1,006 675 2:

y = yo + Jo, 20) • h = Vo + 0,010 084 4 = 1,015 097 0;

2 = 20 + v(xo,   20) .h=2+ 0,100 667 5 = 0,201 002 5;

Wo — 3c _ . _ yo - y‘ . . jo Zo -          p,. --

—— = 0,15;      = 1,010 0548; —— == 0,15066875;

2 2 2

(Xo — X Yo- y1 Zo + 2" 0,150 668 75    0,150 668 75

‘\ 2 ’ 2 ‘ 2 )0,977 29890,988 5843 = 0,152 408 6;  „(0,+ 2, yo +, 2,+ = 2,020 109 6 - 0,301337 5

\ 2 2 2 / U,0

= 1,015 651 3.

Ferner ist

u     ,,    1 0,2010025  ,

v — + D(x, y", 2) • h = Y0 +         — • o,i

J J ‘V0,9595980 ’

0,020100 25         g , oe

- 3o + 0 979 5907" -Vo 0,020 5190- 1,025 5316;

2" = «o + vp(x, y‘i z‘} • h = 20 + (2,030 194 0 — 1,005 012 5). 0,1 = 20 4- 0,102 518 2 = 0,202 853 2.

Daraus folgt

0,202 853 2  0,202 853 2

v/0,9588506 ~ 0,979 209 2


= 0,207 160 2:





w(x, y“, 21) = 2,051 063 2 — 0,2028532 = 1,036 797 2;

0,2

folglich findet man nach Formel Nr. 256 der Tabelle

y\ = Vo 4- ( (0,100 843 9 4- 0,609 634 4 + 0,207 160 2) = 1.005 012 6 4- 0,917 638 5 : 60 = 1,020 306 6;

21 = z, 4- | (1,006 675 2 4- 4,062 605 2 4- 1,036 797 2) = 0,100 335 0 4- 6,106 077 6:60 = 0,202 103 0.

Kiepert , Integral- Rechnung.
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Indem man so weiter fortfährt, findet man die in der folgenden Tabelle zusammengestellten Näherungswerte:


	
x
	
y
	
z = sin«
	
u = cos«


	
0
	
i
	
0
	
1


	
0,1
	
1,005 012 6
	
0,100 335 0
	
0,994 953 7


	
0,2
	
1,020 306 6
	
0,202 103 0
	
0,979 364 3


	
0,3
	
1,046 631 6
	
0,306 993 6
	
0,9517116


	
0,4
	
1,085 470 0
	
0,416 796 4
	
0,908 999 9


	
0,5
	
1,139 538 9
	
0,533 648 1
	
0,845 706 6


	
0,6
	
1,214 153 1
	
0,660 3604
	
0,750 9488


	
0,678 009 4
	
1,294153 1
	
0,768 696 6
	
0,639 613 6


	
0,735 151 0
	
1,374 153 1
	
0,855 363 3
	
0,518028 6


	
0,775 915 5
	
1,454153 1
	
0,922 552 3
	
0,385 872 1


	
0,802 565 0
	
1,534 153 1
	
0,970 0910
	
0,242 741 5


	
0,816 0981
	
1,6141531
	
0,996112 0
	
0,088 095 7


	
0,818007 4
	
1,657 137 4
	
1,000 000 0
	
0,000 0000




Dabei ist noch ein Wechsel in den unabhängigen Veränderlichen eingetreten. Sobald nämlich der Winkel a größer als 45° und deshalb tgc größer als 1 wird, ist es ratsamer, y zur unabhängigen Veränderlichen zu machen. Zu diesem Zwecke lege man der Rechnung die Differential-Gleichungen (4.) zugrunde. Setzt man dabei der Kürze wegen

(5.)               cos « = V1 — 22 = u,

so nehmen diese Gleichungen die Korm


		
dx           u

----— (toce —      — — er n Ai 9,)


	
dy
	
V1—u2 .


	
(6.)
	
•
	
du

dy -
	
v 1 —

2y




an, wobei die Funktionszeichen g(x, u} und a(x, y, u) natürlich eine andere Bedeutung haben wie in den Gleichungen (3.). Zur Ausführung der Rechnung setze man

dann zunächst, den Werten in Zeile 7 der Tabelle entsprechend,

2,—0,6; ?/o=l,2141531; 20=0,660 3604; u,= 0,750 948 8 y = 1,294 153 1; also h = 0,08.

Der Zuwachs von y, nämlich 7z, ist dabei nur mit 0,08 angesetzt, damit die Intervalle von u nicht zu groß werden. Man findet dann

/ . .ug 0,7509488  1 ,

20    0,6603604   1,1371802,



•(Ko, 2/0, Wo) = — 2,428 306 2 H--0,6----= — 1,327 7055;

x‘ = Xo p(Xo, Yo, wo). h = 0,690 974 4;

u‘ = uo — p(Xo, wo). h = 0,644 732 4; 

G, + g  0.645 487 2; yo++y = 1,254153 1:

2                       ■      2





“1" = 0,697 840 6; y- (“+“)= 0,716 253 1.

Dies gibt


/XCo - a‘ P(—a



yo + y uo—u‘_0,6978406_0

2  ’  2  )0,7162531-

,,(X0—x Yo—V Mo—u‘_             0,716 253 1

2' 2' 2) - 2,5083062 + 0,6454872

= — 1,398 674 4.

Ferner wird 0 644 732 4 

x“ = «Co Pa, y, u") . h =Ko 0764 4083 h = 0,667 470 2 ’

u“ =Mo- ap(x‘, y^ u'). h = Wo -


0,764 408 3



0,690 974 4

= wo — 1,482 030 3 . h = 0,632 386 4;

2"=V1 — u"2 = 0,774 653 1;


g(a", y. u") =




0,632 386 4 

0,774 653 1 ~




0,816 347 9;



0 774 653 1 

"p(a", y, u“) = - 2,588 306 2 + 0,6674752 = - 1,427 734 1;

folglich findet man nach Formel Nr. 256 der Tabelle die

N äherungs werte

x,  Xo 4- ~ (1,137 180 2 + 3,897 173 2 + 0.816 347 9) 6

= 0,678 009 4;

u. = uo — | (1,327 705 5 + 5,594 697 6 + 1,427 734 1

= 0,639 613 6.

Bei dem letzten Schritt ist nochmals ein Wechsel der unabhängigen Veränderlichen vorgenommen, damit man die Koordinaten desjenigen Punktes findet, in welchem die Tangente zur Y-Achse parallel wird, in welchem also a gleich 90°, 2 = gleich 1 und u = cos« gleich 0 wird. Indem man zu diesem Zwecke u zur unabhängigen Ver-änderlichen macht, findet man aus den Gleichungen (6.)


(7.)



du=dydu=z°V, =A", V1") ’

wobei die Funktionszeichen g(x, y^ u) und p(x, y^ u) mit Rücksicht darauf, daß Formel Nr. 256 zur Verwendung kommen soll, gewählt sind, aber wiederum eine andere Bedeutung haben als in den Gleichungen (3.) und in den Gleichungen (6.). Zur Ausführung der Rechnung hat man dann, der Zeile 12 in der Tabelle entsprechend, zu setzen:

Xo 0,816 0981; Y =1,6141531; 20 = 0,9961120;

Mo = 0,088 095 7; z = 1, u = 0, also h= — 0,088 095 7.

Daraus ergibt sich


1      0,996 112 0

ep(xo, Yo, uo) — 0,816 098 1




3,228 306 2 = - 2,007 727 4:



-- Mo 0,088095 7 o, ‘/(Co,      = — 0,4980/o 6; 2=o 996112 0 = 0,0884396

260

9(Xo, Yo,    =    • 3P(Xo, Mo) = — 0,044 049 6;

&o

x‘ == Ro - g(xo, Yo, wo). h = 0,819 978 7;

y' = — p(Xo, uo) • h = 1,658 031 4;

— 1 • = 0,818 0384; Vo + • = 1,636 092 25;



Mo ; • = 0,044 047 85; /1 — (MoU)  0,999 029 4;

	
•>           7               7 r \ 2    /



1                0,999 029 4 

,(Xo — x‘ Yo—y uo—u\ 0,818 0384

P\ 2 ‘ 2 ‘ 2 )

= — 2,050 934 5;


/ Xo + a‘ Y0 — y' (212



Mo —     /I 0- _o,

2  ) = — 0,487 582 6;

Xo - x‘ y^ - y‘ Mo - u\     0,04404785

.2      2      2 /     0,999 029 4   ’

= — 0,021497 8.

Ferner ist


1

w(x", y\ u)




1

0,819 978 7




3,316 062 8 = — 2,096 518 9;



04

IPx, y\ u) — — 0,476 981 2;    =0, also g(x, y^ u)

x" = X 4- (x‘, y‘ u).h = 0,816 098 1;

y“ = y^ + W(x‘, y^ u).h = 1,656 1731. 1 1

, „ =,—3,3123462——2,087 0033;

‘(E", y“, •)    0,816 098 1

w(x", y“, u) = — 0,479 155 9; «(xc", y^^ u) = 0:

folglich findet man nach Formel Nr. 256 der Tabelle die

N äherungs werte

	
— xo — (0,044 049 6 + 0,085 991 2) = 0,818 007 4;



V = yo — ( (0,498 075 6 + 1,950 330 4 + 0,479 155 9)

= 1,657 137 4.

Obwohl die Rechnungen in § 119 und § 121 mit Hilfe der Rechenmaschine ausgeführt sind, erfordern sie doch recht viel Zeit und Mühe, zumal da sie der Sicherheit wegen zu wiederholten Malen auszuführen sind. Wenn man aber nicht mit 7, sondern nur mit 3 oder 4 Dezimalstellen rechnet, so kann man den Rechenschieber benutzen und kommt dann sehr viel schneller zum Ziele.

Tabelle der wichtigsten Formeln

aus der

Integral-Rechnung

Anhang

zu

Kiepert’s Grundriß der Integral-Rechnung.

Neunte verbesserte und vermehrte Auflage des gleichnamigen Leitfadens von weil. Dr. Max Stegemann.
[image: ]

Hannover 1908.

Helw ingsche Verlagsbuchhandlung.

• • •

Tafel für das elliptische Integral K = F


, wo%= sin u1)




	
Grad a
	
0'
	
12'
	
24'
	
36'
	
48'
	
Grad
	
0'
	
12'
	
241
	
36'
	
48'


	
0
	
1,57080
	
1,57080
	
1,57082
	
1-57084
	
1,57087
	
45
	
1,85407
	
1,85704
	
1,86003
	
1 86305
	
1,86609


	
I
	
1,57092
	
1,57097
	
1,57103
	
1,57110
	
1,57118
	
46
	
1.86915
	
1,87223
	
1,87534
	
1,87847
	
1,88163


	
2
	
1,57127
	
1,57138
	
1,57149
	
1,5716t
	
1,57173
	
47
	
1,88481
	
1,88801
	
1,89124
	
1,89450
	
1,89778


	
3
	
1,57187
	
1,57202
	
1.57218
	
1,57235
	
1,57253
	
48
	
1,90108
	
1,90441
	
1,90777
	
’,9i”5
	
1,91456


	
4
	
1.57271
	
1,57291
	
i,573'2
	
1,57333
	
1,57356
	
49
	
1,91800
	
1,92146
	
1,92495
	
>,92847
	
1,93201


	
5
	
1,57379
	
1,57404
	
1,57420
	
1,57456
	
1,57483
	
50
	
1,93558
	
1,93918
	
1,94281
	
1,94646
	
1,950'5


	
6
	
1,57511
	
1,57541
	
1,57571
	
1,57602
	
1,57635
	
5‘
	
1,95386
	
1,95761
	
1.96138
	
1,96518
	
1,96902


	
7
	
1,57668
	
1,57702
	
157737
	
1,57773
	
1,57811
	
52
	
1,97288
	
1,97678
	
1,98070
	
1,98466
	
1,98865


	
8
	
1-57849
	
1,57888
	
1,57928
	
1,57969
	
1,58011
	
53
	
1,99267
	
1.90672
	
2,coc8i
	
2,00493
	
2,00908

2,03036


	
9
	
>,58054
	
1,58098
	
1.58143
	
1,58189
	
1,58236
	
54
	
2,01327
	
2,01749
	
2,02174
	
2,02603


	
10
	
1,58284
	
1,58333
	
1,58383
	
1,58434
	
1,58486
	
55
	
2,03472
	
2,03911
	
2,04354
	
2,0480t
	
2,05252


	
>■58539
	
1,58593
	
1,58648
	
1,58705
	
1,58762
	
56
	
2,05706
	
2,06164
	
2,06626
	
2,07092
	
2,0756 2


	
12
	
1,58820
	
1,58879
	
1,58939
	
1,59000
	
1,59062
	
57
	
2,08036
	
2,08514
	
2,08995
	
2,09481
	
2,09971


	
13
	
1.59125
	
1,59190
	
f,59255
	
1,59321
	
1,59388
	
58
	
2,10466
	
2,10964
	
2,11467
	
2,11974
	
2,12456


	
14
	
> 59457
	
1,59526
	
i,59597
	
1,59668
	
1,59741
	
59
	
2,I3OO2
	
2,13523
	
2,14048
	
2.14578
	
2,15112


	
15
	
1.59814
	
1,59889
	
1,59964
	
1,60041
	
1,60119
	
60
	
2,15652
	
2,16196
	
2,16744
	
2,17298
	
2,17857


	
16
	
1,60198
	
I.60278
	
1,60359
	
1,60441
	
1,60524
	
61
	
2,18421
	
2,18990
	
2,19565
	
2,20x44
	
2,20729


	
17
	
1,60608
	
1,60693
	
1,60780
	
1,60867
	
1,60956
	
62
	
2,21319
	
2,21915
	
2,22517
	
2,23124
	
2,23736


	
18
	
1,61045
	
1,61136
	
1.61228
	
1,6132t
	
1,61415
	
63
	
2,24355
	
2,24979
	
2,25610
	
2,26246
	
2,26889


	
19
	
1,61510
	
1,61606
	
1,61704
	
1,61802
	
1,61902
	
64
	
2,27538
	
2,28193
	
2,28854
	
2,29523
	
2,30197


	
20
	
1,62003
	
1,62104
	
1,62207
	
1,62311
	
1,62417
	
65
	
2,30879
	
2,31567
	
2,32262
	
2,32964
	
2,33674


	
21
	
1,62523
	
1,62631
	
1,62740
	
1,62850
	
1.6296t
	
66
	
2,34390
	
2,35115

2,38850
	
2,35846
	
2,36585
	
2,37332


	
22
	
I 63073
	
1,63186
	
1,6330t
	
1,63417
	
1-63534
	
67
	
2,38087
	
2,39621
	
2,40400
	
2,41188


	
23
	
1.63652
	
1,63771
	
1,63892
	
1,64013
	
1,64136
	
68
	
2,41934
	
2,42789

2,46951
	
2,43603
	
2, 44426
	
2,45258


	
24
	
I 64260
	
1,64386
	
1,64512
	
1,64640
	
1,64769
	
69
	
2,46100
	
2,47812
	
2,48683
	
2,49564


	
25
	
1,64900
	
1,6503t
	
1,65164
	
1,65298
	
1,65433
	
70
	
2,50455
	
2,51357
	
2,52269
	
2 53'93
	
2,54'27


	
26
	
1,6557°
	
1,65708
	
1,65847
	
1,65987
	
1,66129
	
71
	
2,55°73 2,59982
	
2,56030
	
2,57000
	
2,57982
	
2,58975


	
27
	
1,66272
	
1,66416
	
1,66561
	
1,66708
	
1,66856
	
72
	
2,61001
	
2,62034
	
2,63080
	
2,64140


	
28
	
1,67006
	
1,67157
	
1,67309
	
1,67462
	
1,67617
	
73
	
2,65214
	
2,66302
	
2,67405
	
2,68524
	
2,67657


	
29
	
1,67773
	
1,67931
	
1,69090
	
1,68250
	
1,68412
	
74
	
2,70807
	
2,71973
	
2,73155
	
2,74354
	
2,7557’


	
30
	
1,68575
	
1,68740
	
1,68905
	
1,69073
	
1,69241
	
75
	
2,76806
	
2,78060
	
2,79332
	
2,80624
	
2.81935


	
31
	
1,69411
	
1,69583
	
1,69756
	
1,69930
	
1,70106
	
76
	
2,83267
	
2,84620
	
2,85995
	
2,87392
	
2,88813

2,96283


	
32
	
1,70284
	
1,70462
	
1,70643
	
1,70824
	
1,71008
	
77
	
2,90256
	
2,91725
	
2,93218
	
2,94737


	
33
	
1,71192
	
1,71379
	
1,71567
	
1,71756

1.72726
	
1,71947
	
78
	
2,07857
	
2,99459
	
3,01091
	
3,02753
	
3.04446


	
34
	
1,72139
	
1,72333
	
1,72529
	
1,77924
	
79
	
3,06173
	
3,07933
	
3,09728
	
3,11560
	
3,13430


	
35
	
1,73125
	
1 73326
	
1,73530
	
1-73735
	
1,73942
	
80
	
3,’5339
	
3,17288
	
3,19280
	
3,213'7
	
3.234c0


	
36
	
1,74150
	
1,74360
	
1,74572
	
1,74785
	
1,75000
	
81
	
3,25530
	
3,277”
	
3,29945
	
3,32234
	
3,34580


	
37
	
1,75217
	
1,75435
	
1,75655
	
1,75877
	
1,76100
	
82
	
3,36987
	
3,39457
	
3,41994
	
3,446ot
	
3,47283


	
38
	
1,76326
	
1,76553
	
1,76781
	
1,77012

1,78192
	
1,77244
	
83
	
3,50042

3,65186
	
3.52885
	
3,55814
	
3,58837
	
3,61959


	
39
	
1.77479
	
i,777i5
	
1,77952
	
1,78434
	
84
	
3,68525
	
3,71984
	
3,75572
	
3,79298


	
40
	
1,78677
	
1 78922
	
1,79169
	
1,79418
	
1,79669
	
85
	
3,83174
	
3,87211
	
3,9’423
	
3.95826
	
4,00437


	
41
	
1,79922
	
1,80177
	
1.80434
	
1,80693
	
1,80953
	
86
	
4,05276
	
4,10367
	
4,’5736

4,48”5
	
4,21416

4,5609t
	
4,27444


	
42
	
1,81216
	
1,81481
	
1,81748
	
1,82016
	
1,82287
	
87
	
4,33865
	
4,40733
	
4,64765


	
43
	
1,82560
	
1,82835
	
1,83112
	
1,83392
	
1,83673
	
88
	
4,74272
	
4,84784
	
4,96542
	
5,09876
	
5,25274

7,04398


	
44
	
1,83957
	
1,84242
	
1.84530
	
1,84820
	
1.85113
	
89
	
5,43491
	
5,65792
	
5,9455°
	
6,35089


	
45
	
1,85407
	
1,85704
	
1,86003
	
1,86305
	
1,86609
	
90
	
00
				



Tafe! für das elliptische Integral E — E


,wok= sin a.




	
Grad

(C
	
0'
	
12’
	
24'
	
36'
	
48'
	
Grad

a
	
0'
	
12'
	
24*
	
36'
	
48'


	
0
	
1,57080
	
1,57079
	
1,57078
	
1,57075
	
1,57072
	
45
	
1,35064
	
1,34888
	
1,34712
	
1.34535
	
1,34358


	
I
	
1.57068
	
1,57062
	
1,57056
	
1,57049
	
i,57O4i

1,56986
	
46
	
1,34181
	
1,34003
	
1,33824
	
1,33646
	
1,33466


	
2
	
1,57032
	
1,57022
	
1,57011
	
1,56999
	
47
	
1,33287
	
1,33107
	
1,32927
	
1,32746
	
1,32565


	
3
	
1,56972
	
1,56957
	
1,56941
	
1,56925
	
1,56907
	
48
	
1,32384
	
1,32203
	
1,32021
	
1,31838
	
1,31656


	
4
	
1.56888
	
1,56869
	
1,56848
	
1,56827
	
1,56804
	
49
	
1,31473
	
1,31290
	
1,31106
	
1,30922
	
1,30739


	
5
	
1,56781
	
1,56757
	
1,56731
	
1,56705
	
1,56678
	
50
	
1,30554
	
1,30369
	
1,30184
	
1,29999
	
1,29814


	
6
	
1,56650
	
1,56621
	
1,5659'
	
1,56560
	
1,56528
	
5’
	
1,20628
	
1,29442
	
1,29256
	
1,29069

1,28133
	
1,28882


	
7
	
1,56495
	
1,56161
	
1.56426
	
1,5639°
	
1,56354
	
52
	
1,28695
	
1,28508
	
1,28321
	
1,27945


	
8
	
1,56316
	
1,56278
	
1,56238
	
1,56198
	
1,56156
	
53
	
1,27757
	
1,27569
	
1,27381
	
1,27192

1,26247
	
1,27004


	
9
	
1,56114
	
1,56071
	
1,56027
	
1,55982
	
1,55936
	
54
	
1,26815
	
1,26626
	
1,26436
	
1,26058


	
10
	
1.55889
	
1,55841
	
1,55792
	
7,55742
	
1,55692
	
55
	
1,25868
	
1,25678
	
1,25488
	
1,25298
	
1,25x08


		
1,55640
	
1,55587
	
1,55534
	
1,55480
	
1,55424
	
56
	
1,24918
	
1,24728
	
1,24538

1,23585
	
1,24347
	
1,24157


	
12
	
1,55368
	
1,55311
	
1,55253
	
1,55194
	
1,55'34
	
57
	
1,23966
	
1,23776
	
1,23394
	
1,23203


	
13
	
1,55073
	
1,55011

1,54689
	
1,54949

1,54622
	
1,54885
	
1,54821
	
58
	
1,23013
	
1,22822
	
1,22631
	
1,22440
	
1,22250


	
14
	
1,54755
	
1,54554
	
1,54485
	
59
	
1,22059
	
1,21868
	
1,21677
	
1,21487
	
1,21296


	
15
	
1,54415
	
1,54344
	
1,54273
	
1,54200
	
1,54127
	
60
	
1,21106
	
1,20915
	
1,20725
	
1,20534
	
1,20344


	
16
	
1,54052
	
’,53977
	
1,53901
	
1,53824
	
1,53746
	
61
	
1,20154
	
1,19964
	
1,19774
	
1,19584
	
1,19394


	
>7
	
1,53667
	
1,53587
	
1,53507
	
1,53425
	
1.53343
	
62
	
1,19205
	
1,19015
	
1,18826
	
1,18637
	
1,18448


	
18
	
1,53260
	
1,53176
	
1.53091
	
1,53005
	
1,52918
	
63
	
1,18259
	
1,18070
	
1,17882
	
1.17694
	
1,17506


	
19
	
1,52831
	
1,52742
	
1-52653
	
1,52563
	
1,52472
	
64
	
1,17318
	
1,17130
	
1,16843
	
1,16756
	
1,16569


	
20
	
1,52380
	
1,52287
	
1,52194
	
1,52099
	
1,52004
	
65
	
1,16383
	
1,16197
	
1,16011
	
1,15825
	
1,15640


	
21
	
1,51908
	
1,51811
	
1,51713
	
1,51614
	
i.5i5t5
	
66
	
1,15455
	
1,15270
	
I,15086
	
1,14902
	
1,14718


	
22
	
1,51415
	
1,51314
	
1,51212
	
1,51109
	
1,51005
	
67
	
1,14535
	
1,14352
	
1,14169
	
1,13987
	
1,13806


	
23
	
1,50901
	
1,50795
	
1,50689
	
1,50582
	
1,50475
	
68
	
1,13624
	
1,13444
	
1,13263
	
1,13083
	
1,12904


	
24
	
1,50366
	
1,50257
	
1,50147
	
1,50036
	
i,49924
	
69
	
1,12725
	
1,12546
	
1,12369
	
1,12191
	
1,12014


	
25
	
1,4981t
	
1,49698
	
1,49584
	
1,49469
	
i,49353
	
70
	
1,11838
	
1,1x662
	
1,11487
	
1,11312
	
1,11138


	
26
	
1,49237

1,48643
	
1,49120
	
1,49002
	
1,48883
	
1,48763

1,48153
	
7'
	
1,10964
	
1,10791
	
1,10619
	
1,10448
	
1,10277


	
27
	
1,48522
	
1,48400
	
1,48277
	
72
	
1,10106
	
1,09937
	
1,09768
	
1,09599
	
1,09432


	
28
	
1,4802g
	
1,47904

1,47268
	
1,47779
	
1,47652
	
1,47525
	
73
	
1,09265

1,08443
	
1,09099
	
1,08934
	
1,08769
	
1,08605


	
29
	
1,47397
	
i,47i39
	
1,47009
	
1,46878
	
74
	
1,08280
	
1,08119
	
',07959
	
1,07799


	
30
	
1,46746
	
1,46614
	
1,46481
	
1,46347
	
1,46213
	
75
	
1,07641
	
1,07483
	
1,07326
	
1,07170
	
1,07015


	
31
	
1,46077
	
1,45941
	
1,45805
	
1,45668
	
’,45529
	
76
	
1,06861
	
1,06708
	
1,06556
	
1,06405
	
1,06255


	
32
	
1,45391
	
1,45251
	
T,45in
	
1,44971
	
1,44829
	
77
	
i,c6io6
	
1,05958
	
1,05811
	
1,05666
	
1,05521


	
33
	
1,44687
	
1,44544

1,43820
	
1,44401

1,43673
	
1,44257

1.43526
	
1,44’12

1,43378
	
78
	
1,05378
	
1,05235
	
1,05094
	
1,04955
	
1,04816


	
34
	
1,43966
	
79
	
1,04679
	
1,04543
	
1,04408
	
1,04274
	
1,04142


	
35
	
1,43229
	
1,43080
	
1,42930
	
1,42779
	
1,42628
	
80
	
1,04011
	
1,03882
	
1,03754
	
1,03628
	
1.03503


	
36
	
1,42476
	
1,42324
	
1,42170
	
1,42017
	
1,41862

1,41082
	
81
	
1,03379
	
1,03257

1,02670
	
1,03136
	
1.03017
	
1,02900


	
37
	
1,41707
	
1,41552
	
1,41396
	
1.41239
	
82
	
1,02784
	
1,02558
	
1,02447
	
1,02338


	
38
	
1,40924
	
1,40766
	
1,40606
	
1,40447
	
1,40287
	
83
	
1,02231
	
1,02126
	
1,02023
	
1,01921
	
1,01821


	
39
	
1,40x26
	
1,39965
	
1,39803
	
1,39640
	
1,39478
	
84
	
1,01724
	
1,01628
	
1,01534
	
1,01443
	
1,01354


	
40
	
1,39314
	
1,39150
	
1,38985
	
1,38820
	
1,38655
	
85
	
1,01266
	
1,01181
	
1,01099
	
1,01018
	
1,00940


	
41
	
1,38489
	
1,38322
	
1.38155
	
1,37987
	
1,37819
	
86
	
1,00865
	
1,00792
	
1,00721
	
1,00653
	
1,00588


	
42
	
1,37650
	
1,37481
	
1,37312
	
1,37142
	
1,36971
	
87
	
1,00526
	
1,00466
	
1,00410
	
1,00356
	
1,00306


	
439
	
1,36800
	
1,36628
	
1,36456
	
1,36284
	
1,36111
	
88
	
1,00258
	
1,00215
	
1,00174
	
1,00137
	
1,00104


	
44
	
1,35938
	
1,35764
	
1,35590
	
1,354’5
	
1,35240
	
89
	
1,00075
	
1,00050
	
1,00030
	
1,00014
	
1,00004


	
45
	
1,35064
	
1,34888
	
1,34712
	
1,34535
	
1,34358
	
90
	
1,000c0
				
i




Tafel für das elliptische Integral F (k, g), wo k = sin a.


	
Grad c
	
F(k, 50)
	
F(k, 10%)
	
F(k, 15%)
	
F(k, 200)
	
F(k, 250)
	
Fs, 30%)
	
F(k, 350)
	
F{k, 400)
	
F(k, 450)


	
o
	
0,08727
	
0,17453
	
0,26180
	
0,34907
	
0,43633
	
0,52360
	
0,61087
	
0,69813
	
0,78540


	
5
	
0,08727
	
0,17454
	
0,26182
	
0,34912
	
0,43643
	
0,52377
	
0,61113
	
0,69852
	
0,78594


	
IO
	
0,08727
	
0,17456
	
0,26189
	
0,34927
	
0,43674
	
0,52428
	
0,61193
	
0,69969
	
0,78756


	
15
	
0,08727
	
0,17459
	
0,26200
	
0,34953
	
0,43723
	
0,52513
	
0,61325
	
0,70162
	
0,79025


	
20
	
0,08728
	
0,17464
	
0,26215
	
0,34988
	
0,4379t
	
0,52628
	
0,61506
	
0,70429
	
0,79398


	
25
	
0,08729
	
0,17469
	
0,26233
	
0,3503t
	
0,43875
	
0,52773
	
0,61734
	
0,70765
	
0,79871


	
30
	
0,08729
	
0,17475
	
0,26254
	
0,35082
	
0,43973
	
0,52943
	
0,62003
	
0,71165
	
0,80437


	
35
	
0,08730
	
0,17482
	
0,26278
	
0,35'38
	
0,44084
	
0.53134
	
0,62308
	
0,71622
	
0,81088


	
40
	
0,08731
	
0,17490
	
0,26303
	
o,35i99
	
0,44203
	
0,53343
	
0,62643
	
0,72126
	
0,81815


	
45
	
0,08732
	
0,17498
	
0,26330
	
0,35262
	
0,44328
	
0,53562
	
0,62998
	
0,72667
	
0,82602


	
5°
	
0,08733
	
0,17505
	
0,26356
	
0,35326
	
0,44455
	
0,53787
	
0,63364
	
0,73231
	
0,83431


	
55
	
0,08734
	
0,175'3
	
0,26382
	
0,35388
	
0,44580
	
0,54009
	
0,63730
	
0,73801
	
0,84281


	
60
	
0.08735
	
0,17520
	
0,26406
	
o,35447
	
0,44699
	
0,54223
	
0,64085
	
0,74358
	
0,81122


	
65
	
0,08736
	
0,17526
	
0,26428
	
o,355oi
	
0,44808
	
o,5442o
	
0,64415
	
0,74882
	
0,85925


	
70
	
0,08736
	
0,17532
	
0,26448
	
0,35548
	
0,44904
	
o,54593
	
0,64707
	
0,75352
	
0,86653


	
75
	
0.08737
	
0,17537
	
0,26463
	
0,35586
	
0,44982
	
0,54736
	
0,64950
	
0,75745
	
0,87270


	
80
	
0,08737
	
0,17540
	
0,26475
	
0,35615
	
0,45040
	
0,54843
	
0,65132
	
0,76043
	
0,8774t


	
85
	
0,08738
	
0,17542
	
0,26482
	
0,35632
	
0,45075
	
0,549°8
	
0,65245
	
0,76228
	
0,88037


	
9°
	
0,08738
	
0,17543
	
0,26484
	
0,35638
	
0,45088
	
0.51931
	
0,65284
	
0,76291
	
0,88137





	
Grad
	
F(k,5^
	
F{k,b^
	
F(k, 600)
	
F(k, 650)
	
F(k, 707)
	
F(*,750)
	
F(k, 800)
	
F{k, 85%)
	
F(k,^F)


	
0
	
0,87266
	
0,95993
	
1,04720
	
1,13446
	
1,22173
	
1,30900
	
1,39626
	
1,48353
	
1,57080


	
5
	
0,87339
	
0,96086
	
1,04837
	
1,1359°
	
1,22345
	
1,31102
	
1,39860
	
1,48619
	
1,57379


	
IO
	
0,87556
	
0,96366
	
1,05188
	
1,14020
	
1,22861
	
1,31710
	
1,40565
	
1,49423
	
1,58284


	
15
	
0,87915
	
0,96832
	
1,05774
	
1,14740
	
1,23727
	
1,32733
	
1,41752
	
1,50781
	
1,59814


	
20
	
0,88416
	
0,97483
	
1.06597
	
1.15755
	
1,24953
	
1,34184
	
1,43442
	
1,52717
	
1,62003


	
25
	
0,89054
	
0,98317
	
1,07657
	
I,17070
	
1,26548
	
1,36083
	
1,45663
	
1,55273
	
1,64900


	
32
	
0,89825
	
0,9933 t
	
1,08955
	
1,18691
	
1,28530
	
1,38457
	
1,48455
	
1,58503
	
1,68575


	
35
	
0,90719
	
1,00519
	
1,10490
	
1,20626
	
1,30915
	
1,41339
	
1.5’870
	
1,62478
	
1,73125


	
40
	
0,91725
	
1,0187t
	
1,12256
	
1,22877
	
1.33723
	
1,44767
	
1,55973
	
1,67295
	
1,78677


	
45
	
0,92829
	
1,03371
	
1,14243
	
1,25447
	
1,36972
	
1.48788
	
1,60848
	
1,73082
	
1.85407


	
5°
	
0,94008
	
1,04998
	
1.16432
	
1,28326
	
1,40677
	
1,53455
	
1,66597
	
1,80006
	
1,93558


	
55
	
0,95232
	
1,06716
	
1,18788
	
1,31491
	
1,44840
	
1.58817
	
1,73347
	
1,88296
	
2,03172


	
60
	
0,96465
	
1,08479
	
1,21254
	
1,34893
	
1,49441
	
1,64918
	
1,81253
	
1.98264
	
2,15652


	
65
	
0,97660
	
1,10223
	
1,23764
	
1,38443
	
1,54410
	
1,71763
	
1,90484
	
2,10348
	
2,30879


	
7°
	
0,98762
	
1,11865
	
1,26186
	
1,41994
	
1,5959t
	
1,79269
	
2,01193
	
2,25178
	
2,50455


	
75
	
0,99711
	
1,13307
	
1,28371
	
1,45316
	
1,64684
	
1,87145
	
2,13390
	
2,43658
	
2,76806


	
80
	
1,00444
	
1,14442
	
1,30135
	
1,48098
	
1,69181
	
1,94682
	
2,26527
	
2,66935
	
3,15339


	
85
	
1,00909
	
1,15171
	
1,31292
	
1,49977
	
1.72372
	
2,00499
	
2,38365
	
2,94869
	
3,83174


	
90
	
1,01068
	
1,15423
	
1,31696
	
1,50645
	
1,73542
	
2,02759
	
2,43625
	
3,13130
	
00




Tafel für das elliptische Integral E (k, y), wo k = sin &.


	
Grad c
	
E(k,^
	
E(k, 10°)
	
E{k, 15°)
	
E(k, 207)
	
E(k, 23)
	
E{k, 30'’)
	
E{k, 35°)
	
E(k, 400)
	
E(k, 400)


	
o
	
0,08727
	
0,17453
	
0,26180
	
0,34907
	
0,43633
	
0,52360
	
0,61087
	
0,69813
	
0,78540


	
5
	
0,08727
	
0,17153
	
0,26178
	
0,34901
	
0,43623
	
0,52343
	
0,61060
	
0,69774
	
0,78486


	
IO
	
0,08726
	
0.1745t
	
0,26171
	
0,34886
	
0,43593
	
0,52292
	
0,60980
	
0,69658
	
0,78324


	
15
	
0,08726
	
0,17447
	
0,26160
	
0,34860
	
0,43544
	
0,52208
	
0,60850
	
0,69467
	
0,78059


	
20
	
0,08725
	
0,17443
	
0,26145
	
0,34825
	
0,43477
	
0,52094
	
0,60672
	
0,69207
	
0,77697


	
25
	
0,08725
	
0,17438
	
0,26127
	
0,34783
	
0,43394
	
0,51953
	
0,60451
	
0,68884
	
0,77247


	
30
	
0,08724
	
0,17431
	
0,26106
	
0,34733
	
0,43298
	
0,51788
	
0,60194
	
0,68506
	
0,76720


	
35
	
0,08723
	
0,17424
	
0,26083
	
0,34678
	
0,43191
	
0.51605
	
0,59907
	
0,68084
	
0,76128


	
4°
	
0,08722
	
0,17417
	
0,26058
	
0,34619
	
0,43076
	
0,51409
	
0.59598
	
0,67628
	
0,75489


	
45
	
0,08721
	
0,17409
	
0,26032
	
0,34558
	
0,42958
	
0,51205
	
0,59276
	
0,67153
	
0,74810


	
5°
	
0,08720
	
0,17401
	
0,26006
	
0,34496
	
0,42838
	
0,51000
	
0,58952
	
0,66671
	
0,74137


	
55
	
0,08719
	
0,17394
	
0,25981
	
0,34437
	
0,42722
	
0,50799
	
0,58634
	
0,66197
	
0,73465


	
60
	
0,08718
	
0,17387
	
0,25957
	
o,3438i
	
0,42612
	
0,50609
	
0,58332
	
0,65746
	
0,72822


	
65
	
0,08718
	
0,17381
	
0,25036
	
0,3433°
	
0,42513
	
0,50437
	
0,58057
	
0,65334
	
0,72232


	
7°
	
0,08717
	
0,17375
	
0,259'7
	
0,34286
	
0,42426
	
0,50287
	
0,57818
	
0,64974
	
0,71715


	
75
	
0,08716
	
0,17371
	
0,25902
	
0,34250 *
	
0,42356
	
0,50165
	
0,57622
	
0,64679
	
0,71289


	
80
	
0,08716
	
0,17367
	
0,25891
	
0,34224
	
0,42304
	
0,50074
	
0,57477
	
0,64459
	
0,70972


	
85
	
0,08716
	
0,17365
	
0 25884
	
0,34207
	
0,42273
	
0,50019
	
0,57388
	
0,64324
	
0,70777


	
90
	
0,08716
	
0,17365
	
0,25882
	
0,34202
	
0,42262
	
0,50000
	
0,57358
	
0,64279
	
0,70711





	
Grad c
	
E(k, 50°)
	
£(*,55'’)
	
E(k, 600)
	
E{k, 65°)
	
E{k, 70%)
	
E(k, 750)
	
E(k. 800)
	
£(*,85°)
	
E(k,9j0)


	
0
	
0,87266
	
0,95993
	
1,04720
	
1,13446
	
1,22173
	
1,30900
	
1,39626
	
1,48353
	
1,57080


	
5
	
0,87194
	
0 95900
	
1,04603
	
1,13304
	
1,22002
	
1,30698
	
1,39393
	
1,48087
	
1,56781


	
IO
	
0,86979
	
0,95622
	
1,04255
	
1,12878
	
1,21491
	
1,30097
	
1,38698
	
1,47294
	
1,55889


	
15
	
0,86626
	
0,95166
	
1,03683
	
1,12176
	
1,20650
	
1,29107
	
1,37550
	
1,45985
	
t,54415


	
20
	
0,86142
	
0,94541
	
1,02897
	
1,11213
	
1,19493
	
1,27742
	
1,35968
	
1,44178
	
1,52380


	
25
	
0,85539
	
0,93761
	
1,01915
	
1,10005
	
1,18040
	
1,26026
	
1,33976
	
1,41900
	
1,49811


	
30
	
0,84832
	
0,92843
	
1,00756
	
1,08577
	
1,16318
	
1,23989
	
1,31606
	
1,39186
	
1,46746


	
35
	
0,84036
	
0,91807
	
0,99445
	
1,06958
	
1,14360
	
1,21666
	
1,28897
	
1,36076
	
1,43229


	
40
	
0,83173
	
0,90680
	
0,98013
	
1,05183
	
1,12205
	
1,19101
	
1,25897
	
1,32623
	
i,393i4


	
45
	
0,82265
	
0,89490
	
0,96495
	
1,03293
	
1,09901
	
1.16346
	
1,22661
	
1,28886
	
1.35064


	
So
	
0 81338
	
0,88269
	
0.94930
	
1,01333
	
1,07500
	
1,13460
	
1,19255
	
1,24934
	
1,30554


	
55
	
0,80419
	
0,87052
	
0,93362
	
0,99358
	
1,05064
	
1,10513
	
1.1575s
	
I 20850
	
1,25868


	
60
	
0,79538
	
0,85879
	
0,9'839
	
0,97427
	
1,02664
	
1,07586
	
1,12249
	
I 16726
	
1,21106


	
65
	
0,78724
	
0,84788
	
0,90415
	
0.95606
	
1,00379
	
1,04769
	
1,08839
	
1,12673
	
1,16383


	
7°
	
0,78007
	
0,83822
	
0,89144
	
0,93965
	
0,98298
	
1,02172
	
1,05648
	
1,08825
	
1,11838


	
75
	
0,77414
	
0,83020
	
0,88080
	
0,92580
	
0,96519
	
0,99916
	
1.02823
	
1,05343
	
1,07641


	
80
	
0,76971
	
0,82417
	
0,87276
	
0,91523
	
0,95144
	
0,98141
	
1.00543
	
1,02436
	
1,04011


	
85
	
0,76697
	
0,82042
	
0,86773
	
0,90858
	
0 94270
	
0,96992
	
0,99023
	
1,00394
	
1,01266


	
9°
	
0,76604
	
0,81915
	
0,86603
	
0,90631
	
0,93969
	
0,96593
	
0,9848t
	
0,99619
	
1,00000




1

 Bei der Berechnung dieser Tafeln ist das Werk von Legendre, Traite des fonctions elliptiques, benutzt worden.


Tabelle

der wichtigsten Formeln aus der Integral-Rechnung, )

	
1 .) JdF^ = J’F‘(x)dx = F(x).         [§ 1. Gl. (3.) und (4.)]


	
2 .) d /F\x)dx = Ft(x)dx.                       [§ 1, Gl. (5.)]


	
3 .) Ist a der Wert von x, für welchen das Integral von F^x^dx verschwindet, so ist



J'F‘(x)dx = F(x) — F(a).         [§ 2, Gl- (3.)]

	
4.) Der Flächeninhalt einer ebenen Figur, welche begrenzt wird


	
1 .) von der Kurve y = f{x\


	
2 .) von der X-Achse,


	
3 .) von den beiden Ordinaten x=a und x—b, ist gleich





6        6                     b

F — Jydx = J'F‘(x)dx = [F(x)] = F(b) —

wobei F\x) = f{x) sein soll.              [§ 2, Gl. (5.) und (8 a.)]

% a

	
5.) fF\x)dx = —jF‘(x)dx.                    [§ 2, Gl. (29.)}



a                    b

	
*) Die Integrations - Konstante ist überall der Kürze wegen fort-gelassen.



4 , ?

J'F‘(x)dx — J'F\x)dx -/I(x)dx.           [§ 2, Gl. (30.)]

a              a               c

/AF‘(x)dx = AJ'd^^dx.                   [§ 3, Gl. (ö.)]

/[F(x) — G'^x^dx ^/F'^xyix -Aj’G‘{x)dx.


	
i ,        m-+1

lx"ldx = —— •

/ m -t 1
	
[§ 3, Gl. (11.) und (13.)]

[§ 4 Gl. (2.)]


	
Jdx = x.

i n         a«      1 i

la^dx = .   , le^dx =

J         In a J
	
e-.
	
[§ 4, Gl. (2a.)]

IS 4, Gl. (3.) und (3a.)]


	
Cdx .

8 = Inx.

J x

Icosxdx = sinx.

1 sin xdx = — cosx.

/’ dx

1   . = tgx.

J cOS-x

i' dx

/— , = — ctgx.

J sinx

/’ dx

1-     =arcsnx==

JV1—x2
	
[§ 4, Gl- (4.)1

[§ 4, Gl. (12.)]

[§ 4, Gl. (13.)]

[§ 4, Gl. (14.)]

[§ 4, Gl. (15.)]

7 — arccos x. 1§ 4, Gl. (16.) und (28.]


	
C dx       ,      I

(- , „—arctga= g—

J1—.-          2
	
- arcctgx.
	
[§ 4, Gl. (17.) und (32.)]


	
/Uosxdx = Sinx.

/Sinxdx = Eosx.

J^x = -8"

C dx         c.,

JGin*zt St" dx _ y-Sina_
	
: In( + V
	
[§ 4, Gl. (18.)]

l§ 4, Gl. (19.)]

[§ 4, Gl. (20.)]

[§ 4, Gl. (21.)] x2 + 1). [§ 4, GL (22.)]




24.) —/d - = ArGoja = In(x + Vo2 — 1)

J Vx2 — 1

= — ln(x —Va2—1).     . [§ 4, Gl. (23.)]

[image: ]

[§ 4, Gl. (24.) und (36.)]




- . 4 dx , c.,    1/x—1

2oa.) $1 — 2 = Aretgas 9 n\r 1/ wenn 3-1

[§ 4, Gl. (25.) und (37.)]

26.) Setzt man

	
x — ap(t), also dx —



so wird

Jf(x)dx =                       [§ 7, Gl. (1.) und (5.)]

z dlo

	
27 .) o—a = In( + a). L§ 8, Gl. (2.), (3.) und § 37, Gl. (2.)] . i' dx 1   , /x\


	
28 .) a2_,2=arctg() [§ 8, Gl. (22.)1



I Ul I el         CU                \OU /


29.)




6 dx x2— a



[image: ]




1 In

2a




[§ 8, Gi: (23.)]




29 a.)




dx




X- — a-




1 Ar

C



[image: ]



wenn X >a>O.

[§ 8, Gl. (24.), § 13, Gl. (1.) und (7.), § 37, Gl. (4.)]


30.)




xdx 1, ,

2 = o     — a).




[§ 8, Gl. (26.) und (27.)]



, . /' xdx                 5

31.) = — x2. . [8 9, Gl. (2.)1

J V a—X2

xda , . , =—Va2—x2.                  [§ 9, Gl. (4,)]

V a—x-

6 xdx

33.)             = + Vx2 — a2.                     [§ 9, Gl. (5.)]

J V x2—

[image: ]




35.)




6" dx




36.)



[image: ]




) ($9, GL. (8.)]




§ 9, Gl. (9.)]
[image: ]

[§ 9, Gl. (12.)]




dx           v a2__x2

=----2— • § 9, GI. (14.) und § 18, Gl. (28.)]

/■ -d - - 1ArSin(A)=-1 In(a+Va+2).


39.)

40.)

41.)



JxVa2—x2 C \/ C\ N /

[§ 9, Gl. (17.)]

G dx  Va2— x2 Jx2Va2—x2 ~ a2x

[§ 9, Gl. (19.) und § 18, Gl. (55.)]

ydx         1    . /a\

_ = —arcsin() [S 9, Gl. (21)]

xVo2—a2 a \/

da , Vx2—a2

—-/= H--a-* ß 9, 01-(23.) und §18, Gl. (58.)]

2" Va- — a x

	
43 .) /Pe - InI/(e)).                      [§ 10, Gl. 6,


	
44 .) j^xdx = — ln(cosx).                    [§ io, Gl. (10.)]


	
45 .) Jc^gxdx = + In(sinx).                    [§ 10, Gl. (11.)]



	
*) Man kann auch unter Weglassung der Integrations-Konstanten — In« schreiben:



Ld--— 1n(a _Va2 4- a2).

JVa—

	
** ) Man kann auch unter Weglassung der Integrations - Konstanten —-lna schreiben:



— (—yd----= In(—Va2 — a?) = — In(a + Va? — a2).

J Vx2 — a2

	
46 .) (——--— In(tgx) = — In(ctga).



}sinxcosC

[§ 10, Gl. (13.) und § 14, Gl. (2.)]

	
47 ) fa-In[tg()-—-Inetg(2). [§ 10, Gl. (15.)]



.. (da      i . (x, Fxv    ii .(n xX

	
48 .) Jcosa - -  68(412) = + lnK<4 2)



- + In tg(- +2)=- In +O]'c§ 10, gl (z1


49.) J^^xdx — In(Eos x).




50.) JEtgxdx=ln(Sinx).




51.)




/’ dx

/ Sinx Gos x




= In(¥gx) = — ln(Etgx).




[§ 10, Gl. (19.)]

[§ 10, Gl. (20.)]

[§ 10, Gl. (21.)]

[§ 10, Gl. (24.)] t = sinx.

[§ H, Gl- (3-)] [§ 11, 01. (7.)]



62) Jema-In3()--1[6n()

	
53 .) J*Ft(s:LX}.x')cosxdx = /F'^dt = F(t}, wo


	
54 .) Jcos2n+lxdx = /(1 — sin2x)” . d(sinx).


	
55 .) J Fi{cosx'). sinxdx = — J’F^t^dt = —F(t\ wo t=cosx.



[§ 11, Gl. (10.)]

	
56 .) Jsw?n+1xdx = — /(1 — cos2x)" . d(cosx) . [§ 11, Gl. (13.)]


	
57 .) /sin"xcos2n+lxdx = jsin"x(1 — sin2x)n . d(sinx).



[§ 11, Gl. (15.)]

	
58 .) /cos"xsin2n+ldx = — /cos"x(1 ■— cos2x)" . d(cos).



[§ 11, 01. (17.)]

oo A

F’tga) • c052g =jF^gx). d(tg«) = F^gx}.

[§ U, 01. (21.)]

	
60 .) ff^gx). dx =8 • d^gx}.        [§ 11, Gl. (28.)]



( 4 tono

60a.) ftg^xdx = jtg21 • d(tg«)


]§ 11, Gl. (29.)]

[§ 11, Gl. (36.)]

44



	
61 .) /cos2mg =/d + tg*c)" a(tg«).



Kiepert, Integral - Rechnung.


	
690
	
Tabelle der wichtigsten Formeln.

/'           dx         l'


	
62.) )
	
F(ctgx): = (F(ctgx) . d(ctgx) — F(ctgx). sm •      }

[§ 11, Gl. (39.)]


	
63.) 1
	
ff(ctga) . dx = Jg,t ' d(ctga).    [§ 11, Gl. (43.)]


	
63 a.) 1
	
6         7          /' ctg”o      7/ ,

ctg" . dx = Jctg2g   1 • d(etg2)-       [§ 11, Gl. (44.)]

6 ds          /


	
64.) i
	
m2„ = “ P + ctg2x)"-1d(ctgx).     [§ 11, Gl- (45.)]

Sill •         7




	
65 .) JF‘(Sinx)Eosxdx = /F(Sinx) . d(Sinx) = F(Sinx).



[§ 11, GL (46.)]

	
66 .) /Cos2n+1xdx =/(1- Sin2x)" . d(Sin x). [§ 11, Gl. (47.)]


	
67 .) /F(Eosx)Sinxdx = /F’(Eosx) . d(Gosx) = F(Gosx).



[§ 11, Gl. (48.)]

	
68 .) /Sin2n+1xdx = /(Eosx — 1)* . d(Cosx). [§ 11, Gl. (49.)]


	
69.)
	
/*            og      r

fF'^Qx) • (052, = /F‘(Eg«) . d(Kg«) = F^xy

§ 11, Gl. (50.)]


	
70.)
	
( (’f(Gqo)

^f^x}dx = /1—g2x d^x).        [§ 11, Gl. (51.)]


	
710
	
r^^X      - -g*x)" • d(Eg«)      [§ U, Gl. (52.)]

/’           dx        C


	
72.)

73.)
	
iF'^x) • Gin = — iF'^xyd^x^—F^x).

[§ H, Gl. (53.)]

^f^x)dx =/1 892 • d^x).      [§ 11, Gl. (54.)]


	
74.)
	
i dr          A

/äiÄ = —— 1)"-1 • d(Gtgx). [§ 11, Gl. (55.))






75.) /F‘[f(x)] . f\x)dx =         = F(t) — F [f(a)].


		
[§ 11, Gl. (56.)]


	
76.)
	
If1^ . axdx = . 1 IFda^). d(ax) _ 1 F(aTY

'                Ina.                Ina

[§ 11, Gl. (57.)]


	
7 6 a.)
	
/ F\ex} . exdx = IF1^ . d^} = F^^  § 11, Gl. (58.)]




ol /

F‘(Inx) • — (F(Inx).d(lnx)=F(Inx)..

[§ 11, Gl. (59.)]

doc (

F’(aresinx) • = (F’(arcsinx) . d(arcsinx)

	
V1 — x2 J



= F(arcsinx). [§ 11, Gl. (60.)] doc (

F‘(arc cosx) • ' — = — (F(arccosx).d(arccosx)

	
V1 — x2 J



= — F(arccosx). [§ 11, Gl. (61.)]


80.)




ooc A

F(arctg) • 1422 — /Faretg-) d(aretg«)=F(arctg«)

(§ 11, Gl. (62.)]




81.)




F’(arcctgx) •




dx

1 —x2




— — (r(arectgx) . d(arcctga)

= — F(arcctgx). [§ 11, Gl. (63.)]




82.) jfsin«, cosx, tg%, ctgx)dx = /’/ 2t 1—t2 2t J‘1-t2‘ 1-12’ 1—12’




1 — tn 2dt 2f ) 1-12’




wobei




t=tg(2)




[§ 11, Gl. (68.) bis (73.)]




82a.)/f(Sina, Goja, Tga, Gtgac)da =

(/2t   1—t2 2t 1—tA ^dt

J‘k1—t2‘ 1 —1—t2‘ 2t)1—t2‘




wobei




t = Tg(2).




[§ 11, Gl. (77.) bis (810]




/ oo

83.) JGofa=2aretg(e").




[§ 11, Gl. (76.)]




84.) /f(x, Va2 — x^dx = J'f^asint, acost). acostdt,




wobei

. , x , Va2—x1 sm t = - ; cos t — — a              a




tgt= - / '...........—— ’

Va2 — x2




, y a2—x2 ctgt= x




[§ 12, Gl. (3.) und (4.)]



44*

a\ adt

Cost) Cos2t‘


wobei

Sint =



—2, Eost=,2, Kgt=, w =

'—x2         V a- — x a •

[§ 12, Gl. (7.) und (8.)]

va+2Me d)-dd,,

wobei

sint =         , cost =   “_____-, tgt = - , ctgt = ° •

Va2—x2       Va2—x2      a       X

[§ 12, Gl. (11.) und (12.)]

85a.) Ma?, Va2+x2)dx=(f(aSint, . a^c\t. dt

wobei

= Go;t_Va*+2*,


Kgt=-Va2- x2




[§ 12, Gl. (15.) und (16.)]



, , a

ctgt = [§ 12, Gl. (25.) und (26.)]

Va — a-

86a.)jf(x, Vz2 — a2}dx =j‘f(a^ü\t3 aSint) . dt^ wobei

Vx2—a2        x  _ , V2—a2

Sint = --------» Co t = Tg t = ‘--1

C             a             x

Etgt              / [§ 12, GL (29.) und <30-)l

y x^ —

g7 L dx 1____(x+b—Vb—cN

Jx2+2b2+c 2V62—c \-b+V6—c/

[§ 13, Gl. (18.) und § 37, Gl. (9.)

	
88 .) h d \ ' lnC



J (X — R1) (3 — 2) X1 — X2— X2/

[§ 13, GL (18 a.) und § 37, Gl. (5.)]

	
89 ) l\ , dz , = 1arctg(g+b). Ja2+2bHc Ve—b2 \Ve—b2/



[§ 13, Gl. (25.) und § 38, GL (3.)]

„ 6 dx ( da 1

Jx2+2b3—62 /(x-b)2 x + b

[§ 13, GL (30.) und § 37, GL (3 a.)]

91.) / IajGd = P ^+2bx+c} + (.Q-Pb)f-v^   ■

J          2                Jx-2b2-C

[§ 13, GL (31.)]

0 l' Q)da

J (x — X1) (x — X2)

= - [(Px1 + Q)ln(x — R1) — (PX2 + Q)ln(x — X2)].

31 32

[§ 13, GL (32.) und § 37, GL (10.)]

/ doc

	
93 .) /sin2acos2 = tg« - ctg« = — 2ctg(23) 14, Gl. (1.)



"            2             /A,x 2

	
94 .) 22n/cos2ndx=-.sin(2n.)-( )- - sin(2n — 2)3



J          2n         \ 1 /2n — 2

+(2)2,2(2—42+ • ■ ■ +(. 1)sin(2a) +(")-.

[§ 14, GL (5.)]

2

5.)  22+1/2+1 — -——— sin(2n - Ihr

f             2n — 1


/2n —1  2

r\ 1  /2n —1




sin(2n — 1)x



+(" 2 )2n - 3       +

+C-r)t sina.) +("* )aine.

[§ 14, GL (8.)]

C           2

96.) (—1)n22n(sin2nxdx=, sin(2nx)

J           2n

-(p),2,sin(2n-2),

/2nN 2

t(a )2n_ 4 sin(2n ” 4)2 ”

4--------                1)sin(2«)

+(—1y()a. 1§14, G1.(12.)

/'                          2

— 1)n22n+1(sin2n+lda = —   “ cos(2n + 1)a

J              2n + 1

/2n +12

+( 1 )2n—1cos(2n—1)2

[image: ]




cos (2n — 3)« ------



/     1 /2n - 12              /2n - 1.

	
— (—1)n— 1( . ),cos(3x) — (—1)n( )2cosx.



\n —1/3           \ n /

[§ 14, Gl. (15.)]

	
98.) Judv = uv —Jvdu.                        [§ 15, Gl. (2.)]



, 7 1 . ,x

COS-a .dx= sinacosX                    [§ 17, 611. (4.)]

2 2

1 x

sin2x . dx = — 9 sinxcosx 4- 9 ■          [§ 17, Gl. (8.)]

. 0, - . cos2n-°x —

2n . (2n — 2) (2n — 4)

(2n — 1) (2n — 3)... 5.3

T 2n(2n— 2)(2n — 4)... 4.2 10s “

(2n — l)(2n — 3)... 5.3.1

+ ^n^n — 2) (2n —4)..4.2"

[§ 17, Gl. (24.)]


6 dx cos”x




sma?

(n — 1) cos"- 1x




n — 26 dx

n — 1) cos”- 2x

[§ 17, Gl. (26.)]




6 1 m — 1

104.) (sin”x . dx =--sin”—1cosx -

7)             m               m




sinm— 2x . dx.




[§ 17, Gl. (38.)]

y*                      F1               2n __ 1

105.) sin2nx . dx = — cos sin2n—1x - -----sin2n- 3a

' J                    L2n           2n(2n — 2)

(2n — 1) (2n — 3)       -

+ --N,--—sin2n—°x -----

2n(2n — 2) (2n — 4)




, (2n —1)(2^ —3)...5.3 e; '

T 2n(2n — 2) (2n — 4).. 4 .2 Sin “




, (2n — l)(2n — 3)... 5.3.1

+ 2n(2n—2) (2n — 4). .. 4.2 3'

[§ 17, Gl. (46.)]

" dx           cos , n — 2/’ dx

----- — 7---------------- —---« ------- .

sin"a (n — 1) sin"a n — 1J sin":a

[§ 17, Gl. (48.)]

	
107 .) Itgmxdx = m. tg"-lg — /tg"-x dx. [§ 17, Gl. (57.)]






.C. , sinm—lo cosn+lo

	
108 .) (sim"xcos"xdx =--;-------



J                      m 4- n




sinm—2x cos” dx.




cos"xdx sin"x




cos"+1x

{m — 1) sin”- 1x




[§ 17, Gl. (58.)] n — m—2 re,QSnxdx




J sin"- 2x [§‘17, Gl. (59.)]




110.) Ietg>,lxdx —




--1, ctg»—lg -

m — 1 8




c. , sinm+lcosn—lo

sin"x cos"W dx = -------;---




[§ 17, Gl. (63.)]



N — 1 /

-    , —(sin”xcos”—2xdx. [8 17, Gl. (64.

m + nj      °‘

sin"xdx sin"+1x m — n — 2 (sin"x dx cos"x (n — 1) cos"- 1x n — 1 J cos”—2x

	
113 .) I^oynx da=m Coi"saSin + /Goi" K . dx.



J [§ 17, Gl. (66.)]

m _ 1 (

Sin” . dx = — Sinn-1xCojx — (Sinm— 2x . dx. m             m J

[§ 17, Gl. (67.)]

	
115 .) JKg"z . dx = — —--- Kg"-x + JEg"-3z . dx.



[§ 17, Gl. (68.)]

	
116 .) J^t^x .dx = — m ^t^^x + JGtg"-3 . dx.



[§ 17, Gl. (69.)]

,-,G                  acos(bo) - bsin(bo)

	
117 .) I^^cos^bxjdx = e««--- g—La—— • [§ 17, Gl. (76.)]



f                                                 O. I O

. asin(boc)—bcos(bo)

e""sin(ba)da = eC • - —2_62--IS 17, Gl. (77.)]

. (o"dx      Xm~ 1./--s , (m—1)a2(m-2dx

	
119 .) — = — ---y —x^ —---—-—(—



J y a2—x2      m              m J ya2—x2

[§ 18, Gl. (4.)]

o. i x2dx                   2 I a2 • /x\

120.) / , — — = — . Va2—x2 + . arcsin ( — )•

1.3.5..:(2n—3)(2n — 1)

C*2.4.6..(2n—2)(2n)

x2n—1 (2n — 1)a2x2n—8

= 2n t (2n —2)2n

i                3.5... (2n — 1)a2"— 2x

“ 2.4 ...(2n— 2)2n

[§ 18, Gl. (14.), (16.) und (19.)]

[image: ]



xm+l --5 , a2 6 xmdx

—,0 Va2—22---—0 / /-----•

m—2 m—2JVa2—x2

[§ 18, Gl. (24.)]

. ( /,  x     9 l a2   • /x\

128.) Idxya2—3 =—3 arcsm( )• [§ 18, Gl. (25.)]

[image: ]

[§ 18, GL (26.)]





125.)




6 dx

J x”Va2 — x2




Va2 — x2 (n — 1)a?x”- 1




n — 2 C dx

(n —1)a3 x”—2va2_22




[§ 18, Gl. (27.)]



ocm—1 )   --5 (m-- 1)a2 (2xm~2dx


/     770// V»

126.) /

J Va2 — x2

.oc \ i x"dx 126a.) //g—

J Y xä—c



--Va2—x2----------1 ,      •

m                m Jl/a2-\-x2

[§18, Gl. (34.)]

i    —,  im — \\a2 i'x^^dx

= - Vx2 — a2 —     —-—\ ,..................

m m JVx2—a2

[§ 18, Gl. (42.)]

/ x^dx x.,, ,  a2, /z + VflHA

= 2 Vg—a + 2ArGoi(2). [§ 18, Gl. (48.)]

xm+1         o . a2 6 xmdx


128.) IxmdxYa2 - x2



m+2 “ +m+ 2/v0222

[§ 18, Gl. (47.)]

,______ om-1 _________


d2 6 xmdx

m + 2/Vx2—a2

[§ 18, Gl. (50.)]



xmdxV x2 — a2 = ——Vx2—a2 m + 2

129.) ava+a - 2 va+g + 2in(t‘a+2

-2Va+22+ 4 Ar Gina). [§ 18, Gl. (48.)]

.. \ (  /,       x ) 2  ~2   a2, (x—Va2—a2\

129a.) Idxyx2—a2 — „ Vx2—a2— „ ln(--)

J           2          2  \ a /

= 2 V2—a — 2 %rGo(a) [§ 18, Gl.(51.)]

	
130 .) dxva2_x2 =(a2 + x2)Va2+2.      [§ 18, GI. (49.)]



130a.) adxv2— a2 =-(2.— a?)Va2 — a2.    [§ 18, Gl. (52.)]

	
131 ] / da          Va—x2     n—2 / dx



Jx”Va2-q2 (n 1)a2x"-1 (n 1)a?x-2Va2--x2

[§ 18, Gl. (54.)]


131a.)



dx          Vx2 — a2     n—-2 ( dx

x"Va2 — (n A}d-xn~v (n 1)a3qn—2V2 — a2

[§ 18, Gl. (57.)]

	
132 .) Bilden die Koordinaten - Achsen den Winkel y miteinander, so ist



b

F — siny Jydx

der Flächeninhalt der ebenen Figur ABBA, welche oben von der Kurve AB mit der Gleichung y = f(x^ unten von dem Abschnitte AiBi auf der X-Achse und links und rechts von den Ordinaten AA und B^B mit den Gleichungen x = a und x = b begrenzt wird. [§ 20, Gl. (2.)] 133.) Der Flächeninhalt einer ebenen, von zwei Kurvenbögen

y1 — f(x) und y11 — g(x)

und von den beiden Ordinaten mit den Gleichungen

x = a und x — b

begrenzten Figur ist für rechtwinklige Koordinaten

6 b

F =/(y — y^dx =/f(x) —          [§ 21, Gl. (6.)]

a                 a

	
134 .) Der Flächeninhalt eines Sektors AOB^ welcher von zwei beliebigen Radii vectores OA und OB und von einer Kurve mit der Gleichung r — f(p) begrenzt wird, ist



8

S = ^f^d(f).               [§ 22, Gl. (6.)]

a

	
135 .) Ist die begrenzende Kurve durch die Gleichungen



x=o(t), y=v(t)

gegeben, so wird der Flächeninhalt des Sektors AOB

()               W

c, 1/, 1//dy dx\ ,

S = J{xdy—ydx) = 2/Cdt — y dt)dt («) («)

[§ 23, GL (6.)]

136) Das Volumen eines Rotationskörpers, welcher die

X-Achse zur Rotations-Achse hat, ist

x2

V = ^Jy^dx.            [§ 24, Gl. (10.)]

«

137.) Das Volumen eines Rotationskörpers, welcher die

V- Achse zur Rotations- Achse hat, ist

2

V = 3t fx^dy.             [§ 24, Gl. (11.)]

- M

138.) Das Volumen eines Rotationskörpers, welcher die

Gerade x — a zur Rotations-Achse hat, ist

ya

V = 3tJ^x — a^dy.         [§ 24, Gl. (12.)]

	
V


	
139 .) Die Länge eines Kurvenbogens ist bei Anwendung





rechtwinkliger Koordinaten

[image: ]




140.) Die Länge eines Kurvenbogens ist bei Anwendung von Polarkoordinaten
[image: ]







[§ 28, Gl. (3.), (4.) und (7.)] 141.) Die Oberfläche eines Rotationskörpers, welcher die X-Achse zur Rotations-Achse hat, ist

32

O = 23tjyds.                [§ 30, Gl. (4.)]

«1

	
142 .) Die Oberfläche eines Rotationskörpers, welcher die Y-Achse zur Rotations-Achse hat, ist



V2

0 = 2x Jxds.               [§ 30, Gl. (5.)]

	
143 .) Die Länge des Bogens einer Raumkurve ist



t2 ----X2 ---

s = /()-(+()_ +(dy)+(da).

J F \dt / \dt / \dt / J V \dxj \dx/ h                                    X1

[§ 32, Gl. (7.) und (8.)]

	
144 .)   - - A + B, + C 4-----H K+ L ,



/{x) x — a x — b x — c      x — k x — l

wenn in

f(x) =(x — a) {x — b)(x — c)... {x — k)(x — Z)

die Wurzeln a, b, c,...k^ l sämtlich, voneinander verschieden sind, und wenn der Grad von p(x) niedriger ist als der von f{x). Dabei ist

J _ p(a) p _      ,             _ (k) T _

fa)’bsf(b)’ m’" m

Am einfachsten findet man die Zähler A, B, C,...K, L der Partialbrüche, indem man in der Gleichung

, , A f(x) 1 A f(x) g(x) = A   —— B .

[image: ]



x— a x — b

der Reihe nach, x — a, x — b, x = c,... x x = l setzt. Ist

b — g hi, c = g — hi,

und sind die Koeffizienten in (p(x) und f(x) sämtlich reell, so wird

B C _ Px-YQ

	
x — b x — c (x — g)2 — h2



[§ 35, Gl. (3.), (4.), (12.), (15.), (16.), (18.), (18 a.), (77.) und (80.)]

	
145.)        _   ___i---------1-----1_ Ag



(x — iy (x — iy~1 x — z

wenn in

f(x) = (x — a)a (x — b)...(x — iy

die Wurzeln a, b,.. .1 sämtlich voneinander verschieden sind, und wenn der Grad von p(x) niedriger ist als der von f{x). Ist

b = g - hi^ c — g —

und sind die Koeffizienten von f^x) und p(x) sämtlich reell, so wird B gleich /, und man kann setzen 

Px + Qi   ।P2x — Q2 ।     . Pax — Qs

[(x—g)2—h2]8   [(x—g)2—h2]-1        {x—g)2—h2

[§ 36, Gl. (1.), (11.) und (36.)]


r Adx



\x — d)n




146.)





-----,.7-----<..... ? ? wenn n > 1.

(n — 1)(x — a)n—1

[§ 37, Gl. (3.)]

da _140(x g\. (Vergl. Formel '}J{x — g)2 + h2 h \ h ) Nr. 89 d. T.)

[§ 38, Gl. (4.) und (7.)]

0. /        dx               1   / dt          , •             7 ,

14».) 1^    9 —,0 =       —,,o0) wobei x — q = ht.

' f[(x — g)2 + h2]n h2n~YJ<A + t2)n             -

[§ 38, Gl. (8.)]


149.)




t

(2n—2)(1—t2)»—1




(' di



(1 + t2)»






150.)] + ,




cos2n—2zdz.




2n — 36 dt

2n—2 1/(1+t2y*-1 *

[§ 38, Gl. (12.)]



wobei 1            .                 t                                    t



COS 2 = —  , sm z = — — , singcos2= i

V1-t2 V1-t2 1 + t

tgz=t, Z = arctgt.            j[§ 38, Gl. (13.), (15.) und (16.)]

. e . / {Px —L Q)dx__ P, p.            2

15—92+2 — 21n.9 + " ] 

+ Pa+ - arctg(“,9). s so. Gl. (3.)'

1 =9 A f + Q)da                P

+ (2n—2)[(—g)2—h2]"-1

, Pg + Q g dt

+ h2n-1 J(1—t2)"‘

wobei

x — g = ht und n > 1.     [§39, G1. (7.)]

m P                     xm 7.p

153.)       x”, x9, .. .^dx = tn ,

wobei z das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen n,


q,... ist.
[image: ]




[§ 42, Gl. (8.)]



y", y‘,...).(0—ßydy.

J \ ry—C           / (ry—C)2

[§ 42, Gl. (11.)]



	
155 .) Jf(x^ VAx + 2.B + C)dx = 



’ v +«) % ’

wobei





y = “vkb, Vy2 + a” = VAzx*+2B:-+C, ± a” = A4

[§ 44, Gl. (1.), (3.), (4.), (5.) und (6.)]



	
156 .) Jf^x, VAx + ^Bx + C)dx



i'/yV—A — B, N dy

= ~JF\---2----’ V±dsV)/_A‘

wobei




Ax B  y=—=.





y2 = VAx2 4- 2Bx 4- C,

, o AC—B2 B2 — AC

A — A [§ 44, Gl. (7.) bis (12.)] 


dx






VA2—2Bx—C VA



AttE + vA+2B+c).

oder


clx




x2 — 2Bx 4- C




1

arcsin




Ax 4- B




VB2—AC/

1      . / Ax — B

-—aresin(--,  —




\ Vb2 — äc/ [§ 45, Gl. (la.) und (4a.)]




158.) dxVAx2 — ^Bx + C=




1

2VA




Ax -{-B

LVA




VAx2 + 2Bx - C



AC— B2 (Ax^B /--7 —p\

+ A nkyA‘A2B-)‘

oder

Idx VAx2 + 2Bx c= 1   _ Ag +B V Ax2 +2B + C

J              2V— AL V— A

, B2—AC . / Ax-^B M

— A \ yB2—AC/\

[§ 45, Gl. (9 a.) und (13.)]

.o,, /-g N (t2 — C t2—c (t2—c)dt yx2-}-c)dx= 2t i 2t)    242--‘

wobei

t=x—Vx2—c. [§ 46, Gl. (1.) und (5)]

160.) J‘F(x, VAx2—2Ba—C)dx =

/' / f2 — c   t2V A+2BtA-CV A\ (t2VA+2B+CVA)dt,

' 2(VA+B)‘ 2(VA+B) ) 2{tVA+BT

wobei

t=xVA —VAx2 4- 2Bx 4- C. [§ 16, Gl. (10.) und (11.)]


16L)fie. va+--f( "4)) -gt,"

wobei

a — Va2 4- x2

t= g • [§ 47, Gl. (1.) und] (5.)]

	
162 .) ) F(x, VAx 4~ ^Bx + C)dx =



(/2(VC+B) (2VC+2Bt+AVC —2(12VC+2B+AVCat

J\ t2 — A ‘     r2 — Ä    )      (t2- Ar

wobei

t=1 (VC—VAx2 + 2Bx + C) . [§47,0-1.(11.) und (12.)]

•0

	
163 .) JF(a, Vax 4- BXya +



((Bt2 — d (By — a)NN 2(By — a&jtdt / k — at2 ‘ 7 — at2 /  (/ — at2)2 ’

wobei

,    , jyx + ö

t = / (L • [§ 48, Gl. (9.) und (10.)]

f Ue I* •

co b

	
164 .) J'F^x^dx = lim JF‘(x)dx = lim F(b) — F(a). a              ö=co a              ö=co



[§ 51, Gl. (2.)] b ö

	
165 .) J'F‘{x)dx = lim fFl(x)dx = F^} — lim F(a).



_oo         a——oo a                    a=—oo

[§ 51, Gl. (3.)]

	
166 .) Ist F‘(b) = + oo, F‘(x) aber stetig für a=x<b, so ist



ö ö—s

fF‘{x)dx — lim J'F\x}dx = lim F(b — B) — F{a).

jF\x}dx — lim fF\x)dx = lim F(b— B)—lim F(a + a).

« 8=0 “=0

[§ 52, Gl. (6.) und (7.)]

	
169 .) Ist F‘(c) = — oo, F‘(x) aber stetig für a=x<c und c < x = b^ so ist



b                   c—y                  b

/F(x)da=lim/F(x)dx—lim jF^x^dx

a               y=0 a               8=0 c+8

= F(b) — F{d) + limF(c — /) — limF(c 4- d),

y=0 8=0

[§ 53, Gl. (1.)]

	
170 .) Liegt die Funktion für alle Werte von x innerhalb des Intervalles von a bis b der Größe nach beständig zwischen den Funktionen g(x) und a(x), ist also



(xc) v(x),

so ist

öbb

J(p(x}dx < ff(x)dx < J^{x)dx.

[§ 54, Gl. (3.) und (4.)]

b ö

	
171 .) Jg{x} . h{x)dx = g[a — 0(6 — a^Jh^dx,



ö

	
172 .) Jf(x)dx — (b — a)f[a + 0(6 — a)].        [§ 55, Gl. (15 a.)]



a

	
173 .) Ist für alle Werte von x zwischen a und 6



f(x) = uo—u1—u2—uj—

eine gleichmäßig konvergente Reihe, deren Glieder uo, M1, M2, ... in dem betrachteten Intervalle stetige Funktionen von x sind, so ist auch

b          b          b

Ju^dx + Jugix + Ju2dx + • • •

a         a         a

eine gleichmäßig konvergente Reihe, deren Summe gleich

b

J'f(x)dx = F(b) — a

ist, wenn man F\x} = f(x) setzt. Dabei darf man noch die obere Grenze mit x bezeichnen. [§ 57, Gl. (4.) bis (7.)]

/'        dr             / n—oo


174.)

wobei



La. ....  — =(1-S

V(1—x2)(1—k2x2) \ *=l /

— v 1 —2 "S c„k2" G^x), n=1

Kiepert, Integral-Rechnung.


45




1.3.5... (2n — 1)




Cn 2.4.6... (2n)




G^= 2m




1 (2n-—1)x2n-3




(2n)(2n—-2)

1 x2»—1 , 1




(2n — 1)(2n—3)... 3.x {'In} (^n — 2)... 4.2

,2 m—3          13   'r'




--- C, f -----•------—— ------•------ "\C,_1 2n—1   C,—2 2n—3




C1 3




[§ 58, Gl. (2.), (7.) und (8.)j




dx




J V (1-- X2} (1 — k‘x2)   2



[8 58, Gl. (9.) und (1O.)J


"V1 — k2x2




V1 — x2




------- I arc sin x 2n — 1/




o,"---- G„(x). [§58, Gl. (15.)]

Zn — ±




i 

(V1 — k2x2

/v=

U




$=1 2n 1/




178.) F(k, •) =

o




dx




V(1 — x2)(1 — k2x2) J




[§ 58, Gl. (15a.)i dg)




V1— sin2a sin2p



= a0—1 sin (20) + 9 sin (4) — 3 sin (60) H-----

wobei


1— V1— k



, • 28 , /C\ x = sm P, k = sin« = 1—,2 ‘ 8t8k 2)

> Cn • 4

2—0


n=0



a,=(1—e2) 5 c„c,+, • &2v+4n,

n—0


oder, wenn man




2 — sin2c




sinc




,— mit l bezeichnet, 282



(2n — 1)a, = 4(n — 1)an—15 — (2n — 3)an—2.

[§ 59, Gl. (1.), (3.), (16.), (17.), (18.), (20.), (24.) und (28.)]

, _ . x / V1   k?x2 ,


/V1 — sin?asin2p . dtp

6



179.) E(k, •) - / ——     dx

J V1 — x2

= bo + 9 [Bsin(29) — B2sin(49) 4- Bgsin(69)--1----],

wobei

2bo = (2 — k2)ao — k2a1, 4B1 = ao — a2, 16B2 = «1 — a3, 36  =a2—04,... (^nfBn = a,1 — a,1.

[§ 59, Gl. (4.), (41.), (45.) und (47.)]


180.) K=F



[image: ]




dp




V1 — sin2« sin2p




CoT

2 • [§ 59, Gl. (48.)]



2

	
181 .) E = E(k,            — sin2« sin?p = b



=(2—k2)ao—k2a].

b

	
182 .) dJf^x^dx = — f{a)da + f(J))db.



°° j (a2 + xc2)"   2.4.6... (2n — 2)' a2n-I ‘

OO

186.) Je-f . xndx = o


[§ 59, Gl. (49.)]

[§ 60, Gl. (3 a.)]




[§ 60, Gl. (8.)]




[§ 60, GL (10.)]

n

2 ’

[§ 61, GL (6 a.)]

[§ 61, GL (12.)]




n!

t»+1 '



2 n—co 1 3 3 o 5 7 2n — 1 2n — 1

[Formel von Wallis, § 62, Gl. (33.)]

	
190 .) In jeder trigonometrischen Reihe



n=c

f(x) ==1ao- 2 a, cos(nx) - bn sin(nx) , n=1

welche in dem Intervalle von 0 bis 2n gleichmäßig konvergent ist, haben die Koeffizienten an und b, die Werte

2n 2n

an = Jf(«)cos(na)da, bn = ^jf^sm^nx^dx. 0                                      0

[§ 63, Gl. (22.)]

	
191 .) Der Flächeninhalt einer ebenen Figur, welche oben (oder unten) begrenzt ist durch die Kurve y — f{x), unten (oder oben) durch die X-Achse, links und rechts durch die Ordinaten x = a und x = 6, ist näherungsweise



b

F = If^dx = h(yo + 2/1+2/2------1- 2y,_1 + yn)

J          2

a

= 9 [Aa) +    + 1) + 2/(a + 21) +.+ 2fb — 1) + f^b}],

wobei

nh = b — a, Yo = f{ä), Y = f(a fi- h), ... yn-r = f{b — h), Vn = f(b)

ist.                                                       [§ 66, Gl. (4.) und (6.)]

	
192 .) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 191 beschriebenen Figur ist näherungsweise



*

F          = 2h[f(a + 7») + f(x + 3h) + • • • + f(b - h)]

a

= 2h(Y — Y3—y5----F Y2»-1),

c‘ra"-gceHee

wobei aber

^nh = b — a, y1 = f{a-\-h\ ya=f(a+3h), . • • yzn-\ = f(b — h)

ist.                                                             [§ 66, GL (11.)]

	
193 .) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 191 beschriebenen Figur ist näh erungstveise



b

F = fflaMla = 3 [f(a) + Af\a + h) + 2f(a + 2h) + if(a + 3) + 2f(a + 41) + ■ ■ • + 2/6 — 21) + if(b - h) + f(b)} =,(+4+2/2+43+24+ ... +2/2,2-4y2,-1+y2„), 3

wobei

2nh =b—a, y0= fa), yx = fa + 7?), y2 = f(a-}-2h\... = f(a + 3h), • • • y2n-l =f(b — h), y2n = f (b)

ist. {Sivipson sehe Regel.)                [§ 67, Gl. (10.) und (11.)]

	
194 .) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 191 beschriebenen Figur ist näherungsweise b



6         2h

F = f{x)dx = [(7yo + 32 + 12y2 + 32ys + 7y4)

J        •

a

+ (7y4 + 32y6 + 12y6 + 32y7 + ^y^)

+.....................

+ (7y4»—4 4- 32y4»—8 + 12y4n-2+ 32y4»1 + 7y4n)],

wobei

4nh = b — a, y0= V = f(a + h\ y2 = f(a-}~ 2h), ys = f(a + 3h), • • • y^n-1 = f(b — y^n = f(b)

ist.                                                                [§ 67, Gl. (23.)]

	
195 .) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 191 beschriebenen Figur ist näherungsweise



F=Jfa)da - nr(a + 338) + r(a + 3 aV31) , ,/ . 9—V3, N , / , 9—V3,N t / (a H--3--h) +f(a--3--h)

+/(.+1,,) ' /(.' 1-8,)

wobei

2nh =6 — a.              [§ 69, Gl. (15.)]

	
196 .) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 191 beschriebenen Figur ist näherungsweise'



F = hc-i [(y, i + V1, 2) + (2, .1 + y-z, 2) + —r {yn, 1 + yn, 2)] + hc2 [y\, 3 + yi, 4) + (2/2,3 + 2/2,4) + • • • + {yn, 3 + yn, 4)], wobei

ym, 1 = f[a + (4m — 2 —

ym, 2 =    + (4m — 2 + a)h],

ym, 3 = f[a + (4m —2—8],

yw, +=f[a+ (4m — 2 + 8)],

4 ,___ 4 ___

4nh =b—a.                 [§ 69, Qi. (30.) bis (35.)]

	
197 .) Das Volumen eines Körpers ist



«2

V —J‘F{x)dx^

xi

wobei F{x) der Flächeninhalt eines Schnittes, senkrecht zur X-Achse, im Abstande x von der FZ-Ebene ist.

[§ 71, Gl. (9.)]

	
198 .) Ist der Körper oben begrenzt durch die Fläche



z‘ — g(x, y),

unten durch die Fläche

= h(x, y\ vorn und rückwärts durch die Zylinder

7/1 = ^),  Y2=v(«),

links und rechts durch die Ebenen

R=X1; x — x^i

so ist das Volumen

2 /2 «2 Y(x)

V — Jdx/(zt — z'^dy = JdxJfix^ y)dy^ «1 M «1 pp(x)

wobei

f(x, y} = 2' —   = g{x, y) — h(a, y)

ist.                                                      [§ 73, Gl. (6.) und (10.)]

b d            d b

	
199 .) Es ist JdxJf(x, y^dy =Jdyff{x, y)dx, a c                c a



wenn die Integrationsgrenzen a und 5, c und d konstant

sind.                                                           [§ 74, Gl. (15.)]

b •(«)                      8 A(w)

±f


dudv^



a «p(x)                          a g(u)


wobei

ist.



x = fi(u, v), y = f2(u, v)

[§ 75, Gl. (2.) und (14.)]


201.)




ö V(«) 8 ()

J Jf^ y^dxdy =J a ()              a g()




202.)




oo

ie^dx — Va o




r sin 9) . rdpdr .

[§ 75, Gl. (19.)]

§ 75, Gl. (38.)]



203.) Der Flächeninhalt einer krummen Oberfläche ist

b v()                        b v()  ________________

O=jdxl^y^+F^TV=jd^dy^l+(^+^^ a w(x}                              a (fkx)

§ 76, Gl. (13.)]


204.) Der Flächeninhalt einer krummen Oberfläche ist





0 - JJazcdy/1+(02)+(8,)- ± fJaudoVa‘-B*-C, wobei

[§ 78, Gl. (4.), (8.) und (11.)]

	
205 .) Führt man räumliche Polarkoordinaten durch die



Gleichungen

x = rcos?cosp, y = rcos?sing, z — rsin?

ein, so wird 

0       + (03)] wl +(8„)aay.

[§ 79, Gl. (1.) und (5.)]

	
206 .)          du = M(x^ y)dx + N(x, y}dy



ist ein vollständiges Differential, wenn

0M(, y)  dN{x^ y)

dy       dx

ist. Man erhält dann

u = v + J(N — 0y)dy + C, wobei v =Jm(x^ y)dx.

[§ 80, Gl. (2 a.), (4 a.), (15.) und (16.)]

	
207 .) du = F(x, y^ z)dx - G{x, y, z}dy - H(x, y. z}dz



ist ein vollständiges Differential, wenn

dF __dG dF _dH dG  dH

dy dx dz dx ‘ dz dy

ist. Man erhält dann

(    dv dw\


wobei



u = v — w — I( H —— }dz — C, /\    dz   dz/

v = ^Fdx. w =/(G — 0y)dy.

[§ 82, Gl. (2 a.), (4 a.), (8.), (17.), (22.) und (23.)]

	
208 .) Die Differential-Gleichung erster Ordnung dy , dz ="" •)



kann integriert werden durch die Reihe

y = f(a) = Aß) + 4) (a — d) + 2" (x — af 4----

wobei f{d) = 6 eine ganz beliebige Größe ist. Die Koeffizienten findet man für x = a aus den Gleichungen

f‘(x) = y\ fu(g)_®+®ody_,,,), ‘ dx ' dy dx ‘‘‘

‘ dx 1 dy dx ‘‘‘‘

es wird also

f(a) = (a, b), f“(a) = «p‘(a, b), fu(a) = g"(a,

[§ 85, Gl. (17.) bis (22.)]

	
209 .) Die simultanen Diff erential-Gleichungen erster Ordnung dy ,       . dz .



dx = ^x'y'z^

können integriert werden durch die Reihen y - f(a) - f{d) + 1?) {x — a) + 2"2 (x — af 4----,

z - y(d) - g{d) + °) {x — d) + 922 (—a)24----,

wobei f{a) = b und g{d) = c ganz beliebige Größen sind. Die Koeffizienten findet man für x = y — b^ z — c aus den Gleichungen

= (x, y, z},

, p,pdy, p .

f“(x\ =-—-= gp‘(x, y-, dx dy dx dz dx n‘ J 7

_p‘, ‘ dy

' ( } 8x + dy dx + dz dx ° ( ’ y’ ")1

= v(xc, y. 2),

. Oap . Op dy . dw dz

g‘\x) == ---— - —    = a‘(x, y^ g) 7

Ox dy dx oz dx

, ,     Oop‘ , dw‘ dy , dw1 dz

g"(x)         —— - 4- - - = ap"(x, y z),

‘   7   ox oy dx dz dx     ' ‘ 7

es wird also

f‘(g) = (p^a, b, c), f"(a) =      b, c), f“\a) = (p\a, b,e),...

9‘^ = w(a, b, c), 9“^) = v‘(a, b, c), g"(a) = vp"(a, b.c),...

[§ 86, Gl. (1.), (7.) bis (16.)]

	
210 .) Die m simultanen Diff erential - Gleichungen erster



Ordnung

dyr        /                     x

d—9i(; yi, y^...ym),

dy2        /                      .

. = 92(2; yi, y^... ym\

O U/ \ d=9m(«i y^ Y2,*Vm)

können integriert werden durch die Reihen

noch ganz beliebige Größen sind. Dabei ist

fa(x)=ga(x; yt, Y2,...y»),

f a, _ ®a ,^adyi> dy2 ।


d(Pa dy» dym dx




d(pd dy)n dym dx



T» " — x t -dy} dx T dy2 dx t

= Pa‘(x; yx, V2,yw),

, a, _     । pa dy । dpe dyi

“ dx ' y dx dy2 dx

==Pa"(x; yi^ Y2,...y»),

also

fa‘(a) = a(a; b, b2,...b,),

fa"(a)=®a(a; b, b2,...b,),

[§ 86, Gl. (23.) bis (29.)]

	
211.) Die Differential - Gleichung mter Ordnung dMy / dy d2y d»—la/ dz"‘k • dx’ ax’ax"—)



kann integriert werden durch die Reihe

	
p,              f(a) /        \ i fu(a) /            i



y =   = f{d) + 11 (K—a) 21 (K—a)-—,

wobei

f{d) = b, f\a) =b,...

ganz beliebige Größen sind. Die höheren Ableitungen findet man aus den Gleichungen

f^\a) =c(a; b, b^... b^, fo+"(a) = p‘(a; b, b^... bm^,

[§ 87, Gl. (2.) bis (7.)]

	
212 .) Ist M(x, y) = Ah Di, N(x, y) = X,Ya, wo X und Xg Funktionen der einzigen Veränderlichen x, Y und Y2 Funktionen der einzigen Veränderlichen y sind, so kann die Differential-Gleichung erster Ordnung



M(x, y^dx + N(x^ y)dy = 0

durch Trennung der Variabein auf die Form

x,,Y, _

dx — dy

X2 Fi 17

gebracht und ohne weiteres integriert werden.

[§ 89, Gl. (2 a.) bis (7.)]

	
213 .) Sind M(x, y) und N(x, y} homogene Funktionen mten Grades, so führt die Substitution y — xz, oder x = yz in der Differential - Gleichung



M(x, y)dx — N(x: y)dy = 0

zur Trennung der Variabein.             [§ 90, Gl. (1.) bis (9.)]

	
214 .) Die lineare Differential-Gleichung erster Ordnung



d+y. =

wird integriert

	
a) nach Bernoulli indem man y = uz setzt und u so bestimmt, daß in der dadurch sich ergebenden Differential-Gleichung der Faktor von z verschwindet;


	
b) nach Lagrange durch Variation der Konstanten, indem man bei dem Integral der linearen homogenen Differential-Gleichung



du + y • f(a) = o

die Integrations- Konstante als eine Funktion von x betrachtet ;

	
c) durch den integrierenden Faktor



Pa) = e

Durch jede dieser drei Methoden findet man

6 Jf^dx       1

y = e          9(a) . e . dx (J\.

[§ 92, Gl. (1.), (9.), (37.) und (70.)]

	
215 .) Ebenso kann man die Differential-Gleichung dy .



dV. = yn • P(«)

integrieren, indem man y — uz setzt und u so bestimmt, daß in der sich daraus ergebenden Differential-Gleichung der Faktor von z verschwindet.         [§ 93, Gl. (1.) bis (12.)]

	
216 .) Die Funktion v heißt ein integrierender Faktor der Differential - Gleichung



M dx + Ndy = 0,

wenn v{Mdx - Ndy} ein vollständiges Differential ist. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist

Ov Ov /dN ÖM\

änderlichen x, so ist


((N  4/) dx

, J \öx   by / N




ein integrierender Faktor und gleichfalls eine Funktion der




einzigen Veränderlichen x.




[§ 96, Gl. (4.)]




—.0, I 1/0N OM ... i

218.) Ist ---eine Funktion der einzigen Ver-

7 M\dx dy /                    °

änderlichen y, so ist

— öM/n dy

_e \öx y / 1/




ein integrierender Faktor und gleichfalls eine Funktion der einzigen Veränderlichen y.                       [§ 96, Gl. (14.)]

1   /d N  d M\

219.) Ist —,---- (—---n—) eine Funktion der ein-

xM — yN\ox dy /

zigen Veränderlichen z = xy^ so ist




/(N öA/\ dz

JJ \öx Gy / xM— yN




ein integrierender Faktor und gleichfalls eine Funktion der




einzigen Veränderlichen z.




[§ 96, Gl. (25.)]




220.)




Ist




x2 /dN OM .  .  ,

——( -----— 1 eine E unktion der ein

xM 4- yN \ox dy /




zigen Veränderlichen g=-, so ist




f/GN_ GA/\  x'-dz

• \öx Gy / xM + yN




ein integrierender Faktor und gleichfalls eine Funktion der




einzigen Veränderlichen z.




§ 96, Gl. (39.)]




221.) Ist




1 /dN yM — xN \ dx




dM\ dy )




eine Funktion der ein




zigen Veränderlichen z = x2 — y2, so ist




nGX GM' y^\Gx Gy.




dz

2(yM—N)



ein integrierender Faktor und gleichfalls eine Funktion der einzigen Veränderlichen z.                       [§ 96, Gl. (52.)]

du

	
222 .) Bezeichnet man - der Kürze wegen mit p. so wird 7       dx     °‘



die Integration der Differential-Gleichung

x — PP)

durch Ermittelung von y          + c

ausgeführt.                                     [§ 98, Gl. (2.) und (5.)]

	
223 .) Die Integration der Dif ferential - Gleichung y = ^{p}



wird durch die Ermittelung von

x=C<Mdp_+c J p

ausgeführt.                                   [§ 98, Gl. (15.) und (18.)]

	
224 .) Die Integration der Differential - Gleichung



x = f{y, P)

wird auf die Integration der Differential-Gleichung

/I öf     df

(---„ )dy — dp

\p  oy/     op

zurückgeführt.                             [§ 98, Gl. (29.) und (30.)]

	
225 .) Die Integration der Differential - Gleichung-y = p)



wird auf die Integration der Differential - Gleichung

@fap (öf —p}dx _ 0

op 1 \ox /

zurückgeführt.                             [§ 98, Gl. (40.) und (41.)]

	
225 a.) So kann man z. B. die Differential - Gleichung



y=x. f(p) + ^p}

auf die Integration der linearen Differential- Gleichung erster Ordnung

do

[p —    2p^x' f’p) = P‘(p)

zurückführen.                              [§ 98, Gl. (43.) und (45.)]

	
226 .) Aus der allgemeinen Lösung



G(r, y, c)=0

einer Differential - Gleichung findet man die singuläre Lösung

S (x, y)

durch Elimination von C aus den beiden Gleichungen

i OG(x, y, C)

Gr(x, C} = 0 und ---ac--= 0,

wobei allerdings die Diskriminante y) der Gleichungen

Gz, y, 0-o und 0G(ag.O - 0

mitunter außer y) noch andere Faktoren H(x, y} enthalten kann.                                   [§ 99, Gl. (3.) und (6.)]

	
227 .) Die Differential-Gleichung der isogonalen Trajek-torien, welche die sämtlichen Kurven der Kurvenschar



F‘(x, y^ u) — 0

unter dem konstanten Winkel 9 schneiden, findet man durch Elimination von u aus den Gleichungen

F(x, y,u)=0

und

(F1cos 9 — F2sin9)dx - (Fisin (9- — F^aQst^dy = 0.

[§ 102, Gl. (1.) und (8.)]

	
228 .) Die Differential - Gleichung der orthogonalen Trajek-torien, welche die sämtlichen Kurven der Kurvenschar



F(X, V, •) — 0

unter rechtem Winkel schneiden, findet man durch Elimination von u aus den Gleichungen

Fix, y, u) — Q und — F-^dx - F^dy = 0.

[§ 102, GL (1.) und (11.)]

	
229 .) Die orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar



Fix, y, u) = f{x) + gly) — u = 0

genügen der Differential-Gleichung


dx dy f\x) “ g‘ly)




[§ 103, Gl. (55.) und (57.)]



	
230 .) Die orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar



f(x) • gly} = u .

genügen der Differential-Gleichung flx)dx  g(y)dy f(x) g\y)


[§ 103, Gl. (67.) und (70.)]



	
231 .) Die orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar



F(r, 9, u) — 0 genügen einer Differential - Gleichung, die man durch Elimination von u aus den Gleichungen

, ao A dF ÖF , do ’ ’                 09 dr dr

findet.                                         [§ 103, Gl. (75.) und (83.)]

	
232 .) Die orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar



F(r, u) = f{r) 4- g() —u

genügen der Dif f erential - Gleichung dr dtp , p = — • [§ 103. Gl. (101.) und (103 a.)) r2.t\r)    9‘(9)

	
233 .) Die orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar



fr) • = u

genügen der Differential - Gleichung

f{r)dr  g^dcp

r2.fi(r) g‘(p)

[§ 103, Gl. (104.) und (105 a.)] 234.) Die Differential - Gleichung für die Evolventen der Kurve

y = findet man, indem man den Parameter u aus den Gleichungen

v-fw)-/()(—)-0 und d--r1 eliminiert.                                     [§ 104, Gl. (2 a.) und (4.)]

235.) Das allgemeine Integral der Differential - Gleichung mter Ordnung

= g(x) dxm'

kann auf die Form

gebracht werden.                          [§ 107, Gl. (1.) und (33.)]

	
236 .) Das allgemeine Integral der Differential - Gleichung oder ,-fP



findet man durch. Elimination von p aus den Gleichungen :-/2,+0 und V°f^+C2-

[§ 108, Gl. (1.), (3.) und (5.)]

	
237 .) Das allgemeine Integral der Differential - Gleichung



dy /d2y\    ,           , x

d=‘(a) oder P=Pg)

findet man durch Elimination von q aus den Gleichungen _fpg)dq40, una /WWs+c

Jq Jq

[§ 108, Gl. (22.) und (25.)]

	
238 .) Das allgemeine Integral der Differential - Gleichung d2y x dd ' fly)



ist

a = £_dy + G.

Jyci + y'Mdy

[§ 109, Gl. (1.) und (7.)]

	
239 .) Die Differential-Gleichung



dy _ y

dx2 a2

hat die Lösung

x x y=A.e“+ B.ea.

[§ 109, Gl. (8.) und (16.)]

	
240 .) Die Differential-Gleichung hat die Lösung


dy  y

dx^ a2





cos

[§ 109, Gl. (19.) und (26.)]

	
241 .) Das allgemeine Integral der Differential - Gleichung


d^u dx2




= f(u).





dm~^y

WO U — ,--5

dxm~2 findet man, indem man die Gleichung

Kiepert, Integral - Rechnung.
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[image: ]




du




nach u auflöst und das in Formel




fahren anwendet.




[§




Nr. 235 angegebene Ver-109, Gl. (29.), (33.) und (34.)]




242.) Die Differential-Gleichung / d^y dn+ry

Fix,              i •

\ dxn dx”t1

reduziert sich auf die Form

du d2u <

Fl X,M,1 9 1 - • •

\ dx dx- ( dny .  ,  .

wenn man -- mit u bezeichnet. dxn




dmy^ d^t




dm~nu dm—n




§ 110, Gl. (1.) bis (3.)]



	
243 .) Die Ordnung der Differential-Gleichung



(dy d2y     d>>ly\

y,                )= 0

‘‘ dx dx-    dxm/

du

wird um eine Einheit erniedrigt, wenn man g=P setzt

und y zur unabhängigen Veränderlichen macht.

[§ 110, Gl. (16.) bis (19.)]

	
244 .) Die Ordnung der Differential-Gleichung


,/     dy d2y

Fl x, y, ) ,0.1 • • \     dx dx-

wird um eine Einheit erniedrigt, bezug auf die Größen y^ dy , dy

°                ‘ dx dx2

dem man durch die Gleichung dy = dx




wenn die Gleichung in




dmy




dom




homogen ist, in-





u als abhängige Veränderliche einführt.

[§ 110, GL (81.) bis (86.)]

	
245 .) Das allgemeine Integral der homogenen linearen Diffe-rential- Gleichung


dmy , dm~ly dm~2y




d^H




dxm~l 1 ' - dom—2




dy dx





in welcher die Koeffizienten /l,     • • fm konstante Größen

sind, ist

y=C1. en= -------------- Cm .

wobei r, r2, ... rm die Wurzeln der charakteristischen Glei-.chung

F(U) = u" + fu"-1 + fzu"-2 4------ fm-xU +   = 0

•sind, vorausgesetzt, daß r, r2, ... rm sämtlich voneinander verschieden sind.                     [§ 112, Gl. (1.), (15.) und (17.)]

	
246 .) Ist



n = a — bi, r^ = a —

so kann man C1 . e‘1‘ — C2 . er^x ersetzen durch

eaz[Acos(bx) 4- Bsin(bx)].

[§ 112. GL (29.) bis (31.)]

	
247 .) Sind unter den Wurzeln r, r2,...rm der charakteristischen Gleichung F(u} = 0 gleiche vorhanden, ist z. B. r1=r2=.=ra,



•so gibt Formel Nr. 245 nicht mehr das allgemeine Integral;

.dieses hat in diesem Falle vielmehr die Form

y = (Ci + Ca + Csa2 +.+ Cag"-l)en-= + Ca+1 . ea+1" + ----+C,. e”„".

[§ 112, Gl. (47.), (54.) und .(64.)]

	
248 .) Das allgemeine Integral der nicht homogenen linearen Differential-Gleichung



d»y । z dm~xy         „ dy ,

0

	
249 .) Ist yY ein partikuläres Integral der homogenen Differential- Gleichung



d"U +    d”, ------- dy + f„() .y = Qr

so läßt sich die nicht homogene Differential-Gleichung.

d” + f) a-y 4-----F dy +    . y - we

durch die Substitution

v-n(Jwda+4). oder u-a()

auf eine nicht homogene Differential-Gleichung (m— 1)ter Ordnung von der Form

dm-xu ,    . , dm-2u ,

	
V1 T dxF=^ H-----t • = 9(3)



zurückführen.                                 [§ 114, Gl. (1.) bis (8.)]

	
250.) Sind n partikuläre Integrale Y, y2,... yn der homo-genen Differential-Gleichung



d»y . ., x dm~xy ,       , „    , . dy , - t x

dzm + f1(«) dai 4    H f•-1(3) az+f»() *y

bekannt, so läßt sich die nicht homogene Differential-Glei-chung

dmy , , dm~xy ,     ,     . dy , „ , .

dg + AW daw-I + ■ • • + fw-(3) da + fw(a) -y = P() auf eine andere nicht homogene Differential-Gleichung (m — n)ter Ordnung von der Form

dm—n,        nm—n—1,

dw—» + Li”)-- + • • ■ + Lu-»(2) •V - %(), zurückführen, wobei

y = Cy + C2y-2 +-+ Gnyn und

Ci = Jvdx — A1, C2 = Jp(x) • vdx — A2, .. .

Cn = /o»1(x) . vdx 4- A, .

Die Funktionen P(x), P2(x),.:.gn1(x) sind durch die.

Gleichungen

dC. dC2 .     , dCn „

Y1 --— 2—,--—.—n —,,

	
- dx - dx 1 dx


dyn dCn _0

dx dx





dyi dC\ dy2 dC2 dx dx dx dx

dn~2yi dCy dn-2y2 dC2 . dn-2yn dCn dxn—2 dx dxn~2 dx         dxn~2 dx

oder,

dC2 , x dC, dC3 , x dCx dCn , , dCY dz = P) • da ’ da ="") dz" dx = P-" ■ da erklärt.                                            [§ 114, Gl. (17.) bis (31.)]

	
251.) Sind in der Differential-Gleichung mter Ordnung co,,                     /m — 1,,                     .m—2,,



{ax — byn “ - -L (^ I b)n—1f — ^ax - br~2f2"—-

' dxm 1 v          ' dx"1 1 v 17 dx"s2

++ (ax + d + fmy = 0

die Koeffizienten fi, fm konstant, so hat das allgemeine Integral die Form

y = C(ax — by —+ Ca(ax — b) + • • • ++ C„(ax + b)‘», wobei r, r2, .. . rm die Wurzeln der charakteristischen Gleichung |

a"r(r—1)(r—2)... (r—m—1)—a”-ir(r — 1)r—2)... (r—m—2)f a2r^r — 1)f»—2 + arfm—i ++ fm = 0

sind, und wobei C1, C2,... C„ noch beliebige Konstante

-sind.                                                    [§ 115, Gl. (1.) bis (6.)]

	
252 .) Sind



ri = a ßi und r2 = a — ßi

•zwei konjugiert komplexe Wurzeln der charakteristischen •Gleichung, so wird

Ci(ax + 6/1 — C2(ax +    — {ax + b)«[Acos(Bt) + Bsin(Bt)],

wobei man

. ln(ax - b) ==.t

gesetzt und mit A und B zwei beliebige Konstante be-zeichnet hat.                               [§ 115, Gl. (12.) und (13.)]

	
253 .) Sind in der charakteristischen Gleichung die Wurzeln r und r2 einander gleich, so hat man in dem allgemeinen Integral für die in Formel Nr. 251 gelöste Differential-Gleichung



C(ax + by^ + C2^ax by'2 mit (az + b)[A, + Agln(ax — b)]

zu vertauschen.

* Sind in der charakteristischen Gleichung drei Wurzeln **1, r2, r3 einander gleich, so hat man in dem allgemeinen. Integral

C(ax + by^ + C2(ax — by^ + C-^ax 4- by^

mit

(az + b/1    + 42ln(az + b) + Ag(ln(ax + b)}2]

zu vertauschen. Usw.                  [§ 115, Gl. (25.) und (36.)]

	
254 .) Das allgemeine Integral der beiden linearen simultanen Differential-Gleichungen erster Ordnung



+ fi + g^y = ha, dy + fax + g^y = ha. Ul Ul

bei denen /], g, h1, f2, g2, h2 noch beliebige Funktionen von t sind, findet man, indem man die zweite Gleichung mit v multipliziert, von der ersten abzieht und für die noch willkürliche Funktion v zwei partikuläre Integrale V1 und 2 der Differential-Gleichung

d - fz” — (A — g^ — gi

in die Gleichungen

Wi — z — Vy, w2 — x — V2y

einsetzt. Die Funktionen w1 und w2 sind dann die allgemeinen Integrale der linearen Differential-Gleichungen erster Ordnung

dt + (A — v.f2)w, =n- v,h2,

"a2 + (A — V2f2)W2 = h, — v2h2.

[§ 117, Gl. (1.) bis (10.))

	
255 .) Zur Integration der Differential-Gleichung



dy       ,     X

da = 9(K, Y),

bei der y = Yo für x = Xo werden soll, setze man für hinreichend kleine Werte von x—Xo = h

yl = yo+              yl> = yQ-\-(f^x.y1} .h\

dann wird

	
h, , 1 /Xo-RYo- y‘\ . ,  .7



yx - + 6 9Ko, yo) + 49(21 - 2) + y ) der zu x zugeordnete Näherungswert von y.

[§ 118, Gl. 1.), (14.), (17.) und (24.)]

	
256.) Zur Integration der simultanen Differential-Glei-chungen



dy „ .     ...dz

d —E9K, y, 2), d = P3, y^Y

bei denen y = y^ und z =^zq werden soll für x=Ro, setze man für hinreichend kleine Werte von x — Xo=h

y‘ = yo+ (Xo, yo, zd) .h,       2’= 20- v(Xo, yo, 20). h,

y“ = yo + ^, y‘, 2") • h, 2" = 20 + •(x, y^ 2") • h;

dann werden

	
h, ,, /Xo —x yo - y‘ zo + 2’ yx = + 6 [ Po, yo, + 49 ( 2 ‘  2’ 2 )



,                                              +     y", z")

und                                                -

h F /         .    . / Xo — x yo - y* Zo -L g‘\

21=2+6•(«o,V0,20)+4+( 2 —212 )

+ v(x, y“, 2")

die zu x zugeordneten Näherungswerte von y und z.

[§ 120, Gl. (1.), (12.), (13.), (18.), (19.), (27.) und (28.)]

Alphabetisches Verzeichnis über die Bedeutung der in den Formeln benutzten Buchstaben.

(Mitunter wird derselbe Buchstabe auch in verschiedener Bedeutung benutzt.)

	
A, A,... willkürliche Konstante.


	
B, B,         willkürliche Konstante.


	
C, C1, C2, . . . willkürliche Konstante, insbesondere Integrations-Kon-stante.



tp) elliptisches Normalintegral zweiter Gattung.

E-E( 2).

F Funktion.

F Flächeninhalt einer ebenen Figur.

F(k, (p) elliptisches Normalintegral erster Gattung.

J Integral.

K-F(,2)

N Normale.

0 Flächeninhalt einer krummen Oberfläche.

S Flächeninhalt eines Kurven - Sektors.

/ (aus S entstanden) Integral.

Sn Subnormale.

St Subtangente.

T Tangente.)

U Umfang.

V Volumen eines Körpers.

X Funktion der einzigen Veränderlichen x.

Y Funktion der einzigen Veränderlichen y.

a, a1, ag,... willkürliche Konstante. b Basis eines Logarithmen - Systems. c, C1, C,... willkürliche Konstante.

d und ö Differential.

e Basis der natürlichen Logarithmen.

f Funktion.

f, f2, f3,.. . konstante Faktoren.

g Funktion.

h Höhe, insbesondere Höhe eines Paralleltrapezes.

i-V-1.

k = sina Modul der elliptischen Normalintegrale.

In Logarithmus naturalis.

m = tga Richtungstangente.

m Ordnung einer Differential - G leichung.

n Grad einer ganzen rationalen Funktion oder einer’ Gleichung.

pedy.

dx

q Quotient, insbesondere Quotient bei geometrischen Progressionen.

q_dy.

" da2

r Radiusvektor.

s Bogenlänge bei ebenen Kurven und bei Kurven doppelter Krümmung.

t unabhängige Veränderliche, insbesondere bei Parameterdarstellung.

u, v abhängige oder unabhängige Veränderliche, insbesondere bei der Substitution und der partiellen Integration.

v integrierender Faktor.

x Abszisse eines Punktes P.

y Ordinate eines Punktes P.

x, y, z Koordinaten eines Punktes P im Raume.

a "Winkel, den eine Gerade, insbesondere die Tangente mit der positiven Richtung der X-Achse bildet.

a Hilfs winkel bei elliptischen Integralen (sina = k).

y Winkel, den schiefwinklige Koordinaten miteinander bilden.

6 verschwindend kleine Größen.

4 - tg (9) Hilfsgröße bei elliptischen Integralen.

14,4    2 — sin2a

$ — —2,2— - -—sin2a Hilfsgröße bei elliptischen Integralen.

7 Ordinate des Kreismittelpunktes.

0 unbestimmte Größe zwischen 0 und 1.

Winkel, den die Tangente mit dem Radiusvektor bildet.

5 Abszisse des Kreismittelpunktes.

TT Umfang des Kreises mit dem Durchmesser 1.

(> Halbmesser des Kreises, insbesondere des Krümmungskreises.

• Argument; Winkel, den der Radiusvektor mit der Anfangsrichtung bildet.
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Neilsche Parabel, Rektifikation der N. P. 174.

Nicht homogene lineare Differential - Gleichungen mter Ordnung. 615 bis 621.
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Parabel, Quadratur der P. 106—108. 123. 127—129. 136.

— Quadratur der verallgemeinerten P. 111—112.

— Rektifikation der P. 166-—167. 178—179.

— Schar von P. 561—562.

— verallgemeinerte P. 483. 485.

Paraboloid siehe auch Rotationsparaboloid.

— Komplanation des gleichseitigen hyperbolischen P. 422—426.

— Kubatur des elliptischen P. 391.

— Kubatur des gleichseitigen hyperbolischen P. 395—396.

— Kubatur des hyperbolischen P. 396—400. 416—418.

Partialbrüche, Integration der P. 227—247.

Partialbruchzerlegung. 60—71. 200—227.

— 'wenn der Nenner lauter verschiedene lineare * Faktoren besitzt. 200—217.

— wenn der Nenner auch gleiche lineare Faktoren besitzt. 217 bis 227.

Partikuläre Integrale. 6.

Partielle Differential-Gleichungen. Erklärung der p. D.-Gl. 455.

Partielle Integration. 77—105.

Polarplanimeter von Amsler. 380—386.

Quadratur der Kurven bei Anwendung rechtwinkliger Koordinaten. 106—122. 125—132. 140—145.

— — bei Anwendung schiefwinkliger Koordinaten. 122—125.

— — bei Anwendung von Polarkoordinaten. 133—140.

— von Figuren, die oben und unten durch eine Kurve begrenzt sind. 125—132.

Rektifikation der Kurven im Raume. 193—197.

— ebener Kurven bei Anwendung rechtwinkliger Koordinaten. 164 bis 174.

Rektifikation ebener Kurven bei Anwendung von Polarkoordinaten. 175—180.

Rotationsellipsoid, Komplanation des R. 184—185.

	
— Kubatur des R. 153—154.



Rotationshyperboloid, einschaliges, Komplanation des e. R. 188—189.

	
— einschaliges, Kubatur des e. R. 156.


	
— zweischaliges, Komplanation des zw. R. 187—188.


	
— — Kubatur des zw. R. 155—156.





Rotationsparaboloid, Komplanation des R. 183—184.

— Kubatur des R. 152—153.

Raumkurve dritten Grades, Rektifikation einer R. d. G. 196—197.

Schraubenfläche, Komplanation der S. bei Begrenzung durch eineu Kreiszylinder. 430—431.

Schraubenlinie, Rektifikation der S. 194—195.

Sektor, Berechnung der Fläche eines Kurvensektors. 133—145.

Simultane Differential-Gleichungen. 637—651; siehe auch Differential - Gleichungen.

— — erster Ordnung, zurückgeführt auf eine D.-Gl. höherer Ordnung durch Elimination. 637—642.

— — erster Ordnung, Integration der s. D.-Gl. 642—651.

Simpson sehe Regel. 356—370.

	
— — Übertragung der S. R. zur Integration von Differential-Gleichungen erster Ordnung. 652—664.


	
— — Übertragung der <8. R. zur Integration der Differential-Gleichungen höherer Ordnung. 665—678.



Singuläre Lösungen der Differential-Gleichungen erster Ordnung. 538—556.

	
— — unmittelbare Ableitung der s. L. aus der Differential - Gleichung. 545—550.



Sphäroid, Komplanation des Sph. 185—187.

	
— Kubatur des Sph. 154.



Spirale, allgemeine, Quadratur der a. Sp. 135.

	
— Archimedische Sp. 484.


	
— — Quadratur der A. Sp. 134—135.


	
— — Rektifikation der A. Sp. 176—177.


	
— hyperbolische Sp. 484.


	
— — Rektifikation der h. Sp. 177.


	
— konische, Rektifikation der k. Sp. 195—196.


	
— logarithmische Sp. 486. 560. 659—664.


	
— — Quadratur der 1. Sp. 135—136.


	
— — Rektifikation der 1. Sp. 177—178.



Substitution, Berechnung der Integrale bei mehrdeutigen S. 345 bis 352.

	
— Integration durch S. 26—59.



Substitution von neuen Integrations-Veränderlichen bei mehrfachen Integralen. 412—419.

Summe, Integration einer S. 17.

Tabelle der wichtigsten Formeln. 685—727.

Tafeln der elliptischen Normalintegrale erster und zweiter Gattung. 681—684.

Tay lorscher Lehrsatz. (Neuer Beweis des T. L.) 305—307.

Trajektorien, isogonale T. bei rechtwinkligen Koordinaten. 556—568-

— orthogonale T. bei Polarkoordinaten. 568—573.

— — T. bei rechtwinkligen Koordinaten. 556—568.

Traktrix von Huyghens. 485.

Trennung der Variabein. 478—486. 492—496.

Trigonometrische Funktionen, Integration durch Einführung tr. F. 52-59.

— — Integration tr. F. durch partielle Integration. 81—93.

- - Integration tr. F. 19. 20. 35—46. 49. 50. 72—76. 81—93.

Trigonometrische Reihen, Darstellung der Koeffizienten einer tr. R. 337—345.

Unendliche Reihen, Gliedweise Integration der u. R. 307—328.

Unmittelbare Integration. 18—25.

Unstetigkeit, Integration von Funktionen, die an den Grenzen oder zwischen den Grenzen unstetig werden. 293—300.

Variation der Konstanten. (Methode von Lagrange.') 499—503.

Vertauschung der Integrationsgrenzen. 13.

Vollständige Differentiale siehe Differentiale.

Volumen siehe Kubatur.

Wallis, Formel von W. 337.

Zerlegung des bestimmten Integrals in mehrere bestimmte Integrale. 13—15.

— Integration durch Z. 60—76. 198—247.

Zissoide, Kubatur von Rotationsflächen der Z. 159—162.

— Quadratur der Z. 119—120.

— Rektifikation der Z. 179—180.

Zykloide, Komplanation der Rotationsfläche der Z. 190.

— Kubatur der Rotationsfläche der Z. 158.

— Quadratur der Z. 116—117.

— Rektifikation der Z. 169—170.

Zylinder, Komplanation des Kreiszylinders bei Begrenzung durch eine Kugelfläche. 428—430.

— Kubatur des Kreiszylinders bei Begrenzung durch eine Kugel fläche. 400—408. 418.                           /S *

Druckfehler.


Seite 329, Zeile 8 v. u. lies




d dtj a




statt




d öt )



Druck von Gebauer-Schwetschke Druckerei und Verlag m. b. H., Halle a. S.

[image: ]









[image: ]



400, O0


Biblioteka Politechniki Krakowskiej







11-357330




Biblioteka Politechniki Krakowskiej






main-3.jpg
72






main-2.jpg





main-5.jpg
HO4>

G






main-4.jpg





main-7.jpg
Fig. b.

B/






main-6.jpg





main-9.jpg





main-8.jpg
oy





main-1.jpg





main-23.jpg
(2.)

SR e e e
VEZ:?U‘Z o t





main-22.jpg
94)/ e ./t—u1 —llzalr@tgt

it a?lr@tg(&)z ;Zaln(;i__s), wenn . [z|>a > 0.





main-25.jpg
Wi
JVa+ 22





main-24.jpg
—/dt = —t=—Va*—a>





main-27.jpg
In (x + Yerj)





main-26.jpg
e O
= el





main-29.jpg
13) /a





main-28.jpg
Cadx 1 1 -

y e = St = — bt V=1 ),
) [ - ACof : n( +V 1)
oder

S dir 1 (4 ]: a+ Va2 —a?

2, Cns e e o A

12) /x T (r(,ni(x) aln( 2 )
Aufgabe 6. 25 =1

i





main-31.jpg
S

SINZCOST .





main-30.jpg





main-21.jpg
2 —a @

i ey 1 a— _
_-—E%Itgg(a)_g—aln(a_{bz)y wenn |z|< a,

23) / & /,«T(i{'i’ = — i ArTgt





main-12.jpg
c

B,

=X





main-14.jpg





main-13.jpg
Fig. 11.

i TS
5 D
% 71x
5 | \
— |
B ¢





main-16.jpg
3

x

do — 14,





main-15.jpg
ariy o T T 1
1./;‘: 8 — o=+ 0=—g5+0.

v
IL. _/Vx“dx_jadx——,,i—l—C:x EO= Y L O

i T ST P
I11. 1/”) j dx — +1+(7 _%+0,
oder
“dx 3
=—— 1 C.
Vb 2/ x +

+1

3_
\ _4 =i 3 =
I j4,/xdx /gzdx 4/ = 41+1
‘/4;;/xdm=4";*+(7:3"?/;’d+0'

2
+1 2

a3
Bt
-1 1 2 T
./17x Y / 5 Al + % 5

u‘»—- \





main-18.jpg
J& 1Vt )





main-17.jpg
./(x“ -+ 7-[’/76—1;;—{— i)is)d"”

; 2 it 5)
:jx‘dw +./7-'/x(lx __/:f/vj,?ﬁ dzx —l-/ s dx
_—-_/z*‘dx — 7/x%(1.t~ llfm—%dx + 5 Jx—tdx.





main-20.jpg
(11%) /ea+bzdx = ;/mwm_ d(a 4 bx) = ; pa+bzr.

(12) ./;%dx = a./éid(j): ao.

(13) j;_f’dm iadi ,l./;—;’,i ()=
1) feoi()ar = ain(?)

(15) f@in(z)dx — aoi(?):

[ ey






main-19.jpg
(10, /;os(g)dx —9 /costdt — 9sint = 2sin(f;1).





main-11.jpg





main-10.jpg
C\B,BC = | F'(xjdx





main-43.jpg
-

: dx (1 — 22)dz sl =
(18.) i/d'—i = —a‘f/-—r— e :—a-i/(z 4 — 2=z

R 23 _a“l 3.
= “( B _1 = zﬁ_z)





main-42.jpg





main-45.jpg





main-44.jpg
Ve e =) .2,

atgt,





main-47.jpg
also
(31.) /
Vx- BVx- = S
3@4( a? (VZ" — a-) )

LoV —
LT et )





main-46.jpg
6ot
b





main-49.jpg
34.)
O fa— i

» dx i
3) _/('mZ—{-az)sz = ﬁos’t( o+ a-) asint

asintdt . Cost






main-48.jpg





main-51.jpg
* dx 164714 1
(7) jze—a2:2af(x—d—.z+a 2

1
|ln z—a)—In(z 4 a)| = ln( g )





main-50.jpg
A

—geEap ey

x4+ a





main-32.jpg
“ax
Jeosz — smt [té ( ):]
oder

2 ‘— e (f—3)] = +]n[°tg(1—5)}





main-34.jpg
( _)_/(.JJ])’”T





main-33.jpg
(8.)

./'COs‘-’n-Hmd;l‘ :/(1 — )yt

(=)o + GG+~

+ (?)tz"—z + iz’l] dt

PO o





main-36.jpg
5) 15)

&

=5 — o
ot (@) 4 s (%)

e





main-35.jpg





main-38.jpg





main-37.jpg
cos‘z('





main-40.jpg





main-39.jpg
of X
l—t'g(;'z) 1—¢
p—— ‘)7
s o

1— ¢
2t

COSx —

t
tgx = g ctgx =





main-41.jpg
& 3 e iR Ok Byl a adt
(0 ‘/f ) Y& o 2)ie —./ 4 (“533‘ " Goit) Goj2t

wobei

Goif — ,*7

I Gint = 7”,;1
8) r“ 3,/ e
] Tgh = =i s\ = “

Ubungs- Beispiele. [
| bl f ik /'(U e i | V[ZTT; :
/m i @,

== — S ctogl = — :
2ln o - g2 - 2 0’

= 2Va2’4 x2





main-63.jpg
dz__
1+ 22’





main-62.jpg
2n 4 1 2
+( S Vs





main-65.jpg
Nr. 34 der Tabelle

e 5t ;v5 s 5a- ° xtdx
. A az—xz
®.) Vasz' g vV 6 Va‘ =
©6) cady ——Va‘ pe 3L2 x2dx
X Va_):_’x’z 'Va2_xz
L % s a® [ dx
LR IR o A L }
@) e 3 pe-aidy VE ae





main-64.jpg





main-67.jpg
'dx Ga’xt
(13, / — = —VE—A(F + %
V(I/- SN 1:- ( + 3 ]





main-66.jpg





main-69.jpg
= O

272”'“

Va—at





main-68.jpg
‘a2

JVar =





main-71.jpg
(22.) / xdxe Va?—a? =






main-70.jpg
&x
ChPR axc %m(





main-52.jpg
it 4 B 1
= /( i )dx
Tia— Tp L7 T &= n





main-54.jpg





main-53.jpg





main-56.jpg





main-55.jpg
A et 111(?{?,,‘3
jx‘-’ —a? 2 \r+a





main-58.jpg





main-57.jpg





main-60.jpg
-+ ()ﬂ)ZmQ 2n — 4z + -- +( 1)200 (2x) + (.m)





main-59.jpg
A i ,iiif =
ﬁ” +5)—(5)





main-61.jpg
3 (‘Znn—{— 1)2





main-170.jpg
b -
(b — = Va2 — 2,

dy — bz

- - 1y
dx ¢V a>— 22

. qds dyy:
b, ((lz)f . +(dx

ot — e

wobei

e

a2 \

A AR B e





main-169.jpg
R






main-171.jpg
o
‘ ||
, EJ g
4 Q, @@

(at — 22r2\dr





main-166.jpg
g






main-165.jpg





main-168.jpg
St o1 (Y
@ @





main-167.jpg
s
1
P R

A
A T





main-162.jpg





main-164.jpg
=
P






main-163.jpg
— 3a’x /(1

)





main-159.jpg
. a(Sni(m)v
a
oder
+VP—at= ;(0" —¢ ;')

— (I)
= a'om 1
a
folglich wird
(33.) V== [y’dx

Zy

a*m 72 e
= 4 ](e“ Lo Le :>(l.r
T

Fig. 63.

y
e P,
A
o
< Q]
/






main-158.jpg
x

z
a( =
— a «
g \¢ &





main-161.jpg
ﬁ }WX\\
\\
¥
0 /
3





main-160.jpg





main-155.jpg
arn

h2

-

Y

(

f

4

=" (30 + 322 + %),

b — Py = ',, [sz—

yﬁ}llz
3

4





main-154.jpg
(17) V =: /:‘2‘_’ . b2x 4 ” o
« e =7 fat — syt =V [t — 2]

z > az ==
b : 84,
=wg [5&“(151 — ) — (1-2.3 e .’1:13)]





main-157.jpg





main-156.jpg





main-153.jpg
o

i)






main-152.jpg
Fig. 58.






main-148.jpg





main-269.jpg





main-147.jpg





main-268.jpg
Fig. 104,

oder





main-150.jpg





main-271.jpg
Gg(x)





main-149.jpg
¥ig. 99.

a

10|






main-270.jpg





main-144.jpg
4

0





main-265.jpg
hm]n (Y) -+





main-143.jpg





main-264.jpg





main-146.jpg





main-267.jpg
X





main-145.jpg
Fig. bl.
Y
B
I'/
j )
[¢ A4, Q, B,





main-266.jpg





main-151.jpg





main-142.jpg





main-263.jpg





main-262.jpg
4,





main-137.jpg
4
a-

(26a.) r2 = v )
also
¢
(S — 1]; 2do
0
s
_a"'/ i,
e 2‘, cos(2¢)

4_/(0\ )





main-258.jpg
PEBRE TR





main-136.jpg
(22.)

3a°m





main-257.jpg





main-139.jpg
in [t‘g (Z -+ (/)} =12u





main-260.jpg
f]/(‘”rb e “+b) (a+b)z+x]

oder, wenn man





main-138.jpg





main-259.jpg
b
j ifctains
- sz—az n—O Vi—w a=0

2—a\|
—hm[ln( 2+ Vo ijl
a a+a

lim In

a=0

i b+Vb"—a2) (a—l—a—{—rm‘)

=0 (—b +V22_ az)‘





main-133.jpg





main-254.jpg
4)

Ji

a2 + 22

dx

Il

[ lim arctg
c—=+00

( )— lim arctg

b=—00]

=.G+3)=%

. dx
e f‘:u 2 4 }:’i‘w[“"tg ( )]

b=—00 b

©)





main-132.jpg





main-253.jpg
(L)





main-135.jpg





main-256.jpg
5.)

6.

7)

8)

dac b
i i

—diﬂ——2hm
wa b=00

a

= lim [lnz — lim ln( )— oo,

dx
xX b=o00

o0

Je

0

5

2

b=00

=2 —21lim

b=00

oszdx = lim [smx] = lim sinb.

b=00

=00

=21lim}b—2=co.
=00

73k





main-134.jpg
>

(S

= a? cos

q
¢





main-255.jpg
“+00
e dz +
@+ at a2 22 a2+x~

: dy dx
. ﬁ2+y’+ R

dx ™
a2 -+ 22 a






main-141.jpg
£





main-140.jpg
X






main-261.jpg
1

e T
v
Fig. 100.
a
B
A 0 B, 3






main-252.jpg





main-126.jpg
(39.) a = V
[





main-247.jpg





main-368.jpg
__y32
3y’zdy —
ov PR

(e—35)

55 w:/





main-125.jpg





main-246.jpg
1 — tg? (g)





main-367.jpg
e LB
z2 4y





main-128.jpg
Auflosung. Nach Gleichung
(6.) ist in diesem Falle
88 = L ’@Zdr
( ') L 2 ¥ / sy 2

e L3

P2
¢’ *dep

a . 1 i
= g9, = g, (@9 — d'esd),

also

(9 S feues






main-249.jpg
= V,r__ 1 ln(i : T ;://:: 11)





main-370.jpg
d=y r
5.) S ol X

d . dyN?
6.) F(z, y) d‘z;/é = ((z, ?/)1/I i (Zﬁ ’

2 :2(%)2]3 _ i+ (%

(7.)





main-127.jpg





main-248.jpg





main-369.jpg





main-122.jpg
(20) F= /(y‘ MY ](;’ V@ — & — mr— y)d:z:

Dl e ma?
= [21: {Q—Vaa—x~ + g aresin (5)} et ,u:L':]





main-243.jpg





main-364.jpg
~f0u
(995

oy_

iz)

N
Q| Qs

Q)

x

eQ’§

o RHEEE” 4





main-242.jpg
: j;iyVE





main-363.jpg
| 8
w8

e .. ”
Sf fos(2¢) 8a ﬁos ldl/;iw
0

n
oF i
¥id 2

a’n?

n l:sin).cos). -+ l} =





main-124.jpg
Damit die Glei-
chung eine reelle
Ellipse darstellt,
miissen die Unglei-
chungen

(@11 G20 —
(30) (“2‘1 = 0,

ldzzd::s <0
befriedigt werden.

Aus Gleichung (29.)
folgt dann

Fig. 56.

P’
I3 \
' Qs
3 ol
\ P,
\4 -
P

X





main-245.jpg





main-366.jpg
=fde =f(% EE, 5)dx





main-123.jpg





main-244.jpg
]dxl/ﬁ





main-365.jpg
v —|—f(N— g;)





main-130.jpg





main-251.jpg
5 1 4
G =)= smets( )





main-129.jpg





main-250.jpg
y

14z

f—«





main-371.jpg





main-131.jpg





main-362.jpg
a

Fig. 139,






main-115.jpg
A\

A |~
7|
7 7Q 5 X





main-236.jpg
/ % = arctg
3R e





main-357.jpg





main-114.jpg
Fig. 30.






main-235.jpg
dt

2
2 /(14 £2)2





main-356.jpg
]/ x ]“ -;/axdx
a—+ xj, a+x





main-117.jpg





main-238.jpg
S Ch i ()

g





main-359.jpg





main-116.jpg
Fig. 92






main-237.jpg
(26.) : /] a-{ rlx —4a[ arctgt —

.

oder, da

14

gl 0

O it

2a

iy A
a— X





main-358.jpg
rdr
=8
af ./ Va2—r?





main-232.jpg
™/ .
/l B dx
i





main-353.jpg
a Va”—z'z

0 =2 faa[ayVp + 5 ¥

0 0





main-352.jpg
]/1+( )+ ()= et

0= Eﬁw dpr2+x2+y2-
0 0





main-113.jpg
2

TN ohe a0k sl :
[~2— Vr x° -+ 9 alcsm(r)]o,





main-234.jpg
[wl /(f 2. ]





main-355.jpg





main-112.jpg





main-233.jpg
e

el I





main-354.jpg
2a
%/;Z¢/rderﬂ——H~§





main-119.jpg
@z





main-240.jpg
—— 1—,‘1 arec Sin (g)
Ve





main-361.jpg
b

+

(64.) —jd¢/;dr‘/ LA = der‘3+r d(p— /;ir]/c?—}-rz.

r
a

2





main-118.jpg
=

2 3 un l"J e
. =Z* =
8 & 2 0
1
2 1Y 5 1Y





main-239.jpg
()f il £
Va2 +x+1 2

+V2+a+1)





main-360.jpg





main-121.jpg
00

[





main-120.jpg
A /2y‘(l.v — 922 j





main-241.jpg
= —1— arcsin (—
V—4





main-104.jpg





main-225.jpg
 ¥5() =0T

B ) ey





main-346.jpg
(S L
|:4pz0q> :
2 —(

_——i 82+ jes—sn
~ [pO ( 2)2]
a





main-103.jpg
&)






main-224.jpg
dx

9
e —

/

Hadx

A/J.z





main-345.jpg





main-106.jpg
/.,
b
// \
s b






main-227.jpg
ctg (.r

+1





main-348.jpg
[ [





main-105.jpg





main-226.jpg
dx

22 + 2bx + ¢

ol
Ve

arctg

z+b.
Vc-——bl





main-347.jpg
‘ro|§

RS d(p rdrV





main-342.jpg
D,





main-102.jpg
Auflosung. Aus Gleichung (38.)
folgt nach Formel Nr. 11 oder Nr.

19 der Tabelle

&y

(39) F— /;//d;p

i ’;/(f~+p ")dr*“ty(,m( )r{r
o)

Fig. 21,
y
P,
a
00






main-223.jpg
4) /;cz_a M ( =—2?Ir(§tg(§)





main-344.jpg





main-222.jpg





main-343.jpg
dy





main-111.jpg
\'<

Fig. 28.






main-108.jpg





main-229.jpg
(B Y,





main-350.jpg
¥y

i






main-107.jpg





main-228.jpg
1

) =)






main-349.jpg





main-110.jpg
OF . i

Q

Q





main-231.jpg





main-109.jpg
D,

D






main-230.jpg
a1) ff[z, ?Ei; /‘;j:g e





main-351.jpg





main-93.jpg





main-214.jpg
t ey A
(2)051‘ el sm*‘(g)dt





main-335.jpg
(3a,-—x-)VEi 032 ®
)





main-92.jpg
Fig. 19.






main-213.jpg





main-334.jpg
(60.) / Zza"’ — z?)arc sinV;T_—; dr — [(a%c —— g) arc Sm]/a—i—zz}:

il ?(3a2 — )V ax
—g/ 7 + = —dx.
0






main-95.jpg
"ig. 18. s £
Y. P> 3 m
) 2 (2) F=|ydz=Y2 [|r"dx
o5 b P
P m+n
/ ‘ ' _ I:n'r n }i]“
e | } ¥ m -4 n
) |
| ] oo
a 7 o (L*X 2 + e [ .'/‘)p J’h} :
oder :
: 5 " T n
(26.) F = s Ty I,TZ/J,‘ 3 =g (@212 — Z191)-





main-216.jpg
Dies gibt rtur die ganze Fig. 98.
Oberfliche
1]

(6+) 0 = — 12a%x [sinit costdt,

P

oder
n
2

(65.) 0 = + 1242z [sint . d(sint)
0

n
1242 20
e k% | ln 'tj - l i‘,/ e =
53 D






main-337.jpg
G





main-94.jpg
F=lnz —Ilnz = ln(lz)
i





main-215.jpg
4
g4 o o .
0= 16a~n’/sm (2)(1(2>
0
@)

i aa ()
(0)

g 16a2n[00“< ) "0“%(2>]
1ba2n[ 3808(2) 4 cos*(z)]





main-336.jpg
Fig. 129.

)






main-212.jpg





main-333.jpg
ey





main-332.jpg
a e a
Sy ana RS ST
—4/(a 28 5 arcsm]/a +x)dx 4ﬁa x)V axdx
0 b

12848 e 16a® 16a3_
=== A5 e e






main-101.jpg
(38.)

B 0 = ) v(l
( 142 ¢
./ 2

)—aoi (7)





main-100.jpg
F=

ny 2p
SE e

i

m—in





main-221.jpg
)

e

In (x~





main-97.jpg
X

n—m

7





main-218.jpg
d

Q

X





main-339.jpg
0| §

f¢(sin¢





main-96.jpg
Zy P n—m
. .

; _m mcﬂ n %
B = /g/(lx = ¥2p / x "dr= 3% [»—~4~—]
&

) W-—— M
1
zy xy





main-217.jpg
()(2)
(2)sn(:)
ds = 4a sin(;)

(21)]sin (%) it

()






main-338.jpg
Db y s
¢ (cos it g cos3(p) - j (cos«p i cosa(p) dep

15 -
(p(COS(p — g cos3q>> e / (% + g sinzw) cosgpdg





main-99.jpg
w

< . s n w20, n
(30.) = o8 i {E—/Z]) F

_ @y — ;yn)
ey .

Fig. 19.

2y n 2
] Tn—m [y J.Z‘x

£21

0) Q, Q5 X [¢





main-220.jpg
[’

{ st

P —x

B s R e S
(]l T = v/ _1‘ (7.1‘ —[—-/I; 1(1.1' _{_./1' :}_’1





main-341.jpg
R, i
X\é\\






main-98.jpg
X

n — In,
7





main-219.jpg
/wj‘ia dz—A/’———A/t nit = A -





main-340.jpg
Fig. 130.

By





main-82.jpg
Fig. 12,






main-203.jpg
wird. Dabei folgt aus Glei-

chung (1.)

B) dr—— yd’
e
4) de=Y + s
) ds — q/
b dJ“
=y
(5.) ds =

b
—






main-324.jpg





main-202.jpg





main-323.jpg
/ dxV a? — 22





main-84.jpg
Fig. 14,

<1






main-205.jpg
daraus folgt

dy b
18) Fr=—
2 “4U + 641-..
(19.) dr) -
% bl(gel JekE (,_"1-3)
R





main-326.jpg
Ry






main-83.jpg
M
N————f

\

m
i
“ \
_

R}
0





main-204.jpg
Parabel ist
(9.) y? = 2pw;
daraus folgt

ay _

(10.) 2=

@"‘8

2 2
AN Lok TG e O el

dz P2 2






main-325.jpg





main-322.jpg





main-90.jpg
Fig. 16.

®
i
5
0 Q0 e






main-211.jpg
(52.) folgt
(63.) g; = %(ez S5 5):@0]’(2)’

54) O =2ﬂﬁd5'
ax v N8
:-é—./(e“-ko ")dx

= a—; / .(202‘;—}— 248 if)dr

Iy

L

.
A

1 s iy






main-89.jpg





main-210.jpg
9 (@)
arx — s
= e /d(ey)Vb‘* + %2,





main-331.jpg
— 2[5 ¥ o} - )= %2





main-91.jpg
Oz 5 = a? = HeT0 £y
- [2 Var—a — 5 6o (% )]





main-86.jpg
bz . - a? <M NS
preta S e g : :
e “[2 Va2—a? + 5 alcsm(a)]

P





main-207.jpg





main-328.jpg
/,,,

__msm]/fr )(a -
— (;j — are sin]/g)

(3a

u(3a oz — x")
‘3 @taVas
— 2 )Vox

a+x





main-85.jpg
£
|
\ /
:
%
'Y





main-206.jpg





main-327.jpg
/

¢

Ry





main-88.jpg





main-209.jpg





main-330.jpg
a

(52.) /a — x?) ——arcsmV _f_x)dx

h






main-87.jpg
[”J?/
2

+

DO|

ab SNt
arc sin ;
a





main-208.jpg





main-329.jpg
f (8a*—a2)V ax
a+x





main-192.jpg
=a co8f — =






main-313.jpg
l\D‘ 8L\Q





main-434.jpg





main-312.jpg
g, 122,






main-433.jpg





main-73.jpg
e

Aufgabe 4. /Vx f: s
a= x?





main-194.jpg
a sin (:5—)
s 9
cos? (2)





main-315.jpg
[ g ; 1 6 a
| /;zx ﬁz‘ — 2y = = ﬁx /{pZo + zy)dy
; /]

_1 dx[z +m_y2]d
S S ik

a
14

- QLIZ /de'[szo(d — ) + (@ — )
96

|oprw +@+9%]

74





main-436.jpg





main-72.jpg





main-193.jpg
(22) S s=

d(q)) e
B e,
= [ozgt Ty {Ctg(‘i 2)}]





main-314.jpg
X b2 [ b2z [2%]°  ab’n
e W= fF(x)d:c_—a—jxdm_— - [g o
0 (1]





main-435.jpg





main-432.jpg
ax + BY ]
d
164) ff[a (EEY (EE





main-79.jpg
‘L-m+l
m -+ 2 Ve +a2 +





main-200.jpg





main-321.jpg
D






main-78.jpg
azxm _%_ xm‘+2






main-199.jpg
(27.) ds = acos ((;)d(/ — cos(g)d(g)

?
(28.) .-:z¢cos g)d(%)z-z“sin(% :
0





main-320.jpg
=8
s -
L /deV
%





main-81.jpg
dx

/

2

>3 a

oV





main-80.jpg
— a? x”’d.z
50.) ferdx V2 —a®* ="V —a® — e
(50.) / V: v s

o1 i =L Vama_Su(REE)

52) [edeVat—a = (@ @) Vai—at.





main-201.jpg





main-75.jpg
(39.) foe=





main-196.jpg
of P
r — 02 ?
= @ COS (2>





main-317.jpg
i
Y2 =
£ 4
0/2
— 22,





main-74.jpg
(33.)

- x™dx

Jeia

— gm—1 Va'd-_;:iz — (m — ].)&2

— (m—1) |- fmiig

JVa2 =z






main-195.jpg





main-316.jpg
(20.) = /dm ]:Zly = /dx j(zj’pzo + 2 — m*x?)dy

zy "N 40

1 73 ?/3 Y2
5 /dx [szoy - 77 m2x2y] ;

Y1





main-77.jpg
x2dx

=2y 4 S (FE VY
(43.) ij_” 2Vx a,—f—_21n =





main-198.jpg
— azcos(} ) <1n3( )+ cos(5 )]d(f'





main-319.jpg





main-76.jpg
(40.)

VZ (—%r =V a?+ 22

&





main-197.jpg





main-318.jpg
=]






main-302.jpg





main-423.jpg
dx

34— = arc sin(I)
: a*—x2 a





main-422.jpg
stg(?)





main-183.jpg
Fig. 81.






main-304.jpg





main-425.jpg
37.) /x]/a, e "[r@nl() (“+Va2 x—)





main-182.jpg
4m / nt nt 4ma nt 3
a [ (5)a(5) =" = eon(3))
n 2

(0) ]
4ma nt ] 8ma . m‘)

L= s





main-303.jpg





main-424.jpg
o

-, = wein(?) = 111(x+,@j5@?:

'7; = ’[1(,01( ) (x e ng——a )

z + Vat—a? **)
= + In{ - == 7)

-





main-189.jpg
o+ Va2+r?)] ,





main-310.jpg





main-431.jpg





main-188.jpg





main-309.jpg
e ———F—~

-





main-430.jpg
o = [Var+ g = /:z(p VY= /dr]/ 1+ (22





main-191.jpg
Vaf+1 Gk ra o
a

(17.) ERRATE VPCRNREY,





main-190.jpg
Fig. 85.






main-311.jpg
]

Fig. 121.

Ay

Q





main-185.jpg
berechnen (Iﬂ‘ig. 83).

Auflosung. Aus Gleich

Fig. 83.
PI
s ,
2\ /\ !
@ 7 X
e /

Dies oibt nach Formel





main-306.jpg





main-427.jpg
122.)/a:"‘dx Va?—a? =





main-184.jpg
_—_/:ZfV dr
for Y+ =Gy
gty
/d; Vl -+ 72 (d(p





main-305.jpg
=nf(e—7) + F(e+75))





main-426.jpg
2n + 1)
o9 — 3





main-187.jpg
$ £ i
dyY1 t@f:a[ | e . [ do ]
?V1+ ¢? JVi+g

91





main-308.jpg





main-429.jpg
= frae s fae) 1+ G = frfs (5
- fa G+ Gy el
d [§ 26, Gl (4a.), (6.) und (8.)]





main-186.jpg
/’—\@






main-307.jpg





main-428.jpg
124.) fxdzVa?—a? = — %ﬁ(a‘* — 2t Va2 —a?,

|





main-181.jpg
Fig. 80,






main-412.jpg
+"'+fm—lgg+ﬂn-v)“





main-172.jpg
y=§(e§+ e_z) :a@ni(g)y

o -azzg—(ti z_:‘:) = a@in(z)

2
P, | e
( ;=;(ef‘fc “)
e
: % g,
ds\ dyN
1}/ a3) (5 —H‘(ﬁi

| e w))

G g Q:x¢






main-293.jpg
/;osin(mc)dac —





main-414.jpg
a¥: 7 ;
e y'at + () —r = [y'dt,
0

0
d o ~—/y“dt )= _/y"dt

df‘Y
S _fmdt + y“)t—J —‘/y“‘dt





main-292.jpg
[1(1)

os(nx)dx

m]a'\\

sin(nx) —l— 5 COS nx)] =0.

1)-
~2-cw]

SI&





main-413.jpg
dy . a’
dm— 1?/

33 d_xm t=z= (y(mnl))t___l





main-178.jpg





main-299.jpg
=

— I

e

a2





main-420.jpg
25.) /1 dl = Snlno— 111(1 i )1 wenn |z [ < 4 1.





main-177.jpg





main-298.jpg
Fig. 110.






main-419.jpg





main-180.jpg





main-301.jpg





main-179.jpg
—}ma nt 4))7@ nt i
/“ 2(3)(5)="7" [~ oo (3)
= U
_4:ma, \il_ = nt)] bﬁ?g e ,,1)
= bt e (4






main-300.jpg
ol





main-421.jpg
A Ig(z)





main-174.jpg
Fig. (.






main-295.jpg
Fig. 107.

D, O

4,





main-416.jpg
e yl(j'zdx -+ A1>+ 1/2(/@1(93) . 2dx 4 AZ)-





main-173.jpg
ein(2)]





main-294.jpg
i
3

[1 —(— 1)”] ﬁsin(nx)dx

n





main-415.jpg





main-176.jpg





main-297.jpg
Fig. 109.

~
y

—
o 'l'l

]
I‘Dl

A,

@





main-418.jpg





main-175.jpg
(21.) - -d8= 2asin (i))df — da Sin(;)d(;),

folglich ist

22) *—4“/51“( Y tal- ol )]

©)

= 4a I:l - w)s(;)jl — Sa sinb’(,i).





main-296.jpg
Fig. 108.

\ K
D, NE K, J
“ \

X

[7 E7) TR N S TR

o werden zwischen den Grenzen





main-417.jpg
3%y
1ol fepndal- 4 "
i dtz £ 2





main-291.jpg
setzt,

o) 5
(11) au——[/xdx —/tdt —;—/;,tdu] %[ﬁdx— zdx] 0
2 2 121 32'_

Ferner wird





main-282.jpg
" dw

x>+t





main-403.jpg
=k§n(— 1)"(;;):1;”‘“ /j”@(z)dz
=0 P





main-402.jpg
T aor

=0





main-288.jpg
=2 [1 s i 1)n] j;in(m)dx

0

— 21— ) cona]





main-409.jpg





main-287.jpg





main-408.jpg





main-290.jpg
5 2 "9 27
00— % [-/;cdx — [(x — m)dx + [(x — Qn)dac}
0 n

Sn





main-411.jpg
tat = anE e dlaiiir L~y
(72.) fl—/-afz_—”t;— —Var—1t, V&é;?ﬁ arcsm(dr)y





main-289.jpg
Auflosung. Hier ist





main-410.jpg
C—y





main-284.jpg
10.) cos%dx:% e
b )

1=
2 92





main-405.jpg





main-283.jpg





main-404.jpg





main-286.jpg
L fres,





main-407.jpg
dm——3y

dxm—:s b





main-285.jpg
n 7 2n
L 21 2
i/f(t)dt e f2r — x)dx = ;/;"(x)dx
0 2n n





main-406.jpg
(33.)

X

& e





main-281.jpg
Cd% 1 @





main-280.jpg
T g; = R — ,b,,,,,
== z i/l — sin2esin?gp . dg = 5
B E(k —2~) _f





main-401.jpg





main-392.jpg
&
B

oder y=ua+ V2,





main-277.jpg
+ |(5)2000m +(1)(g) 2009

e [(4)2"05 (S%) +(1)<3)‘0°S(4"’) T (7‘;)}
+ i [(7;)2 cos(10¢) 4 (?)(Z)Qcos(&p) + (Z)(Q)Z cos(2(p)]
AT





main-398.jpg





main-276.jpg
(1) 2
e - - —
2
m
)848_4
¢
i (
3)
&be
P
i





main-397.jpg





main-279.jpg
o 56 RN T





main-400.jpg
1Y% (n I.— l)x”—k—f/:’fq)(z)dz

o





main-278.jpg
a8) oy ove(f s (s 4 (G 4 on ]
ot E (o

) ai=min Q)+ XN+ G
—o(E X L)

12 drm e (Y (YN + (Yo 4 -]





main-399.jpg
')xn—1





main-273.jpg





main-394.jpg
Fig. 149.






main-272.jpg
Bepact@laigder g
o5 +r 5 +1)





main-393.jpg
Fig. 143.






main-275.jpg
[t +e(5)- ]





main-396.jpg





main-274.jpg
S

V1
do —





main-395.jpg





main-391.jpg





main-390.jpg





main-387.jpg
Fig. 149,






main-386.jpg
ha? SmNE
5 [al'csm(d)] = 0.





main-389.jpg
o

Fig. 145.

N






main-388.jpg
Fig. 144,

B

& 7 |z

Umbhiillungskurve ausmacht.

Umgekehrt liflt sich auch
allgemeinen Liosung





main-383.jpg
d
) (G + 1 (GLY -I—fz(dx S £





main-382.jpg
3a2 SR
4 = i[sin(l‘/)] = C,
9 x,





main-385.jpg
(d VAN





main-384.jpg
7a) (N AN R(EY Al 1 =0





main-380.jpg
u—ln( )+ e 4 +C’





main-379.jpg





main-381.jpg
(31, du — xgy w) +(——~ dy =0,

©2) u=[(55 + 2)do+ 96) = — = + Inz + gl) =





main-376.jpg
y_.

)n+l





main-375.jpg





main-378.jpg
F(x, Y, ‘%) =





main-377.jpg
r—a|<g





main-372.jpg
4
=
&
ol
=
o

M)






main-374.jpg
7

(= (=Y






main-373.jpg
oo +(2)





