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Wstep

Wyktad analizy matematycznej, zgodnie z obowiazujacymi standardami naucza-
nia, zawiera fragmenty innych dziatéw matematyki, niezbgdne do prawidtowego zro-
zumienia podstawowych pojeé. Do takich dzialéw naleza miedzy innymi topologia
i analiza funkcjonalna. Niezbgdne informacje dotyczace tych dziatléw czytelnik znaj-
dzie w koncowych rozdziatach tej ksiazki.

Nasz kurs rozpoczynamy od przypomnienia podstawowych faktéw dotyczacych
zbioréw liczbowych. Wyjatkowo wazne sg tu zasada minimum, réwnowazna jej za-
sada indukcji matematycznej (obowiazujace w zbiorze liczb naturalnych) i zasada
ciagloSci w zbiorze liczb rzeczywistych.

W rozdziatach drugim i trzecim przypominamy czytelnikowi te wiadomosSci do-
tyczace ciagdéw i szeregéw liczbowych oraz funkcji rzeczywistych jednej zmiennej
rzeczywistej, ktére sa wyktadane na kursie: ,,Wstep do matematyki”.

Podstawowymi dla podrecznika sg rozdziaty czwarty i piaty. Pierwszy z nich ,,Po-
chodne i rézniczki funkcji jednej zmiennej” obejmuje rachunek rézniczkowy wraz
Z jego zastosowaniami do badania przebiegu zmiennosci funkcji jednej zmiennej rze-
czywistej. Drugi, tzn. rozdzial piaty ,,Pierwotna i calka”, prezentuje metody catko-
wania (wyznaczania pierwotnych) pewnych klas funkcji elementarnych oraz podsta-
wowe fakty dotyczace catki Riemanna funkcji jednej zmienne;.

Catka oznaczona ma wiele zastosowan. W koficowych fragmentach rozdziatu pia-
tego podane sa jej zastosowania w obliczaniu p6l figur ptaskich, objetosci bryt obro-
towych, dtugosci krzywych i w badaniu zbieznosci szeregéw liczbowych.

Rozdziat ten koficzymy krétkim wprowadzeniem do catki Riemanna-Stieltjesa.

Rozdziat sz6sty ,,Topologia przestrzeni metrycznej” zawiera te fakty, ktére sa wy-
korzystywane w analizie matematycznej. Poznajemy tu podstawowe przyktady prze-
strzeni metrycznych, topologi¢ indukowang przez metryke i podstawowe pojgcia, ja-
kimi sa: ciaglosé, granica, zupelnosc¢, zwartos$¢ i spdjnosé.
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W rozdziale si6dmym ,,Analiza funkcjonalna” zostaly przedstawione podstawowe
fakty dotyczace przestrzeni Banacha i Hilberta, wraz z przyktadami pojawiajacymi
si¢ w analizie matematycznej. CzeS¢ tego rozdzialu, po§wigcona odwzorowaniom
liniowym i wieloliniowym ciagtym oraz identyfikacjom, przygotowuje czytelnika do
prawidtowego rozumienia rachunku rézniczkowego i catkowego, zwlaszcza funkcji
wielu zmiennych.

Przedmiotem rozdziatu 6ésmego ,,Szeregi w przestrzeniach Banacha” sa szere-
gi o wyrazach w przestrzeni Banacha i szeregi funkcyjne. Prezentowane tu fakty
w mniej ogélnym sformutowaniu sa znane czytelnikowi z wyktadéw dotyczacych
szeregéw liczbowych.

Obok twierdzen, lematow, definicji, uwag, itp. znajduja si¢ uwagi z indeksem gor-
nym *, np. Uwaga* 3.7 str. Tak oznaczone uwagi pojawiaja si¢ wtedy, gdy odsy-
tamy czytelnika do dalszych rozdziatéow tej ksiazki.

Wiele pojec czy tez twierdzefi pojawiajacych si¢ w tej ksiazce jest przypisywana
ich twércom, np. ,,definicja Cauchy’ego”, ,,przestrzeii Banacha”, ,,catka Riemanna”
itd. Aby przyblizy¢ czytelnikowi zaréwno twércéw, jak tez i okres, w ktorym powsta-
waly poszczegdlne pojecia, prezentujemy zdjecia tych twércéw wraz z towarzysza-
cymi im krétkim opisami ich dziatalnoSci. Mamy nadzieje, ze taki sposéb prezentacji
zacheci czytelnika do bardziej wnikliwego zapoznawania si¢ z historia matematyki.

W naszym opracowaniu korzystaliSmy przede wszystkim ze strony internetowe;j
Uniwersytetu St. Andrews (Szkocja): http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history/,
poswigcone;j historii matematyki; stamtad tez pochodza prezentowane portrety.

Specjalne stowa podzigkowania kierujemy do prof. Bolestawa Szafirskiego za cen-
ne uwagi dotyczace tresci i uktadu tej ksiazki i dr. Adama Winiarza za olbrzymi wy-
sitek wtozony w lekture opracowania, co pozwolito usunaé wiele usterek.

Krakéw, maj 2012 Teresa i Tadeusz Winiarscy



RozpziAt. 1
Zbiory liczbowe

Zaktadamy, ze czytelnikowi znane sa podstawowe fakty dotyczace zbioréw licz-
bowych. Mamy tu na mysli zbiory: liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych i rze-
czywistych. Szczegétowo omowimy tylko te fakty, ktére sprawiaja najwigcej kto-
potéw poczatkujacym matematykom. Jednym z nich jest ZASADA MINIMUM (row-
nowazna ZASADZIE INDUKCJI MATEMATYCZNEJ, zob. twierdzenie [[.T)), ktéra jest
jednym z aksjornat(’)WE] przyjmowanych dla zbioru liczb naturalnych. Drugim jest
AKSJOMAT CIAGLOSCI (zob. aksjomat[2] str.[I3]) przyjmowany w zbiorze liczb rze-
czywistych.

Przez N, Z, Q, R, oznaczaé bedziemy odpowiednio zbidr liczb naturalnych, catko-
witych, wymiernych i rzeczywistyclﬂ. Przez Ny, Zj, Ry, oznacza¢ bedziemy odpo-
wiednio zbidr liczb naturalnych, catkowitych i rzeczywistych wigkszych lub réwnych
k, natomiast przez R zbiér liczb rzeczywistych dodatnich. Przypomnijmy, ze

( )

N={1,2,...},
Z=Nu{otu{-1,-2,...},

Q:{Z p,qu,q#O},
R=QU[R\Q).

\Liczby ze zbioru R \ Q nazywaja si¢ liczbami niewymiernymi.

Niech K bgdzie jednym z wymienionych wyzej zbioréw liczbowych. Przypomnij-
my, ze zbior A C K ma element najmniejszy (najwigkszy), jezeli istnieje xg € A,

'Tzn. twierdzei, ktérych prawdziwosé przyjmujemy bez dowodu.
?Zbiory te nazywamy zbiorami liczbowymi.



takie ze dla kazdego x € A zachodzi nieréwnos¢ xy < x (zg > ).
Zauwazmy, ze dla dowolnego k£ € N najmniejszym elementem zbioru

Ny ={neN: n>k} (1.1
jest k.
Zasada minimum

Jednym z czgsto wykorzystywanych aksjomatéw w zbiorze liczb naturalnych jest
tzw. zasada minimum.

Aksjomat 1 (zasada minimum). Kazdy niepusty podzbior zbioru liczb natural-
nych ma element najmniejszy.

Twierdzenie 1.1. Nastepujqce stwierdzenia sq rownowazne:
(i) ZASADA MINIMUM: KaZzdy niepusty podzbior N ma element najmniejszy.
(i) ZASADA INDUKCJI MATEMATYCZNEJ: Niech k € N. Jezeli A jest takim nie-
pustym podzbiorem N, Ze

(a) ke A i
(b) dla dowolnego n € Ny, z tego, Ze n € A wynika, ze (n + 1) € A,
to N, C A.

Dowdd. | (1)= (ii) | Dowéd przeprowadzimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze
istnieje takie ng > k, ze ng nie nalezy do zbioru A. Wtedy zbior

B:={neN:n>kingA}

jest niepustym podzbiorem N, bo ny € B. Niech n1 bedzie najmniejszym elementem
zbioru B. Jego istnienie wynika z zalozonej zasady minimum. Wiemy, ze

k<ni—1¢€A.

Zatem, na mocy zatozenia (b) zasady indukcji, ny = (ny — 1) + 1 € A, co jest
sprzeczne z okreSleniem zbioru B.
Przypusémy, ze B jest niepustym podzbiorem N, ktéry nie ma elementu
najmniejszego i niech
A:={neN: BCN,}.
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Wykorzystujac zasadg indukcji, wykazemy, ze A = N, co da sprzecznos¢, poniewaz
wtedy

BcC(|N.=0.
n=1

(1) Zauwazmy, ze 1 € A, gdyz N; = N.

(2) Jeslin € A, ton ¢ B. W przeciwnym przypadku n bytoby najmniejszym ele-
mentem zbioru B. Zatem B C N, ;. Wynika stad, ze n + 1 € A, gdyz w prze-
ciwnym przypadku liczba n + 1 bylaby najmniejszym elementem zbioru B.

Zatem na mocy zasady indukcji A = N. O

Zasade minimum mozna tez stosowaé w zbiorze liczb catkowitych, gdy wiemy,
ze dany podzbidr (niepusty) jest ograniczony z dotu.

Twierdzenie 1.2. Kazdy niepusty, ograniczony z dotu podzbior zbioru liczb cat-
kowitych ma element najmniejszy.

Dowdd. Niech () # A C Z bedzie zbiorem ograniczonym z dotu i niech kg bedzie
jakimkolwiek jego ograniczeniem dolnym. Funkcja

@i Lgg>n—n+1—keN
jest silnie rosnaca bijekcja. Niech ng bedzie najmniejszym elementem zbioru
B :=¢(A) CN.

Taki element istnieje na mocy zasady minimum.

Pokazemy, ze ¢~ '(ng) jest elementem najmniejszym zbioru A. Z definicji ele-
mentu najmniejszego mamy ng < b dla dowolnego b € B. Funkcja ¢ jest rosnaca,
zatem o~ '(ng) < ¢~ 1(b) dla dowolnego b € B. Stad ¢~ '(ng) < a dla dowolnego
a € A, poniewaz ¢ jest bijekcja. Ponadto z definicji zbioru B wynika, ze ¢~ (ng)
jest elementem zbioru A, czyli ¢! (ng) jest elementem najmniejszym zbioru A. [

Zasada minimum nie jest prawdziwa ani w zbiorze liczb wymiernych, ani w zbio-
rze liczb rzeczywistych, nawet przy dodatkowym zatozeniu, ze rozwazany niepusty
zbidr A jest ograniczony z dotu. Dla przyktadu zbiér

A={zeQ: z>1}

nie ma elementu najmniejszego.
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Johann Bernoulli
Ur. 27 lipca 1667
Zm. 1 stycznia 1748

Profesor uniwersytetow w Groningen (Holandia)
i Bazylei. Zajmowat sie rachunkiem rézniczkowym,
catkowym i wariacyjnym oraz liniami geodezyjnymi.
Sformutowat i rozwigzat niezaleznie od brata Jakoba
zagadnienie brachistochrony. Pochodzit ze znanej rodziny
matematykéw Bernoullich.

) \<

Pokazemy, jak za pomoca zasady indukcji matematycznej mozna udowodni¢ nie-
rowno$¢ Bernoulliego.

Twierdzenie 1.3 (nieréwnos$¢ Bernoullego). Jezeli x € (—1,+00)in > 1, to
(I1+2)" =214 nx.

Dowdd. Dla zastosowania indukcji matematycznej zauwazmy, ze niero6wnos¢ Ber-
noulliego jest réwnowazna temu, ze

NCcA={neN: (1+2)">1+4+nz daxec (-1,400)}. (1.2)

(1) Wykazemy, ze 1 € A. Istotnie, (1 + z) > 1 + 1z, co oznacza, ze 1 € A.

(2) Wykazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 prawdziwa jest implikacja:
jeslin € A,ton+ 1 € A. Niech n € N bedzie takie, ze n € A. Wtedy dla
x € (—1,400) mamy

A+ >0 +n2)l+2)=14+n+Dz+nz?>1+ (n+ 1)z,

cooznacza,zen + 1 € A.
Zatem na mocy zasady indukcji wnioskujemy, ze N C A, co konczy dowdd nieréw-
nosci Bernoulliego. [

Kresy i zasada ciaglosci

Do tej pory rozwazaliSmy podzbiory zbioru liczb catkowitych. Teraz zajmiemy
si¢ podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych.
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Definicja 1.4. M6éwimy, ze zbiér A C R jest:
(1) ograniczony z gory, gdy istnieje taka liczba M € R, ze dla kazdego z € A

spetniona jest nieréwno$¢ x < M. W takim przypadku o liczbie M méwimy,
ze ogranicza zbior A z géry lub ze M jest ograniczeniem gdrnym zbioru A;

(i1) ograniczony z dotu, gdy istnieje taka liczba m € R, ze dla kazdego z € A
spelniona jest nieréwnos$¢ m < x. W takim przypadku o liczbie m méwimy, ze
ogranicza zbiér A z dotu lub ze m jest ograniczeniem dolnym zbioru A,

(i) ograniczony, gdy jest ograniczony z dotu i z gory;

(iv) nieograniczony (z gory) (z dotu), gdy nie jest ograniczony (z géry) (z dotu).

Wprost z powyzszej definicji wynika nastgpujace stwierdzenie, ktérego dowdd
pozostawiamy czytelnikowi.

Stwierdzenie 1.5. Nastepujqce warunki sq rownowazne:
(1) zbior A jest ograniczony;
(i) istniejq takie liczby rzeczywiste a i b, Ze dla dowolnego x € A spetnione sq
nierownosci a < ¥ < b;
(iii) istnieje taka liczba rzeczywista M, Ze dla dowolnego x € A zachodzi nieréw-
nos¢ |x| < M.

Definicja 1.6. Méwimy, ze liczba a € R jest kresem gornym zbioru A C R, co
zapisujemy
a=supA,

gdy spelnione sg nastgpujace dwa warunki:
(i) dlakazdego z € A zachodzi nier6wnos¢ x < a oraz
(ii) dla kazdego a’ < a istnieje takie x € A, ze x > a'.
Moéwimy, ze liczba b € R jest kresem dolnym zbioru A C R, co zapisujemy

b=infA,

gdy spelnione sg nastgpujace dwa warunki:
(i) dlakazdego x € A zachodzi nieréwnos¢ x > b oraz
(i) dlakazdego b’ > b istnieje takie x € A, ze z < V.

Zauwazmy, ze warunki (i), (ii) definicji kresu gérnego (dolnego) oznaczaja, ze
kres gérny jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru A. Podobnie kres dolny
jest najwigkszym ograniczeniem dolnym zbioru A.

Jesli zbiér A C R ma element najwigkszy (najmniejszy), to jest on kresem gor-
nym (dolnym) tego zbioru. Jednak nie kazdy ograniczony z géry (ograniczony z dotu)



podzbidr zbioru R ma element najwigkszy (najmniejszy). Dla przyktadu, w podzbio-
rze A = [5,7) jest element najmniejszy i nie ma elementu najwigkszego.

Pojawia si¢ naturalne pytanie o istnienie kresu gérnego (dolnego). OdpowiedZ na
to pytanie jest zawarta w przyjmowanej w R zasadzie (aksjomacie) ciagtoSci.

4 )

AKksjomat 2 (zasada ciaglosci). Kazdy niepusty ograniczony z gory podzbior A
zbioru liczb rzeczywistych ma w R kres gorny, tzn.

istnieje takie a € R, Ze a = sup A.

Zalozenie, ze A # () jest istotne w aksjomacie ciagtosci. Aby to wyjasnié, za-
uwazmy, ze kazda liczba rzeczywista ogranicza zbiér pusty z gdry. Zatem brak w
aksjomacie ciaglosci zatozenia, ze A nie jest zbiorem pustym oznaczatby, ze w zbio-
rze R istnieje liczba najmniejsza, a to nie jest prawda.

Cwiczenie 1.7. Udowodnié, ze kazdy niepusty ograniczony z dotu podzbiér A zbioru
liczb rzeczywistych ma w R kres dolny, tzn. istnieje takie b € R, ze b = inf A.

Przykiad 1.8. Dla zbioru
1
A= {xER: r=—, neN}
n

mamy: inf A =0¢ AorazsupA=1¢€ A

Cwiczenie 1.9. W gazecie zamieszczono informacje: Kres gérny ludzkich mozliwosci
w skoku wzwyz wynosi 3 metry.
(a) Czy oznacza to, ze kto$ ,,przeskoczy” poprzeczke zawieszona na wysokosci 3 m?
(b) Jak nalezy rozumie¢ to stwierdzenie w oparciu o definicj¢ kresu gérnego?

Cwiczenie 1.10. Udowodnié, ze kres gérny jest co najwyzej jeden. Sformutowa¢ i udo-
wodni¢ analogiczne twierdzenie dla kresu dolnego.

Przyktad 1.11. A:={z: z=sin{, t € Q},inf A = —1, sup A = 1. Kres gorny i kres
dolny nie naleza do zbioru A.

Przyktad 1.12. Zbiér A := {x e R : = (—1)"n, n € N} nie ma w R ani kresu dolne-
go, ani kresu gérnego. Gdy potraktujemy zbiér A jako podzbiér zbioru R = RU{—o0, +00},
ktéry zdefiniujemy pézniej (zob. str. 208, to inf A = —oo, supA = +oo,bodlaz € R
zachodza nieréwnosci: —oo < x < 400 1w zwiazku z tym mozna wykazac, ze —oo jest naj-
wiekszym w R elementem ograniczajacym z dotu zbiér A. Podobnie 4-oc jest najmniejszym
w R elementem ograniczajacym zbiér A z gory.
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Zasada Archimedesa

4 )

Archimedes z Syrakuz
Ur. 287 p.n.e. w Syrakuzach na Sycylii
Zm. 212 p.n.e. w Syrakuzach na Sycylii

Grecki filozof przyrody i matematyk. Byt autorem
traktatu o kwadraturze odcinka paraboli, twoérca
hydrostatyki i statyki, prekursorem rachunku catkowego.
Stworzyt tez podstawy rachunku rézniczkowego.
Zajmowat sie réwniez astronomig. Jest uznawany za
najwybitniejszego matematyka swoich czasow.

(&

Aksjomat 3 (zasada Archimedesa). Dia kaZdej liczby rzeczywistej x istnieje
taka liczba naturalna n, ze x < n.

Wnhiosek 1.13. Zbior liczb naturalnych jest nieograniczony z gory.

Twierdzenie 1.14. Dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje doktadnie jedna taka
liczba catkowitan, Zen < x <n—+ 1.

Dowod. Dla x € Z twierdzenie jest oczywiste; wystarczy przyja¢ n = z. Niech
x € R\ Z begdzie dowolnie ustalong liczbg rzeczywista niecatkowita. Zdefiniujmy
zbiér A := {k € Z : k+ 1 > x}. Korzystajac z twierdzenia[[.2] str.[[2 pokazemy, ze
zbidr ten ma element najmniejszy. Zbior A jest ograniczony z dotu, bo na mocy za-
sady Archimedesa istnieje ng € N, takie ze —x < ng,czyliz > —ngi —ng € Z jest
jego ograniczeniem dolnym. Ponadto zbidr A jest niepusty, co wykazemy metoda nie
wprost. Gdyby zbidr A byt pusty, to dla kazdego k& € Z spetniona bytaby nieréwnosc¢
k < x. Stad dla kazdego k£ € N mamy k£ < =z, co jest sprzeczne z zasada Archime-
desa. Zatem istnieje element najmniejszy zbioru A. Oznaczmy go przez n + 1. Stad
n<zr<n+l O

Uwaga 1.15. Zgodnie z twierdzeniem[L.14ldowolnej liczbie rzeczywistej x mozemy przy-
porzadkowa¢ dokladnie jedna taka liczbe catkowitd] [z], ze [z] < = < [z] + 1. Wykres tak

3Nazywana entier .



zdefiniowanej funkcji zostal przedstawiony na rysunku[T.1]

e———o -2 -

—o -3

——o0 -4

—o -5
—o -6

Rys. 1.1. Wykres funkcji R 5 z — [z] € R.

Metryka w R

Do wyznaczenia odlegtosci pomigdzy dwoma liczbami rzeczywistymi uzywamy
warto$ci bezwzglednej (modutu). Przypominamy, ze

=1 " gdy z >0,
| —z, gdy z < 0.

Zdefiniowana za pomoca modutu funkcja odlegtosci, tzn. funkcja
p: RxR3 (z,y) = plz,y) = |z —yl,

ma nastgpujace, wazne dla naszych rozwazan, wtasnosci:

() Vze,ye X plz,y) =>0o0raz p(x,y) =0 2=y — dodatniosé,
Q) Vz,ye X plz,y) =ply,z) — symetria,
B)Va,y,ze€ X p(z,y) < plz,2) + p(2,9) — nieréwnos¢é tréjkqta.

Te wlasnoSci sprawiaja, ze funkcja p jest tzw. metrykq w R (zob. definicjal6.1] str.206).



ROZDZIAL 2
Ciagi 1 szeregi liczbowe

W tym rozdziale zajmiemy si¢ ciaggami i szeregami liczbowymi. Gtéwnymi poje-
ciami sa tu pojecia granicy ciagu, zbieznoSci ciagu, sumy szeregu liczbowego i jego
zbieznosci.

Przez ciag liczbowy rozumiemy funkcje, ktérej dziedzing jest zbiér liczb natu-
ralnych, za$ zbiorem wartosci zbiér liczb rzeczywistych. Piszac, ze {a,}nen jest
ciqgiem liczbowym, lub krétko, ze jest ciagiem, bedziemy mieli na mysli funkcje
f: N>n+— a, € R. Bardziej ogélne pojecie ciagu czytelnik moze znalez¢ na

str. 2241

Podamy teraz bardzo wazne pojgcie granicy ciagu liczbowego.

4 )
Definicja 2.1. Liczbg¢ g nazywamy granicq ciqgu (granica wtasciwa) {a, }nen,
jezeli dla kazdego € > 0 istnieje taka liczba ng, ze dla kazdego n > ng spetniona
jest nieréwnos¢

lan, — g| < &, co zapisujemy (2.1)

lim ay =g lub a, — g, gdy n — oco.
n—0o0

O ciagu, ktéry ma granice méwimy, ze jest zbiezny. W przeciwnym przypadku
moéwimy, ze jest rozbiezny. Uzywajac kwantyfikatoréw, definicja granicy przyj-
muje postac

lim a, =g<=Ve>03IngVn>ny J|a,—g|<e. 2.2)

n—0o0

- Y

Nieréwno$¢ (2.1) mozemy zapisa¢ w spos6b rownowazny, tzn.

lap, —g|l<e<=g—e<a,<g+e.



Whprost z definicji wynikaja nastgpujace witasnosci:

Wiasnos$¢ 2.2. Dwa ciqgi réznigcee sig skoriczonq liczbq wyrazow sq albo réw-
noczesnie zbiezne, albo réwnoczesnie rozbiezne i jesli sq zbieine, to majq te samq
granice.

Wiasnosé 2.3. Dla ciqgu {ay, } nen mamy nastepujqce warunki réownowazne.

lim a, = a < lim (a, —a) =0 < lim |a,, — a| = 0.
n—o00 n—o00 n—a

Granicg¢ ciagu mozna takze okresli¢, postugujac si¢ zwrotem ,,prawie wszystkie
elementy zbioru”. Zwrotu tego uzywa si¢ w odniesieniu do zbioru nieskonczonego;
oznacza on: wszystkie, z wyjatkiem co najwyzej skoficzonej liczby elementéw.

Do zdefiniowania tzw. granic niewlasciwych niezbgdne jest rozszerzenie zbioru
liczb rzeczywistych o dwa elementy: —oc i +00 (zob. str. 208). W tak otrzymanym
zbiorze R := R U {—00, +00} mamy nieréwnosci: —0o < z < 400, dlax € R. Po
takim rozszerzeniu ma sens méwienie o przedziatach postaci [—oo, m) i (M, +00].

Definicja 2.4. Otoczeniem punktu xy € R o promieniu r > 0 (lub krétko otocze-
niem) nazywamy przedzial O, (r) := (zo—1, x0+7). Zbior Sy, (1) = Oz, (1) \{z0}
nazywamy sqsiedztwem punktu xg o promieniu 7. Otoczeniem punktu rg = +o00 na-
zywamy dowolny przedziat postaci (M, 4+o0c]. Dowolny przedzial postaci [—oo, m)
nazywamy otoczeniem punktu xg = —oo.

Definicja 2.5. Punkt x¢ nazywamy punktem wewnegtrznym zbioru D C R jezeli
nalezy on do zbioru D wraz z pewnym jego otoczeniem.

Wykorzystujac definicje otoczenia i terminu ,,prawie wszystkie”, mozemy podac
definicj¢ granicy ciagu, réwnowazng definicji

Definicja 2.6. M6éwimy, ze g jest granica ciagu {ay }nen, jezeli w dowolnym
otoczeniu punktu g leza prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.

Definicja 2.6l wraz z definicja 2.4] daja mozliwo$¢ wprowadzenia tzw. granic nie-
wlasciwych.
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Definicja 2.7 (granice niewlasciwe).

lim a, = 400 <= VM € R dng Vn >ng a, > M,

n—oo

lim a, = —oc0o<=VmeeR IngVn >ng a, < m.

n—oo

Przyktad 2.8. Ciag {a,, = %}neN ma granice 0, bo w kazdym przedziale (—¢, €) (otocze-
niu Oy punktu 0) leza wszystkie jego wyrazy o wskaznikach n > [%]

Przyktad 2.9. Ciag {a, = n},en nie ma granicy w R (wiasciwej). Jego granica w R
(niewtasciwa) jest +o00, bo w kazdym przedziale (M, +o00] (otoczeniu O o punktu +o00)

leza wszystkie jego wyrazy o wskaznikach n > [M].

Przyktad 2.10. Ciag {a,, = (—1)"},en jest rozbiezny, bo nie ma takiego punktu w kto-
rego otoczeniu o promieniu mniejszym od 1 leza prawie wszystkie jego wyrazy.

Podstawowe twierdzenia o granicach

Rozpoczniemy od odpowiedzi na pytanie: ile réznych granic moze mie¢ dany ciag
liczbowy?

Twierdzenie 2.11 (o jednoznacznoSci granicy). Kazdy ciag ma co najwyzej jed-
nq granice (wtasciwq lub niewtasciwaq).

Dowéd. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze ciag {a, }neny ma dwie rézne
granice g i ¢’ (wlasciwe lub nie). Z tego, ze g # ¢’ wynika, ze istnieja takie otoczenia
Oy, Og, odpowiednio punktow g, ¢', ze

0,N 0y = 0.

Korzystajac z definicji 2.6] w kazdym z tych otoczen lezalyby prawie wszystkie wy-
razy ciagu {a, }nen, a to jest niemozliwe. O

Zbieznos¢ a ograniczonos¢ ciagu

Twierdzenie 2.12. Jezeli ciqg {ay}neny ma granice wlasciwg, to jest ciggiem
ograniczonym, tzn. istniejq takie liczby m, M € R, Ze

m<a, <M dlan=1,2,...



Dowdd. Niech g € R bedzie granica ciagu {a, }nen. Zgodnie z definicja granicy
do liczby € = 1 mozemy dobraé¢ ng € N tak, aby

g—1<a,<g+1 dlan>ng.
Przy tak dobranym ny mamy nieréwnosci:
m=min{g — 1,a1,...,an,} < ap < max{g+1,a1,...,anp,} =M dlaneN,
co koriczy dowéd ograniczonosci ciagu {ay, }nen- d

Uwaga 2.13. Ciag ograniczony nie musi by¢ ciagiem zbieznym. Ciag {(—1)"} jest jed-
nym z przyktadéw ciagu ograniczonego i rozbieznego.

Z twierdzenia 2.12]i z powyzszej uwagi wynika, ze ograniczonos$¢ ciagu nie jest
warunkiem wystarczajacym jego zbieznosci. Okazuje sig¢, ze dla ciagéw monotonicz-
nych jest to warunek wystarczajacy. Przypomnijmy, ze o ciagu {a, } nen méwimy, ze
jest monotoniczny, gdy jest ciagiem rosngcym, tzn.

VneN apy1 = an
lub ciagiem malejqcym, tzn.
VneN anpt1 < an.

Twierdzenie 2.14. Jezeli ciag {ay, }nen jest monotoniczny, to ma granice
(a) wtasciwq, gdy jest ograniczony i wtedy

lim a, =
n—oo

sup{a, : n € N}, gdy {an}nen jest rosnqcy,
inf{a, : n €N}, gdy {a,}nen jest malejqcy,

(b) niewtasciwaq, gdy nie jest ograniczony i wtedy

lim a, =
n—oo

{ +oo, gdy {an}nen Jjest rosnqcy,
—00, gdy {an}nen jest malejgcy.

Dowod. Rozpatrzymy tylko przypadek ciagu rosnacego. W przypadku ciggu ma-
lejacego dowdd jest analogiczny i proponujemy go jako ¢wiczenie.

Ad (a). Niech K bedzie kresem gérnym zbioru ztozonego z wyrazéw ciagu {ay, }nen.
Z definicji kresu gérnego (zob. definicja[LL6l str.[I4) wynika, ze

Ve>0dng: K —e<ap,.
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Poniewaz ciag {ay, }nen jest rosnacy, wige
Gny < ap  dlan > ng.
Stad wynika, ze
K—-e<ap, <ap <K <K+¢e dlan > ng,

a to, dzigki dowolnosci wyboru € > 0, oznacza, ze lim,,_, a, = K.
Ad (b). Stad, ze ciag {a, }nen jest rosnacy i nie jest ograniczony wynika, ze nie
jest ograniczony z gory. Zatem

VM eR3ng: ap, > M.
Z monotonicznosci ciagu {ay, }neny Wynika, ze
an = apy, > M dlan > nog,
stad, dzigki dowolnosci wyboru M, wnioskujemy, ze
lim a, = +oo.
n—oo
O

Korzystajac z tego faktu, tatwo zauwazamy, ze (dla k > () granicg ciagu liczbo-
wego {a, = Tz}neN jest 0, bo jest to ciag malejacy i 0 jest kresem dolnym zbioru
n

ztozonego z jego wyrazow.
Twierdzenie o trzech ciagach

Twierdzenie o trzech ciagach jest jednym z najczgsciej stosowanych twierdzen.
Précz zastosowania w wyznaczaniu granic wielu konkretnych ciagéw, stosuje si¢ je
przy dowodzeniu twierdzen o granicach ciagéw.

Twierdzenie 2.15 (o trzech ciagach). Niech {a,}nen, {bn}nen, {cn}nen beda
ciqgami liczbowymi. JezZeli istnieje takie ng € N, Ze

ap <by <y dlan>ng i nl;rgo ap = nhﬁr{.lo Cn =1, 2.3)

to ciqg {by }nen tez jest zbiezny i

S b =g



Dowdd. Niech O, bedzie dowolnym otoczeniem punktu g. Z zatozenia wynika,
ze w Oy leza prawie wszystkie wyrazy ciagu {an }nen 1 prawie wszystkie wyrazy
ciagu {cp }nen. Zatem, wobec nieréwnosci (2.3) i faktu, ze Oy jest przedziatem wy-
nika, ze leza w nim prawie wszystkie wyrazy ciagu {by, } nen. Stad, dzigki dowolnosci
wyboru otoczenia O,4, wynika, ze g jest granica ciagu {by, } neN. 0

Dla granic niewtasciwych odpowiednikiem twierdzenia o trzech ciagach jest twier-
dzenie o spychaniu, ktérego dowdd niczym istotnym nie r6zni sie od dowodu twier-
dzenia o trzech ciagach.

Twierdzenie 2.16 (o spychaniu). Niech {a,}nen, {bn}nen beda takimi ciggami
liczbowymi, Ze a,, < b, dla prawie wszystkich n. Wtedy:
(1) jezelilim,, o0 ay = 400, to lim,, o b, = +00,
(i) jezeli lim,, o0 by, = —00, to limy, oo ay, = —00.

Przyktad 2.17. Korzystajac z twierdzenia o spychaniu, mozemy zbada¢ zbieznos$¢ ciagu

ap = ”Qyjff L. poréwnujac go z ciagiem b, = n — 1. Mamy nieréwnosci:
2 1 2 2 -1 1
an:n tnt+l_n Tl n >(n )(n+):n—1:bn.

n+1 n+1 “n+17 n+1

Ciag {b,, }nen jest rosnacy i nieograniczony, wigc jego granica jest +o0o. Zatem z twierdzenia
o spychaniu wynika, ze
Con?4+n+1
lim —— =

+00

Podany w przyktadzie 2.17] spos6b wyznaczenia granicy ciagu {ay, }nen nie jest
najprostszy. W przyszto$ci poznamy inne sposoby obliczania granic tego typu cia-
gow.

Twierdzenia o monotonii

Twierdzenia o monotonii dotycza zwiazkéw, jakie zachodza pomigdzy nieréwno-
Sciami spetnianymi przez wyrazy dwoch danych ciagéw a nieréwnosciami zachodza-
cymi pomigdzy ich granicami.

Twierdzenie 2.18. Jezeli

lim a, =a, limb,=b i a<b,
n—oo n—0o0

to istnieje takie ng € N, ze a, < b, dla n > ny.
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h—
Dowdéd. Wezimy € = Ta. Z zalozenia, ze a jest granicg ciagu {a, }neny Wynika

istnienie takiego n; € N, ze
a—e<ap<a4e dan>n;. 2.4)

Analogicznie z zalozenia, ze b jest granica ciagu {b, },en Wynika istnienie takiego
no € N, ze
b—e<b,<b+e dlan>ns. 2.5)

Niech ny = max(n1, ng). Z nieréwnosci 2.4) i 2.3) otrzymujemy

b— b—
3a<b—Ta<bn dla n > no. (2.6)

an < a-+

Z przechodniosci nieréwnosci wynika, ze a, < b, dla n > ng, co konczy dowdd
twierdzenia. O

Twierdzenie 2.19. JezZeli

lim a, =a, limb,=b i a,>=0b, dlan > ng,
n—oo n—oo

toa > b.

Dowdd. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze a < b. Z twierdzenia 2.18] wyni-
ka, ze istnieje takie n; € N, ze dlan > n1, a, < by, ato jest sprzeczne z zalozeniem,
ze ap = by, dlan > ng. ]

Twierdzenia 2.18] i nosza nazwe twierdzei o monotonii. Twierdzenie
orzeka, ze nierownos¢ staba zachowuje si¢ w granicy. Nier6wnos$¢ mocna moze sig¢
w granicy nie zachowac. Na przyklad dla kazdego naturalnego n spetniona jest nie-
réwno$¢ mocna

natomiast
. 1 o1
Iim (—— | = lim — =0.
n—00 n n—oo n
Dzialania algebraiczne na ciagach

Rozpoczniemy od bardzo czgsto stosowanego lematu.



Lemat 2.20. Jezeli ciqg {an}nen jest zbieiny do zera oraz ciqg {by}nen jest
ciqgiem ograniczonym, to ciqg {anby }nen ma granice réwng 0.

Dowdd. Ciag {b, }nen jest ograniczony, wigc istnieje takie K > 0, ze dla dowol-
nego n € N mamy oszacowanie |a,| < K. Ustalmy & > 0. Zgodnie z zalozeniem do
liczby = mozemy dobrac ng tak, aby

€
lan| < I7d dla n > ng.
Przy tak dobranym ny mamy
lanbn| < |an] [bn] < %K — ¢ dlan > no,

co dowodzi zbieznosci ciagu {a,by, }rnen do zera i koficzy dowdd lematu. d

Ciagi liczbowe sa funkcjami o wartoSciach rzeczywistych, mozemy wigc je do-
dawaé, odejmowac, mnozy¢ i dzieli¢ przez siebie. Dla ciagéw zbieznych do granic
wlasciwych mamy nastgpujace twierdzenie, nazywane odpowiednio twierdzeniem o
granicy sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu cigqgow zbieznych.

Twierdzenie 2.21. Jezeli lim a, = a, lim b, = b, to
n—oo n— o0
(i)  lim (ap, £b,) =atb
n—oo
(i1) lim (ay, - b,) =a-b,
(iii) jezelib#0ib, #0dlan =1,2,...,to lim — = —.
n—oo by, b
Dowdd. Dla wykazania punktu (i) zaté6zmy, ze a,, — a, b, — b1 weZmy dowolne
€ > 0. Z definicji granicy wynika, ze istnieja wskazniki n; i ny takie, ze

a—%<an<a—|—% dla n > ny, 2.7)
b—g<bn<b+g dla n > no. (2.8)

Obie te nieréwnosci zachodza rownoczesnie dla wskaznikow n > ng := max{nj, na}.
Dodajac je stronami, otrzymamy

(a+b)—e<ap+b,<a+b+e dan>ng,
z czego wynika, ze

(an+bp) =a+b.

lim
n—oo
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Mnozac stronami (2.8)) przez —1 i dodajac stronami do (2.7), otrzymamy, ze
(a—b)—e<ap—b,<a—b+e dlan>nog,

z czego wynika, ze

nh—>Holo(a" —by)=a—bh.

Do wykazania (ii) skorzystamy z réwnoSci:
anby, —ab = (a, — a)b, + (b, — b)a. 2.9)

Ciag {a,, — a},en ma granicg réwna 0, bo a,, — a, gdy n — oo (zob. wlasnosé
231 str. [19). Ciag {b,}nen jako zbiezny jest ograniczony (zob. twierdzenie 2.12]
str.20). Zatem na mocy lematu[2.20] str.23] ciag (a,, —a)b, — 0, gdy n — co. Z ta-
kich samych powodéw ciag (b, —b)a,, — 0, gdy n — oo. Korzystajac z twierdzenia
o0 granicy sumy ciagéw (punkt (1)), otrzymamy, ze (a,b, — ab) — 0, gdy n — oc.
Stad wnioskujemy (zob. wtasnosé 23] str.[19)), ze

lim an,b, = ab.
n—oo

Aby wykazaé (iii), wystarczy pokazac, ze przy naszych zatozeniach
1 1

i skorzysta¢ z twierdzenia o granicy iloczynu dwoch ciagéw (punkt (ii)).
W mysl twierdzenia o granicy iloczynu (punkt (ii)) bb, — b2, gdy n — oco. Za-
tem istnieje takie ng, ze
b? b?
b2—5<bbn<b2+5 dla n > no.

1
Stad wynika, ze ciag {} jest ograniczony. Zatem w mysl lematu [2.20)]
neN

bby,
(11 . 1
s (5, 5) =m0 =0

poniewaz jest to granica iloczynu ciggu zbieznego do zera i ciaggu ograniczonego.
Stad wnioskujemy, ze

co koriczy dowdd. O



W R nie wszystkie elementy umiemy dodawaé, mnozy¢ czy tez dzieli¢ przez sie-
bie. Jesli przyjmiemy, ze np. a + oo = 400, bedziemy mieli na mysli intuicyjnie
jasne twierdzenie méwiace o tym, ze jesli jeden ciag zmierza do a € R, drugi za$
do +o0, to ich suma zmierza do +o00. Rdwniez, z intuicyjnie jasnego powodu, nie
zdefiniujemy iloczynu (symbolu) O - co, bo wynik mnozenia liczby ,,dowolnie ma-
tej” przez ,,dowolnie duza” moze by¢ zaréwno ,,dowolnie maty”, jak tez i ,,dowolnie
duzy”.

Dla przyktadu: liczba ,,dowolnie mata pomnozona przez ,,dowolnie duza” n
daje w wyniku liczbg 1, ale pomnozona przez n? da dowolnie duza, gdy n jest dosta-
tecznie duze.

’71

Przyjmujemy nastgpujaca umowe: symbol co oznaczaé bedzie alternatywe +oo
lub —oo i uzywac go bedziemy tam, gdzie nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozu-
mien.

Twierdzenie 2.22 (dzialania na granicach niewlasciwych).

1. lim a, =a, lim b, =00, a € R = hm(an—i—b) 00.
n—oo

n—o0
2. lim a, = +o0, lim by, = +oo = hm (an, + by) = +o0.
n—0o0
3. lim a, = —o0, lim b, = —0c0o = hm (an +byp) = —
n—oo n—oo
4. lim a, =a hmb +oo:>hma- _ [ +oogdya>0
" nsoeo n = n— " n a —ocogdya <0’
. B _ ' _ oo gdy a >0
5 i = 0 Jim = 20 = Jim (o) = | (2050070
6. lim a, = oo, 11m b, = 0o = hm (an-bn) 00.
n—oo
7. lim a, = a, hmbn—ooaGR:hma—n:O.
n—oo n—oo n

Twierdzenie nie obejmuje nastgpujacych symboli:

oo 0
+OO+(_OO)7 O'OO? 57 67

zwanych symbolami nieoznaczonymi. Nie sg to jednak wszystkie symbole nieozna-
czone. Pozostale symbole nieoznaczone zostang podane w dalszych rozwazaniach.
Znaczenie terminu ,,symbol nieoznaczony” wyjasnimy dla symbolu 2.

W ponizszym przyktadzie podamy kilka ilorazéw ciagéw o réznych granicach
i tym samym ,,symbolu” 2.
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Przyktad 2.23. Policzmy nastgpujace granice:
1. Niecha, =2n®+3n—1,b, = 5n? + 1,

lim — = lim
n—o0 by, n—00 2 +1

an, 22 4+3n—-1 _ [00} 2
" loo

2. Niech a, = 3n+ 1, b, = 4n? + 2n — 3,

lim 2™ = lim ng:[m]:o.

n— 00 bn n—oo 4n?2 + 2n — g
3. Niecha, =4n® +7,b, =n +1,
. Gn o An? 47 00
lim — = lim = [—} = +00.
n—oo by, n—oo N+ 1 00

Z przyktadu tego wynika, ze jezeli lim a, = +oo i lim b, = +o0, to tylko
n—oo n—oo

. e .. . . . .. . Gn .
z tych informacji nic nie mozna wnioskowac o granicy ilorazu lim -—. Analogiczna
n—oo
n

sytuacja jest w przypadku pozostatych symboli nieoznaczonych.

Ciagi liczbowe specjalne i ich granice

.  ap= YA dlan=1,2,...,A>0.
Udowodnimy, ze
lim VA=1.

n—oo

Dowdd. Rozpatrzmy dwa przypadki.
1.JezeliA>1,t0 VA >1dlan=1,2,...,czyli

VA=1+a,, gdzie ap, >0 dlan=1,2,... (2.10)
Z nieréwnosci Bernoullego (zob. twierdzenie [1.3] str. [13)
Ve>-1VneN (1+4z)">1+nx

wynika, ze
A= (14ap)" =1+ nay. (2.11)



Z 2I0)iztego,zea, >0 dlan=1,2,..., mamy
A-1

n

0<a, <

(2.12)

Z nier6wnosci (2.12) i na podstawie twierdzenia o trzech ciagach

lim a, = 0.
n—oo

Stad i z réwnosci wynika, ze lim,,_oo VA = 1.
2.Jezeli0 < A< 1,to B = % jest liczba wigksza od jednosci. Z pierwszej czgsci
dowodu otrzymujemy
lim VB = 1.
n—oo

Z drugiej strony

1 1
lim VA= lim { () = lim =1,
co koriczy dowdd. O
2. an = Vn.
Udowodnimy, ze
lim {n=1.
n—o0
Poniewaz n > 1, wiec
Yn>1= Yn=1+d,, gdzie d,>0. (2.13)

Zatem

n=(14d,)" = <g> + <T>dn+ (Z)di+---+

Staddlan > 1

(2.14)
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Z nieréwnosci (2.14) na podstawie twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

lim d, = 0.
n—oo

Stad i z (2.13) wynika, ze
lim {/n = 1.

n—oo

3. a, = /by, gdzie lim,, oo b, = b,b>0ib, >0,dlan =1,2,...
Pokazemy, ze

lim a, = 1.
n—oo

Z zalozenia, ze lim, .~ b, = b1 b > 0 wynika, ze istnieje taka liczba ng, ze dla
n > ng

b 3
—<b —b
5 n < 5
wigc dla n > ng otrzymujemy
) 3
[ = /b '/ =b. 2.15
2 < n < 5 (2.15)
Poniewaz lim,,_yoo 1 (%) = lim;, oo ¢ (%b) = 1, wiec z 2.13) i twierdzenia

o trzech ciagach otrzymujemy, ze

lim a, = lim /b, = 1.
n—oo n

i
—00
Uwaga 2.24. Zalozenie, ze b > 0 jest istotne, gdyz w przypadku ciagu b,, = ni mamy
1 1\~ 1
an = (by)™ = () =— =0, przy n — oo.
nn

Uwaga 2.25. Wystepujace powyzej zalozenia dotyczace ciagu {b,, } mozna zastapi¢ zato-
zeniem stabszym

[<b, <L dla Vn €N,

gdzie [ > 0.



-

4. an = q".

Wykazemy, ze:

a) jezeli ¢ = 0, to lim,,,o, ¢" = 0,

b) jezeliq =1, tolimy, o0 ¢" =1,

¢) jezeli |q| < 1,to limy, o ¢" =0,

d) jezeli g > 1, to lim,, o ¢" = +o00,

L © jezeliq < —1, to ciag {¢"} nie ma granicy.

Dowad. Przypadki a) i b) sa oczywiste.
Ad c). Mozemy zatozy¢, ze ¢ # 0, bo przypadek ¢ = 0 zostal juz rozpatrzony
w punkcie a). Poniewaz |¢| < 1, wigc

1
= > 1,
lql
a zatem )
— =1+4d.
4l
Stad
! —<1>n—(1+d)" (2.16)
RN ' '
Z nieréwnosci Bernoullego i z (2.16) otrzymujemy
1
— > 14 nd,
g™
czyli
1
0<|¢" < ,
0" 1+nd
a wiec
lim [¢"| = 0.
n—oo
Zatem (zob. wlasno$é 23] str.
lim ¢" = 0.
n—o0

Ad d). W tym przypadku, jak tatwo zauwazy¢, ciag {¢"} jest rosnacy i nie jest ogra-
niczony z géry, a wigc

lim ¢" = 4o0.
n—oo
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Ade). Dlag = —1, ¢" = (—1)", a wigc w tym przypadku ciag {¢"}, jak wiemy,
jest rozbiezny. Dla ¢ < —1 tatwo zauwazy¢, ze ciag {¢" } jest nieograniczony, wobec
czego nie moze mieé granicy wilasciwej. Ciag {¢"} nie moze mie¢ réwniez grani-
cy niewtaSciwej, poniewaz istnieje nieskoinczenie wiele wyrazow wigkszych od zera
i nieskonczenie wiele wyrazow mniejszych od zera. 0

5. Ay = (1 =+ %)n

O tym ciagu udowodnimy, ze jest zbiezny. W tym celu wykazemy, ze ciag
{an }nGN jeSt

a) rosnacy,

b) ograniczony z gory.

Ad a). Z nieréwnosci Bernoulliego mamy
1 " 1 1
o () pron(3) ook
n n n
1\" 1\" 1\" 1
l-—=) =({1+= 1——) 21— —.
n n n n
Stad dla n > 1 otrzymujemy
1 n 1 1-n -1 1-n 1 n—1
()2 0m0) =) ()
n n n n—1

ap = Ap—1 dla n>1.

wiec

czyli

Ad b). Ze wzoru Newtona

o= () = )+ (e ()= ()

-1)1 —1)...(n—(n—1
:1+1+M7+...+n(n ) (n (n )):
2 n nln®
1-1 -3 1-(a-2
PR SR (et PO (el () I
2 n!

1 1 1 1
<l4+14+-+- 4+ — <1 +14+=4+--- —
tlg+ g Sl b+ o

1—(H"
:1+7(21)<1+2:3,
l—3



a wigc z powyzszego i z monotonicznosci ciagu {a, } otrzymujemy, ze
2<a, <3 dla n=1,2,... 2.17)

Na podstawie udowodnionych wtasnosci a) i b) oraz twierdzenia wynika istnie-
nie granicy wlasciwej ciagu {a, } o wyrazie ogélnym

1 n

Liczbe bedaca granica tego ciagu oznacza sig¢ litera e i nazywa ,,liczba e”.
A zatem
1 n
e := lim <1+) .
n— 00 n

Z nieréwnosci 2.17) i z twierdzenia o monotonii wynika, ze liczba ta spetnia
nieréwnos¢ 2 < e < 3. Dowodzi sig, ze e jest liczba niewymierna i jej przyblizona
warto$§¢ wynosi

e =2,718281828...

Liczne zastosowania teoretyczne i praktyczne znajduja przede wszystkim loga-
rytmy przy podstawie e, zwane logarytmami naturalnymi. Zamiast log, = pisze si¢
zwykle In z i czyta si¢: logarytm naturalny z x. Mozna réwniez rozpatrywac funkcje
wyktadnicza o podstawie e. Na rysunku 2.1l przedstawiono wykresy funkcji logaryt-
micznej 1 wykladniczej o podstawie e.

Rys. 2.1. Funkcja logarytmiczna i wyktadnicza
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Rozwazmy teraz ciag {a, }nen 0 Wyrazie ogélnym

1 Qn
ap = (1 + ) , gdzie |a,| — 400, gdy n — 4oo.
(79

Ciag ten jest uogdlnieniem ciagu rozwazanego w punkcie 5 i dowodzi sig, ze

1\
lim <1 + ) =e.
n—oo Qnp

Przy obliczaniu granic ciagéw liczbowych czgsto korzysta si¢ z nastgpujacego twier-
dzenia, ktére podamy bez dowodu.

Twierdzenie 2.26. Niech {ay} i {b,} bedq ciqgami liczbowymi, gdzie
vn € Na, > 0.

1. lim a, =a >0, lim b, =b€ R = lim (a,)’" = a".
n—oo n—oo n—oo

2. lim a, =0, lim b, = +oo = lim (an)b" =
n—o0 n—0o0

n—oo
3. lim a, =0, lim b, = —co = lim (a,)" = +oo0.
n—o0 n—ro0 n—oo

4. lim an = a, lim bn = 400 = lim (an)bn _ {+OO gdy a > 1,

n—00 Nn—00 n—00 0 gdy0O<a<l.
. . . 0 gdy a>1
_ _ bn _ 5
5. o= Jim b= o0 = Jim (o) = {0 B 2T
. _ . _ : b, | +oogdyb>0,
6 i o = 420, Jim b= b= Ji () = { 7
7. lim a, = 400, lim b, = 400 = lim (a,)’" = +oc.
n—oo n—oo n—oo

Uwaga 2.27. Twierdzenie [2.26] nie obejmuje nastepujacych symboli: 0°, 1°°, oo, zwa-
nych symbolami nieoznaczonymi.

Po twierdzeniu 2.2]] zostaty podane cztery symbole nieoznaczone, a wigc tacznie
mamy siedem nastgpujacych symboli nieoznaczonych:

o0
- = — 0- v gee v
Oo? 0’ (+OO)+( 00)7 007 b b OO




Przyktad 2.28. Obliczy¢ nastgpujace granice:

9 lim (1+2++n_n) _ lim ("<n+1>_n)=

n—00 n 4+ 2 2 n—oo \ 2(n+2) 2
o n?24n—nZ-2n . -n 1
= lim = lim 72 =—-.
W AR
b) lim — 2" lim ’

n~>oo./2n3+n2 n~>oon4 4 2+ + 3
\/ n
1 1+2-4
= lim — Y—"oT" = 0.
n—00 N1z 4/2+l+%
n n

1.1 1 1
(S R S e ST
(Itg+tgm) mel-gmm) (-3

) 3
n2 n2
, 2n2 +3 ) 2n? +4+3—4
d llm = llm —_— =
n—oo \ 2n2 + 4 n— 00 2n2 +4

~

Punkty skupienia ciagu

Niech begdzie dany ciag nieskoriczony {a,}neny = f: N > n — a, € R oraz
niech ¢: N 3 v — n,, € N bedzie odwzorowaniem injektywnym i rosnacym.

Definicja 2.29. Ztozenie f o ¢ = {an, }reny nazywa sig¢ podciagiem, ciagiem
czgSciowym lub ciagiem wybranym z ciagu {ay, }nen-

Przyktad 2.30. Niech f = {(—1)"}oraz¢p :N>v —2v € N.
(fep)w) = fle() = (-1)* =L
Czyli f o ¢ = {a2,} = {1} jest ciagiem stalym. Biorac ¢: N > v — (2v — 1) € N,

otrzymujemy podciag zlozony z nieparzystych wyrazéw ciagu {(—1)"}. Jest to réwniez ciag
staty {—1} i jest innym podciagiem ciagu {(—1)"}.
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Definicja 2.31. Niech {a,,, },en bedzie podciagiem ciagu {ay, }nen. Jezeli istnie-
je granica (wtasciwa lub niewtasciwa) ciagu {ay,, }, to t¢ granicg nazywa si¢ granica
czg$ciowa lub punktem skupienia ciagu {ay }.

Pojawia si¢ naturalne pytanie: Czy kazdy ciag liczbowy ma przynajmniej jeden
punkt skupienia? OdpowiedZ na to pytanie jest zawarta w w twierdzeniu Bolzano—
—Weierstrassa.

e e D

Bernard Bolzano
Ur. 5 pazdziernika 1781 w Pradze
Zm. 18 grudnia 1848

Byt ksiedzem. Jego dzieta poswiecone byty
matematyce, teologii, ekonomii, dydaktyce, religii i logice.
Byt pierwszym, ktory podat w petni $cista definicje granicy
ciggu. Wykazat takze, ze kazdy ograniczony ciag liczb
rzeczywistych posiada podcigg zbiezny (twierdzenie
Bolzano-Weierstrassa, obecnie formutowane w ogélnej
\postaci w przestrzeni R™).

Twierdzenie 2.32 (Bolzano—Weierstrassa). Z kazdego ciqgu {x, }nen da sig wy-
bra¢ podciaqg zbiezny do granicy skoriczonej lub nie.

Dowdd. W zaleznoSci od tego, czy ciag jest ograniczony, czy nieograniczony,
rozwazymy dwa przypadki.

1. Ciag {z,, }ncn jest ograniczony, tzn. wszystkie jego wyrazy leza w pewnym
przedziale [aq,b1]. Podzielmy ten przedziat na dwie réwne czgsci (podprzedziaty
domknigte) i zauwazmy, ze przynajmniej w jednej z nich lezy nieskoniczenie wie-
le wyrazéw naszego ciagu. Oznaczmy ten podprzedzial przez [az, bs]. Z kolei dzielac
[a2, b2] na dwie réwne czesci, oznaczmy przez [as, bs] ten z otrzymanych podprze-
dziatéw, w ktérym jest nieskoriczenie wiele wyrazéw ciagu {x,, } ,cn. Postgpujac tak
dalej, otrzymamy zstepujacy ciag przedziatéw

[al,bl] D [ag,bg] D) [ag,bg] ...
Ciag {ay },en lewych koricw jest rosnacy i ograniczony z gory, zas ciag {b, }en

prawych koricéw jest malejacy i ograniczony z dotu. Z twierdzenia2.14] (o zbieznosci
ciagu monotonicznego) wynika, ze ciagi te sa zbiezne. Oznaczmy odpowiednio ich



granice przez a, b. Granice te sa rowne, poniewaz

L o bi—ar
a—b—ylbngo(ay—by)—ylin;o = =0.

Pierwszy wyraz z,,, szukanego podciagu {zy,, },en Wybieramy dowolnie. Nastepnie
ny > ni wybieramy tak, aby x,,, € [a2, bo]. Postepujac tak dalej, otrzymamy podciag
{n, }ven 0 wyrazach spetniajacych nieréwnosci

ay <xp, <b, dlaveN

v

i w my§l twierdzenia o trzech ciagach (zob. twierdzenie str. 22))

lim z,, = a.
V—r00
2. Ciag {x,, } nen nie jest ograniczony, tzn. nie jest ograniczony z dotu lub z gory.
Rozwazymy tylko przypadek ciagu nieograniczonego z géry. Pierwszy wyraz x,,
szukanego podciagu wybierzmy tak, aby z,, > 1. Wyraz x,, wybierzmy tak, aby
ng > np oraz aby x,, > 2. Taki wybér jest mozliwy, bo ciag {zy }nen nie jest
ograniczony z géry. Postgpujac tak dalej, otrzymamy podciag {zy, },en 0 wyrazach
spetniajacych nieréwnosci
Tp, >v dlaveN

i z twierdzenia o spychaniu (zob. twierdzenie 2.16] str. 23]) otrzymamy, ze

lim x,, = +o0.
V—00

O

Oznaczmy przez A zbidr ztozony ze wszystkich granic czgsciowych ciagu {a, }.
A CRU{—o00,+00}.

Oznaczmy prze
+o00, gdy 400 € A,
limsupa, := ¢ supA, gdy oo € A i ANR#, (2.18)
e —o0, gdy A = {—oo}.
—00, gdy —00 € A,
liminfa, := < infA,gdy —co€ A i ANR#0, (2.19)
n—0o0
+oo, gdy A ={+o0}.

"lim sup, lim inf czytamy odpowiednio: limes superior, limes inferior.
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Definicja 2.33. Zdefiniowane wielkosci (2.18) i (2.19) nazywamy odpowiednio
granicq gornq i granicq dolnqg ciagu {ay }nen.

Uwaga 2.34. Z okreslenia granicy gérnej i dolnej ciagu {a,, }nen wynika, ze istnieje pod-
ciag tego ciagu zbiezny do granicy gornej i podciag zbiezny do granicy dolne;.

Przyktad 2.35. Rozwazmy ciag {(—1)"}. W tym przypadku A = {—1, 1}. Zatem

limsup(—1)" =1,

n—oo
natomiast lim inf,, , o (—1)" = —1.
Przyktad 2.36. Niecha,, = (2+ (—1)")", A = {1, +o0}, wigc

limsup(2 4+ (~1)")" = oo, lminf(2+ (~1)")" = 1.

n—oo n—oo
Udowodnimy nastgpujace
Twierdzenie 2.37. Warunkiem koniecznym i wystarczajqcym na to, aby dany ciqg

{an}nen miat granice jest, aby granica gorna ciqgu {ay }nen byta réwna granicy
dolnej tego ciqgu i wéwczas

limsup a,, = liminfa, = lim a,.
n—00 n—00 n—00

Dowdéd. Udowodnimy najpierw warunek konieczny, tzn. jesli ciag {ay }nen jest
zbiezny, to lim sup,,_, ., an = liminf,_, a,. Rozwazymy dwa przypadki:

a) lim, ,ca, =g € R,
b) lim, o ap = 400 lub lim,, o a, = —00.

Ad a). Przypusémy, ze

o = liminf a,, < limsupa, = 8.
n—o0 n—00

Istnieja wiec takie dwa podciagi {an, }en i {an, }ren ciagu {ay}, ze

lim ay, = «a, lim a,, = f.
v—00 k—o0

Z definicji granicy ciagu wynika, ze w dowolnym otoczeniu liczby « znajduja si¢

prawie wszystkie wyrazy ciagu {a,,, },en 1 W dowolnym otoczeniu liczby /3 znajduja

si¢ prawie wszystkie wyrazy ciagu {a,, }ren. Poniewaz o < 3, wigc ciag {ap }nen

nie moze by¢ zbiezny, a to jest sprzeczne z zalozeniem.



Ad b). Poniewaz lim,,_,» a, = 00, wigc réwniez limsup,,_,,, an = —+o0.
Niech f = liminf,,_, ay, i przypusémy, ze § < +oo. Podobnie jak w przypad-
ku a), wybierajac podciag zbiezny do 3, dochodzimy do sprzecznosci. Analogicznie
rozumujemy, gdy lim,_~, a, = —o0.

Udowodnimy teraz, ze warunek ten jest rOwniez wystarczajacy. Niech

limsup a, = liminfa, =g
n—00 n—oo

bedzie liczba skonczona. Wystarczy udowodnié, ze w kazdym otoczeniu liczby g
znajduja si¢ prawie wszystkie wyrazy ciagu {ay,, }. Przypusémy, ze istnieje otoczenie
(g — €0, 9 + €0) liczby g takie, ze poza tym otoczeniem znajduje si¢ nieskoriczenie
wiele wyrazéw ciagu {a, }. Z twierdzen i[2.18 wynika, ze z ciagu {a,,} da si¢
wybra¢ podciag zbiezny do liczby o & (g — €0, g + €0), a to jest sprzeczne z tym, ze
limsup,, .o an = liminf,, o ay, = g.

Jezeli g = 400 lub g = —o0, rozumowanie jest analogiczne. O

Z twierdzenia[2.37 wynika nastepujacy

Whniosek 2.38. Warunkiem koniecznym i wystarczajqcym rozbieznosci ciqgu licz-
bowego {an }nen jest, by istniaty dwa podciagi tego ciqgu zbiezne do dwdch réinych
granic.

Przykiad 2.39. Ciag
n, n=12 ...

ma dwa punkty skupienia. Podciag ztozony z wyrazéw parzystych zmierza do +oo, natomiast
podciag zlozony z wyrazow nieparzystych zmierza do 0. Zatem, zgodnie z wnioskiem 2.38]
ciag ten nie jest zbiezny.

Warunek Cauchy’ego

Za pomoca warunku Cauchy’ego definiuje si¢ tzw. przestrzenie metryczne zu-
petne, przestrzenie Banacha i przestrzenie Hilberta. Podstawowe informacje o tych
przestrzeniach czytelnik moze znaleZ¢ np. w paragrafach[6.8] (str. 233), [7.2] (str. 246)
i[7.3] (str. 232)) tej ksiazki.

Definicja 2.40. Mowimy, ze ciag {a, }nen spelnia warunek Cauchy’ego, jezeli

Ve>03ngVr,s>ng |a, —as| <e.



Rozdziat 2. Ciggi i szeregi liczbowe E

Uwaga* 2.41. Zastgpujac w powyzszej definicji |ar — as| odlegtoscia p(ar,as) punktu a, od
punktu as, otrzymamy definicje warunku Cauchy’ego w przestrzeniach metrycznych (zob. definicja
str.233)).

Twierdzenie 2.42 (warunek Cauchy’ego zbieznosci ciagu). Ciqg {a, }nen jest
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunek Cauchy’ego.

Dowéd. Podamy dowdd warunku koniecznego, tzn. jezeli ciag {an }nen} jest
zbiezny, to spelnia warunek Cauchy’ego.
Ze zbieznosci ciagu {ay, }nen} wynika, ze

€
Ve >0 3dng Vn > ng ]an—gl<§.

Jezeli wigcr > ngis > ng, to
€
2

€

5 (2.20)

’ar_g‘< i ’as_g’<

Poniewaz
lar —as| = |(ar — g) — (as — g)| < |ar — g| + |as — g,
wiec wobec (2.20)

la, —as| <e dlar, s> ny,

co wobec dowolnosci liczby e oznacza, ze {ay, }nen spelnia warunek Cauchy’ego.
Do wykazania warunku wystarczajacego trzeba pokazaé, ze
1. kazdy ciag spetniajacy warunek Cauchy’ego jest ograniczony,
2. jezeli ciag spetniajacy warunek Cauchy’ego zawiera podciag zbiezny, to caly ciag
tez jest zbiezny i jego granica jest granica tego podciagu.
Istotnie, gdy ciag {a, } nen jest ograniczony, to na mocy twierdzenia Bolzano—Weierstrassa
da si¢ z niego wybrac podciag zbiezny. Stad na mocy punktu 2. otrzymamy zbiezno§¢
catego ciagu {an, fnen.
Ad 1. Ciag {ay }nen spetnia warunek Cauchy’ego, wige do liczby e = 1 mozemy
tak dobraé ng, aby
lan, — any| <1 dlan > no,

co oznacza, ze wyrazy ciagu { a, } nen 0 numerach wigkszych od ng leza w prze-
dziale (an, — 1, an, + 1). Zatem przyjmujac

a=min{an, — 1,a1,a2,...,an,}, b=max{an, —1,a1,a92,...,an,}

otrzymamy, ze wszystkie wyrazy ciagu {a, }nen leza w przedziale [a, b].
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Ad 2. Niech ciag{a, }nen spetnia warunek Cauchy’ego. Dla kazdego € > 0 istnieje
wigc N = N (e), takie ze

lan, —am| <e dlan, m> N. (2.21)

Niech {ayn, }ren bedzie podciagiem ciagu {ay, }nen zbieznym do a. Poniewaz
ng > k dla kazdego k, wigc z (2.21) wnosimy, ze

lax — an, | <e dlak >N,
co wobec dowolnosci wyboru € oznacza, ze

lim (ay — ap,) = 0.
k—ro0

Z réwnosci ay, = (ar — an,,) + an, wWynika, ze

lim a; = a,
k—o00

co koficzy dowdd.

2.1.
Szeregi liczbowe

Niech bgdzie dany ciag liczbowy {ay, }nen. Z Wyrazéw tego ciggu tworzymy nowy
ciag { Sy fnen, gdzie

n
Sn::a1+a2+...+anzzak dlan:1,2,... (222)
k=1

Wyrazy tego ciagu sa skoniczonymi sumami liczb rzeczywistych, wigc potrafimy
im nadaé sens liczbowy. Naszym celem jest nadanie sensu liczbowego nieskoriczonej
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sumie: a; + a2 + a3 + . .. Takie nieskoficzone sumy nazywamy szeregami.

~

Z an (2.23)
n=1

nazywamy parg ciagéw ({an }nen, {Sn }nen)- Ciag {a, }nen nazywamy ciggiem
wyrazow szeregu 2.23)), a,, nazywamy n-tym wyrazem, ciag { Sy, } nen nazywamy
ciqgiem sum czesciowych, zas S,, nazywamy n-tq sumq czesciowq tego szeregu.
O szeregu (2.23) méwimy, ze jest zbiezny, gdy ciag {Sy, }nen jego sum czgscio-
wych jest zbiezny w R (ma granice wlasciwa). Gdy szereg (2.23) jest zbiezny, to
liczbe

Definicja 2.43. Szeregiem

S := lim S,

n—0o0

nazywamy suma szeregu (2.23)) i piszac
o0
> an =85, (2.24)
n=1

bedziemy mieli na mysli jego sume.
O szeregu, ktory nie jest zbiezny, méwimy, ze jest rozbiezny.

J

Uwaga 2.44. Nalezy pamigtaé, ze szereg i suma szeregu sa to dwa rézne pojecia, wigc
réwnosé (2.24) ma charakter umowny.

Przyktad 2.45. Obliczy¢ sumg szeregu

o0

1
Z prra (2.25)

n=1
W tym celu n-ty wyraz szeregu (Z.23) przedstawimy w postaci

1 A B

JE— J— + _—,
nn+1) n n+1
gdzie A i B sa statymi, ktére nalezy wyliczy¢. Przeksztalcimy ostatnia réwno$¢ nastgpujaco:

1 A 1)+ B
= (n+1)+ n@lZAn—&—A—l—Bn@l:n(A—&—B)—FA.
n(n+1) n(n+1)
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Stad A+ B=0i A =1.Zatem B = —1, wiec
1 1 1

nin+1) n n+1

Szereg (2.23) przyjmuje postaé

> /1 1
}:(n—n+1>. (2.26)

n=1

Ciag sum cze$ciowych szeregu (2.26), a tym samym (2.23), wyraza si¢ wzorem

S, =1 L + L 1—+ + L 1 =1 1
" 2 2 3 n n+1) n+1’

lim S, = lim (1 1 >1,

czyli szereg (2.23)) jest zbiezny i jego suma wynosi 1, co zapisujemy

ST
—n(n+1)

Uwaga 2.46. Zwracamy uwage czytelnika, ze obliczenie sumy szeregu jest na ogét za-
daniem trudnym albo nawet niewykonalnym. Okazuje si¢ jednak, ze w wielu zagadnieniach
znajomo$¢ sumy szeregu nie jest istotna, natomiast jest istotna tylko informacja, czy szereg
jest zbiezny, czy rozbiezny.

a wiec

Jezeli w szeregu (2.23) pominiemy n poczatkowych wyrazéw, to otrzymamy no-
wy szereg

[e.9] o0
il T anga+- = D ap =) anpre (2.27)
k=n+1 k=1

Szeregi 2.23) i (2.27) maja t¢ wlasnosé, ze dla kazdego ustalonego n sa obydwa
zbiezne albo obydwa rozbiezne. Aby tego dowie$¢, wystarczy wykazaé, ze jezeli
zbiezny jest szereg (2.23)), to zbiezny jest réwniez szereg (2.27) i na odwroét.

Przypusémy, ze zbiezny jest szereg (2.23). Sumy cze$ciowe Sy, i Sy4y, Szeregu
(2.23) oraz suma czgsciowa S), szeregu (2.27) zwiazane sa zaleznoscia

S = Smin — S (2.28)

Jezeli wigc szereg (2.23)) jest zbiezny, to dla kazdego ustalonego n oraz dla m — oo
istnieje granica wlasciwa
lim S/, =S—8,,

m—00



Rozdziat 2. Ciggi i szeregi liczbowe E

gdzie S jest suma szeregu (2.23). Ostatnia réwnos¢ oznacza, ze szereg (2.27) jest
zbiezny. Na odwrot, jezeli dla pewnego n jest zbiezny szereg (2.27), to przy m — oo
na podstawie réwnosci (2.28) mamy

lim Sn+m = S, + Sn,
m—00

gdzie S’ jest suma szeregu (2.27), a zatem szereg (2.23)) jest zbiezny. Wynika stad
wazny

Whiosek 2.47. JeZeli w szeregu zbieznym (albo rozbieznym) pominiemy skoriczo-
nq ilos¢ wyrazow, to otrzymamy szereg zbiezny (albo odpowiednio — rozbieiny).

Szeregi i moga mieé rézne sumy, lecz badanie zbieznosci szeregu
@.23)) mozna zawsze zastapi¢ badaniem zbieznosci szeregu (2.27) i na odwrot.
Jezeli szereg (2.23)) jest zbiezny, to dla kazdego naturalnego n mozna jego sume
przedstawi¢ w postaci S = S, + R,,, gdzie R,, oznacza sumg¢ szeregu (2.27)) i nazywa
si¢ ja krétko n-ta reszta zbieznego szeregu (2.23). Poniewaz lim,, .o S;, = S, wigc
lim R, =0.

n—oo

Whiosek 2.48. Jezeli szereg jest zbiezny, to ciag { Ry, }nen jego n-tych reszt zmie-
rza do zera, gdy n zmierza do nieskoriczonosci.

Definicja 2.49. Dwa szeregi
oo o0
Sa i Yo
n=1 n=1
nazywa si¢ rownymi wtedy i tylko wtedy, gdy a,, = b, dlan =1,2,...

Uwaga 2.50. Jezeli dwa szeregi sa réwne, to maja réwne sumy, ale nie na odwrot.

Dla szeregéw liczbowych przyjmuje si¢ nastgpujace okreslenia:

k i Ap = i kay,
n=1 n=1

Z an + Z by = Z(an + by).
n=1 n=1 n=1

Korzystajac z twierdzen o dziataniach arytmetycznych na ciagach zbieznych, moze-
my udowodnié nastgpujace
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Twierdzenie 2.51. Jezeli

i a, = A, i b, =B
n=1 n=1

ikeR to
Z(an +b,)=A+B oraz Z ka, = kA.
n=1 n=1

Warunek konieczny i warunek Cauchy’ego

Warunek konieczny da nam jedynie mozliwo$¢ stwierdzenia, czy nalezy kontynu-
owaé badanie zbieznoSci danego szeregu.

Twierdzenie 2.52 (warunek konieczny zbieznoSci szeregu). Jezeli szereg (2.23)
Jjest zbiezny, to a, — 0, gdy n — oo.

Dowdd. Ze zbieznosci szeregu (2.23) wiemy, ze istnieje takie S € R, ze
Sp — S, gdy n — oo.

Dla ciagu

~ 0 dlan =0,
Sp =
Sn_1 dlan >0

mamy S, — S, gdy n — oo. Ze wzgledu na ciagto$¢ dziatan mamy
Sn—gn:an%S—S:(), gdy n — oo,
co koriczy dowdd. O

Warunek Cauchy’ego jest bezposrednim przeniesieniem tego warunku z ciagéw
liczbowych na ciagi sum czg$ciowych szeregdw.

Twierdzenie 2.53 (warunek Cauchy’ego). Szereg > ° | a, jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy

r+s

Ve>03noVr>ngVseNU{0} Zan <e. (2.29)
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Szereg geometryczny

Zbadamy teraz zbiezno$¢ szeregu geometrycznego, tzn. szeregu postaci

o0
Zaq”:a+aq+aq2+..., (2.30)
n=0
znanego czytelnikowi z programu szkoty $rednie;.
Jezeli a = 0, to szereg (2.30)) jest zbiezny i jego suma wynosi 0. Jezeli a # 0, to
zbiezno$¢ szeregu (2.30) zalezy od ilorazu szeregu, tzn. od q. ZaleznoS¢ t¢ wyraza
nastgpujace

Twierdzenie 2.54. Szereg (2.30) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1.
Wowczas suma S szeregu 2.30) wyraza sig wzorem
a

T

Dowdd. Jezeli |q| < 1, to z whasnosci ciagu geometrycznego {¢" } wynika, ze

1— "
limSnzlima( q): a4 .
n—o00 n—oo 1 —g¢q 1—g¢q

Jezeli natomiast |¢q| > 1, to dla kazdegon =0, 1,2, ...
|an| = [aq"| = |a| > 0.

NieréwnoS¢ ta oznacza, ze szereg (2.30) nie spetnia warunku koniecznego zbiezno-
Sci, a zatem jest rozbiezny. O

Szeregi o wyrazach nieujemnych

Zajmiemy si¢ teraz badaniem zbieznoSci szeregdéw, ktoérych wyrazy sa nieujemne,
tzn.

o
> an,  gdzde a, >0 dla n=1,2,... (2.31)
n=1

Rozwazmy dla szeregu (2.31) ciag sum czgSciowych {Sy, }pen :

Slzah
Sy =a1+ay=51+ax =5,



m 2.1. Szeregi liczbowe

Oznacza to, ze ciag {.Sy, }nen dla szeregu (2.31) jest rosnacy.

Z twierdzenia 2.14] o ciagu monotonicznym wynika, ze warunkiem koniecznym
i wystarczajacym zbieznosci szeregu o wyrazach nieujemnych jest, by ciag sum czg-
Sciowych tego szeregu byt ograniczony z gory.

Rozpatrzmy nastepujacy szereg

[e.e]

1
P
n=1

zwany szeregiem harmonicznym. Udowodnimy, ze jest on szeregiem rozbieznym.
Poniewaz jest to szereg postaci (2.31)), wigc wystarczy pokazal, ze ciag sum cze-
Sciowych tego szeregu nie jest ograniczony z géry, a wigc wystarczy wykazaé, ze
ciag {Sy}nen} zawiera podciag zbiezny do +oo. Takim podciagiem jest podciag
{S2n }nen. Istotnie,

a wiec
lim Son = +o00.
Uwaga 2.55. Szereg harmoniczny jest przyktadem szeregu, ktéry spelnia warunek ko-

nieczny zbiezno$ci, a mimo to jest rozbiezny, co wskazuje, ze warunek ten nie wystarcza do
zbieznoSci szeregu.

Udowodnimy nastgpujace

Twierdzenie 2.56 (Cauchy’ego). Jezeli wyrazy szeregu 2.31) spetniajq warunek
Gn 2 api1 dlan = 1,2,. .., to szereg ten jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zbiezny szereg postaci

o
> 2% ag. (2.32)
k=0

Dowdd. Niech {S,} oznacza ciag sum czgSciowych szeregu oraz {tj}
oznacza ciag sum czg$ciowych szeregu (2.32)).
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Jezelin < 2, to

Sp=a1+ay+---+ap <ar+ (ag+a3)+ -+ (agr + -+ agrr1_q) <
<a1+2a2+-~+2ka2k:tka

czyli
Sp < tg. (2.33)

Jezelin > 2% to
Sp=ar+as+ (a3 +ag) + -+ (agr-1,y + -+ age) =

1 1
= 51 +az+2a4 4+ 2]“*1@2,6 = itk’
wiec

250 2 ty- (2.34)

Zatem, jezeli szereg (2.37)) jest zbiezny, to z nieréwnosci (2.34) wynika ograniczo-
no$¢ ciagu {t}, a wigc zbiezno$é szeregu (2.32). Odwrotnie, jezeli szereg (2.32))
jest zbiezny, to analogicznie, z nieréwnosci (2.33), otrzymujemy zbieznos¢ szeregu
.37, a to koficzy dowdd twierdzenia Cauchy’ego. O

Zastosujemy teraz twierdzenie Cauchy’ego do zbadania zbieznoSci szeregu Diri-

chleta, tzn. szeregu
oo

1

)
ne
n=1

gdzie « € R. (2.35)

1
Jezeli a < 0, to ciag {a} nie dazy do zera, a wigc szereg (2.33)) jest rozbiezny.
n

Jezeli natomiast « > 0, to szereg (2.33) spetnia zatozenia twierdzenia Cauchy’ego.
Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego szereg (2.33)) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy jest zbiezny szereg

o 1 o B
Z 2k . e = Z 21—k, (2.36)
k=0 k=0

Szereg (2.36) jest szeregiem geometrycznym o ilorazie ¢ = 2'~%. Z wlasnosci sze-
regu geometrycznego wynika, ze szereg (2.36), a wigc i szereg (2.33), jest zbiezny
wtedy i tylko wtedy, gdy |¢| = 2!7® < 1. Ostatnia nieréwno$¢ jest spelniona wtedy
i tylko wtedy, gdy o > 1.

Reasumujac, otrzymujemy nastgpujacy
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Whiosek 2.57. Szereg (2.33)) jest zbiezny, gdy o > 1 i rozbiezny, gdy o < 1.

Do badania zbiezno$ci szeregéw o wyrazach nieujemnych stosuje si¢ tzw. kryte-
ria zbieznosci szeregéw. Kryteria zbiezno$ci sq pewnymi warunkami wystarczajacy-
mi zbieznosci szeregéw. W literaturze matematycznej znanych jest wiele kryteridow
zbieznoSci szeregdw, my jednak ograniczymy si¢ tutaj do podania kilku z nich, naj-
prostszych i najczgSciej stosowanych.

Niech beda dane dwa szeregi

oo
> an, gdzie a, >0 dla n=12,... (2.37)
n=1

i
oo
> by, gdzie b, >0 dla n=1,2,... (2.38)
n=1

Definicja 2.58. Jezeli istnieje takie ng, ze
an <by, dla n > ng, (2.39)

to szereg (2.37) nazywa si¢ minoranta szeregu (2.38), natomiast szereg (2.38)) nazywa
si¢ majorantg szeregu ([2.37).

Postugujac si¢ pojeciem majoranty i minoranty szeregu liczbowego, sformutuje-
my nastgpujace

Twierdzenie 2.59 (kryterium porownawcze). Ze zbieznosci majoranty wynika
zbieznos¢ minoranty, z rozbieznoSci minoranty wynika rozbieznos¢ majoranty.

Dowdd. 1. Zatézmy, ze szereg ([2.38) jest zbiezny i oznaczmy przez { By, }nen}
ciag jego sum czgSciowych, a przez B jego sumeg.

Niech {A;, },en} bedzie ciagiem sum czgSciowych szeregu (2.37). Z nieréwnosci
2.39) dla n > ng mamy

n n
An:An0+ Z akgAng"i‘ Z bkgAng"i‘B
k=nop+1 k=no+1

Nieréwnos¢ ta oznacza, ze ciag { A, } jest ograniczony od géry (i rosnacy), a stad juz
wynika zbieznosé szeregu (2.37).
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2. Zatézmy, ze szereg (2.37) jest rozbiezny. Stad i z warunku
a, 20 dlan=1,2,...
wynika, ze
lim A, = +oc. (2.40)
n—oo

Dla n > ng z nieréwnosci (2.39) otrzymujemy

n n
Bn:Bno+ Z bk>Bno+ Z ak:Bno+An_Anoa
k=ng+1 k=no+1

czyli
B, > A, + By, — Ay,

Stad na podstawie (2.40) wynika, ze

lim B, = +oc,
n—0o0

co oznacza, ze szereg (2.38)) jest rozbiezny. O

Kryterium poréwnawcze stosuje si¢ wigc zaréwno do badania zbieznoSci, jak
i rozbieznos$ci szeregu. Postugiwanie si¢ tym kryterium wymaga wprawy, poniewaz
trzeba si¢ a priori zdecydowaé, czy dowodzi¢ zbieznoSci danego szeregu, czy roz-
bieznosci, a nastgpnie dobra¢ odpowiednio szereg poréwnawczy. Dlatego tez poda-
my inng wersj¢ kryterium poréwnawczego, tzw. kryterium porownawcze w wersji
limesowej.

Twierdzenie 2.60. Jezelib, #0,n=1,2,..,,

L an

nlggo a =g (2.41)
i jezeli

0<g < —+oo, (2.42)

to szeregi @.37) i @.38)) sa réwnoczesnie zbieine albo réwnoczesnie rozbiezne.
Dowéd. Z 2.41) wynika, ze istnieje takie ng, ze dlan > ng

loom 3
2955, T2
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Stad
1 3
§bng < ap < ibng

Z ostatniej nieréwnosci, na podstawie kryterium poréwnawczego, wynika teza twier-
dzenia[2.60) ]

Uwaga 2.61. Szereg (2.33) odgrywa wazna rolg, jako szereg poréwnawczy, przy postugi-
waniu si¢ kryterium poréwnawczym.

Przyktad 2.62. Zbadac¢ zbiezno$¢ szeregu

> 11
Z sin — tg —. (2.43)
n n

n=1

Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Poréwnamy go z szeregiem

o 1
> =, (2.44)
n=1 n

ktdry jest szeregiem zbieznym. Poniewaz

sl 1
sin :- tg —
1
n2

lim =1
n— o0

9

wigc z twierdzenia [2.60] szereg (2.43)) jest zbiezny.

Uwaga 2.63. Do badania sum szeregéw mozemy uzy¢ programéw komputerowych. W
programie ,,Maple” wpisujac

1 1
eval f (Sum (sin(7>tan (7) ,n = lmfzmty)) ;
n n
i wciskajac ,,Enter” otrzymamy 1,970816796, tzn. przyblizona warto$¢ sumy szeregu (2.43)).

Twierdzenie 2.64 (kryterium Cauchy’ego). Oznaczmy dla szeregu 2.31) (0 wy-
razach nieujemnych)

q = limsup a,,. (2.45)

n—o0

Jezeli

1) q¢ < 1, to szereg jest zbiezny,

2) q > 1, to szereg jest rozbiezny,

3) q = 1, to szereg moze byc zbieziny albo rozbieiny.
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Dowod. Ad 1). WeZzmy takie p € R, ze
qg<p<l. (2.46)

Z @2.43) i (2.46) wynika, ze istnieje taka liczba ng, ze dlan > ng

Ya, < p.
Stad
ap < p" dla n > nyg. (2.47)
Z @2.47) wynika, ze szereg
o
> (2.48)
n=1

jest majoranta szeregu (2.37).

Z postaci szeregu ([2.48)) i nieréwnosci (2.46) wynika, ze jest to szereg zbiezny,
a wigc z kryterium poréwnawczego szereg (2.31)) jest réwniez zbiezny.

Ad 2). Z (2.43) wynika istnienie takiego podciagu {a,, }, ze

lim /a,, =q>1.

k—o0

Zatem istnieje takie kg, ze
Qp,, > 1 dla k > k. (2.49)

Nieréwnos¢ (2.49) oznacza, ze ciag {a,, } nie moze mie¢ granicy réwnej zeru. Szereg
(2.31) nie spetnia warunku koniecznego zbieznosci, a zatem jest szeregiem rozbiez-
nym.

o o0
1 1
Ad 3). Latwo sprawdzi¢, ze dla szeregu zbieznego g — 1rozbieznego E —
—'n n

n=1
o) 1 . al

q = lim sup \/t: lim sup \/>: 1.
n—00 n n—o00 n

Tymczasem pierwszy z szeregéw jest zbiezny, drugi za$ jest rozbiezny. O

n=1

Twierdzenie 2.65 (kryterium d’Alemberta). Zafézmy, ze wyrazy szeregu (2.31))

sq dodatnie i oznaczmy
g= lim Z*L (2.50)

n—00 QA
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Jezeli

1) q < 1, to szereg jest zbiezny,

2) q > 1, to szereg jest rozbiezny,

3) q = 1, to szereg moze byc¢ zbieziny albo rozbieiny.

Dowdd. Ad 1). Wezmy takie h € R, ze
g<h<1l (2.51)

Z 2.31) i 2.50) wynika, ze istnieje taka liczba m, ze dlan > m zachodzi nieréwnos¢

an+1
an

Z nieréwnosci (2.52) dla n = m mamy

< h. (2.52)

Ami1 < ham, )

dlan=m+1
ami2 < hamyp < hzam-

Postepujac tak dalej, otrzymujemy:
amir < PPam, dla k=1,2,... (2.53)
Nieréwnosé ([2.53) oznacza, ze szereg
ai+az+ -+ amo1 +am(l+h+h>+...)

jest majoranta zbiezna dla szeregu (2.31)), czyli z kryterium poréwnawczego szereg
2.31) jest zbiezny.
Dowdd 2) i 3) jest analogiczny jak w przypadku kryterium Cauchy’ego. O
Przyktad 2.66. Zbadac¢ zbiezno$¢ szeregu
SRS N U U O
2 3 22 32 28 o

Do zbadania zbieznoSci tego szeregu zastosujemy kryterium d’ Alemberta.

a 2\ "
liminf % = lim () =0,
n—oo Qn n—oo 3

n . 3\"
limsupa = lim (2) = +o0.

n—oo  On n—00
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Oznacza to, ze nie istnieje granica ciaggu { % }, a wigc na podstawie kryterium d’ Alemberta
n
nic nie mozna powiedzie¢ o zbieznosci tego szeregu.
Zastosujemy teraz kryterium Cauchy’ego

/1 1
limsup ¢/a, = lim "/ — = — <1,
17rln up +/an nlm on \/§
wigc na podstawie kryterium Cauchy’ego szereg ten jest zbiezny.

Uwaga 2.67. Przyktad powyzszy pokazuje, ze kryterium Cauchy’ego jest silniejsze, tzn.
w niektdrych przypadkach kryterium d’ Alemberta nie rozstrzyga zbieznosci danego szeregu,
natomiast kryterium Cauchy’ego rozstrzyga tg zbieznos¢.

Przyktad 2.68. Zbadac¢ zbiezno$¢ szeregow:

= 1
1. —_—
nz:; (Inlnn)nn
Zauwazmy, ze szereg ten spetnia zatozenia twierdzenia [2.56] (Cauchy’ego), tzn.

1 1
>
(Inlnn)2m = (Inln(n + 1))nn+1)

Zatem, stosujac to twierdzenie, wystarczy zbada¢ zbiezno$¢ szeregu

= 1 = 1
L — ok~
; (In In 2k)n 2 kz::l (Inkln2)kn2

Stosujac do ostatniego szeregu kryterium Cauchy’ego, mamy

[ ok 2
1- k — 1- _
TSP Mnkm2)Emez T PP g 2)ne

Oznacza to, ze szereg jest zbiezny.

o
(2n)!

>0, n=3,4,...

n=1
Stosujac do szeregu 2 kryterium poréwnawcze, otrzymujemy
(2n)! (2n)! B
n2n 4 on n2n =1,2,...,

czyli 27010:1 (222! jest majoranta szeregu 2. Do zbadania zbieznoSci majoranty stosu-

jemy kryterium d’ Alemberta.

Hm %t g (2n + 2)In?"

n—oo  a, n—oo (2n)!(n + 1)2n+2
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Oznacza to, ze szereg 2 jest zbiezny.

= nl 42"
3.
;::2 nd —n
Analogicznie jak w przyktadzie 2 do szeregu 3 stosujemy kryterium poréwnawcze
1 otrzymujemy

nl+ 2" n
ng—n>ﬁ7 n:2,3,...
o n
. 2" . .
Oznacza to, ze szereg E 273 jest minorantg szeregu 3.
n
n=2

Do zbadania zbieznoSci minoranty stosujemy kryterium Cauchy’ego

li A/ 2" li 2 2>1
11m su — = 11IMsup —F/— = 5
n—)oop 2n3 n—)oop V2n3

a to oznacza, ze szereg 3 jest rozbiezny.
Szeregi o wyrazach dowolnych

Zajmiemy sig¢ teraz badaniem zbieznosci szeregéow liczbowych, ktérych wyrazy
sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi (niekoniecznie nieujemnymi). Do takich sze-
regéw nie stosuje si¢ zadne z podanych wyzej kryteriow zbieznosci oprécz warunku
koniecznego.

Rozwazmy obok szeregu

o0
> an (2.54)
n=1
szereg utworzony z bezwzglednych wartoSci wyrazoéw szeregu (2.534)), czyli
o0
> lanl- (2.55)
n=1

Wyrazy szeregu (2.33)) sa nieujemne, a wigc do badania zbieznoSci tego szeregu moz-
na stosowac poznane kryteria zbieznosci.
Udowodnimy nastgpujace

Twierdzenie 2.69. Jezeli szereg liczbowy (2.39) jest zbiezny, to szereg tez
Jest zbieiny.
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Dowdéd. Skorzystamy z warunku Cauchy’ego zbieznosci szeregu. W tym celu za-
uwazmy, ze

7+ r+s
> an| <D an. (2.56)
n=r n=r

Ze zbieznosci szeregu (2.33) wynika, na podstawie warunku Cauchy’ego zbieznosci
szeregu, ze jezeli tylko r jest dostatecznie duze, to prawa strona nieréwnosci (2.36))
jest dowolnie mata. Zatem

7+

> an
n=r

a to pociaga zbiezno$¢ szeregu (2.34). O

Ve > 0 3ng Vr > ng Vs € NU {0} <&,

Definicja 2.70. Jezeli szereg (2.53) jest zbiezny, to szereg (2.34) nazywa si¢ bez-
wzglednie zbieznym.

Definicja 2.71. Jezeli szereg (2.33)) jest rozbiezny, ale szereg (2.34) jest zbiezny,
to szereg (2.34) nazywa si¢ szeregiem warunkowo zbieznym.

W dalszym ciagu bedziemy korzysta¢ z pewnego wzoru zwanego wzorem su-
mowania czgSciowego. Niech beda dane dwa dowolne ciagi liczbowe: {a,}nen}
i {bn}nen}. Oznaczmy przez

n
Ap = ap, dla n>0, A:=0.
k=0

Niech p i g beda danymi liczbami catkowitymi spetniajacymi nieréwnos§¢
0<p<gq
Rozwazmy

q
§ anb, =
n=p

n=

q q q
D (Ap = Ap_ )by =Y Apby — > Ap_1by =
D n=p n=p

-1 q—1
=Y Anby — > Apbng1 + Agbg — Ap_1by.
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Zatem otrzymaliSmy nastgpujacy wzor

q q—1
> anbn =Y An(bn — bny1) + Agbg — Ap_1by, (2.57)
=p n=p

zwany wzorem sumowania czesciowego. Wzor ten stosuje si¢ przy badaniu zbiezno-

oo
Sci szeregdw postaci E anbyp.
n=1

Korzystajac ze wzoru ([2.57), udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 2.72. JeZeli
1) ciqg sum czesciowych { A }nen szeregu’y 2 | o, jest ciggiem ograniczonym,
2) ciqg {Bn }nen jest ciagiem malejqcym,
3) limp, 00 Bn = 0,
to szereg

oo
Z anBn (2.58)
n=1
Jjest zbiezny.
Dowod. Z 1) wynika, ze
dM >0:VneN |4, <M.

Z 3) wynika, ze

€
Ve > 0 dng Vn > ng 5n<m.

Jezeli ng < p < ¢, to na podstawie wzoru (2.37) oraz powyzszych nieréwnoSci
otrzymujemy

q
Z anfn
n=p

<

q—1
Z An(ﬁn - 6n+1) + Aqﬁq - Apflﬁp
n=p

q—1
<M <Z(Bn - BnJrl) + Bq + ﬁp) = 2Mﬁp <e.

n=p

Ostatnia nieréwnos¢ oznacza, ze szereg (2.58) spetnia warunek Cauchy’ego, a wigc
jest zbiezny. O
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Definicja 2.73. Szereg postaci

(-1)"a,, gdzie a, >0 dla n=1,2,... (2.59)

n=1

nazywa si¢ szeregiem znakozmiennym.

Definicja 2.74. Szereg postaci (2.59) nazywa si¢ szeregiem przemiennym, jezeli
nt1 < ap,dlan =1,2,...1lim,—00 an = 0.

Z twierdzenia 2.72] jako wniosek wynika nastgpujace
Twierdzenie 2.75 (Leibniza). KaZdy szereg przemienny jest zbiezny.

Dowdd. Szereg przemienny jest szeregiem postaci (2.38)), gdzie «v,, = (—1)", za$
Bn = ay. Poniewaz ciagi {a,} i {8, } spelniaja zatozenia twierdzenia 2.72 wigc

szereg (2.39) jest zbiezny. O
Przykladem szeregu przemiennego jest szereg anharmoniczny
o0
-1 1 1 -1
ZQZ—H’_’*”'*( L (2.60)
= n 2 3 n

Z twierdzenia Leibniza (zob. twierdzenie 2.73) wiemy, ze ten szereg jest zbiezny.

Uwaga 2.76. Dowodzi sig, ze jezeli szereg (2.39) jest szeregiem przemiennym, to praw-
dziwa jest nieréwnos¢

1S = S| <anyr dla n=1,2... 2.61)

Nieréwnosé (2.61)) podaje oszacowanie bledu, jaki popelniamy, zastepujac sume
szeregu przemiennego jego n-ta sumga czgsciowa.

Na zakoriczenie podamy okre§lenie iloczynu szeregéw i odpowiednie twierdzenie
dotyczace zbieznosci tego iloczynu.

Iloczyn Cauchy’ego szeregéow
Niech beda dane szeregi

> an (2.62)

oraz

Z by,. (2.63)
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Definicja 2.77. Tloczynem Cauchy’ego szeregéw liczbowych (2.62)) i (2.63)) na-
zZywa sig¢ szereg

o
Z Cn, gdzie ¢, = ai1b, +asbp—1+---+apyby dlan=1,2,... (2.64)
n=1

Twierdzenie 2.78. Jezeli szereg (2.62)) jest bezwzglednie zbiezny, natomiast sze-
reg (2.63) jest zbiezny, to szereg (2.64) jest zbiezny i jego suma réwna sig iloczynowi

sum szeregow (2.62) i (2.63).
Dowdd. Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:
oo n o0 n
B:Zb’m Bn:zbky A:Zarw An:zakv
n=1 k=1 n=1 k=1

n

n
Co=> et Bn=B—DBy, a=) lanl

k=1 n=1

Przy tych oznaczeniach mamy

Ch=citco+-+cp=
= a1by + a1by + agby + -+ + a1by + agbp 1 + -+ + anby =
=a1By+aBy 1+ +a,By =
=a1(B — Bn) + a2(B = Bp-1) + -+ an(B — p1) =
= ApB — a1Bn — az2fp—1 — - — anhi.
Niech v, = a16, + a28p—1 + - - - + apf1. Ustalmy dowolnie mate € > 0 i obierzmy

no tak, aby |5, < € dlan > ng. Wystarczy wykazaé, ze v, — 0, przy n — oo.
W tym celu oszacujemy

|’Yn| = |alﬁn +a2fBn—1+---+ anﬂl‘ <
< |/61an +---+ 5noan—no| + |/Bno+1an—no—1 + -+ /Bnal‘ <
< |/Blan + -+ 5n0an—no| + ae.

Niech ng bedzie ustalone, zas n — co. Wowczas

lim sup |y,| < ae.
n—oo

Stad 7, — 0, przy n — o0, a to koriczy dowdd twierdzenia 2.78] O



ROZDZIAL 3
Funkcja rzeczywista zmiennej
rzeczywistej

W tym rozdziale zajmiemy si¢ bardziej szczegétowo funkcjami rzeczywistymi
zmiennej rzeczywistej, tzn. takimi, ktérych dziedziny i przeciwdziedziny zawieraja
si¢ w zbiorze liczb rzeczywistych. Przed podaniem definicji granicy podamy defi-
nicj¢ punktu skupienia i punktu izolowanego zbioru X C R. Pojgcia te oméwimy
doktadniej w rozdziale 6 (zob. definicjal6.27] str. 213]).

Definicja 3.1. Punkt = € R nazywa si¢ punktem skupienia zbioru X C R, jezeli
istnieje taki ciag {z, }nen, ze
1. 2, € X \ {20} da n=12,...
2. lim =z, = xo.

n—oo

Moéwimy, ze +o00 (—oo) jest punktem skupienia zbioru X C R, jezeli istnieje ciag
{2 }nen 0 wyrazach nalezacych do zbioru X zbiezny do +oo (—00).

Uwaga 3.2. Z definicji tej wynika, ze punkt skupienia zbioru moze nalezec¢ lub nie naleze¢
do tego zbioru.

Definicja 3.3. Punkt x € X C R nazywa si¢ punktem izolowanym zbioru X,
jezeli punkt zq nie jest punktem skupienia zbioru X.

Uwaga 3.4. Czesto na oznaczenie funkcji f: R D X — Y C R bedziemy uzywad
symbolu y = f(x).




Granice i ciaglo$¢ funkcji

Podamy teraz pochodzaca od Heinego i réwnowazna definicje Cauchy’ego gra-
nicy funkcji. Ogélne sformutowania tych definicji czytelnik znajdzie w rozdziale 6
(zob. definicja[6.30} str. 223).

Definicja 3.5 (Heinego). Niech x(y bedzie punktem skupienia zbioru X C R.
Moéwimy, ze funkcja f: X — Y C R ma w punkcie xg granicg g (skoniczona lub
nie), jezeli dla kazdego ciagu {z,, },en 0 Wyrazach z, € X \ {zo} dlan =1,2,...,
zbieznego do x, ciag { f(z,)} jest zbiezny do g, co zapisujemy

lim f(z)=y¢g lub f(z) =g, przy z— xo.

T—T0
Inng jest definicja Cauchy’ego (wersja ogdlna: zob. definicjal6.44] str. 222]).

Definicja 3.6 (Cauchy’ego). Niech x( bedzie punktem skupienia zbioru X C R.
Funkcja f: X — Y C R ma w punkcie xg granicg g (skoriczong lub nie), jezeli
dla kazdego otoczenia V' punktu g istnieje takie otoczenie U punktu zg, ze jezeli
zeUN(X\{xo}), to f(z) e V.

Postugujac sie nieréwnos$ciami, definicje 3.6l mozna zapisac:

Zauwazmy, ze podane powyzej definicje granicy funkcji obejmuja zaréwno przy-
padek granicy wtasciwej, jak i niewtasciwej, w punktach wiasciwych i w punktach
niewlasciwych. Postugujac si¢ nieréwnosciami, wypiszemy definicj¢ 3.6l w przypad-
ku, gdy xo = +00, g € R. Wéwczas U = (M, +0), V = (g — €,9 + €), a wigc

lim f(z) =g<=Ve>03M: Ve>M (zeX —|f(z)—g|<e).

Uwaga* 3.7. Okazuje sig, ze podane tu dwie definicje granicy funkcji sa réwnowazne (zob. twier-
dzenie[6.31] str. 226).

Uwaga 3.8. Przy obliczaniu granic funkcji w punkcie xy wygodniejsze jest nieraz stoso-
wanie rownowaznego zapisu, tzn.

lim f(z)= %ii%f(xo +h).

r—rxo
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Przyktad 3.9. Obliczy¢ granice

2
. T~ —
1. lim
x—1 1 —

= lim(z+1) = 2.
z—1

2. lim 2% = lim 227" = lim 2% - 2" = 23 lim 2" = 8, poniewaz lim 2" = 1.
r—3 h—0 h—0 h—0 h—0

Poprawnosé wykonanych tu rachunkéw wynika z definicji Heinego i stosownych twierdzen
o granicach ciagéw liczbowych.

Definicja 3.10. Funkcja f: X — Y ma w punkcie xg granice lewostronng (gra-
nicg prawostronng) réwng g, gdy funkcja f rozwazana w zbiorze X N (—o0, )
(odpowiednio w X N (xg, +00)) ma w punkcie x( granicg réwna g, co zapisujemy

lim f(z) =g lub lim  f(x) =g,

x_ma T—x0,r<T0
i odpowiednio

lim+ flx)=g lub lim  f(x) =g.

T—zd T—T0,T>T0

Przyktad 3.11. Funkcja ,.entier” (zob. rysunek [[.1] str.[T7), tzn. funkcja
[]: Roz—[z]€cZCR

ma w kazdym punkcie zy € R\ Z granice réwna [z], natomiast w punkcie xg € Z granica
prawostronna jest rtéwna [xo], za$ granica lewostronna jest réwna [xg] — 1.

Mozna wykaza¢ nastgpujace

Twierdzenie 3.12. Jezeli funkcja f: (a,b) — Y C R ma w punkcie x¢ € (a,b)
granice jednostronne rowne, tzn.

lim f(z)= lim f(x)=yg,

T—T) m—)mg'
to funkcja ta posiada w tym punkcie granice i

lim f(z)=g.

T—TQ

Na odwrét, istnienie granicy w punkcie xo € (a,b) zapewnia istnienie i rownos¢
granic jednostronnych w rozwazanym punkcie.



Z definicji Heinego granicy funkcji oraz twierdzen o dziataniach arytmetycznych
na granicach ciagéw zbieznych wynika nastgpujace twierdzenie, nazywane odpo-
wiednio twierdzeniem o granicy sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji.

Twierdzenie 3.13 (dzialania arytmetyczne na granicach funkcji). Jezeli

lim f(z)=g¢g i lim h(x) = p,

to
@ Jlim (f(z) £hz)) =g+p
(i) lim (f(2)-h(z)) =g-p.
(if)  jezeli h(x) #0ip# 0. to lim {ng - %.

Analogiczne twierdzenia sa prawdziwe dla granic jednostronnych i granic w punk-
tach niewtasciwych.

Jezeli ktdra$ z granic jest niewtasciwa, to dla granic funkcji zachodza takie same
twierdzenia jak dla granic ciagéw (zob. twierdzenie str. 34).

Korzystajac z pojecia granicy funkcji w punkcie g, podamy nastgpujaca definicje:

( )

Definicja 3.14. Méwimy, ze funkcja y = f(x) jest ciqgta w punkcie xg, jezeli
z( jest punktem izolowanym jej dziedziny albo jest punktem skupienia dziedziny
oraz

1. jest okreslona w punkcie xg,

2. ma w punkcie zq granicg,

3. granica funkcji w punkcie xg jest rowna wartosci funkcji w punkcie xg.

\\

Podobnie jak dla granic mamy dwie réwnowazne definicje ciagtoSci funkcji w punk-
cie zg € X.

Definicja 3.15 (Heinego). Méwimy, ze funkcja f : R O X — R jest ciagta
w punkcie g € X, gdy

zachodzi: lim f(x,) = f(xo).

n—o0

. i VneNz, € X
V{xn }nen, takiego ze lim z, =

n—oo
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Definicja 3.16 (Cauchy’ego). M6wimy, ze funkcja f : R D X — R jest ciagta
w punkcie xg € X, gdy

Ve>03d>0Vx (|z—zo| <d=|f(x) — f(zo)] <e).

Jezeli w definicji ciagloSci funkcji w punkcie x( granicge w punkcie xg zastapimy
granica jednostronna, to otrzymamy definicj¢ ciqgfosci jednostronnej, tzn. ciggtosci
lewostronnej i ciqgtosci prawostronnej.

Definicja 3.17. Funkcja y = f(x) nazywa si¢ funkcjq ciagtq w zbiorze X, jezeli
jest ciagta w kazdym punkcie tego zbioru.

Definicja 3.18. Jezeli funkcja y = f(x) nie jest w punkcie z ciagta, to z¢ nazy-
wa si¢ punktem nieciqgtosci tej funkcji.

Jezeli ¢ jest punktem nieciagtosci funkcji y = f(z) ciaglej w pewnym sasiedz-
twie punktu xg, to x¢ nazywamy izolowanym punktem nieciqgtosci tej funkcji.

Izolowane punkty nieciaglosci dzielimy na dwa rodzaje: takie, w ktérych istnieja
jednostronne granice wtasciwe, tzw. punkty nieciqgtoSci pierwszego rodzaju, oraz
pozostale, tzw. punkty nieciqglosci drugiego rodzaju.

Uwaga 3.19. Jezeli x jest takim punktem nieciaglosci pierwszego rodzaju, ze

lim f(z) = lim+ f(z) = lim f(z) =g,

T—wy Tz T—=To

to méwimy, ze funkcja y = f(z) ma w punkcie xg nieciqgtosé usuwalng (pozorng). Wéw-
czas funkcjay = f(x) nie jest okres§lona w punkcie xq albo jest okre§lona tak, ze f(xg) # g.
Wtedy funkcja f; okreslona nastgpujaco:

fl(x) — {f(l‘) dla x 7’é Lo,

g dlax = xo,

jest ciagta w punkcie zg.
Z twierdzenia wynika nastepujace

Twierdzenie 3.20 (dzialania arytmetyczne na funkcjach ciaglych).
Suma, réznica oraz iloczyn funkcji ciqgtych w pewnym punkcie jest funkcjq ciqgta
w tym punkcie. Ponadto, jezeli funkcje y = f(x) iy = h(x) sq ciqgte w punkcie x

i h(zg) # 0, to iloraz % Jest takze funkcjq ciqgta w tym punkcie.

Udowodnimy nastgpujace twierdzenie o ciaglosci funkcji elementarnych:



Twierdzenie 3.21. Funkcje

l.y=0C,
2. y=u,
3. y =singz,
4. y = cosuz,
5. y=a"

sq funkcjami ciqgtymi w zbiorze liczb rzeczywistych.

Dowaod. Niech xg bedzie dowolna liczba rzeczywista.
Aby wykazaé ciaglo$¢ funkcji f w punkcie xg, zgodnie z uwaga 3.8 (str.
wystarczy pokazaé, ze

lim f(zo 4+ h) = f(zo)- (3.1)
h—0
Ad 1. W tym przypadku f(z) = C, wigc
li h)y=lmC=C = .
Lim (2o + ) = lim f (o)
Ad 2. W tym przypadku f(z) = x. Zatem
li h) = 1li h) =z¢ = :
lim f(zo +h) = lim(zo + h) = 2o = f(2o)
Ad 3. W tym przypadku f(z) = sin x, wigc
f(zo + h) = sin(zo + h).
Zatem
lim sin(xo + k) = lim (sin zg cos h + sin h cos xg) = sin zy.
h—0 h—0
Ad 4. W tym przypadku f(z) = cos z, wigc
f(zo + h) = cos(zg + h).
Zatem
lim cos(zop + h) = lim (cos xg cos h — sin g sin h) = cos zo.
h—0 h—0

Ad 5. W tym przypadku f(z¢ 4+ h) = a(®0+"), Zatem

lim @®@oth) — 1im ¢% . ¢! = g0,

h—0 h—0
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Uwaga 3.22. W dowodzie twierdzenia[B.21] skorzystaliSmy z nastepujacych réwnosci:

lim sinz = 0, lim cosz =1, lim a® = 1.
z—0 z—0 z—0

Réwnosci te oznaczaja, ze funkcje

y =sinz, Yy = cost, y=a"

sa ciagte w punkcie x = 0.

Z twierdzenia[3.21l oraz z twierdzenia[3.20/o dziataniach arytmetycznych na funk-
cjach ciagtych wynika, ze kazdy wielomian, funkcja wymierna, funkcje y = tga
iy = ctg z sa funkcjami ciaglymi w swoich dziedzinach. Ciagle sa tez funkcje hiper-
boliczne: sinus hiperboliczny, cosinus hiperboliczny i tangens hiperboliczny. Funkcje
te definiujemy za pomoca wzoréw:

T _ o L L e % et _ e X

) e
sinh x := — coshx := 5 , tghx = pramperS 3.2)

A

1
\}
\
’

y = coshx \‘ 3+ ;

Rys. 3.1. Wykresy funkcji hiperbolicznych



Zauwazmy, ze dziedzing kazdej z przedstawionych tu funkcji hiperbolicznych jest
zbidr liczb rzeczywistych R. Zbiorem wartoSci (przeciwdziedzing) funkcji sinh jest
R, funkcji cosh — przedziat [1, +, oo], za$ funkcji tgh — przedziat [—1, 1].

Z twierdzenia (str. [64) wynika, Ze odwrotnosci funkcji hiperbolicznych, tzn.
funkcje dane wzorami:

1 2
cosech z := — = cosecans hiperboliczny, 3.3)
sinhz e? —e™?
1 2
sech x := cosha — or e secans hiperboliczny, 3.4
1 X —T
ctgh x := S te —  cotangens hiperboliczny 3.5)

tghx e —e™

tez sa ciagle w swoich dziedzinach.

Twierdzenie 3.23 (o lokalnym zachowaniu znaku). Jezeli funkcja y = f(x)
Jest ciqgta w punkcie xo € (a,b) oraz f(xg) > 0 (f(xo) < 0), to istnieje takie
otoczenie punktu x, Ze dla kazdego x 7 tego otoczenia spetniona jest nierownos¢

f2) >0  (f(x) <0).

Dowdd twierdzenia wynika bezposrednio z definicji Cauchy’ego granicy
funkcji i z tego, ze
Jm f(z) = f(zo)-
Definicja 3.24. Funkcja f: X — Y nazywa si¢ jednostajnie ciqgta w zbiorze X,
jezeli

Ve>036>0: Vog € XVas € X |x1 —a2| <0 — |f(z1) — f(z2)] <e.

Do wyjasnienia zwiazku, jaki zachodzi migdzy ciagtoscia funkcji w zbiorze X
a zdefiniowana powyzej jednostajng ciagtoscia, zapiszemy definicj¢ ciagtosci funkcji
w zbiorze X.

Funkcja f : X — Y nazywa sie funkcja ciagla w zbiorze X, jezeli

Ve € XVe>030>0: Voo e X |x1 — a9 <0 — |f(x1) — f(z2)] <e.

Z poréwnania definicji ciagtosci i jednostajnej ciagtosci widzimy, ze w definicji jed-
nostajnej ciagtosci wybdr J jest zalezny tylko od e, czyli d jest takie samo dla wszyst-
kich punktéw zbioru X (méwimy, ze § jest uniwersalne), natomiast w definicji cia-
glosci wybor 4 jest zalezny nie tylko od e, ale réwniez od punktu z1; § jest na ogét
rézne dla réznych punktéw zbioru X.
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Uwaga 3.25. Z definicji B.24] oraz z powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja jedno-
stajnie ciagla w zbiorze X jest ciagta w kazdym punkcie tego zbioru, ale nie na odwrét.
Przyktadem funkcji ciagtej, ktéra nie jest jednostajnie ciagta jest funkcja

1
f: (O,l]BxHEER.

Podamy teraz, bez dowodu, trzy twierdzenia dotyczace wtasnosci funkcji ciagtych
w przedziale domknigtym. Szczegdly czytelnik moze znaleZ¢ w rozdziale 6.

Twierdzenie 3.26. (zob. twierdzenie str. 234) Funkcja ciagta w przedziale
domknigtym jest jednostajnie ciggta.

Twierdzenie 3.27. (zob. wniosekl6.60 str.233)) Jezeli funkcja f jest ciqgta w prze-
dziale domknigtym [a, b], to jest w nim ograniczona i istniejq w tym przedziale takie
punkty x1 i T2, Ze

f(x1) = inf f(z):=inf f([a,d]),

z€la,b]

f(x2) = sup f(z) :=sup f([a,b]),
x€la,b]
czyli funkcja ciqgta w przedziale domknigtym osiqga w tym przedziale kres dolny
i kres gorny zbioru swoich wartosci.

Twierdzenie 3.28 (Darboux). (zob. wiasnos¢l6.83 str. 240) Jezeli funkcja [ jest
ciqgta w przedziale domknigtym [a,b], gdzie a < o < [ < b oraz liczba q leZy
pomiedzy f(a) i f(B), to istnieje taki punkt ¢ € («, 3), Ze f(c) = q.

Twierdzenie to nazywa si¢ twierdzeniem o przyjmowaniu warto$ci posrednich,
majac na mysli fakt, ze funkcja y = f(x) w przedziale [a, b] przyjmuje kazda war-
to$¢ posrednia migdzy kresem gérnym i dolnym zbioru swoich warto$ci. Jednym
z praktycznych jego zastosowan jest mozliwo$¢ wyznaczania miejsc zerowych funk-
cji ciagtych ze z géry zadana doktadnoscia.

Jesli funkcja funkcja f : [¢,d] — R ma w kazdym przedziale [a, b] C [c, d] wia-
sno$¢ przyjmowania wartosci posrednich (tzn. spelnia warunek opisany w tezie twier-
dzenia 3.28), to méwimy, ze ma wlasnos¢ Darboux. Z twierdzenia wynika, ze
kazda funkcja ciagla w przedziale domknigtym ma wtasnos¢ Darboux. Przyktadem
funkcji nieciaglej, ktéra ma wtasno$¢ Darboux jest funkcja

0, gdy z =0,
sini, gdyz e (0,1].

T

f: [0.1]9x|—>{

Z twierdzen [3.27]i[3.28 wynika nastepujacy



Whiosek 3.29. Obrazem przez funkcje ciagta przedziatu jest przedziat, natomiast
obrazem przedziatu domknigtego jest przedziat domkniety.

e e D

Jean Gaston Darboux
Ur. 14 sierpnia 1842 w Nines, Francja
Zm. 23 lutego 1917 w Paryzu

Francuski matematyk. Gtéwne jego osiagniecia dotyczg
geometrii rézniczkowej i analizy matematycznej. Jest
powszechnie znany dzieki wykazanej przez niego
wiasnosci Darboux i wprowadzonemu w jednej z prac
z geometrii r6zniczkowej pojeciu catki Darboux.

\ g

Funkcja zlozona i jej ciaglosé¢

Niech h: X — U bedzie funkcja, ktéra oznaczamy u = h(x) iniechg: U — Y
bedzie funkcja, ktéra oznaczamy y = g(u).

Definicja 3.30. Funkcje f: X — Y okre§long wzorem
f(@) = (goh)(z) = g(h(x))

nazywa si¢ funkcja ztozona. Funkcja ta sktada si¢ z funkcji y = g(u), zwanej funkcjq
zewngtrzng oraz z funkcji u = h(x), zwanej funkcjq wewngtrzng.

Przyktad 3.31. Rozktad na funkcje zewngtrzna i wewnetrzna.

Ly=@2c+3)?% y=gu=v’, u=h(z)=22+3,

2. y =v/sinz, Yy =v/u, u = sinx,

3. y=tg?z, y = u?, u=tgzx.

Uwaga 3.32. Funkcja ztozona moze by¢ ztozeniem wigcej niz dwéch funkcji, np.

2,2 2 2

y = cos” z~, y =07, v = COoS U, u =z

Uwaga 3.33. Kolejnos¢ sktadania funkcji jest istotna. Swiadczy o tym nastepujacy przy-
ktad. Niech beda dane funkcje f(x) = sinx, g(z) = 27,

(fog)(x) = flg(x)) = sin2%,
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natomiast

(9o f)(x) = g(f(x)) = 25",
Udowodnimy nastgpujace

Twierdzenie 3.34. Jezeli funkcja y = g(u) jest ciqgta w punkcie ug oraz funkcja
u = h(x) jest ciagta w punkcie xq, przy czym uy = h(xg), to funkcja f = g o h jest
ciggta w punkcie x.

Dowdd. Nalezy udowodnié, ze

lim f(x) = /(o).

T—T0

Niech {x,, } nen bedzie takim ciagiem, ze x,, € X dlan = 1,2,... oraz x,, — o,
przy n — oo. Poniewaz funkcja u = h(x) jest ciagta w punkcie ¢, zatem

Un = h(zy) = h(xo) = uo, przy n — oo.
Z ciagtosci funkcji y = g(u) w punkcie ug wynika, ze
9(un) = g(uo), przy n — oo,

czyli
f(@n) = g(h(xn)) = g(h(x0)) = f(x0), przy n — oo,

a to oznacza, ze funkcja f = g o h jest ciagta w punkcie . O
Funkcja odwrotna i jej wlasnosci

Niech f : X — Y bedzie funkcja, ktéra oznaczamy y = f(z)oraz p : ¥ — X
bedzie funkcja, ktéra oznaczamy = = (y).

Definicja 3.35. Funkcje © = ¢(y) nazywac bedziemy funkcjq odwrotng do funk-
cjiy = f(x), jezeli dla kazdego x € X

o(f(z) ==

idlakazdegoy € Y
f(e() = v,
tzn.
po f=idx i fop=idy.



Twierdzenie 3.36. Warunkiem koniecznym i wystarczajqcym na to, aby istniata
funkcja odwrotna do funkcji y = f(x) jest, aby funkcja ta byta réznowartosciowa
w zbiorze X i f(X) =Y, tzn. aby odwzorowanie f: X — Y byto odwzorowaniem
bijektywnym.

Dowod. Udowodnimy najpierw, ze warunek jest konieczny, tzn. jesli istnieje funk-
cjax = ¢(y) odwrotna do funkcjiy = f(x), to funkcjay = f(x) jest bijekcja. Niech
f(x1) = f(x2). Z definicji funkcji odwrotnej o (f(x1)) = x1 1 @(f(22)) = 2. Za-
tem x1 = x9, czyli f jest odwzorowaniem injektywnym.

Wykazemy, ze f jest réwniez surjekcja. W tym celu weZzmy dowolne y € Y i
potézmy x = ¢(y). Z definicji funkcji ¢ wynika, ze y = f(x), a to oznacza surjek-
tywnos$¢ odwzorowania f.

Udowodnimy teraz, ze warunek ten jest réwniez warunkiem wystarczajacym. Z bi-
jektywnosci odwzorowania f wynika, ze dla kazdego y € Y istnieje doktadnie jedno
x € X, takie ze y = f(x). Dzigki temu mozemy zdefiniowac funkcje ¢ : ¥ — X
W nastgpujacy sposob:

oy) =z = f(z) =y. (3.6)

Jest to funkcja odwrotna do funkcji f, poniewaz z (3.6) mamy ¢(f(x)) = = dla
kazdego x € X i f(p(y)) = y dlakazdegoy € Y. O

Wykresy funkcji danej i odwrotnej sa identyczne. Jezeli w funkcji odwrotnej za-
mienimy role zmiennych z i y, to otrzymamy funkcje y = ¢ (x), ktérej wykres po-
wstaje z wykresu funkcji y = f(x) przez symetryczne odbicie wzgledem prostej
Y=

Rys. 3.2. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne
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Przyktad 3.37. Niech f: R 5> = — y = a® € Ry, gdziea > 0ia # 1. Przy tych
zatozeniach f jest odwzorowaniem bijektywnym, a zatem istnieje odwzorowanie odwrotne
p:Roy—=z=log,yeR.

Rysunek [3.2] przedstawia wykresy funkcji wyktadniczych y = a” oraz odwrot-
nych (po zmianie oznaczen) do funkcji wyktadniczych, czyli funkcji logarytmicz-
nych y = log, =.

Przyktad 3.38. Niech f: R > 2 — y = 2% € R. Funkcja f jako funkcja parzysta nie jest
odwzorowaniem bijektywnym, a wigc f nie ma funkcji odwrotnej. Rozpatrywaé begdziemy

zatem funkcje
fi:RyU{0} 32 —y=2%€cR.

Tak okreslona funkcja jest odwzorowaniem bijektywnym zbioru R U{0} na zbiér R, U{0}.
Funkcja odwrotna do funkcji f; jest funkcja

0:RyU{0} 32— y=vzeR,U{0}.

> > T
Rys. 3.3. Funkcja kwadratowa i pierwiastkowa

Uwaga 3.39. Funkcje odwrotna do funkcji f czesto oznacza si¢ symbolem f~1.
Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 3.40. Niech X bedzie przedziatem. Jesli f: X — Y C R jest ciagla
bijekcjq, to
1. f jest funkcjq silnie monotoniczng,
2. f71 jest funkcjq silnie monotoniczng (silnie rosnqcq, gdy f jest silnie rosngca;
silnie malejqca, gdy f jest silnie malejqca),



3. f1 jest funkcjq ciagla.

Dowdd. Ad 1. Przypusémy, ze funkcja f nie jest silnie monotoniczna. Stad i z cia-
gtosci funkcji f wynika istnienie takich punktow x1,xe € X, ze 1 # x2 1 f(x1) =
f(z2), ato jest sprzeczne z bijektywnoscia odwzorowania f.

Ad 2. Poprowadzimy dowéd przy zatozeniu, ze funkcja f jest silnie rosnaca. Przy-
pusémy, ze f~! nie jest silnie rosnaca, tzn. istnieja takie yi,y2 € Y, Ze y1 < 2
i f7Yy1) = [ (y2). Poniewaz f~1(y1) = @11 f1(y2) = w2, wige 11 > @9
iz1, e € X.Funkcja f jest silnie rosnagca w X . Zatem f(x1) > f(z2). Wobec tego,
ze f(x1) = y11 f(z2) = y2, mamy y; > yo, a to jest sprzeczne z zalozeniem.

Ad 3. Niech y bedzie dowolnym, ustalonym punktem zbioru Y.

Nalezy pokazac, ze

lim f~(y) = f(wo). 3.7)

Y—Yo
Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze granica (3.7)) nie istnieje, tzn. mozna wybraé
takie dwa ciagi {y, } i {7, }, ze
lim y, =yo i lim ¥,, = yo, (3.8)

n—o0 n—o0

natomiast

lim f~ (yn) = g1, m f'y)=9 i g#g (B9

li

n—oo n—oo
Oznaczmy przez

To=f"Yyn) i Tn=f"YF,), dla n=12... (3.10)

Z (3.9) wynika, ze

lim z, = g1 1 lim %, = g¢o. 3.11)
n—00 n—0oo
Z ciaglosci funkcji f iz (3.11) mamy
lim f(zn) = f(g1) =90 i lim f(Zn) = f(g2) = o (3.12)
n—oo n—oo

Z 3.12)
f(g1) = f(g2)-

Poniewaz f jest odwzorowaniem bijektywnym, wigc

g =0g2=9,
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a to jest sprzeczne z (3.9). Sprzeczno$é ta oznacza, ze funkcja f~! posiada granice
w punkcie ¥g.

Niech
lim f~'(y) = g.
Y—Yo
Z @12 f(9) = yo = f(z0), stad g = wo. Ale zg = [~ (yo), czylig = ' (0).
to koriczy dowdd twierdzenia 3.401 O

Odwracalnosé funkcji trygonometrycznych. Funkcje cyklometryczne

Z twierdzenia Str. wynika, ze ,,petne” funkcje trygonometryczne nie sa
odwracalne, bo jako okresowe nie sa réznowartoSciowe. Aby méc utworzy¢ funk-
cje odwrotne do funkcji trygonometrycznych, nalezy zawezic¢ przedzialy ich okre-
SlonoSci oraz zbiory ich wartosci tak, aby zawezone funkcje trygonometryczne byty
odwzorowaniami bijektywnymi. Oméwimy to kolejno dla wszystkich funkcji trygo-
nometrycznych. Rozpoczniemy od funkcji arcsin. (czyt. arcus sinus)

=7

arcsin : [—1,1] 3 x +— arcsinz € [—5, 5

Arcus sinus jest funkcja odwrotng do funkcji
. m™T .
f:sm\[ig’%] : [—5,5} Sz y=sinz € [-1,1],

ktora jest odwzorowaniem bijektywnym. Z twierdzenia[3.36l wynika istnienie funkcji
f~1, odwrotnej do funkcji f, okreslonej wzorem (3.3). Wartos¢ f~!(y) oznacza sie
przez arcsin y, tzn.

f1:[-1,1] 5y = = =arcsiny € [—g,g}
Z definicji funkcji odwrotnej wynika, ze
arcsin(sinz) =x Vx € [— g, g},
sin(arcsiny) =y  Vy € [-1,1].

Funkcja arc cos (czyt. arcus cosinus):

arccos : [—1,1] 3 z — arccosz € [0, 7]

jest funkcja odwrotna do funkcji

f=008|gq: [0,7] 52 y=cosxe[-1,1].



Analogicznie jak dla funkcji y = sin x mamy

arccos(cosz) =z V€ [0,7],
cos(arccosy) =y Vy e [-1,1].

Funkcja arctg (czyt. arcus tangens):

arctg : (—oo,+00) 3 x> arctgz € (=5, %)

jest odwrotna do funkcji

f:tg|(7 ) (—E,g>9wl—>y:tgx€(—oo,+oo).

Zgodnie z definicja funkcji wzajemnie odwrotnych mamy réwnosci:

arctg(tgx) =z Vz € (— g, g),
tg(arctgy) =y  Vy € (—00,+00).

Funkcja arcctg (czyt. arcus cotangens):

arcctg : (—o0,+00) 3 x +— arcctgx € (0, )

jest funkcja odwrotna do funkcji

f=ctglon: (0,m) 22— y=ctgz € (—00,+00).

Tym razem mamy zwiazki

arcctg(ctgx) =z Vo e (0,7)
ctg(arcctgy) =y Vy € (—00, +0).

Funkcje arcsin, arc cos, arctg, arcctg nosza nazwe funkcji cyklometrycznych.

Z twierdzenia wynika, ze funkcje cyklometryczne sa funkcjami ciaglymi
i silnie monotonicznymi, funkcje arcsin i arctg sa silnie rosnace, natomiast arc cos
i arcctg sa silnie malejace.

Wykresy tych funkcji przedstawiamy na rysunku 3.4
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y = arcsinz y = arctgx
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Y = arccosx Y= arcctg;l;
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2
-1 1
> T > T

1
Rys. 3.4. Funkcje cyklometryczne

Odwracalnosé funkcji hiperbolicznych

Zakladajac, ze czytelnik pamigta definicje oraz wykresy funkcji hiperbolicznych
(zob. wzory (3.2)) oraz rysunek [3.11 str. [66). rozpoczniemy od funkcji arsinh (czyt.
area sinus hiperboliczny).

arsinh : (—o0,400) 3 & — y = arsinhz € (—o0, +00)

Funkcja ta jest odwrotng do funkcji

sinh : (—o00,+00) 3  — y = sinhx € (—o0, +00),

ktora jest odwzorowaniem bijektywnym. Z zaleznosci pomigdzy dana funkcja i funk-
cja do niej odwrotna otrzymamy

y = arsinhz <= sinhy =z =

2



Stad, wyliczajac y otrzymamy
arsinhz =In (z + V22 +1) dlaz€R. (3.13)

Funkcja area cosinus hiperboliczny:

arcosh : [1,400) 5 x + arcoshz € [0, +00)

jest funkcja odwrotna do funkcji
coshljy oy : [0, +00) =y = coshx € [1 + 00).
Postepujac podobnie jak w przypadku funkcji area sinus hiperboliczny otrzymamy
arcoshz = In (x + \/ﬁ) dlaz > 1. (3.14)

Funkcja area tangens hiperboliczny:

artgh : (—1,1) > z — artghx € (—o0, +00)

jest funkcja odwrotna do funkcji
tgh : (—o0,4+00) =y =tghz € (—1,1).
W tym przypadku mozna wykazac, ze

1+zx
1—z

1
artghz = 5111 dla |z| < 1. (3.15)

Funkcja area cotangens hiperboliczny:

arctgh : R\ [-1,1] 2 2 — artghz € R\ {0}

jest funkcja odwrotng do funkcji
ctgh: R\ {0} — y=ctghx e R\ [-1,1].

Dla funkcji arctgh mamy wzor:

1 1
arctghx = 3 In < +

dla |z| > 1. (3.16)

Wykresy funkcji arsinh, arcosh, artgh zostaty przedstawione na rysunku
Czytelnikowi proponujemy poréwnanie tych wykreséw z wykresami funkcji hiper-
bolicznych przedstawionymi na rysunku [3.1] str.
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Yy
y = artghx
ST}
2«» /»’/’/
z =
>
LT / ,»" y=arcoshx
1 | | | | raY i’ | | | x
[ T T T 1 U I T T T
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A
y = arsinhz — :
— :
_— - _2 T
_—
-3 4
4 1L

Rys. 3.5. Funkcje odwrotne do hiperbolicznych

Funkcje specjalne i ich granice

Podamy teraz, wraz z uzasadnieniem, granice pewnych funkcji specjalnych. Gra-
nice te stosuje si¢ migdzy innymi przy wyprowadzaniu wzoréw na pochodne niekt6-
rych funkcji.

sin
L lim =1
z—0 X
. . . _ Sinx . . . .
Poniewaz funkcja f(z) = 3% jest funkcja parzysta, zatem na podstawie twier-
dzenia[3.12] wystarczy dowiesé, ze
. sinz
lim =1
r—0t T

Poniewaz x — 07, wiec mozemy zatozy¢, ze z € (0, §).



o/ = A L,
K

Rys. 3.6. Wyprowadzenie granicy I

Z rysunku 3.6l odczytujemy, ze

Proas < Pw < Paoac,
gdzie Py oznacza pole wycinka OAB.

sinx

r _tgx ™
<T<BY g ze (0,7>.
2 S 2572 v 2
Stad
1 1 1 .
— < — < — | -sinz,
tgx ~x sinx
sinx
cosT < <1

(3.17)

x
Z (3.17), definicji Heinego (zob. deinicja[3.3] str. [61) i twierdzenia o trzech ciagach
(zob. twierdzenie 2,13 str. 22)) wynika, ze

. sinxzx
lim
z—0 X

=1.

. arcsinz
1I. lim ——
x—0 €T

Istotnie oznaczmy arcsinz = y — x = siny. Gdy x — 0, to z ciagtosci funkcji
arcsin xz wynika, ze y — 0, wigc

arcsinx . 1

—— = lim — = lim —

y—0siny y—0 Sy
Yy

lim
z—0 €T

=1
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t
IIL lim 8% — 4
z—0 X
lim t—w = lim ‘S;)r;fc = lim sinz 1
z—0 X z—0 T z—0 X COSX
t
IV. lim 282 _
r—0 xT
Dowdd jest analogiczny jak w II.
1 X
V. lim (1 + —) —e
r—>00 x

Niech {z, }en bedzie dowolnym ciagiem zbieznym do +oo lub do —oo. Z defi-

nicji Heinego granicy funkcji wynika, ze V jest rownowazne

1\
lim <1 + > =e,
Ly — 00 T,

natomiast (3.18)) jest znang granica w teorii ciagdéw liczbowych (zob. str. 34).

VI. lim M 1

z—0 T Ina

=— dlaa>0, a#1

Istotnie

lim log,(x + 1)

z—0 xT z—0 T

Poniewaz ‘%‘ — 400, gdy x — 0, wigec na podstawie V

lim (1 —f—iU)% =e,

z—0
czyli
. log,(x+1)
lim —=%4—= =1 = —.
250 x %€= 1 a
W szczegdlnosci, gdy a = e
1 1
lim B D

8|~

1
= lim —log,(z+ 1) = lin% log,(z +1)
z—

(3.18)

(3.19)



v
VIL lim 2 —lna dlaag>0

z—0 a5

Niech a® — 1 = z. Stad = log,(1 + z). Jezeli z — 0, to z ciagtosci funkcji
logarytmicznej 2 — 0. Wiec

a® —1 z

T (s Rl TR
z
Kladac a = e, otrzymujemy
et -1
lim =1. (3.20)
z—0 X
1 “—1
VIIL im D=L ghaer
z—0 X
Oznaczmy (1 +x)* — 1 =wu.Stad aIn(1 + z) = In(1 + ) .
Jezelix — 0, tou — 0, wiec
1 “—1 In(1
lim%:limgzliman( er)- Y
z—0 T z—0 I z—0 T h’l(l + u)
In(1
:hman( Jrx)‘lim Y =a-1=aqa.
z—0 T z—0 ln(l + ’LL)

W oméwionych powyzej granicach specjalnych I, 11, III, IV, VI, VII i VIII wystepu-
jaca zmienng niezalezng x mozemy zastapi¢ dowolna funkcja g zmiennej z, taka ze
limg 4, g(z) = 0 (w granicy V, lim,_,,, g(z) = 00) i wowczas otrzymamy

lim sin g(z)

I =1
R C)) ’
Ir'. lim 2esing@)
w0 g()
t
na lim 89 _
v=wo g(x)
v’ lim %g(m) =1,
v g(x)
1
/ ; g(x) _
V. xlgrggo(l + g(m)) e,
1 1 1 1 1

=0 g(x) Ina =g g(x)
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g(z) _ g(z) _
VI im o e i oy
2 9@ 2 @)
vir lim L9 =1
S g(x)

Przyktad 3.41. Obliczy¢ nastgpujace granice:

)i sin 4z lim (\/1 + x4+ 1) sin 4x
im = =
a z—=0+/1+2x—1 x—0 14+x—-1

= lim 312490 A(VIFz41) =38,

z—0 x
Si 2 S 2 1
) lim arcsin(z + 2) ~ lim arcsin(z + 2) _ L
-2 1242z a——2  z(z+2) 2
1 1 1 1
¢) lim 70&( +32) = lim 70&( +32) 3= i,
z—0 x z—0 3z In2
x+1 r_ 1 3
Q) dim o =3 367D 3y

z—0 2x z—0 2z 2



rozpziat 4
Pochodne i rozniczki funkecii
jednej zmiennej

Zaktadamy, ze czytelnik umie oblicza¢ granice ciagdéw liczbowych, granice funk-
cji elementarnych oraz badacd ich ciagtosc.

Rachunek rézniczkowy ma szerokie zastosowanie w naukach technicznych. Juz
w poczatkowym kursie fizyki dowiadujemy si¢, ze predkosé jest pochodna drogi,
za$ przySpieszenie pochodng predkosci wzgledem czasu. Pochodna nabiera tu intu-
icyjnie jasnego sensu jako granica, do ktérej dazy predkosé Srednia odpowiadajaca
przyrostowi czasu At, gdy At dazy do zera.

Innym problemem, ktdry przyczynit si¢ do rozwoju rachunku rézniczkowego, jest
wyznaczanie stycznych do krzywych. W kursie szkolnym styczna do okregu defi-
niujemy jako prosta, ktéra ma z krzywa tylko jeden punkt wspdlny. Definicja ta ma
charakter bardzo szczeg6lny i nie ujawnia istoty rzeczy. Z takiej definicji wynikatoby,
ze obie osie uktadu wspétrzednych s styczne do paraboli y = 22 w punkcie (0, 0).
Tymczasem intuicja podpowiada, ze tylko o§ Ox jest styczna. Nasze rozwazania roz-
poczniemy od wyja$nienia pojgcia stycznosci.

Stozek styczny

Pojecie stycznosci mialo znaczacy wptyw na rozwdj rachunku rézniczkowego. W
szczegblnosci chodzi tu o styczne do wykresu funkcji jednej zmiennej. W naszych
rozwazaniach wykorzystamy jedna z definicji stycznosci podanych przez H. Whit-
neya.

Niech A begdzie niepustym podzbiorem przestrzeni unormowanej E. Definicje
przestrzeni unormowanej moze czytelnik znalez¢ na str. Interesujaca dla na-
szych rozwazan jest przestrze E = R? z norma euklidesowa, tzn. okreslong wzorem

[z, )| = Va2 +y>.
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Definicja 4.1. Mowimy, ze wektor v € E jest styczny do A w punkcie a € E,
gdy v = 0 albo v # 0 i istnieje taki ciag {a, }nen punktéw zbioru A o wyrazach
réznych od a, ze
: . L. Gn—a v

limap,=a¢ 1 lim —m—=—.
n—bo0 n=oo [lan —af o]

Wystepujaca tu ||v|| oznacza dtugos¢ wektora v, za$ zbiezno$¢ {a,, }nen do a ozna-
cza, ze limy,_,~||a, — al| = 0.

Z definicji tej wynika, ze jezeli wektor v jest styczny do zbioru A w punkcie a,
to dla kazdej liczby t > 0 wektor tv tez jest styczny do A w tym samym punkcie
A. Tak wigc zbiér wektoréw stycznych tworzy stozek o wierzchotku w punkcie 0.
Stozek ten nazywaé bedziemy stozkiem wektoréw stycznych. Oznaczmy ten stozek
przez SW (A, a).

e 2 Ya D

Hassler Whitney
Ur. 23 marca 1907 w Nowym Jorku, USA
Zm. 10 maja 1989 w Mount Dents Blanches,
Szwajcaria

Zajmowat sie miedzy innymi topologia algebraiczna,
geometrig rozniczkowa i topologia rézniczkowa. Z jego
nazwiskiem zwigzane jest pojecie stozka stycznego.
Badajac osobliwosci przestrzeni analitycznych,
wprowadzit 5 réznych stozkéw stycznych.

\ G

Definicja 4.2. Jesli ) # A C E oraz a jest punktem skupienia zbioru A, to zbidr
Sa(A) ={x e E: z—aec SW(A,a)} 4.1)

nazywamy stozkiem stycznym do zbioru A w punkcie a. Gdy stozek styczny jest
prosta, to nazywamy go prostq styczng lub krétko styczng. Gdy jest ptaszczyzna, to
nazywamy go pfaszczyzng stycing.

Zauwazmy, ze stozek styczny jest stozkiem o wierzchotku a, bo wraz z dowolnym
punktem = = a zawiera cata pétprosta wychodzaca z punktu a i przechodzaca przez
punkt x.

Przedmiotem naszych zainteresowan bgda wytacznie stozki styczne do wykreséw
funkcji rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywiste;j.
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Cwiczenie 4.3. Wykazaé, ze
(a) stozkiem stycznym w punkcie (1, 3) do wykresu funkcji y = |z — 1| + 3 jest ten wykres,
(b) stozkiem stycznym w punkcie (0,0) do wykresu funkeji y = 1/ jest dodatnia p6tos osi
Oy,
(c) stozkiem stycznym w punkcie (0, 3) do wykresu funkcji y = sin(2) (zob. rys.[6.3] str.
220) jest péiptaszczyzna {(z,y) : « > 0}, za§ w punkcie (0, 1) czg$¢ wspdlna péiptasz-
czyzny {(z,y) : = > 0} z pétptaszczyzna {(x,y) : y < 1}.

4.1.
Pochodne i rozniczki

Niech D bedzie niepustym podzbiorem R i niech zo bedzie punktem wewnetrz-
nym zbioru D. Dla funkcji f : D — R definiujemy nowa funkcje:

f(@) = fzo)
D\{xo}ax%ﬁ,

ktéra nazywamy ilorazem roznicowym funkcji f w punkcie xg.

4 )

Definicja 4.4. (i) Mowimy, ze funkcja f : R D D — R jest rézniczkowalna

w punkcie xg, gdy istnieje granica f’(x¢) ilorazu rézZnicowego funkcji f w
punkcie z, tj. granica

f(@) = f@o) _ lim f(930+h)—f(900)'

T—T0 T — X h—0 h

4.2)

(ii) Liczbe f'(zo) (o ile istnieje) nazywamy pochodnq funkcji f w punkcie x.

(iii)) Méwimy, ze funkcja f : R D D — R jest rozniczkowalna w D (lub krét-
ko, ze jest r6zniczkowalna), gdy jest r6zniczkowalna w kazdym punkcie
zbioru D.

.

Korzystajac z identyfikacji (Z.36)) (str.[267), pochodna f’(z() mozemy identyfiko-
wac z odwzorowaniem liniowym

daof : R3S h > f(m0)h €R, 4.3)

ktore bedziemy nazywac rdézniczkq funkeji f w punkcie xg.
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Czesto x — x nazywac bedziemy przyrostem zmiennej x i oznaczaé przez Ax lub
krécej, np. przez h. Przy takim oznaczeniu (4.2)) ma postac

vy oo flwo+Ax) = f(xo) . f(wo+h) — f(wo)
f@o) = fim, Az = hm h '

Na pochodng i rézniczke stosuje si¢ tez inne oznaczenia. Dla przyktadu:
. y . df
zamiast  f'(zg) czesto piszemy d—(:po),
x
zamiast  d,,f  czesto piszemy f'(zg)dx.

Przy zapisie rézniczki w postaci f/(zg)dz znak dx oznacza odwzorowanie tozsamo-
sciowe zRdo R, tzn. dz : R> h+ dz(h) :=heR.

Jak juz wspomnieliSmy, pochodna mozna interpretowaé na kilka sposobéw. Roz-
poczniemy od interpretacji geometryczne;j.

Interpretacja geometryczna pochodnej

Yy
f(x() + h)

f(xo)

Rys. 4.1. Interpretacja geometryczna pochodnej

Iloraz réznicowy odpowiadajacy przyrostowi h zmiennej = jest tangensem kata
ap, jaki tworzy pétprosta (sieczna) o poczatku (zg, f(x0)), przechodzaca przez punkt
(xo + h, f(xo + h)) z dodatnim kierunkiem osi Oz (zob. rys. E). Gdy h — 0, to
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sieczna zmierza do stycznej, co w naszym przypadku oznacza, ze oy, — «, gdy
h — 0, gdzie « jest katem, jaki tworzy styczna do wykresu w punkcie (zo, f(x0))
z dodatnim kierunkiem osi Ox. Stad wynika, ze

) = Jim L0 = S0

= lim tg oy, = tga.
h—>0g h &

Zatem pochodna jest tangensem kata, jaki tworzy styczna do wykresu w punkcie
(zo, f(x0)) z dodatnim kierunkiem osi Ozx.

Sieczna jest prosta przechodzaca przez punkty (zo, f(xo)) i (xo + h, f(zo + h)).
Zatem jej rownanie ma postaé

f(@o+h) — f(z0)

y— f(zo) = N

(z — z0).

Poniewaz sieczna zmierza do stycznej, gdy h — 0, wigc przechodzac z h do zera,
otrzymamy réwnanie

y — f(xo) = f'(w0)(z — 20),

ktére jest réwnaniem stycznej do wykresu funkeji f w punkcie (xq, f(zg)).
Zwiazek rézniczkowalnosci z ciagloScia

Przypu$émy, ze dana jest funkcja f : R D D — R i punkt 9 € D. Rézniczko-
walnos¢ funkcji f w punkcie x( jest rownowazna temu, ze funkcja

f(z) — f(zo)
dr: Dox— op(z):= T — T , gdy @ # a0, 4.4
fl(xo)  , gdy x =z

jest ciagta w punkcie xg € D. Stad wynika, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punk-
cie xg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja 67 : D — R ciagta w punkcie
xo, ze

f(x) = f(xo) + (x — x0)d¢(x) dlaxzeD (4.5)

i wowcezas f'(zo) = d¢(xo).
Ktadac

h:=z— xg,
A(h) = Ap(h) == 8;(xo + h),
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réwnos¢ (@.3) przyjmie postaé
f(zo+h) = f(zo) + hAy(h) (4.0)

i funkcja h — Ag(h) € R jest ciagta w punkcie 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f jest
rézniczkowalna w punkcie zg i wtedy A(0) = f/(xo).

Twierdzenie 4.5. Jezeli funkcja f : R D D — R jest rozniczkowalna w punkcie
xg € D, to jest w tym punkcie ciggta.

Dowdd. Ciagtos¢ f w punkcie xg wynika z réwnosci (4.3), gdyz prawa strona tej
réwnodci jest funkcja ciagta w x. O

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 4.5 nie jest prawdziwe.

Przyktad 4.6. Dla przyktadu: funkcja f(z) = |x| jest ciagta w punkcie 2y = 0, ale nie
jest w tym punkcie rézniczkowalna. Istotnie, gdyby byta rézniczkowalna, to istniataby taka
funkcja ¢y ciagta w punkcie 0, ze

|z| = z0f(x) dlax #0.

Stad wynikaloby, zZe istnieje funkcja ciagta w punkcie 0, réwna 1 dla x > 0 i réwna —1 dla
z < 0. Wiemy jednak, ze taka funkcja nie istnieje.

Operacje wymierne na pochodnych

Niech D bedzie niepustym podzbiorem R. Przypominamy, ze

moéwiac o funkcji f : R D D — R, ze jest r6zniczkowalna w punkcie g € D,
zakladamy, ze istnieje taki niezdegenerowany przedziat I C D, ze xg € 1.

Twierdzenie 4.7 (o pochodnej sumy funkcji). Jesli funkcje f, g : D — R sq
obie rozniczkowalne w punkcie xo € D, to ich suma f + g jest roZniczkowalna
w punkcie xq oraz

(f +9) (x0) = f'(x0) + g'(20).
Dowdd. Zgodnie z zatozeniami istnieja, ciagle w o funkcje o7, 6, : D — R,

takie ze

f(x) = f(zo) + (x — 20)0s(x) dlaz e D,
g(zo) + (z — x0)dg(z) dlaz € D.
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Stad wynika, ze

(f +9)(@) = (f + 9)(20) + (& = 20)df14(z) dlazeD,

gdzie 874 := d7 + 04 jest funkcja ciagla w punkcie xo. Zatem funkcja (f + g) jest
rézniczkowalna w punkcie xg 1 poniewaz

Op1g(w0) = df(w0) 4 dg(20) = f'(0) + ¢ (20),

wiee (f + g)'(zo) = f'(20) + ¢ (o). O

Twierdzenie 4.8. Jesli A € R i funkcja [ jest rozniczkowalna w punkcie xg, to
funkcja \f jest rozniczkowalna w xq i

()\f)/(%) = )\f/(l"o)-
Dowdd. Z réwnosci
f(x) = f(xo) + (x — x0)d¢(x) dlazeD

i ciaglosci 5 w punkcie xg wynika, ze funkcja 6y := Ad jest ciagta w xq i zachodzi
réwnos¢é
(Af) () = (Af)(wo) + (x — o)A p(x) dlax € D,

co koniczy dowdd. O

Jako wniosek z twierdzen [4.7] (str.[88)) i[4.8] (str.[89), otrzymujemy, ze zbidr funk-
cji okres§lonych w D, ktdre sa rézniczkowalne w punkcie g € D, z naturalnymi
dziataniami dodawania i mnozenia funkcji przez liczby, jest przestrzenia wektorowa.

Ponadto operacja rézniczkowania jest operatorem (odwzorowaniem) liniowym (zob.
definicja[7.26) str. 233)[].

Twierdzenie 4.9 (o pochodnej iloczynu funkcji). Jesli f, g : D — R sq roz-
niczkowalne w punkcie xo € D, to ich iloczyn fg jest rozniczkowalny w punkcie xg i
manty rownosc:

(f9) (x0) = f'(z0)g(xo) + f(x0)g' (x0).

!Zaktadamy, Ze czytelnik poznat definicje odwzorowania liniowego na wyktadach z algebry linio-
wej.
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Dowdd. Zgodnie z zalozeniami istnieja, ciagte w zo, funkcje d¢, 4, : D — R,
takie ze

f(x)
g(z)

f(zo) + (x — x)ds(x) dlaz e D,
g(zo) + (z — x0)dg(z) dlaz e D.

Zatem dla iloczynu fg mamy

(f9)(z) = (fg)(zo) + (z — 20)dfy(z) dlaz € D,
gdzie
drg(x) = f(20)dg(x) + g(20)ds(2) + 65(2)dg(2)(x — 20)
jest funkcja ciaglta w punkcie xg i taka, ze
dyg(z0) = f'(z0)g(z0) + f(z0)g' (20),

co koniczy dowdd. O

Twierdzenie 4.10. Jezeli funkcja f : R DO D — R jest rozniczkowalna w punk-
cie xo € D ijest taka, Ze f(xo) # 0, to funkcja 1/ f jest rézniczkowalna w punkcie

Y-k

Dowdd. Dziedzing funkcji 1/ f jest zbiér D := D\ Z(f), gdzie

2(f)={zeD: f(z)=0}

jest zbiorem zer mianownika. Funkcja f, jako ciagla i nieznikajaca w x, nie znika
w pewnym otoczeniu punktu xg (zob. twierdzenie str. [67). Stad wynika, ze
zbiér D zawiera przedziat, do ktérego nalezy 2o, bo w D zawarty jest taki przedziat.
Mozemy wigc méwi¢ o pochodnej funkcji 1/ f, ktérej dziedzina jest D.

Z réwnosci

f(x) = f(xo) + (x — x0)d¢(x) dlazeD

itego, ze (=) @)
IR S flxo) — f(x ~
@) T | f@itw) TP
wynika, ze
LD A ) C IS

flx

=
8
(=)

~—
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Funkcja
- —07(x)
Doz+— ————F—=€R
f(@) f(zo)
jest ciagta w punkcie xg i jej warto§¢ w tym punkcie wynosi
 f'(=@0)
f(x0)?’
co nalezato udowodnic. O

Twierdzenie 4.11 (o pochodnej ilorazu). Jezeli funkcje f, g : R D D — R sq
rézniczkowalne w punkcie xog € D oraz g(xg) # 0, to funkcja = jest rozniczkowalna
9
w punkcie xq i mamy rownoscé:

AN _ f(x0)g(xo) — f(x0)g'(x0)
(9) (o) = 2(x0) '

Dowdéd. Stosujac twierdzenie str. o pochodnej funkcji % i twierdzenia
str. B9l o pochodnej iloczynu, otrzymamy

(ﬁ) (w0) = (f - ;) (@0) = f'(a0) s + fm)m _
_ J'(z0)g(x0) — f(w0)g (o)
9%(o) '

O

Twierdzenie 4.12 (o pochodnej funkcji ztozonej). Niech D, G bedq niepustymi
podzbiorami R. Jezeli f : D — G jest funkcjq rozniczkowalng w punkcie a € D
oraz g : G — R jest funkcjq rozniczkowalng w punkcie b = f(a), to g o f jest
funkcjq rozniczkowalng w punkcie a oraz

(9o f)(a) =g ) f(a).

Dowdd. Zgodnie z zatozeniami istnieja: ciagta w a funkcja 0y : D — R oraz
ciagta w b funkcja 6, : G — R, takie ze

f(x) = f(a)+ (x —a)df(z) dlaze D,
9(y) = g(b) + (y — b)d4(y) dlay e D.
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Stad otrzymujemy

9(f(x)) = g(f(a)) + (f(x) — £(a))dg(f(x)) = g(f(a)) + (& — a)dg(f ()57 ().

Ktadac 040 () := dg4(f())d(x), otrzymamy funkcje ciagta w punkcie a spetniaja-
ca warunek

(gof)x)=(go f)(a)+ (x —a)dgor(xz) dlax e D

i taka, ze
dgof(a) = ¢'(f(a))f'(a),

co koriczy dowdd twierdzenia. O

Twierdzenie 4.13 (o pochodnej funkcji odwrotnej). Niech f : I = [a,b] — R
bedzie funkcjq roznowartosciowq ciagltq. Wtedy
(a) obraz J := f(I) przedziatu I jest przedziatem domknigtym,
(b) funkcja f=': J — I odwrotna do f jest ciqgta,
(c) jesli f jest rézniczkowalna w punkcie xo € I i f'(xq) # 0, to funkcja f~" jest
rézniczkowalna w punkcie yo = f(xo) oraz

N 1
(f ) (yO) f/(xO) .
Dowdéd. Punkt (a) jest szczeg6lnym przypadkiem bardziej ogélnego faktu (zob.
wniosek [6.83] str. 24Q).
Punkt (b) to szczegblny przypadek sytuacji omowionej w twierdzeniu[6.68] str.
Pozostal do wykazania punkt (c). Wiemy, ze istnieje taka funkcja ¢ : I — R
ciagta w punkcie zg, ze

f(x) = f(xo) + (x — x0)df(x) dlaxel. 4.7)

Zgodnie z zatozeniem 0 7(x) = f'(x) # 0. Funkcja f jest réznowartosciowa, wigc
s nie znika w Zadnym punkcie przedziatu /. Zatem mozemy z réwnosci (4.7) ,,wy-
liczy¢” x. Po ,,wyliczeniu” otrzymamy

f(@) = f(0)
r =m0+ ——— .
o7 (x)
Teraz, przyjmujac, ze y = f(x), yo = f(x0), otrzymamy x = f~!(y) oraz

| B



M 4.1. Pochodne i r6zniczki

Funkcja
1
6f—1 . W
jest ciagta w yg jako zlozenie funkcji ciagtych. Stad wynika, ze
1 1 1
F Y0 = 5o = 5 =
P = 50 = dyla) ~ Pleo)
O
Pochodne funkcji elementarnych
Podamy teraz podstawowe wzory na pochodne funkcji elementarnych.
1. (C)Y=0o, d(C) =0,
2. (:c”)/ =na" d(z™) = nz" 'dz, n €N,
5 () -, 4(2) = s, @70,
4. (V) = 2%, d(yz) = ﬁdm, x>0,
5. (sinz)’ =cosz, d (sinz) = cos zdx,
6. (cosz) = —sinz, d(cosz) = —sinzdz,
T (187) = Gk d(tge) = gzde, ©# 5 +km,
8. (ct ) = —Smlzm, d(ctgz) = —sin%zd% x # km,
9. (a%) =a"lna, d(a*) =a"lnadr, a>0,
10.  (e*) =e®, d(e*) = e” dx,
11.  (log,z) = Iﬁla, d (log, x) = xﬁmdx,a>0,a7é1,m>0,
12. (1nxl)' =1 d(Inz) = Ldz, z>0,
13. (2% = az® !, d(z%) = az®ldr, a€R,z>0,
14. (arcsinz) = \/11_7, d(arcsinz) = ﬁdx, lz| <1,
15.  (arccos .,%) = 1\/1:7, d(arccosx) = 1%12da:, lz] <1,
16. (arctgx) = Tt d(arctg ) = 17 »dz,
17.  (arcctgz) = 1;3162, d (arcctgx) = ﬁdm,
18.  (sinhz) = coshu, d (sinh ) = cosh zdz,
19. (coshz) = sinhz, d (cosh z) = sinh zdz,
20. (tghz)" = sech?z, d (tghz) = sech®zdz,
21.  (ctghz)" = cosech?z, d (ctgh x) = cosech?zdx, x #0,
22. (arsinhz) = \/117, d (arsinh x) = ﬁdm,
23.  (arcoshz) = T d (arcosh z) = ﬁdx, |x| > 1,
24.  (artghz) = -, d(artghz) = “pdw, |z| <1.
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Dowéd. W dowodach wypisanych wzoréw na pochodne funkcji elementarnych
wykorzystywac bedziemy, poznane wczesniej, granice specjalne. Zaktadamy tu zna-
jomos¢ tych granic i nie bedziemy podawaé odsytaczy.

Ad 1. Gdy f(z) = C = const, to f(z + h) — f(x) = 0, niezaleznie od x i h. Stad
wynika, ze f'(z) = 0.
Ad2. Gdy f(z) =", to

f@+h)— fz)=h <<T>x”_1+h(Z>:p"‘2+...+h"_1<Z)> .

Stad wynika, ze

Ad 3. Ten wzér wynika z poprzedniego wzoru i twierdzenia [4.10] str. 0 réznicz-
kowaniu funkcji 1/ f, zastosowanego do funkcji f(z) = x.

Vo +h—+x — lim 1 1

Ad4. lim .
o b hso VT +h+T 2\/;5
Si h) — h h
Ad 5. lim sin(z + h) — sin = lim sm(2) cos|x+ = | =cosz.
h—0 h h—0 % 2
in(h
A6, lim 8@ M) —cosa o osinG) o (VY LG
h—0 h h—0 % 2

Ad 7. Wz6r 7 wynika ze wzoréw 5, 6 i twierdzenia[d. 111 str. 01l o pochodnej ilorazu.
Ad 8. Wzdr 8 wynika ze wzoréw 5, 6 1 twierdzenia o pochodne;j ilorazu.
) aa:Jrh —a* . a® (ah _ 1)
Ad9. lm —— = lim ————=
h—0 h h—0 h
Ad 10. Wzér 10 wynika ze wzoru 9, wstawiajac a = e.

Ad 11, lim (0%a@+N) —logyz_ logs =7
h—0 h h—0 h
log, (1 + %) 1 1

h—0 h x zxlna

lub 7 twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotne;j
( y 1 1
O X = = = .
8a (av)  a¥lna zlna
Ad 12. Wzér 12 wynika ze wzoru 11, podstawiajac a = e.

=a’lna.

a _ .0 a [(z+h a1
Ad 13, fim EEMT—2® (=) ]_
h—0 h . h—0 h
1 e _ 1 1 1
:l'alim%'*_l'aaf:axa*l

h—0 h x x
xT
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Ad 14. Z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej mamy

1
. /
arcsinz) = — = = = ,
( ) (siny)”  cosy /1—sin2y V1-—a2
1 —1 -1 —
Ad 15. (arccosz) = = — = = .
( ) (cosy)  siny /1—cos?y V1—2a2
1 1 2 1 1
Ad 16. (arctgz) = = = — 2COS Y = — = .
(tgy) % , sinty+ cos?y 1+tgiy 1+z
1 -1 — sin? -1 -1
Ad 17. (arcctgz) = = =— Y — = .
(ctgy) 2 sin®y +cos?y 1l+ctgly 14z

sin“ y
Aby otrzymaé wzory 18 — 24 wystarczy skorzystaé z definicji funkcji hiperbolicz-

nych (zob. 3.2, 3.3), 3:4), 3.3, str.[66-[67) oraz ze wzoréw: (3.13), (3.14), 3.13),
@16, str.[77-T7 d

Pochodna logarytmiczna

Niech funkcja f : D — R bedzie rézniczkowalna w D. Pochodna funkcji zto-
zonej y = In f(x) wyraza si¢ wzorem

,_ @)
@)

Poniewaz czasem tatwiej jest obliczy¢ pochodna logarytmu funkcji f niz pochodna
zwykla funkcji f, wige z (@.8) otrzymujemy

(In f ()

(4.8)

fl(@) = f(z) (In f(2))". (4.9)

Pochodna funkcji f, wyrazona wzorem (4.9), nosi nazwe pochodnej logarytmicznej
funkcji f.
Wzorem (4.9) postugujemy si¢ zwykle przy obliczaniu pochodnej funkcji postaci

y=(f(x)?™,  edzie f(z)>0. (4.10)

Uwaga 4.14. Pochodna funkcji postaci (4.10) mozna réwniez obliczyé, korzystajac ze
wzoru
(f(2))?) = eo(m)In () @.11)

wynikajacego bezposrednio z definicji logarytmu. Zatem

((F@)@) = (@)@ (g() n f ()"
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Przyktad 4.15. Aby obliczy¢ pochodna funkcji
y = (22 + 22)°°,
zastosujemy wzor (£.9). Zgodnie z tym wzorem mamy
y = (2% +22)° % (In(2? 4 22)°%) = (22 + 22)°“(cos z In(z? + 2z))" =

2+ 2
2 cos x : 2

= + 2 ( —S 1 +2z) + —F
(37 ]J) smx H(I .13) ;CQ o0

4.2.
Pochodne wyzszych rzedow

Gdy funkcja f : R D D — R jest rézniczkowalna (w kazdym punkcie), to mo-
zemy utworzy¢ nowa funkcje

f': Doz f(z) €R,

ktéra nazywamy funkcjq pochodng lub pochodna funkcji f. Gdy f’ jest funkcja cia-
gla, to o f méwimy, ze jest klasy C'. O funkcjach ciagtych méwimy, ze sa klasy C°.

Jesli funkcja f” okaze sig¢ rézniczkowalna, to jej pochodna (f’)" oznaczaé bedzie-
my przez f” lub przez f(?). Kontynuujac, otrzymamy kolejne pochodne funkcji f.
Przyjmujemy przy tym oznaczenia:

1o =
W _ p_ 94
f - f - d.’L"
d2
O = ==y,
m _ (pmony A" (df"Y
f (f ) - dx™ - <d$n—1

Przyktad 4.16. Wyliczymy teraz kolejne pochodne funkcji f(z) = z", gdzie n € N.
Mamy kolejno
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Stad wynika, ze jesli f jest wielomianem stopnia n, tzn. jest funkcja postaci
f:Rozw f(z)=ap+axz+...+a,z" €R,

gdzie a; € Ria, # 0, to jego pochodne do rzedu n sa niezerowymi wielomianami i wszyst-
kie pochodne rzgdéw wyzszych od n sa rowne zero.

( )
Definicja 4.17. Méwimy, ze funkcja f : R D D — R jest
(i) n-krotnie rozniczkowalna w punkcie xg € D, jezeli jest n — 1-krotnie 16z-
niczkowalna w pewnym otoczeniu punktu zq i istnieje (f*~1) (zq),
(ii) klasy C™, gdy jest n-krotnie rézniczkowalna i jej n-ta pochodna f(™) jest
funkcja ciagta w D,
(iii) klasy C*°, gdy dla dowolnego n € N jest klasy C".

N

Zauwazmy, ze kazda funkcja n-krotnie rézniczkowalna jest klasy C("~1). Wynika
to z twierdzenia 4.5 str. B8] gdyz n-ta pochodna jest pierwsza pochodng (n — 1)-
-szej pochodnej. Zatem, jako funkcja rézniczkowalna, jest ciagla. Istniejq tez funkcje,
ktére sa n-krotnie rézniczkowalne i nie sa (n + 1)-krotnie rézniczkowalne. Podamy
teraz przyktad takiej funkcjidlan = 2, 31 4.

Przyktad 4.18. Funkcja f(z) = |z|* jest klasy C2 w R i nie jest 3-krotnie rézniczkowalna
w punkcie 0.
Poniewaz |z|* = 0 + (z — 0)z |z

, wiee f/(0) = 0. Zatem

322, gdy >0,
fl(z) =14 =322, gdy z < 0,
0, gdyz=0.

Druga pochodna tej funkcji tez istnieje i wynosi: f”(x) = 6 |x|. Ale ta funkcja nie jest juz
rézniczkowalna w R (zob. przyktad str. [B8).
Zauwazmy, ze pochodna funkcji g, danej wzorem

4
%, gdy = > 0,

_ 4
9(w) = —%,gdyx<0,
0, gdyxz=0,

jest réwna f, tzn. ¢'(x) = f(x) = ||*. Zatem funkcja g jest klasy C3 i nie jest 4-krotnie
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rézniczkowalna w punkcie 0. Z kolei funkcja

25
27()’ gdy r > 0) | |5
h(z) = x° = 2L
50" gdy = <0, 20
0, gdyz=0,

ma pochodna réwna g. Stad wynika, ze jest klasy C* i nie jest 5-krotnie rézniczkowalna
w punkcie 0.

Postepujac podobnie, mozna podaé przyktady funkcji dowolnie wysokiej klasy C™, ktére
nie sa (n + 1)-krotnie rézniczkowalne.

. e ™

Gottfried Wilhelm von Leibniz
Ur. 1 lipca 1646 w Lipsku
Zm. 14 listopada 1716 w Hanowerze

Filozof, matematyk, fizyk, inzynier i prawnik. Jako
matematyk nalezy do tworcow rachunku rézniczkowego.
Zdefiniowat pojecie caftki jako nieskonczonej sumy
rézniczek i wprowadzit jej symbol. Zbudowat tez jedng
z pierwszych mechanicznych maszyn liczacych. W fizyce
stworzyt pojecie momentu sity i momentu pedu.

Twierdzenie 4.19. Jezeli funkcje f, g : R D D — R sq n-krotnie rézniczkowal-
ne,n € Noraz A € R, to f + g, A\f oraz fg sa n-krotnie rozniczkowalne i

(4 g)® = f) ¢ g, (4.12)
)™ = Af™, (4.13)
(fg)™ = Z <Z> f=k) k) (wzér Leibniza). (4.14)

k=0

Dowdd. Wzory (@12), (@.13) sa proste do wykazania. Do ich wykazania wystar-
czy skorzystac z tego, ze operacja rézniczkowania jest liniowa. Wykazemy teraz wzor
Leibniza (4.14). Zastosujemy indukcje matematyczna.

Dla n = 1 jest to wzor na pochodna iloczynu (zob. twierdzenie str. [89). Jesli
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wzor Leibniza jest prawdziwy dla jakiej$ liczby naturalnej n, to

(fg) ™) = ((fg9)™)

L plnh gy —
= frt gy fOgn) +§ (Z) Jot g
i
2 (0)
()
5 ( " 1> kD) ()
((

(
n (n—k+1) (k) _
)+ (1)) rra

I
3

/\\
v

:

?r

+

»—\

f(n—k)g(k—i-l) _
f(

_ f(n-l—l)g(O) + f(O)g(n—H) n—k+1)g k)+

o

n

+

ol

k

_ ) 0) 4 0 gl
k

I
3

Il
—_
>

n+1

_ Z <”+ 1) Flnt1=k) g (k).

Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej, wzor Leibniza (4.14) jest prawdzi-
wy dla dowolnej liczby naturalnej n. O

Whiosek 4.20. Zbiory funkcji n-krotnie rézniczkowalnych oraz funkcji klasy C",
z naturalnymi dziataniami dodawania i mnozenia funkcji przez liczby, sq przestrze-
niami wektorowymi nad ciatem R. Przestrzen funkcji f : D — R klasy C"™ oznaczaé
bedziemy przez C™(D;R) lub krétko przez C™(D). Gdy n = 0, to zwykle zamiast
pisac CO(D;R) (C°(D)) piszemy C(D;R) (C(D)).
Réwnosci (A.12), @.13) oznaczajaq, ze odwzorowanie
dTL

ok C"(D;R) 3 f— f™ e C(D;R)

Jjest liniowe.



Rozdziat 4. Pochodne i rézniczki funkcji jednej zmiennej E

4.3.
Twierdzenia Rolle’a, Lagrange’a i Cauchy’ego

Twierdzenia Rolle’a, Lagrange’a i Cauchy’ego sa podstawowymi twierdzeniami
dla rachunku rézniczkowego. Pierwsze z nich ma prostg interpretacje fizyczna. Méwi
ono, ze jesli punkt materialny, poruszajacy si¢ po linii prostej, wystartowat z punktu
A i po pewnym czasie powrdcit do tego punktu, to gdzie§ musiat si¢ zatrzymac.

Twierdzenia Lagrange’a i Cauchy’ego nosza nazwe twierdzen o przyrostach.

Twierdzenie Rolle’a

4 )

Michel Rolle
Ur. 21 kwietnia 1652 w Ambert, Francja
Zm. 8 listopada 1719 w Paryzu
Rolle byt samoukiem. Zajmowat sie algebra, analizg

diofantyczng i geometria. Wprowadzit obecnie stosowany
zapis {/a. Powszechnie znane jest jego twierdzenie
(twierdzenie Rolle’a) o istnieniu poziomej stycznej
pomiedzy punktami a, b, gdy f jest rézniczkowalna
i f(a) = f(b) =0.

\

Twierdzenie 4.21 (Rolle’a). Jezeli funkcja f : [a,b] — R jest
(a) ciggta w przedziale domknigtym [a,b] C R,
(b) ma pierwszq pochodng wewnatrz tego przedziatu,
©) fla) = f(b),

to istnieje taki punkt ¢ € (a,b), ze f'(c) = 0.

Dowdd. Jezeli funkcja f jest stata w przedziale [a, b], to dla kazdego = € (a,b)
mamy f’(xz) = 0 i twierdzenie jest prawdziwe. Przypusémy wigc, ze funkcja f nie
jest stata. Co najmniej jedna z nieréwnoSci

inf f(z) < f(a),  supf(z) > f(a) (4.15)

[a,0] [a,b]

jest wowczas prawdziwa. Przypusémy, ze prawdziwa jest druga z tych nieréwnosci
(jak na rys.[4.2)). Jezeli tak nie jest, a wigc gdy tylko pierwsza z nieréwnosci (4.13)
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jest prawdziwa, to dowdd przebiega podobnie. Z wniosku [6.66] wynika, Ze istnieje
w przedziale [a, b] taki punkt c, ze

f(c) = sup f(x).

[a,b]

Poniewaz f(a) = f(b), wigc wobec nieréwnosci (@.I3]) punkt ¢ nie jest ani punktem
a, ani punktem b. Stad ¢ € (a, b).
Poniewaz

HetP =F0) S o aqan<o, (c+h) € [a,b],

) (4.16)
f(c—l—h})b—f(c) <0 dlah>0,(c+h)€a,b],

i z zalozenia wiemy, ze istnieje pochodna f(c), gdyz ¢ nalezy do przedziatu (a,b),
wiec
0< f'(e) <0,

czyli f'(c) = 0. O

Narys. przedstawiono interpretacje geometryczng tego twierdzenia.

|
o

N ——————— — 9~

Rys. 4.2. Interpretacja twierdzenia Rolle’a

Uwaga 4.22. W dowodzie twierdzenia Rolle’a udowodniliSmy nastgpujace

Twierdzenie 4.23. Jezeli funkcja [ : (a,b) — R jest rozniczkowalna w punkcie
¢ € (a,b) oraz w punkcie tym osiqga kres gorny lub kres dolny swoich wartosci, to

F(e) =0
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Twierdzenie Lagrange’a

Bardziej ogélnym twierdzeniem od twierdzenia Rolle’a jest twierdzenie Lagran-
ge’a, zwane takze twierdzeniem o wartosci Sredniej lub twierdzeniem o przyrostach
skoriczonych.

4 )

Joseph Louis Lagrange
Ur. 25 stycznia 1736 w Turynie
Zm. 10 kwietnia 1813 w Paryzu

Matematyk i astronom wioskiego pochodzenia, ktory
uzyskat istotne wyniki z zakresu analizy matematycznej,
rachunku prawdopodobienstwa, réwnan rézniczkowych,
rachunku wariacyjnego i algebry. Znaczace sa tez jego
osiggniecia z zakresu mechaniki i astronomii. W uznaniu
jego zastug jedna z planetoid otrzymata nazwe 1006
&Lagrange’a.

Twierdzenie 4.24 (Lagrange’a o wartosci Sredniej). Jezeli f : [a,b] — R jest
(a) funkcjq ciagta w przedziale domknigtym [a,b] C R,
(b) rézniczkowalng w przedziale otwartym (a,b),
to istnieje taki punkt ¢ € (a,b), Ze

iy J0) = fla)
Dowdd. Wprowadzimy funkcj¢ pomocnicza y = h(x) okreSlong wzorem
h(z) = f(z) — f(a) — W@ —a). (4.18)

Funkcja h okreslona wzorem (. 18) spetnia zatozenia twierdzenia Rolle’a, wigc
istnieje taki punkt ¢ € (a,b), ze

Poniewaz

oraz h/(c) = 0, wigc
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O

>

1

|

|

|
______ Fm_—_———
|

¢ ¢
a c e b

Rys. 4.3. Interpretacja twierdzenia Lagrange’a

Geometrycznie twierdzenie Lagrange’a orzeka, ze na tuku A B, ktory jest wykre-
sem funkcji f, znajduje si¢ przynajmniej jeden punkt C' (rys.[4.3), w ktérym styczna
jest réwnolegta do siecznej AB. Jezeli bowiem oznaczymy przez « kat nachylenia
stycznej do tuku AB w punkcie C o odcigtej = = ¢, a przez ( kat nachylenia siecznej
AB doosi OX,to

JO-JO DB _ s o) =tga

Roéwnos¢ (@.17) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

tga = tg B,

skad
a=p.

Zatem styczna jest rownolegta do siecznej AB.
Wzér (@.17) mozna zapisaé w postaci

f(®) = f(a) + f'(c)(b - a). (4.19)
Niech a = zg, b = xg + h. Wéwczas (@.19) przyjmie postaé

f(xo+h) = f(zo) + f'(c)h. (4.20)
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Oznaczmy Ax = h, f(xo+ Ax) — f(xo) = Af. Po tych oznaczeniach wzor (4.20)
przyjmuje postac
Af = f(c)Ax. (4.21)

We wzorze @.21) Az mozna traktowac jako przyrost (dodatni albo ujemny) zmienne;j
niezaleznej x; A f oznacza wowczas odpowiadajacy mu przyrost wartosci funkcji f.
Taka interpretacja wyjasnia nazwe: twierdzenie o przyrostach.

Whioski z twierdzenia Lagrange’a

Wnhiosek 4.25. Funkcja f, ktérej pochodna w catym przedziale (a,b) réwna sig
zeru, jest stata w tym przedziale.

Dowdd. Tstotnie, niech x1,x2 € (a,b) i £1 < x2. Stosujac twierdzenie Lagran-
ge’a do przedziatu [z, z2] C (a,b) i funkcji f, otrzymujemy

fx2) = fa1)

T2 — 21

= f'(c) = 0= f(a1) = f(2).
O

Waznym wnioskiem z twierdzenia Lagrange’a jest twierdzenie o zwigzku mono-
tonicznoS$ci funkcji ze znakiem jej pochodnej.

Twierdzenie 4.26. Funkcja f o pochodnej stale dodatniej (ujemnej) w przedzia-
le (a,b) jest silnie rosnqca (silnie malejqca) w tym przedziale. JeZeli pochodna jest
stale nieujemna (niedodatnia), to funkcja jest rosnqca (malejgca).

Dowdd. Istotnie, niech x1, xo beda dowolnymi punktami przedziatu (a, b), takimi
ze x1 < x2. Wowczas, w mysl twierdzenia Lagrange’a zastosowanego do przedziatu
[x1, z2], mamy

f(z2) — f(z1)

= f'(c), dlapewnego c € (z1,z2).
To — X1

Jezeli f'(¢) > 0,to f(x2) > f(x1).Podobnie, jezeli f'(c) < 0,to f(x2) < f(x1).
Stad wynika, ze jesli pochodna jest stale dodatnia (stale ujemna), to funkcja f jest
silnie rosnaca (silnie malejaca).

Jezeli f'(¢) > 0,to f(x2) > f(x1).Podobnie, jezeli f'(¢) < 0,to f(x2) < f(x1).
Stad wynika, ze jesli pochodna jest stale nieujemna (stale niedodatnia), to funkcja f
jest rosnaca (malejaca). ]
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Uwaga 4.27. Z twierdzenial£26]wynika, ze warunek f'(z) > 0 (f/(x) < 0) dla kazdego

x € (a,b) jest wystarczajacy, aby funkcja f byla silnie rosnaca (silnie malejaca) w przedziale

(a,b). Warunek ten nie jest jednak konieczny, na co wskazuje przyktad funkcji f(z) = a3,

ktora jest silnie rosnaca w kazdym przedziale, natomiast f'(0) = 0.

Twierdzenie 4.28. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest rosngca (lub malejgca)
i jest w tym przedziale rézniczkowalna, to

f'(x) >0 dlax e (a,b) (iodpowiednio f'(x) <0 dlax € (a,b)).
Jezeli funkcja f jest rosnaca (malejaca), to iloraz réznicowy

f(@+h) — f(zo)
h
jest tez nieujemny (niedodatni), a wigc i pochodna jest nieujemna (niedodatnia).

Uwaga 4.29. Wnioski wypowiedziane wyzej dla przedzialu (a, b) pozostaja stuszne dla
przedzialéw nieskoriczonych (—oo, b), (a, +00) i (—o0, +00).

Twierdzenie Cauchy’ego
Podamy teraz uogdlnienie twierdzenia o wartosci Srednie;j.

Twierdzenie 4.30 (Cauchy’ego). Niech funkcje f i g : [a,b] — R bedq ciqgte
w przedziale [a,b] C R i rézniczkowalne w przedziale (a,b). Jezeli g'(x) # 0 dla
x € (a,b), to istieje w (a, b) taki punkt c, ze

) - @) _ 1)
g(0) —g(a)  g'(c)
Dowdd. Zauwazmy, ze lewa strona wzoru #.22) ma sens, gdyz g(a) # g(b).
Gdyby bowiem g(a) = ¢g(b), to na podstawie twierdzenia Rolle’a otrzymaliby$Smy,
ze ¢’ znika w jakim§ punkcie przedziatu (a, b), co jest sprzeczne z przyjetym zatoze-
niem. WeZmy funkcje pomocnicza F' : [a,b] — R dang wzorem:

f(0) — f(a)
g9(b) —g(a)
Latwo sprawdzic, ze funkcja (4.23)) spetnia zatozenia twierdzenia Rolle’a. Zatem ist-
nieje taki punkt ¢ € (a, b), ze

(4.22)

Fz) = f(z) = fa) = (9(z) — g(a)) . (4.23)

() =0= Fe) = 7

a to koniczy dowdd twierdzenia Cauchy’ego. O
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Regula de I’Hospitala

Czesto przy obliczaniu granic ilorazéw dwoch funkcji pojawia si¢ symbol nie-
oznaczony typu ,,2” lub typu wog -
Definicja 4.31. Mowimy, ze iloraz f/g jest w punkcie g symbolem nieoznaczo-
nym typu 8, jezeli
lim f(z)= lim g(z) =0.

T—T0 T—T0

Podobnie iloraz f/g jest symbolem nieoznaczonym typu 32, gdy

lim |f(2)] = lim |g()| = +oc.
T—TQ

T—T0

Do tego typu symboli nie mozemy stosowaé twierdzenia o granicy ilorazu. Nowa
szans¢ na skuteczne wyznaczenie granicy w przypadku funkcji rézniczkowalnych
daje nastgpujaca reguta de 1I’Hospitala:

Twierdzenie 4.32 (regula de I’Hospitala). Niech z € [a,b] C R i niech funkcje
f. g (a,b) \ {zo} — R bedq takimi funkcjami rézniczkowalnymi, Ze

g(z)d (z) #0 dla x € (a,b) \ zo.

Jezeli iloraz f /g jest w punkcie xo symbolem nieoznaczonym typu g albo symbo-
lem typu 2 oraz

!
lim f'(z) = A, gdzie AER,

a0 g'(x)
to
i £
=10 ¢ x)

Dowod. Rozpoczniemy dowdd reguty de 1’Hospitala dla symbolu typu 8. Niech
{xn }nen bedzie ciagiem zbieznym do x(, o wyrazach réznych od xg. Jesli punkt
xo € (a,b), to f(zo) = g(zp) = 0, bo funkcja f, jako rézniczkowalna, jest ciagta w
punkcie . Jesli zp = a lub xp = b, to ktadziemy f(z) = g(xo) := 0. Funkcje f, g
sa ciggte w przedziale domknigtym o koncach x,,, x¢ i rézniczkowalne wewnatrz tego
przedziatlu. Zatem na mocy twierdzenia Cauchy’ego istnieje takie c,, lezace pomigdzy
Ty 120, 7€

- = . (4.24)
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Poniewaz x,, — ¢, wigc ciag {¢,, }nen tez ma granicg réwna 9. W konsekwencji

lim f(@n) = lim f(en)

n—oo g(xy,) n—oo g'(cp)

9

co byto do wykazania.

Zauwazmy, ze dla dowodu twierdzenia dla symbolu typu 5> wystarczy wykazac,
ze z kazdego ciagu {xy, }nen zbieznego do xg, 0 wyrazach z,, < xg, n = 1,2,...
(albo o wyrazach =, > zg, n = 1,2, ...), da si¢ wybra¢ taki podciag {zn, }ren, Ze

. f(zn)
kh%rgo g(zp,) 4

Niech {z,, },en bedzie ciagiem zbieznym do z, o wyrazach mniejszych od xg
(wigkszych od x¢) i niech {yx}ren bedzie innym ciagiem zbieznym do x, tez o
wyrazach mniejszych od x¢ (wigkszych od xg). Z zatozenia (b) wynika, ze dla do-
wolnego k € N istnieje takie ng € N, ze

|fye)| _ 1
—— < -, (4.25)
lg(zn,)| K
l9(ye)l _ 1
MEAC LY (4.26)
lg(zn,)| K
Z nieréwnosci (@.23), wynika, ze yr # Tn,, 9(yx) # 9(zn, ) oraz
Fle) _ o 9 _ 427)

k—o0 g(Tn,) koo 9(xn,)

Z twierdzenia Cauchy’ego (zob. twierdzenie str. [103)) wynika, ze istnieje takie
¢k lezace pomiedzy x,,, i yy, ze

i zgodnie z zatozeniem (b)

f'(cx)

k—o00 g’(ck)

=A, bo ¢ — zg, gdy k — oo.
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Stad i z (@.27) otrzymamy
. f(xnk) — lim f(xnk) f(yk) _
Jim T = ()
— lim (f(l‘nk) - f(yk) . g(xnk) - g(yk)) _
k=00 \ g(Zn,,) — g(yr) 9(wn,)
~ lim flew) (1 9lue) \ _
= g'(cx) ! g(xnk)> 4

Uwaga 4.33. Zauwazmy, ze (zgodnie z przyjetymi zatozeniami) regule de 1’Hospitala
mozemy réwniez stosowaé, gdy zg = a = —oo oraz gdy zg = b = +o0.

Uwaga 4.34. Jezeli iloraz pochodnych jest symbolem nieoznaczonym typu % lub 22 i funk-
cje f i g posiadaja w sasiedztwie punktu zy pochodne wyzszego rzgdu, to do ilorazu pochod-
nych mozna ponownie stosowac regute de I’Hospitala.

Przyktad 4.35. Obliczy¢ granice

. 1l—cosz [§], sinz 1 cos T 1 1
1. lim ———— = lim = — lim =1-=-=—,
z—0 x2 x—0 21 2z—0 1 2 2
In3z [&] | % . sin’z . 2sinzcosz
. lim =" lim — = — lim =— lim —— =0.
z—0+ ctgx =0t ——5— z—0+t T z—0F 1

Pozostate symbole nieoznaczone, do ktérych bezposrednio nie stosuje si¢ reguly
de I’Hospitala, przez stosowne przeksztalcenia sprowadza si¢ do symboli % lub =2,
do ktérych mozna stosowac regute de I’Hospitala.

Oméwimy teraz sposoby postepowania przy sprowadzaniu symboli 0 - oo, 09, oo?,
1%°, 0o — oo do symbolu g lub =2 i zilustrujemy to odpowiednimi przyktadami.

Symbol 0 - oo
Symbol ten moze si¢ pojawié np. przy obliczaniu granicy iloczynu

lim f(z)- g(x). (4.28)

T—rT0

W tym przypadku stosujemy przeksztalcenie

xligclo f(z)-g(x) = xh—g;lo %x)

e
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Iub
lim f
T—T0

ktére prowadzi do symbolu % lub 2.

Przyktad 4.36. Obliczy¢ granice
: Inz 2 .
. lim zlnz % 1 g =2 lim —2- = lim (—x) =0,
z—0*t z—0t p= z—0t — =% z—0t
. 9 1
=" lim L lim —— = 1.
z—=0 tgx z—0 v

2. lim xctgx 0
z—0

Symbole 0°, 1, oo
Symbole te moga si¢ pojawié przy obliczaniu granicy
lim f(2)9®). (4.29)
T—T0

Korzystajac z wilasnosci logarytmu, funkcje f (x)g(x) wystepujaca w (4.29) prze-

ksztalcamy nastgpujaco
f(x)9®) = 9@ f(z),
Z ciagtosci funkcji y = e* wynika, ze na to, aby obliczy¢ granice (4.29), wystarczy
(4.30)

obliczy¢ granice
lim g(z) In f(x),
Tr—T0

bo funkcja wyktadnicza jest funkcja ciagta. Latwo zauwazyé, ze g(x)In f(x) jest
w punkcie x = x(¢ symbolem nieoznaczonym typu 0 - co. Po wyliczeniu granicy

#@.30) granica [@.29) jest réwna

elimwﬁwo g(z) In f(x) )

. i 0° .. .
Przyktad 4.37. lim z%1% = |im eSinzlnz,
. . z—0 z—0
Poniewaz
. . . sinx
lim sinzlnz = lim czlnz =0,
z—0 =0 T
li sinx __ 0 __
im x =e =1
x—0

wiec
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. R B B
Przykiad 4.38. lim z7-= = lim eT-=
. . x—1 rz—1
Poniewaz |
1
lim Inz "2 lim % _ im (—) =—1,
rz—1 — X r—1 — X r—1 x
wigc
. 41
limaxT-= =~ = —.
r—1 e
0 In(In )
Przyktad 4.39. lim (Inz)* = lim e +
r—+00 r—+00
Poniewaz Il Il |
f 000 2, Do)
z—+oo I z—+o0 Inx T
oraz Il |
n(lnx nx
lim (Inz) = lim — =0,
z—+oo Inxzx r—+o0 I
wiec

Symbol co — 0o

Symbol ten moze si¢ pojawié przy obliczaniu granicy

lim (f(z) - g(2)). (431)
Tr—x0
W tym przypadku réwniez mozna poda¢ ogélng metod¢ sprowadzania tego symbo-
Iu do symbolu %, praktycznie jednak symbol ten przeksztatca si¢ w zaleznoSci od
funkcji f i g. Zilustrujemy to na przyktadach.

Przyktad 4.40. Obliczy¢ granice

. 1 1 co—00 ;. T —1—Inzx
I. lim [ — — =" lim ——— =
s—>1\lnz x-1 z—1 (x —1)lnzx
8 -1 $ x—1 1 1

— m—=lim ——MmM— = —,
z—1 lnx+7 zolzlne+xz—1 z-1lnz+1+1 2

2. lim (x2 — ez) = lim 22 (1 — j;)

T—r 00 T—r 00

Obliczamy najpierw

T oo xr xT

. ~ 1e € . €

lim — 2 lim — lim — = +o0,
r—00 12 z—00 21 z—00 2

1818

wiec

lim («® - ¢*) = lim 2 (1 _ ;) = (+00)(—00) = —c0.

Tr—r 00 T—r00



m 4.4. Twierdzenie Taylora

4.4.
Twierdzenie Taylora

Twierdzenie Taylora jest tez nazywane wzorem Taylora. Chodzi w nim o lokal-
ng aproksymacj¢ (przyblizanie) funkcji wielomianami. Przedstawimy teraz jedno
z mozliwych sformutowan problemu takiej aproksymacji.

4 )

Brook Taylor
Ur. 18 sierpnia 1685 w Edmonton
Zm. 29 grudnia 1731 w Londynie

Angielski matematyk znany jako odkrywca pojecia
zwanego dzi$ szeregiem Taylora. Z rozwinigcia funkcji
w szereg Taylora matematycy korzystali juz wczes$niej,
znali go na przykfad Newton,Leibniz, de Moivre i Johann
Bernoulli. Jednak zastuga Taylora jest, ze podat go w
ogélnej postaci.

.

Niech [ bedzie przedzialem w R, @ € [ iniech f: I — R bedzie funkcja
n-krotnie rézniczkowalna w punkcie a. Chcemy
1. znaleZ¢ taki wielomian p,, stopnia co najwyzej n, aby

()= fY(a) dlav=0,...,n, (4.32)

2. oszacowaé réznicg f(z) — pp(x) dla z # .

( )

Definicja 4.41. Wielomian

fa)
1!

F"(a)

n!

f"(a)
2!

pn(x) := f(a)+ (r—a)+ (x—a)’+...+ (x—a)" (4.33)

nazywamy n-tym wielomianem Taylora o srodku a funkcji f.

N

Wielomian Taylora (4.33) jest jedynym wielomianem stopnia co najwyzej n spel-
niajacym warunki (4.32).
Funkcje f, n-krotnie rézniczkowalna w punkcie a, mozemy zapisa¢ w postaci
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f(z) :f(a)+JU1(!(I)($a)+‘Iy/2(!CL)(xa)2+...+

(z —a)" + Rn(2),
(4.34)

F™(a)
al

gdzie

N

Te postaé nazywac bedziemy wzorem Taylora.
Przy dodatkowych zatozeniach mozna powiedzie¢ znacznie wigcej o zachowaniu
sig reszty R,,.

Twierdzenie 4.42 (o wzorze Taylora). Niech f : I — R bedzie funkcjq n-krot-
nie rézniczkowalng i niech R,, bedzie resztq we wzorze Taylora (d.34). Wtedy
(a) (twierdzenie Taylora z reszta Peana) Jezeli f : I — R jest n-krotnie roznicz-
kowalna w punkcie a, to istnieje ciqgta w punkcie a funkcja A(x), okreslona dla
x € I, taka zZe

A(a) =0,
R, (z) = (v — a)"A(z).

(b) (twierdzenie Taylora z reszta Lagrange’a) Jesli f : [ — R jest (n+1)-krotnie
rézniczkowalna w 1, to istnieje taka 6 € (0, 1) (zalezna od x), Ze

_ SO (a + 6(x — a)) n+1
R, (z) = CE] (x —a)".
(c) Jesli f jest (n + 1)-krotnie rézniczkowalna w I oraz istnieje taka stata K > 0,
ze

f("“)(a:)‘ <K dlazel,
to dla reszty R, mamy oszacowanie
K n+1
[’ ()] < [CES] |z — af

Dowdd. Dla uproszczenia zapisu zamiast R,, bedziemy pisaé R. Zgodnie z kon-
strukcja wielomianu Taylora p,, mamy

dla z e I. (4.35)

R(a) = R'(a) =---= R" V(a) =0, (4.36)

f"(a)

RO () = f07 D (@) = f7 D (a) -

(x —a). (4.37)
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Z drugiej strony, dla funkcji W(x) := (z — )™ mamy
W) =W'a)=...=W"2(a)=0 oraz W™ V(a)=nl(z—a).

Zatem do ilorazu R/W mozemy (n — 1)-krotnie zastosowac regute de 1’Hospitala.
W efekcie otrzymamy

R R . ROTV(@)
M W) " AR W) T A W ()
(n—1) (n—1)
= lim i' (f @) = S a) f(n)(a)> =0,
r—=a n Tr—a

bo f jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie a. Ktadac

R(x) g
Alz) = { W deera
0 dlaz=a

otrzymamy funkcj¢ A spetniajacg warunek (a).
Z [@36) i z twierdzenia Cauchy’ego 30 wynika, ze istnieje takie ; € (0,1)
(zalezne od x), ze dla & := a + 61 (z — a) mamy

R(z) R(x) — R(a) _ R'(&)

(=)D " @ =@ (e — )0~ (0 16 - )

Kontynuujac, dzigki réwnosciom (£.36) otrzymamy takie punkty &2, &3, .. ., &y, 2€

R(x) R'(&) _ R'(&) — R'(a) _
(z—a)t)  (n+1)(& —a)®  (n+1)((§1—a)" — (a—a)?)
R'(&)

(n+1n(& —at

R
T (D& —a)

gdzie &, = a + 0, (z — a) z pewnym 6,, € (0,1).
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Do wykazania czgsci (b) zatézmy, ze funkcja f jest (n+1)-krotnie rézniczkowalna
w przedziale I. Wtedy jeszcze raz zastosowane twierdzenie Cauchy’ego@ 0 wartosci
Sredniej daje, ze istnieje takie £ = a + 6(§, — a) z pewnym 6 € (0,1), ze

R) _  RO(E) [
(e =)D ~ (et DG —a)  (nr D)

co daje tez¢ punktu (b).
Punkt (c) jest prosta konsekwencjq punktu (b). ]

4 Y4 )

Giuseppe Peano
Ur. 27 sierpnia 1858 w Spinetta
Zm. 20 kwietnia 1932 w Turynie

Matematyk i logik. Opracowat stosowang powszechnie
aksjomatyke arytmetyki liczb naturalnych (tzw. aksjomaty
Peana). Skonstruowat tez przyktad funkciji ciggtej
przeksztatcajgcej odcinek domknigty na kwadrat
domkniety, co jest sprzeczne z powszechng intuicja.
Odwzorowanie to jest nazywane krzywg Peana.

\ ) g

Podstawmy we wzorze Taylora a = 0. Wéwczas

f10) "0 » F70) s

fla) = fO0) + e+ at + o moor e PR (439
gdzie
F™()
R, = R ce (0,z).

Wz6r (@.38) nazywa si¢ wzorem Maclaurina.

Reszta wystepujaca we wzorze Taylora moze mieé rézne postacie. Wiele zalezy
tu od przyjetych zatozen. Reszta Peana wymaga najstabszych zatozen i moze mieé
zastosowanie wylacznie do teoretycznych rozwazan, gdyz nic tu nie wiadomo o szyb-
kosci jej zbieznosSci do zera, gdy x zmierza do a.

Tu wystarczy zastosowa¢ twierdzenie Lagrange’a 24
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Zastosowania i przyklady

Wzory Taylora i Maclaurina znajduja zastosowanie w przyblizonych obliczeniach.
Korzystajac z tych wzoréw, pomija si¢ reszte R, 1 otrzymuje rowno$¢ przyblizona.
Jezeli reszta R, jest mala, to popelnia si¢ maty btad, opuszczajac ja. W ten sposdb
mozna ze wzoréw (4.34) i obliczaé wartosci funkcji z dowolna doktadnoscia,
o ile reszta R,, dazy do zera, gdy n — oo.

Przyktad 4.43. Aby obliczy¢ przyblizong warto$¢ liczby /1, 02, z doktadnoscia do 0, 0001,
do funkcji y = ¥/x zastosujemy wzér Taylora @34) w przedziale I = [1;1, 02]. Biorac
a =1,z =1,02 otrzymamy

fla) =Yz = f(1) =1,

P =som = M=oz,
F'(@) = ~g5 5= = 11"@)] <0.16
Stad wynika, ze
)

{/1,02 = £(1,02) = f(1) + = - 0,02+ Ri(1,02) = 1,004 + Ry (1,02).

Do oszacowania reszty R1(0,02) skorzystamy z (@.33) i otrzymamy

0,16
2!
Zatem, przyjmujac, ze przyblizona warto$¢ /1,02 wynosi 1,004, popelnimy btad nieprze-
kraczajacy 0,000032. Z oszacowania tego wida¢, ze wybraliSmy odpowiednie n. GdybySmy
nie otrzymali zadanej dokladnosci, nalezatoby zwigkszy¢ n, czyli ilo§¢ wyrazéw we wzorze

Taylora.

|Ry(1,02)] < (0,02)% = 0,000032.

Przykiad 4.44. Obliczy¢ przyblizona warto$¢ liczby sin 1, korzystajac ze wzoru Maclau-
rinadlan = 3.

01~ 1 1+1 1+ 1 120-20+1 101
sinl~l—-=s+=-=1-—-4+-—=——""""—=——
3! 5! 6 120 120 120’

sinl ~ 0, 8416.

Jako ¢wiczenie proponujemy oszacowanie bledu otrzymanego przyblizenia.

4.5.
Badanie funkcji

Niech funkcja f : R D D — R bedzie dowolna funkcja i niech xg € D.
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Definicja 4.45. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xo maksimum lokalne (mi-
nimum lokalne) lub krétko maksimum (minimum), jezeli istnieje taka liczba § > 0, ze
(xo—9,29+0) C D oraz dlakazdego x € (x¢— 6, xo+J) spetniona jest nieréwnos¢

flz) < f(wo)  (f(x) = f(z0))- (4.39)

Jezeli zamiast stabych nieréwnosci (.39) spetnione sa odpowiednio nieréwnosci
mocne

f(x) < f(wo)  (f(x) > f(zo)) dlax# w, (4.40)

to maksimum (minimum) lokalne nazywa si¢ wiasciwym albo silnym. Maksima i mi-
nima nazywa si¢ ekstremami.

Warto tu odnotowaé, ze jezeli f(xz¢) jest najwigksza lub najmniejsza wartoscia
danej funkcji f : [a,b] — R, to f ma ekstremum w punkcie xg tylko wtedy, gdy
xo € (a,b). Przyktadem moze tu by¢ funkcja

f:[01]3z—xeR,

ktéra w punkcie 0 przyjmuje warto$§¢ najmniejsza i w punkcie 1 warto$¢ najwigksza
i w zadnym punkcie nie ma ekstremum.

Whiosek 4.46. Jezeli funkcja f : [a,b] — R jest ciqgta i rézniczkowalnaw (a, b),
to f moze przyjac wartos¢ najwigksza (najmniejsza) tylko w takim punkcie xo, ktory
Jest koricem przedziatu lub takim, w ktérym f'(xzq) = 0.

Wiemy, ze kazda funkcja ciagta w przedziale domknigtym przyjmuje w tym prze-
dziale zar6wno warto$¢ najwigksza, jak tez i najmniejsza. Zatem, aby znaleZ¢ naj-
wigksza (najmniejsza) wartos$¢ funkcji rézniczkowalnej f, obliczamy jej wartosci na
koricach przedziatu i w miejscach zerowych pochodnej i poréwnujemy otrzymane
liczby. Liczba najwigksza jest najwigksza wartoscig funkcji, liczba najmniejsza za$
jest najmniejsza wartoscia tej funkcji.

Funkcja przedstawiona na rysunku [4.4] str. ma dwa ekstrema lokalne, przy
czym minimum lokalne nie jest najmniejsza wartoScig tej funkcji i podobnie maksi-
mum lokalne nie jest jej najwigksza wartoscia.

Twierdzenie 4.47 (warunek konieczny na ekstremum lokalne). Jezeli funkcja
f: (a,b) = R jest rézniczkowalna w punkcie xo € (a,b) i ma w punkcie x ekstre-
mum lokalne, to f'(xg) = 0.



m 4.5. Badanie funkciji

Dowdd. Przypu$émy, ze f ma maksimum lokalne w punkcie zg. Wtedy istnieje
takie r > 0, ze (xo — r,xo + ) C (a,b) oraz

fl@) = flzo) <0 dlax € (zg— 7,20+ 7). (4.41)
Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie g, wigc funkcja
f(z) = f(z0)
dr: (a,b) > = d¢(x) == x—ixo , gdy = # o,
f/(l‘(]) ) gdy T =T

jest ciagta w punkcie xg oraz
f(z) = f(x0) = (x — x0)0¢(2) dlaz € (a,b).

Z nieréwnosci (@.41) wynika, ze
d7(x)
d7(x)

a to jest mozliwe tylko wtedy, gdy f'(x¢) = d(xg) = 0.
W sytuacji gdy funkcja f ma minimum lokalne w punkcie xg, dowdd przebiega
analogicznie. O

0 dlaze (zg—r,x0),

<
>0 dlaz e (xg,z0+7),

/-\\ y = f(x)

Rys. 4.4. Dwa ekstrema lokalne



Rozdziat 4. Pochodne i r6zniczki funkciji jednej zmiennej 117

Przyktad funkcji y = 3, ktéra w punkcie 29 = 0 ma pochodna réwna zero
i w zadnym punkcie nie ma ekstremum, wskazuje na to, ze znikanie pochodnej w ja-
kim$ punkcie nie jest warunkiem wystarczajacym na to, aby w tym punkcie funkcja
miata ekstremum lokalne.

Funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — R moze mie¢ ekstrema lokalne tylko w ta-
kich punktach, w ktérych nie jest rézniczkowalna lub w takich, w ktérych po-
chodna istnieje i jest rOwna zero.

Warunki wystarczajace istnienia ekstremum

Podamy tu dwa warunki wystarczajace, czg¢sto uzywane przy badaniu przebiegu
zmiennoS$ci funkcji. W pierwszym z tych warunkéw wystapi, intuicyjnie jasne, poje-
cie zmiany znaku danej funkcji w punkcie xg.

Definicja 4.48. M6wimy, ze funkcja f : (a,b) — R zmienia znak z ,.+” na ,,-”
(albo z ,,-” na ,,.+”) w punkcie g € (a,b), gdy istnieje takie r > 0, ze (zg — 7, o +
r) C (a,b) oraz

{f(x) >0 dlazxe (xg—r,20), albo {f(:r:) <0 daze (xg—r ),

f(z) <0 dlax e (xg,z0+7) f(z)>0 dlax e (xo,z0+7).

Ze zwiazku migdzy znakiem pochodnej i monotoniczno$cia funkcji wynika

Twierdzenie 4.49. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest ciqgta w punkcie xq, roz-
niczkowalna w sasiedztwie tego punktu i jej pochodna f' zmienia znak w punkcie
xo, to f ma ekstremum (silne) w punkcie xo. Maksimum, gdy w punkcie xq pochodna
zmienia znak z ,,+" na ,,—”, za$§ minimum, gdy z ,,—” na ,,+".

Dowod. Dla dowodu wystarczy skorzystaé z twierdzenia 4.26]1 definicji ekstre-
moéw lokalnych. O

Twierdzenie obejmuje réwniez te przypadki, gdy w punkcie x( funkcja nie
jest rézniczkowalna.

Warunek ,,zmiany znaku” nie jest warunkiem koniecznym na ekstremum w punk-
cie xp.

Przyktad 4.50. Na rysunku [4.3] przedstawiony jest wykres funkcji

5
2 -
f:Rozxz— f(z)= r (15 881113;) dla z # 0, (4.42)
0 dla x = 0.
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Wykazemy, ze funkcja f ma w punkcie xy = 0 minimum silne, jest rézniczkowalna i jej
pochodna nie zmienia znaku w tym punkcie.
Skoro

5
f@)=a*(15+8sin =) > 72 >0 dlaw £0,

wiec f(0) = 0 jest najmniejsza wartoscia funkcji f. Zatem (zob. definicja [£.43] str. [[16))
funkcja f ma minimum silne w punkcie ¢y = 0. Z bezposredniego rachunku wynika réz-
niczkowalnos¢ funkcji f w punkcie zy = 0. Istotnie,

0) =t L =IO i) _

B2 (15 + 8sin §)
h—0 h—0 h—0 h 0

Zatem f jest ré6zniczkowalna i jej pochodna

5 5
f(a) = x(30+1631n;)—40c05; dla z # 0,
0 dlaz=0

w punktach zbieznego do zera ciagu

5

BT

L k=1,2,...

przyjmuje wartosci ujemne, za§ w punktach zbieznego do zera ciagu

5
Tpy=-—""+—, k=12...
k (2]{3 + ]_)7'('7 s 4y
warto$ci dodatnie, co oznacza, ze nie zmienia znaku w punkcie 9 = 0, bo w dowolnym
sasiedztwie punktu o = 0 pochodna przyjmuje wartoSci zaréwno ujemne, jak i dodatnie.

Rys. 4.5. Ekstremum silne bez zmiany znaku pochodnej

Udowodnimy nastgpujace
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Twierdzenie 4.51. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest dwukrotnie rézniczkowalna
w punkcie zo € (a,b) oraz f'(xg) =0, to
(a) jezeli f"(xo) < O, to f ma maksimum (lokalne silne) w punkcie x,
(b) jezeli f"(xg) > 0, to f ma minimum (lokalne silne) w punkcie x.

Dowdéd. Korzystajac z definicji ekstremum, dowdd sprowadza si¢ do pokazania,
ze réznica f(x) — f(xo) jest stalego znaku w pewnym sasiedztwie S punktu xg, tzn.
ze albo

f(z)— f(zg) >0 dlazeS

i wtedy jest minimum w punkcie z, albo
f(z) = f(zo) <0 dlaxzeS

i wtedy jest maksimum w punkcie xg.
Ze wzoru Taylora z reszta Peana (zob. twierdzenie str. [[12)) otrzymamy

r — & 2
£la)  fao) = T ) 4 (0 — 20)? () =
f//(xo)

= (@ —20)*(*r> + A@)).

Poniewaz lim,_,,, A(x) = 0, wigc dla = z dostatecznie matego sasiedztwa punktu
xo réznica f(x) — f(xo) jest tego samego znaku co f”(zg), co koficzy dowdd. [

Z twierdzenia .31l wynika, ze przy szukaniu ekstremum badanie znaku pierwszej
pochodnej w poblizu danego punktu xg (zob. twierdzenie 4.49] str. [[18) mozemy
zastapi¢ przez badanie znaku drugiej pochodnej w tym punkcie.

Jesli pierwsza z pochodnych réznych od zera w punkcie xqg jest rzedu nieparzy-
stego, to funkcja nie ma ekstremum w punkcie xg. Jesli pierwszq taka pochodngq jest
pochodna rzedu parzystego, to funkcja ma w punkcie xo maksimum (minimum), gdy
pochodna ta jest ujemna (dodatnia).

Na przyktad dla funkcji f(z) = € 4+ e~* — 2 cos x mamy

fl(x) =e" —e ¥ —2sinz, f'(0)=0,
f'(x)=e"+e*—2cosx, f"(0)=0,
[ =e"—e ¥ +2sinx, f"(0)=0,
fW(z) =" +e ™ +2cosz, [H0) =4,
Poniewaz pierwsza pochodng r6zng od zera w punkcie g = 0 jest pochodna rzedu

parzystego, wigc w punkcie zp = 0 funkcja f ma ekstremum. Jest to minimum, bo
@) =4>0.
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Wypuklos¢ i punkty przegiecia

Po klasie funkcji monotonicznych, tj. rosnacych lub malejacych, wyrézniamy kla-
s¢ funkcji wypuktych lub wklgstych.
Niech I bgdzie przedzialem w R i niech bedzie dana funkcja f : I — R.

4 )
Definicja 4.52. Méwimy, ze funkcja f jest

(1) wypukta (lub wypukta ku dotowi), jezeli odcinek taczacy dowolne dwa punk-
ty A = (21, f(x1)), B = (2, f(x2)) wykresu funkcji f lezy nad czescia
jej wykresu odpowiadajaca przedziatowi o koncach x1, 2. Korzystajac z
rownania odcinka, mozna to zapisa¢ w postaci nierdwnosci

f(tl‘l aF (1 = t)ibz) < tf(.%‘l) aF (1 = t)f(ibg) da0<t<1, (4.43)

(i1) wklesta (lub wypukta ku gorze), jezeli odcinek taczacy dowolne dwa punkty
A = (z1, f(z1)), B = (x2, f(z2)) wykresu funkcji f lezy pod czgscia
jej wykresu odpowiadajaca przedziatowi o konicach x;, x2. Korzystajac z
réwnania odcinka, mozna to zapisa¢ w postaci nieréwnosci

fltor+ (1= t)a) > tf(@) + (1 —t)f(z) dla0<t <1 (4.44)
. S

Fakt, ze funkcja jest wypukta (wypukta ku dotowi) jest rtéwnowazny temu, ze

{(z,9) eR?*: z eI, y>f(zx)}

jest wypuktym podzbiorem R?, za$ to, ze funkcja jest wklesta (wypukta ku gérze)
oznacza, zZe

{(wy) eR*: vel y< fla)}
jest wypuktym podzbiorem R?.
Przyktadem funkcji wypuklej (i jednoczesnie wklestej) jest funkcja liniowa
f: Roazw—azx+0b.
Jesli funkcja f jest wypukta (wklgsta), to funkcja — f jest wklesta (wypukta).

Twierdzenie 4.53. Jezeli funkcja f : I — R jest rézniczkowalna, to nastgpujqce
warunki sq rownowazne:

(a) funkcja f jest wypukta ku gorze (wypukta ku dotowi),
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(b) pochodna funkcji f jest funkcja malejqcaq (rosnqgcq).
Ponadto, jezeli funkcja f jest dwukrotnie rozniczkowalna w przedziale I, to f jest
wypukta ku gérze (wypukta ku dotowi) wtedy i tylko wtedy, gdy

f"(z) <0 dlaxel (f"(z) >0 dlazel).

Dowdd. | (a)= (b) | Rozwazymy tylko przypadek funkcji wypuktej ku dotowi.

Niech 1 < x93 € I iniech z; < t < x9. Punkt C = (¢, f(t)) lezy pod
odcinkiem [(z1, f(z1), (z2, f(z2))] taczacym punkt A = (x1, f(x1)) z punktem
B = (z2, f(x2)) (zob. rys. B.0). Stad wynika, ze prosta [4¢, przechodzaca przez
punkty A i C, tworzy z dodatnia pétosia osi Oz kat nie wigkszy niz kat, jaki tworzy
prosta [ 4 z dodatnig pétosia osi Ox. Te sama nieréwno$¢ spetniaja tangensy tych

katow
f@t) = f(z1) < f(z) — f(z1)

~X
t—xl Tr9 — T1

Stad, przechodzac do granicy, gdy ¢t — 1, otrzymujemy

F(z1) = lim f(t) = f(x1) N f(w2) — f($1). (4.45)

X
t—w1 t— a1 To — I

Z drugiej strony prosta [p4 tworzy z dodatnig pétosia osi Ox kat mniejszy niz
prosta [ gc. Stad

f(x2) — f(21) < lim f@) = flz2)

~X
To — I t—xa t— xo
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co tacznie z nieréwnoscia (4.43) daje f'(z1) < f/(z2).

Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze pochodna jest rosnaca i funkcja
f nie jest wypukta ku dotowi. Oznacza to, ze istnieja punkty x1 < x3 nalezace do I
i istnieje taki punkt ¢ € (x1,x2), ze punkt C' = (¢, f(t)) lezy nad odcinkiem

[A, B] = [(z1, f(21)), (22, f(22))]  (zob. rys. ).

f(l'Q) y777777777777777777777777:::::::3’?B
C T gl
f@) pems T T
N | WP |
\Yv ! 11’/ :
Al 3
flar) - + |
o 1
l 1 i
Tt T2 x
Rys. 4.7.

Funkcja f jest rézniczkowalna, wigc z twierdzenia Lagrange’a (zob. twierdzenie
.24 str.[I02)) wynika, ze istnieja takie punkty t1 € (z1,t), ta € (t,z2), ze

f(t) — f(x1) S f(z2) — f(21)

f,(tl) - t—$1 o — 1 ’
Pl = L&D =10 _ S = 2y

Stad f'(t1) > f'(t2), co jest sprzeczne z przyjetym zatozeniem.
Druga czeS¢ twierdzenia wynika z pierwszej i twierdzenia [4.28] str. 103} O

Dla funkcji rézniczkowalnej f mozna wykazaé jeszcze jedna wazna charaktery-
styke jej wypuktosci (wklgstosci). Zamiast cigciwy mozna rozwazaé styczne w do-
wolnym punkcie wykresu. Dowodzi sig, ze na to, aby f byta wypukta (wklgsta), po-
trzeba i wystarcza, zeby wykres funkcji f lezat catkowicie nad (pod) dowolna styczna
(zob. np. [5] rozdz. IV).
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Punkty przegiecia

Punkty przegigcia to takie, w ktérych funkcja zmienia rodzaj wypuklosci. Z wy-
puktej przechodzi we wklgsta albo odwrotnie. Sprecyzujemy to dokladnie;j.
Niech f : I — R bedzie dowolna funkcja okreslona na przedziale 1.

( )
Definicja 4.54. Mowimy, ze xg jest punktem przegiecia funkcji f, gdy istnieje
takie » > 0, ze
(i) (o —r,zo+7)C 1,
(ii) funkcja f jest wypukta w przedziale (xg — 7, x¢) i wklesta w (xg, zo + 1)
lub odwrotnie: wklgsta w przedziale (zg — r, xo) i wypukta w (xq, o + 7).

Twierdzenie 4.55. Niech f : (a,b) — R bedzie funkcjq dwukrotnie rézniczko-
walngq i niech xy € (a,b). Wtedy
(i) jezeli f ma w punkcie x( punkt przegiecia, to " (xg) = 0,

(ii) jezeli " zmienia znak w punkcie g, to f ma punkt przegigcia w punkcie x.
Przy zmianie znaku z ,,—” na ,,+ " nastepuje zmiana z wypuktosci ku gorze na
wypuktos¢ ku dotowi, natomiast przy zmianie znaku z ,,+” na ,,—" nastepuje
zmiana z wypuktosci ku dotowi na wypuktosc ku gorze.

Dowdd. Dla wykazania punktu (i) zauwazmy, ze jezeli f ma punkt przegigcia
w punkcie g, to z twierdzenia .33 (str. [21] punkt (b)) wynika, ze f’ ma ekstremum
w punkcie xg. Korzystajac z warunku koniecznego na ekstremum funkcji ré6zniczko-
walnej, wnioskujemy, ze f”(xg) = 0.

Punkt (ii) wynika z drugiej czgsci twierdzenia[4.53] O

Przyktad 4.56. Aby zilustrowac to twierdzenie, rozwazmy funkcje
f:Roz—a2>

Ma ona punkt przegigcia w punkcie z¢ = 0. Latwo sprawdzamy, ze

f'(x) = 322,

f(x) = 6.
Zatem, zgodnie z twierdzeniem .33 w punkcie z¢ = 0 jest punkt przegiecia, z wypuklosci
ku gérze na wypuktos¢ ku dotowi, bo druga pochodna zmienia znak z ,,—” na ,,+”.

Na rysunku [4.8] przedstawiony zostat wykres funkcji
f(z)=0,152" —2? + 2 —1 dlaz € (—4,3)
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oraz jej pierwszej i drugiej pochodnej. Mamy nadziej¢, ze czytelnik, analizujac wy-
kres tej funkcji i jej pochodnych, zauwazy wczes$niej sformutowane zaleznosci (zob.
twierdzenia: (str. [104), (str. [116)), (str. [118)), (str. 120D, (str.
[I21))) pomigdzy monotonicznoscia i ekstremami a znakiem i zmiana znaku pierwszej
pochodnej, rodzajem wypuktosci a monotonicznos$cia pierwszej i znakiem drugiej
pochodnej, punktami przegigcia a zmianami monotonicznos$ci pierwszej i zmianami
znaku drugiej pochodne;j.

Rys. 4.8. Funkcja f i jej pochodne

Asymptoty

Dana funkcja f moze mie¢ trzy rodzaje asymptot: pionowe, poziome i ukosne.
Asymptot poziomych lub uko$nych moze mie¢ co najwyzej dwie. Mozna poda¢ przy-
ktady funkcji, ktére maja dowolna, z géry zadana, liczbe asymptot pionowych.
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Definicja 4.57. Méwimy, ze
(i) prosta x = xg jest asymptotq pionowq funkcji f, gdy jedna z granic
zl_lglg_ f(@) == xlgrxlo f|(mo,ro+7‘) () lub xl_lg}o_ f(z) = rligﬂlo f|(a:o—mco)(x)v
jest niewtasciwa;
(i1) prosta y = b jest asymptotq poziomq funkcji f w +o0o (W —00), jezeli funkcja
f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu 400 (—o0) i
lim f(r)=b ( lim_f(z)=0);

r——+00
(iii) prosta y = ax + b jest asymptotq ukosnq funkcji f w 400 (w —o0), jezeli
funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu +o0o (—o0) i

lim (f(z) —ax—0)=0 (xgr_noo(f(:c) —az —b) =0).

T—r—+00

Twierdzenie 4.58. Prosta y = ax + b jest asymptotq ukosnq funkcji f w 400
(w —oo) wtedy i tylko wtedy, gdy

xgr}goo f;a:) =a i Zgrfoo(f(x) —azx)="b (4.46)
(mgr_noo f(;) =a i 2il)r_]rloo(f(gc) —az) = b). (4.47)

Dowdéd. Rozwazymy tylko przypadek asymptoty w +-co. Dowdd dla asymptoty
ukos$nej w —oo jest analogiczny.
Przy zatozeniu, ze prosta y = ax+b jest asymptota ukoSna w oo otrzymamy

lim @: lim <f(x)—ax—b+a:c+b)

r—+00 I T—+00 x X
—ax —b b
= lim (W+a+>:a,
T—+00 X x

co oznacza, ze a spelnia pierwszy ze wzoréw (.46). Z drugiej strony

lim (f(z) —az)= lim (f(x)—ax—b+0b) =0,

T—r+00 T—+00
co oznacza, ze b spetnia drugi ze wzoréw (4.46).
Zatézmy, ze istnieja granice (£.46). Wtedy
lim (f(z)—az—>5b))= lim ((f(x)—ax)—0)=b—-0b=0,

T—+00 T—r—+00

co koriczy dowdd, ze prosta y = ax + b jest asymptota uko$na w +o0. O
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Badanie funkcji

Przez badanie funkcji rozumiemy podanie (mozliwie petnej) informacji o funkcji,
bez sporzadzania jej wykresu ,,metoda wyznaczania kolejnych punktéw”. Wykresy
komputerowe sa sporzadzane ,,metoda wyznaczania kolejnych punktéw” i nie moga
zawiera¢ informacji o pelnym przebiegu zmiennosci danej funkcji, gdy jej dziedzina
lub zbiér wartosci jest nieograniczony.

Majac zbada¢ funkcje f i narysowac przyblizony jej wykres, praktycznie jest za-
stosowac nastgpujaca metode postgpowania:

1. Znalez¢ dziedzing funkcji.

2. Wyznaczy¢ punkty nieciagltosci.

3. Obliczy¢ granice na konicach przedzialéw okreSlonoSci i w punktach niecia-

glosci funkcji f.

4. Wyznaczy¢ punkty przecigcia wykresu funkcji z osiami uktadu wspétrzednych.
Zbadacd parzystoSC i nieparzystosc.

6. Zbadac¢ ekstrema i przedziaty monotonicznos$ci. Jezeli w punktach aq, asg, ...
funkcja ma ekstrema, wyznaczy¢ na plaszczyZnie punkty A; o wspétrzednych
(a‘J’f(a’J))’] = 1>2> e

7. Znalez¢ punkty przegigcia i przedzialy wypuktosci (ku gérze lub ku dotowi).
Wyznaczy¢ na plaszczyznie punkty B; = (b;, f(b;)),j =1,2,..., gdzie b; sa
punktami przegigcia funkcji.

8. Wyznaczy¢ asymptoty.

9. Narysowac wykres funkcji.

9

Metodg t¢ zilustrujemy na przyktadach.

Przyktad 4.59. Zbada¢ przebieg zmiennoS$ci funkcji

z
T2

y=(z+2)e~
i narysowac jej wykres.
Aby narysowaé wykres, wykonamy wszystkie kroki opisanego postgpowania.

1. Dziedzina: x + 2 # 0 = = # —2, a wigc

D = (—00,—2) U (=2, +00).

2. Punktem nieciaglosci jest punkt x = —2.
3. Granice:
(@ lim (z+2)e7+2 = —oo0,

Tr—r—00
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. z_ Q- . er+2
() lim (z+2)e72 = lim —
T——2— T——2— 72
. 9
ert+2 —=——
. r+2)2 . x

= lim 7(1 ) = lim —2e¥+2 = —o0,

T——2- W r——2-

li 2)em+z =0,
© Jlm (+2e

x

(d) IBIEOO(;U + 2)er+2=+00.

4. Punkty przecigcia z osiami uktadu: wykres tej funkcji nie przecina osi 2-6w, natomiast
przecina o$ y-6w w punkcie P = (0, 2).
5. Parzysto$¢, nieparzystosé: funkcja ta nie jest ani parzysta, ani nieparzysta, bo jej dzie-
dzina nie jest symetryczna wzgledem zera.
6. Ekstrema, monotoniczno$¢:
oy =67 4 (x4 2)eFE———— =eFii——.
Y (z+2) (x+2)2 x+2
= 4/ =0 <= x = —4. Ponadto f(—4) = —2¢%
r+4 . .
=y >0, gdy % > 0=z € (—o00,—4) U (—2,+00) i w tych przedziatach
x
funkcja jest rosnaca. To nie oznacza, ze jest rosnaca na sumie mnogosciowej

tych przedziatéw.

=y <0, gdy x € (—4,—2) i w tym przedziale funkcja jest malejaca.

= Zatem w punkcie * = —4 funkcja ma maksimum lokalne réwne —2e?, bo w
punkcie z = —4 pochodna zmienia znak z ,,4” na ,,—”.

7. Punkty przegigcia i wypukto$¢: mozemy wyznaczy¢, badajac monotoniczno$¢ pierw-
szej pochodnej. Jednak w naszym przyktadzie tatwiejsze jest zbadanie znakéw dru-
giej pochodnej. Oczywiscie, znajac znaki drugiej pochodnej, znamy monotoniczno$¢
pierwszej pochodne;.

e 2 zH4d . =2 .4

| ] y = ex+2 +ez+2 =—ez+2 — |
(x+2)22+2 (x+2)2 (x+2)3
"y >0& 2+2>0= 2 > —2. Zatem w przedziale (—2, +-00) funkcja jest
wypukta ku dotowi.
m ) <0& 2+2<0= 2 < —2.Zatem w przedziale (—oo, —2) funkcja jest
wypukta ku gérze.

m '’ £0dlaVz € D.

8. Asymptoty:
(a) asymptota pionowa xr = —2,

(b) asymptota ukos$na y = ax + b;

(x+2) =«

a= lim ——Fe=
rx—+oo x

-+

2:6,

x

b= lim [(z+2)e"™ —ex| = lim x{

rz—+oo r—+oo
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(I+2 _z _ 2 /T' r+2 T 2
0-00 1. " etz — e L zeTt2 4 —=ewt? @127
= lim —&%&—— = lim =
r—+too 1 r—too —%
xr x
« 2
= lim e=+2 (2 — x =0.
r—Fo00 T + 2

Zatem asymptota uko$na ma réwnanie y = ex.
9. Wykorzystujac otrzymane wyniki, szkicujemy wykres. Rozpoczynamy od zaznacze-
nia tzw. punktéw charakterystycznych i asymptot. Otrzymany wykres znajduje si¢ na
rysunku

I T 1
-8 6 -4 -2 0 2 4 6 8
Rys. 4.9. Wykres funkcji z przyktadu 4.59

Przyktad 4.60. Zbadac przebieg zmiennosci funkcji

i narysowac jej wykres.
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1. Dziedzina: x + 1 # 0 = x # —1, a wigc
D = (—00,—1) U (-1, 400).

2. Punktem nieciaglosci jest punkt z = —1.
3. Granice:
2 z2
. 3 . 3
lim = —00, lim = —00,
z——o0 V x+1 z——1- V x+1
2 2
lim {2 = 400, lim ¢ 2 = ~+00.
z——1t V x+1 z—+oo | x+1

4. Punkty przecigcia z osiami uktadu: x = 0, y = 0, a zatem wykres przecina osie
uktadu w punkcie O = (0,0).

5. Parzysto$é, nieparzysto$¢: funkcja ta nie jest ani parzysta, ani nieparzysta.

6. Ekstrema i monotonicznosc:

. 1 2z(x +1) — 22 x4+ 2
y = . = .
33(r2)2 e 3V/w(z+1)(z +1)
x+1
= Wynika stad, ze pochodna nie jest okreslona dla x = O idlaxz = —1, a wigc

dziedzina pochodnej nie pokrywa si¢ z dziedzing funkcji.

"y =0&x=-2, f(—2)= V/—4. Funkcja ta moze mie¢ ekstrema w punk-
tach:x =0lubz = —2.

=y > 0, gdy vtz > 0=z € (—o00,—2) U (0,+00) i w tych przedziatach
funkcja jest rosrfaca.

) <0, gdy vtz < 0 = z € (—2,0) i w tych przedziatach funkcja jest
malejaca. ‘

= Zatem w punkcie 0 jest minimum lokalne réwne 0, natomiast w punkcie z = —2
jest maksimum lokalne réwne +/—4.

7. Punkty przegigcia i wypuktosé:
) w(x4+1) (z+1)—(z+2) [W(I—Fl—&-z)(m-}l)_y ,3/m(z+1):|

[ ] " = =
y 3 Y/x2(x4+1)2 (x+1)2
Po przeksztalceniu otrzymujemy
p o (x4+1)(—22% -8z —-2) —2(z? + 4z + 1)

0 (YPEr?) @17 o(VEEr?) @)

sy =0s 2l +dr4+1=021=-2—V3, zy=-2+3.
Stad wynika, ze funkcja moze mie¢ punkty przegiecia w punktach: —2 — /3,
—2 + /3. Stwierdzimy to, badajac znaki drugiej pochodne;j.
22 +4r+1
>0 - < 0=>a€ (—oo,—2—\/§) U (—1,—2+\/§>,

41
czyli funkcja w kazdym z tych przedziatéw jest wypukta ku dotowi.
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"y <0sac (—2—\/3,—1) U (—2+\/§,0) U (0, +00).
czyli funkcja w kazdym z tych przedziatéw jest wypukta ku gérze.
8. Asymptoty
(a) asymptota pionowa x = —1,
(b) asymptota ukos$na y = ax + b;

L : 2 1
a= lim o lim - = lim — =0,

z—+o0 x z—too Jx + 1x r—Foo 3/.’11‘(.’13 + 1)

0> = Fo0,

b= lim \ —
r—+oo x+1

a zatem funkcja nie ma asymptot uko$nych.
9. Wykres znajduje si¢ na rysunku [4.10]

Rys. 4.10. Wykres funkcji z przyktadu
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4.6.
Ciagi i szeregi funkcyjne

Dla ciagéw i szeregdw funkcyjnych, tzn. ciagéw i szeregéw, ktérych wyrazy sa
funkcjami, rozwazane sa rézne rodzaje zbieznosci. W tej czgsci przedstawimy punk-
towa i jednostajng ich zbieznosc.

Ciagi funkcyjne
Niech I bgdzie podzbiorem R i niech
fnr I=>R n=12...

bedzie ciagiem funkcyjnym. Kazdemu punktowi x € I mozemy przyporzadkowaé
ciag { fn(2) }nen liczb rzeczywistych i badac jego zbieznos¢.

( )

Definicja 4.61. Jezeli dla kazdego x € I ciag { f,(z) }nen jest zbiezny, to o ciagu
{fn}nen moéwimy, ze jest zbiezny punktowo (lub krdcej, ze jest zbiezny) w I
1 wtedy funkcje
f: I3z~ f(x):= lim f,(x) eR
n—oo
nazywamy granicq ciqgu { fn } nen-

.

Uzywajac bardziej formalnego zapisu (zob.[2.2] str.[I8]), zbieznos¢ punktowa ciagu
{fn}nen do funkcji f oznacza, ze

Ve € IVe >03ng € N: VYn>ng |folz) — f(z)| <e. (4.48)

Uniezalezniajac ng od x € I, otrzymamy zbiezno$¢ jednostajna.

Definicja 4.62. Mowimy, ze { f,, }nen jest jednostajnie zbiezny w I do f, gdy

Ve >03ng e N: Vn>noVz el |f,(z)— f(x)] <e. (4.49)

Geometrycznie jednostajna zbieznos$¢ oznacza, ze jakakolwiek weZmiemy e-otocz-
ke wykresu funkcji f (zob. rysunek d.11] str.[I33)), tzn. zbi6r

Ve(f) i={(zy) e X x Y wel |f(z) -yl <e},

to w tej e-otoczce leza prawie wszystkie wykresy funkcji ciagu { fy, }nen.
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Rys. 4.11. e-otoczka funkcji f

Zbiezno$¢ jednostajna jest waznym pojeciem analizy matematycznej. Przyczyna
tkwi w tym, ze przenosi ona pewne wiasnosci funkcji tworzacych ciag funkcyjny na
funkcj¢ graniczna. Podstawowym jest tu twierdzenie o ciagtosci granicy jednostajnie
zbieznego ciagu funkcji ciagtych.

Twierdzenie 4.63. Niech f, : I — R bedzie ciggiem funkcyjnym jednostajnie
zbieznymdo f : I — R.
(1) Jezeli wszystkie funkcje (wystarczy prawie wszystkie) fy sq ciqgte w punkcie
a € 1, to f tez jest ciqgta w punkcie a.
(i) Jezeli fy, sq ciqgte w I, to f jest ciqgtaw I.
(iii) Jezeli fy, sq jednostajnie ciqgte w I, to f jest jednostajnie ciqgta w I.

Dowdd. Niech a € I bedzie takim punktem, w ktérym wszystkie funkcje f;, sa
ciagte. Z zalozonej jednostajnej zbieznosci wynika, ze dla danego £ > 0 istnieje taka
liczna naturalna m, ze

(@) — f(2)] < g dlaz ¢ 1. (4.50)

Wybrana funkcja f,,, jest ciagta w punkcie a. Zatem mozemy znaleZ¢ taka liczbe
0 > 0, aby zachodzita nier6wnos¢

() — fn(a)| < % dazel, |z—a| <0
Wobec tego dla dowolnego x € I N (a — 6, a + 6) mamy
[f (@) = fla)] < [f(2) = fm(@)] + [fm(2) = fim(a)] + | fm(a) — f(a)] <&,
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co dowodzi ciagtosci f w punkcie a i koficzy dowdd punktéw (i) oraz (ii).

Zat6zmy teraz, ze funkcje f,, sa jednostajnie ciagte i do ustalonego £ > 0 dobierz-
my m, tak aby zachodzit warunek (@.50). Funkcja f,, jest jednostajnie ciagta, wigc
istnieje taka n > 0, ze

jezeli |2 — 2" <, to | fn(2') — fm(2")] < g

Stad, jesli 2/, x” sa takie, ze |2’ — 2| < n, to
|f(@") = f@")| <|F(@") = fn(2")] +
+ | fn(@") = fn(@")| + | fn(2") = f(=")]

co dowodzi jednostajnej ciagtosci f. O

N

€,

Uwaga 4.64. Bez zatozenia jednostajnej zbieznoSci twierdzenie o ciggtosci granicy cia-
gu funkcji ciagtych nie jest prawdziwe. Na przyklad ciag f,.(z) := 2™, n = 1,2,... jest
w przedziale [0, 1] zbiezny (punktowo) do funkcji

_JO dlazxe]0,1),
f(‘”){1 dlaz =1,

ktéra nie jest ciagta.

N

=

Rys. 4.12. Ciag niejednostajnie zbiezny
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Wykresy poczatkowych o§miu funkcji tego ciggu zostaty przedstawione na rysunku .12
Biorac (jak na rysunku) € = i otrzymamy, ze zaden z wykreséw ciagu { f,, } nen nie zawiera

sie w e-otoczce
= (-5 (< (32)

wykresu funkcji granicznej f, co przeczy jednostajnej jego zbieznosci.
Zawezajac funkcje tego ciagu do przedziatu [0,a] C [0,1) otrzymamy ciag jednostaj-
nie zbiezny w przedziale [0, a] do funkcji tozsamosciowo réwnej zero, a wigc ciagtej. Dla

a zaznaczonego na rysunku oraz ¢ = 1 wszystkie wykresy funkcji ciagu {f, }nen.

zawgzonych do przedziatu [0, a], o numerach wigkszych od 4 leza w e-otoczce funkcji tozsa-
mosciowo réwnej 0.

Pochodna granicy ciagu funkcyjnego

Granica f ciagu { fy, }nen funkcji rézniczkowalnych moze nie by¢ funkcja ciagta
(zob. uwaga [4.64). Istnieja tez jednostajnie zbiezne ciagi funkcji rézniczkowalnych,
ktérych granice nie sa funkcjami rézniczkowalnymi. Ciag funkcyjny

faoi [=L1) 22 o/, n=1,2,...

jest przyktadem takiego ciagu.

Do badania rézniczkowalnosci granic ciagéw funkcyjnych stosujemy nastgpujace
twierdzenie, ktérego bardziej ogdélne sformutowanie i pelny dowdéd moze czytelnik
znalez¢é w [7]], rozdz. II1.

Twierdzenie 4.65. Niech I C R bedzie przedziatem i niech
fn: IT=R n=12,...

bedzie ciqgiem funkcji rozniczkowalnych. Jezeli ciqg { fn }nen jest zbiez’ny@ do funkcji
f, a ciag pochodnych { f], }nen jednostajnie zbiezny do f*, to funkcja

f:= lim f,

n—oo

Jjest rozniczkowalna i
fl(z) = fH(x) = le fr(z) dlazel. 4.51)

Teze @.31) twierdzenia[4.63] czesto zapisujemy w postaci:
dfn

dp m fn = lim "

co odczytujemy jako przemienno$¢ rézniczkowania z przechodzeniem do granicy.

3Wystarczy zalozyé zbiezno$é ciagu {fn}nen tylko w jednym punkcie z przedziatu I.
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Szeregi funkcyjne

Twierdzenia i pojgcia dotyczace ciagéw funkcyjnych bez wigkszych probleméw
mozna przenie$¢ na szeregi funkcyjne.

Do sformutowania definicji szeregu funkcyjnego i jego zbiezno$ci zat6zmy, ze
jest podzbiorem R, zas { f,, }nen jest ciagiem funkcji o wartosciach w R, okre§lonych
na zbiorze I.

Definicja 4.66. Szeregiem funkcyjnym

> fn (4.52)
n=1

nazywamy parg ciagéw ({fn }nen, {sn}nen). gdzie
sp: Iz fi(lz)+...+ fu(z) €R

jest suma n poczatkowych wyrazéw ciagu { fn tnen, n =1,2,. ..

Ciag { fn}nen nazywamy ciggiem wyrazow szeregu .32), f, nazywamy n-tym
wyrazem, ciag { s, }nen Nazywamy ciggiem sum czgsciowych, zas s,, nazywamy n-tq
sumq czesciowq tego szeregu.

Definicja 4.67. O szeregu (4.52) méwimy, ze jest

1. zbiezny w punkcie x € I, gdy ciag liczbowy {s;,(x)},en ma granicg w R,

2. zbiezny w I (punktowo zbiezny), gdy ciag {s, () }nen jest zbiezny w kazdym
punkcie z € I,

3. bezwzglednie zbiezny w punkcie x € I, gdy szereg y > | | fn(2)| jest zbiezny,

4. bezwzglednie zbieiny w zbiorze I, gdy jest bezwzglednie zbiezny w kazdym
punkcie x € I,

5. jednostajnie zbiezny w I, gdy ciag {s, }nen jest jednostajnie zbiezny w 1.

Uwaga 4.68. Niech bedzie dany szereg (4.32)), ktérego wyrazy f,, sa funkcjami okreslo-
nymi w zbiorze I.
(a) Jezeli méwimy, ze dany szereg jest zbiezny, to rozumiemy, ze jest on zbiezny do jakiej$
funkcji s : I — R, co oznacza, ze
lim s,(z) =s(z) dlazel.

n— oo

Ponadto dla szeregu (£.32)) zapis

anzs
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oznacza, ze szereg jest zbiezny i jego suma wynosi s. Rodzaj zbieznosci najczegsciej
wynika z kontekstu.
(b) Jezeli szereg nie jest zbiezny, to méwimy, ze jest rozbiezny.

Jednostajna zbieznos¢ szeregéw funkcyjnych

Twierdzenia dotyczace granic ciagéw funkcyjnych bez wigkszego trudu mozna
przenie$é na sumy szeregéw funkcyjnych. Przyktadem takim jest twierdzenie 4.63]
str. Dla szeregéw funkcyjnych ma ono postac.

Twierdzenie 4.69. Niech { f,}nen bedzie takim ciggiem funkcji okreslonych na
I, Ze szereg > " fn jest jednostajnie zbiezny w I do funkcji s : I — R.
(1) Jezeli wszystkie funkcje f, sq ciagte w a € I, to s tez jest ciqgta w punkcie a.
(i) Jezeli fy, sq ciqgte w I, to s jest ciqgtaw 1.
(iii) Jezeli fy, sq jednostajnie ciagte w I, to s jest jednostajnie ciqgta w I.

Dowdéd. Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli wszystkie funkcje ciagu { fy, }nen sa cia-
gte (odpowiednio jednostajnie ciagle), to sumy czgSciowe tez sa ciagte (odpowiednio
jednostajnie ciagte) i skorzystac z twierdzenia 4.63] str. O

Jednostajna zbiezno$¢ nie jest warunkiem koniecznym, aby suma szeregu funkcji
ciagltych byta funkcja ciagta.

Przyktad 4.70. Rozwazmy szereg » .., x" na przedziale I = (—1,1). Dla ustalonego
x € I jest to szereg geometryczny o ilorazie x € (—1, 1). Jest wigc szeregiem zbieznym do
funkcji

1
s: Iz~ —¢cR
1—2

Funkcja s jest ciagta, pomimo ze zbiezno$¢ szeregu nie jest jednostajna. Do pokazania, ze
zbiezno$¢ nie jest jednostajna wezmy € = % oraz dowolne N € N. Mamy teraz

N 0o 0 1

s — 2| = LCTL:{I?N+1 E xn:$N+l .
2: Z 11—z
n=0 n=N+1 n=0

Jesli weZmiemy

to otrzymamy
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Zatem na przedziale (—1, 1) nie ma jednostajnej zbieznosci. Sytuacja zmienia si¢ catkowi-
cie, gdy nasz szereg rozpatrzymy na przedziale I = [—q, ¢|, gdzie 0 < ¢ < 1. Wtedy dla
dowolnego NV € N mamy

o0 N+ N
E x| = < — 0, gdy N — oo.
I _
[l—z] ~1-g¢
n=N+1

Stad wynika jednostajna zbiezno$¢ w I.

W wielu rozwazaniach przydatny okazuje si¢ warunek Cauchy’ego jednostajnej
zbieznosci szeregu funkcyjnego.

Twierdzenie 4.71. Dla szeregu funkcyjnego > 7 o fn, 0 wyrazach f, : I — R,
nastepujgce dwa warunki sq rownowazne:
(i) Szereg > .~ [n jest jednostajnie zbiezny w I.

(i) Szereg Y o2 fn spetnia warunek Cauchy’ego jednostajnej zbieznosci, tzn.

Ve>03INeN: Y(g>p>N)Ve el |fpr(z)+...+ fy(z)| <e.
Dowdd. | (i)= (ii) | Niech szereg ) f» bedzie zbiezny do swojej sumy f oraz

€ dowolng liczba wigksza od zera. Wtedy istnieje takie Vg € N, ze dla dowolnej
liczby N > Ny idowolnego x € 1

<€
5

N
f@) =Y falx)
n=0

Stad dla g > p > Ng oraz x € D mamy

ST @) = 3 fula) = 3 fula)| <
n=p+1 n=0 n=0
q p
<|f@) = fulo)| + @) = 3 fula)| <
n=0 n=0
< % + % =e.

Zatem nasz szereg spetnia warunek Cauchy’ego jednostajnej zbieznosci.

(i))= (i) | Gdy spelniony jest warunek Cauchy’ego, to szereg jest punktowo zbiez-
ny do jakiej$ funkcji f : I — R (zob. twierdzenie[2.42] str. @Iﬂ Wykazemy, ze jest

*Wykorzystujemy tu tzw. zupetnosé przestrzeni R (zob. definicjaG.71) str. 236).
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on zbiezny jednostajnie. Dla dowolnego € > 0, zgodnie z zalozeniem, istnieje takie
N € N, ze dla dowolnego n > N oraz dowolnej liczby naturalnej & > 1

n+k e
hi(z) =] Y fix) <3
j=n—+1
Poniewaz
n+k n
lim 3 f() = f2) = Y fi(@),
j=n+1 7=0

wigc korzystajac z ciaglosci modutu, otrzymamy

n
5
li - - 1 < o 1 2 N7
Jim hy(z) = | f(2) jz_%fy(fﬂ) 5 <¢ dan
co nalezato wykazac. [

Badanie jednostajnej zbiezno$ci szeregéw funkcyjnych nie jest tatwe. W wielu
przypadkach uzyteczne okazuje si¢ kryterium Weierstrassa (jednostajnej zbieznosci).

4 )

Karl Weierstrass
Ur. 31 pazdziernika 1815 w Ostenfelde
Zm. 19 lutego 1897 w Berlinie

Zajmowat sie miedzy innymi teorig funkcji analitycznych
opartg na szeregach potegowych. Dat nowe podstawy tej
teorii. Powszechnie znane jest jego twierdzenie
o jednostajnej zbieznosci szeregéw funkcyjnych,
nazywane ,kryterium Weierstrassa jednostajnej
zbieznosci szeregu funkcyjnego”.

.

Kryterium Weierstrassa

Twierdzenie 4.72 (kryterium Weierstrassa jednostajnej zbieznosci). Niech sze-
reg funkcyjny > fn bedzie o takich wyrazach f, : I — R, Ze

sup{|fn(z)| : z €1} <ay, dla prawie wszystkichn € N.
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Jezeli szereg liczbowy Y > an, jest zbiezny, to szereg funkcyjny > o fn jest jedno-
stajnie zbiezny w I.

Dowdéd. Dla dowolnego £ > 0 istnieje takie IV, ze dla dowolnych N < p < ¢
oraz n > N zachodza nieré6wnosci

Z aj <e oraz |fp(x)|<a, dlazeD.
Jj=p+1

Zatem dla x € I oraz N < p < ¢ mamy

q

Z|f] Za]<€

Jj=p+1 Jj=p+1

Stad wynika, ze szereg >~ f spetnia warunek Cauchy’ego jednostajnej zbiezno-
$ci, a wigc z twierdzenia 4711 str. wynika, ze jest jednostajnie zbiezny w I. [

Rézniczkowanie szeregéw funkcyjnych

Dla szeregéw funkcyjnych zachodzi nastgpujace twierdzenie o rézniczkowaniu
szeregow funkcyjnych:

Twierdzenie 4.73. Niech I bedzie przedziatem w R i niechy .- fn bedzie sze-
regiem funkcyjnym, ktorego wyrazy fn, : I — R, n=0,1,... sq funkcjami roznicz-
kowalnymi. JeZeli szereg Zn o fn jest zbiezny w przedzlaleﬁ I do funkcji S i szereg
pochodny >~ fr jest jednostajnie zbieiny do S*, to S jest funkcjq rézniczkowal-
nqi

S'(x)=5")=> fi(z) dlaxel
Innymi stowy,

an, czyli (an> = df—n

co oznacza, ze szereg funkcyjny mozna r6zniczkowac wyraz po wyrazie (oczywiscie,
gdy spetnione sa zatozenia twierdzenia [4.73)).

SWystarczy, aby byt zbiezny w jednym punkcie = € I.
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4.7.
szeregi potegowe

Rozwazaé teraz bedziemy szczeg6lnie waznag klase szeregéw funkcyjnych. Sa to
szeregi postaci

(o]
Zan(a:—xo)” =g+ ay(z — x0) + as(z — x)* + ... (4.53)
n=0

w ktérych a,, n = 0,1,2, ..., jest ciagiem liczbowym (ciggiem wspotczynnikow

szeregu potegowego) i xq ustalona liczba rzeczywista (Srodkiem szeregu potegowego).
Zbiezno$¢ szeregu potggowego w punkcie x = x( jest oczywista.

Twierdzenie 4.74. Jesli szereg potegowy (@.53) jest zbiezny w punkcie x1 # x,
to jest zbiezny bezwzglednie w kazdym punkcie x spetniajqcym nierownosé

| — zo| < |x1 — 20|
oraz jest jednostajnie zbieiny w kazdym przedziale
[xg — ryxo+ 7], gdzie0 <r <|z; — x0].

Dowdd. Ze zbieznosci szeregu » >~ an(x1 — xo)" wynika zbieznos¢ do zera
ciagu {a,(x1 — 20)" }nen (zob. twierdzenie 2.32)), a stad jego ograniczonosé. Niech

lan(x1 —20)"| < M dlan=0,1,... Dla0 < r < |z1 — z¢| i |z — zo| < r mamy

r—xo |"

|an(z — 20)"| = |an(z1 — 20)| |—— | < Mq",

1 — %o

gdzie
-
g=——"—<1
|1 — o

Poniewaz szereg ) -~ Mq" jest zbiezny, wiec stad wynika zbieznos¢ bezwzgledna
i zbieznos¢ jednostajna (zob. twierdzenie [4.72] str. [139) szeregu (4.33) w przedziale
[xo — 7,0 + 7]. Wobec tego, ze r jest dowolna liczba z przedziatu (0, |z1 — xo]),
wigc mamy zbiezno$¢ bezwzgledng w kazdym takim punkcie x € R, ze

|z — 2ol < |1 — w0l

tzn. w kazdym punkcie z € (xg — |x1 — xo|, o + |71 — T0])- O
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Whiosek 4.75. Jesli szereg potegowy @.33)) jest rozbiezny w punkcie x1 # xg, to
Jjest rozbiezny w kazdym punkcie x spetniajgcym nierownos¢

|z — 2ol > |1 — w0l
tzn. w kazdym punkcie x € (—oo, xg — |z1 — xo|) U (0 + |21 — 20| , +00).

Whiosek 4.76. Srodek x szeregu potegowego @.33)) jest Srodkiem maksymalnego
przedziatu otwartego, w ktérym ten szereg jest zbiezny.

Dzigki temu wnioskowi mozemy zdefiniowac promieni R zbieZnosci szeregu pote-
gowego ([A.53) ktadac

R := sup{|z1 — x| : Zan(xl —x0)" < 400} € [0, 400]. (4.54)

n=0

( )

Twierdzenie 4.77. Jesli R > 0 jest promieniem zbieznosci szeregu potggowego
Yoo o an(x — o)™, to szereg ten jest
(i) zbiezny bezwzglednie w przedziale I = {x : |x — x| < R} i jednostajnie
w kazdym podprzedziale domknigtym tego przedziatu,
(i) rozbiezny w kazdym punkcie x € R\ {z : |z — x| < R}.
Jesli R = 0, to szereg (A.33) jest zbiezny tylko w punkcie x.

g

Gdy R > 0, to przedzial I = {z : |z — zo| < R} nazywamy przedziatem zbiez-
nosci szeregu potegowego (4.33).

Promien zbieznosci szeregu potggowego jest SciSle zwiazany z jego wspol-
czynnikami a,,. Sposéb jego obliczania wyznacza nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.78 (Cauchy’ego-Hadamarda). Promieri zbieznosci R szeregu po-
tegowego y > o an(x — o)™ wyraza si¢ wzorem

1
N gdy A >0,
R= 0, gdy\=+oo gdzie )\ =limsup m, (4.55)
' ’ n—0o0
+oo0, gdy A =0,

Dowdd. Z kryterium Cauchy’ego (zob. twierdzenie[2.64] str.[31)) wiemy, ze szereg
>0 o an(z — o)™ jest zbiezny, gdy

limsup {/|an(x — 29)"| = |z — xo|limsup V/|a,| = |x — 29| A < 1,
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rozbiezny, gdy |x — xo| A > 1, a stad wynika wzér (@.33). O

Ze wzoru ({.33)) wynika, ze promiefi zbieznos$ci R szeregu potegowego nie zalezy

od potozenia jego Srodka zg; zalezy wylacznie od jego wspétczynnikéw a,.

Na kazdym z koincédw przedzialu zbieznosci szereg moze by¢ zbiezny albo roz-

biezny.

N D

Jacques Salomon Hadamard
Ur. 8 grudnia 1865 w Wersalu
Zm. 17 pazdziernika 1963 w Paryzu

Zajmowat sie teorig liczb, mechanika teoretyczna,
geometrig, teorig poznania, teorig catkowitych funkc;ji
analitycznych (funkcje harmoniczne), rownaniami
rozniczkowymi i rownaniami fizyki matematycznej
(mieszane problemy brzegowe). Znany jest zwtaszcza ze
swych prac z teorii liczb pierwszych.

.

b)

Przykiad 4.79. a) Dla szeregu
n=1 n

promien zbieznosci R = 1, bo

1 1
A = lim sup ’\L/>:1:>R::1.
n—00 n A
Przedziat (xg — 1, 29+ 1) jest przedziatem zbieznosci tego szeregu. Na lewym koricu tego
(="

n

przedziatu (tzn. w punkcie x= zy — 1) jest szeregiem anharmonicznym 2211

i

. . . L . . oo 1 .
wiec zbieznym, za$ na prawym korcu jest szeregiem harmonicznym ) >~ ; —, o ktérym
n
wiemy, ze jest rozbiezny.

Korzystajac z kryterium d’ Alemberta (zob. twierdzenie[2.63], str.[52)) pokazemy, ze szereg
YL (4.56)
— n!

jest zbiezny w R. Zatézmy, ze = # 0 i zauwazmy, ze
|| 2]
1 X
lim D!y 2 =

n—00 |93|'7L T nSoon +1 -
n:

)
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co oznacza zbiezno$¢ szeregu (@.36) w kazdym punkcie z € R. Oznacza to, ze jego
promien zbieznosci R = +o0, lub réwnowaznie, ze

1
A =limsup —= = 0. 4.57)
n—00 v n‘

Ponadto, z warunku koniecznego zbieznosci szeregu liczbowego (zob. twierdzenie [2.52]
str.43]) wnioskujemy, ze

n

lim ”i' —0 dazeR. (4.58)

n—oo n!

c) Szereg

o0

Z "z (4.59)

n=0
jest zbiezny tylko w punkcie x = 0. Istotnie, dla tego szeregu

A =limsup Vn™ = lim n = +oo.
n—00 n—00

Oznacza to, ze R = 0. co zgodnie z definicja .34) promienia zbieznosci oznacza roz-
bieznosé szeregu (@.39) w kazdym punkcie x # 0, a wigc jego zbiezno§é tylko w jednym
punkcie x = 0.

Szereg potegowy pochodny

Wyrazy a,(x — 2o)" szeregu potegowego #.33) sa funkcjami klasy C*°. Zatem,
gdy jego promien zbieznosci R > 0, to pojawia si¢ naturalne pytanie: czy funkcja

I (xg—R,xo—l—R)BmHZan(m—xO)”eR (4.60)
n=0

tez jest klasy C*°? Pokazemy, ze odpowiedZ na to pytanie jest pozytywn&ﬁ.
Rézniczkujac szereg (d.33) wyraz po wyrazie otrzymamy nowy Szereg potegowy

o
a1 +2a2(x—x0)2 o= Znan(:v—xo)”_l, 4.61)
n=1

Ktéry jest szeregiem potegowym pochodnym szeregu (@.53).
Poniewaz lim,,_,~ ¥/n = 1, wiec

limsup "\/|nay| = limsup ({L/ﬁ v |an|) "= lim sup v/ |an| = A
n—oo n—oo

Stad wynika

8Gdy R = 400, to przyjmujemy: zo — 00 := —00, Zo + 00 := +00.



m 4.7. szeregi potegowe

Whiosek 4.80. Szereg pochodny (@.61) ma ten sam promier zbieznosci co szereg

potegowy (@.53).

Twierdzenie 4.81. Niech R € (0,400 bedzie promieniem zbieznosci szeregu
potegowego (@33). Wtedy funkcja

f: (xg—R,a:o+R)BxHZan(x—xo)"E]R (4.62)

n=0

Jjest klasy C*> oraz

oo ! oo
f(z) = <Z an(r — :Uo)n> = Znan(aj —20)" ' dlax € (xo— R,x0+ R)
n=0 n=1
i ogolnie
= n
7R (z) = Z k! <k‘> (x —20)" % dla x € (zo— R,z0+ R).
n=k
Dowéd. To twierdzenie wynika z wniosku [4.80] twierdzenia[d.77] str.[[42]i twier-

dzenia[d. 73] str.[140] o r6zniczkowaniu szeregéw funkcyjnych. O

Szereg Tylora

Niech [ begdzie przedziatem otwartym w R i niech f : I — R bedzie funkcja
nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalna w I.

Definicja 4.82. Szereg potggowy
>, f(n)
3 fi(':co)@; B (4.63)
~  nl

nazywamy szeregiem Taylora funkcji f o Srodku w punkcie xg. Gdy zg = 0, to
szereg ten jest nazywany szeregiem Maclaurina.

Uwaga 4.83. W mys§l wzoru Taylora (zob. (@34), str.[[12)) mamy

a e (n) T
£@) = o) + T8 (o) ¢ LD oy L0 ),
Stad wynika, ze
"z "z (") (x
f(x):f(xo)—&—%(x—xo)—&— ;!O)(x—xo)2+ +1 n(, 2 (s~ o) + ...
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wtedy i tylko wtedy gdy
lim R,(z)=0.

n— oo
Funkcje y = e®, y = sinx, y = cosxz sa klasy C*°. Wszystkie pochodne tych
funkcji sa w kazdym przedziale (zo — R, xg + R) wspélnie ograniczone, bo np. n-ta
pochodna e® réwna si¢ ¢, 0 < ¢* < K = e(®0tR) ody 20 — R < = < zo + R.
Stosujac twierdzenie o wzorze Taylora (zob. twierdzenie .42] oszacowanie (4.33),
str. T12)) otrzymamy

K n+1

[Rn(2)] <
Stad wynika (zob. @.38)), str.[144), ze

lim R,(z)= lim

1
n—00 n%mm‘x_xOVH_ =0 dlazeR,

a wigc ktadac zg = 0 otrzymamy

=Y T dlazeR. (4.64)

Postepujac podobnie otrzymamy rozwinigcia funkeji y = sin x i funkcjiy = cosz
w szereg Maclaurina.

e N
) €9 N p2n+1
sinz =Y (-1) T dla z € R, (4.65)
n=0
co r2n
CcosST = Z(—l)n (2n)' dla x € R. (4.66)
n=0 ’
\
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Czytelnikowi proponujemy wykazanie, ze

( )
(o @]
-1 n+1
In(l+z)=>» CEV"™ o e —1 <z <1, (4.67)
n
n=1
stad dla z¢p > 0 otrzymamy
— (=t
Inz = lnzg+ nz_:l Tg(x —20)" dla0 <z <2z (4.68)

WeZzmy dowolne o > 0. Funkcja
g: (-L,+o0)3x— (1+2)*€R

ma pochodne wyrazone wzorami:

g(")(az) =n! (a>xa” dan=0,1,2,..., > —1,
n

(Z) _ (a—l)...é!a—TH-l)’ <(g> .

Rozwinigcie funkcji g w szereg Maclaurina ma postac

gdzie

oo

+e)2=Y (Z) 2" dlaa>0, |z <1 (4.69)

n=0

Jesli a = k € N, to prawa strona réwnosci (4.69) sktada si¢ ze skoficzonej licz-
by sktadnikéw réznych od zera i w tym przypadku wzér (#.69) jest dobrze znany{?].
Zatem, bedziemy zaktadaé, ze o ¢ N.

Rozpoczniemy od wykazania zbieznoSci (bezwzglgdnej) szeregu

T(x) =) (Z)x" dla a >0, |z < 1. (4.70)

n=0

Skorzystamy z kryterium d’ Alemberta (zob. twierdzenie 2.63] str. [52)).

a4 ) =Xk (amb
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Dla x # 0 mamy

(nil)ﬂff'”“:a—nx:m( o __n)
(&) n+1 n+l n+1/

Jesli |x| < 1, to istnieje taka liczba g, ze |z| < ¢ < 11 wtedy dla prawie wszystkich n

(nil)anrl‘ . ‘ « _ n
e e T S

co oznacza zbiezno$¢ (bezwzgledna) szeregu T'(z).
Funkcja 7" jako suma szeregu potggowego jest rézniczkowalna w przedziale |z| < 1.
W zwiazku z twierdzeniem [4.81] otrzymamy:

=
:;<n+1>(nil)xn :a;) (0‘; 1):(;”.

Wobec tego dla dowolnego |z| < 1 mamy

(1+2)T(z) = a i <O‘ N 1)33” + i (O‘n 1>xn+1] _
(

Ln=0

= _i(a;1>x"+i

Stad wynika, ze

< T(x) )’ _ (142)°T(2) = T(x)o(1 +2)*!
(14 x) 1+ )2

€O 0znacza, ze
T(x)=c(l+x)*
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Z okreSlenia funkcji T(x) (zob. (@.70)) wynika, ze T'(0) = 1. Stad
T(0) = ¢(1 +0)* =0,

wigc ¢ = 1. Tak wigc wzér (4.69) zostal wykazany.



ROzDzIAL B
Pierwotna i calka

Poszukiwanie funkcji pierwotnej danej funkcji f jest operacja odwrotng do réz-
niczkowania. Nie podamy tu petnej teorii, a jedynie t¢ jej czg¢$¢, ktéra pozwala zro-
zumieé¢ mechanizmy obliczania catek funkcji elementarnych. Znacznie glgbsze po-
dejscie czytelnik moze znalezé w [4]], rozdz. 8.

5.1.
Funkcja pierwotna i catka nieoznaczona

Niech I bedzie przedziatem w R o koficach a,b € R i niech f : I — R bedzie
dowolna funkcja.

4 )

Definicja 5.1. Méwimy, ze funkcja F' : I — R jest pierwotng funkcji f, jezeli
F jest ciagta w przedziale I, rézniczkowalna w I \ {a, b} i

F'(z) = f(z) dlaxzel)\{a,b}.

Nie kazda funkcja ma pierwotna.

Przykiad 5.2. Pokazemy, ze funkcja f : R — R, okreSlona nastgpujaco:

_J0 dlax#0,
f(“””)_{1 dla z =0,

nie ma pierwotnej w R. Istotnie, zaktadajac, ze f ma pierwotng F', mielibySmy, ze F'(x) =
0 na kazdym z przedzialéw (—o0,0), (0,+00). Stad wynika, ze F' jest stata na kazdym z
wymienionych przedzialéw. Poniewaz tez jako rézniczkowalna jest ciagla, wigc stad wynika,
ze F' = const na R. Zatem F'(0) = 0 # 1 = f(0), co daje sprzecznosé.
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Funkcja pierwotna, o ile istnieje, nie jest wyznaczona jednoznacznie. Jezeli F' jest
pierwotna funkcji f, to dla dowolnego C' € R funkcja F' + C tez jest pierwotna
funkcji f, bo pochodna funkcji statej jest réwna zero. Prawdziwe jest nastgpujace
twierdzenie:

Twierdzenie 5.3. Jezeli Fy jest pierwotng funkcji f, to na to, aby funkcja F' byta
pierwotng funkcji f, potrzeba i wystarcza, aby istniata taka stata C' € R, Ze

F=FK+C.

Dowdd. Dla dowodu warunku koniecznego zauwazmy, ze jezeli F', Fy sa pier-
wotnymi tej samej funkcji f, to

(F—F) =F ~Fy=f—f=0.

Stad wynika, ze F' — Fy = C = const (zob. twierdzenie [4.26] str. [104)). Stad F' =
Fy+C.

Z drugiej strony, jezeli F' = Fy + C, to F' = (Fy + C)' = Fj = f, co koriczy
dowdd warunku wystarczajacego. O

Calka nieoznaczona

Jak juz wczesniej stwierdziliSmy, pierwotna nie jest wyznaczona jednoznacznie.
Jest ona, o ile istnieje, wyznaczona z doktadnoscia do funkcji statej.

( )

Definicja 5.4. Jezeli F jest pierwotna funkcji f : [ — R, to F+C, gdzieC € R
jest dowolng stala, jest ogélna postacig pierwotnej funkcji f. Te ogdlng postac

oznaczamy przez
/ f(z)dx lub / f

i nazywamy catkq nieoznaczong funkcji f.

N

Gdy znana jest jakas$ pierwotna F' funkcji f, to zapisujemy:

/f:F+C lub /f(a:)dm:F(x)+C.

Istnienie caltki nieoznaczonej funkcji f jest rOwnowazne temu, Ze istnieje jakas pier-
wotna funkcji f. Poszukiwanie pierwotnej nazywamy catkowaniem funkcji f. Tak
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wigc catkowanie jest operacja odwrotna do rézniczkowania. Jak wiemy, kazda funk-
cj¢ elementarng potrafimy zrézniczkowad. Niestety, z catkowaniem nie jest tak tatwo.
Nie ma wzoréw na catkowanie iloczynu, ilorazu i nie ma tez wzoru na catkowanie
funkcji ztozone;j. Istnieja tez przyktady funkcji elementarnych, ktérych pierwotne nie
sa funkcjami elementarnymi.

Wprost ze wzoréw na pochodne wynikaja wzory:

/Odzx:C, /1d:13:a:+0,

1 1
/O‘dzx— 1 2T 4 C (a # —1), /d:z::ln]:v|+0,

axda:——+0(a>() a#1), edr = e* + C,

= —ctgx + C,

der =tgx + C,

cos2 sm x

————dzr = arcsinx + C, ——dx = arctgx + C.

\/1—:52

( )

/smxdm——cosac+0 /cosxdl‘—smx—i—c

1+2

Uwaga 5.5. Podane tu wzory zachodza w takich przedziatach, w ktérych pierwotne (pra-
we strony) spetniaja warunki wymienione w definicji[3.1} str.[] W szczegoblnosci, funk-
cjay = tgx + C jest catka nieoznaczong (pierwotna) funkcji ——— w kazdym przedziale
domknigtym zawartym w (—7, 7) ale nie jest pierwotna w przed21ale [0, 7], bo w tym
przedziale nie jest ciagta.

Podamy teraz twierdzenia o catkach nieoznaczonych, utatwiajace ich obliczanie.
Pojawiajace si¢ symbole I, J oznaczac beda przedziaty.

Twierdzenie 5.6 (o liniowosSci calki nieoznaczonej). Jezeli istniejq catki nie-
oznaczone funkcji f, g : I — R oraz A € R, to w przedziale I istniejq catki nie-
oznaczone funkcji f + g, f — g, A\f oraz

[+ 9@ds = [ s@ys+ [ glaja
[ -9@as = [ 5@z~ [ glajaa.

/()\f)(:v)d$ = )\/f(a:)dx, gdy X\ # 0.
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Dowdd. Jest to konsekwencja twierdzen o pochodnej sumy, réznicy i iloczynu
funkcji przez liczbe. O

Twierdzenie 5.7 (o calkowaniu przez czesci). Jezeli f, g : I — R sq funkcjami
rézniczkowalnymi i istnieje catka nieoznaczona przynajmniej jednej z funkcji f’g,
14, 1o ismieje catka nieoznaczona drugiej z tych funkcji i

/f'(:v)g(x)dx: f(x)g(x) —/f(:n)g'(x)dac. 5.1

Dowdd. Zatézmy, ze istnieje catka z f¢’. Poniewaz zgodnie z twierdzeniem o po-
chodnej iloczynu

(f()g(x))" = f'(x)g(z) + f(2)g'(x) i (/f(w)g’(:v)dfv> = f(2)d'(2),

(f(x)g(x) — / f(2)d (z)dz) = f'(z)g(z),
co koriczy dowdd twierdzenia. O

Przyktad 5.8. Pokazemy, jak mozna obliczy¢ [ Inx dz, stosujac metode catkowania przez
czesci.

/lna:dac:{ Fle)=1 = f(x)_zi}:xlnx—/ldx:xlnx—x—i—C.

g(w) =lnz = ¢/(z) = L

xT

Twierdzenie 5.9 (o calkowaniu przez podstawienie). Jezeli f: I — J jest
funkcjq rozniczkowalnq oraz dla funkcji g : J — R istnieje catka nieoznaczona, to
istieje catka nieoznaczona funkcji (g o f)f' oraz

[otr@ns@as = [ gttty 52)

Dowdd. Zgodnie z twierdzeniem o pochodnej funkcji ztozonej (zob. twierdzenie

4.12) mamy

([t ) = (([orr) ) 70 = twtrnso,

co koriczy dowdd. O
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Gdy zatozymy dodatkowo, ze f jest funkcja odwracalna, to wzér (5.2) mozna
przeksztatci¢ do postaci:

ot @i, ., = [ota (5.3

ktéra nazywamy wzorem na catkowanie przez zmiang zmiennej.

Przyktad 5.10. Metodg podstawiania i metodg¢ zmiany zmiennej zilustrujemy na przykta-
dzie obliczania catki z funkcji

f:(-1,)sz~ f(x) ::\/%ER

Rozpoczniemy od metody podstawiania.

x V1i—22 =t
_ - — 1,2
/ ﬁﬁdx_{ ;_“Ide:dt}_ /1dt‘t:m— 1—-224C.

Teraz wyliczymy te catke, stosujac metode zmiany zmiennej. Zmienng x zastapimy zmienng
t, ktadac = = sin ¢t. Funkcja

sin : (737[) S (-1,1)
22

jest bijekcja. Odwrotna do niej jest funkcja arcsin. Zatem mozemy stosowac taka zmiang
zmiennej i mamy

Ld | o = sint - L td _
V1—22 T= de = costdt [ = | ™" |i=arcsine =

= —cost|,_ .. + C = —cos(arcsinz) + C =
=arcsinxT

= —\/1 —sin?(arcsinz) + C = —/1 — 22 + C.

Z twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie wynika bardzo przydatny wzor:

In|f(z)]+C dlaa=-1,
Ju@rs@a = gL e
a—+1 ’

Istotnie, podstawiajac f(z) = ¢, otrzymamy

Ju@rs@ar= [,

a stad wynika wzor (5.4).
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Wzory rekurencyjne

d
/ ﬁ, / sin” xdx, / cos™ xdzx

umiemy obliczy¢ w przypadkun = 0in = 1. Dlan > 1 mozna je obliczy¢, stosujac
nastgpujace wzory rekurencyjne:

dx 1 i 2n —3 2\1-n
/(1+$2)n:2?1—2.(14—@'2)"—1_‘_271_2/(1_'_1') dl‘v (55)

Catki

1 -1
/sin” zdr = —=coszsin” 'x + i /sin”_2 xdz, (5.6)
n n
n L. n—1 n—1 n—2
cos" xdr = —sinxcos" Tz + cos" " “ xdx. 5.7
n n

Ograniczymy si¢ do wykazania prawdziwosci wzoru (5.3). Dowody prawdziwosci
pozostatych dwéch wzoréw sa podobne.

Dowéd wzoru (3.3). Niech
dr
I, = [ ——.
” / 1+ a2

Dodajac i odejmujac 22 w liczniku tej calki, otrzymamy
7 /1—x2+x2d / dz /x 2zdx
= —_—ar = _— —_— =
n (1 + $2)n (1 4 xQ)n—l 2 (1 + x2)n

7 /x 2xdx
el 2 (14 z2)"

Do ostatniej calki zastosujemy metode catkowania przez czesci i otrzymamy:

, —2z 1
= F@ =5y /@ = oy | _
2 (L+a?)n i@ =5  =d)= %
x 1

- L1
2n—2)1+a22)" 1 2m—2 """

Laczac te wyniki i redukujac wyrazy podobne, otrzymamy wzér (3.3).
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5.2.
Calkowanie funkcji elementarnych

O funkcji f méwimy, ze jest elementarna, jezeli da si¢ otrzymac z funkcji sta-
tej, potegowej, wyktadniczej, funkcji trygonometrycznych i funkcji odwrotnych do
wymienionych przez wykonanie skoficzonej liczby dzialain dodawania, odejmowa-
nia, mnozenia, dzielenia i sktadania funkcji. Okazuje si¢, ze z catkowaniem nie jest
tak dobrze, jak z rézniczkowaniem. Potrafimy obliczy¢ pochodng kazdej funkcji ele-
mentarnej i tatwo zauwazy¢, ze pochodna dowolnej funkcji elementarnej jest funkcja
elementarna. Tymczasem istnieja funkcje elementarne, ktérych catki nie sa funkcjami
elementarnymi. Udowodniono, ze do takich calek naleza:

2 .
/ex dux, /smedx, /cos:czd:r,

z .
e sin cos T
—dz, dx, dx.

x x x

Nastepujace, tzw. catki eliptyczne

1 ) z?
dr i dx
V=221 - ka?) V=21 - ka?)
gdzie 0 < k < 1, tez nie sa funkcjami elementarnymi.

Calkowanie funkcji wymiernych

Zajmiemy si¢ teraz metodami obliczania catek postaci

/ P(x) i,
Q(x)
gdzie P, () sa wielomianami o wspodtczynnikach rzeczywistych. Catkowanie takich
funkcji rozdzielimy na kilka etapéw.

1. Sprawdzamy, czy stopiefi licznika jest mniejszy od stopnia mianownika. Jesli
nie, to dzielimy wielomian P przez wielomian () i jako wynik otrzymujemy

P(z) R(x)
=Wi(x) + )
o) " )
gdzie W, R sa wielomianami i deg R < deg ) [, Wielomiany umiemy catkowac,

ograniczymy si¢ wigc do prezentacji metody catkowania takich funkcji wymiernych,
ktérych stopien licznika jest mniejszy od stopnia mianownika.

'Przypominamy, ze deg F’ oznacza stopieii wielomianu F.
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2. Rozktadamy funkcj¢ wymierng

R(z)
Q(x)
na utamki proste@. Sa to funkcje wymierne postaci
I xila, I (z_Aa)k (k=2,3,...),
L. Mx+ N I Mx+ N (m=2.3 )

2+pr+q (22 +pr+qm

gdzie A = p? — 4q < 0.

Utamki proste postaci I, Il nazywac bedziemy utamkami pierwszego rodzaju, zas
utamki postaci Il IV utamkami drugiego rodzaju.

3. Catkujemy utamki proste. Ulamki postaci I, II sg tatwe do catkowania. Mamy

A A A 1
= Al — =— . .
/w—a nle —al+C, /(:z:—a)k k—1 (x—a)k—1+c

Calkowanie ulamka postaci III przeprowadzamy nastgpujaco:
Mz + N M 2
T+ g M / T +p d$+/ r dr) —
22+ pr+q 2 22+ pr+q 22 +pr+q
M 1
= — | In|2? - d
5 < n|z +pm+q\+7’/x2+pm+q 3?>,

2N — Mp
= T

/ 1
.
2+ pr+q

sprowadzamy tréjmian 22 + px + ¢ do postaci kanonicznej

gdzie

r

Aby obliczy¢

2 Ag — p?
P prta= (et 3) + F o =al(Beea)? + ),

2 4
gdzie
4 Vg —p* 4q — p?

2Sposéb rozktadania na utamki proste oméwimy, analizujac przykiady.
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Po tych przeksztalceniach

1 _ 1 Bdx | B4y =t _
/x2+px+qd$_aﬂ/(ﬁx+’y)2+l_{ﬂdx:dt }_

1
+C = —arctg(Bx +v)+ C.

1
= — arctg t‘t=5:c+7 B

of

Calkowanie ulamka postaci IV rozpoczyna si¢ podobnie jak w przypadku utam-
kéw postaci 1.

Mz + N M 2x +p r
——dr = — —————dr+ | ——————=dz | =
(% + pr + q)™ 2 (% + px + @)™ (% +pz +q)™

—M< -1 ! +r/1dx>
2 \(m—1) (@2 +pz+qmt (22 +pr+qm )

gdzie

2N — Mp

= A

Aby obliczy¢ ostatnig catkg, sprowadzamy tréjmian kwadratowy do postaci kano-
nicznej

Pepra= (o) (0 ) = (er8) s =a((E) )
=+ pxr—+q <x+2 +<q 4p> x+2 +a=a«a Ja +

r

i zastosujemy metod¢ podstawiania.

/ dx Jr+ip= Jat _Va dt @t
( de = /adt| aom | (1+12)m |t:7

Pprt gt
Do ostatniej catki stosujemy wzor rekurencyjny (3.3).

Rozklad na ulamki proste. Rozktad funkcji wymiernej R(x)/Q(x), w ktérej
stopien licznika jest mniejszy od stopnia mianownika, rozpoczynamy od rozktadu
mianownika @Q(x) na czynnik. Z kursu algebry wiadomo, ze wielomian () ma jed-
noznaczny rozktad postaci

8
+
(NiS]

Q(z) =alx — al)kl R an)k" (m2 +pix+q)t .. (xQ + P + gm)"™,

gdzie a jest stala, aq, . . ., a, sa parami rézne oraz pjz —4g; <0 dlaj=1,...,m.
Mozemy przyjaé, ze stata a = 1, gdyz w przeciwnym przypadku 1/a, jako staty
czynnik, wylaczymy przed catke.

3Rozktad na czynniki zawsze istnieje, ale nie zawsze potrafimy go wykonaé.
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Po dokonaniu rozktadu wielomianu Q(z) na czynniki zapisujemy R(z)/Q(z)
w postaci sumy utamkoéw prostych, przypisujac czynnikowi (z — a,j)’“i sume
Aq Ay Ay,

. 5.8
vma Gl T ) >y

za$ czynnikowi (2% + pj + ¢;)™7 sume

Bixz + D, Bsx + Doy n n BTjZE + DT].
?4pita @+pi+e)? (@ 4pitg)

(5.9

Lacznie w rozktadzie na utamki proste otrzymamy n sum postaci (3.8) oraz m sum
postaci (5.9). Spos6éb wyznaczania wspétczynnikow Aj;, B;, D; oméwimy na przy-
ktadach.

Przyktad 5.11.

7a? +1 A, B C
(z+)(z—-1)(z-3) x+1 x-1 x-3

Mnozac obustronnie przez (x + 1)(z — 1)(z + 3), otrzymamy
72°4+1 =A@z -1)(z-3)+Blx+1)(z-3)+Cx+1)(z—1) =
= (A+ B+ 0)2? — (4A+2B)x + (3A— 3B - C).
Poréwnujac wspotczynniki przy odpowiadajacych im potggach zmiennej x, otrzymamy

A+B+C =1,
4A+2B =0,
34-3B-C =1.

Stad otrzymamy: A =1, B = —2, C' = 8. Zatem

Tr? 41 1 —2 8
= + .
+D)(z—-1)(x—-3) z+1 2x2—-1 z-3

Przyktad 5.12.

20* —20® + 322 +22+1 A LB C | Br+F
(x—1)3(x2+1) Cz—1 (z—-12 (z—-1)3 2241

Mnozac obustronnie przez (z — 1)3(22 + 1), otrzymamy

20t =223 4322 + 20 +1 = Az — 1)*(2* +1) + Bz — 1)(2® + 1) +
+C@*+ 1)+ (Bx+ F)(z —1)* =
= (A+E)z* + (B—24A—-3E + F)a® +
+(2A-B+ C+3E—-F)2*+ (3F —E)x+A—-B+C-F.
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Poréwnujac wspétczynniki przy odpowiadajacych im potggach zmiennej z, otrzymamy uktad
pieciu réwnan liniowych o niewiadomych A, B, C, E, F. Po rozwiazaniu otrzymamy:
A=1,B=2,C=3,F=F =1.Zatem

2m4—2x3+3x2—|—2x+1_ 1 2 3 z+1

@182 +1) -1 @12 @o1pF 2+l

Calkowanie pewnych funkcji niewymiernych

Niech W(u, v) bedzie funkcja wymiernaﬁ zmiennych v i v. Pokazemy, jak przez
stosowne podstawienie catki

/W ( “$+Z> de, gdzie ad — be # 0, (5.10)
/W a:n2+bﬂc+c) gdzie a # 01b? — 4ac # 0, (5.11)

mozna sprowadzi¢ do calek z funkcji wymiernych.
1° Do calki (5.10) stosujemy podstawienie

ar +b
n = 5.12
cr+d (5.12)
Stad wyliczamy x i dostajemy
dt™ — b d — be)t"!
r=——— Jdx= —n(a °) dt.
a— ct (a — ct™)?

Poniewaz W jest funkcja wymierna, wigc po podstawieniu (5.12) do catki (3.10Q)
otrzymamy catke z funkcji wymiernej zmiennej ¢.

2° Dla catki (5.11) rozwazamy dwa przypadki w zaleznosci od znaku a.

Gdy a > 0 stosujemy podstawienie

Var? +br+c=(t —x)Va, (5.13)

zwane pierwszym podstawieniem Eulera.
Podnoszac obie strony réwnosci (3.13) do kwadratu i rozwiagzujac wzgledem x,
otrzymamy
at’> — ¢ 2a(at? + bt + c)

= — = dt. 5.14
2t +b (2at + b)? 5.14)

4Tzn. ilorazem dwéch wielomianéw zmiennych i v.
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Podstawiajac do prawej strony réwnosci (3.13) wyliczong warto$¢ zmiennej x, otrzy-

mamy
2
Jar? +bo 1 o= gl htEe (5.15)

2at +b
Podstawiajac wyliczone warto$ci (3.14) (3.I3) do catki (3.I1) i korzystajac z
faktu, ze ztozenie funkcji wymiernych jest funkcja wymierna, otrzymujemy catke
z funkcji wymierne;j.

e e D

Leonard Euler

Ur. 15 kwietnia 1707 w Bazylei

Zm. 18 wrzesnia 1783 w Petersburgu
Matematyk i fizyk. Jest uznawany za jednego

z najwiekszych matematykéw. Dokonat wielu odkry¢

w réznych dziatach matematyki, mechaniki, optyki

i astronomii. Na jego cze$¢ jedng z asteroid nazwano

2002 Euler.

L = - \

Gdy a < 0, to b? — 4ac > 0, gdyz w przeciwnym przypadku tréjmian kwadrato-
wy ax? + bx + ¢, wystepujacy w catce (5.11) pod znakiem pierwiastka, bylby stale
ujemny, a to nie ma sensu. Stad wynika, ze tréjmian az? + bz + ¢ ma dwa rézne
pierwiastki rzeczywiste. Oznaczmy je przez x1, T2. Przy tych zalozeniach mamy

ax?® +br 4 c = alr —x1)(x — x2) (5.16)

i dla catki (3.11) stosujemy podstawienie

Vaxr? +br+c=t(x — x1), (5.17)

zwane drugim podstawieniem Eulera.

Podnoszac obie strony réwnosci (5.17) do kwadratu i korzystajac z (3.16)), otrzy-
mamy

axry — t2rq 2ta(xg — x1)

r=——s— do=—1"F5"

a — t2 (a —12)?

Podstawiajac do prawej strony réwnosci (5.17) wyliczong warto$¢ zmiennej x,

otrzymamy
t —
Var? 1 oo o= @E2m ) (5.19)

a—t2

dt. (5.18)
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Wstawiajac (3.18) i (3.19) do catki (5.11)), otrzymamy catke z funkcji wymiernej
zmiennej ¢.

Przyktad 5.13.

dz B dz
/\/5+€’/5 _/(W)BH\G/E)Q'
Po takim przeksztalceniu widzimy, ze jest to catka postaci (5.10), a wigc mozemy stosowaé
podstawienie (3.12)). Teraz mamy

/ da _ \fi t’i; :/ 615t _
VP + (Vo | ae = oot Bt 2li=vs

1
=6/ (t?—t+1———|dt=
(#-ie1-i5)

12
=6<3—2+t—ln(t+l)>|t=%+0:
=2Vr =3z +6Yxr —6In(Yz+1)+C.

Przyktad 5.14. Caltka

/ dx
V12 — 21
jest postaci (310D, w ktérej @ = 1 > 0. Zatem mozemy zastosowaé I podstawienie Eulera
G.13), czyli
Va2 —2x=t—ux.
Stad
1 ¢ 12 -2t
= - , dxr = dt

2t—1 2(t—1)2

Zatem

wigc po podstawieniu mamy

[ U S
Va2 — 2z N 2t |t=x+\/1272m o x4+ V22— 2x

Przyktad 5.15. Calka

|
_|_
Q

/ dx
v —x2 + 31— 2

jest postaci (3.11)), w ktérej a = —1 < 0, natomiast A = 1 > 0, a zatem

—2% 4+ 32 —2=(=1)(z — 1)(x — 2).
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Stosujac 11 podstawienie Eulera (zob. (317)), otrzymujemy
2—x

V-a?+3z—2=tz—1)=t= .
2?2 + 3z (x—1) —

Stad
242 —2t
T = i, de = — = dt,
1+ 2 (1+2)?
t

V—x2+3x—-2= e

Po podstawieniu do catki mamy

/ dz __2/ dt __/ dt B %: u, B
V-1 +35—2 242 1+ (L)z Cldt =V2du. |
V2

= —V2arctgu| _, +C =
V2

92—
=— 2arctg,/2x_m2 +C dlaze(1,2).

Szczegolne przypadki catki (3.11)

Gdy
1
W(u,v) =

)
[

to catka (5.11) jest postaci

/ dx

Var? + bz + ¢’
Jezeli w catce (3.20) a > 0, to stosujac I podstawienie Eulera (zob. (3.13)) i ko-

rzystajac ze wzoréw (5.14) i (5.13), otrzymamy

gdziea # 0i A = b? — 4ac # 0. (5.20)

In |2at 4+ b C.
n [2at + Ht:x—s— /7‘7'@52\/‘%17904'6 +

/ dx 1 / 2a g — 1
Var?2 +brx+c  Va ] 2at+b va
Stad, gdy a > 01 A # 0, otrzymujemy

d 1
/\/% _ ﬁln‘2ax+b+2\/5\/ax2+bx+c( o (521
axr Xz C
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Jezeli w catce (3.20) a < 0, to A = b? — 4ac > 0 i w tym przypadku zamiast
podstawienia (5.13) sprowadzamy tréjmian kwadratowy do postaci kanonicznej i cat-
ke (3.20) przeksztalcamy nastgpujaco:

v x V=a x
/\/ﬁm:/w((ﬁz)g_@):?\/z /\/16(:—&))2

2ax+b __ t 1
_ vA T T : _
= 5 B = arcsint iy TC =

{ 20 iy = dt} J—a i 2000

_ ! arcsin <2a:1:—|—b>+c
V—a VA '

Uwaga 5.16. Podana tu metoda obliczania catki (3.20) jest, w przypadku a < 0, prostsza
od metody II podstawienia Eulera, tzn. podstawienia postaci (5.17). Nalezy jednak zaznaczy¢,
ze tej metody nie da si¢ zastosowac, gdy funkcja W jest bardziej ztozona.

W zastosowaniach wystepuje czesto catka postaci

P

/”(x)dw, gdzie a # 01b? — 4ac # 0,
Vvar? +bx +c
gdzie P, jest wielomianem stopnia n > 1. Jest to catka postaci (5.11)), w ktérej
P,
W(u,v) = M
v

Do obliczenia tej catki warto skorzystaé z nastgpujacego twierdzenia.

Twierdzenie 5.17. Istnieje doktadnie jeden wielomian P, stopnia (n—1) i taka
stata K € R, ze

P, d
/(w)dx:Pnl(x)\/aa:Q—i-bx—i-c%—K/x. (5.22)
Var? +bx +c Vax? +bxr+c

Dowdd. Zaktadajac, ze réwnosé (3.22)) jest spetniona dla kazdego x € R, takiego
ze ax?® + bx + ¢ > 0, po zrézniczkowaniu stronami otrzymamy réwnosé

P,(z) , P,_1(z)(2ax +b) K
Y P (2)Vaa? + ba + ot + .
Vax? +br+c 1) War2+br+c Var2+br+c

Stad po obustronnym pomnozeniu przez v ax? + bx + ¢ otrzymamy

Pu(z) = P,_(z)(az® + bz + ¢) + P,_1(x) (aaz + (2)) + K. (5.23)
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Réwnosé (B.23) to réwnosé dwoch wielomianéw stopnia n. Poréwnujac ich wsp6t-
czynniki, otrzymamy uktad (n+ 1) réwnan liniowych o niewiadomych n wspétczyn-
nikach wielomianu P, i niewiadomej stalej K. Rozwiazujac ten uklad, wyznaczymy
wielomian P, i stata K. ]

Przyktad 5.18.

322 +2
——————dr=(ax+b)vVazi+z+1 —|—K/
vzt +ax+1

Po zrézniczkowaniu stronami otrzymamy

\/:E2+z+

3z% +2 2 o114 (az+b) 2z +1 LK 1
——=aV2l+z ax .
Vet 4+ax+1 2Va?+ 41 vz +ax+1

Po pomnozeniu stronami przez v/ z2 + x + 1 i uporzadkowaniu

3 1
3x2+2=2a2+<2a+b>x+a+2b+K.

Stad uktad réwnan:

2a =3= a=3,
3

§a+b :O:>b:—%,
a+ b+K—2:>K 3,

Zatem uwzgledniajac (5210,

3z% +2 3 13
(22 —3 \/962+x+1+—ln’2x+1+2\/m2+x+1’—|—C.
ViZtz+1 4( ) 8

Calkowanie funkcji trygonometrycznych
Obecnie zajmiemy si¢ catkami postaci
/ W(sin z, cos x)dz, (5.24)

gdzie, jak poprzednio, WV jest funkcja wymierng dwoch zmiennych. Uniwersalne dla
tego typu calek jest podstawienie

tgg —t. (5.25)
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Przy takim podstawieniu

2
=2arctgt — dxr=-—=dt. 5.26
T arctg T e ( )
Ponadto z trygonometrii wiadomo, ze
2tg L 1—tg?2
sinx = 1%, cosT = 17g2926 (5.27)

Po podstawieniu (5.23) i uwzglednieniu (3.26) i (3.27) otrzymamy

, 2t 1—t? 2
/W(smx,cosa:)dx:/W<1+t2a 1+t2> 1+t2dt|t:tg%

Ostatnia calka jest catka z funkcji wymiernej, bo ztozenie funkcji wymiernych jest
funkcja wymierna.

Uwaga 5.19. W wielu przypadkach korzystniej jest dla catki uzy¢ innego podsta-
wienia. Dla przykladu stosujemy podstawienia:
1. cosx =t, gdy funkcja W jest nieparzysta wzglgdem u, tzn. gdy W(—u,v) = —W(u,v);
2. sinz = t, gdy funkcja W jest nieparzysta wzglgdem v, tzn. gdy W(u, —v) = —W(u,v);
3. tgx =t, gdy funkcja WV jest parzysta wzgledem obu zmiennych u, v, tzn. gdy

W(—u, —v) = W(u,v).

Przyktad 5.20. Aby obliczy¢ catke

/ 2+sinx
——dx
sinz(1 4 cosx)

zastosujemy podstawienie (3.23). Stosujac wzory (3.28) i (3.27), otrzymamy

2 + si 2+ 2 2 2 +t+1
/—. Teme da:z/ EZ dt),_ m=/7+ T, . =
sinz(1 4 cosx) 2t (1 n 1_t2) 1422 lt=tg % t t=tg 2

112

1+t2

1 s,z
= —t —_
2% 3

Przyktad 5.21. Zgodnie z punktem Bluwagi[3.19] do catki

/ dx
14 2cos?2zx

x x
tg s +nltg |+ C.
+g2+ng2+
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mozemy zastosowaé podstawienie tg x = ¢, bo ktadac

1
W(u,v) = ——,
(u,v) T2
otrzymamy
d
/Mﬁ = /W(sinw,cosx)dx

i funkcja W jest parzysta wzgledem obu zmiennych.
Niech wigc tg x = t. Wtedy

dt

= 15 natomiast

r = arctgt, dx

cos? x _ 1 1
cos2x +sin’z  1+tgax  14+¢2

COS2 T =

Zatem

dx dt V3 ;

s (o)
= —arctg (| —=tga | +C.
3 g /3 g
Uwaga 5.22. Do obliczania calek warto skorzysta¢ z programéw komputerowych. Przy-
ktadowo, aby obliczy¢ catke nieoznaczona:

1
—d
/7—5sinx v

i”f(m’”)?

w programie ,,Maple” wpisujemy:

wciskamy ,.Enter” i otrzymamy
L /G arct (1 (14t (1 ) 10)\/(§)+C
~V6arctg | — —x)— :
6 Sl 8 g
Zauwazmy, ze funkcja ta jest pierwotng w przedziale [0, 7), jest pierwotna w przedziale
(m, 27|, ale nie jest pierwotna w przedziale [0, 27], bo nie jest ciagta w punkcie 7. Pierwotng
w przedziale [0, 27] jest funkcja:
1V6arctg <i(14tg (%x) - 10)\/6) dla z € [0,7),
F(z) = 112\/6 daz=m  +C.
V6 arctg (i(mtg (%x) - 10)\/6) + %\/6 dla z € (m,2n]
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5.3.
Calka oznaczona

W tym paragrafie zajmiemy si¢ jednowymiarowa (jednokrotna) catka Riemanna
(catkq oznaczongq) z funkcji f po przedziale [a, b].

e Ya R

Georg Friedrich Bernhard Riemann
Ur. 17 wrze$nia 1826 w Breselenz, Niemcy
Zm. 20 lipca 1866 w Selesca, Wiochy

Twérca wielowymiarowej geometrii Riemanna, ktérej
zasady stanowig podstawe ogolnej teorii wzglednosci.
Jego prace z teorii liczb i teorii funkcji analitycznych
wywarty duzy wptyw na rozw6j matematyki. Byt autorem
pracy o szeregach trygonometrycznych i teorii catki
(w ktérej wprowadzit catke nazywana dzi$ catkg

\Riemanna), zajmowat sie rowniez fizykg teoretyczna.

Definicja catki oznaczonej (catki Riemanna) jest kilkuetapowa. Przed jej poda-
niem wprowadzimy kilka nowych pojec.

O funkcji f : R D [a,b] — R zaktadaé bedziemy, Ze jest ograniczona.

Podziat przedziatu i jego $rednica

Dowolny uktad punktéw P = {xg,z1,...,zn} C [a,b] nazywamy podziatem
przedziatu [a, b] (na n czgsci), gdy

a=xpg<x1<...<xy=0>.

Liczbeg
d =0(P) := max{x; — xg, T2 — T1,...,Tp — Tp—1} (5.28)

nazywamy srednicq podziatu P.
Punkty posrednie i sumy catkowe

Uktad punktéw
E= {517627"- 75”} C [avb]
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nazywamy uktadem punktow posrednich dla podzialu P, gdy
& € lrir, ) dlai=1,...n.

Niech M; bedzie kresem gérnym, m; kresem dolnym funkcji f w przedziale [z;_1, ;]
i niech Ax; = x; — x;—1, 1 = 1,...,n. Teraz mozemy utworzy¢ trzy nastgpujace
sumy catkowe:

s = s(f,P) :=miAzxy + moAzy + ... + myAxy,,

o=o0(f,P,2) = f(&1)Azx1 + f(§&2)Azs + ... + f(&n)Axy,
S = S(f,P) = MiAxy + MoAxs + ...+ M, Ax,.

Sumy te nazywamy odpowiednio sumq dolnq, sumq catkowq (lub sumq Riemanna) i
sumq gorng.

Na rysunku 5.1l przedstawiona jest interpretacja geometryczna sum catkowych dla
funkcji nieujemnej. Suma dolna s jest tutaj suma p6l prostokatéw zakreskowanych
,»W kratke”. Suma gérna S to suma po6l prostokatéw pokrywajacych tacznie trapez
krzywoliniowy, ograniczony z dotu przez przedziat [a, b] (na rysunku jest to przedziat
[0,9]), z gory za$ przez wykres funkcji f. Suma o lezy pomigdzy si S.

Y

24k

N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Rys. 5.1. Interpretacja sum catkowych

Whprost z definicji kreséw dolnego i gérnego wynika, ze
my; < f(fz) < Mi dla? = 1,...,77,.

Mnozac stronami obie te nieréwnosci przez Ax; i sumujac je wzgledem 4, otrzyma-
my

s(f,P)<o(f,P,2) <S(f,P). (5.29)

Z kolei przez odpowiedni wybér punktéw posSrednich & mozna otrzymaé warto-
Sci f(&;) dowolnie mato rézniace sig od m; (albo od M;), a tym samym o(f, P, Z)
dowolnie mato rézniace si¢ od s(f,P) (albo od S(f,P). Zatem mamy nastgpujacy
lemat.
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Lemat 5.23. Niech P bedzie podziatem przedziatu [a,b]. Wtedy dla dowolnego
e>0
(i) istnieje taki uktad = punktow posrednich, Ze

o(f,P,E) <s(f,P) +e,
(i) istnieje taki uktad =' punktéw posrednich, ze
O'(f,P,E,) > S(f,P) —¢&.

W nastgpnym lemacie podamy, wykorzystywane w dalszej czgSci, proste wtasno-
$ci sum catkowych.

Lemat 5.24. Niech P, P’ bedq podziatami przedziatu [a, b].
(i) Jezeli podziat P' powstat z podziatu P przez dodanie nowych punkté, 1zZn.
jezeliP C P/, to

s(f,P) < s(f,P") oraz S(f,P)=S(f,P). (5.30)

(i) Kaida suma dolna jest nie wigksza od kaidej sumy gornej, tzn. niezaleinie od
tego, czy dany podziat jest podpodziatem drugiego, czy tez nie:

s(f,P) < S(f,P). (5.31)

Dowdd. W dowodzie punktu (i) wystarczy ograniczyC si¢ do przypadku, w kt6-
rym podziat P’ powstat z podziatu P przez dodanie jednego punktu 2’ ¢ P.

Zatézmy, ze P = {xo,21,...,2n} i dodany punkt 2’ € (xy,zk41). Przy tych
oznaczeniach suma gérna S( f, P’) rézni sie od S( f, P) tylko tym, ze w sumie S( f, P)
przedziatowi [z}, 2111 odpowiada sktadnik

M (zps1 — x3),
a w sumie S(f,P’) suma dwéch sktadnikéw
My (" — zk) + My (wp1 — ),

gdzie M} i M;! oznaczaja odpowiednio kresy gérne funkcji f w przedziatach [z, 2]
i [«', x)41]. Poniewaz sa to podprzedzialy przedziatu [y, x1], wigc

M}, < My oraz M < M.

30 takim podziale méwimy, ze jest podpodziatem podziatu P.
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Po dodaniu stronami otrzymamy
Mj (2" — xg) + My (x40 — 2') < My(2p41 — 1)

Stad juz wynika, ze S(f,P) > S(f,P’). Dowéd nieréwnosci s(f, P) < s(f,P’)
przebiega podobnie.

Aby wykazac (ii), zauwazmy, ze P U P’ jest podpodziatem zaréwno podziatu P,
jak i podziatu P’. Zatem Kkorzystajac z (i) oraz (3.29), otrzymamy

s(f,P)<s(f,PUP)<S(f, PUP)<S(f,P),

co koriczy dowdd. O

Calka Riemanna

Niech {P, = {x(()y), acgy), . x,(:y)}},,eN bedzie ciagiem podziatléw przedziatu
[a, b] i niech
S, :=90(P,), v=12...

bedzie odpowiadajacym mu ciagiem Srednic (zob. (3.28), str.[I68)) tych podziatéw.

Definicja 5.25. Méwimy, ze ciag {P, },en jest normalnym ciqgiem podziatow
przedziatu [a, b], gdy
lim §, = 0.
vV—00
. . .1 . .. C= V) #) (v)
Ciagowi podziatow przedziatu [a, b] i ciagowi {=, = {& /, &, oo € Hen
uktadéw punktéw posrednich odpowiadajacych podziatom P, odpowiadaja trzy cia-
gi sum catkowych

sy =s(f,Py), v=1,2,... —ciqg sum dolnych,
oy, =o0(f,P,,E)), v=1,2,... —ciqg sum poSrednich,
S, =S(f,P,), v=1,2,... —cigg sum gornych.
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Zauwazmy, ze gdy funkcja f jest nieujemna w catym przedziale [a,b], to kazdy
z trzech wymienionych wyzej ciagéw jest ciagiem ,,przyblizen” pola figury ogra-
niczonej od dotu przedziatem [a, b] i od gory wykresem funkcji f (zob. rys. Str.

[[69). Zageszczajac punkty podziatu, zwigkszamy doktadnos¢ przyblizenia.

4 )
Definicja 5.26 (calki oznaczonej Riemanna). Méwimy, ze funkcja@
f:]a,b] — R jest catkowalna (w sensie Riemanna) w przedziale [a,b],
gdy dla dowolnego normalnego ciagu {P,},en podzialéw przedziatu |[a, b],
niezaleznie od wyboru ciagu {Z, },en uktadéw punktéw posrednich odpowia-
dajacych podziatom P,, ciag {0, },en jest zbiezny, i to zawsze do tej samej
granicy. Jesli tak jest, to liczbe

b ky
/a f(z)dz := lim o, = lim E_; FE) @Y —2)

nazywamy catkq oznaczonq Riemanna (lub krétko catkq oznaczong) funkcji f
w przedziale [a, b].
. 4

Calka gorna i catka dolna
Poniewaz funkcja f jest ograniczona, mamy wigc nieréwnosci:
—oo <m :=inf{f(z): x € [a,b]} <M :=sup{f(z): x € [a,b]} < +oc.
Stad wynika, ze dla dowolnego podziatu P
m(b—a) < s(f,P)<S(f,P) < M(b—a). (5.32)
Mozemy wigc zdefiniowac dwie nowe calki.

Definicja 5.27. Niech f : [a,b] — R begdzie funkcja ograniczong. Wtedy liczby

/bf(a:)dx = inf{S(f,P) : P jest podziatem [a, ]},

b
/ f(x)dx := sup{s(f,P) : P jest podziatem [a, b]},

nazywamy odpowiednio catkq gornq i catkq dolnq funkcji f w przedziale [a, b].

SPrzypominamy, ze rozwazamy tylko funkcje ograniczone.



5.3. Catka oznaczona

Mozna udowodni¢ (zob. np. [10], rozdz. X, lub [8]], rozdz. 9) nastgpujace twier-
dzenie:

( )

Twierdzenie 5.28. Jezeli f : [a,b] — R jest funkcjq ograniczong oraz { Py, },en
Jest normalnym ciggiem podziatéw przedziatu [a, b], to

b b
Vli_)rgOS(f,P,,):/ f(z)dx oraz Vli_)rglos(f,ﬂ,):/ f(z)dx.  (5.33)

Przyktad 5.29. Niech f : [a,b] 2 « — ¢ € R bedzie funkcja stata. Wtedy dla dowolnego
podziatu P przedziatu [a, b] i dowolnego wyboru uktadu = punktéw posrednich

S(f77)) :S(f,P) :U(fava) :C(bia)'

Stad wynika, ze funkcje state sg catkowalne i

b b b
/cdx:/cdx:/cdx:c(b—a).

Przyktad 5.30. Dla funkcji Dirichleta

. 1 dlazeR\Q,
f.[a,b]ax%{o dlazeQ,

niezaleznie od wyboru podziatu P przedziatu [a, b], mamy state m; = 0, za$ state M; = 1,
wiec
0=s(f,P)#S(f,P)=(b—a)

Zatem ) —
0= / f(z)dx # / f(z)dx = (b —a).

Funkcja Dirichleta nie jest catkowalna w sensie Riemanna. Biorac bowiem normalny ciag
{P.},en podziatéw przedziatu [a,b] i wybierajac uktady Z, punktéw posrednich w zbio-
rze liczb wymiernych, otrzymamy sumy calkowe réwne 0, natomiast wybierajac te uktady
w zbiorze liczb niewymiernych, otrzymamy sumy catkowe réwne b — a. Zatem zbiezno$¢
ciagu {0, },en zalezy od wyboru punktéw posrednich, co przeczy catkowalnosci funkcji f.

Kiedy istnieje catka oznaczona?

Podamy teraz takie warunki istnienia catki oznaczonej (catkowalnosci), ktére umoz-
liwiaja zbadanie klasy funkcji catkowalnych w sensie Riemanna.
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Twierdzenie 5.31. Funkcja (ograniczona) f : [a,b] — R jest catkowalna wtedy
i tylko wtedy, gdy catka gorna jest rowna catce dolnej i wowczas
b b b
m(b—a) < / flx)dx = / flx)dx = / f(x)dx < M(b—a), (5.34)

gdzie m, M sq odpowiednio kresem dolnym i kresem gornym funkcji f.

Dowdéd. Niech m, M beda odpowiednio kresem dolnym i kresem gérnym funkcji
f. Dla dowolnego podziatu P przedziatu [a, b] i uktadu = punktéw posrednich mamy
nieréwnosci:

m(b_a) < S(f,P) gg(f7']775) < S(f77)) gM(b_a’)

Stad i z twierdzenia [5.28] wynika, ze jesli catka gérna jest réwna calce dolnej, to f
jest calkowalna i zachodza réwnosci i nieréwnosci (5.34).

Dla dowodu warunku koniecznego zalézmy, ze f jest catkowalna w przedziale
[a, b]. W dowolnym przedziale [x;_1, ;] podziatu P mozna wybra¢ punkt posredni
&; tak, aby réznica f(&;) — m; (podobnie réznica M; — f(&;)) byta dowolnie ma-
ta. Wynika to z definicji kresu dolnego (kresu gornego). Zgodnie z ta obserwacja
mozemy tak dobra¢ uktady =, punktéw posrednich w ustalonym normalnym ciagu
{P.}ven podziatéw przedziatu [a, b], aby

1 1
U(f) PVv Eu) - S(f7 7)1/) < ; (odpowiednio S(f, 7)1/) - U(f7 Pua Eu) < ) .

v

Przy pierwszym wyborze punktéw posrednich mamy

b

b
/ f(z)dx = VILH;o o(f,P,2)) = VILIEO s(f,Py) —/ f(z)dx

i podobnie przy drugim wyborze punktéw posrednich

b b
[ #@do = lim o(£.7.%,) = lim S(,P) = [ f(o)da,

co daje réwnos¢ catki gornej z catka dolna. O

Cwiczenie 5.32. Niech f, g : [a,b] — R beda funkcjami ograniczonymi. Zaktadajac, ze
f < g, wykazaé, ze
N . b b
(a) jesli f jest funkcja catkowalna, to [ f(x)dz < [ g(z)dx,
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(b) jesli g jest catkowalna, to f;f(x)dx < fab g(z)dx
Wskazéwka. Wystarczy skorzystaé z twierdzenia[3.31]i twierdzenia[5.28]

Lemat 5.33. Dla funkcji ograniczonej f : [a,b] — R nastepujgce warunki sq
rownowazne:
(i) funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna,

i) J, f(x)dr = [ f(o)d

(iii) dla kazdego normalnego ciqgu {P,},cn podziatéw przedziatu [a, ]
lim (S(f, Pl/) - S(f, 731/)) =0,
V—0o0

(iv) dla dowolnego € > 0 istnieje taki podziat P przedziatu |a,b], Ze

S(f,P)—s(f,P)<e

Dowod. Réwnowazno$¢ warunku (i) z warunkiem (ii) zostata wykazana w twier-

dzeniu[5.37]

Ta implikacja wynika ze stwierdzenia[3.28]

Dla dowodu tej implikacji wystarczy skorzysta¢ z definicji granicy
ciagu liczbowego.
(iv)= (i) | Z warunku (iv) wynika, ze catka goérna jest réwna calce dolnej, a to
(zob. twierdzenie [5.31)) implikuje istnienie catki oznaczonej, a zatem spetnienie wa-
runku (i). O

Wnhiosek 5.34. Jezeli f, g : [a,b] — R sq funkcjami takimi, ze
[f(@") = f@")] < |g(a’) = 9(2")| dla 2’2" € [a,b], (5.35)
to z tego, ze g € R([a,b]), wynika, ze f € R([a,b]).

Dowdd. Niech P bedzie dowolnym podziatem przedziatu [a, b]. Z (5.33) wynika
nieréwnos¢
S(f: ) (fa ) ( 77))_8(977))'

Zatem jesli g spetnia warunek (iv) lematu [5.33] istnienia catki oznaczonej, to f tez
spetnia ten warunek. 0

Lemat 5.35. Jesli f, g : [a,b] — R sq funkcjami catkowalnymi i f < g, to

/ fa / g(x)de.
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Dowdéd. Poniewaz dla dowolnego podziatu P i dowolnego uktadu = punktéw po-
Srednich dla podziatu P zachodzi nieréwnos¢

o(f,P,E) =Y f(&)Az <Y g(&)Aw; = o(g, P, 5),
=1 =1

wigc biorac normalny ciag podziatéw i przechodzac do granicy, otrzymamy teze le-
matu. O

Lemat 5.36. Jezeli funkcja f : [a,b] — R jest catkowalna, to funkcja | f| tez jest
catkowalna w przedziale [a, b]. Ponadto

/ab f(z)dzx

Dowdd. Dla dowodu catkowalnosci funkcji | f| wystarczy zauwazy¢, ze

@] = [f@)]| < [f@) = f@")]  dlaa’, 2" € [a,0]

b
< [ 1@ d. (5.36)

i skorzysta¢ z wniosku [5.34]
Aby wykaza¢ nieréwno$¢ (5.36)), zauwazmy, ze

—f(@)| < f(z) <[f(z)| dlaze]aD]

i korzystajac z lematu otrzymamy

—/ab\f(x)dw</:f(x)dx</ab|f(w)ld$-

Stad wynika nieréwnosé (3.36). a

Twierdzenie 5.37. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjq ograniczonq. Wtedy
(i) jesli f jest catkowalna w przedziale [a,b], to dla dowolnego ¢ € (a,b) funkcje
fliae) flie,p s@ catkowalne odpowiednio w przedziatach [a, c], [c, ] oraz

/abf(x)d:c = /acf(x)d:c—i—/cbf(x(dx), (5.37)

(ii) jezeli funkcje f lla,q]) f |e.p] @ catkowalne odpowiednio w przedziatach [a, c|,
[c,b], to f jest catkowalna w przedziale [a, ] i zachodzi réwnos¢ (8.3T),
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(iii) jesli f jest catkowalna w przedziale [a, b], to dla dowolnych punktéw
a<c<d<b
funkcja f jest catkowalna w przedziale [c, d).

Dowdd. Aby wykazaé punkt (i), wezmy taki podziat P przedziatu [a, b], ze ¢ €
P. Wtedy
P :=PnNla,c] oraz P":=PnN]eb

sa podziatami odpowiednio przedziatéw [a, c| oraz [c, b]. Zachodza tez nieréwnosci

S(f’[ac}7pl) - S(f‘[acblpl) < S(f,P) - S(f,P),
S(f‘[ac}77)//) - S(f|[ac]77)//) < S(f,P) - S(f,P)

Stad, korzystajac z punktu (iv)) lematu (3.33) i faktu, ze ewentualne dodanie jednego
punktu podziatu nie zwigkszy réznicy S — s, wnioskujemy catkowalno$¢ funkcji
f‘[a,c] i funkcji f‘[c,b}'

Do wykazania réwnosci (3.37) wystarczy teraz skorzystaé z tego, ze jesli {P, },en
jest takim normalnym ciagiem podziatéw, ze c € P, dlav =1,2,..., to ciagi

P, :=P,Nla,c] oraz P):=P,N[c,b] dlav=12,...

sa normalnymi ciagami podziatéw odpowiednio przedziatow [a, c], [c, b].
Do wykazania punktu (i) wystarczy zauwazy¢, ze jesli ciagi

{PLlven,  {P}ven

sg odpowiednio normalnymi ciagami podziatéw przedziatéw [a, c|, [c, b], to ich
sklejenie
P,:=P,UP,] dlav=12,...

jest normalnym ciagiem podziatéw przedziatu [a, b)].
Dowéd punktu (i) jest taki sam, jak dowdd punktu (i), z ta tylko réznica, ze
podziat P wybieramy tak, aby punkty c, d byly punktami podziatu. O

Przestrzen funkcji calkowalnych

Dotychczasowe rozwazania wykorzystamy do zbadania klasy funkcji catkowal-
nych w sensie Riemanna.

Przez R([a,b]) oznaczaé bedziemy zbidr (klasg) funkcji f : [a,b] — R catko-
walnych w sensie Riemanna.
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Twierdzenie 5.38. Kazda funkcja ciqgta w przedziale |a,b] jest w tym przedziale
catkowalna. Oznacza to, ze C([a, b]) C R([a,b]).

Dowdd. Przedziat [a, b] jest zwartym podzbiorem R. Zatem dana funkcja ciagta
f: [a,b] — R jest jednostajnie ciagta (zob. twierdzenie [6.69] str.[234). Stad wynika,
ze do kazdej liczby € > 0 mozna dobrac takie n > 0, ze jesli tylko jaki§ podziat
P ={zo0,21,...,2,} masrednice 6 = 6(P) < 7, to M; —m; < 3= Dla takiego
podziatu P mamy

n

S(f,P) = s(f.P) = Y (Mi —mi)Az; < -—— > Az =e.
i=1

; b—a 4
=1

Oznacza to, ze dla funkcji f spetniony jest warunek (iv)) lematu [5.33] istnienia catki
oznaczonej. O

Wykorzystujac tg sama metode dowodu, mozna wykazaé nastepujace uogélnienie
twierdzenia|3.38]

Twierdzenie 5.39. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjq ograniczonq i niech
A ={x €la,b] : f niejest ciqgta w punkcie x}.

Jezeli zbior A (punktow nieciqgtosci funkcji f) da si¢ pokryc¢ skoriczong liczbg prze-
dziatow otwartych o dowolnie matej sumie ich dtugosct’}, to f € R([a, b]).

Dowdd. Mozemy zatozy¢, ze A # (). Z zatozonej ograniczonosci funkcji f wyni-
ka, ze M — m > 0, gdzie M, m jest odpowiednio kresem gérnym i kresem dolnym
funkcji f.

Ustalmy € > 0 i pokryjmy zbiér skoniczona liczba przedzialow otwartych o tacz-
nej dtugosci nieprzekraczajacej m Oznaczmy te przedziaty przez Iy, ..., Ij.
Mozemy zatozy¢, ze dwa rézne przedzialy tego pokrycia nie majg punktéw wspdlnych.

Zbior

Z :=a,b]\ (LU U...UIy)

jest domknigty i ograniczony, a wigc jest zwarty (zob. twierdzenie Borela—Lebesgue’a
6.63] str232). Funkcja f| jest jednostajnie ciagla, bo jest ciagta na zbiorze zwartym

"Oznacza to, ze dla dowolnego & > 0 istnieje skoriczone pokrycie zbioru A przedziatami otwartymi,
ktorych suma dlugosci nie przekracza 4.
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Z (zob. twierdzenie [6.69] str. 234). Zatem istnieje taka liczba > 0 (dobrana do
. )
20—a)) 2€

. 21 / " : / 1 / 1 €

jeslia’ z" e Zi |2’ —x |<77, to |f(a) - f(=z )} < 2b—a)
Niech P bedzie takim podziatem przedziatu [a, b], ze

19 konce przedzialéw I1,. .., I;, sa punktami podziahu,

20 pozostate punkty podziatu leza w zbiorze Z i sa tak wybrane, ze odlegtos¢ dwéch
sasiednich nie jest wigksza od 7.

Dla takiego podziatu mamy

9 3

S(f,P)—S(f,P)<2 (M—m)‘Fm

SO0 —m) (b—a)=c¢.

Oznacza to, ze dla funkcji f spetniony jest warunek (iv)) lematu [5.33] istnienia catki
oznaczone;j. O

Stwierdzenie 5.40. Jezeli f : [a,b] — R jest funkcjq monotoniczng i ograniczo-
ng, to f € R(la,b)).

Dowdd. Zatézmy, ze f jest funkcja rosnaca i P = {zo,x1,...,z,} podzialem
przedziatu [a, b] na n réwnych czgsci. Wtedy

Awy = Ay = .. = Agy =" - L oraz M; —m; = f(xi1) — f(zi).
Zatem
S(1.P) = s(£.P) = i(f(a:m) =l =
= P8 )~ Fa) + Flas) — Fle) 4t )~ o) =
=" 50) - fla))

i gdy n jest dostatecznie duze, to S(f,P) — s(f, P) jest dowolnie mate. Stad, korzy-
stajac z warunku (iv)) lematu [3.33] wnioskujemy, ze f jest catkowalna.
Dla funkcji malejacej dowdd przebiega analogicznie. O
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Dziatania algebraiczne w R (]a, b))

Teraz jednym z naszych celéw jest pokazanie, ze R ([a, b]), z naturalnymi dziata-
niami dodawania i mnozenia funkcji przez liczby, jest przestrzenia wektorowa, za$
catkowanie jest funkcjonatem liniowym (zob. definicja[Z.26] str.233).

Twierdzenie 5.41. Jesli f, g € R([a,b]) oraz A € R, to
b

b b
f4geR(ab) i / (f + 9)(@)dz = / @)z + / o(x)dz, (538)

b b
A € R(la,b]) i / M (@)dz = A / f@)da, (5.39)
fg € R(la,b]). (5.40)

Dowdd. Niech {P,},en bedzie normalnym ciagiem podziatéw przedziatu [a, b]
i niech {Z,},en bedzie przypisanym ciagowi {P, },en ciagiem uktadéw punktéw
posrednich. O

Prawdziwos¢ (3.38) i (5.39) wynika z réwnosci:
U(f +9,Py, EI/) = U(f7 Py, EV) + 0(97 Pu, Eu)’
U(Af, Py, Eu) = )\O'(f, Pu, Eu)

i twierdzenia o granicy sumy ciagéw i granicy iloczynu ciagu przez liczbg.
Funkcje f i g, jako catkowalne, sa ograniczone. Oznacza to, ze istnieja takie dwie
liczby Ai B, ze

lf(z)] <A i |g(x)]<B dlaxé€a,b].
Stad dla 2/, 2" € [a, b] mamy
|f(&")g(a") = f(a")g(a")] = [g(«")(f(z") — f(2")) + f(a")(9(2") — g(2"))] <
< B|f(@") = f(@")] + Alg(a") — g(2)].
Z tej nier6wnosci wynika, ze dla dowolnego podziatu P przedziatu [a, ]
S(fg,P) - S(fg,P) < B(S(f,P) - S(f,P)) + A(S(97P) - S(g,P))

Przy stosownych wyborach podziatu P réznice, w nawiasach, po prawej stronie tej
nieréwnosci sa dowolnie mate, bo funkcje f i g sa calkowalne, wigc lewa strona tez
jest dowolnie mata. Zatem (zob. warunek (iv) lematu [5.33] str. [I73) funkcja fg jest
catkowalna.
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Whiosek 5.42. (a) Przestrzeri R([a, b)) z dziataniami dodawania i mnoZenia funk-
cji przez liczby jest przestrzeniq wektorowq nad ciatem R.
(b) Odwzorowanie

b b
/ - R((a,b)) > f / f@)dz € R
jest odwzorowaniem liniowym.
Twierdzenie 5.43. Niech { f,},cn bedzie ciqgiem w R([a, b)) (funkcji catkowal-

nych) zbieznym jednostajniﬂ do f : [a,b] — R. Wredy

b b
FeR(ab) i /f(a:)dxzylggo/ £ (2)da.

Dowdd. Ograniczono$¢ funkcji f wynika z tego, ze jest to granica jednostajnie
zbieznego ciagu funkcji ograniczonych (zob. twierdzenie[/. 16l str.[249). Niech

ev = |lfv = flly = sup |fu(z) = f(2)]. (5.41)

z€[a,b]

Zbieznos¢ jednostajna ciagu { f, },en do f oznacza, ze lim,_,~ &, = 0. Korzystajac
z (3.47) otrzymamy

fu(z) — ey

N

f(x) < fu(z)+e, dlaxelab].
Zatem
b b b b
[ @) —ende< [swin < [ f@rde < [ (rha)+ )i

Po skorzystaniu z liniowoSci catki otrzymamy

b b b b
/ fo(z))dx —e,(b—a) < / f(x)dx < / f(z)dz < / fo(z)dz +£,(b—a).
Stad

b b b
/ f(z)dz < / fo(z)dr +e,(b—a) < / f(z)dz + 2¢,(b— a), (5.42)

8Jest to réwnowazne temu, ze { f, }.en jest zbiezny do f w B([a, b]; R).
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czyli
b
Ja_

/abf(:n)d:z < / F@)dz + 26, (b — a).

Przechodzac z v do nieskoficzonoSci, otrzymamy

/:f(w)d:v < /b F@)de,

co wobec oczywistej nierdwnoSci przeciwnej oznacza, ze

/abf(z)da: = /abf(a:)da: = /ab f(x)dx.

Poniewaz ¢, — 0, gdy v — oo, wigc korzystajac z (5.42)), otrzymamy

lim bfl,(w)dx = /bf(m)da:.

V—00

O]

Uwaga* 5.44. Przestrzen R([a, b]) jest podprzestrzenia wektorowa (zob. wniosek[5.42)) przestrzeni
Banacha B([a, b]) := B([a, b]; R) (zob. str. 248). Z twierdzenia [543 wynika, ze jest to podprze-
strzeri domknigta, poniewaz zbiezno$é w B([a, b]; R) oznacza jednostajna zbiezno$¢ (zob. stwierdzenie
str.249), a wiec tez jest przestrzenia Banacha (zob. twierdzenie[Z.14] str.247). Ponadto catka jako
odwzorowanie

/ : R([a,b])afH/ f(@)de € R (5.43)

jest ciagtym odwzorowaniem (funkcjonalem) liniowym.

Cwiczenie 5.45. Obliczy¢ norme (por. (Z28), str. 236) funkcjonatu liniowego (3.43), tzn.

liczbg
‘ /ab = sup{ /abf(x)dac

W twierdzeniu (5.43)) istotne jest zatozenie o jednostajnej zbieznosci ciagu { f, },en.
Bez tego zalozenia twierdzenie nie jest prawdziwe.

: feR(a b)), |f(x)] <1 dlaxe [a,b]}.

Przyktad 5.46. Wiadomo, ze zbior Q liczb wymiernych jest przeliczalny. Stad wynika, ze
jego podzbiér Q N[0, 1] tez jest przeliczalny. Mozemy wigc utworzyé ciag {z, },en, ktérego
wyrazy sg liczbami wymiernymi wypetniajacymi caty zbiér Q N [0, 1].
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Kazda funkcja ciagu {f, }, ey danego wzorem

Folz) = 0, gdy = € {x1,22,...,2,},
v 1, gdy z € [0, 1)\ {z1,22,...,2,}

jest catkowalna. Wynika to np. z twierdzenia[5.39)
Ciag {f. }oen jest ciagiem funkcji catkowalnych zbieznym punktowo (ale nie jednostaj-
nie) do funkcji Dirichleta, ktéra nie jest catkowalna (zob. przyktad 3.30).

Zwiazek calki oznaczonej z nieoznaczong

Wiemy, ze jesli funkcja f : [a,b] — R jest catkowalna, to jest catkowalna w do-
wolnym podprzedziale [c, d] przedziatu [a, b] (zob. punkt (i) twierdzenia [5.37 str.
[I76). W przypadku gdy ¢, d € [a,b] i ¢ > d, przyjmujemy

d B C
/ flz)dz := /d f(x)dzx, gdy d < c,
‘ 07 gdy d = c.

Teraz sformutujemy i udowodnimy jedno z najwazniejszych twierdzen rachunku
catkowego. Pozwala ono obliczy¢ catke oznaczona, gdy znamy catke nieoznaczona
funkcji podcatkowe;j.

Twierdzenie 5.47. Niech [ : [a,b] — R bedzie funkcjq catkowalng. Wtedy
funkcja

F: [a,b] 52— F(x):= /x f(t)dt e R (5.44)

Jest ciqgta i jezeli f jest ciqgta w punkcie xo € [a,b], to F jest rézniczkowalna
w punkcie xg i

F'(xo) = f(xo). (5.45)

Dowdd. Z zatozonej catkowalnosci wynika, ze f jest funkcja ograniczong. Zatem
istnieje takie M > 0, ze

|f(z)| < M dlazx € [a,bl.

Do wykazania ciagtosci funkcji F' skorzystamy z definicji Heinego (zob. definicja
3.13] str.[63). Niech xy € [a, b] i niech {x, },cn bedzie ciagiem o wyrazach w [a, ]
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zbieznym do zy. Wtedy

|F(xy) = F(xo)| =

/ju F(t)dt — /axo f(t)dt‘ —

< M|z, — x| — 0, gdy v — oo.

/x " f(t)dt‘ <

Stad wynika, ze F’ jest ciagta w punkcie x.
Niech zg bedzie punktem ciaglosci funkcji f. Wtedy dla dowolnego £ > 0 istnieje
taka 6 > 0, ze dla dowolnego x € [a, b] N (xg — J, ¢ + ) zachodza nieréwnosci

f(@o) —e < f(z) < f(zo) +e.
Stad, gdy 0 < |h| < 4,

F(a?o—i-h) —F(CC())

xo+h zo+h
: - f(ao)| = H [ swa-g | f(:vo)dt’ _
zo+h
3 [ 00 - s < e =
Zatem . o
tim DL ZEE) g,
co oznacza, ze F'(xzg) = f(xo). =

Bezposrednim wnioskiem z tego twierdzenia jest twierdzenie taczace rachunek
catkowy z rachunkiem rézniczkowym.

( )

Whiosek 5.48. (a) Kazda funkcja ciggta f : |a,b] — R ma pierwotng.
(b) Jezeli O jest pierwotnq funkcji ciqgtej f : [a,b] — R, to

b
/ F@)dz = B(b) — B(a). (5.46)

Dowdd. Do wykazania (a) wystarczy zauwazyC, ze gdy f jest ciagta, to funk-
cja (5.44) jest pierwotna funkcji f. Stad wynika (zob. twierdzenie [3.3] str. [I37]), ze
istnieje taka stata C, ze

O(r) = F(r)+C dlax € a,b].
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Poniewaz F'(a) = 0, wigc
b
B(b) - B(0) = F(b) - Pla) = FO) = [ ()i,

co dowodzi wtasnosci (b). ]

(Dla danej funkcji pierwotnej F' przyjmowac bedziemy oznaczenie
[Fla := F(b) — F(a).

Przy tym oznaczeniu podstawowy wzor rachunku catkowego, tzn. wzér (3.46),
przyjmuje postac

b
/J@MAW.

g

Catkowanie przez czesci

Niech f, g : [a,b] — R beda funkcjami klasy C!. Wtedy, zgodnie z twierdzeniem

[5.38] funkcja
(f9) =fg+fg

jest catkowalna, bo jest ciagta. Stad, na mocy wniosku [5.48] str. [I84]

b b
Ummwm:/fuM@m+/fwﬂmm

co po przeksztalceniu daje

wzor na catkowanie przez czesci (por. z (3.1)), str.[133)

b b
/f@ﬂmh—wmm%—/f@me (5.47)

Przyktad 5.49. Stosujac metode catkowania przez czgsci, mamy

3 3 x 3
/ x cosxdr = / z(sinz)'dr = [xsinx]d —/ sinxdx =
0 0 0

= g—O—i—[cosx]

Oy

T
=——1
2
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Catkowanie przez podstawienie

Niech f : [a,b] — [¢,d] C R bedzie funkcja r6zniczkowalna, ktérej pochodna f’
jest funkcja catkowalna. Jesli g : [c,d] — R jest funkcja ciagla, to (por. z (3.2), str.
[[53) mozemy stosowaé

( )

wz0r na catkowanie przez podstawienie

b f(b)
/ () f (t)dt = / o(@)dz. (5.48)
a f(a)

Istotnie, z zatozenia, ze f’ jest catkowalna, wynika, ze (go f)- f’ tez jest catkowalna
i jezeli G jest pierwotng funkcji g, to G o f jest pierwotng funkcji (g o f)f’. Stad
1 z podstawowego twierdzenia rachunku catkowego wynika, ze

b f(®)
/ g(f@)f'(t)dt = G(f(b)) — G(f(a)) = / g(x)dz.
a f(a)

Przyktad 5.50. Calke fol tv/1 + t2dt obliczymy za pomoca podstawienia z = 1 + t? =
f(t). Wtedy dz = 2tdt. Zatem

1 1 1 2
/ tV/1+ t2dt = 7/ Vads = [\/1:3} =-(V8-1).
0 2 Js0) 3 3

Uwaga 5.51. Do obliczania catek oznaczonych mozna skorzysta¢ z programéw kompu-
terowych. Przyktadowo, aby obliczy¢ catke oznaczona:

2
1
/ ——dzx
o T7—bsinz

w programie ,,Maple” wpisujemy:

int(m,x = 0..27r);

wciskamy ,,Enter” i otrzymamy
1

Zwracamy tu uwage na to, ze obliczajac te catke jako réznice warto$ci pierwotnej w punkcie
27 i wartosci w punkcie 0, mozna fatwo popehic btad (zob. uwage 5.22] str. [167).
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5.4.
Zastosowania calek

Calki oznaczone maja wiele zastosowain. Jednym z najprostszych jest zastosowa-
nie do obliczania pdl figur plaskich.

Obliczanie pél figur plaskich

Niech f : [a,b] — R bedzie nieujemna funkcja catkowalng i niech P = {xo,...x,}
bedzie podziatem przedziatu [a, b]. Wtedy (zob. rys.[5.1] str.[169) suma dolna

S(f,P) =mi1Axy + molAxs + ... + myAx,,

gdzie m; jest kresem dolnym funkcji f w przedziale [z;_1, z;] oraz Ax; = x; —x;_1,
jest suma pol prostokatow zawartych w figurze (trapezie krzywoliniowym)

F={(z,y) eR?: z€[a,b],0<y < flx)},
natomiast suma gérna
S(f,P) = M1Azy + MaAzy + ...+ M,Ax,,
gdzie M; jest kresem gérnym funkcji f w przedziale [x;_1,x;], jest polem sumy

prostokatéw obejmujacych figurg F. Stad wynika, ze pole | F| (miara Jordana) figury
F spelnia nieréwnosci

b b
/f($)d$<F\</f(x)dx,

co wobec zatozonej catkowalnoSci funkcji f oznacza, ze

b
|]-"|:/ f(x)dx. (5.49)

Stad wynika, ze catka od a do b z funkcji catkowalnej nieujemnej f jest liczbowo
réwna polu figury ograniczonej wykresem funkcji f, osia Ox oraz prostymi piono-
wymi z = a oraz x = b.

Pokazemy teraz jak mozna obliczy¢ pole figury ograniczonej wykresami funkcji.
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Twierdzenie 5.52. Jesli funkcje f, g : |a,b] — R sq catkowalne i takie, ze g < f,
to pole figury
Fi={(z,y) eR*: z€lab], g(z) <y < f(a)}
(zob. rys. jest réwne
b
7= [ (#@) - gla))da.
a
Dowdd. Gdy funkcje f, g sa nieujemne, to stosujac wzor (5.49)), otrzymamy
b b b
7= [ e [gade= [ (1) - gla)da.
a a a

W ogdélnym przypadku istnieje taka stata C, ze funkcje f + C'i g + C sa nieujemne.
Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy zauwazyé,ze f —g=(f+C)— (¢g+ C). O

Rys. 5.2. Figura ograniczona wykresami

Objetosc bryly obrotowej

Bedziemy obliczac objetosci bryl, ktére powstaja przez obrét wykresu danej funk-
cji f: [a,b] — R wokét osi Oz (zob. rys.[5.3). O funkcji f bedziemy zaktadaé, ze
jest nieujemna. To nie zmniejsza ogdélnosci rozwazan, poniewaz bryty wyznaczone
przez obrét wykresu funkcji f i funkcji | f| sa takie same.

Twierdzenie 5.53. Jesli f : [a,b] — R jest funkcjq catkowalna, to objetosé |V |
bryty obrotowej (zob. rys.[3.3))

Vi={(@,y,2) €R®: a<a<b 24y’ < @),
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tzn. bryty ograniczonej ptaszczyznami x = a i * = b oraz powierzchniq powstatq
przez obrot wykresu funkcji f wokot osi Ox, jest rowna

b
|V|:7r/ (z)dz. (5.50)

Rys. 5.3. Bryla obrotowa

Dowdd. Niech f : [a,b] — R bedzie nieujemng funkcja catkowalng i niech P =
{zo, ...z} bedzie podziatem przedziatu [a, b]. Wtedy

7s(f%,P) = mmiAxy + mmiAxs + ... +mmi Az, (5.51)
jest suma objetosci walcéw zawartych w bryle V', natomiast
7S(f?, P) = aMZAxy + nM2Axy + ... + 7M2Ax,

jest objetoscia sumy walc6w obejmujacych brylte V. Stad wynika, ze objgtosé |V/|
spetnia nieréwnosci:

b b
71'/ fA2)de < |V| < 71'/ 2(x)dz. (5.52)

Na mocy zalozenia funkcja f jest calkowalna, wiec f2 jako iloczyn f - f funkcji
catkowalnych tez jest funkcja catkowalna (zob. twierdzenie str. [I80). Zatem
z (3.32) wynika réwnosé (3.31). O
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Przyktad 5.54. Zastosujemy wzér (5.50) do obliczenia objetosci elipsoidy obrotowej V,
tzn. bryly ograniczonej powierzchnia powstala przez obrét elipsy

2 2
|
a b2

wokot osi Oz. Po prostym przeksztatceniu widaé, ze powierzchnia elipsoidy jest powierzch-
nig powstala przez obrét wykresu funkcji

/ xr2

V| powstatej elipsoidy wynosi:

a 2 a 1 a 4
V| = wa/ (1 = ”;) dx = b’ (/ dr — — x%lx) = gmab’.
—a a —a a —a

W szczeg6lnym przypadku, gdy a = b = r > 0, elipsoida jest kula i (zgodnie z otrzyma-

nym wzorem) jej objeto$¢ wynosi §7T7“3.

wokét osi Ox. Zatem objetosé

Pole powierzchni obrotowej

Bedziemy obliczaé pole powierzchni , ktéra powstaje przez obrét wykresu danej
funkcji f : [a,b] — Rq klasy C* wokét osi Oz (zob. rys.[5.3).

Twierdzenie 5.55. Jesli f : [a,b] — Ry jest klasy C1, to pole |S| powierzchni
obrotowej

S:={(z,y,2) eR®: a<a<b, P +y° = ()},

tzn. powierzchni powstatej przez obrot wykresu funkcji f wokot osi Oz, jest rowne
b
S| = 27r/ F@)VI T (F@)da. (5.53)
a

Dowdéd. Niech P, = {x((]'j), xgy), e ,x,(cl:)}, v =1,2,... bgdzie normalnym cia-
giem podzialéw przedziatu [a, b]. Punkty

W ._ .. @) C_
Aj .—(a:j @), 7=0,1,...,k,

leza na wykresie funkcji f. Linia tamana A(()V)Agy) e A,(::) wpisana w wykres funkcji

zatoczy po obrocie powierzchni¢ S, ztozona z powierzchni bocznych k, stozkéw
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Scigtych, ktdrej pole jest réwneﬁ

ky 20 )
5= 3 (2 R TED ST 4 (ay)?),

i=1

gdzie
Al =l — 2l Ay = fa) - f).

K2 (2
W mysl twierdzenia o wartoSci $redniej (zob. twierdzenie str. [T02)) istnieje
takie fi(y) € (x ®) x(y)), ze

i—1>%%

Ay = f(e) A

]
Zatem
\/ (Az")? + (Ay™) \/ 1+ (f(€)) Az, (5.54)
Przyjmujac 6§V) tak aby
FE) + @) oy e
v = fg") +e
oraz
ky 5
@:Z%m%1+W$MMﬂ
ry = 2271'8 f’(§ )) a:z(»u)
otrzymamy

|Sy|=0y+7, dlav=12...

Ciag {0}, },en zmierza do catki (3.33)). Catka ta istnieje, bo zatozyliSmy, ze funk-
cja f jestklasy C'. Do zakoriczenia dowodu wystarczy wigc wykazaé, ze ciag {r, },en
ma granicg réwna 0.

“Przypomnijmy, ze pole powierzchni bocznej stozka §cietego jest réwne potowie sumy obwodéw
obu podstaw pomnozonej przez jego tworzaca.
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Oznaczajac przez d, najwieksza z liczb { 5@,58'), . .5,(;;)} oraz przez M naj-

wigksza warto$¢ funkcji | f| w przedziale [a, b], otrzymamy

] < 276, (b — a)V/1+ M2
Z (3.54) wynika, ze
25, = (=) = (€M) + (F@) = £(€P)).

Poniewaz funkcja f jako ciagta w przedziale domknigtym jest jednostajnie ciagta
(zob. twierdzenie[3.26] str.[68) i najwigkszy z przedziatéw [xz(i)l, :1;2(”)], i=1,2,....k,
zmierza do zera, gdy v — oo, wigc §, — 0, gdy v — oo. Stad wynika, ze

lim r, =0,
V—00

co koriczy dowdd twierdzenia.

Przykiad 5.56. Pole powierzchni S powstatej przez obrét wykresu funkcji

11
I [0,3]91}’—),@54—51‘%

wynosi
|S] = 27r/03 (x% + ;J;;)\/l + (%(mfé —x%))zdx =
= 27r/03 (x% +% 5)%(x_

3
2 1

=rlz+ =22+ =23 =12r
3 9 0
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Uwaga 5.57. Gdy powierzchnia obrotowa S powstaje z obrotu wokét osi O, krzywej C'
danej parametrycznie, tzn.

C={(z,y) eR: a=0p(t), y=v(), t € o, f]},

gdzie ¢, v : [, B] — R sa funkcjami klasy C!, funkcja ¢ jest réznowartosciowa i v jest
nieujemna, to

B B
S1=2r [ w)/@OP + aPd=2r [y /@PT P 655

e

Aby to wykazaé wystarczy zauwazyC, ze S powstaje przez obrét wokot osi Ox wykresu
funkcji
f i lp(@),@(B)] 3 2= Yo~ (2),

skorzystaé¢ ze wzoru (5.33) i w otrzymanej calce wykonaé podstawienie x = ().
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Przyktad 5.58. Powierzchnia obrotowa .S powstaje przez obrét krzywej o réwnaniach pa-
rametrycznych

r =1t—sint,
{yzl—cost t €0, 2n].
W tym przypadku funkcja ¢ : [0,27] 3 ¢t — t —sint € R jest silnie rosnaca, zas funkcja

¥ : [0,27] 3t — 1 — cost € R jest nieujemna i obie s klasy C*°. Mozemy wigc stosowaé

wzér (3.33), zgodnie z ktérym

2m 2m
|S| = 27/ y\/(x’)2—|—(y’)2dt:27r/ (1—cost)\/(l—cost)2+sin2tdt:
0 0

2m t 2m 3 t 2m ) t t
= 27r/ (l—cost)2sinfdt:27r/ 4sin fdt=87r/ (1 —cos® =) sin =dt =
o 2 o 2 o 2/ %9

t 2 t1*" 64
= 8w {—2cos2—|—3cos3 2}0 ZEW.

Dlugosé krzywej
Przez krzywa w R™ rozumie¢ begdziemy dowolne odwzorowanie ciagte

Y=(15--57) ¢ [a,0] Dt () = (1 (8),72(F), -, Wm(t) € R™

Zbiér v([a, b)) nazywad bedziemy obrazem krzywej . Punkty v(a) iy(b) nazywa-
my poczqtkiem 1 koricem krzywej . O funkcji v méwimy tez, ze jest opisem parame-
trycznym krzywej. O krzywej v méwimy, ze jest krzywq zamknietq, jesli y(a) = v(b).
Jesli v jest odwzorowaniem réznowartosciowym, to v nazywamy krzywq Jordana.

(Be;dziemy méwili, ze krzywa v = (71, . .., V) jest klasy C, jesli kazda z funkcj?
vt la,b] =R, j=1,...,n
jest klasy C'. Przez +/(t) bedziemy rozumieé wektor
V() = (11(8),72(1); - - -, 7 (1))

W R” przyjmowaé bedziemy norme euklidesowa, tzn. dla x = (z1,...,x,)

lell = /23 + a3 + ...+ a2.

.

Na krzywa v mozemy patrzec jak na opis ruchu punktu P w przestrzeni R", w kt6-
rym ~y(t) opisuje potozenie tego punktu w chwili ¢. Obraz krzywej -y jest w tej sytuacji
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wektorem, po ktérym porusza si¢ punkt P. Przy tej interpretacji dlugosé krzywej ~y
nalezy tak zdefiniowaé, aby oznaczata drogg, jaka przebgdzie punkt P poruszajacy
sig¢ po torze ([a, b]) od chwili a do chwili b.

Przyktad 5.59. 1. Odwzorowanie
v : [0,27] >t (rcost,rsint) € R?

jest krzywa zamknigta. Obrazem tej krzywej jest okrag o promieniu r. Diugos¢ tej krzywej
jest réwna dtugosci okregu.
2. Obrazem krzywej

5 : [0,47] 3t~ (rcost,rsint) € R?

tez jest ten sam okrag o promieniu 7, ale dlugosé tej krzywej jest dwa razy wigksza od dtu-
gosci okrggu. Krzywa 7 opisuje ruch punktu, ktéry dwukrotnie obiega okrag.

Niech v : [a, b] — R™ bedzie krzywa i niech P = {tg, t1,...,t,} bedzie podzia-
tem przedziatu [a, b]. Punkty p; := ~(¢;), ¢ = 0,1,...,v, sa punktami krzywej ~.
Liczba

v

D(v,P) = Z [y (i) —v(tiza)||

i=1

jest dtugoscia famanej, wpisanej w krzywa v, wyznaczonej przez punkty podziatu P.

( Przez dtugosé d(vy) krzywej v rozumiemy kres gorny diugosci tamanych wpisa—\
nych w te krzywa, tzn.

d(v) :=sup{D(y,P) : P jest podziatem przedziatu [a, b] }.

Gdy d(vy) < 400, to o krzywej v méwimy, ze jest prostowalna.

Twierdzenie 5.60. Jesli krzywa

Y=,y Yn) ¢ [a, 0] Dt (t) = (1(t),Y2(t), ..., y(t)) € R®

jest klasy CY, to jest prostowalna i

b b
a0) = [ Il = [ o7+ a2+ .+ Guoza 556
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v

Dowdd. Niech P = {tg,t1,...,t,} bedzie podziatem przedziatu [a, b]. Wtedy
v
D(v,P) =Y It = v(ti-a) = D
i=1

t;
/ v (t)dt
i=1 [|/ti-1

v t; b
<3 [ Iwllae= [l
i=1“ti—1 a

<

Stad i z ciagtosci funkcji [a, b] 3 t — |7/ (¢)|| wynika, ze

b
Mﬂ</”ﬂ%ﬁ<+w

co oznacza prostowalnos¢ krzywej + i do zakonczenia dowodu wystarczy wykazac
nieréwnos¢

b
a0 > [ o)

Aby to wykazaé, ustalmy € > 0. Funkcja t — +/(t) jest ciagta, wiec jest jednostajnie
ciagta w przedziale [a, b]. Zatem istnieje taka liczba 6 > 0, ze

7 (t) =+ (s)]| < &= 2(b5_ L Jeslinikolt — 5| <.

Niech P = {tg,t1,...,t,} bedzie podziatem przedziatu [a, b] o Srednicy 0(P) < 9.
Wtedy

b v t; v t;
[rola=3 [ ola=3 [* oo -/l
a i—1 Yti-1 i=1 7 ti-1

< Z/t (') +Hv’(t)—v’(ti)u)dtgz/tf (b @] + it =
=1 i=1 Jti—1

- Z(HV’(&)H +&))At; = Z / i y (t;)dt || + ; —
=1 i—1 ti_1

=Y\ -0+ + 5.
i=1 ||/ ti-1
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Z kolei
| e - - ana + 5 <

i=1 ti-1

v t; z
<X IGO0 / it + £ <
<[ @ - +lev )l + 5 <

i=1 ||/t
<%+D(7,P)+%:D(%P)+s.

Stad, dzigki dowolnoSci wyboru &, wynika, ze
b
> [ Il a
a

Na wykres funkcji ciagtej f : [a,b] — R mozemy patrze¢ jak na krzywa

co koniczy dowdd réwnosci (5.56).

v : a,b] 3t (t, f(t)) € R?

Ten opis parametryczny nazywamy parametryzacjq naturalng wykresu funkcji f.
Gdy funkcja f jest klasy C!, to wzér (5.36) na dtugosé d( f) takiej krzywej v przyj-

muje postaé
b
- [ ViT @

Przyktad 5.61. Dtugos¢ tuku sinusoidy, tzn. wykresu funkcji
™ .
I {0,5] Sz sinz € R,
Wynosi:

a(f) = / 1+ ((sinz))2da = / V1 + cos? zda ~ 1,9100988945138560089.
0 0

Wystepujaca tu catka jest tzw. calka eliptyczna Il rodzaju i nie da si¢ jej wyliczy¢ przy po-
mocy funkcji elementarnych. Przyblizona jej warto§¢ mozna znaleZé, np. uzywajac progra-
mu ,,MAPLE”. Wystarczy wpisac ,.cval f[20](int(sqrt(1 + cos®(z)), x = 0..3));”, wcisnaé
,Enter” i otrzymamy wypisang wyzej wartosc.
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Calki niewlasciwe

Definiujac catke oznaczong (Riemanna), zakladaliSmy, ze przedzial catkowania
jest ograniczony i ze funkcja f : [a,b] — R jest ograniczona.

Z catkami niewlasciwych mamy do czynienia wtedy, gdy przedziat, po ktérym
catkujemy jest nieograniczony albo przedziat jest ograniczony, ale funkcja catko-
wana nie jest ograniczona.

1. Rozpoczniemy od sytuacji, gdy funkcja f : [a,b) — R jest catkowalna w kaz-
dym przedziale domknietym [a, 5] C [a, b), co oznacza, ze istnieje catka

B
I(B) = / f(z)dz dlakazdego S5 € [a,b).

W takim przypadku punkt b nazywac bedziemy punktem osobliwym danej funkcji f,
gdy b = +o0 albo b € R i funkcja f nie jest ograniczona w zadnym sasiedztwie
punktu b.

(Jezeli b jest punktem osobliwym funkcji f i istnieje granica skonczona )

B
lim 1(5) = i | f(a)d.

B—b

to t¢ granice nazywamy catkq niewtasciwq funkcji f w przedziale [a, b) i ozna-
czamy tak samo, jak catke wtasciwa, tzn.

b B
/af(:n)d:v = élg})/a f(z)dz. (5.57)

.

Takie oznaczenie bierze si¢ stad, ze dla funkcji catkowalnych w przedziale [a, b]
tez zachodzi réwnos¢ (5.57). Wynika to z twierdzenia[5.47 str.[I83]

Gdy (/) nie ma granicy (gdy 8 zmierza do b) lub ma granice, ale nieskoficzona,
to méwimy, ze catka z funkcji f w przedziale [a, b] jest rozbiezna.

Przyktad 5.62. Funkcja ctg jest nieograniczona w przedziale [—7,0) i jest catkowalna w
kazdym podprzedziale [~ 7, 3] C [-F,0). Zatem

0 B
/ ctgxdr = lim / ctgzdr = lim [In|sinz|]? = —oo,
B—0_ -z B—0_ 2

us
2

co oznacza, ze ta catka jest rozbiezna.
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Przyktad 5.63. Pokazemy, ze

jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy o > 1.

E
11
/7@7 L_ama 1} ;edy a1,
[In|z]{,  gdy a=1.

Zatem

B 1 1
lim | —dr— { —7 8y a>1, (5.58)
+oo gdy a<1.

2. Podobnie definiujemy catke niewtasciwa w przedziale (a, b]. W tym przypadku
zaktadamy, ze dla dowolnego 5 € (a, b] istnieje catka funkcji f w przedziale [3, b],
co oznacza, ze istnieje catka

b
:/ f(z)dx dlakazdego S € (a,b.
B

Podobnie jak poprzednio, punkt a nazywaé bedziemy punktem osobliwym danej funk-
cji f: (a,b] — R, gdy a = —o0 albo a € R i funkcja f nie jest ograniczona
w zadnym sasiedztwie punktu a. Dla przyktadu punkt O jest punktem osobliwym dla
funkcji

sin &
f:(0,1]32— —=L R,
x
ale nie jest punktem osobliwym dla funkcji
g: (0,132~ MY €R,
x

pomimo ze funkcja ta nie jest okreslona w punkcie 0.

Definicja 5.64. Jezeli a jest punktem osobliwym funkcji f i istnieje granica skoi-
czona

lim J(B) = hm/ f(z

B—a B—a

to tg granicg nazywamy catkq niewtasciwq funkcji f w przedziale (a, b] i oznaczamy
tak samo jak catke wiasciwa, tzn.

b ' b
/af(:(:)dx = élg%)//g f(z)dx. (5.59)
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Jesli ta granica jest skoficzona, to méwimy, ze catka jest zbiezna. W przeciwnym
przypadku méwimy, ze catka z funkcji f w przedziale [a, b] jest rozbiezna.

Przyktad 5.65. Zbadamy teraz zbiezno$¢ catki

Calka ta jest niewlasciwa tylko wtedy, gdy v > 0. Punkt 0 jest punktem osobliwym funkcji
podcatkowe;.

L 17!
/idx: T_azol , gdy a#1,
g ’

[Infzf]5,  gdy a=1

Stad otrzymamy

1 1
1 Lt
im [ —de={ T_q &Y @b (5.60)
A0+ Jp X +oo, gdy a>1.

3. Aby zdefiniowac catke niewtasciwa w przedziale (a, b), zaktadamy, ze dla pew-
nego ¢ € (a, b) istnieja catki niewtasciwe w przedziatach (a, c] i [¢,b). Wtedy przyj-
mujemy

/abf(x)d:c:/:f(:c)dx—k/cbf(a:)d:c. (5.61)

W tej réwnosci obie catki wystgpujace po prawej stronie sa niewlasciwe. Trzeba
jeszcze wykazal, ze ta definicja nie zalezy od wyboru punktu c. Niech ¢’ bedzie
innym punktem przedziatu (a, b). Mozemy przyjaé, ze a < ¢ < ¢ < b. Wtedy

/:/ f(z)dx + /:f(x)dx = /:I f(z)dx + /C/Cf(x)d:z + /be(x)dx _
=/acf<ar)dx+/cbf(m)dx.

Stad wynika niezalezno$¢ definicji od wyboru punktu ¢, a tym samym poprawnos¢
definicji.

Gdy obie catki wystgpujacych po prawej stronie réwnosci (3.61) sa zbiezne, to
moéwimy, ze catka z funkcji f w przedziale (a,b) jest zbiezna. W przypadku prze-
ciwnym mowimy, ze catka jest rozbiezna. W tym przypadku punkty a, b sa punktami
osobliwymi.
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Przykiad 5.66. W calce

+o0 1
—d 5.62
/,m 21 662
sa dwa punkty osobliwe: @ = —o0 i b = 4-00. Do dalszych obliczen przyjmiemy ¢ = 0.
. b 1 . B . ™
5ll>lfoo = ldx = Bgrfm[arctg x]y = Bgrfoo(arctgﬁ —arctg0) = 5
0
1
ﬁgmoo/ﬂ T—f—ldw = Bg@m[arctg x]% = ﬂgrzloo(arctgo —arctg §) = g
Zatem catka (5.62)) jest zbiezna i
+oo 0 +oo
1 1 1 T
———dx = —d ———dz ==+ —-=m.
/m 2r1” /,Oox2+1 IJ’/O P e T R
Przyktad 5.67. Chcac zbadaé zbieznos¢ catki
o0 1
/ —dx, (5.63)
o oz

rozdzielimy przedziat (0, +00) na dwa podprzedziaty: (0,1] U [1,+00). W kazdym z tych
przedziatéw funkcja podcatkowa ma tylko jeden punkt osobliwy. Zatem

—+oo 1 “+oo
1 1 1
/ —dzx = / —da:—&—/ —dx.
o ¢ 0o ¢ 1 Te
Poniewaz nie ma takiego «, aby obie calki (prawej strony powyzszej réwnosci) byty réwno-
czesnie zbiezne (zob. (3.38) i (5.60)), wiec catka (5.63) jest rozbiezna.

4. Jezeli funkcja f ma w przedziale (a,b) wigcej punktéw osobliwych (lecz skofi-
czong ich ilo¢), to dzielimy ten przedzial na podprzedzialy, w ktérych tylko jeden
z koncéw jest osobliwy dla funkcji f. Badamy, czy calki z funkcji f po tak otrzy-
manych przedziatach sg zbiezne. Jesli tak, to catka po przedziale (a,b) jest zbiezna
i jest rowna sumie calek po wszystkich wczes$niej otrzymanych podprzedziatach. W
przypadku przeciwnym, o catce z funkcji f méwimy, ze jest rozbiezna.

Kryterium catkowe dla szeregéow

Kazdej funkeji f : [1,+00) — R mozemy przyporzadkowac szereg

o0
> an, gdzie an = f(n) dlan=12,... (5.64)
n=1
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Podamy teraz nastgpujace ciekawe kryterium zbiezno$ci szeregéw liczbowych,
ktore odkryl najpierw Maclaurin w postaci geometrycznej; nastgpnie kryterium to
zostato zapomniane i potem na nowo odkryte przez Cauchy’ego.

Twierdzenie 5.68 (kryterium catkowe). Jezeli funkcja f jest dodatnia i malejq-
ca, to szereg (3.64) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

+o00
/ F(z)dz (5.65)
1

Jjest zbieina.

Dowdd. Funkcja f jest malejaca, wigc jest catkowalna w kazdym przedziale [1, n]
dlan=1,2,... (zob. stwierdzenie [5.40] str.[T79). Niech

n
Sp:i=ai+as+...+ ay, In:/ f(z)dz dlan=1,2,...
1

Funkcja f jest dodatnia, wigc ciagi {s, }nen 1 {In }nen sa rosnace i dla dowolnego
k € N zachodzg nieréwnosci

ag+1 = f(k+1) < f(x) < f(k) =ar dlaz e[k k+1].

k+1 k+1 k+1
/ agr1dr < / f(x)dx < / ardz,
k k k

co po scatkowaniu daje

Stad

k+1
ak+1</ fx)dx <ap dlak=1,2,...
k

Sumujac otrzymane nieréwnosci od k = 1 do k = n — 1, otrzymamy
sp—a1 < I, <sp 1 dlan=1,2,... (5.66)

1. Jezeli szereg (5.64) jest zbiezny, to jego suma s ogranicza z géry kazda jego
sumg czg$ciowa, bo wyrazy szeregu sa dodatnie. Stad i z nieréwnosci (3.66) wynika,
ze dla dowolnego n € N

o0
Ingsnés:Zan.
n=1
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Z kolei 5
F(8) = /1 f(x)dz,

jako funkcja zmiennej f3, jest rosnaca. Zatem

B—+o00 n—-+00

lim /f f(z)dz = lim /1n f(z)dz < s.

Stad wynika zbiezno$¢ catki i konczy dowéd warunku koniecznego.

2. Ze zbieznos¢ catki (5.63) wynika (zob. nier6wnos¢ (5.66)), ze ciag {s, }nen
sum czeSciowych szeregu (5.64) jest ograniczony. Zatem jako ciag rosnacy i ograni-
czony jest zbiezny w R, a to oznacza, ze szereg (5.64) jest zbiezny. O

Przykitad 5.69. Zbadamy, dla jakich « € R szereg

=1
— (5.67)

jest zbiezny, a dla jakich rozbiezny.

Jesli o < 0, to granica ciagu jego wyrazéw nie jest rowna zero. Zatem szereg ten nie
spelnia warunku koniecznego zbieznosci, a wigc jest rozbiezny.

Jesli a > 0, to funkcja

1
jest malejaca i na mocy kryterium catkowego (zob. twierdzenie[5.68)) szereg (5.67) jest zbiez-

ny wtedy i tylko wtedy, gdy f;roo f(z)dz jest zbiezna. Catka ta jest zbiezna (zob. (5.38))
wtedy i tylko wtedy, gdy o > 1. Zatem

1
szereg Z — Jestzbiezny <= o > 1.
n

n=1

Calka Riemanna-Stieltjesa

Calka Riemanna-Stieltjesa jest uogélnieniem catki Riemanna. Jej definicja jest
podobna do definicji catki Riemanna. Definiujac t¢ calke, przyjmowaé bedziemy ta-
kie oznaczenia jak przy definiowaniu catki Riemanna (zob. rozdziat 5.3, str.[I68).

Niech f, g : [a,b] — R beda funkcjami ograniczonymi. Dla danego podziatu

73: {wo,l‘l,...,xn}
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przedziatu [a, b] i uktadu = = {&1, o, . . ., &, } punktéw posrednich, tzn. §; € [x;—1, x;],
dlai =1,...,n, utwérzmy sume catkowa

X =%(f,9,P,5) = f(&)(9(z1) — g(x2)) + ... + [(&n)(9(@n) — g(zn-1)).

4 Y4 )

Thomas Joannes Stieltjes
Ur. 29 grudnia 1856 w Zwolle, Holandia
Zm. 31 grudnia 1894 w Tuluzie, Francja

Stieltjes zajmowat sie niemal wszystkimi dziedzinami
analizy matematycznej, utamkami tancuchowymi i teorig
liczb. Badajgc tzw. problem momentdéw, zdefiniowat catke,
ktora obecnie jest nazywana catka Stieltjesa lub
Riemanna—Stieltjesa. Jego prace sa takze uznawane jako
powazny krok w strone teorii przestrzeni Hilberta.

.

Definicja 5.70 (calki oznaczonej (Riemanna—Stieltjesa)). Méwimy, ze funkcja
f jest catkowalna (w sensie Riemanna-Stieltjesa) na przedziale [a, b] wzgledem funk-
cji g, gdy dla dowolnego normalnego ciagu {P,},en podziatéw przedziatu [a, b],
niezaleznie od wyboru ciagu {Z, },en uktadéw punktéw posrednich, ciag

EV:E(fa97PV7£u>7 v=12 ...

jest zbiezny, i to zawsze do tej samej granicy. Jesli tak jest, to liczbe

[ sigte) = i 5

nazywamy catkq oznaczonq Riemanna—Stieltjesa funkcji f po przedziale [a, b] wzgle-
dem funkcji g.

Catka Riemanna—Stieltjesa jest uogélnieniem catki Riemanna i redukuje si¢ do
niej, gdy g(x) =z dla z € [a,].

W literaturze matematycznej mozna znalezé wiele twierdzen o istnieniu catki
Riemanna-Stieltjesa (zob. np. [[11], rozdz. I). Ograniczymy si¢ do wykazania tylko
jednego, najczegsciej stosowanego przy praktycznych obliczeniach.
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Twierdzenie 5.71. JezZeli funkcja f : [a,b] — R jest ciqgtai g : [a,b] — R jest
takq funkcjq rézniczkowalng, ze jej pochodna g’ jest catkowalna w sensie Riemanna,
to funkcja f jest catkowalna na przedziale |a, b] wzgledem funkcji g i

[ o= [ 1w

Dowdd. Niech P = {xg,x1,...,z,} bedzie podziatem przedziatu [a, b] i niech
== {&,8&,. .., &} bedzie uktadem punktéw posrednich dla podziatu P. Z twier-
dzenia Lagrange’a (zob. twierdzenie 4.24] str.[102]) wynika, ze w kazdym z przedzia-
16w (x;—1, x;) istnieje taki punkt 6;, ze

9(xi) — g(zi1) = ¢'(0:) (xi — i1).

Zauwazmy, ze uktad © := {61, ..., 6, } jest tez uktadem punktéw posrednich dla
podziatu P.
Przy tych oznaczeniach mamy

%(f,9,P,2) = f(&1)(g(z2) — g(z1)) + ... + f(&a)(g(zn) — g(zn-1)) =
F(€1)g' (01)(x2 — 1) 4+ ... + f(6n)d (On) (T — n1) =
e(f,9,P,E) +0o(fg',P,0),

gdzie

n

e(f,9,P,E) = Y _(f(&) = F(6:))g' (0:) (s — wia),

i=1

o(fg',P,0) =D f(6:)g'(0:) (i — wi1).

i=1
Punkty &;, 0; leza w przedziale [z;_1, x;], wigc
[§i — 0i] <6 =6(P),
gdzie §(P) jest Srednica podziatu P (zob. (3.28)), str. [168)). Zatem

n

D (F(&) = £(0:)g' (0:) (i — wi1)| < wp(8)M(b - a), (5.68)

i=1
gdzie M = sup{|¢'(z)|}, natomiast

wy(8) :=sup{|f(z) = f(z")| : 2/, 2" € [a,b], |2’ —2"| < 6}
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jest tzw. modutem ciqgtosci funkcji f. Funkcja f jako ciagla jest jednostajnie ciagta
(zob. twierdzenie 3.26] str.[68)). Stad wynika, ze

I 5) =
lim wy () =0

i korzystajac z oszacowania (3.68)), wnioskujemy, ze
lim (f(fz) — f(GZ))g’(GZ)(xZ - xi_l) = 0. (5.69)

6—0 4
=1

Z kolei

n

> F0:)g (0) (i — wim1)

i=1

jest suma Riemanna dla catki fab f(z)g'(z)dx, odpowiadajaca podziatowi P i ukta-
dowi punktéw posrednich © = {6, ...,0,}.
Funkcja f¢’, jako iloczyn funkcji catkowalnych, jest funkcja catkowalna, wigc

b
i o(/9'.P.0) = [ Jla)g(2)da.
6—0 a
Stad 1 z (5.69) wynika, ze
b
lim ¥(f,9,P,=2) = lime(f,g,P,=2) + limo(fg,P,0) = / f(x)g (z)dz.
§—0 6—0 §—0 a

Zatem funkcja f jest catkowalna na przedziale [a, b] wzgledem funkcji g i

[ st = [ s @ae



RozDzIAL 6
Topologia przestrzeni metrycznej

W tym rozdziale przypomnimy tylko te fakty dotyczace topologii przestrzeni me-
trycznych, ktére sa niezbgdne do prawidtowego zrozumienia dalszych czgsci tej ksiaz-
ki. Zaktadamy tu, ze czytelnik zna podstawowe fakty dotyczace zbioréw liczbowych,
jakimi sa: zbidr liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych i rzeczywistych.

6.1.
Przestrzenie metryczne

W tej czgsci przypomnimy niezbgdne do prawidlowego zrozumienia dalszych cze-
Sci podstawowe fakty z zakresu topologii.

( )

Definicja 6.1 (metryka, przestrzen metryczna). Niech X bedzie niepustym
zbiorem. Funkcje p : X x X — R spelniajaca warunki:

(M Vz,ye X plz,y) =2 0iplz,y) =0 z=y — dodatniosé,
@) Vz,ye X pz,y) = py, ) — symetria,
B) Vz,y,z€ X p(z,y) < p(z,2) + p(2,9) — nieréwnos¢ trojkata,

nazywamy metrykq w zbiorze X natomiast par¢ (X, p ) przestrzeniq metryczng.

Pojecie metryki lub odlegloéc wystgpowato juz w szkole $redniej. Podamy tu
kilka przyktadéw przestrzeni metrycznych. Sprawdzenie, ze podane w ponizszych
przyktadach funkcje sa metrykami pozostawiamy czytelnikowi.

'o(z, y) nazywamy odlegtoscia punktu 2 od punktu 3.
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Przyktad 6.2 (metryka naturalna w R). Funkcja
p: RxR>3 (z,y) — |z —y|l €Ry (6.1)
jest metryka w R. Te metryke nazywamy metrykq naturalng lub metrykq euklidesowq.

Przykiad 6.3 (metryka zerojedynkowa). W dowolnym niepustym zbiorze X funkcja

0, gdy z =y,
X x X3 (x,y) — € R 6.2

jest metryka. Metryke (6.2) nazywamy metrykq zerojedynkowq.

Cwiczenie 6.4. Sprawdzi¢, czy funkcja

p: Ry xRy 3 (z,y) —

logx‘ e Ry
Yy

jest metryka w R .

Whprost z definicji przestrzeni metrycznej wynika prawdziwos¢ nastgpujacego stwier-
dzenia:

Stwierdzenie 6.5 (0 zawezeniu metryki). JeZeli (X, p) jest przestrzeniq metrycz-
nq i A jest niepustym podzbiorem zbioru X, to (A, pa), gdzie p 4 oznacza zawgzZenie
metryki p do zbioru A x A C X x X, jest réwnieZ przestrzeniq metryczng.

Przypomnimy obecnie pojecie kuli w przestrzeni metryczne;j.

Definicja 6.6 (kuli, sfery i sasiedztwa). Niech (X, p) bedzie przestrzenia me-
tryczna, a € X ir > 0.
(i) Zbidr
K(a,r) = Kx(a,7):={x € X : p(a,x) <r} (6.3)
nazywamy kulq otwartq (lub krétko kulg) o Srodku a i promieniu r.
(i1) Zbior
K(a,7) = Kx(a,7):={r € X : p(a,z) <r} (6.4)
nazywamy kulq domknigtq o Srodku a i promieniu r.
(iii) Zbior
K*(a,r) = Kx(a,r) :={z € X : 0<pa,x) <r} (6.5)

nazywamy sqsiedztwem punktu a o promieniu 7.
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(iv) Zbiér
S(a,r) = Sx(a,r):={x € X : p(a,x) =r} (6.6)

nazywamy sferq o §rodku a i promieniu 7.

Przyktad 6.7. W przestrzeni R, z metrykq naturalna, kula o Srodku a i promieniu r jest
przedziatem K (a,r) = (a — r,a+ 1), K(a,r) = [a —rya+ 7], S(a,r) = {a —r,a+ 1},
K*(a,r) =(a—r,a)U(a,a+r).

Przyktad 6.8. W przestrzeni X, z metryka zerojedynkowa, kula o Srodku w dowolnym
punkcie przestrzeni i promieniu r < 1 jest zbiorem jednoelementowym ztozonym tylko
z tego punktu. Natomiast kula o promieniu wigkszym niz 1 jest cata przestrzei X. Sfera
o dowolnym Srodku i promieniu r # 1 jest zbiorem pustym, natomiast

S(a,1) = X\ {a} = K*(a,r) := K(a,7) \ {a}, gdyr>1.
Gdyr < 1,to K*(a,r) = 0.

Niech p1, p2 beda metrykami w X.

Definicja 6.9. Méwimy, ze metryki p1, p2 sa réwnowazne, gdy istnieja takie state
dodatnie m, M, ze

mp1(z,y) < p2(z,y) < Mpi(z,y) dladowolnychz,y € X. (6.7

Zauwazmy, ze jeSli metryki p;, p2 sa rownowazne, to w dowolnej kuli wyzna-
czonej przez metryke p; zawarta jest kula, o tym samym érodklﬁ WYyZNnaczona przez
metryke p2 i na odwrot.

Przestrzen R

Piszac R, mamy zazwyczaj na mySli zbior liczb rzeczywistych z metryka natural-
na Str. Przez R oznaczaé bedziemy tzw. dwupunktowe domknigcie (dwu-
punktowe uzwarcenie) zbioru R. Takie domknigcie zawiera zbiér R i dwa niena-
lezace do R punkty, ktére oznacza si¢ odpowiednio przez —oo i +oco. Tak wigc
R =RU{-00,+0}.

Do zdefiniowania porzadku i metryki w R rozwazmy funkcje ¢ : R — [—1,1]
okreslong nastgpujaco:

—1, gdy z = —o0,
x
plx) =9 7% Ek gdy z € R, (6.8)
1, gdy x = +o0.

Na ogét o innym promieniu.
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Wykres funkcji o przedstawia rys.

Rys. 6.1. Funkcja definiujaca metryke w R

Funkcja ¢ odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie zbior R na przedziat [—1, 1].
Za jej pomoca definiujemy porzadek w zbiorze R, ktadac
a<bs pla) <eb) daa,beR,
co w szczegblnosci daje

—x<zr<+oo dlazxeR.

Funkcja
—o0, gdyy = —1,

v [FL1 sy = v(y) =g 7o v e LD, (6.9)
+oo, gdyy =1,

jest odwrotna do funkcji ¢. Mozemy to wykaza¢ np. wyliczajac, ze

1. o(¢(y)) =ydlay € [-1,1] oraz

2. Y(p(z)) =xdlaz € R.
Stad wynika, ze za pomoca funkcji ¢ mozemy zdefiniowaé metryke w R.

Jako éwiczenie proponujemy wykazanie nastgpujacego twierdzenia:
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Twierdzenie 6.10. Funkcja

p: RxR3 (z,y) = pla,y) = |p(z) — o(y)| € Ro (6.10)
jest metrykq w zbiorze R.

Przyktad 6.11. Podobnie jak w R kule w R o §rodku | a sg przedziatami, ale na ogoét a nie
jest ich srodkiem symetrii. W zaleznos$ci od §rodka @ € R i promienia » > 0 kule sg postaci

[—o0,¥(p(a) +7)) , gdy p(a) —r < =1 < p(a) +r <1,
) = (Y(pla) —=7),400] , gdy —1< p(a) —r <1 <¢(a)+r,
[—OO,+OO] 7gdy Sp(a) —r< _1a 1< <P(a)+7",
((p(a) =), v(p(a) + 7)) , gdy —1< p(a) —r <pla) +7< 1(-6 n
1. Kule wR o §rodku a € R i,,matym" promieniu r, tzn. promieniu r spelniajacym uktad
nieréwnosci:

K(a,r

—1<p(a) —r <¢(a) +r <1,
przedstawia rysunek 6.2

Yy
( ) 14 ............................................
Q@) F T Qe
(p(a)TIif ....... - 5
6 \ - >
2'g
K(a,r) = (¥(p(a) —1),v(p(a) + 1))
....................................... _1 -

Rys. 6.2. Kula w Rosrodkua € Ri ,malym" promieniu r.

2. Kulami w R o §rodku ¢ = +oo i promieniach r € (0,2] sa przedzialy postaci
(M, 4o0]. Istotnie, K(+o0,7) = {& € R: p(+o0,z) < r}. W naszym przypad-
ku oznacza to, ze

K(+oo,r) ={z €R: [p(+00) — p(z)| <7}

Poniewaz ¢ jest rosnaca i ¢ jest funkcja do niej odwrotna, wigc

K(+oo,r)={z€R: [1—p(z) <r}= (¥l —r),+00]}.
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Wynika stad, ze kulami w R o §rodku a = +oc i promieniach r € (0, 2] sa przedziaty
postaci (M, +oo], gdzie

1—
Tra gdy?" € (07 1])
— =7 1-
M=y(1l-r)= 27T7 gdy r € (1,2), (6.12)
- T
—o0, gdyr = 2.

Gdy r > 2,to K(—o00,r) = [—00, +00].
Analogiczne rozwazania prowadza do wniosku, ze

K(—OO,’/’) — { [-OO,’I/)(—l + T))a gdy S (072}7

[— 00, +00], gdyr > 2. 6.13)

Przestrzen R

Przez R oznaczaé bedziemy tzw. domknigciem jednopunktowym (uzwarcenie jed-
nopunktowe) zbioru R. Takie domknigcie zawiera zbiér R i jeden nienalezacy do R
punkt, ktéry oznacza sie przez oo. Tak wigc R = R U {oo}.

Do zdefiniowania metryki w R rozwazmy funkcje ¢ : R — §((0,1),1) c R?
okreSlong w wzorem

) (0,2), gdy t = oo,
Y Rt (t) = 4t 2t? (6.14)
e L
Interpretacje geometryczna funkcji ¢ przedstawia rysunek
Y
_ (_4t 2t
(0,2) id’(t) B <4+t2’ W)
1
t T

-4 -3 lgys. 6.3 Funlgcja deﬂniujacg metry:fke w I 5

Za pomoca funkcji ¢ definiujemy w R metryke p, ktadac
p(t1,t2) := dhugosé tuku okreguo koricach ¥(t), ¥(ta).

3Tego z tukéw, ktéry jest , krétszy”.
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W naszych rozwazaniach nie bedziemy uzywac tej metryki. Chcemy jednak zwrécic¢
uwage na fakt, ze bledne jest identyfikowanie +oo z co.

6.2.
Produkt przestrzeni metrycznych

Niech (X1, p1), (X2, p2), ..., (Xn, pn) beda przestrzeniami metrycznymi. W ilo-
czynie kartezjariskim (produkcie)

XZ:X1><...><Xn

mozna na wiele sposobéw zdefiniowaé metryke. Nalezy jednak pamigtaé, aby kazda
kula o §rodku a = (aq, ..., a,) zawierata iloczyn kartezjariski stosownie dobranych
kul w X osrodkach a;, j = 1,...,ninaodwrét. Warunek ten spetniaja nastepujace,
najczesciej uzywane, metryki:

po: X xX 3 (x,y) = \/p%(:cl,yl) + ...+ p2(zn,yn) €ERg,  (6.15)
po i X x X3 (2,y) = pr(x1,51) + -+ - + pul@n, yn) € Ro, (6.16)
py: X x X3 (z,y) = max{p;(z;,y:) : i=1,...,n} €Rg, (6.17)

gdZie xr = (xla s >$n)7 Yy = (yh B 7yn)
Do zbadania zaleznosci migdzy metrykami (réwnowaznosci) po, po, p, korzysta
si¢ z tego, ze dla liczb nieujemnych ay, . . ., a,, zachodza nieréwnosci:

n n
max{ay,...,ay} SZaj <Vn Za? < nmax{a,...,an}. (6.18)
j=1 j=1

Do wykazania nieréwnosci ,,Srodkowej” zauwazmy, ze dla dowolnej liczby rzeczy-
wistej A zachodzi nieréwno$¢ 7 (a; + A)?2 > 0, co po przeksztatceniu daje

n n
Y ai+20) aj+nA >0 VAER,
j=1 j=1
a to jest mozliwe tylko wtedy, gdy wyrdznik tego tréjmianu (zmiennej ) jest niedo-

datni. Oznacza to, ze
n n
Z 2 Z 2
( a]) g n a’j )
j=1 j=1
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co koriczy dowdd. Pozostate nier6wnosci (6.18)) sa proste do wykazania.
Z nieréwnosci (6.18) wynikaja nastepujace nieréwnosci dla metryk po, po, o

P (2, y) < po(a,y) < Vnpo(x,y) < npy(z,y), (6.19)

co oznacza, ze metryki po, po, py $a rOwnowazne.

Definicja 6.12. Przestrzen X = X; x ... x X, z metryka p, (lub jakakolwiek
jej réwnowazna) nazywana jest produktem lub iloczynem kartezjariskim przestrze-
ni metrycznych Xy, ..., X,, za§ metryke p, (lub metryke jej réwnowazng) metrykq
produktowq.

Cwiczenie 6.13. Oznaczmy przez K, (a,r), Ko(a,r), K, (a, ) kule, odpowiednio w prze-
strzeniach (X, po), (X, po), (X, py ). Wykorzystujac nieréwnosci (6.19), udowodnic, ze

K, (a, %) c Ko(a, %) C Ko(a,r) C K_(a,7). (6.20)

Przykiad 6.14 (przestrzen euklidesowa R™). Przestrzen
R™ :={(z1,...,2y) : z; €R dlaj=1,...,n} (6.21)
jest n-krotnym iloczynem kartezjaiskim przestrzeni R. Dla A € R, x = (z1,...,z,) € R™,

Y= (Y1,...,Yn) € R definiujemy

Tty = ($1+y17,$n+yn)€Rn7 (622)
Az = (Axq, ..., Ax,) € R (6.23)

Przestrzeni R™ (z tak okre§lonymi dzialaniami) jest n-wymiarowa przestrzenia wektorowa
nad cialem R. Funkcje po, po, p5 : R"™ x R" — Rq dane wzorami

po((1‘1, coo amn)? (ylv st 7yn)) = \/(1?1 - y1)2 + e + (xn — yn)Qa (624)
Po((-'L'h“ . 7'7"71)7 (yh' .- 7yn)) = |$1 - yll +...+ |-75n - ynlv (6.25)
pD((xlw- o 7xn)7 (ylv' 00 ayn)) = max{|mi - yl| ti=1,... 7n} (6.26)

sa metrykami w R™. Przestrzeri R” z metryka (6.24) nazywana jest przestrzeniq euklidesowq
(n-wymiarowa).

Przyktad 6.15. W przestrzeni R” z metryka p,, dla n = 2, kula o §rodku w punkcie a
i promieniu r jest kolem, a dla n = 3 jest kula (rozumiang w sensie bryty geometrycznej).
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6.3.
Topologia przestrzeni metrycznej

Za pomoca pojecia kuli wyréznimy dwie wazne klasy zbioréw w przestrzeni me-
trycznej.

Definicja 6.16 (zbiorow: otwartego, domknigtego i domknigcia). Niech (X, p)
bedzie przestrzenig metryczna i A dowolnym podzbiorem zbioru X.
1. Zbiér A nazywamy zbiorem otwartym, gdy

Vae A3r>0: K(a,7) C A.

2. 7Zbioér A nazywamy zbiorem domknigtym, gdy jego dopehienie jest zbiorem
otwartym.

3. Zbiér A nazywamy domknigciem zbioru A C X, gdy jest najmniejszym (w sen-
sie inkluzji) zbiorem domknigtym zawierajacym A.

Uwaga 6.17. W dowolnej przestrzeni metrycznej zbidr pusty i cala przestrzen sa réwno-
czes$nie zbiorami otwartymi i domknigtymi.

Uwaga 6.18. Kule sa zbiorami otwartymi, za$ kule domknigte zbiorami domknigtymi.

Przykiad 6.19. W przestrzeni R z metryka naturalng kazdy przedziat otwarty jest zbiorem
otwartym, a kazdy przedzial domknigty jest zbiorem domknigtym.

Cwiczenie 6.20. Udowodnié, ze przedziat [a, b] jest najmniejszym zbiorem domknigtym
w R zawierajacym zbiér Q N (a, b), co oznacza, ze Q N (a,b) = [a, b].

Cwiczenie 6.21. Wykazaé, ze jezeli X D A # (), to = € A wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego ¢ > 0 istnieje taki punkt y € A, ze p(x,y) < 0.

Przyktad 6.22. Przedziat (2, 6] nie jest ani zbiorem otwartym, ani domknigtym. Istotnie,
nie jest to zbidr otwarty, bo 6 € A i dla dowolnego r > 0 przedziaﬂ (6 — r,6 + r) zawiera
zar6wno punkty nalezace do A, jak tez i punkty nienalezace do A. Wynika stad, ze A nie jest
zbiorem otwartym. Liczba 2 € R\ A i zaden przedziat (2—r, 2+7) nie jest podzbiorem R\ A,
co oznacza, ze R \ A nie jest zbiorem otwartym. Zatem A nie jest zbiorem domknigtym.

Przyktad 6.23. W przestrzeni X z metryka zerojedynkowa kazdy podzbidr jest domknigty
i otwarty. Takie zbiory nazywaja si¢ otwarto-domknigtymi lub domknigto-otwartymi.

Przyktad 6.24. W przestrzeni R? zbiér A = {(x,y) : 2 € QN [0,1], y € QN [0,1]} nie
jest ani otwarty, ani domkniety.

*W metryce naturalnej w R kula K (6, ) jest przedziatem (6 — 7,6 + 7).



m 6.3. Topologia przestrzeni metrycznej

Cwiczenie 6.25. Udowodnié, ze kwadrat [0,1] x [0, 1] jest najmniejszym zbiorem do-
mknigtym w R x R zawierajacym zbiér A z przyktadu

Twierdzenie 6.26. Jezeli (X, p) jest przestrzeniq metryczng, to rodzina zbiorow
otwartych (domknigtych) przestrzeni X spetnia nastepujqce warunki:
(1) Zbior pusty i cata przestrzen sq zbiorami otwartymi (domknietymi E]
(ii) Iloczyn skoriczonej (dowolnej) ilosci zbiorow otwartych (domknigtych) jest zbio-
rem otwartym (domknigtym).
(iii) Suma dowolnej (skoriczonej) iloSci zbiorow otwartych (domknigtych) jest zbio-
rem otwartym (domknigtym).

Dowdéd. Pozostawiamy czytelnikowi do samodzielnego wykonania. 0

Odnotujmy, ze rodzing 7 podzbioréw zbioru X spetniajacych warunki twierdze-
nia[6.26] nazywamy fopologiq, a parg (X, 7) przestrzeniq topologiczng. Gdy rodzina
zbioréw otwartych jest taka, jak w definicji str. 214l to nazywamy ja topolo-
gia wyznaczona przez metryke p. Inkluzje (6.20) oznaczaja, ze metryki po, po, o
wyznaczaja t¢ sama topologie w przestrzeni X = X7 x ... x X,,.

Podamy teraz klasyfikacje punktéw zalezna od tego, jak sa potozone wzgledem
zbioru D.

Definicja 6.27. Niech (X, p) bedzie przestrzenig metryczna i D C X niepustym
podzbiorem X.

1. Punkt @ € D nazywamy punktem wewnegtrznym zbioru D, gdy istnieje takie
r > 0, ze K(a,r) C D. Zbiér punktéw wewnetrznych nazywamy wnetrzem
zbioru D. Wnetrze zbioru D oznaczaé bedziemy przez Int(D).

2. Punktb € X \ D nazywamy punktem zewngtrznym zbioru D, gdy istnieje kula
o $rodku w punkcie a zawierajaca si¢ w dopetnieniu zbioru D. Zbiér punktéw
zewngtrznych nazywamy zewnegtrzem zbioru D.

3. Punkt ¢ € X nazywamy punktem brzegowym zbioru D, gdy w kazdej ku-
li o §rodku w punkcie a znajdujg si¢ punkty nalezace do zbioru D i punkty
nalezace do dopetnienia tego zbioru. Zbiér punktéw brzegowych nazywamy
brzegiem zbioru D. Brzeg zbioru D oznaczaé bedziemy przez 0D.

4. Punkt a € X nazywamy punktem skupienia zbioru D, gdy dla dowolnego
r > 0 zbiér K (a,r) N D jest nieskonczony. Zbiér punktéw skupienia zbioru
D oznaczaé bedziemy przez **D.

SPomijajac wyrazy w nawiasach, otrzymamy twierdzenie o rodzinie zbioréw otwartych. Bez wy-
razéw bezposrednio poprzedzajacych wyrazy w nawiasach otrzymamy twierdzenie o rodzinie zbioréw
domknietych.
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5. Punkt @ € D nazywamy punktem izolowanym zbioru D, gdy istnieje takie
r >0,z DNK(a,r) = {a}.

Cwiczenie 6.28. Udowodni¢, ze w R
(a) +oo jest jedynym punktem skupienia zbioru N,
(b) —o0, +00 sg jedynymi punktami skupienia zbioru Z.

Cwiczenie 6.29. Udowodnié, ze topologia (rodzina zbioréw otwartych) w R wyznaczo-
na przez metryke naturalng jest taka sama, jak topologia wyznaczona przez metryke (6.10)
zawezong do R.

Cwiczenie 6.30. Znalezé punkty wewnetrzne, zewnetrzne, brzegowe, skupienia i izolo-

wane zbiorow -
D=[a,b))UZCR, B=NCR

Definicja 6.31 (otoczenia i sasiedztwa). M6éwimy, ze otwarty podzbiér U # ()
przestrzeni metrycznej X jest
(1) otoczeniem punktu a € X, gdy a € U,
(ii) otoczeniem o promieniu r, gdy U = K (a,r),
(iii) sasiedztwem, gdy a ¢ U i U U {a} jest otoczeniem punktu a,
(iv) sgsiedztwem o promieniur, gdy U = K(a,r) \ {a}.

6.4.
Ciaglos¢ i granica

Niech (X, px), (Y, py) beda przestrzeniami metrycznymi i niech f: X — Y
bedzie dowolna funkcja (odwzorowaniem). Gdy a € X, to przez Na7 x (lub krétko
przez N,) oznaczaé bedziemy zbiér ztozony ze wszystkich otoczen punktu a.

e )
Definicja 6.32 (ciaglosci). Mowimy, ze f jest ciggta w punkcie a € X, gdy
dla dowolnego otoczenia V;, € N,y punktu b = f(a) istnieje takie otoczenie
U, € N x punktu a, ze f(U,) C Vj, co w ,,symbolicznym zapisie” ma postac:

VVs € Ny 3U, € Ny xVa € U, f(z) € V.

Moéwimy, ze funkcja f jest ciqgta (ciagta w zbiorze X), gdy jest ciagta w kazdym
punkcie zbioru X.

(&
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Rys. 6.4. Tlustracja definicji ciagtosci w punkcie.
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Twierdzenie 6.33. Dla dowolnej funkcji f : X — Y nastepujace warunki sq
rownowazne:
(1) f jest ciggta w punkcie a.
(ii) Dla dowolnego € > 0 istnieje taka 6 > 0, Ze f(Kx(a,0)) C Ky(f(a),e).
W symbolicznym zapisie warunek ten ma postac

Ve>030>0: f(Kx(a,d))C Ky(f(a),e).

(iii) Dla dowolnego ¢ > 0 istnieje taka 6 > 0, Ze dla dowolnego © € X, jesli
px(a,z) < 9, to py(f(a), f(x)) < e. W symbolicznym zapisie warunek ten
ma postac

Ve>03>0: Vre X (px(a,z) <d = py(f(a), f(x)) <e).

Dowdd. m Skoro dla dowolnego otoczenia V}, punktu b = f(a) istnieje
takie otoczenie U, punktu a, ze f(U,) C V4, to w szczegdlnosci dla U, = Ky (b, ¢)
tez takie otoczenie V, istnieje. Ale a jest punktem wewngtrznym otoczenia V,, wigc
istnieje taka 0 > 0, ze Kx(a,d) C V,. Stad mamy

f(KX(aa 5)) C f(Ua) C W) = Ky(b,E).

Punkt (iii) otrzymujemy z punktu (ii) po skorzystaniu z definicji kuli
1 z definicji inkluzji.

Ta implikacja jest podobnie oczywista jak implikacja poprzednia. Za-
tem warunki (ii), (iii) sa rownowazne i, aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy pokazac,
ze z (ii) wynika (i).
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(i))= (i) | Niech V}, bedzie otoczeniem punktu b. Wtedy istnieje takie € > 0, ze
Ky (b,e) C V. Zgodnie z (ii) istnieje taka 6 > 0, ze f(Kx(a,d) C Ky(b,e).
Zatem, przyjmujac U, = Kx(a, ), otrzymamy

f(Ua) = f(Kx(a,6)) C Ky(b,e) C W,
co koriczy dowdd tej implikacji i catego twierdzenia. O

Warunki réwnowazne, wymienione w twierdzeniu [6.33] str.217] ilustruje rysunek
str. 217 Przy badaniu ciagto$ci funkcji jednej zmiennej najcze$ciej uzywany jest,
pochodzacy od Cauchy’ego, warunek (iii).

4 Y4 )

Augustin Louis Cauchy
Ur. 21 sierpnia 1789 w Paryzu
Zm. 23 maja 1857 w Sceaux, Francja

Cauchy zapoczatkowat badania w zakresie analizy
rzeczywistej i zespolonej oraz grup permutacji. Zajmowat
sie tez badaniem zbieznosci szeregéw, réwnaniami
r6zniczkowymi, wyznacznikami, prawdopodobiefistwem
i fizyka matematyczna.

(&

Kazdy z warunkéw rownowaznych twierdzenia[6.33] str.217, moze by¢ odczytany
jako definicja ciagtosci funkcji f w punkcie a. Warunek (iii) nosi nazwe definicji
Cauchy’ego. Mamy wigc nastgpujaca definicje Cauchy’ego:

( )

Definicja 6.34 (Cauchy’ego ciaglosci funkcji f w punkcje a). Funkcja
f: X — Y jestciagta w punkcie a € X wtedy i tylko wtedy, gdy

Ve>035>0: Vee X jesli px(a,x) <0, topy(f(a), f(z)) <e.

Zauwazmy, ze jezeli punkt a jest punktem izolowanym dziedziny, to zgodnie z de-
finicja[6.34] funkcja f jest ciagla w tym punkcie.

Twierdzenie 6.35. Dla dowolnej funkcji f : X — Y nastepujqce trzy warunki
sq rownowazne:
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(i) f jest ciqgta.
(ii) Dla dowolnego zbioru otwartego V- C Y zbior f~1(V) jest otwarty w X.
(iii) Dla dowolnego zbioru domknigtego K C Y zbior f~'(K) jest domknigty w X.

Dowdd. m Jesli V jest otwarty w Y, to dla dowolnego a € f~1 (V) zbiér
V jest otoczeniem punktu f(a). Z zatozonej ciagtosci f w kazdym punkcie, w szcze-
g6Inosci w punkcie a, wnioskujemy, ze istnieje taka 6 > 0, ze f(K (a,0)) C V. Stad
K(a,8) C f~1(V), co oznacza, ze f~1(V) jest zbiorem otwartym.

Ta implikacja jest prosta konsekwencja definicji ciagtosci f w danym
punkcie a € X.

Niech K begdzie zbiorem domknigtym w Y. Wtedy V := Y \ K jest

otwarty i na odwrét. Zbiory K i1 V sa roztaczne i ich suma jest calg przestrzeniag Y .
Stad wynika, ze

X\fHE) =f1V) i X\fHV) = FHE).

Teraz tatwo wnioskujemy, ze warunki (ii), (iii) sa rownowazne, co kornczy dowdd
rownowaznoSci i calego twierdzenia. O

Przyktad 6.36. Funkcja stata, tzn. funkcja
f: X2x—=0beY, gdziebe Y jestustalone,
jest funkcja ciagta.
Przyktad 6.37. Funkcja tozsamo$ciowa, tzn. funkcja
ldx : X>2z— 2 e X,

jest ciagta.

Dla funkcji f : X — Y definiujemy jej zawezenie f|4 (nazywane tez zaciesnie-
niem lub restrykcjq) do podzbioru A C X, ktadac:

(fla)(z) = f(z) dlax e A.

Funkcje f: l~)~—> Y nazywamy rozszerzeniem funkcji f : X D D — Y, gdy
D C Doraz f = f|p.

Twierdzenie 6.38 (o ciaglosci zawezenia). Niech X,Y bedq przestrzeniami me-
trycznymi i niech A bedzie podzbiorem X. Jesli f : X — Y jest funkcjq ciagla
(ciagtq w punkcie a € A), to jej zaweZenie do A, tzn. funkcja

fla: A3z — f(z) €y,
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Jjest funkcjq ciqghE (ciagla w punkcie a) .

Dowdd. Nalezy wykazaé ciagtos¢ f|4 w dowolnym punkcie a € A. Ustalmy
wigc a € Aie > 0.Z ciagtosci f w punkcie a wynika, ze istnieje taka & > 0, ze,
jesli x € X jest takie, ze px(a,x) < 6, to py (f(x), f(a)) < . Wynika stad, ze jesli
x € Ajesttakie, ze pa(a,x) < d,t0 py (f(z), f(a)) < e,gdyz pa(a,z) = px(a,x),
co koriczy dowdd. O

Cwiczenie 6.39. Zbadaé, czy dla funkcji

QZ‘B T

—~€eR
2 —1

f:R\{l,-1}=D>5z—

istnieje taka funkcja ciagla f : R — R, ze f lp=71.

Mamy nadzieje, ze czytelnik wykazal, ze funkcje z ¢wiczenia [6.39] mozna roz-
szerzy¢ na cate R do funkcji ciaglej oraz ze ta rozszerzong funkcja jest funkcja
f: Roazx—zxeR

0.2 0.4 0.6 0.8

Rys. 6.5. Wykres funkcji sin 2

Pojawia si¢ naturalne pytanie: Czy kazda funkcje ciagla f : D — R mozna roz-
szerzy¢ do funkcji ciaglej na z géry zadanym zbiorze D 2 D? OdpowiedZ na tak
postawione pytanie jest negatywna. Swiadczy o tym nastepujacy przyktad:

64 jest tu przestrzenig metryczng z metryka indukowana z X.
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Przyktad 6.40. Funkcja
1
f:(0,400) 32 —»sin— € R,
x

ktorej wykres przedstawia rysunek [6.3] str.220] nie jest zawezeniem do przedziatu (0, +00)
zadnej funkcji ciagtej f : [0, +00) — R. Dla dowodu zauwazmy, ze

1. kula w [0, +00) o §rodku 0 i promieniu § > 0 jest przedziat [0, §),

2. funkcja f w przedziale (0, §) przyjmuje kazda wartosé¢ y € [—1, 1], niezaleznie od wyboru

liczby § > 0. ~

Z powyzszych wynika, ze jakakolwiek przyjmiemy warto$é¢ b = f(0), to w dowolnym oto-
czeniu punktu 0 znajdziemy taki punkt z, ze | f(z) — b| > 1. Zatem (zob. definicja[6.34] str.
218) f nie da si¢ przedtuzy¢ do funkcji ciagtej w punkcie 0.

Ciaglos¢ zestawienia funkcji

Niech (X, p), (Y1, p1), (Y2, p2), ..., (Y, pm) beda przestrzeniami metrycznymi.
Wtedy funkcja

F=fleeofm): X320 f(2) = (fula),....fm@) €Y =Y x...x Yy,

jest zestawieniem m funkcji f; : X =Y, j=1,...,m.

Twierdzenie 6.41. Funkcja f jest ciqgta w punkcie xo € X wtedy i tylko wtedy,
gdy kazda z funkcji f;, j = 1,...,m, jest ciggta w x.

Dowod. Do wykazania warunku koniecznego ustalmy € > 0. Wobec ciagtosci
funkcji f istnieje takie § > 0, ze jezeli p(z, xo) < 6, to po(f(z), f(z0)) < €, gdzie
po jest metryka produktowa (6.16)), str.212] Stad wynika, ze p;(f(z), f(z0)) < €, bo

pi(f(x), f(x0)) < po(f(x), fx0)) dlaj=1,...,m,
co koficzy dowdd warunku koniecznego.
Zalézmy teraz, ze kazda z funkcji f;, j = 1,...,m, jest ciagla w punkcie x¢ i do
¢ > 0 dobierzmy tak § > 0, aby
€
pilfi(@), fi(zo)) < —,  gdy p(z,20) < 0.
Stad, wobec nieréwnosci

po(f(@), f(x0)) = Y pj(fi(x), fi(wo)) < e, gdy p(w,x0) <6,
j=1

otrzymujemy ciagto$¢ f w punkcie . O
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Wygodna w dowodzie twierdzenia [6.41] str. 221} okazata si¢ metryka p,. Korzy-
stamy tu z prostego do wykazania faktu, ze zamiana jednej metryki na inna, jej réw-
nowazng, nie ma wplywu na ciagto$¢ funkcji.

Wnhniosek 6.42. Funkcja f = (f1,...,fm): X =Y =Y1 x...xY,, jest ciqgta
wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z funkcji f;, j = 1,...,m, jest ciqgta.

Granica funkcji

Niech X, Y begda przestrzeniami metrycznymi, a € X iniech D C X.

Definicja 6.43 (granicy funkcji). Mowimy, ze punkt g € Y jest granicq funkcji
f+ D —Y wpunkcie a (przy x zmierzajacym do a), co zapisujemy

lim f(z)=¢ lub f(z) =g, gdy z — a,

r—a

gdy spelnia dwa warunki:
(a) a jest punktem skupienia zbioru D i
(b) funkcja

F: DuU{a} 3z F(x):= {f(x),gdya:el)\{a},
9, gdy Tr =a,
jest ciagta w punkcie a (jako funkcjaz DU {a} do Y).

Wykorzystujac definicjg Cauchy’ego ciaglosci funkcji f w punkcie a, podamy
definicj¢ Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie a.

s 2
Definicja 6.44 (Cauchy’ego granicy funkcji). Mowimy, ze g € Y jest granicq
funkcji f © X DD — Y w punkcie a €¥D, co zapisujemy

lim f(z) =g,
gdy
Ve>03>0: VzeD (0<px(a,z) <) = (py(g, f(z)) <e).
\

Pojawia sig naturalne pytanie: Czy granica funkcji (o ile istnieje) jest wyznaczo-
na jednoznacznie? Zanim odpowiemy na to pytanie, zauwazmy, ze nie definiujemy
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granicy funkcji w punktach, ktére nie sa punktami skupienia jej dziedziny. Sama
funkcja moze, ale nie musi, by¢ okre§lona w punkcie a. Gdy funkcja jest okreSlona
w punkcie a, jest w tym punkcie ciagla i a jest punktem skupienia jej dziedziny, to
lim,_, f(z) = f(a). Ten fakt jest czesto wykorzystywany przy obliczaniu granic
funkcji.

Stwierdzenie 6.45. Jesli funkcja f ma granice w punkcie a, to ta granica jest
Jjedyna.

Dowdd. Przypusémy, ze g1, go sa réznymi granicami funkcji f w punkcie a. Sko-
ro sg rézne, to ich odlegtos¢ d := py (g1, g2) > 0. Wynika stad, ze
d

d
Ky (91, Z) N Ky (g2, Z) =0. 6.27)

Z faktu, ze g; jest granica i % > 0 wynika, ze istnieje taka d; > 0, ze

Vz e Kx(a,él) \ {CL} f(x) € KY(gla le)

i analogicznie dla g

Vo € Kx(a,0)\ {a} f(z) € Ky (g0, %).

Wynikatoby stad, ze Ky (g1, %) N Ky (g2, %) # (), co przeczy (6.27). O

Uwaga 6.46. Zauwazmy, ze dla dowolnej funkcji f : X — Y nastgpujace warunki sa
réwnowazne:
(1) f jestciagta w punkcie a € X,
(ii) a jest punktem izolowanym albo a jest punktem skupienia i wtedy

lim f(z) = f(a).

Niech (X, p), (Y1,p1), (Y2, p2),... (Y, pm) beda przestrzeniami metrycznymi,
a € X,D C X iniech

f=0U1, 0 fm): D=Y =Y x...xY,
bedzie zestawieniem funkcji f; : X =Y, j=1,...,m.

Twierdzenie 6.47. Funkcja fma granice w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy kaz-
da z funkcji fj, j = 1,...,m, ma granice w punkcie a. Ponadto, g = (g1, ..., 9m)
Jest granicq funkcji f w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy g; jest granicq f; w punk-
ciea,dlaj=1,...,m.
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Dowad. Jest prosta konsekwencja definicji granicy i twierdzenia str. 2271
O

6.5.
Ciagi i ich granice

Funkcje, ktérych dziedzing jest zbidr liczb naturalnych sa nazywane ciagami.
W zaleznosci od zbioru X wartosci funkcji f : N — X zalezy nazwa ciagu f. Gdy
X =R, tociag f : N — R nazywany jest ciagiem liczbowym. Zaktadamy, ze czy-
telnikowi znane sg podstawowe fakty dotyczace ciagéw liczbowych (przedstawiono
je w rozdziale drugim).

Piszac, ze {ay, }nen jest ciagiem w X, bedziemy mieli na mysli funkcje

f: Non— f(n)=a, € X.

Przy takim zapisie a,,, nazywane n—tym wyrazem ciagu {a,, } nen, jest wartoscia tego
ciagu w punkcie n.

Zgodnie z ¢wiczeniem Str. +00 jest jedynym w R punktem skupie-
nia dziedziny ciagu, tzn. zbioru N. Wynika stad, ze ciag moze mie¢ granice tylko
w punkcie +o00.

Uwaga 6.48. Niech {a,},ecn bedzie ciggiem w przestrzeni metrycznej (X, p) i niech
g € X. Wtedy zapis

lim a, =g
n—oo

oznacza, ze g jest jego granica w punkcie +-oco, tzn. ze
Ve > 03dng € NVn > ng pla,,g) <e. (6.28)
Gdy X = R, to wystepujaca w (6.28) nieréwnosé p(an, g) = |an, — g| < € jest
rownowazna koniunkcji nieréwnosci: g — € < a, < g + €. Kazdy ciag liczbowy

(ciag w R) jest tez ciagiem w R. Zatem jego granica moze by¢ zaréwno +oo, jak
i tez —oo, a wigc zgodnie z poprzednimi rozwazaniami

li_}rn ap =—00 <= VYm € R dngVn >ng a, < m, (6.29)
li_>m ap = t+o00 <= VM € R dngVn > ng a, > M. (6.30)

Niech (Y1, p1), (Y2, p2), ... (Y, pm) beda przestrzeniami metrycznymi i niech
ap, = (Q1ny .oy Gmn), n=1,2,...

bedzie ciagiem punktéw przestrzeni Y = Y] X ... X Y.
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Twierdzenie 6.49. Ciqg {ay, }nen ma granice w'Y wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
z ¢iqgow {ajntnen ma granice wY;, j = 1,...,m. Ponadto, g = (g1,...,9m)
Jjest granicq ciqgu {ay tnen wtedy i tylko wtedy, gdy g; jest granicq {ajn }nen, dla
j=1,....,m.

Dowdd. Jest prosta konsekwencja definicji granicy ciagu i twierdzenia|6.47]
str. 223 O

Definicja Heinego i Cauchy’ego

Uzywajac pojgcia granicy ciagu, mozna podaé, réwnowazna definicji Cauchy’ego,
definicje Heinego granicy funkcji.

4 )

Heinrich Eduard Heine
Ur. 16 marca 1821 w Berlinie
Zm. 21 pazdziernika 1881 w Halle

Najbardziej znaczacym jego wynikiem jest (znane jako
twierdzenie Borela—Heinego) twierdzenie, ze: ... podzbior
R jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety
i ograniczony. Wprowadzit pojecie jednostajnej ciagtosci.

.

Definicja 6.50 (Heinego). Niech (X, px), (Y, py) beda przestrzeniami metrycz-
nymi, D C X iniech ¢ € X bedzie punktem skupienia zbioru D.

[ Moéwimy, ze g € Y jest granica funkcji f : D — Y w punkcie zg €D w sensie\
Heinego, gdy

.. |vYneNzx, eD\{x0} o
V{xn }nen, takiego ze { i, 5 = iy zachodznnh_>1rgO flzn) = g-

n—oo

Pojawia si¢ naturalne pytanie: Czy definicja Heinego [6.50] jest rtéwnowazna defi-
nicji Cauchy’ego (zob. definicja[6.44 str. 222))? Podobnie, jak w przypadku funkcji
jednej zmiennej rzeczywistej, odpowiedZ na to pytanie jest pozytywna.
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Twierdzenie 6.51 (o r6wnowaznosSci definicji Cauchy’ego i Heinego). Niech
(X, px), (Y, py) bedq przestrzeniami metrycznymi, D C X, xg € X punktem sku-
pienia zbioru D i niech g € Y.

Dla dowolnej funkcji f : D — Y nastgpujqce warunki sq rownowazne:

(C) g jest granicq funkcji f w punkcie xo w sensie definicji Cauchy’ego,
(H) g jest granicq funkcji f w punkcie xo w sensie definicji Heinego.

Dowdd. | (C)= (H) | WeZmy ciag {x,, }nen taki jak w definicji Heinego, tzn. taki,
zeVn € Nz, € D\ {xo} iz, = z0, gdyn — oo, i ustalmy £ > 0. Wobec
spetniania warunku (C) istnieje taka 6 > 0, ze

py (f(x),g9) <e, oilex € Di0 < px(z,z0) < 0. (6.31)

Z zatozonej zbieznosci ciagu {z, }nen do 29 wnosimy, ze istnieje takie N € N,
ze 0 < px(xn, o) < ddlan > N, co wobec (6.31) i dowolnosci wyboru e > 0
oznacza, ze lim, o f(zn) = g.

Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze dla jakiej$ funkcji f zachodzi
warunek (H) 1 nie zachodzi (C), tzn.

e >0¥6>03x €D : 0<px(z,x0) <0, py(f(x),9) > €.
W szczegdblnosci, biorac § = % >0zn=1,2,..., znajdziemy takie x,, € D, ze

1
0< pX(:Unny) < Ev pY(f(xn)ag) Z €.

Tak otrzymany ciag {z, },en zmierza do z i g nie jest granica odpowiadajacego mu
ciagu { f(xn) }nen, co jest sprzeczne z zatozonym warunkiem (H). O

Z twierdzenia [6.51] wynika, ze definicja Cauchy’ego ciagtosci funkcji w danym
punkcie jest rownowazna nastgpujacej definicji Heinego:

( )
Definicja 6.52 (Heinego ciaglosci w punkcie). Niech, jak poprzednio,
(X, px), (Y, py) beda przestrzeniami metrycznymi, D C X i niech zy € D.
Wéwcezas f : D — Y jest ciagta w punkcie zg € D wtedy i tylko wtedy, gdy

zachodzi: ILm (xn) = f(z0).

) ) VneNax, €D
v{xn}nGNa taklego e lim z, = o

n—o0
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Twierdzenie 6.53. JeZeli funkcje f,g : X — Y sq ciggle, to
(a) zbior {(x1,x2) : f(x1) = f(x2)} jest domknigtym podzbiorem X x X,
(b) zbior {x : f(x) = g(x)} jest domknigetym podzbiorem X.

Dowdd. Niech A = {(z1,22) : f(x1) = f(z2)}. Dla dowodu, ze A jest dom-
knigty trzeba wykazaé, ze B := (X x X))\ A jest zbiorem otwartym. Wiemy, ze jesli
(z1,72) € B, to f(x1) # f(x2). Zatem istnieje taka § > 0, np. § = M,

ze

Ky(f(l‘l), 5) N Ky(f(l’g), 5) = (.

Z ciaglosci f wynika (zob. twierdzenie [6.33] str. 218)), ze zbiory
U= [HEy(f(1),8)) i Vi=f"(Ky(f(z2),0))

sg otwarte i sg otoczeniami odpowiednio punktu x; i punktu zo. Widaé tez, ze U x V'
jest, roztacznym z A, otoczeniem punktu (x1, x2), co koriczy dowéd punktu (a).

Niech C = {z : f(x) = g(x)} iniech {z,},en bedzie ciagiem punktéw zbioru
C zbieznym do xg € X. Mamy wykazaé, ze x¢ € C. Funkcje f i g sa ciagte, wigc
na mocy definicji Heinego mamy

Jim f(zy) = f(zo) 1 lim g(zy) = g(zo)-
Z tego, ze f(x,) = g(x,) dla kazdego v € N i tego, ze ciag moze mie¢ co najwyzej

jedna granice wynika, ze f(xg) = g(zo), co oznacza, ze o € C i koriczy dowdd
punktu (b). ]

6.6.
Ciagi funkcyjne

Dla ciagéw funkcyjnych, tzn. ciagdéw, ktérych wyrazy sa funkcjami, rozwazane
sg rozne rodzaje zbieznosci. W tej czesci przedstawimy punktowa i jednostajng ich
zbieznos¢.

Niech (X, px), (Y, py) beda przestrzeniami metrycznymi, D C X i niech

fo: XOD Y, n=1,2,...
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bedzie danym ciagiem funkcyjnym. Kazdemu punktowi z € D mozemy przyporzad-
kowacé ciag { fn(x) }nen punktow przestrzeni Y i badad jego zbieznosc.

s 2
Definicja 6.54. Jezeli dla kazdego = € D ciag { f(z) } nen jest zbiezny, to o cia-
gu { fn tneny méwimy, ze jest zbiezny punktowo (lub krécej, ze jest zbiezny) w D
i wtedy funkcje

f: Doz f(x):= lim f,(x) €Y

n—0o0

nazywamy granicq ciqgu { fn } nen-
N

Uzywajac bardziej formalnego zapisu (zob. uwagal6.48] str.224), zbieznos¢ punk-
towa ciagu { f,, }nen do funkcji f oznacza, ze

Ve € DVe > 03ng € N: Vn > ng py(fu(z), f(z)) <e. (6.32)

Uniezalezniajac ng od = € D, otrzymamy zbiezno$¢ jednostajna.

Definicja 6.55. Mowimy, ze { f,, }nen jest jednostajnie zbiezny w D do f, gdy

Ve >03ng € N: Vn>noVe € Dpy(fu(z), f(z)) < e. (6.33)

Geometrycznie jednostajna zbiezno$¢ oznacza, ze jakakolwiek weZmiemy e-otocz-
ke wykresu funkcji f (zob. rysunek .11] str.[133)), tzn. zbiér

Va(f) =A(2,y) e X XY : 2 €D, py(f(2),y) <e},

to w tej e-otoczce lezg prawie wszystkie wykresy funkcji ciagu { fy, }nen-

Zbiezno$¢ jednostajna jest waznym pojeciem analizy matematycznej. Przenosi
ona pewne wtasnosci funkcji tworzacych ciag funkcyjny na funkcje¢ graniczna. Pod-
stawowym jest tu twierdzenie o ciagloSci granicy jednostajnie zbieznego ciagu funk-
cji ciagtych.

Twierdzenie 6.56. Niech { f,,}nen bedzie ciqgiem funkcji (odwzorowan) z prze-
strzeni X do'Y, jednostajnie zbieznymdo f : X — Y.
(1) Jezeli wszystkie funkcje (wystarczy prawie wszystkie) fy, sa ciagte w a € X, to
f tez jest ciggta w punkcie a.
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(ii) Jezeli f, sa ciagte wszedzie, to f jest ciqgta wszedzie.
(i) JeZeli fy, sq jednostajnie ciqgte, to f jest jednostajnie ciggta.

Dowdd. Niech a € X bedzie takim punktem, w ktérym wszystkie funkcje f, sa
ciagle. Z zalozonej jednostajnej zbieznosci wynika, ze dla danego € > 0 istnieje taka
liczna naturalna m, ze

py (@), F(2)) < % dlaVz € X. (6.34)

Wybrana funkcja f;, jest ciagta w punkcie a. Zatem mozemy znaleZ¢ taka liczbe
d > 0, aby zachodzita nieré6wnos¢

oy (@), F(a)) < % dla z € Kx(a,0).

Wobec tego dla dowolnego = € Kx(a,d) mamy

py (f(2), f(a)) < py (f (@), fm(2)) + py (fm(2), fm(@)) + py (fm(a), f(a)) <&,

co dowodzi ciagtosci f w punkcie a i koficzy dowdd punktéw (i) oraz (ii).

Zat6zmy teraz, ze funkcje f, sa jednostajnie ciagte i do ustalonego £ > 0 dobierz-
my m, tak aby zachodzit warunek (6.34). Funkcja f,, jest jednostajnie ciagta, wigc
istnieje taka n > 0, ze

w| ™

jezeli px (2, 2") < n, 0 py (fm(2'), fr(2")) <
Stad, jesli /, =" sa takie, ze px (2, 2") < n, to

py (f(2'), f(2")) < py (f(2), fm (")) +
oy (fm (@), fin(@")) + py (fm(2"), f(2")) <&,

co dowodzi jednostajnej ciagtosci f. O

Uwaga 6.57. Bez zalozenia jednostajnej zbieznosci twierdzenie o ciagloSci granicy ciagu
funkcji ciaglych nie jest prawdziwe (zob. uwaga[4.64] str. [134).

6.7.
Przestrzenie metryczne zwarte

Zwartos¢ jest bardzo waznym pojeciem topologicznym wykorzystywanym w ana-
lizie matematycznej. Bardzo czgsto w zagadnieniach technicznych zachodzi potrzeba
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wyznaczenia maksymalnej lub minimalnej wartoSci danej funkcji, na przyktad funk-
cji mierzacej naprezenia.

4 )
Definicja 6.58. (i) Méwimy, ze przestrzen metryczna (topologiczna) X jest
przestrzeniq zwartq, gdy z kazdego jej pokrycia otwartego mozna wybraé
pokrycie skonczone, tzn. wtedy, gdy z kazdej rodziny % zbioréw otwar-

tych, takiej ze
Uuv=x

Ucw

mozna wybraé taka skoriczona podrodzing %, C %, ze

U uv=x

U

(i) Méwimy, ze zbior K C X jest zwarty, gdy K jako przestrzefi z metryka
(topologia) indukowana z X jest przestrzenia zwarta.

o v

Przyktad 6.59. a) R nie jest przestrzenia zwarta. Istotnie, pokrycie R przedziatami otwar-
tymi (—n,n), n € N nie zawiera podpokrycia skoriczonego.

b) Przedzial domknigty I = [a, b] jest zwartym podzbiorem R. Niech % bedzie pokryciem
otwartym przedziatu [ i niech K bedzie zbiorem takich punktéw x € I, ze z rodziny %
da si¢ wybra¢ skoriczong podrodzing pokrywajaca przedziat [a, x]. Zbiér K nie jest pusty,
bo a € K. Z tego, ze kazdy ze zbior6w rodziny % jest otwarty wynika, ze jesli jakas
skoriczona podrodzina rodziny % pokrywa przedziat [a, ], to istnieje takie ¢ > 0, ze ta
podrodzina pokrywa przedziat [a, ¢ + ¢]. Stad wynika, Ze albo istnieje takie ¢ € (a,b),
ze K = [a,c), albo K = [a, b]. Latwo jednak zauwazyé, ze jesli [a,c¢) C K, toc € K.
Istotnie, w rodzinie % istnieje taki zbidr otwarty U, ze ¢ € U. Zatem istnieje taka § > 0,
ze [c — 6,¢] C U. Dodajac U do skoriczonej podrodziny rodziny %, ktéra pokrywa
[a, ¢ — 4], otrzymamy skoriczona podrodzing rodziny %, ktdéra pokrywa [a, c], co przeczy
zatozeniu, ze K = [a, ¢) i koriczy dowdéd.

c) Przestrzen R jest zwarta. Aby to wykazaé, wystarczy, z niewielkimi zmianami, powt6rzyé
dowéd zwartosci przedziatu [a, b].

Twierdzenie 6.60 (Borela). Dia przestrzeni metrycznej X nastepujace dwa wa-
runki sq rownowazne:
(a) X jest przestrzeniq zwartq,
(b) kazdy ciqg {xn }nen punktow przestrzeni X zawiera podciqg zbiezny do pewnego
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r e X.

Dowdd. | @= (b) |Niech {z,, },cn bedzie dowolnym ciggiem punktéw przestrze-
ni zwartej X i niech

An = {$n+1,$n+2,...}, Vn ::X\An) n:1)27"'

Zbiory V,,, n = 1,2,...sg otwarte i albo U72, V,, = X, albo U72, V,, & X. Gdyby
Ux2 1V, = X, to wobec zatozonej zwartosci przestrzeni X istniatoby takie N € N,
ze Uﬁ[:an = X, co nie jest mozliwe,bo V1 U...UVy = Vy i Ay # (. Stad

o U x A

n=1 n=1

Zatem istnieje x € NS> ; A, co oznacza, ze x nalezy do kazdego ze zbioréw A,,.
Z tego, ze v € A; wynika, ze istnieje takie n1 > 2, ze p(zp,,x) < 1 (zob. éwicz.
str. 214). Z kolei x € A,,,, wigc istnieje takie no > nq, ze p(p,, ) < % Kon-
tynuujac postgpowanie, dostaniemy taki ciag liczb naturalnych ny < ng < ..., Ze
p(xn,,x) < %, dlak = 1,2,... Tak otrzymany ciag jest podciagiem ciagu {z, }nen
zbieznym do x.

Dowdéd warunku dostatecznego jest bardziej ztozony i nie bedziemy go
tu przedstawiac. Podamy jedynie bardzo krétki szkic. Szczegéty mozna znaleZé np.
w ([[7], rozdz. I).

W pierwszym etapie dowodzi sig, ze jesli kazdy ciag punktéw przestrzeni X za-
wiera podciag zbiezny do jakiego$s x € X, to z kazdego pokrycia otwartego prze-
strzeni X mozna wybraé pokrycie przeliczalne. W etapie drugim dowodzi sig, ze
z kazdego pokrycia przeliczalnego zbiorami otwartymi mozna wybraé pokrycie skofi-
czone. O

Whiosek 6.61. (a) Kazdy domknigty podzbior przestrzeni zwartej jest zwarty.
(b) Kazdy zwarty podzbior przestrzeni metrycznej jest domknigty i ograniczonyﬁ

Pojawia si¢ naturalne pytanie: Czy kazdy domknigty i ograniczony podzbidr prze-
strzeni metrycznej X jest zwarty? OdpowiedZ na tak ogdélnie postawione pytanie jest
negatywne@. W waznej dla nas przestrzeni euklidesowej R™ odpowiedZ na to pytanie
jest pozytywna.

Przed podaniem twierdzenia Borela—Lebesgue’a przypomnimy twierdzenie Bol-
zano—Weierstrassa (zob. twierdzenie 2.32] str.[36]).

"Ograniczono$é oznacza, ze istnieje kula, w ktdrej ten zbidr sie zawiera.
8Dla przyktadu, kule domknigte w przestrzeniach nieskoficzenie wymiarowych nie sa zwarte.
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Twierdzenie 6.62 (Bolzano—Weierstrassa). Z kazdego ograniczonego ciqgu licz-
bowego mozna wybrac podciag zbiezny.

4 )

Emil Borel
Ur. 7 stycznia 1871 w Saint Affrique, Francja
Zm. 3 lutego 1956 w Saint Affrique

Matematyk francuski. W swych pracach zajmowat sig¢
gtéwnie teorig gier, rachunkiem prawdopodobienstwa,
analizg matematyczng i fizyka matematyczng. Wraz
z Bairem oraz Lebegiem byt pionierem w zakresie teorii
miary i jej zastosowania w teorii prawdopodobienstwa.

.

Twierdzenie 6.63 (Borela—Lebesgue’a). Na fo, aby podzbior K C R™ byt zwar-
ty potrzeba i wystarczy, aby byt domkniety i ograniczony.

Dowdd. Warunek konieczny zachodzi w dowolnej przestrzeni metrycznej (zob.
wniosek [6.61] str.237).

Do wykazania warunku wystarczajacego skorzystamy z twierdzenia[6.60] str.
i z twierdzenia Bolzano—Weierstrassa.

Niech K C R" bedzie zbiorem domknigtym i ograniczonym i niech

Ty = (T1py T2y, - - Tpw), V=1,2,...

bedzie ciggiem punktéw zbioru K. Z zalozonej ograniczonosci zbioru K wynika,
ze kazdy z ciagow {z;, },en, 7 = 1,...,n, jest ograniczonym ciagiem liczbowym.
Mozemy wigc z kazdego jego podciagu wybraé podciag zbiezny. W pierwszym eta-
pie wybierzmy taki podciag ciagu {x, },en, W ktérym pierwsze wspéirzedne two-
rza ciag zbiezny. Z tak otrzymanego podciagu wybierzmy podciag, w ktérym drugie
wspotrzedne tworza ciag zbiezny itd. Po n krokach otrzymamy taki podciag ciagu
{z,}ven, w ktérym kazda wspéirzedna jest ciggiem zbieznym. Stad, na mocy twier-
dzenia[6.49] str. wybrany podciag ciagu {x, },en jest zbiezny do jakiego$ ele-
mentu z € R™. Punkt x € K, bo K jest zbiorem domknigtym. Zatem wykazaliSmy,
ze z kazdego ciagu punktéow zbioru K mozna wybra¢ podciag zbiezny do jakiego$
elementu zbioru K, a to byto do wykazania. O
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Wnhiosek 6.64. Kazdy zwarty, niepusty podzbior R ma element najwigkszy i ele-
ment najmniejszy.

Dowdd. Niech K # () bedzie zwartym podzbiorem R. Wykazemy, ze ma on ele-
ment najwigkszy, tzn. ze istnieje takie M € K, ze x < M dla dowolnego = € K.
Zbiér K jest zwarty, wigc jest ograniczony i z zasady ciagto$ci wynika, ze ma w R
kres gérny. Oznaczmy go przez M. Z definicji kresu gérnego wynika istnienie cia-
gu {z, },en punktéow zbioru K, ktérego granica jest M. Stad, na mocy twierdzenia
Str. M € K, poniewaz zbiér K jest zwarty.

Dowdd istnienia w K elementu najmniejszego ma podobng konstrukcje. O

Funkcje ciagle na przestrzeniach zwartych

Niech (X, px), (Y, py) beda przestrzeniami metrycznymi.

Twierdzenie 6.65. Niech K bedzie zwartym podzbiorem przestrzeni X.
Jesli f : K —'Y jest odwzorowaniem ciqgtym, to f(K) jest zwartym podzbiorem
przestrzeni Y. Innymi stowy, obraz ciqgty zbioru zwartego jest zbiorem zwartym.

Dowdd. Niech {y, }nen bedzie ciagiem punktéw obrazu f(K). Zgodnie z twier-
dzeniem Borela (zob. twierdzenie str. 230) wystarczy wykazaé, ze ciag ten za-
wiera podciag zbiezny w f(K).

Z definicji obrazu wynika, ze dla dowolnego n € N istnieje taki punkt z,, € K, ze
f(zn) = yn. Zbior K jest zwarty, wiec istnieje podciag {zp, }ren ciagu {xy tnen,
ktory jest zbiezny do pewnego z¢ € K. Temu podciaggowi odpowiada podciag v, =
f(zn, ) ciagu {yn }nen. Z zatozonej ciagtosci funkeji f : K — Y, definicji Heinego
i faktu, ze x¢o € K wynika, ze

lim y,, = lim f(zp,) = f(zo0),
k—o0 k—oo

co oznacza, ze z ciagu {y, }nen mozna wybraé podciag zbiezny do f(z¢) € f(K),
a to nalezato udowodnic. O

Whiosek 6.66. Jezeli K jest zwartym podzbiorem X i f : K — R jest funkcjq
ciqglq, to istniejq takie dwa punkty a i b naleigce do K, Ze

fla) < f@) < (), dlawe K. (6.35)

Whiosek ten jest tez formutowany w postaci: funkcja ciqgta na zbiorze zwartym osiq-
ga swoje kresy (gorny i dolny).
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Dowdd. Zbior A := f(K) jako ciagly obraz zbioru zwartego jest zwartym pod-
zbiorem R. Zatem (zob. wniosek str. 233) w zbiorze A istnieja takie liczby
m, M, ze A C [m,M]. Liczby m, M € A = f(K), wigc istnieja takie punkty
a,be K,zem = f(a)i M = f(b), co koficzy dowdd. O

Wazna rolg w topologii spetniaja odwzorowania, ktére nazywaja si¢ homeomorfi-
Zmami.

Definicja 6.67. Moéwimy, ze odwzorowanie f : X — Y jest homeomorfizmem,
gdy jest bijekcja i odwzorowania fi f~! : Y — X sg ciagle.

Twierdzenie 6.68. Jezeli X jest przestrzeniq metryczng zwartq, f : X — Y jest
odwzorowaniem ciqgtym i bijektywnym, to f jest homeomorfizmem.

Dowéd. Mamy wykazaé, ze g := f~': Y — X jest ciagte. Aby to zrobi¢,
pokazemy, Ze przeciwobraz, tzn. g~!(K), dowolnego domknigtego w X zbioru K
jest zbiorem domknigtym w Y (zob. twierdzenie p. (iii), str. 2I8). Zbiér K
jako domknigty podzbidr przestrzeni zwartej jest zwarty (zob. wniosek [6.61] str. 23T
i jego obraz f(K) jest zwartym podzbiorem Y, bo f jest ciagle (zob. twierdzenie
[6.63). Dzigki zatozonej bijektywnosci f mamy réwnosé g~ (K) = f(K). Zatem
g 1(K) jest zwarty, a wigc jest domkniety w Y (zob. wniosek str. 231)), co
koriczy dowod. O

Twierdzenie 6.69. Jesli K jest zwartym podzbiorem przestrzeni metrycznej X
oraz f : K =Y jest odwzorowaniem ciqgtym, to f jest jednostajnie ciqgte.

Dowdd. Przypusémy, ze spelnione sa zatozenia i f nie jest jednostajnie ciagle.
Oznaczatoby to, ze istnieje ¢ > 0 i takie ciagi {Zn }nen 1 {Yn }nen punktéw zbioru
K, ze

1.
px(@nyn) < — 1 py(f(zn), flyn)) 2 e dlan=12,... (6.36)
Zbiér K jest zwarty, wigc mozemy znalez¢ taki podciag {ny }ren ciagu liczb natu-
ralnych, ze ciagi z,, i yn,. kK = 1,2,... sa zbiezne w K. Maja one te sama granice,

gdyz

1
px(Tny,Yn,) < — dlak=1,2,... = lim z,, = lim y,,.
ng k—o0 k—o0
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7 uwagi na ciagto$¢ metryki i zalozona ciagtos¢ funkcji f mamy
k—o00
co przeczy (6.36) i koriczy dowdd. O

6.8.

Przestrzenie metryczne zupelne

Na stronie podana zostata definicja Cauchy’ego granicy funkcji w danym
punkcie i w uwadze[6.48] str.[224] definicja Cauchy’ego granicy ciagu. Przypomnimy
teraz warunek Cauchy’ego i definicje¢ ciagu Cauchy’ego.

e ™
Definicja 6.70 (warunek Cauchy’ego). Méwimy, ze ciag {z, },en spetnia wa-
runek Cauchy’ego (jest ciqgiem Cauchy’ego) w przestrzeni metrycznej (X, p),
gdy dla dowolnego ¢ > 0 istnieje takie v9 € N, ze dla dowolnych liczb natu-
ralnych v, u > vy zachodzi nieréwnos¢ p(x,,xz,) < €. W skréconym zapisie
definicja ta ma postac:

{z,},en spelnia warunek Cauchy’ego < Ve > 0 Jyp € N :
Vv, > vy p(xy,x,) <e.

g

Przypomnijmy, ze kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego. Wynika to z tego,
ze jeslie > 0, o € X idla dowolnego v > v zachodzi nieréwnos¢ p(z,, zg) < §,
to dla dowolnych v, u > vg zachodza nieréwnoSci:

p(xy,x,) < p(xy, x0) + p(ay, 20) < €.

Na ogét nie kazdy ciag Cauchy’ego w przestrzeni X ma granice w tej przestrzeni.
Dla przyktadu ciag {%}VeN jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni X = (0, 1), nie
majacym w tej przestrzeni granicy. Innym przyktadem jest X = Q z metryka dana
wzorem p(x,y) = |x — y|. W tej przestrzeni ciag

1 n
an:<1+n> , n=1,2,...,

jako zbiezny w R, spetnia warunek Cauchy’ego i nie jest zbiezny w Q, bo jego gra-
nica e nie jest liczba wymierna.
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Przyktadem przestrzeni, w ktérej kazdy ciag Cauchy’ego ma granice w tej prze-
strzeni jest R. Aby to udowodnié, wystarczy zauwazyé, ze w dowolnej przestrzeni
metrycznej ciagi Cauchy’ego maja dwie, proste do wykazania, wtasnoSci:

Wiasnosé¢ 1. kazdy ciag Cauchy’ego jest ograniczony,

Wiasnoéc¢ 2. jezeli ciag Cauchy’ego ma punkt skupienia, to ten punkt skupienia jest
jego granica.

Z powyzszych wlasnosci oraz twierdzenia Bolzano—Weierstrassa (zob. twierdzenie

str.232)) wynika, ze w R ciagi Cauchy’ego sa zbiezne.

Definicja 6.71. M6wimy, ze przestrzen metryczna (X, p) jest zupetna, gdy kazdy
ciag Cauchy’ego w X jest zbiezny w X (ma granice w X).

Kazda przestrzen metryczna zwarta jest przestrzenia zupeilna, bo w przestrzeni
zwartej z kazdego ciagu, w szczegdlnosci z ciagu Cauchy’ego, mozna wybraé pod-
ciag zbiezny i gdy ciag jest ciagiem Cauchy’ego, to granica wybranego podciagu
zbieznego jest jego granica. Stad wynika, ze przestrzenie R i R sa przestrzeniami
zupelnymi. Zupetna jest tez przestrzenn R™, bo np. z twierdzenia Borela-Lebesgue’a
(zob. twierdzenie str. 232)) wynika, ze z kazdego ciagu ograniczonego w R" da
si¢ wybra¢ podciag zbiezny, a ten fakt wystarczy do tego, aby przestrzen byla zupel-
na. Zupetnos¢ R"™ jest tez natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia o zupetnosci
iloczynu kartezjariskiego przestrzeni metrycznych zupetnych.

Twierdzenie 6.72. Kazda domknigta podprzestrzen przestrzeni zupetnej jest prze-
strzeniq zupetnaq.

Dowod. Niech Y C X bedzie domknigta podprzestrzenia przestrzeni zupetnej
X iniech {y, },en bedzie ciagiem Cauchy’ego w Y. Ciag ten jest tez ciagiem Cau-
chy’ego w X. Zatem ma w X granicg, bo X jest przestrzenia zupelng. Oznaczmy te¢
granice przez y. Z zatozonej domknigtosci zbioru Y wynika, ze y € Y, a to nalezalo
wykazaé. O

Twierdzenie 6.73. lloczyn kartezjariski przestrzeni metrycznych zupetnych jest
przestrzeniq zupetng.

Dowéd. Niech (X1, p1), (X2,p2),...,(Xn, pn) beda przestrzeniami metryczny-
mi zupetnymi. Dla dowolnych = = (x1,...,2y), ¥ = (y1,...,Yn) € X mamy

po(x,y) = pr(z1,y1) + ... + pu(@n,yn) = pi(zj,y;) dlaj=1,... n.
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Stad wynika, ze jesli {z¥ = (27,...,2%)},en jest ciagiem Cauchy’ego w X, to
kazdy z ciagéw {z}},en jest ciagiem Cauchy’ego w X, j = 1,...,n, co im-
plikuje jego zbieznoS¢ w X, poniewaz X; jest przestrzenig zupetna. Aby zakon-
czyé dowéd, wystarczy zauwazyé, ze na mocy twierdzenia Str. zbiez-
no$¢ kazdego z ciagéw {z7},en W Xj, j = 1,...,n, implikuje zbieznos¢ ciagu
{z¥" = (z¥,...,2%) }oen. O

Punkty stale odwzorowan

Wiele praktycznych probleméw mozna sprowadzi¢ do poszukiwania punktu sta-
tego stosownego odwzorowania.

Definicja 6.74. Mo6wimy, ze punkt x € X jest punktem statym odwzorowania
f: X=X, gdy f(z) =z

Dla przyktadu, kazde rozwiazanie réwnania 522 4 222 — x + 7 = 0 jest punktem
statym odwzorowania f : R 3>z — 523 + 222 + 7 € R.

e N

Definicja 6.75. Mowimy, ze odwzorowanie f : X — X jest zweZajqce, gdy
istnieje taka stata o € [0, 1), ze

p(f(@), f(y) < ap(z,y) dlaz,yeX. (6.37)

Twierdzenie 6.76. Kazde odwzorowanie zweZajqce jest ciggte.

Dowdd. Niech f : X — X bedzie odwzorowaniem zwezajacym i niech {x,, } pen
bedzie ciggiem w X zbieznym do xg. Odwzorowanie f jest zwezajace, wigc

0 < p(f(@n), f(20)) < ap(xn, 20) = 0, gdyn — oo

Stad, z twierdzenia o trzech ciagach i definicji Heinego wynika, ze odwzorowanie f
jest ciagte. 0

Zauwazmy, ze w dowodzie ciagto$ci nie korzystaliSmy z zalozenia, ze « € [0, 1).
Mozna, bez zadnych zmian, powt6rzy¢ ten dowdd dla odwzorowan spetniajacych wa-
runek Lipshitza, tzn. odwzorowan spetniajacych (6.37) z dowolna stata o € [0, +00).
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Efektywna metoda poszukiwania punktu stalego jest zawarta w dowodzie naste-
pujacego twierdzenia Banacha o odwzorowaniach zwezajacych:

Twierdzenie 6.77. Niech f : X — X bedzie odwzorowaniem zweZajacym. Je-
zeli X jest przestrzeniq zupetna, to f ma doktadnie jeden punkt staty.

Dowdéd. Dowdd tego twierdzenia, jak tez inne twierdzenia o punkcie statym, moz-
na znaleZ¢ np. w monografii [6]. O

6.9.

Przestrzenie metryczne spojne

Spdjnos¢ jest bardzo waznym pojeciem topologicznym wykorzystywanym w ana-
lizie matematycznej. Szczeg6lnie wazne jest zastosowanie do wyznaczania, z dowol-
nie zadang doktadnoScia, zer funkcji ciagtych.

Definicja 6.78. Méwimy, ze przestrzen X jest niespdjna (nie jest spdjna), gdy
istniejq takie niepuste, roztaczne, otwarte zbiory U, V', ze X = U U V. Gdy takie
zbiory U, V nie istnieja, to o przestrzeni X méwimy, ze jest spojna.

Zbiory U, V, wystepujace w definicji sa rownoczesnie otwarte i domknigte.
Ich otwartos¢ jest zatozona w definicji. Zbior U jest tez domknigty, bo X \ U =
V' 1 z zalozenia V jest zbiorem otwartym. Z tego samego powodu V' jest zbiorem
domknigtym. Takie zbiory, ktére sa réwnoczesnie otwarte i domknigte sa nazywane
zbiorami otwarto-domknigtymi.

Zauwazmy, ze spojno$¢ przestrzeni X oznacza, ze jesli X = U UV iU, V sa
otwarte i rozlaczne, to U = X lub V' = X. Stad wynika, ze przestrzen X jest spdjna
wtedy i tylko wtedy, gdy jedynymi jej podzbiorami otwarto-domknigtymi sa zbidr
pusty i cata przestrzen X.

Gdy A jest podzbiorem przestrzeni X, to nazywamy go spdjnym (zbiorem spoj-
nym) (i analogicznie niespdjnym), jesli A, jako przestrzen z topologia (metryka)
indukowana z X, jest przestrzenia spdjna (niespojna).

Przyktad 6.79. Zbiér Q (liczb wymiernych) nie jest spdjnym podzbiorem R. Aby to udo-
wodnié, zauwazmy, ze zbiory

U={zcQ: 2<V2}, Vi={zecQ: z>V2}
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sa niepuste, roztaczne, otwarte w Q i takie, ze U UV = Q.
Przykiad 6.80. Zbiory jednoelementowe sa spdjne.

Przyktad 6.81. Dowolny przedziat I jest spéjnym podzbiorem R. Dla dowodu nie wprost
przypusémy, ze I = U UV, gdzie U i V sa rozlaczne, niepuste i otwarte w I. Niech a € U,
b € V. Bez szkody dla ogélnosci mozemy zatozyé, ze a < b. Zbiér A := U N (—o0, b) nie
jest pusty, bo a € A. Niech ¢ = sup A. Zauwazmy, ze a < ¢ < b. Stad wynika, ze ¢ € I,
bo I jest przedziatem. Mamy tez, ze a < ¢ < b, bo U, V sg otwarte w [ oraz ¢ € U albo
c € V.Jedli c € V, to nalezy wraz z pewnym otoczeniem (lewostronnym), bo V' jest zbiorem
otwartym w I, co przeczy temu, ze ¢ jest kresem gérnym zbioru A. Jesli ¢ € U, to nalezy do
U wraz z pewnym otoczeniem (prawostronnym), co przeczy temu, ze c jest kresem gérnym
zbioru A.

Wazna w analizie matematycznej jest charakteryzacja spdjnych podzbioréw zbio-
ru R. Prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.82. Jedynymi podzbiorami spojnymi w R sq przedziaty. W szcze-
golnosci R jako przedziat (—oo, +00) jest zbiorem spdjnym.

Dowdd. Z przyktadu[6.81] wynika, ze przedziaty sa zbiorami sp6jnymi. Aby za-
koniczy¢ dowdd, wystarczy wykazac, ze poza przedziatami nie ma w R innych zbio-
réw spdjnych. Istotnie, niech A bedzie niepustym podzbiorem spdjnym w R. Gdyby
zbiér A nie byt przedziatem, to istnialyby dwa punkty a,b € A i taki punkt z ¢ A,
zea <z < b Zatem U := AN (—o0,z), V := AN (x,+00) bytyby zbiorami
niepustymi, otwartymi w A i takimi, ze A = U UV, co przeczy zalozonej spdjnosci
zbioru A. O

Ciekawe zastosowania praktyczne ma twierdzenie o spéjnosci ciagtego obrazu
zbioru spdjnego (przestrzeni spdjne;j).

Twierdzenie 6.83. Ciqgly obraz zbioru spéjnego jest zbiorem spéjnym.

Dowdd. Niech f: X D A — Y bedzie odwzorowaniem ciagtym, A spdjnym
podzbiorem X i niech B := f(A).Jesli B = U UV, gdzie U, V sa niepustymi,
roztacznymi i otwartymi w B zbiorami, to f~1(U), f~1(V) sa otwarte w A, bo f
jest ciagle. Zbiory te sa niepuste, roztaczne i A = f~H(U) U f~1(V), co przeczy
spdjnosci zbioru A. O

Przyktad 6.84. (i) Przestrzefi R jako obraz ciagly przedziatu [—1, 1] jest przestrzenia
spdjna.
(ii) Okregijako ciagle obrazy przedziatu [0, 27| sa spéjnymi podzbiorami R?.
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(iii) Przestrzedi R jako ciagly obraz okrggu jest przestrzenia spéjna.

Podamy teraz kilka bezposrednich wnioskéw z twierdzen [6.82] [6.83] str.
twierdzenial6.63] str. 1 wniosku [6.66] str.

Whiosek 6.85. Jesli I jest przedziatemw R i f : I — R funkcjq ciqglq, to
(i) obraz przedziatu I, tzn. zbior J := f(I), jest przedziatem,

(i) jesli I jest przedziatem domknigtym, to przedziat J tez jest domknigty,

(iii) funkcja f ma wtasnos¢ Darboux (przyjmowania wartosci posrednich), tzn. dla
dowolnych x1, xo € I i dowolnego c lezqcego pomigdzy f(x1) i f(x2) istnieje
takie & lezqce pomiedzy x1 i x9, Ze f(€§) = ¢,

(iv) jesli I jest przedziatem domknigtym, to f przyjmuje wszystkie wartosci posred-
nie lezqce miedzy jej kresem dolnym i gérnym,

(v) jesli x1, xo sq takimi punktami przedziatu I, ze f(x1)f(x2) < 0, to istnieje
takie & lezqce pomigdzy x1 i x9, Ze f(€§) = 0.

Witasnos$¢ Darboux przyjmowania warto$ci posrednich przez funkcje ciagla jest
wykorzystywana do przyblizonego rozwiazywania réwnan typu f(z) = 0, w kt6-
rych lewa strona jest funkcja ciagla. Jesli wskazemy takie dwa punkty z;, x2, ze
f(x1)f(z2) < 0, to z whasnosci Darboux wiemy, ze pomigdzy punktami z, 3 jest
co najmniej jedno miejsce zerowe funkcji f.

Przedstawimy teraz, pochodzacy od Whitneya, przyktad zastosowania wtasnosci
Darboux.

Przyktad 6.86. Na podtodze jednego z wagonow pociqgu jadqcego (torem prostolinio-
wym) od punktu (miejscowosci) A do B zamocowano przegubowo pret (materialny) | two-
rzacy kaqt « € [0, 7] z plaszczyzng podlogi. Zamocowanie jest takie, Ze pret moze poruszaé
sig tylko w ptaszczyznie, ktora jest prostopadta do podtogi wagonu i rownolegta do kierunku
ruchu pociqgu. Przyjmujemy tez naturalne zatozenie, Ze jesli w jakiejs chwili pret spadnie na
podtoge, to do korica jazdy pozostanie na podtodze.

Chcemy teraz odpowiedzie¢ na nastgpujace pytanie: Czy mozliwe jest takie ustawienie
preta w punkcie A, aby w punkcie B nie lezat na podtodze?

Aby odpowiedzieé na tak postawione pytanie, weZmy funkcje

g: [0,7] 3 aw— g(a) €0,n],

w ktérej « jest katem nachylenia preta w punkcie A, za$ g(«) katem, jaki tworzy pret z ptasz-
czyzna podtogi w koficowym punkcie trasy pociagu, tzn. w punkcie B. Naturalne jest zatoze-
nie, ze ruch pociagu jest ,,ptynny” (przyspieszenia nie zmieniaja si¢ skokowo), co w ,,jezyku
analizy” oznacza, Ze funkcja opisujaca ruch pociagu jest klasy C2. To zatozenie implikuje
ciagtosé funkeji g. Z przyjetych zatozerd wynika, ze g(0) = 01 g(m) = . Stad i z wla-
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snosci Darboux wynika, ze dla dowolnego 8 € (0, 7) istnieje takie o € (0, ) (ustawienie
poczatkowe preta 1), ze g(«) = [ (na koricu trasy pret przyjmuje z gdry zadanie potozenie).

Przyktad 6.87. Kazdy wielomian stopnia nieparzystego (o wspoéiczynnikach rzeczywi-
stych) ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty. Do wykazania tego faktu zauwazmy,
ze bez szkody dla ogélnosci mozemy zatozy¢, ze wielomian f jest postaci

flz) = 22 4 aora®® + .+ a1z + ap.

Poniewaz
lim f(z)=-00 i lim f(z)=+o0,

T——00 r——+o0

wigc istnieja takie punkty x1, za, ze f(21)f(22) < 0. Z wniosku [6.83] pkt (v), str. 240
wynika, ze migdzy punktami x;, x2 wielomian f ma co najmniej jeden pierwiastek.



ROzDZIAL 7
Analiza funkcjonalna

W tym rozdziale poznamy tylko te fakty dotyczace analizy funkcjonalnej, ktérych
znajomo$¢ jest niezbgdna do prawidlowego zrozumienia dalszych czesci tej ksiazki.
Zaktadamy, ze czytelnikowi znane sa podstawowe fakty z algebry liniowej i topologii
przestrzeni metrycznych.

Zaktadaé bedziemy, ze przestrzenie wektorowe sag przestrzeniami wektorowymi
nad ciatem R.

7.1,
Przestrzenie unormowane

Niech E begdzie przestrzenia wektorowa nad cialem R.

4 )
Definicja 7.1. Odwzorowanie
|l: E>x— |z|| € R (7.1)
nazywamy normq w E, gdy spetnia trzy nastgpujace warunki:
() Vx € E ||z|| 2 0i (|z|| =0 < = =0) — dodatnios¢ normy,
() Ve e E,YA €K |Az]| = |\ ||z] — jednorodnos¢ normy,
(i) Ve,y € E |z +yl < || + ||yl — nieréwnos¢ trojkqta.

Jezeli odwzorowanie (Z.I) jest norma, to par¢ (E, ||-||) nazywamy przestrzeniq
unormowang nad ciatlem R lub krétko przestrzeniq unormowanq. Zwykle zamiast
pisaé (E, ||-||), piszemy krotko, ze E jest przestrzenia unormowana.

\

Zgodnie z nieréwnoscia tréjkata ||z|| = ||z —y+y| < ||z —y[/+|y|. Stad wynika,
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ze |l2]) — llyll < ll — | i symetrycznie lyl| — la]] < [l — yll co daje

el =yl < [l =yl (7.2)

Przyktad 7.2. Modul (warto$¢ bezwzglgedna) jest norma w R. Moéwiac, ze R jest prze-
strzenig unormowana, bedziemy mieli na mysli pare (R, |-|), gdzie |-| jest odwzorowaniem
Rz |z| €R.

Przyktad 7.3. Niech (E1,|||,);- .-, (En,]],,) beda przestrzeniami unormowanymi. Dla
x=(x1,...,2,) € E = Ey X ... X E, kladziemy

Izl = lleal? + ..+ a2 € Ro, 13)
lzlly = llz1lly +-- -+ [znll, € Ro, (7.4)
[zl = max{|lz;|, : i=1,...,n} €Rq. (7.5)
W szczegblnosei, gdy Fh = Eo = ... = E,, =Rorazz = (z1,...,2,) € R, to
lall, = /23 + 23+ ...+ 22, 7.6)
lzll, = |lz1] + |z2| + ... + |Znl, (7.7)
lzll, = max{|z1], |z2], ..., [®al}- (7.8)

Norme (Z.6) nazywamy normq euklidesowq.

Jako ¢wiczenie proponujemy wykazanie, ze kazda z funkcji [|-[|, , [l , [|l| ; jest norma
w E. Najtrudniejsza do wykazania jest nieréwnos¢ tréjkata dla normy: ||-||,. Do jej wykazania
proponujemy skorzystaé z nieréwnos$ci Minkowskiego, tzn. nieréwnosci (Z.22)), ktéra bedzie
zaprezentowana na str. 233l Kazda z tych norm nazywa si¢ normq produktowq.

Zawezenie normy

Jesli (E, ||-||) jest przestrzenia unormowana, F' podprzestrzenia E, to
Ill7 : F> 2w x| € [0, +00)

jest norma na F'i t¢ norm¢ nazywamy zawgzeniem lub zaciesnieniem normy do pod-
przestrzeni F'.

Metryka wyznaczona przez norme

Pokazemy teraz, jak w naturalny sposéb utworzy¢ z przestrzeni unormowanej
przestrzef metryczna.
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Twierdzenie 7.4. W przestrzeni unormowanej (E, ||-||) funkcja
p:EXxE3(xy) = plry) =z -yl €Ro (7.9)
Jjest metrykq w E.

Dowdéd. Dodatnio$¢ i symetria funkcji p wynikaja wprost z definicji normy. Do
wykazania nieréwnosci tréjkata wezmy dowolne punkty z, y, z € E i zauwazmy, ze

plz,y) =l =yl =l =2+ 2 -yl <z =zl + |z = yll = p(z, 2) + p(2,9),
co koficzy dowdd. O

Przyktad 7.5. Metryki po, po, p (zob. ©.24), str.213) sa wyznaczone odpowiednio przez
normy |-

o’

Lo 11l

Metryke p zdefiniowana w (Z.9) nazywamy metrykq wyznaczong lub generowang
przez normg. Z kolei metryka p wyznacza jedyna topologi¢ 7, w przestrzeni £. M6-
wiac wigc o metryce (topologii) w przestrzeni unormowanej, mamy zawsze na mysli
te jedyna metryke (topologi¢). Zauwazmy jeszcze, ze:

(1) zacie$nienie normy indukuje metryke i topologi¢ indukowana,

(2) norma produktowa indukuje metryke i topologi¢ produktowa,

(3) w R przyjmujemy topologi¢ naturalna, tzn. topologi¢ wyznaczona przez norme
R >z +— |z| € [0,+00),za8 w E X E, R x E przyjmujemy zwykle normy
produktowe.

Roéownowazno$¢ norm

Czesto okazuje sig, ze zastapienie jednej normy inna, ale réwnowazna, znacznie
upraszcza prowadzone rozwazania. Przyklady takich rozwazaf pojawia si¢ w dalszej
czedci tej ksiazki.

Niech ||-||;, |||, beda normami w przestrzeni wektorowej X.

Definicja 7.6 (réwnowaznosci norm). Méwimy, ze normy ||-||;, ||-||, sa réwno-
wazne, gdy istnieja takie state dodatnie m, M, ze dla kazdego x € X zachodza
nieréwnosci:

m |, < lllly < Mz, (7.10)

Réwnowazno$¢ norm jest relacja rownowazno$ciowa. Metryki wyznaczone przez

normy réwnowazne sa metrykami réwnowaznymi i normy réwnowazne wyznaczaja
te sama topologie w X . Zatem, jesli jakie$S odwzorowanie f : X — Y z przestrzeni
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unormowanej X do przestrzeni unormowanej Y jest ciagte przy jednym wyborze
norm (w X 1Y), to po zmianie tych norm na normy réwnowazne tez jest ciagle.

Stwierdzenie 7.7. Odwzorowania

E >z~ |z|] €R, (7.11)
ExE>(z,y)—»z+yeckE, (7.12)
RxE>(MNzx)— X ek (7.13)

sa ciagle.

Dowdd. Ciagtos¢ (i to jednostajna) odwzorowania (ZIT) wynika natychmiast z
nieréwnosci (7.2)), str. 243
Dla (zo,y0) € E x E i(z,y) € E jest

0< (@ +y) = (xo +yo)ll < llz = ol + lly — wol,

skad wynika ciagto$¢ odwzorowania (7.12).
Dla A, Ao € R mamy

0 < p(Az, Aozo) = [[Az — Aozol| < [A[ [z — @oll + [A = Ao [|zol|,
a stad wynika ciagto$¢ odwzorowania (Z.13)). O
Twierdzenie 7.8. W przestrzeni RF wszystkie normy sq réwnowazne.

Dowdd. Niech ||-|| bedzie dowolna norma w R, Wykazemy, ze jest ona réwno-
wazna normie ||-||,.

Niech ey, ..., e, bedzie baza kanoniczna przestrzeni RF. Dla dowolnego wektora
= (x1,...,7;) € RFmamy 2 = x1e; + ... + xpep. Zatem

[zl = llzrer + o+ @il < [zallea]] + -+ [nl [lex]] < T, ,
gdzie T' = max{|le1]|, -, ||ex||}. Stad wynika ciagtosé funkcji
[ Rpoze f(z):=lz] € R,
poniewaz

[f (@) = F@ = [l =yl < llz = yll < Tz =y, -
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Funkcja f osiaga kres gérny M > 0 i kres dolny m > 0 na zbiorze
Si={zreR": [all, =1},

bo jest ciagla, przyjmuje tylko dodatnie wartosci na zbiorze S i zbidr .9, jako do-
mknigty i ograniczony, jest zwarty. Zatem dla x # 0 mamy

X

el S M) = (mllzll, < lzfl < Mzl ,
<

m<|

co koficzy dowdd. O

Wnhniosek 7.9. W dowolnej, skoriczenie wymiarowej, przestrzeni wektorowej wszyst-
kie normy sq rownowazne.

Dowdd. Niech (E, ||-||) bedzie unormowana, k-wymiarowa przestrzenia wektoro-
wa iniech ey, ..., e, bedzie baza tej przestrzeni. Wtedy odwzorowanie

I: Rkale(x) = (21,...,2k) > x161 + ...+ xR € E

jest izomorfizmem (zob. definicja str. 253)) przestrzeni skoficzenie wymiaro-
wych. Pozwala ono identyfikowaé k-wymiarowg przestrzen E z przestrzenia eukli-
desowa R¥. Do zakoriczenia dowodu wystarczy zauwazy¢, ze odwzorowanie

iz : R 32— |I(2)] € Ro (7.14)
jest norma w RF i skorzysta¢ z twierdzenia [Z.8] str. o réwnowazno$ci norm
w przestrzeni R, O
7.2.

Przestrzenie Banacha

Przestrzenie Banacha to bardzo szeroka klasa przestrzeni, w ktérych ,,mozna upra-
wiaé” analiz¢ matematyczna. Istotna rolg odgrywaja tu trzy podstawowe cechy prze-
strzeni Banacha:

1. naich elementach mozna wykonywac podstawowe operacje algebraiczne, jakimi
sa dodawanie (odejmowanie) i mnozenie przez liczby (skalary), bo sa przestrze-
niami wektorowymi,

2. dziatania dodawania i mnozenia przez liczby sa dziataniami ciagltymi, bo topolo-
gia jest wyznaczona przez norme,
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3. postulowana w definicji (zob. definicja [Z.10) zupetno$¢ umozliwia wykazanie
waznych dla zastosowan twierdzen.

Definicja 7.10. Przestrzeri unormowang (FE, ||-||) nazywamy przestrzeniq Bana-
cha, gdy jako przestrzefi metryczna (E, p), z metryka p wyznaczona przez norme
(zob. (Z.9), twierdzenie [7.4] str.244]), jest przestrzeniag metryczna zupeina.

4 )

Stefan Banach
Ur. 30 marca 1892 w Krakowie
Zm. 31 sierpnia 1945 we Lwowie

Banacha zaliczamy do tworcéw wspotczesnej analizy
funkcjonalnej. Uzyskat tez znaczgce wyniki z teorii
przestrzeni wektorowych topologicznych, teorii miary
i catki oraz szeregéw ortogonalnych. Zaliczany jest do
grona najwybitniejszych matematykéw polskich.

.

Przyktad 7.11 (przestrzeii trywialna). Na przestrzeni trywialnej £ = {0} mozna okre§li¢
tylko jedna norme — jest nig norma zerowa. Przestrzen E z metryka wyznaczong przez tg
normg¢ jest zupetna. Zatem przestrzefi trywialna jest przestrzenia Banacha.

Przyktad 7.12. Przestrzeni R"”, niezaleznie od wyboru normy, jest przestrzenia Banacha.

Twierdzenie 7.13. lloczyn kartezjariski przestrzeni Banacha jest przestrzeniq
Banacha.

Dowdd. Niech (Eu,|-|l{),---,(En,||,) beda przestrzeniami Banacha. Ozna-
cza to, ze kazda z przestrzeni Ej z metryka p; wyznaczong przez norme ||-[|; jest
przestrzenig zupelna. Stad, zgodnie z twierdzeniem Str. przestrzeii F :=
Ey x ... x Ey, jako iloczyn kartezjanski przestrzeni metrycznych zupetnych, jest
przestrzenia zupelna, a wigc jest przestrzenia Banacha. O

Twierdzenie 7.14. Kazda domknieta podprzestrzen przestrzeni Banacha E jest
przestrzeniq Banacha.
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Dowod. Niech F' bedzie domknigta podprzestrzenia przestrzeni Bancha E. Na
mocy twierdzenia[6.72] str. F jest przestrzenia zupelna, co koriczy dowéd. [

Bardzo waznymi przyktadami przestrzeni Banacha sa przestrzenie, w ktérych wek-
torami sa funkcje. W szczegdlnosci, gdy dziedzing rozwazanych funkcji jest zbior
liczb naturalnych N, to takie przestrzenie nazywane sa przestrzeniami ciqgow.

Klasyczne przestrzenie funkcyjne

Niech X # () bedzie dowolnym zbiorem i (E, ||-||) przestrzenia unormowana.
Przestrzen

B(X;E):={f: X — E: f jestograniczona} (7.15)

z naturalnymi dziataniami dodawania i mnozenia przez liczb jest przestrzenia wek-
torowa nad cialem R.

Kazdej funkcji f € B(X; E) mozemy przypisaé nieujemna liczbe rzeczywista

£l x == sup{[lf (=)

Stwierdzenie 7.15. Odwzorowanie

|t 2€ X} dafeBX;E). (7.16)

Iy = B(X;E) > f = [Ifllx € [0,+00)
Jjest normqw B(X; E).

Dowdd. Dodatnio$¢ odwzorowania |-||  jest oczywista. Do sprawdzenia jedno-
rodnosci ustalmy A € Ri f € B(X; E). Wtedy

M llx = sup{[[Af (@)l - @ € X} =sup{[Al[|f(2)] - =€ X} =
= [Alsup{[[f (@)l - = € X} = [A[|f ()] x-

Wykazemy teraz nieréwnos¢ tréjkata. Dla f , g € B(X; E') mamy

If +gllx = sup{llf(x) + g(2)] : = € X} <sup{[lf(@)] + llg(2)] : =€ X} <
<sup{|[f (@)l : = € X} +supfllg(e)] : =€ X} =
= [IFllx +llgllx

co koniczy dowdd. 0

"Tzn. dla f,g € B(X;E), z € X oraz A € R definiujemy f + g oraz A f, kladac (f + g)(z) :=
f@) +g(x), (Af)(z) = Af(z)
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Piszac B(X; E), bedziemy mieli na mysli przestrzefi unormowana B(X; E') z nor-
ma dang wzorem (Z.16), kt6ra nazywa si¢ normq supremowaq.

Stwierdzenie 7.16. Niech X # () i niech (E, ||-||) bedzie przestrzeniq wektorowq
unormowang. Jesli f, - X — E, n =1,2,..., jest ciqgiem funkcji ograniczonych
i f: X — FE danq funkcjq, to nastepujace warunki sq rownowazne:

(a) fn zmierza jednostajniad do f, gdy n — oo
(b) f jest funkcjq ograniczong oraz f, — f, gdy n — oo, w przestrzeni B(X; E).

Dowdd. | @)= [@) |Zgodnie z definicja zbieznosci jednostajnej istnieje taka liczba
naturalna ng, ze

| fro(x) — f(z)|| <1 dlaze X.

Zatem
1F @) < [ fno (@) = f(@)]| + | fro (@) < 1+ [| fro

dla wszelkich = € X, co daje ograniczono$¢ f.
Jednostajna zbieznos$¢ ciagu { f,, }nen 0znacza, ze dla dowolnego £ > 0 istnieje
takie N € N, ze

1fn(z) — f2)]| < g dlan>N,zeX.
Zatem || f, — fllx < 5 <e dlan> N, co daje (b).
Zgodnie z definicja (Z.16) normy w B(X; E') zachodzi nier6wnosc:
1fn(z) = f@ < | fa—fllx dlazeX,
z ktérej wynika jednostajna zbiezno$¢ ciagu { fy, fnen. O

Stwierdzenie 7.17. Nastepujqace warunki sq réwnowazne:
(a) FE jest przestrzeniq Banacha,
(b) B(X; E) jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. | @= () | Niech { f,, }nen bedzie ciagiem Cauchy’ego w B(X; E), tzn.
ciagiem spetniajacym warunek:

Ve > 03N € NVp,q € Ny ||Ifp — follx <e.

Stad wynika, ze dla dowolnego = € X ciag {f,(z)}nen jest ciagiem Cauchy’ego
w F, gdyz

Vo € X Vp,q € Ny | fp(x) — fo(@)|| < [Ifp — fq”x <e. (1.17)

2Jednostajna zbiezno$¢ bedziemy czesto zapisywaé tak: f, = f, gdy n — oco.
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Na mocy @) ciag { fn(x)}nen ma granice w E. Niech

f(z):= lim f,(x) dlazeX.

n—oQ

Przechodzac w z q do nieskoficzonosci, otrzymamy
Ve >03dN e NVp > NVx e X.|fp(x) — f(z)] <e.

Stad wynika, ze f,, = f, gdy n — oo, co zgodnie ze stwierdzeniem [Z.16] str.
oznacza, ze f, — f, gdy n — oo, w przestrzeni B(X; E).

Dla dowodu zauwazmy, ze punkty przestrzeni £/ mozemy utozsamiaé
(identyfikowaé) z takimi funkcjami f € B(X; E), ktére sa state]. Méwiac bardziej
precyzyjnie, takie utozsamienie (oznaczmy je przez I) jest odwzorowaniem

I: Esaw(f: X2>z—a)eB(X;E).
Odwzorowanie I zachowuje norme, tzn.
[I(a)|lx =la|]| dlaae€ E. (7.18)

Jego obrazem jest domknigta podprzestrzen przestrzeni B(X; F), bo tylko funkcje
stale moga by¢ granicami ciaggéw funkcji statych. Domknigte podprzestrzenie prze-
strzeni Banacha sg przestrzeniami Banacha, wigc I(FE) jest przestrzenia Banacha.
Stad i z (Z.18)) wynika, ze E tez jest przestrzenia Banacha. d

Definicja 7.18. Niech (E, |-||z), (F,||-||) beda przestrzeniami unormowanymi.
Bedziemy méwili, ze odwzorowanie liniowe f : E — F jest izometriq, gdy za-
chowuje norme, tzn. gdy

Ve e E ||f(x)lp=llg-

Uwaga 7.19. Izometrie przestrzeni unormowanych zachowuja odlegtosci migdzy punkta-
mi. Istotnie, dla x,y € E' mamy

pr(f(2), f(y)) = If (@) = FW)llp = 1f (z =) p = llz = yllg = pe(z,y).

Z tego przeliczenia wynika, ze dla odwzorowar liniowych zachowywanie normy jest réwno-
wazne zachowywaniu odlegltosci pomigdzy punktami i ich obrazami.

*Funkcja f : X — F jest stata, tzn. w kazdym punkcie z € X przyjmuje te sama warto$¢ a € F.
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Bardzo wazna podprzestrzenia przestrzeni B(X; E) jest przestrzen
CB(X;E):={f € B(X;E): fjestciagta}.

Zanotujmy teraz kilka uwag dotyczacych stosowanych oznaczen.
(a) W dalszym ciagu piszac CB(X; F), bedziemy mieli na mysli t¢ przestrzefi z
normg supremowa, tzn. z normg indukowana z B(X; E).
(b) Gdy X jest przestrzenia topologiczng zwarta, to CB(X; ) = C(X; E), gdyz na
przestrzeni zwartej kazda funkcja ciagla jest ograniczona.
(c) Gdy E = R, to zamiast B(X;R), CB(X;R), C(X;R) piszemy odpowiednio
B(X),CB(X),C(X).

Stwierdzenie 7.20. Niech X # () bedzie przestrzeniq topologiczng i E przestrze-
niq unormowang.

Nastepujqce warunki sq rownowazne:
(a) E jest przestrzeniq Banacha,
(b) C(X; E) jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. Na mocy poprzedniej propozycji B(X; F) jest przestrzenia
Banacha. Z faktu, ze granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciagtych jest funk-
cja ciagta wynika, ze CB(X; F) jest domknigta podprzestrzenia B(X; E), a wigc
przestrzenia Banacha.

Jest taki sam jak w stwierdzeniu [Z.17 str. O

Przestrzenie ciagow

Przy ustalonym ciele K definiujemy nastgpujace przestrzenie ciagow:

[*°:= B(N,R),

c:={{z,} €1*: {x,} magranice w R},

co = {{zn} €1 : 2, —» 0, gdy n — oo},
co:={{zn}€l>*: AINeNVR >N z, =0}.

Wszystkie te przestrzenie sa podprzestrzeniami B(N, R), a wigc dziatania i norma
sa jednoznacznie okreslone.

Przestrzen [*° jest przestrzenia Banacha, bo R jest przestrzenia Banacha. Ten fakt
wynika ze stwierdzenia[Z17] str.

Przestrzenie ¢, cg jako domknigte podprzestrzenie przestrzeni Banacha [*° sg prze-
strzeniami Banacha.
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Przestrzen ¢y nie jest przestrzenig Banacha, bo nie jest przestrzenia zupetna. Istot-

nie, ciag
11 1

23
jest w [°° zbiezny do (0,1, %, ...), zatem jest ciggiem Cauchy’ego w [°°, a wigc
i w ¢p. Jednak w ¢ ciag ten nie jest zbiezny, co oznacza, ze ¢y nie jest przestrzenia
zupeltna. Nie jest wigc przestrzenia Banacha.
Bardziej ztozonym przykladem przestrzeni ciagdw jest przestrzen

an = (0,1, ,0,0,...),n=1,2,...

o0
= {{zn}nen s 2n ERdlan €Ni Y |zal < 400}, pe[0,+00)
n=0
Z norma

[ {@n tnen|| := (Z ’wn’p)%
n=0

jest przestrzenia Banacha.
Rozwazania dotyczace tej przestrzeni wykraczaja poza zakres tego podrgcznika.
Podamy jedynie bardziej sformalizowana jej definicje.

7.3.
Przestrzenie Hilberta

Niech E begdzie przestrzenia wektorowa nad R.

4 )
Definicja 7.21. Odwzorowanie

(|): ExE> (z,y) — (zly) €eR (7.19)

nazywamy iloczynem skalarnym w E, gdy
i) Vz,ye E (z|ly) = (y|z) — symetria,
() Vz,y,2 € E  (z+ylz) = (z]|2) + (y|2) — addytywnos¢,
(i) Vz,y € EVAeR (Azly) = A(z|y) — jednorodnosé,
(ivy VxeE z#0= (z|z) >0 — dodatniosé.

Gdy odwzorowanie (7.19) jest iloczynem skalarnym, to pare (E, (-|-)) nazywa-
my przestrzeniq unitarnqg. Méwiac o przestrzeni unitarnej, czgsto pomijamy drugi
element pary i piszemy krétko, E jest przestrzenig unitarna.

. y
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Lemat 7.22. Jesli E, (-|) jest przestrzeniq unitarnq i

|| := v/ (z|x) dlaxeE, (7.20)

to dla dowolnych x,y € FE zachodzq nierownosci:

|(z[y)

\ ] |yl — nieréwnos$¢ Schwarza, (7.21)
lz + yll

NN

|zl + lyll - nieréwnos¢ Minkowskiego. (7.22)

Dowod. Ustalmy z,y € E. Jesli y = 0, obie nieréwnoSci sa oczywiste. Zatézmy,
ze y # 01 weZmy

vi=1T — (w|y)2y el
[yl
Mamy teraz
(ly)y (z[y)y =ly)y, (=ly)y
0 < (olo) = (ale) — (ol S0 ) - (£ ) o (0 )
[yl Iyl Il llyll
2
2 ol (z[y) (z[y) 2 _ (zly)
= [zl” = 2—5 (zly) + ——7—Wly) = llz|" = —5
lyll 1yl Iyl
co daje nier6wno$¢ Schwarza. Teraz mamy
le+ylI* = (z + ylz +y) = 2 + 2(=ly) + [y]* <H
2 2
<z + 2zl gl + Ny 1* < (lzll + lyl)?,
co daje nieréwnos¢ Minkowskiego. O

Stwierdzenie 7.23. Jesli E jest przestrzeniq unitarng, to odwzorowanie

Esz e |z|| =V (z|z) € Ry (7.23)
Jjest normq na E.

Dowdd. Dodatnio$¢ i jednorodno$é normy (Z.23) wynika z dodatniosci i jedno-
rodnosci iloczynu skalarnego.
Nieréwnos¢ trojkata wynika z nieréwnosci Minkowskiego. O

*Tu korzystamy z nieréwnosci Schwarza.
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Moéwiac o normie w przestrzeni unitarnej, mamy zwykle na mysli norme ([Z.23)).
Z kolei, tak samo jak w przypadku przestrzeni unormowanej (por. str. 244), méwiac
o metryce (topologii), mamy na mysli metryke (topologi¢) wyznaczona przez t¢ nor-
mg. O normie (Z.23]) (metryce i topologii przez nia wyznaczonej) méwimy, ze zostata
wyznaczona przez iloczyn skalarny. Tak wigc kazda przestrzen unitarna jest przes-
trzenia unormowana, a wigc i metryczna, i topologiczna. Bardzo wazng role odgry-
waja te przestrzenie unitarne, ktére jako przestrzenie unormowane sg przestrzeniami
Banacha. Nazywamy je przestrzeniami Hilberta.

N 3

David Hilbert
Ur. 23 stycznia 1862 w Krélewcu
Zm. 14 lutego 1943 w Getyndze

Matematyk niemiecki. Zajmowat sie algebraiczng teorig
liczb, teorig réwnan catkowych, zagadnieniami rachunku
wariacyjnego, podstawami geometrii i logiki
matematycznej oraz problemami fizyki matematyczne;.
W roku 1900 Hilbert przedstawit 23 problemy dotyczace
podstawowych, wedtug niego, kierunkéw badan

\matematycznych.

Definicja 7.24 (przestrzeni Hilberta). Méwimy, ze przestrzen unitarna E jest
przestrzeniq Hilberta, gdy E jako przestrzefi unormowana, z norma wyznaczona
przez iloczyn skalarny (7.23), jest przestrzenia Banacha.

Przyktad 7.25. Niech z = (z1,...,2n), y = (Y1,--.,yn) € R™. Przestrzedd R™ z iloczy-
nem skalarnym

(])o: Ry X R" 3 (z,y) = (z[y)o :=m1y1 + ... + Tpyn €R (7.24)

jest przestrzenia Hilberta. Przy takim iloczynie skalarnym nieréwnosci (Z.21)), (Z.22)) z lematu
str. 2331 maja postaé

|11 + ..o+ Zpyn| < \/gc%—f—...—l—a:%\/y%—i—...—l—y%, (7.25)
< llzlls + ol » (7.26)

gdzie ||-||, jest norma w R™ zdefiniowana przez (7.6). Nier6wno$é Minkowskiego jest nie-
rownoscig trdjkata dla tej normy.

Iz +yll,



m 7.4. Odwzorowania liniowe i wieloliniowe ciagte

7.4.
Odwzorowania liniowe i wieloliniowe ciagle

Niech E, F' beda unormowanymi przestrzeniami wektorowymi.

( )

Definicja 7.26. Odwzorowanie f : E — F nazywamy odwzorowaniem linio-
wym (funkcjonatem liniowym, gdy F' = R), gdy dla dowolnych z,y € EFi A € R
@) flz+y)=f(=)+ f(y) — addytywnos¢,
(1) f(A\x) = Af(z) — jednorodnosé.
Odwzorowanie liniowe f : E — F nazywamy izomorfizmem, gdy jest wzajem-
nie jednoznaczne.

Stwierdzenie 7.27. Dla dowolnego odwzorowania liniowego f : E — F naste-
pujace warunki sq réownowazne:
(a) f jest odwzorowaniem ciagtym (w kazdym punkcie),
(b) f jestciagle w jakims$ punkcie a € F,
(c) f jest ciagte w punkcie 0,
(d) f jestograniczone w pewnym otoczeniu punktu 0,
(e) istnieje taka stata M > 0, ze dla dowolnego = € F, takiego ze ||z|| < 1, zachodzi
nieréwnos$¢ || f(z)|| < M,
(f) istnieje taka stata M > 0, ze || f(z)|| < M ||z||,dlax € E,
(g) f jest jednostajnie ciagte.

Dowdd. Ta implikacja jest oczywista.

Dla dowodu wezmy dowolny ciag {z, }»en zbiezny do punktu 0 i za-
uwazmy, ze T, + a — a. Z ciagtosci f w punkcie a i liniowosci f wynika, ze
f(zn) + fla) = f(zn +a) — f(a). Stad wynika, ze f(z,) — 0 = f(0), bo kazde
odwzorowanie liniowe przyjmuje w zerze wartoS¢ zero.

Dla dowodu tej implikacji wystarczy zastosowac definicj¢ Cauchy’ego
ciagtosci f w punkcie 0. .

(d)= (e) | Warunek (d) oznacza, ze istniejq takie state M > 0, r > 0, ze

|z < 7 = ||f(2)] < M. (7.27)

Jesli ||z|| < 1,to ||rz|| < r.Zatem z (Z.27) i jednorodnosci wynika, ze || f (rz)|| < M,

wiee |If(2)] < M := L.

T
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(e)= (f) | Dla dowodu tej implikacji weZzmy dowolne =z € E. Jesli x = 0, to

nierownos$¢ jest oczywista. Jesli z # 0, to

(

gdzie M jest stala postulowana w punkcie (e).
(f)= (g) | Wobec liniowosci f i zatlozonego warunku (f) mamy

1F () = F) = 1f (z =)l < M ||z —y]|.

Stad jednostajna ciagtos$¢ f jest prostym wnioskiem.
(g)= (a) | Ta oczywista implikacja konczy dowdd. O

T

(el

‘ - 1) = (Hf (niu)H < M) — (/@) < Mjz]),

Przestrzen odwzorowan liniowych ciaglych

Niech E, F beda przestrzeniami wektorowymi unormowanymi nad cialem R. Ce-
lem naszych najblizszych rozwazafi bedzie przestrzen L(E; F'), ktérej elementami sa
odwzorowania liniowe ciagle, tzn.

L(E;F) :={f: fjestciagtym odwzorowaniem liniowym z E do F'}.

Przestrzen ta, wraz z naturalnymi dzialaniami dodawania odwzorowan i ich mno-
zeniem przez liczby, jest przestrzenia wektorowa nad ciatem R, bo zaré6wno w wy-
niku dodawania, jak tez i mnozenia odwzorowan liniowych ciaglych przez liczby
otrzymamy odwzorowanie liniowe ciagle. Aby zdefiniowa¢ normg, dla dowolnego
f € L(E; F) ktadziemy

1fI:= sup{[lf(x)] : [l <1} (7.28)
Stwierdzenie 7.28. Odwzorowanie
L(E;F)> f—|f]l €[0,400), (7.29)
gdzie || f|| dane jest wzorem [L.28), jest normq.

Dowdéd. Dodatnio$¢ odwzorowania ([7.29) jest prosta konsekwencja definicji (Z.28).
Do sprawdzenia jednorodnosci ustalmy A € Ri f € L(E; F'). Wtedy

IMfIF = sup{[|Af ()] =l <1} = M[sup{l[f ()] = [l < 13 = [A[]I£]]-
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Wykazemy teraz nieréwnos¢ tréjkata. Dla f, g € L(F; F') mamy

1+ gl = sup{|[f(z) + g(2)] = |z <1} <
<sup{[[f(@)] = llzll <1} +sup{llg()]| : [l=ll < 1} = [[f] +llgll

co koniczy dowdd. O
Zatem L(E; F') posiada naturalng strukture przestrzeni unormowane;j.

Przyktad 7.29. Niech £ = R*, F = R. Wéwczas odwzorowania liniowe f : E — F sa
postaci
f(@) = a1z + ...+ apxy, = (alz)e dlaz = (z1,...,2,) € R,

gdzie a = (ay,...,a,) € R*. Norma f zalezy od tego, jaka norme przyjmiemy w R*. Gdy
w R* przyjmiemy norme euklidesowa, to

171 = llall, = \Ja? + ..+ .

Istotnie, stosujac nieréwnos$é Schwarza (zob. (Z.2Z1)), otrzymamy

1F1 = sup{[lf ()] = ll=ll < 1} = sup{[l(alz)]| : [=] <1} <
< sup{lfafl =]} : o <1} < llall -

Stad || f]| < [lall.

Punkt
a

= lall,

jest punktem sfery jednostkowej, w ktérym

ﬂﬂf(a) L fa)= 2 @tadt.. )=,

lall lall, lall,

Stad wynika, ze ||f|| > |la|,, co wobec zachodzenia nieréwnosci przeciwnej oznacza, ze

1£1 = llall-

Twierdzenie 7.30. Jesli wymiar przestrzeni (E, ||-||) jest skoriczony i odwzorowa-
nie f : E — F jest liniowe, to f € L(E; F).

Dowadd. Dla dowodu wystarczy wykazac, ze f jest ciagle.

Niech k£ € N bedzie wymiarem przestrzeni F i niech eq, ..., e; bedzie jakakol-
wiek jej baza. Postgpujac podobnie jak w dowodzie wniosku str. 246l o réwno-
waznos$ci norm w przestrzeniach skoiczenie wymiarowych, zauwazmy, ze odwzoro-
wanie

I: RfFsz= (x1y...,xK) — x1€1 + ...+ 2] € E
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jest izomorfizmem przestrzeni R* i E i ze odwzorowanie (7.14) pozwala identyfiko-
waé norme ||-|| w przestrzeni £ z norma

R¥ 5z — ||I(z)] € Ry w przestrzeni R,

Stad wynika, ze mozemy ograniczyé¢ dowéd do przypadku E = R”.
Jesli e, ..., ey jest baza kanoniczng R¥, to dla x = (21, ..., x;) € R¥ mamy

f@) = f(z1,...,2r) = f(z1e1+ ... + xer) = x1f(e1) + ... + xxf(ex).

Stad

IF @I < lwal 1F ()] + - - 4 x| [1f (er) | < M|, ,
gdzie M = sup{||f(e1)|,..., | f(ex)|/}. Zatem odwzorowanie f, jako odwzorowa-
nie z (R, ||-||,) do E, jest ciagte, co wobec réwnowaznosci norm w R oznacza
ciagtos$¢ f, niezaleznie od wyboru normyE]. O

Gdy E = R*, F = R, to odwzorowanie liniowe f jest jednoznacznie wyzna-
czone przez | X k wymiarowa macierz i zgodnie z twierdzeniem [7.30] str. jest
ciagle. Jednak znalezienie efektywnych wzor6w na norme¢ f jest zadaniem znacznie
trudniejszym niz w przypadku gdy | = 1.

W przeciwienstwie do przestrzeni skoficzenie-wymiarowych moze sie zdarzy¢, ze
warto$¢ normy odwzorowania liniowego ciagtego nie jest przyjmowana w zadnym
punkcie sfery jednostkowe;.

Przyktad 7.31. Odwzorowanie
f:a)a{xn}eix—"eﬂ%
n=0 2n

jest ciagta formg liniowa, || f|| = 2, ale || f(z)|| nie przyjmuje wartosci 2 w zadnym punkcie
z sfery jednostkowe;j.

Stwierdzenie 7.32. Dla dowolnego f € L(E; F) mamy
@ [[f@I <|fllllzl| dlaxe€ E,
®) [[fll=inf{M >0: [|f(z)| < M|z|| dlazxeE}
©) |Ifll =sup{|lf(z)|| : ||z|]| = 1}, o ile E nie jest przestrzeniq trywialnq.

SDla poréwnania proponujemy zapoznanie si¢ z innym dowodem tego twierdzenia (zob. dowéd
pierwszej czesci twierdzenia [Z43] str. 264).



@ 7.4. Odwzorowania liniowe i wieloliniowe ciagte

Dowdd. Do sprawdzenia nieréwnosci (a) wezmy F 3 x £ 0. Wtedy

(Il <) = (7 (&) <) = ason < s,

Niech
A:=inf{M >0: ||f(2)]| < M|z| dazxcec E}.

Z wykazanego warunku (a) wynika, ze A < || f||. Przypus¢my, ze A < [|f|| i weZmy
jakiekolwiek A, takie ze A < A < || f||. Dla tak wybranego A mamy

(@I < Allzll dlaz e B)= (If] <A< |f]),

‘ x
[l

co daje sprzecznos¢.
Do wykazania réwnosci (c) zauwazmy, ze gdy 0 < ||z|| < 1, to

Lf ()] x
1f (@)l < =||f :
[ed] (el
Stad || f|| < sup{||f(x)| : ||z|| = 1}. Nier6wnos¢ przeciwna jest oczywista. O

Twierdzenie 7.33. Jesli F' jest przestrzeniq Banacha, to L(E; F) jest przestrze-
niq Banacha.

Dowéd. Niech {f,}nen bedzie ciagiem Cauchy’ego w L(E; F'). Biorac ¢ > 0
oraz p,q € N, zauwazmy, ze

1fp = foll <& = lfo(2) = fo(@)| <ellzl]  dlaze E. (7.30)

Stad wynika, ze przy ustalonym x € E ciag { f,(x) }nen jest ciagiem Cauchy’ego.
Wobec zupetnosci F' ma on granice f(x) := lim, o fn(z) dlaz € E.
Z uwagi na to, ze

flaw, By) = T fo(ax + fy) =

odwzorowanie f jest liniowe.
Z réwnowaznosci (Z.30) i warunku Cauchy’ego otrzymujemy lokalnie jednostajna
zbieznos¢ ciagu { fy, fnen. Zatem f jest ciaglym odwzorowaniem liniowym.
Wobec réwnowaznosci (Z.30) zatozony warunek Cauchy’ego ma postaé

Ve>03INeNVp,g=>2N: VeeE |fplz)— folz)| <elx].

(O‘fn(x) + Bfn(y» = Oéf(.%') + 5f(y)

lim
n—oo

Przechodzac z q do +oco i ponownie korzystajac z réwnowaznosci (Z.30), wykazuje-
my zbiezno$¢ ciagu { fy, }nen do f w przestrzeni L(E; F). O

SKorzystamy tu z twierdzenia o ciaglosci granicy lokalnie jednostajnie zbieznego ciagu funkcji cia-
glych.
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7.5.
Izomorfizmy przestrzeni unormowanych

Niech, jak poprzednio, F,F' bgda unormowanymi przestrzeniami wektorowymi
nad tym samym ciatem. W naszych rozwazaniach zaktadamy, ze tym ciatem jest R.

. ™
Definicja 7.34. Odwzorowanie liniowe f : F — F nazywamy izomorfizmem
przestrzeni unormowanych (izomorfizmem topologicznym) E i F', gdy spetnia na-
stepujace dwa warunki:

1. f jest bijektywne,

2. fEL(E;F)if e L(F;E).
Zbiér izomorfizméw przestrzeni F i F' oznaczamy przez Isom(E; F'). Gdy E, F
sg przestrzeniami Banacha (Hilberta), to elementy przestrzeni Isom(E; F') nazy-
wamy izomorfizmami przestrzeni Banacha (Hilberta).

N

Stwierdzenie 7.35. Dla odwzorowania liniowego bijektywnego f : E — F na-
stepujqce warunki sq rownowazne:
(i) fjest izomorfizmem przestrzeni unormowanych,
@) Im>0, M >0 : mlz| <||f(2)]| < Mlz| dazxeckE.

Dowad. | ()= (ii) | Stata M istnieje, bo f € L(FE;F) (zob. stwierdzenie [1.27]
pkt. (f), str. 233). Z kolei f~! jest ciagle, wiec istnieje taka stala k > 0, ze

1) <kllyl dlayeF. (7.31)
Stad, biorac z = f~!(y), otrzymamy ||z|| < k || f(z)|| i dla m = } nieréwnos¢:
mllz[ < |[f(2)] dlazeE.
Ciagtos¢ f wynika z zatozonej w (ii) nieréwnosci:
@I < Mle]| diaze E.
Biorac y = f(x), otrzymamy m Hffl(y)H < |lyll, codla k = L daje
[ Wl <klyl dayeF

i koficzy dowdd.
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Przypomnijmy, ze gdy przestrzenie E, F' sa skoficzenie wymiarowe, to kazde od-
wzorowanie liniowe f : E — F jest ciagte. Stad wynika, ze jeSli odwzorowanie
liniowe f jest wzajemnie jednoznaczne, to f jest izomorfizmem topologicznym.

Gdy wymiary przestrzeni F, F' s nieskoriczone, to nie kazde odwzorowanie linio-
we f: E — F jest ciagte. Istnieja tez przyktady odwzorowan liniowych ciagtych
i wzajemnie jednoznacznych, ktére nie sa izomorfizmami topologicznymi.

Przyktad 7.36. Odwzorowanie

~ 1 -
f 1Co 2 {xn}nEN = {mxn}nel\l € ¢

jest liniowe, ciagle i wzajemnie jednoznaczne; || f|| = 1 i f~! nie jest ciagle.

W tym przyktadzie przestrzen E = F' = ¢ jest przestrzenia unormowana, ale nie
jest przestrzenia Banacha.

Twierdzenie 7.37 (Banacha). Jesli E, F' sq przestrzeniami Banacha i i odwzoro-
wanie liniowe f : E — F jest ciggte i wzajemnie jednoznaczne, to f~' € L(F; E).

Dowod. Dowdd tego twierdzenia mozna znaleZ¢ np. w [2]], str. 126. O

7.6.
Odwzorowania wieloliniowe ciagle

Niech Fjy, ..., Ey, F' beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym cialem.
W naszych rozwazaniach bedzie to cialo R. Dla przypomnienia podamy teraz defini-
cje odwzorowania k-liniowego.

Definicja 7.38. Méwimy, ze odwzorowanie f : F := F] x ... X £}, — F jest
k-liniowe, jesli jest liniowe ze wzgledu na kazda ze swoich zmiennych, tzn. wtedy,
gdy dla dowolnego (aq, .. .,ax) € E kazde z odwzorowari

E;>x;— f(al,...,6i—1,Ti,Qix1,...,a), i=1,...,k
jest liniowe.

Aby méwié o ciagloSci odwzorowan wieloliniowych, zaktada¢ bedziemy, ze prze-
strzenie Fy, ..., E, F' sa unormowane i w iloczynie kartezjaiiskim przyjmowac be-
dziemy norme¢ produktowa, tzn. jedng z rOwnowaznych norm zdefiniowanych w przy-
ktadzie[7.3] str.
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Stwierdzenie 7.39. Niech E, ..., Ey, F bedq przestrzeniami wektorowymi unor-
mowanymi. Dla dowolnego odwzorowania k-liniowego f : E1 X ... X B — F
nastepujgce warunki sq réownowazne:

(a) f jest ciggte (w kazdym punkcie),

(b) f jest ciggte w jakims punkcie a € Fq X ... X Ey,
(¢) f jest ciggte w punkcie 0,

(d) f jest ograniczone w pewnym otoczeniu punktu 0,
(e) istnieje takie M > 0, Ze

(i € By ||zl <1 dlai=1,....k)= (|f(z1,...,2x)|]| < M),
(f) istnieje takie M > 0, Ze
|lf(x1, . zp)|| S M ||eg| - ... ||lzkl]  dla (x1,...,28) € By X ... X E.
Dowdd. Dowody implikacji (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (f), z niewiel-
kimi zmianami, sg takie same jak analogicznych implikacji wystgpujacych w stwier-

dzeniu[7.27] str.

(f)= (a) | Ta implikacja jest nieco trudniejsza do udowodnienia. Do jej wykazania
ustalmy @ = (z1,...,25) € F:= Ey x ... x Epiciaga” = (2f,...,2}) € E
zbiezny do z. Odejmujac i dodajac odpowiednie sktadniki, otrzymamy

1f(@”) = f@) =[], 2f) — fzr,. .o @) <

< ||f($?,,33%) —f($1,x5,a?%)\|+

+||f(l'1,l’5,,l‘%) - f($17$2)$§7'-'axZ)|| +
+...+ ||f($1a"'al‘k—17$Z) —f(1‘1,a$k)|| <
S Mlzy =zl [|#7]] - ol + -+ Ml - | g — ]

Stad dostajemy zbieznos¢ || f (") — f(x)| do 0, gdy ¥ — oo, a to oznacza, ze

F(a") = f(x), gdya” = a.

Zatem odwzorowanie f jest ciagte w punkcie x, co wobec dowolnosci wyboru punktu
x oznacza ciagto$¢ f w kazdym punkcie przestrzeni . 0

Przestrzen odwzorowan wieloliniowych ciaglych

Niech, jak poprzednio, ' = F4 X ... X E} bedzie iloczynem kartezjariskim prze-
strzeni wektorowych unormowanych. Wraz z naturalnymi dziataniami dodawania od-
wzorowan i mnozenia ich przez skalary (liczby) przestrzen

L(Ey,...,E; F):={f: fjestk-liniowe, ciagte}
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jest przestrzenia wektorowa.

Gdy By = ... = Ej,toprzestrzen L(E1, ..., Ey; F') oznaczana jest przez Ly, (E; F).

Podobnie jak w przypadku przestrzeni L(E; F), dla f € L(E\,..., Ey; F) defi-
nivjemy normeg:

WFN == sup{||f(x1,...,xn)|| : i € E;, ||zi]| <1, i =1,...,n}. (7.32)

Uwaga 7.40. Gdy kazda z przestrzeni Ej, ..., E} jest nietrywialna, to w definicji normy
(Z.32) kule jednostkowe {||z;| < 1} mozemy zastapié¢ sferami {||z;|| = 1},7 =1,..., k.

Stwierdzenie 7.41. Jesli f € L(E1,...,Ex; F), to
@ | f(z1,-.ze) < NIzl - N2kl dlax; € By i=1,...,k,
®) [[fll=mf{M >0 [|f(z1,....zp)l| < M llza] .. - |2
dlax; e Ej,i=1,... k.

Twierdzenie 7.42. Jesli F' jest przestrzeniq Banacha, to L(Ey, ..., Ey; F) te?
Jjest przestrzeniq Banacha.

Dowod. Dowdd tego twierdzenia jest, z niewielkimi zmianami, taki sam jak do-
wod analogicznego twierdzenia dla przestrzeni £(F; F') (zob. twierdzenie [Z33] str.
259). O

Przyktad 7.43. Niech (E, (+|-)) bedzie przestrzenig unitarng. Wtedy odwzorowanie
([): ExE>(z,y)— (zly) R

jest dwuliniowe i jego norma jest rowna 1. Istotnie, z nieréwnosSci Schwarza otrzymujemy
nieréwnosé ||(-|)|| < 1. Z drugiej strony

|(@]z)] = 1] =l dlaze k.
Stad ||(:|-)|| = 1, co wobec zachodzenia nieréwnosci przeciwnej oznacza, ze ||(-|-)|| = 1.

Przyktad 7.44. Niech E, F', G beda przestrzeniami unormowanymi. Wtedy sktadanie od-
wzorowan liniowych, tzn. odwzorowanie

o: L(E;G) x L(E;F) 3 (f.9) = go [ € L(E;G),

jest dwuliniowe ciagte.
Dwuliniowos¢ jest prosta do wykazania. Do wykazania ciaglosci zauwazmy, ze dlax € E
zachodza nieréwnosci:

Itg o @) = llg(f @Dl < gl llf @) < gl A1 ]l
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Stad wynika, ze
lgo fIl< gl IfIl dla (f,g) € L(E;G) x L(E; F),
co koriczy dowdd ciaglo$ci odwzorowania ,,0” (zob. stwierdzenie[7.39] pkt.[f str.262).

Podobnie jak dla odwzorowari liniowych (zob. twierdzenie [Z.3Q] str. praw-
dziwe jest nastgpujace

Twierdzenie 7.45. Niech E, ..., Ey, F bedq przestrzeniami unormowanymi i niech
f: E1 x...x Ey = F odwzorowaniem k-liniowym.
Jesli En, . .., Ey, sq skoriczenie wymiarowe, to f € L(Eq, ..., Eg; F).

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem k.
Dla ustalonego odwzorowania liniowego f : Fy — F' definiujemy na E;
norme’
[lly o= llzll + [ f @) dlaz e By, (7.33)

ktéra nazywamy normq wykresu. Przestrzen E, jest skoficzenie wymiarowa, wigc
norma (Z.33)) jest réwnowazna normie wyjSciowej na E1. Zatem istnieje takie M >
0, ze

2l = Nl + [1F @I < [l + 1] < M| dla 2 € Ey.

Stad wynika, ze ||f(z)|| < (M — 1)||z||. Zatem f jest ciagtell, co oznacza, e dla
k = 1 twierdzenie jest prawdziwe.

(k-1)= k |Dla z; € E; definiujemy (k — 1)-liniowe odwzorowanie

g(xl):E2><...xEkB(mg,...,xk)%f(xl,...,xk)GF.

Na mocy zatozenia indukcyjnego g(x1) € L(FEa, ..., Eg; F) i otrzymujemy odwzo-
rowanie
g: El > — g($1) € ﬁ(EQw"ka;F)?

ktére jest liniowe. Korzystajac teraz z pierwszego kroku indukcji, otrzymujemy
lgCz)ll < llgl llzall dla 2y € By, (7.34)

co w polaczeniu z zatozeniem indukcyjnym daje nierdwnos$¢:

lg(zr) (e, . xp) | < gzl llzall - - - - ol

"Sprawdzenie, ze jest to norma, pozostawiamy czytelnikowi.
8Tu mozna byto skorzysta¢ z twierdzenia 730 str. 2371
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Stad i z (Z.34) mamy
1f @1,z < gl llzall - - ]

Zatem f jest odwzorowaniem k-liniowym ciagltym (zob. stwierdzenie [7.39] str. 262)).
O

7.7.
Podstawowe identyfikacje

Identyfikacje sa tez nazywane utoZsamieniami. Kilka identyfikacji pojawito si¢
w algebrze liniowej. Migdzy innymi identyfikuje si¢ odwzorowania liniowe prze-
strzeni skoficzenie wymiarowych E, F' ze stosownymi macierzami. Ta identyfikacja
zalezy od wyboru baz w tych przestrzeniach. Jest ona, przy zadanych bazach, li-
niowym izomorfizmem przestrzeni odwzorowan liniowych z F do F' z przestrzenia
macierzy wymiaru [ x k, gdzie k jest wymiarem przestrzeni F, za$ | wymiarem prze-
strzeni F'.

Interesujacymi w analizie matematycznej sa takie identyfikacje, ktére sa izomor-
fizmami przestrzeni unormowanych. Najczesciej te, ktére sa izometriami (zob. defi-

nicja str. 250)).

Moéwiac, ze dane odwzorowanie liniowe jest identyfikacja (utozsamieniem), be-
dziemy mieli na mysli izometri¢. Przedstawiane w dalszej czeSci identyfikacje
bedziemy tez nazywac izometriami kanonicznymi.

Do wykazania, ze pewne odwzorowania sg identyfikacjami, uzyteczny jest naste-
pujacy lemat:

Lemat 7.46. Jesli E, F sq przestrzeniami unormowanymi, ¢ € L(E; F), ¢ €
L(F;E), |l¢||l <L ||¢]| < 1orazvop = 1dg, to ¢ (i symetrycznie 1) jest izometriq.

Dowod. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze  nie jest izometria. Wtedy ist-
niatoby takie a € E, ze ||¢(a)|| < |lal|, bo zatozylismy, ze ||| < 1, co jest réwno-
wazne temu, ze ||¢(x)| < ||z|| dla z € E. Stad wynikatoby, ze

lall = (¥ o @) (@)l < Wl le(a)]l < [lall,

a to nie jest niemozliwe. O
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ldentyfikacja L(R; F') z F

Niech F' bedzie przestrzenia unormowana. Wtedy kazdemu elementowi x € F'
mozemy w naturalny sposob przyporzadkowacé odwzorowanie

wr: Rot—trxelF,

ktére jest liniowe, ciagleﬁ i wzajemnie jednoznaczne. To przyporzadkowanie pozwala
nam identyfikowaé elementy (wektory) przestrzeni F' z odwzorowaniami liniowymi
ciagtymi z R do F.

Gdy f jest odwzorowaniem liniowym lub wieloliniowym, to

zamiast pisaé f(z1,...,xx), bedziemy czesto pisaé fo(z1,...,Tk).

Mamy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 7.47. Odwzorowanie
O: Foxw ¢, € LIRF) (7.35)
jest identyfikacja.
Dowod. Dla dowolnego = € F mamy
1@ (@)[| = sup{[ftz| = [t] = 1} = [l]-
Zatem O jest izometriq. O

Identyfikacja Lx(R; F') z F

Niech F' bedzie przestrzenia unormowana. Wtedy kazdemu elementowi z € F'
mozemy w naturalny sposéb przyporzadkowaé odwzorowanie

Uy : RX...XREt:(tl,...,tk)i—)tl'...'thEEF,
k-razy

Liniowos¢ ., jest oczywista, ciagtosé zas mozemy wykazaé bezposrednio lub skorzystaé ze stwier-

dzenia[Z3Q str.237]
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ktére jest k-liniowe, ciagle@ i wzajemnie jednoznaczne. To przyporzadkowanie po-
zwala nam identyfikowaé elementy (wektory) przestrzeni F' z odwzorowaniami k-li-
niowymi ciggtymi z R X ... x R do F'. Mamy bowiem nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 7.48. Odwzorowanie
U: Foz—y, € L(E;F) (7.36)
Jjest identyfikacjq.
Dowdd. Dla dowolnego x € F mamy (zob. stwierdzenie [Z.41] str. 263)
(@)l = sup{flts - ... - texl| : [t2] = [to = ... = [tx] = 1} = [l
Zatem @ jest izometria. O
ldentyfikacja L(E1, ..., Ex; L(Ep—k, ..., En; F)) 2 L(Ey, ..., E F)

Niech Ei,..., E,, F beda przestrzeniami unormowanymi i niech k£ € N bedzie
liczba z przedziatu [1,n). Przestrzenie

E:=L(Er,... B L(Epky...,En; F)), F:=L(Ey,...,E,;F)

sa przestrzeniami wektorowymi unormowanymi. Kazdemu odwzorowaniu f € E
mozemy przyporzadkowaé odwzorowanie ®(f) € F, ktadac

D(fle(x1y. o vxn) = f(x1, ., Tk)e(Tn—ks- -y Tn). (7.37)
Twierdzenie 7.49. Odwzorowanie
O L(Ey,...,Eg; L(Epk,-. . En; F))D f=®(f) € L(EY,...,Ey F),
gdzie O(f) jest zdefiniowane przez (L3, jest identyfikacjq.
Dowdéd. Skorzystamy z lematu str. W tym celu zauwazmy, ze

1D(f)e(@1, -y n)ll = [ f(@1s- s 2h)e(@nps- - 2)|| <
S @) llen—kll - llzall < L2 ]l

Stad otrzymujemy, ze ||®| < 1.

10%:-liniowos$¢ 1) jest oczywista, ciaglo$é zas mozemy wykazaé bezposrednio lub skorzystaé ze
stwierdzenia[Z.39] str.262]



Rozdziat 7. Analiza funkcjonalna 267

Do skonstruowania odwzorowania odwrotnego do ¢ zauwazmy, ze odwzorowanie
U, ktére danemu h € F' przyporzadkowuje

U(h): Eix...xEg 3 (x1,...,25) = V(h)e(Tp_k,- - 2n) € L(Ep_k,..., En; F)
dane wzorem
U(h)e(x1y... Tk)e(Tn—ts---s&n) :=h(z1,...,2),
jest odwrotne do ®. Z kolei
[W(h)e(@1s- - o @h)e(@nts - )| < A, s wn) | < (B[l - - [l

Stad wnioskujemy, ze ||¥|| < 1. Zatem wobec nieréwnosci || ®| < 1 spetnione sa
zatozenia lematu [7.46] str.[265] co oznacza, ze zar6wno ®, jak tez i ¥ sa identyfika-
cjami. O



RoOzDzIAL 8
Szeregi w przestrzeniach Banacha

Pojecie szeregu pojawilo si¢ wtedy, gdy zaistniata konieczno§¢ wyznaczenia sumy
o nieskonczonej ilodci sktadnikéw.

8.1.
Podstawowe fakty dotyczace szeregow

Do sformutowania definicji szeregu i jego zbieznosci zat6zmy, ze E jest przestrze-
nig wektorowa unormowana, zas {x, },cn ciagiem jej elementow.

Definicja 8.1. Szeregiem
o0
> (8.1)
n=0

nazywamy pare ciagow ({zy fnen, {Sn }nen), gdzie
Spn=20+...+x, dlan=0,1,...

Ciag {zn nen nazywamy ciggiem wyrazow szeregu 8.1), =, nazywamy n-tym
wyrazem, ciag { sp }nen Nazywamy ciqgiem sum czesciowych, zas s, nazywamy n-tq
sumgq czeSciowq tego szeregu.

O szeregu (8.1) méwimy, ze jest zbiezny, gdy ciag { s, }nen jego sum czesciowych
jest zbiezny w E.

Uwaga 8.2. Niech bedzie dany szereg (8.1)) o wyrazach w przestrzeni E.
(a) Jezeli méwimy, ze dany szereg jest zbiezny, to rozumiemy, ze jest on zbiezny do jakiego$§
s € F, co oznacza, ze

lim s, = s.
n—oo
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Ponadto dla szeregu (8.1) zapis
S

oznacza, ze szereg jest zbiezny i jego suma wynosi s (suma szeregu jest réwna s).

(b) Jezeli szereg nie jest zbiezny, to méwimy, ze jest rozbiezny. Pewien wyjatek stanowia
szeregi rzeczywist. Gdy ciag sum czeg$ciowych zmierza do o0, to czasami méwimy,
ze szereg jest zbiezny do o0 albo ze jest rozbiezny. Dla przyktadu zapis

(o]
an:Jroo

n=0

oznacza, ze ciag s, — +00, gdy n — oo.
(c) Zmiana normy w E na norme réwnowazng nie wptywa na zbiezno$¢ szeregu.

Warunek konieczny zbieznosci

Warunek konieczny da nam jedynie mozliwo$¢ stwierdzenia, czy nalezy kontynu-
owaé badanie zbieznoS$ci danego szeregu.

Twierdzenie 8.3 (warunek konieczny zbieznosci szeregu). Jezeli szereg (8.1)
Jjest zbiezny, to x,, — 0, gdy n — oc.

Dowdéd. Dowdd jest taki sam jak dowodd warunku koniecznego dla szeregéw licz-
bowych (zob. twierdzenie 2.32] str. 43)). O

Dzialania algebraiczne na szeregach

Na szeregach mozemy wykonywac pewne dziatania algebraiczne. Po wykonaniu
takich dziataii chcemy wiedzie¢, czy otrzymany nowy szereg jest zbiezny i jaka jest
jego suma.

Stwierdzenie 8.4. Niech E, I bedq przestrzeniami wektorowymi unormowanymi.
Jesli f € L(E; F) i szereg B.1) jest zbiezny w E, to
o0

(1) szereg Z f(xy,) jest zbiezny,

n=0
Q) Y flan) = FO_ za).
n=0 n=0

"Tzn. szeregi o wyrazach rzeczywistych.
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Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze dzigki liniowosci i ciagtosci f mamy

flsn) == Flwo) +...+ f(zn)
n=0 n=0
co koficzy dowdd. O

Whiosek 8.5. Jesli szeregi Y " Tn, > oo Yn Sq zbiezne w E oraz o, B € R, to

o0
(a) szereg Z(axn + Byp) jest zbiezny w E oraz

oo =0 oo oo
(b) Z (O‘xn + Byn) =« (Z xn) + B (Z yn) .
n=0 n=0 n=0
Dowdd. Niech z,, = (xn,yn) € E X E,n=0,1,2,... Wtedy

n

n n
Shn ::sz = ij,Zyj €cExFE dlaneN
j=0 Jj=0  j=0

jest ciagiem sum czesciowych szeregu 7 z,,. Zgodnie z twierdzeniem [6.49] str.
ciag {Sn }nen jest zbiezny, bo szeregi > 0" Zpn, .- Yn Sa zbiezne.

Stosujac teraz stwierdzenie Str. z odwzorowaniem f € L(E x E; F)
danym wzorem

fEXE>(x,y)—ar+pPycElE,

otrzymujemy tezg. 0

Cwiczenie 8.6. Wykazaé, ze zbi6r szeregéw zbieznych jest przestrzenia wektorowa oraz
ze odwzorowanie, ktére szeregowi zbieznemu przypisuje jego sume jest liniowe. Jedli tak, to
czy jest ciggte?

Stwierdzenie 8.7. Jezeli ciqgi {xn }nen, {Yn}nen maja prawie wszystkie wyrazy
odpowiednio rownd], to

oo (o]
szereg Z Xy, jest zbieiny <= szereg Z Yn jest zbieiny.
n=0 n=0
Tzn. AN eN Vn = N z,, = Yn.-
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Dowdéd. Szereg

oS [eS)
Zzn = Z (yn - xn)
n=0 n=0

jest zbiezny, gdyz prawie wszystkie jego wyrazy sa rowne 0. Zaktadajac wigc, ze
szereg » -~ Ty, jest zbiezny, otrzymamy zbiezno$¢ szeregu > > yp, gdyz

oo oo
D yn =D (wu+z)
n=0 n=0
i symetrycznie dowodzimy implikacji przeciwne;j. O

Prawo tgcznosci dla szeregdéw zbieznych

Niech jak poprzednio F bgdzie przestrzenia unormowana, {z, },cn ciagiem w F,
0 = ko < k1 < ... silnie malejacym ciagiem liczb naturalnych i niech

Fep1—1

Yn = Z z; dlan=0,1,...
j:kn

Tworzymy teraz szereg » - Yn, tzN. szereg
(x0+...+xkl_1)+(xk1 +...+$k2_1)+...,

w ktérym wyrazy zostaly pogrupowane, i pytamy, czy tak utworzony szereg jest
zbiezny i jaka jest jego suma?

Twierdzenie 8.8 (faczno$¢ sumowania szeregu). Jezeli szereg Y - <y, jest zbiez-
ny, to szereg > . Yn teZ jest zbiezny i

o o0
DY =D T
n=0 n=0
Dowod. Ciag
Sp=2o+x1+...+x5, n=0,1,2,...
jest ciagiem sum czgsciowych szeregu > ° ; x5, natomiast jego podciag
Skpi—1 =Y ty1+...+Yn

jest ciagiem sum czesciowych szeregu > .~ yn. Zatem jako podciag ciagu zbiezne-
go jest tez zbiezny i ma t¢ sama graniceg. O
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenial8.8] bez dodatkowych zatozeri, nie jest praw-
dziwe.

Przyktad 8.9. Szereg >~ ,(—1)" nie jest zbiezny (jest rozbiezny), bo ciag z,, = (—1)",
n € N, jego wyrazéw, nie jest zbiezny do zera, a wigc nie spetnia warunku koniecznego
zbieznoSci szeregu (zob. twierdzenie str. 270). Tymczasem, taczac po dwa wyrazy, tzn.
biorac k, = 2n,n = 1,2, ..., otrzymamy szereg

1-)+1-1)+...,
ktérego kazdy wyraz jest réwny 0, a wigc jest to szereg zbiezny.
Warunek Cauchy’ego dla szeregéow

Warunek Cauchy’ego dla ciagéw w przestrzeniach metrycznych zostat sformuto-
wany na str. (zob. definicjal6.70] str.233).

4 )

Definicja 8.10. M6wimy, ze szereg > ., ©, 0 Wyrazach w przestrzeni unormo-
wanej E spetnia warunek Cauchy’ego, jesli

Ve>03INeN: (g>p>2N)= (|laps1 +... + 24| <e).

Zauwazmy, ze szereg spetnia warunek Cauchy’ego, gdy ciag { s, }nen jego sum
czgSciowych spetnia warunek Cauchy’ego. Istotnie, wynika to z réwnosci:

P(Sps 8q) = llsq — spll = llzpr1 + ... + 24|

Twierdzenie 8.11. Niech E bedzie przestrzeniq unormowang i niech ZZO:O T
bedzie szeregiem o wyrazach w E. Wtedy
(i) jezeli szereg > o7y, jest zbiezny, to spetnia warunek Cauchy’ego,
(ii) jezeli E jest przestrzeniq Banacha i szereg y >, spetnia warunek Cau-
chy’ego, to jest zbieiny w E.

Dowdd. Dla dowodu punktu (i) wystarczy do ciagu {s;, }nen sum czgSciowych
zastosowac twierdzenie mowiace o tym, ze kazdy ciag zbiezny spetnia warunek Cau-
chy’ego.

Dla wykazania (ii) wystarczy skorzysta¢ z faktu, ze przestrzen Banacha jest zu-
petna. O

W przestrzeniach, ktére nie sa zupelne warunek Cauchy’ego jest jedynie warun-
kiem koniecznym zbieznosci szeregu.
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Przyktad 8.12. Niech E bedzie przestrzenia unormowana niezupelnﬁ i niech {z,, }nen
bedzie ciagiem Cauchy’ego w F, ktéry nie jest zbiezny. Biorac y,, := x,, —x,—1 dlan =
1,2,... oraz yo := w otrzymamy szereg > . - Yy rozbiezny w E spetniajacy warunek
Cauchy’ego.

Szeregi bezwzglednie zbiezne

Niech E bedzie przestrzenia unormowana, zas {z, }nen ciagiem jej elementéw.

Definicja 8.13. Szereg > .~ , x,, nazywamy bezwzglednie zbieznym, gdy zbiezny
jestszereg Y 7, ||xn||. Szeregi zbiezne, ktére nie s bezwzglednie zbiezne, nazywa-
my warunkowo zbieznymi.

Twierdzenie 8.14. Jesli > x,, jest szeregiem bezwzglednie zbieznym w prze-
strzeni Banacha E, to jest szeregiem zbieznym i zachodzi nierownos¢é:

o0
>
n=0

Dowdd. Z zatozonej bezwzglednej zbieznosci wynika, ze szereg » . [|zn|| spet-
nia warunek Cauchy’ego. Poniewaz dla 0 < p < ¢ zachodzi nieréwno$¢

<Dl (8.2)
n=0

qu - SpH = pr-&-l +..t qu < H33p+1H +..t quH )

wiec szereg ) >~ x,, tez spelnia warunek Cauchy’ego. Stad wynika, ze jest zbiezny,
bo E jest przestrzenia zupetna.
Dla dowodu nieréwnosci (8.2) pot6zmy

Sn=T0+ .+ Ty Bn=|zol ...t zal-

Wykorzystujac nieréwnos¢ tréjkata dla normy i to, ze ciag {5, }nen jest niemalejacy,
otrzymamy nierdwnosci

oo
[sn]l < $n < lim s, = Z [znll,
n—oo =0

co koriczy dowdd. O

Cwiczenie 8.15. Niech F bedzie przestrzenia Banacha. Wykazaé, ze

3Np. FE = ¢y zdefiniowang na str. 251.
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1. zbidr .7 szeregéw bezwzglednie zbieznych, z naturalnymi dziataniami dodawania i mno-
zenia szeregow przez liczby, jest przestrzenia wektorowa,

2. odwzorowanie
o0 o0
3 an — Z |zl € Ro
n=0 n=0

jestnorma w .,
3. odwzorowaniﬂ

o0 oo
> anHaneE
n=0 n=0

jest liniowe ciagle.
Szeregi przemiennie zbiezne

Sumowanie skoniczonej liczby elementéw przestrzeni wektorowej jest przemien-
ne. Czgsto méwimy, ze ,,potasowanie” skoficzonej liczby sktadnikéw nie wptywa na
ich sumg¢. Tymczasem sumy nieskoficzone (sumy szeregéw) moga zaleze¢ od sposo-
bu ,,potasowania” ich wyrazéw.

Uwaga 8.16. Szereg anharmoniczny (2.60), str. ma te wlasnos¢, ze dla dowolnego
s € R istnieje takie jego potasowanie, ze potasowany szereg ma sume réwna s. Warto tu
doda¢, ze kazdy szereg liczbowy warunkowo zbiezny ma t¢ wlasnosc.

Niech E bedzie przestrzenia unormowang oraz {z, }nen ciagiem w E.

Definicja 8.17. Szereg )~ ,x, nazywamy szeregiem przemiennie zbieznym,
gdy dla dowolnej bijekcji (permutacji) o : N — N szereg > -~ Ty(n) Jest zbiez-
ny i jego suma nie zaleZyﬁ od wyboru permutacji o (nie zalezy od potasowania jego
wyrazéw).

Aby zaznaczy¢, ze zbidr J jest skonczony, bedziemy pisac Jy.

*Piszac > o Tn € &, mamy na mysli szereg bezwzglednie zbiezny w F, natomiast piszac
> o2 o ®n € E — sumg tego szeregu.

3Czesto w definicji przemiennej zbieznosci nie zaktada sig niezaleznosci sumy szeregu od wyboru
permutacji o.
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Lemat 8.18. Jezeli szereg [ = > " &y jest szeregiem bezwzglednie zbieznym,
to

Ve>03Jp CNVHy CN: (HNJ=0) = ) ||l <e (8.3)
neH

oraz

Ve>03Jg, CNVHy, CN: (HNJ=0) =

an

neH

<e. (8.4)

Dowdd. Warunek (8.3) wynika bezposrednio z warunku Cauchy’ego bezwzgled-
nej zbieznosSci szeregu f.
Warunek (8.4) wynika z (8.3) poniewaz

neH neH

O]

Twierdzenie 8.19 (o tasowaniu szeregu). Jezeli szereg . &, jest bezwzgled-
nie zbiezny, to jest przemiennie zbiezny.

Dowdd. Niech s = Y >°  x, iniech o : N — N bedzie dowolna permutacja N.
Dla dowolnych p, v € N mamy nieréwnoSci

v 14 1% o0
> Tom = || S| 2 Totm) = 2 @al || D @
n=0 n=0 n=0 n=p+1

Dla ustalonego ¢ > 0 dobierzmy do £/3 zbiér skoficzony J z warunku (8.4). Wtedy
dla 4 := max J otrzymamy

v v o
D Tom =8 D Tom = DT
n=0 n=0 n=0
Biorac v > maxo~!({1,..., M}), otrzymujemy z (8.4)

Z mg(n) — S
n=0

S
=3

2
<§€<5,
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czyli

Z Lo(n) = S
n=0

co koniczy dowdd. 0

Uwaga 8.20. Mozna wykazaé, ze w R zbiezno$¢ przemienna jest rownowazna bezwzgled-
nej i ze ta rtéwnowaznos¢ przenosi si¢ na przestrzenie skoiczenie wymiarowe. Mozna tez wy-
kazad, ze rownowazno$¢ przemiennej zbieznosci z bezwzgledna charakteryzuje przestrzenie
skoniczenie wymiarowe.

Podamy teraz przykiad przestrzeni i szeregu przemiennie zbieznego w tej prze-
strzeni, ktory nie jest bezwzglednie zbiezny.

Przykiad 8.21. Niech £ = [*° i niech

11
Szereg Y @, jest jest przemiennie zbiezny w [>° do ciagu harmonicznego (0, 1, 33 .-
Nie jest on bezwzglednie zbiezny, bo

oo o0 1
POICAED S
n=0 n=0
a ten szereg jest rozbiezny.

Szeregi funkcyjne w przestrzeni Banacha

Twierdzenia z rozdziatu 4.6, dotyczace szeregéw funkcyjnych, bez wigkszych pro-
bleméw mozna przenie$¢ na szeregi funkcyjne w przestrzeniach Banacha.

Do sformutowania definicji szeregu funkcyjnego w przestrzeni Banacha i jego
zbieznosci zalézmy, ze F jest przestrzenia Banacha, za$ { f,, } . jest ciagiem funkcji
o wartoSciach w E, okre§lonych na zbiorze D. O zbiorze D bedziemy zaktadaé, ze
jest niepustym podzbiorem przestrzeni metrycznej X.

Definicja 8.22. Szeregiem funkcyjnym

> 8.5)
n=0
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nazywamy pare ciagow ({fn}tnen, {sn}nen), gdzie

sn: Doz folx)+...+ fu(x) e E dlan=0,1,...

Ciag { fn}nen nazywamy ciggiem wyrazow szeregu @.3), f,, nazywamy n-tym
wyrazem, ciag { sp }nen Nazywamy ciqgiem sum czesciowych, zas s, nazywamy n-tq
sumgq czeSciowq tego szeregu.

Definicja 8.23. O szeregu (8.3) méwimy, ze jest

1. zbiezny w punkcie x € D, gdy ciag {s,(x) }nen jest zbiezny w E,

2. zbiezny w D (punktowo zbiezny), gdy ciag { sy () }nen jest zbiezny w kazdym
punkcie x € D,

3. bezwzglednie zbiezny w punkcie x € D, gdy szereg Y " || fn(2)]| jest zbiezny,

4. bezwzglednie zbiezny w D, gdy jest bezwzglednie zbiezny w kazdym punkcie
zeD,

5. jednostajnie zbiezny w D, gdy ciag { s, }nen jest jednostajnie zbiezny w D.

Uwaga 8.24. Niech bedzie dany szereg (8.3)), ktérego wyrazy f,, sa funkcjami okreslony-
mi w zbiorze D.
(a) Jezeli méwimy, ze dany szereg jest zbiezny, to rozumiemy, ze jest on zbiezny do jakiej$
funkcji s : D — FE, co oznacza, ze
lim s,(x)=s(x) dlazeD.

n— oo

Ponadto dla szeregu (8.3) zapis
oo
Z fn=1s

oznacza, ze szereg jest zbiezny i jego suma wynosi s. Rodzaj zbiezno$ci najczesciej
wynika z kontekstu.

(b) Jezeli szereg nie jest zbiezny, to méwimy, Ze jest rozbiezny.

(c) Zmiana metryki w D na metryke rownowazna lub normy w E na norm¢ réwnowazna
nie wplywa na zbieznos¢ szeregu funkcyjnego.

Jednostajna zbieznos¢ szeregéw funkcyjnych

Twierdzenia dotyczace granic ciagéw funkcyjnych bez wigkszego trudu mozna
przenie$¢ na sumy szeregdw funkcyjnych. Przyktadem takim jest twierdzenie [6.56)
Str. Dla szeregéw funkcyjnych ma ono postac.

Twierdzenie 8.25. Niech { fy,}nen bedzie ciqgiem funkcji (odwzorowan) z prze-
strzeni D do E i niech szereg Y.~ fn bedzie jednostajnie zbiezny w D do funkcji
s: D— FE.
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(1) Jezeli wszystkie funkcje f, sq ciggte w a € D, to s tez jest ciqgta w punkcie a.
(i) Jezeli fy, sq ciqgte w D, to s jest ciggtaw D.
(iii) Jezeli fy sq jednostajnie ciqgte w D, to s jest jednostajnie ciqgta w D.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli wszystkie funkcje ciagu { f,, }nen sa cia-
gte (odpowiednio jednostajnie ciagle), to sumy czgSciowe tez sa ciagte (odpowiednio
jednostajnie ciagle) i skorzysta¢ z twierdzenia[6.56] str. 228] O

Jednostajna zbiezno$¢ nie jest warunkiem koniecznym, aby suma szeregu funkcji
ciagtych byta funkcja ciagta (zob. przyktad 4.70] str.[137).

W wielu rozwazaniach przydatny okazuje si¢ warunek Cauchy’ego jednostajne;j
zbieznoSci szeregu funkcyjnego.

Twierdzenie 8.26. JezZeli E jest przestrzeniq Banacha, to dla szeregu funkcyjnego
Yool fno 0 wyrazach fy, : D — E, nastepujqce dwa warunki sq réownowazne:
(i) szereg > o7 [n jest jednostajnie zbiezny w D,
(ii) szereg Y > fn spetnia warunek Cauchy’ego jednostajnej zbieznosci, tzn.

Ve>03INeN: Y(g>p>N)VeeD |fori(z)+...+ fo(z)|| <e.

Badanie jednostajnej zbieznoSci szeregéw funkcyjnych nie jest tatwe. W wielu
przypadkach uzyteczne okazuje si¢ kryterium Weierstrassa (jednostajnej zbieznos$ci).

Twierdzenie 8.27 (kryterium Weierstrassa jednostajnej zbieznosci). Niech I
bedzie przestrzeniq Banacha, D dowolnym zbiorem, Y " ay, szeregiem liczbowym
zbieznym i niech )7 [ bedzie szeregiem funkcyjnym o wyrazach fn, : D — E,
takich Ze

sup{||f(z)|| : = € D} < a, dla prawie wszystkichn € N.
Wrtedy szereg y > fn jest jednostajnie zbiezny w D.

Dowody twierdzen[8.23] [8.26]i[8.27] sa odpowiednio takie same jak dowody twier-
dzen str. 137 A.711 str. [138]iE.72] str.
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Wykaz oznaczen

N
Ny
Q
R
Ry
Rg

7

Ly
inf A
sup A

D 0 An

sinh
cosh
tanh
cosech
sech
ctgh
idx
ffl
arc sin
arc cos
arctg
arcctg
arsinh
arcosh

liczby naturalne,

liczby naturalne wigksze lub réwne k,
liczby wymierne,

liczby rzeczywiste,

liczby rzeczywiste dodatnie,

liczby rzeczywiste wigksze lub réwne k,
liczby catkowite,

liczby catkowite wigksze lub rowne k,
kres dolny, T3]

kres gérny, [13]

szereg o wyrazach a,,

sinus hiperboliczny, [63]
cosinus hiperboliczny,
tangens hiperboliczny,
cosecans hiperboliczny,
secans hiperboliczny,
cotangens hiperboliczny,
funkcja tozsamosciowa na X,
funkcja odwrotna, [71]

arcus sinus, [73]

arcus cosinus, 73|

arcus tangens, [74]

arcus cotangens, [74]

area sinus hiperboliczny, [/l
area cosinus hiperboliczny, [76]
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artgh
arctgh

Sa(A)
L (20)
dao f
f(x)dx
f' (o)

S2fs=s

b
=
=
S
~—

2
=
&
o8
Q
—~
&

(X, p)

K(a,r), Kx(a,r)
S(a,r), Sx(a,r)
K(a,r), Kx(a,r)
K*(a,), Ki(a,7)
R

A~

R
pOMOOapD

area tangens hiperboliczny, [76]
area cotangens hiperboliczny,

stozek styczny, [83]

pochodna w punkcie z, [84]
rézniczka w punkcie x, [84]
rézniczka w punkcie x, [84]
pochodna f w punkcie x, 84
n-ta pochodna,

n-ta pochodna,

funkcje klasy C*°,

funkcje klasy C™,
przestrzen funkcji klasy C",
przestrzefi funkcji ciagtych,
szereg funkcyjny, [135]

catka nieoznaczona funkcji f,

suma catkowa goérna,
suma catkowa Riemanna, [168]
suma catkowa dolna,
catka oznaczona, [170)

catka dolna, [T71]

catka gérna, [I71]
zbidr funkcji catkowalnych w sensie Riemanna,
[176]

catka Riemana-Stieltjesa,

przestrzefi metryczna,

kula o §rodku a i promieniu 7,

sfera o Srodku a i promieniu 7,

kula domknigta o §rodku a i promieniu 7,
sasiedztwo punktu a o promieniu r,
dwupunktowe domknigcie R,
jednopunktowe domknigcie R,

metryki w iloczynie kartezjafiskim, 211]



R"
Int(D)
(D)

sk:D
Na,Xs Na
fla

limg_q f(ZL')

I
(&, [I]1)
pOnOOap[]

B(X;E)

fo = f, gdyn — oo
o

C

Co

lOO

[p

Wykaz oznaczen

przestrzeni euklidesowa n-wymiarowa,
whnetrze zbioru D, [214]

brzeg zbioru D,214

punkty skupienia zbioru D, 214

zbiér otoczen punktu a,

zawezenie f do A,218

granica funkcji f w punkcie a, 221

norma, [241]
przestrzefi unormowana, 247]
metryki w iloczynie kartezjafiskim, [242]

przestrzen funkcji ograniczonych,
zbieznos¢ jednostajna,

przestrzen ciagdéw skoniczonych,
przestrzen ciagéw zbieznych,
przestrzen ciagdéw zbieznych do 0,
przestrzen ciagéw ograniczonych,
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