

	v=Rt=dxr
	Przykład 2.5
	grad f = E-2(x2 - X1), —2(2 - y), -2(z2 - zj]
	y-- = 0
	Jx = SSjp(y2 + z2)dxdydz




	Jx= J,= 5,4[cm4]
	tg9=30
	Tijk Xir Xjs Xkw
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Spis treści

Niewiedza oddala, zaś rzetelna wiedza zbliża człowieka do Boga. Zdobywając solidną, ugruntowaną przez doświadczenie wiedzę, zaledwie dotykamy nieogarnionej Wszechmocy Boga, doznając przy tym Jego wielkiej Miłości, którą nas obdarza.

OD AUTORA

Mechanika jest nauką o najprostszej postaci ruchu materii — ruchu mechanicznym, który polega na zmianie położenia ciał lub ich części w przyjętym układzie odniesienia z upływem czasu.

Przez ciało materialne rozumie się jakikolwiek przedmiot fizyczny dostrzegany naszymi zmysłami. Zagadnienia wewnętrznej budowy ciał materialnych nie wchodzą w zakres mechaniki, stanowiąc przedmiot badań innych dyscyplin wiedzy inżynierskiej. W zależności od właściwości fizycznych ciał materialnych i rozważanego problemu wykorzystuje się w mechanice przybliżone modele ciał rzeczywistych, jak: punkt materialny, układ punktów materialnych, ciało sztywne.

Przez punkt materialny rozumie się ciało materialne, którego rozmiary i kształt nie są istotne w analizowanym problemie. I tak ciała na powierzchni Ziemi są punktami w stosunku do obszaru widzianego z samolotu lecącego na dużej wysokości, lecz oglądane z Ziemi nimi nie są.

Ciało materialne może być również traktowane jako układ punktów materialnych (cząsteczek) o rozmiarach znikomo małych w stosunku do wymiarów rozważanego ciała.

Ciałem sztywnym jest ciało materialne, w którym odległości każdych dwóch jego punktów są stałe w czasie. Innymi słowy, wymiary i kształt ciała nie zmieniają się w czasie ruchu tego ciała.

Mechanika składa się z dwu zasadniczych części, a to: kinematyki i kinetyki, obejmującej statykę i dynamikę. Kinematyka opisuje ruch mechaniczny ciał bez rozpatrywania warunków, w jakich on powstał, zaś kinetyka bada wpływ oddziaływań pomiędzy ciałami na ich ruch. W statyce ustala się warunki równoważności układu sił, warunki równowagi statycznej oraz metody wyznaczania oddziaływań więzów. W dynamice poznamy prawa zachowania się ciał, na które działa niezrównoważony układ sił. A zatem mechanika jest podstawową dyscypliną wiedzy inżynierskiej, która zajmuje się badaniem stanu równowagi lub ruchu ciał materialnych i jest wstępem do studiowania kolejnych przedmiotów z nią związanych, takich jak mechanika ośrodków ciągłych i odkształcalnych.

W mechanice jako nauce dedukcyjnej wprowadzimy pojęcia pierwotne, za pomocą których sformułujemy podstawowe postulaty, a ich prawdziwość można wykazać na drodze doświadczalnej. Wszystkie inne pojęcia, nie będące pojęciami pierwotnymi, zdefmiujemy i w dalszym ciągu wykorzystamy przy wypowiadaniu podstawowych twierdzeń mechaniki. Językiem, którym posługujemy się w mechanice, jest matematyka z jej głównymi działami, tj. geometrią, analizą i algebrą.

Niniejszy podręcznik autor opracował wykorzystując kilkuletnie wykłady i ćwiczenia, które prowadził dla studentów Wydziałów Inżynierii Lądowej oraz Sanitarnej i Wodnej Politechniki Krakowskiej. Każdy rozdział kończy się kontrolnymi pytaniami i zadaniami do samodzielnego rozwiązania, bowiem umiejętność rozwiązywania zadań jest najlepszym sprawdzianem opanowania materiału.

Wydanie drugie zostało poszerzone o dodatkowe przykłady oraz rozdział pt.: „Numeryczne wyznaczanie charakterystyk geometrycznych jednorodnych figur płaskich”, a także o program na maszynę cyfrową. Na prośbę studentów w wydaniu trzecim i czwartym dodano dalsze przykłady w celu umożliwienia łatwiejszego przyswojenia omawianej teorii. Wydanie piąte zostało uzupełnione o wybrane zadania egzaminacyjne wraz z rozwiązaniami. Wydanie szóste pozostało bez zmian.

W związku z tym, że z podręcznika korzystają również studenci studiów zaocznych i punktów konsultacyjnych, w wydaniu siódmym dodano do każdego rozdziału podstawowe formuły i zależności matematyczne potrzebne do zrozumienia treści danego rozdziału. Zrezygnowano z dodatku zawierającego program do obliczeń charakterystyk geometrycznych dla jednorodnych figur płaskich w języku Turbo Pascal.

W tym miejscu autor pragnie gorąco podziękować swoim nauczycielom akademickim: prof. drowi hab. inż. Gwidonowi Szeferowi, prof. drowi hab. inż. Stefanowi Piechnikowi i prof. drowi hab. inż. Januszowi Orkiszowi za ukazanie piękna mechaniki i nauczenie jej abecadła. Serdecznie dziękuje recenzentowi podręcznika prof. drowi hab. Zbyszkowi Stojkowi za cenne i wnikliwe uwagi. Oddzielne podziękowanie kieruje do swojej żony Krystyny, której pomoc przy redagowaniu podręcznika była nieodzowna. Autor składa także podziękowania studentom Politechniki Krakowskiej — Maciejowi Kuflowi i Karolowi Paluchowi, którzy przepisali do niniejszego wydania teksty oraz wykonali potrzebne rysunki z wykorzystaniem grafiki komputerowej.

Przy pisaniu niniejszego podręcznika autor starał się kierować słowami: „Cokolwiek wykładasz — wykładaj tak, aby twój student słuchając — rozumiał, rozumiejąc mógł tworzyć, tworząc miał radość, radość — ponieważ słowa z wykładu przyniosły dobro służące bliźniemu, a przez miłość uwielbiły Boga”.

MIĘDZYNARODOWY UKŁAD JEDNOSTEK

W niniejszym podręczniku wszelkie obliczenia prowadzone będą w międzynarodowym układzie jednostek SI. Najczęściej występujące w mechanice teoretycznej wielkości fizyczne oraz ich jednostki podano w tablicy 1.

Tablica 1


	
Lp.
	
Wielkość
	
Jednostka
	
Symbol jednostki
	
Wymiar


	
1
	
Długość, odległość
	
metr
	
m
	
m


	
2
	
Masa
	
kilogram
	
kg
	
kg


	
3
	
Czas
	
sekunda
	
s
	
s


	
4
	
Kąt płaski
	
radian
	
rad
	
—


	
5
	
Prędkość skalarna
	
metr na sekundę
	
m/s
	
ms1


	
6
	
Przyspieszenie skalarne
	
metr na kwadrat sekundy
	
m/s2
	
ms2


	
7
	
Skalarna prędkość kątowa
	
radian na sekundę
	
rad/s
	
rad s-1


	
8
	
Skalarne przyspieszenie kątowe
	
radian na kwadrat sekundy
	
rad/s2
	
rad s-2


	
9
	
Częstotliwość
	
herz
	
Hz
	
—


	
10
	
Krzywizna krzywej
	
odwrotność metra
	
1/m
	
m’1


	
11
	
Pole powierzchni
	
metr kwadratowy
	
m2
	
m2


	
12
	
Objętość
	
metr sześcienny
	
m3
	
m3


	
13
	
Gęstość masy
	
kilogram na metr sześcienny
	
kg/m3
	
kgm3


	
14
	
Pęd
	
kilogramometr na sekundę
	
kg m/s
	
kgms1


	
15
	
Kręt
	
kilogram razy metr kwadratowy na sekundę
	
kg m2/s
	
kgm2 s 1


	
16
	
Moment statyczny
	
kilogram razy metr
	
kgm
	
kgm


	
17
	
Moment bezwładności
	
kilogram razy metr kwadratowy
	
kgm2
	
kgm2


	
18
	
Siła
	
niuton
	
N
	
kgm s'2


	
19
	
Moment siły
	
niuton razy metr
	
N m
	
kgm2 s-2


	
20
	
Praca, energia mechaniczna
	
dżul
	
J
	
kgm2 s-2




Wielokrotności i podwielokrotności jednostek miar


	
Przedrostek
	
Oznaczenie
	
Wielkość


	
Tera
	
T
	
1012 = 1000000000000


	
Giga
	
G
	
10’ = 1000 000 000


	
Mega
	
M
	
106 = 1000000


	
Kilo
	
k
	
103 = 1000


	
Hekto
	
h
	
102 = 100


	
Deka
	
da
	
101= 10


	
Decy
	
d
	
10“1 = 0,1


	
Centy
	
c
	
10-2 = 0,01


	
Mili
	
m
	
10-3 = 0,001


	
Mikro
	
u
	
10-6 = 0,000001


	
Nano
	
n
	
10"’ = 0,000000001


	
Piko
	
p
	
10"12 = 0,000000000001




Rozdział 1

KINEMATYKA PUNKTU MATERIALNEGO

	
1.1. WPROWADZENIE



Kinematyka jest nauką zajmującą się matematycznym opisem ruchu układu materialnego, bez wnikania w przyczyny, które ten ruch wywołały lub zakłóciły. Przez sam ruch rozumie się zmiany położenia rozważanego obiektu materialnego względem przyjętego układu odniesienia. Układ odniesienia jest rzeczywistym lub umownym ciałem sztywnym, względem którego opisuje się ruch badanego obiektu.

Z układem odniesienia jest sztywno związany układ współrzędnych, poprzez który położenie każdego punktu ciała poruszającego się względem układu odniesienia jest jednoznacznie określone za pomocą trzech współrzędnych tego punktu. A więc wszystkie zjawiska opisywane w kinematyce dzieją się w czasoprzestrzeni M, gdzie:

M=TxE3                     (1.1)

jest iloczynem kartezjańskim przedziału czasowego T i trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej E3 (zbiór uporządkowanych czwórek liczb (t,x,y,z)).

Podstawowe cechy przestrzeni euklidesowej to:

	
— sposób mierzenia odległości pomiędzy punktami (metryka przestrzeni), — możliwość wprowadzenia kartezjańskiego układu współrzędnych (rys. 1.1).



Każdy punkt przestrzeni można jednoznacznie przedstawić za pomocą wektora wodzącego r posiadającego jednoznaczną reprezentację w bazie {ex, e,, e.}

r=x+y,,+ Z                (l-2)

gdzie x,, y, zY są liczbami rzeczywistymi (współrzędnymi punktu), a wersory ex, e,, ez stanowią bazę układu. W ten sposób otrzymaliśmy przestrzeń wektorową o metryce:

p (A 1, A 2) = /(x, - xj2 +(2- yj2 + (z, - z,)2 Tutaj A i A2 są punktami przestrzeni, a p jest odległością między nimi.


(1-3)



[image: ]



Punkty przestrzeni E3 nazywamy położeniami, a punkty jednowymiarowego przedziału czasowego T chwilami.

Przyjmujemy następujące postulaty: — przestrzeń E3 jest jednorodna, co oznacza, że żadne położenie w tej przestrzeni nie jest uprzywilejowane (wyróżnione),

	
— przestrzeń E3 jest izotropowa, czyli żaden kierunek w tej przestrzeni nie jest uprzywilejowany,


	
— jednowymiarowy przedział czasowy T jest jednorodny, to znaczy, że żad



na chwila nie jest uprzywilejowana, — w przestrzeni E3 istnieją globalne układy współrzędnych, które z jednego

położenia w inne można przeprowadzić wykorzystując sztywny obrót i

równoległe przesunięcie.

Podstawowe formuły i zależności matematyczne potrzebne do zrozumienia niniejszego rozdziału

Funkcja jednej zmiennej x — y = f(x) jest to jednoznaczne przyporządkowanie każdej wartości zmiennej niezależnej x należącej do dziedziny (x€X) zmiennej zależnej y należącej do przeciwdziedziny (y € Y).

Funkcja może być przedstawiona za pomocą wzorów matematycznych (analitycznie), w postaci wykresów (graficznie) lub numerycznie (w postaci tablic).

Funkcja stała x — y = h = const

[image: ]



x e IR — zbiór liczb rzeczywistych

Funkcja liniowa

x y = ax + h, a #0
[image: ]

a = tg a — współczynnik kierunkowy prostej

Funkcja kwadratowa (parabola drugiego stopnia) x — y = ax2 + b x + c, a
[image: ]

Punkty A, i A2 są miejscami zerowymi, zaś W jest wierzchołkiem paraboli.

— b — /A        b+/A

X, =----,, X, =----.------

1 2a    22a

Funkcja potęgowa x-y=x, re IR —{0,1}
[image: ]

Funkcja wykładnicza

x—y=a, a > 0 A a * 1
[image: ]

Funkcja logarytmiczna

x—y = loga x, x>OAa>OAa=1
[image: ]

Jeżeli a = e — lim n— 00 naturalnym.


1+—)E 2.73..., to logex = lnx i nazywamy go logarytmem



Jeżeli a = 10, to log10x = lgx i nazywamy go logarytmem dziesiętnym.

Funkcje trygonometryczne

x — y = sin x

[image: ]



[image: ]


[image: ]


x — y = arc cos x



[image: ]



[image: ]




Funkcje hiperboliczne



[image: ]




AY
[image: ]
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Funkcja parzysta

V xeX[_XEXif(_x) =f(x)]



[image: ]




Funkcja nieparzysta vxeX[_xEXif(-x)= —/WJ
[image: ]




Funkcja okresowa

3r4V ex[(x +^EXAf(x+T) =f(x)]

[image: ]

Funkcja y =f 1(x) odwrotna do funkcji y =f(x)




[image: ]




Wykresy y y = x.




f 1(x) i y = f(x) są symetryczne względem prostej o równaniu




Funkcja złożona

y =    = g(f (x)) = F (x)

u =f(x)




Tutaj x jest zmienną niezależną, u — zmienną pośrednią, y — zmienną zależną, f — funkcją wewnętrzną, g — funkcją zewnętrzną.




Przykład




y = In sino




u=f(x)=sinx y=g(u)=lnu



[image: ]



Pochodna funkcji jednej zmiennej

Przez pochodną funkcji y =f(x) w punkcie A o odciętej x rozumie-, , Ay

my granicę, do której dąży stosunek --- przy A x zmierzających do zera, co

A x

zapisujemy symbolicznie:

y‘=d= lim 4 =/'U) dX Ax-0Ax

Wyrażenie dy jest różniczką funkcji i wyraża się iloczynem pochodnej funkcji i różniczki argumentu x:

[image: ]



W danym punkcie A funkcji y =f(x) pochodna jest równa tangensowi kąta nachylenia stycznej do wykresu w tym punkcie do osi Ox. Obliczanie pochodnej funkcji nazywa się różniczkowaniem.

d y

Wyrażenie y' = —— jest pierwszą pochodną funkcji y = f(x). Różniczkując dx

pierwszą pochodną względem zmiennej x otrzymujemy drugą pochodną:


d /dy dx\dx




d2 y dx2



W ten sposób można uzyskać wyższe pochodne:

trzecią

d3y     d / d

dx3   dx \d

czwartą


	
d4y      d i
	
(^y


	
dx4 dx
	
{dx3




i ogólnie n-tą

dny d / dn y\ dxn dx \dxn~l J

Podstawowe wzory rachunku różniczkowego


	
y = b = const
	
to
	
y’
	
= 0


	
y = ax + b
	
to
	
y'
	
= a


	
y = ax2 + bx + c
	
to
	
y'
	
= 2ax + b


	
y=x
	
to
	
y'
	
=rx1


	
y = ax
	
to
	
y'
	
= ax In a


	
y=e
	
to
	
y'
	
= ex


				
1


	
y = In
	
to
	
y'
	
= —


				
X


				
f‘(x)


	
y = ln/(x)
	
to
	
y'
	
f(x)


				
1, 11


	
y = logax
	
to
	
y'
	
=—logae=—t— x        x In a





	
y = sin
	
to
	
y' = cos x


	
y = COS X
	
to
	
y' = — sinx


			
1


	
y = tgx
	
to
	
y -   2 - 1 + tg2 x


			
COS X


			
1 / ,\


	
y = ctgx
	
to
	
y -    . 2 -    1 + Ctg2 X


			
sin x      \          /


			
, 1


	
v — arc sin x
	
to
	

			
/1-x2


			
1


	
v — arc cos x
	
to
	

			
/1 — X2


			
1


	
y = arc tg X
	
to
	
y - 1 , 2


			
1 + X2


			
, 1


	
y = arc ctg x
	
to
	
y -  —2


			
1 + x2


	
y = sinh x
	
to
	
y' = cosh x


	
y = cosh x
	
to
	
y' = sinh x


	
y = tghx
	
to
	
, _ 1 cosh2 x


	
y = ctgh x
	
to
	
1 sinh2x


	
y = u (x) + v (x)
	
to
	
y' = u' + v'


	
y = u(x) v(x)
	
to
	
y' = u'v + u v'


	
“W
		
u'v — u v'


	
y - /.

V(X)
	
to
	
y - v2


	
p = g((x))
		
da du


	
{u =/(x)
	
to
	
y' =—.=     /'W

du dx      u




Podstawowe wzory rachunku całkowego

Całką nieoznaczoną (funkcją pierwotną) z danej funkcji/(x) nazywamy zbiór wszystkich funkcji F(x) + C (C — dowolna stała) spełniających warunek:

af

\f(x}dx =F(x) + Co(F(x) + O' = f(x)

x%+ 1

f xa d x =---- + C, a=—1

J          a + 1

f—dx = In x + C x

g)dx=ln|f()/+c

ax

axdx = ---I-C, a > O A a # 1

In a

^exdx = ex + C

Ssinxdx= — cos x + C

S cos xdx = sin x + C

r 1

--=—dx = tgx+C cos x

• 1 ,

— d x = — ctg x + C sin x

J 14—2dx = arc tgx + C [ — dx = arc sinx + C

	
1 -x2



S u' (x) v (x) d x = u (x) v (x) — fu (x) v‘ (x) d x

	
2



J a2 — x2 d x = 2 arc sin +2 • a2 — x2 + C

S tg x d x = — In cos x| + C

S ctg x d x = In sin x + C

S arc sin x d x = x arc sin x + V1—x2 + C
[image: ]

(sin2xdx _1x--1sin2x4c

	
J             2      4



f cos2 xdx_1x41 sin2x + C

	
-               2      4



Algebra wektorów

Wektorem a nazywamy uporządkowaną parę punktów, która jednoznacznie określa jego kierunek, wielkość (moduł) i zwrot:

[image: ]




	
___

a = AB = .
	
kierunek — wyznaczony przez punkty A i B moduł — a | = AB

zwrot — od punktu A do B




Jeżeli A = B, to a = 0, ponieważ a|=0.

Wektor_e o długości jednostkowej nazywamy wersorem (e|=1). Dwa wektory a i b_są równe, jeśli mają ten sam kierunek, ten sam moduł i zwrot. Dwa wektory c i d są przeciwne, jeśli mają ten sam kierunek, równe długości, lecz przeciwne zwroty.

Podstawowe działania na wektorach:

	
1. Dodawanie wektorów a+b=c=b + a

[image: ]




	
2. Odejmowanie wektorów



a — b = a + (—b) = — b + a = d

[image: ]



	
3. Iloczyn liczby k i wektora a


_d 

ka = b =





kierunek — b\\a              1.

moduł — b|= ka I

zwrot — zależy od znaku liczby k, jeśli k > 0, to zwrot b jest taki jak a *

Tutaj k oznacza wartość bezwzględną liczby k:


,d k, dla k > 0 k|=: ,10,0



	
— k, dla k < 0



Na podstawie df. (3) można wyznaczyć dla danego wektora a jego wersor:

“ - - a a=ae,=e,= 0 0 a

	
4. Iloczyn skalamy dwóch wektorów a i b



abslalblcosaslbllalcosas.al(b)a=lbl(a),

gdzie (b)_ — miara rzutu wektora b na kierunek wektora a

[image: ]

a mb




Jeżeli a jest prostopadły do b, to a b = 0.

	
5. Iloczyn wektorowy dwóch wektorów a i b



' kierunek — c ±a A c L b

c=axb = l moduł — c = alb sina =


zwrot — trójka wektorów a, b, c ma być prawoskrętna



c = ax b

Jeżeli a jest równoległy do b, to a x b = 0.

	
6. Iloczyn mieszany trzech wektorów a, b, c



[a, b, c] = a-(b x c) = b -(c x a) = c -(a x b) =

= a|bllc sina cos = Vabc

(miara objętości bryły zbudowanej na wektorach a, b, c)
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Jeżeli Vabc = 0, to wektory a, b, c leżą w jednej płaszczyźnie.

	
7. Podwójny iloczyn wektorowy wektorów a, b, c



p = a x (b x c) = (a • c)b — (a • b)c

co wynika z warunku p-a = Q=>p Va

(a x b) • (c x d) = a- [b x (c xd)]=(a c) (b • d) — (b • c) (d ■ a) (a x b) x (c x d) = [a -(b x d)] c — [a -(b x c)]d

	
8. Rzut prostokątny wektora a na dany kierunek l
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________ a_________; ai __    - e,___L a=(ase)e =ae

	
• • - b



Podstawiając e, = — otrzymamy:

b
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9. Rzut prostokątny wektora a na płaszczyznę n
[image: ]



Ponieważ:

	
-   / a-n\-   -   -  -  -  (an\_ n x (a x n)



“■=W" todzsandsas(n2)n=—n2

	
10. Rozkład wektora a w trójwymiarowym prostokątnym układzie współrzędnych
[image: ]



u = a + a + a, — a,e, + a e +

Y    Z    ~N    y Y    --

Współrzędne wektora a:

ax=asex ay = a ' €y az = a' ez

a (a, a, a)

Wykorzystując df. współrzędnych wektorów możemy podać wzory dotyczące działań na wektorach

a+b=(a,+ bg)ex + (a, + b)e, + (a, + be)e, a-b=(ax- bx)ex + (a, - b,)e, + (a, - bz)ez ka = (kag)e + (kay)ey + (ka.)ez ab = axbx + ayby + azbz

a a = a2 = a]2 = ax + ay + a2, a = Va2 + a2 + a2


c = a^b = ax




€y a.




ez




az




= (a, b, - az by) ex ~(.ax bz - a, b^ ey + (ax by - ay bx)ez




ax ay




a-(b xc) = bx by




b,




“z b.




= ax (by cz - bz cy) - ay(bx cz - bz cx) + az(bx cy - by cx)



cx cy

1.2. SPOSOBY OPISU RUCHU PUNKTU

Opis ruchu punktu w układzie odniesienia powinien być tak zadany, aby w każdej chwili czasu trwania ruchu określał jednoznacznie położenie punktu. W opisie wektorowym położenie punktu określamy przez podanie wektora wodzącego r poruszającego się punktu jako funkcji:

r = r(t)


(1-4)



[image: ]



Na rysunku 1.2 punkt 0 jest stałym punktem odniesienia. Łącząc punkty określone zależnością (1.4) otrzymamy krzywą będącą torem punktu.

Jeżeli z punktem odniesienia 0 zwiążemy układ współrzędnych, w którym położenie poruszającego się punktu będzie jednoznacznie określone przez współrzędne q, q2, q3 punktu, które są funkcjami czasu, to taki opis jest opisem skalarnym. W mechanice jako podstawowe w opisie skalarnym stosuje się następujące układy współrzędnych:

Wszystkie te układy można zapisać następująco:

{0,q1,q2,q3}

[image: ]



%**(*)

Qa"y.() - wsrówensous

anereznakKie
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Rys. 1.3
[image: ]

Rys. 1.5





Równania:




ąi = qi(t), (i =1,2,3)




(1-5)



są równaniami parametrycznymi ruchu poruszającego się punktu. Ruch punktu może być również określony przez podanie toru (r = r (s)) punktu, jego orientacji, punktu początkowego toru (lub ruchu) i równania ruchu:

s = s(t)


(1-6)



gdzie s jest współrzędną łukową poruszającego się punktu.
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Współrzędna łukowa punktu jako parametr naturalny toru odmierzana jest po torze od punktu początkowego toru Qo, dla którego s0 = 0 i jest dodatnia, gdy odmierzamy ją zgodnie z orientacją toru (por. rys. 1.6).

Należy podkreślić, że po danym torze mogą zachodzić różne ruchy opisane równaniem (1.6). Taki opis ruchu punktu jest w mechanice nazywany opisem naturalnym.

Przykład 1.1

Dany jest opis ruchu punktu w układzie kartezjańskim:

r (t) = a sin (co f)ex + b cos (co t) e, + c sin (co i) e,


(1-7)



gdzie a, b, c, 0 są stałymi. Wyznaczyć tor punktu.

W celu wyznaczenia toru punktu należy z równań ruchu wyrugować czas. Mamy więc:

x = a sin (ca t)

<y= b cos (ot)


d-8)



.z = c sin (co t)

Stąd otrzymujemy:

	
- = sin (ca t) a



y

	
< - = cos (ca i) b



z

	
- = sin (ca t)



lub
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= sin2 (ca t) + cos2 (ca t) = 1



Odpowiedź:

1° Torem punktu jest krzywa przecięcia powierzchni walca eliptycznego płaszczyzną:
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2° Jeśli traktować t jako parametr, to równanie (1.8) jest równaniem parametrycznym toru.

Przykład 1-2

Punkt materialny porusza się po krzywej o równaniu y = V9—x2 ruchem s (t) = 3 (t2 — 1). Punktem początkowym toru jest punkt Qo (3,0). Orientację toru podano na rys. 1.7. Przejść na opis parametryczny ruchu, przyjmując t jako parametr oraz układ kartezjański.
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Wykorzystując równanie krzywej, której obrazem jest półokrąg, możemy napisać:

Ix = 3 cos • (t) _y = 3 sin ę>(t)

Nieznaną funkcję cp(t) wyznaczymy, korzystając z definicji współrzędnej łukowej punktu:


® (t> s(t)= f

p= o
[image: ]




P() ______________________ <pW

3 (t2 — 1) = J 9 sin2 +9 cos2 • do=3 J dcp = 3 cp(t) o                                      o

Stąd ę>(t) = t2 — 1. Ostatecznie mamy:

x = 3 cos(t2 — 1) y = 3 sin (t2 — 1)

	
1.3. PRĘDKOŚĆ PUNKTU



Zajmijmy się teraz zdefiniowaniem prędkości punktu i sposobami jej wyznaczenia w zależności od przyjętego opisu ruchu. Niech w chwili t położenie punktu A (rys. 1.8) określa wektor r(t), zaś w chwili (t + At) wektor r(t + At). Różnica tych wektorów:

Ar = r(t + A t) — r(t)


(1-9)



jest przemieszczeniem punktu A w czasie między chwilami t i t + A t.

Przez prędkość punktu będziemy rozumieli granicę ilorazu —, gdy z At A t

zmierzamy do zera:

	
- di Ar dr -                     /10



v = lim — = — = r                    (1.10)

At 0 A t dt

Prędkość punktu nie zależy od przyjętego sposobu opisu ruchu.

W układzie kartezjańskim prędkość punktu możemy zapisać następująco:
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v = r = xex + yey, + zez =

= ^^ + ^6,, + ^^      (1.11)

gdzie:

v,=X, v,= , v,=2

są współrzędnymi prędkości punktu.

Wykorzystując definicję prędkości punktu pokażemy, jak ją można wyznaczyć w opisie naturalnym. Z zasady obliczania pochodnej funkcji złożonej r (s), gdzie s = s (t), otrzymujemy:

dr ds


(1-12)



,—,=ST ds dt

gdzie r = — jest wektorem kierunku stycznego do toru, v = s = — jest prędkoś-ds                                             dt

cią skalarną punktu. W celu ustalenia zwrotu wektora T rozważamy dwa przypadki poruszania się punktu po torze w zależności od orientacji toru (por. rys. 1.9).

[image: ]
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Rys. 1.9

Na rys. 1.9 przedstawiono punkt A, który porusza się po torze zgodnie z założoną orientacją toru. W tym przypadku przyrost współrzędnej łukowej A s

punktu A jest dodatni, czyli wektory A r i orientacji toru).


mają ten sam zwrot (w stronę



Jeśli punkt porusza się po torze przeciwnie do przyjętej orientacji toru Ar

(rys. 1.9b), to wektory A r i — mają zwroty przeciwne, gdyż As jest ujemne. A s

Zatem w obu przypadkach pokazanych na rys. 1.9 wektor T ma zwrot zgodny z orientacją toru.

Wektor T jest wektorem jednostkowym, gdyż | A s | = | A r | + a stąd:


Ar Ar+



r Ar r hm —— = hm As—oAs g—o

Wykazaliśmy, że wektor T jest wersorem kierunku stycznego do toru o zwrocie zgodnym z orientacją toru. A zatem prędkość punktu jest wektorem stycznym do toru o module v=si zwrocie zależnym od znaku s (dla s > 0 zwrot jest zgodny z orientacją toru).

Przykład 1.3

Ruch punktu opisany jest funkcjami:

x = d cos (0 t) y = d sin (w t) z = b t

gdzie d, co, b są stałymi. Wyznaczyć prędkość punktu oraz kąty, jakie ona zawiera z osiami układu współrzędnych. Rozwiązanie jest następujące:

	
— współrzędne prędkości



vx = x = —da sin (ot)

v,=y=da cos (co i) v, = z = b

	
— prędkość punktu



v = — d co sin (co t) e, + d co cos (co t)ey + b e,

— moduł prędkości

I V | = •x2 +2+ 22 = ^d2(O2 + b2

— cosinusy kątów


cos (v,x) =



Vx —dco sin (co t) | v |    /d202+ b2


cA cos (V,



v, dco cos (co t) | v |    /d2 co2 + b2


\ V, COS (V, Z) =

v




b

■^d2 co2 + b2




Torem punktu jest krzywa o równaniu:
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Przykład 1.4

Punkt materialny A porusza się po prostej o równaniu:

X=1—A

C:<y=2

z=2+A,

Współrzędna łukowa liczona od punktu 92o(0,1,3) określona jest wzorem s(t)=2sin(2t)+1. Orientację toru określa wektor b=(—1,1,1). Wyznaczyć

,, T

prędkość punktu oraz jego położenie w chwili t = - [s]. Wyznaczamy kolejno:

— wersor styczny
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— prędkość skalarną




s = 4 cos (21)




— prędkość punktu




v=st=




4          4          4

—= cos (21), — cos (21), — cos (21)

./3        ./3        ./3
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T

Położenie punktu w chwili t = - [s] określa wektor Qo A:


i2oA = s
[image: ]

2




^oA = (XA, YA —1,ZA— 3)

Porównując odpowiednie współrzędne obu wektorów otrzymujemy:

[image: ]



1.4. PRZYSPIESZENIE PUNKTU

Niech w chwili t punkt A ma prędkość v (t), zaś w chwili t + A t prędkość v(t + A t). Wektor A v = v(t + At) — v(t) podaje zmianę prędkości punktu między chwilami t i t + At.

A v

Przyspieszeniem punktu nazywamy granicę ilorazu —, gdy z A t zmierzamy A t

do zera:

A v d v - -a= lun— — ~— = v = r                (1.13)

At - 0 A t dt

W kartezjańskim układzie współrzędnych przyspieszenie punktu wyrażamy następująco:

a = xex + yey + zez = axex + ayey + azez            (1.14)

gdzie ax = x, ay — y, az = z są współrzędnymi przyspieszenia punktu. W opisie naturalnym otrzymamy:

d ,. -    .._ -dz


d-15)



a = v — — s t = s t + s— — a. + an dt              dt s n

Tutaj as='śz jest przyspieszeniem stycznym, an = s z przyspieszeniem normalnym punktu. Zauważmy, że t2 = 1. Różniczkując to wyrażenie po czasie stwierdzamy, że wektor ł jest prostopadły do wersora r, ponieważ zachodzi:

2r -r = 0=t L T

Przekształćmy wyrażenie na przyspieszenie normalne punktu w następujący sposób:


(1-16)



_ddt

promieniem krzywizny. Wektor v =— jako współliniowy z r leży na kierunku a a.

normalnym głównym (por. rys. 1.10).
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Przyspieszenie styczne jest rzutem prostokątnym przyspieszenia całkowitego na kierunek styczny do toru:

[image: ]

' 1 d

= — v r 2v2 d t /




(1-17)

Wykorzystano tutaj zależności: t II v, | r | =1 i r = .  .

I v |

Znając przyspieszenie całkowite i styczne możemy obliczyć przyspieszenie normalne:


an = a — as = a —



1 d (u x a) x v


(1.18)



- v d=--=——

2 v2 d t / v2

Udowodnimy teraz, że wektor v jest wersorem zwróconym zawsze do środka krzywizny toru. Obliczmy moduł wektora v. Wykorzystując rysunek 1.10 b możemy napisać:


|Atl = 2 sin




I da | 2




(1-19)




a dalej




| v | = lim

Aa -» 0




. I da |

2 sin-------

2

lim —n—i— = 1

Aa-o Ida|
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Aby ustalić zwrot wersora v, należy rozpatrzyć dwa możliwe przypadki poruszania się punktu w zależności od orientacji toru (por. rys. 1.11). W obu

A t

analizowanych przypadkach wektor — ma zwrot do środka krzywizny toru.

A s

W geometrii różniczkowej wprowadza się tzw. trójścian Freneta wyznaczony przez kierunki: stycznej do toru (T), normalnej głównej (v) i binormalnej (b = t x v). Proste o tych kierunkach wyznaczają płaszczyzny:

	
— ściśle styczną (zawierającą wektory T i v),


	
— normalną do toru (określoną przez wektory v, b), — prostującą (rektyfikującą), opisaną wektorami T i b.



Zapiszmy wektor przyspieszenia punktu w lokalnej bazie Freneta (rys. 1.12):

a = asT + anv + abb, v = b x T, b = t X v (1-20)

gdzie: a, = ś, a, = —, ab = 0 są współrzędnymi przyspieszenia punktu. Pod-Px

sumowując możemy napisać:


as = sr




kierunek




moduł




styczny do toru




I a, I = |sl




zwrot



zależy od znaku s (dla s > 0 zgodny z orientacją toru)


		
kierunek
	
— normalnej głównej


	
;2_

a= — v O <
	
moduł
	
2 „2

- I =-^- = an


	
px
	
zwrot
	
Px Px

— zawsze do środka krzywizny toru
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Rys. 1.12





pł prostująca




X pt. iciśle styczna



Przykład 1-5

Punkt porusza się ruchem:

r (t) = d cos (0 t)ex + d sin (w t) e, + b t e, Wyznaczyć promień krzywizny krzywej. Obliczamy kolejno:

v = r = — d co sinico t) ex + d o) cos (co t)ey + b e,

v2 _d2024 b2

a = r — —dcD2 cos (co t)ex — d co2 sin (ca t) e,

(d v -       i-,   ,,

as.),,, Ian\=^^

\dt / 2 v

v2         v2 62

an = — => Px~ — = d + ——2 Px        a„       den2

Przykład 1.6

Dla krzywej płaskiej o równaniu y=y(x) wyprowadzić wzór określający krzywiznę krzywej.

W płaskim układzie kartezjańskim wektory v i a zapisujemy następująco:


v=xe—ye,,




a=xe+ e,



Krzywiznę krzywej obliczamy z zależności:

a,

x = ^ = v2


(x2 + 2)3/2




3/2



gdzie:

y dy dt

—. =--= y

x dt dx

zaś


y x — yx 1 d

x3 x dt




d , , .y =

dx



Zatem wzór na krzywiznę i promień krzywizny krzywej płaskiej jest następujący:

I y" I                    1 [1 + (y)2]3/2

" [1+()2]3/2‘      P*5x, I y" I


(1-21)



zaś dla krzywej przestrzennej:

1 |r‘xr P13

*=p,= IPI3 ’ Px= #xf


(1.21 a)



Przykład 1.7

Dla krzywej płaskiej o równaniu y = y(x) wyprowadzić wzory określające współrzędne wersorów r i v.

[image: ]

y-yx) y‘>o

Rys. 1.13




Wersor T w punkcie A krzywej (rys. 1.13) nachylony jest do osi OX pod kątem a, a więc jego współrzędne wynoszą:


dx

T, = cos a = -, ds



dy dydx

t = sm a = — = — — = / r ds dx ds

gdzie:

d s = 5/ (d x)2 + (d y)2 = /1+ (y')2 d x

Współrzędne wersora v wyznaczamy z warunków:

v2 = 1 i V:t=0=  v=(-T,Tx)

Tak więc dla założonej orientacji toru o równaniu y = y(x) otrzymano:

1 Y \ 1+(2/1+(2/


d-22)



y__1 \

/1+()2‘/1+()2)

Przykład 1.8

Dla krzywej przestrzennej o równaniu:

x = e2 cos 2

2.eIR

wyznaczyć w punkcie A (2 = 0) promień krzywizny oraz napisać równania prostych i płaszczyzn trójścianu Freneta.

Podstawiając w równaniu krzywej 2 = 0 otrzymujemy współrzędne punktu

A (1,0,1). Teraz obliczamy wektory:

— styczny do krzywej


— normalny główny




dx i

— - e (cos A — sin 2)

Q A

d y

,= e" (sin 2 + cos 2)

d A

dz ,

-- = e"

dX




n=(r‘x r") x r' = (T)2 r" — (r' • r") r'




d2 x d 12




—2ea sin 2




d2 y

d12




= 2 e2 cos 2



d2z i

---= e

dA2

= (0,2,1)

n=[-3e34 (sin 2 + cos 2), 3 e3A (cos 2 — sin 2), 0]

^ = (-3,3,0)

— binormalny

b = r' x r" = [e2A(sin2 — cos 2), — e-22(sin? + cos 2), 2e22]

b=(—1,=1, 2)

Z wzoru (1.21 a) wyznaczamy promień krzywizny krzywej:


Pa =
[image: ]





Równania prostych i płaszczyzn trójścianu Freneta są następujące: — prosta styczna




f x = 1 + P isA-\y^P

_z=1+.




PelR




— prosta normalna główna




x=1+3a y = 3a

z = 1,




cielR




— prosta binormalna




X=1+Y 1:<y=-y (z=1++2y.




y€IR




	
— płaszczyzna ściśle styczna



x+y-2z+1=0

	
— płaszczyzna normalna



x + y + z — 2 = 0

	
— płaszczyzna prostująca





Przykład 1.8 a

Punkt materialny A porusza się po krzywej (rys. 1.13 a) o równaniu:


rW:




x = 2 (2 — sin 2)




y = 2(1 — cos 2),




0 < 2 < 2k



ruchem s(t) = t4 — 4.

Punkt początkowy Qo toru jest dla 2 = 0. Orientacja toru dodatnia dla 2 > 0. Wyznaczyć v i a dla t = 2.
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Jest to naturalny opis ruchu punktu, gdyż podane są: tor, orientacja toru, punkt początkowy toru i równanie ruchu s — s(t). Punkt początkowy toru — 2. (x = 0, y = 0). Dla t = 2:

s(t = 2) = 24 - 4 = 12 = sA

Wyznaczamy położenie punktu A na torze dla t = 2

A A

12= f V(x)2 + ()2 dł— f 4(1 — cos 2)2 + 4 sin2 2d 2 =

a=o                    a=o

A A / ] A =2  2(1- cos?)d? =2 /4sin2-d2 = 4 f


. 2 sin-

2




dA=



a=o                       o V               a=o


AA     2

= 4 f sin - d 2 = 4

J       7

2=0 -




2

— 2cos-

2




_8cos2A + 8 = 12

2




Stąd




'8

3



3,3

W położeniu A wyznaczamy wersory ta i vA oraz promień pA krzywiznowego. Liczymy zatem:

— wektor styczny do toru i jego wersor


koła




dx dy dX’ dX




= (2 — 2 cos 2,2 sin 2)



= r' I 2

/31 2172

— wersor vA kierunku normalnego głównego

=0=v

1 _•3

2’ 2

— promień koła krzywiznowego

Px =


/d2x d2 y d12 ’ dl2




= (2 sin 2,2 cos 2)



3,-1)

rAxrA= (0,0, —6)=lrAxrAl=6

Pa=—E=4N3

6

Możemy teraz odpowiedzieć na postawione pytania:

v=st=4t3t

v,=0(t=2)=321,=(16,3, -16)


b)




_.s2_

a=st+--v — 12t2r

Px




16t6_




Px




256

a,)*




56 r

3•3, -152



Odpowiedź:

vA =(16/3, -16) 56 r

—3, -152 3 %

	
1.5. RUCH PUNKTU PO OKRĘGU



Punkt materialny A porusza się po okręgu o promieniu R i środku w punkcie 0. Przez punkt 0 poprowadzimy prostą l prostopadłą do płaszczyzny okręgu (rys. 1.14). W dowolnym punkcie należącym do prostej l, zwanej osią obrotu, przyjęto początek układu współrzędnych. Położenie punktu A na okręgu będzie jednoznacznie zadane przez kąt cp, zwany drogą kątową. Droga kątowa odmierzana jest od promienia 0 9o do O A w kierunku zgodnym z przyjętą orientacją toru.

Związek pomiędzy współrzędną łukową punktu a drogą kątową wynika z następującej proporcji:

[image: ]




s cp

2TR 2n




(1-23)



Wyznaczając prędkość punktu otrzymamy:

v = ST = Rcpz — Rwt                   (1-24)

df .

gdzie O = • jest skalarną prędkością kątową.

Wektorem prędkości kątowej nazywamy wektor:

	
- df (p (t + A t) — cp (t) 



co = hm-------------- e,=de=de,           (1-25)

At - o        At

Ma on kierunek osi obrotu l, jego wielkość jest równa wartości bezwzględnej prędkości kątowej, zaś zwrot wynika z prawoskrętnej trójki wektorów w, r, v związanych zależnością:

a>xr = coelxr= (o|r|sina)t=Rot=v=r       (1-26)

Wektor przyspieszenia punktu jest sumą przyspieszenia stycznego i normalnego:

a=ST = R(pT = Ra>T; = RF.T

(1.27)

— s2   a„ = — v=Ro2v " R

gdzie: g=p=0 jest skalarnym przyspieszeniem kątowym.

Wychodząc z definicji przyspieszenia punktu i wykorzystując zależność (1.26) otrzymujemy:

~ d — cl ~ — ------- _.

a = — v = —(a)Xr) = a)Xr + FDXr = EXr + coxv = as + an (1-28) d t dt

Tutaj wektor 8 = • jest wektorem przyspieszenia kątowego o kierunku osi obrotu, wielkości równej wartości bezwzględnej przyspieszenia kątowego i zwrocie wynikającym z prawoskrętnej trójki wektorów e, r, as

ex r — Eet x r =(& | r | sina)t=R8t=a,

a>xv = a>elxRa>T = Ra>2v = an

Podsumowując stwierdzamy, że w ruchu punktu po okręgu wektory v i a będziemy obliczać następująco:


v=Rt=dxr


(1-29)



a = Ret + Ro2 v =8 x r + O xv

Przykład 1 -9

Ruchoma półprosta l o kierunku przechodzącym przez punkt 0 obraca się ze stałą prędkością kątową wo w płaszczyźnie {x, y}. Wyznaczyć v i a punktu M przecięcia tej półprostej z nieruchomym okręgiem o promieniu R. Położenie początkowe punktu M pokrywa się z punktem Mo (rys. 1.15).

Ponieważ prędkość kątowa jest stała, to drogę kątową określa wzór:

cp (t) = a>01 + C

[image: ]

Rys. 1.15




Z warunku początkowego cp (t = 0) = = 0 wynika, że stała C jest równa zeru. Z rys. 1.15 wynikają współrzędne punktu M:

x = R sin 2 cp = R sin (2 Do t) y = R cos 2cp = R cos (2 Oo t)

Prędkość punktu i jego przyspieszenie są następujące:

v^(x,y), a = (x,y) v = 2 R co 0 cos (2 cd 01) e, — 2 R cdo sin (2 cdo t) e, a — — 4 R (Do sin (2 cdo t) e, — 4 R cd0 cos (2 (Do t) ey


x = 2Rojo cos (2 Oo t)

y = — 2 R coo sin (2 a>0 t)




x = — 4 R (Do sin (2 cd0 t) y = — 4 R a>o cos (2 a>o i)



1.6. RUCH PUNKTU WE WSPÓŁRZĘDNYCH KRZYWOLINIOWYCH

Położenie punktu w przestrzeni jest jednoznacznie określone trójką liczb rzeczywistych. I tak w układzie kartezjańskim liczbami tymi są współrzędne x, y, z. Oczywiście można oprócz układu kartezjańskiego wybrać inne układy współ-


rzędnych, zwane dalej układami krzywoliniowymi. W układach krzywoliniowych współrzędne punktu będziemy oznaczać przez q, q2, q3. Współrzędne te są funkcjami współrzędnych kartezjańskich, co wynika z zależności:




r = xex + yey + zez = qiel +q2e2 + q3e3




(1.30)




Rozwiązując równanie (1.30) względem współrzędnych x, y, z otrzymujemy:




= Q1(x,y,2)

92 = 92 (x,y,z)

93 = q3(x,y,z)




(1-31)




i związek odwrotny:




X =X(9142,93) y=y(qq2,43) z = (,2,3)




(1-32)




Interpretacja geometryczna układu równań (1.31) jest następująca: przez punkt Mo (rys. 1.16) o współrzędnych krzywoliniowych qt, q2, q2 przechodzą trzy niestyczne względem siebie powierzchnie:




qr (x,y,z) = const < l2(x>y>z) = const

9 3 (x,y,z) = const



[image: ]

Rys. 1.16




5 r

które przecinają się wzdłuż linii współrzędnych q, q2, q3. Wektory g, =---,

0

dr - dr

g2 = -—, g3 = -— są styczne do linii współrzędnych i stanowią bazę układu

° 12 0d3

krzywoliniowego.

Zapiszmy i - ty wektor bazy układu krzywoliniowego w układzie kartezjańs-kim:

dr(x,y,z)   dx    dy    dz -


(i =1,2,3)




(1.33)



9i =--z----= a— ex + a— e, + a— ez

dqt      dqt     dqt     d qt

i obliczmy jego moduł:

[image: ]




(1-34)



Współczynniki Ht noszą nazwę współczynników Lamego. Możemy teraz wersory bazy układu krzywoliniowego zapisać następująco:


- _9i_1 dr

5 H, Hidqi’




(i =1,2,3)




(1-35)



Stąd otrzymujemy związek:

dr dqt


(1.36)



W dalszym ciągu rozważać będziemy ortogonalne układy krzywoliniowe, dla których zachodzi:

jo


(1.37)



W takich układach prędkość punktu wyraża się następującym wzorem:

dr r • Sr • r • 3 • 3, 3 - 0, =1,=d+—d2+-d3=2 di=2 (Hd)e=2 (1.38)

dt 0q 0q2      0q3      =10 i i=i           i=i ‘

gdzie:


V4,=v- e = Hą qt,




(f = 1,2,3)



jest jej i-tą współrzędną. Podobnie zapiszemy przyspieszenie punktu:


3 a=2 i=1




3                 3

2 (a ei)ei= 2

i=1             i = l




d v 1 3 r \ 

---16;

dt Ht dqi/




(1-39)



Przekształcając wyrażenie określające i-tą współrzędną przyspieszenia o-trzymamy:

l /dv 3r\   1 d /- r\ _ d /dr\

“4 Hi\dt dqi) Ht dt\ dqi) " dt\dqi/

Z równania (1.38) wynikają następujące związki:

0v  dr dqi~ d qt

dv d / 3 dr . \   3 d /dr \ . d /dr \

Sqi\J=ldqjqj) j=1dqj\dqi)qj dt\dqj


(1-40)




(1-41)



Podstawiając (1.41) do (1.40) otrzymamy:


1d(_dv\ - dv




V*- )—V—

0qi) s ii.




dr d




‘v2




u2




Hi d t d qi\2




0qi\2 /




, (i =1,2,3) (1.42)




a

ii

Hi[dt
[image: ]





Wyznaczyć składowe prędkości i przyspieszenia punktu w cylindrycznym układzie współrzędnych (rys. 1.17). Z rysunku wynikają zależności pomiędzy współrzędnymi cylindrycznymi i kartez-jańskimi:




x =rcos® = COS 2

< y = r sin • = qt sin q2 J = z = q3



Obliczamy:

— współczynniki Lamego
[image: ]

	
— współrzędne prędkości punktu



Vq1 =vr = Ht q = 1 r V,2=V,= H242=re vą3 = vz = H3q3 = ż

	
— kwadrat prędkości punktu



v2 = r2 +r202+ 22

	
— współrzędne przyspieszenia punktu
[image: ]

”      *2

r — rep

= r ep + 2r cp

z




Odpowiedź:

W układzie cylindrycznym prędkość i przyspieszenie punktu są następujące:

v=re,+rd+ż,

a = (r- r 2) er + (r d + 2 r<p) e, + z e,

Przykład 1.11


Wyznaczyć prędkość i przyspieszenie punktu



(rys. 1.18).

Między współrzędnymi sferycznymi i kar-tezjańskimi zachodzą następujące zależności:

x — R cos 9 cos = cos q2 cos q3 y = R cos 9sino= q cos q3 sin q2 z = Rsin9 — qr sin 3

Rozwiązując zadanie kolejno wyznaczamy: — współczynniki Lamego

[image: ]




w układzie sferycznym
[image: ]





H2 =




dx\2

d o)




3 y\2 o)




z 21/2 o)




= R cos 3




H.=



[image: ]



— współrzędne prędkości

vR — R = R v,=H24=R cos (3) (p v,= H3^ = R&

— kwadrat prędkości punktu

v2 = R2 + R2 cos2 (5) cp2 + R2 92

— współrzędne przyspieszenia punktu

0.(")=R

0R\2/

d /72%

r(2)=Rcos2 (9) (2 + R 92

5 /72\

—.()=R2cos2(9)d

0 P\2 /

5 /72\

—(-)=0

0 P\2 /

^as = R9+ 2R9+-sin(29)

Odpowiedź:

W układzie sferycznym mamy następujące wzory:

v = R eR + R ep cos 9 e, + R 9 eg

a = (R — Rep2 cos2 9 — R 92) eR + (R ep cos 9 + 2 R ep cos 9 — 2Rep 9 sin 9) ev +

••           • R (i>2

+ (R9+ 2R9 +- sin (29)),

1.7. RUCH WZGLĘDNY PUNKTU

Dotychczas zajmowaliśmy się opisem ruchu punktu względem nieruchomego układu odniesienia. I tak opisując ruch punktu na powierzchni Ziemi przyjmuje się układ związany z Ziemią i zakłada, że jest on nieruchomy. W rzeczywistości tak nie jest, gdyż Ziemia obraca się wokół własnej osi. W związku

[image: ]

Rys. 1.19

łym położenie punktu M




z powyższym przyjęcie nieruchomego układu odniesienia jest założeniem u-praszczającym. W licznych zagadnieniach technicznych to uproszczenie jest dopuszczalne i mieści się w granicach dopuszczalnego błędu.

Rozpatrzmy dwa układy odniesienia (rys. 1.19), a to układ stały (nieruchomy) {O,x,y,z} o bazie {e,ev,e,} i ruchomy {A,,,} o bazie {eg,e,,eg}. Ruch punktu M możemy odnieść zarówno do układu stałego, jak i ruchomego. W układzie sta-określa wektor r, zaś w ruchomym — wektor p.

Wektory te spełniają zależność (rys. 1.19):

r(0 = rA(t) + p(t)


(1-43)



Ruch punktu odniesiony do układu stałego nazywamy ruchem bezwzględnym, zaś odniesiony do układu ruchomego — ruchem względnym. Ruch układu ruchomego względem układu nieruchomego nazywany jest ruchem unoszenia.

Ruch unoszenia jest złożeniem ruchu polegającego na równoległym przesunięciu układu ruchomego względem stałego (translacja) i ruchu będącego obrotem układu ruchomego względem nieruchomego (rotacja).

W przypadku translacji zachodzi równość odpowiednich wersorów obu baz:

eg ex,         en e,,         eg ez

Tak więc dowolny wektor f ma w obu układach te same współrzędne:

J=J ,=Jy =f

Jeżeli obliczymy pochodną wektora/względem parametru czasu t, to okaże się, że jest ona identyczna w układzie stałym i ruchomym, a mianowicie:

f=fxex +fyey +fzez +f,, +f^ =f^ex +f,, +Ąez (1.44)

[image: ]




{g,y,z}




baza statego uktadu odniesienia



[image: ]




f 40), e baza ruchomego

- I 7 J układu odniesienia



Rys. 1.20

Gdy ruch unoszenia jest rotacją, to baza układu ruchomego jest funkcją czasu (rys. 1.20):

e,=e,(t),

Dowolny wektor f możemy zapisać w obu układach odniesienia, a mianowicie:

f=fex +fye, +fzez =fe(t) +f,e,(t) +^(1)         (1-45)

Z powyższego równania wyznacza się związki między współrzędnymi wektora f w układzie stałym i ruchomym:

'fi =f-^i= fx (fi • g) + fy (• , + fz (fi • ,) = = fx cos (,x) + fy cos (,y) + f. cos (8,z) f, =f-\ =fx^-ex) +fy^n-ey) +fz(fn-ez) =


d-46)



= fx cos (n, + fy cos    + (n,z)

f =f‘\ =fx(fi^x) +fy(^-ey) +fz(ece^ = = fx cos (gAx) + fy cos (g,y) + f. cos (g,z)

Związek odwrotny ma postać następującą:


f =fex = f (e^ • ej + f, (e, • ej + f (e, • ej = =fcos(,x) +f,cos(n,x) +fcos(g,x) f, =f, =

=fcos(,"y) +1,cos(n,y) +fcos(g,y)

X = P e2 = f € • ej + I, (e, • ej + f €, • ej = . = f, cos (,z) +fcos (n,z) + f cos (g,z)




(1.47)




Równania (1.46) i (1.47) można zapisać w postaci macierzowej:



[image: ]

cos(,x), cos (n,x), cos (g,Ax),





cos(,y), cos (n,y), cos(g,y).




cos

COS

cos (g,z)
[image: ]





(1-48)



[image: ]

cos(,x), cos (,y), cos (g,Az),





cos (,x) cos(g,y) cos(g,z)



[image: ]




(1-49)




Obliczmy teraz pochodną po czasie funkcji wektorowej f w układzie stałym i ruchomym, pamiętając, że w rozważanym przypadku baza układu ruchomego jest funkcją czasu. Otrzymamy:




dJ                                /- /c c-         /, en

dt      +f,€, +fzez =fe +fnen +fe +(e +f,e, +fe• (1.50)




Wykorzystując zależność (1.26), w której w miejsce wektora r podstawiamy kolejno wersory eg, e,, eg, otrzymujemy następujące wyrażenia na pochodne po czasie tych wersorów:




e^ =    x e?

,       x e,




(1-51)



Na podstawie związków (1.51) równanie (1.50) zapiszemy następująco:

+©4x (,     +f^ =fw + a xf (1.52)

W yrażenie fw =fe,+ f, e, + f e, jest lokalną pochodną po czasie odniesioną do układu ruchomego. Zatem pochodna absolutna po czasie funkcji wektorowej jest sumą pochodnej lokalnej i iloczynu wektorowego wektora prędkości kątowej przez zadaną funkcję wektorową. Wyprowadźmy zależność między prędkością punktu w układzie stałym i ruchomym. W tym celu wykorzystamy związki (1.43) i (1.50). Zależność ta ma postać:

= rA + (pY=pw + (rA + wAxp) = vw + vu = vb        (1.53)

W powyższej równości wprowadziliśmy następujące oznaczenia:

vb = r            — prędkość bezwzględna punktu,

vw=Pw          — prędkość względna punktu,

vu = rA + a>A x p — prędkość unoszenia punktu.

Podobnie dochodzimy do związku między przyspieszeniem punktu w u-kładzie stałym i ruchomym:

r = rA + (p) + wAxp + wAx(^)' = pw + (2wAx pw) +

+ ^a +^axP +          P)) = aw + ac + au = ab       (1.54)

Z równości (1.54) wynika, że przyspieszenie punktu w ruchu względnym składa się z:

	
— przyspieszenia względnego aw = pw,


	
— przyspieszenia Coriolisa ac = 2cdax pw = 2o)Ax vw,


	
— przyspieszenia unoszenia au = rA + OA x p + wA x (wA x p).



Wektor ab = r jest przyspieszeniem bezwzględnym punktu.

Przykład 1.12

Tarcza ABCD na płaszczyźnie (x,y) (rys. 1.21) obraca się wokół wierzchołka A ze stałą skalarną prędkością kątową 0 = Oo = const. Wzdłuż boku BC porusza się punkt M z prędkością względną vw=Vo= const. Obliczyć prędkość i przyspieszenie bezwzględne punktu M, jeśli w chwili t = 0 punkt M zajmował położenie B. Obliczenia wykonamy w układzie ruchomym {A,^,tj}.

Rozwiązanie jest następujące:

	
— prędkość względna punktu:



— wektor wodzący punktu M w układzie ruchomym:

= ^P^dt + Po =

=     + p0

gdzie p0 = p (t = 0) = d eg. Zatem pM = d eg + vot e,. Ponieważ skalarna prędkość kątowa jest stała i równa Oo, to droga kątowa jest funkcją liniową:


vw = pw = vo = Voe,
[image: ]




d(t) = (oot+ Po

Stałą Po wyznaczamy z warunku początkowego:

(0) =0=Po=0

Wektor prędkości kątowej w leży na osi C pokrywającej się z osią z i ma zwrot zgodny z wersorem osi z:

co = w o eg

Możemy teraz obliczyć:

	
— prędkość unoszenia



vu = rA + co x p = — co o vo t eg + d Do e,

	
— prędkość bezwzględną



0,=0+0w=       +  +d^o)^

	
— przyspieszenie względne



aw=pw=0

— przyspieszenie Coriolisa

a, = 2 co x pw = — 2 Do v0 eg

— przyspieszenie unoszenia

au = rA + w x p + w x p) = —d(jL>oe^ + ( — WoVot)en

— przyspieszenie bezwzględne

ab = aw + a, + au =        + 2dovo)eg - (D^>vote^

Z zależności (1.49) wyznaczymy vb i ab w układzie stałym:


v,=r:




Vbx

Vby




UVbzJ




cos (Do t), sin (Do t), 0,




— sin (Do t), cos (Do t), 0,




-Doot

vo + da>0

0




— a>ovot cos (ca01) — (v0 + d Wo) sin (Do t) — Oo v01 sin (Do t) + (v0 + d Oo) cos (Do t) 0




abx aby ab.




cos (Do t), sin (Do t), 0,




— sin (Do t), cos (Do t), 0,




-(dcoo + 2Vo)do - a}ovot

0



—Do(d0o-2 vo) cos (id0 t) + (OgVot sin (Do t)

—Do(d0o+2 vo) sin (Do t) — WoVot cos (p)01) 0

Odpowiedź:

W układzie stałym prędkość i przyspieszenie są następujące:

vb = r = [—DoVotcos(Dot) — (vo 4- do) sin (ot)] ex +

+ i —a>ovot sin (Do t) + (v0 + d Oo) cos (Do t) ] e, a = r = ^ — cjDo^dtOg+lDo) cos (Do t) + có v01 sin (Do t)] ex + +L-Do(do+2 Vo) sin (Do t) — 0ó v01 cos (o t)] e,

Uwaga!

Końcowy wynik można również uzyskać z zależności rM = pM pisząc:


cos (Do t), sin (Do r), 0,




— sin (o t), | d cos (a>o t), 0 | < vo t

0,   1)0



d cos (Do t) — vot sin (Do t) =< (Do t) + vot cos (Do t) 0

a dalej:

PYTANIA KONTROLNE

	
1. Co to jest ruch punktu?


	
2. Podać definicję układu odniesienia i układu współrzędnych.


	
3. Co to jest czasoprzestrzeń i jakie postulaty w niej obowiązują?


	
4. Jak należy rozumieć metrykę przestrzeni?


	
5. Omówić poznane sposoby opisu ruchu punktu.


	
6. Podać definicję prędkości i przyspieszenia punktu oraz sposoby ich obliczania w zależności od przyjętego opisu ruchu.


	
7. Ile wynosi przyspieszenie normalne punktu w ruchu po prostej i dlaczego?


	
8. Jak leży przyspieszenie punktu w stosunku do toru?


	
9. Podać definicję płaszczyzny ściśle stycznej, krzywizny krzywej i promienia krzywizny.


	
10. Określić ruch punktu, jeśli:


	
a) v = const,


	
b) | v | = const,


	
c) as = 0 i an + 0,





d),+0 i a, = 0,

e) i ,*0.

	
11. Omówić ruch punktu po okręgu.


	
12. Podać definicję o. O, e, e.


	
13. Jak oblicza się v i a w krzywoliniowych ortogonalnych układach współrzędnych?



. df . , -

	
14. Jak oblicza się jeśli f jest zadane w ruchomym układzie odniesienia? a i


	
15. Co to jest ruch bezwzględny, względny i unoszenia?


	
16. Podać definicję V,, v,, vuoraz ab, au, ac, aw.


	
17. W jakim ruchu punktu ac jest równe zeru?


	
18. Jak dodaje się wektory, z których jeden jest określony w układzie stałym, zaś drugi w układzie ruchomym?



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIĄZANIA

	
1. Dla zadanej trajektorii ruchu punktu wyznaczyć: tor, prędkość i przyspieszenie oraz dokonać rozkładu przyspieszenia na styczne i normalne:


b) r

x = k cos2 (co t)

< y = k sin2 (co t) z = k

\





c)

x = 2 cos t2 — sin (21)

< y = 2 sin t2 — cos (21)

z = t2

k,a>= const

	
2. W ruchu punktu po okręgu wyznaczyć: v, a, o, id, e, e, jeśli • (t) = 212 — 1, zaś orientacja toru podana jest na rys. 1.22.

[image: ]
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3. Punkt materialny porusza się po krzywej o równaniu: y= — 3x3 ruchem s = (1 — t)e2t od punktu S2O, dla którego x = 0. Obliczyć v i a dla chwili t = 1, przyjmując orientację toru w kierunku malejących wartości x.


4. W układzie cylindrycznym wyznaczyć v i a oraz promień krzywizny toru, jeśli:




x — d cos (co t)

	
< y=dsin(o t) z = b t



\




b,d = const



[image: ]




Koło o promieniu r = h0 obraca się wokół osi l prostopadłej do płaszczyzny koła z prędkością kątową O(t) = 3e‘. Wzdłuż odcinka OM (rys. 1.23) porusza się punkt P z prędkością vw=t2+1. Zwrot prędkości jest zgodny ze zwrotem wektora OM. Wyznaczyć vb i ab, przeprowadzając obliczenia w układzie ruchomym i stałym.




	
6. Stożek obraca się wokół osi 0z z 0 = 2 e'. Wzdłuż tworzącej WA porusza się punkt P, przy czym:






\WP\ =




Rt t2 + 1




Wyznaczyć prędkość i przyspieszenie bezwzględne punktu P.

1. Dla ruchu punktu określonego równaniami:



[image: ]

x (t) = d cos t y (i) = d sin t z (i) = d In | cos 11




[image: ]




wyznaczyć promień krzywizny oraz trójścian Freneta dla chwili i = 0.

8. Punkt porusza się ruchem opisanym przez funkcje:




x = 4(1 - e")

y = 2 sin (4 T t)




fx = (t + l)2

y = 4(t + I)’2





Wyznaczyć jego tor oraz prędkość i przyspieszenie.

Rozdział 2

KINEMATYKA CIAŁA SZTYWNEGO

2.1. WPROWADZENIE

W rozdziale tym poznamy sposoby opisu ruchu ciała sztywnego. Jak wiemy z rozdziału 1, ruch polega na zmianie położenia punktów ciała względem układu odniesienia. Zatem należy odpowiedzieć na pytanie: ile punktów będzie określać jednoznacznie ruch bryły sztywnej? Zanim odpowiemy na to pytanie, przypomnij-my sobie podstawowe zależności matematyczne, potrzebne do zrozumienia niniejszego rozdziału.

Kątem skierowanym na płaszczyźnie nazywamy uporządkowaną na płaszczyźnie parę półprostych o wspólnym początku — wierzchołku kąta.

lk ramię końcowe lp ramię początkowe

Miara kąta skierowanego jest miarą kąta obrotu ruchomego ramienia wokół wierzchołka kąta. Przy obrocie przeciwnym do ruchu wskazówek zegara miara kąta jest dodatnia.
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Funkcje trygonometryczne dla dowolnego kąta

sin a = —, cos a = —, tg a = —, ctg a = — r           r         x          y


II ćwiartka

900,03180°



[image: ]

IV ćwiartka

270° < a < 360°





III ćwiartka

180” <a<270°



gdzie: r — długość promienia wodzącego punktu P,

x — odcięta punktu P, czyli miara jego odległości od osi Oy (oś rzędnych), y — rzędna punktu P, czyli miara jego odległości od osi Ox (oś odciętych).

Tabela 3


	
PKąt a° Funkcja
	
0°
	
15°
	
30°
	
45°
	
60°
	
75°
	
90°


	
sina
	
0
	
6 - 2
	
1

2
	
/2 2
	
73

2
	
6 +2
	
1


	
4
	
4


	
cos a
	
1
	
6 +2
	
/3
	
/2
	
1

2
	
6 -V2
	
0


	
4
	
2
	
2
	
4


	
tg a
	
0
	
2-/3
	
73

3
	
1
	
/
	
2+73
	
CO


	
ctga
	
00
	
2+13
	
/
	
1
	
3

3
	
2-3
	
0




67

Tabela 4

Wzory redukcyjne


	
a =

0<a<90°
	
— a
	
90° -a
	
90° +a
	
180°-a
	
180° + a
	
270° - a
	
270° + a
	
360° - a


	
sina
	
— sina
	
cos a
	
cos a
	
sina
	
— sina
	
—cos a
	
— cos a
	
— sina


	
cos a
	
cos a
	
sina
	
— sin a
	
— cos a
	
— cos a
	
— sina
	
sina
	
cos a


	
tg a
	
-tg a
	
ctg a
	
-ctg a
	
-tg a
	
tg a
	
ctg a
	
-ctg a
	
-tga


	
ctg a
	
-ctg a
	
tg a
	
-tg a
	
-ctg a
	
ctg a
	
tg a
	
-tga
	
-ctg a




Podstawowe zależności trygonometryczne

sin2 a + cos2 a = 1 V a sina

tg & —-----, cos a # 0

cos a cos a

ctg a =    , sina

sina — 1 < sin & < 1, — 1 < cos a < 1

sin (a + S) = sin a cos + cos a sin B sin (a — S) = sin a cos — cos a sin B

cos (a + B) = cos a cos B—sinasin cos (a — ) = cos a cos + sin a sin p

, . & + P a. — P sin a + sin p = 2 sin —2— cos —-—

• p , &+ • a—

sin a — sin /) = 2 cos —-— sin —~— 2        2

a+ a —

cos a + cos p — 2 cos-----cos-----

2        2

&+ P . a —

cos a — cos p = — 2 sm-----sin-----

2        2

Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych nazywają się funkcjami cyklo-metrycznymi (arcusowymi)


sin (arc sinx)

sin (arc cos x) =





	
y = arc
	
sin x,
	
to
	
x = siny


	
y = arc
	
cos X,
	
to
	
x = cos y


	
y = arc
	
tgx,
	
to
	
x = tgy


	
y = arc
	
ctgx,
	
to
	
x = ctgy


	
= X
			
cos (arc




.2




.2




sin (arc tg x) =




.2




cos (arc cos x) = x

z              .              1

cos (arc tg x) =         2




sin (arc ctg x) = ,1




z               X             1

cos (arc ctg x) = —---------

V1+x2




tg (arc sinx) = — ——

V1 - xz




. , . •1 - x2

ctg (arc sm x) = —------




/1—x2

tg (arc cos x) =---------




tg (arc tg x) = x




ctg (arc cos x) = —----------------

V1 — X

Z              X 1

ctg (arc tgx) =—




tg (arc ctgx) = —




ctg (arc ctg x) = x



Jeżeli zadamy równania ruchu trzech nie leżących na jednej prostej punktów A,, A2, A (rys. 2.1) ciała sztywnego:
[image: ]
[image: ]

to dla dowolnego punktu tego ciała zachodzi:

r, (0 = a r 1 (t) + p r, (t) + yr3 (t)                       (2.2)
[image: ]

Punkty A,, A2, A3 są niewspółliniowe, więc spełniają zależność:

(T, - r,) x (r, -r,)+                       (2-4)

Z równań (2.1) przy spełnieniu warunku (2.3) wynika, że położenie ciała sztywnego w układzie odniesienia jest w pełni określone przez sześć niezależnych funkcji skalarnych, zwanych dalej współrzędnymi uogólnionymi.

Przykład 2-1

Sprawdzić, czy równania:

r = 2t2ex + 4, 4 r2 = 2t2 ex + 4ey + 6ez

r3 = (212 + 5 cos t) e, + (4 + 5 sin t) e,

określają ruch ciała sztywnego przedstawionego na rys. 2.1 a.

[image: ]



Na to, aby podane równania stanowiły równania ruchu ciała sztywnego, muszą być spełnione warunki sztywności, czyli stałych odległości między punktami ciała:

d,=r-r= (2 t2 — 212)2 + (4 — 4)2 + 62 = 6 = const


d2=r3 r2



= •(5 cos t)2 + (5 sin t)2 + 62 = J/61 = const

d3=r3-r,= M((5 cos t)2 + (5 sin t)2 = 5 = const

Ponieważ warunek sztywności jest spełniony, to pozostało jeszcze sprawdzić, czy punkty A,, A2, A3 są niewspółliniowe:

(r2 — r) x (r3 — rx) = 6 es x (5 cos t e, + 5 sin t e,) = 30 cos t e, — 30 sin t e, * 0

Odpowiedź:

Podane równania są równaniami ruchu dla ciała sztywnego.

Innym możliwym opisem ruchu ciała sztywnego jest przyjęcie układu, np. prostokątnego A, n, C, sztywno związanego z poruszającym się ciałem oraz nieruchomego O, x, y, z, względem którego badamy ruch ciała (rys. 2.2).

Dowolny punkt M ciała ma w układzie nieruchomym współrzędne przestrzenne (Eulera)                    zaś w układzie ruchomym, związanym

sztywno z poruszającym się ciałem, współrzędne materialne (Lagrange’a) r]M, YM, które są stałe (niezmienne) w czasie ruchu.
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Współrzędne przestrzenne i materialne związane są następującą zależnością (por. (1.43)):


(2-5)



rM = rA +

która w zapisie macierzowym ma postać (por. (1.48) i (1.49)):


	
< Um
	
• =
	
cos(,x), cos (n,x).
	
cos,),

cos
	
cos,) )

COS (t]S^
	
<
	
XM~xS

yM-yA
	
-
	
(2-6)


	
Sm^
		
cos(,x).
	
cos(g,y).
	
cos(g,z) l
		
^ZM ~ ZA
		



lub


XM




YM—YA > =




ZM ZA




cos,

cos(g,y).




cos




cos(n, y),




COS (g,x) ) cos(g,y)




cos(C, z)




< nM -

Sm




(2.7)



Występująca w równaniu (2.6) macierz cosinusów kierunkowych, a w równaniu (2.7) macierz transponowana nosi nazwę macierzy przejścia i określa obrót układu ruchomego względem nieruchomego. Ponieważ elementy wierszy macierzy przejścia są współrzędnymi wersorów osi układu ruchomego zapisanymi w układzie nieruchomym (podobnie elementy kolumn są współrzędnymi wersorów bazy układu nieruchomego zapisanymi w układzie ruchomym), to wynika stąd, że iloczyn dwóch wierszy (kolumn) jednoimiennych jest równy jedności, zaś iloczyn dwóch wierszy (kolumn) różnoimiennych — zeru. W macierzy przejścia sześć elementów jest liniowo niezależnych, gdyż jej dziewięć współczynników musi spełniać dwanaście równań i stąd trzy (nie leżące w jednym wierszu bądź kolumnie) można przyjąć dowolnie jednak tak, aby były z przedziału:

-1<a<1

Przykład 2.2

Napisać równania wynikające z własności macierzy przejścia:

cos2(,x) + cos2(^,Ay) 4- cos2(5,z) =g,=1

cos2(n,x) + cos2(n,y) + cos2(ą,Az) =,-,=1

cos2(,x) + cos2(,y) + cos2(5,z) == 1

cos(,x)cos(n,x) + cos,),) 4- cos(<^,Az)cos(?/,Az) = ei-en = 0

cos (,x) cos (g,Ax) 4- cos (,y) cos (g,y) 4- cos (,z) cos (g,Az) =,,=0

cos (n,x) cos (Y,x) 4- cos (n,y) cos (Yy) 4- cos (n,z) cos (5,z) = e, • = 0

cos,) 4- cos2(n,x) 4- cos2(g,x) = ex-ex = 1

cos2 (,y) 4- cos2 (n,Ay) 4- cos2 (g,y) =,0,=1           (2.8)

cos2(5,z) 4- cos2(n,z) 4- cos2(g,z) =,,= 1

cos (,x) cos (,Ay) 4- cos (n,x) cos (n,Ay) 4- cos (5,x) cos (5,y) =,,=0

cos (,Ax) cos (z) 4- cos (n,Ax) cos (n,z) 4- cos (5,x) cos (5,z) =,=0

cos (,y) cos (5,z) 4- cos (n,Ay) cos (n,z) 4- cos (5,y) cos (5,z) = ey- ez — Q

Przykład 2.3

Korzystając z równań (2.8) uzupełnić brakujące elementy macierzy przejścia, a następnie narysować układ stały i ruchomy odpowiadający zadanej macierzy przy założeniu, że początki obu układów pokrywają się (O = A)

[image: ]



cos(,x), cos(,y), cos(,z) ' cos(n,x), cos(n,y), cos(n,z)

cos ( ,x), cos (n,y), cos (g,z)

Z powyższej macierzy odczytujemy:


cos (A) = 1,




cos(n,y) =5,




cos(g,y) =--3



i obliczamy:

l2 + cos,) + cos2(^,Az) = 1 = cos2 (,y) =

= — cos2 (E,z) = cos (E,y) = cos (g,z) = 0 l2 + cos2 (n,x) + cos2 (,x) =1= cos (n,x) =

= cos (g,Ax) = 0
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/3\2                                    1

—2-) + cos2 (5,z) = 1 = cos (5,z) = 2

Macierz przejścia ma więc postać:

[image: ]



z której wynika, że obrót układu ruchomego nastąpił wokół osi 0x w płaszczyźnie Oy, z, co pokazano na rys. 2.3.

[image: ]



Jak wynika z przeprowadzonych rozważań i w tym opisie położenie ciała sztywnego w układzie odniesienia określone jest jednoznacznie przez sześć współrzędnych uogólnionych, z których trzy XA(t), hW' za(^ podają translację ciała, zaś pozostałe trzy, to jest niezależne elementy macierzy przejścia, opisują rotację ciała.

Do opisu rotacji ciała można również użyć kątów Eulera pokazanych na rysunku 2.4. Noszą one nazwę: cp — kąt obrotu właściwego,— kąt precesji, 9— kąt nutacji.

Elementy macierzy przejścia wyrazimy przez kąty Eulera, rozważając trzy obroty układu A, x, y, z, a to: 1° — obrót wokół osi Az o kąt i, 2° — obrót wokół osi Al o kąt 3 i 3° — obrót wokół osi A^ o kąt cp, otrzymując:

cos (,x) = cos cp cos v —

	
— sin (p sin i/< cos 9 cos (,y) = cos ppsini+



+ sin cp coscos 3 cos ^,^z) = sin (p sin 9 cos (n,x) = —sino cos— — cos cp sini cos 9

[image: ]

Rys. 2.4




cos = — sin cp sin y + cos cp cos i/< cos 9


(2-9)



cos (ti^z) = cos cp sin 9

cos (5,x) = sin i sin 9

cos (5, Ay) = — cos sin 9

cos (z) = cos 9

Ruch spowodowany tylko przez zmianę kąta • nazywamy obrotem właściwym ciała wokół osi A^, zwanej osią obrotu właściwego. Podobnie ruch spowodowany tylko zmianą kąta y jest precesją ciała wokół osi Az, zwanej stąd osią precesji. Analogicznie nutacja ciała to ruch spowodowany tylko zmianą kąta 5 wokół osi nutacji, zwanej także linią węzłów.

	
2.2. SPOSOBY WYZNACZANIA PRĘDKOŚCI I PRZYSPIESZEŃ PUNKTÓW CIAŁA SZTYWNEGO W RUCHU DOWOLNYM



Zgodnie z rys. 2.2 położenie każdego punktu M ciała sztywnego w ruchu dowolnym określa wektor rM (t) = rA (t) + AM. Mamy więc do czynienia z ruchem złożonym punktu. Możemy zatem przy liczeniu prędkości i przyspieszeń punktów ciała wykorzystać wzory (1.53) i (1.54), pamiętając jednak o założeniu, że w układzie ruchomym współrzędne punktu są niezależne od czasu, bo są to współrzędne materialne. Otrzymamy wzory:

VM=VA+0AX AM


(2-10)



aM = aA + AM +0AX (^A x AM)

Podamy teraz twierdzenia dotyczące rozkładu prędkości punktów ciała sztywnego w ruchu dowolnym.

Twierdzenie 1

W ruchu dowolnym ciała sztywnego rzuty prędkości punktów leżących na prostej na tę prostą są równe (rys. 2.5).

[image: ]



Korzystając z założenia o sztywności ciała możemy napisać:

AB2 =r—rA2= const

Różniczkując to wyrażenie po czasie otrzymujemy:

2 AB-AB =2AB(V, - vA) = 0

czyli

vg • AB = vA • AB •vg- AB | cos =vA AB | cos a

Wykorzystano tutaj definicję iloczynu skalarnego dwóch wektorów. Po wydzieleniu obustronnym ostatniego wyrażenia przez AB otrzymamy:

c. b. d. o.

Twierdzenie 2

W ruchu dowolnym ciała sztywnego końce wektorów prędkości punktów leżących na prostej też leżą na prostej (rys. 2.6).
[image: ]

Założenie: Ciało sztywne

AM x AB = Ó,     czyli AM = a AB,      0<a<1

Teza:

A*M* x A^B* = Ó

Dowód: Z rys. 2.6 odczytujemy zależności:

A*M* = AM + vM — vA = AM +0Ax AM

A*B* = AB + vB — vA = AB + wA x AB

Wystarczy teraz wektory A*M* i A*B* pomnożyć wektorowo:

A*M* x A*B* = (AM + 0, x AM) x (AB +0,x AB) = AM x AB +

+ AM x (0, x AB) — AB x (0, x AM) +

	
4- (0A x AM) x (a>A x AB) = (AM • AB) — (AM • coA) AB —


	
- (AB AM) wA + (AB • a)A) AM = Ó





Ponieważ iloczyn wektorowy jest równy zeru, to punkty A*, M*, B* należą do jednej prostej.

Jeśli znamy prędkości trzech niewspółliniowych punktów A, B, C ciała sztywnego (w dowolnym ruchu), to prędkość każdego innego punktu M tego ciała możemy przedstawić jako kombinację liniową wektorów będących rzutami prędkości punktów A, B, C na kierunki łączące te punkty z punktem M:

	
VM =        + P(.vb)bM + v(c)cM                 (2-11)



gdyż zachodzi:

(vm)am = (Va)am - (vm)bm = (vb)bm • SVm)cM = (Vc)cM

Stąd wyznaczamy współczynniki a, y.

2.3. RUCH POSTĘPOWY CIAŁA SZTYWNEGO

Ruchem postępowym ciała sztywnego nazywamy ruch, w którym odcinek łączący każde dwa dowolnie wybrane punkty ciała zajmuje w czasie jego trwania położenie równoległe do położenia poprzedniego (lub początkowego — rys. 2.7).

Korzystając z definicji ruchu postępowego możemy napisać:

rB = rBo + rB

^a = rAo +A rA

Ponieważ rB — rA = rBo — rAo = const, to zachodzi równość ArB = ArA, a stąd otrzymujemy vB = vA i aB = aA.
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Własności ruchu postępowego:

	
— tory punktów ciała są krzywymi przystającymi,


	
— kąty Eulera są stałe w czasie ruchu,


	
— prędkości (przyspieszenia) są w danej chwili ruchu jednakowe dla wszystkich punktów ciała,


	
— ruch postępowy jest translacją ciała, czyli do jego opisu wystarczy podać trzy współrzędne uogólnione xA(t), yA (t) i zA(t).



	
2.4. RUCH KULISTY CIAŁA SZTYWNEGO


Załóżmy teraz, że xA = const, yA = const, zA = const, czyli punkt A jest




punktem nieruchomym. Wszystkie
[image: ]

Rys. 2.8






inne punkty ciała poruszać się będą po odpowiednich sferach kulistych o środku w punkcie A. A zatem ruch kulisty ciała sztywnego jest to ruch ciała wokół stałego punktu (rys. 2.8). Ponieważ vA = 0 i aA = 0, to prędkość (przyspieszenie) dowolnego punktu M ciała zgodnie z (2.10) jest równa:

VM=0AX AM

_(2.12)

aM = ea x AM +0AX (A x AM)

Własności ruchu kulistego:

	
— tory punktów ciała leżą na sferach kulistych o środku w punkcie A,


	
— kąty Eulera są współrzędnymi uogólnionymi jednoznacznie określającymi ten ruch,


	
— wektor prędkości kątowej co (t) określa chwilową oś obrotu zawierającą punkt unieruchomienia,


	
— przejście ciała z położenia w chwili t do położenia w chwili t + At następuje poprzez skończony obrót wokół punktu unieruchomienia lub ciąg chwilowych obrotów wokół chwilowych osi obrotów przechodzących przez punkt unieruchomienia, gdy z A t — 0.



	
2.5. RUCH OBROTOWY CIAŁA SZTYWNEGO



Szczególnym przypadkiem ruchu kulistego jest ruch obrotowy, z którym mamy do czynienia, gdy wektor prędkości kątowej a>A (t) jest stały co do kierunku (rys. 2.9). Może się zmieniać jego wielkość i zwrot. A więc istnieje stała oś obrotu l zawierająca wektor prędkości kątowej. Prędkość, przyspieszenie dowolnego punktu M ciała są równe:
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VM = 0, x AM


(2-13)



aM — Eix AM +0,X (0 x AM)

Własności ruchu obrotowego:

	
— torami punktów ciała są okręgi leżące w płaszczyznach prostopadłych do osi obrotu i o środkach należących do tej osi,


	
— wektor prędkości kątowej jest stały co do kierunku,


	
— dwa kąty Eulera są stałe, a więc jedna współrzędna uogólniona, np. kąt obrotu właściwego, jednoznacznie opisuje ten ruch.



	
2.6. RUCH PŁASKI CIAŁA SZTYWNEGO



Z ruchem tym mamy do czynienia, gdy punkty ciała sztywnego poruszają się w płaszczyznach równoległych do jednej płaszczyzny II0 zwanej kierującą.

W tym przypadku ruchy punktów ciała leżących na prostopadłej do płaszczyzny kierującej są identyczne, a zatem wystarczy badać ruch figury płaskiej, powstałej przez myślowe przecięcie ciała płaszczyzną II równoległą do płaszczyzny II0 w jej płaszczyźnie. Zgodnie z rys. 2.10 i wzorem (2.7) położenie dowolnego punktu M figury płaskiej w nieruchomym układzie współrzędnych określa wektor rM:

I = xA(t) + cos <p(t) - tiM sin cp(t) IjmW = yA^ + Msin(t) + nMcosp W


(2-14)



Ruch figury płaskiej w jej płaszczyźnie jest jednoznacznie opisany poprzez trzy współrzędne uogólnione, z których dwie yM(t) podają translację, zaś kąt <p(t) określa rotację. Równania:

XM — xm (0 < yM = Ym(t) o =c(t)


(2-15)



są równaniami ruchu dowolnego punktu M figury płaskiej. Aby otrzymać równania ruchu punktów ciała leżących poza tą płaszczyzną, należy do tych równań dodać równanie z = zo = const.

[image: ]

Rys. 2.10




Z równania (2.14) wyznaczamy prędkość i przyspieszenie dowolnego punktu ciała (rys. 2.10 a) i (rys. 2.10 b).

VM=r=VA+0AXAM=VA+OAx(rM-rA)=VA- vmia (2-16)

aM = r = aA + £A x AM +0AX (wA x AM) =

= aA + sA x AM - w^AM = aA + aM/A           (2.16)

aM = aA + a^ +

gdzie:

^M/A =0,x AM

aM/A ~ eax AM — 01 a AM — a^IA + a^/A

[image: ]

Ruch płaski ciała

Translacja ciała Rotacja ciała z prędkością punktu A wokół punktu A
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Ruch płaski

ciała





Rys. 2.10a
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Rys. ZlOb





,sa
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Własności ruchu płaskiego: — tory punktów leżą w płaszczyznach równoległych do płaszczyzny kierującej, — kierunek wektora A jest prostopadły do płaszczyzny kierującej, — ruch płaski jest złożeniem ruchu postępowego w płaszczyźnie kierującej z prędkością vA i chwilowego ruchu obrotowego wokół chwilowej osi obrotu przechodzącej przez punkt A.

W ruchu płaskim wprowadza się pojęcie środka chwilowego obrotu jako punktu P, którego prędkość w danej chwili jest równa zeru:


v,=0=vA+0Ax(rp- rA)




(2-17)



Jeżeli wyrażenie (2.17) pomnożymy wektorowo przez wektor prędkości kątowej a>A, to otrzymamy wzór na wektor wodzący środka chwilowego obrotu w układzie stałym:


OAXVA



(2-18)

Gdy znamy prędkości dwóch punktów figury płaskiej, to środek chwilowego obrotu można również wyznaczyć jako punkt przecięcia prostych prostopadłych do zadanych prędkości punktów A i B.

Mogą tu wystąpić następujące przypadki:

v,=0,X PA

A     p

[image: ]

(leżącym w nieskończoności)




vA = (ofxPA _Da_p v,=0,x PB a b


(2.20)



[image: ]



Jeżeli dwie sztywne figury płaskie (tarcze) mają wspólny punkt (przegub), który zezwala na wzajemny obrót łączonych tarcz, to środki ich chwilowych obrotów i przegub leżą na jednej prostej.
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Val = Va vg = Vg


Znając środki chwilowych




obrotów łączonych tarcz możemy wyznaczyć



możliwe prędkości korzystając:

	
a) z zapisu wektorowego



VA = Or X Oj A

v p — Or x O^P — On x Om P —> On — On (0p

vB = Or x OtB



Vd=On X OrD



Vc=Ou X OrC

	
b) z twierdzenia o rozkładzie prędkości punktów ciała sztywnego



(V A)ap = (V p)ap

(v p)pc = (v C^PC

	
c) z zapisu skalarnego



Przyjęto vA = v0





vB = (ol\OlB\ = \OiB\tgcc, tga=0,=1,A=0

 





vP = |0,P|tga=0,P-Vo- = o, 0,P = 0,Ptg=tgs =OrPtga

0gA 0uPI



vc = 0„Ctg

	
d) z proporcji



VB  VA  VP VP  Vc  Vp

0,B 0,A 0,P‘ 0,P 0,c O,D

Oprócz środka chwilowego obrotu wprowadza się w ruchu płaskim ciała sztywnego chwilowy środek przyspieszeń (rys. 2.Ile).

[image: ]

Rys. 2.1 le




=,+,xAM-AAM

Sm = SA + mja = a* + da +m ad = eA x AM ag)=-oAM
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Chwilowy środek przyspieszeń punktów ciała sztywnego w ruchu płaskim definiujemy jako punkt, którego przyspieszenie w danej chwili jest równe 0.

Twierdzenie dotyczące rozkładu przyspieszeń punktów ciała sztywnego w ruchu płaskim (rys. 2.11 e)

Dla punktów ciała sztywnego w dowolnym ruchu płaskim zachodzi:

m _ 4

SM | SA |

Dowód: W dowodzie skorzystamy z zależności wyprowadzonych w rachunku wektorowym:

(a x b) • (c x d) = (a • c) (jb • d) — (b • c) (a • d)

(axb)'(axb)= a2 b2 — (a • b)2

Zapiszmy przyspieszenie punktu M:

aM = aS + KS X SM — c SM

Ponieważ

as = Ó

to

aM = ES x SM — c SM

Obliczymy teraz kwadrat długości aM:

aM — aM' aM = (Es x SM) ' (Es x SM) + of SM2 -202 SM • (es x SM)

Iloczyn mieszany wektorów SM, es i SM jest równy zeru, gdyż leżą one w jednej płaszczyźnie

a = (£s + c$) SM2

Analogicznie dla punktu A zachodzi:

a = (£s + c$) SA

Stąd

a, SM

M=1.         c.b.d.o.

\aA | SA |

Przykład 2.4

Dla sztywnego układu prętowego złożonego z trzech prętów wyznaczyć środki chwilowych obrotów oraz prędkości punktów A i B.

Punkty P i P3 jako nieruchome stanowią środki obrotów dla prętów 1 i 3. Środek chwilowego obrotu pręta 2 leży na przecięciu prostych APr i BP2 (rys. 2.12) i stąd jego współrzędne w układzie Prx,y wynoszą:

P2(0,-2)

Obliczmy teraz prędkości punktów A i B:

VA=01X P:A =02X P2A


	
01 = (0,
	
0,
	
—C1)
	
@2 = (0,
	
0,
	
-2)


	
x P,A = (0,
	
4,
	
0)
	
x PA = (0,
	
6,
	
0)


	
0,=(40,,
	
0,
	
0)
	
vA = (6 O,
	
0,
	
0)



[image: ]

Porównując odpowiednie prędkości punktów wyznaczamy zależność między prędkościami kątowymi:



Stąd otrzymujemy:




401=602=203




2

•2 = 301




03=201



Przykład 2.5

Dla sztywnego układu tarczowo-prętowego złożonego z dwóch tarcz i dwu prętów wyznaczyć środki chwilowych obrotów oraz prędkości punktów A, B, C, D (rys. 2.13).

[image: ]

Rys. 2.13




Również i w tym przykładzie punkty P i P2 jako stałe stanowią środki obrotów dla tarcz 1 i 2. Środek chwilowego obrotu dla pręta 3 leży na przecięciu prostych PtB i P2C, zaś dla pręta 4 na prostej P,P2 i prostej łączącej końce wektorów prędkości punktów A i D. Współrzędne punktu P3 wyznaczamy z następującej proporcji:


2=2

a




3 = X3



Stąd otrzymujemy:


3 X353“




10



Obliczmy prędkości punktów A i B:


lub





	
VA= 0, x PrA <

X
	
• 0,= (0,

ĘI = (2a,
	
0, -wj

0,       0)


	
0,= (0, -
	
2a,, 0)


	
V=0,x PB •
	
•     = (0,
	
0, —a
	

	
X
	
P,B=(2a,
	
2 a,
	
0)


		
vB = (2a0,,
	
— 2a0,,
	
0)


	
V,=03x PB •>
	
0,= ( o,
	
o,
	
+(03)


	
X
	
----   / 4
	
4
	

		
P3B = (--a,
	
34
	
o)






4         4

3403 —3403, 0

Z porównania współrzędnych wektora vB wynika, że 03 =


3

-cd,. Podobnie 2 1



liczymy prędkość punktu C:

vc = cd3 x P3C = O2X P2C


	
c, = (o,
	
0,
	
3 \

2WJ


	
x — /2
	
4
	

	
PaC =(3a
	
1

U P
	
0)


	
vc = (2a0,,
	
a,.
	
0)




w2 = (0,        0,    -co2)

x 

P2C = ( — a,      2 a, 0)

vc = (2 a cd2, a 2,     0)

Prędkość punktu D wyraża się następująco:
[image: ]

Przykład 2.6

Dla sztywnego układu złożonego z dwóch tarcz i dwu prętów wyznaczyć środki chwilowych obrotów oraz prędkości punktów A, Av B, C (rys. 2.14).
[image: ]

Rys. 2.14


Ponieważ punkty A, A i C mają możliwość ruchu w zaznaczonych kierunkach, to środek chwilowego obrotu tarczy 1 leży na przecięciu prostych prostopadłych do tych kierunków. Pręty 3 i 4 mogą poruszać się tylko przez translację, a zatem środki chwilowych obrotów są punktami niewłaściwymi, bo leżącymi w nieskończoności. Stąd wynika, że VA1 = vA i vB1 = Vg. Środek chwilowego obrotu tarczy 2 leży na kierunku prostopadłym do VA1 oraz prostej łączącej końce wektorów prędkości punktów A, i B,.

W układzie A, x,y środki chwilowych obrotów mają następujące współrzędne:

Pi (2 a, 2 a)           P2(0,2a)


	
Obliczymy prędkości punktów A,
	
B i C.
		

	
VA=0,x PA •
	
0, = (0,
	
0,
	
®i)


	
X
	
P,A=(0,
	
— 2 a,
	
0)


		
0,= (2a0,,
	
0,
	
0)


	
V,=0,x P,B *
	
>0,= (0,
	
0,
	
"i)


	
X
	
P,B=(0,
	
— a,
	
0)


		
8 83

II

R

1 •
	
0,
	
0)


	
Vc=0,x P.C e
	
■      = (0,
	
0,
	
®1)


	
X
	
P,C=(a,
	
— a,
	
0)


		
Vc = (0(0^
	
a,.
	
0)




Przykład 2.6a

Dla układu prętowo-tarczowego, pokazanego na rys. 2.14 a, wyznaczyć rozkład możliwych prędkości punktów A, do A6, wykorzystując twierdzenia o rozkładzie prędkości punktów ciała sztywnego. Pręty 1, 2, 3 tworzą sztywną tarczę podpartą w punktach A, i A, przez co jest ona unieruchomiona. Pręt 5 ma środek obrotu w punkcie A,, a zatem prędkość możliwa punktu A4 jest prostopadła do odcinka 05A4; przyjęto jej wielkość równą v0. Dla pręta 4 punkt A3 stanowi środek obrotu i dlatego prędkość możliwa punktu A6 jest prostopadła do wektora O4A6, a jej wielkość obliczymy z równości rzutów prędkości v4 i v6 na kierunek — A:

vo cos (45° —)=v6 cos (45° — B)

a dalej:

cos (45° — a) cos a + sin a      5


17do = 0,90400



°6 cos (45° — Vo cos fi + sin pV°   3 gdyż
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Środek Or obrotu tarczy I leży na przecięciu prostych prostopadłych do możliwych prędkości punktów A4 i A5. Prędkość punktu A5 możemy teraz wyliczyć z równości rzutów prędkości punktów i As na kierunek wyznaczony przez te punkty lub z proporcji:

v5  v6  _ 0,A5

0,A5 0,A6 0,A6

W układzie współrzędnych {O,x,y} proste wyznaczone przez odcinki OA^ i A3Ae mają następujące równania:

y = 0,25 x

y = 2x — 4a

Rozwiązując ten układ równań wyznaczymy współrzędne środka Or:

a dalej obliczymy długości wektorów O,A5 i O,A6:


     19

0,4,1=a,




0A6=-



Ostatecznie mamy:

v0 E 1,536 vo


sin y = —7= = 0,466, ./461




cos v = 19 — 0,885 ./461



Przykład 2.6b

Dla sztywnego układu prętowo-tarczowego, przedstawionego na rys. 2.14 b, wyznaczyć rozkład prędkości możliwych, stosując metodę z poprzedniego przykładu.

Dla tarczy I unieruchomionej w punkcie Ar = O, będącym jej środkiem obrotu, przyjęto prędkość możliwą punktu A3 równą v3 = vo. Punkt A4 również należy do tej tarczy, czyli jego prędkość możliwa jest prostopadła do odcinka OA4 i ma wielkość V4 = •2 v0, co wynika z równości rzutów prędkości V3 i v4 na kierunek A3 — A^.

Środek obrotu dla pręta 7 leży na przecięciu prostych Or-A4z prostą A2-A5. Jest zatem widoczne, że prędkość punktu As jest równa v5 = vo. Prędkość punktu A6 ustalamy z rzutów prędkości v5 i v6 na kierunek A3 - A6 oraz prędkości v5 i v6 na kierunek 5 — Ag. Punkt przecięcia prostych prostopadłych do tych rzutów stanowi koniec wektora prędkości punktu A (por. rys. 2.14b). Zachodzi więc następująca zależność:
[image: ]

Rys. 2.14b

Środki obrotów dla prętów 1 i 2 są punktami niewłaściwymi, czyli pręty te mogą przemieszczać się tylko przez translację. Środek obrotu dla pręta 3 jest w punkcie O3, zaś dla pręta 6 w punkcie 06. Pręty 4 i 5 są unieruchomione.

Przykład 2.6c

Dla sztywnego układu tarczowego wyznaczyć środki chwilowych obrotów oraz prędkości możliwe punktów wierzchołkowych

[image: ]



Środek Or obrotu tarczy I leży na przecięciu prostych prostopadłych do v B i v c. Przyjęto vB = 6 v0, a stąd:


tgr=




6vo

6a




Vo

a




rad

sec



Vp=5atga=5v0,Vc=2/5atga=2/5vo,

vE = /29 atgo= 1/29 v0, vP= J/37 atgo= 1/37 vo.

Środek On obrotu tarczy II leży na przecięciu linii OYP i linią prostopadłą do vAZ twierdzenia Talesa wyznaczamy wartość Yo:
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5

=atg% = 5Vo
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Przykład 2.6d

Dla sztywnego układu prętowo-tarczowego wyznaczyć środki chwilowych

obrotów oraz prędkości punktów węzłowych

[image: ]




Vo tgan=tgr= — a




rad

sec




= Om = Or



[image: ]



oVo

vE = 2 a— = 2vo a


VE 2 v0 rad




Or = tgt =



sec

vc = 0

Przykład 2.6e

Dla sztywnego układu prętowo-tarczowego wyznaczyć środki chwilowych obrotów oraz możliwe prędkości punktów węzłowych.
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o,

Środek obrotu tarczy II leży na przecięciu linii BD z prostą prostopadłą do vA. Przyjęto vD = 5v0 i stąd:


tgom =



5v0      T rad

E—=Vo --

5a       L sec


vc = 2 5 tg an = 2 5 v0




ve = 29 a tg Xm = •29 v0



Z twierdzenia Talesa wyznaczamy y0

2a

=5=yo= 5

[image: ]

5 vo rad

2 a sec




4         4 5 v0

V=atg=a- = 2Vo 5          5 2 a

1 /TT         1 /TT 5 vo    /41

Vp=5V41 atg1=5V41 Apass2Vo

vP = 1 /106 atgo, =1./106 a5%o 5                 5         2 a
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Z twierdzenia Talesa wyznaczamy położenie środka chwilowego obrotu pręta 1:


Xp a



a           5

95Xo=9a

5 a

vP 9 106 vo 9 v0

1/106a 2/106a 24

5          5 9 vo 5

Vg=9atg«=ga2a=2Vo

Środek obrotu pręta 2 leży na przecięciu prostej BD z prostą łączącą końce prędkości punktów D i B.

Przykład 2.6f

W ruchu płaskim figury sztywnej znane są dla jej punktów A, B, C w ustalonej chwili t składowe prędkości:


VAY — 6vo




m

sec




m

sec




, Vcx — 3vo




m

sec



Wyznaczyć środek chwilowego obrotu i pozostałe składowe prędkości tych punktów.
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Rozwiązanie

Piszemy proporcje:




6 xs—3




4

---€=Xs=9[m]

S -




6

xs — 3




--- =Ys=6 [m]

ys — 3
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2.7. OGÓLNY PRZYPADEK RUCHU CIAŁA SZTYWNEGO



Mamy z nim do czynienia, gdy wszystkie sześć jego współrzędnych uogólnionych zmienia się w czasie:

xA = xA(t), yA = yA(t), zA = zA(t),

(2.21)

	
<p = cp (i),          =i(t),        9=9(t)



Wyboru punktu A można dokonać na nieskończenie wiele sposobów. Ma to wpływ tylko na ruch postępowy ciała, gdyż kąty Eulera nie zależą od jego wyboru. A zatem ruch dowolny ciała sztywnego można przedstawić jako złożenie ruchu postępowego ciała z prędkością dowolnie wybranego punktu A ciała i chwilowego ruchu obrotowego wokół chwilowej osi obrotu przechodzącej przez ten wybrany punkt.

1 (chwilowa oś obrotu)

Rys. 2.15

Prędkości i przyspieszenia punktów ciała sztywnego w ruchu dowolnym (rys. 2.15) obliczamy według zależności:

vM = vA + (daxAM = vA + vM/A

aM = aA + eAX AM +0AX (0A X AM) —

= aA + EA x AM + (WA ' AM) (J)A — a AM


(2.22)



aM = a A + as + an

gdzie:


a,=8x AM,




a, = A ’ AM) ^A ~ o AM



	
2.8. WYZNACZENIE PRZEMIESZCZEŃ PUNKTÓW CIAŁA SZTYWNEGO



Rozważmy dwa bliskie położenia ciała sztywnego odpowiadające chwilom t i t + At. O przyroście czasu At zakładamy, że jest na tyle mały, aby można było w analizie ruchu pominąć wielkości (A t)n, n > 2.

Położenie dowolnego punktu M ciała w chwili t w stałym układzie odniesienia określa wektor rM(t), zaś w. chwili t + At wektor rM(t + At).

Wektor uM = rM(t + At) — rM(t) = rMAt + 0 (A t2) jest wektorem przemieszczenia punktu M. Jeśli wykorzystamy zależność (2.22), to wektor przemieszczenia możemy zapisać następująco:

um = (A +0AX AM) At = vAAt + (a>AAt) X AM = uA + d‘AX AM (2.23) gdzie uA i w'A są wektorami stałymi, a więc jednakowymi dla wszystkich punktów ciała.

W wyrażeniu (2.23) wektor uA stanowi przemieszczenie punktu związane z translacją ciała, a wektor OA x AM — przemieszczenie odpowiadające rotacji ciała.

Zapiszmy wektor uM w bazie stałego układu współrzędnych:

^M(x,y,z) = uxex + uyey + u~ez = uoex + voey + w0e2 +

+ (.ct0^x +Po^y +yO^z)x(.xex +yey +zez)         (2.24)

Z równości (2.24) otrzymujemy wzory określające współrzędne przemieszczeń punktów ciała sztywnego:

ux(x,y,z) = «o - Yoy +     = ux(y,z)

<uy(x,y,z) = vo + yox-a.oz = uy(x,z)             (2.25)

^Z(x,y,z) = wo- fiox + <zoy = uz(x,y)

Ponieważ związki (2.25) są liniowe, zatem spełniają następujący jednorodny układ równań różniczkowych:


	
af-°
	
= o

By Bx


	
Qu,_o

By
	
u, (2.26)

oz   o y


	
8u_o

B z
	
Qu,+Qu_o

Bz Bx




PYTANIA KONTROLNE

	
1. Omówić poznane opisy ruchu ciała sztywnego.


	
2. Jak oblicza sięvia punktów ciała sztywnego w ruchu dowolnym?


	
3. Podać twierdzenia o rozkładzie prędkości punktów ciała sztywnego.


	
4. Do czego służy macierz przejścia i jakie ma własności?


	
5. Zdefiniować kąty Eulera.


	
6. Dlaczego w macierzy przejścia trzy elementy są liniowo niezależne?


	
7. Omówić poznane ruchy ciała sztywnego i ich własności.


	
8. Co nazywamy środkiem chwilowego obrotu i jak go wyznaczamy?


	
9. Czy ruch obrotowy jest ruchem płaskim?


	
10. Czym różni się chwilowy ruch obrotowy od ruchu kulistego?


	
11. Stwierdzono, że prędkości trzech niewspółliniowych punktów bryły sztywnej leżą w płaszczyźnie. Jakim ruchem porusza się ciało?


	
12. Jak oblicza się przemieszczenia punktów ciała sztywnego?



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIĄZANIA

	
1. Wyprowadzić wzory (2.9) podające elementy macierzy przejścia poprzez kąty Eulera. Wskazówka — skorzystać z niezależności ruchów: obrotu właściwego, precepsji, nutacji i wykorzystać wzór (1.48).
[image: ]

Rys. 2.16



	
2. W sztywnych układach prętowo-tarczowych (rys. 2.16) wyznaczyć środki chwilowych obrotów i prędkości zaznaczonych punktów.


	
3. Ciało sztywne (rys. 2.17) porusza się ruchem dowolnym określonym przez ruch punktu A i chwilowy ruch obrotowy wokół punktu A. Wyznaczyć prędkość i przyspieszenie punktu K w chwili t = 1, jeśli: rA = (2t,4t2 — l,3t + 1) i wA = (t,sin t, e))
[image: ]

Rys. 2.17



	
4. Sztywny prostopadłościan obraca się wokół boku CD przeciwnie do ruchu wskazówek zegara. W położeniu ciała jak na rys. 2.18 prędkość skalarna punktu A wynosi



vA = 5 — . Obliczyć prędkość i przyspieszenie punktu B w tym położeniu.

[image: ]



	
5. Wyznaczyć stałe u0, v0, w0, &o, ^0, Yo wy-stępujące w układzie równań (2.25), jeśli dla x = y = z = 4 zachodzi:



Rozdział 3

STATYKA

	
3.1. WPROWADZENIE



Statyka jest działem mechaniki zajmującym się badaniem warunków koniecznych i wystarczających na to, aby układ materialny nie zmieniał swojego położenia w przyjętym układzie odniesienia.

Wprowadzimy oprócz już poznanych pojęć, takich jak: czasoprzestrzeń z globalnym układem odniesienia, punkt materialny, ciało sztywne — nowe pojęcia, którymi są: siła, masa i pęd.

Siła jest miarą wzajemnego oddziaływania ciał przejawiającą się przez zmianę ich położenia lub utrzymania w położeniu równowagi. Oddziaływanie to charakteryzuje się linią działania, wartością i zwrotem. Graficznym obrazem siły jest wektor. W przypadku gdy każdemu punktowi ciała lub jego podobszaru podporządkujemy wzajemnie jednoznacznie siłę, to mówimy o polu sił lub układzie sił.

Masa punktu materialnego jest wielkością skalarną, określoną przez iloraz miary siły ciężkości Q i miary przyspieszenia ziemskiego g:

df Q


(3-1)




(3-2)



m==

g

Pęd punktu materialnego jest iloczynem jego masy i prędkości:

-df

p =

Dalsze rozważania prowadzić będziemy, opierając się na aksjomatach mechaniki:

	
1. Aksjomat bezwładności. Istnieją układy odniesienia, w których jeśli na punkt materialny nie działa żadna siła, to pęd punktu jest stały (nie ulega zmianie):



p = mv = p0 = const


v = r — — = vn = const m




(3-3)




r(t) = vot + ro




Z zależności (3.3) wynika, że przy stałym pędzie punkt porusza się ruchem jednostajnym prostoliniowym (o * Ó) lub jest w spoczynku (o = Ó). Inaczej każde ciało materialne ma tego rodzaju własność, że bez udziału innych ciał (sił) nie może zmienić swego ruchu względem układu odniesienia. Własność tę nazywamy bezwładnością ciała. Układy odniesienia, w których spełniony jest aksjomat bezwładności, są układami inercjalnymi. W układach inercjalnych współrzędne miejsca zmieniają się według prawa transformacji fizycznej:




3

X,=2 Qjkxj + xo j=1




(3-4)




zaś chwile czasu według wzoru:




T=T+To




(3-5)




Występująca w równaniu (3.4) macierz jest nieosobliwą macierzą ortogonalną, spełniającą — podobnie jak macierz przejścia — równania:




3                     fl

X Qjk Qij =8=3.

j=l                 (•




(3-6)




3

X Qkj Qlj = ^kl j=1




Dowolny układ odniesienia, który względem układu inercjalnego porusza się bez przyspieszenia (a = 0), jest również układem inercjalnym.

2. Aksjomat ruchu (prawo ruchu). Istnieją układy odniesienia, w których, jeśli na punkt materialny działa siła, to zmienia jego pęd według prawa:




d - -dip=F




(3.7)




Jeśli założymy, że m = const, to prawo ruchu (3.7) przyjmie postać:




mr = F




(3-8)



	
3. Aksjomat wzajemnego oddziaływania (prawo akcji



i reakcji). Dwa punkty materialne działają na  siebie zawsze wzajemnie z siłami równymi, prze- Es ciwnie skierowanymi i leżącymi na jednej prostej A‘mA (rys. 3.1):

Rys. 3.1

FA+F,=0         (3-9)

Prawdziwość powyższych aksjomatów stwierdza się na drodze doświadczalnej.

Wprowadzimy teraz pojęcia równowagi ciała (układu materialnego) i równowagi układu sił działających na układ materialny. Mówimy, że ciało jest w równowadze, jeżeli jest w spoczynku w danym układzie odniesienia.

O siłach działających na układ materialny powiemy, że są w równowadze, jeżeli przyłożone do układu nie zmieniają jego ruchu. A więc równowaga sił jest warunkiem koniecznym równowagi ciała, zaś równowaga sił ze spoczynkiem ciała w chwili przyłożenia tych sił stanowi warunek konieczny i wystarczający równowagi ciała. Z pojęciem równowagi sił związane są następujące aksjomaty równowagi sił:

	
1. Jeżeli do układu sił działających na sztywny układ materialny pozostający w równowadze dołączymy (lub usuniemy) układ dwóch sił przeciwnych leżących na jednej prostej, to równowaga układu materialnego nie zostanie naruszona.


	
2. Jeżeli do układu sił działających na sztywny układ materialny będący w równowadze dołączymy (lub usuniemy) układ sił zbieżnych (zaczepionych w jednym punkcie) o sumie równej zeru, to równowaga układu nie zostanie naruszona.


	
3. Jeżeli na sztywny układ materialny nie działają żadne siły, to może on pozostawać w spoczynku.
[image: ]



Przy omawianiu aksjomatów równowagi sił zostało wprowadzone pojęcie przekształceń elementarnych typu a i [1 (lub I i II rodzaju).

Przez przekształcenie elementarne I rodzaju rozumiemy dodanie (lub odjęcie) do układu sił dwóch sił przeciwnych, leżących na jednej prostej, zaś przez przekształcenie elementarne II rodzaju — dodanie (lub odjęcie) zbieżnego układu sił o sumie równej zeru (rys. 3.2).

Z powyższych aksjomatów wynika, że jeżeli na zadanym układzie sił będącym w równowadze dokonamy ciągu przekształceń elementarnych typu a i , to równowaga układu nie zostanie naruszona. Wniosek ten jest podstawą budowy teorii równoważności sił, na której bazuje cała statyka ciała sztywnego.

	
3.2. TEORIA RÓWNOWAŻNOŚCI UKŁADÓW SIŁ


	
3.2.1. Moment siły względem punktu





Obierzmy dowolny punkt B i siłę F zaczepioną w punkcie A (rys. 3.3). Momentem siły F względem punktu B nazywamy wektor MB równy iloczynowi wektorowemu siły F i wektora łączącego punkt zaczepienia siły z punktem, względem którego liczymy moment:

[image: ]



kierunek: MB L F A MB- AB

Mb = F x AB = BA xFe< moduł: | M, | = | F | | AB | sin a = | F | r


(3-10)



zwrot: Trójka wektorów F, AB, MB jest prawoskrętna

[image: ]

Rys. 3.4




Na rys. 3.3 przez r oznaczono ramię siły, czyli odległość punktu B (względem którego liczymy moment siły) od kierunku działania siły. Moment siły względem punktu jest równy zeru, gdy siła lub jej ramię równa jest zeru. Jeżeli siłę przesuniemy wzdłuż prostej jej działania (przekształcenie typu a), to moment liczony względem tego samego punktu nie ulegnie zmianie:

Mr = F x AR = F x (AB + BR) = F x BR = const


(3-11)



	
3.2.2. Moment siły względem prostej



Niech zadana będzie siła F zaczepiona w punkcie A i prosta l. Na prostej l obierzmy dowolny punkt 0, przez który prowadzimy płaszczyznę II prostopadłą do prostej l. Wyznaczmy rzut prostokątny siły F i punktu A na płaszczyznę n. Momentem siły F zaczepionej w punkcie A względem prostej l nazywamy iloczyn wektorowy rzutu Fn siły i wektora A'0 (rys. 3.5):

-  /F n\-  (n x F)xn

F   I —2 ) n        “2

\ n: /         n:

kierunek: Mt || l


- df -     ----

M, =Fn X A‘Oe<




moduł: M=Fn | A'O | sin a




(3-12)



zwrot: Wektory Fn, A'O i M, stanowią trójkę prawoskrętną
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Jeżeli obliczymy moment siły względem dowolnego punktu 0 prostej i zrzutujemy go na tę prostą, to okaże się, że otrzymany wektor jest równy momentowi siły względem tej prostej. Dla dowodu powyższego twierdzenia skorzystamy z podwójnego iloczynu wektorowego:

a x (b x c) = (a-c)b — (a b)c


(3.13)



Zgodnie z rys. 3.5 i definicją (3.12) wyznaczamy:

M,=F,x AO =(F F,) x (AO - AA') =

[image: ]

= FxAO — Fx





AO -
[image: ]




[image: ]




/F x n\ n2)




n x AO —



- n ---  - - --- - 1 

= Mo + 52 x [(AO -ń)F — {F -ń) AO] = Mo + ,2 [n x (n x Mo) =



= Mo + M0)n - n2 Mo] = (M")n

Ostatecznie mamy:


— tw

M,=




Mo • n n2




c. h. d. o.




(3-14)



Z zależności (3.12) i (3.14) wynika, że moment siły względem prostej jest równy zeru, gdy prosta wraz z linią działania siły wyznaczają płaszczyznę (leżą w jednej płaszczyźnie).

	
3.2.3. Twierdzenie o zmianie bieguna



Dla układu złożonego z n sił obliczmy moment względem punktu (bieguna) B i nowego punktu (bieguna) R (rys. 3.6):

[image: ]

Rys. 3.6




	
- df— -



M,= 2FXA,B                  (3.15)

i=1

MR=2 Fi XAR= 2Fx (AB + BR) = Mg + ( 2 F, ) x BR i=1              i=1                             \i=l /

dfn-

Wektor S = 2 Fi nazywamy sumą układu. Mamy zatem:

i=l

— tw —     —   ---

MR = MB +SX BR


(3-16)



Powyższy związek stanowi treść ważnego twierdzenia o zmianie bieguna. Stwierdza ono: Moment układu sił liczony względem bieguna nowego jest równy momentowi układu względem bieguna starego powiększonego o iloczyn wektorowy sumy układu i wektora łączącego biegun stary z nowym.

Na podstawie (3.16) możemy wypowiedzieć następujące wnioski:

	
1. Jeżeli S = 0, to moment układu jest stały (niezależny od wyboru bieguna, względem którego jest liczony).


	
2. Jeżeli momenty układu liczone względem trzech niewspółliniowych punktów są równe, to suma układu jest równa zeru. Aby wykazać prawdziwość tego wniosku, należy dwukrotnie zastosować twierdzenie o zmianie bieguna.



Z: punkty A, B, C są niewspółliniowe:

AB x AC = 0 oraz MA = MB = Mc

T:S=0

D: MB = MA +S x AB] S x AB = 0  - -

B 4      >=> J     =>S=0

Mc = Ma + ŚxAC] S x AC = Ó

	
3. Iloczyn skalarny sumy i momentu liczonego względem dowolnego punktu jest dla układu sił wielkością stałą i nazywamy ją parametrem układu:



K = Mo ■ S = Ma • S = const


(3-17)



D: Ma • S = (Mo + S x OA) • S = Mo ■ S + S- (S x OA) = Mo • S

	
3.2.4. Równoważność układów sił



, ,, (F,,F,, F,, F,\ • , (R,,R,, R,, R,\

Dwa układy sił A — l 1 2 ...    ...    ] i B = l 1 2 ... 1 ... *)

\A,A2, A, Aj \B,B2, Bj, Bj nazywamy równoważnymi, jeżeli wykonując na jednym z nich skończoną ilość przekształceń elementarnych I i II rodzaju otrzymamy drugi układ. Z definicji przekształceń elementarnych wynika, że nie zmieniają one sumy i momentu układu.

Zatem równoważne układy sił /A i /B to takie, które mają równe sumy i równe momenty liczone względem dowolnego (każdego) punktu:


df




Sa — SB

Mq(/A) = Mq(/B),




Q — dowolny punkt



Twierdzenia o równoważności układów sił

	
1. Dwa układy sił/Ai/B są równoważne, gdy mają równe sumy i równe momenty liczone względem jednego (ustalonego) punktu.



Z: = S!B

O — ustalony punkt          (3.18)

T: /A ~ IB

D: 0' — dowolny punkt.

Należy wykazać, że Mo,(/A) = Mo,dB\ Skorzystajmy z twierdzenia (3.16)


MOJA) = Mo (A) + SA x 00' Mo,(/B) = M.(B) +SBxÓÓ'



Stąd po odjęciu stronami otrzymujemy

MOt (A) - Mo, (IB) = Ó lub Mo, (A) = Mo, (IB)

	
2. Dwa układy sił/Ai/B są równoważne, gdy mają (odpowiednio) równe momenty liczone względem trzech niewspółliniowych punktów.



Z: O, O', O" — punkty niewspółliniowe,

Mo(/A) = Mo(jB)

Mo,(/A) = M0,dB)

Mov(A) =

T: 5, = Ś/B czyli A ~ /B

D: W dowodzie wykorzystamy twierdzenie o zmianie bieguna:

Mo, (A) = Mo (A) + 5, x OÓ' A Mo, (JB) = Mo (IB) + Ś/B x ÓO' Mo„(A) = Mo(/A) +5,x00"A Mo„(JB) = MO(JB) + Ś/B x 00 "

Na podstawie założeń możemy napisać:

(5, - ~SIB) ‘a (5, - Ś/B) x 00" = Ó

Ponieważ wektor 00" nie jest równoległy do 00", stąd wynika, że:

s, -5,= czyli s, = ^ib

	
3.2.5. Zerowy układ sił i para sił



Układ sił, dla którego suma jest wektorem zerowym i moment liczony względem dowolnego punktu równa się zeru, nazywamy zerowym układem sił:

s = 0 a Mo = 0                        (3.19)

Jako przykład takiego układu można podać układ złożony z dwóch sił przeciwnych leżących na jednej prostej lub układ zbieżnych sił o sumie równej zeru.
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Rys. 3.7


Parę sił stanowią dwie siły niezerowe, przeciwne, nie leżące na jednej prostej.

Z definicji pary sił wynika, że jej suma jest równa zeru, moment liczony względem dowolnego punktu jest stały (por. (3.16)):

S = 0 a Mo * 0                        (3.20)

Płaszczyznę wyznaczoną przez parę sił nazywamy płaszczyzną działania pary sił (rys. 3.7):

kierunek: Mo L II

Mo = Mb = F x AB 4 < moduł: | Mo =F | AB | sin a = | F | d        (3.21)

zwrot: Wektory F, AB, Mo stanowią trójkę prawoskrętną

Pary sił leżące w jednej płaszczyźnie i mające ten sam moment stanowią zbiór równoważnych par sił. A zatem parę sił można dowolnie przesuwać, obracać w płaszczyźnie jej działania.

Przykład 3.1

W kartezjańskim układzie współrzędnych (rys. 3.8) podany jest moment pary sił. Wyznaczyć jedną z równoważnych par sił, jeżeli płaszczyzna działania pary sił zawiera punkt A (a, a, a).
[image: ]

Rys. 3.8

Mo = 4P aex + P aey + P ae.


Siłę F wyznaczamy z warunku prostopadłości wektorów F i Mo\

F - Mo — 0=F,4Pa+F,Pa+F_Pa=0/:Pa

4Fx+Fy+Fe=O

Stąd dla spełnienia powyższej równości przyjęto Fx = P, F,=0 i obliczono Fz = -4P.


Współrzędne punktu własności pary sił:




B zaczepienia siły




— F wyznaczymy, korzystając z





	
Mo = Mb = F x AB = *
	
e

1

•

E 8

II II

- 1^

X

k__
	
o,              -4P)

yB~a,           zB~a)


		
M,=[4P(,—a),
	
-4P(xB-a) - P(zB-a), P(yB-a)]




Porównując odpowiednie współrzędne wektorów Mo i MB otrzymano:




xB = a,




yB = 2 a, ZB — dowolne (przyjęto zB = 0)




Odpowiedź:

Momentowi Mo odpowiada np. para sił:




F = (F,0, -4P),

A = (a, a, a),




-F = ( —P,0,4P)

B = (a,2a,0)



	
3.2.6. Redukcja układu sił, redukcja w punkcie i redukcja do najprostszej postaci



Przez redukcję rozumieć będziemy przekształcenie polegające na zastąpieniu danego układu układem równoważnym, możliwie prostszym (złożonym z mniejszej liczby sił). Układ sił, którego suma jest równa zeru, redukuje się do układu zerowego, gdy jego moment jest zerowy, a do pary sił, gdy jego moment jest niezerowy.

Redukcja układu sił w punkcie R (biegunie) polega na zastąpieniu danego układu układem równoważnym, złożonym z wektora równego sumie układu (gdy S # Ó), zaczepionego w biegunie redukcji i pary sił o momencie równym momentowi układu liczonego względem bieguna redukcji (gdy MR * 0).

Mogą tutaj wystąpić następujące przypadki:

	
1) układ zerowy (S =0 a Mr = Ó),


	
2) para sił (S = Ó A MR + Ó),


	
3) układ złożony z jednego wektora



h = Ś (Ś + 0 a Mr = Ó)                  (3.22)

	
4) układ złożony z trzech wektorów (por. rys. 3.9, gdy S * 0 a Mr * 0).
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Układ sił równoważny danemu układowi, a złożony z najmniejszej liczby sił, nazywamy najprostszym układem sił. Jest nim:

	
1) układ zerowy,_gdy_ S =0 a Mo = Ó,


	
2) para sił, gdy S = 0 a Mo + 0,


	
3) wypadkowa układu sił, gdy S ± Ó a K = 0,                          (3.23)


	
4) układ złożony z dwu sił skośnych, gdy K * 0.



Układy te wzajemnie się wykluczają.

Układ zerowy i para sił zostały już omówione (por. 3.2.5). Podamy teraz definicję wypadkowej układu, a więc układu równoważnego danemu układowi, złożonemu z jednej niezerowej siły równej sumie układu. Z definicji tej wynika, że wypadkowa ma ściśle określoną prostą działania o tej własności, że moment układu liczony względem jej punktów jest równy zeru, zaś liczony względem punktów nie należących do tej prostej — różny od zera i prostopadły do sumy układu.
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Rys. 3.10


Należy podkreślić istotne różnice między sumą sił a wypadkową. Suma jest to wektor swobodny (nie ma ustalonego punktu zaczepienia), który może być wektorem zerowym. Wypadkowa, jako układ równoważny danemu, jest wektorem niezerowym, o ściśle określonej prostej działania. Suma nie może być równoważna układowi sił, gdyż nie jest układem. Układ sił o sumie niezerowej i parametrze układu równym zeru redukuje się do wypadkowej (w punktach leżących na prostej działania wypadkowej), zaś w punktach poza prostą, na której leży wypadkowa, otrzymujemy układ równoważny, złożony z trzech sił (rys. 3.10) leżących w jednej płaszczyźnie.

Przykład 3.2

Podany układ sił /A zredukować w punkcie A3, a następnie wyznaczyć najprostszy zredukowany układ:

A_(F,, F,, F,) \A,, A2, A3)

MA,= 2 F,xA,A3=(-4Pa, 5Pa, Pa)^0

W punkcie A układ /A redukuje się do wektora F = S/A = (4 P, 2P, 6 P) zaczepionego w tym punkcie i pary sił o momencie = (— 4Pa, 5 Pa, Pa). Najprostszym zredukowanym układem jest wypadkowa, ponieważ S0AK=MA,=0.

Niech punkt d(x,y,z) należy do prostej l działania wypadkowej:



M, =0= Ma + S x A3 R = P (z — 3 y) e +

T 43 •

      /          a


ez



+P(6X-4z+ 3 a) ey + P12 y — x — -

Stąd równanie krawędziowe prostej działania wypadkowej jest następujące:

6x - 4z+3a=0 z-3y=0

Odpowiedź:

Najprostszym zredukowanym układem jest wypadkowa W=S= = (4 P, 2 P, 6 P) o prostej działania

1 6x- 4z+3a=0

z — 3 y = 0

Pozostało nam jeszcze przeanalizować układ sił o parametrze K * 0. Redukując taki układ w_dowolnym punkcie, np. w punkcie R, otrzymamy układ złożony z wektora b = Ś i parę sił o momencie MR (rys. 3.9). Przez dodanie w punkcie R sił b i F dostajemy najprostszy równoważny układ, bo złożony z dwóch sił, a to:


IB =
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Przykład 3.3

Dla układu sił A wyznaczyć najprostszy równoważny układ:

,    /F,, F,, F,\

A = I 1     2     3 )

\A1 A2, A3/

gdzie:

Ą = (0, 0, -P),    F2 = (-2P, 0, 0),    F,=(4P, -2P, 0)

A,(2a, 0, a),          A2(2a, a, a),            Az(0, a, 0),

R(2a, 0, 0)

Liczymy parametr układu:

K = SMa

-2P, —P)<0

3         

Y FixAiR = (0’ -2Pa, 2Pa)±0 i=1

K = 2P2a^0

Przez punkt R prowadzimy płaszczyznę II prostopadłą do wektora MR. W ...                     (P, ~F\

płaszczyźnie tej poszukujemy układu wektorów I        ) o momencie MR:

\R, B)

F MR = O=>F = (P, P, P)

Mr = Mb = F x RB = B (a, a, a)


Do siły
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dodajemy
[image: ]





otrzymując układ /B równoważny układowi lA:




B=
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gdzie:

G = (3P,-P,0), -F = (-P, -P, -P)

R(2a, 0, 0),


B{a, a, a)



3.2.7. Oś środkowa układu sił, skrętnik

W układzie sił o sumie niezerowej wprowadzimy pojęcie osi środkowej, to jest miejsca geometrycznego punktów o tej własności, że moment układu liczony względem tych punktów jest równy zeru (K = 0) lub jest równoległy do sumy układu (K * 0). Punkty osi środkowej mają jeszcze jedną własność wynikającą z parametru układu (jest on stały dla układu):

k = ś-ma = \ś\ M,|cos(S,M.)=const

Stąd otrzymujemy:

K         , K=0ASę0 ,

_-----_—-— = mm   gdy . . - ,, -    (3.24)

I S I cos (S,                    K <0AMAIlS


A zatem mamy:
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(3.25)



Własność tę można ująć następująco: Moduł momentu (układu sił o S * 6) liczonego względem punktów osi środkowej jest minimalny. Z warunku (3.25) znajdujemy takie punkty, które należą do osi środkowej, a więc jej równanie. Do równania osi środkowej (rys. 3.11) możemy również dojść wykorzystując jej definicję. Z twierdzenia o zmianie bieguna mamy:

0 gdy K = 0

2 s gdy K=0


Ma = Mo + S x O A =
[image: ]




Pomnóżmy wektorowe wektory MA i S:

Ma x S = Mo x S + (S x O A) x S = 0

Korzystając z (3.13) powyższe wyrażenie zapiszemy następująco:

MoxŚ + Ś20A- (ŚOA)Ś = Ó

Stąd otrzymamy:


OA = -




Mo x S




S2




S-OA

, S2




S= -




Mo x S




S2




+ AS




(3.26)




gdzie 2 =




SOA Ś2




jest parametrem należącym do zbioru liczb rzeczywistych. Warto




jeszcze podkreślić, że oś środkową mają układy, których S=0.
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W przypadku układu o parametrze K * 0 wprowadza się pojęcie skrętnika, to jest układu zredukowanego w dowolnym punkcie osi środkowej. Układ taki składa się z wektora b = S leżącego na osi środkowej i pary sił o momencie równoległym do sumy układu (rys. 3.12).

Przykład 3.4

Układ sił /A z przykładu 3.3 zredukować w dowolnym punkcie osi środkowej:

F,=(0,0,-P),    F2 =(-2P, 0,0),    F3=(4P,-2P,0),

A,(2a,0,a),        A2(2a,a,d),          A,(0,a,0),

s=(2P, -2P, -P)+0, MR = (0, -2Pa,2Pa)^Ó,   K(2a, 0,0),

K = ŚMR = 2P2a^0

Jeżeli punkt A(x,y,z) należy do osi środkowej, to zgodnie z (3.25) mamy:

/K\-  2 -/4    4    2  \

Ma =(•)==(-, —Pa, —,Pa)

\S2J    9     \9      9      9   /

Moment MA może być również wyznaczony z twierdzenia o zmianie bieguna:

MA = MR + SxRA = lP(y-2z), -P(x + 2z),2P(x + y- a)]

Porównując odpowiednie współrzędne wektora MA otrzymujemy współrzędne punktu A:

4

-Pa = P(y-2z)


.(12     4     4

A (—a, — a, — xa

\9     9     9



4

	
— -P a = — P(x + 2z)



2

	
— ~Pa = 2P(x + y — a)



Równanie osi środkowej w postaci parametrycznej jest następujące:

12

X()=ga2ia i- 4 yW = -a-22a

4


2gIR — zbiór liczb rzeczywistych



z (2) = — - a — 2 a

Odpowiedź:

W punktach osi środkowej l układ /A redukuje się do skrętnika złożonego z wektora h = S = (2P, —2P, —P) leżącego na tej osi i pary sił o momencie /4      4      2

M,=(Pa, —Pa, Pa

	
4 \9       9       9 3.2.8. Równoległy układ sił, środek równoległego układu sił



Układ sił, w którym siły są równoległe do stałego kierunku, nazywamy równoległym układem sił. Parametr takiego układu jest zawsze równy zeru, co wynika z faktu, że przy S * 0 i MA * 0 moment jest prostopadły do sumy. A zatem równoległy układ sił redukuje się do:

1° układu zerowego, gdy S = 0_A MA = Ó,

2° pary sił, gdy S = 0 a Ma # 0,_                                      (3.27)

3° wypadkowej układu, gdy S * 0.

Przeanalizujmy bliżej przypadek 3° (rys. 3.13). Moment takiego układu liczony względem dowolnego punktu prostej działania wypadkowej jest równy zeru.
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Rys. 3.13

 n      / n     

Mo* = M0 + Sx 00* = ZFxA0+(ZF)x 00* = Ó i=1              \x = l /





PROSTA DZIAŁANIA WYPADKOWEJ

An/

S-F-(F),+0



O - stały punkt odniesienia

Ę - wersor osi 1

n                   / n    \

ZFe,x (-r) +(2F)e,x 00* = o

i=l                 \i = l /


e, X




-2F,,+(SF,)00+ i=l        \i = l /




(3.28)




Ze związku (3.28) wynika, że wektor




do prostej l, co można zapisać następująco:




-F,#,+(2F,)00*

i=l       \>=1  /




jest równoległy




n   /n_

—ZFr+( 2 Fi 100* = Ae, (równanie prostej /), i = l        V=1 /




lub jest równy zeru:




-2F,+(2F,)00*=

i = l         \i = l /




(nie zależy od kierunku l).



Stąd mamy:

2F,F, 

00*=^


(3.29)



YFi


i=1



Wektor 00* określa położenie punktu zwanego środkiem równoległego układu sił. Środek ten ma następujące własności:

	
— układ posiadający środek redukuje się w tym punkcie do wypadkowej,


	
— moment układu względem środka jest równy zeru,


	
— jeżeli w równoległym układzie sił posiadającym środek obrócimy siły wokół punktów ich zaczepienia o ten sam kąt, to środek układu nie zmieni swojego położenia.



Przykład 3.5

Wyznaczyć położenie środka układu dla zadanego równoległego układu sił:

Ą = (2P, -P),   F2 = (4P,-2P)>   F3 = (-2P,P)

A,(a, 0),              A2(0,a),               A, (a, a)

Sprawdzamy, czy suma układu jest różna od zera:

s= 2 F,=(4P,-2P)+0 i=l

Wyznaczamy wersor kierunku równoległego:
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i obliczamy miary sił na ten kierunek:

F2 = F2-e( = 2/5 P

F, =F3^l= ~V^P

Wektory wodzące r punktów zaczepienia A sił mają współrzędne równe współrzędnym tych punktów. A zatem:


00* =



Fr+F2F2+Far3
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Fi + F 2 + F3

Przykład 3.5 a

Stalowa płyta połączona jest z blokiem fundamentowym za pomocą układu śrub kotwiących, jak pokazano na rys. 3.13 a. Płyta obciążona jest parą sił o momencie Mo. Z warunku równoważności układów sił wyznaczyć siły powstałe w śrubach, przyjmując że kierunki ich działania są prostopadłe do odcinków
[image: ]
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Rys. 3.13a


łączących punkty ich zaczepienia ze środkiem obrotu O*, zaś moduły proporcjonalne do odległości śrub od punktu O*. Środek obrotu układu śrub wyznaczymy z wzoru (3.29), przyjmując w nim Fi = 2 = const:


2F,r,

00*=-1—

2

i=1




i=1 An




, n            n

2x, 2y

i=L,i=1,0

n n



Ponieważ moduł i-tej siły jest równy P^kp^ to moment układu sił względem punktu O* można zapisać następująco:

Mo=2P,x A,0* = (o, 0,2P,p,= "kp?

i=l              \ i=l       i=l

Tak obliczony moment układu sił musi być równy momentowi pary sił, z czego wynika, że zachodzi:

Mo = kY pf i=l

A zatem współczynnik k = Mo , czyli siła w i-tej śrubie jest równa: 2p?

i = l

P,= Mo-

2p?

Z powyższych rozważań wynika, że najbardziej jest obciążona śruba najdalej odsunięta od środka obrotu O*, gdyż działa na nią siła:

o n

2p?

i=1

3.3. ZASADA PRAC WIRTUALNYCH, WARUNKI RÓWNOWAGI SIŁ

Układ materialny, którego ruch odbywa się bez żadnych ograniczeń, nazywamy układem swobodnym, gdy natomiast na ruch układu nałożone są ograniczenia (więzy), to taki układ jest nieswobodny. Ograniczenie może być nałożone na ruch układu materialnego (rys. 3.14) w punkcie, na krzywej, na powierzchni itp. Dla układów nieswobodnych ma zastosowanie aksjomat o więzach (tzw. zasada oswobodzenia z więzów), który głosi: W ruchu ciała nieswobodnego nic się nie zmieni, jeśli więzy myślowo usuniemy, a ich działanie zastąpimy siłami zwanymi reakcjami. Na podstawie powyższego postulatu ruch ciała nieswobodnego możemy analizować jako ruch ciała swobodnego, pamiętając jednak, że do sił działających na ciało należy dodać reakcje więzów. Siły zewnętrzne przyłożone do ciała nazywamy czynnymi, zaś reakcje więzów — siłami biernymi. Siły bierne pojawiają się z chwilą przyłożenia do ciała sił czynnych. Więzy układu materialnego dzielimy na:

	
1) holonomiczne (geometryczne) i nieholonomiczne (kinematyczne),


	
2) skleronomiczne (stacjonarne) i reonomiczne (niestacjonarne),


	
3) idealne (gładkie) i chropowate (szorstkie),


	
4) dwustronne i jednostronne.
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Rys. 3.14






Powiemy, że więzy są holonomiczne, jeżeli stanowią ograniczenia nałożone na położenia punktów układu materialnego (ograniczają tylko przemieszczenia). Więzy takie możemy zapisać następująco:





(3.30)



Jeżeli więzy ograniczają wielkości kinematyczne układu (przemieszczenia i prędkości przemieszczeń):

f(x,y,z,.,x,,y,,z,,x,y,2,,x,,yn,z,) = 0


(3.31)



to nazywamy je nieholonomicznymi.

Więzy, które w sposób jawny nie zależą od czasu, np. (3.31), są więzami skleronomicznymi, gdy zaś zależą jawnie od czasu, np. (3.30) — więzami reonomicznymi.

Więzy idealne beztarciowe to takie, dla których praca reakcji równa się zeru. Przez pracę stałej siły R na odcinku AB rozumiemy iloczyn skalarny:

RAB = LAn Ad


(3.32)



Gdy praca reakcji więzów jest różna od zera, to więzy są szorstkie (występuje tarcie). Jeśli więzy można matematycznie zapisać za pomocą równania, to nazywamy je dwustronnymi. Więzy zapisane przy użyciu nierówności są jednostronne. Przykładowo więzy (3.31) są więzami kinematycznymi, stacjonarnymi i dwustronnymi, a więzy (3.30) — więzami geometrycznymi, niestacjonarnymi i jednostronnymi.

Dla punktów układu materialnego wprowadza się pojęcia przesunięcia rzeczywistego, możliwego i wirtualnego. I tak przesunięcie rzeczywiste jest wektorem łączącym dwa rzeczywiste położenia punktu (zależy od więzów i sił działających). Przesunięcie możliwe stanowi wektor łączący dwa możliwe położenia punktu (zależy tylko od więzów). A więc przesunięcie rzeczywiste jest możliwym, natomiast możliwe nie musi być rzeczywistym, gdyż z całej rodziny przesunięć możliwych tylko jedno jest rzeczywiste. Przesunięciem wirtualnym (przygotowanym, pomyślanym) punktu jest każdy wektor współliniowy z prędkością możliwą punktu, to jest prędkością, na jaką zezwalają więzy układu:

ós = kv, keIR — {o}                    (3.33)

Punkt swobodny będący w spoczynku względem układu odniesienia ma prędkość rzeczywistą równą zeru, zaś jego prędkość możliwą stanowi każdy wektor.


Rozważmy ruch możliwy u-kładu materialnego złożonego z n punktów materialnych, poddanych więzom opisanym przez m liniowo niezależnych równań i za-
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Rys.3.15




pytajmy, jaki warunek musi być

spełniony, aby wektor 5S. był przesunięciem wirtualnym punktu A O więzach układu załóżmy, że są holonomiczne, stacjonarne i dwustronne. Możemy je zapisać za pomocą następującego układu równań:

.....X;Y;,zXnyn,zn)=0,      j=1,2,m     (3.34)

gdzie: x;, y,, z są funkcjami dowolnego parametru r, który dla ruchu rzeczywistego utożsamia się z czasem T = t.


Aby odpowiedzieć na postawione pytanie, zróżniczkujmy po parametrze t układ równań (3.34):




010/140 dz  | Sfj dxn ! dfj dyn , ®f dzn Q

0x1 di dyr dx dzr di       dxn dz dyn dx dzn di




Możemy go zapisać przy użyciu symbolu sumowania w następującej postaci:




"(0f ,0f ,0f\_ gg 2(aX+y+-z =0’   j=1,2,.m     3.35

i=1 \ X o yt o z i )

Oznaczmy przesunięcie wirtualne punktu At przez:

8,,=k0=(kx,ky,kz)=(8,,,,8,), kelR— {O}      (3.36)

i pomnóżmy każde z równań (3.35) przez ten sam współczynnik k. Z układu równań (3.35) otrzymamy teraz następujący związek:




y(0s +Gs +0s 2\x, idy, ”* Szi :




Z;




= 0,     J=l,2,




który możemy zapisać w postaci:




> gradj//ó =0

i=l




(3.37)




gdzie:




grad; f




fj dfj 0f)

8 x, ’ d yt ’ 5 zj




Z powyższego układu równań wyznaczamy przesunięcia wirtualne punktów układu materialnego o s stopniach swobody. Liczba s stopni swobody podaje tę ilość niezależnych parametrów, która jest potrzebna do jednoznacznego określenia położenia układu materialnego w układzie odniesienia:




(3.38)




gdzie:




n — liczba punktów opisująca dany układ materialny, m — liczba niezależnych równań więzów.



Przykład 3.6

Wyznaczyć przesunięcie wirtualne punktów A, i A sztywnego odcinka materialnego, pozostających stale na powierzchni walca kołowego o równaniu f (x, y, z) = x2 + y1 — 4 = 0.

Równania niezależne więzów są następujące:

7i = (X2 - xt)2 + (2 - yj2 + (z2 - zx)2 - d2 = 0

<f=x?+y2-4=0

f3=x2+y2-4=0

Analizowany układ jest opisany przez s=32—3=3 stopnie swobody.

Przesunięcia wirtualne punktów A,, A2 zapiszemy według wzoru (3.36):

8, =(8, ,8, ,8, ), 8, =(8, ,8, ,8, )

31 v xi V1‘                 82 v x2 ^2   22/

Obliczamy współrzędne gradientów:

1

 tutaj okazało się, że a>2 = O


grad f = E-2(x2 - X1), —2(2 - y), -2(z2 - zj]

grad2 /i = - f grad f2=(2x,,2y1,0) grad2 f2 = grad f=0 grad, f3=(2x2,2y2,0)

Układ równań (3.37) w naszym przykładzie ma postać:

-(x2 - X)°x, - 2 -      - (22 -      + (X2 - X1)°x2 +

+(2- y1)8,, + (z2 - z,)8,, = o

<

X, + Y y, = 0

(X28,2+Y2 8,2=0

Ponieważ dysponujemy trzema równaniami, a mamy do wyznaczenia sześć współrzędnych przesunięć wirtualnych, dlatego też trzy współrzędne przyjmujemy jako parametry, pozostałe zaś obliczamy z powyższego układu równań:


, = a,

X1




, =b, x2




axr

y, ’




bX2 y2




1

Z2 — Z




ax, bx,\

--+---) + (z2-Zi)c

Y y2 /




y * o, 2* o,




Z2 * Z



Przykład 3.7

Dla bryły sztywnej swobodnej (rys. 3.16) wyznaczyć przesunięcie wirtualne dowolnego jej punktu M.

[image: ]



Na podstawie kinematyki ciała sztywnego możemy napisać:

vm = va + x AM/ kelR — {o}

kvM = kvA + (k a>A) x AM a stąd po wykorzystaniu związku (3.33) przesunięcie wirtualne punktu M będzie następujące:

8, = 8, + 8, x AM ^A mA

Wprowadźmy oznaczenia współrzędnych wektorów:

~^A = ^A’^0^ b^A - (0., 6., 6.)

AM = (xM - xA, yM - yA, zM - zA)

i obliczmy współrzędne wektora

= + - za) “ - ya)] +

+ [8, + 8w,(XM - xA) - (2M - zjl e, +

+ [8,, + 8,_(M - yJ - 8,(xM - xA)] , A Z                      y

Spróbujmy teraz odpowiedzieć na pytanie, jaki warunek muszą spełniać siły układu działające na swobodny lub nieswobodny układ materialny o więzach: stacjonarnych, geometrycznych, dwustronnych i gładkich, aby były w równowadze?

W tym celu przeanalizujemy układ materialny nieswobodny, złożony z n punktów materialnych (rys. 3.17) podanych więzom opisanym przez m równań, na który to układ działają siły czynne i siły reakcji. Układ znajduje się w spoczynku, a więc prędkości i przyspieszenia punktów układu są równe zeru.

[image: ]

Rys. 3.17




Zapiszmy prawo ruchu (3.8) dla n punktów badanego układu:

'Ó = m1r1 = F1 + R1/-3Si

+< 0 = miri — Ft + RJ-ós.


(3.39)



0 = mn rn = Fn + R J ■ 8, •         n n n w P,

Poszczególnym punktom układu przyporządkujmy przesunięcia wirtualne zgodnie z (3.37) i obliczmy pracę wirtualną od sił czynnych i reakcji:

ÓL= 2 rr3s + 2     =0              (3.40)

j=l          i=l

Praca wirtualna sił reakcji jest równa zeru, gdyż więzy są gładkie. A zatem w położeniu równowagi układu materialnego praca wirtualna sił czynnych jest równa zeru. Jest to warunek konieczny równowagi układu sił. Należy zapytać, czy jest to również warunek wystarczający. Aby dać właściwą odpowiedź, rozważmy sytuację, w której układ materialny jest w ruchu rzeczywistym:

Obliczmy pracę sił na przesunięciu rzeczywistym:

Ar = r.(t + At) - rtW = rt At + 0(A2t)

AL= tF.-Ar^ ŹF,fAt= 2F,5,=SL>0 i=1 i=1 i=1 '

Okazało się, że w ruchu rzeczywistym L=0.

Możemy teraz wypowiedzieć twierdzenie zwane zasadą prac wirtualnych: Warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi układu sił działających na układ materialny swobodny lub nieswobodny o więzach: geometrycznych, stacjonarnych, dwustronnych i gładkich jest, by suma prac wirtualnych od wszystkich sił czynnych działających na dany układ materialny, na każdym przesunięciu wirtualnym, była równa zeru:

ÓL=X^\ = 0,                  (3.41)

i= 1

Z zasady prac wirtualnych obliczamy siły w położeniu równowagi lub przy zadanych siłach położenie równowagi układu. Niezależnych równań otrzymujemy tyle, ile układ materialny ma stopni swobody.

Położenie równowagi układu materialnego jest jednoznacznie określone poprzez s współrzędnych uogólnionych qs, gdzie s — liczba stopni swobody.

Zapiszmy zasadę prac wirtualnych poprzez współrzędne uogólnione. Wektor wodzący A,tego punktu układu jest funkcją s — współrzędnych uogólnionych:

	
#,=T,(q,q2,.4),      (i=1,2,.,n)             (3.42)



zaś prędkość możliwa punktu A jest równa:

=   _ ar,       ^ri            Sr i          Sr,

v=r/=-q1+-q2+..+-qs=2q    (3.43)

0d     042          0ds     j=10dj

Aby otrzymać przesunięcie wirtualne punktu należy wektor v, pomnożyć przez parametr kelR — {o}:

	
— — sar sar



°,=k6-28q,"9-2,q,0 63.44

gdzie Sqj = k-q'j jest uogólnionym przesunięciem wirtualnym. Podstawiając (3.44) do (3.41) otrzymamy:


ÓL= 2F,-8,

i=1



[image: ]




3L= £ 0,8q,=0, V 3qj j=1




(3-45)




gdzie Q= 2 Fa-i=i




jest siłą uogólnioną.



Przykład 3.8

Z zasady prac wirtualnych wyznaczyć warunek konieczny i wystarczający równowagi układu sił działających na sztywne ciało swobodne (rys. 3.18).

[image: ]

Rys. 3.18




Dla punktu A; 3S. =    +

+ 3a>A x AA (por. 3.38), zatem z zasady prac wirtualnych otrzymujemy:

5L= 2 +

X ^1)   +   ( X F^A^ =o

układ sił jest układem zerowym.

Wykorzystując postulat o więzach i wyprowadzone dla ciała sztywnego swobodnego warunki równowagi sił, możemy je teraz sformułować dla ciała sztywnego nieswobodnego:

n  k

Ponieważ w (3.47) występują siły czynne i bierne, więc warunek konieczny i wystarczający równowagi sil dla ciała sztywnego nieswobodnego zapiszemy następująco:

k               n

2,=-2F

j=1         i=1                    (q  ę

e . P/A ~ PIB _


(3.48)



k __ „    __ [Ma(/A)=-Ma(IB)

Mówimy, że dwa układy sił równoważą się, jeśli ich sumy są przeciwne i momenty liczone względem dowolnego punktu też są przeciwne.

Na podstawie (3.48) możemy stwierdzić, że układ sił reakcji w położeniu równowagi ciała sztywnego nieswobodnego równoważy układ sił czynnych. Równania (3.48) noszą nazwę równań równowagi. Możemy je zapisać w kartez-jańskim układzie odniesienia:


(3-49)



Równania równowagi (3.49) w przypadku płaskim przyjmują jedną z równoważnych postaci:


	
1°
	
S,=0
	
2°
	
Ma, = 0
	
3°
	
S,=0


	
<
	
s,=0
	
<
	
M,,=0
		
MAz = 0 (3.50)


		
M=0 - •z
		
M =0

‘z
		
M,,=0


				
gdzie: A,B, C —
	
punkty niewspółliniowe
	
ABLI




Jeżeli ciało sztywne unieruchomione jest w jednym punkcie, np. A, to warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi układu sił działających na to ciało jest, by moment układu sił czynnych liczony względem punktu unieruchomienia był równy zeru. Dla ciała sztywnego unieruchomionego w dwóch różnych punktach, np. A i B, warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi układu sił działających na ciało jest, by moment od sił czynnych liczony względem prostej przechodzącej przez te punkty był równy zeru.

3.4. PODPORY, UKŁADY KONSTRUKCYJNE STATYCZNIE WYZNACZALNE, NIEWYZNACZALNE I CHWIEJNE

Podporą (łożyskiem) nazywamy ciało sztywne, stanowiące więzy dla innych ciał materialnych. I tak obciążenia z elementów konstrukcyjnych, jak belki, ramy, kraty, są przekazywane przez odpowiednio skonstruowaną podporę na fundament i podłoże np. gruntowe. Specjalna konstrukcja łożyska unieruchamia element konstrukcyjny w ten sposób, że odbiera mu odpowiednią liczbę stopni swobody, np. możliwość obrotu czy przesunięcia w zadanym kierunku. Wyróżniamy trzy zasadnicze rodzaje podpór, a to:

	
1) podpora przegubowo-przesuwna (łożysko ruchome),


	
2) podpora przegubowa (łożysko stałe),


	
3) sztywne utwierdzenie (zamocowanie).



Ad 1. Na podporze przegubowo-przesuwnej układ sił reakcji redukuje się do jednej siły o znanym kierunku, prostopadłym do płaszczyzny przesunięcia.
[image: ]

W przypadku płaskim podpora ta odbiera ciału jeden stopień swobody, gdyż eliminuje przesunięcie w jednym kierunku, a zezwala na przesunięcie w drugim kierunku i swobodny obrót. Podporę tę można zastąpić jednym prętem.

ELEMENT KONSTRUKCYJNY

	
a) N                  " b)                          C)
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Na rys. 3.19 element konstrukcyjny połączony jest z podłożem np. gruntowym za pomocą łożyska ruchomego. Pokazano również przyjęte w mechanice oznaczenia tych podpór.

Ad 2. Na podporze przegubowej układ sił reakcji redukuje się do jednej siły o nieznanym kierunku. W przypadku płaskim podpora ta odbiera ciału dwa stopnie swobody przez eliminację przesunięć w obu kierunkach. Zezwala tylko na swobodny obrót wokół punktu podparcia. Podporę taką można zastąpić dwoma

137 prętami nierównoległymi, połączonymi w punkcie. Na rys. 3.20 przedstawiono łożysko stałe oraz przyjęte w mechanice oznaczenia tych łożysk.

Ad 3. Podporę, której układ sił reakcji redukuje się do jednej siły o nieznanym kierunku i pary sił, nazywamy utwierdzeniem. W przypadku płaskim podpora ta odbiera ciału trzy stopnie swobody, to znaczy eliminuje obrót i przesunięcia w obu kierunkach. Wobec tego w miejscu sztywnego utwierdzenia występuje siła R o kierunku określonym kątem a i para sił (o momencie nazywanym momentem utwierdzenia), która zastępuje nieznany wymiar a (rys. 3.21 a). Podporę taką można zastąpić trzema prętami nierównoległymi i nie przecinającymi się w jednym punkcie.

Na rys. 3.21 przedstawiono podporę zwaną utwierdzeniem i pokazano przyjęte w mechanice oznaczenia tych podpór. Jak już podano, łożyska służą do podparcia elementów konstrukcyjnych. Wybór podpory podyktowany jest rodzajem konstrukcji i sposobem jej pracy.

Wszystkie układy konstrukcyjne dzielimy na:

	
1) statycznie wyznaczalne,


	
2) statycznie niewyznaczalne (hiperstatyczne),


	
3) chwiejne.



Ad 1. Układ konstrukcyjny, dla którego z równań równowagi można jednoznacznie wyznaczyć siły reakcji, nazywamy układem statycznie wyznaczal-nym. Dla takiego układu liczba reakcji jest równa liczbie niezależnych równań równowagi oraz liczba stopni swobody, która zapewnia geometryczną niezmienność układu, równa się zeru.

Na rys. 3.22 przedstawiono układy statycznie wyznaczalne — geometrycznie niezmienne. Literą P oznaczono tak zwany przegub, który — łącząc części konstrukcyjne — zezwala im na swobodny obrót wokół punktu połączenia.
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Ad 2. Układ konstrukcyjny, dla którego z równań równowagi otrzymuje się nieskończenie wiele rozwiązań dla sił reakcji, jest układem statycznie niewy-znaczalnym. W takim przypadku liczba reakcji jest większa od liczby niezależnych równań równowagi oraz liczba stopni swobody układu jest równa zeru. Przykłady układów hiperstatycznych podaje rys. 3.23.
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Rys. 3.23

Ad 3. Układ, dla którego równania równowagi stanowią sprzeczny układ równań algebraicznych, nazywamy układem chwiejnym (geometrycznie zmiennym). W tym przypadku liczba reakcji jest mniejsza od liczby niezależnych równań równowagi, a liczba stopni swobody jest większa od zera.


A

BELKA



[image: ]

Rys. 3.24
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KRATOWNICA




A teraz podamy kilka zasad budowy układów geometrycznie niezmiennych. Element konstrukcyjny (tarcza) połączony z podłożem np. gruntowym (tarcza) trzema prętami, nie przecinającymi się w jednym punkcie i nierównoległymi, stanowi układ geometrycznie niezmienny. Jeśli do takiego układu, stanowiącego tarczę, dołączymy następną, połączoną również trzema prętami nie przecinającymi się w jednym punkcie i nierównoległymi, to układ tarcz jest geometrycznie niezmienny. W ten sposób układ tarcz możemy rozbudować (rys. 3.25). Połączenie przegubowe tarcz jest realizowane tutaj przez krzyżujące się pręty.
[image: ]

Układ tarcz przedstawiony na rys. 3.26 jest układem geometrycznie zmiennym, gdyż ma możliwość obrotu wokół środków chwilowych obrotów (biegunów głównych). Występujące w tym układzie przeguby traktować możemy jako bieguny względnego obrotu łączonych tarcz.
[image: ]

Rys. 3.26


Bieguny główne dwóch tarcz i odpowiadający im biegun względny (przegub) w układzie geometrycznie zmiennym leżą na jednej prostej. Analiza planu biegunów stanowi kolejne kryterium do badania geometrycznej niezmienności układów konstrukcyjnych. Jeśli plan biegunów pokazuje, że bieguny główne i odpowiadający im biegun względny leżą na jednej prostej, to układ taki jest geometrycznie zmienny, zaś w przeciwnym przypadku stanowi układ geometrycznie niezmienny. Wykorzystując to kryterium stwierdzamy, że układ przedstawiony na rys. 3.27 jest geometrycznie niezmienny, gdyż bieguny O2, O5 i (2,5) nie leżą na jednej prostej.


TARCZE
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Rys. 3.27



Przykład 3.9

Przeanalizować, jakim układem (ze względu na geometryczną niezmienność) jest kratownica przedstawiona na rys. 3.28.

Ponieważ najprostszym układem geometrycznie niezmiennym jest trójkąt (nie można go bowiem bez zmiany długości boków przekształcić w inny o tych samych wymiarach), to analizowaną kra-

[image: ]

Rys. 3.28




townicę możemy rozpatrywać jako układ złożony z czterech tarcz trójkątnych (rys. 3.29 a).

Z analizy planów biegunów przedstawionej na rys. 3.29 b wynika, że jest to układ geometrycznie zmienny. Celem o-trzymania układu geometrycznie niezmiennego należy wprowadzić do zadanej kratownicy dodatkowy pręt, łączący dwa przeguby (rys. 3.30 a), lub pręt zewnętrzny, stanowiący podporę przegubowo-przesuwną (rys. 3.30 b).
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Podsumowując to zadanie możemy podać praktyczny wniosek, że wszystkie układy powstające z trójkątnej kratownicy przez kolejne dołączenie węzłów za pomocą dwóch prętów, nie leżących na jednej prostej, są geometrycznie niezmienne (rys. 3.31 a,b,c,d).
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Rys. 3.31 c,d


Przykład 3.10


CkN
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F2=(2,0), A2(5,2),

,=(-2,-2), A,(6,0),

F,=(0,-N,), A4(4,0),

Z zasady prac wirtualnych wyznaczyć siły w zaznaczonych prętach kratownicy (rys. 3.32), a reakcje podpór z równań równowagi.

Obliczenie siły w pręcie 1

Po wykorzystaniu (dla pręta 1) postulatu o więzach analizowany u-kład składa się z dwóch tarcz połączonych dwoma prętami (rys. 3.32 a). Tarcza 1 jest nieruchoma. Punkt O jest środkiem chwilowego obrotu tarczy 2, a punkty 03i04— prętów 3 i 4. W układzie O x y wyznaczamy współrzędne sił i współrzędne punktów ich zaczepienia oraz przesunięcia wirtualne według wzoru (3.38):

Ą=(4,0), A, (4,4), , =5,x0,A, =(-40,48.) 8,=.x O2A2 =(-20,5 .) 3,=3,x 0,A, = (0,6 .)

SL= 2 #,3,=8,(16-4- 12-4N,)=0v8, i = l


Stąd mamy N1 = —



— = — 8 [kN] (pręt ściskany siłą o wielkości 8 [kN]) 4

Obliczenie siły w pręcie 2

Tarcza 1 jest nieruchoma, zaś tarcza 2 ma środek chwilowego obrotu w punkcie o, (rys. 3.32 b).

[image: ]

Rys. 3.32b




F,=(4,0),     A, (0,4),

3,= (0,0)

F2 = (2,0),    A2(l,2),

,= (28,58.)

F,=(-2,-2),      A,(2,0),      3,=(48,,28.)
F,=(-N,,0),       A4(0,0),      3,=(48,,0)

8,=8,x02A,, 8L=8(4-8-4N,-4)=0V8,

N2=—2 [kN] (pręt ściskany siłą o wielkości 2 [kN])

Obliczenie siły w pręcie 3

Tarcza 1 jest nieruchoma, zaś tarcza 2 ma środek chwilowego obrotu punkcie O2 (rys. 3.32 c).

[image: ]

Rys. 3.32 c




Ą = (4,0),    A,(0,4),

8,=(-48.0)

F2 = (2,0),     A,(1,2),

8, = (—28,0,8,)

Ą = (-2,-2),    A3(2,0),

83=(0,28,)

(py /2%

-Ns2,-Na2), A4=A, 84= 8L=8(-16+2/2N,-4-4)=0V5,

Stąd N3 = 6 •2 [kN] (pręt rozciągany siłą o wielkości 6 •2 [kN]).

Obliczenie sił reakcji z równań równowagi (rys. 332d)
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1. 2X=0



-H,+4=0=H,=4 [kN]

	
2. XMb_ = 0



-V2-44-4- 2-6 +

+84=0=V=0 [kN]
3. ZM,_=0

Rb-2- (3 • 4)-2 - 4:4 - 4 -2-8 + 8- 6 =0=Rp= 6 [kN]

Sprawdzenie:

£Y=0,    6 + 8-34-2 = 0,    0 = 0

Przykład 3.11
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Wyznaczyć z równań równowagi siły reakcji podpór oraz siłę w zaznaczonym pręcie (rys. 3.33).

Obliczenie sił reakcji podpór:

	
1. Mi = 0


	
-R,3-34=0=R,= —4 [kN]



	
2. EMb = 0



17

-(26)3 -34-44-4+2:6-4:3 +R,12=0=R,= [kN]

	
3. 2Mc=0



25 2:69-4-16-2:6-12+49-V:12=0=V= [kN]

	
4. 2X=0



-Hb -3+4=0= ,=1 [kN]

Sprawdzenie

2Y=0,     -4-26+1+2=0,    0 = 0
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Obliczenie siły w zaznaczonym pręcie z warunku, że każda myślowo wycięta część konstrukcji musi być w równowadze (rys. 3.33 a).

XMd = 0,

17                          7

i7kN —4-4:444 6+N4=0=N=--[kN]

17                     / 7\ 15

V=3DkN], HD = 4-l--}=- [kN]

Przykład 3. 11 a

Korzystając z zasady prac wirtualnych wyznaczyć siłę w zaznaczonym pręcie kratownicy. Wykorzystując postulat o więzach myślowo usuwamy zaznaczony na rys. 3.33 b pręt, a jego działanie zastępujemy nieznaną siłą K. Przesunięcia wirtualne punktów przyłożenia sił otrzymujemy z przemnożenia prędkości możliwych (zob. rys. 2.14 a) tych punktów przez stały współczynnik kelR — {o}:

,=kv

Możemy zatem zapisać zasadę prac wirtualnych dla analizowanego układu:

5 L =     P cos (90° —0)4+8 cos fiv6 + K cos (• — 7) v5] =

— kvo[-8Psina+8P cos B 0,904 + K (cos • cos y-sinp sin 7) 1,536] =

=8o(4,528P+1,35K)=0, o

stąd
[image: ]

Rys. 3.33b


Przykład 3.1 Ib

Z zasady prac wirtualnych wyznaczyć siłę w zaznaczonym pręcie kratownicy.

I tutaj również korzystamy z postulatu o więzach i z przykładu 2.6 b, z którego odczytujemy prędkości możliwe punktów przyłożenia sił. Piszemy zatem zasadę prac wirtualnych, przyjmując oznaczenia kv0 = d0, gdzie kelR — {o}:
[image: ]

Rys. 3.33c


<5 L = k (2 P v4 cos 45° — 2 /2 P cos 45° v3 — P Ve + N va) =
[image: ]

= 0, V do


stąd
[image: ]

Odpowiedź:

2

Pręt jest rozciągany siłą o wielkości 2P.

Przykład 3.11c

Korzystając z zasady prac wirtualnych wyznaczyć siły osiowe w zaznaczonych prętach kratownicy oraz siły reakcji podporowych na podporze A i B.
[image: ]

Rozwiązanie

	
a. Obliczenie siły osiowej w pręcie (3)



Korzystając z postulatu o więzach usuwamy myślowo pręt (3) i zastępujemy go siłą osiową N3
[image: ]

Powstał układ złożony z tarczy i trzech prętów. Tarcza i pręt (1) są nieruchome. Z równania — zasady prac wirtualnych — mamy:

dL= —48o+N3o=0Vo

S,(N,_4)=0=N,=4[kN]

Pręt jest ściskany siłą o wielkości 4 [kN]. Dla pozostałych prętów obliczenia przebiegają analogicznie.

	
b. Obliczenie siły osiowej w pręcie (4)

[image: ]



[image: ]





-6( 2 *80-,)+N, 260-4 9 *80-7=0

L = ^o-'i'-^óo-6'^óo + N4-''2-óO- N4-'^ÓO = °^


(3      3\

8o(2N4-2)



=0=N4=1 [kN] — pręt rozciągany siłą o wielkości 1 [kN],

	
c. Obliczenie siły osiowej w pręcie (9)


O,





O,

[image: ]



o, 8L=3,/2-/280-6

=0Vo


8, (6 — 12+--7= N,

\ V2

ści 2,/2 [kN].



=0=N,=2 •2 [kN] — pręt rozciągany siłą o wielko-


d. Obliczenie siły osiowej w pręcie (10)
[image: ]

e. Obliczenie reakcji na podporze A




[image: ]



[image: ]




3L= R.-
[image: ]





—680=0 30



[image: ]




-3 )=0=RA=3N2 [kN]



f. Obliczenie reakcji na podporze B

[image: ]



[image: ]
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o” ja




=0Vo



o(-12-12-3+30+3RB)=0=RB= -1 [kN]

Wielkość reakcji RB wynosi 1 [kN], zaś jej zwrot jest przeciwny do założonego.

Przykład 3.1 Id

Korzystając z zasady prac wirtualnych wyznaczyć moment utwierdzenia na podporze A oraz siły reakcji RB i Rc
[image: ]

Rozwiązanie


	
a. Obliczenie momentu utwierdzenia na podporze A



Na podstawie postulatu o więzach podporę A zamieniamy na przegubo-wo-przesuwną, obciążoną parą sił o momencie utwierdzenia MA. Powstał układ złożony z trzech belek połączonych przegubem.
[image: ]

Na powyższym rysunku przedstawiono plan przemieszczeń wirtualnych oraz przyłożone siły do układu prętowego. Zapisujemy równanie wynikające z zasady prac wirtualnych:

[image: ]




/    3\

+5(5 o 5)+10:8o +



[image: ]




ÓL= -Maóo-9
[image: ]




[image: ]



[image: ]



L= ó0(-Ma-9 + 15 +10 +8 + 7-12-6-6 +8 +12) = 0 V5o

i obliczamy MA = 27 [kNm],

	
b. Wyznaczenie reakcji RB na podporze B



Podobnie jak w punkcie (a) rysujemy plan przemieszczeń wirtualnych i siły działające na analizowany układ prętowy.

[image: ]



01= 0, 02=—03= 80= tga2 = -tga3

[image: ]



Z równania będącego zasadą prac wirtualnych:


5L = Rb

3
[image: ]





+ 9
[image: ]




[image: ]
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obliczamy reakcję RB

ó0(3Rb +27—15—10—8—7-9+6+6—8—12) =0

Rb = 10 [kN]

	
c. Wyznaczenie reakcji na podporze C



Rysujemy plan przemieszczeń wirtualnych i siły działające na układ prętowy:


tga2 = d0, tg o
[image: ]




[image: ]
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Z równania óL = 0 obliczamy siłę reakcji Rc

5L= 10" 5O — Rc'35q + 8-480 + 7-80 — 3'5 8 — 6 380 + 8’2,5 o + 6’5 8o — 0 V o

dL = (10 —3+32+7—15—15+ 204+ 30)8o = 0 = Rc = 23 [kN]

Przykład 3.1 le

Dla układu ramowego ze ściągiem wyznaczyć z równań równowagi siły reakcji, zaś siłę w ściągu obliczyć z zasady prac wirtualnych.
[image: ]

Przy obliczeniu sił reakcji podporowych równoległe układy sił zastępujemy siłami wypadkowymi.
[image: ]

Równania równowagi sił:

	
(1) 2X=0


	
— 4 + 24 + N cos a — N cos a-Rc-3=0





Rc = 17 [kN]

	
(2) EMc=0



-38-12-Nr+Nr-16-54+8R,-4-6+24-3=0

Ra = 3 [kN]


	
(3)






2Y=0




—3+5-Ra-Nsina+Nsina=0=R,=2 [kN]




	
(4)






Mp lewej = 0




3 • 4 — 24 • 3 — (N cos a) • 6 + (N sin a) • 4 = 0




2,4 N = —60= N = —25 [kN] (pręt ściskany siłą o wielkości 25 [kN].




Sprawdzenie:




Mp prawej = 0




-16 + 0,6N-4-2-4-3-2+17-6-12 = 0=>N=-25 [kN]




Wyznaczenie siły w ściągu z zasady prac wirtualnych




Wykorzystując postulat o więzach rysujemy plan przemieszczeń wirtualnych i siły działające na układ dwóch ram połączonych przegubem P.



[image: ]

Równanie wynikające z zasady prac wirtualnych:




ÓL= 4-65o - 24-950 - 0,8 7V-12<5o + 5-4«50 + 16 • tg^ + 3 • 8 óo+

+0,8N 680- 12 tga=0 V ó0

80(24 - 216 - 9,6N + 20 + 16 + 24 + 4,8N + 12) = 0

4,8N= —120=N = -25 [kN]

Przykład 3.12

Dla układu ramowo-kratowego — rys. 3.34 wyznaczyć z zasady prac wirtualnych reakcję RA oraz siłę osiową w pręcie oznaczonym krzyżykiem, zaś pozostałe siły reakcji — z równań równowagi.

[image: ]




Celem wyznaczenia reakcji podpory A podporę tę myślowo usuwamy, a jej działanie zastępujemy siłą RA. Plan przesunięć wirtualnych w tym przypadku
[image: ]

Rys. 3.34a




Piszemy równanie zasady prac wirtualnych:


ÓL=-RA-26o + l-




6P a




• 6 a 12 ó0 + (12 P a) tg • + 4 P •



28, o

Ponieważ tg • = —— = —, to 6a 3 a

ÓL=(-2Ra + 182P+P+4P+5P)60=0,


V do



Stąd

R = p = 23,5 P

A 2

W powyższym równaniu wykorzystano zależność, że praca wirtualna pary sił jest równa iloczynowi momentu pary sił i tangensa kąta (p, co obrazuje rys. 3.34 b.

[image: ]



ÓL= -P:80+P=-28o

S dL = — Mo-tg (p= — P a-~ =

Dla małych kątów można przyjąć, że tg • E cp.

Plan wirtualnych przemieszczeń dla wyznaczenia siły N w zaznaczonym pręcie kratownicy przedstawiono na rys. 3.34 c.

[image: ]

Rys. 3.34c




Równanie zasady prac wirtualnych w tym przypadku jest następujące:

[image: ]



S /2

Podstawiając za tgp= -0, mamy:

3•2a

(Pi. /23     \

4P-6P + 5P -N4+N+AN2N)o=0, V óo

Stąd

N=-2/2p


2

wielkości A•2P. Pozostałe siły



Okazało się, że pręt jest ściskany siłą o reakcji wyznaczamy z równań równowagi:

ZML =0-M,+ 2Pa_23,5p.6a+ (1.62.6a)(1.6a)=o, \2 a )\3    /

MB = 103 Pa

XMLD = 0ol03Pa + HB-3a-2P-2a-23,5P-9a +


(1 6P , + (-—

\2 a




+ 12Pa = 0



Hb = 3,5 P

XX = 0e -3,5P + 2P + 5P- R, - 0=R, = 3,5/2p zy=0-23,5p-166a-4P-R,+3,5/2p2=0=R,= 5P

Sprawdzenie:

X Mf = 0o 103 P a + 2 Pa - 23,5 P • 18 a + IS P■ 14a + 12 Pa + 4 P ■ 6 a + + 5P-3a +5P-3a = O, 0 = 0

Przykład 3.13

Trójkątna płyta ABC w punkcie A ma podporę przegubowo-przesuwną zezwalającą na translację wzdłuż osi Ox i obroty we wszystkich trzech kierunkach, zaś w punkcie B jest utwierdzona z możliwością translacji i obrotu wzdłuż osi O y (rys. 3.35 a). Dla zadanego układu sił zewnętrznych wyznaczyć siły reakcji więzów.

Na rys. 3.35 b zaznaczono składowe sił reakcji. Siły te wyznaczymy z równań (3.48). W tym celu wypisujemy współrzędne wszystkich sił i momentów par sił:



	
Ra — (0’ Ray RAz) ’
	
A (3,0,0)


	
RB — (Rbx> 0, Rbz) >
	
B(0,3,0)


	
F = (-60,80,0),
	
C(3,3,0)


	
Q =(0,0,-200),
	
S(2,2,0)


	
M, = (Mbx<
	

	
M = (300, -
	
300,0)






Równania równowagi w analizowanym przykładzie są następujące:

[image: ]
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Ra + Rb + F + Q = 0

.Ra x AO + R, x FO + F x CO +0x SO + M, 4- M = 0

zaś zapisane we współrzędnych mają postać:

R,—60=0

RAy + 80 = 0

+ ^Bz - 200 = 0

Mg+ 3rbz~ 100 = 0

-3AAz + 100 = 0

M, +3R,_ 3 RBx + 420 = 0

\ DZ Ay D~

Stąd otrzymujemy:


100\

0,-80,43),




R,=



[image: ]




Mb = (-400,0,0)



3.5. TARCIE, STOŻEK TARCIA

[image: ]



Rozważmy dwa stykające się w punkcie A ciała szorstkie (rys. 3.36). Oznaczmy przez R reakcję, z jaką ciało II działa na ciało I. Przez punkt A przechodzi płaszczyzna II styczna do obu ciał. Reakcja R nachylona jest do normalnej n płaszczyzny II pod kątem a.

Oznaczając przez N rzut siły R na kierunek n, zaś przez T= R — Ń rzut na kierunek prostopadły do n, możemy napisać:

| T | = j R | sin a = | N | tg a


(3-51)



| N | = | R |cosa

Siłę T nazywamy siłą tarcia, a siłę N siłą normalną.

Doświadczenie uczy, że kąt a nie może przekroczyć pewnej granicy zależnej od powierzchni stykających się ciał:

[image: ]



Kąt &o = odpowiada granicznemu położeniu równowagi ciał, a tangens tego kąta jest statycznym współczynnikiem tarcia:


tgo=n



(3.52)

Stożek o wierzchołku w punkcie A i osi równoległej do n, a nachylonej do tworzących stożka pod kątem a0 = o, nazywamy stożkiem tarcia statycznego. Ponieważ a o, to reakcja R leży wewnątrz lub na powierzchni stożka tarcia statycznego. Rama pokazana na rys. 3.37 wywołuje rozpór poziomy H przekazywany na fundament. Rozpór ten musi być zrównoważony siłą tarcia T, występującą w płaszczyźnie zetknięcia się stopy fundamentowej z gruntem, aby nie nastąpił ruch fundamentu. Podobnie siła tarcia utrzymuje mur oporowy (rys. 3.38), na który działa parcie ziemi Ż i siła ciężkości Q.

[image: ]

Rys. 3.38




Z tarciem statycznym mamy do czynienia tak długo, dopóki spełniony jest warunek:

T^Pt = F iT

(suma miar rzutów sił na kierunek siły tarcia).

[image: ]



W przypadku T < Z FiT pojawia się tarcie kinetyczne, dla którego siła tarcia Fk < Fs (tarcie statyczne) — por. rys. 3.39.

PYTANIA KONTROLNE

	
1. Co to są układy inercjalne?


	
2. Podać aksjomaty mechaniki.


	
3. Podać definicję równowagi ciała i równowagi układu sił.


	
4. Omówić aksjomaty równowagi sił.


	
5. Na czym polegają przekształcenia elementarne I i II rodzaju?


	
6. Podać definicję momentu siły względem punktu i prostej.


	
7. Podać i udowodnić twierdzenie o momencie siły względem prostej.


	
8. Kiedy moment siły względem prostej jest równy zeru?


	
9. Co nazywamy układem sił? Podać przykłady.


	
10. Podać twierdzenie o zmianie bieguna i wnioski, jakie z niego wynikają.


	
11. Podać definicję oraz twierdzenia o równoważności układów sił.


	
12. Omówić układ zerowy.


	
13. Co to jest para sił i jakie ma własności?


	
14. Na czym polega redukcja układu sił w punkcie?


	
15. Wymienić najprostsze zredukowane układy sił.


	
16. Podać definicję wypadkowej układu sił i wyjaśnić, co to znaczy, że jest ona układem równoważnym danemu?


	
17. Podać definicję skrętnika i wyjaśnić, czy jest to najprostszy układ sił?


	
18. Co to jest oś środkowa układu sił i do czego ona służy?


	
19. Do czego redukuje się układ sił posiadający oś środkową?


	
20. Do czego redukuje się płaski układ sił, równoległy układ sił i zbieżny układ sił?


	
21. Co to jest środek układu sił i jakie ma własności?


	
22. Podać definicję więzów układu i postulat, jaki one spełniają.


	
23. Co nazywamy przesunięciem wirtualnym punktu oraz jaki warunek musi spełniać wektor, aby mógł być przesunięciem wirtualnym punktu?


	
24. Podać zasadę prac wirtualnych oraz wyjaśnić, do czego ona służy.


	
25. Podać warunki równowagi sił działających na ciało sztywne:


	
a) swobodne,


	
b) nieswobodne,


	
c) unieruchomione w jednym punkcie,


	
d) unieruchomione w dwóch różnych punktach.



	
26. Co to są układy sił równoważące się i kiedy z nich korzystamy?


	
27. Co to są podpory układu? Wymienić ich rodzaje i własności.


	
28. Podać definicję układu statycznie wyznaczalnego, statycznie niewyznaczal-nego i chwiejnego.


	
29. Omówić zasady budowy układów geometrycznie niezmiennych.


	
30. Dlaczego siła tarcia kinetycznego jest mniejsza od siły tarcia statycznego?



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIĄZANIA

	
1. Wyznaczyć wielkość i zwrot siły F, aby moment podanego układu sił względem prostej l był równy zeru (rys. 3.40).

[image: ]




Rys. 3.40




	
2. Układ sił czynnych działających na konstrukcję (rys. 3.41) zredukować, a następnie dołączyć taki najprostszy układ, aby łączny redukował się do wypadkowej o prostej działania l.


	
3. Zredukować układ sił czynnych działających na belkę (rys. 3.42), a następnie wyznaczyć siły reakcji podpór.


	
4. W punktach A i B (rys. 3.43) wyznaczyć układ równoważący zadany układ sił.


	
5. Wyznaczyć siły reakcji podpór oraz siły w zaznaczonych prętach (rys. 3.44).


	
6. Korzystając z zasady prac wirtualnych wyprowadzić warunki konieczne i wystarczające równowagi układu sił działających na sztywny układ ciał (rys. 3.45).

[image: ]



[image: ]
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7. Na rys. 3.46 przedstawiona jest kratownica, dla której należy wyznaczyć siły reakcji z równań równowagi, zaś siłę w zaznaczonym pręcie z zasady prac wirtualnych.

[image: ]
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Rys. 3.47





	
8. Dla układu ramowo-kratowego (rys. 3.47) wyznaczyć siły reakcji z równań równowagi, zaś siłę w zaznaczonym pręcie z zasady prac wirtualnych.

[image: ]

Rys. 3.48





	
9. Dla przestrzennej ramy (rys. 3.48) wyznaczyć siły reakcji więzów.



Rozdział 4

DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

	
4.1. WPROWADZENIE



Dynamika jest nauką, która zajmuje się opisem metod wyznaczania ruchu układu materialnego pod wpływem przyłożonego obciążenia. Wykorzystuje ona aksjomaty, to jest prawa będące wynikiem obserwacji praw przyrody. Prawa te zostały sformułowane przez Newtona. Są to aksjomaty: bezwładności, ruchu, akcji-reakcji, omówione we wstępie do statyki. Pojęciami pierwotnymi są: siła, masa i czas. Dla zagadnień, które w dalszym ciągu będziemy analizować, Ziemia jest dostatecznie dobrym przybliżeniem układu inercjalnego. Podstawowym zadaniem, które rozwiążemy, jest wyznaczenie ruchu punktu materialnego, na który działa siła (lub układ sił). W najogólniejszym przypadku siła może być funkcją czasu, położenia i prędkości. O masie punktu materialnego będziemy zakładać, że jest niezmienna w czasie ruchu, a zatem prawo ruchu punktu zapiszemy w postaci:

mr = F

[image: ]

Rys. 4.1




wynikającej z II prawa Newtona.

W przypadku, gdy znamy masę punktu i siłę działającą, to z (4.1) wyznaczamy ruch punktu, a przy zadanej masie punktu i jego ruchu siłę, która ten ruch spowodowała.

Prawo ruchu (4.1) jest oczywiście równoważne trzem skalarnym równaniom różniczkowym:

m x = Fx (t, x, y, z, x, y, z)

< my = Fy(t,x,y,z,x,y,z) mz = Fz(t,x,y,z,x, y, z)


(4-2)



Równania te przekształcamy, doprowadzając je do równoważnego układu zwanego całkami pierwszymi równań różniczkowych ruchu:

P (t, x, y, z,x,y,z) = C1 < 2 (t, x, y, z, x, y, z) — C2 .P3(t,x,y,z,x,y,ż) = C3


(4-3)




(4-4)



gdzie C1, C2, C3 są stałymi.

W podobny sposób równania (4.3) można doprowadzić do postaci:

vi(t,x,y,z,C,,C2,C3) = C4 < v2(t,x,y,z,C,C2,C2)=Cs v3(t,x,y,z,C,,C2,C3) = Ce

zwanej całkami drugimi równań ruchu. Określają one trzy funkcje x(t), y (t), z(t), zależne od czasu i sześciu niezależnych stałych dowolnych:

x — x(t,C1, C2, C3, C4, C5, C6)

y — yit.Cy C2, C3, C4, C5, C6) z = z (t, C1, C2, C2, C4, C5, C6)


(4-5)



stanowiąc rozwiązanie ogólne równań różniczkowych (4.2).

Można tutaj mówić o całej rodzinie równań ruchów punktu. Jeżeli zażądamy, aby poruszający się punkt zajmował w ustalonej chwili czasu t0 położenie określone wektorem ro i w tym położeniu miał prędkość v0, będzie to równoznaczne z wyborem jednego szczególnego równania ruchu z ogólnej rodziny rozwiązań. Warunki nałożone na położenie punktu i jego prędkość w tej samej chwili nazywamy warunkami początkowymi, zaś w różnych chwilach — warunkami brzegowymi.

Na podstawie twierdzenia Zaremby wybór ruchu szczególnego jest jednoznaczny, gdy przy zadanych warunkach początkowych funkcje F(r,r,t) są klasy C1.

Z warunków początkowych (lub brzegowych) wyznacza się stałe występujące w rozwiązaniu ogólnym:

X(to, C C2, C3, C4 C5, C6) = x0 y(to> C, C2, Ca, C4, Cs, C6) = yo z(^o> C,, C2, C,, C4, C,, C) = zo <


(4.6)



(o C C2, C3, Ca, Cs, C6) = Vox y(^o> C, Ca, C,, Ca Cs, Ce) = Do, ż (to, C,,C2,C3, C4, C, Ce) = Vo-

otrzymując rozwiązanie szczególne naszego zagadnienia początkowego:

x=x(t,C,C,C,C,,Ce,Ce)

< y = y(t(Ć1(Ć2>Ć3,Ć4,Ć5lĆ6)


(4-7)



[image: ]

Rys. 4.2




[image: ]



z = z(t, Ć1(Ć2,Ć3>Ć4)Ć5,Ć6)

Przykład 4.1

Punkt A o masie m jest przyciągany do nieruchomego punktu O siłą o wielkości | F | = k2 m r, gdzie k = const, r=|0A (rys. 4.2). W chwili t = 0:

r(t = O) = ro = (b,O)

v(t =0)=T= (0,V0)

Wyznaczyć ruch punktu A.

W obliczeniach wykorzystamy prawo ruchu (4.2):

mx — — k2mrcosa = — k2mx X+k2x=0 my = — k2 m r sin & = — k2 my ly+k2y=0

Są to równania różniczkowe II rzędu, liniowe, jednorodne, o stałych współczynnikach, dla których równanie charakterystyczne ma postać:

r2 + k2 = 0 => rl 2 = +ik

A zatem rozwiązanie ogólne:

x (t) = C1 cos (k t) + C2 sin (k t) y(t) = Casin(kt) + C4cos(kt)

zawiera cztery stałe C1, C2, C3, C4, które wyznaczamy z warunków początkowych, otrzymując:

~ A A1,A

Ct = b, C2=0,     C3=,     C4=0

Podstawiając je do rozwiązania ogólnego otrzymujemy równania parametryczne ruchu punktu:

= b cos (k t)

	
4.2. RUCH HARMONICZNY PROSTY, TŁUMIONY I WYMUSZONY



Rozważmy problem drgań masy podwieszonej na sprężynie (bez siły tarcia), a więc ruchu punktu M o masie m przyciąganego do stałego punktu O siłą pro-M           porcjonalną do wychylenia F — kx (rys. 4.3).

1--*----—-*m      — Ponieważ postawione zagadnienie jest jedno-

	
■■-----* Fk             wymiarowe, stąd prawo ruchu (4.1) redukuje się


	
*--*---+           do jednego skalarnego równania różniczkowe-



Rys. 4.3            go II rzędu, liniowego, jednorodnego o stałych

współczynnikach:

k mx=—kx lub x -I—x = 0            (4.8)

m


, .               k dt

Wprowadzając stałą — = m



2, całka ogólna równania (4.8) przyjmie postać:

x (t) = C1 cos (m t) + C2 sin (co t)


(4-9)



Z warunków początkowych:

Ix (t = 0) = x0 x (t = 0) = v0

wyznaczamy stałe C1, C2:

[image: ]



które po podstawieniu do (4.9) dają rozwiązanie szczególne:


(4-11)



x (t) = x0 cos (co t) + — sin (co i) co

Wprowadzając do (4.10) oznaczenia:

[image: ]



otrzymamy równoważną postać funkcji ruchu punktu:

x (t) = A sin (co t + o)


(4-12)



przedstawionej na rys. 4.4.

Ruch punktu opisany równaniem (4.12) nazywamy ruchem harmonicznym (drgającym) prostym. Stała co jest prędkością kołową, argument co t + Po funkcji sinus — fazą ruchu, Po — fazą początkową, stała A — amplitudą ruchu, a czas, jaki upływa pomiędzy dwoma kolejnymi, następującymi po sobie wychyleniami, jest okresem ruchu:


2n

T — — =2n
[image: ]




co


Wielkość odwrotną do okresu drgań nazywamy częstotliwością drgań:




1_ “ _ 1 lk T 2ti 2n V m




(4.14)




«     ‘         "T M x

--1   ■       — ‘m                W dalszym ciągu przeanalizuje-----|          "            my problem ruchu harmonicznego +-----------i----------i            tłumionego, z którym mamy do czy-

Rys. 4.5                 nienia, gdy na punkt materialny o-

prócz siły sprężystej F = kx działa

siła R tłumiąca ruch o wielkości proporcjonalnej do prędkości punktu (rys. 4.5):




R = lx




gdzie l — stała tłumienia. Odpowiada to drganiom w cieczy lepkiej masy podwieszonej na sprężynie bez tarcia. Prawo ruchu (4.1) w tym przypadku ma postać:




mx = —lx — kx




(4-15)




lub




.. I . k ,

X+—— = 0




Wprowadzając do (4.15) oznaczenia:




- = 2b

m




k 2

—=02

m




otrzymamy:




X+2bx+02x=0




(4-16)




Jest to równanie różniczkowe II rzędu, liniowe, jednorodne, o stałych współczynnikach. Odpowiada mu równanie charakterystyczne:



które w zależności od znaku wyróżnika A = 4(b2 — co2) ma pierwiastki urojone (A < 0) lub rzeczywiste (A > 0). Gdy siła tłumiąca ruch jest mała, to również mały jest współczynnik b, co odpowiada ujemnemu wyróżnikowi A. Mamy więc zespolone pierwiastki równania charakterystycznego:

2 = — b ± iNc2— b2

Całka ogólna ma postać:

x()=e-b[C,cos (/2 — b21) + C2 sin (co2 — b2 t)]       (4.18)

Po wyznaczeniu z warunków początkowych:

x (t = 0) = x0

x(t = 0) = v0

stałych C1, C2 i wprowadzeniu nowych według zależności:

C1 = A sin Po = x0

całkę szczególną ruchu zapiszemy następująco:

x (t) = A e bt sin (/c2 — b2 t + Po) = e bt


x0 cos (/o2 — b21) +



(4-19)

[image: ]

(/c2 — b21)




W ruchu tym (rys. 4.6) iloraz każdych dwóch kolejno następujących po sobie 2tc

wychyleń (przesuniętych o okres T = 7      =):

/o2—b2

x(t+T) x(t)


(4-20)



jest wielkością stałą, zależną od współczynnika tłumienia. Jeżeli w (4.19) podstawić h = 0 (nie występuje siła durnienia), to otrzymujemy (4.12), co świadczy

173

o poprawności rozwiązania. Przy dużej sile tłumiącej (/ > 2 om) zachodzi warunek b2 > w2 i dlatego całka ogólna przyjmuje postać:

x(t) = C, e(-b+Nb2-c2)t + C, e(-b- 2-02)


(4-21)



[image: ]




W przypadku gdy b2 = 2, wyróżnik A=0,a stąd:




x(t) = (C, + C2t)e bt




(4-22)



[image: ]

Rys. 4.8





co odpowiada (podobnie jak dla b2 > co2) ruchowi aperiodycznemu, przedstawionemu na rys. 4.7.

Rozważmy jeszcze ruch punktu M o masie m, gdy działają na niego siły: sprężysta F = kx, tłumiąca R = l x i wymuszająca P = Po sin c t (rys. 4.8), harmonicznie zmienna w czasie. Dla tak sformułowanego zadania prawo ruchu punktu (4.1) ma postać:




m x = — l x — k x + Po sin (c t)

lub




.. I • k Po

x -I— x -I— x = — sin (c t) m m m




(4-23)




Jeżeli w (4.23) wprowadzimy oznaczenie:




to otrzymamy:



x + 2 b x + a)2 x — qo sin(c t)


(4-24)



Jest to równanie różniczkowe II rzędu, liniowe, niejednorodne o stałych współczynnikach. Całka ogólna takiego równania jest sumą całki ogólnej odpowiadającego mu równania jednorodnego i całki szczególnej równania niejednorodnego.

Przeanalizujemy ruch punktu przy małej sile tłumienia (b2 < w2). W tym przypadku całka równania jednorodnego opisana jest zależnością (4.19), a całkę szczególną przyjmujemy w postaci:

xs(t) = B sin (ct — y)


(4.25)



gdzie: B,są stałymi. Podstawiając (4.25) do (4.24) otrzymamy równanie:

B (co2 — c2) sin (c t — ) + 2 B b c cos (c t — l) = q0 sin (c t) (4.26)

T

Stąd wyznaczamy maksymalną amplitudę B drgań wymuszonych i przesunięcie fazoweprzemieszczeń Triasy względem wymuszenia:

__________do__________

/(c2 — c2)2 + 4 b2c2
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(4.27)

[image: ]
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b)
[image: ]

Rys. 4.9


(c b\

Zdefiniowana w (4.27) funkcja P(,, —) wyraża stosunek amplitudy B do q P

przemieszczenia statycznego xst = ~     . Jej graficzny obraz został podany na rysunku 4.9a. A zatem rozwiązanie ogólne postawionego problemu ruchu harmonicznego tłumionego z wymuszeniem jest następujące:

x(t) = Ae B sin (/o2 — b21 + Po) + 32

[image: ]
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(4.28)

Przyjmuje ono dla ruchu harmonicznego wymuszonego bez tłumienia (b = 0) postać:

qo

[image: ]




(4-29)



x(t) = A sin (ot + Po) +—2

Występujące w (4.28) i (4.29) stałe dowolne A i Po wyznaczamy z warunków początkowych ruchu (4.10).

Analizując otrzymane rozwiązanie stwierdzamy, że ruch punktu jest złożeniem (superpozycją) dwóch drgań, a to:

	
1) drgań własnych o amplitudzie Ae bt i częstości równej Vo2 — b2,


	
2) drgań wymuszonych o amplitudzie B wyrażonej wzorem (4.27) i częstości c. Ze wzrostem czasu t > 1 pierwszy składnik w (4.28) można pominąć i ruch punktu odbywa się dalej z częstością c.



Zjawisko osiągania maksimum przez amplitudę B drgań wymuszonych przy zmianach częstości siły wymuszającej nosi nazwę rezonansu. Przypatrzmy się

C —

bliżej krzywym rezonansowym przedstawionym na rys. 4.9a. I tak dla — >

O

c mamy <1 (wykorzystuje się to przy zagadnieniu wibroizolacji), zaś dla — > 1 co

C

jest cp ~ 0, co było podstawą budowy sejsmografów. Przedział zmienności —

O

został podzielony na trzy podprzedziały, a to:

I — przedrezonansowy O < — < 1, co


(4.30)



II — okołorezonansowy — bliskie jedności, co

	
III — pozarezonansowy — > 1 (można pominąć tłumienie).



O

Na rys. 4.9b przedstawiono zależność przesunięcia fazowego przemieszczeń masy względem wymuszenia dla różnych wartości współczynnika tłumienia.

Problem rezonansu jest bardzo ważnym zagadnieniem przy projektowaniu konstrukcji podlegających działaniu dynamicznemu. Prawidłowo zaprojektowana konstrukcja winna pracować w przedziale przedrezonansowym lub pozarezonan-sowym celem uniknięcia dużych wychyleń mogących spowodować jej zniszczenie. Dlatego też należy tak dobierać okresy drgań sił periodycznych zewnętrznych, działających na elementy konstrukcyjne, aby różniły się możliwie dużo od okresów drgań własnych tych elementów.

4.3. WYZNACZENIE RUCHU PUNKTU WE WSPÓŁRZĘDNYCH KRZYWOLINIOWYCH

Prawo ruchu (4.1) punktu materialnego o masie m, na który działa siła F, można zapisać w dowolnym krzywoliniowym układzie współrzędnych. I tak w ortogonalnym układzie współrzędnych krzywoliniowych, uwzględniając (1.39), ma ono postać: gdzie:

[image: ]




(4.31)



H, — współczynniki Lamego (por. (1.34)),

F — współrzędne krzywoliniowe siły równe iloczynowi skalarnemu siły F i wersora e bazy układu krzywoliniowego.

W układzie cylindrycznym (r, o, z) równania (4.31) wyrażają się następująco:

m(r — ro2) = Fr - m(rcp + 2rd) = F,


(4-32)



^mz = Fz

Analogicznie dla współrzędnych sferycznych (R, (p, 9) z (4.31) znajdziemy:

m (R — R 42 cos2 9 — R 92) = FR

< m(R(p cos 9 + 2 Rep cos 9 — 2 Rep 9 sin 9) = F^              (4.33)

m(R9 + 2R9 + R ep2sin9cos9) = F^

Przykład 4.2

Korzystając z równań (4.32) wyznaczyć ruch punktu materialnego o masie m pod wpływem siły F = — m d en2 er, jeśli dla t = 0 zajmuje położenie określone przez wektor r (t, 0) = d er i ma prędkość v (t = 0) = d eo er + hez.

Równania różniczkowe ruchu mają postać:

r — r ep2 = —den2

< r ep + 2( ep) = 0

2=0

lub

r + den2                  ,

-------= ep = const = a r

. -2<? = 0

r ep

z = 0

Z pierwszego równania wyznaczamy:

ep (t) = A + oi t i po podstawieniu do równania drugiego otrzymamy r (t) = const =D.Z równania z = 0 wynika, że z (t) = B t + C.

Stałe A, B, C, D obliczamy z warunków początkowych. Ostatecznie o-trzymujemy następujące rozwiązanie:

r (t) = d e, + a> t e, + b t e,

4.4. RUCH PUNKTU PO POWIERZCHNI GŁADKIEJ

Niech powierzchnia f (x, y, z) = 0 stanowi więzy gładkie dla punktu A o masie m (rys. 4.10).

Aby wyznaczyć ruch takiego punktu należy skorzystać z postulatu o więzach, czyli w równaniu różniczkowym ruchu punktu do siły czynnej F dodać siłę reakcji więzów:

[image: ]



mr = F + R (4.34)

Ponieważ więzy są gładkie, stąd siła reakcji jest współliniowa z wektorem gradientu powierzchni:

R = X grad f


(4-35)




(4-36)



Dysponujemy układem równań:

mx = Fx + 10 dx ~ , af

my = F+ A-

‘ oy

" —,af mz = F. + 2—

* oz

J(x,y,z) = 0 z którego możemy wyznaczyć przy zadanych warunkach początkowych (lub brzegowych) ruch punktu i siłę reakcji określoną przez (4.35). W celu znalezienia funkcji A(t) równanie więzów dwukrotnie różniczkujemy po czasie:

df df   df   df.


(4-37)



.=.X+-y+Z=0

dt ox   o y   oz

d2f_d(df\_d(df,0f;0f\_df.df.0f;,

dt1 dtydt/ dtydx dy^ dz / x dy‘ z

d (df\. d (df \ . d /df \ . a2f a2f a2f

+1()x—()y+()z=-—2x +-y +,z2+

dt\o x/    dt\S y J   dtyoz /   ox o y d z

S2f . . S2f  . .       82f  . . df .. df..   df..

+2--xy+2-yż+2--x2++,X++-+,2=0 (4.38)

dxdy     dydz dxdz dx dy   dz

Wprowadzając z definicji funkcję:

, d2f d2f d2f .2   / d2f . . d2f . . d2f . \

(x,y,z)=-2x2 + 2y2 + 2z2 +2(—xy+—-yz + —(xz )

dx dy dz \dxdy dydz dxdz /

(4.39)

drugą pochodną po czasie funkcji więzów, pomnożoną przez masę możemy zapisać następująco:

md= ° (m X) + 0f(m  + 0(m z) + mil/ (x, y, z) = 0


(4.40)




(4-41)



dt dx dy dz

Podstawiając (4.36) do (4.40) otrzymamy:


+0 x ” Sy




F +—Fz + m dz



Of)2 _ (0f)2 4. (df)2 dx/ \y) vz/

Mając wyznaczoną funkcję A(t) z (4.35) obliczamy siłę reakcji, a z (4.36) — ruch punktu.

W przypadku więzów szorstkich w równaniu (4.34) należy uwzględnić siłę tarcia:

	
-     -          vT



Rt = T— —t]RNT=—;

I‘T

gdzie:

vT — prędkość poślizgu

czyli

mr()=F(t,r,r)+R,-TRNEr

VT

Przykład 4.3

Powierzchnia walca kołowego (rys. 4.11) stanowi gładkie więzy dla punktu A o masie m. Wyznaczyć ruch punktu, jeżeli siła F = —mgez oraz r(t=0)= (R,0, h) i v(t = 0) = (0, u, w).

[image: ]



Rys. 4.11

Równanie więzów ma postać:

f (x, y, z) = x2 + y2 — R2 = 0

Z prawa ruchu dla punktu A otrzymujemy równania różniczkowe:

mx — Fx + a0 = 22x ox

df

	
<my = F+ A = 22y y oy



mz — F + A = — mg oz

Z zależności (4.40) i (4.41) wyznaczamy funkcję A(t):

  1m(x2+y2) lwu2

W= 27x2+y25 2R2

Reakcja więzów jest określona wzorem:

mu2    mu2


R = A grad f=



—X,--m,y, 0

R2      R2 ‘

Podstawiając A(t) do prawa ruchu otrzymujemy następujący układ równań różniczkowych:
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z + g = o

z którego przy zadanych warunkach początkowych wyznaczono ruch punktu:

, .     „ u

x(t) = RCoslRt

y()=Rsin (Ht \K

g t2

z (t) —--2 + wt + h

	
4.5. RUCH PUNKTU PO KRZYWEJ GŁADKIEJ

[image: ]

Rys. 4.12






Dla punktu A o masie m krzywa C o równaniu (rys. 4.12):

fdx,y,z) = 0

f2(x,y,z) = 0

stanowi więzy gładkie.Wykorzystując postulat o więzach i pamiętając, że reakcja leży w płaszczyźnie normalnej do krzywej (bo więzy są gładkie), zapiszemy prawo ruchu punktu:

mr = F + R = F + Al grad f + A, grad f,            (4.42)

Mamy zatem do dyspozycji następujący układ równań:

= F + 2,4 + a,42 ox cx mi!=r>+l^+^

(4-43)

f(x,y,2)=0

.f2(x,y,z)=0

z którego przy zadanych warunkach początkowych:


r(t = G) = r0,




v(t = G) = vo



wyznaczamy 2, (t), A2(t), x (t), y(t), z(t). Po dwukrotnym zróżniczkowaniu po czasie równań więzów i wykorzystaniu prawa ruchu na nieznane funkcje A(t), (i = 1,2) otrzymujemy następujący układ równań:


fF _fF +




21




0f1)2 0y)




0f)2

5 z /




, , (01 df2 , df, df2 , 2\xx  d y d y




0f af2\ dz dz /




+ mi = 0




0f2g 0f2(af, sf2 df, df2 df, df2\

Fx+a.Fy a Fz +A2(a a—F a. a—F a—a. i +

ox oy oz \ox ox oy oy oz oz)




(4.44)
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gdzie:


v,(x,y,2)=d(32+d,j2 +




d2f

d z2




22+2




0fi

dxd y




xy +




02fi •• 021 • \

-—A y z + —A X Z l

SydzJ 0x0z )




, Z ,   82f2 -2   82 f -2   82fl -2 o

2(x,y,z) — ,2 x +2y +2z +2

0xt 0 y cz




02f2 •

xy +

dxd y




82fz d yS z




yz +




82f2 dxd z




xz




Mając wyznaczone funkcje A1(t) i A2(t) obliczamy reakcję więzów R=2, grad f + 22 grad f2 i ruch punktu.




Przykład 4.4




Wyznaczyć ruch punktu A o masie m poruszającego się po prostej gładkiej (rys. 4.13), jeżeli F = mgey, T(=0)=        7( = 0) = (-Do,Do).

Równanie więzów jest następujące:




fl(x,y,z) = x + y - 1 = 0

f2^,y,z) = z = 0



[image: ]

Rys. 4.13





Pomocnicze funkcje =2= 0.

Z układu równań (4.44) otrzymujemy:




mg

2 ’




22=0



Mamy zatem do rozwiązania następujący układ równań różniczkowych:

•• g A


y-- = 0

Całkując je dwukrotnie po czasie i wykorzystując warunki początkowe, wyznaczamy równania parametryczne ruchu punktu:

g t2             l

x()= -4-Vot+2

a t2             l

y W = 4 +Vot+2

.Z (t) = o

Ruch punktu po krzywej gładkiej można również przedstawić w układzie lokalnym, wyznaczonym przez trójścian Freneta (por. rys. 1.12). Prawo ruchu punktu w takim układzie ma postać:

m s = Fs s2

< m— = ^n+ Rn


(4-45)




(4.46)



PX

0 = Fb + Rb

Do układu (4.45) dołączamy warunki początkowe:

s(t = 0) = so s(t = O) = vo

Z pierwszego równania (4.45) przy warunkach (4.46) wyznaczamy s (t), a następnie obliczamy składowe reakcji:

(4.47)

Przykład 4.5

Wyznaczyć ruch wahadła matematycznego. Wahadło matematyczne jest to punkt materialny o masie m, podwieszony na nieważkiej i nierozciągliwej nici przymocowanej do nieruchomego punktu O (rys. 4.14).

Zakładając, że początkowe wychylenie wahadła jest małe, czyli sinpso, cos (p = 1 oraz podstawiając w (4.45) s = l cp otrzymamy równanie różniczkowe

••9

ruchu +0=0, którego całka ogólna wyraża się w następujący sposób:

[image: ]



Dla p(t=0)= cpo, d(t = 0) = 0 otrzymujemy stałe C1 = Po, C2 = 0. Równanie ruchu wahadła matematycznego ma zatem postać:


• (t) = Po cos




W?')



	
4.6. POLE SIŁ, PRACA POLA SIŁ, ENERGIA KINETYCZNA, POTENCJALNE POLE SIŁ



Polem sił w obszarze A nazywamy funkcję wektorową F (Al), która każdemu punktowi Al obszaru przyporządkowuje wzajemnie jednoznacznie siłę F, co w układzie kartezjańskim możemy zapisać następująco:

F (M) = Fx (x, y, z) ex + F, (x, y, z) , + Fz (x, y, z) ez


(4.48)



Przykład 4.6

Pole sił określone jest przez siły skierowane do początku układu współrzędnych, o wielkościach wprost proporcjonalnych do kwadratu odległości punktów ich zaczepienia od płaszczyzny Oxy (rys. 4.15). Zapisać to pole sił.


F(M)=|F




MO

MO



[image: ]



+ k z2 ,              e — k z2 7---- e,

•x2 + y2 + z2        Nx2 + y2 + z2

Punkt O do pola sił nie należy.

[image: ]




Rys. 4.15




Pracę sił pola po zadanej krzywej C od punktu A do B definiować będziemy jako całkę krzywoliniową skierowaną z iloczynu skalarnego sił pola i elementu liniowego ds krzywej:




Lab = ^Fds = \Fxdx + Fydy + Fzdz c         c




(4.49)




Jeżeli krzywą C zapiszemy w układzie kartezjańskim, w postaci parametrycznej:




x = x(A) C:< y=y()

z = z (A),




(4-50)




A E IR




a współrzędne sił pola wyrazimy poprzez parametr 2, to pracę możemy przedstawić w postaci następującej całki oznaczonej:




AB




= \F-ds=\ FxWx' + Fy^y' + Fz^




z'




d?




(4-51)



Licząc pracę sił pola po torze punktu zapisanym równaniami parametrycznymi, w których parametrem jest czas, z (4.51) otrzymujemy:

‘k                                            ‘k

^ab = f (F,x + F,y + Fzż)dt = f Fvdt           (4.52)

to                                            to

Przykład 4-7


Dla pola sił F=(2x+1)e,+

+ (2y — 1)e, + zez obliczyć pracę od punktu 0 do C po zadanej krzywej łamanej (rys. 4.16):




o, o)

3, 0)

0, 3)




Loc — Loa + Lab + Lbc

Równania krzywych są następujące:



[image: ]




C1:<y=0=



[image: ]




x‘=1 <y=0 z=o \




A (4,

B (0,

C (0,
[image: ]




x = 42

C2:<y=3—32=

[image: ]
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C3:<y=3 cos P=> < y' = — 3 sin •


.z =3 o




z' = 3 cos cp



a zatem praca jest równa:


x=4               A=0

^oc = S (2x + 1)dx + J

x=o               1=1




(2-42+ 1)4 + (6-62 - l)(-3) dA+




TU

P — 2

+ f

p=0




(6 cos • — 1) (— 3 sin o) + 3 sin • • 3 cos • d • = 20 — 14 — 1,5 = 4,5




Pomnóżmy skalarnie równanie różniczkowe ruchu (4.1) przez wektor v = r:




mr-r = F-v




(4-53)




Lewą stronę równości (4.53) możemy zapisać w równoważnej postaci:




d dt
[image: ]

m,- --

= 2r r = F-v

2





(4.54)




Całkując wyrażenie (4.54) w przedziale czasu <to,t,> otrzymamy:




mv2

2




*k ‘k 

= \F-vdt = LtOttk




(4-55)




to to




TH y2

Wyrażenie —2 = Ek nazywamy energią kinetyczną punktu materialnego. Jest to




wielkość skalarna, charakteryzująca ruch mechaniczny:




Ek (t,)        (to) = Lto, tk




(4-56)



Równość (4.56) stanowi zasadę równowartości pracy i energii kinetycznej. Głosi ona: Przyrost energii kinetycznej między chwilami to i tk jest równy pracy wykonanej przez siły pola w tym samym przedziale czasu.

Dla ruchu punktu zadanego:

a) we współrzędnych kartezjańskich

Ek = ^v2 = ^(x2 + y2 + ż2)

b) cylindrycznych


Ek^r2 + T2^2 + i2)




(4-57)




c) sferycznych




E,=" (2 + R2 •2 cos2 9+2 92)




Liniami sił pola nazywamy rodzinę krzywych o tej własności, że w każdym punkcie krzywej wektor siły pola jest styczny do krzywej (rys. 4.17):




F = P(x,y,z)ex + Q(x,y,z)ey + R(x,y,z)ez ds = dxex + dyey + dzez

Korzystając z definicji linii sił pola możemy napisać zależność pomiędzy siłą pola a elementem liniowym krzywej:




F = łds




(4.58)
[image: ]





Stąd też otrzymujemy równania różniczkowe:




dy_2 dx P dz R dx P

dz R dy Q




(4-59)




których całka ogólna stanowi rodzinę linii sił pola. Pole sił, dla którego istnieje

,  —  ..    , ,   , dV dV dV

funkcja skalarna V(x,y,z), której pierwsze pochodne cząstkowe —, —, — są dx oy oz

równe odpowiednim współrzędnym pola sił P, Q, R, a więc zachodzi:




3=p,

ox




(4.60)




nazywamy potencjalnym polem sił, zaś funkcję V(x,y,z) — potencjałem.



Z równości (4.60) wyznaczamy tzw. warunki Schwartza:

a2v _0P  dQ

dxdy dy dx

a2v dP SR                     ...

----= — = — >                   (4.61)

Sxdz Sz Sx

82V SQ SR Syd z Sz Sy

stanowiące warunek konieczny istnienia potencjalnego pola sił. Jeżeli o współrzędnych P, Q, R pola sił założymy, że są ciągłe i różniczkowalne , to warunek (4.61) staje się warunkiem również wystarczającym.

Obliczmy pracę w potencjalnym polu sił:


Eab — f



Jest ona równa różnicy potencjałów punktu końcowego i początkowego, więc nie zależy od krzywej, po której jest liczona, a po krzywej zamkniętej jest równa zeru. Są to własności potencjalnego pola sił.

Zapiszmy zasadę równowartości pracy i energii kinetycznej (4.56) w potencjalnym polu sił:

Ek(tk)-Ek(t0) = LAB=VB-VA

czyli

Ek (tk) + (-VB) = Ek (to) + (- V) = const              (4.63)

gdzie — V = U jest energią potencjalną. Równość (4.63) stanowi treść zasady zachowania całkowitej energii mechanicznej, będącej sumą energii kinetycznej i potencjalnej. Powierzchnie, na których potencjał ma stałą wartość, nazywamy powierzchniami ekwipotencjalnymi. Podobnie można zdefiniować Unie ekwipo-tencjalne. Są one krzywymi przecięcia powierzchni ekwipotencjalnych płaszczyzną. W każdym punkcie potencjalnego pola sił linie pola sił są prostopadłe do linii ekwipotencjalnych, gdyż F = grad V.

[image: ]



Pozostało nam jeszcze podać sposób na wyznaczenie potencjału dla zadanego potencjalnego pola sił. W tym celu wybierzmy w przestrzeni pola sił dwa punkty, z tym że położenie jednego punktu, np. Ao, jest ustalone, zaś drugi punkt B jest punktem dowolnym. Korzystając z własności potencjalnego pola sił pracę pomiędzy punktami Ao i B możemy obliczyć jako sumę prac po odcinkach AoA,, A,A2 i AB (rys. 4.18):

^AoB —      + LAA2 + LAB = V ‘o


	
V(x,y,z) = LAoAi + La,A2 + LA2B + o


	
Zapiszmy równania poszczególnych odcinków:


	
X = ^,      x = 1


	
V/ V/

o

X o

II V 0 II


	
z = z0,      z' = 0


	
x = x,      x‘ = 0


	
V/ = V/

o a —

II V

s II

o


	
jz — z0,      z' = 0


	
x=x,     x' = 0


	
Ca:<y=y, y=0, Zo<,<z


	
[z = C      z' = l




Dla potencjału pola sił otrzymujemy wyrażenie:

i=x                  n=y                 <=z

V(x,y,z)^ f P(^y0,z0)d^+ J Q(x,r],zo)dr] + f R(x,y,QdC + Vo (4.64)

( = XO                 n=yo                ‘=zo

Przykład 4.8

Sprawdzić, czy zadane pole sił jest polem potencjalnym — jeśli tak, to wyznaczyć potencjał i obliczyć pracę pola sił pomiędzy punktami A i B. Dane są następujące:

F=(x2- y2)ex + (5 - 2xy), + (z + 4)e,


A(—3, 1,3),




B(3,2,1)



Sprawdzamy warunki Schwartza (4.61):


dP

3y




=8,(x2-y2)=-2y




O

=,(5 - 2xy)= -2y

0x




dP

Sz




=(x2-y2)=0

oz




dP dy




SQ dx




dR dx




=0(z+4)=0

ox




3Q

Sz




dR dy



[image: ]

dR dx





=0(5-2xy)=0

OZ




dR dy



Ponieważ warunki (4.61) są spełnione i współrzędne P, Q, R pola sił należą do klasy funkcji ciągłych i różniczkowalnych, zatem pole sił jest polem potencjalnym. Potencjał pola wyznaczamy z wzoru (4.64):

V(x,y,z)=            J (5-2x1)dn+ j(+4)dg+V=

Xo                  yo                   Zo

1 22

= 3X -xy2 + 5y + 2 + Az + E

Aby sprawdzić poprawność rozwiązania, wystarczy obliczyć pierwsze pochodne cząstkowe wyznaczonego potencjału i porównać je ze współrzędnymi P, Q, R zadanego pola sił.

Obliczmy pracę pola między punktami A i B:

Lab =Vb-Va = 11,5 + E - (15,5 + E) = —4

Przykład 4.0



	
7

L N.

A ____2

F ' mg

y

Rys. 4.19

W położeniu B

zaś w położeniu A
	
Wahadło matematyczne zostało wychylone z położenia A na wysokość h (rys. 4.19) i swobodnie puszczone. Wyznaczyć prędkość skalarną wahadła w położeniu A, wykorzystując zasadę zachowania energii mechanicznej w potencjalnym polu sił.

Dla grawitacyjnego pola sił mamy:

V(x,y) = mgy + Vo

U(x,y) =-V= -mgy- Vo

Ek = -mvj = O

1

U = —mgl cos Po — Vo

q1,

Ei = -mv

<         2

U = -mgl - V




Porównując energię mechaniczną Ek + U w obu położeniach otrzymamy:



[image: ]



[image: ]
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-mglcosdo-W =5mv2-mgl-W

5v2 =g( - lcos(po) = gh

Stąd prędkość skalarna punktu jest równa v = •2gh.

PYTANIA KONTROLNE

	
1. Podać prawa Newtona.


	
2. Jakie warunki muszą być spełnione, aby swobodny punkt materialny poruszał się ruchem prostoliniowym?


	
3. Omówić ruch harmoniczny prosty, tłumiony i wymuszony.


	
4. Jakie zjawisko nazywamy rezonansem?


	
5. Co to są krzywe rezonansowe?


	
6. Omówić ruch punktu nieswobodnego po powierzchni gładkiej.


	
7. Omówić ruch punktu nieswobodnego po krzywej gładkiej.


	
8. Podać definicję pola sił.


	
9. Podać definicję pracy siły po krzywej.


	
10. Jak oblicza się pracę po trajektorii ruchu?


	
11. Podać definicję potencjalnego pola sił i jego własności.


	
12. Podać definicję energii potencjalnej i kinetycznej.


	
13. Dlaczego linie sił pola są prostopadłe do powierzchni ekwipotencjalnych?


	
14. Jak wyznacza się potencjał pola sił?


	
15. Podać zasadę równowartości pracy i energii kinetycznej w przypadku ogólnym i w potencjalnym polu sił.



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIĄZANIA

	
1. Wyznaczyć ruch punktu materia-      ,kx . _550___



Inego A o masie m pod wpływem     ।                   A

sił opisanych na rysunku 4.20. W-------"------------*

chwili t=0x(0)=0ix(0)=Vo               Rys. 4.20

	
2. Dla podanego ruchu punktu ma



terialnego o masie m = 1 wyznaczyć siłę, która ten ruch spowodowała, a następnie obliczyć pracę tej siły pomiędzy chwilami t0 = 0 i Ą = k:

r (t) = 4 cos te,++2sinte,++5e.

	
3. Sprawdzić, czy podane pole sił jest polem potencjalnym — jeśli tak, to wyznaczyć potencjał i obliczyć pracę pola pomiędzy punktami A i B:



F=(z- l)ez + (xz + 1), + (xy - 3)ez

A (1,1,1),       B(2, 1,3)

	
4. Obliczyć pracę pola sił F = (2 X — y, y + z, z — 1) po zadanej krzywej łamanej od punktu A do punktu B (rys. 4.21).

[image: ]




Rys. 4.21



[image: ]




5. Punkt materialny A o masie m porusza się w polu sił ciężkości w środowisku stawiającym opór proporcjonalny do kwadratu prędkości. Wyznaczyć jego ruch oraz obliczyć pracę po trajektorii ruchu od chwili t = 0 do t = tw (czas wznoszenia), jeśli dla




z(t = 0) = 0,




ż(t = 0) = vo
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Rys. 4.22




6. Taśma transportera przesuwa cegły (każda o ciężarze mg) z prędkością v0 (rys. 4.23). Transporter ma długość l0 i tworzy z poziomem kąt a0. Określić x0 — zasięg spadania cegieł.



[image: ]

Rys. 4.23






Rozdział 5

DYNAMIKA SZTYWNEGO UKŁADU MATERIALNEGO

5.1. WPROWADZENIE DO RACHUNKU TENSOROWEGO W UKŁADACH KARTEZJAŃSKICH

Układem współrzędnych (w euklidesowej trójwymiarowej przestrzeni) nazywamy zależność, która każdemu punktowi P tej przestrzeni przyporządkowuje trójkę liczb x,, X2, X3, co zapisujemy P(x,,X2,x3), przy czym P oznacza punkt przestrzeni, zaś X,, X2, X3 — współrzędne punktu. W rachunku tensorowym rozpatrujemy nie jeden układ współrzędnych, lecz ich rodzinę, żądając przy tym, by funkcje określające przejście od jednego do drugiego układu współrzędnych (należących do tej rodziny) tworzyły układ równań różnowartościowych, a więc odwracalny. Stosować będziemy konwencję sumacyjną Einsteina, pisząc:

	
2 a X, = ax, (i = 1,2,..., n) i= i



(5-1) k k

	
> > a, x, x, = a, x, x, >      (m, n = 1,2,



/ d Z a mn m n mn m n f          \ ‘        72

m=1n~1

i rozumiejąc, że jeżeli w wyrażeniu wskaźnikowym, będącym jednomianem, wskaźniki powtarzają się, to należy dokonać sumowania po powtarzających się wskaźnikach do odpowiedniej wymiarowości obiektu.

[image: ]

(i =1,2,3)            (5.2)




Niech trójwymiarowa przestrzeń euklide-sowa E3 odniesiona będzie do ortokartezjańs-kiego układu współrzędnych {O,x1,x2,x3} (rys. 5.1). Wektor wodzący r punktu A zapisany w bazie {e,,e2, e3} wyraża się następująco:

r=xe,=x,e, + X2 e2 + X3 e3 ,

Stąd i-ty wersor bazy jest określony wzorem:

dr Sx<~ dx?- x_

ei = -  = -— e1 + h— 2 + a— e3 ’


(i =1,2,3)




(5.3)



0 X oxi oxi 0X1

Mnożąc skalarnie wektor r i j-ty wersor bazy:

r-ej = xi(ei-ej) = xióiJ1 = Xj wyznaczamy j-tą współrzędną wektora r.

Niech w bazie {e,e2,e3} zadane będą wektory:

a = a; , h = hjCj, (i,j = 1,2,3)

Obliczmy ich iloczyn skalarny:

a • b = a e • bj ej = a bj (e • ej) = a bj = a b

oraz iloczyn wektorowy:

c = a x b = a,e: x b:et = a:b:(e: x e)/e,

**     J J      i J \ l     J7! F

ck = c •   = ai b, [, • («i X )] = ^kij^bj

C = ckek ~ ^kij ai bj ek


(5-4)




(5-5)




(5-6)



Rozważmy dwa ortonormalne układy współrzędnych kartezjańskich obrócone względem siebie jak na rys. 5.2.
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{ Or.', x,, xjj ' układ not^

/obtricony /

i. 5.2


Wektor wodzący r punktu A możemy zapisać w obu układach (starym i nowym):




r=xe,=xj ej




(5.7)




a stąd otrzymujemy:




dr   dr 8x.  dx,-

d x'j dxi Bx'j   dx'j       5




(5.8)




gdzie:




ej — wersor j-tej osi układu nowego, e — wersor i-tej osi układu starego,




0x - A "jifxsejBs Cos(j, Xi




Analogicznie wyprowadza się związek odwrotny do (5.8):




dr    dr dxrj   dx'j-

e=-. =-=-ej= xjiej dxt dXj dxt   dxt     -




(5-9)




Równania (5.8) i (5.9) są prawami transformacyjnymi dla wersorów baz układu starego i nowego. Na ich podstawie możemy podać, jak transformują się współrzędne wektorów przy przejściu z jednego układu do drugiego:




xj = r-e'j= rGje = Xj(re) = XjX




X = re=rjej=Xj(rej) = Xjixj




(5.10)




Tutaj:

x'j — j-ta współrzędna wektora r w układzie nowym, x — i-ta współrzędna wektora r w układzie starym.




W ten sposób doszliśmy do definicji tensora I rzędu (tensora o walencji 1).

Tensorem I rzędu nazywamy macierz jednowskaźnikową, określoną w układzie współrzędnych, która przy przejściu z jednego układu do drugiego transformuje się według prawa:




aj = Xjk at>        a= Xji aj




(5-11)



które w zapisie macierzowym ma postać:
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(5.12)



Z powyższych rozważań wynika, że wektor jest tensorem pierwszego rzędu, zaś skalar tensorem zerowego rzędu. Występująca w tych związkach macierz przejścia (ay) została omówiona w podrozdziale 2.1 niniejszego podręcznika.

W dalszym ciągu wprowadźmy iloczyn diadyczny (zewnętrzny) wektorów a i b:

a 0 b = ae 0 bjCj = aibjei 0 ej, (i,j = 1,2,3)


(5-13)



który posiada sens iloczynu kartezjańskiego baz dwóch trójwymiarowych przestrzeni wektorowych.

Bazę diadową e, ® ej można interpretować jako wszystkie kombinacje dwójek wektorów baz. W wyrażeniu (5.13) mamy macierz:


określoną w układzie {O,x1,X2 układu transformują się następująco:




^ibj) =


	
ab
	
Ui b2,
	
d b3 \


	
a2bl>
	
a2 b2,
	
a b3 j


	
a bi’
	
a2 b2,
	
a b3 /


	
,x3}. Jej
	
elementy
	
przy przejściu do nowego






a bj = Xik ak bi = Qj ak bi                       (5-14)

Obiekt dwuwskaźnikowy określony w układzie współrzędnych, którego elementy transformują się według relacji (5.14), nazywamy tensorem II rzędu (o walencji 2).

W podobny sposób dochodzimy do prawa odwrotnego:

aibj = ^kiaija'kb'i                                (5.15)

Prawa te w zapisie macierzowym mają postać

ab, a2 b2, a2 ba )= 012 022 0132 ) ( a2b, azb2, a2ba j I 021 022 023 j azb, azb2, a3 b3 / \a13 a23 033 / \azb, azb2, a3 ^3 / \a31 032 a33 /

Uogólniając powyższe rozważania dochodzimy do definicji tensora N-tego rzędu.

Tensorem N-tego rzędu nazywamy macierz N-wskaźnikową, określoną w układzie współrzędnych, której elementy przy przejściu do drugiego układu transformują się według prawa:

^ij ...s = aiAaJB ...^SR TaB...R

(5-17)

TAB ... R = XA ^jB ... ^sR ^ij ... s

W dalszym ciągu omawiać będziemy tensory, dla których N < 2. Podstawowe działania na tensorach to:

	
a) dodawanie tensorów



a; 4-   = cy (tensory tego samego rzędu i w tej samej przestrzeni)

	
b) odejmowanie tensorów



ay — bij = d, (założenie jak w pkcie a)

	
c) iloczyn liczby i tensora



/ df ,

kaij = bij

	
d) iloczyn wewnętrzny tensorów


	
e) iloczyn zewnętrzny tensorów



(a, bj e, 8 ej) ®ckek = ajhj^ (e; 8 ej 8 ek)

	
f) rozkład tensora II rzędu na część symetryczną (a;j = aj^ i skośnie symetryczną



(ay= ~aji)

1,         s 1/

a‘j = (dij + dj) + p(@ij “ dj)

	
g) zwężenie tensora polegające na zrównaniu dwóch wskaźników tensora, co obniża rząd tensora o 2 (można stosować dla tensora drugiego i wyższych rzędów)



a, i=j

aJJ = aj + a22 + a33

Rozpatrzymy teraz problem wektorów własnych. Wektorem własnym (głównym) tensora A nazywamy niezerowy wektor w, przez który pomnożony wewnętrznie tensor A daje wektor współliniowy z danym, co można ująć w jednej z następujących postaci:

A w = Aw, w * 0

a,w, = Rw, = Awjóij o (a, - ^.dijjWj = 0, i,j = 1,2,3

(5.18)

(axl -A)W1+ a12 w2 + a13 w3 = 0

< a21W + (a22 - A)W2 + a23W3 = o

(a W + a32 w2 + (a33 - 2) w3 = 0

W układzie (5.18) 2 jest parametrem, zaś niewiadome W są współrzędnymi wektora własnego. Układ ten jest układem trzech równań liniowych i jednorodnych.

Wprowadzając z definicji wektory:

X = (a1   2, a12> a13)

< X2 — (a21> a22 - 2, a23)

.X3 = (a,  a32,  a33 — A)


X2 -w=0=xLw



[image: ]

Rys. 5.3




można równania (5.18) zapisać w równoważnej postaci: z której wynika, że jeśli wektor w ma być równocześnie prostopadły do X,, X2, X3, to muszą one leżeć w jednej płaszczyźnie prostopadłej do wektora własnego w (rys. 5.3). Komplanarność zapewnia iloczyn mieszany wektorów X,, X2, X3 równy zeru:

a12.


fl13




A =X,-(X,xX3)=




a21>




a22 A,




a23




(5-19)




a31>




a32>




a33 A




Równanie




(5.19) po rozpisaniu wyznacznika przyjmuje postać:




—23+1,22—12+13=0




(5.20)



gdzie:


I2=




“1l “12

a21, a22




all> a12> 13




a21» a22’ a23




di a22




ail> “13

a31> a33




33= d




a22’ 423

a32> a33




ślad tensora




daij




=(?-aya,)




(5.21)




2r ~ |11 a, aij +^aijaipajp=               a, aip ajp)



3, a32> a33


dapp da




a a22 da33



Łatwo wykazać, że Ii nie zależą od układu współrzędnych i dlatego nazywamy je niezmiennikami. Równanie (5.20) nazywamy równaniem wiekowym. Z równania (5.20) obliczamy 2,, 22, 23, które nazywamy wartościami własnymi (głównymi). Pokażemy później, że dla tensora symetrycznego wartości własne są zawsze rzeczywiste.

Znając wartości główne wyznaczamy wektory własne z warunku:

Wj = Xkx


(5-22)




układzie {O,x,,x2,x3} wyzna-



Przykład 5.1

/ 2,3,2

Dla tensora A = 10,3,4) określonego w \ 3,6,1/

czyć wektory własne. Obliczamy kolejno: — niezmienniki tensora

Ą = 6,      2=—49, Ą = 66

— z równania wiekowego wartości główne

3—622—492—66=0,    2,= 11,    Ą=-2,    23=—3

— wektory własne z warunku (5.22)

w,=X,xX2= (-9, 3, 2)

x (10, -8, 4) (28, 56, 42)

w,=(2k,4k,3k),   keR-{0}

dla 2=22= —2

w,=X,xX,= (4, 3,   2)

x (10, 5,     4)

( 2, 4, -10)

w2 = (k, 2k, — 5 k)

dla 2=23 = —3

w3=X3xX,= (3, 6,   4)

x (5, 3,     2)

(0, 14, -21)

w,= (0, 2k, -3k)

Twierdzenia dotyczące tensora symetrycznego

	
1. Dla tensora symetrycznego wartości własne są liczbami rzeczywistymi



Z. akj = ajk

	
T. A, — rzeczywiste (i = 1,2,3)



Dowód:

Przyjmiemy, że 2 jest zespolona, a dochodząc do sprzeczności wykażemy prawdziwość tezy. Jeżeli dla a,j Wj = 2wk mamy zespoloną wartość własną 2 = a + i B, której odpowiada wektor zespolony w;=u+2v;, to akj (uj + i Vj) = (a + i B) (uk + i vk). Pomnóżmy otrzymaną równość przez wektor w? sprzężony z wektorem wk:

akj(Uj + i Vj) (uk - i vk) =(0+i B) (uk + i vk) (uk - i v,)

Mamy więc:

akAuiuk + vjvk) + iakj(vjuk - vkUj) = (a +       + v)

Ponieważ po wskaźnikach k, j należy dokonać sumowania, stąd prawdziwa jest równość

^jk (uk uj + vk Vj) + i ajk •(vkuJ-vjuk) = (a + i B) (ul + vl)

Dodając je stronami otrzymujemy

2akj(ujuk + vjvk) + iakj'° = 2a(u2 + vk) + i2(^k + vl)P

Ponieważ dwie liczby zespolone są równe, gdy mają równe części rzeczywiste i części urojone, to czyli 2=x jest liczbą rzeczywistą.

	
2. Dla tensora symetrycznego wektory własne, odpowiadające różnym wartościom głównym, są ortogonalne.



Z. ^ij

2, *22 * 23* A,

T. W, L w2, W2 I W3, w3 L w,

D. W dowodzie korzystamy z definicji wektora własnego:

a, w)) = a, w,1/ ’ w,2) aijWJ2) ~ 2,w(2)/-w,1) aij w) w2) = 2, w) w(2) = a, • w, au w(2) w,) = aH w,2) w) = 2, w,2) w) = 2, w, • w, IJ J •   J * * J    Z    ZIZ

Odejmując stronami powyższe równości otrzymujemy:

a:0=( -22)W,W2

Ponieważ 2, * 22, to w2 L wr Analogicznie dowodzimy, że W2LWaiwaL w,.

3. Tensor symetryczny w układzie osi własnych (wyznaczonych przez wektory własne) przyjmuje postać diagonalną.

Z. a, ciji

T. a12 = a13 = a23 = 0

D. W dowodzie skoncentrujemy się na dwóch elementach tensora, gdyż dla pozostałych elementów dowód przebiega analogicznie:

— dla elementu

a, = 2, • w/1/-w/()

a,, W^ ■ W^ = 2, w, • w, = 21 w, | w, /: | w, |2

w) w(P

diw,w, “ duj“uGuj=ds2

— dla elementu a12

aij w)) = a, ’ w/2)

aij w?2) w =2,W1W2=0 gdyż   w 2 1 W

ajw)" w=0/:(W1W2)

w) w(2)

“ijw,w,5%12j54125°

4. Wartości własne tensora symetrycznego są ekstremalnymi wartościami elementów z przekątnej głównej.

Z. a,

T. 21 = aj1( 2 = a22, 23 = a33 są ekstremalne w układzie osi własnych.

D. Korzystając z definicji tensora II rzędu mamy:

al = Xk 1 akl — 011 01111 + all a12 a12 + Q11013a13 + 012 011 21 +

+ 012 012 22 + 012013 a23 + 01331 + 013012 a32 +

+ 013013 33 = an (an> 012,013)

Poszukujemy ekstremum funkcji trzech zmiennych spełniających warunek g = 1 — (a21 + a22 + a23) = 0. Zbudujmy funkcję Lagrange’a:

L(an, G12, a13) = a +Ag= a1aj + a22a22 + a23a33 + + 2(011012 12 + 011 013 13 + 02 013 23) + +2(1-02-022 -023)

i zapiszmy warunki na jej ekstremum:

5 L

---- = 2[(a11 — A)a11 + a12a12 + a13013] = 0

011

< ----— 2 [a21 an + (a22 — 2) a12 + a23 X13] — 0

0x12

----— 2 [a X11 + a32 a12 + (a33 — 2)013] — 0 .13

Otrzymaliśmy układ trzech równań liniowych i jednorodnych, analogiczny z układem (5.18), którego rozwiązanie niezerowe istnieje dla wyznacznika układu A =0.

Przy szukaniu ekstremum doszliśmy do równania wiekowego, z którego wyznaczamy wartości własne. A zatem wykazaliśmy prawdziwość tezy.

Z równania wiekowego otrzymujemy trzy pierwiastki, z tym, że dla tensora symetrycznego są one rzeczywiste i spełniają jedną z relacji:

	
(a) 21* 22 * 23* 1


	
(b) A, A,= A, lub ,=2, A, lub A,=2,, A, (•3 I•3 13


	
(c) 2, = 2, = 23



zaś dla dowolnego tensora mogą być rzeczywiste lub jeden rzeczywisty, a dwa zespolone (sprzężone). Udowodniliśmy już, że w przypadku (a) mamy trzy wektory własne wzajemnie prostopadłe.

Przeanalizujmy teraz przypadek (b). Niech 21 * 22 = 23. Jak wiemy, w układzie osi własnych tensor ma postać diagonalną:

/ 21, 0,   0

A = I 0, 22,  0

\ 0, 0,    23 = 2,


Obliczając wektor własny dla 2=21




układ równań (5.18) przyjmuje postać:



Owj +0w2H0w3=0

< 0 w, + (22 — 21) w2+0w3=0

0 w, + 0 w 2 + (23 — 2,) w3=0

z której wynika:

w, = (wi,0,0), wreIR — {o}

Biorąc teraz 2=22=23 otrzymujemy układ równań:

(2, —A2)w,H0w2+0w3=0

<0W1+(22— R2) w 2 + 0 w3 = 0

0 w, + 0 w 2 + (23 — 2) W3 = 0 który redukuje się do jednego równania:

(21—22)W1++0w2+0w3=0=W1=0, W iw mogą być dowolne

Wektory własne w2 = (0, w2, W3) są więc prostopadłe do w,. Mamy zatem całą płaszczyznę wektorów własnych o gradiencie współliniowym z wektorem w,.

Analizując przypadek (c) stwierdzamy, że układ równań (5.18) redukuje się do jednego równania typu 0 w, +0w2+0w3=0, które to równanie spełnia każdy wektor.

Badanie tensorowego charakteru macierzy na podstawie: a) definicji i b) twierdzenia:

ad a) Rozważmy dwa względem siebie obrócone układy o wspólnym początku i wyznaczmy w nich elementy badanej macierzy. Jeżeli dla każdego elementu zachodzi prawo transformacyjne, jak dla tensora, to ta macierz jest tensorem.

ad b) Jeżeli macierz określoną w układzie współrzędnych pomnożymy wewnętrznie przez wektor i w wyniku otrzymamy wektor, to jest ona tensorem.

Z. A = (a^) - określona w układzie współrzędnych {O,x,,x2,x3}

T. aijbj = ci (wektor), to A jest tensorem.

D. aijbj = ci w układzie {O,x1,x2,x33

a'tjb^c'1 w układzie {O,x1,x2,x3}

aj bj c= ^ik C, ^ik b,) ^ik ^kj b))

ais bs    ^ik ^sj ^k j b,

	
b,       ^ik ^sj ^kj) 0V b



Stąd as = Xik Xsj akj — a to jest prawo transformacyjne dla tensora.

Problem wyznaczenia wektorów i wartości własnych bardzo upraszcza się w przypadku anty płaskim i płaskim (rys. 5.4).

Zagadnienie płaskie jest szczególnym przypadkiem problemu antypłaskiego (a33 = 0).

Obliczamy niezmienniki tensora A:

	
I, = (a, + a22) 4“ a33 =I*+ a33



2 = (all a22  a12a21) + a33(a, + a22) =12+ a331

I = a33 (all a22 — a12 a21) = a33 I2

a następnie z równania wiekowego wartości własne:

23 - (I# + a33)12 + U* + a3314)2 - a33^2 = 0

[image: ]
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Rys. 5.4



Widać, że jednym z pierwiastków jest a33 = 23, zaś pozostałe wartości własne znajdujemy z równania kwadratowego:

22—I*2+1*=0

	
2, — “u "4 22 + 1 J(a22 — a,)2 + 4a12a2i



(5.23)

,      a,14+ a22    1 /7            45    7

22=    2      2V(a22-411) + 4412421

Z warunku (5.22) wyznaczamy osie własne, określone przez wektory własne. I tak dla 23= 33 układ równań jednorodnych ma postać:

(an —a33)W +a12w2 = 0

<a21W1+ (a22 - a33) W2 = o

.0 + 0w2 + 0w3 = 0

Stąd w3 = (0,0, k), kelR — {o}

Wektor ten wyznacza oś x3 układu własnego, która pokrywa się z osią x3 układu starego. A zatem pozostałe osie x1, x2 układu własnego leżą w płaszczyźnie Ox,,x2 układu starego (rys. 5.5).

[image: ]



Dla wartości własnej A = 21 układ równań jednorodnych:

(all - A,) + ai2w2 = 0

a21W + (a22 - 2,)W2 =0

w = 0

redukuje się do jednego niezależnego równania a21 w1 + (a22 — 21)W2 = 0, z którego wyznaczamy:


W2

— = tg a W




“21

a22 A




= X1




(5.24)



Analogicznie dla wartości własnej 2 = 22 otrzymamy:

W9                  Q21

-2 = tga2 =--—— = a2


(5-25)



W          a22   2

Kąty X, i a2 wyznaczają położenie wektorów własnych W, i w2. W przypadku gdy tg a = - jest nieokreślony istnieje oprócz osi własnej x, cała płaszczyzna osi głównych, prostopadła do x3.

Przykład 5.2

Wyznaczyć kierunki własne i wartości własne dla tensora A:

/ -5, 0,     0 \

A= 0, 0,   /3)

\ 0, /3, -2 /

określonego w układzie 0x1x2x3.

Mamy tutaj do czynienia z przypadkiem antypłaskim w płaszczyźnie 0 X2 X3 (rys. 5.6). Rozwiązanie ma postać:

[image: ]



1 = d11 — 5

a, - 422143 - /ag-), = -3

2, — 22 j~ + /(aga - a22)2 + 4a, — 1


tga2 =




“23

a33 — 22




tg




“23

a33 — 23



[image: ]



Niech w układzie współrzędnych określony jest tensor II rzędu i dany jest kierunek l wyznaczający pierwszą oś nowego układu (rys. 5.7).

[image: ]

Rys. 5.7




GaL i 03

Q22 i Qs

,0,


z* Qi =dj



Prosta l tworzy z osiami układu współrzędnych kąty a, fi, y, których cosinusy kierunkowe wyznaczają elementy pierwszego wiersza macierzy przejścia:

a11=cosa, a12 = cos fi, a13 = cosy

przy czym zachodzi cos2 a + cos2 fi + cos2y = 1. Obliczmy element aj tensora A:

ai — an — X1k%1au = a1 cos2a -I- a22cos2[i + a33 cos2y +

+ 2(a12cosacos + a13cosacosy + a23 cos fi cos y)          (5.26)

Przykkul 5.3

Dla tensora z przykładu 5.2 wyznaczyć element tensora odpowiadający kierunkowi:

	
a) wyznaczonemu przez punkty 0(0,0,0) i B(2, — 2,1),


	
b) pokrywającemu się z osią własną x2,


	
c) pokrywającemu się z osią własną x3.



Skorzystajmy tutaj z wzoru (5.26) i w tym celu obliczymy cosinusy kierunkowe:
[image: ]

214

Przykład 5.4

Wykazać, że niezmienniki I, I2, I3 tensora II rzędu nie zależą od układu współrzędnych.

Wykorzystamy w dowodzie prawo transformacyjne:

dij = ^ik ajk akl

I, = aj = aik u akl = ^kl akl = all = I,

r 1111    11

2-plsp@ijdj=2ls%uk°j@u%ir"js@rs=2-°kAu°sdrs =

1,2 1

= pl 2arlarl — 12

I3 = det aj = det (a^ Xj akl) = det Xak • det &j • det akl = 1 • 1 • det akl = I

	
5.2. MASA UKŁADU MATERIALNEGO



Badając ruch sztywnego układu materialnego stwierdzamy, że zależy on nie tylko od przyłożonych do układu sił zewnętrznych czynnych i sił reakcji (gdy jest on poddany więzom), lecz także od wielkości masy ciała i jej rozkładu. Dlatego też znajomość wielkości masy ciała i jej rozkładu jest nieodzowna przy wyznaczaniu ruchu układu materialnego.

	
5.2.1. Masa skończonego układu punktów materialnych



Dla układu punktów materialnych masa całego układu jest równa sumie mas poszczególnych punktów rozważanego układu:

m=2m, [kg] (5.27)

i = l

	
5.2.2. Masa bryły materialnej



Masę bryły materialnej (rys. 5.8) określamy według następującego wzoru:

m=ffdm=§fp(x,y,z)ds               (5.28)

2 o

gdzie:

92        — obszar geometryczny w E3 rozważanego ciała wypełniony

w sposób ciągły masą,

d m — element masy rozumiany jako masa elementu d 2 ciała, która jest funkcją ciągłą położenia punktu w obszarze 9,

SSS... d 2 — całka potrójna po obszarze 2.

9

[image: ]



	
5.2.3. Masa płaskiego obszaru materialnego



W przypadku płaskiego obszaru materialnego (rys. 5.9):

m = Sfdm = SfpdA = SSp(x,y)dxdy , p(x,y) [kg m 2]     (5.29)

DD  D

gdzie SS...dA jest całką podwójną w obszarze płaskim D.

[image: ]



	
5.2.4. Masa krzywej materialnej



Dla krzywej materialnej C o gęstości p= lim —- [kg m 1] (rys. 5.10) A I - 0 Al

(A m jest masą łuku o długości A l)

[image: ]




AA < A < B



masa łuku wyraża się wzorem:

AB l/dx\2 /dv\2   /dz\2

m = jdm = ipdL=            +(“-) +(";) dX (5.30)

CC     A    % \• A /   O A /   O / /

a S... d L jest całką krzywoliniową nieskierowaną. c

	
5.2.5. Masa płata powierzchniowego



Masę płata powierzchniowego (rys. 5.11) o gęstości p = lim g [kg m2] AS - O 4 S obliczamy (wykorzystując definicję całki powierzchniowej niezorientowanej) z następującego wzoru:


m= S§dm=jjpdS=fSp[x,y,f(x,y)] S        S         D



[image: ]

Rys. 5.11





/ /5A2 /5A2

/1+(-) +(-) dxdy (5.31)

V \ox/ \^yj

S:{z =f(x,y), (x,y)eD}

D — rzut prostokątny płata S na płaszczyznę Oxy



	
5.3. MOMENT STATYCZNY UKŁADU MATERIALNEGO



Niech będzie zadany punkt materialny A i dowolna płaszczyzna 17 o normalnej zewnętrznej n (rys. 5.12). Miara odległości rA punktu A od płaszczyzny

[image: ]



FI może być: dodatnia (punkt znajduje się po stronie zewnętrznej płaszczyzny), ujemna (punkt znajduje się po przeciwnej stronie płaszczyzny) lub równa zeru, gdy punkt leży na płaszczyźnie.

Wyrażenie Sn = mrA nazywamy momentem statycznym punktu A względem płaszczyzny 77.

	
5.3.1. Moment statyczny skończonego układu punktów materialnych



Dla układu punktów materialnych moment statyczny zapiszemy następująco:

sn = 2 m,r, i=l


(5.32)



gdzie m; jest masą punktu układu, zaś r; miarą jego odległości od płaszczyzny 77.

	
5.3.2. Moment statyczny bryły materialnej

[image: ]





Momentem statycznym bryły materialnej względem płaszczyzny 77 (rys. 5.13) nazywamy:

Su = SSfrA d m = Hf prAd^ (5-33) n         n

gdzie rA jest miarą odległości bieżącego punktu obszaru 72 od płaszczyzny 77.

Biorąc za płaszczyznę 77 kolejno odpowiednie płaszczyzny kartezjańskiego układu współrzędnych możemy na podstawie (5.33) napisać:

Sgy = \\\ P y, z) z d x d y d z n


(5.34)



sxz = fffp(x,y,z)ydxdydz

2

— ^\p(x,y,z)xdxdy d z n


	
5.3.3. Moment statyczny płaskiego






obszaru materialnego



[image: ]




Dla płaskiego obszaru materialnego leżącego w płaszczyźnie Oxy (rys. 5.14) momenty statyczne liczone względem płaszczyzn układu współrzędnych są równe:




(x, y)€ D

8-0

Rys. 5.14




Sxy=jp(x,y)zdxdy=0

D

SXZ = SX = ^p(x,y)ydxdy (5.35)

2




Syz = Sy = ^p(x,y)xdxdy

D




	
5.3.4. Moment statyczny krzywej materialnej



Moment statyczny krzywej materialnej (rys. 5.15) określony jest następującymi wzorami:




Su = jr dm — S pr dl c c




(5.36)




Sxy = \pzdl, Sxz = \pydl, syz = \pxdl ccc



[image: ]



gdzie r, z, y, x są miarami odległości bieżącego punktu krzywej od płaszczyzny odpowiednio 77, Oxy, Oxz i Oyz.

	
5.3.5. Moment statyczny materialnego płata powierzchniowego



Materialny płat powierzchniowy o gęstości p (rys. 5.16) ma następujące momenty statyczne:

[image: ]

Sn = \\rdm^\\prdS s          s




Sxy = ^PzdS s


(5-37)



s, = ^pyds s

Syz =i\pxds s

Tutaj SS... d S jest całką powierzchniową, zaś r, z, y, x są miarami odległości s

bieżącego punktu płata powierzchniowego od odpowiednich płaszczyzn.

	
5.4. ŚRODEK MASY UKŁADU MATERIALNEGO



Rozważmy układ materialny złożony z n punktów An o masach odpowiednio         ,mn. Na tak zadanym układzie materialnym budujemy

równoległy układ wektorów:

F F2.,F.,F.)

Ar, A2, ’ At, ’ Aj


dla którego:



Fi = kmte


(5.38)



Tutaj k jest dowolnie przyjętym współczynnikiem proporcjonalności, mi — masą punktu A układu, e — wersorem kierunku przyjętego dla układu wektorów. n   / n  \

Ponieważ suma układu wektorów SA = F^ — kl Y, mi)e jest różna od i=l       \i=l /

zera, to istnieje środek układu (rys. 5.17) opisany wzorem (3.29):

[image: ]



Wzór (5.39) zapiszemy następująco:

n mro* = 2 mr i=l


(5.40)



Związek (5.40) zapisany w bazie kartezjańskiego układu współrzędnych przedstawia się następująco:

n \ / n \ / n \ 

2 mx)e,+ ( x mYi)e,+ ( X mizi)ez (5.41)

i=l / \i=l /      =1    /

Przez porównanie odpowiednich współrzędnych przy wersorach bazy otrzymamy:

n

mx0 = 2 mixi = S,z

i=1

n

< my0 = X = Sxz i=l


(5-42)



n

m:o = X mz,= Sxy i = l

Stąd otrzymujemy współrzędne punktu O*:


x_Syz

o - >

m




Sxz

Yo=-

m




z — Sxy

Z°~ m




(5-43)



Punkt geometryczny O*, któremu przypiszemy masę m równą masie układu materialnego, a jego położenie określimy według wzoru (5.43), nazywamy środkiem masy układu materialnego. Z równości (5.42) wynika, że moment statyczny układu materialnego, liczony względem dowolnej płaszczyzny II, jest równy momentowi statycznemu środka masy względem płaszczyzny II.

Jeżeli zatem płaszczyzna przechodzi przez środek masy układu, to moment statyczny układu materialnego jest równy zeru, bo miara odległości środka masy od tej płaszczyzny jest równa zeru.

	
5.5. PĘD UKŁADU MATERIALNEGO, ZASADA PĘDU I ZASADA ZACHOWANIA PĘDU



We wstępie do statyki poznaliśmy definicję pędu punktu materialnego:

p = mv

Pęd dla rozważanych przez nas układów jest równy:

	
a) dla układu punktów materialnych:



p(.t)=                                      (5.44)

i=1

gdzie v — prędkość punktu A układu;


	
b) dla bryły materialnej:
		

		
p()=f5 PAVAdQ

2
	
(5.45)


	
c) dla obszaru płaskiego:
		

		
P(t) = ^PA^AdA D
	
(5.46)


	
d) dla krzywej materialnej:
		



(5..47) c

e) dla materialnego płata powierzchniowego S:

(5.48)

We wzorach tych vA jest prędkością bieżącego punktu obszaru 9, D, S i krzywej C.

Obliczając pochodną pędu, otrzymujemy tzw. zasadę pędu:


pe} m,ó, = }F,=s i=1 i=1




(5-49)



Stwierdza ona: Pochodna po czasie pędu układu materialnego jest równa sumie sił działających na dany układ. Jeżeli suma układu sił jest równa zeru, to pęd układu — jak widać z (5.49) — jest stały w czasie:

S = 0 => p (t) = p0 = const


(5.50)



Równość (5.50) stanowi treść zasady zachowania pędu. Korzystając z definicji środka masy układu materialnego wyznaczamy jego pęd:

.                          n

Po(t) = mro = mvo^= 2    = p(t)


(5.51)



i=1

Możemy zatem wypowiedzieć następujące twierdzenie: Pęd układu materialnego jest równy pędowi środka masy tego układu.

	
5.6. KRĘT UKŁADU MATERIALNEGO LICZONY WZGLĘDEM PUNKTU, ZASADA KRĘTU I ZASADA ZACHOWANIA KRĘTU



Kręt układu materialnego względem punktu definiujemy podobnie jak moment układu sił względem bieguna, z tym, że zamiast sił bierzemy pędy poszczególnych punktów materialnych (rys. 5.18), czyli:

Ko= 2 Pi x Ai O = Xrixpi i=1                  ż l


(5.52)



Podobnie kręt względem bieguna B ma postać:

(5.53)


 n      / n \   

kb= Z Pi x AB = Ko + ( X Pi ) x 0B = Ko + P x OB
[image: ]




Równość (5.53) jest odpowiednikiem twierdzenia o zmianie bieguna. A zatem przy zerowym pędzie układu kręt względem każdego punktu jest taki sam.

Obliczmy pierwszą pochodną po czasie wyrażenia (5.53):

 n .      n             «          n

KB= YPiX AiB + Y Pi X AiB = Fi X AiB + YPiX(PB- ^i) =

i=1 i=1 i=1

= Mg + ( X Pi ) X VB = Mg + P x Vg

Jeżeli punkt B jest punktem nieruchomym (vB = 0) lub środkiem masy układu materialnego (p || vB), to iloczyn p x vB jest równy zeru, a zatem:

K,= M, B B


(5.54)



Jest to zasada krętu. Stwierdza ona: Pochodna po czasie krętu układu materialnego liczonego względem stałego punktu lub środka masy jest równa momentowi układu sił względem tego punktu.

Jeżeli moment układu sił względem stałego punktu lub środka masy jest równy zeru, to kręt układu materialnego jest stały. Powyższe twierdzenie nosi nazwę zasady zachowania krętu.

	
5.7. KRĘT BRYŁY SZTYWNEJ W RUCHU OBROTOWYM



Ciało sztywne (rys. 5.19) porusza się ruchem obrotowym wokół osi /, przechodzącej przez początek układu współrzędnych. Obliczmy kręt bryły względem punktu O. Otrzymujemy:

[image: ]




Ko=fjprAXVdxdydz=ffjprAx(oxrA)dxdydz= 9 3




=jp[r2o—(ro)r]dxdydz

9




Dalsze obliczenia wykonajmy w bazie układu {O y, z}.




Ko - Kox ex + Koy e, + KOz ez —




+ ^2)dxdydz -

22




—0,SSfpxydxdydz—0,Sfpxzdxdydz e, +




22 22




+ —OxSSpyxdxdydz+0,SSSp(x2+z2)dxdydz—




n                   n




— 0,SSS p y zdxd y d z e, +




22 L2




—O,Sfpzxdxdydz—



- a>y^^ p z y dxd y d z + O, SSjp(x2 + y2)dxdydz ez


(5.55)



Jeżeli w równaniu (5.55) wprowadzimy oznaczenia:

1

 Wyrażenie               ’ nazywamy deltą Croneckera.

(0, i*j

*♦ Wyrażenie €uj = x ) jest symbolem Ricciego, który przyjmuje wartości 0, 1, — 1, gdyż jest iloczynem mieszanym wersorów bazy.


Jx = SSjp(y2 + z2)dxdydz

2

J, = m P (x2 + z2) d x d y d z n

J. = S SS p (x2 + y2) d x d y d z

2

(5.56)

Dx = \\\pyzdxdydz

2

Dy = pxzdxdydz

2

Dz = W\pxydxdydz

9

to współrzędne wektora Ko wyrażają się następująco:

KOx = CgJ + wy(-Dz) + C,(-D,)

	
< KOy = wx(-Dz) + 0,J, + c,(-D,)              (5.57)



^KOz = 0,(—D,) + 0,(D) + 0,J,

Możemy je również zapisać w postaci macierzowej:


	
'KOx^
		
/ J,,
	
~DZ,
	
-P, )
		
o.
		

	
Ko,
	
- =
	
~DZ,
	
Jy,
	
-D,
	
<
	
c,
	
y Ko = (J0)a>
	
(5.58)


			
\~D^
	
-D,,
	
J, 1
		
((=.
		



Macierz (Jo) nazywamy macierzą bezwładności.

	
5.8. TENSOR BEZWŁADNOŚCI



Powołując się na twierdzenie dotyczące tensorowego charakteru macierzy stwierdzamy, że macierz bezwładności jest tensorem, gdyż jest określona w układzie współrzędnych, a pomnożona wewnętrznie przez wektor prędkości kątowej daje jako wynik wektor krętu (por. (5.58)). Elementami jej są momenty bezwładności leżące na przekątnej głównej i momenty dewiacji (odśrodkowe).

	
5.8.1. Moment bezwładności układu materialnego



Moment bezwładności układu materialnego liczony jest względem prostej. Dla punktu materialnego mamy (rys. 5.20):

Jl = ma dA


(5.59)
[image: ]

Rys. 5.20




Jx = mA(y2A +

J, = mA (XA + Za)

= m,(x2 + y2)

gdzie dA, xA, yA, zA są miarami odległości punktu A od osi, względem których liczony jest moment bezwładności.

Jeżeli układ (rys. 5.21) składa się z n punktów materialnych, to:

[image: ]

Jx = i mi(y2 + 2?)




[image: ]



[image: ]

Rys. 5.21




(5.60)

J, = 2 m,(x? + z?) i = l

,=2 m,(x? + y2)

i= 1

Tutaj di jest miarą odległości punktu od osi l, zaś xit Y;, zt jego współrzędnymi w układzie {0x, y, z}.

W przypadku sztywnej bryły materialnej (rys. 5.22) otrzymujemy:

Jx = SSfp(y2 + z2) d x d y d z

(5.61)

J, = 55 p (x2 +22)dxdydz a

Jz = SSs p(x2 + y2)dxdydz

8

gdzie dA jest miarą odległości bieżącego punktu obszaru <2 od prostej l, zaś x, y, z są jego współrzędnymi.

[image: ]




Rys. 5.22




Dla obszaru płaskiego (rys. 5.23), np. leżącego w płaszczyźnie {0x, y}, mamy:
[image: ]

D




gdzie dA jest miarą odległości bieżącego punktu obszaru D od prostej l, zaś x, y — jego współrzędnymi.

Jeżeli układ materialny stanowi krzywa C o gęstości p (rys. 5.24), to:

[image: ]

Rys. 5.24




Jx=.pl2+z2)dl

(6.63)

J, = Sp(x2 + z2)dl c

JZ = Sp(x2 + y2)dl c

Tutaj dA jest miarą odległości punktu bieżącego krzywej od prostej l, zaś x, y, z — jego współrzędnymi.

Dla układu materialnego będącego płatem powierzchniowym (rys. 5.25) o gęstości p mamy:

[image: ]

Rys. 5.25




J^^pd^dS

s

J,=fSp(2+22)ds

s

(5.64)

	
J, = ff p (x2 + z2) ds



s

Jz = SSp(x2 + y2ys s

gdzie dA jest miarą odległości bieżącego punktu rozważanego obszaru powierzchniowego S od prostej /, zaś x, y, z — jego współrzędnymi.

	
5.8.2. Moment dewiacji (odśrodkowy, zboczenia) układu materialnego



Moment dewiacji dla układu materialnego liczony jest względem dwóch przecinających się płaszczyzn (rys. 5.26). I tak dla punktu materialnego mamy:

DxP = Dl=mAdlldp

Dx = mAyAZA

Dy = mAXAZA

D. = mAxAyA

gdzie da i dp są miarami odległości punktu A od płaszczyzn IIa i lip przecinających się wzdłuż prostej l, zaś xA, yA, z. — jego współrzędnymi w układzie {Ox,y,z}.


(5.65)
[image: ]

Rys. 5.26




Gdy układ materialny składa się z n punktów (rys. 5.27), to:

n

Dn n, = D,= 2m d, ^12

i=1

n

D,= 2 ^iyizi

i=1


(5.66)



n

D,=2 mi xizi i=1

n

Dz= Y m^yi

i=1

[image: ]



gdzie dit, di2 są miarami odległości punktu A od płaszczyzn FI^ i lip, zaś xit yit zt — jego współrzędnymi.

Dla układu materialnego będącego sztywną bryłą (rys. 5.28) o gęstości p mamy:

[image: ]



D;. = \\\ p xy d xdy d z

2

przy czym dtA, d2A są miarami odległości bieżącego punktu rozważanego obszaru 9 od płaszczyzn II, i n2, zaś x, y, z — jego współrzędnymi.

Jeżeli układ materialny stanowi obszar płaski o gęstości p leżący w płaszczyźnie Oxy (rys. 5.29), to:

[image: ]

Rys. 5.29




Dn,n, = D — SS pdd2AdD

1 2           D

Dx = ^pyzdxdy = 0

D


(5.68)



Dy = ^pxzdxdy = 0 >

D

Dz = \\pxydxdy = Jxy^

D gdzie d1A, d2A są miarami odległości bieżącego punktu D od płaszczyzn II,, n2, zaś x, y, z — jego współrzędnymi.

Niech układ materialny będzie krzywą C o gęstości p (rys. 5.30). Dla takiego układu zachodzi:

[image: ]



gdzie d1A, d2A są miarami odległości bieżącego punktu krzywej C od płaszczyzn II, i n2, zaś x, y, z — jego współrzędnymi.

Gdy układ materialny jest płatem powierzchniowym o gęstości p (rys. 5.31), to:

^u.n2 = D,= Sfpd,Ad2dS 1 2            s

Dx = ^pyzdS

s

(5.70)

[image: ]

Rys. 5.31





Dy = pxzdS s



D, = SfpxydS s

przy czym d1A, d2A są miarami odległości bieżącego punktu płata powierzchniowego od płaszczyzn II, i II2, zaś x, y, z — jego współrzędnymi.

	
5.8.3. Twierdzenia Steinera



Podamy teraz dla układu materialnego dwa twierdzenia Steinera (rys. 5.32). Niech w sztywnym układzie materialnym prosta l0 przechodzi przez środek masy układu, zaś prosta l jest do niej równoległa.

[image: ]



Obliczmy moment bezwładności układu względem prostej l i l0:

=         = SSjp[(d - 8)2 + h^dQ= SSjp(d+d2 - 2d-dA)dQ


22



22

i na tej podstawie podamy związek między nimi:

J1 = SSs p d0 d 92 + d2 SSj p d 92 - 2 d SSS p ÓA d 92 n  no

(bo jest to moment statyczny układu, liczony względem płaszczyzny przechodzącej przez środek masy). Ostatecznie mamy:

J, = Jo + md2                        (5.71)

Jest to twierdzenie Steinera. Mówi ono: moment bezwładności układu materialnego liczony względem prostej l jest równy momentowi bezwładności układu względem prostej lo przechodzącej przez środek masy i równoległej do prostej /, powiększony o iloczyn masy układu i kwadratu odległości między tymi prostymi.

Rozważmy teraz dla układu materialnego (rys. 5.33) układ dwóch par płaszczyzn odpowiednio równoległych i niech jedna z tych par płaszczyzn zawiera środek masy układu.

Moment dewiacji układu materialnego względem płaszczyzn a i fi ma postać:

Dap =D,= ^pdaAd^AdQ^ ^p(d^ + a)(do + b)dQ = ^pd^d^dii +

2                     22                                     n

+ pdQ + a SSs p d^ d2+bjsjpdd2

a stąd otrzymujemy:

(5.72)


tw

Dt = Do + m ab
[image: ]

Rys. 5.33




A więc moment dewiacji układu materialnego liczony względem płaszczyzn a, [i jest równy momentowi dewiacji układu względem płaszczyzn n0, Bo, które są odpowiednio równoległe do płaszczyzn a, P, powiększony o iloczyn masy układu i miar odległości pomiędzy równoległymi płaszczyznami.

[image: ]



W dowolnym punkcie A przestrzeni (rys. 5.34) możemy przyjąć układ współrzędnych i zestawić w nim dla układu materialnego tensor bezwładności:


			
/ Jx,
	
-D,
	
P,)
		
/ J1
	
—J12,
	
—13 )
		
/ 011.
	
a12>
	
"13


	
(Ja)
	
=
	
-D,,
	
Jy
	
-D,
	
=
	
--J21,
	
J 22’
	
—J23
	
=
	
a21>
	
a22’
	
a23


			
-d,
	
-D,
	
J-l
		
--31
	
~J^2’
	
J33 1
		
\ a31>
	
a32’ 433




(5-73)

Dla tak zbudowanego tensora liczymy jego niezmienniki:

1=11 22 + 733 = Jkk

2 =J11 722 + 11-33 + 22 33 —J2-J3— Jź3

	
I, = det(JJ



a z równania wiekowego:

J3—IJ2+I2J—I3=0

wartości własne Jv J2, J3, które nazywamy głównymi momentami bezwładności. Głównym momentom bezwładności przyporządkowane są główne osie bezwładności, wyznaczone przez wektory własne tensora bezwładności.

Jeżeli dla układu materialnego tensor bezwładności zestawimy w środku masy, to odpowiadające mu wartości własne nazywamy głównymi centralnymi momentami bezwładności, zaś osie wyznaczone przez wektory własne tego tensora — głównymi centralnymi osiami bezwładności.

Wykorzystując poznane twierdzenia dotyczące symetrycznego tensora II rzędu (a takim jest tensor bezwładności) możemy na tej podstawie podać własności głównych i głównych centralnych osi bezwładności:

	
1. Każdy układ materialny posiada co najmniej trzy główne osie bezwładności, a to dokładnie trzy, gdy J2 J3 Jk, jedną główną oś i całą płaszczyznę głównych osi bezwładności prostopadłych do tej osi, gdy JJ2 = J3 lub J2*J1= J3 lub J3*J1= J2, całą przestrzeń głównych osi bezwładności, gdy J1 = J2 J3.


	
2. Momenty bezwładności liczone względem głównych osi bezwładności są ekstremalne.


	
3. Momenty dewiacji liczone względem płaszczyzn wyznaczonych przez główne osie bezwładności są równe zeru.


	
4. Dla jednorodnego (p = const) układu materialnego, posiadającego oś symetrii, jedna z głównych centralnych osi bezwładności pokrywa się z tą osią (jest przez nią wyznaczona).



Przykład 5.5

Dla jednorodnego obszaru płaskiego prostokątem o gęstości p = 1 wyznaczyć główne centralne osie bezwładności i główne centralne momenty bezwładności.

Wykorzystując symetrię układu stwierdzamy, że środek masy pokrywa się ze środkiem geometrycznym, a osie Xo, Yo są głównymi centralnymi osiami bezwładności, gdyż w tym układzie moment dewiacji jest równy zeru. Kolejno otrzymujemy:

a h          a 3

J,=ffy2dxdy=jdxfy2dy=",

D              0    0            3

,      ,        2 ah3

Jxo=Jx-myó=-3

[image: ]



a stąd:

ha         ha3

• 5 3 ’ Jyo 5 12

a h         a3 h3

D, = Jxy = Sfxydxdy=jxdxjydy=-

D  oo4


a h

Deo Jxovo -xy m2 2




a2h2 a2h2



Uwaga: Osie x,yw punkcie 0 nie są głównymi osiami bezwładności, gdyż w


a2h2

4



tym układzie współrzędnych Jxy


/O.



Na rys. 5.35 zaznaczono: ukośnymi liniami — podobszar, w którym iloczyn współrzędnych jest ujemny (ujemny moment dewiacji), zaś poziomymi liniami — podobszar o dodatnim momencie dewiacji

Przykład 5.6

Dla jednorodnego obszaru (o gęstości p = 1) będącego trójkątem prostokątnym (rys. 5.36) zestawić elementy tensora bezwładności w środku masy.

[image: ]

Rys. 5.36




Ponieważ p = const, to środek masy pokrywa się ze środkiem geometrycznym układu. Zatem mamy wzory:

h

a ax          a h3

J,=ffy2dxdy=fdx fy2dy=n, D              0     0


T        2 ah3

Xo = Jx-myi = —
[image: ]




i podobnie:

_ ha3

yo 36

Moment bezwładności względem osi Oy można obliczyć z definicji lub przez dwukrotne zastosowanie twierdzenia Steinera:

h

a ax hcP

J,=jjx2dxdy=fx2dx f — —1 D             0       0

[image: ]



a\2 ha3 ah a2 ah4 ha3

a-3) 512 294294 54

h

a a X a2 h2

D, = Jxy = jxydxdy=fxdx f ydy =—-

Jo = Jo + Jyo = 30(a + h )

ah3

361

[image: ]




Przykład 5.7




Dla jednorodnego obszaru (rys. 5.37) (o gęstości p = 1) będącego ćwiartką koła o promieniu R zestawić elementy tensora bezwładności w punkcie A, a następnie wyznaczyć główne centralne osie bezwładności i główne centralne momenty bezwładności.

Obliczenia wykonamy posługując się współrzędnymi biegunowymi. Otrzymamy:



[image: ]

Rys. 5.37





x = r cos (p y = r sin (p



[image: ]




0 < r < R 0<p< t/2




R2 T R4

Jx = SSy2 dxdy = SS rr2 sin2 (pdrdcp = Jr3 dr S sin2 cpdcp = — = Jy da   oo



[image: ]



n

o, o,

Ze względu na symetrię obszaru osie , n, z są głównymi osiami bezwładności w punkcie A, gdyż Jn = 0:

J, = = J4- - 1 V,-J)2+4J*, =K(t-2)

J,=-*J+1/0,-J2+432=R(+2)

2     2                      lo

r     ,     t     r     , n R4

Jz = J + J, = Jx + J, = ,

O

Obliczmy współrzędne środka masy:

Sxz

y0 = m

nR2

m=-4.


Syz = Sj



R 2             R3

xdxdy=ffr2 cos (pdrdcp = ^r2dr^ cos cpdcp = — = Sxz da    oo  3

4R3 _4R

XosYos3TR25 3%

Osie o, no, z = z0 są głównymi centralnymi osiami bezwładności:

J,o — Ji~ R (i 2)

[image: ]



Przykład 5.8

Dla zadanego obszaru płaskiego (rys. 5.38) jednorodnego (o gęstości p = 1) wyznaczyć moment bezwładności względem osi l.

[image: ]



n •           3

cos p = sin a = ——= Jw

sin 2 a = -

Ji — Jx cos2 a + Jy sin2 a — Jxy sin (2 a)

[image: ]




Rys. 5.38



Zadany obszar podzielmy na podobszary, a to: I — prostokąt o wymiarach (R, 3 R), II — trójkąt równoramienny, III — półkole i IV — ćwiartka koła. Korzystamy z wyprowadzonych wzorów i twierdzenia Steinera:

R(3R)3 3R(3R)3 TR4

3   +   12      16


TR4 16



tR2(4R\2 tR2(, 4R\2 — () +-(3R—)


= 10,09 K4



4\3T/ 4 3T)


3RR3 3R(3R)3 9R2, .

J’=—+-3+-2(2R)




-g+T,"(2R)




TR4

nr




= 14,38 R




_R2(3R)2,

4   +




(3R)2-(3R)2 9R2

------—A--'--A— ’ 2 K ' K




tR2 , 4R\

—--IR — -

.2 3 T)




R^

8




nR2 4R( 4R\ tR24R( 4R\

- ’ ,— ( —,— ) 3—A- ( 3 R — —— )

4  3T\         4  3T \     3K/




= 7,92 R4



Odpowiedź:

J,=

Przykład 5.9

Dla przekroju poprzecznego pręta (rys. 5.39) składającego się z ceownika NP 50 i kątownika równoramiennego NP 40x40x5 wyznaczyć główne centralne momenty bezwładności i główne centralne osie bezwładności.
[image: ]
[image: ]

Rys. 5.39


Z tablic inżynierskich odczytano:

Fr=7,12 [cm2]

J, = 26,4 [cm4]

J, = 9,12 [cm4]

F_ = 3,79 [cm2]

J,= J,= 5,43 [cm4]

J, = 8,64 [cm4]

J, = (Jx + J,)        2,22 [cm4]

Jxy = (, - J,)tg45° = -3,21 [cm4]

Obliczamy kolejno:

	
— pole powierzchni przekroju poprzecznego



F=F+FL= 7,12 + 3,79 = 10,91 cm2 = 10,91 ■ 10-4 [m2]

	
— momenty statyczne w układzie {0x,y}



^ = ^ = 7,12-2,5 + 3,79-1,16 = 22,2 cm3 = 22,2-10’6[m3]

s,e =s,= 7,12 ■ 0 + 3,79 • 2,55 = 9,59 cm3 = 9,59 • 10“ 6 [m3]

	
— współrzędne środka masy w układzie {0x, y}



S 9 59

Xo=F=191= °’88 cm = °’88 ’10 2 [m]

s 22 2

Yo=F=1,1= 2,03 cm = 2,03 ’10’2 [m]

	
— elementy tensora bezwładności w układzie {0xo,yo}



Jxo = 26,4 + 7,12 • 0,472 + 5,43 + 3,79 • 0,872 = 36,27 cm4 = 36,27 • 10“ 8 [m4]

Jyo = 9,12 + 7,12 0,882 + 5,43 + 3,791,672 = 30,36 cm4 = 30,36 -10” 8 [m4]

J,oyo = 7,12-(-0,88)-0,47 - 3,21 + 3,79-1,67-(-0,87) =

= - 11,59 cm4 = -ll,59 10”8[m4]

	
— główne centralne momenty bezwładności



ho = -o,- + 1/0, - ho? + 4J2o70 = 45,26 cm4 = 45,26 • 10-8 [m4]

ho = Jx°2 Jy° - 1/0,-J,)2+4J20%0 = 21,37 cm4 = 21,37-10-8 [m4]

Jzo = Jgo + Jno = 66,63 cm4 = 66,63 • 108 [m4]

- kąty nachylenia głównych centralnych osi bezwładności w układzie O* x0 y0


tggo=




-11,59




Jyo - Jio 30,36 - 45,26




= 0,7784 => = 37050’




-11,59




Jyo - J,o 30,36 - 21,37




= —1,2892= 0,= -52°10'



Przykład 5-9a

Dla obszaru D o gęstości p dobrać taką odległość e, punktu A o masie mA = mD’ aby

[image: ]



Rozwiązanie

mA = ^pdA = m D

JA — m a' e2 =Sjpd C)2 d A =   = Jt


ramię (promień) bezwładności.



V m

Obliczmy promienie bezwładności w układzie głównych centralnych osi bezwładności płaskiego obszaru D o gęstości p.
[image: ]

Osie xo, yo — główne centralne osie bezwładności, JXoyo = 0.

Jo=Jxcos2«o+Jyosin2«o / : m
[image: ]

exo2 cos2 o + eyo2 sin2 o = e(o2


Jest to równanie elipsy bezwładności o półosiach
[image: ]

Moment bezwładności względem dowolnej prostej przechodzącej przez środek masy O* wynosi:

Jio = me2io

5.8.4. Charakterystyki geometryczne jednorodnych (p o = 1) figur płaskich — przekroje poprzeczne prętów

W obliczeniach wytrzymałościowych związanych z wymiarowaniem prętów posługujemy się pojęciami momentów statycznych, momentów bezwładności, momentów dewiacji, głównych i głównych centralnych momentów i osi bezwładności. Dla przekroju poprzecznego pręta wyznaczamy je według zdefiniowanych wcześniej zależności.

[image: ]



	
1. Pole przekroju poprzecznego pręta



F = SS d x d y

	
2. Momenty statyczne



S,=ffydxdy, Sy = ^xdxdy D               D

	
3. Środek ciężkości przekroju poprzecznego pręta



Sy s, oTF: YoF

	
4. Momenty bezwładności



J,= ^y2dxdy, Jy = ^x2dxdy

	
5. Moment dewiacji (odśrodkowy)



Jxy = ^xydxdy

	
6. Tensor bezwładności w punkcie O


/ -x

\ 0




Jz — Jx + Jy




	
7. Główne momenty bezwładności w punkcie O



J, - 2- - 4 V(, - jy+4J,2 = J,la A = -2—z + 1 /0,—J)2+ 4J,,2 = J,

Sprawdzenie:

J, + J, = J, + J,

	
8. Główne osie bezwładności w punkcie O



tga= ,J, =q

Jy ~

tga,= ,Ju, —a, -y -n

Sprawdzenie:

" J yo * y r O

J, y =J-FxoYo

O' O

	
10. Główne centralne momenty bezwładności



J, + J, 1 /-------------------------

J, = ° O--(,-J,)2+4Jy2 ‘o 2         2      ° O         O O

J,, =      + 4 V0,,-1,+41,,


Sprawdzenie:



4 TJn


y,



9n

	
11. Główne centralne osie bezwładności



tgag =-———=R, o Jy, - J,, 1

"5,—, 9

Sprawdzenie:

g I + X, 1= 90' o 'o

	
12. Promienie bezwładności

[image: ]



[image: ]




	
13. Elipsa bezwładności



Elipsa bezwładności wspiera się na głównych centralnych osiach bezwładności, a jej półosie wyznaczone są przez promienie bezwładności e, i e, .

o "o

[image: ]



Przykład 5-9b

Dla przekroju poprzecznego pręta składającego się z dwuteownika NP120, ceownika NP120 i blach 200 x 10 wyznaczyć elipsę bezwładności.

[image: ]




Z tablic inżynierskich odczytano:

F, = 14,2 [cm2]

Jx = 328 [cm4]

J, = 21,5 [cm4]




Fc = 17 [cm2]

Jx = 364 [cm4]

J, = 43,2 [cm4]




Obliczamy kolejno:

pole powierzchni przekroju poprzecznego:




F = 14,2 4- 17 + 20 +20 = 71,2 104 [m2]




moment statyczny S,:




S, = 14,2 • 0 + 17 • 13,2 + 2 • 20 • 7,1 = 508,4 - W 6 [m3]




Sy  508,4

F “ 71,2




= 7,14102




[m]



Osie 0*, x0, y0 są głównymi centralnymi osiami bezwładności, ponieważ Jx =0 (oś xo jest osią symetrii przekroju poprzecznego pręta).

o-o

Główne centralne momenty bezwładności:

—+ 20-0,042

12

= 2746,31-10-8 [m4]

Promienie bezwładności:

[image: ]



2385,33

—712 = ±5,79:102 [m]

[image: ]

2746,31

71,2





= ±6,21 -10-2 [m]



[image: ]



Przykład 5.10

Dla jednorodnej krzywej materialnej o gęstości po = const wyznaczyć główne centralne momenty bezwładności
[image: ]

W układzie Oxy równanie krzywej c jest następujące:

—G<<

dl = •x2 + y‘2 do = Rd(p

Położenie środka masy określa współrzędna x0:

Osie O*, xo, yo są głównymi centralnymi osiami bezwładności, ponieważ

Główne centralne momenty bezwładności Jx , J :

O o

a R3

Jx =J,=f poy2dl— 2poR35 sin2 ad a = --(2 — sin 2 a) o            c                          o

5.8.5. Numeryczne wyznaczenie charakterystyk geometrycznych

jednorodnych (p0 = 1) figur płaskich

Obliczanie całek określających pole F = \^dxdy, momenty statyczne

D

Sx=fjydxdy, S, = Sj x d x d y, momenty bezwładności Jx = SS y2 d x d y, D               D                                          D

J,=ffx2dxdy i moment dewiacji Dz = xydxdy dowolnego jednorodnego D                                    D

obszaru D określonego przez współrzędne (x,y,) punktów naroży (por. rys. 5.39 a) sprowadza się do obliczania następujących wyrażeń przy zachowaniu wskazanej na rysunku kolejności oznaczeń naroży wzdłuż konturu:
[image: ]

1 "

Sx = 2 2 (Xk - Xk+1G* + YkYk+1 + y+1)

6 k= i

1 "

S,=22Gk+1- y„)(x2 + X,X,+1 + x2+1)

°k=1

1 n

Jx= 122(x*-X*+10* +ykY*+1 +Y/+I +y*+1)

1 "

,=12 +1- y„)(x2 + x2x,+1 + Xgx*+1 + x2+1)

-k=1

1 n

Jxy=,,2 (Xk - Xk+ 1)[x,(3 ył + ył+1 + 2ykyk+ 1) + Xk+1(3y2-1 + yk + 2y,y, i)] 2k=1

Możemy teraz wyznaczyć współrzędne środka masy (ciężkości):

a dalej elementy tensora bezwładności w układzie {O*,xo,yo}:

JXo = Jx-Fy2o

J,o =J,- Fxo

Jxoyo = Jxy — FXoYo

Z wzorów (5.23) obliczamy główne centralne momenty bezwładności:

= Jse + । /0,0-J,32+ 432000

Jo = —2 - 2Vyo-Jxo)-+4Joyo

zaś z (5.24) i (5.25) kierunki głównych centralnych osi bezwładności:

xoyo

tgao=I---—=Ro

Jyo “ Jio

.            * xoyo

tgAo=-=R,o

Jyo Jno

W przypadku figury wielospójnej odpowiednie wyrażenia dla konturu wyciętego (pustego) należy odejmować lub przy oznaczeniu kolejności punktów naroży tego konturu przyjąć obieg przeciwny do poprzedniego, czyli zgodny z ruchem wskazówek zegara.

Przedstawiony powyżej tok obliczeń można zaprogramować na maszynę cyfrową, wprowadzając jako dane wejściowe kolejne punkty konturu i ich współrzędne w przyjętym układzie odniesienia. Jeśli kontur figury tworzy krzywa nie dająca się zapisać analitycznie, to kontur taki zastępujemy linią łamaną, zagęszczając odpowiednio punkty podziału.

Przykład 5.1Oa

Dla jednorodnego łuku krzywej materialnej o gęstości p = po = const, pokazanego na rys. 5.40, wyznaczyć jego moment bezwładności względem osi /.

[image: ]




c:
[image: ]

R cos

R sin

R ,





0<p< T/2




Rys. 5.40



Do obliczenia J, wykorzystamy wzór (5.26), który dla tensora bezwładności (J o) ma postać:

J, = Jx cos2 a + Jy cos2 P + Jz cos2 Y — 2 Dx cos p cos Y —

— 2 Dy cos a cos y—2D, cos a cos p

Ponieważ w rozważanym przypadku:



cos a = cos 90° = 0, cos P = 7------------, cos y = sin P = -.....

Nn2 + 4              VT2+4

to

4             7t2            4 71

-I F       + Jzn^+4 ~ Dxn244

Widać więc, że należy obliczyć tylko te elementy tensora bezwładności, które występują w powyższej zależności. Liczymy kolejno:

	
— element liniowy łuku


dl =
[image: ]

d(p = y/lRdcp

K





	
— momenty bezwładności



Odpowiedź:


J,=




(2t2-9)/2

3(12+4) P°R



Przykład 5.11

Dla jednorodnej (p — p0 = 1) powierzchni stożkowej (rys.5.41) dobrać wymiar R (H) tak, aby otrzymać całą przestrzeń głównych centralnych osi bezwładności.

Równanie powierzchni stożkowej otrzymujemy z następującej proporcji:


z

H
[image: ]




Przy obliczaniu całek powierzchniowych korzystać będziemy ze współrzędnych biegunowych (r, cp). Wyznaczamy kolejno: — element powierzchniowy dS


dS =
[image: ]




dxdy =1 -^R2 + H2 r dr d(p R
[image: ]

— masę płata powierzchniowego

[image: ]

— współrzędną z0 środka masy


— moment bezwładności Jx

— moment bezwładności

O

JXo = Jx-mz^ = ^R(R2 + 2H2) ^R2 + H2 -nR ^R2 + H2 4H2=


=2R




/R2 H2

(2+ 9



[image: ]



Ponieważ ma być cała przestrzeń głównych centralnych osi bezwładności, to musi być spełniony warunek JXo = Jyo = J.o. Stąd mamy:

R 3H

Przykład 5-12

Dla jednorodnej (p = p0 = 1) bryły obrotowej wyznaczyć wymiar h(a) z warunku, aby środek masy pokrywał się z punktem 0 opisanym na rys. 5.42. Dla tak dobranego wymiaru h obliczyć Jt.

[image: ]

Rys. 5.42





Obszar Qp




z = /a2—x2—y2




X = R cos ppsini < y=Rsinpsin z = Rcosi




Obszar 9,

h z = -r

a

x = r cos ip < y = r sin •

z = z

\





		
v,: -
	
N

o o /A /A s   >3

/A /A •  •


	
0 <
	
y < n/2


		
dx
	
S x
	
8x


		
Jr
	
8 cp
	
dv


	
1,1=
	
SR
	
^y

8 cp
	
=|-RSsinv


		
dz
	
8 z
	
8 z


		
Jr
	
8 (p
	
0








		
8x 8x 8x


		
8r 8(p 8z


	
J 1 =
	
8y 8y 8y


	
1 "s
	
8r 8 <p 8z


		
dz 8z 8z


		
8r 8 (p 8z






Obliczenia wykonamy oddzielnie dla obu podobszarów a) dla półkuli

b) dla stożka

czyli

h=3a

Moment bezwładności bryły względem prostej l wynosi:

J,=JĘ+ J{=4tas +11//3-as = 8 +3v3tas

1- I U ~U

	
5.9. TWIERDZENIE KOENIGA



W ruchu dowolnym ciała sztywnego prędkość bieżącego punktu ciała możemy przedstawić jako sumę prędkości środka masy i iloczynu wektorowego wektora prędkości kątowej z wektorem łączącym środek masy z punktem bieżącym (rys. 5.43).

vA = v0* + Do* x O*A

O* A =,+,+,

Oo* =Ogeg C, e, + Cg

[image: ]

Rys. 5.43




Obliczmy energię kinetyczną dla ciała:

E,=15pvdg=1sp [02* +20,* (00* x O* A) + (0,* x O* A)2] d 9

	
- 2 - 2



E,=3*5§pd9+(0*x00*)-555p0*Ad2+15fp[(0,-,c)2 +

£ 2 2 2 2

g, „ , , m v* 1 ,

+ Og - $ Cg): + (n Os - w,)2] d (2 = —2 + - Ji O, CDj

tw mv* 1 _

Ek = 2 + j 00* (J o*) “o*


(5-74)



Twierdzenie Koeniga: W ruchu dowolnym ciała sztywnego jego energia kinetyczna jest równa sumie energii kinetycznej ruchu postępowego (wyznaczonego przez ruch środka masy) i energii kinetycznej chwilowego ruchu obrotowego (opisanego przez wektor Do*).

W przypadku, gdy Do* ma stały kierunek l, to z zależności (5.74) o-trzymujemy:

mvó* 1 , 2 Ek =—2 + 2-106*


(5.75)



Przykład 5.13

Obliczyć pęd, kręt względem punktu O* oraz energię kinetyczną dla jednorodnego walca kołowego (rys. 5.44) poruszającego się ruchem obrotowym wokół osi l ze stałą prędkością kątową 0=00= const.
[image: ]

Przy stałej prędkości kątowej droga kątowa jest funkcją liniową:

P(t) = Oot + Po

Ponieważ dla t = 0, • (0) - 0, to Po = 0.

Wykorzystując rysunek 5.41 b wyznaczamy funkcje ruchu środka masy:

ro* W = — R sin (Do t) e, + R cos (Do t) e,

i jego prędkość:

v0* — — R wo cos (Do t)ex — R m0 sin (Do i) e,

Pęd bryły jest równy pędowi środka masy, czyli:

P = Po* = t^^o* = Pon^3 [—cos(Wo t)ex — sin(wo t) e,]

Przy obliczaniu krętu bryły względem środka masy skorzystamy z twierdzenia o zmianie bieguna:

Ko* = Ko + p x 00*


gdzie:



(J,, 0, 0\   0n

Ko = (Jo)mo= 0, J,, 0 H 0 f \ 0, 0, Jzl    o J

Momenty bezwładności wygodnie będzie liczyć, posługując się współrzędnymi cylindrycznymi {r,cp,z}. Tok obliczeń jest następujący:


x0 — r cos • yo = rsine zo = z




J=r,



0<x<R

A:<0</<2n

(-H/2<z< H/2

y = Jyo = Jxo = Hf Po (yo +       = p0 Hf r (r2 sin2 (p + z2) d r d • d z =

2 A


R        2 TC




Po




^r3 dr J sin2 cpdcp 0 o




H/2

i dz

-B/2




R 2x H/2

+ ^rdr J dcp j z2dz

o O -H/2



Po1^Ł^r2 + h2)

JX = dXo+mR2 Potg (21 R2 +

R 2n H/2

Jzo = Hf Po^o + yo)d^ = Po Hf7-3 drdcpdz = pofr3 dr S dcp f dz = 2                          A                    0      0     -H/2

= ^nHR^p0

Jz = JZo + mR2=^PonHR^

Stąd otrzymujemy:

Ro = ^po^HR4cooez

Ko* = ^p°^HR^^°ez

W ruchu obrotowym energia kinetyczna ciała wynosi:

Ek = 2Ji wo       = ĄP°nH

	
5.10. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE RUCHU CIAŁA SZTYWNEGO



W naszych rozważaniach doszliśmy do dynamiki ciała sztywnego, w której wykorzystamy wszystkie dotychczas poznane zagadnienia. Istotą dynamiki bryły sztywnej (rys. 5.45) jest wyznaczenie jej ruchu dowolnego, a więc najbardziej ogólnego z możliwych ruchów. Z kinematyki ciała sztywnego wiemy, że każdy ruch dowolny ciała możemy rozpatrywać jako złożenie ruchu postępowego z prędkością dowolnie wybranego punktu (jest nim środek masy, gdyż zasada krętu obowiązuje względem środka masy jako bieguna, a opis charakterystyk geometrycznych ciała jest prosty w układzie głównych centralnych osi bezwładności) i chwilowego ruchu obrotowego wokół chwilowej osi obrotu przechodzącej przez ten punkt.

[image: ]



Z zasady pędu dla ciała sztywnego wyznaczymy ruch środka masy (a tym samym ruch postępowy ciała):

p=s=2F, i=1

Równanie:


(5.76)



mr0* = S


jest prawem ruchu dla środka masy, w którym m jest masą ciała, r0* — przyspieszeniem środka masy, zaś S — sumą sił działających na dane ciało.

Równanie (5.76) zapisane w bazie stałego układu odniesienia przedstawia układ trzech równań różniczkowych drugiego rzędu:




mXo* = S, < my0* = S, jnzo* = Sz




(5.77)




z którego przy zadanych warunkach początkowych:




ro*(t = 0)=ro* lub




x0* (t = 0) = Xo*

Yo*( = 0)=§o*

zo*(t = 0) = Zo*




(5.78)




ro* (t = 0) =ro*




lub




rxo*(t=0) = {o* < Yo* (t=0)= Vo* _Zo*(t=0)=ż0*




wyznaczamy funkcje ruchu środka masy.

Pozostaje zatem wyznaczyć chwilowy ruch obrotowy, który jest ruchem kulistym wokół środka masy. W tym celu skorzystamy z zasady krętu:

Ko* = Mo*




gdzie:

Ko* — (J o*) o* przyjmując środek masy jako biegun.

Pochodną po czasie liczymy według wzoru (1.52):

(J0*)00* + wo* x [(Jo*)00*] = Mo*




(5-79)




Równanie (5.79) zapisane w bazie ruchomego układu odniesienia związanego z poruszającym się ciałem (przyjęto, że osie ^0*, no*, Co* są głównymi centralnymi osiami bezwładności) przedstawia układ trzech równań różniczkowych, zwanych równaniami Eulera:




(5.80)



w których Jow, Jno*< ^o* są głównymi centralnymi momentami bezwładności, ^io*’ wno*’ ^o* — współrzędnymi wektora prędkości kątowej o kierunku przechodzącym przez środek masy, zaś M,o,, ^^o* — współrzędnymi momentu liczonego względem środka masy od sił działających na dane ciało.

Do równań (5.80) dołączamy warunki początkowe:


Do* (t=0)= 03 o* lub



'^0*^ = ^ = ^^* (0,04(t=0)=@,0* ^o*^ = ^ = ^io*


(5.81)



przy których z tych równań wyznaczamy wektor w0*, określający jednoznacznie chwilowy ruch obrotowy ciała sztywnego.

Przykład 5.14

Wyznaczyć ruch sztywnego układu materialnego jednorodnego o gęstości p = 1 przyjmując, że w chwili i = 0 był on w spoczynku w położeniu jak pokazano na rys. 5.46.
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Obliczenia rozpoczniemy od przyjęcia warunków początkowych. W tym celu liczymy kolejno:

— masę układu:

IR2 TR2 TR2 "54 858

— momenty statyczne:

TR2 47? TR2 4R R3

xz 431 8614

i jego prędkość:

x0 (t = 0) = 0

Uo(t=0)=0

Z prawa ruchu środka masy:

^po ■

Xo(t) = -Tp2sint

po przecałkowaniu po czasie otrzymujemy:

8 P

XO (0 = R2 cos t+C

8 P

yo^ = R2 e‘ + C2

Zatem całka ogólna ma postać:

xo(0 =— 2sint + C{t+ C3

J        T K

8 P

Yo (0 = 12 e + C2 t + C4

•         7L A

Stałe Cr, C2, C3, C4 wyznaczamy z przyjętych warunków początkowych:

a_a_-8P, a_, _8Po

1- 2~ tR2 ' c3-xo. ^^-y0 nR2

i po podstawieniu ich do całki ogólnej otrzymujemy funkcje ruchu środka masy:

I         8po,.      ,   -

Xo (t) = TR2(sin t-t) + x0

8 P

Yo(t)=iR(e-t-1)+§o

Chwilowy ruch obrotowy wokół środka masy wyznaczamy z równań Eulera (5.80), które redukują się w tym przypadku do jednego równania: gdzie:

Jgo =    + Jno Jxo + Ao

M,o = Po {e [(R — x0) cos P+yosinp]-sint (x0 sin • + y0 cos d)}


/nR4

(16




TR4N

128)




tR2 ,

~^y0




Jyo




TR4

16



TR4 TR2 RN TR2 2 128 * 84) “ 85°

Mamy do rozwiązania równanie różniczkowe drugiego rzędu:

.. P

p=°{e‘[(R - Xo)cosp +Yosina] - sint(Xosino + Yocoso)}

J^o

z warunkami początkowymi:

(t=0)=0

<

o(t=0)=0

Równanie to możemy rozwiązać w przybliżony sposób, np. metodą różnic skończonych.

Przykład 5.15

Jednorodna sztywna tarcza prostokątna o masie m, podparta za pomocą sprężyn o stałych ik (rys. 5.47), wykonuje małe drgania płaskie. Wyznaczyć częstości drgań układu.

[image: ]

Rys. 5.47




Ruch sztywnej tarczy w płaszczyźnie {0*xoyo} opisany jest jednoznacznie przez przemieszczenia u0 (t), 9o (t) środka masy i obrót naokoło osi z0 określony kątem Yo (t). Siły zastępujące działanie sprężyn (więzów) pokazano na rys. 5.44 b. Po wykorzystaniu równań (2.25) siły te możemy zapisać następująco:


PY =2k91 = 2k




9o + Yo



[image: ]

= 2k^0 — 3kay0




P2 = k^2 = k 90++Yo

P3 = k3, =k(^o+ Yo2) =k9o + ^kayo

/       3 \

P4=2k94=2k(9o+Yo2a)=2k9o+3kayo

P5=—3ku5=—3k u0 — yo(—a) =3ku0 + 3kay0

Moment sił (czynnych i biernych) działających na tarczę liczony względem środka masy jest równy:

Mo* = PYx A,0* + P2 x A,0* + P3 x A,0* + (P4 + Ps) x A40* =

25 , = (0, 0 -3kauo- — ka2yo)

Równania ruchu mają postać:

m9o = —mg — 6 k90

J mu0= —3ku0 — 3kay0

25

JzoYo= -3kauo+(-2kaYo)

gdzie:


Jzo Jxo + Jyo Po




3 a (2 a)3 + 2 a (3 a)3



Po prostych przekształceniach otrzymamy:


	
..     6 k

90+—9o — —g m
	
(1)


	
J .. 3k     3ka

j u0 + —uo +---Yo=0

m    m
	
(2)


	
3k      13 ..    25 k

. —uo1aYo+,aYo=0 m     12      2 m
	
(3)




Całka ogólna równania (1) jest następująca:

[image: ]




Składnik

pozostałe stanowią




pierwszy reprezentuje składniki — drgania układ dwóch równań




ugięcie statyczne pod wpływem ciężaru mg,




będziemy w postaci:




z częstością O2 = 7—. Równania (2) i (3) różniczkowych, których rozwiązania szukać



u0 (i) = A sin (0 t) <

Yo (0 = B sin (0 o

Po podstawieniu otrzymamy:


-co2 +



[image: ]

3k

A +--aB

m





sin (co t) = 0



13 , 25 k\


sin (co t) = 0



-—co2 +— ]B

12 2m /

Równania te mają być spełnione w każdej chwili ruchu. Jest to możliwe, gdy wyznacznik główny układu będzie równy zeru. Prowadzi to do równania:


3k

— a

m




3k m ’




13 ,   25k\

—.0 2+- P

12 Im /
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13 4632

0*——ko

12 4m




57k2N

Tm1)



którego rozwiązaniem są pierwiastki:

[image: ]



367 k

26 m

Odpowiedź:

Analizowany układ wykonuje małe drgania z częstościami:

11k              1156 k              1361 k

O — — * O — — ’ 3 — |—

V 26 m           V 26 m           V 26 m

Zastanówmy się jeszcze nad tym, jaki będzie ruch ciała sztywnego, na które działa zerowy układ sił. Do rozwiązania tak postawionego problemu wykorzystamy równania różniczkowe ruchu sztywnego układu materialnego:

mr0* = S = 0


(5.82)



[(J0*)00*]*=M0*=0

Z równań tych wynika, że:


ro* = 9o* = const




i dalej




o* =9*t+ r0*




(5.83)



o* = a>o* = const

A więc w przypadku zerowego układu sił środek masy może poruszać się ruchem jednostajnym prostoliniowym, a wokół niego ciało może wykonywać ruch obrotowy ze stałą prędkością kątową. Aby wykluczyć możliwość ruchu ciała, wystarczy założyć następujące warunki początkowe:

ro*(t=0) = 90* = o


Do* (t=0)=    ~ O




(5.84)



Stwierdziliśmy zatem, że warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi ciała sztywnego jest równowaga układu sił oraz spoczynek ciała w chwili początkowej.

PYTANIA KONTROLNE

	
1. Podać definicję środka masy i jego własności.


	
2. Podać poznane twierdzenia wykorzystujące własności środka masy.


	
3. Podać zasady: pędu, zachowania pędu, krętu i zachowania krętu.


	
4. Uzasadnić, że macierz bezwładności jest tensorem.


	
5. Kiedy w ruchu obrotowym w0 II Ko?


	
6. Podać i udowodnić twierdzenie dotyczące tensorowego charakteru macierzy.


	
7. Podać i uzasadnić własności głównych osi bezwładności.


	
8. Kiedy momenty dewiacji są równe zeru?


	
9. Czy moment bezwładności układu materialnego może być równy zeru? Jeśli tak, to podać odpowiedni przykład.


	
10. Podać definicję tensora III rzędu.


	
11. Ile głównych osi bezwładności posiadają w punkcie A:



— jednorodny kwadrat o boku d, — jednorodne półkole o promieniu R?
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Rys. 5.48
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12. Wektor a jest wektorem własnym tensora A. Czy jest nim również wektor b?


	
13. Podać i udowodnić twierdzenia Steinera.


	
14. Czy zawsze środek masy leży wewnątrz ciała?


	
15. Czy główne osie bezwładności są prostopadłe?


	
16. Czy w celu obliczenia momentu bezwładności bryły



materialnej można przyjąć, że jej masa jest skupiona w środku masy?

	
17. Co można powiedzieć o pędzie układu materialnego, jeśli wiadomo, że kręt liczony względem dwóch punktów jest taki sam?


	
18. Napisać równania różniczkowe ruchu kulistego ciała sztywnego.


	
19. Podać i udowodnić twierdzenia dotyczące symetrycznego tensora II rzędu.


	
20. Podać prawo ruchu środka masy sztywnego układu materialnego.



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIĄZANIA

	
1. Z tablic inżynierskich odczytano dla kątownika równoramiennego:

[image: ]

Rys. 5.49







Jx= J,= 5,4[cm4]

J, = 8,6 [cm1 2]

Obliczyć Jxy = ?

	
2. Dla tensorów A, B, C określonych w układzie {Ox, X2, X3} wyznaczyć wartości



własne i odpowiadające im kierunki główne:

/ 3, -1,    1         / 1,   2, -4\         (3, 0, O

A= (-1,   5,  -1),    B=( 2,  -2,  —2 1,    C=( 0, 3, 0)

\ 1,  -1,    3/           4,  -2,    1/        \0, 0, 3/

	
3. Dla jednorodnego obszaru płaskiego (rys. 5.50) o gęstości p = p0 = const obliczyć Jt oraz wyznaczyć główne centralne osie bezwładności.

[image: ]

Rys. 5.50
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Rys. 5.52
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9 - const

Rys. 5.53






	
6. Dobrać stałą gęstość krzywej materialnej, będącej częścią okręgu, aby środek masy układu jak na rys. 5.53 pokrywał się z punktem 0.


	
7. Dla jednorodnego płata powierzchniowego, będącego paraboloidą obrotową (rys. 5.54), wyznaczyć główne centralne osie bezwładności.
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8. Obliczyć pęd, kręt względem punktu 0 oraz energię kinetyczną bryły materialnej (rys. 5.55), będącej w ruchu obrotowym wokół osi l.


	
9. Dla jednorodnych obszarów płaskich (rys. 5.56) o gęstości pD = 1 wyznaczyć główne centralne momenty bezwładności.

[image: ]

Rys. 5.56






Rozdział 6

WYBRANE ZAGADNIENIA MECHANIKI

	
6.1. ZASADA D’ALEMBERTA


	
A. Dla punktu materialnego





Na punkt o masie m działa siła F. Zapiszmy dla niego prawo ruchu w postaci:

F + (-mr) = 0 lub F + B = 0            (6.1)

Wyrażenie B = — mr nazywamy umownie siłą bezwładności (siłą d’Alemberta). Równość (6.1) wyraża zatem równowagę sił: zewnętrznej F i bezwładności B.

Jeżeli B * 0, to punkt materialny znajduje się w ruchu, zaś dla B = 0 możliwe są dwa przypadki, a to: ruch punktu jednostajny prostoliniowy lub jego spoczynek.

Przykład 6.1

Punkt materialny o masie m przyciągany jest do sztywnej ściany (rys. 6.1) za pomocą sprężyny o stałej równej k. Do punktu przyłożono siłę wymuszającą ruch / k

P(t) = Po sin (co t) o częstości co = / — . Wyznaczyć ruch punktu, jeśli w chwili t = 0 był on w spoczynku.
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Rys. 6.1








B*-mx



Wykorzystując zasadę d’Alemberta warunek równowagi sił ma postać:

P + B — F = Po sin (co t) — mx — kx = 0

lub

•• k  Po,

x 4— x = — sm (co t) m   m

Rozwiązaniem ogólnym jest tu wyrażenie:

p

x(t) = cos (co t) + C2 sin (co t) — - 0 t cos (co t)

2md

Z warunków początkowych ruchu:

x(t = 0) = xo = 0 i x(t=0)=00=0

wyznaczamy stałe C1 i C2, ostatecznie otrzymując następującą funkcję ruchu:
[image: ]

której wykres przedstawiono na rys. 6.2. Amplituda drgań wymuszonych tego ruchu rośnie nieograniczenie z czasem, gdyż jest to przypadek rezonansu (częstość drgań własnych jest równa częstości siły wymuszającej).

	
B. Dla układu punktów materialnych



Na układ materialny (swobodny lub nieswobodny o więzach holonomicz-nych, stacjonarnych, dwustronnych i gładkich) złożony z n punktów o s stopniach


swobody działają układy: sił czynnych




F,




sił reakcji




R:




i sił bezwładności




B,



Dla każdego punktu układu materialnego możemy napisać warunek równowagi dynamicznej sił:

F 1 + R, +B1=0

< Fi + Ri + Bi^0


(6-2)



Mnożąc skalarnie każde z równań (6.2) przez odpowiednie przesunięcie wirtualne punktu, na który te siły działają i po dodaniu tak otrzymanych równań stronami mamy:


8L= 2 ,,+2 Rt-^+Y




(6-3)



Ponieważ założyliśmy, że więzy układu są gładkie, dlatego możemy napisać:

+             V5S                (6.4)

i=1

gdzie: B — — m r

Równanie (6.4) stanowi treść zasady d’Alemberta, która stwierdza: ze wszystkich ruchów możliwych układu materialnego swobodnego lub nieswobod-nego o więzach holonomicznych, stacjonarnych, dwustronnych i gładkich ten ruch jest ruchem rzeczywistym układu, dla którego suma prac wirtualnych sił czynnych i bezwładności na każdym przesunięciu wirtualnym jest równa zeru. Z zasady tej otrzymujemy s (liczba stopni swobody) skalarnych równań różniczkowych ruchu układu materialnego.

Przykład 6.2

Wykorzystując zasadę d’Alemberta wyznaczyć równania różniczkowe ruchu ciała sztywnego:
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(6-5)



gdzie:

Fi    — siła zewnętrzna przyłożona w punkcie Ait

ds,    — przesunięcie wirtualne punktu A;

p     — gęstość masy,

r     — przyspieszenie bieżącego punktu ciała,

8    — przesunięcie wirtualne bieżącego punktu ciała,

	
•A



0*   — środek masy.

Liczymy kolejno:

	
s, =kv= k(vo* + 0o* x O*Ai) = kvo* + (k(Do*) x 0*Ait kelR


{0}





— ^o* + ^<o0* x 0*At ^sA = kva = ko* + "o* x 0*A) = 5O* + 80* x 0*A rA = ro* + Do* x 0*A + 0o* x (00* x O* A)

a stąd po podstawieniu do (6.5) mamy:


d L = 80* •




2F, i=1



Fo*f§pds +800* 2F,xA,0*-22 J Li=1

SS§ p | O* A |2 coo*dQ- SSs p    • OM) O* A dQ +

s 2 «

+ SSs P(O*A x 00*) * (00* ’ O* A) d 2


V 80* i 00,



A

	
<5 L = o* • [S — mro*] + <5 w0* • [Mo* — ((Jo*) @o* + wo* x [(Jo*) @o*])] = O



Ponieważ powyższa równość ma być spełniona dla każdego przesunięcia wirtualnego, to otrzymujemy dobrze nam już znane równania różniczkowe ruchu ciała sztywnego:

mr0* = S


(6-6)



(Jo*)@0* + @o* X [(Jo*)@0*] = Mo*

	
6.2. RÓWNANIA LAGRANGE’A II RODZAJU



Omawiając zasadę prac wirtualnych we współrzędnych uogólnionych, rozważaliśmy układ materialny złożony z n punktów o s stopniach swobody, którego położenie było jednoznacznie określone poprzez współrzędne uogólnione. Teraz dla analogicznego układu punktów materialnych wyprowadzimy równania różniczkowe jego ruchu (wyrażone poprzez współrzędne uogólnione), korzystając z zasady d’Alemberta:

i=1 j=1

gdzie:

n_ dr

Q,=2F-j, ^j = kqj, keIR-{0}

i=i sQj


Obliczmy pracę sił bezwładności:

2 ^t ^Si =2       = - 2     2              (6.9)

i=l            i=1              i = l      j=1°dj

Przy liczeniu prędkości punktu we współrzędnych uogólnionych otrzymaliśmy wzór na pochodną po czasie funkcji wektorowej:




d s d

dt j=loqj




(6.10)




a zatem na podstawie (6.10) otrzymujemy:




d -    8 3r;

v,=—r,= >. -




(6-11)




Stąd mamy:




0v, drt drt dqj dqj dq}




(6-12)




Podstawmy (6.12) do (6.9):




n -           "     „ s dr-

2 B,-s,= ~ 2 m,f, 2 dtÓqj =

i=l           i=1 j=1-lj




= - 2    2 m,

j=1    i=l




d d t
[image: ]
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d / d ri N d t \S qj





(6.13)



Korzystając z (6.10) możemy napisać:


2 B, 3,,




-28ą,

j=1




d / "    - dr i

— > m, r, • . dt\= Stłj




n

2 m,r

i=l




$0(r) 0q,\q,)4k




(6.14)



Przekształćmy wyrażenie (6.14) do postaci zależnej od energii kinetycznej układu w następujący sposób:

[image: ]




i=1




8 s Jd0(

2




"   v2

2m2

= 1 Z




q,




" v2 2m2




(6.16)



Wyrażenie w nawiasach okrągłych jest energią kinetyczną rozważanego układu materialnego:

" v2

Ek= > m.—


(6-17)



2,    2

Wstawiając (6.17) do (6.16) zasadę d’Alemberta zapiszemy w postaci:


SL= 2 { j=1 l




d fSEk\ dtySąjJ




dEk 8qj




dqj=0




(6.18)




Ponieważ równość (6.18) musi być spełniona dla każdego dowolnego 8qj, to każdy z wyrazów w nawiasie [ ] musi być równy zeru. Otrzymujemy zatem s równań:




d /8Ek\ 8Ek

— I—K I   = O,, dt\dqjJ 8 qj J




(6-19)




które w mechanice noszą nazwę równań Lagrange’a drugiego rodzaju.

Jeżeli ruch układu materialnego odbywa się w potencjalnym polu sił (polu zachowawczym), to siły uogólnione wyrażają się poprzez potencjał pola:




Qj=ipi

i = l




Sr,   " /_ 8x:   „ 8yt     0z,\

--1 = >(F, --- + F: — + F: --‘ 1

0q;   =\ x0q; y0q;    ZS^j/




n /8V8X: 8V8y:  8V8Zi\  8V

=1 \ X 8qj 8 yt 8 qj 8 8 qj  8 qj




(6.20)




Jak wiadomo, potencjał pola jest skalarną funkcją współrzędnych uogólnionych:




V=




(6-21)




8V

Stąd mamy —- = 0 3qi



Równania (6.19) po uwzględnieniu (6.20) i (6.21) przyjmują postać:

d r 0

. -.(E,+V) a t L0 Qj


-®(E,+V)=0, dqj




(j=1,2,..,s)     (6.22)



gdzie: Ek + V = W jest potencjałem kinetycznym,


A d t
[image: ]





(j=l,2,...,s)              (6.23)



Z równań Lagrange’a korzystamy przy rozwiązywaniu dwóch typów zadań mechaniki, a to:

	
1) przy zadanym układzie sił wyznaczamy rzeczywisty ruch układu materialnego, 2) przy zadanym ruchu rzeczywistym wyznaczamy siły, które ten ruch wywołały.



Przykład 6.3

Korzystając z równań (6.19) wyprowadzić równania różniczkowe ruchu środka masy sztywnej bryły materialnej (zob. rys. 6.1).

Środek masy opisany jest trzema współrzędnymi uogólnionymi xo*, yo*, zo*. Stąd też będą trzy równania Lagrange’a:



	
d
	
SEk N
	
dEk


	
d t
	
xo* )
	
dxo*


	
d
	
\
	
dEk


	
d t
		
dy0*


	
d
	
(SEk\
	
8Ek


	
dt \
	
{Sż0*)
	
dz0*




= Qzo*




=Q




Qyo*




(6-24)



Energia kinetyczna środka masy jest równa:


Ek = -m&o* + yo* + 26*)




(6.25)



Stąd mamy:


	
OE,

= mx0^, oxo*
	
8Ek     .       8Ek

=myo*,       =mz0*

8y0*           8z0^


	
8Ek _ 8Ek _ dx0* 8y0*
	
8Ek

-* = 0                                     (6.26)

0zo*




d / d E.\     .. d / 8 E.\     .. d / 8 Ek\

TA^^) = mxo*’ .(a:—] = my0*’   -rA^~~i = mzo*

dt\8zo*J           dt\oyo*/           dt\8z0*/

Wektor siły F zapisany w bazie stałego układu współrzędnych jest równy:


		
Fi = Fixe, + Fiy^y + Fize,




Wektor wodzący punktu A w bazie stałego układu wyraża się następująco:

r; = To* + O*Ai = [xo* + cos (o,x1) , + cos (no,x1) n + cos (o, x1) Cd +

+ Lo* + cos (0, yj + cos (no, yj n, + cos (o, yj 5] , +

+ [zo* + cos (o, Zi) + cos (r]0^ z) ni + cos (o, zt) 51] ez

Możemy teraz obliczyć siły uogólnione:


		
n - ar,      n

Qxo*= ZF-,= Z Fi

i = l     Cl          i=1

"  - 8r-      "

< Qvn^ = > F,--t = >F,                (6-27)

=Yo* ZLA,——1Y          b‘

i=1    °yo^   i=1

o => F,. L - > f

Kzo*   M l A _ .    2iz

l         x=l    --o’   i=l




Podstawiając (6.26) i (6.27) do układu równań (6.24) otrzymujemy:

n mXo* = ZF=S, i=1

n

< mo* = X Fiy = S, i=1


(6.28)



n

mz0^ = 2F= Sz t=i

lub w postaci wektorowej:

mr0* = S

	
6.3. ZASADA HAMILTONA


	
6.3.1. Wstęp do rachunku wariacyjnego





W dotychczasowych rozważaniach posługiwaliśmy się pojęciem funkcji jednej i wielu zmiennych. Dla nich zarówno dziedzinę, jak i przeciwdziedzinę stanowią zbiory liczb rzeczywistych. Nietrudno jednakże wyobrazić sobie zagadnienia, w których dziedziną jest zbiór funkcji, zaś przeciwdziedziną zbiór liczb rzeczywistych. W takich przypadkach mamy do czynienia z funkcjonałami. W problemie wyznaczenia krzywej najkrótszego czasu, tzw. brachistochronie, mamy do czynienia z przypisaniem każdej krzywej płaskiej łączącej dwa ustalone punkty Ao i A, (nie leżące na jednym pionie) czasu, w którym punkt materialny pod wpływem siły ciężkości przebędzie drogę od A do B. Dowolnej krzywej łączącej te dwa punkty jest przypisany czas. A więc określony jest funkcjonał. Krzywe f(x), fi(x) stanowią zbiór fundacji dopuszczalnych. Z tego zbioru należy wybrać krzywą, na której realizuje się minimum funkcjonału.

[image: ]



Innym przykładem funkcjonału jest przypisanie każdej krzywej łączącej punkty Ao i A, jej długości l

l = J[(x)] = f J/1+f2(x)dx, lelR Xo

W tym przypadku krzywa, na której realizuje się minimum funkcjonału to prosta przechodząca przez punkty Ao i Ar:

x = x0 +(x1 — Xo)A y=yo+(, -yo)^


XeIR



Dla tej prostej wartość funkcjonału wynosi:

J [fo (x)] = V(xi - x0)2 +(1- y0Y

zaś dla każdej krzywej f(x) z dziedziny funkcji dopuszczalnych:

JL(X]>JLo(x)]

Z podanych przykładów widać, że wartość funkcjonału zależy od funkcji f(x).

Rachunek wariacyjny zajmuje się metodami poszukiwania ekstremalnych wartości funkcjonałów. Jest on podobny do badania ekstremów funkcji, dlatego też przez przypomnienie teorii ekstremów funkcji dojdziemy do teorii ekstremów funkcjonałów.

	
a. Zmienną zależną y nazywamy funkcję zmiennej x, y = f(x\ jeżeli każdej wartości x ze zbioru jej określoności (dziedziny) przyporządkowana jest wartość y należąca do przeciwdziedziny.


	
A. Zmienna J nazywa się funkcjonałem zależnym od funkcji f(x), co zapisujemy J = J[f (x)], jeżeli każdej funkcji f(x) należącej do zbioru funkcji dopuszczalnych przyporządkowana jest wartość J, Je IR.



	
b. Przyrostem Ax argumentu x funkcji f(x) nazywamy różnicę między dwiema wartościami tej zmiennej Ax = x — x0. Przyrost ten przechodzi w różniczkę dx dla x będącego zmienną niezależną.



B. Przyrostem (wariacją) <5 f argumentu f(x) funkcjonału J Lf(x)] nazywamy różnicę między dwiema funkcjami: óf = fr (x) — f (x), przy czym

(Xo) = (x1) = 0, gdyż punkty Ao i At są nieruchome i należą do krzywych opisanych przez funkcje f (x),   (x).

	
c. Funkcja y = f(x) jest ciągła, gdy małej zmianie x odpowiada mała zmiana f(x).



C. Funkcjonał JL(x)] jest ciągły, gdy małej zmianie f(x) odpowiada mała zmiana J [f(x)].

Uwaga: Mówimy, że funkcje f(x) i/j (x) są bliskie w sensie odległości n-tego rzędu w przedziale <a, b>, jeżeli są klasy Cn (wszystkie n-te pochodne istnieją i są ciągłe) i spełniają następujące warunki:

Ifm‘")(x)< &

dla każdego x e <a, b> przy małym & > 0.

	
d. Funkcja f{x) jest ciągła w punkcie x = x0, jeżeli dla każdego (małego) e > 0 można dobrać <5 > 0 takie, że zachodzi:



If(x) < & dla x - xo| < <5

D. Funkcjonał J[f(x)] jest ciągły na krzywej / = f(x) w sensie bliskości rzędu n-tego, jeżeli dla każdego dodatniego (małego) & > 0 można dobrać takie <5 > 0, że zachodzi:

JL(x)]—J[(x)]<8

dla

If(x)-f(X)l<

|//(x) -/'(x)| < <5 |//">(x) -f\x)\ < <5

	
e. Funkcja /(x) nazywa się liniową, gdy spełnione są warunki:



f{cx) = c/(x), c = const

/Ui + X2) =/Ui) +/U2) E. Funkcjonał L[f(x)] nazywa się liniowym, jeżeli spełnia warunki: L[cf(x)] = cL[(x)], c = const

LL(x) + f2(x)] = LL(x)] + L[f2(x)3

	
f. Różniczką df funkcji f(x) w punkcie x = x0 nazywamy iloczyn pochodnej tej funkcji w tym punkcie przez przyrost zmiennej niezależnej Ax = x — x0
[image: ]



Przyrost funkcji można zapisać następująco:

Af=f(xo + A x) —f(xo) = tgXoAx+R (x0, A x) • A x

Dla Ax—0 R(xo, Ax)=0 i wówczas Af=df.

Zatem różniczka funkcji jest liniową częścią przyrostu funkcji.

F. Przedstawiając przyrost funkcjonału według zależności:

aj =    (x)] - j U(x)] = j Ux) + ón-j U(x)] = l U(x), sn +

+ R U(x), <5/] max fl,

gdzie L[f(x), df] jest funkcjonałem liniowym względem df, max|fl zaś R Lf(x), df] - 0, gdy max fl — 0, możemy zdefiniować wariację funkcjonału <5 J jako liniową część przyrostu funkcjonału JL(x)]:

dJ = L[f(x),df]

286

Wyrażając wariację funkcji:

W) =f^ -f(x)

przez iloczyn parametru a (0 < a < 1) i funkcji bazowej n (x), gdzie:

n(xo) = n(x,) = o f(x) = oir](x)

możemy wariację funkcjonału zapisać następująco:

SJ[.(x)]=0(J[fx)+an(x)]

ca \

/i(x) =/(x) +an(x)

	
g. Jeżeli funkcja f(x) jest różniczkowalna i osiąga ekstremum (maksimum lub minimum) w punkcie xo, xoe^a,by, to w tym punkcie df=O.



G. Jeśli funkcjonał JL(x)] ma wariację, to na krzywej fo(x), zwanej ekstremalą, wariacja ta osiąga wartość zero:

8J[0(x)]=0

	
h. Jeżeli różniczkowalna funkcja y = f(x) posiada w punkcie x = xo ekstremum lokalne (max, min), to istnieje takie sąsiedztwo S punktu xo, że dla każdego x należącego do S zachodzi:



f(x) — f(x0) < 0    dla maksimum

/(x) —/(xo) > 0    dla minimum

H. Jeśli funkcjonał J Lf(x)] osiąga na krzywej f0 (x) ekstremum (maksimum, minimum), to wartość funkcjonału J [f(x)] na dowolnej krzywej bliskiej do ekstremali fo(x) spełnia zależność:

J [f(x)] — J[fo (x)] < 0 dla maksimum

J[f(x)]_J[.(x)]>0


dla minimum



Przykład

Dla funkcjonału z warunkami:

y(0) = 0

y(1)=1

wyznaczyć ekstremalę.

Rozwiązanie

Załóżmy, że ekstremum będzie realizowane na krzywej y =f(x). Krzywe dopuszczalne y = f(x) są krzywymi bliskimi ekstremali spełniającymi warunki brzegowe (*). Możemy je zapisać następująco:

f1(x) =/W + an(x)

Tutaj r](x) są funkcjami bazowymi spełniającymi jednorodne warunki brzegowe:

n(0)= O,n(1) =0,  0<a<1

Zapiszmy funkcjonał dla krzywych dopuszczalnych:

J Ur W] = J [f(x) + a n (x)] =jf, (x)2 - 8f, (x) + 6xf, (x)dx=

=j 1(f‘(x) + av/(x))2 -8 (/W + an(x)) + 6x(f(x) + an(x)) d 0 2

i obliczamy dla niego wariację:


8j=°(Lf.(x))) da



= 2- (f' + ccri^rj' — 8n + 6xn O 2

= S(f‘n‘ —8n+6xn)dx

Całkując przez części pierwszą część wyrażenia podcałkowego i wykorzystując zależność n(0) = 0, n(1) = 0 mamy:

jfr]' dx =      - jfr] dx= -\f" t]dx

0                   0    0               o

Zatem wariacja funkcjonału jest równa:

i

dJ = ^-f + 6x-S)r]dx o

Z warunku na ekstremum 5 J = 0 otrzymujemy równanie różniczkowe:

/"(x) = 6x-8

dla którego całka ogólna jest rodziną krzywych o równaniu

f(x) = x3 — 4x2 + C, x + C

Stałe C1 i C2 wyznaczamy z warunków brzegowych /(O) = 0, /(l) = 1, dla których C2 = 0, C, = 4.

Odpowiedź:

Ekstremum zadanego funkcjonału jest osiągnięte na krzywej o równaniu f(x) = x3 — 4x2 + 4x

Po tym krótkim wprowadzeniu do rachunku wariacyjnego przejdźmy do omówienia zasady Hamiltona.

W potencjalnym polu sił zadany jest układ materialny złożony z n punktów o s stopniach swobody. Jego położenie określa s współrzędnych uogólnionych qi Załóżmy, że ustalone są własności mechaniczne układu, a mianowicie energia kinetyczna Ek = Ek (,2, q, Q2i) = Ek (q, q, t) oraz energia potencjalna 17 = U(q1,q2, ■■■ ,qs) = U(q). Dla prostoty obliczeń wprowadzono oznaczenia:

q =(Q1q2q) q =(dd2,,4

przy których potencjał kinetyczny układu ma postać:

W = Ek+V = Ek-U = W(q,q, t)

Niech q(t) podaje ruch rzeczywisty układu materialnego, zaś q(t) — jego ruch możliwy, to jest zgodny z więzami układu (ruch, na jaki zezwalają więzy).

Z definicji ruchu możliwego wynika, że jest to cała rodzina ruchów, z której wybierać będziemy jeden, to jest ruch rzeczywisty (zależny od więzów i sił działających). Musimy zatem podać sposób (zasadę) tego wyboru. Posłużymy się tutaj rachunkiem wariacyjnym.

[image: ]

Rys. 6.4




Oznaczmy przez:

5q(t)^q(t)-q(t)


(6-29)



wariację funkcji ruchu pomiędzy ustalonymi punktami Ao i Ak, którym odpowiadają chwile czasu to i tk. Dla ustalonych położeń punktów Ao i Ak zachodzi:

q(to)=8q(t)=0


(6.30)



Wykazaliśmy już, że w ruchu rzeczywistym układu materialnego spełnione są równania Lagrange’a:

OW\ S W . ) + -cq / oq


(6.31)



Pomnóżmy je przez wariację 5q i przecałkujmy w przedziale czasu <t0,tk>:


ćdw [q




d (d W dt\Sq )




V 5q




(6.32)



Na podstawie (6.30) równość (6.32) zapiszemy następująco:

tk 8 W tk d /8W\        /8 W \ tk

(^5qdt- { — (—]3qdt+(—óq] =0 V dq (6.33)

r0q       tdt\q /            / to

i teraz, wykorzystując własności całkowania przez części, możemy napisać:

kaW      d W d

f-8qdt+f-.(8q)dt=0 V 3q        (6.34)

t°d         ° q dt

Obliczmy:

= = (6.35)

d t dt

Podstawiając (6.35) do (6.34) mamy:

tTw SW .1 t . lk

[ — 8q+-.8q dt = f SW(q,q,t)dt = <5 ( W(q,q,t)dt = 0


V óq




(6.36)



tL0q 0q J to                t

Wprowadzając pojęcie całki działania:

tk

J = \W(q,q,t)dt                       (6.37)

to

i podstawiając ją do (6.36) otrzymujemy:

8 J = 0 przy <5 q (t0) =8q (t,) = 0               (6.38)

Jest to zasada wariacyjna Hamiltona, która stwierdza: Rzeczywisty ruch układu materialnego (swobodnego lub nieswobodnego o więzach geometrycznych, stacjonarnych, dwustronnych i gładkich) w potencjalnym polu sił odbywa

[image: ]

Rys. 6.5




się w ten sposób, że dla każdego przedziału czasowego <to,t> wariacja całki działania jest równa zeru przy dowolnych wariacjach funkcji ruchu q(t) spełniających zależność d q (to) = ó q (tk) = 0. Wychodząc z równań różniczkowych ruchu (6.31) dowiedliśmy warunek konieczny zasady Hamiltona. Należy jeszcze dowieść jej warunek wystarczający, to jest pokazać, że funkcje opisujące rzeczywisty ruch układu materialnego realizują ekstremum (minimum) całki działania w klasie funkcji dopuszczalnych.

Z definicji całki działania wynika, że jest ona funkcjonałem wypukłym (rys.

	
6.5) , gdyż spełnia warunek:



J((l - A)q + Aq2) <(1 - A)J(q1)+AJ(q2)


(6-39)



V Ż6<0,l>

V qltq2eIN = {q}

Liczymy zatem:

tk                                              tk

J(q) - J(q) = J(q + dq) - J(q)= \ W(q + óq,q + óq,t)dt - \ W(q,q,t)dt = to                                              to

tk

	
— f (W(q + óq,q + óq,t) — W(q,q,t))dt             (6.40)



to

W wyrażeniu (6.40) funkcję podcałkową zapiszemy w postaci rozwiniętej w szereg Taylora:

tk /a w dw .\ tk

J(q) —J(q)=f (—q + .8q ]dt + [rdt = ÓJ + R>O (6.41) oq / to

gdzie R jest resztą szeregu zmierzającą do zera przy dq dążącym do zera.

W ten sposób wykazaliśmy, że ze wszystkich funkcji dopuszczalnych opisujących ruch układu te są rzeczywiste, które realizują minimum funkcjonału Hamiltona. Wypada w tym miejscu wspomnieć o przybliżonych sposobach wyznaczenia funkcji ruchu q(t) układu materialnego. Poszukiwaną trajektorię ruchu rzeczywistego przedstawmy w postaci szeregu:

= 2


(6-42)



i=1

w którym A są nieznanymi współczynnikami aproksymacji (ze zbioru liczb rzeczywistych), zaś cp^t) stanowią funkcje bazowe wybrane ze zbioru (IN = [q}) ruchów dopuszczalnych, to jest zgodnych z więzami układu. I tak w metodzie Hamiltona-Ritza przyjmujemy funkcje bazowe d(t) ze zbioru IN i podstawiamy je do (6.42), aby to z kolei wyrażenie wstawić do (6.37), otrzymując po wycałkowaniu:

tk

J= jW(qn,qn,f)dt^J(A1,A2AJ


(6.43)



to

funkcję n zmiennych — współczynników A^

Warunek na ekstremum funkcji (6.43) prowadzi do układu n niezależnych równań algebraicznych liniowych: z których to równań wyznaczamy nieznane współczynniki A przyjętej aproksymacji. Ponieważ nie znamy ścisłego rozwiązania, to należy (w analogiczny sposób) ponownie wykonać obliczenia przy zwiększonej liczbie funkcji bazowych.


SJ(A1,A2.....ab)_

SAj




G= l,2,...,n)             (6.44)



Przez porównanie obu rozwiązań dla wybranych chwil z przedziału czasu <to,t> stwierdzamy jak daleko jesteśmy od rozwiązania ścisłego. Gdyby kolejne rozwiązania prowadziły do tego samego wyniku, świadczyłoby to, że wyznaczyliśmy w sposób ścisły trajektorię ruchu rzeczywistego. Decydujący jednak wpływ na dokładność obliczeń ma tutaj odpowiedni dobór funkcji bazowych.

Jako drugą w kolejności omówimy metodę Galerkina, zwaną także metodą ortogonalizacyjną. Tutaj również będziemy poszukiwać rozwiązania w postaci (6.42), z tym, że o funkcjach bazowych Pi (należących do zbioru IN) założymy dodatkowo, że spełniają warunek ortogonalności w przedziale czasu <to, tk>:


tk

\(Pi(Pjdt = 5ij

to




1 i=j

0 i±j




(6.45)



Nieznane współczynniki aproksymacji wyznaczamy z następującego układu równań algebraicznych:

" 8 W d /8 W


(j=1,2,...,n)   (6.46)



t dq dt\8q )954N" -i=

Metoda minimum kwadratów za punkt wyjścia bierze równanie Lagrange’a (6.31) i korzystając z aproksymacji (6.42) określa jej nieznane współczynniki z następującego układu równań algebraicznych:

8R(AltA2,...,An) = 0 (j = 1,2,..., n)


(6-47)



8 Aj

gdzie:

tk r

R=S


8W d

-—- +

8q dt
[image: ]

4 =4n()





dt = min.



to _

W metodzie kollokacji poszukujemy rozwiązania równania (6.31) poprzez aproksymację (6.42), przy czym nieznane współczynniki tej aproksymacji wyznaczamy z warunku ścisłego spełnienia równania (6.31) w n wybranych chwilach czasu z przedziału <to,t>.


R(A1, A2, • •• > A,, 0 =




d /8W\ dt\8q /




8W~




8q

9 = 9n




dla




t=t,t2tn (6-48)



Zasadniczy pomysł metody różnicowej polega na zastąpieniu pochodnych w wybranych chwilach tp z przedziału czasu < to, tk > przez wartości przybliżone, zwane różnicami skończonymi. I tak z zasady Hamiltona dla układu punktów materialnych otrzymujemy układ równań różniczkowych typu:

n

m,qi+ Z rij‘ij = Fi j=1


(6.49)



z warunkami brzegowymi:

qi(to)=Qi

Qi(tk) = Qik

Przedział czasowy < to, tk >, w którym poszukujemy rozwiązania, dzielimy na m równych części o długości h = t---—. Korzystając z rozwinięcia funkcji w szereg

m

Taylora zastępujemy pochodne występujące w układzie równań (6.49) przybliżeniami różnicowymi:

Qi(tp + h)~ gj(tp - h)

2h


(6.50)



qi(tp - h) - 2qi(tp) + qi(tp + h) h2

i w ten sposób równania różniczkowe przechodzą w równania algebraiczne (różnicowe) o niewiadomych (dyskretnych) qi(tp).

Przykładowo równanie (6.49) zapisane dla układu złożonego z trzech materialnych punktów połączonych sprężynami jak na rys. 6.5 a przedstawia się następująco:

m,“ + kk(qk - q2) = P(t)

<m242- k q + (^i + k2) Q2-k243=0 .m3 Q3 - k2 q2 + (k2 + k3) q3 = 0

[image: ]

Rys. 6.5a





Równania te w zapisie macierzowym przyjmą postać:




(6.501)




gdzie:



/mv    0,    0 \

M=0,   m2,   0  ] — macierz mas układu

\ 0,      0,     m3 )

[image: ]




k k, + k2,

k2,




°    N

k2     I

k2 + k3)




macierz sztywności układu




P(t))

0 0




— wektor obciążeń




q(t)=




q(t) ■ q2(t)

q3(t)




— wektor przemieszczeń uogólnionych



Jako ostatnią omówimy metodę elementów skończonych w czasoprzestrzeni. Poszukujemy rozwiązania równania M q + Kq = F z warunkami brzegowymi: q(to)= qo i Q(tk) = Qk

Rozważane równanie ruchu w sformułowaniu wariacyjnym ma postać:

tk

(d q)T (M q + K q — F)dt — 0 V q to

gdzie jest wariacją wektora q (t), zaś całkowanie dotyczy przedziału czasowego <to,t>, poza którym q(t)=0.

Wykorzystując całkowanie przez części dla całki:


tk

J (8 q)T Mqdt — 5qłMq to




tk

to



tk                               tk

\(óq)TMqdt^ -\(dq)TMqdt to                                  to

otrzymujemy wygodną do zastosowań postać równania ruchu w sformułowaniu wariacyjnym: tk                          tk                           tk

f (dq)T Kqdt — (ó q)T M q d t = ^(dq)T F dt          (6.502)

to                          to                           to

Załóżmy, że rozwiązania poszukiwać będziemy w dyskretnym zbiorze punktów czasowych tj, czyli qj(tj).

Poszukiwane rozwiązanie przedstawimy w formie szeregu:

(6.503)

gdzie Nj(t) są odpowiednio dobranymi funkcjami kształtu, przy czym:

r^j

dla r = j

porównaj rys. 6.5 b.

Podobnie wektor obciążeń zapiszemy w postaci szeregu: zaś wariację poszukiwanego rozwiązania q(t) przyjmiemy jako:

[image: ]




(6.504)



[image: ]



[image: ]
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Rys. 6.5b




3q = XNi(t)qr                       (6.50,)

i

gdzie: q^ — dowolny niezerowy wektor.

Tak przyjętą postać rozwiązania wstawiamy do równania (6.50,), otrzymując:


2q* =0




V qf



a stąd

KYiNiNJqjdt-M^NiNjqjdt = ^NiNjFjdt


(6.506)



Całki te dla przyjętych liniowych funkcji kształtu wyrażają się następująco:

2jN,N,qjdt=2(g+1 +44, + q-)

^^Ń.Ń^jdt = 1(-q,1 + 2q; - q,-1           (6.507)

JN,N,Fjdt=2(,1+4F,+F,-) 1=1,2,.,k-1

Po wstawieniu (6.507) do (6.506) otrzymamy układ równań, z którego wyznaczamy niewiadome qj(tj):

(h2K + 6M)q1 + (4h2K - 12M) + (h2K + 6M)qi_l =

=h2(F1+4F,+F-) i= 1,2,.,k- 1      (6.508)

Znając warunki brzegowe:

q(to)=qo i q(t,)=q.

z układu równań (6.508) wyznaczamy pozostałe niewiadome qv---,qk-l

Przykład 6.4

Korzystając z metod przybliżonego określenia trajektorii ruchu punktu, wyznaczyć ją w przedziale czasu <0,1 >, jeśli potencjał kinetyczny ma postać:

W=42-q2-2qt oraz q(0)=q(1)=0

	
A. Metoda Hamiltona-Ritza. Funkcje bazowe przyjmujemy tak, aby były spełnione warunki cp^t =0)=4(t=1)=0. A zatem wybieramy ze zbioru IN funkcje cp^t) = t(1 — t), (i = l,2,...,n). Stąd:



q.()=

i = l

Obliczenia przeprowadzimy dla n = 2:

q2(t) = Aj t(l — t) + A2t2(l — t) = t (1 — t)(A1 + A2t)

q2()=A,(1 — 21) + A21 (2 — 3 t)

J(AV A2) = i [32 (t) - q? (i) - 2 q, (t) t] d t = } {[A, (1 - 21) + A21 (2 - 3 t]2 -o                                       o

	
- [A,t(1 - t) + A2t2(l - t)]2 - 2t[A1t(l - t) + A2t2(l - t)-]}dt



Z warunku na ekstremum funkcji J(AVA2) otrzymujemy układ dwóch równań algebraicznych:

518 A, + 9A2 - 5 = 0

(63 A, + 52A2 - 21 =0

Pierwiastki tego układu to:

	
A, = 0,19241 i A2 = 0,17073



Mamy zatem wyznaczoną przybliżoną funkcję ruchu punktu:

q2(1) = t(l - t) (0,19241 + 0,17073 )

(q2(0) =0 q2 (0,25) = 0,0441 < q2(0,5) = 0,0694 q2 (0,75) = 0,0601

.q2(1)=0

	
B. Metoda Galerkina. Przyjmując aproksymację trajektorii ruchu jak w punkcie A piszemy dla n = 2 układ równań (6.46):



S(Q2 + q2 + ^(p^t = S[—2A, + A2(2 — 61) + t(l - t)(A, + A2t) + t] x

x t(1 — t) dt = 0

j(2 + q2 + t)P2dt= S[—2A, + A(2 - 6r) + t(l - t)(A, + At) + t] x

x t2 (1 — t) d t = 0

Po wycałkowaniu i podstawieniu granic mamy:

Stąd A,=-,= 0,19241 i A = 0,17073.

369

Otrzymane rozwiązanie jest analogiczne, jak w metodzie Hamiltona-Ritza.

	
C. Metoda minimum kwadratów. Przyjmując q2(t) = t(l — t)(A, + A2t) budujemy funkcję R(A,,A2) (por. (6.47)):



R(A,,A2) =j(42+q2+t)2dt=j[-2A,+2A2(1-3t)+

+ t (1 — t) (A, 4" A i) + t]2 d t

Z warunku ekstremum mamy układ dwóch równań algebraicznych:

którego pierwiastki są:

A, = 0,19297 i A2 = 0,17035

Stąd przybliżona funkcja ruchu punktu:

q2(t) = t(l - t) (0,19297 + 0,170351)

q2(0)=0

q2 (0,25) = 0,0442

< q2 (0,5) = 0,0695

(0,75) = 0,0601

U2(l) = 0

	
D. Metoda kollokacji. Tutaj również przyjmujemy q2(t) = t(l — t)(A, + A2t). Zatem:



R (A,, A, t) — Q2 4“ q2 4“ t — — 2A, 4~ 2 2(1 — 3 t) 4~ t (1 — t) (Aj 4- A2t)t

1        2


dla których R = 0, otrzymujemy



Wybierając chwile czasu, np. t = - i t2 = 3 układ dwóch równań algebraicznych:

48 A — 22—9=0

48 A, + 50 A, - 18 = 0

o pierwiastkach A = 249 = 0,19471 i A2 = 249 = 0,17308. Stąd:

Q2(t) = t(l - t) (0,19471 + 0,17308 t)

q2(0)=0

q2 (0,25) = 0,0446

q2(0,5) = 0,0703

q2 (0,75) = 0,0608

q2(1)=0

	
E. Metoda różnic skończonych. Mamy do rozwiązania równanie różniczkowe:


d d t
[image: ]






dW

=2(4+q+t)=0

0q

[image: ]

Rys. 6.6




z warunkami brzegowymi q (0) = = q (1) = 0. Podzielimy przedział czasu < 0,1 > na cztery równe części. Równania różnicowe mają postać:

— dla t —  = 0,25


0—2q1+ Q2 (0,25)2




+ q^ + 0,25 — 0



— dla t = t2 = 0,50


		
Q—2q2+q3  E o

(0,25)2 +9 0,50 “0


	
— dla t=t = 0,75
	
q2 - 2 q3 + 0        g n

(0,25)’   + ” + 0,75 = °


	
Stąd mamy:
	
qt = q (0,25) =0,0443 q2 = q (0,50) = 0,0702 q3 =q(0,75) = 0,0604




	
F. Metoda elementów skończonych. Ponieważ równanie wyjściowe ma postać: z warunkami brzegowymi q(0)=0 i q(1) = 0, wynika stąd, że w równaniach (6.508) należy podstawić M = 1, K = 1, F= — t. Przedział czasowy <0,1> podzielimy na cztery równe części h = 0,25 jak w metodzie różnic skończonych (por. rys. 6.6).



Równanie (6.508) zapisane dla i = 1,2,3 przedstawia się następująco:

i= 1      (0,252 +6) 42+(4-0,252- 12)q1= 0,252[-0,5+4(—0,25)]

i = 2       (0,252 + 6)q3 + (4-0,252 - 12) q2 + (0,252 + 6)91 =

= 0,252 [-0,75 + 4(-0,5) - 0,25]

i=3      (4-0,252 — 12)93 +(0,252 + 6)g2 = 0,252[-l +4(-0,75)-0,5]

Rozwiązując ten układ równań otrzymujemy:

'q, = q (0,25) = 0,0438 < q2 = g (0,50) = 0,0694 .q3 = q (0,75) = 0,0597

Analizując otrzymane (różnymi metodami) wyniki stwierdzamy, że są porównywalne i zbieżne do rzeczywistej trajektorii ruchu punktu.

Przykład 6.5

Obliczyć wariację całki działania:

J[(]=j(12ty+2)dt o

Wariację ÓJ będącą liniową częścią przyrostu funkcjonału:

(AJ=J(+8y)_J())

względem óy obliczamy z zależności (6.41):


tk

J[(]=f to




- by +- Sy o y o y



Mamy zatem:

11a          .        8          .

J=f (12ty+y2)8y+.(12ty+y2)y dt o dy                sy a po wykonaniu oznaczonych działań:

i

óJ = (12+ 2yy)dt

o

Ponieważ:

i

Z warunku 5y(l) = <5y(0) = 0 wynika, że 2yy =0, co pozwala zapisać o

wariację całki działania w postaci:

i

ÓJ = \(l2t-2y)5ydt o

Przykład 6.6

Dla całki działania:

i

J[x(t),y(t)] = S (^2 + y2 + xy)dt

o

przy warunkach:

fx(O) = O,    y(0) = 0

x(1)=1,   y(D=-l

wyznaczyć trajektorię ruchu rzeczywistego.

I tutaj podobnie jak w przykładzie (6.5) liczymy:

O O

(x2 + y2 + xy)óx +—(x + y2 + xy)óx +—(x2 + y2 + xy)ó y + ox                 o y a dalej licząc pochodne cząstkowe mamy:


+°.(2 + y2 + xy)3y 3y




dt



i

d J = f [(2 x2 + y) <5 x + (2 yi1 + x) <5 y] d t o

Wykonując teraz całkowanie przez części:

Ponieważ dla ruchu rzeczywistego 8J=0 V óx i óy, to stąd wynika, że musi być spełniony następujący układ równań różniczkowych:

2x + y = 0

2y + x = 0

Układ ten przy zadanych warunkach ma następujące rozwiązanie:

x (t) = t y(t) = -t

Przykład 6.7

Stosując poznane metody wariacyjne wyznaczyć rzeczywisty ruch układu, jeśli:

t/4

J[y(t)]= S [y2 - y2 + 6ysin(2t)]dt o

Jako pierwszą zastosujemy metodę wykorzystującą tę własność, że dla ruchu rzeczywistego funkcjonał J [y (t)j przyjmuje wartość minimum. Funkcją bazową, która spełnia zadane warunki może być funkcja postaci:

• (i) = sin (21)

co pozwala zapisywać poszukiwane rozwiązanie następująco:

y (t) = a,sin(2t)

gdzie: jest nieznanym współczynnikiem, który będzie wyznaczony z warunku min. JLy1(t)], co zachodzi dla -—J [yj (t)] =0

8ar

r/4

J y (t)] = S [a? sin (2 0 — 4 a? cos2 (2t)+6a, sin2 (21) ] d t o

d                t/4

-— J Ly, (01 — f [(2 a, + 6) sin2 (21) — 8 a. cos2 (21)] d t = 0 d        o

Po wykonaniu całkowania i podstawieniu granic otrzymujemy a, = 1. Rozwiązaniem ostatecznym jest więc funkcja:

y,()=sin(2t)

Zastosujmy teraz metodę bazującą na obliczeniu wariacji funkcjonału i warunku <5 J — 0. Liczymy zatem:

t/4

ó J Ly (t)] = J {[2y + 6 sin (21)] 5 y — 2yóy}dt = 0 V óy o

i podstawiamy:

yx = a,sin (2t) sin(2t)

óyr = 2b,cos(2t)

gdzie: b, — dowolne

1/4

8J=2j[asin(2t)+3sin(2t)b,sin(2t]-2a,cos(2t)2b,cos(2t)]dt=0 V bt

Warunek 8J=0 dla dowolnego współczynnika doprowadza do równania:

t/4

S [(2 a, + 6) sin2 21 — 8 a, cos2 2 t] d t = 0 o

z którego wyznaczamy a, i jest też równe jedności, czyli y(t)= sin2t.

Jak wiadomo warunek óJ = Q doprowadza do równania Lagrange‘a II rodzaju. W naszym przypadku mamy zatem:

r/4

Jy(t)]= S {[2y + 6sin(21)] óy — 2yóy} dt = o

t/4

= S [2y + 6sin(2t) + 2y]óydt = 0 V óy o

Stąd równanie Lagrange’a II rodzaju to:

2 y + 6 sin (21) + 2 y = 0

a jego rozwiązaniem jest funkcja y (t) = sin (21).

	
6.4. DYNAMIKA RUCHU WZGLĘDNEGO



Dotychczas rozważaliśmy ruch układu materialnego w inercjalnym układzie odniesienia. Powstaje jednak pytanie, jak zmieni się prawo ruchu Newtona, gdy analizę ruchu przeprowadzimy w układzie nieinercjalnym? Aby dać prawidłową odpowiedź, wykorzystamy związek pomiędzy przyspieszeniami punktu w ruchu względnym:

	
aw = ab-au~ac                     (6.51)



Mnożąc to równanie przez masę punktu:

maw = mab + (—ma^ + (— ma)

i wprowadzając oznaczenia:

mab = F

— mau = Fu — siła unoszenia                  (6.52)

— m a = F. — siła Coriolisa

otrzymujemy prawo ruchu względnego:

m aw = F + Fu + F,


(6.53)



A więc prawo ruchu w układzie nieinercjalnym jest takie jak w układzie inercjalnym z tym, że do sił działających należy dodać siłę unoszenia i Coriolisa. Badając ruch punktu względem Ziemi, która jest nieinercjalnym układem odniesienia, należy stosować prawo ruchu określone zależnością (6.53).

[image: ]



Na punkt materialny A o masie m, pozostający w spoczynku względem Ziemi, działają siły: przyciąganie Ziemi G, siła odśrodkowa (unoszenia) Fu i siła ciężkości Q, związane zależnością:

0 = G + Fu (6.54)

Siła unoszenia leży w płaszczyźnie równoleżnika określonego szerokością geograficzną cp, a jej wielkość jest równa:

Fu = m r a2 = m Ro to2 cos • (6.55)

Siła ciężkości określa kierunek zwany pionem, który na ogół nie pokrywa się z kierunkiem siły G. Jest ona maksymalna na biegunach (pn, pd) i minimalna na równiku, przy czym różnica ta nie przekracza 0,55 %.

Siła przyciągania ziemskiego leży na kierunku przechodzącym przez środek Ziemi. Jest ona równa iloczynowi masy punktu i przyspieszenia ziemskiego (grawitacyjnego):


G = mg



(6.56)

Wielkość przyspieszenia grawitacyjnego zależy od szerokości geograficznej i wysokości nad poziomem morza. W obliczeniach technicznych przyjmuje się (przy średnim promieniu Ziemi Ro = 6370 [km]) 9=9,81 1 .

	
6.5. RODZAJE STANÓW RÓWNOWAGI UKŁADU MATERIALNEGO



W statyce badaliśmy równowagę układu materialnego, podając warunki konieczne i wystarczające tej równowagi. Jeżeli przyjrzymy się zachowaniu układu wytrąconego z położenia równowagi, to stwierdzimy, że może ono być różne. I tak, gdy po dowolnie małym początkowym wychyleniu z położenia równowagi ruch ciała jest taki, że wychylenia wszystkich punktów ciała nie są większe od początkowych, to równowagę taką nazywamy stateczną (trwałą).

W przeciwnym przypadku równowaga jest niestateczna (chwiejna). Dla układu materialnego znajdującego się w potencjalnym polu sił położeniu równowagi trwałej odpowiada minimum energii potencjalnej, zaś równowadze niestatecznej — jej maksimum. Jeśli przy dowolnie małym wychyleniu układu
[image: ]

z położenia równowagi energia potencjalna nie ulega zmianie, to mówimy o równowadze obojętnej. Obrazowo różne położenia równowagi dla kulki o masie m przedstawiono na rys. 6.8. Położenie a — odpowiada równowadze obojętnej, b — równowadze niestatecznej, zaś c — równowadze statecznej. Podobnie dla ciała ciężkiego podpartego przegubowo w punkcie A (por. rys. 6.9) położenie a — jest położeniem równowagi niestatecznej, zaś b — równowagi statecznej.

Podamy teraz definicję równowagi statecznej układu według Lapunowa. Niech q=(q,q2,...,qs) opisuje położenie układu materialnego, zaś q* = (q*,qż,...,q*) położenie jego równowagi. Stan równowagi układu materialnego jest trwały, jeżeli dla każdej dowolnie małej liczby £ > 0 można dobrać takie n(8) >0 i n2(8) > 0, że jeżeli spełnione są nierówności:

< (e)


(6.57)



< n2(e)

to zachodzi: dla każdego t > to-

W przypadku, gdy dla £ > 0 nie da się dobrać takich n (e) > 0 i n2(8) > 0, aby spełnione były nierówności (6.57), to mamy do czynienia ze stanem równowagi nietrwałej.

Twierdzenie 1. W stanie równowagi układu jego energia potencjalna przyjmuje wartość ekstremalną.

Aby wykazać słuszność tego twierdzenia, skorzystamy z równań Lagrange’a:


d (DE,\ dE, dt\Sqj/ d qj




(j=l,2,...,s)



Ponieważ w położeniu równowagi układu prędkości punktów są równe zeru, a zatem jego energia kinetyczna jest równa zeru. Mamy więc:

_SV_ SU J Sqj Sq

a to jest warunek konieczny ekstremum funkcji.

Twierdzenie 2 (Mindinga-Lejeuna-Dirichleta). Jeżeli w położeniu równowagi układu energia potencjalna przyjmuje wartość minimum, to ten stan równowagi jest położeniem równowagi trwałej.

W dowodzie korzysta się z własności wypukłości energii potencjalnej układu oraz zasady zachowania energii mechanicznej w polu zachowawczym.

Niech w położeniu równowagi całkowita energia mechaniczna układu jest równa ho = Uo + Ek0 = const. Jeżeli teraz małym impulsem wytrącimy nasz układ z położenia równowagi, to znajdzie się on w dowolnie małym otoczeniu p położenia równowagi (gdzie p = q* + ó ą), gdyż musi być spełniony warunek:

E,(p) + U (p) = Ek0 + UO = const (6.58)
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Aby układ mógł opuścić to otoczenie, jego energia kinetyczna musiałaby być większa od Ek{p\ co jest niemożliwe wobec warunku (6.58). A zatem w położeniu równowagi trwałej mamy minimum energii potencjalnej układu, co zapewniają warunki:

S U n 02U „ ,

-— = 0 a —, > 0 a det

8qj Sq]


S2U dqidqj



Przykład 6.8

Wyznaczyć położenie równowagi trwałej dla punktu materialnego A, zawieszonego na sprężynie o stałej sprężystości k. Punkt A ma dwa stopnie swobody i dlatego dwie współrzędne uogólnione jednoznacznie określają jego położenie. Mogą to być współrzędne biegunowe qk = r i q2 = (p.

Energia potencjalna układu jest równa sumie energii punktu w polu grawitacyjnym (polu sił ciężkości) i energii sprężystości sprężyny:
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Rys. 6.11




U = -mgrsincp +-(r - r0)2

gdzie:

r — długość sprężyny po rozciągnięciu,

r0 — długość sprężyny przed rozciągnięciem.

Położenie równowagi trwałej wyznaczamy z warunków (6.59). Liczymy zatem:


SU

Ir



— m g sin cp + k (r — ro)

BU

—— = —mgrcos cp 8 (p

2-2 1 2 - r° - k

Sprawdzamy teraz znaki drugich pochodnych w obu położeniach. Dla pierwszego położenia (r,P) mamy:


82U

Br 8 cp




— mq cos -

9    2



02U     / mg\ . n

2 = mg r0 + — sm- > 0

8(p        \ k /   2


82U 32U

Br2 Sep2



02U\2 , (
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• T

sin- > 0 2




—— ) = kmg[r0 BrBcpJ        \

a więc jest to położenie równowagi trwałej.

Dla drugiego rozwiązania (r2,P2) stwierdzamy, że jest ono położeniem równowagi niestatecznej, gdyż:


a2 u




mg




,2 = mglro - —

8(p        \ k




Sep2




sin
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0




PYTANIA KONTROLNE

	
1. Podać zasadę d‘Alemberta i wyjaśnić, do czego ona służy.


	
2. Czym są (i ile ich jest?) równania otrzymane z zasady d‘Alemberta?


	
3. Podać równania Lagrange‘a II rodzaju w przypadku ogólnym i w potencjalnym polu sił.


	
4. Dlaczego w równaniach Lagrange’a nie występują siły reakcji więzów?


	
5. Podać zasadę Hamiltona i wyprowadzić z niej równania Lagrange’a w potencjalnym polu sił.


	
6. Omówić metody przybliżonego wyznaczania trajektorii rzeczywistej układu materialnego.


	
7. Podać definicję sił: unoszenia i Coriolisa.


	
8. Kiedy siła Coriolisa jest równa zeru?


	
9. Czym różni się prawo ruchu w układzie inercjalnym od prawa ruchu w układzie nieinercjalnym?


	
10. Objaśnić pojęcia sił: przyciągania ziemskiego i ciężkości.


	
11. Podać definicję równowagi trwałej.


	
12. Podać twierdzenie Mindinga-Lejeuna-Dirichleta.



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIĄZANIA

	
1. Obliczyć wariację funkcjonału działania:



J(q) =j(q2+ 2ą)dt o

	
2. Dla całki działania:



1/2

f (x2 + y2 + 2xy)dt o

przy warunkach:

x(0) = y(0) = 0
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wyznaczyć trajektorię ruchu rzeczywistego.

	
3. Punkt materialny o masie m porusza się pod wpływem siły ciężkości po krzywej o równaniu:



x = d (• — sin o)

y = d (1 — cos d), d = const

Przyjąć warunki początkowe i wyznaczyć trajektorię ruchu rzeczywistego.

	
4. Zbudować równania Lagrange’a II rodzaju dla sztywnego układu punktów A i B znajdujących się w polu sił ciężkości (rys. 6.12)
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mA m

mB“ 2m
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5. Wyznaczyć położenie równowagi trwałej dla punktu A o masie m poddanego więzom jak na rys. 6.13.


	
6. Z równań Lagrange’a II rodzaju wyznaczyć ruch układu punktów materialnych, przyjmując warunki początkowe. Pręty o stałej długości (rys. 6.14) w punkcie C połączone są przegubowo.


	
7. Rozwiązać zadanie 6 przy założeniu, że



pręty AC, BC mają stałą gęstość p =
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8. Jednorodny walec o promieniu R i masie mo toczy się bez poślizgu po równi pochyłej nachylonej pod kątem a do poziomu. Obliczyć przyspieszenie dowolnego punktu osi walca oraz wyznaczyć jego ruch.



Rozdział 7

WYBRANE ZADANIA EGZAMINACYJNE WRAZ Z ROZWIĄZANIAMI

	
7.1. ZESTAW EGZAMINACYJNY NR 1



A — część pisemna

	
1. W punkcie A jednorodnej półkuli o promieniu R = a i ciężarze Q podwieszono ciężar P. Korzystając z zasady prac wirtualnych wyznaczyć kąt P w położeniu równowagi.
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Rozwiązanie
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Na rys. 7.1 a zaznaczono siły działające na półkulę. W przyjętym układzie współrzędnych mamy:

— (3.


F1=(0,-Q),



00* = ( — -a sino,

\ 8


F,= (0,-P),




O A = (a cos p—asin r2




—,_r

ri — a,

OT

8r2

rź=a OT
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, 3 , •

• cos cp, - a cp sin cp O





= (— a cp' sin cp — a (p' cos cp)




ko IR - {0}




kv,=8.



3 3

— — a cos cp o cp, - a sin (p o cp 8                8 k v2 = 2 = (— a sin • 3 cp, —a cos cp 3 cp), 3 cp = k(p

W analizowanym przypadku zasada prac wirtualnych:


3L = F1-3l + F2-32^




3

— -Qasin.(p + P a cos cp 8




3 cp = 0




V 3cp



daje rozwiązanie:

8P

1

 W jakiej odległości e od prostej l (rys. 5.51) należy umieścić punkt A o masie równej masie zadanego jednorodnego obszaru (p = 1), aby momenty bezwładności względem tej prostej, punktu A i obszaru były równe?

2

 Wyznaczyć ruch sztywnego pierścienia przyjmując, że w chwili t = 0 był on w spoczynku w położeniu, jak na rys. 5.52.


tg9=30

Ten sam wynik można uzyskać z warunku równowagi EMB = 0

3 .

Qoasin — Pa cos • = 0

8

	
2. Punkt A o masie m porusza się pod wpływem siły:



F=m(—ba2cos(at), —co2sin(at)), b,c,0=const

	
a) po jakim torze porusza się punkt, jeśli:



r (t = 0) = (b, 0)

r (t — 0) = (0, c co),

	
b) podać wyrażenie na energię kinetyczną poruszającego się punktu,


	
c) ile wynosi praca między punktami A (b, 0) i B(0, c),


	
d) czy pole, w którym odbywa się ruch jest polem potencjalnym, jeśli tak, to wyznaczyć potencjał.



Rozwiązanie

Na podstawie II zasady Newtona, czyli prawa mchu możemy napisać:

m x = Fx = — m h w2 cos (tu t)    Ix = — h w2 cos (co t)

m y = F, = — m c co2 sin (co t)     [y = — c co2 sin (co t)

x = — b co sin (co t) + Cj y = ca> cos (co t) + d,

x(t) = b cos (co t) + C, t + c2 y(t) = c sin (co t) + d, t + d2

Jest to rozwiązanie ogólne. Stałe c1( c2, i d2 wyznaczamy z warunków początkowych:


b = b cos 0° + c2 0 = c sin 0° + d2



0 = — b co sin 0° + C ca) = c co cos 0° + dr

otrzymując = c2 = dr = d2 = 0.

Po podstawieniu obliczonych stałych do całki ogólnej otrzymamy:


r(t):




x (t) = b cos (co t) y (t) = c sin (co t)




- = cos (co t)

b




y

- = sin (co t)



[image: ]



= cos2 (co t) + sin2 (co t) — 1

Torem punktu jest zatem elipsa.

Wyrażenie na energię kinetyczną ma postać:

Ek = -mv2 = m(G2 + ?) = m(b2o2sin2(at) + c2 co2 cos2 (co t)) =

1   2/b2y2  c2x2\

=2m• (c+b2)

lab = E,(B) - E,(A) =5ma2  - 5mo2 c2 =^mco2(b2 — c2)

Jeżeli do wyrażenia na F podstawimy b cos (ot)=x i csin(ot)=y, to otrzymamy:

F=(—mo2x, —mo2y)

Powyższe pole sił spełnia warunki Schwartza, gdyż zachodzi:

ap ao

— =,£=0

to

2

V(x, y) = —2" (x2 + y2) + Vo

	
3. Z równań równowagi wyznaczyć reakcje podporowe dla danego układu statycznie wyznaczalnego.
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Rozwiązanie

Na rys. 7.2 a zaznaczono reakcje podporowe i przyjęto układ współrzędnych
[image: ]
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Piszemy równania równowagi:

1° Md=0


-R,4+33+2+11=0=R=3 [kN]

2° ZY=0

R,-3-1-2+R,sin 450=0

3-3-3+R,=0=R,=3/2 [kN]

3° 2X=0

R, • cos 45° +4-6-R,=0

3./2.1= _2_R,=O=R,= 1 [kN]

<2

4° XMa = 0

—M-22+864— 13+2—4 4—3 1=0

M A = 8 [kNm]

Sprawdzenie 2M1=0

-Rcl + 2- 12+8-R,4-21+ R,cOs450-4-

- R,sin 450-1 -M,=0

—3++2—2+8—4—2+34—31—8=0

Odpowiedź:

Reakcje podporowe mają kierunki i zwroty jak na rys. 7.2 a, zaś ich wielkości wynoszą:

R,=32[kN], R,=1[kN], Rc = 3[kN], M,= 8[kNm]

4. Dla jednorodnego obszaru płaskiego przedstawionego na rys. 7.3 wyznaczyć położenie głównych centralnych osi bezwładności.
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Rys. 7.3





Analizowany układ materialny składa się z kwadratu i dwóch półkoli. Jego środek masy pokrywa się ze środkiem kwadratu (por. rys. 7.3 a). W przyjętym układzie współrzędnych związanym ze środkiem masy liczymy:




4a\2 na2




a 4a\2




3tc




= 2,99 a4




tu a4 T a2




= 1,65 a4



Jzo = Ko + Ko = 4,64 a


Dzo — ^oyo —0 + 2




2

TCa

0 + —




= 1,45 a4




y.
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Główne centralne momenty bezwładności:

Ko = -so2-re + 2/0,0-J,0)2+4J200 = (2,32 + 1,60)a* = 3,92a4

Ko = JxotJle - 1/0,-J32+4J20%0 = (2,32 - 1,60) a4 = 0,72 a4

Sprawdzenie

Ko + Ko = Ko + Ko = (3,92 + 0,72) a4 = 4,64 a4

Położenie głównych centralnych osi bezwładności:

tga, = r - = -0,64=0, = -32034

Jyo Jlo

tga, = -xovę = 1,5650,0 = 57026’

Jyo J2O

Sprawdzenie

X10 +020= 90°

32034’ + 57°26‘ = 90°

B — część testowa

	
1. Do czego redukuje się układ sił w punktach osi środkowej?



W punktach osi środkowej układ redukuje się do wypadkowej, gdy K = 0, zaś do skrętnika dla K * 0.

	
2. Czy moment układu sił zależy od punktu, względem którego jest liczony? Przy zerowej sumie układu moment nie zależy od punktu, bo jest stały, zaś dla sumy niezerowej zależy, co wynika z twierdzenia o zmianie bieguna:



M, = Ma + Ś x AB

	
3. Podać elementy naturalnego opisu punktu.



W naturalnym opisie należy podać: tor, orientację toru, punkt początkowy toru (lub ruchu) i równanie ruchu s — s(t).

	
4. Wyznaczyć położenie środka równoległego układu sił oraz podać równoważny mu układ sił w tym punkcie:



F1=(-2P,P),     F2=(4P,-2P)

A^a.O)       A,(0,a)

Zadany układ sił posiada środek, gdyż jest równoległym układem o sumie niezerowej:

Fir + F2r2 F,+F,
[image: ]

Fi=Fii=-v5P, r=(a,0) F,=F,-,=2,/5P, r2 = (0,a)

F,+F=5P


V^pa, 0),




F2r2=(0,2/5Pa)



00* =(-a,2a)

W środku układu równoważnym układem jest wypadkowa

W= + F2 = (2 P, —P) o prostej działania:

	
5. Podać definicję wektorów w, 8.



Wektor prędkości kątowej:                                    /1

	
k. — leży na osi obrotuf s



m.—0=O ( / )V

z. — trójka wektorów w, r, v ma być prawo-— / —

skrętna

v = to x r

Wektor przyspieszenia kątowego:

d co

	
6. Podać twierdzenie o rozkładzie prędkości punktów ciała sztywnego w ruchu dowolnym.



Twierdzenie 1
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vAl = VBl’ Ael i Bel



W dowolnym ruchu ciała sztywnego rzuty wektorów prędkości punktów leżących na prostej na tę prostą są sobie równe.

Twierdzenie 2

W dowolnym ruchu ciała sztywnego końce wektorów prędkości punktów leżących na prostej też leżą na prostej.

	
7. Podać zasadę prac wirtualnych i wyjaśnić, czy jej spełnienie gwarantuje równowagę ciała.



Warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi układu sił działających na układ materialny swobodny lub nieswobodny o więzach: stacjonarnych, geometrycznych, dwustronnych i gładkich jest, aby suma prac wirtualnych od sił czynnych działających na ten układ na każdym przesunięciu wirtualnym była równa zeru:

SL= 2(F,8,)=0 v , i = l

Jeśli analizowany układ materialny nie ma możliwości ruchu (liczba stopni swobody s = 0), to spełnienie zasady prac wirtualnych gwarantuje jego równowagę.

	
8. Podać definicję i własności macierzy przejścia.
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Macierz przejścia jest macierzą cosinusów kierunkowych:

(an X12

021  022  023  . gdzie Quj=cos(xx)

031   032   033 /

aaT=1 i aT-a=1, deta=+l

	
9. Z tablic inżynierskich (W. Bogucki, M. Żyburtowicz: Tablice do projektowania konstrukcji metalowych) odczytano dla kątownika L 75x75 x 8:



J,, =    = 60,1 [cm4],           = J, = 94,9 [cm4]

Obliczyć Jmin = Jn oraz Jxy1

Rozwiązanie
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J,+J= Jx, + J,, = 120,2 [cm4]

J, = 120,2 - Ji = 120,2 - 94,9 = 25,3 [cm4]



tgq,=-11,=tg450=1=J,,,=

Jy1 - i

= J,, - Jg = 60,1 - 94,9 = - 34,8 [cm4]

	
10. Który z podanych układów może stanowić liniowo niezależny układ równań dla płaskiego ustroju statycznie wyznaczalnego:



2F,+ ŹR,=0


c)



Rozwiązanie

Układ (a), gdy prosta / nie jest równoległa do prostej p.

Układ (b), gdy prosta wyznaczona przez punkt A i B nie jest prostopadła do prostej 1.

Układ (c), gdy punkty A, B, C spełniają warunek AB x AC * 0 (niewspół-liniowe).

	
11. Podać zasadę Hamiltona oraz obliczyć pierwszą wariację zadanego funkcjonału:



t=2

J(q(t))= f [ą-(j)2+t]dt

to

q(t=0)=0, q (t = 2) = 1

Rozwiązanie

W potencjalnym polu sił rzeczywisty ruch układu materialnego swobodnego lub nieswobodnego o więzach: stacjonarnych, geometrycznych, dwustronnych i gładkich odbywa się w ten sposób, że dla każdego przedziału czasowego <to,t,> wariacja całki działania óJ(^(t)) jest równa zeru przy dowolnych wariacjach funkcjonału ruchu q(t) spełniających zależność:

q(t=t)=q(t=t)=0

2

J(q(t))=—S[q+an)—(q+an)2+t] dt =

OCo                             a = 0


2

= S [n- 2(d + an)n] o



2

=   — 2qr/)dt =

a = 0       0

2


2

S(—2ą)ndt

o



= f(l-2q)rjdt==(l-2q)rj

o

2

3 J(q(t)) = 2 f qrjd t = 0 V n o

Uwaga! W powyższym rozwiązaniu wariację funkcji ruchu 3 q (t) = q (t) — q (t) oznaczono przez aą(t), gdzie 0 < a < 1. Stąd q(t) = q(t) + aą(t). Funkcja n (t) dla t = to i t = tk przyjmuje wartość zero.

	
12. Na belkę działa siła (F^. Podać w punkcie C układ równoważny tej sile, zaś w punktach A i B układ równoważący ją.
[image: ]



Rozwiązanie

M p      Układ równoważny składa się z

/N c         siły (Fc) i pary sił o momencie Mc,

A------------A-----przy czym Mc = Pa

A                    B


Układ równoważący składa się z
[image: ]




+--------------Ł----—*        A (0,0)            B(4a,0)

	
13. Podać własności głównych osi bezwładności.



Główne osie bezwładności są to osie wyznaczone przez wektory własne tensora bezwładności. Mają one następujące własności:

	
• każdy układ materialny posiada co najmniej trzy główne osie bezwładności, a to dokładnie trzy, gdy J1 * J2 * J3 * J,; jedną główną oś i całą płaszczyznę głównych osi bezwładności prostopadłych do tej osi, gdy J1*J2= J3 lub J2*J1= J3 lub J3*J1= J2; całą przestrzeń głównych osi bezwładności, gdy J1 = J2 = J3;


	
• momenty bezwładności liczone względem głównych osi bezwładności są ekstremalne;


	
• momenty dewiacji liczone względem płaszczyzn wyznaczonych przez główne osie bezwładności są równe zeru.



	
14. Podać definicję tensora II rzędu.



Tensorem II rzędu nazywamy macierz dwuwskaźnikową, określoną w układzie współrzędnych, której elementy przy przejściu do drugiego układu współrzędnych transformują się wg następującego prawa transformacyjnego:

a'iJ —               lub     Oi — aki ^Ij^kl

= a Ta aT lub    Ta = aT •   • a

	
15. Dla płaskiego układu prętowo-tarczowego wyznaczyć plan prędkości możliwych.

[image: ]
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Uwaga! W rozwiązaniu posłużono się twierdzeniami o rozkładzie prędkości punktów ciała sztywnego w ruchu dowolnym.

	
16. Podać twierdzenie o momencie siły względem prostej i przeprowadzić jego dowód.
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M,=






(b2)b




Mb = F x AB





Moment siły względem prostej jest równy rzutowi momentu liczonego względem dowolnego punktu prostej na tą prostą.

Dowód


Ml = FxxA'B= F-




'F-b

2




h x AB -




AB • b




b2




= FxAB-




AB-b

62




Fxb-




'F-b

62




bxAB




b

®=b




-     - b

Mi‘e=




AB-b  62




(Fxb).b




Fb\r-




b2




(b x AB)--




"€



-     -   /M„ b\ b /MB b\T

(Mlei)ei = Ml = {^TriTV\ = \~^~lb cddo

\b/b \ b2 /

	
17. Dla jednorodnego odcinka materialnego o gęstości p = po = const wyznaczyć elementy tensora bezwładności w układzie 0, x,y, a następnie w układzie
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/ 3

x€(O, — d

\   2



	
1 2





d I = V(x‘)2 + (y)2 dx = /1 +3dx=3 3 d x

[image: ]



/3 /3

	
2 d /3 2 r 2^d



]xy = \PoXy^ = Po S X-,X,N3dx=Po, f x2dx =

C                   O 3    3                 3 o


2 x3

FPo3 3




/3

2d




=-jd‘Po



J, Jx+Jy 3 d Po

/ 1 ./3

12Pod3 —12 0

i

—12 Pod   4Pod3 0


- (O,x,y)



0       o     Pod®

Osie , n są głównymi osiami bezwładności rozważanego odcinka w punkcie O. Zatem:

J,=0, J, = J*- + /0, - J,)2 +4J2,=5Pod3, J,=0


		
' 0
	
0
	
0
	

	
(,)=
	
0
	
\p°d3
	
0
	
~(O,x,y)


		
0
	
0
	
podP
	



	
18. Podać definicję liczby stopni swobody układu materialnego, a następnie wyznaczyć ją dla układu jak na rysunku.

[image: ]




I = const





Przez liczbę stopni swobody układu materialnego rozumiemy tę ilość niezależnych parametrów, która jest potrzebna do jednoznacznego określenia położenia danego układu materialnego:

gdzie:

s — liczba stopni swobody,

n — liczba punktów jednoznacznie określająca ten układ, k — liczba niezależnych równań więzów.

Dla przypadku płaskiego:

s = 2n — k

W analizowanym przykładzie mamy:

s = 2-6-2-5- 1 = 4

	
19. Podać definicję układu konstrukcyjnego statycznie wyznaczalnego i wyjaśnić jakim układem jest kratownica przedstawiona na podanym rysunku.

[image: ]





Układem statycznie wyznaczalnym nazywamy układ konstrukcyjny, dla którego liczba reakcji podporowych jest równa liczbie niezależnych równań równowagi oraz liczba stopni swobody równa się zeru.

Dla zadanej kratownicy możemy napisać: (3 + 1) równań równowagi do wyznaczenia 4 niewiadomych podporowych, a liczba stopni swobody s = 0. Zatem kratownica ta jest statycznie wyznaczalna.

	
20. Podać definicję równowagi trwałej (statecznej) wg Lapunowa.



Niech q = (q1,q2,... ,qs) opisuje położenie układu materialnego, zaś q*=(q*,q4?) położenie jego równowagi. Stan równowagi nazywamy statecznym, jeżeli dla każdej dowolnie małej liczby £ > 0 można dobrać takie n (s) > 0 i n2 (e) > 0, że jeżeli spełnione są nierówności:


q(t=to)-9* q(t=t)-q*




< n(8)

< n2(8)



to zachodzi również:


’| q (t) - q* | 4(t) - q*



< fi

< e dla każdego t > to

	
21. Na jakiej podstawie wolno redukować układ sił działających na sztywne ciało materialne?



O tym mówią aksjomaty równowagi sił:

	
a) jeżeli do układu sił działających na sztywny układ materialny pozostający w równowadze dołączymy (lub usuniemy) układ dwóch sił przeciwnych leżących na jednej prostej, to równowaga układu materialnego nie zostanie naruszona,


	
b) jeżeli do układu sił działających na sztywny układ materialny pozostający w równowadze dołączymy (lub usuniemy) układ sił zbieżnych o sumie równej zeru, to równowaga układu materialnego nie zostanie naruszona, c) jeżeli na sztywny układ materialny nie działają żadne siły, to może on być w równowadze.



	
22. Na prostych skośnych l, k umieszczono dwa punkty masowe AiBo masach mA = 3 m i mB = 2 m. Punkty te znajdują się jednocześnie na prostej p prostopadłej do obu prostych skośnych. Wyznaczyć prostą d prostopadłą do prostej p, względem której moment bezwładności układu złożonego z punktów A i B będzie minimalny.
[image: ]



Rozwiązanie

Punkt bieżący A prostej l to punkt o współrzędnych A (3 —3 a, 2 a, 5), 0 < a < 1, zaś punkt B(3   2+48,0), 0<<1, to punkt bieżący prostej k.

Wektor a =(— 3, 2, 0) jest wektorem kierunkowym prostej l, a wektor b = (3, 4, 0) wektorem kierunkowym prostej k..

Wektor AB =(38+3- 3, — 2+48+2, — 5) ma być prostopadły do wektorów a i b, czyli spełniać następujące warunki:


AB a = 0

AB-b =0



3(3 + 3 B - 3) + 2(2 - 2a + 48) = 0

3(3 a + 3 B - 3) + 4(2 - 2a + 4 B) = 0

A stąd a = 1 i = 0. Zatem punkty masowe A i B to punkty Ao (0, 2, 5), Bo (0, 2, 0). Wektor Ao Bo = (0, 0, — 5) jest wektorem kierunkowym prostej p.

Na prostej p znajduje się punkt Co, przez który przechodzi prosta d prostopadła do p. Względem tej prostej moment bezwładności punktów Ao i Bo ma być minimalny.
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Jd = 3m(5 — z)2 + 2mz2 = m(5z2 — 30z + 75)

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum jest zerowanie się pierwszej pochodnej:

da= 102_30=0=z=3=J=30m

d z

Odpowiedź:

Prosta d, względem której moment bezwładności punktów Ao i Bo jest minimalny, to dowolna prosta zawierająca punkt Co(0, 2, 3) z płaszczyzny To o równaniu z — 3 = 0.

tk=i

	
23. Dla całki działania J(y(t))= S (+ 12 ty) dt:



to=0

y(o=0)=0 y(t,=1)= -2

wyznaczyć trajektorię ruchu punktu korzystając z:

	
a) równania Lagrange‘a II rodzaju w potencjalnym polu sił, b) z własności ekstremalnych całki działania,



c) zasady Hamiltona.

[image: ]



Rozwiązanie

ad a) Dla potencjału kinetycznego:

W=y+ 12ty

równanie Lagrange‘a:


d /SW dtydy



W

=062—12=0

dy

ma całkę ogólną y (t) = t3 + C t + C2.

Z warunków brzegowych y(0) = 0, y(1) = —2 wyznaczamy stałe C i C2:

C1 = -3, C2 =0

Zatem trajektoria ruchu rzeczywistego punktu jest następująca:

y (t) = t3 — 31 = t(t2 — 3)

ad b) Szukane rozwiązanie przedstawmy w postaci wielomianu:

N

Yv(t) =yo(t) + Z ^^(t)

przy czym funkcja Yo(t) spełnia niejednorodne warunki brzegowe, zaś funkcje cp^t) — jednorodne warunki brzegowe. Współczynniki a wyznaczamy na podstawie własności ekstremalnych całki działania.
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W analizowanym przykładzie przyjęto:

Yo()=t(-3Uo(0)=0, Yo(1)= —2)

0,(0)=12(-1, (0,(0) =0), 6,(1) =0

V W = yoW + al(pi(t)= t2 -   + a, (13 - t2), (N = 1)

y1 (t) = 21 — 2 + a, (3 t2 — 21)

Po podstawieniu y(t) do całki działania otrzymujemy:

J(,() = H[2t - 3 + at(312 - 26]2 + 1263 - 3612 + 0

+ 12a,(4—t3)}dt=J(a,)

a dalej z warunku ekstremum

dJ(a) _2{2t_3+a, (3 2 - 24)] (312 - 21) + 6(t4 - t3)} dt = 0

da o

Po wykonaniu całkowania i podstawieniu granic dochodzimy do równania:


6

+3+5+41
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Zatem szukane rozwiązanie to:

y, (t) = t2 — 3 t + t3 — t2 = t3 — 31 = t(t2 — 3)

Okazało się, że już dla jednej funkcji bazowej (N = 1) P (t) = t1 2 (t — 1) otrzymane rozwiązanie jest rozwiązaniem ścisłym.

ad c) Do całki działania = J(y2 + 12 ty)dt podstawiamy funkcje dopusz-o

czalne y(t):

y W = y W + ^y W = y() + an()

gdzie:

y(t) — szukane rozwiązanie,

a — współczynnik z przedziału 0<a<1,

ą(t) — funkcja próbna przyjmująca na końcach przedziału wartości zerowe ą(0) = 0 i n(1) = 0 ’
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J((t)) = S[ + &x1)2 + 12t(y + o

Obliczamy wariację całki działania:

3 P                          )

dJ =- S[ + a 1)2 + 12 t(y + an)]dt/ =0

OC(0                            J a= 0

1


d t = 0

a= 0



8J=25[+01)7+6tn] o


i

Jdt=(n)

o



to i

5 J = (61 — y)r]d t = 0, Vn(t) o

Przyjmując, że poszukiwane rozwiązanie ma postać wielomianu:

N

Yn(t)=Yo(t)+ i=1

zaś funkcje próbne

N

nN(t) = z bie^ i=l

gdzie i(t) — spełniają jednorodne warunki brzegowe, to po podstawieniu ich do

<5 J = 0 Vb otrzymamy równanie trajektorii ruchu punktu.

Dla założonej jak w punkcie (b) funkcji y1(t)

	
V, W = y0 W + a,6.()=t3-31+ oi (t3 -12)



i funkcji próbnej

r]1(t) = b1t(t- 1)

obliczamy wariację całki działania:

i

8J=/[6t-2-a,(6t-2)]b,(t2-t)dt=0 V o

i

2b, S [(31 - 2)(t2 - i) - a, (31 - 2)(t2 -t)]dt = O V b,

o

A zatem

i

S[(3t- 2)(t2 - t) - a, (3t - 2) (t2 - t)] dt = 0

o

i

(1 - aj J(313 - 5t2 +2t)dt=0= a, = 1 o

i y(t) = t(t2 —3) jest rozwiązaniem ścisłym.

	
7.2. ZESTAW EGZAMINACYJNY NR 2



A — część pisemna

	
1. Na nieważkie sztywne ciało unieruchomione w punktach A i B działa układ sił przedstawiony na rysunku 7.4. Sprawdzić czy przy jego działaniu ciało może być w równowadze, jeśli nie, to dołączyć siłę F4 w punkcie taką aby ciało mogło być w równowadze.
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Rozwiązanie

Nieruchome punkty A i B wyznaczają prostą. Warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi układu sił działających na ciało sztywne unieruchomione w dwóch nie pokrywających się punktach jest, aby moment układu sił liczony względem tej prostej unieruchomienia był równy zeru. Na rys. 7.4 a przyjęto układ współrzędnych potrzebny do wykonania obliczeń.
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W układzie tym:

F1=(0,0,-2P), A,(a,0,4a)

F, = J/2P A =/2p(-,1,0)= (-p,P,O), A,(a,2a,3a) AB \ V2 •2 /

F,=3,/2pAC=3./2p (o, _1,1 )_(0, _3P,3P), A,C \ /2‘/2/


A3(a,6a,0)



F4=(F.F,Fz), A4(0,2a,4a)


MbAB\

W obliczeniach — sił
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AB = O moment względem prostej l jest równy zeru. Zatem:


nie musimy uwzględniać, gdyż ich



M, =F,XCB+F4x AB


	
F3= (0,
	
-3P,
	
3P)
	
F.=
	
(Fx.
	
Fy
	
F2)


	
X
			
X
			

	
CB = (-a,
	
0,
	
0)
	
A±B =
	
(0,
	
a,
	
-a)


	
( o,
	
-3Pa,
	
-3 Pa)
	
(-
	
Fya-Fza,
	
Fxd,
	
Fxa)




Mb = ( — Fya — Fza, Fxa — 3 P a, Fxa — 3 P a) , AB = (— a, 3 a, 3 a)

Mb AB = 0= F,a2 + Ra2 + 3Fa2 - 9Pa2 + 3Fxa2 - 9Pa2\:a2 D YZ X

F,+F,+6F,- 18P = 0

Stąd przyjmując dwie współrzędne siły F^, np. Fy = Fz = 0, wyznaczamy pozostałą Fx = 18 P = 3 P.

6

Odpowiedź:

F4 = (3P, 0,0)

	
2. Z równań równowagi wyznaczyć reakcje podporowe układu, zaś siłę w cięgnie obliczyć z zasady prac wirtualnych (rys. 7.5).



A2kN/m
[image: ]

Rozwiązanie

Podany układ konstrukcyjny jest statycznie wyznaczalny, gdyż do wyznaczenia trzech reakcji podporowych i siły w cięgnie dysponujemy czterema równaniami równowagi liniowo niezależnymi. Spełniony jest też warunek s = 0.

2kN/m

iniłuiirminiTrn
[image: ]

Rys. 7.5a


	
a) 2Mr=0



-R,2+266 +13-27-57-5322+23=0

RA = 2,0 [kN]

	
b) 2X=0



2+1-1 --R, R, = 0 [kN]

c) 2Y=0

Kc-2 + 2-2-6 = 0

Rc = 12 [kN]


d) Mlp = 0



_N.343.1444.1=0

N = +1 [kN] (pręt ściskany siłą 1 [kN])

Sprawdzenie

ZM,=0

-2-5 - 2-6-3 + 2-2-57-2-6+ |-2-3-1 + 12-9 = 0

0 = 0

Wyznaczenie siły w cięgnie z zasady prac wirtualnych.

Usuwając myślowo cięgno, otrzymujemy układ dwóch tarcz połączonych przegubem

6L=4780-2780-57-tga0+8-580-3-280+23+N-380=0 V <5O

8,(28-14-57+40-6+6+3N)=0 V d0

3N—3=0=N= 1[kN]
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Odpowiedź:

Ra = 2,0 [kN], R, = 0 [kN], Rc = 12 [kN], N = 1 [kN]

	
3. Dla jednorodnego płaskiego układu materialnego (rys. 7.6) wyznaczyć w punkcie A położenie głównych osi bezwładności i główne momenty bezwładności.



Pdv = Pd2 = 1
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Pi — Pi~ 2, P3 — •2




Rozwiązanie

W punkcie A przyjmujemy układ A x,y oraz układ głównych osi bezwładności A — rys. 7.6 a.




y
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Osie A są głównymi osiami bezwładności, gdyż moment dewiacji = 0. Kolejno wyznaczamy:





	
-1516*112*20

n-34 n-32/4-3\2 n-3

16    4 (3) 1 4

(4      / 34 0     \
	
, 63     /d3   34 n-34

23*+/26  3   16

2(3 +4-3y7_ 246,79

\   3n/

13 34




2 0+2 0+2
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34   tc-32/4-3\2 n.

8    4 (3r) 1

Główne momenty bezwładności:

J( = Jx cos2 45° + J, sin2 45° -
	
32/   4.3\/4.3\

3(3+4)() =88,88

4 \   3T/\3T/

Jxy sin 90° = Jx - Jxy = 157,91




J, = Jx sin2 45° + J, cos2 45° + Jxy sin 90° = Jx + Jxy = 335,67
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Sprawdzenie

J,+Jn=Jx+Jy= 493,58

Uwaga! W obliczeniach skorzystano z zasady superpozycji dzieląc cały układ na następujące podobszary: ćwiartka koła o promieniu 6, trójkąt równoramienny o boku 3, odcinek materialny o długości 6 leżący na osi x, odcinek materialny o długości 6 leżący na osi y, odcinek materialny o długości d=3 2, ćwiartka koła o promieniu 3 i podstawie leżącej na osi x oraz ćwiartka koła o promieniu 3 i podstawie leżącej na osi y.

	
4. W ruchu określonym równaniami:


r(t):




x = e tcos t y — e‘sin i





przeprowadzić rozkład przyspieszenia.

Rozwiązanie

Korzystając z definicji prędkości punktu i jego przyspieszenia wyznaczamy:

i k=—e‘(cost+sint) v=r=. , ly=e (cos t — sm t)

- - x=2e‘sint

a=r=v=3. ly=—2e cos t

    / 1 d                 

a, = , ,v2)v,     an = a — a,

5   \2v2 dt J

Ponieważ

2=22+2= 2e-2t

to

dy2_ — 4e-2t

d t

Stąd

1 d -2

,v = ~ 1

2v2 dt


Zatem



a, = — 1 v = [e * (cos t + sin t), e f(sin t — cos t)] a,=[e ' (sin t — cos t), —e ‘(sin t + cos t)]

5. Obliczyć pracę LAB, jaką trzeba wykonać, aby ciężki punkt materialny o masie m przesunąć z położenia A do B po szorstkiej powierzchni półkuli — rys. 7.7.

[image: ]

Rys. 7.7





Rozwiązanie

Pracę wykonuje składowa styczna rys. 7.7 a.
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Zatem







siły ciężkości oraz siła tarcia —

F = mg cos p+umgsinp=

= m g (cos • + usina)

ds = Rdcp

+ u sin (p) d (p = m g R (1 + u)



B — część testowa

	
1. Sprawdzić, czy zadane pole sił jest polem potencjalnym, jeśli tak, to wyznaczyć potencjał


F = 3x2(1 + Iny)e, +




‘x3      \ —             —

--2y )e + (z2 + 1)e

y     /





Sprawdzamy warunki Schwartza


	
8P
	
8Q   3x2 3 x2

Sx    y    y


	
SP

" az=
	
SR „

= — o 0 = 0 d x


	
aQ

dz
	
aR =-e0=0

Sy




oraz czy P, Q,ReC1 (czy istnieją wszystkie pochodne rzędu 1 i czy są ciągłe). Ponieważ W.K.iW są spełnione, to pole sił jest polem potencjalnym.

Wyznaczenie potencjału:

8 V

=P=3x2(1+Iny) Ifdx

0V 2 i

— = 22 + 1

OZ

V (x, y, z) = x3 (1 4- In y) + P (y, z)

x3 „ 8V x3 d(p(y,z) 0o --2 y = — = 1   = —— y        o y y     o y     oy (p(y,ź) = -y2 + ^(.z)


= -2y




^dy



V (x, y, z) =x3(11ny)—y2+ (z)


R=22+1=4 dy(”)

dy




dz




z3

=  + Vo



Ostatecznie

Z°

V(x,y,z) = x3(l + lny)-y2 +3+Z+Vo

	
2. Kiedy moment siły względem prostej jest równy zeru?



Moment siły względem prostej jest równy zeru, gdy kierunek działania siły i prosta wyznaczają jedną płaszczyznę.

	
3. Do czego redukuje się zbieżny układ sił?



Zbieżny układ sił redukuje się do układu zerowego przy sumie równej zeru, zaś do wypadkowej przy sumie niezerowej.

	
4. Dlaczego płaskiego układu sił nie można zredukować do skrętnika?



W. K i W redukcji układu sił do skrętnika jest K * 0. Dla płaskiego układu sił K jest zawsze równe zeru, gdyż nawet przy niezerowej sumie i niezerowym momencie wektory te są prostopadłe, a więc ich iloczyn skalarny jest równy zeru.

	
5. Dlaczego macierz bezwładności jest tensorem?



Wynika to z twierdzenia o tensorowym charakterze macierzy. Jeśli elementy macierzy II rzędu określone są w układzie współrzędnych i mnożone wewnętrznie przez wektor dając na wynik wektor, to ta macierz jest tensorem. Licząc kręt względem punktu dla sztywnego układu materialnego otrzymaliśmy zależność:

gdzie:

Ko — wektor krętu, (Jo) — macierz bezwładności, • — wektor prędkości kątowej.

Zatem macierz (Jo) jest tensorem II rzędu.

	
6. Punkt materialny porusza się ruchem:



r (t) = (t3 — 3 t2 + 31 — 1) ex + (212 — 41 + 2) ey

Wyznaczyć tor oraz v i a:

x(t)=t3-3t2+3t-1=(t-1)3 y()=2(2-21+1)=2(-1)2

Rugując (t — 1) z powyższego układu otrzymujemy równanie toru:

i
[image: ]



v=r:




x=3(t- l)2

> = 4(t- 1)




x = 6 (i — 1) y = 4



	
7. Podać prawo ruchu środka masy sztywnego układu materialnego:



f                         , ro (t = 0) = r„

mr0 = S + warunki początkowe ■■         e°

r0(t = 0) = Vo

gdzie:

m — masa układu,

ro — przyspieszenie środka masy,

S — suma sił działających na układ materialny.

	
8. Podać definicję przesunięcia wirtualnego punktu oraz narysować je dla punktu A sztywnej tarczy jak na rysunku.



ds = kv, keIR — {o}

ds — przesunięcie wirtualne punktu, v — prędkość możliwa punktu.

|OA |   |OB | |OC|

	
9. Co to jest równowaga ciała i równowaga układu sił?



Przez równowagę ciała rozumiemy jego spoczynek w danym układzie odniesienia. Układ sił, który przyłożony do ciała nie zmienia jego ruchu nazywamy układem sił będących w równowadze. Zatem równowaga układu sił jest warunkiem koniecznym równowagi ciała. W. K i W równowagi ciała jest równowaga układu sił oraz aby w chwili przyłożenia sił do ciała ciało to było w spoczynku.

	
10. Podać równania Lagrange’a II rodzaju w przypadku ogólnym z objaśnieniem:


d /^Ek\ SEk dt\dqj/ d qj





gdzie: j —

Ek — energia kinetyczna układu,


" /- ar. Q,=2(F,, ' 0qi




— siła uogólniona,



s — liczba stopni swobody układu.

	
11. Jak oblicza się energię kinetyczną sztywnej bryły w jej ruchu obrotowym?



P 1 T -2

Ek=2-0

gdzie:

E — energia kinetyczna,

Jt — moment bezwładności bryły liczony względem osi obrotu, • — wektor prędkości kątowej.

	
12. Podać W. K i W równowagi układu sił działających na sztywne ciało unieruchomione w jednym punkcie:

[image: ]




13.





Podać definicję przekształcenia elementarnego I rodzaju i na jego podstawie

wykonać graficznie dodawanie wektorów

[image: ]

, przy czym a || b.




Przez przekształcenie elementarne I rodzaju (typu a) rozumiemy dołączenie (lub usunięcie) do układu sił dwóch sił przeciwnych leżących na jednej prostej.

[image: ]
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14. Podać definicję układu konstrukcyjnego statycznie niewyznaczalnego wraz z przykładem.



Układ konstrukcyjny nazywamy statycznie niewyznaczalnym, jeżeli liczba niewiadomych podporowych jest większa od liczby niezależnych równań równowagi oraz liczba stopni swobody układu jest równa zeru.

[image: ]
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Liczba reakcji podporowych 3 + 2 + 2 = 7. Liczba niezależnych równań równowagi 3 + 2 = 5, 7 — 5 = 2. Liczba stopni swobody s = 0. Układ konstrukcyjny przedstawiony na rysunku jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalny.

	
15. Podać zasadę d’Alemberta.



Ze wszystkich ruchów możliwych układu materialnego swobodnego lub nieswobodnego o więzach: stacjonarnych, geometrycznych, dwustronnych i gładkich ten ruch jest ruchem rzeczywistym układu, dla którego suma prac wirtualnych sił czynnych i bezwładności na każdym przesunięciu wirtualnym jest równa zeru:

ÓL= 2 (F,+B)-8=0 V ,, i=1

gdzie:

- df “

B. = — m.r:

	
16. Jakie powinny być spełnione warunki, aby swobodny punkt materialny poruszał się ruchem prostoliniowym.



Jeżeli siła działająca na swobodny punkt materialny ma stały kierunek oraz w chwili rozpoczęcia ruchu prędkość początkowa jest współliniowa z siłą, to ruch punktu będzie ruchem prostoliniowym.

	
17. Dla płaskiego układu prętowo-tarczowego narysować plan prędkości możliwych.
[image: ]


	
18. Kiedy moment dewiacji układu materialnego jest równy zeru?



Moment dewiacji układu materialnego liczony względem płaszczyzn wyznaczonych przez główne osie bezwładności jest równy zeru, ponieważ (Jo) w głównych osiach bezwładności ma postać diagonalną.

	
19. Kiedy dwa układy sił równoważą się?



Dwa układy sił równoważą się, gdy ich sumy są przeciwne i momenty liczone względem dowolnego (tego samego) punktu też są przeciwne.

	
20. Podać twierdzenie o pędzie układu.



Pęd sztywnego układu materialnego jest równy pędowi jego środka masy:

n

p = m v0* = 2 (m, v,) i=l

	
21. Jak leży przyspieszenie punktu względem jego trajektorii?



Przyspieszenie punktu leży w płaszczyźnie ściśle stycznej do trajektorii.

[image: ]



T — płaszczyzna ściśle styczna

	
22. Podać wzory Steinera:

[image: ]
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23. Korzystając z II zasady dynamiki Newtona wykazać, że zmiana pędu masy jest równa popędowi siły w przedziale czasu A t = t — t0


mr





dvt,

Fom— = F f dt dt -


to



(dPdtejFdt tdt i

A p = p — p0 = jFdt — I — (popęd siły) w przedziale czasu A t o

Dla stałej siły F = const

P~Po = Fdt

	
24. Ciężki punkt o masie m porusza się po chropowatej poziomej płaszczyźnie pod wpływem siły sprężystości. Znając współczynnik tarcia kinematycznego i warunki początkowe wyznaczyć jego ruch.



Awwwwwwww•

W7T7777777T77rmTmT7Trrm7nTm77777TTTm7Tr77T

0 Fr I mg

Warunki początkowe:

x(t=0)=xo *

X (t = 0) = v0

Prawo ruchu:

/ X

mX=—kX—umgi .m

k           X

X+Ćx = -ug

m       x

Oznaczając — = to2 mamy do rozwiązania następujące równanie różnicz-m

kowe II rzędu, liniowe, niejednorodne o stałych współczynnikach:

•• 2 - •


sgni



x + O x = — fig ; =—ug sgnx

I X

Odpowiadające mu równanie różniczkowe jednorodne:

X+02x=0

ma następujące rozwiązanie:

x (t) = A sin (• t + Po)

Całkę szczególną równania niejednorodnego znajdujemy metodą przewidywania:

x, = B = const,      X,=X,=0

.u.

B co2 = —ug- sgn x=> B =--5 g • sgn x

a)

Zatem całka ogólna równania niejednorodnego jest następująca:

x (t) = A sin (co t + (p0)--2g: sgn [cos (co t + Po)]

Stałe A i (p0 wyznaczamy z warunków początkowych:

•A. M/

x0 = AsinPo - 029 sgn (os Po)

<

vo = A w cos Po

[image: ]

Po=arctg




-u  z

Xo +,2gsgn(cos (Po)


Stąd ostateczne rozwiązanie:




x(t) =




. u 2 (v 2

X0+—g- sgn(cos cp) | +1—1 -sin

02 / \o /




ot +




(e u

Xo + 02 9




sgn (cos (Po))^ - 0 g ’ sgn (cos (w t + •o))




25. Dla krzywej płaskiej wyprowadzić wzór na promień koła krzywiznowego




W układzie Oxy równanie o-
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kręgu o środku w punkcie S(p, q) i



[image: ]




promieniu p jest następujące:




y-f(x)




(x—p)2+( — q)2 = P2




Równanie to zróżniczkujemy dwukrotnie po zmiennej x:

2(x-p)-l + 2(y-q)-y' = 0/-.2




’x - p + (y - q)-y' = 0

.1 + (y')2 + (y - ą)-y" = o




Możemy teraz obliczyć wyrażenia:




1+()2




z .  ,   1+()2  ,

x-p = -Us9Y =—y»—-y




i wstawić je do równania okręgu otrzymując:




[1 + ()2]2()2 + [1 + ()2]2  [1 + ()2]3 _ 2

(y")2                     (y")2 P




Odpowiedź:



7.3. ZESTAW EGZAMINACYJNY NR 3

A — część pisemna

1. Jednorodny walec kołowy o masie m i promieniu R stacza się po równi pochyłej nachylonej do poziomu pod kątem a. Wyznaczyć współczynnik tarcia, dla którego toczenie będzie bez poślizgu (rys. 7.8)

[image: ]




Ft = umgcosa



W rozwiązaniu wykorzystamy równania różniczkowe ruchu ciała sztywnego:

	
— dla środka masy



mx=mgsina—Fr

	
— dla ruchu obrotowego walca względem jego osi l



— Mt — FtR

Ponieważ ruch ma być bez poślizgu, to:

Vo — xo = Oo R

a stąd

xo

Wo R

Przyspieszenie kątowe & jest związane z prędkością kątową zależnością:

• _x0

& d R

zaś moment bezwładności walca względem jego osi:

mR3

2

Zatem

_ J,E m.

Ft=R=2Xo

czyli

m.

m x0 = m g sin a — — x0

Punkty osi walca poruszają się z przyspieszeniem:

••      2 .

x0 =-gsmot

Aby ruch był bez poślizgu, to siła tarcia musi spełniać warunek:

„ m .. m .

FT = 2 x0 = 3 g sin a < H m g cos a

Stąd

1

H23t8%

2kN/m
[image: ]

Przedstawiona na rys. 7.9 rama jest układem statycznie wyznaczalnym, gdyż do obliczenia pięciu reakcji podporowych dysponujemy (3 + 2 = 5) pięcioma równaniami równowagi. Ponadto s = 0. Na rys. 7.9 a oznaczono niewiadome podporowe i przyjęto układ współrzędnych.
[image: ]

Równania równowagi:


	
a) M>=0



-Ma +2:1=0= MA2 [kNm]

	
b) MP®P = O



7-24-2-33+5431+R,4=0=R,=7 [kN]

c) 2Y=0

Vc+5+3—28=0=Vc=8 [kN]

-4-3 + Hc-4-8-4 + 2-4-2 = 0=>Hc = 7 [kN]

e) 2X=0

H,-2+5+4+3-7-543=0=H,=3 [kN]

Sprawdzenie 2M=0

-543-2+34+7+53+33+2-22+71-84=0


3. Zadany układ trzech sił zredukować w dowolnym punkcie osi środkowej, a



[image: ]




następnie dołączyć do niego siłę do wypadkowej o prostej działania




taką, aby łączny układ sił redukował się




x = — 16 a




p: < y = 8 a z = 2 a, \




eIR




F1=(0,0,P),




F2 = (2P,0,0),




F3=(—4P,2P,0)




A, (2 a, 0, a),




A2 (2 a, a, a),




A3(0,a, —4 a)



Rozwiązanie

S=F1+F2+F3= (-2P.2P.P) * 0,


S2 = 9P2



MA =FX AA2 + F3 x A3A2


F=(0, O, P), x

A,A2=(0, a, 0),

(-Pa, 0, 0)



F3=(—4P, 2P,    0)

x

A,A2 = ( 2 a,    0,       5 a)

(10Pa,20Pa, -4Pa)

= (9 P a, 20 P a, — 4 P a) * 0

K = Ś ■ MA2 = (-1S + 40 - 4) P2 a = P2 a 0

Układ w dowolnym punkcie osi środkowej l redukuje się do skrętnika.

Obieramy punkt na osi środkowej A(x,y,z), Ael:


K

S2




S = 2aS = (-4Pa,4Pa,2Pa)



Ma = MA2 + S x A2A = (9Pa,20Pa, -4Pa) +

+ (— 2 P, 2 P, P) x (x — 2 a, y — a, z — a)

S = (-2P,       2P,          P)

x

A2A = (x — 2 a,       y — a,        z — a)

( — Py + 2Pz — Pa, Px + 2Pz — 4Pa, —2Py — 2Px + 6Pa)

Ma = (—P y + 2P z + 8P a,P x + 2P z + 16 P a, — 2P x — 2P y + 2P a)

MA = (-4Pa,4Pa,2Pa)

Z porównania odpowiednich współrzędnych otrzymujemy równanie osi środkowej:

y— 2z = 12a       X=2a- 2a

l: <           o I:<y=- 2a + 22a

x+y=0         z=-7a+Ra, 2eIR

Odpowiedź:

W dowolnym punkcie osi środkowej układ redukuje się do skrętnika złożonego z wektora b = S = (—2P,2P, P) leżącego na osi środkowej:

X=2a— 2Aa

l: < y = — 2a+2Ra

z= — 7a + Aa, AelR

i pary siły o momencie MA = (—4 P a,4 P a,2P a).

Do wyznaczenia siły i jej punktu zaczepienia A4 skorzystamy z następujących warunków:

(S+F.)xp=0

gdzie: p — wektor równoległy do prostej działania wypadkowej siły

MB + F4x A4B = 0, Bep — prosta działania wypadkowej siły

F=(F„F„F), A4(x,y,2)

Ś =(-2P,2P,P)

(S + F4) = (Fx-2P, Fy + 2P, Fs + P) x

P = (0, o, 1)

(S+F)xp=(F,+2P,-F,+ 2P,  0)

Przyjęto

F4=(2P,-2P,0)

gdzie:

Ś* = S + F^ = (0,0, P) = W — wypadkowa

Przyjmujemy punkt B na prostej działania wypadkowej:

B(-16a,+8a,0)

M, = MA, + S x A2B = (9 P a, 20 P a, - 4 P a) + + (-2P,2P,P)x(-18a>7a,-a)

x

A4B = (—16 a — x, +8 a — y, —z)

(2Pz, 2Pz, -2Px-2Py-16Pa)=0

Stąd

A4(a,0,0)

Odpowiedź:

Dołączając do zadanego układu siłę F4 = (2 P, — 2 P, 0), zaczepioną w punkcie A4(a,0,0), łączny układ redukuje się do wypadkowej W = (0,0, P) o prostej działania

|x = — 16a

p: < y = 8a

z=Aa, 2eIR

4. Dla zadanego obszaru płaskiego jednorodnego (rys. 7.10) wyznaczyć położenie głównych centralnych osi bezwładności i główne centralne momenty bezwładności.
[image: ]

2

4

4

2

Rys. 7.10


Rozwiązanie

Przedstawiony na powyższym rysunku obszar posiada oś symetrii, która jest jedną z głównych centralnych osi bezwładności

[image: ]



Wyznaczenie środka masy:

x — Syz — Sy


 753,33 o ~ 128,57




5,86



Osie x0, y0, z0 są głównymi centralnymi osiami bezwładności. Obliczenie głównych centralnych momentów bezwładności


4

. Z* 4

— = 1810,34

4




12:143

12




+ 1681,142




(84

— + 64-2,142




/4-33         \

+ 2      + 6-5,142 +

\ Jo             /



n-44     /4-4\2     /      4-4\2
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—-    8n( —— ) + 8 T ( 5,86 + —— )

8       \3T/      \      3T /


12*+4r5,862

4




3305,13




Jzo=Jxo+Jyo= 5115,47




Uwaga! Przy rozwiązywaniu zadania skorzystano z zasady superpozycji dzieląc obszar na następujące podobszary: prostokąt (14 x 12), kwadrat (8 x 8), dwa trójkąty (4 x 3), półkole o R = 4 i koło r = 2.




B — część testowa




1. Podać definicje głównych centralnych osi bezwładności i wyjaśnić, czy osie znaczone na rysunku są głównymi centralnymi osiami bezwładności dla danego obszaru.



[image: ]




Główne centralne osie bezwładności są to główne osie bezwładności wyznaczone w środku masy. Osie Oxy są głównymi centralnymi osiami bezwładności, gdyż przechodzą przez środek masy (Sx = 0, S, = 0) i Jxy = 0.

2. Dla płaskiego sztywnego układu prętowo-tarczowego wyznaczyć plan prędkości możliwych.



[image: ]
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Nie, ponieważ nie spełnia zależności dla macierzy przejścia:

AAT=1, At-A = 1

[image: ]



	
4. Czy para sił posiada środek?



Nie, ponieważ środek posiadają układy równoległe o niezerowej sumie, zaś suma pary sił jest równa zeru.

	
5. Podać warunek równowagi układu sił działających na sztywne ciało nieswobodne.



W. Ki W równowagi układu sił działających na sztywne nieswobodne ciało jest, aby układ sił reakcji równoważył układ sił czynnych:

Ś(F) + S(R)=0

Mo(F) + Mo(K) = 0

	
6. Podać równania Lagrange’a II rodzaju w potencjalnym polu sił



d /dW\ dW n dt\dqj d qj

W = Ek-U = Ek+V gdzie:

W — potencjał kinetyczny układu,

Ek — energia kinetyczna układu,

U — energia potencjalna układu,

V — potencjał,

s — liczba stopni swobody układu.

	
7. Co to znaczy, że układ sił /B równoważy układ sił



Układ sił /B równoważy układ sił /A, to znaczy, że jego suma sił jest przeciwna do sumy układu /A oraz jego moment liczony względem dowolnego punktu jest też przeciwny do momentu układu /A liczonego względem tego samego punktu


SB=sS/A

MO(JB) =-M(/A)




+ Mo(A) = 0



	
8. Kiedy moment statyczny układu materialnego jest równy zeru?



Moment statyczny układu materialnego jest równy zeru, gdy jest liczony względem płaszczyzny przechodzącej przez środek masy tego układu.

	
9. Podać definicję tensora III rzędu.



Tensorem III rzędu nazywamy macierz trójwskaźnikową określoną w układzie współrzędnych, której elementy przy przejściu do nowego układu współrzędnych zmieniają się według następującego prawa transformacyjnego:

1



ÓJ = ^(yri-]-6tt])dt = 0 o

Ponieważ

11      1

— j yrjdt = —\yrjdt

2

oo      o

3

 Dla podanego układu ramowego statycznie wyznaczalnego wyznaczyć z równań równowagi reakcje podporowe (rys. 7.9)


Tijk Xir Xjs Xkw

Uwaga! Po wskaźnikach powtarzających się należy dokonać sumowania zgodnie z umową sumacyjną Einsteina.

	
10. Podać kąt a, przy którym jednorodny płaski układ będzie posiadał w punkcie O główną oś i całą płaszczyznę głównych osi bezwładności.
[image: ]


	
11. Podać definicję wektora własnego i wyjaśnić, czy jeżeli wektor W jest wektorem własnym tensora symetrycznego A = (a^), to czy jest nim również wektor w2.
[image: ]

w^O




Wektorem własnym tensora A nazywamy niezerowy wektor w, taki że zachodzi:

Aw =Aw

gdzie: w * 0, 2 — parametr.

Wektor W2 będzie wektorem własnym tensora A w przypadku:

	
a) gdy 21=22= 3 (cała przestrzeń wektorów własnych),


	
b) gdy 23 * 2, = 22 i wektor w3 L do płaszczyzny, w której leżą wektory w, i Wg



	
12. Ile wynosi składowa binormalna przyspieszenia i dlaczego?


	
a, = 0, ponieważ przyspieszenie leży w płaszczyźnie ściśle stycznej wyznaczonej przez wektory: kierunku stycznego do krzywej i normalnej głównej. Wektor kierunku binormalnego jest prostopadły do płaszczyzny ściśle stycznej





a = sr-|--V+0e

P

	
13. Kiedy przyspieszenie Coriolisa jest równe zeru?



a,=20xvw=0, gdy 0=0 lub vw = 0 lub d || vw

	
14. Czym charakteryzuje się położenie równowagi trwałej, nietrwałej i obojętnej?

[image: ]

a - min. energii potencjainej





położenie równowagi nietrwałej - max. energii potencjalnej




au




2**, położenie równowagi obojętnej OU 82U




q; q‘




au

położenie równowagi trwałej ----

... qj




C‘U &q2




a:u

2,




	
15. Zastosować twierdzenie Steinera do obliczenia wymiaru a = 1 dla spełnienia warunku:   = 10 J,



y          •

[image: ]



_TR4 R4_31+2p4

x 812   24


nR4 TR2(4R\2




tR2 / 4R\2 +-(R- " )

2 \ 3T /




R^ ,2

--+R2

12




'       <2 \2

R + a + -^-R\




157—30,4 24R




\2

R+a) R2



-2, \2 151+50,, R+a) =--—--R2

2          /       24


151 + 50 2 + 2




0,3R



24

	
16. Co to jest ruch kulisty? Ile stopni swobody posiada układ w ruchu kulistym? Ruch ciała wokół stałego (nieruchomego) punktu nazywamy ruchem kulistym. W takim ruchu liczba stopni swobody s=33—3—3=3

[image: ]




	
17. Przy jakim założeniu o punkcie A obowiązuje zasada krętu:



Zasada ta obowiązuje, gdy punkt A jest punktem stałym (nieruchomym) lub środkiem masy.

	
18. Czy znajomość zredukowanego układu sił w środku masy pozwala przewidzieć ruch ciała sztywnego?



Tak, gdy będziemy znali rozkład masy w ciele oraz warunki początkowe, wówczas skorzystamy z równań różniczkowych:

mfo = S d -     -

dt LJo) Dol =

	
19. Jak oblicza się pracę sił po trajektorii punktu?



t 

^totk = f F'vdt = Ek(tk) — Ek(to) to

	
20. Który z podanych układów konstrukcyjnych jest statycznie wyznaczalny?

[image: ]



[image: ]



[image: ]





Układ (a) i (b) jest statycznie wyznaczalny, zaś układ (c) jest geometrycznie zmienny. Dla układu (a):

r = 4, r.r = 3 + 1 = 4, s = 0

Dla układu (b):

r = 4 + 1 = 5, r.r = 3 + 2 = 5, s = 0

Dla układu (c):


r = 5,




r.r = 3 + 2 = 5,




lecz




21. Podać położenie środka równoległego układu sił




4---

:0*




W= 5P



P 3P

Względem środka moment układu jest równy zeru:

Mo* = P (o + 2 d) + 3 P (xo + d) — 9 P x0 — 0

5Px0+5Pa=0

xo = a

22. Dla tensora

(1—1 1 \

A=—1 1 -1 ]

\ ! -1 1 /

wyznaczyć wektory własne • Niezmienniki

I = au= 3

I = detA =1+1+1—1—1—1=0

• Równanie wiekowe

23-I122+12A-I3=0

23_322=22(2-3)=0

• Wartości własne

23= 3, 21= 22=0

• Dla 23=3

	
—2 w —W2+W3=0



}=W2 = -Wi

	
< — w — 2w2 + w3 = O



}=W3 = -W2 = W, = pelR - {O}

W1—W2—2w3=0

[image: ]




23. Dla sztywnego układu prętowego wyznaczyć energię mechaniczną, przyj




mując a (t) = Do (t):




mn

po = ~ = const




mA = mo




Położenie układu jest opisane przez jeden parametr, np. kąt a(t)

— współrzędne punktów

OJO.O),

O2(21 cos a, 2/sina),



[image: ]




C,(1 cos a, - sin a

\2 2

A (2 / cos a, 0)



[image: ]



— energia kinetyczna a) prętów

E=5J,,c2+5J,02, 0=-0,=00=d

J,,="a.P, J,emg +12(022+ sina

	
• L •             - l IZ 4



Ek= mo c2 l2 (1 + 3 sin2 a)

	
b) punktu A o masie mo



Ek = ^mAv^ — ^mo4l2 c2 sin2 ct = 2mol2 a>o sin2 a

	
— energia kinetyczna układu



Ek = ^m0 c2 2(1+9 sin2 a)

	
— energia potencjalna układu



l . I

U = mogpsina + mo9psina = moglsina

	
— energia mechaniczna układu



Em = Ek + U = 1 mo c2 l2 (1 + 9 sin2 a) + mogl sin a

	
24. Jaką własność mają współczynniki równania wiekowego? Współczynniki równania wiekowego są niezmiennikami, gdyż nie zależą od układu współrzędnych



I — au = J i = an = const

I = 5(2 -     = 5(2 - aya,) = const

I = A I - 3(11 - ^ja-pajp) =II2- -(Ij - aija^ajp) = const

	
25. Dla obszaru płaskiego wyprowadzić wzory na J(, Jv



= X cos p+ysinp -

n = —xsin + ycoso

[image: ]

A(x,y),




. ,     1 — cos 2 o

sin • =---------

2

<    ,      1 + cos 2 (D

cos2 • =----2----

.2 sin • cos • = sin 2 •

J,=fjpn2ddn=fjp(—xsinp+ycos)2dxdy=

= (SSpx2dxdy) sin2 • 4- l^py2dxdy )cos2 • —

\D / \D /

	
— 2 sin cp cos ip(^pyxdxdyj = Jy sin2 P+Jx cos2 • — J xy sin 2 (p =



\D /

= (, + Jy) + (, - J,) cos 2 - J,, sin 2 «

= SS p 2 d d n = S S p (x cos cp + y sin cp)2 d x d y = ... = D             D

=-(,+ Jy) - (, - A) cos 2 <p + J, sin 2 cp

Jg = ^p^rjd^dr] = SSp(xcoso + ysino)(-xsino + D              D


+ ycos cp)dxdy =




=(,-J,sin24+J,,cos2«



	
26. Czym różni się suma układu od wypadkowej?



Wypadkowa jest układem sił, suma nie, bo to wektor swobodny. Suma może być zerowa, wypadkowa jest zawsze niezerowa. Wypadkowa jest układem równoważnym danemu, suma nie, bo nie jest układem. Wypadkowa ma ściśle określoną prostą działania, suma nie, bo nie ma punktu zaczepienia.

	
27. Wyprowadzić następujące tożsamości wektorowe:


	
a) a x (b x ć) = (a • c) b — (a • b) c


	
b) (a x b) • (c x d) = (a • c) (b • d) — (a • d) (b • c)

Przy wyprowadzaniu zależności (a) skorzystamy z następującego rysunku:

Wektor d jest kombinacją liniową
[image: ]

a. = a c, B — —a- b






stąd

a x (b x c) = (a • c) b — (a • b) c

Z równości tej korzystamy przy dowodzie zależności (b): (axi)-(ćxj) = a-[ix(ćxĄ] = a’[(b'j)ć-(i-ć)j]=(a-ć)(b’Ą-

— (a • d) (b • c)

(a x b) x (c x d) = [a,b,d] c— [a,b,c] d

7.4. ZESTAW EGZAMINACYJNY NR 4

A - część pisemna

1. Dla zadanego płaskiego układu ramowego wyznaczyć reakcje podporowe i siły w ściągach, wykorzystując równania równowagi sił oraz zasadę prac wirtualnych.
[image: ]

Rys. 7.11


Układ przedstawiony na rys. 7.11 jest statycznie wyznaczalny, gdyż do wyznaczenia 4 reakcji podporowych i 2 sił w ściągach dysponujemy (3 + 3) sześcioma równaniami równowagi sił, a ponadto liczba stopni swobody układu jest równa zeru.

Na rys. 7.1 la zaznaczono reakcje podporowe, siły w ściągach oraz układ współrzędnych.
[image: ]

Rys. 7.1 la


Równania równowagi sił

	
1. EX=0



-Ra -2-4 + 20 - 3 + 5 = 0^Ra=16 [kN]

	
2. M p leweJ = 0



5-2+ 20-2,5- 14-25+*N,3=0=N,= -15 [kN]

(pręt ściskany siłą 15 [kN])

	
3. MPZ tewej = 0



-6-35+57+20-2.5-14-25-R,5=0=R,=8 [kN]

	
4. ZM,=0



15+ 3-2-2-3-2 + 5-5-Rc-2-6 + 4- 7-3-12- 8-12-2-5 -14 +


+ 20-2,5 + 5-14=0




^Rc = 12 [kN]



5. 2Y=0

— 5 + 3 + 8 — 4 —3 + 12 — Rfl = 0=>Ro = 11 [kN]

6. Mp prawej = 0

15 - 11 2-32+55-* 23=0= N, = 5 [kN]

Sprawdzenie 2 Mo = 0

16-5 + 3-2 + 8-2 -14-6-4-7+4-5-2 +15-3-12 +

+ 12-12— 1114-20 2,5+33=0

290 - 290 = 0

Obliczenie siły N 1 z zasady prac wirtualnych

Usuwamy myślowo ściąg 1 zastępując jego działanie siłą osiową N,.

Rysujemy plan przemieszzeń wirtualnych oraz działające siły (rys. 7.1 Ib).
[image: ]

tarcza

nieruchoma

[image: ]

Piszemy równanie zasady prac wirtualnych, z którego to równania wyznaczymy siłę Nv

5      4

5L= —5280-20 2°0+5N,380+2:58o+ 14tga = 0 V d0

o(—10-50+-5N1+10+14)=0=N1=15 [kN]

Analogicznie postępujemy przy obliczeniu siły N2 w drugim ściągu.

5

8 L = — 5-2 do — 20 ■ —   + 14 tg X + 2 • 5 5O + 6 tg X + 4 • 5   +

3

+ e N2480 - 2tga2 = 0 V ó0

do(-10 - 50 + 14 + 10 + 6 + 20 + N, - 2) = 0=N, = 5 [kN]

[image: ]
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[image: ]

Rys. 7.1 lc




	
2. Dla jednorodnej płaskiej


figury materialnej o gęstości p0 = 1 wyznaczyć





moment bezwładności względem prostej l.

[image: ]



[image: ]



W dowolnym punkcie O prostej l należy przyjąć układ współrzędnych, aby można było skorzystać ze wzoru

= Jx cos2a + J, sin2a — Jxy sin 2 a

2   1  • 2   9   6

cos a = ——, sin a = —, sm 2 a = —

10           10           10

J,=1(,+91,-6J0

Obszar dzielimy na prostokąt (6 a x 3a), trójkąt prostokątny (6 a x 6 a), i ćwiartkę koła o promieniu R = 3 a.
[image: ]
[image: ]

Odpowiedź: Jt = 71,965 a4.

	
3. Dwa wahadła matematyczne połączone są sprężyną o stałej k. Przeanalizować małe drgania układu wokół położenia równowagi statecznej (at = a2 = 0) wyznaczając częstości kątowe 01 i O2.



Do rozwiązania problemu wykorzystamy równania Lagrange’a II rodzaju. Są dwa, gdyż analizowany układ ma dwa stopnie swobody. Współrzędnymi uogólnionymi będą kąty &,(t) i a2(t).
[image: ]

Ponieważ VA = O1 l = oly l, vB — a>2l = ćt2l, to energia kinetyczna układu jest równa:

E,=12mo,2+2mo,2 = ml2^2 +2m!2*,2

Energia potencjalna układu wynosi:

1                                 a.

Ep = 2 m g l (1 — cos G1) + m g l (1 — cos a2) + 2 k l (a2 — ax) = 4 m g l sin2 — +

+ 2mgsin2 + 2kl2( — q,)2

Dla małych kątów sin a & ol, zatem:

Ep = mglct22 + ^-mgla22 +1ki2(G2- aj2

m l2 a2 + m g l a2 + k l2 (a2 — at) = 0

[image: ]



[image: ]



Małe drgania układu opisane są przez ruch harmoniczny, co oznacza, że zachodzi:

	
&1 (t) = At cos (co t),        = — A j co2 cos (co i) = — co2


	
&2 (t) = A2 cos (co t), a2 = — A2 co2 cos (co t) = — co2 a2



Po podstawieniu tych zależności do równań Lagrange’a otrzymujemy jednorodny układ równań algebraicznych:

(2g ,k2\   k   A

—— +---2 co a.--a, = 0

\l m / m

k (gk ,\ --&, +(+--2 )a, = o

m \l m )

dla którego rozwiązanie niezerowe istnieje, gdy wyznacznik główny jest równy zeru:



	
m _06204_ g k , 4 +--co2

/ m

9k2

A     2, V

2 g         Ig

Cis1, O=.1‘

, g  3k    ,3k

2=+=0,2+, l   2m         2n

1. 3k =01/1++-    2 ’ T2
	
/4g  3k\, /3gk 2g2\

(i7+m)®*(im + p)-°

_3k

m

m 2x 1

T =--= 2 t / —

O    V g

3k \

= ®11+   2

i      \ ZmcDy )

_2, g , 1

V g / 3ki

V + 2mg
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Odpowiedź: Ruch harmoniczny analizowanego układu jest następujący:

at(t) = A,cos(1 t + 10)


a2 (t) = A2 cos I co



3k

- 2 +(20

2mo,2

4. Zredukować do najprostszej postaci układ sił czynnych działających na układ trzech tarcz połączonych dwoma prętami — rys. 7.14.

[image: ]



Obciążenia ciągłe zastępujemy siłami wypadkowymi, a moment — jedną z równoważnych par sił.

[image: ]

Rys. 7.14a




W,=2/5 2 3-68,=18/5(/, —/2)=(-18, -36), A, (2, 2)

2= 2:3 6,= 36 (1,0) =(36,0), A2

[image: ]



W=123 6(-e,=9(0, -l) = (0, -9), A,(9,4)

—      -                   / 9

W-ey),-) (0,-12),

W=226e,= 6(0,1) = (0,6), 45(2,0)

6=6= 6(1,0)= (6,0), A6(8,0)

F,=3/28,=3/2(j2 -),)=(,-3), A7(8,6)

F,=(-e,=3(0,-1)=(0,-3), Ag(11,6) '

F9=5€y= 3(0,1) = (0,3), Ag(6,0)

S=W+W2WHW4+W+F6+F7+FsF9= (27, - 54)

Parametr układu K = 0, ponieważ układ sił jest płaski. Najprostszy zredukowany układ sił to wypadkowa:

W=S = (27, -54)

o prostej działania 1.

Obieramy punkt A (x, y) na prostej l i liczymy moment układu względem tego punktu przyrównując go do wektora zerowego:

M,=W xA,A+W xA^A+W3 xA,A+W+A4A+W xA,A+

+Fx A^ A + F 7 x Ay A + F g x AgA + F x A^ A = 0

W,=(—18,   36)      W2~  (36,    0)

                 x----   /    9

A,A=(x-2,y-2) AzA=(x-2,Y-3



(0,0,36 X - 18 y - 36)        (O,O,36y - 108)


W3= (O, -9) x

AzA = (x - 9,y - 4)

(0,0,9 x - 81)




W = (O,    -12)



---- /    9

A4A= (X-2, y-6






0,0,12 x- 54)




Ws = (O, 6)

A,A=(x-2,y)

(0,0,-6x+ 12)




F6 = (6, 0)



AgA = (x - 8, y) (0,0,6y)










x

A,A = (x — 11, y — 6) (0,0,3x- 33)




x

A6A =(x-6, y)

0,0,-3x+ 18)



Ma = (0,0,54x + 21 y - 324) = (0,0,0)

1:54x + 27y - 324 = 0ey = -2x + 12

Odpowiedź: Zadany układ sił czynnych działających na konstrukcję redukuje się do wypadkowej W =(21, — 54) o prostej działania l:y= — 2x+ 12.

B - część testowa

1. Podać twierdzenie o rozkładzie prędkości punktów dla ciała sztywnego.

Twierdzenie 1

W dowolnym ruchu ciała sztywnego rzuty prędkości punktów leżących na prostej na tę prostą są równe.

Z: | AB | = const

A,Bel

AB (v b^ab

[image: ]

2 AB ■ AB = 2A B-(rB - rA) = 2 AB (v,—V,)=0




AB -v B — AB • v A

|AB|IvBl cos =|AB|vA cos a


zatem

c.b.d.o.




(vb)ab = (Pa) AB




AB



Twierdzenie 2

W dowolnym ruchu ciała sztywnego końce wektorów prędkości punktów leżących na prostej też leżą na prostej.
[image: ]

| A B | = const

D:

         ---  --- d

rM = rA + AM = rA + dAB / — d t

rM=rA+GABeVM=VA++GAB

rm =rM+0M=r.+ aAB + vA + a AB



rM* =(r.+v.)+0(AB + A B ) = rA* + a A* B* (*)

Jeżeli zachodzi zależność:



A*B* = AB + AB

to równanie (*) jest równaniem prostej /*

r=r—v,) - - - - - - --

-   -   -  >=r,— r A* = r B ~ r A + V B ~ V A‘B*

*               I      D      A      H     A     D     A

Tb =rB+VB)

= AB + rB — rA = AB + AB

c.b.d.o.


2. W pewnej chwili ruchu wielkość równą v Al = 9



płaskiego ciała sztywnego prędkość v A punktu A ma . Wyznaczyć i narysować dla tej chwili prędko

ści punktów B, C, D, E i G.

[image: ]



[image: ]



Środek 0 chwilowego obrotu ciała leży na przecięciu prostych prostopadłych do prędkości punktu A i punktu B. Kierunek prędkości Vg pokrywa się z przesunięciem możliwym podpory B. Prowadząc do promieni wodzących punktów proste prostopadłe mamy określony kierunek prędkości poszczególnych punktów, a ich wielkości wyznaczamy z proporcji:


"o =




VB

OB




4 = tg ot = 1




Vg=|OBtga=3 /2




1

sec




= 4,243




m

sec




Vc=|OC|tga= 7,616




m

sec



vD = | 0 D | tg a = 5,831


m

sec



v,=|OEtga=10,296 m

sec


VG=|OG|tga=7




m

sec



	
3. Obliczyć moment zadanego układu sił względem prostej l wyznaczonej przez punkty C, D.

[image: ]





Fl=2P IF21=4P |Ę| = 3P

Analizując zadany układ sił widać, że moment od siły F 2 jest równy zeru, gdyż linia działania tej siły z prostą l przecinają się. Podobnie, jeżeli siłę F3 przesuniemy wzdłuż linii jej działania do punktu A,, to wypadkowa sił F 1 i F 3 będzie leżała na linii A, D, czyli jej moment względem prostej l będzie równy zeru. Tak więc:

M,=0

	
4. Sprawdzić, czy układ sił działający na układ prętowy jest w równowadze.

[image: ]



[image: ]





Odpowiedzi na to pytanie udzielimy na podstawie zasady prac wirtualnych. Układ sił będzie w równowadze, gdy 5 L = 0 V o, a nie będzie w równowadze przy <5 L * 0.

Analizowany układ składa się z dwóch tarcz, a ich plan przesunięć wirtualnych przedstawia poniższy rysunek.
[image: ]

Piszemy równanie zasady prac wirtualnych:

P

5L = — 4a:680 + 2P-2óo - 3Patga= 80(24P +4P —3P)=25P80*0 a

dla V d0

Zadany układ sił nie jest w równowadze.

	
5. Podać, jaka jest różnica pomiędzy chwilową osią obrotu w ruchu płaskim, a chwilową osią obrotu w ruchu kulistym?



Chwilowa oś obrotu w ruchu płaskim ma stały kierunek prostopadły dopłasz-czyzny kierującej, zaś w ruchu kulistym jest to nieskończony zbiór prostych przechodzących przez stały punkt unieruchomienia ciała.

	
6. Sprawdzić, że jeżeli dla płaskiego pola sił F = P(x,y)e x + Q(x,y)e y spełniony 0 p  0Q



jest warunek Schwartza —— = ——, to odpowiada mu równanie różniczkowe oy ox

zupełne:

P dx + Qd y = dV

gdzie:

V= V(x,y)~ potencjał pola sił.

Warunek Schwartza zapiszmy następująco:

p_av / -

dx ' dy dP d /SV\_ S (0V\ 0Q

_v ,       3y\dx) dx\dy) dx

dy 8 x

Rozwiązanie:

   av_ av_ --

a więc pole sił jest polem potencjalnym.

	
7. Punkt materialny o masie m porusza się pod wpływem siły ciężkości mg oraz siły oporu cv2.



Warunki początkowe są następujące:

z(t = 0) = 0

2(t=0)=Do


c-\
[image: ]

A,m mg




Wyznaczyć ten ruch.

Korzystamy z prawa ruchu:

m = F = — mg — cv2

d v

Ponieważ ż = v, to z =    :

dt

dv , ,,

m—— = — (mg + cv ) d t

md v

-------y = — dt mg + cv


mdv mg + cv2



m   (Ic\


— i dt — —t + Co



---arctg( /---v)= gC     \V mg /

Stałą Co wyznaczamy z warunku 2(t=0)=Vo A zatem:


zaś



[image: ]
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Całkując prędkość po czasie otrzymamy szukane równanie ruchu:

[image: ]



Dla t = 0, z (0) = 0 i stąd:

[image: ]



Ostatecznie:


z (t) = — In c
[image: ]




	
8. Dla typowego układu masowego o jednym stopniu swobody napisać prawo ruchu, a następnie korzystając z równania Lagrange’a II rodzaju, zawierającego człon związany z funkcją dyssypacji energii

[image: ]





wyprowadzić prawo ruchu dla masy m.

Modelem matematycznym w tym przypadku jest punkt materialny A o masie m obciążony sumą sił

F(t) = Pocos(® t) + ( — cż) + (—kx)

[image: ]

mx = — cx — kx + Po cos (0 i)





P(D)=P,cos(et)




II zasada Newtona



Przechodząc do równania Lagrange‘a II rodzaju przyjmuje ono postać:

d /8Ek\ SEk dE„ dEn

— I—k 1--k—P+—- = Q

dt\dx/ 0x 0x dx

, mx2 , .kx2 cx2

Fk = 2 , Ep = —V= 2, Ed =    > Qx = cos (Q t)

gdzie:

E - energia kinetyczna punktu,

Ep - energia potencjalna siły sprężystości, Ed - energia dyssypacji siły oporu, Q, - siła wymuszająca ruch.


d /dEk\    _ 8Ek

,(—.*)=mK, —* = 0, dt\ox       ox




dx




= kx,




8Ed dx




I ostatecznie:



mx + kx + cx = Pocos • t

	
9. Dla jednorodnego obszaru D będącego odcinkiem koła wyznaczyć położenie



głównych centralnych osi bezwładności.


Środek masy O*(x0,0):



[image: ]

,2 R2.

T R — sm 2 a 2




[image: ]

= PoR2




[image: ]



RG      2

S, = ^poxdxdy = po^r2cos(pdrdcp = po^ r2 dr S cos ode = Po — R^sa^a. D                  J                     0 -a                3


x0=4R



• 3 sin a

2 a — sin 2 a

Osie ^0, no są głównymi centralnymi osiami bezwładności, ponieważ Jiono = 0.

	
10. Wyznaczyć środek równoległego układu sił będącego punktem przecięcia prostych działania: wypadkowej zadanego układu i wypadkowej układu obróconego o ten sam kąt (przyjąć a = 90°).

[image: ]





Ponieważ moment wypadkowej względem dowolnego punktu jest równy momentowi danego układu względem tego punktu, to stąd wyznaczymy równania prostych l i /*: ' P a


Mo (W) = (0,0, -2Pxo) = Mg (układu) =



0,0,--,2a2+2Pa—3Pa

a2 2

P a

2Pxo =   2a2 — — 2P a + 3 P a =>

° a2 2

x0 = a - równanie prostej /.

p

0,0,--,2a2a — 2P a

a

p

2P yo =   2 a2 a + 2P a =>

a

yo = 2a - równanie prostej /*.

A zatem środek układu ma współrzędne 0"(a,2a).

	
11. Dla układu prętowego wyznaczyć reakcje podporowe oraz siłę w prę



cie EH.

[image: ]



Zadany problem rozwiążemy korzystając z równań równowagi układu sił.

[image: ]




	
1. XMa = 0,


	
2. X Y= 0,


	
3. Med = 0,


	
4. MS praweJ = 0,


	
5. 2x = 0,






8 VB - 10-10-8 = 0 = VB = 100 [kN] -V+100=0=V= 100 [kN]

4

5 N • 10 — 10-10- 5 =0=N= 62,5 [kN] (pręt ściskany) 6HB-y-62,5-4 = 0=>HB = ^- = 33,33 [kN]

-Ha + 10 10 + 33,33 =0=H,= 133,33 [kN]




Sprawdzenie



[image: ]




dołu



100-8 - 100-3 - 10-10-5 = 0, 0 = 0

F \ 3 ' A / aby łączny układ sił redukował się do skrętnika o osi środkowej 1.


taką,



[image: ]



W przyjętym układzie współrzędnych redukujemy zadany układ sił:

F,=5P-41=(P,0,-4P), F2 = (-3P,0,4P), Mo = (-8Pa,0,0)

AA

S =F1++F2=0

MA=F2 x 42A + Mo = (8Pa)0>6Pa) + (-8Pa>0,0) = (0,0,6Pa)

Ponieważ suma układu jest zerowa, a moment niezerowy, to układ sił redukuje się do pary sił o momencie MA = (0,0,6 P a).

Odpowiadając na drugą część pytania wystarczy zauważyć, że MA jest równoległy do prostej l - osi środkowej skrętnika. Zatem wystarczy na tej osi zaczepić dowolną siłę równoległą do tej osi:

F3 = (0,0,P)

A3(0,2a,4a)

397

	
13. Podać do czego redukuje się zbieżny układ sił.



Zbieżny układ sił redukuje się do układu zerowego przy sumie równej zeru, zaś do wypadkowej, gdy suma jest niezerowa.

	
14. Sprawdzić, czy prosta działania wypadkowej zadanego płaskiego układu sił przechodzi przez punkt A.

[image: ]





Ponieważ moment układu redukującego się do wypadkowej liczony względem dowolnego punktu prostej działania wypadkowej jest równy zeru, to wystarczy skorzystać z tego warunku:

P

M A = —20 +--4a2a+4P3a=0

4               a

Przez punkt A przechodzi prosta działania wypadkowej.

	
15. Znaleźć wartości i wektory własne iloczynu diadycznego u® w, gdzie:



u = (1, -1), w - (2, -1)

Rozwiązanie:


u 0 w =(le-le2)0(2e,—1e2)=




2 -1

-2   1




dije® e j




A = (aij) =




2 -1

-2 1



I = 3, I2 = O

22—1,2+12=0-22—32=0=2,= 3, 22=0

Dla 2,=3-W,= (p, — p)

(2 — 3) w, — w, = 0

=>w, = — w

— 2 w + (1 — 3)2=0

Przyjmując w, = pelR — {0}, wektor wl = (p,-p), zaś jego


wersor




22




=0-W2




= (p,2p),e'2 =
[image: ]
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2wx — w 2 = 0

-2w,+w2=0




- W2 = 2^! = 2p



[image: ]
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Podobnie dla


O,x,x2-osie własne tensora A.

	
16. Podać warunki, przy których dwa układy sił (układ A i B) równoważą się. Warunkami tymi są:



Sa= - SB

MO(A) =

	
17. Przez krążek przerzucona jest nierozciągliwa lina, do której podwieszone są ciała A i B jak na rysunku.

[image: ]





Pomiędzy ciałem B a klinem C występuje siła tarcia T — rj N. Wyznaczyć ciężar ciała A w położeniu równowagi, jeżeli ciężar ciała B jest równy mg, współczynnik tarcia n = 0,6, a = 60°.

Rozwiązanie


Na ciało B działają siły:
[image: ]




	
1. 2X=0, m g sin 60° — mA g ± T= 0



m a

	
2. XY=0, N - mgcos60°=0=N=-< 9                       2


m g

T=n:N=0,6-2=0,3 mg




A zatem





mA g = m g • 0,866 ± 0,3 m g =


0,566 m g l,166mg



Odpowiedź:

Układ ciał będzie w równowadze statecznej, gdy 0,566 mg < mA g < 1,166 mg.

	
18. Punkt A sztywnej drabiny AB przesuwa się ze stałą prędkością = 6 ---



L sec

Znaleźć prędkość punktu B oraz przyśpieszenia tych punktów dla xA = 3 [m

y,=4 [m].


Rozwiązanie
[image: ]




Równanie więzów:

x2+y3=25 / d

Różniczkując równanie więzów po czasie:

A* / :2

XAkA + YBB = 0

i podstawiając XA=3,  =4 otrzymamy:

3

3^ + 4yB = 0 => yB = 4Xa = 4,5 Różniczkując jeszcze raz po czasie równanie więzów: k2 + xa^a +   + yByB = 0

wyznaczamy przyśpieszenie punktu B:


m

sec2



62 + 3 0 + 4,52 + 4yB = 0 => yB = -14,0625

Odpowiedź: vB = 4,5 e, aB = — 14,0625 e,.

	
19. Ciężki pręt BC o ciężarze Q = 3mg w punkcie C jest przegubowo przymocowany do podłoża, zaś do punktu B przymocowana jest lina przerzucona przez krążek, na końcu której powieszony jest ciężar mg. Wyznaczyć kąt 0 w położeniu równowagi układu.

[image: ]





Warunkiem równowagi układu jest, aby Mc = 0.


cos 0    2

es3

cos—

2



Podstawiając cos—,= u mamy

6u2 —2u —3 = 0, A =4 + 72 = 76

0  2+076

	
u, = COS— =------= 0,89315 => 0 = 53°28'


	
1 2         12


	
20. Blok o masie m = 50 kg podwieszony jest na dwóch sprężynach: równoległych (a) i połączonych szeregowo (b). Wyznaczyć zastępczą sztywność sprężyn, częstości drgań własnych, okres drgań oraz maksymalną prędkość i mak-


kN

symalne przyśpieszenie, jeżeli k, = 6 ---- , k

m

A = 0,5 [cm] = 0,05 [m], P = 15 [kN].




kN   V .

--- , amplituda ruchu m



[image: ]
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Rozwiązanie a.

[image: ]

P = kt 6 + k2ó = A k2)ó = kó





— k, + k2 — 6+8= 14




kN m




TNT 14-103 —

m




b.




14-103 — m

50 [kg]




= 280
[image: ]

w = 16,733





2t

T=---= 0,3755 [sec]

co




max




= A co = 0,05 [m]-16,733




amax =Ao2= 0,05 [m] • 280




rad

sec




rad

sec




= 0,8367



[image: ]




m

sec




m

2 sec




sec2
[image: ]





3428,6 N/m

50 kg




68,5714




1 sec2




w = 8,281




rad

sec



2 7C

T=---= 0,7588 [sec]

to

Vmax = A O = 0,05 • 8,281 = 0,414

amax = A w2 = 0,05 68,5714 = 3,4286


m

sec




m

2 sec



	
21. Wyprowadzić równanie osi środkowej korzystając z warunku, że wielkość momentu liczonego względem dowolnego jej punktu A jest minimalna

[image: ]





MAl = min

MA = Mo + S x O A

S=(SgS,,S2)

x

O A = (MOx,MOy,MOz)

ma = (Mox + S,z ~ Sy,Moy + SgX “ Sxz,MOz + Sxy - S,x)

Ma =(MOx + Syz- Sz y)2 + (Moy + Szx-Sx z)2 + (MOz + Sxy- Sy x)2 = min

a M 2

= 2(Moy + S,x - Sxz)Sz - 2(Mo: + Sxy - S,x)S, = 0 • MAySz = MAzSy

A NA 2

= 2(MOz + Sxy - S,x)Sg - 2(Mox + Syz - Szy)Sz = 0 o MAzSx = MAxSz

0M,2

-2 = 2(Mox + S,z - Szy)Sy - 2(MOy + Szx - Sxz)Sx =0 MAxSy = MAySx

A zatem z warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji otrzymaliśmy:


MAx

S,




MAy _ MAz

S, Sz




= 2 = const




czyli



Ma || S lub Ma = 0

Ma = Mo + S x O A = XS / x S

MA x S = 0 = Mo x S + (S x O A) xS = 0

MoxS + S2OA-(SOA)S = 0


OA =




S x Mo s2




S OA\ Sx Mo

s2 )5sms2




+ 2 S, gdzie 2 =




SOA

52



Ostatecznie:


r(2) =




S x Mo

s2




+ 2 S - równanie osi środkowej.



	
22. Wykazać, że dla układu sił redukującego się do wypadkowej rzut momentu liczonego względem dowolnego punktu B na linię l działania wypadkowej jest równy zeru.

[image: ]





Ma = 0, bo A e l

M, = Ma +Sx AB


M,‘=(Mge)e,=
[image: ]





/(S x AB) S

\ S2
[image: ]




	
23. Dla jednorodnego pręta O A o gęstości p = p0 = const wyznaczyć elementy tensora bezwładności w układzie O x y.

[image: ]




sin2 a + cos2 a = 1




sina

. cos a




= tga




= cos a =
[image: ]






Równanie parametryczne odcinka O A.


x = x

y = tgax




x‘=1

y = tga




d l = V1+tg2a d x




13 cos3 a

Po 3




1 +tg2a




Po l3

3




U0) =




3 • 2

p0 3 sin2 a

13 • o

—Po sin 2

6




l3 • o

— p0 — sin 2 a

6

Z3

1       2

Po 3 cos2%



	
24. Sztywna ramka wiruje wokół prostej l z prędkością kątową 0=4t3. Wzdłuż przekątnej CD porusza się punkt A z prędkością względną v(l = 1512. W chwili t = 0 punkt A zajmował położenie Ao- Wyznaczyć prędkość bezwzględną i przyśpieszenie bezwzględne punktu A.

[image: ]





(cos(p sincp 0\

	
— sino cos o 0 I



0     0   1/

	
a.



Obliczenia w układzie ruchomym związanym z poruszającą się ramką:

(o = ćp = 413 / f dt

cp(t) = t4 + (po, •(0) = 0 = (o 0= (0,0,413), g=d =(0,0,12t2)

	
•   -         CD                  1



PA=vw4=15t2--n,=15t2(—4d,0,3d)- =(—12t2,0,9t2) / fdt

CL             ja

Pa = (—413 + C,, C2,313 + C3)

pA(t = 0) = (4d,0,0) = C, = 4d, C2 = 0, C3 = 0

yx = (4J-4t3,0,3t3)

vuA = ro + co x p A = (0,0,4 i3) x (4 d — 413,0,313) = (0,1613 d — 1616,0) vbA = v,A + 7/ = (—1212,1613 d - 1616,9 i2) - (Qo n g)

[image: ]



= [—12t2cost4 + (1616 — 16t3d)sint4, — 1212sint4 +

+ (1613 d — 16t6)cost4, 9t2] — (Oxyz)

awA = ^ = (-24t,0,18t)

aA = 20 x vA = (0,0,813) x (-1212,0,912) = (0, -9615,0) aA=r+8 x p A + co x (co x p a) = 0 + (0,0,12 r2) x (4 d — 413,0,3 t3) + + (0,0,4t3) x (0,1663 - 1616,0) =(6419 - 64r6<48t2d- 48r5,0) a,=a+a4+aA=(6419—6416d-24t,4812d-14415,18t - (22,)

[image: ]

— sin t4 cos t4

O




0\ (Mt9 -64t6d-24t

Ol) 4812d-14415

1/         181

= [(6419 — 64t6d — 24t)cost4 + (144t5 — 48t2d)sint3,(64t9 — 64t6d — 24t)sint4 +

+ (48 t2d — 14415) cos t4,18 i] —(Oxyz)

Sprawdzenie poprawności obliczeń:

rA = PA

[image: ]

— sin t4 cos t4

0




O 4d—4t3)

0 ,     0


[(4 d — 413) cos t4, (4 d — 413) sin t4,313]



1 /      313

vbA = rA = [—12r2cost4 + (1616 — 1613 d) sin t4, —12t2sint4 +

+ (1613 d - 1616) cos t4,9 f2]

aA = rA = [(6419 — 6416 d — 24 i) cos t4 + (14415 — 48 t2d)sin t4,18 t]

	
25. Sprawdzić, czy zadana macierz może być macierzą przejścia

[image: ]





W macierzy przejścia iloczyn dwóch wierszy (kolumn) równoimiennych jest równy jedności, zaś iloczyn dwóch wierszy (kolumn) różnoimiennych jest równy zeru.

[image: ]
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Zadana macierz nie jest macierzą przejścia.

	
7.5. ZESTAW EGZAMINACYJNY NR 5



A — część pisemna

	
1. Dla równoległego układu sił czynnych, przedstawionego na rys. 7.15, wyznaczyć środek O* a następnie zredukować układ sił w O* oraz w punkcie B.
[image: ]

Rys. 7.15




Rozwiązanie

Obciążenie ciągłe zastępujemy wypadkową i przyjmujemy układ współrzędnych celem przeprowadzenia w nim obliczeń.
[image: ]

Rys. 7.15a


Środek O* wyznaczamy ze wzoru:


00-_ Wr+F2[2+F3‘3+F4‘4




W+F2+F3+F4



Obliczamy:

. -(1

[image: ]



miary sił względem wersora e = V/5

W,=-/536=-15/5[kN]

F2 = 10.5 [kN], F3 = 15 •5 [kN], F4 = -5.5 [kN]

W,+F2+F,+F4=5./5 [kN]

iloczyny miar sił i wektorów wodzących:

W,r,=w,0A,=-15//5(2,2)=(-30./5, -30/5)

F,r, = F,0A2 = 10./5 (3, 0) = (30/5, 0)

F,F, = F3OA3 = 15/5 (6,0) = (90/5,0)

F4r4=F40A4 = -5//5 (12, 6) =(-60//5, -30,/5)

W,r, + F2r2 + F3r3 = F4F4= (30/5, -60/5)

00:-30/59,=2)-(6,-1)

W środku O* układ sił redukuje się do wypadkowej W = 5 •5 e = (5,10) [kN] prostej działania:


x = 6 + 2

y = -12 + 22




kelR



redukcja w punkcie B(3, 6)

S = (5, 10)

Mg = Wx O'B = (5, 10) x (- 3,18) = (0,0,120)

W punkcie B układ redukuje się do siły h = S = (5, 10) zaczepionej w B(3, 6) i pary sił


F =(-20, 0) - F =(20,0)

B(3,6)    0(0,0)




o momencie M B = (0, 0, 120)



	
2. Dla kratownicy płaskiej wyznaczyć dla zadanego obciążenia siły reakcji podporowych oraz siłę w zaznaczonym pręcie kratownicy.

[image: ]





Siły reakcji obliczymy z równań równowagi

[image: ]



	
1. EX=0,3/2P-Re=0R=3V2P[kN] 9


	
2. EMa=0, -6Pa-4Pa-8Pa-4R,+6P6a=0=R,=2P[kN]


	
3. ZM,=0,-6Pa-4Pa-8Pa+6P:2a+4R,=0 R,=jP[kN]



Sprawdzenie

3      9

EY=O, -2P-2P+6P=0,0=0.

Siłę w pręcie wyznaczymy z równania zasady prac wirtualnych.

Myślowo usuwamy pręt, a jego działanie zastępujemy siłą N. Rysujemy plan przemieszczeń wirtualnych.
[image: ]

Rys. 7.17


Rysowanie planu przemieszczeń rozpoczynamy od tarczy I, dla której środek O r chwilowego obrotu leży na przecięciu prostych będących liniami działania reakcji R, i Rc. Przyjmując ÓB = 25O z proporcji wyznaczymy 8c=280,

= 8o, E = •2 So, p = •5 ^o-

Na przecięciu linii O1F z linią działania reakcji RA leży środek O chwilowego obrotu pręta 1. Znając óF = •5 do z proporcji wyznaczymy 8, = óo. Znając 8, = ó0 i p= •5 d0 możemy wyznaczyć 8—.

./2

Rzut ÓF na kierunek F H wynosi 2ó0, zaś rzut 3A na kierunek AH 2 3O. Proste prostopadłe do tych rzutów wyznaczają , = •5 do. Rzut óH na kierunek H J i rzut ÓE na kierunek E J pozwalają wyznaczyć ój = •2 do. Proste prostopadłe do i dj przecinają się w punkcie On będącym środkiem chwilowego obrotu tarczy II. Zatem 8=2 2 30.

Równanie zasady prac wirtualnych:

3L=3P-3O-3P-23O- 4P-3O + 2P-23O + 2P-3O + 4P-23O +

+3/2P.N280+2/280N =0 V 3O


80(13P+2/2N)=0=N=




13 /—

— AV2P [kN].



	
3. Dla jednorodnego wycinka kołowego o gęstości p0 = 1 wyznaczyć główne centralne momenty bezwładności.

[image: ]





Osie xo, y0 są głównymi centralnym osiami bezwładności, ponieważ przechodzą przez środek masy i JXoyo = 0. Wyznaczamy położenie środka masy:

Sv 2 sin a-a3

XO= =-o - 2~

m 3 aa


2 .

= —— sin a • a

3a



m = F = da2

, a4

Jyo =Jy-m xo2 ~ 36 (9 a2 + 4 a sin 2a + 8 cos 2 a — 8)

	
4. Nieważki sztywny pręt podparty jest przegubowo w punkcie O, sprężyście w punkcie B (sprężyna o stałej k = 120 [N/m]) i tłumiąco w punkcie A (tłumik o stałej tłumienia c = 54 [N sec/m]). Nad tłoczkiem znajduje się masa mA = 4,5 [kg]. Wyznaczyć drgania tłumiące masy, jeśli dla chwili t = 0, 0(0) = 0,15 [rad], 0(O) = O.

o



A
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Rys. 7.19

Rozwiązanie
[image: ]

Rys. 7.19a


W położeniu równowagi statycznej spełniony jest warunek równowagi sił:

XMo = 0, mAg ■ 4 — Fo-6 = 0 => Fo = $m,g

Dla równowagi dynamicznej zachodzi:

2 Mo = JZA 0 (równanie Eulera)

/2 \

	
4 ma g — 4 c 0cos 0 — ( 3 ma g + 6 k sin 0 b 6 = mA 46



Dla małych drgań sin 0 = 0, cos 0 & 1:

16 mA 0 + 4 c 0 + 36 k0 = 0

	
1 64,5mA0 + 2160 + 43200 = 0^0 + 30 + 600 = 0



Jest to równanie różniczkowe zwyczajne, drugiego rzędu, liniowe, jednorodne. Odpowiadające jemu równanie charakterystyczne to:

r2 + 3 r + 60 = 0

A = 9 - 240 = -231, J/A = 15,2i

	
3 —



D.2 -2 il ,6

0 (t) = e-1,5t(C, cos 7,6 t+C2sin 7,61)

0(t) = e-1,5(- 1,5 Cj cos 7,61 — 1,5 C2 sin 7,61 — 7,6C1sin7,6t + 7,6C2cos7,6t)

Stałe C1( C2 wyznaczamy z warunków początkowych:

0 (0) = 0,15 [rad] -    = 0,15 [rad]

0 (0) = 0        - C2 = 0,03 [rad]

Ruch drgający tłumiony masy mA odbywa się wg zależności:

0(t) = e"1>5t (0,15 cos 7,61 + 0,03 sin 7,61)
[image: ]

B - część testowa

	
1. Dla jednorodnego pręta o gęstości p = po = const narysować główne osie bezwładności w punkcie O, a następnie, korzystając z ich własności i rachunku tensorowego, wyznaczyć tensor bezwładności w układzie Ox,X2.

[image: ]





Rozwiązanie

Osie x,‘ i x2‘ są głównymi osiami bezwładności, ponieważ Jx‘x2 = 0

[image: ]

Główne centralne momenty bezwładności J, = 0:




i                       3             [3

= \po^2d^ Po\- =Po^

o                  - o -

Tensor bezwładności w Ox1X2:

[image: ]
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Macierz przejścia:




(Xij) =




cos a

— sina




sina

cos a



Prawo transformacyjne dla tensora II rzędu:
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cos a sina





— sina

cos a
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cos a

— sina





sina

cos a




[3

po— sin2 a

/3 •

— Pogsin

6




l3 • ,

— p0 —smza 6

[3      2

Po y COS G



l3                         l3                            l3

Jg=Po3sin:q, Jg=Po3cosja, Jx,x2 = Poe sin 2 a

	
2. Wykazać, że siła bezwładności B ciała sztywnego będącego w dowolnym ruchu jest równa sile bezwładności B jego środka masy.



Rozwiązanie

Pęd ciała sztywnego jest równy pędowi jego środka masy:

P = dxdydz=mvo* = pg*


22

Różniczkując po czasie powyższą równość otrzymamy:

-B=dP= fffpa d9 = mao. = -Bo. at n

A zatem B = Bo*.

	
3. W ruchu prostoliniowym punktu A zachodzi zależność:



a, = —kv

Wyznaczyć, jak zmienia się w czasie jego prędkość, przyśpieszenie oraz jaki jest ruch punktu, jeżeli dla t = 0, s = so i v=Vo

Rozwiązanie dv , dv a = —— = — kv • — = —kdt dt            v

Po obustronnym przecałkowaniu otrzymamy:

In v = —kt + C v() = e~kt+c = ecetkt

d s

Ponieważ v(0) = vo = ec, to stąd v()=Voe=dt, a dalej ds = voe~kt dt

Współrzędna łukowa punktu:

1 s(t) = v0^e~ktdt = —0ekt + d

K

Stałą d wyliczymy z warunku:

s(0) = s0 = —o + d K

Wynosi ona

d = so + ^-

K

Ruch punktu opisany jest równaniem:

s(t) = s0 +0(1 —e-k) K

v(t) = voe kt, a(t)= —voke kt


4. Obciążenie ciągłe o intensywności q(x) = q0



[image: ]




, działające na belkę,



zastąpić siłą wypadkową
[image: ]

	
5. Dobrać stałą gęstość pc łuku C z warunku, aby środek masy zadanego układu pokrywał się z punktem O.
[image: ]



pc = const = ?

Pd = Po = const

3

Łuk stanowi — okręgu o promieniu 3.

4

Aby odpowiedzieć na postawione pytanie, wystarczy obliczyć moment statyczny układu względem np. płaszczyzny na przechodzącej przez środek masy 0 = O* i przyrównać go do zera:

[image: ]
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(182—9)Po=9pc= Pc^^Po

	
6. Dla płaskiego jednorodnego obszaru o gęstości po = const dobrać wymiar a i współczynnik k w równaniu paraboli opisującej część brzegu obszaru D z warunku, aby w punkcie 0 istniała cała płaszczyzna głównych osi bezwładności.
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Rozwiązanie

Warunkiem istnienia całej płaszczyzny głównych osi bezwładności jest spełnienie zależności:

Jx = Jy oraz Jxy = 0

Obszar dzielimy na dwa podobszary:

	
(1) D, — trójkąt o wymiarach (a x 3),


	
(2) D, — ograniczony prostymi y = 0, y = 3, x =0 oraz parabolą x = ky2


,.33    3 ky2                    35


	
Jx = ———+ S y2dy S dx = 2,25 a + k— = o        0                       3

3 3    3 ky2                        |     37

Jy = ^ + \dy\ x2dx = 0,25^ + -k2-- =

-00       - 7

a2-32   3-a/ a\,   3 ,     .

Jxy= 72 + 2 (-3)1+,ydy,xds
	
= 2,25 a + 48,6 k

0,25 a3 + 104,1429 k3

1 36

0,375a24k2—=

2    6






[image: ]

= -0,375 a2 + 60,75 k2




[image: ]





' 2,25 a + 48,6 k = 0,25 a3 + 104,1429 k3

' 60,75 k2 - 0,375 a2 = 0 - a2 = 162 k2 czyli a = 12,728 k,

zaś z równania pierwszego

k2 = 0,1246528 czyli k = 0,353, a = 4,494

	
7. Sprawdzić, czy układ sił czynnych działających na ciało ciężkie o ciężarze P



Y podparte przegubowo w punktach A i B, może być w równowadze?

[image: ]



Warunkiem równowagi układu sił działających na ciało unieruchomione w dwóch różnych punktach jest, aby moment tego układu liczony względem prostej przechodzącej przez te punkty był równy zeru.

[image: ]

Q = y V=12a3 = 12P




F1=(-2P,0,0)

F,= (0,0,-3P)

Q -(0,0,-12P)


M,=



‘M, AB—

—4—)AB

. AB2 /

MA = F i X A,A + F 2 X AA +Q x O* A

F1=(-2P,0, 0)

A,A=( 0, 0, -3a)

(0,-6Pa, 0)

F2 = (0, 0.-3P)

*A,‘A=(0,-2a, 0)

(~6Pa, 0, 0)


Q=(0, 0, -12P)
[image: ]

(-12Pa,-12Pa, 0)




Ma = (-18Pa, -18Pa,0)

AB = (-2a,2a,0)

Ma AB = 36Pa2 - 36Pa2 =0= M,=0

Układ sił jest w równowadze, zaś ciało ciężkie w równowadze niestatecznej.

	
8. Wyznaczyć ruch sztywnego ciężkiego pręta o gęstości p0 = , i długości l



podpartego przegubowo na jednym końcu, jeśli dla t = 0 • = 0, 0 = coo.

Do obliczeń wykorzystać metody:

	
a) zasadę zachowania energii mechanicznej w potencjalnym (grawitacyjnym) polu



sił,

[image: ]



	
b) zasadę d'Alemberta,


	
c) równania Lagrange'a II rodzaju, c) zasadę Hamiltona.



Fo* = (0, mg)

\F0-\ = mg

Analizowany pręt posiada jeden stopień swobody, a zatem jedna współrzędna uogólniona (p opisuje jego ruch.

Liczymy kolejno:

wektory wodzące punktów przyłożenia sił


ro*:




1 . , Xo=psinP()




Vo*=ro*:




yo = 2cos((t)




’ Xo=2°cosp(t)

i . . g

Uo =




2,:

Xa =3 lsin((t)

2 ,

Ya=3lcos®(t)



XA=lcoso(t) a = -lsine(t)

Uwaga! Wypadkowa siła bezwładności pręta jest zaczepiona w punkcie A. przesunięcia wirtualne punktów przyłożenia sił

óo* = kuo», A=kvA, kelR — {0}, kćp = 8(p


	
,s     1      A

^xo =,

30* , a:

o = -sinp
	
2 , ' dx^ = —lcoscpó<p

ya = —31 sinp®




przyśpieszenie środka masy

••              1 ••                          I • 2 •

X o = 2° Cos • - 2 sm •


ao*=Vo*:



1. 1.2

‘o = —2 srnę -2°

siłę bezwładności

B = B 0* = —ma0*

ml          ml - .

Bx— —mx0*= —2 cp cos (p + 2 cp sm cp

ml .. . ml

[By= -mo*=spsinp+29CosP

energię kinetyczną pręta

1 , 11 13.2 12.2 ,=2,02=2 3 Po 0 =6ml ”

— potencjał pola sił

V= msyo' +Vo= mg-cos (p + V0,V0 = const


energię potencjalną



Ep= -V=--cos •-Vo

potencjał kinetyczny


W=Ek+ V=Lm!22 +




cos • + Vo



energię mechaniczną


ad a




ad b




Em = Ek + Ep = ^ml2 2-




Em=Lm!2 2-




mgl




mgl




cos • — Vo




d

cos (p — Vo = const / —— d t




m2 ćpćp + m cp sin (p = 0 / ke IR — {O}, kćp — 3 cp




y m /2 ćp 3 « + mg sincpó cp = 0 v 3 cp




— ml2(p +




mgl .   \        „    3 g .

sin cp ) = 0 # cp +ppsinP=-




óL — B ÓA + FO*-6o* = 0 V 8A




,    ml.     2,    ę ml.. 2,    s

óL = —2° cos P • 3 l cos cpo P + 2 (p sin (p • 31 cos P°P




ml ..

+ ~Y(P sin Pi




2 , . s

— 3 l sin cp 3 cp




ml .

4—2 $ cos (p •




2,: s \

— — Ism(p3(p) +



+ mg ( — 2sinp (p ) = 0 V 3(p

ml2 . mgl .   \

—3 P--2 sin P ) o P = O V®

3 g

2psinp=O


ad c



d (0W\ dW

—1, (. )—=0

dt \ o ip o<p

aw12 d/1\1

=ml*o,       ml d ] = —mr(p

dtp 3  ‘ dt\3 )3

-ml2cp-\—— sinę=0 / :3ml

3 g .

<P + 21


ad d



tk                             tk


1m?2;24

6




cos +Vo)dt



= S W(cp, cp,t)dt = S

tk

8J= o

tu tk                             tk                  tk

ćpijdt = ((prj) — S ip rj dt = —^<pr]dt o         oo       o

tk /1


sino )ndt=0



ÓJ = —f(ml244

o\3


1      ,2 ■■

3ml +



mgl .               3g

sin P = O * ćp +21 sin P=O

Dla małych wychyleń sin (p E cp

.3g n

+21°=0

g , o

Oznaczamy 2 — = k

ćp + k2 ip = O

• (t) = Ci cos (k i) + C2 sin (k t) d(t)= — k C, sin (kt) + k C, cos (k t)

0(0)=0= C, =0

d (0) = cóo = C2k=> C2 = “

Ostatecznie (p (t) = ",o sin (k t). k

/p \

9. Do zadanego układu sił działających na ciało sztywne dołączyć siłę ( 4 ) taką,

44/

aby łączny układ sił redukował się do wypadkowej o prostej działania l.


F1l=4P




F2l = F3l =P



[image: ]



W przyjętym układzie współrzędnych wyznaczamy współrzędne sił i punktów ich zaczepienia:

Ft^(0,4P,0) F2 = (-P,0,0) F3 = (P,0,0) F4=(FgF,Fe) A1(2a,0,2d)      A2(2a,3 a,2a)       A,(0,0,6 a) A4.(x,y,z)

Suma łącznego układu:

s*=F,+F,+F,+F,= (F„F, + 4P.FJ

musi być współliniowa z wektorem b || AB:

s*=15=(-21,32,0)

Z równości tej odczytujemy:

Fx= -22, F,=31-4P, Fz = 0

Moment łącznego układu sił liczony względem punktu należącego do prostej l, np.

A:                     ____ ____ ____ ____

Ma =F1x AA + F 2 x AA + F 3 x A3A + F 4 x A^A

jest równy zeru.


F2 = (-P, 0, 0)




F3=(P, O, 0)



A,A=(0, 0,-2a)      A,4=(0,-3a,-2a) A,A = (0, 0,-6a)


(-8 Pa, 0,0)




(0,-2Pa,3Pa)




(0,6 P a, 0)



F4=(-22, 32—4P, 0)

* A,A = (2 a — x, — y, —z) (—32z+4Pz, — 22z,22y- 6%a+32x+8Pa- 4 Px)

Ma =(- 3 +4 P z — 8 P a, -2Az+4P a, 11 Pa— 4Px+32x+

+2Ay-6Ra)=0

Przyrównując współrzędne MA do zera otrzymujemy:

' — 32z + 4Pz = 8P a

	
— 22z + 4Pa = 0                   - 2z = 2Pa



—4Px+32x+2Ry-6Ra= —11 Pa

Z równania pierwszego:

7        4

4P z = 8 P a + 6 P a = 14 P a=> z = 2 a 2 = —P

Z równania trzeciego mamy:


Odpowiedź:
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10. Wykazać, że dla układu sił redukującego się do skrętnika rzut momentu liczonego względem dowolnego punktu B na oś środkową jest równy momentowi MA liczonemu względem dowolnego punktu osi środkowej.

[image: ]





=(MAe)e, =

	
11. W pewnej chwili ruchu sztywnego płaskiego układu prędkość v A punktu A ma wielkość równą vAl = 2/2vo Wyznaczyć i narysować dla tej chwili prędkości punktów B, C, D, E.

[image: ]
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Środek obrotu tarczy I znajduje się Prędkość kątowa:




w punkcie O (podpora przegubowa).



[image: ]





V3=0ra=2vo

Środek chwilowego obrotu O, pręta 1 leży na przecięciu linii OtA oraz ED:

_ DAl  2/2 o _ 2vo |0,A    2 a a

Vp=02a=4vo

Środek chwilowego obrotu tarczy II pokrywa się z punktem O. Zatem

VE=0m3a=6vo

Vp=Om N/10 a =2 V/10 Vo

Środek chwilowego obrotu pręta 2 leży na przecięciu linii O B oraz COm

	
12. Punkt materialny o masie m porusza się pod wpływem siły ciężkości mg oraz siły oporu kz2.



Warunki początkowe są następujące:


z(t=0)=0

ż(t = 0) = v0



Wyznaczyć max przemieszczenie punktu A i pracę po trajektorii ruchu od chwili to = 0 do t,=2 sec, dla której vk = 0.

Korzystamy z prawa ruchu (II zasada Newtona):


mz = —mg — kz2



k 2 •

z = —q--z , z — v

9 m

d . d dv dz dv dt dt dz dt dz

[image: ]
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vdv =

( k\

-z(g + -—z2) + c

\    3 m /

,                                                        V -

Z warunków początkowych wynika, że C = —O:

u2 = v.2 — 2z(g + —z2

\ w

/ ,( k, Vof - 2z( g 4---z2

\ m

Obliczamy z dla V, = 0:


0=Vo2— 2gz




2k

-3  3

--z o z m




2

mg mvn

+—z——0=0

k 2k




Podstawiamy:




mg z=y--k




a otrzymamy równanie:




y3




mg \3 m ,

.) —,vo2=0

iky / 2k




Jeżeli teraz za y3 podstawimy x, to ostatnie równanie przejdzie w równanie kwadratowe:




2 m 2

2kV°




mg 3k




3                     m2        /mu 3

I = 0, dla którego A = 2 vo4 + 4 (—- )

4k        \ 3k /




m

X1,2=4kVo




Wracając przez przyjęte podstawienia do z otrzymujemy szukane Zmax = zk:



[image: ]



Praca po trajektorii punktu jest równa:

,   ,, E, m, m - m

Lo.6k =   ^k) - ^k (to) = 2 Vk    2 V° =    2 VO

	
13. Sprawdzić, czy zadane pole sił jest polem potencjalnym, jeśli tak, to wyznaczyć potencjał pola, energię potencjalną i obliczyć pracę od punktu A do B.



F = (9x2lnx — 2xy3, 1 — 3x2y2, 3z2 — 1) 4(1, 0, 2), B(e, 2, 0)

Sprawdzamy warunki Schwartza:

g20Q g20POR0Q0R_

= —6xy2=- = — 6xy2, —- = 0 = —— = 0, —- = 0 = —— = 0 dy            0x           oz oz      oz oy

d V


/ fdx



P = 9x2lnx — 2xy3 = -r— ox

Q = 1 - 3x2y2_4V

R_322_1=4Y

oz

V(x,y,z) =f9x2Inxdx - x2y3 + cp(y,z) = 3x3lnx - x3 - x2y3 + cp(y,z)

2V=-3x2y+4*=13x2y2 / ^dy

dy           Sy

(p(y,z) = y+ (z)

V(x, y,z)=3x31nx—x3-x2y3++y+(z) 0V dy 2 i ,,

--=-—= 3z — 1 / «z d z dz

\l/(z) = z3 - z + Vo

V(x, y, z) = 3 x3 In x - x3 - x2 y3 + y + z3 - z + Vo

Ep= — V= — 3x3lnx+x3+x2y3- y— z3+z- yo

LAB=Vs-Va=(3e3-e3-8e2+2+Vo)-(-1+8-2+V)=2e3—8e2-3

	
14. Sztywny pręt AB poruszany jest przez korbę O C. Wyznaczyć prędkość i przyśpieszeniepunktu M pręta AB, jeżeli o(t)=3t2 [rad], |AC|=|CB|=|OC|=15 [cm], |AM|=20 [cm].

Rozwiązanie
[image: ]




kM (1) = — 601 sin (3 t2) M N (1) = 1201 cos (312)

( XM (0 — — 60 sin (3 t2) — 36012 cos (3 t2)

Mi (t) = 120 cos(3 t2) — 72012 sin (312)

	
15. Na końcach nierozciągliwej nici (o długości /), przerzuconej przez krążek umocowany w narożu klina, podwieszone są masy m i m2- Wyznaczyć przyśpieszenie obu mas i naciąg nici.



Dane: m,, m2, l, H, a.

Równanie więzów:

x, + l - y2 = h. = *, = 2, K, = 2 czyli a, = a2
[image: ]

m2a2

mg sina + m,a, = S

m2g = S + m2a2


m2g — m2a2 = mgsina + m,a.

(m + m2) a, = mg—mgsina

m, —m,sina

a = a2 = 9-----;-----

niy + m2

m.m2 _

5 = g——1 2 (1 + sina) m + m2

	
16. Sprawdzić, czy układ sił działających na sztywny układ prętowy jest w równowadze.
[image: ]



Przedstawiony układ prętowy składa się z dwóch tarcz połączonych wspólnym przegubem P. Rysujemy plan przemieszczeń.
[image: ]

Piszemy równanie zasady prac wirtualnych:

ó L = 18 Or - 3- 6 ó0 = 5O(18 - 18) = 0 V d0

Zadany układ sił jest w równowadze, zaś układ prętowy w równowadze niestatecznej.

	
17. Stożek ścięty obraca się wokół osi l z prędkością kątową 0=2t



Wzdłuż wyżłobionego rowka na pobocznicy porusza się punkt ze stałym przyśpieszeniem a0 względem stożka. Obliczyć prędkość i przyśpieszenie bezwzględne punktu w chwili t, jeżeli w chwili początkowej punkt ruchomy zajmował położenie Ao i miał prędkość względną równą zeru.

[image: ]



vW=(-3t+C C2( 4t + C3) vA(t=0)=0=c,=c,C,=0


vw = Pa = (—3t, 0, 40




m

sec




/ fdt



/ 3                      \

p a = ( — 2 t2 + dt, d2, 2t2+d3) [m] pA(t = 0) = (5, 0, 0) = d = 5, d2 = 0

(5 -312, o, 212

(p = co = 2t /^dt cp(t) = t2 + cp0

cp (t = 0) = 0 = cp0 = 0

cp (t) = t2 [rad]

rA = PA


COS t2




yA> =




ZA




sint2




— sint2 0

cos t2 0

0     1
[image: ]





0
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sini2, lt2




v= rA = \_ — ?>tcost2 + (313 — 101)sint2, — 31sint2 + (101 — 313)cost2, 41]

a A = rA = [(1512 — 10) sin t2 +(61- 20 2 — 3) cos i2, (10 — 1512) cos t2 +

+ (6t4 - 20i3 - 3)sint2, 4]

	
18. Łuk kołowy obciążony jest obciążeniem ciągłym promieniowym o intensywności q (cp) = qo sin 2 cp. Wyznaczyć siły reakcji podporowych.



Ponieważ obciążenie zewnętrzne jest asymetryczne, to reakcje VA i VB muszą być zerowe. Z sumy rzutów na oś X wyznaczymy reakcję HA.

[image: ]

P=T




—HA+ Sq() cos pRdp=0

p=0 7/2

Ha = 2R J qosin2o cos (pdcp o

	
19. Czym jest elipsa bezwładności dla jednorodnego kwadratu o boku a i gęstości p0 = const?

[image: ]





Główne centralne osie bezwładności (cała płaszczyzna)

Ponieważ elipsa bezwładności jest opisana na głównych centralnych osiach bezwładności, to dla kwadratu jest ona kołem o promieniu

[image: ]
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20. Podać własności macierzy przejścia i na tej podstawie uzupełnić brakujące elementy dla zadanej macierzy przejścia; narysować obrócone względem siebie układy współrzędnych dla podanej macierzy oraz obliczyć iloczyn skalarny wektorów a i b, przy czym:



a =2e—ez
[image: ]

Rozwiązanie

Elementami macierzy przejścia są cosinusy kątów zawartych pomiędzy osiami obu obróconych względem siebie układów współrzędnych:

a,; = COS ( X,', X; ), —1<0;<1 lJ             \   * J /

Iloczyn dwóch wierszy (kolumn) jednoimiennych jest równy jedności, zaś iloczyn dwóch wierszy (kolumn) różnoimiennych równy zeru. Wyznacznik z macierzy przejścia jest równy +1:
[image: ]
[image: ]
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Obliczenia w układzie Oxyz:
[image: ]

a-b = 2-4+ l(-2) = 6


	
21. Omówić jedną z wybranych metod numerycznego wyznaczenia ruchu punktu, jeżeli:



ms = F(s, ś, t), to < t < tk

	
< s (t = 0) = so s(t = 0) = $o



s = 1 F(s, ś, t) =f(s, ś, t) m

Ponieważ ś = v, to ś = v.


A zatem mamy:



v = f(s, V, t)

Jest to układ dwóch równań różniczkowych pierwszego rzędu z warunkami początkowymi:

s(t0 = 0) = so

.(to=O)=o

Pochodne zastępujemy ilorazem różnicowym stosując np. krok w przód:

K. ___ K.

= 1tAt ‘ =0,= S+1=8+A tvi

v, E Lit. Vi =f(si’ vi’ t)=v41=0,+ A v,, t)


Wykonujemy kolejne kroki obliczeń:



i = 0

Sy = Śo + AtV0

vl = vo + A tf(so, vo, to), to = 0

i= 1

s2 =  + A tv,

v2 =   + A tf(sv v,, tj, — t0 + A t = A t

Obliczenia kończymy dla czasu t = tk.

	
22. Dla jakiej wartości q=? zadany płaski układ sił redukuje się do wypadkowej w punkcie A?

[image: ]





Aby zadany układ sił redukował się w punkcie A do wypadkowej, to jego moment liczony względem tego punktu przy niezerowej sumie musi być równy zeru:

P

Ma =4Pa+6Pa-92aa=0=4=5 —

	
23. Korzystając z własności głównych osi bezwładności wyznaczyć dla obszaru płaskiego kąty określające położenie głównych osi bezwładności w punkcie O.

[image: ]





Osie r/ - główne osie bezwładności

J, = Jx cos2 • + J, sin2 • - Jxy sin 2 • = Jmin

Warunkiem istnienia ekstremum funkcji jest zerowanie pierwszej pochodnej: — 2JX cos • sin • + 2 J, sin • cos • — 2 Jxy cos 2 • = 0


dJ, d •



(J, — Jx) sin 2 • = 2 Jxy cos 2 •


tg 2 =




2 Jxy J,- J,




1

P = 2 arctg




2Jxy



Ten sam wynik uzyskany z warunku, że moment dewiacji w układzie głównych osi bezwładności jest równy zeru:

6,= -2(,-Jsin24+J,,cos24=0


tg2o=




2Jxy J,-J,



	
24. Układ złożony z dwóch mas połączonych sprężynami wykonuje małe drgania pod wpływem siły wymuszającej P(t) = Pocos 01. Wyznaczyć amplitudy tych mas i podać warunek, przy którym drgania masy M całkowicie zanikają.


m2 - m




m} = M




m       *2              P(), k,

e-wwwwO-WW

VVVVVVVVVV\VVyVVVVVVVVVVVI

>vięzy gładkie




k,





Analizowany układ posiada dwa stopnie swobody, zatem dwie współrzędne uogólnione x,(t) i X2(t) opisują jego ruch (drgania). Zapiszmy prawo ruchu dla obu mas:

—kX1+k2 (X2 — X1) + Po cos (0t) m, = ~^X2 - Xl)

a dalej

M X, + k, X, — k2 (x2 —    = Po cos (0t)

mx2 +k2(x2 — X1) = 0

W przypadku małych drgań ruch mas jest harmoniczny:

x,(t) = A1cos(0t)

X2(t) = A2cos(® t)

zatem

X, = — 02x1> X2 = — 02x2

	
i po podstawieniu do układu równań otrzymamy:



(-Me2+k,+ k2).A, cos(01) — kA,cos( t) = Po cos (01)

	
— k2A,cos(t) + (— me2 + k2)Acos(t) = 0



Zatem na poszukiwane amplitudy drgań mamy następujący układ równań:

( — M e2+k,+ k2)A, — k2A2 = Po

— k2Al + (— me2 + k2)A2 = 0

A _________P0(-m@2 + k2)________

	
1 (— me2 + kt +k2)(— me2 + k2) — k22



j __________________Po k,_________________

	
2 (-Me2+k,+k2)(-me2+k2)-k22



Ruch masy M zanika dla A, = 0, czyli k2 = m 02. Własność tę wykorzystuje się w budowie maszyn dla tłumienia drgań.

25. Dla luku jednorodnego o gęstości p0 = const, będącego czwartą częścią okręgu, wyznaczyć główne centralne momenty bezwładności:

[image: ]
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x = a cos (p




y = a sin cp




x‘= — a sin cp y' = a cos (p




dl = • x'2 + y'2d cp = ad (p



Wyznaczamy środek masy:

S, xo = yo = — m

Ta

m=Po2

Sx =\poydl= Poa2jsinodo= poa2 c                      0


Xo = yo =




2 Po a2 Po71(1




2a

T



Zadany układ posiada oś symetrii y = x, do której należy środek masy:

[image: ]



Osie i no są głównymi centralnymi osiami bezwładności, ponieważ J^ono = 0. Obliczenie momentów bezwładności i momentu dewiacji w układzie Oxy:

T

2 177 3

Jx = J, = f Po x2 d l = Po! a c°s2 (pd(p = poa2-- = — p0

T

. ,, .2sin2o, 1 ,

dxy = }PoXydl = poa ]—5—d(p = — poai

c                     0    2            2

Główne centralne momenty bezwładności:

Jio = J cos2 45° + J, sin2 450 - J, sin 90° =74Po -2apo=P(t-2)a3= Jmx

p, i na /2a   /\2 Poi .   16 \ ,

J0=4(+2)a ~ P°^l \Tt      =4(+2 w)a =Jnin
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