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ROZDZIAŁ I

O CHARATERZE ODERWANYM MATEMATYKI

Studyując matematykę, możemy się łatwo rozczarować i to właśnie w początkach naszych studyów. Nauka ta ma doniosłe zastosowania, metody jej odznaczają się wielką ścisłością, a pojęcia, któremi ona operuje, są pod względem teoretycznym bardzo interesujące. Wiedząc o tym, spodziewamy się natrafić od-razu na ciekawe zagadnienia i metody. Powiadają nam, że dzięki matematyce zważono gwiazdy i przeliczono cząsteczki w kropli wody. A tymczasem ta wielka nauka opiera się wysiłkom naszej myśli, nie daje się opanować, to zaś, co z niej w początkach pozna-jemy, wcale nie odpowiada wysokiemu o niej mniemaniu.

Sądzę, że przyczyna rozczarowań leży w tern, iż nie staramy się w szkole o jasne i proste przedstawienie zasadniczych pojęć matematyki. Należałoby je wyłuskać z tej szczególnej szaty, w którą zostały przybrane w celu ścisłego wykładu. Dziś nieszczęsny

Wstęp do matematyki.                            1 uczeń z wielkim wysiłkiem poznaje moc szczegółów i szczególików, nie oświetlonych z żadnego ogólnego stanowiska Sprawność, opanowanie strony technicznej jest niezbędnym warunkiem pożytecznej pracy umysłowej, i w tym sensie można powiedzieć, że do wiedzy nie masz drogi królewskiej. Zapoznanie tego faktu byłoby błędem, ale równie wielkim błędem jest skupienie uwagi wyłącznie na stronie technicznej nauki i unikanie pojęć i stanowisk ogólnych. Ta droga jest drogą pedantów.

W książeczce tej nie mam zamiaru uczyć matematyki; chcę tylko dopomódz początkującym do zoryentowania się, o co tej nauce chodzi, i dlaczego stanowi ona konieczną podstawę wszelkiego ścisłego badania zjawisk przyrody. W dalszym ciągu będę czasem mówił o szczegółach odnoszących się do pewnych dziedzin matematyki, postaram się jednak uczynić całość rozumowania zrozumiałą nawet dla tych, któizy tych lub owych symbolów czy działań matematycznych nie znają. Symbole będą mi potrzebne tylko do ilustrowania rozumowań.

Pierwszą znajomość z matematyką zawieramy za pośrednictwem arytmetyki, to też na przykładzie arytmetyki najlepiej możemy sobie uprzytomnić cechy charakterystyczne tej nauki. Najpierw uderza nas fakt, że twierdzenia arytmetyki możemy stosować do

wszelkich przedmiotów: do wrażeń zmysłowych, do pojęć, do gruszek równie dobrze jak do aniołów. Jakiekolwiek przedmioty mamy na myśli, zawsze pozostaje słusz-nem, iż dwa a dwa jest cztery. Przedewszyst-kiem tedy możemy zanotować, jako cechę charakterystyczną matematyki, że operuje ona własnościami i pojęciami, które dają się zastosować do przedmiotów jako takich, niezależnie od uczuć, wrażeń czy wzruszeń, które z niemi łączymy. To właśnie mamy na myśli, gdy nazywamy matematykę nauką oderwaną.

Dzięki swemu charakterowi oderwanemu matematyka jest i zawsze będzie jedną z najważniejszych dziedzin myśli ludzkiej. Warto zastanowić się, dlaczego objaśnienia porządku zdarzeń stają się coraz bardziej matematycz-nemi.

Wszystkie zdarzenia są ze sobą związane: widząc błyskawicę oczekujemy grzmotu, słysząc szum wichru, oczekujemy fal na morzu i t. d. Wszędzie panuje ład, tak iż opierając się na spotrzeżeniu jednych zjawisk, możemy przewidzieć, iż nastąpią pewne inne zjawiska. Postęp nauki polega na spostrzeganiu związków między zjawiskami i na wykazywaniu, iż wszystkie zjawiska tego wiecznie zmieniającego się świata są tylko przykładami pewnych związków ogólnych, zwanych prawami. Celem myślenia naukowego jest wyszukanie pierwiastków ogólnych i stałych w zjawiskach poszczególnych i zmiennych. Że jabłko spada, że planeta krąży dokoła słońca, że atmosfera trzyma się ziemi — wszystko to są, w oczach nauki, różne przykłady jednego prawa ciążenia powszechnego. Myśli nowożytnej chodzi o to, by rozgmatwać najbardziej zawiłe i znikome zjawiska i rozpoznać w nich przykłady stałych praw.

Jakie prawa czynią zadość tym ideałom nauki? Wiedza nasza o świecie otaczającym opiera się na czuciach. Widzimy, słyszymy, odczuwamy gorąco i zimno, doznajemy wrażeń dotykowych. Są to wszystko nasze osobiste czucia; mój ból zębów jest moim bólem i niczyim więcej. Ale przyczynę tych czuć upatrujemy w związkach między przedmiotami, tworzącemi świat zewnętrzny. To też dentysta wyrywa ząb, nie ból. Staramy się nawet wyobrazić sobie świat jako jeden szereg powiązanych z sobą przedmiotów, który stanowi wspólne podłoże dla wszystkich postrzeżeń wszystkich ludzi. Niema jednego świata dla moich czuć, innego zaś dla czi ' innych ludzi. Świat jest jeden i wszyscy w nim istniejemy. Ząb jest jeden dla dentysty i jego pacyenta. Tak samo słyszymy i dotykamy tego świata, który widzimy.

Łatwo pojąć, iż potrzebny nam jest taki sposób opisywania związków między przedmiotami zewnętrznymi, któryby nie zależał ani od poszczególnych czuć, ani nawet od wszystkich czuć jakiejś osoby. Prawa, którym czynią zadość zjawiska świata zewnętrznego, należy opisać w sposób powszechny, jeden dla wszystkich ludzi: głuchych czy ślepych, przeciętnych czy obdarzonych zdolnościami niezwykłemi.

Jeśli jednak pominiemy nasze czucia, to śród pozostałego materyału myślowego najbardziej jasnemi, określonemi i powszechnemi będą nasze pojęcia ogólne o oderwanych formalnych własnościach przedmiotów, czyli właśnie oderwane pojęcia matematyczne, o których mówiliśmy poprzednio. To też ludzkość, nie rozumiejąc może dokładnie, dlaczego to robi, zaczęła szukać dla wszechświata opisu matematycznego, gdyż tylko w ten sposó powstać może ogólne pojęcie o biegu zdarzeń, niezależne od doświadczenia poszczególnych osób ani też od poszczególnych czuć.

Zazwyczaj zapoznawano tę właściwość pojęć i metod matematyki, gdyż zapatrywano się na nią bardzo ciasno. Przebłyski tej prawdy znaleźć można u Pitagorasa, który twierdził, że liczba jest źródłem wszech rzeczy. W nowszych czasach wierzono, że ostatecznego wyjaśnienia wszelkich zjawisk szukać należy w mechanice Newtona; było to przeczucie wielkiej prawdy, że każda nauka, zbliżając się do doskonałości, staje się matematyczną w swych pojęciach.

ROZDZIAŁ II

O ZMIENNYCH

Matematyka, jako nauka, powstała wtedy, kiedy ktoś, zapewne Grek jakiś, dowiódł twierdzeń tyczących się jakichkolwiek przedmiotów, lub pewnych przedmiotów, nie wyszczególniając, o jakie przedmioty chodzi. Takie twierdzenia wypowiedziane były najpierw przez Greków w dziedzinie geometryi, to też geometrya była wielką grecką nauką matematyczną. Wieki minęły od powstania geometryi, zanim algebra na dobre zaczęła rozwijać się, jakkolwiek pewne jej zaczątki można odnaleźć w dziełach matematyków greckich późniejszego okresu.

Pojęcia jakikolwiek i pewny zostały wprowadzone do algebry przez użycie liter zamiast określonych liczb arytmetycznych. Więc, zamiast mówić 2 + 3 = 3 + 2, w algebrze mówimy ogólniej: jeżeli x i y są to dwie jakiekolwiek liczby, wówczas x + y = y + x.

Również zamiast mówić 3 > 2, mówimy ogólniej, że jeżeli x jest jakąkolwiek liczbą, to istnieje pewna liczba (albo liczby) y taka, że y > x. Przedewszystkiem zauważmy, że uogólniając w ten sposób twierdzenia arytmetyki, czynimy pewne założenia niezmiernie doniosłe zarówno dla filozofii, jak i dla matematyki, gdyż wprowadzamy pojęcie nieskończoności. Posługiwanie się literami tam, gdzie chodzi o pojęcia jakiejkolwiek albo pewnej liczby, jest bardzo dogodne. Ten sposób oznaczania powstał prawdopodobnie dzięki temu, że przez wprowadzenie cyfr arabskich usunięto inny, starodawny zwyczaj oznaczania określonych liczb za pomocą liter. Rzymianin np. napisałby rok MDCCCCXII, gdy my piszemy 1912, zachowując litery do innego użytku; zresztą jest to tylko moje przypuszczenie. Natomiast muszę podkreślić, że pojęcia jakikolwiek i pewny należą do podstawowych pojęć matematyki, i że, gdy w nowszych czasach zrozumiano to, otworzyło się nowe pole do badań matematycznych.

W celu wyjaśnienia tych podstawowych pojęć, weźmy kilka prostych przykładów: (1) dla jakiejkolwiek liczby x^ —2=2+x; (2) dla pewnej liczby x, x + 2 = 3;

(3) dla pewnej liczby x, x + 2 > 3.

Przedewszystkiem wypada zanotować, jakie są możliwe znaczenia wyrazu „pewny11, którym się tu posługujemy. Ponieważ twierdzenie x + 2 = 2 + x jest słuszne dla jakiej-kołwiek liczby, więc jest prawdziwe dla pewnej określonej liczby x. W danym przypadku pojęcie pewnej liczby nie wyłącza pojęcia jakiejkolwiek liczby. W drugim przypadku istnieje tylko jedna liczba x taka, że x + 2 = 3, mianowicie liczba 1. Tutaj wyraz pewna może oznaczać jedną tylko liczbę. Ale w trzecim przypadku jakakolwiek liczba x większa od jedności daje x + 2 > 3. W tym przypadku istnieje nieskończenie wiele wartości odpowiadających pojęciu pewnej liczby. Wyrażenie pewna liczba może więc oznaczać zarówno jedną lub więcej określonych liczb, jak i jakąkolwiek liczbę.

Zastąpimy teraz twierdzenia (2) i (3) pytaniami :

(2') Dla jakiej wartości x^ x + 2 = 3? (3') Dla jakich wartości x, x + 2 > 3? Rozważając pytanie (2'), widzimy, że + 2= 3 jest równaniem, z którego łatwo znaleźć x = 3 — 2 = 1. Kiedy rozwiązywaliśmy pytanie zawarte w równaniu x + 2 = 3, zwaliśmy x niewiadomą. Celem rozwiązania równania jest wyznaczenie niewiadomej. Równania mają wielkie znaczenie w matematyce, i zdawałoby się, że pytanie (2') wyraża bardziej podstawową i zasadniczą myśl, niż początkowe twierdzenie (2). Tak jednak nie jest. Podstawowe znaczenie w matematyce ma właśnie pojęcie „zmiennej", zawarte w wyrazach „pewny" i „jakikolwiek", pojęcie zaś „niewiadomej“ w równaniu, jakkolwiek ważne, ma znaczenie drugorzędne. Jedną z przyczyn pozornej trywialności algebry początkowej jest to, że podręczniki zanadto zajmują się rozwiązywaniem równań. To samo można powiedzieć o nierówności (3') w porównaniu z twierdzeniem (3).

W większości ciekawych wzorów, zwłaszcza zawierających pojęcie „pewny“, mamy do czynienia więcej niż z jedną zmienną. Jeżeli np. rozważamy pary liczb iy, całkowitych lub ułamkowych, czyniących zadość warunkowi x + y = 1, operujemy pojęciami dwóch zmiennych x i y, pozostających z sobą w pewnym związku. Wyrażenia, zawierające dwie zmienne, bywają dwóch typów, np. (1) dla jakichkolwiek dwu liczb xiy, x + y = y + x, i (2) dla pewnych dwu liczb x i y^ x + y = 1.

W wyrażeniach drugiego typu mamy na myśli pary liczb, związanych z sobą w pewien określony i stały sposób, np. w danym przypadku, połączonych związkiem x + y = 1. Wzory pierwszego typu służyć mogą do przekształcania nieskończenie wieloma sposobami formuł drugiego typu na formuły równoważne. Np. związek x — y = 1 jest równoważny związkom:

y + x = 1, (x — y) + 2y = 1,  62—6 =6 i t. d. Zręczny matematyk posługuje się często przekształceniami równoznacznemi, wybierając najdogodniejsze do swoich celów.

Jeżeli jedna z dwu zmiennych, będących w pewnym określonym z sobą związku, jest dana, to druga niezawsze bywa przez to wyznaczona ściśle i niedwuznacznie. Np. kiedy x i y odpowiadają warunkowi = x, i kiedy =4 wówczas y może być równe ±2; widzimy więc w tym przypadku że, kiedy x posiada pewną ściśle określoną wartość, y może mieć takich wartości dwie. Również w wyrażeniu +y>1, kiedy x albo y jest dane, druga zmienna posiadać może nieskończenie wiele wartości.

Mamy tu jeszcze do zanotowania bardzo ważną rzecz. Jeżeli będziemy rozważać równanie x + y = 1, biorąc pod uwagę tylko liczby dodatnie, całkowite albo ułamkowe, i jeżeli x albo y weźmiemy większe od jedności, wtedy nie znajdziemy liczby dodatniej, która mogłaby być wartością drugiej zmiennej. W danym więc razie „obszar" zmienności x i y jest zawarty między O a 1. Przeciwnie, w wyrażeniu y2 = x, zmienne x i y przybierać mogą nieskończenie wiele wartości całkowitych, dodatnich lub ujemnych, przyczem każdej całkowitej wartości zmiennej y odpowiada zawsze określona całkowita wartość x. W ten sposób „obszar" zmienności y w zakresie liczb całkowitych, dodatnich i ujemnych, jest nieograniczony, natomiast „obszar" zmienności x jest ograniczony: prze de wszy stkiem x musi być dodatnie; następnie, aby y było liczbą całkowitą, x musi być kwadratem zupełnym: 12, 22, 32 i t. d., czyli 1, 4, 9 i t. d.

Następujący wykres znakomicie może ułatwić badanie ogólnych własności związków, zachodzących między parami liczb.
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Narysujmy dwie proste 0X i OY prostopadłe do siebie; na prostej 0X odłóżmy x jednostek (w dowolnej skali), na prostej OY—y takich jednostek. W ten sposób otrzymamy odcinek 0My mający x jednostek, i ON, mający y jednostek. Na odcinkach tych zbudujmy prostokąt OMPN; znajdziemy wtedy punkt P, odpowiadający parze liczb x i y. Każdemu punktowi na płaszczyźnie odpowiada para liczb i każdej parze liczb odpowiada punkt. Takie dwie liczby nazywamy współrzędnemi punktu. Punkty, których współrzędne zadość czynią pewnemu określonemu związkowi, możemy z łatwością zazna-czyć, kreśląc linię przechodzącą przez nie o ile wszystkie one leżą na jakiejś linii, albo też pokrywając kreskami pole, na którem wszystkie te punkty leżą.

Jeżeli związek da się przedstawić pod podstacią równania takiego, jak +y=1 albo y2 = o?, wówczas odpowiadające mu punkty leżą na linii prostej w pierwszym przypadku, na krzywej w drugim. Np. biorąc pod uwagę tylko liczby dodatnie, widzimy, że punkty, których współrzędne odpowiadają równaniu x + y = 1, leżą na odcinku AB (fig. 1), jeżeli OA = 1 i OB= 1. Odcinek AB ilustruje nam własności powyższego związku w zakresie liczb dodatnich.

Inny przykład związku dwu zmiennych widzimy w zmianach ciśnienia i objętości danej masy jakiegoś gazu (np. powietrza, pary wodnej lub gazu węglowego) przy stałej temperaturze.

Oznaczamy przez v liczbę centymetrów sześciennych objętości gazu, przez p ciśnienie, wyrażone w dynach na centymetr kwadratowy. Prawo Boyle’a, wyrażające związek między zmiennemi v i p przy stałej temperaturze, głosi, że iloczyn pv jest wielkością stałą. Przypuśćmy np., że pv = 1 (czy w prawej części równania mamy 1, czy inną liczbę, jest to rzeczą podrzędnej wagi).
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Poprowadźmy, jak na fig. 2, dwie proste OP i 0V prostopadle do siebe i na prostej 0V odłóżmy odcinek OM, przedstawiający v jednostek objętości, na protej zaś PO odcinek ON, który niech przedstawia p jednostek ciśnienia. Punkt Q, który znajdziemy kreśląc prostokąt MONQ, wyobraża nam stan gazu, o objętości v centymetrów sześciennych, pod ciśnieniem p dyn na centymetr kwadratowy. Jeżeli dla pewnej masy gazu pv = 1, wtedy każdy punkt Q, odpowiadający jakiemukolwiek stanowi tej masy gazu, leżeć musi na krzywej ABC, zawierającej wszystkie punkty, dla których pv=1, przyczem pivsą liczbami dodatniemi. Krzywa ta ilustruje nam związek, jaki zachodzi między objętością a ciśnieniem gazu. Kiedy ciśnienie gazu jest bardzo duże, punkt Q leżeć musi blizko punktu C, albo poza punktem C na części krzywej nieobjętej rysunkiem; wtedy objętość jest bardzo mała. Kiedy objętość jest duża, punkt Q leżeć będzie blizko punktu A, albo za punktem A i wtedy ciśnienie będzie bardzo małe. Przypuśćmy, że inżynier albo fizyk wiedzieć chce, jakie ciśnienie odpowiada pewnej, ściśle określonej objętości danego gazu. Mamy wtedy przypadek wyznaczenia niewiadomej p, gdy v jest wiadomą liczbą. Zazwyczaj jednak fizykowi chodzi o co innego, mianowicie o ogólne własności i zachowanie się gazu, wtedy musi znać krzywą ABC i jej ogólne własności. Innemi słowy zasadniczem pojęciem jest tu pojęcie dwóch zmiennych, czyniących zadość związkowi pv = 1. Przykład powyższy wykazuje, że pojęcie zmiennych należy do pojęć podstawowych zarówno w teoryi matematyki, jak w jej zastosowaniach.

ROZDZIAŁ III

O METODACH STOSOWANIA MATEMATYKI

Warto zastanowić się, w jaki sposób przy zastosowaniu matematyki do tych czy innych zagadnień, ukazuje się pojęcie zmiennych, czyniących zadość pewnym związkom.

Zacznijmy od najprostszych przykładów. Przypuśćmy, że koszt budowy 1 metra sześciennego muru wynosi 50 kop. i że 100 kop. stanowi 1 rb. Zakładamy, że między kosztem muru a jego objętością istnieje pewien stały związek, niezależny od różnorodnych myśli i uczuć, towarzyszących powstawaniu nowego domu. Jeśli mianowicie przez x oznaczymy liczbę metrów sześciennych muru, przez y koszt tego muru w rublach, związek ów wyrazi się w postaci x = 2y. Zastanówmy się dokładniej nad znaczeniem tego związku. Przedewszyst-kiem widzimy, że budowa domu jest zjawiskiem pod każdym względem wielce złożonem. Powyższego związku nie będziemy mogli ani

zastosować ani sprawdzić w żadnym konkretnym przypadku, jeżeli nie potrafimy najpierw wyodrębnić zjawiska budowy domu z pośród wszystkich zjawisk świata, jeżeli następnie nie będziemy mogli dokładnie wyznaczyć kosztu i objętości murów tego domu. Powtóre, powstać może pytanie co do prawdziwości tego związku. Otóż, zauważmy, że w chwili kiedy wykonywamy rachunki związane ze wzorem x = 2y, nic nas nie obchodzi, czy wzór jest prawdziwy, czy mylny w zastosowaniu do obliczenia kosztów budowy. Powiem więcej: nie obchodzi nas nic, co wogóle oznaczają liczby x i y. Mogą to być równie dobrze ilości rybaków i złowionych ryb, jeżeli każdy rybak złowił dwie ryby. Badanie matematyczne daje wyniki pewne, ale ta pewność dotyczy tylko własności związku 2y = x^ zachodzącego między dwiema zmiennemi x i y^ natomiast żadne badanie matematyczne nic absolutnie nic może nam powiedzieć, czy wzór ten można, czy nie można stosować do obliczenia kosztów budowy domu.

Wszystko to jest tak proste i oczywiste, że niemal trywialne, a jednak często spotkać można u laików mniemanie, że dość jest wykonać długi i dokładny rachunek, żeby wynik jego można było z całą pewnością stosować do zjawisk przyrody. Pamiętajmy, że wynik rozumowania poprawnego nie może być bardziej prawdziwym od przesłanek, na których się opiera. Każdy rachunek, dotyczący zjawisk przyrody, musi opierać się na jakiemś prawie przyrody, musi z tego prawa wyjść. Choćbyśmy wykonali najdokładniejszy rachunek, pozostaje zawsze do rozstrzygnięcia pytanie, czy słuszne jest prawo samo, na którem rachunki nasze opieramy. Można twierdzić z wielką pewnością, że prawo to nie jest nigdy idealnie ścisłe, a więc zdarzenie przepowiedziane na podstawie tego prawa może nie mieć miejsca. Ponieważ jednak idealnie ścisłych spostrzeżeń wykonać nie możemy, ponieważ wszystkie nasze spostrzeżenia mają tylko przybliżoną wartość, więc i prawa przyrody przez nas sformułowane mogą być pod względem praktycznym dostatecznie dokładne lubo ścisłością idealną żadne z nich odznaczać się nie może.

Zwróćmy się obecnie do konkretnego przykładu, np. do prawa ciążenia powszechnego, sformułowanego przez Newtona. Prawo to powiada, że każde dwa ciała przyciągają się wzajemnie z siłą proporcyonalną do iloczynu ich mas i odwrotnie proporcyonalną do kwadratu odległości między niemi.

Jeżeli przez Mim oznaczymy masy ciał, wyrażone w kilogramach, a przez d odległość między niemi — w kilometrach, wówczas siła, z jaką jedno ciało jest przyciągane przez drugie, jest skierowana do drugiego

Wstęp do matematyki.
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zależną od bezwzględnej wartości przyciągania i od jednostki siły. Jeżeli określimy jednostkę siły, jako ciężar masy jednego kilograma, to k wypadnie nadzwyczaj małe; jeżeli kM

założymy, że M, m i dsą równe 1,   , wy-

O

rażać będzie siłę przyciągania dwóch mas, z których każda równa jest jednemu kilogramowi i które są odległe od siebie o jeden kilometr; taka siła jest bardzo drobna.

Otrzymaliśmy teraz wzór na siłę przyciągania. Jeżeli przez F oznaczymy tę siłę, bę-mM

dziemy mieli F — k. a co daje nam związek między zmiennemi F,m,Mi d.

Wszyscy znamy anegdotę przywiązaną do tego odkrycia. Widok spadającego jabłka w ogrodzie nasunął jakoby Newtonowi pomysł prawa powszechnego ciążenia. Zapewne, ostateczne sformułowanie tego prawa powstać mogło w ogrodzie tak dobrze, jak i w innem miejscu; natomiast powinniśmy zwrócić uwagę, że zanim to prawo mogło być ściśle sformułowane, trzeba było wiele pracy przygotowawczej, wielu wysiłków różnorodnych umysłów i różnych pokoleń. Przedewszystkiem musiał powstać nałóg myślenia matematycznego i mu-siały rozwinąć się metody matematyczne, opisane w dwóch poprzednich rozdziałach, gdyż inaczej Newton nie pomyślałby nigdy o wzorze, przedstawiającym siłę, z jaką działają na siebie dwie jakiekolwiek masy na jakiejkolwiek odległości. Prócz tego musiały się stopniowo wytworzyć pojęcia naukowe siły, masy, odległości. Weźmy najłatwiejszy z tych terminów: odległość. Wydaje się nam oczywistem, że wszystkie materyalne przedmioty tworzyć mogą ściśle określoną geometryczną całość, taką, że odległości między jej poszczególnemi częściami mogą być zmierzone za pomocą jednostki długości, np. mili lub metra. Jest to niemal pierwsza cecha układu materyalnego, jaka się nam rzuca w oczy, a jednak jest ona wynikiem stopniowego rozwoju nauki geometryi i teoryi mierzenia. Nawet dziś w wielu przypadkach dogodniejsze bywają inne sposoby mierzenia, jak np. w górach, gdzie odległość wyrażamy często w godzinach drogi.

Dwa pozostałe terminy: siła i masa są trudniejsze do ujęcia. Pojęcia, które Newton wyraził za pomocą tych terminów, rozwijały się bardzo powoli, można powiedzieć nawet, że Newton był pierwszym, który opanował całkowicie prawdziwe, ogólne zasady dynamiki.

W średniowieczu, pod wpływem Arystotelesa, panowały w tej nauce błędne pojęcia.

Newton miał szczęście przyjść na świat po całym szeregu wielkich ludzi, takich np. jak Galileusz, którzy w ciągu poprzednich dwóch wieków przebudowali tę naukę i wynaleźli dla niej poprawną metodę. Newton uzupełnił ich pracę. Mając jasne i dokładne pojęcia siły, masy i odległości i rozumiejąc zarówno doniosłość ich, jak fakt, że dadzą się one zastosować do objaśnienia zarówno spadania jabłka jak ruchu planet, sformułował prawo ciążenia powszchnego i dowiódł, że wzór ten rzeczywiście zadość czyni tym pozornie różnym ruchom.

Przy stosowaniu wzorów matematycznych chodzi o to głównie, żeby mieć jasne pojęcia matematyczne i oceniać poprawnie ich znaczenie dla danych zjawisk. Najdalsi nasi przodkowie równie dobrze, jak my teraz, zdawali sobie sprawę z doniosłości zjawisk przyrody i chcieli wpływać na następstwo tych zjawisk. Ale pod wpływem pojęć bezwartościowych wykonywali zawiłe obrządki religijne, by do-pomódz urodzeniu się nowego księżyca, lub uratować słońce w czasie zaćmienia. Nie mamy powodu przypuszczać, że byli oni głupsi od nas, nie posiadano jeszcze tylko w owej epoce zasobu jasnych i trafnych pojęć, które uzbierano powoli, dzięki wysiłkom wielu pokoleń.

Stopniowy rozwój teoryi zjawisk elekro-magnetycznych doskonale ilustruje, w jaki sposób wiadomości fizyczne przybierają stopniowo formę, do której dadzą się stosować metody matematyczne. Piorun jest zjawiskiem wspaniałem, wywołującem postrach śród ludzi i zwierząt. W najodleglejszych czasach o pochodzeniu piorunów musiano tworzyć najdziksze, najbardziej fantastyczne przypuszczenia. Grecy wiedzieli, że bursztyn (po grecku elektron) przy potarciu przyciąga lekkie i suche ciała. W 1600 r. doktór Gilbert z Col-chesteru ogłosił pierwszą pracę o tym przedmiocie, która zawiera jakąś motodę naukową. Ułożył on listę ciał posiadających własności podobne do własności bursztynu; dostrzegł on też, jakkolwiek w sposób niezbyt jasny, związek między zjawiskami elektrycznemi i ma-gnetycznemi. Wiedza nasza w tej dziedzinie rozwijała się w ciągu XVII i XVIII w.; zbudowano maszyny elektryczne, otrzymano z nich iskry, wynaleziono butelkę lejdejską, za pomocą której zdołano te same zjawiska otrzymać w postaci silniejszej. Posiadano już wtedy pewien zasób wiedzy uporządkowanej, ale jeszcze nie znaleziono żadnych odpowiednich pojęć matematycznych. W 1752 r. Franklin za pomocą latawca dowiódł, że piorun jest pochodzenia elektrycznego.

Z drugiej strony od najdawniejszych czasów (od 2634 r. przed Chr.) Chińczycy posługiwali się własnościami igły magnesowej, zdaje się jednak, że nie łączyli ich z żadnemi pojęciami teoretycznemi. Wogóle zauważyć możemy, że głębokie zmiany w życiu ludzkości mają swe źródło w nauce, uprawianej bezinteresownie. bez względu na to, czy teorye jej znajdą zastosowanie. W Europie poznano kompas dopiero w końcu XII w., a zatem więcej niż w trzy tysiące lat po wynalezieniu go w Chinach. Od tego czasu nauka o zjawiskach elektromagnetycznych nabrała wielkiego znaczenia we wszystkich dziedzinach życia ludzkiego, ale tej doniosłości nie należy przypisywać skłonnościom praktycznym europejczyków, lecz przeciwnie, temu, że na Zachodzie, studyując zjawiska elektromagnetyczne, ludzie kierowali się zamiłowaniem do rozważań oderwanych i teorytycznych.

Odkrycie prądu elektrycznego zawdzięczamy dwóm Włochom, Galwaniemu w 1780 i Volcie w 1792 r. To wielkie odkrycie odsłoniło cały szereg zjawisk godnych badania. Nauka miała do czynienia z trzema grupami zjawisk pokrewnych, a jednak różnych: ze zjawiskami elektryczności „statycznej", którą otrzymano przez tarcie, ze zjawiskami magne-tycznemi i z prądami elektrycznymi. Poczynając od końca XVIII w. połączono te trzy gałęzie i utworzono spółczesną teoryę elektromagnetyczną, która przekształca obecnie życie ludzkie.

Teraz występują na widownię pomysły matematyczne. Między rokiem 1780 a 1789 Francuz Coulomb dowiódł, że bieguny magnesu przyciągają się lub odpychają z siłą odwrotną do kwadratu ich odległości, i że to samo prawo da się zastosować do ładunków elektrycznych ; rzecz ciekawa, że prawo to jest analogiczne do prawa ciążenia powszechnego. W 1820 r. Duńczyk, Oersted, odkrył działanie prądu elektrycznego na magnes i wkrótce potem prawo tego działania zostało sformułowane przez Francuza Ampćre’a, który dowiódł również, że dwa prądy elektryczne działają na siebie. „Badania doświadczalne, na mocy których Ampere ustalił prawo działania mechanicznego jednych prądów elektrycznych na drugie, należą do najświetniejszych kart nauki. Ma się wrażenie, że cała ta teorya wraz z doświadczeniami wyskoczyła odrazu w pełnej zbroi z głowy tego Newtona elektryczności. Teorya ta, doskonała pod względem formy, bez zarzutu pod względem ścisłości, została ujęta w jeden wzór, z którego można wysnuć wszystkie zjawiska, i który musi nazawsze pozostać zasadniczym wzorem elektrodynamiki."1

Doniosłe prawa indukcyi elektrycznej odkrył Michał Faraday w 1831 i 32 r. Gdy pytano go, jaki może być pożytek z jego odkrycia, odpowiedział: „jaki jest pożytek z dziecka? wyrasta na męża". Dziecko Faraday’a wyrosło rzeczywiście na męża i stanowi podstawę nowożytnych zastosowań elektryczności. Faraday przekształcił też teoretycznie pojęcia nauki; jego pomysły, narazie niezrozumiałe dla uczonych, zostały rozszerzone i ujęte w formę matematyczną przez Clerka Maxwella w 1873 r. Opierając się na rozważaniach matematycznych Maxwell przewidział, że w pewnych warunkach drgania elektryczne powinny się rozchodzić, i wypowiedział myśl, że drgania świetlne są natury elektrycznej. Te jego przypuszczenia sprawdziły się i dziś teorya światła jest gałęzią nauki o elektryczności. Niemiec Hertz, w 1888 r., opierając się na pomysłach Max-wella, otrzymał fale elektryczne. Jego doświadczenia stanowią podstawę wynalazku telegrafu bez drutu.

W ostatnich latach poczyniono odkrycia jeszcze bardziej zasadnicze i cała ta gałąź wiedzy nabiera coraz większej doniosłości teoretycznej i praktycznej.

Jak widać z tego krótkiego szkicu historycznego, na gruncie doświadczenia powstają ważne pojęcia teoretyczne, które z kolei pobudzają do nowych doświadczeń. W ten sposób mnóstwo poszczególnych i często pospolitych zjawisk stapiamy powoli w jedną konkretną teoryę naukową, w której wychodzimy z kilku prostych, założonych przez nas praw, i za pomocą oderwanych rozważań matema-

tycznych otrzymujemy wyjaśnienia zawiłego biegu zdarzeń.

Możemy wznieść się na ogólniejsze stanowisko i rzucić okiem na rozwój fizyki matematycznej, jako pewnego działu myśli naukowej. Jaki był jej rozwój w najogólniejszych zarysach ? Nie powstała ona jako jedna nauka, ani też nie była wytworem jednej grupy ludzi. Pasterz chaldejski obserwował niebo, urzędnik państwowy w Mezopotamii czy Egipcie mierzył pola, kapłani i filozofowie rozmyślali o istocie Wszechrzeczy. Zdawało się, że zjawiska przyrody przypisać należy siłom niepojętym, tajemniczym. Pewną prawidłowość zdarzeń spostrzegano już wówczas, ale nie umiano wykryć dokładnie ich związków wzajemnych, nie wiedziano nawet, jak się do tego zabrać. Conajwyżej mogły powstać niepowiązane z sobą spekulacye albo pewne, mniej lub więcej szczęśliwe przypuszczenia co do istoty zjawisk.

Tymczasem pomiary pól dały początek geometryi, a spostrzegania zjawisk niebieskich ujawniły pewną prawidłowość w układzie słonecznym. Uczeni greccy z późniejszej epoki, np. Archimedes, mieli poprawne pojęcia o zasadniczych zjawiskach hydrostatyki i optyki. Archimedes, który łączył genjusz matematyka z intuicyą fizyka, może uchodzić narówni z Newtonem za jednego z założycieli fizyki matematycznej. Mieszkał on w Syrakuzie na Sycylii. Gdy Rzymianie obiegli to miasto (210—212 r. przed Chr.), Archimedes miał spalić ich okręty, ogniskując na okrętach promienie słoneczne za pomocą zwierciadeł. Podanie to, bardzo zresztą nieprawdopodobne, dowodzi, jak wysoko cenili współcześni wiedzę jego w dziedzinie optyki. Archimedes zginął po zdobyciu miasta. W życiorysie Marcellusa opowiada Plutarch, że legionista rzymski znalazł Archimedesa zatopionego w badaniu figury geometrycznej, którą wykreślił na piasku; uczony nie usłuchał rozkazu żołdaka i został zabity. Trzeba dodać, że wodzowie rzymscy przed szturmem nakazali żołnierzom zachować Archimedesa przy życiu. Istnieje inna legenda bardzo prawdopodobna, przypisująca mu pewne odkrycie godne jego geniuszu. Opowiemy ją szczegółowo, jako doskonały przykład tego, jak się stosuje pojęcia matematyczne do fizyki.

Król Syrakuzy, Heron dał pewną ilość złota złotnikowi, aby zrobił mu koronę. Podejrzewając, iż złotnik ukradł część złota i zastąpił ją pośledniejszym metalem, posłał Heron koronę Archimedesowi i prosił o zbadanie sprawy. Dziś mielibyśmy mnóstwo sposobów chemicznych badania, za czasów Archimedesa jednak żadnej odpowiedniej metody nie znano. Rozwiązanie zadania przyszło na myśl wielkiemu uczonemu, gdy siedział w kąpieli; wyskoczył z niej i biegł przez ulice miasta do pałacu, wołając: „heureka, heureka"! (znalazłem, znalazłem). Dzień ten, gdyby był znany dokładnie, powinien być obchodzony uroczyście, jako dzień urodzin fizyki matematycznej. Archime-des uczynił wielkie odkrycie; spostrzegł on, że ciało zanurzone w wodzie zostaje wypchnięte przez wodę do góry z siłą równą ciężarowi wody wypartej przez ciało. Prawa tego dowieść można teoretycznie, wychodząc z założeń matematycznych hydrostatyki; można też
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Rys. 3.


sprawdzić je doświadczalnie. Tak więc, jeżeli ciężar korony w powietrzu wynosi W kilogr., ciężar wody wypchniętej przez koronę wynosi w, to dla podtrzymania korony zanurzonej w wodzie potrzeba siły równej W—w. Otóż tę siłę łatwo wyznaczyć z całą dokładnością, jeżeli ciało zawieszone na ramieniu wagi zanurzymy w wodzie (rys. 3). Jeżeli na prawą szalkę położyliśmy ciężar F kilogr., który wagę zrównoważył, tedy ciężar pozorny korony zanurzonej w wodzie wynosi F kilogr., a więc

F = W — w

czyli w = W — F

W i F możemy wyznaczyć ze znaczną dokładnością przez ważenie, poczem stosunek W

„ wyznaczamy z równania (1). Jest to stosunek ciężaru korony do ciężaru wody tej samej objętości. Stosunek ten dla danego mate-ryału pozostaje stałym, niezależnym od kształtu przedmiotu, zrobionego z tego materyału. Stosunek ten nosi nazwę ciężaru właściwego ciała. Chcąc tedy dowiedzieć się, czy korona była istotnie zrobiona z czystego złota, Archimedes mógł wziąć kawał złota i wyznaczyć jego ciężar właściwy, jak również ciężar właściwy korony. Jeżeli obie te liczby były równe, korona była złota, gdyby zaś okazały się nierówne, byłby to dowód, że złotnik dodał pewną ilość pośledniejszego metalu. Całe to rozumowanie przytoczyliśmy szczegółowo, jako najstarszy przykład stosowania pojęć matematycznych do fizyki, a zarazem, jako doskonałą i prostą ilustracyę tego, jakie muszą być po wszystkie czasy duch i metoda nauki.

Śmierć Archimedesa z rąk żołdaka rzymskiego jest symbolem doniosłego przewrotu historycznego: panowanie nad światem europejskim przechodzi z rąk Greków, rozmiłowanych w wiedzy teoretycznej i abstrakcyjnej, do rąk praktycznych Rzymian. Lord Beacons-field tak kiedyś określił człowieka praktycznego: „jest to człowiek, który popełnia te same błędy, co jego przodkowie". Rzymianie byli wielkim narodem, ciążyło jednak nad niemi przekleństwo praktyczności, która jest zawsze bezpłodna. Nie udoskonalili oni wiedzy swych przodków, poprzestali na drobnych udoskonaleniach w dziedzinie techniki. Nie byli dość marzycielami, aby stworzyć nowe punkty widzenia, które dałyby im panowanie nad siłami przyrody. Ani jeden Rzymianin nie zginął dlatego, że był zatopiony w badaniu figury geometrycznej.

ROZDZIAŁ IV

O DYNAMICE

Greccy twórcy fizyki matematycznej doczekali się następców dopiero po ośmnastu wiekach. W XVI i XVII w. dwaj wielcy Włosi: artysta Leonardo da Vinci, (ur. 1452 r., um. 1519 r.) i Galileusz (ur. 1564, um. 1642 r.), odkryli powtórnie znany już Archimedesowi związek między oderwanemi pojęciami mate-matycznemi a doświadczalnem badaniem zjawisk przyrody.

Przez ten czas matematyka rozwijała się, jakkolwiek powoli; nagromadzono też sporo dokładnych spostrzeżeń astronomicznych, wskutek czego badacze włoscy znaleźli się w położeniu o wiele szczęśliwszem, niż ich poprzednicy. Indywidualizm i samodzielność, właściwe tej epoce, skłaniały myślicieli do przeprowadzenia własnych obserwacyi i doświadczeń. Jest rzeczą charakterystyczną dla tej epoki, że filozof Galileusz sam wykonywał doświadczenia np. nad spadkiem ciał. Istnieją zawsze ludzie czynu i ludzie myśli. Fizyka matematyczna jest wytworem epoki, w której wielu łączyło skłonność do czynu ze skłonnością do rozmyślań.

Doświadczenia Galileusza nad spadkiem ciał stanowią epokę w nauce; dzięki nim wytworzyły się pierwsze pojęcia dynamiki. Chodziło o to, czy ciała, mające różne ciężary, spadają z tej samej wysokości w ciągu równych okresów czasu. Dotąd sądzono zgodnie z Arystotelesem, że ciało cięższe spada prędzej ; Galileusz twierdził przeciwnie, że wszystkie ciała spadają jednakowo, tj. w tym samym czasie, i dowiódł tego, opuszczając różne ciała ze szczytu wieży Pizańskiej. Pozorne wyjątki od tego prawa powstają skutkiem oporu powietrza, który w pewnych przypadkach może być większy niż w innych.

Udatne doświadczenia Galileusza nie były dziełem trafu, lecz raczej wynikiem poprawnych pojęć o masie i bezwładności, które Galileusz wytworzył. Pierwsze prawo ruchu w sformułowaniu Newtona brzmi, jak następuje: każde ciało pozostaje w stanie spoczynku lub ruchu jednostajnego po prostej, chyba, żeprzez siły,działające na nie (z zewnątrz) zostało zmuszone do zmiany swego stanu. Prawo to jest czemś więcej, niż suchą formułką, jest to hymn tryumfu nowożytnej wiedzy. Zrozumiemy dokładniej, o co spierał się Galileusz ze swoimi przeciwnikami, jeżeli z prawa tego usuniemy wyrazy „...lub ruchu jednostajnego po prostejOtrzymamy wtedy formułkę Arystotelików: „każde ciało pozo-staje w stanie spoczynku, chyba, że przez siły, działające na nie (z zewnątrz) zostało zmuszone do zmiany swego stanu". To drugie, błędne sformułowanie prawa ruchu powiada, że ciało, nie poddane działaniu siły, pozostaje w spoczynku, że zatem, o ile ciało się porusza, potrzebna jest siła do podtrzymania tego ruchu. Gdy więc usuniemy siłę, ustać musi ruch. Newton staje na stanowisku wręcz przeciwnem. Według niego, gdy na ciało nie działa żadna siła, ciało znajduje się w stanie ruchu jednostajnego po prostej; jeżeli zatem mamy do czynienia z ruchem jednostajnym po prostej, nie mamy potrzeby szukać żadnej zewnętrznej siły, która powodowałaby, lub jeśli kto woli, stale towarzyszyłaby temu ruchowi. Stan spoczynku jest tylko szczególnym przypadkiem takiego ruchu jednostajnego, mianowicie, gdy prędkość jest i pozostaje równa zeru. Mając tedy do czynienia z ciałem poruszającem się, szukać będziemy wpływów zewnętrznych tylko w takim razie, jeżeli trzeba wytłumaczyć zmianę prędkości, czy to pod względem jej kierunku czy wartości. Dopóki prędkość ciała zachowuje stałą wartość i stały kierunek, nie mamy potrzeby poszukiwać żadnych sił zewnętrznych.

Różnicę między tymi dwoma punktami widzenia można dobrze uwidocznić na przykładzie ruchu planet. Polak Kopernik urodzony w Toruniu, w Prusach królewskich (1473-1543), wykazał, że dogodnie jest przyjąć, iż planety wszystkie, w tej liczbie i ziemia, poruszają się dokoła słońca po drogach prawie kołowych; Niemiec Kepler dowiódł w 1609 r., że drogi planet są, mniej więcej, elipsami*. Na-

6ih.(fćitszywa. hipoteza)
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Rys. 4.


tychmiast powstało pytanie, jakie siły utrzymują planety w tym ruchu. Kepler stał na starem, błędnem stanowisku Arystotelików i uważał, że potrzebna jest siła do zachowania stałej prędkości. To też poszukiwał on siły, działającej w kierunku stycznej do elipsy, jak wskazano na rys. 4. Natomiast z punktu

* Rodzaj krzywych, o których pomówimy obszerniej w rozdziale X.

Wstęp do matematyki. widzenia prawa Newtona planeta poruszałaby się jednostajne po prostej, a więc oddaliłaby się zupełnie od słońca, gdyby nie działała na nią żadna siła. Wskutego tego Newton musiał poszukiwać siły, która wywołuje zakrzywienie drogi planety i zmusza ją do krążenia dokoła słońca po elipsie. Dowiódł
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on, że siła ta musi być skierowana ku słońcu, jak na rys. 5. Siłą tą jest przyciąganie słońca, odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odległości, jak wspomnieliśmy poprzednio.

Nauka mechaniki powstała u Greków z teoryi dźwigni i z różnych zagadnień związanych z ciężarem ciał. Prawdziwe podstawy tej nauki stworzono w XVI i XVII w., chcąc wytłumaczyć spadek ciał i szczególnie chcąc stworzyć teoryę naukową ruchu planet. Obecnie jednak dynamika ma wyższe ambicye, rości bowiem pretensye do miana zasadniczej nauki o przyrodzie, wszystkie zaś inne nauki przyrodnicze mają być tylko jej gałęziami. Według tego poglądu, różne własności rzeczy, dostrzegalne dla zmysłów, są to tylko nasze szczególne sposoby odczuwania zmian w położeniu cząstek ciał w przestrzeni. Przypuśćmy np., że mamy przed sobą starą katedrę. Stała ona tu od wieków, stara i nieruchoma, lecz według nowożytnych teoryi ta jej szara barwa jest tylko naszym sposobem odczuwania niezmiernie szybkich ruchów cząsteczek, które tworzą zewnętrzną powierzchnię katedry i wprawiają w drganie eter. Przypuśćmy, że dotykamy ręką chłodnych ścian katedry; znów mamy do czynienia tylko z naszym sposobem odczuwania ruchu ciepła od ręki ku ścianie lub od ściany ku ręce, a według współczesnej nauki ciepło polega na ruchu cząsteczek ciała. Przypuśćmy, że w katedrze zagrały organy; i znów dźwięk jest tylko skutkiem fal powietrza, uderzających o bębenek ucha naszego.

Jeśli tedy próbujemy podać mechaniczne objaśnienie zjawisk, czynimy to w postaci twierdzeń, których formą ogólną jest: pewne ciało było w tern a tern miejscu, obecnie zaś znajduje się w innem oznaczonem miejscu. Dochodzimy w ten sposób do zasadniczego pojęcia nauki współczesnej, że wszystkie nasze czucia wynikają z porównywania zmiennych ukształtowań rzeczy w przestrzeni w różnych chwilach czasu. Stąd wynika, że podstawowemi prawami fizyki są prawa ruchu, czyli prawa według których zmieniają się ukształtowania przedmiotów. Jeżeli w życiu codziennem mówimy o jakimś przedmiocie, np. o krześle, mamy na myśli coś, co widzieliśmy, lub w ogóle w jakiś sposób postrzegaliśmy, jakkolwiek sam fakt istnienia nazw dowodzi, że czasem nawet w życiu codziennem myślimy o przedmiotach jako o czemś, istniejącem niezależnie od naszych indywidualnych czuć i postrzeżeń W fizyce matematycznej sposób myślenia jest odmienny. Myśląc np. o krześle, fizyk nie rozważa wcale jego związku z czyimkolwiek wogóle sposobem postrzegania. Dlatego to krzesło może stać się dla fizyka zbiorem cząsteczek w przestrzeni, zbiorem elektronów lub pewną ilością eteru, będącego w ruchu i tp. Z punktu widzenia nauki krzesło staje się zbiorem przedmiotów, poruszających się w przestrzeni i wpływających wzajemnie na swoje ruchy. Badając warunki powstania jakiegoś zjawiska, fizyk poszukuje długości linii, wielkości kątów, pól i objętości, t. j. rzeczy, za pomocą których można wyznaczyć położenie ciał w przestrzeni. Oczywiście, że badając ruch, lub wogóle zmianę, musimy prócz tych czysto geometrycznych elementów brać pod uwagę miarę zmiany tych elementów, a więc prędkości liniowe, kątowe, przyśpieszenia i t. p. Fizyka matematyczna ma do czynienia ze związkami między liczbami zmiennemi, które, jak zakładamy, odpowiadają związkom istniejącym w naturze między miarami tych elementów geometrycznych i prędkościami ich zmian. W każdym razie w prawach matematycznych mamy zawsze do czynienia ze zmiennemi; określone liczby podstawiamy tylko przy doświadczalnem sprawdzaniu tych praw, lub wówczas, gdy stosujemy je do przepowie-dzenia jakiegoś zjawiska.

Rzecz ciekawa, że taki abstrakcyjny świat fizyki matematycznej, w którym rozważamy tylko położenia i kształty rzeczy oraz zmiany tych położeń i kształtów, że świat taki wystarcza w zupełności do „objaśnienia" naszych czuć. Gdy słyszymy dźwięk, znaczy to, że cząsteczki powietrza zostały w pewien sposób poruszone, i odwrotnie: o ile wywołane zostały t. zw. fale głosowe, każdy normalny człowiek słyszy dźwięk. W taki sam sposób każdemu naszemu czuciu towarzyszy zawsze określona przyczyna fizyczna (lub, jeśli kto woli, równoległe zjawisko fizyczne). Zdaje się, że nawet myśli nasze odpowiadają pewnym procesom mózgowym: wystarczy uszkodzić mózg, aby uszkodzić myślenie. Otóż zjawiska tego świata fizyki następują po sobie według praw matematycznych, nie mających nic wspólnego z naszemi indywidualnemi czuciami, myślami i wzruszeniami.

Taki jest w ogólnych zarysach stosunek świata fizyki matematycznej do naszego świata duchowego. Nad zagadnieniem tego stosunku dwóch światów wiele już dysputowano. Nie możemy na tern miejscu roztrząsać sprawy obszerniej, poprzestaniemy tedy na jednej uwadze. Całe to zagadnienie powstało stąd, że dla „objaśnienia" naszych indywidualnych czuć i wzruszeń chciano stworzyć świat zewnętrzny, niezależny od poszczególnych czuć poszczególnych osobników. Czy taki świat jest tylko światem baśni? Baśń każda jest fantastyczna i dowolna; jeśli tedy istnieje taki świat zewnętrzny, powinien się dać dokładnie opisać tak, byśmy mogli z całą ścisłością wyznaczyć różne jego części i ich wzajemne stosunki. Otóż świat pojęć naukowych istotnie (w znacznym przynajmniej stopniu) wytrzymuje taką próbę; zjawiska jego dają się zbadać i przepowiedzieć za pomocą oderwanych pojęć matematycznych. Mogłoby się zdawać, że mamy tu dowód indukcyjny istnienia świata zewnętrznego, musimy jednak przyznać, że dowód indukcyjny nigdy nie jest przekonywujący. O ile więc pomysł świata, niezależnego od naszych poszczególnych postrzeżeń, ma być błędny, trzeba wyjaśnić dokładnie, dlaczego wypadła tak świetnie próba opisania tego świata za pomocą pojęć matematycznych.

Nie mamy czasu na szczegółowe badanie innych praw ruchu. Resztę tego rozdziału musimy poświęcić wyłuszczeniu pewnych pojęć, mających znaczenie zasadnicze zarówno dla fizyki matematycznej, jak dla czystej matematyki. Są to pojęcia wielkości kierunkowych (wektorów) i zasada równoległoboku przy dodawaniu wektorów.

Istota ruchu, jak widzieliśmy, polega na tern, że pewne ciało znajdowało się poprzednio w punkcie A, obecnie zaś znajduje się w C. Chcąc dokładnie wyznaczyć to przeniesienie się ciała z A do C, musimy wyznaczyć dwie różne rzeczy, mianowicie wielkość prze-
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Rys. 6.


sunięcia (czyli długość odcinka AC) i jego kierunek. Otóż stosując pojęcia matematyczne do opisu zjawisk, nazywamy wektorem wszytko, co jest dokładnie wyznaczone przez swoją wielkość i kierunek. Chcąc np. określić prędkość, musimy podać zarówno wielkość jej, jak i kierunek. Dwa te pierwiastki istnieją niezależnie od siebie w każdej prędkości i są niezbędne do jej wyznaczenia. Najlepiej może nam to zilustrować przykład statku: kapitan każę naczelnemu inżynierowi robić tyle a tyle węzłów na godzinę, sternikowi zaś każę zwrócić statek w takim a takim kierunku. Przyrost prędkości w jednostce czasu, zwany przyśpieszeniem, jest również wektorem. Siła w dynamice też jest wektorem, co wynika z tego, że wektorami są prędkości i przyspieszenia. W tę sprawę nie możemy się tu wdawać; wystarczy zauważyć, że siła działająca na ciało posiada określoną wielkość i kierunek.

Wszystkie wektory możemy wykreślić w postaci odcinków prostej, przyczem musimy tylko ustalić: 1) skalę, według której jednostki długości odpowiadać mają jednostkom wielkości wektora (np. 1 cm. oznaczać może prędkość 10 m/sek. albo siłę 10 dyn.); 2) kierunek prostej na rysunku odpowiadający kierunkowi wektora. Odcinek, mający odpowiednią ilość jednostek długości i odpowiedni kierunek, przedstawiać nam będzie wektor w umówionej skali. Takie wykreślanie wektorów ma doniosłe znaczenie. Możemy np. za jego pomocą ustalić słynną „zasadę równo-ległoboku" przy dodawaniu wektorów jednego rodzaju lecz różnych kierunków.

Przypuśćmy np., że na rys. 6. wektor AC wyraża zmianę położenia ciała; nazwiemy go wektorem przesunięcia. Zauważmy, że jeżeli pomysł sprowadzenia wszystkich zjawisk fizycznych do zmian położenia jest uzasadniony, to inne typy wektorów fizycznych powinny się dać w ten lub inny sposób sprowadzić do typu wektorów przesunięć. Otóż przesunięcie A do C da się równie dobrze uskutecznić, jeżeli punkt przesuniemy od A do B, następnie zaś od B do O, albo jeżeli przesuniemy punkt od A do D, a następnie od D do C. Jeżeli punkt jakiś lub ciało poddajemy takim kolejnym przesunięciom, powiadamy, że doda-jemy przesunięcia: jest to określenie dodawania przesunięć. Uważając następnie równoległe za proste o jednakowym kierunku, możemy również uważać przesunięcie od Bdo C za równoważne przesunięciu od A do D. W tym sensie możemy powiedzieć, że ciało znajdujące się w B uległo przesunięciu AD. Z tego punktu widzenia można przesunięcie od A do O uważać za sumę dwóch przesunięć: od A do B i od A do D, zastosowanych w dowolnym porządku. Mamy tu zasadę równoległoboku przy dodawaniu przesunięć. Mając tedy przesunięcie od A do B i od A do D, znajdujemy ich sumę, jako przekątnią AC równoległoboku ABCD.

Na pierwszy rzut oka może się to wszystko wydawać bardzo sztucznem, same jednak zjawiska przyrody nasuwają nam pomysł takiego dodawania przesunięć. Przypuśćmy np., że statek płynie w kierunku AD (rys. 6), w poprzek zaś pokładu idzie majtek. Gdyby statek stał na miejscu, majtek znalazłby się po pewnym czasie w punkcie B, w ciągu jednak tego czasu punkt A (na pokładzie), z którego majtek wyszedł, przesunął się do punktu D, tor zaś majtka na pokładzie przesunął się od AB do DC. W ten sposób faktycznie majtek przesunął się nad powierzchnią morza od A do C. My zaś spostrzegamy bezpośrednio tylko dwa jego przesunięcia składowe, mianowicie przesunięcie od A do B względem statku i przesunięcie AD, które jest jednocześnie przesunięciem samego statku.

O ile przypuścimy, że przesunięcie to odbyło się w przeciągu jednostki czasu, np. w ciągu 1 minuty, powiemy, że AC na rys. 6 wyraża prędkość majtka. Tak samo AB i AD przedstawiają dwie prędkości, mianowicie prędkość majtka względem statku i prędkość samego statku; sumą ich jest prędkość wypadkowa AC. Rzecz jasna, że wykres przesunięć możemy zamienić na wykres prędkości, jeśli przypuścimy, że rysunek nasz wyobraża przesunięcie w jednostce czasu. Tak samo wykres prędkości możemy zamienić na wykres przyspieszeń, jeżeli wyobrazimy sobie, że rysunek przedstawia przyrost prędkości w jednostce czasu. Widzimy tedy, że dodawanie wektorów-prędkości i wektorów-przyspic-szeń uskutecznia się na zasadzie prawa równo-ległoboku.

Na mocy Newtonowskich praw ruchu powiadamy, że siłę przedstawia zupełnie dokładnie (pod względem wielkości i kierunku) wektor-przyspieszenie, wytworzony przez tę siłę w ciele o danej masie. Wskutek tego mówimy o dodawaniu sił, jeżeli wypadkową kilku sił obliczamy na zasadzie prawa równoległoboku.

Widzimy więc, że, gdy chodzi o zasadnicze wektory fizyki, o przesunięcia, prędkości,
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przyspieszenia lub siły, dodawanie wektorów tego samego rodzaju jest w gruncie rzeczy wytworzeniem wektora wypadkowego na mocy prawa równoległoboku.

Najprostszym rówoległobokiem jest prostokąt; wyraża on prawo stosunku wypadkowego wektora AC do dwóch prostopadłych do siebie składowych AB i AD (rys. 7). Z tym przypadkiem mamy często do czynienia w fizyce. Przypuśćmy, że odcinki AB, AD, AC mają odpowiednio x, y, r jednostek długości, kąt zaś BAC ma m jednostek kątowych. Pomiędzy liczbami x, y, r, m zachodzą różnorodne związki, których badaniem zajmuje się czysta matematyka; wyniki tych badań stosujemy następnie do wszystkich zasadniczych wektorów fizyki. W tym sensie można powiedzieć, że wykres 7. jest mostem, łączącym czystą matematykę z jej zastosowaniami w naukach przyrodniczych.

ROZDZIAŁ V

O SYMBOLACH W MATEMATYCE

Wracając do czystej matematyki, rozważymy szczegółowiej pojęcia, na których opiera się ta nauka. Przedewszystkiem chodzi nam o symbolizm w nauce; zaczniemy więc od najprostszych, najbardziej znanych symbolów, mianowicie tych, którymi posługuje się arytmetyka.

Przypuśćmy, iż mamy dostatecznie jasne pojęcie o liczbach całkowitych, które na sposób arabski przedstawiamy jako: 0,1,2,3,..., 9,10,11,... 100, 101... i t. d. Ten sposób pisania liczb został wprowadzony do Europy przez Arabów, lecz źródeł jego szukać należy u Hindusów. Pierwszą pracą, w której znajdujemy systematyczne wyjaśnienie tego sposobu pisania, jest dzieło hinduskiego matematyka, Bhaskara (ur. 1114 po Chr.), ale ślady tego sposobu pisania odnaleść można już w siódmym wieku; powstał on prawdopodobnie w Tybecie. Dla nas jednak w danej chwili historya sposobu pisania liczb jest obojętna. Chcemy tylko na tym przykładzie pokazać, jak wielkie znaczenie mogą mieć dobrze pomyślane symbole: zwalniając umysł od niepotrzebnego wysiłku, dają nam one możność zajęcia się trudniejszemi zagadnieniami, a więc niejako zwiększają siłę umysłu. Przed wprowadzeniem arabskiego sposobu pisania liczb mnożenie było nadzwyczaj utrudnione, a dzielenie nawet liczb całkowitych wymagało wyższych matematycznych zdolności. Prawdopodobnie nic w nowożytnym świecie nie zdziwiłoby greckiego matematyka tak, jak o, że pod wpływem przymusowej nauki cała udność zachodniej Europy wykonywa z łatwością dzielenie ogromnych liczb. Ten fakt wydawałby mu się niemożliwością. Zastosowanie arabskiego sposobu do pisania ułamków dziesiętnych nastąpiło dopiero w siedemnastym wieku. Łatwość, z jaką obecnie operujemy ułamkami dziesiętnymi, jest cudownym rezultatem doskonałych symboli.

Matematykę uważamy często za trudną i tajemniczą naukę z powodu wielkiej ilości symbolów, którymi się posługuje. Rzeczywiście, nic nie może być bardziej niepojęte od symbolu, którego nie rozumiemy. Trudno też zgłębić myśl, ujętą w symbole, jeżeli częściowo tylko rozumiemy je i nie przywykliśmy posiłkować się nimi. Tak samo przecie nie zrozumie wyrażeń technicznych czy handlowych, kto nigdy nie ćwiczył się w używaniu ich, pomimo, że same przez się nie są one trudne. Przeciwnie, wprowadza się je dla ułatwienia przedmiotu. W matematyce symbole stanowią zawsze ogromne uproszczenie, a przy-tem mają nietylko praktyczne znaczenie, ale same przez się są bardzo ciekawe, gdyż są niejako analizą pojęć i obrazem ich wzajemnych stosunków. Kto nie wierzy w pożytek symbolów, niech spróbuje wypisać w inny sposób znaczenie następujących równań, które przedstawiają pewne podstawowe prawa algebry:

(x X i Xz=X(yXz) . (4)

2 X {y + x) = (z X y) + {x X z) . (5)

Wzory (1) i (2) wyrażają prawa prze-mienności i łączności przy dodawaniu; wzory (3) i (4) prawa przemienności i łączności przy mnożeniu, a wzór (5) prawo rozdzielności, odnośne do mnożenia i dodawania. Np. omijając symbole, wzór (1) musieli-byśmy wypowiedzieć tak: dodając pierwszą liczbę do drugiej, otrzymamy rezultat taki sam, jaki otrzymalibyśmy, dodając liczbę drugą do pierwszej. Przykład ten wskazuje, jak posługiwanie się symbolami ułatwia nam wysnuwanie wniosków, które wymagałyby znaczniejszego wysiłku myślowego.

Istnieje powszechne, a jednak całkowicie błędne mniemanie, wygłaszane często nawet przez ludzi wybitnych, że powinniśmy przyzwyczajać się do myślenia o tym, co robimy. W rzeczywistości jednak dzieje się wręcz przeciwnie : cywilizacya dąży do tego, abyśmy różne ważne czynności wykonywać mogli bez myślenia o nich. Myślenie jest jak szarża kawalerji, która dokonywa się rzadko, wymaga świeżych koni i bywa używana tylko w decydujących chwilach.

Symbole powinny być zwięzłe, tak, abyśmy je objąć mogli jednym rzutem oka i szybko napisać. Tę postać zwięzłą nadajemy im, umieszczając np. symbole jedne tuż obok drugich. Taki sposób pisania ma wielkie znaczenie i jest jedną z zalet arabskiego sposobu przedstawiania liczb. Każdą liczbę możemy otrzymać, wypisując obok siebie odpowiednie symbole, wybrane z dziesięciu następujących: 0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9. Toż samo w algebrze: mając dwie zmienne iy, musimy zdecydować się, co będziemy oznaczali symbolem xy^ sumę czy iloczyn tych zmiennych. W matematyce zosłało przyjęte używanie symbolu xy w znaczeniu x X y. Wskutek tego prawa ogólne wyrażone we wzorach (3), (4) i (5) możemy inaczej napisać.

xy = yx, (xy) z = x (yz), x (y + z) = xy + xz, ogromnie je w ten sposób skracając. Te same reguły stosujemy, gdy piszemy obok siebie liczbę stałą i zmienną; np. piszemy 3x zamiast 3 X x i 30x zamiast 30 X x.

Oczywiście, zastępując zmienne liczbami stałemi, zachować musimy znak mnożenia (X lub żeby być w zgodzie z arabskim sposobem pisania liczb. Jeżeli np. w wyrażeniu xy^ zastąpimy x przez 2, y przez 3, musimy napisać 2X3, albo 2 . 3, nie zaś 23, co oznacza 20+3.

Ciekawą jest rzeczą, jak doniosłe znaczenie w rozwoju nauk posiada skromny na pozór symbol. Przedewszystkiem przedstawia nam dokładnie pewne pojęcie, czasem bardzo subtelne, następnie uwydatnia związek między tern pojęciem a szeregiem innych pojęć. Weźmy np. najprostszy z symbolów, mianowicie 0, wyobrażający liczbę zero. Rzymianie nie posiadali symbolu dla zera, zapewne też większość matematyków starożytnych nie mogłaby pogodzić się z pojęciem liczby zero. Jest to pojęcie bardzo subtelne, wcale nie narzucające się samo przez się. W dziełach filozoficznych znaleźć można oddawna dyskusye nad znaczeniem zera. W rzeczywistości jednak, zero nie jest ani trudnem ani bardziej subtelnem pojęciem od pojęcia jakiejkolwiek innej liczby. Bo co właściwie znaczy 1, 2 czy 3? Chociaż

Wstęp do matematyki. przywykliśmy do posługiwania się temi pojęciami, bylibyśmy jednak w kłopocie, gdyby nam wypadło zanalizować je i rozłożyć na pojęcia prostsze. Co się zaś tyczy zera, to nie potrzebujemy się posługiwać nim w czynnościach życia codziennego. Nikt np. nie kupuje zera ryb. Zero jest niejako najbardziej cywilizowaną liczbą kardynalną, gdyż dopiero cywilizowane sposoby myślenia narzucają nam tę liczbę. Wiele cennych usług oddaje nam symbol 0, który wyraża liczbę zero.

Nasz symbol ściśle jest złączony z arabskim sposobem przedstawiania liczb i stanowi jego część istotną. Cyfra oznaczać może różne liczby, zależnie od miejsca, które zajmuje. Weźmy n. p. pod uwagę cyfrę 5, wchodzącą w skład liczb: 25, 51, 3512, 5213. W pierwszej z tych liczb cyfra 5 oznacza pięć; w drugiej — oznacza pięćdziesiąt, w trzeciej pięćset, w czwartej pięć tysięcy. Kiedy piszemy „pięćdziesiąt jeden" zapomocą symbolu 51, cyfra 1 przesuwa cyfrę 5 na drugie miejsce (licząc od strony prawej ku lewej) i przez to nadaje jej wartość pięćdziesięciu. Ale, jeżeli chcemy otrzymać symbol pięćdziesięciu, nie możemy ku temy użyć cyfry 1. Na miejscu jedności musimy postawić cyfrę nic nie znaczącą, 5 zaś posunąć na drugie miejsce. Przysługę tę odda nam 0, jako symbol zera. Ludzie, używając 0 do tego celu, zapewne nie mieli dokładnego pojęcia liczby zera. Poprostu chcieli zaznaczyć fakt, iż dane miejsce w liczbie nie jest zajęte przez żadną cyfrę. Pojęcie zera rozwijało się zapewne stopniowo; prawdopodobnie chciano temu symbolowi nadać znaczenie podobne do znaczeń symbolów 1, 2, 3, . . . . . 9. Nie jest to jedyny przypadek, kiedy subtelne pojęcie zostało wprowadzone do matematyki dzięki symbolowi, podyktowanemu przez potrzeby praktyczne. Przedewszystkiem 0 umożliwia arabski sposób pisania liczb, co nie jest już małą zasługą. Możemy sobie łatwo wystawić, jak ludzie praktyczni, nie lubiący niezwykłych pojęć, musieli się oburzać na traktowanie zera jako liczby, w czasach, gdy wprowadzano symbol 0. Oczywiście byli oni w błędzie; wogóle tacy panowie nigdy nie mają racyi, jeżeli tylko porzucają właściwe sobie zajęcie przeżuwania strawy, przygotowanej przez innych. Jakoż symbol 0 oddaj e nam wielkie usługi właśnie dlatego, że przedstawia liczbę zero.

To drugie zastosowanie symbolu 0 jest tak niezmiernie proste, że trudno jest początkującemu wyjaśnić jego doniosłość. Spróbujmy to zrobić na przykładzie. W rozdziale II. rozważaliśmy związek między dwiema zmien-nemi iy, przedstawiony przez równanie —y=1. Równanie to może posiadać nieskończenie wiele postaci, np.: =1—y, y=1 — x, 2x+3y—1=x-2y i t. d. Najdogodniejszą jednak formą tego równania jest:
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xy—1=0.

Również najlepszą formą równania =1 jest a?—1 = 0, a równania 3— 2=2x2 równanie 2x2—3x+2=0. Chodzi o to, że wszystkie wyrazy, zawierające zmienną x czy y, oraz wyrazy, będące liczbami wyznaczonemi, róźnemi od zera, umieszczamy w lewej części równania; w ten sposób wartość lewej strony równa się liczbie zero. Pierwszym, kto zwrócił na to uwagę, był Tomasz Harriot, urodź, w Oxfordzie 1560 r., um. 1621 r. Jakie znaczenie może mieć takie postępowanie z symbolami? Umożliwiło ono rozwój nowożytnego pojęcia form algebraicznych.

Jest to pojęcie, do którego ciągle będziemy powracali, gdyż żadna część spółczesnej matematyki nie może być zrozumiana bez jego pomocy. Pojęcie formy jest tak ogólne, że trudno zcharakteryzować je w jakiś oderwany sposób. Rozważmy je lepiej na przykładach. Równania 2x-3=0, x—1 = 0 i 52—6=0 są równaniami tej samej formy, tj. zawierają wszystkie jedną tylko niewiadomą x, która nie jest przez siebie samą pomnożona, jak np. a?2, x3 i t. d. Nazywamy je równaniami pierwszego stopnia. Tak samo równania: 3x2— 2x+1=0, x2—3x+2=0, x2—4 = Osą równaniami jednej formy, mianowicie równaniami, zawierającemi jedną niewiadomą x, która występuje jako x oraz x% x czyli x2. Takie równania nazywamy równaniami drugiego stopnia.

Istnieją równania innej jeszcze formy, zawierające o?3, tj. równania sześcienne i t. d. Podaliśmy tu trzy równania drugiego stopnia; ostatnie z nich, u?2—4 = 0 różni się cokolwiek od poprzednich, gdyż zawiera tylko a?2, gdy tamte mają jeszcze x w swym składzie. Ta różnica jest niezmiernie błaha, wobec faktu, że wszystkie trzy równania są równaniami drugiego stopnia.

Następnie, istnieją formy równań pierwszego stopnia, przedstawiające związki między dwiema zmiennemi, np. x+y—1=0, 2x+3y—8=0 i t. p. Tego rodzaju formy nazywamy liniowemi formami równań. Powód do tej nazwy leży w graficznej metodzie przedstawiania równań, o której mówiliśmy w rozdziale II., mianowicie: każde równanie tego typu wyobraża prostą. Są jeszcze inne formy równań, zawierających dwie zmienne, np. forma kwadratowa, sześcienna i t. d. Waźnem jednak dla nas w danej chwili jest to, że badanie tych form jest ułatwione, a nawet umożliwione dopiero przez powyższy sposób pisania, w którym symbol zera umieszczamy po prawej stronie równania.

Symbol 0 odgrywa inną jeszcze rolę w nauce o formach. Dla każdej liczby x mamy O.=0ix--C=x. Opierając się na tych własnościach, usunąć możemy drobniejsze różnice między formami równań. Np. różnicę między wspomnianemi już równaniami drugiego stopnia w2—3x+2=0ix2—4=0 usunąć możemy przez napisanie drugiego równania w postaci xt+(O.)—4 = 0. Na zasadzie praw, o których przed chwilą mówiliśmy, 2-(0.x)—4=c2+0— 4. Równanie a?2—4 = 0 jest więc tylko jednym z typów równań drugiego stopnia i należy do tej samej ogólnej formy, co równanie a?2— 3+2=0.

Jak widzimy, symbol 0, przedstawiający liczbę zero, posiada zasadnicze znaczenie w nowożytnej matematyce; uprzystępnia on nowe dziedziny badań.

Symbolizm matematyczny wypływa z pojęć ogólnych, zajmujących naczelne stanowisko w tej nauce. Poznaliśmy już dwa takie ogólne pojęcia, mianowicie: pojęcie zmiennych i pojęcie form algebraicznych. Połączenie tych dwóch pojęć narzuciło matematyce inny rodzaj symbolizmu. Widzieliśmy, że równanie, zawierające dwie zmienne x i y, przedstawia pewien szczególny związek między parą zmiennych. Np. w równaniu x +ty—1 = 0 mamy pewien zupełnie określony związek, w równaniu zaś 3x+2y— 5 = 0 mamy inny, również określony związek między zmiennemi x i y\ oba te związki posiadają formę, którą nazwaliśmy liniową formą związku. Przychodzi nam na myśl pytanie, jak możemy przedstawić jakikolwiek liniowy związek między dwiema zmiennemi x iy? Musimy znaleźć symbol dla jakiegokolwiek związku liniowego, tak, jak dla wyrażenia jakiejkolwiek liczby znaleźliśmy symbol x. W tym celu w równaniu 3 + 2y—5 = 0 zastąpmy cyfry literami. Otrzymamy równanie ax+by—c=0. Zarówno litery a, b, c jak xiy zastępują tu liczby zmienne, jest jednak różnica między tymi dwoma rodzajami zmiennych. Mianowicie, studyując związek między zmiennemi iy, zakładamy z początku, że a, b, c posiadają jakieś stałe wartości. Wartości tych zresztą nie określamy bliżej. Z chwilą jednak, gdy poznaliśmy dokładnie własności związku międzywiy, powiadamy, że są to własności jakiegokolwiek związku tego typu, gdyż liczby a, b, c nie były poprzednio wyznaczone. Nadając a, b, c różne wartości, dochodzimy do wniosku, że równanie ax + by—c = 0 wyraża zmienny związek liniowy między xiy. Pomimo, że a, b, c mogą mieć różne wartości w naszym równaniu, nazywamy je stałemi. Czasem zowiemy je parametrami.

Żeby za każdym razem nie wyjaśniać, które z tych zmiennych liczb mamy uważać za „stałe", które zaś za właściwe zmienne, związane równaniem, oznaczamy zwykle te drugie końcowemi literami alfabetu, „stałe" zaś, albo parametry — początkowemi.

Wobec stopniowego usuwania określonych liczb przez parametry, matematycy posługują się arytmetyką nader rzadko. Niektórzy z nich nie znoszą rachunków z liczbami arytme-tycznemi i nie posiadają szczególnej biegłości w tym kierunku. Tam, gdzie się zaczyna pojęcie „zmiennych" i „form algebraicznych", kończy się dziedzina arytmetyki.

ROZDZIAŁ VI.

UOGÓLNIENIE POJĘCIA LICZBY.

Do najbardziej charakterystycznych zjawisk w matematyce należy grupa pojęć, które wytworzone zostały w związku z liczbami cał-kowitemi. Te pojęcia nazywamy rozwinięciem albo uogólnieniem pojęcia liczby. Przedewszy-stkiem mamy tu ułamki. Najdawniejsze dzieło arytmetyczne, jakie posiadamy, napisane zostało przez egipskiego kapłana, Ahmesa, między 1700 i 1100 r. przed Chr.; jest ono prawdopodobnie tylko kopią jakiejś dawniejszej pracy. Znaczna część tego dzieła poświęcona jest ułamkom. Widać stąd, że pomysł ułamków należy do bardzo dawnych pomysłów matematycznych. Jest to zupełnie zrozumiałe. Podzielić pole na trzy równe części i z nich wybrać dwie, musiało być typem czynności, często powtarzającej się. Nie powinno nas dziwić, że nawet ludzie zamierzchłej cywili-zacyi obeznani byli z pojęciem „dwóch trze-cich" i z innemi pokrewnemi pojęciami. Na pierwszem więc miejscu w szeregu uogólnień liczby stawiamy pomysł ułamków. Grecy ujmowali to pojęcie raczej pod postacią stosunku. Grek powiedziałby, że odcinek o długości dwóch stóp ma się do odcinka o długości trzech stóp, jak 2 do 3. Obecnie pod wpływem ciągłego posługiwania się symbolami algebraicznymi, powiedzielibyśmy raczej, że długość jednego odcinka wynosi dwie trzecie długości drugiego, i uważalibyśmy dwie trzecie za mnożnik.

W dziedzinie teoryi stosunków zrobili Grecy wielkie odkrycie, które dało powód do wielu pomysłów filozoficznych i matematycznych. Odkryli oni istnienie stosunków „niespółmiernych". Dowiedli, że dla każdego odcinka muszą istnieć odcinki takie, że stosunek ich długości do długości pierwszego odcinka nie da się wyrazić w postaci stosunku dwóch liczb całkowitych, czyli, innemi słowy: istnieją długości, które nie są ułamkami danej długości.

Np. przekątna w kwadracie nie da się wyrazić, jako ułamek boku tego kwadratu; obecnie długość przekątnej oznaczamy, jako 2 pomnożony przez długość boku. Nie istnieje jednak ułamek dokładnie odpowiadający 2. Możemy znaleźć ułamek, którego wartość mniej lub więcej zbliża się do wartości 2, nigdy jednak nie będzie on miał tej samej wartości.

Np. -e jest trochę mniejsze od 2, a — 2• -F
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większe od 2, więc •2 leży między g i —. Chcąc zbliżyć się możliwie do wartości /2 najlepiej jest, stosując zwykły sposób wyciągania pierwiastka, utworzyć ciąg ułamków dziesiętnych tak, aby każdy następny był większy od poprzedniego. W ten sposób two-rżymy mąg 1, 10 100’ 1000 i t. d.

Stosunki tego rodzaju, jak stosunek przekątnej kwadratu do jego boku, nazwali Grecy „niespółmiernymi". Stosunki te od czasów greckich zaprzątały umysły uczonych i filozofów; zagadnienia jednak, związane z ich istnieniem, zostały rozwiązane dopiero w czasach najnowszych. Połączymy stosunki nie-spółmierne z ułamkami i przystąpimy do rozważania wszystkich liczb całkowitych, ułamkowych i niewymiernych, tworzących jedną klasę, którą nazwiemy „liczbami rzeczywi-stemi". Liczby rzeczywiste wyobrażamy sobie zwykle, jako uporządkowane podług wielkości tak, iż zaczynają się od zera i wzrastają nieograniczenie. Liczby rzeczywiste możemy dogodnie przedstawić za pomocą punktów na prostej. Niech OX będzie jakimkolwiek promieniem, poczynającym się w punkcie O
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i ciągnącym się w nieskończoność w kierunku OX. Weźmy na tym promieniu pewien określony punkt A tak, aby OA przedstawiało jednostkę długości; odłóżmy dalej długości AB, BC, CD, równe OA. Punkt O przedstawia liczbę 0, punkt A liczbę 1, B liczbę 2 i t. d. Liczba, przedstawiona przez dany punkt, jest miarą odległości tego punktu od punktu O, wyrażoną w jednostkach długości takich, jak OA. Punkty, leżące między O i A przedstawiają właściwe ułamki i liczby „nie-spółmierne" czyli niewymierne, mniejsze od 1. Środkowy punkt odcinka OA przedstawia —,

2 3 środkowy punkt odcinka AB przedstawia —

2 »

środkowy punkt odcinka BC przedstawia — 2

i t. d. W ten sposób każdy punkt na promieniu OX przedstawia jakąś rzeczywistą liczbę i odwrotnie: każda rzeczywista liczba odpowiada pewnemu punktowi na OX.

Ten ciąg punktów na OX, zaczynający się w punkcie 0 i biegnący w nieskończoność w kierunku od O do X, przedstawia liczby rzeczywiste, uporządkowane według wielkości, poczynając od zera.

Wszystko to wydaje się proste; zastanawiając się jednak nad temi prostemi rzeczami, natrafiamy na kilka niezmiernie ciekawych pomysłów, nad którymi warto zatrzymać się dłużej. Rozważmy ciąg punktów, wyobrażający tylko liczby całkowite, a więc punkty O, A, B, C, D i t. d. Mamy tu zupełnie określony pierwszy punkt O, określony następny punkt A i t. d. Każdy punkt taki, jak A albo B posiada zupełnie określony poprzedzający go punkt oraz punkt następujący po nim; wyjątek stanowi tylko punkt 0, który nie posiada poprzednika. Szereg taki ciągnie się w nieskończoność.

Taki sposób uporządkowania nazywamy uporządkowaniem według typu liczb całkowitych. Polega on na tern, że każda liczba ciągu, z wyjątkiem pierwszej, posiada najbliższego sąsiada z prawej i lewej strony. Rozpatrzmy teraz liczby całkowite wraz z ułamkami, omijając punkty, odpowiadające stosunkom nie-spółmiernym. Otrzymamy tu zupełnie inny rodzaj uporządkowania. Początkiem ciągu jest znów punkt O, ale żaden punkt nie może mieć najbliższego poprzednika ani następnika, gdyż między jakiekolwiek dwa ułamki zawsze możemy wstawić trzeci ułamek, którego wartość będzie leżała między wartościami tych dwóch. W najprostszy sposób otrzymamy takie ułamki, biorąc połowę sumy dwóch danych ułamków, np. między 2 i 2 możemy wstawić ułamek j (3 + 2) t. j. 14; między 3 i 14 ułamek 1 (3 + 22) = 28 i t. d. bez końca. Taki zbiór liczb nazywamy „wszędzie gęstym". Ciąg ten nie ma punktu końcowego; rośnie on nieograniczenie w miarę, jak posuwamy się coraz dalej po promieniu OX.

Zdawałoby się na pierwszy rzut oka, że ciąg złożony z ułamków i liczb całkowitych jest taki sam, jak ciąg obejmujący wszystkie liczby rzeczywiste: całkowite, ułamkowe i niewymierne, czyli, wydaje się, jakoby pierwszy ciąg zawierał wszystkie punkty promienia OX. Wszystko, co dotąd mówiliśmy o ciągu ułamków, stosuje się również do ciągu wszystkich liczb rzeczywistych. Istnieją jednak zasadnicze różnice między obu ciągami. Nieobecność liczb niewymiernych w ciągu ułamków powoduje brak krańcowych punktów dla pewnych klas ułamków. Weźmy n. p. pod uwagę liczbę niewymierną 2. W ciągu liczb rzeczywistych V 2 zawiera się między liczbami, których kwadraty są mniejsze od 2, a liczbami, których kwadraty są od 2 większe. Jeżeli jednak poprzestaniemy na ułamkach i nie we-żmięmy pod uwagę liczb niewymiernych, t. j. jeżeli nie wprowadzimy 2, nie znajdziemy wówczas ułamka, któryby dzielił cały ciąg na takie dwie części, że kwadraty wyrazów stojących po jednej jego stronie byłyby wszystkie niniejsze od 2, kwadraty zaś wyrazów po drugiej stronie — większe od 2. Przychodzimy tedy do wniosku, że w ciągu ułamków istnieje jakby przerwa w tern miejscu, gdzie powinien znajdować się 2.

Istnieje jeszcze inna, bardziej zasadnicza, różnica między tymi dwoma ciągami. Z e wszystkich ułamków możemy utworzyć ciąg podobny do ciągu liczb całkowitych, tj. taki, że dla każdego wyrazu istnieć będzie bezpośredni poprzednik i następnik (wyjątek stanowi pierwszy wyraz). Wskaźemy, jak można to zrobić. Napiszmy każdy wyraz ciągu liczb całkowitych i ułamkowych w postaci ułamkowej, tj. 1 zamiast 1, ? zamiast 2, i t. d. dla wszystkich liczb oprócz 0. Następnie ułamki równe, ale posiadające różną postać, jak n. p. 2, f, §, 18, uważać będziemy chwilowo za różne. Dalej podzielmy ułamki na klasy tak, aby sumy licznika i mianownika każdego ułamka danej klasy były równe. Sumę tę (mianownik + licznik) nazwiemy wskaźnikiem ułamka. Więc n. p. 7 jest wskaźnikiem ułamków 4, 2, 2. Każda klasa ułamków obejmuje wszystkie ułamki, posiadające ten sam wskaźnik, który wobec tego możemy nazwać wskaźnikiem danej klasy. Klasy te ustawimy w porządku wzrastających wskaźników. Wskaźnikiem pierwszej klasy jest 2, klasa ta posiada jeden tylko wyraz 1; wskaźnikiem drugiej klasy jest 3, posiada ona dwa wyrazy 1 i 2; wskaźnikiem trzeciej klasy jest 4, do klasy tej należą ułamki 1,2 i?; wskaźnikiem czwartej jest 5, wyrazami 1, 3, f, i t. d. Łatwo można dowieść, że liczba wyrazów zawartych w danej klasie jest o 1 mniejsza od wskaźnika tej klasy. Wyrazy danej klasy można uporządkować w ten sposób, że pierwszym wyrazem będzie ten, którego licznik = 1, drugi z licznikiem = 2 i t. d., ostatni z licznikiem ~ (n — 1), gdzie n oznacza wskaźnik klasy. W klasie o wskaźniku n tak ustawimy wyrazy:

1    2    3          n—1

n — 1’w — 2‘n—3‘ ...  1

Wyrazy pierwszych pięciu klas możemy tu przytoczyć
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1 ’ 2 ’ 1 ’ 3' 2 ’ 1 ’ 4’ 3’2’1’ ' ' *

Aby uniknąć powtarzania się ułamków o tej samej wartości, możemy je wykreślać, o ile powtórnie się ukażą. W podanych wyżej wyrazach ciągu jedynym nieskróconym ułamkiem jest | (zamknięty w klamry). Musimy go wykreślić, ponieważ poprzedził go równy mu ułamek 1. Ciąg nasz ma następujące własności: a) posiada wyraz początkowy, 6) dla każdego wyrazu istnieją dwa najbliższe sąsiednie, c) ciąg jest nieskończony.

Można wykazać, że niepodobna utworzyć takiego ciągu ze wszystkich liczb rzeczywistych. To ciekawe odkrycie uczynił matematyk niemiecki, Jerzy Cantor; ma ono niezmierną wartość dla filozofii matematyki. Robiąc te spostrzeżenia, stajemy u progu wielkich zagadnień ciągłości i nieskończoności.

Pojęcie liczby możemy uogólnić w inny jeszcze sposób, opierając się na pojęciu „działania" albo „kroku". Zacznijmy od prostego przykładu. Weźmy równość 2 + 3 = 5. Dodaj emy 3 do 2 i otrzymujemy 5. Myśląc o czynności albo działaniu dodawania 3, oznaczmy je jako + 3. Podobnie 4 — 3 = 1; myśląc o działaniu odejmowania trzech, oznaczmy je jako — 3. Zamiast rozważać liczby rzeczywiste, jako takie, będziemy rozważali działania dodawania tych liczb lub odejmowania. N. p., zamiast y 2 weźmiemy pod uwagę +/2 albo—1, mianowicie działanie dodawania lub odejmowania liczby 2. Działania takie możemy do siebie dodawać; naturalnie „dodawanie" będzie tu miało inne znaczenie niż dodawanie liczb. Sumą dwóch działań będzie jedno działanie, dające rezultat taki, jaki otrzymalibyśmy, wykonywując po kolei pierwsze dwa działania. W jakim porządku mamy dodawać do siebie te działania? W dowolnym, gdyż, jak widzimy na przykładzie

2 + 3 + l = 2 + l + 3,

Wstęp do matematyki. dodawanie działań + 3 i + 1 podlega prawu przemienności.

Matematycy mają dziwny zwyczaj, który utrudnia profanom zrozumienie ich pomysłów. Mianowicie używają oni tych samych symbolów w różnych, ale pokrewnych sobie znaczeniach. Matematykom wystarcza, jeżeli dane symbole, pomimo różnych znaczeń, podlegają tym samym prawom formalnym. Zgodnie z tym zwyczajem, dodawanie działań oznaczamy znakiem + tak samo, jak dodawanie liczb. Możemy więc napisać

(+3)+(+l)=+4.

Znak + stojący pośrodku lewej strony równości oznacza dodawanie działań, których symbolami są + 3 i +1. Zwykle jednak nie posługujemy się tak pedantycznie symbolami; zachowujemy więc tylko znak środkowy opuszczając dwa inne oraz nawiasy, i piszemy 3-j-l=4

interpretując to albo jako zwykłe dodawanie liczb, albo jako dodawanie działań, objaśnione poprzednio, albo wreszcie jako wykonanie działania +1 na liczbie 3. W ogólności każda z tych interpretacyi jest poprawna, ale w pewnych przypadkach możliwą jest tylko inter-pretacya powyższej równości jako dodawania działań, natomiast inne interpretacye dają wyniki niedorzeczne.

Musi tu powstać w umyśle czytelnika pytanie : na co się to wszystko zdać może ? Człowiek „praktyczny" zaproponowałby nam z pewnością wyrzucenie tych wszystkich bezużytecznych subtelności. Na to moźnaby odpowiedzieć, że matematyk dąży przedewszyst-kiem do uogólnień. Pojęcie uogólnienia go-dnem jest zająć miejsce obok pojęć „zmien-nej“ i „form", tak wielkie ma znaczenie w badaniach matematycznych. Matematyk instynktownie wzdraga się przed wszelkiem ograniczeniem ogólności twierdzeń, dowodów lub interpretacyi. Te trzy pojęcia „zmiennych" „form" i „uogólnień" tworzą rodzaj trójcy matematycznej, panującej nad całym przedmiotem. Wspólnem źródłem tych pojęć jest oderwany charakter matematyki.

Zobaczmy, jak dalece pojęcie działań wpływa na uogólnienia matematyczne. Weźmy równanie +1=3; jako rozwiązanie mamy x = 2. W tym przypadku nasze symbole możemy interpretować wprost tylko jako liczby; uciekanie się do pojęcia działań jest zupełnie zbyteczne. Ale jeżeli x będziemy uważali za liczbę tylko, równanie o + 3 = 1 będzie pozbawione sensu. W takim razie x musiałoby oznaczać liczbę przedmiotów, które pozostaną, jeżeli od jednego przedmiotu odejmierny trzy przedmioty, co jest zupełnie niemożliwe. Tu jednak przychodzi nam na pomoc pojęcie form algiebraicznych. Rozważmy równanie ogólne tej samej formy, co równanie x + 1 = 3, mianowicie równanie x+a=b; rozwiązaniem jego będzie x = b—a. Trudności się piętrzą. Liczbowa interpretacya tej formy równania możliwa jest tylko wtedy, kiedy b jest większe od a, nie możemy więc powiedzieć, że a i b są jakiemikolwiek „stałemi". Inncmi słowy ograniczamy zmienność „stałych" a i b; ograniczenie to, jak kulę u nogi, będziemy wlekli poprzez wszystkie rozumowania. W podobnych warunkach wszelkie dłuższe badanie matematyczne stałoby się niemożliwe. W najlepszym razie każde równanie byłoby przytłoczone mnóstwem omówień i ograniczeń. Jeżeli jednak będziemy interpretować symbole zawsze jako „działania", wszelkie ograniczenia cudownie znikną. Z równania x + 1 = 3 mamy =+2, z równania x+3=1, mamy x— — 2; z równania x+a=b mamy x = b~ a, co właściwie jest tylko symbolem dodawania lub odejmowania. Nie potrzebujemy przytem nawet decydować, czy b—a oznacza dodawanie, czy odejmowanie, gdyż w obu przypadkach operujemy symbolami algiebraicznymi według tych samych reguł.

Nie chodzi nam tu wcale o napisanie rozdziału algiebry początkowej, chcemy tylko wyjaśnić podstawowe pojęcia, pod których wpływem kształtowała się ta nauka. Nie będziemy więc szczegółowo objaśniali reguł mnożenia lub wogóle wykonywania działań na „liczbach dodatnich i ujemnych". Objaśniliśmy już, że liczby dodatnie i ujemne są właściwie „działaniami". Możnaby je również nazwać „krokami". Więc +3 jest krokiem, który robimy od 2 do 5, a —3 krokiem wstecz od 5 do 2. Weźmy prostą OX, na której, jak już uprzednio umówiliśmy się, punkty przedstawiają liczby. Wtedy +2 jest krokiem od O

D C' B' A 4-1 +2 +3

A -3-2-1 O A B G D E A1 do B, albo od A do O, albo od C do A, albo od Dr do B' i t. d. Podobnie — 2 jest krokiem od O do B, albo od B' do D', albo od B do O, albo od G do A.

Możemy uważać, że każdy punkt na prostej przedstawia wielkość kroku, który robimy od O do tego punktu. W ten sposób punkt A przedstawia +1, B przedstawia +2, A przedstawia —1, B' przedstawia —2 i t. d. Zauważmy przytem, że dawniej, kiedy nam chodziło o przedstawienie jedynie liczb rzeczywistych, nieopatrzonych znakami, punkty po jednej tylko stronie O, mianowicie wzdłuż OX, przedstawiały liczby. Obecnie, kiedy wprowadziliśmy pojęcie kroku, każdy punkt na prostej, ciągnącej się w obie strony od O, przedstawia „krok" jakiś. Jest to obrazowe przedstawienie uogólnienia, które osiągnęliśmy, wprowadzając liczby dodatnie i ujemne. Liczby opatrzone znakami - albo — są szczególnym przypadkiem wektorów (od łacińskiego veho, co znaczy wiozę, ciągnę). Możemy bowiem wyobrazić sobie, że ciągniemy jakąś cząsteczkę od O do A, albo od A do B, albo od O do a i t. d.

Niedawno oskarżaliśmy człowieka praktycznego o chęć oponowania przeciw wprowadzeniu liczb dodatnich i ujemnych; musimy wyznać szczerze, że było to oszczerstwo. Przeciwnie wprowadzenie tego subtelnego odróżnienia liczb dodatnich od ujemnych jest właśnie jednym z największych tryumfów człowieka praktycznego. Jeżeli mamy wyznać prawdę, to właśnie pierwszym, który używał symboli - i —, był człowiek praktyki. Pochodzenie tych symboli nie jest dokładnie ustalone, prawdopodobnie jednak powstały one ze znaków, któremi kupcy niemieccy opatrywali skrzynie z towarami, chcąc w ten sposób zaznaczyć brak lub nadmiar towaru w danej pace w porównaniu z wagą normalnę. Najdawniejszą wzmiankę o tych znakach znajdujemy w książce, wydanej w Lipsku w 1489 r. Zdaje się, że najstarszą książką matematyczną, która posługuje się temi symbolami, jest dzieło Niemca Stiefela, wydane w Norymberdze w 1544 r. Trzeba jednak zaznaczyć, że dopiero od niedawna zaczęto uważać Niemców za wzór narodu praktycznego. Stare przysłowie przypisywało Anglikom panowanie nad morzami, Francuzom nad lądami, Niemcom nad obłokami. Z obłoków teź musieli Niemcy wziąć te znaki — i —, pojęcia bowiem związane z temi symbolami są zbyt doniosłe dla ludzkości, żeby mogły pochodzić z lądu albo z morza.

Zastosowania liczb dodatnich i ujemnych są oczywiste. Jeżeli długości, zmierzone w jednym kierunku, oznaczamy liczbami dodatniemi, wówczas zmierzone w kierunku przeciwnym oznaczamy liczbami ujemnemi. Jeżeli prędkość w jednym kierunku uważamy za dodatnią, prędkość skierowaną wprost przeciwnie uważamy za ujemną. Jeżeli kierunek obrotu przeciwny ruchowi strzałek na zegarze nazywamy dodatnim, to zgodny z ruchem strzałek nazywamy ujemnym. Jeżeli elektryczność szkła nazywamy dodatnią, to elektryczność żywicy musimy uważać za ujemną, i t. d. Takich przykładów możnaby podać dowolną ilość. Z pośród subtelnych pomysłów matematycznych jednym z najpraktyczniejszych okazał się pomysł liczb dodatnich i ujemnych.

ROZDZIAŁ VII

O LICZBACH UROJONYCH

Pojęcia matematyczne, które poruszaliśmy w rozdziale poprzednim, zyskały powszechne uznanie, te zaś, o których mówić będziemy w rozdziale niniejszym, podnieciły również ogólną uwagę; miały jednak to, co Francuzi nazywają: „un succes de scandale". Nietylko ludzie praktyczni, ale nawet literaci i filozofowie wyrażali zdumienie, widząc, jak matematycy zajęli się tajemniczemi istotami, których sama nazwa miała oznaczać, że są one urojeniem. Pożytecznie będzie w tern miejscu zaznaczyć, że pewien rodzaj umysłów zamęcza zawsze siebie i innych, rozstrząsając i kwestyonując słuszność pewnych nazw. Czy liczby wymierne słusznie nazwano liczbami? Czy liczby dodatnie i ujemne są liczbami? Oto szereg jałowych pytań tego rodzaju. Trzeba zawsze pamiętać o tern, że w nauce terminy techniczne są nazwami dowolnie na-danemi tak, jak imiona na chrzcie. Nie może zachodzić kwesty a, czy nazwa jakaś jest prawdziwa, czy mylna; może być trafnie lub nietrafnie wybrana; mogą być nazwy łatwe do zapamiętania, mogą być inne, które nasuwają nam różne ważne i ciekawe wyobrażenia, To też nie będziemy zadręczać się tern, czy t. z w. liczby urojone są istotnie urojone, albo czy są one wogóle liczbami, lecz przyj-mierny wyrażenie to jako dowolną nazwę, daną pewnemu pojęciu matematycznemu, które postaramy się obecnie wyjaśnić.

Droga, na której powstało to pojęcie, jest podobna do tej, na której powstały pojęcia liczb dodatnich i ujemnych. Powstanie tych liczb zawdzięczamy trzem wielkim matematycznym pojęciom: pojęciu zmiennych, form algiebraicznych i uogólnień. Pojęcie liczb dodatnich i ujemnych powstaje z rozważania równań, takich jak n. p. x—1=3, x+3=1, albo, w formie ogólnej, x + a — b. Podobnie początku liczb urojonych szukać należy w równaniach takich, jak a?2 + A = 3, 2+3=1 i x2+a=b. Równanie 2++1=3 prowadzi do równania x2 = 2, które ma dwa rozwiązania: x = i x= —2. Aby stwierdzić fakt, że mamy tu do wyboru dwa rozwiązania, piszemy je w postaci ^ = ±^2. Z równania x2 + 3 = 1 mamy 2=—1, a niema przecie takiej liczby dodatniej albo ujemnej, która pomnożona przez siebie dałaby kwadrat ujemny. O ile więc symbole nasze oznaczają tylko liczby dodatnie i ujemne, niema rozwiązania dla równania 2=—2 i staje się ono niedorzecznością. Biorąc wkońcu równanie ogólne x2+a=botrzymamyx=±yb—a, rozwiązanie możliwe tylko wtedy, kiedy 6 nie jest mniejsze od a. Nie możemy zatem powiedzieć bez żadnych ograniczeń, że „stałe" a i b mogą być „jakiemikolwiek" liczbami, to znaczy, że liczby a i & nie są tem, czem powinny być, t. j. nie są „zmiennemi" nieza-leźnemi, niepodlegającemi żadnym ograniczeniom.

Im dalej będziemy się posuwali, tem więcej nagromadzi się takich omówień i ograniczeń. Wobec tego mamy do rozwiązania takie samo zadanie, jak poprzednio: symbolom naszym musimy nadać nowe znaczenie tak, by rozwiązanie ±7 b — a miało zawsze sens. In-nemi słowy, wymagamy od symbolów, aby a zawsze miał sens, bez względu na to, czy a jest dodatnie, czy ujemne. Oczywiście symbolowi temu musimy nadać takie znaczenie, żeby zachować wszystkie dawniejsze prawa formalne dodawania, odejmowania, mnożenia i dzielenia, a prócz tego, przez wprowadzenie tego symbolu, nie powinniśmy cofać się z ogólnego stanowiska, na które wznieśliśmy się, wprowadzając liczby dodatnie i ujemne. Przeciwnie symbol ten powinien zawrzeć w sobie wszystkie znane rodzaje liczb, jako szczególne przypadki. Kiedy a jest ujemne, możemy je oznaczyć przez — c2 (zatem c2 zawsze jest dodatnie); otrzymamy



a = /—c2 = V-1 • c2 = v— 1 . c2 = ±c/- 1

Osiągniemy zatem nasz cel, jeżeli potrafimy nadać znaczenie symbolowi v—1.

Sprawa wynalezienia interpretacyi dla symbolu V—1 jest trudniejszą od interpretacyi symbolu —1. Istotnie to drugie zagadnienie rozwiązano instynktownie, niemal odrazu, przeciwnie największym matematykom przez długi czas nie przychodziło wcale na myśl, że w wyrażeniu v—1 tkwi wogóle jakieś zagadnienie. O ile natrafiono na równanie typu x2=—3, odrzucano je wprost, jako niedorzeczne. Stopniowo jednak (w XVIII w., a nawet nieco wcześniej) przekonano się, że nadanie jakiegoś znaczenia tym niedorzecznym symbolom byłoby wielce dogodne. Zaczęto przeprowadzać rozumowania formalne nad tymi symbolami, zakładając, że można do nich stosować zwykłe prawa przekształceń algie-braicznych. Odkryto cały nowy świat ciekawych wyników; chodziło tylko o to, czy mamy prawo posługiwać się tymi symbolami. W owych czasach wielu matematyków nie zdawało sobie jasno sprawy ze strony logicznej swego postępowania, dość rozpowszechnione było mniemanie, że, operując odpo-wiedniemi symbolami, które same przez się nie mają żadnego sensu, można jednak w jakiś tajemniczy sposób otrzymywać poprawne dowody twierdzeń. Trudno o większy błąd. Symbol, który nie został należycie określony, nie jest wcale symbolem, jest tylko czarną plamą na papierze. Za pomocą szeregu plam niczego nie można dowieść, chyba tylko tego, że się ma złe pióro, albo nie umie pisać. Właśnie w owej epoce V— 1 nazwano „liczbą urojoną". Matematycy XVIII w. dowiedli właściwie szeregu ciekawych twierdzeń hipotetycznych, które możnaby ująć w taką formę: jeżeli istnieje jakaś interpretacya symbolu v—1 i jeżeli przytem zachowane są wszystkie zwykłe prawa formalne algiebry, wówczas można otrzymać takie a takie wyniki. Ówcześni matematycy nie zawsze zdawali sobie sprawę z tego wielkiego „jeżeli", które powinno było poprzedzać wszystkie ich rozumowania.

Wypada oczekiwać, że interpretacya, o której teraz mówimy, będzie o wiele trudniejszą, niż interpretacya liczb ujemnych, prosimy więc czytelników o szczególne zwrócenie uwagi na wyjaśnienia początkowe. Poruszaliśmy już kwestyę przedstawienia punktu za pomocą dwóch liczb. Otóż za pomocą dwóch liczb dodatnich lub ujemnych możemy wyznaczyć położenie każdego punktu na płaszczyźnie. Przyjmijmy parę prostych prostopadłych XOX' i YOY' za „osie". Długości mierzone wzdłuż OX i OY są dodatnie, przeciwnie mierzone wzdłuż OX' i OY' są ujemne. Przypuśćmy, że para liczb, napisanych w pewnym porządku, n. p. (+3, +1), przedstawia długości odcinków, wziętych od punktu O wzdłuż XOX' (pierwsza liczba) i wzdłuż YOY' (druga liczba). Długość 3 jednostek musi być odmie
[image: ]

rzona na XOX' w kierunku dodatnim, t. j. od O do X, a długość, odpowiadająca liczbie 4-1, musi być odmierzona na YOY' w kierunku dodatnim, t. j. od O do Y. Toż samo dla liczb (—3, 4-1): długość 3 jednostek musi być brana w kierunku od O do X‘, a długość 1 jednostki od O do Y. Również dla liczb

(—3, —1), długości im odpowiadające bie-rzemy odpowiednio na OX' i OY', oraz dla (+3, —1) na OX i OY’. Nazwijmy taką parę liczb „parą uporządkowaną". Z dwóch więc liczb 1 i 3 możemy utworzyć 8 par uporządkowanych, mianowicie:

(+1, +3), (—1, +3), (—1, —3), (+1, —3), (+3, +1), (-3, +1), (-3, -1), ( + 3, -1). Tym ośmiu parom uporządkowanym, odpowiada ośm różnych sposobów odmierzania

4y
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Rys. 9.


długości na osiach XOX' i YOY'. Procesy odmierzenia, które nam przedstawiają cztery ostatnie „pary", mamy podane na rysunku. Długości OM i ON odpowiadają parze ( + 3, + 1), długości OM' i ON parze (— 3, +1), OM' i ON' parze (—3, —1), wreszcie OM i ON' parze ( + 3, —1).

Rozpatrując na rysunku różne prostokąty, łatwo spostrzec (rys. 9.), że punkt P całkowicie wyznacza parę uporządkowaną (+3, +1) i sam jest przez nią wyznaczony; punkt P' wyznacza parę ( — 3, +1), punkt P" parę (—3, — 1) i punkt P"' parę ( + 3, —1).

Bardziej ogólnym jest rysunek poprzedni (rys. 8.), na którym punkt P odpowiada parze liczb (a?, y\ którą uważamy za dodatnie, punkt P' odpowiada parze (a?', gdzie a?' uważamy za ujemne, punkt P" parze (a?', y'} i punkt P”' parze (x, y). Para uporządkowana (a?, y), gdzie x i y oznaczać mogą liczby dodatnie lub ujemne, oraz odpowiedni punkt wzajemnie się wyznaczają. Przyjęte są powszechnie pewne nazwy dla tych liczb. W parze uporządkowanej (x, y) pierwsza liczba x nazywa się „od-ciętą" punktu, drugą y nazywamy „r z ę d n ą“ tego punktu, obie zaś liczby razem noszą nazwę „spółrzędnych“ punktu. Pomysł wyznaczania położeń punktów za pomocą spół-rzędnych był oddawna znany, kiedy teorya liczb urojonych zaczęła się kształtować. Pomysł spółrzędnych zawdzięczamy Kartezyu-szowi, francuskiemu matematykowi i filozofowi, który opublikował go w swojej „Gieo-metryi", wydanej w Lejdzie w 1637 r. Pojęcie uporządkowanej pary liczb powstało znacznie później, kiedy usiłowano stworzyć jaknajbar-dziej oderwaną teoryę liczb urojonych.

W celu wyjaśnienia pojęcia pary uporządkowanej dodać musimy jeszcze, że punktowi M na rys. 9. odpowiada para ( + 3, 0), punktowi N para (0, +1), punktowi M' para ( — 3, 0), punktowi N' para (0, —1), wreszcie punktowi O para (0, 0).

Parę uporządkowaną rozważać możemy z innego jeszcze stanowiska: można uważać, że przedstawia ona nie punkt P, lecz odcinek (kropkowany na rys. 8.) OP. W ten sposób para uporządkowana przedstawia odcinek, wychodzący z początku spółrzędnych, mający określoną długość i określony kierunek. Odcinek OP nazywamy wektorem. Widzimy, że w rozdziale obecnym rozszerzyliśmy tylko interpretacyę liczb dodatnich i ujemnych. Sposób przedstawiania liczb za-pomocą wektorów daje bardzo prostą interpretacyę dodawania i mnożenia uporządkowanych par liczb.

Przystąpmy do tego zagadnienia i rozważmy, jakie znaczenie możemy przypisać dodawaniu dwóch uporządkowanych par, te, y} i (a?', y'). Dodawanie będziemy musieli określić tak, żeby: a) wynikiem dodawania była nowa uporządkowana para, b) żeby zachować prawo przemienności, t. j. aby te, «/)+(«', y)=      y)—(x, y), c) żeby za

chować prawo łączności, t. j. aby

{((, 2/) + («‘, •)} 4- (u, V) = («, V) + {«‘, ) + (u, v)}, d) żeby wynik odejmowania był jedyny, niedwuznaczny, t. j., jeżeli chcemy wyznaczyć niewiadomą parę (, y) tak, by czyniła zadość równaniu

(w, y)+(a, b)=(c, powinniśmy otrzymać jedną i tylko jedną odpowiedź, którą można przedstawić, jako

1

 Clerk Maxwell, Electricity and Magnetism, Tom II, Rozdz. III.


(a, y)=(c, d)—(a, b).

Wszystkim tym niezbędnym warunkom uczynimy zadość, jeżeli umówimy się, że (x,y)+ +(‘, y‘) oznaczać będzie to samo, co uporządkowana para (x+w‘, y+y), a więc sumę określamy tak:

(,       )=(+c, y+y\

Zauważmy, że znaku dodawania (—) użyliśmy tu w dwóch różnych znaczeniach: znak (+) po lewej stronie równania ma nowe znaczenie, które tu właśnie określamy, natomiast dwa znaki (+) po stronie prawej równania oznaczają dodawanie liczb dodatnich i ujemnych, które określiliśmy już w poprzednim rozdziale. Oto przykłady dodawania:

(+3, +l) + (+2, +6) = (+5, +7) (+3, -l) + (-2, —6) = ( + l, -7) (+3, +l)+(-3, -l) = (0, 0).

Znaczenie odejmowania par uporządkowanych jest teraz dla nas jasne. Mamy mianowicie (a?, y)~(u^ v)=(x—u, y—v)\ n. p.

Wstęp do matematyki.                           6

(+3, +2) —(+1, +l) = (+2, +1)

(+1, -2)-(+2, -4) = (-l, +2) (-1, -2)-(+2, +3) = (-3, -5).

Widocznem jest, że

(, v)=(, y)+(—u, —v)

i że (x, y)—(, y)=(0, 0).

(O, 0) występuje tu jako zerowa para uporządkowana. N. p.

(w, y)+(0, 0)=(w,

Przedstawienie graficzne dodawania par uporządkowanych jest niezmiernie łatwe.
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Niech OP (rys. 10.) przedstawia nam parę (x, y\ gdzie 0M=x i PM=y^ oraz OQ niech przedstawia parę y), gdzie OM,=x1, QM1=y1. Prowadząc kropkowane odcinki PR i QR, otrzymamy równoległobok OPRQ^ w którym przekątna OR przedstawia parę uporządkowaną y-y1). Istotnie poprowadźmy PS równolegle do OX, otrzymamy trój kąt PRSrówny trójkątowi OQMX. Mamy więc MM'—PS=x1 i RS=QM=Y, wobec czego

OM’— OM+MM’=x+x1} RM' = SMf+RS=y+y1.

Rzeczywiście więc OR przedstawia uporządkowaną parę liczb, którą mieliśmy otrzymać. To samo można wykazać, rysując OP i OQ w innych ćwiartkach.

Jak widzimy, powróciliśmy do prawa ró-wnoległoboku, które poruszaliśmy w rozdz. VI., stosując je do dodawania prędkości i sił. Pamiętamy, że, jeżeli OP i 0Q przedstawiają dwie prędkości, to OR przedstawia wypadkową (sumę) tych dwóch prędkości. Siły, działające na jakieś ciało, możemy również jak prędkości przedstawić w postaci wektorów. A więc i do sił możemy stosować to samo prawo równoległoboku, czyli, że wypadkową dwóch sił OP i 0Q jest siła, którą nam przedstawia przekątna OR. Wynika stąd, że para uporządkowana przedstawiać może siłę albo prędkość i że reguła dodawania par uporządkowanych przedstawia zasadnicze prawo mechaniki, dotyczące dodawania sił i prędkości. Jedną z najbardziej zachwycających własności matematyki jest to, że pojęcia i wyniki przeróżnych gałęzi tej nauki przenikają się i przeplatają wzajemnie. W obecnym i poprzednim rozdziale mieliśmy do czynienia z najbardziej oderwanemi i czysto matematy-cznemi rozważaniami, a jednak doprowadziły nas one do jednego z najbardziej zasadniczych praw przyrody, o którem zawsze pamiętać musi każdy inżynier, gdy buduje maszynę lub oblicza konstrukcyę okrętu. Nie wypowiemy żadnego paradoksu, twierdząc, że najbardziej oderwane poszukiwania prowadzą zazwyczaj do najważniejszych pomysłów praktycznych.

ROZDZIAŁ VIII

O LICZBACH UROJONYCH {Ciąg dalszy).

Przy określaniu mnożenia par uporządkowanych kierujemy się temi samemi względami, co i przy dodawaniu tych par. Inter-pretacya mnożenia par uporządkowanych musi być taka,

a) aby wynik mnożenia był również parą uporządkowaną,

S) aby zachowane było prawo przemien-ności, t. j. aby

(g, y) (g‘, )=(‘, y') (, y\

7) aby zachowane było prawo łączności, t. j- aby

{(w, 2/)      y')} • (u, v)=(w, y) • {(o’, y') (u, v)),

aby wynik dzielenia był jeden i tylko jeden [wyjątek stanowi para zerowa (0, 0)] tak, żeby przy wyznaczaniu niewiadomej pary (a?, czyniącej zadość równaniu

y) (a, b)=(c, d),

otrzymać jedną i tylko jedną odpowiedź, którą można przedstawić jako

(a?,    =    d):(a, b), albo (o?,       (0,d,

\") °)

e) wkońcu, aby zachowane było prawo, obejmujące zarówno dodawanie jak i mnożenie, mianowicie prawo rozdzielności, t. j. aby

(x, y) . {(a, &)+(c, d}=

Fa, y). (a,           y). (c, d)}.

Wszystkim tym (a, 8, y, , e) warunkom uczynimy zadość przez definicyę, która jest na pierwszy rzut oka skomplikowana, ale w istocie daje się niezmiernie prosto interpretować gieometrycznie.

Mnożenie określamy tak:

(a?, y).(, y^ = {(xx'-yy'\ (xy'+x'y)} (A)

Oto określenie stojącego między dwiema uporządkowanemi parami symbolu mnożenia. Wynika stąd, że iloczyn jest też uporządkowaną parą i że prawa strona równania w ni-czem się nie zmieni przy jednoczesnej zmianie x na x i y na y'. Czyni to oczywiście zadość warunkom a) i dY Używając interpre-tacyi geometrycznej, wykażemy z łatwością również, że uczyniliśmy zadość warunkom

) i e). Ale zanim się do tego zabierzemy, warto jest zatrzymać się i przekonać, czy osiągnęliśmy cel, dla którego wprowadziliśmy ten nowy rodzaj liczb.

Rozważaliśmy już równanie—3 i doszliśmy do wniosku, że żadna liczba dodatnia lub ujemna nie może być pierwiastkiem tego równania. Następnie okazało się, że usuniemy wszystkie trudności dotyczące tego rozwiązania, o ile wprowadzimy interpretacyę równania 2=—1, t. j., jeżeli uda się nam określić y—1 tak, aby -1     1 = —1.

Obecnie rozważmy trzy poszczególne pary uporządkowane 1 (0, 0), (1, 0) i (0, 1).

Dowiedliśmy już, że

(w, y)+(0, 0)=(w, y\ obecnie mamy

(w, y) (0, 0)=(0, 0).

W obu przypadkach: dodawania i mnożenia para (0, 0) posiada znaczenie, jakie ma zero w arytmetyce i algebrze; porównajmy równania powyższe z równaniami o + 0 = x i x. 0 = 0.

Para (1, 0) odgrywa rolę taką, jaką 1 ma w początkowej arytmetyce i algebrze. Charakterystyczną własnością 1 jest w obu tych naukach to, że x. 1=x dla wszystkich wartości x. Stosując nasze określenie mnożenia par uporządkowanych, otrzymamy:

{x, y) (1, 0)=((G-0), (y+0))=(w, y\

Para więc (1, 0) jest parą jednostkową.

Wreszcie, rozważmy parę (0, 1) wyrażającą symbol V—1. Symbol ten powinien posiadać tę charakterystyczną własność, żev— 1 . V—1 = — 1. Stosując określenie mnożenia par, otrzymamy

(0, 1) (0, l) = {(0—1), (0+0)} = (-l, 0).

Para (1, 0) jest parą jednostkową, para zaś (—1, 0) jest ujemną jednostkową parą, zatem para (0, 1) odpowiada warunkom, którym musi czynić zadość symbol v— 1. Przytem mamy dwa pierwiastki z —1, mianowicie ±/- 1.

Weźmy pod uwagę parę (0, —1); pamię-tając,że(—1)2=1, znajdziemy (0, — 1) (0, — 1) = (~1, 0).

Zatem (0, —1) jest też pierwiastkiem z — 1, czyli (0,1) i (0, —1) wyrażają symbol =y— 1. Powstaje jednak pytanie, czy (0, 1) odpowiada symbolowi -V—1 i (0, — 1) symbolowi — V— 1, czy też (0, 1) symbolowi — V— 1, a (0, — 1) symbolowi Hv—1? Otóż jest rzeczą całkowicie obojętną, który symbol dla danej pary przyj mierny.

Pary uporządkowane podzielić możemy na trzy typy:

	
I) typ „zespolono-urojony“ (a?, gdzie ani x ani y nie jest zerem;


	
II) typ „rzeczywisty“ (x, 0);


	
III) typ „czysto urojony" (O, y).



Rzućmy okiem na związki między tymi typami. Mnożąc liczbę typu „zespolono-uro-jonego" (x, y) przez liczbę typu „rzeczywi-stego" (a, 0) otrzymamy

(a, 0) (w, y)=(ax, ay).

Rezultat jest taki, jak gdybyśmy każdy wyraz pary (a?, y) pomnożyli przez rzeczywistą liczbę a, która może być dodatnia lub ujemna. Powtóre, mnożąc liczbę typu „zespo-lono-urojonego" (w, y) przez liczbę typu „czy-sto-urojonego" (O, 6), znajdziemy

(O, 6) (a?, y) = (-by, bx).

Wynik ten jest bardziej skomplikowany i aby go wyjaśnić użyjemy geometrycznej interpretacyi, jak również w trzech następnych przypadkach.

Po trzecie, mnożąc „rzeczywistą" parę (a, 0) przez „urojoną" (O, b), otrzymamy

(a, 0) (O, &) = (0, ab).

Po czwarte, mnożąc dwie „rzeczywiste" pary, n. p. (a, 0) przez (a', 0), otrzymamy (a, 0) {a\ 0)=(aa‘, 0).

Wreszcie w piątym przypadku, mnożąc dwie „urojone" pary (O, b) i (O, b'), otrzymamy (O, b) (O, b)=(-bb, 0).

Obecnie przystąpmy do interpretacyi geometrycznej, przyczem zaczniemy od pewnych szczególnych przypadków. Weźmy parę (1,3) i (2, 0) i rozważmy równość

(2, 0) (1, 3) = (2, 6).
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Na wykresie (rys. 11.) wektor OP przedstawia parę (1, 3), wektor ON parę (2, 0), wektor zaś OQ parę (2, 6). Iloczyn dwóch par (1, 3) (2, 0) znajdujemy gieometrycznie jako wektor OQ, którego długość równa się iloczynowi długości wektorów OP i ON; przedłużamy tedy (w danym przypadku) OP i odkładamy żądaną długość do punktu Q.

Weźmy teraz iloczyn (0,2) (1, 3)=(—6, 2).

Wektor ON± odpowiada parze (0, 2), wektor OB parze (—6, 2). Wektor OB, przedstawiający iloczyn tych par jest prostopadły do 0Q i posiada tę samą co on długość.

Otrzymaliśmy pewne prawo, określające długość wektora 0Q (w przypadku poprzednim), jako iloczyn dwóch innych wektorów; obecnie zachodzi tylko ta różnica, że kiedy ONX wzięliśmy wzdłuż osi OY (poprzednio braliśmy ON wzdłuż osi 0X) kierunek OP obrócił się o kąt prosty.

Widzimy na tych przykładach, że wektor OP zmienia się zależnie od ON i 0Nv Otrzymamy łatwo ogólne prawo kierunku wekto-rów-iloczynów, jeżeli odwrócimy nasz sposób rozumowania i będziemy uważali, że wektory ON i 0Nr są zależne od wektora OP. Prawo dotyczące długości wektorów pozostanie bez zmiany; wypadkową długością jest zawsze iloczyn dwóch wektorów. Kierunek iloczynu 0Q (czyli ON. OP) znajdziemy, obracając ON o kąt XOP w kierunku przeciwnym ruchowi strzałek na zegarze. Tak samo kierunek OR (czyli 0N±. OP) znajdujemy, obracając ONi o kąt XOP, czyli właściwie o równy mu kąt N±OR w kierunku przeciwnym ruchowi wskazówek zegarowych.

Ogólne prawo, dotyczące geometrycznego przedstawienia mnożenia, wyrazić możemy w następujący sposób:

Iloczynem dwóch wektorów OP i OQjest wektor OR, którego długość jest iloczynem długości OP i 0Q, kierunek zaś OR jest taki, że kąt XOR równa się sumie kątów XOP i XOQ.

Można zatem powiedzieć, że przy mnożeniu wektorów OP i O Q wektor OP obraca 0Q o kąt=XOP (t. j. o kąt QOB\ albo też, że wektor OQ obraca OP o kąt XOQ (t. j o kąt POR).
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Ogólnego tego prawa nie dowodzimy, gdyż musielibyśmy wdawać się w szczegółowe badania matematyczne. Ale natychmiast widzimy, że przy takiem mnożeniu zadość czynimy prawu łączności (oznaczonemu poprzednio literą ?). Zwróćmy przedewszystkiem uwagę na długość wektora wypadkowego. Otrzymujemy ją przez zwykłe mnożenie liczb rzeczywistych, a zatem prawo łączności jest słuszne w zastosowaniu do długości wektora.

Następnie, kierunek wypadkowego wektora otrzymujemy przez zwykłe dodawanie kątów, a zatem i tu pozostaje słuszne prawo łączności.

Tyle o mnożeniu. W krótkości zaznaczyliśmy, jak się przedstawia „rachunek" wektorów na płaszczyźnie, t. j. jak się wektory dodaje, odejmuje, mnoży i dzieli na płaszczyźnie.

Technicznych szczegółów tych czynności nie rozważaliśmy, gdyż wymagałoby to zbyt wielu szczegółów matematycznych, wskazaliśmy jednak ogólne prawidła postępowania. Kiedy interpretujemy algebraiczne symbole w ten sposób, jak obecnie, powiadamy, że posługujemy się „wielkościami urojonemi" i „wielkościami zespolonemi". Terminy zwykle grają rolę podrzędną, nie będziemy więc zastanawiali się, czy są one szczęśliwie czy też nieszczęśliwie dobrane.

Ostatecznym wynikiem naszych rozważań jest to, że każde równanie, n. p. +3=2 albo (+3)2= —2 możemy interpretować za pomocą wektorów i w ten sposób otrzymać rozwiązanie. Przy takiej interpretacyi 3 staje się parą (3,0), —2 parą (—2, 0), x staje się „niewiadomą" parą (u, v); w ten sposób dwa powyższe równania będą miały postać (u, v) + + (3, 0) = (2, 0) i {(u, v) + (3, 0)}«=(-2, 0).

Rozwiązaliśmy teraz całkowicie trudności, na które natrafiliśmy przy rozważaniu początków algebry. Całokształt nauki przedstawia się obecnie w postaci daleko bardziej złożonej, można nawet powiedzieć, że stworzyliśmy nową, zupełnie odrębną naukę, która służyć może do tych samych celów, do których służyła dawna algebra, a prócz tego do wielu nowych celów. Zanim jednak będziemy się cieszyli z tych wyników, musimy usunąć pewne podejrzenia, które powinny były powstać w umyśle czytelnika. Chodzi mianowicie o to, kiedy będzie koniec tym nowym interpreta-cyom? Udało się nam tak wytłumaczyć symbole algebraiczne, żeby módz zawsze rozwiązać równanie typu 2-2x+4=0, ale przecież mamy nieskończenie wiele innych typów równań, n. p. 8—2x+4=0, 4+3+2=0 i t. d. Czy wypadnie nam stworzyć nową naukę, skoro tylko natrafimy na nowy typ równania ? Gdyby tak było istotnie, całe poprzednie badanie mogłoby być ciekawe dla pewnych umysłów, ale nie miałoby żadnej doniosłości. Analiza nowożytna stała się możliwą wskutek tego właśnie, że za pomocą rachunku wektorów możemy należycie wyjaśnić każdy wzór, możemy dowieść, że „niewiadoma" w ka-żdem równaniu przedstawia wektor. W zasadniczych zarysach ta gałąź nauki jest już wykończona. Powstała ona mniej więcej w czasie, gdy udoskonalano maszynę parową i pozostanie potężnem narzędziem badania wówczas jeszcze, gdy maszynę parową będą przechowywali w muzeach, jako zabytek przeszłości, jak dziś przechowujemy zbroje średniowieczne.

ROZDZIAŁ IX

O GEOMETRYI ANALITYCZNEJ

W poprzednich rozdziałach posługiwaliśmy się już metodami geometryi analitycznej. Te-az zajmiemy się nią samą, co da nam mo-rżność lepszego opanowania pojęć, z któremi zapoznaliśmy się poprzednio. W tym i następnych rozdziałach powrócimy do liczb rzeczywistych, dodatnich i ujemnych, porzucimy zaś zupełnie liczby zespolone, któremi zajmowaliśmy się w dwóch poprzednich rozdziałach.

Często opieraliśmy się na tern, że, gdy weźmiemy na płaszczyźnie dwie osie XOX' i YOY', położenie każdego punktu P na tej płaszczyźnie możemy wyznaczyć przez parę dodatnich lub ujemnych liczb x i y (rys. 13.), przyczem x jest długością odcinka OM, y zaś długością odcinka PM. Prosty ten pomysł jest zasadniczem pojęciem geometryi analitycznej i stanowi epokę w historyi myśli matematycznej ; zawdzięczamy go filozofowi Kar-tezyuszowi. Wogóle można powiedzieć, że filozofowie, którzy posiadali gruntowną wiedzę matematyczną, wzbogacili naszą naukę najpiękniejszemi pomysłami, z drugiej zaś strony musimy zauważyć, że uwagi o matematyce, robione przez filozofów, mających wiadomości powierzchowne i ograniczone, nic
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Fig. 13.

nie są warte, są trywialne i mylne. Rzecz to wielce ciekawa, gdyż w gruncie rzeczy pojęcia podstawowe matematyki są nadzwyczaj proste, prawie że dziecinnie proste i należą całkowicie do dziedziny myśli filozoficznej. Prawdopodobnie prostota właśnie tych pojęć jest źródłem błędów, nie nawykliśmy bowiem

Wstęp do matematyki. myśleć o tak prostych przedmiotach oderwanych i trzeba długich ćwiczeń, wielu lat spe-cyalnego w tym kierunku kształcenia, żeby się uchronić bodaj częściowo od błędów, gdy tylko zbaczamy z utartych szlaków myśli.

Stworzenie geometryi analitycznej oraz rzutowej, przypadające mniej więcej w tym samym czasie, ilustruje nam fakt, często powtarzający się w historyi nauki, mianowicie, iż największe odkrycia bywają dokonywane w dziedzinie dobrze znanej. Od powstania geometryi w Grecyi do XVII w. pracowano nad nią przez dwa tysiące lat. Euklides (ur. około 330 r. p. Chr.) wykładał geometryę w Akademii Aleksandryjskiej, przyczem systematyzował tylko i rozszerzał prace poprzedników swoich. Po nim całe pokolenia matematyków pracowały nad udoskonaleniem tego przedmiotu. Nauka nie może należycie rozwijać się, jeżeli badaniami naukowemi zajmuje się niewielka grupa ludzi jednego pochodzenia i jednakowych poglądów. Przeszkody tej nie znała geometrya, gdyż pracowali nad nią Egipcyanie i Grecy, Arabowie i ludy Zachodniej Europy, a jednak, mimo pracy tylu pokoleń, tylu różnych umysłów, najważniejszych zagadnień geometryi nie sformułowano sobie wcale. Ktokolwiek poznał geometryę elementarną, musiał odczuć w niej brak ogólnej przewodniej metody. Dowód każdego twierdzenia wymaga specyalnej pomysłowości, co dowodzi, że w elementarnej geo-metryi brak najważniejszej cechy myślenia naukowego, mianowicie: ogólnej metody.

Otóż najważniejszą zaletą geometryi anali tycznej jest wprowadzenie ogólnej metody. Poszczególne wnioski nie mają w matematyce wielkiego znaczenia teoretycznego. Nauki nie można uważać za doskonałą, dopóki nie składa się ona z kilku ogólnych metod, na zasadzie których z łatwością otrzymać możemy własności różnych przedmiotów, należących do zakresu tej nauki. Rozwój matematyki polega nie na pomnażaniu jej twierdzeń, lecz na rozwoju pojęć; im więcej rozwijają się pojęcia, tern mniej jest wniosków, które warto byłoby szczegółowo rozważać. Niestety, podręczniki obarczają nas zwykle mnóstwem niepotrzebnych, drugorzędnych twierdzeń, które oddawna straciły swą doniosłość, stając się szczególnymi przypadkami pewnych prawd ogólnych; a, jak już zaznaczyliśmy, uogólnienie jest duszą matematyki.

Geometry a analityczna ilustruje jeszcze jedną cechę matematyki, mianowicie, że poszczególne gałęzie matematyki przenikają się nawzajem i mają pojęcia spólne. Różne te gałęzie podlegają ciągle uogólnianiu, a przy-tem łączą się. Przyczyna tego faktu leży w samej istocie nauki, w jej ogólności, t. j. w tem, że matematyka ma do czynienia z prawami ogólnemi, które można wypowiedzieć o wszystkich przedmiotach, jako takich. Geometry a analityczna tern jest ciekawa, że wiąże geometryę, która była początkowo nauką o przestrzeni, z algebrą, która była nauką o liczbach.

Przypomnijmy sobie zasadnicze pojęcia tych dwóch nauk, a zobaczymy, jak są one w istocie związane z metodą spółrzędnych Kartezyusza. Zacznijmy od algebry, pozostawiając na uboczu liczby zespolone, a biorąc pod uwagę tylko liczby rzeczywiste, dodatnie i ujemne. Zasadniczą rzeczą jest to, że każdą zmienną liczbę oznaczamy literą, nie nadając jej wartości określonej. Następnie rozważamy związki między zmiennemi; n. p. mając dwie zmienne iy, możemy je związać równaniem x + y = 1, albo jakiemś innem. W dalszym ciągu dochodzimy do pojęcia form algebraicznych. Mianowicie myślimy o „jakimkolwiek" związku pewnego typu, wznosząc się w ten sposób od pojęcia liczby zmiennej do pojęcia zmiennego związku między liczbami ; n. p. związek x + y = 1 uogólniamy pod postacią ax-\-by=c. Litery a, b i c oznaczają tu jakiekolwiek liczby zmienne, przy tern takie, które wyznaczają związek zmienny pomiędzy zmiennemi liczbami x i y. Zmienne a, b, c i t. p., które służą do wyznaczenia związku, nazywamy „stałemi" albo „parame-trami". Użycie nazwy „stałe" dla liczb, które są naprawdę zmienne, na pierwszy rzut oka wydaje się zupełnie dziwacznem, jest to jednak bardzo naturalne. Gdy chodzi w badaniach matematycznych o związek między zmiennemi iy, przypuszczamy dla ułatwienia, że a, b i c zostały poprzednio wyznaczone. W tym sensie można powiedzieć, że odnośnie doiy, liczby a, b, c są „stałe". Wzór ax + by = c jest ogólnym przykładem pewnej formy algebraicznej, t. j. przykładem pewnego typu związku zmiennego. W ten sam sposób x2+y2=1 uogólniamy w postaci ax2 + by2 = c, albo axi + 2hxy+byi = c, albo wreszcie ax2 + 2hxy+by2-\-2gx+2fy=c.

Teraz zwróćmy się do geometryi. Sama już nazwa tej nauki przywodzi nam na myśl obrazy figur i rysunki trójkątów, prostokątów, kwadratów i kół, w szczególny sposób z sobą powiązanych. Nauka o najprostszych własnościach tych figur jest przedmiotem początkowej geometryi. Wykażemy jednak, że ten punkt widzenia nie jest słuszny. Dobre to jest dla dziecka zacząć naukę geometryi na figurach takich, jak n. p. trójkąty czy kwadraty, które samo może nożyczkami wycinać. Co to jest jednak trójkąt? Jest to figura wyznaczona i ograniczona przez trzy odcinki trzech prostych.

Pojęcie ograniczenia przestrzeni zapomocą odcinków linii jest pojęciem bardzo skompli-kowanem i nie nadaje się wcale do uwydatnienia prostych i ogólnych pojęć, które stanowią treść przedmiotu. Musimy znaleść coś prostszego a zarazem ogólniejszego. Uporczywe trzymanie się niewłaściwego pojęcia (które zresztą w początkach mogło oddawać pewne usługi), było przyczyną tak długiej przerwy w rozwoju geometryi. Wynalezienie rzeczywiście prostej metody w myśleniu geometry cznem jest zasługą geometryi analitycznej i jej wynalazcy Kartezyusza.

Zamiast odcinków prostej rozważamy tu całą prostą, rozciągającą się nieograniczenie w dwóch zwrotach. Z tego właśnie ogólnego pojęcia wychodzimy w naszych badaniach. Grecy nie posiłkowali się zupełnie tem pojęciem (nieograniczonej prostej), które stanowi podstawę geometryi nowożytnej. Euklides uważał zawsze prostą jako odcinek poprowadzony między dwoma określonymi punktami, i ilekroć chciał ją przedłużyć, zaznaczał to wyraźnie; nie myślał nigdy o prostej, jako o całości, danej raz na zawsze. Tę dążność do określeń starannych i ograniczeń, jak również wyłączenie nie podpadającego pod zmysły pojęcia nieskończoności, stanowi charakterystyczną cechę trzeźwego umysłu greckiego. Właściwość ta objawia się i w różnicy między architekturą grecką a gotycką, oraz między religią grecką i nowożytną. Wyniosła wieża gotyckiej katedry i znaczenie nieskończonej prostej w nowożytnej geome-tryi są symbolami przeobrażeń, które zaszły w świecie nowożytnym.

Prosta, rozważana jako całość, stanowi podstawę współczesnej geometryi. Poza linią prostą istnieje cały szereg linii krzywych; stopniowo wytwarzamy sobie pojęcie całkowitej krzywej, która w każdym punkcie posiada pewną charakterystyczną własność. N. p. punkty na kole mają tę własność charakterystyczną, że wszystkie leżą w pewnej danej odległości od środka koła; punkty elipsy, która jest krzywą owalną, mają tę własność, że suma odległości od dwu punktów stałych, zwanych ogniskami elipsy jest wielkością stałą dla wszystkich punktów tej krzywej. Widocznem jest, że koło jest szczególnym przypadkiem elipsy, której dwa ogniska zlały się w jeden punkt; wtedy suma dwóch odległości równa jest podwojonemu promieniowi koła. W starożytności znano własności koła i elipsy i rozważano te krzywe oczywiście jako pewne całości. Euklides np. nie rozpoczyna od łuków koła, lecz odrazu rozważa całe koło. Szkoda, że koło nie jest podstawową linią w geometryi, wtedy niewłaściwe stanowisko Euklidesa względem linii prostej mniejsze miałoby znaczenie. Ogólne pojęcie, że wszystkie punkty krzywej posiadają jednakowe, charakterystyczne własności, wyraża się w geometryi za pomocą terminu „miejsca geometrycznegoa. Miejsce geometryczne jest to linia (albo powierzchnia, albo zbiór linii lub powierzchni), której wszystkie punkty posiadają jakąś daną własność, żaden zaś inny punkt płaszczyzny (lub przestrzeni) tej własności nie posiada. Każdej określonej wła sności, którą mogą posiadać punkty w swoim wzajemnym stosunku, odpowiada określone miejsce geometryczne, które zawiera wszystkie punkty, mające tę własność, i nie zawiera żadnych innych. Badając własności miejsca geometrycznego, jako pewnej całości, rozważamy jakikolwiek punkt (albo punkty) miejsca geometrycznego. W ten sposób w geome-tryi natrafiamy znów na zasadnicze pojęcie zmiennych. Oprócz tego, klasyfikując miejsca na: proste, koła, elipsy i t. d., otrzymujemy pojęcie form.

Podobnie, jak w algebrze zajmujemy się zmiennemi, związkami zmiennych oraz klasyfikujemy te związki na podstawie pojęcia form algebraicznych, tak samo w geometryi zajmujemy się zmiennemi punktami, które, czyniąc zadość pewnym warunkom, tworzą miejsce geometryczne; klasyfikujemy te miejsca na typy za pomocą pojęcia form.

Istotą geometryi analitycznej jest utożsamienie związków algebraicznych z miejscami geometrycznymi. Punktowi na płaszczyźnie odpowiadają w algebrze dwie spółrzędne x iy,a własnościom punktów miejsca geometrycznego odpowiadają algebraiczne związki między w i y. Wkońcu, ogólnym typom związków algebraicznych, takich, jak n. p. ax H +by+c=0, odpowiadają miejsca geometryczne ogólnego typu, które wszystkie posiadają jednakowy kształt geometryczny. Jak widzimy, między temi dwiema naukami dokonywa się prawdziwa wymiana pojęć i wyników, jedna z nich rzuca nowe światło na drugą, i sama, dzięki tej drugiej, zyskuje większą siłę. Łatwo pojąć wzruszenie, które owładnąć mu-siało ludźmi w pewnych chwilach historycznych, n. p. Kolumbem na widok brzegów Ameryki, Pizarrem, gdy patrzał na Ocean Spokojny, Franklinem, gdy wywołał iskrę elektryczną z latawca, Galileuszem, gdy po raz pierwszy skierował lunetę na niebo. Takie chwile przeżywają też uczeni, którzy poświęcają się badaniom w najbardziej oderwanych dziedzinach myśli ludzkiej; taką chwilę miał Kartezyusz, gdy wynalazł metodę geometry! analitycznej.

Kiedy już uchwyciliśmy zasadniczy pomysł geometryi analitycznej, natychmiast przychodzi nam na myśl pytanie: jakie miejsca geometryczne odpowiadają dobrze znanym formom algebraicznym? Jedną z takich najprostszych form jest: ax-by— c=0. Miejsce geometryczne, odpowiadające tej formie, jest linią prostą, i odwrotnie: każdej prostej odpowiada równanie tej formy. Najprostszemu miejscu geometrycznemu odpowiada najprostsza forma algebraiczna. Pochodzi to stąd, że związek między algebrą i geometryą nie jest przypadkowy ani sztuczny, lecz przeciwnie — istotny i głęboki. Równania, które odpowiadają miejscom geometrycznym, nazywamy równaniami tych miejsc. Rozważmy teraz kilka
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przykładów równań prostej. Weźmy równanie y —=0; tutaj a, b i c zastąpione są przez 1, — 1 i 0. Prosta wyrażona przez to równanie, przechodzi przez punkt O, t. zw. „początek spół-rzędnych", i na wykresie jest dwusieczną kąta X0Y. Jest to prosta Lf0L. Że ta prosta przechodzi przez początek spółrzędnych łatwo sprawdzić; zauważmy, że, jeżeli weźmiemy =0 i jednocześnie y=0, uczynimy zadość równaniu, ale liczby 0 i 0 są spółrzędnemi punktu O. W ten sposób możemy się przekonać, że równanie jakiejkolwiek prostej, przez początek spółrzędnych przechodzącej, będzie miało postać ax+by = 0. Miejsce geometryczne równania x + y = 0 również przechodzi przez początek spółrzędnych i jest dwusieczną kąta X‘OY, jest to prosta LOL,.

Rozważmy teraz równanie y — x= 1; odpowiednie dlań miejsce geometryczne nie przechodzi przez początek spółrzędnych. Zbadajmy, gdzie ta prosta przecina osie spółrzędnych. Oś -ów musi ona przecinać w punkcie o spółrzędnych a? i 0. Ale, biorąc y — 0, otrzymamy =—1, a zatem spółrzędne tego punktu (A) będą —1 i 0. Podobnie punkt (8), w którym prosta przecina oś y-ów, posiada spółrzędne 0 i 1. Otóż dla równania y— x=1 otrzymamy, jako miejsce geometryczne, prostą AB, równoległą do LOL'. Podobnie y+x=\ jest równaniem prostej A,B,równo-ległej do L10L\. Łatwo dowieść ogólnego twierdzenia, że dwie proste, wyrażone równaniami ax+by = 0 i ax+by=c, są równoległe.

Grupa miejsc geometrycznych, które się nam zaraz po rozpatrzeniu prostej nasuwają, jest o tyle ważna, że zasługuje na osobny rozdział. Zanim jednak zabierzemy się do badania jej, musimy jeszcze chwilę zatrzymać się nad zasadniczemi pojęciami w tej dziedzinie.

Aby wyznaczyć położenie jakiegoś punktu P, obieramy dowolny początek spółrzędnych, kreślimy dwie prostopadłe osie OX, OYi otrzymujemy spółrzędne punktu: x i y, równe OM i PM (rys. 13.). Jak widzieliśmy w rozdziale poprzednim, punkt P może być wyznaczony za pomocą „wektora" OP, który posiada określony kierunek i określoną długość. Z punktu widzenia oderwanego pojęcie dowolnego początku spółrzędnych, dowolnych osi OX i O Y wydawać się może sztuczne i niezręczne. Kiedy jednak chodzi o zastosowanie matematyki do badania wszechświata, możemy powiedzieć, że w ten prosty sposób wyrażamy zasadniczą cechę naszego obrazu świata zmysłowego. Wszyscy bowiem odnosimy nasze spostrzeżenia do pewnego początku, który nazywamy „tutaj". Zasadniczym faktem naszego istnienia cielesnego jest to, że umiej-scowiamy siebie w pewnej części przestrzeni, dokoła której grupujemy cały wszechświat. Można wyobrazić sobie istotę, która spostrzega jednakowo wszystkie zjawiska w całej przestrzeni, nie uprzedzając się na korzyść żadnej jej części. My jednak postępujemy inaczej : kot u naszych nóg więcej zwraca na siebie naszą uwagę, niż trzęsienie ziemi na Przylądku Dobrej Nadzieji, lub zniknięcie świata całego w układzie Drogi Mlecznej.

Prawda, że, dzieląc się wiedzą z bliźnimi, musimy czynić pewne ustępstwa z naszego indywidualnego, egoistycznego „tutaj". Na miejsce „tutaj“ podstawiamy „mniej więcej tutaj Odległość n. p. mierzymy od ratusza najbliższego miasta albo od stolicy kraju. Mierząc ziemię, uczeni umieszczają początek spółrzędnych w środku ziemi; astronom wznosi się nawet do takiego altruizmu, że umieszcza początek układu w środku słońca. Jakkolwiek ten początek układu leży dość daleko, jakkolwiek możnaby go było przenieść jeszcze dalej, aż do najbliższej gwiazdy, jednak, w porównaniu z bezkresem wszechświata, powiedzieć można, że i w tym przypadku początek znajdowałby się „prawie tutaj*.

Związek między spółrzędnemi x i y a wektorem OP (rys. 8.) jest przykładem słynnego prawa równoległoboku, jak łatwo przekonać się z równoległoboku OMPN. Pojęcie wektora OP, czyli wielkości kierunkowej należy do pojęć zasadniczych fizyki. Każde poruszające się ciało posiada prędkość, której wielkość i kierunek są określone, zatem prędkość jest wielkością kierunkową, czyli wektorem. Tak samo każda siła posiada wielkość i kierunek. Tak więc, wprowadzając do geometryi analitycznej pojęcia początku spółrzędnych i wektora, badamy pojęcia oderwane, odpowiadające podstawowym faktom świata fizycznego.

ROZDZIAŁ X

O PRZECIĘCIACH STOŻKOWYCH

Kiedy greccy matematycy wyczerpali już, jak im się zdawało, wszystkie istotne i podstawowe własności figur, utworzonych z linii prostych i kół, zwrócili się do badania innych krzywych, i, posiadając prawie że nieomylny instynkt w wynajdywaniu przedmiotu istotnie godnego myślenia, poświęcili się głównie badaniom przecięć stożkowych, t. j. krzywych, jakie wyznacza stożek kołowy na płaszczyznach, przecinających go. Początek tych badań przypisują Menechmusowi (ur. 375, um. 325 przed Chr.), który był uczniem Platona i jednym z wychowawców Aleksandra Wielkiego. Aleksander uważał zawsze Menechmusa za nudnego nauczyciela, gdyż, podobno, prosił go o podawanie krótszych dowodów twierdzeń, na co Menechmus miał mu odpowiedzieć: „W państwie są drogi prywatne i drogi królewskie, ale w geometryi jest tylko jedna droga dla wszystkich". Odpowiedź była słuszna w tym sensie, w jakim ją mógł Aleksander zrozumieć. Ale Menechmus mylił się, jeżeli sądził, że dowodów jego nie można skrócić. Większość matematyków współczesnych śmiertelnie by się znudziła, gdyby im wypadło w szkole studyować greckie dowody w teoryi przecięć stożkowych. Wprowadzenie odpowiednich pojęć do nauki niesłychanie wzmaga jej potęgę; nic tak świetnie nie ilustruje tego faktu, jak stopniowe skracanie i upraszczanie dowodów, towarzyszące rozwojowi pojęć matematycznych.

Po raz pierwszy matematycy zaczęli badać przecięcia stożkowe w ten sposób: weźmy jakiś stożek, którego wierzchołek (rys. 15.) leży w punkcie V i który ma podstawę kołową STU. Wyobraźmy sobie, że proste „tworzące", które przechodzą przez V i leżą wszystkie na powierzchni stożka, zostały przedłużone poza punkt V; otrzymamy stożek podwójny. PQR jest przekrojem kołowym, takim samym jest STUy tylko leżącym po przeciwnej stronie punktu V. Oś stożka CVC' przechodzi przez środki tych kół i jest prostopadła do ich płaszczyzn, które są równoległe do siebie. Części krzywych, leżące poza płaszczyzną papieru, na rysunku oznaczone są liniami kropkowanemi; krzywe, leżące na płaszczyźnie papieru, lub przed nią — liniami ciągłemi. Wyobraźmy sobie teraz, że ten podwójny stożek został przecięty płaszczyzną nie prostopadłą do osi CVC.

Mogą tu zachodzić trzy przypadki:

	
1) Płaszczyzna może przeciąć stożek wzdłuż zamkniętej linii krzywej, takiej, jak n. p. ABA‘B, która leży całkowicie w jednej tylko połówce stożka; płaszczyzna ta nie może spotkać drugiej połówki stożka. Taka krzywa nazywa się elipsą, ma ona kształt owalny. Szczególnym przypadkiem takiego przecięcia jest ten, kiedy płaszczyzna jest prostopadła do osi CVG\ wtedy przecięcie (takie jak STU i PQR) będzie kołem. Koło jest tedy szczególnym przypadkiem elipsy.


	
2) Płaszczyzna może być równoległa do płaszczyzny, stycznej do stożka wzdłuż jednej z „tworzących"; n. p. płaszczyzna D,A,D1 jest równoległa do płaszczyzny, która dotyka stożka według tworzącej VS', krzywa przecięcia leży tylko w jednej połówce stożka, ale nie jest zamknięta i niema kształtu owalnego; przeciwnie, ciągnie się w nieskończoność tak, jak tworzące stożka po jednej stronie wierzchołka. Taka krzywa nazywa się parabolą.


	
3) Płaszczyzna może przecinać obie połówki stożka tak, że całkowita krzywa przecięcia składa się z dwu oddzielnych części czyli „gałęzi", jak je nazwano; na rysunku naszym są niemi gałęzie G,A,G‘a i L^A^L^. Żadna z gałęzi nie jest zamknięta, każda ciągnie się w nieskończoność, jak część stożka, w której ona leży. Takie przecięcie stożkowe nazywa się hiperbolą.
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Mamy więc trzy rodzaje przecięć stożkowych : elipsy, parabole i hiperbole. Łatwo zauważyć, że parabole są przypadkiem grani-

Wstęp do matematyki. cznym między elipsami i hiperbolami. Te trzy nazwy zawdzięczamy Apoloniuszowi z Pergi (ur. około 260, um. około 200 prz. Chr.), który napisał traktat o przecięciach stożkowych; praca ta była klasycznym podręcznikiem aż do XVII wieku.

Odrazu widać, jak niezgrabne i trudne było badanie tych krzywych metodami greckich
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matematyków. Mamy do czynienia z krzywemi płaskiemi, a badanie ich oprzeć wypada na rysunku perspektywicznym bryły. Na naszym rysunku nie prowadziliśmy żadnych pomocniczych linii, a jednak rysunek jest dość zawiły. Krzywe te są płaskie, zatem powinno być rzeczą możliwą określenie ich bez posługiwania się pojęciem bryły. Określając je, jako przecięcia stożka, posługiwaliśmy się jednolitą metodą; tak samo dla określenia ich jako krzywych płaskich powinniśmy znaleść metodę jednolitą, dającą trzy rodzaje krzywych. Kształt tych krzywych, wykreślonych na płaszczyźnie, widzimy na rys. 16., 17. i 18.
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Rys. 17.


Punkty A i A’ nazywają się wierzchołkami, odcinek AA' — osią główną. Mu-simy tu zaznaczyć, że parabola ma tylko jeden wierzchołek. Apoloniusz twierdził, że

stosunek PM^ do AM. MA t. j. ( —,i —) J \ AM. MA ) jest zawsze stały, zarówno dla elipsy jak i hiperboli (rys. 16. i 18.) i że stosunek PMi do AM jest stały dla paraboli (rys. 17.). Na tej własności opiera Apoloniusz znaczną część swego dzieła o przecięciach stożkowych. Jest to, oczywiście, pierwszy krok do jednolitego określenia przecięć stożkowych, jako krzywych płaskich, ale tylko krok pierwszy.

Na rysunkach 16. i 18. zaznaczyliśmy dwa punkty S i S‘, na rys. 17. jeden tylko S. Są to ogniska krzywych, punkty bardzo ważne.
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Apoloniusz twierdził, że dla każdego punktu P, poruszającego się po elipsie, suma dwóch odcinków SP i S'P (t. j. SP+S‘P) jest stała i równa osi AA'. Tak samo dla punktu, poruszającego się po hiperboli, różnica S'P—SP jest stała i równa AA', kiedy punkt P leży na jednej gałęzi krzywej; albo też różnica SP'—S'P' jest stała i równa AA', kiedy punkt P' leży na drugiej gałęzi. W paraboli jednak odpowiedniego punktu Apoloniusz nie znalazł.

Wreszcie w 500 lat później ostatni wybitny matematyk grecki, Papus z Aleksandryi rozwiązał to zagadnienie i przez to uzupełnił badania Apoloniusza. Na wykresach 16. i 18. widzimy dwie proste XN i X'N', na 17. zaś, jedną tylko XN. Są to t. zw. kierownice krzywych, których jest dwie dla elipsy i hiperboli, jedna dla paraboli. Każda kierownica odpowiada najbliższemu ognisku. Charakterystyczną własnością ogniska S i odpowiadającej mu kierownicy XN dla każdej z tych trzech krzywych jest to, że stosunek SP do

Cp \

t. j. p) jest stały. PN jest to prostopadła do kierownicy z punktu P, leżącego na krzywej. Znaleźliśmy nareszcie pożądaną własność, która pozwala nam przy badaniu krzywych pozostawać na płaszczyźnie i daje jednolite określenie wszystkich trzech krzy-wych. Dla elipsy stosunek pN jest mniejszy od 1, dla paraboli równy 1, dla hiperboli większy od 1.

SP

Zasadniczy ten stosunek pynazywa się mimośrodem krzywej. Kształt krzywej zależy właśnie od mimośrodu. Nie należy tedy sądzić, że wszystkie elipsy (albo wszystkie hiperbole) mają jeden kształt. Elipsa o małym mimośrodzie jest bardzo zbliżona do koła, natomiast elipsa o mimośrodzie bliskim 1 ma kształt wydłużonego owalu. Wszystkie parabole mają ten sam mimośród (= 1), wszystkie zatem jeden mają kształt, jakkolwiek mogą być rysowane w różnej skali i wskutek tego mogą być różnej wielkości.

Papus zakończył swe badania zapewne w przekonaniu, że, pomijając pewne drobne uzupełnienia, przedmiot jest całkowicie wyczerpany; i, gdyby mógł przewidzieć na tysiąc lat naprzód historyę matematyki, upewniłby się bardziej jeszcze w swym mniemaniu. A jednak najdonioślejsze, najbardziej płodne pomysły w tej dziedzinie pozostały wcale nieznane Grekom, nikt też w tych czasach nie podejrzywał, jak wielkie znaczenie mają przecięcia stożkowe dla badania zjawisk przyrody. Wogóle historya tego zagadnienia geometrycznego może być doskonałą nauczką dla różnych „utylitarystów", co chcieliby ze wszystkiego korzyść ciągnąć. Przez 800 lat badano przecięcia stożkowe bez żadnej myśli o zastosowaniu, jedynie w tym celu, by zadowolić żądzę wiedzy, i dopiero po upływie ośmiuset lat spostrzeżono nagle, że stworzona przez ciekawość matematyków teorya przecięć stożkowych daje klucz do zrozumienia jednego z najważniejszych praw przyrody.

Tymczasem rozwijała się nauka astronomii. Ptolomeusz, astronom grecki (ur. 168 p. Chr.) ogłosił dzieło, w którem objaśnia pozorny ruch słońca i planet wśród gwiazd stałych tern, że słońce i planety krążą dokoła ziemi, pozostającej w spoczynku. W ciągu następnych 1300 lat wzrasta liczba i ścisłość pomiarów astronomicznych; dla wyjaśnienia tych spostrzeżeń wypadło wprowadzić poprawki do hipotezy Ptolomeusza, co uczyniło z niej niezmiernie zawiłą teoryę. Kopernik (ur. 1473 r., um. 1543) zwrócił uwagę, że ruch ciał niebieskich można objaśnić o wiele prościej, jeżeli przypuścimy, że słońce jest nieruchome, ziemia zaś i planety krążą dokoła słońca. Przypuszczał on jednak tylko ruchy kołowe, i, pomimo wielu poprawek, nieraz dowolnych, pozostawano w tern mniemaniu aż do czasów Keplera (ur. w Sztuttgardzie, w Niemczech 1571 r.). Znano i badano od najgłębszej starożytności dwie nauki: geometryę przecięć stożkowych i astronomię, nie podejrzywając nawet, że mają one coś wspólnego. Kepler był astronomem i zarazem zdolnym matematykiem; zajmował się geometryą przecięć stożkowych i w tej dziedzinie wyprzedził znacznie swych współczesnych. Jest on jednym z wielu przykładów, że powodzenie w badaniach naukowych nie wymaga zasklepiania się w jednej tylko gałęzi nauk. Pojęcia nowe łatwiej mogą powstać w umysłach, posiadających gruntowną znajomość pojęć i metod kilku różnych dziedzin wiedzy. Warto przypomnieć, że czytanie słynnego: „Essay on Population" Malthusa, a więc dzieła z innej zupełnie dziedziny, pomogło Karolowi Darwinowi do odkrycia prawa ewolucyi.

Kepler wygłosił trzy prawa ruchu planetarnego; pierwsze dwa w 1609 r., trzecie w dziesięć lat później. Prawa te są następujące:

	
1) Planety krążą dokoła słońca po elipsach, w jednym ognisku każdej z tych elips znajduje się słońce.


	
2) Kiedy planeta porusza się po swej drodze, promień wodzący (łączący słońce z planetą) zakreśla równe pola w równych odstępach czasu.


	
3) Kwadraty czasów całkowitego obiegu planet dokoła słońca są proporcyonalne do sześcianu osi wielkich odpowiednich elips.



Prawa te były tylko pierwszym krokiem do stworzenia bardziej podstawowych pojęć. Newton (ur. 1642 r., um. 1727) wpadł na pomysł prawa powszechnego ciążenia, które polega na tern, że każde dwa ciała przyciągają się z siłą proporcyonalną do iloczynu ich mas i odwrotnie proporcyonalną do kwadratu ich odległości. To ogólne prawo wraz z trzema prawami ruchu, którym Newton nadał kształt ostateczny, okazało się wystarcza-jącem do wytłumaczenia wszystkich zjawisk

astronomicznych, w tej liczbie i tych, które są objęte prawami Keplera, oraz utworzyło podstawę współczesnej fizyki. Pozatem dowiódł on, że komety mogą się poruszać po bardzo wydłużonych elipsach, albo po parabolach, albo po hiperbolach, mało różniących się od parabol. Komety powracające, jak n.p.
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kometa Halley’a, muszą oczywiście biedź po elipsach. Zasadniczym punktem w dowodzie prawa ciążenia (a może nawet w powstaniu samego pomysłu tego prawa) było sprawdzenie praw Keplera, wiążących ruch planet z teoryą przecięć stożkowych.

Począwszy od XVII w., oderwana teorya krzywych przyjmuje udział w dwojakiem odrodzeniu geometryi, które zawdzięczamy wprowadzeniu metod analitycznych i rzutowych. W geometryi rzutowej podstawowe pojęcia skupiają się dokoła rozważania „pęków" promieni, przechodzących przez wspólny punkt (wierzchołek „pęku"). Jeżeli A, B, C i D są stałemi punktami, leżącemi na przecięciu stożkowym, P zaś ruchomym punktem na tej samej krzywej, to pęk promieni PA^ PB, PC i PD posiada szczególną własność, mianowicie t. zw. stały stosunek podwójnego podziału. Wystarczy zaznaczyć, że stosunek podziału podwójnego jest podstawowem pojęciem w geometryi rzutowej. Własność ta, albo własności z nią analogiczne i równoważne są, z punktu widzenia geometryi rzutowej, określeniami krzywej. Widzimy, jak z biegiem czasu daleko znaleźliśmy się od pierwotnego pojęcia tych krzywych, jako przecięć stożka kołowego. Wiemy dziś, że Grecy dostrzegli podrzędną własność tych krzywych, jakkolwiek dziwnym zbiegiem okoliczności same krzywe najzupełniej zasługiwały na uwagę.

Powróćmy do geometryi analitycznej. Zadaliśmy sobie pytanie, jaki rodzaj miejsc geometrycznych odpowiada ogólnej formie algebraicznej ax+by = c; przekonaliśmy się, że są to proste na płaszczyźnie. Wiemy już, że każda prosta posiada równanie takiego kształtu i że każde równanie takiego kształtu odpowiada prostej. Obecnie przejdziemy do następnego typu form algebraicznych. Otrzymamy je przez wprowadzenie wyrazów, zawierających w?, xy i y2; ta nowa forma tak musi być napisana:

ax2+2hxy+by2+ 2gx + 2fy+c = 0.

Równanie tego kształtu przedstawia zawsze przecięcie stożkowe (o ile wogóle przedstawia jakieś miejsce geometryczne) i odwrotnie: równanie każdego przecięcia stożkowego da się przedstawić w takiej postaci. Łatwo poznać rodzaj stożkowej z kształtu równania. Zależy on od wyrażenia ab—h2, gdzie a,bih uważamy za stałe (w znaczeniu poprzednio wyjaśnionem). Jeżeli ab—h2 jest liczbą dodatnią, krzywa jest elipsą, jeżeli ab — h2 = 0, krzywa jest parabolą, jeżeli wreszcie ab— h2 jest liczbą ujemną, krzywa jest hiperbolą.

Załóżmy, że a — b=l, h=g=f=Q1 c=—4. Otrzymamy równanie x2 +  — 4 = 0. Łatwo

sprawdzić, że jest to równanie koła, którego środek leży w początku spółrzędnych, a promień równa się dwom jednostkom długości. W tym przypadku ab — h2=1.1— 02= 1, więc jest liczbą dodatnią. Widzimy stąd, że koło jest szczególnym przypadkiem elipsy, czego można się było spodziewać. Ogólnie bio-rąc, równaniu koła nadać możemy kształt a(x3 + y^ + 2gx +2fy+c=Q; tutaj ab — h2 — = a2—0=a2, czyli zawsze musi być liczbą dodatnią. Widzimy więc, że wszystkie koła są pewnego rodzaju elipsami. Ogólna forma równania paraboli przedstawia się tak:

{dx+eyY+2gx + 2fy+c = 0, wyrazy więc drugiego stopnia stanowią kwadrat zupełny. Otwierając nawias w ostatniem równaniu, otrzymamy:

+2dexy + e2y2—2g + 2fy+c = 0, biorąc a = d2, h = de, b = e2, otrzymamy ab—h2=d2e2—(de)2=0, co istotnie odpowiada równaniu paraboli. Równanie 2xy— 4 = 0, gdzie a=b=g=f=0, h=1, c=—4, przedstawia hiperbolę, gdyż ab -hi = 0— 12, t. j. równa się liczbie ujemnej.

Mówiąc, że równanie ogólne drugiego stopnia przedstawia przecięcie stożkowe, uczyniliśmy pewne zastrzeżenie, mianowicie dodaliśmy: „jeżeli wogóle przedstawia jakieś miejsce geometryczne". Zastrzeżenie to jest konieczne, gdyż w pewnych przypadkach równanie nie przedstawia rzeczywistego miejsca. N. p. równaniu 2+y2+1=0 nie mogą czynić zadość żadne rzeczywiste wartości zmiennych x i y. Zazwyczaj mówią, że miejsce składa się w takich przypadkach z punktów urojonych. Ale pojęcie punktów urojonych należy do bardzo zawiłych pojęć geometrycznych. Obecnie poruszać tej kwestyi nie będziemy.

W ogólnej formie równania zawierają się szczególne przypadki, w których na pierwszy rzut oka nie poznalibyśmy wcale przecięć stożkowych. Przy odpowiednio dobranych parametrach równanie może przedstawiać parę prostych. Para przecinających się prostych da się podciągnąć z łatwością pod pojęcie Greków o przecięciach stożkowych. Powracając do rysunku podwójnego stożka, możemy zauważyć, że pewne płaszczyzny, przechodzące przez wierzchołek V, mogą przecinać stożek według pary prostych, przecinających się w punkcie V. Przypadek prostych równoległych zajdzie wtedy, kiedy rozważać będziemy walec kołowy, jako szczególny przypadek stożka. Płaszczyzna przecinająca go równolegle do osi da w przecięciu parę prostych równoległych. Zresztą mniejsza o to, czy Grecy zgodziliby się na objęcie tych szczególnych przypadków ogólną nazwą przecięć stożkowych; dla nas nie ulega wątpliwości, że zawierają się one wszystkie w ogólnem równaniu drugiego stopnia. Warto zwrócić uwagę na ten fakt, jako na wielce charakterystyczny dla nowożytnej matematyki; stara się ona objąć wzorami ogólnemi wszelkiego rodzaju przypadki szczególne, które dawniej wymagałyby specyalnych rozważań i metod.

ROZDZIAŁ XI

O FUNKCYACH

Pojęcie funkcyi, nie obce też językowi potocznemu, jest dość proste; musimy tylko pokazać, jak się je stosuje w matematyce. Zacznijmy od przykładów. Przypuśćmy, iż pociąg robi 50 kim. na godzinę; w takim razie po upływie t godzin zrobi on, powiedzmy, s kim., przyczem 8=50 t. Liczbę s nazywamy funkcyą t, mianowicie funkcyą kształtu 50 t. Albo przypuśćmy, że Jan jest o rok starszy od Piotra; jeżeli Piotr ma w pewnej chwili x lat, Jan zaś ma y lat, wówczas y=x- 1. Liczba zmienna y jest tu funkcyą zmiennej x, mianowicie funkcyą kształtu xH1.

W powyższych przykładach t i x nazywamy argumentami funkcyi, albo zmiennemi niezależnemi, natomiast s i y — fun-kcyami argumentów t i x, albo też zmiennemi zaleź nem i.

W ogólności, jeżeli mamy dwie liczby zmienne takie, że każdej wartości pierwszej liczby odpowiada określona w zupełności (jednoznacznie) wartość drugiej, wówczas pierwszą liczbę nazywamy argumentem, drugą — funkcyą tego argumentu. Stosunek ten między liczbami zmiennemi nie zawsze da się odwrócić, t. j. każdej wartości funkcyi nie zawsze odpowiada określona jednoznacznie wartość argumentu. Wyrażenia y=a?2; y=2x2-3x+1; y=sin x, są to przykłady różnych funkcyi zmiennej a?, albo argumentu x. Dwie ostatnie funkcye są dobrze znane każdemu, kto stu-dyował algebrę i trygonometryę ; nie będziemy się teraz zatrzymywali nad niemi, ponieważ przytoczyliśmy je tylko dla przykładu.

Określiliśmy wprawdzie ogólne pojęcie funkcyi, ale, jak dotąd, przytaczaliśmy tylko poszczególne funkcye. Otóż matematyka, wierna swym zasadom, musi wynaleść symbol ogólny pojęcia funkcyi. Symbolem funkcyi argumentu x może być           g(), g{x)

lub t. p. Co prawda symbole te są w niezgodzie z ustaloną w algebrze umową, według której każda poszczególna litera oznacza liczbę, gdy tu f, g, cp oznaczają zmienne funkcye. Łatwo byłoby przytoczyć przykłady dwuznaczności powstałej na tym tle. Żeby uniknąć pogmatwania pojęć, możnaby dla oznaczenia pojęcia funkcyi posługiwać się wyłącznie literami greckiemi, albo też wyłącznie literą f lub F, jako pierwszą literą wyrazu : funkcya.

Po tych objaśnieniach możemy pisaćy=f(a), jeżeli chcemy powiedzieć, że zmienna y jest jakąś bliżej nie określoną funkcyą argumentu x. Symbol może tu oznaczać dowolne wyrażenie, n. p. a?, x+1,  2+2+1, sin x,

log x lub t. p. Chodzi tylko o to, że gdy x jest dane, y jest przez to samo zupełnie dokładnie wyznaczone. Jest rzeczą bardzo ważną, byśmy zdali sobie sprawę z całej ogólności tego pojęcia. Możemy n. p. f(x) wybrać w ten sposób, by przy x całkowitem, y czyli f(a) było zawsze zerem, przy każdej zaś innej, niecałkowitej wartości x, funkcya f(x) równała się 1. W ten sposób y równa się zawsze albo 0 albo 1, zależnie od tego, czy x ma wartość całkowitą czy nie; n. p. f(1) = 0, f(2) = 0, f(g)=1, f/2)=1 i t. d. Funkcya taka jest równie dobra, jak każda inna.

Funkcya jest pewnego rodzaju związkiem między dwiema zmiennemi, możemy ją tedy przedstawić graficznie, jak każdy inny związek, posługując się metodą spółrzędnych. N. p. na rys. 2. w rozdziale II. mamy wykres fun-i-l     .

kcyi p = —, przyczem argumentem jest V. Wykres ten został zrobiony tylko dla wartości dodatnich argumentu, gdyż ujemne nie mają znaczenia fizycznego, o które nam w tym przykładzie chodziło. Tak samo na rys. 14. (rozdz. IX.) nieograniczona prosta AB jest

obrazem funkcyi y = x + 1, przyczem argumentem jest x; na tym samym rysunku nieograniczona prosta AXB jest wykresem funkcyi y=l—xi prosta zaś LOL' —wykresem funkcyi y=x.

Wszystkie te funkcye, dające się wyrazić w prosty sposób algebraicznie, nadają się doskonale do przedstawienia graficznego. Są jednak funkcye, których wykres mógłby łatwo
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Rys. 20.

w błąd wprowadzić, albo nawet byłby zgoła niemożliwy do wykonania. Weźmy n. p. fun-kcyę, o której wspominaliśmy, równą 1 dla wszelkich wartości argumentu z wyjątkiem całkowitych, dla których funkcya nasza jest zerem. Wykres takiej funkcyi wyglądałby tak, jak prosta AA' na rys. 20., równoległa do osi X'0X i odległa od niej o 1 jednostkę długości.

Wstęp do matematyki.

Pamiętajmy jednak, że punkty B, C, C,, C i t. d., odpowiadające wartościom całkowitym argumentu, t. j. wartościom 0, 1, 2, 3, 4 i t. d., do wykresu należeć nie powinny, że zamiast nich powinniśmy wziąć odpowiednio punkty O, B, B, Bi i t. d. na osi OX. Łatwo też znaleść funkcye, które wcale wykreślić się nie dadzą. Takie funkcye są bardzo ważne w matematyce wyższej, my jednak nie mamy potrzeby zajmować się niemi.

Wśród różnych klasyfikacyi funkcyi najważniejszym jest podział funkcyi na ciągłe i nieciągłe. Ciągłą jest funkcya, która zmienia się stopniowo przy stopniowych zmianach argumentu, nieciągłą zaś jest taka, która zmienia się raptownie, skokami. N. p. funkcye y= 1+ oraz y=1—x, których wykresy mamy na rys. 14, są obie ciągłe, tak samo ciągłą jest funkcya P = ~, jeżeli rozważamy tylko dodatnie wartości argumentu v. Natomiast funkcya, przedstawiona na rys. 20., jest nieciągła, gdyż zmienia się skokami, gdy x = 1, =2 i t. d.

Zastanówmy się teraz nad kilkoma fun-kcyami, na które natrafić możemy w życiu codziennem lub w badaniach przyrodniczych. W ten sposób uświadomimy sobie dokładniej znaczenie ciągłości i nieciągłości. Badamy n. p. ruch pociągu, idącego z Warszawy do Łodzi. Po drodze przechodzi on przez Skierniewice i Koluszki. Przypuśćmy, że od wyjścia pociągu z Warszawy upłynęło t godzin i, że zrobił on w tym czasie s kilometrów. Oczywista rzecz, że s jest funkcyą argumentu t. Znając dokładnie prędkość pociągu, możemy oznaczyć s, jeżeli tylko wiemy, jak wielkie jestt Ponieważ cuda są tu wykluczone, możemy uważać s za funkcyę ciągłą zmiennej t, niepodobna bowiem przypuścić, żeby pociąg mógł jednocześnie ukazać się w Skierniewicach i w Koluszkach. Nawet w bajkach, gdzie różne cudowne rzeczy się dzieją, nie mamy nigdy do czynienia z ruchem nieciągłym; co-najwyżej opowiadają nam o nadzwyczajnie szybkich ruchach. Niezwykła jednak prędkość ruchu nie przeczy wcale jego ciągłości — prędkość światła wynosi, mniej więcej, 300.000 kim. na sekundę, światło przebiega, mniej więcej, w 8 minut odległość od ziemi do słońca, a jednak przebieżona przez nie droga jest zawsze funkcyą ciągłą czasu.

Nie jest dla nas równie oczywistem, że prędkość ciała jest zawsze funkcyą ciągłą czasu. Weźmy n. p. pod uwagę ruch pociągu w chwili t; pociąg porusza się z pewną prędkością, wynoszącą, powiedzmy, u kim. na godzinę; liczba v jest zerem, jeżeli pociąg stoi na stacyi, może też być ujemną, jeżeli pociąg cofa się. Każdy chętnie się zgodzi, że prędkość v ciężkiego pociągu nie może uledz raptownej zmianie. Pociąg nie może biedź 9• o 11 g. 45 m. z prędkością 40 kim. na godzinę, i raptem, w tej samej chwili, osiągnąć prędkość 50 kim. na godzinę. Każdy z nas zdaje sobie sprawę, że zmiana prędkości musi odbywać się stopniowo; pytanie jednak, co się dzieje, gdy następuje nagłe uderzenie, odpowiednio silne? Przypuśćmy, że następuje zderzenie dwóch pociągów, albo n. p. że uderzamy nogą piłkę — co wtedy zachodzi ? Zmysły powiadają nam, że piłka nagle, w jednej chwili wprawiona została w ruch. Widzimy, że nasze codzienne doświadczenie zmysłowe nie stoi w sprzeczności z przypuszczeniem, że prędkość ruchu zmienia się w sposób nieciągły. A jednak, jeżeli prawa ruchu i pojęcie masy są prawdziwe, musimy założyć, że przyroda nie zna prędkości nieciągłych, że to, co zmysły nasze uważają za zmianę nagłą prędkości, jest w rzeczywistości zmianą stopniową, tylko zachodzącą bardzo szybko. Nie wolno jednak wysnuwać stąd wniosku, że w przyrodzie niema wogóle funkcyi nieciągłych. Gdyby ktoś np. wierzył, że na całej przestrzeni od Londynu do Paryża wysokość każdego miejsca nad poziomem morza jest funkcyą ciągłą odległości od Londynu, i w tern przekonaniu spacerowałby spokojnie na skałach Doveru, zapatrzony w niebo, niezawodnie utonąłby w morzu, zanim zdążyłby dojść do przekonania, że uogólnienia naukowe wymagają wielkiej ostrożności.

Funkcye nieciągłe można znaleść nawet wśród najprostszych wzorów algebraicznych. Weźmy n. p. funkcyę y =1, którą badaliśmy
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już częściowo w rozdziale II. pod postacią p=,, przyczem jednak poprzestawaliśmy na wartościach dodatnich zmiennej v.
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Przypuśćmy teraz, że cc może przybierać dowolne wartości, zarówno ujemne, jak dodatnie. Otrzymamy wykres taki, jak na rys. 21. Niech x zmienia się w sposób ciągły, poczynając od jakiejś wartości ujemnej, i niech przy tern wartość jego bezwzględna wciąż maleje aż do zera, poczem niech x przybiera coraz większe wartości dodatnie. Jeśli tedy ruchomy punkt M odpowiada zmiennej x, wówczas M wyrusza z jakiegoś punktu na osi X'OX1 położonego dość daleko na lewo, i stopniowo przechodzi przez punkty M,, Ma, M... Punkty, wyrażające odpowiednie wartości funkcyi, są to P,P,P,P... Rzecz jasna, że funkcya nasza jest nieciągłą w jednym punkcie — gdy x = 0, t. j. w początku spółrzędnych 0. Istotnie, gdy M zbliża się do punktu 0 ze strony lewej (ujemnej), wartość funkcyi rośnie nieograniczenie, ale jest wciąż ujemna, gdy zaś M minie punkt O funkcya raptownie ukazuje się po drugiej stronie osi Y'0Y i ma wartość dodatnią bardzo wielką. Stąd, jakkolwiek mały odcinek MM, obierzemy, między wartościami funkcyi w punktach M, i M, istnieje zawsze skok, a nawet skok ten jest tern większy, im mniejszy jest odcinek

Z tego wykresu, jak również z wykresu na rys. 20. widzimy, że niektóre funkcye posiadają nieciągłość w poszczególnych, odosobnionych punktach, jeśli więc ograniczymy w odpowiedni sposób zakres zmienności argumentu, możemy z takiej funkcyi nieciągłej otrzymać ciągłą. Jest n. p. rzeczą niemal oczywistą, że o ile poprzestaniemy wyłącznie na wartościach dodatnich a?, albo też wyłącznie na wartościach ujemnych o?, z funkcyi y = — otrzymamy funkcyę ciągłą. Tak samo
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funkcya przedstawiona na rys. 20. jest ciągła w każdym z przedziałów BC^ C2C3 i t. d. z wyjątkiem krańców każdego przedziału. Z łatwością jednak można znaleść funkcye wszędzie nieciągłe. Weźmy n. p. funkcyę f(x) taką, że gdy x jest dowolną liczbą wymierną, f()=1, gdy zaś x jest jakąkolwiek liczbą niewymierną, /(a?) = 2. Taka funkcya jest wszędzie nieciągła.

Przyjrzyjmy się teraz nieco dokładniej określeniu ciągłości. Mówiliśmy, że funkcyę uważamy za ciągłą, gdy wartość jej zmienia się stopniowo przy stopniowej zmianie wartości argumentu, za nieciągłą zaś, gdy zmienia się skokami. Na takiem określeniu poprzestawali dziadowie nasi, natomiast współczesnych matematyków nie zadowala ono wcale. Warto zatrzymać się dłużej nad tą sprawą; jeżeli zrozumiemy zarzuty, które nowożytni uczeni czynią tej definicyi, będziemy mogli o wiele lepiej pojąć ducha współczesnej matematyki. Różnica między dawnymi a współczesnymi matematykami polega na tern, że dziś w de-finicyach ścisłych nie tolerujemy wcale terminów nieokreślonych, przenośni takich, jak „stopniowo". Dziś dopuszczamy takie tylko twierdzenia, dowody i określenia, które posługują się wyłącznie kilkoma prostemi pojęciami, dotyczącemi liczby, wielkości i zmiennych, na których opiera się cały gmach nauki. Z dwóch liczb jedna może być większa od drugiej, może być jej wielokrotnością, natomiast żadnego związku „stopniowości" niema między liczbami, a więc nazwa taka jest w naukowem rozważaniu niedopuszczalna. Na pierwszy rzut oka można to wziąć za pedantyzm, ale na taki zarzut mamy dwie odpowiedzi. Przedewszystkiem, w XIX w. wielcy matematycy, szczególnie Abel i Weierstrass, dowiedli, że różne twierdzenia i teorye matematyczne w dawnem, nieścisłem wysłowieniu są wprost błędne. Macaulay w studyum swem o Baconie przeciwstawia pewność matematyki niepewności filozofii i powiada: „nie było nigdy żadnej reakcyi przeciw twierdzeniu Taylora". Nie mógł, zaiste, wybrać gorszego przykładu. Można śmiało twierdzić, że każdy podręcznik angielski matematyki z czasów Macaulay’a mylnie wysławiał i mylnie dowodził twierdzenia Taylora. Stąd drobiazgowa dokładność współczesnej matematyki jest niezbędna do osiągnięcia wyników ścisłych, pewnych. Powtóre, jest ona potrzebna do badań naukowych, gdyż zapewnia jasność myśli, a przez to przyczynia się do śmiałości pomysłów i skłania do próbowania nowych i płodnych kombinacyi pojęć. Jeżeli wychodzimy z określeń i twierdzeń niejasnych, ogólnikowych, musimy potem na każdym kroku odwoływać się do zdrowego rozsądku, żeby wyjaśnić znaczenie otrzymanych wyników i wytknąć granice stosowalności naszych twierdzeń. A tymczasem w dziedzinie myśli twórczej zdrowy rozsądek jest złym doradcą. Sądy swoje opiera on tylko na tern, że nowe pojęcia po winne być podobne do starych, czyli tłumi wszelką oryginalność.

Chcąc zdobyć dokładne określenie ciągłości funkcyi, zbadajmy najpierw twierdzenie, iż niema związku „stopniowości“ między liczbami. Może nas kto zapytać: czyż liczba jakaś nie może być odrobinę większa od innej liczby, czy, innemi słowy, różnica dwóch liczb nie może być bardzo mała ? Otóż biorąc rzecz oderwanie, nie mając na względzie takich czy innych określonych zastosowań matematyki, nie możemy o żadnej liczbie powiedzieć, że jest duża lub mała. Milion mil jest małą liczbą dla astronoma badającego gwiazdy stałe, milion funtów sterlingów jest dochodem olbrzymim. Czwarta część dochodu może być dużą sumą, jeżeli ją przeznaczamy na cele dobroczynne, natomiast może być bardzo małą, jeżeli przeznaczamy ją na własne utrzymanie. Można podać mnóstwo przykładów na dowód, że liczba, oderwanie biorąc, nie może być duża ani mała. O dwóch liczbach możemy powiedzieć, że jedna jest większa od drugiej, ale nazwać liczbę jakąś wielką lub małą możemy tylko w odniesieniu do pewnych określonych, konkretnych okoliczności. Musimy tedy określić ciągłość, nie posługując się wcale „małemi" albo „stopniowemi" zmianami wartości funkcyi.

W tym celu przedewszystkiem nadamy nazwy pewnym pojęciom, co się nam przyda później, przy rozważaniu granic i rachunku różniczkowego.

„Przedziałem" wartości argumentu x jakiejś funkcyi nazywamy wszystkie wartości tego argumentu zawarte między dwiema jego wartościami. N. p. „przedział" od 1 do 2 składa się ze wszystkich wartości o?, zawartych między 1 a 2, czyli ze wszystkich liczb rzeczywistych, leżących między 1 a 2. Krańcami przedziału mogą być jakiekolwiek liczby rzeczywiste, nie koniecznie całkowite. Powiadamy, że przedział zawiera jakąś liczbę a, jeżeli a leży między krańcami przedziału, n. p. liczby 2,5,4 zawierają się w przedziale od 1 do 2.

O zbiorze liczb powiadamy, że „zbliża s i ę" on do pewnej stałej liczby a o tyle, ile tego wymaga obrana przez nas miara przybliżeń A;, jeżeli wartość bezwzględna różnicy między wszystkiemi liczbami zbioru a liczbą a jest mniejsza od k. N. p. możemy powiedzieć, że zbiór liczb 3, 4, 6, 8 zbliża się do liczby 5, jeżeli za miarę przybliżeń obierzemy 4. W danym razie 4 nie jest najmniejszą miarą przybliżeń, jaką moźnaby obrać. Zbiór nasz również zbliżałby się do 5, gdybyśmy za miarę przybliżeń obrali 31, albo 3'01, albo 3'001. Tak samo liczby 31, 3141, 31415, 314159 zbliżają się do 313102, jeżeli miarą przybliżeń jest 0'032, albo nawet mniejsza liczba 0'03103.

Dwa te pojęcia: „przedziału" i „zbliżania się do stałej liczby" stosownie do pewnej, obranej przez nas miary przybliżeń, są właściwie bardzo łatwe i zrozumiałe; jeżeli tkwi w nich jaka trudność, to chyba ta, że wydać się one mogą zbyt pospolitemi. A jednak w połączeniu z pojęciem „otoczenia" liczby stanowią one podstawę nowożytnej matematyki. Musimy teraz dokładnie określić podstawowe pojęcie „otoczenia", musimy zastanowić się, co znaczy powiedzenie: funkcya f(x) ma taką a taką własność w otoczeniu wartości a argumentu x?

O wartościach funkcyi f(x) powiadamy, że mają pewną własność „w otoczeniu^ liczby a, jeżeli możemy znaleść taki przedział, który 1°) zawiera liczbę a, przyczem a nie jest krańcem tego przedziału; 2°) odznacza się tern, że tę własność posiadają wszystkie wartości funkcyi, odpowiadające wartościom argumentu danego przedziału różnym od a. Natomiast wartość f{a) naszej funkcyi, odpowiadająca wartości x=a,może równie dobrze posiadać, jak nie posiadać tej własności. Mówiąc o „otoczeniu" liczby a, nic nie przesądzamy o wartości f(a).

Weźmy jako przykład funkcyę y = Można powiedzieć, że w otoczeniu liczby 2 przybiera ona wartości mniejsze od 5. Istotnie, możemy znaleść taki przedział (n. p. od 1 do 2*1), który 1°) zawiera liczbę 2, przy-czem 2 nie jest jego krańcem; 2°) odznacza się tern, że dla każdej wartości x, zawartej w tym przedziale, 2 jest mniejsze od 5.

Otóż łącząc wszystkie trzy omówione pojęcia, wiemy, co znaczy: „w otoczeniu liczby a funkcya f(x) zbliża się do liczby c tyle, ile tego wymaga miara przybliżeń k". Chcemy przez to powiedzieć, że można znaleść taki przedział, który 1°) zawiera liczbę a, przyczem a nie jest jego krańcem; 2°) odznacza się tern, że wszystkie wartości funkcyi f(x), odpowiadające wartościom x zawartym w tym przedziale, lecz różnym od a, różnią się od liczby c mniej niż o k. N. p. w otoczeniu liczby 2 funkcya y = \Jx zbliża się do 1'41425, jeżeli za miarę przybliżeń weźmiemy 0'0001. Istotnie, 1.4142 = =1.99996164, zaś 1'4143 =/2-00024449, zatem przedział od 1'99996164 do 2'00024449 zawiera liczbę 2, która nie jest jego krańcem, i dla wszystkich wartości x w tym przedziale, wartości funkcyi y=vx zawierają się między 1*4142 i 1*4143, wszystkie więc różnią się od 1*41425 mniej niż o 0*0001. W danym wypadku moglibyśmy obrać nawet mniejszą miarę przybliżeń, n. p. 0 000051 albo 0-0000501. Weźmy inny przykład. W otoczeniu liczby 2 funkcya y=x2 zbliża się do 4, jeżeli za miarę przybliżeń obraliśmy 0’5. Istotnie, (1-9)2=361 ; (2-1)2=4*41, zatem mamy potrzebny nam przedział od 1-9 do 2 1, który zawiera 2, przy-czem 2 nie jest jego krańcem. Na tym przykładzie widzimy wyraźnie, że co innego jest twierdzenie o własności funkcyi f(x) „w otoczeniu liczby a", co innego zaś twierdzenie o wartości, którą przybiera funkcya, gdy x = a. W pierwszym przypadku musimy koniecznie mieć jakiś przedziały w którym twierdzenie nasze jest słuszne. Z faktu, że 22=4 wcale nie wypływa, że funkcya y = x2 posiada wartość 4 w otoczeniu liczby 2. Takie twierdzenie byłoby mylne, gdyż niepodobna znaleść przedziału, w którym funkcya nasza miałaby wartość 4. Fakt, że 22 = 4, sam przez się nie upoważnia nas nawet do twierdzenia, że w otoczeniu liczby 2 funkcya nasza zbliża się do 4, o ile miarą przybliżeń jest 0*5, jakkolwiek zresztą w danym razie zostało to twierdzenie dowiedzione.

Kto zrozumiał powyższe pojęcia, zrozumiał podstawy matematyki nowożytnej. Do analogicznych pojęć będziemy się uciekali w rozdziale o ciągach i szeregach, jak również w rozdziale o rachunku różniczkowym. Teraz możemy już określić dokładnie „funkcyę cią-głą".

Funkcya jest ciągłą dla wartości a swego argumentu, jeżeli w otoczeniu liczby a zbliża się do fa) [t. j. do wartości, którą przybiera, gdy argument równa się a] o tyle, ile tego wymaga każda^ dowolnie wybrana miara przybliżeń.

Np. funkcya y=x2 jest ciągła dla wartości argumentu =2, gdyż jakąkolwiek obie-rzemy miarę przybliżeń k, możemy znaleść zawsze taki przedział, który: 1°) zawiera liczbę 2, przyczem 2 nie jest jego krańcem; 2°) odznacza się tern, że dla wszelkich wartości x tego przedziału, funkcya zbliża się do 4 (t. j. do 22) o tyle, ile tego wymaga dana miara przybliżeń k. Gdybyśmy n. p. wzięli k=01, mamy (1 999)2= 3 996001 oraz (2-01)2 = = 4-0401; obie te liczby różnią się od 2 mniej niż o 0'1, zatem w przedziale od 1-999 do 2-01 funkcya y = x^ zbliża się do 4 tak, jak tego wymaga miara przybliżeń 0'1. Jakąkolwiek inną miarę obierzemy, będziemy zawsze mogli znaleść odpowiedni przedział.

A teraz wróćmy do ruchu pociągu. Prędkość jego, dajmy na to, w chwili, gdy mija sygnał, nazwiemy funkcyą ciągłą czasu: 1°) jeżeli — biorąc za miarę przybliżeń jakąkolwiek prędkość, np. 0*000001 kim. na godzinę — możemy znaleść taki przedział czasu, obejmujący chwilę mijania sygnału, że prędkość pociągu w każdej chwili tego przedziału różni się od prędkości, z jaką mija sygnał, mniej niż o obraną miarę, czyli mniej niż o 0*000001 kim. na godzinę; 2°) jeżeli to jest prawdą, jakkolwiek małą obierzemy miarę przybliżeń.

ROZDZIAŁ XII

O OKRESOWOŚCI W PRZYRODZIE

Wszędzie w przyrodzie uderza nas istnienie zjawisk okresowych, t. j. następujących po sobie i tak do siebie podobnych, że, nie nadużywając terminu, możemy nazwać je powtarzaniem się tego samego zjawiska. Obrót ziemi dokoła osi powoduje kolejne następstwo dób; co prawda, każda doba różni się od poprzedniej, jeżeli jednak określimy dobę w sposób dostatecznie oderwany, wówczas różnice między dwiema dobami staną się drobne i pozbawione praktycznego znaczenia; każdą zaś dobą będziemy mogli pojmować, jako powtarzanie się jednego obrotu ziemi dokoła osi. Tak samo obrót ziemi dokoła słońca powoduje powtarzanie się pór roku i wprowadza nową okresowość do zjawisk przyrody. Inne zjawisko okresowe, mniej dla nas ważne, jest to zmiana faz księżyca. Życie nowożytne może do tych faz księżyca nie przywiązywać wagi, dzięki istnieniu światła sztucznego, ale w czasach dawnych, szczególnie w klimacie gorącym i pogodnym, światło księżyca miało wielki wpływ na życie ludzkie. To też nasz podział czasu na miesiące i tygodnie, oraz obrzędy związane z tym podziałem, dostały się do Europy z Syryi i Mezopotamii.

Cechę okresowości mają również zasadnicze przejawy życia ludzkiego, n. p. oddychanie, ruchy serca i t. p. Nie możemy nawet wyobrazić sobie życia bez okresowości. Czyż można pomyśleć taki ustrój przyrody, w którym żadne zjawiska nie powtarzałyby się? Wszak doświadczenie nie mogłoby kierować wtedy naszem postępowaniem, co chwila znajdowalibyśmy się w coraz to nowem położeniu, zgoła niepodobnem do wszystkiego, cośmy poprzednio przeżyli. Nie bylibyśmy nawet w stanie mierzyć czasu. Zdawalibyśmy sobie sprawę, że mamy do czynienia z jakimś ciągiem zjawisk, że jedne zachodzą wcześniej, inne później, ale dziś możemy coś więcej powiedzieć o tych zjawiskach. O trzech zjawiskach A, B, C możemy dziś powiedzieć nie tylko to, że zaszły one w wskazanym porządku, ale również, że n. p. między AiB upłynęło dwa razy więcej czasu niż między B i C. Otóż ocenianie długości czasu opiera się na spostrzeganiu, ile razy jakieś powtarzające się zjawisko zaszło w danym przeciągu czasu. Możemy n. p. powiedzieć, że od
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Wstęp do matematyki.

A do B upłynęło tyle a tyle dni, albo miesięcy, albo lat — zależnie od tego, jakie zjawisko okresowe mamy na myśli. Te trzy sposoby mierzenia czasu (na dni, miesiące i lata) pierwotnie zasadniczo różniły się od siebie; jednem z pierwszych zadań nauki u ludów cywilizowanych lub jeszcze napół -cywilizowanych było stopienie ich razem i wytworzenie jednolitego sposobu mierzenia czasu. Zadanie to nie było łatwe. Wypadło nie tylko wyznaczyć, ile jakiś rok ma dni (np. 365,25...), ale również stwierdzić, że każdy następny rok ma taką samą liczbę dni. Możemy przecie wyobrazić sobie świat, w którym istniałyby zjawiska okresowe, ale niezgodne z sobą. W takim świecie jeden rok mógłby mieć 200 dni, inny 350.

Jednym z pierwszych kroków, które mu-siały uczynić nauki przyrodnicze, było skonstatowanie stałości pewnych ważnych okresów. Stałość ta nie jest wynikiem oderwanego prawa myśli, lecz faktem przyrodniczym dobrze zaobserwowanym. Właściwie mówiąc, okresy nie są nigdy dokładnie stałe. W pewnych przypadkach zmienność ich jest tak oczywista, że łatwo daje się dostrzedz, w innych trzeba najsubtelniejszych pomiarów astronomicznych, żeby uwidocznić zmienność okresu. W ogólności można powiedzieć, że okresowość zjawisk, zachodzących w żywych organizmach, ulega dość szybkim wahaniom, natomiast ruchy ziemi i ciał niebieskich odznaczają się stosunkowo stałemi okresami. Wskutek tego zakładamy, że zjawiska astronomiczne okresowe znaczą nam równe odstępy czasu. Ale powstaje pytanie, co począć z niezgodnością okresów, którą ujawniły subtelne spostrzeżenia astronomiczne. Zdawałoby się, że pozostaje tylko jedno: założyć, że jeden z tych rodzajów zjawisk znaczy nam równe odstępy czasu, t. j., że albo wszystkie dni są równej długości, albo wszystkie lata. Astronomowie jednak postąpili inaczej: zmuszeni uczynić jakieś założenie, woleli założyć stałość praw ruchu. Zanim wytłumaczymy, jak to uczyniono, zwróćmy uwagę, że chcąc wyznaczyć miarę czasu, odwołujemy się do astronomów tylko dlatego, że mają oni do czynienia ze zjawiskami, regularnie powtarza-jącemi się. Gdyby tego rodzaju zjawiska (t. j. stale i regularnie powtarzające się) dostrzeżono w ciele ludzkiem, regulowanie zegarków byłoby rzeczą lekarzy.

Powróćmy teraz do praw ruchu. Przede-wszystkiem zauważmy, że, wprowadzając dwa niezgodne z sobą sposoby mierzenia czasu, będziemy musieli temu samemu ciału przypisywać różne zmiany prędkości. Przypuśćmy np., że określamy godzinę jako 1/24 część doby i że badamy prędkość pociągu, który w ciągu 2 godzin biegnie ruchem jednostajnym z prędkością 20 kilometrów na godzinę. Obierzmy teraz inną miarę czasu, np. taką, przy której pierwsza godzina byłaby dwa razy dłuższa od drugiej. Przy tej nowej mierze czasu wypadłoby czas biegu pociągu rozłożyć na dwie części: podczas każdej z tych części pociąg przebył tę samą odległość 20 kilometrów, lecz trwanie pierwszej części było dwa razy dłuższe od trwania drugiej. Wskutek tego powiedzielibyśmy, że prędkość pociągu nie jest jednostajna, że mianowicie w drugim okresie czasu była ona przeciętnie dwa razy większa niż w pierwszym. Widzimy, że od wyboru sposobu mierzenia czasu zależeć będzie, czy ruch danego ciała uznamy za jednostajny, czy nie.

W życiu codziennem możemy uważać pewne zjawiska astronomiczne za powtarzające się z bezwzględną regularnością; o ile założymy taką regularność, a przez to samo przy-piszemy ciałom pewne prędkości i przyspieszenia, przekonamy się, że prawa ruchu, o których mówiliśmy wyżej, sprawdzają się prawie zupełnie dokładnie. Powiadam: prawie dokładnie, mając na myśli pewne zjawiska astronomiczne. Otóż te prawa ruchu byłyby zupełnie dokładnie sprawdzone, gdybyśmy planetom i gwiazdom przypisali trochę odmienne prędkości obrotowe i postępowe. Nauka istotnie robi takie założenie, przez co stwarza pewną miarę czasu, którą określa w odniesieniu do zjawisk astronomicznych, przyczem jednak ta miara czasu nie da się pogodzić z przypuszczeniem jednostajności jakiegokolwiek zjawiska astronomicznego. W każdym razie pozostaje fakt, że jednostajny „upływ“ czasu, na którym tak wiele opieramy w życiu codziennem i w nauce, ma swe źródło w spostrzeganiu zjawisk okresowych.

Nawet zjawiska, które na pierwszy rzut oka wydają się przypadkowemi, mogą w gruncie rzeczy zależyć od zjawisk okresowych, których na razie nie dostrzegamy. Jako przykład weźmy rezonans, który zachodzi wówczas, gdy dwa szeregi pokrewnych zjawisk mają zgodne okresy. Mechanika powiada, że, gdy ciało, które wykonywa ruch drgający o niewielkiem wychyleniu, pozostawimy samemu sobie, drgania jego będą się odbywały w stałych okresach czasu, charakterystycznych dla danego ciała. Np. wahadło wykonywa swoje wahania w okresach czasu stałych, zależnych od kształtu wahadła, długości i rozmieszczenia jego masy. Ciała bardziej złożone mogą wykonywać ruchy drgające różnego rodzaju, ale każdy rodzaj drgań posiada swój własny okres. Każdy taki okres nazywamy okresem drgań „własnych" danego ciała. Wahadło więc ma jeden okres drgań własnych, most wiszący ma takich okresów wiele. Ciało staje się instrumentem muzycznym (np. struna skrzypcowa), jeżeli wszystkie okresy drgań są prośtemi podwielokrotnościami najdłuższego okresu. Niech np. najdłuższy okres ma t sekund, w takim razie inne okresy powinny mieć 1/9 t, 1/3 t i t. d., przyczem zresztą dane ciało może nie posiadać niektórych z tych okresów. Przypuśćmy teraz, że dane ciało wprawiamy w drganie za pomocą drgań innego ciała, których okres jest bardzo zbliżony do jednego z okresów drgań własnych pierwszego ciała; jest rzeczą niemal oczywistą, że wzbudzimy w ten sposób bardzo silne drganie o tym właśnie okresie. Zjawisko to nazywamy rezonansem. Przyczynę zjawiska łatwo zrozumieć: chcąc obalić chwiejącą się skałę, popychamy ją „w takt" jej wahań, gdyż w przeciwnym razie jedne pchnięcia potęgowałyby, inne zaś zmniejszałyby jej wahanie. Termin „rezonans" został zapożyczony z akustyki, ale samo zjawisko ma miejsce w różnych dziedzinach, np. w optyce zależy od niego absorbcya i emisya światła, w dziedzinie elektryczności „zestrojenie wibratorów telegrafu bez drutu, w astronomii tłumaczymy tem znaczny wpływ, jaki jedne planety wywierają na ruchy innych planet, w technice — zawalenie się wiszącego mostu, po którym maszeruje „w nogę" oddział wojska, albo silne kołysanie niektórych statków pod wpływem rytmicznych uderzeń ich maszyn. O ile dwa zjawiska o okresach zgodnych występują zawsze razem, wywołują nowe zjawisko, które im stale towarzyszy. O ile zaś spotykają się tylko przypadkowo, wywołują zjawisko gwałtowne, nieoczekiwane.

Charakterystyczne i stałe okresy wahań, o których mówiliśmy wyżej, są właściwą przyczyną tego, co uważamy za stałe podniety naszych wrażeń zmysłowych. Pracujemy godzinami przy stałem oświetleniu, albo słyszymy jakiś trwały, niezmienny dźwięk, nauka jednak powiada nam, że tej stałości w istocie niema, że stałe oświetlenie jest tylko reakcyą oka na nieskończoną ilość okresowych drgań eteru, niezmienny dźwięk jest reakcyą ucha na fale powietrza. Nie możemy tu wykładać teoryi światła lub głosu, chcieliśmy tylko wyjaśnić, że, pragnąc stosować matematykę do badań przyrodniczych, musimy nauczyć się wyrażać matematycznie zjawiska okresowe. Kto zdaje sobie z tego sprawę, ten łatwo poj-mie doniosłość funkcyi okresowych, o których teraz będziemy mówili.

ROZDZIAŁ XIII.

O TRYGONOMETRYI.

Początku trygonometryi nie należy szukać w ogólnych rozważaniach okresowości w naturze. Trygonometrya, podobnie jak teorya przecięć stożkowych, powstała na tle bardzo specyalnych pojęć. Przy porównaniu hi-story i tych dwóch nauk, nasuwają się nam ciekawe podobieństwa i różnice między niemi. Trygonometrya, podobnie jak nauka o przecięciach stożkowych, powstała u Greków. Twórcą jej był astronom grecki, Hipparch (ur. około 160 r. przed Chr.), który oddawał się badaniom na wyspie Rhodos. Położył on wielkie zasługi około rozwoju astronomii. W jego ręku stała się ona naprawdę nauką, mogącą się poszczycić ważnymi wynikami i poprawną metodą badań. Jedną z największych zasług Hipparcha było właśnie wynalezienie trygonometryi. Drugim z kolei, który udoskonalił trygonometryę, był wielki aleksandryjski astronom, Ptolomeusz, o którym

już poprzednio wspominaliśmy. Widzimy od-razu, jak wielka jest różnica między teoryą przecięć stożkowych a trygonometryą. Try-gonometrya powstała z zagadnień i potrzeb praktycznych, gdy pochodzenie nauki o przecięciach stożkowych jest całkowicie teoretyczne. Początkowo badano przecięcia stożkowe tylko skutkiem zainteresowania się oderwa-nemi pojęciami, związanemi z tą nazwą. Cha-rakterystycznem jest jeszcze to, że przecięcia stożkowe zostały poznane na 150 lat przed trygonometryą, w okresie najwspanialszego rozkwitu myśli greckiej. Znaczenie trygono-metryi zarówno dla teoryi, jak i dla zastosowań matematyki, jest jednym z wielu przykładów niezmiernie doniosłych pojęć, które nauka teoretyczna zdobyła dzięki zastosowaniom praktycznym.

Postaramy się obecnie wyjaśnić, czem jest trygonometryą i jak mogła się ona zrodzić z naukowych dociekań astronomicznych. Prze-dewszystkiem, jakiego rodzaju pomiary mógł wykonywać astronom? Są to pomiary czasu i pomiary kątów. Astronom może ustawić teleskop 2 w ten sposób, by módz go obracać tylko dokoła stałej osi, skierowanej ze wschodu na zachód. Rezultat jest ten, że teleskop skierować można tylko na południe z większem lub mniejszem wzniesieniem, albo też na północ, o ile go obrócimy poza zenit. Za pomocą takiego przyrządu możemy ściśle oznaczyć czas, w którym gwiazda jest dokładnie na południu, albo na północy. Pośrednio przyrządem tym mierzymy kąty. Istotnie, obserwując, ile czasu upłynęło między przejściem dwóch gwiazd przez południk, i zakładając ruch jednostajny obrotowy ziemi, znajdziemy
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kąt, o który ziemia obróciła się w tym czasie. Za pomocą innych przyrządów możemy bezpośrednio zmierzyć kąt między dwiema gwiazdami. Jeżeli punkt E jest okiem obserwatora, EA i EB zaś są kierunkami, w których widzimy gwiazdy, łatwo wymyśleć przyrząd do mierzenia kąta AEB. Astronom, badając niebo, mierzy właściwie tylko kąty, aby módz wyznaczyć względne kierunki gwiazd i planet w każdej chwili. Analogicznie, przy mierzeniu pól na powierzchni ziemi, najważniejszą rolę odgrywa pomiar kątów. Bezpośrednie dokładne pomiary długości możliwe są tylko w wyjątkowych warunkach: rzeki, domy, lasy, góry i wogóle nierówności gruntu stoją temu na przeszkodzie. Przy pomiarze całego kraju wykonywa się tylko jeden albo dwa pomiary długości, ale zato pomiary te bywają wykonywane z niezmierną dokładnością w miejscowości, specyalnie na ten cel
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wybranej. Główna praca przy pomiarze kraju polega na mierzeniu kątów. Przypuśćmy, że w miejscowości, w której chcemy dokonać pomiarów, A, B i C (rys. 23.), są to trzy punkty widzialne z daleka, np. trzy wieże kościelne; przypuśćmy też, że z każdego z tych punktów widać dwa drugie. W takim razie, znajdując się w A, łatwo możemy zmierzyć kąt BAC, w B zmierzyć kąt ABC, w C — zmierzyć kąt BCA. Teoretycznie rzecz biorąc, wystarczyłoby zmierzenie dwóch kątów, gdyż, jak wiadomo, suma trzech kątów w trójkącie równa się dwóm kątom prostym; o ile więc znamy dwa kąty, trzeci z łatwością odnaj-dziemy. W praktyce jednak lepiej jest zmierzyć wszystkie trzy kąty, aby poprawić drobne błędy, nieuniknione przy obserwacyi. Postępując w ten sposób, cały kraj pokrywamy siecią trójkątów. Nazywa się to tryangulacyą (trójkątowaniem) i jest zasadniczą czynnością przy zdejmowaniu planów.

Znając kąty trójkąta, znamy i kształt jego, niezależny od wielkości figury. Wkraczamy tu w dziedzinę teoryi podobieństwa figur geometrycznych. Pomysł ten jest nam w praktyce dobrze znany. Wiemy przecie, że plany rysuje się w określonej skali. Jeżeli przy rysowaniu długość 1 kim. oznaczymy jako 1 cm., wówczas długość trzech centymetrów na planie oznaczać będzie w rzeczywistości trzy kilometry. Ale zawsze kształt, jaki otrzymamy na planie, odpowie kształtowi rzeczywistemu, np. kąt prosty oznaczymy zawsze na planie jako kąt prosty. Podobieństwo geometryczne określić możemy w ten sposób: dwie figury są do siebie podobne 1) jeżeli każdemu punktowi jednej figury odpowiada punkt drugiej tak, że każdemu odcinkowi jednej odpowiada odcinek i każdemu kątowi kąt drugiej; 2) jeżeli długości odpowiednich odcinków są do

siebie proporcyonalne i odpowiednie kąty równe. Stały stosunek między odległością dwóch punktów na ziemi a odpowiednią długością odcinka na planie, nazywamy skalą tego planu. Na każdym planie musi być zaznaczona skala. Mówiliśmy już, że dwa trójkąty są podobne wtedy, kiedy mają wszystkie kąty równe. Jeżeli (rys. 24.) w dwóch trójkątach ABC i DEF^ kąt A = kątowi D, kąt
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Rys. 24.
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B=kątowi E i kąt C=F, to bok DE tak się ma do boku AB, jak EF do BC i jak FD do CA. Nie o wszystkich jednak figurach da się powiedzieć to, co o trójkątach: że są do siebie podobne, jeżeli mają wszystkie kąty równe. Weźmy np. kwadrat ABCD i prostokąt ABEF\ wszystkie odpowiednie kąty tych figur są równe, ale, chociaż bok AB kwadratu = bokowi AB prostokąta, jednak bok kwadratu BG jest zaledwie połową odpowiedniego boku BE prostokąta. Nie możemy więc powiedzieć, że kwadrat ABGD jest podobny do prostokąta ABEF. Ta szczególna własność trójkąta czyni go podstawową figurą w teoryi podobieństwa. Dlatego też i przy zdejmowaniu planów najważniejszą rolę gra tryangulacya; trójkąt wreszcie dał początek wyrazowi „trygonometrya“, pochodzącemu od

Rys. 25.

dwóch greckich wyrazów: trigonon — trójkąt i metreo — mierzę. „Niech będą dane wartości kątów w trójkącie, co możemy powiedzieć o względnej wielkości jego boków?" oto podstawowe zagadnienie trygonometryi. Podkreślam, że mowa tu o względnej wielkości boków, gdyż na mocy teoryi podobieństwa figur znamy tylko stosunki między bokami. Żeby odpowiedzieć na to pytanie wprowadzimy pewne nowe funkcye, których argumentem jest wielkość kąta. Funkcye te powstały na drodze rozważań trójkąta prostokątnego, wielkość zaś kąta określono za pomocą łuku koła. Podręczniki nowożytne odsuwają zazwyczaj na plan drugi określenie wielkości kąta za
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pomocą długości łuku; taka zmiana nie wpływa jednak korzystnie na przejrzystość wykładu. Musimy zaznaczyć, że, co się tyczy podobieństwa, koło zajmuje tak samo uprzywilejowane położenie wśród figur krzywoli-nijnych, jak trójkąt między prostolinijnemi. Każde dwa koła są do siebie podobne, różnią się tylko co do wielkości (skali). Długości okręgów dwóch kół (rys. 26.) APA' i A^A' są proporcyonalne do długości ich promieni. Podobnie, jeżeli dwa koła mają wspólny środek O, jak na rys. 26., to łuki ich AP i ArPly zawarte między ramionami tego samego kąta środkowego A0Py są również proporcyonalne do promieni. Stosunek długości łuku AP do

łuk AP

długości promienia OP, t. j. promie oPJest zatem liczbą niezależną od długości promienia OP i wyraża się przez taki sam ułamek jak

. łuk A.P. I, . x . .

stosunek -—-            Ułamek taki, ti.

promień OPr               1

„stosunek łuku do promienia" jest właściwą teoretyczną miarą wielkości kąta; nie jest on przytem zależny ani od jednostki długości, ani od żadnego sposobu dzielenia na części

AP

kąta prostego. Zatem ułamek op przedstawia nam wielkość kąta AOP.

Poprowadźmy PM prostopadle do OA. Greccy matematycy nazwali odcinek PM sinusem łuku AP, odcinek zaś OM cosinu-sem łuku AP. Grecy zdawali sobie dokładnie sprawę, że stosunki między tymi odcinkami są w związku z teoryą podobieństwa. W definicyach ich jednak nie są uwidocznione właściwości tej teoryi. Nie mieli oni ogólnego pojęcia funkcyi, jako związku między parami zmiennych liczb, jak również były im obce nowożytne pojęcia algebry i analizy algebraicznej.

Obecnie w nowożytnej matematyce rozwa-

AP

żamy zamiast łuku AP, stosunek op, który jest tą samą liczbą dla wszystkich długości promienia P; zamiast rozważać odcinki PM .       . i .PM OM

i OM rozważamy stosunki op i Op; które są również liczbami niezaleźnemi od długości OP, t. j. od skali naszego wykresu. Okre-PM

ślamy tedy liczbę op jako sinus (wstawę)

liczby op i liczbę op jako cosmus (do-PA

stawę) liczby op Niewygodnie jest pisać ta-AP

kie ułamki, oznaczymy więc ułamek poprzez u, które przedstawiać będzie wielkość kąta

1

 Na przyszłość będziemy opuszczali znak + o ile to będzie możliwe, n. p. pisząc (1, 0) zamiast (+1, 0) i (0, 1) zamiast (0, +1).

2

 Wolimy przypuszczać, że mamy do czynienia z powszechnie znanym przyrządem nowożytnym.


.PM         OM

AOP, i op przez oraz op przez w. Zatem, jeżeli będziemy mówili o jakimkolwiek kącie AOP, wówczas u, v i w będą liczbami zmien-nemi. Istnieje między niemi taki związek, że kiedy u (t. j. kąt AOP) jest dane, przez to samo
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Wstęp do matematyki. mamy wyznaczone zupełnie viw. Więc v i w są funkcyami argumentu u. Nazwaliśmy v vsinusemu liczby u, oraz w „cosinusem^ u. Przystosujemy ogólny sposób oznaczania fun-kcyi y=f(x) do tych szczególnych przypadków i napiszemy sin zamiast „f", chcąc oznaczyć funkcyę „sinusa", i cos zamiast „f“, kiedy zechcemy oznaczyć funkcyę „cosinusa". Napiszemy więc:

v= sin u, i w= cos u.

Znaczenie tych funkcyi sin i cos, jako związków między parami liczb u i, albo u i w jest następujące: jeżeli zbudujemy (rys. 26.) kąt AOP, którego miarą jest „stosunek AP do OPu=u, wówczas liczba v= „stosunkowi PM do OP^, liczba zaś w =, stosunkowi OM do OP^.

Jeżeli liczba u jest zbyt wielka, natrafiamy na pewne trudności, które dadzą się usunąć tylko przez wprowadzenie nowych określeń. Może się zdarzyć, że łuk AP większy będzie od czwartej części okręgu i punkt M (rys. 27.) padnie między O i A', nie zaś, jak poprzednio, między O i A. Również P może się znaleść pod prostą A OA', nie zaś ponad nią, jak na rys. 26. Uciekając się do metod geo-metryi analitycznej, uogólnimy definicyę sinusów i cosinusów i przez to usuniemy te trudności. Przyjmijmy ramię trójkąta OA za oś X-ów; przedłużając je wstecz otrzymamy ujemną część osi OX'; prostopadle do niej poprowadźmy oś YOY. Niech jakikolwiek punkt P, leżący w odległości r od punktu O, posiada spółrzędne x i y. Spółrzędne te są obie dodatnie w pierwszej ćwiartce płaszczyzny, jak np. spółrzędne x, y punktu P na rys. 27.
[image: ]

W innych ćwiartkach albo jedna spółrzędna, albo obie są ujemne, np. spółrzędne punktu P są a?', y\ x‘, y są to spółrzędne punktu P" i o?, y' spółrzędne punktu P" na rys. 27., gdzie od i y są ujemne. Stosunek AP do r

n*

jest miarą dodatniego kąta AOP^ sinusem jego 2 oc

Ale na tem nie koniec. Przypuśćmy, że u jest liczbą większą od stosunku długości całego okręgu do promienia. Na zasadzie podobieństwa ten stosunek jest jednaki dla wszystkich kół. Oznaczamy go zwykle w matematyce symbolem 2n, gdzie n jest grecką literą P i wymawia się „pi". Możemy dowieść, że tc jest liczbą niewymierną, a zatem wartości jej nie możemy przedstawić pod postacią żadnego ułamka skończonego, ani dziesiętnego ułamka okresowego. Wartość n z dokładnością do piątego znaku dziesiętnego wynosi 3’14159; w wielu przypadkach wystarczy wziąć na n wartość 22. Matematycy mogą obliczyć liczbę n z dowolną dokładnością, podobnie jak wartość 2. Obliczono ją z dokładnością do 707 znaków dziesiętnych; takie obliczanie niema zresztą żadnej wartości praktycznej ani teoretycznej. Dokładne wyznaczenie liczby n jest jedną z dwóch części, na które rozpada się słynne zagadnienie o kwadraturze koła. Drugą częścią tego zagadnienia jest wykreślenie środkami czystej geometryi odcinka równego długości okręgu. Obecnie wiadomo, że obie części tego zagadnienia są niemożliwe do rozwiązania. Nierozwiązalne to zagadnienie straciło obecnie wszelką wartość teoretyczną i praktyczną, gdyż zostało wchłonięte przez zagadnienie o wiele szersze.

Powróćmy teraz do pytania, jak określić wielkość kąta w sposób tak ogólny, żeby można mu było przypisać dowolną wartość u. Przypuśćmy, że jakiś punkt Q (rys. 27.), wyruszając z A na osi OX, porusza się po kole w kierunku dodatnim (t. j. przeciwnym ruchowi strzałek na zegarze); obiega w ten sposób cały okręg pewną ilość razy i ostatecznie zatrzymuje się np. w punkcie P, albo P', albo P", albo P”'. Otóż długość drogi tego punktu podzielona przez promień koła r jest uogólnioną deflnicyą kąta dodatniego dowolnej wielkości. Niech x i y będą spółrzę-dnemi punktu, w którym zatrzymał się punkt Q; spórzędne te (rys. 27.) mogą mieć wartości x i y, albo x\ y^ albo x‘, y\ albo x, y’. Sinusem takiego „ogólnego" kąta jest zawsze Q oc

,, cosinusem —. W ten sposób związki fun-kcyonalne v = sin u i w = cos u określimy wreszcie dla wszelkich dodatnich i rzeczywistych wartości liczby u. W przypadku ujemnych wartości u, punkt Q obracamy w kierunku przeciwnym (zgodnie z kierunkiem strzałek na zegarze). Nie będziemy się jednak zatrzymywali nad tern, ponieważ ogólna metoda postępowania pozostaje ta sama.

Za pomocą funkcyi sinus i cosinus, określonych w powyższy sposób, możemy rozwiązać zagadnienie o trójkącie, z którego powstała trygonometrya, ale prócz tego możemy ustalić związek, jaki zachodzi między trygo-nometryą i ogólnem pojęciem okresowości, o której mówiliśmy w rozdziale poprzednim. Łatwo zauważyć, że funkcye sin u i cos u są funkcyami okresowemi zmiennej u. Rozważmy np. położenie P (rys. 27.) punktu Q, który wyruszył z A i biegnie po okręgu. Po-

0.     ,          •  1 x łuk AP

łożeniu temu odpowiadać może kąt -------,

łuk AP -1 X A      łuk AP • 1

i kąt 27-------, i k4t4T =-------, ikąt

   . łuk AP ,

6 n 4--------11. d. Wstawy i dostawy wszyst

kich tych kątów są jednakie, mianowicie oc

i —. Widzimy tedy, że przy dowolnej warto-V

ści liczby u, argumentom u, 2n-M, 4nM, 6 Ti 4- u i t. d. odpowiadają te same wartości sinusów i cosinusów. Innemi słowy

sin u=sin (2n-u)=sin (4n-u)=sin (6n—u) i t. d.

cos u=cos (2n+u)=cos (4n-u)=cos (6n-u) i t. d.

Fakt ten możemy wyrazić, mówiąc, że sin u i cos u są funkcyami okresowemi, których okres = 2 n.
[image: ]

Na rys. 28. znajdujemy wykres funkcyi y=sin x (zamiast w, v piszemy x i y, jako symbole pospolicie używane). Na osi -ów bierzemy jakąkolwiek dowolną długość, oznaczającą liczbę 1. Wartości bezwzględne wstaw i dostaw nie mogą nigdy przewyższać 1. Zwracamy uwagę, że figura powtarza się okresowo, przyczem okres=2n. Rysunek tu podany przedstawia najprostszy typ funkcyi okresowej, na którym inne się opierają. Wykres cosinusów w niczem zasadniczo nie różni się od wykresu sinusów. Możemy łatwo

TT

dowieść, że cos w = sin (a—,); jak widzimy 2

z tego, wykres dostaw otrzymamy, przesuwając na wykresie wstaw oś y-6^ (rys. 28.) 1             1         TU                •         ,

do punktu — na osi R-ÓW.

Łatwo jest wykreślić funkcyę „sinusa", której okres ma wartość = a. Możemy napisać

. 2nx y = sin ----

a

oraz

2n(x-\-a)    . (20 । )   . 20

sin ————- = sin i---—27= sin——-

a     C) a

Okresem tej nowej funkcyi jest a. Spróbójmy teraz podać ogólną definicyę funkcyi okresowej. Funkcya f(x) jest okresowa (z okresem = a\ jeżeli 1) przy jakiejkolwiek wartości x mamy f(x) = f(x + a) i 2) jeżeli niema takiej liczby b mniejszej od a, żeby f(x) = f(x + b), przy jakiejkolwiek wartości x.

Wprowadziliśmy ten drugi warunek do określenia dlatego, że sin ma wiele okresów, np. a, 2a, 3a i t. d., ponieważ

. 2n(0c — 3a)   . (20, . \   . 2nx

sin—-------=sin(---+ 6n)=sin---.

a          \ a / a

Chodzi nam tu o najmniejszy okres, który nazywamy wprost „okresem funkcyi".

Nad całą oderwaną teoryą funkcyi okresowych i nad wszystkiemi jej zastosowaniami do fizyki panuje jedno, niezwykle doniosłe twierdzenie, zwane twierdzeniem Fouriera, które powiada, że, jeżeli jest funkcyą okresową o okresie a i jeżeli f(x) czyni zadość pewnym warunkom, które zresztą są spełnione zawsze dla wszelkich funkcyi spotykanych w badaniach przyrodniczych, możemy napisać w postaci sumy wyrazów takiego kształtu
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W tym wzorze Co, cn Cg i t. d., jak również e,, e,, e, i t. d. są stałemi, które musimy dobierać w odpowiedni sposób dla każdej poszczególnej funkcyi. Powstaje teraz pytanie, ile mamy wziąć takich składników? Natrafiamy tu na nową trudność: jakkolwiek w pewnych przypadkach wystarczy wziąć określoną liczbę wyrazów, można jednak dowieść, że w ogólności potrafimy tylko zbliżać się coraz bardziej do wartości funkcyi bio-rąc coraz więcej składników. Ten proces stopniowego zbliżania się do pewnej wartości prowadzi do rozważań nad teoryą szeregów nieskończonych. W następnym rozdziale zastanowimy się nad tą teoryą, która stanowi jeden z najważniejszych działów matematyki.

Powyższa metoda wyrażania funkcyi okresowych w postaci sumy sinusów, nazywa się „analizą harmoniczną funkcyi". Ma ona wiele zastosowań w badaniach przyrodniczych. Np. w cieśninie Pas-de-Calais dwa razy w ciągu doby powtarza się zjawisko przypływu i odpływu. Zjawisko to ulega pewnej komplikacyi wskutek tego, że istnieją dwie fale przypływu, z których jedna przychodzi wprost przez kanał La-Manche, druga zaś okrąża północny brzeg Szkocyi i przez morze Niemieckie dociera do cieśniny. Prócz tego, jedne przypływy bywają silniejsze od innych wskutek tego, że nietylko księżyc, ale i słońce ma wpływ na powstawanie przypływów. W ten sposób w zjawisku przypływów i odpływów mamy do czynienia nietylko z normalnymi okresami sześciogodzinnymi, ale również z okresami miesięcznymi i innymi. Pomijamy tu oczywiście niedający się przewidzieć wpływ wiatrów na to zjawisko. Ogólne zagadnienie analizy harmonicznej w zastosowaniu do teo-ryi przypływów polega na znalezieniu grup wyrazów, takich, jak we wzorze Fouriera, przyczem każda grupa powinna nam wyznaczyć z dostateczną dokładnością wpływ jednego takiego „okresu" na wysokość przypływu w dowolnej chwili. Argument x oznaczać tu będzie czas, rachowany od jakiejkolwiek, dogodnie obranej chwili.

Tak samo drganie struny skrzypcowej poddajemy analizie harmonicznej, jak również drgania eteru i powietrza, odpowiadające falom świetlnym i głosowym. Mamy tu do czynienia z jedną z podstawowych metod fizyki matematycznej, mianowicie, nie mniej i nie więcej, jak tylko z ogólną metodą traktowania zjawiska okresowości w przyrodzie.

ROZDZIAŁ XIV

O CIĄGACH I SZEREGACH.

W kursie szkolnym żadnej części matematyki nie traktują tak po macoszemu, jak doniosłego zagadnienia ciągów i szeregów. Przytaczają dwa podrzędne szeregi — arytmetyczny i geometryczny — które mają wartość li tylko jako najprostsze przykłady szeregów, jako wstęp do niezmiernie doniosłej teoryi, ogólnych zaś pojęć nie omawiają wcale. Wskutek tego postępy arytmetyczny i geometryczny żadnych pojęć nie ilustrują i stają się czemś wprost trywialnem, pozbawionem wszelkiego znaczenia.

W matematyce ciągiem nazywamy zbiór przedmiotów, uporządkowanych w pewien sposób, następujących po sobie w pewnej kolei. W życiu codziennem używamy w tym sensie zarówno wyrazu „ciąg", jak wyrazu „szereg"; w tym sensie można n. p. mówić o ciągu lub o szeregu angielskich mężów stanu, którzy w XIX. w. sprawowali po kolei urząd pierwszego ministra. Ciąg taki zaczyna się od Williama Pitta, a kończy na lordzie Roseberrym. Moglibyśmy, oczywiście, z tych samych mężów stanu utworzyć ciąg na innej zasadzie oparty, n. p. moglibyśmy uporządkować ich według wzrostu lub tuszy. Zapewne, że taki trywialny sposób tworzenia ciągu z ministrów nikomu na myśl nie przyjdzie, teoretycznie jednak rzecz biorąc, byłby to taki dobry ciąg, jak każdy inny.

Jeżeli mamy do czynienia ze skończoną liczbą przedmiotów, wówczas ilość różnych sposobów ustawienia ich w jednym ciągu nazywamy liczbą ich przemian (permutacyi). Dla n różnych przedmiotów (n uważamy, oczywiście, za liczbę całkowitą) liczba przemian równa się

n (n—1) (n—2) (n—3)...4.3.2.1,

czyli równa się iloczynowi pierwszych n liczb całkowitych. Iloczyn ten odgrywa dość ważną rolę w wielu zagadnieniach matematycznych, to też oznaczają go zwykle specyalnym symbolem, mianowicie symbolem n! Tak więc 2!=1.2=2; 31 = 1.2.3 = 6; 41 = 1.2.3.4=24 i t. d. Gdy liczba n wzrasta, wartość iloczynu n\ wzrasta niezmiernie szybko, np. 100! jest sto razy większe od 99!

Dla małych wartości n łatwo sprawdzić doświadczalnie, że n\ wyraża istotnie liczbę różnych sposobów ustawienia n przedmiotów w jeden ciąg. Mając np. dwa przedmioty a i b, możemy je ustawić bądź w porządku ab, bądź w porządku ba', mamy też 2 ! = 2. Trzy przedmioty a, & i c możemy uporządkować na sześć różnych sposobów, mianowicie: abc, acb, bac, boa, cab, cba', wiemy też, że 3! = 6.

Inaczej rzecz się przedstawia, gdy mamy do czynienia ze zbiorem nieskończenie wielu przedmiotów, np. ze zbiorem wszystkich liczb całkowitych, wszystkich ułamków lub wszystkich liczb rzeczywistych. Sprawa wtedy komplikuje się ogromnie. Dotknęliśmy jej w rozdziale VI., mówiąc o różnych sposobach uporządkowania liczb całkowitych, ułamkowych i wogóle liczb rzeczywistych. Kwestya ta, trudna i od niedawna badana przez matematyków, stanowi ważną gałąź nauki, nie możemy tu jednak zajać się nią. Wszystkie ciągi nieskończone, które będziemy rozważali, będą należały do jednego typu z ciągiem liczb całkowitych rosnących, mianowicie każdy ciąg będzie posiadał pierwszy wyraz, każdy wyraz ciągu będzie miał dwa sąsiednie wyrazy (jeden bezpośrednio poprzedzający go, drugi bezpośrednio następujący po nim), prócz pierwszego wyrazu, który może mieć, oczywiście, jeden tylko wyraz sąsiedni — następujący po nim. Jeśli więc m jest dowolną liczbą całkowitą (różną od zera), w ciągu naszym musi istnieć m-ty wyraz. Ciągi skończone tern tylko różnić się dla nas będą od nieskończonych, że posiadają wyraz ostatni. Mówiąc o ciągach, będziemy mieli zawsze na myśli ciągi skończone lub nieskończone, odpowiadające powyższym warunkom.

Przy badaniu ciągu liczb najważniejszą dla nas sprawą jest zazwyczaj dodanie do siebie kolejnych jego wyrazów. Oznaczmy pierwszy, drugi, trzeci ... n-ty wyraz ciągu liczb przez u, ug, u5 . . . un . . . Utwórzmy nowy ciąg M, ; M +Mg; u—M,+ Ms; u+M-Mz+uit.d. Wyraz n-ty tego nowego ciągu ma kształt u,+u+ug-. . . + un. O ile pierwotnie dany ciąg miał skończoną liczbę wyrazów, otrzymamy w ten sposób — po dłuższym lub krótszym rachunku — sumę wszystkich wyrazów ciągu; będzie nią ostatni wyraz nowego ciągu. Jeżeli jednak dany nam ciąg miał nieskończenie wiele wyrazów, nie będziemy nigdy w stanie zakończyć dodawania tych wyrazów, nigdy też nie otrzymamy ostatniego wyrazu nowego ciągu. Pomimo tego można w pewnym sensie posługiwać się symbolem

u,+Mg+uzH. . .+un-. . ., nawet, gdy wyrazów tych ma być nieskończenie wiele. Symbol ten nazywamy w matematyce „szeregiem nieskończonym". Zobaczymy zaraz, jak go należy pojmować.

Wpierw jednak zastanówmy się nad pytaniem, dlaczego dodawanie wyrazów ciągu ma dla nas tak ważne znaczenie? Otóż przede-wszystkiem dlatego, że mamy tu do czynienia z zasadniczym procesem myślowym — z tworzeniem przybliżeń. Postępowanie to stosujemy nietylko w matematyce. Nasz umysł nie jest w stanie objąć odrazu wielkiej ilości skomplikowanego materyału, musi go więc w pewien sposób uporządkować i poznawać stopniowo. Tak postępuje n. p. mąż stanu, gdy wykłada w parlamencie zawiłą sprawę: najpierw podkreśla zasadnicze jej strony, potem rozwija szczegóły we właściwym porządku. Artysta postępuje inaczej: wpierw przygotowuje wyobraźnię szeregiem szczegółów, potem prowadzi nas stopniowo do najważniejszego zdarzenia, do kryzysu. W matematyce i we wszystkich jej zastosowaniach mamy na każdym kroku do czynienia z postępowaniem, które nie różni się zasadniczo od sumowania wyrazów ciągu. Np. liczbę 568213 ujmujemy jako 500000+60000+8000+200+10+3. To samo występuje bardzo wyraźnie w ułamkach dziesiętnych; np. 314159=3-1+%+r0 +1500+ 100 o o• Liczby 3, 3+1; 3+1+,8o 310; 31100010000 stanowią kolejne przybliżenia liczby 3'14158. Zwykły nasz sposób mnożenia opiera się również na dodawaniu wyrazów ciągu. Gdy np. mnożymy

342

658

2736

1710

2052

225036

dodajemy trzy wyrazy ciągu, którego pierwszym wyrazem jest 2736.

Powstaje teraz pytanie, czy, dodając po kolei wyrazy ciągu nieskończonego, zbliżamy się istotnie do czegoś i do czego mianowicie ? Przecie dodawania tego nigdy nie możemy ukończyć, a zatem nie możemy mówić w danym razie o „sumie", we właściwem znaczeniu tego wyrazu.

Możnaby powiedzieć, że szereg nieskończony u,+u+u-. . . +un+ . . . dąży do pewnej granicy, jeżeli dodając po kolei dostatecznie wiele wyrazów ciągu u, ; wg ; ug... un . . ., możemy dowolnie zbliżyć się do tej granicy. Co to jednak znaczy? Wszak wyrażenia: „dostatecznie wiele", „zbliżyć się", „dowolnie zbliżyć się“ są zbyt nieokreślone; musimy tedy owo niejasne zdanie przetłumaczyć na język prostych, oderwanych pojęć matematycznych.

Przedewszystkiem oznaczmy przez sp sumę pierwszych p wyrazów danego nam ciągu, tak iż będzie:

Wstęp do matematyki. s, = u ; Sa = u, I Ma ; Sg = u, I' ua I Mg ; sn=u-u+us-. • • +un-1+un.
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Oczywista, że liczby s,, 8, ss ... sn .. . stanowią nowy ciąg; tworzenie tego ciągu polega na sumowaniu dawnego. Dążenie tedy szeregu nieskończonego do granicy musiałoby oznaczać to samo, co dążenie do granicy wyrazów nowego ciągu. Zastanówmy się nieco bliżej nad tern pojęciem.

W rozdz. XI. mówiliśmy już o przybliżeniach i o mierze przybliżeń; opierając się na podanych tam określeniach, powiemy: liczbę stalą L będziemy uważali za granice wyrazów ciągu 8,, Sa, ss, . . . sni . . ., jeżeli, biorąc za miarę przybliżenia jakąkolwiek liczbę rzeczywistą k, będziemy mogli znaleźć taki wyraz ciągu sn, że wszystkie następne wyrazy (t. j. 8,41, 8,42 i t. d.) zbliżać się będą do L odpowiednio do obranej miary przybliżeń. Gdy-byśmy obraną liczbę k zastąpili przez mniejszą, powiedzmy przez k^ wyraz sn mógłby już nie odpowiadać tym warunkom i trzeba byłoby szukać odpowiedniego wyrazu, np. sp, wśród dalszych wyrazów ciągu1.

Otóż liczbę stałą L, granicę wyrazów ciągu 8,, s2^ ss ... sn . • nazywają „sumąiC szeregu nieskończonego u+u+uz-...-un+...

Oczywiście, wyraz „suma" został tu użyty w innem znaczeniu, niż to, do którego przywykliśmy w arytmetyce. To też nie wolno tej nowej „sumie" przypisywać własności zwykłej sumy skończonej liczby dodajników.

Poszukajmy teraz przykładów takich szeregów nieskończonych. Jednym z najprostszych może być ułamek dziesiętny okresowy 0’1111..., który właściwie oznacza to samo, co 01+001+0-001+0-0001+ . . . Odpowiada temu ciąg nieskończony 8, = 0-1; 8, = 011; 8,=0111; s4 = 0T111 i t. d. Granicą wyrazów tego ciągu jest ułamek |, o czem łatwo przekonać się przez dzielenie, gdyż 4=01+,=011+,6,=0111+,6=i t. d. Gdybyśmy za miarę przybliżenia obrali ułamek rr, wówczas łatwo przekonać się, że 0’1 i wszystkie następne wyrazy ciągu różnią się od | mniej niż o 1?y. Gdybyśmy za miarę przybliżenia obrali liczbę 110, łatwo dostrzedz, że 0’111 i wszystkie następne wyrazy ciągu różnią się od 9 mniej niż o 110 i t. d. Jakąkolwiek liczbę k obierzemy za miarę przybliżenia, znajdziemy zawsze taki wyraz ciągu, że wszystkie następne wyrazy różnić się będą od 1 mniej niż o k.

Oczywista, że poprzednie uwagi nie dają nam wcale sposobu znalezienia sumy szeregu nieskończonego, czyli granicy wyrazów odpowiedniego ciągu. Ustaliliśmy tylko warunek, któremu musi czynić zadość owa granica. O metodzie ogólnej znajdowania takich granic nie może być mowy już choćby dlatego, że takie granice nie zawsze istnieją. Szeregi nieskończone, posiadające „sumę", nazywamy zbieżnemi^ nie mające sumy — rozbieżnemi. Te same nazwy nadajemy ciągom nieskończonym, których wyrazy dążą lub nie dążą do granicy.

Najprostszym przykładem ciągu rozbieżnego jest ciąg naturalny liczb: 1, 2, 3... n... Jakkolwiek wielką liczbę L obierzemy i jakąkolwiek miarę przybliżeń k, możemy zawsze wziąć tyle wyrazów ciągu, że suma ich różnić się będzie od L więcej niż o k. Innym przykładem ciągu rozbieżnego może być ciąg 1, 1, 1, 1 ... i t. d. do nieskończoności. Suma n wyrazów tego ciągu = n, a więc rośnie nieograniczenie, jeżeli bierzemy coraz więcej wyrazów. Jeszcze inny przykład daje nam ciąg 1, —1, 1, —1 i t. d. Suma dowolnej parzystej liczby wyrazów tego ciągu równa się 0, suma zaś nieparzystej liczby wyrazów równa się 1. Wyrazy więc ciągu s,,8,8,...Sn nie dążą do żadnej granicy, jakkolwiek nie rosną też nieograniczenie.

Mimowoli nasuwa się przypuszczenie, że dostatecznym warunkiem zbieżności ciągu u,, ... un .. . jest nieograniczone zmniejszanie się wyrazu un, gdy wskaźnik n rośnie nieograniczenie, czyli gdy bierzemy coraz dalsze wyrazy ciągu. Gdyby tak było, matematyka byłaby nauką o wiele łatwiejszą, niż jest istotnie; niestety, przypuszczenie to jest mylne.

N. p. ciąg 1, |, i, |       ,     . jest roz

bieżny, czego łatwo dowieść. W tym celu utwórzmy sumę n wyrazów, poczynając od wyrazu (n+l)-ego, t. j. sumę

—1—+ —-—+ —1— + . . .+1

n1 n2 n + 3      2n

Mamy sumę n dodajników, z których najmniejszym jest , ; suma ta musi być większa niż ,Xn, czyli większa niż |. Otóż, nie zmieniając sumy szeregu nieskończonego, możemy dodawać kolejne wyrazy grupami, możemy tedy utworzyć ciąg

1, ±, 4++ 4+4+++1, i t. d., którego wszystkie wyrazy, poczynając od trzeciego, są większe od wyrazów ciągu

1, i? 2, 2, 2 • • •

Ten drugi ciąg jest rozbieżny, a więc rozbieżnym musi być i pierwszy2.

Fakt istnienia ciągów i szeregów rozbieżnych dowodzi, jak dalece trzeba być ostrożnym przy przenoszeniu na szereg nieskończony różnych własności sumy skończonej liczby wyrazów. Wszak dla skończonej liczby składników istnieje zawsze suma, natomiast szereg nieskończony może wcale nie posiadać sumy. Termin ^suma szeregu nieskończonegoa nie powinien nas w błąd wprowadzać.

Przechodzimy do uogólnienia pojęcia ciągu i szeregu. Uogólnienie to osiągamy przez wprowadzenie wyrazów zmiennych. Rozważaliśmy dotąd ciągi, których każdy wyraz był liczbą stałą, w zupełności określoną, możemy jednak wziąć pod uwagę ciągi, których każdy wyraz jest jakiemś wyrażeniem matematy-cznem, zawierającem zmienną a?, czyli jest funkcyą zmiennej x. Możemy np. badać ciąg

1, x, 2, w8 . . . w" . . albo ciąg x2 x3 xn

%, 2 ’ 3 * * • n ’ * ‘

Chcąc wyrazić symbolicznie dowolny ciąg tego rodzaju, wyobraźmy sobie jakąś funkcyę zmiennej x, np. fn{x\ przy tworzeniu której wypadłoby wprowadzać całkowitą, ale zmienną liczbę n. Dając na n kolejno wartości 1, 2, 3 i t. d., otrzymalibyśmy ciąg

1

 Czytelnik łatwo dostrzeże ścisły związek między tern określeniem granicy ciągu, a określeniem funkcyi ciągłej, podanem w rozdz. XI.

2

 Jeżeli w ciągu zbieżnym, utworzonym przez wyrazy dodatnie, zmienimy według jakiegoś prawa znaki niektórych wyrazów, wówczas nowy ciąg (którego jedne wyrazy będą dodatnie, inne ujemne) będzie też zbieżny. Wszystkie te ciągi (i odpowiednie szeregi) nazywamy „bezwzględnie zbieżnymi". Może się jednak zdarzyć, że ciąg (lub szeregi, utworzony z wyrazów dodatnich i ujemnych, jest zbieżny, natomiast ciąg (lub szereg), utworzony z takich samych wyrazów, ale wyłącznie dodatnich, jest rozbieżny. Np. szereg 1 — ł+ł— 1+— • • • jest zbieżny, pomimo, że, jak dowiedliśmy przed chwilą, szereg 1-1+}+1 . . . jest rozbieżny.

Badanie takich ciągów i szeregów „względnie zbieżnych" jest o wiele trudniejsze od badania ciągów „bezwzględnie zbieżnych".


f.(); f.(w); fs(w) • • • f.() . • ■

Taki ciąg może być zbieżny dla jednych wartości zmiennej x, rozbieżny dla innych. Stosunkowo rzadko zdarza się, żeby ciąg funkcyi był zbieżny dla wszelkich wartości x; w każdym razie byłoby rzeczą wielce ryzykowną czynić takie przypuszczenie o jakimś ciągu, nie zbadawszy go dokładnie. Weźmy najprostszy przykład, mianowicie ciąg lub postęp „geometryczny", t. j.

1, x, x2, x3, . . . xn.

Szukajmy sumy n wyrazów ciągu

sn= 1 +x+x2+x3+ . . . +xn .   . 1)

Mnożąc obie strony równości przez x, mamy xsn=x+x2+x3+ . . . +n+"+1 .  . 2)

Odejmując równość 2) od 1), otrzymujemy

8n (1—)=1—*+1

Stąd, o ile w nie równa się 1, wynika, że  1 —+1_ 1 _"+1 8n 1 — X l—x 1—x'

Otóż, o ile x jest mniejsze od 1, wyraz

on+1

 przy dostatecznie wielkich wartościach 1 OC

wykładnika n staje się mniejszy od dowolnie małej liczby k. Jeśli więc x<1, wówczas ciąg 1, x, x2, x3 . . .

jest zbieżny, granicą zaś odpowiedniego sze

regu jest 11. Można to wyrazić symbolem 

	
-1—=1++2+3+...+n+ ... (— 10k1). l—x                        v



Jeżeli natomiast x, co do wartości bezwzględnej, jest równe 1 lub większe od 1, ciąg jest rozbieżny. Innemi słowy: ciąg (i odpowiedni szereg) jest zbieżny we wszystkich punktach przedziału od —1 do 4-1, z wyjątkiem krańców tego przedziału.

Teraz powstaje nowe zagadnienie. Przypuśćmy, że szereg

f.()+f(«)+1s(2)+ • • • +fn^+ . . .

jest zbieżny dla wszelkich wartości x, zawartych w przedziale od a do b. Przypuśćmy, dalej, że chcemy się upewnić, iż przy zbliżaniu się do granicy wzięliśmy, dla danej

miary przybliżeń k, dostateczną liczbę wyrazów. Powstaje pytanie: czy dla każdego szeregu możemy podać taką liczbę n, że skoro tylko weźmiemy n lub więcej wyrazów, wówczas, przy jakiejkolwiek wartości x, zawartej w przedziale od a do 6, zbliżymy się do granicy szeregu o tyle, ile tego wymaga dana miara przybliżeń k^

Podanie takiej liczby n dla wszelkich wartości k, jakkolwiek małych, bywa czasem możliwe, czasem zaś niemożliwe. W pierwszym przypadku — gdy liczbę n podać możemy — nazywamy szereg jednostajnie zbieżnym w danym przedziale, w drugim — niejednostajnie zbieżnym. Zbieżność jednostajna ma wielki wpływ na własności szeregu. Pojęcie tej zbieżności wyjaśnimy na prostym przykładzie.

Weź my szereg geometryczny

1++2+3+ . . . +"+ . . ., zbieżny w przedziale od —1 do +1, z wyjątkiem wartości krańcowych ±1.

Szereg ten nie jest jednostajnie zbieżny w tym przedziale. Istotnie, o ile przez sn{x) oznaczymy sumę n wyrazów szeregu, wiemy, że różnica między sn{x) a granicą szeregu 1                  ocn+1

	
-L równa się  . Przypuśćmy, że n = 20, 1OC        LOC



miara zaś przybliżeń k = 0’001. Biorąc za x wartość dostatecznie blizką +1 lub —1, mo-żerny uczynić wartość bezwzględną ułamka

ocnt1

—— większą od 0’001. Dwadzieścia więc I OC

wyrazów szeregu nie wystarczy, by w całym przedziale osiągnąć żądane przybli żenie, jakkolwiek w pewnych częściach przedziału mogą one w zupełności wystarczyć.

Gdybyśmy zanik wzięli inne wartości, możnaby powtórzyć to samo rozumowanie; zatem szereg geometryczny nie jest jednostajnie zbieżny w całym przedziale od +1 do — 1. Jeśli jednak obierzemy jakiś przedział mniejszy, którego oba krańce leżą wewnątrz poprzedniego przedziału (od +1 do — 1), wówczas szereg geometryczny okaże się jednostajnie zbieżnym w tym nowym, mniejszym przedziale. Weźmy np. przedział od 0 do 0*1. Każda wartość n, przy której wartość bez-ocn+1

względna ułamka  staje się mniejszą od k u krańców tego nowego przedziału, wystarcza dla całego przedziału, ponieważ war-ocn+1

tość bezwzględna ułamka  maleje, gdy R 1 OC

maleje. Niech będzie np. k biorąc =0-1, mamy

n+1

dla n=1, —=9=0-0111 . .

I • n+1 dla n=2,     =^=000111 . . .,

n+1

dla n=3, ——=900= 0-000111 • • • 1 e

Widzimy tedy, że dla całego przedziału od 0 do +0-1 wystarcza wziąć 3 wyrazy, jakkolwiek dla pewnych punktów przedziału mogłaby wystarczyć mniejsza ich liczba.

Zwróćmy uwagę, że szereg geometryczny 1+x-2+x3-- . . . jest zbieżny (jakkolwiek nie jednostajnie) w przedziale od — 1 do +1, zatem dla każdej wartości x tego przedziału (z wyjątkiem jego krańców) i dla każdej miary przybliżeń k można znaleźć odpowiednią liczbę wyrazów n, liczba n jednak musi być coraz większa, w miarę jak x zbliża się do krańców przedziału.

Rzecz ciekawa, że różnica między zbieżnością jednostajną a niejednostajną została dostrzeżona dopiero w 1847 r. przez Jerzego Stokesa1 i nieco później, w 1850 r. przez Niemca Seidela.

Punkty krytyczne, w których zbieżność szeregu przestaje być jednostajną, nie zawsze znajdują się na krańcach przedziału zbieżności, jak to ma miejsce dla szeregu geometrycznego.

Sumę szeregu geometrycznego 1+x+2+ + . . . +xn + . . . możemy łatwo wyrazić

w postaci  dla odpowiedniego przedziału 1 W

zbieżności. Nie dla każdego jednak szeregu można to uczynić. Zdarza się nieraz, że możemy dowieść zbieżności jakiegoś szeregu w pewnym przedziale, lecz nic nie możemy powiedzieć o sumie szeregu prócz tego, że istnieje. Daje to nam jednak doskonały sposób określania funkcyi, jako sum pewnych szeregów; w ten sposób nawet określamy większość funkcyi.

Najważniejszym szeregiem w analizie elementarnej jest

x2 _38


a" n\



2! 3!

gdzie n oznacza, jak już wspomnieliśmy, iloczyn wszystkich liczb całkowitych dodatnich od 1 do n. Można dowieść, że szereg ten jest bezwzględnie zbieżny dla wszelkich wartości x oraz jednostajnie zbieżny w dowolnym przedziale; ma więc najdogodniejsze cechy, o jakich tylko marzyć może matematyk. Szereg ten nazywamy wykładniczym; sumę jego oznaczamy przez e® i nazywamy funkcyą wykładniczą. Mamy tedy, według określenia,

,,    , xl , x3 .          । xn .

. . . +—. . .

2!   3!          n\

Łatwo dowieść, że

1

 Sir George Stokes, słynny matematyk i fizyk angielski, b. profesor uniwersytetu w Cambridge.


e®.e=e+y=1+(+y)+C,, + (G++y)s ,        , (x+yY ,

3!         ' ‘ ' n\

Ta własność funkcyi wykładniczej jest przykładem t. zw. twierdzeń dodajności. Skoro określiliśmy jakąś funkcyę, powiedzmy próbujemy wyrazić f(x+y) za pomocą znanych funkcyi zmiennej x lub zmiennej y. O ile się to nam uda, otrzymany wzór nazywamy twierdzeniem dodajności dla funkcyi kształtu f(x). Takie twierdzenia odgrywają wielką rolę w analizie matematycznej. Dla funkcyi „sinus" mamy następujące twierdzenie dodajności:

sin (x+y)=sin x cos y+sin y cos x;

dla funkcyi „cosinus" :

cos (x+y)=cos x cos y— sin x sin y.

Same funkcye „sinus" i „cosinus" bywa nieraz dogodniej określać nie geometrycznie, jak to uczyniliśmy w poprzednim rozdziale, lecz jako sumy szeregów nieskończonych:


sin




3 _ 5 _ x7

3l 5! 7!




COS




2__04 w6

2! 4! 6!



Można dowieść, że te określenia są równoważne określeniom geometrycznym, że podane tu szeregi są zbieżne dla wszelkich wartości x i jednostajnie zbieżne w każdym przedziale. Szeregi te mają, jak to widać odrazu, pewne podobieństwo do szeregu wykładniczego. Istotnie, istnieje między nimi związek, dający się uwidocznić za pomocą liczb „urojonych", o których była mowa w rozdz. VII. i VIII.
[image: ]

Wykres funkcyi wykładniczej mamy na rys. 29. Przecina on oś OY w punkcie y = 1, co zresztą jest zrozumiałe, ponieważ przy x = 0 wszystkie wyrazy szeregu wykładniczego, prócz pierwszego, równają się zeru. Znaczenie funkcyi wykładniczej polega na tem, że wyraża ona każdą wielkość, której prędkość wzrastania jest w każdej chwili pro-porcyonalna do jej chwilowej wartości. Wykres nasz mógłby np. przedstawiać ilość ludności, zamieszkującej w każdej chwili kraj, w którym procent narodzin i śmierci jest stały i który nie zna emigracyi ani imigracyi; w takim razie zmienna x oznaczałaby czas, liczony od pewnej umówionej chwili, zmienna zaś y oznaczałaby (w odpowiedniej skali) ilość ludności w każdej chwili. Skalę trzebaby dobrać tak, by odcinek OA przedstawiał ilość ludności w chwili, którą obraliśmy za początek rachuby czasu. Natrafiliśmy tu na pojęcie prędkości wzrastania; nie będziemy się nad niem zatrzymywali, gdyż omówimy je szerzej w następnym rozdziale.
[image: ]

Z funkcyi wykładniczej otrzymać możemy inną bardzo ważną funkcyę, kładąc —as2 za-

2

miasta?. Mamy w ten sposób funkcyę y = e~x , której wykresem jest krzywa na rys. 30.

Krzywa ta, nieco podobna do przekroju kapelusza, nazywa się krzywą błędów normalnych. Funkcya, której obrazem jest krzywa, należy do najważniejszych w teoryi statystyki; może ona nam w wielu razach wskazać, jakich mamy oczekiwać odchyleń od wyników przeciętnych jakichś doświadczeń. Inną ważną

2Tc0c

funkcyą jest y=e~cx . sin ---, której wykres

mamy na rys. 31.
[image: ]

Rys. 31.


Punkty A, B, O, C, D, E, F są w równej od siebie odległości, mianowicie w odległości 1/2p; żeby mieć zupełny wykres funkcyi, należałoby na osi x wyznaczyć nieskończenie wiele takich punktów w prawo i w lewo od punktu 0. Funkcya ta przedstawia zamieranie drgań pod wpływem tarcia lub innej siły, „tamującej“ ruch. Gdyby nie tarcie, ruch drgający byłby okresowym, okres jego równałby się p; pod wpływem tarcia wychylenia kolejnych drgań maleją, zmniejszając się zawsze o pewien stały odsetek poprzedniego wychylenia. Wskutek połączenia w danem zjawisku okresowości (którą wyrażamy symbolicznie za pomocą funkcyi sinus lub cosinus) ze „stałym odsetkiem" (któremu odpowiada funk-cya wykładnicza), zjawisko wyraża się złożonym symbolem, w którym mamy zarówno funkcyę wykładniczą, jak i funkcyę trygonometryczną.

Wstęp do matematyki.


13



ROZDZIAŁ XV

O RACHUNKU RÓŻNICZKOWYM

Wynalezienie rachunku różniczkowego stanowi epokę w dziejach matematyki. W rozwoju nauki można wogóle odróżnić dwa okresy: jeden odznacza się powolnem gromadzeniem pojęć, w drugim geniusz jakiś, korzystając z uzbieranych materyałów, wynajduje nową metodę lub nowy punkt widzenia i przez to przekształca odrazu całą naukę, wznosząc ją na wyższy poziom. Geniusz, któremu przypadło w udziale dokonanie przewrotu w nauce, może jednak wcale nie przewyższać potęgą myśli poprzedników, którzy pracowali nad pierwotnem ukształtowaniem tej przewrotowej idei. Byłoby z naszej strony brakiem rozsądku i wdzięczności, gdybyśmy podziwiali tylko tych, którzy dokonali ostatecznego przekształcenia jakiejś gałęzi wiedzy.

Metody rachunku różniczkowego i całkowego mają długą historyę; pewne ich ślady można odnaleźć u matematyków greckich, w wieku zaś XVII. słynny uczony francuski Piotr Fermat (ur. 1601, um. 1665 r.) tak wydoskonalił pomysły swych poprzedników, iż niewiele brakowało, by stał się on wynalazcą tego rachunku. Fermat mógłby też rościć pretensye do miana wynalazcy geometryi spółrzędnych, narówni z Kartezyuszem. Faktycznie świat uczony przejął pomysł geometryi analitycznej od Kartezyusza, ale Fermat doszedł do tej metody niezależnie od swego wielkiego rodaka.

Oczywiście, nie zmniejsza to w niczem naszego podziwu dla Newtona i Leibniza. Newton był matematykiem i fizykiem, Leibniz — matematykiem i filozofem, każdy zaś w swej dziedzinie był jednym z największych geniuszów, jakich świat wydał. Wspólnie przez nich dokonany wynalazek rachunku różniczkowego i całkowego dał powód do niefortunnego i niesmacznego sporu. Newton od 1666 r. posługiwał się „metodą fluksyi“ (tak nazywał rachunek różniczkowy); używał on jej zapewne przy układaniu swych słynnych „Zasad filozofii naturalnej jakkolwiek, drukując to dzieło, starał się unikać nowych symboli. Metodę swą ogłosił zresztą dopiero w 1693 r., Leibniz natomiast ogłosił swe odkrycie w 1684 r. Przyjaciele Newtona oskarżali Leibniza o zapożyczenie pomysłów z rękopisu Newtona, Leibniz zaś ze swej strony oskarżał Newtona o plagiat. Dziś nie ulega wątpliwości, że obaj mają równe prawa do miana wynalazców tego rachunku. Sprawa rachunku różniczkowego i całkowego już była dojrzała, nic więc dziwnego, że dwaj tak zdolni ludzie mogli natrafić na odpowiednie pomysły, zupełnie niezależnie od siebie.

Takie wspólne odkrycia nieraz zdarzają się w nauce. Odkryć dokonywa się zwykle wówczas, gdy grunt został już przygotowany przez pracę poprzednich pokoleń, a wtedy wielu ludzi szuka gorączkowo odpowiedniego pomysłu. Wystarczy wspomnieć dla przykładu o jednoczesnem odkryciu prawa doboru naturalnego przez Darwina i Wallace’a, albo o odkryciu Neptuna przez Adamsa i Lever-riera. W sporach o pierwszeństwo gra nieraz rolę niewłaściwa próżność narodowa. Z hi-storyi matematyki należałoby, przeciwnie, wysnuć wniosek o jedności myśli w różnych epokach, wśród różnych narodów i ras. Hindusi, Egipcyanie, Asyryjczycy, Grecy, Arabowie, Włosi, Francuzi, Niemcy, Anglicy — wszyscy przyczynili się do rozwoju nauki. Zazdrośne podnoszenie zasług jednego narodu kosztem innych nie świadczy o szlachetności ani o wzniosłości myśli.

Doniosłość rachunku różniczkowego wynika z samej natury przedmiotu, który dotyczy systematycznych badań nad prędkością wzrastania funkcyi. Pojęcie to narzuca się nam przy badaniu zjawisk przyrody: prędkość ruchu jest miarą wzrastania drogi, przyspieszenie — miarą wzrastania prędkości. Zasadnicze pojęcie zmiany, stanowiące podstawę wszelkiego spostrzegania zjawisk, nasuwa nam myśl o badaniu prędkości zmian. Tak więc rachunek różniczkowy jest niejako kluczem do zastosowań matematyki w przyrodoznawstwie.

Newton, stwarzając rachunek różniczkowy, miał niezawodnie na myśli prędkość zmian; wyraził to nawet w swej terminologii rachunku. Natomiast poprzednikom Newtona, którzy mu utorowali drogę, ten punkt widzenia przyrodniczy był, o ile się zdaje, zupełnie obcy. Zajmowały ich daleko bardziej oderwane zagadnienia prowadzenia stycznych do krzywych, wyznaczania długości łuków lub wyliczania pól ograniczonych krzywemi. Te dwa ostatnie zagadnienia, zwane dziś wyprostowaniem i kwadraturą krzywych, stanowią przedmiot rachunku całkowego, który zresztą należy do tej samej dziedziny pojęć, co i rachunek różniczkowy.

Za pomocą metody spółrzędnych możemy pogodzić dwa te punkty widzenia: Newtona i jego poprzedników. Niech AQP będzie łu-kiem dowolnej krzywej (rys. 32.) i niech PT będzie styczną do krzywej w punkcie P. Osie spółrzędnych niech będą 0X i OY, równaniem zaś krzywej niech będzie y = f(), tak,

iż OM = x, PM = y. Przypuśćmy teraz, że punkt Q porusza się po krzywej; spółrzędne jego oznaczmy przez x1, wobec czego zachodzić musi równość yr = Niech Q' będzie punktem na stycznej, mającym , za odciętą, rzędna zaś jego niech się równa y. Przypuśćmy, że punkt N porusza się z prędkością jednostajną po osi 0X od lewej ku prawej stronie; łatwo możemy przekonać
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Rys. 32.




się, że rzędna y punktu Q' na stycznej wzrasta jednostajnie, gdy Q' porusza się w ten sposób po stycznej. Istotnie, z podobieństwa trójkątów ATNQ‘ i AQ‘Q.P widzimy, że sto-
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czyli stosunek przyrostu rzędnej

y' do przyrostu odciętej R1, jest taki sam, Q’N

jak stosunek TN, ten zaś jest stały dla wszystkich punktów na stycznej. Natomiast prędkość wzrastania QN, czyli prędkość wzrastania f(x) jest dla każdego punktu krzywej coraz to inna. W chwili, kiedy Q przechodzi przez P, szybkość wzrastania f(a) jest taka sama, jak szybkość wzrastania rzędnych y' na stycznej. Mając tedy ogólną metodę wyznaczania szybkości wzrastania funkcyi możemy wyznaczyć wzniesienie stycznej w punkcie (x, y) i, co za tern idzie, możemy tę styczną wykreślić. Tak więc zagadnienie wykreślania stycznych do krzywej jest identyczne z zagadnieniem wyznaczania prędkości wzrastania funkcyi.

Powtarza się tu zjawisko, dostrzeżone już w historyi trygonometryi i przecięć stożkowych : z dwóch możliwych punktów widzenia ten dał początek teoryi rachunku różniczkowego, który nam wydawać się musi sztucznym, istotne zaś oblicze teoryi wyszło na jaw znacznie później. Rzecz to wogóle w historyi znana, że najpóźniej odkrywają zazwyczaj istotny cel i sens danej nauki. Ludzie przez całe stulecia chodzą poomacku, kierując się instynktem i ciekawością, aż raptem odsłania się przed niemi jakaś wielka prawda.

Spróbujmy najpierw oswoić się na przykładach z pojęciami zasadniczemi rachunku różniczkowego, które następnie określimy dokładnie. Dajmy na to, obserwujemy ruch pociągu; w jaki sposób moglibyśmy oznaczyć jego prędkość w pewnej chwili, np. o południu? Moglibyśmy obrać jakiś przedział czasu (powiedzmy pięć minut), w którym zawierałoby się południe, i zmierzyć drogę przebytą przez pociąg w ciągu tych pięciu minut. Przypuśćmy, że droga ta wynosi 5 kim., zatem pociąg robi 60 kim. na godzinę. Ale 5 kim. jest dość znaczną odległością; nie możemy być pewni, czy pociąg o południu biegł istotnie z taką prędkością. Przecie prędkość jego mogła o południu wynosić 70 kim. na godzinę, potem zaś mogli go zahamować. Bezpieczniej tedy byłoby obrać mniejszy okres czasu (np. 1 minutę) zawierający południe, ale dla pewnych celów mogłaby być pożądana większa dokładność pomiaru, tak iż wypa-dłoby wziąść jeszcze mniejszy okres. Praktycznie rzecz biorąc, okres ten nie może być zbyt mały z powodu niedokładności pomiarów wykonanych w takich warunkach; przeciwnie, z punktu widzenia teoretycznego, im mniejszy obierzemy przedział czasu, tern lepiej. Stąd płynie pewna pokusa: chciałoby się powiedzieć, że dla osiągnięcia idealnej dokładności, trzeba wziąść okres nieskończenie mały. Jakoż dawniejsi matematycy, w szczególności Leibniz, nie tylko mieli taką pokusę, ale nawet ulegli jej. Rzecz dziwna, że przyrodnik

Newton w swym wykładzie rachunku różniczkowego jest daleko bardziej filozoficzny od filozofa Leibniza i nie posługuje się wcale takim sposobem wyrażania się; zato Leibniz stworzył niezmiernie dogodne symbole, które przyczyniły się wielce do postępu nauki.

Weźmy teraz inny przykład, z dziedziny czystej matematyki. Zbadajmy prędkość wzrastania funkcyi y = x'i dla jakichkolwiek wartości argumentu x. Nie określiliśmy dotąd, co należy rozumieć przez „prędkość wzrastania"; postaramy się wyjaśnić to pojęcie na przykładzie. Kiedy wartość argumentu wzrasta od x do x + h, wówczas wartość funkcyi wzrasta od 2 do (x + h)^. W ten sposób całkowity przyrost funkcyi wynosi (xrh)2—2; odpowiada on przyrostowi h argumentu. Stąd w przedziale od x do x + h przeciętny przyrost funkcyi, przypadający na jednostkę przyrostu argumentu, wynosi C”t"—. Wiemy, że(+h):=2+2h+h*, zatem

{x+h)i—xi 2hx+ h2 , , h         h

W ten sposób widzimy, że przeciętny przyrost funkcyi, przypadający na jednostkę przyrostu argumentu w przedziale od x do x+hy wynosi 2x + h. Ale 2x + h zależy od h, od wielkości obranego przedziału, otrzymamy więc żądaną prędkość wzrostu funkcyi dla wartości dowolnej C argumentu, jeżeli wielkość przedziału h zmniejszać będziemy coraz bardziej. Powiadamy, że gdy h maleje nieo-graniczenie, otrzymujemy w granicy 2x jako wartość tej prędkości dla funkcyi y=x3.

Zdawałoby się, że znów wracamy do pojęcia wielkości nieskończenie małych. Leibniz wierzył w istnienie takich tajemniczych nieskończenie małych wielkości i, oczywiście, odpowiadających im nieskończenie małych liczb. Pojęcia i terminologia Newtona były pod tym względem bardziej nowożytne, nie udało mu się jednak wytłumaczyć tej sprawy tak jasno, by nie wywołać wrażenia, że w istocie opisuje on innemi słowami te same pojęcia Leibniza. Prawdziwe wyjaśnienie zagadnienia podali dopiero w połowie XIX. w. Weierstrass i szkoła berlińska matematyków. Od Leibniza do Weierstrassa wytworzyła się dokoła tajemniczego pojęcia nieskończenie małych olbrzymia literatura filozoficzna i matematyczna. Niektórzy filozofowie, np. biskup Berkeley 1, zupełnie słusznie (jakkolwiek z innych powodów niż my dziś) zaprzeczali wartości samego pojęcia nieskończenie małych. Pomimo jednak krytyki podstaw metody, nie mogło ulegać wątpliwości, że w gruncie rzeczy metoda sama była poprawna. Istotnie, postępowanie było słuszne, błędnem było tylko objaśnienie. Uczony może mieć nieraz słuszność, pomimo że nie umie objaśnić dokładnie swego postępowania; dlatego to krytyka czysto zewnętrzna, t. j. taka, któraby chciała powstrzymać od stosowania jakiejś metody badań, jest dla rozwoju nauki zupełnie bezpłodna. O wiele pewniejszym przewodnikiem bywa w takich razach instynkt doświadczonych obserwatorów, ich ciekawość, podniecona tern, że otrzymują oni jakieś nowe wyniki. Tak czy owak, powodzenie rachunku różniczkowego dało pobudkę do wytworzenia mnóstwa bezwartościowych pomysłów filozoficznych, skupiających się dokoła pojęcia nieskończenie małych. Dziś jeszcze w wielu elementarnych podręcznikach rachunku różniczkowego można znaleść resztki tej paplaniny. Można wogóle przyjąć za zasadę, że gdy matematyk albo filozof wygłasza w sposób mglisty jakieś niby-głębokie idee, napewno mówi niedorzeczności.

Newton powiedziałby tak: gdy h zbliża się do zera, 2x + h staje się w granicy równym 2x. Zadaniem naszem będzie wytłumaczyć to powiedzenie tak, by uwidocznić, że nie przyjmujemy tu pokryjomu istnienia nieskończenie małych Leibniza. Przedewszystkiem powstaje chęć uproszczenia sformułowania newtonowskiego: czy nie możnaby powiedzieć, że 2x + h równa się 2x, gdy h jest zerem? Niestety nie, gdyż w ten sposób unicestwilibyśmy przedział od x do x + dla którego obliczyliśmy przeciętny przyrost funkcyi. Zagadnienie polega właśnie na tern, żeby zachować przedział długości h, by na nim obliczać wartość przeciętną przyrostu, a jednocześnie traktować h tak, jak gdyby to było zero. Newton w tym celu posługiwał się pojęciem granicy. Postaramy się wyłożyć, w jaki sposób pojęcie to wyjaśnił Weierstrass.

Przedewszystkiem zauważmy, że przy roztrząsaniu wyrażenia 2x+h, uważaliśmy x za stałą, h zaś za zmienną. Innemi słowy: traktowaliśmy x jako „parametr" (jak to było wyjaśnione w rozdziale IX.), 2x-h zaś uważaliśmy właściwie za funkcyę argumentu h. Możemy wobec tego uogólnić nasze zagadnienie i zapytać, co znaczy: „funkcya f(h) dąży do granicy Z, gdy h dąży do zera" ? Ale tu znów dostrzegamy, że dążenie argumentu specyalnie do zera nie jest cechą istotną zagadnienia, można więc zapytać ogólniej, co znaczy: „funkcya f(h) dąży do granicy Z, gdy h dąży do wartości a" ?

Otóż, według tłumaczenia Weierstrassa, mówiąc o „dążeniu" h do wartości a, wyrażamy się w sposób bardzo obrazowy, ale zupełnie niewłaściwy. Dopóki zachowywać będziemy jakieś „dążenie“ h do a jako pojęcie podstawowe, będziemy zawsze w szponach wielkości nieskończenie małych, gdyż cichaczem zakładamy przy tern pojęcie, że „h jest nieskończenie bliskie au, my zaś chcemy właśnie pozbyć się wszelkich nieskończenie małych.

Wobec tego raz jeszcze sformułujemy pytanie, które mamy rozwiązać. Co znaczy: „l jest granicą funkcyi f(h) dla wartości a ar-gum en tu" ?

„Granica funkcyi dla wartości a argumentu" należy do własności otoczenia liczby a, przyczem wyrazem „otoczenie" posługujemy się w sensie, wyjaśnionym w rozdz. XI. przy omawianiu funkcyi ciągłych. Wartością funkcyi f(h) dla wartości a argumentu jest /(a), ale granica jest pojęciem zupełnie odmiennem od pojęcia wartości; granica funkcyi dla wartości a argumentu może być zupełnie różna od wartości funkcyi, odpowiadającej wartości a argumentu, może ona nawet istnieć wówczas, gdy wartość funkcyi nie jest wcale określona. W rozumowaniach naszych będziemy się też posługiwali terminem „miara przybliżeń" w sensie zdefiniowanym w rozdz. XI. Właściwie, określając funkcyę ciągłą w końcu rozdz. XI., przez to samo określiliśmy pojęcie granicy. Granicę określamy tak:

funkcya f(x) posiada granicę l w punkcie a (albo dokładniej: granicę l, odpowiadającą wartości a argumentu o?), gdy w otoczeniu a wartości funkcyi zbliżają się do l o tyle, ile tego wymaga każda^ dowolnie obrana miara przybliżeń.

Porównajmy to z określeniem ciągłości funkcyi:

funkcya jest ciągła dla wartości a argumentu, jeżeli w otoczeniu a wartości funkcyi zbliżają się do jej wartości, odpowiadającej =a,o tyle, ile tego wymaga każda^ dowolnie obrana miara przybliżeń.

Z tego zestawienia wynika odrazu, że funkcya jest ciągła dla wartości a argumentu, jeżeli 1°) posiada granicę dla wartości a argumentu ; 2°) jeżeli ta granica równa się wartości funkcyi, odpowiadającej wartości a argumentu. Widzimy, że podane przez nas w końcu rozdziału XI. przykłady ciągłości są jednocześnie przykładami pojęcia granicy; wszystkie one dążyły do wykazania dla danej funkcyi i dla danej wartości a, że granicą odpowiadającą wartości a argumentu, jest f(a).

O wiele ciekawszą rzeczą będzie zbadanie granicy funkcyi w punkcie, w którym funkcya staje się nieciągłą. Weźmy n. p. pod uwagę funkcyę, przedstawioną na rys. 20. Określiliśmy ją tak: wartością jej jest 1 dla wszelkich wartości argumentu z wyjątkiem całkowitych, dla całkowitych zaś (t. j. dla =O, 1, 2, 3 .. .) funkcya ma wartość 0. Szukajmy teraz granicy funkcyi dla punktu o?=3. Prze-dewszystkiem zauważmy, że z naszego określenia granicy wyłączyliśmy zupełnie wartość fnnkcyi w punkcie a (w danym razie a = 3). Otóż, o ile wyłączymy /(3), wszystkie wartości f(x) równają się 1, jeżeli x leży w przedziale, który 1°) zawiera punkt x = 3, przy-czem 3 nie jest krańcem przedziału; 2°) nie sięga do punktu 2, ani do punktu 4. Wnosimy więc, że wszystkie wartości funkcyi naszej zbliżają się w otoczeniu 3 do liczby 1, o ile tego wymaga jakakolwiek miara przybliżeń, zatem granicą f(x) dla wartości a;=3 argumentu jest 1. Z drugiej znów strony z określenia funkcyi wynika, że f(3)=0, mamy tedy przykład funkcyi, dla której wartość w pewnym punkcie i granica w tym samym punkcie są zupełnie różnemi liczbami.

W rozdz. XI. badaliśmy również funkcyę y — x^\ wartość jej w punkcie 2 jest równa 4, granica w tym punkcie też równa się 4. Mamy tu przykład funkcyi, dla której granica w punkcie i wartość w tym punkcie są sobie równe.

Przechodzimy wreszcie do przypadku dla nas najważniejszego — gdy funkcya dla pewnej wartości argumentu posiada granicę, lecz nie posiada żadnej określonej wartości. Nie trzeba daleko szukać takiej funkcyi, wystar-
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czy wziąść y = —. W podręcznikach piszą OC

nieraz bez wahania i bez żadnych objaśnień 20

—=2; a jednak nie jest to zupełnie słuszne,
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gdyż dla a = 0, mamy —F., ułamek zaś OC u

0 nie ma żadnego określonego znaczenia. Wi

dzimy tedy, że w punkcie x = 0, funkcya 2x . . , , ,

y — — nie posiada określonej wartości, dla •C

każdej zaś innej wartości argumentu, funkcya ma wartość 2. Stąd wynika, że granicą funkcyi dla x = 0 jest 2, a jednak przy =0 funkcya nie posiada żadnej wartości. Tak oc2

samo funkcya y= — ma dla wartości x = a •C

granicę a, jakąkolwiek liczbą byłoby a, tak iż granicą funkcyi dla =0 jest 0. Lecz przy  20,

x=0, mamy — =—, funkcya zatem nie po-•C u

siada tu żadnej wartości.

Wróćmy teraz do zagadnienia, które nas skłoniło do zastanowienia się nad pojęciem granicy. Jak mamy określić prędkość wzrostu funkcyi y=x2 dla dowolnej wartości x argumentu ? Prędkość ta, powiadamy, jest granicą

(oc — h) 2 — oc2

funkcyi -----,, odpowiadającą wartości

l•

h=0 argumentu. (Zwracamy raz jeszcze uwagę, że x uważamy tu za stałą, natomiast h za zmienną, za argument funkcyi). Otóż

(+h)2— xi _ 2hx+h2_ h(2x+Ji) h            h          h '

o , , h(2x—h) ,

Szukając granicy funkcyi-—1—, od-powiadającej wartości argumentu h=0, pozostawiamy zupełnie na stronie wartość funkcyi w punkcie h = 0 (o ile funkcya wogóle w tym punkcie posiada jakąś wartość). Przy wszelkich wartościach argumentu h, z wyjątkiem tylko h możemy dzielić przez h, stąd łatwo wywnioskować, że granica funkcyi h(2x+h)          .        .

—-—L—- w punkcie hsO jest taka sama, jak granica funkcyi 2x+h w tym punkcie. Otóż, jakąkolwiek obierzemy miarę przybliżeń k, widzimy, że przy wszelkich wartościach h, k k leżących w przedziale od —— do+—,  war-

tość funkcyi 2x—h różni się od 2x mniej niż k

o —, zatem mniej niż o k. Jest to słuszne w zastosowaniu do każdej miary przybliżeń. Zatem w otoczeniu wartości h funkcya 2x + h zbliża się do 2x o tyle, ile tego wy-
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Wstęp do matematyki.

maga każda miara przybliżeń, czyli 2x jest granicą funkcyi 2x—h dla wartości h — 0. Stąd wynika, że 2x jest również granicą funkcyi -----L---- dla wartości hso, zatem 2% jest tern, co nazwaliśmy prędkością wzrastania funkcyi y=x'i dla dowolnej wartości x argumentu. Tak więc nasza metoda daje dla fun-kcyiy=x2tę samą prędkość wzrastania, którą Leibniz otrzymywał, czyniąc h „nieskończenie małem".

To, cośmy dotąd nazywali „prędkością wzrastania funkcyi", nosi zwykle nazwę bar dziej oderwaną „pochodnej funkcyi“; określamy ją ogólnie w ten sposób: pochodną funkcyi y—f{x) jest granica (o ile ta-i   ...p,  • (+)—()

kowa istnieje) funkcyi — L— ‘ odpowiadająca wartości h=0 jej argumentu.

W jaki sposób za pomocą określenia pochodnej i granicy udało się nam uniknąć pojęcia „liczb nieskończenie małych", które tyle kłopotu sprawiało naszym przodkom? Trudności, na które oni natrafiali, pochodziły stąd, że musieli oni posługiwać się przedziałem od x do x + żeby na nim obliczać przeciętny przyrost funkcyi, a jednocześnie chcieli założyć w końcu, że h=0. Wynik był ten, że dochodzili oni do pojęcia istnienia jakiegoś przedziału o długości zerowej. W jaki sposób unikamy dziś tej trudności ? Po prostu posługujemy się pojęciem, że dla jakiejkolwiek dowolnej miary przybliżeń można znaleść pewien przedział, posiadający takie a takie własności. Różnica polega na tern, że zrozumieliśmy doniosłość pojęcia „zmiennej“, oni zaś tego nie rozumieli. Tak więc kończąc nasz wykład zasadniczych pojęć analizy matematycznej, wracamy do tego, co powiedzieliśmy na początku naszych rozważań, w rozdz. II. — że najważniejsze, zasadnicze pojęcia matematyki są to pojęcia „pewnych rzeczy“ i „jakichkolwiek rzeczy“.

ROZDZIAŁ XVI O GEOMETRYI

Geometrya jest nauką równie oderwaną, jak inne działy matematyki. Zajmuje się ona badaniem kształtów i względnych położeń figur, przyczem nic jej nie obchodzi, kto spostrzega dane rzeczy i w jaki sposób zapoznaje się z niemi: za pomocą słuchu, dotyku czy wzroku. Jednem słowem, geometrya ignoruje wszelkie poszczególne czucia. Ignoruje ona również poszczególne przedmioty, jak gmach parlamentu albo kulę ziemską. Każde twierdzenie geometryi dotyczy figur jakichkolwiek, posiadających takie a takie własności geometryczne. Oglądanie poszczególnych przykładów stożków, kul, walców i t. p. figur niezawodnie dopomaga naszej wyobraźni, lecz twierdzenia geometryi dotyczą wszelkich figur pewnego rodzaju, nie zaś tych tylko, które mamy w danej chwili przed sobą.

W geometryi tedy, tak samo jak w algebrze, panują pojęcia „jakichkolwiek" rzeczy i „pe-

wnych" rzeczy. Geometrya, jak algebra, bada związki wzajemne między grupami przedmiotów. Weźmy np. dwa trójkąty: AABCi ^UEF. Jakie związki muszą zachodzić między elementami trójkątów, żeby te figury były pod każdym względem równe? Jest to jedno z pierwszych pytań, poruszanych w każdej geometryi elementarnej. Poddajemy tu badaniu pewną grupę możliwych związków między

[image: ]

8




[image: ]



Rys. 33.

dwoma trójkątami. Odpowiedź, jak wiemy, brzmi: trójkąty są równe, jeżeli: 1) albo dwa boki i kąt między niemi zawarty jednego trójkąta równają się odpowiednio dwóm bokom i kątowi między niemi zawartemu drugiego trójkąta; 2) albo dwa kąty i bok między niemi leżący jednego trójkąta równają się dwóm kątom i bokowi między niemi leżącemu drugiego trójkąta; 3) albo trzy boki jednego trójkąta równają się odpowiednio trzem bokom drugiego.

Wynik badania nasuwa nam natychmiast nowe pytanie: jaki zachodzi związek między trójkątami, kiedy wszystkie kąty jednego równają się odpowiednio kątom drugiego? To prowadzi nas odrazu do teoryi podobieństwa, która jest innym typem związków między figurami.

Albo przypuśćmy, że chodzi nam o zbadanie, że tak powiem, wewnętrznej budowy trójkąta. Między jego bokami a kątami zachodzą pewne związki, np. naprzeciw większego boku leży większy kąt, albo kąty przy podstawie trójkąta równoramiennego są równe. Przechodząc do trygonometryi, wyznaczamy te związki dokładniej w postaci znanych wzorów

sin A _sin B sin C a b c

oraz a2=b2++c2—2bccosA.

Znamy prócz tego w trójkącie prostsze związki, jak ten, że suma jego kątów równa się dwóm kątom prostym, albo że suma dwóch boków jest większa od trzeciego.

Właściwa metoda badań geometrycznych jest taka: myślimy o pewnych prostych figurach, jak trójkąty, koła, równoległoboki i t. p., i badamy związki między poszczególnemi ich częściami. Geometrya myśli nie o luźnych twierdzeniach, lecz o figurze, której różne elementy znajdują się w różnych między sobą stosunkach. Tak samo jak w algebrze, uogólnia ona własności trójkąta na wielokąt lub t. p. Czasem też, idąc drogą odwrotną, zajmuje się klasyfikacyą, dzieląc np. trójkąty na równoboczne, równoramienne i nie mające równych boków, wielokąty klasyfikuje według liczby boków, przecięcia stożkowe dzieli na hiperbole, elipsy i parabole i t. d.

Z powyższych przykładów widzimy, że zasadnicze metody geometryi i algebry są te same; różnica polega na tem, że w algebrze mamy do czynienia z liczbami, w geometryi zaś z liniami, kątami, polami i innymi utworami geometrycznymi. Tożsamość postępowania w obu naukach jest przyczyną, dla której wiele prawd geometrycznych możemy ubrać w szaty algebraiczne. Jeżeli np. przez A, B, C oznaczymy liczby stopni zawartych w kątach trójkąta, możemy napisać A+B+C=180; jeżeli przez a, b, c oznaczymy liczby jednostek długości zawartych w bokach trójkąta, możemy wyrazić związki między bokami w postaci a<6 + c, b<c + a, c<a + b. Przytoczone poprzednio wzory trygonometryczne mogą służyć za dalszy przykład tego samego faktu. Widzimy więc, że pojęcie zmiennych i związków między zmiennemi jest równie ważnem i istotnem pojęciem w geometryi, jak w algebrze.

Podobieństwo między temi naukami sięga jednak dalej wskutek tego, że możemy mierzyć długości, pola, objętości, kąty. Długość odcinka możemy wyrazić w postaci liczby (nie koniecznie całkowitej), wskazującej ile razy zawiera się w nim inny odcinek, obrany za jednostkę miary. To samo da się powiedzieć o polach, objętościach i kątach. Naj-wspanialszem zastosowaniem tego spostrzeżenia jest geometry a analityczna.

Postępowanie matematyczne w algebrze i w geometryi jest w istocie swej identyczne; w dalszym rozwoju nauki te ustawicznie przeplatają się, a jednak istnieje zasadnicza różnica między własnościami przestrzeni a własnościami liczby i żadne zastosowania algebry do geometryi ani geometryi do algebry różnicy tej zatrzeć nie zdołają.

Najwyraźniejsza różnica między liczbą a przestrzenią polega na tern, że przestrzeń wydaje się nam czemś mniej oderwanem i mniej podstawowem od liczby. Możemy np. zrachować archaniołów dlatego, że są to rzeczy. Jeżeli wiemy, że nazywają się oni Rafał, Gabryel i Michał, oraz wiemy, że te imiona należą do różnych istot, wiemy przez to samo, że jest trzech archaniołów. Żadne na świecie najsubtelniejsze rozumowania o istnieniu aniołów nie zmienią tego faktu, jeżeli tylko za słuszne uznamy przesłanki. A jednak nic nie wiemy o stosunku tych archaniołów do przestrzeni. Czy wogóle istnieją oni w przestrzeni? Może być bardzo, że jednakowo niedorzeczne są powiedzenia, że aniołowie są tu, tam, gdziekolwiek albo

nigdzie. Istnienie ich może wogóle nie mieć żadnego związku z umiejscowieniem w przestrzeni. Widzimy tedy, że liczba musi się dać zastosować do wszelkich rzeczy, o przestrzeni natomiast powiedzieć tego nie możemy.

Postrzeganie miejsca przedmiotów towarzyszy, o ile się zdaje, wszystkim a przynajmniej wielu naszym czuciom. Można powiedzieć, że umiejscowienie przedmiotów jest niezależne od poszczególnych czuć w tym sensie, że towarzyszy wielu czuciom. Natomiast można je uważać za szczególną własność przedmiotów postrzeganych. Bezpośrednie odczuwanie tego, co nazywamy położeniem przedmiotów względem siebie, jest czemś tak samo specyficznem, jak odczuwanie dźwięków, barw, zapachów, smaków i t. p. Wobec tego mogłoby się zdawać, że matematyka, o ile włączymy do niej geometryę, nie jest nauką oderwaną w tem znaczeniu, w jakim wyraz ten określiliśmy w rozdziale I.

Tak jednak nie jest, ponieważ „przestrzen-nością" przestrzeni nie posługujemy się nigdy w rozumowaniach geometrycznych. „Prze-strzenność" ta jest częścią składową intuicyi matematyków, przyczem może u każdego matematyka występować w pewien szczególny, jemu właściwy sposób. Natomiast rozumujemy wyłącznie o pewnych własnościach rzeczy znajdujących się w przestrzeni, albo rzeczy tworzących przestrzeń; własności te są najzupełniej oderwane (w sensie rozdziału I.) i nie zawierają w sobie żadnych poszczególnych intuicyi przestrzennych czy czuć przestrzennych. Są one równie oderwane jak własności matematyczne liczby. Tak więc in-tuicya przestrzenna, rzecz niezmiernie pomocna przy badaniach geometrycznych, nie ma pod względem logicznym żadnej wartości: niema jej ani w przesłankach, jeśli je dobrze sformułowaliśmy, ani w żadnym kroku naszych rozumowań. Intuicya ma olbrzymie znaczenie praktyczne jako przykład, który stanowi podnietę dla naszych myśli, ale przecie gdy myślimy o liczbach, przykłady są równie potrzebne jako podnieta myśli. Oderwana logiczna forma twierdzeń geometrycznych jest właściwie taka: „jeżeli pewien zbiór rzeczy ma takie a takie własności oderwane, wówczas musi mieć inne jeszcze własności oderwane, mianowicie takie a takie". Faktycznie w wyobraźni naszej ukazuje się zbiór punktów, linii, powierzchni, brył w przestrzeni; przykład ten ukazuje się konieczniei czyni twierdzenie ciekawem dla nas, pomimo jednak całej swej doniosłości, jest on tylko przykładem.

Geometrya, jako nauka matematyczna, jest tylko działem ogólniejszej nauki o uporządkowaniu. Możnaby ją nazwać nauką o uporządkowaniu wymiarowem (dimensional order); wyraz „wymiarowy“ wprowadziliśmy dlatego, że cechy, czyniące z geometryi tylko część ogólnej teoryi uporządkowania, stwarzają prawidłowe związki między prostemi a płaszczyznami, jak również między płaszczyznami a całą przestrzenią.

Łatwo zrozumieć doniosłość praktyczną przestrzeni dla wytworzenia pojęć naukowych o świecie zewnętrznym, fizycznym. Z jednej yuaqestrony postrzeżenia przestrzenne przeplatają -ur się z różnemi czuciami i łączą je. W normalnych warunkach uważamy, że dotykamy przedmiotu w tern samem miejscu, w którem go widzimy, a nawet w warunkach nienormalnych dotykamy go w tej samej przestrzeni, w której widzimy. Jest to fakt podstawowy, wiąźący różne nasze czucia. To też postrzeżenia przestrzenne można w pewnym sensie uważać za wspólną część naszych czuć. Z drugiej strony, oderwane własności przestrzeni stanowią znaczną część tego, co może nas interesować w postrzeżeniach przestrzennych. Można bez przesady powiedzieć, że każdej własności przestrzeni odpowiada pewne oderwane twierdzenie matematyczne. Weźmy n. p. taką rzecz, jak piękny kształt jakiejś krzywej; pozornie niema on nic spól-nego z matematyką, a jednak niezawodnie odpowiada mu jakaś określona własność matematyczna, która towarzyszy zawsze temu kształtowi i tylko jemu.

Streśćmy teraz nasze wyniki: 1) własności przestrzeni, które bada geometry a, należą, jak własności liczb, do rzeczy jako takich i nie mają żadnego związku z poszczególnymi sposobami postrzegania; 2) postrzeżenia przestrzenne towarzyszą wielu naszym czuciom, może nawet wszystkim, istnienie jednak wszystkich rzeczy w jednej przestrzeni, albo nawet wogóle istnienie ich w jakiejkolwiek przestrzeni nie wydaje się konieczną własnością rzeczy.

ROZDZIAŁ XVII

O WIELKOŚCIACH

W rozdziale poprzednim zaznaczyliśmy, że długości można mierzyć za pomocą jednostki długości, pola za pomocą jednostki pola i objętości za pomocą jednostki objętości.

Jeżeli mamy zbiór przedmiotów (np. długości), które mogą być zmierzone za pomocą jednego z pośród nich, mówimy, że są to wielkości tego samego rodzaju. Więc, n. p., wszystkie długości są wielkościami tego samego rodzaju, to samo powiedzieć możemy o polach, albo o objętościach. Ale pole nie jest wielkością tego samego rodzaju, co długość, albo objętość. Na przykładzie długości zbadajmy, co znaczy „dać się zmierzyć".

Długości zmierzyć możemy za pomocą miarki. O równości ich sądzimy, przenosząc miarkę z jednego miejsca na drugie. Zestawiając końcami trzy długości, z których każda równa się jednej stopie, otrzymamy długość trzech stóp. A więc, aby długość mierzyć, musimy umieć wyznaczać równe długości oraz sumę długości. Stosując jakiś sprawdzian, n. p. przenosząc miarkę, wyznaczamy równe długości. Stosując pewne postępowanie, a mianowicie, zestawiając długości końcami tak, by jedna na drugą nie zachodziły, mówimy, że dodajemy długości, które tworzyć będą teraz jedną długość. Nie możemy jednak użyć dowolnego sprawdzianu do sprawdzenia równości, ani też dowolnego postępowania w celu dodania długości. Wyniki dodawania i sądów o równości muszą być w zgodzie z pewnymi, z góry ustalonymi warunkami. Np. suma dwóch większych długości musi dać długość większą, niż suma dwóch mniejszych. Te z góry powzięte warunki, o ile je dokładnie sformułujemy, możemy nazwać pewnikami o wielkościach. Co się tyczy prawdziwości lub mylności pewników, powstać może jedna tylko kwestya, a mianowicie: czy stosując je poprawnie, otrzymamy koniecznie to, co ogół nazywa wielkościami. Jeżeli nie, to nazwa: „pewniki o wielkościach" została źle wybrana — i nic ponadto.

Te pewniki o wielkościach są równie oderwane, jak matematyczne własności przestrzeni. Są one jednakie dla wszystkich wielkości i nie przypuszczają żadnego specyalnego sposobu postrzegania. Dzięki wyobrażeniom, towarzyszącym pojęciu wielkości, możemy dzielić na części takie continuum (taką wielkość ciągłą) jak linia, powierzchnia albo objętość. Części te dadzą się przeliczyć, zatem liczb możemy użyć ku wyznaczeniu własności wielkości ciągłej.

Zastosowanie pojęcia wielkości znajdziemy w takim przykładzie, jak postrzeganie upływu czasu i kolejnego następstwa zdarzeń. Czas mierzymy dzięki powtarzaniu się jednakowych zjawisk; przykładem takiego powtarzania się może być spalanie się równych kawałków świecy, ruch obrotowy ziemi względem stałych gwiazd, ruch wahadła zegarowego i t. p. Podobne zjawiska grają tu taką rolę, jaką ma miarka przy mierzeniu długości. Przytem nie jest niezbędne, aby zjawiska te każdorazowo miały jednakowe trwanie. Koniecznem natomiast jest posiadanie reguły, określającej stosunek trwania jednego zdarzenia do trwania drugiego zdarzenia tego samego rodzaju. Moglibyśmy np. przypuścić, że ruch ziemi stopniowo zwalnia się tak, iż każdy dzień jest dłuższy od poprzedniego o pewien ułamek sekundy. Taka reguła pozwoliłaby nam porównać długość jednego dnia z długością drugiego. Istotnie ważnem jest tylko przyjęcie za wzorzec jakiegoś ciągu powtarzających się zdarzeń (np. ciągu następujących po sobie dni;; i o ile różne zdarzenia tego ciągu nie mają jednakowych trwań, możemy ustalić regułę, określającą trwanie jednego dnia zapo-mocą trwania innego, jakiegokolwiek dnia.

Czego wymagamy od takiej reguły ? Prze-dewszystkiem, dla wypadków, którym zdrowy rozsądek przypisuje jednakowe trwanie, reguła nasza powinna wyznaczać prawie jednakowe trwanie. Reguła, która przypisywałaby dniom bardzo rozmaite długości, albo, wogóle, procesom, mało różniącym się między sobą, zupełnie różne prędkości, nic nie byłaby warta. Pierwszym więc warunkiem jest zgodność ze zdrowym rozsądkiem. To jednak nie wystarcza, gdyż zdrowy rozsądek jest zbyt prymitywnym obserwatorem i z łatwością da się byle czem zadowolić. Trzeba jeszcze, abyśmy mogli za pomocą naszej reguły wyrażać w możliwie najprostszy sposób prawa przyrody, i gdyby wypadło w tym celu regułę zmienić, zmiany te muszą być bardzo drobne. Astronomowie n. p. powiadają, że ruch obrotowy ziemi ulega pewnemu opóźnieniu i wskutek tego każdy dzień jest o pewny niedostrzegalnie mały ułamek sekundy dłuższy od dnia poprzedniego. Astronomowie opierają się wyłącznie na tern, że w przeciwnym razie musieliby odrzucić prawa ruchu Newtona, chcąc więc zachować proste prawa ruchu, zmieniają miarę czasu. Jest to postępowanie zupełnie poprawne, jeśli tylko dokładnie zda-jemy sobie sprawę, o co chodzi.

To, co mówiliśmy o odeiwanym charakterze własności matematycznych przestrzeni, da się zastosować z pewnemi tylko zmianami w słowach do własności matematycznych czasu. Poczucie upływania czasu towarzyszy zawsze wszystkim naszym czuciom i postrze-żeniom i, praktycznie rzecz biorąc, wszystko, co w dziedzinie czasu jest dla nas ważnem, da się przedstawić dokładnie za pomocą oderwanych własności matematycznych, które czasowi przypisujemy. I odwrotnie: to, co rze-kliśmy o dwóch koniecznych warunkach reguły, określającej długość dnia, możemy powtórzyć o regule, określającej długość łokcia, mianowicie że łokieć, jakkolwiekby zmieniał miejsce, zachowuje zawsze tę samą długość. Stosownie do tego każda reguła, dotycząca pomiaru długości, musi wykazać, że, pomimo małych zmian, miarka nasza zachowuje zawsze niezmienną długość. Drugim koniecznym warunkiem jest następujący: chcąc uwzględnić drobne zmiany, musimy tak sformułować regułę, by módz w możliwie najprostszy sposób opisać prawa natury. Np., zgodnie z tym drugim warunkiem, przypuszczamy pewne zmiany w długości łokcia, zależne od zmian temperatury.

Gdyby nie fakt, że wrażeniom naszym towarzyszą zawsze postrzegania miejsca i trwania i że długości, pola, objętości i trwania są pewnego rodzaju wielkościami, teorya liczb zajmowałaby bardzo podrzędne miejsce w badaniu praw wszechświata. Fizyka opiera się całkowicie na pojęciach liczby, wielkości,

Wstęp do matematyki.                          15 przestrzeni i czasu. Działy matematyki, zbudowane na tych pojęciach, nie stanowią całej matematyki, są jednak podłożem spółczesnej fizyki matematycznej.

TREŚĆ.

Strona
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 Jerzy Berkeley, biskup Cloyne’u (ur. 1674 r., zmarły w 1753 r.), jeden z największych filozofów angielskich, napisał, między innemi, rozprawę polemiczną p. t. The Analyst. Tę właśnie pracę ma na myśli autor (przyp. tłum.).
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