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Vorrede,

Sine der wichtigsten AInwendungen bet Integral-Rechnung, ist bie Auffindung bet Summe von unendlichvielen unendlichfleinen Produkten von bet Form

fgdx, oder fg,ydx-dy, oder fx,y,2dxdy-dz, oder, allgemein, von bet Form

f-dx, •dx,-dx3 ••• dxn,

wo f eine Funktion bet n Vernderlichen xu x,, x3, ••Xn ist, whrend biefen letzteren nac unb nac alle, innerhalb ge-gebener Grenzbedingungen liegende, bezüglic um bie (positiv gedachten) unendlichkleinen dx,, dx,, dxa, ••• dxn verschiedenen unb von einander unabhängigen Werthe gegeben gedacht werden. — Von dieser Summation hängt in bet Geometrie, bie Berech-nung bet Bogenlängen (bie Nektififation), bet Inhalte begrenzter, ebenen unb gefrümmten Flchenräume (bie Auadratur) unb der Inhalte begrenzter Körperräume (bie Kubatur) ab, — in bet Statit aber, bie Berechnung bet Massen, bet Schwerpunkte, bet Attraktionen, überhaupt bie Berechnung ber mittlern Kraft (ihrer GSröse, ihrer Richtung unb ihrem Angriffspunkte nac), wenn auf bie unendlichvielen Molecle eines Körpers, ob et einet (materiellen) aus Moleclen gebildeten Släche, oder einet (mate-riellen) aus Molecülen gebildeten Linie, irgend Kräfte wirsen, — in bet Dynamif bagegen, bie Berechnung ber Trgheits, Momente, ber Hauptdreharen unb noc bie Beantwortung man-ther anderen Stagen. — Aber auc bei rein analytischen Unter«

suchungen fommen diese Aufgaben zur Sprache. Dabei samt man in »feien, vielleicht in den meisten Fällen, geomettische Be-trachtungen zu Hilfe nehmen, in vielen Sollen ober wieder auc nicht. Die Stage: Wie sönnen solche Produfte überhaupt aus, gewerthet werben, und bie andere Stage: Wie sann solches ohne Buziehung geometrischer Betrachtungen geschehen, — sind daher gleich wichtig, und die gründlichste Beantwortung beider uner-läslic.-

llnb both findet der Anfnger in bet höhern Mathematit, in feinet bis jet vorhandenen Schrift eine nur einigermaßen ausreichende Belehrung übet diese wichtigsten Anwendungen. Selbst bie WBifjenschaft läßt in den Werten ihret Steiftet, gerade in dieser Beziehung, nocß manches zu wünschen übrig. Sieht man doc selbst häufig noc solche (Summen, mit bestimmten (einfachen ober vielfachen) Integralen verwechselt, während die-selben zwar zuweilen durc ein einziges bestimmtes Integral aus-gebrüstt werben sönnen, häufiger aber nur durc bie (Summe mehrerer solcher bestimmten Integrale. — Bei vielen Schrift-steilem steht ja selbst bet Begriff des „bestimmten Integrals" nicßt ganz fest, so baß man das Wort und bad entsprechende Zeichen, halb in dem einen, halb in einem ganz anderen (Sinne gebraucht steht. So erlaubt eine solche Doppelsinnigkeit an den betreffenden (Stellen vielleicht fein mag, und so wenig anstößig für einen mit bem Gegenstande Vertrauten, so wenig zutrglic ist ein solches Betfahren einem Anfnger in demselben Gegen-stanbe gegenüber. Derselbe irrt zu lange im Siebel umher, bis sich ihm endlic irgendwo eine lichte Stelle aufthut, unb selbst bann hat et doc noch feinen ganz freien Ausblic.

Eu let hat schon gelehrt, durc welches analytische Verfah-ren bad zu summirende Element umgeformt werben müsse, wenn neue Veränderliche eingeführt werben. Lavlace (in feinet M-caniqne coeleste. T. II.), Ivory (in ben Philosophical trans-actions 1809.) und Andere, haben davon die wichtigsten An-wendungen gemacht. Allein gerate eine bet wichtigsten Fragen, nmlic die übet die Grenzen bet neuen bestimmten Integrale, blieb, von dem wissenschaftlichen Standpunkt aus an-gesehen, stets gnzlic unbeachtet; man hat sic immer damit begnügt, in jedem besondern gälte bet Anwendung, diese Gren-zen (nicht aus bet Natur bet Frage mit Nothwendigkeit heraus-, sondern) nur auf vereinzelte Weise herbei - zu holen, also ohne das man erkennen tonnte, wie in jedem anderen besonderen Falle verfahren Werben muffe.

Sie Frage wegen bet Grenzen dieser neuen Integrale, wenn bie bet alten feststehen, ist namentlich für bie vielen gälte um so weniger völlig erledigt worben (fobalb man geometrische Betrachtungen nicht zu Hilfe nehmen taun ober nicht zu Hilfe nehmen will) — wo das alte (einfache ober) mehrfache Integral nicht durc ein einziges, sondern nur durc bie Summe zweier ober mehrerer bet neuen Integrale ausgedrückt werben sann. — In dieser Beziehung läst namentlich bie Darstellung Sag ränge’S (in feinet Theorie des fonctions und in feinen Leons sur le calcul des fonctions) fast alles zu wünschen übrig. Indem dieser ausgezeichnete Analyst bie Differential - und Integral-Rechnung endlic von dem Slip beS lnendlichkleinen befreite, ging et zu weit und wollte auch in den Anwendungen dieser Rechnungen (zur Reftisifation, Quadratur, Kubatur ic. ic.) vom llnendlichkleinen nichts wissen. Abgesehen davon, bah, indem er feine abgeleiteten Funktionen in ©teigen einschlieft, bie sich ohne Ende fort bet Gleichheit nähern, — abgesehen also bavon, bah er eigentlich doc baS llnendlichfleine, nur mehr versteckt, in feine Betrachtung aufnehmen muh, — abgesehen bavon, bah fein Verfahren in den analogen Anwendungen auf statische und dynamische Probleme ein ungemein schwerfäl-ligeS, säum überall Har durchzufhrendes ist, — abgesehen endlic davon, daß feine Beweise für die oben gedachten Umformung gen durchaus und völlig bet an ihm sonst überall gewohnten Schätfe und Durchsichtigkeit ermangeln, — erfährt man, rote dies eine nothwendige Folge feinet Darstellungsweise ist, übet bie Grenzen bet Integrale gar nichts, b. I). er läst das wich-tigfte Moment der Sache ganz auser Acht. — (So lächerlic es ist, das Unendlichfleine in bie a Kg e meinen Lehren bet Dif-ferential- und Integral-Rechnung jett noc mit aufzunehmen (denn dies ist nichts anders als auf einen bereits überwundenen Standpunkt zurückkehren), so nothwendig ist doc beffen Berck-sichtigung, ja beffen »olle Anerkennung, in ben Anwendungen auf stetige Srösen, — feien es Raum- ober Kraft-GSröszen, — weil man sic der (Stetigfeit durc bie nicht stetige (dis, trete) 3ahl, nur mittelst dieser Hilfe bemächtigen sann. — Nur muffen strenge Beweise bet Nichtigkeit des Hauptsatzes de wAn-wendungen geführt werden.

Seit Lagrange’s erwähnten Arbeiten ist bie oben gebuchte Frage von ben Analysten säum mehr berührt worden; man be-gnügte sich mit der Möglichfeit der Anwendung der oben ange-beuteten Formeln, für bie gewöhnlichen praktischen Fragen. In ben Lehrbüchern gab man bie Sache so wieder, wie man sie fand. In dem 9ten Theil meines „Systems bet Mathematif" habe ich zwar diesen Gegenstand gründlicher zu behandeln ver-sucht; allein bie vorgeschriebene Kürze, mit welcher in einem, das Ganze bet Analysis umfassenden Werfe, manche einzelne Gegenstände behandelt werben müssen, erlaubte mit doc nicht, auf bie vielen verschiedenen Punkte aufmerksam zu machen, welche alle, bei dem (Singehen in’s Ginzelne, berücksichtigt werben müssen. — In der Abhandlung des Prof. 3. 6. urherr (zu München) „bie Substitutionsformel bei ein- und mehrfachen Integralen (Nürnberg 1853.)" findet sic endlic ein eben so schöner als strenger Beweis beffen, was Sag ränge ausgestellt hat; allein die Frage übet die Bestimmung bet Grenzen bet neuen Jntee grale, bleibt auc hier in der nöthigen Durchsichtigkeit und Deut liebfeit noch unbeantwortet, eben weil bet Verfasser nur bie An-gaben des Lagrange äuget Zweifel sehen und ben zweiten Theil bet Frage nicht weitet »erfolgen wollte.

Alles dies bewog mic, eine zufällige Zeit bet Muse, bie mir lange gefehlt hat, zu benutzen, um in einigen durchgreifen-ben Beispielen bie Hauptfrage zur Sprache zu bringen und ste, wo möglich, auf eine solche Weise zu erledigen, das jeder An-fanget in bet höheren Mathematik, sich in ben Stand gesetzt steht, jedes andere lösbare, hieher gehörige Problem, mit Si cherheit, b. h- mit vollem Bewusztsein befsen, was et erreichen will und wie et es erreichen sann, zu bebandeln. Nebenher flöten sich babei einige, bisher wissenschaftlich noch nicht gehörig erör.tte Punkte vollständig auf, so das, nach meiner lleberzeu-gung, auch bie Wissenschaft als solche,'einige Heine Fortschritte gemacht haben bürste, obgleich dies bei meinen Arbeiten stets nur Rebenzweck ist. Mein Hauptzweck wirb immer der bleiben, schwierigere und bisher dunfler gebliebene Lehren für jedermann durchsichtig unb zugnglic SU machen. Schon bie bloße Hoff-meng, diesen 3wec in Bezug auf ben fraglichen Gegenftand in bet vorliegenden Arbeit nicht ganj verfehlt zu haben, gewährt mir groge Befriedigung.

Weil bie meisten bet Integrale, welche in ben hier betrach-teten Beispielen erhalten worben sind, sich sehr schwer ober öfter-gar nicht werben auswerthen lassen, — so sönnen biese Resul-täte, wenn man sie aus dem Gesichtspunft bet unmittelbaren Anwendung auf das heben ansieht, häufig seht nutz- unb deshalb werthlos erscheinen. Gin solcher Cinwand trifft aber mehr ober minder alle „Uebungen'1 unb jwar nicht blos in bet Wissenschaft; — 8. 53. auch bie Tumn- unb bie militairischen „Uebungen", durc welche nie ein Menschenleben gerettet ober ein Feind geschlagen wird. — Von Allem, was wir, in bet Jugend wie im späteren Leben, erlernen, brauchen wir im prak-tischen geben, wie überhaupt in der wirklichen Anwendung, meist nur einen äußerst Heinen Bruchtheil; — man „übt sich" aber, unb verschafft fic eben dadurc bie gä^igfet t und bie GGewandtheit, um, wenn man einmal vor einet wirflichen Lebens-Aufgabe (3. B. zur Förderung einer gründlicheren Natur-lehre) steht, selbige mit bem nöthigen Geschic unb mit einet gröseren Hoffnung auf GErfolg, angreifen zu sönnen. Dazu sammt noch, das bie Anwendungen bet Mathematit auf bie Naturlehre, wie sie in den letzten 30 Jahren (so wie früher schon auf bie „Aechanif des Himmels") statt gefunden haben, gerade alle Kräfte, auc des geübtesten Analysten, in Anspruc nehmen.

Also gerade bie Verfolgung dieser, für den Menschen als solchen, wichtigsten Anwendungen, Wirb „Uebungen", wie bie vorliegenden, jetzt viel mehr als früher nothwendig machen, wenn bet EEinzelne in das wahre Wesen bet Wissenschaft, auc von dieser Seite, nher einbringen unb dadurc eben feine Befähigung allseitiger erzielen will. — Gin Lehrer der Mathematik endlic, der bie Pflicht hat. Andere zu diesen wichtigsten Anwendungen bet gefammten höhern Mathematif (auf gründlichere Grforschung bet Matur) vorzubereiten , bars vollends nicht hoffen, seinen Zwec vollständig zu erreichen, wenn er sic nicht selbst in bie gefammte Theorie bie Harste Ginsicht verschafft hat.

Deshalb glaube ic ein gründliches Singehen auch in bie vorliegenden „Uebungen" empfehlen zu müssen — überzeugt, bah das Studium derselben feinem Anfänger in bet jetzigen höhern Mathematif, ohne größeren Rutzen fein unb bleiben wirb.

Berlin, im Slugust 1855.

9. Dhm.

Jnhalts=Verzeichnis.

~orb ereitun g. Feststellung der Vorbegriffe und genauere lntersuchun-gen über den praktischen Wert und Gebrauc gewisser Gleichungen. §§. l-4b

totste Uebung. Ausdruc für die Summe  Efdx unter ver-

schiedenen Vor aussetungen. — Genauere Untersuchungen über den Werth her Resultate. §§. 5. 6.

Bweite Uebung. Ausdruc für die Summe Sf,ydx-dy unter verschiedenen Voraussetzungen.

§. 7. Erste Aufgabe. — Wenn axEb und m^y^n ist

§§.8.9. ßiveite Aufgabe. — Wenn auszerdem noc (y—h)2 $ p(x-c) vorausgesetzt ist.

§. 10. Dritte Aufgabe. — Wenn c=xEb und noch (y—h)2 < p(x- c) vorausgesetzt wird.

§. 11. Lösung derselben Aufgabe dadurc, baß statt x ein neuer Veränder-lieber r eingeführt wird, mittels einer Gleichung, welche y nict in sic aufnimmt und

§§. 12. 13. wenn diese Gleichung auch noc y selbst in sich aufnimmt.

§. 14. Grste allgemeine Aufgabe. Wenn zwei neue Veränderliche r und 9 durc beliebige Gleichungen von her Form x=4rg und y = r, g eingefhrt werden, während beliebige Grenzbedingungen gegeben find.

§§. 15. 16. Anwendung tiefer allgemeinen Resultate auf Herstellung neuer Lösungen ter brüten Aufgabe.

§. 17. Wie hie beiten Aufgaben ter §§. 7. 8. mittelst des allgemeinen Satzes des §. 14. eiufacber und eleganter behandelt werten sönnen.

§. 18. Wie dafselbe auc mit feer brüten Aufgabe (des g. 10.) feer galt ist und Wie bie Diesen verschiedenen Auflösungen derselben Aufgabe sic nun einfacher und eleganter gestalten.

§.19. Vierte Aufgabe. Wenn X,+!;=1 vorausgesetzt wirb.

§. 20. Dieselbe Aufgabe mit Ginführung der beiden neuen Veränderlichen x‘ v4

X= — und y—--, a J - b

§. 21. Bwei Lösungen dieser legiern Aufgabe, mit Ginführung eines neuen Veränderlichen r, statt des x.

§. 22. Moc zwvei Lösungen berseiben Aufgabe, mittelst Ginfhrung zweier neuen Veränderlichen r unb 9, statt x und y.

§. 23. Geometrische Betrachtungen unb Rösung ber brüten Aufgabe (des §. 10.) auf geometrischem Wege.

8. 24.  Lösung berseiben Aufgabe auf geometrischem Wege, während statt

; ber Koordinate x ber Radius-Nektor r (aus dem Brennpunfte ber Parabel genommen) eingeführt, bie andere Koordinate y aber beibehalten wird.

§§. 25. 26. Lösung berfelben Aufgabe auf geometrischem Wege, wenn statt x unb y, bie beiden Polar-Koordinaten r unb e (aus dem Brennpunkte genommen) eingefhrt Werben.

27. Geometrische Auflösung ber Aufgabe des §. 19.

§. 28. Geometrische Auflösungen ber in den §§. 21. u. 22. rein analtisc betrachteten Aufgabe.

§. 29. Die Mafse einer Gllipse mittelst Ginführung eines einzigen, wie and; zweier neuen Veränderlichen in Doppel-Integrale ausgedrückt.

§. 30. Die (Summe Sf,ydx-dy blos für vositi ve Werthe von x unb y zu finden, welche gewissen Beschränkungen unterworfen sind.

©ritte Uebung. Wie bie Summe Ef,yzdx-dydz unter ver-{siebenen Vor aussetungen, in dreifache bestimmte nte-grale ausgedrückt werben sann.

§. 31. Vierte Aufgabe. Die Summe Sf y „dx-dy-dz in Sntegralen auszudrücken. Wenn y2+z2- pxE0 und x<b bleiben sollen.

§. 32. dieselbe Aufgabe, Wenn statt x ein neuer Veränderlicher r einge-führt wirb.

Aumerk. Dasselbe Dom gevmetrischen Standpunkte aus angesehen.

§. 33. Die vierte Aufgabe (des §. 31.), wenn statt x und y, zwei neue Veränderliche r und op eingeführt werden, und wenn zuerst nac r, dann nac ap und zuletzt nac z, summirt wird.

Anmerk. Dasselbe vom geometrischen Standpunkte aus angesehen.

§. 34. Wenn im §. 33. zuerst nac q, bann nac r und zuletzt nac z, summirt wird.

Anmerk. Dasselbe aus dem geometrischen Standpunkt gesehen.

§. 35. Wenn zuers nac z, bann nac r und zuletzt nac p, sum-mirt Wirb.

Anmerk. Dasselbe aus dem geometrischen Standpunkt gesehen.

§. 36. Wenn zuerst nac z, bann nac q, und zuletzt nac r, sum-mirt Wirb.

Anmerk. Dasselbe aus dem geometrischen Standpunkt.

§. 37. weite allgemeine Aufgabe. — Wenn Zfyydx-dy-dz durc Ginfhrung von brei neuen Veränderlichen ausgewerthet Werben soll.

§. 38. Neue Lösung der vierten Aufgabe durc Ginfhrung von brei neuen Veränderlichen r, und e, während zuerst nac r, bann nac (p, und zuletzt nac 9 summirt Wirb.

§. 39. Wenn zuers nac (p, bann nac r, und zuletzt nac 9 sum-mirt Wirb.

§. 40. Fünfte Aufgabc. Die Summe Sfypdx-dy’dz’ zu finden. Wenn gy‘2—hz‘2Epx und xKb gegeben sind.

Anmerk. Aus dem geometrischen Standpunkt.

§. 41. Sechste Aufgabe. Die Summe Sf,yg-dx‘dy‘dz‘ zu finden, xi2 y/2 z12 ___

wenn z,a2<1 gegeben ist.

§. 42. Siebente Aufgabe. Die Summe Sfdx-dy-dz zu finden, wenn x2++y2+z,2 < 1 gegeben ist.

§. 43. Dieselbe, Wenn statt x unb y, zwei neue Veränderliche r und (p eingefhrt Werben.

§. 44. Dieselbe, wenn statt x, y unb z, brei neue Veränderliche r, (p unb 9 eingefhrt werben.

§. 45. Betrachtung der vorstehenden Lösungen aus bem geometrischen Ge: sichtspunft.

§. 46. Die Aufsindung von 2f,y,2,tdxdydz-dt, unter ter Voraus: setzung, das man vier neue Veränderliche r, , p und 6 einführen wollte; ober bei ber Einführung von fünf neuen Veränderlichen, statt ber fünf alten in einem noc zusammengesetzteren Problem; u, f. w. f.

§. 47. Betrachtung einiger einfacheren und am häufigsten vorkommenden gälte.

Uebungen

in bet

Anwendung her Integral Nechnung.

Vorbereitung.

§. 1.

DDamit unsere Leser dem Vottrage immer leicht folgen mögen, wollen dieselben vor allen Dingen die nachstehenden Begriffe, so wie die Bezeichnungs- und Ausdrucks-Weisen festhalten:

	
1) In einer unendlichen Reihe, welche nac ganzen Potenzen irgend eines Buchstaben, 5.53. h, fortläuft, verstehen Wir immer unter dem nten Gliede dasjenige, welches mit hn versehen ist. Das 0te ©lieb ist daher dasjenige, welches den Faftor h° hat, d. h. welches h gar nicht hat, — und nac tiefem 0ten ©liebe (welches auc das allererste genannt werben sann) folgt bann das 1te ©lieb, welches hl b. h. h als Faftor hat.



In der Reihe

a—bh—ch2—dh3—eh4— ...

ist also a das Ote ober allererste, bh das erste, ch2 das zweite, dh3 das dritte ©lieb u. f. w. f. (nac unserer Redeweise).

	
2) 3s f irgend eine Funktion von x, so bezeichnen wir durc fx+h ober fb ober fa ic. ic. bezglic das, was aus ihr wirb, wenn man überall bezüglic x—h, ober b, ober a re. re. statt x sett.



So lange x ganz allgemein gedacht ist, läszt sic fg+h alle# ■ mal in eine nac ganzen Potenzen von h fortlaufende Reihe ver-wandeln; nmlic es ist allemal

L 2         3        L 4

	
I. Uh = fs++fh++f2/+43+f4/+ - *)


	
*) Unter n! verstehen wir das Produkt 1.2.3 ... n, während Wir, Wenn n = l ober =0 ist, allemal die 1 barunter verstehen; also 31=1-2-3; 1!=1 und 01 = 1.





und in tiefer Reihe ist allemal das allererste ober Ote (Stieb bie Funftion f selbst; die übrigen Koeffizienten fmb im Agemeinen ebenfalls bestimmte, von f abhängige (endliche) Funktionen von x, deren jede ans ben nächst vorhergehenden und ber erste f

• aus bem allerersten ober Oten f, nach bestimmt feftgeftellten Re-geht, beten Anwendung baS Deriviren ober Ableiten ge> nannt wirb, gefunden werben. — Diese Koeffizienten heiszen daher bie Derivationen von f, und zwar ber Neihe nach bie 1*, 2te, 3tc, 2c. ic.

Wenn man bloß „Derivation" sagt, so versieht man still? schweigend bie erste darunter.

Aso ist f bie Derivation von f,; aber f" ist bie (erste) Derivation von f und bie zweite von fg u. f. w. f.

Dentt man sich in ber Gleichung I. h unendlichklein (b. h. immer Heiner noch als jede noc so Hein gebuchte bestimmte ab? fohlte Zahl) und bann durc dx bezeichnet, so liefert solche biefe andere, nämlich

	
II. f,-6-f=C-dx, ober df=f.dx,



wenn bie Differenz zwischen ben zu x-dx und x gehörigen Werthen derZunktion fx, durc ds bezeichnet wirb. Wächst also x um dx, so wächst f um df (welches auch negativ fein taun). Diese zusammengehörigen Buwachse dx unb df, sind beibe un? endlichklein unb werben deshalb Differentialien genannt.

Aus II. folgt noc

	
b. h- die Derivation f von fx, ist allemal gleich dem Auo-df



tienten 1 ber zusammengehötigen Differentialien; sie wirb daher häufig auc der Differential-Quotient von f ge? nannt; unb biejenigen, welche ben (angezeigten) Quotienten d noc von bem SB er t he desselben f unterscheiden wollen, nennen auc den letzteren, nämlic diesunktion f, den Dif-ferential-Koeffizienten, weit sie in den Gleichungen I. und II. als Koeffizient erscheint.

Diese Differential-Koeffizienten (Derivationen ober Ablei-tungen), d. h. diese (endlichen) Funktionen von x, nmlic

	
f, t C C 1c. 1c.



bezeichnet bet Verf. gewöhnlic durc bie Zeichen

af,, 82, af, a4f,, 2c. ic.

und er bedient sic stets dazu der (runden) 9, weil er durc dx, dy, df, ic. ic. mit stehendem d, allemal unendlichfleine Zuwachse (Differentialien) bezeichnet, welche x, y, f, ic. ic. er-leiben sollen ober etleiben.

Versteht man unter „Differentiiren" einet Funktion f (nac Reibnit) das Auffinden des, zum unendlichkleinen Zuwacs dx gehörigen unendlichkleinen Zuwachses df, so lehrt bie Glei-chung II., daß das „Differentiiren" von bem „Deriviren" ober „Ab-leiten" wesentlic nicht verschieden ist, ba man aus bet gefunbenen Auswerthung f-dx des Differentials df, sogleich auc bie Ab-leitung ober Derivation f, und umgekehrt aus bet letztem sogleich auc wieder baS Differential df ohne Weiteres hinschrei-ben sann.

	
3) Durc baS Zeichen /f-dx, wo f eine beliebig gegebene Funktion von x vorstellen mag, bezeichnen wir jede



Funktion F,, deren Ableitmg, =f, d. die so ist, das man

DF, = f

hat. Sft aber f eine bet durc F, vorgestellten Funftionen, d. h. ist

df = f,

so ist auc

a(f+c), - €,

so lange nur c einen ganz beliebigen Ausdruck (also eine ganz beliebige Funftion anderer Veränderlichen) vorstellt, bet abet von x unabhängig (nach x constant) ist. Jede dieser unendlichvielen, durc F, ober f—c vorgestellten Funftionen nennen wir ein Integral bet gegebenen Funktion f, nach x genommen; unb in so ferne das Zeichen /f-dx ste alle zu-gleich vorstellt, nennen wir solches das allgemeine Integral bet beliebig gegebenen Funktion f, nach x genommen. — Jede einzelne bestimmte dieser Funktionen, — entweder f, ober fHc, wo abet c bereits einen völlig bestimmten Werth erhalten hat, nennen wir ein besonderes Integral von f, nach x ge-nommen 1).

	
4) ©tuest f, irgend ein besonderes Integral bet beliebig gegebenen Funftion f aus, und f_—c = F, ein beliebiges dieser unendlichvielen Bogen durc Arctg.x bezeichnet, so sind alle tiefe



Bogen durc n7i-[-Ärc tg,x ausgedrckt, wo n sowohl Mull als auc jede positive und negative ganze Zahl vorstellt, während n den halben Umfang des Kreises für den Radius 1 (die Ludolf’sche 8ahl) vorstellt. Bezeichnet


r 1   __1

J 14x2 ’d Tg X



man nun alle tiefe Bogen durc und man tat zur Rechten eine unendli chvieldeutige Funktion von x, als das Integral einer eindeutigen Funktion , nac x. Unt obgleic


hat man



*T X

1                                                                     1

logx unt x unendlichviele betontere Integrale (von bezüglic — unt 19                                                          X


1 1+x2



nac x genommen) vorstellen, so ist doc feine tiefer Fuuftiouen das

allgemeine Integral, welches im Gegentheil erst erhalten wird, wenn man


noc C attirt unt unter C jeden Ausdruc versteht, ter fein x enthält. Man tat also als allgemeine Integrale erst



c1

J »dx = log x+C — logx-\-log c = log (cx)

,    r 1 .1    1 I7 _1c+x

")    J1+x" d Tg t Tg Tg C Tg 1-cx ’

Diese Bemerkungen gelten, so oft das Integral eine logarithmische Funktion ist, also auc ein 25 o gen §.23. Arcsin. oter Arccos. 1c. ic. — In Jetern anteren Falle ist tagegen jedes besondere Integral f, = Jfdx mit f zugleic nur einförmig, unt sollte f mehrförmig gegeben fein, so ist das (befontere) Integral f, eben so vielförmig, — dergestalt, tag zu Jeter bestimmten Form von f auc nur eine bestimmte Form von fx gehört.

Unt damit man jedesmal tie zusammengehörigen Formen von f unt t essen besonderem Integral f, fenne, darf man sic nur tie Formeln für a(x"), unt (xm-dx so schreiben, nämlic

xm                   „m

9(xmk = m— und (xm.dx = .x

X X       •         m—1

unt tann statt xm links unt rechts jedesmal einen unt tenfelben Wert

von xm gefegt sieg teufen, ferner tie Formeln für 8(a), unt

so schreiben, nämlic:

ter übrigen besonderen integrale derselben Funftion f, nac x genommen, — denkt man sic also unter c einen bestimmten, von x unabhängigen Alusdruc, — so ist nothwendig

F,-F, = f,-f.

Diese Differenz, die stets denselben Wert behält, welches bet unendlichvielen besonderen Integrale man auch immer unter F, verstehen mag, bezeichnen wir stets durc

/-.f-dx

und nennen dieses Zeichen ein allgemei unbestimmtes Inte-gral der gegebenen Funktion f, nac x genommen.

Solches ist also mit f zugleic nur eindeutig, und, wenn f vielförmig fein sollte, für jede einzelne bestimmte Form von

da), = 8(elog“), = ex-'°S'a.loga 7              „xlog a

und (a.dx= = •— -----f

•         •                  log a

bann aber links und rechts unter log^ stets unb überall einen und dene selben feiner unendlichvielen Werthe vorgestellt sic denken.

Da nämlic bie Integrale aller übrigen entwickelt gegebenen Funktionen au8 biefen dreien Jxm-dx, Jdx und Jadx abgeleitet werden, so sann man nach ben vorstehenden Formeln stets mit Sicherheit beurtheilen, welche Formen von f unb f f-dx zusammengehören.

Unb ba man in jeder beliebig gegebenen Funktion f, auc wenn sie vielförmig fein sollte, jede einzelne Form berfelben für sic betrachten sann, so sann man solche nöthigenfalls stets als einförmig ansehen unb behandeln. Shr besonderes Integral ff-dx ist bann ebenfalls nur einförmig unb von jedesmal völlig bestimmter Form, ba in ben Ausnahmsfällen, wo das In-11

tegral unendlichviele formen bekommt (Ivie Jx’dx, 14x2°, 2-2:) biefe letzteren nur um eine Konstante (nac x) vvn einanber verschieden sind, also jede beliebige biefer Formen als ein richtiges, ber gegebenen Diffe-renzial-Sunktion 4 allemal zukommendes besonderes Integral von f nac x, genommen werden sann.

f ebenfalls von einem einzigen bestimmten Werthe. Solches enthält den Vernderlichen x nic^t mehv, ist aber, wenn a und b noch unbestimmt gelassen sind, im Sillgemeinen eine Funktion von a und b.

5) Sind dx,, dx,, dxa, ic. ic. Unendlichkleine von beiv selben Drdnung (bie mir bie erste Drdnung nennen sönnen); — sind a unb b beliebig gegebene reelle Bahlen und ist

dx,-dx,—dx3- ••• -dxn = b—a,

wo bie Anzahl n dieser lInendlichkleinen, unendlichgros fein mus, wenn b—a endlic, übrigens positiv ober negativ ist (b. h. wo b>a, aber auch b<a gebucht sein taun); — werden alle biese Unendlichkleinen dxu dx2, ic. ic. gleichseitig positiv, ober gleich? zeitig negativ gedacht, je nachdem b—a positiv,ober negativ ge? geben ist; — setzt man endlic in bie Gleichung II. nach unb nach a , a—dx, a-dx,—dx2, a—dx,-dx2—dx,, ic. ic. ic. zuletzt aber a—dx,-dx,- ••• —dxn_1 (b. h. b—dxn) statt x, unb gleichzeitig bezüglic dx,, dx2, dx3, dx4, ic. ic. zuletzt aber dxn statt dx, — unb abbirt man alle entstehenden Glei-chungen, so erhält man

I,-I - f,edx,+-f.-aa,-dx,+4+-4.,-46,dx,H-----+1,-ak,-dx,.

Man bezeichnet diese (Summe jur Rechten, aus unendlichvielen unendlichkleinen Produkten, — bie alle durc f-dx vorgestellt sind unb welche aus biefem letzteren Produkt hervorgehen, wenn man statt x nach unb nac alle zwischen a unb b liegenben, um unendlic wenig von einander verschiedenen Werthe sett, statt dx aber ben Unterschieb des jedesmaligen Werthes von x, unb seines n ä c ftfolgenben gewöhnlich durc

fbe.dx,

• a x ‘

wo / als bloßes Summenzeichen angesehen werben muh; unb man nennt solches schlechthin ein bestimmtes Integral. — Sie so eben erhaltene Sleichung läst sich bann, wenn man noch bie «Seiten derselben vertauscht, so schreiben, nämlich

/dx=f-t,

ober (nac Nr. 4.)

IV. /be.dx=g.f.dx,

• a x        • b--a x f

d.h. die durc das Zeichen zur Sinsen bezeichnete Summe wirb ausgewerthet, wenn man bie durc das Dperations Zeichen zur Rechten vorgeschriebenen Rechnungen ausführt 2).

Dabei ist diese Gleichung IV. eine vollkommene @(eü chung, b. h. eine solche, welche links unb rechts stets gleichviel Werthe hat. Is nämlic bie gegebene Funktion f mehrför-mig (mehtdeutig), so ist auc fg = •dx eben so vielförmig, unb man hat nur (in der Anwendung) jebe der zusammengeh-rigen Formen von f unb fg auc zusammen zunehmen, um zur Nechten (.in IV.) die verschiedenen, zur Sinsen angezeigten Summen ausgewerthet zu haben.

§. 2.

Uebrigens geht aus der Definition dieses Summenzeichens /b noc hervor, wenn fg eine beliebig gegebene Funftion von x vorstellt, die wie stets als einförmig ansehen, wenn fte auc mehrförmig fein sollte, weil wir bann nur eine bestimmte ihrer Formen in’s Auge fassen wollen, — daßs allemal

V. fdx=—/fdx ist, weil die Werthe von f links und rechts dieselben bleiben, nur in umgekehrter Drdnung erscheinen, her andere Pastor dx (positiv )

aber link ftetö (negativ’ if, rect8 aber dan gleicseitig (negativ)                 -

(positiv ' je nachdem bea gebaut worben ist, in so ferne wir bei unserer eingeführten Bezeichnung, jur Bedingung gemacht haben, das man stets von der untern jur obern Grenze (durc Hinzufügung der positiven ober negativen Zuwachse dxj, dx2, dx3, ••• dxn_j) übergehen Wolle, so das letztere positiv ober negativ genommen werben muffen, je nachdem bie untere Grenze Heiner ober größer als bie obere sic findet.

Ferner ist noch, wenn c eine ganz beliebige dritte reelle Zah vorstellt,


	
VI.



unb

	
VII.





J)fg-dx - /fg. dx —/‘f • dx


Jfdx=/fdx—f-dx3).



Aehnliches, nur umgekehrt, wenn ob>a ist.

8. 3.

Bei bet Auffindung eines allgemeinen Integrals /f-dx führt man häufig einen neuen Veränderlichen z ein, dadurc, daß man zwischen x und z eine beliebige Gleichung annimmt, so daß sie, nac x aufgelöst, für x eine, durc xz ausgedrückte Funktion von z liefert; — und die nöthige Vorschrift des wei-teren Verfahrens ist bann ausgedrückt durc die Gleichung

VIII. /f-dx - /Tf-Dx,]-dz 4), wo f(z) diejenige Funftion von z vorstellt, welche aus f her-vorgeht, wenn man überall die Funktion x, von z, statt x setzt.


dFe  dF dx \

d.h. ;

‘ dz     dx dz /



Wird fx eindeutig vorausgesett, führt man aber eine Glei-chung zwischen x und z ein (3. 53. die Gleichung x2— 2xz+1 =0), welche für x eine mehrförmige Funftion x, Bon z liefert (in 

unserem Beispiel witd x, =z—Vz2—1), — so ist nothwendig z_Vz2_1

  auc Ox, mit x, gleichvielförmig (hier, Oxz = —— , wo rz2—1



aber in x, wie in Ox, die Vz2— 1 überall einen und den-selben ihrer Werthe vorstellt); und deshalb werben nun auch f(z> und /[fz-8xz]-dz mehrförmig werben, wie auc schon daraus hervorgeht, das F(Z) b. /[f(z-Ox,]-dz aus Fx entsteht, wenn man statt x bie mehrförmige Funftion Xz substituirt.

Wird nun in biefer mehrförmigen Funktion /[f-x,]-dz, statt z wieder fein Werth Zg in x ausgedrückt, gesetzt (nmlic 1 —Lx2 

in unserem Beispiele Z =   —-),   so geht bie eine ber

AX

beiden Formen von /[f(z)•xz]•dz wieber in bie Form /fdx ober Fx über; höchstens ist das besondere Integral /[fzxz]-dz Bon bem besonderen Integral Fx nur um eine Konstante verschieden; bie andere Form von /[f(z-Oxz]-dz ist aber im Sillgemeinen Bon Fx wesentlich verschieden, b. h. nicht blos um eine Konstante.

3s 3- 33-    = 2x, so ist F =/2x-dx = x2. - Züt



  x = z-Vz2— 1 wirb nun Ox, = ■ , ■ . und

Vz2— 1




f(z) = 2z+2Vzs-l, also








"*°x - 2 v23-1

folglich ist



2  9 2z2—1—2zVz2—1  ,,2z2—1.

vz:—1 4T*vz2=12



sonderes Sntegral, auf ber anderen Seite dagegen ein besonderes nebs noc einer Konstante c, so sann c immer so gedacht werden, haft Beibe Seiten ber Gleichung VIII. wirklic einander gleic sind, so baß bie eine Fe, bie andere dagegen Fez ist.

Z»072__I

/[f2-x]-dz = 2z2—2(-..-e/ Vz2— 1


•dz = 2z2—2zVz2—1 ,




welches Resultat von F() = F, = x2 = (z- Vz2 — 1 )2




= 2z2—1—2zVz2— 1, nur um die Konstante —1 verschieden ist.




So wie man nun hier herein statt z




1—X

' “ 2x




wieder feinen Werth




substituirt, so erhält man



2z3—2zVz2_1 = 2z(z-Vz?_1) = 1H • s 1+2_V(1,x3)2, x L AX &X J

8 ist aber V(1—x2)2=±(1—x2); nimmt man nun das obere Zeichen (—), so ist bet vorstehende Ausdruc weitet


1—x2 1—x2 x L 2x




1—x2

2x



und dieses Resultat ist von Fx, nämlic von x2 wesentlich (b. h. nicht bloß um eine Konstante) verschieben; nimmt man aber das untere (—) Zeichen, so ist bet obere Ausdruck weitet

1—x2  1—x2  1—x21


1—x2 x



x L 2x 2x J

unb biefer Ausdruc ist von Fx, nämlich von x2, nur um eine Konstante verschieben.

„Sie obige Gleichung VIII., nämlich

VIII. /fx-dx = /[f(z).9xj-dz

„ist bähet im Allgemeinen feine vollfommene Gleichung, b. h. „beide Seiten derselben sönnen nicht unbedingt für einander „gesetzt werben, weil bie rechte Seite, auch wenn man die all-„gemeinen Integrale nimmt, doc eine Reihe von Werthen ent-„halten sann, welche auf bet andern Seite nicht vorkommen."

Diese Wahrheit ist es aber, welche wir hier zu-nächst mit Nachdruc hervorheben wollten.

„Dagegen ist bieselbe Gleichung VIII. allemal eine vollfom-„mene, b. h. beibe Seiten sönnen unbedingt für einander gefeit „werben, so ost bie Funftion xz, welche statt x gefeit wirb, „nur einförmig ist."

Auc dies wollen wir besonders festhalten.

3ur Grläuterung bet leiteten Behauptung mag noc das nachstehende Beispiel bienen.

9,2_4

G8sei P-=4z+2v22,

— dieselbe Funktion, welche wir fürs vorher als den Werth von f(z)-x, gefunden haben — als eine zuers gegebene Funftion von z angesehen, und es werbe /qzdz dadurc gefunden, das man einen neuen Vernderlichen x einführt mittelst derselben obigen Gleichung x2—2xz-+1 = 0, welche z=z= 1, liefert, — so giebt bie VIII. fogleic

VIII,. /op,dz=/[®c-Bz,]-dx,

wo P(x) das bedeutet, was aus wirb, wenn man statt z bie Funktion zx von x substituirt. Jett ist aber zx, also auc 8zg nur ein heutig (einförmig); deshalb hat jetzt auch nicht mehr unb nicht weniger Werthe als P, unb genau dieselben; dasmalis also bie obige GSleichung VIII,. eine vollkommene Gleichung, b. h. eine Gleichung, bereu beibe «Seiten unbedingt für einander gefeit werben sönnen.x

ßö wirb nämlich

1—X2              4_14

Vz3-1==-2x und 2z2-1=2,

Ps)=2  x(l-x2)..... i alfo entweber P)=x(1x*5,

4x3

ober cpw = - 1_x2.

Ferner wirb
[image: ]

folglic ist

2

P(x)*Zx entweber =-ga, ober =2x;

deshalb Wirb

/[Po.-z2].dx = x±2;

und so steht man hier zur Rechten die beiden Formen des Siv tegrals /pudz, in x ausgedrückt.

Wird daher /q,dz=1, gesetzt, und versteht man unter W) das, was aus hervorgeht, wenn die Funktion Zx statt z gefeit wird, so erhält man zwei Formen für 3(x), welche von den beiden Formen x52 höchstens nur um eine Konstante verschieden fein sönnen.

Unb in der That findet sic durc direkte Integration, wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, Jozdz=2z2—2zVz2—1 (=1z); und diese Funktion von z 1_1.2

geht in der That in x#2 über, sobald Zx d. — ■ statt AX

z gesetzt und die Quadratwurzel, wie dies fein mus, allge-mein, also zweiförmig genommen, wirb.

Substituirt man endlic in bem, nac Anwendung der Glei-chung VIII,. für fcpZ‘dz gefundenen Resultat, x—2, statt x wieber bie aus der angenommenen Gleichung x2— 2xz—1 = 0 für x zu entnehmende (zweiförmige) Funktion xz von z, nmlic zVz2-1, so erhält man

sowohl (z+V22-1)2 b. 6. 2z2—1-2zVz5-1

(1       \2

■ ,—) Z-Vz5— 1 ‘

b. h. (2-1)2 b. . 21-12/23-1 und jedes dieser beiden Resultate enthält das untere betete in sic, weil Vz2—1 allgemein und daher zweiförmig ist Jedes tiefer Resultate ist von dem vorher gefundenen •z nur um tie Konstante 1 verschieden 5).

Anmerkung. Sa, wo das praktische Jntegriren ter ent-wieselt gegebenen Funktionen (gewöhnlic die Auadraturen genannt) gelehrt wirb, wirb bie Integration der gebrochenen rationalen Funktionen auf bie einfachsten Flle, nmlic auf



/Lls ue J+ayds suridgefüott. Birie te teren werben nun mittelst her vorstehenden Formel VIII. gefunden, 2B                   ,

indem man CX-tß=Z, also X=- sett. Weil aber nun x eine einförmige Funktion von z ist, so liefert dieser Weg für jedes biefer Integrale wiederum nur eine Form.

Bei ter Integration derjenigen irrationalen Munitionen,


n



welche bos Vax—ß




oder bloß




/cX—ß V yx—8




enthalten, bewirft




man bie Integration wieber mittelst der (Steigung VIII., indem




n



man Vax—ß = z unb




/aX—ß  V yx—ö




setzt, wodurc



               znG



x =  — unb X=7n, b. wodurc xz jedemal

nur eindeutig wirb. Auc ier erhält man also (für jede be-stimmte Form der nten Wurzeln) doc immer nur einen eindeu-tigen Ausdruc in z.

Bei bet Integration derjenigen irrationalen Funktionen, welche Vax2—bx—c enthalten, wirb das Integral meist auf bie Integration einer rationalen Funftion zurückgeführt durc An-wendung bet Gleichung VIII., dadurc, das man entweder Vax2-bx—c = xVa—z, ober Vax2—bx—c = /c—xz setzt, ober daß man vorher ax—bx-c in a(x—p)(x—q) verwan-best unb bann Va(x— P)(x— q) = (x—p)z setzt. In allen brei Annahmen befommt man aber für x eine einförmige Munition von z, wodurc eben bewirft wirb, daß das neue In-tegral /[f(z)-8xz]-dz ein rationales ist. Die Quadratwur jein v/a, y/c werben babei einbeutig genommen. Aso giebt auc in tiefem Falle die Gleichung VIII., eben weil sie nun eine vollkommene ist, wiederum eine vollkommene Gleichung zum Resultat.

Sei bet gewöhnlichen Integration bet transcendenten Funk-ticnen fann bie Sache jedoc anders stet gestalten. Die hier vorfommenden transcendenten Funktionen sind aus erponentiellen, wie pax-+b, eax+b, Sin(ax—b), Cos (ax-b), Tg (ax-b), ic. ic. unb aus logarithmischen, wie log(ax—b), Arcsin. (ax-b), Arc cos. (ax—b) , 1C. IC. zusammengesetzt. Set man nun z. B.

1

Sinx = z, so wirb xz =• ___2 fcon 8" eiheutig, unb

dies fommt daher, weil X = Arc sin.z = 1-log(V1- z3—z-i)6) schon zweideutig 7) ist, wenn man auc von ben brigen Werthen des Arcus, welche von einanbet nut um eine Kon-stante (2nn) verschieden sind, abstrakten will unb fann. Die Anwendung bet Formel VIII. wirb also in diesen Fällen für /[f(z-x,]-dz eine vielförmigere Funktion von z, liefern sönnen, als ff,-dx = F, es ist. — Unb deshalb fann bie Bemertung, daß im Algemeinen bie Gleichung VIII. nur eine unvollkommene ist unb nur mit Vorsicht benutzt werben bars, auc eine we-sentliche praktische              gewinnen.

§. 4.

Sind a unb b beliebig reell unb ist a<b; — sind bezüg-ließ a unb ß bie reellen Werthe von z, welche aus x = xz für x = a unb x = b sic ergeben; — so ist nicht blos (nach §. 3.)


VIII.




/fxdx = /[fz)-Oxz]-dz,



sondern auc noc allemal (§. 1. Nr. 4.)

IX. /D-.afxdx — /8.c[f(*dXz]-dz, im Allgemeinen eine nur unvollfommene Gleichung uni) nur bann eine vollkommene, wenn x, einförmig eingeführt ist; d. h. wirb /fgdx=F und /[f-xz]-dz = 9, gefunden, so ist

	
IX. F,—Fa = P—Pe im Allgemeinen eine GSleichung, deren linse (Seite nur einen ein-zigen Werth hat, weil wir f einförmig voraussetzen, bereit rechte (Seite aber 1, ober 4, ober 9, 1c. Werthe hat, je nachdem bie Funktion xz, welche statt x gefeit worben ist, nur einfor-mig, ober zw ei förmig, ober br ei förmig ist ober noc mehr Formen hat. — (SS bleibt daher bie Frage zu beantworten, welche der Formen von Ps und Pe genommen werben müssen, in jedem einzelnen Falle, damit bie Differenz s—Pa ben Wert F,—Fa wirklic gebe; bei welcher Beantwortung sic her-ausstellen wirb, daß ben Werthen P tinb Pa, in ber Differenz P—Pa, durchaus nicht immer ein unb dieselbe Form von 9z, zu Grunde gelegt werben bars.



Wir wollen aber bei dieser Untersuchung bie Funktion xz nur 5 w ei förmig voraussetzen, unb zx nur einförmig (5. 53.


1ILy2

welches z =      - liefert.

Zx




x=z—Vz2—1,



Bezeichnet man aber baS, was aus Fx wirb, wenn man xz statt x fe^t, durc F(z), so ist 9, von F(z) höchstens nur um eine Konstante verschieden, b. h. 9.=F—c, wodurc cpß— Qa = F—F() wirb. Wir sönnen also in ber Unters suchung stets F(z) statt cpz, nehmen.

Is aber m ein Werth von x, unb u ber zugehörige Wert von z, so hängt alles davon ab,

	
1) ob ber Wert u unter ben mit x zugleich wachsen-ben Werthen von z, sich befindet, — ober ob


	
2) derselbe Wert u unter einer Reihe abnehmender Werthe von z, sic befindet, whrend die zugehörigen Werthe von x wachsend gedacht worden sind.



©5 ist nmlic dx=x,-dz; fest nun dx in beiden galten (l.unfe2.) positiv gedacht ist, so ist x, mit dz zu gleic positiv, oder zugleic negativ. 5m gälte feer 1.) ist aber dz positiv, also mus auc 8xz positiv genommen werden, — whrend im gälte feer 2.) dz negativ ist, also auc x, dann negativ genommen werden mus. Da nun xz eine zweiformige Funftion von z ist (feer Voraussetzung zufolge), so ist auc Oxy zweiformig. Befindet sic nun unter feen Werthen von z, welche zu feen von —co bis zu —co hin stets wachsend gedachten Wer-then von x gehören, ein Marimum-Wert 7, welcher zu x = c gehören mag, — so befindet sic aus bei feen Seiten feer Reihe feer Werthe von z, ein und derselbe Werth u von z, welcher <y ist und zu welchem zw ei Werthe von x gehören, feer eine m, <c, feer andere m', >c. — Gehört nun z = u zu x = m, <c, so ist feer Fall 1.) vorhanden und man mus nun in F(a) die-jenige feer beifeen Formen von xz sic denken, feeren zugehörige gönn von 8xz für z = u positiv wird; gehört aber derselbe Wert z = u zu x = m' >c, so ist feer galt 2.) vorhanden, und es mus nun feie anfeere Form von xz in F(a) genommen werden, diejenige nmlich, welche für z=u negativ wird.

Ganz analoges gilt, wenn feer zu x=c gehörige Wert z=Y ein Minimum-erth von z wäre.

Danac bildet sic folgenfee Regel:

Befindet sic feer zu x gehörige Werth von z, unter feen, mitx zugleic wachsenden Werthen von z, so ist F(Z) nur dann =FX, also auc nur dann Pz=Fc, wenn F(z) aus Fx dadurc hervorgegangen ist, das statt x diejenige feer beifeen gönnen von xz gesetzt worden ist, feeren zugehörige Ableitung 8xz, für diesen Werth von z, positiv wird.

Befindet fiep aber feer äu einem gegebenen Werthe von x, gehörige Wert von z, unter einer abnehmenden Reihe von Werthen von z, welche zu einer wachsend gedachten Reihe feer

Werthe von x, gehören, — so muß, wenn F(z) den Werth Fx geben soll, d. h. wenn Q, = F—c werben soll, — statt x bie andere Form von xz gefeit gedacht werben, diejenige näm-lieb, deren Ableitung 8x,, für diesen Werth von z, negativ ist.

Soll also J_[fw-Dx,]-dz, b. 5. cpi6—(fa dem /.fg-dx, b. I). ber Differenz F—Fa gleich werben, so mus man bie Werthe von PB und cfa

	
A. ben positiven Werthen von Oxz, für z =ß und für z = a entsprechend nehmen, so oft, whrend bie Werthe von x, von x = a an bis zu x = b ijin stets wachsend gedacht werben, bie zugehörigen Werthe von z, von z = « an bis zu z—ß bin, entweder stets warfen, ober doc zu Anfang (bei z = a) und zu EEnde (bei z=ß) im Wachsen begriffen sind, wenn auch dazwischen ein Marimum- (aber bann auch noc ein Mi-nimum-) Werth von z, liegt 5 — bagegen mus man cpn und (pa


	
B. ben negativen Werthen von Ox, für z=c unb z=ß entsprechend nehmen, wenn bie zu ben, von a bis b bi« wachsenden Werthen von x, gehörigen Werthe von z, entweder stets abnehmen, ober doc zu Anfang (bei z = a) unb zu (Ende (bei z = ß) abnehmen, wenn auc dazwischen ein Minimum-Wert (aber bann auc noc ein Marimum-Wert) von z liegt. — @S mus aber


	
C. cpn bem negativen Werth von Ox, entsprechend ge-nommen werben (für z=ß) unb gleichseitig cpa bem positiven Werthe von 9xz (für z = a) gemäs, — so oft bie zu ben wachsend gedachten Werthen von x, gehörigen Werthe von z, anfangs wachsen bis zu einem Marimum-Wert y von z hin, bann aber bis zu z=ß wieder abnehmen.



Gndlic muß

	
D. 98 bem positiven Wert von 8x, (für z=ß) ent* sprechend genommen werben, bagegen P. bem negativen Werth von xy (für z = a) gemäß, — so oft bie zu ben wachsend gedachten Werthen von x, gehörigen Werthe von z, Anfangs



2*

(von Z= an) abnehmen, bis zu einem Minimum -Wert y von z hin, bann aber wieder bis 5« z=ß hin wachsen.

3ft Xz, wie wir vorausgesetzt haben, nur zw ei sonnig, so wirb f(z) und daher auc /[fz-x,]-dz d. Pu eine Dun? dratwurzel enthalten. In den Fällen A. und B. wirb also diese Auadratwurzel in Pe und in PB, stets ein und dasselbe Vorzeichen, — in ben fallen C. und D. dagegen stets ver-schiedene Vorzeichen haben müssen, wenn Ps—Pa=F—Fa werben soll. Da aber auc 8x, biefelbe Luadratwurzel ent-halten wirb, so wirb man baS jedesmal richtige Vorzeichen dieser Quadratwurzel allemal aus bem Ausdruck von xz, mit Leich-tigfeit unb Sicherheit bestimmen sönnen, sobalb man genau nac A.—D. bestimmt, ob Oxz für z = a, ober für z=ß, jetzt positiv, ober jett negativ werben müsse.

Dies ist aber baS dritte, was wir hier besonn berS hervorheben wollten.

Beispiel. Wir wollen bieS jett noc durc ein Beispiel erläutern. — Es fei wiederum f = 2x, unb

F,=/2x-dx=x2; ferner fei x = z+Vz2— 1 = X, gegeben, 1_x2                            z

so daß Z=-2x=2s wirb; so ist xzs1hy21, unb f = 2z+2//z*-1, so wie

9, -/(2n-+2/2‘-1). (1+ v,) -dz

-/(4+9,2)-d-2*+2-v2*-1.

Die Gleichung IX. geht basier in diesem gälte über in IX,. b2=a? = 28.(8—V82=1)—2a.(0-Va2=1).

Untersuchen wir nun ben Gang bet, zu ben stets wachsend ge-dachten Werthen von x, gehörigen Werthe von z, so müssen wir vor allen Dingen bie Marima unb Minima von z(=zx) x==1 finden, zulet aber /eben dieser beiden Werthe in a2z(= 2) substituicen, wo dann für x=+1, a’zg po-sitiv stc zeigt, also z (ebenfalls =4-1) als ein Minimum ftc ausweist, während für x = — 1, 82z negativ wird, also z (ebenfalls = — 1) als ein Marimum-Werth sieb ausweist.


/  x2—1 \

dz(=0),=0




aufsuchen, inbem wir




setzen, hieraus



8 ist also für x = —1, her Wert z(= —1) ein gröster, dagegen für x=—1, bet Werth z(=-1) ein fleinster. — Sßeil aber bie Werthe von z bei x ihre Stetigkeit unterbrechen, so wachsen, whrend bie Werthe von x von —oo an bis zu —1 hin wachsen, bie Werthe von z, ebenfalls von —co an bis zu — 1 hin; whrend aber bann bie

1

Werthe von x, von —1 an bis ju — —- fortwachsen, nehmen bie Werthe von z, von —1 an bis zu —oo hin fortwährend wieder ab. — Sür den nächst folgenben Werth 0 von x, hat

1

z gar feinen Wetth, weil 0 feine Nechnungform (fein Werth)

1

ist. — Während aber bann xvon—c an bis ju 4-1 hin weitet wächst, nimmt bie neue (von bet erstem völlig getrennte) Neihe bet Werthe von z, von —co an bis zum Minimum Werth (4-1) dieser neuen Reihe hin ab, um von ba an mit den noch weiter wachsenden Werthen von x, stets mit zu wachsen, bis zu x=—c auch z = 4-00 sich findet.

Bei bet gegenwärtigen Untersuchung hat bet lImstand, das bie Werthe von z (für x ihre Stetigfeit unterbrechen, nicht ben geringsten CEinslus.

Die Gleichung IX v gilt also

	
1) fobalb bie beiden Grenzen a und b entweder beibe fleU net als —1, ober beibe grölet als 4-1 genommen werben ober bie eine <—1, bie anbete dagegen >4-1, (8. 25- a = — 4, b = — 3, ober a und b = 3, ober a = —2 und b = 4-2), nur bann (nac A.), wenn 9xz b. I). 1—-sowohl



für z = a, wie für z — ß, positiv wird.—Sür a = —4


unb b = —3,

a 5

ß=—- unb

u




wirb aber (




bä




druc 1-




Vz2—1




1—x2 auS z = —— 2x




17 , 8 und




für biefe Werthe a und ß von z, der Aus




b. h. 8xz nur ‘positiv wirb, wenn man




bie Auadratwurzel



Vz2— 1 stets negativ nimmt, so folgt,

das bie Gleichung IX,, nur dann links unb rechts ein unb dasselbe liefert (fobalb a = — 4 unb unb ß=— genommen wirb), statt beider Auadratwurzeln ihre negativen Werthe nimmt.


17

b = —3, also c=—H o

wenn man rechts in IX



— Oanj anders ist eS, wenn a unb b = 3 genommen 5           5

wirb; benn bann findet stop dazu c=- und ß = ; unb

ba für biefe Werthe a unb ß von z, der Ausdruc Oxz nur bann jebeSmal positiv wirb, wenn man auc bie Auadrat-wurdet Vz2— 1 jedesmal positiv nimmt, so folgt, daß bie Gleichung IX, für a unb b —3, also für c = A unb B=,, nur bann eine richtige fein wirb, wenn man zur Nechten beibe Luadratwurzeln positiv nimmt. — Für 5           5

a = — 2 unb b = 4-2 dagegen wirb a — — —undß=—-, 4          4

unb eS wirb daher zg nun für x —« positiv, wenn Va2— 1 negativ genommen wirb; daher gilt bie Gleichung IX 1. für a = — 2 unb b = 4-2 nur bann, wenn Vß2—1 positiv, bagegen Va2—1 negativ genommen wirb.

	
2) Nimmt man bagegen bie Grenzen a unb b zwischen —1 unb 4-1, so das bie Werthe von z, stets abnehmen, wh-tend bie von x wachsen, so muß öxz b. 7. 1 vg21, für



z = a und für t = ß (nac B.) negativ werben, also die ___ (positiv )                  (negativ)

uadtatwuxel Vzi—1 (negativ’, je nacbdem 2 {positiv j ift klimmt man also 8. B. a=—0,9 und b=-0,7, so    181  149 Ä   S.

das a — —-—- und 6 = wivd, so muß mal in dev lU I4U

Gleichung IX 1-, beide Quadratwurzeln zur Rechten positiv nehmen, wenn die Gleichung eine richtige fein soll.

Stimmt man aber a — 0,1 und b so daß 101            109

C — 20 und ß — 60 , wirb, so muß man in der blei-chung IX,. beide Quadratwurzeln negativ nehmen, wenn sie leinen Widerspruc enthalten soll.

Stimmt man endlic a = —0,7 und b=—0,1, so daß 149            101



C=—140 und ß=0 wird, so muß man in der Glei-





chung IX,. Vß2—1 negativ, dagegen Va2— 1   positiv

nehmen, wenn man feinen Widerspruc erfahren will.

	
3) Stimmt man a<—1, bagegen b>— 1, so das der Marimum-Wert von z (nämlic —1) zwischen « unb ß liegt, so mus Oxz für z=ß negativ, für z = a bagegen positiv z (positiv )



werben. 68 mu8 also ‘8--1 negativ) genommen werben,


(negativ)                         ______

je nachdem ß (positiv i ist; bagegen muß VC-1

(positiv )

genommen werben, je nacdem a ebenfalls negativ




positiv negativ



1                        5

also 5. 3. a=—2 und b=—, so daß C=—4und

ancf) B=— wirb, so muß in bet Gleichung IX,., bie Vß2— 1 positiv, bie Va2— 1 dagegen negativ genommen werben, wenn sie feinen Widerspruc enthalten soll. — Sür


-2



1                      5               5

und b — -s- 2, welches C — —4 und ß — + 4 giebt, mus dagegen (in IX,.) Vß2—1 , eben so wie Va2—1 negativ genommen werden.

	
4) Nimmt man endlic a>—1 aber <4-1, und b>—1, so daß zwischen a und ß bet Minimum-Werth von z(=—1) liegt, so muß 8x, für z = a negativ, für z=ß aber po-fitiv werben; und ba ß jett-stets positiv ist, so muß auc je§t Vs2—1 stets positiv genommen werben. Dagegen mus jetzt ./------ positiv 1                                             (negativ!



Vci-1 (negativ] genommen werden, ie nacdem « pofitiv J

1                               5

ist. — Für a=—, z. 35. wirb*            folglic mus

z                       4

 1

nun Va2— 1 pofitiv genommen werben; — für a=— 5                        _____

bagegen wirb C=—j also muß man nun Vc2—1 ne-gativ nehmen.

Der Anfänger rechne dies durc, einmal für a = — | und b=2; bann für a=—} und b = 2; eben so rechne bet Anfänger auc bie Beispiele bet vorhergehenden Nummern nach, um zu prüfen, ob sich das Behauptete wirtlich bewährt finbet.

Anmerfung. 3s bie zwischen x unb z angenommene Gleichung, 5. 53. x2—1—2xz-22 =0, so, bah sie nicht bloß xz zweiformig (ober mehrformig) giebt, sondern auch zu jedem Wert von x zwei (ober mehr) Werthe von z, liefert, so finbet man « unb ß zwei- (ober mehr-) heutig, unb bann entsteht auc noch überdies für bie Gleichung

/_f-dx=/[fe-x,]-dz Fb-Fa = ^-y«, wenn /fgdx = Fg unb /[f2•0xz]-dz = Q, gefunden wor-ben ist, — bie Frage, welche der Werthe von a unb ß jett genommen werben müssen. — Diese Stage ist leicht dahin zu beantworten, bah man “ und ß jebeömal aus einet unb bet# selben Form von zx = z, zu nehmen habe, unb bah man dazu eben so gut bie eine Form nehmen tonne, als bie anbete. — Nimmt man 3. B. bie obige Gleichung

	
1) x2—12xz-z2=0



zwischen x und z an, so liefert sie sogleich

	
2) 2= — x±V2x2—1 = zx,



und man sann nun

entweder a — —a—V2aL‘i-irll mus aber dann ß= — b—V2b2+1 , ober c=-a-V2a2—1, mus aber bann 8=-b+V2b2+1 nehmen.

Der Grund davon ist der, das bie Gleichung zwischen x und dem neu eingeführten Veränderlichen z, ganz beliebig, also auch in der Form z — zx angenommen werben sann, das man aber doc eine ganz bestimmte Annahme hinsichtlic der Abhän-gigteit des neuen Vernderlichen z, von bem alten Veränder-lichen x, treffen mus, folglich in bem Beispiel entweder

z = -x-V2x31 , ober z = — x— V2x2—1 annehmen muß, und daß man endlic, wenn bie Annahme fest-gefegt ist, solche auch ein für allemal fest halten mus.

Um dies durc instruftive Salle erläutern zu sönnen, suchen wir zunächst aus der gegebenen Gleichung 1.) (indem wir sie nach allem x differentiiren und Ozg = 0 nehmen) bie Werthe von x, für welche z ein Marimum ober Minimum wirb. Man findet aber durc das Differentiiren (ber 1.)

	
3) x—z—(x-z)zg = 0,



unb daraus für 8zx = 0 bie Werthgleichung x—z = 0, welche, mit ber 1.) verbunden,

x=z=M= 11/2

liefert. Differentiirt man bie Gleichung 3.) noch einmal nach allem x, unb fegt man sogleich, nac bem Differentiiren, den für x=z=!//2 sich ergebenden Wert 0, statt zg, so findet sich (für x=z=!v2)

1-(x+z).02z,= 0, b. h- 8*z[=1,

so daß 02zg mit 2 zugleic positiv übet negativ wird. Man findet also, daß

für x = —1/2, bet Werth z = — !/2 ein Marimum, für x = —4/2, bet Wert z = +|j/2 ein Minimum

ist. Substituirt man aber ben Werth —1/2 statt x, in bie Sleichung 2.) so wirb nur bann z=x= — v2, wenn V2x2—1 mit bem (—) Vorzeichen genommen wirb; bet andere Werth —/2 statt x, in bie 2.) gesetzt, giebt bagegen nur bann z=x=—-/2, wenn man V2x2—1 mit bem (+) Vor zeichen nimmt.

	
E. Stimmt man also bie Form



Z = — X— V2x2—1 ,

so wachsen, whrend bie Werthe von x, von —co bis zu —co hin wachsen, bie zugehörigen Werthe von z, bis zum Marimum —1//2 hin, um bann wieder ununterbrochen abzunehmen.

	
F. Stimmt man aber bie anbete Form



z = —x-V2x2+1 ,

so nehmen bie zu ben stets wachsend gedachten Werthen von x, gehörigen Werthe von z, anfänglich ab, bis zu bem Minimum —y2 hin, um bann wieder ununterbrochen zu wachsen.

Man findet ferner aus bet Gleichung 1.)

	
4) x = z±]/2z2—1, folglic wo bie obern, ober bie untern Vorzeichen zugleic gelten. — 3s nun wiebet



	
f, = 2x und Fx — x2 ,



so wirb

/[fa-x,]-dz = 322-221 = Pu.

Die Gleichung IX. geht nun über in

	
IX,. b2—a? = (382±28V/282—1)—(3a2±2aV/2a2—1), welche rechts 4 Werthe hat, von Venen nun in jedem Ginzelfalle (d. für Vie einzelnen Werthe von a, b, a und ß) Vet jedes-malige wahre Wert (nac §. 4. A.—D.) herausgesucht wer-den mus.



	
1.1) Will man nun Vie Form z = —x—V2x2—1 zu Srunde legen und nimmt man a und b zwischen —co und Vern Marimum-Wert — v2 Vieser Form, 8. B. a = — 3 und b = —1, so daß sic dazu findet a = 3—119 und ß = 1—73, so mus xz für z = a und für z=ß (nac §. 4. A.) positiv werden, also mus, Va a und ß negativ sind, in 5.) Vie Qua-dratwurzel, sowohl für z = a, wie auc für z = ß mit Vern (—) Vorzeichen genommen werden, so das man jetzt Vie richtige Gleichung



	
6) b2-a2 = (381—28-V282—1)-(3a2—2aV/a2-1)



haben wird (für Viefe Werthe von a,b,aund 8)*), wobei Vie Quadratwurzeln jedesmal ihre positiven Werthe vorstellen.

	
2.2) Mimmt man aber Vie Grenzen a unV b so, das Vie zugehörigen Werthe a und ß jenseits des Marimum-Werthes von z liegen, — nimmt man 8. 53. a = —| und b=—1, so mus (nach §. 4. B.) xy für z= und fürz=ßnega-tiv werben. Nun wird aber jetzt a — ,—17/6 und ß = —1—3, und Va somit « unV ß wiederum negativ sind, so wird (nac 5.) Ox, nur Vann negativ, wenn V2z2—1 mit dem (—) Zeichen genommen wird. Man bat daher für Viefe Werthe von a, b « und ß



*) 3n der Ehat wird 82=4—2//3;    232-1=7—4/3; also

2821 = 23, und 287/2821 = 106//3; zulett

38228//282—1 =2. — Gben so folgt au« =319, sofort «2 = 28-609;   2a2—1 = 5512/19;    221 = 6-09;

2«|/2^T = 54-1809; also 3e2-2a//2c2-1 = 10; und so sieht sic

die obige Gleichung 6.) bestätigt.

	
7) b2—a2 = (383+28-V283—1)—(3a2+2aV/2c2—1) ,



wobei die Quadratwurzeln jedesmal ihre positiven Werthe vor-stellen 8).

	
3. 3) Rimmt man endlic die Grenzen a und b so, das die erstere diesseits, die andere aber jenseits des Werthes —‘//2 fällt, zu welchem der Marimum-Werth von z gehört, — nimmt man 8.B. a = — 1 und b —0, so das a=1—/3 und ß = — 1 wirb, so mus 8xz für z = « positiv, folglich 12a2—1 mit dem (—) Zeichen, — dagegen muh für z=ß negativ, folglich V282—1 mit dem (+) Beichen genommen werben. Man hat also seht



	
8) b2-a2 = (382+28V283—1)=(3c22aV/2a2-1),



für biefe Werthe von a, b, a und ß; wobei jebe Luadrat-wurzel itjren positiven Werth vorstellt.

4.4) Legt man aber bie andere Form z = — x—V2x2—1 zu Grunde, so wirb, wenn, wie in 1.1), a = — 3 unb b = —1 genommen wirb, a = 3—/19 unb ß= 1—3; unb ba seht bie Werthe von z im Abnehmen begriffen sind, whrend bie von x wachsen (nach F.), so muh (nac §• 4. B.) 9xz nega-tiv werben für z = a unb für z=ß; deshalb folgt aus 5.) unb weil a unb ß jett positiv sind, bah sowohl V2a2— 1 als auch V282—1 mit dem (—) Zeichen genommen werben müssen. Die Gleichung 6.) bleibt also auch jett noc die richtige.

Hätte man aber b jenseits des Werthes —//2 genommen, zu welchem der Minimum-Wert von z gehört, 5. 53. b = —2, also 8=—1, so wütde (nac s. 4. D.) x, für z=s vositiv, demnac auc V282—1, weil ß positiv ist, mit dem (—) Zeichen genommen werten müssen. Jett würde «Ifo nur die Gleichung 8.) die richtige fein9).

5. 5) Nimmt man, wie in 2.2), a=-1,b=-1, so wirb bei tiefer untern Form von z, a=1(1—/3) und 8=- 1—73; und ta b über den Wert !/2 hinaus liegt, so mus (nac F. und §. 4. D.) jetzt Oxg negativ werten für z=c, aber positiv für z=ß; also muß, ta a und ß positiv ftnt, jetzt V2c2—1 mit tem (—) Zeichen, tagegen V282—1 wiederum mit tem (—) Beichen genommen werten, so daß jetzt wieder tie 8.) tie richtige wirb.

Htte man b<1/2 genommen, so wäre bie Gleichung 6.) wieber bie richtige geworben; benn es hätte bann (nac F.) Oxz für z — a und für z=ß negativ werben, — also satten, ba a und ß positiv werben, auc beibe Auadratwurzeln V2a2— 1 und V282—1 (aus 5.) mit bem (—) Zeichen genommen wer-den müssen.

Diese Beispiele werben ausreichen, das was hier gelehrt werben sollte, völlig Har zu machen.

(SS ist aber dadurc bie, mit ben Ansichten vieler Analysten in Widerspruc stehende Thatsache außer 3weifel gesetzt, baß wenn /[f(z-8xz]-dz = Pz gesetzt wirb, in der Differenz (Pfi—tpa, nicht immer eine und biefelbe Form von Qz, genommen werben bars, wenn der Werth Fb—Fa (her auS /fgedx = Fx hervorgeht) richtig auSgebrücft fein soll.

§. 4b.

Nac tiefer Vorbereitung wollen wir nun zu ten Uebungen selbst bergehen. — Weil aber in bet zweiten und brüten Hebung ein besonderes Gewicht auf die richtige Behandlung von 1n-gleichungen gelegt werben mus, so wollen wir den Anfänger in dem nachstehenden noch auf bie dazu nöthigen Lehrsätze auf-merksam machen.

Hat man es nmlic mit lauter reellen (positiven, nega-tiven ober Null-) Ausdrücten zu t^un, so folgt

I. aus           asb,

allemal      a—c>b—c  1d a—ob—c

dagegen               c—a<c—b.


	
II. Dagegen folgt


	
aus

nur bann
	
a>b, aobc
	
unb
	
a b
	
wenn c
	
positiv ist,


	
aber
		
accbc
	
unb
	
c    c

a    b

c      c '
	
sobald c
	
negativ ist.




Will man also 5. 33. aus bet Ungleichung ¥'Cos(p>b,

Folgerungen für r ziehen, so muß man sofort zwei Fälle unter«

scheiben,

einmal, wenn Coscp positiv, und bann folgt hierauf, wenn Coso negativ, und bann folgt r<cbc.

Gben so folgt

a

I’Cosp

nur bann    r-Cosp<a,  so lange Coscp positiv ist,

bagegen     r-Cos<f>>a,  sobald  Coscp  negativ wirb.

III. Sind a unb b positiv, so folgt

aus             a>b

sofort +Vas—vb; bagegen — va<— vb.

Hat man also, wätrend r positiv gebucht ist unb p unb q beliebig reell ftnb, bie Ungleichung

r2=(p—q)2

so sann man nicht [o unbedingt daraus folgern, daß r<p—q

fein muffe; sondern man mus sofort zwei Sälle unterscheiden.


einmal, wenn

und dann folgt dagegen, wenn folgt

IV. Sind a



p—q positiv ist, r<p—q und —r>q—p; p—q negativ ist, r<q—p und —r>p—q.

und b reell, so folgt

aus           a>b,

nur bann      a2>b2,  wenn  a-b positiv ist,

dagegen       a2<b2,  wenn  a—b negativ ist;

endlic aber a2 = b2, wenn a-b = 0 ist.

Denn es ist a2—b2 = (a—b)(a- b); folglich ist, da a—b positiv vorausgesetzt worben (nämlic asb) a2—b2 mit dem Faktor a-b zugleic positiv, ober zugleic negativ, ober zu gleicher Zeit = 0.

Aus 2>—5 folgt also 22<(- 5)2, weil 2—(- 5) negativ; aus 5>- 2 folgt aber 52>(—2)2, weil 5—(—2) positiv ist; aus 5>4 folgt 52>42, Weil 5+4 positiv ist, und aus -4>-5 folgt (_4)2<(-5)2, weil (-4)+(- 5) negativ ist

Aus-, folgt endlic 32 = (-3)2, weil 3+(-3) ber Null gleic ist

V. Aus a>b folgt c    c             c

endlic <n,   wenn  äb   positiv ist,

c     c              c         ,, ,

dagegen    aPb,  wenn ab negativ ist

Senn eö ist S— — = L(b-a) , folglich (negativ]                  c (positiv ]

< rr n je nachdent T 1     ,. { ist.

(positiv                  ab [negativ]

Diese Se mus ber SInfänger stets lebenbig vor Augen haben, um in ber zweiten und dritten „Uebung'1 mit Leichtigkeit sic zurecht finden zu sonnen.

EErste Uebung.

Berechnung von 2fdx unter verschiedenen Voraussetzungen.

§. 5.

Sol die Summe Sf-dx der unendlichvielen unendlichfleinen Produkte berechnet werben, welche alle durc das einzige Produkt fgdx vorgestellt sind, wenn in letzterem dx ein unendlichkleiner und von x unabhängiger Faktor ist, whrend fg nac und nac alle die Werthe tiefer Funktion verstellt, welche für eine gege-bene Reihe, nac und nac um tiefen, positiv oder negativ ge-dachten galtet dx, fortschreitender (reeller) Werthe von x, sic ergeben; — so mus man unterscheiden:

	
I. ob tie Werthe, welche statt x gesetzt wetten sollen, vom ersten a an bis zum letzten b hin, immerfort wachsen, ober im-merfort abnehmen.



In diefem Falle unb nur in biefem gälte, wirb biefe Summe durc das sogenannte bestimmte Integral /fxdx bezeichnet; unb man hat bie Gleichung IV. des §. 1., nmlic

(0)*"    / fe-dx = J_f--dx - Fb Fa,

(wenn Fx irgend ein Integral ber Funktion fx, nac x integrirt, vorstellt) als Vorschrift für bie Auswerthung (Berechnung) dieser Summe; unb es ist babei in ben zu summirenden unendlichfleinen Produften, bet Faktor dx positiv gedacht, wenn a<b, — bagegen negativ gedacht, wenn a>b ist. — In biefem Sinne ist nämlic baS Beichen jbfg-dx für biefe Summe eingeführt worben (§. 1.).

	
11. gell aber die Summe Sfdx aller dieser Srodukte gefunden werden, unter der Voraussetzung, daß her Faktor dx stets positiv bleiben soll, whrenö x nac und nac alle um dx von einander verschiedene Werthe befommt, von a an wachsend bis zu g hin, bann aber von ba wieder abnehmend bis zu b zurüc, während fx überhaupt nur eindeutig ist, ober doc für äße bie Werthe, welche x erhalten soll, stets eine und dieselbe bestimmte ihrer gönnen behält, — so sann man biefe Summe durc  Zfgdx 



a Ex Eg $x 3 b

bezeichnen (Bi). — (SS ist aber offenbar biefe jetzige Summe, in bestimmten Integralen, wie folgt, auSjubrucfen, nmlich:

	
1) Sfg-dx = /Kf-dx+/5F--dx;



und ba /5fgdx=/fg-dx—/Sf-dx gefunben wird (nac §. 2. VI.), so wird auc noc dieselbe Summe so ausgedrckt fein, nämlic

	
2) S-dx = /2r--dx-+2/5f--dx - 2 /Ef--dx-/2F--dx



=2/5fdx-/,f-dx = 2/‘f--dx-+/f-dx

(nac §. 2. V.), whrend jedes einzelne der bestimmten Integrale nac der Formel (0) berechnet wirb.

Soll aber biefelbe Summe Efdx unter derselben Vor-aussetzung gefunben werben, jedoc mit der noc hinzugefügten Bedingung, das fx zweiförmig ist, und das von x=a bis zu x = g hin, bie eine gönn von f, von x = g aber bis zu x = b zurc, bie andere Form von f gefeit werben soll, — so muß man biefe beiden Formen von fx von einander unter-scheiden; wir wollen bie erstere durc f, bie andere durc f” bezeichnen, unb bann hat man natürlich

	
3) St,-dx=fc-dx-+/56dx,



whrend bie beiben bestimmten Integrale jur Rechten beS = Zei-chens, nac der Formel (0) ausgewerthet werben muffen.

3

	
III. ©oll entließ die Summe aller fdx gefunden werden, unter der Voraussetzung, daß bet Faftor dx stets positiv bleiben soll, whrend statt x nac und nac alle, um dx von einander verschiedene Werthe gesetzt werten, welche von a an bis zu k hin abnehmen, von da ab aber wieder bis zu b hin wachsen, — so sann diese Summe durc



_ Sf-dx

ax;kExKb

bezeichnet werden; und man hat

	
4) Sf-dx=/f-dx+/f-dx



= 2/0fdx—+/t,-dx - 2/f,-dx-/f-dx

= 2/f-dx-+/E-dx= 2/1,-dx-/f,-dx, whrend die einzelnen bestimmten Integrale nac ter Formel (0) ausgewerthet werben müssen.

Wre aber in berseiben Aufgabe fg zweiförmig und bie Bedingung gemacht, daß Anfangs, whrend bie Werthe von x, von a biS k hin, stets abnehmen, bie eine f der beiden For-men, — bagegen, so wie bie Werthe von x, (von k bis b hin) wachsen, bie anbere f dieser beiden Formen genommen wer ben soll, — so würbe man haben

	
5) St,-dx=/Q-dx-+/Qdx.



In allen 5 Nummern 1.-5.) sann aber a<b, ober ab ge-dacht werben10).

Beispiele ad I. — «Soll ter Jnhalt bet durc bie Glei-chung       (y—a-Bx)2-p(y-x) = 0

ober        y = a—ßx±Vp(y— x) gegebenen Barabel DFGEC (Fig. 1) beregnet werben, unb zwar ton der zur Abscisse OA — a gehörigen ©rbinate AD an, — entweder bis zur Drdinate BF hin, welche zur Abscisse OB — b gehört, — ober biö zur Drdinate HG hin, whrend OH = / ist (denn nur für x = ?, werben beibe Werthe von y einander gleic), so ist für OP = x,

PM = a—Bx-Vp(y—x) unb PN = a—Bx-Vp(y- x)

also MN = 2V/p(y- x);

unb es ist daher bet Jnhalt des unendlic schmalen Streifens an MN, von bet Breite dx,

= 2V/p(7- x)-dx;

biese Funktion von x liefert aber nun ben Inhalt eines {eben biefer Streifen; — für x = a, ben ersten an CD liegenden, — für x — b—dx ben letzten an EF liegenden, unb für jeden an-bern bet Werthe von x ben zugehörigen; unb deshalb ist

Inh. CDEF = /.2Vp(y—x)dx

unb

uh. CEGFDE = /2Vp(y—x)-dx.

Nun ist JVp(y— x)-dx = —//p-(y-x)2; folglic findet sic

Inh. CDEF - 2/p[(7a-(b)‘]

unb

Inh. CEGFDE = 2//p-(y—a)2,

Beispiele ad II. 3. unb III. 5. Soll bie Sange beS Bo-genS DFGE gefunden werben, derselben Barabel, so ist bie Sänge eines Bogen-Glements, welches zu ben Abscissen x unb x—dx gehört, unb wenn y-dy bie zur Abscisse x—dx gehörige Drdinate vorstellt.

= Vdx2-dy2 b. h. =1—2 dx,

3* wo wir uns dx' positiv teufen, so das tie Luadratwurzel V1—8y2 stets ihren positiven Werth vorstellen muß, weil ein Bogentheilchen, so wie überhaupt eine Größe, nie negativ wer-den sann. Dagegen ist es nothwendig, das, wenn das Bogen-Siemens ein Kheilchen des oberen 3weiges ter Kurve vorstellen (vH, in y = a—ßx—Vp(y—x)

und in     y, = 8_ —IP

Vp(y—x)

bie Auadratwurzel Vp(y—x) ihren positiven Werth vorstellt; tagegen ihren negativen, fobalb das Bogen-Element des unteren 3weiges ausgedrüct wetten (oll. Die (Summe aller Bogen-GElemente V1-0y2-dx, von x=OH=a an bis zu OH =7 hin für ben oberen 3weig, unb bann von x=7 an bis zu x = OB = b wieter zurüc für ben unteren Sweig, b. Bog. DFGE ist daher

 (1/(1-82)(y—x)+1p—BVp(y—x) . d

e a '            7—x

py., /— . — - — —/

dx,

wo wir im zweiten Sntegral rechts, bet Wurzel das entgegen« gesetzte Vorzeichen gegeben haben, damit sie überall ihren po« sitiven Werth vorstelle. Findet man nun das erste unbe-stimmte Integral, so bars man nur in selbigem jedes ©lieb, welches bie Wurzel Vp(y— x) enthält, mit bem entgegengesetz-ten Vorzeichen versehen unb bie Wurzel selbst bann wieder pofi« tiv sic denken, um das unbestimmte Integral des zweiten Summanden obiger Summe zu haben; daraus finden sic bann bie Werthe der einzelnen bestimmten Integrale nac der Formel (O) *).

*) Um das obige unbestimmte Jutegral zu sinden, wird man wohl thun y—x = z2 zu setzen, so daß 8x, = -2z, ober dx = 8x,dz = -2z»dz

Soll die Länge des Bogens DFGE (Sig. 2.), bet durc die Gleichung

y = Vp(y—x)

gegebenen Sarabel, gefunden werben, so ist wiederum

abet ay=-P

Vp(7-X)

und das Quadrat von Dyx, welches in fx vorkommt, behält daßmal einen und denselben Werth, man mag bie Duadratwur-zel Vp(y—x) positiv nehmen (für den obern 3weig der Kurve) ober negativ (für den untern Zweig). Folglic sann man das. mal auc nehmen

®og. DFGE - /V1+3y2dx+2/V1+8y2.dx,

wird; bann Zähler nnb Nenner innerhalb des Wurzelzeichens mit dem Bähler zu multipliciren, so baß man ein Integral von bet Form


• a+bz-cz2 zVa+bz+cz2




• dz



erhält. Dies wird man bann zerlegen in

• a , ,   (• b—cz


• dz.



—— • • dz - / ——  ZVa+bz+cz2 e} Va+bz+cz2

Sett man nun in bem erstem dieser Integrale noc z - y, so wird man

A 1

ein Integral haben von bet Form    /——— •dy; während das

• Vaytbytc

andere Integral, nämlic

	
4•   b — Q z                 __________ /     4


	
/ —— — • dz, = AVa-bz+cz2 BA —— ---------- • dz



eJ Vatbz+cz eJ Va-+bz+cz2

gefeit z bann bie Gleichung auf beiden Seiten differentiirt und identisc ge-macht wird, um bie unbestimmten Koeffizienten A unb B zu finden. — Zue /1 p

lest hat man nur (—-dy unb /—------------------- .dz aus

• Vaytbytc eJ Va+bz+cz2

einer Tabelle zu entnehmen.

wenn wiederum OA=a und OB=b gedacht ist, whrend die Gleichung der Parabel OG =7 liefert. Dies giebt

9og. DFGE_ ("y/p+7-X.axL2 (‘y/p-y-X.dx-.

•Ja’ Y—X      eb‘ /-x 8. 6.

Soll die Summe Sfdx d. h. die Summe aller a Ex 2 b

fgdx, von x = a an big zu x = b hin, gefunden werben, während bie Werthe von x immerfort wachsen unb bie Summe selbst au® durc das bestimmte Integral /‘fgdx bezeichnet ist, wobei fx eindeutig gedacht wirb, — will man aber einen neuen Vernderlichen z statt x, einführen, durc eine Gleichung zwischen x unb z, welche, na® x aufgelöst,

	
1) x — xz



liefert, — so daß xz eine blose Funktion von z vorstellt, — so hat man

	
2) dx=x,-dz unb f-dx=[fa-x,]-dz, wenn f(z) das bedeutet, was aus fg hervorgeht, fobalb xz statt x gesetzt wirb, unb bann ist offenbar


	
3) Sf -dx = /b dx = } (f.-Bx, -dz, aFxEb a.xzb



wenn in der Summe -, statt z na® unb na® alle Werthe ge-setzt werben, welche aus der Gleichung I.) zwischen x unb z,

*) Das unbestimmte Jntegral wird hier gefunden, wenn man vorher

1 /p+y-x          -x+(r+p)

r                V(x-?)(x-Y-P)

umformt.

**) Vir drücken in bet Folge noc oft durc solche, unter das Summen-zeichen gesetzte lngleichungen, wie fiter a^x<b, bie Grenzen aus, in-nerhalb bereu bie Veränderlichen, wie hier x, sic so bewegen sollen, daß sie al le f biefen Ungleichungen nicht widersprechende Werthe erhalten.

für z sic ergeben, sobald man x nac und nac von a an bis zu b hin stetig wachsen [aßt.

	
I. st nun die Funftion Xg nur eindeutig, und sind die Werthe Von z, welche zu den Werthen a und b von x gehören, bezüglic durc a und ß bezeichnet, so werben die Werthe von z, die zu den stets wachsend gedachten Werthen von x sic finden, entweder ebenfalls stets wachsen, ober doc stets abneh-z liegen, zu denen zwei verschiedene Werthe von x gehören.


men, aber nie eine Seit lang




abzunehmen ju wachsen




wachsen ) abnehmen)’




um bann wieber




; beim geschähe bieS (entere, so würben auf beiden




(Seiten beS




grösten

fleinften




Werthes von z, zwei gleiche Werthe von





welche bie Funktion Xz für biefen Werth von z, liefern mü^te, waS sie nicht thun sann, so lange bie Funktion xz einförmig vorausgesetzt ist.

Deshalb ist unter dieser Voraussetung, bie Gleichung

X. /fdx=/[fz-8x,]-dz eine vollkommene, b. h. eine solche, welche links und rechts genau ein unb baffelbe ausdrckt, und welche auf feiner «Seite mehr Werthe hat, als auf der andern.

Gs ist daher einerlei, ob man bie durc baS Integral zur Sinsen in X. angezeigte «Summe (nac ber Formel 0) aus. werdet, ober bie durc baS Integral jur Rechten in X. vor# gestellte «Summe (nac derselben Formel 0) berechnet.

Giebt bie Gleichung 1.) x = xz, für z eine mehrförmige Funktion von x (wie solches j. B. ber Fall fein würbe, wenn x = 2z—z2 = xz gefeit worben wäre, weil bieS z=—1±Vx-1 = geliefert haben würbe, — so müssen a unb ß auS einer unb derselben Form von Zx berechnet werben, jedoc gleichgültig aus welcher, ba man bie Gleichung zwischen z und x beliebig annimmt, also sie 8.8. so: z — —1-Vx-1 , ober auc so; z=—1—Vx-1, annehmen sann.

Die Funktion x, haben wir also hier einförmig vorausgesett.

	
II. Jst aber die Funktion X,, und finb folglich auc 8x, und f(a) zweiförmig, so sann bie obige Gleichung X. nur-unter der Beschränfung gugelaffen werben,



	
1) daß bie zu ben stets wachsend gedachten Werthen von x, gehörigen Werthe von z, zwischen bem ersten («) unb dem lebten (ß), Weber ein Marimum noc ein Minimum haben, sondern ebenfalls stets wachsen (wenn ß>a), ober stets abneh-men (wenn ß<a gefunden wirb), unb


	
2) daß für bie Ableitung Oxz allemal diejenige ihrer beiben Formen gesetzt wird, welche Oxz von z = a an bis zu z=ß


hin stets




positiv negativ




werben läst, je nachdem bie Werthe von z,





von a an bis zu ß bin stets


wachsen 1

, t (; endlic abnehmen



	
3) daß gleichseitig mit einer andern Form von Oxz, auch bie entsprechende Form von xz, in fx gefeit gedacht wirb, so das also auch statt f(z) nur bie entsprechende Form gesetzt werben bars.



Da nämlic dx stets positiv gedacht ist, so verlangt bie Sleichung dx = 9xz • dz, bah der jedesmalige Werth von x, mit dz stets einerlei Vorzeichen habe.

Findet man aber /fgdx = Fx, also /[f-x,]-dz=F+c11)=™,, so muh auch von Q. bie, ber für 8x, genommenen Form, entsprechende Form genommen werben, wenn (nac ber Formel 0) bie Differenz Pe—Qa ben richtigen Werth ber Summe ‘fxdx liefern soll.

Dhne biefe Beschränfung, also an sich, ist bie Gleichung X. jetzt eine unvollkommene, weil sie links nur eine einzige, rechts aber SW ei verschiedene Summen angezeigt enthält.

III. 3ft noc x, zweiförmig, finden sic aber zu den

Werthen          a<c<b von x,

die Werthe        a<y>ß von z,

und so, das bet zu x=c gehörige Werth y von z, ein Ma-rimum-Wert ist (whrend c zwischen a und b gedacht worden ist), so ist die Gleichung X. unter feiner Bedingung mehr zuzulassen, sondern man findet jett (nac II.)

/f-dx=fYTfw-8x,]-dz, wo ax, positiv, und

/fg-dx = J[fa-x,]-dz, wo 8x, negativ

ist (innerhalb bet Grenzen des Integrals), whrend auc f(z), zugleic mit Oxz, ihre Form verändern muß, in so ferne zu einer andern Form von Oxz, auc eine andere Form von x, gehört.

Addirt man nun biefe beiden Gleichungen, so erhält man jetzt

	
XI. /fx.dx = J7[fj-x,]-dz+/[fe-Bx,]-dz


	
- /[fog-x,]-dz -JTfg-x,]-dz /





wenn in dem erstem Integral eines jeden ter beiden Ausdrücke zur Rechten, x, diejenige der beiten Formen von Oxz, vor-stellt, welche (innerhalb bet Grenzen a und y) stets einen po, sitiven Werth hat, whrend in dem andern Integral, 8x, diejenige Form bet Ableitung x, vorstellt, welche (innerhalb bet Otenjen ß und 7) stets negativ wirb12)12, und wo mit einet andern Form von Oxz auc allemal die anbete Form von f(z) eintreten muß, und zwar jedesmal die entsprechende.

IV. 3ft xz immer noc zweiförmig; finden sic aber zu den Werthen          a<c<b  von x,

die Werthe        o>/<ß von z,

und so, daß 7 bet Minimum - Wert von z ist (whrend bet zugehörige Werth c von x, zwischen a und b liegt), so findet sich, wenn man ganz eben so wie in III. verfährt, (statt der Formel X.) jett

	
XII. /fx.dx =/[fey-x,]-dz-+/tFwy-Bx,]-dz



= -J[f,-x,]-dz+ J[f.y-x,]-dz,

wo aber das Produft faj-Dx, im jedesmaligen erstem Inte-gral, diejenige feiner Formen vorstellt, in welcher Ox, innerhalb her Grenzen a und y von z, negativ wirb, während dasselbe Produkt in dem andern Integral die andere feiner Formen vor-stellt, in welcher Oxz, innerhalb her Grenzwerthe B und 7 von z, positiv wirb.

die ser Werthe negativ werden mus, — dagegen für andere Werthe von z, positiv werden sann;

3) baß die Werthe von z, welche zwischen « nnb y liegen, auc zum Theil ober ganz, zwischen B nnb y liegen, Je nachdem (während y ein Marimum ist) a<ß ober aSß ist; — baß daher in ber Gleichung XL zur Rechten, im erstern Integral nnter f-Ox, stets eine anbere ber bei-ben Formen verstanden werden muß, als in dem anberen Sntegral, weil sonst nicht 8x, das erstemal positiv, das anbere Mal negativ werden mürbe, wie es bie Formel XL doc verlangt; — baß man aber im Allgemeinen bte jedesmalige Form von f,--8x, in diesen beiden Integralen nicht an-geben sann, ba sie von ben Grenzwerthen selbst mit abhängt. — 3st i. 9. 8xv = 1---2 so Wirb, Wenn man das (+) Zeichen gel-

1

 Gin besonderes Integral einer einförmigen Funktion f sann unendlichvielförmig erscheinen unb Wirb bieg allemal thun, so oft bie einzelnen Werthe bieser unendlichvielförmigen Funktion nur um einen, von x unabhängigen Ausdruc (um eine Konstante nac x) von einander verschieden sind. — @0 ist 3. 53. für f = f das Integral Jfdx=/dx=logx unendlichvielförmig; aber man erhält auc alle Werthe von logx, wenn man zu einem derselben Lx, alle Werthe von logi d. h. 2nn-V-1 addirt. Wo n sowohl Mull, als auc jede positive unb negative ganze Zahl vorstellt. — Gben so ist für f = .1 , das Integral

1TX

1

Jfdx=-dx= Bog. dessen Tangente x ist. Wird nun einer 1 r x

2

 3s y=f die zur Abscisse x=OP gehörige Ordinate PM einer Kurve CMD (ig.1.); — is ferner OA = a, OB = b, PQ=dx,., so ist f-dx ter Inhalt eines fglchen Streifens PQMN, und das Zeichen/bf-dx bezeichnet bie Summe aller der (Streifen, vom ersten zu x=a=OA gehörigen, bis zum letzten ja x - OE = b-dxn gehörigen, also ben ganzen Snhalt ABDMC, während das Beichen D.afdx angiebt, wie nun die-fer Inhalt aus ber gegebenen Funktion f wirklic berechnet wird.

3s aber bie Crbinate PM, zwar eine Funktion yx von x, aber nicht bie durc f bezeichnete, fonbern stellt jetzt f ben jedesmaligen positiven Wert ber Munition v1+By2 vor, so stellt das Produkt f-dx b. h. 71+8y2-dx d. 5. (wegen By, = d nac III.) v/dx2+dy2 , ben un-endlichfleinen Bogen MN vor, unb das Zeichen /fdx b. h. (by1+8y2-dx bezeichnet nun bie Summe aller dieser unendlichkleinen Bogen, vom ersten CF zu x=a gehörigen, bis zum letzten DG zu x=bdx, gehörigen, — also ben ganzen Bogen CMD, — während das Zeichen .av1+y2-dx es ausspricht, welche Rechnungen man vor-nehmen mus, um biefen Bogen auszurechnen.

3

ten Summanden jur Nechten in VI., dagegen sind gleichzeitig die dx negativ in dem Subtrahenden der Differenz jur Rechten von VII. — Wäre aber zwar b>a, also die dx jur Sinsen in VI. und VII. noc alte positiv; wäre da-gegen c<a<b, so wären alle dx in dem Minuenden und Subtrahenden in VII. jur Rechten, wie in dem ersten Summanden in VI. jur Rechten alle negativ, und nur die dx wären alle positiv, welche sic im zweiten Sum-manden jur Rechten von VI. vorfinben.

4

 Die Gleichung VIII. lehrt, das, wenn man von f,,Ox, irgend ein besonderes Integral nac z nimmt, dasselbe auc allemal ein besonderes In-tegral von fx nac x sein müsse. — Der Beweis dieser Formel wird so geführt:

Sst nämlic F, =/f,-dx, so ist BF,=f,. Mac einer Hauptformel ter Ableitungs- (Differential) Rechnung ist aber, wenn Fe, das vorstellt, was aus F, wird, sobald man überall die Funftion xz von z, statt des Buchstabens x sett, — allemal

BF,= 3F,-8x, also ist auc

BFo = = fey*8x,, b. Fe+c = /Fcy"8x, • dz -während Fea) = Fx, also auc = /-dx is. Q. E. D.

Stimmt man in VIII. links und rechts nicht die allgemeinen Jnte-grale, sondern jedesmal nur ein beliebiges besonderes, so sönnen aller-dings die beiden (Beiten der Gleichung VIII. um eine Konstante c (nac x ober z) von einander verschieden, also nicht einander gleic sein, weil mir blos bewiesen staben, das beibe Beiten ber Gleichung VIII., nac z differen-tiirt, einerlei Resultat geben. Nimmt man aber auf ber einen Beite ein be-

5

 Dies lieg sic vorher sehen; denn da die Gleichung zwischen x und z eine willfürliche ist, so sann man x=z+Vz2—1 mitderausdrcklichenBe-dingung annehmen, baß bie V/22—1 nur als eindeutig angesehen werden solle, ebne bie Form näher zu bezeichnen. Jede ber beiden Formen ton fp,-dz, also auc von muß daher, sobald man statt x feinen Werth +2—1 sett, bie beiden Formen des Integrals J•,dz geben.

6

 Unter i verstehen wir immer die V-1.

7

 Is nämlic Arcsin.x — x, sß ist auch Arcsin. x = T—z; und diese letztere Form n—z ist von her ersteren z, um etwas anders als um eine Bloße Konstante verschieden. Die übrigen Werthe sind bann 2nn+z unb 2nn+(-z) b. h. (2n+1)n-z unb jeder der ledern Reihe ist von jedem ber erstem Reihe um c+2z verschieden.

8

 Sn bet That folgt aus B=—1-V3, sofort 82=4+2/3; 2321= 7+2/3; v282-1 = 2+73; 29//2821=-10-6//3; folglich 382+2s//262—1 =2. — Gben so folgt aber au« a=:(1-v6), sofort a2=:(72/6);   2a2-l= |(10-4^6); folglich v?a2-1=:(-2+/6)

unb nicht = (2—76), weil biefe Quadratwurzel ihren positiben Werth vorstett; bann 27/22-1 =-4+2/6; zulest aber 32+2/221= 5. — Die Gleichung 7.) findet sich also bestätigt.

9

 Sn ter Khat geht aus «=3+19 sofort hervor a2 =28+6//19; 2c21=55+12//19; 72q2-1=6+v19; 27/2021= 74+18/19; folg-lieh 322/221 = 10. — Dagegen giebt s=1 sofort 287/282-1 —2 und 33228//282-1 =5; und so ftelj>t fich bie 8.) bestätigt.

10

 Nur muß man nie aus ben Augen fassen, daß, nac bet im §. 1. e in-geführten Bezeichnung, in ben einzelnen Produkten fxdx, bereu Summe das bestimmte Sntegral /Afdx an zeigt, ber Faftor dx stets negativ gedacht ist, so wie b>a, bagegen positiv gedacht ist, so wie b<a vor-ausgesett wird. — Mur weil man ausdrcklic bie Bedeutung ber Beichen so und nicht anders genommen hat, finden bie im §. 1. aufgestellten Formeln für bestimmte Integrale statt.

11

 Das Zeichen F(z) stellt allemal das vor, was aus Fx hervorgelt, wenn man x, statt x se^t.

12

 Der Anfänger wolle ter größern Verständlichung wegen nicht über? [eben:

1) daß diejenige gönn von 8x,, welche für einen bet zwischen « und y liegenden Werthe von z, positiv wird, auc für Jeben andern dieser Werthe von z, ositiv w erben muß, — dagegen für andere Werthe von z, bie außerhalb biefer Grenzen liegen, negativ werden sann;

2) baß diejenige Form von Ox,, welche für einen ber zwischen s und y liegenben Werthe von z, negativ wird, auc für jeden anbern


±Vz2—1

ten läßt, 8xz mit z zugleic positiv ober negativ; eben so wirb, wenn man ba« (-) Beichen gelten lägt, 8x, (nefätiv), je nadpbem z (DorittV} ge-nommen Wirb.

Aluc hier sind in den Summanden jur Rechten, die jit summirenden Elementchen f(2)-Ox2-dz, allemal verschiedene, wenn man auc im Allge ine inen nicht angeben sann, welche bet Formen jedesmal zuerst genommen werben mus.

Anmerfung. Dies stimmt ganz mit dem überein, was wir im §. 4. festgestellt haben. 3s nämlic

/R-dx = F, und /[f-ax,]-dz = T, gefunden, so ist (a mit f(2) zugleic j weiförmig, unb bezeichnen wir bie gut Form f. unb jur Form Ox, von 8xz, welche innerhalb bet Grenzwerthe von z, positive Werthe liefert, ge-hörige Form von Qa durc g>[, bagegen durc a bie an« bete Form, welche bet andern Form f, unb derjenigen Form Ox, von Ox, entspricht, welche innerhalb bet Grenzwerthe Von z negative Werthe liefert, so liefert bie Formel (0) bie Werthe bet einzelnen, durc bie bestimmten Integrale ausgedrckten

(Summen, wie folgt, nämlic


	
1)


	
2)


	
3)


	
4)






/Zf, -x, -dz = op’—o J C - (z) z -               -C

J;1f,-0x"]-dz - $"-9" /[F-x"]-dz - 9,-" j[r.-x]]-dz =




, wo Y ein Mapimum,

•, wo / ein Minimum.



Nun ist aber stets p,, = p,,, es mag / ein Marimum- ober

ein Minimum-Werth Von z fein*); addirt man also 1.) unb 2.),

*) Zu dem Marimum- ober Minimum-Werth y von z, gehört ein ein-ziger Werth c von x; zu einem unb demselben anderen Wert von z, wel-cher unter den, zu den von a bis b hin stets wachsend gedachten Werthen von x, gehörigen Werthen von z, auf beiden Seiten von y gefunden wirb, — gehören zwei Werthe von x, der eine Heiner als c, ber andere größer als c, welche bie beiden Formen von x, für biefen Wert von z, liefern. Die Werthe dieser beiden Formen von x, Werben also für z=y einander gleich unb = c; folglich werben auc qI unb ql einander gleich, weil sie bie beiden Formen von P, sind.

so zeigt sic der Wert ter angezeigten (Summen in XI. zur Rechten, =g-9, und im §• 4. haben Wir gefunden, daß tiefer Werth (im Falle y ein Marimum ist) dem Werthe F—Fa ter angezeigten «Summe /‘f-dx gleic ist. Dadurc ist tie Gleichung XI. noc einmal gefunden.

Addirt man aber tie 3.) unt 4.), so zeigt steh ter Werth ter angezeigten Summen in XII. jur Rechten, = p5—a, und im1 §. 4. haben wir gefunten, daß gerate in tiefem Falle, wo y ein Minimum ist, tiefer Werth g- dem Werthe Fb—Fa, ter durc das Integral /fgdx angezeigten Summe, genau gleic ist; dadurc ist aber tie Gleichung XII'. noc einmal ge-funten.

Wachsen tie Werthe von z, mit denen von xzugleic unt ununterbrochen von « bis ß, so das tie Formel X. nun tie richtige ist, wenn fa-0x, statt f.-Oxg gefeit Wirt, — so erhält man für tie in X. jur Rechten angezeigte Summe, den Werth p—o0; terfelbe Wert ist aber nac §. 4. tem Werthe Fb—Fa ter angezeigten Summe in X. jur Sinsen gleich (in die-fern Falle); folglich ist tie Gleichung X. mittelst des §. 4. (unt ter Formel 0) noch einmal gefunten (für tiefen Fall).

Nehmen entlieh tie Werthe von z, von a bis zu ß unun-terbrochen ab, so tah tie Formel X. seht tie richtige ist, sobalb C)19x" statt fay-x, geset Wirt, — so erhält man für tie angezeigte Summe zur Rechten in X. (mittelst ter Formel 0) ten Werth g’—oT, und gerate tiefer Werth ist seht (nach §.4.) tem Werthe Fb—Fa gleich, welchen tie Formel (0) für tie in X. zur Sinsen angezeigte Summe giebt. So liefert also ter §. 4. auch tie Formel X. noch einmal (für ten jetzigen Fall) 1).

Beisviel 1. Mehmen wit f=X, so daß F,=/x-dx=x2 wird; und setzen wir zwischen x und z noc einmal Vie Gleichung x2— 2xz-1 =0 an, so das

______ 2 

  x,=z±Vz2—1 und Ox7=1---,   —, also

—Vz2—1

 1





f2)=z=Vz2—1 und fz)-Ox, = 2z=- ——, wirb,

Vz—1


wo alle oberen Vorzeichen zugleic gelten, ober zugleic. 

Für bie Funktion x,= z±Vz2— 1,  welche




alle unteren




Zx




1—x2 2x



liefert, haben wir schon früher (§. 4.) ben Gang ber Werthe von z, wie folgt gefunben. Während nämlic bie Werthe von x, von —co an durc —1 unb 0 hindurc biß zu +1 unb weitet biß zu —+o hin, ftetß wachsend gedacht werben, wach-fen bie zugehörigen Werthe von z, von — co an biß zu einem Marimum-Werth —1 hin (welcher zu x = —1 gehört), um von

1

ba an biß 8u —co hin (welcher Werth von z, ju X=-c gehört) wieder abzunehmen. — Für x = 0 unterbrechen bie Werthe von z, ihre Stetigkeit, so daß zu x = 0 gar lein Werth von z gehört; bann aber fangen bie Werthe von z, von —co

1

an (welket Werth 81 X=- — - gehört) unb nehmen wieder fortwährend ab, biß zu einem Minimum-Werth —1 hin (welcher Werth zu x=-1 gehört), um von ba an mit x zugleic wie# derum biß zu —c hin zu wachsen.

Man hat also (nac X., XI. unb XII.), je nac ben fol# genben vier verschiedenen Zöllen, bie nachstehenden vier verschie-benen (vollkommenen) Gleichungen, nämlich:

	
A. Nimmt man beibe Grenzen a unb b (eß ist ftetß b>a gebucht) Heiner alß —1, zu welchem letzteren Werth von x, ber Marimum-Wert von z (auc = — 1) gehört, — ober beibe gröser alß +1, su welchem [extern Werth von x, bet Minimum-Werth von z (auc =-1) gehört, — so wachsn bie Werthe



von z, von a an bis su ß hin ununterbrochen; es flutet daher jeszt die Gleichung X. unter der daselbst gegebenen Beschränfung statt j und tiefe liefert


1)
[image: ]




[image: ]




2z2—1 v/22—1




)-dz.



wenn a uni» b beide größer als 4-1 sind; dagegen findet fit,’

OA cb, ,                 2z2—1 N ,

Ja eJ\ Vz?—1 / wenn a und b Heiner als —1 sind2).

	
B. Nimmt man «bet beite Grenzen a und b, >— 1, da= gegen <0, ober >0 aber <4-1, so nehmen die Werthe von z, von a an bis zu ß hin, ununterbrochen ab, und die nun mit ter Beschränfung eintretende GSleichung X., das x, negativ werben muf, giebt basier jetzt


3)
[image: ]




[image: ]

2z2—1 )

Vz2-1 /





• dz,





wenn a und b, >0, aber <—1 sind; dagegen ob          ,B/       9,2_ 1 \

	
4) / x-dx / (2z—_).dz,



J.     e\    Vz2—1 / wenn a und b, <O aber >—1 sind 3).

C. Nimmt man a<—1, aber b>—1, jedoc noc <0, so liegt zwischen a und b bet Werth x=c=—1, zu welchem z=/=—1 als ein Marimum-Werth gehört. Dasmal wach-sen also die Werthe von z, von a an bis zu y hin, nehmen aber bann wieder von 7 an bis zu 8 hin ab; es tritt daher jet bie Gleichung XI. ein, und biefe liefert


14------- negativ werden;

±vz2—1



,b A_1/ 972_ 1 \ ,ß/ 2,2_ 1\

	
5) . x-dx-/ (2-)+/(2+2,1)-

[image: ]




2z--l

V/7211
[image: ]





2z2—1 v22—1




)-dz.





	
D. Rimmt man a>0 aber <-1, dagegen b>—1, so nehmen bie Werthe von z, von a an bis zum Minimum Werfh y = —1 ab, um von ba an bis zu ß hin stets zu wachsen. Die nun geltende (Sleichung XII. liefert daher jetzt

[image: ]




2z‘—1

v22_1



[image: ]

o 2z2—1

2z+ —--

vz2—1





•dz




2z2-l

v/22—1



[image: ]

2z--1 v/2211





•dz.





Wegen der (für x=0) statt findenden Unterbrechung der Stetigkeit der Werthe von z, sann man hier auch noch folgenbe Flle betrachten, bie im Paragraphen selbst nicht berührt worden sind, deren Betrachtung und Grledigung aber im ©eiste beS Pa-ragraphen feine weitere Schwierigkeit hat; nämlich:

	
E. Stimmt man a>—1, aber <0, und b>0 aber <4-1, so nehmen bie Werthe von z, von a an bis zu —co stets ab, fangen bann plötzlic bei —co wieder an, nehmen aber bann wieder stets ab, bis zu 8 hin; daher tritt bie Formel X. zwei-mal ein, jedesmal mit ber Beschränkung, bah Ox, negativ wer-ben muh; unb man hat daher nun die richtige Gleichung

[image: ]



[image: ]

2z2-l v7211





also auc — —




2z-




2z—1 vz2—1
[image: ]

2z2—1) , 4

-dz*).





	
F. Nimmt man a<—1, aber b>—1, so daß & negativ und <—1, ß dagegen positiv und >1 wird, und zwischen a und ß zuerst ter Mar imum • Werth —1 von z, bann bie lInterbrechung ber Stetigfeit, zuletzt aber auc noc der Mini-mum-Wert 4-1 von z, liegt, so mus statt ber Gleichungen X., XI. ober XII. bie nachstehende fommen, nämlich:




	
pab

8) / x*dx =

e/a •
	
A-1(.    2z2-l \ , .  A—0(,   2z2-l N ,

/ 12z— — -dz— /  (2z---dz

‘c N Vz2—1 1 • -1 \ Vz2—1 ’


	
+
	
/-+1/,    2z2-l \ , . cß/, . 2z2—1\ .

40   Fz2-1 /  •+1   Vz2—1

,-1/    2z2-l \ ,    ,-1/ , 2z2—1 \ ,


	
—-J
	
/ (2z---—)-dz— / (2z-“___--'dz

‘c \    Vz2-1 / JVz2—1/

A-o/ 2z2—1 N      ,ß/ 272_1\


	
—
	
/  (2z- ,     .dz4- / (2z+)-dz.

41 \ Vz2—1 / .1\ Vz2—1/




3m erstem Jntegral (jur Rechten) mus nämlic Oxz innerhalb ber Srenzwerthe & unb —1, positiv werben; weil aber diese

z positiv, daher mußte hier das untere Vorzeichen genommen werden, wenn 8xy, für diese Grenzwerthe, ebenfalls negativ werden sollte.

*) Man braucht hier nicht zu fürchten, das eines tiefer Bestimmten In-tegrale, wegen ber unendlichgrosen Grenze, selbst unendlichgros werden, d.h. gar feinen Werth mehr haben bürste, ober, wie man sagt bivergent fein

2z2—1

wird. — 3m erstem Integral zur Rechten ist ——— stets positiv, unb Vz2—1

für z=—o, dem positiven Werthe —2z unendlic nahe gleic; daher is 2z2—1                                                      1

2zi—7 1— für z = ° unendlid "abe ber ”u 8", ober = — —.

— In dem andern Integral zur Rechten in ber zweiten Seile, ist für

2z2—1

z = -a, ber Ausdruck — 2z---— —  ebenfalls unendlic nahe ber

Vz2—1

Mull gleich, nämlic =+- Muszerdem aber sann (unb muß) bie on‘ vergenz beibet Integrale noc bewiesen werden.

GSrenzwerthe negativ sind, so wird Ox, d. 1---—

=Vz*—1

nur kann positiv, wenn man das untere Vorzeichen nimmt. — 3m streiten Sntegral und noc im dritten mus Ox, negativ werden, innerhalb ter Grenzen eines jeden derselben; weil aber im jtveiten Integral tiefe Grenzwerthe negativ, im dritten da-gegen positiv fint, so muß im streiten Integral tie Vz2— 1 mit dem obern (—) Zeichen, im dritten Integral dagegen mit dem untern (—) Zeichen genommen werten, wenn jedemal 8x, ne# gativ werten soll. 3m vierten Integral muß 8x, positiv werten, innerhalb ter positiven Grenzen —1 und ß, und deshalb mus hier Vz*-1 wieder mit tem obern (—) Zeichen vor# fommen.

In allen Gleichungen 1.-8.) stellt aber Vz21 selbst, jett stets ihren absoluten (positiven) Werth vor.

3n ter ©leidjung 8.) ist aber tie Summe ter zwei erstem bestimmten Integrale zur Rechten, wenn


2z2—1 v22—1



z2—zVz2— 1 =d. gefiden worben

ist, und wenn man durc und o” tie beiten formen von Pa bezeichnet, wo Vz2—1 bezüglic negativ und positiv genom-men Wirt, (nac ter Formel 0),

9)- = = L—p, in so ferne a11 = a" 1 fein mus, weil — 1 ter Marimum-Werth von z ist. (Eben so ist tie Summe ter beiten folgenden bestimmten Integrale in 8.) zur Rechten

10)- = (,,-*.)+(:-*) = «”-q. ,

in so ferne auc o_1=d. sein wüst, weil +1 ter Mini-mum-Wert von z ist. — Addirt man aber tie Resultate 9.) und 10.), so findet sic bie Summe aller vier bestimmten Inte-grale Sur Rechten in 8.),

	
- (98r%a)+("e-P.) = P-9L,



in so ferne .      = 2—3-1 für 8=,

	
s.6. -8(-V-5)-1+13+4 51+ in M.



für =c, d.h. =, ist.

Dies stimmt wieder genau mit dem §. 4. überein. ist nmlic nac her Formel (0)

/fdx=/,_f-dx d. 6. =F-F,;

nac §. 4. ist aber wieder

G-fdx=/[fOx,]-dz d. h. =<pn-(pal

sobald man statt der vier Werthe von — Pa denjenigen nimmt, welcher nac Anleitung des §. 4. gefunben wird und welcher in dem letztgedachten Fall bet Nr. 8., eben als ber oben durc g—a ausgedrücte sic auweist.

Beispiel 2. Nehmen wir noc, alö neues Beispiel, fx = (Sinx)2. Win man nun J)(Sinx)2-dx dadurc finden, daß man

1

	
1) Sinx — z, also X=Xz=SnZ5)



setzt, — so hat x,, nämlic z zwei Neihen von Werthen in

von denen jede unendlichviele Werthe enthält und welche durc

	
2) 2nn-\-Arc sin.z   und   (2n-1)n— Arc sin.z



ausgedrüct sind, wo n sowohl 0 alß auch jede positive und auch jebe negative ganze Zahl verstellt, whrend n bie Ludol-phi’sche Bah (tie Sänge des Halbfreises für den Radius 1) bezeichnet. — Zu tiefen Werthen von xz findet sic nun

1

	
3) xz - 1—72 ' dz 8wei förmig'



wo das (+) oder (—) Zeichen der Auadratwurzel bezglic feer erstem oder feer andern Form von xz angehört. Serner wird dasmal f2) = z2 nur einförmig, aber

	
4) ./f-8x,]-dz = /_v — -dz ~ +(z-/1-z*-Are sin.i) wiederum zweiförmig, wo bie obern Vorzeichen zugleic gelten, ober bie unteren zugleic, wie bie Integralrechnung beweist.



Aus ber Gleichung Sinx = z, wenn man sie nac allem x differentiirt unb bann 8zx = 0 setzt, erhält man Cosx — 0, (negativ) also X=(2n±n)i unb weil 0z=- Sinx (pofitiy y je nachdem x=(2n±!)n, so folgt, das z ben Marimum-Werth +1 haben wirb, wenn x = (2n—)n, bagegen ben Minimum-Wert —1 hat, für x = (2n— !)n ober =(2n-+2)n.

Stimmt man also 8. SB. beibe Grenzen a unb b zwischen 0 unb so muß 9xz fortwhrend positiv bleiben, also muffen nun alle obern Vorzeichen genommen werben, weil dasmal ber positive ober negative Zustand von Ox, nicht zugleic von ben speciellen Werthen von z, sondern blos bavon ab^ängt, daß 1

man in xz b. 2- in 721 bie -uadvatwuvel mit bem (+) ober (—) Zeichen nimmt. Man hat daher jett (nac X. in ber erstem Beschrnkung)

pb ,ß ,2

	
1.1) / (Sinx)'1‘dx= / ----------------.dz,


	
• a          e « —V1—Z2





Stimmt man a unb b zwischen —In unb —7, so mus Ox, an beiben Grenzen « unb 8 negativ werben,, man hat daher nun (nac X. in ber andern Beschränfung)


2. 2)
[image: ]




aß     72

___- • dz.

. _V1—z2

Mimmt man a zwischen 0 und -In, dagegen b zwischen —In und —n, so mus x, für z = « positiv, für z=ß dagegen negativ werden; also hat man nun, da der dazwischen liegende Marimum Werth von z, =4-1 ist, nac XI.

nb A--1 72





(Sinx)2dx = / ■—    dz-

a               • c - V1 Z 2 e





—2— .dz- j

—VI_z J




, dz +1—1—22

,-+1 z2 .



—-dz, 3 —V1-z2



[image: ]




4. 4)
[image: ]

(Sinx)2dx





Nimmt man a zwischen 1n und st, dagegen b zwischen 3n und 2 t, so das her Minimum-Wert —1 von z, zwischen a und ß Hegt, — so mus Ox, für z=c negativ, für z=ß dagegen positiv werben, und man hat dahjer nun (nac XII.) .
[image: ]




Mimmt man a zwischen 0 und ,a, aber b zwischen und 2n, so daß zwischen a und ß zuerst der Marimum-Werth 4-1, und Vann noc der Minimum-Wert —1 von z, liegt, — so ge, winnt man leicht im ©eiste des Paragraphen die Ueberzeugung, das man jett

[image: ]

(Sinx)2dx




[image: ]



. ( z2

•_—V1-z2




[image: ]

•dz




nehmen müsse, wenn man die richtige Gleichung haben wolle. Weil aber


eß 772



—2_.dz



raß z2 ,               z2









_1—V1—z2    J_14-H-Z2


und
[image: ]




[image: ]

•dz

z2





•dz




[image: ]




—VI-z?




/-1 z2 j

: /   ______— ’dZ

.)_1—V1—z2



ist, so giebt das lezte Resultat bet Gleichung 5.5) auc noch

-b -ß ,2 p--1 72   

(Sinx)2,dx = / --- _-dz—2 / --"_-dz;

a ‘ J a +V1-Z2 T •-1 +1-2’

o z 2               ,-1    7 2

  

---7--.dz = (  —. — «dz ist (Weil

1 —VI -z2 Jo +V1-z2

z 2                                                                                »

 

—   2 denselben Wetth bebält, man mag z Pofttiv, ober z

negativ nehmen), so findet sic auc noc

pb ,ß 72 ,1 72   

	
6) / (Sinx)2,dx=(——-dz-4( ——,dz, • a         «7« —1- Z2 • —V1—z



wenn nur a zwischen 0 und \n, dagegen b zwischen 3t unb 2n liegt.

Gs ist leicht zu sehen, wie statt /(Sinx)2,dx bie Summe von noc mehr als drei bestimmten Integralen in z, gefunden werben würbe (im (Seifte des Verfahrens des Para-graphen), wenn man a unb b so nehmen wollte, das zwischen a unb b noc mehr Marima unb Minima lägen.

Vergessen wir aber nicht, das bie bestimmten Sntegrale zur Rechten bet Gleichungen 1.1.) —5.5.) nur angezeigte Summen bet unendlichvielen Werthe der, unter dem Integralzeichen stehen-ben unendlichf leinen (Elemente sind, unb das solche nun noth nac bet Formel (0) ausgewerthet werben muffen.

Gs findet sich aber das Integral in 1.1.) zur Rechten, aus

4.) unb nach bet Formel (0), wie folgt, nämlich ,9 72  



	
7) J _V-g*dz,



—Arc sin.ß — ~Arc sin. et.

Weil abet a = Sirrd unb ß = Smb ist, unb a unb b im ersten Auadranten liegen, so ist —V1—c2 = Cosa und —V1— ß2 = Cosb, so wie Arcsin.a = a und Arc sin. ß = b;

uni» man erhält daher statt des Ausdrucks zur Rechten in 7.) auc noc (weil |Sinx-Cosx=1Sin2x ist)

8)-.    -l(b-a)+{(Än 2a-Sin 2b);

und dies ist in der That der Wetth des Sntegrals /*(Sinxy- dx in 1.1.) zur Sinsen; kenn man findet direft (weil

(Sinx)2 — 4(1—Cos2x) ist),

f(Sinx)'2-dx = f(^—^Cos2x)Ax = ^x — \Sin2x,

worauf der Wert des ledern bestimmten Integrals gerade so hervorgeht.

Nac 4.) findet sic ferner das Integral jur Rechten in 2.2.)

	
9) ... — 48.V1-ß‘-aV1-a‘--Aresin.a—}Arcsin.ß. Weil aber jetzt a und b im zweiten Quadranten liegen, so ist jet  — V1-a2 = Cosa und  — V1-82 = Cosb, so Wie



Arc sin. a = T—a und Arc sin. ß = T—b ,

(positiven 1

in so ferne wir unter Arc sin. allemal einen s , Y aber ' ' negativen

an sic (b. h. abgesehen vom Vorzeichen) im ersten Quadranten liegenden Sogen verstehen müssen. Substituiren wir daher diese Werthe in 9.), so erhalten wir wieder denselben Ausdruc wie in 8.), welcher auc direkt für ^(Sinx^-dx gefunden wor-den ist.

Suchen wir nun die Werthe der bestimmten Integrale in 3. 3). — Man findet sofort (nach 4.)

pl z2 

/ --- .dz = ,c.V1— a24-^Arc sin. 1—iArc sin. a

	
•a +V1—z2 2 ' •



und

,1 72 ______

/ ---7 »dz = 18.V1—82-L1Arcsin. 1 — iArc sin. ß.

J 6 —V1—z2     2

Addirt man daher beide lelzteren Gleichungen, so findet sic die Summe der beiden bestimmten Integrale zur Rechten in 3. 3.) 10)... = 48.V1-82—aV/1- c2—In- ^Arcsin.ß— ^Ärcsin.a. Weil aber jetzt a im ersten, b dagegen im zweiten Quadranten liegt, so ist +V1-a2 - Cosa, dagegen — V1-8a = Cosb; ferner Arcsin.a — a, aber Arc sin, ß = T— b; folglic geht her Werth 10.), nac der Substitution dieser Werthe, genau wieder in den Ausdruc 8.) über, welcher sic auch direkt als der Werth des bestimmten Integrals jur Sinsen in 3. 3.) findet.

Betrachten wir jetzt den Werth der Summe der beiden be# stimmten Integrale in 4.4.) jur Rechten. Nac 4.) findet man /ac 7 2                         

/ _—-.....«dz = — Ic.V1— a^A-^Arc sin. d— ^Arc sin. (-*1)

und

,ß y 2         _

/ —— -——«dz = —,ß-V1—B2-,Arcsin.ß—,Arcsin.(—1). --1V1—Z-

Addirt man daher beide letzteren (Sleichungen, so erhält man die Summe ter bestimmten Integrale in 4.4.) jur Rechten (weil Arc sin.(—1) = — In ist)

11)... = —la^l-a^—^ß-VT^ß^ + ^Arcsin.a+lArcsin.ß+jrt. Weil aber jetzt a im zweiten, und b im vierten Quadranten liegt, so ist — V1-a2 — Cosa und —V1-82 = Cosb; eben so Arc sin.a = n—a und (weil jetzt ß = Sinb negativ ist, also Arc sin. ß auch negativ fein mus, aber an sieb im ersten Luadranten liegend) Arc sin. ß = b—2n. — Substituirt man aber nun tiefe Werthe in den Werth 11.), so fommt genau wieher her Audruc 8.), welcher auch birett für ^(Sin^y-dx gefunden wirb.

Suchen wir jetzt 1toc den Wrth ber Summe der bestimm-ten Integrale jur Rechten, in ber Gleichung 5. 5). — Das Ina tegral 4.) liefert

1    2 2

 

— -dz = —,a-V1— a2-\-KArc sin.l — lArc sin.cc, a -V1—z2 p—1   z 2



/ --———dz = —^Arc            sinA = n,

•-+1 —VI—z2

,6 z2                ____





J 41=23 dz ~ - 1PV1- ß2-\--^Arc sin.ß—^Arc sm. (— 1).

Addirt man diese drei Gleichungen, so ergiebt sic für die «Summe ter tret bestimmten Integrale in 5.5.) jur Rechten,  

12)-.. +-aV1-a2—*8.V 1— 82- ^Arc sin.ß—^Arc sin.a. Weil aber jett a im ersten Luadranten, b dagegen im vierten Quadranten liegt, so hat man —V1- a2 = Cosa,

-V1—ß2 = Cos b, ferner Arc sin. a=a und Arc sin.ß = b—2n. Werden nun diese Werthe in 12.) substituirt, so erhält man genau den Ausdruc 8.) wieder, wie derselbe direkt für /‘(Sinx)2.dx jur Linken in 5.5.), gefunden wird. So sehen sic also alle Resultate 1.1.) —5. 5.) bestätigt.

Suchen wir noc ben Werth der Summe ber bestimmten Integrale in 6.) jur Rechten. — Man findet (aus 4.)

-B    n 2                         _____ ___

 

---—.dz = -Iß.Vi-ß^'a.Vl-a2'

0 —V1—z2 2' l‘

— 4 Arc sin. ß — ^Arc sin. a und

	
21 z2


	
-—— • dz = ^Arc sin. 1 — ^Arc sin. 0 = 17.





0 +1-2*

Addirt man zu ber erstem dieser Gleichungen bie 4 fache jweite, so erhält man für bie Summe ber bestimmten Integrale in 6.) jur Rechten, 

13)...   aV1—a2—18./1-82—n- ^Arc sin.ß~^ Arc sin.a.

Weil aber a im ersten, b dagegen im vierten Quadranten liegt, so ist +V1—a2 = Cosa, +183= Cosb, ferner Arc sin. a = a und Arc sin.ß = b—2n. Substituirt man nun tiefe Werthe in das Resultat 13.), so fommt abermals baß Resultat 8.).

Anmerfung. Wir wollen den Anfänger vor dem unvot-sichtigen Gebrauc unvollkommener öleichungen noc durc das nachstehende warnen.

(Sä ist nach der gönnet (0)

	
1) /: f,-dx - /-fg-dx,



und

	
2) J[feo. ax,]-dz =f_[f-8x,]-dz.



und auc noch (nac §• 4.)

	
3) /_fdx=/_[fey:8x,]-dz.



Wenn nun her Anfänger diese Gleichungen als vollkommene be-handeln und aus der Verbindung tiefer drei Gleichungen den Schluß ziehen wollte, daß auc allemal

A*dx - /[r.-x,]-dz

sein müsse, so würde er ein, ten Gleichungen XI. und XII. wi# dersprechendes t. unrichtiges Resultat haben. Von ten drei Gleichungen 1.—3.) ist aber nur bie 1.) eine vollfommene (bereu beite Seiten unbedingt für einander gesett werben sönnen). Die Gleichung 2.) bagegen hat, wenn 8. 33. x, zweiförmig ist, linfs zwei, rechts vier Werthe, und lehrt also bloß, das von ben vier Werthen jur Rechten, in jedem besonderen gälte zwei herausgesucht werben sönnen, welche bie beiden Summen zur Sinsen ausdrcken. — Die GSleichung 3.) entlief) hat jur Sinsen nur einen Werth, jur Rechten aber deren vier; sie lehrt also blos, das von ben vier Werthen jur Rechten, in jedem besonn deren gälte einer heraugesucht werben sann, welcher der zur Sinsen ist. Folgert man daher aus 1.) und 3.)

	
4) JPF--dx =J[f-äx.]-dz



so sagt biefe Gleichung weiter nichts, als daß von ben vier Werthen jur Nechten, in jedem besonderen gälte einer herausgesucht weiten sann, welcher wirklic der Werth des (eindeu-tigen) bestimmten Integrals zur Sinsen ist. Sie noc übrige GSleichung 2.) sagt nun, daß von denselben vier Werthen zur Rechten, zweie herausgesucht werben sönnen, welche bie beiden Werthe des (zweideutigen) bestimmten Integrals jur Sinsen sind. Man begreift nun leicht, daß jener Werth, welcher in 4.) als Werth von bfgdx sieb findet, von biesen letztern beiden Werthen verschieben, nämlich ter dritte ober vierte Werth von /8[fw-8x,]-dz sein fann.

Niemand wirb aus

	
5) v(a2) = a und 6)    v(a2) — —a,



welche Gleichungen beibe unvollkommene sind, schließen, bah auch a=—a sein müsse, weil das Resultat augenblic lic als ein unrichtiges in bie Singen fällt. — Dagegen haben einige ber größten Mathematifer in ber ersten Hälfte des vorigen ahr-hunderts aus

7)       = 2loga und 8) log^) = log[(-a)2 J = 2log{-&)

gefolgert, bah auc

2loga — 2log{—a)l b. h. log(—a) = loga sein müsse, welche Behauptung erst beinahe ein halbes Jahrhun bert später von Euler als eine entschieden unrichtige nachgewie-fett würbe. (53 drücken bekanntlic 2loga und 2log{—a) von einander verschiedene Werthe des log(a2) aus, gerade so wie a und —a zwei verschiedene Werthe von 1 (a2) sind. Die (gleich ungen 7.) und 8.) finb eben so unvollfom-mene wie bie Gleichungen 5.) unb 6.); b. h. beibe Seiten dieser Gleichungen brücfen nicht genau ein unb dasselbe aus, sönnen daher nicht unbedingt für einander gefeit werben, unb deshalb fann man in V(a2)=- a, statt v(a?) nicht uw bebingt a setzen; unb eben so wenig in log(a2) = 2log(—a) ^att log(a2) nicht unbebingt seen 2loga.

Der Verf. hat deshalb in ber neuesten (Vritten Stuflaße des zweiten Theile bet „Analysis tes ©üblichen" (Versuc e. v. f. Systems der Mathematif, 2ter 31). 3teAufl. 1855.) alle Gvund-glei chungen, nac denen mit Potenzen, Wurzeln und Loga-ritt) men, ferner mit Sinus, Kosinus und Arcus gerechnet wirb, einer genauen Revision unterworfen, um die unvoll-tommenen Gleichungen von den vollkommenen abzusondern, und an den erstem die nöthigen Korrektionen angebracht, wo-durc sie in vollf ommene verwandelt werben, b. in solche, beten beide Seiten unbedingt für einander gesetzt werben sönnen.

Alle früher sogenannten paradoren Resultate des Kalfuls, — alte unrichtigen Rechnungs»Resultate, tie man bei den aner-sannt größten Analysten des vorigen Jahrhunderts unb selbst noc einet späteren Seit, vorsindet, sind einzig unb allein dem Ulmstande zuzuschreiben, das man unvollfommene Gleichungen für vollkommene angesehen, ober doc wie letztere behandelt hat.

Anmert. 2. Dentt man sic in XL zur Rechten, im Mi nuenben unb Subtrahenden, unter f2jx, eine unb die-selbe Form, so ist der ganze Ausdruc zur Rechten (nach §.2. VH-) =/[F-Bx,]-dz.

Dieses bestimmte Integral ist aber bem anderen abfg-dx nicht mehr gleich, unb es entsteht daher nun bie Frage, web c ein Theile bet letztern Summe bie erstere gleic ist? —

Um biese Frage zu beantworten, sei zuerst 8>a gedacht unb es seien bie zu

ben Werthen von z, nämlic a<s <y>ß>a, gehörigen Werthe von x bezüglic a<b<c<b<a,;

bann fällt in bie Augen (nac X.), das

	
XIII. Jf,-dx - /[f-8x,]-dz



sein werbe, unter ber Vorausseung, das das Produkt f2-8x, diejenige seiner beiden Formen vorstelle, für welche 8x, positiv wirb (von z = a biß z=ß).

Dagegen sindet sic unter berseiben Voraussetzung (das 8>c ist) nac derselben Formel X.,

Jfdx — /8 [fay*8x,]-dz, also auc (nac §. 2. V.)

	
XIV. 2 [fg-x,]-dz = J,f,-dx = /"F-dx , unter bet Vorausseung, daß unter fa-x, jet dieje-nige Form verstanden wirb, für welche x, (von z=c an biö z=ß hin) negativ wirb.



3s aber ß<c, unb finden sic bie

zu ben Werthen von z,          =ß <ctcy>a >ß

gehörigen Werthe von x, bezüglic b,<a<c<a,<b, so findet fic (nac X.)

/b,‘-dx — J/8 [fa"x-]-dz, also auc (nac §. 2. V.)

-/fdx - -/;F--dx, wenn man f(2)-8xz so nimmt, das Ox, von z = a bis z=ß positiv wirb, dagegen ist

/[f-x,]-dz - Jf-dx,

wenn man statt f2-Ox, ihre andere Form nimmt, für welche Oxz von z = a biö z=ß stets negativ wirb.

Unb dies sind bie Resultate XIII. unb XIV. noc einmal, so das letztere gelten, eS mag a<ß ober fein, wenn nur a unb b,, ober a, unb b solche Werthe von x sind (311 benen z = « unb z=ß gehört), welche auf einer unb b er selben «Seite beSjenigen Werthes von x liegen, 311 web chem bet Marimum:Werth von z gehört.

Denft man sic auc in bet Gleichung XII., wo y ein Mi-nimum-Wert von z, ist, wiederum, in ben beiben bestimmten Integralen zur Rechten, bie Form f(z)*9xz als eine unb die-selbe, so ist bet ganze Ausdruc jur Rechten, =/[fz*Ox_]-dz, aber jett nicht mehr = /bfg-dx; sondern eS ist jetzt, wenn ßoc unb wenn bie

zu den Werthen Von z,          — ß >a>y<a <ß

gehörigen Werthe Von x, bezüglic b,<a<c<a,<b sind (nac der X. in ihrer ersten Beschrnkung)

	
XV. /‘[fe-Bx,]-dz - J,f-dx



sobald statt fa-x, diejenige ihrer beiden Formen gefeit wird, welche x, von z=a bis z=ß positiv macht; dagegen ist

	
XVI. /[fes-8x,]-dz =/f,-dx = -/f.-ds, wenn unter fzx, ihre andere Form verstauben wirb, welche 8xz negativ hat, von z = a bis z= ß; (nac X. in ihrer zweiten Beschrnfung).



Wenn aber ßca ist, und bie

zu den Werthen von z,           = ct>ß >7<ß<a

gehörigen Werthe von x, bezüglic a<b,<c<b<a, sind, so hat man (nac X. in der ersten Beschrnfung) /2[fa-s,]-dz ='/>dx - -/t,dx,

so lange Oxz, in fzy-8xz, positiv genommen ist; dagegen (nac X. in bet zweiten Beschränfung)

J[fey-x,]-dz -/f-dx,

sobald unter fz)x, bie andere Form verstauben wird, in welcher xz, von z = « big z=ß stets nega-tiv wirb.

Die Resultate XV. unb XVI. gelten also, es mag acß ober a>ß fein, wenn nur a, unb b, ober a unb b1 solche Werthe von x sind (zu betten z=c unb z=ß gehört), welche auf einer unb der selben «Seite desjenigen Werthes von x liegen, zu welchem bet Minimum-Wert von z gehört.

SIuö den vorher mitgetheilten Beispielen, namentlich sehr anschaulich aus beut zweiten Beispiel, saun man sich bie etwa noc wünschengwerthen Proben entnehmen. Während nämlich bet Bogen x (in /(Sinx)2dx) von 0 an butch n hindurc. bis n hin und bann weiser durc 3n hindurc, bis 2n wächst, — nehmen die Werthe von z(= Sinx) von 0 an bis 1 hin SU, von da an wieher bis 0 hin ab, um von da an noc weiter abzunehmen bis zu—1 hin, bann aber wieher bis zu 0 hin ju wachsen. — Jeder positive Wert a(<1) fommt also zweimal vor, eben so jeher negative Werth «, her an sic Heiner als 1 ist; — und zu demselben Werth a, gehören also zwei verschiebe ne Werthe von x, einer im ersten, der andere im zweiten Quadranten, wenn a positiv ist; — ober der eine im dritten, der anbere im vierten Luadranten, wenn a negativ ist. — Ganz baS Gleiche gilt für ben Wert ß. — Da nun, der einmal angenommenen Bezeichnungsweise zufolge, .Pzdz stets nur bie Summe her (Slementchen Q.dz vor-stellt, welche man erhält, wenn statt z nur alle von a bis ß stets wachsenden, ober stets abnehmenden Werthe gesetzt Werben (wobei bet Faftor dz im erstem Fall immer positiv, im andern galt immer negativ gedacht werben muß), so

,ß 2

folgt von selbst, das bie durc / —— • dz ausgedrüc-•/ a —V 1 Z

z2

ten beiben Summen, nach ben beiben gönnen —y/1—y2‘dz bet einzelnen Summanden, zwei verschiedene Werthe haben wen ben, unb bah bie Summe /‘(Sinx)2.dx nur bann bet einen ,ß ' z2

ober bet andern bet Summen / —---edz gleich wen

J „ ±V1—z2

ben sann, wenn bie Bogen-Werthe p unb q von x, bie nc-ften sind, bie zu z = a unb z=ß gehören, nicht aber entferntere (in andern Luadranten liegenbe), welche biefelben Werthe a unb ß von z (= Sinx) haben.

Is also 3. 33. a im ersten Duadranten, b dagegen im zweiten, so ist a = Sina unb ß = Sinbl aber auch ß = SinQn—])), whrend n—b=b, wie a, im ersten Qua-dranten liegt, also a unb ß auch Werthe sind von z, welche zu ben Werthen a unb b, (= n—b) von x gehören, bie beibe im ersten Luadtanten liegen. — GSleichzeitig mit c=Sina ist aberauc a=Sin(n—a), whrend n—a=a, im zweiten Quadranten liegt. Gs sind also auc « und 8 Werthe von z, welche zu den Werthen 3 t (= n—a) und b von x gehören, die beide in dem zweiten Quadranten liegen.

Daher findet sic (nac XIII. und XIV.)

433     7 2                 A-_b

----F -dz = / (Sinx)2.dx

„ —V1—z2     Ja

und

z S 22                  pob



/ ----. —«dz = / (Sinx)2.dx,

Ja —V1—z2 •r-n

Unb gerate so sann man die übrigen Flle durchnehmen.

Anmerk. 3. Nac dem GSesagten ist es leicht die Formeln hinzustellen, durc welche fgdx in eine Neihe bestimmter Integrale nac z, ausgedrckt wirb, wenn zwischen dem ersten Werth a von z, und dessen letzten Werth ß, zwei ober meh-rere Marima und Minima 7, Y1, 72 ic. ic. sic ergeben.

Anmerf. 4. Ist nicht blos x, zweideutig, sondern auc Zx, so das zu jedem Werth a ober b von x, zwei Werthe a und jwei Werthe 8 sic ergeben, so ist es gleichgültig, welches bet beiben Paare von Werthen, bie aus einet und b erseh ben Form von zx, für x = a unb x = b, hervorgehen, man statt a unb ß nimmt.

Gndlic ist alles (gesagte auch leicht übet ben Fall zu er-strecken, wo bie Funktion x, mehr als 8 weiförmig sein sollte.

Bweite lebung.

Berechnung von fydx-dy unter verschiedenen Voraus-se t u n g e n.

§. 7. Erste Aufgabe.

Betrachten wir jetzt die Summe von unendtichmal unendlich, vielen unendlichfleinen Produkten, welche alle aus dem einen fx,ydx-dy

hervorgehen, indem man dem x eine, nm unendlichfleine dx, von a biö b hin wachsende Dieibe von Werthen giebt, gleichzeitig aber auc statt y, unabhängig von den Werthen von x, die von m bis n hin, um unendlichtleine dy wachsende (unend-liche) Reihe von Werthen nimmt. Diese rodufte sind alte un-endlichflein von bet zweiten Drdmung; und bie fragliche Summe wollen wir durc

Sf-dxdy ober auch bloß durc 2f-dxdy aKxb, myKn

bezeichnen, indem man bie Grenzbedingungen im Gedächtnis behält.

Man sann bie unendlichmal unendlichvielen zu fummirenben Produkte in Form eines Rechtecks geschrieben sic denken, so daß alle in einer und derselben Horizontalreihe stehenden ©lieber zu einem und demselben Werthe von x, aber zu allen Wet-then von y gehören, whrend von oben nach unten in ben ein-zelnen Horizontalreihen bet Werth von x nac und nac vom fleinsten a an bis zum grösten b hin wchst; bie Werthe von y mögen in jebet Horizontalreihe von bet Sinsen zur Rechten gehend. vom kleinsten m an bis zum größten n hin wachsend, gedacht werten.

	
1) Man fann nun zuers die Summe aller ©lieber in jeder Horizontal - Reihe finden; nachher diese Summen alle wieder summiren.


	
2) Man sann aber and) zuers die Summe aller ©lieber in jeber Vertifalreihe auffinden, unb bann noc diese Summen wiederum alle zu einander abbiren.



In beiben Fälen befommt man natürlich stets ein unb das-selbe Resultat unb zwar bie verlangte Summe.

Summirt man aber zuerst alle ©lieber in einer unb der-selben Horizontalreihe (in benen x einen unb denselben Wert hat, so hat jedes ©lieb bie Form ydy, wenn man das Produkt dx-fg,y durc Py bezeichnet (weil nicht blöd dx, sone dern jetzt auch x fonstant ist). Daher wirb biefe Summe durc /Pydy, also durc /n(dx-f)-dy ausgedrüct fein, während dx als konstanter Faftor herausgerückt werben sann, so bah man dx-/f-dy oder Rg-dx erhält, wenn bad bestimmte Integral /f-dy, — welches fein y mehr enthält, sondern nur noch eine Funktion von x ist, — durc &g bezeichnet wirb. Dieses Re-sultat Rgdx ist zwar noch unendlichklein, aber nur noc von der ersten Drdnung, unb liefert nac unb nach bie Summen der ©lieber in jeber Horizontalreihe, wenn man unter x nach unb nach alle feine Werthe sich denkt, von a an,, um dx wachsend, bis b hin. Die Summe ber Summen aller Horizontalreihen wirb daher durc bad bestimmte Integral j&g-dx ober /.‘(Jinf-dy)-dx ausgedtüct fein.

Summirt man (nach 2.) in umgekehtter Drdnung, so er-hält man den Ausdruc jmn(/bF-dx)-dy.

Man drct daher bie gesuchte Summe häufig auch so aus, nämlich durc bad Seichen

jbj"edx.dy.

indem man das eiste Jntegralzeichen auf den ersten Faktor dx, das andere auf den andern satter dy bezieht, und dem Leser überläßt, in welcher Drdnung er die Integrationen will auf einander folgen lassen.

Jedes einzelne tiefer auf einander folgenden bestimmten In-tegrale, in so ferne es eine bloße Bezeichnung ter Summe ist, muß bann nac her Formel (0) des §. 5. (b. nac IV. des §. 1.) augewerthet werben.

Beispiel. Werden in einem Rechtec CDEF (ig.3.), bie beiben Seiten CD unb CF in unendlichviele Theile getheilt, so baß jeder Theil von CD durc dx unb jeher Theil von CF durc dy bezeichnet wirb; denkt man sic bann das ganze Rechtec durc Parallelen mit ben Seiten, welche durc bie Theilpunkte gelegt werben, in unendlichmal unendlichviele Rechteckchen zerlegt, bereu jedes ben Inhalt dx-dy hat; legt man ferner parallel mit ben Seiten zwei Koordinaten-Alren OR unb 09; sind nun a unb b bie Abscifsen Werthe (OA unb OB) der Gcen C unb D, desgleichen in unb n bie Drdinaten-Werthe (AC unb AF) der Ecken C unb F; unb denkt man sic zuletzt auf jedes dieser Nechteckchen dx-dy, welches an der Stelle liegt, deren Koor-b inaten-Werthe x unb y sind, ein Gewicht gelegt, welches durc fX/y-dx-dy ausgedrüctt ist, so baß f,y das Gewicht vorstelt,$ welches eine Slächen-Ginheit treffen würbe, wenn fte in allen ihren Theilen Von der Grse dx-dy, mit dem gleichen Ge-wichte f-dx-dy (für einen unb denselben Werth von x unb y) belastet wäre; so drüct das Doppel-Integral

das Gesammtgewicht aus, womit das ganze Rechtec CDEF be-lastet ist. — 9s aber fy bie Dichtigteit des Slächenstück-chens dx-dy, welches an bet durc x unb y gegebenen Stelle liegt, — so ist f-dx-dy bie Masse dieses Flchenstücchens, unb das gedachte Doppel-Integral liefert bann bie Masse des ganzen Rechtecs CDEF. — If endlic fx,y = 1, so drüct das Doppel-Jntegral ben Inhalt des Rechtecs CDEF aus unb solcher findet sic dann = (n— m)(a—b). — 3s aber 5- 53. f,=xy*, fo >st /fy”dy = jxy" , /fdy=!(n3—m3)x=K, und /R-dx=(n3—m2)x2, also j‘a-dx.= (n“- m3)(b2—a2)

d. /J„r-dx-dy={(n°-m*)(b*-a*);

und dasselbe Resultat ergiebt sic nun auc, wenn man in um« gefehrter Drdnung integrirt.

§. 8. ßweite Aufgabe.

Man suche jetzt die Summe derselben Produkte f-dx-dy für dieselben Werthe von x und y, jedoc mit Ausnahme d erer, für welche

(y-h)2<p(x-c)

ist, whrend c zwischen a und b, und li zwvischen m und n liegen soll, so das man a<c<b und mch<n hat; dabei sollen a, c, b, m, h, n reell, p dagegen positiv fein. — Man sann diese Summe so bezeichnen, nämlich

Jfdx-dy

axb, myn, (y—h)2-p(x-c) . 0,

weil die Bedingung, das (y—h)23p(x—c) fein soll, eben alle Werthe von x und y ausscliest, in denen (y—l)*<p(x-c) ist.

Erste Auflösung. Summirt man querst für einen und denselben bestimmten Werth von y, intern man dem x alle ihm erlaubten Werthe giebt, so hat jeder Werth von x, drei Bedin-gungen zu erfüllen, nämlic

1) X>a; 2) x<b und 3) X<C-—(y—h)2,

P

von denen die beiden lederen mit einander in den Kampf treten. — Giebt man daher dem x alle Werthe, welche zwischen a und b liegen, so muß (her 3. wegen)

bEc- p(y-h)* d. l)- (y-h)*5pb-c)

68                          Bweite Uebung.


§• 8.



fein, d. h., wenn man bet Kürze wegen

	
4) —Vp(b—c) durc q bezeichnet, es darf bann y nicht zwischen h—q und h—q genommen wer-den. Wird aber y zwischen h—q und h—q genommen, so ist



1

(-h‘<Pb-C D. b b>ctp(-h)2 und man fann

und darf bann bie Werthe von x nur von a an bis zu

1

C---(y—h)2   gehen lassen, für welche Werthe von x allein

P

wieder alle drei Bedingungen 1.—3.) zugleic erfüllt sind.

Nan muß daher, ba m und n als bie Grenzwerthe von y gegeben sind, sofort vier verschiedene Sülle von einanbet un-terscheiden, nämlich:

	
I. Siegen bie gegebenen Grenzwerthe m und n von y, selbst zwischen h—q und h—q, so tonnen bie Werthe von x nie bis ju b hin genommen werben, sondern immer (b. h. für jeden



1

bet WBerthe von y) nur bis zu C---(y— h)(<b) hin, und

man hat bann unsere gesuchte Summe

Xf-dx-dy =./ (/6+ p • "‘edx)-dy.

	
II. Siegt in unter h—q, aber noc n zwischen h—q unb h-q, so sondert sic ein Theil ber Summe 2 ab, in welchem y von m bis h—q, unb x von a bis b fortgeht, während in dem anbeten Theil derselben Summe 2, bie Werthe von y, von h—q bis n fortgehen, aber gleichzeitig bie Werthe von x nur von a an bis zu C—- (y— h)2 hin; in diesem Valle



P

sindet man daher unsere Summe

Se-dx-dy=/“(/.‘f-dx)-dy-+/.(/6+,e-‘F-dx)-dy.

	
III. Siegt m (wie in I.) zwischen h—q unb h-q, aber n übet h—q, so findet sic



- f-dx-dy -/-U.

	
IV. Liegt endlic m unter h—q, und gleichzeitig n über h—q, so verfällt unsere (Summe in drei Theile, einmal in den Theil, wo y von m bis h—q, und x von a bis b geht; bann in den andern Theil, wo y von h-q bis n, und x von a bis b geht; endlic in den dritten Theil, wo y von h—q bis h—q, dagegen 1



x nur von a an bis 8u Cp(-h‘ 2i geht -anfindet daher jetzt unsere (Summe


Ef-dx-dy



/h—q( /b \ /n//b N =J. (J. f-dx)-dy+./4(. f-dx)-dy


+./(.+de-f-dx)-dy.



Nur im ersten Fall sann also die verlangte (Summe durc ein einziges bestimmtes Doppel- Integral ausgedrct werben, bei welchem überdies bie Drdnung der Integration nicht be# liebig ist.

Die Formel (0) beS §. 5. ober §. 1. IV. lehrt übrigens allemal, durc welche Rechnung bie durc bie einzelnen bestimm# ten Integrale angezeigten Summen ausgewerthet werben.

§. 9.

3weite Auflösung ber zweiten Aufgabe. Man sann aber bieselbe Summe -f-dx-dy auc noc dadurc in bestimmte Doppel-Integrale ausdrücken, das man zuers für einen unb denselben (unbestimmten, aber) fonstanten Werth von x, bie ©lieber summirt, welche zu allen Werthen von y geboren, unb bann erst für alle Werthe von x, bie Summe dieser Sum-men nimmt.

Bei biesem Gange sind, ber brüten Bedingung

(y-h)2>p(x-c)

gemäs, alle Werthe von y ausgeschlossen, welche zwischen h—Vp(z— c) unb h-Vp(x—c) liegen, so lange x$c ist st aber X<C, so ist die Bedingung (y—h)2Sp(x-c) für jeden Werth von y erfüllt, so daß fein einziger derselben durc tiefe Bedingung ausgeschlossen wird. Daher föntest sic jetzt sogleic ein Theil unserer Summe S, ab, welcher ausgedrckt ist durc das Dopvel-ntegral

/(RI-ly)-dx.

So wie aber x>c Wirt, so gehen tie Werthe von y, nur von m an bis zu h—Vp(x—c) hin, und dann erst wieder von h—Vp(x—c) an bis zu n hin. Weil dies aber


5)

unt 6)



mEh-Vp(x—c) t. xEc+p(h- m)2 nh-Vp(x-c) t. x=c1(h-n)2

voraussetzt, so hat man für x neue Bedingungen, welche mit ter Bedingung x<b in ten Kampf treten, t. h. mit ter Be-dingung x<c+/q*, wenn man wieter Vp(b- c) = q

1

sett, so daß b = c ---q2 Wirt.

Bezeichnet man daher

7)   c+(h-m)2  ducch b"

unt 8)    c+p(h-n)2  durc b',

so Wirt man die Werthe von x, von c an nur bis zu b" nehmen dürfen, so oft h—mq t. h. m2h— q gegeben ist, weil tann b"<b ist; tagegen Wirt man tie Werthe von x, von c an nur bis zu b' hin nehmen dürfen, so oft n—h<q t. I). n<h-q gegeben sein sollte. 3st daher , . (bi m k h—q, so gehen tie Werthe von x, von c an biö u, ( hin, während tie Werthe von y, von m an bis zu h—Vp(x— c) hin gehen. — Eben so darf man die Werthe von x, von c an nur

(b‘ <

bis 81 6 ( hin gehen hissen, je nachdem n—h-q gegeben ist

Gs müssen habet abermals vier Flle von einanbet unter« schieden werden, nmlich: entweder

	
1) bet allergrößte h—q und bet allerkleinste h—q bet ausgeschlossenen Werthe von y, liegen beibe zwischen m unb n so baß mEh- q<h—qEn ist); bann hat man offenbar V. Sr-dx-dy = / (/," r.dy)-ax-+/, (Cv==f-dy)-dx



+/‘(/,a-VoG--®f.dy).dx;

ober

	
2) bet Wertth h-q liegt über n hinaus (ist >n), wäh-rend noc h —q>m ist; bann muß man in bem vorstehenden zweiten Doppel-Integral statt bet obern Grenze b von x, die Heinere b' setzen (weil für jeben größeren, zwischen b‘ unb b liegenden Werth von x, bie untere Grenze h—Vp(x—c) beS innern Integrals (nac y) gleic ober größer werben würbe, als bie obere Grenze n, waS nicht fein bars); man findet also nun


	
VI. 2 f-dx-dy -/ (4” t-dy)-dx+./" (/" vest-dy)-dx +/‘(/-Vn6--®r.dy)-dx;





oder

	
3) bet Verth h—q liegt unter m (ist <m), whrend wie in 1.), h—qEn ist; bann muß man in V., im dritten Dop-pel-Integral, statt bet obern Grenze b von x, blos bie Heinere Grenze b" feßen (weil für jeben größeren, zwischen b" unb b liegenben Werth von x, bie obere Grenze h—Vp(x—c) beS innern Integrals (nac y), gleic ober Heiner als bie untere Grenze m fein würbe, WaS nicht fein bars); man findet baßer nun


	
VII. I-dxedy =/. (/m r-dy)-dx++/, (/N"-vne--oF-dy)-dx





+j‘(-VpC--6)f.dy)-dx;

oder endlic

	
4) es liegen h—q und h-q auserhalb des Raumes von mbisn, d. es ist h—qEm und h— qSn; dann mus man in den beiten ledern Doppel-Integralen in V., die obere Grenze b von x (intern unt zwar statt des erstem b jetzt b', statt des andern b aber jetzt b" setzen; unt man hat also jetzt



	
VIII. -f-dx-dy =J‘ (/m f-dy)-dx-+/, (/+-vKe-of-dy)-dx +/,(/n-V-®f-dy)-dx.



Anmerk. 1. Whrend also bei ter ersten Anordnung des Summirens (im §.8.), in einem Falle wenigstens (nämlic im §. 8.1.), es möglic geworben ist, tie verlangte Summe durc ein einziges bestimmtes Doppel-Integral auszudrcken, wirb dies bei der zweiten Anordnung des Summirens (nac §. 9.) unmög-lic, sondern es sind bann in jedem Falle drei bestimmte Doppel-Integrale erforderlic, um bie gedachte Summe Sf-dx-dy aus, drücken, und solche bann nach Anleitung ter Formel 0 des §. 5., ober der IV. des §. 1., auch auswerthen zu sönnen.

Anmerk. 2. Der im §. 8. gegebenen analytischen Auf-gäbe sann das nachstehende geometrische Gewand gegeben werben. 3 nämlic (Sig. 3.) OA = a, AC=m, AF=n, OH = c, GH = h; sind alle Geraden entweder mit ter Are OX, oder mit der Are OY parallel; ist GK der Hauptdurchmesser einer Parabel M'GL, deren Parameter p ist; fint x und y' Koor-dinatenwerthe eines beliebigen Punkts M‘ der Parabel, so ist bie Gleichung tiefer Parabel, nämlich UM'2 = p-GU, tie nachstehende:

(y'-h)2 = p(x-c).

Sint ferner x unt y tie Koordinaten-Werthe eines beliebigen Punftes M, in ter Gbene, unt ist f_,, bie Dichtigfeit des an

M liegenden Rechteckchens vom Inhalte dx-dy, so das f-dx-dy die Masse des Rechteckchens dx-dy »erstellt, — und sucht man nun die Masse des Rechtecks CDEF mit Ausnahme des inner-halb der Parabel liegenden Theils desselben, whrend OB=b ist, — so hat man genau die Aufgabe des §. 8. — In der Behandlung des §. 8. hat man zuers feie Masse ter einzelnen mit OX parallelen Streifen von ter Breite dy, nachher die Summe ter Massen aller tiefer Streifen gefunten. 3m Falle I. hat tie Seite DE des Rechtecs tie Sage D"E", so das OB=b ist; es ist liier m‘ = B"N unt n‘ = B"Q; — unt das erste Doppel-Sntegral in I., drückt tie Masse des Recht ecks CD"NW, — das untere Doppel -Integral tie Masse ter Figur NGQVW, — das dritte Doppel Sntegral entlief) tie Masse des Rechtecs VQE"F aus. 3m Falle III. hat tie Seite DE des Rechtecs tie Sage D'E' oder D"E", so das b = OB' oder = OB" ist, unt es ist tann m‘=B‘R oter = B"S. — Der Fall IV. endlic ist ter, wo OB = b ist. — Der Fall II. kommt in ter Sigur 3.) nicht vor, würde aber vorfommen (wä^ rend tann ter Fall III. ausfallen würde), wenn ter Haupt-durchmesser GK ter Parabel nher an ter Seite CD als an ter

Seite EF des Rechtecs läge, t. h. Wenn  h<m,n   wäre,

whrend in ter Fig. 3.) h>m,n gedacht Worten ist.

3m §. 9. tagegen ist zuers tie Wasse ter einzelnen mit

OY parallelen Streifen von der Breite dx  gefunten, nachher

tie Summe ter Massen aller tiefer Streifen. In allen 4 fällen, welche im §.9. aufgezählt Worten sind, trüeft das erste Doppel-Sntegral allemal tie Masse des Rechtecks CIZF au?. Das zweite Doppel- Sntegral in V. trüeft im Falle 1.), wo OB"=b getagt ist (oter OB" = b), tie Masse ter Figur GQE"Z (oter ter Figur GE"Z) au?; whrend in demselben Falle ta? tritte Doppel- Sntegral in V., tie Masse ter Figur GID"N (oter ter Vigur GID"S) vorstellt. — Sm Falle 2.), wo OB‘=b gedacht ist, trügen ta? gweite unt ta? tritte Doppel-Sntegral bezüglic He Massen der Siguren GE"Z und GID’R aus, in so ferne im zweiten Doppel-Integrale, b‘ = OB" statt b zu stehen fommt. — Der Fall 3.) kommt in dieser Figur nicht Vor, würde aber vorfommen, wenn hm, wäre,wäh, rend jet in bet giguv, hsm,n gedacht ist. — ©et Fall 4.) tritt ein, wenn OB = b ist; her Grenzwerth b', welcher im zweiten Doppel-Integral (in V.) statt b zu stehen fommen mus, ist taun wiederum = OB"; bet Grenzwerth b", welcher nun im dritten Doppel-Integral (in V.) statt b gesetzt w erben mus, ist bann =0Bt; und das dritte Doppel-Integral selbst giebt bann bie Masse bet Figur GD,I.

§. 10. ©ritte Aufgabe.

(Stellen wir jetzt bie Aufgabe: bieselbe Summe Ef-dx-dy zu sinden, wenn x und y blos alle diejenigen reellen Werthe erhalten sollen, für welche (y—h)2Ep(x- c) ist, whrend x alle Werthe bekommen soll, welche nicht grölet als b sind, unter der Voraussetzung, das p positiv, c und b reell sind unb das c<b ist; — also zu finden bie Summe

Sfdx-dy, xb, (y-h)2 <P(X-C)

Grste Auflösung. Summirt man zuerst alle bie ©lieber, in benen x einen unb denselben (fonstanten) Werth hat, so erhält y nothwendig alle Werthe von h—Vp(x—c) an bis zu h+Vp(x—c) 6) hin. Also hat man


1 Fdo-dy JU.wt-v)-y

3weite Auflösung. Summirt man aber zuerst alle bie ©lieber, in benen y einen unb denselben (fonstanten) Wert hat, während dem x alle feine Werthe gegeben werben, — so muß man wiederum vor Siliern nachsehen, welche Werthe x überhaupt




annehmen sann.




giebt aber




Gs gehen also




Sie Bedingung

(y-h)*Ep(x-c) x5c+p(y—h).

bie Werthe von x, welche su einem und dem-




selben Werth von y x=c+p(y-h)* aller ©lieber von




genommen werben drfen, an bis zu x = b hin. Sfdx-dy, bie zu einem /b




»on




Die «Summe




und demselben




Werthe von y gehören, ist daher = dy _1(_n2f-dx;

•   p

unb biefer Ausdruck ist eine bloße Funktion von y, mit bem unendlichkleinen Faktor dy noc multiplicirt.

Jetzt muß man untersuchen, welche Werthe y erhalten sann.

— Weil aber in bem vorstehenden Integral, bie untere GSrenze

1

Ctp (Y- h)‘,  die obere ©tenje b, nie ubersehteiten bars, so

giebt bie Gleichung c+/(y-h)2 = b, aus welcher

(y-h)2 = p(b-c) = q2

hervorgeht, bie Grenzwerthe von y, nämlich y =h±q.




Werth erscheint, welcher bet Bedingung gemäß, für einen und denselben Werth von x, dem y beigelegt werden sann.



so daß die Werthe von y von h—q an bis ju h—q hin, genommen werden müssen. Deshalb findet sic jetzt

/Ph—q / /b \

II. Sf-dx-dy /    ( / 1   ,,f-dx).dy,

J • h—q el c+ p (Y-h2    )  - '

WO q = —Vp(b- c) ist

güt jeden Werth von y nämlic, welcher <h—q ober >h-q ist, wirb y—h<—q ober >-q, folglic (y—h)2>q2 und deshalb c-1 (y— h)2>c+1 q? d.5. >b,

P               P

was mit der gegebenen Grundbedingung im Widerspruc steht.

§. 11. Der dritten Aufgabe

dritte Auflösung. Um dieselbe Summe nämlic Sf.dx.dy

xEb, (y— h)2 = p(x- c)

zu finden, sann man auc statt x einen neuen Vernderlichen r einführen, durc bie Gleichung x— x,, wo x, irgend eine Funktion von r, vorstellt. Dann hat man den Faktor dx, = 8x,dr, unb deshalb auc f-dx-dy=fry0x-dr-dy, wenn fr,y) das vorstellt, was aus fg,y wirb, sobald man bie Funktion x, statt x, substituirt. — Man hat bann


A.)•



Zfdxedy = J[fy*dxr]-drdy. xEb, (y—h)2p(x-c) xrEb, (y—h)2p(xr-c)

Man muß aber nun vor allen Dingen untersuchen, welche Werthe r unb y in der Summe jur Rechten, überhaupt annehmen fön-neu; bann erst sann man bie Doppel- Integrale (nac r, unb nac y) angeben, durc welche biefe Summe sic ausdrücken läßt.

8 fei 8.B. x,=c-Ip-r2, also x,= 2r; — bann gebt bie Bedingung x,b über in c—Ip-r2Eb. — Die Bedingung, das y reell werben mus, giebt aber X,Sc, ober — p-r350; daher hat man jet zunächs bie beiden Bedin-gungen, nämlic

1) Ipr2E4p—b—c,

so das r, tiefer Bedingung gemäs, alle posttiven und nega-tiven Werthe bekommen sann; von ±//p an bis zu ± V!p-(b-c) hin. Weil aber x schon alle seine Werthe bekommt, wenn man statt r alle feine positiven Werthe sett, so muffen die negativen Werthe von r weggelassen werten, um nicht Werthe von x zweimal zu befommen. Die andere Bedin-gung, nmlic (y—h)2Ep(x—c) Wirt jet

2) (y—h)*Ep(*-Ip).

Die Gleichung A.) geht also für unsere besondere Funktion

X, = c— Ap—r2 , über in

B.)-  Sf.dx-dy = S2fs-r-dr-dy.

xb, (y—h)2 <p(x—c)   Apr24p--(b-c), (y-h)2 <p(r2—|p)

Summirt man nun für ein fonstantes r, so erhält man zunächst 

,    /h-Vp(r2=p), n    ,     Ph+Vp(r2-p),    ,

dre /       ___ 2ref(ryjedy ovet 2r-dr- /    ______W’ayj

 

• h—Vp(r2- Ip)                        • h-Vp(r2—4p)

und summirt man wiederum alle tiefe Produfte für alle Werthe von r, so findet sic  

i                  /+VAp-(b-c),  /  /h+Vp(2- p),   . N ,



+-4Vp W• h—Vpr2—p) /

Vierte Auflösung. Summirt man aber in umgekehrter Ordnung, nämlic zuerst für ein konstantes y und für alle Werthe

— 1

von r, so giebt tie edingung 2.), 168t r>aPtp(-h)* welche ter andern Bedingung r2>1p nicht widerspricht; es darf aber (ter Bedingung 1.) gems) auch nicht r2>1p—(b- c)

1

werten; tie Werthe von r2 fangen daher bei Ip-—(y—h)2 P

an unt hören bei 4p—(b—c) auf. Ferner muh der größte unt fleinfte Werth von y, so fein, das

IP++p(y- 1)* = Ip+(b- c), D. Det Anfang ter Wecthe von r2, dem Ende derselben gleic witd; dies giebt diesen grös-ten und fleinsten Werth Von y, = h±Vp(b- c) = h±q. — Man hat daher jetzt die verlangte Summe wie folgt, nämlic

h-q / /- VAp—b—c              »

( / /----i------2r-fry-dr)-dy.

h_q e+‘P+p(-h)2       /

Diese auf einander folgenden bestimmten Integrale, welche wie-derum nur angezeigte Summen verstellen, muffen aber nun nac her Formel (0) des §. 5 , d. nac ter Formel IV. des §. 1., ausgewerthet werben.

§. 12, Der dritten Aufgabe

fünfte Auflösung. Man wähle nun die Gleichung zwischen x und r, durc welche statt, des Vernderlichen x, der neue Vernderliche r, eingeführt wirb, so, dasß sie auc noc y in sic aufnimmt; man nehme z. 53. bie GSleichung

	
1) (x-c-Ip)3+(y-I)*=1*,



so das

	
2) x,=c—Ip± Vr?-(y—h)2 , also



r

	
3) x, =----.



±Vr2— (y—h)2

wirb. — Auc bei dieser Gleichung zwischen x und r, ergeben sic bereits alle Werthe von x, wenn man r blos positiv nimmt; also bars man auc jett statt r nicht noch negative Werthe fetten, wenn man nicht Werthe von x, doppelt nehmen will.

Die beiden (Srenzbedingungen

x<b und (y—h)«p(x—c)

gehen jet über in 

	
4) ±Vr?- (y— h)2 E b—c— !p



und in

	
5) (y-h) Ep2±p. Vr*-(y—h)* ,



zu welchen sic noc bie Bedingung

	
6) (y—h)2«r



gefeilt, weil feie vorstehenden Quadratwurzeln nicht imaginär werten dürfen.

Summiren wir nun zunchs für einen fonstanten Werth

Von y, und für alle Werthe von r, so zeigt die Bedingung 6.), daß F(y—h) bet fleinfte Werth ist, den r überhaupt anneh-men sann und zwar ist derselbe

= —(y—h),  so lange  y<h  ober  y —h  negativ,

und =—(y—h),  so wie    y>h  ober  y — h  positiv

Wirb 5 während gleichzeitig bie Bedingung 5.) sehen läst, daß bie GEristenz dieses Minimum Werthes von r, (y— h)2E1p2 voraussetzt, so das r biefen Minimum-Wert F(y— h) nur so lange erreicht, als y—h zwischen —1p uhd —p liegt; so wie also (y— h)2>!p2 wirb, b. h. (nac §. 4.) so wie y—h<—p, ober >—Ip wirb, erreicht bet Wert von r, biefen Ainimum-Wert F(y— h) nicht.

Die Gleichung 2.) läst sehen, das, whrend x von c an bis zu c—Ap hin wächst, das ( —) Zeichen bet Quadrat-wurzel genommen werben muß, so das and) fx,y in fy über« geht, wenn wir durc f bad bezeichnen wollen, was aus fg,y hervorgeht, wenn man c—p—Vr2—(y—h)2 statt x setzt; — das aber, wenn x übet c—p hinauswchst bad (—) Zeichen bet Quadratwurzel gilt, so daß auc fg,y nun in fg übergeht, wenn unter letzterem Zeichen das verstanden Wirb, was aus fg,y hervorgeht, fobalb man c—1p—Vr?—(y—h)2 statt x set.

Man wirb daher sofort zwei gälte unterscheiden müssen, einmal wenn bc+!p, unb bann wenn b>c—Ip ist.

Grser galt — Sft bEcH’p, so bars überall nur bad (—) Zeichen der Auadratwurzel genommen werben, weil nun bet größte Werth b von x, ben Wert c—Ip noc nicht (ober doc gerade nur) erreicht. — Die Bedingung 4.), ba in ihr linfö und techts nur negative Bahlen vorfommen, giebt (nac §. 4b.)

	
7) rSr", wenn r" = +V(b—c—Ip)2+(y—h)2 angenommen wird. Die Bedingung 5.) dagegen giebt, wenn man 1p2 subtrahirt, so daß linfs und rechts negative Bahlen fommen, uni, bann quadrirt, (nac §. 4b.)



L(y-h)*-Ip*]*5p*[r-(y—h)3].

Additt man daher p?(y—h)2 auf beiden Seiten, so ermatt man

[y-h)2+Ap*]5p?p2

woraus hervorgeht

	
8) rr, wenn r‘=Ip+(y-h)2 genommen wirb.



1Ind ba bie Bedingung 7.) jett bie noc übrige Bedingung 6.) in sieb schliest, so bleiben dasmal bie Bedingungen 7.) und 8.) allein zu erfüllen, und biefe lassen sehen, daß für jeden fonstan-ten Werth von y, bie Werthe von r, von r" an bis zu r' bin wachsen, ober vielmehr, von r' an bis zu r" hin abnehmen, whrend bie Werthe von x, von c an bis zu b hin wachsend gebucht werben, weil r, (= 1) mit der negativen Quadratwurzel zugleic negativ ist (nac 3.).

Weil aber bie beiden Grenzwerthe r' und r" von r, Funt-tionen von y sind, also nach ben verschiedenen Werthen von y, weiter aus einander, ober näher zusammen rüden werben, — bie Heinere Grenze r" aber bie größere Grenze r' nie übersteigen bars, — so giebt natürlich bie Gleichung

P‘5r" b. $.  p+/(y—h)*5+V(-c-Ip)*+(y-I)*

eine (Srenjbeftimmung für bie Werthe von y. — Diese (Slei-chung liefert aber, wenn man sie quadrirt und bann auf beiben Seiten (y—h)2 subtrahirt, endlic auf beiben Seiten bie po, fitive Wurzel nimmt

Ip-1(y—1)*5c+4p-b 4. (y1)*Ep(b-c) so daß, wenn man wieder 

	
9) +Vp(b-c)=q



sett, (nac §. 4b.) h—q und h—q als feer fleinste und größte Werth von y, hervorgeht.

Man findet also in tiefem Falle, wo b«c-!p voraus-geseszt Worten ist,



	
I. xr.dx-dy_ (  ((    — r— = »dr)»dy


	
•n-q W, " +Vr2-(y—h)2 / y





wo wir die Heinere Grenze r" zur untern genommen haben, um in dem Faktor xr, die Quadratwurzel positiv nehmen zu sönnen (nac §§. 1. und 2.). 

Sür b=c+Ip, Wirt r" = +V(y-h)* = F(y- h), negativ)

positiv J if*, weil r" ftet8 positiv fein mus; dabei wirb aber q=!p. Will man jedoc die letztere Form F (y—h) statt r" setzen, so mus man das Integral in zweie zerlegen, — in einen Theil, in welchem y—h stet« nega-tiv bleibt, wo also y Von h—q an bis zu h hin wächst, wäh-rend die Werthe von r, von — (y—h) an bis zu r' hin wachsen; — und in einen zweiten Theil, in welchem y—h stets positiv ist, in welchem also die Werthe von y, von h an bis zu h—q hin wachsen, die Werthe von r dagegen, von +(y—h) an bis zu r' hin gehen.

3s also b=c+p, so sann man auch schreiben, wenn man gleichseitig }p statt q seht,



A.)... Sf.dx.dy= (" ( f f.--,r _.dr).dy

•ht•(-h) "*) —Vr2—(y-h)2 )

ph+-4p/ pr‘ T r \ 

+Z

Schriebe man, wenn b = c—!p ist, dafr (nach I.) lieber 6

/uh--1p/ pr y \

Sf-dx-dy= / (( f.•—_-dr)-dy,

•1-e+v-,"+Vr3-(y—h)2 /

so wäre dies eben so richtig; nac beendigter Auswerthung dieses Doppel-Integrals (durc zweimalige Anwendung bet Formel © des §. 5.) aber, würbe man in dem Resultat bie positive Aua-dratwurzel —V(y—h)2 mit ausgenommen haben, in welche statt y beibe Grenzwerthe h—p und h—p gesetzt werben müßten, so daß fte einmal in —V(—-p)2, das andere Mal aber in —V(Ip)2 übergehen würbe; man müszte zulett stets —p nehmen, sowohl statt V(— p)2 alö auc statt V(p)2, und bann würbe das Endresultat dasselbe werben, was auc bie A.) liefert.

weiter galt. — 3st b>c—Ap, so muß man zuers einen Theil unserer Summe Z, absondern, bet sic zu ben Werthen von x ergiebt, welche von c an bis zu c—Ip hin wachsen; und dieser ist durc bie beiden vorstehenden Doppel-Integrale A.) ausgedrüct. — Für bie »on c—Ip an biS zu b hin weiter wachsenden Werthe von x, mus bie Quadratwurzel Vr2—(y—h)2 stets mit dem (+) Zeichen genommen werben. Der §. 4b. giebt nun aus bet Bedingung 4.) nicht mehr rSr‘, sondern

	
10) rr", wenn r" = +V(b-c-Ip)2—(y—h)? ist.



Die Bedingung 5.) wirb jett biese, nämlich: (y—h)2—Ip2E+pVr2—(y—h)3, unb beschränkt gar nicht, so lange (y— h)2Eap2 ist, weil sie bann für jeden ber nac 6.) zuläsfigen Werthe von r, erfüllt ist, fte giebt aber, so wie (y— h)2>:p2 wirb (nac §. 4b.)

	
11) r5r, wenn r‘=Ip+p(y-n)*;



unb mit bieser leiteten Bedingung tritt bann auc noc in ben Kampf bie Bedingung

6) r»=(y—h), je nachdem y5h ist-

So lange also (y—h)2«Ip2 ist, gehen die Werthe Von r, von F(y—h) an bis zu r" hin (weil bie Bedingung 11. dann nicht eristirt). — So wie aber (y—h)2>4p* wirb, ist auc allemal r5=(y- h), nämlic r/?5(y- h)2, d. h.


Ip+p(y-n)*




weil jedenfalls



r 1       2_

P-p(y-h)2 >0 d. 7. positiv ist; folglich ist die Be-dingung 6.) zugleic mit bet Bedingung 11.) erfüllt (aber nicht


umgefehrt); folglich gehen nun die Werthe von r, von r' an bis zu r" hin. — SS folgt also nun, das



a) bie Werthe von r, von F(y—h) an bis zu r" hin genommen werben muffen, so lange (y— h)2E1p2 ist; — bagegen

ß) bie Werthe von r, von r‘ an bis zu r" hin gehen, so lange (y—h)251p2 ist.

3m Falle a.) gehen also bie Werthe von y—h, von — 1p bis zu —p, weit eine anbete Grenzbestimmung für bie Werthe von y nicht eristirt, in so ferne bie untere (Srenze F(y— h) von r, feine obere Grenze r", wie bet Anblick beS letzternWer-thes sehen Iaht, ohnedies nie erreichen sann. GS sondert sich also ein Theil unserer «Summe 3, ab, welcher auSgebtücft ist durc bie DoppelSntegrale

/,(/,, f» * +vL=,, -dr)-dy

[image: ]




f _______1_______

(.)—vr?—(y-h)2
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unb biefet Eheil sann auch durc baS einzige Doppel-Integral

[image: ]

(/ — \e/ —V(y—h)2





auSgebtücft werben.




f“            r

(,) +Vr2—(y—h)2



Sm Talle ß.), Wo für die Werthe von y, bereits feie eine Grenzbedingung

(y-h)*5ip*

statt findet, giebt die Mothwendigkeit, das r’r" bleiben muß, wiederum die neue Grenzbedingung

(y-1)*=q*,

für die Werthe von y. — Die erstere giebt ySh—p und yh—-p; die andere giebt y{h-q und ySh—q, je nachdem y—h positiv ober negativ ist. Gs gehen also, wäh-rend die Werthe von r, von r' an bis zu r" hin schreiten, die Werthe von y einmal von h—q bis zu h—}p hin, und bann wieder von h—}p an bis zu h-q hin. Dies giebt noc zwei Theile unserer Summe 2, welche ausgedrckt sind durc bie Doppel-Integrale

	
c.... /".— r--ar).dy


	
•n-q •p " +Vr2-(y-h)2 /





1

 Dabei ist aber f,•8xy selbst bald die eine, bald die andere ter Formen von f--Ox,, und hängt dies von ten Grenzwerthen von z, ab.

2

 8x,=14--2      ist, so wird 8x, positiv, so

“      ±Vz2-1

lange z positiv ist, wenn man +Vz2—1 nimmt; dagegen Wirb Ox,, so lange z negativ ist, nur bann positiv, wenn man - Vz2— 1 gelten laßt.

3

*) Da im erstem Integral zur Nechten, bie Grenzwerthe von z negativ sind, so wird 8x, für dieselben nur bann negativ, ivenn man das obere Vorzeichen nimmt; im anbern Integral dagegen sind bie Grenzwerthe von

4

1 3

5

 Unter SinZ verstehen wir alle Bogen, deren Sinuswerth =z gefunden wird; durc Arc sin.z dagegen bezeichnen wir stet« den an sic fleinsten, übrigen« (Wefativen} diefer Bogen, ie nachdem z fetbs positiv ) ist negativ ' ’

6

 Aus bet Bedingung (y—h)2 Ep(x-c), folgt nämlic (nacf) §. 4b) je nachdem y-h negativ ober positiv genomnen wird, bezüglic y-h5-Vp(x-c) unb' y—h E + Vp(x- c)

b. h. yh-Vp(x-c) und y < h +Vp(x-c)

so bag h-vp(x-c) als bet ffeinste, unb h+Vp(x-c) als bet größte



ah-q




h-1p



/, "»‘ +V(-I: -t)“y

Man hat also nun in diesem zweiten Falle, wo b>c—Ip vorausgesetzt würbe, gefunben

	
II. Sfdx-dy= A.—B.+C.,



whrend bie Doppel Integrale A., B. unb C. nun, mittelst zwei-maliger Anwendung ber Formel © des §. 5., ihrer Auswerthung entgegen sehen sönnen.

	
§. 13. ©er brüten Aufgabe



sechste Auflösung. Wollen wir nun biefelbe Summe S[f69-8x,]-dr-dy

xr< H (y—h) 2 < p (xr - c)

des vorhergehenden Paragraphen, — WO fr,y zweiförmig ist, nämlic halb ft. halb f vorstellt, — dadurc finden, da

’                V fi f                V •

wir in umgekehrter Drdnung summiren, nmlic zuerst -für einen fonstanten Werth von r, und für alle Werthe von y, — so muffen wir zuerst aus den beiden Bedingungen 4.) und 5.), zu welcher noc feie 6.) tritt, feie Grenzwerthe von y, als Funk tionen von r herleiten.

Srster Sali. — 3ft bc+Ip, so sann überall Vr2—(y—h)2 nur mit dem (—) Beichen genommen werben. Die Bedingung 4.) giebt daher nun, ba linfs unb rechts alles ne# gativ ist, wenn man quadrirt (nac §. 4b.)

	
12) (y—h)2€y‘2, wenn —Vr2—(b-cIp)2 = y‘ gesetzt wirb; whrend bie Bedingung 5.), welche jett mit bet 8.) zusammenflit,


	
13) (y—h)‘5y"2, — wenn +Vpr—Ap) = y" gesetzt Wirb, — liefert.



Man hat also nun bie Bedingungen 12.), 13.) unb 6.) zu erfüllen; weil aber, wenn bie 12.) erfüllt wirb, bann allemal auch schon bie Bedingung 6.), nämlich (y— h)2Er2, zugleich mit erfüllt ist, so kommt letztere hier nicht weiter in Betrachtung.

Die Bedingung 12.) sest

	
14) rSc+ip-b



voraus, weil y nicht imaginär werben bars; dadurc ist der Eleinste Wert von r festgeftellt.

Da bie Bedingung 13.), nämlich (y—h)25p(rIp), für jeben Wert von y, erfüllt ist, so oft rEp ist, so bleibt für biefe Werthe von r, nur bie Bedingung 12.) allein übrig. — Also sonbert sich ein Theil bet «Summe ab, in welchem bie Werthe von y, von h—y' an biß zu h—y‘ hin gehen, wäh-rend r von |p an abnimmt bis zu dem tleinsten Werth von r hin, welcher =c-Ip- b ist, weil sonst y‘ imaginär werben würbe. Dieser Theil ist ausgedrckt durc das Doppel-Integral

/_(‘-)

güt die Werthe von r, welche >!p stnd, treten beite Be-bingungen 12.) und 13.) beschränfend auf. Die 12.) giebt (nac §. 4b.)

y-h>—y',   so lange y—h negativ ist,

und

y—h<—y‘, so lange y-h positiv.

Die 13.) dagegen giebt

y—h<—y“, so lange y—h negativ, und

y-h5—y", so lange y-h pofitiv ist.

6 gehen daher die Werthe von y, von

h—y‘ an bis zu h— y" hin, so lange y<h; dagegen Von h—y" an bis zu h—y‘  hin, so lange y>h ist.

Weil aber sonach stets

h—y'<h—y" und h-y"Eh-y‘

bleiben muh; beide Vergleichungen aber zu der einzigen

y"Ey‘, d. y"Ey", d. h- zut Vergleichung

p(r-Ip)Er-(b-c-IP)2

führen, diese aber in

(r-Ip)*5(b-c-p)2

übergeht, — so erhält man hieraus (nach §. 4b.), wenn man links und rechte die positive Wurzel nimmt,

entweder  r— pSc—Ip-b, im Falle r>}p

ober p-r$c+Ip-b, im gallo r<!p

fein sollte. Die erstere Annahme, das r>!p werben sann, würbe zur Folge haben r5c—2p- b, und dieses Resultat würbe mit ber 14.) im Widerspruc stehen, weil (nach 14.) cHIp—b der tleinste Werth von r ist, unb nicht c—2p- b. Es sann also r nicht gröszer als }p werben; also sann nur die anbete Annahme r<p (ober = p) statt finden, und

deshalb findet sic

	
15) rb—c—Ip



als die obere Grenze von r, während 1p, für biese heile der (Summe S, bie untere Grenze bet Werthe von r sein mus. Die beiden letzten Theile unserer Summe sind daher je^t ausgedrckt durc bie Doppel-Integrale


p4p—-b—c

E.)- /      ।

•/ 4p




(/G*+v-n:dy

ph-y‘             r




Man findet vorausgesetzt ist,



•s+y” 6■ daher in diesem ersten Fall, wo b=c—!p

I. -fdxdy=D.-E.,

wenn y' unb y“, in diesen Doppel-Jntegralen, aus 12. unb 13.), als Funktionen von r, entnommen werben.

Für b= c—1p, wirb p—b—c=1p unb y' = r; unb in diesem Falle findet Kc also bie Summe Sfdx-dy duc einfacher noc so ausgedrckt, nämlic v,-


+f e/ Ap



•6,+-+ /+e. • _r_ .dyUr.

	
• n+y" " +Vr2-(y—h)2 /



Wir haben aber überall (in D., E. unb F.), obgleich jebe Wurzel Vr2—(y—h)2 nur mit ihrem (—) Zeichen genommen werben bars, bie Grenzen bet Integrale nach r, mit einander vertauscht unb bie Heinere statt bet größeren als bie untere ge# nommen, um in 8xr b. h. in                    dieselbe Qua-

=Vr— (y—h)2

dratwurze mit dem (—) Zeichen nehmen zu sonnen ($$. 1. 2.)

weiter Fall. — Sf b>C—1p, — so betrachtet man zuerst den Theil der Summe in welchem x von c an bis zu c—1p hin wächst, und für welchen die Auadratwurzel Vr2—(y—h)2 überall nut ihren negativen Werth haben sann. Dieser Theil ist aber so eben in F.), durc Doppel-Integrale ausgedrückt worben.

Betrachtet man mm den ferneren Theil der Summe S, wo x von c—!p an bis zu b hin wächst und wo (nac 2. und 3.) die Wurzel Vra- (y— h)* überall mit dem (—) Beichen zu nehmen ist (so daß auc jett fx,y in f, und nicht mehr in

übergeht), so geben die Bedingungen 4.) und 5.) (welche nun nicht mehr mit 7.) und 8.), sondern mit 10.) und 11.) zu-sammenfallen) statt her ungleichungen 12.) und 13.) (nac §. 4b.) jett (aus 4.)

	
16) (y— h)25y", wo y‘=+Vr*-(b-c-Ip)*



und (aus 5.)

	
17) (y-h)2<y"\ wo y" = +Vp(r-Ip),



wobei wir aber nicht übersehen dürfen, daß die Bedingung 5.), nämlich (y—h)2— !p2 E+p-Vr?- (y— h)2 sic für jeden Wert von y, erfüllt fteht, so oft (y—h)2E:p2 ist, folglich bann gar nicht beschränkt. Die Bedingung 17.) tritt also nur bann erst auf, wenn (y— h)2SAp2 ist. Dagegen tritt jett wieber bie Bedingung

	
6) (y-h)2<r2



hinzu. — So lange also (y—h)2Ep2 ist, so lange tritt bie Bedingung 6.) auf unb nicht bie Bedingung 17.). — So wie aber (y—h)25!p2 wirb, so treten bie Bedingungen 6.) unb 17.) zugleic auf; unb bann möglicher Weise mit einanbet in ben Kampf. Dann muß man also sofort unterscheiden,

ob r2<y"2, ober ob r2>y“2

ist; kenn im erstem Fall wäre wiederum von den beiden Bedin-gungen 6.) und 17.), nur die Bedingung 6.) allein zu berck-sichtigen, — weil mit ihr die Bedingung 17.) zugleic erfüllt ist; im andern galt dagegen ist mir die Bedingung 17.) allein zu bercsichtigen, weil mit ihr bann die 6.) zugleic erfüllt ist. So wie aber (y—h)25p2 ist, so folgt auc (aus 6.)

	
*5* D. r>|p.



Die erstere Annahme r2<y"2, führt aber zu r2<pr-|p2 d. . au (r—|p)2<0, welches, da das Quadrat jur Linken stete positiv ober 0 ist, einen Widerspruc enthält; also sann biese erstere Annahme nicht Plat greifen; folglich bleiben nur bie beiben Bedingungen 16.) nnb 17.) allein masgebend, so lange (y— h)251p2 ist; da-gegen bleiben bie Bedingungen 16.) und 6.) allein bestimmenb, so lange (y—h)2 < jp2 ist.

Wegen der 6.) ist aber, so oft rEp ist, auch (y—h)*Ep*; und, so oft (y—h)‘5ip2 ist, auch r5ip; woraus auch noc indireft hewvorgeht, bah umgekehrt, so ost rSp ist, auc nothwendig (y—h)254p2; und so oft (y—h)2E4p2 ist, auc nothwendig rEp fein müsse.

Die Bedingung 16.) ist stete erfüllt und beschränft daher bie Werthe von y nicht, so oft

r^b-c-ip

ist, wie bie bloße Ansicht derselben lehrt. So lange also r<b—c—|p ist, so lange findet nur bie Beschränfung 6.) allein statt, im gälte (y—h)‘Eip2, (also auch rE:p ist; — ober nur bie Bedingung 17.) allein, so wie (y—h)251p2 (also auch rS!p wirb. — So wie aber r$b—c=Ip wirb, so tritt bie Bedingung 16.) beschränfend auf.

Wlan siebt sich daher nun veranlast, zwei Unterfälle von einander zu unterscheiden, einmal, wenn b—c— Ipk!p und bann, wenn b—c— Ap>‘p ist, d. ie nachdem bc—p ober b>c-p ist.

(Sester Unterfall. — Sst bEc-p (aber noc >c—4p), so sondert sic sofort ein Theil unserer «Summe ab, in welchem r von 0 an bis zu b—c—|p hin geht; r ist bann noc <|p; folglich ist auc  (y— h)2E:p2;    folglich

tritt nun bie Bedingung 6.) allein beschränfend auf, unb es gehen also gleichzeitig bie Werthe von y, von h—r an bis zu h-r hin. Dieser Theil ber «Summe ist nun ausgedrüct durc das Doppel-Integral


b- C—4P/ ^h+r

( / f(y)

। w h_r




r

—Vr2—(y- h)2



[image: ]



GGehen nun bie Werthe von r, von b—c— Lp an bis zu 4p weiter fort, so tritt bie Bedingung 16.) mit ber 6.) zugleic auf. Die erstere giebt (nac §. 4b.)

y—h<—y',  so lange y<h, unb

y—h5+y‘,  so balb  y»h Wirb.

Die andere Bedingung 6.) bagegen giebt (nac §. 4b.)

y—h>—r,  so lange y<h, unb

y— hE-r, so wie   y>h wirb.

8 gehen also, solange y<h ist, bie Werthe von y, von h-r an bis zu h—y‘ fort; so wie aber y>h wirb, von h—y‘ an biö ju h-r fort. — Folglic fonbern steh zwei weitere Theile unserer «Summe ab, welche ausgedrückt sind durc bie Dop-pel-Integrale

p’p / phy‘ „           r ,

") (.»‘+(-

peh—r ,,               r                \

+.4 fe» * 4VrL(=hy5 -dy)-dr

Füt alle Werthe von r endlich, welche >2p sind, tritt, weil mit r>}p, auc (y—h)2>!p2 wird, statt der 6.) feie 17.) ein, welche (nac §. 4b.) liefert

y—hs—y", so lange y<h iß; und y—hE-y", so wie   y>h wirb.

Es gehen also nun, so lange y<h ist, die Wetthe von y, von h— y" an bis zu h— y‘ hin; so wie aber y>h ist, von h—y‘ an bis zu h—y" hin. und da sonac ftetö

h-y = h-y' und h—y’Eh+y"

«iso y'<y" d. +*-(--=+(-)

bleiben muß, so liefert tiefe Vergleichung noc

(r-p)2=(b-c-Ip)2, ober da r-ip jest positiv ist, r-p=b-c-Ip, b. ). rEb-c-+Ip;

wodurc der obere Grenzwert von r bestimmt ist.

Diese letzten Theile der «Summe 2, sind baßer ausgedrckt durc hie Doppel-Integrale

.....

wo überall y‘ unb y" bie in 16.) unb 17.) stehenden Munitionen von f, verstellen.

Man findet baßer in biefem ersten Unterfalle des zweiten Falles, b. h., wenn b>c—Ip, aber <c+|p ist.

II. Sfdx-dy = F.+G.+H.+J.

3weiter Unterfall. — 3s b>c+?p, d. h. b—c—Ip>}p; so fann man zuerst bie Werthe von r, von 0 an bis zu ip fortschreiten lassen; bann ist r<|p, folglic (y—h)E‘p2; folglic tritt nun bie Bedingung 17.) nicht

auf, sondern die 6.); und die Bedingung 16.) tritt noc nicht auf, weil noc r<b—c—jp ist. Die Bedingung 6.) zeigt aber, daß die Werthe von y, von h—r an bis zu hr hin fortgehen. — 8 sondert sic also nun ein Theil der Summe ab, welcher ausgedrct ist durc das Doppel-Integral

[image: ]



.......—    ..------dy bdr.

—Vr2—(y—h)2 /

Läst man nun die Werthe von r, von |p an bis zu b—c—|p hin weiter fort gehen, so tritt die Bedingung 16.) immer noch nicht auf, dagegen die Bedingung 17.), statt der 6.). — Diese liefert aber für y, alle Werthe von h—y" an bis zu h-y" hin. Dieser Theil her Summe ist daher ausgedrckt durc das DoppelIntegral


L.)...



pb-est( chty"" r

[image: ]



4, \J^r (,y)°+vr2=(y-h)2

Für die weiteren Werthe von r, tritt zu der Bedingung 17.), auc noc die Bedingung 16.) hinzu, und es gehen daher nun, so lange ych ist, die Werthe von y wiederum Von h—y" an bis zu h— y‘ hin, und, so lange y>h ist, von h—y‘ an bis zu h—y" hin; während wieder

rb-c+Ip

bleiben mus, damit eben tiefe letzteren Grenzbedingungen feinen Widerspruc erleiden, d. h. damit y’Ey" bleibt; aus welcher letzteren Vergleichung also tiefer obere Grenzwerth b— c—Ip von r, hervorgehen mus.

Dieser Theil ter Summe >, ist daher auSgetrürft durc tie Doppel-Integrale

b—c+4Pi Ah—y „          r


M.)-.



--2 v ’ +Vr*-(y-h)* ’ y

+/(-,,,-Ay)

In tiefem zweiten lInterfall des zweiten Falles, d. h. wenn b>c—2p gegeben ist, findet sic daher

in. Sfdx-dy = F.—K.+L.+M.

So wie aber die gesuchte Summe Sfdx-dy in lautet solche Theilsummen zerlegt ist, welche durc sogenannte bestimmte ntegrale ausgedrckt d. angezeigt werben, so lehtt bann bie Formel 0. des §.5., durc welches RechnungsVerfahren diese (Summen ausgewerthet werben tonnen.

§. 14. Erste allgemeine Aufgabe.

Es soll bie Summe Sfg,y-dx-dy unter irgend gegebenen Grenzbedingungen, dadurc gefunden werben, das man statt x und y, zwei neue Vernderliche r und e einführt mittelst der beiden Gleichungen

1) x = P,,0 unb 2)    y=%,8.

Vorbereitung. Bezeichnen dr unb de bie mit dx, dy zusammen gehörigen unendlichkleinen Zuwachse, — so das bie neuen Werthe x-dx, y—dy, r—dr unb e—de, statt der alten Werthe x, y, r unb e gesetzt, den Gleichungen 1.) unb 2.) abermals genügen, — so hat matt nac den Regeln bet Differential-Rechnung (aus 1. unb 2.)

dx = 8ppdr—DPe-de unb dy = Bdr—De-de; foglic

dx-dy = Ap-8r-dr2(p,81e—8pe-Dp)dr-de

+8,-81 de J also wirb

Xfgydxdy = Sf,6-8p,-B+,edr2

+Sf,e-(84,8%—da-8y.)-dr-de—-Zf,6-8/-81g-de*, wenn f, 6) das »erstellt, was aus fg,y wirb, sobalb bie Funt-tionen Pr,9 unb %r,0 bezüglic statt x unb y gefeit werben.

Dbgleic aber jett bie gesuchte Summe Zfdx-dy in btei Summen zerlegt ist, welche blos r, e, dr unb de enthalten, so besten wir doc keinen Lehrsat, durc welchen Wir bie erste unb dritte derselben, nmlic «Summen von der Form SF,,6dr2 und SF,,gd92, auswerthen sonnten; — wenn wir auc di mittlere tiefer Summen durc bestimmte Doppel- Integrale aus-drücken und dann durc wiederholte Anwendung ter Formel 0. des §. 5. auswerthen sönnen. — Der einzige Ausnahmsfall tritt ein, wenn die Funftionen a und 3 nur einen einzigen ter bei-den neuen Veränderlichen enthalten, 8. B. 9p blos r, und • blos e, ober cp blos 9, und • blos r, — weil bann gleich-zeitig 896=0 und — ober gleichseitig 8,=0 und 04=0 Wirb, so daß bie nicht auszuwerthenden beiben Theile ganz wegfallen.

Dann ist entweder

Sfdx-dy = ,6-8--

ober

Sf-dx-dy = ,6--,--.

In allen übrigen fällen muh man aber, wie folgt, »erfahren.

Wirkliche Auflösung. Man muh nmlic einen neuen Veränderlichen nac bem andern einführen unb nicht beibe auf einmal. — Man eliminirt also aus ben beiben Gleichungen 1.) unb 2.), ben Vernderlichen 0, so bah man «ine einzige Gleichung zwischen x, y unb r enthält, welche, nach x auf-gelöst, bie Form

	
3) x = x,



annimmt, wo xr eine Funktion von r (unb y) »erstellt, in web eher x selbst nicht vorkommt. Führt man nun statt x ben neuen Vernderlichen r mittelst biefer Gleichung 3.) ein, so hat man

dx = x,-dr;

also hat man nun genau ben Ball ber §§. 12. unb 13.; unb es wirb bähet

	
4) - fg,y-dxdy — S fa,yyx,-dr-dy,



wenn f2,y) wiederum das bebeutet, was aus fg,y wirb, fobalb man bie Funftion x, (»on r unb y) statt x fubftituirt; wo aber, wie wir in ben §§. 12. unb 13. gesehen huben, unter fr,, in den verschiedenen Abtheilungen dieser Summe zur Rechten, verschiedene Formen vorgestellt fein sönnen.

Hierauf führt man erst statt y den neuen Vernderlichen 0 ein, mittelst ter Gleichung 2.), welche

	
5) dy=8v,-de



giebt. — Die Gleichung 4.) geht bann übet in diese, nmlic

	
6) Xfgy-dx-dy = Sfe,6-x,81e-drde,



wo f(,6) das wieher vorstellt, was aus (den verschiedenen For-men non) f,y wirb, wenn man noc 3r,9 statt y setzt, welches basselbe ist, was aus f_y hervorgeht, wenn man statt x unb y bezüglic bie Funftionen cf) unb xp (von r unb 8)’ substituirt; — whrend auc noc We unb 819 verschiedene Formen haben tönnen, je nachdem unter ben, zu ben stets wachsend gedachten Werthen von y, gehörigen Werthen von 0, wiederum ein Hein? stet ober ein grösster Werth vorkommt, ober keines von beiben statt findet.

Man sann aber Ox, in bie, in 1.) unb 2.) für x unb y gegebenen Funktionen Pr,9 unb a),,e leicht ausdrücen. — Senft man sic nmlic in

	
1) x=r,6,



unter 0 biejenige Funktion von y unb r, welche aus bet

Gleichung

	
2) y=%r,e



für 0 hervorgeht, unb welche biefe leitete identisc macht, so das sie in y = y übergeht (in so ferne r in ihr von selber sic weghebt — so wirb (aus 1.) unter dieser Voraus-seung

	
7) öxr = 8p——8pe .28,, whrend bie Gleichung 2.) unter derselben Voraussetzung nac r differentiirt,


	
8) 0= 8+81,-80,



giebt. Gliminitt man nun aus 7.) unb 8.) bie Ableitung 80,, so erhält man

	
9, ,  Qcpr.QtlJ6~d^(p6



‘   " d1     •

Die Gleichung 6.) giebt bann

(C)... Ifg,y-dx-dy = ,-(,-81,1,-)--, wo «bet in der Summe zur Rechten, sowohl f,6) als auch her zweite Faftor 8q,816—81-8Pe verschiedene, jedoc zusam-mengehörige Formen vorstellen sönnen, in den verschiedenen Theil-Summen, in welche die Total Summe (in C. jur Rechten), den jedesmnaligen Grenz edingungen gemäs, zerfällt. Um aber dies leitete noch nüber bestimmen zu tonnen, muß man erst die Funftionen P,,9 und 3r,6 bestimmt angenommen haben, so wie natürlich auch die Grenz-Bedingungen für die Werthe von x und y bestimmt gegeben fein muffen.

Anmerkung. Man sann natrlic auc, nachdem e elk minirt und die Gleichung zwischen x, r und y erbalten ist, statt tiefer letzteren die Form 3.) zu geben, solche (nicht nach x, sondern nach y auflösen, so daß man

	
10) y = y,



erhält, wo yr eine Funktion Von r und x vorstellt, (welche natürlich y selbst, nicht enthält). Man sann nun zuerst statt des Vernderlichen y, den neuen Vernderlichen r einführen, — hat bann

dy = 8ydr und

	
11) Zf-dxdy = Zfx,m*dyr*dx-dr.



Hierauf wirb bann statt x, ber neue Veränderliche e eingeführt, mittelst ber Gleichung 1.) unb biefe giebt nun

dx = Ddode,

so bah nun gefunden wirb

	
12) 2f.dx.dy = Sf,6-By,-qpedr-de, wobei fr,9) genau dieselbe Bedeutung hat wie oben.



Drüct man nun By, in p unb % aus, inbem man sic au§ ber Gleichung

	
1) x = Pr,9


	
9 in r und x ausgedrückt, gefunden und in tiefe, wie in die anfeere GSleichung



	
2) y=%r,6,



substituirt fernst, so das feie Gleichung 1.) identisc x = x wird, und nac r differentiirt

	
13) 0=Dq++Dq,-8e,



liefert, whrend feie Gleichung 2.) durc dieselbe (Substitution, in feie 10.) übergeht und narb r differentiirt

	
14) 8y,=8v+av,-30,



liefert; — eliminirt man dann aus 13.) und 14.) feie lInbekannte 06,, so ergiebt sic

.e ,__0v,q—8,,-B1

1° - • de

folglich geht jett feie 12.) über in

CO Sf-dx-dy = Sf,c-(D1,-de—8p-8+e)-dr-de.

Vergleicht man aber dieses Resultat mit feem oben gefundenen (C), so zeigt sic eine Heine Verschiedenheit in beifeen Aus-drücken jur Rechten, feie jedoc nur in einer Umänberung des Vorzeichens besteht. Da f,6=f,,y ist, so ist nämlich im Paragraphen

dx-dy = —(88- B+-Bpe)-dr-de jett aber

dx-dy = — (De-816— Dw,Dpe)-dr-de gefunden worden.

Aus dieser Vergleichung folgt aber:

	
1) ®o lange feie Werthe von r und e so sind, das sie feen Ausdruc 8,*01- 01r-8qe positiv machen, sönnen bei feer Amwvendung feer Formel (C) im Paragraphzen, sowohl dr, alö de, beifee negativ oder beifee positiv gedacht werden, wäl-tend bei feer Anwendung feer hiesigen Formel ((,), dr und de nie zugleic negativ und nie zugleic positiv gedacht weiten dürfen.


	
2) So wie aber solche Werthe von r und von e cintreten, welche denselben Ausdruc D/016—DDPe negativ machen, müssen in der Formel (() dr und de als verschiedene Vorzeichen habend, gedacht weiten, in her Formel ((,) aber als einerlei Vorzeichen habend.


	
3) 3s derselbe Ausdruc ,8,- aw-Bqe für alle Werthe von r und e stets positiv, so ist die Formel (() die bequemere; dagegen wird die Formel (CJ die bequemere, so oft derselbe Ausdruc für alle Werthe von r und 0, stets nega-tiv Wilt.



§. 15. ©er brüten Aufgabe

siebente Auflösung. Nehmen wir nun unsere dritte Aufgabe noc einmal vor; suchen wir also noc einmal bie Summe

-fx,y"dxdy

x}b, (y—h)2 p(x-c)

in Doppel-Jntegrale auszudrücken, aber jetzt durc von zwei neuen Veränderlichen r und 0.




Es fei nämlic gegeben

	
1) x=Q,,0=c 1Ip-r. Cos Ö



und

	
2) y — •,6 = h-r-Sin



so hat man

Dq, = Cos 6;           8q9 = r-Sin 9;

8v, = Sind und 8 = r-Cos 9-, also

	
—        = y und 01,-dqe- dq,*016 = — r.



Die Gleichung (. des §. 14. ist nun folgende, nämlic

	
3) Sfg,y*dx-dy = Sfr,g-r-dr-de *),



wo man dr und de stets positiv sic denken fann und wo glück-licher Weise bet Faftor fr,6). Wie der andere Faftor r, nur eindeutig ist, so daß die Verwickelungen, welche die Vieldeutig-feit der gönnen veranlaszt, jetzt gar nicht eintreten. Da r-Cosß ud r-SinO, «Ile positiven und alle negativen Werthe haben, vom kleinsten bis zum größten, wenn man e zwischen 0 und 2n, umd r positiv nimmt; und für weitere Werthe von e und r, also auc für negative dieselben Werthe nur wiederkehren, — so folgt aus den Gleichungen 1.) und 2.), das man r nur positiv ober der Null gleic nehmen bars, und 0 höchstens zwischen 0 unb 2n, wenn nicht Werthe von x ober von y, doppelt erscheinen sollen**).

Die Bedingungen für bie Grenzwerthe von x unb y, nämlic

x<b unb (y— h)2<p(x— c), gehen jett über in

	
5) r-Cos 6 E b—c— !p unb 6) r2.Sine2Ep(!p--r-Cos 0); subtrahirt maneaber bie festere Ungleichung von r2 = r2, so erhält man statt ihrer,



(r^Cos 0)2 >r2— pr.Cos 0— !p2

oder

(v-Cos 8—Ip)25r2.

Hieraus folgt wieder, weil aus 5.) hervorgeht, daß r.Cose—p5Ip, folglich positiv ist (nac §. 4b.)

	
*) Nac der Formel ( würde man erhalten haben



2fdx-dy = 2f e-(- r)-dr-dg.

Sann hätte man dr ober de stets negativ, das anbete Differential aber stet« positiv sic benfen müssen; und bei bet Zerlegung bet Summe 2, in Doppel-Jntegrale müsste man bann bie größere Grenze des abnehmend gedachten Veränderlichen (nac §. 1.) als bie untere nehmen.

“) Man sann 6 innerhalb beliebiger 4 auf einanbet folgenden Auas dranten nehmen, also auc negativ; aber nicht weiter.

7) r-Cos O—p>r ober p>r(1— Cos 0).

Die Bedingungen 5.) und 7.) sind nun die einzig masgebenden.

Summiren wir nun zuers für einen fonstanten Wert von e, und für alle Werthe von r, so muffen wir vor allen Dingen aus tiefen Bedingungen 5.) und 7.) die Srenzwerthe von r, als Funktionen von y, herleiten.

Aus ter Bedingung 5.) folgt aber (nac §. 4b.)

=b—C—P °   > Cosd


so lange CosG negativ, — aber



	
9) =b-c-Ip °   < Cose


, so wie CosO positiv wirb.





Aus der Bedingung 7.) bagegen geht, ba 1—Cos ft stets positiv ist, allemal

	
10) re,,,



hervor. — Weil aber, wegen ber 5.), Cosft nie positiv fein sann, wenn bEc—Ip ist, — bagegen eben sowohl positiv als negativ werben sann, so wie b>c—p i4t, so mus man sofort wieder bie früheren beiden gölte von einander unter-scheiden.

Grster 8a11. — 3 bc—Ip, — so ist Cosft nie positiv; es finden daher jett nur bie beiden Grenzbedingungen 8.) und 10.) statt; daher gehen bie Werthe von r, von

an, bis su

12) 1=Cso - "

hin. Hub weil stets r=r‘ bleiben mus, so giebt bie GSleichung eine GSrenzbedingung für bie Werthe von ft. Sie giebt


Cos e E




b—C—Ip b—c—Ip



und sie liefert für den Grenzwerth von 0, zwei Werthe, einen

Werth 9’ im zweiten Quadranten, nämlic und feen andern 2—0’ im dritten Auadranten, so das feie


13)




0‘ — Arc cos.




b—C—Ip b—c—Ip



Werthe von 0, von 9° an bis zu 27—0’ hin gehen, in so ferne für diese Werthe von 0 allein, stets r“ <rl bleibt. — Man findet daher für diesen Fall, wo bEc—Ap ist,

/02T— 9’/ /Or‘ \

I. -f-dxdy= J, (./, fcr,0)*r-dr)-de,

wenn nur r" und r' und e‘ aus 11.), 12.) und 13.) ihre Be-stimmung finden.

Sft namentlich b= c—Ip, so ist r" = 0 und e‘ = Arccos. 9 = ^n, und für tiefen ganz bestimmten Werth von b, findet sich daher unsere (Summe S,


-/Ut,onar)a-.

weiter Sali. — 3s b>c+ !p, — so ist feie Bedin-gung 5.) allemal erfüllt und sie beschränft nicht, so lange Cos 0 negativ ist, fe. h. so lange e, von In bis geht.   Für

Cos 9 positiv tritt sie dagegen (in feer Form 9.) wieder auf, wähvenfe feie anfeere Bedingung 7.) in feer Form 10.) beschränft. Die Bedingungen 9.) und 10.) treten aber dergestalt mit ein-ander in feen Kampf, das feie 10.) allein zu erfüllen bleibt, so ,      b—c—Ip      Ip               */   ,              . I \

lange    Csg-1Cose ist, weil mit ihr dann die 9.)

zugleic erfüllt ist; — daß dagegen feie 9.) allein zu erfüllen bleibt, so lange b C 2P<,P - ist, weil dann mit feer ' 1            Cos 9     1— Cos 9    1 '

9.) feie 10.) zugleic erfüllt ist. Die Gleichung b—c—!p  Ip

Cos 9 1-Cos 9

giebt die Scheidewand zwischen den einen und den andern Wer-then von e; und ste liefert wieder für e zwei Werthe, nämlic den Wert 0‘ aus 13.), bet aber dasmal im ersten Auadranten liegt, und den Wert 2n—e‘ im vierten Quadranten, güt alle Werthe von 0, welche von e‘ an, wachsend, bis 2n—e‘ gehen, ist also r' (aus 12.) bet Grenzwert von r; für bie übrigen Werthe von e aber, nämlic von 0 an bis 0' hin, unb von 2n—e‘ an bis zu 2n hin, ist bagegen r" (aus 11.) bet Grenz-werth Von r*). Unb ba weiter feine beschränkende Bedingung übrig ist, so ist 0 (Mull) der untere GSrenzwerth von r. — Man findet daher jetzt


Efdxdy
[image: ]

r.dr).de




/0‘/ /r‘ \ /2m / /r" \

	
H./ Uo               9-)-.



©st f(r,e) den Veränderlichen 4 nur als Cos 0 unb Sin e


%) Für alle Werthe von 9, welche von 0 bis e‘ unb von 2n— 6’ bis 2n liegen, zeigt sic nämlich Cos 9 positiv unb ^.Cos^ b. 5. > b—c P, D-CTP

Ip ___1p

unb darans folgt bann wieder i-Coss<.—2—— unb ——4Lb—c-%p, —b—CtP Cos 3 =




unb noc




2p




1—Cos e —




b—c-p; folglic auc um so mehr



	
b, P<,P—; folglic ist mit der Bedingung 9.) bie 10.) zugleic \^0S 0       1 COS 9



erfüllt unb eben deshalb liefert nun bie 9.) den obern Grenzwert von r. — Für bie Werthe von 9 aber, welche zwischen 9' unb 4n, ferner zwischen 2n unb 2n—e‘ liegen, is Cose noc immer positiv, aber <Cosß'} unb daraus folgt bann wieder (ganz analog wie kurz vorher), baf bann allemal hds2>1ds; und be^alb bleibt jetst r‘ als bie obere Grenge von r, weil nun bie Bedingung 10.) allein maasgebend wird, in so ferne jett mit ber 10.), bie 9.) zugleic erfüllt ist. Unb ba, so lauge Cose negativ ist, also von g=‘n an bis zu 0=3n hin, ohnedies bereits vorher r‘ als bie obere Grenze von r ersannt wurde, so sieht man Har, daß r‘ diese obere Grenze bleibt, von 9 = 6’ an bis zu 9 = 271-9' (ohne alle unter-brechung) hin.

enthält (nac 1. und 2.), tiefe letzteren ober stc nicht ändern, wenn 2n—9 statt e geschrieben wirb; da ferner d(2n—e) ebenfalls wieher in de übergeht; ha entließ hie Grenzwerthe dieses neuen Buchstaben 0, um 2n Keiner sinh, als hie des alten (wenn 2n neues e, statt des alten e, gesetzt werben) — so zeigt sic das letzte dieser drei Doppel-Integrale auc noc


-JUtc-t-lr)-

und taun nun (nach §. 2.) mit dem zweiten, in Eins zusammen-gesagt werben, so daß man schlieslic erhält

/2m_ 9’/ Pr‘ \

II. -fdx-dy (./. ,6)--)

/g‘ ( /ru \

+/-Wo foordr)-do, wenn nur b>c—Ap ist, und wenn r", r' unb e‘ aus 11.), 12.) unb 13.) ihre Bestimmung erhalten.

§. 16. ©er britten Aufgabe

achte Auflösung. Summiren wir aber in umgekehrter Drdnung, nämlich zuerst für einen konstanten Wert von r, unb für alle Werthe von 0, — so müssen wir aus den vorhandenen Bedingungen 5.) unb 7.) zunächst bie Grenzwerthe von e, als Funktionen von r, herstellen. — Man erhält aus diesem Ge-sichtspunkt, als bie ju erfüenden Bedingungen (ba r nie nega-tiv ist)

14) Cose=h-f--P unb 15) CosO^i-^.

Erster Fall. — Wenn b{c—Ip ist. — Da Cosi) nie Heiner als —1 unb nie gröszer als —1 werben sann, so mus (wegen 14.) stets

rSc+Ip—b

bleiben, wodurc bie untere Grenze von r feststeht. — Die Be-bingung 15. bagegen ist für jeden Werth von 0, erfüllt, so daß sie bann gar nicht befranst, so oft 1— P=-1, d. 1. rEp ist. — Für alle Werthe von r, welche zwischen c—Ip—b und 1p liegen, hat man also blos die Bedingung 14.) allein zu berücksichtigen. — ginbet man also aus bet Gleichung

____JL p

CosO=--r4 dieGrenzwerthevon 0, nmlic Of im zweiten Auadranten aus bet Gleichung

	
16) 0,=   cos. -—C—— und bann ben zweiten Werth 2—0, im dritten Muadranten, — so überzeugt man sic bald, da für alle Werthe von e, welche von an bis zu 2n—9, hin gehen, CosO^Cos D', b. h., das bie Bedingung 14.) erfüllt ist; für bie brigen Werthe von 0 (zwischen 0 und 91, und noc zwischen 271—0, und 2n) aber nicht. — Gs fonbett sic also nun ein Theil bet Summe ab, welcher ausgedrückt ist durc das Doppel-Integral



/4p / /2n—0,         \

A.)—    /      ( / frg-r-de -dr.

	
• c-+p—be 91           /



So wie rlp wirb, so tritt bie Bedingung 15.) beschrnfend auf. ginbet man also aus Cos 0^1— biefe Srenzwerthe von 0, nämlic ben einen e" aus bet Gleichung

	
17) e"=Arccos.(1-P)"



und ben andern 2n—0", — so zeigen bie Bedingungen 14.) und 15.), das bie Werthe .von e, von e, biß zu e", und bann wieder von 2n—9" biß zu 2n—0, fortgehen sönnen und muffen, in so ferne für alle biefe WBerthe von 0, Cos ft^CosO, und

*) Dieser Wert g" liegt im zweiten ober ersten Auadranten, je nach-dem r zvischen p und liegt, über r>‘p ist? 2n- 6" liegt dann gleichzeitig im dritten ober vierten Quadrantet.

^CosO" ivird, wie solches feie gedachten Bedingungen verlang gen. — ©st aber doc immer e,Ee" und (was aber eben darauf zurüctfithtt) auc 2n- e"E2nt- e, bleiben muß, so giebt feie Gleichung e,Ee" d.h. Cos 0 t^Cos 0“, d. .

b—c—Ip—1 !p

r 3 r

feen oberen Grenzwert von r, nmlic

rEb-c-1p. ,

(Es finden sic also bie beifeen übrigen Theile der Summe 5, noc ausgedrct durc bie Doppel-Integrale

/»b-c+ip/ pgu             /2m—0,         \

Ji. (/, fo.orde+—-, foo-r-de)-dr,

ober durc

Pb_ c+fp/ /— ]            /’S"        \

B.)• J s,    \J-i“ fc,6yrde-./, ,8-)-,

indem man in dem einen der Integrale wieder 2n—e statt 0 geschrieben hat.

Man Ijat also nun in diesem Falle, wo bEc—!p ist, gefunden

	
I. Sfdx-dy A.+B.



3weiter Fall. — Wen b>c—!p ist. — Auc in diesem Falle befranst bie Bedingung 15.) bie Werthe von 0 nicht, so lange 52, b. h> rEp ist; diese lederen geljen daher von 0 biß fort, wenn sie nicht durc bie 14.) eine Beschtänfung erfahren, welches aber nicht der Fall ist, so lange man r<b—c— 1p hat, weil bann bie 14.) allemal er-füllt ist.

Man muh daher sofort zwei Unterfalle dieses zweiten Falles unterscheiden, nämlich

wenn Ip<b—C—Ip V. h. wenn b>c—‘p und wenn  p>b- c— 1p d. h. wenn b<c—‘p     (aber

noc b>c-!p) ist.

Sin ersten llnt erfall des zweiten Falles, d. h. wenn b—c>|p ist, liegen nämlic alle Werthe von r, welche zwischen 0 und ip sic aufhalten, auch zwischen 0 und b—c—|p, und die Werthe von 0 bleiben bann ans beiden Seiten ganz unbeschränkt, gehen also von 0 bis 2n, s» ost r zwischen 0 und 4p liegt. Gs sondert sic also jetzt von unserer Summe zunchst ein Theil ab, welcher ausgedrct ist durc das Doppel-Integral

/04p( /02t \

A.)- Jo Uo fto-r-de)-dr.

Fr alle Werthe von r, welche zwischen Ip und b— c—Ap liegen, bleiben die Werthe von 0 durc die Bedingung 14.) noch ganz unbeschrnkt; die Bedingung 15.) dagegen giebt

Cose^CosO“,

wenn ö" aus her Gleichung 17.) berechnet wirb, wodurc ece" und >2n—e" wirb, so daß bie Werthe von e zwischen 0 und e" und wieberum zwischen 2n—9" unb 2n liegen. — Es lösen sich also nun von der Summe S, zwei neue Stücke ab, welche ausgedrückt sind durc bie beiben Doppel-Integrale

Pb-c—2p/ Ag" \

J Wo fo.or-de)-dr

Rb- c— }p( R2m          \

unb ,      ( fr,g-r-de )-dr.

	
•z 4p e 27—9" k ‘‘     /



Weil aber f(,6) blos CosO unb SinO enthält, welche sich nicht ändern, wenn man 2n—8 statt e setst, so geht dieses festere Doppel-Integral noch in

Pb-c—±p/ /0 N

Js U-‘ode)dr

über unb sann bann mit dem ersteren in eines zusammengefast werden, so das die Summe dieser beiten Theile ausgedrüct ist durc das Doppel-Integral

Pb_c_1p/ /gu N

A U-e‘ordo)-dr,

wo die durc feie Gleichung 17.) gegebene Funktion von r, verstellt.

Endlic kommt bet Theil bet Summe S, in welchem r jeden Wert hat, bet gröber als b—c!p ist. — Sezt sind bie Werthe von 0 auf beiden Seiten begrenzt, einmal durc bie Bedingung 15.), welche zu ben Grenzwerthen 0" (in 17.) und 2n—9" von 0, führt, und bann noc durc bie zweite Bedin-gung 14.), welche zu ben Grenzwerthen e, (aus 16.) im ersten Quadranten, und 2n—0 1 im vierten Quadranten, führt, so das. Weil (nac 14.) Cos O^Cos f) t ist, 0>9, und <2n- e, ist. Es gehen also jezt bie Werthe von 0, einmal von 2n—0" bis zu 2n—e, und bann noc von —e, bis zu —e". — IInd ba bie Reihe bet Werthe von e, von 2n—0" bis zu 2n—0,, um 2n vermindert werben sann, so geben fte auch, wenn man will, een e=—e" bis zu 0=- e, hin.

©er umstand, bab stets e,Ee" (unb —g"E—e,), das also Cosd^CosO“ bleiben muß, nämlic

b-c—Ip=, 4p r 3 r führt zulett noch zu

rb—c+Ip, wodurc bie obere Grenze von r, sic ergiebt. — Dieser Theil bet Summe 2, wirb also ausgedrct sein durc zwei Doppel-Integrale, welche stc so zusamnenfassen lassen, nämlic

Pb-c+4p/ /_9, Agu N

CJ- J—- U- W-d«)-dr’ whrend e" unb e, aus ben Gleichungen 17.) unb 16.) als Vunktionen von r augedrckt gefunden unb als im ersten ober zweiten Auadranten liegend gedacht werben müssen.

st also b— cSp, so findet sic

/02p/ /•2m \

	
II. -fxy*dxdy =(. f(,s)•r-de)dr /b-c_Ip/ /gu \



+./ (J_fc,9-r-de)-dr

Bb—c--Lp/ /_9, pgu \

b-c-tp W/- foszr-do+J, fo.a-r-do)-dr, wenn 0, und e" aus den Gleichungen 17.)nnb 16.) genommen werben.

Sm 3 weiten Unterfall des .3 weiten Falles, d. h. wenn b—c<4p (jedoc noc S4p) is, bleiben die Werthe von 0, jett nur auf b eiben Seiten ganz unbeschrnkt, so lange r zwi-schen 0 und b—c—|p liegt; liegt r zwischen b—c— 1p und Ip, so werben bie Werthe von 0, bie durc die Gleichung 16.) ge^ gebenen Werthe e, unb 2n—9, zu Srenzen haben, und ba (nac 14.) CoseE Cosei werben mus, so mus jeder Wert 9,>A, aber <2n—9, werben (wo e, wie oben, im ersten Duadranten gedacht wirb). — Siegt endlic r zwischen Ip unb b— c—Ap, so werben bie Werthe von 9 wieder auf beiden Seiten begrenzt. — Man findet daher jetzt (wo b—c<p aber >zP ist)

wenn 0“ unb 0, aus ben Gleichungen 17.) unb 16.), wie oben ihre Bestimmung finden.

§. 17.

Shrt man nac dem Verfahren des §. 14., statt x unb statt y, zwei neue Veränderliche ein, so lassen fiel) bie Auflö-fungen ber einzelnen Aufgaben (also auch bie der 1ten des §. 7., der 2ten des §. 8. und bet 3ten des §. 10.) oft fiel einfacher gestalten.

Lösung bet ersten Aufgabe (des §. 7.). — Es wurde im §. 7. bie (Summe

	
1) Sfgg-dx-dy



a E x E b, mEyn

in Doppel-Integrale auszudrcken gesucht.

Führt man hier zwei neue Vernderliche x‘ und y‘, mittelst bet Gleichungen

x = x’—a und y = y‘=m

ein, so findet sic ohne Weiteres al§ Aunahmsfall bet „Vor-bereitung" des §. 14.,

dx = dx‘, dy = dy' und dx-dy = dx’-dy’, welches letztere Resultat natürlich auc erhalten wird, wenn man genau nac §. 14. verfhtt; — und bie obige (Summe 1.), wenn man bet Kürze wegen

b—a=g und n — m = k

seszt, findet stc augenblicflic

	
2) = Sfg++-a, y’+m • dx’dy’ 5



0«xg,0=y‘<k

unb diese findet sieb bann wieder (wenn man nac §. 7. verfährt)

	
3) -/ (/. f-+-. y--medy‘)-dx‘,



oder 4)   =./ (/ f,+, y'+m -dx‘ )-dy‘

Bleue Lösung derselben Aufgabe. Man sonnte and; a—b . m-n

2=81 unb —2 -k selben, so wie noch

	
— a—b . — m-n



	
—2— = g unb —2 = k, -so das



a=g-g, b=g-g, m = k—k unb n=k,—k

wurde, und bann

x=x‘g, unb y=yk,

nehmen, ©atm fand stc die obige Summe 1.)

	
5) =Sf+8,,y+1,-dx‘-dy‘;



—g¥x‘=g, — k < y' < k

und, wenn man nac §. 7. verfhtt, tiefe Summe 5.) wieder

	
6) ,1, ’ dy‘)-4s”,



ober 6)   =./_(/“f+E. y++k,-dx‘)-dy‘ *).

Lösung bet zweiten Aufgabe (des §. 8.). — Bei dieser Aufgabe, wo

	
7)  Sfy-dx-dy



ax=b, my¥n, (y—h)2 $ p (x-c)

in Doppel-Sntegrale ausgedrckt werden soll, — sann man ent-webet bie neuen Vernderlichen x‘ und y‘ so einfhren, wie in bet einen oder bet andern näc^ftootfie^enben Lösung bet ersten Aufgabe geschehen ist, oder man sann and) ste einführen mittelst bet beiden nachstehenden Gleichungen, nämlic

x=x‘-c und y=y‘—h.

Wird bann bet Kürze wegen

a— c=— a‘, b—c = b‘, m—h = — m‘ und n—h=n‘ gesetzt, so ist bie Summe in 7.)

	
8) =Sf, y-+n-dx‘.dy‘ ; 





*) Wäre bie Aufgabe als eine geometrische gegeben gewesen, nämlic bie Masse eines Nechtecks 511 finden, beffen Kanten bezüglic bie Längen b-a und m—n haben (s. das Beispiel zu §. 7.), so hätte man diesen Zweck bet Vereinfachung ober bet eleganteren Form ber Darstellung, and) geome= trisc dadurc erreichen sönnen, baß man im erstem Falldurc bie Gcke C (Sig. 3.), im andern Fall aber durc den Mittelpunft des Nechtecks, neue Koordinaten-Agen parallel mit ben alten (0R und 09) gelegt hätte.

und mm fann man sie, genau das Verfahren des §. 8. oder des §. 9. befolgend, in Doppele Integrale zerlegen und erhält, während der Disfussion und in den Endresultaten einfachere gönnen 1).

§. 18. 3) et dritten Aufgabe

neue Lösungen. — Um die «Summe

	
1) Sfgydxdy



x5b, (y-h)2 < p(x— c)

in Doppel-Jntegrale zu verwandeln, fann man zunächst

b—c — a, x—c = x‘ und y—h = y'

sezen, und sie verwandelt sic sogleic in

	
2) Sf-+6,y+n-dx‘-dy‘.



x’Ka, y‘2Fpx‘

mit bet Bedingung, das x‘ mit positive Werthe bekommen darf, weil y' nur reelle Werthe haben soll.

Wird sie nun in tiefer einfacheren ©eftalt nac dem Ver-fahren des §. 10. behandelt, so erhält man selbige eleganter ausgedrct durc

/-Vpx‘             \

I. /    /   _ fx‘+c,y+hdy“ -dx

ez o W - Vpx‘              /

und durc (wenn —Vp(b—c) ober —Vpa durc q bezeich-net bleibt)

"• /(/,.ca)-dy

Söst man dann die Aufgabe nac §. 11., indem man einen neuen Veränderlichen r statt x‘ einfühtt, durc eine (Sleichung zwischen x' und r, die fein y enthält, so darf man nur

x‘ = x'r = r2—Ip

nehmen, um sofort die Auflösung, wie im §. 11. zu haben, aber, whrend ter Behandlung und in den GEndresultaten, in einfache-ter und eleganterer Form.

Wiu man bann dieselbe Aufgabe nac den §§. 12. 13. lösen, intern man r statt x‘ durc eine Gleichung zwischen x‘ und r einfhrt, welche auch noch y in sich aufnimmt, so darf man jetzt nur tie Gleichung

(x‘-p)*+y" - r2

statt ter 1.) des §. 12. nehmen, um sofort, whrend ter Be-handlung sowohl als in ben Endresultaten, einfacher und ele-ganter vorgeschritten SU fein.

Führt man aber wie im §.15. zwei neue Vernderliche r und 0, statt ter x‘ unt y', ein, so darf man nur statt derdor-tigen Gleichungen 1.) unt 2.), jetzt diese unteren, nämlic x‘=1p—r-Cose unt y^r-Sinf)

einführen, um statt ter dortigen Behandlung ebenfalls eine ein-fächere zu erhalten.

Wir empfehlen dem Anfnger, zu feiner Uebung, tie Dis-tuffton jener Aufgabe mit ter jetzigen Vereinfachung zu wieder-holen unt zwar in allen ihren verschiedenen Lösungen.

Anmerkung. In den brei Aufgaben der §§. 7. 8. und 10. waren theils sw ei, theils brei Grenzbedingungen gegeben. — Betrachten wir daher je^t noch eine Aufgabe, in welcher nur eine Grenzbedingung gegeben ist, jedoc so, bah durc sie feiner ber Vernderlichen bis in’S Unenbli^e unbegrenzt bleibt, wie letzteres j. B. ber Fall fein würbe, wenn man blos bie einzige GSrenzbedingung

(y-h)2<p(x-c)

geben wollte, weil zwar durc sie xSc gegeben wäre, in so ferne sonst y imaginär würbe, bagegen gleichzeitig x von c ab bis in’s llnendliche wachsen sonnte, und mit x bann auc y. — Sine solche Aufgabe wäre zwar nicht unmöglich und Von ber dritten Aufgabe des §. 10. nicht verschieben, wenn daselbst b=c gebucht wirb; es müste aber bann bie Funftion fg,y nicht bloß so fein, daß sie für x = c und y=0 einen unendlichkleinen Werth annimmt, sondern bie unendlichmal un-endlichvielen ©lieber von Sf-dx-dy müsten auch eine kon-vergente Doppelreihe bilden, wenn bie gebuchte (Summe einen endlichen Wert haben sollte.

§. 19. Vierte Aufgabe.

Macht man aber 8. 93. bie einzige (Grenz-) Bedingung, nämlich, das sich die Summe Sf,ydx-dy über alle reellen Werthe von x und von y erstreiten soll, welche ber Bedingung x2 y2 = a2b‘<1

entsprechen, so liegen alle Werthe von x, zwischen — a unb —a, weil sonst y imaginär werben würbe, — whrend gleichzeitig alle Werthe von y zwischen — b unb —b liegen müssen, weil sonst x imaginär werben würbe2 3). — Sür jeden bestimmten Werth von x liegen aber alle Werthe von y zwischen -)va?-x3 unb ++ )va2 x2, — whrend für sehen bestimmten Wert von y alle Werthe von x zwischen — Vb2- y2 und —AVb2- y2 liegen werben. — Die jett durch Doppel-Jntegrale auszudrücende Summe Zf,ydx-dy hat also nun immer einen endlichen bestimmten Werth, so lange nur fg,y selbst stets einen bestimmten Wert hat 4). Man findet bann sogleich, wenn dersürze wegen - bvx2—a? R gesetzt wirb

	
I. SI-dx-dy-/(/,-ay)-la



und, wenn man —AVb4—y2 = • sest.

/b(/°V \

	
II. f-dx-dy = _(._,fdx)-dy.



§. 20. ©er vierten Aufgabe

neue Lösungen. Führt man aber bei derselben Aufgabe, in welcher Zf,ydx‘-dy‘ in Doppel-Integrale auSgebrüdt wer-ben soll, unter der Voraussetzung, daß x‘ und y‘ alle reellen Werthe bekommen sollen, welche der Bedingung nicht widersvrechen, — führt man also bei derselben Aufgabe zuvor zwei neue Veränderliche x und y, statt der alten x‘ und y', ein und zwar mittelst der Gleichungen

x‘                 ss y4

a       b‘

so erhält man (weil hier wieder ber Ausnahmsfall der „Vot-

Bereitung" des §.14. eintritt) sogleic direkt dx = a-dx unb dy“ = bedy; «Iso dx’dy’ = abdxdy, und dasselbe hätte man auc durc genaue Anwendung des §. 14.) erhalten; folg« lic ist

fgtydx’-dy’ = fax,byab-dxdy;

und deshalb ist jet

0... Sfy-dx’dy’ = ab.Sfax,bydx-dy, x‘2_y‘2— x2—y251 a2 b2 <

so das die Aufgabe selbst aus eine viel einfachere zurckgeführt

ist. Diese letztere aufgelöst, giebt aber unmittelbar

	
I. Hfz,by-dx-dy =Jfax,by dy) dx



ober                                

	
II. Sfx,by-dx-dy=,/_(./ VE.fax,by-dx)-dy,



welche letzteren beiden Resultate noc mit ab multiplicirt werben müssen (nach 0), wenn man bie in ber vierten Aufgabe gege« bene «Summe ausgedrckt haben will.

§. 21.

Führt man aber, um biese einfachere Aufgabe zu lösen, b. h. um Sfax,bydx-dy in Doppel, Integrale auszudrücken, x2-y2 < 1

statt x einen neuen Vernderlichen r ein mittelst ber Gleichung

1)  x2—y2=r2, welche dx=xdr=dr giebt,

so erhält man biese «Summe 2,

= 3fv--‘vEyrdy-dr,

:21

in so ferne alle positiven Werthe von r, bereits alle Werthe von x, geben, — also r nicht negativ genommen werben bars, wenn man bie Werthe von x nicht zweimal haben Will.

Die Werthe von y bleiben nun durc bie Bedingung r<l ganz unbeschrntt, find aber dadurc beschräntt, das Vr2-y2

8* d. h. x, imaginär weiten würbe, wenn man y2>r2 nehmen wollte 5); man hat daher noc die beiden Bedingungen, nämlich 2) r= und 3) y2<r2.

Summiren Wir nun wieher zuers für einen konstanten Werth von y, und für alle Werthe von r; hierauf aber diese Summen erst wieher für alle Werthe von y.

Man findet nun aber wieher aus her Gleichung 1.), wenn man hie Untersuchung nac hem Muster her §§. 12. 13. weiter fortführt, das, so lange x von —1 an bis zu 0 hin wächst, bie Werthe Von r, für einen fonstant gebuchten Werth von y,


immer abnehmen, bah also




Oxr b. h-




also über-



all auch Vr2— y2, negativ genommen werben muss, — während für alle weiterhin wachsenden Werthe von x (von 0 an biö zu +1 hin), auc bie Werthe von r wachsen (für einen fonstant gedachten Werth von y), das folglich jetzt


, T

b. . — —

Vr2— y2



also auch Vr2— y2, positiv genommen

werben muh- Gleichzeitig geben zwei verschiedene Werthe (j. B.

—c unb -f-c) von x, einen und benfelben Werth von r, so bah jeher (positive) Werth von r, zweimal genommen werben muh, einmal für ben negativen Werth ber Quadratwurzel

Vr2— y2, das andere Mal für ihren positiven Werth.

Die Bedingung 3.) giebt

r5— y, so lange y negativ, — und r5—y, so wie y positiv wird.

Gs gehen also die Werthe von r, von — y bis zu 4-1 bin, so lange y negativ ist; aber von —y bis zu 4-1 hin, so lange y positiv ist. Jeder Werth von r muß aber zweimal genommen werben, einmal whrend Vr2—y2 negativ genommen wirb, also fax,by in f_av3-y*,,=f übergebt, und bann noch einmal, whrend Vr2—y2 positiv genommen wirb, folglich fax,by in f_ay_y,,,= fu übergebt. — Unb weil bie untere Grenze — y von r, nie größer als bie obere 4-1 werben bars, so giebt bie Gleichung —yE—1, d. h. y>—1, bie un-tere Grenze von y dazu. — Eben so bars aber auc bie untere Grenze 4-y von r, bie obere 4-1 nie überschreiten; folglich giebt bie Gleichung —yE—1, bie obere Grenze von y dazu.

Man sindet daher jest 0/1        r    \

( / (f—f)-——-dr)-dy .lW_y       t‘r*-Y*   /

+/(/(+),-)-,

wo wir in dem erstem Integrale nach r, bie Grenzen der In-tegrale umgekehrt haben (nac §. 2. V.), um dr unb damit auch

r

-.------- , überall positiv uns denken zu tonnen.

____y 2

Summirt man aber in umgefehrter Drdnung, b. h. erst für einen fonftanten Werth von r, unb für alle Werthe von y, — um nachher noth bie zweite (Summation für alle Werthe von r, folgen lassen zu sönnen, — so muß man jeden fonftanten Werth von r, wiederum zweimal, unb das eine Mal Vr2—y2 negativ, das andere Mal bagegen biefelbe Duadratwurzel positiv nehmen. — Unb weil für jeden fonftanten Werth von r, bie Werthe von y nicht weiter beschränkt sind, als das y2 nicht gröser als r2 werben bars, so erhält man jett sogleich

I. -/(/ (+9+, -4v)-tr, wo wir wieder im erstem Theil bie Grenzen des Integrals nac r, umgekehrt haben (nac §. 2. V.), um dr und —L

Vr2—y2 überall positiv uns denken 5« sönnen, wodurc es noc ermög-licht würbe, bie beiden Integrale nac r, in ein einziges zu-sammen zu fassen.

Multiplicirt man zuletzt bie Resultate in III. ober IV. noch mit ab, so hat man abermals Lösungen ber vierten Aufgabe (des §. 19.).

8. 22.

Führt man, um Sfax,bydx-dy zu finden, zwei neue

x2—y241

Veränderliche r unb ö ein, mittelst ber GSleichungen

1) x = r-CosO unb 2) y=r-Sine,

so giebt ber §. 14.) sofort bie gedachte Summe S,

— EfarCose,br.SineXrdr-de,

<1

wo bie Werthe von r blos positiv (ober =0) zu nehmen sind, von 0 biö 1, — bie Werthe von e aber von 0 bis 2«, oder von —TT bis —T, ober überhaupt innerhalb vier nächst auf einander folgender Quadranten, — weil bie Gleichungen 1.) unb 2.) bann alle reellen Werthe von x unb y liefern, welche bie« selben ursprünglic haben sollen.

Man findet basier nun ohne Weiteres


V.




Sfx,by-dx-dy —(./ r-far.cos6, ur.sinc-dr




ede



ober auc


VI. Efax,by•dxedy
[image: ]




refar.Cose, br-Sin g•d 0 l*dr;

und nac tiefen Formeln wird stet dasmal die verlangte Summe am leichtesten berechnen lassen, weil sowohl die Grenzen des Integrals nac r, wie die des Integrals nac e, beite fonstant sind, wodurc tie zweite Integration in ter Regel bedeutend erleichtert Wirt.

Werden aber tiefe Resultate noch mit ab multiplicirt, so l)at man jedesmal auch tie in ter vierten Aufgabe des §. 19. verlangte Summe.

§. 23.

Wir wollen jett alle tie vom $. 10. bis zum §. 22. auf rein analytischem Wege gewonnenen Resultate (unt ten Anfän-ger gerate in tiefen rein analytischen Untersuchungen zu üben, ist ter weck tiefer Blätter) auc noc auf geometrischem Wege veranschaulichen.

So lange nämlich x unt y alle stetig neben einander lie-geilten reellen Werthe bekommen sollen, welche einet ober mehreren (Svenzbedingungen genügen, so lange sann man sich x und y als rechtwinklige Koordinaten Werthe denken; unt tie ©renjbetingungen geben dann tie ebene Figur, beten Punfte (im Innern bis zu den GSrenzlinien) zu Koordinaten -Werthen, alle bie Werthe von x und y haben, welche sie in bet verlang-ten Summe Sf,ydx-dy nach und nach erhalten sollen. — Ferner sann bie Funktion fx,y irgend eine quantitative Bedeu-tung bet durc x und y gegebenen Stelle dieser Flchensigur haben, so bah das Srodukt fg,ydx-dy eine entsprechende quan-titative Bedeutung des an tiefer Stelle liegenden unendlichkleinen Rechtecks hat, teffen Dimensionen bezüglich dx und dy sind, Wähtent dx und dy tie unendlichfleinen Werthe sind, um welche x und y bezüglic, wachsend gedacht werben; so bah bie ganze ebene Sigur, wie sie in ihren Grenzen durc bie gegebenen Grenzbedingungen bestimmt ist, mittelst unendlic vieler mit den Koordinaten Aren OX unb OY paralleler, bezüglic um dx und dy von einander abstehender Geraden, in unendlichmal unendlich-viele solcher Nechtecke zertheilt ist. Die Summe Sfa,y-dx-dy ist mm die Summe aller auf jedes tiefer Nechtecke vom 3m halte dx-dy kommenden, jener quantitativen Bedeutungen.

3ft 8.B. f,,y die Dichtigkeit, also f,y-dx-dy die Masse eines, an ter durc x unt y gegebenen Stelle liegenden tiefer Rechtecte (vom Inhalte dx-dy), so drüctt Sfydx-dy die Masse ter ganzen ebenen Sigur aus (wobei tie ebene Sigur aus neben einander liegenden materiellen Atomen gebildet ge-dacht Wirt).

Drckt fg,ydx-dy taS unendlichkleine Gewicht aus, wo-mit taS an ter, durc x unt y gegebenen Stelle, liegende Rechteckchen dx-dy belastet ist, so drückt Sf,y-dx-dy tie Gesammtbelastung ter ganzen ebenen Sigur aus.

3ft f,y-dx-dy ein Broduft, auS ter Mafse teS Rechteck chens dx-dy, in tie Gntfernung desselben von irgend einer gegebenen Geraden (Schwerpunktsmoment), ober in taS Aua-trat tiefer Entfernung (Trägheitsmoment) oder in eine beliebig gegebene Funktion tiefer Entfernung, — so trittst tie Summe -fxy-dx-dy tie Summe aller tiefer Produkte aus für tie Wassen aller ter Rechteckchen, wie solche tie ganze, mittelst der Grenzbedingungen gegebene ebene Sigur erfüllen.

Stimmt man endlic fg,y =1, so drckt tie Summe Sfg,ydx-dy t. h. -l-dx-dy tie Summe ter Inhalte aller tiefer Rechtec chen, t. h. den Gesammt-Inhalt ter gedachten ebenen Sigur auS.

Wir wollen uns in dem folgenden, um etwas bestimmtes zu haben, unter fx,y-dx-dy allemal tie Masse teS Rechteck-chens dx-dy denken, welches an ter durc x unt y gegebenen Stelle liegt, so das Sfg,,-dx-dy allemal tie Masse ter gam zen, durc tie Grenzbedingungen in ihren Grenzlinien gegebenen ebenen Sigur vorstellt. — Der Ausdruc für tiefe Masse ist also, nach ten verschiedenen lmständen in Doppel- Integrale zu zer-legen, weil jeteS ter lettern taun durc zweimalige Anwendung teS Sehrfa^eS 0) teS §. 5., ober ter Formel IV. teS §. 1., ausgewerthet werten sann.

Betrachten wir nun aus tiefem geometrischen Gestchtspunkt den Inhalt ter §§. 10-13., 15—22., so werben wir (mit einer einzigen Ausnahme) überall allen gewonnenen Nesultaten eine geometrische Bedeutung unterlegen sönnen, so das tiefeiben Re-sultate, welche wir oben auf rein analytischem Wege gefüllten haben, nun auc mit Hilfe geometrischer Betrachtung und von jenen allgemeinen Untersuchungen unabhängig, gefunten werten.

Unter den gemachten Voraussetzungen, ist tie dritte Aufgabe (des §. 10.) feine andere, als: tie Mafse des Stückes GCDG (Fig. 4.) einer Parabel zu finden, welche durc tie Gleichung (y‘—h)2 = p(x—c) gegeben ist, wo c unt h tie Koordinaten-Werthe OH unt GH des Scheitels G ter Parabel, x unt y' tie Koordinaten-Werthe OP unt ±PM‘ eines beliebigen Punktes M‘ ter Grenzlinie vorstellen, wahrent tie positiv gedachte 3ahl p ihr Parameter, tie Grenze CD tagegen tie zum Abscissen-Wert OB = b gehörige Drdinatenrichtung ist. — Unter x=OP unt y=±PM werten tie Koordinaten Werthe irgend eineö fünftes M im Innern tiefer Parabel verstanden. In ter ersten Aluflösung (I. §. 10.) giebt das erste Integral (nach y) tie Masse des an M‘M‘ liegenten Streifens von ter Breite dx, wahrent tiefer (Streifen jetweter ter Streifen ist, welche zwi-sehen G unt CD liegen, wenn man dem x nach unt nach alle Werthe gegeben sich teilst, welche zwischen c unt b liegen. Sie zweite Integration (nach x) giebt taun tie Summe ter Massen aller tiefer Streifen, t. h- die Masse des Varabelstcts GCDG.

In ter zweiten Aluflösung (II. des §. 10.) giebt tie erste Integration (nach x) zuerst tie Masse des mit ter OX parallelen Streifens von ter Breite dy, tie untere Integration (nac y) bann tie Mafse teS parabolischen Stücs GCDG. — Dabei ist KD=KC=Vp(b-c)=q, so da hq=BC, unt h-q = BD ist.

§. 24.

Sst (Sig. 4.) FK ter Hauptdurchmesser ter Parabel unt F ihr Brennpunkt, so folgt aus ter Definition unt aus den Eigenfünften des Brennpunktes, das FR=!p, FG=!p und FM‘=x- c+Ap, also auc FD=b- c—Ip ist- Sind nun OP — x und PM = y die Koordinaten-Werthe eines beließ bigen Punktes M im Innern bet Parabel; wirb dann FM = r gesetst, so ist FM2 — FA2—AM2; aber FA=cIp- x und AM = y—h; also hat man

	
1) r2 = (c-+Ip-x)6+(y-I)6 ; und aus dieser Gleichung folgt wieder


	
2) x = x, = c—Ip± Vr2- (y—h)2.



Will man nun statt bet Koordinaten Werthe x = OP (Fig. 5.) unb y = PM des beliebigen Punktes M im Innemn bet Para-bei, liebet bie Koordinaten-Werthe FM=r unb PM=y einfhren (so das bet Punkt M geometrisc sic dadurc findet, daß man mit FM = r aus F als Mittelpunkt, eine Kreislinie beschreibt, bann aber 0Q = y von 0 aus auf OY abträgt unb durc 0 bie Parallele QM mit OX sieht, wodurc sic 8 wei Punkte M zugleic finden, bet eine links bet ©rbinate RFV, bet andere rechts derselben) — so bars man nur aus F als Mittelpunkt mit Radien r unb r—dr (wo dr auch negativ fein sann, während r nach und nach alle feine Werthe durc-läuft) unendlichviele concentrische Kreise unb Kreisbogen beschreib ben, um baS ganze Parabel-Stc GCDG in lautet concentrische Kreisringe unb Ningstücke zerlegt su haben, jebeS von bet Breite ±dr. — Die mit OX parallelen, um dy von einander abstehen-ben Geraden, zerlegen bann biefe Ninge unb Ningstücke in lautet schiefe Parallelogramme wie MNUT 6). — Das Produkt fx,y.MNUT ist bann bie Masse biefeS Parallelogramms MNUT, unb bie Summe dieser Massentheilchen aller biefer schiefwinkligen Parallelogramme, ist dann wiederum die Masse des ganzen Parabel-stücks GCDG.

Nimmt man nun die zwischen feen Parallelen MT und NU liegende Höhe ±dr7), des Varallelogramms MNUT so, da gerade MN = dx wirb, so ist für den Punkt M jur Linken dr = —MS, dagegen für den Punkt M jur Rechten, dr = MS.

Der Winkel TMN ist gleic dem Winkel 180°—MFA für den unkt M jur Sinsen, dagegen =270°—FMA für den Punkt M jur Rechten. Mun ist aber CosMFA = I für den Punft M jur Sinsen, und =-- für den unft M jur Rech-ten; folglic ist für beide Punkte

CosTMN__Y r

und Sm TMN =L,E - CtiP- für den Bunft M , lints und = -—CCiP für den ^unft M tects. Da nun MT.SinTMN = der Höhe dy des Parallelogramms ist, wenn MN = dx als Grundlinie genommen wirb, so ist NT-ss=.L f“ teu suntM

und = —rrdy . für ben Buntt M rechts.

X—(C—4P)

Der Jnhalt des Parallelogramms MTUN ist = MTxMS, folglc =—rdy;dr ,. der Punft M mag der jur Linken

	
X- (CaP)



ober ber jur Rechten fein, weil MS im erstem Fall =—dr, im andern ^all =—dr ist; — liegt aber ber Funft M links, so ist dr im Zähler unb x— (c—1p) im Nenner, zugleic ne-gativ; unb liegt ber Punkt M jur Rechten, so ftnb dr unb

X—(c—Ip) zugleic positiv. Da nun

x-(e+Ip) = +Vr‘-(y—h)3 ist (aus O, so folgt, bag in dem Ausdruck

---rdy-dr für den nhalt MTUN, FVr2—(y—h)2

Die Auadratwurzel mit dr zugleic negativ genommen werden mußs für Den Punkt M zur Sinsen, beide übet positiv genommen werden müssen für Den Bunkt M jur Rechten. — Multiplicitt man nun Diesen Inhalt, — welcher auc = x,dr-dy ist, in so ferne aus 1.) oDer 2.) 8x, =----—— r  — gefunden

FVr2— (y—h)2

wird, — mit Der Dichtigkeit fg,y, welche aber für Den Punkt M zur Sinsen eine andere ist, als für Den Punkt M jur Rechten, weil Der Abscissen-Werth x für jeden Der beiden fünfte M ein anderer ist, nmlic

c+p- Vr2= (y—h)2  für den Punkt M linfs

unD c+!p-Vr2- (y— h)2 für Den Punkt M rechts, welche daher Durch fu, für Den Puntt M lints, und durc f"    für Den Punkt M jur Siechten ausgedrckt fein mag, wo

f     das vorstellt, was aus f,y wird, wenn man

c+’p- Vr?- (y—h)2 statt x setst, während ft. Daß bedeu tet, was aus fx,y wirb, wenn man Den andern Werth c—!p—Vr2- (y- h)2  statt x substituitt, wie solcher Der an-

Dern Stelle zufommt, — multiplicirt man also Den Inhalt Deß Parallelogramms mit Der Dichtigkeit Der Stelle, so findet sich Die Masse Deß Rechteckchens

MTUN jur Sinsen, = f.--rdrrdy

° ‘ "-9 —Vr2—(y—h)2

r.dr.dy

und desjenigen jur Siebten, = fi, • I—

X    " -Vr*—(y—h)

wo im erstem Ausdruc dr negativ, im andern Dagegen (wie die Figur zeigt, fest dx ffetö positiv, bet Sunft N also stets rechts von M gedacht worden ist), positiv.

Summirt man nun zuerst die Massen alter bet schiefwink-ligen Sarallelogramme, welche in dem von OX um einen kona stanten Werth von y, entfernten Streifen von bet Breite dy liegen, so ist bie auf diesem Streifen senkrechte FL, bet tleinste, unb FE bet größte Nadius bet Kreisbogen, welche biefe zu summirenden Parallelogramme links von RV bilden, whrend bie rechts von RV in demselben Streifen liegenden Parallelo-gramme MTUN, bis zu dem mit FJ beschriebenen Bogen reichen. Bezeichnet man aber FE durc r', unb FJ durc r“, so ist r' bet Wert von r, welcher bem fünfte E, also bem Abscissen-Wert x' biefeS Punttes entspricht, dessen Drdinaten-Wert y', = bem konstant gedachten Werth y (= PM) ist, unb welcher aus bet Gleichung bet Parabel (y‘— h)2 = p(x—c) gefunden wirb, wenn man y statt y', unb x‘ statt x setzt. Man findet daher x‘=c+/(y-h)*, folglic r‘=‘p+p(y—h)3. Ferner ist

r“ = FJ = VFK2—-JK2 = —V(b—c- Ip)2—(y—h)2.

Der tleinste Werth LF von r, bet zu bem fonstanten Wert von y gehört, findet sic auS bet Ansicht bet Figur (Vig. 5.) = y—h, so lange L oberhalb F liegt, so lange also y>h ist, — bagegen =h—y, so wie bet Punft L, unterhalb F liegt, b. auf bet unteren Seite beS Hauptdurchmessers GK, nämlicp in L,.

Man findet bähet bie Masse beS Streifens (von bet Breite dy) von E bis L, oberhalb beS Hauptdurchmessers, d. h. so lange y>h ist

=dy,.fu*x,-dr,

so lange aber y<h ist, b. h. unterhalb beS Hauptdurchmessers

= dy-/"_,fus-x,dr.

wo wir jedesmal feie Grenzen feer Integrale (nac §. 2. V.) um-gekehrt haben, um dr und x, positiv nehmen zu sönnen. — Wir finden daher feie Masse des Parabelstücks GRVG

Ah-4p / /r‘ \ /h //r \ =./. (.,f-dxg”dr)-dy—./_(./_tBxe*dr)-dy,

und dies ist feer Ausdruc A.) im §. 12.

Rechts von RV ist feie Mafse des Streifens von L bis J, oberhalb des Hauptdurchmessers,

[image: ]

f-Oxrdr,





so lange y>h,



aber unterhalb des Hauptdurchmessers

= dy«., f"-dxg*dr, so lange Y<h


ist-



Diese (Streifen reichen aber nur bis Rc unb Nß, so das feie Werthe von y nur von h— p bis h—p hingehen. Die Summe feer Massen aller dieser Streifen giebt feie Masse des Nechtecks RVaß, und diese findet sic also

Ph—-4p/ /r‘ \


,,



- (./,_fdx-dr)-dy+,

und dies ist feer Ausdruc B.) des §. 12.

Oberhalb Ra, und unterhalb Nß, gehen feie Streifen, welche mit feem Hauptdurchmesser parallel laufen (und feie Breite dy haben) nur von feer Kurve bis jur Geraden CD; ihre Masse ist daher bezglic


Z»r°

= dy./,




fn.Oxr-dr.



Diese Streifen liegen bezglic zwischen h—Ip und h—q, und zwischen h—q und h—p. — Die Massen feer beifeen Theile DRaD und CVBC stufe daher bezüglic

h-q

und


h—2p



h-q und die Summe dieser beiden Doppel- Jntegrale giebt den Aus-druc C.) im §. 12.

Die ganze Summe d. h. feie Masse des ganzen Parabel-stcks GCDG wird daher nun genau eben so gefunden, wie solche auc in II. des §. 12. auf rein analytischem Wege gefunden worden ist.

Siegt aber CD linfs non RFV, d. ist b<c—ip, so fällt der Punkt M jur Rechten ganz aus, whrend auc nicht mehr FL, oder FL|, d. H. y—h oder h—y, feer tleinste Werth von r ist, sondern FJ oder r", indem natrlic nun auc J linfs von FL liegt. Dahjer fallen jet nicht nur «Ile Doppel Integrale fort, in denen fr vorkommt, sondern es gehen nun auc in feen beiben erstem Doppel-Integralen feie beifeen unteren Grenzen y—h und h—y in eine und dieselbe r" über, weshalb nun feie Masse des (jetzigen) ganzen Parabelstücks GCDG durc ein einziges Doppel-Integral sic ausdrcken läst, nämlic durc

Ph+q/ Pr‘ \

./W,"xedr)dy

genau so wie in I. des §. 12.

Summiren wir aber zuers feie Massen feer Parallelogramme MTUN für einen und denselben Werth von r, so erhalten wir feie Masse feer ringförmigen Streifen von feer Breite ± dr zuerst, und müssen feie Massen dieser Streifen (für alle Werthe von r) wieder summiren, um feie Masse feer ganzen Parabel GCDG auf’s Neue zu haben.

Siegt nun wieder CD rechts von RFV, b. h. ist b>c—Ip, so erhält man wieher zu jedem Paar Werthe von y unb r, so lange r <FR, d. h. <‘p ist, zwei Punkte M, während feer jur Linken ausfällt, wenn r>FR, fe. h. r$p ist. — Beschreiben wir aber mit FR=-p einen Halbkreis, so wirb solcher ben Punkt K rechts lassen, wie in Fig. 6., ober linfs, wie in giß- 7., whrend aus bet andern Seite von RFV ein zweiter Halbkreis, mit FG=FR=!p als Radius beschrie-ben, ben Naum zur Sinsen in beifeen Fllen in 3 Theile zerlegt. von denen feie beiden andern, den ersteren Halbkreis und die Parabel zur Grenze haben.

Betrachten wir diese Drei Theile (zur Sinsen von RFV in Sig. 7., ober) oberhalb RFV in Sig. 6. zuerst. Gin halber Ring VOttt Radius Fg = r und von der Breite dr, gehört zu allen Werthen von y, welche zwischen Fig‘=h- r und F,g=h-r liegen; feine Masse ist daher

Ph-r

= dr.- fy*xrdy,

wenn x, und dr positiv gedacht werben. Die Masse des Halbkreises gGg2 ist daher ber (Summe der Massen aller dieser Ringstücke gleic, von r = 0 an bis zu r = 1p hin, b. h. a)- J"U‘eg-ex,-1y)-in

©in Ringstüc kl Vom Radius Fl = r und ber Breite dr, gehört zu allen Werthen von y, welche zwischen Ek und rechts

Fileh=r liegen, je nachdem 1 (in Vig- 6.) linte ( de8 Durch-messers GK liegt; während Ek ber Werth von y' ist, welcher auö ber Gleichung ber Parabel

(y— h)2 = p(x—c)

und aus ber Gleichung zwischen x unb r, nmlic

r” = (c-+Ip-x)*(y-h)*

hervorgeht, wenn in letzterer ber Wert y' statt y gefeit worben ist. Aus diesen beiden Gleichungen findet sic aber

r i 72                r i 72

r2 = Ip-p(y‘—h)2 +(y‘-h)2 = P+p(y‘—h)2

b. 6.   =-+/(‘)* D.1. Ek=y‘=h±Vp(r-Ip),

rechts

je nachdem k "linte ( beö Durchmesser GK liegt.

Die Wasse dieses Ringstückes kl ist daher



Ah- Vp(r_ Ap) ,

= dr:/.         fnydx*dy, wenn kl links von GK

und

/h--r

= dr./ f.m-Oxrody, wenn kl vects Molt GK • h+Vp—P) "

liegt, während 8x, uni) dr positiv gedacht sind.

Die Massen bet Theile Gg2V und Gg,R, sind daher nun bezüglic



=A(X kg*xr*dy)-dr

und

/1p/  /h-r       T          \



C.)- = / ( /   ________________

«7 P • h+-Vp(r—p)/

und dies bleibt für die Fig. 7. eben so gültig wie für die Sig. 6.

Auf bet andern Seite von RFV dagegen mus man nun bie beiben, in den Sig. 6. und 7. ausgesprochenen Sülle genau von einander unterscheiden, obgleich in beiben b>c—4p ist. Die glatte RFVCKD zerspaltet sieb in bet Vig. 6., wo b>c+2p ist, (also im 8 weiten Unterfall des §.13.) einmal in ben Halb, freis, b essen Radius FR = Fm = FV = |p ist, bann in das Ringstc von bet Breite mK, zuletzt aber in bie beiben Theile, welche von der Parabel begrenzt sinb unb von bem Halbfreise, bessen Radius FK=b-c—!p ist.

Die Masse des Halbkreises findet sic nun, bem voran-gegangenen analog,

/$p / Ph--r \

D.)- =. U.-. f0s*8x,dy)-dr;

bie Nasse des darauf folgenden Ringstückes ist dagegen




E.).



Pb—c— Ap / Ph+Vp(r—Ap) \ /    f“ -xrdy )-dr,

4p e h_Vp(r—4p (,y        '

weil zu jedem konstanten Werth Fn = Fn' = Fnt von r, bie Grenzwerthe von y, bet Parabel angeboren, also aus der Glei-chung (y‘—h)2 =p(r—!p) der Parabel, als Werthe von y' hervorgehen *).

Was nun die Ningstcke cd und cd betrifft, welche von her Breite dr sind, und beten Radius r einen beliebigen kon-stanten Werth hat, so sind sie einerseits begrenzt durc die Pa-rabel, also durc die Werthe von y, = y‘, wie letztere aus der Gleichung der Parabel

(y-h)2 = p(r-Ip),

gefunden werben; — andererseits aber durc bie gerade Linie CD, so daß bie zugehörigen Srenzwerthe von y, jetzt „ rechts

Bd =BK±Kd sind, je nachdem d <rinea | von K liegt, während

 

Kd = VFd2-Fk2 = Vr2—(b-c—Ip)2 = Vr2—r2

ist, wenn

b-c—jp = r2, wie b— c—1p = r, gesetzt wirb. — Die Massen dieser Ringstcke cd sind daher



Ph-yr2_r2

= dr« /    fy•Oxrdy für baS links liegende

• h_Vp(r—±p

und _____



ph-Vp(r—Ap)

= dr« /     f( -9xr-dy für baS recht liegenbe.

•/h-Vr2-r2

Diese Ringstücke gehen vom Bogen W,K bis zu C hin und vom Sogen WK bis zu D hin, b. h. von r=b—c—p=r, an bis zu r=FC=FD= b— c—!p = r, hin. Die Massen der beiben Elächenstücke W,KC und WKD sind daher bezüglic 

Pr1/ Ph_yr2_r; \ 

F->- “J,, U v__-dr

h-Vp(r— |p) 

*) (s ist nämlic (y‘—h)2 = p(x-c) bie Gleichung der Parabel. Weil aber für jeden Punkt her parabolischen GSrenzlinie, r=x-c+p, also x-c = r—kp ist, so geht diese Gleichung der Parabel sogleich in die obige über und viel schneller, als wir sie furz vorher schon einmal gefunden Baben.


und G.)—
[image: ]





/ ch-+Vp(r—P) •e h+Vr2- r2




f"w*8x,*dy)-dr.



Unb ist die Masse des ganzen Sarabelstcs GCDG aus den Massen der 7 Sheile (A.—G.) besteht, in welche die stetige Ver-änderung von r das ganze Flchenstüc zerlegt hat (mit Rücksicht auf die Möglichkeit, die Grenzwerthe Von y auszudrcken), so finden wir dasselbe Resultat, welches (im §. 13. III.) für den-selben Fall, wo b>c—2p ist, auf rein analytischem Wege gefunden worben ist.

Gehen wir nun jur Fig. 7., wo b>c—Ap aber <c—?p ist unb welche dem ersten Unterfall des §. 13. entspricht.

In biesem Falle sondert man erst einen Halbkreis fKf ab, defsen Radius FK=b-c-Ip=r, ist; seine Mafse findet sic offenbar ausgedrckt durc das Doppel-Integral n,-

Hierauf folgen bie beiden concentrischen Ringstücke VK,Kf unb RK,Kf, deren Mafsen offenbar bezüglic durc

p/ /h-r-r; T,         \

. (/,, ‘y"x,dy)-dr

unb

Pp/ ch--r „ \

KJ- z U,v,-;5,*xdy)-d

ausgedrckt sein müssen; weil F,V unb HK, bie Grenzwerthe von y für das untere Stüc VK2Kf, bagegen HK, unb F,R bie Grenzwerthe von y für das obere Stüc RK,Kf sind.

In ben beiben noc übrigen Stcken der paraboloidischen glücke GCDG geht r, von p an bis zu b—c+!p ober r, (nämlic FC ober FD) hin, unb für jeden Werth von r, geht y von bem Punkt A an bis ju dem Punkt B hin, ober (unten) von bem Punkte B an bis zu bem Punkte A hin, whrend bie Drdinaten-Werthe bet Sunkte B ber Parabel,

---------- (oben )

= hs’Pr- 4P) find, je nacdem B unUn liegt,

und feie Drdinaten-Werthe bet fünfte A, _____ (oben )

=hsvr- r2 sind, je nachdem A lunten( liegt.

(Liefe beiden ledern Theile von GCDG sind daher offenbar ausgedrückt durc die Doppel-Integrale


L.)e
[image: ]





h—Vr2_r;




h—Vp(r—4p)




f!

“(r,y)




•Oxr•dy




"h-++Vp(r- Ap) h+Vr-r




(r,y)




•OXrdy )dr.



Man finbet daher jet bie Masse des ganzen Sarabelstückes GCDG, wenn man bie in A., B., C., H., J., K. und L. ge-fundenen Massen bet jetzigen acht einzelnen Theile addirt. — 1nd dies giebt für Sfdx-dy genau dasselbe, was wir auch im §. 13. I. für benfelben Fall auf rein analytischem Wege ge-funben haben.

In bet Fig. 8. endlic ist GK=b-c<!p, welches let-tere = FG ist. ©et tleinste Werth r3 von r, ist jet = FK — |p—(b—c); bet größte bagegen

= FD = b— c—Ip = Ip—b-c = r,. Die Mafse des Theiles (des Segments) Ggg‘ besteht aus bet Masse alter Ringstücke EEE von bet Breite dr und vom Radius FE. Die zu diesem Radius FE = r gehörigen Grenzwerthe FKE von y—h find daher ausgedrüct durc +VFE2- FK2 ==Vr2- r2, wenn ra=p—(b—c) gedacht wirb. Die Masse dieses Ring-stüces EEE ist daher

Ph—yr2_r2

= dr,( 3fy-x,-dy

•h-Vr2-ra

und deshalb ist bie Masse des Segments Ggg

pLp/ /Ah+Vr2_r2 N

MJ- ./ , f»"8x,dy)-dr.

5 13h-Vr2-r3 ‘

Die beiten andern Räume GgD und Gg'C haben den Kreis und die Parabel zur Grenze. Jedes Ningstüc cc von bet Breite dr, hat daher zu Grenzwerthen von y, einen bet beiden Werthe hVr?—r? als Drdinate des Kreises und einen bet beiden Werthe hVp(r- !p) als Drdinate bet Parabel. Die Masse eines solchen Ringstücks cc ist daher

Ah—Vp(r—*p)

_____ L . -Oxr • dy

/------, (r,y) •


oder




= dr.



h — Vr2-r

Ph_Vr2_r

f. .xr.dy,

,__________ (r,y) r J '

h—Vp(r— 4p)

je nachdem das Ringstüc cc links oder rechts liegt. Die Massen bet beiden Theile Gg'C unb GgD sind daher bezglic


N.)ee




4p




unb




Oh— Vp(r- Ap)              \

,---, fyBxydy)-dr

h—Vr2—r,             '




P.)e




Pr1/ Ph—Vr2_r2 ,           N

,    / 3f .8xr.dy-dr.

4P e- h-Vp(—Ip) "1        ’



Unb bie Summe dieser drei Theile L., M. unb N., ist nun bie gesuchte Summe Sfdx-dy, b. h. bie gesuchte Masse des gan-zen Barabelstücts GCDG.

Gerade dasselbe Resultat haben wir auc im §. 13. I. auf rein analytischem Wege gefunden.

§. 25.

Suchen Wir jetzt noch bie Masse derselben durc bie Gleichung 1)       (y'-h)2 = p(x-c)

gegebenen Parabel unb zwar des Stüde? von x — c = OH an .bi? x=b=OB (Zig. 9.) hin, b. h. be? Stüde? GCDG; — führen wir aber statt bet rechtwinkligen Koordinaten x unb y eine? jeden beliebigen Punktes M im Innern (ober an bet Grenze), jet lieber bie Polar Koordinaten r=FM unb e = 9. X’FM ein, wo dieser Winkel im Sogen aus, gedrüct fein mag, für den Radius 1 genommen, wh-rend F ter Brennpuntt, also GF = Ap und FR = FV = p ist.

Man hat nun (aus ter Figur):

2) x—c-Ip=rCose und 3) y—h = r-Sine.

Sett man feie hieraus für x und y hervorgehenden Werthe statt x und y' in die GSleichung 1.) ter Parabel, so erhält man, wenn man noch r' = FM' statt r schreibt (weil jetzt feer Punkt M in den Grenspunkt M‘ übergegangen ist), die neue (Bolar:) Gleichung der Parabel, nämlic welche sic übrigens aus her Cigenschaft bet Parabel, nac web cher allemal FM‘=GA--Ip, d. . r‘=x- c+-Ip ist, noch leichter ergiebt, weil diese sogleic zu r‘=r‘Cose—p fhrt.

Läst man nun den Winkel 0, von 0 an biß zu 2n hin um de wachsen, und r um dr, — so wirb das Parabelstc GCD durc bie unendlichvielen von F ausgehenden Strahlen (wie FM, FN, 2c., welche den Winkel MFN=de mit einander machen) nnb durc bie unendlichvielen Kreise unb Kreisstücke, welche alle ben gemeinschaftlichen Mittelpnnkt F haben, unb beten Radien FM = r unb FU=r—dr, um dr von einanbet ver-schieben sind, — in lautet Viereckchen jetlegt wie MNUT, welche von zwei Kreisbogen unb von zwei Strahlen begrenzt werben, während, weil alles unendlichflein gedacht ist, biefe Kreisbogen (nach Leibnit) als gerade unb unter sic parallel gedacht wer-ben sönnen, so daß das Viereckchen MNUT demnac als ein Rechtec angesehen werben sann, dessen eine Seite MN = r-de, dessen anbete Seite aber MU = dr, — bessert Inhalt also = r-dr-de 8), unb bessert Mafse

= f,y-r-dr-de = fg,y-r-dr-de

fein wirb; wenn fr,6) das bedeutet, was aus fg,y wird, wenn man bezüglic c—4p- r-Cos 0 und v-Sinf), statt x und y, setzt.

Finden wie nun zuerst die Massen bet einzelnen, von zwei auf einanbet folgenden Strahlen gebildeten ßwidet, welche ent« webet bis zur Parabel DGC ober bis jur Geraden CD reichen, je nachdem, — wenn -

5) W. DFK = SB. CFK = e‘

gefeit wirb, — 0222, odee 020 m 22

ist- — Im erstem Fall, wenn e zwischen 0‘ unb n, ober zwi-schen ?! unb 2n— 0‘ liegt, müssen bie Werthe von r, von r = 0 p

an bis zu r=FM-=r=-—     genommen werben; im

	
1 — LjOS U



andern Fall bagegen, wo e entweder zwischen 0 unb e1, ober zwischen 2n—0‘ unb 2n liegt, gehen bie 3widel bis zur Ge-raben CD, unb für sie ist bet Grenzwerth r" von r,

Die Masse beS erstem 3wickels ist daher Pr = de.o f(r,e)*redr;

bie Masse beS andern bagegen

=de./. f,ey-r-dr.

Sie MRase beS atabelstücs FDGCF ist daher ?2#—0‘/ Rr‘ \ g (.0 f(r,8)-r.drj.d9;

bie Masse beS Dreiecks FDK bagegen

B)- -JUt-)-

Weil aber Ldr2.de unendlichtlein von her höhern (dritten) Drdnung ist, so mus es nac den Principien ter Differential-Rechnung auszer gelassen werden.

so wie die Masse des anderen Dreiecks FCK

/2m ( Ar’ \

C.) faer-dr)-de

(40 / (Br \ J-./o fw.o-dr)de” Fast man die beiten lettern Theile zusammen, so erhält man (nach §. 2. VI.) für die Masse des gleichschenkligen Dreiecs FCDF, das einzige Doppel-Integral

D)

und die Mafse des ganzen Varabelstücs GCDG ist daher jet = A.-D.; und gerate so haben mir tie Summe Sfdx-dy für tiefen Fall, wo b>c- Ap ist, mit Hilfe des allgemeinen Hauptsatzes des §. 14. im §. 15. II. auf rein analytischem Wege gefunten, wie man sofort erkennt, wenn man Geteuft, tag

„        FK b—c—Ip

FD b—C—Ap

ist, und tag wir hier unter 6' tiefen Winkel DFK, also ten spitzen Winkel verstanden haben, ter durc tie Gleichung


b—C—IP b—c—Ap




Cose1 =



gegeben ist, gerate so wie dort.

Kritt aber ter Fall ter Big. 10. ein, wo b—c = GK<GF,

	
1.1) . wo b<c—!p ist, so Wirt zuerst tie Masse des zwischen



M‘ unt N liegenten Bwickels gefunten

[image: ]




wenn



FK _ FK _p—(b—c)_b—C—Ip

CosNFK ~ -Cose ~ -Cose ~ Cose

	
*) Da nämlic x und y in r und e ausgedrckt (nac den Gleichungen 2. und 3.) sic nicht ändern, wenn man 2n+e gatt e schreibt, so ändert sic and) dadurc f(r9) (=f,y) nicht, eben so wenig al« sic d9 dadurc ändert. Dadurc aber werden die Grenzen tiefe« neuen 8 unt 2n vermin-bett, so das sie jetzt — 6’ unb 0 werden, gegen bie Grenzen be« alten e, welche 2n- e” unb 2n gewesen sind.



genommen wird. Die Werthe von 0, gehen von 0‘=DFX‘ an, biö zu 2n- CFX‘ = 2n— DFX' = 2n—0‘ hin, wo

c /u    FK     1p— (b—c) b—c—Ip .

Cosü‘ =     = — -4— i i = ——4 gefunden wirb,

FD b—C—4p b—C—4p d. h. gerade so wie die Summe Zf-dxdy für diesen Fall im §. 15.1. auf rein analtischem Wege gefunden worben ist.


so das e‘ durc tiefe Gleichung gegeben ist. Daher ist die Masse des Varabelstcs GDCG jett




2—0’/ /r‘

- (.,fr,o*rdr




de;



§. 26.

Will man aber zuerst bie Masse eines Ringes ober eines Ringstückes sinden, welches mit dem fonstanten Radius r be» schrieben ist und bie Breite dr hat, so muß man bie Flle der Fig. 11., 12. unb 13. von einander unterscheiden.

In der Sig. 11. ist FK=b--!p>Ap b. h. b— c>Ip gedacht. — In diesem Falle lät sic das Parabelstüc GDCG zerlegen,

	
a) in ben Kreis, beffen Radius FG = Ap unb beffen Waffe offenbar



A')*”

»st;

ß) in das Ringstc zwischen diesem Kreise unb bem mit FK=b—c—Ip aus F beschriebenem Greise; endlic

	
7) in bie beiden Theile kKD unb kKC.



Denft man sic in Bezug auf ben Theil 8), mit einem ton« ftanten Nadius Fg=r einen Kreisbogen beschrieben, unb bann das an selbigem liegende Ringstück gg’g" von der Bveite dr, — so besteht solches aus einer oberhalb GK liegenden Hälfte, für welche 0 alle Werthe zwischen 0 unb KFg = 6" hat, wo

Fa Fa

Cose"=-Fo=- ist, so daß man wegen bet Eigenschaft derSarabel, nac welcher Fg=Ga—Ip ist, Ga = r—|p, also Fa = |p—r und deshalb

Cos 0" _ r-p _ 1_p r          r

hat. Dieses Ringstüc gg' von bet Breite dr, hat daher die «Waffe

pg" dr, /0 frer-de.

Die andere (untere) geilste g'g" des ganzen Ringstücs wirb man finden, wenn man 0, von 2n—KFg" b. von 2n—9" bis 2n, ober (was den fürs vorher mitgetheilten Betrachtungen gemäs, auf dasselbe heraustommt) von — e" bis 0 nimmt, so daß ber Alusdruc für biefe «Waffe auc so:

' /0

dr:Lgfor,e-r-de

fein sann. Das ganze Ringstc gg’g" von der Breite dr, hat

R6u

also die Masse dr* / fr,ejr-de. — Deshalb ist nun die e —9"

Masse beS ganzen Ringstcs GkKkG auSgebrüdt durc baS DoppelJntegral

Pb-c- 4p/ /g" \

B ’- A (-crde)dr

Es bleiben nun noc zu bestimmen übrig bie Massen ber beiben Theile KkD unb KkC. — (Sin Ringstüc mn von ber Breite dr, grenzt in m an bie Sarabel, in n an bie Gerade CD. Die Werthe von 0, gehen für biefen Wert von r, von e = KFn =9, bis 9 = KFm, während

1   - FK b—c—4p

Cos 6, = Cos KFn = — =----4

	
1 Fn r



unb

CosKFm _Eq_E_ Gq-P = r—iP = Cos 0" Fm r r r

gefunben wirb, in so ferne, nac ber Eigenschaft ber Parabel, Gq—p=r ist, so das KFm den obigen Werth 6“ hat.

	
d. I). dieselbe bereits oben gefundene Funktion von r ist; — dabei sann r alle Werthe haben von r = FK an bis ju r = FD = VFK3+KD2 hin, während KD = KC der positive Wert Von y—h ist, welcher aus der Gleichung der Parabel



(y—h)2 = p(x— c)

für x—c = GK = b—c hervorgeht, so daß tiefer größte Werth von r, = b— c—Ip gefunden würde, wenn er nicht früher schon aus ter Eigenschaft des Brennpunktes ter Parabel eben so gefunden worden wäre. — Die Masse des Ringstücks mn /gu

von der Breite dr, ist daher = dr- / frerede, und die e/ e 1

Masse des Stückes KkD ist deshalb ausgedrüct dutc /»b-c+ip/ /g        \

c-’- J—- u„ %**»)*•

Die Masse des unteren Stüctes KkC findet sic nun, da für einerlei r, W. KFm‘=2n—e" und 93. KFn‘=2n—e, wirb, auf demselben Wege

Pb_c-1p/ \

D.)”*      = / i / frgr-de ).dr,

	
7               b-c-tp Ve! -9"  l‘‘      /   '



weil man hier, wie oben bereits gezeigt worben, statt der GSren-jen 2n—9" und 2/1—0], bie um 2n verminderten Grenzen — e" unb — e, setzen sann.

Die «Summe A.B.—C.+D. drückt nun bie Masse des ganzen Barabelstücks GCDG aus.

Die im §. 16. rein analytisch gelöste Alufgabe fällt mit ber hier gelösten geometrischen Aufgabe genau zusammen; man wirb aber bei angestellter Vergleichung finden, baß auc bie Gnd-resultate genau mit einander übereinstimmen, nämlic das hiesige Resultat für den Fau, baß b— c>-p ist, mit §. 16. I. für benfelben Fall.

Betrachten wir jetzt ben anbern Fall, wo b—c«p, aber nodf >!p vorausgesett wirb unb ber in ber Fig. 12. vorgestellt ist, in welcher wir FK<FG angenommen haben. — Jetzt Wirb der mit FK beschriebene Kreisbogen ein vollständiger Kreis, bessert Mafse offenbar

b—c—Ap/ /2m \

. Uo Foo"rde)-dr

ist Zieht man nun einen zweiten Kreisbogen gGg mit dem Ra-dius FG=Ip, so erhält man ein von tiefen beiten Kreisen begrenztes Flchenstüc, in welchem für einen bestimmten Wert Fk von r, ter Wert von 0, von KFk =0, bis zu 9 = 2n—9, fortgeht, so das die Masse dieses Flächenstückes offenbar

/4p / /2m—9, \

G.)- -- 4,, fe” r-do)-dr

gefunden Wirt, whrend e, selbst, spit; unt durc tie Gleichung

Coso,_FK_b-o-I

1 Fk r bestimmt ist.

Endlic bleiben noch tie beiten Theile GgD unt GgC zu bestimmen übrig. — Für irgend einen Werth Fn = Fm von r, geht e von KFn=e, bis KFm = e", während 0“ unt e, genau tie vertier durc tiefeiben Buchstaben bezeichneten Aus-drücke (Funktionen von r) fint unt wo e, blos spit, 6" aber ebensowohl stumpf als spit teerten sann. Die Masse dieses Stückes GgD ist daher offenbar

Ab— c+-Ap/ /9" \

H-)-     =         ( (, f,e-r-de)dr,

e/ 4P vy            /

ta r von FG = Fg — -p an bis zu FD=b-c—ip hin genommen werten muf.

Das untere Stc GgC hat tann offenbar, weil hier 6 von 2n—0" an bis 2n—e, hin geht, die Masse

Ab_ c+Ap/ /—9, N

Ji (-‘sr-do)-dr

Die Summe F.—G.—H.+J. drückt nun tie Masse des ganzen Barabelstückes GDCG aus, unt dies stimmt mit §. 16. III. genau überein, wo terfelbe galt vorausgesetzt werten ist.

Betrachten wir endlic ten letten Fall, wo GK = b—c<GF

d. h. <!p, also wo b— c<!p ist und welchen die Sig. 13. vorstellen mag. — Beschreibt man jett mit FG = p einen Kreisbogen gGg', so zerfällt das ganze Parabelstüc GCDG in die drei Theile, nmlic gGg’Kg, GgDG und Gg'CG. güt ein Ringstüc m'mm" des Segment? gGg’Kg, welches einem kon-ftant gedachten Werth Fm von r, angehört, erstrecken sic die Werthe von e für die obere spätste, von e = XFm' = e, an bi? zu 0=2n—X‘Fm"=2n—e, hin, whrend jeder kon-ftante Werth von r, von  r = FK = p— (b—c) = c—!p- b

an bi? zu r = FG = 2p   hin sic erstreiten mus. Während

daher die Mass des Ningstücs m'mm" von bet Breite dr, 02te—9,

— dr- / frer-de öl

ist, muß hie Masse des ganzen Kreissegment? gGg’Kg offenbar

durc

4p / /2m-01 \ ,    ( ( fre-r-de -dr

c+ p—b \e/ 61 /

ausgedrct fein, whrend 0! im zweiten Auadranten liegt und au? bet Gleichung

Cose^ CosX'Fm1 = - — = b-c-P r r gefunben werben mus.

(Sin Ringstüc nn' be? Theils GgDG, von bet Breite dr gedacht, whrend Fn ein konstanter Werth von r ist, fängt bei bet Parabel an unb hört in bet Geraden KD auf. Die Werthe von 0 für biese? Ringstc fangen daher mit e X'Fn' an unb hören mit e = X'Fn = 0" auf, whrend 0, bet kurz vorher gefunbene Werth ist (der tonstante Werth r ist jetzt ein größerer al? vorher, bet Winkel 0, deshalb ein fleinerer al? vorher, aber 0, ist stet? biefelbe Funktion von r) — unb 0" im zweiten Quadranten liegt unb berechnet wirb durc bie (leichung

Cos 0" = CosX'Fn = - — = - iP-Ga = - P-r _ 1- iE, r          r           r          r

in so ferne in bet Parabel allemal Ga—Ap — Fn = r ist.

Die Masse tiefeö Ringstücs nn' von ter Steife dr, ist daher

/9"

= dr« / f(r,9)•r-de.

e/ 61

Die konstanten Werthe von r liegen zwischen FG und FD, d. h. zwischen Ap und b-c—Ip; folglich ist die Masse des ganzen Slächenstücs GgDG offenbar

Pb_ c+Ap / /g" \

,D ( L f,g)r-de)-dr.

4P         ke/ öl             /

Die Mafse des andern Vlächenstücts findet sich auf dieselbe Weise

Ab—c-4p/ /2n—91 \

=A (Aj. fee,*r-de)-dr, also auc

Ab—c--4p/ /— 01         \

M-)- J U- .-8)-

und da die Mafse des ganzen Barabelstücks GCDG der (Summe K,—L.—M. gleic ist, so findet sic hier tiefe Masse gerate so, wie sie für denselben Fall im §. 16. I., Wo tiefelbe Aufgabe rein analtisc behandelt motten ist, gefunten mutte.

Anmerkung. Legt man sic tie rechtwinkligen Koordi-naten-Aren bequemet, nmlic GX' unt GY' mit ten alten Aren OX unt OY parallel, unt nimmt man nun x unt y vom Scheitel G auö, so ist tie Gleichung ter Parabel viel einfacher, nämlich

y" = pX,

unt tie Masse ter Parabel ist dann, wenn b—c — a gesetzt wird, auSgetrüdt durc tie Summe

Sfy-dx-dy _

0Fx= a, y2— px

menn jezt fg,y das beteutet, was aus bem früheren f,y miet, menn man c—x unt h—y bezüglic statt ter (alten) x unt y sett. — Nun sann man tiefe Summe

Sf,,-dx-dy

xEa, y2—px20

nac Anleitung der §§. 10. 12. 13. 15. u. 16. stuf rein analti-schem Wege finden (wie solches im §. 18. ebenfalls auf rein analytischem Wege angedeutet ist), oder man sann auc geome-trische Betrachtungen zu Hilfe nehmen, analog denen in den §§. 24—26. gebrauchten, um dieselbe Summe mit Zuziehung geometrischer Hilfe, zu erhalten.

§. 27.

Der vierten Aufgabe (des §. 19.) sann man folgende geo-metrische Bedeutung unterstellen. — 6 ist gegeben eine Ellipse (Sig. 14.) durc die Gleichung

x2 v'2 _L- — 1. a2b2

Jede durc x und y gegebene Stelle M im Innern (ober an bet Grenze) derselben hat die durc fx,y gegebene Dichtigkeit, so daß fg,ydx-dy bie Masse des unendlichfleinen Rechteckchens dx-dy ausdrüct. Soll nun bie Masse bet ganzen Ellipse ge« funden werben, so ist solche offenbar durc

Sfy. dx-dy x2y2—. a2tb241

vorgestellt, und ihre Berechnungsweise ist daher in dem §. 19. auf rein analytischem Wege bereits nachgewiesen worben. Wir wollen aber biefe Masse jett noc mit Zuziehung geometrischer Betrachtungen auf’ö Neue berechnen, b. in bestimmten Inte-gralen ausdrcken, welche bann nac bet Formel © des §. 5. (ober §. 2. V.) ausgewerthet werben sönnen.

Sst nämlic AEBD ( ig. 14.) bie durc obige Gleichung borgestellte Glipse, CP = x, ±PM' = y', PM = y, ferner CA=CB=a unb CD=CE=b,— s ist bie WRafse des an CP = x liegenben Streifens M‘M‘ von bet Breite dx, — wenn, des bequemeren Schreibens wegen,

PM' _bva2_x2 = X

1 a

gesezt wirb, — nothwendig
[image: ]

und daher die Summe bet Massen aller dieser Streifen, wie sie von A an bis B hin neben einanbet liegen, b. h. bie Masse der ganzen Ellipse

Gben so findet sieb aber bie Mafse des Streifens N'N, von bet Breite dy, welcher an CQ=PM=y anliegt, — wenn der Kürze wegen

QN=+AVb2-y:=9

gefeit wirb, — ausgedrct durc pg

dY.‘_gfx,y:dx;

unb deshalb ist bie Summe bet Massen aller dieser Streifen, von E an bis D bin, b. h. bie Masse bet ganzen Ellipse wiederum
[image: ]

unb dies sind bie beiben Auflösungen des §. 19., bist aus bet Betrachtung bet giguv herausgeholt.

§. 28.

Set §. 20. läst sehen, bah bie vorliegende geometrische Aufgabe (aber nur auf rein analytischem Wege) auf eine anbete Wieberum geometrische Aufgabe zurckgeführt werben sann, in so ferne bie Formel 0 des §. 20. erkennen lt, daß bie hier gesuchte Masse ber Ellipse, das ab fache bet Masse eines Kreises ist, bet ben Radius 1 bot, (welcher also durc bie Glei-chung x2—y‘2 = 1 gegeben ist) unb beffen jebe, durc x unb y gegebene Stelle (im Innern) eine neue, durc fax,by auge-drückte Dichtigkeit hat. Diese letztere Masse wirb bann gerade

so gefunden, wie so eben die Masse her Ellipse, und so ergeben sic die beiden Auslösungen I. und II. des §. 20. noc einmal.

Im §. 21. ist die Staffe des Kreises AEBD (Sig. 15.), dessen Radius CA = CB = CD = CE = 1 ist und welcher an jeder, durc x und y gegebenen Stelle M, die durc fax,by gedrückte Dichtigkeit hat, dadurc gefunden, daß statt der Koor-dinate ±CP=x, die neue Koordinate CM=r eingeführt worben ist, so das der Puntt M der Kreisfläche jet durc CM und PM gegeben ist. Indem nun r unb y, um bezüglic dr und dy wachsen, bilden sic bie schiefen Parallelogramme, welche wir bereits im §. 24. betrachtet haben unb beten Inhalt = x,-dy-dr ist, wo Ox, unb dr für den Punkt M jur Sinsen von CY, beibe negativ, — für den Punkt M jur Rechten von CY aber, beibe positiv sind, wenn man nämlic dx ein für alle-mal positiv voraussetzt. Man sindet bann zunächs bie Massen bet Streifen QN‘ unb QN im obern Halbkreis, bie zu einem konstanten y gehören, aber zu allen verschiedenen Werthen von r, von r = CQ = y an bis zu r = CN'= CN = 1 hin. Nachher summirt man bie Massen aller dieser parallelen Streifen, von y = 0 an bis zu y = 1 hin, b. h. von AB an bis zu D hin. — Dies giebt baS Nesultat in bet zweiten Beile bet III. beS §.21., bie also bie Staffe beS obern Halbkreises ausdrückt. Die erste Zeile derselben Formel bekommt mau,' wenn auf ganz gleiche Weise bie Staffe beS unteren Halbkreises berechnet wirb.

In bet IV. beS §. 21. sind zuerst bie Staffen aller der schiefen Parallelogramme summirt, bie ben halben Kreisring zur Sinsen ober zur Rechten von CY, bilden, in welchen zwei Stellen M, links unb rechts von CY, im Algemeinen verschiedene Dic-tigkeiten haben (so das beibe halbkreisförmige Ninge, von der Breite dr, im Allgemeinen verschiedene Staffen haben werben), whrend bann bie zweite Integration nac r, bie Summe der Staffen aller dieser, zu ben verschiedenen, zwischen 0 unb 1 liegenden Werthen von r, gehörigen Ninge, b. wieberum bie Staffe beS ganzen Kreises liefert; — beten abfaches bann wie-herum bie im §. 23. gesuchte Staffe bet dortigen Ellipse ist.

3m §. 22. ist die Masse des Kreises, dessen Radius 1 ist (der also durc die Gleichung x2—y‘2 = 1 gegeben ist und) welcher an jeder durc x und y gegebenen Stelle die Dichtigkeit fax,by hat, — dadurc gefunden, das statt x und y 3 wei neue Koordinaten Werthe e = XCM und r = CM eingefhrt würben, so das y = r-Sind und x = r>Cos6 ist, — das man bann bie Werthe von 9, um de, — bie von r, um dr wachsen ließ,

unb bann bie Massen bet Rechteckchen vom Inhalte  r-dr-de,

wie wir solche im §. 25.  betrachtet haben,  entweder  zuerst zu

bet Masse  des Ringstücks,  dessen Breite dr  ist, an einander

reiht, um bann, nac r integrirend, bie Masse des Kreises, wie in VI. des §. 22., SU erhalten, — ober das man bie Massen derselben Rechteckchen (eigentlic von zwei concentrischen Kreis-bogen ausgeschnittene Stricte des unendlichkleinen Winkels de) zuerst für alle Werthe von r, von r=0 an bis r = l hin, zu bet Masse des von dem Winkel de gebildeten Kreis-Sektors an einanbet reiht, um zulett nac 6 zu integriren unb so bie Masse des ganzen Kreises Wie in bet V. des §. 22., zu erhalten.

§. 29.

Suchen wir noch einmal bie Masse bet durc bie Gleichung X2 yi 2

—_L- — 1 a2b2

gegebenen Ellipse AEBD (gig. 14.), in welcher CA = CB — a, CD = CE — b, CP = x, PM = y, ±PM‘= y‘ ist, unb welche an jeder durc x unb y gegebenen Stelle bie Dichtigkeit f,,y hat. — E6 feien F unb G bie beiben Brennpunkte der Gllipse, so bah =e die Sycentricität bet Gllipse vorstellt.

UA

Dann hat man CG = CF = ae = Va2- b2, also b2=a2(1—e2), unb bie obige Gleichung bet Ellipse geht bann übet in

X2 yi2

1) -__!__•____—1

"2 a2la2(1—e2)

Setzt man nun den Winkel XFM = 0 un FM = r, so hat man 2) x = — ae-r-Cos 9 und 3) y= r-Sin 0, und, wenn man eeliminirt,

4)     (x-+ae)*+y” - r2.

I. Führt man nun zuerst statt bet einen Koordinate x, bie einzige neue Koordinate r ein, so daß bet Punkt M durc y=FH=PM und r = FM gegeben ist, so sann man nun zuerst bie Masse bet, zu einem konstanten y gehörigen (Streifen N’H unb NH, ober bet ganzen (Streifen N'N, sobald y>Fk genommen wirb, finden, indem man sic wieder bie schiefen Parallelogramme bildet, wie im §. 24., — ihren Inhalt = Ox,dydr findet, whrend 9xr aus bet Gleichung 4.) ge-funden werben mus, aus welcher man

x = — ae±vr2_ y2,  also 8x,=±-_

‘ ‘ 1 Vr2—y2

erhlt, — zuletzt aber bie Massen dieser Parallelogramme von N' bis H (wo x, unb dr beibe negativ sind) unb noch von H bis N (wo x, unb dr beibe positiv sind), ober auch von N‘ bis N summirt, fobalb y>FK genommen worben ist. — Die Summe bet Massen biefer (Streifen N'H, von y=0 bis y = FK = a(l—e2), giebt bann bie Mafse des ganzen Stückes AFKA; bie «Summe bet Massen bet Streifen HN, von y=0 an bis y = FK = a(l—e2), giebt bie Mafse des Stückes FKK’BF; bie Summe der Massen der Streifen N'N (fobalb y>FK wirb) Von y = FK bis 511 y —CD = b, giebt zuletzt bie Masse des Stückes KDK'K. Ale drei Resultate zu einanbet addirt, liefern aber bie Masse bet obern halben Elipse. Wird bann bie untere Hälfte bet Elipse ganz analog behandelt, so bekommt man noc bie Massen bet drei übrigen Theile AFL, BFLL'B unb LEL'L. — Die Ausführung ist nun solgenbe:

G8 sind FN' wie FN Werthe von r, welche zunächs in y augedrüct werben müssen; 511 dem (Ende mus man in bet Glei-chung 1.) bet Ellipse, dieses y statt y‘ fe^en, bann aber aus ihr und bet Gleichung 4.) den Vernderlichen x eliminiren. Diese Nechnung wirb etwas verwickelt, Wenn man sie nicht wie folgt, ausführt.

Man eliminirt nämlich mW den gedachten beiden Gleichun-gen, b. h. mW

1) *- ,Y ,, = 1 unb 4) (x-ae)++y*=r?

d a \I — C J

zuerst y2 unb erhält

r2=(a-ex)2 b. h. r==±(a—ex).

Weil «bet e<l unb bet größte absolute Wert von x, den Werth a nie übersteigt, so ist a-ex fteW positiv, also bars man nur

r — a—ex

nehmen, weil r nie negativ ist.   Rimmt man nun hieraus

x_ra und substituirt man biefen Werth von x, in bie 4.), e

so erhält man
[image: ]

als bie GSleichung bet Gllipse, zwischen ben seligen Koordinaten y unb r bet elliptischen Grenzlinie. Sie giebt für r zwei Werthe, nämlic 

r=a±/a-1*0,y*

wovon (für y=FH) ber Heinere bie Sänge von FN‘, der grö-szere bagegen bie Sänge von FN liefert. — Man hat dahzer

	
6) FN‘=a-Va2-2,y2=r


	
7) FN = a+ y a? - ,e2, y? = r",



1 C

wenn

	
8) y=FH



genommen wirb.

Bezeichnet man nun das, was aus fg,y hervorgeht, wenn (aus bet zwischen x und r, angenommenen Gleichung 4.)

— ae— Vr2- y2 und —ae—Vr2—y2

statt x gefeit wirb, bezüglic durc

Cy) m) f.»

so drckt f., bie Dichtigkeit ber Stellen aus, welche links von KFL liegen, während f" } bie Dichtigkeit ber Steilen aus. drckt, welche rechts von KFL liegen; unb es sindet sic

[image: ]

—— -dr

Vr2 —y 2 _r.ar Vr2—y 2




bie Masse des Streifens N'H, unb bie des Streifens NH, wo wir im erstem Ausdruc absichtlic bie Grenzen beS Integrals umgekehrt haben, um dr unb damit zugleic Vr2—y2 eben-falls positiv nehmen zu müssen, wie in dem andern Ausdruck.

Die Masse beS Streifens N'N (sobald y>FK genommen wirb) findet sic dagegen


= dy
[image: ]

fn__

(19) Vr2—y




— *dr. 2

Daher ist nun bie Masse beS Stüces AFKA,


/aa(1—e2)
[image: ]

".) Vr2_y2




A.)-

dagegen bie Masse beS Stckes FKK’BF,

CaV1-e2( (l"rit r

0      . y (r'y) Vr?_ y?

Die Masse beS Stüces KDK'K findet sic zulett

C,)...    = (  ( /f.r—.dr).dy.

	
• a(l-e2)W i- " Vr2—y2 /



Gür bie untere Hälfte bet Glipse ist alles fast eben so, nur das bet positive Werth von r, welcher = FJ ist, durc —y

auSgebtüdt sic steht, weil an der Stelle J, derdurc y bezeich-nete Koordinaten-Werth y, negativ ist, also —y positiv wirb. Es ist daher die Mafse


des Streifens JR',




= dy.




f

(ry) Vr2




des Streifens JR,




= dy




r  f11  . —

_y(,y) vr2




r

-y r




—•dr, 2 ‘




—y2




• dr,



und die des Streifens R'R (sobald — y>FL d.    >a(1- e2)

genommen wirb),

[image: ]

1      «dr.

Vr2—y2




Und Weil bie Massen der Streifen JR' und JR, von y=—FL an bis zu y = 0, enb lieft bie der ganzen Streifen R'R unterhalb LL', von y = —FE — —b an bis y = —FL = — a(l—e2) summirt werben muffen, so findet sieb jett bie Maffe beS Stckes AFLA,

D.)...      = (°     (

	
• -a(-e2)• -y "* Vr2—y2 / whrend bie 9asse beS Stückes FLL'BF endlic aber bie Masse beS Stückes LL'EL


0

-a




v_(/C,f»




r

_____y 2
[image: ]






	
—a(l—e2) /   pr‘            y         \



ist.

Die Summe A.—B.-C.—D.+E.-F. biefer sechs Doppel-Integrale drückt nun bie Masse der ganzen Ellipse aus. — Ueberall ist babei Vr2—y2 positiv zu nehmen, weil in den Integralen nac r, überall dr positiv (b. h. bie untere Grenze Heiner als bie obere) genommen ist.

	
II. Während aber noch immer statt x blos r eingeführt bleibt, sann man and; zuers bie Massen der unendlichkleinen schiefen Parallelogramme fummhen, die zu einem und demselben FM = r gehören, so das man zuerst die Massen von Olingen und Ringstücken von bet Breite dr findet.



Sucht man nun zuerst die Mafse des Theiles RAVR (Sig. 16.), in welchem die Dichtigkeit bet einzelnen (Stellen durc fy aus-gedrückt ist, so fonbett sic zunächs ein Halbkreis mAnm ab, bet ben Radius FA=a(1—e) hat, und in welchem bie Ring-stücke ppp vollkommene Halbkreise sind, und bann hat man noc bie beiden Stücke mARm und nAVn, beten Ningstücke qq, q'q' von bet elliptischen Grenze bis zur Geraden RV reichen.

Die Masse des Halbkreises mAnm ist nun pa(1— e) / pa(1—e)             i»          \

G--

bie Masse des (Stüdeö mARm ist bagegen pa(l—e2) / par r N

" “X-, (/,"‘Vy“v)d, wo y, ben positiven Wert bet Funktion von r, vorstellt, welche aus bet GSleichung 5.) für y hervorgeht, nämlic

. . v1=e2 1/, (r—a)2

	
9) y, = + ■—eVa-se2j



= / /

(-2)--," Vr2—y2 /

gefunden wirb, wenn man y1 aus 9.) nimmt.

Die Summe G.+-H.+-J.—K.+L. tiefer 5 Theile ist nun wiederum die Masse ter ganzen Ellipse.

	
III. Senfen wir uns aber jetzt statt x und y, zwei neue Koordinaten-Werthe r und e eingefhrt (nämlich Fig. 17. XFM = 0 und FM = r) mittelst her Gleichungen 2.) und 3.), nämlich


	
2) x = ae-r-Cose und 3) y^r-SinO, so gel)t feie Gleichung 1.) der Gllipse, sobald man diese Werthe von x und y in sie statt x und y‘ setzt, über in wo e und r' einem unkte her elliptischen GSrenze angehören.





Sie von dem Wachsen von 9 und r (bezüglic um de und dr) gebildeten unendlichkleinen Viereckchen MNUT (Big. 17.) haben nun (nach §. 25.) den Inhalt r-dr-de und deshalb die Masse f,g-r-drde, wenn fr,9) das bedeutet, was aus fg,y hervorgeht, sobald statt x und y bereu Werthe aus 2.) unb 3.) gefeit werben. — Summirt man nun zuers bie Masse aller der Viereckchen MNUT, welche zu einem unb demselben Werthe von r gehören, so sondert sich zuerst ein Kreis ab, ber den Radius FA=a(1- e) hat, unb bessen Mafse

Pa(1—e)/ /2m \

M.)-     - Jo \Jo f(,9)9r-de)-dr

ist. Süv ben übrigen Sheil ber GElipse haben bie Ringstücke pMq von ber Breite dr, 511 Grenzwerthen von 0, bie Winkel XFp unb 2n—XFq, whrend XFp — e, diejenige Funktion von r vorstellt, welche aus ber Gleichung 10.) hervorgeht, wenn solche nach e ausgelöst, zugleic aber r statt r‘ gesetzt wirb, wobei e,, in so ferne diese Funktion unendlichvieldeutig ist, zwi-schen 0 und n genommen werben muß. Die Werthe von e gehen also für biefen konstanten Werth von r, welcher >FA b. h. >a(1—e) ist, von — e, bis —9,10).


zu erhalten, — baun aber hier herein




ae++r-Cos &




statt x






Die Masse des anderen Theils der Gllipse ist daher a(1+e)/ /g, \ ad-, (/-,"wpdo)dr,

in so ferne für biefen Theil bie Werthe von r, von FA = a(l—e) an bis FB = a(1—e) hin gehen.

Die Summe M.-N. biefer beiben Doppel-Integrale drückt nun wieder bie Masse der ganzen Ellipse aus.

	
IV. Summirt man bagegen zuers bie Viereckchen MNUT (Fig. 17.) bie zu einem unb demselben e gehören, so erhält man bie Qasse des Sektorchens vom Winkel de,



- de.(. f,g-r-dr.

wenn r die in bet Gleichung 10.) gefundene Munition ton e vorstellt. Die Masse bet ganzen Ellivse ist daher nun

/2t / /re \

P.)-    =./ Vo W-r-dr).dö.

Anmerfung. Wir fordern nun unsere Leser, welche sic in rein analytischen, ton jeber geometrischen Be-trachtung unabhängigen Untersuchungen üben wol-len, auf, dieselbe Aufgabe (bet §§. 28. 29.) so aufzufassen, nämlic

„Die Summe

Sf,y-dx-dy

X2 _ y2 = i a2a2(1—e2)“

„SU finden (b. h. (in ein einziges obet) in bie (Summe mehrerer „Doppel-Jntegrale auszudrücken), in welcher x und y nac und „nac alle, um bezüglic dx unb dy wachsenden reellen „Werthe bekommen sollen, welche bet untergesetten Bedingung „nicht widersprechen"

(ohne das man bet Aufgabe irgend eine geometrische Bedeutung unterlegt) unb sie bann nac Anleitung bet’ §§. 8.—19. zu lösen; benn, unsere Leser in solchen rein analtischen Unter# suchungen zu üben ist der Hauptzwec dieser Blätter11).

Will man genau dieselben Nesultate wie in §. 29.1. unb II. erhalten; so muß man natürlich den neuen Vernderlichen r, statt des alten x, durc bieselbe Sleichung, nämlich

(aex):y2 = r2 einfhren.

lnd will man genau dieselben Resultate erhalten, wie in §. 29. HL und IV., so mus man die neuen Veränderlichen r und e, statt der alten x und y, mittelst derselben beiden Glei-chungen, nämlic

x = — ae—r-Cos e und y = r-Sin 0, einführen und den wichtigen allgemeinen Sat des §. 14. in An-wendung bringen.

Is es dem Anfänger gelungen, auf tiefem Wege und ohne Zuziehung irgend einer geometrischen Betrachtung dieselben Resultate, wie in den §§. 28. 29. zu erhalten, so möge derselbe noc die zusammengesetztere Aufgabe, Wie solch« hier in ter Rote näljer bezeichnet worben ist, auf beiden Wegen losen, einmal aus dem geometrischen Standpunkt, unb in 6 verschie-denen Resultaten, unb bann noch aus bem rein analytischen Standpunfte ebenfalls in 6 verschiedenen Resultaten. Dabei wirb man aber sic gezwungen sehen, Flle ton einanber zu unterscheiden, ob s. 53. m<— ae ober ob ms—ae ist, u. dergl.

§. 30.

Man sann auch die Werthe, welche x unb y in der Summe Sfg,ydx-dy erhalten sollen, darauf befchränfen, bah sie blos positiv ober Rull (bagegen nie negativ) fein sollen. Gs wer-den zu ben Ungleichungen, welche bie Werthe von x unb y überhaupt innerhalb bestimmter Grenzen halten, nur noc biefe neuen, nämlich

0Ex unb 0 E y hinzugefügt, unb bann wirb, wie in ben §§. 7.—10., allen Be-dingungen zu genügen gesucht.

A. Soll 8. 53. bie Summe

2 fx,ydx-dy x2--y2 2 a2

wo a positiv gedacht ist, mit bei’ Bedingung ausgewerthet wer» den, daß x und y nur «He positiven ober Nullwerthe erhal-ten sollen, so bat man bie drei Bedingungen zu erfüllen, nämlic

1) x*+y*Za*,   2) 0Ex, 3) 0Ey.

Man erhält daher sogleich

	
I. St.dz-dy/ (/-V- Edy)-dx



ober

	
II. SF-dx-dy =/ (/+V-F‘tdx).dy.



B. Führt man aber statt x, den neuen Vernderlichen r ein, mittelst ber Gleichung

	
4) x2+y2=r2, (also x-9xr = r),



so bat man, wegen x>0,

	
5) x=+vr2=y?, also 6)  x,=-),,,



-Vr — y2

so daß fe^t x und 8x, nur eindeutig werben, also auch

fx,y = f+Vr2=y2, y — f(r,y)

nur eindeutig wirb. Man hat bann noc zu erfüllen bie Be-bingungen 1.) unb 3.), nämlic

7) r<a unb y>0;

man erhält daher jetzt sogleic, da -r der größte Wert von y ist, weil sonst (aus 4.) x imaginär werben würbe, III. Su-As-ly -/ (: t, a, -v)-r

ober, wenn man in umgekehrter Drdnung summirt, weil a ber größte Werth von y unb für einen konstanten Werth von y, (wegen 4.) y selbst ber fleinfte Werth von r ist,

IV. Seaxdy- /(

e/o ey —Vr—y2 /

, C. Shrt man statt x und y sw ei neue Veränderliche r und. 0 ein, mittelst bet Gleichungen

9) x = r-Cos H und 10) y = r-Sin 0, f0 daß           fx,y = fr-Cose, r.Sin 6 — f(r,6)

und        dx-dy = r-dr-de (nac §. 14.)

wirb, so gehen bie Bedingungen 1.—3.) übet in

11) rEa, 12) O^Y-CosO unb 13) 0Er-Sine, whrend r nur positiv genommen wirb. Die Bedingungen 12.) unb 13.) geben Cos e50 unb Sine$0, b. Cos0 unb Sind positiv ober 0; weshalb jetzt e blos von 0 bis zu n gehen kann. Man hat daher sogleich

	
V. Sf-dx-dy= ./o (./ fq,9*r-de)-dr



ober

	
VI. Sf-dx-dy =./ (/ fo -r-dr)-de.



Anmert. 1. Sst8.3. f,,=e-(2++*),

also ffcy) = e-2 unb auc f2,9) = e-t2 ,

so hat man (aus III.)

1

 Betrachtet man die Hufgabe selbs geometrisc, wie in bet Anmerk. 2. zu §. 9., so fann dasselbe and) blos auf geometrischem Wege geschehen, dadurc, baß man durc den Scheitel G bet Parabel (Sig. 3.) zwei neue Koordinaten-Aren parallel mit den alten Aren O& und 0D, legt, welche bann bezüglic mit dem Hauptdurchmesser GK und mit bet darauf senkrechten GZ zusammenfallen; und wenn man bann bie Behandlung bet Aufgabe, von diesen neuen Aren ausgehend, unternimmt.

2

x2 y2 •—

3

 Bu ber Bedingung                  fann man daher noc die beiden

a i)

andern barin enthaltenen Bedingungen, nämlic

—aExE+a unb -byE+b,

wenn man will, noc offen hinzuschreiben, was bei GEinführung neuer Veränderlichen dazu bienen kann, dieselben nicht zu übersehen.

8

4

 Die Integralrechnung Weift jedoc nac, bas die Summe 2fx,ydxdy auc noc einen endlichen Wert hat, wenn für Werthe « unb ß, bezüglic von x unb y, welche innerhalb bet Grenzen noch liegen, fx,y auc die

1

Vorm 0 annimmt, so lange nur diese Vorm aus einer allgemeinen Jorm

Fr

------—----- hervorgeht, in welcher u und v Keiner als 1 sind. (x—c)"(y- S)

5

 In ter ganzen Analsis fommen fortwährend Bedingungen vor, welche weder durc Gleichungen noc durc Ungleichungen ausgesprochen, unb nichts destoweniger vorhanden unb zu beachten sind. — Zu diesen Bedingun-gen gehören: wenn gewifse Ausdrücke stets ganze Zahlen geben sollen, ober stets positive, ober stets reelle, u. dgl. m. — Ferner gehören zu biesen Bedingungen, das, wenn Cos(p ober Sin(p vorkommt, dieser Cosfp ober dieser Sincp nit gröser als 4-1, unb nie Heiner als -1 sein bars, wenn q) als reell vorausgesetzt ist; u. dgl. m. — Der Anfänger muß daher gerade auf solche, mehr versteckte, Bedingungen zuers sehen, damit sie eben von ihm nicht ganz übersehen werden mögen.

6

 Weil feie Sogen, welche bie Figur MNUT begrenzen helfen, unend-lichklein sind, so sönnen sie nac Reibnit als gerade Linien, und weil sie Beibe auf dem Radius FM senkrecht stehen, auc als unter sic parat lei angesehen werben.

7

 Die Höhe als Sänge is nie negativ; sie ist habet durc — dr aus: gedrückt, so oft dr selbst negativ gedacht wird.

8

 Gründlicher findet sic der Snhalt dieses Biereckchens als bie Diffe-renz her beiden Kreissektoren TUF unb NMF, also

= L(r+dr)a.dg-‘r2,de = r.dr.d9+dr2.dg.

9

*) Wie wir eben schon einige Male gezeigt haben, is das Wahre an der Sache dies. Die Werthe von e werden von 0 an (d. h. von FX an) nac Fp, FA, Fq hin wachsend gedacht; das Ringftc pMq mus daher als aus zwei Theilen bestehend angesehen werden, nämlic aus ter Hälfte Hp unb aus bet andern Hälfte Hq. — Für bie erstere Hälfte gehen bie Werthe von e, von 0 an bis zu XFp = e, hin; für bie anbere Hälfte Hq gehen sie bagegen von 2n—e, an bis 2n hin. W eil aber unser hiesiges fg blos Cosg und Sing enthält, bereu Werthe fic nicht ändern, wenn bie Werthe von 9 um 2n vermindert werden, sois

/2t /0

/ fr,ejrodg= / fr,

10

 277 — 9r            • —9r

unb deshalb sann man sagen, das für das ganze Ringstück pMHq, bie Werthe von 9, von — er an bis zu +9, hin gehen. — Von einem nega= tiven Wink el (ober Bogen) sann nie unb nirgends bie Rede sein. Auc mürbe das ganz unrichtig fein, b. h. ein unrichtiges Resultatliefern, wenn fr g außer Cos^ unb Sine, noc 6 erplicit enthielte, unb man nun doc ohne Weiteres an den Grenzen eines bestimmten Integrals, etwa — 62 statt 2n—62 setzen wollte.

11

 Sie rein analtische Behandlung dieser Aufgabe ist deshalb viel leich-ter, als die des §. 10. ober bie ber §§. 8. 9., weil hier nur einer einzigen Bedingung 5« genügen ist, während dort zwei, auc brei Bedingungen ge: geben waren. — Man sann aber auc hier noc eine zweite Bedingung hin-zufügen, etwa bie Bedingung mxn, während m$- a unb nE+a angenommen wirb. Dies tarne, fobalb man bie Aufgabe, wie im vorher-gehenden Paragraphen, geometrisc auffaszt, darauf hinaus, bie Mafse eine« von zwei aus AB senkrechten Geraden begrenzten Stückes ber Gllipse zu finden, während bie Abscissenwerthe bieser Geraden bezüglic m unb n sind.


(.g. _I .dy — (ep2.r. _1--«dy

/ "" Vr2—y2 J J Vr2—y2

V

= e-2 • r • Arc sin. r , folglic

C“kg. —L 'dy = m-e-t”.r ;

eJ y " r—y2

also auc, weil

Je—r2-r-dr = — e—r2 ist,

Sf-dx-dy = In-(1—e-a2),

Eben so findet sic aus V.

c f,g.r.de = ( e-2.r.de=In.e-.r, Jo           e} 0             2

also, weil Je-f*rdr=—e-r2 ist,

/ (/0 fg,gr-T-do)dr=it-(1-e-").

Gben dasselbe findet sic nac VI. für }fdx-dy, in diesem

Falle.

Man findet also

Se-(x2y2).dx.dy = ( ( (+V x e-(g2-+y2) .dy).dx x2y2=a2,0=x,0y •-° e-0  /


-/(*""e-0-" -dxh'

(nac in.) = In(1—e-2),


(nac IV.)



[image: ]




e-5 • r —Vr2—y?



[image: ]



(nac V. ober VI.) = Ine(1—e-a2) *).

*) Is e-(+y2 oder e-       Dichtigkeit des an der, durc

die positiven Werthe x und y, gegebenen Stelle, liegenden Rechteckchens dx-dy, so brückt die hier gesuchte Summe 2, die Masse bet Släche eines Kreisquadranten aus, dessen Radius = und bei welchem die Dichtigkeit in gleichen Entfernungen r vom Mittelpunkte, gleic groß ist, und immer Heiner wird, je mehr man sic vom Mittelpunkte des Quadranten entfernt.

Is aber e-Hy = z feie dritte, auf her Ebene des Kreisquadran-ten senkrechte (ftets positive) Drdinate, so stellt die Summe 2, den Snhalt eines Körpers vor, welcher begrenzt ist, erstens von der vorermähnten Fläche des Kreisquadranten, bann von zweien durc die Koordinaten-Aren OX und OY hindurchgehenden, auf her vorgedachten Fläche senkrecht stehenden Ebenen XOZ und YOZ, welche sic in bet brüten Koordinaten-Are OZ, schneiden; ferner von einer durc ben Bogen-Quadranten gelegten und auf der Ebene XOY senkrechten Ghlinderfläche; zuletzt aber durc bie stumme Fläche, welche mittelst ber Gleichung z = e-(x2+y2) gegeben ist und welche in OZ selbst ihren höchsten Punkt hat, in gleichen Entfernungen r, von OZ, gleic hoc, aber immer niedriger gelegene fünfte liefert, je grösser r wird; — für r = a aber am niedrigsten liegt (bie Worte „niedrig" und „hoch” auf bie horie zontal gedachte Sage ber Ebene XOY bezogen).

Jene Masse, ober dieser Körper-Snhalt, ist also gefunden worden = *n(1-e-a2) und solcher nähert sic ohne Enbe fort, mit dem offne Ende

Anmert. 2. Denkt man sic zulett a=—0 (in dem vorstehzenden Beispiele), so beschränkt feie Bedingung x2—y2 = a2 feie Werthe von x und y, gar nicht mehr, und die gesuchte Summe ist daher jetzt völlig übereinstimmend mit

e-(2+1 2dx. dy;

und tiefe letztere wirb deshalb

(nac I. und II.)

[image: ]

e-(x2+y2) . dx-dy,

— 470,




(nac III.)


enfr Vr2—y2

=



(nac IV.)

(und nac V. und VI.) wiederum Weil aber

[image: ]

e




[image: ]

e-x2-e-y2dxedy





e—X2.dx. /

o         e}0



[image: ]

e—X2




ist, so folgt aus tiefem hier gefundenen Nesultat noc


e-dx=vn, also




e-xdx = 2).



Dritte lebung.

Bie die Summe 2fx,y,zdxdy~dz unter verschiedenen Voraus: sezungen, in dreifache bestimmte Integrale ausgedrückt

Werben sann.

§. 31. Aufgabe.

Man soll bie Summe

Sfgy2-dx-dy-dz

z2-y2—px=o, xEb

Wo p und b positiv gedacht sind, auswerthen, unter der Vor-aussetzung, das x, y und z nur reelle Werthe erhalten (ollen.

Erste Auflösung. Summirt man zuerst für konstante Werthe von x und y, und für alle Werthe von z, so liegen letztere zwischen z —Vpx—y und z=—Vpx— y2. Diese einzelnen Summen werben daher ausgedrückt durc

++V(px—y2)

f»dz.

-V(px—y2)

Summirt man nun biefe Eheilsummen, für einen konstanten Werth von x, aber für alle Werthe von y, — welche, ba Vpx—y2 reell werben musz, ba also y2Epx bleiben muß.

zwischen y = — Vpx und y = —Vpx liegen, — so erhält man für biefen fonftanten Werth von x, bie Theilsumme

. 4+Vpx( (+V(px—y2), \

= dxe  I /         fedzedy,

el—Vpx \e/ — V(px— y2)     /

welche alle biefe einzelnen Theilsummen liefert, wenn man statt x alle Werthe setzt, welche x haben sann. — Und ba x nicht negativ werden darf, weil sonst Vpx imaginär würbe, so liegen alle Werthe von x, zwischen 0 und b, und man hat daher nun gefunden:

Pb/ P_ypX/ P+V(px-y2) \. N

	
I. Sfdx-dy-dz /    / 2 / f-dz)-dy)-dx.


	
- e-o e--Vpxe—V(px-y2) / ‘/





Unb es ist nicht schwer einzusehen, das man auc erhalten wirb

	
II. ^Mz-dydz = /"( r*^( /++Vr=-"a).az).ax.


	
}     e/0 e—Vpx w —V(px—z2)    ‘/ /





Summirt man in noch anderer Drdnung, nämlich zuerst für fonstante Werthe von y und z, unb für alle Werthe von x, so giebt bie Bedingung y2—z2Epx, sofort              x5p(y*+2*),

1

so daß x alle Werthe haben sann, welche von — (y2—z2)

bis b gehen; biefe einzelnen Theilsummen werben daher ausge-drüct durc

pb

dyedz. (. f-dx.

J 1(y2+z2)

wo y unb z nac unb nach «He Werthe vorstellen, welche sie erholten sönnen. Summirt man nun biefe Theilsummen für einen fonftanten Werth von z, aber für alle Werthe von y, so folgt, bah, da y2—z2 zwischen 0 unb pb liegt, y alle Werthe bekommen sann, welche zwischen — Vpb- z2 unb —Vpb—z2 liegen. Diese Summation giebt daher

. /+V(pb_z2) / pob . \

dz /           ( i       f.dx).dy,

	
• — V(pb-z2) ep(y2+z2) / ‘



wo z nac unb nach alle feine Werthe erhalten muh- Summirt man endlic biefe Summen wieder für alle Werthe von z, so ist Har, bah z2 nicht gröber als pb werben bars, bah also die Werthe von z, zwischen —Vpb unb —Vpb liegen; man findet daher unsere Summe auc noch so ausgedrckt, nämlich:

	
III. Zf-dxdy-dz



= (+V05( (++Vep9-22( () F.dx).dy).dy.

	
• — Vpb e-V(pb-z2) \e- p(y2+z2) / /



Und eben so findet sic

	
IV. Sf-dx-dy-dz



+Vpb/ A+Vpb- y2/ pb ,\,N, _ I /    ( /. f-dx)-dz)-dy.

■ Vpb V/ — vpb—y2 e- p(y2-z2)    /   /

Unb bä überhaupt drei Glemente a, ß, y, ober x, y, z, auf secs verschiedene Sitten angeordnet werben tonnen, — so tann man bie gedachte Summe S, auc wenn feine neuen Veränder-lichen eingeführt werben, doc auf secs verschiedene Arten durc ein dreifaches bestimmtes Integral ausdrcken.

Für bie gegenwärtige Aufgabe findet man daher noc

	
>7   , ,  ,  ,     Av(pb) / pb / P+V(pxy2), N\,


	
V. Zf-dx-dy•dz= / l/il/         f-dz)-dx)•dy,



• — V(pb)\e/ py2 ke — V(pX- y2) / /

ba durc bie Grenzen des ersten Integrals (nach z) bet gege-benen Bedingung y2—z2Epx, schon genügt ist, dieselbe Un-gleichung aber ben tleinsten Werth von px, also auch von x, offenbar für z = 0 liefert, whrend b nac der andern Be-bingung der größte Werth von x ist; ba endlic aus y2<px—z2, der größte Werth von y2 offenbar aus bem größten Wert (b) von x, unb bem tleinsten Werth (0) von z sic ergiebt, während dieser größte Werth pb von y2, offenbar unter ben negativen Werthen von y, (nac §. 4b.) — Vpb al den tleinsten, unb unter ben positiven Werthen von y, —Vpb alsdengrös-ten liefert.

(Endlic findet man noc

VI. Sf-dx-dy-dz

_ (+V(b)( (b ( P^-’f.dyUxUz.

ex - V(pb) \e- — z2 We - V(px-z2) /   /

§. 32.

Führt man aber 3. 53. statt x einen neuen Veränderlichen r, ein mittelst bet Gleichung x=xr, wo x, irgend eine Sunktion von r (ohne x), welche auc noc y und z enthalten sann, vorstellt, — so hat man sogleich

Sfdx-dy-dz = S[f,,y,2-8x,]-dr-dy-dz, wenn f2,3,2) das bedeutet, was aus fw hervorgeht, sobald x, statt x gesetzt wird.

Ist aber x, (und daher auc 9xr) 3 wet förmig, so daß beide Formen, welche zu einem gegebenen Wert r, den Heineren und größeren Wert von x geben, durc x’ und x" von ein? anbet unterschieden werben, so nimmt auc bie einförmig gedachte Funktion fw im Allgemeinen zwei verschiedene Formen an, welche bezüglc durc f‘o2 unb f7,2 bezeichnet werben mögen, so daß in S[fr,y,2)-Bx,]-dr-dy-dz, statt fE,y,2)-x, bald fesa-x,, bald fsay-x" werben mus, — in so ferne 311 jedem Werth von r, zwei Werthe von x ge-hören, so das jeder Werth von r zweimal genommen werben mus, einmal statt des Heineren Werthes von x, unb bann noch einmal statt des größeren Werthes von x, vorausgesest, das lebet biefet Werthe ben gegebenen Grenzbedingungen noc ge-nügt. Genügt nur noc einet bet beiben Werthe von x, ben Grenzbedingungen, so ist natürlich auc r nur einmal zu nehmen, unb dazu diejenige bet beiben Formen von f(,3,z)-8x,, welche bem noc zulässigen (Heinern ober größern) Wert von x, ent-spricht. — Dabei sönnen bie durc x, unb x“ bezeichneten Formen, für verschiedene Werthe von r, mit einander vertauscht werben müssen, ba eine unb bieselbe Form von xr, für einen Werth von r, ben kleinern, für einen andern Wert von r aber, ben größern der beiben Werthe von x, liefern taun, so das für biesen letzteren Wert von r, bann bie anbete Form statt x* genommen werben mus, wenn man bie zu bem

Heinern Werth von x, gehörige Form, jett wieder haben will. — Alles flennn so, wie wir solches in den Beispielen der beiten vorhergehenden Uebungen namentlich aber im §. 6. flar nachge-wiesen haben.

Nac der neuen Form der Grenzbedingungen

y2—z2Epx, und Xj<b,

entscheidet es sich bann, wie viele dreifache Sntegrale jet dazu gehören, um bie gedachte Summe auszudrcken.

§. 32b.

führen wir z. 55. zwischen x und r bie Gleichung

1) (x—1p)2—y2—z2=r2.

ein, so bah

2) x,= Ip±Vr2—y2—z2 und 3) Oxr=— —

± Kr2—y2—z2

wirb. — Für x = 4p erhält bann r feinen Minimum Werth unb dieser ist = —Vy2—z2 , in so ferne bie Gleichung 1.) sehen lässt, bah man r blos positiv (ober Null) nehmen bars. Ist b<|p, so nehmen bie Werthe von r blos ab, unb kom-men nicht einmal bis zu bem Minimumwerth hin; ist aber b>!p, so wachsen bie Werthe von r, wieder, so wie bie wachsend gebuchten Werthe von x, >Jp werben. 3m letztern Fall muh daher jeder Werth von r doppelt genommen werben, so lange noch ben vorhandenen Bedingungen genügt ist, einmal

für x<ip, Bx=3x-Vy,z unb = unb das andere Mal für unb f,ya = fgg.


x>!p, x, = 3x“= —-—1   —

4l' r +Vr2_y2z2



Summiren wir daher zuers für fonftante Werthe von y unb z unb für alle Werthe von r, so muh man sogleic wieder unterscheiden, einmal ob b<|p und bann ob b>Ip ist.

Grstet Fall 3s bEIp, s» findet sic sogleic

1. Sfdx-dy-dz

_ cV(pb(       / /"'f.-_U=-drt-dyU,

e-V(pb)e--V(pb -z2)elra —Vr2—y2—z3 / /

wenn

	
4) +VAp-b)3+y3z3=r,



und

	
5) p++/(y3+22)=1,



gefeit wirb.

Es geht nämlic die Bedingung y‘—z2«px Kaliber in 6)    y?+z3E:p2-pVr2-y3-z" ;

und die andere Bedingung xEb wirb jetzt diese, nämlic 7)   p- Vra- y2— z2 Eb b. $. +Vr2- y2—z2 Sp- b.

Auadrirt man bie Bedingung 6.), nachdem pVr2— y2~z2 zur Sinsen, y2—z2 dagegen aus bie rechte Seite gebracht ist, — addirt man bann auf beiden Seiten p2(y2—z2) und zieht man zuletzt wieber bie Auadratwurzel aus, — so erhält man, ba alles positiv ist, statt ber 6.) biese, nämlic

	
8) rEiv++p(y3+23) d. 5. rEr,,



während bie Bedingung 7.) übergeht, weil ebenfalls alles positiv ist, in

	
9) r 5+VGp-b)-+y3+23 b. rSr,, so daß man sogleic erfennt, daß bie Werthe von r, von r, an biö zu r, hin, gehen 3).



Und da r2 den Werth r, nie übersteigen bars, so giebt die Gleichung

_ ______

rar d.h. +V(P-b)*+y*+z*<IP++p(y*+z*), d. . y*+z*=pb

(nac §. 4b.) die beiden Grenzwerthe —Vpb—z2 und —Vpb—z2 von y, whrend dieselbe Gleichung, pb als den größten Wert von z2, folglich — Vpb und —Vpb als die Grenzwerthe von z, dazu liefert. — Dabei wir (oben in I.) die Grenzen des Integrals nac r, mit einander vertauscht, um im Ausdruc des Elementes die Auadratwurzel positiv nehmen zu tonnen.

weiter galt. — Is b>ap und nehmen wir zuers die abnehmenden Werthe von r, welche zu xEp gehören, so tritt letztere Ungleichung an die Stelle ber zweiten Bedingung x<b, und man erhält daher für tiefen Theil ter Summe S, genau das, was aus dem dreifachen Integral I. wirb, wenn man überall Ip statt b setzt, wodurc pb unb Vpb bezglic in |p2 unb ±|p, unb r2 in

	
10) r3 = +Vy?+z3



übergebt.

Dieser Theil der Summe ist daher ausgedrckt durc A,... /( (vGv‘-4) ( f" f • , r  .ar).dy).dz,

	
•J -pwe- -Vap2-22)e- Fa    Vr2—y2—z2 /  /



wo r, - 1p+ (y*+z3) und  r, - +Vy"z,3  ist.

Gehen wir nun zu ben wachsenden Werthen von r, zu benen x>ip gehört, so gehen jetzt bie zwei Bedingungen, nämlich y2—z2Epx unb x{b; über in

	
11) y?+zE:p2+pVr?-y2-z*


	
12) pvr2-y=z2 = b.



Die 11.) giebt, wenn man Ip2 auf hie linke Seite bringt, bann quadrirt, bann p2(y2—z3) auf beiden Seiten abbiet, zuletzt aber wieder bie positiven Wurzeln nimmt, jetzt

	
13) r5Ip+p(y*+z3) D. t. r>r,.



Die 12.) bagegen giebt

	
14) r=+v(b-p)*+y*+z* d. . rEr,,



in so ferne (p—b)2 = (b—Ip)2 ist.

Weil aber Vr2—y2—z2 nie imaginär werben bars, so hat man auc noch bie Bedingung

	
15) r5+Vy*+z* d. . r>r3,



welche noc berücsichtigt werben mus. — Und ba biefe letztere Bedingung 15.) mit der 13.) in den Kampf tritt, so mus man zunächst bie Werthe ±y‘ von y, suchen, für welche r, — ra wirb, und welche also gefunden werben aus der Sleichung

1p—+(y"+2*)=+Vy"++z";

biefe liefert

	
16) y‘2+z2=Ip2 ober y‘ = +VIp2- z3.



So lange nun y2>y'2 ist, so lange ist r,>ra; und bie Erfüllung der Bedingung 13.) sieht bann bie Erfüllung der 15.) als eine nothwendige Folge nach sic, und es ist daher bann bie 13.) allein zu erfüllen. So lange aber y2<y‘2 ist, so lange ist r,<ra, unb man muh nun hie Bedingung 15.) allein erfüllen, um bie 13.) bereits mit erfüllt zu haben.

So lange also bie Werthe von y, von —y' an bis zu —y‘ hin gehen, folglich y”Ey‘ ist, — so lange gehen bie Werthe von r, von r3 an bis zu r, hin; unb bie (Sleichung 16.) liefert bann Ap2 als den größten Wert von z2, dazu, so bah eben so lange bie Werthe von z, von — p anfangen unb mit —}p aufhören. Dadurc sondert sich ein weiterer Theil ber Summe S, ab, welcher auSgeb rücft ist durc baS breifache Integral
[image: ]

Wo r2 aus 4.), r3 aus 10.) und y“ aus 16.) bestimmt wird.

Sst aber y25y‘2, so geben die Werthe Mn r, von r, an bi§ zu r2 hin, und die Gleichung r,=r, giebt wieder den gröszten Werth y", den y2 erreichen sann, nämlic


	
17) y" = —Vpb—z2 ,



so das — y" der fleinste, und +y" bet größte Wert ist, den y erreichen sann; whrend die 17.) noch sehen läszt, daß pb bet allergrößte Werth ist, ben z2 erreichen sann. Die Grenzen — y‘ und —y‘ eristiren aber (nac 16.) nur so lange als z zwischen — p und —-p liegt; so wie daher z2 zwischen 1p2 itnb pb liegt, so gehen bie Werthe von y, von —y" an bis zu —y" hin so lange aber z2 zwischen 0 und |p2 liegt, gehen bie Werthe von y, von —y" an bis 31t —y' hin, und bann wieder von —y‘ an bis 311 —y" hin.

Es bilben sic also noc vier abgesonderte Theile unserer Summe nämlic
[image: ]

Man findet also jett, wo b>Ip ist, II. Sf.dx-dy-dz = A,—A,+A,—A,.


*) Da der Ausdruck für y'2 jezt negativ Wirb, so ist natürlic noc immer y2>y'2, selbst für ben Wert y = 0.

Anmerkung. Wir überlassen es mm dem Anfnger zur äuszerst nülichen llebung in analytischen Zergliederungen, alle die dreifachen Integrale herzustellen, welche, im Falle sie additt werden, jedeßmal die (Summe S liefern,

einmal in dem Falle, daß zuers für fonstante Werthe von r und z, und für alle Werthe von y, — hierauf tiefe Summen mietet für einen fonstanten Wert von z, und für alle Werthe von r; — zulett aber tiefe Summen mietet für alle Werthe von z, summirt werden sollen; und

dann noc, wenn tie Summation zuers nac y, hierauf nac z, zulett aber nac r, statt finden soll.

Und sollte es ihm nocf) nicht gelingen, tiefe Aufgaben be-friedigend zu Ende zu führen, so wolle derselbe zuvor noch die folgenten Saragraphen lesen unt tann 511 tiefen eben vorges legten Aufgaben zurckkehren.

Nan sann auc ter Alufgabe des §. 31. mietet eine geo-metrische Bedeutung unterlegen.

Denkt man sich nämlic tie durc tie Gleichung u2 = px gegebene Parabel um ihren Hauptdurchmesser OX herumgedreht, so beschreibt sie ein UmdrehungsBaraboloid, dessen Oberfläche durc tie (Gleichung yi—z = px gegeben ist, welches feinen Scheitel in dem Durchschnittspunkt 0 ter drei auf einander senk-recht gebuchten Aren OX, OY unt OZ hat *), feinen Brennpunkt F in OX, rechts, von 0 um p entfernt, mährent tie durc F, senfrecht auf OX gelegte Ebene, tiefe lmdrehungssläche in einem Kreise schneitet, dessen Nadius = ‘p ist, — jete untere mit ihr parallele rechts von 0 um b, entfernte Ebene aber,

*) Wir denken uns hier stets OX und OY horizontal liegend, unt zwar X rechts im Unendlichen, Y aber vorwärts im unendlichen, natür-lic aber and) alle Aren jenseit« 0 ebenfalls bi« in’« Unendliche fortgehend, ©ie brüte Are OZ beuten wir uns baun nicht nur stets vertifal, sondern auc Z oben int Unendlichen, so aber daß OZ nach unten ebenfalls in’« Unendliche verlängert gedacht wirb.

einen Durchschnittskreis bildet, dessen Radius = Vpb und „4p ist, je nachdem b4p, d. je nachdem diese neue Ebene Flints 1

rechts, von F liegt Pehmen wir nun tiefe neue EEbene al Grenz-Ebene des Paraboloids, und suchen tvit die Masse des von ilr abgeschnittenen Theils tiefeS Paraboloids, welcher zwi-festen ihr und dem Scheitel 0 liegt, unter ter Voraussetzung, daß tie Dichtigkeit einer jeden durc x, y, z gegebenen Stelle M, im Innern (oder an ter Dberfläche) teS Körpers, durc fg,y,z ausgedrct ist, — so hat man genau tie Aufgabe teS §.31.

In dem Nesultate I. teS §.31. giebt dann tie erste Inte-gration (nac z), tie Masse einer mit OZ parallelen mate-stellen Linie, deren Querschnitt den Inhalt dx-dy hat, und welche an ter durc x und y gegebenen Stelle auf XOY senk-rec&t fleht unt auf beiten Seiten bis jur Umdrehungs.Dberflche reicht. — Die zweite Integration giebt tann bie Summe der Massen aller tiefer Linien, tie zu einem unt demselben x ge-hören unt zu allen Werthen von y, t. h. tie Masse einer Scheibe, welche von 0 um x abstehend, auf ter Are OX senk-recht steht, tie Dicke dx hat unt rings herum bis jur Umbren hungs -Dberfläche reicht. — Die dritte Integration giebt endlic bie Summe der Staffen aller dieser Scheiben, welche von 0 an bis jur begrenzenden (Shene neben einander liegen unb den gan-zen llmbrehungSförper erfüllen.

In bem [Resultate III. bagegen giebt bie erste Integration (nac x) bie Staffe einer materiellen, mit OX parallelen Linie, welche von ber paraboloidischen UmbrehungSfläche bis zur begrenzenden Ebene geht, welche den Querschnitt dy-dz hat unb welche in ihrer Verlängerung bie Ebene YOZ in bem durc y unb z gegebenen Punkte trifft. — Die zweite Integration (nach y) giebt bann bie Summe ber Staffen aller tiefer Linien, wie sie eine paraboloidische Scheibe erfüllen, welche mit XOY parallel läuft unb von letzterer Ebene um ±z absteht, dabei aber die Dicke dz hat und auf beiden Seiten bis zur llmdre-hungs-Dberfläche, stuf bet dritten Sette aber bis zur begrenzen-den Ebene reicht. — Die dritte Integration (nac z) giebt zu-letzt die Summe bet Massen aller dieser Scheiben, wie sie den ganzen Körper erfüllen.

Auf gleiche Weise lassen stc bie Resultate II., IV., V. und VI. beuten.

Wollte man statt der Koordinate x, liebet bie Entfernung FM=r bet Stelle M, vom Brennpunkt F, einführen, so daß bie Stelle M durc bie drei Koordinaten-Werthe r, y und z gegeben wate, b. bet Punkt M als bet Durchschnittspunkt bet durc r gegebenen Kugel-Dberfläche (welche ihren Mittel-punkt in F hat) und bet beiden, durc y unb z gegebenen, bea züglic mit ben Koordinaten-Gbenen ZOX unb YOX parallelen Ebenen, — so mste man ein Körper-Glementchen an M, da-durc bilden, daß man eine zweite Kugelfläche mit dem Radius r—dr beschrieben sic dächte unb zwei neue mit ZOX unb YOX parallele, aber durc y—dy und zdz gegebene Ebenen. Der Inhalt dieses, zwischen diesen secs ©betten*) liegenden unend-lichfleinen schiefwinkligen Parallelopivedums müste nun zunächst berechnet werden **). Betrachtet man aber dr als bie Höhe desselben, so ist bie Srundfläche das schiefe Parallelogramm, beffen beibe Seiten durc ben Durchschnitt bet mit r beschriebenen Kugelfläche, mit ben drei um dy unb dz von einanbet abstehen-ben, mit einander unb mit OX parallelen Kanten gebilbet werden.

	
•) Auc die Kugelslächen könuen in diesem unendlichkleinen Stücks chen ate zwei mit einander parallele unb auf FM senkrechte Gbenen ange: sehen werben.


	
** ) Der ganse Körper wirb nämlic in lauter solche Glementchen zertheilt gedacht, durc Kugelflächen, beten Radien von 0 an um dr bis zum größten b+p bm wachsen; — durc Sbenen, welche von —vpb an bis zu +vpb bin, mit ZOX parallel liegen unb um dy von einander entfernt sind; — endlic noch durc unendlichviele mit YOX parallele unb um dz von einanber entfernte ebenen.



Dieses schiefe Barallelogramm stuf die durc M senkrecht stuf OX gedachte (Ebene projicirt, giebt das Rechteck dy-dz; folglic wird fein Inhalt gefunden, wenn man den Inhalt des letztern durc den Kosinus des Winkels dividirt, welchen die Kugelfläche mit bet YOZ macht, b. h. des Wintels, den bie auf biefe Slächen senkrechten Geraden FM und FX mit einander machen und biefet

/ r2— 2—2 2

Kosinus ist =---------; folglic ist der Snhalt bet


r«dy«dz

“ Vr2—y?—z2 r-dy-dz-dr Vr2—y2—z2 '

Elementchen links




und bet weil dr von bet



GSrundsläche des Rörper Elements Inhalt des Körper -Glements selbst feine Höhe ist. Siegt nun dieses

durc F auf OX senkrecht gedachten bene, so ist 1p— Vr2— y2—z2 in fg,y,z statt x su setzen, wenn man bie Dichtigkeit desselben haben will; liegt aber das Elementchen rechts bet gedachten Ebene, so ist p—Vr2—y2— z2 zu sezen, in fg,y,z, wenn man bie Dichtigkeit desselben ausgedtct sehen will. Bezeichnen wir nun durc fuy2) und durc fy2 biefe Dichtigkeiten, so sind bie Massen biefet Glementchen bezüglic

f • -—    - — • dr.dy.dz und f11 • —     - _ .dr-dy.dz,

—Vr2—y2—Z2               —Vr2—y2—z2

je nachdem das Elementchen links ober rechts bet durc den Brennpunft F, auf OX senkrecht gedachten Ebene liegt.

Denkt man sic nun y und z konstant, so hat man eine mit OX parallele @erabe AB, unb bie Entfernungen ihrer End-punkte A unb B von F, sind bann bie Grenzen, zwischen denen alle Werthe von r liegen, bie allen Punkten biefet Geraden zu-kommen.

Siegt nun bie Grenz-Ebene des Paraboloids linfs von F oberin F selbst, b. h. ist b<‘Ip ober =Ip, so ist BF2 = (Ip—b)2—y2—z2 , (weil B in bet Grenz Gbene liegt, bie Von F um Ip—b absteht), unb dies BF fei durc r, be-zeichnet, ©et Sunkt A liegt in bet paraboloidischen Dbersläche, und wenn wir AF durc r, bezeichnen, so ergiebt sic die Glei-chung für einen ieden solchen Punkt A bet gedachten ©bet# fläche, zwischen den je|igen Koordinaten r,, Y ttnb z, dessel-ben, wenn man in bet früheren Gleichung yi-z; = px, statt x feinen Wert p—Vr2—y;—z2 setzt. Dies fhrt aber zu bet Sleichung

r,=1+,(1+2,)4")

und giebt für y=y und z,=z, sofort ,==++(4+23).

Das Integral (‘‘f •—-r   «dr noc mit

•/r2 —Vr2—y2—Z2

dy-dz multiplicirt, giebt also bie Masse bet materiellen Ge-raben AB. ©ie zweite Integration nac y, giebt bann bie Masse einet Scheibe, welche bie Dice dz hat, mit YOX pa-rallel läuft und von letzterer um ±z absteht, ©iefe (materielle) Gbene schneidet das Baraboloid in einer Barabel, beten Glei-chung (zwischen x unb Y, ober zwischen r, und y) aus der bet Fläche hervorgeht, wenn man z, = nimmt; bie Gleichung dieser Parabel ist also

entweder y = px—z2 ober y: = p(r—Ip)—z2.

In bet Grenz-bene, wo x = b, ober wo r, (nac bet bekannten EEigenschaft des Brennpunktes bet Parabel u2 — px) ben Werth x+|p für x = b hat, b. h. wo r, =b—Ip ist, findet fic| (aus bet einen ober bet andern GSleichung dieser


und dies stimmt mit dem im



Sarabel) bei kleinste und gröste Werth von Y, nämlic FVpb— z2, umd dies sind die Grenzwerthe, zwischen denen nac y integrirt »erben mus, wenn man bie Masse dieser Scheibe haben will.

Die dritte Integration (nac z) giebt bann bie Stimme ber Massen anet dieser, mit YOX parallelen Scheiben von der untersten an bis jur obersten hin, welche letzteren von YOX um Vpb entfernt find, so das biefe lete Integration zwischen ben Grenzen — Vpb unb — Vpb gemacht werben mus, wenn man bie Masse des 1lmdrehungsBaraboloids t>aben will. — Dies giebt aber genau wieber das Resultat I. des vorstehenden Paragraphen.

Denkt man sic aber b>ap gegeben, so das bie Grenz-Gbene rechts von F liegt, so zertheilt man den Körper vor aßen Singen mittelst einer durc F auf OX senkrecht gedachten Ebene, in zwei Theile unb findet bie Masse des Theils jur Sinsen, ge-nau auf bem Wege, ber so eben beschrieben worben, nur bah man |p statt b sett, wodurc Vpb in ±}p übergeht. Man findet bann für bie Masse dieses Theils unseres jezigen Körpers das dreifache Integral Aj.) im vorstehenden Paragraphen.

Ser Körpertheil jur Rechten von F, wirb von zwei paraU leien Kreis, Ebenen begrenzt, deren Radien bezüglic |p unb Vpb (>|p) sind; auserdem aber von ber paraboloidischen Dberfläche. Sie oben erwähnte, durc y unb z gegebene Se-rabe AB stöst an beibe Grenz-Gbenen an, so lange sie sic in bem über ben Heinern ber beiben Kreise beschriebenen Eylinder befindet, defsenAre OX ist. Es ist bann FA = Vy2+z2 =ra unb FB = V(b— Ap)2—y2+z2 = r,. — Sie durc z gege-bene mit YOX parallele Gbene schneidet biefe Gylinderfläche in zwei geraben Linien, beren Abstand ±y‘ von ber ©bene ZOX, durc bie Gleichung z2+y'2 = Ap2 gegeben ist. — Sie Masse dieses Eylinders findet sic also ohne Weiteres durc breifache Integration, unb man findet bafür genau ben Ausdruc A2.) des vorstehenden Paragraphen.

Denkt man sic nun zwvei von YOX um 1p entfeinte und mit ihr parallele Ebenen E, und E,, welche den eben gedachten Eylinder berühren, so schneiden diese oben und unten zwei Stücke unseres Körpers aus, in welchen die obgedachte, durc y und z gegebene Gerade AB, mit A an die paraboloidische Dberfläche stöst, mit B aber an die Grenz-Gbene, so daß FA=r, und FB = r2 ist. Oben ist |p bei- fleinste, unten — !p bet größte Wert von z; oben ist —Vpb bei- gröste, unten ist bagegen — Vpb bet fleinste Werth von z. — Bu jebem Werth von z gehen bie y in bet Grenz Ebene von — Vpb— z2 bis zu —Vpb— z2 unb bilden ben weitesten Raum zwischen sich. — Die Massen biefer beiden Theile ergeben sic daher ohne Wei-teres; man findet aber auf biefem Wege für sie genau bie beiben dreifachen Integrale in A3.) des vorstehenden Paragraphen.

3wischen ben (Ebenen E, unb E2, zwischen bet Cylinder-fläche unb bet paraboloidischen liegen jett noc zwei Theile un-seres Körpers, in denen z von — p bis zu —1p geht (b. h. in denen bie durc z gegebene Ebene, von E, an bis zu E, hin liegen sann), während in bem einen Theil, y, von y‘ an bis zu y“ hin, in bem rütfwäitS gelegenen Theil bagegen, von —y" an bis zu y‘ hin geht, whrend ebenfalls FA = r, unb FB = r, ist. — Die Mafsen dieser letzten beiben Theile beS Körpers finden sic daher genau so wie sie A4) im Paragraphen ausdrückt.

(So findet sic also aus bem rein geometrischen Standpunkte bie Masse beS ganzen Körpers genau so, wie sie in II. beS Pa-ragravhen auch von bem rein analytischen Standpumnkte aus ge-funben worben ist.

Denkt man sich zuerst fonftante Werthe von r unb z, b. I). eine bestimmte Kugelfläche unb eine bestimmte, mit YOX paral-leie GEbene, so hat man einen bestimmten Kreis als Durchschnitt biefer beiben Flächen, dessen verschiedenen Bunkte sich durc bie verschiedenen Werthe von y, von einanbet unterscheiden. Sum-mirt man also zuerst bie Massen - in biefem Kreis-bogen, so bekommt man die Masse des ledern (materiell ge-dachten). — Summirt man bann nac r, für einen und den-selben Wert von z, so bekommt man die Summe bet Massen aller der Kreisbogen, welche aus dem Durchschnitt bet verfette* benen Äugeln, mit derselben Ebene entstehen, b. h. bie Masse einet mit YOX parallelen und durc z gegebenen Scheibe, welche bie Dicke dz hat. — Summirt man aber statt nac r, lieber zuers nac z, für einen unb benselben Wert von r, so bekommt man bie Summe bet Massen aller dieser (materiellen) Kreisbogen in bet durc r gegebenen Kugelfläche, so weit fee als Durch-schnitte berseiben mit den sieb übet einander lagernden ©benen, welche durc bie verschiedenen Werthe von z, gegeben ftnb, eristiren.

3m erstem Fall giebt bie (dritte) Summation nac z, bie Masse des ganzen Körpers als bie Summe bet Massen aller mit XOY parallelen Scheiben; im andern galt giebt bie (dritte) Summation nach r, bie Summe bet Massen aller dieser (ma# teriellen) Kugelslächen (unb Theile berseiben) wie ste ben ganzen Körper erfüllen.

Man begreift aber, das man in beiben letzterwähnten fällen, ben Körper selbst zweckmäsig in solche Theile zerlegt denken müsse, bie sieb durc dreifache Integration des Körper-Elementes gerade ausfüllen lassen. — Man mus j. B. links bet durc ben Brennpunkt F, auf OX senkrecht gedachten ©bene E, eine Halb-fugel sieb denken aus F als Mittelpunkt unb mit bem Radius Ip beschrieben, welche ben Körper in 0 berührt. Nechts der-selben ©bene must man sic bagegen aus F als Mittelpunkt unb mit bem Radius p eine Halbkugel beschrieben beulen, welche entweder übet bie GrenzeEbene noch rechts binausragt (wenn b>Ip aber <2p ist), so bah innerhalb unsers Körpers nur eine Zone derselben liegt, — ober welche ganz im Körper liegt (wenn b>2p). — Daher muh man sofort zwei Hauptfälle von einander unterscheiden, nämlich

	
1) wenn bEp unb


	
2) wenn b > p



ist; und im ledern Fall müssen dann wieder zwei lInterflle von einander unterschieden wetten, nämlich

2. a) wenn b>4p «bet bEp ist, und

2.8) wenn b>?p ist.

Ist b<|p, so bleibt vbn bet Halblugel zu Sinsen nur ein (Segment innerhalb unsers Körpers, befsen Masse nun zuerst ge-funden werben muß. Das übrige rings herum liegende Stck des Körpers mus bann, je nachdem man nac r zuerst, ober zuers nac z integriren will (nachdem zu allererst nach y inte# grirt worben ist) wiederum jedesmal erst in solche Stücke jetlegt gedacht werben, bie sic durc dreifache Integration ausfüllen.

Is b>p, — so muh man zuerst bie Masse des links von F, liegenben Theils des Körpers ausdrücken, wie kurz vor# her beschrieben steht. — Ist bann bE?p, so kommt bie Reihe zunächs an bie rechts liegende Kugelzone, bie jedoc selbst wie# bet in eine Halbfugel, beten Radius b — |p ist, und in den Rest, zerlegt werben muh; bann an ben links herum um bie Kugelzone liegenben Rest des Körpers, welcher aber wieder zer-legt gebucht werben muh, durc (Ebenen bie mit YOZ parallel so gelegt werben, bah sie beideKreise bet Kugelzone (von denen bet größte ben Radius Jp, bet Heinere aber ben Radius VAp2—(b—!p)2 hat) berühren, und in bem einen Fall auch durc (Sbenen, bie ben aus F, in bet Gbene E mit bem Nadius b—|p, beschriebenen Kreis berühren.

5st endlic b>|p, so Wirb zuerst bie Masse bet ganzen Halbkugel jur Siechten unb bann noch bie Masse des übrig blei# benden, unb noch weitet zweckmäsig zu zerlegenden Theils beb Körpers, ausgedrckt.

Wir überlassen es bem Anfänger, biese Untersuchung zu beenbigen unb bie Resultate mit ben, nach bem Anfange dieser Anmerkung aus rein analytischem Wege zu findenden, zu vet# gleichen;-unb thun dies um so liebet, alb wir in ben solgenben Paragraphen analoge Stagen vollstänbig beantwortet verlegen wollen.

$. 33.

Führt man statt x und y zwei neue Vernderliche ein, nämlich r und P, mittelst der Gleichungen

1)    x=G,,4    und    2)    y=H,,,,

wo G,, und H,,4 zwei beliebige Funktionen von r umd 9 vorstellen, so ist (nac §. 14.)

	
3) dx-dy =



wo bet Ausdruc zur Nechten positiv genommen werben muß, wie das Produkt dx-dy jur Linken, es, der Voraussetzung zu-folge, allemal ist; unb man erhält daher nun

	
4) Jf-dx-dy-dz =                        ay-dr-dep-dz*),



wo f(r,4,2) das bebeutet, was aus fg,y,z hervorgeht, wenn in leitetet Funktion, statt x unb y, ihre Werthe (aus 1. unb 2.) gesetzt werben, unb wo f(,4.2) mit ben Funktionen G unb H auc zwei- ober mehrdeutig geworben fein sann.

Nimmt man j. 53.

	
4) (x—Ip)2—y2—z2 = r2 und 5) x—Ip=r-Cosp,



so wirb

	
6) x — Ap-rCos P = Gr,



unb

	
7) y — ±Vr2-(Sina)2- z2 = H,,, unb fr,*,2) mit H zugleic zweideutig. — Die Gleichung 6.) läst sehen, das man alle reellen Bahlen für x erhält, wenn man 9 zwischen 0 unb n, bagegen r blos posttiv ober Rull nimmt, während bie Gleichung 7.) alle reellen Werthe für y dazu liefert. Man bars also nicht auc noc r negativ, unb



’) Is 8G,8H,-8G,•8H, negativ, so muß auc drede negativ gebacht Werben, also dr (nofäth,}, aber dep bann (DottV}, weit dx-dy (aus 3.), nac unserer ein für allemal gemachten Annahme (nac welcher dx, dy unb dz stets positiv gedacht fein sollen), stets positiv werden muß.

eben so wenig 9 übet T hinaus nehmen, weil man sonst die Werthe von x und von y mehreremale bekommen würbe.


Man hat nun 8G, = Cdstp,




OH,




OG = —r-Sing) folglich ist




v^-Sincp-Coscp

± Vr?.Sing2- z2 ‘

r-Sing2




unb OHr = ——_______-

=Vr?Sino




2—z2




9) SG,SH„SG,SH, = —rSin®

" * ±Vr2.Sinp2—z2



Ru jedem Werth von r gehören aber zwei Werthe von y; folglich muh jeher Werth von r, doppelt genommen werben unb das einemal muh in f(,*,2) die negative Wurzel                   1 das anderemal aber bie positive Wurzel —Vr2Sinp2—z2 gesetzt werben. Diese beiden Formen von f,4,2), wollen wir bezüglich durc f unb fu bezeichnen. Unb ba statt BG,.SH,_SG,.DH, ftetö —rtSin geschrieben wer, -—Vr*Sinp— z2

den sann, in so ferne man dr ober d entsprechend positiv ober negativ denfen muh, so enthält bie Summe 2, immer je zwei Elemente, welche in den Ausdruck

g,p. ^'Sincp

(f——f) • —-.........—=-----dred.dz,

+22—2

ben wir, der Krze wegen,

durc Fr,^,z«dr«dgp«dz

bezeichnen wollen, — vereinigt werben sönnen.

Werden nun in ben gegebenen Grenzbedingungen

y2—z2kpx unb xEb,

statt x unb y biefelben Werthe (aus 4. unb 5.) substituirt, so gehen ste über in

	
8) r?.(Sinp)2E:p2-pr-Cosp unb 9) !p-r-CospEb.



12*

Da y2—z2=r2Sing2 ist und zugleic Epx, und bst X den Werth b erreichen fann, so können z2 und r^-Sinq)2 den Werth pb erreichen, aber nie bersteigen, so daß noc fest-zuhalten sind bie Bedingungen

	
10) r-Sinp5±z, wo ±z stets positiv sein muß und z2 <pb, also das pb dergröste Werth ist, den z2 erreichen kann.



Subtrahirt man bie lngleichung 8.) von r2, so erhält man r?(Cos)‘5r2—pr-Cosp—Ip2

oder

r2-(Cosp)2—pr-Cosp—Ip2Sr2 b. h. (p—r-Cosp)25r2;

b. h., weil Ip—r-CosP (=x), um so meht also ^-{-Y-Cosq), stets positiv ist, (nac §. 6b.)


lt)




lp-\-r-Coscp>r, oder




= p r<i-Cosq>'




oder






inbem man bie eine ober bie andere Form dieser lngleichung nehmen wirb, je nachdem man zuerst nac r, oder zuers nac o summiren will.

Summirt man also zuers nac r, bann nac , und zulett nac z, — so hat man bie Bedingungen 8. (ober 11.) und 9. in bet nachstehenden Form zu erfüllen, nämlic

	
11) <1-Cosp



unb

— h — In

	
12) rk-4—, so lange CoscP positiv ist,



•O8 cp

aber

	
—- J)----



	
13) r>Coso, so lange Costp negativ ist.



Auszerdem ist noc bie Bedingung 10.), nmlic


10) erfüllen.




— ±z > Sincp




wo ±z stetö positiv sein mus, zu



	
A. 3s nun b — ip negativ ober Mull, d.h. bE!p, — so ist Coscp nie positiv, weil sonst feie Bedingung 12.) einträte, tiefe aber r negativ geben würde, was nie bet Fall fein sann. (Sö sinden also je^t nur bie Bedingungen 11.), 13.) u. 10.) statt.



Setzt man nun

15)"a,-t uno 16) s,=t, so sind bie Bedingungen 11.), 13.) unb 10.) jetzt so zu schreiben, nämlic

	
11) r<r,,    13) r>r2 unb 10) rSra.



Daher ist r, unbestritten bet geböte Werth von r; dagegen wirb r, ober r3 bet fleinste Werth von r fein, je nachdem ra<ra «er r,r, 0.) ie >#. coh= obet -sh i». unb dies hängt von ben verschiedenen Werthen von p ab. — Bestimmt man nämlic pp" aus bet ©leidjung r2 = r3, b. h. aus b—Ip     —z .             =z

17)  ——4=—-.—oder Tgg‘=——i—/

7    Coscp“     Sincp“           ° ‘ b—|p

wo ±z  stets positiv genommen werben mus, — so wirb für

cpxp“, allemal r,<ra; daher ist jetzt r3 bet fleinste Werth von r, weil aus r>ra auc r>r2 zugleic mit hervorgeht. 3ft aber yccp“, so ist allemal r2>r3 unb daher ist bann r2 bet fleinste Werth von r.

Für jeden Werth von cp, xp“, geht also r, von r3 an bis zu r, hin; für jeden Werth von cp bagegen, weichet ccp“ ist, ge^t r, von r2 an bis zu r1 hin. Weil aber im erstem Fall, wo <pxp“ ist, doc immer rar, bleiben mus, so giebt bie Gleichung r3 = r, ben grossen Wert 9, von cp, so bas man cpt erhält aus der Gleichung

18)' Coscp, = 2,-iP, obet Tgcp,= PZ,, 7    71 z2 + |p        ° z2 —ip-'

wo ±pz stets positiv genommen werben mus. — 3m andern

Fall, wo 9<g" ist, muß doc immer ra«r bleiben, so da die Gleichung r,=r, den fleinsten Werth <p‘ von 9, liefert, nmlic

	
19) Cosq)1 = b-lp,  ober Tgcp' = +Vpb.



b-Ip b—4p

Während also r, von ra an bis zu r, hin geht, schreitet q), von q>‘ an bis zu q>" fort; weil aber doc immer p’Es", d. 6. Tgcp^Tgq,“ d. $.     p)e*, d. 5. (weil

b—Ap negativ ist, nac §. 4b.) —VpbS±z sein und blei, ben mus, so folgt, das die Werthe von z, gleichzeitig von — Vpb bis zu —Vpb hin gehen.

Whrend aber r, von r3 an bis zu r hin geht, schreitet q), von q>“ an bis zu P, bin fort; und weil hoch immer p"E,, also Tgq"ETgo, D.6.     =,P, ,

• 4 44P also auc -1 —=. , P,,  ff in und bleiben mu^, tiefe

DsaP ” 4P

Ungleichung aber z2pb liefert, so liegen auch je^t alle zu-gehörigen Werthe von z, zwischen — Vpb und —Vpb.

Wir müssen aber nun auc noc die beiden Formen von 9, (aus 18.), p" (aus 17.) und von r3 (aus 16.), von einander unterscheiden, und wir wollen

Q1, q>~" und r_3 schreiben, wenn z negativ, dagegen 9+1, q>+" und r+s bafür fetten, wenn z positiv ist, so das

	
20) =      Tge-"--,


aber





unb r_3 = wenn z negativ, om SP

2D Tgtp+1 =-P, Tgtp^ “ “ 4P

. -z

unb "+3= Sin

genommen wird*).

Man findet daher nun

I. Sf.dx.dy.dz _( ( (•

e} —V(pb)e/ d‘ bann die beiden erstem dreifachen Integrale den Wert 0 anneh-men d. h. Wegfällen.


bmiP

, wenn z positiv ist,




dz




dz




dz




06"




dz.




wenn nur bEp ift,und F=(f_M.— rSinP_. **)

4                       +Vr^Sin<p2-z2

Gs ist aber einleuchtend, das dieselbe Formel auc noc gilt, wenn b=!p ist; es wirb bann —v(pb)= p; ferner (aus 19., 20. und 21.) o‘ — p-” = 9+" = n; weshalb




	
*) Für zwei Werthe von z, welche, abgesehen vom Vorzeichen, einander gleic sind, wird allemal



p" = ap* ; unb r_3 — r3

werden. Weil aber das „Rechnen" stets mit gor men unb nicht mit Wer-then statt sindet, so müssen bie Formen allein berücksichtigt werden.

	
** ) Die Werthe ap", f P_1, 941 und ap‘ liegen alte im zweiten Quadranten. Bezeichnet man daher, wie jetzt gewöhnlic ist, dnrc






Arctg.N, den kleinsten, im ersten Auadranten liegenden und




(positiv )

genommenen *ogen, je nacden v negativ J




positiv negativ




ist, bessert Tangente,




wirb, so hat man

pp — n- Arc tg.




9_1 = 7t + Arc tg.




b-o ^‘^n+Arcta.^, ^^n + Arctg.^-^;




unb q = n + Arc tg. tVpb ; wo jeder Arctg. negativ ist.

D %P



B. 3s b—!p positiv, also b>ap, so sonnen, ohne das den Bedingungen 10.-13. widersprochen wirb, bie Werthe von (p im zweiten und auc im ersten Luadranten liegen, und man mus vor Siliern biefe beiden Gattungen von Werthen von pp von einander unterscheiden.

So lange cp von n an wä^st, also Coscp negativ ist, beschrnkt bie Bedingung 13.) bie Werthe von cp gar nicht, weil sie stets erfüllt ist, auc wenn tp bis n fortschreiten sollte. Gs bleiben also jetzt nur noc bie Bedingungen 11.) und 10.) zu erfüllen, so daß jett wiederum r, (aus 14.) der obere Grenz-wert von r ist, bagegen r_3 ober r+3 (aus 20. und 21.) der untere, je nachdem z negativ ober positiv genommen ist.

Der gröszte Werth cp, von cp, geht wieder aus der Glei-chung r3 =r, hervor, und ist daher wieder genau der (in 18.) bereits gefunbene unb in 20.) und 21.) als P_1 und 9+1 näher bestimmte.

Die Bedingungen, das

ITE9_1 unb ITE9+1

fein unb bleiben mus, führen, wenn man bie Kosinusse nimmt, 5« ben lIngleichungen

0 5 Cos cp_, unb 0 S Cos cp+,

b. h. zur lingleichung

05z*-Ip*, D. I. z*=p*

unb geben bie Grenzwerthe —p unb —-p von z.

Es sondert sieb daher von unserer Summe S, ein Theil ab, welcher augedrückt ist durc ”■••• J,(/.-‘(/"r-ar)-av)-4y

und dies ist genau das, was aus dem Resultat I. jut Nechten wirb, sobald man sic b=!p denkt *).

Kommen wir nun zu den Werthen von q), welche <-T sind und für welche Cosq) positiv ist, — so sind nun die Be-bingungen

11)    r<r,,    12) r=r, unb 10) r>rs

gleichzeitig zu erfüllen, so daß

r, als der größte unb r3 als ber kleinste Werth von r,

1p      —In

SU nehmen ist, so lange ‘<r2, b. 9                      if*,

weil bann r=r,<r, zugleic ist; bagegen ist

r, dergröste unb r3 ber kleinste Werth von r,


so lange r>r2,



b. h. -—P— > b—P ist, weil bann i—Coscp Coscp ‘

gleichzeitig r<r2<rI ist. Die Gleichung r2=r, b. h.

bie Gleichung 19.), liefert bie Grenze gp‘ dieser Werthe von

(welcher Werth cp1 aber jetzt im ersten Auadranten liegt), so


das für P2o‘,




allemal r,5r2 wirb.



®o lange also tp, von cp' bis zu 1T hin geht, so lange gehen bie Werthe von r, von r3 an bis zu r, hin; so wie aber (p<cp‘ genommen wirb, so gehen bie Werthe von r, von r3 an bis zu ra hin. Den allerkleinsten Werth cp“ von cp, erhält man, ba stets r,Er, bleiben mus, aus ber (Sleichung r,=ra, b. h. aus ber Gleichung 17.) ober vielmehr aus ben Gleichungen 20.) unb 21.), whrend aber jetzt auc cp“ stets im ersten Quadranten liegt.

Die Bedingung, das bie untere Grenze <p‘ bie obere Grenze

*) Auc hier is wvieder

— pz


unb




•1 =n+Arctg.-^-i “ 2F



P_1 —7.-212

- P

mit jeder Arcig. negativ.

In nie übersteigen bars, also die 1Ingleichung p’kIn, ist für jeden Werth von z erfüllt. Man mus also, wenn r zwischen ra und r, und P zwischen g‘ und in liegt, die Grenzwerthe von z aus der Bedingung 10.), wie folgt, herholen.

Mac ihr ist nämlic her größte Werth von ±z, so lange r, her größte Wert von r ist (für jeden bestimmten Werth

vonp), offenbar =r,-Sine=ip- 1S05e =

und her allergröseste für denjenigen der Werthe von • ( jett zwischen pp’ und In liegen) für welchen Cotgo am größten ist, was für den fleinsten pp’ dieser Werthe von p, der Fall ist;

man erhält daher für den größten Werth von ±z, den Werth

p-Cotg}a‘ d. h. (nac 19.) den Werth —Vpb.

So wie aber die Werthe von r, von r3 an bis zu ra hin gehen, und bann gleichzeitig bie Werthe von P, von pp" an bis zu g>‘ hin, giebt bie Bedingung g"Es‘, b. h.

Tg^cTgcp', b. .    ;=HP, fogteic

±zE—Vpb, (nac §-4b., ba jett b—!p positiv ist). Daher gehen auc jett bie Werthe von z, von —Vpb an biß zu +Vpb hin.

Deshalb ist ber Rest der Summe noc ausgedrckt durc (o ( (( fT F.ar).dgp).az

AV(pb)/ /lw( \ \

+ /o (/,

+r (cts /FF.dr).dp).dz • —V(pb)eJ • eJ *—3 / ‘/ , /Vpb)/ /+‘ / Pra.\, N , +Jo

Daher ist nun

II. 2 f-dx-dy-dz = B, +B 2, wenn nur b>Ip ist.

(53 gilt aber auc dieses Nesultat noc, wenn auc b = Ip ist; es Wirt bann pp‘= n, so daß die beiden ersten drei fachen Integrale in B2.) her Null gleic werben; ferner wirb auc pp"=-n=p‘; folglic werben auc bie beiden andern dreifachen Integrale in B,., ber Null gleich. Die ganze Summe S rebucirt sic bann auf B,; und dies ist dasselbe, was bie I. für b = {p liefert.

In allen diesen dreifachen Integralen ist aber

r2 »Sin 9

—vr2.Sino2_z3 ’

so daß, wenn man f" wegläst, ber Theil ber Summe 5, stc ergiebt, in welchem statt y blos alle negativen Werthe gefeit sind; — wenn man aber f wegläst, ber Theil ber Summe ausgedrückt stob steht, in welchem statt y blos alle positiven Werthe gesetzt worben sind*).

Anmerk. 1. Betrachtet man auc biesen Fall aus dem-selben geometrischen Standpunkt, wie in ber Anmerk, zu §. 32b., so giebt ber bestimmte Wert von z, eine mit YOX parallele ©bene; ber bestimmte Werth von p aber, eine Segelfläche, deren Spitze F, unb deren Sipe OX ist, in so ferne (nach ber 6.) p

	
*) Weil aber in B,.) die Werthe P_1 unb q+1 im zweiten Aua-branten liegen, so ist, Wie in A.)


	
•-1=T +^rc tg. 22pa ■ unb •+1=7+ Arc tg. -gpa, unb jeder dieser Arctg. is negativ.



In B2) dagegen, wo P_1, (41, opt", ap*" unb ap‘ im ersten Auadranten liegen, ist, nac ber angenommenen Bedeutung von Arctg.,

	
*-i=Aret„"*i 4+1=.*;



Arctg.= Arctg.;

Unb „p, — Arc tg, +vpb ;

	
7 - b—kp ‘ wo jeder Arctg, pofitiv ift. den Winkel bedeutet, den bet Radius-Veftor FM = r, welcher nach dem durc x, y und z bestimmten Punkt M (vom Brenn-punkt F aus) hin gei)t, mit bet Are FX macht. Diese Kegel-flache wirb von bet vorgedachten Gbene in einet Hyperbel ge-schnitten, und bie Masse dieser einzelnen materiellen hyperbo-lischen Sogen (vom unendlichtleinen Querschnitt) wird nun durc bie erste Integration (nach r) gefunden. Denkt man sic hieraus bem p nach unb nach alle seine Werthe gegeben, so erhält man eine unendliche Menge materieller Kegelflächen, welche alle bie gemeinschaftliche Spitze F unb bie gemeinschaftliche Are OX haben, unb welche alle von bet, durc benselben konstanten Werth von z gegebenen Ebene geschnitten werben, so das bie Durchschnitte eine mit XOY parallele (Scheibe bilben, bie aus allen diesen stetig neben einander liegenden (materiellen) hyper-bolischen Sogen besteht. Die zweite Integration (nach p) giebt also bie Summe bet Massen aller dieser hyperbolischen (mate-riellen) Sogen, b. h. bie Masse bieser «Scheibe, welche bie Dicke dz hat. Sie dritte Integration (nach z) giebt bann bie Summe bet Massen aller bieser, mit YOX parallelen Scheiben, b. h- die Mafse des Körpers.



Aus biesem Gesichtspunkte angesehen, unb in bem Falle A., wo b<p, wo also bie begrenzende (vom Scheitel 0 um b entfernte) Ebene, links vom Brennpunkte F liegt, — geben bie beiben legiern dreifachen Integrale bet Formel L, bie Masse eines Körpers, bet linfs von bet paraboloidischen Dberfläche be-grenzt ist, im Uebrigen aber von einet eigenthümlichen stummen Släche welche von bet begrenzenden Ebene längs einet auf YOX senkrecht stehenden GSeraden berührt wirb, unb beten mit

*) Die Gleichung für tiefe begrenzende Fläche ist

V2+Z2 _ (2p-x)2 .72

y + Cp-b)2

wenn x, y unb z bie auf bie Koordinaten Aren OX, OY unb OZ bezogenen Koordinaten-Werthe eines beliebigen Punktes derselben vorstellen. — Diese Släche gehört also zu ben algebraischen glasen bet vierten Drdnung.

YOX parallelen Duerschnitte ftetö $vperbeln sind. Dieser Köt-per besteht aus zwei Theilen, einem unteren, dessen Masse durc das dritte (dreifache) Integral ausgedrct ist, und einem oberen, dessen Masse das vierte (dreifache) Integral liefert, und diese beiden Theile stoben bioö in einem Stüc der Are OX aneinander. — Die beiden erstem (dreifachen) Integrale geben dagegen die Masse des Restes des Paraboloids, und zwar giebt das erste (dreifache) Integral, die Masse des untern Theils, das zweite aber die Mafse des obern Theils. Von diesem Reste besteht so-wohl fein unterer, wie fein oberer Theil, wieder aus zwei von einander durc den vorher erwähnten Körper getrennten Theilen, von welchen der hintere Theil dem Summanden f, ter vordere Theil aber dem Summanden fn, der in F enthaltenen Summe f—fu, angehört.

In dem Falle B. dagegen, wo b>Ap is, giebt die (Summe bet (dreifachen) Integrale beS Theils B1 in II., bie Masse bet unteren und bet oberen Hälfte desjenigen Stcks beS Paraboloids, welches von einet durc ben Brennpunkt F auf OX senkrecht gedachten Ebene, jur Sinsen abgeschnitten wirb. — Die beiden erstem dreifachen Integrale in B, geben dagegen bie Masse beS zur Stechten dieser Ebene gelegenen Theils beffelben, mit Ausnahme beS Kegels, welcher feine Spise im Brennpunkt F hat unb beffen Grundfläche bet Kreis ist, in welchem baS (Umdrehungs-) Paraboloid von bet begrenzenden Ebene geschnit-ten wirb. — Die beiden letztern (breifachen) Integrale in B,., geben endlic bie Masse bet unteren unb bet oberen Hlfte biefeS zuletzt erwähnten Kegels.

Dies ist bie geometrische Auslegung bet im Varagraphen erhaltenen analytischen Resultate.

Anmerk. 2. Wollte man aber biefe (statisch») geometrische Aufgabe direkt geometrisch lösen, b. h. wollte man bie Masse beS Umdrehungs araboloids, welches durc bie Gleichung yi+z; = px,

wo z, bis jur Oberfläche reicht, gegeben ist, direft unb da-durc finden, daß man feen beliebigen, durc x, y und z gege-benen Punkt M, im Innern (oder an feer Dberfläche) desselben, mittelst FM = r, Winkel MFX — p und dann noc durc feen senkrechten Abstand ±z, desselben von der Koordinaten-Gbene YOX, angiebt; und unter feer Voraussetzung, das fx,y,z feie Dichtigkeit feer Stelle M ist, so das diese Dichtigkeit durc f,2 ausgedrüctt sic sieht, wenn der Vunkt M vcwärts non ZOX liegt, dagegen durc f1,g, wenn feer Punkt M vorwärts von ZOX liegt, — (denn feie drei neuen Koordinaten-Werthe r, p und z bestimmen immer diese bei feen Sunkte M zugleic) — so würde man feie Masse der rückwärts gelegenen, von ZOX gebilbeten Hälfte für sic, und dann feie Masse feer vorwärts gelegenen Hlfte des Paraboloids wieder für sic suchen muffen.

Hierauf müste man jeden dieser beifeen Theile (vder das ganze Umdrehungs-araboloid) durc unendlichviele Kugelflächen, welche alle ihren gemeinschaftlichen Mittelpunkt im Brennpunkte F haben, und feeren Radien, alle, um dr von einanfeer ver-schiedene Werthe von r haben, ferner durc unendlichviele Kegel-flächen, welche alle bie gemeinschaftliche Spie F und bie ge-meinschaftliche Are FX haben, unb beten Seiten mit FX nach und nac alle Winkel bilben, welche durc alle, um dp von einanfeer verschiedene Werthe von p gegeben sind, — entließ durc eine unendliche Menge mit YOX paralleler Ebenen, welche alle um dz von einanbet entfernt sind, — in unendlic Heine Elemente ( Molecüle) jetlegen, unb ben Inhalt eines derselben, welches bei M liegt (unb deshalb jedes beliebige derselben ist) berechnen. Wegen feer unendlichen Kleinheit feiner Dimensionen sann solches als ein (schiefwinkliges) Barallel-Gpipedum an-gesehen unb danac bereefenet werben. — Die drei döhen des-selben sind bezüglic dr, r dep unb dz. — Die eine bet drei Grundflchen, zu welcher bie $öhe dr gehört, steht senkrecht auf bet Geraden FM; — bie andere dieser Grundflächen, zu weichet bie Höhe r»dy gehört, steht senfrecht auf bet Gbene MFX unb schneidet biefe letztere in bet Seraden FM; — bie dritte Grundfläche, zu welcher die Höhe dz gehört, läuft parallel mit YOX. Aus tiefer bestimmten Sage ter beiten erstem Grund-flächen gegen tie dritte, inerten nun tie Winkel berechnet (in x, y, z und daher auc in r, cp und z ausgedrückt, weit man x—Iper.Cosp und r2 = (x— Ip)2—y2-z2 hat), welche tie drei in M zusammenstoszenden Kanten mit einanter machen, — und au« tiefen und den drei Höhen, berechnet sieb gute^t ter Inhalt des Kötper-Glements; und er findet sic

 r “SinD «dr-dy-dz. — QBird nun tiefer Snhalt Vr^Sinq)2-^

einmal mit f, das andere Mal mit fu multiplicirt, so hat man das erste Mal tie Masse des Elementes, welches an dem rck-märt« gelegenen unkt M, sic befindet, das andere Mal aber tie Masse des an tem vorwrts gelegenen Punkt M befindlichen (Slementes.

Werden nun tie Massen ter GElemente summirt, welche zu einem und temfelben Werth non z und cp gehören, t. h. welche in tem Durchschnitt ter mit YOX parallelen und durc z gege-benen Gbene, und ter durc (p gegebenen Kegelfläche liegen, — also in einer mit YOX parallelen Hyperbel, — so bestimmen ter Anfangs- und ter Gnd-unft tiefe« hyperbolischen Bogens, tie Grenz werthe von r, welche von cp unt von z abhängig fein werten. Unt ta mus man sogleic unterscheiden, einmal ob ter Anfangpunft mit tem Scheitel ter Hyperbel zusammenfällt, oder mit ter begrenzenden Ebene, unt tann, ob ter Endpunkt mit ter parabolischen Släche zusammenfällt, oder mit ter begrenz zenden Ebene.

Unt um tiefe lInterscheidung gehörig anstellen zu sönnen, muh man wieder zwei Fälle beachten, nämlich ob tie begren-zende (von 0 um b entfernte) ©bene lins«, oter recht«, von F liegt, t. h. ob bc|p, oter ob b>|p gegeben ist.

Sst b<{p, t. h. liegt tie Grenz-Gbene te« Varaboloids lins« vom Brennpunkt F, so schneitet tie durc z gegebene ©bene, tie ©bene XOZ in einer Seraden AB, welche in A an die paraboloidische Fläche, in B dagegen an die Srenz-Gbene anstöst. 3st dann BC in bet durc z gegebenen Ebene senktecht auf AB gezogen, und stöszt sie in C an die paraboloidische Fläche

an; sind A‘ und B' bie Projektionen von A und B auf bie Are OX (also auc auf bie Gbene YOX); so ist AA' = BB' = —z, wenn AB oben liegt, aber =—z, wenn AB unten liegt, weil

bann z negativ, also — z erst wiebet positiv ist. Ferner ist


OA' = — z2 P



(weil AA' = ±z bie Ordinate unb OA' bie

Abscisse bet durc bie Gleichung u2 = px gegebenen Umdre-hungs-Parabelist); bann ist noch OB'= b sowie FB'=’p—b unb FA' = Ip—1z2. — Der Kegel, b essen Seite mit FX einen Winkel macht, welcher >(AFX=P) ist, wirb von bet durc z gegebenen Ebene innerhalb des Paraboloids nicht mehr getroffen, also ist P bet größte Werth von P; ber Winkel BFX = pp" giebt ben Kegel, welcher ber lezte ist, beffen zu-gehöriger H»perbel, Scheitel noch nicht übet bie Grenz- (Ebene hinaustritt, also noch nicht außerhalb unseres begrenzten Körpers liegt; bet Wintel CFX=‘ entlieh ist ber fleinste, beffen Kegel noch von bet durc z gegebenen Ebene (an bet Grenz-(Shene) getroffen wirb.

Während also 9 zwischen 90' unb cp" liegt, liegt blos ein Stc GH bet Hyperbel, welches nicht bis zum Scheitel geht, innerhalb des begrenzten Körpers; dieses Stücf GH lehnt steh in G an bie pataboloidische Fläche, so das FG = 1s - =r,

(vermöge ber bekannten Polar-leichung drehungs-arabel) ber zu diesem Werth von cp, gehörige größte Wert von r ist; whrend bet andere Endpunft H sich an bie


P

1—Coscp




bet Um«



FB'

Grene(Shene anlegt, so bah FH — Coscp, also


FH =




4P—b

Cosq>




= r2,




bet au diesem Werth von cp gehörige



fleinste Werth von r ist. — Für jeden Werth von P dagegen, welcher zwischen ap" und P, liegt, entsteht aus dem Durchschnitt der durc z gegebenen Ebene, mit bet Kegelfläche, ein Hyperbel-stüc G'H', welches sic in G‘ ebenfalls an die paraboloidische


Fläche anlegt, so das wieder




FG' =




2p r

1-Cosq) 11




bet z1




diesem Werth von P gehörige gröste Werth von r, ist; wäh-rend dasselbe Stüc mit dem Scheitel H‘ zwischen A und B in



—— 7                       —— 7

AB liegt, so das SinP=F also FH‘=SinA=rs, bet zu biefem Werth von pp gehörige fleinste Werth von r ist, — wobei — z gesetzt werben mus, wenn AB unten liegt, z also negativ, folglich — z eist wieder positiv und bie Kathete des rechtwinkligen Dreiecks ist, dessen äuszerer Winkel = p (unb stumpf) ist.

Auf diese Weise steht man bie Stücte des Körpers sich ab-sondern, beten Massen einzeln durc dreifache Integrale ausge-drückt werden sönnen. (Sö sind beten viere unterhalb YOZ, unb eben so viele oberhalb; von biefen je vier Stcken liegen jedes-mal zwei rckwärts von der GEbene XOZ, unb zwei vorwärts derselben. Diese letztern zwei Stcke werben oben unb unten, vorwärts unb rückwärts, von einander durc eine stumme Fläche getrennt, welche durc alle in den, durc bie verschiedenen Werthe von z gegebenen parallelen (Ebenen, liegenden Hvperbeln gebilbet wirb, bie als Durchschnitte dieser Ebenen, mit den verschiedenen zugehörigen Kegelflächen gebilbet werben, bie durc ben für jeben andern Werth von z anders (höhet ober tiefer) liegenden Buntt B gehen, beten Seite also durc ben Winfet BFX = g" gegeben ist. Die Gleichung zwischen ben Koordinaten Werthen x', y' unb z', eines beliebigen unktes dieser stummen Fläche findet man, sobald man bebenft, das dieser Punkt in bet eben erwähnten Segelfläche liegt, beten Gleichung

Vy22+z‘2 =(l-x)Tgo"

ist, unb auch in bet durc z gegebenen Ebene, welche durc bie

Gleichung

z' = z

ausgedrücft ist, während man noc Tgo"--B=, hat. Eliminirt man daher aus tiefen letztem drei Gleichungen, sowohl Tgtp“, als auc z, so erhält man

	
12 । „12 _____ x‘) .,12


	
- +z - (p—b)2 oder





(p-b)*-y" = [x"—B3-Ip(x‘-b)]-z";

so das tiefe stumme Fläche als eine algebraische Slche ter vier-ten Drdnung ersannt miet (wie wir schon in ter Note jur vor-hergehenden Anmerkung erwähnt baten).

Findet man nun tie Masse eines jeten einzelnen tiefer acht Körpertheile durc dreifache Integration, — zuerst nac r, wo-durc sic tie Masse eines ter (materiellen) hyperbolischen Bo-gen ergiebt, — tann nach P, wodurc sieb tie Summe der Masse aller ter hyperbolischen Bogen ergiebt, welche in der durc z gegebenen Ebene liegen, also tie Masse ter durc, tiefe (bene gehüteten Scheibe, — zulettnac z, wodurc tie Summe ter Waffen aller tiefer Scheiben, t. h. tie Waffe teS ganzen Körperstcks gewonnen Wirt, — so erbalt man acht dreifache Integrale, von tenen vier taS Glement

p.— rrSin P_ .dr-dop-dz, tie andern vier tagegen taS —Vr2~Sin92—Z2

Glement fm,— r *Sin®.dr.dep.dz enthalten. Dann —Vr2-Sing2—z2

sönnen je zwei tavon, welche in jedem ter drei auf einander folgenten Integrale tiefeiben Grenzen haben, in ein einziges zusammengefast wetten, welches taS Glement

(T+/) • +v. sinnga , -dr-dop-dz hat, taffelbe, was im Paragraphen durc F-dr-dq-dz bezeichnet Worten ist.

Der Grenzwerth P, = W. AFX findet sic aus ter Gleichung

„       AA‘ ±z ±pz       

TgP=-FA=--1— = 72—102'  — Der gröste

A In— — 2 Z 4P

	
-P p



Wert von ±z, ist aber bet Radius des Kreises, in welchem die Grenz-Ebene das Paraboloid schneidet, und tiefer ist wieder die Drdinate u ter Parabel u2 = px, beten lmdrehung das Parabolvid erzeugt hat, welche zu dem Werthe b von x gehört; also da derselbe =—Vpb ist; — folglic ist bet tleinste Wert von z, =— Vpb, bet größte dagegen, = —Vpb; und so sind aste Grenzwerthe auc gehörig ausgedrückt.

Das Resultat wird daher ganz genau dasselbe, was wir im Paragraphen auf rein analytischem Wege gefunden haben. — Dabei scheint es uns, als wenn bie rein analytische Behand-lung auc bie einfachere fein bürste, besonders wenn man be-denkt, wie viel Mühe und Arbeit bie Auffindung des Inhaltes des Körper Glements macht, bie wir hier nur eingeleitet haben, so das man ben Umfang bet weiteren nöthigen Arbeiten daraus säum erkennen bürste.

Wir aber wollen ben Anfänger in bet rein analytischen Be-handlung solcher Stagen besonders deshalb üben, weil in ben Anwendungen auf weitete analytische lIntersuchungen, Fragen votkommen tonnen und vorkommen, welche hieher gehören und welche sic nicht immer auch in einem geometrischen Gewande darstellen lassen.

Betrachten wir jetzt ben andern Fall, wo b>!p ist, wo also bie GSrenz - Ebene rechts vom Brennpunfte F des Ulmdre-hungsBaraboloids liegt. In diesem Falle muh man durc F eine ©bette legen, welche senkrecht auf OX steht, unb welche das Paraboloid in zwei Theile zerlegt, einen rechts liegenden unb einen links liegenden. 'Die Masse beS Untern wirb nun gerade so gefunben, wie in bem vorher betrachteten Sali, wo be!p ist, nur bah jett der Sunkt B so liegt, bah

	
W. BFX op" = 90° = n wirb unb bie zugehörige Kegel fläche seht in eine ebene Slche übergeht, unb zugleich auch W.CFX=c‘=900=}n Wifi), diese andere Kegelfläche also mit bet vorigen in dieselbe ebene glatte zusammenfllt. Dasmal liegen also «Ile Werthe von pp blos zwischen In und y,; und für jeden Wert von cp liefert dasmal die durc z gegebene Gbene jedesmal einen hyperbolischen Sogen, welcher innerhalb des Körpers bis zum Scheitel geht (bet in bet Ge-raben AB selbst liegt); daher sollen daßmal bie beiben (vorwärts rinb rückwärts gelegenen) äußersten Stücken ganz aus, und das Resultat wirb um so viel einfacher; und bet Ausdruc, den man für bie Masse diees linfs von F, liegenden Körpertheils erhält, stimmt genau mit dem Ausdruc B, im Paragraphen überein.



Was nun den rechts von F liegenden Theil betrifft, so wirb er von einer der Segelflächen, beten Grundflche bet Durch-schnittstreis ist, den bie Grenz-Gbene mit bem llmdrehungs-a-raboloib bilbet, und dessen Nadius = —Vpb ist, — beten Seite also mit FX den Winfel cp1 bilbet, defsen Tangente - b-jp ift, fo baf man Coscp' = p — in zwei Körpertheile zertheilt, nämlic in ben letztgedachten Segel und bann in baS um diesen Segel ausgehohlte Saraboloid, so« weit eS rechts von F liegt. In jedem dieser Theile gehen bie durc bie, von YOX um ±z abstehende Ebene gebilbeten hyper-bolischen Sogen stets bis zum Scheitel, während ihr anbereS (Ende sich im Segel an bie begrenzende ®bene anlegt, in bem Hohlkörper aber an bie Slche beS Paraboloids. In bem Segel hat cp ben kleinsten Wert cp", fobalb bie durc z gegebene Ebene bie Segelfläche innerhalb beS Körpers nur gerade noch (an der Grenz-Gbene) trifft; daher ift Tg"=-—• —

P zP

3m Hohlförper gehen bie Werthe von cp, von cp‘ an bis !n hin, in bem ausgehohlten Segel bagegen nur von cp“ an bis cp' hin- 3m Hohlkörper ist für jeben Werth von P, bet Sin« fangswerth r3 von r, — weil bet entsprechende Scheitel bet Hyperbel vertikal über bet Are OFX liegt, — offenbar


Sinapi det Gndwettb r,




von r, ist dagegen durc die




Bolargleichung




1—Cos cp




der lImdrehungsBarabel, ge-




geben.




In beut herausgeholten Kegel ist noc immer




 =z

13 Sin cp



bet Anfangswerth von r, nur daß cp jett ganz andere Werthe hat; bet (Endwerth r2 von r, ist dagegen, weil bet zugehörige Bunkt M in bet Grenz-Ebene (also nicht mehr in bet paraboloi-bifeben Släche) liegt, — gegeben als bie Hypothenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, beffen eine Kathete =b—Ip, dessen

Winkel aber cp ist, so das man r,-Cos P = b— Ip ober r, = cosp hat. Alfo findet man danac für bie Mafse des Hohlkörpers bie Summe bet beiden ersten (dreifachen) Inte-grale in B,-; — für bie Masse des augehohlten Kegels dagegen bie Summe bet beiden andern (dreifachen) Integrale ebendaselbst.

§. 34.

Sueben wir wiebet wie im §. 31. bie Summe

Zf,y,2dx-dy-dz;

y2+z2 Epx, xLb

führen wir wiebet wie im §. 33. statt x und y, bie beiden neuen Vernderlichen r und cp mittelst bet (Sleichungen

	
1) x=Ip-r-Cosg,


	
2) r2=(x—!p)2+y2z2 ober r‘t’Sincp‘t = y?+z2 , ein; so daß bie Bedingungen y2—z2Epx und x<b über-geben in r2Sinp2k.p2—pr-Cosp unb r-CospEb-Ip, alfo auch (wenn man wie im §. 33. verfährt) in


	
3) r(1—Cosp)E:p unb 4) r-Coscp^b — Ip, whrend aus 2.) wiederum (wie im §. 33.) bie Bedingung



	
5) r2-Sincp2 Sz2 ober v-Sincp^-^z



hervorgeht. Io z stets eine positive 3ahl vorstellt; — sum-miren wir niet jetzt die Elemente zuers nac cp (für konstant gedachte Werthe von r und z), dann tiefe Summen wieder nac r (für den konstanten Wert von z); — zuletzt aber die so erhaltenen Summen noc für alle Werthe von z.

Bei dem jetzigen Verlangen müssen mir den zu erfüllenden Bedingungen 3.), 4.) u. 5.) die nachstehende Form geben, nämlic 

	
6) Coscp^t-^-, 7) Cos(p^^^ und 8) Sincp^^.



Diese Bedingungen 6,),. 7.) und 8.) sind alfo allein zu erfüllen.

— Die Bedingung 8.) liefert (nac §. 4b.)

 1

	
9) CosgE-seVr2—z2, so lange (pc^n, dagegen 


	
10) Costp^.—1.Vr?—z2, solange p>i ist;



also sind die Bedingungen 6.), 7.), und 9.) ober 10.) zu erfüllen. — Da Coscp immer zwischen —1 nnb —1 liegt, so ist bie Bedingung 6.) allemal erfüllt, ohne das dadurc der Werth von cp, eine Beschrnfung erleidet, so oft

H) 1-P=-1, b. 6. rElv

ist. — Die Bedingung 7.) ist aus demselben GGrunde allemal erfüllt, ohne das durc sie der Wert von 9 eine Beschrnkung erlitte, so oft

b —in—       —



12)  -r“>1 b. h. r<b— |p, wa8 b>4P voraussett,

weil r nie negativ fein bars.

Diese beiden Vergleichungen 11.) nnb 12.) finden gleichzeitig statt, so oft

!p=b-p b. h. b=p, (also auc b>lp)

ist. — 3s aber

p>b=-!p b. b<Hp, so enthält die Vergleichung 12.) allemal auc die Vergleichung 11.) in sich, welche Vergleichung 12.) ebenfalls b>:p vor aussetzt. — 3s aber

1

fortwachsenden Radius a des Kreisquadranten, feem Werthe \n, Weil e—a2 = — Wirb für a = 0.

oo

2

 Dies ist ber Werth des sogenannten „bestimmten Integrals von La-place". — Setzt man x2 = z, so findet sic daraus sogleic das ton Guler, nämlic

/o e—z

I   —- • dz = Vi,

e) o eVz

welches auc ter Werth her sogenannten Gamma-unktion r^f für x=%, ober auc bet Wert ber Tafultät (-1)! ist (S. d. System b. Mathjem. Th. VIII. und IX.) Diese Resultate, aus denen bie Werthe aller Laplace-schen und Guler’schen bestimmten Integrale abgeleitet w erben sönnen, sind also hier oben ans rein analytischem Wege gefunden (ohne Zuziehung geo-metrischer Betrachtungen), wodurc ein Vorwurf beseitigt ist, ber von Einigen dem Laplace, wegen einer analogen Auswerthung seines Integrals gemacht worden ist.

3

 Man hat zwar auc noc die Bedingung, baß vr2—y2—z2 nie imaginär werden bars, baß also r > + Vy2+z2 ist; allein diese Bedingung ist zugleic mit ber 9.) erfüllt, also nicht weiter zu erwähnen.

4

 Da der Punkt A ein Bunkt bet durc Vie Gleichung u2 = px gege-benen UmdrehungsParabel ist, so is sein Abstand FA vom Brennpunkt,

= |p+x, aber x=pu=p(y2+2;); Terte gefundenen, vollfommen überein.


Ipeb-’p d. b>‘p,

so enthalt umgekehrt die Vergleichung 11.) allemal zugleic die 12.) in sic.

Ist also bc|p, aber 1p, so erleiden die Werthe von p, tvebev durc die Bedingung 6.), noch durc die Bedingung 7.) irgend eine Beschrnkung, so lange r zwischen 0 und b—ip (<|P) liegt.

3ft aber b>!p, also ebenfalls b>lp, so sinket die-selbe Nichtbeschränfung bet Werthe von o (durc bie Bedingun-gen 6. und 7.) statt, so lange bie Wevthe von r, zwischen 0 und lp(<b — |p) liegen.

Um zu missen, ob bie Bedingung 9.) obet bie 10.) zu be-vücsichtigen ist, mus man untersuchen, mann Cosq) negativ, wann er positiv wirb. Die Bedingung 7.) läst aber sehen, das Costp nie positiv fein sann, so lange b<!p gegeben ist; das aber Coscp auc positiv werben sann, fobalb b>Ap gegeben fein sollte.

Grster Tall. Wenn b<!p ist. —

In diesem Falle ist jeder Wert von p>n, und es ist daher jett bie Bedingung 9.) nicht, sondern bie Bedingung

10)  Cosq)^. — 1.Vr2—z2

zugleic mit den Bedingungen

6) Cosq)^.l— und 7)  Cosp=biP

zu erfüllen. Die 7.) giebt unbestritten ben untern Grenzwerth pp" von cf>, nämlic bie Gleichung 13)  cosp"-",--v,,

weil feine bet beiden andern Bedingungen ihr widersprechen sann.

Sa ferner, wie wie fürs vorher gesehen haben, so lange der Werth von r,<p ist, die Bedingung 6.) für jeden Wert von P, sic erfüllt steht, — so ist der obere Grenzwert cp1 von 90, dann aus bet noch übrigen Bedingung 10.), nämlic aus bet GSleichung

	
14) Coscp1 = —1.vr2—z2



zu entnehmen.

lnd bä stets              fein und bleiben mus, so giebt

bie Gleichung cp“ = cp', b. h. Coscp“ — Coscp' b. h.

P-h=lVr2z?, den untern Grenzwert r2 von r, nämlic

	
15) r, -+Vz*+(p-b)*,



whrend !p bet obere Grenzwert bleibt, ©st endlic stets r,Ep bleiben mus, so giebt bie GSleichung r2=1p b. I). Vz?—(Ip- b)2 = !p2 ben größten Werth z‘2 von z2, nämlic

	
16) z‘=- Vbp—b2 = + Vb(Ip—b) ,



so das su gleicher Seit alle Werthe von z, zwischen — z‘ und —z‘ liegen.

Es sondert sic also ein Theil unserer Summe - ab, weis cher ausgedrckt ist durc das dreifache Integral

a.-wenn wir wieberum ben Ausdruc

	
17) (f+f)--r-Sin® durc F



—Vr2-Sinp2—z2

bezeichnen.

Kommen wir nun zu ben Werthen von r, welche größer als Ap sind, und für welche bie Bedingung 6.) mit bet 10.) zugleich, bie Werthe von • beschränkt. Um biefen beiben Be-dingungen, nämlic

1                                                                    1

6) Cosp>1- und 10.) Coscp^ — y Vr2- z2

gleichzeitig zu genügen, muß man vor Siliern den Wetth r von r suchen, für welchen

ist, nämlic

	
18) r, - jp+yzV;



tarnt ist für jeden Werth von r, welcher r ist, auc

1-2P<_1.vr222, r P r

so bafi, wenn r<r, genommen ist, man nur der Bedingung 10.) allein zu genügen hat, um der Bedingung 6.) mit genügt zu haben, — wenn aber r>rt ist, nur der Bedingung 6.) genügt werben mus, um der Bedingung 10.) zugleic genügt zu haben.

Siegt also der Werth von r, zwischen p unb r,, so bestimmt sic bie obere Grenze cp‘ von (p, wiederum aus ber 10.) b. I). aus ber Gleichung 14.); so wie aber r>r, ist, so bestimmt sic ber obere Grenzwerth cp^ von cp, aus ber 6.), b. h. aus ber Gleichung

	
19) Coscp^l-^.



Nun mus aber immer, im Falle r>|p> ober rr, ist, bleiben; daher giebt bie (Sleichung Cosq>" — Coscp1, iett noc einen zweiten untern Grenzwerth von r, nämlic wie-berum ra auS 15., welches aber jetzt raS4p d. h.

z2—(Ip- b)?5rep2 d. . z25z‘2 votaussett. WBir haben also dasmal zwei untere Grenzwerthe von r, zu bereu jedem ber obere Grenzwerth rI von r, gehört; unb babei fällt r2 mit p zusammen für z2=z‘2, mit welchem Werthe von z2, die Wetthe Von z2 beginnen, so oft ra als untere Grenze ge-nommen wird. Die Werthe von r, gehen «Ifo beide Male von Ap bis r; bst nun, wenn r, «IS untere Grenze genommen wirb, bie Werthe von z2 alle, >z'2 sind, so müssen, wenn Ip als untere @renje genommen wird, bie Werthe von z2 alle, <z'2 genommen werben, damit man zu allen zusammengehörigen Werthen von cp und r, alle Werthe von z hinzugefügt habe. Hub weil ba, wo z25z‘2 genommen werben muß, bie oberste Grenze von z2 feine weitete Beschrnfung erfährt, so mus solche der allergröszeste Werth fein, ben z2 überhaupt annehmen sann; biefet ist aber (nac ben Bedingungen y‘—z2Epx und xEb), offenbar = pb.

(SS sondern sic daher Theile bet Summe 3, ab, welche auSgebrüdt sind durc

/z‘ / Pr,/ /+‘ \ N

k'- J-.UAJ

und

a3- (- (r\ CPF.dp)-dr).dz

3 e/-V(pb)eJra\ed" / /

Geht man nun zu ben Werthen von r, welche großer als r, sind, so gehen bie Werthe von p, von an bis zu cpt hin, und bie Gleichung Cos(p" ~ Coscpt giebt r=b+p

als bie obere Grenze von r; und ba stets ra{b-Ip fein unb bleiben muß, so giebt bie Gleichung r,=b—Ip wie-herum z2 =pb, als ben größten Werth von z2.

Dieser Theil ber Summe ist daher ausgedrücft durc

A.-

Man findet also jett, wo b<|p vorausgesett ist,

I. Sfdx-dy-dz=A,-A,—A—A,,

wenn nur 9p’, cp“, P, z‘, T2 und r aus den Gleichungen 14.), 13.), 19.), 16.), 15.) und 18.) ihre Bestimmung finden *).

3 weiter Fall Is «bei: b>!p, so mus man sofort die Werthe von cp absondern, welche >-n sind und für welche hie Grenzbedingung 10.) eintritt, — von denen, welche <n sind, und für welche die Grenzbedingung 9.) statt findet.

Sst cp>^n, so ist die Bedingung 7.) stets erfüllt, selbst wenn cp = In ist; es bleibt also In her untere Grenzwerth von cp. — Siegt bann r zwischen 0 und 1p, so ist die Bedin-gung 6.) ebenfalls stets (d. 1). für sehen Wert von p) erfüllt; eS bleibt daher nur noch hie Bedingung 10.) zu erfüllen und tiefe liefert wieher den obern Grenzwerth cp1 2 (aus 14.). — Unh weil stets InEa‘ bleiben muh, so giebt hie Gleichung ^n~cp ober Coscp' = Q ben unteren GSrenzwerth von r, nämlich

(positiv I

r = ±z, je nachbem z negativj ist

Die Grenzwerthe von z, ergeben sich aus her Gleichung zwischen dem obern und untern Grenzwerth von r, nämlich aus der GSleichung p==z, so bah «He Werthe von z jetzt zwischen —Ip unb —‘p liegen.

Es sondert sich also ein Stüc her Summe ab, welches ausgedrckt ist durc bie Summe der breifachen Integrale

oder auc

4p / /Lp / /+‘ N \

/        / F.do -dr -dz *).

-ple/ +V(z2)\e/ 2" ‘ /

3s nun r>!p, so treten wieder die Bedingungen 6.) und 10.) zugleic auf, feie sic gegenseitig beschrnken. Man erhält daher wieder r, (aus 18) so, so lange r er! ist, wiederum die obere Grenze von p, =a‘ (aus 14.) gefunden wirb, so wie aber rr, wirb, bann P (aus 19.) als der obere Grenzwert von p sic ergiebt. Die Gleichung ]n = P, giebt bann den allergrößten Grenzwert von r, nmlic

r = IP-

So lange aber r zwischen Ip unb r, liegt, mus doc immer gt^^cp1 bleiben; daher giebt bie Sleichung Coscp" — Coscp' abermals den zweiten unteren Grenzwerth r2 (aus 15.), welcher für z2 = z‘ (aus 16.) mit Ip zusammen-fällt, auserdem aber stets z2>z'2 voraussetzt.

(SS sondern sich daher noch drei Theile der Summe E, ab, welche ausgedrückt sind durc

B,-   CUUF-Ip)-ir)-4z,

ß3-   C, ( Pf /F-dp)-dr).dz

• — 2P e/ I*2 \e/ 2"      /   /

+J?U^U2'e-irp)-i^b'

unb

p / /b--4p / /d,

(U,, U,

wenn nur rp‘, P,, z', r, unb r, genau wie vorher bestimmt werben.

Auc biefe Resultate B,, B3 unb B, gehen bezüglich aus A,, A, unb A, hervor, wenn man in legieren Ausdrücken 1p

*) Dies Resultat ist dem gleich, was au« A, hervorgeht, Wenn man daselbs p statt b setst, Wie bie wirkliche Substitution sehzen läßt.

statt b sett, weit bann (aus 13.) Coscp'^O und p"=1n wird, whrend pb in !p2 übergebt.

Kommen wir nun zu den Werthen von P, welche <n sind, so daß nun die Bedingung 10.) nicht mehr, bafür aber die Bedingung 9.) zu erfüllen bleibt, welche jetzt mit her Be-dingung 7.) in gegenseitigen Kampf tritt. Man muß zu dem Gnde wieder die beiden Ausdrcke zur Rechten in 7.) und 9.) einander gleic setzen, uw denjenigen Grenzwerth r, von r, zu erhalten, nmlic

r, = +Vz‘+(b-Ip)*, welcher so ist, das, wenn man nimmt

rEr,, bann -—4P31.vr2_22

	
>           r F r



fein mus, — also daß

für r<r2  bie Bedingung 9.) allein, aber

für r>r2  bie Bedingung 7.) allein

zu erfüllen bleibt, weil bann stets bie andere zugleic schon mit erfüllt ist. Dieser Werth r2 ist genau derselbe wie in 15.), weil (Ip- b)2 = (b—!p)2 ist- — Der aus der Bedingung 9.) her-vorgehende Grenzwerth ap‘ von y, ist aber

	
20) Coscp1 = +2—2 *),



whrend ber aus ber Bedingung 7.) hervorgehende Grenzwerth q>“ von pp, aus bet Gleichung

Cos cp“ = b P

gefunben wirb unb derselbe ist, wie bet aus 13.). — So lange also r<r2 ist, tritt ber Grenzwerth ap‘ (aus 20.) von cp auf; so wie aber r>r2 wirb, tritt bet Grenzwerth gp" von pp ein.

	
*) Dieser Wert vou Cos([\ ist von dem Werthe Cosq/ in 14.) blos durc das Vorzeichen verschieden.



Nun ist aber auc noc die Bedingung 6.) zu erfüllen, näm-lic die Bedingung Cosq)^i — Y ■ Da wir jetst nu noc die Werthe von p haben, für welche Cosq) positiv ist, so ist diese Bedingung allemal (d. h. für jeden Wert von 9) erfllt,

so ost   Ps1,  d. h.  rE{p ist- — So lange also rE’p

ist, so lange bleibt cp durc die Bedingung 6.) unbeschränkt, eben so lange ist also 7 die obere Grenze der Werthe von cp.

— So wie aber  r>p  wird, so tritt diejenige obere  Srenze

P von cp, ein, weitste gegeben ist durc die Gleichung 19.), nmlic

	
19) Coscp^l-^,



weitste hie Bedingung 6.) an die Hand giebt.

Sst also

	
a) r<r2 und gleichzeitig r<|P,



so geben die Werthe von cp, von cp‘ an bis zu n fort.

Dieser Fall tritt ein

	
1) wenn r<r2 und r,Eip d. h. z2 Eip2—(b—Ip)* ist,



und

	
2) wenn rEip und r,S4p d.h.  z251p2- (b- 1p)2 ist.



3s ferner

8) r<r2 und gleichzeitig rS!p,

so geben die Werthe von cp, von cp' an bis zu cp, fort.

Dieser Fall tritt ein, wenn r zwischen |p und r, liegt und r,54p d. !)• z‘5.p*-(b-p)* ift.

Sst aber

7) rSr, und gleichzeitig rEp,

so geben die Werthe von pp, von cp“ an bis zu In fort.

Dieser Fall tritt ein, wenn r zwischen r2 und p liegt und wenn r,E±p d. h. z2E!p2—(b—!p)2 ist- — Hat man endlic

(5) rar, und gleichzeitig rs!p,

so gehen die Werthe von p, von gp" an bis zu P hin.

Dieser Zall tritt ein

	
1) wenn r$ra und ra5p d.h. z25p2—(b-Ip)2



und

	
2) wenn r$p und r,=p d. h.  z2E!p2—(b-Ip)2 ist.



Die Flle Y.) und 6. 2.) setzen b—1p<p d. h. b<2p voraus, weshalb man von nun an zwei Unterfalle zu betrachten hat, einmal wenn bEp und dann, wenn b>2p ist.

Gr st er Unterfall. Wenn bEap (aber noc Ip) ist. — Unter tiefer Voraussetzung werten alle secs Fälle a.—8.) eintreten sönnen. Bezeichnen wir ter Kürze wegen

22)   —VAp2—(b—1p)2 durc z",

so giebt in dem Falle a.), tie Gleichung Coscp1 = Cos^n = 0, (positiv 1

ten •ett rssz je nachdem z negativj ist» al unteren Grenzwerth, whrend in a. 1.) r2 als ter obere GSrenzwert dazu kommt, unt gleichzeitig z"2 ter größte Wert von z2 ist; tagegen ist in a. 2.) p ter obere Grenzwerth von r, wh-rend gleichseitig z"2 ter fleinste Werth von z2 ist, unt der untere Grenzwerth von z2, aus ter Gleichung z2 —r^^Sing)2 für ten gröszten Werth  n von , unt für ten größten Wert

p von r hervorgeht, so das er         — Ip2 ist.

Der Fall «.) giebt uns also Theile ter Summe S, welche

ausgedrckt sind, wie folgt, nämlich


B,




(and ß. 1.) ••










dz




Be (aus a. 2.) •••
[image: ]




3m Valle ß.) gehen die Werthe von P, von p‘ an bis zu P hin, — die von r aber von p an bis zu r, hin, whrend z"2 ter Heinfte Werth von z2 ist. Der größte Werth von z2 geht dabei aus der Bedingung hervor, das r, den allergrösten Werth b—1p3) von r, nicht übersteigen bars, also aus bet Gleichung r, = b—Ip ober Vz2 +(b—!p)2 = b+{p, welche

z2 = pb

liefert. Dieser Theil ber Summe S, ist daher außgebrüclt durc

3m Falle y.) geht (p, von p" an biß zu \n, während r, von r, an biß zu p gebt, und z"2 ber größte Wert von z2 ist. Dieser Theil ber Summe S, ist daher ausgedrckt durc

B, J-U.U.F-4r)-dr)-4.

3m Falle <5.) endlic geljen bie Werthe von P, von ap" an biß zu (pi hin, whrend in 8.1.) bie Werthe von r, von r, an biß zu b—’p hin gehen, und bie zugehörigen Werthe von z2, von z"2 anfangen unb biß zu dem Werth von z2 fortgeben, welcher aus ber Vergleichung ber beiden Grenzwerthe


_P___ 1 — Cos (f>




für den

welcher




2P _ pr

1 — Cos tp ‘ r—b+kp von r, aus ber Gleichung



r, und b—Ip von r, nmlic aus bet Gleichung Vz2—(b—Ip)2 = b—1p hervorgeht, welche Gleichung

z2 = pb

liefert. — In <5.2.) dagegen gehen die Werthe von r, von p an bis zu b—1p fort, whrend gleichzeitig z‘2 bet größte Werth von z2 ist. — Diese beiden gälte .) liefern daher noc Stütfen bet (Summe S, welche ausgedrückt sind durc


B9 (aus <)'. !.)•..'



—z" / /b+4p( Pd N \

I / I / F.dop -dr )>dz

- V(pb) e/ r2     e/o" / /

PV/(pb)/ Pb+4p/ /•■Pi      \ N

+Z (X


unb

BI0 (aus a. 2.)-. /(/0"(f"r-dqp)-dr)-dz,



wenn nur in B6 bis B10, p‘ aus 20.), z" aus 22.), dagegen

	
P, ra, ri ganz so wie in Oi bis B4, ihre Bestimmung finden.



Man findet daher in diesem Falle, wo b>1p, aber b<2p gegeben ist,

	
II. -f-dxdydz



= (B1+B2+B3+B4) + (B5+B6+B7+B8+B9+B1o).


In B5 bis B10 ist aber




(p‘ = Arc cos.




(_1v2—22),

\ r           /’




in B, bis B. dagegen ist




q“ = Arc cos.




_1 vr? r
[image: ]




3weiter Unterfall. — Zenn b>?p gegeben ist. — lInter dieser Vorausseung ist b— 1p>!p, unb deshalb tonnen nun bie gälte a.1.), y.) unb <5.2.) nicht mehr eintreten, weil z2 nie negativ fein sann; bie Bedingung z25p2—(b—1p)2 (in ben gälten «.2., ß. unb <5.1.), ist nun allemal von selbst (durc jeden Werth Von z) erfüllt, so daß z durc biefe Bedin-gung feine Beschrnkung erfährt. Wan erhält daher jetzt aus «. 2.) ein Stüc bet Summe 2’, welches ausgedrückt ist durc
[image: ]

Hierauf erhält man (aus ß.) ein ziveites Stc feer Summe 2, ausgedrckt durc

[image: ]

Buletzt erhält man noc (aus . 1.) ein drittes Stüc feer Summe 3, welches ausgedrückt ist durc

V(pb)/ /b+-!p/ /+,     N   \

,     /       / F.do -dr -dz;

V(pb)\/r2 Vz       /  /

so daß man jetzt, wo b>2p vorausgesetzt ist, erhalt

	
III. Sf-dx-dy-dz = Bt+B2+B3+B4+C,+C2+C3, wo in B, bis B,, feer Werth p‘ aus 14.), in C, bis C3 da. gegen feer Wert pp’ aus 20.) entnommen werden mus, so das



— rVr2— z),

in C, bis C3 dagegen p‘ = Arc cos. (+ 1vr2 — z?) genommen roerfeen muß.

Anmerkung. Wir überlassen es unfern Lesern, feie Auf, gäbe aus feem geometrischen Standpunkte zu lösen. — Man muß das Umdrehungs-araboloid zuers genau wie in feer Anmerfung zu §. 33., in Körper-GElementchen zerlegen, — dann feen Inhalt eines solchen Körper- Glementchens, welches an feer durc r, P und z, gegebenen Stelle M liegt, geometrisc berechnen, — bann aber (weil durc r, op unb z, zwei solche Stellen gegeben sind) diefen Inhalt mit f unb mit fut multipliciren, um die Massen feer Elementchen an diesen beifeen Stellen JI, zu haben, von

*) Dies Stück is auch ausgedrckt durc
[image: ]


betten die eine rcwrts bet Ebene XOZ, bie andere vorwärts derselben Gbene liegt. — Nun sollen aber jett zuerst bie Gle-mentchen an einanbet gereiht werden, welche in einer unb bet# selben, durc r gegebenen Kugelfläche, und zugleic in einet unb derselben durc z gegebenen Gbene liegen, — welche also den (materiellen) Kreisbogen bilben, in welchem diese Kugelfläche unb diese Gbene sic schneiden. Hierauf werden alle diese Kreis-bogen, welche zu allen verschiedenen Äugeln geböten, bie noc von derselben, durc z gegebenen (bene getroffen werden, — an einanbet gereiht, so das man bie Massen von den einzelnen Stcken bet durc z gegebenen (materiellen) (Sbene erhält, so weit sie innerhalb des Paraboloids liegen. Zuletzt werben alle biefe (materiellen) Ebenen (von bet Dicke dz) jum Paraboloid selbst an einanbet gereiht.

Man wirb steh babei überzeugen, daßs bie vorstehende ana-Iytische Zergliederung weit bequemer ist, als bie geometrische Auffindung derjenigen einzelnen Theile des Paraboloids, bie sich durc dreifache Integration gerade ausfüllen lassen.

Wir wollen l)ier nur noc bie geometrische Bedeutung aller einzelnen im Paragraphen erhaltenen dreifachen Integrale nach-weifen.

3m ersten Fall, wo b<p vorausgesett ist, liegt bie Grenz-Gbene, welche vom Scheitel 0 um b entfernt ist, noch links vom Brennpunkt F; unb es fei B bet Punkt, in welchem solche bie Are OX schneidet. Das dreifache Integral A, drckt bie Masse des Kugelsegments aus, welches bie aus F mit FO=1p, beschriebene Äugel von dem paraboloidischen Segment ausschneidet. Den Radius bet Grundfläche dieses Kugelsegments, beten Mittelpuntt B ist, drüct bet Wert z‘ aus. — Dentt man steh nun in bet Entfernung z' von YOX, zwei mit dieser letztgedachten, parallele Ebenen E, unb E2, unb denkt man sich gleichzeitig eine durc bie Gleichung

/ 1 \2

(x‘-IP)‘Hy‘Hz-(IP-pz2) =0 gegebene algebraische Släche bet vierten Ordnung, so schneitet diese zwischen den beiten parallelen Ebenen E, und E, ein Stüc unseres Paraboloids aus, welches linfS durc dessen Dber-fläche, rechts aber durc die Grenz-Ebene feine volle Begrenzung findet, und dessen Masse durc taS dreifache Integral A, aus-getrüdt ist.

Was tiefe Flche ter vierten ©rtnung oberhalb derGbene E, und unterhalb ter Gbene Eg noch ausschneidet, ist ausge-drct durc A3. — wischen ter Auszenseite tiefer gliche ter vierten ©rtnung (welche taS zuerst abgeschnittene Kugelsegment längs teS ganzen Bogens, den dessen Oberfläche mit ter Ebene XOY genuin hat, berührt), ferner ter rings herum gehend ge-dachten Oberfläche des Paraboloids, und ter Grenz-Gbene, liegt entlieh noch ein ©tuet unseres Körpers, dessen Masse durc A4 ausgedrückt ist.

Dies gilt natürlich noch, wenn b dicht an |p, b. h., wenn bie Grenz-Gbene beS Paraboloids dicht an ben Brennpunkt F hinrüct; eS gilt auch noch, wenn b=1p, d. wenn die Grenz-Gbene in ben Brennpunkt F hinein tückt. — Setzt man daher in A,, A2, A3 unb A4, b=1p, wodurc sie bezüglic in Bj, B,, Ba unb B4 übergehen, so sieht man sogleich bie geometrische Bedeutung dieser legiern vier breifachen Integrale; — Wie auch, bah B,—B,HB,HB, bie Masse beS Farabo-loibS auSbrücft, welches von einer durc ben Brennpunft F, senkrecht auf OX gelegten ©bene E begrenzt wirb. Die Wasse beS im zweiten Falle, in welchem b>1p ist, jur Stechten dieser letztgedachten ©bene E liegenden Körpertheils ist also, im gälte b<2p ist, durc bie (Summe

B,+B,+B,+B,+B,+B,o ,

im gälte aber b>?p fein sollte, durc bie Summe

C,C,+C,

ausgedrct.

Um aber bie geometrische Bedeutung dieser lesztern ein 5 el« nen dreifachen Integrale nachzuweisen, betrachten wir zuerst ben ersten 1nterfall, in welchem b<2p vorausgesetst wird. Denkt man sic in tiefem Falle aus F mit dem Nadius p des Kreises, in welchem die ©bene E von bet Dberfläche des Paraboloids geschnitten wirb, — zur Nechten eine Halbfugel beschrieben, so schneidet bie Grenz-Ebene ein Stüc davon ab, so das zwischen ihr und E eine Kugelzone liegt, beten zweiter Kreis (in bet Grenz-Ebene) den Nadius z" hat. Denkt man sieb nun ober-halb und unterhalb YOX, Gbenen E, und E, von YOX um z" abstehend und mit ihr parallel, bann noth zwei ©benen Eg unb E6 von ihr um p abstehend unb mit ihr parallel; — denkt man steh ferner eine halbe Gylindersläche Z zwischen ben beiben ©benen E3 unb E4, welche von bet YOX in einem Halbkreis geschnitten wirb, bessert Mittelpunkt F unb dessen Radius FB=b—!p ist; — denkt man sieb endlic noch eine CElinder-flache Z‘, welcpe mit bet vorigen, bie durc F gehende, auf YOX senkrechte Are gemein hat, unb bie vorgedachte Halbkugel berührt, aber von der Grenz-Gbene mit der Halbkugel zugleic geschnitten wird, so bah bet auserhalb des Körpers liegenbe Theil derselben nicht in Betracht kommt, whrend biefe ©plinber# fläche Z‘ oben unb unten bis zur Oberfläche des Paraboloids geht, — so beruft B, bie Mafse des Ghlinders Z aus, wh-rend Bg bie Masse des Restes bet Kugelzone ausdrckt, so weit sie zwischen ben ©benen E3 unb E4 liegt. Der Ausdruck Be giebt bie Massen bet unterhalb E, unb ober-halb E3 noch liegenden Reste bet Kugelzone; whrend B, bie Staffen bet Körpertheile giebt, welche bie Eylinderfläche Z‘ un-terhalb E4 unb oberhalb E, aus bem Paraboloid noch aus-schneidet unb welche zur (Seite von bem unteren unb oberen Theile bet Kugelzone, so wie unten unb oben von bem unteren unb oberen Theile bet paraboloidischen Oberfläche, begrenzt werben. Der Ausdruc B, giebt ferner bie Masse bet unterhalb E, unb oberhalb E, noch übrigen Körpertheile; wahrenb B,o endlic bie Masse des zwischen ben ©benen E, unb E, noch übrigen Theils des Paraboloids liefert.

In dem Streiten Unterfall des streiten Falles, wo b>?p vorausgesetst ist, geht die vorher gedachte Halbfugel nicht bis zur Grenz-Gbene. Von den Ebenen E, und E4 sann daler jett nicht mehr die Diebe sein, ba bet Durchschnittskreis (bet' Halbkugel mit bet Grenz-Ebene), ben sie (im vorigen Falle) oben und unten berührten, jetzt nicht mehr eristirt, sondern nur noc der durc ben Brennpunkt F gehende größte Kreis bet Halbfugel, ben bie Ebenen E, und Ee berühren. Eben so ist jett nicht mehr ron der Eylinderflche Z bie Diebe. — Der Ausdruck C, liefert nun bie Masse bet gedachten Halbkugel. Der Ausdruc C, liefert bie Masse des Stüctes, welches vor-wrts unb rückwärts, ron bet Gylinderfläche Z‘, lints ron bet Dbersläche bet Halbfugel, rechts ron bet Srenz-Gbene, unten unb oben aber ron der paraboloidischen Dberslche begrenzt ist. Der Ausdruc C, endlic giebt ben Rest des Körpers, b.    bie

vorwärts unb rüdträrtS gelegenen äußeren «Stüde des Körpers, bie ron bet Ausenseite bet GEylinderfläche Z' unb ron bet Dber-fläche des Paraboloids begrenzt ftnb.

§. 35.

Behalten wir noc immer biefelbe vierte Aufgabe (des §. 31.) wie im §. 34., summiren wir aber zuers nac z, so hat man blos der Bedingung 8.) beS §. 34.) nämlic

z2 Sincp2

SU genügen, so baß bie Werthe ron z stets ron -~r>Sin(p anfangen unb mit —rSing aufhören, man mag nachher zuerst nac r, ober zuerst nac (p summiren.

Summiren wir aber nun zuerst nac r, unb zulett nac cp, so muß man ben noc übrigen Bedingungen 6.) unb 7.) beS §. 34. jetzt triebet bie nachstehende Form geben, nämlic^

1) r=,P— und 2> r.Cospb—Ip.

1—Coscp

Erster galt. 3s nun b<lp, «Ifo b—’p negativ,

so ist Coscp bet 2.) zu folge nur negativ, und die Bedingung

2.) giebt jet (nac §. 4b.)

so das sic, — wenn man

* -a,-r, umb 5) 2al,--t, setzt, — die Werthe von r, zwischen r2 und r, erstrecken. Die Gleichung r,=r, giebt den Grenzwerth cp' von p, nmlic

6) Cos (p* = b- 4P ober ai = Arc cos. b . 4P -. b.P b.P

Dieser Werth cp‘ befindet sic im zweiten Quadranten, und da sonst für cp feine weitete Beschrnkung vorliegt, so gehen bie Werthe von cp, von cp‘ an bis n fort. — Man findet daher jett

/n /  /r, / /^v»Sin cp \\

I. T-dx-dy-dz .. (/, (

wenn nur r2, r, unb cp1 aus 4.), 5.) und 6.) ihre Bestimmung finden.

3weiter galt. — st aber b>1p, so sönnen (nac 2.) bie Werthe von Coscp positiv unb negativ zugleic fein. Be-trachten  wir  zuerst bie Werthe von cp,  welche von IT  an

wachsen unb für welche  Coscp stets negativ ist. Für biefe

Werthe von cp, ist aber bie Bedingung 2.) von selbst erfüllt, so das aus ihr Weber r noc cp, irgend eine Beschrnkung er-

leiben.   Es  fonbett sic  also ein Theil  bet Summe      ab,

welcher ausgedrct ist durc

/n / /r /         cp      \ \

D>- JaJ. (J-.sm,Fdz)-dr)-d?

Für bie übrigen Werthe von cp, für welche Coscp stets positiv ist, geht bie Bedingung 2.) übet in


7)



b—iP

Coscp

welche jett mit bet andern Bedingung

1) — 2P

• <1-Cosp

in den Kampf tritt. Bestimmt man daher wieder aus der Gleic-heit tiefer letztern beiten Ausdrücke jur Rechten den Werth 9?' von P, welcher genau wieder so, wie in 6.) wird, so enthält für jeden Werth von P; welcher xp‘ ist, tie Bedingung 1.), tie 7.) schon in sic, whrend tie Bedingung 7.) tie 1.) schon in sic schliest, für jeden Werth Von p, welcher ccp‘ ist.

Gehen also tie Werthe von cp, von cp‘ an bis zu In fort, so gehen tie Werthe Von r, von 0 an bis ju r, hin; geben aber tie Werthe von P, von 0 an bis ju <p‘ bin, so geben tie Werthe von r, von 0 an bis ju r, fort. Man erhält also dadurc noch zwei Theile ter Summe 2, welche ausgedrct sind durc

A,t/ /er, / APr.Sind \ \

Da" J, U

unt

/4‘/ Ar, / \ \

Da” Z (Jo

Man hat also zuletst

II. SEdx-dy-dz = D,—D,HD,.

Anmerkung. Der Ausdruc I. stellt, wenn man nac feiner geometrischen Bedeutung fragt, in dem ersten Integral (nac z), tie Masse eines (materiellen) Kreis, Umfangt vor, welcher ter Durchschnitt ter mit r aus dem Brennpunkt F be-schriebenen Kugel unt ter durc (p gegebenen Segelfläche ist, tie ihre Spitze in F hat. Sie zweite Integration (nach r) giebt dann tie Masse ter letztgenannten (materiellen) Segelfläche vom Scheitel 0 an bis zur Begrenzungs.Gbene, welche jetzt, wo b<!p ist, linfs des Brennpunfts F liegt. Die dritte Inte-gration (nach cp), giebt dann tie Summe aller tiefer Stücfen aller tiefer Kegelflchen, von ter an gerechnet, deren Grund-fläche tie Begrenzungs-Gbene ist, bis zu ter bin, teren Winkel cp, —n ist, unt welche in tie Are OX hinein fällt.

In dem andern Soll, Wo b>!p ist, liefert bet Ausdruc D, die Mafse des Theils des Paraboloids, welcher linfs der durc F, senfrecht auf OX gelegten Gbene E liegt. Der Aus, druc D, dagegen giebt die Masse des rechts dieser Ebene lies genden Theils des Saraboloids mit Ausnahme des Kegels, dessen Grundfläche durc die Grenz Gbene gebildet wird, und rings herum bi§ zum Saraboloid reicht; die Masse dieses Kegels end-lies) giebt bet Ausdruc D,.

§. 36.

Summiren mit wieder wie im §. 35. zuerst nac z, also von z, =—r>Sintp an bis zu z=-r-Sing hin; summiren wir aber dann zuers nac cp und giriert nac r, so mus man bie Bedingungen 6.) unb 7.) des §. 34. wieder in bet dortigen Form beibehalten, nämlic in bet gönn

1) Cosrp^.1— P unb 2) Cosp=-bP .

Die Bedingung 1.) ist stets erfüllt, so lange P52 b. . r<|P ist; sie beschränft daher erst bie Werthe von 9, so wie r>|p wirb, unb bann ist bet GSrenzwerth cpt von cp gegeben durc bie Gleichung

	
3) Cosp,=1-P.



güt rEn bleibt dagegen n bet obere Grenzwerth von cp.

Um bet Bedingung 2.) zu genügen, mus man wieder uns terscheiden, ob b — Ap negativ ober positiv ist.

Grster galt. — Ift b<!p, so ist Coscp stets negativ; weil aber Coscp nie Heiner als —1 wirb, so giebt biefe Bedingung

r=ip-b

als den fleinsten Werth Von r. — Die Gleichung

+/, (.

bst stuf die früher beschriebene Weise leicht ersannt wirb, das b—Ip der größte Werth ist, ben r überhaupt erreichen sann, weil höchstens Cosq>" = Cosqi^ werben sann, welche ®leU chungzu r=b—Ip führt.

weiter Sali. — Is b>|p, so sann Coscp aus ber Bedingung 2.) negativ und positiv werben. Betrachtet man zuerst bie Werthe von cp, welche Von n an wachsen, so findet sich nach dem vorangegangenen leicht ein Theil unserer Summe S, wie ber vorstehende, nur bah jetzt ber Bedingung 2.) durc feinen Werth von r, widersprochen wirb, so bah 0 ber fleinste Werth von r bleibt, — whrend ber größte Werth Von r wie-Verum aus ber Bedingung hervorgeht, bah bie untere Grenze n und bie obere GSrenze cpx von cp, höchstens einander gleich werben sönnen, welches Cosrpl—Ol d. h. r=}p liefert. — Dieser Theil ber Summe ist daher auSgebrücft durc

Kommen wir nun zu ben Werthen von cp, welche von n an abneljmen und für welche Coscp stets positiv ist, so giebt bie Bedingung 1.) feine weitere Beschränfung ber oberen Grenze {n von cp, so lange P51, b. h- rE!p ist; so wie aber r>‘p wirb, tritt cp,^^ als oberer Grenzwerth von cp aus. Die Bedingung 2.) bagegen ist stets erfüllt, so lange b 51 d. h. rb-Ip ist; dan ist als» 9=0 die untere Grenze-von P; so wie aber r>b- 1p wirb, so tritt wieher cp“ (aus 4.) als unterer Grenzwerth von cp, aus.

Man mus daher je§t wieher zwei lInterfälle von einander unterscheiden; einmal wenn Ip>b—Ip, h. h. bEp ist, und hann wenn p<b—Ip, h. b. b>p ist.

Erster Unterfall. — 3s bE2p (aber noc >Ip), also p>b—!p, so gehen zuerst hie Werthe von r, von 0 an bis zu b—’p fort, und die Werthe von p von 0 bis zu n; und es sondert sic daher sofort ein Eheil her «Summe S, ab, welcher ausgedrüct ist durc

b—1p/ /,w/ \ \

. U. (/-s,F-dz)-dr)-dr.

Gehen hann hie Werthe von r, von b— 'p an bis zu p fort, so gehen hie Werthe von cp, von cp" an bis zu n fort; und es sondert sic daher ein neuer Theil unserer Summe S, ab, welcher ausgedrckt ist durc

2;p / /;=/ Pr.Sin N \ /     / F.dz -da -dr.

b— Ap\e d" \e / /

Geht endlic r, von p an bis zu hem allergrösesten Wert b—Ap fort, den r überhaupt annehmen sann, so gehen hie Werthe von cp, von cp“ an bis zu cp^ hin, und her letzte Theil her Summe ist daher ausgedrüct durc

b-1p / Ap,/ /^r»Sincf> \    \

/     / F.dz .d®).dr.

P        4" \e- —^Sincp /  ‘/

Man hat daher je^t

	
II. Sf.dx-dy-dz = G,+G,+G,+G, , wenn nur b>|p aber bE?p ist.



3 weiter Unterfall. — 3s b>?p, «Ifo Ipeb- Ip, so gehen zuerst hie Wertbe von r, von 0 an bis zu p hin, unh dazu geljen hie Werthe von cp, von 0 an bis zu !n fort

— Gehen dann die Werthe von r weiter, von p an big zu b—1p  hin, so gehen die Werthe von P, von 0 an big zu

bin. — GSehen entließ die Werthe von r, von b—!p  an big

zu b—1p  hin, so geben hie Werthe von  p, von cp“ an big

zu P,  hin. — Für alle Werthe von  rp,  welche <n sind,

erbalt man also drei Theile ter Summe , und diese sind

ALp/ R4t/ Pr.Sind \ \

H - J, u „Fodz)-d)-dr

/b— Ap/ /+,/ \ \

und zuletzt ist

III. Ff-dx-dy-dz=G,—I, wenn nur b>|p ist.

Anmerfung. Sie geometrische Bedeutung dieser einzelnen dreifachen Integrale ist die folgende..

In I., wo b<!p vorauggefebt ist, und wo sic die GSrenz-Gbene des Paraboloids linfs von F befindet, drüctt tag erste dreifache Integral die Masse eines Kugelsegments aug, welches mit dem Nadius 2p aug F als Mittelpunft, beschrieben ist, den Scheitel 0 berührt und von der Grenz-Sbene abgeschnitten wirb. Sag zweite dreifache Integral giebt aber bie Masse des Oiesteg beg Körpers, der bieseg Kugelsegment ringsherum umgiebt und von der paraboloidischen Oberfläche, wie theilweise von der GSrenz-Ebene geschlossen wirb.

In bem zweiten Falle brüeft das erste dreifache Integral in G, bie Masse einer Halbfugel aug, welche aug F mit bem Radius 1p beschrieben ist, den Scheitel 0 berührt und welche von ber durc F, senkrecht auf OX gelegten dbene E begrenzt wirb. Sag andere dreifache Integral giebt bie Masse beg Oiesteg beg, von ber (Ebene E abgeschnittenen und jur Sinsen liegenden Theils beg Paraboloids. — In bem ersten Unterfall, wo ‘p$b—Ip, giebt bag dreifache Integral Ga bie Masse bet

Halbfugel, welche aus F mit fern Ratius b—!p beschrieben ist und welche die Grenz-Gbene berührt. — Das andere drei-fache Integral G, giebt tie Masse bet mit dieser Kugelflche concentrischen Schicht (von bet Dicke 2p—b) zwischen der erst-gedachten Halbfugel und einet zweiten, beten größter Kreis bet Durchschnittsfreis bet Ebene E, mit bet paraboloidischen Slche ist (welcher den Nadius p hat), so weit biefe Kugelschicht nicht rechts übet bie Grenz-bene hinausragt. Das letzte dreifache Integral G, giebt dann bie Masse des Nestes unseres Körpers. — In dem zweiten Unterfall dagegen reicht bie übet E liegenbe Halbfugel, beten Radius p ist, nicht (rechts) übet bie Grenz Ebene hinaus. Das erstere bet Inte-grale in H giebt ihre Masse. — Dann ist mit dem Radius b—Ip eine concentrische Kugelflche zu beschreiben, welche bie Grenz Gbene berührt, aber feine volständige Halbfugel mehr ist, in so ferne ste steh rings herum nicht mehr an bie Ebene E, sondern blos noch an bie paraboloidische Dberfläche anlegt. Die Masse der, zwischen dieser und bet vorigen Kugelfläche liegenden (Schiebt (von bet Dicke b—2p) ist nun durc das andere der Integrale in H, vorgestellt. — Das dritte dieser (dreifachen) Integrale giebt aber bie Masse des Restes des Körpers.

§. 37. Breite allgemeine Aufgabe.

Führt man statt bet drei Vernderlichen x, y und z drei neue Vernd etliche r, p, 6 ein, mittelst bet drei Gleichungen

1) x — G,,4,9,     2) y = H,,4,8 und 3) z = K,,,,8,

wo G, H und K drei beliebige Funktionen von r, cp und 0 Verstellen, so hat bereits bie „Vorbereitung" im §. 14. hinreie chend sehen lassen, das und warum man einen bet neuen Vernderlichen nach bem andern einführen muh.

	
■ GEliminirt man also zuerst p und 9 aus ben drei gegebenen Gleichungen, und erhält man dadurc



	
4) X Xr,y,z t



wo Xr,y,z eine Funktion von r, y und z (ohn x) vorstellt, so hat man zunächs

dx = Ox,dr und

	
5) Sf-dx-dy-dz = }[-8x,-dr-dy-dz *).



Hierauf führt man statt y, den neuen Vernderlichen g ein, dadurc, daß man aus den Gleichungen 2.) und 3.) e eli-minirt, also etwa

	
6) y — und dy = 8y+da



findet, wo Yr,4,z eine Funftion von r, p und z (ohne y) vor

stellt. Sann erhält man

	
7) Efdxdydz = EfOxr8ydrdgdz **).



Rulet ei'ft wird der dritte neue Veränderliche 6 statt z, eingeführt, mittelst ter Sleichung 3.), welche dz=DK,-dA liefert; und man hat taun schlieslic gefunden

	
8) Jfdx-dy-dz = SfBx,-By,-aK,-dr-dap-de ***), während die Grenzbedingungen zwischen x, y und z, in die neuen Grenzbedingungen zwischen r, (p und e übergehen, wenn man in ersteren statt x, y und z bezüglic die Funftionen von r, (p und e (aus 1.—3.) substituirt. — Diese Grenzbedin-gungen sind aber in dieser allgemeinen Aufgabe gans beliebig gedacht.



Man sann sic die Herstellung der Gleichungen

	
4) x = x,,y,z und 6) y = Yr,4 ersparen und das Produft


	
*) Is 8xr negativ, so mus and) dr negativ gedacht werden, da 8x,edr (-dx) slets positiv gedacht worden ist.


	
** ) 3s 8x, •dy, negativ, so must auc dr-dap negativ gedacht werden, , (pofitiv ), (negativ! , also dr < L aber dep taun < I, Da





1 (negativ)             ‘ (positiv f

x,-8y,dr-dep (=dx-dy) stets postiv gedacht worden ift.

***) 3s 8x,-8y,-8K, negativ, so muß auc dr-dged9 negativ gedacht werden.

x-y,-8K, direft in die gegebenen Funktionen G, H und K auswerthen, — wenn man sonst will. — Denkt man sic nm-lies) aus den beiden Gleichungen 2.) und 3.) p und Ö in r, y und z ausgedrct, gefunden, und diese Funktionen von r, y und z, in die Gleichungen 1.—3. statt p und e substituirt, so ist die Sleichung 1.) feine anbete als die 4.), whrend die Gleichungen 2.) und 3.) gleichzeitig identische Gleichungen wer# den, nämlic in y = y und z —z übergehen. Differenziirt man daher diese 3 Gleichungen 1.—3., unter tiefer Vore aussetung, nac allem r, so erhält man

(aus 1.)... 9) Oxr=GOG4*O/,—OGg*0er (aus 2.) — 10)   0 = 9Hr+9H^.8yr+8He.90r

(aus 3.)... II) 0=SK,+SK,,-D4—DK,-8e,.

Gliminirt man nun aus tiefen ledern drei Gleichungen tie beiten Ableitungen Ogr und 00,, so erhält man 8x, unmittelbar in tie gegebenen Funktionen G, H, K ausgedrct, t. h. in deren Ableitungen nac r, p unt e.

Denkt man fies) ferner aus ter 3.) 0 in z, r unt cp aus-getrüeft gefeinten unt tiefe Funftion von z, r unt pp statt z, in tie 2.) unt 3.) substituirt, so ist tie 2.) feine andere mehr als tie 6.), whrend tie 3.) gleichzeitig in tie identische Gleichung z = z übergeht. Differenziirt man nun tiefe beiten GSleichungen, in tiefem Sinne gedacht, nac allem p, so er# hlt man

- (aus 2.) — 12) ay, = DH,+BH,-80,

(aus 3.)-- 13)   0=8K,+3K,-00,.

Wird nun aus tiefen beiten Gleichungen 80, eliminirt, so hat man Dy, gefunten.

Diese leisere Elimination geschieht dadurc, das tie 12.) mit OKg, tie 13.) aber mit 8H, multiplicirt unt dann das le^# tere Resultat ton ersterem subtrahirt Wirt. Dies giebt sogleich

	
14) 8y,-8K, = ,.,-,-8,.



Die oben erwähnte Glimination (aus 9.— 11.) geschieht nm be-quemsten daturc, daß man die 9.) mit p, die 10.) mit q, die 11.) mit n multiplicirt und die Resultate zusammen addirt, zu-let aber die unbestimmten Pastoren q und n dadurc bestimmt, daß man in dem lebten Resultat die Koeffizienten von Dpr und 09r, bet Null gleich setzt, whrend p bann noc nac Belieben angenommen werben sann; — dies giebt

	
15) x,-p = p-BG,—q-B1,-n-SK, und


	
16) 0 =


	
17) 0 = p-BG,+q-BH,+n-BK,.



(liminirt man nun aus ben beiden letztern Gleichungen abwec-selnd n und q, so findet sic

	
18) 0 = p-(DG,-BK,-DK,-BG,)+q-(0H,-DK,—SK,-3H,)


	
19) 0 =



Nimmt man nun

	
20) p=BH,8K-DK,-BH,= By,-DK, (nac 14.), so findet sic dazu


	
21)



und

	
22) n = G,-DH,—DH,DG,.



Die GSleichung 15.) giebt nun ohne Weiteres

	
23) ax,-By-8K, = (,-8,—,-,)-,



+ (DK,-AG, - DG,-K, -DH, + (DG,-DH, - OH,-BGe)-K, = 9Gr.8H^.3K9-9Gr.8K+.9H9 ++DH,-AK,-8G, —,-8, BK,

*) Dieses Resultat sann man, wie folgt, auf mechanischem Wege her-[teilen. Man denkt sic G, H, K im Kreise geschrieben, bann nimmt man jeden der drei Buchstaben zuerst, und die im Kreise folgenden beiden andern, ers in ihrer Drdnung und bann versetzt; zuletzt se^t man in jeder dieser Anordnungen jedem dieser Buchstaben das ö vor, die Buchstaben r, 4, $

welchem Ausdruck übrigens noc ein ± Beichen vorgesett werben muß, weil das eben beschriebene Verfahren bet Ginführung von

aber stets in derselben Ordnung rechts unten an; die ©lieber selbst aber mit abwechselndem Vorzeichen.

Lös man die drei einfachen algebraischen Gleichungen a,x-b,y+c,z = d, a2x+b2y+c2z = d2 agx+bay+c3z = d3

nac x, y und z algebraisc auf, so erhält man für x, y und z drei Bruc-formen, die einen gemteinschaftlichen Nenner haben, welcher die Determi-nante genannt wird. Setzt man nun in tiefer Determinante

statt        »i/ b,    Ci,      a2,    b2,     C2,      a3, b3, c3,

bezüiglic)  aG,, 8G,,  DG,,   BH,, BH,, H,,   dK,, K,, dK,,

so erhält man denselben obigen Ausdruck, sogar and) mit dem ± Zeichen,

weil dieselben Bruchformen, bereu gemeinschaftlicher Nenner die Determinante genannt mürbe, — ihren Wert nicht ändern, wenn man alle ©lieber in ben Zählern und im (Renner, mit bem entgegengesetzten Vorzeichen nimmt; so das es von der Art der Aussührung ber Auflösung abhängt, ob man ben einen (Renner, ober denselben, jedes ©lieb aber mit bem entgegengesetzten Vorzeichen versehen, erhält.

Wendet man nämlic auf bie Auflösung ber brei vorstehenden Gleichun-gen bie Methode ber Multivlikatoren an, b. b. multiplicirt man bie erstere ©leidjung mit P, bie anbere mit Q, bie brüte mit N, abbirt man bann alle brei Gleichungen, unb setzt man bie Koeffizienten von y unb z, ber (Rull gleich, so findet sic z. B. ber Koeffizient Von x, also bie Determinante D, sofort, nämlic

	
1) D = a,P+a,0+a,N,



zur Bestimmung von Q unb N aber

	
2) 0=b,P+b,Q+b,N, unb 3) 0=c,P+c,Q+c,N, während bie Gleichungen 15.-17. des Kertes biefe sind, nämlic



	
4) 8x,p= ap+a2q+a,n


	
5) 0=bp-baq+b3n unb 6) 0=c,p+c,q+can.



WBährend also bie 2.) unb 3.)

7) Q = wP unb 8) N = w’P liefern, gebt aus ben Gleichungen 5.) unb 6.)

drei neuen Vernderlichen, (einen nac dem andemn) nac den secs verschiedenen Anordnungen tiefer letztern geschehen sann und bann dreimal das vorstehende Nesultat, breimal aber zwar dasselbe Resultat erhalten wirb, aber iedes einzelne ©lieb mit' dem entgegengesetzten Vorzeichen. — CEs mußs bann, wenn man dr, ds/> und de ftetö positiv nimmt, von dem ± Vorzeichen das-jenige stets genommen werben, welches baS obige Ox,-Dy,-DK, positiv macht, innerhalb der jebeSmdligen Grenzwerthe von r, pp und 0.

Man hat übrigens nun

(0)... Xf,y,2dx-dy-dz =

S± f6.0,6-(8G,-8H,-DK, —DG,-BK,-8H, —DH,-8K,-8Gg

9) q = wp und 10) n = w’p

hervor, wo w in 7.) und 9.) ein und derselbe Werth is, eben so w‘ in 8.)

und 10.). — Vährend also die Gleichung 1.) nun

	
11) D=(a,+a,w+a,w)-P



liefert, liefert die 4.)

	
12) 8x,p=



Nimmt man also noc P=p und statt p den Nenner der Ausdrcke w und w‘, so wird

	
13) D=8x,-p.



Multiplicirt man aber nun die Gleichungen 12.) und 13.) des Tertes, be-züglic mit « und ß, — addirt man selbige und setzt man den Koeffizienten von 894, her Mull gleich, so erhält man

	
14) 8y,*a=b,a+b,8 und 15) 0 = cza+e,8;



und da in tiefen Gleichungen die Koeffizienten von a und ß bezüglic die-selben sind, wie in 5.) und 6.) die von q und n, und ter gemeinschaftliche Nenner p, von w und w‘ ter Koeffizient ist, den q annimmt, wenn man aus 5.) und 6.) n (mittelst ter Methode ter Multiplikatoren) eliminirt, also and) ter Koefficient von c, wenn man ß mittelst berseiben Methode eliminirt, so das bieser Koeffizient feine Bruchform annimmt, so erhalt man hieraus

16) p = By, * c3, also (aus 13.) D = Bx,. By, • ca = 8x, • 8y, . 8z, ,

welches nachzuweisen war.

wenn f(,4,8) das bedeutet, was aus fg,y,2 hervorgeht, sobald statt x, y, z bezglic die Funktionen G, H, K von r, pp und e, gefeit weiten, und wenn die Grenzbedingungen hinzugefügt weiten, welche aus den für x, y und z vorhandenen Srenz-bedingungen, — welche übrigens in dieser allgemeinen Aufgabe gans beliebig gedacht sind, — hervorgehen, dadurc, das in letzteren statt x, y und z, dieselben Funktionen G, H und K substituitt werben. Dabei ist von dem (—) oder (—) Vorzeichen baSfenige zu nehmen, weitstes den Faktor von dr-dap-de positiv macht, damit man dr, da und de, jedes einzeln ebenfalls stets positiv sic denken sönne, weil letzteres baS bequemste ist.

§. 38.

Wendet man bieS auf ben Fall an, wo

1) y2—z2Epx und 2) - xb

bie gegebenen GSrenzbedingungen sind, und fhrt man hier bie brei neuen Vernderlichen mittelst der Gleichungen

	
3) x = Ap—r-Coso = Gr,6,9,


	
4) y = V‘Sin<p>CosO — H,,4,8



und

	
5) z = r>Sinq>-Sin 0 = K,,2,9 *)



ein, so wirb

aG,=Cosp, 8G,= —vSing) unb 8G,=0,

DH, = Sin 9- Cos 0, DH,=r. Cos cp-Cos 0 unb 8H, = — r-Sin tp-Sin 0, K, = Sincp^Sin 0, 8K, = r-Cos rp>Sin 6 unb OK, = Y-Sin cp-Cos 0. Man hat daher jezt (nac §. 34. 0)

*) Diese Gleichungen lassen sehen, einmal das r blos positiv (ober Mull) genommen werden bars, wenn man ap‘zwischen 0 unb n, bagegen 9 zwischen 0 unb 2n nimmt, weil bann y unb z alle reellen, unb x alle positiven Werthe erhalten sönnen, bie ihnen zukommen. — Die vorhandenen Grenz-bedingungen werden ober sönnen doc, biefe Werthe noc beschränken.

	
6) -fdxdydz = -(fp,6-r?Sing-dr-dqde), whrend die Grenzbedingungen 1.) und 2.) in tiefe übergehen, nämlic in


	
7) r^-Sinfp^^^-^-^Y^Coscp und 8) Ip-r-CospEb, welche ft ganz unbeschrnkt lassen, so das, damit aus 4.) und 5.) y und z alle reellen Werthe erhalten, e von 0 bis 2n genommen werten mus. — Addirt man jur 7.) auf beiten (Seiten r-’Cosrp-, so ergiebt sic



	
9) r2E(p+i-Cos()2,



oder, ta x t. p-r-Cosp, also and) p-r-Cosp stets positiv ist,

	
10) r=p-r-Cosg;



welche lngleichung, in so ferne 1—Coscp allemal positiv ist, auc noc übergeht in

n) *E,C.g

®ie zu erfüllenden Bedingungen sind also tie 10.), oter 11.), (welche an tie (Stelle ter 7. getreten ist) und tie Bedingung 8.), welche so geschrieben werten sann, nämlich

12) r-Cospb—Ip,

und welche übergeht in


13) aber in

14)




= b—Ip r= Coso '




b—iP

Cos cp




so lange Coscp positiv,

so lange Coscp negativ ist.



Summirt man nun zuers für fonftante Werthe von 0 unt cp, unt für alle Werthe von r, so tonnen sic, so lange Coscp positiv ist, tie beiten Bedingungen 11.) unt 13.) widersprechen, unt man mus daher nehmen

	
15) r=,,, fotinge _Bsg=hop.



dagegen

,     — b— 1p , ,       4 p   — b—1p ,,

	
16) r , solange -—,— S — 4 ist



5 Coscp ' 1     ° 1—Coscp-^ Coscp 1 '

whrend jedemal Coscp positiv, also g) im ersten Auadran-ten vorausgesetzt ist.

3s aber Cosg> negativ, so sind die Bedingungen 11.) (oder

15.) und 14.) einsam 51t erfüllen.

Sucht man daher den Werth cp' von P, welcher

__ip   b—Ip 1—Cosa’    Cosq)1

macht, und für welchen hieraus

17) Coscp1 = b—.P ober <p' = Arc cos. b—lP btiP bHP

gefunden wird und welcher deshalb im ersten Duadranten liegt, wenn b>1p, dagegen im zweiten, wenn bc|p sein sollte, so folgt, das man von nun ab zwei Fälle unterscheiden mus, nmlic einmal, wenn b>|p und bann, wenn b<|p gegeben ist.

Grster gall. — Wenn b>ip ist.

In diesem Falle ist Coscp1 positiv, unb für alle Werthe von cp, welche zwischen 0 unb cp‘ liegen, ist bie Bedingung 16.) allein zu erfüllen, weil für alle biese Werthe, Cos<p>Coscp‘, folglich b—pb—p unb _p_,Ap

Cosq) Cosq)1        1—Cosq) l—Cosq)^

also auch ,— Psb2P wird; so bah bann

1          1—Coscp Cos.q> ‘ 1


18)




b—iP

Cosq



ber größte Werth von r ist. — Fr alle Werthe von q, von q = q1 big q = n, ist bie Bedingung 15.) allein zu erfüllen, unb für alle Werthe von q, welche zwischen unb n liegen, unb für welche Cosq negativ wirb, ist bie Bedingung 14.), also 12.), von selber erfüllt, folglich wiederum bie Bedingung 10.) oder 15.) allein zu erfüllen; so das für alle Werthe von 9, welche zwischen cf>' und n liegen,

	
19) - r



der größte Wert von r, ist. — Der absolut fleinste Wert 0 von r, erfüllt auserdem alle Bedingungen. — In tiefem Falle hat man also

	
I- Sfy.adx-dy-dz=/, (j"( f,,.6) -p4.Sinep-dr)-dep)-de



+/. (U.

wenn p‘ aus 17.), r, und r‘ aber aus 18.) und 19.) gefunden werben 4).

3weiter Fall. — Wenn be!p ist.

Dann zeigt bie Bedingung 12.), das Cosp nur negativ fein sann, und bie Bedingung 14.), daß rSr, sein müsse, wäh-rend bie Bedingung 11.) rrt liefert. Die Werthe von r liegen also damal alle zwischen dem fleinsten r, unb bem größ-ten r'. — Die (Sleichung r' = ru b. h. —P— = haP,

‘ °        ‘    ' \—Cos(f Coscp '

giebt ben fleinsten Werth pp’, den p jett haben sann, ba für noc Heinere Werthe von p, offenbar Coscp (weil negativ) an sic (b. abgesehen vom Vorzeichen) auc Heiner, der Quotient r, daher größer als ber Quotient r' werben würbe, was gegen bie vorstehenden Bedingungen ist. Dieser Werth ap‘ wirb also wieder au§ bet Gleichung 17.) gesunden. Gs findet sic daher in biefem Falle

	
II. Sf-dx-dy-dz / (/,(,



In beiden fällen I. und II. kann die Integration nac e, da sie zwischen fonstanten Grenzen statt hat und die Grenzen der übrigen Integrale, von 0 ebenfalls gans unabhängig (nac e, konstant) sind, früher ober später erfolgen, entweder wie oben geschehen, als dritte, aber auc als zweite ober erste.

§. 39.

Läst man alles wie im vorhergehenden §. 38., — will man aber zuerst für tonftante Werthe von r und 0 und für alle Werthe von q> fummiren, — so muß man zunächst ben zu er« füllenben Grenzbedingungen 10.) unb 12.) bie nachstehende Form geben, nämlic

	
20) Costp^i-^- unb 21) CospE-b-P.



Die 20.) ist allemal erfüllt, so oft 52, b. 5. rEp ist, weil jeder Kosinus größer als (ober gleich) —1 ist; bie 21.) dagegen ist allemal erfüllt, so oft 51, b. h. rb- !p ist, weil fein Kosinus größer als +1 wirb (so lange nämlic, wie hier, nur reelle Werthe von o vorauSgefe^t werben). (SS sind also beibe Bedingungen allemal erfüllt, so oft

r<|P unb gleichzeitig IpEb—ip, d. h. bS4p ist.

Erster Falt. — Wenn bSp ist.

In biefem Falle hat, für jeden fonstanten Wert von r, der zwischen 0 unb 2p liegt, P jeden Werth von 0 bis n, weil bie Grenzbedingungen biefe Werthe gar nicht beschrnfen. Es son-bert sic daher von der Summe ein Theil ab, welcher aus-gedrückt ist durc baS dreifache Integral
[image: ]

in welchem Jntegral, da alle Grenzen von den Werthen der übrigen Vernderlichen ganz unabhängig find, die Dehnung des Integrirens ganz beliebig ist.

(So wie r>!p wirb, ist her tieinste Werth Cosqi11 von Coscp, aus der Bedingung 20.) gegeben durc die Gleichung

	
22) Coscp“ = 1— P ober cp“ — Arccos. — P),


welche Gleichung ben größten haben sann. — Für r = |p, (aber r>|p) wird dagegen




Werth y" liefert, ben cp jett wirb cp“ = n; für r2}p (P“ J r.





Sius der andern Seite bleibt, nac der Bedingung 21.), bet Werth von cp gans unbeschränkt, so lange noc rb— 1p ist; also sondert stc nun ein zweiter Theil der Summe 2, ab, in welchem bie Werthe von r, zwischen p unb b—|p liegen, und bie zu jedem fonstant gebuchten (solchen) Werth von r, gehörigen Werthe von cp, von 0 bis cp“ gehen, weil (nach 20.) stets Coscp^ Coscp“ fein muh- Dieser Theil ist ausgedrckt durc das breifache Integral

[image: ]



wo cp“ bie durc bie Gleichung 22.) gegebene Junktion von r,


vorstellt, welche im



zweiten

ersten J -uadranten liegt, 1e nacdem r4P ist.

Die Werthe von r tonnen aber auch noch zwischen b— p unb b—Ap liegen, weil, wie wir bereits im vorhergehenden Paragraphen gesehen haben, b— 4p der größte Werth ist, ben r überhaupt annehmen sann. Für jeben dieser Werthe von r, hat A auch eine untere Grenze P,, welche nach ber Bedingung 21.) gegeben ist durc bie Gleichung

b — 1p                      b — 1 p

	
23) CosPa= --r odev 92= Arccos.--r—,



und welche (in unserem jetzigen ersten Fall) stets im ersten Qua-dranten liegt, weil b—1p positiv ist. Der Nest ter Summe S, ist daher ausgedrckt durc das dreifache Integral

/2m / Pb—Ap/ Ppe \ \

c - j. [j

Die Summe ter drei Theile A., B. und C. ist nun ter »erlangte Ausdruc, so das man hat

	
III. Sf.dx-dy-dz = A.+B.-C. 5).


	
3 weiter gall. — Wenn bE!p ist.





In tiefem Falle enthält tie Bedingung 21.) einen Widerspruc, sobald r<ip—b ist, weil dann Coscp< — \ werten müszte, was nie möglic; damal gehen tie Werthe von r also nicht mehr bis zu 0 hin, sondern sangen mit p—b an und gehen bi zu b—4p »ter p—b fort.

In tiefem Falle bittet sic aus ter Bedingung 21.) tie untere Grenze Pa wieder genau wie in 23.), nur das jetzt 2 stets im zweiten Auadranten liegt, weil b—4p negativ ist. — Die Bedingung 20.) beschränki aber an ter obern Grenze tie Werthe von cp gar nicht, so lange rE!p ist; tagegen ist tiefe obere Grenze tie durc tie Gleichung 22.) gegebene Funktion »on r, wenn r>!p, t. h. wenn r zwischen 1p unb b—1p liegt. — Man findet daher für tiefen Fall

	
IV. Sf-dx-dy-dz-./.(/(/faq-t6.Sinp-dop)-dr)-de 2/ /b+-4p/ /au ' ' 0 (./ [J



@5 bleibt aber jest noc zu betrachten ein

Dritter Fall. — Wenn b>!p aber b<p ist' — So lange r zwischen 0 und |p liegt, sind die Werthe von cp an der oberen Grenze (nac 20.) ganz unbeschränkt; an bet un-teren Grenze dagegen sind sie nur bann ganz unbeschränft (nac 21.), wenn r<b— 4p ist. — So wie aber r zwifchen b—|p und 1p liegt, tritt bie untere Grenze P, aus 23.) ein. — Siegt endlich r zwischen |p unb b—!p, so tritt nicht bloß biefe untere Grenze cp2, sondern auch noc bie obere Grenze cp" aus 22.) auf. — Man findet daher jetzt
[image: ]

+/0(/,6"(,fac-f2.Sincp-dp)-dr)-de.

1

*) Man hat danac

2

 _________ _ N b 2

—r • vr2 - z2 ); «p" ~ ^rc cos. —

und                       = Arc cos. (1- P) ,

wenn, wie dies jetzt gewöhnlic ist, unter Arc cos. v bet kleinste (im ersten ober) im zweiten Quadranten liegende Bogen verstanden wird f dessen Kosinus (ben positiven ober) ben negativen Werth v hat.

3

 Nac 6.) is ber allergrößte Werth von r,

größten Werth von Cospp, welcher nac 7.) = -——   ist, unb

macht. Man erhält also ben aKergrößten Werth

r = —2Pr—   unb biefe giebt r = b-Ap.

r—b-P

4

 Behandelt man bie Aufgabe aus bem geometrischen Gesichtspunfte, so erhält man das letztere dreifache Integral als bie Mafse des Kegels, ber feine Spitze im Brennpunkte F, feine Grundsläche aber, deren Radius =Vpb ist, in ber, das Umdrehungs-araboloid begrenzenden, vom Scheitel 0 nm b entfernten Gbene, hat. — Das erstere dreifache Integral findet sic gleichzeitig als bie Mafse des Hohlkörpers, ber von ber paraboloidischen Ume drehungsfläche unb bem Mantel des vorgedachten Kegels begrenzt ist.

5

 Aus dem geometrischen Standpunfte angesehen, brücft das Integral A. die Masse einer Äugel aus, welche ben Brennpunkt F zum Mittelpunkt hat, unb das Varaboloid int Scheitel berührt. Das Integral B. dagegen brüstt die Masse des Stückes aus, welches bie Dberfläche ber eben gedachten Äugel, bie Fläche des Paraboloids vom Scheitel bi« zn einer zweiten con-centrischen Kugelfläche (b. h. einem Stücke derselben), endlic diese letztere Kugelfläche , welche bi« zur Greng:Gbene be« Paraboloids reicht, selbst jur Grenge hat. Das Integral C. endlic drückt bie Masse be« übrigen Theils be« Körpers aus, welcher letztgedachte Gbene, letztgedachte Kugelsläche unb noc ben übrigen Theil ber paraboloid ischen Fläche jur Grenze hat.

6

 Aus dem geometrischen Standyunkte gesehen drckt das erstere dieser (dreifachen) Integrale, die Masse eines Kugelsegments f bessert Kreis in her begrenzenden Gbene liegt, bessert Höhe = p-b ist unb dessen Scheitel mit dem Scheitel des Paraboloids zusammenfällt. Das andere (dreifache) Integral drückt dagegen bie Masse des übrigen Theils aus, ber ton ber fugeiigen Dberfläche des eben gedachten Segments, ber paraboloidischen Dberfläche unb noc von dem in ber begrenzenden Gbene liegenden concen-triften Kreisringstück begrenzt ist, welches von bern Kugelfreis unb von dem Kreise gebildet wird, in welchem bie paraboloidische Dberfläche von ber ge-dachten Gbene geschnitten wird.


Der Anfänger wolle noc biefe Untersuchung mit bet des §. 13. vergleichen, mit welcher sie viel analoges hat 1).

§. 40. fünfte Aufgabe.

Sind g, h, b und p positive 3ahlen, und fest gefunden werden die Summe

Sf , .dx.dy’.dz’,

gy‘2--hz‘2 px, xKb

so wird man, wenn der Kürze wegen

1)   + vg = a und 2) +yh=ß

gesetzt Wirb, zunäcst statt y' und z', zwei neue Veränderliche y und z einfhren, mittelst der Gleichungen

a\‘ = y und Bz’ = Z ,

wirb; unb unsere gesuchte Summe , ist nun wenn ber Be-quemlichfeit wegen,

	
3) I y z durc fx,y,z



‘a‘B

bezeichnet wirb,

= 1-Sf,ygdx-dy-dz;

	
•   y2+z2=px, x F b



d. h. tiefe neue Aufgabe ist auf die von uns in den festem Paragraphen behandelte, zurcgefhrt.

Anmerkung. Auc dieser letztern Aufgabe läst sic die geometrische Bedeutung unterlegen,

daß die Masse eines durc die Gleichung ay"3—ßz"2 = px gegebenen Varaboloids, gefunden werben (oll, wenn fol« ches Von einer auf OX senkrechten und vom Scheitel 0 um b entfernten (Ebene begrenzt ist unb wenn bie Dic-tigfeit einer jeden, durc x, y‘ unb z' gegebenen Stelle, im innern (ober an der Dberfläche) des Körpers, durc fLy2 gegeben ist.

Dieses jetzige Paraboloid ist nicht mehr ein Umdrehungsara-boloib, sondern ein allgemeines; bie Ebene YOX schneidet fol« ches in ber durc bie Gleichung

y"2 = Px g

gegebenen Parabel, deren Bavametet = g ist, unb bereu Brennpunkt F, von 0 um 1 • — absteht; bie Gbene XOZ g

dagegen schneidet bie Dberfläche in einer anderen Parabel, welche durc bie Gleichung

z"2 = Px h

gegeben ist, welche ben Warameter hat, unb deren Brenn-punkt F', von 0 um 1-L absteht. Denft man sich eine (Shene, welche zuerst mit YOX zusammenfälit, um OX allmälig herumgedreht, so entstehen lauter Parabeln als Durchschnitte, bereu Parameter nach unb nach von PzuL stetig ber-8

gehen, unb bereu Brennpunkte sämmtlich bie Entfernung FF' ausfüllen; baß Paraboloid hat nun feinen Brenn-Vunkt mehr, sondern eher, wenn man so sagen wollte, bie Brenn Linie FF'.

Die auf OX senkrechten Querschnitte bilden nun nicht mehr

Kreis-, sondern elliptische Durchschnitte, welche Gllivsen für jeden fonstanten Werth von x, durc die (Sleichung

2y“2—ß2z"2 = px


gegeben sind, so das sie die halben Aren




Vpx , und C




Vpx

.8




oder



VP und V haben.

Die Masse dieses allgemeinen Paraboloids ist also das


1 v(gh)




fache von bet Masse eines llmdrehungsBaraboloids,




welches durc bie Gleichung



2 i 2

Y—Z = px

gegeben ist, bessen Grenz Gbene denselben Abstand b von 0 hat, dessen Dichtigkeit aber an jeder durc x, y, z gegebenen Stelle durc fyz ausgedrckt ist.

c’B

§. 41. Sechste Aufgabe.

Soll gefunden werden bie Summe

Sf,,yq.dx‘-dy‘dz x‘2 __y‘2_z‘2—. a2b2c2l‘

whrend x, y, z alle, bet Bedingung entsprechenden reellen Werthe bekommen sollen, — so kann man bamit beginnen, das man drei neue Vernderliche einführt mittelst bet drei GSleichungen x' = ax, y‘=by und z' = cz,

wodurc dx’dy’-dz’ = abc-dx-dy-dz

und bie gebuchte Summe Sfyz-dx’dy’dz’

= abcX-fax,by,czdx-dydz x2-y2-z21

wird. — Man hat dadurc bie Aufgabe aus eine anbete und einfachere zurückgeführt 2).

§. 42. Siebente Aufgabe.

	
A. Diese neue Summe



Sfax,by.czdx-dy-dz x2-y2-z2 E 1 ist nun zunächs

/-+1/ /-V1-x3/ /- VI-x2=y2 \ \

I. ••• = / I f __ ( / ,__fax,,)),

	
• —1 W — V1-x2 Me—V1—x2-y2        / /



undnoc 5 andern analogen Ausdrücken gleich; weil 1-x2—y2 bet größte Wert von z2, folglich —V1-x2-y2 bet fleinste, unb H+V1-x2-y2 bet größte Wert von z, ist. Gben so ist x2—y2 am größten unb =1, für z=0; folglich ist 1—x2 bet größte Werth, ben y2 (bei bet zweiten Integration) haben sann; also ist — V1— x2 bet fleinste, unb —V1—x2 bet größte Wert, ben y erhalten bars. — Der größte Wert von x2, ergiebt sic für y = z = 0, unb solcher ist =1; folglic ist —1 der fleinste unb 4*1 bet größte Werth, ben x (bei bet dritten Integration) haben sann. — Das endlic x, y, z bei ben Integrationen gleiche Rechte haben, das also bie In-tegrationen im Ganzen sechs mal verschieben angeordnet werden sönnen, versteht sich von selbst.

	
B. Sührt man aber statt x einen neuen Veränderlichen r ein mittelst der Gleichung



	
1) x2y2_z2=r?, also x = ±vr?_y2—z2,



so ist, wenn man differentiirt,

Bezeichnet man nun durc Ox, und fr,y,2) das, wa8 aus 8x, und fax,by.cz bezüglic Wirb, wenn man das (-) Vorzeichen nimmt, dagegen durc x, und f2,,2 das, was bezüglic aus x, und fax,by.cz hervorgeht, wenn man das (+) Vorzeichen nimmt, so hat man, weil die Bedingung x2-y2—z2/1, jet in

3)

übergeht, und r nur positiv (ober Null) genommen werben bars, zu jedem Werth von r aber zwei Werthe von x, gehören, — unsere Summe S,

/0/ A+r/ /+ vr2=y2 , , \ \

=/, U-U-v, -"**)-)

benn es haben jetzt y unb z feine andere Bedingung mehr zu erfüllen, als das x (aus 1.) nicht imaginär wirb; daher is r2—y2 der größte Werth von z2, bei der ersten Integration, — bagegen r2 der größte Werth von y2 bei der zweiten Integra-tion, während, wegen dx=x-dr, der Pastor dr mit 9xr zugleic positiv ober negativ ist. — Weil aber hier allemal Ox=—8x ist, so sann man ben obigen Ausdruc auc so schreiben, nmlic:

	
II. ... 5=



/1/ /+r/ /+Vr2y2 , \ \ \

J• -U-v,

wo 9xr nur mit bem (—) Vorzeichen genommen wirb. — Auc l)ier findet man sogleich noch fünf anbere Anordnungen des In-tegrirens.

§. 43.

Vühtt man statt x und y, zwei neue Veränderliche r und P ein mittelst der Gleichungen

	
4) x = r-Cosq> und x2y2-z2 = r2



d.

	
5) y = ±Vr2.Sing?—z2



wo r blos positiv (oder Null), p dagegen zwischen 0 und n genommen werben mus, damit x und y alle ihre reellen Werthe annehmen sönnen; — so wirb nun (nac §. 14.)

	
6) dx.dy = — r2.Sine_ .dr-dep , ±Vr^Sin<p‘l-7.'t



wo do durchweg positiv genommen werben sann, wo aber dr mit der Quadratwurzel zugleic positiv ober zugleic negativ ge-nommen werben mus. — In so ferne zu jedem Werth von r, ein Werth von x und jwei Werthe von y gehören, muß jeder Wert von r, zweimal genommen werben, einmal aber der negative Werth der Auadratwurzel, das andere mal ber positive Werth berseiben Auadratwurzel; — so das einmal bie Funktion f(,4,2), welche aus fax,by.cz durc Substitution ber Werthe von x und y (aus 4. und 5.) hervorgeht, mit bem negativen Wert ber Auadratwurzel genommen werben mus unb bann durc f1 bezeichnet werben tann, das andere Mal aber mit bem positiven Werth ber Auadratwurzel zu nehmen ist unb bann durc f" bezeichnet werben mag. — Die Grenzbedingung x2—y2—z2E1 geht je^t wieder in

	
7) rE1



über, so das bie Werthe von pp gar nicht befchrdntt sind, son-bern sich über den ganzen Raum zwischen 0’ unb n erstrecken, bie Werthe von z aber nur in so weit beschränk sind, als y b. h- Vr2.Sina2—z2 nicht imaginär werben bars, so bas bie Werthe von z zwischen —v-Sintp unb -{-r-Sincp liegen.

Man sindet daher jetzt

	
III. Sfdx-dy-dz



_/1( (-( /r-Sin(_f. r?-Sin _.dz).d„p).ar,

	
• o \e o we —pSin        -{-V r2-Sin (p2—z,2   /   /



Wo aber f1 und f11 andere Bedeutungen haben, als in II. und wo wir sogleich die beiden Integrale in ein einziges zusam-mengezogen haben. — Die beiden Integrationen nac 9 und r, sönnen sieb dabei in beliebiger Anordnung folgen, da ihre Gren-gen absolut fonstant sind.

Will man aber nicht zuers nac z summiren, sondern etwa zuers nach (p, so giebt die Bedingung, bah y (aus 5.) nicht __ 7 2              _ — 2 imaginär werben bars, sofort Sincp2^^, b. h. SinPs-r, pofitiv 1


wo das ± Zeichen gilt, je nachdem z



, f gebucht ist,

negativ ° ‘ 1'

weil ” in allen Gälen positiv bleiben soll und muh-

Bestimmt man also cp aus ber Gleichung

	
8) Sincp^—f je nachdem z



so ergiebt sic ein Werth (pY von (p, im ersten Muadranten und noch ein zweiter Wert n—P im § weiten Quadranten; und es ist bann, ba Sincp^Sincpi und Sinrp^.Sin(pn—(p y) werben mus, PSo, aber pEn—9; folglich liegen je^t die Werthe von cp zwischen 9, und n—cpir wo

. ±z (posttiv 1

	
9) P =Arcsin.—, je nachdem z negativj ist.



Die Werthe von z bleiben jet unbeschrnkt, .muffen aber alle (wegen x2—y2z241) zwischen —1 und +1 liegen. — Man hat daher jett


IV. Ef-dxdydz




+(( r( r "(f+f)-eJ0 Wo \e}d2




Y2 »Sin cp 

-}-Vr,2»Sincp2—ziC2 r2 *Sin P




dr




—Vr*-Sing2—z



wo wir zulett, der gröseren Bestimmtheit wegen.

2                                       , — 7

	
10) g = Arc sin. -r und 11) 92 — Arc sin..^-



angenommen haben und wo wir wieberum jedemal bie beiden Integrale, welche für den hoppelten Wert ton r, zu welchem einmal der negative, das andere Mal der positive Werth von y, b. I). von Vr2.Sing2—z2, gehört, sic ergeben, — in ein einziges zusammengezogen haben.

Die Integrale nac z und r, sonnen sic babei in beliebiger Anordnung folgen, wenn nur bie Integration nach P, bie erste ist.

Will man nach r zuerst summiren, so hat man bie beiben Bedingungen

	
  72 



12)   "E1 unt 13)  r«5w5-

zunächs zu erfüllen.

Die Bedingung 13.-) giebt


	
14) und

15)
	
r3-.—, so lange z negativ ist, n cp

_____      1 - p

rs-.—, so lange z positiv ist. in cp




Setzt man also


	
16) und

17)
	
-   2

Sinop=r, wenn z negativ ist, sp=r,, wenn z positiv ist,




so liegen bie Werthe von r,

zwischen  r,  und  1,  so lange  z  negativ ist, aber

zwischen  r,  und  1,  so lange  z  positiv ist.

Auszerdem sind aber nun noc die Bedingungen

__2 __


	
18) r<1, und


	
19) r,E1,



SU erfüllen.



Sinop<1, so lange z negativ ist,

Sinop<1, so lange z positiv ist,

Summirt man also nun zunächs nach 9, und sett man bann

	
20) 9 1 = Arc sin. (— z), wenn z negativ ist,


	
21) Pa = Arc sin. z,      wenn z positiv,



so liegen P und 9, im ersten Quadranten und man mus

nehmen

	
22) Sinc[>> Sin(f>x, wenn z negativ



und

	
23) Sincp-^ Sincp^, wenn z positiv ist.



Die Werthe von 9 liegen also

zwischen  P  und  n—cf>i,  so lange  z  negativ ist, aber

zwischen  9a  und   —9,,  so lange  z  positiv ist.

Man hat baljer nun

V,... -fdxdydz

= (°( (--*( ((_p.-r2-Sinp.dr).dpp).dz •-1e•1  e- r       -Vr2Sinp2—z2  /  /

+ (+1( (*-9( r\f+p>- 2-.).)..

• o e- •2   e- ra         —Vr‘Sing2—z2 /   /

Will man aber zunächf nac z summiren, so geben dieBe-

dingungen 18.) und 19.)

z^—Sincp, so lange z negativ ist, aber

^-^Sincp, so lange z positiv.

Gs gehen daher die Werthe von z, von — Sinop bis 0, und dann noc Don 0 bis 4* Sinop, während cp unbeschränkt Don 0 biö n geht. — Man hat daher jezt

VI..•• -fdxdydz

= (( r ( f’(f

• 0 •e         r,                              /   /

H(( S"“( /(Hf)-eZ o W o \eJ ra


r- -Sinop

—Vr? 'Sin cp2—z,'t



[image: ]



wo jedesmal r1 und ra aus den Gleichungen 16.) und 17.) zu entnehmen sind, und wo man die beiten Integrale nac ep, in ein einziges zusammenziehen sann.

§. 44.

Fhrt man statt x, y und z, Drei neue Vernderliche r, p und 0 ein, mittelst ter Sleichungen

24) x = r‘Coscp', 25) y = r-Sinop^Cos 0

und 26) z = r-Sinop-SinO,

so kann man r blos positiv oder Null, op zwischen 0 und n, Dagegen 0 zwischen 0 und 2n nehmen, um für x, y, z alle reellen Werthe zu erhalten. Die beschrnkende Bedingung x2y2—z2E1 führt jetzt wieder zu

27) r<l

und man findet daher jetzt (nac §. 34.)

VH.- -f-dxdydz

2*/ Pw/ /1 N \

0 Wo Wo f(,*,9)*r‘*Sinf-dr)d)-de,

wenn f(,4,9) das bedeutet, was aus fax,by,cz hervorgeht, wenn statt x, y und z Die Werthe (aus 24.-26.) gesetzt werten. — Die Drdnung des Integrirens ist hier ganz beliebig, so das noc fünf andere Anordnungen statt finden sönnen.

§. 45.

Sieht man die Aufgabe des §. 42. aus dem geometrischen Gesichtspunkte an, so soll 8. B. die Masse einer Äugel gefunden werden, deren Radius 1 ist und -welche an bet durc die Koor-dinatenwerthe x, y und z gegebenen «Stelle, die Dichtigkeit fax,by.cz hat.

In bet Auflösung I. giebt das erste Integral nac z, bie Masse eineä Prisma vom unendlichkleinen Querschnitt dxdy (unb welches wir eine materielle Linie nennen möchten), welches mit bet 21 re OZ parallel läuft, auf beiden «Seiten von bet Kugelfläche begrenzt ist unb welches sic an bet durc x unb y gegebenen Stelle befindet. — Die zweite Integration nac y summirt bie Masse aller dieser Prismen, welche zu einem unb demselben x gehören, aber zu allen verschiedenen Werthen von y; sie giebt daher bie Masse einet Scheibe ton bet unend, lichkleinen Slicte dx, welche mit bet Koordinaten- Ebene YOZ parallel läuft unb beten Sage durc ben Abscissenwerth x, ge-geben ist. — Sie dritte Integration nac x, summirt endlic bie Wassen aller dieser Scheiben, wie sie bie ganze Äugel erfüllen.

Set bann in bet Gleichung 1.) eingeführte neue Veränder-liche r, ist bet Abstand des Punktes M, an welchem sic das Körper-Element befindet, vom Mittelpunkt 0, bet Äugel. Der Punkt M ist nun gegeben durc bie drei neuen Koordinatenwerthe r, y unb z; b. h. et wirb jetzt als der Durchschnittspunft angesehen, der mit r aus 0 beschriebenen Kugelflche unb zweier mit XOZ unb XOY paralleler unb ton letzteren bezüglic um ±y unb ±z abstehender Gbenen. — Das jetzige Körper-GElement, dessen Inhalt =8x,-dr-dy-dz ist, wirb gebildet durc zwei Kugelslchen, welche bie Radien r unb r-dr haben, Welche in dem Heinen Umfange des Glements als zwei mit ein# anber parallele unb um dr ton einanbet abstehende Ebenen an# gesehen werben sönnen, ton benen bie eine an bet Stelle M eine Tangential-(Ebene an bie fleinste bieser Kugelflächen ist; — bie übrigen Grenzen des KörpersGlementes sind jwei Paare mit einanbei: und bezüglic mit XOZ und XOY paralleler und von letzteren bezüglic um ±y und ±y—dy, fernes um ±z und ±z-dz entferntet GEbenen. Es ist dies ein schiefes Parallel-epipedum, dessen Grundsläche den Inhalt dy-dz hat und dessen Höhe ==x,dr ist, natürlich nicht negativ. — In dem Resultate II. giebt die erste Integration (nac z) die Masse einet materiellen Kreislinie, beten mit XOY paralleler Duerschnitt überall denJnhalt ±Dxdr-dy hat unb 511 welcher überall ein und derselbe Werth von r, unb auc ein unb derselbe Werth von y gehört, bie also von den beiden vorgedachten Kugelflächen unb von ben beiden vorgedachten, mit XOZ parallelen Ebenen gebilbet wirb, unb welche nac der ^ugeU Oberfläche gebogen linfs bie halbe unb rechts bie halbe Äugel (mit bem Nadius r) umläuft, während für bie Elemente bet einen Hälfte bie ®i^ tigteit f, für bie Elemente der anderen pulste aber bie Dich-tigkeit f“ besteht. — Die zweite Integration in II. (nach y) giebt nun bie Staffe bet Kugelschicht, welche von ben beiben vorgedachten Äugelflächen gebilbet wirb unb beten Dicke dr ist. — Die brüte Integration (nach r) endlic giebt bie Masse bet ganzen Äugel, beten Radius = 1 ist.

3m §. 43. ist bet neu eingeführte Vernderliche P, bet Winkel MOX, unb r bie Entfernung OM. — Das jetzige Kör per-Glement, dessen Inhalt = ±(DG,-DH,- 8G,-H,)-drdap-dz ist, ist gebilbet von ben beiben vorerwähnten Kugelflächen, von zwei Kegelflächen, beten Seiten mit ihrer gemeinschaftlichen Site OX, bie Winkel (p unb q-da bilben, unb von ben beiben vorerwähnten, mit XOY parallelen Ebenen; auch dieses (Element tann, weil alle feine Dimensionen unendlichflein sind, als ein schiefes Parallelepipedum angesehen unb aus diesem Gesichts-punkt berechnet werben. — In bem Resultat III. giebt bie erste Integration (nach z), bie Masse einet materiellen Kreislinie, welche ben Radius r>Sin(p hat unb beten Ebene vom Mittel-punkte 0, um ±r-Cosp ab- unb senkrecht auf ber Sipe OX steht, bereu Dichtigkeit endlic in ber einen Hälfte durc P, in der andern Hälfte aber durc f“ au^gebnuft ist. — Die zweite Integration (nac P), giebt wiederum die Masse bet Kugelschicht zwischen ben beibeti mit r und r-dr beschriebenen Kugelflchen. — Die dritte Integration (nach r), giebt bann bie Wasse der ganzen Äugel, beten Radius = 1 ist.

Wollte man das zweite mal nach r integriren, und bann erst nac q>, so mürbe bie zweite Integration bie Masse einer zwischen ben zwei oben erwähnten Kegel- Mänteln liegenden Schicht geben, bie sic vom Mittelpuntte 0 biß jur Dberfläche bet ganzen Äugel erstreckt, whrend bann bie dritte Integration (nac pp), bie «Summe bet Waffen aller dieser Kegelschichten Von pp = 0 an biß zu cp = n hin, b. h. abermals bie Masse bet ganzen Äugel, giebt.

Das Resultat IV. besteht auß zwei dreifachen Integralen (eigentlich auß vieren, von denen aber je zwei in eineß zusam-mengezogen worden sind). In jedem dieser beiben Theile giebt bie erste Integration (nac p) bie Masse einet materiellen Kreis-linie, beten Gbene mit bet Ebene XOY parallel läuft, unb im erstern (dreifachen) Integral auf bet negativen Seite bet z liegt, im andern (dreifachen) Integral aber auf bet positiven Seite derselben, whrend auf bet Seite bet negativen y, bie Dichtig-leit einet jeben Stelle durc f, auf bet positiven Seite bet y aber, durc fu ausgedrückt ist. — Die zweite Integration (nach z) giebt bann im erstem (dreifachen) Integral bie Masse bet untern, im zweiten (dreifachen) Integral dagegen bie Masse bet obern halben Kugelschicht, welche zwischen ben mit r unb r—dr beschriebenen Kugelflächen liegt. — Die dritte Integration (nach r) giebt bann im erstem (dreifachen) Integral bie Masse bet untern, im andern (breifachen) Integral aber bie Masse bet obern Halbfugel.

Vertauschte man bie Drdnung bet zweiten unb brüten Ine tgration mit einander, so mürbe bann bie zweite Integration nach r, bie Masse einer mit XOY parallelen von letzterer Ebene um ±z entfernten Kreisscheibe von bet Dicke dz geben, beten

Radius = V1—z2 ist, whrend dann die dritte Integration (nac z) wiederum die Masse der beiden Halbfugeln geben würde.

In dem Resultate V. giebt die erste Integration (nac r) in jedem der beiten Summanden die Masse einet aber hyper-bolischen (materiellen) Linie, beten ©bene mit bet Ebene XOY parallel läuft unb von letzterer um ±z entfernt ist, und bereu eine Hälfte an jeder ihrer Stellen bie Dichtigkeit f, beten atu bete Hälfte aber bie Dichtigkeit fn hat, unb beten Schenkel bis zur Oberfläche bet ganzen Kugel reichen, beten Nadius =1 ist. — Die zweite Integration (nac 9) giebt bann bie Masse einer aus allen diesen neben einanbet liegenden hyperbolischen (mate-riellen) Linien gebildeten Kreisscheibe, welche bie Dicke dz hat, mit XOY parallel lauft unb von 0 um ±z absteht. — Die dritte Integration giebt bann bie Massen der beiben Halbfugeln wieder.

In dem Resultat VI. giebt bie erste Integration (nach r) wieder bie Massen bet vorerwhnten hyperbolischen (materiellen) Linien; bie zweite Integration (nac z) giebt bann bie Summe bet Massen aller dieser hyperbolischen Linien, beten Ebenen längs eines unb desselben Kegelmantels alle mit einanbet parallel laufen, b. bie Masse bet halben Kegelschicht, welche bie bei« ben Kegelmäntel mit einanbet bilben, beten Seiten mit bet ge« meinschaftlichen Are OX, bezüglic bie Winfel P unb p—dep bilben. — Die dritte Integration (nac p) giebt bann wieder bie Massen bet beiben Halbfugeln, welche jett als bie Summe biefer halben Kegelschichten betrachtet sind.

Im §. 44. haben r unb cp noch dieselbe geometrische Be-beutung, wie im §. 43g bet neue Vernderliche 0 ist aber der Wintel, ben bie Ebene MOX mit bet Gbene YOX macht. — Die erste Integration (nac r) in dem Resultat VII. giebt nun bie Masse einet vierseitigen Pyramide, bie ihre Spie in 0, unb ihre Grundflche in bet Dberfläche bet Kugel hat, whrend bie Seitenflchen einerseits zwei Kegelflächen sind, beten Seiten mit OX bezüglic Vie Winkel 9) und a—da bilden, — andrer-seits aber zwei Gbenen, welche mit YOX Vie Winfel 0 und e—de bilden. — Die zweite Integration (nac p) giebt Vie Masse des von den letztgedachten Ebenen gebildeten Ausschnitts der Äugel. — Die dritte Integration (nac e) endlic giebt Vie Summe Vee Mafsen aller dieser Alusschnitte, V. h. Vie Masse der ganzen Äugel.

Hätte man also Vie Aufgabe des §. 42. aus Vern geome trischen Standpunkte gegeben und, aus demselben angesehen, bei den verschiedenen Ä oordinaten- Shstemen x,y,z, oder r,y,z, ober r, 9, z, oder r,p,e auc zu lösen versucht, so würde man genau gu denselben Resultaten gelaugt fein (I.—VII. der §§. 42.-44.), ju Venen man auf Vern rein analytischen Sßege bereits gelangt ist. Man hätte aber Vann Vie Inhalte der jedesmaligen Körper Glemente ebenfalls auf geometrischem Wege berechnen muffen und dies würde nur nach lleberwindung man# (fier Schwierigfeiten geschehen fein.

Anmerkung. Die in den vorliegenden drei Uebungen be# trachteten Beispiele und Vie ausgestellten Lehrsäte, reichen voll-staubig auS, um den Anfänger in den Stand 511 setzen, auc in den Fällen, wo Summen auszudrcken sind, wie z. 33. - fx,y,z,udxdydzdu, ober Sfx,y,z,u,ydxdydzdudv, ober ic., whrend Vie Vernderlichen in bestimmte und gegebene Grenzen eingeschlossen sind, — Vie nöthige Zergliederung vornehmen und bie vierfachen, fünffachen 1c., Integrale angeben zu sonnen, auS Venen sich diese Summen, bei jeder beliebig gewählten Anord. nung der Summation, zusammenseten lassen.

In Viesen letzterwähnten §äüen ist eS allemal unmöglich, Vie Aufgabe auch aus Vern geometrischen Standpunfte anzu-sehen und zu lösen, und man würde sich hier also ganz ver-lassen sehen, wenn man eben nicht in den einfacheren Fällen erlernt hätte, ade diese Aufgaben auS Vern rein analytischen Standpunkte mit dem gewünschten Grfolge zu behandeln.

Aber auc in ten drei einfacheren Fällen, Wo Summen yon bet Form

Sfgdx, Efg,ydx-dy und Sfg,y,2-dxedy-dz

in Integrale ausgedrct werden sollen, sönnen und werben gälte eintreten, wo nur eine rein analytische Behandlung allein mög«'
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fx,,2dx-dydz = abc.S fax‘,bylczdx‘dy‘dz‘

x2 y2 z2 —                            —

2+2+24r         X-2+y.^-!

gefunden werben soll, — ist solches nur auf rein analtischem Sßege möglic; so wie überhaupt allemal da, wo neue Verän-derliche eingeführt werben, welche mit ben alten Vernderlichen nicht in einem solchen 3usammenhange stehen, daß erstere als neue Koordinatenwerthe desselben Punftes angesehen werben sönnen, ben bie alten Vernderlichen geben, im gälte solche als Koordinatenwerthe angesehen werben, und als solche auc ange-sehen werben sönnen.

§. 46. ©ritte allgemeine Aufgabe.

Wollte man aber, im gälte 8. 33.

Sfgy,2-dx-dy-dz-dt

gefunden werben sollte, statt «Her vier Veränderlichen vier neue Vernderliche r,p, und e einführen, so müste man wieder aus den in bet „Vorbereitung" zu §. 14. fiat dargeleg-ten Gründen, einen nachdem andern einführen.

Wren also gegeben bie vier Gleichungen

1) X = G,,*,*,9;             2) y = Hr,6,*,9;

3) z = K,,4,*1,8 und 4) t = L,,*,*,9,

so würbe man aus ben vier Gleichungen 1.—4.) bie Veränder-licken (p, 3 unb e eliminirt sic benfen, unb 5. B. x, in r, y, z unb t ausgedrückt gefunden; dies gäbe bie GSleichung 1.) unter ber Voraussetzung, das cp, 1, 6 bie Funktionen von y, z unb t vorstellen, welche bie (Sleichungen 2.-4.) identisc machen. Diese Gleichung unb bie drei übrigen (als nac allem r, iden-tische angesehen), geben aber, wenn man sie nac allem r diffe-renziirt,

	
5) ax, — G—+SG,-DA+8G,-D-DG,-8e, unb


	
6) 0= OH,+BH,-8q—+BH,-8+BH,80,


	
7) 0= aK,+0K,-8/+8K,.8 •—OK,-8 e,


	
8) 0 = BL,SL,-A~+BL-8w—DL,-8e,



unb man hat bann noc

dx = x, • dr

unb

	
9) Sf.dx-dy-dz.dt = Sf.x,-dr-dy.dz.dt.



Hierauf führt man statt y, bie durc bie Gleichung 2.) gegebene Funktion von r, , y unb z ein, indem man sic unter a/ unb e bie Funktionen von z, t, r unb cp bentt, welche bie Gleichungen 3.) unb 4.) identisc machen. Differenziirt man nun bie Gleichung 2.) aus diesem Gesichtspunkt nach allem cp,, so wie auch bie Sleichungen 3.) unb 4.) (als nach allem cp, identische), so erhält man

	
10) By, = OH,+8H,8—DH,-8e,


	
11) 0 = K,+8K,8,+8K,80,


	
12) 0 = DL,-,,-,



und man hat dann noc

dy = 8y+d

und

	
13) Efdx-dy-dz-dt = }f-x,-8y,-r-dep-dz-dt.



Hierauf führt man statt des Veränderlichen z, den dritten neuen Veränderlichen • ein, mittelst bet Gleichung 3.), indem man fies) statt ö die Funktion von z,r,p und 3 gesetzt denft, welche die 4.) identisc macht. Differentiirt man bann bie 3.) und 4.) aus diesem Gesichtspunkte nac allem 7, so erhält man

	
14) z = K,-+ K,-8 3 •


	
15) 0 = L—BL,80+,



und

dz = Ozdp, so wie

	
16) Sf-dx-dy-dz-dt = Sf-x,.ya-8z-dr-da-d-dt.



Bulett wird 0 mittelst bet Gleichung 4.) statt t eingeführt und biese liefert

	
17) m9 = 9L,



und

dt — 8L,-de, so wie

	
18) Sf-dx-dy-dz-dt = Sfx,-8y,-dz-dtg-dr-da-di-de.



Eliminirt man nun aus 14.) und 15.) 80+; ferner au? 10.), 11.) unb 12.) 9^ unb 8e,; zulest aber au? 5.-8.) 84., 81 unb 80,; unb substituirt man bann bie so gefun-benen Werthe von 8x,, 8y unb 8z so wie au? 17.) ben für dte gefundenen Werth in bie (Sleichung 19.), so erhält man statt des Glementes von Sfedzedy-dz-dt, das neue Element von Ef-x,8y,-Dz-dtg-dr-da-d-dt, aber jezt blos in die Ableitungen der gegebenen Funktionen G, H, K und L, nac ihren einzelnen Vernderlichen r, , ip und 0 genommen, aus. gedrct.

Verfolgt man «bet diese Elimination mittelst Oer Methode derMultiplifatoren, so sann man sic überzeugen, das bet dritte Faftor z (des Produfts x,-y-8z,-Dt) =.8K,BL,—DL-DKg wird, daß also 8z eine Bruch-form annimmt, beten Nenner bet vierte Faktor dtg des obigen Produfts ist, ba^ also

z,-t, = K,-L, — OL-8K,

wird; das bann Dy, wiederum durc eine Bruchform ausge-drüct gefunden wird, beten Nenner gerade dieser so eben für z,-81 gefundene Ausdruc ist, so das das Produft 8y,30z,-Otg ein aus 6 Gliedern zusammengesetzter Ausdruc ist, beten jedes ein Produkt von drei Derivationen bet drei Funftivnen H, K und L, nac einem bet drei neuen Veränder-lichen pp, • oder 0 genommen, wird, — während drei dieser ©liebet addirt, breie aber subtrahirt sind, so das man sindet 8y,-8z|-8t =

,-3—,-,-,-0,,

das endlic für 8x, eine Bruchform gefunben wirb, bereu Nen-ner bet so eben für 8,-,- gefundene Ausdruc ist, rend bet Bähler ein aus 24 ©liebern zusammengesetzter Ausdruc wirb, von benen 12 addirt, 12 subtrahirt sind, und deren jedes ein Produft von 4 Derivationen ter Funktionen G, H, K und L nac einem ter 4 neuen Veränderlichen ist; — so das eben tiefer Zhler D, allein das ist, was für das ganze Produft Dx,-y-z-t, gefunden Wirt. Man erhält daher für dieses legiere Produtt den Ausdruc

4- aG,-K, •BH,-DL, - aG,K,-BL-DH, +9Gr.QL+.8H^.9K9-9GI.9L4>.9K^.9H9 —SH,-K,-8L-8G—H,-K,-8G-L,

+ H,-SL, K-8G, -

+ ,-,-8-SH, —K,-8G,-BL-SH,-8K,-8G,-DH-BL, —BK,DH,-BL-8G,-K,-1,,-8G-DL,

— 8Lr.9G^.aH^.8K9- aLr-ÖG^-9K^.9Hs

+ ,-,-8-, - ,-81,--NG, —BL,-DK,-8G-H, - L,-OK,-DH-AG, 4).

Dieser Ausdruck D, mit dr-dep-dp-de multiplicirt, ist nun dem Produkte dx-dy~dz-dt gleic.

Sührt man tie neuen Vernderlichen r, P, 3 und e nac und nac zwar, aber jedesmal in unterer Drbnung ein, so Wirt man eben so oft das obige Resultat erhalten, als man auch dasselbe Resultat zwar, aber jedes Glied mit dem entgegenge-fegten Vorzeichen erhält. Man mus daher tem Ganzen noc ein ± Zeichen vorsetzen (wie im §. 37. unt im §. 14., in jedem besonderen Falle aber dasjenige ter beiten Vorzeichen nehmen. welches den Ausdruc positiv macht, damit man auc dr, d?, dtp und de alle, positiv sic teufen sönne *).

Anmerkung. Gs ist nun sehr leicht, das neue ©erneut auf ganz mechanischem Wege sic zu feilten, wenn statt n alter Veränderlichen, n neue Vernderliche eingeführt werten.

Hat man 8. B. Sf-dx-dy-dz-dt-du

und x = Gr,s,4,4+,9; y = Hr,s,+,,e; Z = Kr,s,4,,9

t -—- L,,s,*,1,e, so wie u —- Mr,s,4,,e gegeben, so wrde

Zfdx-dydzdt-du = EfDdrdsedgdide

sic ergeben, während D aus folgente Weise feestimmt Wirt. — Man teuft sic G, H,,, Mim Kreise geschrieben, taun

*) Denkt man stc die 4 algebraischen einfachen Gleichungen a,x-+b,y+c,z++d,t = e, a,x-by+c2z+d,t = e2

az+b3Y+cjz+d,t= ea ax++b4y+c4z+dt = e4

nac den vier Unbekannten x,y,z und t aufgelöst, so erhält man für x, y, z und t, Bruchformen, bereu Zähler aus 24 ©liebern bestehen und die einen gemeinschaftlichen Menner haben (welcher die Determinante genannt wird), der ebenfalls aus 24 ©liebern besteht. Setzt man nun in bieser Deter-minante

so erhält man ben obigen Ausdruck D, entweder genau so, ober jedes ©lieb mit dem entgegengesetzten Vorzeichen. - Die Determinante selbst, sann schon ein andermal mit bem entgegengesetzten Vorzeichen gefunben werden, weil ein Bruc seinen Werth nicht änbert, wenn man im Zähler unb im Renner alle ©lieber mit bem entgegengese^ten Vorzeichen nimmt. — Der Beweis wird ebenso geführt, wie ber des analogen Sates in ber Note zu §. 37.

nac und nac jeden tiefer 5 Buchstaben zuers genommen, die 4 übrigen ober, in ter Drdnung, wie sie im Kreise folgen, auf alle (24) Sitten ordnungmäsig versetzt; in tiefen 120 Glie-tern jedem tiefer Buchstaben 9 vorgesetzt, unt r, s, P, w, e ftetö in derselben Drdnung den 5 Buchstaben G, H, K, L unt M, in welcher Anordnung sie auc vorkommen mögen, in jedem Gliede bezglic rechts unten angehängt, tie Glieder dann mit abwechselndem (—) unt ( —) Seiten genommen, zulett aber tem ganzen Ausdruc noc ein ±Beichen vorgesett, — um in jeder einzelnen Anwendung D unt somit auch dr, ds, dp, dtp unb de alle, positiv nehmen zu tonnen.

§. 47.

In folgenden Sllen,— und tieS find hufig vorkommende, unt bei Elementen mit mehr als zwei Vernderlichen, meist tie praktisc allein durchzuführenden, — gestaltet sich tie Auffindung teS neuen (Elementes bei (Sinfühtung neuer Vernderlichen, wie solche in den §. 14., §. 37., §. 45. unt §. 46. statt gefüllten hat, viel einfacher, unt eS sind daher tiefe nachstehenden grille besonders zu beherzigen.

	
A. Der allereinfachste Fall ist ter, wo tie neuen Vern-derlichen, dadurc eingeführt werden, daß man statt ter alten Vernderlichen, Funftionen je eines einzigen ter neuen Ver-anteiligen einfhrt, wie tieS bei zwei Vernderlichen bereits im §. 14., unt bei drei Veränderlichen bereits im §. 37. bemerft worden unt in ten §§. 17., 18., 20., 40. unt 41. auch bereits in Anwendung gekommen ist.



Hat man 5. 53. Sfdx-dy-dz-dt zu bestimmen unt wird

x — G,, y = H,,, z = K, unt t = Lg

gesetzt, wo G, H, K unt L blos Funktionen teS einzigen der vier neuen Vernderlichen r, P, sind, ten man unten angehängt steht, so hat man augenbliclic

dx = 9Gr«dr, dy = OH,dq, dz = BK,-d und dt = DL,de

folglich auc

Sfdx-dy-dz-dt =

lInd in bet That zeigen sic auc jetzt die übrigen 23 ölieder des, im Paragraphen für dxdy-dz-dt gefundenen Ausdrucks, her Null gleich, weil in jedem tiefer ©lieber mindestens eine der Derivationen, welche bie Faftoren befselben bilben, der Null gleich ist.

	
B. ©in anderer einfacherer Fall findet statt, wenn statt zwei der alten Vernderlichen Funftionen zweier der neuen Veränderlichen, statt der übrigen alten Vernderlichen aber nur Funftionen eineö einzigen, (und jedesmal eines andern) der neuen Veränderlichen substituirt werben.



(Soll 8. 55. Sf-dx-dy-dz bestimmt werben, und führt man bie drei neuen Vernderlichen r, rp unb e so ein, das man 3. 53.

x=Gr, aber y = H,,e unb z = K,,9

nimmt, so hat man sofort (nach §. 14.)


unb noc folglich



dydz = OH4*dKg—8K+*dHe; dx = DG,.dr;

Efdxdydz = Sf8Gr(OHCKe—CKOHe)-dredpde.

Unb in der Ehat werben bie vier übrigen der 6 im §. 37. ge-fundenen ©lieber in dem Ausdruc zur Siechten, seht der Null gleich.

Die weiteren einfacheren Sülle, bie noch gedacht werben sönnen, sind aber dadurc augenfällig gemacht. — Der allge-meinste Fall bürste bei mehr als drei Vernderlichen säum je von irgend einem praftischen Mutzen fein.

Druc von Gn Ungetiit Berlin.
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 Aus dem geometrischen Standpunkte angesehen drückt das erstere dieser (dreifachen) Integrale bie Masse einer aus dem Brennpunkte F be-schriebenen Äugel aus, welche gerade bis zur begrenzenden ©bene reicht, aber nicht bis zum Scheitel des Paraboloids. Das nun folgende Integral drckt die Masse eines concentrischen Kugelstckes aus, welches von ber Dbersläche ber vorerwähnten Kugel unb von einem Stück ber Dberfläche einer zweiten, concentrischen Kugel, welche gerade bis zum Scheitel 0 des Varaboloids reicht unb auf ber anbern (Beite von ber begrenzenden Gbene abgeschnitten wird, welche Ebene bann die Begrenzung dieses Stckes vollendet. Das britte Integral drckt dagegen bie Masse des noc übrigen Stckes des Kör-pers aus, nämlic des Stckes, welches von biefer letzterwähnten Kugek-Mütze (Kalotte), von ber gesammten varaboloidischen Dberfläche unb von einem ebenen Kreis -Ringstüc begrenzt wird, welches Teuere in ber begrenz zenden (bene liegt unb von dem Kugelkreis, so wie von bem Kreise gebildet wird, in welchem bie begrenzende bene bie paraboloidische Dberfläche schneidet.

2

 Aus dem geometrischen Standpunkte gesehen drckt tiie erstere (Summe bie Masse eines Gllipsoids au«, welches bezglic bie halben Aren a, b unb c hat, unb an ber durc x', y', z‘ gegebenen ©teile, bie Dichtigkeit fg,yi,g. — Die anbere Summe bagegen drckt bie Masse einer Äugel au«, beren Radius 1 ist, unb welche an ber durc x, y, z gegebenen ©teile bie Dich-tigfeit faxbycz hat. — Die Masse des gedachten allgemeinen Gllipsoids ist also das a-b-c fache ber Masse einer Äugel, welche ben Radius 1 hat, unb beren Dichtigkeit an jeder durc x, y unb z gegebenen ©teile, = fax,by,cy ist, wenn bie Dichtigkeit des allgemeinen Ellipsoids an einer durc x', y' unb z' gegebenen ©teile, durc f,,y,,p ausgedrückt ist.

3

 ©er oben für 8z,8t gefundene Ausdruc ist derselbe, welcher nac §. 14. für V gefunden wird, wenn man statt her dortigen x itnb y, zwei Funktionen K und L von v und 9, setzt und nun dx-dy = V.d-d9 herstellt.

©er für Oy,-8z•Dt, gefundene Ausdruc is dagegen genau derselbe, den man nac §. 37. für W erbalten mürbe, wenn man statt ber dortigen x, y und z, brei Funftionen H, K unb L von , • und e, setzte und nun dx-dy-dz = W-dy dp-d9 herstellte.

4

 Man erhält tiefen Ausdruc auf mechanischem Wege, Wenn man sic G, H, K, L int Kreise geschrieben benft, bann (eben der »ter Buchslaben voransett, bie drei int Kreise aber folgenden in guter Ordnung auf alle möglichen Arten versetzt, bann jedem, 8 vor- unb r, P, 1, 9, immer itt berfelben Ordnung, rechts unters fegt; zulezt aber bie so erhaltenen ©lieber mit abwechselndem Vorzeichen nimmt.
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