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PRZEDMOWA

« Je ne vois partout que des infinis.» 
« Pascal.

Objawy otaczającego nas świata zewnętrznego, działając 
na zmysły nasze, wyradzają w nas pewne pojęcia : władza 
umysłowa za pomocą której umiemy pojęcia te wiązać po
między sobą, składać w systematy, wytwarzać z nich nowe 
pojęcia złożone, nazywa się rozumowaniem. Posiadamy nadto 
możność tworzenia całkiem nowych pojęć, niezostających 
w ścisłym związku z pojęciami zrodzonemi przez badania 
świata przyrodzonego, często nawet wprost sprzecznych 
z tcmi ostatniemi, lecz często także uprzedzających je nie
jako, zgadujących, że tak powiem, pojęcia istniejące : moż
ność tę nazywamy wyobraźnią.

Rozumowanie i wyobraźnia stanowią więc wybitne ce
chy różniące umysł ludzki od materjalnego narzędzia; to 
ostatnie jest wprawdzie w stanie odebrać i uwydatniać 
wpływy objawów zewnętrznych, lecz pierwszy tylko umie 
wyciągnąć z tych wpływów konieczne ich następstwa, lub 
wyobrazić sobie inne objawy różne od bezpośrednio ode
branych.

Tak termometr wskazuje nam zmianę temperatury zwię
kszą może dokładnością niż zmysły nasze : lecz skutki wyni
kające z tej zmiany temperatury jak zmarznięcie wody, 
zwiększenie lub zmniejszenie objętości ciał i t. p. tylko za
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pomocą rozumowania zastosowanego do ugrupowanych 
w pewną całość badań, umysłem naszym wyprowadzić je
steśmy w stanie.

Lecz umysł nasz oprócz pojęć wynikających wprost z wra
żeń otrzymanych, wytwarza sobie za pomocą wyobraźni 
nowe pojęcia, jak również nowe sposoby składania tych po
jęć i dochodzi w ten sposób do pojęć złożonych, które 
z przyczyny koniecznej niedoskonałości naszych władz umy
słowych mogą być niekoniecznie bezwarunkowo prawdziwe, 
ale także w największej części tylko prawdopodobne, lub 
nawet całkiem fałszywe.

W zwykłej niemożliwości natychmiastowego przekonania 
się, czy pewne wytworzone pojęcie jest prawdziwem, pra- 
wdopodobnem, lub fałszywem, zaczęto szukać sposobów 
rozumowania za pomocą których możnaby było dojść do 
pojęć złożonych równie pewnych, równie prawdziwych, 
równie nieomylnych, jak są pewnemi, prawdziwemi, nieo- 
mylnemi pojęcia pierwsze na których rozumowanie osnu- 
tem zostało.

Sposoby te znalezione przez twórczość wyobraźni mi
strzów, wydoskonalone, uproszczone, ułatwione za pomocą 
pewnych przyjętych wyrażeń ustnych i znaków piśmien
nych, stanowią ogół nauk matematycznych : wspaniałą ca
łość, potężną dźwignię rozumu ludzkiego, olbrzymie narzę
dzie, za pomocą którego każde nowe spostrzeżenie wyradza 
nową teorję, każde ziarnko zdobyte w dziedzinie wszech
świata rozrasta się w rozłożyste drzewo, tak obfite i uży
teczne wydające owoce. Nauki matematyczne są czystym 
objawem wielkości rozumu naszego, tak jak nauki przyro
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dzone dają nam poznać wielkość i niezmierzoność otaczają
cego nas świata : dziedzina jednych i drugich wydaje się 
być nieograniczoną, bo tak jak to, cośmy poznali z przy
rody i praw, które nią rządzą, jest niczem w porównaniu 
z całością wszechświata i jego objawów, tak sposoby ja- 
kiemi możemy rozumować, układać te objawy, wyprowa
dzić z nich wnioski, są niezliczone i przedstawiają dla wyo- 
braźni myślicieli niczem nieograniczone pole.

Jeżeli spojrzymy na tę wielką, piękną, harmonijną, na 
niewzruszonych opartą podstawach całość, jaką przedstawia
ją nam dziś nauki matematyczne, zgodzić się musimy, że 
prace mistrzów, którzy całość tę stworzyli (we właściwćm 
znaczeniu wyrazu stworzyć), nie są wynikiem samej tylko 
iciedzy (scientia), lecz że to co nazywamy sztuką (ars), ważną 
jeżeli nie najważniejszą odegrały w nich rolę. Sztuką bo
wiem nazwać musimy wszelki utwór wyobraźni, czy to bę
dzie przedstawienie na płótnie, lub wyrycie z kamienia 
postaci wytworzonej w umyśle artysty, czy też opisanie 
w harmonijnych wyrazach prawdy historycznej lub sceny 
z życia wymarzonej w myśli poety, czy też wynalezienie 
i przedstawienie w dotykalny sposób nowego sposobu do
chodzenia do prawdy, grupowania pojęć, jednem słowem 
rozumowania w dziedzinie nauk matematycznych. Po bliż- 
szem zastanowieniu spostrzegamy z łatwością, że twórczość 
ta wyobraźni jest może najwybitniejszą w tym ostatnim przy
padku, a w każdym razie najmniej zaprzeczalne wydającą 
owoce; sztuka przebija się tu nie tylko w samym wynalazku 
ale także i w jego należytem przedstawieniu, tak jak utwór 
malarza, lub poety zależy nie tylko na pomyśle ale i na wy
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konaniu : przyznać jednak trzeba, że twórczość w dziedzi
nie rozumu jest nierównie rzadszą i trudniejszą niż w dzie
dzinie czystćj wyobraźni; mistrz jest tam niejako arebite- 
ktem skreślającym w ogólnych zarysach podstawy i plan 
wspaniałej budowy, która następnie wznosi się przez wieki 
cegiełka po cegiełce mozolną pracą rzemieślników dokła
dających tu i owdzie tylko pojedyncze ozdoby własnego po
mysłu.

Historja postępu nauk matematycznych nie może wejść 
w zakres niniejszego ustępu5; zastanowimy się tylko w krót- 
tkóści nad stanowiskiem jakie rachunek różniczkowy zaj
muje w całości tych nauk, aby dać czytelnikowi choć po
bieżne wyobrażenie o nowej sferze wiedzy w którą go 
wprowadzić zamierzamy.

Jak w historji politycznej znajdujemy pewne ważne wy
padki, które wpływając na całą ludzkość nowy nadały jej 
kierunek, wskazując jej nowe cele i wyprowadzając na sce
nę nowe żywioły, i podług tych wypadków dzielimy histo- 
rję ogólną na okresy^ tak i w historji szczególnej każdej 
nauki spotykamy ważne odkrycia nadające nauce danej no
wy popęd, otwierające jej nowe pole, wprowadzające w nią 
nowe czynniki. Gały postęp nauk matematycznych można 
sobie przedstawić podzielonym na trzy okresy: typem 
charakterystycznym pierwszego okresu jest Arytmetyka, 
drugiego Algebra, trzeciego Rachunek różniczkowy. Go się 
tyczy Geometrji, ta stanowi niejako typ ogólny trwający i 
kształcący się przez wszystkie czasy, mniej ogólny, więcej 
ograniczony od trzech poprzedzających, rozwijający się, 
to sam przez się, to przez wpływ tamtych, którym znów 



PRZED MOWA XXIII

często wskazuje drogę postępu, lub dla których staje się 
bodźcem do nowych odkryć.

Kolebką nauk rozumowanych była bez wątpienia arytme
tyka : jak tylko człowiek spostrzegł, że pewne wrażenia, • 
pewne pojęcia, powtarzają się po wiele razy pozostając 
temi samemi lub przynajmniej podobnemi, zaczął je nie
wątpliwie liczyć, zbierać w pewną całość, porównywać tak 
otrzymane wypadki. Pierwszą skalą służącą do takowego 
porównania były zapewne, jak są jeszcze dotąd dla wielu, 
palce u rąk, których liczba jest dziesięć: ztąd to u wszyst
kich narodów nawet nie zdających się być w początkach 
w porozumieniu pomiędzy sobą (Ghińczyki), znajdujemy 
układ liczenia dziesiętny. Dalszy rozwój arytmetyki był za
pewne nader szybki w miarę potrzeb : wprowadzenie cyfr 
i liczenia pisanego było prawdopodobnie nieledwie współ- 
czesnem z odkryciem pisma; przypisują je Fenicjanom. 
Z filozofów Greckich, którzy naukę tę wydoskonalili, zasłu
gują na uwagę Thales z Miletu, Pitagores, Eratosthenes, 
Hippathia (panna) i inni.

Ze wszystkich pojęć uderzających zmysły nasze, jednem 
z najdotykalniejszych jest pojęcie wielkości, to jest rozmia
rów, objętości, rozciągłości, otaczających nas przedmiotów; 
nie dziw więc, że jak tylko zaczęto porównywać, liczyć 
pojęcia, zaraz zwrócono uwagę na mierzenie rozciągłości 
pod rozmaitemi jej formami; ztąd powstała Geometrja, któ
ra, jak nazwisko jej wskazuje, ograniczała się tylko z począt
ku na sposobach mierzenia rozciągłości, na jej że tak się 
wyrazimy, liczeniu, co podchodzi pod ogólny typ Arytmetyki.

Lecz tu spostrzeżono niebawem że twórczość rozumu 
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ludzkiego jest w możności przekroczenia tych ciasnych 
granic, że nie tylko liczyć i mierzyć, ale także jesteśmy wsta
nie porównywać pojęcia pomiędzy sobą, badać zachodzące 
pomiędzy niemi związki, rozbierać własności pojęć złożo
nych, wyprowadzając je ścisłem rozumowaniem z własności 
pojęć składających, chociażby pojęcia te nie były lub nie mo- 
głyjbyć zmierzonemi lub obliczonemi we właściwem znacze
niu tego wyrazu. Tak naprzykład choć nie zdołano zmierzyć 
okręgu, lub powierzchni koła jego promieniem, znaleziono 
związki ścisłe zachodzące pomiędzy temi pojęciami. Spo
strzeżenie to zastosowano nasamprzód do badania przestrze
ni, rozciągłości : geometrja stała się najdoskonalszą ze 
znanych podówczas nauk rozumowanych, uważano ją nawet 
długo za obejmującą pozostałe i uczyniono równoznaczną 
z matematyką. « Niech nikt tu nie wchodzi kto nie jest geo- 
metrą, » było napisano na szkole Platona. Postęp ten tak 
uderzył wielkością swoją umysły starożytnych, że wielu filo
zofów uważało geometrje za najprzedniejsze zajęcie mędrca : 
tenże sam Platon, pytany przez uczniów swoich co Pan Bóg 
w Niebie robi, odpowiedział: a Bawi się Geometrją.»

Długo geometrja stała na szczycie wiedzy rozumowej; 
wiele czasu minęło zanim spostrzeżono że badanie ścisłe 
nie potrzebuje się ograniczać na samem pojęciu rozciągłości, 
że wszelkie inne pojęcia dają się także podciągnąć pod ści
słe rozumowanie. Przyczyną tego opóźnienia rozwoju nauk 
matematycznych była bezwątpienia trudność w określeniu, 
w wyrażeniu ścisłem pojęć nie dających się przedstawić 
w cyfrach,a zatem podciągnąć pod Arytmetykę. A nawet te, 
które mogły być wyrażono cyframi, poddane wielu działa
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niom arytmetycznym, wydawały wypadki liczebne, w któ
rych nie pozostawało śladu ani pojęć pierwszych, ani działań, 
rozumowań na nich dokonanych, przez które wypadek 
ostateczny otrzymanym został; ztad trudność badania związ- 
ków, zależności, wyników : konieczność rozpoczynania ca
łego rozumawania w każdym szczególnym przypadku. Stwo- 
rzono wpradzie naukę filozoficzną obejmującą rozumowa
niem wszelkiego rodzaju pojęcia, mającą na celu ujęcie 
wszelkich nauk rozumowanych w jednolitą ogólną całość : 
naukę tę nazwano logika ; lecz niedostatek znakowań 
tych pojęć i sposobów łatwego i pewnego wiązania ich 
w nieprzerwaną nić, był powodem że nauka ta niezmierzo
nej rozległości celu swego dosięgnąć nie była w stanie i 
ograniczyć się musiała na wypowiedzeniu pewnych prawi- 
deł, sposobów elementarnych rozumowania, które zdrowy 
rozsądek bezpośrednio i bez żadnej nauki podaje. Dziś jesz
cze każde rozumowanie matematyczne opieramy na tych pra
widłach ; lecz mamy środek utwierdzenia już nabytych przez 
te prawidła wniosków, zastosowania znów prawideł logiki do 
tych wniosków i tak dalej : możemy powiedzieć że logika da- 
je nam możność tworzenia ogniw, które matematycznemi spo
sobami łączymy wnierozerwany łańcuch. Gdyby umysł, poję
cie nasze było bystrzejszem, niż jest w rzeczywistości, pamięć 
doskonalszą, nic potrzebowalibyśmy może używać zawikła- 
nych działań matematycznych, aby dojść do prawd które- 
by były dla nas Lak widocznemi jak są widocznemi pojęcia 
pierwsze np.równości dwóch wielkości równych trzeciej. •

Trudność powyższa,Fów niedostatek w możności ścisłego 
rozumowania na pojęciach nie dających się wyrazić cyframi, 
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usuniętemi zostały w ważnej części (jeżeli niestety! nie w zu
pełności) przez stworzenie nowej nauki, Aglebry. Pojęcia 
oznaczono przez skrócenie znakami, również jak sposoby 
wiązania tych pojęć pomiędzy sobą. Zauważano że jedno i 
to samo pojęcie złożone może być wynikiem różnych pojęć 
składających, związanych w różny sposób pomiędzy sobą : 
ztąd powstały równania^ wyrażające tożsamości ostate
cznych wyników, związków. Określono ściśle sposoby ja- 
kiemi można zmieniać, przekształcać te związki nie naru
szając ostatecznego wypadku rozumowania ; algebra jest 
właściwie nauką przekształceń. Tak naprzykład, jeżeli dwa 
pojęcia złożone w różny sposób z różnych żywiołów wycho
dzą na jedno, są równemi pomiędzy sobą, mamy możność za 
pomocą szeregu przekształceń dojścia w jaki sposób któ- 
rekolwiek z pojęć składających zależy od wszystkich po
zostałych : jest to rozwiązywanie równań.

W tych przekształceniach najważniejszą zaletą jest ta oko
liczność, że w ostatecznym wyniku pozostają wszystkie po
jęcia pierwsze, że zatem zostaje ślad całego rozumowania, 
które więc nic koniecznie powtarzać jesteśmy zmuszeni 
w każdym szczególnym przypadku : dość jest podstawić za
miast znaków różne szczególne pojęcia w ostatecznym wy
padku.

Początki algebry giną w ciemności wieków. Znajdujemy 
ślady rozumowań tego rodzaju u starożytnych greckich filo- 
zofów: Euklidesa, Archimedesa, Apoloniusza i t. p; za praw
dziwych twórców algebry uważają niektórzy Arabów, 
którzy już w arytmetyce przewyższyli spółczesne im narody, 
i nauki te przejęli może od Indjan. Lecz przedstawienie 
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algebry w dzisiejszym jej kształcie, z dzisiejszśm zna
kowaniem, (z niektóremi modyfikacjami), zawdzięczamy 
dopiero francuzkiemu matematykowi VIETE (ur. 1540 r., 
um. 4603 r).

Przyznać należy że rozumowania nie wiele różne od alge
braicznych używane były znacznie dawniej w geometrji, 
która była zapewne główną pobudką tego wynalazku : al
gebra wywdzięczyła jćj się sowicie, stworzywszy w zasto
sowaniu geometrję analityczną (DESCARTES 1637 r.), która 
rozszerzyła w tak olbrzymi sposób naukę rozciągłości, czy
niąc ją szczególnym przypadkiem daleko ogólniejszej nauki, 
analizy algebraicznej.

Z wynalazkiem sposobu wprowadzania pojęć ogólniej
szych niż liczby i przestrzenie, w rozumowanie matematy
czne, horyzont nauk ścisłych rozszerzył się do nieznanych 
im dotąd granic : geometrja, mechanika, astronomja, fizy
ka dostarczyły obfitego materjału do rozumowań algebrai
cznych. Nie ograniczono się wkrótce na prostem zesta
wianiu i wiązaniu pojęć prostych, zawartych w ścisłych 
granicach, skończonych; spostrzeżono, że pewne pojęcia 
zmieniają się ustawicznie, zależnie od innych pojęć, z któ- 
remi w ścisłym pozostają związku. Tak droga przebieżona 
przez przedmiot w ruchu zmienia się zależnie od czasu i 
prędkości z jaką przedmiot się porusza; objętość kuli zmie
nia się, jeżeli zmieniać będziemy jej średnicę, iloczyn zmie
nia się zależnie od czynników. Zaczęto brać pod uwagę 
samą zmienność zależnych od siebie pojęć, a sposób tej 
zmienności brać za miarę samej zależności jednych od dru
gich. Badanie tej zmienności przeprowadzono w ten sposób, 
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że jedne ze zmieniających się pojęć, zwykle najprostsze, 
uważano za mogące się zmieniać niezależnie i nazwano 
zmiennemi niezaletnemi^ zmienność innych zależy ściśle od 
zmienności pierwszych, nazwano je zmiennemi zależnemi, 
lub funkcjami : tak w powyższym przykładzie, czas można 
wziąść za zmiennę niezależną; droga przebieżona przez 
przedmiot ruchomy będzie funkcją czasu; w podobny spo
sób objętość kuli jest funkcją jej średnicy, iloczyn funkcją 
swych czynników.

Aby lepiej rozpoznać sposób zmienności, sposób zależno
ści związanych ze sobą pojęć, brano pod uwagę szczególne 
stany pierwszego, uważanego za niezależne pojęcia, i szukano 
za pomocą algebry czem będą w tych szczególnych stanach 
odpowiednie pojęcia zależne złożone, czyli funkcje : im wię
cej szczególnych stanów brano pod uwagę, tem dokładniej
sze dawano wyobrażenie o sposobie zmienności. Tak jeżeli 
przedmiot ruchomy przebiega pewną drogę z różną pręd
kością, aby dać dokładne wyobrażenie o ruchu, wyznaczo
no miejsce gdzie przedmiot się znajdował w danym czasie, 
potem znów w innym czasie, i tak dalej : im ustępy czasu 
pomiędzy pewnem z wyznaczonych położeń a następującem 
były krótsze, tem ruch był dokładniej wyznaczony; nie 
można było jednak powiedzieć, żeby ruch ten był dokładnie 
znanym, bo nie wiedziano co się działo między temi ustę
pami, które wyłącznie brano pod uwagę. W ogólności, bra
kowało cechy po której zmienność samą w sobie możnaby 
było rozpoznać, rozróżnić, porównać, zbadać, a ztąd wyni
kała konieczna trudność dokładnego badania zależności po
jęć zależących jedne od drugich w tak rozliczny, rozmaity, 
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nieregularny na pozór sposób : niedostatek ten nie mógł być 
zastąpionym nawet twórczością i genjuszem pomysłów mi
strzów takich jak DESCARTES( 1396-1630), Pascal(1623-1662), 
Huygens (1623-1695), Fermat (1590-1633), Wallis (1616- 
1703), ROBERVAL (1602-1675), Barrow (1630-1677), którzy 
silili się napróżno nad ogólnością rozwiązania pewnych 
zadań za pomocą znanych im podówczas środków algebry.

Nareszcie w końcu XVII wieku nowy wynalazek, może 
najznakomitszy z utworów umysłu ludzkiego jakie kiedy
kolwiek nauką wstrząsnęły, tak ze względu swój istoty jako 
też rozlicznych zastosowań, przełamał wszystkie nagroma
dzone znane podówczas zapory : dzielność rozumowania 
uzbrojona w ten misterny instrument rozlała potoki wie
dzy na wszystkie strony i ogarnęła nawet te przestrzenie, 
które dotąd za niedostępne dla ścisłego rozumowania uważać 
zwykli. Ogólność i harmonja środków zbliżyły najwięcej 
rozdzielone i na pozór niezależne jedne od drugich teorje. Ro
zum ludzki przestaje się miotać bezładnie jako igraszka przy
padku i bawić się zgadywaniem emigmów : genjusz wy
nalazców zbudował mu wspaniały okręt uzbrojony w bussolę 
i żagle,[na którym swobodnie żeglować może na wielkim 
oceanie wiedzy we wskazanym pewnym kierunku, docho
dzić do prawd szukanych wiadomą i niechybną drogą. Tym 
cudownym wynalazkiem, jakiemu równego w całej historji 
wieków znaleźć trudno, jest wynalazek rachunku różniczko
wego .

Rachunek różniczkowy był wynalezionym jednocześnie 
przy końcu XVII wieku przez Newtona (1642-1727) i Lu- 
BIENIECKIEGO (Leibniz’a), (1646-1716).
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Dwa te najznakomitsze genjusze, jakiemi ludzkość po
szczycić się może, wpadli na myśl nowego wynalazku 

.dwoma różnymi sposobami i wyrazili istotę jego przez dwa 
różne na pozór pojęcia, algorytmy, które ostatecznie, 
jak zobaczymy, wychodzę na jedno, choć do dziś dnia 
w wykładzie naukowym współzawodniczyły ze sobą o pier
wszeństwo prostoty lub ścisłości jaką wprowadzając je 
w rozumowanie osiągnąć można.

Newton, nieporównanej i niedościgniętej do dziś dnia 
bystrości, twórczości i głębokości pojęć, « który genjuszem 
swym przewyższył rodzaj ludzki » (*),  który jedną pojedyn
czą, prostą, dotykalną przyczyną, pierwszy wytłumaczyć po
trafił budowę świata i ruchy ciał niebieskich przez wynala
zek zasady przyciągania powszechnego, który stworzył nowo
czesną mechanikę rozumowaną, uczyniwszy naukę tę do
tąd ograniczoną na prostej obserwacji i najwięcej elemen
tarnych często niedokładnie zrozumianych pojęciach, ró
wnie ścisłą, równie nieomylną, równie racjonalną, jak czy
sta matematyka, to jest algebra i geometrja, który w al
gebrze, geometrji, fizyce stworzył sam jeden, można powie
dzieć więcej niż wszyscy jego poprzednicy razem wzięci — 
pierwszy zaczął badać samą w sobie zmienność i zależność 
związanych ze sobą pojęć, zwracając uwagę już nie na wiel
kość, stan, porządek rzeczy, ale na sposób w jaki rzeczy te 
zależnie jedne od drugich się zmieniają, i wynalazł środek 
podciągnięcia tej zmienności pod badanie matematyczne. 
Przyrównywał on zmienność do ruchu : jak prędkość w prze-

(*) Qui genus humanum ingenio superaoit (napis na pomniku Newtona w świą-
tyni Westminsterskiej, w Londynie.)
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bieganiu drogi jest uważaną za główną cehcę danego ru
chu, tak zmienność wszelkiego rodzaju może zachodzić 
prędzćj lub wolniej : wszelka więc zmienność ma więc także 
prędkość sui generis; prędkość ta jest znanym algorytmem 
zwanym w języku matematycznym pochodna, a wyprowadze
nie tego nowego pojęcia, prędkości zmienności, z danego po
jęcia samej zmienności, jest zadaniem rachunku różniczkowego.

Leibniz (urodzony w Niemczech potomek polskiej Lu- 
bienieckich rodziny), ów wszechstronny, wysoki, piękny, 
doniosły umysł, równie daleko sięgający we wszystkich 
najmnićj na pozór ze sobą związanych gałęziach uprawia
nej podówczas wszechwiedzy, w czystej filozofji i meta
fizyce równy Platonom i Arystotelesom, wyższy może od 
nich racj onalnością i przenikliwością poglądów, ogarnął ol- 
brzymiemi skrzydły swego genjuszu i tę część wiedzy, która 
czyste rozumowanie i sposoby zastosowania jego do badania 
wszechrzeczy ma na celu. Badając zmienność zależnych od 
siebie pojęć, Lubieniecki zwrócił uwagę, że zmienność ta 
tem dokładniej jest narn znaną, im więcej wyznaczyć potra
fimy pojedynczych stanów jednoczesnych pojęć sobie od
powiadających, zmieniających się. Tak naprzykład, droga 
przebieżona przez przedmiot ruchomy, tem dokładniej jest 
nam znaną, im więcej znamy szczególnych położeń jakie 
przedmiot ruchomy zajmował na tej drodze w ustępach cza
su do siebie dość zbliżonych. Nic nie przeszkadza ustępy te 
uczynić tak małemi jak się podoba, czyli poznać drogę 
tak dokładnie jak się podoba : ztąd do zupełnie dokładne
go, matematycznie ścisłego poznania drogi, niedaleko: 
przestrzeń tę przebył Lubieniecki nie bez pewnej tru
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dności, stwarzając nowe pojęcie, nowy algorytm nieskończe
nie małej i różniczki. Powstały wprawdzie zarzuty niedokła
dności i nieścisłości metody Lubienieckiego : zarzuty te 
dziś w zupełności usunięte zostały i metoda nieskończenie 
małych, jest równie ścisła, równie dokładną, równie nie
omylna, jak wszelka inna metoda używana w rozumowa
niach zasadniczych : ma nadto tę zaletę, że jest nierównie 
prostszą, nierównie łatwiej i szybciej prowadzącą do celu niż 
jakakolwiek inna z metod, któremi ją zastąpić usiłowano.

Wielkość nieskończenie mała nie jest to bynajmniej, jak 
sobie niektórzy mylnie wyobrażają, wielkość tak mała, że 
nic od niej mniejszego wyobrazić sobie nie można : pojęcie 
takiej wielkości byłoby po prostu niedorzecznem. Przeci
wnie, jakąkolwiek wielkość weźmiemy pod uwagę, wielkość 
tę możemy zmieniać naprzykład zmniejszając ją, i nie mo
żemy oznaczyć granicy, poza którą zmniejszanie to nie mo
głoby przekroczyć. Otóż wielkość taką, którą zmniejszamy 
w naszej wyobraźni nieograniczenie nazywamy wielkością 
nieskończenie małą : nazwaćby ją należało właściwiej może 
nieograniczenie zmniejszającą sie. W podobny sposób, wiel
kość którą powiększać możemy tak daleko, jak nam się po
doba, nazywamy nieskończenie wielką, zamiast nieogranicze
nie zwiększającą sie. Zwracamy uwagę, że pojęcia te 
nieskończenie wielkiej, nieskończenie małej, nie wyrażają 
stanu trwałego wielkości ograniczonej, lecz raczej sposób 
zmieniania wielkości zmiennej.

Pojęcie nieskończenie małych Lubienieckiego, prowadzi do 
tego samego co pojęcie pochodnych Newtona : jakoż w przykła
dzie podanym powyżej przedmiotu ruchomego,prędkość jest
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stosunkiem drogi do czasu w przypadku ruchu jednostaj
nego, bez względu jak wielki czas i drogę uważać będziemy: 
w przypadku ruchu zmiennego, biorąc czas coraz zmniej
szającym się i stosunek również zmniejszającej się drogi 
do tego czasu, stosunek ten będzie się zbliżał do prędkości 
w każdej danej chwili, od której liczymy ten czas.

Pochodna jest więc granicą stosunku lub ilorazu dwóch 
nieskończenie małych, z których jedna jest różnicą dwóch 
po sobie następujących, coraz mniej od siebie różnych sta
nów zmiennej niezależnej, a druga różnicą dwóch odpowie
dnich stanów zmiennej zależnej, czyli funkcji. Ztąd powstał 
algorytm Lubienieckiego różniczki i nazwisko rachunku 
różniczkowego; pochodna jest stosunkiem różniczki funkcji 
do różniczki zmiennej niezależnej; metoda Lubienieckiego 
sprowadza się od razu do metody Newtona, lecz pierw- 
sza daje nam łatwiejszy sposób znalezienia pochodnej (czyli 
prędkości zmienności) dostarczając nam do tego poszukiwania 
żywiołów, które mamy, gotowe biorąc różnicę dwóch po 
sobie następujących stanów zmiennej, i zmniejszając tę ró
żnicę nieograniczenie. Obie metody zostały zresztą od razu 
zastosowane do zadania mającego na celu prowadzenie 
prostych stycznych do krzywych, na którem zadaniu nowy 
rachunek się nasamprzód wydoskonalił.

Komu teraz przyznać należy pierwszeństwo w wynalezie
niu rachunku różniczkowego?

Lubieniecki pierwszy ogłosił swe odkrycie w Acta Erudito^ 
rum w Lipsku w miesiącu Październiku 1684 r. Nieśmiertelny 
ustęp, który po raz pierwszy oznajmił publicznie uczonemu 
światu nową naukę, zawarty na sześciu stronach, nosi tytuł: 

c
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Nota Methoduspromaximis etminimis^ itemquetangenlibus,qu(P, 
nec fracta nec irrationales quantitates moratur et singulare pro 
illiscalculi genus. Z drugiej strony mamy ślady z listu New
tona pisanego jeszcze w 1676 roku, że rachunek pochodnych 
niebyt mu wówczas obcym : że zatem znał go znacznie przed 
ogłoszeniem metody Lubienieckiego w Aktach Lipskich.Lecz 
ogłoszenie drukiem pomysłów Newtona w tym względzie 
nastąpiło dopiero 1686 r. w dziele niezrównanej doniosło
ści, wydanśm pod tytułem : Philosophice naturalis principia 
mathematica, którego głównóm zadaniem był wykład za po
mocą spostrzeżeń i rozumowań ważniejszych objawów 
świata przyrodzonego a szczególnie ruchu ciał niebieskich.

W dziele tóm Newton następujące daje pochodnych okre
ślenie :

Ultima rationes Ule, guibuscum guantitates eranescunt, re 
vera non sunt rationes quantitatum ultimarum, sed limites ad 
quos qnantitantum sine Umilę decrescentium rationes semper 
appropinquant et quas propius assequi possunt, quam pro data 
quavis differentia.

Walka o pierwszeństwo jaka powstała tak pomiędzy sa- 
memi wynalazcami, którzy jak się zdaje, nie spostrzegli 
zrazu ogromnej doniosłości nowego rachunku, a następnie 
pomiędzy ich uczniami, może się streścić w następujących 
ostatecznych swych wynikach :

1° Lubieniecki pierwszy swój wynalazek drukiem ogłosił 
w 1684 roku :

2° Dowiedzionym jest piśmiennemi dokumentami a mia
nowicie listem pisanym przez Newtona w 1676 r. do przyja
ciela swego Oldenburga, że Newton znał nowy rachunek 
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przynajmniej kilka a może kilkanaście lat przed ogłosze
niem Lubienieckiego, choć nie komunikował nikomu swej 
metody, dając tylko wypadki w enigmatycznej formie :

3° Obaj wynalazcy nie uważając na chronologiczną ró
żnicę, doszli do odkrycia, nie wiedząc jeden o pracach dru
giego, a zatem samodzielnie, nie pożyczając jeden od dru
giego wzajemnych pomysłów.

Ten ostatni punkt zdaje się być w tym razie najważnićj 
szym : obu mistrzom należy się równa zasługa i równa 
wdzięczność uczonego świata ; pierwszeństwo chronologi
czne lat kilku jest w obec tego czystą igraszką przypadku.

Odkrycie Newtona i Lubienieckiego otworzyło dla nastę- 
pców wielkich tych geniuszy niezmierzone przestrzenie. 
Lubieniecki sądził przez chwilę, że matematyka czysta 
powiedziała ostatnie swe słowo podając tę metodę rozumo
wania, i że umysł ludzki będzie potrzebował odtąd tylko 
silić się nad zastosowaniem podanych sposobów do badania 
praw natury; lecz przekonano się wkrótce, że tak tu jak 
wszędzie, pole poszukiwań jest nieograniczone, chyba tylko 
przez potęgę geniuszu myślicieli na niem pracujących. Liczba 
tych ostatnich tak się zwiększyła, że chcąc oddać każdemu 
sprawiedliwość, niepodobna prawie byłoby ich tu wyli
czyć i wspomnimy tylko o-tych, którzy w nauce niezatarte 
pozostawili piętno przewodnicząc niejako massie uczonych, 
wskazując im drogę i otwierając nowe środki; temi są : 
bracia Jakób (1634-1705) i Jan (1667-1748) Bernouilli, 
Taylor (1683-4731), FAGNANI (1682-4766) Riccati (1690- 
1733), Euler (1707-1783), Clairaut (1713-1765), D‘ALEM- 
bert (1717-1783), CONDORCET (1743-1794), Landen (1719- 
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1790), Lagrange (1736 - 1813), Laplace (17 49 - 182 7), 
CARNOT (1733 - 1823), MONGE (1749-1818), LEGENDRE (1752- 
1833), Gauss (1777-1853), ABEL (1802-1829), Gauchy (1789- 
1837), JAKOBI Z Królewca (1804-1831). Dziś nie ma nauki 
na ścisłem opartej rozumowaniu, w którćjby rachunek 
różniczkowy najważniejszej nie grał roli, nie był najpew
niejszą podstawą i najnieomylniejszym środkiem : tak ze 
względu łatwości z jaką najróżnorodniejsze pojęcia w spo
sób właściwy do ścisłego rozumowania wyrazić możemy, 
jako też ze względu przeprowadzenia samego rozumowania, 
po pewnej wprost do celu wiodącej drodze i zastosowania 
wyprowadzonych wyników do danego badania.

Podając na widok publiczny obecną pracę, miałem jeden 
główny cel w myśli: być pożytecznym-, a jako najpewniejszy 
środek dojścia do tego celu uważałem przystepność dla o ile 
można największej liczby czytelników. Starałem się więc o 
ile możności używać sposobów wykładu pewnych i doświad
czonych : wtedy tylko podawałem nowe zamiast dotąd po
wszechnie używanych, gdym był głęboko przekonanym, że 
uczący się na tem skorzysta i że mu to nieprzerwie ciągu 
nauk poprzedzających, równoległych, lub późniejszych od 
nauki, która jest przedmiotem niniejszego dzieła. Niech mi 
wzgląd ten będzie wymówką przed tymi z czytelników 
którym wykład początków szczególniej, wydawałby się za 
nadto obszernym, którymby ciągłe przypominanie znanych 
już prawd wydało się przykrem : pisałem dla nieumiejęt
nych w przekonaniu, że inni bez mój pracy objeść się 
potrafią. Niech mi również wybaczonćm zostanie, jeżeli zer
wawszy ostatecznie z propagowaną przez wiciu metodą do
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chodzenia do wyników otrzymanych przez badanie nieskoń
czenie małych, za pomocą naciąganych dowodzeń początko
wej algebry, (metody, którą uważam za uwłaczającą wiel
ko ści nauki i zmniejszającą jój doniosłość) nie wprowadziłem 
jednak do wykładu niektórych zbyt nowych jeszcze nie 
wypróbowanej siły metod, pozostawiając je do dalszego do
świadczenia; jak również żemnieprzyjął zbyt nowych, jeszcze 
nie utartych w mowie naszej wyrazów i zwrotów. Język nasz 
taki, jakim dziś powszechnie mówią, uważałem nietylko za 
wystarczający, ale nawet za nierównie zdolniejszy do wy
rażenia ścisłych rozumowań od wielu obcych, szczycących 
się kwitnącem piśmiennictwem w dziedzinie matematyki. 
Jeżeli się do całej wysokości jego wyrobienia w innych 
gałęziach piśmiennictwa wznieść nie uda, jest to z pewno
ścią winą piszącego, nie zaś winą języka. Wyrazów nowych 
nietylko wynajdować nie miałem potrzeby, ale znalazłszy 
często wiele równoznacznych, zmuszony byłem, dla raz 
przyjętej zasady, wybrać te, które najpowszechniej sąznane; 
czytelnik nie znajdzie w całym ciągu dzieła żadnego słowa 
nieznanego mu bądź to z potocznćj mowy, bądź z wyrobio
nego do tej pory naukowego języka.

Rozmiary pierwszego tomu, zawierającego sam tylko ra- 
rachunek różniczkowy i jego zastosowania niech również 
nie przerażają przystępującego po raz pierwszy do tej nauki. 
Czwartą blizko część tomu zajmują wiadomości wstępne, któ- 
remi starałem się wprowadzić początkującego na nieznane 
mu dotąd pole; połowę zastosowania i przykłady, z których 
czytelnik może wziąść to tylko, co mu się wyda ciekawem, 
lub pożytecznem. Zresztą unikając postronnych, lub zbyt 
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małej wagi rozwinięć, starałem się zawrzeć w wykładzie 
tym wszystko, co dla teoretycznego i praktycznego obezna
nia się z przedmiotem uważałem za niezbędne; wybiera
łem raczej to, co jest więcej nauczaj§cem, lub więcej uży- 
tejznćm w zastosowaniach. Zamiarem moim było posta
wienie najbardziej początkującego czytelnika na stopniu 
takim, aby dalsze prace jego nie były mu utrudnionemi 
brakiem dokładnej znajomości zasad, i utwory mistrzów 
mogły mu być przystępnemi bez wielkiego wysile
nia. Wykład początków rachunku różniczkowego był 
do tej pory tak niedoskonałym, że uczący się już da
leko nawet posunięty w nauce, często nie był z niemi 
dostatecznie obznajomiony, nie mógł z całą konieczną zrę
cznością używać danego mu w rękę nowego narzędzia. 
Ztądtyle wahań, tyle zniechęceń, tyle odstępstw przy wejściu 
na tę tak daleko zaprowadzić mogącą drogę. Metodę nie
skończenie małych, dotąd wielu uważa albo za niezrozu
miałą, albo za nieścisłą, lub tylko przybliżoną : najpierwsi 
mistrze długo ją za taką uważali (Lagrange); Carnot pierwszy 
w dziele swem Reflexions sur la metaphysigue des infini- 
ments petils wyjaśnił tę kwestję w sposób specjalny. Mi
mo to, w ostatnich dopiero czasach metoda ta ostatecznie 
wprowadzoną została do wykładu elementarnego : między 
innymi wiele się do tego przyczynił p. Duhamel swoim 
wstępem do drugiego wydania dzieła p. t. Elemmts da 
calcul infiinitesimaly (Wyd. 2gie, Paryż 1860 roku), i swe- 
mi wykładami kilkunastoletniemi w Sorbonie.

Zdaje mi się, żem w ostatnim Rozdziale Części Iśi dostate
czną zgromadził liczbę objaśnień aby nie pozostawić żadnej 
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wątpliwości w umyśle najbardziej początkującego czytel- 
nikapod względem ścisłości metody nieskończenie małych.

Pierwsze pięć rozdziałów wiadomości wstępnych mają na ce
lu przypomnienie niektórych teoryj mniej lub więcej znanych 
z nauk początkowych, w ściślejszym zostających związku 
z dalszym ciągiem i na które ciągle dalej powoływać się 
będziemy.

Już z tego cośmy powyżej powiedzieli widać jak wielkie
go znaczenia w naszej teorji jest pojęcie funkcji: poświęci
liśmy dwa pierwsze rozdziały rozjaśnieniom tego pojęcia. 
Rozdział III, o ilościach urojonych, był koniecznym dla wyja
śnienia tych ilości, których teorja jest dziś jedną z najwa
żniejszych w postępie nauki, jak to widzieć można z niektó
rych zastosowań podanych w ostatnim rozdziale Części lim : 
ilości te odstraszające niestosownie wybranem nazwiskiem, 
są równie łatwe nawet często łatwiejsze do użycia, niż wszel
kie inne; a jednak ich teorji niezbędnej w badaniach na
stępnych, ile razy chodzi o ich zmienność, nie widzieliśmy 
nigdzie podanej w sposób przystępny w elementarnych 
traktatach.

Rozdział IV, metoda granic, jest ściśle związanym z roz
działem VI, o nieskończenie małych : lecz służy zarazem 
za podstawę do teorji zbieżności szeregów, której daliśmy 
wystarczające rozwinięcie w Rozdziale V.

Część II, właściwy Bachanek Różniczkowy, zawiera teorję 
tak już dziś wykończoną i wydoskonaloną, że nie wiele mo
dyfikacji w niej zaprowadzićby można : zwracamy tylko 
uwagę na wielką liczbę przykładów i ćwiczeń któreśmy 
w niej podali, i których przerobienie jest niezbędnym 
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dla początkującego warunkiem, do dalszego postępuw tej 
nauce.

Część III zawiera zastosowanie rachunku Różniczkowe
go do teorji funkcyj : teorja ta tak ściśle jest związaną, 
z istotą samego rachunku, że niepodobna dwóch tych rze- 
czy od siebie rozdzielić.

Wzór Taylor’a, na którym cała ta część zastosowań się 
opiera, jest zwykle wyprowadzonym w sposób naciągany, 
często niedokładny, lub za mało ogólny : jestto zwykle naj
słabsza strona bardzo zresztą szacownych traktatów Ra
chunku Różniczkowego. Wyprowadziliśmy go w Rozdzia- 
e XIV w sposób najbardziej zbliżony do sposobu podanego 
przez wynalazcę, udoskonalony tylko i uogólniony. Daliśmy 
w następnym rozdziale obszerne zastosowanie tego wzoru 
do rozwijania funkcyj na szeregi, przyczem zwracaliśmy 
ciągle uwagę na ścisłość i ogólność, względy tak często za
niedbywane w tego rodzaju kwestjach. Następnie idą zasto
sowania do wyznaczenia wyrażeń nieoznaczonych, gdzie sta
raliśmy się usunąć niektóre niedokładności; potem teorja 
naj większości i najmniej szóści traktowana w całej obszerno- 
ści, jaką dziś jej w elementarnem dziele nadać można, obja
śniona licznemi przykładami, dającemi miarę jćj bezpo
średniego praktycznego zastosowania. Część ta kończy się 
rozdziałem zawierającym teorję funkcyj zmiennych urojo
nych, o której wyżej wspomnieliśmy i która ważną nam 
będzie pomocą w dalszych częściach niniejszego dzieła.

Część IV, zawiera zastosowania geometryczne. Teorje 
podane w tej części wchodzą właściwie w zakres Geometrji 
Analitycznej'. lecz że zwykle uczącego się obznajmiają z tym 
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ostatnim przedmiotem, zanim zasady Rachunku Różnicz
kowego są mu znane, w większości dzieł elementarnych 
dopełnienia włączanemi dotąd bywały w wykład samego Ra
chunku. Zanim ostatecznie rozstrzygniętem zostanie, czy 
z Geometrji Analitycznej zrobić należy przedmiot oddzielnej 
nauki wykładanej umiejącym już Rachunek Różniczkowy, 
lub jakby najwdaściwiej było, wykładanej równolegle i współ- 
cześnie z Rachunkiem, tak jak Geometrja zwykła jest wy
kładaną współcześnie z Arytmetyką i Algebrą, nie byłoby 
na swojem miejscu wyłączać zastosowań Geometrycznych 
z dzieła naszego; tern bardziej że zastosowania te rozja
śniają przedmiot więcej jak jakiekolwiekbądź inne, i że 
przez nie tylko dochodzimy do zastosowań do Mechaniki, Fi
zyki matematycznej i t. p. Wszakże podaliśmy z zastosowań 
Geometrycznych tylko te, które z Rachunkiem w najbliż
szym zostają związku i to w sposób taki, że wyłączywszy 
je, całość dzieła na tem nie straci i uczący się według od
miennej metody nie znajdzie trudności w czytaniu pozosta
łych części tego dzieła.

Go do innych zastosowań do Mechaniki, Fizyki, Astro- 
nomji i t. d., te wymagając po większej części rachunku 
odwrotnego różniczkowemu, to jest rachunku całkoicego 
znajdą miejsce w następstwie, gdy pierwsze zasady tego 
ostatniego rachunku wyłożonemi zostaną.

Prawdziwą ozdobą tego tomu stanowi dołączony do nie
go przypisek o Wyznacznikach, przez p. Trzaskę odznaczają 
cy się sumiennemwypracowaniem, głęboką znajomością rze
czy i wysoką erudycją autora. Przypisek ten zawiera 
wszystko, co jest godnem uwagi w tćj pięknej teorji 
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i co można było streścić w tak szczupłym zakresie : za
wiera nadto wiele całkiem oryginalnych dowodzeń twier
dzeń, na których prostem wysłowieniu inni autorowie 
zwykli poprzestawać.

Z traktatów Rachunku Różniczkowego do dziś dnia 
w polskim języku drukowanych, wiadomy nam jest tylko : 
1° traktat Buchowskiego. 2° Tłumaczenie skróconego tra
ktatu Lacroix, przez Zacharjasza NIEMCZEWSKIEGO, wydany 
przez Michała Pełkę POLIŃSKIEGO; od wydania tych dwóch 
traktatów upłynęło już lat kilkadziesiąt; wykład, metody 
i potrzeby dziś się zmieniły; nauka postąpiła; dzieła te 
pozostają niemniej szacowną pamiątką literatury naszej 
i dowodem, że po wszystkie czasy starano się o dostarcza
nie uczącym się środków w narodowym języku. Z now
szych, zanotować należy początek Rachunku Różniczko
wego Romana Żulińsktego wydany w Warszawie w 1857 
roku; lecz śmierć przedwczesna tego szlachetnego mę
ża, nic pozwoliła mu pracy swej wykończyć i w należytej 
całości publiczności przedstawić. Wreszcie zasługują na 
zaszczytną wzmiankę litografowane kursa Szkoły Applika- 
cyjnej Warszawskiej Skolimowskiego i Szkoły Głównej 
Warszawskiej p. T. Babczyńskiego.

Ważniejsze źródła pomocnicze, któremi autor się posiłko
wał w ciągu swej pracy, znajdzie czytelnik spisane poniżej : 
zawdzięczam także niemało wykładom profesorów p. p. 
Dienger i Clebsch, w Carlsuhe, p. p. Lefebure de Fourcy, 
Duhamel, Łiouyille, Bertrand, Lamę, Briot i Bouquet, 
w Paryżu ; lecz szczególniej winienem wiele p. J. A. 
Serret, którego nie tylko dzieła i wymowne wykłady 
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w Sorbonnie i Kollegium Francuzkiem w Paryżu, odzna
czające się elegancją sposobów, wykończeniem teoryj i 
zręcznością ich przedstawienia, ale i osobiste rady i pomoc 
udzielana z rzadką względnością były mi ważną wskazów
ką i niemałą pomocą w uzupełnieniu systematycznem ca
łości i obrobieniu należytem szczegółów.

Niech mi wolno będzie nadewszystko złożyć tu w swo- 
jem imieniu i w imieniu wszystkich, którzy sądzą, że praca ta 
nie będzie bez pożytku dla ogółu, publiczne podziękowanie 
HR. JANOWI DZIAŁYŃSKIEMU, który podjął na siebie 
cały nakład wydawnictwa niniejszego dzieła i którego nie- 
tylko materjalnemu ale i moralnemu wpływowi literatura 
nasza zawdzięcza już kilka szacownych wydań w dziedzinie 
nauk ścisłych.

Pisałem w Paryżu dnia 29 Listopada 1869 roku.
Władysław FOLKIERSKI.
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ROZDZIAŁ I

0 FUNKCJACH.

Określenia. — Różne rodzaje funkcyj — : Funkcje algebraiczne, — Funkcje 
przestępne. — Funkcje funkcyj. — Zamiana zmiennych. — Różnice, czyli 
przyrostki ilości zmiennych. — Różnice funkcyj, — Ciągłość zmiennych i funk- 
cyj. — Wyznaczenia funkcyj czyniących zadosyć pewnym warunkom. — 
Wzory interpolacyjne Newtona i Lagrange‘a.

Określenia.

1. Badanie za pomocą ścisłego rozumowania związków 
zachodzących pomiędzy wielkościami, jest jednem z najwa
żniejszych zadań nauk matematycznych.

Wielkości zależące od siebie, mogę być zresztą jakiemi- 
kolwiek: dotykalnemi, znajdującemi się w naturze, lub też 
oderwanemi pojęciami naszego rozumu, byleby pojęcia te 
były ściśle oznaczonemi, tojest nie przedstawiały żadnej nie
pewności lub dwuznaczności. Ponieważ zachodzi zwykle 
możność wyrażenia takiej wielkości za pomocą liczby, jako 
wypadku porównania jój z jednością tego samego co wiel
kość dana rodzaju, nazywamy ją pospolicie ilością.

1
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Związki zachodzące pomiędzy wielkościami możemy ba
dać w dwojaki sposób :

a. przez doświadczenie jak w naukach przyrodzonych, 
albo,

b. przez ścisłe rozumowanie, wychodząc z danych bardzo pro
stych, widocznych, które nazywamy pewnikami lub pojęciami 
pierwszemi^ nie potrzebującemi dowodzenia i wyprowadzając 
z nich ścisłe wnioski; to ostatnie badanie może wyłącznie 
wchodzić w zakres nauk matematycznych.

Tak naprzykład, szukając związku zachodzącego pomiędzy 
okręgiem koła i jego średnicą, możnaby postępując pierw
szym sposobem doświadczalnym, mierzyć za pomocą na
rzędzi materjalnych mniej lub więcej dokładnych, różne 
okręgi i ich średnice, i znaleźć dotykalnie że jakiegokolwiek 
promienia okrąg koła jest zawsze przeszło trzy razy dłuż
szym od średnicy; ułamek jaki dodać należy do liczby 3, 
aby otrzymać stosunek okręgu koła do średnicy, będzie tćm 
dokładniejszym, im narzędzia używane do mierzenia będą 
dokładniejszemi : lecz będzie zawsze tym samym w granicy 
dokładności narzędzi, czy weźmierny koło mniejsze lub więk
sze. Ztąd wnieśćby można, lecz tylko z wielkiem prawdopo
dobieństwem, że stosunek okręgu koła do średnicy, jest zawsze 
tym samym i że może być wyrażonym przez liczbę 3 
z ułamkiem.

W matematyce postępujemy jak wiadomo, zupełnie w in
ny sposób : określamy naprzód ściśle koło; tak ściśle, że 
figura ta staje się niejako oderwanćm pojęciem, do którego 
koło materjalne zbliżać się może tylko mnićj lub więcej; 
następnie przez szereg twierdzeń, które są tylko ścisłemi 
wnioskami widocznych pewników, dochodzimy do wypad
ku całkiem pewnego (a nie prawdopodobnego tylko, jak po
przednio), że stosunek okręgu koła do średnicy, jest stałym, 
niezależnym od wielkości koła, i że może być wyrażonym 
przez liczbę3 z ułamkiem tak przybliżonym jak się podoba; 
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czegobyśmy poprzednim sposobem za pomocą najdokład
niejszych narzędzi nigdy otrzymać nie byli w stanie.

2. Badanie matematyczne związków, zachodzących po
między wielkościami, może się odbywać w dwojaki spo
sób :

a. Można, uważając pewne z zależnych od siebie wielko
ści jako znane, szukać w jaki sposób pozostałe nieznane wy- 
razić za pomocą pierwszych, to jest uczynić znanemi.

W arytmetyce sposoby te sprowadzamy zwykle do pro
porcji, w algebrze do równań lub wzorów, które są po 
prostu wyrażeniem szukanych zależności za pomocą wła
ściwych znaków, głosek, służących jedynie do ułatwienia 
rozumowania, jak w ogóle pismo służy do wyrażenia myśli.

b. Można, badając przedewszystkiem sposób, w jaki je
dna wielkość zależy od drugich, uważać te ostatnie jako 
zmieniające się i szukać jak zmienność ta wpływa na 
zmienianie się pierwszej wielkości; jestto zadaniem ana- 
lizy.

Jeżeli dwie wielkości zmieniają się zależnie jedna od dru
giej, jednę z tych wielkości nazywamy funkcją drugićj.

Aby zależność jednej zmiennćj od drugiej była matema- 
tyczną, w tćm znaczeniu, jakeśmy powyżej określili, trzeba 
żeby nadawszy jednej zmiennej pewną wartość stałą, można 
było otrzymać wartość drugiej zmiennćj za pomocą równa
nia lub wzoru w znaczeniu algebraicznćm : w takim razie 
powiadamy, że jedna zmienna iest funkcją analityczną dru
giej. Zajmować się będziemy wyłącznie temi ostatniemi 
funkcjami, i ile razy używać będziemy wyrazu funkcja ro
zumieć będziemy funkcję analityczną.

Mając naprzykład równanie

y —= 3 x~ — 2x — 5

w którem x i y uważamy jako zmienne, y będzie funkcją 
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analityczną zmiennej; bo nadawszy zmiennej x wartości 
stałe :

a =0, T=1, T=2...

otrzymamy wartości odpowiednie funkcji y

y—^, y = ^, J=21...

Okrąg koła jest funkcją analityczną średnicy, droga prze- 
bieżona przez ciało w ruchu, jest funkcją analityczną czasu, 
wstawajest funkcją analityczną łuku i t. p.; lecz tempera
tura pewnego miejsca nie. jest funkcją analityczną czasu, 
jakkolwiek zmienia się zależnie od czasu, bo zależności tćj 
nie możemy wyrazić matematycznie za pomocą równania 
lub wzoru; ludność pewnego kraju nic jest funkcją ana
lityczną jego rozległości i t. d.

Z pomiędzy wielu ilości zależących matematycznie od sie
bie, możemy rozróżnić naprzykład dwie, i badać jak zmien
ność jednej z nich wpływa na zmienność drugiej, gdy pozo
stałe zostają temi samemi; dwie te ijości uważamy w takim 
razie jako zmienne, pozostałe jako stałe. Jednę ze zmiennych 
zmieniać możemy jak nam się podoba : nazywamy ją zatem 
zmienną niezależną-, wtedy druga będzie zmienną zależną, 
czyli funkcją pierwszej. Ilości stałe, muszą niezależeć od 
zmiennej niezależnej, kiedy mogą pozostawać temi samemi, 
gdy zmieniamy zmiennę niezależną; później możemy znów 
uważać że i te stałe przybierają różne wartości. Stałemi na
zywać łviec będziemy nie tylko ilości, które bezwzględnie się 
zmieniać nie. mogą, lecz w ogóle ilości niezależne od zmiennej 
niezależnej.

3. Zamiast uważać zależność dwóch ilości zmiennych po
między sobą, uważać możemy od razu zależność kilku 
zmiennych; pewna ilość może zależeć od razu od kilku ilo
ści. Tak objętość walca zależy od promienia jego podstawy
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i od wysokości; gdy zmieniamy dowolnie jednę lub drugą, 
albo od razu jednę i drugą, objętość walca zmienia się zale
żnie od sposobu w jaki zmieniamy jednę i drugą, jest więc 
funkcją jednej i drugiej. Przestrzeń przebieżona przez ciało 
w ruchu zależy od czasu i od prędkości, z jaką ciało się poru
sza. Dochód od kapitału jest funkcją samego kapitału, czasu 
przez jaki kapitał zostawał na procencie i stopy procen
tu i t. p. Uważając kilka zmiennych, jeżeli między niemi 
zachodzi jeden tylko związek, jedno równanie, możemy 
zmieniać dowolnie wszystkie zmienne z wyjątkiem jednej, 
którą nazywamy funkcją pozostałych zmiennych, uważa
nych jako zmienne niezależne. Rozróżniamy więc funkcje 
jednej, dwóch, trzech,... wielu zmiennych niezależnych.

4. Woźmy naprzykład równanie

ax — by — c == 0

W skład tego równania wchodzi pięć ilości a, b,c, x i y. 
Gdy cztery z tych pięciu ilości są danemi, otrzymać możemy 
piątą rozwiązując równanie. Lecz jeżeli zamierzamy sobie 
badanie zależności dwóch z nich np. x i y od siebie, uwa- 
żamy x i y jako zmienne, a, b, cjako stałe, które zresztą 
mogą być jakiemikolwiek. Równanie powyższe daje nam

a cY — — — x — - 219896 (16

y możemy uważać jako funkcję zmiennej niezależnej x. Tę 
zmiennę niezależną x możemy zmieniać w sposób dowolny, 
nadawać jej dowolne wartości jak 0, 1, 2, 3.... otrzyma
my odpowiednie wartości na y. I tak :

gdy T=0, x = b,

to y = — 6, y^ c 
a~l^

6
S ——- , a ’

c
J=1—6,

cS —----  a

y = ^...
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Przeciwnie, moglibyśmy uważać y jako zmiennę niezależną, 
a x jako funkcję :

6 cSC —------V------  a • a

W ogólności, gdy dwie zmienne zależą od siebie, mamy wy
bór dowolny, którą z nich chcemy uważać jako niezależną.

Zamiast uważać w równaniu powyższćm zależność dwóch 
ilości od siebie, moglibyśmy uważać zależność trzech, czte
rech,lub wszystkich pięciu z nich od razu. Wziąwszy np. pod 
uwagę w równaniu powyższćm trzy zmienne x, y i c, 
oznaczywszy dla odróżnienia zmiennę c~z, mamy :

ax — by — z = 0

jednę z trzech zmiennych np. zmożemy uważać za funkcję 
dwóch drugich x i y, uważanych jako zmienne niezależne; 
a i b są stałemi ; mamy

z = — ax — by

na x i y możemy nadawać dowolne wartości, z będzie przy
bierało wartości zależne od tych wartości, w podobny spo
sób jak powyżćj.

Moglibyśmy również uważać np. x jako funkcję zmien
nych niezależnych y i z :

5. Dla oznaczenia, że pewna zmienna y jest funkcją 
zmiennej niezależnej x, używamy znaku

y = F{x}

który czytamy: y równe funkcji x, gdzie F oznaczanie ilość, 
lecz po prostu znak, jak log. tost. st. i t. p. W podobny sposób, 
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na oznaczenie funkcyj różnego rodzaju używamy różnych 
głosek

y = f(x) y = P (x), y = • (x)  

które oznaczają różny sposób zależnością od x. 
Taknp. możemy oznaczyć przez skrócenie

a — ba2 — cx . , , ,
3 = —22—a ’ piszac 3 = F (x);

WSt x—log(x2—La) . ."=—st (x+a)—’ piszac J =G)itP. 
lecz uważać trzeba, że w takim razie np. F(a) oznaczać bę
dzie wypadek podstawienia a za x, w pierwsze wyrażenie : 
to jest będzie

— a-\-ba^-}-ca
F(a)=-9-==1+ab+c al O cit O

W podobny sposób, podstawiając 0 za x :

ro=1, ,(0)=10Ea
lub podstawiając z2 — a2 za x

F(z2—a2) == a — b (22 — a2)?— c (22 + a2) 
2 (23 + 2) — a i t. p.

Piszemy także niekiedy

y~F{x,a\ y = f[x,a,b....)

szczególniej jeżeli stałe a, b... zamierzamy w następstwie 
uważać za zmienne. Pisanie to jest uzasadnionćm, jeżeli 
funkcja y zależy nietylko od zmiennćj niezależnej x, ale 
ieszcze i od wartości jakie nadamy na stałe a, b....

Jeżeli zmienna y jest funkcją kilku zmiennych niezależ-
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nych x, z..... piszemy

y = F{x,z ...)

lub jeszcze
y^^F^, z....,a,b ...)

Tak np. funkcję

i a‘0? — Fz1 — 72 
J=V - - - -  c—1—

możemy napisać przez skrócenie

y = f{x, z)

lub, jeżeli zamierzamy następnie wziąść pod uwagę jednę 
ze stałych np. r :

y=f^^ z, r)
lecz uważać należy, że wtedy będzie

f(x,z, 0)= - - - - c2- - - - ,f{a,b,r}=V < —it.d.

Różne rodzaje fiinkcyj.

6. Funkcje analityczne, to jest takie których zależność 
od zmiennćj niezależnej daną jest przez równanie, mogą 
być wyraźne lub niewyraźne. Funkcja będzie wyraźna, jeżeli 
wartość jćj otrzymaną być może z wartości zmiennej nieza
leżnej za pomocą działań wskazanych, możebnych do wyko
nania; czyli inncmi słowy, jeżeli równanie jest rozwiązanćm 
co do funkcji : i tak funkcje

ax2 V6—x3 
y^Fx, y— ^_ay ‘

wst x. log x 
Vwst2x — log x
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są funkcjami wyraźnemi zmiennśj niezależnej x. W przeciw
nym razie, funkcja będzie niewyraźna; i tak, z równań

ax — by == c, wst x = log y, a* = y1 st x ...

wnosimy że y jest funkcją x, lecz niewyraźną; jakkolwiek 
czasami łatwo jest uczynić funkcję wyraźną, rozwiązując ró
wnanie : np. z pierwszego równania otrzymujemy

c— ax

y jako funkcję wyraźną zmiennej niezależnej x.
Wszelką funkcję niewyraźną jednej zmiennćj niezależnej 

można oznaczyć przez równanie

F(r, y) = ^

które oznacza że y jest funkcją zmiennej x, lub x funkcją 
zmiennej y; jak wszelką funkcją niewyraźną ilukolwiek 
zmiennych niezależnych przez równanie

F(x, y,5.)= 0

które oznacza, że jedna ze zmiennych np. z jest funkcją po
zostałych zmiennych x^y....

7. Powiedzieliśmy wyżej, że mając równanie pomiędzy 
dwoma zmiennemi, którąkolwiek z nich możemy uważać 
za zmiennę niezależną; jeżeli tę którąśmy naprzód uważali 
jako funkcję, obierzemy za zmiennę niezależną, po
została będzie funkcją odicrotną poprzedniej; i tak, jeżeli

c — ax

funkcją odwrotną będzie
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W ogólności, jeżeli

() J=F(x)

funkcją odwrotną nazywać będziemy

(2) z = ? (y)

w założeniu, że równanie (2) otrzymaliśmy z (i)go.
8. Jeżeli funkcja wyraża jedno tylko działanie wykonane 

na zmiennej niezależnśj, nazywamy ją funkcja prostą. W prze
ciwnym razie, funkcja jest złożoną; np. funkcje

y = Xm, y — ax, y=logx, y = wstx

xm — a (x~ — b) 
() \ 2) =................. ................. ............

(2) axm — bxm ly — cxm 2y2 —... + kym — l = 0

są funkcjami algebraicznemi, pierwsza wyraźną, druga nie
wyraźną. Wszelka funkcja algebraiczna jak (i), może być 
związaną ze zmienną, od której zależy za pomocą równania 
takiego jak (2), będącego wielomianem całkowitym, równym 
zeru : lecz wtedy przestaje być wyraźną. Funkcja jest rów
nież algebraiczną, chociaż nie możemy rozwiązać równania 
algebraicznego w sposób ogólny; wiemy, że równania algę-

są funkcjami prostemi; funkcje zaś

23 (a + Va3) _ Xm log a , _ WSt X. log x 
y — a?_ _ ’ 3 log (x—af 9 xm — ax

są funkcjami złożonemi zmiennćj niezależnej x.
9. Jeżeli zależność funkcji od zmiennej niezależnej daną 

jest przez równanie algebraiczne pomiędzy zmiennemi, 
funkcja nazywa się algebraiczną. Tak
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braiczne stopnia wyższego nad czwarty nie mają ogólnego 
rozwiązania algebraicznego, mimo to funkcje określone ta- 
kiemi równaniami, dla podobieństwa własności, uważane 
są za algebraiczne. Funkcje, które nie mogły być wyrażone 
przez równania algebraiczne, nazywamy funkcjami przestep- 
nemi. Takiemi są np. funkcje

y = log x, y ^ax^ y = wst x

i wszystkie funkcje złożone z przestępnych w połączeniu 
z algebraicznemi, jak

y = xm wst x, y — w^logw^ a* w.'tx~logx

Rozumie się, że powyższe rozgraniczenie ma miejsce tylko 
co do zmiennych; stałe mogą wchodzić w funkcje algebrai
czne lub przestępne w jakikolwiek bądź sposób.

10. Funkcje algebraiczne. Jeżeli funkcja algebraiczna 
jest nieicyratna, to jest daną przez równanie nierozwiązane, 
równanie to można sprowadzić do wyrażenia niezawierają- 
cego zmiennych ani w mianowniku, ani pod pierwiastkami.

Funkcje algebraiczne wyraźne nazywać będziemy całko- 
icitemi, jeżeli zmienne nie znajdują się, ani w mianownikach 
ani pod pierwiastkami; ułamkowemi, jeżeli zmienna znajduje 
się w mianowniku : wy miernem i, jeżeli zmienne nie znaj
dują się pod pierwiastkami; funkcja wymierna może być 
zresztą całkowitą lub ułamkową : niewymiernemi lub pier- 
wiastkowemi, jeżeli zawierają zmiennę pod pierwiastkiem.

Najogólniejsze wyrażenie funkcji całkowitej wymiernej 
jednej zmiennej niezależnej, jest następujące :

(1) y == axm — bxm~1 — cxm~~ 2 — ... — px2 — qx — r

Funkcja taka ma wartość oznaczoną, skończoną, jedyną 
dla każdej szczególnćj wartości zmiennćj niezależnej x.
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Najprostszą z tych funkcyj jest funkcja :

(2) y = ax + b 

którą nazywają pospolicie Unijną.
Ogólnem wyrażeniem funkcji wymiernćj ułamkowej 

będzie:
azm + bxm 1 + qx + r

(3) 3 a'xn + b‘x"—1 +... — q'x + 7

Wiemy z algebry że funkcja (i) może stać się równą zeru 
dla m różnych wartości zmiennej x. Funkcja (3) może stać 
się również zerem dla m wartości zmiennej x, dla których 
licznik staje się zerem, lub dla n różnych wartości x, dla 
których mianownik staje się nieskończenie wielkim. Nadto 
funkcja (3) może stać się nieskończenie wielką dla n warto
ści x, dla których mianownik staje się zerem, lub dla 
wartości x, dla których licznik staje się nieskończenie wiel
kim. Nakoniec pomiędzy powyższemi wartościami mogą 
być takie, dla których licznik i mianownik są jednocześnie 
równemi zeru, lub równemi ilości nieskończenie wielkiej: 
funkeya y dla tych wartości jest w ogólności nieoznaczoną. 
Szczegółowy rozbiór tego rodaju funkcyj należy do Algebry.

Funkcja niewymierna nakoniec, może zawierać pier
wiastki jakiegokolwiek stopnia, tak ze zmiennej, jak z fun
kcyj tejże zmiennej; np.

3 _ s 
y = Vx, y = a^x-\-b Vx.

a yax2 — b — ybx—c 
J — —   

Vax3 — c — jb^1 —a 

są funkcjami niewymiernemi.
Gdy się ma do czynienia z podobnego rodzaju funkcjami, 

pilnie zwracać należy uwagę, na znak z jakim każdy pierwia
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stek ma być wziętym, jakoteż na wartości zmiennej niezale
żnej, dla których funkcja przybiera wartości rzeczywiste 
lub urojone.

11. Funkcje przestępne. Liczbę sposobów zależności 
jednej zmiennej od drugiej, można sobie przedstawić nieo
graniczoną; liczba zatem rodzajów i funkcyj przestępnych 
może być również nieograniczoną. Jakoż, w miarę jak po
stępujemy coraz dalej w poszukiwaniach matematycznych, 
natrafiamy na coraz nowe funkcje przestępne. Podamy tu 
tylko te, które nam są znanemi z nauk początkowych to 
jest : logarytmowe i wykładnicze, trygonometryczne i kołowe.

Funkcya logarytmowa prosta przedstawia się pod postacią

y = log x

gdzie zasada może być jakąkolwiek, na czćm zresztą nie 
wiele zależy, bo zasadę uważać będziemy w tego rodzaju 
funkcjach zawsze jako stałą a.

W razie układu logarytmów naturalnego czyli Nepera, 
zasadą będzie liczba e, a logarytmy brane wedle tćj zasady, 
oznaczać będziemy jedną głoską l, zamiast log.

y~\lgi^ lub y = \.x

Funkcja wykładnicza prosta jest odwrotną funkcji loga- 
rytmowej i przedstawia się pod postacią

y = ax lub y=e

Funkcje te, które znane nam są z algebry, lecz tylko 
naprzód z pewnemi ograniczeniami (jak np. w razie y = logx 
dla wartości rzeczywistych dodatnych zmiennej niezale
żnej x) otrzymały następnie ogólniejsze znaczenie, o którem 
wspomniemy poniżej.
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Funkcye trygonometryczne proste uważać można nastę
pujące :

y = wst x (wstawa x)
y == dos x (dostawa x)
y = st x (styczna x)
y = dot x (dotyczna x)
y = sie x (sieczna x)
y == dosie x (dosieczna x)

Właściwie możnaby dwie z nich, lub nawet tylko jednę, 
naprzykład wstawę, uważać za funkcję prostą, a inne za 
złożone, za pomocą tak zwanych pięciu związków trygono
metrycznych.

Dla uniknienia nieporozumień, wyniknąć mogących z ro
zmaitych metod uważania tak zwanych linij trygonome
trycznych, określić należy ściśle, co rozumieć będziemy pod 
powyższemi funkcjami : y = wst x, y=dos x... Wstawą, 
dostawą, styczną... nazywać będziemy nie linje podobnego 
nazwiska w kole, lecz stosunki tych linij do promienia; będą

1
to więc liczby oderwane. Np. wst & =9, st x = 10, zna

czyć będzie nie, że wstawą jest pół jedności linijnej, lub 
styczną 10 jedności linijnych, lecz że wstawa jest połową 
promienia, lub styczna równa dziesięciu promieniom, jaki- 
kolwiekby był ten promień. Podobnież luk x nie będziemy 
uważać jako wyrażony w stopniach, minutach lub sekun
dach, lecz łuk x wyrażać będzie stosunek łuku wyprostowa
nego do promienia; będzie to więc znów liczba oderwana. 
Tak jeżeli napiszemy:

wst 0,5235987 ... — 0,5

to się znaczy, że wstawa łuku, który wyprostowany jest 
0,5235987.... promienia, jest znów połową tego samego 
promienia, którego wielkość zostaje całkiem nieokreśloną;
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lukczatem jest liczbą oderwaną 0,5, której, odpowiada inna 
liczba oderwana 0,5235987.... wyrażająca wstawę. ar

Zamiana luku wyrażonego w stopniach, na luk wyrażony 
przez liczbę oderwaną, jest zresztą bardzo łatwą; wiemy 
bowiem że stosunek półokręgu koła wyprostowanego do 
promienia

1800
R=T= 3,1415926...

ztąd

4° L - 4‘ - 4" _ % • ’
R — 180’ R — 180 X 60‘ R = 180 X 60 X 60

Mając więc wyrazić łuk np. 24° 27' 15" w liczbie oderwa-
. . .240 - 27—43" nej x, mamy biorąc stosunek  p———

(24 27 15 \ 
“=T180 T 180 X 60180 X 60 X 60) —0,427...

Odwrotnie, mając łuk x wyrażony jako liczbę oderwaną, 
a szukając łuku x° wyrażonego w stopniach, mamy

Tx° .180°
“= 1800’ a e“= -

Tak łuk równy 1, czyli równy promieniowi ma —— stopni 
czyli 57° 16'... Łuk uważany jako zmienna, przybierać może 
nie tylko wartości zawarte pomiędzy 0 i 2r, lecz jakiekol
wiek wartości dodatne lub odjemne; funkcje trygonome
tryczne łuku uważanego za zmiennę niezależną będą przy
bierać te same wartości, ile razy łuk zwiększy się o liczbę 
całkowitą okręgów, czyli o wielokrotność Am. Funkcje te 
dla tego nazywają się okresowemi, a ilość która dodana do 
zmiennej niezależnej daje tą samą wartość funkcji, okresem.
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Okres jest niekoniecznie równy 2r, mamy np.

y = st x = st (x — m) = st (x + 2r) = ... = st (x + nu)

okresem stycznej jest T.
Funkcje kołowe odwrotne funkcyj trygonometrycznych 

są następujące:

y =łuk wst x (łuk, którego wstawa równa jest x)
y =łuk dos x (łuk, którego dostawa równa jest x) • 
y =łuk st x (łuk, którego styczna równa jest x) 
y =łuk dot x (łuk, którego dotyczna równa jest x) 
y =łuk sie x (łuk, którego sieczna równa jest x) 
y= łuk dosie x (łuk, którego dosieczna równa jest x)

Uwagi powyższe co do znaczenia w jakiem należy brać 
łuki, wstawy, dostawy, ... stosują się również do funkcyj 
odwrotnych.

12. Zamiana zmiennych. Funkcje funkcyj. Zda
rza się często, że dla ułatwienia rachunku, postać funkcji 
zmieniamy na inną, podstawiając za zmienną niezależną, 
inną zmiennę, której zależność od zmiennej niezależnej jest 
ściśle określoną za pomocą równania danego. Niech bę
dzie np.

(1) y = F{x)

a równanie określające zależność zmiennej niezależnej x od 
nowej zmiennćj z, którą za x podstawić chcemy

(2) f (x. Z) = 0

Z tego równania (2) wyciągnąć możemy

T=!(z)
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a zatem (O stanic się przez podstawienie

(3) y=F((5)
czyli y jest w takim razie funkcja funkcji zmiennej z. Wyko- 
nywając działanie, otrzymalibyśmy z łatwością y wprost, ja
ko funkcję zmiennej z.

Niech będzie naprzykład funkcja całkowita

y == axm — bam-1— cxm~--\- ... — px^ — qx — r

Za pomocą zamiany zmiennej x na inną, wyrugować mo
żemy z tej funkcji jeden wyraz którykolwiek, z wyjątkiem 
pierwszego; załóżmy bowiem

x == z — /i

będziemy mieli podstawiając

. , . Vam(tn—, '1 J==az"—(amh—b)3‘ 1—  9 -lr-[-b{m — l)h-- c 2”7

+...+ (akm + bhm~r + ... qh + r]

chcąc wyrugować naprzykład wyraz stopnia m — Igo, dość 
jest założyć 

amh _ b = 0 czyli wziąść h = 6

a więc
bx — z------- am

ponieważ 6 jest stałą, zmienność x ściśle określa zmien- 

ność z i odwrotnie; ostatnia funkcja y jest więc równie do
brze wyznaczoną jak poprzednie, a o tyle prostszą, że nic 
zawiera potęgi m — 1 ej zmiennej.

W podobny sposób, mając daną funkcję zmiennej nieza- 
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Icżnćj, tak funkcję, jak zmiennę niezależną, można zastąpić 
przez dwie inne zmienne, związane z pierwszemi za pomocą 
dwóch równań. Niech będzie

(D y = F (x) 
funkcja dana; z i t dwie nowe zmienne wyznaczone przez 
dwa równania

(2) ? (x, y, z, t] = 0 ł (x, y, z, t} = Q

Z tych dwóch równań wyciągnąć możemy

x = • (z, t) y — (z, C 
będziemy więc mieli, podstawiając w (i)

v(=, ©)=F[o(, 4)]
Wykonywając wskazane działania, otrzymać możemy 

z tego ostatniego równania :

(3) z=f@)

t. j. związek wyrażający, że z jest funkcją t, przez który za
stąpić mamy związek (1). Przekształcenie to o tyle może 
być pożytecznem, o ile związek (3) jest prostszym, lub łat
wiejszym do badania jak (4); zresztą z (3), można z łatwo
ścią przejść napowrót do (i), wyciągnąwszy wartości na z i t 
z równań (2).

Różnice czyli przyrostki ilości zmiennych

13. Niech będzie

(1) Uo, u,, w2, ... u„,...
układ różnych wartości, nadawanych zmiennej u; załóżmy :

Au M, Uo Au, — w2 u, ... Aun — U,+1—un 
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Wartości

(2) Au,, Au,, Au,, ... Au, ... 
otrzymane przez odejmowanie każdej z wartości układu (1) 
od wartości zaraz po niej następującej, nazywamy różnica
mi pierwszemi, lub różnicami Igo rzędu wartości (i). Załóżmy 
dalej :

A2u, = Au, — Au, A‘u, = Au, — Au, ...
^un = Aun+ j — Au,...

wartości :
(3) A‘u,, A2u,, A2u,, A2u; . . .
które są różnicami pierwszemi wartości (2), nazywamy różni
cami drugiemi, czyli różnicami 2go rzędu wartości (1). W po
dobny sposób tworzyć możemy różnice 3go, 4go .. . rzędu, 
wartości (1). W ogólności, różnice mtego rzędu wartości 
(1), oznaczać będziemy przez

(4) A‘u,, A"u,, ^mu^ . . . Aru. . . .
które to różnice będą różnicami piewrszemi różnic m — Igo 
rzędu, różnicami drugiemi różnic m —2go rzędu... ; zby
teczną jest uwaga, że A oznacza tu tylko symbol, jak wst. dos. 
log. lub F (t) a nie ilość; jak również A2, A’... Am 
oznacza nie potęgę 2gą, 3cią, mtę. .., a rzęd różnicy; t. j. że

A‘u= A(Au), A‘u=A(Au),... A"u=A(A—lu).

Wziąwszy naprzykład różne wartości zmiennćj x2, gdy na x 
nadajemy wartości 1, 2, 3, 4,... otrzymamy układ kwa
dratów liczb całkowitych po sobie następujących

1, 4, 9, 16, 23, 36, ...

Różnicami pierwszemi tego układu będą liczby:

3, 3, 7, 9, 11..
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Różnicami drugiemi
O 000—9 —) —9 — 

Różnice 3cic i następne będę zerami.
Tworzenie różnic rozmaitych rzędów można ułatwić so

bie układając w tabliczkę

A‘u Atu N‘u tak np. Au A2u

Alu, A‘u, 
A3 u.

A* u,A* u,
1
4
9

16
25
36

2
2
2
9

Widzimy zarazem, że wziąwszy wartości w liczbie skończo- 
nej, np. m wartości :

U0, U,» U2 • • • ^m — t 

będziemy mieli m — 1 różnic pierwszego rzędu, m — 2 ró
żnic drugiego rzędu... jcdnę tylko różnicę m — Igo rzędu, 
a nic otrzymamy wcale różnic rzędu mgo i następnych.

14. Różnica summy, równa jest summie algebraicznej ró
żnic części. Niech będą zmienne w, v, z ... powiadam że

A (u + v — z + ...) = Au + A v — Az + ...
W rzeczy samej:

A(u„ + vn — z+ • • •)
=(u+1+ Un+1—z+14...) — (un^vn — 7n+ ...)
= (Un+1 u„) + (Un+1 "n) (3n+1 — =„) + • • •
= Au, + Ae, — Azn — • • • 
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a że n jest jakiekolwiek, twierdzenie jest dowiedzionem.
Różnica ilości stałej jest zerem; niech będzie a ilością 

stałą : mamy
A (a — u) = Au 

bo
Aa = 0.

Mamy również,
A {au) = a Au

bo
Aau, — ai/Jt^_^ — aun — a (u,+ 1 — 'aj):— a ^u w

15. Wyrażenie mtej różnicy Amu. Niech będzie 
układ wartości

(I) u, uv u^ ... u„ . . . 

bierzemy pierwszą wartość u0, za wartość ogólną u zmien
nej, co jest zupełnie obojętnćm, bo możemy zacząć układ 
(i), od którejkolwiek wartości zmiennćj u.
Mamy [13]

Au =ux — u LA , " ~ 1
Au, = u^ — uv

a więc
(2) l^u = Au, —Au=u, — 2u, + u

W podobny sposób otrzymamy :

Au, = u3—2u,+u, 
a więc
(3) A‘u = A‘u,—Au=u, — 3u,+Zu,—u

Otrzymalibyśmy postępując tak dalej,

(4) A-w = u^ — 4u, — 6u, — 4u, — u
Spostrzegamy wkrótce, że spółczynniki liczebne lego roz-'S 
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winięcia są te same, co spółczynniki odpowiedniej potęgi 
dwumianu; ztad naprowadzeni zostajemy na napisanie 
wzoru ogólnego
. . . m {m — 1)(5) A™u — um — mum^  - - - - 4.9—- "m—2 — ... — u

Uważając, że wykładniki u w rozwinięciu mtćj potęgi dwu
mianu u — 1 są te same, co wskaźniki porządkowe w roz
winięciu mtćj różnicy, możemy napisać wzór symboliczny

(6) Amu = (u — 4 )m)

z zastrzeżeniem, że rozwijając (u — 1) (m) w podobny spo
sób jak (u — 1)m zamiast wykładników u, ul, w2, u3 ... 
um, pisać należy wskaźniki porządkowe u czyli u, u}, u,, 
u, . . . um .

Lecz wzór ten, ria który zostaliśmy naprowadzeni, na- 
leżyjeszcze udowodnić. Dowodzenie będzie dostatećznem, 
jeżeli przypuszczając, że wzór ten zachodzi dla m = k, dowie
dziemy, że zachodzi również dla m = k — 1; gdyż w takim 
razie wzór (5) czyli (6) zachodząc dla m=4, zachodzić bę
dzie dla m =5, a zatem i dla m =6 i t. d. będzie więc 
ogólnym.

Przypuśćmy zatem, że mamy

k (k . 4 )(8) Afu =u— ku^ + —4:9 < Ux—2 ... ±u 

czyli ,
(9) Ału== {u — A)G) 

wiemy nadto że [13]

(io) At=Au, — Nu

stosując wzór (8) do rozwinięcia A‘u,, należy zastąpić w nim U 
Mprzez u,, u, przez u^ u przez u, .. ., ux przez ux+1; 
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a więc

(11) Afu, = (u, — 1)®) = uk+i — kuk + —4 9 - u,—1 ...=u.

Podstawiając wartość tę we wzór (10) otrzymamy

(12) At‘u=(u,+1—u) — k (u—Mx_,)

11.2 ("t—1 — "*—9) —=(u,—u)

porównywając wzór ten z (8) widziemy, że mnożąc symbo
licznie wyraz po wyrazie wzoru (8) przez (u, — 1), to jest 
uważając w mnożeniu wskaźniki jako wykładniki, otrzy
mamy wzór (12); jakoż :

uk (u, — ) = u*+1 — Uk 
ux—1 (u, — 1) = Ux — u*_1

u (u, — 1) = u, — u

a więc, zważywszy iż (u, — l) = (w—1)0), z określenia 
symbolu, będzie:

At=(u- 1)0 (u — 1)@)=(u- 4)4+1) c.b.d.d.

Mamy więc w ogólności

Amu =(u — 4)©m)

16. Wyrażenie wyrazu ogólnego um, przez wy
raz pierwszy u i różnice. Mamy z określenia [13]

u, == u — Au 
u, ==u, — Au, 

Au, = Au + A‘u

Dodając u, == u — 2Au — A‘u
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W podobny sposób

Au, = Au + 2 N?u + ABu
a zatem

u, = u + 3 Au + 3A‘u + Alu
i tak dalśj. Rozumując jak powyżej [15] możemy napisać 
w ogólności

Um = U + mAu - - - - - 49---- A‘u +... + Au
czyli w sposób symboliczny

*=(1 +4)0") u

tak jakby A było ilością, a nie znakiem, a m wykładnikiem 
całkowitym, a nie wskaźnikiem porządkowym. Ogólności 
tego wzoru dowieść można jak powyżej [15].

17. Różnice funkcji. Niech będzie

y = f^}

nadając zmiennej niezależnej x różne wartości
n n r n•09 *19 *2 • • • *n - %•

otrzymamy wartości odpowiednie funkcji

y^ y^ y^^yn...

Zmiennćj niezależnej x możemy nadawać wartości dowol
ne • wartości te «o, E,, x, ... xn ... tworzę zwykle, po
stęp różnicowy, tak że

z,—%==—{=..= T,+1— xn= ...

czyli innemi słowy, różnice pierwsze zmiennej niezależnej

Ax, = Ax, = ... = Ax, = ...

są sobie równe, a różnice następne po pierwszych są zerami. 
Wziąwszy pierwszą wartość x^ za wartość ogólną x zmień-
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nćj niezależnej, róinica stała (Ł. j. niezależna od wartości x)

Ax = a,—T==x, — r=...

nazywa się niekiedy przyrostkiem stałym zmiennej niezale- 
żnćj, a różnica odpowiednia

Ay=f(r+Ax)—f()
funkcji, przyrostkiem odpowiednim funkcji.

18. Przyrostki, czyli różnice pierwsze funkcji, w ogólno
ści nie są sobie równe, chociaż przyrostki zmiennej nieza
leżnej są równemi; chyba w razie jeżeli funkcja jest Unij
ną [10]

y == ax — b;
bo wtedy

Ay = a^x
a że Ax jest stałem, więc i Ay jest stałem. W ogóle, dla 
wszystkich innych funkcji różnica ta jest zmienną t. j. za
leżną od wartości x; odwrotnie bowiem, przypuściwszy 
przyrostki y stałe dla przyrostków stałych zmiennej nieza
leżnej, mamy 
dla

x =T), a+Ax, x,+2Ax, ... x+nAx ...
wartości

J=Y, 3+Ay, 3e+2Ay, ••• 3+nAy...
przyrostki Ax i Ay stałe, są w stosunku stałym a

Ay — a , t^y^ @Ae

a więc jakakolwiek wartość funkcji staje się

y = J. + n ^y = y. + a^x = y. + a (x — x) 
czyli

J=a( — ax0)
a że y0 — ax0 jest stałem, więc y jest funkcją linijną zmien
nej niezależnej x. Widzimy zatem że :

Aby przyrostek funkcji był stałym dla przyrostku stałego
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zmiennej niezależnej, warunkiem koniecznym i dostatecznym 
jest, żeby funkcja była Unijna.
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Mamy również [15] wzór następujący na różnicę mgo 
rzędu, czyli na przyrostek funkcji odpowiedający przyrost
kowi mAx zmiennej niezależnej:

. m m(m — I
A"V =9—4 ym^ 1- 41.2— * ym-s — ...±y 

czyli
m(1) Amf (x) = f(x + m^x)---- 4 f [x + (m — 1) Ax]

+"$15" -"- 2) A » — ... =/ ©

Wartość szczególną mtą funkcji, odpowiedającą przyrost
kom mAx zmiennej niezależnej wyrazić możemy przez [16] 

m m(m—1), . , A 
ym = y + TA- 4.2 M+. + ^y

czyli przez

(2) f(x + mAo) = f(x) +1 Af (x) + 

+ "(13" A7 w +.+A-/ w

20. Różnice funkcyj całkowitych. Niech będzie 
funkcja całkowita [10]

(1) y = axm + bam-1 + cxm~2 + . .. *

biorąc różnicę pierwszą [13]

Ay = a [ (x + Ax)m — xm] + b I(x — Ax)"-1 — x"—1] 
+ c [(x + Ax)-2 — a"—3] + ...

rozwijając potęgi dwumianów, i układając podług potęg 
zmniejszających się x, otrzymamy wyrażenie następują
cego kształtu :

(2) Ay = ma/\x xm1 — b‘x"2 — c‘xm-3 — . ..
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spółczynnik pierwszego wyrazu tego wielomianu stopnia 
m — Igo co do x, tworzy się mnożąc spółczynnik pierw
szego wyrazu wielomianu danego (1), przez wykładnik 
zmiennój x, i przez ^x.

W podobny sposób otrzymamy

A‘y = m (m — 1) aAx2 a"-2 + b"xm~~z + c"xm~ ‘+... 
^y—m (m—1) (m—2) a Ax3x"-3+b"x"—++c"x"—5 + ...

^,my =m(m — 1) (m — 2)... 3.2.1 a /\xm
Ax2, Ax3 .. . Ax™ oznaczają potęgi 2gą, 3cią, ... mtą 
przyrostku Ax; t.j.Ax2==(Ax)2,Ax==(Ax), ... Ax"=(Ax)m; 
odróżnić je należy od ^y, AŻy ... Amy, które oznaczają 
różnicet.j. ^-y =A (Ay), A‘y=A(A‘y),... A"y=A(A"—‘y).

Mamy wiec różnicę mtą

(4) Amy = 1.2.3 ... ma Ax"

czyli, że różnice ratego rzędu funkcji całkorcitój mgo stopnia są 
stałemi, jeżeli różnice Ax zmiennej niezależnej przyjmiemy sta- 
łemi.

Różnice rzędów wyższych są oczywiście zerami.
21. Przykład i. Znaleźć kwadraty z liczb całkozuitych po so

bie następujących. Weźmiemy
y = xł

Wiemy że druga różnica jest stalą ^y =1.2 Ax, a że Ax =1
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" W ostatniej kolumnie, pod A2y wypisuję tyle razy 2 ile się spodoba, 
a następnie przez dodawanie tworzę kolumnę Ay : 2 — 1 = 3, 
23=5, 2—5=7...; z której znów przez dodawanie tworzę 
kolumnę y: 1 +0 = 1, 3+1 = 4, 5+4 =9, 7+9= 16..., 
tak, przez dodawanie otrzymam tyle kwadratów po sobie następują- 
cych, ile mi się spodoba.

22. Przykład ii. Znaleźć summę kruadratów początkowych n 
liczb po sobie następujących, wyrażoną przez funkcję n.

Weźmiemy szereg wartości nieznanej funkcji y

J=0, J,==0%+-42 J,==0%+-4?+2% 73== 0*+13+2%+33 4.
J1= 02+12+2+32+. .1",

Różnice pierwsze będę stanowić szereg kwadratów

A = 12 A3, == 22 AJ, = 32..., Ayn—1 = n2
a zatem różnice drugie różnic pierwszych, czyli różnice trzecio funk
cji danej, będę stałemi i równemi 2, jakeśmy widzieli w poprzedza- 
jęcym przykładzie; różnice 4te i wyższe będę zerami; wzór zatem

Ym =VTA+ 4.2— A2 y + ... + A™J

[19], staje się

n. . n{n— t) ., , n {n— 1) (n — 2) ... 
Vn =Joi NVo + j 2 A‘o + 1.2.3 A‘Jo

bo różnice f^y0 , A“y... są wszystkie zerami; lecz mamy

podstawiajęc we wzór powyższy za yt, ^y0, ^y0> A‘y warto-

y Ay ^-y ^y

y0 = ^yx — 02 — 12
32 = 02 — 12 — 22
V, = 0*+12—22+32

AJ = 1AY, = 4
AJ, =9

^y. = 3
A‘Vi = 3 ^y0 = 2
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ści, otrzymamy

funkcję szukaną, która będzie 3go stopnia co do n, co było do prze
widzenia, wiedząc że 3cia różnica jest stałą. Tak summa kwadratów 

400404 v 90410 0 liczb początkowych jest — " — = 338350.

23. Różnice niektórych funckyj przestępnych. Niecłi 
będzie funkcja wykładnicza :

Niech będzie jeszcze funkcja trygonometryczna :

różnica pierwsza 
różnica druga

y = ax
A y = ax (abx — 1) 
^y = ax (a* — 1)2

w ogólności !\ny—ax (aAx — )"

(1 ) y = wst (ax — b)

Ay = wst (a x — a A x — b) — wst (a x — b) 
czyli

/ a A AC\
(2 ) A wst {a x — b) = 2wst 1 a t\xdos I a x — b  ----- o— ) 

lub jeszcze
. * , ,a Ax / , , , aAx-a\ 
(5) A ivst (a x — 6) — 2 wst—9—wst I ax — b —  9 )

Znajdziemy dalej

, / , - aAx. / i aAx—z\ i A wst (a x — b) — L2wst—Q— i\wst ax—b -| 9—) 
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a podstawiając na zasadzie (3)

. / , aAx—m\ . aAx / . -aAx-i\ A wst I a x —— b -— 0 ) —2ws t’ o wst ax — b I 2 o )

otrzymamy
aAz / , aAx—A2 wst (ax + b) ==2 wst2 —9 wsta x + b + 2  2—

Otrzymalibyśmy podobnie

A3 wst (az+b)=2 wst^a SE wsi a x — b — 3

i w ogólności
, a A x (4) A" wst{a x — b) = 2n iostn —o ivst a x — b — n

aAx—m\
i 2 )

aAx—T\ 2—)

Dla dostawy, otrzymać możemy z łatwością wzór następu- 
jący

(5) A" dos {a x — b) = 2" wst
/ aAx—T\dos a x — b — n ——a A x

2 -

wprost, lub też podstawiając w (4) za b, wartość b — 2

24. Uwaga. Różnice funkcyj uważane powyżej, służyć 
nam mogą do badania samej zmienności funkcyj. Nadając 
zmiennej niezależnej przyrostki stałe np. dodatne, różnice 
pierwsze funkcji, odpowiadające tym przyrostkom mogą 
być dodatne, lub odjemne; w pierwszym razie funkcja się 
zwiększa, jeżeli zwiększamy zmiennę niezależną, w drugim 
razie, zwiększając zmiennę niezależną, funkcja się zmniejsza. 
Dalej, czem różnice te funkcji są większemi, tem funkcja 
więcej się zwiększa w pierwszym razie, zmnićjsza w drugim, 
dla tego samego zwiększenia zmiennej niezależnćj. Jeżeli 
dwie różnice po sobie następujące są znaków przeciwnych, 
w ogólności dla pewnej wartości zmiennćj niezależnćj, za war
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tej pomiędzy dwoma wartościami szczególnemi odpowia- 
dającemi powyższym przyrostkom, funkcja przestajc się 
zwiększać a zaczyna zmniejszać, lub odwrotnie t. j. staje się 
nywiekizośca lub najmniejszością.

Weźmy naprzykład funkcję

22 — 73 — 6
! =*=-10-

nadając zmiennej niezależnej x przyrostki stałe równe 
np. 0,01, począwszy od T=1 , otrzymamy

X y Aj X y ^y

1,00 +0, 00000 +0,00333 6,00 + 0,00000 — 0,01256
1,01 —0, 00333 —0,00334 6,01 —0,01256 — 0,01267
1,02 —0, 01109 +0,00333 6,02 — 0,02523 —0,01278
1,03 4-0 ,01662 6,03 — 0,03801

3,99 +0,999983 +0,000027 13,99 23,000017 — 0,000017
4,00 —1,000000 —0,000017 16,00 25,00000 +0,000017
4,01 —0,999983 .................... 16,01 25,00002

Od wartości C= 1 różnice sądodatne, funkcja się zwiększa. 
Pomiędzy « =3,99 a x =4,01 różnica zmienia znak z do- 
datnego na odjemny, funkcja przestaje się zwiększać, a za
czyna zmniejszać.

Od wartości x = 6 różnice są odjemne, funkcja się zmniej
sza.

Pomiędzy x = 13,99 a x = 16,01 różnica zmienia znak 
z odjemnego na dodatny: funkcja przestajc się zmniejszać a 
zaczyna zwiększać i t. d.

Z przybliżeniem więc 0,01 możemy wnieść tu, że funkcja 
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ma swoją największość dla x = 4, a naj mniejszość dla x == 16 : 
przybliżenie to możemy posunąć tak daleko jak się podo
ba, biorąc np. od 3,99 do 4,01 różnice 0,001 i t. d.

Różnice drugie pokazałyby nam zmienność różnic pierw
szych : różnice drugie równe zeru wskazuję, że funkcja jest 
linijną [18]; jeżeli różnice te są bardzo małemi, funkcja 
bardzo mało różni się od funkcji linijnej, to jest takiej, dla 
której przyrostki funkcji sa proporcjonalnemi do przyrostków 
zmiennej niezależnej. Widzimy np. w powyższym przykła
dzie, że dla bardzo małych przyrostków w, jak 0,01 różnice 
drugie są bardzo małemi: mneijszemi od 0,0001, gdy zaczy
namy od wartości T==1, mniejszemi od 0,001 gdy zaczyna
my od wartości x = 6 ; ztęd wnosimy, że funkcja zmienia 
się więcej dla tych ostatnich wartości, niż dla pierwszych. 
W blizkości tych wartości, jak x = 4 lub x = 16, dla któ • 
rych różnica pierwsza zmienia znak, to jest funkcja prze
chodzi przez największość lub najmniejszość, różnica druga 
jest jeszcze mniejszą, mniejszą od 0,000001.

C iągłoś ć.

25. Ilość zmienna może zmieniać się w sposób ciągły, lub 
nieciągły : jeżeli zmienna, przechodząc z jednej wartości w dru
gą, przechodzi przez wszystkie wartości pośrednie, mówimy, że 
zmienia się w sposób ciągły.

Funkcją ciągłą zmiennej danej nazywamy funkcję, która 
zmienia się w sposób ciągły, gdy zmienna ta zmienia się 
w sposób ciągły. Zmienna dana może być niezależną, bez
względnie, lub być niezależną tylko względem funkcji danej, 
sama będąc funkcją innej zmiennćj [12]; w tym ostatnim 
razie, zachodzić musi możność zmieniania zmiennej danej 
w sposób ciągły.

Mówiąc, że zmienna przechodząc z jednej wartości w dru
gą, przechodzi przez wszystkie, wartości pośrednie, rozu-

3
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mierny wartości te tak dodatne jak odjemne. I tak jeżeli 
zmienna przechodzi z wartości odjemnćj — a, do wartości 
dodatniej — b, winna przejść przez wszystkie wartości odjem
ne zmniejszające się bez względu na znak, zacząwszy od a 
aż do 0, przejść przez wartość 0, i następnie zacząwszy od 0, 
przez wszystkie wartości dodatne, zwiększające się aż do b. 
Przechodząc więc z wartości odjemnćj do dodatnćj, lub 
odwrotnie, zmienna ciągła winna przejść koniecznie przez 
wartość 0.

Funkcja może być ciągłą dla wszelkich wartości zmiennej 
niezależnej x, zawartych pomiędzy pewnemi dwoma warto
ściami x, i X, a przestać być ciągłą, gdy zmienna przybiera te 
wartości. Mówimy wtedy, że funkcja jest ciągłą tylko po
między pewnemi granicami zmiennej niezależnej. Tak np. 
wstawa jest funkcją ciągłą łuku, dla wszelkich wartości nada
nych na łuk : lecz styczna jest funkcją ciągłą łuku tylko mię

dzy wartościami— 5 i — 5 tegoż łuku; przestąje bo- 

wiem być ciągłą dla tych wartości, dla których jest nie
skończoną i w blizkości których przeskakuje z bardzo wiel
kich wartości dodatnych, do bardzo wielkich odjemnych, i 
odwrotnie.

26 . Warunkiem koniecznym i dostatecznym ciągłości funkcji, 
jest możność nadawania zmiennej niezależnej przyrostku tak ma
łego, żeby przyrostek funkcji mógł się stać i pozostać mniejszym 
od pewnej ilości naznaczonej, tak małej jak się podoba. Warun
kiem koniecznym, bo funkcje nie mogąc otrzymać dość ma
łego przyrostku, przeskakiwałyby z jednej wartości w drugą 
nie przechodząc przez wartości pośrednie; dostatecznym, 
bo jeżeli przyrostek funkcji stał się tak małym jak się po
doba, nie ma wartości pośredniej, przez którąby funkcja 
przejść nie musiała, przechodząc z jednej wartości w dru
gą. Żeby udowodnić ciągłości funkcji, nadajemy zmiennej 
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pewien przyrostek; obliczamy odpowiedni przyrostek fun
kcji, i dowodzimy, że przyrostek zmiennej można wziąść 
dość małym, żeby przyrostek odpowiedni funkcji mógł się 
stać mniejszym od pewnej naznaczonej ilości, tak małej 
jak się podoba.

Niech będzie funkcja

»=F() 

funkcja y będzie ciągłą dla wszelkich wartości zmiennćj nic 
zależnej x, zawartych pomiędzy To i X, jeżeli będziemy mo
gli nadać wszelkiej wartości x zawartej między temi grani
cami, przyrostek Ax dość mały, aby przyrostek odpowiedni 
funkcji

Aj=F(xr+Ax)—F(x) 

mógł się stać mnićjszym od dowolnie małej naznaczonej 
ilości e.

27. Ciągłość funkcyj algebraicznych. Niech bę
dzie funkcja

u = av -[-bw — cz

gdzie v, w, z, są same zmiennemi niezależnemi, lub funk
cjami ciągłemi zmiennej niezależnej x; przyrostki więc Av, 
Aw, Az, możemy uważać tak małemi, jak się podoba. 
Lecz mamy [14]

Au = a Av — b Aw — cAz

możemy widocznie wziąść Av, Aw, Az dość małemi

& S EAv <., A <., Az <

żeby Au <s, gdzie e oznacza pewną oznaczoną ilość, zresztą 
tak małą, jak się podoba. Summa więc algebraiczna jest funk
cją ciągłą swych części.
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28. Niech będzie, w podobnem znaczeniu jak powyżej, 
iloczyn

u = vw
mamy

Au — (v — Av) (w — Aw) — vw 
czyli

Au — v ^W — W Av — Av Aw

Możemy wziąść Av, Aw dość małemi, żeby każdy z trzech 
wyrazów, których summa równa się Au, był mniejszym od' 
4e, a zatem żeby Au Ys. Podobnież, gdybyśmy zamiast 
O
dwóch, wzięli ilekolwiek czynników. Iloczyn wiec jest funk
cją ciągłą czynników.

29. Niech będzie iloraz

gdzie v i w mogą zależyć od pewnej zmiennej niezależnej w, 
i zmieniać się tylko w sposób ciągły, gdy x zmienia się 
w sposób ciągły. Dla wartości x, dla której w = 0, iloraz pe
wnej ilości v, przez 0, nie ma żadnego znaczenia : bo nic mo
żna dzielić przez 0. Zresztą jeżeli weźmiemy bardzo małe, a 
zatem bardzo mało się od siebie różniące wartości w, jedną 
odjemną, drugą dodatną, funkcja u, dla pierwszćj z nich 
jest bardzo wielką ilością odjemną, dla drugiej, bardzo 
wielką dodatną; (w przypuszczaniu że v nic jest zerem, a 
ilością dodatną; gdyby v było odjemnćm rzeczy miałyby się 
odwrotnie; gdyby v = 0, gdy w = 0, funkcja miałaby kształt 
niewyznaczony) funkcja więc przeskakuje wblizkości w=0 
z bardzo wielkich odjemnych wartości, w bardzo wielkie do-

v
datne, nic przechodząc przez 0; funkcja więc U— nic 

jest ciągłą, gdy w przechodzi z jednej wartości w drugą, je
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żeli te wartości zawierają pomiędzy sobą wartość w == 0, to 
jest jeżeli jedna z tych wartości ostatecznych jest dodatną, 
druga odjemną.

Przypuśćmy wiec że gdy zmienna niezależna przecho
dzi z jednćj wartości w drugą, funkcja ciągła w, tej zmien
nej niezależnej (jeżeli w samo nic jest tą zmienną niezależną), 
nie przechodzi przez wartość 0. Mamy wtedy

. v — A v v w Av — v A w /u- - - - - !- - - - - - - - - - - - -  - - - - - - - - - - - - -
w — A w w w (w — Aw) 

licznik tego ostatniego ułamku może stać się tak małymjak się 
podoba [27], gdy weźmiemy Av , Aw dośćmałemi; mia
nownik jest zawsze większym od w2, które nie może być ze
rem z założenia; ułamek sam, czyli Au, może być tak ma
łym jak się podoba, a więc można uczynić Au <s. Iloraz 
jest funkcja ciągłą, dla wszelkich wartości zmiennej niezależnef. 
nie zawierających pomiędzy sobą wartości, dla których dzielnik 
staje się zerem.

30. Niech będzie potęga

y == ax'n

gdzie a i m są stałemi, x zmienną niezależną, lub funkcją 
ciągłą zmiennej niezależnej.

Przypuśćmy naprzód że m jest liczbą całkowitą n ; mamy

Ay = a (x + A x)n — ax"
czyli

Ay =a(n « " Ar -+ " ( 2 1 am Ax + ... + Ax")

każdy z wyrazów wielomianu w [nawiasie może stać się 
mniejszym od dowolnie małej ilości 8, biorąc Ax dość ma-
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łem; jakoż, ażeby wyraz ogólny był mniejszym od 8 t. j.

n(n—1) (n—2) (h—P*1) am—p AgP < a
dość jest wziąść

AGA JP---
n (n—1)n—2)... (n—P—1) a" P

a wtedy, wziąwszy Ax mniejsze (lub równe) od najmniej
szego z powyższych wyrażeń, można otrzymać

A y < anS.

Wziąwszy anS=e czyli = ", (3 jest dotąd dowolnćm) 

można uczynić Ay mniejszćm od dowolnie małej lecz ozna- 
czonćj ilości s; funkcja więc y — axn, gdzie n całkowite 
i dodatne, jest funkcją ciągłą zmiennej niezależnej x, dla 
wszelkiej wartości tej zmiennej niezależnej.

Funkcja całkowita

y == axu — bx "1 — cx "2 — ... r

której każdy wyraz jest funkcją ciągłą x, jest również funk- 
cją ciągłą dla wszelkićj wartości zmiennej niezależnej. 

Przypuśćmy powtóre wykładnik ułamkowym,

(y. i v całkowite i dodatne) funkcja

y ==x"

może być napisaną, zakładając x" = 6
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5 jest funkcją ciągłą x na zasadzie poprzedzającego dowo
dzenia; jeżeli więc dowiedziemy że y jest funkcią ciągłą Ę, 
uważanego za zmienną niezależną, dowiedziemy przez to sa
mo, że y jest funkcją cięgła x.
Mamy

Ay=V*+AĘ — VĘ 
czyli

VĘ +Ay = VĘ+AĘ

powiadam, że można wziąść A? dość małćm, aby Ay było 
mniejszem od dowolnie małej, lecz oznaczonej ilości s.

W przeciwnym bowiem razie, gdyby dla jakkolwiek ma- 
łego AE , Ay miało być koniecznie większem lub równćm 
s, mielibyśmy

V*+AĘ 2 V% 4-8 
czyli

4+A¥> (Vr+e)°

co jest niemożebnem, bo pierwsza strona zbliżając się do 5 
nieograniczenie, biorąc A? dość małem, staje się mniejszą od 
drugiej, stale większej od Ę, a nic większą ani równą] y jest 
więc funkcją ciągłą 5, a zatćm i x, c. b, d. d.

Przypuśćmy nakonicc wykładnik całkowitym, lub ułamko
wym, lecz odjemnym

m — — q

gdzie q dodatne; funkcja

y =a

może być napisaną, zakładając x1=% :

4
J=Ę
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a że funkcja 5 jest ciągłą, funkcja y bodzie również ciągłą 
[29], dla wszelkich wartości zmiennej niezależnej x, zawar
tych między granicami, między któremi nie znajduje się 
wartość x, dla której 5 staje się zerem t. j. wartość x =0.

W ogólności zciec funkcja
y == x"

lub funkcja

y = jixn + b a"—1 — c:^^ + ... — r)m

gdzie wielomian w nawiasie jest funkcją całkowitą, a m jakąkol
wiek stałą dodatną^ całkowitą lub ułamkową, jest funkcją cią
głą zmiennej niezależnej, dla wszelkich wartości rzeczywistych, 
jakie zmienna ta przybrać może ; w razie gdy m odjemne cał
kowite lub ułamkowe, funkcja y jest również funkcją ciągłą 
dla wartości zmiennej niezależnej, zawartych miedzy granicami 
nie zaicierającemi icartości x, dla których funkcja która ma 
być podniesioną do potęgi m staje się zerem [29].

Funkcja ułamkowa

axn + bxn~1 + ... + r
3 a'xe — 6‘xP—1 —... + r'

gdzie n i p są całkowite i dodatne, jest funkcję ciągłą dla 
wszelkich wartości zmiennej niezależnej x, zawartych mię
dzy granicami, nie zawierającemi wartości x, dla których 
wielomian w mianowniku staje się zerem.

Niech będzie np. funkcja

a3 — ax2 — a~ x — a3 
" = x2 — 110 a2x + 1000 a^

Równanie x2 — 110a2x + 1000a2==0 daje na x dwie war
tości 10a2 i 100a2 ; funkcja y jest ciągłą, gdy x się zmienia 
między granicami x =1Oa2 i x =100a2 wyłącznie; lub mie
dzy granicami x = — co, i x == 10a2, lub wreszcie między 4
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granicami x == 10Oa2 i x = + co, lecz przestaje być ciągłą 
gdy x zmienia się między granicami, zawierającemi warto
ści szczególne x =10a2, lub x= 100a2.

31. Ciągłość niektórych funkcyj przestępnych. 
Niech będzie funcja wykładnicza.

(1) J=9*

Wziąwszy logarytm obu stron

(2) 1. y =x l. a

a nadawszy zmiennej x przyrostek Ax

(3) 1 (y — Ay)=(x — Ax)1. a

odejmując (2) od (3)

1(+Ay)-1.y=%A" =Axla

y — Ay
Biorac Ar dość małem, możemy uczynić 1 —y—7 dowol- 

y—Ay nie małym, czyli ~—- dowolnie mało rożnem od jedno- • • y •
ści :

+4/=1—a
y

a więc
Ay=y3;

biorac 0 ,otrzymamy — mnićjszem od dowolnie małej, 

lecz oznaczonej ilości e. Funkcja wykładnicza (i) jest więc 
funkcję ciągłą, dla wszelkich wartości rzeczywistych zmien
nej niezależnej x.

Wiemy z algebry, że funkcja logarytmowa jest funkcję 
cięgłę dla wszelkich wartości dodatnych zmiennćj niezale- 
znój.
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Wiemy również z trygonometrji, że wstawa jest zaw
sze funkcją ciągłą luku; że styczna jest funkcją ciągłą 

tylko w granicach, nie zawierających łuku 2n T — o lub
T .2Ni — — i t. d.2

Znając warunki ciągłości funkcyj prostych, łatwo jest 
w każdym przypadku znaleźć ciągłość funkcji złożonćj.

Naprzykład funkcja

a" — log x —a st (x2—1)
% ax wst (x — a}

jest ciągłą dla wszelkich wartości x, zawartych pomiędzy 
granicami, nie zawierającemi wartości

x = a, lub x = 2n - + a, lub jeszcze x2 — 1 = 2n x ± 8

czyli T=TV 2n T o—1

gdzie n całkowite dodatne lub odjemne, dla których warto
ści mianownik staje się zerem, lub licznik przestaje być 
ciągłym.

32. Ciągłość funkcyj wielu zmiennych niezale
żnych. — Jeżeli funkcja

u = f(x, y,z, ...)

zmiennych niezależnych x, y^ z ... jest ciągłą względem 
każdej z nich po szczególe, uważając pozostałe jako stałe, 
powiadamy, że funkcja ta jest funkcją ciągłą wszystkich 
zmiennych niezależnych. Ciągłość ta może mieć mićjsce, 
dla wszelkich wartości zmiennych niezależnych, lub tylko 
dla wartości, zawartych pomiędzy pewnemi granicami, jak 
x, i X, dla zmiennćj x, y^ i Y dla zmiennćj y^ i t. d.
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O Jednorodności.
33. Funkcję

y = f{xv T, ... X„) 
nazywamy funkcją jednorodną zmiennych X,, ,... Zn, jeżeli 
podstawiwszy za każdą zmiennę iloczyn z tójże zmiennćj, 
przez ilość nieoznaczoną t, wypadek będzie ten sam, jak 
gdybyśmy pomnożyli funkcje y przez pewną potęgę m 
ilości nieoznaczonej t. Warunek aby funkcja y była je
dnorodną jest więc następujący :

f{tx^ tx^... 1xn) = tmf{x^ x^

Wykładnik m, całkowity lub ułamkowy, dodatny, zero, lub 
odjemny, nazywa się stopniem jednorodności funkcji.

Tak naprzykład przekonaliśmy się z łatwością że, funkcje

są jednorodnemi : pierwsza stopnia 2go, druga stopnia 9 
trzecia stopnia 0, czwarta sotpnia — 2.

Z łatwością udowodnić możemy następujących własności 
funkcyj jednorodnych :

1° Summa algebraiczna kilku funkcyj jednorodnych je
dnakowego stopnia, jest funkcją jednorodną tegoż stopnia ;

2° Iloczyn kilku funkcyj jednorodnych jakichkolwiek sto
pni, jest funkcją jednorodną stopnia, równego summie sto
pni jednorodności czynników ;

3° Iloraz dwóchj funkcy jednorodnych jest funkcją jedno
rodną stopnia równego różnicy stopnia jednorodności 
dzielnej i dzielnika ;

4° Potęga funkcji jednorodnćj, jest funkcją jednorodną 
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stopnia równego iloczynowi wykładnika, przez stopień je
dnorodności funkcji danej ;

5° Funkcja przestępna funkcji jednorodnej stopnia 0, jest 
funkcją jednorodną stopnia 0. Jakoż funkcje

są jednorodnemi stopnia 0; bo podstawiwszy za X, , tx, 
za x, , tx, , ilość t znika w funkcji; możemy więc uważać 
samą funkcję jako pomnożoną przez 1, czyli przez t z wy- 
kładnikiem 0. Lecz gdyby funkcja, której funkcja przestę
pna jest funkcją, nie była stopnia 0, nie moglibyśmy po 
podstawieniu założyć wypadku równego funkcji danej przez 
pewną potęgę t; funkcja przestałaby być jednorodną. Tak 
funkcja

wst (x, — Vx, x,) 

nie jest jednorodną, jakkolwiek funkcja x, — Vx, x, jest je
dnorodną ;

6° Wszelka funkcja jednorodna ilukolwiek zmiennych, 
może być przekształconą na inną funkcję stosunków wszyst
kich zmiennych do jednej z nich, pomnożoną przez potęgę 
jednorodności tejże zmiennej; lecz wtedy nowa funkcja nic 
będzie już jednorodną. W samćj rzeczy z założenia

t jest nicoznaczonem, możemy więc założyć t= : pod-
En 

stawiając, otrzymamy :

f(x,x,... c„)=="r(", %*, ... 1) c^.d.d.

Odwrotnie, jeżeli zachodzi warunek

f(xi, X2, ... In) — am9 —, 
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powiadam, że funkcja fjest jednorodną; bo wtedy z założe
nia

r(ix,, Uv . . . („)=== tt a" Q ("1, )
Y ntn /

rugując funkcje P z tych dwóch równań

f (tx,, txv ... txn} = tf(x, «,... xn) c. b. d. d.

Każdą funkcję można więc uczynić jednorodną, wprowa
dzając nową zmienną, i wyrażając wszystkie zmienne jako 
stosunki do tej nowej zmiennej.

Naprzykład, funkcja wyrażona przez równanie

y x3 — x2 — y2 x — 1=0

y x nie jest jednorodną; lecz podstawiając 7 za 3 , — za x, - 

otrzymamy :

46-5+445-1=0
czyli

yxz — x2 z2 — y2 xz — z4 = 0

równanie jednorodne między trzema zmiennemi x, y, z, 
z których z jest uważaną za zupełnie dowolną.

Wyznaczenie funkcyj, czyniących zadość, pe
wnym icarunkom.

34. Mając daną funkcję, wiemy już jak znaleźć pewne 
jej własności, jak ciągłość, jednorodność, różnice różnych 
rzędów, wartości szczególne odpowiadające wartościom 
szczególnym zmiennej niezależnej i t. p. Możemy sobie po
stawić zadanie odwrotne : mając dane pewne własności funk
cji^ wyznaczyć samą funkcje. Byle własności dane nie były ze 
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sobą w sprzeczności, zadanie to powinno być zawsze po- 
dobnem do rozwiązania; własności dane mogą wyznaczać 
w zupełności funkcję, lub pozostawiać jeszcze dowolnemi 
niektóre warunki, którym funkcja oprócz warunków da
nych zadość czynić może; w tym ostatnim razie, wyrażenie 
znalezionej funkcyj zawiera zwykle tak zwane ilości dowolne, 
które mogą być albo stałemi dowolnemi albo funkcjami do
wolnemi zmiennej niezależnej. Funkcja szukana może być 
wreszcie złożoną z funkcyj prostych znanych poprzednio, 
lub też wyrażenie jćj przez te funkcje może być niepodo- 
bnćm; w tym ostatnim razie szukać należy innych własno
ści nieznanej funkcji, oprócz własności jakim funkcja czyni 
zadość z założenia. Określiwszy dobrze tę funkcją, znalazł
szy główniejsze jej własności, wprowadzamy ją w szereg 
funkcyj znanych i używamy jej na równi z innemi, już po
przednio znanemi.

Tak początkowo algebra daje nam funkcje summy, ró
żnicy, iloczynu i ilorazu; wykładniki wprowadzone naprzód 
jako uproszczenie iloczynów, uogólnionymi zostają nastę
pnie i tworzą nową funkcję, funkcję wykładniczą. Tak nastę
pnie funkcja odwrotna, funkcji wykładniczej nic dająca się 
wyrazić przez powyższe, może mieć jednak wszystkie swe 
własności ściśle określone i jako funkcja logarytmowa 
wchodzi w skład funkcyj znanych. W podobny sposób 
wprowadzonemi zostają funkcje trygonometryczne i im od
wrotne, kołowe. Te są wszystkie funkcje znane nam z nauk 
początkowych : jeszcze te ostatnie, któreśmy policzyli do 
przestępnych, jako nie przedstawiające się w rozwiązaniu 
równań algebraicznych, nie są dostatecznie uogólnioncmi 
w algebrze i trygonomctrji : żadna z powyższych funk
cyj nie była określoną dla wartości urojonych, a funkcja 
logarytmowa nawet dla wartości odjemnych zmiennej nie
zależnej, choć tak ilości odjemne, jak ilości zwane urojo- 
nemi, zostały wprowadzonemi właśnie dla uogólnienia wy-
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padków. Zobaczymy poniżej, jak nietylko uogólnienia 
powyższe, ale wprowadzenie coraz nowych funkcyj przestęp- 
nych, będzie koniecznem następstwem czy to badania związ
ków między funkcjami już znanemi, czy też poszukiwania 
funkcyj czyniących zadosyć pewym warunkom. Tymczasem 
ograniczymy się naparu przykładach, w których pokażemy, 
jak szukając pewnych funkcyj, znaleźć możemy funkcje zna
ne nam już poprzednio, i ich niektóre własności.

35. Znaleźć funkcje F taką żeby

a F(x).FW)=F(+»

t. j. ż by podstawiwszy za jakąkolwiek wartość x zmiennej nie
zależnej, inną jakakolwiek wartość y i pomnożywszy odpowied
nie wartości funkcji F przez siebie, wypadek był ten sam, co 
wypadek otrzymany wprost przez podstawienie w funkcje F 
za zmienne niezależną, summy dwóch powyższych wartości.

Załóżmy
y=zz-^u 

będziemy mieli
F (x). F {z + u) = F (x + z + u}

a że z założenia (1) funkcja F jest taką, że

F^z^U} = F^.h\a)

będzie, podstawjąc :

F (x). F (=). F (u) = F (x + :+ u)

W podobny sposób postępując, otrzymalibyśmy

F(x). F{zf F(v). F[w)... = F(x + z + v + w + ...);

ponieważ z, v, w ... są nieokreślonćmi, możemy zało
żyć

SC—% — 0— w —
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otrzymamy, przypuszczając liczbo tych zmiennych m :

(2) [F (x)]" = F {mz)

gdzie m jest jakiekolwiek, lecz całkowite idodatne.
Dla x = 1 mamy

[F (1)M=F (m)

F (i) jest stałą; nazwijmy ją a

(3) a’ = F (m)

Wzór ten ma miejsce dla wszelkiej wartości m całkowi
tej dodatnej.

PNadajmy na a w (2) wartość ułamkowy -

F (L"F (mp) 
. 2) \q /

m jest jakiekolwiek całkowite dodatne; załóżmy m=q :

ztąd

" G)‘=F 0 

F(,)=|(p)

W równaniu (3) podstawiwszy za m, całkowitą dodatni p :

a zatem

czyli

(4)

F^=av

P , (pi a7 — F -
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Nazwawszy więc n jakąkolwiek ilość całkowitą lub ułam
kową byle dodatną, mamy na zasadzie (3) i (4)

F (n) = an

Załóżmy teraz w (1) T=+r, y — — r\ mamy

F(r). F (—r) = F(r—r) = F (0)
Lecz z (5)

@°=F(0)=1
więc

F{v\F{— r)=1

Lecz, ponieważ r dodatne, na zasadzie (5)

F^ = a" 
czyli
(6) F (— r} = a-r

Widzimy [więc z (5) i (6), że jakąkolwiek ilością rzeczy
wistą będzie zmienna x , zawsze będziemy mieli

(7) F (x) = ax

Funkcja szukana, czyniąca zadosyć warunkowi (1), jest 
funkcją wykładniczą i nic może być inną. Jakoż, warunek 
(1) jest znaną własnością funkcyj wykładniczych

ax. a’ = ar+r

Ilość a jest stałą dowolną : t. j. gdy za a podstawimy ja
kąkolwiek ilość niezależną od x, zawsze funkcja (7) czynić 
będzie zadosyć warunkowi (i).

36. Znaleźć funkcję taka, żeby różnica pomiędzy funkcją 
4
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summy, a swnma funkcyj, była stała dana a; t. j. żeby

(1) F(+y=F()+F()+a

Znajdziemy w podobny sposób jak powyżej, zakładając 
a==

(2) F {mx} = m F (x) — (m — 1) a 

g dzic m oznacza całkowitą dodatną 
Założywszy T=1

F{m} = m F\l} + {m—1) a

F (1) jest stałą; nazwijmy ją b :

(3) F(m) == m b — {m — 1) a 

a to dla jakiejkolwiek wartości m całkowitej, dodatnej.

Załóżmy x = q w (2)

P (ml=mr(P— (m — 1) a
\ I/ W/ 

a gdy m = q
F{p} — qF ([)+( )a 

ztąd

F(P) _F()_(-14
czyli

bp—(n-4)a ,a ,p . łp \

zważywszy że p całkowite dodatne, że zatem za F(p) podsta
wić można wartość otrzymaną za pomocą (3).

Nazwawszy n jakąkolwiek ilość dodatną całkowitą lub 
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ułamkową, mamy z (3) i (4)

(5) F (n) ==bn—(n — I ) a =(a—b)n — a

Z łatwością, postępując jak powyżej, rozciągnąć można 
wzór ten do wartości odjemnych zmiennćj; więc dla ja
kiejkolwiek wartości rzeczywistej x, funkcja czyniąca za- 
dosyć warunkowi (1) jest

(6) F (x) = {a — b) x — a 

co zresztą można sprawdzić z łatwością.
W funkcję tę, oprócz stałej a, wchodzi stała dowolna b.

37. Interpolacja. Interpolacją nazywamy działanie, 
mające na celu znalezienie funkcji, któraby dla pewnych 
danych wartości zmiennćj niezależnćj, przybierała pewne 
dane wartości. Zadanie to jest w ogólności niewyznaczo- 
nem, to jest może mieć nieokreśloną liczbę rozwiązań; 
staje się wyznaczonćm, jeżeli ogólny kształt funkcji szukanej 
jest danym, i jeżeli w tym ogólnym kształcie znajduje się 
co najmnićj tyle stałych dowolnych, ile jest wartości danych 
funkcji.

Ograniczymy się tu na funkcjach algebraicznych całko
witych. Funkcja całkowita mgo stopnia

y = am a" + am_, a"+...+a, x+a,

zawiera m — 1 stałych, a, , a^.. om\ możemy zawsze wy
znaczyć stałe te w taki sposób, żeby dla m — 1 wartości 
zmiennej niezależnej:

funkcja przybierała m — 1 wartości danych :

Yo, U\i 31 ■ • • 3/m
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Podamy na to dwa sposoby : Newtona i Lagrange a.
Wzór Newtona. Przypuśćmy, że wartości dane zmien

nej niezależnej, mają różnicę stałą Ax; to jest że war
tości te są następujące :

x==0, T,= Ax, T,==2Ax... T„=mAa 

możemy zawsze za pomocą zamiany zmiennćj, przypuścić 
wartość pierwszą x, =0.

Niech będą wartości odpowiednie funkcji szukanej

Yo Y, ya. Jm

Mamy, dla jakiegokolwiek n [16]

. . n (n —■ 1) ., . . .Jn =3o—"AJ- - - - 1.9 A- y0 +.....+ A" Jo

Możemy napisać również, jakąkolwiek liczbą całkowitą bę
dzie m, byleby m > n :

lJn~~ J nAJod- - - - 1.2 423 — •
1 n(n — 1) (n — 2)... (n — m—1) i

1 — Jo 
zważywszy, że gdy n < m rozwinięcie to i tak się skończy 
na wyrazie A"J,, bo spółczynniki wyrazów następujących 
będą zerami; wzór więc (i) jakkolwiek zawiera m — n nie
potrzebnych napozór wyrazów, jest niemniej prawdziwym.

Podstawmy we wzór powyższy n=Agi załóżmy równą 

y wartość yn odpowiednią T=== Ax

(2) J=%+ AAJ+ Az A&—1/12+.
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Wielomian ten jest funkcja szukaną ; tak Ax jak y, Ay, , 
i\~y^.- ^myQ są dane, lub łatwe do otrzymania z danych war
tości J., y^ yr.. ym [19]; wielomian (2) jest mgo stopnia co 
do x dla ostatniego wyrazu; wartości jego dla

T=0, T=Ax, x=2Ax... T=mAx

stają się. widocznie

yM J +Aj= y, ■ Y, + A2 y^ = 32 • • • J—1 + A" % = y"‘ 

wielomian (2) nie zawiera przytem żadnej ilości dowolnej, 
jest więc funkcją całkowitą szukaną.

Wzór (2) za pomocą którego przez proste podstawienie 
znajdujemy funkcję całkowitą stopnia mgo, przybierającą 
m — 1 wartości danych, dla m — ’ wartości zmiennej nieza
leżnej, różniących się każda następująca od poprzedzającej, 
o ilość stałą daną, znanym jest pod nazwizkiem wzoru inter
polacyjnego Newtona.

38. Wzór Lagrange‘a. Niech będą wartości szczególne 
jakiekolwiek zmiennej niezależnej x w liczbie m — 1 dane :

i wartości odpowiednie funkcji szukanej dane :

y^ y^ y^ ■•• y^ 

powiadam, że można wyznaczyć spółczynniki a„„ a,,^^ ...a 
funkcji całkowitej stopnia mgo :

(1) y = a. a" + am_ |x ‘—...+4«+0 

tak, że funkcja y dla powyższych wartości szczególnych 
zmiennej niezależnej, przybierać będzie powyższe wartości 
szczególne dane.
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Jakoż, aby zadość uczynić temu założeniu, winniśmy mieć

3 = 0, «," + Cr— V1 +...+0, H+0
Y, = om a," + am_, a,"1 +..+4,4+0
........................................................................

J. = a. a + ^m-- 1 a" 1 + ... + a, T. + a

m równań piewzszego stopnia o m nieznanych 00, a,, ... am. 
W ogólności, równania te dadzą się rozwiązać co do 
a,, av ... am i wyznaczają dla tych spółczynników wartości je
dyne, oznaczone, zawierające Y,, Y, ... ym w pierwszym 
stopniu. W szczególnym przypadku, gdy rozwiązanie jest nie 
podobnem, lub niewyznaczonem, funkcja szukana y bę
dzie również niemożebną, lub niewyznaczoną. Roztrząsa
nie tych szczególnych przypadków sprowadzonem jest do 
teorji równań Igo stopnia o wielu nieznanych.

Ograniczając się na przypadku ogólnym, przypuśćmy że- 
śmy znaleźli z (2) wartości a,, a,, ... am wyrażone przez 
x,x,... xm i y0, y^ ... ym\ te ostatnie znajdować się będą 
w pierwszym stopniu w każdem z wyrażeń na 00, a^ ... am\ 
podstawiając je w () i łącząc wyrazy zawierające yw y^ ... Ym; 
możemy napisać :

(3) 1/=P¥+P,+1,y,+..:+1„y.
Po, 7,, ... pm zawierają x,, x, ... xm jakoteż x w witym 
m-—tym ... stopniu, z równania (1), lecz nic zawierają 
Y0, y... ym. Zakładając x = xn winniśmy mieć y=yQ z za
łożenia, a zatem :

Po=^ Pi = ^ P2==0 ••• pm = 0, dla r=x, 

zważywszy że y^ y^... ym są od siebie niezależnemu 
Zakładając x = x„ winniśmy mieć y = yv a zatem

7,==0 Px = ^ 7=0... p.=0, dla x=x.
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i tak dalej :

p. ==0 Pi = 0 ,==0... P„=1, dla r=x„.

Funkcja pw która jest mgo stopnia co do x, i staje się ze
rem dla m wartości szczególnych x, mianowicie : x,, 
xr.. xm winna być następującego kształtu

Po=A(x — 21) (x — x^ ... (x — xm) 

gdzie A jest spółczynnikiem liczebnym niezależnym od x; 
dla wyznaczenia tego spółczynnika, zauważmy że dla x == xo. 
Po = 1; a więc

1---- A (x, x,) (x X^) ... (x, Tm') 
ztąd

______ _______
(Uo W,) (o T2) • • • (xco Em) 

a więc podstawiając

_(x—x))(x—x)...(x—Tm)
Po (x, «,) (x, «,) • • • (a, a m)

W podobny sposób otrzymamy

_ (x — x.) (x — a,)... (x — xm)
71 (x, x,) (x, a,) • • • (x, xm)

podstawiając wartości te w (3) otrzymamy

(4)
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Funkcja la jest funkcją szukaną : w rzeczy samej, dla każ- 
dej szczególnej wartości x == T), T=x, ... x = xm wszyst
kie spółczynniki ułamkowe Y0, Y, ... ym w jej rozwinięciu 
stają się zerami z wyjątkiem tego, któren właśnie jest 
spółczynikicm odpowiedniej wartości szczególnej y : spół- 
czynnik ten jest równym jedności, a zatem funkcja y równa 
tój wartości szczególnej. Funkcja jest nadto całkowitą sto
pnia m co do x, i nie zawiera żadnej ilości dowolnej.

Nie ma innej funkcji całkowitej mgo stopnia, któraby za
dość uczyniła warunkom danym; bo gdyby funkcja taka 
istniała pod postacią

y = a‘m Xm + a 'm__ J xm ‘+... + «

biorąc różnice tego wyrażenia i wyrażenia (1)

0 = (am — n'm} xm + {am_ 1 — a'm_ 1) xm 1 + ... + (a,—a‘o)

otrzymalibyśmy równanie, któremu z założenia zadosyćby 
uczynić można było m+1 wartościami x : xw xv.. xm\ co 
jest niemożebnem, bo równanie mgo stopnia może mieć 
tylko m pierwiastków; chyba jeżeli a ==a,...@n=dm.

Wzór W znany pod nazwiskiem wzoru Lagrange^a z ła
twością z pamięci wypisanym być może, uważając że ro
zwinięcie funkcji szukanej składa się z m — 1 wyrazów; 
każdy wyraz jest pomnożonym przez jednę z danych m — 1 
wartości szczególnych funkcji y, którćj spółczynnikicmjest 
ułamek, mający za licznik, iloczyn m czynników będących 
różnicami x i m z pomiędzy m — 1 wartości szczególnych 
x danych, z wyjątkiem tej, która odpowiada właśnie w tym 
wyrazie znajdującej się wartości y, a za mianownik wypadek 
z podstawienia w liczniku za x, wartości szczególnej x, 
która się nie znajduje w liczniku.

Wzór Lagrange’a ma te zaletę, że wartości dane zmień- 
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nej niezależnej nie potrzebują mieć różnic stałych, jak we 
wzorze Newtona, a mogą być jakiemikolwiek.

PRZYKŁAD. Znaleźć funkcję całkowitą^, klóraby dla v)artości 
szczególnych 1, 2, 3, 4, zmiennej niezależnej x, przybierała wartości 
szczególne 6, 8, 10, 12.

Podstawiając we wzorze (4)

x, = 1 a, = 2 x2 = 3 x, = xm — 4
J= G 9,=8 3, = 40 1, = ! = 12 

otrzymamy

_( - 2) (x — 3) (x — 4) (x-1) (x - 3) (x - 4) y 
7 (1 -2) (1 -3) (1 — 4) ' ' (2 — 1) (2 — 3) (2 — 4)

(x — 1) (x — 2) (x — 4) (x — 4) (x — 2) (x—3) . 1 y 
1(—1)03—2)(—4) (—1) (4-2) (4 - 3) 

funkcja ta jest trzeciego stopnia i żadna inna funkcja całkowita nie 
może czynić zadość powyższym warunkom (jakeśmy to dopiero co 
udowodnili).

Nie wykonywamy działań, bo postać pod jaką nam się powyższa 
funkcja przedstawia, jest bardzo dogodną do obliczenia innych jej 
szczególnych wartości : dość jest podstawić za x daną wartość szcze
gólną zmiennej niezależnej. Nadto, wzór ten składając się z iloczy
nów, jest dogodnym do liczenia przez logarytmy.

Uwaga. Wiemy, że wszelka funkcja całkowita mgo sto
pnia, która staje się zerem dla m — 1 szczególnych wartości 
zmiennej niezależnej, jest równą zeru dla wszelkich warto
ści zmiennej niezależnej : w przeciwnym bowiem razie wy- 
razićby się mogła przez iloczyn

z m — 1 czynników zawierających x i byłaby m—go sto
pnia.

Załóżmy we wzorze (4)

y, =y,==y,=.= Y = 1 
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funkcja y — 1 staje się w tym przypadku zerem, dla m — 1 
wartości szczególnych x, odpowiadających powyższym war
tościom y : zatem y równa się jedności, dla wszelkich war
tości zmiennej niezależnej : a więc

(x—x)(x—x,)...(x—Tm) (x—K)(x—x,)...(x—Tm) 
(«o «,) (x, «,) ••• (xo am) (x, To) (x, «,) ••• (x, am)

। । (—)( —). ( —m=)1
(Em J) (Em T 1) • • • (x ni Em___

summa spółczynników ułamkowych we wzorze Lagrange^a równa 
est Jedności, dla wszelkich wartości zmiennej niezależnej.
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PRZEDSTAWIENIE GEOMETRYCZNE FUNKCYJ (1)

Funkcje jednej zmiennśj niezależnej. — Różne układy spółrzędnych na płas- 
czyżnie. — Spółrzędne prostolinijne. — Spółrzędne biegunowe. — Spółrzędne 
trzylinijne. — Zmiana spółrzędnych. — Jednorodność. — Funkcje dwóch zmien
nych niezależnych. — Przedstawienie funkcyj linijnych; płasczyzna, prosta 
w przestrzeni. — Przedstawienie funkcji 2go stopnia dwóch zmiennych niezale
żnych. — Różne układy spółrzędnych w przestrzeni. — Przykłady.

Funkcje jednej zmiennej niezależnej.

39. Powiedzieliśmy na wstępie [1], że ilości wyrażają 
wypadek porównania wielkości matematycznej z pewną 
jednością. Jedność ta, tego samego rodzaju co wielkość 
uważana, może być zresztą jakąkolwiek. Jednym z najwy
datniejszych sposobów przedstawienia sobie jedności jest 
przedstawienie jej, jako linji prostej ograniczonćj, odnosząc 
wielkości uważane do tej obranćj jedności Unijnej. Geome- 
trja daje nam sposoby kreślenia wszelkich wielokrotności 
całkowitych lub ułamkowych, a nawet niewymiernych (to 
jest niedających się wyrazić przez liczby całkowite lub 
ułamkowe) danej jedności linijnej.

Algebra, wprowadzając ilości odjemne, daje nam sposób 
ich przedstawienia geometrycznego na zasadzie umowy, po
legającej na odcinaniu ilości dodatnych na prostej nieogra
niczonej w pewnym przyjętym kierunku, a ilości odjemnych

(1) Rozdział ten streszcza w sobie wiadomości z geometrji analitycznej niezbędne 
do zastosowań i przykładów podanych w dalszym ciągu dzieła.
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w kierunku wprost przeciwnym. Ta umowa daje nam mo
żność otrzymania summy algebraicznej danych wielkości 
linijnych, nawet w razie gdyby summa ta była odjemna. 
Chcąc naprzykład przedstawić geometrycznie summo alge
braiczną

a — b — c

bierzemy na linji nieograniczonej od pewnego punktu O 
jako początku (fig 1.) długość OA =a w pewnym kierunku 
np. od ręki lewej ku prawej, następnie w tym samym kie
runku długość AB = b, nakonicc w kierunku przeciwnym 
t. j. od ręki prawej ku lewej długość BC=c

D o o A B
fig. 1.

a summa otrzymana będzie

' O G = O A + A B — B G =a + b — c

w tym razie dodatną, bo punkt G leży po prawej stronie 
punktu O. Lecz gdybyśmy mieli

a — b — c — (l

odciąwszy długość CD =d ciągle od prawej ku lewej, 
otrzymalibyśmy summę

O D = a + b — c — d

odjemną, bo punkt D znajduje się po lewej stronie pun
ktu 0

40. Funkcje daną
(1) ‘ y=f^

możemy również przedstawić geometrycznie na zasadzie pe-
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wnej umowy. Nakreślmy na płaszczyźnie dwie proste 
XX,, YY, (fig. 2) przecinające się z sobą, które nazywa-

Y

fig. 2.

my osiami. Od punktu ich przecięcia się O jako początku, 
odcinamy na linji XX, wartości szczególne zmiennćj nieza
leżnej «, w stronę od O ku X, jeżeli wartości te są dodatne, 
w stronę od O ku X,, jeżeli wartości te są odjemnemi :

“1=0 A, «,=OA... "=OA.
z punktów A,, A2... Am prowadzimy równoległe do osi OY, 
i na tych równoległych odcinamy wartości szczególne od
powiednie funkcji

y, =A,M, J,=A,M,... J=A„ Mm
w stronę od O ku Y jeżeli wartości te są dodatnemi, w 
stronę od O ku Y, jeżeli wartości te są odjemnemi: otrzy
mamy w ten sposób szereg punktów M,, M, ... M., 
wyznaczonych wielkościami linijnemi OA,, A, M,; OA, 
Az Mai ••• OAm, Am Mm które nazywamy spółrzędnemi tych 
punktów, a mianowicie pierwsze odcietemi, na osi XX, dru
gie rzędnemi, równolegle odgosi YY,. Jeżeli punkt A posuwać 
się będzie od O ku X przechodząc przez A,, A, ... Am i 
przez punkta pośrednie, punkt M zakreślać będzie w 
ogólności krzywą M N. przechodzącą przez punkta M,, 
M, ... M„, : powiadamy, że krzywa ta, którą nazywa
my miejscem geometrycznem punktu M, przedstawia geome-
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trycznie funkcje (i), bo własności funkcji są ściśle związa- 
nemi z własnościami krzywej.

Krzywa może przechodzić przez punkta znajdujące się 
w czterech kątach, utworzonych przez przecięcie się osi 
XX, z osią YY,; np. punkt N nakrzywćj FCM (fig. 3) odpo

wiada wartości funkcji PN odjemnej, odpowiadającej warto
ści zmiennej niezależnej OP dodatnej; punkt R wartości 
odjemnej RQ, odpowiadającej wartości odjemnćj OQ; 
punkt F wartości dodatnej SF funkcji, odpowiadającej 
wartości OS odjemnej zmiennej niezależnej. Punkta B, D, 
gdzie krzywa przecina oś odciętych, odpowiadają warto
ściom OB, OD zmiennej niezależnej, dla których funkcja 
staje się zerem: otrzymamy je więc, rozwiązując równanie (i) 
co do x, założywszy w niem poprzednio y = 0 t. j. równanie

0 — f(r)

wartości x z tego równania dadzą OB i OD. Punkt C odpo
wiada wartości odjemnej OC funkcji, odpowiadającej war
tości x =0 zmiennej niezależnej; czyli z równania (1) :

0C =f(o)

41. Nadając zmiennej x przyrostki (fig. 4)

A,A,= AJ, A,A,=Ax...
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otrzymamy przyrostki odpowiednie czyli różnice pierwsze

fig. 4.

funkcji [13] wyrażone przez

Mi N, = Ay, M, N, = Ay, ...

przyrostki zmiennej niezależnej bierzemy zwykle równcmi

Ag A, --  A , A, --=A, Ag --  • . • Ar

różnice drugie wyrażonemi będą przez

N‘y,==M,P=M,N,—M,N,, &,J,=M,Q=M,N,—M,N, .. .

gdzie punkta P, Q... otrzymujemy przedłużając cięciwy 
M,M,, MjM2... aż do przecięcia sięzrzędnemi A,M, A3M3... 
następującemi.

Jeżeli różnice drugie są zerami, punkta Mo, M,, M, M3... 
znajduję się na jednej linji prostej : bo gdy M,P = 0, punkt 
M, przypada w punkcie P, na przedłużeniu prostej MM, ; 
gdy M,Q =0, punkt M, przypada w punkcie Q na dalszem 
przedłużeniu tejże prostej i t. d.

42. Jeżeli jednej wartości szczególnej zmiennej niezale
żnej odpowiadają dwie, lub więcej wartości funkcji, rzędna 
wyprowadzona dla odpowiednej odciętej, przecina krzywą
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w dwóch, lub więcej punktach (fig. 5).

Jeżeli funkcja jest ciągłą [25] krzywa przedstawiająca funk- 
cjęjest nieprzerwaną: lecz jeżeli ciągłość funkcji zostajc przer
waną, krzywa zostajc również przerwaną : tak dla c=OA 
(fig. 6) rzędna przechodzi nagle z wartości AN do wartości

AM; dla x = OAj rzędna A,P spotyka krzywą MQ w odle- 
gości nieskończenie wielkiej, w stronic rzędnych dodatnych; 
dla x zawartego pomiędzy OA, a OA, rzędna wcale nic spoty
ka krzywej; dla r= OA, rzędna A,R spotyka krzywą w od
ległości nieskończenie wielkiej w stronie odjemnej : dla 
wszystkich tych wartości zmiennćj niezależnej, ciągłość 
funkcji zostajc zerwaną, również jak ciągłość krzywej.

43 Jeżeli krzywa przedstawia funkcję

(i) / =f(x)
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odwrotnie, równanie (1) nazywamy równaniem krzywej. 
W ogólności, ponieważ funkcja może być niewyraźną, ró
wnanie krzywej przedstawia się pod kształtem

(2) f(x, y)==0

Wykreślić funkcję^ jestto wykreślić krzywę przedstawiającą 
tę funkcję. Znalezienie równania krzywej^ znając pewne jej 
własności, odpowiada wyznaczeniu funkcji czyniącej zadosyć 
pewnym warunkom [34].

Krzywe nazywamy algebraicznemi lub przestępnemi, od 
funkcyj, jakie te krzywe przedstawiają : podobnież mówimy, 
krzywe Igo, 2go... ngo stopnia, jeżeli równania tych krzy
wych są równaniami Igo, 2go... ngo stopnia o dwóch nie- 
znanych. Zmiennej niezależnej nadawać tu będziemy tylko 
wartości rzeczywiste; w razie, gdyby wartości zmiennej 
rzeczywistej odpowiadała wartość funkcji urojona, uwa
żać będziemy, że dla tćj wartości ciągłość funkcji jest zerwa
ną geometrycznie, że gdy dla tćj wartości odciętej wystawi
my rzędną, rzędna nie spotka krzywćj, jak między Aj a 
A, (fig- 6).

W dalszym ciągu zobaczymy, jak przedstawienie geome
tryczne funkcji rozciągnąć można i do wartości urojonych, 
jakie funkcja przybrać może, dla wartości rzeczywistych 
lub urojonych zmiennej niezależnej.

44. Funkcja jednej zmiennej niezależnej może być daną 
przez dwa równania pomiędzy trzema zmiennemi x, y^ t

(1) ( f(x,y,t) ==0
/ F{x, y,t} — Q

z których możemy otrzymać, rozwiązując co do x i y

( x=p()

| y =v (0(2)
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przyczem uważamy t za zmiennę niezależną; nadając na t 
różne wartości, (2) da nam wartości odpowiednie x i y.

Geometrycznie, uważając ciągle x za odciętą, y za rzędną, 
krzywa przedstawiająca układ (1), będzie wykreśloną za po
mocą (2), nadając na t dowolne wartości i otrzymując war- 
tości odpowiednie na odciętą a i zmienną y Z(2). Zresztą, 
rugując t pomiędzy dwoma równaniami (i), sprowadzimy 
tę postać, do uważanej poprzednio [43].

45. Prz YKŁAD i. Wykreślić funkcję algebraiczną piewszego 
stopnia daną przez równanie

(1) a x — by — c — 0

Ponieważ i przyrostek funkcji y jest stałym, dla przyrostku stałego 
zmiennej niezależnej x [18], różnice drugie są zerami, a więc 
wszystkie punkta odpowiadające wartościom szczególnym x i y 
znajdują się na jednej prostej [41]. Liiija przedstawiająca funkcję (1) 
jest więc łinją prostą : y wyznaczone przez równanie (t) nazywamy 
dla lego funkcją Unijną.

Aby wykreślić tę prostą, (fig. 7) dość jest znaleźć dwa jej punkta :

najłatwiej jest znaleźć punkt A przecięcia się prostej z osią XX,, 
który otrzymamy [40] zakładając w równaniu (1) y = O, co nam da

a = AO ~ — - a
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i punkt B przecięcia się prostej z osią YY,, który otrzymamy zakła- 
dając w równaniu (1) x = 0, co nam da

v=0—$
Rozwiązując równanie (4) co do y, aby uczynić funkcję wyraźną 

otrzymamy :
a c

czyli, nazywając przez skrócenie — $ = m, — 5 = n

(2) y = ma+n
gdzie n oznacza OB, odległość przecięcia się prostej z osią YY, od po- 
czątku. Jeżeli przez początek poprowadzimy równoległą OL do AB, 
aby otrzymać rzędną NP tej równoległej odpowiadającą pewnej odciętej 
OP, dość jest zmniejszyć rzędną MP prostej AB, odpowiadającej tejże 
odciętej, o ilość stałą MN = OB = n : równanie więc prostej OL 
otrzymamy z (2), odejmując od y stałą n; równanie to będzie

(3) y = me czyli % = m

Stała m wyraża więc stosunek rzędnej do odciętej prostej przecho
dzącej przez początek, równoległej do prostej danej przez równanie 
(2) : stała ta wyznacza więc kąt jaki prosta dana tworzy z osią XX,, 
nazywamy ją dla tego spółczynnikiem kątowym.

Spółczynnik kątowy m wyraża stosunek wstaw kątów, jakie prosta 
dana tworzy z osią odciętych i z osią rzędnych : w rzeczy samej, na 
zasadzie (3)

NP wst NOP wst MAPM), — .--  --  -------- - --  ---------
OP wst ON P wstAMP

W razie spółrzędnych prostokątnych, (fig. 8) gdy YOX = 90°, kąty MAP,
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AMP są dopełniającemu a więc spółczynnik kątowy

wst MAP
m — -—= st MAP dos MAP

jest styczną trygonometryczną kąta, jaki prosta tworzy z osią odcię
tych, co do wartości i znaku, licząc kąt ten od strony odciętych do- 
datnych ku stronie rzędnych dodatnych : np. w położeniu prostej 
AM,, stała m jest odjemną, równą stycznej kąta rozwartegtego XAM,.

ODWROTNIE wszelka prosta wyraża funkcję Unijną, bo przyrostki 
jej rzędnych są stałerni, dla przyrostków stałych zmiennej niezależnej, 
a funkcja która ma różnice stałe dla różnic stałych zmiennej niezale
żnej, jest algebraiczną pierwszego stopnia [18].

W szczególnych przypadkach funkcji danej przez równanie (1), wi
dzimy z łatwością że:

1° Gdy a = 0, funkcja y— — g, czyli y — n przedstawioną jest 

(fig. 9) przez prostą LP lub L‘F‘ (stosownie do tego, czy n jest do-

fig. 9.

datnem lub odjemnćm) równoległą do osi odciętych XX,, której wszyst
kie rzędne mają wartość stałą n, i odwrotnie.

2° Gdy b =0, z=- %, czyli « — p (oznaczjąc — 5 =p) 

przedstawia prostą LP, lub L/P/ (stosownie do tego czy stała p jest 
dodatną lub odjemną) równoległą do osi YY,, której jakakolwiek rzę
dna ma odciętą stałą równą p, i odwrotnie.

3° y = 0 przedstawionem jest przez samą oś odciętych XX,, dla 
której wszystkich punktów, rzędna jest zerem; a = 0 przedstawionem 
jest przez samą oś rzędnych YY,-

Widzimy również z określenia spółczynnika kątowego m, że dwie
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proste równoległe, tworząc kąty równe z osiami spółrzędnych, mają 
spółczynniki kątowe równe m = m!; że w razie układu spółrzędnych 
prostokątnych dwie proste AB, CD, tworzące ze sobą kąt (fig. 10).

p = BED = DCX — BAX

mają spółczynniki kątowe

m = st DCX m' = st BAX

a więc
m' — m st U. = -—।—,— ‘ 1 — m m

a A o c

*

1
fig. 10.

Jeżeli proste są prostopadłemi,

p == 900 stu. = c a więc 44-m‘m = 0

przypuszczając, że żadna z prostych nie jest równoległą do osi: zatem 
w razie spółrzędnych prostokątnych

spółczynniki kątowe dwóch prostych prostopadłych są odwrotnemi jeden 
drugiemu i znaków przeciwnych. Twierdzenie to ma miejsce nawet 
dla prostych równoległych do osi : bo wtedy jeden z tych spółczyn- 
ników jest zerem, drugi nieskończonością.

46. Przykład ii. Wykreślić funkcję daną przez równanie

(1) a2 y2 + b2a2= a2 b2
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Rozwiązując co do y, aby uczynić funkcję wyraźną, otrzymamy ;

(2) y = ± 2 Ya2 — as

Zmienna niezależna x może przybierać tylko wartości zawarte pomię
dzy — a i — a, aby wartości y były rzeczywistemi; dla x = ± a war
tość y = 0. Odciąwszy więc (fig. 44) OA = + a OA, = — a, krzywa

przechodzić będzie przez punkta A i A,, i będzie ograniczoną w tych 
punktach; t. j. że żadna odcięła nie będzie większą od OA w stronę 
dodatną, od OA, w stronę odjemną.

Największemi wartościami funkcji są wartości y — ± b odpo
wiadające wartości a =0 zmiennej niezależnej. Odciąwszy więc na 
osi YY, wartości OB =+b OB, = — b, krzywa przechodzić bę
dzie przez punkta B, B, i żadna rzędna nie będzie większą od OB 
w stronę dodatną, od OB, w stronę odjemną.

Funkcja (2) jest ciągłą dla wszelkich wartości zmiennej niezależnej, 
zawartych pomiędzy +a i—a: krzywa więc nie jest przerwaną 
w żadnym punkcie, a że jest ograniczoną w punktach A, B, A„ Bn 
więc jest krzywą zamkniętą.

Każdej wartości zmiennej niezależnej x odpowiadają dwie wartości 
rzędnej y, równe i znaków przeciwnych : każdej odciętej OP odpo
wiadają więc dwie rzędne PM, PM' równe i znaków przeciwnych : 
krzywa jest symetryczną względem osi XX,. Podobnież, rozwiązując 
równanie (1) co do x, zobaczylibyśmy, że każdej rzędnej odpowiadają 
dwie odcięte równe i znaków przeciwnych : krzywa więc jest ró
wnież symetryczną co do osi YY,.

Krzywa ta jest elipsą; AA, == 2a, BB, = 2b są jej średnicami, a 
w razie ich prostopadłości, osiami. W szczególnym przypadku, jeżeli 
a = b a spółrzędne obierzemy prostokątne, równanie (1)

ya +* = a 
przedstawia koło, którego promieniem jest a.



PRZEDSTAWIENIE GEOMETRYCZNE FUNKCYJ 71

47. Przykład iii. Wykreślić funkcję daną przez równanie,

(1) a‘y—b«‘=—a^b*

Rozwiązuiąc co do y, aby uczynić fynkcję wyraźną otrzymamy :

(2) y = + - Va2 — a3a

Dla x zawartego pomiędzy — a a —a,y jest urojonem : odciąwszy 
na osi XX, odległości OA = + a, 0A, = — a (fig. 42) rzędne wy-

prowadzone dla odciętych mniejszych od OA w stronę dodatną, lub 
od OA, w stronę odjemną, nie spotykają krzywej. Oś YY, nie spoty
ka również krzywej, bo dla a = 0 wartość y jest urojoną.

Dla wartości zmiennej niezależnej x dodatnych, od + a do nie
skończoności, i odjemnych od — a do nieskończonności odjemnćj, 
funkcja zmienia się w sposób ciągły, od 0 do nieskończoności dodat- 
nej i odjemnej w obu razach : krzywa więc składa się z dwóch gałęzi 
ciągłych, przecinających oś XX, w odległościach + a = OA i 
— a = OA, od początku, i rozciągających się do nieskończoności 
w stronę dodatną i odjemną.

Dla każdej wartości x, otrzymamy z (2) dwie wartości równe i zna
ków przeciwnych y : krzywa więc jest symetryczną względem osi XX,- 
Wartości y są te same, czy weźmiemy x dodatnem, czy odjemnem : 
dwie gałęzie krzywćj są więc sobie równe.

Krzywa ta jest hyperbolą : w razie spółrzędnych prostokątnych 
AA, = 2 jest jej osią ogniskową (rzeczywistą), zaś BB, ==2b osig 
nieogniskową (urojoną) nie spotykającą krzywej.

48 . Przykład iv. Wykreślić funkcję daną przez równanie
y^ = 2px(O
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gdzie p przypuszczamy stalą dodatną. Funkcja wyraźna będzie

y = — V2px

Dla x =0, y =0; krzywa przechodzi przez początek O (fig. 13).

Dla x zmieniającego się od O do co w sposób ciągły, krzywa jest 
ciągłą, i rozciąga się do nieskończoności po stronie odciętych dodat- 
nych. <

Dla wartości x odjemnych, y jest urojonem : krzywa nie prze- 
chodzi wcale na stronę odciętych odjemnych.

Dla każdej wartości x funkcja ma dwie wartości równe i znaków 
przeciwnych : krzywa jest symetryczną względem osi XX,.

Krzywa ta jest parabolą, 2p jej parametrem.
49 Przykład v. Wykreślić funkcję

y = wst x
Dla x = 0, y = O : krzywa przechodzi przez początek O (fig. 1 4).

fig. 14.
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Gdy a zwiększa się od 0 do 5, funkcja zwiększa się od 0 do 1 :

7C
odcinając OA, = 2 rzędna A,M, = I.

Gdy x zwiększa się dalej od 2 do x, funkcja zmniejsza się od 1 do 0, 

krzywa przecina oś OX, w odległości OA, = 20A, = x.
Gdy x zwiększa się po za wartość n, funcja nie przestając być cią- 

głą, staje się odjemną i przybiera te same wartości co poprzednio, lecz 
ze znakiem przeciwnym : krzywa ma część swą A, M, A, równą 
części OM, A8 lecz położoną po stronie rzędnych odjemnych ;

OA3 = 9 ; OA, =2r i t. d., krzywa rozciąga się do nieskończo- 

ności, w stronę odciętych dodatnych, idąc na przemian po stronie 
rzędnych dodatnych i odjemnych.

TCGdy x zwiększa się odjemnie od 0 do — ~,y zwiększa się od- 

jemnie od 0 do — 4; dla x = — r, y = 0 i t. d., krzywa rozciąga 
się w stronę odciętych odjemnych, w podobny, sposób jak w stronę do
datnych, lech jest odwrotnie położoną.

Funkcja dana jest ciągłą dla wszelkich wartości zmiennej niezale
żnej ; krzywa więc jest także ciągłą i rozciąga się do nieskończono
ści. Funkcja jest okresową [11], krzywa więc składa się z nieskończo
nej liczby części równych i przecina oś XX, w nieskończonej liczbie 
punktów, odpowiadających odciętym dodatnym

0, x, 2x, nr. .
i odciętym odjemnym

— ~ , — 2x , .., — nr. ..

50. Przykład vi. Wykreilić funkcję

y = st x
Gdy

x = O y = 0

krzywa przechodzi przez początek (fig. 15).

Gdy
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funkcja J = c przestoje być ciągłą, dla tych wartości zmiennej nie- 
zależnej, jak również dla wartości odjemnych

3- 2n — 1
— ’ • • • —-—

Pomiędzy temi wartościami funkcja jest ciągłą, a gdy zmienna nie
zależna przechodzi przez przez jedną z powyższych wartości, funkcja 
z bardzo wielkiej dodatnej przeskakuje w bardzo wielką odjemną war
tość.

Biorąc

0A,-- A, A, = A, Ag , • * - -  5 = 0A‘, = A', A', = . . .

i wystawiając w punktach A,, A2... At... rzędne te nie spotykają 
krzywej, chyba w odległości nieskończenie wielkiej t. j. są jej assym- 
ptotami : krzywa składa się z nieskończenie wielkiej liczby gałęzi ró
wnych, rozciągających się do nieskończoności w stronę rzędnych 
dodatnych i odjemnych, i nie spotykających się z sobą.

Każda z tych gałęzi jest ciągłą i spotyka oś XX, w punkt 0, A,, A's...

51. Przykład vn. Wykreślić funkcję

y = luk wst x
Funkcja ta jest odwrotną funkcji uważanej w przykładzie V (fig. 14). 

przedstawia ją również, zastępując tylko oś XX, przez oś YY, i od
wrotnie.
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52. Wartości wspólne dwóm funkcjom. Prze
cięcia się linij pomiędzy sobą. Mając dwie funkcje

(1) F{x,^) = o
(2) f(x,") =0

można szukać, dla jakich wartości szczególnych zmiennej 
niezależnej dwie te funkcje przybierają wartości szczególne 
równe. Jestto to samo, co szukać wartości zadość czyniących 
dwóm równaniom o dwóch nieznanych. Jeżeli np. obiedwie 
funkcje są linijne

(3) a x — by — c = o
(4) dx-\-b' y-\-c' =zo

dla wartości zmiennej niezależnej

. c' b — c b'
To ab' — a’b

obiedwie funkcje przybierają tę samą wartość

wartość ta wspólna jest tylko jedna, lub nie istnieje wcale 
jeżeli ab'=2a'b^ a liczniki (5) i (6) nie stają się zerami; jeżeli 
i liczniki i mianowniki wyrażeń (5) i (6) stają się zerami, 
a = a' b = b' c — c funkcje mają wszystkie wartości 
wspólne. W razie gdy jedna z funkcji jest algebraiczną mgo 
stopnia, a druga ngo stopnia, może istnieć m.n takich 
wspólnych wartości, bo rugowanie sprowadza się do roz
wiązania równania algebraicznego m.ngo stopnia; może 
istnieć mnićj, bo niektóre z pierwiastków tego równania 
mogą być urojonemi.
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Geometrycznie, wartości wspólne dwóch funkcyj, dla 
tych samych wartości zmiennej niezależnej, odpowiadają 
punktom przecięcia się linij pomiędzy sobą.

I tak dwie proste (fig. 16) LP, LP przedstawiające funk

cje (3) i (4) przecinają się w punkcie M, którego spółrzędne

O A = ą =
c' b — c b' 
ab'— o' b AM=Y = a' c — a d 

ab' — a' b

Jeżeli ab' = a'b proste są równoległe, punkt przecięcia 
nie istnieje. Równania (3) i (4) razem wzięte przedsta
wiają punkt M. Równania te nazywamy wtedy równaniami 
punktu M.

Prosta może przecinać krzywę Ago stopnia w dwóch 
tylko punktach, krzywą algebraiczną mgo stopnia najwięcej 
w m punktach; dwie krzywe 2go stopnia mogąsię przecinać 
najwięcej w 4ech punktach i t. p.

Ażeby punkt, którego równaniami są

(7) x = p y=4

znajdował się na krzywej

(8) f(y,x)=0
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warunkiem koniecznym i dostatecznym jest, żeby wartości 
szczególne (7) czyniły zadosyć równaniu (8).

53. Różne układy spółrzędnych. Jedną i tę samą funk
cję można przedstawić geometrycznie w rozmaity sposób. 
Krzywa przedstawiająca pewną funkcję już będzie miała 
kształt odmienny, jeżeli zmienimy nachylenie osi spółrzęd
nych.

Tak krzywa przedstawiająca funkcję

y = wst x

ma kształt (fig. 14) biorąc osie prostopadłe; jeżeli osie będą 
pochylono kształt ten będzie (fig. 17) :

Odwrotnie, jedna i ta sama krzywa wyrażoną jest przez 
odmienne równanie, jeżeli odmienimy kąt, jaki osie spółrzęd
nych tworzą pomiędzy sobą, lub punkt w którym się osie 
te przecinają.

Oprócz układów spółrzędnych powyższego rodzaju, ró
żniących się położeniem początku i nachyleniem osi, mogą 
być jeszcze układy spółrzędnych najrozmaitszych rodzajów. 
W ogólności, punkt na płaszczyźnie wyznaczonym być może 
przez przecięcie się dwóch linji prostych, lub krzywych.

Niech będzie A', A", A"'... (fig. 18) pierwszy układ krzy-
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wych pewnego rodzaju B‘, B", B"'... drugi układ krzywych 
innego lub tego samego rodzaju co pierwszy; każda krzy
wa A pierwszego układu, przecinając się z krzywą B dru
giego układu, wyznaczyć może punkt M na płaszczyźnie,

bylebyśmy zastrzegli w razie gdyby krzywe przecinały się 
w kilku punktach, które przecięcie bierzemy pod uwagę.

Niech będzie funkcja

u — f(v}

niech będą linje A’, A", A'"... takie, że każdej wartości 
zmiennej niezależnej v, odpowiada pewna linja A; niech 
będą linje B', B", B"... takie, że każdej wartości szczegól
nej funkcji u odpowiada pewna linja B; wartość szcze
gólna zmiennej niezależnej, wraz z wartością odpowiednią 
funkcji wyznaczają punkt, którego miejscem gcomctrycz- 
nem jest linja przedstawiająca funkcją daną.

W układzie spółrzędnych prostolinijnem, linje A', A", 
A"... są prostemi równolcgłemi do pewnego kierunku; 
linje B, B", B'"... są również prostemi równolcgłemi 
do innego kierunku.

Wrazie gdy linje A’, A", A'"... B, B", B‘... nie są pro
stemi, układ nazywa się układem spółrzędnych krzywolinij  ̂
nych.

54. Spółrzedne biegunowe. Z układów krzywolinijnych.
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najczęściej używanym jest układ spółrzędnych biegunowych. 
Układ linij A', A", A... składa się z prostych (fig. 19) OA',

OA", OA"... przecinających się w jednym punkcie 0; 
drugi układ linij B', B", B" ... stanowią koła spółśrodkowe 
w O różnych promieni. Jednę z prostych A, niech będzie 0X, 
obieramy za początkową i nazywamy ją osia, punkt 0 nazy
wamy biegunem; proste OA', OA", OA"'... wyznaczamy za 
pomocą kątów o’, w", o" jakie proste te tworzą z osią 0X ; 
kąty te liczonemi być mają w kierunku od osi ku pro
stej. Koła spółśrodkowe wyznaczamy za pomocą promieni 
(‘=0B, ("=OB", "=OB"... Gdy kąt • zwiększa 

się od 0 do 2r, w sposób ciągły, a promień p od 0 do co 
również w sposób ciągły, wszystkie punkta na płaszczyźnie 
mogą być wyznaczone, przez w zawarte pomiędzy 0 i 2% i 
przez p zawarte między 0 i c; ograniczając w ten sposób 
wartości nadawane na p i w, które nazywamy spółrzędnemi 
biegunowemi, p promieniem wodzącym, o kątem biegunowym, 
uniknąćby można dwuznaczności, wynikającćj z tego, że 
każda prosta właściwie w dwóch a nie w jednym punkcie 
przecina się z kołem ; jednakże robiąc stanowcze zastrzeże
nia, możemy tak na o jak na p nadawać wszelkie warto- 
Łości rzeczywiste między — co a — c . Uważając np. o za 
zmiennę niezależną a p za funkcję

p=f()
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możemy nadawać na o wszelkie wartości od 0 do c i od 
0 do — oo i obliczać odpowiednie wartości p, które mo
gą być jakiekolwiek, zawarte między — c i-o.

55. Przykład. Wykreślić funkcję
(1) p = ao

Biorąc oś OX (fig. 20) i licząc kąty o od tej osi, widzimy że dia

fig. 20.

w = 0, P = 0.; krzywa przechodzi więc przez początek 0.
Gdy o=l t. j. kąt biegunowy równy 57° 16... [11]e = a, 

kreśląc więc kąt M,OX == 37° 16... i biorąc M,0 = a, otrzymamy 
punkt M, na krzywej. Mamy nadto 

dla

p = “" = OM,, ax = OM,, 3dr = OM,, 2 4% = OM,
które dadzą punkta

M, M, M, M,

Między temi punktami możemy w podobnyż sposób otrzymać tyle 
punktów ile nam się podoba; funkcja jest ciągłą, krzywa OM, M, M, 
M, M, będzie również ciągłą.
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Nadając na o wartości większe od 2x, mamy

dla • =2= + 5, 3=, 2=+3, 4r:

p =a= OM,, OM,, OM,, ON,

co nam da dalszy ciąg krzywej: M, M, M- M, M,; w ten sposób mo
żemy przedłużyć krzywę do nieskończoności.

Nadając na o wartości odjemne mielibyśmy P odjemne, t. j. na
leżałoby odcinać wartość ę, w stronę przeciwną promienia wodzące- 
go, tej która tworzy kąt — o z osią. Otrzymalibyśmy w ten sposób 
drugą gałęż krzywej OM, N, M, M, M, M, M,... zupełnie równą 
pierwszej tylko obróconą w przeciwną stronę. Ciągłość nic jest zerwa
ną między dwoma gałęziami w punkcie 0. Krzywa la nazywa się 
spiralną Archimedesa lub kabłąkiem', jest utworzoną przez punkt M, 
który posuwa się ruchem jednostajnym po prostej LP, obracającej 
się jednocześnie i jednostajnie około punktu 0; jakoż, założywszy że 
punkt M znajdował się początkowo w O, a prosta w 0X, nazy
wając stosunek prędkości ruchu pierwszego do drugiego przez a, 
mamy w rzeczy samej, po czasie jakimkolwiek, drogi przebieżone 
w stosunku prędkości

2 = a czyli o = w a

Gdybyśmy chcieli nadawać na o tylko wartości zawarte pomiędzy 
O i 2x, każda z części krzywej OM, M., M; M, M,,... ON, M’,, 
N‘; M‘ M‘, ... przedstawiać by musiała inne równanie; oznaczając 
b — OM, = OM’, = M,M, = N‘M‘, = 2ra równania te byłyby

0 = a P = b — ao . .. P = b — ao ę — 2b — do ...

W ogólności więc wszelka funkcja dana przez równanie algebraiczne 
pierwszego stopnia między dwoma zmiennemi, w spółrzędnych bie
gunowych przedstawioną jest przez spiralne Archimedesa.

56. Spółrzędne trzylinijne. Położenie punktu może 
być wyznaczonem na płaszczyźnie, przez odległości jego od 
trzech prostych danych, nie przecinających się w jednym

6
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punkcie. Proste te stanowią trójkąt spółrzędny ABC (fig. 21),

którego boki są danemi BC = a AC==b AB=c : odległości 
punktu uważanego P od tych trzech boków PD — a, PE= 3 
PF=Y nazywają się spótrzednemi trzy Unijnymi punktu P; 
każda spółrzędna a będzie dodatną, jeżeli punkt P leży po 
tej samej stronic boku trójkąta odpowiednego BC, co trzeci 
wierzchołek A; odjemną jeżeli punkt ten znajduje się po 
stronie przeciwnej.

Oznaczając przez A powierzchnię trójkąta ABC mamy 
zawsze po między trzema spółrzędnemi jednego punktu 
związek

(1) a«+b3+c= 2 A

jak się z łatwością przekonać można łącząc punkt P z wierz
chołkami A, B, C, i uważając trójkąt ABC jako summę 
trzech trójkątów BPC, APC, APB.

Równanie jakiejkolwiek linji danćm będzie przez równa
nie pomiędzy trzema spółrzędnemi

(2) f(o,3,1)=0

w połączeniu z równaniem (4); lub też rugując jednę ze 
spółrzędnych z równania (2) za pomocą (i), przez

©) F(8,1=0

tak. że zawsze jest jedna tylko zmienna niezależna [44].
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Każda więc funkcja jednej zmiennej niezależnej

F (x, y) = O

może być przedstawioną przez spółrzędne trzylinijne bio- 
rąc zmienne x, y za dwie spółrzędne 3, Y, i łącząc z tak 
otrzymanym równaniem (3), warunek (1).

Przykład. Aby znaleźć równanie prostej RQ (fig.22), w układzie

spółrzędnych trzylinijnych ABC, uważamy, że dla jakiegokolwiek 
punktu P prostej mamy summę trójkątów RAP, PAQ (lub ich różnicę 
jeżeli punkt P na zewnątrz trójkąta) stałą i równą trójkątowi RAQ; 
oznaczając więc AR = r AQ = q, otrzymamy, zważając na znak 
spółrzędnych 3, Y, gdziekolwiekby był punkt P :

1s+ry—3a

a zważywszy na warunek (1) :

I 3 + r Y = SE (ax + b? + cv)

równanie prostej w spółrzędnych trzylinijnych.
Oznaczając przez skrócenie

ara , ar qr— m ----- r = nbc c b

równanie te przedstawi się jako

Z a — m 3 — n Y == 0

równanie ogólne jednorodne pierwszego stopnia pomiędzy spółrzęd- 
nemi.
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57. Zmiana spółrzędnych. Tak jak dla ułatwienia 
badania własności funkcji, zastępujemy zmienne przez inne, 
które znajduję się z pierwszemi w ściśle określonym zwią- 
zku, tak samo dla łatwiejszego badania własności krzywej 
możemy zmienić spółrzędne na inne tego samego lub nawet 
innego rodzaju. Dla tego, zostawiając krzywę nienaruszoną, 
kreślimy na płaszczyźnie inny układ spółrzędnych i staramy 
się znaleźć równanie krzywej odniesionej do tego nowego 
układu. Zwykle ilości wyznaczające nowy układ zostawiamy 
z początku niewyznaczonemi, a następnie wyznaczamy je 
tak, żeby równanie szukane było jak najprostszem, lub 
miało kształt żądany.

Mając dane równanie krzywej odniesionej do pewnego 
układu spółrzędnych, aby znaleźć jej równanie odniesione do 
innego układu, dość jest znaleźć związek pomiędzy spółrzęd- 
nemi pierwszego układu jakiegokolwiek punktu, a spółrzęd- 
nemi drugiego układu tegoż samego punktu; zupełnie tak sa
mo jak mając dane wyrażenie pomiędzy pewnemizmiennemi, 
z których jedna jest funkcją drugiej, jeżeli chcemy znaleźć 
wyrażenie pomiędzy innemi zmiennemi, zależnemi od 
pierwszych, dość jest znaleźć związek pomiędzy jednemi a 
drugiemi zmiennemi taki, aby jedne zmienne można było 
wyrazić w funkcji drugich.

58. Zmiana spółrzędnych PROSTOLINIJNYCH NA prostolinijne. Przy- 
puśćmy naprzód, że dwa układy prostolinijne XOY i X‘OY są równo
legle : (fig. 23)

fig. 23.
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oznaczmy przez

OA = m 0‘A — n

spólrzędne nowego początku 0' względem dawnego układu; niech 
będą

T = OP y = MP, x‘ — O'P' y' = MP'

spólrzędne jakiegokolwiek punktu 
układu; mamy

M względem dawnego i nowego

(1) T = m—a‘ y — n-\-y'

dla przejścia z dawnego układu do nowego; t. j. że mając równanie 
krzywej odniesionej do dawnego układu

r(r, y) = 0

krzywa ta odniesiona do nowego układu, będzie przedstawiała ró
wnanie *

f(x + m, y+1) = 0

Przypuśćmy powtóre (fig. 24), że dwa układy mają początek 0 

wspólny, lecz kierunek osi spółrzędnych jako też ich nachylenie ró
żne; nazwij my 0 kąt dwóch osi dawnego układu; a kąt nowej osi 
odciętych z dawną; 3 kąt nowej osi rzędnych z dawną osią odcię
tych ; wszystkie te kąty liczyć będę od dawnej osi odciętych dodat- 
nych ku dawnej osi rzędnych dodatnych, w jednym kierunku, od 0 
do 3600.
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Niech będą spółrzędne jakiegokolwiek punktu M

x = OP y = MP względem dawnego układu 
x‘ = OP' y' = MP' względem nowego układu

Wyprowadźmy w punkcie O prostopadłę OH do OY : rzuty 
dwóch linij łamanych OPM i OP'M na OH będę równe, licząc kąty 
jak powyżej; otrzymamy równając te rzuty

« wst 0 = « dos (5 — 0 + «) + dos (3-0+8) 

czyli
x wst 0 = x‘ wst (6 — a) — y' wst (9 — 3)

W podobny s posób, wyprowadzając OK prostopadłą do osi OX 
rzucając na tę prostopadłą dwie linje łamane OPM, OP'M, równając 
rzuty, otrzymamy

y wst 0 = a’ wst a + y' wst 3 
a ztąd wzory :

_ x' wst (0 — a) + y' wst (9 — 8) 
wsto

_ x‘ wst a + y' wst 3
3 = wst 6

dla przejścia z dawnego układu do nowego, jeżeli początek jest wspól
nym.

W razie gdyby dwa układy prostolinijne były jakiemikolwiek wzglę
dem siebie t. j. nie miały ani wspólnego początku, ani nie były ró- 
wnoległemi, ani równonachylonemi względem siebie, łącząc wzór (1) 
z (2) :

x' wst (0 — a) + y' wst (0 — 3) 
wst 0 1

X1 wst a + y‘ wsi 3 ,
—wsto—+n

otrzymamy wzór (3) ogólny, na przejście z jednego jakiegokolwiek 
układu prostolinijnego spółrzędnych, do drugiego. Jeżeli więc krzywa 
wyraża w pierwszym układzie funkcję

f(x,y) = O
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a w drugim funkcję

F(x, y',)
mamy

a‘wst (9 — o) + y' wst (0 — B) _ 
wst 6 ' ’

x‘ wst a — y' wst 3 . \ ----------- —---------- — M 
wst 0-------/

Równania (3) są linijnemi; zmieniając więc układ prostolinijny na 
prostolinijny, nie zmieniamy stopnia równania algebraicznego wyra
żającego krzywę : t. j. krzywa 2go, 3go... ngo stopnia względem 
pewnego układu, pozostanie krzywą 2go 3go... ngo stopnia wzglę- 
dem każdego innego układu prostolinijnego.

Położenie nowych spółrzędnych względem dawnych jest wyznaczo- 
nem za pomocą czterech ilości m, n, a, 3, z których dwie pierw
sze wyznaczają położenie początku, a dwie drugie nachylenie osi no
wych do dawnej osi odciętych.

Mając daną funkcję zawierającą pewne ilości stałe, można zmienić 
zmienne tak, że niektóre z tych stałych zostaną wyrugowanemi [12]. 
Geometrycznie : za pomocą zmiany spółrzędnych, możemy rozporzą
dzać czteremi powyższemi stałemi m, n. a, 3 nie zmieniając 
krzywej, a tylko zmieniając układ spółrzędnych tak, że z równania 
krzywej cztery spółczynniki mogą być wyrugowanemi, podstawiając za 
x i y wzory (3) i wyznaczając powyższe stałe jeżeli można, w spo
sób, aby te spółczynniki były równemi zeru. Może się zdarzyć, że otrzy
mamy w ten sposób wyrazy nieskończone lub nieoznaczone : w ta
kim razie ograniczyć się musimy na wyrugowaniu trzech, dwóch... 
zamiast czterech spółczynników. Jeżeli układ spółrzędnych nowych 
ma być prostokątnym, możemy rozporządzać tylko trzema stałemi, 

bo w takim razie 3 — a = -.2
Tak naprzykład, mając krzywę daną przez równanie ogólne dru

giego stopnia

(4) Ay2 — Bry + Cx2 — Dy — Ex — F — 0

geometrja analityczna uczy nas, że podstawiając za x i y war
tości (3), i wyznaczając stosownie m, n, a, 3 t. j. zmieniając w sto
sowny sposób osie spółrzędnych, równanie to sprowadzić można do
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jednego z trzech następujących kształtów

(5) a^y2 + b2x2 = — a^W- a mianowicie jeżeli B2 — 4 AC <0
(6) a^y2 — b-x^ = — a?b2 jeżeli B2 — 4 AC > 0
(7) y^ = 2px jeżeli B2 — 4 AC = 0

pierwsze z tych równań przedstawia elipsę [46] drugie hyperbolę [47] 
trzecie parabolę [48.] Zamiast sześciu spółczynników stałych A, B, C, 
D, E, F znajdujących się w równaniu (4), czyli pięciu stosunków 
tych spółczynników do jednego z nich (dzieląc równanie (4) przez ten 
ostatni) równanie (5) i (G) zawierają tylko dwa : a i b; równanie (7) 
tylko jeden : p ; spółczynniki te wyznaczają zupełnie krzywe, które 
nazywają pospolicie krzywemi drugiego stopnia, bo wszelkie równanie 
drugiego stopnia jak (4) przedstawia jedną z nich, stosownie czy 
B2 — 4AC jest większem, mniejszem lub równem 0. Spółrzędne do 
których odniesione krzywe przedstawiają się pod postacją (5), (6), (7) 
mogą być zawsze prostokątnemi.

59. PRZYKŁAD. Niech będzie funkcja dana przez równanie

(8) a^y- — b^- = — a?63

Zamiast zmiennych y, x podstawmy inne zmienne x', y' zwią
zane z poprzedniemi przez równania

(9)
x — x' dos a—y dos (3 

(J=x wst a — y' wst 3

gdzie a, 3 są kątami stałemi, które następnie wyznaczyć zamierza- 
my tak, aby nowa funkcja przybrała kształt żądany.

Podstawiając wartości (9) w równanie (8) otrzymamy,

(10) (a2 wsi2 a — 62 dos2 a) a"2+2 (a2 wst a wst 3 — 62dos a dos 3) x'y' 
+ (a? wst2 3 — b^ dos? 3) y^ = — a^ 

a i 3 możemy wyznaczyć tak aby spółczynniki x"2, y'2 były ró- 
wnemi zeru t. j.
, ( a? wst2 a — 62 dos2 a = 0 

? a? wst2 3 - 62 dos2 3=0

dość jest wziąść dla lego na a i 3 jedną z wartości otrzymanych
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z równań (11) i danych przez

st a = ± b st = * .
a a

Weźmy naprzykład
(12) st a = + 2 st 3 = ” 2

uważając a i 3 mniejszemi od x: otrzymamy z łatwością

WSt a = wst 3 =-- 6. -
Va2 + 62

dos a — — dos 3 —----- ---------
Va2 — 62

uważając w wykazie znaków, że aby styczne były równe i znaków 
przeciwnych, jeden z kątów np. a musi być ostrym, drugi 3 roz
wartym.

Podstawiając wartości te w równanie (10) otrzymamy po wykończe
niu działań
(13) x'y'~^
oznaczając przez skrócenie

4

równanie (13) ma, jak widzimy, kształt daleko prostszy od danego (8), 
i zawiera jednę tylko stałą p. zamiast dwóch a i b.

Geometrycznie, równanie (8) przedstawia hyperbolę odniesioną do 
osi prostokątnych [47] XX,, YY, (fig. 25); równania (9) są to ró

wnania +$ 0 = YOX = 90° m — 0 n = 0, bo niezmie-
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niamy początku), na zmianę układu danego, na układ X‘X‘,, Y‘Y‘, 
wyznaczony przez równania (12), biorąc

st o = st COx=-A-2 st 3 = st c,Ox, = - bOA a ‘ a

równaniem hyperboli odniesionej do osi X‘X‘,, Y‘Y‘, będzie

(13) a’ y' = p2 
z którego otrzymamy

Aby y' było zerem, trzeba żeby x‘ — c i odwrotnie : krzywa 
więc nie spotyka nowycli osi, chyba w odległości nieskończenie wiel
kiej : to jest, krzywa zbliża się nieograniczenie do osi, oddalając się 
nieograniczenie od początku. Osie te są assymptotami hyperboli, ró
wnanie (13) równaniem hyperboli odniesionej do assymptot. •

60. ZMIANA SPÓLRZĘDNYCE PROSTOLINIJNYCH NA.SPÓL- 
rzędne biegunowe. Możemy przypuścić że spółrzędne prosto
linijne są prostokątnemi mającemi początek w biegunie, oś odciętych 
skierowaną podług osi biegunowej, i że kąt biegunowy liczy się od 
odciętych dodatnych ku rzędnym dodatnym; gdyby spółrzędne pro
stolinijne były inne, możemy je z łatwością sprowadzić do powyż
szych, za pomocą znanych wzorów [58, (3)].

Niech będą więc x, y spółrzędne prostolinijne jakiegokolwiek 
punktu M (fig. 26), którego spólrzędnemi biegunowemi są pi o;

fig. 26.

mamy

(1) ( x = p dos o 
( y = p wst o
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na przejście z układu prostolinijnego, do układu biegunowego,
W przypadku ogólnym, oznaczając przez m i n spółrzędne pro

stolinijne bieguna, przez 0 nachylenie osi spółrzędnych, przez a 
nachylenie osi biegunowej do osi odciętych, otrzymalibyśmy wprost 
(fig. 27) :

o wst (9—% — w) 

wst 0
p wst (a — w)

WSt 6

Tak np. równanie prostej

ax — by — c == 0

odniesionej do spółrzędnych prostokątnych, stanie się w układzie spół
rzędnych biegunowych

= P
" dos (w — a) 

biorąc biegun w początku, oś biegunową w kierunku osi odciętych, i 
oznaczając przez p długość prostopadłej poprowadzonej z bieguna 
na prostę, przez a kąt, jaki ta prostopadła tworzy z osią biegunową.

Krzywe drugiego stopnia mogą być wszystkie trzy, względem spół
rzędnych biegunowych, zawarte w równaniu :

= P
p 1 — e dos o 

biorąc za oś biegunową oś wielką, którąśmy wzięli poprzednio za oś 
odciętych, w spółrzędnych prostokątnych [46], [47], [48], a za bie
gun punkt zwany ogniskiem. Równanie to wyrażać będzie (a i b są 
osiami w układzie prostokątnym) :
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Va2 — 62Elipsę, jeżeli e = --------- jest mniejszem od 1 
O

1a2 — 62Hyperbole, jeżeli e = -—a— jest większem od l
Parabolę, jeżeli e = 1

62Stal 2, równą a w razie elipsy, lub hyperboli, a połowie, spól- 
czynnika x w razie paraboli [48], odniesionych do spółrzędnych pro- 
stokątnych, nazywamy parametrem, stałą e mimoirodem krzywej.

61. W ogólności,zamiana spółrzędnych prostolinijnych na 
prostolinijne, wtedy tylko przedstawiać może zmianę zmien
nych funkcji, kiedy nowe zmienne związane są z dawnemi 
za pomocą równań linijnych. Wszelka inna zmiana zmien
nych funkcji, pociąga za sobą zmianę spółrzędnych na krzy- 
wolinijne,których rozmaitość może być nieograniczona; spół- 
rzędne biegunowe są tylko jednym szczególnym przypadkiem 
spółrzędnych krzywolinijnych. Dla ułatwienia badania funk
cji, zwykle wprowadzić można zmienne nowe takie, że funk
cja przedstawi się pod kształtem nadzwyczaj prostym : lecz 
zmienne te rzadko kiedy mogą być związane ze zmiennemi 
dawnemi przez równania Igo stopnia. Tak samo dla każdej 
krzywej możnaby znaleźć układ spółrzędnych taki, żeby ró
wnanie krzywej było jak najprostszym: lecz spółrzędne takie 
właściwe krzywej zastosowane do innych krzywych, wydałyby 
równania jeszcze bardziej złożone. Jednakże układ zmien
nych, lub spółrzędnych właściwych funkcji lub krzywej, 
przedstawia bardzo często znaczne korzyści w badaniu wła
sności funkcji lub krzywej, jak o tćm w dalszym ciągu prze
konać się nie raz będziemy mieli sposobność.

Widzimy zarazem jaką rolę grają ilości stałe wchodzące 
w skład funkcji; ilości te stałe, które nazywają niekiedy 
parametrami, tak jak u krzywych drugiego stopnia, oznaczają 
postać funkcji niezależnie od zmiennych. Stałe te tak na
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zwane dla tego, że niezależą od zmiennych, można również 
zmieniać w osobny sposób : np. zwiększając oś wielką a 
elipsy bez granic, zupełnie nic zależnie od spółrzędnych 
x i y jej punktów, widzielibyśmy jak elipsa zbliża się 
nieograniczenie do paraboli mającej z nią wspólne ognisko.

62. Jednorodność. Przedstawiając rozmaite ilości alge
braiczne jako wielkości geometryczne, przypuszczamy zaw
sze pewną jednostkę, zresztą dowolną, zwykle nieoznaczoną, 
do której odnosimy te wielkości tak stałe, jak zmienne. 
Gdybyśmy chcieli uczynić tę jednostkę wyraźną, należałoby 
wyrazić ilości uważane wchodzące w równ inie

(1) f\a, b, c... x, y) =0

jako stosunki do tej jednośtki m; równanie wtedy przy- 
bierze kształt

i będzie jednorodnem [33] względem a, b, c... x, y' m.
Jeżeli równanie (1) jest już jednorodnem, możemy uwa- 

żać jednostkę jako niewyznaczoną, i jeżeli za a, b, c... x, y 
podstawiemy ilości proporcjonalne : ka^ kb, kc... kx, ky 
równanie nic przestanie być sprawdzonym; bo [32]

/ {ka, kb, kc... kx, ky) == km f\a, b, c... x, y)

jeżeli więc f{a, b, c... x, y) = Q^ ponieważ k jest ja- 
kiemkolwiek

/ {ka, kb, kc ... kx, ky) = 0

Często zależy nam tylko na tem, żeby równanie było jed
norodnem co do zmiennych; w takim razie wprowadzamy 
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nową zmiennę t zupełnie dowolną, tak, że zmieniając x 
możemy przypuścić t zmiennćm, lub stałem; wyrażamy 
zmienne jako stosunki x‘ i y‘ do t, a podstawiając te 
stosunki, otrzymamy równanie jednorodne co do trzech 
zmiennych xf y; t. Tak np. w równaniu 2go stopnia

ax2 — bry — cy1 — dx — ey — f — 0

x V podstawiając + za E, a t za y otrzymamy mno

żąc przez t2

a^ + bx'y' + cy'2 + dx'l + cy't + f d = 0

równanie jednorodne co do a, y^ t. Jeżeli uważamy krzy- 
wę przedstawiającą to równanie, powiadamy że krzywa jest 
odniesioną do spółrzpdnych jednorodnych. Zmienna t jest, 
jakeśmy wyżej powiedzieli, zupełnie dowolną; można jej się 
pozbyć w każdym czasie zakładając t = 1, lub podstawia
jąc xt za x, a yt za y.

W spółrzednych trzylinijnych [56] wszelkie wyrażenie 
może być uczynione jednorodnym, mnożąc każden jego 
wyraz przez odpowiednią potęgę stosunku

ax — 63 — cy
2A

któren jest równy jedności [56 (1)].

63. Interpolacja. Jużeśmy wyżćj [43]zauważyli, że wy- 
znaczenie funkcji czyniącej zadość pewnym warunkom, 
przedstawia się geometrycznie, jako wykreślenie krzywej 
mając dane pewne jej własności. Wyznaczenie funkcji któ- 
raby przybierała dane wartości odpowiednie wartościom 
danym zmiennej niezależnej [36] wychodzi na to samo, co 
wykreślenie krzywej, przechodzącej przez dane punkta. Ka-
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żda para wartości szczególnych danych zmiennej niezależ
nej i funkcji

(1)
( x = X, x==x, 
ly=y, (y=y.

J—Tm
y=ym

wyznacza pewien punkt na płaszczyźnie; funkcja szukana 
ma zawierać te szczególne wartości: krzywa ma przecho
dzić przez dane punkta. Jak nieograniczona liczba funkcyj 
może zadość czynić tym warunkom, tak nieograniczoną 
liczbę krzywych możemy przeprowadzić przez punkta dane 
w jakiejkolwiek liczbie. Jeżeli funkcja ma być algebraiczną 
całkowitą mgo stopnia :

(2) y = o.m a" + ©—{ a" 1 — . . . a, x — a.

i zadość czynić m — 1 wartościom zmiennych (1), tak 
funkcja jak i krzywa przechodząca przez m — 1 punktów 
(1) są wyznaczonemi. Krzywe różnego stopnia, których ró
wnania mają kształt (2) nazywają się w ogólności parabo
lami : parabola 2go stopnia jest szczególnym przypadkiem 
(2). Parametra krzywej mogą być wyznaczonemi za pomocą 
wzoru Lagrange’a [38].

Przedstawienie geometryczne funkcji dwóch zmien
nych niezależnych.

64. Niech będą trzy płaszczyzny, (fig. 28), przecinające 

fig. 28.
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się z sobą podług trzech prostych OX, OY, OZ, które 
nazywać będziemy osiami spółrzednych w przestrzenią niech 
będzie jakikolwiek punkt M w przestrzeni; poprowadźmy 
z tego punktu równoległe MA do osi OZ i przez punkt 
A przecięcia się tej równoległej z płaszczyzną XOY, po
prowadźmy równoległę AB do osi OY. Wielkości

0B=x AB=OC=y MA=OD=z

nazywamy spółrzędnemi punktu M w przestrzeni. Są to 
trzy krawędzie przyległe równoległościanu wystawionego na 
osiach przez punkt M. Spółrzędne te będą dodatnemi lub 
odjemnemi, stosownie do położenia punktu względem 
trzech płaszczyzn spółrzędnych : ośm układów (kombinacji) 
jakie utworzyć można biorąc spółrzędne te ze znakiem — 
lub —, odpowiadają ośmiu kątom trójściennym, jakie trzy 
płasczyzny spółrzędnych tworzą pomiędzy sobą. Każden 
punkt może mieć tylko jedyne spółrzędne względem danego 
układu osi, i odwrotnie, trzy spółrzędne, wzięte ze stoso- 
wnemi znakami, wyznaczają zupełnie punkt w przestrzeni.

Niech będzie równanie

(1) f(,3,2)==0

pomiędzy trzema zmiennemi, z których dwie np. x i y 
mogą być uważanemi jako zmienne niezależne, trzecia z 
będzie funkcją tych dwóch zmiennych niezależnych. Odcina
jąc każdy układ wartości szczególnych zmiennych x, y^ z na 
osiach odpowiednich OX, OY, OZ otrzymamy dla każdego 
z nich osobny punkt M. Jakoż możemy wziąść dowolnie 
wartości zmiennych niezależnych T =OB y — OG, które 
wyznaczą nam zawsze pewien punkt A na płaszczyźnie 
XOY : z punktu A prowadząc równoległę AM do osi OZ 
równanie (1) da nam wartość z, a biorąc AM równą tej 
wartości otrzymamy punkt M. Punkt M jest widocznie
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jednym z wierzchołków równoległościanu wystawionego na

z= OB y=0C z=0D

Zbiór wszystkich wartości x, y, z, czyniących zado- 
syć równaniu (1), przedstawia zbiór punktów w przestrzeni 
określających powierzchnię. Spółrzędna z jakiegokolwiek 
punktu tej powierzchni, może być uważną jako przedsta
wiająca funkcję dwóch zmiennych niezależnych x i y^ 
przedstawiających dwie inne spółrzędne tego punktu, czyli 
spółrzędne rzutu punktu na płaszczyznę XOY, uważane 
równolegle do osi OZ. Powierzchnia przedstawia więc 
funkcję (1), i odwrotnie równanie (1), nazywamy równa
niem powierzchni.

Równanie
(2) : = a

gdzie a jest stałą, przedstawiać będzie w przestrzeni pła- 
sczyznę równoległą do XOY; bo x i y uważamy tu za 
nicwyznaczone, jakiekolwiek, a z jest zawsze to samo; jest- 
to więc płasczyzna znajdująca się w odległości a, wziętej 
równolegle do osi OZ, od płasczyzny XOY.

Równanie
(3) f(x,y) — 0

przedstawia pewną krzywe LK na płasczyznic XOY (fig. 29).

7
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Z jakiegokolwiek puklu A tej krzywej przeprowadźmy 
równoległę AM do osi OZ, ponieważ spółrzędna z 
która nie wchodzi w równanie (3), jest nieoznaczoną, spół- 
rzędne każdego punktu tej prostej czynić będą zadość ró
wnaniu (3). Równanie to wyraża więc w przestrzeni po
wierzchnie walcową, którćj tworzącą jest równoległa do osi 
OZ, a kierownicą jest łinja LK, dana na płaszczyźnie XY , . s
przez równanie (3).

Równanie
(O t{x,y, z)=0
przedstawia, jakieśmy powiedzieli powierzchnię jakąkol
wiek. Przetnijmy tę powierzchnię płasczyzną ABC (fig. 30)

fig. 30.

równoległą do XOY ; równaniem tej płasczyzny jest :

(2) z = a

równaniem’przecięcia będzie, przypuszczając że równania 
te razem zachodzą, i podstawiając za z wartość a w (1) :

W f{x,y, a) = O
które to równanie jest równaniem pewnej linji LK na 
płasczyznie ABC.

Przecinając powierzchnię (1) inną płasczyzną A'B'G 
równoległą do XOY której równaniem jest :

(2) z = a'
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otrzymamy inna krzywę

(4) f(,y,c)=0

jako przecięcie; możemy postępować tak dalćj i badać tym 
sposobem kształt powierzchni za pomocą przecięć powyż
szych, które mogą być tak zbliżonemi jak się podoba.

Zresztą wszystkie prawie uwagi co do ciągłości, wartości 
rzeczywistych i urojonych funkcji it. p., któreśmy zrobili 
uważając funkcję jednej zmicnnćj niezależnćj i krzywą pła
ską ją przedstawiającą, dadzą się z łatwością zastosować do 
funkcyj dwóch zmiennych niezależnych i powierzchni przed
stawiających te funkcje.

Widocznćm jest z powyższego, że

z=0 jest równaniem płasczyzny XOY 
y=0 jest równaniem płasczyzny XOZ
c=0 jest równaniem płasczyzny YOZ.
y = ax-\-b jest równaniem płasczyzny równoległej do 

osi OZ
z—ax-\-b jest równaniem płasczyzny równoległej do 

osi OY
x — az-\-b jest równaniem płasczyzny równoległćj do 

osi OX.

65. Wartości wspólne dwóm funkcjom. Przecię
cie się powierzchni. Niech będą dwie funkcje dwóch 
zmiennych niezależnych :

(O F(,y,z)=0
(2) f^,y,z} = ^

szukając wartości szczególnych z równych, dla tych samych 
wartości zmiennych niezależnych w jednej i drugiej funkcji, 
założyć należy, że równania (1) i (2) razem zachodzą. Mo
żemy wyrugować w takim razie jedną ze zmiennych, i
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otrzymamy :

(3) (,»)= 0 

funkcję taką, że dla wszelkich wartości szczególnych x i y, 
czyniących zadosyć (3), te same wartości z będą czynić za- 
dosyć równaniom (1) i (2).

Każde z równań (1) i (2) jest równaniem powierzchni; 
równanie (3) jest równaniem rzutu krzywej, będącej ich 
wspólnem przecięciem na płaszczyznę XOY, (rzutu wzię
tego zawsze równolegle do osi OZ; wrazić osi prosto
kątnych rzuty te będą prostopadłemi).

Rugując x z dwóch równań (1) i (2) otrzymalibyśmy

« •(,5)=0

rzut przecięcia na płasczyznę YOZ ; rugując y

O) Z (x, z) = 0 

rzut przecięcia na płasczyznę XOZ.
W ogólności, krzywa w przestrzeni wyrażoną jest przez 

zbiór dwóch równań (1) i (2), czyli przez przecięcie się 
dwóch powierzchni. Może być również wyrażoną przez dwa 
z trzech równań (3), (4), (5), czyli przez dwa rzuty na dwie 
płaszczyzny spółrzędne, lub inaczej przez przecięcie się 
dwóch powierzchni walcowych, równoległych do osi, wy
rażonych przez powyższe równania: byleby, w razie gdyby 
powierzchnie walcowe przecinały się podług kilku krzy
wych, zastrzedz, które z nich bierzemy pod uwagę.

66. Kierunek linji prostej, może być danym za pomocą 
kątów jakie prosta, lub równoległa do prostej poprowadzona z po
czątku O, tworzy z osiami. Dwa z tych kątów nie wyznaczają zupełnie 
prostej; bo zakreśliwszy z początku, jako wierzchołka, dwa ostrokręgi 
na dwóch osiach spółrzędnych, mające u wierzchołka kąty dane, te dwa 
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ostrokręgi przecinają się w ogólności podług dwóch tworzących, które 
obiedwie tworzą z osiami kąty dane. Kąt z trzecią osią pokażc, którą 
z tych dwóch tworzących wziąść należy. Lecz widzimy odwrotnie, że 
trzy kąty te nie mogą być dowolnemi, że musi zatem między niemi 
istnieć pewien związek, aby trzy ostrokręgi zakreślone w powyższy 
sposób koło trzech osi przecinały się tylko podług jednej prostej.

Przypuśćmy ze układ spólrzędnych jest prostokątny t.j. że trzy osie 
OX, OY, OZ tworzą z sobą kąty proste, i niech będzie prosta ja
kakolwiek OL (fig. 31) przechodząca przez początek dana, lub ró
wnoległa do danej, tworząca kąt a zosią OX, kąt 3 z osią OY, kąt 
Y z osią OZ.

Wziąwszy punkt M na prostej w odległości OM = l i nazwawszy 
spółrzędne punktu M : x, y i z, mamy

x = Z dos a y = l dos 3 z = l dos Y

lecz l jest przekątną równoległościanu wystawionego na x, y, z

a2 +y+2 = 7
a więc
(1) dos® a + dos2 3 + dos2 y = 1

jest to warunek konieczny, jakiemu muszą czynić zadosyć dostawy 
trzech kątów jakie prosta, jakakolwiek tworzy z osiami prostokąt- 
nemi.

Weźmy drugą prostę OK tworzącą kąty a', ‘, Y z osiami i kąt ■ 
V z prostą OL. Rrzucając na tę prostą OM i OBAM otrzyma
my rzuty równe

l dos V = x dos a' — y dos p' — z dos Y
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czyli, podstawiając za x, y, z, wartości

(2) dos V = dos a dos &‘— dos "dos 3’+dos Y dos Y 

wyrażenie dostawy kąta, jaki dwie proste tworzą pomiędzy sobą.
Aby dwie proste były prostopadłemi, warunkiem koniecznym i 

dostatecznym jest, żeby dostawa ta była zerem, czyli

(3) dos a dos a’ — dos 3 dos p’ — dos Y dos Y‘= 0

warunek prostopadłości.

67. Zmiana spółrzędnych. 
układ spółrzędnych O'X', O'Y', O'Z'

Przypuśćmy naprzód że nowy 
(fig. 32) jest równoległym do

fig. 32.

dawnego OX, OY, OZ : nazywając m, n, p spółrzędne początku O' 
względem dawnego układu, x, y, z spółrzędne punktu jakiegokol
wiek M, względem dawnego układu, x‘, y', z' spółrzędne tegoż 
punktu względem nowego układu, mamy widocznie

(1) c=m—x‘ y=:n-\-y' z=p+z

wartości, które podstawić należy w równaniu powierzchni odniesionej 
do układu XYZ, chcąc otrzymać równanie tejże powierzchni od
niesionej do układu X'Y'Z'.

Przypuśćmy powtóre, że nowy układ X'Y'Z' ma z dawnym XYZ
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wspólny początek O : nazwijmy (fig. 33) :

a, b, c

a', b', c‘

0, 0, €

dostawy kątów jakie kierunek dodatny osi 
z kierunkami dodatnemi osi 

dostawy kątów jakie kierunek dodatny osi 
z kierunkami dodatnemi osi 

dostawy kątów jakie kierunek dodatny osi 
z kierunkami dodatnemi osi

OX‘, tworzy 
OX, OY, OZ 
OY, tworzy 

OX, OY, OZ 
OZ', tworzy 
OX, OY, OZ

2, p, v kąty YOZ, ZOX, XOY.
Weźmy jakikolwiek punt M w przestrzeni, nazwijmy spólrzędne 

tego punktu
MA = z AB = y OB = x

M'A' = z' A‘B‘ = y' OB' = x‘

Rzuty linij łamanych OB AM, OB'A'M
OZ są sobie równe; mamy więc :

na trzy osie OX, OY,

( x + y dos v — z dos p = ax‘ + o!y' + a"z‘ 
(2) } x dos v + y + z dos =lx+ b'y' + b"z'

( x dos + y dos » + z = «x+ cy + c"z' 

równania Igo stopnia, z których z łatwością otrzymać można x, y, z 
wyrażone przez x, y', z', t. j. wzory dla przejścia z układu X Y Z 
do układu X' Y' Z' lub odwrotnie. Zauważyć należy, że a, b, c 
nie są dowolnemi, lecz czynić muszę zadosyć pewnemu warunkowi 
[66 (1)]; toż samo powiedzieć można o a', b', C, a", b", c"; 
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między temi dziewięcioma spółczynnikami zachodzą, więc trzy ró
wnania warunkowe.

I tak, jeżeli osie OX, OY, OZ są prostopadłemi

dos 2 = dos u. = dos v = dos C = 0 
‘ 2 

wzory (2) stają się
( x = ax' — a'y' — az‘

(3) y = bX' + Vy' + b"2 
( z = cx' + c‘y + c’:’

a trzy równania warunkowe są następujące [66 (1)]

( a2 — b2 — c2 = 1 
(4) ’ a” + b2 + e = 1 

( a"2+ ”2+t” = 1

Jeżeli nietylko osie OX, OY, OZ ale także osie OX, OY, OZ 
są prostopadłemi, mamy [66 (3)] jeszcze

i aa' + bb' + cc' = 0 
(5) } da‘+U—dd‘= O

( a"a + b"b + c"c = O

Z tych wzorów wyprowadzić można z łatwością następujące

( a=.b'c"— db" 
3 b = c'a" — a'c" 
( c = a'b"—b'a"

a' = cb"-bc" 
b' = ac" — ca" 
c' = ba" — ab"

a" = bc'-cb’ 
b" = ca! — ac' 
c" = ab' - ba'

zastrzegając jednak, dla uniknienia dwuznaczności, że gdyby nowy 
układ był odwrotnie rozłożony niż dawny t. j. gdyby zestawiając ze 
sobą kierunki OX i OX, OY i OY' kierunki dodatne OZ i OZ 
rozchodziły się w strony przeciwne, należy wziąść drugie strony ró
wnań (6) ze znakiem przeciwnym.

68. Równanie płasczyzny. Funkcja dwóch zmiennych 
niezależnych dana przez równanie algebraiczne pierwszego stopnia

(O Ax — By — Cz — D = 0

przedstawia płasczyznę. W rzeczy samej, widzimy naprzód, że prze-
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cięcia się powierzchni (i) z płasczyznami spółrzędnychi, czyli ślady 
powierzchni (1) na tych płasczyznach

Ax+By+D = 0 Aa+C:+D=0 By+C:+D= 0 

które otrzymamy z równania • (1) i z równań plasczyzn spółrzęd- 
nych [64] :

z = o y — ^ c=0

zakładając, że równania te razem zachodzą, są linjami proslemi. 
Nadto, jakkolwiek zmienimy układ plasczyzn spółrzędnych, ponieważ 
wzory służące do tej zmiany [67] są pierwszego stopnia, równanie 
(1) pozostanie pierwszego stopnia, a zatem powierzchnia (1) będzie 
miała zawsze ślady prostolinijne na płasczyznach spółrzędnych. 
Powierzchnia ta, która z jakąkolwiek płasczyzną przecina się podług 
linji prostej, sama jest plasczyzną.

Odwrotnie, każda płasczyzna może być przedstawioną przez ró
wnanie pierwszego stopnia. Aby tego dowieść i zarazem otrzymać 
równanie płasczyzny w dogodniejszym kształcie, przypuśćmy że 
układ spółrzędnych jest prostokątnym, i z początku O wyprowadź
my prostopadłą OL do płaszczyzny ABC (fig. 34) :

fig. 34.

Nazwijmy długość tej prostopadłej. OL =p, kąty jakie tworzy 
z osiami a, 8, Y, i weźmy jakikolwiek punkt M na płasczyznie 
którego spółrzędne nazwiemy x, y, z. Rzuty linji OM i linji ła
manej OPNM na kierunek OL, będą równe, a zatem

(2) x dos a — y des 3 — z dos Y = p
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równanie, które jest sprawdzonem dla każdego punktu na płasczyz- 
nie, a zatem jest równaniem płaszczyzny. Kąty a, 3, Y prostopadłej 
do płasczyzny z osiami, są zarazem kątami samej płasczyzny z pła- 
sczyznami spółrzędnych ; dostawy ich czynić muszą zadosyć wa
runkowi [66 (1)] :

(3) dos? a + dos2 3 + dos2 Y = 1

Jeżeli płasczyzna przechodzi przez początek, p =0 a równanie 
staje się

x dos a — y dos 3 — z dos Y = 0

Równanie (2) można otrzymać wprost z (1). Przypuszczając osie 
prostopadłe, równanie śladu AB

Ax + By + D = 0

da nam przecięcie się tego śladu z osią OX

OA - — D

otrzymamy podobnież
OB = - P OC = - P

lecz z trójkątów prostokątnycli OLA, OLB, OLC otrzymamy :

OL = OA dos a = OB dos 3 = OC dos Y 
czyli

(4) p _ dosa _ dos 8_ dos 7 _ + Ydos? a + dos2 8 + dos" 
DA B C ~ YA3+B2+C

1
— - VA*+B+ Ca

Dzieląc więc równanie (1) przez ± VA2+ B2 + C2 i podsta
wiając wartości (4) otrzymamy równanie (2).

Widzimy zarazem, że spółczynniki A, B, C, są proporcjonalne 
dostawom kątów, jakie płasczyzna tworzy z płasczyznami spółrzęd- 
nerni i że spółczynnik D jest w tymże samym stosunku do odle
głości płasczyzny od początku.
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' 69. Równanie prostej w przestrzeni. Prosta w prze
strzeni jest wyznaczoną przez przecięcie się dwóch płasczyzn

i Ax + By + Cz + D + 0
(1) 7 A‘x + B'y + Cz + D' + 0

równania więc (1) razem zachodzące przedstawiają prostą w przestrzeni. 
Rugując z nich raz jedną zmiennę np. y, drugi raz drugą np. x, 
możemy zastąpić te równania przez następujące

(2) x = az + p y = bz — Q

z których pierwsze jest równaniem rzutu prostej na płasczyznę XOZ 
lub też równaniem płasczyzny rzucającej prostę na płasczyznę XOZ; 
drugie podobnież co do płasczyzny YOZ.

Można także wyznaczyć prostę przez kąty a, 3, Y jakie tworzy 
z osiami i przez punkt M, przez który prosta ma przechodzić.

Oznaczywszy przez x', y', z' spółrzędne punktu M, przez x, y, z 
spółrzędne jakiegokolwiek punktu N prostej, przez P odległość 
MN liczoną w kierunku któren czyni z osiami kąty a, 3, Y, i 
rzucając tę odległość na trzy osie, otrzymamy :

x — x' = p dos a y — y' = 0 dos 3 z — z' = P dos Y 
a zatem
(3) x — x' _ y — y'_  z — z'

dos o — dosdos 7

równania, które można wziąść za równanie prostej, i których spółczyn- 
niki określają kąty jakie prosta tworzy z osiami. Między temi spól-
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czynnikami zachodzi równanie warunkowe [66]

dos2 a — dos9 3 — dos2 Y == I

* Widoczną jest rzeczą, że 

C =0
J=0 
z=0

3= 0 
:=0 
z =:0

są równaniami osi 0: 
są równaniami osi 0x 
są równaniami osi 0y

70. Powierzchnie 2go stopią są to powierzchnie, przed- 
stawiające funkcje algebraiczne 2go stopnia dwóch zmiennych niezale
żnych:

(1) A®2 + A';/2 + A"?2 + 2 Byz + 2 B‘=T + 2 B‘xy
2 Cx+ 2 Cy +2 C‘z + F = 0

Przecięcie tych powierzchni przez jakąkolwiek płasczyznę, jest 
zawsze linją 2go stopnia : bo płasczyzna jest wyrażoną przez ró
wnanie Igo stopnia, rugując więc jedną nieznaną otrzymamy równa
nie 2go stopnia, które będzie równaniem rzutu przecięcia na jednę 
z płasczyzn spółrzędnych; równanie rzutu na drugą i plasczyzn 
spółrzędnych otrzymane w podobny sposób będzie znów równaniem 
drugiego stopnia; przecięcie więc samo musi być linją drugiego sto
pnia.

Jeżeli wszystkie przecięcia powierzchni drugiego stopnia są elip
sami, powierzchnię nazywamy elipsoidą (fig. 36) np.

fig. 36.
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Powierzchnia, której jedne przecięcia są elipsami, inne hyper- 
bolami, nazywamy hyperboloidą np.

(3) £+5-8-1 (fig. 37).

(ub

0) 5 + X: - 8=1 (Ng. 38)

pierwszę z nich (3) nazywamy hyperboloid^ o jednaj powłoce, drugą 
(%) hyperboloidą o dwóch powłokach : ta ostatnia składa się z dwóch 
oddzielnych części. Jakoż, przecięcia pierwszej (3) równoległe do 
płaszczyzny XOY, t. j. przez plasczyznę z~m, których równa- 
niem jest :

x2 1,2 . " m1
a1 1 b 2 1 c2

dla różnych wartości m są elipsami; przecięcia równolegle do dwóch 
innych płasczyzn spółrzędnych są hyperbolami (fig. 37). Przecięcia

drugiej (4), równolegle do plasczyzny XOY t. j. przez płaszczyznę 
z = m, których równaniem jest:

02 , 32 m2
22 (=e 1

mogą być elipsami jeżeli m> — c, mogą być urojonemi t. j. nic



110 rozdział n.

istnieć wcale, jeżeli wartość m jest mniejszy od wartości c, i znów 
stać się elipsami, jeżeli m jest odjemnem i ma wartość więk
szą od c (fig. 38). Oś OY wcale nie przecina powierzchni. Prze

cięcia równoległe do płasczyzn XOZ i YOZ są hyperbolami.
Jeżeli niektóre przecięcia powierzchni są elipsami, inne parabolami, 

powierzchnia nazywa się paraboloidą eliptyczną (fig. 39) np.

Jeżeli przecięcia mogą być parabolami
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lub hyperbolami (fig. 40) powierzchnia nazywa się paraboloidą hyper- 
boliczną np.

jest równaniem powierzchni, która przecięta przez płasczyznę XOY 
czyli z = 0, lub XOZ, czyli y = 0 daje parabole :

y2 = 2 pa zł = — 2 qx

jak również przecięcia przez płasczyzny równoległe do powyższych, 
będę parabolami. Przecięcie przez płasczyznę YOZ czyli x = 0 
da

dwie proste LP, L'P' przechodzące przez początek; przecięcia przez 
płasczyzny równoległe do YOZ, czyli x = = m dadzą hyper- 
bole

Widzimy że przecięcia tej powierzchni przez płaszczyzny mogą 
być linjami prostemi przecinającemi się : biorąc jednę z tych pro-
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slycli za oś OY, drogę za oś OZ, równanie paraboloidy hyperbo- 
licznej stanie się
(7) yz = kx

Walec i ostrokrąg są szczególnemi przypadkami powierzchni dru
giego stopnia.

71. Spółrzędne biegunowe 
będę trzy osie prostopadle OX, OY, OZ 

w przestrzeni. Niech 
(fig. 41) i punkt M w prze-

fig. 41.

strzeni :

P = OM odległość punktu ’ M od początu O czyli promień wo- 
dzący;

9 = ZOM kąt, jaki promień wodzący czyni z osią OZ;

• = XON kąt, jaki rzut ON promienia wodzącego na plasczyz- 
nę XOY, tworzy z osią ON;

nazywają się spólrzcdnemi bieyunowemi punktu M w przestrzeni. 
Spólrzędne te wyznaczają zupełnie punkt M : kąt $ wyznacza 
plasczyznę ZON, a kąt 9 i promień wodzący P położenie punktu 
na tej płasczyznie.

Nazwawszy

T = 0A J = Am z = Mm

spólrzędne prostolinijne prostokątne punktu M ; mamy :

0m = dost = ? wst.9, V = 0m wst Y, 3 = ? dos 0 ‘= x2+ y2 + 32 
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a zatem

a=? wst 0 dos y y = p wst 0 wst ó z = p dos 0 

dla przejścia ze spółrzędnych prostokątnych, do spółrzędnych biegu- 
nowych; i odwrotnie :

p = Va2 + y2 + =2 « sl $ = - « dos 9 = — — ==
V V&*—92—22

72. Funkcje więcej jak dwóch zmiennych niezależnych nie bywają 
przedstawionemi geometrycznie za pomocą spółrzędnych.

73. Uwaga. Oprócz powyższych układówspółrzędnych przestrzeni, 
możemy sobie przedstawić nieskończenie wiele innych, odpowiadają- 
cych podanym powyżej [53] układom na plasczyznie. 1 tak, ogól
ny układ spółrzędnych w przestrzeni będzie ten, w którym punkt 
w przestrzeni wyznaczonym jest przez przecięcie się trzech powierz
chni : w układzie prostolinijnym powierzchnie te są płasczyznami 
równoległemi do trzech plasczyzn danych; w układzie biegunowym 
[71] jedną z powierzclmi jest powierzchnia kuli, zakreślona z po
czątku promieniem zmiennym p, dwoma innemi powierzchniami, 
ostrokrąg mający wierzchołek w początku, którego oś stała OZ czy
ni z tworzącą kąt zmienny 0, i plasczyzną przechodząca przez tę 
oś OZ i tworząca kąt zmienny 0 z kierunkiem stałym OX, pro
stopadłym do OZ w początku O i t. p.

Układ spółrzędnych czteropłasczyznowych, w którym punki 
w przestrzeni oznaczonym jest za pomocą odległości od czterech 
ścian ostrosłupa trójkątnego danego, odpowiada układowi spółrzęd
nych trzylinijnych [56] na płasczyznie.



ROZDZIAŁ III

0 ILOŚCIACH UROJONYCH

Uwagi ogólne. — Wyrażenie Moivre’a. — Modni i argument. — Przedstawie
nie geometryczne ilości urojonych. — Twierdzenia tyczące się iloczynu, potęgi, 
summy wyrażeń urojonych. — Zastosowania : — Pierwiastek stopnia mgo. — 
Rozwinięcia wst mx, dos mx podług potęgi luku, i wstma dosme podług 
wielokrotności łuku. — Uwagi nad użyciem ilości urojonych.

74. Uwagi ogólne. Ilości urojone podobnie jak ilości 
odjemne, wprowadzamy w algebrze dla uogólnienia wy
padków otrzymanych przez rozwiązywanie równań.

Ogólność wypadków wymaga uważania ilości algebra
icznych nic tylko pod względem wielokrotności całkowitej, 
ułamkowej, wymiernćj lub niewymiernej, pewnej jedności, 
ale także pod względem jakości tejże jedności, nadającej tą 
samą jakość całej ilości.

Dla uogólnienia wypadków otrzymanych przez rozwiązy
wanie równań stopnia pierwszego, uważamy ilości dwoja
kiego rodzaju : jedne z nich nazywamy dodatnemi^ drugie 
odjemnemi ; uważamy pierwsze ilości jako wielokrotno
ści pewnej jedności, którą nazywamy dodatną, drugie jako 
wielokrotności innej jedności, nazwanej dla odróżnienia 
odjemną. Związek istniejący pomiędzy temi dwoma różne- 
mi jednościami, określamy ściśle w ten sposób, że dodać pe
wną wielokrotność jednej z nich, wychodzi na to samo co 
odjąć tą samą wielokrotność drugiej i odwrotnie. Z tego 
określenia z łatwością wyprowadzamy prawidła działali pro
stych wykonywanych na ilościach jednego, drugiego lub obu 
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razem gatunków : działań, których wypadkiem jest zwykle 
ilość jednego gatunku t. j. dodatna lub odjemna. Dla od
różnienia jednego gatunku ilości od drugiego, nie piszemy 
wyraźnie jedności, lecz poprzedzamy wielokrotność zna- 
kiem — lub—. Widocznćm jest zresztą, że ilość jednego 
gatunku nie może być nigdy równą ilości drugiego gatunku, 
chyba jeżeli obiedwie są zerami. Jeżeli w zadaniu, szukając 
ilości pewnego gatunku znajdujemy na wypadek ilość dru
giego gatunku, wnosimy że zadanie jest niemożebnem do 
rozwiązania, i że zmienić je należy w taki sposób, aby od
powiedź była ilością tego samego gatunku, co pytanie.

W podobny sposób, dla uogólnienia wypadków otrzy
manych przez rozwiązywanie równań stopnia 2go, a następ
nie i wyższych stopni, uważamy znów ilości dwojakie : je
dne z nich nazywamy rzeczywistemi, drugie urojonemi ; 
jedne z nich uważamy jako wielokrotności całkowite, ułam
kowe, wymierne lub niewymierne, dodatne lub odjemne, 
jedności pewnego gatunku którą nazywamy rzeczywista, a 
drugie jako wielokrotności rozmaite jedności innego gatun
ku, którą dla odróżnienia nazywamy urojona. Związek istnie
jący między temi jednościami określamy w ten sposób, że 
dodać kwadrat pewnej wielokrotności jednej z nich, (uro
jonej), wychodzi na to samo co odjąć kwadrat tćj samej wie
lokrotności drugiej (rzeczywistej), i odwrotnie. Z tego okreś
lenia wyprowadzamy prawidła działań algebraicznych, jakie 
dokonywać możemy na ilościach jednego, drugiego lub obu 
razem gatunków. Jeżeli działania te dają na wypadek potęgi 
parzyste każdej z osobna ilości, widocznie wypadek ten mo
że być uważanym, jako zawierający ilości jednego tylko 
gatunku. W przeciwnym razie wypadek zawierać będzie 
ilości obu gatunków Ł. j. rzeczywiste i urojone.

75. W ten sam sposób uważać możemy ilości nietylko 
dwóch, ale ilukolwiek gatunków. Niech będą w ogólności
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jedności różnego gatunku, które oznaczymy dla odróżnienia 
przez

1, i, j. I: • • •

tak, że ilości tych różnych gatunków wyrażonemi będą przez

a, bi, ej, dk ...

Ponieważ wielokrotności jedności różnych gatunków nic 
mogą być równemi pomiędzy sobą (przypuszczamy że ga
tunki te o tyle są różne, że żadna jedność nic jest wielokrot
nością drugiej), równanie

a + bi + ej + dk + ... = a + b'i + dj + di+ ...

jest koniecznie równoważnem układowi równań :

a = a' b = b' c — d d = d ...

Wyrażenia, w które wchodzą jedności różnego gatunku, 
jak np. rzeczywiste i urojone, nazywać będziemy wyraże
niami mięszanemi.

Niech będzie wyrażenie mieszane jedności i, j dwóch 
gatunków
(t) aj —- bi = oij — b i

przypuszczamy że i i j są o tyle różnego gatunku, że ró
wnanie to pociąga za sobą równania

(2) a = ai b = ld

i odwrotnie; t. j. że wielokrotności jedności j nie mogą 
się łączyć z wielokrotnościami jedności i: równanie (i) 
jest tylko skróconym sposobem napisania równali (2).

Z tej własności, wyciągnąć możemy z łatwością nastę
pujące :
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Jeżeli mamy wyrażenia mieszane :

( d/ + h,i =dj + b,i
(3) )o+bi=4+b,i

które zastępują układ równań (4)

do — a o b — h o 
a^ = a\ b, = b\
..................................

a, — a m bm — b •

mamy również

(5) (4,±±q,= ... ±aj+(b,±5,± ... ±b^i=
(a, ± a\ ± ... ± d„\j + (b, ± b\ ± ... ±5.„) i 

czyli summy, lub różnice wyrażeń mieszanych równych, są so
bie równe;
(C) Kf + bo i) (4, i + b,i) • • • {amj + b. i) = 

(dj + bo i) (dj + b, 0 • • • (dmj + h • i) 

czyli iloczyny wyrażeń mieszanych równych są sobie równe

^J^r^ _ 4oj+b,J 
am,j + bm^ amj + bm i

czyli stosunki wyrażeń mieszanych równych są sobie równe;

(8) (ąj + bi)" = («j + b'i}n

przypuszczając w (6) wszystkie czynniki równe i w liczbie n; 
czyli że potęgi tego samego stopnia wyrażeń mieszanych ró
wnych są sobie równe i t. p.

Równości tych z łatwością można dowieść, uważając 
równania (4), i sprowadzając każdą z'tych równości do ró-
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wności koniecznej wielokrotności tych samych jednostek.

Też same lub podobne własności miałyby miejsce, gdy- 
byśmy zamiast uważać wyrażenia mieszane z ilości dwóch 
gatunków, uważali ilości trzech, czterech, ilukolwiek gatun
ków.

76. W szczególnym przypadku, jeżeli szukamy, wyrażenia

aj + bi
takiego, żeby podstawiwszy je za x w równaniu drugiego 
stopnia

(1) a2+pa+(= 0

równanie to było sprawdzonem, znajdujemy bez trudno
ści, że założywszy

j = 1 22 = — 1

a i b zawsze utworzyć można z p i q, t. j. wyrazić przez 
tę same co p i q jedność, tak żeby wyrażenie

(2) a — bi

podstawione za x, czyniło zadość równaniu (A). Wyrażenie 
(2) nazywa się wtedy wyrażeniem urojonemu j = ^ jednością 
rzeczywistą, i jednością urojoną. Można uważać bi które 
wyraża wielokrotność jedności urojonej za iloczyn z b, wie
lokrotności jedności rzeczywistej, przez i, jedność urojoną; 
w każdym razie a i b będą rzcczywistemi.

Ponieważ 22 = — 1 napisać można i = ± V — 1 co ozna
cza tylko, (ponieważ V — 1 wyraża działanie pod pewnym 
względem niedorzeczne), że nie ma możliwego przejścia 
wprost od jedności rzeczywistej do jedności urojonćj, lecz 
że kwadrat z wielokrotności jedności urojonćj, może być 
wyrażonym przez jedność rzeczywistą, z tym warunkiem 
żeby gdzie miał być dodanym, był odjętym i odwrotnie.
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W szczególnym przypadku a lub b mogą być zerami; 

w tym ostatnim razie wyrażenie (2) staje się rzeczy wistem, 
wyrażenia rzeczywiste mogą wiec być uważanemi jako 
szczególne przypadki wyrażeń urojonych.

Wszystkie własności udowodnione [75] dla wyrażeń mię- 
szanych jakichkolwiek, stosują się widocznie i do wyrażeń 
urojonych.

77. Moduł i argument. Niech będzie wyrażenie uro
jone
(1 ) a — hi

Nazwijmy
Va+6=ę

ponieważ a i b są mnićjszemi od p, założyć możemy

a = p dos w b=^ wst o

dos o i wst o są zawsze ułamkowemi, mniśjszemi od jedno
ści, których summa kwadratów daje jedność, tak że mamy 
zawsze

a2+b‘==p2

Wartości p i o związane są z wartościami a i b^ za po
mocą związków

( . =+v+7 

(2)) dos 0 = — 0 wst « _  D - - 
( + Va2 + 62 + Yał + b^ 

tak, że mając a i b wyznaczyć możemy p i w, i odwrotnie.
Wyrażenie • (1) zastąpić więc możemy przez wyrażenie

(3) p (dos o — i wst o)

ilość p .nazywawać będziemy modułem, i uważać będziemy 
zawsze jako ilość dodatną; ilość kątową o nazywać będzie
my argumentem-, znak a i b wyznaczy nam ćwiartkę okrę- 
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gukoła, w której kończyć się będzie łuk o : jeżeli a i b są 
oba dodatnemi, o kończyć się będzie w pierwszej ćwiartce; 
jeżeli b dodatnem a a odjemnem, w drugiej ćwiartce; jeżeli 
b i a oba odjemnemi, w trzeciej ćwiartce; jeżeli b odjemne, 
a dodatne, w czwartej ćwiartce. Ogólność przekszałcenia (2) 
nie będzie więc zmniejszoną przyjmując p zawsze dodat
nem.

Moduł p jest zawsze wyznaczonym : dane wyrażenie uro
jone a-}-bi może mieć tylko jeden moduł 0 = - Va2—b2, 
ponieważ zakładamy, że moduł ten ma być koniecznie do- 
datnym. Lecz argument o nie jest wyznaczonym : wyraże
nie urojone (3) lub wyrażenie równoważne (1) nie zmieni się 
jeżeli do argumentu o dodamy, lub jeżeli od tego argu
mentu odejmiemy wielokrotność całkowitą 21; bo mamy

(4) a — bi= p (dos o — wst o) == p [dos (o ± 2n - )
— i wst (o) — 2n x)]

gdzie n oznacza liczbę całkowitą.
Ilości rzeczywiste, które jakeśmy już wyżej powiedzieli, 

są szczególnym przypadkiem wyrażenia (1), mogą być ró
wnież uważane,jako zawarte w wyrażeniu (3), przypuszczając 
zawsze p dodatne; ilości rzeczywiste dodatne odpowiadać 
będą wartości o==2nz, ilości rzeczywiste odjemne wartości 
w = (2n — 1) 7 ; wartość jednych i drugich bez względu na 
znak będzie równą wartości modułu : mamy bowiem, ozna
czywszy przez A wartość rzeczywistą :

(5) — A = A (dos 2n - — i wst 2n x)
— A — A [dos (2n + 1) - + i wst (2n +1)=]

TWIERDZENIE i. Aby dwa wyrażenia urojone były sobie ró- 
wne, warunkiem koniecznym i dostatecznym jest, żeby ich modu
ły były sobie równe, a argumenty różniły sie o wielokrotność 
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całkowitą 2x.
W rzeczy samej, jeżeli

p (dos o — i wst w) = p' (dos o’ — i wst o) 
to [75]

p dos o = p' dos o’ o wst o ==o wst o’

Podnosząc do kwadratu i dodając

p2 (dos2 w — wst2 o) = p'2 (dos2 o’ — wst2 o’) 
czyli

P2 = P' 
a zatem

P = p' 

zważywszy, że tak p jak p' mogą być tylko z określenia do- 
datnemi; a więc także

dos o = dos w' wst o = wst o’ 
czyli

W ---  w' = — In T

W razie wyrażeń urojonych, tak zwanych sprzężonych t. j. 
różniących się znakiem b, jak

a — bi, a — bi

moduły są równe, argumenta mają dostawy równe i tych 
samych znaków, wstawy równe i znaków przeciwnych; 
summa więc tych argumentów jest wielokrotnością całko
witą 2x; tak że jeżeli

a — bi = p (dos o — i wst o) 
to

a —bi=^ [dos (2n m — o) — i wst (2n T — o) ]

78. Przedstawienie 'geometryczne ilości urojo
nych. Tak jak ilości odjemne mogą być przcdstawionemi 

*
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geometrycznie [39] za pomocą prostych, odcinanych w je
dnym kierunku, lecz w strono przeciwną prostym przedsta
wiającym ilości dodatne, tak ilości urojone na zasadzie pe
wnej umowy, mogą być przedstawione geometrycznie w na
stępujący sposób :

Niech będzie wyrażenie urojone 

(1) a + hi 
czyli

p dos o — i wst o

Niech będą dwie osie prostopadłe na płasczyznie XX,, 
YY,. (fig. 42)

Weźmy OA=a na osi XX,, AB=b w kierunku prostopa
dłym t. j. równoległym doY Y,, punkt B uważać będziemy 
jako przedstawiający wyrażenie urojone (1).

Łącząc OB, mamy

OB = V0A3 + Alk, OA = OB dos BOA, AB = OB wst BOA 

czyli

__2 i 73, dos BOA = — wst BOA — —b — 00 = V" T Va2 — h"’ Va + 63
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OB przedstawia więc moduł p, kat BOA argument o wy- 
rażenia urojonego (1). Punkt B się nie zmieni, jeżeli nic 
zmieniając OB, powiększymy lub zmniejszymy kąt BOA 
o całkowitą liczbę 21, co jest zgodnćm z tem cośmy wy
żej powiedzieli [77].

Jeżeli b pozostaje dodatnem, zaś a jest odjcmnćm, od- 
ciąwszy a — OA, w stronę przeciwnę OA, otrzymamy punkt 
B' przedstawiający wyrażenie urojone

— a — bi czy] i p [dos (x — o) — i wst (n — o)]

gdzie argumentem będzie kąt BOA == m — o; podobnież 
punt B, przedstawiać będzie wyrażenie urojone

— a — bi czyli p [dos (x — o) — i wst (n — w) ] 

gdzie argumentem będzie kąt BOX =o+m; punkt zaś 
B, przedstawiać będzie wyrażenie urojone

a — bi czyli [o dos (2n — o)—i wst (2n — o)]

gdzie argumentem będzie kąt B,OX = In — o. Kąty te 
liczyć należy w jednym raz przyjętym kierunku, od 0 do 27.

Wyrażenie urojone wyznaczonćm jest zupełnie, już nic 
jak wyrażenie rzeczywiste przez długość Unijną, odciętą na 
pewnym kierunku, lecz przez położenie punktu na płasczyz- 
nie : odległość tego punktu B od początku O przedstawia 
moduł, kąt zaś OB z osią OX argument wyrażenia urojonego. 
Jeżeli wyrażenie urojone staje się rzeczywistćm t. j., jeżeli 
o = 0 lub o== ^n-K [77] punkt B przypada na osi XX,, 
na której odcinamy wielkości rzeczywiste a.

79. Działania na wyrażeniach urojonych. TWIER- 
dzenie u. Moduł iloczynu ilukolwiek wyrażeń urojonych jest 
iloczynem modułów czynników; argument zaś iloczynu jest 
summa argumentów czynników.
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Dla dwóch wyrażeń urojonych mamy

P (dos o — i wst o) X f (dos o’ — i wst o) 
= pp [dos o dos m — i (wst o dos o’ — dos o wst o’) 

— i2 wst o’ wst o] 
= pp' [(dos o dos o’ — wst o wst w) — i (wst o wi o’ 

— dos o wst o)
— pp [dos (o — o) — i wst (o — o)]

zważywszy że i‘= — 1. Dla ilukolwiek wyrażeń mieliby
śmy widocznie

(6) p (dos o — i wst o) X p (dos o —
i wst o) X p" (dos w" — i wst o") X...

=Pp ... [dos ( —- o —- o +...)+ 
i wst (o —o — o — • • •)]

Udowodniwszy dla dwóch wyrażeń, łatwo udowodnić te
go twierdzenia dla trzech, następnie dla czterech i t. d. 
Twierdzenie więc jest ogólnem.

Wniosek i. Moduł ilorazu dwóch wyrażeń urojonych jest 
ilorazem modułu dzielnej przez moduł dzielnika; argument 
zaś ilorazu jest różnicą argumentów dzielnej i dzielnika.

Na zasadzie poprzedzającego twierdzenia

X p' (dos w' — i wst w') 8 dos (»—«) + i wsi (o—«)

= p (dos o — i wst o)
a zatem

— p (dos o — i wst w) . , 
P (dos w — i wst w) p L 1

c.b.d.p.
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WNIOSEK n. Moduł potęgi jakiejkolwiek wyrażenia urojo
nego, jest potęga tego samego stopnia modułu danego; argu
ment potęgi jest iloczynem wykładnika, przez moduł wyraże
nia danego.

Powiadam że

P—9 
4

(8) [p (dos w — i wst o)]n = p™ (dos mo — i wst mo)

Przypuśćmy naprzód m całkowitem dodatnem : zało
żywszy w równaniu (6) czynniki równe w liczbie m, otrzy
mamy równanie (8).

powtóre wykładnik ułamkowym m = 

gdzie p i q całkowite dodatne; mamy

P (dos w — i wsi •) 1 — [pP(dos pco —iwstpo ) 7 

a że

2/ p^ ' ' pM \ 7
p* " dos q + i wst q ) | = "(dos po+i wstpo

na zasadzie poprzedzającego dowodzenia : q równie jak p 
są całkowite i dodatne; więc naodwrót podnosząc powyższe 

. 1
równanie do potęgi -

[pp (dos p. + i wst po) = p 5 dos "" + i wst ~ 

czyli

- ? /, po , .po \
[p dos w + i wst o)]7 — "7 dos — TT i wst q)
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a zatem równanie (8) ma miejsce dla wykładnika ułamko-

wego, dodatnego: m= q

Przypuśćmy nakoniec, że wykładnik m jest całkowitym 
lub ułamkowym, lecz odjemnym : m = — n (gdzie n jest 
dodatnem) :

ro (dos 6 — i wst o)— n = —------ 1.—_
— 1 [p (dos w — ? wst o)]"

_ _________1________
3 p” (dos no — i wst no)

_ p° (dos2km + i wst 2km)
p" (dos no Hi wst no)

== p—n [dos (2kT—no)—iwst (2/:T—no)

= pin [dos (— no) — i wst (— no)]

nazywając przez liczbę całkowitą, uważając że

4 = p° (dos 2kr + i wst 2km)

i wziąwszy pod uwagę WNIOSEK I ; podstawiając m za — n, 
otrzymamy wzór (8)

[p (dos o + i wst o)]m = p" (dos m o — i wst" o)

Wzór więc (8) ma miejsce dla jakiegokolwiek wykładnika 
m : dodatnego, odjcmnego, całkowitego lub ułamkowego. 
Wzór ten znanym jest pod nazwiskiem Wzoru Mowre^a.

80. T WIERDZENIE iii. Moduł summy dwóch icyrażeń uro
jonych nie jest mniejszym od różnicy^ ani większym od summy 
modułów części.

Niech będzie

R (dos2+iwst2) = p (doso— i wst o) +0 '(dos o’ — i wst w')
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powiadam żc

P— PKRse+e
W rzeczy samej :

R dos 2 — pdos o — p‘ dos o’ 
R wst Q=P wst o — p' wst o’

Podnosząc do kwadratu i dodając, zważywszy że wst2 — 
dos2 = l :

R‘=p+2 pp' dos ( — 6) + p?

’ Największa wartość, jaką może mieć dos (o — o) jest — 1, 
najmniejsza jest —1; w pierwszym razie R2 = (p — 0)2 
w drugim R2 = (p — p)2 ; a zatćm

p — P‘AR.o—o c.b.d.d.

Wniosek. Moduł summy ilukolwiek wyrażeń urojonych, jest 
mniejszym od summy {lub równym summie) modułów części.

Uwaga. Summy, różnice, iloczyny, ilorazy, potęgi i pier
wiastki wyrażeń urojonych kształtu :

a — bi lub p (dos o — i wst w)

przestawiają się zawsze pod kształtem

A + Bi lub R (dos 2 — i wst a)

czyli innemi słowy : funkcje algebraiczne proste (a zatem i 
złożone) wyrażeń urojonych, są wyrażeniami urojonemi.

81. Wypadki powyższych twierdzeń, można z łatwością 
przedstawić geometrycznie w następujący sposób :
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SUNNA, Niech będzie wyrażenie urojone

w — a — bi= P (dos o — i wst o,)

przedstawione geometrycznie [78] przez punkt A (fig. 43);

tak że
OP =a AP=b OA = p AOP =®

i drugie wyrażenie urojone

w — a — b i == p' (dos o’ — i wst o)

przedstawione geometrycznie przez punkt A'; tak że

OP=d AP= 6 OA‘=p AOP=ó

Wystawmy równoległobok OA BA na prostych OA', OA: 
powiadam, że punkt B będzie przedstawiał geometrycznie 
summę

W = w — w = {a + a) — i (b + b')

W rzeczy samej, mamy trójkąt ABL= AOP i trójkąt 
OA‘P‘ = ABK a zatem

00 =a+d BQ ==6+6 c. b. d. d.
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OB jest więc modułem summy, B0Q argumentem summy; 
w trójkącie A'OB, warunek:

AB — A‘O < OB <AB+A0 czyli p — p < OB <P+e

(nierówności, które stać się mogą w szczególnym przypad
ku równościami) wyraża Twierdzenie III. *

Ponieważ położenie punktu B na płasczyźnie, dane przez 
długość i kierunek prostej OB, przedstawia summę W 
wyrażeń urojonych w i w, wyrażenie w jest różnicą 
W — w, punkt więc A dany przez długość i kierunek pro
stej AO, przedstawia różnicę wyrażeń urojonych W i w 
danych przez długości i kierunki linji OB i OA'. W rzeczy 
samej

— w = — a — bi

przedstawionem będzie, odcinając OAj = OA' na przedłu
żeniu OA'; a więc OA będzie przekątnią równoległoboku 
wystawionego na OB i OAj, czyli przedstawiać będzie, co 
do długości i kierunku, summę wyrażeń w i — w, lub ró
żnicę w — w.

W ogólności, widzimy z łatwością, że chcąc przedstawić

fig. 41.

summę ilukolwbk wyrażeń urojonych, dość jest wykreślić li- 
9
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nję łamaną, której boki (linje składające) są równemi i ró- 
wnoległemi z prostemi wyznaczojącemi wyrażenia dane : linja 
łącząca końce tej linji łamanej (wypadkowa) wyznaczy sum
mę wyrażeń urojonych danych.

Gdyby summa algebraiczna szukana zawierała niektó
re wyrażenia urojone ze znakiem mniej, tworząc linję łama- 
ną, uważaćby należało wyrażenia te jako odcinane w tym 
samym kierunku, lecz w stronę przeciwną.

Długość wypadkowej przedstawia moduł summy : jej 
kierunek, argument summy : moduł summy jest więc zawsze 
mniejszym od summy modułów.

ILOCZYN. Niech będą dwa wyrażenia urojone :

w = a-\- bi == p (dos o — i wst o) 
w =a — b i -— p (dos o — i wst o)

przedstawione przez punkta A, A,, czyli wyznaczone przez 
długość i kierunek prostych OA, OA,

fig. 42.

Wiemy [79] że

W = w X w = Po’ [dos (w — o) — i wst (o — w')]

Biorąc więc długość OB = pXp i kąt BOA,==o, czyli 
BON = o — w', punkt B wyznaczony przez długość i kie
runek prostej OB, przedstawiać bodzie iloczyn W.
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Twierdzenia tego udowodnić można wprost geometry
cznie, jak następuje :

Odetnijmyua osi OX długość O1=+4 przedstawiająca 
jedność dodatną. Iloczyn W tak się tworzy z mnożnej w’, 
jak mnożnik w tworzy się z jedności dodatnej. Argument o 
mnożnika w, tworzy się z argumentu O jedności dodat- 
nćj, biorąc od Ol ku OY kąt AOI==o; argument W two- 
rzy się więc z argumentu o’, biorąc od OA, ku OY kąt 
A,OB =.

Moduł mnożnika P tworzy się z — 1, biorąc 0X+1 i 
odcinając na OA; moduł iloczynu, tworzy się więc z mo
dułu mnożnej —p‘, biorąc p Xp‘ i odcinając na powyżćj 
oznaczonym kierunku OB.

Przedstawienie to geometryczne działań na ilościach uro
jonych z łatwością rozciągnąć można do iloczynu ilukolwieK 
czynników, ilorazu i potęgi, co nam daje Twierdzenie II i 
Wnioski [79| :

Iloczyn ilukolwiek wyrażeń urojonych, przedstawionym jest 
przez długość równą iloczynowi długości prostych, przedstawia
jących czynniki, odciętą w kierunku tworzącym z osią kąt, ró
wny summie kątów z osią tychże prostych.

Iloraz dwóch wyrażeń urojonych, przedstawionym jest 
przez długość równą ilorazowi długości prostych,przedstawiają
cych dzielne i dzielnik, odciętą w kierunku, tworzącym z osią 
kąt, równy różnicy kątów z osią, tychże prostych.

Potęga wyrażenia urojonego, przedstawioną jest co do 
długości, przez potęgę długości przedstawiającej wyrażenie uro 
jonedane\ co do kierunku, przez iloczyn kąta wyrażenia urojo
nego danego z osią i wykładnika potęgi.

Widzimy ztąd, że ilości urojone przedstawiają geome
trycznie nietylko długości, jak ilości rzeczywiste, ale także 
kietunki, w jakich długości tc mają być odcinanemu
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Zastosowania.
82. Wyciągnąć pierwiastek stopnia mg o z danej ilości H. . 
Jakakolwiek będzie ilość H, rzeczywista czy urojona, możemy ją 

przedstawić w kształcie [77]:

(1) H = P (dos o) — i wst o)

lub, oznaczywszy przez P najmniejszy łuk, którego dostawa równa 
się dostawie e, wstawa: wstawie o.

o = q — 2nz

gdzie n oznacza całkowitą dodatną lub odjemną :

(2) II = e[ dos (P + 2nr) + i wst ( + 2nr)]

W razie gdyby II było rzeczywistem, P staje się równetn 0, 
a n całkowitą parzystą lub nieparzystą, stosownie do tego czy II 
jest dodalnćin lub odjemnem [79].

Wyciągając pierwiastek, czyli podnosząc do potęgi 1 , na zasa

dzie [79], otrzymamy :

(3) i/H = , r dos ( • — 2n -) — wst i ( Y + 2x - )

Na n w wyrażeniu (2) możemy nadawać wszelkie wartości całko
wite nie zmieniając II; lecz każdej wartości n odpowiadać będzie 

w ogólności inna wartość 1/H z wyrażenia (3), ponieważ argument 

tego ostatniego wyrażenia zawiera ułamek , , który przybiera ró

żne wartości niekoniecznie całkowite dla różnych wari ości n. Odrzuca- 
n

jąc całkowitą zawartą w ułamku — : jako nie zmieniającą wartości 

dostawy i wstawy argumentu, a zatem wartości 1H z wyrażenia 

(3), mamy m różnycli wartości ułamkowych w —, odpowiadających 
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wartościom całkowitym 0, 1, 2... m— 1, nadawanym na n, a każdej 
m j m

z nich odpowiada inna wartość v/H; że zaś 1 / P z założenia bra

ny arytmetycznie, to jest uważany ze znakiem dodatnym jako moduł, 

ma tylko jedne wartość, więc VH ma m różnych wartości, dla 

jednej i tej samej wartości H.
W razie gdy II jest rzeczywistem, q = 0, jedna z tych wartości, 

odpowiadająca n = 0, jest rzeczywistą, pozostałe są urojonemi, je
żeli m nieparzyste; jeżeli m parzyste, jest jeszcze druga wartość 

rzeczywista, odpowiadająca wartości n = — , znaku przeciwnego 

poprzedniej [77].
Tak np. szukając pierwiastku mgo z jedności, załóżmy

1 = dos 2n k — i wst 2n T

gdzie n jest całkowitą : na zasadzie wzoru (3) otrzymamy :

m/— , 2nr. . . 2nT ♦ / i =dos------- — i wst----- V----------m-- 1 m

wyrażenie, które przybiera m wartości różnych dla

n = 0, 1, 2, ... m — 1

Jeżeli m nieparzyste, jedna tylko z tych wartości, odpowiadająca 
m — 

n = 0 t. j. V 1 = 1

jest rzeczywistą. Jeżeli m parzyste dla

m 
n=2 

otrzymamy jeszcze
m
1/1 = dos r. — i wst % = - 1

drugą wartość rzeczywistą : pozostałe są urojonemi. Tak np. pier-
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wiastki stopnia 3go z jedności są następujące :

2 2 4 41, dos 3 r—iwst 3 T, dos - - — i wst - 7

pierwszy rzeczywisty, dwa drugie urojone.

83. Wyrazić wstawr i dostawę, wielokrotności całkowitej luku, 
przez potęgi wstawy i dostawy tegoż łuku.

Zakładając moduł równy jedności, wzór Moivre‘a daje nam

(dos x — i wst x)m = dos mx — i wst mx

podnosząc dwumian do potęgi m według znanego wzoru i zakładając 
część rzeczywistą rozwinięcia równą dos ma, spółczynnik zaś i ró- 
wnym wst mx, otrzymamy :

, , m — 1) , „ .(i) dos mx = dos“ x------- —------- - dos m2x wst2a1.2
. m(m— l)(m — 2) (m—3) , ,---- ------ 4.9 3 7 --------- - dosm" wst4 a?—...

, , , m(m — 1)(m — 2) , ,(2) wstme=mdosmowste---------- 409 3------- - dosne wst x

, mim — - 1)(m — ^(m — 3)(m — 4) , _.+— -------- - ,-----—--------- dos m—5a wst" x— ...
1 . A.o

Ponieważ m jest całkowitem, wielomian który jest rozwinięciem
m m — 1dos x, będzie miał — - 1 wyrazów, jeżeli m parzyste, a —9— 

wyrazów, jeżeli m nieparzyste; w pierwszym razie, ostatnim wyra
zem tego wielomianu będzie : wstme, w drugim : m dos x wstm- 1x.

Wielomian, który jest rozwinięciem wst mx, będzie miał ., wy-

, , m — 1razów jeżeli m parzyste, a —9— wyrazów, jeżeli m nieparzyste; 

w pierwszym razie ostatnim wyrazem będzie : m dos x wstm—‘x, 
w drugim ; wst"g; np.
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dos2x == dos2x — wst2x
dos 3x == dos3 x — 3dos x wst2 x
dos 4r = dos4 x — (idos2 x wst2 x — wst* x

wst 2 x = 2 dos x wts x
wst 3x = 3 dos2 x wst x — wst3 x
wst 4x = 4 dos3 x wst x — 4dos x wst3 x

Odwrotnie, chcąc wyrazić potęi/i całkowite wstawy i dostawy 
luku przez wstawy i dostawy wielokrotności tegoż luku, załóżmy

dos x — i wst x = u 
dos x — i wst x = v 

czyli
2 dos x — u — v 

a
2 i wst x = u — v

Podnosząc do potęgi witej równanie 2dosx = u — v otrzymamy:

2" dos" x = (u + v)m = u + mu "-‘v+ m (" 7 1 2 u"

m {m — 1)
1.2 u2 vm-2 — mur m-1 — vm

Rozróżnimy dwa przypadki :
1° Jeżeli m jest parzystem, równem 2n, rozwinięcie zawiera 

nieparzystą liczbę wyrazów : wyrazem środkowym będzie

m(m— )... (n+1)
1.2.3...n " ‘

otrzymamy, łącząc wyrazy równoodległe od krańcowych

2m dosm x = um — vm — muv (um~2 — vm 2)—...
, m (m — 1) ... (n — 1)-_____ 2_____ _____ - 1 - nn en
1 1.2.3... n

Lecz na zasadzie wzoru Moivre‘a, zastosowanego do wyrażeń u
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v, oznaczając przez k liczbę całkowitą :

ul — v* = 2 dos kx uk vh = 1

więc

m (m — n— i
2m dosm C = 2 dosmx — 2m dos (m—2)E—.H------- 1 9 3.7—
czyli

(3) 2m-1 dos" x = dos mx + m dos (m — 2) x 

/ , (m । ,, , , m(m — 1)... TT1 m(m— 1 , . 1 (2
- - - - 79— dos (m “ 4) C+ • • • —:-----------------,------

1 4 1.2...7

2° Jeżeli m nieparzyste, potęga {u — v)m będzie się składać z licz
by parzystej wyrazów, które układając w stosowny sposób, otrzymamy : 

2m-1 dosm x = dos mx + m dos (m — 2)x

Aby otrzymać rozwinięcie potęgi wstawy, podnieśmy do potęgi 
m wyrażenie

u — v = 2 i wst x

otrzymamy :

9m i wst"1 x = ui — mum~l v + n(m 4) im—2 v- —
4 1.2

, m (m — 1) ,— ————- 22 om— 2 — mu vm1 — vm
1.2

Rozumując jak powyżej, i uważając że potęgi parzyste i są rzeczy- 
wistemi, otrzymamy z łatwością na zasadzie równań

uk — vk = 2 dos kx uk — 1*=2 i wst kx uk vk = 1
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wzory następujące : 

m 
(5) (—1)2 2n—1 wst ma = dos ma— m dos {m — 2)r 

m{m — 1) ... (9—1 
m {m 1) dos ^m_r^x — .= —   

1.2 2 , 9 3 m • 2
dla m parzystego; 

m—1

(6) (— 1) 2 2m-1 wst" x = wst mx — m wst (m — 2) x 

m(m- 1) (m,1+2)wsta 
_m(m 1) wst (m — 4) x ... ± —j 
1.2 , 9 m ~ 1

2
dla m nieparzystego.

W pierwszym z tych dwóch ostatnich wzorów (5), i nie wchodzi; 
bo wchodząc w parzystej potędze, zamienia się na ± 1; drugi 
wzór (6) otrzymanym został dzieląc obie strony przez i.

84. Uwagi nad użyciem ilości urojonych. Z dwóch 
powyższych zastosowań, widzimy w jaki sposób ilości uro
jone wprowadzone zostają w rachunek, i jaki pożytek 
z lego wprowadzenia odnieść można.

W pierwszem z nich [82] które jest rozwiązaniem ró
wnania algebraicznego mgo stopnia dwumiennego ;

xm — II

ilości urojone służą do uogólnienia tego rozwiązania, poka
zując, że równanie takie jest sprawdzonem przez m ivyra- 
żeń na x, wyrażeń, z których niektóro mogą być rzeczy- 
wistemi, inne urojonemi.

W drugićm zastosowaniu [83] ilości urojone wpowadzo- 
nenii zostały tylko w sposób pomocniczy, bo nic znajdują 
się ani w danych, ani w wypadkach zadania. Założyliśmy 
np. tożsamość

2 dos x = dos x — i wst x — dos x — i wst x
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tak jak moglibyśmy byli założyć tożsamość

2 cios x = dos x — X wst x — dos x — a wst x

gdzie X byłoby jakakolwiek ilośeią, lub współczynnikiem 
niewyznaczonym; jakiekolwiek działanie wykonamy na ta- 
kiom wyrażeniu, wypadek winien być koniecznie niezale
żnym od X, a zatem spółczyniki różnych potęg X, jakie 
mogą się znajdować w tym wypadku winny być osobno 
zerami. Jest to metoda zwana w algebrze metoda współ
czynników niewynaczonych. Mamy również prawo zrównać 
zeru niektóre tylko z tych spółczynników lub podstawić 
w końcu za X jakakolwiek nam się podoba wielkość.

Używając ilości urojonej X=i robimy to samo, jak gdy- 
byśmy zrównali zeru spółczynniki potęg nieparzystych X, 
które przypuścilibyśmy równemi co do wartości, a uczy
nili równą — 1 potęgę drugą X : do czego, jakeśmy po- 
wiedzieli, jesteśmy upoważnieni, przypuściwszy z założenia 
X jakiekolwiek.

W ogóle więc ilości urojone wprowadzone bywają w ra
chunek w dwojakim celu :

1° dla uogólnienia wypadków,
2° jako ilości pomocnicze dla ułatwienia pewnych do

wodzeń.
Widzieliśmy [77], że ilości rzeczywiste mogą być uwa- 

żanemi jako szczególny wypadek urojonych : te ostatnie są 
więc ogólniejszcmi; nadto dla szczególnych swych własno
ści (jak tych które wynikają z wyrażenia Moivre‘a) przedsta
wiają wiele dogodności w rachunku. Zobaczymy nieraz 
w dalszym ciągu, jak wielkiego znaczenia jest użycie ilości 
urojonych w analizie : wprowadzenie ich jest najważniej
szym postępem, jaki algebra w ostatnich czasach uczyniła.
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METODA GRANIC

Określenie Granicy. — Zmienne, które zdążają do granic oznaczonych. — 
Zmienne które nie zdążają do granic oznaczonych. — Ilości nieskończenie 
wielkie. — Ilości oznaczone i ilości dowolne. — Twierdzenie zasadnicze me
tody granic. — Sposób użycia metody granic. — Zastosowania. — Ilości i sto
sunki niewymierne i t. d.

85. Granica wielkości zmiennej nazywamy wielkość ozna
czoną, do której wielkość zmienna zbliża się nieograniczenie tak, 
że różnica pomiędzy jedną a dragą ciągle się zmniejszając, może 
stać się ostatecznie dowolnie małą, nie zwiększając się dla ża
dnej z następnych wartości, jakie zmienna przybrać może.

Niech będzie wielkość oznaczona a, i wielkość x zwię
kszająca się tak, że różnica

a — x = e

dodatna lub odjemna, może stać się i pozostać tak małą jak 
się podoba: powiadamy, że a jest granicą zmicnnćj x :

a = gr x

Ułamek zwyczajny jest granicą ułamku dziesiętnego okre
sowego : w miarę jak liczba cyfr dziesiętnych coraz się 
zwiększa, różnica pomiędzy ułamkiem zwyczajnym a dzie
siętnym staje się coraz mniejszą; ponieważ możemy wziąść 
dowolnie wielką liczbę cyfr dziesiętnych, różnica la może 
stać się ostatecznie dowolnie małą, nie zwiększając się ni
gdy, gdy zwiększamy liczbę dziesiętnych.
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Okrąg koła jest granicą obwodu wielokąta wpisanego, gdy 
liczbę boków tego wielokąta zwiększamy nieograniczenie; 
powierzchnia koła jest granicę powierzchni tegoż wielo- 
kąta. Tak okręg, jak powierzchnia koła sę cięgle większemi od 
obwodu i powierzchni wielokąta wpisanego : lecz różnicę 
pomiędzy kołem a wielokątem możemy uczynić dowolnie 
małą, wziąwszy dostatecznie wielkę liczbę boków wielokąta.

Okręg koła jest również granicę obwodu wielokąta opi
sanego o cięgle zwiększajęcćj się liczbie boków; powierzchnia 
koła jest granicę powierzchni tegoż wielokąta : tu tak okręg, 
jak powierzchnia koła, sę cięgle mnićjszemi od obwodu i po- 
wierzchni wielokąta: lecz różnica pomiędzy jednemiadrugie- 
mi, stajęc się coraz mniejsza, stać się może dowolnie mała.

1
Zero jest granicę ułamku 7‘ którego mianownik zwięk

sza się nieograniczenie; bo różnica pomiędzy ułamkiem a 
zerem, równa samemu ułamkowi, zmniejszając się w sposób 
cięgły, jeżeli x zwiększamy w sposób cięgły, lub zmniej
szając się w jakikolwiekbądź inny nieciągły sposób, jeżeli x 
zwiększamy w sposób niecięgły np. nadając na x pó sobie 
następujące liczby całkowite, wjednym i w drugim razie 
może stać się dowolnie mała.

Jedność jest granicę stosunku wstawy lub stycznej do 
łuku, gdy łuk zmniejsza się nieograniczenie, bo różnica po
między tym stosunkiem a jcdnościę stajęc się coraz mniejsza, 
może stać się dowolnie małą.

86. Wielkość zmnienna może zdężać do swej granicy 
w rozmaity sposób , i tak :

Wielkość zmnienna może być cięgle większa od swej gra
nicy, jak np. wiclokęt opisany o zmniennej, cięgle zwięk- 
szajęcej się liczbie boków, jest cięgle większym, tak co do 
swego obwodu, jak powierzchni, od okręgu lub powierzchni 
koła, które jest jego granicę. Wielkość zmienna może być 
również cięgle mniejszę od swój granicy, jak to ma miej-
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scc dla wielokąta wpisanego. Wielkość zmienna może być 
nawet naprzemian większa i mniejszą od swej granicy, by
leby różnica pomiędzy granicę a zmienna, naprzemian do- 
datna i odjemna, stawała się ostatecznie coraz mniejszą i 
mogła stać się dowolnie małą.

Zmienna, zdążając do swej granicy w którykolwiek z po
wyższych sposobów, może zmieniać się w sposób ciągły, 
lub nawet nieciągły : jakoż ten ostatni przypadek ma miej
sce dla ułamku okresowego zdążającego do swej granicy, 
ułamku zwyczajnego, ciągle zwiększając się o ilości skończo
ne, a nieprzechodząc przez wartości pośrednie; dla wieloką
ta foremnego,którego liczba boków ciągle się podwaja i t.p.

Przeciwnie, wielkość zmienna może nic zdążać do żadnej 
granicy, w dwojaki sposób :

Zwiększając się nieograniczenie w wartościach dodatnych 
lub odjcmnych tak, że może stać się ostatecznie większą 
od wszelkiej wielkości naznaczonej, dodatnej lub odjemnej; 
lub też zmieniając się nawet w wartościach, niemogących 
stać się większemi od pewnych wielkości naznaczonych do- 
datnych lub odjcmnych, lecz w sposób taki, że nie można 
oznaczyć żadnej wartości, której różnica z wartościami 
zmiennej stawszy się raz dość małą, niezwiększałaby się dla 
wartości następnych zmiennćj.

Przedstawmy sobie naprzykład punkt ruchomy M (fig.43) /
_____ M M‘ _______

O C A B X
fig. 43.

na linji nieograniczonej OX, którego położenie wyznaczo- 
nem jest przez odległość OM=x od punktu stałego O. 
Jeżeli M oddalając się od O zbliża się nieograniczenie do 
punktu A, także odległość MA ciągle się zmniejszając, 
może stać się ostatecznie dowolnie małą, a raz stawszy się 
dowolnie małą, nie staje sią znów większą t. j., jeżeli punki 
M nie może ani przejść poza punkt A, ani powrócić ku
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punktowi .0, powiadamy, że wielkość oznaczona OA =a 
jest granicą wielkości zmiennej OM=x, ciągle zwiększa
jącej się. Tożsamo powiemy, jeżeli punkt ruchomy, znaj
dując się w M‘ zbliża się do punktu O, lecz tak, że nie 
może przejść przez punkt A, i jeżeli odległość AM może 
stać się dowolnie małą; wielkość oznaczona OA =a bę
dzie zawsze granicą zmiennej OM' = x ciągle zmniejszają
cej się. A nawet jeżeli punkt M oddalając się od O przej
dzie poza punkt A do M, następnie powróci ku O przej
dzie znów przez punkt A ku M, znów powróci i t. d., wiel
kość OA = a może być jeszcze granicą zmiennej x, byleby 
ostatecznie odległość punktu ruchomego od A, naprzcmian 
AM i AM' stawała się coraz mniejszą i mogła stać się do
wolnie małą. Te same uwagi stosować się będą jeżeli punkt 
M posuwać się będzie po OX nic ruchem ciągłym, ale 
przeskakując niejako z jednego punktu linji OX na drugi, 
nicprzechodząc przez wartości pośrednie, t. j. jeżeli zmien
na x będzie się zmieniać w sposób nieciągły.

Lecz jeżeli piinkt M oddala się nieograniczcnie od punk
tu O w jedną lub drugą stronę tak, że odległość MO=x, 
może stać się większą od wszelkiej wartości naznaczonej do- 
datnej lub odjemnej, t.j. jeżeli punkt M przejść może poza 
wszelki punkt obrany na OX po jednej lub drugiej stronic 
punktu O; lub też nawet jeżeli punkt M pozostając ciągle 
pomiędzy dwoma oznaczonymi punktami B i G, waha się 
pomiędzy niemi, niezbliżając się ostatecznie do żadnego 
punktu stałego pomiędzy B i C, powiadamy że odległość 
OM=x niczdąża ani w jednym, ani w drugim razie do 
żadnej granicy oznaczonej.

87. Ilością oznaczoną nazywać będziemy ilość stałą lub 
zmienną, której nie możemy dowolnie zwiększyć lub zmniej
szyć, nienaruszając warunków zadania.

Ilością dowolna nazywamy ilość, którę możemy dowolnie 
zwiększyć lub zmniejszyć.



METODA GRANIC 143

Tak np. mając dany związek pomiędzy dwoma zmien- 
nenii, określający jedną z tych zmiennych, jako funkcję dru
giej, możemy tylko zmieniać te zmienne w taki sposób, 
żeby związek ten zawsze istniał. Zmienne te nie są więc 
obiedwie dowolnemi; zmiennę niezależną nawet możemy 
zwykle tylko dowolnie zmieniać w pewien sposób określo
ny zadaniem.

Różnica pomiędzy zmienną a jej granicą jest z określenia 
ilością dowolną, dou^olnie małg; jest to warunek konieczny 
istnienia granicy. Ilość stała może być ilością dowolną : 
gdyż stałą nazywamy nie tylko ilość, która bezwarunkowo 
się nie zmienia, lecz także ilość, która się zmienia niezależnie 
od zmiennych uważanych w zadaniu jako funkcje jedne 
drugich [3].

Ilość oznaczona nie może być zatem równą ilości dowolnej. 
Różnica dwóch ilości oznaczonych jest ilością oznaczoną, nie 
może być bowiem dowolną.

Granica jest ilością oznaczoną względem zmiennej, która 
jest dowolną o tyle, że może różnić się od granicy o ilość 
dowolnie małą.

Metoda granic ma na celu szukanie związków zachodzących 
pomiędzy ilościami oznaczonemi, uważając ilości te oznaczone 
jako granice pewnych ilości dowolnych, które wprowadzone 
zwykle tylko ja,ko ilości pomocnicze, zostają wyrugowanemi 
w wypadku ostatecznym. Naprzykład :

Szukając stosunku okręgów lub powierzchni dwóch kół, 
które są ilościami oznaczonemi, wprowadzamy wielokąty 
wpisane lub opisane, o dowolnie wielkiej liczbie boków. 
Wielokąty te nie znajdują się w ostatecznym wypadku.

Zastępując ułamki zwyczajne, które są ilościami ozna
czonemi, przez ułamki okresowe, o doicolnie wielkiej liczbie 
dziesiętnych, mamy na celu dowolne przybliżenie. Jeżeli 
uważamy tylko pewną skończoną liczbę dziesiętnych, za- 
stępujemy ilość oznaczoną, ułamek zwyczajny, przez inną 
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ilość oznaczona przybliżoną, ułamek dziesiętny, o skończo
nej liczbie dziesiętnych.

Wyrażenia : kołojestto wielokąt o nieskończenie wielkiej 
liczbie boków; ułamek zwyczajny równa się ułamkowi okre
sowemu, sąto wyrażenia skrócone; ściśle należałoby powie
dzieć : koło jest granicą wielokąta o nieograniczenie zwię
kszającej się liczbie boków, ułamek zwyczajny jest granicą 
ułamku okresowego, którego liczba cyfr dziesiętnych zwię
ksza się nieograniczenie.

Jakkolwiek zmienna może być tak mało różną od swej 
granicy, jak się podoba, nie może być jej nigdy równą, bo 
ilość oznaczona nie może być równą ilości dowolnej : tern 
bardziej że, jak się najczęściej zdarza, zmienna jest innego 
całkiem gatunku, jak jej granica. Niedorzecznćm byłoby np. 
twierdzić, że koło równe jest zupełnie wielokątowi o jakiej- 

kolwiek liczbie boków; ułamek - może być tak małym 

jak się podoba, gdy x zwiększamy nieograniczenie, nigdy 
jednak nie staje się ściśle równym zeru.

88. Ilości nieskończenie wielkie. Ilość zmienną, 
która zwiększając się ciągle, może stać się większą od jak
kolwiek wielkiej ilości oznaczonej, nazywamy ilością nie- 
skończenie wielka. Ilość nieskończenie wielka, nie ma więc 
granicy oznaczonej i sama nie jest ilością oznaczoną, zatem 
nic może być braną w znaczeniu ilości oznaczonej; nazwać 
by ją właściwie należało ilością dowolnie wielką, lub nieogra
niczenie wielką. W algebrze niektóre wyrażenia, które same 
przez się nie mogą mieć określonego znaczenia, wyrażając 
działania niepodobne do wykonania, uważamy jako ilości 
nieskończenie wielkie.

I tak, iloraz ilości jakiejkolwiek przez 0

a
0
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nie ma sam przez się żadnego znaczenia, gdy licznik a jest 
ilością oznaczona, a mianownik dokładnie zerem : gdyż nie
dorzecznością jest szukać ile razy zero zawiera się w danej 
ilości a, lub szukać ilości, któraby pomnożona przez zero 
dała ilość oznaczony a; odpowiedzieć by należało, że ilość 
taka, iloraz ten, nie istnieje wcale. Dla tego też powia
damy, że funkcja [29]

przestaje być ciągłą, gdy x przechodzi przez wartość zero, 
bo dla wartości c =0 funkcja ta nie istnieje.

Lecz gdy x przybiera wartości dodatnc coraz zmniej
szające się, y przybiera wartości coraz zwiększające się do
datnc (przypuszczając a dodatnem); można nadać na x 
wartość tak mało różną od zera, że y będzie większem od 
dowolnie wielkiej naznaczonej ilości A; bo aby

">A
dość jest wziąść

funkcja więc y może zwiększać się nieograniczenie w spo
sób dodatny

Gdybyśmy nadawali na x wartości odjemne coraz zbli
żające się do zera, funkcja y przybierałaby wartości od
jemne, corąz zwiększające się : funkcja ta może więc ró
wnież zwiększać się nieograniczenie w sposób odjcmny.

Wyrażenie

tłomaczyć należy ściśle, w sposób następujący : Ułamek któ
rego mianownik jest zerem, a licznik jakąkolwiek ilością 

10
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oznaczoną, niema żadnej wartości; gdyby mianownik nie był 
zerem, a ilością dodatną, zbliżającą się' nieograniczenie do 
zera, wartość ułamku zwiększałaby się nieograniczenie 
w sposób dodatny; gdyby mianownik nie był zerem, a ilo
ścią odjemną zbliżającą się nieograniczenie do zera, wartość 
ułamku zwiększałaby się nieograniczenie w sposób od- 
jemny.

Znaki — co, —0 są tylko symbolami oznaczającemi, 
że ilość zwiększa się nieograniczenie w jeden, lub drugi 
sposób, a nie oznaczają właściwych ilości. Mając np.

A == c B =c

nie możnaby wnieść, że ponieważ dwie ilości równe trze
ciej są sobie równe, więc

A=B

co byłoby niedorzecznćm, podobnie jak gdyby mając

czyli
2 3 2 3

2 — 2 — 3 — 3 Ub 0- 0

kto chciał wnieść, że 2 = 3.
Wyrażenie : ilość nieskończenie wielka, ilość, która mo

że zwięszać się nieograniczenie, lub zwiększać się bez gra
nic, są więc równoznacznemi.

TC
PRZYKŁAD. Styczna trygonometryczna łuku o nie ist- 

nieje; lecz dla łuku zwiększającego się od 0 i zbliżającego 

się nieograniczenie do 0> styczna ta może przybierać war- 

tości tak wielkie, jak się podoba, dodatne\ dla łuku odje- 
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mnego, zwiększającego się bezwzględnie od 0 do — )

3-zbliżającego się nieograniczenie do — 9‘ styczna ta może 

przybierać wartości tak wielkie, jak się podoba, odjemne. 
Dla tego mówimy, że styczna jest nieskończenie wielką do- 
datną lub odjemną w tym punkcie okręgu koła, jakkolwiek 
styczna ta nie ma w nim żadnej, a tćm bardziej dwóch 
wartości.

89. Twierdzenia zasadnicze metody granic.
Ilość oznaczoną można zawsze uważać jako granicę pe

wnej zmiennćj, i to w najrozmaitszy sposób : koło można 
uważać jako granicę wielokątów wpisanych najrozmaitsze
go gatunku, zwiększając liczbę według jakiegokolwiek pra
wa : lecz ilość zmienna nawet dowolna nie koniecznie zdąża 
do pewnćj granicy [86]. Szukanie granicy pewnćj ilości 
zmiennej powinno być poprzedzonem dowodzeniem, że 
granica ta istnieje.

Twierdzenie i. Ilość, która ciągle zwiększając się, nie mo
że stać się większą od pewnej ilości oznaczonej, ma granicę ozna
czoną.

Niech będzie zmienna x zwiększająca się w sposób cią
gły; niech będzie ilość oznaczona A taka, że dla jakiejkol
wiek wartości x, zawsze

x< A

powiadam, że x ma granicę oznaczoną, mnićjszą lub ró
wną A.

Ponieważ x ciągle się zwiększa, nie mogąc stać się wię- 
kszem od A, możemy oznaczyć ilość B mnićjszą od A 
taką, że

x B
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Różnicę A — B podzielmy na pewną liczbę m części ró
wnych a; x ciągle się zwiększając, stanie się w końcu wię- 
kszem od B+ka, a mniejszem od B — (k — 1)a, gdzie 
k jest jakakolwiek liczbę pomiędzy 0 i m; mamy więc

A == B —- ma zatem B —- (k — 1) a > x > B — k % 

zmienna x zostaje zawartą pomiędzy dwoma ilościami 
oznaczonemi B — (k — 1)a i B — ka, różniącemi się o a; 
różnica więc pomiędzy zmienną a każdą z nich zostaje 
mniejszą od a. Lecz ilość a, może być oznaczoną tak 
małą, jak się podoba, bo A — B możemy podzielić na do
wolnie wielką liczbę m części a; różnica więc zmien
nej x od jednej z oznaczonych ilości B+ka, lub 
B+(k + )a, może być mniejszą od dowolnie małej ilo
ści oznaczonej a; zmienna ta ma za granicę jedną z tych 
ilości B — ka, lub B — (k — 1)a oznaczonych, z okre
ślenia granicy.

W podobny sposób można dowieść twierdzenia :
Ilość, która ciągle zmniejszając sic, nie może stać się mniej

sza od pewnej ilości oznaczonej, ma granicę oznaczoną.

90. TWIERDZENIE ii. Granice zmiennych równych są so
bie równe.

Niech będą dwie zmienne x i y, zdążające do granic 
oznaczonych a i b :

grz= a ^y = b

jeżeli x i y, które możemy uważać jako zmieniające się 
zależnie od pewnej zmiennej z, są sobie równe dla wszel
kich wartości, jakie zmienna z przybrać może, lub przynaj
mniej dla wartości z, którym odpowiadają wartości jednej 
ze zmiennych x lub y} nie wiole różniące się od granicy a
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i b; powiadam, że jeżeli a = y, to gr r=gr y, czyli a = b.
Z określenia granicy wynika, że

a — T=s b — y=s 

gdzie s i i ilościami, które mogą być dowolnie małemi.
Odejmując drugie z tych równań od pierwszego otrzyma

my :
a — a — b-\-y~ s — e'

a że z założenia x = y, więc

a — b = £ — £

Różnica £ — z dwóch ilości dowolnie małych, może być 
albo zerem, albo dowolnie małą; dowolnie małą być nie 
może, bo różnica dwóch ilości oznaczonych a i b nie mo
że być dowolną ; więc jest zerem, czyli

a — b c. b. d. d.

Wniosek. Ilość zmienna nie może zdążać jednocześnie do 
dwóch granie różnych.

Twierdzenie i wniosek powyższy,nie miałyby miejsca gdy- 
byśmy określili granicę tylko jako ilość oznaczoną, której ró
żnica ze zmienną może być dowolnie małą, nie dodając, że 
różnica ta stawszy się dowolnie małą, nie może się znów 
zwiększyć, lecz musi pozostać ciągle dowolnie małą. Bez le
go dodatku do określenia granicy, ilość zmienna mogła- 
by zbliżyć się nieograniczenie do pewnej ilości oznaczonej, 
następnie się od niej oddalić i zbliżyć nieograniczenie do in
nej ilości oznaczonej, później znów wrócić do pierwszej i t.d. 
Lecz w takim razie, ani jedna, ani druga z ilości oznaczo
nych nie będzie granicą zmiennej, nie czyniąc zadość okre
śleniu granicy [85].
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91. Twierdzenie iii. Granice funkcyj ciągłych równych, 
zmiennych zdążających do granic oznaczonych, są funkcjami 
równemi granic tychże zmiennych.

Niech będą funkcje F (x, y, z...) i f(x, y, z...} cią
głe i równe dla wszelkich wartości, jakie zmienne x, y, z... 
zdążające dogranie a, b, c ... w blizkości tychże granic 
przybrać mogą; powiadam, że jeżeli

(i)

to

(2)

F(x,J,z ■■■) = f^,y,z ... )

F {a, b, c ... ) = / (a, b, c ... )

Mamy z określenia granicy

a—T—s b — y = s c — z = z . ...

gdzie e, e, e" ...mogą być dowolnie małemi. Nadając zmien
nym x, y, z... przyrostki s, e, z... ‘z określenia ciągłości 
funkcji [26] wypada że

F(+e, y+^ :+6...)-F(,y,...)=»

f(x+s, y + ó z + ó • • •) —f {x,y,z...}—n

gdzie 7, 7 są dowolnie małemi, zdążającemi do zera wraz
— ' nz 8, 8, 8 ... ; 

lecz
X — e = a y — e =b z — e" = c . . .

a więc

F(a, b,c ... } — F{x,y,z ... )=n

f (a. b,c ... ) — f (x, y, z ... ) = n
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czyli, z określenia granicy

gr F (x, y, z .. . ) = F [a, b, c ... )

grf (x, y,z ...)=f (a, b, c ... )

a że granice zmiennych F(x, y, z...) i f(x, y, z...) 
z założenia równych są równemi, na zasadzie poprzedzają
cego twierdzenia, więc

F {a, b, c .. . ) — f{a^ b, c ... ) c.b.d.d.

W szczególności: granica summy równa się summie granic; 
jeżeli

&=x+4,+x,+ ... + xn 
to

grz=gz,+gra,+gra,+ ... + 81 E»,

granica iloczynu równa się iloczynowi granicy jeżeli

np ----- r r M . n

to

grz=gra, . gr x, grx, ... gra,;

granica ilorazu równa, się ilorazowi granic; jeżeli

' x, x = — 
S2 

to 
gr x, 

gr x= •—- gr S2
i t. p.

92. Sposób użycia metody granic. Na zasadzie 
ostatniego twierdzenia, jeżeli mamy jakikolwiek związek (1)
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wyrażony analitycznie pomiędzy zmiennemi zdążającemi 
do pewnych granic, otrzymujemy związek pomiędzy gra
nicami (2), podstawiając w (1) za zmienne, ich granice.

W ogóle, chcąc znaleźć związek , zachodzący pomię
dzy pewnemi danemi ilościami oznaczonemi, szukać mo
żemy naprzód ilości zmiennych, którychby ilości dane były 
granicami, przy czem staramy się o to, żeby zmienne te były 
prostszego gatunku, łatwiejszemi do porównywania od ilości 
oznaczonych danych, bez czego użycie metody granic nie 
przedstawiałoby ułatwienia. Tak ilości niewymierne, stara
my się wyrazić jako granice ilości wymiernych; linje krzy
we, jako granice łamanych ; koło, jako granicę wielokąta, 
ostrosłup, jako granicę summy graniastosłupów i t. p. Na
stępnie szukamy związków zachodzących pomiędzy temi 
zmiennemi: jak równości stosunków wymiernych, obwodów 
linij łamanych, powierzchni wielokątów wpisanych i t. p. 
związków, które z łatwością znajdujemy i wyrażamy zwy
kle przez równania, czasami przez nierówności. Nakoniec 
sprowadziwszy związki te do najprostszego wyrażenia, pod
stawiamy za zmienne ich granice : za ilości wymierne, nie
wymierne; za linje łamane, linje krzywe ; za wielokąt, ko
ło i t. p.; otrzymujemy w ten sposób związki szukane po- 
między ilościami oznaczonemi danemi, które inaczej dość 
trudno, lub uboczną drogą, jak przez sprowadzenie do nie
dorzeczności otrzymaćby można było : związki, w których 
zmienne wprowadzone pomocniczo do dowodzenia, wcale 
się nie znajdują.

Użycie metody granic sprowadza się więc do trzech dzia
łań :

1° Przedstawienie ilości danych, jako granic pewnych 
zmiennych prostszego gatunku :

2° Szukanie związków miedzy temi zmiennemi pomocni- 
czerni :
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3° Przejście od związków miedzy zmiennemi pomocni- 

czerni, do związków pomiędzy granicami.

Zastosowania.

93. Ilości i stosunki niewymierne. Ilość przedsta
wiamy sobie początkowo jako wielokrotność pewnej jedno
ści, i wyrażamy ją przez liczbę całkowita.

Porównywając pewną ilość z jednością daną, jeżeli ilość ta 
nie jest wielokrotnością całkowitą jedności, lecz może być 
wielokrotnością jednej z części [równych jedności, wyraża
my ją przez liczbę ułamkową.

Jeżeli ilość dana nic może być ani wielokrotnością cał
kowitą jedności, ani wielokrotnością jednej z części ró
wnych jedności, na jakąkolwiek liczbę części równych po
dzielilibyśmy jedność, ilość ta nie może być wyrażoną, ani 
przez liczbę całkowitą, ani przez liczbę ułamkową, jest nie- 
wymierną z jednością.

W ogólności, ilościami nieicspółmiernemi nazywamy ilo
ści takie, które nie mogą być uważane jako wielokrotno
ści całkowite, lub ułamkowe pewnej ilości, zwanej wspól
ną miarą, jakkolwiek małą by była ta wspólna miara. 
Tak np. pierwiastki 12, 13, v3... z liczb, które nie są 
zupełnemi kwadratami, są niewymiernemi, czyli niewspół- 
miernemi z jednością.

Bok kwadratu jest niewspółmiernym z przekątnią, okrąg 
koła ze średnicą i t. p.

Mając daną ilość niewymierną, możemy znaleźć ilości wy
mierne tak mało różniące się od niewymiernych, jak się po
doba.

Aby więc porównywać ze sobą ilości niewspółmierne, 
możemy uważać je jako granice ilości współmiernych, zmie
niających się w taki sposób, że różnica pomiędzy jednemi, a 
drugiemi może stać się dowolnie małą.
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Związki otrzymane dla ilości współmiernych, zastosowu- 
jemy następnie do ilości niewspółmiernych, na zasadzie 
Twierdzenia III.

Wiemy naprzykład ścisłe określenie wykładnika całko
witego i ułamkowego

1 5_ 2 5 
a3== a X aXa a3 = \Ja a3 == Ya2 i.t.d.

Wykładnika niewymiernego

als
nie możemy określić w ten sam sposób; lecz możemy uwa
żać go jako granicy do której zbliża się potęga ułamkowa

gdy ułamek zwiększamy ciągle o cyfry dziesiętne należące 
do 13=1,732 ...; czyli jako granicę wyrażeń

17 110/7a, a™0 —1 a
173 

a‘00 ==
1732 

a1000 ==
1000--------------
I / a1732 ...

Z tego określenia wykładnika niewymiernego, z łatwością 
otrzymamy prawidła działań z wyrażeniami tego rodzaju, 
działań, które dokonywają się tak samo, jak działania z wy
kładnikami współmiernemi; jeżeli np. m i n oznaczają 
dwie ilości niewymierne, p. i v wymierne takie, że

mamy
m — gr u. n — gr V

au a^ — au +
a więc [91]

gr a" gr av ==gra"+
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czyli

am. a" == am+n

jak gdyby m i n były wymicrnemi.
Wszystkie własności wykładników współmiernych, roz- 

ciągnąć można w ten sposób do wykładników niewspół
miernych; tak np : dowiedlibyśmy z łatwością że funkcje

axm, a*

są ciągłemi, gdy wykładniki m lub x przybierają wartości 
nietylko wymierne [30], [31], ale i niewymierne.

Aby udowodnić, że dwa stosunki niewspółmierne są so
bie równe, dość jest udowodnić, że są granicami stosun
ków współmiernych równych (Twierdzenie II). W ten spo
sób dowodzimy w geometrji, że kąty mające wierzchołek 
w środku koła, lub kół równych, są w stosunku łuków za
wartych pomiędzy ich ramionami; że stosunek okręgu koła 
do średnicy jest stałym; że dwa prostokąty, mające pod
stawy równe są w stosunku wysokości i t. p.

94. Tak koło, jak większa część linij krzywych i powierz
chni ograniczonych temi linjami, jest niewspółmierną z dłu
gością lub powierzchnią prostolinijną obraną za jedność, 
gdy tymczasem obwody, lub powierzchnie prostolinijne 
są w ogóle wymiernemi i obliczają się z łatwością. Dla 
tego linje, powierzchnie krzywolinijne i t. p., uważać 
będziemy jako granice prostolinijnych; szukać będziemy 
związków wyznaczających długości, powierzchnie i t. p. 
tych ostatnich, a przechodząc do granicy, znajdziemy dłu
gości, powierzchnie krzywe i t. p. żądane. Zadanie to bę
dzie rozwiniętćm w dalszym ciągu : ograniczemy się tu na 
najprostśzych przykładach.

Koło uważamy jako granicę wielokąta wpisanego, lub 
opisanego o ciągle zwiększającej się liczbie boków ; do
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wodzimy naprzód, że granica ta w istocie ma miejsce, uwa- 
żając koło jako zawarte pomiędzy wielokątem wpisanym 
a opisanym : dowodząc, że różnica pomiędzy jednym a dru
gim, może być tak małą, jak się podoba, wnosimy że ró
żnica pomiędzy kołem a wielokątem tem bardziej może 
stać się dowolnie małą, że zatem koło jest granicą wielo
kąta.

Uważając dla uproszczenia rachunku, wielokąt foremny, 
wiemy że powierzchnia P takiego wielokąta, równa sięjego 
obwodowi O przez połowę prostopadłej a, ze środka koła 
na bok poprowadzonej :

P *0* 9

lecz
gr P= powierzchni koła 
gr O == okręgowi koła 
gr a = promieniowi

a zatem (Tw. 111)

a
8P=8r0 X gr 2

więc powierzchnia koła, równa się iloczynowi z okręgu 
przez połowę promienia.

Chcąc znaleźć objętość walca, dowodzimy naprzód, że 
walec jest granicą graniastosłupa wpisanego lub opisanego 
o ciągle zwiększającej się liczbie ścian; objętość graniasto
słupa wyraża się przez iloczyn, z podstawy przez wysokość; 
granicą podstawy graniastosłupa jest podstawa walca; wy
sokość jednego i drugiego pozostajetą samą: więc objętość 
walca wyraża się także przez iloczyn z podstawy walca 
przez jego wysokość.

W podobny sposób znajdujemy, że powierzchnia krzywa 
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walca wyraża się przez iloczyn z okręgu koła, będącego pod- 
stawą walca, przez wysokość i t. p.

95. Metoda granic zostajc zwykle zastosowy waną w dwo
jaki sposób :

1° Uważając ilości jako granice summ szeregów
2° Uważając ilości jako granice stosunków, lub summ 

ilości nieskończenie małych t. j. takich, których granicą jest 
zero.

Zastanowimy się w dwóch następnych rozdziałach w 
szczególności nad temi dwoma postaciami, pod któremi 
przedstawia się metoda granic.
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Określenia. — Warunki ogólne zbieżności szeregów. — Warunki szczególne 
zbieżności szeregów. — O szeregach urojonych. — Działania na szeregach. — 
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nad użyciem Szeregów. — Przykłady.

Określenia.

96. Szeregiem nazywamy zbiór ilości dodatnych lub od- 
jemnych, postępujących po sobie według pewnego prawa, 
których liczba jest nieograniczoną.

Np. postępy różnicowe

a + {a + b^ + [a -- 26) + [a + 30) —- ... -j— (a+nb)

+(+(n+1)6)+ ...
lub ilorazowe

a + aq + ag1 + ... + aqn~1 + aqn + aqn+ ‘+ . ..

są szeregami.
Jeżeli summa algebraiczna wyrazów szeregu dąży do pe- 

wnćj granicy oznaczonej, gdy liczba tych wyrazów zwię
ksza się do nieskończoności, szereg nazywamy zbieżnym.

Jeżeli summa algebraiczna wyrazów szeregu zwiększa się 
nieograniczenie, w miarę jak powiększamy liczbę tych wy
razów, szereg nazywamy rozbieżnym.

Jeżeli summa algebraiczna wyrazów szeregu nie zdąża do 
żadnej oznaczonej granicy, ani też nie zwiększa się bez gra
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nic, gdy liczba wyrazów zwiększa się do nieskończoności, 
szereg nazywamy nieoznaczonym.

97. Przykład. Postęp ilorazowy

(1) a — aę — ac^~ — . . . — ae^1 1 —|— aq" — . ..

gdy n zwiększa się do nieskończoności, może być- szere
giem zbieżnym, rozbieżnym lub nieoznaczonym, stosow
nie do wartości q. Nazwijmy summę skończoną n pierw
szych wyrazów tego szeregu

(2)

wiemy że

(3)

lub

(4)

S, = a — aq — acf — ... — aq"~1

- a (q"—1)
7 — 1

a aqn
F1—q - 1 — q

Rozróżniamy trzy przypadki : 
1° Gdy q>1 wzór (3) daje nam

S» == 0 gdy n = c

bo q" = oo ; szereg więc (i) jest w tym przypadku rozbież
nym.

2° Gdy q<1, wzór (4) daje nam

8rS =i=q=S gdy n=° 
bo

gr qn = O a zatem i gr A_q = O
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gdy n = c; szereg więc (1) w tym przypadku jest zbieżnym, 
bo summa wyrazów jego dąży do granicy oznaczonej 

s= "=, 
1—4

gdy liczbę ich zwiększamy nieograniczenie.

3° Gdy ( =+1

gr S„ = gr na = 0 gdy n == 0

szereg więc (1) jest rozbieżnym; lecz gdy

=- 1
szereg (1) staje się

a — a — a — a — ... — a — a — .,.
। 

nieoznaczonym, summa jego wyrazów jest naprzemian a 
i 0, stosownie jak bierzemy parzystą lub nieparzystą ich 
liczbę; gdy liczba ta zwiększa się do nieskończoności, summa 
wyrazów nic może być większą od a, ani mniejszą od 0, i 
nie wiadomo czy jest równą a, czy 0; szereg wiec nie jest 
ani zbieżnym, ani rozbieżnym.

Warunki zbieżności szeregów.

98. Warunki ogólne. Niech będzie szereg

u,. U,, u, * ’ * U 1 Un, Un^^ . . . 
wyraz nty szeregu

Un__ 1 

nazywać będziemy wyrazem ogólnym', summę wyrazów na
stępujących

Un — Un+1 — an_^2 — . . . 

reszta szeregu. Oznaczać będziemy przez skrócenie summę n 
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pierwszych wyrazów szeregu przez Sn

S. = u, + u, + u, + • • • u,—1 

a resztę przez R,

En = un + Un+1 + Un+2 + ■ • •

99. TWIERDZENIE i. Jeżeli szereg jest zbieżnym, granicą 
reszty jest zero.

Oznaczamy przez S granicę summy szeregu zbieżnego

(1) S=*uu,...+ Un^ + Un + Un^i + . . . 

co moglibyśmy właściwiej napisać

S = gr (u +4+1,+..+ u,—) 
albo inaczej
(2) S = gr S„ 

gdy n zwiększa się do nieskończoności; powiadam, że 
możemy napisać

(3) gr B, = gr (un + u,,^ +..+ U,+p—1) = 0

gdy n zwiększa się do nieskończoności, a p jest jakiekol
wiek, mogące zwiększać się również do nieskończoności 
niezależnie od n.

W rzeczy samej, z założenia (2)

I
gr (S — Sn) = 0 a tern bardziej 
gr(S - S+,)=0 
gr(S-S.t,)=O

gi (S S.+p) —o
11
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Biorąc różnicę pierwszego równania (4) i każdego z 
następnych, otrzymamy

(5) gr(S+— S.)==0, gr (S— S„) = 0,... gr(S+— S„)==0

lecz z określenia

Sn+1 — Sn — Un
Sn+ 2 Sn — un -- Un+1

Sn+p -- Sn = Un — Un+1 ... U^p—1

a zatem
gr (un + u+1 + . . . +uu+P—) = gr Rn = 0

atojakkowiek wielkiem przypuścimy p, c. b. d. d.

Uwaga. Widzimy z (5) i (6) gdzie n jest jakiemkolwiek 
zwiększajęcem się nieograniczenie, że jeżeli szereg jest zbież
nym, wyrazy jego począwszy od pewnego wyrazu zmniejszają sie 
nieograniczenie; granicą wyrazu ogólnego jest zero, co mo- 
żnaby postawić jako wniosek z powyższego twierdzenia.

100. Twierdzenie ii. Odwrotnie, szereg jest zbieżnym, 
jeżeli granicą jego reszty jest zero.

Powiadam że summa

(1) •+4+y,+...

dąży do granicy skończonej, gdy liczba wyrazów zwiększa 
się nieograniczenie, jeżeli

(2) gr R, = gr(u, + "+1 +.. —+,—) = 0

gdy n zwiększa się bez granic, i jeżeli warunek (2) zacho- 
dzi dla wszelkich wartości zwiększających się nieograniczenie 
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jakie p przybrać może, (a nie tylko dla niektórych war
tości p zależnych od n).

W rzeczy samej z założenia (2) mamy

gr (S.+,—S.)=0

można więc nadać na n wartość dość wielką, choć ozna
czona, aby

(3) Sn — e < Sn+p < Sn -- £

gdzie e jest ilością oznaczoną, która może być zresztą tak 
małą jak się podoba; a to jakiekolwiek będzie p. Pozosta
wiając n tćm samem, naprzód oznaczonem, możemy z za
łożenia zwiększać p do nieskończoności, a związek (3) bę
dzie miał ciągle mićjsce. Summa więc S2+P zmieniająca 
się, gdy p się zmienia, lecz zawarta ciągle między dwiema 
granicami oznaczonemi Sn — s, Sn — s, tak mało różnemi 
jak się podoba, sama ma granicę oznaczoną, gdy p, a zatem 
n-\-p, czyli liczba wyrazów szeregu (1), zwiększa się bez 
granic; summa ta S+P jest summą wyrazów szeregu 
(1); a skoro ma granicę oznaczoną, szereg jest zbie
żnym c.b.d. d. (*)

(*) Twierdzenie to podane po raz pierwszy przez Cauch’ego, było poddane pod 
wątpliwość przez niektórych matematyków, gdyż dawano przykłady szeregów, które 
nie były zbieżnemi, choć summa p wyrazów następujących po ntym, gdy n 
dość wielkie, zdążało do granicy zero. Lecz brano p równe lub zależne od n 
przypuszając p jakiemkolwiek, niezależnem od n, wątpliwość zostaje usuniętą.

UWAGA. Szereg może być rożbieżnym, choć wyrazy jego 
zmniejszają się nieograniczenie, i wyraz ogólny ma za grani
cę zero; bo summa wyrazów w liczbie nieograniczonej mo
że być nieskończoną, choć każdy z tych wyrazów zdąża do 
granicy zero. Np. szereg zwany harmonicznym

1 1 i 11+2++i+s+"
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którego wyrazy zmniejszają się dążąc widocznie do zera, 
jest rozbieżnym t. j. można wziąść dość wielką liczbę wy
razów, aby summa ta była większą od wszelkiej ilości ozna
czonej. Jakoż, jakkolwiek wiclkiem będzie n mamy zaw
sze n pierwszych wyrazów reszty

n—1 n—2 n+3 1 n—nn—n

Tn+n—n+n 
czyli

. n
2n

n I
a że 9,=9‘ jakiekolwiek jest n, więc reszta może być

4
większą od 9; może być w podobny sposób większą od 1, 

większą od 9 ... tak wielką jak się podoba, biorąc liczbę 

wyrazów reszty dość wielką; więc szereg jest rozbieżnym.
Granica wyrazu ogólnego równa zeru, jest więc warunkiem 

koniecznym, lecz niedostatecznym zbieżności szeregów. Lecz 
z dwóch powyższych twierdzeń wynika że : granica reszty 
szeregu równa zeru, jest warunkiem koniecznym i dostatecznym 
zbieżności szeregu, byleby w tym ostatnim razie, liczba wy
razów reszty, była jakąkolwiek, niezależną od liczby wyra
zów poprzedzających pierwszy wyraz reszty.

WNIOSEK i. Szereg jest zbieżnym, jeżeli wartości wyrazów 
jego bez względu na znak, tworzą szereg zbieżny.

Jeżeli szereg

(1) u, + u, + u, + u, +...
jest zbieżnym, powiadam że szereg 

(2) -v =u,u,u, = . . .
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będzie również zbieżnym, w jakikolwiek sposób będziemy 
łączyć znaki jego wyrazów wyższe z niższemi : np. szeregi

u — u, + u, -4,+1+...
— u, — i^ — u, — u, — u, — u, — ...

u, + u, — «, — ua + -—..
będą także zbieżnemi. Bo reszta szeregu (2) jest widocznie 
mniejszą co do wartości bezwzględnej od reszty szeregu 
(1); a że granicą reszty szeregu (i) jest zero, granicą resz- 
ty szeregu (2) jest tern bardziej zero.

WNIOSEK u. Jeżeli ivyrazy szeregu, począwszy od pewnego 
wyrazu sg naprzemian dodatnemi i odjemnemi, a wartości bez- 
rczgledne ich ciągle się zmniejszają, granica icyrazu ogólnego 
równa zeru, jest icarunkiem koniecznym i dostatecznym zbież
ności szeregu.

W rzeczy samój, mamy wtedy

R,—U, -- Un+1 + Un+, — Un+3 -- • • • ± Un+P__i 

albo
R, =: (u, — Un+1) + (un+, -- ^n+j) + • • •

każdy z dwumianów w nawiasie będąc z założenia dodat- 
nym, R,>0; lecz mamy także

Rn = u, -- (u,+1 — Un+, -- (Un+3 Un+J) • • • 

każdy z dwumianów w nawiasie, mając wartość z założe
nia dodatną, R„<un; mamy więc

0 < R, < un

lecz gr u, ==0 z założenia: gr R, ==0 c. b. d. d.
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101. Warunki szczególne zbieżności szeregów.
Mając dany szereg, nie mamy sposobu ogólnego rozpozna
nia czy szereg jest zbieżnym, czynie. Sposoby szczególne 
polegają głównie na porównaniu szeregu danego z innym 
szeregiem, którego zbieżność jest znaną. Porównanie to po
lega na twierdzeniu następującem :

TWIERDZENIE iii. Jeżeli wyrazy szeregu zbieżnego, które 
zakładamy wszystkie jednakowego znaku, pomnożemy jeden po 
drugim przez jakiekolwiek ilości dodatne lub odjemne, których 
wartość bezwzględna nie może się zwiększać do nieskończoności, 
otrzymamy nowy szereg zbieżny.

Niech będzie szereg zbieżny

(1) S = u + ut + u^ + ... + u,—1 + • • •

którego wszystkie wyrazy są dodatnemi, lub wszystkie odjem- 
nemi; niech będą

(2) ko, k,, k^, . . ., In—i,...

jakiekolwiek ilości dodatne lub odjemne, z których każda 
jest.mniejszą od pewnej oznaczonej ilości K; powiadam 
że szereg

(3) k",+k,u,+k"+ • • ■ +/—"—+ • • •

będzie zbieżnym.
Oznaczmy summę n pierwszych wyrazów szeregu (4) 

przez

(4) S=u+u+u,-...+ an__ 1

ponieważ niektóre z ilości (2), mogą być dodatnemi, inne
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odjemnemi, oznaczmy przez sn summę tych wyrazów 
z pomiędzy n wyrazów (4), które mają być pomnożonemi 
przez czynniki (2) dodatne, przez s'n summę pozostałycli 
wyrazów (4), które mają być pomnożonemi przez czynni
ki (2) odjemne; także mamy zawsze

Sn —- S, + s n
a zatćm

S = gr S. = gr sn + gr s. gdy n=0

tak gr s = s, jak grs,=s będę skończonemi, bo są jed
nego znaku i maję summę oznaczonę S = s + s'.

Oznaczmy summę n pierwszych wyrazów szeregu (3) 
przez

(5) I . — k, u + k, 14, + k, u, + . . . + kn—1 Un—1 = t, t.

tn oznacza summę wartości wyrazów dodatnych, t'n sum 
mę wartości wyrazów odjemnych. Mamy z założenia

tn < Ks, L„<Ksn

wartości t,, tn zwiększaję się cięgle, gdy n się zwiększa, 
a majęc być zawsze mniejszemi od ilości oznaczonych Ks, 
Ks', więc maję granice oznaczone t, t [89]. Różnica ich 
ma T„ również granicę oznaczonę

gr=t- (=T

szereg więc (3) jest zbieżnym c. b. d. d.

WNIOSEK 1. Szereg^ którego każdy wyraz jest mniejszym co 
do wartości od wyrazu tego sampgo rzędu szeregu zbieżnego, 
mającego wszystkie wyrazy jednakowego znaku, jest szeregiem 
zbieżnym.



ROZDZIAŁ V.168
Niech będą dwa szeregi

(i) Uo, u, u,,
(2) v,, v,, v,. 

Un—1, 
v,—u

jeżeli pierwszy z nich jest szeregiem zbieżnym, i ma wyrazy 
jednakowego znaku :

U=u+u+y...+ ",-1 + ■ - •
jeżeli nadto

(3) % < uo ", < u, v, <u, ... "—1 < Un.1 • , .

powiadam że szereg

v + v, + v, + • • • + v— + • • •

jest również zbieżnym. Bo aby z szeregu (1) otrzymać (2), 
trzeba pomnożyć wyrazy szeregu (i) przez pewne ilości z za
łożenia mniejsze od jedności, a zatem nic zwiększające się 
do nieskończoności; gdyby niektóre wyrazy szeregu (2), 
były odjemnemi, szereg ten byłby tem bardziej zbież
nym [100 Wn. I].

Podobnie, szereg którego wszystkie wyrazy są jednakowego 
znaku, a każdy z nich po szczególe jest większym od loyrazu 
tego samego rzędu szeregu rozbieżnego, jest szeregiem rozbież^ 
nym.

Jeżeli szereg (2) jest rozbieżnym, jeżeli warunki (3) mają 
miejsce, powiadam że szereg (1) jest rozbieżnym. Bo gdy
by szereg (1) był zbieżnym, szereg (2) byłby również zbież
nym, co jest przeciwne założeniu. , .

Thr 1 ‘ACewbetl a ,
WNIOSEK u. Szereg jest zbieżnym, jeżeli zacząwszy od pe

wnego wyrazu, stosunek wartości każdego wyrazu do poprze
dzającego, bezwzględu na znak, jest mniejszym od pewnej ozna
czonej ilości, mniejszej od jedności.
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Niech będzie szereg

(1) ",, u,, u,, • • • up_ 1 u p • • • u p+m—1 • • • ^p-^m . • • 

niech będzie dla jakiegokolwiek n dość wielkiego, np. 
większego od p, gdzie up oznacza wyraz, poprzedzony 
liczbą skończoną wyrazów :

u, p(2) :- - - - < K gdzie K < I 
"n—i

co do wartości, powiadam że szereg (1) jest zbieżnym.
Mamy bowiem, założenia

"P +1 < k "p+2 < K "p+3 / k ^p^m . K 
^P Up+1 u,+2 ^pĄ-m—i 

mnożąc te nierówności przez siebie otrzymamy :

lp Im , T, upsf" czyli vp+m <kmu^

Zacząwszy więc od wyrazu up, wyrazy szeregu (1) są 
mniejszemi od wyrazów odpowiedniego rzędu szeregu

(3) Uo, u, u,, • • • ^p—p ^py kupi k upy ,,, kmup . ,.

Lecz summa szeregu (3) składa się z summy skończonej:

S, = u + u, + ... + u,—

i z summy postępu ilorazowego

i'p + kup + k2up + ,.. + kmup + . ..

której granicą jest (E gdy m=c; bo k<{ [97] : sum

ma więc szeregu (3) ma granicę skończoną

PP T 1 - k



170 ROZDZIAŁ V.

a więc na zasadzie WNIOSKU 1, szereg (1) jest także zbież
nym c. b. d. d.

Przypuściliśmy w dowodzeniu, że wszystkie wyrazy sze
regu (i) są wziętemi ze znakiem dodatnym; jeżeli niektóre 
z nich są odjemnemi, a warunek (2) ma miśjsce bez wzglę
du na znak, szereg (1) jest tern bardziej zbieżnym [100 Wn.I]

Wniosek iii. Szereg^ którego wszystkie wyrazy są jednako
wego znaku, jest rozbieżnym, jeżeli zacząwszy od pewnego wy
razu, stosunek każdego wyrazu do poprzedzającego jest ciągle 
większym od pewnej oznaczonej ilości, której wartość jest wię
kszą od jedności.

Bo prowadząc dowodzenie jak powyżej, szereg ten miał
by zacząwszy od pewnego wyrazu, każdy po szczególe wy
raz większym od wyrazu tego samego rzędu szeregu ro
zbieżnego, zakończonego postępem ilorazowym, którego 

/ wykładnik byłby większym od jedności.

Wniosek IV. Szereg jest zbieżnym, jeżeli stosunek wyrazu 
ogólnego do wyrazu poprzedzającego wyraz ogólny, ma granicę 
skończoną mniejszą od jedności, rozbieżnym jeżeli wszystkie je
go royrazy są jednakowego znaku, a granica ta jest większą od 
jedności.

Z określenia granicy, wniosek ten sprowadza się do 
dwóch poprzedzających, od których jest jednak mniej 
ogólnym, bo stosunek wyrazu ogólnego do poprzedzającego 
może nie mieć granicy oznaczonej, a jednak być zawsze 
mniejszym od pewnej ilości mniejszej od jedności, lub wię
kszym od pewnej ilości większej od jedności.

UWAGA i. Gdy granica stosunku wyrazu ogólnego szeregu, 
do wyrazu poprzedzającego jest równą jedności, z wniosków 
powyższych nic wnieść nie można o zbieżności szeregu. Jeżeli 
jednak stosunek ten jest ciągle większym od jedności i ma 
za granicę jedność, szereg jest rozbieżnym, bo jest wię
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kszym wyraz za wyrazem od postępu ilorazowego, mającego 
za wykładnik jedność, a zatem rozbieżnego.

WNIOSEK v. Szereg jest zbieżnym, jeżeli zacząwszy od pe
wnego wyrazu, pierioiastek stopnia ngo z loarlości ngo wy
razu szeregu, jest ciągle mniejszym co do wartości arytme
tycznej, od pewnej oznaczonej ilości, mniejszej od jedności.

Niech będzie szereg

niech będzie z założenia

Qu, < I
gdzie k< ; powiadam że szereg jest zbieżnym.

W rzeczy samej, mamy

un < kn

zacząwszy więc od pewnego wyrazu un, szereg ten jest 
mniejszym wyraz po wyrazie od postępu ilorazowego

4, k, k\ ... kn, ...

któren jest zbieżnym, jako mający wykładnik k<_^ [97]. 
Gdyby zachodziły wyrazy odjemne, szereg byłby tern bar
dziej zbieżnym [100 Wn. I].

Tw, Coucchy @so
Wniosek vi. Szereg jest zbieżnym, jeżeli granicą pier

wiastku arytmetycznego stopnja ngo z wartości wyrazu ngo, 
jest ilość oznaczona, mniejsza od jedności, gdy n zwiększa 
się nieograniczenie.

Bo w takim razie zacząwszy od pewnego wyrazu, pier
wiastek stopnia ngo z wyrazu ngo, jest ciągle mniejszym
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od pewnej ilości oznaczonej, którą zawsze wziąść możemy 
mniejszą od jedności, jakkolwiek większą od tej granicy,

UWAGA n. Z Twierdzenia III możnaby również wyprowa- 
dzić podany powyżej wniosek (Tw. II, Wn. I), że zmieniw- 
szy znaki niektórych wyrazów szeregu zbieżnego, którego 
wszystkie wyrazy są jednakowego znaku, nowy szereg po- 
zostanie zbieżnym. Bo jestto to samo, co pomnożyć jedne 
wyrazy szeregu przez — 1, inne przez — 1.

Lecz jeżeli szereg zbieżny nie ma wszystkich swych wy
razów jednakowego znaku, zmieniwszy znaki niektórych 
wyrazów, szereg ze zbieżnego może się stać rozbieżnym.

Tak np. szereg

1 1 ł
1-5+3- 4+'" 

którego znaki są naprzemian dodatne i odjemne, a granicą 
wyrazu ogólnego jest zero, jest zbieżnym [100 Wn. II]; 
lecz szereg

A 1 1 
1++3+ 4+ ' • * 

będzie rozbieżnym [100 Uw. II]. 

102. Przykłady.
I. Szereg

% 7.2 on—1 oni 

+4+i+: +1.2.3. 6—1)41.2.3 nt ''

jest zbieżnym (Tw. III, Wn. IV) bo

Un X " n 1
gr —=gr, = 0 gdy n = c

dla wszelkich wartości x niezwiększających się nieograni- 
czenie; gdy x = c szereg jest widocznie rozbieżnym.
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II. Szereg

1 1253sdkt n—1 n di

daje nam (Tw. III, Wn. IV)

un n — 1 / A\
6 u,—, b w In/ 

gdy n= c. Szereg więc jest zbieżnym, gdy x<{, rozbież
nym, gdy x>1; lecz nic wiadomo z powyższego warunku 
co będzie, gdy T==1.

Lecz gdy a=41, szereg

17271377

jest rozbieżnym [100 Uw.]
Gdy x = — 1 szereg

-+- -+ — :+ •

jest zbieżnym (Tw. II, Wn. II).
III. Szereg

, 40 40 _ 103 10*
1 T 1 1.2 1.2.31.2.3.4 

którego wyrazy z początku się zwiększają, jest jednak zbież
nym, bo i 

40" 
u, 1 .2.3 ... n 10 

g ,— — gr 10n—1 = gr — = 0 gdy n = 0
1.2.3 ... (n—1) 

wyrazy zaczynają się zmniejszać, zacząwszy od dziesiątego 
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wyrazu : bo gdy n>10 stosunek wyrazu następującego do 
10 poprzedzającego równy — jest cięgle mniejszym od jedno

ści; zresztą jestto szczególny przypadek szeregu uważanego 
w Przykładzie I, gdzie T =10.

IV. Szeregi

1+1.2+1.2.34+ •+ i .2.3 ... 2n+ ' * •
__2__ as a*n±1

“ T 1.2.3 1.2.3.4.5 T • ‘ • T 1.2.3 .. . (2n+1) 

są zbieżnemi; bo stosunek wyrazu ogólnego do wyrazu po- 
przedzającego, jest równy w pierwszym : 

un x2 3 un x2
-------- — —----------- -— ; a W drugim :---------— --------
Un-—| (2n — 1) In ° Un—1 2n (2n — 1) 

a zatem granica tych stosunków, gdy n=c, jest zerem. 
Szeregi więc te są zbieżnemi dla wszelkich wartości skoń
czonych x. Tom bardziej szeregi następujące

aa _ a* ___
11127 1.2.3.4 ~ 1.2.3.4.5 + ' •' 

a3 . a* X1
“ — 1.2.3 T 1 .2.3.0“ 1.2.3.4.5.6.7 *

będę zbieżnemi; (Tw. II, Wn. I). 
V. Szereg 

a— 1 
a 

daje 

C ==gr------- —=T, gdy n=c i __— 
d — n

jest więc zbieżnym, gdy c<1, rozbieżnym, gdy x>1.
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0 szeregach urójonych.

103. Niech będą

(1) uo, u, u^ ... un—, ...
(2) Uo, 0, v, ... v_p...
dwa szeregi ilości rzeczywistych (które przez skrócenie na
zywać będziemy szeregami rzeczywistemij Szereg

(3) u,+vi, u,+v,i, u,+v,i, ... u—+v_i

gdzie i wyraża V — 1, nazywać będziemy szeregiem uro
jonym. Każdy z wyrazów u0 — vi = w0, u{ — vj = wt,.. . 
u,—1+U—i=W— .. . nazywać będziemy wyrazem sze
regu urojonego, któren zatem napisać będziemy mogli :

(4) w,, w,, w,, ... Wn—, ■. ■

Jeżeli szeregi (1) i (2) obadwa są zbieżnemi, szereg (3) lub 
(4) nazywać będziemy szeregiem zbieżnym', jeżeli jeden 
z szeregów (I) i (2), lub obadwa będę rozbieżnemi, szereg 
(3) lub (4) nazywać będziemy rozbieżnym', zdarzyć się może 
wreszcie, że szeregi (4) i (2) będę nieoznaczonemi; szereg 
(3) lub (4) nazywać będziemy w takim razie nieoznaczonym.

W pierwszym razie, jeżeli założymy

U=u+u+u,+ • • • + "n— i -...
V=v+v + v, + • • • + "— + • • •

granicę summy, lub po prostu summa szeregu (4) :

W=w,+u,+w,+ ... +un+ ...
nazywać będziemy wyrażenie :

(5) W=U-Vi
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Zamiast uważać każdy wyraz szeregu urojonego pod po- 
stacią

w = u — vi

możemy wyrazić go pod postacią [77] :

w = P (dos o — i wst o)

gdzie p jest modułem, a w argumentem : co oznaczamy pi- 
sząc

p — mod w o = arg w

a szereg przedstawi się wtedy pod postacią

(6) c„(dos • — i wst o) + P1 (dos o, — i wst •,) — . ..
— Pr— ,(doso,_i wsto,_)+ ... = P (dosa +i wst 2) = W 

gdzie

(7) U— P dos — Po doso, — Pi doso, -...— Pn । doso, ... 
(8) V= P wst = Po wsto, + pi wsto, — ..+ p„_| wsto,_. .. 

oznaczają szeregi te same co (1) i (2).
Odwrotnie, szereg rzeczywisty może być uważanym jako 

szczególny przypadek szeregu urojonego : jak wiemy [77] 
każde wyrażenie rzeczywiste, może być uważanem jako wy
rażenie urojone, którego moduł równy jest wartości wyra
żenia rzeczywistego bez względu na znak, a argument wie
lokrotności parzystej, lub nieparzystej T, stosownie do 
tego, czy wyrażenie rzeczywisto jest dodatnem lub odjem- 
nem. Moduł przypuszczamy zawsze dodatnym : mamy bo
wiem [77].

+ a = a (dos ^mz + i wst 2n-)
— a = a [dos (2n+ 1) - + i wst (2n + 1) z),

104. TWIERDZENIE iv. Szereg jest zbieżnym, jeżeli szereg 
modułów jego wyrazów jest szeregiem zbieżnym.
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W rzeczy samej, jeżeli szereg

Por pi» P2 - Pn—1, • • •

est zbieżnym, szeregi (7) i (8)

Po dos®, pi dos®),, ... Pn—। doson—1, ...

Po wsto,. Pi wsto),, ,.. Pn__ । w st,— • •.

są również zbieżnemi (Twierdzenie III), bo ustawy i dosta
wy, zawsze mniejsze od jedności, nie mogą zwiększać się 
bez granic; a zatem z określenia szereg (6)

Po (doso, —- i wsto,) — Pj (doso, —- i wsło,) — . . .
+ pn—। (doso,—। + i WSt O,—j) + . . .

jest również szeregiem zbieżnym c. b. d. d.

UWAGA. Twierdzenie to zawiera, jako szczególny przypa
dek Wniosek Iszy Twierdzenia ligo [100] ; bo jeżeli wyrazy 
szeregu urojonego, mają być uważane jako rzeczywiste, mo
duły wyrazów urojonych są uważane jako wartości bez 
względu na znak wyrazów rzeczywistych, znak zaśnadajc ar
gument, jakeśmy to dopiero co zauważyli; powiedzieć że sze- 
reg jest zbieżnym, jeżeli wartości wyrazów jego bez względu 
na znak tworzą szereg zbieżny, wychodzi na to samo, co po
wiedzieć, że szereg jest zbieżnym, jeżeli szereg modułów 
jego wyrazów jest szeregiem zbieżnym.

Twierdzenie odwrotne nie ma miejsca : to jest, szereg 
może być zbieżnym, choć szereg modułów nic jest zbież
nym : jakoż, wziąwszy naprzykład

szereg modułów będzie rozbieżnym [100]; lecz byleby ar-
12
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gumcnty były takie, żeby wartości wstawi dostaw tych ar
gumentów były naprzemian dodatncmi i odjemnemi, sze
reg będzie zbieżnym; np. szereg

4 dos 4 + iwst 

+}[dos5+/wM5

ż_dos]=+iwstą“
dos 2 - + i wst *-+

będzie oczywiście zbieżnym : bo szeregi rzeczywiste składo
we, mając naprzemiam znaki więcej i mniśj wstaw i dostaw, 
i wyrazy zmniejszające się nieograniczenie, są zbieżnymi 
[100]. Szereg zbieżny :

można także przedstawić pod postacią szeregu urojonego

1 r—2 dos 47 — iiwst AT 4- 7 dos 3T —wst 37 — ... 3

której będzie zbieżnym, choć szereg modułów jest rozbie- 
żnym.

Aby nie powtarzać dwa razy twierdzeń, tyczących się za
równo szeregów urojonych i rzeczywistych, będziemy brali 
w następstwie pod uwagę pierwsze, to jest urojone, jako 
ogólniejsze; uważając, że aby udowodnione twierdzenie, 
lub własność szeregów urojonych zastosować do rzeczywi
stych, dość jest uważać ‘moduły wyrazów szeregów urojo
nych za wartości bezwzględne wyrazów szeregów rzeczy
wistych, a argumenty pierwszych, za wielokrotności m pa
rzyste lub nieparzyste, stosownie do znaku drugich. Tak np. 
mówiąc : szereg, którego moduły tworzą szereg zbieżny, ro
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zumieć będziemy nie tylko szereg urojony, ale i rzeczywi
sty taki, którego wartości zoyrazów bez względu na znak, two
rzą szereg zbieżny.

Działania na szeregach.

105. TWIERDZENIE v. Granica sommy szeregu zbieżnego 
się nie zmieni, jeżeli za pewną liczbę wyrazów po sobie nastę
pujących, podstawimy ich summę algebraiczną.

Niech będzie granica summy szeregu zbieżnego

(1) U=u+u—u—u,u ...

w którym wyrazy mogą być dodatne lub odjemne, rzeczy
wiste lub urojone. Zbierając po kilka wyrów po sobie na- 
stępujących w jeden, t. j. podstawiając np.

u, — u, — v u, — u, — ut„ — v,, • ■ •

otrzymamy inny szereg

(2) v + v, — v, — • • •

Powiadam, że szereg (2) jest zbieżnym, i że granicą jego 
summy jest U.

Oznaczmy summę n pierwszych wyrazów szeregu (1) 
przez V,„ summę p pierwszych wyrazów szeregu (2) przez V,

(3) Un = v + u, + ", + • • • + "n-1 
() V, =v+ v i + ", + • • ■ + ",— 

można zawsze wziąść n takie, żeby

w Qv,=v,
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a to jakiekolwie będziek p. A że gr U, = U więc [90]:

gr Vp= grU„= U c.b.d.d.

UWAGA. Twierdzienie odwrotne nie zawsze ma miójsce : 
t. j. rozkładając wyrazy szeregu zbieżnego na części, szereg 
tak otrzymamy nie koniecznie będzie zbieżnym; np. szereg

1+2+++.

jest zbieżnym, jako postęp ilorazowy, którego wykładni- 
4

kiem jest 9- Lecz szereg

1 7 23 n2“ — 1 1+1-2+2-i+3- 8 ++" ?—+—

utworzony z pierwszego rozkładając

1_1 44927 444232 4 4 8~ 8

n2n — A 4 
jest rozbieżnym [99], bo wyraz ogólny —on—• ==n — — 

zwiększa się bez granic wraz z n.
Gdyby jednak dodać warunek, żeby szereg otrzymany 

przez rozłożenie szeregu zbieżnego, miał wszystkie wyrazy 
jednakowego znaku, szereg ten będzie zawsze zbieżnym, 
o czem można się przekonać, odwracając dowodzenie po
wyższego twierdzenia.

108. TWIERDZENIE vi. Granica szeregu zbieżnego, którego nu - 
dułg tworzą szereg zbieżny, nie zmieni się, jeżeli przestawi
my w jakikolwiek sposób porządek wyrazów. |

Udowodnimy naprzód tego twierdzenia w przypadku 
szeregów rzeczywistych :
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Granica szeregu zbieżnego, którego wartości wyrazów bez 

względu na znak tworzą, szereg zbieżny, nie zmieni się, jeżeli 
przestawimy w jakikolwiek bądź sposób porządek wyrazów.

Niech będzie szereg rzeczywisty zbieżny ,

01) u, u, , u,,... u—1 ,.. 

nazwijmy wartości jego wyrazów bez względu na znak

(2) w , W^ W^, ... .—1 , ...

Ułóżmy wyrazy szeregu (1) w jakikolwiek bądź inny 
sposób:
(3) ua, u?, u,, ... ua, . ..

Jeżeli nazwiemy granicę summ szeregów (t) i (2), z zało- 
żenią zbieżnych,- U i W :

U=u+u+u+... + un-1 + • • • 
W = wo + w, + w, + • • • + wn—t + • .

powiadam, że summa

Ua + u, + U^ + ... +u+ ...
ma granicę skończoną, równą U.

Wrzeczy samej, zakładając

U=+4++u,+... + u,—1
U. = ua + U^ + Uy + . . . + U^

możemy wziąść o dość wielkiem, żeby wszystkie wyrazy Un 
znajdowały się w summie U.; mamy więc

U.=U*n

nazywając = R summę tych wyrazów U., które nic wcho-
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dzą w Un. Oznaczając te wyrazy przez up, uq... u,, mamy

_L R — Up -uq — ur —- ... —- ut

a zatem z założenia

R Wp -- W q —- Wr -- . . . -- Wg

Załóżmy resztę szeregu zbieżnego (2)

R, ---W n —n+1 | Wn+2 | • • •

ponieważ p, q, r, ... s są większemi od n —1, mamy

RSR, czyli R=@R. 

oznaczając przez 0 ułamek większy od zera a mniejszy 
lub równy jedności. Ztąd

U.= U=0R

aże grRn —0, gdy n=c, więc

gr U. = gr U. = U c. b. d. d.

Niech będzie teraz w ogólności szereg urojony zbieżny, 
którego summa :

(A) U + Vi==P(doso,+iwsto)+e, (doso,+ti wsto,)+...
— P»— (dos o,-1 — i wst On—i) + . • •

jeżeli moduły tworzą szereg zbieżny :

(B) P = Po +pl +.+ Pr_ + • • •

powiadam, że przestawiając wyrazy szeregu (A), granica 
jego summy U — Vi się nie zmieni.
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W rzeczy samej, szeregi rzeczywiste, których summa 

jest U i V i które otrzymać możemy mnożąc wyraz powy- 
razie szeregu (B) przez dos w, lub wst o, będą zbieżnemi 
również jak i szereg (B), biorąc wszystkie wyrazy z jedna
kowym znakiem; można więc przedstawić wyrazy tych 
szeregów, a ich summy U i V się nic zmienią; summa więc 
U — Vi szeregu (A) również sienie zmieni, c. b. d. d.

107. U WAGA . Rozróżnić więc możemy dwa rodzaje szere
gów zbieżnych : te, które są zbieżnemi w skutek prawa 
według jakiego wartości wyrazów po sobie następują, czyli 
bez względu na znaki wyrazów, i te, których zbieżność po
lega jedynie na następstwie znaków. Czyli ogólniej: te, któ
rych szeregi modułów są zbieżnemi, bez względu na argu
menty, (szeregi które nazywać będziemy zbieżnemi co do 
modułów), \ te, które winny zbieżność swą jedynie argumen
tom.

Na zasadzie powyższego twierdzenia, zbieżność tych 
ostatnich polega także na porządku, w jakim wyrazy po so
bie postępują, gdy tymczasem zbieżność pierwszych jest 
zupełnie niezależną od porządku wyrazów. Przestawiając 
wyrazy szeregu zbieżnego, lecz którego wyrazy co do war
tości bez względu na znak nie tworzą szeregu zbieżnego, 
możemy otrzymać szereg rozbieżny, albo nawet zbieżny, 
lecz którego summa zdąża do całkiem różnej granicy, jak 
summa szeregu pierwotnego,

Weźmy np. szereg

" -ta-it-

zbieżny (Tw. II Wn. II.), choć szereg

1111 
1+,+3+++...
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jest rozbieżnym (Tw. II Uw.)
Przestawmy wyrazy szeregu (1), biorąc z kolei dwa do- 

datne i jeden odjemny

1 1 1 1 1
(9) +3-2ts+i-i+:

dowiedziemy, że szereg (3) jest zbieżnym, lecz że summa 
jego zdąża do innćj granicy, jak summa szeregu (4). 

Oznaczmy summy pierwszych wyrazów szeregu (i) i(3) 
1 

aż do wyrazu 9, włącznie przez Sn i Sn : mamy

1 s=1-2+a-i+*z

_ 1 414 1 
5 " = 1 T 3 2737 7* 2n

odejmując, mamy

,11 1 
S— Sn=2n+1 2n+3T ... + An _ 1

a zatem, zważywszy że summa ta składa się z n — 1 wyra- 
ów zmniejszających się 

n—1. c n—1 
2n+1/ Pn "n. An — 1 
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lecz gdy n = 0 

1  
n — I n 1     -— (r     — 

n — 1 1 n 1 
gr An — 1 = gr 1 = 4 

4  n 
a więc

4 , 4 2 > gr (S n Sn) > 4 

więc S'„, nie zwiększa się nieograniczenie wraz z n, bo 
gr S, == S, jest oznaczony z założenia; łatwo widzieć że; 
granica Sn nie będąc nieskończenie wielką nie jest nie- 
oznaczoną; szereg więc (3) zdąża do granicy oznaczonej S, 
różnej on granicy S szeregu (4), bo

1 1 
2>8-8>4

Szereg utworzony przez przestawienie znaków szeregu 
zbieżnego drugiego rodzaju, może być również rozbieżnym, 
np. szereg

1 A 1 
() -yty-ut: 
którego znaki idą naprzemian, a wyraz ogólny zdąża do gra
nicy 0, jest zbieżnym (Tw II. Wn. IL); a szereg

1 4 1 1 1
(5) 1173/215147—y
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jest rozbieżnym. Bo założywszy jak powyżej

1 A 4 1
S" = 1 “ 2 T (3 -yt:n2n

_ 4141 1
5=17 3 2101, Y2n 

mamy

” 5" \J^n + 1 T V2n +3*7 YAn — 1

1
a więc, zważywszy że ostatni wyraz I— ■ tćj różnicy

Sn— S„, złożonej z n— 1 wyrazówjest mniejszym od po- 
przedzających :

a że, gdy n == c

/_1,— 4 /__ n _ 1 gr \n— 1=0, 81 A 2
• n

więc

gr (S n S„) = 0

czyli że Sn zwiększa się bez granic wraz z n, choć S„ ma
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granicę skończoną S. Szereg więc (5) jest rozbieżnym choć 
(4) jest zbieżnym.

Szeregi takie, które jakkolwiek zbieżne skutkiem na
stępstwa znaków, przestają być zbieżnemi, gdy weźmiemy 
wszystkie wyrazy z jednakowym znakiem, czyli ogólniej, 
szeregi zbieżne, których moduły nie tworzę szeregów zbież
nych, w których nie możemy przestawiać wyrazów, nie na
ruszając zbieżności, lub przynajmniej granicy summy szere
gu, nazywają niekiedy źle zbieżny mi ,a inne, których moduły 
lub wartości bez względu na znak tworzą szeregi zbieżne, 
dobrze zbieżnymi.

108. Dodawanie Szeregów. TWIERDZENIE VII -Wy
razem ogólnym summy szeregów zbieżnych co do modułów, 
{w szczególności zbieżnych bez względu na znak} jest summa wy
razów ogólnych każdego szeregu, jeżeli liczba szeregów, którą 
dodajemy jest skończoną-, jeżeli liczba szeregów tych jest nie
ograniczoną, summa ich stanoici szereg podwójny, którego wy
razem ogólnym będzie szereg utworzony z wyrazów ogó’nych 
szeregów składających, byleby summy tych ostatnich, stanowiły 
również szereg zbieżny co do modułów.

Niech będą szeregi zbieżne co do modułów

U=u+u+u,+ ... + ",— + . •.
U = u, + u, + u, + •. ■ + u_ + • • • 
U=u‘+u i +*,+ •+ u— + ...

Jeżeli liczba tych szeregów, czyli wartości U, U, U". . . 
jest skończoną, summa ich

(2) U+v+T+..=(,+u+ "+ . . . un_, + . . .) 
+ (u,+ 14+u,+ . • .+u—+ . . .) 
+(v+u”,u,+. • .+u_ +. .:)—.
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będzie ilością skończony W, granicą szeregu zbieżnego co 
do modułów, po drugiej stronie wzoru (2); a żona zasa
dzie Twierdzenia VI możemy przestawiać wyrazy szere
gu (2), możemy wziąść za wyraz ogólny tego szregu

u— + u »—1 + u n— + ...
czyli napisać summę tę

(3) W = (u, + u + u "o + • • • ) +(u+u, +u i + • • •) 
+ (u, + u 2 + u, +.)+.
+ (u,—i + M—| +u"- + . . .) + • ■ .

Jeżeli liczba szeregów (1), czyli wartości

(4) U, U, U...

jest nieograniczoną, wartości te stanowią nowy szereg, któ
ry nazywać będziemy szeregiem podreójnym : szereg ten 
może być zbieżnym, rozbieżnym, lub nieoznaczonym, choć 
szeregi (1) są zbieżnymi: zależy to od wartości i znaków (4); 
lecz jeżeli wartości (4) stanowią szereg zbieżny co do mo
dułów, możemy również zmienić porządek wyrazów sze
regu (2), i napisać go pod postacią (3), gdzie wyrazem ogól
nym będzie summa szeregu zbieżnego

Un—1 + Un 1 — u n—t + • • .

109. Mnożenie szeregów. TWIERDOENIE VIII.. Niech 
będg szeregi zbieżne co do modułów

(1) u, u,,u ., Un—i, • • •
(2) v, , v, , v, • • ■ , v_ , • • •

niech będzie U granica summy wyrazów pierwszego, V gra
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nicą summy wyrazów drugiego : powiadam że iloczyn UV jest 
granicą summy szeregu zbieżnego

(3) Ug”o , (ug", + u,v) , (u", + up\ + u^vj),... , 
(u”n— + U^n^ + . . . + Un_^V1 + u,—10) . . .

którego wyrazem ogólnym jest

uovn_i + uivn_i + ... + Un^Ui + U,—4

Szereg (3) nie jest szeregiem iloczynów każdego wyrazu 
szeregu (i), przez każdy wyraz szeregu (2) ; wyraz ogólny 
nic zawiera bowiem iloczynów takich, jak

U^n—4, U2Vn—21 U^Vn—1, . . . un—10, , Un_ v, ,
Un—,V2, • ■ • Un—\Vn_ । . . .

w ogólności iloczynów, których czynniki mają summę 
wskaźników równą n, Inb większą od n.

Oznaczmy summy n pierwszych wyrazów trzech powyż
szych szeregów przez

Un — u, + u, + u, + • • • + U—
V,=v+0,+v+ • • • +0-1
W=«+u,+u,+ • • • +u—i 

= ug", + (uo", + u,v) + (u,v, + uq, + u,v) + • • • 
+ (ug— + u^,^ + . . . + Un_tvj)

Przypuśćmy naprzód, że szeregi (i), (2), (3), są szeregami 
samych modułów z założenia zbieżnymi; oznaczając przez 

n . n 
k największą całkowite zawartą w q‘t. j. k— q , gdy n
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Y — 1 parzyste,lub k=—-—, gdy n nieparzyste, mamy

(4) UV. > w. > UV,

bo iloczyn U„Vn zawiera wszystkie wyrazy znajdujące się 
w Wh i jeszcze inne wyrazy nieznajdujące się w Wn, jak

u,U,_ , u, (En—2 — 0,_) , • • • u— (0, +v,+... + M— i); 

podobnież Wn zawiera wszystkie wyrazy iloczynu UAVE i 
jeszcze inne wyrazy nie znajdujące się w tym iloczynie, 
mianowicie wszystkie, których jeden z czynników ma wska
źnik większy od k.

Lecz gdy n zwiększa się bez granic, k zwiększa się ró
wnież nicograniczenie; a że z założenia

grU=U=gU g V,= V=gr V, 

więc
grUV,= UV=gU,V,

a zatćm

() grW„ = UV 

gdy n zwiększa się nicograniczenie. Czyli innemi sło
wy : różnica

U n V n W „

zdąża do granicy zero, gdy n zwiększa się nicograniczenie.
Lecz różnica ta tćm bardziej będzie miała granicę zero, 

gdy zamiast wziąść szeregi modułów, weźmiemy pod uwagę 
szeregi wyrazów tychże modułów (1) i (2); czyli, gdy uwa- 
zając (i) i (2) naprzód za szeregi sprowadzone do szeregów 
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modułów, pomnożcmy wyraz za wyrazem przez wstawę, 
lub dostawę pewnego argumentu, ilość mniejszą od od je
dności, aby im oddać postać ogólną szeregów urojonych : 
twierdzenie więc jest udowodnionem w całej ogólności. 
Podał je pierwszy CAUCIIY.

UWAGA. Twierdzenie nic miałoby miejsca, gdyby szeregi 
(1) i (2) były źle zbieżnymi t. j. gdyby zbieżność ich polegała 
jedynie na znakach lub argumentach wyrazów, a nic na ich 
wartościach, lub modułach.

Zastosowania i przykłady.

110. Wyznaczyć warunki zbieżności szeregu

i 1 11 i 1(1 p+p T 21+ T 31+ T ' ’ ■ T n+e i • • • 

gdzie p jest peicną liczbą, daną.
Granicę stosunku wyrazu ogólnego do wyrazu poprze

dzającego jest

un (n \1+e
\n+1)

granicę tego stosunku jest jedność, gdy n zwiększa się 
nicograniczenie : cecha podana w Twierdzeniu 111, Wnio
sek IV [101] jest więc niedostateczna dla wyznaczenia 
zbieżności tego szeregu.

Cecha podana we Wniosku VI Twierdzenia III jest ró
wnież niedostatecznę : bo

a że gr — przedstawia się pod postacię nieoznaczonę 8
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(na zasadzie później podanego sposobu przekonać się mo
żna będzie, że granica la równa [jest zeru, a zatem 

gr l U,—I = 1 ) nie można więc wnieść z tćj cechy o 

zbieżności szeregu (A).
Załóżmy

/_ _ _ 1
"o — 11+e 

21 1
", — 21* T 31tę

“,= ql+e 2/31+e/6tteT 7lte
1

Um — (2m)te
___1
(2m*1 -

1

będziemy mieli

1 czyli
1

u,<2x 21+e " < 2

1
czyli

1
u, <x 4+? "2 > (20)2

1
czyli

1
v < 9" X (2m)+r "m - (2e,m

szereg więc

(3) 10 , u, , u, . .. "m ...

którego wyraz po wyrazie jest mniejszym od wyrazów od • 



O SZEREGACH. 193
powiednich postępu

(4) 1 1 _1
1‘2‘ (20)2 ‘ (2e)m 1***

jest zbieżnym (Tw. III, Wn. 1), jeżeli wykładnik lego po- 
4

stepu 8, jest mniejszym od jedności, co ma miejsce gdy P.

dodatne. Szereg (1) jest więc zbieżnym, jeżeli P > 0.
Załóżmy

1
"o — 41+e

1
", — 21+e

1"2 — 31+? 1 41+?

_ 1 । 4_ _ _ _ _ _  1
13 — 51+? i 61+? U 71+8 T 81+?

Vm— (2m—1+1)+e
1

(2-- 14
1

(2m)1+e
1

będziemy mieli

1 V 11"2 > 2 X 41+e czyli ", > 2 (20)8

"3 > 4 X 81+e czyli "3 > 2 (28)3

, 1 . 4 "m > 27.1 X (2myl+e czyli vm > 2 

szereg więc
(6) v, ,v, v,... *,... 

13
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którego wyraz po wyrazie jest większym od wyrazów od
powiednich szeregu

1 114 11
(7) 1 , 2 • 29 ‘ 2 • (20)2 ’ 2 • (20)3 • • •

jest rozbieżnym, jeżeli wykładnik postępu — jest równym 

lub większym od jedności, co ma miejsce, gdy P<0 lub 
p = 0. W takim razie (Tw. V) szereg (i) będzie również roz
bieżnym.

Szereg więc ten 

111 1 
(b 41+?' 21+,' 31+e‘ ’ n‘+e 3

jest zbieżnym jeżeli P > 0 
rozbieżnym jeżeli P < 0 
rozbieżnym jeżeli p = 0

111. Szereg Newtona. Niech będzie szereg

m m (m — 1) , 
(1) 1, 7x, 1.2'2

m {m — 1) (m—2) 3
1.2.3 e

m [m — 1) ... (m — n—1)
1.2.3 ... n xn

Jeżeli m jest całkowitym i dodatnóm, szereg ten spro
wadza się do m + 1 wyrazów, których summa równa jest 
jak wiadomo, (1 + x)m.

Przypuścimy, tu m jakiemkolwiek, lecz rzeczywistym, 
również jak x (przypadek x lub m urojonego będzie uważa
nym w dalszym ciągu). Szereg (i) w takim razie, wyłączyw- 
szy przypadek m całkowitego i dodatnego, będzie się 
składał z nieograniczonśj liczby wyrazów, tak gdy m bę
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dzie całkowitem lecz ocljemnćm, jak również, gdy m przy- 
puścimy ułamkowóm, lub niewymiernśm, dodatnim lub 
odjcmnem.

Stosunek wyrazu ogólnego do wyrazu poprzedzającego 
można przyjąć równym :

m
— — 1m — n n

—i—------------ 7 xn+1 4+1' n

gdy n zwiększa się do nieskończoności, [granicą tego sto
sunku jest — x. Szereg więc (1) jest zbieżnym gdy x < 1 
co do wartości bez względu na znak (Tw. III, Wn. IV); 
rozbieżnym, gdy wartość a? >1, co do wartości bez wzglę
du na znak, jakiekolwiek będzie m.

Wyłączmy na teraz przypadek r==1, i załóżmy że 
x jest dodatnem lub odjcmnem, lecz mniejszem co do war
tości od jedności

— 1 < x < — 4

a wiedząc na zasadzie poprzedzającego dowodzenia, że sze- 
reg (i) będzie w takim razie zbieżnym, szukajmy jego sum
my, którą oznaczmy przez

(2) f (m) = 1 + mx + "(94 «+...
m (m — 1) ... {m — n — A)

4 .2 ... n xn — ...

przypuszczając zawsze m jakimkolwiek dodatnem lub od- 
jemnćm, całkowitem lub ułamkowem, a nawet niewymier- 
nem, byle rzeczywistem.

Mamy podobnież dla tego samego x, lecz innego jakie-
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gokolwiek m, które oznaczemy przez m, szereg zbieżny

(3) r6m) - , + mx + "(=1) « + . ..

, m {m— 1) . . . (m‘— n+1) , |
T 1.2... n " T • *

Zastosowując Twierdzenie VIII (Cauch’ego), otrzymamy 
iloczyn f (m). f {m} rozwinięty w szereg, którego wyrazem 
ogólnym będzie [109]

Tm (m—1)...(m—n+1) _m(m—^...(m—n+2) m |
L 1.2.3 n •1 + 1.2.3 . . . (n — 4) Tm"

1 m {m — 1)... (m‘ — n -- 1)~]
7 4 .2.3 ... n “"

W szczególnym przypadku m całkowitego i dodatnego 
mielibyśmy

f (m) = (1 + x)m F(m) = (1 + x) 
f[m) . f{m} = (1 + x) m+m

a że wyrazem ogólnym rozwinięcia (1 — x}m+m’ jest

(m + m) (m + m — 1)...(m—m—n+1){ 2 3 n ——— “"

więc (5) musi być równe (4)

I
m (m—1)... (m—n-H{) 1 m{m—ł)...(m—n+2) m 1

1.2.3. ..n 41 1.2.3 ...n, TT
, m (m — 1) ... (ni — n+1)

T 1.2.3 . .. n
_ (m + ni') (m + ni — 1) ... (m + m — n + 1)

— 1.2.3 ... n
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dla wszelkich wartości całkowitych m i m; lecz liczba 
tych wartości całkowitych, jakie nadać można na m i m 
jest nieograniczoną; równanie więc (6) jest tożsamością, za- 
chodzi dla wartości m i m nietylko całkowitych lecz 
i jakichkolwiek. Wyrażenie (5) jest dla jakiegokolwiek m i m 
wyrażeniem wyrazu ogólnego rozwinięcia f {m — m), 
któreśmy otrzymali podstawiając w (2) za m summę 
m+m; wyrażenie (4) jest jakeśmy dopiero co widzieli 
rozwinięciem iloczynu f (m) . f (m) dla jakichkolwiek 
m\m\ dwa te rozwinięcia, których wyrazy ogólne są ró
wnymi, są sobie równe wyraz po wyrazie dla jakichkolwiek 
m i m':

(7) f (m -[-m') = f (m). f{m)

Lecz udowodniliśmy wyżej [35], że wszelka funkcja f 
czyniąca zadość warunkowi (7) jest funkcją wykładniczą

f (m) == a" •

gdzie m może być całkowitem, ułamkowem dodatnem 
lub odjemnem, a nawet nicwymiernem, na zasadzie [93], 
a a jest niezależne od m. Aby wyznaczyć a, wiemy, że 
w przypadku m całkowitego

f (m) = (1 + x)n = a"1

a zatem, ponieważ a jest niczależnem od m, i dla jakiego
kolwiek m

a = 1 — x

czyli

f (m) = (1 + xy"
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Summa więc szeregu (1) jest (1 — x)m

, m m (m — 1) , , (8) (1 +)"=+ T‘+ 4.2 &?+

m (m— ) (m—2) 3 , m(m—1)...(m—n—1) „|
' 1.2.3 CT • • • ■ 1.2.3...n x"- 

a to dla wszelkich wartości rzeczywistych m, dodatnych 
lub odjcmnych, całkowitych lub ułamkowych, a nawet nie
wymiernych, byleby szereg był zbieżnym t.j. —1<x<+1.

Rozwinięcie (8) nazywają pospolicie rozwinięciem dwu
mianu Newtona.

112. Rozwinięcie w szereg zbieżny zasady loga- 
rytmów naturalnych. Zasadę układu logarytmów na
turalnych oznaczają pospolicie głoskę e, uważając ją jako 
granicę wyrażenia

A \ m
1 + m)

gdy m zwiększa się nieograniczenie. Dowiedziemy tu, że 
wyrażenie (i) może być uważanem jako granica szeregu 
zbieżnego, że zatem zdąża do granicy oznaczonej. Szereg 
tak otrzymany, będzie mógł nam posłużyć zarazem do obli
czenia przybliżonego liczby e : bo reszta jego dążyć będzie 
do granicy zero [99], a zatem biorac coraz więcej wyrazów 
otrzymamy wartości coraz więcej zbliżone do e.

4
Ponieważ — <1, wiemy już na zasadzie powyżej udo

wodnionego dwumianu Newtona, że wyrażenie 
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możemy rozwinąć w szereg zbieżny dla wszelkich wartości 
rzeczywistych m; lecz trzeba udowodnić że granica summy 
tego szeregu będzie oznaczoną, gdy m zwiększa się nie- 
ograniczenie przechodząc przez jakiekolwiek wartości, do- 
datne lub odjemne, całkowite lub ułamkowe, a nawet nie
wymierne.

Przypuśćmy naprzód że m zwiększa się nicograniczcnic 
w sposób dodatny, przybierając wartości całkowite; mamy

(2) ,_A"A_m 1_m(m—1 1
( T TAim 1.2 ‘m2" 

m(m — 1)m — 2) 1 ,m(m — 1)...(m—n+1) 1
1.2.3 ' m T [1 .2... n mn

Ponieważ m ma zwiększać się nieograniczenic, przypuść
my n < m. i oznaczmy przez Rn41 resztę szeregu, to jest 
summę wyrazów następujących po (n — l)ym wyrazie; na
pisać możemy szereg (5) w następujący sposób :

a będziemy mieli wartość
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Ostatni czynnik wyrażenia (4), składa się z m — n wy- 
razów mniśjszych jeden po drugim od odpowiednich wy
razów postępu ilorazowego

1 1 _ __1 __ 4
n + 1 T (n + 1)8 T (n + 4)3 T T(n+ A)"

1 
którego summa zdąża do granicy - , gdy m zwiększa się 

nieograniczenie ; możemy więc założyć czynnik ten równy 

- oznaczając przez 0 ułamek zawarty pomiędzy 0 a 1 : 
n

/ 1 \ / n — A \ 
(5) • _ I W \ m/ 9 

"n+4 — 1.2.3 ... n n

Gdy m zwiększa się nieograniczenie, a n pozostaje tem 
samem

1 6_ 
6"n —1.2.3...nn "4 

oznaczając przez 0‘ granicę 0, a przez Rn+1 granicę BA 
gdy m=c. Szereg zaś (3) staje się

/ 4 \ m 11 1 
(7) 8(1+m) =1+1121.2.3. Ti

+ 1.2.3. ... n+ Ema

M=© ■ 
gdy n=c.

Liczba n którą przypuślicimy jakąkolwiek, byle mniejszą 
od m, może również zwiększać się nieograniczenie nieza
leżnie od m zwiększającego się nieograniczenie; lecz w ta
kim razie, z (6) widzimy że

grR'n+1 = 0
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Widzimy przytem że w szeregu (7) granica stosunku wyrazu 
n — 18° do wyrazu ng°

Un.1 _  1__ A 
gr — =%r *=0

, / A\‘m szereg więc (7) jest zbieżnym [101], a gr 1-m) ilością 

oznaczoną równą granicy summy tego szeregu, gdy m 
zwiększa się nieograniczenie.

Oznaczamy przez
I i 4

(8) *= 1 + I + 1.2 + 1.2.3 + • • •

granicę summy tego szeregu zbieżnego; dowiedliśmy że

1 ----- I — e

gdy m zwiększa się nieograniczenie przybierając wartości 
całkowite dodatne.

Powiadam że granica ta będzie tą samą, gdy m zwiększa 
się nieograniczenie przybierając jakiekolwiek wartości do
datne, nietylko całkowite. Oznaczmy przez p. i przez 
u. — 1 dwie liczby całkowite po sobie następujące, między 
któremi zawartą być może wszelka wartość niecałkowita 
m; będziemy mieli widocznie

czyli
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Lecz gdy m =0, także u. = 0 , a wtedy

gr(1 +—1=1 gr (1 + 4) = 1

jako też

/ 4 \u+1 / 1\* ♦81(1++1) =e g(1++a)=e

na zasadzie poprzedzającego dowodzenia; a więc

/ A \ m 
gr 1 -— I — e 

gdy m zwiększa się nieograniczenie, przybierając nawet 
wartości niecałkowite, byle dodatne.

Powiadani dalej, że granica ta będzie jeszcze tą samą gdy 
m zwiększa się nieograniczenie co do wartości, przybierając 
wartości całkowite lub niecałkowite odjemne, t. j. gdy 
m=— c; w rzeczy samej, jeżeli m < 0 zakładając m=—M, 
gdzie zatóm u. przypuszczać będziemy dodatnćm, mamy

czyli

lecz gdy m— — co, p. = — c , więc i p.— 1 =-c a
wtedy

F (1+,4,)=1

I, , 1 - 61+—4) =e
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więc również

Am

1- ----—e1 m/

Za pomocą metody granic dowiedlibyśmy z łatwością [93] 
że granica wyrażenia (i) jest tą samą, gdy m zdąża do nie
skończoności, przybierając wartości niewymierne.

Wyrażenie (1) ma więc granicę oznaczoną, równą grani
cy summy szeregu zbieżnego (8), którą oznaczyliśmy przez 
e, w jakikolwiek bądź sposób ilość m zwiększa się nieogra- 
niczenie, przechodząc przez jakiekolwiek wartości rzeczy
wiste.

Liczba e którą za pomocą szeregu (8) można obliczyć 
z takićm przybliżeniem jak się podoba, biorąc dostateczną 
liczbę wyrazów szeregu (bo reszta zmniejszając się ciągle 
ma granicę zero)

e=2,71281828439043...

jest właśnie wziętą za zasadę układu naturalnego logaryt- 
mów; w dalszym ciągu zobaczymy jak ważne znaczenie ma 
ta liczba w teorji funkcyj.

113. Uwagi nad użyciem szeregów. Uważając ilość 
daną jako granicę summy szeregu, mamy na celu zastąpie
nie ilości danej zwykle za bardzo złożonej, by ją można było 
wprost obliczyć lub wprowadzić w rachunek, przez summę 
ilości prostszych, których własności nam są znane, które 
z łatwością obliczyć możemy. Zamiast jednego działania 
trudnego, uskuteczniamy więc ciąg działań łatwiejszych. 
Ponieważ liczba wyrazów szeregu jest • nieograniczoną, 
w użyciu praktycznem szereg przedstawia nam tylko przy
bliżenie, lecz przybliżenie tern większe, czem więcej bierze- 
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my wyrazów, i które może być tak wielkie jak się podoba, 
biorąc dostateczną liczbę wyrazów, bo jak wiemy, granicą 
reszty szeregu zbieżnego jest zero. Tak np. jeżeli ułamek 
zwyczajny zamieniamy na dziesiętny okresowy :

2
- = 0,666 ...

uważamy go jako summę szeregu zbieżnego

24666 . 
310100" 1000 1

który tu jest postępem ilorazowym zmniejszającym się; a 
to w celu ułatwienia rachunku, prostszego z ułamkami dzie- 
siętnemi niż ze zwyczajnemi. Niekiedy w praktyce ograni
czamy się tylko na przybliżeniu, biorąc pewną tylko liczbę 
cyfr dziesiętnych, to jest pewną liczbę wyrazów szeregu, a 
opuszczając resztę, która tem jest mniejszą im więcej bie- 
rzemy wyrazów i może być dowolnie małą.

W podobny sposób, gdy za ilość pierwiastkową

133 =5,7443 ...

podstawiamy liczbę dziesiętną, uważamy ilość pierwiast
kową niewymierną, jako granicę szeregu zbieżnego, któ
rego wyrazy są wymiernemi

. __ _ 3 I133 =5401 100 i 1000 T 10000 Tai 

przyczem ograniczamy się zwykle na przybliżeniu, któ
re możemy posunąć tak daleko jak się podoba; szereg 
jest zbieżnym, bo jakiekolwiek liczniki dwóch wyrazów 
po sobie następujących, wyrażonemi są przez jedną cyfrę : 
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mianownik zaś wyrazu następującego jest dziesięć razy 
większym od mianownika wyrazu poprzedzającego, stosunek 

więc jest mniejszym od jedności.Un—i
114. Bozwinąć pewną ilość w szereg, jcstto uważać tę ilość 

jako granice summy szeregu zbieżnego. Ilość rozwinięta 
w szereg może być funkcją ilości zmiennych, którą można 
uważać jako granicę summy innych funkcyj prostszych tych
że zmiennych, w liczbie nieograniczonej ; np. funkcję 
przestępną jako granicę summy funkcyj algebraicznych. 
W każdym razie, rozwijając jaką ilość w szereg, pilnie 
uważać należy czy szereg jest zbieżnym, i czy granicą jego 
summy jest ilość dana.

Mając dane wielkość niewymierną lub dość złożonego ro
dzaju, by ją wprost obliczyć można było, możemy rozłożyć 
wielkość tę na dwie części : jednę wymierną lub którą z ła
twością obliczyć możemy, i resztę zwykle tego samego co 
wielkość dana gatunku. Resztę tę możemy znów rozłożyć 
na dwie części w podobny sposób jak wielkość daną : otrzy
mamy drugą wielkość wymierną i drugą resztę, którą zoz- 
kładamy znów jak powyżej i t. d. Jeżeli reszty te idą po so
bie coraz zmniejszając się, tak że ostateczna reszta dąży do 
granicy zero, wielkość dana przedstawia się pod postacią 
summy szeregu wielkości wymiernych otrzymanych w po
wyższy sposób, przez rozkładanie każdej reszty. Metoda ta, 
którą nazwano metodą wyczerpywania używaną była w wielu 
razach do obliczenia powierzchni, brył i t. p. niewymier
nych.

Tak np. chcąc obliczyć powierzchnię koła, rozłożyć ją 
możemy na kwadrat wpisany i resztę równą czterem od
cinkom koła, których cięciwami są boki kwadratu wpisane
go. Cztery te odcinki rozłożyć możemy znów na cztery trój
kąty i osiem odcinków mających za podstawy boki ośmio- 
kąta wpisanego; te osiem odcinków znów na osiem trój- 
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tów i szesnaście odcinków zawartych pomiędzy okręgiem 
koła i bokami szesnastokąta wpisanego i t. d. Dowiódłszy 
że summa każdych następujących odcinków, których liczba 
jest dwa razy większą od poprzedzających, lecz z których 
każdy następujący mniejszym jest od połowy poprzedzają
cego, coraz zmniejszając się, zdąża do zera, wyraziemy koło 
jako granicę summy szeregu, którego pierwszym wyrazem 
będzie kwadrat, drugim summa czterech trójkątów, trze
cim summa ośmiu trójkątów, mniejszych od czterech po
przedzających i t. d.

Przykład. Powierzchnia odcinka paraboli. Wiemy, że wzią- 
wszy na paraboli jakikolwiek punkt O, mamy dla tego punktu jako 
początku układ spółrzędnych takich, że oś 0Y jest styczną do 
paraboli w tym punkcie, oś zaś OX jest średnicą t. j. dzieli ka
żdą z cięciw równoległych do osi OY na dwie równe części. Ró
wnanie paraboli odniesionej do takich osi [48].
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Szukamy powierzchni odcinku ABO ograniczonego cięciwą AB 
i lukiem paraboli AOB.

Trójkąt AGB jest połową równoległoboku ADFB większego od 
odcinka szukanego; jest więc większym od połowy tego odcinka. 
Odejmując ten trójkąt, pozostają dwa odcinki AMO, BNO, których 
summa jest mniejszą od połowy całego odcinka AOB.

Postępując z temi odcinkami AMO, BNO, jaki całym odcinkiem 
AOB, otrzymamy dwa trójkąty AMO, BNO, z których każdy wię
kszym jest od połowy odcinka w który jest wpisanym ; summa więc 
ich jest większą od czwartej części odcinka całego AOB.

Postępując tak dalej, otrzymamy szereg trójkątów, których summa 
może być tak mało różną od powierzchni odcinka szukanego, jak się 
podoba, bo reszta, czyli summa odcinków pozostałych, naprzód mniej
sza od połowy, potem od jednej czwartej, następnie od jednćjós- 
mej i l. d. odcinka szukanego, może być tak małą jak się podoba. 
Szereg więc jest zbieżnym, a powierzchnia odcinka jest granicą jego 
summy.

Wszystkie średnice w paraboli są równoległe; łącząc środki G i H 
cięciw AO i OB, jakoteż punkta M i N ostateczne średnic ró
wnoległych MG i NH, mamy

AC=2GI=2MK
• • 

a zatem z równania (1), które daje stosunek dwóch odciętych ró* 
wny stosunkowi kwadratów odpowiednich rzędnych

OK = 4 OC więc LK = 1 AC 
4 " 4 

zatem

ML= 4 AC 
4

Lecz dwa trójkąty AMO, ACO mające wspólną podstawę AO są 
w stosunku równoległych ML, AC, a więc

Trójkąt AMO   1
Trójkąta ACO 4
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podobnież

Trójkąt BNO _ 1
Trójkąta BCO - 4

summa więc dwóch trójkątów drugiego rzędu, równa jest czwartej 
części trójkąta ABO pierwszego rzędu; i w ogólności summa trójką
tów jakiegokolwiek rzędu równa jest czwartej części summy trójkątów 
rzędu poprzedzającego.

Powierzchnia więc odcinka AOB jest granicą summy szeregu

1 4 4AOB+ 4 AOB+ - AOB+ — AOB+ ...
czyli

AOB (1+1+ +------+...)
\ 4 4.4 4.4.4 /

Szukając właśnie powierzchni odcinka paraboli, Archimedes zna
lazł pierwszy granicę summy powyższego szeregu, który jest postę
pem ilorazowym; summa ta równa się

$ AOB

a że AOB = 1 ABFD, więc powierzchnia odcinka paraboli, równa 

jest $ trójkąta wpisanego, lub 5 równoległoboku opisanego.
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METODA NIESKOŃCZENIE MAŁYCH

Określenia. — Summy — Iloczyny — Potęgi — Pierwiastki nieskończenie 
małych. — Stosunki dwóch nieskończenie małych. — Rzędy nieskończenie ma
łych.— Twicdzenia zasadnicze. — Uwagi nad użyciem nieskończenie małych.— 
Zastosowania i przykłady.

Określenia.

115. Ilością nieskończenie małą nazywamy ilość, której 
granicą jest zero.

Ilość nieskończenie mała jest więc [85] ilością zmniejsza
jącą się nieograniczenic tak, że ilość ta może stać się mniej
szą od wszelkiej ilości oznaczonej, tak małej jak się podoba.

Aby dowieść, że pewna ilość a jest nieskończenie małą, 
dość jest pokazać, że a może zmniejszając się wciąż, stać 
się mniejszem od pewnej stałej k, którą przypuścić może
my tak małą, jak się podoba.

Tak np. ułamek :

1 
, x 

którego mianownik x zwiększa się nieograniczenie, jest 
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ilością nieskończenie małą; bo jakiekolwiek weźmicmy k, 

dość jest nadać na x wartość większa od 7 aby

1 <k 
X

Niech będą dwie proste OB, OX, precinającc się ze

fig. 45.

sobą. Niech bodzie rzędna PQ, liczona równolegle do pe
wnego kierunku OY. W miarę jak punkt Q zbliża się do 
punktu O, rzędna PQ staje się. coraz mniejszą. Jeżeli 
punkt Q może się zbliżyć nieograniczenie do punktu O, 
rzędna PQ może stać się dowolnie małą : rzędna ta może 
być uważaną w powyższem założeniu za nieskończenie ma
łą ; bo jakkolwiek małą wzięlibyśmy stałą rzędną MN, rzę
dna PQ zmniejszając się ciągle, może stać się PQ, mniej
szą od MN. '

Jeżeli uważać będziemy punkt Q oddalający się od pun
ktu O, rzędna PQ będzie się coraz zwiększać; jeżeli punkt 
Q może się posuwać w kierunku od O ku X, tak daleko 
jak się podoba, rzędna PQ może być uważaną jako nie
skończenie wielka : bo jakkolwiek wielką weźnicmy rzędną 
stałą M, Np rzędna PQ zwiększając się ciągle, może stać się 
jeszcze większą P"Q".

Taż sama zmienna może być więc uważaną za nieskończe
nie wielką lub nieskończenie małą, stosownie do tego jak ją 
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zmieniamy w jeden lub drugi sposób; wyrażenia : ilość nie
skończenie mała, ilość nieskończenie wielka, nic wyrażają 
żadnej ilości oznaczonej, ograniczonej, lecz tylko pewien 
sposób zmienności zmiennej nieoznaczonej; właściwićjby może 
było nazywać te ilości nieograniczenie wielkiemi, nieograni- 
czenie małemi^ lub nieoznaczenie wielkiemi, nieoznaczenie ma- 
łemi.

Ilości, które nie są ani nieskończenie małemi, ani nieskoń
czenie wielkiemi nazywać będziemy ilościami skończonemi.

116. Pojęcie ilości nieskończenie małej w niczćm nie 
jest rożnem od pojęcia granicy : pierwsze jest tylko szczegól
nym przypadkiem drugiego; nielcdwie zawsze użycie spo
sobu granic, można zastąpić sposobem nieskończenie ma
łych : bo jeżeli

gr x = a 
to z określenia

gr (x — a) == 0

czyli uważać a, jako granicę zmiennej x, wychodzi na to 
samo, co uważać x — a, jako nieskończenie małą. Samą 
granicę określiliśmy [85] jako ilość oznaczona, której róż
nica ze zmienną nieoznaczoną, jest nieskończenie małą.

117. Summa algebraiczna ilości nieskończenie 
małych. Jeżeli liczba tych ilości jest ograniczoną, summa 
ich jest nieskończenie małą : w rzeczy samej jeżeli

gr =0 gr3=0 gr7=0

to
= gr a = gr 3 ± gr Y = ... =: gr (=E a = 3 = Y = . . . ) = 0

Lecz jeżeli‘bierzemy summę nieskończenie małych wlicz-
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bie nieograniczonej, lub zwiększającej się nicograniczenie 
w miarę jak każda z nieskończenie małych zdąża do 0, 
summa ta może być ilością skończoną, lub nawet nieskoń
czenie wielką. W rzeczy samej, nic łatwiejszego, jak przed
stawić sobie odwrotnie wielkość skończoną podzielony 
na części, których liczbę można dowolnie powiększać, 
zmniejszając jednocześnie ich wielkość. Każda z tych czę
ści będzie nieskończenie małą, liczba ich nieskończenie 
wielką, a summa równą wielkości danej, oznaczonej.

Wcźmy naprzykład za wielkość daną, długość l. Długość 
tę możemy podzielić na m części równych, lub nierównych 
«,, a,. .. am, tak że

l=(,+Q,+ ... + Cm

Niczmieniając długości l, liczbą m części a możemy do
wolnie powiększyć zmniejszając ich wielkość : summa tych 
części nieskończenie małych

&,+4,+o,+ ...
będzie zawsze równą wielkości oznaczonej l. Widzimy za
razem, że jak części te możemy brać wedle jakiegokol
wiek prawa np. wszystkie równe w liczbie parzystej, lub 
równe w liczbie podziclnej przez 3, lub nierówne i t. p. 
tak wielkość oznaczoną możemy uważać jako summę nie
skończenie małych w rozliczny sposób.

ILOCZYN lub Iloraz wynikający z pomnożenia lub po-’ 
dzielenia ilości nieskończenie małćj, przez ilość skończoną, jest 
ilością nieskończenie małą. Polega lub pierwiastek stopnia 
skończonego z ilości nieskończenie małej jest ilością nieskończe
nie małą. W rzeczy samej, jeżeli

gr «=0
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a n oznacza ilość skończoną, to

grnz=0 , gr=0, gra"==0, gr V* =0

Iloraz ilości skończonej przez ilość nieskończenie małą 
jest ilością nieskończenie wielką : bo

n n 
gr - —  — C ° « gra

co właściwie należałoby wziąść za określenie ilości nie
skończenie wielkiej, zamiast określenia iloraz ilości skoń
czonej przez zero; bo dzielić przez zero nie można, lecz 
można dzielić przez ilość tak mało różną od zera jak się po
doba, a w takim razie czem dzielnik będzie mniejszym, 
tśm iloraz będzie większym; jeżeli więc dzielnik jest nie- 
ograniczenie, czyli nieskończenie małym, iloraz jest nie- 
ograniczenie, czyli nieskończenie wielkim [88].

118. Stosunek dwóch ilości nieskończenie ma
łych. Stosunek ten może być ilością skończoną stałą, lub 
zmienną; ilością nieskończenie małą; a nawet nieskończe
nie wielką.

1°. Jeżeli a jest ilością nieskończenie małą, a n ilością 
skończoną, na będzie również nieskończenie małą [117]; 
a jednak

na
— — n 
a 

iloraz, czyli stosunek tych dwóch nieskończenie małych 
jest skończonym, równym n.

2°. Stosunek dwóch ilości nieskończenie małych, może 
być również nieskończenie małym: tak, jeżeli a jest nieskoń
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czenie małą
gr a = 0

a2 będzie również nieskończenie małą :

gr a2=€

a stosunek tych dwóch nieskończenie małych

c?
— — a %

jest ilością nieskończenie małą a.
3°. Stosunek odwrotny

a __1
a2 a

1 
jest ilością nieskończenie wielką : — — 0 [88].

Jeżeli stosunek jednej ilości nieskończenie małej do dru
giej jest nieskończenie małym, pierwszą z tych ilości nazy
wamy nieskończenie małą wzglądem drugiej. Odwrotnie, dru
ga ilość będzie nieskończenie wielką iczgledem pierwszej. Tak 
a2 jest nieskończenie małą względem a, zaś a jest nieskoń
czenie wielką względem a2.

Ilości nieskończenie małe mogą więc być nieskończenie 
wielkiemi względem innych : nie będzie to się wydawać dzi- 
wnem, jeżeli się odniesiemy do określenia nieskończenie ma
łych i zauważymy, że ilości te nie są ilościami pewnej bardzo 
małej wielkości, jak źródłosłów zdawałby się wskazywać, 
lecz po prostu zmiennemi, zmieniającemi się w pewien po
wyżej określony sposób.

Twierdzenie jakoby dwie ilości miały być sobie równe, 
dla tego że obiedwie są nieskończenie małemi, byłoby rów
nie niedorzecznem, jak równość wszystkich nieskończenie 
wielkich [88].

Widzimy zresztą, że dwie ilości nieskończenie małe, mogą 
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być do siebie we wszelkim możliwym stosunku skończo
nym, nieskończenie wielkim, lub nieskończenie małym.

Weźmy naprzykład dwie proste OB, OB,, przechodzące przez 
początek O (fig. 46). Rzędne tych dwóch prostych są w stosunku 
stałym .

P,Q _P,0_

PQ — PQ/T

gdzie n oznacza ilość stałą (np. liczbę 2 lub 3); powiedzieliśmy 
wyżej, że jeżeli punkt Q zbliża się nieograniczenie do punktu O, 
tak rzędna PQ jak rzędna P,Q stają się nieskończenie małemi : a 
jednak stosunek tych dwóch nieskończenie małych, nie przestaje być 
skończonym, równym n.

Wykreślmy krzywę OK, przed 5 wiajcą funkcję
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jeżeli odcięta 0Q = x staje się nieskończenie małą, to jest, jeżeli 
punkt Q zbliża się nieograniczenie do punktu 0, rzędna PQ sta
je się również nieskończenie małą : lecz ponieważ stosunek 

zdąża do granicy zero, wraz z nieskończenie małą x, PQ jest nie
skończenie małą ruzględem OQ.

Odwrotnie, OQ jest nieskończenie wielką względem QP, jakkol
wiek tak 0Q, jak QP założyliśmy nieskończenie małemi; bo sto
sunek

0Q _ x - 1
PQ — 32 — x

zwiększa się nieograniczenie, gdy zmniejszamy nieograniczenie x.

I 119. i Rzędy nieskończenie małych. Z powyższego 
wvpada, że ilości nieskończenie małe mogą zależyć od sie
bie zupełnie w taki sam sposób, jak ilości skończone : to 
jest, że ilość nieskończenie mała' może być funkcję jednej 
lub wielu ilości nieskończenie małych, samych lub w połą
czeniu ze skończonemi.

Z pomiędzy wielu nieskończenie małych zależnych pd 
siebie, obierzmy jednę za główną.

Ilością nieskończenie małą pierwszego rzędu nazywać bę
dziemy wszelką nieskończenie małą, której stosunek z nie
skończenie małą główną jest ilością skończoną lub zdąża do 
granicy skończonej różnej od zera, w miarę jak nieskończe
nie mała główna zdąża do zera.

Ilością, nieskończenie małą drugiego rzędu nazywać będzie
my wszelką nieskończenie małą, której stosnnek z nieskoń
czenie małą główną jest ilością nieskończenie małą pierw
szego rzędu.

Ilością nieskończenie małą trzeciego rzędu nazywać hę-
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dziemy wszelką nieskończenie małą, której stosunek z nie
skończenie małą główną jest ilością nieskończenie małą 
drugiego rzędu.

W ogóle, ilością nieskończenie małą ngo rzędu nazywać 
będziemy nieskończenie małą, której stosunek z nieskoń
czenie małą główną, jest ilością nieskończenie małą n—Igo 
rzędu.

Niech będą a, a,, a,. .. a„ ilości nieskończenie małe 
zależne od siebie. Obierzmy a za główną. Jeżeli

652 ="

gdzie k jest 'ilością skończoną, a, będzie nieskończenie 
małą pierwszego rzędu. Można założyć

?=(+.

oznaczając przez € ilość, która zdąża do granicy 0 w mia
rę jak nieskończenie mała główna a zdąża do granicy zero. 

Wzorem nieskończenie małych pierwszego rzędu będzie 
więc :

&, = % (k — s)

Jeżeli

*=% czyli &=«(+.

%2 nazwiemy nieskończenie małą drugiego rzędu. Wzo
rem nieskończenie małych drugiego rzędu, będzie więc

c(l+2)

Wzorem nieskończenie małych [trzeciego rzędu, będzie
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a3 (k — t)

Wzorem ogólnym nieskończenie małych ngo rzędu bę
dzie

a" (k + e)

120. Stosunek nieskończenie małej ngo rzędu, do ntćj 
potęgi nieskończenie małćj głównej

a, a" (k+s)
—n —----- ,— — K—8 .&" a

jest wyrażonym przez ilość k + s która zdąża do granicy 
skończonej k, w miarę jak nieskończenie mała a zdąża do 
zera. Można więc powiedzieć że :

Nieskończenie małą ago rzędu nazywamy ilość, której stosu
nek do ntej potęgi nieskończenie małej głównej jest skończonym^ 
lub zdąża do granicy skończonej, gdy nieskończenie mała główna 
zdąża do zera.

Pozostają nieskończenie małe, których stosunek do nie
skończenie małej głównej nie jest ani skończonym, ani nie
skończenie małym, lecz nieskończenie wielkim: ale których 
pewna potęga może mieć z nieskończenie małą główną sto
sunek w granicy skończony.

Niech będzie p. nieskończenie mała taka że :

p.P u. 1
gr — = K czyli gr , = KP = k 

" * a’

gdzie tak K jak k oznaczają ilości skończone.
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Nieskończenie małą tę możemy wyrazić przez

y. — ar (k + c)

i nazwać nieskończenie male rzędu ułamkowego p

W ogólności, wzorem nieskończenie małych rzędu p 

będzie
q 

a” (k + €)

czyli że nieskończenie małemi rzędu p nazywać będziemy 

nieskończenie małe takie, których stosunek z potęgę p 

nieskończenie małej głównej, jest w granicy skończonym. 
Określenie to jestto określenie ogólne, dane powyżej, w któ- 
rem n przypuszczamy ułamkowem.

Zwykle z pomiędzy wielu nieskończenie małych od siebie 
zależnych obieramy za główną tę, z którą stosunki wszyst
kich pozostałych są w granicy albo skończonemi, albo nie
skończenie małemi.

Twierdzenia zasadnicze metody nieskończenie 
małych.

121. Twierdzenie i . Jeżeli stosunek dwóch ilości nieskończe
nie małych, zależnych od siebie, zdaża do granicy jedność, gdy 
każda z tych nieskończenie małych zdąża do zera, ich różnica 
jest nieskończenie małą względem każdej z nieskończenie ma- 
łysh danych, czyli nieskończenie małą wyższego rzędu niż 
dane.
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Odwrotnie, jeżeli różnica dieóch nieskończenie małych danych 
jest nieskończenie mała iczgledem każdej z nich, granicą ich 
stosunku jest jedność.

Niech będą dwie nieskończenie małe aiz takie że

(1) gr “=1
a 

załóżmy
a — &‘= €

powiadam że E jest nieskończenie małą względem a (a za
tem i względem a, bo a i a’ są nieskończenie małemi tego 
samego rzędu, skoro ich stosunek jest w granicy skończo
nym, równym jedności) czyli że :

s 
gr - = o a

W rzeczy samej, napisać możemy

$=1+,

gdzie n dąży do zera wraz z a : a zatem odejmując po obu 

stronach ——1 a 1
a   a’ _. £ 
— = ^ czyli 2=n 

a więc
s 

gr 7=0 c. b. d. d.

Odwrotnie, jeżeli
& — &‘ 

«r—=0



METODA NIESKOŃCZENIE MAŁYCH. 221

mamy

gr (7—1 =0
czyli

gr - — 1 a c. b. d. d.

122. Twierdzenie n. Granica stosunku dwóch nieskończe
nie małych danych jest równa granicy stosunku dwóch innych 
nieskończenie małych, mających z danemi odpowiednie stosunki 
w granicy równe jedności.

Niech będą nieskończenie małe a i 3, a’i 3‘; załóżmy 

6r 2=1 
powiadam że 

1o

3 3‘ gr - — gr — a a

Możemy w rzeczy samej założyć

-=1+ta 1 =1—:’

s i d zdążają do zera wraz z a, a', 3 i p'; czyli

a
a więc

28
a a'

1—8
1 + £

w granicy.

gr (1 +)={ gr(ł — ) = 1
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a zatem
8 8‘gr — — gr - c. b. d. d.

° a a

Wniosek. Granica stosunku dwóch nieskończenie małych^ 
jest równa granicy stosunku dwóch innych nieskończenie ma
łych, których różnice odpowiednie z pierwszemi sg nieskończenie 
małemi wyższego rzędu od danych-, a to na zasadzie poprze
dzającego twierdzenia.

123. TWIERDZENIE iii. Jeżeli summa ilości nieskończenie 
małych tego samego rzędu, w liczbie nieograniczonej lub zwię
kszającej się bez granic w miarę jak każda z nieskończenie 
małych zdąża do zera, jest skończoną lub ma granicę skończo
ną, pomnożywszy każdą z nieskończenie małych odpowiednio 
przez nieskończenie małe jakiekolwiek, tak otrzymana summa 
będzie nieskończenie małą, zdążać będzie do granicy zero, wraz 
z nieskończenie małemi danemi.

Niech będą nieskończenie, małe

(1) "p “29 U31 • • • "m

których liczba m zwiększa się bez granic, w miarę jak nie
skończenie małe dążą do zera. Niech będą

(2) 6,, 6,, 5,, • • • Em

nieskończenie małe jakiekolwiek w tej samej liczbie m Je
żeli

gr (4, + «, + a, + ... +m„)=s

gdzie S jest ilością skończoną, powiadam że

gr (6,04, —8«,— E,"3 —... — ^n) = 0
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W rzeczy samej, niech będzie s ta nieskończenie mała z po
między (2) której wartość bez względu na znak jest naj- 
większą, z' ta, której wartość jest najmniejszy ; zatem

•(-,(,--.. + Cm) < 5,04, + 5,74, 5,7, + • • • 
— EmO < € (%,—%,+%— • • • — Gm) 

więc

gr e‘S < gr (6,04, + 5,%4, e3a3 + . .. + Emom) < gr e S

ażegrs = O, z założenia, więc gr e‘S =0, gr sS ==0 
a zatem

gr (5,04, + 8,04, + €,7, + • • • + EmOlm) =0 c. b. d. d.

124. Twie rdzenie iv. Granica summy nieskończenie ma
łych w liczbie nieograniczonej, jest równa granicy summy in
nych nieskończenie małych, w tej samej liczbie, mających z pier- 
wszemi odpowiednie stosunki w granicy równe jedności. 

Niech będą.

&,» %27 03, • • • Gm

> 

nieskończenie małe dane,

P„ P„ P„ • ■ • P. 

inne nieskończenie małe takie, że 

Pi 8, 8, , gr "=gr "=gr =...=gr a — 1 

jeżeli
gr (a, — a2 — a, + • • • + am) = S 
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powiadam żc

gr (P. + P, + P, + • • .+3„)==gr(o, +*++. • .+.„)=s

W rzeczy samej, możemy założyć

U— 1+8, 7= 1+8, &=1+s,-.. = 1+Em

gdzie eu €,. .. E„ zdążają do zera, gdy a i 3 zdążają do 
zora, a stosunki 8 do jedności: podstawiając

Pi-- C4,—4%,6, 32 =—' %, I 01,82 P3-- %a—,s, ... 3m --  Gm—msm

otrzymamy

gr (Pi + P, + P, + • • • + Pw) = gr(,+1,+,+ • • • 
+ Cm) + gr (q,5, + 01,8, -- a3£3 + • • • -- CmEm)

a żc na zasadzie poprzedzającego twierdzenia,

gr (,6, + €1,8, + a3s3 + . . . CmEm) = 0 
więc

gr (Pi + P» ++. + Pm) = gr (o, + u, + a, + .+%„) = S 
c. b. d. d.

Wniosek. Granica summy nieskończenie małych w liczbie 
nieograniczonej, jest równa granicy summy innych nieskoń
czenie małych w tej samej liczbie^ różniących się odpowiednio od 
poprzednich o ilości nieskończenie małe wyższego rzędu, czyli 
o nieskończenie małe względem danych; a to na zasadzie 
Twierdzenia 1 -go.
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125. Twierdzenie ogólne. Granica stosunku lub summy 
nieskończenie małych się nie zmieni, jeżeli podstawimy za nie
skończenie małe dane inne nieskończenie małe, niekoniecznie ró
wne pierwszym, lecz majace z niemi stosunki, których granica 
jest jedność, lub różnice nieskończenie małe względem nieskoń
czenie małych danych.

Twierdzenie to jest zebraniem w jedno trzech twier
dzeń : I-go, II-go i IVgo.

Uwaga. Jeżeli stosunki drugich nieskończenie małych do 
pierwszych nie są w granicy równe jedności, lecz pewnej 
ilości skończonej n, granica stosunku się nie zmieni; lecz 
granica summy, po podstawieniu drugich za pierwsze, sta
nic się n razy większą. Jeżeli

to

o 8 , gr — — 1 gr ", — I ° na ° np

a zatem gr - = gr ^ = gr 2 na zasadzie Twierdzenia II.

Lecz jeżeli

Pi 3, 8, 3„ gr == gr” =gr 7 =..=%r==n

to

Pi 8, 8, 3„ 1 gr — = gr — = gr — — = ... — gi 1— — 1 ° n%, ° N02 ° 703 nam 

a wiec na zasadzie Twierdzenia II 

gr (,+8+8+...++ 8„) = gr (nz, + nu, + • • • 

. -+nam) =— n ■ gr (a, | ■ a, • • • +Im) 
15
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126. Aby dać przykład bardzo prosty nieskończenie małych, które 
jakkolwiek nie są równemi, mają stosunki równe w granicy jedności 
i mogą być na zasadzie twierdzień poprzedzających, podstawianemi 
jedne za drugie, bez naruszenia granicy skończonej icb stosunków 
lub summ, weźmy pod uwagę stycznę i wstawę luku nieskończenie 
małego x. Tak styczna, jak wstawa zdąża do granicy 0, gdy x zdą
ża do granicy zero; lecz ciągle styczna jest większą od łuku, łuk wię
kszym od wstawy. Lecz

st x _ 4 
wst o ~ dos® 

a zatem
st A 1

&F wst & = 6 dos==1 gdy a zdąża do 0.

Mamy również stosunek łuku do wstawy

4 łuk x st a?
- wst xwst X

a więc w granicy
łuk xgr —— = 1 wst X

W podobny sposób
sta?gr —j— — 1 ° łuk x

Nieskończenie małe : styczna, wstawa i łuk, które dla żadnej war
tości łuku nie są sobie równemi, mają stosunki, których granicą jest 
jedność, gdy łuk nieskończenie mały zdąża do zera, różnice między 
niemi są więc (Twr. 1) nieskończenie małemi rzędu wyższego niż 
rzęd łuku, wstawy i stycznej. Wszędzie więc gdzie tylko chodzić bę
dzie o granicę stosunków lub summ luków nieskończenie małych, za
miast łuków będziemy mogli podstawić wstawy lub styczne tychże łu
ków, a granice szukane stosunków lub summ się nie zmienią, na za
sadzie poprzedzających twierdzeń.

Zamiast łuku, wstawy i stycznej, możemy uważać, mnożąc przez 
dwa i przez promień, łuk i jego cięciwę, lub stycznę geometryczną : 
w miarę jak łuk dąży do zera, cięciwa ta i styczna będą nieskończenie 
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małemi, których stosunki do luku są w granicy równemi jedności.
Aby przedstawić to geometrycznie, wykreślimy dwie funkcje 

(fig.48).

y = wst X Y = St X

pierwsza z nich będzie przedstawioną przez krzywę O W druga przez 
krzywę OS. Odcięta OP będzie wartością luku x odpowiadającego 
wartości PN wstawy, i wartości PM stycznej tego łuku. Jeżeli łuk 
uważać będziemy nieskończenie małym, to jest jeżeli punkt P zbli
żać się będzie nieograniczenie do punktu O, tak NP, jak MP bę
dą nieskończenie małemi tego samego rzędu co OP, a jakkolwiek

MP > NP OP > NP MP> OP 

stosunek trzech wielkości MP, NP. OP jest równym w granicy je
dności; różnica dwóch z nich np.

MP - NP = MN

jest nieskończenie małą względem nieskończenie malej NP, lub OP, 
lub MP; wszędzie gdzie chodzi o granice stosunków lub summ tych 
wielkości, za MP można podstawić NP, lub OP i odwrotnie, 
nie naruszając szukanej granicy.
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127. Uwagi nad nieskończenie małemi i ich uży
ciem. Nazwaliśmy przez określenie nieskończenie małemi, 
ilości ciągle zmienne, mogące być zmniejszanemi nieograni- 
czenie, które zatem mogą stać się mniejszemi od wszelkiej 
ilości stałej, oznaczonćj, jakkolwiek małej. Same nieskoń
czenie małe nie są więc ani zerami, ani żadnemi ilościami 
oznaczonemi: zmniejszanie się i zmienność, są zarazem ich 
cechę i określeniem. Tak naprzykład, błędnem by było wy
rażenie, że ziarnko piasku jest nieskończenie małą ilością 
względem kuli ziemskiej : ziarnko piasku ma swoje stałe 
oznaczone wymiary, stała oznaczoną objętość, której dowol
nie nic możemy ani powiększyć, ani zmniejszyć; ziarnko 
piasku nie jest więc ilością nieskończenie małą lecz skoń
czoną, oznaczoną, nawet w- porównaniu z kulą ziemską. 
Lecz dzieląc jaką bryłę np. kulę ziemską na coraz większą 
liczbę części, zostawiając nieoznaczoną, nie wskazując, liczby 
tych podziałów, możemy uważać cząsteczkę wynikającą 
z ostatecznego podziału za nieskończenie małą : bo cząste
czka ta nie ma oznaczonej objętości, bośmy nieoznaczyli 
jakićj liczby podziałów jest ona wypadkiem; a że liczba po
działów jest nieograniczoną, cząsteczka więc ta może być 
mniejszą od wszelkićj objętości oznaczonej, nawet od ziarn
ka piasku.

Powiedzieliśmy już wyżej że metoda nieskończenie ma
łych jest tylko szczególnym zastosowaniem metody granic. 
Nieskończenie małe, podobnie jak ilości zmienne nieozna
czone, zdążające do granic oznaczonych [92] używane by
wają zwykle jako ilości pomocnicze, które mogą się nie 
znajdować.ani w danych, ani w wypadkach zadania. Wi
dzieliśmy wyżej, że ilości skończone, oznaczone, mogą być 
wyrażone jako granice stosunków lub summ nieskończenie 
małych. Mając więc do porównania lub obliczenia pewne 
ilości skończone, lub tćż szukając w ogólności związków 
pomiędzy ilościami skończonemi, które mogą być dość zło-
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żonego rodzaju, aby związki te wprost znalezionemi być 
nie mogły z łatwością, możemy uważać ilości dane jako 
granice stosunków lub summ nieskończenie małych, które 
to nieskończenie małe są zwykle tego samego rodzaju co 
ilości dane, a zatem również złożone i równie trudne do ba
dania. Lecz wiemy również [125] że podstawiając za te nie
skończenie małe inne nieskończenie małe, różniące się od 
pierwszych o nieskończenie małe względem nich samych, 
lub mające z niemi stosunki w granicy równe jedności, ilo
ści oznaczone dane, które są granicami stosunków łub summ 
pierwszych, będą również granicami stosunków lub summ 
odpowiednich drugich. Te inne nieskończenie małe mogą 
być wybrane dowolnie, byleby czyniły zadosyć żądanemu 
warunkowi różnienia się nieskończenie mało od, lub wzglę
dem ilości nieskończenie małych danych : mogą więc być 
prostemi,łatwemi do porównywania, stosownemi do znale
zienia związków, które, przechodząc do granic, będą zwią
zkami szukanemi między ilościami oznaczonemi danemi. 
Użycie więc metody nieskończenie małych, polega zwykle 
na czterech działaniach następujących :

1°. Wyrażenie ilości oznaczonych danych jako granic 
summ, lub stosunków ilości nieskończenie małych.

2°. Podstawienie za te nieskończenie małe innych nie
skończenie małych prostszego rodzaju, mających z pierw- 
szemi stosunki odpowiednie równe w granicy jedności, lub 
różnice nieskończenie małe wyższego rzędu.

3°. Szukanie związków zachodzących między temi osta- 
niemi podstawionemi nieskończenie małemi.

4°. Przejście do granic stosunków lub summ tych nie
skończenie małych podstawionych, które to granice będą 
ilościami oznaczonemi danemi, a związki znalezione, związ
kami szukanemi.

128. Podstawiając za nieskończenie małe, inne nieskoń



220 ROZDZIAŁ VI.

czenie małe, mające z pierwszemi różnice nieskończenie 
małe względem nich samych, mówimy często «że opu
szczając nieskończenie małe nie naruszamy wypadku; » 
podobnego wyrażenia używamy przechodząc od zmiennej 
do jej granicy; właściwiej byłoby powiedzieć że « granica 
stosunku lub summy drugich będzie tą samą, co granica 
stosunku lub summy pierwszych; » a że nam chodzi tylko 
o związki między granicami, których szukamy, więc pod
stawienie jednych za drugie jest usprawiedliwionem.

Podstawienie to nie wpływa jak widzimy na ścisłość wy
padku w którym wchodzą same granice : wypadek ten nie 
jest żadnem przybliżeniem, lecz jest ściśle prawdziwym.

W naukach stosowanych często opuszczają bardzo małe 
wielkości w porównaniu z wielkiemi, dla uproszczenia ra
chunku, lub niemożliwości przeprowadzenia go z całą do
kładnością : wypadek otrzymany jest wtedy tylko przybli
żeniem mniej lub więcej dokładnem, a jakkolwiek zachodzi 
niejakie podobieństwo metody przybliżeń różnych rzędów, 
z metodą nieskończenie małych, pierwsza nie ma nic 
wspólnego z ostatnią, która daje wypadki zupełnie dokła
dne, a nie przybliżone.

129. Przykłady. Znaleść stosunek okręgów i powierzchni 
dwóch kół. Dwa koła możemy uczynić współśrodkowemi : wiemy, 
że poprowadziwszy dwa jakiekolwiek promienie ao, ob (fig. 49) koła 

wewnętrznego i przedłużywszy je do przecięcia się w / A i B
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z okręgiem kola zewnętrznego, okręgi dwóch kół będą w stosunku 
luków odpowiednich AB i ab, a powierzchnie ich w stosunku wycin
ków AOB, aob, jakikolwiek weźmiemy kąt wspólny AOB. Możemy 
więc przypuścić kąt AOB nieskończenie małym, to jest przypu
ścić że promień OA zbliża się nieograniczenie do promienia OB; 
nazwawszy okręgi dwóch kół O i o, ich powierzchnie P i p mamy 
zawsze ;

O _ luk AB P wyc. AOB 
0 ~ łuk ab p wyc. aob

Poprowadziwszy cięciwy AB, ab, wiemy że ich łuki AB, ab, są nie- 
skończenie małemi, cięciwy AB,ab, są równie nieskończenie małemi: 
ho jedne i drugie zdążają razem do zera gdy promień AO zbliża się 
do promienia OB; wiemy nadto, że [126].

łuk ABłuk ab . 
gr ----- ,, = 1 gr —--—i — 1 • cięc AB cięć ab

Możemy więc na zasadzie Tw. Ilpodstawić załuki nieskończenie ma
łe, cięciwy nieskończenie małe, a granica stosunku się nie zmieni: to 
jest będziemy mieli zawsze

O cięć AB— = gr —.------ o cięć ab
Mamy również

wyc AOB , wyc aob
61 trójk AOB = 6 trójk aob

a więc

P trój k AOB
P ° trójk aob

Lecz trójkąty AOB, aob są podobne, a zatem

cięc AB _ prom AO trójk AOB _ AO2 
cięc ab o prom ao trójk aob — ao2
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więc
0 _ prom AO p _ A02
0 prom ao p~ ao3 

czyli że okręgi kół są w stosunku promieni, a ich powierzchnie w sto
sunku kwadratów promieni.

W dowodzeniu tern postępowaliśmy wedle wyżej [128] wskaza
nego prawidła : stosunki szukane uważaliśmy naprzód jako granice, 
lub po prostu jako równe stosunkom dwóch nieskończenie małych 
tego samego rodzaju : zamiast stosunku okręgów otrzymaliśmy stosu
nek łuków nieskończenie małych, zamiast stosunku powierzchni sto
sunek wycinków, przezcośmy jeszcze nie ułatwili zadania.

Lecz podstawiając za łuki cięciwy, za wycinki trójkąty, stosunki 
szukane się nie zmieniają, a w granicy sprowadziliśmy stosunki 
nieznane do stosunków znanych, przez co zadanie zostało rozwiąza- 
nem.

130. Dowieść że dwa ostrosłupy, mające podstawy i wysokości ró
wne, są równoważne (fig. 50).

fig. 50.

Podzielimy wyskoścl równe dwóch ostrosłupów, na pewną coraz 
zwiększającą się liczbę części równych. Każdą z tych części możemy 
uważać za nieskończenie małą. Przez punkta podziału poprowadźmy 
płasczyzny równoległe do podslawy. Każdy z ostrosłupów będzie 
summą ostrosłupów ściętycli takich, jak ABCDEF, abedef, mających 
podslawy w ogólności skończone, a wysokości równe nieskończenie
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male : ostrosłupy ścięte będą więc same nieskończenie małemi tego 
samego co wysokość rzędu, jako mające z tą wysokością stosunek 
skończony równy jednej trzeciej summy dwóch podstaw i podstawy 
średnio-geometrycznej. Zbliżając się jednak nieograniczenie do wierz- 
cholka, ostrosłupy te mogą być nieskończenie małemi wyższego rzędu 
jak wysokość : pozostanie nakoniec u samego wierzcliolka ostrosłup 
nieskończenie mały 3go rzędu co do objętości, jako mający trzy wy
miary nieskończenie małe tego samego co wyskość rzędu, a zatem 
mający stosunek z trzecią potęgą tejże wysokości skończony [119].

Uważamy więc każden z ostrosłupów, jako granicę summy nie
skończenie małych brył, których liczba jest nieskończenie wiel
ką.

Każdą z tych brył czyli ostrosłupów ściętych, jak ABCDEF, obcdef 
rozłożyć możemy na graniastosłup aBCDHG, abcdhg i resztę 
BHECGF, bhecgf. Reszta ta jest nieskończenie walą względem gra- 
niastosłupa; bo reszta np. BHECGF, mniejszą jest od graniastosłupa 
CBKIGHEF, któren ma dwa wymiary wspólne z graniastosłupem 
ABCDHG, a trzeci wymiar nieskończenie mały : jest więc nieskoń
czenie małym względem graniastosłupa ABCDHG. Graniastosłup więc 
ten różni się od ostrosłupa ściętego odpowiedniego o resztę nieskoń
czenie małą względem niego samego. Ostrosłup zaś ścięty u wierz
chołka, jest jakeśmy powiedzieli nieskończenie małą aż 3go rzę
du.

Możemy więc uważać [125] każden z ostrosłupów danych, jako 
granicę summy graniastosłupów takich jak ABCDHG, abcdhg- bo 
granica ta jest ta sama, co granica summy ostrosłupów ściętych, na 
któreśmy rozłożyli ostrosłupy dane.

Lecz łatwo dowodzimy, że graniastosłupy ABCDHG, abcdhg i inne 
odpowiednie w jednym i drugim ostrosłupie, są sobie równe; granice 
więc summ równych czyli ostrosłupy dane, są równe. c. b. d. d.

W tym przykładzie rozłożyliśmy wielkości dane na summy nie
skończenie małych tego samego co dane wielkości gatunku: za każdą 
z tych nieskończenie małych podstawiliśmy inną nieskończenie małą, 
(za ostrosłup ścięty, graniastosłup) prostszego rodzaju, różniącą się 
od pierwszej o ilość nieskończenie małą względem niej samej, przez 
co nie naruszyliśmy granicy : z równości zachodzącej między temi 
ostatniemi, wnieśliśmy bez trudności szukaną równość granic.
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T^astosoiuanie metody nieskończenie małych do 
teorji funkcyj.

131. Przyrostki nieskończenie małe funkcji. TWIER- 
dzenie ogólne. Przyrostek funkcji ciągłej jest w ogóle nie- 
skończenie mała tego samego rzędu, co przyrostek nieskończenie 
mały zmiennej niezależnej. Wyjątki zachodzić mogą tylko dla 
pojedynczych wartości zmiennej niezależnej, lub dla wartości, 
pomiędzy któremi funkcja sienie zmienia.

Niech będzie funkcja ciągła

y=f^}

niech będzie Ax przyrostek nieskończenie mały zmiennej 
niezależnej x; z określenia ciągłości funkcji [26] wypada, 
że przyrostek odpowiedni Ay funkcji y będzie nieskoń
czenie małym : mamy dowieść że Ay jest nieskończenie 
małą tego samego rzędu co Ax, to jest że stosunek jedne
go przyrostku do drugiego nie zwiększa się bez granic, ani 
nie dąży nieograniczenie do zera wraz ZAa [119]; chyba dla 
szczególnych pojedynczych wartości zmiennej niezależnej.

Funkcja y będąc funkcją ciągłą, może zwiększać się lub 
zmniejszać, gdy zwiększamy zmiennę niezależną x; może
my wyznaczyć takie wartości szczególne x, dla których 
funkcja przestaje się zwiększać a zaczyna zmniejszać, lub 
odwrotnie, gdy zwiększamy x : (wiemy np. że f unkcja

y = wst x

zwiększa się od c=0 do =5, zmniejsza od x =5 do 
r=== i t. d.). Weźmypod uwagę dwie wartości zmiennćj 
niezależnej x, i X takie, że gdy zwiększamy zmienrę nie
zależną od x, do X, funkcja ciągle się zwiększa lub ciągle 
zmniejsza to jest, że dla przyrostków dodatnych x przyro
stki y są wszystkie jednakowego znaku, przypuśćmy wszy
stkie dodatne.
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Podzielmy różnicę X — x, na n części równych

X — x, = n Ax

i nazwijmy A y,, Ay,, Ay, A Yn, różnice odpowiednie [17] 
funkcji y, które są z założenia wszystkie jednego znaku, 
wszystkie dodatne. Jeżeli nazwiemy 3,7 Y wartości szcze- 
szczególne funkcji y odpowiadające wartościom szczegól
nym xo, X zmiennej niezależnej, mieć będziemy

Stosunek więc skończony

(1)

a zatem

Y—J — AJ1 + Ny, + • • • + An

Y — y0 _ Ay, +Ay,..+ Ay, 
X — T, n Ax

czyli

Ay, . Ay2 ^yn
(2) Y — y0 _ Ax ' Ax 1 • • • I Ax

X — x n

Y—3
X x.

jest średnią arytmety

czną stosunków z założenia dodatnych, przyrostków funkcji 
do przyrostków odpowiednich zmiennej niezależnej, a to 
jakąkolwiek przypuścimy liczbę n tych przyrostków. Przy
puszczając więc n zwiększające się nieograniczenie, przy- 
rostki jedne i drugie staną się nieskończenie małemi, śred
nia arytmetyczna stosunków jednych do drugich się nie 

__ ___ _ 
zmieni i będzie zawsze ilością stałą v —; stosunki te nieA — To
mogą być więc ani wszystkie zerami, ani wszystkie nieskoń
czenie wielkiemi : bo stosunki te są wszystkie z założenia 
jednego znaku, najmniejszy z nich musi być mniejszym od

Y — yśredniej arytmetycznej ----- — więc nie może być nieskoń-A — Jo



236 ROZDZIAŁ VI.

czenie wielkim; największy musi być większym od v--- — A — We 
nie może więc być nieskończenie małym. Lecz różnica 
X — x,, może być jakkolwiek małą, byle skończoną, a rozu
mowanie powyższe będzie miało miejsce; gdy więc zmienna 
niezależna przechodzi z jednej wartości szczególnej w dru
gę, przybierając przyrostki nieskończenie małe, stosunki 
przyrostków nieskończenie małych zmiennej niezależnej 
nić będę ani wszystkie nieskończenie wielkiemi, ani wszy
stkie nieskończenie małemi; może się to zdążyć tylko dla 
wartości zmiennej niezależnej nieskończenie zbliżonych, 
czyli innemi słowy dla jednej, pojedynczej, szczególnej war
tości zmiennej niezależnej.

W ogóle więc przyrostki funkcji sę nieskończenie małemi 
tego samego rzędu co przyrostki zmiennej niezależnej.

Jeżeli w szczególnym przypadku Y ==Y,, t. j. jeżeli funkcja 
się nie zmienia, gdy zmieniamy x od x, do X, wszystkie 
przyrostki funkcji sę zerami, a więc i stosunki tych przy
rostków do przyrostków odpowiednich zmiennej niezale
żnej sę także zerami. Odwrotnie, jeżeli te stosunki sę zerami, 
ich średnia arytmetyczna jest także zerem, a więc Y ==Y 
czyli funkcja się nie zmienia.

Jeżeliby stosunki o których mowa były wszystkie nie
skończenie wielkiemi a X — x, skończonćm, Y — y0 musia- 
łoby być nieskończenie wielkiem czyli, że funkcja nic była
by funkcję cięgłę zmiennej x pomiędzy wartościami x, i 
X zmiennej niezależnej.

Gdyby funkcja była cięgle zmniejszającą się, to jest gdy
by przyrostkom dodatnym Ax odpowiadały przyrostki od- 
jemne Ay, powyższe dowodzenie przeprowadzonem by być 
mogło ze stosownę zmianę znaków : twierdzenie więc jest 
ogólnem, jeżeli zmiennę niezależnę zmieniamy pomiędzy 
wartościami, pomiędzy któremi funkcja cięgle się powięk
sza lub cięgle zmniejsza.
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Jeżeli funkcja nic jest ciągle zwiększającą się lub ciągle 
zmniejszającą się, oznaczywszy [24] wartości zmiennej nie
zależnej, dla których funkcja przestaje się zwiększać a za
czyna zmniejszać, lub odwrotnie, twierdzenie ma miejsce 
pomiędzy każdemi dwiema po sobie następująccmiz powyż
szych wartości : ma więc mićjsce dla wszelkich wartości 
zmiennej niezależnej, z wyjątkiem tych wartości szczegól
nych, dla których przyrostek funkcji z dodatnego staje się 
odjemnym. W rzeczy samej, w ogólnym przypadku cią-

Aygłości, przyrostek ten Ay lub stosunek zanim zmieni 

znak, Ax będąc ciągle tem samem dodatnim, wprzód sta
nic się w ogóle w granicy zerem, co ma miejsce gdy Ay 
jest nieskończenie małą wyższego rzędu od Ax. Wartości 
te szczególne, pojedyncze, nie zmniejszają ogólności po
wyżej wysłowionego twierdzenia.

132. WNIOSEK i. Stosunekprzyrostku funkcji ciągłej do przy
rostku nieskończenie małego zmiennej niezależnej zdąża w ogóle 
do granicy oznaczonej, gdy przyrostek zmiennej niezależnej 
zdąża do zera. Wyjątki mogą zachodzić tylko dla szczególnych, 
pojedynczych wartości zmiennej niezależnej.

Dowiedliśmy że przyrostki te są oba nieskończenie małemi 
tego samego rzędu t. j. że ich stosunek nie może w ogólno
ści ani dążyć do zera ani zwiększać się bez granic; dowieść 
należy że stosunek ten zdąża do granicy oznaczonej.

Niech będzie funkcja ciągła

y—f^}

przypuszczamy, żc zmienna niezależna zmienia się pomię
dzy granicami, pomiędzy któremi gdy zwiększamy x, funk
cja y ciągle się zwiększa lub ciągle zmnićjsza, nic przecho
dząc przez żadną z wartości szczególnych, dla którychby 
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przyrostek funkcji Ay nic był nieskończenie małym tego 
samego rzędu,co przyrostek nieskończenie mały Ax zmien-

Aynój niezależnej [131]; powiadam, że stosunek A’ któ

ry na zasadzie poprzedzającego'twierdzenia, nie może być 
ani 0, ani co, zdąża do granicy oznaczonej, gdy Ax zdąża 
do zera.

Weźmy pewną wartość szczególną x, zmiennćj niezale- 
żnćj x, zawartą pomiędzy powyższemi granicami; niech 
będzie Jo. wartość odpowiednia funkcji y : zmieniajmy 
zmienne zacząwszy od tych wartości, to jest załóżmy

z=x+Ax y=Y+Ay
będziemy mieli

y.+Ay=/(x+Ax) 
Ay=f (x+Ax)—3

Ay jest więc funkcją ciągłą zmiennej Ax, a zatem i stosu- 

nok A będzie funkcją ciągłą Ar, byleby Ax nieprzecho- 

dziło przez wartość 0 [29]. Lecz Ax zbliża się tylko nie- 
ograniczenie do zera, nie stając się nigdy zerem: stosunek 
A%, jako funkcja ciągła Ax, ciągle się powiększa lub ciągle 

zmniejsza, gdy zmniejszamy dowolnie Ax, lecz nie może 
stać się ani zerem ani nieskończonością.

Stosunek więc ten przyrostku funkcji do przyrostku nie
skończenie małego zmiennćj niezależnej, zdąża do granicy 
oznaczonej [89], gdy Ax zdąża do zera, c. b. d. d.

Stosunek

Ay _ f (x, + Aa) — 3.Ax Ax
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a więc i jego granica są funkcjami x, i J0, które są jakie- 
mikolwiek wartościami szczególnemi zmiennych x i y : 
czyli w ogólności, granica stosunku przyrostku funkcji do 
przyrostku nieskończenie małego zmiennej niezależnej, jest 
funkcja zmiennej niezależnej x : nazwijmyją

")=6r E 

funkcja ta może być ciągłą lub nieciągłą, jakkolwiek funk
cja f(xc) jest ciągłą.

UWAGA. Jeżeli granica stosunku przyrostu funkcji do 
przyrostku nieskończenie małego zmiennej niezależnej jest 
funkcję ciągły zmiennej niezależnej, granica ta jest tą sa- 
mą czy przyrostek zmiennej niezależnej uważać będziemy 
dodatnym, czy odjemnym.

Nazwijmy Ny przyrostek funcji odpowiadający przy
rostkowi odjemnemu — Ax zmiennej niezależnej; powia
dam że :

byleby

była funkcją ciągłą zmiennej x.
W rzeczy samej,

&7—rt)+

gdzie £ zdąża do zera, gdy Ax zdąża do zera : mamy wy
chodząc z wartości zmiennej niezależnej x — Ax, war- 
tość odpowiednią funkcji y-\-Ny\ gdy zmiennej nieza



240 ROZDZIAŁ VI.

leżnej x — Ax nadamy przyrostek — Ax otrzymamy x; 
a że wartości x odpowiada wartość funkcji y, wartość 
funkcji y — A‘y otrzymała przyrostek —N‘y gdy zmienna 
niezależna otrzymała przyrostek — Ax, a to wszystko 
dla wartości początkowej x — Ax zmiennćj niezależnćj; 
więc z założenia

=‘=r(-A)+: 
w granicy więc

s =k"=g—X==grtrt-Ae)+4 
czyli

s EK=r(e)=srA%- c.b.d.d.

133. WNIOSEK II. Odległość dwóch punktów na krzy
wej ciągłej jest w ogóle nieskończenie mała tego samego rzędu 
co różnice nieskończenie małe spółrzędnych^ odpowiedających 
tym punktom, lub przyrostek odpowiedni nieskończenie mały 
zmiennej niezależnej, której spółrzędne punktów sg funkcjami 
ciggłemi.

Przypuśćmy, dla większej ogólności, że spółrzędne x i y 
krzywej zmieniają się zależnie od pewnej zmiennej a, której 
spółrzędne te są funkcję ciągłą. Gdy zmiennej niezależnej a 
nadamy przyrostek Aa, przyrostek odciętej Ax i przyro
stek rzędnej Ay będą wogóle nieskończenie małemi tego 
samego rzędu co Aa : powiadam że odległość d punktu, 
którego spółrzędnemi są a+Ax i y + Ay, od punktu od- 
powiadającego spółrzędnym x i y, jest nieskończenie małą 
tego samego rzędu co Aa, Ax i Ay. Będziemy uważać 
tylko tę część krzywej, dla której w razie nieskończenie 
małego przyrostku odciętej, rzędna przybiera przyrostek 
nieskończenie mały.
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Przypuśćmy naprzód, że krzywa jest płaską a spółrzędne 
prostokątne. Odległość AB=d (fig. 51) dwóch punktów 
A i B odpowiadających wartościom odciętych OP = x, 
00= a+Ax

AB =VAR2+BR2
daje

d= VAa*+Ay

a więc
d _ VAa*+ Ay? __  / 7Ax\ . 7 Av2
△a Aa ‘ (Aa) T \Aa)

a że z założenia i na zasadzie poprzedzającego twierdzenia 
Ax . Ay . .., ..d.Ae i A% mają wartości skończone, więc i Az będzie mia

ło wartość skończoną, czyli d i Aa będą nieskończenie 
małemi tego samego rzędu.

W razie gdyby krzywa nie była płaską, odległość punktu 
którego spółrzędnemi są x, y, z od punktu którego spół- 
rzędne byłyby x+Ax, y+Ay, z+A: wyraziłaby się 
przez

VAx*+Ay+Az
IG
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stosunek jej do Ac byłby

a zatem jeżeli x, y, z są funkcjami ciągłemi a, stosunek ten 
będzie skończonym.

W razie gdyby spółrzędne nie były prostokątnemi za
mieniwszy je na prostokątne nie zmieniamy ani odległości 
dwóch punktów, ani ciągłości funkcji; wniosek więc po
wyższy jest ogólnym dla wszelkich układów spółrzędnych, 
byleby dla części krzywej, którą uważamy, przyrostki spół
rzędnych były nieskończenie małemi tego samego rzędu.

Uwaga. Odległość dwóch punktów na powierzchni jest nie
skończenie mała tego samego rzędu, co różnica nieskończenie 
mała spółrzędnych odpowiadających tym punktom,, byleby 
przyrostki spółrzędnych były nieskończenie małemi tego samego 
rzędu. Bo pomiędzy dwoma punktami na powierzchni, mo
żemy zawsze poprowadzić krzywą ciągłą, dla której po
wyższy wniosek ma miejsce.

134. Wniosek iii. Jeżeli prosta zmienia położenie swe 
w przestrzeni, wedle jakiegokowie^ prawa, lecz w spjosób taki, 
że każde szczególne jej położenie odpowiada szczególnej wartości 
pewnej zmiennej niezależnej, kąt nieskończenie mały, jaki two
rzy dwa położenia tej prostej po sobie następujące , jest nie
skończenie małą tego samego rzędu, co różnica odpowiadają
cych wartości zmiennej niezależnej.

Przez początek spółrzędnych, poprowadźmy proste ró
wnoległe do różnych położeń, jakie prosta dana przybiera 
w przestrzeni; kąt między dwoma prostemi w początku, 
jest zarazem kątem dwóch położeń prostej danej, równole- 
głych do tych prostych. Należy dowieść, że jeżeli prosta
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zmienia się zależnie od pewnej zmiennej niezależnej a, kat 
ten jest nieskończenie małą tego samego rzędu co A a.

Wszystkie linje poprowadzone przez początek równolegle 
do różnych położeń prostej tworzą powierzchnię ostrokrę- 
gową; przetnijmy powierzchnię tę kulą mającą środek 
w początku a promień równy jedności : przecięcie dwóch 
powierzchni będzie linją nakreśloną na kuli, której każdy 
punkt odpowiada szczególnemu położeniu prostej w prze
strzeni; której spółrzędne zatem są funkcjami ciągłemi a. 
Na zasadzie więc poprzedzającego wniosku, dwa punkta M 
i M tćj krzywej, odpowiadające dwóm promieniom OM i 
OM' kuli równoległym do dwóch położeń prostej w prze
strzeni, tworzącym ze sobą kąt MOM, będą miały odle
głość MM' nieskończenie małą tego samego rzędu co Aa. 
Lecz w trójkącie równoramiennym MOM'.

MM’ - O2 = (JM wst 2

— , . , MM' a że OM = 1, więc wst o jest tego samego rzędu co — ;

a że jak wiadomo, łuk czyli kąt, jest nieskończenie małą 
tego samego rzędu co wstawa, bo stosunek wstawy do łuku 
jest równym w granicy jedności : zatem kąt O jest nie
skończenie małą tego samego rzędu co MM' czyli co Aa

c. b. d. d.

135. Teorja stycznych. Styczną do krzywej danej 
w punkcie danym, nazywamy granicę kierunku siecznej 
przecinającej krzywę w punkcie danym i w punkcie znaj
dującym się na krzywej w odległości nieskończenie małej 
od punktu danego, gdy odległość ta zbliża się do zera.
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Niech będzie krzywa dana AK i punkt dany A; przypu

szczamy że krzywa w blizkości punktu A jest ciągle wklę- 
słą, lub cięgle wypukłą względem pewnej prostej OX, to 
jest że krzywa AK w blizkości punktu A nie może być 
przeciętą przez prostą w więcej jak dwóch punktach. Weź- 
my punkt M w odległości AM nieskończenie małej od A; 
trzeba dowieść, że kierunek siecznej MA zmieniający się 
gdy M zbliża się ku A, zdąża do granicy oznaczonej, kie
runku stałego, któren weźmiemy za kierunek stycznej.

Oznaczmy kierunek MA przez kąt MSX = 3, jaki kieru
nek ten tworzy zosią stałą OX ; gdy punkt M zbliża się 
do punktu A, kąt 3 się zmniejsza; bo kąt MSX, jako ze
wnętrzny w trójkącie ASS jest większym od kąta AS'X 
wewnętrznego.

Jeżeli weźniemy punkt M, w blizkości punktu A, na 
krzywej lecz z drugiej strony niż punkt M, kąt 3 zmniej
szając się ciągle nic może stać się mniejszym od kąta 3,; 
zdąża więc do granicy oznaczonej [89], gdy M zdąża do 
A : granica ta a kąta 3 odpowiada kierunkowi AT stycz
nej do krzywej LK w punkcie A.

Gdybyśmy uważali punkt M,, zbliżający się do punktu A 
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kąt 3, siecznej AM, z osią OX, zwiększałby się ciągle; a 
nie mogąc stać się większym od kąta 3‘ zdążałby do grani
cy oznaczonej.

Granica ta jest w ogólności tą samą, co granica kąta 3 
zmniejszającego się : bo uważając jednocześnie punkta M i 
M, zbliżające się razem do punktu A, kąt zwiększający się 
ciągle 3,, nie mogąc stać się większym od ciągle zmniej
szającego się kąta 3, ma w ogóle z nim granicę wspólną, 
odpowiadającą kierunkowi stycznej; widoczną jest zresztą 
rzeczą, że różnica pomiędzy kątem a, a każdym z kątów 3 i 
Pi może być w takim razie nieograniczenie małą. Może się 
jednak zdarzyć przypadek dla niektórych szczególnych 
punktów krzywych, że kąt 3, zdążać będzie do innej grani
cy niż kąt 3 : w takim razie krzywa miałaby dwie styczne 
w punkcie A (fig. 53). Punkt taki, o którym będziemy mó

wić w dalszym ciągu, nazwiemy punktem kątowym krzywej, 
bo krzywa w takim punkcie dzieli się jakoby na dwie gałę
zie tworzące kąt pomiędzy sobą.

Jakąkolwiek więc uważać będziemy sieczną, której dwa 
punkta przecięcia zbliżają się nieograniczenie do siebie, 
kierunek tej siecznej będzie miałgranicę oznaczoną, c. b. d. d.
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136. Oznaczmy przez x i y spółrzędne prostokątne OP, 
AP (fig. 54)

fig. 54.

punktu A, przez x+Ax, y — Ay; spółrzędne OQ, MQ 
punktu nieskończenie blizkiego M; mamy :

AT = PQ=AN Ay =MN

Spółrzędne przypuszczamy prostokątnemi. Sieczna MA 
tworzy z osią odciętych kąt MSX = 3 liczony od strony 
odciętych dodatnych ku rzędnym dodatnym; kąt ten ma 
za granicę kat ATX = a stycznej AT z osią odciętych, 
gdy M zbliża się do A, czyli sieczna do swej granicy sty
cznej. W trójkącie MAN, kąt MAN =p, a że 

więc

czyli

MN=AN stMAN

Ay = Ax st 3
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przechodząc do granicy

. Ay0 sta=6Ar
Stosunek wiec przyrostku funkcji do przyrostku odpowiednie

go zmiennej niezależnej jest w granicy przedstawionym geome
trycznie w spółrzednych prostokątnych przez styczne trygonome
tryczna kata, jaki styczna do krzywej ticorzy z osia odciętych. 
Kęt ten wyznacza zupełnie styczne w danym punkcie A; bo 
trójkąt prostokątny APT którego jednym bokiem jest rzędna 
AP, jest wyznaczonym,gdy kąt ostry a jest danym.

Dowiedliśmy powyżej [132], że stosunek przyrostku 
funkcji ciągłej do przyrostku nieskończenie małego zmien
nej niezależnej ma granicę oznaczoną : z równania (1) 
wnieśćby można, że każda krzywa ciągła ma stycznę ozna
czoną w każdym punkcie. Odwrotnie, dowiedliśmy [135] 
że w punkcie danym na krzywej można w ogólności zawsze 
do tej krzywej poprowadzić styczne : wnieśćby można z ró
wnania (i), że przyrostek funkcji ciągłej do przyrostku nie
skończenie małego zmiennej niezależnej, ma granicę ozna
czoną, bo każda funkcja ciągła; może być przedstawioną 
geometrycznie przez krzywę ciągłą.

Rozbierzmy niektóre szczególne przypadki.
Styczna kąta a równa zeru odpowiada stycznej równo

ległej do osi odciętych (lig. 55); przypadek ten może zda-
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rzyć się tylko w jednym punkcie M, chybaby krzywa 
zamieniała się w pewnej swej części AB w prostę 
równoległą do osi odciętych; co się zupełnie zgadza 
z tom cośmy wyżej [131] powiedzieli o granicy stosun
ku przyrostku funkcji do przyrostku nieskończenie ma
łego zmiennej niezależnej, która może być zerem tylko dla 
szczególnej wartości zmiennej niezależnej, lub dla wartości 
stałych funkcji. Styczna kąta a równa c odpowiada sty
cznej prostopadłej do osi odciętych, co może mieć miejsce 
w szczególnym tylko punkcie M', lub też odpowiadać zer
waniu ciągłości funkcji jak dla odciętej OT’ chybaby krzywa 
zamieniła się w prostę prostopadłą do osi odciętych; co 
również zgadza się z tern cośmy powiedzieli wyżej [131].

Inne szczególne przypadki rozebrane będą poniżej, w roz
dziale o punktach nadzwyczajnych krzywych, czyli tearto- 
ściach nadzwyczajnych funkcyj.

Przykład. Styczna do paraboli. Niech będzie równanie para
boli, odniesionej do spółrzędnych prostokątnych,
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Wiemy że:

lecz

czyli

a więc

(y + Ay)‘= 2p (x + Ax)
y2 — 2yAy — Ay2 = 2px — 2pAx

*

2yAy — Ay2 = 2pAx

Ay _ p Ay2
Ax , y ‘ly^x

Av2przechodząc do granicy, ponieważ gr — — o, bo Sy- jest nie- 

skończenie malem względem Ax [131]

Ay 81 a = sta = P
y

a że podstyczna

‘aT=A = t
‘ st a p 2x

więc podstyczna jest zawsze równą dwa razy odciętej, czyli OT = Oa.

Mamy nadto gdy J = 0 T = 0

Ay
6 s=st= c 

czyli że styczna jest prostopadłą do osi odciętych w wierzchołku pa
raboli. Gdy y—x a == c

gr l = st c‘= o

czyli że styczna nie może być równoległą do osi odciętych, lecz może 
zbliżyć się nieograniczenie do kierunku równoległego w miarę jak 
odcięta zwiększa się bez granic.
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Przykłady ?iieskończenie małych.

137 I. Niech będzie pewna krzywa i prosta styczna do tej krzy
wej w pewnym punkcie; jeżeli z punktu M nakrzywej, wziętecjo w od
ległości nieskończenienie małej 1 go rzędu MM’, od punktu styczno
ści, poprowadzimy prostopadłą M‘P do stycznej, prostopadła ta bę
dzie w ogólności nieskończenie małą drugiego rzędu.

W rzeczy samej, z trójkąta MM‘P

a że kąt PMM', zawarty pomiędzy sieczną MM' a styczną MP jest 
nieskończenie małym [135], więc i wstawa tego kąta i stosunek 
M'P . AMW równy tej wstawię, są nieskończenie małemi; a zatem M'P jest 

nieskończenie małóm względem MM'. Pozostaje udowodnić, że jeżeli 
MM' jest pierwszego rzędu, M'P jest drugiego rzędu, a nie 3go, 4go...

Wyprowadźmy dla tego styczną do krzywej w punkcie M', która 
przetnie styczną MP w punkcie I : mamy, oznaczając kąt PIM' = €

:= PMM+IM

kąt PMM', a zatem i jego wstawa jest więc tego samego rzędu co 
€; lecz € jest tego samego rzędu co przyrostek zmiennej niezależnej
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[134] i co odległość MM' [133], a zatem Ago rzędu: prostopadła 
więc

PM‘= MM' X wstPMM'

jako równa iloczynowi dwóch nieskończenie małych 1go rzędu, jest 
w ogólności nieskończenie małą 2go rzędu c. b. d. d.

Nie tylko prostopadła M'P, ale wszelka pochyła M‘Q z punktu M' 
do stycznej poprowadzona jest nieskończenie małą drugiego rzędu, 
jeżeli MM' jest pierwszego rzędu, byleby kąt QMP jaki ta pochyła 
tworzy z prostopodłą nie zdążał do kąta prostego w miarę jak MM' 
zdąża do zera : w rzeczy samej

M'Q _ 1
M'P dosQM'P

byle więc dos QM'P nie była w granicy zerem, stosunek wp jest 
skończonym, a więc pochyla M' jest tego samego rzędu co prosto
padła M'P.

II. Jeżeli z punktu O nad prostą, poprowadzimy prostopadłe OP 
i pochyłą OQ tworzącą kąt nieskończenie mały 1 go rzędu z prosto
padłą, różnica pomiędzy pochyłą a prostopadłą jest nieskończenie 
małą ^go rzędu.

0

fig. 58.

Bo różnica ta QM jest pocłiyłą z punktu M na kole, promieniem 
OP z punktu O zakreślonem, do stycznej PQ wyprowadzoną [I].
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III. Przyhład niesJwńczenię małej stopnia wyższego nad 2gi. Niech 
będzie krzywa MM' i styczna MT; prostopadła M'T jest [I] nie-

fig. 59.

skończenie małą drugiego rzędu jeżeli MT jest drugiego rzędu. Za
łóżmy

MT = a 

możemy napisać
MT = ka2

gdzie k jest ilością w granicy skończoną [119].
Zakreślmy promieniem R kolo styczne do MT w punkcie M, i 

przedłóżmy TM' do przecięcia się z kołem w punkcie M" : mamy

MT2 2
TM"= ——----- — ----- - ------

2R — TM" 2R — TM" 

a więc

Mir = TM' - TM' = a* ^^Tti* - * )

Weźmy R, które przypuściliśmy jakiemkolwiek, takie żeby

gr (2n1T *) =0

dość jest wziąść dla tego

1 gr ik 2E



METODA NIESKOŃCZENIE MALYCH. 253

zważywszy że gr TM" = 0 i oznaczając k, = gr k : w takim razie 

stosunek —oz jest równym w granicy zeru, nieskończenie małym, 

a zatem M'M" nieskończenie małą rzędu wyższego nad 2gi [119].

IV. W trójkącie, w którym jeden bok jest nieskończenie małym 
■ względem, drugiego, kąt przeciwny bokoioi nieskończenie małemu, jest 
nieskończenie małym; granicą stosunku boków obejmujących ten kąt 
jest jedność, i odwrotnie.

fig. 60.

W rzeczy samej, jeżeli BC jest nieskończenie małem względem 
• AB, poprowadziwszy prostodadlą BP, prostopadła ta będzie również 

nieskończenie małą względem AB; a że 

wst A —
BP
AB

zatem wstawa kąta A, a więc i sam kąt A jest nieskończenie małym 
względem AB.

Mamy zresztą
BC > AC — AB

a więc różnica AC — AB jest nieskończenie małą, czyli stosunek 
As równy w granicy jedności [121].

Odwrotnie, jeżeli kąt .A jest nieskończenie małym, wst A jest 
nieskończenie małą, prostopadła

BP — AB wst A
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jest nieskończenie małą, a więc również

BC_ BP1 - dos PBC

jest nieskończenie małem.

V. W trójkącie, dwa kąty są nieskończenie małemi pierwszego 
rzędu, równie jak bok zawarty między temi kątami’, dowieść że: 
różnica summy dwóch boków pozostałych i tego boku jest nieskończe
nie małą “ógo rzędu.

VI. W trójkącie ABC prostokątnym w A, którego bok AB jest 
nieskończenie małym równie jak kąt B, poprowadziwszy prostopadłą. 
Al z wierzchołka kąta prostego na przeciwprostokątnę, dowieść że:

IG jest nieskończenie małą ^go rzędu.
AC i Al są nieskończenie małemi 2go rzędu.
BC— BA jest nieskończenie małą ^go rzędu.
Przyjmujemy AB i kąt B za nieskończenie małe i go rzędu.
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ROZDZIAŁ VII

0 FUNKCJACH POCHODNYCH I RÓŻNICZKACH

Określenia. — Pochodna. — Różniczka. — Przedstawienie geometryczne po
chodnej i różniczki. — Prędkość punktu ruchomego. — Cel rachunku różniczko
wego. — Własności ogólne funkcyj pochodnych. — Pochodna funkcji fnnkcji. 
Pochodna funkcji odwrotnej.

Określenia.

138. Pochodna. Niech będzie y funkcją ciągłą zmien
nej x :

(i) y = f{x} 

jeżeli zmiennój x nadamy przyrostek Ax i nazwiemy Ay 
przyrostek odpowiedni funkćji y :

Ay = f(x + Ax) — f (x)

z określenia ciągłości funkcji [25] wiemy, że przypuściw
szy przyrostek zmiennćj Ax nieskończenie małym, przyro-

17
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stek funkcji Ay będzie również nieskończenie małym. Do
wiedliśmy nadto [131], że nieskończenie małe Ax i Ay są 
w ogólności nieskończenie małemi tego samego rzędu, gdy 
x zmienia się pomiędzy dwiema jakiemukolwiek wartościa
mi szczególnemi x, i X, pomiędzy którcmi funkcja jest cią-

Aygłą, że zatem granica stosunku A% jest w ogólności skon- 

czoną oznaczoną funkcją zmiennej x, a tylko dla szczegól
nych, pojedynczych wartości zmiennej niezależnej stosunek 
ten może być w granicy nieoznaczonym, nieskończenie 
wielkim dodatnym lub odjemnym, lub zerem [118], [119].

AyGranicę stosunku A7, gdy x zdąża do zera nazywamy 

pochodna funkcji i oznaczamy ją, według Lagrangc’a, kre
skując znak funkcyjny

_ Ay f(x—Ax)—") f()=8A=EAr

co możemy wyrazić mówiąc, że

POCHODNĄ funkcji nazywamy granice stosunku przyrostku 
funkcji do przyrostku odpowiedniego zmiennej niezależnej, gdy 
przyrostek ten zdgżado zera.

W ogólności pochodne funkcyj F(x), ^{tc), Y(x)... będzie
my oznaczać przez F(x), ^'^i V(x)... tak że

F (x—Ax)— F (x) q(x—Ax)—p(x) 
F (x) = gr Az — ‘ I (x)==8r Ac.—

*
Ay139. Różniczka. Jeżeli f (xj jest granicą A%‘ to jak 

wiemy

Al=r()+1
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gdzie e oznacza nieskończenie małą zdążającą do zera wraz 
z Ax; a więc

(3) Ay = f‘ (x) Ax + sAx

Widzimy ztad, że przyrostek Ay funkcji, który jest nie
skończenie małą tego samego w ogóle rzędu co przyrostek 
Ax zmiennej niezależnej, składa się z dwóch części :

1° f"(x) Ax, która jest nieskończenie małą tego samego 
rzędu co Ax, bo ma z Ax w ogólności stosunek skończo
ny, równy pochodnej f '{x).

2° sAx, która jest nieskończenie małą wyższego rzędu 
względem Ax, t. j. nieskończenie małą wyższego rzędu niż 
Ax, bo ma z Ax stosunek nieskończenie mały s.

Pierwszą te część przyrostku Ay funkcji, nazywamy różni
czką funkcji, i oznaczamy ją przez dy : a zatem

(4) dy = f[x)\x

Różniczką funkcji nazywamy iloczyn pochodnej przez przy
rostek nieskończenie mały zmiennej niezależnej.

Mamy również

(5 dy — f (e) = gr Ay
Ax ‘ 7 ° Ax

a zatem
Różniczką dy funkcji, nazywamy nieskończenie małą, któ^ 

rej stosunek do przyrostku nieskończenie małego Ax zmiennej 
niezależnej, równa sie granicy stosunku przyrostku odpowied
niego Ay funkcji, do tegoż przyrostku Ax zmiennej niezale
żnej, gdy Ax zdąża do zera.

Wyrażenie różnicy pomiędzy przyrostkiem Ay a różni
czkę, dy

(6) Ay — dy = EAx
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pokazuje nam że :
Przyrostek Ay funkcji nie jest równym różniczce dy tejże 

funkcji: lecz przyrostek Ay jest nieskończenie mała różniącą 
się od nieskończenie małej dy, którą nazwaliśmy różniczką, o 
ilość sAx nieskończenie małą względem niej samej,

Z tego wypada [121] że

Przyrostek funkcji Ay i różniczka dy są nieskończenie 
małemi tego samego rzędu, których stosunek w granicy równa 
się jedności.

Przyrostek Ax zmiennej niezależnej przypuszczamy do
wolnie małym, lecz niezależnym od x; bierzemy [131] 
różnicę skończoną X — «C. dwóch wartości szczególnych 
X i x, zmiennej niezależnej i dzielimy ją na zwiększającą 
się do nieskończoności liczbę róicnych części, z których 
każdą nazywamy Ax; a zatem jakiekolwiek weźmiemy x 
przyrostek Ax będzie ten sam : Ax jest więc niezależnem 
od x. Dla tego wyrażamy się niekiedy mówiąc : że przyro
stek zmiennej nieżależnej jest stałym, bo stałą [2] nazy
wamy zwykle ilość niezależną od zmiennej niezależnej, na
wet gdyby ilość ta się zmieniała w inny sposób np. zdążając 
nieograniczenic do zera.

Lecz różniczka dy podobnie jak przyrostek Ay, oprócz 
tego że są nieskończenie małemi, są jeszcze zmiennemi zale- 
żnemi od zmiennej niezależnej, t. j. funkcjami x; bo

dy = f" (x) Ax ^y = f (x) Ax — sAx

a pochodna f (x) jest w ogóle funkcją x.
Różniczka wiec podobnie jak przyrostek funkcji, są nie

skończenie małemi zdążającemi do zera, gdy Ax zdąża do
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zera, lecz zależnie od wartości zmiennej niezależnej x, któ- 
rćj nadaj emy przyrostek Ax. . '

Przyrostek Ax zmiennćj niezależnej można uważać jako 
niezmienny jakakolwiek funkcję x, jak : o(x), V(x), f'^) 
bierzemy pod uwagę : bo przyrostek ten będąc stałym, 
niezależnym ani od x, ani od funkcji x, można go nie 
zmieniać przechodząc z jednej funkcji do drugiej. Woźmy 
w szczególności pod uwagę funkcję

J=x

mamy
Ay = Ax

czyli
dii dx Ax
——  ------- ------ gr  —: /
Ax Ax ” Ax

a zatem
^x = dx

więc w tym przypadku przyrostek Ax zmiennej niezależnej 
równym jest różniczce dx. A zatem i dla wszelkiej innej 
funkcji przyrostek zmiennej niezależnej Ax możemy wziąść 
równym różniczce dx tejże zmiennej niezależnej. Różni
czka dx zmiennej niezależnej będzie więc uważaną jako 
stała, t. j. niezależna od x, równa przyrostkowi Ax zmien- 
nćj niezależnej. Możemy więc używać znaku Ax lub dx 
zarówno, jak nam będzie dogodniej. I tak możemy na
pisać

(8) c~—f{x) lub dy—f(x)dx

Ztąd to pochodnę nazywają niekiedy ilorazem różniczko
wym, bo pochodna równa jest ilorazowi różniczki funkcji i 
różniczki zmiennej niezależnej; lub jeszcze spółczynnikiem
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różniczkowym, bo mnożąc przez pochodnę różniczkę zmien
nej niezależnej, otrzymujemy różniczkę funkcji.

140. Jakkolwiek przyrostek funkcji nie jest równym jej 
różniczce, jednak na zasadzie twierdzenia ogólnego metody 
nieskończenie małych [125], za przyrostek funkcji można 
podstawić jć] różniczkę lub odwrotnie, ile razy chodzi o granicę 
stosunku lub summy nieskończenie małych; bo zrównania (6) 
i (7) widzimy, że te dwie nieskończenie małe różnią się o 
nieskończenie małą względem nich samych, czyli mają sto
sunek równy w granicy jedności.

141. Przedstawienie geometryczne pochodnej i 
różniczki. Niech będzie krzywa LK (fig. 61) przedstawia
jąca funkcję

(1) y = f^

OA =x, AM=y, spółrzędne jakiegokolwiek punktu M 
tćj krzywej;

0A‘=x+Ax, AM =y+Ay, spółrzędne punktu-M‘ 
w odległości nieskończenie małej MM od punktu M.

Stosunek

Ay  MN  wst MMN

Ax MN wst MM'N
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przyrostku funkcji do przyrostku zmiennej niezależnej jest 
spółczynnikiem kątowym [45] siecznej MM' : w rzeczy sa
mej oznaczywszy przez X, Y spółrzędne tej siecznej i przed
stawiwszy jej równanie naprzód pod ogólnym kształtem 
równania prostej
(2) Y = mX — n

na wyznaczenie spółczynników m i n mamy dwa równa
nia, wskazujące że prosta przechodzi przez punkta M i M', 
że zatem spółrzędne tych punktów czynią zadosyć rów
naniu (2)

y == mx — n

y — Ay = m (x — Ax) — n

skąd otrzymujemy odejmując pierwsze od drugiego

Ay = m Ax czyli m =

Otrzymamy również

Ay,

tak że równaniem siecznej MM' będzie, podstawiając te war
tości w (2)

(a) Y-=A%«-c)
W granicy, gdy MM zdąża do zera, sieczna MM' zdąża 

do stycznej MT : równaniem więc stycznej będzie

(4) Y—y=f (x) (X—a) czyli

Ay 
Ax

Y-y=d!(x-z)
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a jej spółczynnikiem kątowym

Ay MN wstMMN wstPMN PN
8Ac =8 MN= gr wstMMN = wst MPN = MN

lub
dy PN 

©) dx~f ©)= MN 

czyli że:
Pochodna przedstawiona jest geometrycznie przez spółczyn- 

nik kątowy stycznej.
Lecz mamy również

dx = Ax = MN Ay = MN

a więc z (5)

(6) dy = PN

czyli że :
Różniczka przedstawioną jest geometrycznie przez przyrostek 

nieskończenie mały rzędnej stycznej, odpowiadający przyrostko
wi nieskończenie małemu odciętej punktu styczności.

Różnica pomiędzy przyrostkiem nieskończenie małym 
funkcji a jćj różniczką

^y — dy— sAx = MN — PN = M'P

przedstawioną jest przez odległość M'P punktu M' na krzy
wej od punktu P na stycznej, liczoną równolegle od osi 
rzędnych, nieskończenie małą względem Ax, równie jak 
odległość prostopadła M'Q [137], byleby styczna nie była 
równoległą do osi rzędnych.

W razie spółrzędnych prostokątnych, spółczynnik kąto- 
wćj stycznej jest styczną trynogometryczną kąta, jaki sty-
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czna tworzy z osia odciętych

d-f(x) =st MTX

ta styczna trygonometryczna przedstawia więc w tym razie 
pochodną.

Pochodna równa zeru dla pewnej szczególnej wartości 
zmiennśj niezależnej, przedstawia stycznę równoległą do 
osi odciętych w punkcie odpowiednim tej wartości odcię- 
tój : w rzeczy samej, spółczynnikiem kątowym tej stycznej 
jest zero i odwrotnie [45].

Pochodna równa nieskończoności, przedstawia stycznę 
równoległą do osi rzędnych [45]. Jedno i drugie może 
mieć miejsce tylko w szczególnych punktach, chybaby 
krzywa zmieniła się w prostą przedstawiającą wartość stałą 
zmiennej niezależnej lub funkcji.

142. Prędkość punktu ruchomego. Uważając ruch 
punktu na płasczyźnie lub w przestrzeni, zwracamy na
przód uwagę na czas upłyniony od pewnej chwili, i na drogę 
przebieżoną w tym czasie. Jeżeli stosunek drogi przebieżo- 
nćj do czasu upłynionęgo jest zawsze ten sam, ruch nazy
wamy jednostajnym, a stosunek ten prędkością : prędkość 
jest więc stałą w ruchu jednostajnym, punkt przebiega za
wsze te samą drogę w tym samym czasie, prędkość wyraża 
także drogę przebieżoną w jednostce czasu.

Lecz jeżeli ruch nie jest jednostajnym, jeżeli stosunek 
drogi przebieżonej do czasu upłynionęgo jest ciągle zmien
nym, prędkością punktu ruchomego w danej chwili nazywamy 
granicę stosunku drogi przebieżonej do czasu upłynionęgo od tej 
chwili, gdy czas ten jest nieskończenie małym.

Droga przebieżoną jest funkcją ciągłą czasu; granica po
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wyższego stosunku jest pochodną tćj funkcji; prędkość 
więc jest pochodną drogi względem czasu.

Oznaczmy przez t czas liczony od pewnej chwili, S dro- 
gę przebieżoną w tym czasie, i niech będzie

s=r()

równaniem ruchu punktu.
W czasie At punkt przebieży drogę As, więc

As . ds
^St=f  ̂= -di

nazywamy prędkością punktu po czasie t.
Jeżeli ruch jest jednostajnym, stosunek drogi do czasu 

jest zawsze stałym; czy weźmiemy drogę S przebieżoną 
w czasie T skończonym, czy drogę As przebieżoną w czasie 
At nieskończenie małym, mamy zawsze

S_As
T — At

oznaczając przez v prędkość.
W ogóle, dla jakiegokolwiek ruchu, prędkość wyrażoną 

będzie przez
v=r«=d

prędkość ta jest w ogóle funkcją ozasu : zmienną, jeżeli 
ruch jest zmiennym, stałą, jeżeli ruch jest jednostajnym.

Można powiedzieć, że pochodna oznacza prędkość, z jaką się 
zmienia funkcja iczględem zmiennej niezależnej : bo jeżeli dla 
ciągle równych przyrostków zmiennój niezależnej, funkcja 
otrzymuje przyrostki większe lub mniejsze, pochodna czyli
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granica stosunku tych przyrostków do przyrostku stałego 
zmiennej nienależnej jest, większą lub mniejszą: funkcja 
zwiększa się prędzej, jeżeli pochodna jest większą, wolniej 
jeżeli pochodna jest mniejszą.

Pojęcie pochodnej jest również nierozłącznem od poję
cia funkcji, jak pojęcie prędkości od pojęcia ruchu, lub sty
cznej od krzywej. Tak jak każda krzywa ma swoją stycznę, 
każden ruch swoją prędkość, tak każda funkcja ciągła ma 
swoją pochodnę.

143. Cel rachunku różniczkowego. Rachunek róż
niczkowy ma na celu wyznaczenie pochodnej, lub różnicz
ki dla wszelkiej funkcji danej, jako też badanie własności i 
związków zachodzących pomiędzy funkcjami i ich pochod- 
nemi lub różniczkami. Geometrycznie możnaby powiedzieć, 
że rachunek różniczkowy jestto teorja ogólna prostych 
stycznych do krzywych.

Widzieliśmy powyżej [139], icpochodnai różniczka funkcji 
odpowiadają jednemu i temu samemu pojęciu : pochodna 
jest ilorazem dwóch różniczek, różniczki funkcji i różniczki 
zmiennćj niezależnej. Pochodna jest ilością skończoną, ró
żniczka nieskończenie małą : używając pochodnej postępu
jemy według metody granic ; używając różniczki według 
równoważnej z metodą granic metody nieskończenie ma
łych. Znając pochodnę, znamy różniczkę i odwrotnie. 
Możnaby przeprowadzić cały rachunek różniczkowy nie 
wspominając o różniczce, tak jak z drugiej strony nic ła
twiejszego, jak zastąpić wyrażenie pochodnej, przez iloraz 
dwóch różniczek : lecz metoda nieskończenie małych daje 
nam tyle ułatwień w rachunku za pomocą twierdzień poda
nych w poprzedzającym rozdziale, że użycie różniczek przed
stawia liczne korzyści, których innym sposobem osiągnąć 
niepodobna.

Różniczkować funkcję jestto szukać jej pochodnej lub ró-
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żniczki. Częstokroć w dalszem rozwinięciu rachunku lub je
go zastosowaniach, uważają różniczkę wprost jako przyro
stek nieskończenie mały funkcji, odpowiadający przyrost
kowi nieskończenie małemu zmiennćj niezależnej, jakkol
wiek przyrostek funkcji różni się od jej różniczki o ilość 
nieskończenie małą wyższego rzędu, jak różniczka [139] : 
jestto tylko skrócenie w wyrażeniu, usprawiedliwione tem, 
że granica stosunku lub summy jednych, równa jest granicy 
stosunku lub summy drugich ; więc gdy granicę tę mamy 
ostatecznie na celu, podstawienie jednych zamiast drugich, 
nie wpływa na ścisłość wypadku [125]; lecz w innych ra
zach trzeba pilnie zwracać uwagę na tę różnicę.

Własności ogólne funhcyj pochodnych.

144. T WIERDZENIE i. Jeżeli pochodna funkcji jest doda- 
tng dla pewnej wartości szczególnej zmiennej niezależnej, funk
cja się zwiększa; jeżeli pochodna ta jest odjemng, funkcja się 
zmniejsza^ gdy zwiększamy zmienne niezależną i odwrotnie.

Niech będzie funkcja
y=f^}

jeżeli dla pewnćj wartości szczególnej x, zmiennćj niezale
żnej x

“‘(,)> 0

powiadam, że y się zwiększa, gdy x staje się większem 
od x^ jeżeli

f‘(r,) <0

powiadam że y się zmniejsza.
W rzeczy samej mamy [139]

Ay == [f‘(x)—e]Ax
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a że e jest nieskończenie małem względem f\x) znak przy
rostku Ay będzie ten sam, co znak pochodnej f \x), ponie
waż przypuszczamy Ax dodatnem, zwiększając zmiennę 
niezależną. Jeżeli więc dla pewnej szczególnej wartości 
zmiennej niezależnej x, znak ten jest dodatnym, przyro
stek Ay dodatny funkcji, wskazuje że funkcja się zwiększa; 
jeżeli przyrostek Ay jest odjemnym, funkcja się zmniejsza. 

Odwrotnie, jeżeli funkcja się zwiększa gdy zwiększamy 
zmiennę niezależną, pochodna jest dodatną : bo przyrostki 
Ay i Ax są wtedy obadwa dodatnemi, ich stosunek więc

A!=rc+.
jest również dodatnym, a że e jest nieskończenie małem 
względem f" (x), więc pochodna f'^} jest dodatną. Gdyby 
funkcja się zmniejszała, Ay byłoby odjemnćm dla dodat- 
nego Ax, a więc i pochodna f‘(x) musiałaby być odjemną.

Wniosek. Jeżeli pochodną funkcji jest dodatną dla wszelkich 
wartości zmiennej niezależnej x zawartych pomiędzy x, i X, 
funkcja ciągle się powiększa , gdy x przechodzi od x, do X; 
wartość funkcji Y, odpowiadająca wartości X zmiennej 
niezależnej, jest większą od wartości yw odpowiadającej 
wartości x.

145. T WIERDZENIE u. Jeżeli pochodna funkcji jest ró
wna zeru dla wszelkich wartości zmiennej niezależnej zawar
tych pomiędzy pewnemi jej wartościami szczególnemi^ funkcja 
jest stalą pomiędzy temi granicami.

Jeżeli mamy ciągle
f‘(x)=0
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gdy x zmienia się od x, do X, powiadam że

f (z)

będzie równą stałej dla wszelkich wartości zmiennej nieza
leżnej x, zawartych pomiędzy x, i X.

W rzeczy samej, równanie

Ay=("(x)+e)Ac

staje się wtedy
Ay = sAx

Oznaczywszy przez x, i x, jakiekolwiek dwie wartości x 
zawarte pomiędzy x, i X, przez y, i y2 wartości odpowie
dnie funkcji, mamy

y,—y,=XAJ=XA
oznaczając przez X Ay summę przyrostków funkcji, gdy x 
zmienia się od x, do x,. Lecz

jest skończoną; więc pomnożywszy każdą z nieskończenie 
małych Ax przez nieskończenie małą s,* summa tak 
otrzymana będzie w granicy zerem [123] :

x e Ax = 0
a zatem

y,= Y,

W podobny sposób dowiedlibyśmy, że wszelkie wartości
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szczególne funkcji y, odpowiadające wartościom zmiennej 
niezależnej zawartym pomiędzy x, i X, są sobie równe, 
czyli że funkcja się nie zmienia, zmieniając x od x, do X, 

c. b. d. d.'
146. UWAGA. Twierdzenie powyższe możnaby wypro

wadzić wprost z twierdzenia podanego w poprzednim ro
zdziale [131]. Zauważmy również, że pochodna może być 
zerem dla jednej szczególnćj wartości zmiennej niezależnej, 
choć funkcja nie będzie stałą gdy zmienimy zmiennę nieza
leżną o ilość skończoną.

Jeżeli tak funkcja f^), jak jej pochodna f (x) są funk
cjami ciągłemi zmiennej niezależnej x, pochodna z doda- 
tnej nie może stać sięodjemną, lub odwrotnie, nie przecho
dząc przez wartość zero; więc dla wartości szczególnej zmien
nej niezależnej, dla której funkcja przestoje się zwiększać a 
zaczyna zmniejszać lub odwrotnie, pochodna musi być równa 
zeru.

Odwrotnie, nie można powiedzieć żeby dla wartości 
szczególnej x, dla której pochodna jest równą zeru, funk
cja koniecznie miała przestać się zwiększać a zacząć zmniej
szać lub przeciwnie : bo pochodna, będąc nawet ciągłą, może 
z dodatnej stać się zerem, a później znów dodatną nie przy
bierając wartości odjemnych, i przeciwnie. Lecz jeżeli po
chodna nie przestając być ciągłą, z dodatnej staje się odjemną lub 
przeciwnie, przechodząc przez wartość zero, funkcja przestoje się 
zwiększać a zaczyna zmniejszać lub przeciwnie, dla wartości 
odpowiedniej zmiennej niezależnej.

Wartości te szczególne nazwanemi zostały największo- 
ściami lub najmniejszościami funkcji, bo wartości te są wię- 
kszemi w pierwszym razie, mniejszemi w drugim, od war
tości sąsiednich, odpowiadających przyrostkowi dodatne- 
mu i odjemnemu zmiennej niezależnej.

147. Własności funkcyj pochodnych zawarte w powyższych twier-
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dzeniach, można uczynić widocznemi, przedstawiając je geometrycz
nie w następujący sposób :

Niech będzie krzywa LK przedstawiająca funkcję

y = f (r)

wiemy, że pochodna przedstawioną jest przez spółczynnik kątowy 
stycznej do krzywej czyli, w razie spółrzędnych prostokątnych przez 
styczną trygonometrzczną kąta, jaki styczna do krzywej tworzy z osią 
odciętych; kąty te będziemy liczyć jak zwykle od strony osi odcię
tych dodatnych, ku rzędnym dodatnym.

Gdy odciętę x, powiększamy od X, ku X,, kąt AT,X jaki stycz
na AT, tworzy z osią OX jest naprzykład ciągle ostrym; styczna 
trygonometryczna tego kąta dodatną : w rzeczy samej, nadając od
ciętej przyrostek X,P rzędna AX,, czyli funkcja y powiększa się, 
przyrostek jej MN, czyli My jest dodatnym, pochodna czyli

MNgr — = gr 2 = gr stMAN = st MT,X

jest dodatną.
Przypuszczamy że pochodna jest ciągłą i że się ciągle zmniejsza; 

kąt stycznej do krzywej z osią odciętych zmniejszając się, staje się 
równym zeru w punkcie B, w którym styczna jest równoległą do osi; 
styczna trygonometryczna tego kąta, czyli pochodna funkcji w punk
cie B przybiera wartość szczególną zero, gdy x = OX2. Powię-
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kszając odciętą ku X,, kąt CT,X stycznej z osią jest rozwartym, 
styczna trygonometryczna tego kąta, czyli pochodna odjemną; przy- 
rostek CN‘ rzędnej CX,, gdy przechodzimy do rzędnej następującej 
MP‘, jest odjemnym : rzędna więc, czyli funkcja y zmniejsza się, 
gdy powiększamy odciętą x od X, ku X,. Wartość więc szczególna 
x = OX, odpowiada wartości pochodnej równej zero, po za którą po
chodna z dodatnej staje się odjemną t. j funkcja przestaje się zwię
kszać, a zaczyna zmniejszać : wartość więc funkcji y^ = BX, jest 
największością (choć mogą być wartości funkcji, jak EX, większe 
od niej).

Podobnież w punkcie D, w którym styczna jest równoległą do osi, 
funkcja przestaje się zmniejszać, a zaczyna zwiększać : wartość 
y, = DX, funkcji jest najmniejszością (choć mogą być wartości funk
cji od niej mniejsze, jak Hxg).

Widzimy zresztą, że w punkcie E kąt stycznej z osią, z ostrego 
ETX staje się nagle rozwartym ETSX : styczna trygonometryczna 
tego kąta z dodatnej,staje się nagle odjemną; czyli pochodna funkcji 
dla wartości r=x; z dodatnej staje się. odjemną, nie przechodząc 
przez wartości pośrednie, nie stając się zerem. Jakkolwiek funkcja 
nie przestaje być ciągłą dla tej wartości, ciągłość pochodnej jest zer
waną. Funkcja może być więc ciągłą, jakkolwiek pochodna nie jest 
funkcją ciągłą zmiennej niezależnej; choć odwrotnie, widocznem jest 
z określenia pochodnej, że gdy pochodna jest funkcją ciągłą, funkcja 
musi być zawsze ciągłą.

Przeciwnie, w punkcie G styczna TT jest równoległą do osi, 
lecz kąt jaki styczna tworzy z osią przed i poza punktem G, nie 
przestaje być rozwartym : styczna trygonometryczna tego kąta, odje- 
mna w punkcie F, zmniejsza się odjemnie ku G, gdzie staje się zerem, 
a później, nie przestając być ciągłą, znów się powiększa odjemnie ku 
H. Pochodna więc funkcji staje się zerem dla wartości x = x^, lecz 
pozostaje odjemną dla wartości x mniejszych i większych od x nie 
przestając być ciągłą : funkcja nie przestaje się zmniejszać pomiędzy 
wartościami xs i Ts zmiennej niezależnej. Wartość funkcji y-=GX, 
nie jest więc najmniejszością, ani największością funkcji, jakkolwiek 
pochodna jej jest równą zeru; podobnież i wartość y5 = EX, nie jest, 
ani największością, ani najmniejszością funkcji, jakkolwiek funkcja 
przestaje się zwiększać a zaczyna zmniejszać dla tej wartości. War
tości takie i tym podobne funkcji, nazwane zostały zuartościami nad
zwyczajnemu, punkta E i G punktami nadzwyczajnemi krzywej : 
a mianowicie punkt E punktem złamania; punkt G punktem prze
gięcia.

18
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Funkcja przedstawiona przez prostę równoległą do osi odciętych, 
jest stałą : styczna zlewa się z samą funkcją, jest równoległą do osi, 
czyli tworzy z osią kąt, którego styczna trygonometryczna jest 
zero.

Funkcja przedstawiona przez prostą prostopadłą do osi odciętych, 
odpowiada jednej szczególnej wartości zmiennej niezależnej, dla któ
rej pochodna, jako styczna kąta prostego, jest nieskończenie wielką.

148. Twierdzenie iii. Divie funkcje jednij i tej samej 
zmiennej niezależnej, których różnica jest stała, maja pochodne 
i różniczki równe.

Niech będą dwie funkcje

u = ^{x) v=!(x) 

zmiennćj niezależnej x, takie, że dla wszelkich wartości x 
zawartych pomiędzy &, i X

u — v = c

oznaczając przez c ilość stałą ; powiadam że

du dv 
da dx

dla wszelkich wartości x zawartych pomiędzy x, i X.
W rzeczy samej, nadawszy zmiennej x, pomiędzy po- 

wyższemi wartościami, przyrostek Ax, i nazwawszy Au, Av 
odpowiednie przyrostki u i v, mamy z założenia

u + Au — v — Av=c 
odejmując

u—v = c
otrzymamy

Au — Av =0 
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a zatem
• Au Av
Ax Ax

Granice powyższych stosunków będą także sobie równe 
[90], czyli

du dv
dx dx

lub
du =dv c. b. d. d.

Wniosek. Dwie funkcje równe pomiędzy peumemi gra
nicami zmiennej niezależnej, mają pochodne i różniczki równe 
pomiędzy temi granicami.

Geometrycznie, dwie krzywe LK i L'K' takie, że pomię
dzy punktami L i K, L' i K' wszystkie części rzędnych 
AA', BB' ... zawarte pomiędzy jedną a drudą krzywą są 
sobie równe, mają styczne w punktach odpowiednich 
A i A' B i B' ... równoległe.

Dwie krzywe, mające łuk wspólny, mają widocznie dla 
tego łuku styczne wspólne.

149. Twierdzenie IV. Odwrotnie, dwie funkcje, których 
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pochodne lub różniczki są sobie róione, różnić się mogą tylko 
o ilość stałą.

Niech będą dwie funkcje

u = © (x) = V (x)

takie, że dla wszelkich wartości zmiennej niezależnej x, za
wartych pomiędzy x, i X

du dv ., 7— — — czyli du — dv

powiadam że
u — v ==© (x) — • (x) == c

oznaczając przez c ilość stałą, która w szczególnym przy
padku może być zerem.

W rzeczy samej, oznaczmy przez

w— u — v

nadawszy zmiennej niezależnej x przyrostek nieskończenie 
mały Ax, oznaczywszy przez i\w, Au, Au przyrostki od
powiednie w, u i v, mamy

w — Aw == u — Au — u — Au 
odejmując

w = u — v
pozostanie

Aw = Au — Au
czyli

Aw Au Au
Ax Ax Ax
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więc w granicy
dw du dv 
dw dx dx

czyli z założenia
dw
- == 0 dr

a więc na zasadzie Tw. II w jest stałem dla wszelkich war
tości zmiennej niezależnej, dla których z założenia równość 
du du .
— —-) czyli du dx dx • = dv ma miejsce. c. b. d. d.

Geometrycznie : krzywe których styczne w punktach osta
tecznych rzędnych odpowiadających jednym i tym samym 
odciętym, są równoległe, mają części rzędnych zawarte po
między jedną krzywą a drugą równe. Krzywe te posunięte 
o różnicę rzędnych stałą, przystają do siebie.

Uwaga. Stała c, o którą się różnią dwie funkcyje u i v, 
może być jakąkolwiek, byle nic zależała od zniennej nieza
leżnej [2]; ztąd nazywają ją stała dowolną.

150. TWIERDENIE v. Jeżeli pochodna jednej funkcji jest 
ciągle większą od pochodnej drugiej funkcji jednej i tej samej 
zmiennej, przyrostek pierwszej funkcji odpowiadający przyrost
kowi skończonemu zmiennej niezależnej, jest większym od przy
rostka drugiej funkcji, odpowiadającego temu samu przyrost
kowi skończonemu zmiennej niezależnej.

Niech będą dwie funkcje

u= (x) v=! (x)

takie, że dla wszelkich wartości x zawartych pomiędzy x, i X 

du dv 
dx P dx 
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oznaczając przez skrócenie

u ==P(x) U=p(X) v ==!(x) V=!(X) 
powiadam że

U — u, > V — v.

W rzeczy samej, podzieliwszy różnicę X — x na coraz 
zwiększającą się liczbę części równych Ax, oznaczywszy 
przez Au,, Au, .. . Av, , Av, ... odpowiednie przyrostki 
funkcyj u i v mamy

U — u,==Au, — Au, ...
V—v=A,+Av, + ... 

mamy również
du Au dv Av 
dx Ax - dx Ax " 

oznaczając przez s, 7 nieskończenie małe zdążające do zera 
wraz z Ax ; a że

du dv 
dx • dx 

więc
AuAv.
Az • Aa Te ") 

czyli
Au > Av + (E — n) Ax

a więc w szczególności

Au, > Av, + (n — s),Ax
Au, > Av, + (n — t),Ax

dodając, i zważając że summa drugich stron, zdąża do tój
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samej granicy co summa Av, + Av, — ... [124], czyli do 
granicy V — v,, gdy Ax zdąża do zera, bo (g — 7), Ax, 
(n—- s), Ax są nieskończenie małemi drugiego rzędu [119] 
otrzymamy, przechodząc do granicy

U — u, > V — v c. b. d. d.

Wniosek. W szczególności, jeżeli dwie funkcyje u iv 
mają wartość wspólną

«,==%
a pochodna jednej jest większą od pochodnej drugiej 

du dv
dx

dla wszelkich wartości x pomiędzy x, i X, to

U> V

Dla tego mówimy że funkcja, której pochodna jest wię
kszą, zwięsza się prędzej, od tej której pochodna jest mniej
szą : przyrostki pierwszej są większemi od przyrostków 
odpowiednich drugiej.

151. Twierdzenie VI. Iloraz różniczek dwóch funkcyj 
jest równym pochodnej jednej funkcji względem drugiej, uwa
żanej za zmienne niezależną.

Niech będą dwie funkcje zmiennej niezależnej x

(1) u = q (x) v = • (x)
i ich różniczki
(2) du = y (x) dx dv = V (x) dx

Rugując x z dwóch równań (1), otrzymać możemy

(3) u =f(v)
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powiadam że podzieliwszy pierwsze równanie (2) przez dru
gie, otrzymamy

#-rv cp" 182-ro

oznaczając przez f\v) pochodnę funkcji /(w), w której v 
uważamy jako zmiennę niezależną.

W rzeczy samej, mamy z określenia

Au f ()= 6T Av

a to jakkolwiek weźmiemy przyrostek Av, byleby Au by
ło przyrostkiem odpowiednim Av.

Weźmiemy Av w szczególności odpowiedniem przyrost
kowi Ax : w takim razie wiemy że [139]

Au = du — sAx 
Av = dv — s‘Ax

gdzie s, ź oznaczają nieskończenie małe dążące do zera 
razem z Ax; a więc :

Au du — sAx du
81 Av 8r dv +Ax du

więc różniczki zmienne du i dv, w ogóle nieskończenie 
małe jednakowego rzędu, tego samego co Ax [139], mają • 
stosunek skończony, równy pochodnej u względem v, uwa
żając v za zmiennę niezależną .
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du , , . , . , , . . , to jest, d, będzie tem samem, czy uważać będziemy dv, 

jako różniczkę zmienną funkcyi v, czyli też jako przyrostek 
stały zmiennej niezależnej v.

152. Pochodna funkcji funkcji. Z twierdzenia po
wyższego z łatwością wyprowadzić możemy prawidło, jak 
otrzymać pochodnę funkcji funkcji [12], nie sprowadza
jąc jej do funkcji pojedynczej.

Niech będzie funkcja u funkcji v zmiennej niczależnćj c

u = f(v) v==!(x)
możnaby podstawiając za v wartość

•=/()]=?(«)
otrzymać wprost funkcję u wyrażoną przez x, i szukać jej 
pochodnej : lecz można również wyrazić tę pochodnę przez 
pochodnę u względem v, jako zmiennej niezależnej t. j. 
przez f (v), i przez pochodnę Y (x) funkcji v.W rzeczy samej

du = f (v) dv

z twierdzenia poprzedzającego; a więc

o *-rof-roos 
pochodna wiec funkcji funkcji równa się iloczynowi pochodnej 
funkcji danej względem funkcji uważanej za zmienne niezależną, 
przez pochodnę tej ostatniej względem zmiennej niezależnej.
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Równanie (1) piszą niekiedy w następujący sposób

, du , 
(3) du~ -r-dv dv

, ,, . du
bo 1 (0)—d : równanie to (3) jest tożsamością uważając

du i dv za różniczki funkcji u i v względem x; lecz jest* 
wyrażeniem powyższego twierdzenia lub prawidła, uważa- 
jąc :

du polewej stronie równania za różniczkę funkcji u, 
du . .......................
de za pochodnę u uważanego za funkcję zmiennej nie

zależnej v; dv znajdujące się w mianowniku jest w takim 
razie stałym przyrostkiem zmiennśj v [139]

dv nakoniec przez które jest pomnożoną pochodna I" za 

różniczkę zmienną funkcji v.
Dwa te sposoby uważania równania (3), różnią się więc 

znaczeniem różniczek wchodzących w skład jego : nie uży
wamy osobnego znakowania w tych dwóch razach, bo ja
keśmy udowodnili powyżej, nieskończenie małe różniczki 
odpowiednie w jednym i drugim razie, różnią się od siebie 
o nieskończenie małe ilości względem nich samym, tak, że 
stosunki ich pozostają temi samemi w granicy [122].

Twierdzenie to z łatwością uogólnić można, rozciągając 
je do ilukolwiek funkcyj jednej zmiennćj niezależnej. Niech 
będą zmienne

u, v. w,... Z, a

zależne od siebie za pomocą związków

u ==f(v), v==P(w),...%==V(x)
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Jedną z tych zmiennych np. x możemy uważać zazmien- 
nę niezależną, pozostałe będą jej funkcjami.

Mamy na zasadzie poprzedzającego

du = f'{v)dv Av = ^{w)dw ... dz — ^ {x)dx

a więc
du == f'{v} q‘ (w) ... V (x) dx

czyli
dudz =f(v)ę (u) • Y(x)

co piszemy niekiedy

du du dv dz 
dx dvdw ’ * ‘ dx 

przyczem zrobić należy to samo zastrzeżenie pod względem 
znakowania różniczek i pochodnych, jakto, cośmy uczynili 
dla dwóch funkcji.

153. Pochodna funkcji odwrotnej. Niech będzie 
funkcja
(i) u — f(v) 

gdzie w ogólności tak u, jak v, mogą być funkcyjami pew- 
nćj zmiennej niezależnej x. Wyciągnąwszy z równania (i) 
v wyrażone przez u lub przypuszczając działanie to wy
konane, otrzymamy

v = F (u)

funkcję F(u) nazywamy odwrotną funkcji f(y).
Mamy widocznie

du — f (v) dv dv = F’ (w) du
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oznaczając przez f^i) pochodna f(v) względem v, a przez 
F‘(u) pochodną F (u) względem u, wziętą tak jakby u 
było zmienną niezależną: a zatem mnożąc powyższe równa
nia przez siebie, znosząc czynnik wspólny dxdy otrzymamy

czyli
f^y (u)==1

F (u)==7(0)

pochodna funkcji odwrotnej, jest odwróceniem pochodnej funk
cji danej.
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RÓŻNICZKOWANIE FUNKCYJ ZASADNICZYCH 
JEDNEJ ZMIENNEJ NIEZALEŻNEJ.

Określenie. — Różniczki i pochodne funkcyj algebraicznych. — Summa. — 
Iloczyn. — Iloraz.— Potęga. — Wielomian alebraiczny. — Różniczki i pochodne 
funkcyj przestępnych. — Funkcje : logarytmowa — Wykładnicza — Trygono
metryczne — Kołowe. — Zbiór różniczek i pochodnych zasadniczych.

154. Różniczkować funkcjo, jestto mając daną funkcję, 
szukać jej pochodnej lub różniczki : znając pochodną zna
my różniczkę i odwrotnie [139].

Otrzymywanie pochodnych i różniczek wszystkich zna
nych nam dotąd funkcyj sprowadza się, jak zobaczymy po
niżej, do znajomości pochodnych i różniczek pewnej liczby 
funkcyj prostych, samej zmiennej niezależnej, lub utworzo
nych w sposób prosty z innych funkcyj zmiennej nieza- 
leżnej. Tc różniczki i pochodne nazywać będziemy zasa
dniczemu i zajmiemy się w tym rozdziale ich wyznaczeniem.

155. Różniczki i pochodne funkcyj algebraicz
nych. Rozumieć tu będziemy nietylko funkcje bezwzglę
dnie algebraiczne [10], lecz także funkcje utworzone 
w sposób algebraiczny z innych funkcyj jednej zmiennej 
niezależnej, które mogą być przestępnemi.
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Summa. Niech będzie summa algebraiczna:

y = = u, ± u, = u, = ... — un 

funkcyj u, u, u,... un pewnej zmiennśj niezależnej x, które 
to funkcje mogą być jakiemikolwiek algebraicznemi lub 
przestępnemi; przypuszczamy ich liczbę n skończoną. Na
dając zmiennćj niezależnej x przyrostek nieskończenie 
mały Ax, oznaczając przez Au,, Au,,... Aun przyrostki nie
skończenie małe powyższych funkcyj, a przez Ay przyro
stek ich summy algebraicznej, mamy

\y=± Au, = Au, ± Au, ... * Au, 
a zatem

AJ_4 Au,+ Au,— Au,+ + Aun
Ax Ax Ax Ax ‘'' Ax

w granicy więc [138]:

dy_—du,=du,—du, + ± — dx dx dx dx ’" dx 
czyli

dy = ± dux ± du^ - du3 -... * dun

a zatem :
Pochodna summy algebraicznej równa się summie algebrai

cznej pochodnych.
lióżniczka summy algebraicznej równa się summie algebra

icznej różniczek.

156. Iloczyn. 1° Niech będzie a ilością stałą, u funk
cją jakąkolwiek zmiennćj niezależnćj x :

u=f (x)
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weźmy pod uwagę funkcję

y = au

Nadając zmiennej niezależnej przyrostek Ax, oznaczając 
przez Au, Ay, przyrostki odpowiednie funkcyj u i y, zwa- 
zając że a jako stała pozostaje tą samą, mamy

y — Ay = a (u — Au)

czyli odejmując y = au :

/\y — a^u
Ay
Au — a

. • . . dii przechodząc do granicy, ponieważ gr A0—du‘

dy 
du~a

a więc 
dy = adu

różniczka iloczynu zmiennej przez stała, równa się iloczynowi 
różniczki zmiennej^ przez stała.

2° Niech będą dwie funkcje zmiennej niezależnej x :

u = f{x) v ==( (x)
i ich iloczyn

y = uv

Nadając zmiennej niezależnej przyrostek Ax i oznacza
jąc przez Au, Av, Ay przyrostki odpowiednie u, v i y 
mamy

y +Ay = (u + Au) (v + Av)
Ay = (u + Au) (+ Av) — UV = vAu + uAy+ AuAv
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Ay Au , Av . Au Av .— — V —----— u —----— — — AXAx Ax 1 Ax Ax Ax

przechodząc do granic i zważywszy że [117]

Au Av . A 
81 AZ A=A* =0

otrzymamy

czyli

dy  du dv 
dx " dx T " dx

dy = v du — u do

różniczka iloczynu dwóch funkcyj^ równa się summie iloczynów 
różniczki pierwszej funkcji przez funkcję drugą, i różniczki dru
giej funkcji przez funkcję pierwszą.

Dzieląc powyższe równanie przez iloczyn y=.uv, otrzy
mamy

dy_ dudo
y u v

Iloraz różniczki funkcji przez samą funkcje jak 7 ", 

do
— nazywać będziemy różniczką logarytmową : tak jak loga- 

rytm iloczynu równym jest summie logarytmów czynni
ków, tak : różniczka logarytmowa iloczynu równą jest summie 
różniczek logarytmowych czynników.

3°. Niech będzie ilekolwick funkcyj zmiennej niezależnej x:

u = f\x) v=q(x) w=l()...:=F (x)

i ich iloczyn
y — u. V . W. ...
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Stosując wzór poprzedzający, otrzymamy kolejno :

dy du d (vw ... z) du .dv.d{w ... z)
y T U U VW Z ulol W ... Z

a w końcu
dy du . dv , dw , , dz— ==------— —— ... - = y U ' V ' W ' Z

Różniczka logarytmowa iloczynu ilukolwiek czynnikóio rów
na jest summie różniczek logarytmowych czynników

Aby otrzymać różniczkę zwyczajną, dość jest pomnożyć 
wzór poprzedzający przez iloczyn y=.uviv...z

dy = vw.. .zdu-\-uw.. .zdv-\-uv... zdw-]-.. .-\-uvw .. .dz

Pochodna iloczynu ilukolwiek czynników będzie miała 
wyrażenie

dy du , dv . dw . dz---— vw.. ,z-j- Ą-uw.. .z-r- — uv... Z———. . .— uvw... — dx dx ' dx ' dx 1 1 dx

157. Iloraz. Niech będą dwie funkcje zmiennej nie
zależnej x

. i . .
u = f[x) v = © (x)

i ich iloraz
u

Y - -• v

mamy, mnożąc obiedwie strony przez v

vy — u
19
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a na zasadzie prawidła na różniczkowanie iloczynu

do .dy du 
v ' y u

ztąd
dy du do 

y u v

różniczka logarytmowa ilorazu równa się różnicy różniczek lo- 
garytmowych dzielnej i dzrelmka.

Aby otrzymać różniczkę zwyczajną, pomnóżmy obiedwie
u strony tego równania przez iloraz y — 7 otrzymamy

du udv dy — 9• v v

czyli
vdu — uda 

dy=—32— 

różniczka ilorazu (ułamku) równa się różnicy iloczynów różni
czki dzielnej (licznika) pomnożonej przez dzielnik (mianownik) 
i różniczki dzielnika (mianownika) przez dzielne (licznik), po
dzielonej przez kwadrat z dzielnika (mianownika).

Chcąc mieć pochodnę, podzielić należy obie strony, 
przez dx :

du do 
dy_ " dx U dx 
dx v2

prawidło pochodnej ilorazu (ułamku) wysłowić można po- 
podobnie jak prawidło różniczki, podstawiając za wyraz 
« różniczka » wyraz « pochodna ».
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158. Potęga. Niech będzie funkcja zmiennej niezale
żnej x :

u = f{x}
i potęga tej funkcji :

y — um

gdzie m oznacza ilość stałą skończoną. Nadajmy zmiennej 
niezależnej x przyrostek nieskończenie mały Ax; nazwij- 
my Au, Ay przyrostki odpowiednie u i y; rózróżnijmy 
trzy przypadki :

1° m całkowite dodatne. Uważając um jako iloczyn m 
czynników równych u, i stosując prawidło różniczkowa
nia iloczynu, otrzymamy

dy du . du . du . du
- =---- --------------— ... — m —y u ' u u ' u

2° m ułamkowe dodatne. Jeżeli m jest wymiernćm, za
łożyć możemy

PM - -
I

gdzie p i q są liczbami całkowitemi dodatnemi;

P
y^W) czyli y^ = up

Biorąc więc na zasadzie poprzedzającego dowodzenia, 
różniczki logarytmowe funkcyjni ue

d^= dy 
y? 1 y

d{uP} da 
up P u
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a że funkcje y i 1P są równemi, więc i ich różniczki są 
równcmi:

d(y?) = d(u”) 
dzieląc przez y^ = uP

d{yi}_ d(up)
y^ up

więc

dy duq—=p —

czyli
dy p du
y q u

a więc jeszcze
du du— = m — y u

W razie gdyby m było niewymiernem, uważając je jako 
granicę stosunku wymiernego 7‘ udowodnilibyśmy w zwy

kły sposób [93] powyższego wzoru.
3° m całkowite lub ułamkowe, wymierne lub niewymierne, 

lecz odjemne. Załóżmy
M — — n

gdzie n będzie dodatnćm;

czyli

1 y — i “ n — —• un

y ,un=l

Stosując prawidło na różniczkowanie iloczynu i zważyw
szy, że różniczka jedności, jako stałej, jest zerem, otrzy-
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mamy
dy. d (un}i — — --== 0 y un 

bo un jest funkcją zmiennej x, którą moglibyśmy ozna
czyć przez v. Lecz ponieważ n jest dodatnem :

d (un) du—-— = n — un u

a więc, podstawiając n = — m

dy du
— = m — 
3 "

Jakąkolwiek więc będzie ilość stała m, dodatną, odjemną, 
całkowitą, ułamkową, wymierną lub niewymierną, mamy 
zawsze

du du
— = m — y u

różniczka logarytmowa potegi funkcji, równa jest iloczynowi 
różniczki logarytmowćj samej funkcji przez wykładnik.

Aby otrzymać różniczkę zwyczajną, pomnóżmy różniczkę 
logarytmową przez y = um, otrzymamy

dy == mum~xdu

różniczka jakiejkolwiek stałej potęgi funkcji, równa się iloczy
nowi z wykładnika, przez potęgę zmniejszona jednością tejże 
funkcji i przez różniczkę samej funkcji.

Pochodna będzie równą

dy — । 
dx

du 
dx
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a jeżeli u = x^ będzie
dxm-r- — mam- ax

pochodna jakiejkolwiek stałej potęgi zmiennej względem tejże 
zmiennej, równa się iloczynowi z wykładnika przez potęgę 
zmniejszoną jednością.

Pierwiastek, będzie szczególnym przypadkiem potęgi, 
której wykładnik jest ułamkowym; i tak

m_ 1 1—1 1 1-md yju = dum — —um du = —u m du mm

czyli
•_ du

d Vu m
m vum—1

W przypadku pierwiastku kwadratowego :

_ _  du 
d yu — — ‘ 2yu

Wyrażenia te dobrze jest zatrzymać w pamięci, aby póź- 
nićj nie powtarzać ciągle tego samego rachunku.

159. Wielomian algebraiczny. Niech będzie wielo
mian :
(1) y = axm — bxn — cxe — ...

gdzie a, b, c..., m, n, p... wyrażają stałe rzeczywiste, cał
kowite lub ułamkowe, dodatne lub odjcmne, wymierne 
lub niewymierne : mamy zawsze [155]

dy = d {aa^j — d [bx^) + d (car) + ...
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czyli [156]

dy = ad (xm) + b .d{xn)-\-c .d{xp}-\- ...

lub [158]

dy = amxm—dx — bnxn~~rdx — cpxp~~ldx — ...

a zatem

dy = [amo m~1 — bnxn~' — cpxp~l — ...) dx

będzie różniczką tego wielomianu w którym x oznacza 
zmiennę niezależną lub funkcję zmiennej niezależnej. Po
chodną wielomianu (1) względem x, będzie

dy ,(2) d — amxm 1 —T bnxn 1 — cpan —T ...

Wielomian (2) nazywamy wielomianem pochodnym (1)8° ; 
widzimy że wielomian pochodny tworzy się z wielomianu dane
go, mnożąc spółczynniki stałe przez wykładniki odpowiednie 
zmiennej, i zmniejszając jednością wykładniki potęg tejże 
zmiennej.

Prawidło to służy dla jakichkolwiek wykładników rzeczy
wistych; niech będzie np. wielomian

y ==3x* — 2x3 — 5 1x2—41x3——-=
x2 Vx3

wielomian ten możemy napisać

2 3 _3
y ==3x* — 2x3—5x3 — 4x2 — 2x-2—^x 2
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wielomian pochodny będzie więc

daj Q 2 33—=3.423 — 2.3x2— 3.523-1 —4.-x2-1 — 2.2.72 
dx '32 

3 3 , 
+3.5x-2-1

czyli 

10 1 - 9 5 
— == 12x3 — 6x2— xs—6x2 — 4x—3— 5x2 dx 1 3 2

lub

4=12,3—62+40 de au 232.73

160. Uwaga. Widzimy z powyższego, że :
1° pochodne funkcyj algebraicznych pewnej zmiennej, są 

funkcjami algebraiczncmi tejże zmiennej;
2° wielomian pochodny wielomianu algebraicznego wy

miernego, jest wielomianem algebraicznym wymiernym 
stopnia mniejszego o jedność od wielomianu danego;

3° wielomian pochodny wielomianu algebraicznego nie
wymiernego lub zawierającego wyrażenia pierwiastkowe, 
jest wielomianem algebraicznym niewymiernym lub zawie
rającym wyrażenia pierwiastkowe.

4° w żadnym razie wielomian pochodny wielomianu alge
braicznego, nie może zawierać wyrażeń przestępnych zmien
nej, względem której bierzemy pochodne.

Różniczki i pochodne funkcyj przestępnych.

161. Log arytm. Niech będzie funkcja

y =logx

gdzie x jest zmienną niezależną, lub funkcją zmiennej nie-
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zależnej, a y jej logarytmem wziętym według jakiejkol
wiek zasady, którą nazwiemy a. Przypuszczamy nadto że 
x zmieniając się przybierać może tylko wartości dodatnc, 
większe od zera. Używając zwykłego znakowania, mamy

y — ^y = log (x — Ax)
ztąd

Ay = log (z + Ac) — log X =log("A)= log ( 1 +4 

więc

Ay 0

Ax Ax

oznaczywszy przez m stosunek A’ czyli założywszy

x
A--

7

m zwiększa się bez granic, (x z założenia jest większem od 
zera) w miarę jak Ax zdąża do zera; podstawiając otrzy
mamy :

Ay m, (,A\ 1, (1\m — = — log (I — —) = - log (1 — —)Ax x ° \ ' m) x ° \ 1 ml

Lecz wiemy [112] że,

/ 1m 
gr(l-l-—) = e ==2,718281828439035

gdy m zwiększa się nicograniczenie; więc

Ay 1 '6"A=aloge
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czyli pochodna

lub różniczka

(1)

ROZDZIAŁ VIII.

dy log e
dx x

, dx,dy =Tlog e

różniczka logarytmu zmiennej, równa się ilorazowi różniczki 
zmiennej podzielonej przez zmienne, pomnożonemu przez loga- 
rytm liczby e.

Jeżeli logarytm dany jest logarytmem naturalnym

y = 1. x 
którego zasadą jest e

l.e =4
mamy

, i dx(2) d.\x=~ 

różniczka logarytmu naturalnego zmiennej, równa się ilorazoioi 
różniczki zmiennej przez sama zmienne

Gdyby x nie było zmienną niezależna, lecz funkcją pew
nej zmiennej niezależnej z, pochodna wyrażoną by była 
przez

d log x , dx
63) dz=sl06e 4

d.l.x 1 dx
(4 ) dz x dz

Użycie różniczki ma tę zaletę, że we wzorach (1) i (2) 
zmienna niezależna z może nie być oznaczoną; wzory te słu
żą dla wszelkich zmiennych niezależnych i dają od razu po
chodną dla każdej z nich.

Ze wzoru (2) widzimy, że stosunek różniczki zmiennej do 
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samej zmiennój, któren nazwaliśmy różniczką logarytmową 
[156] jest w rzeczy samej równym różniczce logarytmu 
naturalnego zmiennśj. Za pomocą tego wzoru mogliby
śmy otrzymać wyrażenie różniczki iloczynu, ilorazu, potęgi, 
it. p. Bo jeżeli

y == uvw ... z

to
\.y =l.u+l+lw + ... + ls

a różniczkując według wzoru (2)

dy du , dv , dw , dz 
y u ‘ v wz

wzór otrzymany powyżćj. Lecz dowodzenie poprzednie 
jest ogólniejszym, gdyż nie określiliśmy jeszcze logarytmów 
ilości odjemnych, a funkcye u, v, w... z, mogłyby przy
bierać wartości odjemne.

Widzimy jeszcze ze wzorów (3) i (4) że pochodna funk
cji logarytmowej, jest algebraiczną, choć funkcja sama liczy 
się do przestępnych. Choć więc funkcje algebraiczne nie 
mogą mieć pochodnych przestępnych, funkcje przestępne 
mogą mieć pochodne algebraiczne.

162. Funkcja wykładnicza. Niech będzie funkcja

y = ax

gdzie x jest zmienną niezależną, lub funkcją zmiennśj nie
zależnej, a a ilością stałą t. j. niezależną od zmiennej nie
zależnej ; przypuszczamy tu a dodatnem rożnem od zera lub 
jedności, zastrzegając późniejsze uogólnienie wzoru w przy
padku a jakiegokolwiek. Biorąc logarytm naturalny, otrzy-
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mamy
\,y ==xl ,a

różniczkując

dy 7 , — ~dx 1.a 
y

więc
dy == ydx A. a

czyli

(1)
•

dy == axdx. 1. a

różniczka stałej podniesionej do potęgi zmiennej, równa się tej
że samej potędze, pomnożonej przez różniczkę zmiennej i przez 
logarytm naturalny stałej.

Jeżeli stała a jest zasadą e układu naturalnego

(2) deT — exdx

różniczka potęgi c równa się samej potędze, pomnożonej przez 
różniczkę wykładnika.

Jeżeli x uważać będziemy za zmienne niezależna, po
chodne funkcyi ax i ex względem x będą

©
dax— — ax 1. a dx

(4)
dex
d= =e%

Pochodna potęgi zmiennej ilości stałej, względem wykładnika, 
jest iloczynem z samej funkcji przez logarytm naturalny ilości 
stałej. Pochodna potęgi e, względem wykładnika, równa się 
samej funkcji.

Załóżmy sobie znaleźć wszelkie funkcje których pochodne 
równe są samym funkcjom. Niech będzie z taka funkcją czy-
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niącą zadość równaniu.
dz
dx "

czyli
dz
~^ — dx

dz .
Wiemy że z, jest różniczką 1. z\ zaś dx jest różniczkę

zmiennej T; wiemy nadto że funkcje których różniczki są 
równe, mogą się różnić tylko o ilość stałą [149]; więc

1. z = x — c

oznaczając przez c stałą dowolną t. j. jakąkolwiek ilość nie
zależną od x : ztąd

z = ex+c = ecex

a że e jest stałą którą oznaczyć możemy dla skrócenia 
przez C, więc

z —C^

wszelka funkcja równa swej pochodnej jest iloczynem ze sta
łej przez liczbę e, z wykładnikiem róionym zmiennej nieza
leżnej.

Uwaga. Możnaby wyprowadzić różniczkę funkcji wykła
dniczej z różniczki logarytmu, używając twierdzenia funkcyj 
odwrotnych [153].

163. Funkcje trygonometryczne czyli kątowe. 
Funkcye te uważać będziemy w powyżej [11] określo-

nem znaczeniu.
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1°. Wstawa. Niech będzie

y = wst x

gdzie x jest zmienną niezależną lub funkcję, zmiennej nie
zależnej. Używając zwykłego znakowania :*

y — Ay = wst (x — Ax) 
czyli

A. _ Ax , / . Ax— = wst (x — Ax) — wst x = 2 wst 9 dos I-9

ztąd
, Ax 

A wst -Ay 2A&=Aa dos
2

przechodząc do granic i zważywszy, że gdy Ax zdąża do 
zera:

; Ax
Ay dy wst 2 / Az\

6 Ax=dx‘ 8 Aa==4, 6r dos (4+2) =dos®
2'

otrzymamy

^=dosa: lub dy = dos xdx

co można także napisać

d. wst x — wst a* — - dx

Różniczka wstawy równa się dostawie pomnożonej przez róż
niczkę luku; a uważając x za zmiennę niezależną, pochodna
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wstawy względem luku równa się dostawie, lub wstawię łubu 

zwiększonego o F

2° Dostawa. Niech będzie

y ==dosx

gdzie x jest zmienną niezależną lub funkcją zmiennej nie
zależnej ; postępując jak powyżej, otrzymamy

Ax / Ax\
Ay = dos (x — Ax) — dos x = — 2wst - wst I x — —o)

Ay_ 
Ax

Ax
wst g / A£{-Ad” wst (+2)

2
a w granicy

du------ wst x dx czyli dg = — wst x dx

co można także napisać

d. dos x — dos I x — 91 dx

Różniczka dostawy równa się wsławię ze znakiem przeciwnym 
pomnożonej przez różniczkę luku; a uważając x za zmiennę 
niezależną, pochodna dostaiey równa się lostawie ze znakiem 

przeciwnym, lub dostawie luku zwiększonego o 9

3° Styczna. Niech będzie

y — st X
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gdzie x jest zmienną niezależną lub funkcją zmiennej nie
zależnej : stosując wzór

sta — stb
std- 6) =1+sta stb 

czyli

sta — stb = (1 — sta stb) st {a—b)

i zakładając a=x—Ax, b=x

Ay = st (x — Ax) — St x = [1 + st x st (x — Ax)] st Ax 

czyli

A&= Aa [4 + st « st (x + Ax)]

przechodząc do granicy i zważywszy że 

Ay dy
F1 A& =d=‘ gr

stAx , Lr i a .A==1, grst(e—Ax)=ste

gdy Ax zdąża do zera, otrzymamy 

dy) . 1 ., dx
— — 1 — st2 x — sie2 x — -—,— czvh du = •—— dx 1 dos2 x • • dos- x 

, , , dx lub CStS--—9— dos‘a

Różniczka stycznej róicna się ilorazowi różniczki luku przez 
kwadrat dostawy tegóż łuku\ a uważając x za zmiennę nie
zależną : pochodna stycznej luku równa się odwróconemu kwa
dratowi dostawy tegoż luku.

4° DOTYCZNA. Niech bodzie

y=dolx
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gdzie x jest zmienną niezależną lub funkcją zmiennej nie
zależnej, otrzymamy w podobny sposób

Ay = dot(x — Ax) — dotr= — [1 — doU' dot(x+Ax)] stAx
Ay stAr.
A& =---- Aa [4 + dot x dot (x + Ax)]

a w granicy 

dy. 1 - — (1 — dot)- dosle’— 77- dx v 1 1 WS tu
czyli

, dxdx— —, lub C. d ot x — — ——• w stu wstu

Różniczka dotycznej równa sic ilorazowi różniczki luku przez 
kwadrat z wstawy^ ze znakiem przeciwnym^ a uważając x za 
zmiennę niezależną : pochodna dotycznej wzglądem łuku rów
na się odwróconemu kwadratowi wstawy legóż luku, ze znakiem 
przeciwnym.

UWAGA. Różniczki dostawy i dotycznej można jeszcze 
otrzymać z różniczek wstawy i stycznej, w następujący spo
sób :

d. dos x — d. wsi (5 — «) — dos (2 — «) d (2 — x

— dos ( " — x \ dx = — wsi x dx

164. Różniczki wszystkich funkcyj trygonometrycznych
20
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można również wyprowadzić z różniczki wstawy za po
mocą wzorów różniczkowania funkcyj algebraicznych, bo 
wszystkie funkcje . trygonometryczne są, za pomocą 5ciu 
związków, funkcjami algebraiczncmi jednej z nich : na- 
przykład wstawy; różniczkować je więc możemy jako 
funkcje algebraiczne, czyli utworzone w sposób algebrai
czny. Aby nie przerabiać powtórnie tych samych różni
czek (co czytelnik z łatwością sam uczynić może) wypro
wadzimy w ten sposób różniczki siecznej i dosiecznej, które 
wprost moglibyśmy byli bez trudności otrzymać jak po- 
wyżej.

5° Sieczna. Niech będzie

lub

y — Se T
wiemy że

4
sie x — —-----  dos x

a zakładając
dos x = u

mamy :
i

" u
a zatćm [158]

, du
"mu

lecz
du — — wst x dx;

a więc
wsteda

• " dós2 x

d. sie 3 — st x. sie x da
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6° DOSIECZNA. Niech będzie

y = dosie x

otrzymamy’w podobny sposób :

d.dosie z—d —— \ wsl
d. wst x  d os x dx 

wst2 x wst2 x
czyli

d. dosie x == — dot x dosie x dx

165. Funkcje kołowe. Funkcje te uważane będą 
w tem samem znaczeniu jak poprzednie, to jest w znaczeniu 
określonem powyżej [11]. Funkcje te są następujące :

łuk wst x, łuk dosa, łukstre, luk dot x, ...

(luk którego wstawa równa jest x, łuk którego dostawa 
równa jest x. ..).

Lecz wiemy że każdej wstawię, dostawie, stycznej, dotycz- 
nej... odpowiadają dwa łuki mniejsze od 2n, a nieskończe
nie wielka liczba łuków większych od 2x : te ostatnie mają 
różnice od pierwszych stałe, a więc różniczki równe pier
wszym [148]; dla uniknienia dwuznaczności dostatecznem 
będzie przypuścić, że funkcje te zmieniają się w sposób 
ciągły, gdy x zmienia się w sposób ciągły i że każda z tych 
funkcyj przybiera pewną wartość daną, dla pewnej danej 
wartości zmiennej x. Przypuścimy np. że

gdy &=0 

gdy x = 0 

gdy «=0 

gdy a=0

łuk wst x = 0 

łuk dos x = E 
2

łuk st x = 0 

łuk dot a; = 3

a nie 7 lub 2m...

a nie — lub 27 — - ...2 1 2
a nie T lub . 2n ...

• 3% , 37a nie — lub 27 — — ...
2 2
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i że począwszy od tych wartości x zmienia się w sposób 
ciągły i luk również w sposób ciągły, w granicach określo
nych : każdej wstawię, dostawie, stycznej, dotycznej, od
powiadać będzie mógł jeden tylko łuk.

1° ŁUK WST x. Niech będzie

y = łuk wst x

gdzie x jest zmienną niezależną lub funkcją zmiennej nie
zależnej ; ztąd

T= wst y

a zatem

dx = dos y dy= V1 — X1 dy
czyli

dx dx"FV-g Iub "lk“st=yi=g
znak pierwiastku wziąść należy ten sam, co znak dos y, to 
jest dostawy odpowiadającej wartości zmiennej x, czyli 
wstawię danej.

2° ŁUK DOS X. Niech będzie

y = łuk dos x

gdzie x jest zmienną niezależną lub funkcją zmiennej nie
zależnej ; ztąd

x = dos y
zatem

lx — wst dy — — 11 — x2 dy
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więc
, dx dx

dy — — ---===,; czyli d. łuk dos x — — ----------- 
VI — x2 1 V1 — x2

znak pierwiastku jest ten sam, co znak wstawy odpowiada
jącej wartości zmiennej x, która tu jest dostawą.

3° ŁUK st x. Niech będzie

y =łuk st x

gdzie a jest zmienną niezależną lub funkcją zmiennej nie-
zależnej ; funkcja odwrotna

x = st y
daje

dz=-"=(1 4*dy
dos‘y ‘ 1•

ztąd

T dx dxCy--— czyli d.stx= -—j—-7 1 — x • 1 — xi

4° LUK dot. x. Niech będzie funkcja

y = łuk dotx

gdzie x jest zmienną niezależną lub funkcją zmiennej nie
zależnej ; funkcja odwrotna

x— doty
daje

dx = — —V = — (4 + 23) dywst1 y ‘729
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z ląd

dy = -443 czyl i d. luk dot « = —.5
5° ŁUK sie x. Niech będzie

y=łuk sie a 

gdzie x jest zmienną niezależną, lub funkcją zmiennój nie- 
zależnśj. Mamy

sie y = x 
a więc

dr = d. sie y = st y sie y. dy 
ztąd

r dx dxdy — —---- 7— — —— • ■ - 

sty/siey x vx‘— 4 • 
zważywszy że

sie y = r st y = __ __ 1 
otrzymamy

d łuk sie z — —"
x Vx2 — 1

6° ŁUK Dosie x. Niech będzie

y = łuk dosie x

gdzie x jest zmienną niezależną, lub funkcją zmiennej nie
zależnej. Mamy

dosie y = x
a zatem

dx = d. dosie y~ — dot y dosie y dy



ROZDZIAŁ IX

RÓŻNICZKOWANIE FUNKCYJ ZŁOZONYCH I NIEWYRAZNYCH

JEDNEJ ZMIENNEJ NIEZALEŻNEJ.

Różniczkowanie przez podstawienie. —Różniczkowanie częściowe. — Różnicz
kowanie funkcyj niewyraźnych. —Rugowanie stałej dowolnej. — Równania 
różniczkowe. — Równania jednoczesne. — Ćwiczenia.

168. Znając różniczki funkcyj prostych, za pomocą 
twierdzenia na różniczkowanie funkcyj funkcyj, z łatwo
ścią możemy różniczkować wszelkie funkcje znane, złożone 
z funkcyj zasadniczych, których otrzymaliśmy różniczki i 
pochodne. Najłatwiej jest postępowoć według jednego 
z dwóch następujących sposobów :

1. Różniczkowanie przez podstawienie.

169. Różniczkowanie za pomocą podstawienia polega na 
tein, że funkcję daną uważamy jako złożoną z kilku funkcyj 
prostszych, i otrzymujemy jej różniczkę wyrażoną przez 
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różniczki tych funkcyj prostszych. Każda z tych ostatnich 
funkcyj może być znów złożoną z kilku funkcyj jeszcze 
prostszych i różniczka jej wyrażoną przez różniczki tych 
ostatnich i t. d. aż ostatecznie działanie sprowadzonem zo- 
staje do różniczek funkcyj zasadniczych znanych, które 
podstawione w poprzednie i t. d. dadzą na wypadek różni- 
czkę funkcji danej, wyrażoną przez różniczkę zmiennej nie- 
zależnej, pomnożoną przez pewną funkcję zmiennćj niezale
żnej. Postępowanie to najlepiej objaśnić można na szczegól
nych przykładach:

I. Niech będzie funkcja

y — (ax + b^')"' — \Ja + ba + ca2

Załóżmy

ax — b,^ = u a + bx — cx2 == v 

wyrażenie dane staje się wielomianem algebraicznym

i 
y = um — v2 

którego różniczka [159] wyrażoną jest przez 

I  1 de 
dy — mum.1 du — — v idv= mum—1 du — 

2 2Vv

Lecz u i v są także wielomianami algebraicznemi, a 
więc :

du = adx + 3bx2dx = {a + 36.3) dx
dv = bdx — 2cxdx == {b — 2cx) dx
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podstawiając za u, v, du, dv, wartości, otrzymamy

dy = m (ax + ba)"—1 [a + 36.2) b — 2cx
2ya+ bx + ca

dx.

Zwykle działanie powyższe wykonywa się w następujący 
sposób:

d[(ag; + b^)”1 — Va+ba+cx‘] == d. (ax+bx3)r—d. Va+ba+cx2
= m {ax — ba3)m1 d {ax — bx^------ =====2 V a — bx-\- xcl

m (ax — bx^m~1 {a — 3ba2) b — 2cx
2 ya + bx — cx2_ dx

II. Niech będzie funkcja

y = 1. łuk wst Vx

(logarytm naturalny łuku którego wstawa jest równa Vx).
Załóżmy

łuk wst Vx — u

y = ]. u
ztąd

, du du = — • u

Załóżmy powtóre

Vx=v

w = łuk wst v
ztąd [167]

, do(U----------
V 1 — v2



318 ROZDZIAŁ IX.

Lecz

podstawiając, otrzymamy

czyli

du =

2x‘V1—x łuk wst VJ
dy —

Zwykle działanie powyższe wykonywa się w następujący 
sposób :

d(l.luk wst yx)=dluk wsty
łuk wst Vx

_ dvx
V1 — x łuk wst Vx

dx
2x2 Vi — x łuk wst Vx

_ x2 — ax+b
" (m — x)2 T 1. (m — x)

'dy=z (m—^^di^—ax+b)—(x2—ax-\-b)d{m—x)2
(m — x)*

d(m — x) 
m — x

(m — xf (2x — a) — 2 (x2 — ax —b) (m — x) , dx 
(m—xy m — x 

(m — x) (2x — a) + 2 (x2 — ax + b') — (m — x) 
— (m — x)3 

a2 — (a — 4m) x — m1 — am — 2b , 
—7 (— 701)3 CE 

III. Niech będzie do zróżniczkowania
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IV. Niech będzie do zróżniczkowania 

1 - b —a dos x 
y — , fuk dos j—7—;  • va2   62 ■ d-bdosE 

(b — a dos x\ 
1 (a -- b d os x) 

Vaf—62 /, (b-adosxy2 

a + b dos x) 
(a+b dosr)d(b—a dosr)—(h—a dosx)d(a+bdosx) 

/ b — a dos x\ 4Va2 — 62 (a—b dos xc)2 . 1 — ——7-------- i ‘ v 1--------- " \a —b dos a-/ 

a(a—b dos x) wst x — b{b-\-a dos x) wst x 4 
Va2 — b‘(a+bdosx) v(a— b dosx)2 — (b+adosx)2 

(a2 — 62) wst x-------------------- , 
V a2 — b2 (a — b dos x) y {a1 — 62) (1 — dos2 x) 

---------- (a2 — 62) wst x-------  
(a2—63) {a + b dos x) wst x 4 

dx 
a—b dos x

V. Niech będzie do zróżniczkowania funkcja

1 (x 16 + v a + bx2} 
otrzymamy :

d [1. (a VE + va + 6,25)1 = d(V+va+6z) 
x V b — V a + bx~ 

- d(a-\-bxi) - ^bx 
J b dx — —1 b — —. "  2 \Ja + ba? I 2va+ ba? J, 
x V b — V a — bx~ x V b -— V a — bx^ 

_ V6 1 
 7— dx . 
V a — ba2

W podobny sposób znajdziemy bez trudności różniczki
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następujące :

VI. d. wst (a — bx-\-cx^ = dos (a—ba—cx2) d. (a+ba—cx2) 
= {b + 2cx) dos (a + bx + cx?) dx;

7 CSC 7 a b adxv II. d. luk wst 7 SC — —- — ----- 
b i /, a? , V 62— axc2

V 1—82 44
— dA.x dxVIII. d.\A.x = —.--------= —1—;1. X X 1. X

i w ogólności, oznaczając przez skrócenie

1.1. x =l,x , 1.1. la = 1, x , ... 1.1.1.1 ... x = 1„x

otrzymamy z łatwością

d]nx— —" x
_____ dx
lx 1,x 13^ ... In—x

IX. d(e“)= e-" d. xn = na"—le-" dx;

X. d.amx" = ar" d.mxn 1.a = mnxn~1 amxn 1 .a dx ;

XI. d (e*2 stax) = st axder*+ exid st ax

. = I Q.e-% stcix + I dx;
‘ dos‘ax_1

XII. d[łuk st (a st bx)] (łuk, którego styczna równa jest a 
pomnożonemu przez styczną bx) 

d. bx 
d^^bx ■ a dos2bx 

1+a st2 bx 1 + a” st2 bx 
ab dx

dos2 bx — a1 wst2 bx ’

XIII. d . e luk wslx = e luk wst* dłuk wsi x =
V1 — 23
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Funkcje złożone zfunkcyj wykładniczych można z łatwo
ścią różniczkować biorąc logarytm ; tak np, niech będzie :

1.6
XIV. y=x(wstr).

gdzie wykładnikiem x jest wstawa x podniesiona do po
tęgi równej logarytmowi x. Biorąc logarytm, otrzymamy

1. =(wstx)l* X 1.a

biorąc jeszcze raz logarytm

1.1. y=l.x X 1.(wst x)+1.lx

a więc, różniczkując obie strony tego równania

. dxyi=ls X d.1 (wsta) + 1 (wstr)xd(1.4) + xl. 
d(wstx) ... .  , l(wstx) X wst C —

l(wst x)

dx , clx

1

a ztąd 

la
dy = x (wst*) X (wstx)1r X1. x

, , l(wste) . 1 I ,
loadote------ ------dxr

lecz sposób ten nie będzie ogólnym, dopóki nie określimy 
logarytmów ilości odjemnych i nie udowodnimy ich wła- 
sności. W powyższym przykładzie tak x jak wst x mogą 
przybierać wartości odjemne, a wtedy nic wiemy co rozu
mieć należy pod 1. x lub 1. (wst x).

21
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2° Różniczkowanie częściowe.

170. Niech będzie funkcja cięgła

(i) y=F (u,v)

dwóch funkcyj ciągłych u i o zmiennej niezależnej x :

(2) U = P (x) v=!(x)

Uważając F(u, v) jako funkcję zmiennych u i v (jako wy
padek pewnych działań dokonanych na u i v) bez względu 
na sposób w jaki u i v zależę od x, to jest bez względu na 
(2), nadajmy zmiennej u przyrostek nieskończenie mały 
Au, nie zmieniajęc v i nazwij my przez skrócenie Fu(u, v) 
wyrażenie określone równaniem :

F(u+Au, v) — F(u, v) 
(3) FM(u,v) = gr  Au  

W podobny sposób, gdybyśmy nie zmieniajęc u nadali 
zmiennej v przyrostek nieskończenie mały Av, otrzymali
byśmy wyrażenie :

F(u, V — Av)—F (u,r) (4) f; (w, ") = gr —  Au i 

F, (w, v) i Fu {u, v) sę w ogólności oznaczonemi funk
cjami u i v, bośmy przypuścili że F(u, v) jest funkcję cią- 
głę zmiennych u, v.

W rzeczywistości, nic możemy zmieniać u, a pozo
stawić v niezmiennem, lub przeciwnie : bo zmieniajęc 'u 
zmieniamy x od którego u zależy na mocy (2), a zmienia
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jąc x zmieniamy v, lub przeciwnie. Wyrażenia (3) i (4) 

określają nam tylko pewne działania dokonane na funkcji 
danój (i), uważanej również jako wypadek działań na u i v, 
bez względu na zależności określone równaniami (2). Wyra
żenia te F.(u, v) i Fu(u, v) nazywamy pochodnemi cześcio- 
wemi funkcji (i) : pierwsze względem w, drugie względem 
v; a działanie za pomocą którego otrzymaliśmy te wyraże
nia, różniczkowanipm częśtiowem, dla podobieństwa z pocho
dnemi zwyczajnemi i różniczkowaniem zwyczajnóm. W rze
czy samej, gdyby v było stałem, pochodna funkcji (1) 
względem u, byłaby równą Fu(u, v); gdyby u było stałem 
pochodna funkcji (1) względem v byłaby równą F(u, w). 
W rzeczywistości, pochodna ta, którą dla odróżnienia nazy
wać będziemy niekiedy pochodną zupełna^ różna jest tak od 
jednej jak od drugiej pochodnej częściowśj. I tak chcąc na- 
przykład otrzymać pochodną zupełną funkcji y wzglę
dem w, należałoby wyrugowawszy x z dwóch równań (2), 
otrzymać v w funkcji u, podstawić za v tak otrzymaną 
wartość w (i) i różniczkować zwykłym sposobem : wypa
dek otrzymany byłby widocznie różnym od (3). To samo 
00 do pochodnej zupełnej funkcji y względem v. Przypu
szczamy że x nie wchodzi wyraźnie w równanie (i). Po
chodna zaś zupełna funkcji y względem zmiennej niezależ- 
nćj x, byłaby

dy  F (u— Au,v+Av)—F(u, v).
dx 8r Ax

gdzie Au i Av, nie oznaczałyby już przyrostków jakichkol
wiek zmiennych u i v, lecz przyrostki “odpowiednie przy
rostkowi Ax zmiennćj niezależnej.

171. Z równań (3) i (4) otrzymać możemy

(5)

(6)
F [u + Am, v) — F (m, v) = [F‘u (u, v) — a] Am 
F(u,v+ Av) — F (u, v) = [F‘. (u, •) + 8] Av 
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gdzie a zdąża do zera wraz z Au, 3 wraz z Av uważając 
ciągle Au, Av jako przyrostki nieskończenie małe nadane 
zmiennym u i v.

Ponieważ F(u, v) a zatem i F(u, v — Av) jest funkcją 
ciągłą u, więc nadając zmiennej u w (6) przyrostek Au, 
niezależnie od Av, wyrażenie to zmieni się o nieskończenie 
małą wraz z Au, którą łącząc z nieskończenie małą 3 i na- 
zywając ich snmmę 3‘ otrzymamy

(7) F (u+Au, v+Av) — F (u+Au, v) = [F, (u+Au, v)+P]Av

gdzie [i' dąży do zera wraz z Au i Av zależąc od obu tych 
przyrostków.

Dodając równania (5) i (7) otrzymamy

(8) F (u + Au, v + Av) — F (u, v) = [Fu (w, v+a] Au

+ [F. (u + Au, v) + P] Av

Przyrostki Au i Av uważaliśmy dotąd jakiemikolwiek; 
możemy więc założyć że Au i Av są przyrostkami funkcyj 
u i v danych przez (2), odpowiedniemi przyrostkowi Ax 
zmiennej niezależnej; dzieląc (8) przez Ax, otrzymamy

F(u — Au, v — Av) — F(u, v) , — Au 
0) - ------------ Ar--------------=F"")“Ac

+[F(u+Au,v)+8]A

gdy Ax zdąża do zera, Au, Av zdążają także do zera, a 
więc a i 3‘ zdążają również do zora : pierwsza strona ró
wnania (9) zdąża do d‘ pochodnej zupełnej funkcji () 
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względem zmiennej niezależnej x; więc w granicy :

F (u — Au, v — Av) — F (u, v)_ dy
8 Aa da

Au du Av dv6 As=dr 6A=dr 6T"=0 5==0 5A"=0"

czyli
dii , . du . _ , ,dv 

pochodna funkcji złożonej z dwóch funkcyj, równa się summie 
iloczynów pochodnych częściowych iczględem każdej z funkcyj 
składających, przez pochodną odpowiedniej funkcji składającej 
luzgledem zmiennej niezależnej.

Różniczkę funkcji złożonej otrzymamy mnożąc przez dw

(11) dy = F‘u {u, v) du — F. {u, v) dv 

gdzie Fu(u, r^du, Fv(u, v)du są różniczkami funkcji danej 
otrzymanemi uważając kolejno jedną z funkcyj składających 
za stałą.

Pochodne częściowe oznaczać będziemy w następujący 
sposób :

3 F(u,v) 3y 
F ‘u (u, v) = —  = —

3 F {u, v) 31/

mamy zatem

, Ży , । Ży ,(12) di/ — — du — — do 177 ‘0 00

lic razy używać będziemy znaku 3 uważać będziemy, że
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różniczkując funkcję złożoną uważamy jednę tylko funkcję 
składającą za zmienną, inne za stałe (*).

• 00 1 •

gdzie yy wyraża różniczkę częściową funkcyj y, w której

(*) Większa część autorów, szczególniej francuzkich, używa jednego znaku d tak 
dla oznaczenia różniczkowania zupełnego, jak i różniczkowania częściowego, pozo- 
stawiając czytelnikowi do rozróżnienia dwóch tych działań z ciągu rachunku.

Iloczyny % du> 30 du, pochodnśj częściowój, względem 

jednej ze zmiennych u, v, przez różniczkę tejże zmiennćj, 
nazywami różniczkami częściowemi.

172. Twierdzenie zawarte w równaniu (12) rozciągnąć 
można z łatwością do funkcyj złożonych z ilukolwiek funk- 
cyj. Niech będzie funkcja

J=F (u, V, w ... z)

gdzie w, w, w... z są funkcjami zmiennej niezależnej x. 
Przypuśćmy żeśmy podstawili za v, w... z wartości tych 
funkcyj wyrażone przez x; będziemy mieli

dy=3 du+%y

gdzie ^i/ wyraża różniczkę częściową funkcji y wziętą 
uważając u za stałą a v, w... zza zmienne. Aby otrzy
mać tę różniczkę, będziemy uważać ciągle u za stałe, po- 
zostawiemy v zmiennem i zastąpiemy w.. .z przez wartość 
ich w funkcji x ; otrzymamy
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uważamy u i v za stałe a w... z za zmienne. Postępując 
tak dalej, otrzymamy

(13) du-ld—%du — ...+‘dz
’ *du00 ‘ dw 1 0z

gdzie 3,7 3,7 300 •.. 327 wyrażają pochodne częściowe,

Ży , Ży , • , funkcji y względem u, v, w... z\ czyli Jadu, 3, d", 52dti

-. 75 dz różniczki funkcji y otrzymane, uważając kolej

no jedną z funkcji w, v, w.. .z za zmienną, a pozostałe za 
stałe. Możemy więc wysłowić :

Twierdzenie. Różniczka funkcji złożonój zilukolwiek funk- 
cyj jednej zmiennej niezależnej, równa się summie różniczek 
częściowych otrzymanych, uważajac kolejno jedną z funkcyj 
składających jako zmienne, pozostające jako stałe,

173. W wyrażeniu (13) różniczki dy funkcji złożonej, 
zmienna niezależna a wcale się nie znajduje wyraźnie. Bio- 
rąc pochodnę, dość jest podzielić różniczkę tę (13) przez ró
żniczkę dc zmiennój niezależnej [139] :

dy_ Ży du Ży do ^ydw y dz
(14) dx du dx T 20 dx ‘ w dx T **ozdx

Lecz wyrażenie (13) jest ogólnicjszćm, bo zamiast zmień - 
nej niezależnej x możemy z łatwością podstawić inną 
zmienną niezależną naprzykład t; tak jeżeli

x = f(t}

zastąpić możemy wszędzie x przez t w funkcjach u, v, w...z,
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a zawsze mieć będziemy równanie (13), z którego otrzy
mamy

dy Ży du Ży do Ży dw Ży dz 
dt bu dt T 3 dl T bw dl T ‘' ‘ T 3z dt

174. Przypuściliśmy powyżej że funkcja y jest funkcja 
złożoną z funkcyj u, v, w... zmiennej niezależnej x, lecz 
że zmienna niezależna x nie wchodzi wyraźnie w skład tej 
funkcji. Lecz gdyby zmienna ta wchodziła nawet wyraźnie 
w skład funkcji y np. gdybyśmy mieli

y =F(u, v, x)

wzór ogólny (13) nie przedstawia wyjątku; dość jest założyć 
jedną z funkcyj składających równą samćj zmiennej nieza- 
leżnćj, co nam da

Ży ^y ^y dy — — du — — dw — — dw• du 1.00 1 Ox

gdzie 37du naprzykład wyraża różniczkę częściową funk

cji y otrzymaną uważając tylko u za zmienną, a v i a 

wchodzące wyraźnie za stałe, zas 32 dx wyraża różniczkę 

częściową funkcji y otrzymaną uważając x za zmienną, 
ale tylko x wchodzące wyraźnie; u i v jakkolwiek zależące 
od x w rzeczywistości mają być uważane jako stałe przy 
tworzeniu pochodnej częściowej. Powiedzieliśmy już wyżej 
że różniczkowanie częściowe wyraża tylko pewne działanie, 

a pochodna częściowa, jak 37 wypadek tego działania, ró

żny, tak co wyrażenia, jak i własności, od pochodnej całej
dy
dx Następujące przykłady najlepiej to objaśnią :
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PRZYKŁAD i. Niech będzie

y-au- + b yv

gdzie
u = I. x v = wst x

Mamy

^ = 2au uważając V jako stałe; zatem 13 ~ =0

3v = 215 uważając u jako stałe, zatem dv = o 

a więc

dy = 2audu -I------— 
2 Vv 

lecz

du — — dv = dos x dx x
podstawiając, otrzymamy

dy = 2a 1.a
x

b dos x
2 Vwst a_

dx

cobyśmy również wprost otrzymać mogli: jakoż

y = a [1. a] 2 + b V wst x
a zatem [169]

, _ j bd(wstx) 2al.x , b dos x “I , dy=2a\.xd(1.x) — —— = .—   dx
2 Vwsta L “ 2 Vwst a_

PRZYKŁAD u. Niech będzie

y = ux? — v‘x
gdzie

u = wst x v = dos x
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Mamy

9%=q uważając tak v jak i a wyraźnie wchodzące 

jako stałe
0 1 = 2vx uważając tak u jak i x wyraźnie wchodzące • 

jako stałe
5 = 2ux + i2 uważając u i v jako stałe, samo tylko x 

wyraźnie wchodzące jako zmienne 

a zatem wzór (13) da nam

dy = x2du+ 2vx dv + {2ux + v2) dx 
lecz

du = dos x dx dv — — wst x dx 
podstawiając

dy = (x2 dos x — 2x dos x wst x+2x wst x — dos2 x) dx

cobyśmy wprost otrzymali; bo

y =x wst x + x dos2 x

a zatem różniczkując [169]

dy = x^d (wst x) — wst x d (x2) — x d (dos2 x) — dos2 x dx 
= [x2 dos x — 2x wst x — 2x dos x wst x — dos2 x] dx.

17 5. W ogóle, zamiast różniczkowania częściowego 
funkcji złożonej kilku funkcyj jednej zmiennej niezależnej, 
moglibyśmy zawsze użyć różniczkowania zwyczajnego, 
podstawiając za funkcje składające wartości tych funkcyj 
wyrażnoych przez zmienną niezależną. Lecz często łatwiej 
jest postępować odwrotnie, to jest wprowadzić w funkcję 
daną nowe funkcje zastępujące wyrażenia złożone, aby 
w ten sposób zastąpić jedno działanie złożone, przez kilka 
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działań prostszych, jak to zobaczymy na następujących 
przykładach :

III. Niech będzie do zróżniczkowania funkcja

y = (ax — lx3)"V a + 6a — cac2

załóżmy jak powyżej [169]

otrzymamy
ax + ba3 — u a — ba — cac~ = v

a zatem
, by, , Ży T dy — — au — — do o u ‘ 0v

stanie się

, , 13, , dv dy — mami du — — v~^dv === mu^^du — ----- 
2 2Vv 

du == (a — 36x2) dx dv = (b — 2cx) da 

więc podstawiając

} I - 6) ~ 

m(ax+bas)n—(a+3bx2)— — = —2
2 V u — bx — cx2

da

Widzimy że nawet przebieg rachunku jest ten sam w tym przykła
dzie, czy postępujemy pierwszym sposobem [169], czy drugim. 

IV. Niech będzie do zróżniczkowania funkcja

,=Vl+r+11 -a 
V i + x — v i — ®

Załóżmy

V4 + x = n V1—a=v 
u — v 

y —  u — V
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a zatem

dy _ (u — v) — (u + v) r , (u — v)-(u—v)
(u — v)2 “"T (u — v)2 ^

Ułamek "EP różniczkujemy naprzód uważając v jako stalą, i 

mnożemy przez du, następnie uważając u jako stalą, i mnożemy 
przez dv. Upraszczając, otrzymamy

T — 2v du — 2u dv"=—(u-7)
dx -- dx

a podstawiając di =.—, - — do =—,.....-
h 2 V1+a 2V1—x

i wykonywając

działanie, otrzymamy

dx
V 4 — a? (1 — V 1 — x3)

V. W pewnych razach jesteśmy nieledwie zmuszeni użyć wyłą
cznie różniczkowania częściowego. Aby zróżniczkować naprzykład 
funkcję

y = x%
uważajmy naprzód funkcję

y=u

która da nam wedle wzoru (13)

dy = vu-1 du + u L. u dv .

(zwazywszy ze — == vu‘—1 - = u" I.u)OU OD

a podstawiając u = v — x otrzymamy
d.xx = (x.xz-1 + x* 1.x) dx
dxx = xx (i + 1.x) dx
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Pochodna

a =“l+1.61
jest dodatni (przypuszczając x dodatnem) dla wszelkich wartości x 
większych od jedności, lub nawet mniejszych od jedności, lecz wię-

4
kszych od - ; jest odjemną dla wszelkich wartości x zawartych mię-

1 1
dzy zerem a - . Gdy więc x zwiększa się od 0 do - funkcja x2 się

A
zmniejsza [144; gdy x zwiększa się od - do co funkcja się zwiększa. 

Najmniejsza wartość jaką x" przybrać może dla x dodatnego, odpo
wiada więc wartości

A A x
x — - dla której 1 — 1.x — 0 , — ===

Wartość ta jest

o‘-t

VI. Aby zróżniczkować funkcję

y — x wstz 

załóżmy
wst x ~ u y = xu

a więc

dy = uxu~* dx + a"l.c du

a że du = dosa dx,

więc dy = [xwstz-1 wst x — awst" dos x. I. x]dx 

czyli
, , [ wst x . , , 1 ,dy = owst" I —a---- F dosc.I.c dx
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VII. Niech będzie funkcja

. 1J — C‘— Ya
Zakładając

y —Uv
otrzymamy jak powyżej

dy == vu‘-1 du — u 1 .u dv 
podstawiając

{ , dx u = x v = - du — dx dv = : x x2 
otrzymamy

/ 1_, 1 \
, I xx x”1.x a da 
d=a—«*)

czyli

da)=x= 2 (4 —l.x )dx
Pochodna

funkcji a" jest dodatną (przypuszczając x dodatnem) gdy 1.x < I 
czyli x<e: odjemną, gdy x>e; wnosimy ztąd [144], że funkcja

1
x" zwiększa się, gdy x się zwiększa, jeżeli x <e, a zmniejsza się

1
gdy x się zwiększa, jeżeli a>e : największa wartość funkcji x^

1 
odpowiada wartości x = e, jest więc ee; jakoż
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Różniczkozvanie funkcyj niewyraźnych.

176. Funkcja niewyraźna jednej zmiennej niezależnej 
może być daną albo przez jedno równanie o dwóch zmien
nych

f(r, y)=0

z którego wyciągnąwszy wartość na y wyrażone przez x, 
możnaby uczynić y funkcją wyraźna zmiennej niezależnej 
x; albo w ogólności przez n równań

f i (x, , x, , a, , ... xn , En) 
f(x, , «, , x, , ... En , Zna 

/ (x, , a, , x, , • • ■ ^n , Tnu)

=0 
=0 
=0

fn (a । , «, , Ta , ... Wn , an) ---0

pomiędzy n + 1 zmiennemi x, xv x,...2n41, z których 
można wyrugować n — 1 zmiennych i otrzymać jedną 
z nich, naprzykład En4 wyrażoną przez jedną z pozostałych 
np. E,: to jest uczynić Tn41 funkcją wyraźną zmiennej nie
zależnej xv W jednym i w drugim razie możnaby więc roz- 
wiązując równania funkcję niewyraźna uczynić wyraźną i róż
niczkować według powyższych prawideł; lecz można także 
otrzymać różniczki funkcyj nie rozwiązując równań, co jest 
tem dogodniej, że równania szczególniej przestępne nie 
dają się zwykle z łatwością rozwiązać.

177. Uwaga. Równanie

1) /(x,v)==0

w ogólności nie wyznacza ściśle y jako funkcji zmiennej 
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niezależnej x : bo związek wyrażony przez to równanie 
może być tego rodzaju, że jednej i tej samej wartości x od
powiada kilka wartości y. Naprzykład, jeżeli (1) jest rów
naniem algebraicznem 2go stopnia, każdej wartości x od- 
powiadaja dwie wartości y, które zarówno mogą być uwa
żane jako funkcje x. Aby funkcja y była ściśle określoną 
przez równanie (1), należy dodać pewno warunki, zależne 
od gatunku związku (i) : np. w razie równania 2go stopnia, 
jeżeli oprócz związku (i) damy pewną wartość szczególną 
y0 odpowiadającą wartości szczególnej x, zmiennej nieza
leżnej, wraz z warunkiem że zmienne począwszy od tych 
wartości szczególnych, zmieniać się mają w sposób ciągły, 
wiemy już przez to któryż pierwiastków równania (i) uwa- 
żać należy za określający funkcjo y. Dwa te pierwiastki 
różnią się w ogóle o ilość skończoną; funkcja y zmieniając 
się w sposób ciągły, nie może przejść z jednego w drugi, 
byleby wszakże x zmieniało się pomiędzy granicami, po
między którcmi dwa pierwiastki nie stają się równemi : bo 
dlawartości x dla której pierwiastki byłyby równemi, znów 
zachodziła by wątpliwość, który z dwóch pierwiastków 
uważać należy. Przypadki te rozbierzemy w dalszym 
ciągu : na teraz przypuścimy, że do związku (1) dodano 
zostają warunki określające ściśle y jako funkcję x : np. 
wrazić równania 2go stopnia że pierwiastek ma być bra
nym zawsze ze znakiem —, lub zawsze ze znakiem — .

178. Weźmy zatem pod uwagę funkcję daną przez ró- 
wnanie f(x, y) = 0 pomiędzy dwiema zmiennemi x i y. 
Równanie to dajc nam y jako funkcję x^ więc

t (x, y)

może być uważane jako funkcja złożona, a różniczka jćj
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będzie [171]

A0s=2Ltz”l4e+2ugz,”1,.

co zwykle przez skrócenie piszemy

‘ ox dy

a że f{x, y) jest stałą, to jest równą zeru, jćj różniczka zu
pełna df jest równą 0, czyli

-— dx — — dy — 0

równanie, które daje nam różniczkę

d=- ^dx]

lub pochodnę

dy  Żx
dx of

by

funkcji y względem zmiennej niezależnej x.

Przykład i. Niech będzie

a?y* + 6322 — a?b2 = 0
otrzymamy

2/ = 26% ‘ = ^y

22



338 ROZDZIAŁ IX.

a zatem 

f 
dy Żx b2x 
dx f = aiy

Ten sam wypadek otrzymalibyśmy rozwiązując równanie

(^y^ + b2x2 — a2b2 = 0

co do y, przez co y będzie funkcję wyraźną zmiennej niezależnej x

J==zva—a2

i różniczkując

dy — ± b — ad^
— b d (a2 — xi} x2 == ±   -—- 

02 Va2 — x2
b. — 2xdx bx 

— - X , — F , — 
d 2 Va2 — x2 a \a2 — xc2 

czyli 
dy___ bx 
da 1 a ya2—aa

62x . 
wypadek równy poprzedzającemu — aay’ podstawiając w tym ostatnim 

wartość y = ± 2 Ja- — a3. Otrzymujemy w ten sposób dwie pochod

ne równe i znaków przeciwnych, odpowiadające dwóm funkcjom za
wartym w równaniu danem.

Przykład n. Niech będzie funkcja niewyraźna

y‘— x = W

y jest funkcją x, choć funkcji tej nie umiemy uczynić wyraźną : ró-
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żniczkę jej znajdujemy jednak z łatwością, bo

of 
Żx 
)f 
^y

==yl.y — yxv

= xy"-1 — xvl.x

a więc

y*1.y — yxvl g.
y xy”-1—avl.a"

a że yx = xv więc

- y2 — xyl.y - 
dy = •,------- •17 dx •x2 — xy[.x

180. Zanim przejdziemy do przypadku ogólnego, weźmy 
jeszcze pod uwagę dwa równania

( f^^y^}=^
t ( F(x,y,2)==0

pomiędzy trzema zmiennemi x, y, z. Ponieważ jedna 
z tych zmiennych, naprzykład y^ możemy wyrugować,otrzy
mując jćj wartość z drugiego równania i podstawiając 
w pierwsze, które da nam w takim razie z wyrażone przez 
x; ponieważ moglibyśmy również wyrugowawszy z, otrzy
mać y wyrażone przez samo x : więc układ (1) przedsta
wia nam jedną tylko zmiennę niezależną np. x i dwie funk
cje tej zmiennej niezależnej y i z. Uważając funkcje /'iF 
ako funkcje złożone, prawidło [172] da nam, zakładając 

różniczki zupełne funkcyj tych stałych, bo równych zeru, 
równemi zeru :

(2)
3 dx — 2 dy - 2 dz = O
Ox dy • 1 0z

F JF JF— dx — — dy-Y — dz =0 ox dy 0s
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Rozwiązując 
mamy :

()

dwa równania (2) co do dy^ dz, otrzy-

f F fF

"Fr dx
’ Dz Dy Dy Dz
] 2f F F
/ 1 DyD.y~D.cDy J
GEJE F "

Dz Dy Dy Dz

f of ^f )F )F ’ ^F 
a że pochodne częściowe bx‘ by’ 32‘ 3a‘ y‘ 3z‘"

łatwością otrzymać możemy z równań (1), więc wartości 
(3) wyznaczają nam zupełnie różniczki i pochodne funkcyj 
y i z względem zmiennej niezależnej x, przyczśm nie po
trzebujemy rozwiązywać równań (1).

Przykład i. Niech będą dwa równania

x2-\-y^-\-z2=72 
ax-[-by-\-cz=p

pomiędzy zmiennemi x, y, z, i stałemi a, b, c, r, p.
Równania (2) stają się tu :

xdx — ydy — zdz = 0
adx + bdy — cdz = 0

dzieląc pierwsze przez 2 po zróżniczkowaniu; a więc

dx _ dy _ dz 
cy — bz ~ az — cx~ bx — ay

co nam daje dy i dz wyrażone przez dx, czyli różniczki i pochodne 
funkcyj y i z względem zmiennej niezależnej x.
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To samo byśmy otrzymali rugując y, to jest podstawiając wartość

p — ax — €Z

z drugiego równania danego, w pierwsze :

, fp — ax — cz\^ . , ,+ (----- a------) + z = r

wyciągając z tego równania wartość na z wyrażoną przez x, i różnicz
kując tę funkcję z jako funkcję wyraźną zmiennej x. Tak samo postę
pując względem y, otrzymalibyśmy y jako funkcję wyraźną x, a ró
żniczkując, pochodnę y względem x; co jak widzimy wymagałoby 
daleko mozolniejszego rachunku.

Przykład ii. Niech będą dwa równania.

e- + ev + e= = a 
wst x — 1. y — luk st z = b

pomiędzy trzema zmiennemi x, y, z, i stałemi a, b. Tak z jak y 
możemy uważać jako funkcje zmiennej niezależnej x, choć funkcyj 
tych wyraźnemi uczynić nie umiemy; równania (2) staną się

exdx — eydy + e^dz = 0
. , । dy . dz _ dos x dx — — — —-—; = 0 1 y 1 1 — z2

a zatem rozwiązując co do dy, dz otrzymamy 

dx dy dz 
ey e” , j ex ex . j —:—  €3 dos x — —-—, ev dos x 1+22 y 1+22 y 

. dy dz e .co nam daje różniczki dy, dz lub pochodne —» — lunkcyjyiz 

względem zmiennej niezależnej x, wyrażone przez x, y, i z.
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181. Przejdźmy nakoniec do przypadku ogólnego. Niech 
będzie n równań

(1)

f^^ 
f (-, , 
A (x,,

*2 ) 

x, ,

E3 • • • ^n , 
x, . . . Xn , 
x, • • • Tn ,

In.+1) -- 0
J,u) = 0
xn.) --- 0

fn (x, , T2 , T, En41) — o

pomiędzy n—1 zmiennemi. Możemy, rozwiązując te rów- 
nania, wyrazić kolejno każdą z n zmiennych np. xv x,. .. 
xn + i przez jedną z nich: xv Układ (1) przedstawia nam 
więc n funkcyj x,, x,. . .xn + i jednej zmiennej niezależnej 
np. x,. Uważając więc funkcje fi, f^ f^... fn jako funk
cje złożone, różniczkując według prawidła [172] i zakłada
jąc różniczki te funkcyj równych 0 , równemi 0 ,otrzy- 
mamy:

(2)

| 3; dr, + %, de, + %£ de, + • • ’ 

+ 3 de, +- / dr., = 0 

f, , 3f, 2f, , 
or, dxi + ar, dx^ + Sr, dra + • • ■

— — dxn — .— dxn^ = 0

< ^dx i 
x,"Tx,"Tx,"aT ••• 

+ 3 da, + / dxn+i = 0 
‘*n 0Un+1

5, dr + ardrafFar, dr, + ■ • •

+ ^Xn dXn + on dXn+^ = 0
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Równania te stopnia Ago w liczbie n pomiędzy n — 1 nie- 
znanemi : dx,, dxv dx3... dxn, dxn + 1, wyznaczają nam 
w ogólności n z tych nieznanych różniczek funkcyj, przez 
jedną z nich uważaną jako różniczkę zmiennój^niezależnćj. 
Za zmiennę niezależną możemy przyjąć którąkolwiek ze 
zmiennych xv xv xa... xn^ xn + l, nie zmieniając układu 
(2) : pozostałe będą jej funkcjami. Spółczynniki $4, 3h 

¥1 ‘ 
...—» < .. .< .. .5.. .<  ... otrzymamy złatwo- 

0En 0n+1 0E, 01 0En+1 J J 
ścią z równań (i). Działanie za pomocą którego z układu (1) 
otrzymujemy układ (2), nazywamy różniczkowaniem rów
nań (i).

Nie wypisujemy tu wartości tych n nieznanych, które 
z równań (2) otrzymać możemy; dość jest powiedzieć że 
ogólna teorja n równań algebraicznych Igo stopnia o n 
nieznanych stosuje się do układu (2) : do niej więc odsyła- 
mi wraz z niemożebnościami i niewyznaczeniami jakie się 
przy tem rozwiązaniu w szczególnych razach przytrafić 
mogą.

Rugowanie stałej dowolnej. Równania 
różniczkowe.

182. Równanie dane i równanie otrzymane przez różni
czkowanie danego, przedstawiają układ dwóch równań, 
z których zwykłym sposobem algebraicznym można wyru
gować jedną ze stałych : równanie tak otrzymane zawiera
jące zmiennę niezależną, jej funkcję, różniczki, lub pocho- 
chodnę funkcji, lecz nie zawierające wyrugowanej stałej, 
nazywamy równaniem różniczkowem. Stałą wyrugowaną na
zywamy stałą doiuolną, bo jakąkolwiek nadamy jej wartość 
niezależnie od zmiennych uważanych w równaniu danem, 
równanie różniczkowe będzie zawsze to samo.
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Niech będzie równanie dane

(i) f(x, y, C) = 0

pomiędzy zmiennemi x i y i stałą C. W tem równaniu je
dna ze zmiennych np. y jest funkcją drugiej x, którą mo
glibyśmy uczynić wyraźną rozwiązując równanie co do y : 
stałą zaś G uważamy jakąkolwiek, byleby niezależną od 
x iy.

Różniczkując to równanie, otrzymamy

(2) ?ldt—%4=0 lub 3/434=0
0 ox dy” ox dy dx 

równanie zawierające stałą G pod znakiem funkcyjnym f, 
który piszemy przez skrócenie zamiast f(x, y, C).

Wyciągając wartość na stałą 0 z jednego z dwóch rów
nań (i) lub (2), i podstawiając w drugie, (lub rugując C 
pomiędzy (4) i (2) w inny jakikolwickbądź sposób) otrzy
mamy równanie kształtu

(3) F(e, », e)=0
które nazywamy równaniem różniczkowem równania (t)go. 
Równanie (1) nazywamy niekiedy równaniem pierwotnćm 
lub całkowem równania (3)go. Równanie pierwotne równa
nia różniczkowego zawiera w ogólności pewną stałą G nie 
znajdującą się w tem ostatnićm, stała ta dowolna może być 
jakąkolwiek, byle nie zależała od x i y, bo zawsze wyrugo
wawszy ją, otrzymamy to samo równanie różniczkowe (3).

PRZYKŁAD i. Niech będzie równanie

(1) y2 = 2px
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różniczkując, otrzymamy

(2)

a podstawiając P= otrzymamy

dy
Ja = P

równanie różniczkowe równania (1).
Jeżeli równanie (1) uważać będziemy jako równanie paraboli odnie

sionej do osi, lub średnicy i stycznej, równanie (3) zawiera własność 
że styczna przecina oś odciętych w odległości od spodka rzędnej ró
wnej podwójnej odciętej (podstyczna równa podwójnej odciętej) [141], 
a to bez względu na parametr p, któren wyrugowaliśmy. Styczne do 
wszystkich paraboli mających wspólne osie a różniących się tylko pa
rametrem, poprowadzone przez punkta odpowiadające jednej i tej sa
mej odciętej, przetną się więc wszystkie w jednym punkcie na osi 
odciętych.

Przykład ii. Niech będzie równanie

(1) a‘y?+b%2 == a%b?

Różniczkując otrzymamy [179] 

%=2‘« 3=9, 
a zatem

(2) 637—2, “ — 0 
ax 

a podstawiając wartość 

h_ a‘y?
u2 — xi
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otrzymaną z równania (1) w równanie (2), otrzymamy

czyli

(3)

równanie różniczkowe (l)go.
Jeżeli równanie (1) uważać będziemy jako przedstawiające ellipsę, 

równanie hyperboli otrzymalibyśmy podstawiając w (1) za b2 war
tość — b2: lecz przy rugowaniu b2 czy — b2 zawsze otrzymujemy 
toż samo równanie różniczkowe (3). Równanie to jest więc wspólnem 
równaniem różniczkowem ellipsy i hyperboli, bo nie zawiera różnią
cych je stałej b2 lub — 62. Własności otrzymane z tego równania, są 
wspólnemi własnościami jednej i drugiej z tych krzywych.

Uwaga. W ogóle równanie różniczkowe wyraża własność 
ogólniejszą niż równanie pierwotne, bo pierwsze odpowiada 
całemu układowi drugich różniących się różnemi wartościa
mi pewnej stałej, wyrugowanej w równaniu różniczkowem.

183. Równania jednoczesne. Niech będzie układ n 
równań

En , En , G, , C,, c, • • • C„) — 0
En En+1 , C, > C2, c, • • • c„) — 0

92‘ 
x, ,

fi(E, 
f,(x.

3 9

3 ,
(1)

h (x, , x, , T, , • • • En 5 En41 » c,, c, c... c„) - - 0 

pomiędzy n+1 zmiennemi T, &,, x,... En, Enu (z któ
rych jedną np. x, możemy uważać za zmiennę niezależną, 
a pozostałe n jak : x,. . .En, En+ 1 za n funkcyj tej zmien- 
nćj niezależnej) i n stałemi dowolnemi C,, c^... cn. Różni
czkując układ (t) podług znanego prawidła [181], otrzy
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mamy:

| 31 _ f dr, _ f dx,__ 
dx, ' da, dx, T dx, dx, T ’' •

+ 01 X de, of dz nu_ o 
oan”dx, dan41 dx,

24 ) dr,_ )dr,_i 
da, T da, dx, U x, dx. Ter*

42) ( i )/, dr, i •/, dz.Eo
T da, dx, T OAn. da.

^fn ■ ^fn da, , ^fn dar , 

02, T dx, dx, ' Żx, dx, T ‘ ‘ ‘ 

। 3/h da, । ofn don.,  0
T ^xn dx{ T 0an.1 dxx

n równań, w [których stałe dowolne c^cv...cn znajdują 
się pod znakami funkcyjnemi fv f^... f. Rugując n sta
łych cn €,, c„...Cn, z 2n równań (1) i (2) (np. wyciągając 
ich wartości z (1) i podstawiając w (2)) otrzymamy na wy
padek w ogólności n równań kształtu :

(3).

Fi Fi , E, , E, 

F, (x, , x, , x.

• . Tn, Tn.+4 ,
dx, dx3 
dx^ dx^
dx^

En+1 da,’
dx^ 
dx^

dxn dna)___ 0 
dx^ dx. /
dxn don, 
dxi dxl , = 0

F n ( x 1 , T, , T3 • • • Tn
dx^ dx% dxn dxn+\_  

En+1 ’ dx^ dx^ dx^ dxv ! 

pomiędzy n — 1 zmiennemi i ich różniczkami lub pochod- 
nemi, w które równania nie wchodzą już stałe c,, c,, .. ,en, 
wyrugowane. Równania te nazywają równaniami różniczko- 
wemi jednoczesnemi.
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Ćwiczenia.

184. Sprawdzić różniczki i pochodne następujące :
10 Przez podstawienie (lub przez różniczkowanie częściowe)

ł. y = {ax — b)m dy == am (ax + b)m-da
_________ 406322

2 . y =(9a‘— 6abx+5b2x2) V(a—bx)2 dy = a dx 
3 \Ja-}~ bx

„ 23 — 1 , — x6 — 73% — 423 — 140 
' " = a - 7a* d = (a——Tas) 

(x — 2)9 ,, (x— 2)8 , , y — -— - — - dy = —  ‘ (x2— 7x— ।) 
4* V(x—1)8 (A — 3)11 7 13 (x — 4)2(x — 3)3 

/
(najdogodniej będzie wziąść logarytmy obu stron :

. , . 5\.(x — 4) + 11 1. (x - 3) 19=91.(8—2) — —  9 i <

i następnie różniczkować w zwykły sposób. Sposób ten będzie zawsze 
użytecznym, ile razy trzeba różniczkować iloczyny funkcyj złożo
nych.)

5. y = wst (a — bx)

6. y = s [1. x]

7. y = ^ ( , ——==
' V I — X — V 1 — X/

8. y = 1. [wst x)

dy = b dos (a — bx) dx
, dx
dy F x dos2 [1. x] 

dx
dy = — - 7——

E VI — a2
dy = dot x dx
_ — 28+12+24x2

V = (2 +7x) (4 +3x2)

10.
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20 Przez różniczkowanie częściowe (lub przez podstawienie) :

44. y=l (1—dosng)* 
1 + dos nx)

12. y=a"

13. y = luk wst V. a
‘ a +x

14. y =(dosx wsta

, ndx dy= —— wst nx

dy = 1 (a) 1 (6) abXbx
a=-za„ V5

dy = (dos «) wst « [dos a 1 (dos«) — SS“dr

15. y = luk dos a dos x 
b dos x

, ya- —
dy == i , ---  dxa T b dos x

16. y= wst—
V1 — a2x2 dy =

adx
V( — a?x3)%

dos ax
V1 —a”a*

3° Funkcyj niewyraźnych ;

17. y wst nx— aenx+v

18. y = 1 + xev

19. łuk wst F + luk wst % = c

20. (a3+y)2—2a?(x2—y^ = 0

dy ^y A xa Fv (-dotn)
dy__ ev
dx 2 — y

dy   (k2 — y^
dx \h2 — a3)

dy_ __x (x2 +y? — a?)
dx y (x2 + y^ + a*)

21. Wyrugować stałę m z równania

{a — nib) {x^ — my^) = mc2

Otrzymamy równanie różniczkowe

ary (d%)"+(b.2 — ay9 — c2) — bxy = 0



ROZDZIAŁ X

POCHODNE I RÓŻNICZKI WYŻSZYCH RZĘDÓW

FUNKGYJ JEDiNEJ ZMIENNEJ NIEZALEŻNEJ

Rzędy pochodnych i różniczek. — Różniczki jako granice różnic. — Różniczki 
wyższych rzędów funkcyj zasadniczych, funkcyj złożonych i niewyraźnych. — 
Różniczkowanie częściowe wyższych rzędów. — Rugowanie stałych dowolnych. 
Równania różniczkowe wyższych rzędów. — Przykłady.

185. Rzędy pochodnych. Pochodna funkcji pewnej 
zmiennej niezależnej, jest sama funkcją tej zmiennej nieza
leżnej (w szczególnych tylko przypadkach może być zerem 
lub stałą [145]); wziąwszy znów pochodnę tćj ostatnićj funk
cji, otrzymamy pochodne drugiego rzędu funkcji danej; wzią
wszy pochodnę tej pochodnej drugiego rzędu, otrzymamy 
pochodne trzeciego rzędu funkcji danej, i t. d.: pochodna po
chodnej m — 1 rzędu, będzie pochodna, mgo rzędu funkcji 
danej.
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Niech będzie naprzykład funkcja

y == xm 
pochodna jój

dy , — = mxm1 dx

1 "I dx

jest funkcję zmiennój x; oznaczmy ją przez y' :

y' = mx"-1

Biorąc pochodną funkcji y

4=m(m — 1) «"—2 = y"

funkcja y" będzie pochodną drugiego rzędu funkcji y; po
dobnież

7=m(m—1) (m—2)x" =y"" 

będzie pochodną trzeciego rzędu funkcji y; w ogólności

di(n—1)
5T,— = m {m — 1) (m — 2) ... (m — n + 1)x m~'n = y^

będzie pochodną ntego rzędu funkcji y.
Niech będzie w ogólności funkcja

y=f{^

pochodnę pierwszego rzędu, oznaczyliśmy [138] przez 
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pochodne wyższych rzędów oznaczać będziemy przez

d f (x)f" (x) = —T, pochodnę drugiego rzędu;

df" (x) f" (x) = pochodnę trzeciego rzędu;

d f(n—1) (x) 
f^[x)=——- pochodnę ngo rzędu.

Nie potrzebujemy dodawać, że w ogólnćm wyrażeniu, znak 
(w) lub (n — 1) nad znakiem funkcyjnym oznacza nie wy
kładnik, lecz rzęd pochodnej.

186. Rzędy różniczek. Różniczkę funkcji

(i) y=f{x)

określiliśmy [139] przez równanie

(2) dy = f (x) dx

powiedzieliśmy nadto, że różniczkę zmiennćj niezależnej 
dx równą przyrostkowi nieskończenie małemu Ax uważa
my zwykle jako niezależną od x; bo przyrostek ten Ax ja- 
ko dowolny, możemy przypuścić zawsze jednakowym dla 
jakiejkolwiek wartości zmiennćj niezależnej x, choć dążą
cym z natury swćj jako ilość nieskończenie mała do ze
ra [115].

Zastrzeżenie to, nie było jednak koniecznem przy uważa
niu różniczek pierwszego rzędu : bo na zasadzie udowod
nionego twierdzenia [151] pochodna f\x) zawsze jest ró
wną ilorazowi różniczki dy przez różniczkę dx, chociażby 
nawet x nie było zmienną niezależną, a zatem choćby dx
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zależało od x. Przy uważaniu pochodnych wyższych rzę
dów zakładać będziemy koniecznie różniczkę dx zmiennej 
niezależnej, niezależny od zmiennej niezależnej x, to jest 
uważać ją będziemy jako stała [139].

Różniczki zaś funkcji dy podobnież jak pochodna f\x) 
są zmiennemi, bo są zmieniającemi się zależnie od x.

Różniczkując więc wyrażenie (2), w którem uważamy dy 
i f ^ za zmienne, dx za stałe, zważywszy że z powyższe
go określenia

df ^^f" {x)dx 
otrzymamy [156]

d(dy) — dx d [f (x)] = dx [f" (x) dx] 
czyli

d.dy = f" (x)dx2
Wyrażenie

d.dy

nazywamy różniczką drugiego rządu funkcji y, i piszemy je 
przez skrócenie

d2y 
tak że
(3) d^j = f" (x) dxi

W podobny sposób różniczkując wyrażenie (3), w któ
rem dr1 podobnie jak dx, ma być uważanćm jako stała, 
otrzymamy

d ^y} = daż d [f" (x)]
a że z określenia

df" (x) = f" (x) dx
’ więc

d {d2y} = dx2 [f" (x) dx] 
23
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czyli
() c^y = f" (x) da

oznaczając przez skrócenie

d.d^y^^y

i nazywając wyrażenie to różniczką 3go rzędu funkcji y.
W ogólności, różniczką ntego rzędu będzie

d.d-‘y = dxn~ld [f^n~^ (x)] 
czyli
(5) dny = f() (x) dxn

co możemy napisać także

*0) dr=[o(e)

Różniczka ntego rzędu, nazywamy więc ilość nieskończenie 
mała, której stosunek do wtej potęgi nieskończenie małego 
przyrostku zmiennej niezależnej, równa się ntćj pochodnej 
funkcji.

Różniczka ngo rzędu jest więc w ogólności nieskończe
nie małą ngo rzędu [119] uważając dx za nieskończenie 
małą główną.

Na oznaczenie pochodnych wyższych rzędów funkcji uży
wamy często znakowania (6); różniczkę w takim razie pi- 
szemy

7 dny 7dnu= dxn• dxn

cojesl tożsamością z określenia, że pochodna ntego rzędu 
jest ilorazem z różniczki ntego rzędu funkcji, przez ntę po
tęgę różniczki zmiennej niezależnej.
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Dogodnem jest często znakowanie Gauch’ego pochodnej 
jedną głoską D, przyczem zmienna niezależna pisze się jako 
wskaźnik u dołu, a rzęd pochodnej jak wykładnik u góry : 
tak że

dy , d-u nuD.y = — D^y ="... D",y = —• d • dx- • " dxn 
lub

D.FQx)=r (L, ^t (x)=r w • •. D", f^ = 0) (a)

187. Uwaga i. Różniczkowanie wyrażenia (2)g0 przepro
wadzić można, powtarzając zwykłe rozumowanie. Mamy 
bowiem

nadając zmiennej niezależnej przyrostek nieskończenie ma
ły Ax, i zważywszy że przyrostek ten będąc zawsze tym sa
mym, d=Ax się nie zmienia, otrzymamy

df (x — Ac) de =IEAe)

a odejmując od lego wyrażenia poprzedzające i dzieląc 
przez Ax

df{x + Ax) df\x)
da_ /" (x — Ax) — f (x) i 

Ax______________ Ax

czyli

df\x + Ax) — df\x) f (x — Ax) — f (x) 
dxAx Ax
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a przechodząc do granicy, i zważając żc /^x — dx

dfG+A)— df{x)
61—Ar- - - - - - - =f M

Widzimy, żc granica stosunku przyrostku nieskończenie 
małego zmiennej różniczki funkcji, któren oznaczemy przez

Kdf (x) = df{x + Ax) — df (x) 
*

odpowiadającego przyrostkowi nieskończenie małemu, 
zmiennej niezależnej, do kwadratu z przyrostku zmiennej 
niezależnej, jest ilością skończoną, równą pochodnej drugie
go rzędu funkcji. Przyrostek ten jest wiec sam nieskończe
nie małą drugiego rzędu, bo, dxA jest nieskończenie małą 
drugiego rzędu [119], Możemy więc napisać

df(x+Ax) — df{x}
Ax2

gdzie s zdąża do zera wraz z Ax, czyli jest nieskończenie 
małą pierwszego przynajmniej rzędu. A zatem

df(x + A.) — df{x) = [f" {x) + e] Aa*
czyli

^df^ = f" (x) Aa2 + e Ax3

Widzimy więc, że przyrostek nieskończenie mały różni
czki składa się z dwóch części :

1° z nieskończenie małej drugiego rzędu

f" (x) Aa2
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90 z nieskończenie małej trzeciego (lub wyższego) rzędu :

E A «*

Pierwszą z tych części nazywamy różniczką drugiego rzędu 
funkcji f(x) i oznaczamy ją przez

df(x)==l"(r) Az

*
a podstawiając dla jednostajności znakowania za Ax rów
ne mu dx :

dr@=)==/"(r)da
lub

d—i=f ()

Różniczka więc drugiego rzędu funkcji jestto nieskończenie 
mała drugiego rzędu, której stosunek do drugiej potęgi przy
rostku nieskończenie małego zmiennej niezależnej, równa się 
pochodnej drugiego rzędu tejże funkcji.

Różniczka drugiego rzędu funkcji, nic jest samym przy
rostkiem różniczki pierwszego rzędu funkcji, ale różni się 
od tego przyrostku Mf{x), któren jest nieskończenie małą 
drugiego rzędu, o ilość sAx2 nieskończenie małą przynaj
mniej trzeciego rzędu, to jest nieskończenie małą względem 
niej samej. Gdzie więc tylko chodzi o granicę stosunków 
lub summ nieskończenie małych, tam za przyrostek ró
żniczki pierwszego rzędu odpowiadający przyrostkowi nie
skończenie małemu zmiennej niezależnej, podstawić można 
różniczkę drugiego rzędu, a granica stosunku lub summy 
się nie zmieni [125].

Rozumowanie to w istocie rzeczy to samo, co dla różni
czek zwyczajnych pierwszego rzędu, stosuje się również do 
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różniczek 3go, 4go. .. ngo rzędu.

UWAGA n. Nie potrzebujemy dodawać że

dy, Ty...d—1, dry • • •

oznaczają nie potęgi 2gą, 3cią, . .. ntą różniczki dy, lecz są 
różniczkami rzędów 2go, 3go,... ngo funkcji y; potęgi 
oznaczać będziemy jak zwykle przez

dy2, dy , dy^1, dyn ... 
tak że

d^y — d {dy}, d^y = d {diy} ... dny = d {dn~ly}

zaś
dy^ — {dyY , dy3 = {dy^ .. . dyn = {dy}n

co jest znów różnćm od różniczek pierwszego rzędu :

d {y^} = ^ydy, d(J) = ^dy ... d {yn} = rryn~[dy

potęgi 2ej, 3ej ... ntej funkcji y.
Nie należy również uważać

dx2, dx3 .. . dxn ...

za różniczki drugiego, trzeciego... ngo rzędu zmiennej nie- 
zależnćj; bo różniczka pierwszego rzędu będąc stała, to jest 
niezależną od x, jakeśmy to tyle razy powtarzali, pochodne 
jej, a więc i różniczki wyższych rzędów są wszystkie ze
rami :

d1x = 0, d3x = 0 . .. dnx = 0 ...
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Twierdzenie [151] że pochodna jest ilorazem różniczek 
funkcji i zmiennej niezależnej, nie może mieć miejsca dla 
różniczek i pochodnych wyższych rzędów nad pierwszy.

Zamiast mówić : pochodna lub różniczka pierwszego, d> u- 
giego... ngo rzędu, mówią często : pochodna, różniczka : pier
wsza, druga.. . nta, przez skrócenie.

188. Różniczki jako granice różnic. TWIERDZENIE 

pomocnicze. Niech będzie funkcja F(x,a), gdzie a może sw 
zmieniać niezależnie od x : załóżmy że funkcja ta, jak również 

jej pochodna d") = F(x,a) względem x {sg ciągłemi dla 

wszelkich wartości x zawartych pomiędzy x,i X. Jeżeli F(x,a) 
staje się zerem dla wartości szczególnej a nadanej ilości a 
jakiekolwiek byłoby x pomiędzy x0 i X, powiadam, że pochod
na F'(x,a) staje się również zerem dla a = &.

W rzeczy samśj, z określenia [187]

_ X F (x — Ax, a) — F (x, a) F‘(r, o) =8    Ac   ‘

F(x,«) i F(x+Ax,«) są równemi zeru jakiekolwiek by
łoby x i Ax (pomiędzy x, i X) : a zatem i stosunek

F (x — Ax, Co) — F (x, uf) 
Ax

jest równym zeru, jakiekolwiek przypuścimy Ax. Stosunek 
ten będąc stale równym zeru i zdążając do granicy skończo
nej F(x,«) w sposób ciągły, gdy Ax zdąża do zera w sposób 
ciągły, granica ta jest również równą zeru. c. b. d. d.

189. Dowiedliśmy wyżćj [139], że jeżeli y jest funkcją
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ciągłą, w granicach pomiędzy któremi zmieniamy zmienną 
niezależną x, to

dy Ay 
dFA

co możemy napisać

(1) Ayudyj.Ax dx U

oznaczając przez a nieskończenie małą, która zdąża do zera
, di/ wraz z Ax. Załóżmy że pochodna T jest funkcją ciągłą 

w granicach pomiędzy któremi zmieniamy te zmiennę nie
zależną.
- , . AyPodstawmy we wzorze ogólnym (1) za y stosunek A%‘ 

który jest równic dobrze jak y funkcją x ; otrzymamy

AA/ d^Ax   Ax , 
Ax dx T e 

oznaczywszy przez z nieskończenie małą, zdążającą rów
nież do zera wraz z Ax.

Gdy x przybiera przyrostek Ax, przyrostek Ay przy
biera nowy przyrostek A‘y t. j. staje się Ay — A‘y [19]; 
Ax zaś przyjmujemy ciągle to samo, więc

A Ay Ay — A‘y  Ay LA‘y 
Ax Ax Ax Ax 

a zatem

AA A‘y NaFAa?
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zaś

dx
d~y 1 dz

dx dx 2 ' dx
a ztąd

d

^y dry . dz
Ax2 dx- dxt

Lecz s
gdy dx zdąża do zera : na zasadzie powyższego twierdzenia, 
ponieważ dx jest niezależneni od x [186], w granicy gdy 

. ch . 
€ staje się zerem, da także staje się zerem, podobnie z';

oznaczając przez

nieskończenie małą zdążającą do zera wraz z Ax, mamy

A2y dh/
Aa2 dx2 Th

Postępując w podobny sposób otrzymamy z łatwością

A‘y dy i Ax3—dx3ll82

Aa" da" T6n—1

oznaczając ciągle przez =,... 6_, nieskończenie małe zdą

żające do zera wraz z Ax,i zakładając że pochodne C‘y 
dx^

d^y d^^y 
d^’’ dx'~' są funkcjami ciągłemi x w granicach po- 
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miedzy któremi zmieniamy tę zmiennę niezależną; co mo
żemy napisać :

Any dny gr —— — —— © Aan dxn

czyli że :
Granica stosunku wtej różnicy funkcji do ntej potęgi przyro

stku nieskończenie małego zmiennej niezależnej, równa się po
chodnej rzędu wtego tejże funkcji.

Mamy również, jak powyżej

czyli

dnuA‘y =-)Ax”—s Axn

a że [186]
dny < ,— A.n — dny dxr' •

więc
A"y = dny + e Ax"

4J=1 _
dny T dny

da"

dn y/
Jeżeli nta pochodna Ten nie jest zerem, co ma miejsce 

w ogólności pod temiż samemi warunkami względem po
chodnej poprzedniej, któreśmy co do pierwszej pochodnej 
względem samej funkcji wymienili [145], to w ogólności

gr A"y_,
^ny

Granica stosunku ntej różnicy funkcji do ntej różniczki tej-
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że funkcji równa się jedności; różnica i różniczka jednego rzędu 
różnić się mogą tylko o nieskończenie małe rzędu wyższego od 
nich [121] byleby nta pochodna nic była, zerem, czyli n—Isza 
pochodna nie była stałą.

lióżniczki wyższych rzędów funkcyj zasadni
czych.

190. Funkcje algebraiczne. Niech będzie funkcja

y = .zm 

widzieliśmy już powyżej, że

dy ,— = mxm dx

C‘V — mim — 1 yam—2

dny
Tan =m[m — 1) (rn — 2) ... (m — n— 1)xm"

Ogólności tego wzoru, można z łatwością dowieść wia
domym sposobem, zakładając że ma miejsce dla n + k, 
gdzie k oznacza całkowitą dodatną i dowodząc go dla 
n = k — 1. Jakoż różniczkując pochodnę

d^u
^ — m (m — 1) {m — 2) ... {rn — k — 1) xm^k 

otrzymamy

7k==m {m — 1) {m—2) ... {m—k+1) (m — k)am=df"

wypadek z podstawienia n=k+1 we wzorze danym.
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Wzór więc ten zachodząc dla k=1, k == 2, zachodzi dla 
k ==3, k=4...k=n, a więc jest ogólnym.

Jeżeli m jest całkowitem dodatnem, mta pochodna bę
dzie stałą, a zakładając m=n w powyższem wyrażeniu 
otrzymamy :

dmgm. — — m (m — 1) (m — 2) ... 3.2.1dxm v ‘

następne pochodne będą więc zerami.
Podobnież, wielomian całkowity stopnia mgo

y = axm — bxm~v — cxm-i + ... — px + q

ma mtą pochodną stałą

dm 2/Tm = am {m — i) (m — 2) ... 3.2.1

a następne równe zeru.

191. Funkcja logarytmowa. Niech będzie funkcja

y == log x
Mamy [161]

— — X loge dx °
d‘y 3—*, — — l.c-floge

5 = i .2 2—3 loge dx” C

dnu
T‘n = (—4)"1 1.2.3.. \n—1)x-* loge
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Jeżeli logarytm jest naturalnym

An] —d"==(—1)1,2.3...(n—1)a-"

Ogólności tych wzorów można z łatwością udowodnić jak 
powyżej [190].

Pochodne wszystkich rzędów funkcji logarytwowej sg funk
cjami algebraicznemi.

192. Funkcja wykładnicza. Niech będzie

y — ax

— == axl . a —, — -ax (1 .af . ..dx d" " ‘
a więc

Jeżeli a = e
dnex_____ __ ; x
dxn

Ogólności tych wzorów można z łatwością udowodnić jak 
powyżej [119].

Wszystkie pochodne funkcji wykładniczej sg takiemi samemi 
funkcjami wykładni czerni, pomnożoncmi przez stałg potęgę cał
kowita logarytmu naturalnego 'zasady.

193. Funkcje trygonometryczne. Niech będzie

y— wst x y = dos X
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mamy, biorąc kolejno pochodne

dy 
dx dos x dy 

dx — wst X

diy
dx ź 7 — wst a; d‘y_ 

d^1 — dos x

dy3 
da3 — dos x d^y _ 

dx^ wst X

d‘y 
dxA wstx d‘y_ 

dxi dos x

Pochodne powtarzają się co cztery rzędy. Aby znaleźć 
wzór ogólny, weźmy pod uwagę funkcję

y = WSl (x — a) 
gdzie a jest stałą :

(li! / 7T\~ — cios (x “) — wst E—--9)

tak, że pochodnę wstawy otrzymujemy dodając do luku
T ' , stałą 9 i biorac znów wstawę. Jakiekolwiek więc będzie n, 

mamy zawsze
dnydz ==wst “+—"2)

Zakładjąac &= 0 lub &=5 otrzymamy dwa wzory 

ogólne:
dn wsi x——— — wst 3 — n —dxn \ 1 2/

dn dos adan-=dos 4+72)
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Można więc powiedzieć że i funkcje trygonometryczne 
rodzą pochodne podobne im samym, własność podobna 
funkcjom wykładniczym : zwracamy tu uwagę na to pier
wsze podobieństwo między temi tak napozór różnemi prze- 
stępnemi, które jak zobaczymy później, w rzeczywistości 
sprowadzają się jedne do drugich i stanowią jedną tylko 
funkcję przestępną.

Funkcje kołowe [166] mają pierwsze zaraz pochodne 
algebraiczne, a zatem co do dalszych, podchodzą pod ogół 
funkcyj algebraicznych.

Pochodne i różniczki wyższych rzędów funkcyj 
złożony ch i nie w yratny c h.

Umiejąc znaleźć pochodnę pierwszego rzędu funkcji zło
żonej, z łatwością przez n różniczkowań po sobie następu-

> jących otrzymać możemy pochodną ngo rzędu. Często jed
nak pożytecznem będzie postawienie ogólnego wzoru na 
pochodnę lub różniczkę ngo rzędu funkcji złożonej, wyra
żoną przez pochodne lub różniczki funkcyj prostych składa- 
jących.

194. Pochodne iloczynu. Weźmy naprzód pod uwagę 
funkcję

y=iUV

będącą iloczynem, dwóch funkcyj u i v zmiennej niezale
żnej x. Wiemy już [156] że '

(1) dy — vdu — udu

Różniczkując powtórnie otrzymamy

dry = d{v du) -\- d {udo)
= vd {du} — dv du — ud {do) — du do
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czyli
(2) c^y = vd2u — ^dv du — ud^u

Różniczkując jeszcze raz otrzymamy w podobny sposób

d^y = vd3u — dodiu + 2 [dod-u — dud^d) — ud^c — dud^n 
czyli
(3) (dy = vd3u — 3dvd2u — 3dud-v — ud^v

Porównywając wzory (i), (2), (3), widzimy że w rozwinię
ciach różniczek funkcji złożonej, rzęd jednej z funkcyj skła- 
dających zmniejsza się o jedność, a rzęd drugiej zwiększa 
się o jedność od wyrazu do wyrazu, spółczynniki liczebne 
si spółczynnikami wyrazów odpowiednich rozwinięcia 
dwumianu; naprowadzeni więc jesteśmy na napisanie wzo
ru ogólnego

(4) dny — vdnu + 4 dvdn ‘u - 19—- d~vdn 4u .

. w (n — 1). .. (n — k — 1) , , , . . ,
- ----------------------------- 7-------------- dkvd" ku — .. . — d"o. u.

1 1.2 .. . k 1 1

Aby dowieść ogólności wzoru (4) dość jest dowieść że 
jeżeli zachodzi dla rzędu n, zachodzi również dla rzędu 
n— 1 : wniesiemy następnie że ponieważ zachodzi dla n=3 
z równania (3), zachodzi dla n=4, a więc i dla n=3i t.d. 
jest więc ogólnym.

Różniczkując wzór (4), otrzymamy w samej rzeczy:

d"‘y = vd" ‘u + 1 dvdnu + "n 5 4 ad- tu + ... + d^edu

— dvdnu — 7 d2vd"—1 u — . .. -- dnvdu — dn + 1v. w
i 1
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łącząc wyrazy podobne jak A dvdnu i dv dnu ,

n (n - - A) n
—4.9—-d‘udn-1 u i - d^v dn~Au i t. d. otrzymamy :

n - 1
d"t‘(uv)= vdn ' A u  ------ 4— dvdnu

— 2 d2vdn—1 u — ... — dn+1v. u

wzór, któren otrzymalibyśmy byli wprost z (4), podstawiając 

za n wartość n+1. Wzór więc (4) jest ogólnym.
Wzór (4) można napisać symbolicznie w następujący spo

sób :
(5) dn (u v) = {du + dv}^

uważając, że w rozwinięciu ntej potęgi dwumianu

(du+dv)= 1 .du" +"dvdu" 1+"70dudu"+...

. n (n — 1) (n — 2) ... (n— k-1) , , .—--- 49 ----7------- —dudu"—*— ... +d".1 

wszędzie zamiast wykładników różniczek dn ido pisać na
leży wskaźniki rzędów różniczkowania; w pierwszym zaś 
wyrazie, zastąpić ł, to jest potęgę 0 różniczki du, przez v, 
w ostatnim potęgę 0 różniczki du przez u, przyjmując że 
różniczką rzędu 0 funkcji jest sama funkcja, co jest uspra- 
wiedliwionem.

W ogólności, powiadam że różniczka iloczynu ilukolwiek 
czynników u, v, w... z będących funkcjami jednej zmien
nej niezależnej x, może być przedstawioną za pomocą wzo
ru symbolicznego :

(6) d1 (uvw ... z) = (du + do + dio + ... + dz^^
24
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różniącego się od rozwinięcia ntej potęgi summy różniczek 
tóm, że wszędzie zamiast potęg odpowiednich różniczek,pi- 
szemy wskaźniki rzędów różniczkowania i że zastępuje
my potęgę zero tej różniczki która nie znajduje się 
w pewnym wyrazie czyli jedność, przez odpowiednią 
funkcję.

Dowiedliśmy za pomocą wzoru (5) że wzór (6) ma miej
sce dla 2 czynników : jeżeli przypuszczając go prawdziwym 
dla m—1 czynników dowiedziemy że zachodzi również 
dla m czynników, dowiedziemy tóm samćm jego ogól
ności.

Oznaczmy przez skrócenie iloczyn m — 1 czynników

uv w ... t — s

iloczyn m czynników będzie

UV W .. . t Z = s z

a na zasadzie poprzedzającego dowodzenia

dn (u v w ... t z) = dn (s z) = (ds — dz}M

Weźmy pod uwagę jeden z wyrazów rozwinięcia potęgi 
dwumianu (ds — dz)n:

Cedsł dzn—*

nazywając Ck spółczynnik tego wyrazu.
Wyrazowi temu będzie odpowiadał w rozwinięciu (ds—dz)(n) 
wyraz

Cadsd"—z
Lecz z założenia

dks = [du + dv + dw + ... + dt^d)



POCHODNE I RÓŻNICZKI WYŻSZYCH RZĘDÓW. 371 
więc wyraz poprzedzający, napisany symbolicznie, stanie się

Ca {du + dv + dw +.. .. + dt}^ dz^^

a biorąc summę wszystkich wyrazów, otrzymamy rozwinię
cie symboliczne ntej potęgi summy: (du + du dw + ... — dt 
— dz}\ a zatem

dn{uvw... tz}= {du + du+ dw + ... +dt + dz)(n) c.b.d.d

195. Przykład i. Niech będzie funkcja 

y = e(a+b)z 
zakładając

eax = u ebz = v 

różniczkując jak iloczyn [194] otrzymamy 

ndny = ebxdn{eax) id. ebxdn~leds — ... — dnebx . eax 

a ztąd, zważywszy że 

deax = aeaxdx d2eax = a?eardx2 dneax = aneazdan 
debx = bebxdx d2ebx = b^ebxdx^... dnebx = bnebxdxn 

dny n I )—*== ebsanedr— -bebran-lear — —- - LLl)iebXan-ieax\ t \bnebxeaz 
CJ-------------------1----------------------- 1.2

Lecz z drugiej strony mamy

y— ete+»)= d%= (a + b)ee+B)= d73=(a+6)8eca+s)=..

dnu
aa* =(a+b)" e(a+")6
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a ztąd 

(a + b)" eld + 68 = an eld+8)5 + I an-1 b. eld + 6>* 

4—(7 5 1 2 an- 268eća+8), +..+ &"e(a+8).

a dzieląc przez e(a+b)s otrzymamy

{a + b)n =a+7 a^b + "(71 an~^ +...+%"

dwumian Newtona dla wykładnika całkowitego i dodatnego.

Przykład ii. Niech będzie funkcja

y = xa+b 
wiemy [190] że

aa*=(a+b) (a+b—1)... (a+b—n+1) a*18"

Z drugiej strony, zakładając

x" = u xb — v
i różniczkując funkcję

y — uv~ xnxb = xa+b

jako iloczyn [194] otrzymamy

d"M =x"b(-1)... [b—n+1 )a"—"+"aa‘-1 b(b—1)... (b—n+2) xb" n 

+ "171 a (a - i) x^-b {b - 1)... (b - n + 3) «ł-n*2 + .

+ a (a — 1) {a — n + 4) a(a—n) xb

Porównywajcie to wyrażenie ntej pochodnej z poprzedzajęcem
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dzieląc przez wspólny czynnik xa + b - n, otrzymamy równość 
(a+b) (a+b—1)...(a+b—n+1)=b(— I)... (b—n+1)

+ab,6—1)...(6—n+2)+"n—1 a(a-£4)6(b—1)...(6—n+3)

— a (a— ł) ... (a — n — 4)

Dzieląc z obu stron przez 1. 2.,.. n, otrzymamy

(a+b) (a-^-b— 1) ... (a+b—n+4)_ b (ó—i).. .(5 — n—1)
1.2...n T 1.2 ... n

. ab(b—1)... (b — n +2) a[a — 4) b(b —!).. .{b— n+3) 
T 1 1.2 n — t) 1 1.2 1.2... (. - 2)

-... + a(a — 1)... (a — n+1)
1.2. .. n

a to jakiekolwiek przypuścimy a i b.
Widzimy z tych dwóch przykładów, w jaki sposób otrzymywanie 

pochodnych wyższych rzędów, naprowadzić może na rozwinięcia pew
nych funkcyj na szeregi, lub summy skończone.

Przykład iii. Znaleśc ntą pochodne funkcji

dy =.. 1---=249- 1da Vi-a- ‘ ‘
02 1 _> 3
de = 2 (1 - «5) ‘X (- 2u) = (VTEqsy

y == luk wst x

Różniczkując dwa razy otrzymamy

(1)

(2)

mamy więc pomiędzy dwoma pierwszemi pochodnemi związek nastę- 
pujący :

, d2y(1 —-22)-, = d— dx2 dx
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Różniczkując obie strony tego równania n — 2 razy :

a—, [(- 06) Pi] a- dy]
L J _ L da J 

dan—2 da"—2

stosując [prawidło różniczkowania iloczynu i uważając że

d(1—23) d2(—z)_, 
da, dx

że zatem wyższe pochodne czynnika 4 — x2 są zerami, otrzymamy

_d"y_n—2 d—ly - _(n—2)(n—3) d“‘y dxn' i dxn~1 ' 1.2 dxn~2^ 
dn~ly . n — 2 d^^y 
dxn~l T 1 dxn^

a ztąd 

(1-0) d%= ()n—3) 4.77 + („ " 2) 42*4
wzór, który nam daje pochodną jakiegokolwiek rzędu, wyrażoną przez 
pochodne dwóch poprzedzających rzędów. Otrzymamy z łatwością za 
pomocą tego wzoru, zważywszy na (1) , (2)

(3) (1—28jd"=3d‘y+d ' das dx^ 1 dx 

, , dły . d3y । , ^n w (1 — x) — ==5T->+4 - dx^ dx^ 1 dx2

Przykład IV. Znaleść ntą pochodne funkcji

y—łuk st x
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Postępując jak w poprzedzającym przykładzie, otrzymamy ze 
wzorów

dx 1 + a?
d^y_ 1x 
da2 (4+2)2 

równanie
t ,d2y n dy 1 — X 2)—== — 2x— ' dx^ dx

a stosując prawidło na ntą pochodnę iloczynu

7 L 49 dny _ n—2 . 4dn-1y (n—2(n—3) dn~'y 
hdan.1 1 "dan-1 1.2 dxn~^ 

dn—‘y n-i d^y 
dxn^ 1 dxn~^ 

czyli

(1+d"—-2n-1)4.—(-2)n—14‘ 

wzór, który nam daje pochodnę ngo rzędu wyrażoną przez pochodne 
dwóch poprzedzających rzędów.

196. Różniczkowanie częściowe wyższych rzędów. 
Twierdzenie. Oznaczmy przez f(u, v) funkcje dwóch funkcyj 

   of(u,v) of(u,v) , i u i v zmiennej niezależnej x; przez —20/7 3u— pochodne 

częściowe [170] funkcji f(u,v) względem u i v : powiadam że 
pochodna częściowa wyrażenia ^^ względem v, równa siępo-

. . • • of(u,v) , । • chodnej częściowej wyrażenia —3v— względem u; t. j. ze

To f(u. yH f(u,v)
Ludo

Żv Żu
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byleby

f^^ "dt", "6"
były funkcjami ciagłemi zmiennych u i v.

W rzeczy samej, z określenia mamy [170]

~^f{u^ v) f{u 4 Au, v) — f^u, v)
() du . — Au

f(u, ^ f(1^ v + Av) — f(u, v) ,
(2) doj. =- - - - - - - - - Av----- +"
gdzie e zdąża do zera gdy Au zdąża do zera, niezależnie od 
v, zaś 7 zdąża do zera, gdy Au zdąża do zera niezależnie 
od u.

Nadajmy w (1) zmiennej v przyrostek Av, pozostawia
jąc u niezmiennern i oznaczmy przyrostek odpowiedni 

o/(u,v) 
du ’

?f(u,v) A—-— przez A, du - przyrostek odpowiedni e przez

A.s : uczyńmy to samo względem u w równaniu (2); otrzy
mamy , dzieląc pierwszy przyrostek przez Av , drugi 
przez Au :

3f(u, v)
(3) 2 Ju

Av
_ f(n—Au, v+Av)—f(u,v+Av)—f(u—Au, v)+f(u,v)_ A.s 

Av Au T Av 
»f (u, v)

(4)

Au
_ / (u+Au, v+Av)—f (u+Au,v)—/ {u, v+Av)+f(u, V) A.7 

Ao Au T Au
Na zasadzie poprzednio [188] udowodnionego twier-
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dzenia

grAs=o gdy Au zdąża do 0

grA=0 gdy Av zdąża do 0

gdy więc Ax, a zatem Au i Av zdążają do zera, granice 
drugich stron (3) i (4) są sobie równe : a więc

A 2f (u, v)

8r—Ao
of(u, v)

—u Żv
=8 Au

czyli

c b. d .d

Pochodne te drugiego rzędu oznaczamy przez skrócenie
224 32/ 

przez —» —- : twierdzenie poprzedzające zawarlćm be- - vudv dudu J 
dzic w równości

l D2f (u, v)22f(u,v)
du Żv Żv du 

która wyraża że porządek różniczkowania częściowego nie wpły
wa na wartość pochodnej częścioraćj.

Przykład. Niech będzie funkcja

y = um 1. v
mamy

2 = mum—11.v 
ou

^u^v v
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podobnież
Ży_ um
dv v

d‘y _ mum-1
dvdu v 

a więc widzimy że;
D2y _ 22y 

dudv dvdu

197. Twierdzenie to, które z łatwością uogólnić można 
, do funkcji złożonej z ilukolwiek funkcyj jednej zmiennej 

niezależnej, daje nam sposób wyrażania pochodnych czę
ściowych wyższych rzędów funkcyj złożonych.

Niech będzie funkcja

() y = f(u, v, w ...z)

złożona z m funkcyj u, v. w .. .z zmiennej niezależnej x. 
Ponieważ możemy brać pochodne częściowe tćj funkcji 
względem każdej ze zmiennych w, w, w ... z^ otrzymamy 
m pochodnych pierwszego rzędu

y ^y ^y ^y 
du‘ Żv ‘ Żw ^z

Każda z tych pochodnych jest w ogólności funkcją wszystkich 
zmiennych u, v, w . .. z, każda więc miałaby znów m po
chodnych częściowych, czyli mielibyśmy razem m2 pochod
nych drugiego rzędu. Lecz ponieważ porządek różniczkowa
nia częściowego nie wpływa na wartość pochodnych, właści
wie będziemy mieli tylko tyle pochodnych częściowych 
drugiego rzędu, ile możemy uczynić zestawień z m przed
miotów dwa po dwa, (wraz z temi, które otrzymujemy
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podstawiając jeden dwa razy) to jest:

m (m — 1) 
• 2

Pochodne te oznaczać będziemy jak następuje 

d2y ^y ^y 
du2‘ *dudv ^u^w, ^u^z 

2%y 2%y y 0v2 ’ Żvdw ‘ " ^v^)z 
Dy ̂ y 

Żw2 ’ Żwdz

023
uważając że

?2y _ ) du 
Ju2 bu

Żulv Żvdu Żv lu

W podobny sposób, różniczkując częściowo pochodne 
, , m(m—1) (m—2) . , drugiego rzędu, otrzymamy 09—!— pochodnych 

częściowych trzeciego rzędu, które oznaczymy przez

2‘y ^y ^ y ^y ; + a 
Żu3 ‘ Żu?v ‘ Żubv2 ‘ Żulvbw

W ogólności: liczba pochodnych częściowych ngo rzędu
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funkcji złożonej z m funkcyj, będzie

m [m — 1)‘(m — 2) ... (m-{-n — 1)
1.2.3. . . .n

Wyrażeniem ogólnem jednej z pochodnych częściowych 
ntego rzędu, bedzie

Żus>v?dwr ... z"

gdzie a, 3, Y... p. są liczbami całkowitemi (niektóre z nich 
mogą być równemi 0), których summa równa się n ‘ i 
z których każda oznacza liczbę różniczkowali częściowych 
dokonanych względem odpowiedniej zmiennćj.

198. Wyrażenia różniczek zupełnych wyższych 
rzędów funkcyj złożonych, przez różniczki i pocho
dne częściowe funkcyj składaj acych. Niech będzie 
funkcja złożona

y = f{u, v,w... z)

z funkcyj u, v, w.. .z zmiennej niezależnej T.
Wiemy że [172]

, dy=Ży du + y 404 y dw + . .. +3 dz. 
• cu cv cw cz

Różniczkując każdy wyraz tego wyrażenia jako iloczyn, 
otrzymamy :

(2 ) d^ — d (l")du—a()dv—a(w)d—.—a())d- 
Ju) V/ \oy) 4/03/ 

+ by Tu + by do + by dhv + . . . —45 
0u 0v civ 1 03
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Stosując do 3", "... %4 które są funkcjami u, v, w 

prawidło (1) różniczkowania częściowego, znajdziemy 

d(J 
(3)5 . Y"

=*%+ 32 2v + 3 2+...+ “V 05Ju2 Juev dudw . ducs 
=2% du+X4d+?0.d64.4.+3%Vd= 

cwv 1 ov2 vdw ' 000%

d du + X‘L dv + 34 dw +... + 24 dz 1 ovoz 1 OWOZ 1 ' 03- 

a podstawiając te wartości w (2), otrzymamy wartość różni
czki częściowej drugiego rzędu d-y funkcji złożonej y, na- 
stępującą :

( 32, 32,)| dh/ —du?—2 — dudu — 2 —V dudtu — . . .

I — 2 - dudzl 1 owz
1 32 32 222/ ) —L -4 du2 — 2 - dudw —... 2 — dudz (4 ) < 1 1 ovdw 1 ‘002

‘ +534) 
| 4 yy d-u + ) 4+ 3 4. +..— d^z

W podobny sposób otrzymać można różniczki wyższych 
rzędów d^y, d'y,... ; lecz wzory stają się coraz dłuższymi 
i w praktyce zwykle daleko łatwiej jest postępować wprost, 
otrzymując naprzód wyrażenie różniczki zupełnej pierwsze
go rzędu jako funkcję zmiennych danych (podstawiając za 
pochodne częściowe ich wartości); następnie różniczkując 
tak otrzymane wyrażenie zwykłym sposobem, utworzyć 
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różniczkę drugą w funkcji zmiennych danych; z różniczki 
drugiej różniczkę trzecią ... z różniczki n — lej różniczkę 
ntą.

Pochodne : drugą, trzecią.. .funkcji y względem zmien
nej niezależnej x otrzymamy, dzieląc różniczkę zupełną 
drugą, trzecią,....przez potęgę drugą trzecią,... przyrostku 
stałego dx zmiennej niezależnej x.

199. Przykład i. Niech będzie funkcja złożona

V — ure’
otrzymamy

^y
du

- 2y= 2uev == 5

Ż2y . 2y_ ± — 9ov — 10Żu2 “ “ u2

U
‘y ^ ^y

Żubv Żvdu

Ży 95 =ue =J
= 2ue =2 224 — ue = y

v OV

a zatem
2y /2 \• dy = 7 du + ydv = y (7 du — dv) 

d?y =2% du?42 2% dudv + y dv2 + 2% d?u+yd?v U U l 

= v (2 du- +2 ^U(^v + de® + 2 d‘u +dv)

Pochodne względem zmiennej niezależnej x będą :

(2du i dv) 
dx 9 \u dx'dx) 

d‘x „2 (du) 2 <^dudv . /dv\2 . 2 d^u d‘v" 
dy? "Lu? \dx) T u dx dx T \dx) Tuda da?

Chcąc naprzykład znaleść pochodne wyższych rzędów funkcji

y === xc?m ewstz
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załóżmy
383

xm = u wst x — v
otrzymamy

du— — mxm~1 dx
dv , — — dos x dx

cPu , . , d2v — —m{m— 1) xm,2 —> = — wsta dx- ' da2 

a więc

dy = xim ewsta (— + dos z) dx X /
d2y , ♦__ _ — gc2m ewstr
dx2

2m2 . 4m , o I— J----- dos a - dos-a—
22X 1

2 m (m — 4)
xc2 — wst«

Czytelnik może przerobić dla wprawy trzecią, czwartą... pochodnę.

PRZYKŁAD n. Znaleść drugą pochodnę względem x wyrażenia

gdzie z jest funkcją x. 
Zakładając

y — u^ dz— —u dx
Otrzymamy

dy = ^du du= -r~^dx dx^
a więc

dz \4 d2z , dy = 5 — —, ax\dx / do"
czyli

dy _ ( dz \ * d^z_ 
da 0 \da) dx2

Załóżmy
dy , dz d2z— = y — = v —; =V dx dx dx*
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, , d2y , jdy =~-Ądx do —• do”

różniczkując wyrażenie
y' == 5v4v‘

otrzymamy
dy' = 20v3v‘dv + 5v‘dv‘

lecz
, , d3z i v dx dv = —5 dx

a więc

d‘y _ 90/dz\8 (d?z‘__. f*V d‘z
dxi \dx) \da2) \da) dxA

PAZYKLAD III. Inaleić pochodne wyrażenia

—dz y = luk St —- • dx 

gdzie z jest funkcją zmiennej niezależnej x. 
Zakładając

otrzymamy

200. UWAGA. Gdyby funkcje składające u, v, w ... z 
były wszystkie funkcjami linijnemi zmiennej niezale

żnej x:

u^axx — b^ v — a 2x — b^ w =a, + 6,, ... := a„a — b

mielibyśmy

a-u = O d2v—O a1 w =0..d:=0
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a wzór (4) [198] stałby się 7 : •

dy = 22y du2 — 2 dudu - ... — 2 3L dudz
• du2 1 iu^V dudz

+3 du2Ą- ...Ą-2^-dvdz
U dv2 1 1 H^z

+..+*

wyrażenie, które przedstawić możemy symbolicznie :

, ()y 2y i 2y\@) @)d y =5u du + 50 d + ‘ ‘ • + 52) = (dy)
rozwijając] wyrażenie (1) [198] różniczki pierwszego rzędu 
jak kwadrat i zastępując wykładniki przez wskaźniki rzędów 
różniczkowania.

Prawidło to uogólnić można dla różniczki jakiegokol
wiek rzędu :

Jeżeli funkcje u, v ... z, okładajace funkcję

J=f(u,v,...z)
są funkcjami linijnemi zmiennej niezależnej x, powiadam że

j __ y , । >y , । "by "(n) /) (n)d y — I - du —— - dv —... — - dz । — (dy)*du dv 1 •

byleby rozwijając nawias jak ntę potęgę, zastępować wszę
dzie wykładniki przez wskaźniki rzędów różniczkowania : 
to jest iloczyny
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przez pochodne częściowe

de*et:f*y
Su“3v% ...32*

Ogólności tego twierdzenia udowodnić można z łatwo
ścią, przypuszczając że zachodzi dla rzędu n i dowodząc 
że zachodzi również dla rzędu n+1: jak powyżej [194].

201. Różniczki wyższych rzędów funkcyj niewy
raźnych. Weźmy naprzód pod uwagę funkcję jednej 
zmiennej niezależnej, wyrażoną przez równanie

(1) f(x, y)==0

które daje y jako funkcję zmiennej niezależnej x. Uwa
żając funkcję tę jako funkcję złożoną i zakładając różniczki 
zupełne tej funkcji mającej wartość stałą równą zero, ró- 
wnemi zero, otrzymamy [198] uważając dx za stałą, dy i 
pochodne częściowe za zmienne :

— dx — - d u — O
/326 ^f \ 3/) (1e*+2oy"rd+w"n)+y""=0

| % d + 3 \dky ^y + 3 *% ded/ + %z a/)

— 3 ( 3 dx + 2 dy \ d2y + ~ d3y = O
1 \ix^y 1 oy- • / • 1 y •

Pierwsze z tych równań daje nam wartość pierwszej róż
niczki dy : podstawiwszy wartość tę w równanie Agie otrzy
mamy z niego wartość drugiej różniczki d2y; podstawiwszy 
tą i poprzednią wartość w równanie 3cie otrzymamy z nic-
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go wartość trzeciej różniczki d^j i t. d. Różniczki te wy- 
rażonemi są przez pochodne częściowe różnych rzędów 
funkcji f(x, y) które to pochodne z równania (1) z łatwo- 
ścią, różniczkując, otrzymanemi być mogą.

Mając różniczki, mamy odrazu pochodne dzieląc [przez 
odpowiednią potęgę dx :

dtj d2y d^y 
dx dx2^ d^

Przykład. Niech będzie naprzykład równanie

(a) xev + 3x wst y — 22 = 0

które określa y jako funkcję zmiennej niezależnej x. Różniczkując 
otrzymamy

ev dx — xe^dy — 3 wst ydx — 3 x dos ydy = 0 
czyli

(B) (xev + 3 x dos y) dy — (ev + 3 wsty) dx — 0

a ztąd
, , ey—3 wsty. (Y dy == 1——-- dx\ xev — 3x dos y 1

Różniczkując powtórnie równanie (3) otrzymamy

(evdx + xevdy + 3 dos y dx — ^x wst y dy) dy + (xev + 3x dos y)d2y
+ (evdy — 3 dos ydy) dx =0

bo dx uważamy jako stałą, więc dax = 0 : sprowadzając do prost
szego wyrażenia

-

(3) (xes + ^x dos y) d'2y — (xey — 3x wst y) dy2
+ (2ev + 6 dosy) dydx = 0
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a podstawiając za dy wartość (Y) :

(xcev - 30 dos y) d^y — f e"—3 wsty (xev — 32 wst y)1 LTeV — 3x dos y 
. ev — 3 wst y , , 1, A--------——(2ey—Gdosy) dx2 = O1 xev — 3x dos y1 J

czyli
_ (ev + 3 wst y) (xcev — 2ev+6 dos y — 3x wst y) 2 ..(xe" + 3a dos y)2 " 1 " "

202. Woźmy teraz przypadek ogólny n równań

(i)

f (x, ,2... Xn^ En) - - O
f, (a I , x, • • • x„, ani) -- 0

fn (x, , x, • . • ^nf Enu) - -  0 

pomiędzy n — 1 zmiennemi. Z tych równań moglibyśmy 
w ogólności wyrugować n — 1 zmiennych czyli wyrazić 
wszystkie zmienne przez jedną z nich. Mamy więc tu jedną 
zmiennę niezależną (którąkolwiek z xv x, ... xn + 1); i n 
funkcyj tej zrniennćj niezalennej (pozostałez xv x^ ... xn+^ ; 
idzie nam o wyznaczenie różniczek i pochodnych różnych 
rzędów tych funkcyj.

Różniczki pierwszego rzędu w liczbie n są wyznaczono 
jakeśmy widzieli [181] za pomocą n równań

x,4n+o,4nt fodent o,"rat==0
] )4, 4 i7, L 43 । X, —o 

(2) da,2"1T ba"24T • • • ^^^^ da,""—.

I 3- norie| 5x, d, + o, do, # ban dxn + Na,4, CEn+1 _ o
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pierwszego stopnia co do dx, da, ... dxn, dx„ + v które 
wyznaczą n z tych różniczek przez jedną z nich uważaną 
jako różniczkę zmiennej niezależnej. Pochodne częściowe 
funkcyj f, f2 ... fn otrzymamy z łatwością przez różnicz
kowanie równań (1).

Różniczkując układ (2) otrzymamy

(3)

(4 dr/ + 2 *3, dayde, + • • ’)
+ G4, «s, +5*4+...) =0 

(4346/ + 2 %,%e, deAs, + • • •)
+ (4#7s,+34=,+ ’' ) =0

GA da + 2 x%s, des, + •1 •)
+ ( aa, +7,+...)=0 

n równań pierwszego stopnia co do różniczek drugiego 
rzędu d\ d2x2 ... d2xn+l w liczbie n+1. Lecz różniczka 
drugiego rzędu zmiennej niezależnej jest równa 0 (jeżeli 
np. x, obierzemy za zmienną niezależną, założyć należy 
d‘x, =0) bo różniczka jej pierwszego rzędu jest stałą : ma
my więc n równań o n nieznanych różniczkach drugiego 
rzędu funkcyj: różniczki te z równań powyższych otrzymać 
możemy, podstawiając w nich różniczki pierwszego rzędu 
otrzymane z równań (2), i pochodne częściowe otrzymane 
przez różniczkowanie równań (1).

W podobny sposób otrzymać można różniczki i pocho
dne 3go, 4go ... rzędu: różniczkując równania (3) i t. d.
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Rugoioanie stałych dowolnych. Równania różni

czkowe w'yż'szyeh rzędów.

203. Niech będzie równanie

(i) / (x, di c,, C,, c,... c„)—0

zawierające dwie zmienne x i y, i n stałych : cx ... cn.
Różniczkując n razy to równanie, otrzymamy n rów- 

nań [201]
/ f_fdy_o
^'^ydw

(2) 2 f 9 f dy__dy__fdy__
i da? T " ^xdy dx T dy? dx^ T ^y dał

(podzieliliśmy pierwsze przez dxx drugie przez dx^ ... aby 
zamiast różniczek wprowadzić pochodne) pomiędzy po- 
chodnemi funkcji y względem zmiennej niezależnej x od 
pierwszego aż do ngo rzędu włącznie i pochodnemi czę- 
ściowemi funkcji f względem x i y od Igo aż do ngo rzę
du włącznie, pochodnemi, które zawierają w ogólności stałe 
cv c^, ... cn. Rugując te n stałych pomiędzy n — 1 równa
niami (i) i (2), otrzymamy równanie

F (, u dy" ’ 3‘ dx(3) d‘y d"y\4
dx^ ’ ’ ’ dxn )

pomiędzy zmienną niezależną x, funkcją y i pochodnemi 
od Igo aż do ngo rzędu włącznie funkcji względem zmien- 
nój niezależnej. Równanie to, nie zawierające wyrugowa-
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nych stałych, nazywamy równaniem różniczkowem ugo rzędu, 
którego równanie (1) jest równaniem pierwotnem. Jak 
więc równanie różniczkowe pierwszego rzędu powstaje z wy
rugowania jednej stałej dowolnej, tak wyprowadzenie ró
wnania różniczkowego ngo rzędu pozwala w ogólności wy
rugować z równania danego n stałych dowolnych.

204. Przykład. Niech będzie funkcja y zmiennej niezależnej x 
określona przez równanie

(1) y2 = 2px — qx^ czyli y2—1px — qx2 = 0 
otrzymamy

‘F=-2p-2q %=2y
&r*= 'q ^y~Q 83 =0

a więc równania (2) [203] stanę się, dzieląc przez 2 :

I dy A —P—4z=0 
-7+8+v4=o

Rozwiązując (2) co do p i q otrzymamy

oe, d‘y_dy‘177 d^ T dx* 
dy dy^ d^y 

- • dx dx2 • dx^

a podstawiając te wartości w (1) : 

„ . dy , dy^ _ , d‘y . ad^ „ dy-y^— ixy — — 2x2 -. — ^y , — x^y —? — x ", dx dx2 dxl 1 • dxl dx-
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czyli upraszczając

(4) y - 2y de + a* d* + a‘y d = O 

równanie różniczkowe drugiego rzędu równania danego (1), nie za
wierające stałych p i q.

Równanie (1) jest przekształceniem za pomocą zmiany spółrzędnych 
równania ogólnego 2go stopnia : przedstawia ono ellipsę, hyperbolę 
lub parabolę odniesione do spółrzędnych prostokątnych, których po
czątek znajduje się na przecięciu osi wielkiej, wziętej za oś odciętych, 

62 62 62 
z krzywą. Dla ellipsy p = —» q = 5; dla hyperboli, p == C C" CL
62 9=72 ; dla paraboli q = 0 : w równaniu (3) wszytkie te stałe są 

wyrugowanemi, równanie to zawiera własności wspólne wszystkich 
tych krzywych drugiego stopnia.

Ćiuiczenia.

I. Dowieść że nta pochodna względem x wyrażenia

(x — a}mf (x)] 

jest równą zeru, jeżeli m > n 
równą m (m — 1)...2.4 f(a), jeżeli m — n 
równą n (n — 4) ... (n — m — 1) f(n—m) (a), jeżeli m<n

II. Dowieść że
dn dos?x __. , ( A—,-----= 2n 1 dos (23 — n - ) dxn---------------- \ 1 2/

dn wst?x _. , n—1 .—------ = 2n 1 wst (2x —----- — T) dxn--------------------- 1-----2

III. Niech będzie
J= erdos® dos (x wst 0)

dowieść że
dna— = eedost dos (xc wst 0 — n 6)dxn ‘ 1
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IV. Dowieść że

,, da" „dydyady dy_dn dyj 
2 dy I   L‘ dx dx^ ' dx^ dx^ 2 dx dx'3

d^y I Id^yY1
da2 I \dxy

39

V. Dowieść że
d3y

d r ( d^y\ '1 _ dx3 
dx\_ \dx2)=dy

dx^

VI. Znaleść pochodne wyższych rzędów funkcyj danych [184].
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RÓŻNICZKOWANIE FUNKCYJ WIELU ZMIENNYCH

NIEZALEŻNYCH

Określenia. — Pochodne i różniczki częściowe funkcyj wielu zmiennych nie
zależnych. — Różniczka zupełna i jej własności. — Pochodne częściowe i ró
żniczki zupełne wyższych rzędów. — Funkcje złożone i niewyraźne wielu zmien
nych niezależnych. — Rugowanie funkcyj dowolnych. — Równania różniczkowe 
o pochodnych częściowych. Przykłady.

205. Daliśmy wyżej [3] określenie funkcji wielu 
zmiennych niezależnych. Widzieliśmy jak funkcje dwóch 
zmiennych niezależnych mogą być przedstawionemi geome
trycznie za pomocą powierzchni, która wyznacza jedną ze 
spółrzędnych, gdy dwie drugie przyjmiemy dowolnie, i da- 
je zmienność tej spółrzędnej zależącą od zmienności do
wolnej dwóch drugich; spółrzędna ta jest funkcją dwóch 
drugich spółrzędnych uważanych jako zmienne niezale
żne [64].

W ogólności, mając dane jedno równanie

(1) F (xc, y, z, u... t) = O
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pomiędzy m — 1 zmiennemi x, y, z, u ... t, równanie to 
wyznacza jedną z tych zmiennych np. u gdy damy warto
ści m pozostałych x^ y, zy ... t: a jeżeli nie mamy żadne
go innego warunku, jakiemu te m — 1 zmiennych zadość 
czynić winny, prócz równania (1), możemy zmieniać do
wolnie x, y^ z ... t razem, lub jedną z nich, lub kilka tyl
ko, pozostawiając pozostałe niezmiennemi i t. d. a w ogól
ności równanie (1) rozwiązane, da nam

u = f(x, y^ z.. .t}

u wyrażone przez x,y, z ... t. Zmienne te x, y, z ... t 
których zmienność nie podlega żadnym warunkom, są 
zmiennemi niezależnemi, u ich funkcja.

Pojęcie funkcji wielu zmiennych niezależnych jest ogól- 
niejszem od pojęcia funkcji jednej zmiennśj niezależnej. 
Ile razy braliśmy pod uwagę tę ostatnią funkcję, uważa
liśmy ją jako funkcję jednej zmiennej niezależnej tylko 
dla tego, że nam się podobało dla ułatwienia, pozostałe 
wielkości od których funkcja zależała uważać jako stałe : 
nadmieniliśmy przytem [2] że pod stałą nie rozumiemy 
bynajmniej ilości bezwzględnie niezmiennej, lecz tylko 
ilość taką, która się zmienia niezależnie od zmiennśj uwa
żanej w szczególnym przypadku.

206. Funkcja
(1) u—f\x,y,z... t}

m zmiennych niezależnych x, y, z ... t będzie ciągłą, gdy 
zmienne zmieniać się będą pomiędzy granicami x, i X, y."i 
Y, z i Z,... t i T, jeżeli pozostawiając m — Iz tych zmien
nych niezmiennemi, a zmieniając pozostałą pomiędzy od- 
powiedniemi z powyższych granic, funkcja u będzie funk
cją ciągłą tej ostatniej zmiennej.
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207. Z tego wynika, że teorja funkcyj wielu zmiennych 
niezależnych w niczem różnić sic nie będzie od teorji funk- 
cji jednejzmiennćj niezależnej, jeżeli kai,dą zmienne brać bę
dziemy osobno pod uwagę, uważajgc tymczasem inne jako stałe. 
Uważając wszystkie zmienne jako zmieniające się razem 
choć niezależnie od siebie, właśnie dla tej niezależności, 
możemy zmieniać każdą po szczególe i zebrać w końcu wy
padki w jeden. Zadanie sprowadza się więc w ogólności do 
poprzedzającego, gdzie chodziło o jedną zmiennę niezale
żną; należy tylko wprowadzić pewne znakowanie i wyraże
nia, dla uniknienia dwuznaczności, lub ułatwienia działań.

208. Pochodne częściowe funkcyj wielu zmiennych 
niezależnych. Niech będzie funkcja

(1) u = f{x,y,z... t)

m zmiennych niezależnych x, y, z, ... t. Uważając samo 
x z pomiędzy tych ostatnich jako zmienne, pozostałe : y^ 
z,.. .t, jako stałe, (do czego mamy prawo, bo ilości te zmie
niają się od siebie niezależnie) pochodną funkcji u wziętą 
w tem przypuszczeniu, nazywamy pochodna częściowa u 
względem x i oznaczamy ją przez :

u lub 3/ (x, y.: ... 4 lub po prostu , 
Ox Ox Ox

Mamy więc z określenia

Ju_f(x+Ax, ^ — f^.y.z... t) 
(2) bz—F8 Ax

W podobny sposób, pochodne częściowe funkcji u wzglę 
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dcm y, % ... t, będą :

( du — . ^f^' y +Ay,z...t)— f^^ y, z... o 
by 6 ^y 

| bu _ , (f^x, y, z+Az, ... t) —f{x, y, z 
(2)5 oz 6 Az

i on_f(r, ,t+A)—f(r, y, z
1268 At

Pochodne te częściowe mają wszystkie własności pocho
dnych zwyczajnych funkcyj jednej zmiennej niezależnej, bo 
są w rzeczywistości tcmi samemi wyrażeniami, któreśmy 
uważali w poprzednich rozdziałach : z tą różnicę, że tam 
zamierzaliśmy sobie uważać zmienność funkcji zależnie od 
jednej tylko wielkości w skład jej wchodzącej a tu od wielu 
na raz. Odróżnić więc należy pochodne częściowe tu używane, 
które są pochodnemi istniejącemi w rzeczywistości tak 
z określenia, jak co do swych własności, od pochodnych 
częściowych, używanych w teorji funkcyj złożonych [170] 
jednej zmiennej niezależnej, które uważać należy jako wyra
żenia pewnych działań prowadzących do pochodnej zupeł
nej : bo tam gdzie wszystkie zmienne zmieniać się mogę 
tylko zależnie od jednej, nie możemy zmienić jednćj z nich, 
nie zmieniajęc od razu wszystkich.

Gdybyśmy pomiędzy zmiennemi x, y, z ... t zaprowa
dzili pewne zwięzki, tak że zmienne te zmieniaćby się tylko 
mogły zależnie jedne od drugich, pochodne częściowe (2) 
stałyby się takiemi samemi jak te, któreśmy uważali w roz
dziale poprzcdzajęcym [170].

209. Różniczki częściowe i zupełne funkcji wielu 
zmiennych niezależnych. Iloczyn z pochodnej częściowej 
funkcji względem jednej zmiennej niezależnej, przez różni-
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czkę tśj zmiennej niezależnej, nazywamy różniczka częściową 
funkcji względem odpowiedniej zmiennej niezależnej. Róż
niczki częściowe funkcji

u=f(x, y, z ... t)

względem zmiennych w, y, z ... ty będą :

bu , bu. ^u , ^u-— dx-> — CY, — dz. ... -—dtox dy oz ot

Różniczki dx, dy, dz ... dt zmiennych niezależnych rów
ne przyrostkom Ax, Ay, Az ... At uważamy jako stałe. 
Różniczką zupełną funkcji wielu zmiennych niezależnych 
nazywamy summę różniczek częściowych wziętych wzglę
dem wszystkich zmiennych niezależnych; oznaczamy ją 
przez

du ==dr—-sdy-s-dz—F.. dt 0x oy oz

210. Twierdzenie. Jeżeli wszystkim zmiennym niezale
żnym nadamy przyrostki nieskończenie małe, granicą stosunku 
przyrostku odpowiedniego funkcji, do różniczki zupełnej tejże 
funkcji jest w ogólności jedność', czyli innemi słowy przyro
stek funkcji różni się od jej różniczki zupełnej o ilość nie
skończenie małą względem niej samej [121].

Twierdzenie to jest widocznem, bo nadając kolejno każ
dej ze zmiennych niezależnych przyrostek nieskończenie 
mały (uważając pozostałe zmienne niezależne jako nie
zmienne) przyrostek odpowiedni funkcji różni się od różni
czki częściowej tejże funkcji o ilość nieskończenie małą 
względem niej samej [139] : summa więc wszystkich przy
rostków funkcji w liczbie skończonej, czyli cały przyrostek
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funkcji, różni się od summy różniczek częściowych tejże 
funkcji czyli różniczki zupełnej, o ilość nieskończenie małą 
względem nićj samej [117] c. b. d. d. Aby jednak bliżej 
objaśnić znaczenie i własności różniczki zupełnej, damy 
dowodzenie wprost tego twierdzenia.

Niech będzie funkcja

u = f{x,y,z... t)

nadając zmiennej x przyrostek Ax, funkcja stanie się [139]

I (u I A 
uI — — — 8 AX

£ jest nieskończenie małą, która dąży do zera wraz z Ax. 
Nadajmy teraz, przypuszczając x niezmiennem, zmiennym 

5 + &) , przyro

stki Ay, Az, ... At, i oznaczmy odpowiedni przyrostek u 

przez A", odpowiedni przyrostek 37—6) przez 7 ; 

funkcja stanic się

(u — A, w) —
bu I \ A

-—-8—7) Ax ox /

a zatem cały przyrostek funkcji będzie

Au—A,u — Ax — 7A c

& dąży do zera wraz z Ax, a 7 wraz z Ay, Az ... At,
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zatem s—Ą staje się zerem wraz z Ax, Ay . .. At; ozna
czmy

E — 7= a
będziemy mieli:

Au=(u—2) Az—Au

gdzie a staje się zerem, gdy Ax, Ay, Az... At stają się 
zerami, a A,u oznacza przyrostek funkcji u, gdy pozosta
wiając x niezmiennem nadajemy zmiennym y, z.. .t przy
rostki nieskończenie małe Ay, Az, ... At. Rozumując w po
dobny sposób otrzymamy

gdzie A,u oznacza przyrostek u, gdy pozostawiając x i y 
niezmiennemi, nadajemy zmiennym z...t przyrostki Az,... 
At; A,u przyrostek u gdy pozostawiając x, y, z nie
zmiennemi nadajemy pozostałym zmiennym przyrostki nie
skończenie małe i t. d; zaś a,, a, ... an— 1, stają się zerami 
wraz z przyrostkami nieskończenie małemi zmiennych nie
zależnych.

Dodając do siebie równania powyższo, dające wyrażenia 
Au, A,u, A,u ... A m—1 u i znosząc w tak otrzymanej sum
mie po obu stronach, wyrazy wspólne A,u, A,u, ... An__u,
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otrzymamy :

Au =("+*)Az+ (? + «,) A+ (u +,) A= + • • •

T TT "m—) A’

Zważywszy że x, y^ z ... t są zmiennemi niezależnemi, 
że zatem [139] :

Ax = dx, Ay — dy, Az=dz,...Al= dt

i porównywając wyrażenie ostatnie przyrostku Au z wy
rażeniem różniczki zupełnej du otrzymanem powyżej [209] 
widzie my że : -

A u — du — aAx —- u^^y —- «,Az —... — __ At

a dzieląc obie strony tego równania przez

, bu u bu, cu — —dx—s dz... — - dtOx oy 03 et 

otrzymamy 
aAx Ha,Ay — U^^,Zt. . . —- am At

— — 1 — — Ox — — dy — — oz —... — — ^t du 2x -29-403.0 t

Licznik ułamku dodanego do jedności w powyższem wy
rażeniu będąc summą iloczynów dwóch nieskończenie ma
łych, jest nieskończenie małym względ em mianownika [119], 
w którym wszystkie pochodne częściowe nie mogą być ze
rami, gdyż funkcja w takim razie byłaby stałą; w grani

20
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cy więc
Au , , ,gr — —= 1 C. b. d.d .
du

e

211. Twierdzenie ii. Jeżeli funkcja u staje sie stałą dla 
wszelkich wartości zmiennych niezależnych x, y, z.. .t, zawar
tych pomiędzy pewnemi granicami, jej różniczka zupełna du 
jest zerem pomiędzy temi granicami; i odwrotnie: ile razy róż
niczka zupełna jest zerem dla wszelkich wartości zmiennych nie
zależnych pomiędzy pewnemi granicami, funkcja pozostaje nie
zmienną pomiędzy temi granicami.

W rzeczy samej jeżeli funkcja

u — f{x, y,z... t)

*
jest stałą, to jest niezmieniającą się gdy zmieniamy x,y, 
z ... t, jej pochodne częściowe (które są pochodremi zwy- 
czajnemi, uważając wyłącznie zmienność odpowiedniej 
zmiennej) są zerami [145]

du
36 = 0

a więc i różniczka zupełna

, bu, du. bu— । bu , du = — dx-\- — ^y-\-— dz — ... — — dtox dy 0% ot

jest zerem, c. b. d. d. 
Odwrotnie, jeżeli

du==lu dx+M"y+203z+...+"==0 
dx oy óz ot
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ponieważ przyrostkom nieskończenie małym

dx, dy^ dz . .. dt

zmiennych niezależnych możemy nadawać wartości będące 
zupełnie od siebie niezależnemi, warunkiem koniecznym 
aby summa powyższa mogła być zerem dla wszelkich war
tości tych przyrostków jest, żeby ich spółczynniki były ze
rami : 

du = 0, ^=0, l=o..
^y 03

du —0

czyli żeby funkcja u nie była zależną ani od x ani od y, 
ani od z ... ani od t, a więc żeby była stałą c. b. d. d.

Wniosek. Dwie funkcje tychże samych zmiennych niezale
żnych różniące sie o ilość stałą, dla icszelkich wartości zmien
nych niezależnych zawartych pomiędzy pewnemi granicami, 
mają różniczki zupełne pomiędzy temi granicami równe, i od
wrotnie.

Niech będą dwie funkcje tych samych zmiennych nieza
leżnych

v = ? (x, y, 3 • • • t)
w =v \.x,y, z ... t)

takie, że dla wszelkich Wartości jakie zmiennym x, y, z.. .t 
nadać można

v — w —c

oznaczając przez c stałą]: powiadam że

do = dw
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W rzeczy samej, założywszy u = v — w, w wyrażeniu

, du , . da । du ,du — —— dx —— -— 0 y — -— dz — ... —— -— dt dx dy • dz 1 ot

wszystkie różniczki częściowe stałej u są zerami, a więc

czyli

Ż"=0 "=0...M"=0
Ox oy ot

d (» — w}_ - d (v — w}_ - ) (v — w)_  ) (v — w)_
Tor- - - - - 0 ~j- - - - - 017)5- - - - - - 0 ■■—di--------

lub
dv_ >w 2v__ dw dv__ dw 
3x__ 5x_ ‘ ^y___Ży_ ‘ ^z___ Dz 

dv_ Dw 
Di~Dt

a pomnożywszy każda z tych ostatnich równości odpowie
dnio przez dv, dy^ dz ... dt i dodawszy, otrzymamy wyra
żenia różniczek zupełnych dv, dw równe c. b. d. d.

Odwrotnie jeżeli d\) — dw, robiąc podobne jak powyżój 
założenie, zobaczymy z łatwością że

do — dw =du = 0

a więc funkcja u czyli różnica v — w jest stałą na zasadzie 
powyższego twierdzenia.

212. TWIERDZENIE ni. Wyrażenie różniczki zupełnej

, Du , . Du , . Du , । , bu, (4) du— zdesy" T 35 ^z T • • • T oe" 
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funkcji u zmiennych niezależnych x, y, z ... t sie nie zmieni, 
jeżeli zmienne te stana sie zależnemi od innych zmiennych nie
zależnych Ę, n, ... r w jakiejkolwiek liczbie.

W rzeczy samej, wtśm ostatniem przypuszczeniu, uwa- 

żając u jako funkcję 5, 7, 5 ... T mamy z założenia :

, bu bu, u. Żu,(2) du — - de — — d — — dG — ... — — dr 0$ .07 06 OT

lecz 3 dl jest różniczkę częściową funkcji u uważanej za za

leżną jedynie od zmiennej Ę, od której zależę również 

zmienne x, y, z ... t; biorąc więc funkcję u jako funkcję 

złożonę z funkcji x, y, z ... t jednej zmiennej niezależnej 
Ę mamy [173] wyrażenie pochodnej częściowej

du dubx_Żuly , , u ot 
3 — wyTay T Td5 

lub różniczki częściowej

l4=ula—Xu!4—...+ll4
25 dx d5 0105 i 1 ^tDę

W podobny sposób otrzymamy 

bu , bux buby - bubt, 
—d=----(----dn— • ■ ■ — —-dn 07 0x0 03 0 ^ 

Dn , buruly — but, — dr=— —dt---r — .. . -----d: 
OT Ox OT oy OT ot ot

Dodajęc te wyrażenia, i podstawiajęc za summę pierw-
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szych stron wartość (2), otrzymamy

(3) du — 

lecz ponieważ x, y, z ... t są z założenia funkcjami zmien
nych niezależnych 5, 7, ", ... T, więc [209] 

c=*d+4+...+dr 

0% 07 OT 

ay==l1a+*+ ... +3a
C9 C CT 

dt==M!ax+34+...+3d

co podstawiwszy w (3) otrzymamy

, bu ur Żu,
(1) dn=zdr—yd—t..od c.b.d.d.

213. Wniosek i. Dowodzenie pozostaje to samo, czy 
uważać będziemy zmienne x, y, z.. .t zależne od zmiennych 
niezależnych ę, 7, C .. T w tej samej co pierwsze zmienne 
liczbie, czy w jakiejkolwiek bądź innej liczbie mniejszej lub 
większej; nie zmieni się również jeżeli zmienne x, y, z ... t 
uważać będziemy jako zależne od jednej tylko zmiennej nie- 
zależnej ; a więc :
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Wyrażenie (1) różniczki zupełnej pozostanie to samo, czy uwa
żać będziemy \yjako funkcję wielu zmiennych niezależnych, czy 
też uczyniniwszy te zmienne zależnemi od jednej zmiennej nieza
leżnej, uważać ja będziemy jako funkcję złożona z wielu funkcyj 
jednej zmiennej niezależnej.

Wniosek u. Z powyższego wniosku wypada że :
Prawidła różniczkowania summ, iloczynów, ilorazów, potęg 

i t. p. funkcyj złożonych jednej zmiennej niezależnej, stosują się 
również do funkcyj wielu zmiennych niezależnych.

Pfzykład i. Niech będzie funkcja

ay — bz 
" cz — ax 

trzech zmiennych niezależnych x, y, z; biorąc pochodne częściowe 
względem x, y, z, to jest uważając naprzód x tylko za zmienne, 
y i x za stałe otrzymamy :

du , ,2(cz — ax)—1 . ... . ^(cz — ax) ox = (o - 2 - Os - 62) (« dr) ar 
= — (ay — bz) (cz — ax)—2 X — a 

, ay — bz — a —•  T (cz—ax)2

następnie y jako zmienne a x i z jako stałe :

bu a cz — ax 
dy cz — ax (cz — axf

nakoniec z jako zmienne, a x i y jako stałe : 

du  bx — cy
^z (cz — axf
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a więc 

a _ a(ay — bz) da + (cz — ax) ^y + (bx ~ cy) ^z 
(cz — ax^

Przykład 11. Niech będzie funkcja

u =: 1 st - 
yj

gdzie x i y są zmiennemi niezależnemi : 

- .ust- , ,0— du _ 1 J  1 1 y _ 1 1 1 
2alac Ża x omOaiiai, x y st - sl - dos2 - st - dos2 - 
• J y y y y 

_ 1 2y 
y wst - dos - y^ wst 2 - 

y y y 

- , 0 st - , , 0 - i , ol  1 y 1 1 y _ 1 1 x 
Żxn by ~ .x , x ^x ~ ~x , .X st- • st-dos2- st- dos2- J 

y y y y y 
2x 

y^ wst 2 E 
y 

a więc 
du _ 2 (ydx — xdy) 

32 wst 2 - 
’ y

214. Różniczki wyższych rzędów funkcyj wielu 
zmiennych niezależnych. Niech będzie funkcja

u = f(x,y,z . i. i)
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m zmiennych niezależnych x, y, z ... t. Pochodne czę
ściowe pierwszego rzędu będą w liczbie m :

du u du du 
3x ‘ by’ 02 *5

Każda z tych pochodnych częściowych jest znów funkcją 
x, y, z ... t, ma więc m pochodnych częściowych 2go 
rzędu. I tak pochodne pochodnej

du
dx

są następujące :

> du >lu >‘u >u
3x _ Du 3x __ D2u ^z _  ^u 5x__ Du

Pa Żx3‘ ^y Żxby ^z daozi ot Toxot

pochodne pochodnej
du
Ży

będą następujące :

^u ^u
Ży _  ^u Ży __ D2u

da ^y^x ‘ ^y ^y^

»u J^
dy   ^u, ^y d2u
)z ^y^Z b 343

t. d. Lecz na zasadzie twierdzenia i wniosków powyż
szych [213], lub też za pomocą dowodzenia wprost, zupeł
nie podobnego, jak dla funkcyj złożonych [196], wiemy że:

u u
! ar _ By

Ży bx
czyli 2u _ y-u 

^x^y ^y^x
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więc mamy [197] tylko —,0 - pochodnych częścio

wych drugiego rzędu; i w ogólności, otrzymalibyśmy

m (m— 1) (m + 2) ... (m+n — 1)
1. 2 ... n

pochodnych częściowych ngo rzędu funkcji m zmiennych 
niezależnych. Wyrażeniem ogólnem jednej z pochod
nych ngo rzędu będzie
(2) "_______

dx" dy^ dz^ ... dt^

gdzie a, 3, Y... y. oznaczają liczby całkowite, z których 
niektóre mogą być zerami, lecz których summa musi być 
równą n.

215. Zmienne x, y, z... t są tu zmiennemi niezale- 
żnemi; ich różniczki dx, dy, dz... dt są więc niezmien- 
nemi i będą uważane jako stałe. Tak jak różniczkami czę- 
ściowemi pierwszego rzędu nazwaliśmy wyrażenia

du , Żu - bu, Żu— dxi — JY, — dz,... — dt ox dy • Dz ’ ot 

tak różniczkami częścioicemi drugiego rzędu nazywać będziemy 
iloczyny z pochodnych częściowych drugiego rzędu, przez 
różniczki odpowiednich zmiennych niezależnych :

^u , , d~u , , ^u , 1. zzoy"rdv, ■■■&tdxdt

Ży2 • ‘ Dy^t •
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i w ogólności wyrażeniem różniczki częściowej ngo rzędu, 
funkcji u, m zmiennych niezależnych x, y, z... t bę
dzie

(3) -—- - •------ — dx“dy‘dz" ... di^dx"dy*dtz ... dt^ •

216. Różniczkę zupełną różniczki zupełnej du funkcji 
u wielu zmiennych niezależnych, nazywamy różniczką zu
pełną drugiego rzędu i oznaczamy ją przez

d2u — d{du) 
a ponieważ
a) du==X dr+3*4y+...+‘a 

więc
cPu = dx. d (u) 4 dy. d (u) + ... + dt.

Qx) 1 1 ot

Zważywszy że dx, dy .... dt są niezmiennemi, 
mamy

(5) d {dx) = 0 d [dy) = 0 ... d [dt) = 0

a więc zupełnie jak powyżej [198] podstawiając

, ^u\ ^U ,M2u | d2u u d()=x"+xyy“* *o"

Qy/ ^y 2y2.” 1 2y‘t

"ud+X"dy+..+X"dt 
xot 1 iyit • ' 1 dt2 
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otrzymamy 

M2u MuI . 02u, *e*2xyylrdft f2adu"t

dy2.” ' ^y^t •

czyli wzór symboliczny
(6) du=QUd—ud+...+d) =(duj© 

\Ox ^y ot j

w podobnem znaczeniu jakeśmy powyżej [200] określili.
I w ogólności prawidło na funkcje złożone jednej zmien

nej niezależnej, jest tu znacznie uproszczonem z przyczyny 
niezmienności dx, dy ,.. dt czyli (5), tak że wszędzie 
podstawiać należy

dx = O d^y = 0 d2t~0

Otrzymamy w ten sposób wzór ogólny na ntą różniczkę zu- 
pełną funkcji m zmiennych niezależnych

Żu, . bu 7 | i ou \ (n) __ Z 7 X , — dx — y-dy-\- ...) ==(du)(") OJ oy /

Lecz uważać należy, że jak tylko zmienne x, y.. .t prze- 
staję być zmiennemi niezależnemi, wzór len już nie ma 
miejsca: dodać wtedy należy do rozwinięcia symbolicznego 
(7) część odpowiadającą zmienności różniczek dx, dy... dt 
to jest zawierającą różniczki zmiennych a, y, ... t 
wyższych rzędów, które nic będę wtedy zerami. Tak np : 
szczególny przypadek różniczki drugiego rzędu, napisać
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wtedy należy jak następuje

, _  (bu , । bu , । । bu (2)d=("+y"+ fs")
+(1*+*4,+...+‘4)

dodając do rozwinięcia (5) część dopełniającą. Lecz ponie
waż ta część dopełniająca staje się w końcu bardzo złożoną, 
łatwiej jest liczyć wprost pochodne częściowe, brane wzglę
dem zmiennych niezależnych, jak używać zanadto złożonych 
wzorów. Chcąc naprzykład obliczyć

Du
bx“Dły .. .*

różniczkuję u względem x razy a, uważając tymczasem 
y... t jako stałe; tak otrzymany wypadek różniczkuję 3 
razy względem y uważając x. . . t jako stałe i t. d., aż 
w końcu zróżniczkowawszy p. razy względem t otrzymam 
powyższą pochodną.

217. Różniczki funkcyj niewyraźnych wielu 
zmiennych niezależnych. Niech będzie naprzód w szcze
gólnym przypadku funkcja z dwóch zmiennych niezale
żnych x i y, dana przez równanie

(i) f(x,y,2)=0

różniczka zupełna funkcji z będzie miała wyrażenie [209]

d =3z«r+35dy
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Oznaczać będziemy przez skrócenie

(2)
HzS2=P Żz

Ży 1

przez p pochodnę częściową funkeyi z względem x, przez 
q pochodnę częściową funkeyi z względem y, tak że

(3) dz= pdx — qdy

Aby znaleść p i q, różniczkujemy częściowo równanie 
(t) naprzód względem x uważając y jako stałe; lecz funk
cja z zależy od x, a więc uważając funkcję f jako funk
cję złożoną zmiennej x, i funkcji z zmiennćj x, nadto 
zakładając różniczkę tej funkcji f mającej wartość stałą 
zero równą 0, otrzymamy

Hx Hz

oznaczając przez oz różniczkę częściową dx otrzyma

ną uważając y jako stałą; dzieląc przez dx i uważając 
na (2) otrzymamy :

) y+%,=0
W podobny sposób, różniczkując częściowo co do y, 

otrzymalibyśmy

3+37=0 oy Oz 1 
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które to równania dadzą nam wartości:

3/ V

66) P=—3 I=5
33 0z

Wartości te podstawione w (3) wyznaczą różniczkę zu
pełną :

f Y
(7) C=—sdt—s"y

^z 02

wyrażoną przez różniczki dx , dy 

leżnych, i przez pochodne częściowe 

zmiennych nieza-

re z łatwością z równania (1) otrzymać można. Pochodne 
te należy brać w znaczeniu pochodnych funkcyj złożonych 
[178], to jest przyjmując jednę tylko z trzech zmiennych 
x, y, z jako zmienną, a dwie drugie uważając za stałe, 
choć w rzeczywistości zmieniając x lub y, nie możemy 
pozostawić z niezmiennem : pochodne te są tylko wyraże
niem działania a nie właściwemi pochodnemi jak p i q, 
tak jakeśmy to na właściwem miejscu [170] zastrzegli, 
mówiąc o funkcjach złożonych.

Wartości (6) nie podstawiamy przez skrócenie w (6) lecz 
piszemy
(2) dz= pdx — qdy 

uważając p i q jako znane wypadki z (5).

218. Aby otrzymać drugą różniczkę zupełną d^z funk
cji z, różniczkujemy wyrażenie (2) uważając p i q jako
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funkcje a i y, zaś dx i dy jako niezmienne przyrostki 
zmiennych niezależnych : otrzymamy w ten sposób

ddz _>^dx\qdy} ^
23

_)(pdx+qdy) ,1 Ży 9
czyli

d‘z = Sz da” + 82 ^Xdy + 3P, dedy + 3, dyż

a oznaczając przez skrócenie

^p__ 023__ , ^q_  323 _  023 _^P_  ^Q__323 
(7)_ 3x 5a3___ ’ ^x ^y^x ^x^y ^y 8 by ^y^ 

otrzymamy
(8) d2z = rdx^ — ^sdxdy — idy^ 

na różniczkę zupełną drngiego rzędu funkcji z wyrażoną 
przez różniczki dx, dy zmiennych niezależnych, i przez po
chodne częściowe r, s, t funkcji z względem tych zmien
nych niezależnych.

Aby otrzymać te pochodne częściowe, uważmy naprzód 
• dz , . , i ze d, , zalcząc od x i y, ma różniczkę wyrażoną przez

,^z\ ^-z . , 22z , d — — —5 dx — —-- dq x) • 0x2 1 lady •

i podobnież
d (<5) ===dr+4dy 

\^y] cxoy by

czyli zważywszy na (7) i (2)

| dp = rdx — sdy 
? dq = sdx + tdy
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Różniczkując następnie każde z równań (4) i (5) częścio
wo względem x i y, otrzymamy :

| ^-2 T ‘ ^z 

0103 2£+q3
+P 352—73=0
+p

32f
dydz +pq*£+s=0 0% 0.

"1=2q dydz
-(2,—t, =0

przyczem uważamy że z zależy od x i y, że zatem przy 
każdem różniczkowaniu, różniczkujemy funkcję złożoną z x 
i z funkcji x, lub y i z funkcji y, uważając w pier
wszym razie tylko y^ w drugim tylko x jako stałą. Otrzy
mamy trzy równania a nie cztery, jakby się spodziewać na
leżało z podwójnego różniczkowania dwóch równań (4) i 
(5) : bo pierwsze z nich różniczkowane względem y, drugie 
względem x częściowo, daje na wypadek jedno i to samo 
równanie środkowe (10).

Trzy równania (10) wyznaczają nam pochodne częściowe 
.yf ^f 32fr, s, t drugiego rzędu wyrażone przez 322 ‘ 3xoz ‘ Ży2 ‘

33f ^f 
3y3‘ 023

3 f
— oznaczające działania łatwe do dokonania na 

równania (1), i przez p i q znane z (6). Podstawiając war
tości te na r, s, t w wyrażenie (8), otrzymamy wyrażenie 
różniczki zupełnej d2z drugiego rzędu funkcji z dwóch 
zmiennych niezależnych w i y.

Różniczkując równanie (8) i wyznażając pochodne częścio
wo trzeciego rzędu funkcji z z równań otrzymanych przez 
różniczkowanie równań (10) częściowo względem x i y, 
otrzymalibyśmy różniczkę zupełną czwartego rzędu funkcji 
z i t. p. Działania te nie przedstawiające żadnej trudności, 
prowadzą jednak do dość długich wzorów.

27
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Przykład. Niech będzie równanie

(1) x2 — y2 — z2 = r2

wyznaczające z jako funkcję dwóch zmiennych niezależnych x i y. 
Zakładając jak poprzednio

(3)
( dz = pdx — qdy 
’ dp = rdx — sdy 

( dq = sdx — tdy
otrzymamy
(4) x — pz = 0 (5) y^-<i-

co nam daje

(6)

naprzód
X p =----  % { =-

czyli

lub

, x , y , dz — — dx — , dy

xdx — ydy — zdz = 0

Następnie różniczkując (4) i (5) otrzymamy

1 +p + rz = 0 pq-]-SZ = Q 1+q*+t: = 0 

co nam da

22—22 __ xy ,_ y^-^^ 
1 ~ z3 5 ~ — 23 ‘ — 23—

' tak, że druga różniczka zupełna stanie się

a = — r* 4 -2® ^xc^ - v ±5 ay
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219. Funkcje niewyraźne wielu zmiennych nie
zależnych w ogólności. Najogólniejszym przypadkiem 
tego rodzaju funkcyj, jest funkcja dana przez m równań 
pomiędzy m — n zmiennemi :

f1 (x,, T2 ' ■ ■ Am, ^m+{ • • • Um.n)  0 

/ (r, «, ■ ■ • Jr "mli • • • J‘in.)  0

i fm (X,, J, • • • ^mi Um4i . • • Emąn) --- 0

wyznaczających w razie rozwiązania m z tych zmiennych , 
naprzykład

x, x, • • ■ E„ 

przez n pozostałych :

Sm+1 • • . “mn

Pierwsze w liczbie m, są więc funkcjami drugich w liczbie 
n, jako zmiennych niezależnych. Wyrażenia (I) mogą być 
uważane jako m funkcyj złożonych f, f... fm zmiennych 
niezależnych w liczbie n, funkcyj mających wartość stałą 
0, a więc mających różniczki równe 0.

Różniczkując równania (1) otrzymamy więc m równań 
zawierających różniczki wszystkich zmiennych, z których 
wyznaczymy m różniczek zupełnych 

funkcyj x, x, ... xm przez różniczki zmiennych nieza
leżnych :

Cm41 Cm.2 . • • CEmn

Różniczkując dalej tak otrzymane równania, otrzymamy 
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w podobny sposób różniczki zupełne wyższych rzędów.

Rugowanie funkcyj dowolnych. Równania różnicz
kowe o p ochodny eh częściowych.

220. Widzieliśmy [182] jakim sposobem z równania da
nego, przez różniczkowanie i wyrugowanie jednej ze stałych 
z równania danego i równania zróżniczkowanego, można 
otrzymać równanie pomiędzy funkcją, zmienną niezależna, i 
pochodną funkcji, nic zawierające stałej wyrugowanej, którą 
nazwaliśmy stałą dowolną. Różniczkowanie częściowe funk
cyj wielu zmiennych niezależnych, pozwoli nam wyrugo
wać nawet funkcję jakąkolwiek tych zmiennych, którą na
zywamy dla tego funkcją dowolną.

Przypuśćmy najprostszy przypadek dwóch zmiennych 
niezależnych x i y i ich funkcji z, danej przez równanie

(1) P (u, v) = 0

gdzie dla większej ogólności przypuszczamy że u i v są 
znanemi funkcjami zmiennych x, y, z-.

(2) u=f (x, 9,3) v = f («x, y, 2)

Równanie (i) w którćm za u i v podstawilibyśmy war
tości (2) tych funkcyj przez x, y, z, rozwiązane następnie 
co do z, dałoby nam z jako funkcję wyraźną x i y. Za- 
uderzamy sobie nie dokonywając tych podstawień, znaleść 
równanie pomiędzy x, y^ z i pochodnemi częściowemi 
funkcji z względem x i y nie zawierające funkcji «, to 
jest niezależne od kształtu funkcji © : równanie, które zatem 
będzie tem samem jeżeli zmienimy kształt funkcji «, pozo
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stawiając ją równą zero, i nie zmieniając (2).
Załóżmy jak powyżej przez skrócenie

Dz bz5x==P y=I
czyli
(3) dz == pdx — qdy

i różniczkujmy funkcję P jak funkcję złożoną z funkcji 
u i v [178] zmiennych niezależnych x i y, częściowo co 
do x (uważając y jako stałe, lecz zważając że z wchodzą
ce w skład u i v, zależy od x) i częściowo co y (uwa- 
żając x jako stałe, lecz zważając że z które wchodzi w skład 
u i v zależy od y) otrzymamy :

(4)

dP de ^u 2? 00 0
x ubx l do bx

dę d bu dpdv „ 

pochodne te częściowe są równemi zero, bo funkcja © ma 
wartość stałą 0 (1).

Lecz mamy nadto różniczkując częściowo (2) co do x i y 
i zważając, że z zależy od x i y

2u_ of _233
2x 2x ' z ŻxMu 32
Ży ^y 1 Dz ^y

20 =?/2235
2 ox 23 ox
2v _)2_3233

Ży Ży T 23 Ży

. , bu lu Żv Żv Dz Dz w tych wzorach — , — , — , — , — , — wyrażają po-Oi oy O dy O y
chodne częściowe : pierwsze cztery pochodne znanych fun- 
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kcyj u i v względem x i y, dwieostatnie te pochodne, 
. któreśmy oznaczyli przez P i q. Co do 340, $, , $ te

oznaczają tylko działania dokonane na (2) w znaczeniu 

[171] funkcyj złożonych : a mianowicie:‘" oznacza po

chodne częściową względem x funkcji u uważanej za 
funkcję zmiennych niezależnych i y , gdzie zatem z się 
zmienia zależnie od x ; 0h oznacza działanie różniczkowa-

o
nia dokonane na funkcji f. w której przypuszczamy tylko 
x zmienne a y i z stałe, (jakkolwiek w rzeczywistości z 
zmienia się wraz z x).

Zastrzegając tę różnicę w znakowaniu, napisać możemy

(5)

( 2=‘f i "f) da ox • dz 
) _)

Ży by" oz

2v of, । ¥a &=+a}p

30. )__3f2
^y ^y T 33

(4), otrzymamya podstawiając w równania

Z tych równań z łatwością wyrugujemy dwie pochodne 
!9, NR, bo równania są jednorodncmi względem tvch 
0 u 0 0
pochodnych : możemy więc wziąść ich stosunek któren wy
rugowawszy, otrzymamy w ostatecznym wypadku
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wykonywając wskazane działania i oznaczając przez skró-
cenie

( Pe_M/, 
l ^y oz Dz ^y

(8)
0-3/1)/, 

j oz x 2x Dz
v43_3, 

| bx Ży dy x

spółczynniki znane lub łatwe do otrzymania przez znane 
działania na równaniach (2), równanie (7) stanie się

(9) Pp + 0q — V

Równanie to pomiędzy znanemi spółczynnikami P. Q i V 

i pochodnemi częściowemi 35 = P, 35 = q funkcji z da

nej przez równanie (i), nie zawiera wcale funkcji , która 
mogła być jakąkolwiek : równanie (9) nazywamy równa
niem różniczkowem o pochodnych częściowy ch, funkcję © funk
cja dowolną.

Równanie (9) jest nadto w tym szczególnym przypadku 
równaniem linijnem co do pochodnych częściowych p i q, 
to jest zawierającym pochodne te w pierwszym stopniu.

221. Rugowanie funkcji dowolnej nie zawsze prowadzi 
do równań linijnych o pochodnych częściowych. Niech bę- 
w ogólności wyrażenie :

W=F (x, y^ Z, a, P (a) )

gdzie F jest funkcją jakąkolwiek ilości x, y, z, u, « (a), zaś 
a zmienną, którą nazywają pospolicie parametrem zmień-
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nym. Zmienna a zależy wprawdzie od x, y, z: lecz zale
żność ta może nie być daną z góry, lub nawet zmienić 
kształt, gdy zmienimy kształt funkcji P przypuszczając na- 
przykład że a wyznaczonem jest przez równanie zawiera
jące funkcję p. Zakładamy, że P (a) jest funkcją dowolną 
tego parametru a.

Niech będzie układ dwóch równań

(1) F [x, y, z, a, ©, (a)] = 0 — = 0

z których drugie jest wyrażeniem któreby otrzymanem być 
mogło przez zróżniczkowanie częściowe wyrażenia (W) co 
do parametru a bez względu na x, y, z które przy tem 
różniczkowaniu częściowem mają być uważane jako nie
zmienne. Gdyby funkcja dowolna P (a) była znaną, wycią- 

gnąwszy wartość o zrównania 3 = 0 i podstawiwszy ją 

w równanie F = 0, otrzymalibyśmy zwykłą funkcję trzech 
zmiennych x, y, z. Zamierzamy sobie nie dokonywając 
tego podstawienia, wyrugować przez różniczkowanie funk
cję dowolną a z równań (1).

Uważać jednak możemy, nawet nie dokonywając powyż
szego podstawienia, a w -pierwszem z równali (1) jako 

funkcję x, y, z wyznaczoną"przez równanie — = 0. 
da

Biorąc różniczkę zupełną F z pierwszego równania (i), 
mamy

8) 2PA+Pd/+PA:+4=0ox 2y0z da

lecz z założenia — — 0, zaś [21 7]

dz = pdx — gdy
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a zatem równanie (2) staje się

(F ox P3)1r+(5/+13) 4=0

a że różniczki dx, dy zmiennych niezależnych x i y są 
od siebie niezależnemi, więc równanie to pociąga za sobą 
dwa następujące

(3)
' F I F A—P—=0 )F I )F -

57+13 =0
Rugując teraz a i © (a) z pierwszego równania (i) i 

dwóch równań (3) (gdzie zmienne te znajduję się pod zna
kiem F), otrzymamy równanie kształtu

f(x, y^^p, q}—^

nie zawierajęce ani a ani q (a), które jest równaniem o 
pochodnych częściowych p i q niekoniecznie linijnem.

Wzięliśmy tu za równanie określajęce parametr a zwią- 
JFzek — = 0 taki, że na mocy tego związku przy różniczko

waniu prowadzęcem do wyrugowania funkcji dowolnej, ża
dna z pochodnych o (a), q” (a)... tej funkcji dowolnej 
nie wchodzi w rachunek : gdyby pochodne te wchodziły, 
tylko w bardzo szczególnych wypadkach wyrugowanie funk
cji dowolnej byłoby możebnem do wykonania.

222. Ograniczamy się tu na funkcjach dwóch zmien
nych niezależnych : przy nieco dłuższych rachunkach, wy
padki te uogólnionemi by być mogły z łatwościę do ilukol- 
wiek zmiennych; uogólnienie to podanem będzie w dalszym 
cięgu.
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223. PRZYKŁAD i, Wyrugoicać funkcję dowolna © zrównania 

y — bz = « (x — az)

Różniczkując częściowo otrzymamy

-3-tr-i) (1—4%)
1 — b — = — av (x — az) — 

^y dy

rugując ?‘ (x — az) z tych dwóch równań, otrzymamy :

a -—— b — — 1

PRZYKŁAD n. j^iech będzie wyrażenie

W = (x — a)^ + [y - P (2)]? +2 - R?

gdzie R jest stałą) : wyrugować funkcję dowolną ? (a) zmien
nego parametru a z równań:

W = o < = 0 g

Postępując według [221], otrzymamy :

b =2—8); 5 =2l—r(a)], 5: =2

a równania (3) staną się

X— «+pz= 0 y — 9 (a) + gz = C 
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Podstawiając w W = O wartości

x — o==—pz y— P(a) == — qz

wyciągnięte z tych równań, otrzymamy

(I +p+9):=R 
lub

- _ R
Vi +p +7

Przykład 111. Wyrugować funkcje dowolna parametru a 
z dwóch równań :

-_ [u — P (o)]2 ? (o)
, y — P (a)

X X + % == - , ,/

Gdyby p (a) było znanem, wyciągając wartość na a z jednego 
z tych równań i podstawiając w drugie, otrzymalibyśmy z jako funkcję 
zmiennych niezależnych x i y nie zawierającą a : lecz nie wykony- 
wając tego podstawienia, możemy wyrugować a, P (a), / (a), jak
kolwiek dwa równania dane są kształtu różnego od uważanego w (1), 
a to w następujący sposób :

Różniczkując częściowo, otrzymamy

oz _  _ —2[y — P (a)] p‘(a)2 — p" {^[i/ — ? (0)12 do 
5 =P =__________ ?' (a)2 ba 

v________20/ -9 (a)]1—P‘()Al()—[u—?(a]2y"()3%
^y P‘ (a)2 

. _ p (a)2 2 — ," (a) [y — 9 (a)] 2 

ba p‘ (a)^ 

_[ - 03]r Q)—r(s 3; w -r(9) 

^y ?' (a)2
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Z dwóch ostatnich równań otrzymamy

)2___________ •‘ (2)2____  
3a — 2?' (0)2 — [y — P (a)] 9" (a)

Ża _  ‘ (a) 
by 29‘ (a):+[ — P (c)] ?"(«)

a podstawiając w dwa pierwsze

P = y — ? (a) 
, _ y—^
1 (a)

Wartości

y—Q^y=p •) =7

podstawione w pierwsze z równań danych, dadzą nam równanie o 
pochodnych częściowych

z^pą.

Własności funkcyj jednorodnych.

224. Niech będzie funkcja jednorodna

u = f{x, y,z, ... )

zmiennych x , y , z ... ; wiemy [33] z określenia jedno
rodności, że

f{tx, tyjz,. .) = t"‘f{x, y,z...)

oznaczając przez m stopień jednorodności funkcji, przez t 
spółczynnik nieoznaczony.

225. Pochodne częściowe pierwszego rzędu funkcji jednoro
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dnej mgo stopnia^ są funkcjami jednorodnemi m — Igo 
stopnia.

W rzeczy samej, załóżmy

XC,3,3“2) =q(r,y,s...)

i różniczkujmy częściowo względem x równanie

f{tx, tg, tz.. .} — tmf{x,y,z'} 

otrzymamy :

t P {tx, tg^ tz . . .) = tm^ (x, g, z .. .).
czyli

? {tx, tg,tz...) = y-^ ^{x,g,z.. .)

a więc [33] ^(x,g,z. ..) jest funkcją jednorodną m — 1 
stopnia zmiennych x, g, z . . . c. b. d. d.
. 226. Załóżmy

tx — $ tg=-f\ lz = ^ .. . 
otrzymamy

f^, ^...) = t-f(X, y, z...)

a biorąc pochodnę częściową obu stron względem t, i zwa
żywszy że

otrzymamy [173]

?/G,7,5...)— (, 7,%...), I 2/C,7.%...)z 
28 0n X5

= mtn‘-'f{x,g,z') 
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a że t jest jakimkolwiek, równość powyższa ma miejsce dla 
t=1, co nam daje, zważywszy że wtedy, 5 ==x, ==y,==z... 
a zatem że

of(5,7, %...)4u f (s,n,%...)_u of (5,7, (...) _u
25 ox 27 Dy X Ds 

wyrażenie godne uwagi :

2uu u(1) T--y-z—....=
ox y oz

a ztąd :

Twierdzenie. Summa iloczynów pochodnych częściowych 
funkcji jednorodnej względem każdej ze zmiennych przez odpo
wiednią zmienne, równa się iloczynowi samej funkcji przez 
stopień jednorodności.

227. Biorąc 'pochodne częściowe równania (1) wzglę
dem x, y, z . ., otrzymalibyśmy

M2u , 
“5a3

v2u , 
Saby T

d2u , 
\Wz 1 '

Żu_ ^u

^u . ^u . d2u , 1 ^u ^uX--------
ody "5y* "Żyoz ‘ : m —3
J‘u 1 ^u . D~u . , Ja bu

Żxoz ' J5yz4 0y"
•+= m — 03

Mnożąc pierwsze z tych równań przez x, drugie przez y, 
trzecie przez z . . . dodając, odejmując po obu stronach tak 
otrzymanego równania wyrażenie

ou . ou । eu .
ba*05y35z+-
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i zważając na równanie (i), otrzymamy wzór symboliczny

gdzie symbol brać należy w znaczeniu wyżej [200] okre
ślonym.

W podobny sposób otrzymalibyśmy bez trudności 

(u Ju du । \(3) / . — Lr — y -—— % -—— . . . — m (m — 1) (m — 2) 1\ ox ey oz /

/u dni Du (x+15y3) -...) — m (m — 1)...(m—n—1)u 

gdzie n^m. Ogólności lego ostatniego wzoru, możnaby 
udowodnić w zwykły sposób, przypuszczając ze zacho
dzi dla n = k i dowodząc go dla n=l—1, jak powy
żej [194].

Przykład i. Niech będzie

u = Ax2— By2 — Cz2+2Dyz + 2Exz—2Fxy 
mamy

5== 2A2+2Ez+2Fy 

$,==2By+2D:+2F-

2" = 2Cz — 2Dy — 2E®

a więc

x 34+ v3#+:35==2(Aa*+By‘+Cz*+2Dy:+2E.r:+2F.y)=2u
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wzór (1) jest sprawdzonym; dalej :

M2u_ = 2F
Żxdy

d2u 
032

= 2B

d2u 
Żxoz = 2E

d2u
32z = 2C

d2u
^z 2D

a więc

(«31+y31+24)®=2Az*+2By?+2C23+4Dy/: 40i C9 CA/

— 4Exz + 4Fxy =2. 1. u 

wzór (2) jest także sprawdzonym.
Dalsze wzory się nie stosuję, bo funkcja jest jednorodną drugiego 

stopnia.
Przykład. II. Wyrugować funkcje j z równania

Funkcja u jest jednorodną ngo stopnia, mamy więć na zasa
dzie (1)

x -—— ?/-—— % — = nu

równanie różniczkowe o pochodnych częściowych, nic zawierające 
funkcji p, która w ten sposób została od razu wyrugowaną.
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ZMIANA ZMIENNYCH

Zamiana zmiennnych dla funkcyj jednej zmiennej niezależnej. — Zamiana 
zmiennej niezależnej. —Zamiana wszystkich zmiennych. — Zamiana zmiennych 
dla funkcyj wielu zmiennych niezależnych. — Przykłady.

228. Widzieliśmy powyżej, że ile razy dwie lub kilka 
zmiennych zależą od siebie za pomocą jednego lub kilku 
związków wyrażonych przez równania, zwykle mamy pozo- 
stawionem do wyboru, którą ze zmiennych uważać będzie
my za zmiennę niezależną (jeżeli liczba zmiennych prze
wyższa o jedność liczbę równań), lub które n z pomiędzy 
m — n zmiennych, uważać chccmy za zmienne niezależne, 
jeżeli liczba zmiennych m — n przewyższa o n liczbę m 
równań danych pomiędzy zmiennemi. Widzieliśmy ró
wnież, że niektóre z pomiędzy otrzymanych w poprzednich 
rozdziałach wzorów, pozostają temi samemi bez względu 
na wybór zmiennej niezależnej, mianowicie te, w które 
wchodzą tylko różniczki pierwszego rzędu [173] : lecz inne 
muszą zmieniać kształt a to z powodu, że różniczki zmien
nych niezależnych uważamy jako niezmienne, a zatem ma
jące różniczki wyższych rzędów równemi zeru, gdy tymcza
sem różniczki zmiennych zależnych czyli funkcyj, są w ogól-

28

9.
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ności funkcjami tak samych zmiennych niezależnych, jak 
i ich różniczek, mają więc różniczki wyższych rzędów 
w ogólności różnemi od zera. Widzieliśmy już powyżej 
[12] w jaki sposób jedne zmienne możemy zastąpić przez 
drugie, zostające z pierwszemi w ścisłym związku; weźnie- 
my teraz pod uwagę sposób w jaki zmienić potrzeba w ta
kim razie różniczki różnych zmiennych, i wyrazić ich po
chodne względem dawnych zmiennych niezależnych, przez 
pochodne względem nowych.

1°. Funkcje jednej zmiennej niezależnej.

229. Zamiana zmiennej niezależnej. Niech będzie 
x zmienna obrana za zmienne niezależna, y jej funkcja :

J=P(x)

i pochodne tej funkcji względem x

du . d^u „ d^u „, dnu , &F" ae=" de=" dr”=""

Zamierzamy sobie, uważajgc x nie za zmienne niezależna, 
ale za funkcję znana pewnej zmiennej niezależnej 5 :

« —f ()

znaleść wartości pochodnych y', y", y"' . . . y(n) wyrażone 
przez różniczki funkcyj y i x, zmiennej niezależnej Ę.

Wiemy z założenia że

(1) dy = y'dx, dy = y"dw, dy" = y"'dx,... dy^~ 1) = y^dx
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czyli
dy 
dx

, dy „ dy"‘‘z=/2=y dy"=,(m)
dx

a na zasadzie znanego twierdzenia [151] wzory (1) za
chodzić będą niezmiennie czy y, y..., y'\ y" . . . 
uważać będziemy za funkcje zmiennćj niezależnej x^ czy 
też funkcje te i samo x za funkcje innej jakiejkolwiek 
zmiennej niezależnej 5 : zawsze pochodna y jest ilorazem 
dwóch różniczek dy i dx, pochodna y" ilorazem dwóch 
różniczek dy i dx i t. d.

Za pierwszy z szukanych wzorów uważać więc będziemy:

(2) J/=4 czyli •

dy 
d^ 
dx 
dĘ

uważając już w pierwszym wyrażeniu dy i dx za zmien
ne różniczki funkcyj y i x zmiennej niezależnej Ę, a yl po 
prostu jako iloraz tych dwóch różniczek.

Różniczkując w tern przypuszczeniu wzór (2), otrzy
mamy [157]:

dy/. dx. d {dy) — dy. d (dr)
dx^

czyli
, , dxdiy — dyd2x 

dy — ' da— 
a że na zasadzie (i)

dy* z=iy"dx 
w każdym razie więc :

„ dxd2y — dyd‘x
w 3 = ^ ;
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jest to drugi z szukanych wzorów, gdzie pochodna y" dru
giego rzędu względem x jako zmiennej niezależnej wyrażoną 
jest przez różniczki zmiennych y i x, uważanych obiedwie 
jako funkcje pewnej zmiennej niezależnej Ę.

Różniczkując (3) w tćm przypuszczeniu, otrzymamy

, „_ [dx^d{^y} — d-y.d {dx) — dy.d{d2x) — d2x.d{dy)]dxi
3dz"

\dxA2y — dy.d2x} d^^) 
dx^

czyli
, dx{dxd^y — dyd^x) — 3d2x(dxd2y — dyd^}

a że na zasadzie (1)

dy" == y"'dx 
więc mamy

„ dx {dxdiy — dyd2x} — 3d2x {dxd2y — dyd2x}

trzeci wzór szukany.
Postępując tak dalej, otrzymamy wartość pochodnej 

czwartego, piątego. . . ngo rzędu funkcji y względem 
zmiennej niezależnej x, wyrażoną przez różniczki różnych 
rzędów aż do ngo, tak zmiennej y jak zmiennej x, uwa
żanych obiedwie za funkcje pewnej zmiennej niezależnej s.

Uważać należy, że ta zmienna niezależna 5 nie wchodzi 
w wyrażenia (2), (3), 14), ... co jest bardzo dogodnem; bo 
wzory te służą przez to zarówno dla jakiejkolwiek bądź 
zmiennej niezależnej, od której byśmy uczynić mogli zależ- 
nem x, azatem i y. Gdyby jednak chodziło o wyrażenie po
chodnych różnych rzędów y\ y\ y" . . . y(n) funkcji y 
względem zmiennej niezależnej x, przez pochodne różnych
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rzędów

dy d^y d3y dny
d‘d‘d dn

dx dix dix dnx
45’42’4117"

funkcyj y i x względem pewnej zmiennej niezależnej 
wyrażenia (2), (3), (4) • •• napisać by należało, dzieląc licznik
i mianowniki przez odpowiednia potęgę różniczki dĘ :

(5)

(6)

(7)
, „_ d^y 
3 ~dx^

dy

dx dx 
d

dx d-y dy d^x
„ edy_ d5 d‘d d9 d^ (dx\A

W/
dx ldx d^y dy d^x\_ 9 d~x (dx d^y dy d^x\ 
dl\d^d^~jl_ dĘ") 08d dide—dd)

lecz wzorów (2), (3), (4) . . . używać będziemy chętniej niż 
(5) ,(6), (7) • • • raz dla tego, że pierwsze są prostszemi, a po- 
wtóre że jest daleko dogodniej zostawić wybór zmiennej 
niezależnej nie wskazanym.

230. Aby ze wzorów (2), (3), (4) • • • powrócić do (1) 
to jest od zmiennej niezależnej jakiejkolwiek do zmiennej nie
zależnej x, dość jest przypuszczając dx niczmiennem, za
łożyć

d?x — O dix — O . . .
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otrzymamy w ten sposób :
,_ (l U „_  d 2y , 3/=219=419 d‘y 

dxc3

jak być powinno.
Jeżeli w szczególnym przypadku uważać będziemy funk

cję odwrotną, to jest y, jako zmicnnę niezależną, x jako 
funkcję zmiennej y, przypuszczając dy niezmiennem, a 
więc dly = Q (py — 0. . . , otrzymamy :

(8)

| d^x
\ ,  dyd2x  dy‘
/ dz’ ~ (dy 
i \^y / 
i dxd^x 3/d2r\2 
| _ _ ddydz+3dy(d2x)2 _dy dy" 2 \dy”)

3 dx& —(dz\5

..............................
231. Przykład, i. Niech będzie wyrażenie

dx^

gdzie x jest zmienną niezależną, a y fnukcją x; znaleść wyrażenie 
na W uważając y za zmienne niezależną, a x za funkcję y. 

Wyrażenie dane, używając znakowania powyższego, staje się

W(+i?) 

y"
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a podstawiając za y' i y" wartości (8)

wyrażenie podobne danemu, tylko ze znakiem przeciwnym.

Przykład ii. Niech będzie równanie

gdzie x jest zmienną niezależną, a y funkcją. Wziąść t za zmienne 
niezależną, wiedząc że

t = 1. (x + yi + 23)

i zastąpić wszędzie x przez t.
Możemy napisać to ostatnie równanie pod kształtem

et = x + 11 + a*

a więc różniczkując, otrzymamy

ełdt -dx(14—.—2---- )
\ VI + x2)
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czyli

a ztad

^dt = dx.et
VI + a*

dr = dt vi + a?
flx _____
di *s V1 + a2

Podstawiając w równaniu danem, otrzymamy

dy . V .• — — . == O lub
V1+a2dt V1+a2 dz+v=0.

Przykład iii. Niech będzie równanie

d2y_dy
dx'2 dx

Zastąpić x przez t wiedząc że

x = dos t.

Zastosujemy tu metodę ogólną; podstawiwszy za d2y - , . —5 wzór (3) dx2 ‘ ‘
otrzymamy 

dxd-y — dyd-x 
dx2 x'~+ n^y = O

czyli

(1 — a?) {dxd2y — dy l^a) — xdydx- + n~ydx^ — 0 

a że
x = dos t

więc

dx — — wstt. dt d-x = — dost. dt 2 
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a zatem podstawiając

(1 —dos?t) (— wstt.dtdły+dos t.dtdy)
— dos t. wst?t. dt^dy — n^y wst3 t. dt3 = 0

a upraszczając i dzieląc przez — wst31 dl, otrzymamy

d‘y+n‘ydi? = 0 
czyli

4+vy=0

232. Zamiana wszystkich zmiennych. Niech będzie 
zmienna niezależna x, funkcje jej

y^ y, y^ - y^

i pochodne tuch funkcyj wzglądem x

dy, d2y, d‘y,
dx 7 dx^ d^ ’
dy, ^y^ ^y-_ 
dx 7 dx 7 dxA

dym ddym d^ym 
dx ’ dx 7 dxA ' ‘

niech będzie wyrażenie

w—F r, , , dy, ^ y1 dy, d‘y, dym d‘y \"" "a"" d ‘ da", d. ‘ d. d. i d.e-

które jest znaną funkcją zmiennej niezależnej, funkcyj tej zmien
nej niezależnej, i pochodnych różnych rzędów tych funkcyj 
względem x. Zamierzamy sobie podstawić w tein wyrażeniu
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za zmienne

nowe zmienne

rozdział XII.

«, 1, y, ... 3m

5, n, n... Tm

związane z dawnemi za pomocą, m — i równań

f (x, 3, • • • Jm, 2,7 - . Tm) = 0

h (x, 31, • * • Jm, s, n-.- Tm) — 0
fi (x, 31, . • • Umi s, 7, • • • 4m) 0

fm (x, Y1,.' • ym-, 5, ... Tm) — 0

i z których jedne, naprzykład 5 obieramy za zmienne nieza
leżną.

Z tych ostatnich równań wyciągnąć możemy wartości :

(A)

x = ? (5, 7, • • • Tm) , 
y,==P(, n- • .") 
y^'^^ 1... Tm)

| y,n = Pm (5,4. • • Tm)

a przez różniczkowanie [198] wartości na

(B) !
dx, d^x, d^x . . .
^y^ ^y> d^yv • • •
dy^ d"y^ d‘y, • ■

1 dym, d^, d^ym . . .

różniczki różnych rzędów zmiennych dawnych, wyrażone 
przez zmienne nowe i ich różniczki.
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Podstawiając w wyrażeniu na W naprzód za

dy, d‘y, 
dx ‘ dx^ '
d^y d-y- 
dx ‘ da?
dym dlym 
dx 7 dx2

wartości otrzymane wedle wzorów (3) i (4) •. • [229], a 
następnie wartości powyższe (A) i (B) otrzymamy w tem 
wyrażeniu same tylko zmienne 5, 71. . . rim i różniczki tych 
zmiennych, lub ich pochodne względem s.

233. Pbzyk ład i. Niech będzie wyrażenie przed chwilą uważane

(1+4)3

d‘y

w którem chcemy zastąpić x i y przez nowe zmienne P i o, dane 
przez równania

(A) x = p dos o y = p wst w

które nam wyznaczają przez różniczkowanie, uważając w za zmienną 
niezależną, a więc d^ jako niezmienne :

( dx— dę dos w—o wst o do
) dy = dę wst o — p dos o do 
i d2x == d2p dos o — 2de wst o do — p dos o do2
\ d^y = d^ wsi o — 2de dos o do — P WSt o do2

Podstawiając W wyrażenie W za 472 wartość (3) [229], otrzy-
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mamy:

we (dz*+dy2)3
dxd^y — dyd^x

Lecz wzory (B) dają nam

da? + dy^ = d,2+ ę2da2
dxd2y — dyd-x = — od2ądo — 2d2ędo 4- p?dc3

a zatem

_ (df + ^dJ}^
— p‘d2pdo—2dę2do + p2deo3

czyli

234. Przykład ii. Niech będzie poprzednie wyrażenie

dxA

w którem za funkcję y i zmiennę niezależną x, chcemy podstawić 
zmienne ? i s dane przez równania

(a) p2 = x- + y?

(6) ds= da*+dy? .

uważając ds za niezmienne, to jest s za zmiennę niezależną. Mamy 
więc

(c) od = xdx — ydy
(d) 0 = dxd2x + dyd^y 



ZAMIANA ZMIENNYCH. 445

różniczkując pierwsze z tych równań

ęd?ę + dę2 = (xd2x + yd^y) + {d^ + dy^) 

czyli, zważywszy na (b)

(e) ęd^^ — df — ds^ = xd-x + yd-y

Wzory (d) i (e) dają nam,

a więc

(ydx — xdy) d2x = — ^d2ę — d^ — ds2) dy 
{ydx — xdy) d2y = + (ęd?ę + df — ds2) dx

dxd2y — dyd1 x— {^d^ + df — ds^] ds2 
ydx — xdy

a że
ydx xdy = V (x2 + J2) (d.2 + dy?) — (xdx + ydy^

= p \lds- — d^
a zatem

, , (pd2o — do?—d^) ds2 (f) dxd-y — dyd-x = ——- - - ‘ —-— 
p Vds2 — df

Wzór (3) [229] podstawiony w wyrażenie W, daje nam jak po
przednio

wL(dx+dy)2
dxd2y — dydlx

podstawiając w to wyrażenie (b) i (f), otrzymamy

. _ ^ds Vds2 — dg
* ęd2p—dę2 — ds2

co jest lepiej napisać, aby wskazać że uważamy s za zmiennę nieza
leżną ;

W =—,-------—— dfedPŻ ।Pls2ds—1
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. 2° Funkcje wielu zmiennych niezależnych.

235. Niech będzie f‘unkcjaj\ zmiennych niezależnych x, y, z... 
w liczbie n

(1) u = F (w, y,

uważajmy x, y, z... jako funkcje nowych zmiennych 5, 7, %... 
w tej samej liczbie n, danych za pomocą u związków

(2)

( P1 (x, y, 5..,%, 7, c. •) =0 
) Pa (x, y,5.. • .7, %. • •) — 0 
) e(x,y,z..., %, 7,%...) = 0

tak^ że związki te mogą wyznaczyć dawne zmienne niezależne 
x, y, z . . . przez nowe Ę, ,... lub odwrotnie. Funkcja 
u ma być uważana, jako funkcja zmiennych niezależnych 
Ę, 7, C • • Chcemy wyznaczyć pochodne częściowe

du ^u du 
5x ‘ Ży ‘ 33 • ' ’
^u ^u ^u ^u ^u ^u 
^x2 ‘ Dxby ‘ l)x^z ‘ ^y'1 ‘ iiyóz ‘ 023

funkcji n względem dawnych zmiennych, za pomocą, nowych 
zmiennych, i pochodnych częściowych 
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funkcji u względem nowych zmiennych.
Podstawiając w równaniu (1) za x, y, z.. . wartości 

z równań (2), otrzymalibyśmy u jako funkcję zmiennych 
niegależnych 5, 7, s, ... a więc [209]

(3) du — d--dn—d—. • •
Z równań (2) moglibyśmy również otrzymać ę, 1, (... 

jako funkcje x, y, z ... uważanych za zmienne niezależne, 
a więc •

I y. __  I d^ — -— dx — -— d u — — dz — . . . i ox oy oz

4 )4p==24r++374y++24:+...
4=Xa+8a+*4+..

Pochodne częściowe

Dg D D 27 37 2, o 2 o
Xx ‘ ^y ‘ ^z ‘ ’ '^x,^y''^z ' ^x^ ^y’ ^z 

wchodzące w równania (4) są funkcjami x, y, zt.. które 
z (2) otrzymać można: podstawiwszy w te funkcje za x^ y, z... 
wartości ich z (2), pochodne powyższe będą funkcjami 
zmiennych niezależnych 5, 1, (...

Uczyniwszy to podstawienie, podstawmy w (3) za róż
niczki d^, d, d^ . . . tak otrzynane wartości tych różni czek; 
wyłączmy dx, dy, dz .. . za nawias, otrzymamy wyrażenie 
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kształtu
, bu Żu Żu \ ,(5) du — 11 (6, 7, % .. . - , — 2 ■— . . . \dx \ 2$ 07 /

[ , Żuu bu \ . 
Th"""* **D‘0‘x**)"

. bu zu bu +h*n5:*o‘x—)d+—

a funkcje [209]

(6) h =3 h=5, ł =3= *:*

będą oczywiście pocliodnemi częściowemi funkcji u wzglę
dem dawnych zmiennych x, y, z... wyrażonemi przez 

- , . , , , . nowe zmienne 6, 7, %. .. i pochodne częściowe — —Os 07
bu,— ... funkcji u względem tych nowych zmiennych nieza

leżnych.

236. W ten sam sposób otrzymać możemy pochodne 

wyższych rzędów : ponieważ z równali du
57

lu lu 
(6), 5 ’ 5,

są funkcjami zmiennych niezależnych 5, 7; % . .. więc
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a podstawiając na drugiej stronie tych równań za 807 37 

Ju, • • . wartości (6); za dĘ, dn, dĘ ... wartości (4) w któ

rych x, y, z... wchodzące w pochodne częściowe, zastąpio- 
nemi zostały przez s, 7, ( za pomocą (2), otrzymamy wy
rażenia kształtu,

d (34) =Xd+ Xyły + X3dz + . ..

1()=Y,4+YAy+Y,4:+.. 

d (35) = 7^dx + 7^j +z+..

gdzie X, X,, X, • • , Y,, Y,, Y, • • • , Z,, Z,, Z, • • • 
oznaczają przez skrócenie funkcje zmiennych s, 1, (... i 

pochodnych 21 , 21 , Du . . ., ?*u , J‘u , ?2 , ?‘u 
1 1 28 1 012]’ 052 ’ 072 ’ D72 ’ 040"
Ju ■ 3‘u
353 37oć ■ • ■

Mamy więc [214] z tych równań :
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to jest pochodne częściowe

32u 33u D2u M2u ^u D%u
023 ‘ by? ‘ 322 ‘ Sxby ‘ ^x^z ‘ Ży0z 

drugiego rzędu funkcji u względem dawnych zmiennych, 
wyrażone przez nowe zmienne i pochodne częściowe pierw
szego i drugiego rzędu funkcji danej względem tych nowych 
zmiennych niezależnych 5, 1, (...

Podobnie postępowalibyśmy, by otrzymać pochodne czę
ściowe trzeciego . . . rzędu, względem dawnych zmiennych 
przez nowe zmienne i pochodne pierwszego, drugiego, 
trzeciego .. . rzędu względem nowych zmiennych i t. d.

237. Przykład i. Niech będzie funkcja u trzech zmiennych, 
niezależnych x, y, z
(1) u = F{x,y,z) 

za te zmienne chcemy podstawić inne zmienne r, 0, o poleczone 
z dawnemi przez równania

( x = r wst 0 dos o
(2) 3 y — r wst 0 wst o 

( z = r dos 0

Wyrazić pochodne częściowe drugiego rzędu

bu iu bu N2u 22u Mu Du D2u Ju 
Żx‘ by’ 3z‘ 5^’ ^1/’ ^z1 by3‘ Dyciz^ 322

przez nowe zmienne r, 0, c i pochodne Częściowe pierwszego i dru
giego rzędu funkcji u względem r, 0, w.

Wzory (2) rozwiązane co do r, 0, o, dają nam :
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różniczkując, otrzymamy

, odx — ydy — zdz ar= —... --------------
Vx2+y2+z2

40  z (xdz + y^y ] — (x2 + y') dz 
(ae

(— ydr — xdy) dos2 o
Oo — —---------- ,—----------

a podstawiając (2)

+ y2+ z?): wstO

(4)

dr = wst 0 dos o dx — wst 9 wst o dy — dos 0 dz
1 1 1CO — - dos 0 dos 6 dx -I— dos 0 wst 6 dy — - wst 0 dz

, I wst o , . 1 dos 6 , Co — — —— dx —------ — dy
T WSte 1 r wst w

Uważając u jako funkcję r, 0, o mamy

(3)
4

, bu , ^u, du = — dr — — CO — — Co or 1 00 do

podstawiając za dr, dO, da wartości (4), otrzymalibyśmy wyrażenie 
(5) różniczki zupełnej du, w trzech wyrazach mających za czynniki 
dx, dy, dz : spółczynniki tych różniczek, będą pochodnemi częścio- 
wemi szukanemi

du
Żx

bu .— wst 0 dos 6or
du dos 9 dos w bu wst w
20 r Żo r wst 0

bu bu . -— = — wst 0 wst 6Dy Dr
Du dos 0 dos ©
30 r

Du dos o
Żo r wst 6

Du • Du , . bu wst 0— = — dos 0 — —-----Dz Dr D^ r

Aby znaleść pochodne częściowe wyższych stopni, należy wypisać 
równania [236] (7): pochodne częściowe znajdujące się po drugiej 
stronie tego równania, mają wartości następujące :
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— wst 0 doso 4or" 1
yu dos0 doso yu wst o

MDDr
Du dos 0des o
30 72

r ordo rwslO 
du wst o
Ż0 72 wst 0

00
) yu, yn dos o dos w yu wst 6— — —— wst 0 dos 6 — —>---------------- — ---------dr0 002 r J0or wst 0

bu p du wst 0 dos o , Du dos 6 wst 6
Dr 00 r 1 Jo r wst2 0

M2u j. t—— wst 0 dos« 4 
0 Tu w

2u dos 0 dos 6 D2u wst o
0020

Du - , Du dos 9 wst o— wst 0 wst © — —------------Dr DD r

r Jo2r wst 0
du dos o
Ź r wst 0

Dr2
_ , , D^u dos 0 wst 6wst 0 wst w — ——--------------- jDrDO r
Du dos 0 wst w Du dos ©
30 72 Da r^ wst 0

d2u dos w
Żro r wst 0

r2

00
22" wst 0 wst 6 -

Ul ‘00
D2u dos 0 wst o , ^u dos w
002

Mu , Ł bu wst 0 wst 6— — dos 0 wst 6 — —-------------Żr 00 r

0020 r wst 0
dn dos 0 dos o
Do r wst2 0

22u. wst 0 wst • 4

— — wst O dos o 4

yu dos 0 wst w . yu dos •
3026 r T Do2r wst 0

. bu dos 0 dos 6 yi wst 6
00 de r wsi O

(bu)VV _D^u
Dr M

dos 0 —
D-u wst 0
3730 rl

Du wst 0 
3072

= ! dos 0 —
Ol 00

D2u wst 0
002

Du , A Du dos 0— — wst 0 — —-----Dr DO r

D2uD2u wst 0
= -- dos 0 — —--------Żre 0006 r
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Równania (7) pomnożone przez (4) pierwsze przez pierwsze, dru. 
gie przez drugie, trzecie przez trzecie i dodane dadzą nam pierwsze 
równania (8) [236] ; w podobny sposób z (7") i (7"') pomnożonych 
odpowiednio przez (4), otrzymamy drugie i trzecie z równań (8). 
Mając równania (8), to jest różniczki zupełne pochodnych częściowych

du bu
by‘3z‘

du
Ża

otrzymamy ich różniczki częściowe, wyłączając ró

żniczki dx, dy, dz za nawiał i biorąc spółczynniki, jak w równa

niach (9) ; otrzymamy w ten sposób :

' 32u D2u 9 । , 22u wst 0 dos 0 dos® o 
, — ==--, wst2 0 dos2o—2 — 
| dx2 or2 ordo ?

22u wst 6 dos w . 22u dos2 0 dos2 6 
— 2 — r 59 9  ordo T 002 T

M2u dos 0 wst o dos o _ ^u wst2 o
2 30300 72 wst 0 3002 72 wst2 0

Dudos? 0 dos? + wst? 1 du (wst? — 2 wst2 0 dos2 w)dos 0
00 1:2 wst 0T

9 du wst w dos®
1 10 72 wst2 0

(0) | y-n _3%

^■i^y 312
,3246 wst 0 dos 0 wst w dos o 

wst2 0 wst w dos 6—2 —> r

321 dos? o — wst? c 1 d2u dos2 0 wst. w dos o 
T 57^7 7 T 302 72 

2u (dos2 w — wst2 w) dos 0 ^it wst w dos o 
T 3030 72 wst 0 002 r- wst2 0 

« 60,-1/, E ( 
du wst?0 wsto doso Du (1 —2 wst20) dos 0 wst w dos w 

- 57 r 50 r? wst 0 

Du dos2 w — wst2 c 
36 72 wst20 
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22u ^U ... , d2u (dos2 0 — wst? 0) dos —— = — wst O dos 0 dos w — —-    
d&0z or2 ord 6 r 

)2u dos 0 wst o V2u wst 0 dos.0 dos o 
Żrdc r wst 6 002 72 

d2u wst w du wst 0 dos 0 dos o 
TT 3030 72 3r r 

du (dos2 0 —wst2 0) dos w
00 72 

d2u
Ży2

32, „ .22u wst 0 dos 0 wst2 o == < wst20 wst2 c + 2 —   dr2 1 0100 r

3u wst w dos o . d2u dos2 0 wst2 w 
T 2 ordo r T 302 r2 

o d2u dos 0 wst o dos o d2u dos2 c 
T - 3630 72 wst 6 TOo 72 wst2 o 

du dos?0 wst?o—dos?o du (dos? 6—2 wst20 wst2c)dos 
T Dr r T 30 r wst 0 

du wst w dos o
J6 72 wst2 0

Żydz
22u, . D2u.(dos2 0 — wst? 0)wste — wst 0 dos 0 wst w — - -------------------------  or2-------------------------- oroo------------- r 

d2u dos 9 dos o d2u wst 6 dos 6 wst o 
ŻrŻo r wst 0 362 72 

d2u dos o du wst 6 dos 6 wst w 
0000 72 or r 

 du (dos2 6 — wst2 6) wst w 
36 72 

d2u Mu, - M2u wst o dos 9 — = — dos20 — 2 — Oz" or2 Ordo r
D2e wst2 6 , bu wst2 6
002 72 Dr r

du wst 6 dos 9
30 72
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238. Rachunki często zbyt rozwlekłe zamiany zmiennych 
niezależnych, mogą być często uproszczonemi w szczegól
nych przypadkach, jak to widzieć można z następującego 
przykładu :

Przykład ii. Niech będzie wyrażenie

gdzie u jest funkcją daną zmiennych niezależnych x, y, z, w któ- 
rem chcemy za zmienne niezależne x, y, z podstawić r, 0, o, 
związane z poprzedniemi za pomocą równań

( x = r wst 0 dos o 
(2)) y = r wst 0 wst w

( z = r dos 0

Jest to jak widzimy szczególny tylko przypadek przykładu poprze- 
y-u yu yu 

dzającego : podstawiając w W wyrażenia na 022 » Ży2 ‘ 5z? 4 ro- 

wnań (9) [237], otrzymalibyśmy w wyrażone przez nowe zmiennne 
niezależne. Lecz można otrzymać żądane przekształcenie w następu
jący daleko prostszy sposób :

Nazwijmy
(3) r wst 0 =?

a więc
(3') x = p dos o y = p wst o

czyli

ę = Va2+y2 sto=a

i podstawmy naprzód za x i y nowe zmienne p i w, pozosta
wiając z.

Mamy:
xdx — ydy do — - , 1 * = dos w dx — wst w dy

‘ Vx2 + y2
4 _ (dy - yd.) dos® = _ wste dx | dos e dy

x2 P P
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a ztąd, pochodne częściowe

bo ,— = dos 6 9Ox
Żp , 6 wst«— — wst 09 - =----------dy ox 0

d0S 6

P
a ponieważ [173] 

więc

du bu 20 . bu do
Żx dp ba - do by

du du de du lo 
by - dę dy T do ^y 

telss n dnvnn: imos s

Du bu .— = — dos w — Ox 00 
bu bu , . — — — wst 6 — 
dy d0

ou wst 6
0© P
du dos «

deb P

Pomnóżmy drugie z tych równań przez i (gdzie i — V — 1) i do
dajmy

du —u , . /bu . i lu\(5) -—— ? — — (dos o — i Nst ©) r—— - — )Ox 1 oy 1 109 f 00 /

Oznaczmy przez u wartość jednej lub drugiej strony tego ostatniego 
równania; ponieważ funkcja u może być w niem jakąkolwiek, i po
nieważ równanie to mieć będzie miejsce czy i weżniemy ze zna
kiem — czy ze znakiem — , napisać możemy zastępując u przez v.

Żv .Żv , ./Żv i Żv\ C) otyjEddos"ni wat "V Tęo) 
gdzie różniczkowanie wyrażenia urojonego v, uważamy jako działa
nie dokonane przypuszczając i stałem. 

Założywszy
bu 1 .buV — -— ^x ^y

mamy
3v _ 224 . . D2u 
bx 5 0a2 T ‘ ^x^y
)v_3‘u . . YPu

: - by—xby T‘oy2
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a więc
Su . Su 
dx Ży

o2y 0fU
0x2 Ży2

a ponieważ

v = (dos © — i wst ©)

zatem
, . 7>v i Ży) M2u । 1 2u i 1 ^u(doso- i wste) (gi P3) =0,3 23,3

Podstawiając w równaniu (6) otrzymamy

(7)

a więc

(8)

Da2 Sy2 Sp2 T p2 002 T p Sp

3%u . 331 4 32u , 1 bu

Należy teraz podstawić za z i P w (8) żądane zmienne 0 i r, 
związane ze zmiennemi z i p za pomocą równań

(9) z=r dos 0 p = r wst 0

Lecz widzimy że w tem ostalniem przekształceniu u i 0 są w tem 
samem znaczeniu względem z i P, co w poprzedniem P i o 
były względem x i y dla podobieństwa związków (3') i (9); otrzy
mamy więc znów równanie (7), w którem za o? należy podstawić z; 
za y, p; za ę, r; za o, 0; będziemy mieli

(10)
S2u . d2u__224 1 S2u . 1 du
022 303—22/22 302072,

Drugi wzór (4) stanie się po tem podstawieniu 

(U)
du_ ^u
Sp Sr

wst 0
du dos 0
30 r
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podstawiając wartości te w (8) i zastępując 0 przez r wst 0, otrzy
mamy

(12)
d2u . 2 ) u . i 2u _ 
072 T 7 37 TT 72 wst2 0 0002 T 

1 d2u dosO du
72 302 T72wst0 30

co można napisać przez skrócenie w następujący sposób, zważywszy 
że dwa pierwsze wyrazy pomnożone przez r, stanowią wyrażenie po-

32 (ru)
cliodnej —3,2» a trzy ostatnie pomnożone przez 72 wst 0, wyra

żenie pochodnej

(13)
2(ru) 1 d2u 1 \

372 T wst2 6 5002 TT wst 6 30

Nie potrzebujemy przypominać że 273" oznacza pochodnę częś

ciową drugiego rzędu iloczynu ru względem r, od którego zależy u, 
przyczem 0 i o mają być uważane jako stale.

W przekształceniu wyrażenia W, które jest często używanćm 
w zastosowaniach biorą czasami zamiast 0, zmiennę

p. = dos 0 

za zmiennę niezależną; mamy wtedy

Żu hdiLbu— = —--- 77 = — WSt 6 —00 d do du.

czyli

wst636 — du
33

następnie

- ----- -  wst 0 = wst 0 —-----—OM. 0".

)

0
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a wyrażenie (13) staje się

239. Zamiana wszystkich zmiennych. Niech będzie

(i) u=F (x, y,z ...)

funkcja m zmiennych niezależnych x, y, z ..., którą chcemy 
zastąpić przez inną funkcję

(2) v==q(, 7, % •••)

m innych zmiennych niezależnych 5, 7, (...; między m — 1 

zmiennemi u, x, y, z...im—1 zmiennemi v, ę, 7, (... 
zachodzi m — 1 równań

I fo(u,«, y, z... , v, 6, , ...)=0
V fAu^,y,z... , v, 5,7,..)= O

(3) df2(u,x,y,z...,v,^^^..j = ()

\fm (u, x,y, z ..., v,%, n, (...)==0

wyznaczająchch v, Ę, n, %. .. przez u, x, y, z .. . lub 
odwrotnie. Zamierzamy sobie wyrazić pochodne częściowe

du ^u bu ^u ^u 
Żx7 ^y1 Dz" da2 ‘ Żaby

(*) To i inne przedstawienia tego rozdziału, odznaczające się zręcznością i pro- 
prostotę, rachunku, wyjęliśmy z dzieła P. J. A. Serret : Cours du Calcul Dif- 
ferentiel.
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przez pochodne częściowe

Żv dv ?y y-u yu 
3Ę ‘ 37 ‘ 57 ‘ 082 ‘ 0505

Z m — 1 równań (3) powyższych otrzymać możemy 
różniczkując

( dv == Udu — U dx — ^^1] — • • •
i d^ = X,du — X,dx — \.^dy — ...
) df} = Xodu — Y,dx — ^^dy — ...

gdzie U, U,, U,..., Xo, X,, X,-.., Yo, Y, Y,... są 
funkcjami znanemi x, y, z... Lecz na zasadzie (1) mamy

(5) du =Xld—ldy + ... 
ox oy

a więc, podstawiając w (4)

(do=(U,+U,4H)4r+(U,+v,3g)4+.. 
)a=(x,+x,2") * + (x, + x, 2" j dy+...

| dr = (Y, + v,}%) 4r+ (x, + v, y^'J+• ■ ■

Na zasadzie (2) mamy również

(7) a==3yat+zz4+%4+.
a podstawiając (6), otrzymamy równanie, które będzie mia
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ło miejsce dla wszelkich wartości zmiennych niezależnych 
x, y,z... , a zatem niezależnie od[różniczek dx, dy, dz... 
Równając spółczynniki Łych różniczek, otrzymamy m ró- 
wnań

Z równań (8) otrzymamy wartości m pochodnych

bu du du 
bx ’ by' Dz 

przez U,, U... X,, X,... Y, Y... i pochodne funkcji 
v względem zmiennych niezależnych ;, 7, (...; a podsta- 
wiając w wartościach na U, U,.. Xo, X,... Yo, Y1-..
za u, x y, z . zmienne v, 5, 7, C.. za pomocą równań

. , , . bulu di(3), otrzymamy pochodne częściowe 52 ‘ by ‘ — ... wy- 

, . , • Żv Żv Dy rażone przez y, 4, , 5--i pochodne częściowe 35 1571

Ażeby zrobić podobne przekształcenie dla pochodnych 
częściowych 280 rzędu, dość jest zróżniczkować równania 
(8). Różniczkując naprzykład zupełnie pierwsze z równań (8), 
i zważywszy że

(9)

dv=X 4z+Y4+Y4+ ... 06 0] 0
u\ ^U soulust I D2u - |

5/ 052 ■ 1 040 1

)o\ 32v . I 02v - 9 I)=snbntadr
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podstawiając za te różniczki zupełne ich wartości (9) jak 
również za ds, d^, d^.-.. wartości (6), otrzymamy ró
wnanie, które będzie miało miejsce niezależnie od różniczek 
dx, dy, dz...; zakładając spółczynniki tych różniczek w licz
bie m równemi po obu stronach równania, otrzymamy m 
równań, które nam wyznaczą m pochodnych częściowych

M2u d2u ^u
Żx2 7 Żxdy‘ Żxoz

Drugie równanie (8) da nam podobnież m pochodnych 
częściowych

M3u Nu Du ■
Żyoz ‘ by? ’ ^yHz

z których pierwszą już byliśmy otrzymali poprzednio i t. d 
Pochodne trzeciego i wyższych rzędów, mogą być otrzyma- 
nemi bez trudności zupełnie w ten sam sposób.

Sposób ten z łatwością zastosować można do ilukolwiek 
funkcyj wielu zmiennych niezależnych.

240. Przykład. Przekształcenie Legendre‘a. Niech
będzie z funkcją dwóch zmiennych niezależnych x i y. Mamy [217]

(1)

i również [218]

(2)

dz = pdx — qdy

dp = rdx — sdy 
dq = sdx — tdy

co wychodzi na to samo, co oznaczyć przez skrócenie

Żz Żz
32 P ‘ t)y I

03% _  Żx_Ży
Żaby ^y Żx

3z _  y_
0a2 Ox ‘

322 37_
Ży2 ^y
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Załóżmy
(3) u = px — qy — Z

otrzymamy różniczkując zupełnie:

du = (pdx — qdy — dz) — xdp — ydq

a podstawiając (1)

(4) du = xdp — ydq

Równania (2) rozwiązane co do dx, dy dają nam 

d-n1ad+n-90 
d --ad +2,41

Żx _^y _ — s by _ r 
2q 2p rt — s2 7 2q r—s2

D2u — s ^u _ r
33q“rt—s2 2 0q? — rt — s^

Chcemy zastąpić zmienne x, y, z przez zmienne p, q. U, 
uważając p, q za zmienne niezależne, u za funkcję tych zmiennych 
niezależnych.

Z równania (4) mamy

(6)

a z równań (5)

Ja_  1
(7) ^p rt — s1 ‘ 
a zatem 

^u t
(8) Sp2 ~ rt — s2 ‘
ztąd

22u 22u _ / M2u 2 _ _4(9) 0p23q2 \^q) rt—s^

Równania (8) i (9) wyznaczają r, s, t, przez pochodne częściowe
Ju bu ^u ^u ^u
3p ‘ 0q ‘ Żp? ‘ 2q” ’ ^p^q
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Gdybyśmy chcieli wziąść x i p za zmienne niezależne, z równań 
(2) otrzymalibyśmy

(10)

a zatem

(11)

1 rdy = - dp — - dx

, t rt — s2, dą= - dp------ -— dx

^q_ rt — s2 
dx s 

wzory (1) i (.4) dadzą nam różniczki dz i du.
Jeżeli rt — s2 = O, bez względu na x i z, wtedy

— =0
03

zmienna q jest niezależną od x [145]; zmienne p i q nie mogą 
być wzięte za zmienne niezależne, a wzory powyższe stają się niemo- 
żebnemi.

C łoiczenia.
I. W równaniu

w klórem x uważanem jest za zmiennę niezależną, a y za funkcję, 
wziąść y za zmiennę niezależną, a x za funkcję.

Odpowiedź. Równanie stanie się

d^x 
d^ — x — e" = C

2. W równaniu
dry . di/ ,
—, —x -—— ay == 0dx2 1 dx 1 '

podstawić za zmiennę niezależną x, inną zmiennę niezależną o
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daną przez równanie

x = dos o

Odp. Równanie staje się .

d‘y — (1-wst? w) dot c. d + ay wst?0 = 0
Co2 ' 1 dw

3. W równaniu 
(1 — 43) d‘u — x dy + n^y = 0

- ‘ dx 

podstawić za x zmiennę niezależną o, wiedząc że 

x == dos 6 
Odp.

#3+y=0
4. W równaniu

d‘y _ 1dy _ ,E0
dx^ x dx' 3

podstawić za x zmiennę niezależną t, wiedząc że

Odp.

5. W wyrażeniu

x2 =*t

4*+4+=0

podstawić za x i y zmienne r i 0, wiedząc że

® = rdosft y =r wst 0
3
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Odp.

W=

6. W wyrażeniu
— Żu bu
W=Usy—V5a

gdzie x i y se zmiennemi niezależnemi, a u ich funkcją, podstawić 
za x i y zmienne r i 0, wiedząc że

T==rdos0 y =r wst 0
Odp.

7. W równaniu

w=-30

02u . 02u . — --, =0 0x2 Dy- 

gdzie x i y są zmiennemi niezależnemi, a u ich funkcją, podstawić 
zmienną niezależną r, wiedząc że : 

x2 — y2 = 72
Odp.

d2u . ł du _
Żr2 i r br

8. W równaniu
d2u , 22u _ V2u
Da2 T Ży2 T 022

gdzie x, y, z są zmiennemi niezależnemi, a u ich funkcją, podsta
wić zmienną niezależną r, wiedząc że

Odp.
x2 + y2+22 ==72

3%u 2Ju——-—— = 0or2 1 r dr
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CZESC III

ZASTOSOWANIE RACHUNKU RÓŻNICZKO
WEGO DO TEORII FUNKGYJ

ROZDZIAŁ XIII

O PRZYROSTKACH SKOŃCZONYCH FUNKCYJ

Różne rzędy ciągłości funkcyj. — Wyrażenie stosunku przyrostków skoń
czonych dwóch funkcyj jednej zmiennej niezależnej. — Wyrażenie przyrostku 
skończonego funkcji w szczególnych przypadach. — Wnioski.

241. Różne rzędy ciągłości funkcyj. Z określenia 
pochodnej [138] wypada, że jeżeli j ochodna funkcji jest 
funkcją ciągłą zmiennej niezależnej, pomiędzy pewnemi 
granicami tćj zmiennej niezależnój, sam i funkcja jest również 
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funkcją ciągłą pomiędzy temi samemi granicami zmiennej 
niezależnej : samo istnienie pochodnśj, jest warunkiem 
koniecznym i dostatecznym [123] ciągłości funkcyj. Lecz 
twierdzenie odwrotne nie ma miejsca : pochodna funkcji 
ciągłćj, nie jest koniecznie funkcją ciągłą zmiennćj niezale
żnej. Aby uczynić to widocznćm, przedstawmy funkcję przez 
krzywę MAM, (fig. 64) przedstawiającą w punkcie A złama

nie, to jest dwie styczne, jedną AT do gałęzi AM, drugą 
AT, do gałęzi AM, tworzące kąt TAT, pomiędzy sobą. Po
chodna funkcji przedstawioną jest przez stycznę trygono
metryczną kąta, jaki styczna tworzy z osią odciętych : 
kąt ten zmniejsza się w sposób ciągły, gdy postępujemy od 
M ku A, w którym to punkcie przechodzimy na gałąź AM,, 
a kąt stycznej przeskakuje z ATX do AT,X nie przecho
dząc przez wartości pośrednie, poczem znów zmienia się 
w sposób ciągły. Krzywa jest widocznie ciągłą, nieprzerwa
ną na całej przestrzeni MAM, : lecz pochodna jej ma ciągłość 
zerwaną w punkcie A, bo przeskakuje z wartości st ATX, 
do wartości st AT,X, nie przechodząc przez wartości po
średnie.

Weźmy naprzykład funkcję
xJ = -- -

1 + e-
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funkcja ta jest ciągłą nawet dla x =0, bo wtedy y ==0, 
a dla wartości bardzo małych dodatnych lub odjemnych 
zmiennój x, funkcja y przybiera również bardzo małe 
wartości dodatne lub odjemne, zdążające do zera wraz 
z wartościami x. Lecz pochodna dla wartości c=0 ma 
ciągłość zerwaną: w rzeczy samej. 

• d 1+e e(+e) 

 1 1  — 1 
1-e” — +e“+2 

ec 

/ x \ 0 / 1\ 
a gdy a =0, gr( — )=c ==0, gref) = x; a więc 

\ex/o \ /o

gdy x zdąża do 0. Lecz jeżeli x zdąża do zera przecho
dząc przez wartości dodatne :

1
gr e x = e C = oo

jeżeli x zdąża do zera przechodząc przez wartości odjemne:
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w pierwszym razie otrzymamy :

w drugim
= 0

o

Jeżeli więc zmniejszamy x nieograniczenie w wartościach 
dodatnych, pochodna zmniejsza się nieograniczenie : dla 
c =0 pochodna równa 0; lecz zmniejszając dalej x to jest 
przechodząc od zera do coraz większych wartości odjem- 
nych, pochodna przeskakuje od 0 do 1, nie przechodząc 
przez wartości pośrednie pomiędzy 0 a 1 : ciągłość więc 
jej jest zerwaną dla x = 0.

Krzywa AOB przedstawiająca funkcje y, jest nieprzer- 
waną nawet w początku O ; lecz przedstawia w tym punk

cie dwie styczne : jedne do gałęzi OA, którą jest oś OX, bo 
(7%) =0 dla « ‘Odatnego, drugą OT do gałęzi OG na

chyloną pod 43° do osi OX, bo (d%) =1 dla « odjem- 

nych.
242. Uwagi po wyższe można z łatwością uogólnić do po
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chodnych jakiegokolwiek rzędu : jeżeli pochodna jakiego
kolwiek rzędu przestaje być ciągłą dla pewnej wartości 
zmiennej niezależnej, pochodne wszystkich rzędów wyż- 
szych, mają ciągłość zerwana dla tćj wartości zmiennej nie
zależnej, lecz pochodne rzędów niższych i sama funkcja, 
mogę dlatego być ciągłemi.

Jeżeli funkcja przestaje być ciągłą dla pewnych wartości 
zmiennej niezależnej, powiadamy że tak dla funkcyj jak dla 
wszystkich ich pochodnych, następuje zerwanie ciągłości 
dla tych wartości zmiennej niezależnej.

Jeżeli funkcja jest ciągłą, lecz jej pierwsza pochodna 
przestaje być ciągłą dla pewnych wartości zmiennej nieza
leżnej , powiadamy, że dla tych wartości funkcja ma 
zerwana ciągłość pierwszego rzędu : pochodna pierwsza 
i następne maja ciągłość zerwaną. W ogólności, jeżeli 
funkcja i jej n — 1 pierwszych pochodnych są ciągłemi, 
lecz nta pochodna przestaje być ciągłą dla pewnych war
tości zmiennej niezależnej, dla tych wartości funkcja będzie 
miała zeriuang ciągłość x\go rzędu, pierwsza jej pochodna 
zerwaną ciągłość n — Igo rzędu, druga zerwaną ciągłość 
n—Ago rzędu it. d. ...

Funkcją ciągłą ngo rzędu, nazywać będziemy funkcję 
której pochodna ngo rzędu jest ciągłą, nic nic przesądza
jąc o pochodnych rzędów wyższych.

243. Stosunek przyrostków skończonych dwóch 
funkcyj jednej zmiennej niezależnej. Niech będą 
dwie funkcje

F(x), f^) 

zmienn j niezależnej x; niech będą dwie wartości szcze
gólne r^ i X tej zmiennej niezależnej, różniące się o

h == X — x.
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Zakładamy, że gdy x zmienia się od x, do X włącznie, 
funkcje F (x) i f(x) pozostają ciągłemi, stosunek ich po
chodnych

F(x)

pozostaje również ciągłym, wreszcie że pochodna f {x) nie 
zmienia znaku, pozostając ciągle dodatną lub ciągle odjem- 
ną, to jest że funkcja f{x), ciągle się zwiększa lub ciągle 
zmniejsza, gdy x zwiększa się od x, do X [144] : za
mierzamy znaleść w powyższśm założeniu wartość sto
sunku

(1) F(x—h)—F(x) : F(X)—F(x)
f(x,+h)—f(x,) y f(X)—f(x)

Przypuśćmy że f (x) pozostaje ciągle dodatnćm : nazwij- 
my przez M wartość największą, przez N wartość naj

mniejszą z tych wartości jakie stosunek F (x) ciągły przy

brać może, gdy x zmienia się od x, do X : będziemy mieli

N<ECX<M 
f (x)

a zatem
(2) N f (x) < F {x) < M /■' (x)

M i N są wartościami stałemi : M f (x) jest pochodną 
funkcji Mf(x), zaś Nf‘(x) pochodną funkcji Nf(x), podo
bnie jak F (x) jest pochodną funkcji F(x). Nierówność (2) 
wskazuje więc [144], że funkcja F(x) ma dla tychże sa
mych przyrostków x, przyrostki mniejsze od funkcji Mf(x) 
a większe od przyrostków funkcji ^f{x):

N [f(X) - f(x,)] < F (X) - F W < M [/(X) - f(xo)]
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czyli

(3)

Lecz stosunek

N F(X)—F(r) 
f(X)—f(x)

F‘(x)Ciągły " przechodzi z założenia przez 
/ (X)

wszystkie wartości pomiędzy najmniejszą N a największą 
M, gdy x zmienia się pomiędzy x, a X : stosunek więc (i) 
będąc zawartym pomiędzy N i M, jest równym pewnej

, , F (Ac) 
wartości stosunku —— 

t ‘(x) 
odpowiadającej pewnej wartości

zmiennej niezależnej x zawartej pomiędzy x, a X, czyli 
pomiędzy x0 a x, + h : nazwijmy wartość tę

x, — 0h

oznaczając przez 0 ułamek właściwy zawarty pomiędzy ze
rem a jednością włącznie:

aby wyrazić przez to że

x, A x, -- 6h — x — h

będziemy więc mieli na zasadzie (3)

F(xo—h)—F(x) F(x—6h)
" f(eo+h)—f(r) f‘(r+0h)

Przypuszczając że f'{x) pozostaje ciągle odjemnem gdy 
x zmienia się od x, do X, doszlibyśmy do tego samego 
wniosku (4) odwracając tylko nierówności w dowodzeniu;
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możemy więc wysłowić twierdzenie następujące zawarte we 
wzorze (4) :

TWIERDZENIE. Jeżeli pomiędzy pewnemiwartościami szczegól- 
nemi zmiennej niezależnej, dwie jakiekolwiek funkcje tej zmien
nej niezależnej, jakoteż stosunek pochodnej jednśj do pochodnej 
drugiej funkcji pozostajg ciggłemi\ jeżeli nadto pochodna dru
giej funkcji nie zmienia znaku pozostając ciągle dodatną lub 
ciągle odjemną : wartość stosunku przyrostku jednej funkcji do 
przyrostku drugiej funkcji, gdy zmienna niezależna przechodzi 
z jednej wartości szczególnej w drugą, równa się wartości sto
sunku pochodnych tychże funkcyj, odpowiadających pewnej 
wartości zmiennej niezależnej, zawartej pomiędzy uważanemi 
wartościami szczególnemi włącznie.

244. Załóżmy w powyższem twierdzeniu, że wartości obu 
funkcyj odpowiadające jednej z dwóch danych szczególnych 
wartości zmjennej niezależnej, są równemi zeru :

F(x)=0, f(,)=0
wzór (4) stanie się

. F(x,+h) _ F(x,+0) 
f(x,+h) f^Ą-^h)

Nazwijmy ^h — h^ i załóżmy dalej że

F(r)==0, f‘(x) =0

załozmy nadto ze stosunek----- - 
f (x) 

jest funkcją ciągłą x dla

wszelkich wartości zawartych pomiędzy x, i x,+h,, i że dla 
tychże wartości f'{x) nie zmienia znaku; stosując wzór (5)
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do stosunku F (ro—h. otrzymamy

F‘(x,+h,)F‘(r,+0,h,) 
/ (3, +h,) /" (, + ^J1^

gdzie Oj oznacza ułamek właściwy, zawarty pomiędzy 0 
a — 4 włącznie.

Nazwijmy 0,h, == h,, załóżmy dalej

F(r)=0 /()=0

otrzymamy (robiąc względem trzecich pochodnych zastrze
żenie ciągłości ich stosunku, i niezmienności znaku jednej 
z nich, jak powyżej względem pierwszych i drugich po
chodnych)

F(x,+h) F(x,+0,h,)
i" (^o + h,) /" (Eo + 0,1.)

i tak dalej : w końcu zakładając

(6)
( F(ro) =0
( f^ =0

F(x)==0 ... F"1(x)==0

P‘(,)=0...f-)(,)=0

zastrzegając za każdym razem odpowiednie warunki "cią-
F(n) (x)

głości stosunków takich jak -----— niezmienność znaku° J W (x)
f"(x) i uważając, że jedyny warunek jakiemu podlega 
h,==On—hn— jest żeby h,Ah_1, jedyny warunek jakie- 
mu podlega h—[= 0,—2 hn__2 jest żeby, h,_-h—...na- 
koniec, jedyny warunek jakiemu podlega h, jest żeby
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h,A h, a zatem jedynym warunkiem określającym hn jest 
żeby hn było mniejszóm lub równem h: że więc zamiast 
hn dość jest napisać 0h, oznaczając ciągle przez 0 ułamek 
właściwy zawarty pomiędzy 0 a — 1 włącznie, otrzymamy 
w ten sposób pod założeniem (G)

F(—1) (x,+h,—) F(n) (x, + 6h) 
f="(a,+A—) f(,+oh)

a podstawiając ciąg równań powyższych, zacząwszy od (5) 
otrzymamy w końcu :

F(x,+h) Fl) (x,+Oh)
" f(eo+th) f(E,+oh

co możemy wysłowić jako

WNIOSEK i. Jeżeli dla jednej z wai'tości szczególnych zmien
nej niezależnej^ wartości tak obu funkcyj jak i ich n — 1 pier
wszych pochoanych sg zerami: stosunek wartości szczególnych 
tychże funkcyj dla innej wartości zmiennej niezależnej, równa 
się stosunkowi ich Titych pochodnych, odpowiadającemu pew
nej wartości zmiennej niezależnej zawartej pomiędzy dwiema 
powyższemi wartościami szczególnemi; byleby tak funkcje jak 
i stosunki ich pochodnych aż do ntej pochodnej włącznie były 
ciggłemi, i pochodne jednej z nich {w mianowniku} nie zmieniały 
znaku pomiędzy uważanemi wartościami szczególnemi zmiennej 
niezależnej.

245. Wyjmując z założenia (6) równanie F(x,) ==0, to 
jest zakładając tylko (prócz założeń pozostałych, które cią
gle mają miejsce)

F(x)=0 F(x)=0... F-) (x) =0

*(9=0 f^^O F(J)=0...f-1)(,)=0 
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otrzymalibyśmy zc wzoru (4)g0 wyrażenie :

F(x,+h)—F(,) F() (x,+0) 
f(E,+h) f (E,+0h)

Załóżmy jako szczególny przypadek funkcji f{x}: 

f(x)==(x — x,)" 

mamy
f‘(x)=n(— «,)—, f‘(x)=n(-1)(—z)-ł, ... 

f" 1) (x) = n (n — 1) ... 3.2(x — x)

Pochodne te czynią zadosyć wyżej wymienionym warun
kom ciągłości i niezmienności znaku; nadto : 

f(n) (x) == n (n — 1).. .3.2.1 
a dla x = x, :

/(.,)=0, /‘()=0, (x)=0,..f"-(,)=0, 
fi") (x,)==1.2.3...n

Przypuśćmy również stosownie do założenia że :

F‘(x,)=0 F(x)=0..F")(,)=0

i że zresztą funkcja F (x) ma wszystkie swe pochodne aż do 
F(n) (xc) włącznie ciągłemi, t. j. że jestfunkcją ciągłą przynaj
mniej ngo rzędu, (co jest koniecznem aby stosownie do za-

F‘ (A) F(n) (x) łożenia stosunek —" • • • nl był ciągłym, gdy x zmie- 

nia się od x, do x + h), równanie (8) stanie się

F(,+h)—F(x,)_ F()(,+0h)
' ' hn ~ 4.2.3 ...n
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czyli
(10) P(r,+h)-F()="----------„ F()(,+6)

co możemy wysłowić jak następuje :

WNIOSEK u. Jeżeli dla pewnej wartości zmiennej niezale
żnej^ n — 1 pierwszych pochodnych funkcji równa sie zeru : 
przyrostek funkcji począwszy od tej wartości szczególnej, równa 
się wartości ntej pochodnej odpowiadającej pewnemu przyrost
kowi zmiennej niezależnej nie większemu od danego, pomnożo
nej przez ntą potęgę przyrostku zmiennej niezależnej podzieloną 
przez iloczyn z n pierwszych liczb porządkoicych', byleby funkcja 
była przynajmniej ciągłą ago rzędu pomiędzy wartościami 
szczególnemi zmiennej niezależnej, które bierzemy pod uwagęy 
włącznie.

246. W szczególnym przypadku, jeżeli n=i, mamy

(11)

czyli

En*)—ŁW = f • (x,+0h)

EQEEd= F‘(r)A — Jo

gdzie E, jest zawartem pomiędzy x a X:
Stosunek przyrostku skończonego funkcji do przyrostku od

powiedniego zmiennej niezależnej, równa się wartości pocho
dnej funkcji, odpowiadającej przyrostkowi zmiennej niezależnej 
mniejszemu [lub równemu} oddanego: byleby tak funkcja jak 
gej pochodna były ciągłemi w danych granicach.

Jeżeli h jest nieskończenie małem, wzór (10) pokazuje że :
Przyrostek funkcji, odpowiadający przyrostkowi nieskoń- 

cztnie małemu tej wartości zmiennej niezależnej, dla której 
n — 1 pierwszych pochodnych funkcji równa się zeru, jest nie-
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skończenie małym ogo rzędu: byleby funkcja i jej n pier
wszych pochodnych były ciągłemi.

247. Jeżeli przypuścimy we wzorze (10) F(x)== 0, 
otrzymamy :

(12) F (x, + h) = ——- - - - - F" {X. + 0h)

a zakładając jeszcze x, = 0

F()=‘"—F» (0h)

Lecz w takim razie, poczynając zmieniać x od wartości 
x,==0, przyrostek x jest samem x, a więc

(13) F(x)=19.S"„F"(9.)

który to wzór ma miejsce w przypuszczeniu że

F(0) = 0 F'(0) = 0... F(")(0)=0

to jest w przypuszczeniu, że dla wartości O zmiennej nie- 
zależnej, tak funkcja jak jej n — 1 pierwszych pochodnych 
równa się zeru, i że funkcja pozostajc ciągłą ngo rzędu 
w granicach w których zmieniamy zmiennę niezależną.

Zakładając powyższe przypuszczenia we wzorze (8), to 
jest, przypuszczając że wszystko ma miejsce jak powyżej 
z wyjątkiem wszakże F (x) = O /przypuszczamy więc 

F(0) 20) mielibyśmy

(14) F (x) — F (0)= —,3------, F") (0r)

31
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248. Wniosek iii. Jeżeli funkcja ciągła rago rzędu pewnej 
zmiennej niezależnej^ zawiera stałą [lub parametr), i dla szcze
gólnej wartości tej stałej staje się zerem dla jakiejkolwiek war
tości zmiennej niezależnej, wszystkie m pochodnych tej funk
cji, stają się równemi zeru dla tejże szczególnej wartości stałej. 
Niech będzie funkcja cięgła mgo rzędu

F(x, a)

zmiennej niezależnej x i parametru a, to jest stałej a, mo- 
gęcej przybierać różne wartości niezależnie od x, (czyli 
po prostu dwóch zmiennych xia); załóżmy że gdy a przy
biera wartość a0

F(x, %) = 0

powiadam że pochodne względem x funkcji F

F(x, &) = 0, F(x,%) = 0, ... F() (x,%) =0

W rzeczy samej, wzór (10) daje nam dla jakiegokolwiek x,

F (xo + h, a) — F (o, a) = 1.9---------, F <n) (Lo + ^h, a)

(gdzie n^m, a więc z założenia warunki ciągłości mają 
miejsce).

Ilość a uważana jako stała, nie wpływa na wzór; lecz 
gdy a = a0 z założenia

F (E, c) =0 F (x, + h, «,) = 0

jakiekolwiek będzie x, i h, a więc

,1"—Fi) (x,+6h,c)==0
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a że h jest jakiekolwiek, choć nie znamy 6, możemy przy
puścić

x, — 0h = x 
otrzymamy więc

F(") (x, «,) = 0

a że dowodzenie powyższe ma miejsce dla pochodnej jakie
gokolwiek rzędu n mniejszego lub równego m, więc wnio
sek zostaje udowodnionym.

Wniosek ten można wysłowić inaczej :
Jeżeli funkcja ciągłą mgo rzędu wielu zmiennych niezale

żnych {t. j. funkcja której pochodne częściowe względem wszyst
kich zmiennych niezależnych aż do mg o rzędu włącznie są cią- 
głemif staje się zerem dla pewnej wartości szczególnej jednej 
zmiennej niezależnej, jakiekolwiek nadawalibyśmy wartości po
zostałym zmiennym niezależnym : dla powyższej wartości szcze
gólnej tej zmiennej^ pochodne częściowe funkcji względem pozo
stałych zmiennych niezależnych, są róicnemi zeru, aż do po
chodnej mgo rzędu włącznie.

Jeżeli
F(x, y , z •••)

dla r=x, staje się zerem :

F (x,, y, z .. ,)=0 
powiadam że

F (x,, y, z ...)F(x,,y, z ...) 22P (x,, y,5...)
--------s -0

i t. d.
W rzeczy samej zmienna x niezależna od zmiennych 

y, z ... zachowuje się względem tych ostatnich jako stała 
lub parametr a.

Wniosek ten jest uogólnieniem już poprzednio udowo
dnionego w inny sposób [188] twierdzenia.



ROZDZIAŁ XIV

WZÓR TAYLORA

Rozwinięcie przyrostku funkcji podług potęg zwiększających się przyrostku 
zmiennej niezależnej. — Wyraz dopełniający, czyli reszta rozwinięcia. — Uwa
gi tyczące się tego rozwinięcia. — Szereg Taylora. — Różne wyrażenia wyra
zu dopełniającego. — Rozwinięcie przyrostku nieskończenie małego funcji 
podług różniczek rzędów zwiększających się tejże funkcji.

249. Niech będzie funkcja

y=f^

nadawajmy zmiennej niezależnej x zacząwszy od pewnej 
wartości x, przyrostki równe Ax : funkcja otrzyma przy
rostki , które zmieniać się będę za każdem Ax, tak, że 
wartość funkcji odpowiadająca wartości zmicnnćj nieza
leżnej zwiększonej m przyrostkami równemi Ax, to jest 
wartości x, — mAx, wyrażana zostanie przez wzór [19] :

(i) /te, + m Ae) = fM +A /() + mila / fe)
m (m —4) ... (m — n — 1) A"f(s)— A"((x)1 .2 . .. n
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nazywając przez ^f{x^, A‘f (x)... Amf(x,) pierwszą, dru
gą... mtą różnicę funkcji [17] i uważając m jako liczbę 
całkowitą dodatną, zresztą jakąkolwiek.

Lecz zważywszy że :

m (m — 1)=m2(4 — —)
\ mJ 

m(m — 1) Cm — 2) = m311 — 1 (1 — 2 
\ m / m 

+ hn (1 _1\_ 2) (1 _ 7—1) ^nf^ i
4.2...n\ m)\ mj'' \ m / Ax"

hm A  1 \ A 2\ / 4  m— \A"f(xo)
1.2...m m) \ m] " ' \ m / Axm

mCm—1)(m—^...(m— -D)=mn[ 1——) (1—22—1 
\ m m \ m 

/ A/ 2' m Cm —1) Cm —2)... 2.1 — mm 1 (1  
\ m) \ m 

, m—11—------  m
wzór (i) napisać możemy 

f(^ + m^) = /(,) +"A “X!E‘

_ ma Aza /, _ 1\ A*f(x,) I 
*1.2 \ m) Ax2 T ‘ ‘ 

. m"Agn /. 4\ /, 2\ /, n—1\Anf(xc) j 1 1 ... pi —-- 1 1.2...R m \ ml \ ml Ax"
— •■•

mm Axm / i \ / 2' 
i"    1 1 — —1.2. ..m \ m \ m

m — 1\ Amf (x) 
m ) Aom

Zakładając
m Ax = h

otrzymamy

: + h) = F(x) - h Af(x) + — (1— 1\4f(e,) 
01 10 1 Ax 4.2 mJ

(3)
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Jakkolwiek przypuszczamy m całkowitćm, ponieważ jed
nak przyrostek Ax zmiennej niezależnej jest dowolnym, 
h może być jakiekolwiek; z drugiej strony, zwiększając m 
nieograniczenie nawet jedynie w wartościach całkowitych, 
możemy pozostawiając h tćm samem, uczynić Ax mniej- 
szćm od wszelkićj ilości oznaczonej, czyli nieskończenie 
małem; w granicy mieć będziemy [189]:

Af(x.) f t . A?f(x.) . ^nf^x^(4) gr "A==f (Fo)’ 81 Aa"=f (Fo),--8T TAa==f "(Fo)

m \ m \ M

gdy Ax zdąża do zera, a m do nieskończoności, byleby co 
do (5) n było liczbą skończoną, nie mogącą się zwiększać nie
ograniczenie : bo jakkolwiek iloczyn pewnej liczby czynni
ków z których każdy zdąża do jedności jest w granicy jedno
ścią, bo logarytm tego iloczynu jest w granicy zerem, nie 
możemy powiedzieć tego w przypadku liczby czynników nie
skończenie wielkiej,tćmbardzićj kiedy który z tych czyników

n_ I
jak naprzykład 1 —------ nie koniecznie zdążałby do jedno

ści, gdyby n mogło się zwiększać nieograniczenie podo
bnie jak m; musimy więc zakładając równania (5) za- 
strzedz że n pozostaje liczbą skończoną.

Oznaczmy przez q(x,+h) granicę summy n pierw
szych wyrazów rozwinięcia (3), gdy Ax zdąża do zera, a 
m do nieskończoności.:

} 12
(6) 9(x+h)=f(ro)+i"(r)+12""(,)+...

+,2.474/"(,
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jeżeli granica ta istnieje , co ma miejsce jeżeli ani funkcja 
f{xj), ani żadna z jej n — 1 pierwszych pochodnych, nie 
przestaje być ciągłą, ani nie staje się nieskończenie wielką 
dla żadnej z wartości x zawartych pomiędzy granicami 
w których zmieniamy tę zmiennę niezależną.

Oznaczmy dalej przez V (x, — h) różnicę wyrażeń 
(fx, — h) i ¥ (x, — h); tak że

(7) F(x,+1)==9(x,+/)+V(x,+A)
i załóżmy

x+h=x czyli h = x — x, 
otrzymamy

. ,()==/0r0++87P/c=0+"75/rw+...

I (x— x)"1 + (n-i) , 
T 1.2...( — 1) ' 0

V()=/(x)-9()

Dla T=x, z (8) widzimy że

•(Fo) ==f(Ho), ? (Fo) =f(o), ą"" "(o) =f""(F.)

a zatem

V(r,)=0, V(,)=0, V(,)=0,.. V()=0

lunkcja V (x) ma n — 1 swych pochodnych równych zeru 
dla wartości szczególnej T=x,. Zakładamy że funkcja da
na f(x) jest ciągłą ngo rzędu, w granicach pomiędzy któ- 
remi zmieniamy zmiennę niezależną : funkcja V (x) będzie 
także ciągłą ngo rzędu, jako równa różnicy f{x] i © (x), 
wielomianu algebraicznego (8) n — Igo stopnia codo x;
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mamy więc na zasadzie [247 (12)]

V(r,+1)=r2.„ V"(,+01)
Lecz z określenia V (x)

W (x)==fl) (x) — ?W (x)

a że nta pochodna funkcji P (x) która jest wielomianem 
n — Igo stopnia co do x, jest zerem dla wszelkiej wartości 
x, więc

Y() (x) —fM (x)

dla wszelkiej wartości x, a więc i dla wartości x,+Oh; 
a zatem

(9) V (x, + A) = —""— f W (x, 4- oh)

Podstawmy wartości (6) i (9) w (7), i uważając że x, 
oznacza jakąkolwiek wartość x zawartą w granicach cią
głości ngo rzędu funkcji f{x\ zastąpmy x, przez wartość 
ogólną x, otrzymamy :

(10) f (x + h) = f(x) + " f‘ (x) + (x) + ...

+ 12.10=1/" (6) +T^—n^ ( + on)

Wzór ten znanym jest pod nazwiskiem wzoru Taylor'a\ 
wyrażenie
di) R=h"—f(n) (c oh)

1.2 ... n

nazywamy Resztą lub wyrazem dopełniającym rozwinięcia;



WZÓR TAYLORA 489

tak że * •

(0) f^-+h]=f^+1 f (e)+^f" (x) +...

+ra.=nte+n,

lub też
(10) f^ + A) —F(e) = 1 f („) + — F()+... 

+a=n/ne+n.

Wzór ten daje nam iuartość przyrostku funkcji rozwiniętą 
podług potęg zwiększających sięprzyrostku zmiennej niezależnej, 
pomnożonych każda przez pochodne funkcji tego samego rzędu 
co odpowiednia potęga przyrostku, a podzielonych każda przez 
iloczyn liczb porządkowych aż do liczby icskazującej potęgę 
przyrostku włącznie; rozwinięcie to można doprowadzić tylko 
wyłącznie do icyrazu zawierającego pochodne której ciągłość 
zostaje zerwaną w granicach pomiędzy któremi zmieniamy 
zmienne niezależną; w ostatnim wyrazie rozrcinięcia podstawić 
należy w pochodnej za zmienne niezależną, zmienne niezależną 
zwiększoną przyrostkiem mniejszym {lub równym} co do wartości 
od uważanego {za x podstawić x—6h); wyraz ten stanowi 
RESZTĘ, lub wyraz dopełniający rozwinięcia.

250. Uwagi nad wzorem Taylor’a. Nie należy są- 
dzić żeby wzór Taylor’a mógł zawsze stać się szeregiem : 
gdybyśmy zamiast napisać po n — tym wyrazie resztę 
w rozwinięciu (10) chcicli prowadzić rozwinięcie to do nie
skończoności, otrzymalibyśmy szereg niekoniecznie zbież
ny, a choćby był zbieżnym, niekoniecznie równy f (x — li): 
tak że równanie (10) mogłoby stać się nieprawdziwem. Ja
koż w dowodzeniu zastrzegliśmy naprzód że n nie może 
być nieskończenie wielkiem; bo w takim razie nie wiemy
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w ogólności co się staje w granicy z iloczynem takim jak

/, 4 \ /, 2\ /, n — A\1----- 1--------- .. . 1-------------\ m) \ \ m /

we wzorze (3), gdy n zwiększa się nieograniczenie wraz 
z m. Równość więc (10) została udowodnioną tylko w razie • 
skończonej liczby wyrazów rozwinięcia, to jest pod zastrze
żeniem że rozwinięcie to nie może być rozciągniętśm tak 
daleko jak się podoba, nie może stać się szeregiem.

Powtóre, zastrzegliśmy wyraźnie żeby funkcja ani żadna 
z jej n pierwszych pochodnych nie przestała być ciągłą, 
ani nie mogła stać się nieskończoną w granicach między 
jakiemi zmieniamy zmiennę niezależną. Wzór więc Taylor‘a 
może być prawdziwym dla pewnej liczby n wyrazów, a 
przestać być prawdziwym jeżelibyśmy chcieli rozciągnąć go 
o jeden wyraz więcej : jeżeli właśnie n—Isza pochodna 
funkcji przestaje być skończoną lub ciągłą, choć n poprze
dnich i sama funkcja czynią zadosyć tym warunkom w gra
nicach uważanych.

Weźmy naprzykład funkcję

f(x) = (x — x) q (x) + 1 (x)

gdzie [x jest dodatnem ułamkowem, funkcje zaś ©(x), V (x) 
ciągłemi, również jak i ich pochodne jakiegokolwiek rzędu, 
dla wszystkich wartości x zawartych pomiędzy x, i x+h 
włącznie. Oznaczmy przez m największą liczbę całkowitą 
zawartą w ułamku p. , tak że będziemy mieli

m <M. < m+1

pochodne różnych rzędów, aż do rzędu ngo funkcji f(x) 
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będą

f (x) =v(- «)1 9 (x) + (x — «,)* • (x) + Y (x) 
f" (x) = # (--1) (r — «,)— ? (x) + 2 (x — ,)—y (a) 

+(r—=,),‘(x)+Y(x)

f‘" (x) = (— 1)— 2)— "-)(-—)" P(x)+... 

+ y (n) (x)

Dla wartości szczególnej x— x, funkcja dana staje się

F(x)=t()

a jej pochodne
f (x,) =Y(r) 

f‘(x) ==V (x,)

f(xo) =Y"(x.)

byleby n było mniejszem od m; bo gdy n staje się wię- 
kszem choćby o jedność od m, to jest gdy n = m — 1 :

Fi) (e) = u(u.—1)(—2)...(.—m) , (4) +

a że p. — m<1 z założenia, pierwszy wyraz tego rozwinię
cia staje się nieskończenie wielkim dla T=x, : wzór (10) 
Taylor’a nie ma więc miejsca dla wartości zmiennej nieza
leżnej zawartych pomiędzy granicami obejmującemi wartość 
szczególną x = x0, gdy chcemy rozciągnąć wzór ten po za 
wyraz mty; lecz ma miejsce dla liczby wyrazów mniejszej 
od m, lub nawet równej m, to jest jeżeli się kończy na 
wyrazie zawierającym fm-1(x).

Wzór Taylor’a może również mieć miejsce gdy zmieniamy 
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x pomiędzy dwiema wartościami szczególnemi xo i X, a 
nie mieć miejsca, gdy wychodzimy po za te wartości : bo 
tak sama funkcja, jak jedna z jej pochodnych może być cią- 
głą pomiędzy x i X a przestać być ciągłą po za temi 
granicami.

251. Szereg Taylor’a. Jeżeli tak funkcja dana, jak 
rcszystkie jej pochodne sa ciągłemi i nie stają sie nieskończenie 
wielkiemi w granicach pomiędzy jakiemi zmieniamy zmienne 
niezależną; jeżeli nadto granicą wyrazu dopełniającego wzoru 
Taylor'a jest zero, kiedy poiciekszamy nieograniczenie liczbę wy
razów rozwinięcia'. rozwinięcie to jest szeregiem zbieżnym, po
stępującym, podług potęg zwiększających się przyrostku zmiennej 
niezależnej, a granicą, summy tego szeregu jest wartość funkcji 
odpowiadająca uważanemu przyrostkowi zmiennej niezależnej.

Jeżeli w rozwinięciu

(10) f(+h)=f()+f(x)+/f”(x)+... 

h"1
1 .2 .. . (n — 1) f-1) (x) — R,

tak funkcja f{x) jak i jej pochodne f (x), f" {x), f" (w},... 
f^ (x), f+1(x)... do nieskończoności są i pozostają cią- 
głemi, gdy zmieniamy x pomiędzy granicami x, i X; je
żeli nadto

(11) grR„=gr—"—f(+0)=0 

gdy n zwiększa się nieograniczenie, powiadam że rozwi
nięcie to przedłużone do nieskończoności, będzie szere
giem zbieżnym którego granicą jest : f{x — h) ; to jest 
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że mieć będziemy

1 12(12) f(+h)=f()+i"()+tn2"(r)+..

. (n — A)’ "11.2...n "11

W rzeczy samej, z założenia wiemy że dla wszelkiego n, 
pochodna nta nie przestaje być ciągłą skończoną; możemy 
więc wziąść tyle wyrazów rozwinięcia, ile nam się podoba. 
Lecz różnica pomiędzy f(x+h) a summą n wyrazów roz
winięcia, którą nazwaliśmy resztą R, coraz się zmniejsza 
i może stać się tak małą jak się podoba biorąc n dość wiel- 
kiem : summa więc n wyrazów rozwinięcia, gdy n zwię
ksza się nieograniczenie, zbliża się nieograniczenie do 
f(x+h), ma więc granicę skończona f(x — h); roz
winiecie zatem jest szeregiem zbieżnym. Szereg ten (12) 
nazywamy Szeregiem Taylor'a; jest on wzorem Taylor’a roz
ciągniętym do nieskończoności, i wymaga więcej warunków 
niż wzór (11) : bo gdy ten ostatni ogranicza warunki cią
głości i wartości skończonych do pewnćj tylko liczby pierw
szych pochodnych, szereg Taylor’a wymaga tych warunków 
dla wszystkich pochodnych. Funkcja naprzykład uważana 
przed chwilą

f[x) =(— «)* 9 (x) + I (x)

gdy u. jest ułamkowem, nie może być rozwiniętą podług 
szeregu Taylor’a, gdy x zmienia się w granicach obejmują
cych Eo, gdy tymczasem wzór (11) stosuje się do tej funk
cji, bylebyśmy go ograniczyli na liczbie wyrazów mniejszej 
od p.

252. UWAGA i. Gdyby wyraz dopełniający R„ nie zdążał do 
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zera, lecz do granicy skończonej R różnej od zera :
7

grR=R gdy n=c 

rozwinięcie poprzedzające wyraz ten stanowiłoby szereg 
zbieżny, jeżeli pozostałe warunki zachodzą; granicą summy 
tego szeregu będzie wtedy widocznie z (10) :

f(x+h)— R.

253. UWAGA n. Warunek żeby rozwinięcie (11) wzoru 
Taylora przedłużone do nieskończoności stanowiło szereg 
zbieżny, nie jest dostatecznym, aby szereg zbieżny tak otrzy
many był rozwinięciem f\x-\-h}, jeżeli nie dodamy wa
runku,żeby reszta zdążała jednocześnie do granicy zero (lub 
granicy skończonej): szereg bowiem tak otrzymany jakkol
wiek zbieżny, może mieć granicę różną od f(x — A).

Wyrażenie R, które nazwaliśmy wyrazem dopełniającym 
lub Beszta wzoru Taylora, odróżnić należy od reszty szeregu 
otrzymanego przez przedłużenie tego wzoru do nieskończo
ności w znaczeniu zwykłem [98] reszty szeregu; ta osta
tnia reszta może zdążać do granicy 0, choć En nie zdąża 
do tćj granicy.

254. TWIERDZENIE I. Jeżeli dla wszelkiej wartości zmien
nej x pomiędzy x a x+h ^gdzie h jest ilością skończoną], 
pochodna funkcji f (x) wszelkiego rzędu jest ciągłą, skończoną, 
funkcja f (x — h) może być rozwiniętą podług szeregu Taylora.

W rzeczy samej resztę

n,=1.2.5..„/"(+on)
możemy wyrazić

n,A.h.h...hgm) (z+on)
* 1 2 3
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a jakakolwiek będzie wartość skończona h, gdy n będzie
my zwiększać nieograniczenie, iloczyn

h h h h
12 3 n

( ■
którego czynniki zdążają do granicy 0, zdążać będzie do gra

nicy zero. Jakoż iloczyn ten możemy rozłożyć na dwie czę
ści : jednę skończoną, a drugą będącą iloczynem nieskoń

czonej liczby czynników mniejszych od jedności; ten osta
tni iloczyn będąc mniejszym od największego ze swych 

czynników, zawsze mniejszego od jedności, podniesionego 
do potęgi nieskończenie wielkiej, zdąża do granicy zero, a 

więc i cały iloczyn zdąża do granicy zero. Lecz z założenia 

f^ (x+0h) ma wartość skończoną, więc

grR„=0

a zatem [251] funkcja f(x—h) może być rozwiniętą na 
szereg Taylor’^.

255. T WIERDZENIE n. Jeżeli funkcja f(x) i jej n pierwszych 
pochodnych są ciągłemi, skończonemi dla wszelkich wartości x 

zawartych pomiędzy x i x — h, zatrzymując rozwinięcie 
funkcji f(x — h) podług wroru Taylora, na którymkolwiek 
wyrazie różnym od zera, granicą stosunku reszty do tego wyra
zu jest 0, gdy h zdąża do zera.

Niech będzie

f{x + h} = f{x} +1/‘()+iq/"(x)-.
1

+1.2.l0=)/"7+n.
w założeniu że

f(x), f‘(x),... f() (x)
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są ciągłemi, skończonemi, gdy zmieniamy rod x do x — h; 
nazwijmy przez skrócenie

‘ r
h 1n—1 

f^ = ", 7" (r) =u. 1.2... (n—1) f"c" (r) ="-1 
tak że

f(x+h)=u+u+u,+ • • • + u-, + Rn

powiadam, że jeżeli h zdąża do zera, to

W rzeczy samej, zatrzymując szereg na n — Aym wyrazie, 
mielibyśmy

F(r+h)=F(x) + 1 r (x) + "2 r (a) +...

En—2
+i2.m0=9/"6+h-

gdzie

r-=1.lG=1/(+9)
zaś

Rn—1 —: Un—i — Rn
Biorąc stosunek

Rn  R-*L  f—! (r+0)—/—0) (x)
u— u— fU-1) («)

ponieważ z założenia ciągłości funkcji i jej pochodnych

gr [f (h) 1) (x — 6h) - f(1) (x)] = 0
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gdy h zdąża do 0, a f(n—1) (x) jest skończonem, wiec

gr c. b. d. d.

256. Inne wyrażenie wyrazu dopełniającego, 
czyli Reszty wzoru Taylor’a. Widzimy z poprzedza
jącego jak ważnem jest wyrażenie reszty, które z jednej stro
ny wskazuje nam różnicę pomiędzy funkcję a jej rozwinię
ciem ograniczonem na pewnej liczbie wyrazów, z drugiej 
zaś strony, możność rozciągnięcia rozwinięcia do mniejszej 
lub większej liczby wyrazów, lub też nawet zamienienia 
rozwinięcia w szereg, którego granicę jest funkcja dana : 
szereg, którego warunkiem koniecznym jest zdężanie reszty 
do granicy zero.

Niech będzie rozwinięcie

, (10) F(x+)=/©)+1"‘@o)+// ()+...

1)
+—" -—- f (n"1) (x) + R, *

1 .2 ... (n — 1)
gdzie
(11) R=h"—f^^+oh)

Reszta ta zawiera pochodnę rzędu o jedność wyższego 
niż ostatni wyraz rozwinięcia. Może się zdarzyć przypadek, 
że funkcja czyni zadosyć warunkom cięgłości aż do n — 16° 
rzędu włącznie, lecz że właśnie ciągłość lub skończoność 
pochodnej ngo rzędu jest zerwanę lub wątpliwą; w takim 
razie można wyrazić resztę przez n — lsz? pochodnę w na- 
stępujący sposób :

Ograniczając rozwinięcie (10) do n — 1 wyrazów, o trzy-
32
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mamy
(13) f(x + h}= f^ + " f (x) +"f”(x)+...

- ---------—--------f^] M - ------- "---------  f (n— 1) (x—0h) 
1.2... (n—2)1.2. ,\n—[y

gdzie

1-=1a,l=n/(e+6n)

Dodajmy i odejmijmy w rozwinięciu (13) wyrażenie

, ------------------ - f(n—1) (xc)
1.2. .. yi — iy 

otrzymamy
(14) f(x + h) = f^ + " f (x) + ," f" (x) +..

En—2 —1
। 1.2 ... ^ — ^y 1.2... (n—1) "

+1.2. (n—4) If"T" (r + 0h) - f"T" (r)1

Wzór (14) zawiera tyle wyrazów rozwinięcia co wzór (io), 
a wyrazem dopełniającym jest

(15) R,=1 2 " (n -4) [/"" (e + 0h) - f-" W]

Reszta ta zawiera tylko pochodnę tego samego n — 16° 
rzędu, co ostatni wyraz rozwinięcia (14)

257. Wyrażenie Cauch‘ego Gauchy dał jeszcze inne 
wyrażenie na resztę wzoru Taylor’a. W rozwinięciu (10) pod
stawmy

h — z — x
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otrzymamy

(16) ()=/()+*/()+€-/‘()+■

+1S=%n/(9+1,

gdzie reszta R, będzie funkcją x i z którą oznaczemy 
przez

(17) R, =F()= “x 4)" f^ [ + 0 (: — x)]

zakładając ją funkcją ciągłą skończoną co do x.
Weźmy pochodnę częściową względem x, (uważając z 

za stałą) wyrażenia (16)

o = r (e) - /‘ (e) + 57* r (6) - 574 r (E) + ...

1.2 . . . (n — iy ‘ "T b.

wszystkie wyrazy się poznoszą z wyjątkiem dwóch ostatnich; 
zatem

(18) m,RCe)E(--- .
. i

Rozwijając funkcję F(z) podług (16), i ograniczając się 
na pierwszym wyrazie i reszcie, otrzymamy

(19) Pg)=P ce) + :— )F [+0,(z—4)]

Lecz F (z) = 0 jak widzimy, podstawiając w (17) x = z ; 
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a więc
. . . , 2F [-0, (z—x)](20) F(x =— (z — SC) —-——1----------- ox

Podstawiając za x we wzorze (18) x+0(z—x), otrzymamy

2F [x + 01 (5 «)]_ __ (1 0,)" 1(3 x)" e(n)r, i 0 
Sr 1.2 (- 1) ‘ 411 

a wzór (20) da nam

F (x)
_ (1 — 0,)"—1 {z — x)"
— 1.2... (n—1) j^ [x —0,(3 — x)]

czyli podstawiając R, za F (x), h za z — x, 0 za 0, (Oczy 
0, oznacza zawsze tylko ułamek zawarty pomiędzy 0 a 1 
włącznie), otrzymamy 

(21) R,=12..4-1/"(+oh)

jestto wyrażenie na resztę, które dał Gauchy. Jest jeszcze 
prócz trzech (11), (15), (21) tu podanych, wiele innych wy
rażeń na resztę, które jako nie przedstawiające wielkiej 
wagi i mało używane, pomijamy.

258. Rozwinięcie przyrostku nieskończenie ma
łego funkcji, podług różniczek rzędów zwiększa- 
jących się tejże funkcji. Niech będzie funkcja

y=M

załóżmy h nieskończenie małym przyrostkiem Ax zmien
nej niezależnej, i nazwijmy Ay nieskończenie mały odpo
wiedni przyrostek funkcji; tak że

Ay = f(x— Ax) —f(x)= f^ + h) — f(.^ 
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wiemy z określenia [186], że

dy = f (x) Ax = hf (x) 
d2y = f"{x)^3=/df"{x)

d"-y=f"1) (x) A‘l=ln1 fT1) (x)

a więc jeżeli funkcja jest ciągłą ngo rzędu, wzór (10) da 
nam
. . _  , d^y . d^y , . d—1 y d'ny
20 y— "+ 1.271.2.3*7i.2..(-1) +1.2..*

gdzieśmy oznaczyli przez skrócenie

d'ny = Ax" f() (x + 0Ax)

różniczkę ngo rzędu funkcji, w której za x podstawić na
leży wartość x -- 0Ax zmiennej niezależnej, zawartą po
między x a x — Ax. Różniczka ta jest nieskończenie małą 
ngo rzędu. Jeżeli funkcja jest ciągłą wszelkiego rzędu, to 
jest, jeżeli tak sama funkcja jak wszystkie jej pochodne są 
ciągłemi, mamy szereg zbieżny [251]

. , . d-y dy . dn 1y , dny ,

i wiemy że zatrzymując szereg ten na jakiejkolwiek różnicz
ce, popełniony błąd jest nieskończenie małą o jedność wyż
szego niż różniczka rzędu, co się zgadza z tćm cośmy po
wyżej [189], [255], powiedzieli.

(23) "=d+1.2F1 2.3 + 1.2... (n—1)+1.2..n T



ROZDZIAŁ XV

ROZWIJANIE FUNKCYJ NA SZEREGI

Wzory Taylor’a i Maclaurin‘a. —- Warunki rozwijalności funkcyj podług tych 
wzorów.—Rozwinięcie na szereg funkcji wykładniczej. — Wstawy.—Dosta
wy.— Logarytmu.—Rachunek logarytmów naturalnych i logarytmów pospo
litych.— Dwumian Newtona.—Inne wzory na rozwijanie funkcji na szeregi: Wzór 
Bernouill‘ego. — Metoda spółczynników niewyznaczonych.—Rozwinięcie funkcji 
na szereg podług potęg funkcji danej. — Uogólnienie powyższych wzorów dla 
funkcyj wielu zmiennych niezależnych.

259. Rozwinięcie funkcji f{x} na szereg podług 
wzoru Taylor’a. Otrzymaliśmy w poprzedzającym roz
dziale rozwinięcie

(1) /r + h) = F(e) + 1 f^ + 1.2 f" (e) + • • • 

+r"m=n/e)+".

gdzie

R,="" fi (a+0h)

0 jest ułamkiem zawartym pomiędzy 0 a —1 włącznie.
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Aby rozwinięcie to można było rozciągnąć nieogranicze- 
nie i utworzyć z niego szereg zbieżny, wiemy że warunkiem 
koniecznym i dostatecznym jest :

1° Ciągłość i skończoność funkcji f(x} i wszystkich jej 
pochodnych.

20 Zdążanie reszty R, do granicy 0 (lub granicy skoń
czonej) gdy n zwiększa się nieograniczenie, a to w grani
cach między któremi zmieniamy zmiennę niezależną.

Chcąc rozwinąć f(x) podług wzoru (i), dość jest założyć

x = x, h= x — x,

gdzie zakładamy że x, i x nie przechodzą zakresu ciągłości 
funkcji : to jest rozwinąć funkcję

f[x,+(x—x,)l równą f{x)

podług wzoru (i). Otrzymamy

(» /G)=f(,+**r(,+ET5"/()+..
 (x xo)n --1) / _ A

gdzie

(»» R,=«2%X/"[x,+o(—x)1
x, oznacza jednę ze szczególnych wartości x, a f'^^, 
f" (x) . .. /W (x) wartości szczególne pierwszej, drugiej... 
wtej pochodnej funkcji f{x) dla x = x0.

Obrawszy wartość szczególną x, w taki sposób żeby tak 
funkcja jak wszystkie jćj pochodne dla tej szczególnej war
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tości zmiennej nieżależnój były ciągłemi, skończonemi, do
wiódłszy nadto, że Reszta Rn zdąża do granicy zero, do- 
wodzenie, które w każdym szczególnym przypadku ściśle 
przeprowadzonóm być winno, wyrazić możemy f^) jako 
granicę summy wyrazów szeregu, postępujących podług 
potęg zwiększających się x — x:

(4) M + «—%, f W + (—X f (6, + ■ ■ •
+; I -1 r—"ge.+1382 /" (F)+ 

a ograniczając się na pewnej skończonej liczbie n wyra
zów, różnica pomiędzy funkcją a summą tych wyrazów, 
czyli jak pospolicie mówią błąd popełniony, wyrażonym bę
dzie przez wzór (3), lub inny jak (15) lub (21) poprzedzają
cego rozdziału, w którym za. x podstawić należy xo a za 
A, różnicę x — x,; wzory te pozwalają nam oznaczyć gra
nicę błędu przez uważanie największej lub najmniejszej" 
wartości jakie przybrać mogą , gdy zmieniamy h od 0 
do +1.

Gdyby wyraz dopełniający zdążał do granicy skończonej 
zamiast do zera, różnica funkcji danej i wyrazu dopełniają
cego rozwiniętąby była w podobny sposób na szereg zbież
ny. Uwaga ta stosować się będzie do wszystkich rozwinięć 
następujących.

260. Wzór Maclaurin’a Za szczególną wartość x 
we wzorze (2) weźmy zero, przypuszczając że wartość 
szczególna zero zmiennej niezależnej x nie wychodzi 
z zakresu cągłości funkcji : podstawiwszy w (2) xo=O, 
otrzymamy :
©) /()=/(0)+{r(0)+4r(0)+...

+13.7/1,0)+n
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gdzie Rn może być wyrażonem przez

w *,=";Foi(o.)

lub przez jedno z wyrażeń otrzymanych z (15) lub (20) po
przedzającego rozdziału, podstawiając w nich x = 0, h=x

(6) R= [/"—) (0.)— re-1 (0)]
- (A — 0) 1—1 an . ,

(6) PFi2..@—" (*)
gdzie f(0), f^)‘--f^^ oznaczają wartości szczególne 
funkcji i jej pochodnych, odpowiadające wartości x = 0 
zmiennej niezależnej, a 0 jest zawsze ułamkiem zawartym 
pomiędzy 0 a 1 włącznie.

Wzór (5i znanym jest pod nazwiskiem wzoru Maclaurin^a 
(niewłaściwie, bo jest on tyłka szczególnym przypadkiem 
wzoru Taylor’a) : ma on miejsce ile razy funkcja i jej n — 1 
pierwszych pochodnych, mają wartości szczególne odpo
wiadające wartości a == 0 skończone.

Jeżeli nadto dla jakkolwiek wielkiego n, pochodna ngo 
rzędu jest ciągłą skończoną, gdy x zmieniamy od 0 do x, 
(bo 0 jest zawartem pomiędzy 0 a+1 włącznie), a reszta 
zdąża do granicy zero; rozwinięcie może być rozciągniętem 
nieograniczenie, i otrzymamy

o /()=/0)+{/0)+f/0)+...
+ _------ f 6—1) (0) + " 70) (0) + ...

' 1.2 ... (n— 1) - 1.2...n‘ 121

szereg zbieżny którego granicą jest sama funkcja.
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Szereg ten daje nam rozwinięcie funkcji -podług potęg 
całkowitych zwiększających się zmiennej niezależnej. Nazy
wać go będziemy szeregiem Maclaurin'a. Ograniczając się 
w rozwinięciu na skończonej liczbie n wyrazów, popełnia
my błąd dany nam przez jeden ze wzorów (6), (6‘), (6"); 
granice jego oznaczemy uważając najmniejsze lub najwię
ksze wartości, jakie wyrażenia te przybrać mogą, zmienia
jąc h od 0 do — 1 włącznie.

261. UWAGA. Podstawiając we wzorze Maclaurin‘a za x 
wartość x+h i zastępując następnie wszędzie x przez h, 
zaś h przez x, otrzymalibyśmy napowrót wzór Taylor’a, 
byleby dla tych wartości powyżej [250] wymienione wa
runki ciągłości miały miejsce. Wzory więc (1) lub (2) i (5) 
które nazwaliśmy wzorami Taylor’a i Maclaurin‘a, stanowią 
jedno i to samo rozwinięcie, skoro jeden jest koniecznym 
następstwem drugiego, byleby warunki ciągłośc i zachodziły 
w jednym i w drugim razie : przyczem zauważyć należy, że 
wzór Taylor’a jest ogólniejszym, bo rozwinięcie (3) wymaga 
ciągłości i skończoności funkcji i jej pochodnych dla pewnej 
wartości szczególnej x, zmiennej niezależnej, którą zresztą 
obrać możemy dowolnie; gdy tymczasem rozwinięcie (5) 
wyznacza już tę wartość szczególną T,==0.

262. TWIERDZENIE. Wszelkie rozwinięcie funkcji nu szereg 
zbieżny podług potęg całkowitych zwiększających się zmiennej 
niezależnej, jest rozwinięciem podług wzoru Maclaurin'a.

Niech będzie funkcja f{x) rozwinięta na szereg zbieżny 
podług wzoru Maclaurin‘a (w przypuszczeniu że rozwinięcie 
to jest możebnem).

f (x) — a^ — a^ x — Uc, a2 -- . .. an_ 1 xn 1 an xn -- . ..

Niech będzie rozwinięcie tejże funkcji inną drogą na sze-
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reg zbieżny, podług potęg całkowitych zwiększających się 
zmiennej niezależnej,

/ (a) = A, + A,x + A,4* +..+ A,L, a*—1 + A„a" + • • • 

powiadam, że to drugie rozwinięcie jest to samo co pierw
sze. to jest że :

Ao — ^o? A, :— 01, A2 -— 02, ... An= — ctn—13 An — 0n; :..

W rzeczy samej, tak jedno jak drugie rozwinięcie, ma 
z założenia miejsce dla wszelkiego x, a zatem

A, — A, x — A,x2 + .. . = a, + a, x — a,x2 — ...

dla r= 0, otrzymamy
A, = d 

czyli
A,x — A,x2 — ... = atx — a,x2 — ...

a dzieląc przez x

A, + A,r + ... =a,+ atx + ..,

co nam da znów dla x =0

A,==d,

Podobnie dowiedlibyśmy że

Aj --  02, . . . An--1 =--  a,— A, --  Gil • • •

A więc rozwinięcie funkcji w szereg zbieżny podług po
tęg zwiększających się zmiennej rliezależnej, jeżeli jest mo- 
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żebnem jest tylko jedno, i mamy zawsze

Ao -- do -----  f(0). A, -- d,------ 1 » A, —~ d, -----1 9

A,=a+," (0)
1 .2 ... n

263. Wniosek. Jeżeli funkcja f(x) czyni zadosyć nmrun- 
kom rozwijalności na szereg nieskończony podług potęg zwię
kszających się zmiennej niezależnej, przerywając szereg na 
ntym wyrazie, ilość 0 znajdująca się w wyrazie dopełniającym 

jest zawsze mniejszą od jedności, a nie mniejszą od, + 1 •
Dotychczas oznaczaliśmy przez 0 ilość zawartą pomiędzy 

0 a 1 włącznie-, dowiedziemy teraz że ilość ta nie może do

sięgnąć jedności, ani stać sio mniejszą od 4
n + 1 byleby za

chodziły warunki, pod któremi rozwiniecie może być roz- 
ciągniętem do nieskończoności.

W rzeczy samej, mamy z założenia

(7) f^ =f(0) +i"0+.+ A.2...(—f"™" (0)

L —x"— f) ___ £(+m) (0) 4- ..
1.2. ..n {n ,4.2...(n+m)/ Tki

Przerywając rozwiniecie na ntym wyrazie, otrzymalibyś
my na wyraz dopełniający wyrażenie

R„= p fW^)
1.2. ..n •
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Rozwijając f^ (Oxc) podług potęg Ox, mielibyśmy

fe(x)==f"(0)+7/"*"(0)+++i2..mf*"(0)++...

podstawiając w (5) [260] otrzymamy :

f(=/O)+” r‘(o)+ ■■+ —"/-1(0)—3"/) (0)
1 do-oei‘ Lsssoib

, ^n.^-_ , xn.Qmam _ . , 
+1.2...7.1 /1 ’ (0+ + 1.2...n.1.2...m /"" (0) + ■ ■ • 

a że na zasadzie poprzedzającego twierdzenia, to ostatnie 
rozwinięcie musi być to samo co (7), równając wyrazy ogól
ne tych dwóch rozwinięć, otrzymamy

1.2. . .n1.2 . . .m 1.2.. .n.^a + 1) (n — 2).. .(n — m) 
czyli •

m

0__/ 1.2 . . . m
- (n+1)(+2)...(a+m) 

wyrażenie mniejsze od jedności a nie mniejsze od —LI 

c. b. d. d.

Zastosowania.

264. Rozwinięcie funkcji wykładniczej na sze
reg. Woźmy naprzód pod uwagę funkcję

ex

wiemy [192] że wszystkie pochodne tej funkcji są równe- 
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mi samej funkcji i są wraz z nią ciągłemi, skończonemi dla 
wszelkich wartości skończonych zmiennej niezależnej. Dla 
szczególnej wartości r=0 mamy

f(0) = f (0) = f" (0)=.= fW (0) = f^ (0)=.=1

rozwijając więc funkcję tę podług wzoru Maclaurin’a (7), 

otrzymamy

•=+i+i+ +12t0-y+n, 
gdzie

n — —- - - - -  ebx 1n

Lecz et- pozostaje skończonem dla wszelkich wartości 
skończonych x; nadto

x" X X X X X
81.2 . ..n=81‘2* 3 n-lin=0 

bo dla wszelkiego skończonego x, zacząwszy od pewnego 
czynnika, pozostałe czynniki w liczbie nieograniczonej są 
wszystkie mniejszemi od jedności, gdy n powiększa się do 
nieskończoności, a więc

grR,=0 

ztąd wnosimy [260] że er jest granicą szeregu zbieżnego : 
/

, 92 3 on—1(8) e-=I—** i ___ ________
1 1 1.2 1 1.2.3 1.2...(n— 1)

on

Weźmy teraz pod uwagę jakąkolwiek funkcję wykładniczą

ax 
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gdzie a oznacza nateraz jakąkolwiek liczbę dodatną : wie
my że

exl.a — ax

xn
4 .2 .. . n x 

a"=1 n
1.2 ... (n — 1)

a więc podstawiając w rozwinięciu er za zmienną x war
tość xl. a otrzymamy

_la a‘(la)2 1 a3(la)3 . 1 x"(la)n—1 
1 1 11.2 1 12.3 1.2...(n—4) 

x"“(la)n 1
1 1.2 . .. n T

«"(la)"
h — . c C1 .2. . . n 

reszta ta, równie jak poprzedzająca zdąża do granicy 0, 
, xn (1. a)n x].a xl.a x].a „ bo er ——— = gr —,— —— • • •  —O;a wlec Sze- ° 1.2...n ° 1 2 n ‘ 
reg jest zbieżnym, zdążającym do granicy ax.

Podstawiając w rozwinięciu ex za a wartość 1, otrzy
mamy szereg określający liczbę e :

€=1 +1+1.21.2.3 +1.2...nf::

Zbieżność szeregu

1 ' 1 T 1.2 T '■' ' \. .^ ...n — 14.2 ... nT

samego przez się da się udowodnić biorąc granicę stosunku 
wyrazu ogólnego do wyrazu poprzedzającego [102] 
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granicę, która jest zerem dla wszelkiego skończonego x, 
gdy n powiększamy nieograniczenie; lecz aby dowieść ści
śle że granicą tego szeregu jest er trzeba wziąść koniecznie, 
jakeśmy to powyżej uczynili, resztę R,- i udowodnić, że 
reszta ta zdąża do granicy zero.

265. Rozwinięcie wstawy i dostawy na szereg. 
Weźmy pod uwagę funkcje

wst x , ' dos x

wiemy, że wyrażenie na ntę pochodnę tych funkcyj, spro
wadza się [193] do

dn wst x /Ez\ dn dos x , / , T\    = wst 1 T— n - —7 — dos I x — n -)ax \ 2 / dx \ 2 / 

pochodna ta jest więc dla jakiegokolwiek n ciągłą, i nie 
staje się nieskończenie wielką dla żadnej wartości zmiennej 
niezależnej x. Wiemy nadto, nazywając przez m najwięk
sza liczbę całkowitą za wartę w połówce n, tak że zawsze :

n == 2m lub n == 2m — 1

to jest rozróżniając n parzyste lub nieparzyste,

dos (2m+1)8 == 0wst (2m+1)5 ==(1"

rozwijając więc według szeregu Maclaurin‘a (7), zauważy
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my, że dla wst x 

f(o) = o, f (0) = 1, f" (0) = o, f" (0) = - ł,... fr) (0) =0 
fm*1 (0) =(— A) .

dla dos x

/(0)=1, /‘(0)=0, r(0)=-1, r(o)=o... 
f(m) (0) _ (— i)", fm*1) (0) = o... 

otrzymamy zatem

x a3 . 23
wst x FI — 1.2.3 T 1.2.3.4.5 ~ • • •

2m+1 
+ - 1)" 1.2... (2m+1) + Bena

1.2 1.2.3.4 

g2m
+ ( 1 r 1 2 2m + Rgm +2

zważywszy że w rozwinięciu (7) co drugi wyraz jest ze
rem; wyrażeniem reszt będzie, zakładając we wzorze (6) 
n = Im +3 i n = 2m — 2 :

Rgm43 = 1.2 .. : (2m-3) dos [oxr + (m + 1) x]
x?m*2

B,p42 = 1.2... (2+2) dos [2- +m:1)7]

uważając że wst 0x + (2m + 3) 5 = dos [Ox + {m + 1) x].

Tak jedna jak druga reszta zdąża do granicy zero, gdy m 
zwiększa się nicograniczcnie; tak wstawa jak dostawa są

33
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więc granicami szeregów zbieżnych :

(9) wstz ----- " - O O I - - *i - ~ • • •

1 1.2.3 1 1.2.3.4.5
=2m+1

T1)" 1.2 , (2m+1) +

0") dos-=1-6+-

Dla a < 5 tak jedna, jak druga reszta jest naprzemian do- 

datną i odjemną, nadając na m wartości 0, 1, 2, 3... : 
zatrzymując więc rozwinięcie na parzystej lub nieparzystej 
liczbie wyrazów, otrzymamy summę naprzemian większą 
lub mniejszą od wartości uważanej funkcji; to jest

3C 3c3 
wst X < X , wst x ) - — . — » 1 1.2.3

x al. a5
wst X < i — 1.2.3 T 12 3 4 3 ’ •

x2 dos< 1 , dos x > 1 — — »

dos x < 1 — 12 + 1.233 ’ •' ‘

Rozwinięcie wstawy ma same nieparzyste, rozwinięcie 
dostawy same tylko parzyste potęgi luku.

266. Rozwinięcie logarytmu na szereg. Funkcja

1(x)
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staje się nieskończenie wielką odjemną dla r=0; nie mo
żemy więc rozwinąć jej podług szeregu Maclaurin‘a [260]. 

Zamiast tej funkcji, weźmy pod uwagę funkcję

1(1+)
której pochodnemi są [191]

d I (1 + x)   1 
dx 1 — x

d2 1 (1 —x)i \_ ,—ar==(1+x) -

“14+2 = (- 1)— 1.2..(-ya+4)—"

pochodne, które wszystkie nie przestają być ciągłemi dla 
wartości x zawartych pomiędzy — 1 a — c .

Mamy dla c=0
n(+0),=l@)=o, 41(1+4) I =1,-Ci IO

d+z =()) 1.2.._))Jo

a więc rozwinięcie (7) da nam, znosząc w liczniku i w mia
nowniku każdego wyrazu czynniki wspólne :

0 10+9)=-4+5-+-1-=+ B.
gdzie

(— 1)n—1 a". (12) P=n(140zy
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według wzoru [260, (6)] lub też

według wzoru Cauch‘ego [260, (6")].
Aby rozwiniecie to 1 (1 — x) mogło być rozci^gniętem 

do nieskończoności, to jest stać się szeregiem, trzeba żeby 
reszta zdążała do granicy zero. Spostrzegamy zaraz biorco 
pod uwagę szereg

£ _ 4 । 2— ... +(— 1)—2" (—)n-1 " _... 
1 2 13 n— 1 ' v ‘ n '

którego wyraz ogólny ma do poprzedzającego .stosunek co 
do wartości równy

a"•1 , _ 1
n—1 n

to jest mający granicę równą x gdy n zwiększa się nie- 
ograniczenie, że szereg ten jest rozbieżnym dla x > 1 
[101 Wn. Ili]; więc potrzebujemy badać tylko granicę 
reszty dla wartości x zawartych pomiędzy + a — 1. 
Dla wartości szczególnej r=1, szereg ten jest zbieżnym 
[100 Wn. II]. Rozróżnimy dwa przypadki

1° Jeżeli 0ET-+1 wzór (12) na resztę daje nam

(12')

a ponieważ x jest mniejszem lub równem jedności i doda-
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x \ n /

—---- ) jak czynnik - zdążają do gra-1 - 02 ) n
nicy 0, zwiększając n nieograniczenie; granica reszty jest

1 —Qx) pozostaje zaw-

, • i
sze mniejszym lub równym jedności, a że - zdąża do zera, 

więc granicą reszty jest również zero, gdy n zwiększa się 
nieograniczenie.

2° Jeżeli — 1 < x < 0, wzór (12) na resztę nie da nam 
odrazu zadowól ni ającej odpowiedzi; lecz wzór Cauch’ego 
(13) daje nam, zakładając T= — z, gdzie z będzie doda- 
tnem, wartość bez względu na znak :

R(13‘) 1 — 0
/z—0z\"1
I — Oz)

w granicy, pierwszy czynnik pozostaje zawsze co do 

wartości mniejszym lub równym —— ; drugi czynnik jest 

(n—1) potęgą iloczynu: z. 1—8 dwóch czynników, z których 

jeden jest mniejszym od jedności, a drugi nie większym od 
jedności, bo z jest ułamkiem mniejszym z założenia od 

iz 65\ n—i 
jedności; więc granicą tego drugiego czynnika -------

(1 — 03/ 
będzie zero, gdy n zwiększać się będzie nieograniczenie ; 
granicą reszty jest więc zero.

Dla wszelkich więc wartości x większych od — la 
mniejszych od — 1 (lub nawet równych +1) mamy sze
reg zbieżny [260]

(ti) 1(-T)==------7--(-I)".-.
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Dla x =0 granicą tego szeregu jest oczywiście 0, dla 
x — —1, summa szeregu staje się nieskończenie wielką : 
jakoż wiemy że

1(1) =0 1(0)=- c

Gdy x = 1 szereg jest zbieżnym i mamy

1
41.2— 1

2 34

- Uwaga. Jeżeli x jest dodatnem, reszta (12) ma ten sam 
znak co (—1)n-1, a jej wartość bezwzględna jest mniejszą 

gnod — : możemy więc napisać

(12") R,=(—)n-1—
- n

oznaczając zawsze przez 0 ułamek zawarty pomiędzy 0 a 
— 1 (9 we wzorze (12") jest oczywiście różnćm co do war
tości od 0 we wzorze (12‘)).

Jeżeli x jest odjemnem i równem —z, wzór (13) poka
zuje nam, że reszta jest odjemnym iloczynem dwóch czyn
ników z których pierwszy mniejszym jest co do wartości

Zbezwzględnej od,- ga drugi od z"1 ; możemy więc na

pisać w tym razie

(13") R, 5 — ___  1 )n—1 — 
n ( —z) ‘_______n(1+x)

przywiązując do 0 to samo co powyżej znaczenie. Wzory 
(12") i (13") służyć nam mogą na oznaczenie przybliżenia 
przy obliczaniu logarytmów za pomocą szeregu (14).

267. Rachunek logarytmów naturalnych. Ozna
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czywszy przez z ilość zawartą pomiędzy 0 a — 1 mamy 
na zasadzie wzoru (14) :

(«) 10+=i-:+s-+

(16) 1(-=-7-5-5 - 2-

a odejmując drugi z tych szeregów od pierwszego

(17) 1(1 +:) —1 (1 —z)—1 z — 2(7+7+*+..)

Załóżmy we wzorze (15)

:=% czyli 1(+:)==1(1+*)=I(+£)-IN

gdzie k < N, oznaczają dwie liczby całkowite : otrzy
mamy
m 1N±+)-=s-wa—

- (— nn-1

Zakładając we wzorze (17)

k .. I -1— z N —L k z — -—— czyli —!— — —.—2n + k ' i — z N
otrzymamy

1.3(2N 42+3(2N+27
/? k~n+i 1

+ 5 (2N + kf nil (2n + 1) (2N + 4)2" T I
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Wzór (18) lub (19) może służyć, mając dany logarytm pe
wnej liczby N, do znalezienia logarytmu innej liczby N+k. 
Wyrazy szeregu (19) zmniejszają sio w stosunku więk
szym od wyrazów szeregu (18), któren zato jest prost
szym. Błąd popełniony ograniczając się na n wyrazach 
szeregu (18) jest według wzoru (12")

0/n+1 
"5hm+y)NorT 

czyli błąd ten mniejszym jest co do wartości bezwzględ
nej od

1 /k\n* 
n + 1 \N)

4 / k \ n mniejszym również od wartości wyrazu , ( -) , na któ

rym zatrzymujemy szereg.
Błąd popełniony zatrzymując się na n wyrazach szeregu 

(19), (który powstał przez odjęcie (16) od (15)) mniejszym 
jest co do wartości bezwzględnej od summy wartości (12") 
i (13") gdzie za n podstawić należy 2n+1, czyli mniej
szym od wartości

052n73 | 0z2n+3 
2n+3 T (2 n + 3) (1 — :) 

lub niniejszym od 
£2n+3 / i \ 

2n +3 \ 1 1 — z/ 
gdzie

___k 
5F2N+ lc

l
2Ponieważ więc błąd ten jest zawsze mniejszym
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(jak zobaczymy z łatwością) od wyrazu
2n+1

_---- - na którym2n — 1 •
zatrzymujemy szereg. W rzeczy samej, aby dowieść że

dość jest dowieść, dzieląc obie strony

„2n+3 / i \ ~2n+1 
_  1 - _2 _  

2n + 3 \ 1 — 3/ 2n — 1

-2n+1
przez _—, że- 2n+i‘

2n — 1
2n+3 21+)<1\ 1—z

1
Lecz podstawiając 3 = 9 zwiększamy pierwszą stronę tej

nierówności : a jednak mieć będziemy widocznie nieró
wność

6n — 3
16n+12

tembardziej więc zachodzić będzie nierówność której chcie- 
liśmy dowieść. Widzimy ztąd, że błąd tern jest mniejszym 
dla tego samego n, to jest tej samej liczby wyrazów szeregu, 
im stosunek k do N jest mniejszym.

Logarytm 2 naprzykład, moglibyśmy obliczyć według 
wzoru (15) lub (18) któren służy [266] dla z=1 lub 
k=N=1: otrzymalibyśmy 

lecz szereg ten jest zamało zbieżnym, (bo aby otrzymać błąd 
dość mały, trzeba wziąść znaczną liczbę jego wyrazów). Za
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łoży wszy w szeregu (19) N = k = 1, otrzymamy

1.2= 23 + 3’3 + 5’3 +-+...

szereg daleko zbieżniejszy od poprzedzającego.
Logarytm 3 otrzymamy zakładając w szeregu (19) N =2 

k = i it. d. W ogólności aby otrzymać logarytm liczby 
bezpośrednio zastępującej w układzie liczb całkowitych, 
z logarytmu znanego liczby poprzedzającej, dość jest zało
żyć k = 1, co nam da

I(N+)=IN—__ 
' N 2N2T 3N3

według wzoru (18); lub też

10++1)=1000+2[2141+spaN‘H17. 
+ 5 (2N+ Ty +

268. Rachunek logarytmów pospolitych. Zasadą 
układu logarytmów pospolitych jest 10. Oznaczając loga- 
rytmy tego układu przez log, pozostawiając l na oznacze
nie logarytmów naturalnych których zazadą jest e, mamy

log 10 = 1 r=elr=10lge 
a zatem 

1. T= log x. 1. 10
. 1. x 

o 1. 10
Wartość

1
1. 10 — M
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nazywamy zamiennikiem'^ mamy przeto

log T==M. 1. x

Logarytmy pospolite otrzymamy mnożąc logarytmy natu
ralne przez zamiennik.

Aby znaleść zamiennik weźmy wzór (19), w którym za
łóżmy N =8== 2, k == 2, otrzymamy

(A) 1.10=31.2-21__
5 1 9 “ 3.93 ~ 5.95 /

a że otrzymaliśmy powyżej

(B) 1.2-2(3+33+5*+...)
więc

+29+39 39—..

szereg, który daj e nam wartość M a zatem M z tak wiel- 

kiem przybliżeniem, jak się podoba.
Chcąc naprzykład obliczyć zamiennik z dwódziestoma 

pięcioma dziesiętnemi, obliczamy każdy wyraz dwóch sze
regów w nawiasach z dwódziestoma ośmioma dziesiętnemi, 
(zważywszy że szeregi te są pomnożonemi przez 2 i 6 liczby 
mniejsze od dziesięciu, i że może wypadnic wziąść więcej 
jak 40 wyrazów każdego szeregu); następnie gdy dojdziemy 
do wyrazu którego dwódziesta ósma dziesiętna i wszystkie 
poprzedzające są zerami, zatrzymamy się : bo błąd popeł
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niony jest mniejszym od tego wyrazu, a nawet pomnożony 
przez 6 lub 2, nie wpłynie na dwódziestą siódma dziesię
tną : a ponieważ będzie wyrazów wszystkich mniej niż 100, 
możemy być pewni dwódziestćj piątej cyfry dziesiętnej. 
Znajdziemy. w ten sposób :

1 = 2,302 583 092 994 043 684 0179914
M
M = 0,434 294 481903 231827 6311289

Wzory (18) i (19) pomnożone przez M, dadzą nam dla 
obliczenia logarytmów pospolitych wzory następujące

0s log(N + 1) - log N = M [k - 28 + 3N - ...

r 7.300 log ® + " - log N - 2n INF* + _^_ +

Ę2n+1
T (2n+1) (2N+/)2n*1 T ■ ■ ■

269. Uwaga nad użyciem tablic logarytmów 
pospolitych. Tablice logarytmów pospolitych zawierają 
tylko liczby ograniczonej liczby cyfr, naprzykład od 1 do 3 
cyfr, to jest od 1 do 100,000. Szukając logarytmów liczb zło
żonych z większej liczby cyfr, lub odwrotnie, przyjmujemy 
proporcjonalność przyrostków logarytmów odpowiadają
cych liczbom różniącym się o jedność, przez co popełniamy 
pewien błąd. Dla oznaczenia granic tego błędu, zatrzymaj
my szereg (14) na pierwszym wyrazie, i zastąpmy następne 
przez wartość (12")
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otrzymamy
1(1+*)=-2

Załóżmy x = — (gdzie k < N) i pomnóżmy przez za

miennik M, aby przejść do układu logarytmów pospoli- 
tych :

i 0h2\
8 \ n; \n 2N2/

czyli
w log (N + 4) - logN = M (k - 2K3)

Jeżeli /= l
(21) log (N + 1) - log N = M (A — 5X2) 

gdzie tak 0 jak 0' oznaczają ułamek zawarty pomiędzy O 
a + 1.

Załóżmy
log (N+/)—ogN=A, log (N+1)—logN=D

licząc według tablic logarytmy liczb wychodzących z za 
obrębu danych tablic, czynimy rozumowanie nieścisłe, że 
kiedy liczby różnią się o jedność, to logarytmy różnią się 
o D, wiec gdy liczby różnią się o k, różnicę logarytmów A 
otrzymać można przez proporcję

proporcję, która w rzeczywistości nie zachodzi. Podobne 
nieścisłe rozumowanie przeprowadzamy robiąc rachunek 
odwrotny. Oznaczmy błąd popełniony w pierwszym razie
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przez e, błąd popełniony w drugim razie przez 7 : tak że

(y) A —ID+ 6, I: =- — + »

otrzymamy podstawiając za A i D wartości (20), (21)

M (6‘k — 012) 0/2 — 6‘kE ---- -------------- --------  • 7 ----  ---------------
2N2 2N—%

lecz k jest mniejszern od jedności najniższego rzędu liczby 
N, zaś 0 i 0‘są również zawarte pomiędzy 0 i — 1: co 

1 do M, to jak widzieliśmy [268] jest mniejszern od - ; a

więc
,1 ' , 7 1

(9 * 54N NF2N

Jeżeli naprzykład N"jest większem od 10000, czyli jest 
liczbą pięciocyfrową, (co zawsze może mieć miejsce jeżeli 
tablice zawierają wszystkie liczby pięciocyfrowe,) e jest 
mniejszern od czwartej części jedności ósmego rzędu dzie
siętnego : nie może więc wpłynąć na 7mę cyfrę dziesiętną 

logarytmu. Odwrotnie, stosunek N jest mniejszym również 

od połowy jedności ósmego rzędu dziesiętnego, czyli nie 
może wpłynąć na żadną cyfrę liczby składającej się z 7miu 
cyfr. Ograniczając się więc na siedmiu cyfrach tak w loga- 
rytmach jak w liczbach, możemy używać proporcjonalności 
(22) w tablicach zawierających wszystkie pięciocyfrowe 
liczby.

270. Dwumian Newtona. Wyrażenie

(a — b)n
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ma jedną tylko wartość jeżeli m jest całkowitem, doda- 
lnem lub odjemnem. Jeżeli m jest ułamkowem lub niewy- 
miernem, wyrażenie to może mieć więcej wartości rzeczywi
stych lub urojonych : w przypuszczeniu że dwumian [a — b) 
jest dodatnym, jedna z tych wartości jest koniecznie rze
czywistą; weźmy tu pod uwagę tę ostatnią wyłącznie war
tość, przypuszczając zresztą m rzeczywistem i pozostawia
jąc pozostałe przypadki do dalszego badania, w jednym 
z następnych rozdziałów. Zakładając 5 = x wyrażenie 

powyższe zamieni się na iloczyn.

a (1 — x)

Zamierzamy sobie rozwinąć na szereg postępujący podług 
potęg zwiększających się zmiennej x, funkcję

(1 — x)n

Pochodna ngo rzędu tej funkcji

---- an— =m(m — 1) ... (m — n + I) (1 + x)n"

dla wartości szczególnej x =0, staje się równą

m (lll -- 1) (m ---  n — 1 )

zatem rozwinięcie według szeregu 050102177407 da nam

। । m । m(m — 1) , ।
(25) (1 *)"=1 +T‘+ . 1.2— *+..

m(m — )...(m—n+2) —1 | P 
T 1.2... (n—4) " T
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gdzie
n _ m(m—1)...(m— n+1) yno _0—m—n(26) = ------- 1.2.3 ...n-------  " (1194)

według wzoru (6) ; lub też według wzoru (6")

(26) R,=m(nsh).(m—n±1 a"(1 -—(1 +0)- 
‘ 1.2.3... (n — 1)

Jeżeli m jest całkowitem, dodatnem, rozwinięcie (25) za
trzyma się na n + 1 wyrazach, to jest gdy n = m, nastę
pne wyrazy będą zerami, a rozwinięcie summą skończoną. 
Lecz jeżeli m jest ułamkowem lub odjemirem, rozwinięcie 
można przeciągnąć do tylu wyrazów ile się podoba, a ża
den ze spół.czynników potęg x nie będzie zerem : a zatem 
rozwinięcie (25). będzie szeregiem nieskończonym

m m(m—1)2 m (m— {) (m — 2) 3 ।
4-i‘T 1.2 --------1.2.3----------T"

| m( m-1)... (m—n+2) ,—1 , m(m—1)...(m—n-H1) an I .
TT 1.2 ...(n — 1) T 1.2... 

zdążającym do granicy (1 + x)m w miarę jak powiększamy 
liczbę wyrazów, byleby reszta zdążała do granicy zero.

Szereg ten jak wiemy jest rozbieżnym, jeżeli wartość x 
bez względu na znak jest większą od jedności: bo granica 
stosunku wyrazu n+go do wyrazu ngo równa

jest w takim razie większą od 1 : weźniemy więc pod uwa
gę tylko przypadek w którym x jest zawartćm pomiędzy 
+ 1 a — , jakoteż przypadek gdy «== 1.
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4° Przypuśćmy 
0Sx < + 1

wzór (26) na resztę daje nam

• _  mx (m—1)x (m — 2) x {m — n+1)x 
LA '____ 2 3 * “ n J

1
X(+ 0x) - •

Czynnik w nawiasie zdąża do granicy zero : jest on bo
wiem iloczynem czynników których pewna ograniczona 
tylko liczba może być większych od jedności lub równych 
jedności : w rzeczy samej, gdy n stanie się większem 
od m — 1, czynnik

m — n-A . /. m — A\  !— X — — 1------- !--- X 
n---------- \ n ]

i czynniki następne są mniejszemi od x co do wartości bez
względnej, a zatem iloczyn ich zdąża do granicy zero [254] 
w miarę jak ich liczba się zwiększa. Czynnik za nawiasem

(1 + 0x)"—m

nie może być większym od jedności dla n > m; a więc R, 
zdąża do granicy zero, a szereg (27) do granicy (i — x)m 
gdy x pozostaje dodatnem, mniejszem od jedności do- 
datnej.

2° Przypuśćmy powtóre

— <T<0

i załóżmy x = — z, gdzie z będzie ilością dodatną zawartą 
34 
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pomiędzy zerem a jednością. Wzór (267) na resztę da nam

1,=(- i)m15 (925 ...
(m—n-1)a_ / 4—6\  ——— \mz (1 — hz)m 1 I 

n — 1 J1 — ^z

Czynnik w nawiasie zdąża do granicy zero; czynnik za 
nawiasem zdąża również ku granicy zero jeżeli 0 > 0, a je
żeli 0 == 0, ku granicy skończonej mz : granica reszty R, 
jest więc i w tym razie zero, a granicę, szeregu (27) funkcja 
(1 + x.m. Jeżeli więc

— 1 < x < + 1
mamy zawsze

m । m । m(m—1) , । m(m—1)(m—2) , । (27) (1—x)" = 1--T--—7ox2H—L. ' ----- a’—...

, m[m—l)...(m—n+2),_1 | m{m—1)...(m— n—4) n ,
7 1.2...(—1) ' 1 1.2...n +-"

3° Przypuśćmy nakoniec że

c == 1

Weźmy naprzód pad uwagę warunki zbieżności szeregu 
(27) : dowiedziemy następnie że w razie kiedy szereg. (27) 
jest zbieżnym dla r=*1, granicę jego summy jest ko
niecznie (1 ± 1/”.

Granicę stosunku wyrazu n — Igo do wyrazu ngo sze
regu (27) jest dla T==1, granica wyrażenia
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Jeżeli m — 1 < 0 to jest m < — 1, wyrażenie to zdąża 
wprawdzie do jedności gdy n zwiększa się nieograniczenie, 
lecz zdąża pozostając ciągle większem co do wartości 
od jedności; szereg więc (27) jest w tym razie rozbież
nym [101 Uw. I].

Jeżeli m+1 >0 to jest m> — 1, nazwijmy przez 
skrócenie un wyraz ogólny szeregu (27) dla T==1

_m(m— ^...(m — n+2) _,_1 
" 1.2...( — 1) 5

a przez 
_ 1 

" n*i 

wyraz ogólny szeregu 

4 1 1 1 
(28) im+i 2 9m+i ’ 3m+1 ‘ - * nm+1 2 ’ •' 

będziemy mieli

un.,  1 m + 1 Un.1  (। i 4) ( + ) 
un n Vn \ n)

/ 1\—(m+1)
Wzór (27) stosuje się do I 1 — - : ograniczając się

\ n)

na dwóch wyrazach i dopełniając resztą

Un,1 _ 1 _ m—1 
Vn n

(1{m — 1) (m+2) 
212—

a że m — 1 jest dodatnóm z założenia, więc co do warto
ści bez względu na znak

Un44

o.
“n+1 
u. czyli Un+4Un

Un., Vn
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Załóżmy dla pewnego n

" =k czyli un — kvn 

będziemy mieli

Un,1 < kon,, U242 < ^n+^ U,43 < kUns 
a że szereg
(29) kv,, ku,, kv,... 

jest szeregiem (28) pomnożonym przez k, a zatem zbież
nym [110] dla m dodatnego, więc i szereg (27) będzie 
również zbieżnym dla m > O, a x = = 1.

Gdy T=+1 a m jest ilością odjemną mniejszą co do 
wartości od jedności, wyrazy szeregu (27) są naprzcmian 
dodatne i odjemne, a że granicę, wyrazu ogólnego jest zero, 
bo wyraz ten jest iloczynem czynników zdążających do O, 
więc szereg (27) jest zbieżnym.

Gdy c=+{ a m = — 1 szereg 1 — -1 +1—1+1 
_ 1 + ... jest nieoznaczonym.

Dowiedliśmy więc zbieżności szeregu (27) dla x == = 1 
a m > 0; jakoteż dla # = 4-1 a m > — 1, powiadani że 
w ogólności ile razy szereg (27) jest zbieżnym, dla x‘== + 1 
granicę jego summy jest 2™, a dla z= — 1 granicę jego 
summy jest zero. W rzeczy samej, dla a mniejszego od je
dności co do wartości bezwzględnej, granicę szeregu (27) 
jest jakeśmy dowiedli (1 —x)n funkcja cięgła zmiennej x : 
gdy x zbliża się do granicy ±1, (1 — x)m zbliżasię do 2n 
lub O : jeżeli więc szereg (27) jest zbieżnym, granicę summy 
jego musi być również 2m lub x : bo granice zmiennych 
cięgle równych cą sobie równe [90]. Mamy więc dla 
wszelkiego m dodatnego^ lub odjemnego zawartego pomiędzy 
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— 1 a zerem

- ,m m(m — 1) ।(29) 2"=1+1+ - - - 1.2 +e

m[m,— 1) ... (m — n—2) m(m — ^...(m — n—1)_ 
' 1.2... n — 1 T 1.2. ...n

a dla wszelkiego m dodalnego

_ , m , — I)
(30) 0=1-14.1.2-----•••

I_, y— m(m—4)... (m—n+2)
TT’1.2... (n — 1)

_qm(m— 4) ... (m — n+1) _

Wiemy przytem że dla wszelkiego m<—1 szereg (27) jest 
rozbieżnym gdy T== 1; szereg jest również rozbieżnym 
dla m zawartego pomiędzy zerem a — 1, gdy r= — 1; 
bo gdyby szereg był bieżnym w tym ostatnim razie, gra
nicę jego musiałaby być granica (1—l)m jakeśmy to do
piero co dowiedli : a granica ta jest nieskończenie wielka,- 
gdy m jest odjemnem.

Wzór więc (27') ma miejsce

1° gdy —<<+1, a m jakiekolwiek rzeczywiste, 
2° gdy T=+1, a m> — 1
3° gdy a = — 1, a m > 0

Dla wszelkich wartości x po za powyższemi granicami 
wzór ten nie ma miejsca, chybe m jest cilkovitem do- 
datnem.
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Inne wzory na rozwijanie funkcyj na szeregi.

271. Wzór Bernouilli'ego. We wzorze Taylor’a

() f(+h)=f(x)+ti"(x)+nf(x)+...
h(n— i) +12.—f"()+R,

podstawmy h = — x i rozwiążmy go co do f^}‘ otrzy
mamy

(2) f()=r0)+{r()-2"()+...
*np=/e=n

gdzie [249] resztą będzie

R=9—f‘)(1—9)
lub po prostu, zważywszy na określenie 0 [243]

on—1 D,=i.2...n("(0)
Wzó r (2) znanym jest pod nazwiskiem wzoru Bern<,uilli'ego.

272. Niech będzie naprzykład

f(x)=(x+a)n
Wzór (2) daje nam

_  4 )
(x— a)n = an + nx. (x+ a)"-1------"I 9x3 (x + a)n-2 + •..



ROZWIJANIE FUNKCYJ NA SZEREGI. 535
lub

a" = [a — x)n — nx (a — x} ‘-1 . n(n— 1)x2 . . .+—1.2(d-Fe," -2
coby także można było otrzymać rozwijając potęgę a‘= [(a — x) 
— a]n podług dwumianu Newtona [270]. Dzieląc wzór ten przez 
(a — xjn an otrzymamy

1 nx । n(n—4) x2 z ( +«) — c" a- 4.2 (a+ry: 

r<(n—^In—2) x3 1 "|
1.2.3 (a—Ha)ae,

' wzór, który może posłużyć do obliczenia pierwiastków liczb.
Aby obliczyć pierwiastek podług tego wzoru, dość jest uważać liczbę 

daną jako summę a—r z dwóch części, z których a byłaby znacz
nie większą od x, aby szereg zdążał prędzej do swej granicy. Za
miast liczby danej, można wziąść jej wielokrotność przez ntą potęgę 
pewnej liczby, przez którą w końcu podzielić należy wypadek.

Aby znaleść naprzykład V2, weźmy

50 == 52. 2 =49 + czyli 512=149+1 

załóżmy 

a =49, x=1, n — —1 
2 ’ 2

otrzymamy
41.3 1.3 5 1

2.50 2.4.502 2.4.6:5031 • ” 

zaś
1.31. 3.3 ।

5 \ 1 2.50 2.4.502/2.4.6. 5031, '

Błąd popełniony jest zawsze mniejszym od wyrazu na którym za
trzymujemy szereg, bo wzór (2) jest tylko szczególnym przy
padkiem wzoru Taylora, podobnie jak wzór Maclaurin‘a. Ogranicza
jąc się na czterecli powyższych wyrazach szeregu, i zamieniając je na 
dziesiętne, otrzymamy dwadzieścia cyfr dziesiętnych dokładnych:

12=1, 41421 3 562373095 04 8 80
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Gdybyśmy chcieli za pomocą tego samego wzoru otrzymać pierwia
stek sześcienny z 3, dość będzie założyć

3 5 _ 5 

23 = V24 = V27 — 3 
a więc

1 a = 27) & == 3) n = —- 

co nam da
/- 3 / t 4 4.7 . \

V3 21 2424.48 HAii.T2^'"J

Możnaby także założyć

5 s______ 3____________
913 = 12187 = V133 — 10 

a ztąd
543 (, 10 i 4.402 4.7.408 
V3 * 9 ( 3.2187 3.6.21872 3.6.9.2187 

szereg zbieżniejszy od poprzedzającego, któren da nam

V3 = 1,442 249 570 3074

z trzynastoma cyframi dokładnemi.

273. Metoda spółczynników nieoznaczonych. Do
wodzenia wzorów dane powyżej na rozwinięcie funkcyj na 
szeregi, dają nam zarazem warunki rozwijalności i granice 
błędu. Gdybyśmy z góry byli pewni że funkcja jest rozwi- 
jalną na szereg, rozwinięcia te daleko łatwiej otrzymaćby 
można było za pomocą metody spółczynnników nieoznaczo
nych.

Tak naprzykład, aby otrzymać wzór Taylor’a, dość jest 
wyznaczyć spółczynniki A, B, C, D ... tak, żeby

(D f(x +h)= A + BA — Ch2 — Dh3 — ...
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dla jakiegokolwiek h. Zakładając h == 0, otrzymamy pierw
szy spółczynnik

A ==f(x)

Weźmy pochodnę wyrażenia (1), które jest wielomianem 
algebraicznym, i załóżmy w tej pochodnej h =0, otrzyma
my drugi spółczynnik

^=f'^)

zakładając h — 0 w dalszych pochodnych wyrażenia (1), 
otrzymamy dalsze spółczynniki

które podstawiając w (1); otrzymamy

fi+1) = f w+1 r () +hr (c)+12.3 r ()+.

wzór Taylor’a.
Lecz aby można użyć tćj metody, należy zawsze udowo- 

dnić naprzód że funkcja jest rozwijalną w szukany sposób, 
w granicach pomiędzy któremi chcemy zmieniać zmienne.

PRZYKŁAD i. Rozwiniecie xdotx.
Załóżmy

x dot x = A — A,x2 — A,x* — Agx6 — ... 

wiemy że 265]
, x2 , a* 

x —
1.2.3 1.2. 3.4. 5



a więc trzeba żebyśmy mieli

a.3 1 a* 07 1 
" 1.2.3.4 T 1.2.3.4.53.6 T

= (A + a,* + a, + - (-- 12 + .5 + ) 

czemu zadość uczynimy znosząc nawias po drugiej stronie, i równa
jąc spółczynniki odpowiednich potęg a:

1 = A

1
1.2.3.4 2

1 A
2 1 1.2.3’
A,  _ _ _ A_ _ _

1.2.3 1.2.3.4.5 
ztąd otrzymamy

4 1 2
A = 1, Aj—.----  -5 A, = — — 1 A3= ---  —

1 3 4 45 945 

a ponieważ szeregi wstawy i dostawy są zbieżnemi [265], więc i 
ich iloraz pomnożony przez x czyli szereg na któryśmy rozwinęli 

x dot x będzie zbieżnym, jeżeli x zmienia się pomiędzy 0 a 5-

PRZYKŁAD u. Rozwinięcie iloczynu :

(1 + x) (1+ 22) (i + as) (1+2) ...(1+ a*")

Oznaczmy iloczyn dany przez J

J=( +x) (1 +#‘) (I +#‘)... (I +2")...

iloczyn ten będzie zbieżnym, to jest dążyć będzie do granicy ozna
czonej, gdy n = co , jeżeli x < 1 co do wartości bezwzględnej: w rze
czy samej, dowiedziemy że wyrażenie J jest skończonem, jeżeli lo- 
garytm J będzie skończonym; a

1. J = 1. (1 + x) +| (1 + 23) + ... + 1 (1 + x 2") + ...

jest szeregiem zbieżnym, jeżeli [101 Wn. II]
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co ma miejsce gdy

a"" <a""—’ lub a<1.

Dla x więc mniejszego od jedności, iloczyn ten będąc wielomia
nem algebraicznym zbieżnym, czyni zadość warunkom rozwijalności 
podług potęg zwiększających się x : załóżmy przeto

J =4+A,=+A,a?+A,=3+ ...

Podstawiając w iloczynie danym za x wartość x2, wyrażenie J 
. . J

stanie się — -— : a zatem

1+4,4+ A,6+A,6..= 1+A,+A*±A,+—.

znosząc mianownik, i równając spółczynniki odpowiednich potęg x 
na zasadzie twierdzenia [262], otrzymamy

1 — A, , Aj — Ag, A, — Ag, Ag — A,, . • ■ 
a zatem
(1+c) (1+x3) (1+x‘) (1+x8) ... =1++++*+ ... = 1—.

w granicy, jeżeli x < 1.
Jeżeli x 2 1, iloczyn jest rozbieżnym składając się z nieskończo

nej liczby czynników zwiększających się nieograniczenie, (lub przy
najmniej równych 2).

274. Rozwinięcie funkcji na szereg podług po
tęg całkowitych innej funkcji danej. Aby rozwinąć 

pewną funkcję f^} podług potęg innej funkcji ©(x), dość 
jest uważać we wzorze Maclaurin‘a f (x) za pewną funkcję 
zmiennej P (x) i rozwinąć w zwykły sposób. Zadanie spro
wadza się do zamiany zmiennych. Warunki rozwijalności są 

więc te same [260], uważając tylko zmiennę q (x) zamiast 
zmiennej x.
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Rozwinięcie to można otrzymać wprost za pomocą me
tody spółczynników nieoznaczonych. Załóżmy jak powy- 

żćj [273]:

(1) f^ = A + Bę (x) +a[ ^ +D[ (^ +.

Biorąc pochodne, otrzymamy dla wyznaczenia spółczyn

ników A, B, G, D ... :

f W =B)+c d[e@a) + D d[e@a)? + ...

r (=)=B, (#)+g T I? y^2+d «Te(e) +...

f^ ()= b?m w + c 5444-' + D d"e f)I + -

Niech będzie x, wartość szczególna x dla której q(x) =0: 
załóżmy że pochodne tćj funkcji nie są zerami dla T =T,, 
otrzymamy :

fM = ^
“‘(r)=By (x.)
f(x,)=By (x,)+1.2 G [ (F,)79

co nam da

5 A — g R f‘(x) C f"(x)«‘(x,)—?"(x)f‘(x,) 

co można także napisać

2A 2B 20

(3) A=f(p); B =9d 0=26,’D=3@6,
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Tak naprzykład rozwinięciem funkcji e—r podług 1.x 
będzie

d =! [‘ + 1- - d 1=7+ma (-4)

-04+-]

Zakładając we wzorze ogólnym (1), q (x) = x, otrzyma
libyśmy wzór Maclaurin’a : w rzeczy samej, x ==0 a 
zatem

A=f(0), B=/(0), c=1,r(0), D=}f"(0)...
1 om l.m.0 

a wzór powyższy staje się 

m=f w +«f (o) + #3 f (o) + 8 r w+• • • 
1 1.2 1.2.0 

wzorem Maclaurin‘a [260].

275. Rozwinięcie zmiennej na szereg podług 
potęg pewnej funkcji tejże zmiennej. Odwrotnie^ 
aby rozwinąć x podług potęg pewnej funkcji P (x), załóżmy

f[x) = x

we wzorze (1) otrzymanym przed chwilą : będziemy miel 
na zasadzie (2) lub (3)

(4) ą p —. 1 r —  P (x.)
°’ 2[P (x,)]3

D _ 1 3 [q"(x.)]2—% (xo) q"(xo)
12.3 [o‘(x,)]8
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więc wzór (1) stanic się

» ===+ptyr0j—liFEx,tter
! 1 3 [” (x,)72 — •‘ (x,) q" (x,) _T 1.2 o 19 ()1 - 

wzór, który jest odwrotnym wzoru Maclaurin’a : wzór ten 
przypuszcza że funkcja « (x) i jej pochodne są ciągłemi 
w granicach zmienności x, i że żadna z nich nie staje się 
zerem dla wartości szczególnej x=x.

Tak naprzykład, wzór Maclaurin‘a dajc nam [266]

1(1+)=*-%+3 -z+...

zakładając zaś we wzorze (5) P (x)=l.(1 — x), x,==0, 
otrzymamy wzór odwrotny

x = 1. (1 +x) + * [1.(1+x)7+ * [I (1 +<+...1 . — 1.2.0

W ogólności, jeżeli mamy rozwinięcie jakiej funkcji y na 
szereg podług potęg zwiększających się zmiennej x :

(6) y — Br + Cx2 + D.3 + Exł + ... 

chcąc otrzymać rozwinięcie x podług potęg y, dość jest 
założyć

y — ^[x) • (x) = B + 2Cx + 3D.2 + ... , ...
« ==0 bo dla x = 0, y = 0; ' 

a więc

__ I C, 2C2 — BD , 
m “=B‘-B+*B—y—
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276. Zastosowanie do rozwiązywania równań Li- 
czebnych. Załóżmy we wzorze (1)

ę(x) ==F(x) — F(x)

x, będzie jakiemkolwiek : bo zawsze dla x = x, będzie P (x) = 0; 
wzór (1) stanie się

f () = A + B [F (®) - F (,)] + C [F (x) - F (^) ] 
+D[F()—F()]+ ...

gdzie
)B 20

A-/ ’̂ "F‘(‘ 2F‘(o 3F(Fo)

gdzie f i F są jakiemikolwiek funkcjami ciągłemi mającemi pocho
dne ciągłe, me stające się równemi zeru dla wartości szczególnej 
a = T, która zresztą może być jakąkolwiek.

Niech będzie teraz równanie

F (x) = 0

dla wartości x, które są pierwiastkami tego równania, będziemy 
mieli, na zasadzie wzoru powyższego

r()=r W - P^j F W + c [F w 7-D [F()7+...

wzór, który daje wyrażenie jakiejkolwiek funkcji f pierwiastku x ró
wnania F(x)=0; a zakładając f{x) = x

X — X(
F(x) 1 F" (x) [F (m)]2
F (Fo) 1.2 [F (xo)]3

4 3 [F(39)]2 - F‘(z) Ę"(79)

1 .2.3 [F Ki ]5 [FWl3---

1 
wzór,który można napisać w prostszy sposób zakładając — Pr—- = *) 

F (o)
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i nazywając V’ pochodnę Y względem C,, (WT pochodnę ilo
czynu 11‘ względem C,, i tak dalej :

«=x,+\F(,)++(,)12+vav)‘EF]

+**‘,]+...
gdzie x, jest jakąkolwiek wartością szczególną x w granicach cią
głości funkcji F, dla której funkcja ani żadna z jej pochodnych nie 
staje się zerem. Wyrazy powyższego szeregu zbliżają się tern więcej 
do zera, im F (xo) jest mniejszem, to jest im xo jest więcej zbli- 
żonem do pierwiastku x równania F(x) ==0. Szereg więc jest roz
winięciem lego pierwiastku, i może posłużyć do dokładniejszego jego 
obliczenia, gdy znamy dość zbliżoną wartość Co.

Weźmy naprzykład równanie

x3 — 2x — 20 == 0 

pierwsza strona tego równania zmienia znak zakładając x = 2 i 

a =3: jest więc pierwiastek niewiele różny od 3. Zakładając & == 3, 
otrzymamy

F(,) =1
F‘ (x) =3x32=2

F"(x,) = 18, F" (x) = 6, F‘(x) =0, FS(x) =0...

a zatem

1 9 137
25 15623 9763623 = 2,95940997 ...

wartość zbliżoną na jednę dziesięciomiljonową.
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Rozivijanie na szeregi funkcyj wielu zmiennych 

niezależnych.

277. Wzór Taylor’a. Niech będzie funkcja

(i) u = V{x,y,z...)

m zmiennych niezależnych x, y, z... Nazwijmy u—H 
wartość tej funkcji, gdy za x podstawimy x-\-h, za y 
y^-k, za z, zĄ-l...

(2) u + H = F (r + A, y + k, :+ l, ...)

Zamierzamy sobie rozwinąć wyrażenie (2) podług potęg 
zwiększających się przyrostków h, ky l... Nazwijmy

(3) U=F (x+ ht, y + Ict^ :+ l, ^

u+H będzie wartością U uważanego za funkcję t dla 
wartości szczególnej t=1. Więc U uważane jako funkcja 
t i rozwinięte podług wzoru Maclaurin’a (jeżeli rozwinięcie 
to jest możebnem) według potęg zwiększających się t, da 
nam rozwinięcie wyrażenia u + II, zakładając t=ł.

Załóżmy przez skrócenie

(4) «+ht=s, y+ kt — ^, z-\-lt — ^...
czyli

U=F(,n,t...)

a więc [172] uważając U jako funkcję funkcyj Ę, 7 t...
35



rozdział XV.346

zmiennej t :

dU = — ds — — dr — - dG — • • • 
06 00 ‘- 

a ponieważ Ę, 1, (. . . są na zasadzie (4) funkcjami linij- 
nemi zmiennej t, więc [200] symbolicznie

2U, . \(n) dnU — — de — — dn — —d%-... 
\06 07] 0, /

Lecz z (4) mamy uważając Ę, «, 7,... za funkcję t, 

dl = hdt dn = kdt dl = ldt... 
a zatem

65) • an=(‘x+*+‘x+) ■

Pochodne częściowe funkcji U względem Ę, 7, % ... 
są równe pochodnym częściowym funkcji U względem 
x, y, z, •••

U_U 2U_U U _U 
35 =0x‘ 37 — Ży ‘ 35 5735

bo =1, =1,3=1..., jak” widzi my z równań (4): 
0$ 07 0% 

podstawiając w (5) 

dtn \ ox 1 2y ^z' /

Dla t=0 wyrażenie (3) staje się (1) czyli U=u, a więc

— (dnU\ i^u 1Żu Żu । \(n) (U)o —u 2 —— ={R---K---—...
\dtnJ0 Ox - y 0Z /
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/dnU\oznaczając przez (U)9> (—,) wartość szczególną funkcji U 
\Ct /o

i jej ntej pochodnej dla wartości szczególnćj t =0.
Wzór Maclaurin‘a [260] w którym założymy U=f(x)

t=x, da nam więc

TT t/, bu I 7 bu I | \

(6) U=u+i‘x+*sy‘s- )

tn—1 (,bu I \(n—1)_----------------- - (h — — k — — l — — • • •
4.2...(n—1)\ dxy oz /

+R,

tn Z ,lu । u । ,Mu\1n)= —-—-------- l —
1.2. ..N Od ‘3 02 / auoht, y+^ti z+olt... 

to jest, że po wykonaniu symbolicznej potęgi podstawić na- 
leży za x wartość x+Oht, za u wartość y + Okt, za z 
wartość z — Qlt...

Uczyniwszy w (6) i (7) t = 1 , otrzymamy jakeśmy wyżej 
powiedzieli :

(8) u — H — F (x — h, y + k, z — Z, ...)

(2)
ex

(n— 1)

— 1
(9) Rn = —o-------1.2. .. n a+Oh, y+^k, z+^l...
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Wzór (8) jest wzorem Taylor’a dla funkcyj wielu zmien
nych niezależnych; (9) jest wyrażeniem jego reszty czyli 
wyrazu dopełniającego.

Naprzykład, dla funkcji

u = F (x, y) 

dwóch zmiennych niezależnych x i y otrzymamy rozwija- 
jąc potęgi symboliczne :

F (x + h, x + k) = F (x, y) + A — +k -

2 02F ol) 22F-—; — 2/1/ -—— 

1
1.2...(n— 1)

h”—1 - n—1 . 27 M"-F  hn—k- —
1 Żxn—20:

2—F ...R

gdzie

R,="
1.2. . .n

1 d"F 
ba"-ly

dy" «+oh, y^k

278. Warunki rozwijalności funkcji wielu zmien
nych niezależnych podług wzoru Taylor a. Aby 
wzór (6) a zatem i (8) mógł mieć miejsce, trzeba żeby funkcja 
u uważana jako funkcja zmiennćj t mogła być rozwiniętą 
podługwzoru Maclaurin’a [260] dla t= 1 : co się sprowa
dza z łatwością do warunku następującego :

Aby funkcja wielu zmiennych niezależnych mogła być rozwi
niętą podług wzoru Taylor'a, trzeba żeby tak sama funkcja, jak 
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i wszystkie jej pochodne cześcioioe aż do r zedu x\yo lołącznie, 
były funkcjami ciagłemi^ skończonemi, zmiennych niezależnych, 
dla wszelkich wartości jakie zmienne te przybrać mogei w grani
cach uważanych : to jest pomiędzy x a x — h, pomiędzy y 
a y — k, pomiędzy z a z — l i t. d.

Jeżeli wszystkie pochodne częściowe jakiegokolwiek rzę
du czynią zadosyć powyższym warunkom, jeżeli nadto reszta 
zdąża do granicy zero (lub skoiiczonej), gdy n zwiększamy 
nieograniczenie, wzór Taylor’a (8) przedłużony do nieskoń
czoności staje się szeregiem zbieżnym, którego summa ma 
granicę równa funkcji danej (lub różnicy funkcji danej i 
granicy skończonej reszty). Szereg ten nazywać będziemy 
jak powyżej, szeregiem Taylora.

279. Rowinięcie przyrostku funkcji wielu zmien
nych niezależnych podług różniczek zupełnych rzę
dów zwiększających się tejże funkcji. Niech będzie 
funkcja

u— F(x, y,z ...)

m zmiennych niezależnych. Załóżmy przyrostki k, h, l... 
tych zmiennych niezależnych nieskończenie małemi

h = Ax, k = Ay, l = Az:..
i nazwijmy

Au=F(r+ Ar, y + Ay, z + Az, ...)— F {w, y, z...) 
«

przyrostek odpowiedni funkcji. Wiemy z określenia [209] 
że

du = 3i dx + u dy + D1 dz + ...

Żu. u । = — Ax+ —Ay——Az... 



550 ROZDZIAŁ XV.

oznaczając przez du różniczkę zupełną funkcji w; i w ogól
ności

, . (du , Żu, bu, \(n) 
d"" T 33”“" T 3z"3 T • • •)

(u , du | bu A | \(n) =(xAr+sA"+54+.)

Podstawiając wartości te we wzór (8) otrzymamy

A du , d^u , d^u
(10) A—7+1.2-1.2.3 dn~'u 

\.^2..\n—1)

wzór taki sam jak wyżej [258] otrzymany wzór dla przy
rostku funkcji jednej zmiennej niezależnej : też same uwa
gi stosują się do obu tych wzorów.

280. Twierdzenie. Jeżeli funkcja icielu zmiennych nie
zależnych czyni zadosyć warunkom rozwijalności, a przyrostki 
h, k, 1... zmiennych niezależnych są nieskończenie małemi, za
trzymując szereg na którymkolwiek wyrazie, różnym od. zerą, 
stosunek reszty do tego wyrazu, zdąża, do granicy zero.

W rzeczy samej, wzór (9) napisać można wtedy

R,= ,91—1. .n d'nu

oznaczając przez d'nu wypadek z podstawienia w wyrażenie

, (,u u ,u । \( n) dnu— h--k — —l — —.. ..\ Ox ćy oz /
x — Bh za x, y — 6k za y, z — Ol za z . ..

W podobny sposób, zatrzymując szereg na wyrazie po
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przednim, otrzymamy

d'n ‘u‘ dn ‘u .
— 1.2.. .(n—ł) — 1.2... (w—1) T 

a ztad
R, d'n~lu - dn~xu

7 d—‘n \ dn~ lu 
1.2. . .(n—1)/

Lecz gdy h, k, l... zdąża do zera, granicą stosunku po 
prawej stronie ostatniej równości jest zero, w przypuszcze
niu że warunki rozwijalności zachodzą, to jest między inne- 
mi, że dn~vu jest ciągiem; a więc granicą stosunku wyrazu do- 

dn lu pełniającego R„ do wyrazu poprzedzającego ——---------- ,

jest zero, c. b. d. d.

281. Wzór Maclaurin’a dla funkcji wielu zmien
nych niezależnych. We wzorze (8) i (9) załóżmy x, 
y, z ... równemi zeru, i przypuśćmy że dla tćj szczególnej 
wartości warunki rozwijalności [278] mają miejsce; na
stępnie podstawmy za h, k, l... głoski x, y, z ... : otrzy
mamy

_ 1 * (du)
'1.2... (n—1) ^ 5x) o

+ R,
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gdzie

(12) R, — -— ----- X ( -— ) — y ( — I — % ( — 1 — • • • I 
‘----- 1.2...n Wo V//A oz/ol J

W tych wzorach (34) , (3,) • • • oznaczają że w pocho

dnych częściowych za x, y ... podstawić należy O, podo
bnie jak (2u) , (2") ... że za x, y ... podstawić należy 

(X) 9 03/ 0
ułamek zawarty pomiędzy 0 a — 1 włącznie, któren ozna
czyliśmy przez 0. Warunki aby wzór lub szereg (11) miał 
miejsce, wypływają wprost z warunków powyżej [278] po
danych na szereg Taylor’a : funkcja i jej pochodne maja po
zostać ciągłemi skończonymi, gdy zmieniamy zmienne pomię
dzy zerem a wartościami uważanymi icłgcznie. Jeżeli wzór 
ma zostać szeregiem, reszta musi zdgżać do granicy zero {lub 
granicy skończonej}.

282. Twierdzenie funkcyj jednorodnych. Niech 
będzie funkcja jednorodna [33]

f(x, 3,3...)

mgo stopnia zmiennych niezależnych x, y, z .... Z okre
ślenia jednorodności wypada, że pomnożywszy każdą z tych 
zmiennych przez czynnik 1 — a, cała funkcja będzie po
mnożoną przez mtę potęgę tego czynnika

f(x+ox, y+ay, z+az, ..)=(1+a)mf(x, y, %...)

Przypuśćmy że funkcja ta czyni zadosyć warunkom roz- 
wijalności [178], (co możemy zawsze przypuścić, biorąc a 
dostatecznie małem i zakładając funkcję ciągłą ngo rzędu); 
weźmy za dowolną a ilość dodatną mniejszą od jedności, 
otrzymamy [277] rozwijając pierwszą i drugą stronę po-
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wyższego równania podług potęg zwiększających się a :

f(r, 3,5, *)+" 
+i
+

fof

==f(x, y.
. m . m (m — 1),

m(m—4)...(m—n+1)
' 1.2...n '

a że to ostatnie równanie ma mieć miejsce niezależnie od «, 
więc spółczynniki potęg równych a są sobie równe :

«3+v3,+=32+...=mf(r,y,5..9)
[ «3£+v%,+ =2+ .]"= m(—1) f(r, y, =..)

[zs+v,+=s£+ • • ]"=m(m- 1). • ■
^m—n^^f^^ y^z^

Wzory te wyprowadziliśmy już powyżej [224] inną 
drogą.

283. Przykład i. Niech będzie wyrażenie

«2 (a + yY 

znaleźć rozwinięcie podług potęg h i k wyrażenia

(x +h)2(a—9 — ky
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Zakładając
F (x, y) =g* (a+y)a 

mamy
)F J2F 33p & =2r (o+u", 83 =2(6+1", 8 =0
— = 3x2 (a+y)2, —=tx (a—Ly)2, - — g (aA-y^

J2F 33F— —Qx^(a-\-y}i --, = 12x (a — y) dy21 oxdy21 •

następne pochodne częściowe są zerami; zaś

JF MF J3F 
dx20y2 1 7 dudy’ dx20y3

Podstawiając wartości te we wzór (3), otrzymamy

(x + hy (a+ y + k)3 = 92 [a + yy + 2 [a+y^h + ^{aĄ-y^k 
+ (a + y)9h2 + 6x(a +y?) hh+32 (a-^y^ 
+ 3 {a + yY h2k + 6x (a + y}hk- + x2k3

• ‘ - * +3 (a-j-y^A-^hk^h9^ • ' •

Przykład ii. Niech będzie funkcja

F(x, y, z) = Ax2 — By2 -- Cz2 + 2Eyz -- 2Gxz -- 2Hxy

rozwinąć podług potęg h, k, 1 funkcję F(x + h, y+k, z+1).

>F N2F N2F 
— = 2Ax — 2Gz—2Hy, -=2A, <=2E Ox 1 1 dx2 dydz 

— == 2By — 2Ez—2Hx, <=2B, —= 2G oy 1 1 i)y2 ^z^x 

— = 2Cz — 2Ey — 2Gx, < =2C, <=2H 
0% 1 ' oz2 . oxoy
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a zatem

f(x +h, y-\-^, z+1) = Ax*+ By?+Cz+2Eyz+2Gzx+2Hay 

+ 2 [(Ac + Gz + Hy)h + (By + E:+ Ha)* + (Cz + Ey + Gx)0] 

+ AK* + W + Cr2 + 2Ehl + 2GIh + 2Hl k

PRLYKŁAD iii. Rozwinąć podług potęg x i y iloczyn

1 = (o, +0, , +a, 12 + •• .(0,4+8, %+6, 74+ ’.. )

Wzór Maclaurin’a da nam

J=ab+abx+ab,y
4

+ 1.2 (d,boe2 ^atb^y — a^y\
4

+ — (a,b,23 + ^atb^y — 3a,b,xy2 + @obay3)

Przykład IV. Rozwinąć wstuwę iloczynu poprzedzającego.

wst [(a, + a, 7 +a, f; + • • • )(0,+8,7+8, "2 +.)]

= wst (agbo) + (a,bo + agb,y) dos {a0\)

. 1.9 (dboec — ao\yy wst (aobo)

1

1
+ — [a,box2 + ^a^acy -^aob^dos^aobo)

— 1.2.3 [(diboe — dob,9)3 — a^
— ^a^b^y — ^a^acy^ — a,bay3] dos(abo)

- 1.9.3 [3 (d,6o®—d,b,9)(d,b,02++2d,b,0J—dob,y2)] wst [aobo)



ROZDZIAŁ XVI

WYRAŻENIA NIEOZNACZONE

Oreślenia, — Granica stosunków ilości dążących do zera, lub do nieskończo
ności. — Granice iloczynów z których jeden dąży do zera a drugi do nieskoń
czoności.—Granice potęg przedstawiających się jako wyrażenia nieoznaczone. — 
Przykłady, — Wyrażenia nieoznaczone wieln zmiennych niezależnych.

284. Wyrażenia nieoznaczone, któremi zajmować się bę
dziemy w tym rozdziale, są to wartości szczególne funkcyj, 
które dla pewnej wartości zmiennej niezależnej, przedsta
wiają się pod jednym z kształtów

8, 8, «.O, 1”, o", 0‘.

a jednak zdążać mogą do granicy oznaczonej.
Tak widzieliśmy już powyżej [132], jak stosunek przy

rostku funkcji do przyrostku nieskończenie małego zmien
nej niezależnej

Ay 
Ar

przedstawiający się w granicy pod postacią nieoznaczoną - , 

bo Ay zdąża w ogólności do zera wraz z Ax, ma jednak 
w ogóle granicę skończoną, oznaczoną, którą nazwaliśmy 
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pochodną funkcji. Widzieliśmy podobnież [112] jak wy
rażenie

przedstawiające się pod kształtem nieoznaczonym 1° gdy 
m zwiększa się nieograniczenie, zdąża jednak do gra
nicy oznaczonej, którą nazwaliśmy e i wzięliśmy za zasadę 
logarytmów naturalnych, i t. p.

Rozpatrzmy wyrażenia te po szczególe,

285. Wyrażenia : • , — • Twierdzenie. Jeżeli dwie 
0 co

funkcje ciągłe jednej zmiennej niezależnej zdążają obiedwie do 
icartości szczególnej 0, lub zwiększają się obiedwie nieograni- 
czenie, gdy zmienna niezależna zdąża do pewnej wartości ‘.jeżeli 
nadto pochodne tych funkcyj są ciągłemi oznaczonemi w grani
cach w których zmieniamy zmienne niezależną, powiadam, że 
stosunek pierwszej funkcji do drugiej, i stosunek pochodnych 
tychże funkcyj, zdążają do jednej i tej samej granicy oznaczo
nej, lub zwiększają się obadwa nieograniczenie.

1° Niech będą dwie funkcje ciągłe f{x} i F(±) takie, że 
dla wartości x, zmiennej niezależnej

F(r.) =0 F («,) = o
przypuśćmy nadto że gdy x zdąża do x,, pochodne f'^ 
i F‘(x) nie przestają być ciągłemi i oznaczonemi : powia
dam, że zachodzi równość stosunków :

(1) gr f(x) — gr f‘(x)
8 F(x) 6 F(x)

gdy x zdąża do wartości xo, jeżeli granica ta jest oznaczo
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ną; lub też że obadwa powyższe stosunki zwiększają się nie- 
ograniczenie.

W rzeczy samej, rozwijając f(x,—h) i F (x+h) podług 
wzoru Taylor’a [249] którego warunki [250] mają miejsce 
z założenia, i zatrzymując rozwinięcie na pierwszym wyra
zie, otrzymamy

fK + 4) = f(x,) + hf' (x, + 01)
F (r, +)=F (x) + IF (x, + 0)

a że z założenia
/(«)==0 F() ==0

więc 
f(x,+h) _ f"(x,+6h)
F(x+h) - F(x+oh)

wzór któryśmy udowodnili w powyższych warunkach już 
dawniej [244], lecz tylko w szczególnym przypadku gdy 
F (x, — h) nie zmienia znaku pomiędzy x, a x, — h.

Gdy h zdąża do granicy O, wyrażenie 6h . zdąża do gra
nicy zero, bo O jest ułamkiem mniejszym lub równym je
dności, a zatem 

gdy x zdąża do x,, to jest gdy h zdąża do zera c.b.d.d.
Jeżeli jeden z tych stosunków zwiększa się bez granic, 

drugi koniecznie zwiększać się musi nieograniczenic.
Wzór (i) został udowodnionym dla jakiejkolwiek war

tości szczególnej x, zmiennej niezależnej x. Powiadam że 
wzór ten ma miejsce nawet gdy c= c to jest : że jeżeli 
tak f(x) jak F (x) zdążają do O gdy x zwiększa się bez 
granic, a pochodne tych funkcyj są ciągłe i oznaczone,
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zawsze
f (x) f (x)

6r P(c) = 66 F (z) 

lub też oba powyższe stosunki zwiększają się nieograni- 
czenie.

W rzeczy samej, załóżmy
1S — -z

x zdąża do oo, gdy z zdąża do O: lecz na zasadzie powy- 

żśj udowodnionego twierdzenia, gdy f 5) , F(-) zdążają 

do zera dla pewnej wartości zmiennej niezależnej zo = O, to

biorąc pochodne licznika i mianownika : a zatem

gdy x zdąża do o, a f{x\ F (x) do zera c. b. d. d. 
2° Niech będzie w powyższych przypuszczeniach

f(x,) == 0 , F(x) = 0

powiadam że w ogólności

grf(x)—gf"(x) 
“ F(x) 6 F(x)(2)
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gdy x zdąża do wartości x,.
W rzeczy samej

1

F (x) = 1

1 1a że funkcje —— , — zdążają do granicy zero, gdy x

zdąża do x,, biorąc stosunek pochodnych licznika i miano
wnika na zasadzie udowodnionej pierwszej części twier
dzenia,

gr

1 F‘(x)
F(x)_[F(x)7 

1 8 f”(x) 
t\^ [f (x)]2

Przypuszczając F‘(x) rożnem od zera, wyrażenie powyż
sze napisać możemy :

gr f(x)E,LF(x)
F(x) 6 f‘(x)

F‘(x)
gdy x zdąża do xo.

Jeżeli gr F(x) jest ilością skończoną A różną od zera,

mamy

A — gr A2 
f (x) 
F‘(x)

czyli dzieląc przez A i znosząc mianownik :

gr f (x)
F‘

= A=gr f(x) 
F(x)
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gdy x zdąża do w^.
Jeżeli A jest zerem, oznaczając przez C pewną stałe, 

różną od zera, funkcja

। - r f(x)—CF (x) 
F(x)1 • F (x) 

zdążać będzie do granicy G gdy x zdąża do x, a że G 
nie jest zerem, więc na zasadzie tego cośmy dopiero co udo
wodnili

f(x)+CF (x) _ f‘(x)+CF‘(x)
6 F(x) 8 F‘(x)

a odejmując C z jednej i drugiej strony tego równania 

r f(x)= gf‘(x)
5 F(x) 6 F‘(x) 

gdy x zdąża do x,.

Jeżeli nakoniec stosunek F( zwiększa się nieogranicze-

F (D) nic gdy x zdąża do xw stosunek odwrotny — • zdąża do

, . F lx} zera: na zasadzie tego cosmy udowodnili P‘( 5 będzie zdą- 

żac również do zera, a stosunek odwrotny F(x) zwiększać 

się będzie nieograniczenie.
Twierdzenie zostało więc udowodnionem w całej ogól

ności.

286. Wniosek. Jeżeli dwie funkcje ciągłef(x) i F(x) je
dnej zmiennej niezależnej stają się obie równemi zero lub zwię
kszają się obie nieograniczenie, gdy x zbliża się nieograniczenie 

30
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do wartości szczególnej x0; jeżeli nadto n pierwsze pocho
dne tych funkcyj pozostają ciągłemi oznaczonemi, gdy x zdą
ża do X,, a n — 1 pierwsze pochodne są odpowiednio zera
mi lub nieskończonościami dla X = X, : stosunek pierwszej

f(x) . 7 ) Ł f(n) (x) funkcji do drugiej F(x) i stosunek ntych ich pochodnych 

zdążają do jednej i tej samej granicy oznaczonej, lub zwiększają 
się oba nieograniczenie, gdy x zdąża do x0.

W rzeczy samej, dowodzenie że

f(x)=grf‘(x) 
6 F(x) 6 F‘(x)

gdy x zdąża do x,, możemy zastosować do stosunku po
chodnych, jeżeli jedna i druga pochodna stają się zerami 
lub nieskończonościami: wtedy

gr C‘(x)—g f"(x) 8 F(x) 6 F”(x)
f"(x)_gf‘n(x)

6 F("-1) (x) 6 F(n)(x)

gdy x zdąża do x, : a zatem

erL(x)=gf"(x)
6 F {aj 5 F((x) 

gdy x zdąża do x, c. b.°d. d.

287. Przykład i. Funkcje

wst a
x

st x
» X

dla «=0 przedstawiają się pod postacią %• Twierdzenie powyż-
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sze [285] daje nam

wst x dos x
& — = gr — =1

st x 4
E x 8 dos2 x =

dla x = 0, co dowodzimy w inny sposób w trygonometrji.
11. Niech będzie wyrażenie

es~e-x — 2x
X — wst X

dla a =0, licznik i mianownik staję się zerami. Biorąc stosunek po
chodnych licznika i mianownika, otrzymamy

es + e-*-2 
1 — dos x

stosunek równy w granicy danemu na zasadzie Twierdzenia [285], 
lecz którego licznik i mianownik staję się zerem dla a? = 0. Stosujęc 
Wniosek [286], otrzymamy stosunek drugich pochodnych,

es — e- • 
wst a

którego licznik i mianownik sę jeszcze zerami dla x = 0. Lecz stosu
nek trzecich pochodnych

e=—e- 
dos x

równym jest 2 dla a =0, a więc

ex — e— x — 2x ex—Le—x „
or ■ — — OT  !---------  = 2
° x — wst x dos x

gdy x zbliża się do 0.
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III. Wyrażenie

x* — x
x—1—1.®

staje się 8 dla z= 1. Lecz mamy [286]

x= — x x»(4—1.) — I x=(1—1.x)2_Lxz—1 gr ={-1== gr -I - = gr 1—
gd y x zbliża się do 4.

IV. Wyrażenie
a=
gn

gdzie a jest stałą dodatną, a n liczbą całkowita dodatną, staje się —
C

a zatem niooznaczonem dla x ==z : lecz [286]

a= l.a , [I.a]? . . l.a]n 8.*=Em—"=nm-y—“=Fi.nd=o 

wyrażenie to zwiększa się do nieskończoności, gdy x zwiększa się 
nieograniczenie.

V. Wyrażenie
1.®

dot ®

dla C =0 staje się----- nieoznaczonem-
Biorąc stosunek pochodnych

1
1 .® ® wst2® 

Fdoir =g——=-8o
— wst2®

, , . wst2® ..,. 0lecz stosunek —— dla ® = 0, staje się znów niewyznaczonym 0
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stosując twierdzenie [285]

wst2® 2wst®dos® gr —a— = gr 4 = gr wst 2® = O

gdy x zdąża do 0; a zatem

1 .0? wst?x gr ----- = — gr = gr wst 23 = 0 ° dot a ° x ° 

gdy x zdąża do zera.

288. nwaga i. Twierdzenie [285] zastrzega żeby po
chodne funkcyj których stosunek jest nieoznaczonym, były 
oznaczonemi w granicy zmienności funkcji. Może się zda
rzyć wypadek, że funkcje które są oznaczonemi dla pewnej 
wartości zmiennej, mają pochodne nieoznaczone; dla tej 
wartości zmiennej, twierdzenie [285] się nie stosuje. Na- 
przykład, dwie funkcje

x+dosx, x + wstx

dla T=c, stają się obie nieskończenie wielkiemi: ich 
pochodne zaś

1 — wst x. 1+dosx

nie zwiększają się nieograniczenie, lecz są zupełnie nieozna- 
czonemi dla x — c. Wniosek że stosunek

x — dos x 
x — wst x 

jest nieoznaczonym dla T =®, coby wynikało z zastoso
wania twierdzenia [285] jest nieprawdziwym, bo twier
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dzenie nie ma miejsca w tym przypadku : jakoż

, । dos x 
। . 1    x — dos x  x

x + wst X . wst X
X 

a że 
dos x - wst x „ . gr == 0, gr = 0 dla x — ac x x 

więc
x — dos x 

gr —-----, =1x — wst X

granica stosunku funkcyj x+dosx i x — wst x, jest za
tem oznaczoną i równą jedności dla x = c , jakkolwiek 
granica stosunku ich pochodnych 1 — wst x il— dos x 
pozostaje nieoznaczoną.

289. Uwaga n. Metoda dana przez Twierdzenie [225] 
wyznaczenia stosunków przedstawiających się pod postacią 
nieoznaczoną 8 , 0 jest częstokroć niewystarczającą, bo 

stosunek pochodnych może sam się przedstawiać ciągle pod 
taż samą lub inną postaciąnieoznaczoną, lub też, jakeśmy wi
dzieli w poprzedzającej uwadze, pochodne mogą być same 
nieoznaczonemi. W ogólności, oznaczenie powyższych sto
sunków otrzymanym być może z łatwością, jeżeli nadawszy 
wartości szczególnej zmiennej niezależnej przyrostek nieskoń
czenie mały, możemy rozwinąć obie funkcje podług potęg 
zwiększających się całkowitych lub ułamkowych, dodatnych 
lub odjemnych tego przyrostku. Podamy poniżej sposoby 
rozwijania funkcji podług potęg ułamkowych lub odjemnych 
zmiennej, lub przyrostku zmiennej : wzory Taylor’a i Mac- 
laurin’a, dają nam rozwinięcia podług potęg zwiększających 
się całkowitych i dodatnych.
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Niech będzie stosunek dwóch funkcyj,

f(x)
F(x)

z których każda staje się zerem lub nieskończonością dla 
wartości szczególiej x, zmiennej niezależnej. Przypuśćmy 
że znamy rozwinięcie funkcyj

F(x,+4) i F(,+1)

podług potęg zwiększających się dodatnych lub odjemnych, 
całkowitych lub ułamkowych h; przypuśćmy nadto, że 
pierwszy wyraz Ahn który nie jest zerem w rozwinięciu 
funkcji f(x,+h) zawiera h w potędze ntej, i że w roz
winięciu funkcji F (x, — h) pierwszym który nie jest zerem 
jest wyraz Bhm zawierający h w potędze mtej : następne 
wyrazy zawierać będą potęgi większe od n lub m : wyłą
czając więc hn, hm za nawias, napisać możemy

f(x,+1)=/(A+9) 
F(x,+M)=n"(B+y)

gdzie A i B nie zawierają h, lecz s i 7 odnoszące się do 
wyrazów zawierających h w potęgach wyższych od n i m. 
zawierają jeszcze potęgi h. Gdy więc h zdąża do 0 to jest 
x do T,, e i n stają się nieskończenie małemi względem 
A i B. Lecz stosunek

f (x, + h) __ A +*
F (o +h) B + n

a stosownie do tego, czy n jest równem, większćm lub
mniejszćm od w,
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w granicy będziemy mieli

1° jeżeli n — m — 0, gr . 0  / = gr -- — —• ’ ° F(x—h) ° F(x) B

20 jeżeli n — m>0, gr / (sh) = gr flr) — 0 • ‘F(x,+h) F(x)
„ . — f (x, — h) f (xc) 3° jeżeli n — m < 0, gr — 0 = gr -- — C* ‘ ° F(x—h ° F(x) 

gdy x zdąża do x,, to jest gdy h zdąża do zera, a zatem 
gdy potęgi dodatne h zdążają także do zera, a potęgi odjem- 
ne zwiększają się nieograniczenie.

W pierwszym razie, jeżeli n = m, stosunek szukany jest 
oznaczonym i równym stosunkowi pierwszych nie stających 
się zerami spółczynników h w rozwinięciu. W drugim ra
zie stosunek szukany jest zerem, w trzecim razie zwiększa 
się nieograniczenie.

Przykład i. Niech będzie wyrażenie

f(x) Vx—Vx+Vx—T,
F (a) Va: —393

Funkcja w liczniku i funkcja w mianowniku staje się żeremi dla

T=x,.

Pochodne wszelkich rzędów tak licznika jak mianownika, stają się 
nieskończenie wielkiemi dla x = x,, metoda więc zawartaw twier
dzeniu [285], nie może tu być zastosowaną.

Załóżmy
x = x, — h

gdzie h weźniemy za nieskończenie małą główną [119], to jest 
pierwszego rzędu. Wyrażenie

Vx —T,= Vh = h
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będzie nieskończenie małem rzędu 5 [119], Wyrażenie

jest nieskończenie małem tego samego rzędu co h bo rozwijając 
M+l= (4 + h) 2 podług wzoru Newtona [270] jedność się 

zniesie, następny wyraz będzie pomnożonym przez 4 , trzeci przez 
Bo

h2— i t. d. Funkcja więcTo
r(,+1) - y, [V + 4- 1+v

jest summą dwóch nieskończenie małych, z których pierwsza, jako 
nieskończenie mała Igo rzędu, jest nieskończenie małą względem 

drugiej V h nieskończenie małej rzędu $ [119] : a więc

ar(,+h,
czyli

f^)=f^0 + h)^\[h (4+.)

gdzie s zdąża do zera wraz z h.
Mianownik można wyrazić pod postacią

Vx2 — xg? = Vx — x, Vx +x ==Vh V2x, + h 
czyli

F()=F (x,+ h) = V (V2, + 7)

gdzie 7 zdąża do u wraz z h: a więc

f(x) _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  1 + E

F (a) F (ao + h) (2x, + 7
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a zatem
g fl)=_
5 FW 12g, 

gdy x zdąża do x,.

Przykład II. Niech będzie wyrażenie

2 1 x — 5 wst X — - st x 
x&

dla x — 0, licznik i mianownik stają się zerami. Pomnóżmy licznik 
i mianownik przez 3 dos x

f (x)_ 3x dos x — wst x — wst 2x 
F (x)__________3x8 dos x

Podstawiając za dos x, wst x, wst 2x ich rozwinięcia na szeregi 
[265] otrzymamy

. • / a?a* \ / 23 as \ =3(1-22- •*) (-6 120 —*)

następne wyrazy zawierają potęgi x wyższe nad 5 : jeżeli więc a 
jest nieskończenie małem, napisać możemy

r(a)=x(-2+.
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oznaczając przez s nieskończenie małą, zdążającą do zera wraz z x :

F(x)==a5 (3 — n)

7 zdąża do zera wraz z x. Stosunek więc dany

f() _ 20 T5 

F(x) 3+1

4 
zdąża do granicy — 20 gdy x zdąża do zera : a więc

x — - wst x — - st x
3 3 iOT ■ ____ ___ —_______ __ _____

6 Xs - 20 
gdy x zdąża do 0.

290. Wyrażenie O.c. Niech będzie iloczyn dwóch 
funkcyj

f^Y F() 
w którym dla x = xQ

F(x,)==0 , F(x,)=0

Możemy napisać

f(x). F()=Lf)_

len ostatni ułamek staje się 5 dla x — x0, a zatem zadanie 

sprowadzonym jest do poprzedzającego [285].

Przykład. Niech będzie wyrażenie

F (x, — x) st-
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które dla T==x, przedstawia się pod postacią 0. CO. Mamy

Tx _  x, — X
2iT, dot E"

a stosując do tego ostatniego ułamku, którego licznik i mianownik 
staje się zerem dla x = T,, Twierdzenie [285] otrzymamy, biorąc 
stosunek pochodnych,

— 1 2x,—x-------1—=- gdy C=%

20,soo c

a zatem 
, . ~x 2x,6 (Co—T) St — = -°

gdy x = To-

291. Wyrażenie 1°. Niech będzie wyrażenie

W — [F (x)]() 

w którem dla a=x

F()=1 f(x,)=c.

Biorąc logarytm obu stron, (ograniczając się na teraz na 
przypuszczeniu że F(x) jest dodatnem w blizkości x = x^ 
wyrażenie to sprowadzimy do poprzednio uważanego; jakoż

1.W=f(x)1. [F (x)]

a wiemy że dla r=x,

f(x.)=c 1 [F(x,)1 =1.1=0
otrzymamy więc l.W a zatem i W szukając granicy wyra-
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żenią 0. c [290].

Przykład. Wyrażenie funkcji wykładniczej er i loyaryt- 
mowej l.x jako granic funkcyj algebraicznych.

Niech będzie wyrażenie

W= (1 — —

gdzie x jest ilością oznaczoną, a m zmienną, mogącą się 
zwiększać nieograniczenie. Wyrażenie to przedstawia się 
dla m =c pod postacią 1°. Biorac logarytm obu stron 
otrzymamy

.1.(1

l .W= m 1.(1 + £) = - A m\ 1
m

stosując do tego ostatniego ułamku, którego licznik i mia
nownik staje się zerem dla m=c. Twierdzenie [285], 
otrzymamy biorąc granicę stosunku pochodnych wziętych 
uważając m za zmiennę niezależną, x za stałą

gr 1. W = gr-—:----m—— = gr —«—= x 
(+£)(—) 1+- 
\---------- \ m- /-------------- m

gdy m zwiększa się nieograniczenie : a wiec 

gr W = ex 
to jest

, \ m
1 — - I

gdy m zwiększa się nieograniczenie, a x jest jakąkolwiek
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oznaczoną ilością. Widzimy ztąd że funkcja wykładnicza e* 
jest granicą wyrażenia które pozostaje ciągle algebraicznem, 
a nawet całkowitem, jeżeli m zwiększa się nieograniczenie, 
przechodząc przez same wartości całkowite.

Wzór powyższy możemy wyrazić w następujący sposób

e- = 1 — - — 8 \ m)

oznaczając przez s ilość, która zdąża do zera wraz z ułam

kiem —. Ztąd otrzymamy

x~m (Ver — e — 1)

a że według wzoru Newtona [270]

więc mamy
_______ _ ___- 

myer-----S ==myer—n

oznaczając przez n ilość nieskończenie małą, i zdążającą do 

zera wraz ze i —. Podstawiając wartość tę w wyrażenie 

na x, otrzymamy :

«=(=-!) + »

a zakładając
ex —z T=l. z

znajdziemy
1. z = m (Vz — 1 ) + ,
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czyli

gdy m zwiększa się nieograniczenie. Logarytm jest więc 
także granicą funkcji algebraicznej liczby, czyli zinicnej z.

292. Wyrażenia c°, 0°. Niech będę dwie funkcje 
u i v zmiennej niezależnej x i wyrażenie /

W=u

w którem dla pewnej wartości zmiennej niezależnej r=x,

u==c, v==0 
albo

wo = O, "==0

biorąc logarytm W (przypuszczając tymczasem u i W do- 
datnemi w blizkości T=x)

1. W=v. 1. u 

sprowadzimy wyrażenie tego logarytmu do jednej z poprze
dnio uważanych postaci.

Wyrażenie
W=u o”

gdy u = 0, v =c dąży zawsze do granicy zero : w rzeczy 
samej

u = ev. 1. u

a że dla u=0 mamy 1. u = —co, więc

gr w =0 =e-o *=1=1 =0 
e^ CO



576 -ROZDZIAŁ XVI.

PRZYKŁAD. Wyrażenie
W = a*

s

dla x = 0 przedstawia się pod postacią 0°: lecz

. — , 1.xl.W =x1.3 =—-

a zatem
1

gr.l.W =g—= — gC =0
a3

gdy x zdąża do zero; czyli
gr W=e=4 ■! 

gr x% = 1 
gdy x zdąża do 0.

293. Wyrażenia nieoznaczone wielu zmiennych 
niezależnych. Najprostszym sposobem wyznaczenia tego 
rodzaju wyrażeń, jest rozwinięcie obu funkcji których sto
sunek jest nieoznaczonym, (przypuszczając że wyrażenie 
zostało sprowadzonem do stosunku 8 lub % w jeden z po

wyżej podanych sposobów) podług wzoru Taylor’a [277] 
dla wielu zmiennych, podobnie jakeśmy to powyżej dla 
funkcji jednej zmiennej podali.

Tak naprzykład, uważając funkcję dwóch zmiennych nie
zależnych x i y (w przypadku wielu zmiennych sposób 
jest ten sam, przy nieco dłuższych wzorach), niech będą 
funkcje

f(x, 3) i F (x, y}

które stają się równemi zeru dla wartości szczególnych x,, 
y0, zmiennych niezależnych : 

(1) f(xo, 3) — 0, F (x,, y) — 0 
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mamy [277], nadając wartościom x,, y. przyrostki nie
skończenie małe h, k :

9 f(x—h,3—k) 90x 
F(x+h, y’/) — . ()F \ 9.17 ‘101 ‘ F(x,,y)—

1.2
k2

1.2
1 Q o - • “

W wyrażeniu tern, pierwszy wyraz w liczniku i miano
wniku staje się zerem na zasadzie (i), jeżeli następnie h i k 
dążą do zera, stosunek powyższy nie wyznaczy nam żadnej

wartości, jeżeli nie znamy stosunku h
k

któren z założenia

ma być jakimkolwiek. Załóżmy 

gdzie a musi być dowolnem, jeżeli x i y, a zatem h i k 
są niezależnemi. Dzieląc licznik i mianownik po prawej 

, . . . , k ..strome wyrażenia (2) przez h — - po zniesieniu wyrazów 

f(x,, 30), F(x,,30) równych zeru z założenia, otrzymamy 
w granicy gdy k i h dążą do zera

, PA). f(x, 30) =

"" G),+*GG).
Wyrażenie to może być wyznaczonem tylko w przypadku 

37
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, ¥ • >F , .f. )F gdy . i — są oba zerami, lub gdy — i — są zerami 
°dxox ' T2y y 
dla x=x,, y — y^ w przeciwnym razie jest nieoznaczonem.

. . . 2f F f FJeżeli wszystkie cztery pochodne częściowe 3a‘ —, by’ — 

są zerami dla x=x,, y = y^ udać się należy do dalszych 
wyrazów rozwinięcia (2), to jest do pochodnych częścio
wych wyższych rzędów :

(4) / (-9- ib}
F (x,, yo)

i rozumować jak powyżej. W ogólności, jeżeli wszystkie 
n — 1 pochodne częściowe obu funkcyj są równemi zeru, 
dla z=x, y = V^ będziemy mieli

(5)

gdzie a, jest zawsze dowolną ilością, stosunek więc może 
być wyznaczonym tylko w bardzo szczególnych przypad
kach, naprzykład gdy w liczniku i mianowniku pozostaną 
pojedyncze wyrazy, a pozostałe będą zerami.

Przykład i. Wyrażenie
1 .a — \.y
&+2y—2
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staje się - dla «=1, J=1. Mamy tu

)f _ 1 f_1 — — 1 — 
Żx x 2 Ży y1^ 7 Ży

a wyrażenie dane staje się na zasadzie wzoru (3)

1 + a
1 — 20

może więc mieć wszelką możebną wartość dla a dowolnego, jest 
więc niewyznaczonem, gdy x i y są zupełnie niezależnemi, dla 
wartości x= 1 , y = 1 tych zmiennych niezależnych.

PRZYKŁAD ii. Wyrażenie

wst x — wst y 
x — y

staje się 8, dla x=y. Mamy tu

& =dos®, by—dos"’ &="‘ »="
a więc na zasadzie (3), wyrażenie powyższe staje się dla x = y

dos x—ados® ,   czyli dos x
1 — a •

i jest tu wyznaczonem, równem dostawie x. 

Przykład iii. Wyrażenie

dos2 (x — y) — dos2 z 
(x + yY — 22

gdzie x, y, z są w ogóle niezależnemi staje się 8 dla x = y^
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z = 2x. Mamy tu

— = — 2dos 2x wst 2x , -= — 2dos 2x wsi 2x ox ^y

V == 2dos2x wst 2x , -==2.2x, X ==2.2x, X =—2.2x 0% OT uy 0z

a więc na zasadzie wyrażenia podobnego (3)mu, wyrażenie powyższe 
staje się

— dos 2x wst 1x — ados2x wst 2x + 3 dos 2x wst 2x 
2x — 2ax — 2px

gdzie a, 3 oznaczają stosunki dowolne przyrostków zmiennych y i z 
do przyrostku zmiennej x. Lecz ostatnie wyrażenie równa się

dos 2x wst 2x 1 — a — 3
2x i + a — 3

a więc, wyrażenie dane staje się dla T= 3, z = 'ix wyznaczonem, 
równem:

wst 4x

Ćwiczenia.

1. ——— = n dla x = 1 i — x

„ I—dos® 1 „ A2. -------,---- = - dla 3 == 0 x- 2

3. "me = - 2 dla x = 4 
1 — x — I.®

4. J"I.c = 0 dla x = o jeżli n>0; zaś 

= —a dla T =0 jeżeli n <0.

5. --------------- - -= - dla ® = 1-- .® x— 1-----2 
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a""=ldla a == O jeżeli n> 0; zaś 

= 0 dla a = 0 jeżeli n<0.
&e2% — xex — 2e2r — 2e” f „ 

(e- — 1)3 6
2wst2r + wstr—14 .3 db _T 
2wst2r—3wstx+1 " 6

Vo,=a+Y,—=7_ dla r=s, 
Vx, — a — Vx‘—a 1 — V34,2

Jeżeli y‘ — 96 a-y2 + 100a”x:2 - a* = O 

to “=* 4 dla x =0.

- S-.- •
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NAJWIEKSZOSCI i NAJMNIEJSZOSCI 
6

Określenia. — Warunki analityczne największości inajmniejszości. — Przy
kłady : — Iloczyn dwóch czynników, których summa jest stałą. — Najmniej- 
szóści funkcji xx. — Trójkąt utworzony przez'dwa boki dane. — Najmniejszość 
siły działającej na drąg ciężki. — Zadanie Fermafa. — Największość i najmniej
szość odległości punktu od krzywej. — Najmniejszości i największości funkcyj 
niewyraźnych. — Największości i najmniejszości funkcyj wielu zmiennych nie
zależnych, funkcyj zmiennych czyniących zadosyć pewnym warunkom — Naj
mniejszości i największości względne. — Przykłady i zastosowania.—Odległość 
dwóch krzywych. — Odległość punktu od powierzchni. — Ćwiczenia.

Naj większości i najmniej szóści funkcyj jednej 
zmiennej niezależnej.

294. Określenie największości i najmniejszości. 
Jeżeli pewna funkcja, zwiększająca się wraz ze zwiększają- 
cemi się wartościami zmiennśj niezależnej, zacząwszy od 
pewnej szczególnej wartości, przestaje się zwiększać a za
czyna zmniejszać, wartość tę szczególną funkcji nazywamy 
ćj nojwiększością.

Jeżeli funkcja zmniejszająca się gdy zwiększamy zmiennę 
niezależną, zacząwszy od pewnćj szczególnej wartości prze
staje się zmniejszać a zaczyna zwiększać, wartość tę szczegól
ną funkcji, nazywamy jej najmniejszością.
g Jeżeli zmniejszamy zmiennę niezależną a funkcja sięzwięk- 
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sza, największością jej będzie wartość szczególna, od której 
funkcja przestaje się zwiększać a zaczyna zmniejszać; naj- 
mniejszością, wartość szczególna dla której funkcja zmniej
szająca się wraz ze zmniejszającemi się wartościami zmien
nej niezależnej, przestaje się zmniejszać, a zaczyna zwięk
szać.

Niech będzie f\x} funkcja zmiennćj niezależnej x: nada
jąc pewnej wartości szczególnej x, zmiennej niezależnej 
przyrostek h, jeżeli możemy naznaczyć ilość e (która może 
być dowolnie małą) taką, że zmieniając h pomiędzy —e 
i — e, będzie niezmiennie zachodzić nierówność

/(x, + 1) < Ako)

(lub równość dla h =0), wartość szczególna f(x.) funkcji 
f (x) będzie największością : bo zwiększając x, przypuszcza
jąc naprzód h odjemnem i zmieniając je od —e do 0, 
funkcja zwiększa się stając się f (x); zmieniając dalej h 
od 0 do — s, funkcja zmniejsza się przechodząc z f{xj) 
do f(x,+h); więc dla r=x, funkcja f(x) stając się f{xQ) 
przestaje się zwiększać, a zaczyna zmniejszać.

W podobny sposób, jeżeli zmieniając w powyższych wa- 
runkach h pomiędzy — € i — s, gdzie E może być dowol
nie małą ilością, mamy niezmiennie nierówność

F(t, +)> f^

(lub równość dla h—0), wartość szczególna f(x) jest 
najmniejszością funkcji f(x).

Aby więc wartość szczególna f{xj} była największością, 
lub najmniejszością, trzeba żeby różnica

f(x,+h)—f(x,)
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była większą lub mniejsza od zera niezależnie od znaku h, 
to jest, nie zmieniała znaku, zmieniając znak przyrostku h.

UWAGA. Nie należy wnosić żeby największość miała być 
bezwzględnie największą, a najmniejszość bezwzględnie 
najmniejszą ze wszystkich wartości funkcji : ta najwięksość 
lub naj mniejszość tyczy się tylko wartości funkcyj sąsie
dnich, nieskończenie blizkich. Funkcja może mieć zresztą 
kijka największości, lub kilka najmniejszości : mogą nawet 
zachodzić największości mniejsze od naj mniejszości i od- 
wrotnie, Naprzykład, weźmy pod uwagę funkcję przedsta

wioną geometrycznie przez krzywą MNPQ. Dla x = OA 
funkcja y == AM jest największością, bo jest większą od są
siednich wartości A,M, , A,M, nieskończenie zbliżonych, 
choć są wartości jak PC, QD . .. większe bezwzględnie od 
AM. Podobnież PC jest także największością, a NB, QD 
naj mniejszościami: widzimy tu że QD > AM choć QD jest 
najmniejszością, a AM największością.

295. Warunki analityczne największości lub naj- 
mniejszości. Wiemy, że jeżeli funkcja się zwiększa, pocho
dna funkcji jest dodatną, jeżeli funkcja się zmniejsza, po
chodna ta jest odjemną [144] : jeżeli zatem funkcji prze- 
staje się zwiększać a zaczyna zmniejszać, lub przeciwnie, 
pochodna zmienia znak stając się z dodatnćj odjemną, lub 
przeciwnie; co może mieć miejsce tylko, jeżeli pochodna
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przechodzi przez wartość zero [146] lub przestaje być 
ciągłą.

Aby wiec wartość szczególna funkcji mogła być największoś
cią lub najmniejszością, warunkiem koniecznym jest, żeby dla 
wartości odpowiedniej zmiennej niezależnej, pochodna funkcji 
słała się zerem, lub przestała być ciągłą.

Niech będzie naprzykład funkcja

f(x)=
a3 — 7x—6 
—7—10)7

funkcja ta może mieć największość lub najmniejszość tylko 
dla wartości w, dla których pochodna

. 23 — 20. — 64f ...(z—10)

staje się zerem, lub przestaje być ciągłą.
Pochodna ta staje się zerom dla wartości w —16, r =4 

które są pierwiastkami równania a2 — 20 — 64 = 0 : na- 
dając wartości na x nieskończenie zbliżone do powyż
szych wartości szczególnych, widzieliśmy w rzeczy samej 
[24], że wartości r ==4 odpowiada największość, war
tości x = 16, najmniejszość funkcji. Pochodna przestaje 
być ciągłą, stając się nieskończony dla x — 10 = 0: lecz 
dla x =10, sama funkcja staje się nieskończonością.

Weźmy jeszcze pod uwagę funkcję

Pochodna
f()=(- )3+6

nie staje się zerem, chyba dla x‘== % : lecz przestaje być
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ciągłą dla T=a, stając się nieskończoną. Widzimy od razu 
że dla r =a, funkcja dana przechodzi przez najmniejszość, 
bo pierwszy jej wyraz staje się zerem dla r= a, a jest do
dał nym dla wartości x nieskończenie zbliżonych, doda- 
tnych lub odjemnych.

Funkcja przedstawiona geometrycznie za pomocą spółrzę- 
dnych prostolinijnych, ma swoją największość lub najmniej
szość w punktach takich jak M lub N, w których styczna

jest równoległą do osi odciętych, to jest pochodna równa 
zeru [146] : bo rzędne stycznej tej, równe rzędnej punktu 
styczności, są wszystkie większemi lub wszystkie mniejsze- 
mi od rzędnych punktów sąsiednich. Punkt P w którym 
styczna jest prostopadłą do osi odciętych, to jest pochodna 
równa nieskończoności [147], może również odpowiadać 
największości lub najmniejszości, jak również punkt Q, 
w którym styczna tworzy kąt skończony ze styczną punktu 
nieskończenie zbliżonego, to jest w którym pochodna prze
chodzi z jednej wartości w drugą nje przechodząc przez 
wartości pośrednie. Lecz w punkcie R jakkolwiek styczna 
jest prostopadła do osi odciętych, ani w punkcie S w któ
rym styczna jest równoległą do tej osi, nie zachodzi ani 
największość ani najmniejszość rzędnej, bo pochodna nie 
zmienia znaku przed i po za temi punktami, które są pun
ktami przegięcia [147].

296. Niech będzie funkcja f(x) i x, wartość szczególna 
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zmiennej niezależnej, dla której funkcja staje się najwięk- 
szością. Nadając wartości x, przyrostek h, możemy wziąść 
przyrostek ten dość małym, aby rozwijając funkcję f^^-]-/^ 
podług wzoru Taylor’a, i zatrzymując rozwinięcie na któ
rymkolwiek wyrazie różnym od zera, wyraz ten był więk
szym od reszty [255]. Przypuszczamy tu, że tak funk
cja dana jak jej pochodne, pozostają ciągłemi skończonemi, 
gdy x zmienia się w blizkości wartości x, : przypadki nie
ciągłości muszą być uważane w szczególności w każdem za
daniu; przypuszczamy jednem słowem, że zachodzą warunki 
rozwijalności funkcji f(x.+h) podług wzoru Taylor’a [250], 
wyłączając przypadki w których rozwinięcie to nie jest 
możebnern.

Zatrzymując rozwinięcie na pierwszym wyrazie otrzyma- 
my [249]
(i) /(,+)— f(x,)=hf‘(x,)+R,

Gdyby f‘ (x) nie było zerem, uważając h za nieskończe
nie małe, R, byłoby mniejszem od Jtf (x), znak więc tego 
ostatniego wyrazu byłby znakiem różnicy f(x, — h) — f(xo) : 
lecz hf (x) zmienia znak wraz z h, gdy tymczasem z okre
ślenia największości i najmniejszości [294] wypada, że 
różnica f(x—h) — f(x.) musi być większą lub mniejszą 
od zera bez względu na znak przyrostku h; jeżeli więc f^^ 
ma być największością lub naj mniejszością, różnica

/(,+)- f^0)

nie ma zmieniać znaku wraz z h; do czego warunkiem ko
niecznym jest, żeby pierwszy wyraz rozwinięcia (1) był 
zerem, to jest

rw=o

co się zgadza z tćm cośmy poprzednio [295] dowiedli.
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W takim razie, jeżeli pierwsza pochodna jest zerem dla 
x = x, mamy biorąc dwa wyrazy rozwinięcia :

12
(2) f(ro + h) “ A^o) =i2f" (z)+R 3

Przypuszczając że f" (x,) nie jest zerem, znak wyrazu 
12
19 f (Fo) jest znakiem różnicy

f(x, + h) — t'^

różnica ta więc nie zależy od znaku h, lecz jest dodatną 
jeżeli druga pochodna f" ^^ jest dodatną, odjemną jeżeli 
f‘(xo) jest odjemną : wartość więc f(x) jest [294]

największością, jeżeli f" (x) < 0 
najmniejszością, jeżeli f" (xo) > 0.

Lecz jeżeli druga pochodna f^c^ jest zerem podobnie 
jak pierwsza f‘(x,), wzór (2) nie może wyznaczyć znaku 
różnicy f(x,+h)—f(x)), to jest największości lub naj- 
mniejszości funkcji : trzeba wtedy wziąść trzy wyrazy roz
winięcia, i rozumować jak poprzednio.
. Przypuśćmy w ogólności, że dla wartości 1 =T, n—1 
pierwszych pochodnych funkcji f{x) staje się zerem :

“()=0, ""(o)=0,.f""(ro)==0

a dopiero nta pochodna f^ (xo) nie staje się zerem : ma
my wtedy

P) /(,+))-/(, =14"/"(+R._,



NAJWIĘKSZOśCI 1 NAJMNIEJ zości. 589

Wzór ten wskazuje nam że jeżeli n jest nieparzystem, 
różnica

f(x,+h)—f(x)

zmienia znak wraz z h, a zatem [294] wartość f(x) nie 
jest ani największością ani najmniejszością funkcji. Jeżeli 
zaś n jest parzystem, różnica

F(«, +)- F(x,)

nie zmienia znaku, zmieniając znak przyrostku h : znak ten 
jest ten sam co znak pochodnej f(n)(x): to jest funkcja 
dana f(x) dla wartości szczególnej x=x,, staje się

największością, jeżeli f^ (x) < 0 
najmniejszością, jeżeli f(") (x) > 0

TWIERDZENIE. Aby funkcja dana f (x) czyniącą zadosyć wa
runkom rozwijalności podług szeregu Taylor"a [250] w bliz- 
kości wartości szczególnej x0 zmiennej niezależnej x, stała sic 
największością, lub najmniejszością dla tej wartości szczególnej 
x = x0, warunkiem koniecznym i dostatecznym jest, żeby pierw
sza z pochodnych funkcji, która nie staje się zerem dla x == X,, 
była rzędu parzystego : funkcja jest największością, jeżeli po
chodna jest odjemną', najmniejszością, jeżeli pochodna ta jest 
dodatną.

297. Twierdzenie to sprowadza poszukiwanie najwięk
szości i naj mni ej szóści funkcyj wyraźnych do różniczkowa
nia i rozwiązania równania o jednej nieznanej. Aby znaleźć 
nąjwiększość lub najmniejszość funkcji wyraźnej danej, 
czyniącej zadosyć warunkom rozwijalności [250] podług 
wzoru Taylor‘a, dość jest :

1° Założyć pierwszą pochodne funkcji równą zeru.
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2° Z pomiędzy wartości zmiennej niezależnej czyniących 
zadosyć tak otrzymanemu równaniu, te dla których druga 
pochodna staje się odjemną, odpowiadają najmniejszościom 
funkcji.

3° Wartości zmiennej niezależnej, dla których nietylko 
pierwsza ale i druga pochodna stają się zerem, podstawić 
należy w pochodne następne : jeżeli pierwsza z pochodnych 
która nie staje się zerem dla jednej z tych wartości jest 
rzędu nieparzystego, wartości tej zmiennej niezależnej nie 
odpowiada ani największość, ani najrnniejszość funkcji; 
jeżeli pochodna ta jest rzędu parzystego, wartość odpowia
dająca funkcji jest największością lub najmniejszością, sto
sownie do tego, czyta pochodna jest odjemną lub dodatną.

Wartości zmiennej niezależnej dla których pierwsza po
chodna przestaje być ciągłą, powinny byćbadane w szczegól
ności, jak powyżej [295].

Pr zy kłady.

298. PRZYKŁAD i. Znaleść największości i naj mniej szóści funkcji 

y =xm [a — x)n

gdzie a jest stałą dodatną, m i n całkowitemi dodatnemi.
Funkcja ta jest wielomianem algebraicznym m — ngo stopnia, to 

jest stopnia z założenia całkowitego : gdy więc jakiejkolwiek wartości 
szczególnej x, zmiennej niezależnej x nadamy przyrostek nieskoń
czenie mały h, funkcja staje się summą rozwinięć potęg całkowitych 
dwumianów, a więc czyni zadosyć warunkom rozwijalności podług 
szeregu Taylofa.

Zakładając pochodnę danej funkcji równą zeru, otrzymamy ró
wnanie

xm-1 (a — a)"-1 [ma — (m — n) x] = 0
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Równanie to daje na x trzy wartości różne :

19 x— _d - jakiekolwiek będzie min m—n. "
2o x = 0 jeżeli m > 1
3° x = a jeżeli n > 1

10 Pochodna drugiego rzędu funkcji danej

d‘y
dx'i xm- 2 (a— x)n-2 [m {m— 1) [a—x]i—2mnx (a— x)

— n {n — 1 )a3]

staje się dla pierwszej z powyższych wartości szczególnych x =
równą

ma
m+n

mnamtn-2

(m + n) m "-3

to jest odjemną ; funkcja więc dana, ma dla tej wartości szczególnej 
zmiennej niezależnej, wartość szczególną

ma \m ( na \n mmn"am±n 
m+n) \m+n) (m+nm±n 

która jest największością.
2° Dla a =0 jeżeli m>pochodna druga staje się zerem: uni

knąć można rozważania dalszych pochodnych, badając wprost pierw
szą pochodnę funkcji 44 , dla wartości x blizkich zera. Oznaczmy 

przez h przyrostek nieskończenie mały dla wartości 0 zmiennej x : 
wartość da dla C=0h —h staje się

hm-1 [a — h]n~'[ma — (m + n)h]

Ponieważ a jest z założenia dodatnem, dla nieskończenie małego 
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h, wartość ta pochodnej nie zmieni znaku, jeżeli h weźniemy na
przód odjemnem a następnie dodatnem, w razie gdy m — 1 jest 
parzystern, to jest m ni^parzystem: w razie zaś gdy m— 1 jest nie- 
parzyslem, to jest m parzystern, jeżeli h z odjemnego staje się do
datnem, wartość powyższa pochodnej z odjemnej staje się dodatną. 
Ztad wnosimy [279] że dla x == 0, jeżeli m jest liczbą całkowitą 
większą od jedności, funkcja nie staje się największością ani najmniej- 
szością, jeżeli m jest nieparzystem; funkcja staje się najmniejszościa 
jeżeli m jest parzystern.

3° Dla x = a jeżeli n> 1 (całkowite dodatne), przeprowadzając to 
samo rozumowanie co powyżej, zobaczymy że funkcja nie staje się 
ani największością ani najmniejszością jeżeli n jest nieparzystem, 
funkcja staje się najmniejszością, jeżeli n jest parzystern.

Zadanie powyższe można wysłowić w następujący sposób :
Znaleźć największości lub najmniej szóści iloczynu potęg dwóch czyn

ników, których summa jest stałą. Oznaczywszy summę stalą przez a, 
pierwszy czynnik przez x, drugim czynnikiem będzie a — x; ilo
czyn potęgi n?tej pierwszego czynnika przez potęgę ntę drugiego, 
będzie

xm (a — x)n

funkcją uważaną powyżej. Zakładając potęgi m i n całkowitemi do- 
datnemi, otrzymaliśmy na pierwszą odpowiedź, że iloczyn będzie 
największością. jeżeli pierwszy czynnik będzie równym

ma 
m — n

a zatem drugi

więc

na 
m — n

to jest jezeii czynniki będą proporcjonalne odpowiednim potęgom.
Dwie drugie odpowiedzi, dające jeden czynnik równy zero, wska

zują że wartość szczególna zero iloczynu, może być najmniejszością 
tylko wtedy, jeżeli czynnik równy zero jest podniesionym do potęgi 
parzystej . w przeciwnym razie nic jest ani największością ani naj- 
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mniejszością. Jakoż w tym ostatnim razie, iloczyn przechodząc przez 
wartość zero, przybiera wartości znaków przeciwnych podobnie jak 
jego czynnik, przez co nie zachodzi żadna zmiana w jego zwiększa
niu się lub zmniejszaniu.

Jeżeli m=n=. 1, widzimy że największość iloczynu dwóch czyn
ników których summa jest stałą, ma miejsce, jeżeli czynniki są sobie 
równe, czyli równe połowie summy. Tak największy iloczyn z dwóch 
liczb których summa jest 20, jest 10 X 10 = 100.

299. PRZYKŁAD II. Znaleźć najmniejszość funkcji

y = x"
gdzie x przybiera icartości większe od zera, całkowite łub ułamkowe.

Nie pytamy o największość, gdyż ta widocznie nie istnieje, bo 
zwiększając x, funkcja powiększa się nieograniczenie.

Różniczkując dwa razy otrzymamy

14=1+ 1 y dx
1 d^y 1 (dy\2 1 

y dx2 y^ \dx) x

Ponieważ z założenia ani x ani y nie może przejść przez zero, 
ani przybrać wartości zero, żadna z tych ani następnych pochodnych 
nie może stać się nieskończoną; funkcja więc jest rozwijalną podług 
szeregu Taylora [254].

Zakładając pierwszą pochodnę równą zeru, otrzymamy

1
1c+|= 0 czyli «=*= 0,36787944..., y= ()) =0,6922005

a podstawiając wartość tę w drugą pochodnę

1 d-y
y da2

d‘y—e (-Y
da^ \e)

38
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a ponieważ ta wartość szczególna ^jest dodatną, więc dla «=: , 

funkcja x" staje się najmniejszościę.

300. Przykład iii. Znaleźć największy trójkąt, utworzony przez 
dwa dane boki a i b.

Nazwijmy x kąt szukany zawarty pomiędzy bokami danemi; 

powierzchnia trójkąta którą naz wiemy y, będzie : y = 2 ab wst x- 
x zmieniać będziemy od O do x; funkcja y jest rozwijalną podług 
szeregu Taylora dla wszelkich wartości x [254].

Aby powierzchnia ta była naj większością (lub najmniejszością, lecz 
o tę jako niemożebną z danych zadania nie pytamy), pochodna y 
względem x ma być zerem:

- ab dos x = O
2

co nam daje

dos x — O x — —
2

(pomijamy inne wartości kąta x większe od 7) trójkąt jest prosto
kątnym, dwa boki dane ramionami kąta prostego. Wartość ta jest 
w rzeczy samej największością, bo druga pochodna

---- ab wst x2
jest odjemną dla «=;*

301. Przykład iv. Na drąg AC opierający się na podporze 
stałej w jednym swym końcu A, działa siła znana P, której punkt 
przyczepienia B znajduje się w odległości AB = a znanej od pun
ktu A. Drąg jest ciężki, i każda jednostka jego długości ma ciężar, 
stały p. Pytanie jak długi AC=x ma dyć drąg, aby w drugim 
jego końcu C przyczepiona siła Y, utrzymując siłę P w równowa
dze, była najmniej zą.

Gdyby drąg nie był ciężkim, warunkiem równowagi byłaby równość 
momentów Y i P względem A

Y X AC= PX AB

a Y mogłoby być tak małem jak się podoba, biorąc AC dostatecznie 
wielkiem. Lecz drąg jest ciężkim, a zwiększając jego długość, zwięk-
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szamy moment pa X5= jego ciężaru px, któren przypuszczamy 

przyczepionym w środku draga t. j. w odległości -x od punktu A. 

Biorąc momenta wszystkich sił względem punktu A, otrzymamy 
równanie

AY

fig. 68,

Y= aP + pa- $ 

ztąd

Y= — P —- P X 2

ponieważ x>0 z danych zadania, funkcja czyni zadosyć warunkom 
rozwijalności [254]; zaś

dY _ a D , ł d2Y 24 -
dx qa + 2 P ‘ dx^ = a3

Zakładając pierwszę pochodnę równą zeru, otrzymamy

aA—aP+5P=° 

ztąd

p

Dane zadania wymagają wartości dodatnej x: wartości tej

JZaP
P
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opowiada wartość siły Y

ap+P.2P
1 2 p

d2y 2aP
która jest naj mniejszością, bo druga pochodna — = — jest doda- 

tną dla wartości dodatnej x.

302. Zadanie Fermafa. Niech będzie płasczyzna MN i 
dwa punkta A i B, jeden po jednej, drugi po drugiej stronie plas- 
czyzny. Punkt ruchomy wychodząc z A ku B, przebiega przestrzeń 
znajdującą się jio tej stronie płasczyzny, z prędkością stałą u, lecz po 
przejściu punktu na drugą stronę płasczyzny, prędkość ta staje się 
stała v : pytanie jaką linję ma zakreślić punkt ruchomy, aby przejść 
od A. do ii w jak najkrótszym czasie ?

Linja szukana, musi być prostą po jednej i po drugiej stronie 
płasczyzny : gdyby bowiem była krzywą, poprowadziwszy cięciwy 
z A i B do punktu spotkania się krzywej z płasczyzną, otrzymali
byśmy po cięciwach ruch w krótszym czasie niż po krzywej. Linja 
szukana składa się więc z dwóch prostych AH, HB: powiadam że te 
proste znajdują się na płasczyznie ACDB prostopadłej do MN. 
W rzeczy samej, gdyby droga punktu ruchomego znajdowała się jak 
AGB na zewnątrz płasczyzny prostopadłej, prowadząc GH prosto
padłą do tej płasczyzny i łącząc AH, BH, mielibyśmy AH < AG i 
BH < BG; a że po każdej stronie płasczyzny ruch jest jednostajny, 
a zatem przestrzeń przebieżona proporcjonalna do czasu, więc ruch
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po AHB, odbywałby się w krótszym czasie niż ruch po AGB.
Aby wyznaczyć punkt H, nazwijmy

AC = a. BD = 6, CD = c, CH =x 
otrzymamy

AH = Va2 + u? Bl = V(c — )2+62

a że czas ruchu jednostajnego po AH, BH, otrzymuje się dzieląc 
drogę przez prędkość, więc czas t całego ruchu po AHB będzie 
summę :

(1) t — Va2+a _ Ve — «)? + 62
u ' v 

wyrażenie, które ma być najmniejszością. Funkcja (i) czyni zadosyć 
warunkom rozwijalności [254], bo żaden z pierwiastków w nię 
wchodzących, nie może stać się zerem, a zatem, żadna z jej pocho- 
dnych nie staje się nieskończenie wielką. Zakładając pochodnę ró
wną zeru

(2)
1 X 1 c — X 0
u Ya2 + aż v v(e - x)2— 52

czyli znosząc mianowniki i pierwiastki

(v2 - u2) a2 (c - xy + bW- - a‘u2 (c - xy = 0

równanie 4go stopnia które nam da x.
Nie roztrząsając tego równania, możemy z łatwością znaleźć wła

sność zasadniczą odznaczającą linję AHB. Jakoż, poprowadziwszy 
IK prostopadłą do płasczyzny w punkcie H, i oznaczywszy kąty

otrzymamy
_ CII x

All Ya3 + a
DA e — x
Bll =V(e — x)2+62
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Równanie więc (2) stanie się 

wst w u 
(3) i ---—wst % v

Widocznem jest z zadania, że równanie (2) a zatem i (3) daje 
najmniejszość a nie największość, o czem zresztą przekonać się można 
z łatwością, biorąc drugą pochodnę (1) :

- u(a*+a) LV(a*+ay T Va*+9
________ 1 r (x—c)2 , ,___________ 

v [(e - «)2 + 6]2 LV— a)2 +627 Vr+ 6)2 + 69

która jest odjemną dla wszelkiej wartości x.
Jeżeli ruch od A ku B jest ruchem światła w dwóch podzielo

nych płasczyzną MN środkach nierównej gęstości, w których zatem 
prędkości u i v z jakiemi światło się w nich posuwa, są nierówne, 
promień światła dochodzi w jaknaj krótszym czasie z A do B, je
żeli (3) wstawa kąta wpadania w, i wstawa kąta załamania z, są pro- 
porcjonalne prędkościom odpowiednim (prawo wstaw Descartes‘a).

303. Przykład VI. Znaleźć największości i najmniej szóści odle
głości punktu danego od krzywej danej.

Nazwijmy przez x i y spółrzędne prostokątne punktów krzywej 
AB, przez To, y0 spółrzędne punktu M danego, przez D odległość 
MN punktu od krzywej : będziemy mieli

MN2 = MP2 + PN2 
czyli

Dostatecznem jest szukać największości lub naj mniejszości kwa-
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dratu D2 odległości: bo kwadrat ten staje się najmniejszością lub 
największością wraz z samem D.

Biorąc dwie pierwsze pochodne (i) otrzymamy

(2)

1 dD2
2da

x - «,) + (y — y0^ da

1 202
2 Gx2 (1+1%) +-v. d-y 

da?

Warunkiem największości lub naj mniejszości jest więc

(3) 

czyli

(4)

(a - «,)+ - vod%=0
y — % dy _

Widzimy z łatwością że

‘—%o =NP= stMNP
T — To NP

jest styczną kąta jaki NM tworzy z osią ox, 4 jest styczną kąta 

jaki styczna do krzywej w punkcie N tworzy z osią OX [141]; 
warunek (4) pokazuje że MN jest prostopadłem do stycznej w punk- 
sie N do krzywej [45] : prostopadłą tą nazywamy normalną 
krzywej.

Warunek (4) pokazuje więc, że a^y odległość punktu od krzywej 
mogła być najmniejszością lub największością, odległość ta musi być 
liczoną na normalnej i nez punkt dany do krzywej poprowadzonej.

Niech będzie N jeden z punktów wyznaczonych przez równanie 
(3) i równanie krzywej, to jest MN jedna z normalnych, które z M 

do krzywej poprowadzić możemy : jeżeli druga pochodna ~ 

z równania (2) jest dodatną, po podstawieniu w to równanie za x 
i y spółrzędnych punktu N, odległość MN jest naj mniejszością; 
jeżeli ta druga pochodna jest odjemną, odległość MN jest najwię- 0202 kszością. Jeżeli wreszcie ~ = 0, należy się udać do dalszych po
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chodnych [297] które pokazy czy odległość MN jest najmniej- 
szością największością, lub nie jest ani jedną ani drugą, choć jest 
normalną do krzywej. Ten ostatni przypadek będzie mianowicie miał 

miejsce, jeżeli dwie pierwsze pochodne T » — są zerami, gdy 

w (2) podstawimy za x i y spólrzędne punktu N, a trzecia po
chodna 4" nie jest zerem [297]. Rozbierzemy poniżej znaczenie te

go punktu nadzwyczajnego.
Przez punkt N na krzywej poprowadziwszy normalnę IK do tej 

krzywej, i przypuszczając punkt M ruchomy na tej normalnej, to 
jest E,, 30 zmienne, ax, y stałe dla wszelkich położeń punktu M, 
to jest dla wszelkich wartości E,, yQ, warunek (3) będzie spełnio- 

dD2 0212 nym, t. j. pierwsza pochodna — będzie zerem. Druga pochodna —99 
będzie zerem w położeniu punktu M', dla wartości y^ wyznaczonej 
przez równanie

dy2 „d2y

które nam da

d2y __  " dxi 
da2 y — y

a podstawiwszy wartość tę w drugie równanie (2), otrzymamy

, ' 1dD_/._d\(y—Y\
2 dx^ yda2/ \y — y/

Pierwszy z czynników 1 — 752 jest zawsze dodatnym, pochodna 

d2D2
więc druga dag będzie dodatną lub odjemną, stosownie do tego czy 

Jo — Jo i 1J — 3 są jednego znaku, lub znaków przeciwnych : 
odległość MN będzie najmniejszością, jeżeli punkt M znajdować 
się będzie pomiędzy krzywą i punktem M', łub po za krzywą wzglę
dem punktu M', to jest w części M'N lub NI; a największością, 
jeżeli punkt M‘ znajdować się będzie pomiędzy krzywą a punktem M. 
Punkt M, jak zobaczymy poniżej jest środkiem krzywości krzywćj.
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Weźmy naprzykład pod uwagę kolo, którego równaniem jest

a2 +y‘= R

różniczkując dwa razy, otrzymamy równania (2)

Równanie (3) które stanie się

J—=0
Vo To

jest równaniem prostej łączącej punkt dany x, 3 z początkiem, to 
jest środkiem koła. Prosta ta przecina koło w dwócli punktach, z któ
rych jeden odpowiada najmniejszości, a drugi największości. Punkt M' 
jest tu środkiem kola, a równanie (5)

1 d2D2 R2J, 
2 da? — y‘

d2D2
Pochodna 442 jest dodatną lub odjemną stosownie do tego czy J i y 
są tego samego znaku, lub znaków przeciwnych : to jest czy punkt da
ny i punkt uważany na kole, znajdujące się na jednej prostej ze środ
kiem, są po jednej stronie środka, lub nie.

304. Jeżeli krzywa nie jest płaską, lub punkt dany M nie leży na 
płasczyznie linji krzywej, weźmiemy trzy osie spólrzędnych prostopa
dłych 0X, OY, OZ : krzywa będzie daną przez dwa równania [65] 
z których jedno wyznaczy y, drugie z, jako funkcje zmiennej niezale- 
żnej x, punkt zaś M przez swe trzy spółrzędne x, J, z : odle
głość D punktu M od punktu N na krzywej, którego spółrzędnemi 
są x, y, z daną będzie przez wyrażenie

D= (X - «,)2 + (y - y0^ + {z - z)2

którego zamierzamy znałeść największości i najmniejszości. Różnicz
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kując dwa razy to wyrażenie wzglądem x uważanego za zmienną 
niezależną, otrzymamy

1 dD2 , . । , dy dz

24 =- ") f"-”aff- 5o) da
4 d2D2 / dy2 dzż\ . .d^y . , . d^z 2da = (1 ^^^ ^rr^ ~y^dx^Jr^~Z^dxi

Punkta na krzywej odpowiadając e największościom lub najmniej- 
szościom, dane będą przez wartości x, y, z czyniące zadosyć ró
wnaniu

z . dy । , dz(x - To) + (9 — y0) dz + (z - zo) — = 0

które, wraz z dwoma równaniami krzywej, wyznaczy wartości na 
«, y, z. Równanie to, jeżeli w niem będziemy uważa‘i xw y^, z 
za spółrzędne zmienne, a, y, z, d,dz jako dane, będzie równa- 

niem płasczyzny [68], która jak zobaczymy poniżój, jest prostopa
dłą do stycznej poprowadzonej w punkcie krzywej x, y, z : płas- 
czyznętę nazwiemy niżej płasezyzną normalną. Punkta krzywej, któ- 
tych odległości od punku danego M są najmriejszościami lob naj- 
większościami, znajdują się w przecięciach krzywej z płasczyznami 
normam1 mi, jakie z punktu M do krzywej poprowadzić możemy.

Odległości te są najmniejszościami lub największościami, stosownie 
(21)2

do tego czy druga pochodna .2 jest dodatną lub odjemną : jeżeli 

pochodna ta jest zerem, trzeba się udać do pochodnych wyższych 
rzę *ów, aby zbadać czy odległość dana jest naj mniejszością lub naj- 
większością; być nawet może w t kim razie że o leglość t nie jest 
ani jedną ani drugą, jak naprzykład w razie gdy trzecia poch dna 
d’D2 . .
dis nie jest zerem, dla wartości x dla których dwie pierwsze po-
" , dl)2 d?D2chodne ——, —— są zerami.dx dxz

Przypuśćmy jak powyżej pnnkt ruchomy na prostej wedle której 
liczymy odległość punktu danego M od p nktu N na krzywej, 
odległość, która jest naj mniejszością lub naj większością. Druga po
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chodna 97 stanie się zerem dla położenia punktu ruchomego N‘, 

którego spółrzędne y‘o, 2,, czynią zadosyć równaniu :

/° I dy2 I dz?) I / ,dy i / ,d2z A(+aptar)+"-"a+(-504=0 

równanie to jest równaniem płasczyzny : przecięcie się tój płasezy- 
zny z prostą MN wyznaczy punkt M‘ którego spółrzędne x‘o, Y‘o, 
%‘o, będą związane równaniami

d‘y I - , d2z
x — x, y — y0___z—z _ % 0 aa2195 20 da?
x — xc‘, ~ y — y‘ z — z’ , ,. (2y , , ,d2z(-107—(—7) 72

nadto, mamy na zasadzie przedostatniego lównania

, , d^ y . 42:
(y—%0) a-2—(4—50) 7702

1 d2D2a zatem równanie dające 2 2 napisać można

1 d2D2 _{, _d2_ dz2)\ Jo ~ X,
2 d.2 \ da2.ia2) x — a

Pochodna więc -72 będzie większą lub mniejszą od zera, stu:o- 

wnie do tego czy x0 — x‘ i x — x\ są łych samych lub przeci
wnych znaków : największość więc będzie miała miejsce jeżeli 
punkt M' będzie się znajdował pomiędzy punktem danym M a 
krzywą; w przeciwnym razie zachodzić będzie naj mniejszość.

Rozumowanie powyższe będzie ścisłem tylko pod zastrzeżeniem 
ogólnem, że tak Funkcje przedstawiające kzrywę jak jej pochodne, 
które bierzemy pod uwagę, są ciągłemi w granicach pomiędzy które- 
mi zmieniamy zmienne, że krzywa uważana nie przedstawia punk
tów nadzwyczajnych, o których będzie mowa poniżej.
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305. Największości i najmniej szóści funkeyj nie- 
wyraźnych. Niech będzie funkcja ciągła y zmiennej nie
zależnej x, dana przez równanie:

a) G,y)=0

Różniczkując to równanie, otrzymamy [178]

(2) 2/dy =0 
bx dy dx

czyli
V

(3)
dy_ Żx 
dx

by

Wyłączając przypadki w których 4% przestaje być cią-

głem, przypadki które weźmiemy pod uwagę w jednym 
z następnych wstępów, warunkiem koniecznym naj - 
większości lub najmniejszpści [295], jest zadość uczynienie 
przez zmienne równaniu

() 57=0

tak, że wartości x, xv ..: zmiennej niezależnej, dla któ
rych wartości odpowiednie y^ y^ ... funkcji, są najwięk- 
szościami lub najmniejszościami, będą czynić zadosyć ró
wnaniom (i) i (3). Z pomiędzy tych wartości wyłączymy 
jeszcze te, dla których jednocześnie zachodzić będą ró
wnania :

(4) )
by

= 0
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wartości te będą również później wziętemi pod uwagę.
Ażeby rozpoznać czy jedna z wartości czyniących zadosyć 

(i) i (3) odpowiada największości lub najmniej szóści, należy 

wziąść pod uwagę druge pochodne 772 daną prze równa

nie [198] :

da2"xdydxdy‘da2 Ży d.2

które, zważywszy że d&=0, jeżeli 5, , 8, nie stają się 

nieskończonościami, daje nam

(5)

Jeżeli 4 jest odjemnem, wartość uważana, czyniąca za

dosyć (i) i (3) jest największością; jeżeli 5% jest dodatnem, 

wartość ta jest najmniej szością : jeżeli (5) staje się zerem, 
należy udać się do dalszych pochodnych, jak powyżej [297] 
które pokażą nam, czy chodzi o największość lub najmniej- 
szość, lub też ani o jedną ani o drugą. Warunki najwięk
szości i najmniejszości są te same co do -pochodnych funk
cji y względem zmiennej x : lecz ponieważ funkcja ta jest 
niewyraźną daną przez (1) za pochodne te podstawić należy 
ich wyrażenia przez pochodne częściowe f[x, y) wzglę
dem x i y [201].

Weźmy naprzykład funkcję daną przez równanie

f(x, y) — if — 3axy + 33 = 0

funkcja ta przedstawiona jest geometrycznie przez krzywą,
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którą nazwano liściem Descartesa (fig. 71).

Różniczkując, otrzymamy

- --= - ay — x2
3 2x •

Ża_ — ay — a2

?/ y1 — ax
^y

aby to ostatnie wyrażenie było zerem, trzeba żeby

a2 — ay = 0

(byleby jednocześnie y--*-ax nic było zerem, przypadek 
dla którego mielibyśmy x=y = a wartości które nieczy- 
nią zadość równaniu krzywej), a rugując y pomiędzy tern 
równaniem a równaniem danem, otrzymamy

a — 2a3x3 — 0
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które to równanie daje nam na x wartości :

J,==0 x,==aV2

którym odpowiadają wartości y

■ . y,==0 yi=a^

Pierwszy układ wartości x,==0, J,==0, daje

zostaje więc wyłączonym.

Podstawiwszy w wyrażenie drugiej pochodnej

d‘y_ Żx2 — 2x
dj^ of y2 — a x 

by

3 5 
drugi układ wartości xt = a^2 yx = a\l4, otrzymamy

(d‘y\ 42 
ydr^^ a 

wartość odjemną (jeżeli a jest dodatnim), układ ten odpo
wiada więc w tym razie największości.

5 _ 3

Wziąwszy więc OP = a V2, PA =aV4 otrzymamy 
punkt A, w którym styczna jest równoległą do osi, a rzę
dna większą od rzędnych sąsiednich.
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306. Niech będzie w ogólności m równań

(1)
.) = 0 .

pomiędzy m + 1 zmiennemi x, y^ z ... Jak wiemy [202] 
jednę z tych zmiennych, naprzykład x uważać możemy za 
zmiennę niezależną, pozostałe y^ z ... będą funkcjami x. 
Największości i najmniejszości którejkolwiek z tych funkcyj 
naprzykład y^ muszą czynić zadosyć równaniu, którebyśmy 
otrzymali zakładając pochodnę 4 równą zeru. Aby otrzy

mać tę pochodnę [202] różniczkujemy równania (4) częś
ciowo

(2)

‘Par+‘dy+4+... =0 

%dr+3a++344+...==0

?fm—idc—)fm—ldy-m—ldz+ ...=0

następnie z m równań (2) rugujemy m—1 różniczek dz... 
to jest wszystkie z wyjątkiem dx i dy : otrzymamy w ten 
sposób równanie kształtu

(3) Xdz—Ydy==0

a warunkiem “ = 0 największości lub najmniejszości 
da

będzie

(4) *=0



609NA J WIĘKSZOŚCI I NAJMNIEJ SZÓŚCI.

Równanie (4) wraz z m równaniami (1), da nam układ 
m — 1 równań, z których otrzymamy wartości m—1 
zmiennych, odpowiadające najwiekszościom lub najmniej- 
szóści om funkcji y.

Wyłączamy naturalnie przypadek w którym jaka z war
tości powyższych, czyni razem

X=0 Y=0

wartości te będą rozebrane gdzieindziej.
Każdą z wartości czyniących zadosyć (1) i (4) (z wyjąt

kiem tych które czynią Y ==0), podstawić należy w wartość 

drugiej pochodnej 722 , otrzymanej przez różniczkowanie

równań (2) 'jak wiadomo [198]; następne roztrząsanie jest 
zupełnie takie same jak powyżej [278].

307. Aby znaleźć największość i najmniejszość funkcji

F^y,z...}

m zmiennych x,y,z... związanych ze sobą m — 4 ró
wnaniami

( F(r, »,5...)=0
\f(x, y,z ...) = 0

(1) 1

fm_Ax^y>z • • )=0

(tak że zawsze mamy jednę tylko zmiennę niezależną), na- 
zwiemy funkcję daną przez

(2) u = F (x, y, z ...)
39



610 ROZDZIAŁ XVII,

dołączymy do równań (1) równanie

(3) u—P(x,y,z.. .) ==0

i otrzymamy układ m równań (1) i (3), pomiędzy m—4 
zmiennemi x, y, z ... w, a zatem sprowadzimy zadanie do 
poprzedzającego [306].

PRZYKŁAD. Mając dane cztery \boki czworokąta następujące 
po sobie w porządku a, b, c, d wykreślić czworokąt, którego po
wierzchnia jest największością.

Oznaczmy przez x, kąt pomiędzy bokami a i b, przez y, kąt 
pomiędzy bokami c i d, przez u, powierzchnię wielokąta. Popro
wadziwszy przekątnę przeciwległą kątom x i y, i równając wartości 
tej przekątnej, otrzymane z dwócii trójkątów na jakie został podzie
lonym w ten sposób czworokąt, otrzymamy równanie warunkowe

a? + b- — lab dos x = c2 + d^ — 2d dos y

powierzchnia zaś czworokąta wyrażoną będzie przez

u = - ab wst x — - co wst y 2 1 •

Mamy więc dwa równania

2ab dos x — 2d dos y — a2 — 62 + c- + d^ = 0 

4 4 - ab wst x — - cd wst y — u = 0 2 2 •

Różniczkując, otrzymamy :

— ab wst x. dx — cd wst y .dy = 0 

ab dos xdx — cd dos ydy — 2du = 0

znosząc spółczynnik 2 w pierwszem, mianownik - w drugiem ro-
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wnaniu. Rugując dy z tych dwóch równań, otrzymamy

[ab dos x. wst y — ab wst x. dos y) dx —- 2 wst y da = 0 

a warunek [306 (4)] — "" =% = 0, gdzie

X = ab dos x. wst y — ab wst x. dos y
Y = — 2 wst y

da nam
dos x wst y + wst x dos y = O

bo — 2. wst y, nie może stać się nieskończonością. Mamy więc

wst (x — y) = O a zatem x+y — ~ lub nr. 

bierzemy każdy z kątów x i y dodatnym mniejszym od x, a więc 
przypuszczamy x-\-y — r.; kąty a i y są spełniaj ącemi, czworo
kąt może być wpisanym w koło.

Z łatwością przekonać się można że wartość ta odpowiada najwięk- 
szóści. W rzeczy samej, otrzymaliśmy

du _ X _ ab wst (x — y) 
dx Y 2 wst y 

a więc
d wst (x — y) dwsty 9 , wsi y —- — wst (J—y) —— d2u _ ab• dx \ dx 

dx~ 2 Pwst? y ~ 

a 6 wit y dos (r-++ios (r +v4]- wst (r + i dis y t 
= 2 X —————-wsty

Lecz z równania warunkowego danego

a2 — b2 — 2ab dos x = c2 — d- — 2cd d is y 
mamy

2ab \Nztxdx = 2cd wd y dy
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czyli
dy_ ab wst x 
dx cd wst y_

podstawiając, otrzymamy

, , . ab wstx| , . ab wst x 
To , wst y dos (T—9) 1 — —------- - — wst(x—y desy ——— d^u _ ab _ed wstyl/cd wst y 

d‘x 2-----------------------------------wst2 y

Dla wartości x — y = x, wst (x — y) = O, dos (x — y) = — 1, 

wartość ta jest odjemną, a żalem wartość a+J =x, odpowiada 

największ^ści.

308. UWAGA. Niech będzie funkcja

y=f^}

zmiennej niezależnej x. Zamiast zmieniać x nadaiąc mu 
wartości jakiekolwiek, i szukać jak powyżej największości i 
naj mniejszości funkcji y, często z warunków zadania wy
pada potrzeba zmieniania zmiennej niezależnej tylko po 1 ię- 
dzy pewnemi granicami a i b, i szukania największości i 
naj mniejszości funkcji wyłącznie dla wartości x, zawar
tych pomiędzy temi granicami. W ogólności, jeżeli szukamy 
największości lub naj mniejszości funkcji, ograniczając jej 
zmienność pewnemi warunkami, największości i najmniej- 
szóści te nazywać będziemy wzylędnemi.

Woźmy naprzykład pod uwagę zadanie podane już po
wyżej [303], w ktorem szukamy największości i naj- 
mniejszości odległości punktu danego od okręgu koła. 
Odnosząc koło do spółrzędnych prostokątnych, których po- 
czątek znajduje się w środku koła, a oś odciętych przecho
dzi przez punkt dany P, wyrażenie którego szukamy 
największości i najmniejszości, stanie się

W=(x—x)+y2 
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oznaczając przez x, odcięta punktu danego, przez x, y 
spółrzędne bieżące okręgu koła, którego równaniem będzie

J‘==Rl‘—x2

nazwawszy promień przez R ; a zatem

W = (x — x,)? + R‘ — x~ 
lub

W=(R‘+23)—2x

Wyrażenie W które jest funkcją linijną x, niemanaj- 
większości ani najmniejszości, bo pochodna jego będąc 
stałą i równą — 2x,, nie może stać się zerem dla żadnej 
wartości szczególnej x, (chyba gdy x, ==0, wtedy jest 
zerem dla wszelkich wartości x). Bezwzględnej najwięk- 
szóści i najmniejszości odległości punktu od okręgu koła 
nie ma, jeżeli punkt znajduje się na osi odciętych. W rzeczy 
samćj, zmieniając x od —0 ku — oo , ponieważ przyj
mujemy tu tylko same wartości rzeczywiste zmiennych, od
ległość punktu danego P od punktu na kole M, z początku

wcale nie istnieje jak i sam punkt M, gdy x zwiększa sic 
od — c do — R; następnie dla — R<T<+R to jest, 
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gdy punkt M postępuje od B ku A napółokręgu BMA, od
ległość PM z równej PB, zmniejsza się ciągle aż do PA; 
później dla R < x < 0 , znów przestaje istnieć. Nigdzie 
więc nie widzimy żeby odległość ta przestała się zmniejszać 
a zaczęła zwiększać, lub odwrotnie, gdy zwiększamy x, co 
jest określeniem najmniejszości lub największości. Przyszli- 
byśmy do podobnego wniosku, gdybyśmy uważali punkt M 
przebiegający drugie półokręgu po stronie rzędnych od- 
jemnych. Lecz jeżeli zamiast zmieniać x dowolnie od — c 
do — c, nałożymy warunek że x może się zmieniać tylko 
od — R do — R, i że gdy x przybiera jedne z tych wartości 
granicznych, zamiast się zwiększać, ma się zmniejszać lub 
odwrotnie, zaraz zobaczymy że T= — R= OA odpowiada 
najmniejszości względnejy 3. T = —R = OB odpowiada noj- 
większości względnej odległości punktu P od okręgu koła : bo 
zmieniając x w powyżej określony sposób, odległość ta 
przestaje się zmniejszać, a zaczyna zwiększać w pierwszym 
razie, i odwrotnie w drugim razie.

Wartość analityczna W tej odległości, nie mogła nam 
dać tej najmniejszości lub największości, bośmy nie wyra
zili przez nią powyższego zastrzeżenia, co do sposobu w jaki 
zmieniać będziemy x, a postawiliśmy je tak, jak gdyby 
chodziło o największość lub najmniejszość bezwzględną, 
która w rzeczy samej nic istnieje w tym układzie szczegól- 
nym spółrzędnych.

Funkcja dana zmieniając się pomiędzy pewnemi grani
cami zmiennej niezależnej, może mieć kilka największości, 
lub kilka najmniejszości. Największą z pomiędzy najwięk- 
szóści nazywamy największością największości, najmniejszą 
z pomiędzy najmniejszości, najmniejszościg najmniejszości. 
Możnaby również wziąść pod uwagę najwięszość najmniej
szości, i najmniejszość-największości.
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Najwiekszości i najmniejszości funkcyj wielu 
zwiennych niezależnych.

309. Niech będzie funkcja

f{x,y,z ..)

zmiennych niezależnych x, y, z ... . Jeżeli dla wartości 
szczególnych xo, yw z... tych zmiennych niezależnych, 
przyrostek funkcji

/ (x o — Ax,, V/0 - A0, 50 i AT0, • • •) f (To, 30, 50 • • •) 

jest stale dodatnym, bez względu na to czy przyrostki Ax,, 
Ag,, Az .. . zmiennych niezależnych weźniemy dodatnemi 
lub odjemnemi, wartość szczególna f(xo y^ z0 ...) funkcji 
danej, będzie jej najmniejszością: jeżeli przyrostek ten funkcji 
będzie stale odjemnym bez względu na znak przyrostków 
zmiennych niezależnych, wartość ta szczególna funkcji da
nej, będzie jej najioiekszością.

310. Zakładamy że funkcja dana i jej pochodne częściowe 
rzędów, które będziemy biali pod uwagę w dalszym ciągu 
tego rozumowania, są ciągłemi, skończoncmi, dla wartości 
zmiennych niezależnych niewiele różnych od tych, dla któ
rych funkcja ma się stać najmniejszością lub największo- 
ścią : oznaczywszy przez Af przyrostek funkcji odpowiada
jący przyrostkom.Ax, Ay, Az... zmiennych niezależnych, 
przez df, ddf ... dnf różniczki zupełne funkcji, wzór Tay- 
Ior’a da nam [279]

. s/—#+P+.+2+n. 
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gdzie Rn+1 oznacza resztę.
Zatrzymując szereg na pierwszym wyrazie, otrzymamy :

(2) Af=d+ R,

Jeżeli df nie jest zerem, reszta R, jest nieskończenie 
małą względem wyrazu poprzedzającego df [280], znak 
więc różniczki df będzie znakiem przyrostku ^f. 
[ • Lecz [209] różniczka zupełna

d/ = %£ dr + 3 dy + 34 d: + • • ■

zmienia znak, gdy zmienimy znak różniczek dx, dy^ dz. .. : 
aby więc znak Ay był niezależnym od znaku tych różni
czek, to jest aby funkcja dana mogła stać się największością 
lub najmnicjszością dla szukanych wartości szczególnych 
zmiennych niezależnych, warunkiem koniecznym jest aby 
df było zerem

a/=34r++37 +3£4:+..=0

co zważywszy na niezależność dx, dy, dz . . . pociąga za 
sobą warunek

(3) =0, =0, =o...
ox Oy oz

któren otrzymujemy zakładając naprzód dy —O, d:==0...
następnie dx = 0, dz — O... i t. d. A zatem :

Dla wartości szczególnych zmiennych niezależnych, dla któ
rych funkcja staje się największoścm lub najmniejszością, po
chodne częściowe pierwszego rzędu funkcji względem kazi ej ze 
zmiennych niezależnych, stają się zerami, jeżeli są ciągłemi
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w blizkości tych wartości.
Wartości więc szczególnych zmiennych niezależnych dla 

których funkcja może stać się jedynie największością lub 
najmniejszością, szukać należy pomiędzy wartościami czy- 
niącemi zadosyć równaniom (3), których liczba równa jest 
liczbie zmiennych niezależnych.

310. Jeżeli d/ równa się zeru, wzór (1) zatrzymany na 
drugim wyrazie, daje nam

«) A/=(4+n,

Przypuśćmy że dla przyrostków dx^ dyw dz ... war
tości szczególnych xo, y^ z... zmiennych niezależnych, 
czyniących zadosyć równaniom (3), druga różniczka zu
pełna d^f, nie staje się zerem i nie zmienia znaku, czy 
te przyrostki weźniemy razem lub pojedynczo ze znaka
mi dodalncmi czy odjemnemi : wyrażeniem tej różniczki 
jest [216]

(5) d^f= f dx~ — 2 "f dwdy — 2 dadz - ...
Oi" OTly OOs

+3£*/+25,4-4+.+Y
+......................................

jeżeli d^f nie zmieniając znaku jest stale dodatnem, funkcja 
jest najumiejśzościa\ jeżeli zaś dif jest stale odjemnem, 
największością : bo z wyrażenia (4) widzimy że ponieważ R2 
jest nieskończenie małem względem “$ , [280] znak d-f 

będzie znakiem Af, stale dodatnym lub stale odjemnym, 
bez względu na znaki przyrostków nieskończenie małych 
zmiennych niezależnych.
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Zakładamy ciągle, że dla wartości szczególnych zmien
nych niezależnych o których mowa, różniczka d^f nie jest 
zerem : z wyrażenia (5) widzimy, że mimo to różniczka ta 
może zmieniać znak, biorąc niektóre z różniczek dx, dy, 
dz ... (lub przyrostków Ax, Ay, Az ... , bo różniczki do
wolne zmiennych niezależnych, są ich przyrostkami nie
skończenie małemi) ze znakami przeciwnemi. Rozpatrzymy 
warunki pod jakimi wyrażenie d^f nie zmienia znaku, z ja
kimkolwiek znakiem weźniemy różniczki (czy przyrostki 
nieskończenie małe) zmiennych niezależnych.

Zadanie to postawimy w następujący sposób : założymy, 
że wszystkie różniczki czy przyrostki nieskończenie małe 
dx, dy, dz ... zmiennych niezależnych, które są dowolnemi, 
zmieniają się od —e do — s, gdzie e jest dowolnie małą 
oznaczoną ilością, i będziemy szukać pod jakiemi warun
kami zmienność ta nie wpłynie na zmianę znaku d^.

Załóżmy

dx =£=, dy~i „ ,d==t • • •

gdzie E jest ilością dodatną, mogącą zwiększać się nieogra- 
niczenie : gdy dx, dy^ dz ... zmieniają się od — s do — s 
ilości s, 7, % .. . zmieniają się od — E do —E : ilości 
więc Ę, 7, (... są zmiennemi mogącemi przybierać wszel
kie wartości od — co do — c . Podstawiając wartości te 
w wyrżenie (5), otrzymamy

aby wiec d2f nic zmieniało znaku, trzeba żeby druga strona 
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wyrażenia (6)’ była stale dodatną, lub stale odjemną dla 
wszelkich wartości zmiennych s, 7, ‘.... Lecz to wyra- 
zenie po drugiej stronie (6), które nazwiemy przez skróce
nie W, jest funkcja całkowitą, jednorodną drugiego stopnia 
zmiennych 5, 7, (... w liczbie m tej samej, co liczba 
zmiennych niezależnych od której zależy funkcja dana : 
warunek więc szukany sprowadza się do warunku, żeby 
funkcja całkowita, jednorodna, m zmiennych niezależnych 
nie zmieniała znaku, dla wszelkich wartości jakie zmienne 
przybrać mogą od — % do — 0 .

Nazwijmy jeszcze przez skrócenie

wyrażenie (6) stanic się

(8) W= AB+2P5+0
*

Ponieważ dla n, ‘ ... równych zeru, tak P jak Q sta
ją się zerami, aby W nie zmieniało znaku dla żadnej war
tości %, trzeba żeby A było stale dodatnem lub stale od- 
jemnćm (jeżeli nie jest zerem). Przypuśćmy że

A > 0 
nazwijmy
(9) W, = AQ — p2

przez co (8) stanie się, mnożąc przez A

(10) A W = (A? — P)2 — W1
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p
Dwumian Ag — P staje się zerem dla 5=— — : aby 

więc W, a zatem i A W było dodatnim dla wszelkich 
wartości 5, trzeba żeby •

w, > 0 

warunek ten konieczny, jest zarazem dostatecznym, bo gdy 
W, > 0, druga strona (10) jest dodatną.

W, jest funkcję całkowitą drugiego stopnia wszystkich 
zmiennych z wyjątkiem 5, a zatem m—1 zmiennych 7, %... 
Rozumując na niej jak na funkcji W, wyprowadzimy wa
runek, że pewna ilość

A, > 0

i nadto, że pewne wyrażenie

w, > 0

gdzie W, jest funkcją m — 2 zmiennych (... . Postępu
jąc tak dalej, otrzymamy m warunków

(11) A>0, A,>0, A,> 0, ... ,A4> 0 

koniecznych i dostatecznych, żeby W było stale doda- 
tnem, to jest d2f stale większćm od zera, a funkcja dana 
naj mniejszością.

W podobny sposób, otrzymalibyśmy m warunków ko
niecznych i dostatecznych, żeby W było stale mniejszem 
od zera, a funkcja dana największością.

Aby więc funkcja m zmiennych niezależnych mogła być 
najmniejszością lub największością dla wartości zmiennych 
niezależnych, dla których wszystkie pochodne częściowe 
pierwszego rzędu są zerami, nie jest doslatecznem żeby 
pochodna zupełna drugiego rzędu, była różną od zera :

*
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oprócz tego, pochodne częściowe drugiego rzędu funkcji 
danej względem zmiennych, czynić muszą zadosyć m wa- 
runkom które z łatwością z (11) wyprowadzić można, pod
stawiając (7). Nie należy również zapominać zastrzeżonego 
z góry warunku ciągłości funkcji i jej pochodnych, które 
bierzemy pod uwagę, jak naprzykład w tym razie pierw
szych i drugich pochodnych.

311. Wraziegdy zmienne niezależne są w liczbie dwóch 
x, i y, mamy

w=% P+235 ddr+37
A yi n 33/ n 32f ,A =-5» P =--", Q=-Ox" óxoy Oy- 

następnie

warunki aby funkcja f{x,y} dana była najmniejszością, 
(w przypuszczeniu że -pierwsze pochodne częściowe są 
zerami, a druga pochodna zupełna różną od zera) są więc 
następujące

2£50, 22/2‘f_(2‘/25 0
d.2 Ża2 ^y1 \oxy)

co pociąga za sobą jeszcze warunek 2/0

Warunki największości byłyby

2 <0, X£_(3/)2> 0
Ox" d" dy‘ \oxvy)

bo z (io) widzimy że gdy A odjemne, aby W było odjem- 
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nem, trzeba zęby W, było dodatnem, a zatem pierwsza 
nierówność się zmienia, druga zostaje tą samą.

Warunek więc
yf Df (2f V 1 0
Żx2 by2 \xdy)

jest koniecznym aby funkcja dwóch zmiennych niezależ
nych mogła być naj mniejszością, lub naj większością : 

Jeżeli 522 > 0 a zatem 52 >0, funkcja jest najmniejszością.

Jeżeli 85 < 0 a zatem 57 < 0, funkcja jest naj większością.

Żadna z pochodnych częściowych 3227 523 nie może być

tu zerem : bo w takim razie warunek powyższy największo- 
ści lub najmniejszości, byłby w sprzeczności. Jeżeli nieró
wność powyższa staje się zerem

Dy Dy

Żx2 jy

w1=o
mamy

a wyrażenie (10) pokazuje nam że W jest tego samego 
324znaku co A — 322 : warunki więc nie zostają zmienionemi.

W ogólności, gdyby które z nierówności (11) warunko
wych największości lub najmniejszości funkcji ilukolwiek 
zmiennych niezależnych miały stać się zerami, osobne ro
zumowanie pokaże z łatwością, czy największość lub naj- 
mniejszość może mieć jednak miejsce. (*)

(*) Inną metodę oznaczenia cechy po której możnaby poznać czy funkcja dana jest 
największością czy najmniejszością, patrz w Rocznikach Tow. Naukowego Krakow
skiego, r. 1867 t. XII, Professora Zajączkowskiego : Przyczynek do teorji najwiyk- 
szości i najmniejszosci.
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312. Zdarzyć się może, że dla wartości szczególnych 
x,, 90, z... zmiennych niezależnych, dla których wszystkie 
pochodne częściowe (3) stają się zerami, pochodna zupełna 
drugiego rzędu d2f staje się zerem : w takim razie wzór (1) 
daje nam

Af = df
1.2.3

a że d3f zmienia znak, gdy różniczki czyli przyrostki nie
skończenie małe zmiennych niezależnych weźniemy ze zna
kiem przeciwnym, że zmiana ta znaku (Pf pociągnęłaby 
za sobą zmianę znaku przyrostku funkcji Af, bo R, jest

nieskończenie małem względem d‘f
1.2.3 ’

więc aby powyższe

wartości zmiennych niezależnych mogły odpowiadać naj- 
większości lub najmniejszości funkcji, trzeba żeby

<77=0

czyli żeby wszystkie pochodne częściowe trzeciego rzędu 
funkcji danej były zerami. Wzór (1) da nam wtedy

Af= Cf -LR
‘ 1.2.3.A 5 

dalszym warunkiem największości lub najmniejszości bę
dzie, jeżeli d*f nie jest, zerem, aby różniczka ta zupełna 
czwartego rzędu nie zmieniała znaku, gdy przyrostki nie- 
nieskończenie małe zmiennych niezależnych zmieniać bę
dziemy od — e do — s, gdzie s jest dowolnie małą ozna
czoną ilością.

W ogólności, warunki powyżej uważane największo
ści lub najmnieiśzości funkcji wielu zmiennych nieza
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leżnych, mogą sprowadzić się do trzech następujących :
1° Żeby funkcja i jej pochodne wszystkich rzędów uważa

nych, były ciagłemi przynajmniej w blizkości tych wartości 
zmiennych niezależnych, dla których funkcja ma się stać naj- 
większościg lub najmniejszością.

20 Ż<by pierwsza różniczka zupełna funkcji danej która nie 
staje się zerem, była rzędu parzystego.

3° Żeby różniczka ta była stale dodalna, dla najmniej szóści, 
stale odjemng dla największości, bez względu na to z jakim zna
kiem weźniemy różniczki zmiennych niezależnych.

Drugi z tych warunków pociąga za sobą koniecznie ró
wność zeru wszystkich pochodnych częściowych funkcji 
danej rzędów niższych od rzędu różniczki zupełnej, która 
nie staje się zerem. Trzeci wymaga żeby pochodne częścio- 
we rzędu o którym mowa, czyniły zadość pewnym warun
kom, jakeśmy to widzieli [311] dla drugiego rzędu.

313. Weźmy naprzykład pod uwagę funkcję dwóch 
zmiennych niezależnych

i przypuśćmy że oprócz równań

=o
zachodzą równania

0=ooxdy

warunkiem koniecznym największości lub najmniejszości bę
dzie [312]

^f ^f ^r 33/
d^f=Q^ czyli: 50= 0, 5a=y==0, ^y^^ 5=0-
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lecz warunek ten nie jest dostatecznym. Mamy bowiem

Af: d*f
1.2.3.4

a jeżeli d‘f nie jest zerem, potrzeba żeby różniczka ta zu
pełna czwartego rzędu nie zmieniała znaku, gdy przyrostki 
nieskończenie małe dx, dy zmiennych niezależnych prze
chodzą od — e do — s, gdzie e jest dowolnie małą ozna
czoną ilością. Mamy [216]

24f 2‘f ^t d^= 5 d^ + 4 ^Ty dx^dy + 6 Basy: daśdy"

+4szvdady‘+sydy‘

a zakładając jak powyżej [310]

& £ Cz=g% » dy = -^rl 

gdzie E jest ilością dodatną mogącą się zwiększać nieograni- 
czenie, a zatem 5 i 7 zmieniają się od — c do — c , gdy 
dx, dy przechodzą do — s do — e, otrzymamy

e d/ x“*4ay5:6xy5" 
+*xy"+y"

Aby więc d^f nie zmieniało znaku gdy dx, dy zmieniają 
się pomiędzy — s a — s, trzeba żeby wyrażenie jedno
rodne czwartego stopnia co do 5 i 7 po drugój stronie 
tego równania nie zmieniało znaku, gdy 5, 7 zmieniają się 
pomiędzy — c a — c. Rachunek możemy przeprowa- 

40
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dzić dalej, jak poprzednio ; możemy także sprowadzić od
razo zadanie do zadania algebraicznego badania zmiany 
znaku wielomianu czwartego stopnia. Jakoż, zważywszy na 
jednorodność powyższego wyrażenia, nazwijmy stosu- 

nek - — U.: dzieląc i mnożąc wyrażenie uważane przez n*

i zważywszy że n* jest zawsze dodatnem, warunkiem konie
cznym i dostatecznym żeby wyrażenie to nie zmieniało 
znaku gdy 7 i 5 zmieniają się od — o do — co będzie, 
żeby wielomian algebraiczny

Żx30y
2/

dx2y2 u.2 Żxly

nie zmieniał znaku dla jakiegokolwiek p. Wiemy z algebry, 
że warunek ten będzie spełnionym, jeżeli zakładając wielo
mian ten równym zeru, równanie tak otrzymane- będzie za
dość czyniło jednemu z następujących warunków :

1° Jeżeli równanie to będzie miało wszystkie cztery pier
wiastki urojonemi.

20 Jeżeli dwa pierwiastki będą urojonemi, dwa pozo
stałe rzeczywistemi i równemi.

3° Jeżeli wszyskie cztery pierwiaski są rzeczywistemi 
albo wszyskie równemi pomiędzy sobą, albo równemi dwa 
po dwa.

Spółczynniki tego równania x” sosy otrzymują się 

z łatwością przez różniczkowanie częściowe funkcji f (x, y}. 
Jeżeli jeden z powyższych warunków zachodzi, d^f a zatem 
i A/ nie zmienia znaku gdy dx^ dy zmieniają się od — s 
do — £, począwszy od uważanych wartości x,, y^ zmien
nych niezależnych. Dla tych wiec wartości zachodzi naj- 
większość lub najmniejszość : najmniejszość jeżeli pierwszy 
ze śpółczynników który nic staje się zerem i który nadaje
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znak wielomianowi jest dodainym, nąjwiększość w razie 
przeciwnym.

Jeżeli równanie pomoczniczc uważane powyżej nie czyni 
zadosyć żadnemu z trzech danych warunków, funkcja nie 
ma ani największości ani naj mniejszości dla uważanych 
wartości zmiennych niezależnych. Szczególne przypadki 
jakie zajść mogą, winny być roztrząsanemi zupełnie w podo
bny sposób jak poprzednio [311].

Jeżeliby wszystkie różniczki częściowe czwartego rzędu 
były zerami, warunkiem koniecznym lecz niedostatecznym 
największości lub najmniejszości byłaby równość zeru ró
żniczek zupełnych piątego rzędu : warunek dopełniający 
byłby danym przez roztrząsanie pewnego równania szó
stego stopnia i t. d. W ogólności, równania dające wa
runki dopełniające, są zawsze stopnia parzystego (").

Przypominamy raz jeszcze, że całe to rozumowanie za
kłada że pochodne uważane są ciągłemi, skończonemi 
w błizkości wartości uważanych zmiennych niezależnych.

Przyhlady

314. Przykład i. Znaleźć największość funkcji

(1) f = Q"y8z . ..uK{a — x — y — z — ... — u)

zmiennych niezależnych x, y, z... u gdzie «, 3, Y ... 2, p. są 
wykładnikami całkowitemi dodatnemi.

Różniczkując funkcję f otrzymamy [156] różniczkę logaryt- 
mową

df dxdy dz . du da—ly—d:—..—du 
(2) — = a------0--%-------- ...— X---------U.---------------- —------- !-----t 213% u ‘ a—x—y—-z — ... — u

(*) Godną uwagi pracę w tym względzie, !prof. Żmurko ogłosił p. t. Beitraf] 
sur Throrie der Maxima und Minima, w pamiętnikach Akademji Wiedeńskiej na 
rok 1866; wiadomość zapóźno doszła autora, aby wyciąg stosowny mógł być tu rzo- 
bionym.
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a różniczkując drugi raz

d?f (df2_ (da\2 (dz—Hdy—dz—...—du)2
0 ff)”“)TP(-a-y-...—u)?

Wyłączając wartości O zmiennych niezależnych, d‘a których funk
cja f s‘aje się Z rem, i które w szczególności roztrząsanemi być 
winny, pierwsza różniczka zupełna df staje się zerem, jeżeli

(4)
a __ 3 __Y ____  ___X____  U

x y z ’ ‘ ’ u a — a— y — ... — u

a odwracając te stosunki i równając je summie liczników podzielanej 
przez s imę mianowników, (na za adzie znanej własności stosunków 
równych)

(4) CY Z U a

ztąd
a

&+3+Y+..
a+3+1+. • • ++p

a“3?yY .. . Xhpl-

Wyrażenie (3) daje nam dla tych wartości

dY<0

bez względu na znaki różniczek dx, dy ... które wchodzą w kwa
dratach : wartość więc (6) funkcji danej, odpowiadająca wartościom 
(5) zmiennych niezależnych, jest naj większością.

Zakładając

a — x — y — z ... — u =v

zamiast (1) możemy napisać

f=x"y8zt ... uv*
x + y — z — ... — u -- v = a

a warunki (4) zawierają twierdzenie następujące :
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Iloczyn potęg całkowitych wielu zmiennych, których summa jest 
stałą, jest największością dla wartości zmiennych proporcjonalnych 
odpowiednim wykładnikom.

W szczególnym przypadku, jeżeli c=s=r ... ==*=l=4, 
widzimy że : iloczyn wielu zmiennych których summa jest stałą, j 
największością, gdy wszystkie zmienne są sobie równe.

315. PrzYKŁAD u. Znaleźć najwiekszości i najmniejszościodległo
ści dwóch punktów znajdujących się odpowiednio na dwóch krzywych 
danych.

Krzywe przypuszczamy odniesione do spółrzędnych prostokątnych 
OX, OY, OZ w przestrzeni : nazwijmy , y, z spółrzędne punktów 
pierwszej krzywej, a!, y', z’, spółrzędne pm kłów drugiej krzywej : 
odległość dwóch p nktów z których jeden znajduje się na pierwszej, 
drugi na drugiej krzywej, będzie przekątną równoległościanu prosto
kątnego, którego krawędziami będą : x — x‘, y — y’, z — z': war- 
tością tej odległości będzie zatem

D = V( - a)?+(y — x‘)2 + (z — 2)2

wyrażenie, które będzie największością lub najmniejszością, jedno
cześnie ze swym kwadratem

(1) D2 = W = (x - x)2 — {y - yy~ + (z - z‘)2

Wyrażenie W jest funkcją sz« ściu zmiennych x, y, z, x’, y1, z 
mię Izy któremi zachodzą cztery równan a dwóch krzywych danych 
każdą z krzywy ii zakładamy d ną przez dwa równania p między 
trzema zmiennemi odpowiedniemi [65]. W rzeczywistości więc 
mamy tylko dwie zmienne mdzal żne, k óremi niech będą x i x'. 
Pochodne częściowe pierwszego rzędu W, względem tych zmien
nych niezależnych są dane przez •

a 8e=6-+u-vk+e-as 
(43W =-(-9-0-»+-9 X
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Ży Żz Ży‘ Żz‘
gdzie 59 5) 1) 5 przypuszczamy dane z równań krzywych. 

Ow

Pochodne częściowe drugiego rzędu wyrażenia W, będą dane przez

(3)

1 d2W /, Ży2 Żz2) , ,M2y, ,02z23 =(*+o) t"-Vs+-25.
132W—_/ i 3,2 , 022\ / „Jy / 3222 ^ \ + 843 + osa) ( y^ ou* 65 5) 8u”8
1 22W __(_ 02)

25xda‘ \ T lada’ox da)

gdzie pochodne częściowe pierwszego i drugiego rzędu, wchodzące 
po drugiej stronie tych równań, uważamy również jako dane przez 
równania krzywych. Wartości zmi nnych niezależnych dla których W 
będzie największością lub naj mm ej szóści?, czynić muszą zadosyć ró
wnaniom [309]

(4)

(»—g)+ (-}+(-:) 5j = c

(r - w) +- » }%+(- :) S=o

wyłączając zawsze przypadki, w których funkcje lub ich pochodne 
mogłyby przesiać być ciągł mi lub skończon m . Nadto, aby wartości 
zmiennych niezależnych czyniące zadosyć (4), mogły odpowiadać 
najwięk zościom lub naj mniejszościom wyrażenia W, czynić jeszcze 
muszą zadosyć warunkowi [311]

22W2W_( 22W\2.
' 0a2 5a"2 \Sxda”) 7 

jeżeli drugie pochodne nie są zerami, ani nie przestaję być ciągłemi 
skończonemu Dla wartości zmiennych niezależnych czyniących zado
syć wszystkim powyższym warunkom, zachodzić będzie najmnicj-
... J2W . J2W . . .. .szosc jeżeli 2 i —— Są dodatnemi, największość jeżeli obie te 

drugie pochodne częściowe są odjemnemi. Zobaczymy poniżej że ró
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wnania (4) wyrażają warunek, żeby prosta na której bierzemy odle- 
glość szukaną, była prostopadłą do stycznych wyprowadzonych do 
krzywych w punktach przecięcia się jej z krzywemi danemi: czyli 
normalna do obu krzywych.

W szczególnym przypadku, niech będą dwie pro te w przestrzeni 
dane przez równania ,

x = az — & ( x' = a'z' — a'
i (B) 2

y = bz + Q 7 ( Y‘=b%+8‘

Mamy w tym razie

(A)

(C) Jy—_ 6 
da

Dz_ 1
da a’

Ży‘_b‘
d2 a"

Jz' 4 
da‘ ~ a!

(D) 3a2==02 22 4
Ża2 ’ 03/2===09 327

5252 = 0

Równania (4) stają się

a (x - «) + b (y — y') + (z — z) = o 

a' (x - a) + b'{y- y') + (z - z) = 0 

układ, który możemy zastąpić przez następujący, otrzymany rugując 
kolejno z —z!, y —y', x — x'

(E)

{a — a) (x — x') + (b — b) (y~y) = 0 

{ba' — ab') (x — a’) — (b’ — b){z — z) = 0 

{ba' — ab') {y — y') + {a' — a) (z — z') = 0

Lecz z równań prostych danych (A) i (B), wyprowadzamy

{U — b) {x — a") — {a! — a) {y — y’) + {ba — ab') {z — z) 
= {a'-a) (6-9)—( - t) (/— 2) 

podnosząc do kwadratu to równanie i każde z równań (E), następnie 



632 ROZDZIAŁ XVII.

dodając, mamy
[(a‘—a)?+(b — b)2+(ab — ba) ] W

= [a — a) ($ — 8) — (6 ~ b) (— a]?
a ztąd

_ _  (a — a) (F — 3) — (6 — b) (ź — «)
VWV(a—a+ (6 - by + (ab' - buyż

wyrażenie najkrótszej odległości dwóch prostych.
Jakoż, wyrażenie to odpowiada w rzeczy samej najmniejszości, jak 

widzimy podstawiając (C) i (D) w równania (3) i (>).

316. PRZYkład ni. Znaleźć najnńększości i najmniejszości odle
głości punktu danego od powierzchna danej.

Niech będzie
(1) F(x, J,z)=0 

równanie powierzchni odniesionej do układu osi prostokątnych; Co, 
J,, z0, spólrzędne punktu danego Mo; kwadratem odległości punktu 
M, od jakiegokolwiek punktu x, y, z powierzchni, będzie

(2) W = (x - «,)‘+ {y - yoy +(- zoy

wyrażenie, którego zamierzamy szukać największości i najmniej
szości. Uważając z jako funkcję zmiennych niezależnych x i y 
zrównania (1), mamy [218]

(3)

dz—pdjc -{-'gdy 
dp = rdx + s dy 
dq = sdx — tdy

gdzie oznaczamy jak zwykle przez skrócenie

PFSa I=3‘ _ ^z . y-z

pochodne częściowe funkcji z danej przez (1) względem zmiennych 
niezależnyyh x i y.
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Różniczkując wyrażenie (2), otrzymamy

2—= (x — To)-P(z—%)
(4) ' '

(23 =0—901(2—7)

a różniczkując powtórnie

/ 4 J2W(28=01+r+r(—s)
(5) 5%=(l+9)+t(—z)

1 22W L , .| zy=MTss-3)

Zakładając jeszcze przez skrócenie

A=rt — s2

B=(+ 2) r — ^PQS + (1 +p) t
C = 1 + p2 +42

równania (5) dadzą nam

Ip^w^w /22W\21 — .
4 Lon* b" F (zy) =A=FEn5ro

wyrażenie, które [311] ma być większem od zera, dla wszelkich 
wartości zmiennych odpowiadających naj mniejszościom lub naj- 
większościom W. N aj większości więc i naj mniejszości W, czynić 
muszą zadość równaniom

( (x — x)+p(z— z) =0
(7) }

( {y-y^+ęt^-^^^

r ówrianiom wyznaczającym prostę, która jak zobaczemy poniżej jest nor-
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malną (prostopadłą do plasczyzny stycznej) do powierzchni; równa
nia (7) wraz z równaniem powierzchni, wyznaczają spółrzędne x, y, z 
punktu M przecięcia się tej normalnej z powierzchnię, którego odle
głość od punktu danego Mo, jest szukana naj większością lub naj- 
mniejszością.

Przytem zachodzić musi warunek :

(8) A(z—2)2+B(:-2)+C>0

Weźmy pod uwagę różne położenia jakie punkt dany Mo mieć 
może na normalnej danej przez równania (7), położenia dane przez 
różne wartości dane Z. Pierwsza strona nierówności (8) jest trój- 
mianem drugiego stopnia co do z. Rozłóżmy ten trójmian na dwa 
czynniki pierwszego stopnia wiadomym sposobem ; nazwijmy Z war
tość Z dla której trójmian staje się zerem :

(9) A (z — Z)2—B (z— Z)+C=0

Pierwiastki tego równania co do Z, są zawsze rzeczywistymi : 
albowiem rozwiązując je co do z — Z, otrzymamy pod znakiem 
pierwiastkowym wyrażenie

[9. 4B2 - 4AC = (I + 05) (1 +1) P® 92 (p -1+p- 1+7) 
+(+p+«) (1+P) (I+q) (1±p - 144)'

1 ' 
zawsze dodatne. Nazwijmy z!, z" pierwiastki równania (9) rozwią
zanego co do Z : wyrażenie pierwszej strony tego równania będzie

A (z - Z) (z"-Z)

a że A = rt — s2, nierówność (8) będzie mogła być napisaną

(ic) (rt — s^ (z’ - Zo) (z" - %)> 0

Niech będą M‘, N" | dwa punkta normalnej (7) dla których 
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z==z, z== z": warunek (8) lub (10) który jest warunkiem ko- 
nieeznym najmniejszości lub naj większości, wyraża geometrycznie :

1° jeżeli rt—s2> 0, że punkt Mo nie może się znajdować po
między M i M" ; bo w takim razie mielibyśmy z> z’, z<z" 
(przypuściwszy że z‘<z") a zatem pierwsza strona (10) byłaby 
odjemną.

20 jeżeli rt — s2<0, że punkt M. nie może się znajdować tylko 
pomiędzy punktami M' i M" : bo gdyby się znajdował na zewnętrz 
tych punktów, iloczyn (z‘ — z0) (z" — z) byłby dodalnym, a więc 
pierwsza strona (10) odjemna. (Szczególny przypadek rt — s2==0, 
musi być rozebranym oddzielnie).

Aby teraz odróżnić największość od najmniejszości, zauważmy, że 
jeżeli warunek (8) zachodzi, wyrażenie

2^W d2W ,02W
I Ja3 2P9Jay+P ^ 

nie może stać się zerem, a zatem jest tego samego znaku co po
chodne

02W 22W
222’ Ży2 

summa więc tych trzech wyrażeń,

, 2.W 02W ^w
(1+95) Ja=—2P9Jaxy (1+P2) Ny:

będzie jeszcze tego samego znaku co pochodne 
2W 02 W v322’3927 odjemne

w przypadku naj większości, dodatną w przypadku najmniejszości. 
Na zasadzie więc (5) i (G), zachodzić będzie

(11) B(2—7)+2C <0

w razie naj większości, zaś

(12) B(: - 5)+20>0

w razie najmniejszości. Lecz z równania (9) którego pierwiastkami
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są : z' i z", otrzymujemy

B 1 1
cm) 2—22—2" 

więc wyrażenie 
__ „r - An

• z — z’ 1 z — i

jest odjemnem w razie największości, dodatnim, w razie najmniej- 
szości.

Załóżmy naprzód rl — s2> 0; dwie wartości z—z, z—z!' na 
z — Z z równania (9) są tych samych znaków; dwa punkta M' i M" 
określone powyżej, znajduję się na prostej LP określonej przez ró
wnania (7) po jednej stronie punktu powierzchni M, danego przez 
(7) i (1). Lecz różnice z,—z’ z0 — z", są także tego samego 
znaku, jak widzimy z (10) : punkta M' i M", są więc także po je
dnej stronie względem punktu danego M. Widzimy więc, że odle
głość M, M będzie naj mniejszością, jeżeli punkta M‘, M" nie są 
położonemi pomiędzy Mo i M; naj większością w razie przeciwnym.

Załóżmy powtóre rt — s2<0; zrównania (9) widzimy, że ró
żnice z—z', z — z" są znaków przeciwnych, a punkt M znajduje 
się na prostej (7) pomiędzy M‘ i M"; lecz warunek (10) poka
zuje że z0—z' i Z—z" są także znaków przeciwnych, to jest 
że M. znajduje się równie jak M pomiędzy M‘ i M". W tym 
więc razie odległość Mo M jest zawsze najmniejszością.

Weźmy teraz pod uwagę szczególny przypadek rt — s2 — 0. Wa
runek (8) staje się w tym razie

B(:-5)+0>0

nadto, gdy warunek ten zachodzi, nierówność (12) ma także miej
sce; zachodzi więc najmniejszość. Jest więc w tym razie jeden tylko 
punkt normalnej (7), którego spółrzędna z’ czyni zadosyć ró
wnaniu

B(:-2)+C=0

bo w równaniu (9) A = ?f —s2 —0. Nierówność więc powyższa 
staje się
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a zatem żeby mogła zachodzić najmniejszość, warunkiem koniecznym 
i dostatecznym jest, żeby punkt dany M, znajdował się na normal
nej (7), po tej sam j stronie względem punktu którego spółrzędna 
jest z', co punkt M w którym normalna spotyka powierzchnię.

Nakoniec, jeżeli dla spółrzędnych punktu szukanego M, zachodz 
jednocześnie

A=0, B =0

warunek (8) sprowadza się do
C>0

czyli
1+22+q2> 0 

warunek, który zawsze ma miejsce; lecz w tym razie zważywszy na 
wartości (1) A i B, mamy

12+ s2 + (qr — ps}^ = 0

a więc aby summa tych trzech kwadratów była zerem, trzeba żeby

r — 0, s = 0, t=0. 

wzory (5) pokazują że zachodzi najmniejszość.
Zobaczymy poniżej, jak ważne znaczenie mają w teorji powierzchni 

punkta M‘ i M", określone w powyższy sposób.

317. Uwaga p. Bertrand‘a. Warunkiem koniecz
nym aby funkcja była największością lub najmniej sześcią 
dla pewnych wartości szczególnych zmiennych niezale
żnych, jest równość zeru pierwszych pochodnych względem 
tychże zmiennych, dla powyższych wartości szczególnych, 
byleby w blizkości tych wartości, pochodne nie przestały być 
ciagłemi [309]. Może się zdarzyć przypadek, że pochodne 
częściowe funkcji, przestaja być ciągłemi dla pewnych war
tości szczególnych zmiennych, a właśnie te wartości odpo- 
wiadają największości lub najmniejszości funkcji; zobaczy
my to najlepiej na następującym przykładzie :
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Znaleźć na płasozyznie trójkąta punkt, którego summa odległość 
od wierzchołków trójkąta jest najmniejszością.

Niech będzie trójkąt ABC : weźmy bok AB za oś odciętych, pro
stopadłą do tego boku w punkcie A za oś rzędnych; nazwijmy c 
bok AB, oznaczmy przez To, Yo spółrzędne punktu C, przez x, y 
spółrzędne punktu szukanego M. Summa odległości punktu M od 
wierzchołków trójkąta A, B, C wyrażoną będzie przez

w = Va2 +y+ V(a — c)2 + y1 +V( - E,)2 +( — 1)2 

wyrażenie, które jest funkcją dwóch zmiennych niezależnych x i y, 
i które powinno być najmniejszością dla pewnych wartości tychże 
zmiennych, (największości widocznie tu nie zachodzą). Zakładając 
pochodne częściowe wyrażenia W względem x i ij równemi 0, 
otrzymamy dwa równania :

x . x — c , x — -(1) - -—. ===== 4—= ................ —= — 0
V(x—c)2+92 V(-— «o)+ {u — y6y

(2) —+--+=-"-=0
Va2+y2 V(x — c)2+y2 V(a — T)2+(J — 9)2 

wyznaczające dwie krzywe, których przecięcie się będzie punktem 
szukanym.

Równania te mogą być zastąpione przez inne, dogodniejszego kształ
tu. Oznaczmy dla tego przez Q, 1, 0 kąty jakie proste AM, BM, 
CM tworzą z kierunkiem osi AX, licząc te kąty tak, jak gdyby każdy 
z nich był utworzonym przez odpowiednią prostą naprzód równoległą 
do AX, i przecłiodzącą przez odpowiedni z wierzchołków A, B, C
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i poruszającą się następnie w stronę osi rzędnych, aż do kierunku 
odpowiedniego AM, BM lub CM. Mamy zatem

V(x — c)2 — y?

- a — SC, dosO= 0-------
V (a—T)+(y—3)

wst © = - —
Vx2+y2

wis V = — —
V(x-c)2+y2

wo= J-v
V(x—x,)2+(y— J0)2

a równania (1) i (2) stają się

dos P — dos • — dos 0 = 0

wst q + wst 1 — wst 9 = 0
szyli

dos ©+ dos! = — dosO wst ? — wst V = — wst. 9

Podnosząc do kwadratu i dodając, otrzymamy

(dos ? + dos Y)2 + (wst ę + wst Y)2 = 1 
a ztąd

4
1 —2 dos (Y — ?) = 0 lub dos (Y — <?) = — 2

Kąt więc v — ę, czyli kąt AMB który ma za dostawę — 5 mie-

2rzy - - ; a że to samo rozumowanie przeprowadzićby można dla 

każdego z boków BO, CA, więc punkt M znajduje się na wspól- 
nera przecięciu trzech odcinków opisanych na trzech bokach trójkąta 
jako cięciwach, i obejmujących każdy kąt 120°. Punkt więc szuka
ny M, zamiast być wyznaczonym przez przecięcie się dwóch krzy
wych danych przez równania (1) i (2), może być równi ż wyzna
czonych przez wspólne przecięcie się trzech powyższych odcinków 
koła : odcinki te wyprowadzone z równań (1) i (2), mogą być uwa
żane jako przedstawiające wypadek tych równań.

Lecz aby luki powyższych odcinków przecinały się z sobą, a zatem 
wyznaczały punkt M koniecznem jest i dostatecznem, żeby trójkąt
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2
nie zawierał kąta większego od 3 7. Jeżeli więc w trójkącie znajduje 

2
się kat większy od 37, równania (1) i (2) nie wyznaczają naj- 

mniejszości, choć najmniejszość ta widocznie powinna zachodzić.
Lecz uważamy że pierwsze strony tych równań, wyrażające pocho

dne częściowe wyrażenia W, przestają być ciągłemi, jeżeli zmiennym 
niezależnym x i y nadamy war ości 0 i 0 1 h 0 i c lub x, i 
y0) odpowiadające wierzchołkom tró kąta : jeżeli więc zachodzi naj- 
mniejszość, zachodzić tytko może dla tych wartości, dla których po
chodne częściowe przestają być ciągłemi, to jest, w jednym z wierz
chołków trójkąta.

W rzeczy samej, nazwijmy przez b bok AC trójkąta, przez A 
kąt CAB, przez p odległość AM; kąt MAB przez , summę 
odległości AM, BM, CM przez W jak powyżej : otrzymamy

W=ę+ Vc2—2cp dosę+p‘+ V62 — 2ópdo»(A - o)+ę2

Gdy punkt M, zbliża się do punktu A, stosunek 8 staje się coraz 

mniejszym : wyrażenie

Ve— 2ędosq+e=c 1-2 doso— 532)

rozwinięte podług dwumianu Newtona [270] daje

Ve - 2ę dos 9+83 — c - 0 dosę - % ) 

-2($4os,—£)’-]
, , wst2ę . „=c-ędoe—82 —‘"

nazywając przez s ilość, która staje się zerem, gdy P staje się ze
rem. Otrzymamy w podobny sposób, podstawiając b za c, A— P 
za P, oznaczając przez 7, ilość która staje się zerem wraz z p:

^b^ — 2bp dos (A — ) + p2 

= b - e dos (A - •)+e VSl‘G 8) + tę*
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Wyrażenie W stanie się

w = (b + c) + p [4 — dos ? — dos (A — v)1 

+5[*6*+*"A-*]+e+*
lub

w=(6+c+e[ —2 dos 3 A dos (3 A-?)]

. p? Twst?0 wst? (A - o) ,

Dla ę= 0- to jest, gdy punkt M znajduje się w wierzchołku A

Wo = b + c

a dla p nieskończenie małego, różnica

W —W0

będzie tego samego znaku co

4 4 ł — 2 dos - A dos - (A — P)

2 4Gdy A <7 T, 2 dos - A jest większą od 1, więc W — Wo zmie- 

nia znak, gdy przechodzimy od punktu A do punktu nieskoń
czenie zbliżonego płasczyzny w różnym kierunku, to jest, gdy zmie
niamy p: wartość W sąsiednia wartości Wo, może być naprzemian 
większą i mniejszą od Wo; wartość więc Wo nie jest najwięk- 

2 2 
szością ani najmniejszością. Lecz gdy A > 37 lub A = - z , spól- 

czynnik

1 — 2 dos 2 A dos - (A — P)

jest stale mniejszym od 1 jakiekolwiek weźmiemy P : spółczynnik 
12

ten stanie się wprawdzie zerem dla 9 = - A, gdy A =5 ; lecz

41
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ponieważ spólczynnik
4 Twst2 ?  wst2 (A — ?)

w rozwinięciu wyrażenia W jest dodatnym, więc zawsze

w> W.

a zatem wyrażenie Wo będąc mniejszem od wszelkich wyrażeń są- 

seidnich, gdy A£ ST) jest najmniej szościę W. Wyrażenie W==a—b 

jest summą odległości wierzchołka A od wierzchołków A. B, C 
trójkąta : jeżeli więc trójkąt ma jeden kąt większym lub równym 
25T) wierzchołek tego kąta jest punktem szukanym.

318. Naj większości i najmniej szóści funkcyj nie
wyraźnych wielu zmiennych niezależnych. Podany 
powyżej sposób szukania największości i naj mniej szóści 
funkcyj wielu zmiennych niezależnych, z łatwością rozcią
gnąć można do funkcyj niewyraźnych; jakoż można zawsze 
przypuścić, że za pomocą wskazanych działań, funkcje nie
wyraźne zamienić można na wyraźne; warunki najwięk
szości i najmniejszości dane będą wówczas przez pochodne, 
które otrzymać można za pomocą prawidła na różniczkowa
nie funkcyj niewyraźnych [217]. I tak, ponieważ pierwszym 
warunkiem jest (z wiadomćm zastrzeżeniem) równość zeru 
pierwszych pochodnych częściowych, założyć można odrazu 
wyrażenie różniczki zupełnej [219] równćm zeru, co nam 
da warunki wspólne największościom i najmniejszościom.

Niech będzie przypadek ogólny n równań

f (x,, E, x... Eman) = 0 
fa (x, «, «, ... xm+n) = 0

fn (x,, x,, x,... xmn) = 0

pomiędzy m+n zmiennemi a,, ... Tmn Z tych zmień-
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nych, m są niezależnemi naprzykład : x,, x, ... Im, pozo
stałe xm+v ... xm+n są ich funkcjami na mocy równań (1). 
Jeżeli szukamy naj większości i najmniejszości jednej z nich, 
naprzykład xi, różniczkujemy naprzód równania (1), co 
nam da

( sd=,+344=,+ • • • +s/"=0
. ) %4,+244=,+ ' • • +24=0

| 8, dE, + 8, dr, + ’ • • + ^xm+n d" = 0

następnie rugujemy z tych n równań n — 1 różniczek 
dxm+i, ... dxm+n, (z wyjątkiem różniczki dxk) co nam da 
wyrażenie kształtu

(3) X,dx, — \^dx^ ... \mdxm + Xidar —0

Warunkiem wspólnym największości i najmniejszości 
będzie dz,==0 : a że dxu dx^ ... dxm, jako różniczki zmien
nych niezależnych są niezależnemi, aby

Xidx,+“d,+..+*c== dxk
Ax Ak Ak

mogło być żerem, trzeba żeby

@) X;=0, X;=0,..X;=0 

równania w liczbie m które wraz z n równaniami (1) stano
wią układ m — n równań, wyznaczający m — n zmiennych. 
Aby się przekonać czy wartość Xk otrzymana w ten sposób 
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jest naj większością lub najmniejszością, otrzymać należy 
wartości drugiej różniczki zupełnej d2Ak i t. d. postępować 
jak wskazuje sposób ogólny, podany powyżej.

319. Naj większości i naj mniej szóści względne. 
Są to największości i najmniejszości funkcji wielu zmien
nych, czyniących zadosyć pewnym warunkom, to jest, 
pomiędzy któremi zachodzą pewne równania dane.

Niech będzie funkcja

F (x,, «... ^m+n)

m+n zmiennych niezależnych, pomiędzy któremi zacho
dzi n równań danych

fi (x,, «,, • • • Eman) — 0 
f, (x,, x, • • • Tm.n) = 0

fn (x,, a, • • • ^m+n)-- 0

chcemy znaleźć największości i najmniejszości funkcji F. Na
zwawszy wartość tej funkcji u i dołączywszy do równań (1), 
równanie

(2) u — F (x,, x,, • • • Emn)—0

zadanie zostaje sprowadzonćrn do poprzedzającego : marny 
tu bowiem n — 1 równań (1) i (2), pomiędzy m + n + 1 
zmiennemi

x 19 ©2) • • • Im. n> 2.

szukamy największości i najmniejszości jednej z tych zmien
nych u.
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Różniczkując układ (1), otrzymamy

| *64,+%5*+ ■ ■ • +*"=0 
o } % «s, +254,+ ■ • • +22"=.=0

I 34;4,+%4,+ • ■ ■ +Z.4.=0
n równań, które w połączeniu z równaniem

2F FF
(4) 2x de, T Żx, de, T -TSa ^Xm+n — 0

otrzymanem różniczkując (2) i zakładając po zróżniczkowa
niu, różniczkę zupełną du równą zeru, jako warunek ko
nieczny (zawsze z zastrzeżeniem ciągłości pochodnych czę
ściowych), największości i najmniej szóści funkcji w, pozwolą 
wyrugować n różniczek, naprzykład dxm+t ... dxm+n. Za- 
kładając spółczynniki pozostałych m różniczek x, , x... Em 
równemi zeru, otrzymamy m równań, które w połączeniu 
z n równaniami danemi (1), wyznaczą wartości m — n 
zmiennych a... xm+n, dla których funkcja F może być 
największością lub najmniejszością.

Rugowanie może być uskutecznionym za pomocą sposobu 
spółczynników nieoznaczonych. Pomnóżmy równania (3) od- 
powiednio przez spółczynniki 2, )... Xn, które mają być 
wyznaczonemi następnie tak, aby spółczynniki różniczek 
dim. ... dxm+n, stały się równemi zeru; dodajmy tak 
otrzymane równania do równania (4), i załóżmy równemi 
zeru spółczynniki wszystkich różniczek dxv dxt. . .dx„,+n, 
jedne jako spółczynniki różniczek zmiennych niezależnych, 
drugie na mocy określenia spółczynników niezależnych
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otrzymamy m-\-n równań :

ag,na,T*a,T TMbg,— 0
)F+1241+.+)%=0

(5) < 0X2 1 ‘O&, 2092 1 nóX^

“*m+n “*m4n °*min
<_=0

które będą temi samemi, jakiekolwiek m ze zmiennych 
danych zechcemy uważać za niezależne. Z równań tych 
wyrugujemy n spółczynników Xp \, ... Xn, otrzymamy 
jeszcze m równań, które z n danemi (i) pozwolą nam 
otrzymać wartości szukane m — n zmiennych x, ... xm+n.

Rugowanie za pomocą spółczynników nieoznaczonych, 
które ostatecznie prowadzi do tego samego wypadku, co 
rugowanie w jakikolwiekbądź inny sposób, nastręcza nam 
ciekawą uwagę:

Gdyby zmienne x,, x,... xm+n były wszystkie niezależne- 
mi, warunek największości i najmniejszości funkcji F, 
sprowadziłby się do układu równań

(6) -— = 0, -— = 0 ...  ------= 0OX, OX2 ^>xm+n 

lecz że pomiędzy zmiennemi x,, x, ... Tmin zachodzą równa
nia (i), warunek największości i najmniejszości funkcji F, 
m+n zmiennych, z których m tylko są niezależnemi, jest 
ten sam, co warunek najmniejszości funkcji następującej

F+— 22 - ...Kfn

gdzie wszystkie zmienne x,, x, ... xm+n w skład jej wcho
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dzące, są uważane za niezależne, a spółczynniki \, 2,...Xn 
są stałemi nieoznaczonemi: jakoż w tym ostatnim razie 
otrzymamy równania (5) odpowiednie zupełnie równa
niom (6).

Przykłady.

320. Przykład i. Utworzyć z boków danych wielokąt najwięk
szy co do powierzchni. Oznaczmy przez x,, yi} x,, y^ .. - xn, yn> 
spólrzędne nieznane n wierzchołków wielokąta. Powierzchnia jego 
będzie miała wyrażenie

(1) W=2(,—T,) (J:+3)+2(x,—»(,+y2)+.. •

4 
g(Un—@) (1—Un)

lub

(2) “=2 [V1 (on - ",) +y^ (Fi - T3) + y^ (8, —))+..
4- yn {xn^ - x,)]

wyrażenie które ma być największością; (najmniejszość wyraźnie nie 
zachodzi, lub zachodzi gdy wielokąt staje się linją prostą).

Warunki, jakim czynić zadosyć winny zmienne xu x, ... En, 
yi, Y2 ... Vn w liczbie 2n, są następujące :

( d,2=(F, — =,)2+(, — 92)2 
) a,2 = (x, — «,)2 + {y^ — y,)2

\ an^ = (x, — «,) 2 + {yn — y^

nazywając av a2 ... an, boki dane wielokąta.
Warunek naj większości dW = O, staje się tu

(4) dy^Wn — w^-^dy^Ki — v)+ ... + dyn (En—1 — w^
+y,d {xn — x^+y^ d (x, — x2) ... + yn d(En—1—a,) = O
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Różniczkowanie równań (3), daje nam

(5)

(E, — x,) d (N, - E,) + (Ji — y^ d {yx —92 =0
(x, - x3) d (x, - x,) + {y2 — y3) d{yt - y3) = 0

(xn — a,) d (xn — a,) \ + Vn — y^d {yn — y,) = 0

równania, za pomocą których wyrugować można z (4) różniczki 
dxr, dx^... dxn. Każda z tych różniczek, znajduje się tylko w dwóch 
równaniach (5): znajdziemy z łatwością spółczynniki przez które 
pomnożyć należy odpowiednie równania, aby dokonać rugowania 
przez dodawanie; otrzymamy na wypadek równanie kształtu

(6) k, dyr + k, dy^ — ... + k, dyn = 0
gdzie oznaczyliśmy

h,=x»-«,+(J„+v,) ""----‘—(,+,)"----7

*,==,- «,Hu.+Hv) AmY -u.+HJ 1— 

h,==T,—T,+Hu,+H, Ymla —(J ,H ‘—‘

h„==---T,(J,-44y„) Mn-1—3" -{y^y.)""- - - M

Gdybyśmy chcieli teraz stosować prawidło ogólne, należałoby zało
żyć zero każdy ze spółczynników h,, k, ... hn. Lecz tego uczynić 
nie możemy, bośmy zapomnieli dołączyć do równań (3) wyrażających 
warunek, żeby wielokąt miał boki dane, jeszcze jednego koniecznego 
warunku, żeby wielokąt był zamkniętym : ten ostatni warunek, za
prowadza związek pomiędzy Y1, y^, ... yn, związek na mocy które
go równanie (6), niekoniecznie pociąga za sobą równość zeru spół
czynników k,, kg ... kn. Warunek powyższy, wyrażonym być może 
zakładając, że summa rzutów boków wielokąta na oś odciętych, jest 
równą zeru, to jest że summa wartości x, — x,, x, — x,, ...xn — a,, 
otrzymanych z (3), jest równą zeru. Równanie odpowiednie warun-
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kowe pomiędzy yt ... yn otrzymać można wyciągając z (3) war
tości

da, - da,, dx, — dx,, ... dan — da, 

izakładając ich summę równą zeru. Otrzymamy w ten sposób ró
wnanie

(7) h\dy\-\-l\dyi-\-...-\-hndyn"^ 
gdzie

1,y \ J2 yn y^
!n ‘1

1j£y,—V, _Vi—Y, 
T, — T3 21 — T2

h yn y^yn—t yn
Xn Ci En—1 — En

Równanie (6) ma miejsce dla wszelkich wartości dyx ... dyn czy
niących zadość (7): warunkiem więc największości będzie propor
cjonalność spółczynników (6) i (7), czyli

0 k,_k2_  ha, — kn 
ht~ h3 ’ “ hn 

równania które wraz z równaniami (3). wyznaczają nam wierzchołki 
szukanego wielokąta. Z łatwością udowodnić można, że warunki (8) 
wyrażają własność, że prostopadłe wyprowadzone ze środków boków 
wielokąta, spotykają się w jednym punkcie, że więc wielokąt może 
hyć wpisanym w koło.

321. PRZYKŁAD u. Z pomiędzy wielokątów równoobwodowych 
o danpj liczbie boków, wyznaczyć wielokąt którego powierzchnia jest 
największą.

Przyjmując to samo znakowanie co w poprzedzającym przykładzie, 
wyrażenie które ma być największością, będzie :

4
(1) W = 2 [V1(En—E,)—32 1—Es) .—Yn {yn-l— En)1
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a zakładając jak powyżej
A

( a‘=(t,- «,®+(v,-v.} 
) a^ = (x, — x,)2 + (J, — 33)2

(2) )
( a,‘== (x„—T,)2+(n—y,)a 

jedynem równaniem warunkowem pomiędzy zmiennemi x, ... Tn, 
31 ... yn, będzie

(3) a, + a, + a, + • • • +an=l
v 

oznaczając przez l obwód dany wielokąta. Równanie to daje nam

(4) dcii + da^ —- ... dun = 0

lub podstawiając za dal} da^ ... dan wartości z (2)

0 = (a, — «,) d (a, - «,) + (Y, - y^ d {yj-y^
a, 

(,—«,) d (x,—x)+iv,—v,) d (y,—9) 1 a, 
(En — 2,) d (En — E,) + [yn — y^ d [yn — y^ 

dn

Równanie dW = 0, warunkowe największości staje się:

( 0 = dyt (x„—x,)+dy,(x,—x,)+ ... 4dyn(x,_— x,)
( da, (y— y^ dx, [yt y^) — ... dxn[yn—1 — y^

a podstawiwszy równanie (5) pod kształtem

(7) A,dx,+ A,dx,+ •••+^ndxn + Btdyt +B,dy 2 —.. +B„dyn==0

różniczki znajdujące się w tern równaniu, muszą czynić zadość ró
wnaniu (6), zresztą są niezależnemi; co pociąga za sobą proporcjo-
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nalność spółczynników, czyli równania

( A, A Ag = _ Ar
) I—Y2 9,—ya Y,—y, yn-t—yn 
) B,   B,   B,  B,
( En T, X, — E, E, a. En — 1 — En

A, En — T,
B, - yn—Y,

Nazwijmy &p kąt zawarty pomiędzy bokiem ap wielokąta a osią 
odciętych: 3p kąt z osią odciętych przekątnej łączącej wierzchołek 
(x,—1, yP-i} z wierzchołkiem (x,+1, Yp+1); ostatnie z równań (8) 
staje się, podstawiając za A,, B,, ich wartości

wst a, — wst an  dos 31 
dos a, — dos an wst 31 

czyli 

dos ;(=+%) dosp, 
. 1 / Iwst wst 2(6,—In) 

a ztąd

3 (6, + C,) = P,++mr

oznaczając przez m liczbę całkowitą.
Kierunek więc wyznaczony przez kąt 3, tworzy kąty równe z bo

kami an i a, : lecz kierunek ten, czyli przekątna, jest podstawą 
trójkąta którego boki są an i a,; trójkąt ten jest więc równoramien
nym, czyli

An == a,

W podobny sposób dowiedlibyśmy, że wszystkie boki są sobie ró
wne : mając więc dany obwód wielokąta Z, i liczbę boków n, mamy 
dane boki z których każden równym jest - ; zadanie zostaje spro- 

wadzonem do poprzedzającego, które nam wyznacza wielokąt mogący 
być wpisanym w koło : wielokąt szukany, jest więc wielokątem fo
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remnym.
Uwaga. Aby rozwiązanie dwóch powyższych zadań było zupełnie 

ścisłem, należy wziąść pod uwagę drugą pochodną zupełną d2W, i 
dowieść że ta pochodna jest mniejszą od zera: poszukiwanie to pozo
stawiamy czytelnikowi.

Ćwiczenia.

1. Mając daną długość luku znaleźć promień koła taki, aby łuko
wi danemu odpowiadał odcinek jak największy.

Odp. Łuk ma tworzyć półokręgu koła szukanego.
2. W pewnym punkcie danej prostopadłej do płasczyzny, znajdu

je się punkt świecący; na płasczyznie zaś daną jest z długości i po- 
łożenia prosta, która -przedłużona przechodzi przez spodek prostopa
dłej. W jakiej wysokości nad płasczyzną ma się znajdować punkt 
świecący, aby oświetlenie prostej było największem.

Odp. Nazwijmy A spodek prostopadłej, S punkt świecący, 
BC prostą daną, która przedłużona pzzechodzi przez A : niech bę
dzie BC = a, AB = b.

Szukając największości kąta CSB, otrzymamy

st CSB = — — 
2Vb(a+b)

szukana zaś wysokość AS, będzie

AS= V b {a ++ b)

3. Dwie ściany równoległe stoją w odległości danej a. W jednej 
ze ścian znajduje się otwór wysokości h; znaleźć najdłuższą belkę 
prostą, którą wprowadzić można przez otwór pomiędzy dwie ściany, 
przy puszczając że belka wypełnia całą szerokość otworu.

Odp. Aby belka długości l mogła być wprowadzoną przez otwór 
pomiędzy dwie ściany, trzeba żeby zachodził warunek :

/

2 2 2 l> — as A hz

4. Utworzyć naczynie otwarte kształtu walcowego, danej objętości a, 
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danej grubości ścian b, tak żeby ilość materjału użytego na to na
czynie była jak najmniejszą.

Odp. Promień wewnętrzny naczynia, ma być równym jego wy
sokości.

5. Znaleść na płasczyznie punkt, którego summa odległości od 
dwóch punktów danych po jednej stronie płasczyzny, jest jak naj
mniejszą.

Odp. Proste łączące punkta dane z punktem szukanym, tworzą 
z płasczyzną kąty równe.

6. Znaleźć na prostej łączącej środki dwóch kul, położenie punktu 
świecącego takie, aby summa powierzchni oświeconych na obu kulach 
była jak największą.

Odp. Oznaczywszy przez t i 7 promienie dane kul, przez a od
ległość środków (przypuszczamy d>r—r) : przez x odległość 
punktu szukanego od środka kuli promiennia r, otrzymamy

2

x = a—---------a

7. Znaleźć największą elipsę, jaką można otrzymać przecinając 
ostrokrąg prosty dany przez płasczyznę.

Odp. Oznaczając przez a wysokość ostrokręgu, przez 6 promień 
jego podstawy, jeden wierzchołek elipsy będzie się znajdował na 
podstawie ostrokręgu, rzut zaś drugiego wierzchołka na podstawę 
będzie w odległości x od środka danej przez równanie

3 (a2 + 62) x2 — 40 (a2 — b?) x + b2 (a + 62) = 0

Pierwiastki tego równania będą rzeczywisytmi, jeżeli

a > b (2 + V 3)

to jest jeżeli kąt u wierzchołka ostrokręgu jest mniejszym od 30°. 
Jeżeli pierwiastki tego równania są urojonemi, największość zachodzi 
gdy elipsa zlewa się z podstawą ostrokręgu, na mocy rozumowania 
podobnego jak w [308],

8. Utworzyć ostrokrąg ścięty, tak, żeby mając dany stusimck 
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promieni dioóch podstaw i daną powierzchnię, objętość jego była jak 
największą.

Odp. Niech będzie x promień jednej podstawy, mx promień dru- 
giej, y wysokość :

y == X0 SC = • - - - ■ • ---  
% [1 + m2+(4 + m) V22+ (4 —m)3]

2
1 + mX v 1 + m* + ^m^ (1 — m3)2 + (1 + m^

9. Naczynie w kształcie równoległościanu prostokątnego, ma po
mieścić daną ilość wody, i mieć powierzchnię wewnętrzną jak naj
mniejszą.

Odp. a objętość wody, x, y, z trzy krawędzie równoległościanu :

w—^a y—^a, z = ^^a

40. Wpisać w elipsoidę daną równoległościan jak największy. 
Odp.

2c2 12 2,2 
a—5 2=1 równanie ellipsoidy

Hm, Hn, 2p trzy krawędzie równoległościanu 

a b c 
m = -=, n= 5= P =--V3 V3 V3

11. Znaleźć trójkąt najmniejszego obwodu wpisany w trójkąt 
dany.

Odp. Trójkąt otrzymany łącząc spodki prostopadłych poprowadzo
nych z wierzchołków na boki przeciwległe trójkąta danego.

12. Opisać na trójkącie danym elipsę jak najmniejszą. 
Odp. Środek elipsy jest w środku ciężkości trójkąta (nalinji łączącej

2 ' 1 środek podstawy z wierzchołkiem w odległości 5 od wierzchołka, 5 

od podstawy), a jego powierzchnia równą

2xab wst 0
V3
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13. Wpisać w trójkąt dany elipsę jak największą.
Odp. Środek elipsy jest w środku ciężkości trójkąta, jśj powierz

chnia równą powierzchni trójkąta, pomnożonej przez n i podzielonej 
przez V 33 , a punkta styczności są w środku boków trójkąta danego.

14. Ze wszystkich ostrosłupów trójkątnych mających podstawy i 
wysokości równe, któren ma powierzchnię najmniejszą.

Odp. Ten, którego ściany tworzę z podstawę kęty dwu ścienne 
równe.

15. Wyznaczyć płasczyzny przechodzące przez środek elipsoidy i 
przecinające powierzchnię jej podług okręgów kół, za pomocą warun
ku, żeby odległość naiwiększa lub najmniejsza środka 'elipsoidy od 
krzywćj przecięcia, była nieoznaczoną.

16. Dowieść, że ze wszystkich trójkątów kulistych równej po
wierzchni, trójkąt równoboczny ma najmniejszy obwód.

17. Roztrzasnąć, czy wyrażenie

b^y — 2ax‘y + w^y — ^aw^y2 + 2x8y? + a^y^

jest największością lub najmniejszością, lub też ani jedną ani drugą 
dla wartości szczególnćj x = 0, y=0 zmiennych niezależnych.

18. Największości i najmniejszości wyrażenia

W=(x+1)(+1)(+ 1)

gdzie x, y, z są związane przez równanie

ax by c^ = A

Odp.
w..[(Aabc)]3

“ l.a3l.b3l.c3

19. Największości i najmniejszości wyrażenia

W = a dos2 a; + b dos2 y, gdzie y — x = Z

Odp. w=}(a+b±1a+8



656 ROZDZIAŁ XVII.

znak — odpowiada największości, znak — najmniejszości.
20. Największość i najmniejszość wyrażenia

w = ra2 + 2xy + ty2

ydzie zachodzi waranek pomiędzy zmiennemi x i y

1 = (1 + p2) a2+2pqxy+ (1 + 43) y2

Odp. Wyrażenie W czynić musi zadość równaniu ;

W2 (1 + p2+ 43) — W [(4 + q2)r — 2pqs + (4 + p“)t]+rt — s2 = 0

21. Wyznaczyć warunki największości i najmniejszości funkcji 
trzech zmiennych niezależnych. Rozciągnąć rozumowanie podane 
powyżej [313] dla funkcji dwóch zmiennych, do funkcji trzech 
zmiennych niezależnych.
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Określenia. — Ciągłość zmiennych urojonych. — Funkcje jednowartościowe. — 
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322. Określenia. Zmienna urojona z nazywamy wyra
żenie urojone [76]:

z = x — yi

W którćm x i y oznaczają dwie zmienne rzeczywiste ja
kiekolwiek, zaś i == — 1.

Funkcja u zmiennej urojonej z nazywać będziemy wyra
żenie urojone

u — XĄ-yi

gdzie X i Y oznaczają dwie funkcje jakiekolwiek zmien
nych rzeczywistych x i y, wchodzących w wyrażenie z:
• e ( - C. I

X=q(x,y), Y=v(,y)
42
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Każdemu układowi wartości szczególnych nadanych 
zmiennym x i y, odpowiadają pewne wartości szczególne 
funkcji © i 1, czyli X i Y: co wyrażamy mówiąc, że 
każdej wartości szczególnój zmiennej urojonej z odpowiada 
jedna lub kilka wartości funkcji u. Funkcja więc u za
chowuje się względem zmiennśj urojonćj z, w podobny 
sposób, jak funkcja zwyczajna względem zmiennej niezależ
nej rzeczywistej.

Jeżeli x i y zmieniają się w sposób ciągły [25] powia
damy że z zmienia się w sposób ciągły. Jeżeli funkcje 
x i y są funkcjami ciągłemi zmiennych rzeczywistych 
X i Y, powiadamy że funkcja u jest funkcja ciągła zmien- 
nój urojonej z.

323. Jeżeli zmiennę urojoną przedstawiamy pod pos
tacią [77]:

z=p(dos o — i wstw)

zakładając
+ Vx2 + y1 — P, x =p dos o, y = pwst«

funkcja u może być również przedstawioną pod postacią

u = P (dos Q + i wst Q) 
gdzie

_____  X Y
p — 1X2 —L Y2, dos Q =   .. —, wst 92 = -—7 , - 1 5 + VX‘+ Y’’ +VX2+Y2

Widzimy więc że moduł funkcji jest funkcją zarazem mo
dułu i argumentu zmiennej, podobnie jak argument funkcji 
jest funkcją zarazem modułu i argumentu zmiennej; zamiast 
zmiennych x i y podstawić więc zawsze możemy zmien- 

ne p i w.

324. Przedstawienie geometryczne funkcyj zmien
nych urojonych. Widzieliśmy [78] jak wyrażenie uro-
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one może być przedstawionem przez położenie punktu 
na płasczyźnie, odniesione do dwóch osi prostokątnych; 
przedstawiając w ten sposób zmiennę urojoną z przez po
łożenie punktu m, spółrzędne tego punktu będą zmien- 
nemi x, y, odległość om modułem p, kąt mox argumen
tem o (fig. 74). Zmienne x i y możemy zmieniać dowolnie 
od — oo do — oo, każdemu układowi wartości szczegól
nych x. i y odpowiadać będzie szczególne położenie punk
tu m na płasczyznie. Podobnież podstawiając zmienne 
p i o, zamiast x i y^ i zmieniając p od O do + oo, zaś

w od O do 2x, lub od — n do — (z wyłączeniem — a), 
otrzymać możemy wszelkie możebne położenia punktu m na 
płasczyznie, odpowiednie wszelkim możebnym wartościom 
x i y. Jeżeli zmiennę z (czyli zmienne x i y) zmieniamy 
w sposób ciągły, punkt m zakreśla krzywę ciągłą na płas
czyźnie.

325. Przedstawiwszy w taki sposób wszelką możebną 
zmienność z, zobaczmy jak przedstawić można zmienność 
funkcji u tej zmiennej z.

Na tej samej lub na innćj płasczyznie wykreślmy znów 
osie prostokątne 0X, OY (które mogą być nawet te same 
co ox, oy)y odcinajmy na tych osiach wartości szczególne 
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funkcyj X, Y odpowiadające poprzedzającym wartościom 
szczególnym x, y; lub wartości 2 i P odpowiadające war
tościom o i p : otrzymamy punkt M przedstawiający war
tość szczególną funkcji u odpowiadającą wartości szczegól
nej zmiennej z przedstawionej przez punkt m. Gdy punkt m 
przebiega na swej płaszczyźnie krzywą dowolną k, punkt M 
przebiega również krzywe K której kształt jest ściśle zależ
nym od kształtu krzywej k, na mocy zależności funkcji u 
od zmiennej z. Jeżeli u jest funkcją ciągłą zmiennej z, 
krzywej ciągłej k zakreślonej przez m, odpowiadać będzie 
krzywa ciągła K zakreślona przez M.

326. Można jeszcze przedstawić zależność tę w inny 
sposób :

Z punktu m przedstawiającego zmiennę urojoną z, wy- 
prowadźmy prostopadłą do płasczyzny xoy, na której 
punkt m zmienia swe położenie : na tej prostopadłej, odci
najmy wartości naprzód funkcji X, następnie funkcji Y, 
odpowiadające wartościom zmiennych x i y: otrzymamy 
w ten sposób dwie powierzchnie, które będą miały spół- 
rzędnie x, y wspólne ze zmienną z, lecz z których jedna 
będzie miała za trzecią spółrzędnę wartość X, druga war
tość Y. Te dwie powierzchnie razem wzięte, przedstawiać 
mogą funkcję u zmiennej urojonej z.

Niech będzie naprzykład funkcja

u = y 7—x —y- +(x+y+1)i

zmiennej urojonej
z = x — yi

Mamy tu
X = V7— a— y', Y = z + y + 1

pierwsza powierzchnia, której spółrzędnę czynią za dosyć
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równaniu X2—a2+y2 = r2 jest kulą, druga którćj spół- 
rzędne wchodzą w pierwszym stopniu, płasczyzną.

Jeżeli Vr2 — x2—y2 przyjmujemy np. tylko ze zna
kiem —, bierzemy pod uwagę tylko pół kuli, której podsta 
wą jest koło zakreślone z punktu o na płasczyźnie xoy pro
mieniem r; a że z założenia X może przybierać tylko war
tości rzeczywiste, punkt m przedstawiający zmiennę z bę
dzie mógł poruszać się tylko wewnątrz tego koła. Każdej 
krzywej zakreślonej przez punkt m na płasczyźnie xoy od
powiadać będą dwie krzywe: jedna na kuli, druga na 
płasczyźnie Y —-x — y == 1; obie te krzywe będą miały 
rzut wspólny na płasczyźnie xoy, a tym rzutem jest wła
śnie krzywa zakreślona przez punkt m.

327. UWAGA. Ilości rzeczywiste mogą być uważanemi 
jako szczególny przypadek ilości urojonych [76]; zmienna 
urojona

z == x — yi

stanie się rzeczywistą x, jeżeli y == 0; lecz funkcja zmien
nej urojonej

u=q(v,y)+ł(x,y)i

nie koniecznie staje się rzeczywistą, gdy y = 0 : bo

P (x,0) + y (x,0) i

jest w ogólności wyrażeniem urojonem. Jakoż, nie szuka
jąc dalej, naprzykład równanie drugiego stopnia o dwóch 
zmiennych pomiędzy rzeczywistemi, może dać wartości uro
jone jednej z tych zmiennych w funkcji drugiej, jakkolwiek 
zmiennę niezależną przyj mierny rzeczywistą. Natomiast 
funkcja zmiennej urojonej może przybierać wartości rzeczy- 
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wiste: dostatecznym i koniecznym warunkiem tego jest : 
Y (x, y) =0; np.

u = (x — yi) (x — yi) == x?+y2

jest zawsze funkcją rzeczywistą zmiennój urojonej

, _ . z = x — y i.

Geometrycznie, zmieniając położenie punktu m, przed
stawiającego zmienną urojoną z, nie schodząc z osi ox, 
sprowadzamy zmienną urojoną do zmiennej rzeczywistej : 
modułem jest wtedy odległość mo bez wzglądu na znak, 
a argumentem 0 lub T stosownie do znaku [77] tej zmien
nej. Lecz funkcja u bądzi jednak przedstawioną w jeden 
z powyżćj podanych sposobów, jeżeli chcemy brać pod uwa
gą jćj wartości urojone. W przedstawieniu drugim sposo
bem [326] funkcji urojonej zmiennej rzeczywistej, dwie 
powierzchnie sprowadzają sią do dwóch linij nakreślo- 
nych" na płasczyznie prostopadłej do xoy, przechodzą
cej przez oś ox.

328. UWAGA. I. Nie należy sądzić żeby przedstawienie 
geometryczne ilości urojonych podane powyżej byłojedynem 
a zatem koniecznem : a tem samćm aby ilości urojone zosta
wały w nierozdzielnym związku z tem ich przedstawieniem 
geometrycznem. Jest w rzeczy samej wiele innych sposo
bów przedstawienia tych ilości, które tu pomijamy.

329. Ciągłość funkcyj zmiennych urojonych. Po
wiedzieliśmy wyżej [322], że funkcją

1=X—Yi lub u = P (dos 2 — i wst 2)
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zmicnnśj urojonej

z — x-\-yi lub z==p (doso—iwst o) 

nazywać będziemy ciągłą, jeżeli funkcje rzeczywiste X i Y 
są funkcjami ciągłemi zmiennych rzeczywistych x i y.

Zmiennę urojoną z nazywać będziemy nieskończenie 
wielką lub nieskończenie małą, jeżeli jej moduł p bę
dzie nieskończenie wielkim lub nieskończenie małym. 
W rzeczy samej, jeżeli założymy

Az = Ax + i/\y

aby Ax i Ay były nieskończenie małemi, warunkiem ko
niecznym i dostatecznym jest, żeby

mod Az = VAa- + Ay

był nieskończenie małym.

Twierdzenie. Funkcja zmiennej urojonej jest ciągłą^ je
żeli dla przyrostku nieskończenie małego tej zmiennej^ moduł 
przyrostku funkcji jest nieskończenie małym.

Z określenia bowiem, funkcja u jest ciągłą, jeżeli dla 
przyrostków nieskończenie małych Ax, Ay zmiennych 
rzeczywistych x, y przyrostki AX, AY funkcyj rzeczywi
stych X, Y są nieskończenie małemi. Lecz założywszy

Au=AX+iAY

aby AX i AY były nieskończenie małemi, warunkiem ko
niecznym i dostatecznym jest, żeby

mod Au=VAX‘+AY2
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był nieskończenie małym, c. b. d. d.
Geometrycznie, aby dodać do funkcji u przyrostek Au, 

trzeba [81] wziąść od punktu M przedstawiającego u, 
długość równą Au w kierunku wskazanym argumentem 
Au : jakikolwiek będzie ten kierunek jeżeli moduł Au 
jest nieskończenie małym, punkt przedstawiający u — Au 
jest nieskończenie zbliżonym do punktu M, a więc ciągłość 
funkcji przedstawiającćj krzywą nic jest zerwaną.

330. Funkcje jedno wartościowe. Funkcja jakiejkol
wiek zmiennej może albo przybierać jedną tylko szcze
gólną wartość dla danej wartości szczególnej zmiennej nie
zależnej, lub też przybierać wiele wartości dla jednej i tej 
samej wartości zmiennćj niezależnej.

Tak funkcja określona przez równanie algebraiczne 
mgo stopnia, przybierać może w ogólności m wartości 
różnych dla jednej i tćj samej wartości zmiennej niezale
żnej : z tych wartości jedne mogą być rzeczywistemi, 
drugie urojonemi, inne równemi pomiędzy sobą.

Funkcja wyraźna
y = a"

ma, w razie m ułamkowego, tyle wartości dla jednego i 
tego samego x ile jest jednostek w mianowniku m przy
puszczając ułamek m sprowadzonym do najprostszego wy

rażenia. Wiemy bowiem, że jeżeli m=y (gdzie p i 9 są 

całkowitemi pierwszemi pomiędzy sobą, przyczem q może 
być wziętem zawsze dodatnem, znak p będzie ten sam co 
znak m ):

y — V JP

a choć aP ma tylko jedną wartość, pierwiastek stopnia 7, 
ma q wartości różnych [82].
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Funkcje kołowe:

y = łuk wst x, y = łuk dos x, y=łuk stx, ...

mają dla jednej i tejże samej wartości x nieskończona 
liczbę wartości różnych, rzeczywistych, różniących się 
pewną wielokrotnością T.

331. Te ostatnie funkcje, które dla jednej i tćj samej 
wartości zmiennej niezależnej przybierać mogą dwie, trzy... 
lub więcej wartości, staramy się zwykle, dla uniknienia tćj 
wieloznaczności, określić bliżej, w następujący sposób :

Zakładamy w granicach ciągłości funkcji, że dla pewnej 
początkowej wartości zmiennej niezależnej, funkcja przy
biera pewną daną wartość początkową i że począwszy od 
tej wartości zmienna niezależna i funkcja zmieniają się w 
sposób ciągły. Nieledwie zawsze jeżeli funkcja jest ciągłą, 
wyznaczyć możemy granice pomiędzy któremi zmieniając 
zmienne niezależną w powyższy sposób, każdej wartości tej 
zmiennej odpowiadać może jedna tylko wartość funkcji, 
choć po zatemi granicami może to nie mieć miejsca.

Woźmy naprzód najprostszy przykład funkcji rzeczywis
tych. Niech będzie funkcja y związana ze zmienną nieza
leżną x, przez równanie

y2 — 2y — x = 0

Każdej wartości zmiennej x mogą odpowiadać dwie war
tości funkcji y

„,=1+V1+z i y.= 1 — Vł +

Załóżmy że dla wartości początkowej x =, mamy 
y—1— Vi = 2 : przez to założenie obieramy jedną z dwóch 
powyższych wartości naprzykład yt, a zmieniając następnie
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w sposób ciągły x, naprzykład w wartościach dodatnych, 
jesteśmy pewni, ponieważ y zmienia się także w sposób 
ciągły [30], że same tylko pierwsze wartości y, odpowiadać 
będą wartościom x : różnica bowiem pomiędzy jakiemkol- 
wiek yv i jakiemkolwiek y2, jest zawsze skończoną więk
szą od 2, (przypuszczając x dodatnem); ciągłość więc funk
cji nie pozwala, żeby y raz już przybierając z założenia 
wartości yv przeskoczyć mogło kiedykolwiek tę różnicę 
skończoną i przejść w yr

Każdej wartości zmiennej niezależnej x odpowiadać więc 
może w tćm założeniu jedna tylko wartość y.

Lecz zmieniając x w wartościach odjemnych, zbliżają
cych się do — 1, dwa gatunki y^ i y, wartości y czynią
cych zadość równaniu danemu, zbliżają się do równości: bo 
dla x = — 1 mamy Y, == y^ = 1; funkcja może z wartości 
yv stać się dla T = — 1, równą wartości szczególnej — 1, 
która jest wspólną dla Y, i y^: a raz znajdując się na tśj 
wartości może nie przestając być ciągłą, dla zwiększającego 
się znów x od — ido — c, przybierać wartości do woli 
z gatunku Y, lub yr

Jeżeli więc chcemy żeby funkcja przybierała pewną wia- 
domą jedyną wartość dla każdej danej wartości zmiennej 
niezależnej, możemy zastrzedz :

1° wartość początkową t. j. że dla x = O, y = 2 :
2° granice zmienności t. j. że x może się zmieniać od 

— 0 do — 1 wyłącznie nie przybierając nawet wartości 
nieskończenie zbliżonych do — 1.

332. Geometrycznie, funkcje zmiennych rzeczywistych, 
które dla jednćj i tej samej wartości zmiennej niezależnej 
przybierać mogą dwie lub więcej wartości różnych, są to 
funkcje przedstawione w zwykły sposób [40] przez krzywe 
składające się z wielu gałęzi, lub poprostu mogące być prze- 
ciętemi przez równoległe do osi rzędnych w więcej jak je
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dnym punkcie. Każdćj odciętej w ogólności odpowiadać 
może dwie lub więcej rzędnych, dwa lub więcej punktów 
krzywej. Zakładając wartości, początkowe dane, stawiamy 
się na jednej z tych gałęzi: a jeżeli gałęzie nie spotykają 
się z sobą w granicach pomiędzy któremi uważamy krzy
wą, jesteśmy pewni, że postępując w sposób ciągły, znaj
dować się będziemy zawsze na tej samej gałęzi, nie mogąc 
przeskoczyć na inną.

Równanie powyższe

y2 — 2y — x =0

przedstawia parabolę (fig. 73) w układzie spółrzędnych pro-

fig, 75.

stokątnym; każdćj odciętej OP odpowiadają dwie rzędne 
PM, PM; równanie osi AG jest y = 1; wartości

y, = 1 + 11+x

odpowiadają punktom gałęzi AG, wartości y, = 4 — vi-x 
punktom gałęzi AG'. Dając wartość początkową dla x=0. 
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y==2= ON stajemy w punkcie N na gałęzi AG, z której 
postępując w sposób ciągły po krzywej nie możemy przejść 
na gałęź AM, chyba przechodząc przez punkt A. Jeżeli 
więc zastrzeżemy że nie będziemy się zbliżać nieogranicze- 
nie do punktu A, odciąwszy naprzykład punkt ten (któ
rego spółrzędnemi są x == OB = — 1, y — AB == 1) prostą 
LL‘, nieskończenie zbliżoną do AB, biorąc pod uwagę tylko 
część krzywej po prawej stronie tej prostej jesteśmy pewni 
że każdej odciętej odpowiadać będzie jedna tylko rzędna 
gałęzi AG.

Rozumie się, że biorąc za wartość początkową T =0 
y =0, znaleźlibyśmy się byli na.gałęzi AG', a robiąc to 
samo zastrzeżenie jak powyżej, rozumowanie następne sto
sowałoby się było do tej gałęzi AG'.

333. FuNKCJA je dno wartościowąjakiejkolwiek zmiennej^ 
w pewnych granicach zmienności tej zmiennej, nazywać bę
dziemy funkcję, która poczgicszy od pewnej wartości początko
wej danej, może przybierać jedna tylko wartość dla icszelkiej 
wartości zmiennej niezależnej zawartej w powyższych gra
nicach.

Wszelka funkcja, która z natury swojej jedną mieć tylko 
może wartość dla wszelkiej wartości danej zmiennej nie- 
zależnej, jest przez to samo zawsze funkcją jednowarto- 
ściową.

Teorja podana w tym rozdziale, posłuży nam nietylko 
do funkcyj urojonych, ale i do funkcyj rzeczywistych bę
dących tylko szczególnym przypadkiem pierwszych, dla 
usunięcia niektórych wątpliwości o których wspominaliśmy 
już poprzednio [177].

Funkcja jednowartościowa funkcyj jednowartościowych, 
jest z określenia funkcją jednowartościową zmiennej.

334. Określenie powyższe funkcji jednowartościowej 
służy dla funkcji zmiennych urojonych, podobnie jak funk
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cji zmiennych rzeczywistych. Dla funkcyj zmiennych uro
jonych zawierających rzeczywiste jako szczególny przypa- 
dek, przedstawionych geometrycznie w osobny sposób po
dany powyżej [324], określenie to może być bliżej obja- 
śnionem.

Wiemy już z powyższego, co rozumieć należy pod war
tością zmiennej urojonej

z = x-\-yi

Wartość ta, odpowiadająca wartościom danym zmien
nych rzeczywistych x, y przedstawioną jest przez położe
nie punktu m, którego spółrzędnemi na płasczyznie są 
x i y (fig. 76). Wartość odpowiednia funkcji

u=X^Xi

przedstawioną jest przez położenie innego punktu M, któ
rego spółrzędnemi na płasczyznie są X i Y. Otóż jednemu 
położeniu punktu m (jednemu układowi wartości y,x) 
odpowiadać może jeden punkt M,, (jeden układ wartości 
X, Y) lub kilka punktów M,, M,...

Ponieważ możemy zmieniać dowolnie x i y w sposób 
ciągły to jest zakreślać przez punkt m dowolne krzywe

ciągłe na płasczyznie, z których każdej odpowiada stosowna
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krzywa zakreślona przez punkt M, zdarzyć się może że 
wychodząc z pewnego pofożenia m,, punktu przedstawia
jącego zmienną z, któremu odpowiada pewne położenie Mo 
punktu przestawiającego funkcję u, i dochodząc do innego 
punktu m,, po rozmaitych krzywych k^ k^... dowolnych 
zakreślonych pomiędzy punktami m,, mv punkt M zakreśla
jąc również rozmatie krzywe K,, K, ... dochodzi zawsze do 
tego samego punktu M,; luh też zdarzyć się może, że punkt 
ten dochodzi do różnych punktów M,, M, ... stosownie do 
drogi przebieganej przez m. Pierwszy przypadek może 
mieć miejsce dla wszelkich dróg punktu m zawartych 
w danym zakresie np. w części płasczyzny, ograniczonej 
pewną krzywą A, a nie mieć miejsca gdy droga jaka k^ 
wychodzi z tego zakresu:

Funkcja bedzie jednowarteściowa w danym zakresie, jeżeli 
funkcja ta przybierać będzie zawsze tę samą wartość dla tej 
samej wartości zmiennej niezależnej, jakimkolwiek kierun
kiem lub jakąkolwiek drogą zawartą w danym zakresie, zmienna 
zbliżać się będzie do wartości szczególnej uważanej.

Czyli innemi słowy:
Jeżeli punkt przedstawiający zmienne niezależną, zakreśla 

na płasczyznie jakąkolwiek krzywe zamkniętą, zawartą w zakre
sie danym, a punkt przedstawiający funkcję tej zmiennej za
kreśla zawsze krzywe odpowiednią również zamkniętą, funkcja 
jest jednowartościową w tym zakresie: jeżeli ta ostatnia krzywa 
może nie być zamkniętą, funkcja nie jest jednowartościową.

335. Jeżeli funkcję zmiennej urójonćj przedstawimy dru
gim sposobem [326] za pomocą dwóch powierzchni, funkcja 
będzie jednowartościowąjeżeli rzędna prostopadła do płas
czyzny xQy w punkcie m przecina zawsze obie powierzch
nie każdą w jednym punkcie, lub nawet każdą w kilku 
punktach położonych na osobnych powłokach powierzchni, 
nie mających punktów wspólnych w zakresie danym.

336. Niech będzie naprzykład funkcja u zmiennćj uro-
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jonej z, dana przez równanie

u^ — z
czyli

=z= (x+yi)9

4
Ponieważ wykładnik ułamkowy - zawiera dwa znaki, kaź- 

dej wartości z odpowiadają dwie wartości u

u^Ą-yJz, u^ = — \[ż

które stają się równemi dla z =0. Jeżeli damy wartość 
początkową funkcji u

«,==+1%

odpowiadającą wartości z0 zmiennej urojonej, stawiamy 
się w pierwszej z tych wartości, a zmieniając z w spo
sób ciągły nie możemy przejść w wartość drugą, chyba 
przechodząc przez wartość z=0: jeżeli więc wyłączymy 
tę ostatnią wartość, uczynimy funkcję jedno wartościową.

Aby uczynić to widocznem geometrycznie, załóżmy [82]:

(1) z = p [dos (w — 2nx) — i wst (w — 2nx)]

gdzie c przypuszczamy mniejszem od 27, n oznacza licz
by całkowitą, która nie wpływa na wartość z.

Otrzymamy podstawiając, dwie wartości różne u [82]:
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niepisząc w argumencie tych wyrażeń wielokrotności An 
nie wpływających na wartości u.

Każdemu punktowi m, (fig. 77) przedstawiającemu war
tość (i) zmiennej urojonej, odpowiadają więc dwa punkta 
M,, M przedstawiające (2) i (3), w równych odległościach 
od początku, bo moduł jest ten sam Vo, lecz po stronach 
wprost przeciwnych tego początku, bo argumenty różnią 
się o T.

Weźmy za wartość początkową odpowiadającą war
tości z

% = Po (dos o, + i wst 0)

przedstawionej przez m,, wartość u, przedstawianą przez M.

"o = VPo (dos 9 iwstg

z wartości (2), i zmieniajmy z w sposób ciągły począwszy 
od tćj wartości, to jest zakreślajmy przez punkt m krzywę 
ciągłą. Jakiekolwiek weźmiemy 0, jeżeli o nic stanic się 
większem od 2x, funkcja u zmieniając się w sposób cią
gły nie może przybrać wartości (3), która powstać tylko 
może z argumentu z równego 2n — o: każdej warto
ści : odpowiadać może jedna tylko wartość u z rodza
ju (2); jeżeli więc m zakreśla jakąkolwiek krzywą zam
kniętą k, ruchem ciągłym tak, że w nie staje się podczas 
tego ruchu większem od 2x, punkt M zakreślać musi krzy
wą zamkniętą K, bo gdy m powróci do mo, M musi po
wrócić do M. Lecz jeżeli punkt m zakreśla krzywę k ru
chem ciągłym wychodząc z m,, argument z staje się 

• + 2, argument u jest więc 0 — T, wartość funkcji u 

staje się (3), punkt M. zakreśla ruchem ciągłym krzywę K 
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i staje w M, gdy m powraca do mw zaś krzywa K' nie jest 
zamkniętą, funkcja nic jest jednowartościową; jednemu i 
temu samemu położeniu punktu m, może odpowiadać do
wolnie położenie M. lub M, stosownie do tego czy punkt 
m wyszedłszy z m. zakreślił ruchem ciągłym krzywą k 
lub k, lub nawet czy zakreślił krzywę k parzystą lub nie
parzystą liczbę razy. Chcąc więc uczynić funkcję daną je- 
dnowartościową, musiemy ograniczyć zmienność zmiennej 
urojonej u, zakładając naprzykład że argument tćj zmien
nej może się zmieniać tylko od 0 do 2n (z wyłączeniem 
2x) lub od — - do — (z wyłączeniem — x), lub po prostu 
w zakresie pewnej krzywej C jakiejkolwiek, lecz nie obej- 
mującćj początku O (lig. 77).

337. Jeżeli zmienna urojona z staje się w szczególnym 
przypadku rzeczywistą x, to jest jeżeli punkt m nie wy
chodzi z osi XX 1 funkcja

1 
u — x*

może mieć dwie wartości

u, — —Vx , u, = — V x 
43
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dla każdej wartości x; każdej wartości dodatnój x przed
stawionej przez punkt n, (On = x) odpowiadają dwie 
wartości funkji u rzeczywiste, przedstawione przez N i N,, 
(ON =+vx, ON,= — Vx); każdej wartości odjemnćj x 
przedstawionej przez n, (On = — x\ odpowiadają dwie 
wartości urojone funkcji u, przedstawione przez N i N‘, 
(ON‘ = + i Vz, ON' = — i Vx) .

Jeżeli x zmienia się w sposób ciągły, u zmienia się w 
sposób ciągły i nie może przejść naprzykład z N do N,, lub 
z N‘ do N, nie przechodząc przez O; jeżeli więc zastrze
żemy że x nie może przejść przez wartość 0, to jest że 
punkt n może posuwać się tylko po części OX, lub tylko 
po części OXn uczynimy funkcję jednowartościową.

Określenie funkcyj zasadniczych zmiennych 

urójony ch.

338. Wszelka funkcja wyraźna pewnćj zmiennćj, jest 
wyrażeniem pewnych określonych działań, jakie możemy 
dokonać na tćj zmiennćj. Działania złożone, zwykle rozłożyć 
można na następstwo działań prostszych: najprostsze z tych 
działań wyrażają funkcje, które nazwaliśmy zasadniczemi, 
jak:

a — a — x. ax, — 3cmx
ax, 1(x), wst x, dos x, łukwst x, łuk dos x, ...

Zobaczmy teraz, co rozumieć należy pod temi wyraże
niami, gdy zamiast zmiennćj rzeczywistej x, podstawimy 
w nie zmiennę urojoną :



FUNKCJE ZMIENNYCH UROJONYCH. 675

339. Funkcje algebraiczne. Podaliśmy poprzednio 
[Roz. III] sposób w jaki dokonywają się działania algebra
iczne: dodawanie, odejmowanie, mnożenie, dzielenie, po
dnoszenie do potęg rzeczywistych na ilościach urojonych; 
przez to samo określiliśmy funkcje algebraiczne

a—z, a — z, az, “, zm 
Z

zmiennej urojonej z, gdzie a oznacza ilość jakąkolwiek, 
m na teraz jeszcze ilość rzeczywistą. Funkcje te, z wyjąt
kiem zm w razie m ułamkowego, są funkcjami jednowar- 
tościowemi dla wszelkich wartości zmiennej z : bo każdej 
wartości z, odpowiadać może jedna tylko wartość funkcji. 
Dla tej samej przyczyny wielomian algebraiczny wymierny

Az" + B2" + CzP + ... + F
•

(gdzie m, n. Pi ■■ ■ są całkowitemi rzeczywistemi) jest 
funkcją jednowartościową zmiennej z, jak również iloraz 
dwóch takich wielomianów

Az" + B2" + CzP + .. . + F 
A‘z + B'zn' + Gzp’ + ... + F

W ogólności, wszelka funkcja wyraźna zmiennej urojonej 
dana pod postacią

u=ę(x, y)+1(x, y}i

będzie jednowartościową, jeżeli funkcje © (x, y), • (x, y) są 
funkcjami jednowartościowemi, naprzykład wielomianami 
całkowitemi.

340. Go się tyczy funkcji zm w przypadku m ułamko
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wego, lub niewymiernego lecz rzeczywistego, wzór Moivrc’a 
[79] daje nam, zakładając

z = p (dos o + i wst o)

lub ogólniej, nazywając przez k liczbę całkowitą [82], 
przez o łuk mniejszy od An :

z = p [(dos o — 2kr) — i wst (o — 2/m)] 
funkcję

z™ = p™ [dos m (w + 2kr) — i wst m (o + 2k=)]

= o™ (dos mo — i wst m^ (dos ‘żmkn — i wst ^aik^}

co możemy jeszcze napisać, zważywszy żc

1 = dos 2kT — i wst 2kT
(ł)m = (dos 2kn — i wst ^kT:}m = dos 2mkr — i wst 2mkn

w następujący sposób

z™ = p™ (dos mo — i wst mo) (l)m

Ponieważ m nie jest całkowitem, potęga mta jedności 
może mieć tyle wartości, ile jest jedności w mianowniku 

I, ilości m=^{p i q oznaczają całkowite, pierwsze po

między sobą, przyczem możemy przypuszczać q zawsze 
dodatnem); jakoż

(1)"==(1)‘=Vl‘= V 1

zaś VI ma q wartości różnych [82]. Wyrażenie więc

z"=p" (dos mo — i wst mM) (1)”
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w którem p™ może mieć tylko jedną wartość [77], dla danej 
wartości p, zaś o zmienia się tylko z założenia od 0 do 2n 
(wyłączając ^t:}, lub od — x do — T, (wyłączając — T) może 
mieć jednak q wartości różnych dla danej wartości z, t. j. 
dla danego p i o. Jeżeli m niewymierne [93], wyrażenie 
(1)”* może mieć nieskończoną liczbę wartości różnych. 
Funkcja więc zm może być wielo wartościową; aby ją 
uczynić jednowartościową, trzeba ograniczyć zmienność z, 
biorąc pod uwagę jedną tylko wartość wyrażenia (1)"‘, 
naprzykład (!)»»= 1, to jest zakładając k=0, lub za
strzegając że argument zmiennej z, może się zmieniać 
tylko od 0 do Ax, lub od — T do — T, (z wyłączeniem 
jednśj z tych granicznych wartości, jak —m). Pod tem 
zastrzeżeniem, każdej wartości z, to jest każdej war
tości p i oj, odpowiadać może jedna tylko wartość funk
cji z™ : funkcja ta będzie więc jednowartościową w powyż
szym zakresie zmienności zmiennej niezależnej. Geome
trycznie, wychodzi to na zastrzeżenie, że krzywe zakreślone 
przez punkt przedstawiający zmienne z, nie mają przecinać 
osi OX po stronie dodatnej, (jeżeli zmieniamy o od 0 
do 2x), lub po stronie odjemnej, (jeżeli zmieniamy w od—z 
do — m).

Wielomian algebraiczny

Az" +B:"+Cz+...+F

gdzie m, n, p .. wyrażają stałe rzeczywiste jakiekolwiek, 
będzie także funkcją jednowartościową, jeżeli zmieniać bę
dziemy z w powyżej określonym zakresie, a to jako funkcja 
ednowartościowa funkcyj jednowartościowych.

341. Zastrzeżenia powyższe zmieniania z w zakresie 
określonym przez zmienność argumentu pomiędzy 0 i An, 
lub —T i —(z wyłączeniem jednej z tych granicznych 
wartości), jest jakeśmy widzieli warunkiem dostatecznym 
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żeby funkcja była jednowartościową : warunek ten nie jest 
jednak koniecznym,

Niech będzie w ogólności funkcja określona przez równa
nie algebraiczne

/(u, :)=0

stopnia mgo. Każdej wartości zmiennćj niezależnej z od
powiada w ogóle m wartości funkcji w, niech będzie u,, 
u^...um. Dla szczególnych wartości zmiennśj z, wartości 
w ogóle różne funkcji u mogą stać się w szczególności 
równemi. Załóżmy że zmieniamy z tak, iż u jest i pozo- 
staje funkcję ciągłą z : jeżeli wartości początkowe u i z 
wskazują nam którą z różnych układów u bierzemy 
pod uwagę, niech będzie u, zmieniając z w sposób 
ciągły, funkcja u nie może przejść z wartości ux do 
wartości innego układu Uh, mających z poprzedniemi 
różnicę skończoną, chyba dla wartości szczególnych z, 
dla których wartości tych dwóch układów stają się równe
mi. Jeżeli więc, dawszy wartości początkowe 3,, u,, to 
jest postawiwszy się w jednym z pierwiastków równania 
f[u, z)==0, zmieniamy z w zakresie takim, że pierwiastek 
ten nie może stać się równym innemu pierwiastkowi, jeżeli 
nadto w tym zakreślę u jest funkcją ciągłą z, funkcja ta 
będzie jednowartościową.

Geometrycznie, pierwiastki równe równania f{u, z) = 0, 
odpowiadać będą wartościom z przedstawionym na płas- 
czyznie przez punkta, które nie powinny znajdować się 
w zakresie zmienności z, jeżeli funkcja ma być jednowar- 
-ościową : punkta te, podobne punktowi O w przykła
dzie [336] wyżćj uważanym, nazwanemi zostały punktami 
krytycznemi. Będziemy mieli sposobność w dalszym ciągu 
powrócić do tego sposobu uważania, za pomocą którego 
nielcdwie z każdej funkcji można zrobić funkcję jednowar
tościową, ograniczając jej zmienność do pewnego zakresu.
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Nieeh będzie naprzykład funkcja dana przez równanie 
drugiego stopnia

u3+2mu+ n=0

gdzie m i n, są funkcjami zmiennśj niezależnej z, przy
puśćmy ciągłemi, skończonemi, jednowartościowemi; każ- 
dćj wartości z odpowiadają dwie wartości u

u, == — m — y m2 — n , u2 — — m — V m2 — n

różniące się dla jednego i tego samego z, o ilość

2 V m2 — n

Jeżeli damy wartość początkową

*,=== m+vm,‘—n,

odpowiadającą wartości z, zmiennćj niezależnej, i jeżeli 
zacząwszy od tćj wartości zmieniamy z w sposób ciągły, 
u pozostanie ciągle w wartościach pierwszych U,, nie mo
gąc przybierać wartości drugich u^ różniących się o war
tość skończoną 2 Vm2—n od drugich, bo u zmienia się 
w sposób ciągły : byleby różnica ta w zakresie zmienności 
z nic mogła stać się zerem, to jest, byleby z nie mogło 
przybierać wartości dla którychby m2 ==n. Wartości te z 
dane przez równanie m^ = n, odpowiadają punktom kry
tycznym.

342. Funkcje określone przez szeregi postępu- 
jętce podług potęg całkowitych zwiększających się 
zmiennej niezależnej. Widzieliśmy [339] że funkcja

u — q0 + a, z — a, zł — . .. + an zn 
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gdzie a,, a,, ... -an są śpółczynnikami stałemi jakiemikol- 
wiek, z zmienną urojoną, n liczbą skończoną całkowitą 
dodatną,jest funkcją jednowartościową zmiennej urojonej z. 
Funkcja ta jest nadto funkcją ciągłą zmiennej z, bo jeżeli

z = p (dos w — i wst w) 
to

zn = p" (dos no — i wst no)

a że p", dos no, wst no, są funkcjami ciągłemi zmiennych 
p i w, więc zn jest także funkcją ciągłą zmiennej z; a za- 
tćm i funkcja u, jako summa wyrażeń, takich jak anzn, jest 
funkcją ciągłą zmiennej niezależnej z.

Nazywać będziemy wartością nieskończenie wielką, nie
skończenie małą zmiennej urojonej, wartość dla której mo
duł tej zmiennej staje się nieskończenie wielkim, lub nie
skończenie małym. Funkcja u będzie funkcją skończoną 
zmiennej z, to jest nie stanie się zerem, ani nieskończenie 
wielką dla żadnej wartości skończonej z : bo jeżeli p jest 
skończonem, p" nie może być zerem, ani ilością nieskoń
czenie wielką, przypuszczając zawsze n skończonem.

Zobaczmy teraz co się stanie z funkcją u, jeżeli przy
puścimy że n zwiększa się nieograniczenie.

343. TWIERDZENIE i. Szereg postępujący podług potęg 
całkowitych zwiększających się zmiennej urojonej^ jest szere
giem zbieżnym dla wszelkich wartości zmiennej, mających mo
duł mniejszy od pewnego modułu tejże zmiennej, dla którego 
moduły wyrazów szeregu nie zwiększają się nieograniczenie.

Niech będzie szereg

(1) a + a, + a,32 + • • •

postępujący podług potęg zwiększających się imiennej uro-
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jonej z. Nazwijmy a, «,, a, ... moduły spółczynników 
stałych a,, a,, a, ... Niech będzie r, wartość modułu Q 
zmiennej z taka, że ilości

(2) «o, q,7, 0272 . . .

nie zwiększają się nieograniczenie : powiadam, że dla wszel
kiego modułu p zmiennej z, mniejszego od r, szereg (i) 
jest szeregiem zbieżnym.

W rzeczy samej, szereg rzeczywisty

1+844+..

jest szeregiem zbieżnym, jako postęp ilorazowy, którego 

wykładnik 2 jest mniejszym od jedności [97]. Pomnożyw- 
7

szy wyrazy tego szeregu odpowiednio przez ilości (2) nic 
zwiększające się nieograniczenie, otrzymamy [101] nowy 
szereg zbieżny

(3) Co + a1P + c,P? + ... 

który jest szeregiem modułów szeregu (i). Szereg więc (i), 
jest także szeregiem zbieżnym [104|, c. b. d. d.

344. UWAGA i. Szereg (1) jest więc szeregiem zbieżnym 
co do modułów. Twierdzenia udowodnione w Rozdziale V, 
[104- 109] dla tego rodzaju szeregów stosują się więc do 
szeregu (1).

345. U WAGA I. Niech będzie R największy z modułów 
zmiennej urojonej z, dla których wyrazy szeregu (1) nie 
zwiększają się nieograniczenie. Przedstawiając zmienne 
urojoną geometrycznie [324], zakreślmy promieniem R 
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z początku O okrąg koła (fig. 78). Na mocy poprzedzające

go twierdzenia, szereg (1) będzie zbieżnym dla wszelkich 
wartości z, przedstawionych przez punkta zawarte wewnątrz 
okręgu koła zakreślonego promieniem R : koło to nazywać 
będziemy kołem zbieżności tego szeregu.

Na zewnętrz koła zbieżności, szereg jest zawsze rozbież
nym co do modułów: bo nadawszy zmiennej z moduł 
większy od R, moduły wyrazów szeregu z założenia zwięk
szają się nieograniczenie. Dla wartości zmiennej, przedsta
wionych przez punkta znajdujące się na samym okręgu koła, 
szereg może być zbieżnym dla niektórych punktów, roz
bieżnym lub nieoznaczonym, dla innych.

Weźmy pod uwagę wartości zwiększające się modułów 
zmiennej,dla których moduły wyrazów szeregu (1) mają war
tości skończone : jeżeli wartości r mogą zwiększać się do 
nieskończoności, szereg jest zbieżnym na całej przestrzeni 
zmienności z : lecz jeżeli w powyższćm założeniu wartości 
te r zdążają do granicy oznaczonej R, szereg jest zbież
nym tylko wewnątrz koła zbieżności.

Tak naprzykład szereg

1+1+1+12+...
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jest zbieżnym dla wszelkich wartości z : bo szereg mo
dułów

141 1.2 1.2.3,

jest zbieżnym 1102 (I)] dla wszelkiej wartości p. Promień 
koła zbieżności jest tu nieskończenie wielkim.

Szereg

1-273

jest zbieżnym wewnątrz koła, którego promień jest równy 1 
bodła R=1, moduły wyrazów

nie zwiększają się nieograniczenie, a dla R> 1, moduły 
te zwiększają się do nieskończoności [102 II]. Na okręgu 
koła zbieżności, szereg jest rozbieżnym dla argumentu zero, 
lub 2nm : bo szereg staje się wtedy

1+1+5+4+...

i jest rozbieżnym [100 Uw].
Lecz dla wszelkiego innego argumentu, szereg jest zbież

nym, nawet na okręgu koła zbieżności, to jest nawet dla 
modułu równego 1 : bo dwa szeregi rzeczywiste, składające 
szereg urojony [103], przedstawiają się wtedy zakładając 
z == p (dos o — i wst w), pod postacią

, . dos o , dos 26 , dos3w , 
1+4+2 f 

wst to | wst 2 o | wst 3 to 1
Ar 1 2 1 3 T ■ ■' 
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gdzie liczniki, jako dostawy i wstawy wielokrotności argu
mentu różnego od zora lub 2nx, są mniejszemi od jednści, 
a więc szeregi są zbieżnymi [102 II]. Nawet dla argumentu 
równego T, lub (2n — 1) T, szereg

1+1—1+}-4+-
jest zbieżnym [100 Uw.].

346. Twierdzenie n. Szereg postępujący podług potęg 
całkoioitych zwiększających się zmiennej urojonej, jest funkcją 
ciągłą, jednowartościową tej zmiennej, w zakresie zbieżności 
{weicnątrz koła zbieżności).

Oznaczmy summę tego’szeregu przez

(1) f^) =4+ a\z + a,32 + azzi + • • .

i załóżmy że szereg jest zbieżnym dla wszelkiego modułu z 
mniejszego od R, to jest wewnątrz koła zbieżności zakre
ślonego promieniem R. Nażwijmy P (z) summę n pierw
szych wyrazów tego szeregu, 1 (z) summę wyrazów pozo
stałych, czyli resztę szeregu :

/ (z) = , (z) + y (z)
/

Z początku O jako środka (fig 78), zakreślmy promieniem 
R' cokolwiek mniejszym od R okrąg, koła, (nic chcemy 
bowiem postawić się na okręgu, gdzie nie wiemy czy szereg 
jest zbieżnym). Możemy wziąść n dość wielkiem, żeby mo
duł reszty V(z), był mniejszym od danej ilości € tak małej jak 
się podoba, wewnątrz koła zakreślonego promieniem R'.

W rzeczy samej, dla modułu zmiennej R' i n dość wiel
kiego, szereg modułów reszty

«,R"+M_R*+... 
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może być mniejszym od s, ponieważ szereg modułów

« + a,R + e,R 2+...

jest z założenia [344] zbieżnym; tembardziej więc dla 
PAR’ będziemy mieli

c,p" + oue""1 + • • • <e 
a więc [80]

mod V (z) < €

Nadajmy teraz zmiennej urojonej z dwie wartości, z i z 
nieskończenie zbliżone wewnątrz koła IV : różnica dwóch 
wartości odpowiednich funkcji

ZW =,()+*(), f() = 9 (=) +1 (O 
będzie równa

F() -f(=) = ? (ó -,©)+* M - * W

Funkcja P(z) jest wielomianem całkowitym zmiennej 
urojonej z: jako taka jest ciągłą; moduł różnicy q (2) 
i P (z) może być mniejszym od s, jeżeli moduł z różni 
się od modułu z o ilość dostatecznie małą; summa 
modułów 1(2) i 1 (z), jest na zasadzie poprzedzającego 
mniejszą od 2s: a że moduł summy nie może być więk
szym od summy modułów [80], moduł f(=) — f^z} nic 
może być większym od 3s, może więc być dowolnie 
małym 7, bo s jest dowolnie małą ilością, można więc 
wziąść 3 =". Ponieważ różnica f(z)—f{z) ma moduł 
nieskończenie mały, jeżeli z ma moduł nieskończenie mało 
różny od modułu z, funkcja f(z) jest ciągłą dla wszelkich 
wartości z w zakresie zbieżności szeregu (1) [329].

Funkcja ta jest widocznie jednowartościową, bo każdej
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wartości z może odpowiadać jedyna tylko wartość funk
cji /(z) [332].

347. Funkcja wykładnicza. Oznaczny przez P (z) 
granicę summy szeregu zbieżnego [345] dla jakiejkolwiek 
wartości z :

i nadajmy zmiennćj urojonej z dwie wartości jakiekolwiek 
Z,, Z, : otrzymamy dwa szeregi zbieżne

•) t)=+1+3+12+

- n—1

T 1.2 ... (n —

, 7 2 7 3
(3) E)=+i+i+i2s+.

- n—1

T 1.2 ... (n — 1) "

Mnożąc przez siebie dwa te szeregi zbieżne co do modu
łów, otrzymamy na zasadzie twierdzenia Cauch’ego [109] 
szereg zbieżny, którego wyrazem ogólnym będzie

i którego summa zdążać będzie do granicy równej iloczy
nowi

« (z,) X P (z,)
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Lecz wyrażenie (4) jest rozwinięciem wyrażenia

(:, + =,)—
1.2. .. (n— 1)

Na zasadzie więc twierdzenia Gauch’ego mamy

,©)x©=1+*#5+52+..

• *=+i+n+ n23-

Z tego określenia wyprowadzamy własność (6) zasadniczy 
tego rodzaju funkcyi

(7) e”i X e%2 = e-1—-32

nie przywiązując już do wykładnika urojonego żadnego po-

1 1.2... (n — ■

wyrażenie otrzymane podstawiając w (2) 2,43, zamiast z; 
czyli
(5) P(2,) X?(,) ==?(,+%,)

Gdyby z stało się rzeczywistem, dowiedliśmy, że wła
sność (5) określa funkcję wykładniczą [35]; wiemy nadto 
że w razie gdy z staje się rzeczywistem x, funkcja © (z), 
staje się [264]

•66)=*=+*+12+122*
Możemy więc uogólnić określenie funkcji wykładniczej, 

i powiedzieć że :
Funkcja icykładnicza, nazyrcamy granice summy szeregu 

zbieżnego (1) , i oznaczamy ja przez znak
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jęcia wielokrotności, lub iloczynu czynników równych 
i t. p. , które w tym razie nie miałoby żadnego znaczenia, 
a uważając jedynie znak e* jako oznaczający summę szeregu 
zbieżnegu określonego jak powyżej. Zauważyć tylko należy, 
że gdy wykładnik z staje się rzeczywistym, wykładnik ten 
przybiera znaczenie zwykłe, a zatćm nie ma sprzeczności 
w dwóch napozór różnych określeniach jakieśmy.dali funk
cji wykładniczej : jednem dla wykładnika rzeczywistego, 
drugiem dla wykładnika urojonego. Związek (7) pokazuje 
nadto, że z wykładnikiem urojonym, możemy postępować 
podobnie jak z wykładnikiem rzeczywistym, dodając go 
w razie mnożenia dwóch funkcyj różniących się wykładni
kami, i t. p.; działania algebraiczne na wykładnikach, wy
prowadzają się jak wiemy z łatwością ze związku (7).

348. Aby dać określenie funkcji wykładniczej ogólnićj- 
szej

A-

gdzie A oznaczać będzie jeszcze jakąkolwiek ilość rzeczy
wistą dodatną, załóżmy

A =ed czyli a=l. A

i podstawmy we wzorze (6) za z wyrażenie az, otrzymamy

_ , . az , a^z1 , a3z3 , (8) **=11+1.2+12.3* 

szereg zbieżny podobny (6), określający funkcję A*. Funk
cja A* podobnie jak es, jest więc jednowartościową, cią
głą i skończoną dla wszelkiej wartości skończonej z.

349. Funkcje trygonometryczne. Niech redą szę- 
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regi
52 —• 26

11.2 1.2.3.4-1.2.3.4,5.60: ’

1 1.2.31.2. 3.4. 5

zbieżne co do modułów [102 IV] dla jakiejkolwiek wartości 
zmiennśj urojonej z. Gdy z staje się rzeczywistym x, gra- 
nicą summy pierwszego z tych szeregów jest dostawa, gra
nicą drugiego wstawa zmiennej rzeczywistej x. Uogólniając 
ten wypadek, nazywać będziemy dostawa z granicę summy 
pierwszego z tych szeregów, wstawa z, granicę summy dru
giego, dla jakiejkolwiek wartości zmiennćj z, rzeczywistej 
lub urojonej: określeniem dostawy i wstawy, będzie więc

22 . z* z^
(1) . dos 3 — 1 — — + 1.2.3.4 — 1.2.3.4.5.6 + • ’ ‘

Funkcje te są jednowartościowcmi, ciągłcmi, skończone- 
mi dla wszelkich wartości zmiennej niezależnej z. Inne 
funkcje trygonometryczne określimy po prostu przez ró
wnania

, „ wst z , , dos zSt % —= --------- 9 dot % —= ■—------ 
dos z wst z

sic z = ----- , dosle z —------
dos z wst z

Aby jednak te określenia nie były w sprzeczności z okre
śleniami dancmi poprzednio dla wartości rzeczywistych 
zmiennćj z, udowodnić należy, że działaniom danym na tych 
ostatnich funkcjach wc wzorach trygonometrji, odpowia-

4 i
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dają działania podobne dla wartości urojonych zmiennćj z. 
Lecz naprzód udowodnimy nadzwyczaj ważnych związków 
zachodzących pomiędzy temi funkcjami, a funkcją wykła
dniczą.

350. Podstawmy we wzorze określającym e- dla z rze
czywistego lub urojonego :

T 1 T1.2T 1.2.3T*

za zmiennę jakąkolwiek z, wartości zi i — zi, (gdzie i jest 
określonćm zawsze przez związek i=V— 1), otrzymamy 
przestawiając wyrazy na zasadzie znanego twierdzenia [106].

a podstawiając w te wartości, wartości (1) i (2)

(4)
e*i == dos z — i wst z • 
e—zi == dos z — i wst z 

wyrażenia, w których z oznacza ilość jakąkolwiek rzeczy
wistą lub urojoną. Rozwiązując równania (4) co do wst z, 
dos z, otrzymamy

. ezi — e—s dos z — ——----  
2 

p^i-----p—zi 
wst z = —   i 

2 
zważywszy że

ezi— e~ zi esi — e—si.
--------- -— — —----------------- ?

2i 2
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mnożąc licznik i mianownik przez i i podstawiając i~ = —1.

Dzieląc drugie równanie (5), przez pierwsze, mamy

W szczególnym przypadku, oznaczając przez k liczbę 
całkowitą, otrzymamy podstawiając w (4) z = 2kr, 
z = (^k + 1) - :

e*kT==1, e?*i= -

Widzimy ztąd, że funkcje trygonometrzyczne określone 
jak powyżej dla zmiennej jakiejkolwiek, sprowadzają się 
w bardzo prosty sposób do funkcji wykładniczej na zasa
dzie (5). Odwrotnie, funkcje wykładnicze mogą być spro- 
wadzonemi z łatwością do funkcyj trygonometrycznych na 
mocy (4). Nie ma więc w istocie rzeczy powodu rozróżnia
nia dwóch tych rodzai funkcyj : stanowią one właściwie 
jednę tylko przestępną, naprzykład funkcję wykładniczą, 
która może być uważaną jako wielomian całkowity algebra
iczny, nieskończonego stopnia. Zachowamy znakowania tych 
funkcyj jedynie dla uproszczenia wzorów : własności jednćj 
z powyższych funkcyj dadzą nam własności pozostałych.

351. Tak naprzykład, podstawiając we wzorze otrzyma
nym poprzednio [347]

ezi X e%2 == e=a%2

naprzód zti za zv z^i za z^ następnie —z^i za z^ 
—z^i za z,, otrzymamy

e=i X ezi = e(z,52)i, e-zi X e-zi = e-(zrzz)i
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czyli, zważywszy na (4)

cios (3, — z,) — i wst (z, — z,)
= (dos Z, — i wst 3,) (dos Z, + i wst z,) 

dos (3, + z,) — i wst (2, — z^
= (dos Z, — i wst 3,) (dos z, — i wst z^)

Rozwiązując te dwa równania co do dos (z, — z^ i 
wst (3, + z^y otrzymamy

( dos (z, — z,) = dos zt dos z, — wst zt wst z2 
(7) 3

( wst (3, — z^ = wst71 dos z2 — dos Z, wst z^

wzory zasadnicze trygonometrji, z których z łatwością wy
prowadzić można wszystkie inne. Wzory te mają miejsce 
dla z urojonego : co nam pokazuje, że przekształcenia uży
wane w trygonometrji stosują się, gdy weźmiemy zmienne 
urojone, zamiast zmiennych rzeczywistych.

352. Wszelkie wyrażenie urojone, które jakeśmy udo
wodnili [77] może być przedstawionem pod kształtem

z — p (dos w — i wst o)

gdzie P oznacza moduł, o argument, może być również 
przedstawionem, podstawiając

dos 6 — i wst o = e"i

na zasadzie (4), pod postacią

(8) \z = ^ł

Wzór Moivre‘a [79] da nam

(9) zm = zm ^ i t.
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353. Każda z funkcyj e*, wst z, dosz, ... uważanych po
przednio, może być na mocy poprzedzających wzorów, 
sprowadzony z łatwością do zwykłego kształtu wyrażeń 
urojonych

x+Yi

gdzie X i Y oznaczają funkcje zmiennych rzeczywistych x 
i y, składających zmiennę urojony

z == x + yi

W samej rzeczy, mamy naprzód [350]

(10) e* = ex+vi = erezi = e- (dos y — i wst y}

a zatem dla funkcji wykładniczej X = ex dos y, Y = e* wsty. 
Mamy również

dos z = d os (x — yi) = dos x dos yi — wst x wst yi 
wst z = wst (x — yi} = wst x dos yi + dos x wst yi

a więc na zasadzie wzorów (5), w których podstawimy yi 
za z:

(H)

dos(c+yi)=dosz “5 — wst x “a i 

wst (+ yi}= wsta e‘+e ‘ + dosz e—e z i
2 2

• wyrażenia pod postaciy żydany X + Xi. 
Otrzymamy w podobny sposób stycznę

st (x -i) = wst (x—yi) _ 2 wst (a:+yi) dos(x—yi) 
dos (x + yi) 2 cios (x + yi) dos (x — yi) 
wst 2x + wst (^yi) 
dos 2x + dos i^yi)
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a na zasdzie (5), w których podstawimy 2yi za z:

, 223 — 0—2y .wst 2x —----- ----- 2
(12) st (x + yi) =------------ 437 41e—2

dos 2x — —I---- i

W szczególnym przypadku r=0, wzory (11) dają nam

. ex — e-x dos m — —!-----• C)

ox — J wst yi = — -----i

a dzieląc drugi z tych wzorów przez pierwszy

es — e~ y(14) st yi — —:------ ?• e‘—e-7

Zauważymy z pierwszego z równań (13), że dostawa wy
rażenia urojonego bez części rzeczywistej, jest rzeczywistą.

354. Funkcje odwrotne. Funkcje przestępne zmien- 
nśj urojonej uważane powyżej, określiliśmy jako granice 
summ szeregów zbieżnych. Pozostałe przestępne

1. z, łuk wst z, łuk dos z ...

określić możemy jako funkcje odwrotne poprzedzających.

355. Logarytm. Logarytmem naturalnym zmiennćj 
urojonej

z — x — yi

nazywać będziemy wszelkie wyrażenie u — vi, dane przez
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równanie
(1) e"+=x+yi 

zakładając x, y, u i v rzeczywistemi; piszemy więc

(2) 1 (x — yi} — u-\-vi
W ogólności, jeżeli

e^ — z
to

w =l.z

bez względu na to, czy z i w są urojonemi lub rzeczywi
stemi.

Wiemy [352] że zmienna urojona z, może być przed
stawioną pod postacią

z = p (dos o — i wst o) = pe"i

Równanie więc (1) stanie się na zasadzie [350 (4)]

eu (dos v — z wst v) = p (dos o — i wst w)

a że wyrażenia urojone równe, muszą mieć moduły równe, 
więc

tw = p czyli u ==l. p 

argumenty zaś różniące się o wielokrotność całkowitą Ax, 
a zatem

[v = o — 2km

oznaczając przez k ilość całkowitą. Podstawiając w (2), 
otrzymamy
(3) 1. z—L 0+(o+2km)i
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Ilość urojona z, ma więc nieskończoną ilość logarytmów, 
które otrzymamy nadając na k wszelkie możebne liczby 
całkowite. Zakładając jako najprostszy przypadek k = 0, 
otrzymamy, oznaczając tę wartość szczególną przez L.z

L. z == L. P — oi

jeden z logarytmów ilości z, któren Gauchy nazwał war
tością główną logarytmu z. Logarytm zmiennej z nie może 
być rzeczywistym, chyba jeżeli o= 0 w powyższem wyra
żeniu, to jest, jeżeli zmienna stanie się rzeczywistą doda- 
tną [77]. Tylko ilości rzeczywiste dodatne^ mogą mieć loga- 
rytmy rzeczywiste.

Lecz ilość nawet rzeczywista dodatna, ma oprócz loga
rytmu rzeczywistego, nieskończoną liczbę logarytmów uro
jonych, które otrzymamy dodając do logarytmu rzeczywi
stego 2kmi: bodła w = 0 z (3), podstawiając za z, rze- 
czywistą dodatną x = p :

I. x = L. x — ^k-ni

Wartości logarytmów ilości rzeczywistych dodatnych, 
używane zwykle w rachunku, są tylko wartościami główne- 
mi tych logarytmów.

Zmienna urojona z stanie się rzeczywistą odjemną [77] 
dla o = 7, lub o = {^k — 1) z : mamy wtedy wartość 
główną logarytmu :

L.(—y)=Ly+ri

lub wartość jakąkolwek

1(- y)=ly+(2+1)=i

Ilości rzeczywiste odjemne mają więc logarytmy urojone,
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które otrzymujemy dodajac do logarytmu roartości ich bez 
względu na znak, nieparzysta liczbę ri.

Gdy moduł równa się jedności, L. 1 = 0,

L. z — Mi

dla z = — 1 = dos - + i wst T, otrzymamy

L (— 1) = -ni, a ztąd - = -T 4)
wartości, które oznaczają tylko wypadki wynikające z okre
ślenia logarytmu zmiennej urojonśj.

Otrzymalibyśmy w podobny sposób, zakładając

z = i, to jest: =4, o=®

wyrażenie
T . a . . LemLi=g‘; czyli: 7=2

Z ostatniego wyrażenia otrzymamy, mnożąc licznik i 
mianownik pierwszej strony przez i, i zważając że ?‘=—4

iLi— — 7
2

a że

więc
eiLi. eLii = ii

i{ = e~ 2.

Funkcja logarytmowa, mogąc przybierać nieskończenie 
wielką liczbę wartości dla każdej wartości zmiennej nieza
leżnej, nie jest jednowartościową dla wszelkiej wartości tej 
zmiennćj : uczynimy ją jednowartościową, zastrzegając na- 
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przykład że wartość logarytmu ma być wartością główną^ 
to jest zmieniając argument od 0 do 2x, lub od — - 
do —T, (z wyłączeniem jednej z tych granicznych war
tości, naprzykład — T); lub też zmieniając zmienną z na 
płasczyznie w zakresie nie zawierającym początku, jak po
wyżej [337].

356. Funkcje kołowe. Funkcje trygonometryczne 
sprowadzają się jakeśmy widzieli do funkcji wykładniczćj : 
funkcje odwrotne trygonometryczne sprowadzićby można 
do funkcyj logarytmowych; funkcje te są wielowartościo- 
wemi w ogólności; mogą być jednowartościowemi z pe- 
wnemi zastrzeżeniami, lub zmieniając zmiennę niezależną 
w pewnym zakresie.

Funkcje więc

u = łuk wst z, u = łuk dos z, u = łuk st z ... 

uważać będziemy jako określone przez równania znanych 
własności [349]

z = wst w, z = dos u, z = stw,

357. Określenie zm dla jakiegokolwiek z im. 
Określiliśmy wyżej [347]

•=+i+m+naat.
Podstawiając za z wartość mw, gdzie w i m są jakiemi- 
kolwiek, otrzymamy

_ . । mw . m2w? ■ m^w^ .e"=1—1+12+123.

Załóżmy
E“ =%, czyli w = l. z
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otrzymamy szereg

, I ml.z , m2(1.z)2_ m3l (z)3 , 
€ — 11an—1.2 1.2.3T 

któren uważać będziemy jako określający funkcję zm : tak 
że z określenia będziemy mieli

emw = zm, lub gml.z _ el.zm = zm
zaś

, i ml.z _m a-z>*. m3l w _
—1ag-d—1.2 12.3 T*

szereg ten jest zawsze zbieżnym [345], lecz funkcja zm 
zależąca od 1 (z) będzie wielowartościową, bo logarytm 
może mieć nieskończenie wielką liczbę wartości; możemy 
ją uczynić jednowartościową pod temi samemi warunkami 
co 1 (z) [354], ograniczając go naprzykład do wartości 
głównej.

Działania z wykładnikami urojonemi, odbywają się na 
zasadzie powyższego określenia zupełnie w ten sam sposób, 
co działania z wykładnikami rzeczywistemi : tak np.

Zm Zn em^' z X enl ’ z e (m+n)1* zm + n

[zmy = en^m = enm^’z = zmn i Ł p.

Aby oddzielić część rzeczywistą wyrażenia zm od części 
urojonej, przypuszczając zawsze z i m jakiemikolwiek, 
załóżmy wartość logarytmu z [355]

1. z=pĄ-qi

gdzie p = L. p, 9=0+2kr; napisać możemy

z = eP+ii
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Podnosząc do potęgi m, otrzymamy na zasadzie poprze- 
dzającego zm- ^mp + mgi

ponieważ q zawiera nieokreśloną liczbę 2kr, funkcja zm 
jest wielowartościową, jakiekolwiek będzie m różne od 
zera. Jeżeli naprzykład m jest rzeczywistćm ułamkowem, 

równóm 5 , gdzie u i v są liczbami całkowitemi, pierw- 

szemi pomiędzy sobą to

sG=e"P+es==e®P(dosuivstun) \ V V/ 
z^ będzie mogło mieć tyle wartości różnych [340], ile 
jest jedności w mianowniku v.

Jeżeli wykładnik m jest urojonym, załóżmy

m = r (dos 0 — i wst 0) 
zaś

1. z=p+qi=s(dosn + z wst ) 
otrzymamy

zm — ers [dos (0+) + i wst (0+)]
lub

z™ = ersdos(0+n) [dos rs wst (0+)+ i wst rs dos (0 + 7)]

Widzimy z tego ostatniego wzoru, w którym r, s, 0, n 
są rzeczywistemi znanemi funkcjami m, p i q, lub m, p 
i o, lub jeszcze m, x i y, jak mając daną potęgę urojoną 
wyrażenia urojonego, można oddzielić w niej część rzeczy
wistą od urojonej, lub znaleźć jej moduł i argument.

Potęga ta zm jest wielowartościową w ogólności, bo za
wiera s i 7 zależne od q, które zależy od nieokreślo- 

,nej liczby 2H, i może mieć nieokreśloną liczbę wartości.
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Można ją uczynić jednowartościową w pewnym zakresie, 
naprzykład biorco pod uwagę tylko wartość główną loga- 
rytmu z, to jest k =0.

358. Jeżeli mamy
u = zm

gdzie z i m są jakiemikolwiek, uważać możemy m jako 
logarytm u według zasady z

m =log, u
Mamy także

, . l.u
l.s

Jako określenie logarytmu według jakiejkolwiek zasady z, 
przyjęć możemy związek

10g-"=I“XL,

a nazywając

log. u =M1. u

gdzie M będzie zamiennikiem. Jeżeli u i z są urojonemi, 
funkcja logu będzie wielowartościową, raz dla l.u który 
ma nieokreśloną liczbę wartości [355], drugi raz dla 
zamiennika, z tćj samej przyczyny. Uważając tylko wartości 
główne l.u i 1.5, funkcja stanie się jednowartościową.
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Różniczkowanie funkcyj zmiennych urojonych.

359. Określenie. Pochodnej i różniczce funkcji zmien- 
nćj urojonej damy to samo określenie, jakieśmy dali powy
żej [Roz. VII] w przypadku zmiennśj rzeczywistej.

Niech będzie zmienna urojona

z = xĄ-yi
i jśj funkcja

1=x+Yi

gdzie x i y są rzeczywistemi, od siebie w ogólności nie- 
zależnemi, X i Y rzeczywistemi funkcjami zmiennych x 
i y. Nadawszy zmiennym x i y przyrostki nieskończenie 
małe od siebie niezależne dx, dy^ otrzymamy

z — dz = x — dx — {y — dy} i
a zatćm

dz = dx — idy

Przyrostek dz określony w ten sposób, nazywać będzie
my przyrostkiem nieskończenie małym [329] zmiennej 
niezależnej z, czyli różniczką z.

Oznaczmy przez dX i dY, różniczki zupełne [209] 
funkcyj X i Y dwóch zmiennych niezależnych x i y; 
wyrażenie

du = dXĄ-idy

nazywać będziemy różniczką funkcji w, wyrażenie zaś

du dX + idY 
dz dx — idy
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pochodna funkcji u względem zmiennej niezależnej z. A 
zatem, w przypadku funkcji zmiennej urojonej, tak jak 
w przypadku zmiennej rzeczywistej :

Pochodna funkcji^ nazyicamy granicę stosunku przyrostku 
funkcji^ do przyrostku nieskończenie małego zmiennej nieza
leżnej.

Różniczka nazywamy iloczyn z pochodnej przez przyrostek 
nieskończenie mały zmiennej niezależnej.

W razie funkcji wielu zmiennych urojonych, określenie 
powyższe stosuje się także do pochodnych częściowych [208], 
a zatem wszelkie działania na tego rodzaju funkcjach, spro
wadzają się w zupełnie ten sam sposób jak dla funkcyj rze
czywistych, do funkcji jednej zmiennej niezależnej.

360. Rozwijając różniczki zupełne dXy dX [209], 
otrzymamy

, — । — CS----dy--?(— C--- dg ]
du dX—idY 0x 23.2 Vx ^y / 
dz dx-\-idy dx — idy 

a oznaczając przez a stosunek dowolny przyrostków dowol
nych dxK dy zmiennych niezależnych x i y 

dy \dx = o 
otrzymamy

ox , Y , /)X , Y\ 
(1) du ax Ox \^y ay) 

dz 1 — ia

Ponieważ a jest zupełnie dowolnem, oznaczając stosu
nek dwóch ilości dx, i dy zupełnie dowolnych (jako przy
rostków dwóch zmiennych x i y z założenia niezależnych) 
wyrażenie powyższe jest nieoznaczonem, może przybierać 
wszelką możebną wartość : dość jest dla tego nadać stoso
wną wartość dowolnej a. Pochodna więc funkcji zmiennej
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urojonej, jest więc w ogólności nieoznaczona, w czem się 
różni od pochodnej względem zmiennej rzeczywistej, która 
jakeśmy udowodnili [138], ma w ogólności jedną oznaczo- 
ną wartość.

361. Funkcje jednopochodne. Załóżmy sobie znale
zienie warunków które muszę zachodzić, aby pochodna 
4" w ogólności nieoznaczona, mogła być jedyną, oznaczoną, 

w podobny sposób jak pochodna względem zmiennej rze
czywistej.

Jeżeli wyrażenie (1) ma być niezależnćm od dowolnej a, 
musi nie zmieniać wartości dla jakiegokolwiek a; a zatem 
mieć tę samą w ogólności wartość, co w szczególnym 
przypadku a = 0, czyli musimy mieć

dz Żx 1 Żx

podstawiając wartość tę w (1), otrzymamy

2X + i )Y _ r
da 2x 1+ia 

a ztąd

x __Y x Y
(2) )x ‘3x^y 1 ^y

1 i

czyli

Warunek . daten jest koniecznym, aby 7- miało wartość

niezależną od a; jest również dostatecznym, bo mnożąc na 
drugiej stronie wyrażenia (2) liczniki mianownik przez a,
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dzieląc summę liczników przez summę mianowników ułam
ków równych (2), i równając piervvszej stronie, otrzymamy 
wyrażenie ogólne (1), równe jednemu z ułamków (2), nie
zależnych od dowolnej a.

Jeżeli warunek (2) zachodzi, funkcja u ma pochodne ozna
czoną względem zmiennej z, to jest niezależną od przyrost
ków dx i dy zmiennych niezależnych x i y, równą

ox , Y__ _ ? __ 

jedyną, podobnie jak pochodne względem zmiennych 
rzeczywistych ^j %% , do których pochodna "4 się spro

wadza.
Funkcję zmiennej urojonej, której pochodna ma wartość je- 

dijną, oznaczoną w podobny sposób jak pochodna względem 
zmiennej rzeczywistej, nazywać będziemy funkcją 3 ED NO Po- 

CHODNĄ.

Geometrycznie, szukając wartości pochodnej dla pewnej 
wartości zmiennej niezależnej z, przedstawionej [325] przez 
punkt m na płasczyznie, którego spółrzędnemi są x i y, 
możemy nadawać tym spółrzędnym dowolne przyrostki od 
siebie niezależne, to jest, zakreślać od punktu M różne 
łuki nieskończenie małe krzywych w dowolnych kierun
kach, danych przez dowolne wartości a= dy : dx. Jeżeli 
wartość pochodnej jest zawsze ta sama w jakimkolwiek kie
runku brać będziemy przyrostek zmiennej niezależnej, 
funkcja loędńejednopochodną.

362. UWAGA i. Z określenia funkcji zmiennćj urojonej 
[322] wynika, że wszelka funkcja dwóch zmiennych niezale
żnych rzeczywistych x i y, może być uważaną za funkcję 
zmiennej urojonej z = x + yi. Lecz w ogólności taka funk
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cja dowolnie wzięta, nie ma pochodnej oznaczonej: wła
sności funkcji których badanie odbywa się przez roztrząsanie 
pochodnych, nie mogą być otrzymanemi biorąc pochodnę 
względem zmiennej urojonej, która jest nieoznaczoną; do- 
godnćm jest zatem i nieledwie koniecznem, uważać raczej 
taką funkcję wprost jako funkcję dwóch zmiennych nieza- 
niezależnych w zwykły sposób, aniżeli jako funkcję jednej 
zmiennej urojonej. Ztąd też pod nazwiskiem funkcji zmien
nej urojonej rozumieją zwykle tylko funkcje jednopochodne : 
dawszy w myśl Gauch’cgo ogólniejsze określenie funkcyj 
zmiennych urojonych, robimy powyższe zastrzeżenie wraz 
z uwagą, że teorja następna stosować się będzie jedynie 
prawie tylko do funkcyj jednopochodnych.

%

363. Warunki, jakim zadość czynią funkcje 
jednopochodne. Warunek (2),

ox . aY ox . Y _  — ? - - ■ — ___  
dx dx Ży

1 i

w którym X i Y oznaczają funkcje rzeczywiste, sprowadza 
się dc dwóch następujących, równając części rzeczywiste i 
urojone :

x “Y x _Y ( 3x Dy’ Dy 5a 

a różniczkując częściowo

X2X _3Y 2X __3Y 
Da2 Sxby‘ Żxby 523

3‘X _‘Y yx_ »Y 
Da:Dy Dy2 ’ Dy2 Da?Dy
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czyli

(4)
02X . 32X_
0a2 T 3/ —9

3Y ^Y
5a3 T Ży?

Więc jeżeli funkcja u jest jednopochodną, obiedwie funk- 
cjc rzeczywiste X i Y składające funkcję u zmiennćj urojo- 
nćj z = x — yi, czynić muszą zadość równaniu drugiego 
rzędu o różniczkach częściowych

22F (x, y) _ D2F(x, y) _ 0
Żx2 TT by”

364. Przedstawiając wyrażenie urojone za pomocą mo
dułu i argumentu, niech będzie wyrażeniem zmiennćj nie- 
zależnćj :

z = p (dos • — i wst o)

i funkcji tćj zmiennćj

u = P (dos 2 + i wst 2)
czyli

=X+Yi

oznaczając przez X = P dos22, Y = P wst 2 funkcje rze
czywiste modułu p i argumentu o.

Nadając zmiennym niezależnym P i o przyrostki do i do, 
otrzymamy

dz = d^ (dos o — i wst o) — pdo (— wst o — i dos w),

x 2x ./Y DY 
du = 3 de + 30 d^ + z (30 d^ 4- 30 d^

duBiorąc stosunek — i wyrażając że stosunek ten ma być 
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niezależnym od stosunku dowolnego do i do, otrzyma
liśmy rozumując jak poprzednio, warunek, aby funkcja 
była jednopochodną

2p T13p   20 7130

dos o — i wst o p (— wst o—idoso)

Mnożąc licznik i mianownik pierwszej strony tego ró
wnania przez pi i zważając że i2 = — 1, otrzymamy 
mianowniki po obu stronach równe; równając zatem części 
rzeczywiste i urojone liczników otrzymamy

(6)

warunki, jakim zadość czynić winny funkcje rzeczywiste 
X i Y aby funkcja u była jednopochodną.

385. UWAGA I. Funkcja może być jednowartościową, a 
nie być jednopochodną i odwrotnie; może być również 
zarazem jednowartościową i jednopochodną. Tak naprzy- 
kład funkcja

u = x2 — y^ — ^xyi

jest funkcją jednowartościową [333] zmiennej urojonej 
z = x — yi, lecz nic jest jednopochodną : bo funkcje

X = x- — y2, Y = lxy

nie czynią zadość równaniu (5), chyba w szczególnym przy
padku x — 0, y~ 0.
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Funkcja u dana przez równanie

czyli

u — vo(dos 2 w

nie jest jedno wartościową dla wszelkich wartości z [337], 
lecz jest zawsze jednopochodną bo mamy tu [364]

1 AX = VP dos - w, Y — V P wst - w

» dosk", JY wst2"

dpi 2v6 ’ dp — 26
)x — 1 1 2Y 1 4 w =-2veWS20 b==gVd09g"

a podstawiając w równania (6), widzimy że równania te są 
sprawdzone, a więc funkcja jest zawsze jednopochodną. 

Funkcja
u = 52

czyli
u = x2 — y + Qyi

jest jednowartościową [338] i jednopochodną dla wszel
kich wartości z czyli x i y; bo równania

czynią więc zadość warunkom (3).
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366. W ogólności, funkcja

u — azm

gdzie a jest stałą, m całkowitą dodatną jest funkcją je- 
dnowartościową [338] zmiennćj z dla jakiejkolwiek war
tości tejże zmiennej; powiadam że funkcja ta jest jedno- 
pochodną i że jój pochodna równa jest .

— amzm~xdu 
dz

W rzeczy samśj, jeżeli
z =x-\-yi

to
azm = a {x — yi)m,

a nadając zmiennym x i y przyrostki Ax, Ay i oznaczając 
przez Az przyrostek odpowiedni z

a {z + ^z}m = a [x + Ax + {y + Ay) i]m
== a [(x + yi) + Ax — iAy]

==a[(x+y)m+m(x+yi)m-(Ax+iAy)+(Ax+iAy)]

oznaczając przez s summę wyrazów zdążających do zera 
gdy Ax i Ay zdążają do zera. Odejmując po obu stronach 
azm i dzieląc przez Az = Ax — i Ay, otrzymamy

4

a (+As? ~ azm =dma+yi + 4

przechodząc do granicy [359] otrzywamy, gdy Ax, Ay, a 
zatem Az i e, zdążają do zera

dui— = amzm~x 
dz
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pochodnę, która ma tę samą wartość jakiekolwiek we- 
źmiemy dx, dy: funkcja więc u jest jednopochodną dla 
wszelkiego z.

367. Twierdzenie. Szereg postępujący podług potęg całko
witych^ dodalnych zwiększających się zmiennej iirojonej, jest 
w zakresie zbieżności,‘ funkcją jednopochodną tejże zmiennej.

Niech będzie szereg

(1) 1()==0+a,+a=+a + ...

zbieżny dla wszelkiego modułu p zmiennćj z mniejszego od 
R (w zakresie koła zakreślonego promieniem R) [345].

Weźmy pod uwagę szereg

(2) ai + 2a2z + 3a,22 + ...

otrzymany biorąc pochodną każdego wyrazu szeregu (i): 
powiadam że szereg (2) jest także zbieżnym w tym samym 
zakresie co szereg (i). Z początku jako środka, promie
niem R' nieco mniejszym od promienia R, zakreślmy 
okrąg koła i nadajmy zmiennćj z wartość, której moduł p 
jest mniejszym od R'. Mnożąc wyrazy szeregu zbież
nego [101 Wn. IV]

1422430 —

przez ilości
&,, «,R‘, a,R 2,...

(gdzie ai, «,, a, ... oznaczają moduły spółczynników sta
łych a^ a^ a^ ...) nie zwiększające się nieograniczenie z 
założenia zbieżności szeregu (1), otrzymamy [101] szereg 
zbieżmy
(3) a + 2u,P + 3a,p2 — • • •
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Lecz szereg (3) jest szeregiem modułów szeregu (2) : sze- 
reg (2) jest więc zbieżnym [104]; oznaczmy summę jego 
przez
(4) f (z) =4+ 20,5 + 3d,=2 + • • •

nic przesądzając jeszcze czy f‘(z) jest pochodny f(z). Na- 
zwijmy w podobnćm znaczeniu

/"()==2,+3.2+...

summę szeregu zbieżnego otrzymanego w ten sam sposób 
z szeregu (2), co szereg (2) z szeregu (1): i tak dalej; 
wszystkie te szeregi są tego samego ogólnego kształtu 
co szereg (1), różnią się tylko spółczynnikami siałemi, pod
chodzę. więc pod te same prawa. Dowiedziemy że f^z) jest 
pochodną /(z), a przez to samo że /"(z) jest pochodną 
f (z) i t. d.

W samej rzeczy, nadajmy zmiennój z przyrostek Az, 
otrzymamy szereg

( F(= + Ae) =d,+a,(+ Ae) +.,(+ Ae) + • • •

zbieżny co do modułów : bo moduł z — Az przypuszczamy 
mniejszym od R, a zatem szereg (5) jest tylko szczególnym 
przypadkiem szeregu (I). Rozwijając dwumiany i układa
jąc podług potęg zwiększających się Az, otrzymamy szereg:

(a, + aiz + a^ +..)+(,+ ^af +.)A

A-2
+ ^ai + 3. 2a,3 +..)5+...

któren będzie szeregiem zbieżnym, mającym summę zdą
żającą do tej samej granicy co summa szeregu (5), nazasa-
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dzie znanych twierdzeń [105, 106]. Mamy więc, zważyw- 
szy na wartości (i), (4), ... wielomianów w nawiasach

(6) f(+As)=f()+f() +tf (5)1.2+ ...
a ztąd

a) (=+A)-0=/@)+rA+...
Szereg po prawej stronie tego wyrażenia postępuje podług 
potęg całkowitych A:: jest więc zbieżnym [343] dla pe
wnej wartości danej z, a zmieniającego się Az; jest również 
funkcją ciągłą Az [316]. Gdy Az zdąża do zera, summa 
tego szeregu zdąża do f (-) : mamy więc w granicy

- «tt-+8!=/=re
czyli [359]

- “2=re)

a że f (z) z (4) ma tylko jednę wartość dla danej wa
rtości z, więc funkcja f(z) jest funkcją jednopochodną 
zmiennej urojonej z, co było do dowiedzenia.

368. Wniosek i. Wszelka fankcja algebraiczna zmiennej 
urojonej^ jest fjnkejg jednopochodną.

Funkcją algebraiczną u zmiennśj urojonćj z nazywać 
będziemy funkcję, daną przez równanie algebraiczne pomię
dzy u i z

f{u,z) — 0.

Równanie to może być zawsze sprowadzonćm do wielo
mianu zawierającego tylko potęgi całkowite dodatne zmien
nych u i z [10]. Uważając f[u, z) jako funkcję zmień-
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nej z, pozostawiając u niezmiennćm, funkcja ta będzie 
jednopochodną; bo twierdzenie powyższe [367] stosuje 
się tem bardziej, jeżeli przyjmiemy liczbę skończoną wyra
zów, postępujących podług potęg zwiększających się zmien
nej z, kształt, w którym możemy przedstawić funkcję 
f{u, z) uważaną jako funkcję z; pochodnę tą częściową 
oznaczoną, nazwijmy

V

Podobnież, pochodna częściowa

3/ 
lu

będzie także oznaczoną: a więc i pochodna

du_  05

du

będzie oznaczoną, czyli u będzie funkcją jednopochodną

zmiennćj z. Wyrażenia powyższego pochodnej du— przezdz
pochodne % i 3/ dowiedliśmy [178], uważając funkcję 

f (u, z) jako wypadek działań dokonanych na w i z: dowo
dzenie więc służy bez względu na to, czy u i z są rzeczy- 
wistemi czy urojonemi.

369. Uwaga. Sposób wjaki pochodna f {z) tworzy się 
z funkcji f (z) pokazuje zarazem, że wszelkie prawidła ró
żniczkowania funkcji algebraicznych stosują się do przy
padku, kiedy w tych funkcjach za zmiennę rzeczywistą x
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podstawimy zmiennę urojoną z. Prawideł tych nic potrze
bujemy więc dowodzić osobno dla zmiennych urojonych; 
zauważymy tylko że :

10 Funkcja jednopochodna funkcji jednopochodnej, jest 
funkcjąjednopochodnq\ bo jeżeli

u=f(v), v=q() 
gdzie u jest funkcją jednopochodną v, u funkcją jednopo- 
chodną z, mamy :

du = f‘ (v) dv, dv = o’ (z) dz
a więc

de=re)v()

a że z założenia f fv} i , (z) są oznaczonemi, więc i 84 

jest oznaczonćm.
2° Funkcja odwrotna jakiejkolwiek funkcji jednopochodnej 

jest jednopochodna. Bo jeżeli

dua T- ma wartość oznaczoną, to [153]

dz___ 1 
du f (z)

ma także wartość oznaczoną;
3° Funkcja złożona funkcyj jednopochodnych pewnej zmien

nej niezależnej, jeżeli jest jednopochodnej względem każdej 
z funkcji składających, jest jednopochodna u)zględem samej 
zmiennej niezależnej. Bo jeżeli

u — f[v,w...}
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gdzie f jest jednopochodną względem v, w, .. . po szcze
góle, a v, w ... są funkcjami jednopochodncmi z, to

_3f dy+
1 dw dz

du of dv 
dz do dz

jest oznaczonym, bo z założenia "/, ‘f, ... d, d, ... sa 
0v cw dz dz 

oznaczonemi.

370. Wniosek ii. Weźmy pod uwagę funkcje przestępne

•=1+i+n+n2at [3471 
wt:=4-12s+naas+ 13491 
doss=1-2+- [349] 

otrzymamy, stosując Twierdzenie [367]

d.e=1 -%+.. dz 1’4.2
d. wst z   22 z''

d: 1.21.2.3.4

d. doss /z 234 )

a zatem

dez=ez, d wst z = dosz, d. dos z=- wst z , 

tak jak gdyby z było rzeczywistym.
Weźmy jeszcze pod uwagę funkcje odwrotne 

v= 1. z, u == łuk wst z, u =łuk dos z, ... 
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mamy
z = eu, z=wst u, z=dosu, ... 

a więc

dz=eudu, dz = dosudu, dz — —wstudu, ... 

czyli, jak widzimy z łatwością podobnie jak wyżej [161], 
[165]

d\. z_ 1 dłuk wst z dz 
dz z ‘ dż ____ ’

dłuk dos z  dz
dz 71—z" " 

tak jak gdyby z było zmienną rzeczywistą.

371. Wszystkie inne funkcje przestępne któreśmy brali 
do tychczas pod uwagę, są funkcjami złożonemi algebraicz
nie z poprzednich; na zasadzie więc tego, cośmy zauważyli 
powyżej [369] możemy powiedzieć że:

Wszystkie funkcje zasadnicze któreśmy brali dotąd pod uwa
gę, są funkcjami jednopochodnemi\ pochodne tych funkcyj 
otrzymują się według prawideł podanych dla funkcyi zmien
nych rzeczywistych, podstawiając za zmienne rzeczywistą, zmien
ne urojoną.

Funkcje złożone z powyższych funkcyj zasadniczych w spo
sób określony temiż funkcjami, {t. j. które tworzą się z funkcji 
zasadniczych, tak jak funkcje zasadnicze tworzą się ze zmien
nej} są funkcjami jednopochodnemi zmiennej niezależnej.

W ogólności:
Różniczkowanie funkcyj zmiennych urojonych odbywa się 

według prawideł podanych dla funkcyj zmiennych rzeczywi
stych, gdzie za zmienne rzeczywistą przypuścimy podstawioną 
zmienne urojoną,; pochodne tak otrzymane będą oznaczone, by
leby dane funkcje oznaczały tylko działania określone przez te 
funkcje, któreśmy nazwali zasadniczemi, i które dotąd jedynie
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braliśmij pod uioage.

372. Funkcje doskonałe. Funkcje ciggłg, skończoną, 
jednowartościową i jednopochodną, względem pewnej zmiennej 
niezależnej, nazywać będziemy FUNKCJĄ DOSKONALĄ tej zmien
nej niezależnej.

Funkcja może być doskonałą tylko w pewnym zakresie 
zmienności zmiennej niezależnej, jeżeli po za tym zakre
sem jedna, lub wszystkie z powyższych własności, któremi- 
śmy ją określili przestają mieć miejsce.

Funkcja, jest doskonałą dla wszelkich wartości zmiennej 
niezależnej, jeżeli jest ciągłą, skończoną, jednowartościową 
i jednopochodną dla wszelkich wartości skończonych, jakie 
zmiennej niezależnej nadać możemy.

Zestawiając to, cośmy powyżćj powiedzieli względem 
funkcyj zasadniczych, widzimy że :

1° Funkcje algebraiczne są doskonałemi tylko w zakresie, 
w którym nie przestają być jednowartościowemi [341] 
lub ciągłemi, jakkolwiek funkcje te sę zawsze jednopo- 
chodnemi [368].

20 Funkcje określone jako summy szeregów zbieżnych 
postępujących podług potęg całkowitych dodatnych zwięk
szających się pewnćj zmiennćj, są funkcjami doskonałemi 
tćj zmiennej, w zakresie zbieżności szeregu [346], [367].

3° Funkcje et, wst z, dos z, są doskonałemi dla wszelkich 
możebnych wartości zmiennćj z.

4° Wielomian algebraiczny wymierny, zawierający same 
potęgi całkowite zmiennej,jest funkcją doskonałą, dla wszel
kich wartości tejże zmiennej.

W jednym z dalszych rozdziałów zajmiemy się rozwija
niem tego rodzaju funkcji na szeregi: damy dowodzenie 
twierdzenia G a u c h’e g o na mocy którego wszelka funk
cja doskonała może być rozwiniętą na szereg zbieżny po
stępujący podług potęg całkowitych zwiększających się
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zmiennśj i wyciągniemy z tego twierdzenia wiele godnych 
uwagi własności tych funkcyj, które posłużą nam do bada
nia niektórych funkcyj przestępnych, całkiem nowego 
kształtu, nie dających się sprowadzić do żadnych z po
przednio uważanych funkcyj zasadniczych.
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ROZDZIAŁ XIX

0 STYCZNOSCI NA PLASCZYZNIE

Proste styczne do krzywych : —Styczna — Normalna— Spółrzędne bieguno
we— Assymptoty. — O styczności linij pomiędzy sobą w ogólności : — Rzę
dy styczności. — Punkta przegięcia. — Wklęsłość i wypukłość. — O krzywych 
ściśle stycznych. —Koło ściśle styczne. — Krzywe odniesione do spółrzędnych 
jednorodnych:— Wyznaczenie punktów przegięcia.—Zastosowania i przy
kłady : — Krzywe 2go stopnia. — Cykloida. — Spiralne.

Proste styczne do krzywych.

373. Styczna. Niech będzie równanie krzywej LK 
(fig. 78) na płasczyznie

f(x, y) = 0 , lub y = F (x)
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równaniem stycznej MT w punkcie jakimkolwiek M, któ
rego spółrzędnemi są x, y, będzie [141]

a) Y-y=d(-£) 
gdzie X, Y są spółrzędnemi bieżącemi stycznej, 4% jej 

spółczynnikiem kątowym, jakiekolwiek będzie nachylenie

osi spółrzędnych. Równanie to możemy także napisać 
w kształcie

Y—y_ X—x
(2) dy dx 
lub jeszcze
(3) (X — x) dy = {X — y~) dx 

dx i dy są różniczkami spółrzędnych, jakakolwiek będzie 
zmienna niezależna [151].

Styczna równoległa do osi odciętych, odpowiadać będzie 
wartości d =0 [141], jej równaniem będzie więc

Y — y=0.

s Stycznej równoległej do osi rzędnych odpowiada wartość 
dr =0 [45]; jej równaniem będzie 
dy

X — x =0.
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Mamy również z równania krzywej :

f(r, „)=0
wartość pochodnej [178] :

3f
dy  dx
dx 3f

podstawiając w (1), równanie stycznej stanie się

a) (x-)X£+(-v},=0
374. Normalna. Normalna nazywamy prostopadłą do 

stycznej poprowadzoną w punkcie styczności.
Przypuśćmy układ osi prostokątnych : równania normal- 

nćj NN' otrzymamy, biorąc odwrócony spółczynnik kątowy 
stycznej ze znakiem przeciwnym [145]. Równanie to bę
dzie więc

(S) Y-=-d;«-£)
lub
(6) (Y — y} dy + (X — x) dx = O 
lub jeszcze

a w razie krzywej danej przez funkcję niewyraźną f(x,y)=0:

« (x-#k-(Y-»k£=0.
W razie osi spółrzędnych tworzących ze sobą kąt 0, 

otrzymamy, za pomocą zmiany spółrzędnych [58], lub 
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wprost, biorąc równanie prostopadłej do prostśj danej przez 
równanie (1), równanie normalnej : 

v_.__ dx — dy dos 6
3 dy + dx dos 6

375. Część stycznćj lub normalnej, zawartą pomiędzy 
punktem styczności a przecięciem się z osią odciętych, na
zywamy długością stycznej MT, lub długością normalnej MN. 
Odległość tego punktu przecięcia się stycznej lub normal- 
nćj z osią odciętych od spodka rzędnej punktu styczności, 
nazywamy długością podstycznej AT, lub podnormalnej AN 
(fig' 78).

Przypuszczając osie prostokątne, z trójkątów MTA i 
MAN, w których

stMX=dy, stMNX = —~ 
dx dy

otrzymamy
J=MA=TAd!=LANdr

|MT2=y2+TA2, MN2 = y^ + AN2

a ztąd z łatwością . J
Długość podstycznej —dxTA =y—• dy

« podnormalnej NA+ydy
• dx

« stycznej dy

« normalnej NN_VVdx*+dy
dx

376. Styczna w spółrzędnych biegunowych. Niech 
będzie (fig. 79) biegun 0, oś biegunowa 0X i krzywa LK,
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której równanie w spółrzędnych biegunowych
727

f(P,o) =0

wyraża związek pomiędzy promieniem wodzącym OM = p, 
i kątem biegunowym. MOX=o, jakiegokolwiek punktu M.

Kierunek stycznej MT w tym punkcie wyznaczonym jest 
przez kąt OMT = M., jaki styczna tworzy z promieniem wo 
dzącym.

Aby wyznaczyć ten kąt za pomocą spółrzędnych P i o, 
weźmy punkt M' w odległości nieskończenie małćj od M: 
spółrzędnemi tego punktu będą

OM‘=p+Ap, M‘OX=®—Ao

a zakreślając z punktu O promieniem OM, łuk Mm :

mM‘ = Ap , M'OM = Ao

Poprowadźmy sieczną MM, trójkąt M‘MI da nam 

wstIMM MI Ml łuk Mm MI pAo 
wst MMI ~ Ml = łuk Mm X Ml = łuk Mm MT

W granicy, gdy M zbliża się nieograniczenie do M, 
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sieczna MS do stycznej MT, 

grIM'M = H g MMT =3—, STAMM»=1 

• grMT=A,gB= d 
—P . dP

podstawiając, otrzymamy

co nam wyznaczy kąt u., zawarty zawsze pomiędzy 0 a T:

(3) dos = _“_ 
v dp2+p"do2

, pdowst U. —--- --- ---
V df + p‘do 

wstawa będzie zawsze dodatną, dostawa dodatną lub odje- 
mną, stosownie do tego, czy kąt jest ostrym lub rozwartym.

377. Normalna MN tworzy z promieniem wodzącym 
kąt OMN (fig. 79) dopełniający kąta p..

Poprowadźmy przez biegun O, prostopadłą NP do pro
mienia wodzącego OM : przecięcie się tej prostopadłej ze 
styczną w punkcie P, z normalną w punkcie N, wyznaczy 
nam długości, które w spółrzędnych biegunowych nazy
wamy długościami :

378. Assymptoty. Assymptota (niemal tyczną) gałęzi

Podstycznej OP =est ==ę‘dp

Ponormalnój ON =pdot= ~

Stycznej — , do2 do?MP — V P fa=e V 1 + d^

Normalnej M=M+d
V ‘ 1 do”
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nieograniczonej krzywej, nazywamy prostę nieograniczoną, 
od której punkta krzywej mają odległość zdążającą do * 
granicy zero, w miarę jak punkta te oddalają się nieogra- 
niczenie.

Assymptota jest granicą kierunku stycznej, gdy punkt stycz
ności oddala sic do nieskończoności na krzywej, jeżeli granica 
ta jest oznaczoną.

W rzeczy samej, niech będzie krzywa LK (fig. 80)

(1) f{x,y) = 0

i prosta AS nierównoległa do osi rzędnych

(2) Y=gXh

Jeżeli odległość mN punktu na krzywej m, od prostej AS 
ma być nieskończenie małą, różnica Mm rzędnych prostej

i krzywej odpowiadających tej samej odciętej x =P, musi 
być także nieskończenie małą; bo kąt NMm przypuszczamy 
skończonym, zaś Nm = Mm wst NMm. Nazwawszy różnicę 
tę e

(3) Y—J===g+h—y

warunek, żeby prosta AS było assymptotą, sprowadzo
nym zostaje do warunku, żeby € było nieskończenie małem,
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gdy x zdąża do nieskończoności. Równanie (3) daje nam,

y h — s 
x • x

a przechodząc do granicy, gdy x == c , stała g będzie:

(4) 9=gr%

Otrzymamy rówież z (3), stałę h

h=y-gx+e

czyli w granicy, gdy x = o , & = 0

(5) h = gr (y — gx)

Ponieważ wyłączyliśmy przypadek, w którym assymptota 
mogłaby być równoległą do osi rzędnych, y i x zwiększają 

się jednocześnie bez granic; ułamek więc - przedstawia się

pod postacią 8 ; a zatćm [285] :

dy 
y dx , .

812=84, gdy C=0,

byleby 4% zdążało do granicy oznaczonej dla «=c; a 

więc w tym razie, na zasadzie (4) :
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W podobny sposób mamy
q— % 

X

1
J—9T—

w granicy, gdy x=c, gr % = g^ gr - = 0, wyrażenie 

y—gx przedstawia się pod postacią^; a zatem [285

y — SC —• dx

h — ^{y — gx)—^v xc2
4---- =8r J

byleby y — x 4% zdążało do granicy oznaczonej dla x=o

Równanie więc (2) staje się

Y=grdy JC —

a że równanie stycznej [373] jest

Y=d +(*
dx •

więc assymptota jest granicą stycznej, której punkt stycz
ności znajduje się w odległości niekoniecznie wielkiej, jeżeli
granica ta jest oznaczoną. c. b. d. d.

Uwaga. Jeżeli 4% lub y — x 4, nie zdąża do granicy 

oznaczonej, gdy x= co , krzywa może jednak mieć assymp- 
totę, która nie jest granicą stycznej.
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Tak naprzykład krzywa, której równaniem jest

y wst x
x

ma widoczniej oś odciętych za assymptotę, gdyż odległość 
jej od tej osi, czyli rzędna zdąża do granicy zero, gdy x 
zwiększa się nieograniczenie ; a jakkolwiek

dy x dos x — wst x   
dx x2_■ x 

zdąża do granicy zero, gdy x zdąża do nieskończoności, wy
rażenie

dy - wst x , y — x —- — 2---------- dos x dx x 

pozostaje nieoznaczonem dla x == c i assymptota ta nie 
może być uważaną jako granica stycznej, bo granica ta nie 
istnieje.

Wyłączyliśmy przypadek, w którym assymptota mogłaby 
być równoległą do osi rzędnych : lecz zastępując x przez y, 
a y przez x i stosując powyższe rozumowanie, zobaczyli
byśmy że i w tym przypadku assymptota jest granicą kie
runku stycznej, jeżeli granica ta jest oznaczoną.



O STYCZNOŚCI NA PLASC Z Y Z NI E. 733

0 styczności linij pomiędzy sobą w ogólności.

379. Określenie. Linje LK, L,K, (fig. 82) mające

punkt wspólny M i w tym punkcie stycznę wspólną ST, 
nazywamy linjami stycznemi pomiędzy sobg.

Wziąwszy na stycznej wspólnej odległość MQ od punktu 
styczności nieskończenie małą pierwszego rzędu, i wy
prowadziwszy z punktu Q prostopadłą QM‘ do stycznej, 
wiemy [141] że M‘Q i M,Q są nieskończenie małemi rzędu 
wyższego nad pierwszy; różnica M‘M, = M'Q — M,Q jest 
również nieskończenie małą rzędu wyższego nad pierwszy, 
to jest nieskończenie małą względem MQ.

Odwrotnie, mając krzywę LK, stycznę do niej MT i 
poprowadziwszy przez punkt M jakąkolwiek krzywą L, K, : 
jeżeli odległość dwóch krzywych M‘M‘, liczona na prostopa
dłej M'Q w odległości nieskończenie małej MQ od punktu sty
czności do stycznej poprowadzonej Jest nieskończenie mała wzglę
dem tej odległości MQ, powiadam że krzywe LK, LK, są 
stycznemi w punkcie M.

W rzeczy samej, poprowadziwszy cięciwy MM, MM,, 
mamy

stxMq=N3, stx,Mo=N8 

wartości w granicy równe, bo M‘Q i M,Q różnią się z za
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łożenia o nieskończenie małą względem MQ [125] ; sto
sunki więc dwóch cięciw MM’, MM,, zdążają do granicy 
wspólnćj, stycznej wspólnej MT, c. b. d. d.

380. Rzędy styczności. Wiemy z poprzedzającego, 
że odległość M‘M, (fig. 81) linij stycznych jest nieskończe
nie małą rzędu wyższego nad pierwszy, jeżeli MQ weźmiemy 
za nieskończenie małą główną.

Jeżeli M‘M,’ jest nieskończenie małą drugiego rzędu, po- . 
wiadamy że zachodzi pomiędzy linjami styczność pierw
szego rzędu. Jeżeli odległość ta M‘M, jest trzeciego rzędu, 
styczność jest drugiego rzędu i. t. d. W ogólności :

Styczność pomiędzy linjami będzie rzędu ngo, jeżeli odległość 
dwóch krzywych liczona na prostopadłej w odległości nieskoń
czenie małej od punktu styczności do stycznej icspólnej popro
wadzonej, jest nieskończenie małą rzędu n — i.

Określenie to nie przypuszcza że krzywe są odniesionemi 
do jakichkolwiek spółrzędnych, jest zatem niezależnem od 
układu tych spółrzędnych.

Nakreślmy teraz na płasczyznie układ osi prostolinijnych 
jakichkolwiek, byleby oś OY tworzyła kąt skończony ze sty
czną MT. Poprowadziwszy rzędne punktów M i M' wiemy 
że MN, M‘m będą nieskończenie małemi tego samego 
rzędu co M'Q, M O/ [141] : w określeniu więc powyższem 
rzędu styczności linij, zamiast liczyć odległości na prostopa
dłej do stycznej wspólnej, możemy liczyć je na rzędnej 
punktu jednej z linij nieskończenie zbliżonego do punktu 
styczności. Niech będą

f^^d^ ’̂ /(x,3)=0

równania linij LK, L,K,, odniesionych do tego układu: 
xo = OP, y0=(y1)0 = MP, spółrzędne punktu wspólnego M 
dwóm linjom; niech będzie dalej:

PP =Ax, MP=y — ^y, mP =(y,)+Ay,
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otrzymamy, rozwijając y.+A y, (y). — Ay, podług wzoru 
Taylor’a [277], jako funkcje x,+Ax i przypuszczając 
pochodne uważane ciągłemi, skończonemi :

Y. —Ay==y, — Ax dy\
dx) 1 .2

Ax2 (^y

Axn±1 (dn±‘y\ .
T1.2 ... (n+4) dxn+1).

(y)+ Ay,==(y),+Ax(d) +42(4%) +■■■•
1 Axn±1
11.2... (n—1)

dn±ly,
dzn+1 — R n2

Różnica M‘m, której rzęd jest z określenia [379] o je
dność wyższym od rzędu styczności linij, będzie miała 
wyrażenie

y,—(V..+Ar (l) -(dz) 1W (#%) -(Zu) 1+-
Ax"+1 r /dn^y\ i (d^y^ 1 _ A _

1.2 . .. (n+1) L\dan+1/, \dan+/_— "42 "42

gdzie wskaźnik 0 pokazuje że w pochodnych podstawić 
należy x, za x, y0 za y lub yv Aby zachodziła między 
linjami styczność rzędu ngo, warunkiem koniecznym i 
dostatecznym jest, żeby wyrażenie powyższe było nieskoń
czenie małem rzędu n — 1 : a że wyrazy dopełniające 
Rn+2, Rn+2, są rzędu wyższego nad n—1, warunek 
ten staje się

^ny\ (d"y,
ax"), \dj;n /0
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Pierwsze z tych równań J== (yi)o wyraża tylko, że linje 
mają punkt M wspólny; drugie (d%) = (22) ’ że linje 

w tym punkcie mają stycznę wspólną. W ogólności możemy 
więc powiedzieć:

TWIERDZENIE. Aby zachodziła styczność ngo rzędu pomię
dzy linjami w pewnym punkcie, koniecznem jest i dostatecz- 
nem, żeby dla odciętej tego punktu, tak rzędna, jak i n pierw
szych pochodnych rzędnej względem odciętej były równemi dla 
jednej i drugiej krzywej : byleby oś rzędnych nie była równole
gła. do stycznej wspólnej w punkcie danym.

381. Jeżeli zachodzi między linjami styczność rzędu ngo, 
różnica M‘m rzędnych odpowiadających przyrostkowi nie
skończenie małemu odciętej punktu styczności, będzie 
miała wyrażenie

/dy"*l\ /dy,"“i) 1
\dxnf)o\dx"")o.

—(Rn.2 R242) -

różnica ta jest nieskończenie małą rzędu n—1. Jeżeli rzęd 
ten styczności n jest nieparzystym, n — I jest liczbą pa
rzystą, i różnica ta nie zmienia znaku, gdy zmieniamy znak 
Ax : linja więc LK, znajduje się po tej samej stronie linji

A A Aan*i r 
(2) A—A, =1.2...(2—H1)

LK w blizkości punktu styczności, gdzie dotyka pierwszej
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linji, lecz nic przechodzi po za nią (fig. 81). Lecz jeżeli rzęd 
styczności n jest parzystym, n—1 jest liczbą nieparzy- 
stą i różnica M‘m=Ay—AY1, zmienia znak, gdy Ax zmie
nia znak: linja L, K, przechodzi po za linją LK w punkcie 
styczności (fig. 82).

382. Jeżeli dwie linje mają styczność rzędu n w pewnym 
punkcie M, nie można przeprowadzić trzeciej linji zawar
tej pomiędzy dwoma danemi i mającej z każdą z nich sty
czność rzędu niższego od n. W rzeczy samej, nazwawszy 
y, — Ay, rzędnę tćj trzecićj linji, odpowiadającą odciętej 
x, — Ax, otrzymamy,

Ay, — Ay, = (Ay, “ Ay) + (Ay — Ay,)

Jeżeli więc Ay, — Ay jest rzędu niższego od Ay — Ay,, 
to Ay, — Ay, będzie tego samego rzędu co Ay,—Ay, więc 
Ay, — Ay, i Ay, — Ay będą tych samych znaków, na mocy 
wzoru (2) dającego różnicę rzędnych; czyli krzywa Y, będzie 
przechodzić po za krzywemi y, i y, a nie pomiędzy temi 
krzywemi.

383. Rzędy styczności prostej do krzywej. Je
żeli w szczególnym przypadku jedna z linij danych jest pro
stą, prosta ta będzie miała z krzywą daną styczność rzędu 
ngo, jeżeli odległość punktu na krzywćj nieskończenie bliz- 
kiego punktu styczności od prostej stycznśj, będzie nieskoń
czenie małą rzędu n — 1; a byleby prosta ta nie była ró
wnoległą do osi rzędnych, warunkiem styczności rzędu ngo 
prostej z krzywą w punkcie «0, 30, będzie

(dy\ _ (d^ 4 /£y\ 4 (d-y\ 
Wo ’ WA ’ WA da"/o 

zakładając w (i) linję L,K, prostą, to jest równanie jej 
47
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f(x,y)=0 linijnem, a więc 44 stałą a, spółczynnikiem 

kątowym prostej; zaś dalsze pochodne y, względem a ze
rami. Odległość 8 krzywej od stycznej rzędu ngo, liczo 
na na rzędnej punktu nieskończenie blizkiego punktu 
styczności będzie więc, robiąc powyższe założenia w (2), 
wyrażona przez

._ Aa"+1 /d+‘y\ i q
° 1.2... n+H1 \da"+/o T "+2 

gdzie E242 jest nieskończenie małą rzędu n—2.
Jeżeli rzęd styczności prostćj z krzywą jest nieparzystym, 

krzywa znajduje się po tej samej stronie swćj stycznej przed 
i po za punktem styczności.

Lecz jeżeli rzęd styczności prostej z krzywą jest parzy
stym, krzywa przechodzi po za prostą styczną w punkcie 
styczności: punkt ten nazywa się w tedy punktem przegię
cia (fig. 83); różnica 8 = M‘m zmienia znak, gdy przyro-

fig. 83.
stek Ax staje się z dodatnego PP' odjemnym PP".

Punktem przegięcia nazywamy więc punkt, w którym krzy-. 
wa przechodzi poza swą styczną^ czyli w którym krzywa ma ze 
swą styczną styczność rzędu parzystego.

Pomiędzy krzywą a styczną żadnej prostej przeprowadzić 
nie można: bo prosta ta musiałaby być styczną tak do 
krzywej LK, jak do prostej ST [382], a więc nie może być 
inną jak samą prostą ST.
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384. UWAGA. W punkcie przegięcia, styczna jest gra
nica siecznej, przecinającej krzywą przynajmniej w trzech 
punktach i której trzy punkta przecięcia zbiegają się w jeden.

Niech będzie punkt przegięcia M (fig. 84) i dwie siecz-

fig. 84
ne MM, MM" przechodzące przez ten punkt : obiedwie 
mają granicę wspólną ST styczną do krzywej, gdy M‘ i M" 
zdążają do M w jakikolwiek bądź sposób.

Jeżeli kąty M MT i M'MS nie są sobie równe, ten któ- 
ren jest większym, zmieniając się sam jeden, stanie się ró
wnym drugiemu, i następnie obadwa pozostając równemi, 
mogą dążyć razem do granicy zero, gdy M' i M" zdążają 
do M. Lecz w takim razie, jeżeli kąty te są sobie równe, 
obie sieczne stanowią jedną prostę M"MM' przecinającą krzy- 
wę w trzech punktach M, M, M", które w granicy zbiegają 
się w jeden M, gdy sieczna zdąża nieograniczenie do sty
cznej ST, c. b. d. d.

385. Wklęsłość i wypukłość. Krzywę nazywamy 
wklęsłą w danym punkcie względem prostej, jeżeli w blizko- 
ści tego punktu krzywa znajduje się w kącie ostrym utworzo
nym przez stycznę w tym punkcie z prostą daną. Jeżeli krzy
wa znajduje się w kącie rozwartym, nazywamy ją wypukłą.

Tak krzywa LK (fig. 83) jest wklęsłą w punkcie M,

wypukłą w punkcie N, względem prostej AB.
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W punkcie przegięcia Z krzywa znajduje się po jednej 
stronie w kącie ostrym, po drugiej w rozwartym : punkt 
przegięcia, jest punktem,"iw którym wypukłość zamienia 
się we wklęsłość, lub przeciwnie.

Jeżeli krzywa jest odniesioną do spółrzędnych prostoką
tnych, wklęsłości lub wypukłości względem osi odciętych 
zależyć będzie od tego, czy rzędna krzywej jest mniejszą 
lub większą od rzędnej stycznej, czyli od znaku ilości [141]

o = Ay --  d Az 
ax

jeżeli 8 jest odjemnem,krzywa jest wklęsłą względem osi x, 
jeżeli 8 jest dodatnćm krzywa jest wypukłą względem tej 
osi, byleby 8 nie zmieniało znaku wraz z A a?, w jakim razie 
punkt jest punktem przegięcia, a krzywa ani wklęsłą 

ani wypukłą. Znak 3 jest w pierwszym razie znakiem 7527 

lub pierwszej pochodnej rzędu parzystego, która nie staje 
się zerem; a zatem jeżeli 3 nie zmienia znaku wraz z Ax :

Krzywa jest wklęsła jeżeli-—A <0, wypukła, jeżeli —5 >0, X CA 
przypuszczając y dodainem.

Gdyby y było odjemnem, rzeczy miałyby się przeciwnie; 
ogólniej więc byłoby powiedzieć, że zcklęsłość ma miejsce 

w tedy kiedy y i są znaków przeciwnych, icypukłość kiedy

. d2y d^u ,y ? —9 są znaków tych samych. Jeżeli —7 = 0 uważać 

należy czy pierwsza pochodna, która nie staje się zerem, jest 
rzędu parzystego : w jakim razie zastosuje się do niej to samo 
prawidło co do “% ; jeżeli zaś pochodna ta jest rzędu 

nieparzystego, punkt jest punktem przegięcia, wklęsłość
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przechodzi w nim w wypukłość, lub przeciwnie.
Prawidło powyższe nie zawsze się stosuje, gdy krzywa jest 

odniesioną do układu spółrzędnych nieprostokątnych; na
zwawszy 0 kąt nachylenia osi, a kąt jaki styczna tworzy 
z osią odciętych, mamy

dy_  wst a •
dx wst (0 — a)

Jeżeli a < 0, w razie 0 < 90°, lub a > 6 w razie 0 > 90°, 
prawidło jest to samo co dla spółrzędnych prostokątnych; 
lecz w przeciwnych razach stosować należy prawidło od
wrotne. Jakoż widzimy z łatwością z (fig. 86) że, jakkolwiek

w punkcie M krzywa jest wklęsłą względem osi odciętych 
będąc cała zawartą w kącie ostrym stycznej z osią, jed
nakże w sąsiednich punktach M' i M" rzędne krzywej są 
większemi od rzędnych stycznej, bo a>0. Rzecz miałaby się 
przeciwnie w punkcie N, gdzie krzywa jest również wklę
słą względna OX, a rzędna stycznej jest większą od rzędnej 
krzywćj, bo a < 0.

386. Przykład i. Niech będzie krzywa, odniesiona do spółrzę
dnych prostokątnych

y == wst x
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Mamy
dy , d‘y— = dos 30 9 —=--wst T, dS dx1

1 dhj 
y dx^

Druga pochodna Z2 jest zawsze znaku przeciwnego - , a zatem 

rzędnej y, skoro ich iloczyn jest równym mniej jedności, odjemnym 
niezależnie od x; a więc krzywa jest zawsze wklęsłą względem
osi odciętych ; (fig. 87).

Ile razy y staje się zerem, 142 = — y staje się także zerem : 

punkta przecięcia się krzywej z osią odciętych, są punktami przegię
cia, bo trzecia pochodna równa — dos x, nie staje się zerem w tych 
punktach, lecz jest równą ±1;==4 w tych punktach: stycz-

. A 37na więc tworzy z osią x kąty naprzemian 4*

PRZYKŁAD n. Niech będzie krzywa odniesiona do spólrzędnych

y = st x
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Mamy 

dy  1 d^y  2st x 4 d^y  2 d^y _ 2+4wst?x 
dx dos2x‘ ax2 dos2 x‘ y d^ dos2®’ da2. dosta

Krzywa jest wypukłą względem osi x; styczna w punktach prze
cięcia się z osią Ox, tworzy z tą osią kąty ”, bo 8% = 1 dla «=0: 

druga pochodna dla T = 0, jest równą 0; punkta więc przecięcia się 
krzywej z osią odciętych, są punktami przegięcia, bo trzecia po
chodna jest różną od zera dla= 0.

O Krzywych ściśle stycznych.

387. Określenie. Niech będzie krzywa

(1) f{x, y)=0

i pewien gatunek krzywych, dany przez równanie

(2) P (x , 3, c, , c^, ... C^ = 0

zawierające oprócz spółrzędnych x, yv jśj punktów, u sta
łych Ci, C2: ... c, które mogą przybierać dowolne warto
ści, wyznaczające szczególne krzywe. Każda z tych stałych 
może być w ogólności wyznaczoną tak, żeby krzywa czyniła 
zadosyć pewnemu danemu warunkowi : pon.eważ mamy u 
stałych, możemy nadać im wartości takie, że krzywa (2) 
czynić będzie zadosyć p. warunkom danym. Naprzykład, 
jedną z tych stałych możemy wyznaczyć tak, że krzywa (2 
przechodzić będzie przez punkt dany x, yw znajdujący 
się na krzywej (1); drugą tak, że krzywa (2) będzie miała 
w tym punkcie z krzywą (1) styczność pierwszego rzędu, it.p.

Widzieliśmy, że aby styczność pomiędzy dwiema jakie- 
mikolwiek krzywemi była ngo rzędu, w punkcie danym, 
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musi zachodzić n — 1 równań [380 (1)], wyrażających 
żel.dla odciętej tego punktu, rzędna i n pierwszych po
chodnych rzędnej względem odciętej są równemi dla jed- 
nśj i drugićj krzywej. Mając więc w równaniu (2) u. sta
łych, możemy n — 1 z tych stałych wyznaczyć tak 
(przypuszczając u. - n+1) że krzywa (2) będzie miała 
z (i) styczność ngo rzędu. Jeżeli p.==n+1 wszystkie 
stałe wyczerpanemi zostaną, aby uczynić zadość temu wa
runkowi : krzywa (2) będzie w tedy ściśle styczna z krzy
wą (i).

Krzyicą ściśle styczna pewnego gatunku z krzywą dana, nazy- 
icamy te szczególną krzywe, która ma z krzywą daną styczność 
rzędu najwyższego. Każdemu gatunkowi linji odpowiada 
pewna określona liczba stałych: tak prosta ma dwie stałe do
wolne w równaniu [45], krzywa drugiego stopnia w ogól
ności ma ich pięć [58 (4)] (jakkolwiek jest ich na po
zór sześć: dzieląc równanie przez jedną z nich, która nie jest 
zerem, sprowadzimy liczbę do pięciu) i t. d.

Warunkiem aby krzywa (2) była ściśle styczną z (1) jest 
więc (zakładając że styczna wspólna nie jest równoległa do 
osi rzędnych i że pochodne uważane są ciągłemi):

d^ ‘y\ id^ ‘yA

dx*—1), \dxt- 1),

styczność ta jest rzędu . — 1 o jedność mniejszego od li
czby stałych dowolnych, zawartych w równaniu (2).

388. Krzywa ściśle styczna danego gatunku (2) zawie
rającego u. stałych dowolnych, jest granicą krzywej tego 
gatunku, mającśj z krzywą daną (i) p. punktów wspólnych, gdy 
te punktu zbiegają sie w jeden. Wrzeczy samej, warunek aby 
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punkt Co, (y^ krzywej (2) był punktem T,, y0 krzywej da- 
nej, jest

J==(yi)

jest to pierwsze z równań (3).

Odległość liczona na rzędnej punktów M‘, M‘, (fig. 81) 
nieskończenie zbliżonych na dwóch krzywych od punktu M, 
będzie wtedy [381]

Jeżeli punkt M krzywej (i) ma być wspólnym punktem

krzywej (2), musimy mieć 8,==0; a że gr R, 
Ax 0, więc

ostatni warunek staje się w granicy

(dy) g(dy,)
\dx), \dx), 

drugie z równań (3).

Odległość trzeciego punktu M" na krzywej (1) nieskoń
czenie blizkiego punktu M' już wspólnego z krzywą (2), 
od punktu M", krzywej (2) nieskończenie blizkiego M, lub 
M‘, jest wtedy

_ Ax? r (d‘y\ _ [d2yA 7 .
2 1 2 L\dx"/o \da2/JT 3

Aby punkta M" i M", stanowiły trzeci punkt wspólny 
dwóm krzywym, trzeba żeby &,==0; a że

23, — (d‘y) _ (d‘y.) । 2R,
Ax2 \dx2), •
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i ponieważ gr — = 0, więc w granicy trzeba żeby

d‘y\  (d‘y,\ 
dx2) 0 \dx2). 

trzecie z równań (3).
Postępując tak dalej, za utym punktem wspólnym otrzy

mamy w granicy ute równanie (3): to określenie krzy
wych ściśle stycznych wychodzi więc na jedno z poprze- 
dniem [387].

389. Prosta ściśle styczna. Równanie prostej

Y, —ax-}-b

zawiera tylko dwie stałe dowolne a i b; prosta więc może 
w ogólności mieć tylko styczność pierwszego rzędu; prosta 
ściśle styczna jest więc styczną zwyczajną. Jakoż mamy

dx

a równania (3) stają się dla jakiegokolwiek punktu x, y, 
w którym prosta ma być ściśle styczną,

y.==(y,).

ztąd otrzymamy na stałe a, b wyznaczające prostę, war
tości

o = dy
dx) o

b—y0 — E, dy\
dx)
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równanie prostej staje się przez to

»-)= (dz). (,—%,)

które jest równaniem stycznćj [373] w punkcie xo, y.
W szczególnych tylko punktach prosta może mieć stycz

ność rzędu wyższego nad pierwszy : styczność ta nie zależy 
wtedy od prostej, lecz od własności krzywćj danej w tych 
punktach, które w razie rzędu parzystego styczności, na
zwaliśmy punktami przegięcia.

390. Koło ściśle styeżne. Krzywa drugiego stopnia 
zawiera pięć stałych dowolnych : krzywa taka ściśle stycz
na, ma więc styczność w ogólności 4go rzędu; w szczegól
ności parabola, która zawiera tylko 4 stałe dowolne, (bo 
jedna z nich jest daną przez związek B2 — 4AG = 0 [58]) 
może mieć tylko styczność trzeciego rzędu. W szczególnych 
tylko punktach krzywej danej, rzęd styczności może być 
wyższym.

Koło zawiera tylko trzy stałe dowolne : spółrzędne środka 
i promień. Koło ściśle styczne ma więc styczność drugiego 
rzędu.

Równaniem koła odniesionego do spółrzędnych prosto
kątnych, jest

() (x, — a)® + (y, — hY = n-

nazywając a, b spółrzędne środka, R promień.
Różniczkując dwa razy, otrzymamy

(,- “) + &. — 6) d; =0 - 
14424164—0

dx,” ' dx,2
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dwa równania, z których wyciągnąć możemy wartości 
dy, d2y, . .na —19 912 wyrażone przez 21, Y1> a i b. Zęby koło to 

1 1

uczynić ściśle stycznem z krzywą daną w jakimkolwiek jej 
punkcie x i y, należy założyć na zasadzie (3), dla x,=x

31—3» dyi_dy, C‘yi_d‘y
da, dx dx^ dx^

podstawić te wartości w równania (4) i (5), i wyciągnąć 
z tych równań wartości stałych a, b i R. Wartości te dane 
więc będą przez rozwiązanie trzech równań

(6) »

(x — a)2 — [y — by = R2
(-)+- b)^ = 0

14d+_gd=0■ dx2 U w • yxi

co do a, b i R : co nam da

1+ddx-

dx2

a — X d^y 
dx2 

R2— d‘y)2
dx2

środek i promień koła ściśle stycznego, które są w ten spo
sób wyznaczonemi dla każdego punktu krzywej. Drugie z ró
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wnań (6) pokazuje że środek tego koła znajduje się na nor
malnej [374], jak być powinno.

Jeżeli w szczególnym punkcie krzywej 74 = 0, promień 

koła staje się nieskończenie] wielkim, środek jego znajduje 
w [odległości nieskończenie wielkiej, to jest, koło ściśle 
styczne zamienia się w prostę : ma to miejsce naprzykład 

d2, * T3 y . , . ,W punktach przegięcia, (jeżeli — = 0 a —3 jest rożnem 

od zera). Stosując do koła ściśle stycznego, to cośmy 
w ogóle powiedzieli o krzywych ściśle stycznych, widzi
my że :

Koło ściśle styczne, jest granica koła stycznego przechodzą
cego przez punkt krzywej znajdujący się w odległości nieskoń
czenie małej od punktu styczności, gdy odległość ta zdąża do 
zera; lub też : granicą koła przechodzącego przez trzy punkta 
krzywej, gdy te trzy punkta zbiegają się w jeden [388]. Każde 
koło mające środek na normalnej do krzywej, i przechodzą
ce przez punkt w którym normalna ta spotyka krzywę, jest 
slycznćm do krzywej; kół takich jest nieskończenie wiele : 
jedno z nich tylko jest kołem ściśle stycznem, to, które 
jest wyznaczone przez równania (G).

Koło ściśle styczne^ mając w ogólności z krzywą styczność 
drugiego, to jest parzystego rzędu, przechodzi po za krzywę 
w punkcie styczności [381], to jest, znajduje się pomiędzy 
krzywą a styczną z jednej strony punktu styczności, a po za 
krzywą [względem stycznej z drugiej strony. Wyjątki mogą 
zachodzić tylko w szczególnych punktach krzywej danej.

Przyjdziemy wkrótce w inny sposób do koła ścisłe stycz
nego, i weźmiemy obszerniej pod uwagę jego własności.

Krzywe odniesione do spółrzędnych jednorodnych.

391. Widzieliśmy powyżej [62], jak przez wprowadzę- 
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nie nowej zmiennej nieoznaczonej t, równanie krzywej 
może być uczynionem jednorodnem, uważając spółrzędne 

już nie jako dwie zmienne x i y, lecz jako stosunki $ , % 

dwóch zmiennych x i y do zmiennśj nieoznaczonej t. 
Równanie krzywej przedstawia się wtedy pod postacią

(1) f(x,y,[)==0 

gdzie / jest funkcją jednorodną trzech zmiennych x, y, t. 
Zmienna t jest nieoznaczoną : przechodząc od jednego 
punktu krzywej do drugiego, można ją uważać jako stałą, 
lub jako zmienną w taki sposób, jak się podoba.

392. Równanie stycznej w spółrzędnych jedno
rodnych. Różniczkując równanie (i) w przypuszczeniu 
jakiegokolwiek t, otrzymamy 

© $£4r+3£,4+%5a==0 

a że

x = - t, y — - t t ‘ • t 
więc

dx =.td_ - dt, dy=td--\--dt L t ‘ • t 1 t 

a podstawiając w (2)

[, । 3f 7 y . dt F f । ff (3) t|-d--.d-----Y--t—, — 0

Lecz funkcja / jest jednorodną : oznaczając przez n sto
pień jej jednorodności, otrzymamy [226]

(4) « %E +y 8 + % =nf (x, y'^ =0 
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a równanie (3) stanie się, ponieważ t nie jest zerem :

(5) a=+34%=0Ox t ' oy t • .

Podstawiając w równaniu stycznej [373] (4)] spółrzędne
jednorodne, to jest: $ za x, % za y, * za“, X za Y, otrzy- 

t T •
mamy

Y y d t x\
T — t — 7 x T ~ t) 

t

a podstawiając w to ostatnie równanie wartość
d%
— z (s) 
dE

t

T t) 2x 1 T t) ^y

Dodajmy do pierwszej strony tego równania wyrażenie
/T 62f ) (- — 7)5 równe zeru, wykreślmy wyrazy równe zeru na 

zasadzie (4), i znieśmy wspólny mianownik T; otrzymamy 
równanie stycznej w spółrzędnych jednorodnych pod na
stępującym prostym kształtem :

(6) x+v+7—0.

Ox ^y 1 ot

Naprzykład, równanie krzywych drugiego stopnia w spół
rzędnych jednorodnych, przedstawia się pod kształtem [62]

Ax2 + By + Cy‘ + Dxl + Eyt +Ft=0
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mamy zaUm
% =2A+By+D 

3,==Br+2Cy+E 

*=Dx+Ey+2Ft

a równanie stycznej (6), staje się

(2 Ax+By +D) X +(Bx+2Cy+E) Y+(Dx+ Ey+2Ft) T =0.

Aby otrzymać równanie stycznej do krzywych drugiego 
stopnia w spółrzędnych zwyczajnych, dość jest założyć 
w powyższćm równaniu (=1, T=1 [62], co nam da

(2 Ax +By+D)X+(Bx+2Cy+E)Y+ (Dz +EJ+2F) =0.

Podstawienie spółrzędnych jednorodnych zamiast zwyczaj
nych, lub odwrotnie, nie wpływa na spółczynniki stałe, 
jak A, B, G, D, E, F, [62].

393. Twierdzenie. Punkta styczności krzywej algebra
icznej ngo stopnia, ze stycznemipoprowadzonemi do tej krzywćj 
z punktu jakiegokolwiek na płasczyznie, znajdują się na krzy
wej algebraieznśj stopnia n — 1.

Niech będzie krzywa algebraiczna dana przez równanie 
(1) [391] : jeżeli z punktu którego spółrzędnemi jednoro- 
dnemi są X, Y, T, poprowadzimy stycznę do tej krzywej, 
punkta styczności których spółrzędnemi są x, y, t czynią 
zadosyć równaniu (6), które jest n—Igo stopnia codo 
x, y, /[160], a za Lem znajduję się na pewnej krzywćj n—Igo 
stopnia przedstawionej przez to równanie. Jeżeli uczyni
my t=1, krzywa nie przestanie być n — Igo stopnia, a 
będzie wyrażoną w spółrzędnych jakichkolwiek; twierdze-
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nie więc jest ogólnem. Ponieważ krzywa ngo stopnia prze
cina się z krzywą n — Igo stopnia w ogólności w n (n — 1) 
punktach, przeto z punktu danego do krzywej (janej ngo sto
pnia, można poprowadzić w ogólności n (n — 1) stycznych.

Wniosek. Przypuszczając, że punkt przez który prowa
dzimy styczne do krzywej ngo stopnia, znajduje się w odle
głości zwiększającej się nieograniczenie, otrzymamy w gra
nicy wyrażenie następujące powyższego twierdzenia :

Punkta styczności krzywej algebraicznej ngo stopnia ze sty- 
cznemi poprowadzonemi równolegle do pewnego kierunku, znaj
dują się na krzywej algebraicznej stopnia n — 1; w ogóle 
więc do krzywej ngo stopnia, n ji — 1) stycznych równo
ległych poprowadzić można.

394. Wyznaczenie punktów przegięcia. Oznaczmy 

przez 5, 7 spółrzędnc jednorodne krzywej na płasczyznie, 

przez u funkcję jednorodną zmiennych x, y, t: niech 
będzie krzywa przedstawiona przez równanie

(1] u = 0

Oznaczmy przez skrócenie

Żu
3 = "s.

du Du
*—".‘

y^u u,
x3=a = "** ‘

yu. Dux Duv
-—— == -— == —-- u x, y»Dxoy oy OT

y>t du, 
a/‘—3y771

y>i Dux Dut _
Ddć 3 Dx 1 * ’

y-u iut
6 =0=“,4‘

Dhi Dur Dut
- — = — —- - — uy • t 2DyDt Dt Dy

48
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Różniczkując równanie (1), otrzymamy [ 392 (5)]

(2) uxd $ + Uyd %==0

Jeżeli stopień jednorodności równania (1) oznaczymy 
przez n, stopniem jednorodności funkcyj u, i u,, będzie 
n — 1 [225] i otrzymamy

dus = t

diiy = c

ux^xd 7 + «s,, d 4 + (n—1) ux “ 

u.^d^Ą-u^yd^ +(-1)u,4

Różniczkując teraz równanie (2), przyczśm różniczka - ma

być uważaną jako stała, (bo x uważamy za zmiennę nieza- 
leżną, a t za zmiennę nieoznaczoną) i upraszczając wypa
dek za pomocą tegoż równania (2), otrzymamy

Warunkiem koniecznym aby punkt, którego spółrzędnemi
3C Msą 71 4 był punktem przegięcia, jest [383]

(4) dl % =0

a jeżeli funkcja ur jest skończoną w tym punkcie, równa
nie (3) staje się

(5)
U„,=(d) +2u,,. (d^ 

\ t)
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Zauważyć należy, że w szczególnym przypadku kiedy 
ur = Q, równanie (5) ma miejsce na zasadzie (4) : lecz ró
wnanie (4) nie wynika koniecznie z (5) i (3). W tym szcze
gólnym przypadku, równanie (2) daje nam również u,== 0, 
a z tożsamości [226]

u,x — ury — utt = nu = 0

wypada że i ut = 0. Wzór więc (5) zawiera w sobie oprócz 
warunku (4), żeby punkt był punktem przegięcia, jeszcze 
punkta szczególne, w których zachodzi jednocześnie

(6) ux = 0, ur=0, u =0

w których styczna jest niewyznaczoną, i które mogą zatćm 
nie być punktami przegięcia.

Rugując z (5) stosunek różniczek dfi d,za pomocą (2)

otrzymamy
(7) uX)X ux — 2ux,y uxur-\- ur^ ux = 0

Równanie to zawierające warunek punktów przegięcia, 
lub punktów których spółrzędne czynią zadosyć (6), przed
stawimy pod innym kształtem. Twierdzenie funkcyj jedno
rodnych [227] daje nam

(8)

(9)

nu == uxx — u^y — u s
(n — 1) ux = U,*x — ux, y — ux,ti 
{ — i)unj = uf)Jx + urjry + uhtt 

(n — 1) vt = uX)tx + u^ty — ut)tt 

a rugując z tych czterech równań x, y, ut, otrzymamy

(10) {Tl --  1)2 [ux,= u2, --  2ux,, UX Uy + Uy^y u’,]
= n (n — 1) u (uX}X Uy^y — u^x^ — tH (u)
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gdzie H (u) oznacza przez skrócenie wyrażenie

Ux,t ^x,y ^y^t - Ux,t ^yyy) -- ^y^ ^xty ^x,t Ux^x Uy,t)

— Ut,e (Ux}x ^y^y--  u2x,y)
czyli
(11) H (u) — Ux,x ^y^y Ue,e — Zux,y Ux}t Uy^t -- Ux,r ^y^

— Ur^UiXyt— Ue,e u2=.

Równanie (7) podstawione w (9), uważając nadto że u==0, 
sprowadza się do równania

(12) H (u) = 0.

Warunek (12) zawiera więc warunek konieczny punktów 
przegięcia : warunek ten będzie dostatecznym, jeżeli wyj- 
miemy z pomiędzy punktów czyniących zadosyć (12), pun- 
kta w których zachodzą (6), lub też w których ur— c .

Wyrażenie (14) jest wspólnym mianownikiem wartości 
na x, y, t otrzymanych z trzech równań Igo stopnia (9), 
rozwiązanych co do x, y, t jako nieznanych : wyrażenie 
takie zwane wyznacznikiem, pisze się przez skrócenie w na
stępujący sposób :

Wyrażenie H(w), zostało nazwanóm przez p. Hosso, któ
ry je pierwszy otrzymał, wy znacznikiem funkcji u; nazwano . 
je później wyrażeniem Hesskiem, i oznaczono przez znak H.

395. TWIERDZENIE. Punkta przegięcia krzywej algebra
icznej stopnia n, znajdują się na krzywej algebraicznej sio - 
pnia 3(n—2).
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W rzeczy samśj, niech będzie krzywa algebraiczna dana, 
przez funkcję u całkowitą i jednorodną stopnia n całko
witego i dodatnego, zrównaną zeru. Wyrażenie (41) którego 
każdy wyraz składa się z trzech czynników stopnia n — 2, 
(bo każdy czynnik jest drugą pochodną funkcji stopnia n) 
jest stopnia 3 (n — 2); a więc równanie (12) któremu mu
szą czynić zadość spółrzędne punktów przegięcia, jest sto
pnia 3 (n — 2), i przedstawia krzywę którćj przecięcie się 
z krzywą daną wyznacza punkta między któremi znajdują 
się punkta przecięcia. Spółrzędne tych punktów są wartoś
ciami wspólnemi spółrzędnych dwóch krzywych [52], 
przyczem wartości urojone wspólne, otrzymane z rozwiąza
nia tych dwóch równań, uważać można za punkta urojone 
wspólne dwóm krzywym.

Jeżeli spółczynniki krzywej pozostawimy nieoznaczone- 
mi, jeżeli nie mamy z góry żadnego związku danego pomię
dzy temi spółczynnikami, spółczynniki te nie będą czynić 
zadosyć równaniom wyjątkowym (6), i wszystkie punkta 
przecięcia dwóch krzywych (i) i (12), będą mogły być 
punktami przegięcia. Wiemy nadto, że rugowanie jednej 
nieznanej z dwóch równań algebraicznych jakichkolwiek 
stopni prowadzi do równania, którego stopniem jest iloczyn 
stopni równań danych, mamy więc następujący :

Wniosek. Krzywa algebraiczna stopnia n, której spół
czynniki sa nieoznaczonemi, może mieć 3n(n — 2) punktów 
przegięcia.

W szczególnych przypadkach, gdy spółczynniki są ozna- 
czonemi, możemy otrzymać mnićj punktów przegięcia, 
ale nigdy więcej.

Krzywe drugiego stopnia nie mają punktów przegięcia : 
bo gdy n =2, wyrażenie 3n (n — 2) = 0.

Krzywa trzeciego stopniamożemiećwogólności 3.3(3—2), 
dziewięć punktów przegięcia rzeczywistych lub urojonych.

Krzywa 4go stopnia może ichmieć dwadzieścia cztery i t.p.
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Zastosowania i przykłady.

396. Styczna do krzywych drugiego stopnia. 
Krzywe te odniesione do spółrzędnych prostokątnych, są dane przez 
równanie

f (x, y) = Aa? + Bxy + Cy2 + Da + Ey + F = 0

z którego

34= 2Aa+By+D, 3=B+2Cy+E

Podstawiając te wartości w równanie stycznej [373], otrzymamy

(2Ax + By + D) X + (Bx + 2Cy + E) Y + (Dx + Ey + 2F) = 0

na równanie ogólne stycznej poprowadzonej do krzywej drugiego sto
pnia, w punkcie x, y .

W szczególnym przypadku elipsy odniesionej do osi [46], danej 
przez równanie

a‘y? + 62x2 = a?b2

otrzymamy równanie stycznej w punkcie x i y krzywej

Y - y = - b% (X - .)
• a2y 

równanie normalnej [374] «

‘—= br(X—®)

Dla hyperboli danej przez równanie [47]

a^y1 — bixt = — a^b^ 
równanie stycznej będzie

V b%x . \Y — y = — X — x)
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równanie normalnej

. a2y,.,Y—J=-z=(X—x)
Podstawiano za y wartość y = ± 2 1x2 — a* z równania hyper-

62xboli w wyrażenie —2, spółczynnika kątowego stycznej, otrzymamy

b2x__

a‘y a

Spółczynnik ten zdąża do granicy ± - , gdy x a zatem i y, zwię- 

kszają się nieograniczenie. Jednocześnie odległość punktu przecięcia 
się stycznej z osią OY, od początku

b2x a^y2 — 62x2 — a2b2 b2 . C === -     , —- —   
u2y a2y a2y y 

zdąża do zera. Styczna w punkcie którego spólrzędne zwiększają się 
nieograniczenie, ma więc granicę oznaczoną, prostę przechodzącą 

przez początek, i której spółczynnikiem kątowym jest + 6 lub — 8. 

Hyperbola ma zatem dwie assymptoty X‘X1, Y‘ Y,, (fig. 89) dane

przez równania
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których kąty z osią ogniskowy XOX, XOY‘ są spełniającemi, czyli 
COA =C0A,.

Dla paraboli danej przez równanie [48]

y2 = 2px

równanie stycznej w punkcie x, i y będzie

Y-y=}(-c)
równanie normalnej

Y-y=-¥(x-s).

Przecięcie się normalnój z osią odciętych, będzie się znajdować 
w odległości od początku

P+

(jak widzimy zakładając w równaniu normalnej Y = O, i wyciągając 
wartość na X); normalna w jakimkolwiek punkcie paraboli, spotyka 
oś odciętych w odległości od spodka rzędnej tego punktu stałej i ró
wnej p. Odległość ta zwana pospolicie podnormalną, jest więc stalą 
dla paraboli,

W spółrzędnych biegunowych [60], krzywe drugiego stopnia są 
dane wszystkie trzy przez równanie

P
1 +mdoso

oznaczając przez m = ——-- mimośród, przez p = ± a para

metr [60]; znaki wyższe odnoszą się do elipsy, niższe do hyper- 
boli; dla paraboli m = 1. Biegun przypuszczamy w ognisku, znajdu- 
jącem się w odległości am od środka elipsy lub hyperboli; oś bie
gunowa jest osią wielką lub ogniskową.

Równanie to daje nam

, _  mp wst o do da_ (4 —mdoso)2 
f (1+mdoso)2 7 do mp wst o 
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a ztąd, styczna trygonometryczna kąta jaki styczna do krzywej tworzy 
z promieniem wodzącym, będzie wyrażoną przez

pdo 1 — m doso 
st y. — — — —-----,----- 1 dp m wst w

397. Cykloida. Cykloidą nazywamy krzywą zakreśloną przez 
punkt okręgu koła, toczącego się bez ślizgania po prostej danej.

Niech będzie prosta dana OX, i o’:rąg kola C toczący się po tej 
prostej bez ślizgania: punkt M zakreśla krzywą OABA‘B‘ ... Kiedy 
punkt M znajdował się w punkcie O, był punktem styczności okręgu 
z prostą : warunkiem żeby okrąg toczył się bez ślizgania, jest równość 
długości luku MH z długością prostej OH. Ponieważ prosta OX jest 
nieograniczoną, krzywa zakreślona przez M składa się z nieskończenie 
wielkiej liczby części równych OAB, BA‘B‘, ... których podstawy 
OB = BB', ... są równemi długości okręgu kola toczącego się.

Weźmy początek spólrzędnych w punkcie O, oś odciętych OX, 
oś rzędnych prostopadłą OY, i oznaczmy spółrzędne punktu jakiego
kolwiek M

OP =, . MP = y

połączmy punkt M ze środkiem C kola tworzącego, i wyprowadźmy 
prostopadłą MI do średnicy GH; będziemy mieli

x = OH — PH = OH - Ml
y= CH-C

Oznaczmy przez a promień CM kola tworzącego, przez q kąt 
MCH utworzony przez promień z kierunkiem rzędnych odjemnych.
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otrzymamy

M! = a wsi 9, 

a więc

(£)

ROZDZIAŁ XIX.

CI = a dos P, luk MH = a P = OH

§ x = a (P — wst P)
( y = a (4 — dos P)

równania, które nam wyznaczę wszystkie punkta cykloidy po prawej 
stronie osi OY, gdy nadamy na P wartości od 0 do — c, po lewej 
stronie osi OY, gdy nadamy na P wartości od 0 do — c . Równania 
(1) najdogodniej będzie nam wziąść za równania cykloidy : równanie 
w zwykłym kształcie otrzymać możemy z łatwością, rugując z (1) p. 
Równania te dają nam

, a — y (2) dos © = — 9 © = luk dos 7 a a

(3) Wst © =----- • •------ — 
a 

a ztąd

(4) x = a łuk dos d" ± V2ay - y2

Równanie (4) jest równaniem cykloidy odniesionej do spółrzę- 
dnych prostokątnych : lecz równania (i) są prostszemi, dogodniej- 
szemi do użycia.

Aby otrzymać styczne MT do cykloidy, zróżniczkujmy równania (1), 
otrzymamy

( dx = a (1 — dos P) d = yd'-?
( dy = a wst ędę ; i

± V2ay—v lub dy _ v/2a - y 
y dx ‘ y 

(5)

a ztąd
(6) dy_ 

dx

wyrażenie stycznej kąta MTX. Równanie (6), jest zarazem równa
niem różniczkowym cykloidy. Odległość punktu przecięcia się normal
nej z osią odciętycłi od spodka rzędnej, czyli podnormalna będzie

J“=± yj^lay —y^=a wst p = PR
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a więc MH jest normalną, zaś MG styczną cykloidy. Punkta G i H 
są punktami średnicy koła tworzącego prostopadłej do osi odciętych : 
co daje nam sposób bardzo prosty wykreślenia stycznej i normalnej 
do cykloidy.

Zauważmy, że gdy koło tworzące tocząc się po prostej przebiegło 
pól drogi pomiędzy O i B, rzędna cykloidy AQ, jest największą 
i równą ‘la : wtedy 9=x (lub wielokrotności nieparzystej x), a od
cięta 0Q, równą tm półokręgowi koła tworzącego (lub jego niepa
rzystej wielokrotności). Weźmy pod uwagę pierwszą gałęź OAB cy
kloidy (w innych gałęziach równych pierwszej, rzeczy będą się miały 
tak samo) wykreślmy w połowie jej podstawy kolo tworzące AmQ; 
przez punkt M poprowadźmy równoległą Mm do osi odciętych; po
łączmy punkt m przecięcia się tej równoległej z okręgiem wykreślo
nym poprzednio, z punktami ostatecznemi A i Q średnicy tego okrę
gu prostopadłej do OX; poprowadźmy przez punkt M równoległą do 
mA : to będzie styczna; równoległa do mQ z punktu M poprowa
dzona, będzie normalną do cykloidy.

' 398. Spiralna Archimedesa [55] (fig.20) daną jest w spół- 
rzędnych biegunowych przez równanie

p = do

a więc styczna kąta p. stycznej z promieniem wodzącym 376] dana 
przez związek

równa się kątowi w promienia wodzącego z osią.
Podnormalna [377]

jest stałą, równą spółczynnikowi o dla jakiegokolwiekbądź punktu 
krzywej, co nam daje łatwy sposób wykreślenia normalnej, a więc 
i stycznej. Podstyczna równa się

edo Q2
- = — — (62CP a

jest więc proporcjonalną do kwadratu promienia wodzącego, lub kąta 
biegunowego.
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399. Spiralna hyperboliczna daną jest przez równanie

. aPo — a czyli p = 5

Gdy w = 0, p =c, gdy o się zwiększa, p się zmniejsza i staje 
się zerem dla o=c. Krzywa zaczyna się w odległości nieskończe
nie wielkiej [od początku O, robi nieskończoną liczbę obrotów około 
O zbliżając się ciągle nieograniczenie do tego punktu którego nigdy 
dosięgnąć nie może : jestto dla niej punkt asymptotyczny. Rzędna 
MP ma wartość

wst w
PM — p wst O — C  " co

gdy o zmniejsza się nieograniczenie, to jest, gdy odcięta OP zwięk
sza się nieograniczeuie, rzędna także się zwiększa, zdążając do gra

nicy a, bo gr WS" = I, gdy o=0, więc prosta AS w odległości

O A równej a, równolegle de osi OX poprowadzona, jest assymptotą 
krzywej.

Styczna tworzy z promieniem wodzącym kąt p., którego styczna 
równa się [376]

kątowi biegunowemu ze znakiem przeciwnym; podstyczna równa

ęstp = — (o = — a

jest stalą, co nam daje łatwy sposób kreślenia stycznej : dość jest 
wziąść na prostopadłej Ol do promienia wodzącego OM odległość 
Ol=0A=a po stronie przeciwnej kierunku dodatnego, a połączywszy
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punkt I z punktem M, prosta IM będzie styczną do krzywej w punkcie M.
UWAGA. Widzimy w tym przykładzie, że assymptota może być 

nietylko prostą nieograniczoną jak AS, ale że także punkt jak O,

może być punktem assymptotycznym. Wszelka krzywa do której druga 
krzywa zbliża się nieograniczenie, jest krzywą assymptotyczną. Tak 
wziąwszy krzywę daną współrzędnych biegunowych przez równanie

. 1 
0 =a-—

dla o=0, ę=c, oś biegunowa jest assymptotą krzywej. Gdy o 
się zwiększa, p zbliża się do a, lecz ? nie staje się równem a, chy
ba dla o = oo . Krzywa która jest także spiralną, zbliża się ciągle 
nieograniczenie do okręgu koła zakreślonego z bieguna jako środka 
promieniem a (fig. 92).

Zadania do rozwiązania.
1. Niech będzie krzywa odniesiona do spólrzędnych prostokątnych 

dana przez równanie

x ‘ y‘= a’

dowieść że część stycznej do tej krzywej, zawarta pomiędzy osią rzę
dnych i osią odciętych, jest długością stalą równą a.

2. Z punktu O na plasczyznie krzywej danej, poprowadźmy prostą 
OM do pewnego punktu M tej krzywej; w punkcie M poprowadźmy 
stycznę, i do tej stycznej prostopadłą OP z punktu 0. Miejscem 
geometrycznem spodka P tej prostopadłej, będzie pewna krzywa: 
dowieść że styczna do tej krzywej w punkcie P, znajduje się w odle-

, ,. OP2
glości od punktu O równej 03*

3. Najmniejszym z pomiędzy wielokątów o tej samej liczbie bo
ków opisanych na pewnej krzywej wypukłej, jest ten, którego każdy 
bok jest podzielonym w punkcie styczności na dwie równe części.

4. Miejscem geometrycznem spodków podstycznych do spiralnej 
logarytmowej, danej w spólrzędnych biegunowych przez równanie

o — aema
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jest spiralna logarytmowa podobna danej.
5. Znaleźć punkt przegięcia krzywej danej przez równanie 

xy2==2a(łax —
Odp.

3 a 2 a

6. Znaleźć punkta przegięcia krzywej

Odp.
ax3 — by^ = c+

y =0.

7. Znaleźć punkta przegięcia.krzywej

y == b — (x — a}n

Odp. Jeżeli , > 1, w punkcie przegięcia dla x = a, styczna jest 

równoległy do osi odciętych.
mJeżeli — <1 w punkcie przegięcia dla x = a, styczna jest prosto

padły do osi odciętych.
8. Znaleźć punkta przegięcia krzywej :

Odp.

e=G O)

(= V2a , =;
9. Znaleźć assymptotę liścia Descartes‘a [305] (fig. 71).



ROZDZIAŁ XIX

0 PUNKTACH NADZWYCZAJNYCH
LIN U KRZYWYCH NA PŁASCZYZN1E.

Określenia. — Punkta wielokrotne. — Punkta odosobnione. — Punkta zatrzyma
nia. — Punkta zwrotu. — Punkta kątowe. — Poszukiwanie punktów nadzwy
czajnych krzywych płaskich. — Ćwiczenia.

400. Określenia. Punktem nadzwyczajnym krzywej na
zywamy punkt, w którym krzywa przestaje być ciągłą, lub 
w którym kierunek stycznej do krzywej nie jest jedynym, 
wyznaczonym, zmieniającym się w sposób ciągły.

Jeżeli weźmiemy pod uwagę funkcję przedstawioną prżez 
krzywą, nazwać możemy wartością nadzwyczajną funkcji 
wartość szczególną odpowiadającą punktowi nadzwyczaj- 
nemu krzywćj, to jest wartość szczególną taką, dla której 
funkcja lub jćj pochodna przestaje być funkcją ciągłą zmien- 
nćj niezależnej, lub dla której funkcja ma więcej niż jedną 
pochodnę [147].

Tcorja punktów nadzwyczajnych krzywych jest zarazem 
teorją wartości nadzwyczajnych funkcji.

401. Punkt nadzwyczajny możemy określić geometrycz
nie jeszcze w inny sposób, co nam da możność łatwego 
rozpoznania takiego punktu :

Niech będzie krzywa dana LK, punkt M na tćj krzywej
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i styczna TT' w tym punkcie (fig. 93): nakreślmy około pun

ktu M obwód ciągły wypukły nieskończenie mały, na- 
przykład okrąg koła z punktu M jako środka, promie
niem nieskończenie małym : obwód ten przetnie w ogólności 
krzywe LK w dwóch punktach m i m takich, że kąt 
między cięciwami krzywej mM i m‘M będzie się zbliżał 
do granicy równej dwóm kątom prostym, w miarę jak pro
mień koła będzie zdążał do zera.

W szczególnych] przypadkach, jeżeli okrąg koła zakre
ślonego promieniem nieskończenie małym z punktu M 
przecinać będzie krzywę daną w więcej lub w mniej jak 
w dwóch punktach, lub jeżeli przecinając ją nawet w dwóch 
tylko punktach, cięciwy poprowadzone z tych punktów do 
punktu danego tworzą kąt, krórego granica nie jest równa 
dwóm prostym, punkt M nazywać będziemy punktem nad
zwyczajnym krzywej : z łatwością się widzi, że określenie 
to wychodzi na jedno z poprzedniem.

Punkt przegięcia [383] nie będziemy zatem uważać za 
punkt nadzwyczajny. Rozróżnimy następujące rodzaje punk
tów nadzwyczajnych :

402. Punkta wielokrotne. Punktami wielokrotnemi 
nazywamy punkta, w których schodzi się dwie lub więcej 
gałęzi krzywej, przecinających się ze sobą, lub stycznych 
jedna do drugiej. Okrąg koła zakreślony z punktu wielo
krotnego promieniem nieskończenie małym przecina krzy-
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wę w więcej jak dwóch punktach (fig. 94). W szczególności,

fig. 94.
punkta wielokrotne nazywamy podtuójnemi, potrójnemi... , 
jeżeli punkta te są wspólne dwóm, trzem ... gałęziom 
krzywej.

Weźmy naprzykład pod uwagę rodzaj krzywych, dany 
przez równanie

/x — b\p
(1) [y — P (x)]1 = (x — a) —-)

gdzie p (x) oznacza jakąkolwiek funkcję doskonałą [372], 
lecz rzeczywista zmiennej x; a, b, c, ilości dodatne dane; 
Q liczbę parzystę całkowitą, którą zakładamy pierwsza z licz-

/ x _ 6\ P • • • bą całkowitą p; wyrażenie r——h ma więc dwie war

tości rzeczywiste równe i znaków przeciwnych : krzywa 
składa się z dwóch gałęzi, danych przez równania

/ ___ _ p /x—b\ p
(2) J= v(x)—H(a— a}—)i J=(«)—(a—a) (—) 7 

jeżeli w tych równaniach wyrażenie (—-—17 uważać bę

dziemy z jednakowym znakiem.
Każdej wartości odciętej x odpowiadają dwa punkta 

krzywej, w których styczne dane są przez

da(3) —
dx

-2 
q

x—a\ x—6\24
-------- -------- 4c\c

gdzie wyrażenia z wykładnikami ułamkowemi brane są 
zawsze arytmetycznie, a znaki wyższe i niższe odpo

49
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wiadają pierwszej lub drugiej gałęzi krzywej.

Dla c = a, równania (2) stają się obadwa

y = (a)

obie gałęzie mają więc punkt wspólny dla odciętej równej 
a; lecz styczna dla pierwszej gałęzi w tym punkcie jest

(4)

a dla drugiej

(5)

d=q (a)+ 
dx "171

Jeżeli a >b spółczynniki kątowe (4) i (5) stycznych 
w punkcie x = a są rzeczywistemi; ciągłość ich nie jest 
zerwaną w tym punkcie: dwie gałęzie krzywćj przecinają 
się więc w punkcie x = a, y ==q(a), pod pewnym kątem 
i rozciągają się dalej po za tym punktem każda w swoim 
kierunku, podobnie jak na fig. 94 w punkcie M.

Przypadek a < b rozbieżmy poniżej, uważając :

403. Pnnkta odosobnione. Punktem odosobnionym na
zywamy punkt, którego spółrzędne czynią zadosyć równa
niu krzywej, jakkolwiek krzywa nie ma punktów sąsie
dnich temu punktowi, czyli nie jest ciągłą w żadnym kie
runku zacząwszy od tego punktu.

Okrąg koła zakreślony promieniem dostatecznie małym 
z tego punktu, nie spotyka w żadnym punkcie krzywej. Tak 
w powyższym przykładzie dla krzywej danej przez równa
nie (i) gdy a <b, wartości (4) i (5) są urojonemi; w punkcie 
c= a, y= q(a), którego spółrzędne czynią zadosyć równa
niu (1), któren zatem należy do krzywćj, styczna wcale nic 
istnieje. Nadto, jeżeli odciętej x = a nadamy przyrostek
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nieskończenie mały dodatny lub odjemny = Ax, rzędna

y == © (a — Ax) = (a — Ax) — b\2
----------- ------- I Ax

C )
będzie urojoną, póki tylko a = Ax będzie mniejszóm od b : 
więc krzywa nie ma żadnego punktu w blizkości punktu 
x = a, y=q(a): punkt ten jest więc punktem odosobnio
nym.

Weźmy jeszcze krzywę daną przez równanie

y = ax

Jeżeli a jest dodatnem, odcięte będą logarytmami rzę
dnych według zasady a : gdy x zmieniać się będzie od 
— c do — c, y zmieniać się będzie od zera do — o 
(fig. 95); oś odciętych jest assymptotą krzywej, która bę-

fig. 95.
dzie ciągłą po stronie rzędnych dodatnych. Lecz ile razy x 
przybierać będzie wartość ułamkową z n.ianownikiem pa
rzystym, tyle razy odpowiadać będzie po stronie rzędnych 
odjcmnych, punkt odosobniony symetryczny punktowi 
krzywej po stronie rzędnych dodatnych. Tak naprzykład,

1 1 dla T=5, mamy y = a" = — ya , a więc oprócz pun-

ktu A, odpowiada jeszcze odciętej OP, = -, punkt A, 

Punkt ten jest punktem odosobnionym, bo gdy zmienimy x 
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o nieskończenie małą, wartość nowa nic będzie już w ogól
ności ułamkiem o mianowniku parzystym, a zatem nowej 
odciętej odpowiadać będzie jedna tylko rzędna rzeczywista 

dodatna. W podobny sposób dla x~-, y ==vx,
2

dla •=4, 3 ==V a> i t. d • otrzymamy nieskończenie 

wielka liczbę punktów odosobnionych po stronie rzędnych 
odjcmnych : punkta te będę symetrycznemi gałęzi GH cią- 
glej krzywej, lecz nie będę stanowiły drugiej gałęzi cięgłej.

W szczególnym przypadku, równanie

y=(- 1)=

przedstawia krzywę, składajęcę się z samych tylko punktów 
odosobnionych, znajdujęcych się na prostych danych przez 
równanie y = = 1 : bo tylko dla x całkowitego lub ułam
kowego z licznikiem parzystym, y przybiera wartości rze
czywiste : inne wartości sę urojone, a zatem krzywa nie 
jest nigdzie cięgłę.

404 Punkta zatrzymania. Punktem zatrzymania nazy
wamy punkt A po za który gałęź krzywej nie przechodzi:

(fig. 96) nadając odciętej tego punktu przyrostek nieskończe
nie mały z pewnym znakiem, rzędna krzywej ma przyro
stek nieskończenie mały jedyny: lecz gdy odciętej nadamy 
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przyrostek ze znakiem przeciwnym, rzędna krzywej jest 
urojoną. Okrąg koła zakreślony promieniem nieskończenie 
małym z punktu zatrzymania przecina krzywę w jed
nym tylko punkcie. Punkt A jest punktem zatrzymania 
krzywej ABC : lecz punkt B nim nie jest.

Niech będzie naprzykład krzywa dana przez równanie

1 
y = e

Zmieniając odciętą x od do — 0 , rzędna y przy
biera wartości zmieniające się od — 0 do — 4, co nam 
daje gałęź krzywój LK (fig. 97). Zmieniając x w wartoś-

fig. 97.

ciach odjemnych od 0 do — c , i uważając że

4 
y=— € m

gdzie — —jest dodatnem, wartości y będą dodatne, za

warte pomiędzy 0 i —|—1, co nam da drugą gałęź krzywej 
OL', która będzie miała w początku O punkt zatrzymania.
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Funkcja powyższa przestaje być ciągłą, gdy x zmienia 
się w blizkości zera przechodząc z wartości nieskończenie 
małych odjemnych od wartości nieskończenie małych do- 
datnych; bo w tedy y z nieskończenie małego staje się nie
skończenie wielkim.

W ogólności, wartość zmiennej niezależnej, dla której 
. ciągłość funkcji zostaje zerwaną odpowiada punktowi zatrzy

mania, jeżeli wartość odpowiednia funkcji (rzędnej) nie jest 
nieskończenie wielką.

405. Punkta zwrotu. Punktem zwrotu, nazywamy 
punkt, w którym dwie gałęzie krzywej (lub więcej gałęzi) 
zatrzymują się, mając w nim styczną wspólną; chociaż okrąg 
koła nieskończenie mały zakreślony z punktu zwrotu spo
tyka krzywę w dwóch tylko punktach, jednak kąt mię
dzy dwiema cięciwami krzywej, schodzącemi się w tym 
punkcie zdąża do granicy zero, a nie do dwóch kątów pro
stych .

Rozróżniamy punkta zwrotu dwóch rodzajów: punkt 
zwrotu będzie pierwszego rodzaju (fig. 98) jeżeli dwie ga-

fig. 98. ' fig. 99.

łęzie krzywej znajdują się jedna po jednej, druga po dru
giej stronie stycznej wspólnej w tym punkcie; punkt zwro
tu będzie drugiego rodzaju (fig. 99), jeżeli obie gałęzie 
krzywej znajdują się po jednej stronie stycznej wspólnej 
w tym punkcie.

Niech będzie naprzykład gatunek krzywych danych przez 
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równanie

gdzie a jest długością daną, © (x), . V (x) funkcjami dosko- 
nałemi, rzeczywistemi i skończonemi zmiennej x, q liczbą 
całkowitą, parzystą, pierwsza z liczbą całkowitąp. Funkcja 
y będzie miała dla każdej wartości x dwie wartości rze
czywiste nierówne

p P
J=q(x)—(x — a)9 i y = P (x) — (x — a) 9

i będzie przedstawioną przez dwie gałęzie krzywćj odpo
wiadające dwóm powyższym wartościom.

Obie z powyższych wartości funkcji danej są równemi 
dla x =a : punkt więc odpowiadający odciętej a jest pun
ktem wspólnym obu gałęziom. Gdy x < a obie wartości 
stają się urójonemi: w punkcie tym obie gałęzie krzywej 
zatrzymują się.

Pochodna

&=(()*(— a)"Y(x)=, (x — ay !(x)

(gdzie znaki wyższe odpowiadają jednej wartości, znaki 
niższe drugiśj) staje się również tą samą dla obu wartości 
funkcji gdy x = a: obie gałęzie krzywej mają więc styczną 
wspólną w punkcie, którego odcięta równa się a. Punkt 
ten jest więc punktem zwrotu.
Jeżeli obie gałęzie są wklęsłemi, lub obie wypukłemi wzglę

dem osi nieprostopadłćj do stycznej wspólnej w punkcie 
zwrotu, punkt ten jest drugiego rodzaju; lecz jeżeli jedna 
gałąź jest wklęsłą, a druga wypukłą w tym punkcie, punkt 
jest punktem zwrotu pierwszego rodzaju. Czyli innemi słowy 
[385] jeżeli drugie pochodnej są tych samych znaków
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dla obu giałęzi krzywych, lub znaków przeciwnych, dla 
przyrostku nieskończenie małego x, punkt zwrotu jest 
drugiego^ lub pierwszego rodzaju. Mamy w przykładzie po
przedzającym

da- = *(x)=+ (x—a)"Y(x)=24 (— a^ Y (x)

±2 (7-1) (x—a)f"*+()

Jeżeli 2 > 2, obie wartości na d‘y różnią się nieskończe- 
q dx^

nie mało od P" (a) [dla x = a — Ax, biorąc Ax nieskoń
czenie małem. Jeżeli więc q" (a) nie jest zerem, zwrot jest 
drugiego rodzaju : jeżeli q"(a) jest zerem, zwrot będzie 
dla tej samej przyczyny drugiego rodzaju, byleby q”(a—Ax) 

było nieskończenie małą niższego od — -— 2 rzędu.

Jeżeli 2 < 2, obie wartości d‘ stają się nieskończenie 
q dx^ • "

wielkiemi dla x = a, znaków przeciwnych dla x = a — Ax 

a więc zwrot jest pierwszego rodzaju. (Ułamek— nie może 

być zresztą równym 2, bośmy przypuścili że liczby p i q 
są pierwszemi pomiędzy sobą).

Tak dla szczególnego przypadku powyższej funkcji

x3 — x2 — y2 — ^yx = 0 czyli (y — xf = x3

początek spółrzędnych jest punktem zwrotu pierwszego ro
dzaju; dla krzywej zaś danej przez równanie

x5 — x* — 2yx2 — y2 = 0 czyli (y — x2)2 = a5
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początek jest punktem zwrotu drugiego rodzaju.

406. Punkta kątowe. Punktem kątowym nazywa
my punkt, w którym zatrzymują się dwie gałęzie krzy
wej, mające w tym punkcie styczne różne. Okrąg koła za
kreślony promieniem nieskończenie małym z punktu 
kątowego przecina krzywę w dwóch punktach; lecz dwie 
cięciwy nieskończenie małe krzywej schodzące się w tym 
punkcie tworzą kąt zdążający do granicy lóżnej od dwóch 
kątów prostych: (fig. 100) granica ta jest różną od zera,

bo punkt byłby punktem zwrotu.
Niech będzie naprzykład krzywa (tlg. 101) dana przez

ównanie

czyli

1■1 —ex
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Dla r =0, y = ^> krzywa więc przechodzi przez po- 
czątek; pochodna dla tej wartości ^ — 0, y=0 (dla 
której x — Ax = Ax, y — Ay — Ay) staje się

a zważywszy że gr e”r=
__ 1 

gr e —2r = —1 = 0, pochodna

ta ma dwie wartości 
0 i 1

stosownie do tego czy uważać będziemy gałąź krzywej 
po stronie odciętych dodatnych, lub odjemnych: gałąź 
po stronie odciętych dodatnych będzie więc miała za 
styczną w początku samą oś odciętych, gałąź po stronie od
ciętych odjemnych będzie miała stycznę tworzącą z osią 
odciętych kąt 45°. Początek jest więc punktem kątowym 
krzywej.

Poszukiwanie punktów nadzwyczajnych 

krzywych.płaskich.

407. TWIERDZENIE. Niech będzie funkcja f^.y} ciągła,je- 
dnowartościowa, zmiennych x, y: załóżmy że pochodne częściowe

—, — tej funkcji są również ciągtemi, jednowarlosciowewi 

funkcjami tych zmiennych. Niech będzie krzywa dana przez 
równanie:
(1) f^, y}=^

noiciadamy że spółrzędne punktów nadzwyczajnych tej krzy-
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wej czynią zadosyć równaniom

(2) of—==0, ^ = 0.
^y

Oznaczmy przez To, Y spółrzędne jakiegokolwiek punktu 
M (fig. 102) krzywej, którą przypuścimy odniesioną do spół- 
rzędnych prostolinijnych, tworzących ze sobą kąt 0. Z pun
ktu M jako środka, promieniem nieskończenie małym p 
zakreślmy okrąg koła : dowiedziemy, że jeżeli x = xw y=y, 
nie czynią zadosyć równaniom (2), okrąg ten przeciąć może 
krzywę w dwóch tylko punktach które połączone z punk
tem M dadzą dwie cięciwy tworzące ze sobą kąt równy 
w granicy m, że zatem w takim razie punkt M nie jest 
punktem nadzwyczajnym.

Ponieważ punkt M znajduje się na krzywej, zachodzi 
równanie

/ (x,, y^> — o

a nazwawszy To + h, 30 + k punkta okręgu koła zakreślo
nego z punktu M promieniem n, spółrzędne punktu m 
przecięcia się tego okręgu z krzywą daną, czynić będą za
dosyć równaniu

f (x, + h ; y, + 1) — 0
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lub, odejmując od tego równania, równanie poprzedzające:

f^ + ^, 3 + k} — f(so s Jo)=0

Rozwijając f(x, + h, yo— k) podług wzoru Taylor’a [277] 
otrzymamy, zatrzymując rozwinięcie na drugim wyrazie :

(3)

gdzie wyrazem dopełniającym jest

(4) R,=o h2 +^hk (—) — k2 (<,)
2 1.2 0X1/1 \0X0Y), 0y‘).

Wskaźnik 0 u spodu nawiasów wskazuje, że w nawia
sach podstawić należy x, za a, y, za y; wskaźnik 1, że 
za x podstawić należy x, za y zaś yv czyniące zadosyć 
warunkom

&<<<z+h, y=y8y+k.

- Nazwijmy o kąt mniejszy od 2x, utworzony z osią od
ciętych przez cięciwę Mm ==p, łączącą punkt dany M, 
z punktem nieskończenie zbliżonym m przecięcia się krzy- 
wćj danej z okręgiem nieskończenie małym : otrzymamy

, wst (— w) , wstw 
h — p------- ,,—) k — p ——" wst 0 " wst 0

a dzieląc równanie (3) przez p i podstawiając te wartości:

of) wst (9—o) _ (f) wst oj R2 
3), wst 6 T Qy/, wstO 7 p

Zauważymy przytem, że stosunek — zdąża do granicy zero, 
P
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gdy p zdąza do zera : bo 3) 15,)> Są z założenia ro- 

żnemi od zera, a więc R, nieskończenie małem względem 
h lub k, a zatśm i względem p==vh2+k2+2hkdos@.

Aby uprościć ostatnie równanie, załóżmy

(G) Żx) o = — P wsta (<) = — P wst (0 — a)
Wo 1 ‘)

gdzie P jest dodatnem, co jest zawsze możebnem, bo Pi a 
są spółrzędnemi biegunowemi [60] punktu, którego spół- 
rzędne prostolinijne byłyby wio (6), i - wio (z); 

Założenie (6) sprowadza równanie (5) do kształtu

R
(7) P wst (o—a) +----2=0

P
Ra przechodząc do granicy, i zważając że gr —2 == O, i że P 
P

me może byc zerem, bo — 1 — me są z założenia 

zerami, będziemy mieli
gr wst (o — a) = O

różnica więc o —a, jest nieskończenie małą, lub nieskoń
czenie mało różną od T. Zobaczmy co się stanie z wyra
żeniem

(8) Pwst (—c)+‘

gdy będziemy zmieniać o od a — e do a-j-e, lub od 
(x — a) — e, do (x — a) — s, gdzie s wyraża ilość oznaczo
ną dodatną, tak małą jak się podoba. Wiemy z założenia, że

R, — f (x, —h,y — k) f(x, , yo) h
(1)
W/o
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jest funkcją ciągłą zmiennych h i k, a zatem podstawiw- 

szy za h i k ich wartości przez p i o,—2 jest funkcją cia- 
P

głą o. Funkcja ta staje się zerem, gdy p = 0, to jest h =0, 
k =0, a to jakiekolwiek będzie o : a zatem pochodna 
R
— względem o staje się również zerem [188] dla p =0.

Pochodna wyrażenia (8) względem o

R,
P dos (o — a) — —

jest nieskończenie mało różną od P lub —P, gdy różni
ca o — a jest nieskończenie małą, lub nieskończenie mało 
różną od T; a ponieważ P jest z założenia dodatnem, więc 
wyrażenie (8) zwiększa się, gdy zmieniamy o od a — s, 
do a — e, a zmniejsza się gdy zmieniamy o od T+a—s, 
do T+a—e; w jednym i drugim razie wyrażenie to zmie
nia znak, gdy przechodzimy z jednej z powyższych war
tości granicznych w drugą : wyrażenie to staje się więc 
zerem dla pewnej wartości o zawartej pomiędzy a — s 
i a — e, raz tylko, i znów dla pewnej wartości o po- 
międzyn + a — e i T—a—s, jakkolwiek małem będzie s.

Z powyższego wynika, że jeżeli wartości szczególne T==x), 
y==y, nie czynię zadosyć równaniom (2), równanie (7) ma 
tylko dwa pierwiastki w, jeden nieskończenie mało różny 
od a, a drugi od T+a. Okręg koła więc, zakreślony z pun
ktu M którego spółrzędnemi sę x, i J0, przecina krzywe 
w dwóch tylko punktach m, m takich, że cięciwy mM 
i Mm, tworzę jedna kęt nieskończenie mały, druga kęt 
nieskończenie mało różny od dwóch prostych ze stycznę 
danę [373] przez kęt a (na zasadzie równań (6)). Punkt 
więc M, którego spółrzędne nie czynię zadosyć równa
niom (2), nie może być punktem nadzwyczajnym, co było
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do dowiedzenia.
408. WNIOSEK. Przedstawiając krzywę współrzędnych 

jednorodnych [391]

u=f(x, y, 0 — 0

dla wartości szczególnych - , t spółrzędnych, odpowiada

jących punktom nadzwyczajnym, wszystkie trzy pochodne 
częściowe Igo rzędu ux, u,, u,, będą zerami : bo je
żeli L=0, 2 =0, 2 =0 na zasadzie twierdzenia po- 

przedzającego, to i =o Spółrzędne więc punktów nad

zwyczajnych czynią zadość równaniu, któreśmy oznaczyli 
powyżej przez .

H(w) = 0.

z zastrzeżeniami wymienionemi powyżej [394].

409. Poszukiwanie punktów nadzwyczajnych 
w szczególności. Niech będzie krzywa dana przez ró
wnanie
(i) f(x, y)==0

zakładamy że funkcja f(x, y) i wszystkie te jej pochodne 
częściowe, które brać będziemy pod uwagę w dalszym cią
gu tego badania, są ciągłemi jednowartościowemi funkcjami 
x i y. Wiemy z twierdzenia poprzedzającego [407], że 
punktów nadzwyczajnych szukać należy wyłącznie pomię
dzy punklami, których spółrzędne czynią zadosyć równa
niom

(2) r--0, — == 0»
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Niech będą wartości x,, Y, spółrzędnych punktu M, 
czyniących zadosyó równaniom (2), lecz dla których po
chodne częściowe drugiego rzędu nie stają się wszystkie trzy 
zerami, to jest, które nie czynią zadosyć trzem równaniom

(3)
22f 22f 22f
53= 01 xey==0, 57=0

Oznaczmy jak powyżśj przez x, — h, y—k spółrzędne 
punktu m (fig. 102) na okręgu koła zakreślonym z punktu 
M jako środka, promieniem nieskończenie małym p. Jeżeli 
punkt m ma się znajdować na krzywej, będzie zachodził 
warunek

f(x+h, J.+Ł)==0

a rozwijając podług wzoru Taylor’a, i znosząc wyrazy ró
wne z założenia zeru, otrzymamy

w — h2(-4)+2hk(—)—k2(,) — R, ==0
1.2 \ox"/o QxOY)o W/o.J

gdzie R, oznacza resztę wzoru Taylor’a, zatrzymanego na 
trzecim wyrazie.

Przypuśćmy że zachodzi warunek

22f\ (^f\ (_32f\2
3ał), y?) Jady), > °

trójmian w nawiasie wyrażenia (4) nie może stać się zerem 
dla żadnych wartości rzeczywistych h i k różnych od ze
ra, a że wartość jego bez względu na znak jest większą 
od R, [280], gdy weźmiemy h i k dostatecznie małemi, 
równanie (4) nie może być sprawdzonem. Z tąd wynika 
że okrąg koła zakreślonego z punktu M (x,, y) jako środka,
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promieniem nieskończenie małym nie spotyka krzywej; że 
zatem punkt M jest punktem odosobnionym.

410. Załóżmy że warunek (5) nie zachodzi: poprowadziw
szy przez punkt M równoległe MX‘, MY' do osi tworzących 
ze sobą kąt 0, h i k będą spółrzędnemi punktu m (x, + h, 
y.— k) względem tych równoległych : oznaczmy przez X 

stosunek , a przez • kąt Mm z osią OX (fig.102) będzie

k_  wst •
h wst (0 — w)

Mm=ę, k=ewst®
" wst 0

_ p wst (6 — w)
‘ wst 0

Wyrażenie w nawiasie (4)

34) +2(20x2/0 1 Qxoy of
by?o

stanie się zerem, jeżeli

(6) O

Oznaczmy dwa pierwiastki równania (6) przez

wst Wj ! 
wst (6 — o,)

wsi 6,
2 WSt (0 — o,)

50
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przyczem 6, i o, możemy zawsze przypuścić mniejsze m 
od 2x; równanie (4) stanie się

I/f\ 1/ , wsto, 1 F. , wst o, lin - (-—, I k — h —,7 r k — h ,   — R. — 02 >y‘/.L wst (0 — 0,L wst (0 — O2)_ 1 3

Podstawmy za k i h ich wartości, i załóżmy przez 
skrócenie

z zastrzeżeniem że pierwiastek po lewej stronie ma być 
wziętym z tym samym znakiem co iloczyn wst (6—6,) 
wst (0— o,). Równanie (4), w skutek tych podstawień, spro
wadzonym zostanie do kształtu

(7) P WSt (0— Wj) WSt (0 — 6,) +*=0

gdzie T zdąża do zera wraz z p, bo R, jest nieskoń- 
P"

crenie małem względem k2 lub h1, lub hk [255], zwa-

Żywszy że — , —— ; (-,)• - Qa2/. v^y/0 vy/0 nie są wszystkie trzy ze

rami : jest więc nieskończenie małem względem 03, równe
go h2 + k + 2hk dos 0.

411. Przypuśćmy naprzód że pierwiastki równania (6) 
nie są równemi, to jest że zachodzi warunek
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kąty zaś 01, 0,, nie są ani równemi, ani spełniającemi. Ró
wnanie (7) może tylko być w takim razie sprawdzonem 
przez wartość o nieskończenie mało różną od jednej z war
tości: 01, T - o,; 0,, 7 - o,. Oznaczywszy przez o jednę 
którąkolwiek z tych czterech wartości, a przez s ilość ozna
czoną dodatną tak małą jak się podoba, pierwsza strona 
równania (7) zmieni znak, gdy o przejdzie od o, — e, 
do o — e: więc w tych granicach będzie zachodził pier
wiastek równania (7). Powiadam że zachodzić będzie je
den tylko pierwiastek. W rzeczy samej, pochodna pierw
szej strony równania (7) co do o

P [dos( — o,)wst( — o,)+wst(o— o,)dos(®—o,)] +6

różni się od ± P wst (o, — o,) tak mało jak się podoba, 
jeżeli przyjmiemy s dostatecznie małem. Ponieważ R3 jest 
funkcją z założenia ciągłą zmiennej w, pierwsza strona ró
wnania (7) ciągle się zwiększa, lub ciągle zmniejsza, gdy o 
przechodzi od o,—s, do o+s; równanie więc (7), ma 
tylko cztery pierwiastki, cztery wartości o nieskończenie 
mało różne od 0,, T - 0,, 00,, i 7 - o,.

Z Lego wynika, że okrąg koła zakreślony z punktu M (xo,Y0) 
promieniem nieskończenie małym, przecina krzywę w czte
rech punktach : poprowadziwszy promienie koła nieskoń
czenie małego do tych czterech punktów, które będą cięci- 
ciwami nieskończenie małemi krzywej poprowadzonemi 
z punktu M do punktów nieskończenie zbliżonych, gra
nicą kierunku dwóch z tych cięciw, będzie kierunek wspól
ny tworzący kąt 0, z osią odciętych; granicą wspólną 
kierunku dwóch pozostałych cięciw, będzie kierunek wy
znaczony przez kąt o,. Ponieważ 0, i o, są z założenia 
różne, wiec punkt M jest punktem podwójnym krzywej.

412. Przypuśćmy po wtóre, że pierwiastki równania (6)
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Sz równemi, to jest że 

21)
>a2)0 Wh

‘ 02f \2 —) == ( OXO/o 

kąty 01, 6), są równemi, a równanie (7) staje się

R 
(10) P wst’ (o — 6) — 2 = 0

P 

nazywając o, wartość wspólną dwóch pierwiastków rów
nania (7).

Wziąwszy jeden wyraz więcej niż w (4) w rozwinięciu

/ (x, +h, J, — k)

podług wzoru Taylora, otrzymamy

Jeżeli wyrażenie w nawiasie (11)

l3 rĄ - 3/2k(—,) - 3h/2(—) — h3 U 
V«"/o V«"J/o Vdby‘/o \V/o

nic staje się zerem dla o = o lub o= -+0, wyrażenie 
to zachowywać będzie ten sam znak + lub —, gdy o prze
chodzić będzie od o — € do o + e, a znak przeciwny — 
lub —, gdy o przechodzić będzie od --o— £ do --6+s; 
znak ten będzie ten sam co znak R3 dla p nieskończenie 
małego, a więc równanie (10) może mieć pierwiastki tylko 
nieskończenie mało różne od o, lub % + o.



O PUNKTACH NADZWYCZAJNYCH. 789

Dwie pierwsze pochodne pierwszej strony równa
nia (io) są

3R, „ B,
Pwst2(»—w,)+38 2P dos2(»—)+3$

Dla wartości o nieskończenie zbliżonych do o, lub z — o, 
druga z niech różni się nieskończenie mało od 2P; pierw
sza zatem jest ciągle zwiększającą się, i może raz tylko 
stać się zerem. Równanie więc (10) może mieć tylko dwa 
pierwiastki i ma je w rzeczywistości, bo R, jest odjemnem 
dla wartości danych o, lub 7 - o zmiennej o.

W tym przypadku, okrąg koła zakreślony z punktu M 
jako środka promieniem nieskończenie małym, przecina 
krzywę w dwóch tylko punktach, a promienie koła popro
wadzone do tych punktów przecięcia z jednej i drugiej 
strony prostej wyznaczonej przez kąt o,, tworzą z kierun
kiem tej prostej kąty nieskończenie małe. Punkt M jest 
więc punktem zwrotu pierwszego rodzaju.

413. Weźmy teraz pod uwagę przypadek w którym wy
rażenie (ii) w nawiasie staje się zerem, gdy wst (o — 0) 
staje się zerem. W tym przypadku, podobnie jak w po
przedzającym, równanie (10) może mieć miejsce tylko dla 
wartości o nieskończenie mało różnych od o lub T — o; 
w punkcie więc danym M (x y) krzywa może mieć jedną 
tylko styczną, tworzącą kąt o, z osią odciętych. Aby roz
poznać gatunek punktu nadzwyczajnego M, zamiast uwa
żania okręgu koła zakreślonego z tego punktu promieniem 
nieskończenie małym, weźmiemy pod uwagę dwie równo
ległe do osi rzędnych w odległościach równych, nieskończe- 

knie małych, od punktu M. Zakładamy ciągle — =2, gdzie 

k i h są przyrostkami spółrzędnych punktu M, gdy prze
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chodzimy do punktu nieskończnie zbliżonego na krzywej.
Oznaczmy przez skrócenie

Zatrzymując na piątym wyrazie rozwinięcie

f(x+h, y.+k),

wyrażeniem reszty będzie

R,=//.0)+n]

gdzie 7 jest nieskończenie małą tego sameg rzędu co h; 
równanie więc wyrażające że punkt x,+h, y,+k, znaj- 
duje się na krzywej, będzie

• (12) /, W + h/, 0) + / W + h [A 0) 4-^=0

W przypadku który uważamy, pierwiastki równania 
f,Q)=0 są równemi : oznaczywszy przez X ich wspól
ną wartość, otrzymamy również f, Q)==0 (z równania (12) 
znosząc f^i^), dzieląc przez h i zakładając h =0). Ozna
czyliśmy wyżej [410]

, E wst 0, 
"0 wst (0 — o)
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a pierwiastki rzeczywiste równania (12) mogą być tylko 
nieskończenie mało rożnem i od a0.

Załóżmy

(13) , ' 2=)+uh

tak że zamiast X otrzymamy we wzorach nieznaną u :

/: 0) = 1.2 / 0) +.
/Q)=40+K0+...

/.0)=10+" 0) + .. •
/0)=/0+...

a zakładając przez skrócenie

, __f0) ,/0) .(1) — 1.2 MT 4 h ()

1 fs 0) 2 i f. ()) i , - 10.) — 1.2 I + ~T’ TIs (o)

równanie (12) stanie się

(19) F (u) + h [F, (v) +]=0

■/] jest nieskończenie małą tego samego rzędu co h.
Jeżeli pierwiastki równania

(15) F(v)=0

są urojonemi, równanie (14) nie będzie miało również pier
wiastków rzeczywistych, nie będzie więc na krzywej punktu
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nieskończenie zbliżonego do punktu M i punkt ten będzie 
punktem odosobnionym.

414. Jeżeli pierwiastki równania (15) są rzeczywiste i 
nie równe, oznaczywszy je przez p.’, u.", pierwsza strona 
równania (14) zmieni znak, bez względu na znak h gdy 
zmieniać będziemy p. w blizkości / lub p". Równanie (1 4) 
będzie więc miało naprzód dwa pierwiastki rzeczywiste p\ 
i p.”,, następnie dwa drugie pierwiastki rzeczywiste u, i p.",, 
które otrzymamy zastępując h przez — h: jest więc cztery 
punk ta krzywej dla których mamy według wzoru (13)

k == hh — ‘,h2 , k == *h — y. ,h2
I: = _ V + vl—, k = - \h + v*

Dwie z czterech cięciw łączących punkt M z temi punk
tami tworzą kąty nieskończenie małe z proslą wyznaczoną 
przez ) w jednym kierunku, dwie pozostałe cięciwy two
rzą kąty nieskończenie małe z tą samą prostą w drugim kie
runku. Punkt więc M jest punktem podwójnym w którym 
się spotykają, dwie gałęzie krzywej, mające w tym punkcie sty
czne wspólnąy

415. Wreszcie, jeżeli pierwiastki równania (15) są ró- 
wnemi, oznaczywszy przez M ich wspólną wartość, i przy
puszczając że równanie

(46) F,(„)==0
nie ma pierwiastku równego p0, równanie (14) przedstawi 
się pod kształtem

(—+y+9E()+1_0.
/ 2 (o)

Równanie to ma dwa pierwiastki rzeczywiste u.’, y.” nie-
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skończenie mało różne od (o, byleby h było znaku przeciw

nego, jak B ("o) ; lecz w razie gdy A jest tego samego zna- 
/ (o)

ku, co ten stosunek, równanie nie będzie miało pierwiastków 
rzeczywistych. Ztąd wynika, że krzywa ma dwa punkta dla 
których

k = x,h + 1 oh? , I = Ah —- M oh2

zresztą jeżeli (o nie jest zerem, y‘, i p." są tego samego 
znaku; więc cięciwy łączące dwa te punkta krzywej z punk
tem M znajdują się po tej samej stronie stycznej do krzywej 
w tym punkcie, i tworzą z jednym z kierunków tej stycznej 
kąty nieskończenie małe. Punkt więc M jest punktem zwrotu 
drugiego rodzaju.

Wniosek ten nie ma miejsca w przypadku, jeżeli Mo = 0; 
zwrot jest w takim razie pierwszego rodzaju; zachodzi ró
wnież wyjątek w przypadku gdy Lo jest pierwiastkiem ró
wnania (16). Lecz widzimy z łatwością, że ile razy punkt M 
w przypadku który uważamy, nie jest punktem zwrotu, 
jest wtedy albo punktem podwójnym, albo punktem odo
sobnionym.

416. Pozostaje do badania przypadek w którym wszystkie 
pochodne drugiego rzędu funkcji f {x^ y), która zrównana 
zeru przedstawia krzywę, są równemi zeru. Przypadek ten 
rozdziela się znowu na szczególne, w których pochod
ne dalszych rzędów musiałyby być branemi pod uwa
gę. Nie przeprowadzimy tu rachunków tyczących się tego 
przypadku, tćm bardziej, że wypadek ostateczny tych ra
chunków nie będzie ogólnym, jako zasadzający się na wzo
rze Taylor’a, któren tylko do tego szczególnego rodzaju 
funkcji f{x, y) stosować można [250], dla którego pochodne 
częściowe tej funkcji są ciągłemi, jednowartościowemi. 
Podamy tylko pobieżnie główny wypadek tego badania.

W ogólności, jeżeli dla wartości x,, y^ zmiennych x i y
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wszystkie pochodne częściowe funkcji f(x, y) aż do rzędu 
n — 1 włącznie stają się zerami, warunek aby punkt x, +h, 
Yo — k, znajdował się na krzywej jest następującego kształtu, 
zachowując poprzednie znakowanie :

R• (c) wst (o—o,) wst (w—o,) .. . wst (o— op) -—"# = 0

gdzie —"1 zdąża do zera wraz p, zaś o,, o, ... op oznaczają 
p

kąty, których liczba p jest równą n, lub różną od n o liczbę 
parzystą; $ (o) staje się stałą gdy p = n, w przeciwnym 
razie jest funkcją o, która nie staje się zerem dla żadnej 
wartości o. Widzimy z łatwością, że jeżeli kąty 01, 0,, ...6, 
są różnemi, punkt M będzie punktem wielokrotnym krzywej 
porządku p, to jest, że p gałęzi krzywej spotykać się będą 
w tym punkcie. Ztąd wynika, że dla punktu wielokrotnego 
porządku p, koniecznem jest (lecz niedostatecznem) żeby po
chodne częściowe funkcji f rzędu niższego od n stały się ze
rami dla spółrzędnych tego punktu.

W obecnem przypuszczeniu, spółczynniki kątowe sty
cznych do gałęzi krzywych, spotykających się w punkcie M, 
znajdują się między pierwiastkami X równania :

("f\ _ n ) ( o"f ) n(n—1) 52 ( o"f \
ba”), T I " 0a"—1by), T 1.2 (3x"—Zby?),

ka wyraża stosunek 7 przyrostku rzędnej do przyrostku od

ciętej, gdy przechodzimy z punktu M do punktu nieskoń
czenie zbliżonego na krzywej; pisząc 7 zamiast X i opusz

czając wskaźnik w powyższem równaniu, wychodzi ono na
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jedno z równaniem otrzymanem przez zróżniczkowanie n 
razy równania:

f(x,3)=0
w którćm na mocy poprzedzających założeń, znoszą się 
wszystkie pochodne d‘V , d‘% .. . rzędów wyższych nad 

pierwszy. To właśnie równanie wyznacza nam wartości 
4 : aby otrzymać d‘V , należy zróżniczkować n + Aszy raz 

UXC. 
równanie dane, i tak dalej. Uwaga ta może służyć jako do
pełnienie prawidła na różniczkowanie funkcyj niewyra
źnych [198].

417. Uwagi nad teorją punktów nadzwyczajnych. 
Teorja punktów nadzwyczajnych, która jakeśmy powiedzieli 
powyżej [400], wychodzi na to samo co teorja wartości 
nadzwyczajnych funkcji, jest nader ważną : ma ona na 
celu wyznaczenie i badanie wszelkich wartości zmiennych, 
dla których funkcja lub jej pochodne mają ciągłość zerwaną, 
lub przestają być jednowartościowemi. Tak, dla wartości 
odpowiadających punktom odosobnionym, lub punktom 
zatrzymania, ciągłość funkcji zostaje zerwaną; w pierwszym 
razie wartości szczególnej funkcji nie odpowiada żadna po
chodna. Gdy zmienna niezależna przechodzi przez wartość 
odpowiadającą punktowi wielokrotnemu, funkcja przestaje 
być jednowartościową : tej wartości szczególnej funkcji, . 
może odpowiadać kilka wartości pochodnej. W punkcie ką
towym ciągłość funkcji nie jest zerwaną, lecz ciągłość po
chodnej jest zerwaną i t. p.

Teorja tych wartości nadzwyczajnych podana powyżej nie 
jest ani ogólną ani wystarczającą : zasadza się ona na wzo
rze Taylora, któren wymaga ciągłości pochodnych, a wła
śnie idzie tu o wartości dla których pochodne przestają być
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ciągłemi, jednowartościowemi. Wprawdzie warunki te wy- 
maganemi były nie od funkcji wyraźnej

(1) y = ^(^x\

lecz od funkcji ogólniejszej

(2) f{x, 3)=0.

Naprzykład wszystkie funkcje algebraiczne, które nie są 
w ogólności ani jednowartościowemi, ani ciągłemi, pod 
kształtem (1) jako funkcje wyraźne, zostały określone przez 
równanie (2), gdzie f\x,y) przedstawia wielomian całkowity 
wymierny co do x i y, do którego zatem cała powyższa te- 
rja zastosowaną być może.

W ogólności, wartości nadzwyczajnych szukać należy 
pomiędzy wartościami x i y czyniącemi zadosyć trzem ró
wnaniom

rt.»=o. *=0. =0

naprzykład rugując y z dwóch pierwszych, otrzymując w ten 
sposób równanie co do x, i szukając pomiędzy pierwiast
kami tego równania, tych które czynią zadosyć równaniu 
trzeciemu 3, = 0. Z powyższych pierwiastkówdość jest brać 

pod uwagę pierwiastki wielokrotne, które same tylko mogą 
odpowiadać wartościom nadzwyczajnym : w rzeczy samej, 

rozwiązując równanie = 0 co do y, i podstawiając tak 

otrzymaną wartość y = 1 (x} w równanie /' (x, y} — 0 
otrzymamy

/ [x, 1 (x)] = v (x) = 0
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równanie zawierające x, którego pierwiastki czyniące za- 
dosyć równaniu 5, =0, są wartościami szukanemi. Lecz

V("I=%Z+%,v0)
a że E = 0 i 3, = 0 z założenia, więc i V(x) = 0, dla 

wartości szukanych; czyli że te wartości czynią zadosyć ró
wnaniu V(x) i V‘(x), a więc są pierwiastkami wielokro- 
tnemi równania Y(x) = 0.

Często można znaleźć wprost punkt nadzwyczajny krzy
wej lub wartość nadzwyczajną funkcji : naprzykład dla

1
1. z

wiemy że dla x=0 y=0 krzywa przechodzi przez po
czątek : lecz że dla x odjemnego y jest urojonem, więc 
początek spółrzędnych jest punkiem zatrzymania krzywej.

Zadania do rozwiązania.

1. Dowieś, że liść Descartes’a (fig. 70 str. 606)

y* — 3axy +x‘=0 .

ma w początku, to jest dla x = 0, y = 0 punkt podwójny.
2. Krzywa dana przez równanie

. a* — aa^y + by3 = 0

ma w początku punkt potrójny. Jedna z gałęzi jest styczną z osią od-
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ciętych, styczne do dwóch drugich tworzą z osią odciętych kąty któ

rych styczne są ± Vg •

3. Krzyica dana przez równanie

(by — cw)1 = (x — a)"

ma punkt zwrotu pierwszego rodzaju dla x = a.

4. Krzywa dana przez równanie}

a* — ax^y — axy'2 — a^ = 0

ma punkt zwrotu drugiego rodzaju w początku.
5. Znaleźć punktu nadzwyczajne krzy wej 

y'° — ax* — b^wy^ = 0.

6. Znaleźć punkta nadzwyczajne krzywej 

y3 (2, - a) + a2x2 - a’ = 0.

7. Znaleźć punkta nadzwyczajne krzywej 

p = a (stw — 1).

8. Znaleźć punkta nadzwyczajne krzywej

wst 30 

dos o

9. Dowieść, że żadna krzywa algebraiczna nie może mieć punktu 
zatrzymania ani punktu kątoeoego.

10. Dowieść, że krzywa dana przez równanie

y2n+2—(x — 1)2n+iz=0

nie ma punktu nadzwyczajnego, jakkolwiek 3_ 
a

9=0, £C = 0.
0, — == 0, dla 

dy
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0 KRZYWOśCI LINIJ NA PLASCZYZNIE

Różniczka powierzchni ograniczonej linją krzywą.—Różniczka łuku krzywej.— 
Krzywość. — Koło krzywości. — Promień i środek krzywości. — Różne wyra- 
rażenia promienia krzywości. — O rozwiniętych i rozwijających. — O obwinię
tych i obwijających. — Zastosowania i przykłady : Linje drugiego stopnia.— 
Cykloida. —Epicykłoida. Spiralne.

Powierzchnie i łuki linij krzywych.

418. Różniczka powierzchni ograniczonej linją 
krzywą. Niech będzie krzywa na płasczyznie dana przez 
przez równanie

f(x, y)=0

fig. 103.

Krzywę tę przypuszczamy ciągłą, a zatem i funkcję y 
zmiennej niezależnej x danę przez równanie krzywej (1) 
przypuszczamy ciągłą.

Weźmy na krzywej dwa punkta AiB (fig. 103): poprowa- 
dzimyrzędne AC, BD, część płasczyzny ograniczona krzy- 
wą AB, rzędnemi AC, BD i częścią osi odciętych CD, jest 
granicą powierzchni wielokąta wpisanego w krzyioe lub opisanego 
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na krzywej: to jest wielokąta otrzymanego, zastępując krzywę 
AB przez linję łamaną, złożoną z cięciw takich jak M M‘... 
nieskończenie małych krzywej AB; lub przez linję łamane 
utworzoną prowadząc styczne przez punkta M, M‘ ... nie
skończenie zbliżone tej krzywej.

Powierzchnia tak jednego jak drugiego wielokąta zdąża 
w rzeczy samej do granicy oznaczonej : aby lego dowieść 
poprowadźmy rzędne krzywej w punktach takich jak B', 
w których krzywa przestaje być wypukłą, a zaczyna być 
wklęsłą, lub przeciwnie [385] i weźmy pod uwagę część 
krzywej AB' naprzykład wypukłą. Podzielmy AB' w pun
ktach M, M... nieskończenie zbliżonych na coraz źwiększa- 
jącą się liczbę łuków MM',... nieskończenie małych; popro
wadźmy cięciwy MM ... tych łuków i styczne ML, M'L... 
w punktach podziału. Ponieważ AB' jest krzywą wypukłą, 
łuk MM przechodzić będzie wewnątrz trójkąta MLM; po
wierzchnia wielokąta wpisanego, która jest summą powierz
chni trapezów MM PP' będzie się zwiększać, gdy punkta 
M, M' będą się zbliżać, lub gdy ich liczba będzie się zwię
kszać (wziąwszy naprzykład pomiędzy M i M' punkt M", 
powierzchnia każdego trapeza MM‘PP‘ zwiększy się o trój
kąt MM'M"), powierzchnia ta nie może być większą od po
wierzchni wielokąta opisanego : zdąża więc do granicy 
oznaczonej [89]. W podobny sposób, powierzchnia wielo
kąta opisanego zmniejszając się, gdy liczba punktów M, M ... 
podziału się powiększa, a nie mogąc się stać mniejszą od 
powierzchni wielokąta wpisanego, zdąża do granicy ozna
czonej [89]. Granica powierzchni wielokąta wpisanego 
jest ta sama co granica powierzchni wielokąta opisanego : 
bo pierwsza z nich jest summą nieskończenie małych trape
zów MM PP', a druga nieskończenie małych pięciokątów 
MLM'P'P; dwie te nieskończenie małe różnią się o trój
kąt MML nieskończenie mały względem każdej z poprze
dnich nieskończenie małych, jako mający dwa wymiary 
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nieskończenie małe, a więc nieskończenie mały drugiego 
rzędu; granica więc summy trapezów jest ta sama co gra
nica summy pięciokątów [125]. Za pomocą zupełnie po
dobnego dowodzenia, zobaczylibyśmy że także dla części 
wklęsłej B'B krzywej, granica wielokąta wpisanego, utwo
rzonego przez linję łamaną cięciw B'B, rzędne B‘D‘, BD i 
część osi odciętych D‘D, jest ta sama co granica wielokąta 
opisanego otrzymanego, zastępując cięciwy przez styczne : 
z jakichkolwiek więc części wklęsłych, czy wypukłych 
składa się krzywa ciągła AB, powierzchnie wielokątów wpi
sanego i opisanego, któreśmy określili powyżej, zdążają do 
jednej i tej samej granicy oznaczonej. Powiadam że granica 
ta będzie tą samą dla wszelkich wielokątów wpisanych lub 
opisanych : to jest, według jakiegokolwiekbądź prawa łuki 
nieskończenie małe MM’ zdążać będą do zera, granica po
wierzchni wielokąta utworzonego przez cięciwy lub styczne 
będzie tą samą. Jakoż, niech będą dwa wielokąty wpisane 
różnego rodzaju, których boki dla każdego z osobna zdążają 
do zera; poprowadźmy rzędne krzywej dla wierzchołków 
lak jednego jak drugiego wielokąta, jako leż przez punkta 
przecięcia się cięciw : powierzchnie obu wielokątów zo
staną podzielonenii na równą liczbę trapezów nieskończe
nie małych. Trapezy jednego i drugiego wielokąta, zawarte 
pomiędzy temi samemi rzędnemi nie będą sobie równe : 
lecz różnica pomiędzy niemi jako trójkąt lub różnica trój
kątów mających jeden wymiar nieskończenie mały wzglę
dem odpowiedniego wymiaru trapeza, a drugi wymiar 
wspólny, jest nieskończenie małą względem każdego z tra
pezów7 : granica więc summy jednych i drugich trapezów 
będzie tą samą [125].

Granicę tę oznaczoną ^wspólna powierzchniom wielokątów wpi
sanych i opisanych, niezależną od sposobu w jaki wpisujemy te 
wielokąty, nazywamy powierzchnią krzywej AB : rozumiejąc 
przez to powierzchnię zawartą między krzywą AB, osią

51 
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odciętych i dwiema rzędnemi krzywej w punktach A i B 
poprowadzonemi.

Powierzchnia ta będzie również granicą wszelkiej innej 
powierzchni składającej się z nieskończenie małych, mają
cych z trapezami wpisanemi lub pięciokątami opisanemi 
stosunki równe w granicy jedności lub różnice nieskończe
nie małe wyższego rzędu [125]. Zobaczymy zaraz że do- 
godnem jest uważanie tej powierzchni jako summy równo- 
ległoboków, lub prostokątów.

419. Niech będzie jakikolwiek punkt M (lig. 103) 
krzywej AB i OP = x, PM = y spółrzędne tego punktu : 
powierzchnia ACPM zawarta między krzywą, osią odciętych, 
pewną rzędną daną AC i rzędną jakąkolwiek MP, jest funk
cją odciętej OP czyli zmiennej niezależnej x: oznaczmy 
tę funkcję przez

?(x) 

zamierzamy sobie znaleźć jej pochodną «‘(x) i różnicz
kę P ‘(x) dx.

Nazwijmy powierzchnię ACPM=P, i nadajmy jej przyro
stek nieskończenie mały AP=MM‘PP odpowiedni przyrost
kowi nieskończenie małemu zmiennej niezależnej Ax=PP. 
Poprowadźmy równoległą MN do osi odciętych, i weźmy 
pod uwagą równoległobok nieskończenie mały MNPP. Ró- 
wnoległobok różni się od AP = MM‘PP, o część krzywo- 
linijną MM'N mniejszą od równoległo boku MNM'K otrzy
manego prowadząc M'K równolegle do MN : mamy więc

PPNM < AP < PP M K.

Lecz stosunek
PPNM MP 
PPMK* M P

zdąża do jedności, gdy M zbliża się nieograniczenie do M’ 
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a zatem stosunek AP do PP‘NM lub PPM‘K tem bardziej 
APzdąża do jedności. Stosunek więc A= nie zmieni się w gra

nicy gdy za AP podstawimy PP NM lub PP M‘K [125]: 
mamy zaś

AP PPNM yAx wst 6 
gr EFS-AESA

dPZ=y
nazywając przez 0 kąt między osiami; czyli

wst 0

a więc :
Pochodna powierzchni ograniczonej linja krzywa, dworna rze- 

dnemi i osią odciętych, względem odciętej, równa się iloczynowi 
rzędnej przez wstawę kąta między osiami spółrzędnych.

W razie spółrzędnych prostokątnych

dPZ=y, dP = ydw

pochodna powierzchni równa się rzędnej, różniczka powierzchni 
iloczynowi rzędnej przez różniczkę odciętej.

Powierzchnia ABDG zawarta pomiędzy krzywą AB, 
dwiema rzędnemi AG = y0, BD = Y odpowiadającemi 
odciętym AG = x,, AD = X, uważana jako summa nie
skończenie małych przyrostków AP = MPPM może być 
także uważaną jako granica summy nieskończenie małych 
równoległoboków MPPN lub KPPM’ [125]. Mamy więc \

r=x r=x
ABDG — gr ) y\x. wst 6 = wst @.gr X ydx,
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a w razie spółrzędnych prostokątnych :

x—X
i ABDC — gr yax

X=Xq

Powiedzieliśmy że jeżeli krzywa przedstawia funkcję y 
zmiennej niezależnej [x, powierzchnia P jest funkcją tej
że zmiennej x :

P=ę(x) 

otrzymaliśmy w razie spółrzędnych prostokątnych 7===V, 

czyli ?(x) ==y.
Jeżeli krzywa jest ciągłą, powierzchnia P jest również 

funkcją ciągłą x : widzimy więc, że jak każdej krzywej 
ciągłej AB odpowiada powierzchnia wyznaczona P, za
warta pomiędzy tą krzywą i osią odciętych, tak :

Każdej funkcji ciągłej y zmiennej niezależnej x, odpo- 
.wiada pewna funkcja ciągła © (x), której pochodna o‘(x) ró
wna sie funkcji danej y.

Mając daną funkcje y^ a szukając funkcji ©(x), znamy po- 
chodnę y ==q (x), a szukamy funkcji pierwotnej © (x): fun
kcja ta jest przedstawioną na zasadzie poprzedzającego 
przez powierzchnię zawartą pomiędzy krzywą przedstawia
jącą funkcję pochodną i rzędną odpowiadającą odciętej ja- 
kiejkolwiek x.

420. Jeżeli krzywa jest odniesioną do spółrzędnych 
biegunowych i przedstawianą przez równanie [54]

• F(o, @)==0

powierzchnia zawarta pomiędzy dwoma promieniami AO,
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OB (fig. 104) i lukiem krzywej AB jest jak powyżej granicą 
powierzchni zawartej pomiędzy OA, OB i linją łamaną wpi
saną lub opisaną na AB składającą sic z cięciw lub stycznych 
nieskończenie małych : w rzeczy samej, uważając OB i OA 
za osie spółrzędnych prostolinijnych, powierzchnia AOB 
jest powierzchnią uważaną poprzednio [418], zawartą po
między OB, rzędną OA i krzywą AB.

Niech będzie powierzchnia BOM = P zawarta pomię
dzy lukiem krzywej BM, pewnym promieniem wodzą
cym OB i promieniem jakimkolwiek OM = P , tworzącym 
z osią biegunową kąt MOX = o. Dając kątowi o przy
rostek A« = MOM', przyrostkiem powierzchni P, bę
dzie AP = MOM'. Prowadząc luki kół MN, M‘N‘ ze środ
ka O, mamy

wycinek MON < wyc MOM' < wyc N OM';

lecz gdy M zbliża się nieograniczenie do do M‘

wyc MON , or—•---------=1 8 wyc NOM'

a więc tśm bardziej granica stosunków wycinka krzy
wej MOM' do wycinków kół MON, N'OM' jest jednością : 
trzy te wycinki są więc nieskończenie małemi, które pod
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stawione jedne za drugie nie wpłyną na granice stosunków 
lub summ nieskończenie małych [125]; mamy więc

1
AP WycMON 2° 0

55 A =5T A =8 Bo •
czyli

-=1o, lub dP == 1 odo 
do 2‘ 2‘

Pochodna wycinka krzywej względem kata biegunowego, ró
wna się połowie kwadratu promienia wodzącego.

Gdybyśmy chcieli wyrazić pochodnę tę lub różniczkę dP 
wycinka w spółrzędnycb prostokątnych, biorąc oś OX za oś 
odciętych, 0 za początek, mielibyśmy

sto=%
x

0 —łuk st%

a więc
J xdy — ydx

a ponieważ x‘ + y^ = ę3.

a zatem
^dw =xdy — ydx

Jp =xdy—ydx
2

Różniczka ta będzie odjemną gdy xdy < ydx, czyli 
gdy 4% < % lub 4 < sU. Poprowadziwszy w punkcie O 

równoległę do stycznej w punkcie M, styczną kąta tej ró
wnoległej z osią będzie 4% i jeżeli równoległa o której mo
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wa, tworzy kąt z osią mniejszy od kąta o, to gdy x się zwię
ksza, o się zmniejsza, a zatem i P się zmniejsza dla zwię
kszającego się x : dP jest wtedy odjemnem jak być po
winno.

421. Różniczka łuku krzywej na płasczyznie. 
Niech będzie krzywa LL‘ na płasczyznie : podzielmy tę 
krzywę na części AB, BB, ... ciągle wklęsłe, lub ciągle 
wypukłe i nieprzedstawiające punktów nadzwyczajnych, co 
jest zawsze możebnem. Weźmy pod uwagę jedne z tych 
części AB, którą przypuścimy naprzykład wypukłą.

Dzieląc łuk AB w punktach M, M,... na nieskończenie 
wielką liczbę nieskończenie małych części, i prowadząc 
cięciwy MM... wpiszemy w łuk AB linję łamanę. Dłu
gość tej linji- łamanej się zwiększa, gdy punkta M, M, ... 
zbliżają się nieograniczenie : bo linja jest wypukłą, a wiemy 
z geometrji, że w razie dwóch linji łamanych wypultłych ma
jących punkta ostateczne wspólne^ linja obejmująca jest większą 
od objętej. Dla tej samej przyczyny, linja łamana wpisana, 
jakkolwiek jej długość ciągle sję zwiększa, nie może stać 
się większą od jakiejkolwiek linji oznaczonej opisanej na 
krzywej : długość więc linji wpisanej o coraz zwiększającej 
się liczbie części, zdąża do granicy oznaczonej [89]. Po
wiadam, że granica ta jest zawsze tą samą według jakiego
kolwiek prawa wpisywać będziemy linję łamaną w ten sam 
łuk AB : jakoż niech będzie inna linja wpisana, o coraz 
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zwiększającej się liczbie części nieskończenie małych, ta
kich jak Mi M... Poprowadźmy rzędne krzywej tak przez 
punkta M, M'... jak i przezpunkta M,, Mp ... Każden z ob
wodów dwóch linij łamanych składać się będzie z równej 
liczby części nieskończenie małych takich jak MK, IM„ ... 
zawartych między temi samemi rzędnemi. Gdy punkta M 
i M, Mi i M1 a więc i M, M1 zbliżają się do siebie, kie
runki IM’, MK, zbliżają się do kierunku wspólnego stycz
nej w punkcie w którym M, Mj schodzą się ze sobą : a że 
długości te IM 1, MK są zawsze zawarte między rzędnemi 
równoległemi MP, M1 P1, więc ich stosunek zdąża w gra
nicy do jedności. Granica wiec summy IM, ... jest równą 
granicy summy MK, ... [125] czyli pierwszy obwód zdąża 
do tej samej granicy oznaczonej co obwód drugi.

Biorąc kolejno części krzywej LL‘ takie jak AB, BB, ... 
nie przedstawiające punktów zwyczajnych, ani punktów 
przegięcia, dowiedlibyśmy że granica linji łamanej wpisa
nej w każdą z tych części jest oznaczoną, niezależną od spo
sobu w jakie wpisujemy tę linję : dodając obwody linij ła
manych wpisane w pojedyncze łuki, otrzymamy obwód, 
wpisany w całą linję LK między jej punktami ostateczne- 
mi L iL; obwód ten będzie zdążał do granicy jedynej, 
oznaczonej. Granicę tę nazywać będziemy długością linji 
krzywej LL'.

Długość linij krzywej może być uważana nietylko jako 
granica summy cięciw, lecz także jako granica summy 
innych linij nieskończenie małych, nawet nie koniecz
nie tworzących linję nieprzerwaną, lecz mających z cię
ciwami różnice nieskończenie małe wyższego rzędu, lub 
stosunki odpowiednie równe w granicy jedności [125]. Zo
baczymy zaraz przykład i zastosowanie tego ostatniego spo
sobu uważania.

422. T w IERDZENIE. Hóżmca pomiędzy łukiem nieskończenie 
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małym a jego cięciwa, jest nieskończenie małą trzeciego rzędu.
W rzeczy samej, łuk jest granicą linji łamanej wpisanej, 

czyli summy cięciw nieskończenie małych. Jeżeli łuk jest 
nieskończenie małym, każda z cięciw wpisanych tworzy 
z całą cięciwą łuku kąt nieskończenie mały: ho kąt ten zdąża 
do zera, gdy cały łuk zdąża do zera, a cięciwa jego do sty
cznej. Łuk nieskończenie mały, możemy zawsze przypuścić 
wypukłym względem swej cięciwy : cięciwa ta jest summą 
rzutów na swój kierunek cięciw nieskończenie małych wpi
sanych w łuk. Nazwawszy jedną z tych cięciw a, kąt nie
skończenie mały jaki tworzy z cięciwą całego łuku a, 
rzutem jej na cięciwę całego łuku będzie a dos a ; różnicą 
cięciwy nieskończenie małej wpisanej i jej rzutu, będzie

a (1 — dos a) czyli 2a wst2 3 a

różnica ta jest więc nieskończenie małą trzeciego rzędu 
względem a i a, które są nieskończenie małemi jednako
wego rzędu [134]. Różnica więc summy cięciw wpisanych 
i summy rzutów, czyli cięciwy całego łuku, jest więc także 
nieskończenie małą trzeciego rzędu: bo oznaczywszy summę 
tych cięciw przez s, największy z kątów a przez a,, naj- 

mniejszy przez %o, różnica ta będzie mniejszą od 2s wst25 %1

1a większą od 2swst2- %o dwóch nieskończenie małych trze

ciego rzędu, a to dla jakiejkolwiek liczby cięciw wpisanych. 
Różnica więc całego łuku nieskończenie małego i jego cię
ciwy jest nieskończenie małą trzeciego rzędu c. b. d. d.

423. Przypuśćmy teraz, że krzywa jest odniesioną do 
osi tworzących ze sobą kąt 0. Długość łuku AM (fig. 103) 
zawarta pomiędzy pewnym punktem A a jakimkolwiek pun
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ktem M krzywej, jest funkcją spółrzędnych x, y tego pun
ktu, czyli funkcją zmiennej niezależnej x, przez którą y jest 
wyrażonem za pomocą równania krzywej. Oznaczywszy 
długość AM przez ł mamy więc

ł=o(x)

zamierzamy sobie znaleźć różniczkę dl.
Nadajmy łukowi AM przyrostek nieskończenie mały 

Ał=MM; poprowadziwszy równoległę MN do osi odcię
tych, mamy w trójkącie MM'N :

MM* = MN? + M'N2 + 2MN X MN dos 6

a oznaczywszy cięciwę MM' przez c:

c2 = Ax2 + ^f + 2A«Ay d os 6;

dzieląc przez Ax2 i wyciągaiąc pierwiastek

&==J 1+A/+2A dosG
Ax V Ax2 Ax

Jeżeli Ał, a więc i c jest tego samego znaku co Ax t. j. je
żeli łuk się zwiększa gdy zwiększamy x, bierzemy pierwia
stek ze znakiem dodatnym ; w razie przeciwnym ze zna
kiem odjemnym. Przechodząc do granicy i podstawiając 
za c nieskończenie małą Al różną od c o nieskończenie

C .małą trzeciego rzędu, granica — się nie zmieni [125] i

mamy

gA‘=gr±V1+A+2A% doso
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czyi i

dy‘
dx2

2 dy cios 6 
dx

wyrażenie pochodnej luku względem odciętej, lub po pro
stu stosunku różniczki luku do różniczki odciętej, jakąkol
wiek będzie zmienna niezależna [151]. Jeżeli osie spółrzę- 
dnych tworzą ze sobą kąt prosty, mamy

d=*s / 1 —dy lub dł = + Vdx3—dy
dx Vdx2 . 

kwadrat różniczki łuku równa się summie kwadratów różniczek 
rzedniej i odciętej.

Znak pierwiastku wyrażającego różniczkę łuku, ma być 
więcej lub mniej, stosownie do tego czy łuk się zwiększa 
lub zmniejsza, gdy zwiększamy zmiennę niezależną, to jest 
stosownie do położenia względem punktu A na krzywój, 
od którego liczymy długość łuku.

424. Jeżeli krzywa jest odniesioną do spółrzędnych 
biegunowych p i o (fig. 104), niech będzie łuk BM = ł,

łuk MM‘=Ał, OM = p, MOX =c, MOM=A®, NM‘= Ap:

Poprowadziwszy MQ prostopadłą do OM', mamy

cięciwa MM? = MQ2 + QM?
a więc

MM”_, _QM*
MQ‘ — T MQ‘

przechodząc do granicy i podstawiając za cięciwę MM
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łuk Al, za MQ luk koła MN = pAo, za

QM‘ = p + Ap — p dos Ao = 2 wst? 3 Ao+Ap 

nieskończenie małą Ap różną od QM‘ o nieskończenie 

małą drugiego rzędu 2wst2 - Ao, równość granic się me 

zmieni [125] i otrzymamy

At2 , । Ap28TFAo==1 +8T AA07
czyli

dł2 == d2 — ?2do2
a więc

wyrażenie różniczki łuku w spółrzędnych biegunowych. 
Pierwiastek ma być wziętym ze znakiem — jeżeli łuk się 
zwiększa, gdy zwiększamy zmienne niezależną; w przeciw
nym razie ze znakiem odjemnym.

Wyrażenie to możnaby było otrzymać wprost z wyraże
nia, dł=y d x2 +dy?, za pomocą wzorów

x = ? dos o , y =? wst w

na zmianę spółrzędnych [60]. Jakoż

dx = dę dos w — ędo wst m 
dy — dę wst o — ęd^ dos o

podnosząc do kwadratu i dodając, otrzymany

d;c^ + dy‘==de + PW 

jak być powinno.
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425. Wyrażenie kąta stycznej z osią odciętych. 
Niech będzie krzywa

F(x, y)=0 

odniesiona do osi prostokątnych i punkt M na krzywej. 
Wyrażenie różniczki łuku w punkcie M

di = ±\J dx- + di/2 

jest, jakeśmy powiedzieli, niezależnem od wyboru zmiennej 
niezależnej i ma być branem ze znakiem — lub — stoso
wnie do tego, czy luk się zwiększa lub zmniejsza gdy zwię
kszamy zmiennę niezależną, to jest, czy punkt od którego 
liczymy długości łuków znajduje się na krzywej po jednej 
lub drugiej stronie punktu M. Poprowadźmy w punk
cie M stycznę do krzywej i nazwijmy a kat tej stycznej 
z osią odciętych. Kąt ten ma być liczonym w następujący 
sposób:

Przedstawmy sobie osie spółrzędnych przeniesione ró
wnolegle do punktu styczności jako początku i prostą ru
chomą, która wychodząc z położenia odciętych dodatnych 
i obracając się koło punktu styczności w kierunku rzę
dnych dodatnych zbliżać się będzie do kierunku stycznej : 
prosta ta zakreśli kąt a, który może mieć wszelką wartość 
pomiędzy zerem a 2x. Wiemy że [141]

a ponieważ

sta _ 1ws t & —----- -----9 d OS % =----- , . -------
± V 1 — St2 a = V 1 + St2 a



= ydx2+dy? dł

814 ROZDZIAŁ XXI

więc

wst a = dy
± V dx^ + dy1

_ dy 
dł

dosa — dx dx

Jeżeli będziemy uważać styczną jako podzieloną w punk
cie styczności na dwie części w przedłużeniu jedna dru
giej, kąt a określony w. powyższy sposób będzie miał dla 
jednej i drugiej z tych części czyli kierunków stycznej, dwie 
wartości różniące się o dwa kąty proste : wstawy i dostawy 
tych dwóch wartości są równe lecz znaków przeciwnych. 
We wzorach więc powyższych znak pierwiastku czyli znak 
dł możemy przyjąć dodatnym lub odjemnym, stosownie do 
tego czy uważać będziemy stycznę rozciągającą się w je - 
dnym lub drugim kieruku począwszy od punktu styczności.

Krzywość linji na płasczyznie.

426. Określenie. Krzywościa zupełna łuku ograniczo
nego krzywej nie przedstawiającego punktów przegięcia, ani 
punktów nadzwyczajnych, nazywamy kąt utworzony przez 
styczne w punktach ostatecznych tego łuku poprowadzone.

fig. 106.

Niech będzie łuk AB (fig. 106): kąt k= BKS’ utworzony przez
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styczne AS, BT jest krzywością zupełną łuku AB, w przy
puszczeniu, że między punktami A i B nie ma ani punktu 
przegięcia, ani innego punktu nadzwyczajnego.

Kąt ten k ma być liczonym jako zakreślony przez stycz
ną ruchomą, która wychodząc z położenia SS' odpowia
dającego punktowi A, przechodzi do położenia BT nic 
przestając być styczną do krzywej pomiędzy punkta
mi A i B. Naprzykład, dla całego łuku zamkniętego krzy
wej zamkniętej nie przedstawiającej punktów nadzwyczaj
nych, krzywość zupełna będzie równa czterem kątom pro
stym, a nie dwóm, lub zeru.

Krzywością średnią łuku, nazywamy stosunek krzywości 
zupełnej do długości łuku.

Krzywością linji w danym punkcie, nazywamy granicę 
krzywości średniej łuku nieskończenie małego liczonego od 
tego punktu: to jest granicę stosunku krzywości zupełnej 
tego łuku nieskończenie małego, zaczynającego się w tym 
punkcie do jego długości.

Granica ta jest w ogólności skończoną oznaczoną, bo 
kąt k, który mierzy krzywość zupełną łuku nieskończenie 
małego, jest nieskończenie małą tego samego rzędu co cię
ciwa łuku, [134] a zatem co długość łuku [422]. Nadto 
jeżeli łuk nie przedstawia punktów nadzwyczajnych, kąt 
ten k równy różnicy kątów KTX, KSX, jakie styczne two
rzą z osią 0X jest funkcją ciągłą zmiennej niezależnej x; 
długość łuku jest także funkcją ciągłą x [423]; więc krzy
wość zupełna łuku jest funkcją ciągłą długości tego łuku.

Stosunek przyrostku krzywości zupełnej do przyrostku od- 
powiednego długości łuku, zdąża więc w ogólności do gra
nicy oznaczonej [132].

Niech będzie łuk AB=t liczony od punktu A, którego 
krzywością zupełną jest kąt BKS' = k. Nadając łukowi AB 
przyrostek nieskończenie mały BM=AT, krzywość zupełna 
otrzyma przyrostek k'=^k. Jakeśmy powiedzieli, k jest
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funkcją ciągłą ł: pochodna tćj funkcji czyli
. Ni dk

81 N~ dł

jest krzywością linji w punkcie B.
Różniczkę dk krzywości zupełnej, nazywać będziemy ką

tem styczności krzywej w punkcie B. Wielkość ta jest nie
skończenie małą, która różni się od kąta nieskończenie 
małego N dwóch stycznych w punktach nieskończenie- 
zbliżonych B i M, czyli od krzywości zupełnej łuku nie 
skończenie małego N o ilość nieskończenie małą wzglę
dem niej samej [140],

Krzywość linji w pukcie danym jest stosunkiem kąta sty
czności do różniczki łuku, jakąkolwiek weźmiemy zmienne 
niezależną [151],

427. Koło krzywości. W kole, kąt pomiędzy stycz- 
nemi, czyli krzywość zupełna łuku, równa się kątowi mię
dzy promieniami do punktów styczności poprowadzo- 
nemi; długość łuku odpowiedniego równa się iloczynowi

z tego kąta przez promień (łuki i kąty liczymy zawsze 
w sposób określony na wstępie [11]). Stosunek więc 
krzywości zupełnej do długości łuku w kole jest zawsze 
stałym i równym odwróconemi promieniowi: krzywość 
średnia jakiegokolwiek łuku okręgu koła jest stałą.

Nazwawszy promień koła R, krzywość zupełną łuku AB
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oznaczywszy przez k, mamy :

łuk AB = IR , k _ 1
łuk AB — R

a to jakikolwiek będzie łuk AB. W granicy więc, krzywość 

koła w każdym punkcie jest stała i równą —, odwróconemu 

promieniowi.
Okręg koła mając wszędzie krzywość stałą, został przyję

tym za miarę krzywości linji na płasczyznie.
Koło, którego okręg ma krzywość równę krzywości linji 

danej w pewnym jej punkcie, nazwane zostało kołem krzy
wości linji w tym punkcie. Promień tego koła nazywa się 
promieniem krzywości linji w punkcie danym.

Promień krzywości R krzywej danej przez równanie

f («c, y)=o
w pewnym jej punkcie x, y określonym jest więc przez 
równanie 

dk 1
dł — R czyli R=—

gdzie dł jest zóżniczkę łuku, dk katem styczności krzywej 
w punkcie x, y.

Promień krzywości równa się stosunkowi różniczki łuku do 
kąta styczności.

Krzywość linji w punkcie danym^ jest równa odwróceniu 
promienia krzywości w tympznkcie.

428. Wyrażenie promienia krzywości. Aby znaleźć 
wyrażenie promienia krzywości w funkcji spółrzędnych 
x, y, należy wyrazić kęt styczności dk w funkcji tych 

52
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spółrzędnych. Przypuśćmy, że krzywa jest odniesioną do 
spółrzędnych prostokątnych (fig. 106 str. 814) i że liczymy 
długość łuku od punktu stałego A, do punktu jakiegokol
wiek B; nazwijmy %o, «i kąty jakie styczne AS, BT two
rzą z osią odciętych; kąty te liczone będą w zwykły sposób 
od strony odciętych dodatnych ku rzędnym dodatnym. Ma
my zawsze

= k == a — a0

piszemy znak podwójny, bo kąt pomiędzy stycznemi k okre
ślony powyżej [426] chcemy uważać zawsze jako dodatny; 
znak odjemny odnosi się do przypadku w którym a0 > a. 
Różniczkując związek powyższy, otrzymamy

— dk = da

a jest stałą jako kąt stycznej AS w punkcie stałym A, 
od którego liczymy długość łuku.

Mamy nadto [141] :
dy 
da

a różniczkując, i pozostawiając zmienne niezależną nieokre- 

śloną, to jest uważając " jako iloraz dwóch różniczek dy i 

dx, otrzymamy [229]

da _dxd^y — dyd"-x 
dos2 a dx2

a wiec, zważywszy że da = = dk, zaś
•

1 dx2
os o 1+ st2 a dxi + dy2
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wyrażenie kąta styczności będzie :

(i) ±dk = dxdiy — dyd2x 
da? + dy-

Podstawiając tę wartość i wartość różniczki łuku [423]

(2) ± dł = V dx^ + dy^

w wyrażenie określające promień krzywości [427]

otrzymamy

44 R = (dz+dy?).
dxd-y — dyd^

Jeżeli łuk się zwiększa, krzywość jego zupełna także się 
zwiększa i przeciwnie: różniczki dł i dk są więc zawsze 
jednakowego znaku, a więc na zasadzie (3) promień krzy
wości jest zawsze dodatnym. Wyrażenie

3
(dx2 + dy^~ = ± V(dx3 + dy^y 

ma być brane z tym samym znakiem co mianownik dxdiy — 
dy d~x, aby wyrażenie (4) było zawsze dodatnem.

W wyrażeniu (4) zmienna niezależna jest jakąkolwiek: 
bo tak w wyrażeniu (1) jak w (2) i (3) z których po
wstało (4), pozostawiliśmy zmiennę niezależną nieokreślo
ną. W szczególnym przypadku, jeżeli przyjmiemy x za 
zmienną niezależną, wyrażenie (1) kąta styczności stanie 
się

(^y
(5) ±<lk — —C—dx

1+ddx^
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a wyrażenie (4) promienia krzywości

R —(6)
1+4)

dy 
dx^

gdzie licznik ma być brany z takim znakiem, jakiego 
jest druga pochodna 4 .

429. Twie rdzenie. Okrąg koła jest jedyną krzywą napłas- 
czyznie, której krzywość jest stałą, to jest tą samą w każdym 
punkcie.

W rzeczy samej, oznaczywszy stałą przez G, mamy dla 
takiej krzywej

C=c lub =c czyli dł=Cdu
dk da •

oznaczywszy przez a kąt stycznej z osią odciętych [MM]] 
Lecz [425]

dx = dł dos a , 
a zatem

dx = C dos udu , 
lub

dy= dł wst u

dy = C wst udu

dx = d (C wst u), dy =-d(C dos a)

a że gdy różniczki są równe, funkcje mogą się różnić tylko 
o ilość stałą [149] więc oznaczając przez To, y0 dwie stałe 
jakiekolwiek :

x — x=C wst a , y — y0 = — C dos a
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a podnosząc do kwadratu i dodając, otrzymamy

(x—«+(—v=c 
równanie koła.

430. Inne wyrażenia promienia krzywości. Wy
rażenie (4) promienia krzywości przypuszcza zmienną nie
zależną jakąkolwiek; weźmy łuk t za zmienną niezależną, 
a więc uważajmy różniczkę dł jako stałą [139]. Różnicz
kując równanie

d^- + dif = de

w tćm przypuszczeniu, otrzymamy

dxd~x — dyd2y = O

a podnosząc do kwadratu otrzymamy wartość

2dxdydxdły = — dx- {d2x}2 — dy2 (dły)2

Podstawiając tę wartość w odwróceniu wyrażenia (4) 
podniesionego do kwadratu, otrzymamy

1 {dxd2y — dydix'f
If— (da4+dy‘)9 

 (dx-)(d‘y)?+dy"(d2x)2+da*(da)+dyż {d2y}2 
(da—+dy?)9 ’ 

czyli

(7) 1 — (d‘y)2 + (d=)2 
R2 “ (dx2 + dy2)2

a że (dx2 + dy2}2 = di2, więc

(8) 1/da\.(dy\2
R2—\dt2) T\d) 
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wyrażenie promienia krzywości w którem luk jest wziętym 
za zmienne niezależną.

Weźmy od punktu M na krzywój, odległości równe nie
skończenie małe na stycznej i na krzywej (fig. 108)

MT—łuk MM’— X

[ fig. 108.

Jeżeli spółrzędnemi punktu M są x i y, uważając spół- 
rzędne te jako fukcje zmiennej niezależnej ł, to jest łuku, 
T= (ł), y=^^ł^ gdy łuk zwiększy się o X, nazwijmy 
Ax przyrostek x, ^.y przyrostek y i rozwińmy podług 
wzoru Taylor’a :

*+*=t+=±4+2*(d+)
•+A=1(+3=y+14+4» (#7+2)

x+Ax, y — Ay są spółrzędnemi punktu M; e, z zdążają 
do zera wraz z X [255]. Spółrzędnemi punktu T na sty- 
cznćj, będą rzuty na osie długości MT, która tworzy 

z osiami prostokątnemi kąty a i E — a, zwiększone spół- 

rzędnemi punktu M, to jest :

x + X dos a i y — X wst a

a że dos a = — , wst a — ~ [425], więc spółrzędne
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punktu T będą:

&+2dg‘ J+ha
a więc odległość punktów T i M‘ jako przeciwprostokątna 
trójkąta, którego pozostałemi bokami są różnice spółrzęd- 
nych punktów T i M, będzie daną przez równanie :

MT2—1 22 r (dx । g) । (d2y
F4" Lde 6) Tdt 6) J

a dzieląc obie strony przez 1 22 i przechodząc do granicy
4

4M T2 (d^xV , (d^y 657247 =(ar) +a) 

gdy X zdąża do zera: dowiedliśmy już poprzednio [137], 
że MT jest w ogólności nieskończenie małą drugiego rzędu, 
jeżeli X jest pierwszego rzędu, stosunek zatem M‘T2 i X* 
jako nieskończenie małych jednego (czwartego) rzędu jest 
w granicy skończonym [119].

Podstawiwszy w ostatnie równanie wyrażenie (8), otrzy
mamy

1 2MT . X2
(9) R=G 2 lub R=SF2M‘T

Odwrócenie promienia kr żywości, czyli kr żywość linji [427] 
w punkcie danym, jest granica stosunku linji łączącej końce 
długości równych nieskończenie małych wziętych od tego punktu 
na stycznej i na krzywej, do połoiuy kwadratu każdej z tych 
długości.

431. Uważajmy krzywę odniesioną do osi prosto
kątnych, mających początek w punkcie styczności, oś odcię
tych skierowaną w kierunku stycznej, oś rzędnych w kie
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runku normalnej. Wyrażenie (7) promienia krzywości, 
stanie się wtedy

h — — czyli — — -1 d-y * R dx2
7x2

zważywszy, że dla punktu styczności z założenia x== 0, 

y — ^, —==0. Nazwawszy ^y rzędne odpowiadającą od- 

ciętej Ax, mamy [258]

Ay == Ax(d‘y__.) 1.2 \da2 ' /

gdzie e zdąża do zera wraz z Ax ; a zatem

2Ay d^y
Au? dx? s

a w granicy 

(io) ,r ^y d-y 1
8" Ax? dx2 R

Rzędna Ay przedstawia tu odległość M‘P od stycznej 
punktu M' na krzywej nieskończenie blizkiego punktu sty
czności M; Ax jest odległością na stycznej MP różną od 
łuku MM‘=Ał o nieskończenie małą względem niej sa
mej, jako równą połowie cięciwy łuku podwójnego 2Ał; 
możemy więc także napisać

(ii) 1.24
R 6 At2

Odwrócenie promienia krzywości czylikrzyicość linjiw danym 
punkcie, jest granicą stosunku podwójnej odległości od stycznej 
punktu na krzywej nieskończenie blizkiego punktu styczności.
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do kwadratu z luku nieskończenie małego zawartego między 
temi punktami, lub z cięciwy tego łuku, lub jeszcze z części sty
cznej zawartej pomiędzy punktem styczności, a spodkiem od
ległości uważanej.

432. Jeżeli krzywa jest odniesioną do osi spółrzędnych 
tworzących ze sobą kąt 0, wyrażenie promienia krzywości 
otrzymanem być może z wyrażenia (4) [428] za pomocą 
zmiany spółrzędnych.

Przypuszczając, że osie pochyłe mają z osiami prostoką- 
tnemi początek i oś odciętych wspólną, wzory na zamianę 
spółrzędnych [58] staje się

x = x‘ — y dos 0, y — y wst 0 

oznaczając przez x y spółrzędne pochyłe; a więc

dx = dx — dy dos 0, dy == dy wst 0 
d?x == dix — d^y dos 0 , d?y = d^y' wst 0

a podstawiając w (4), otrzymamy

3 
 [{dx'<Py — dy dPx} wst 0]2 

{dw2 + dy -\-^<lxdy dosO)2

433. Dla krzywej odniesionej do spółrzędnych bieguno
wych, zamiana spółrzęnych [60]

x — ? dos w, y =ęwsto

zastosowana do wyrażenia (6), da nam [233]

(dp+ed.)
— ^ędtó + 2de?de + jld<^
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(14) R= d3e —oda I . 
—4+22+9

Często dogodnem jest podstawienie zamiast zmiennej 9 

odwrócenia tej zmiennej - . Mamy wtedy

434. Jeżeli krzywa odniesiona do spółrzędnych prosto
kątnych daną jest przez równanie

F(x, y)=0
potrzcbnćm jest w wyrażeniu promienia krzywości zastą- 
pienie różniczek x i y przez pochodne częściowe funkcji f 
względem x i y. Mamy wtedy [201].

(A) **e+sh"=0

® % 4+2 X£ de,+ % 4y+ % «Ir+ % «, = 0 
a ztęd

() 3£4-+3/4y=-[3Z1*+225,4rdy-+3ay]
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Z równania (A) otrzymujemy

• dy — dx

dr by

mnożąc licznik i mianownik pierwszego ułamku przez d2x 
drugiego ułamku przez d-y i biorąc stosunek summy licz
ników do summy mianowników, stos unek ten będzie ró
wnym każdemu z ułamków danych, równy jeszcze stosun
kowi pierwiastku summy kwadratów liczników do pier
wiastku summy kwadratów mianowników (na zasadzie 
znanych własności stosunków równych); mamy więc

(D)
dy —dx dyd-x — dxd-y — (dx2 — dy-) 2

2 I

0x ^y ba

Lecz z równania (4) [428]

, „ (dx? — dy?)? dxd^y — dyd~x =   B P 
podstawiając tę wartość i wartość (G), otrzymamy

[dx2 + dy-j2 4 1 (dx2 + dy~yj
— dx‘—2 - dxdyĄ~ 
vx2 ^x7)y 

podstawiając jeszcze w tćm ostatniem wyrażeniu za

{dxz + dy^y , dx i dy wartości proporcjonalne z (D),
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otrzymamy

(16) R=
Of)2_(f)2 %

(3f)3 f—o ff d‘f__ ()f)4»‘
Qby) Żx3 Żaby dxdy T dx) dy2

Nie piszemy znaku —, bo przypuszczamy, że pierwiastek 
w liczniku jest wzięty z takim samym znakiem jakiego jest 
mianownik, aby R było zawsze dodatnćm [428]. 

Wyrażenie to pokazuje nam, że w punktach nadzwyczaj
nych dla których dz = 0, ~ =0 promień krzywości przed

stawia się pod postacią nieoznaczoną.
W punktach przegięcia, z wyrażenia (6) [428]

(,_dy‘\s 
p_ \ ' dx2) 
" dh/

dx^ 

w którem d‘% = 0 [383], a dy jest w ogóle rożnem od 

zera widzimy, że promień krzywości jest nieskończenie 
wielkim, krzywość więc jest zerem [427].

435. Uwaga. Wyrażenie (6) [428] promienia krzywo-- 
ści porównane z wyrażeniem promienia koła ściśle stycz
nego [390] pokazuje nam że: koło ściśle styczne w danym 
punkcie krzywej jest zarazem kołem krzywości do krzywej 
w tym punkcie.

436. Środek krzywości. Niech będzie krzywa LK: 
w punkcie M tćj krzywej, wyprowadźmy normalną QN 
prostopadłą do stycznej MT. Weźmy na tej normalnej od
ległość MS równą promieniowi krzywości, w stronę 
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po krórej znajduje się krzywa LK względem stycznej MT 
w blizkości punktu M; zakreślamy z punktu S pro

mieniem MS koło krzywości: punkt S nazywamy środ
kiem krzywości linji LK w punkcie M.

437. TWIERDZENIE. Środek krzywości jest granicą do 
której zdąża punkt przecięcia się dwóch normalnych popro- 
icadzonych w punktach nieskończenie bliskich krzywej^ gdy 
odległość tych dwóch punktów zdąża do zera.

Niech będzie równanie normalnej [374] NQ

a) x-+(Y-i=0 

poprowadzonej w punkcie M, którego spółrzędnemi są 
x, y, do krzywej LK odniesionej do spółrzędnych prostokąt- 
nych. Oznaczmy przez skrócenie równanie powyższe przez

W=0

Równanie normalnej NQ‘ w punkcie M‘ którego spół- 
rzędnerni są x—Ax, y—Ay, otrzymać można z równa
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nia (i) zastępując w niem x przez r—Ax, y przez 
y+Ay, 9 przez 4+A" Oznaczmy równanie tak 

otrzymane przez
W+AW=0

Punkt przecięcia się P tych dwóch normalnych danym 
będzie przez równania

W —0, W+AW=0! 
lub

W=0, AW=0

lub jeszcze przez równania

w=o, AW =0 
Ax

W granicy gdy M‘ zdąża do M, Punkt P zdążać będzie 
do punktu S danego przez równania

W=0, — =0 
ax

bo W jest w ogólności funkcją ciągłą x, a zatem [138] AW 
Ax

. . • .dW zdąza w ogolnosci do granicy oznaczonej —.

. dw• •Równanie,-— otrzymuje sie z równania (1) nadając 

zmiennej x przyrostek Ax, obliczając przyrostek AW i 

szukając granicy -—: czyli po prostu biorąc pochodną ro- 

wnania (i) względem «, uważając x^ y,~^ jako zmienne, 

X, Y, spółrzędne bieżące normalnej, jako stałe, to jest 
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niezależne od spółrzędnych punktu krzywej czyli od x.
— .dw . .Równanie —staje się więc

(2) —= 0 

równanie W=0 jest równaniem (1); równanie to wraz 
z (2) rozwiązane co do X, Y wyznaczy nam spółrzędne 
punktu S. Oznaczywszy spółrzędne te przez x1, y,, otrzy
mamy

(3) C,
^y 
dx2

1+d1 dx^ 
y^-^r 

dx^

Podnosząc do kwadratu równania (3), dodając i uważając, 
że summa kwadratów tak otrzymanych jest kwadratem od
ległości MS, mamy

(4) —(,—y)= — R2

a zatem MS jest promieniem krzywości.
Nadto, drugi wzór (3) pokazuje, że y,—y jest tego same

go znaku co 4 : lecz różnica pomiędzy rzędną stycz- 

nśj MT, a rzędną punktu krzywej nieskończenie blizkiego 

punktu styczności, jest tego samego znaku co 7[383], 

byleby punkt M nie był punktem przegięcia; więc ró
żnica ta jest tego samego znaku co yt — y. A zatem 
punkt S którego rzędna jest y,, znajduje się po jed
nej stronie względem stycznej z punktem krzywej nieskoń
czenie zbliżonym do punktu styczności; punkt więc S jest 
środkiem krzywości linji LK w punkcie M c. b. d. d.
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438. Kierunek normalnej. Za kierunek dodatny nor
malnej QN przyjmiemy kierunek od punktu M na krzywej 
ku środkowi krzywości S. Kierunek ten będzie wyznaczo
nym jeżeli będzie danym kąt jego z osią OX : kąt ten 5 li
czonym będzie tak, jakby był zakreślonym przez prostą ru
chomą, która wyszedłszy z kierunku równoległego do osi 
odciętych poprowadzonego od M w stronę odciętych do- 
datnych i obracając się koło M ku rzędnym dodatnym, 
zbliżać się będzie do kierunku wyżej określonego normalnej. 
Kąt 5 może się więc zmieniać od 0 do An.

Nazwaliśmy wyżej [425] a kąt stycznej MT z osią od
ciętych, liczony w podobny sposób jak kąt 5 dla normal
nej; otrzymaliśmy wzory

dx 
dłWSto--> .

gdy x, y są spółrzędnemi punktu styczności, dł różniczką 
łuku. Znak dł jest dowolnym [423] od tego znaku zale
ży znak wsta i dosa; biorąc dł z jednym znakiem, 
luk a należy uważać mniejszym od 7, biorąc dł z dru
gim znakiem, kąt a będzie większym od 7.

Dowolność tę usuniemy tu za pomocą umowy nastę
pującej :

Kąt a stycznej z osią odciętych liczony w powyżej okre
ślony sposób [425] będzie czynił zadosyć warunkowi :

; = - + a
2 1

Kąt 5 jest ściśle określonym przez kierunek normalnej; 
kąt a, a więc i kierunek dodatny stycznej, będzie również 
ściśle określonym przez wzór powyższy. Wzory

dx = dl dos & , dy = dł ws t %
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wymagają żeby dł miało stosowny znak, a zatem żeby 
początek łuków był stosownie obranym. 

Mamy jeszcze

dos Ę = — wsta, wst ^ = dos a

a zatem wzory (3) : (4) [437] dadzą nam

x, — T= — R wst a , Y1 — y = R dos a

zaś da. będzie [428]

dx dł . _ dos & 
da da 

wiec
R=4 czyli dł — Hda

da •

dł i da są tego samego znaku, jeżeli R ma być zawsze 
dodatnem, co się zgadza z poprzednio zrobioną umo
wą [428]. Kąt da jest równym kątowi styczności dk.

0 rozwiniętych i rozwijających tinij 
krzywych na płasczyznie.

439. Miejsce geometryczne środków krzywości w róż
nych punktach linji danej na płasczyznie, nazywamy roz
winiętą tej linji.

Linja dana względem swej rozwiniętej nazywa się rozwi- 
jającą.

53
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Spółrzędne prostokątne x,, y,, środka krzywości punktu 
jakiegokolwiek krzywej danej, którego spółrzędnemi są x 
i y, czynią zadosyć równaniom [437]

(1)
(,_ dy2) dy\ dx3) dx

d^y ‘ y—y=
_dy2 

1 da”
d-y 
dx2

gdzie x jest zmienną niezależną. Jeżeli zmiennę niezależną 

chcemy pozostawić jakąkolwiek, dość jest zastąpić 722 

a(dy)
przez —d , ■ - [229], przez co otrzymamy

(2) ' ‘ dxd^y — dyd2x
_ (d.x3 + dy-) dx

31 J dxd2y—dyd2x

440. Oznaczając promień krzywości przez R, kąt stycz- 
nćj z osią odciętych liczony w wiadomy sposób, przez a, 
otrzymamy [433]

(3)
x, = X — R wst a 
yi=y — R dosa

zmienna niezależna jest tu jakąkolwiek. Różniczkując, bę* 
dzie

dx, = dx — R dosada — dR wst a
dy{ = dy — R wstada — dH dos a

a zważywszy [425] że

dx = dł dos a , dy = dł wst a, dł = Wda
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będziemy mieli

dx — R dos ada = 0, dy — R wst ada = 0 

będziemy miclia
( dxt = — (R wst a

(4)
( dy, = R dos a

Dzieląc, otrzymamy

dy, = — d o ta  ---- 1 czyli dy, = — 1
(5) dxi sta dxv /dy\ 

\dx/

a biorąc summę kwadratów

(6) dx^ + dy^ = dR® 
jak również

. dy,_y—y 
‘ ‘ dxi X, — x

Niech będzie L,K, (fig. 110) rozwinięty krzywej LK: równa
nie (5), w którem x^ y^ są spółrzędnemi punktu S środka

fig. no.
krzywości linji LK w punkcie M (x, y\ a zatem punkt S 
(x,, y^ na rozwiniętej odpowiada punktowi (x, y) na 
rozwijającej, pokazuje nam że :
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Normalna do krzywej danej jest styczna do jej rozwiniętej 
w odpowiednim, punkcie.

Nazwawszy dł{ różniczkę łuku rozwiniętej, mamy

dłj = dx^ + dy^

a równanie (6) daje nam

dł^ = dR? lub dR = ± dłl

Różniczka promienia krzywości w danym punkcie krzywej 
równa się różniczce łuku jej rozwiniętej w punkcie odpowiednim^ 
łuk ten może być liczonym od jakiegokolwiek początku : bo znak 
tej ostatniej różniczki jest dowolnym.

Weźmy na krzywej danej pewien punkt stały M,, i nazwij- 
my S. punkt odpowiedni rozwiniętej czyli środek krzywości 
krzywej danej w punkcie M. Będziemy liczyć przyrostki 
promienia krzywości zacząwszy od R,, a łuki rozwiniętej 
zacząwszy od So. Mamy

,=d(R - R)

a więc [149] ł, i R — Ro mogą się różnić tylko o ilość 
stałą, która musi tu być z zerem, bo założenia gdy R — Ro, 
to ł =0. Mamy więc

4,=n-R,

Długość łuku rozwiniętej^ równa się różnicy promieni krzy
wości rozwijającej w punktach odpowiednich punktom ostatecz
nym tego łuku.

Własność ta może być przedstawioną dotykalnie w na- 
stępujący sposób : Przypuśmy, że na rozwiniętej L,K, 
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jest nawinięta nić, która od punktu S. tej rozwiniętej prze
dłuża się jako styczna do niej S.M,, i że punkt ostateczny 
Mo tej nici zakreśla krzywą, w miarę jak odwijamy nić 
z L,K, . Gdy odwiniemy jakikolwiek kawałek nici S.S, 
styczna przedłuży się o len kawałek i będziemy mieli

SM = S0M0 +SS,=R,+t=R

czyli, że SM będzie promieniem krzywości rozwijającej LK, 
punkt ostateczny nici znajdować się będzie cięgle na tej roz- 
wijajacej, i zakreślać ją będzie ruchem ciągłym. Ztąd to 
pochodzi nazwisko rozwiniętej dane linji L,K, która jest 
miejscem geometrycznym środków krzywości linji LK na
zwanej rozłuijajaca,

441. Aby otrzymać równanie rozwiniętej krzywej danej

F(, „)=0
dość jest wyrugować «, y, ^zrównania f^w^y^^d, ró

wnania Ofd =0, otrzymanego przez zróżniczko- 
dx dy dx

wanie poprzedniego i dwóch równań [(1) 439] (lub innych 
równoważnych z (4)) : otrzymamy jako wypadek

f (x), y)=0
równanie, które będzie równaniem rozwiniętej.

Ponieważ pochodne funkcyj algebraicznych są funkcjami 
algebraicznemi [160], rozwinięte krzywych algebraicz
nych, otrzymane w powyższy sposób będą krzywemi alge
braicznemi. Nadto długość łuku tej rozwiniętej wyrażona 
jako różnica promieni krzywości rozwijającej będzie funk
cją algebraiczną spółrzędnych : długość ta da się więc z ła- lexye= "A— 
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twością zamienić na długość równą linji prostej, co wyraża
my mówiąc, że łuk takiej krzywej może być z łatwością 
wyprostowanym.

4A2. Równanie różniczkowe rozwijającej. Aby, 
mając dane równanie rozwiniętej

h(„,V)==0

znaleźć równanie rozwijającej

f(x, y}=^,

możemy wziąść dwa równania

y^—y dy—i y^ — y_dy< 
T, — x dx X, — x dxx 

z których pierwsze jest równaniem wskazującem, że nor
malna do krzywej szukanej spotyka krzywę daną [374], 
drugie zaś [373], że normalna ta jest styczną do krzywej 
danej. Rugując «,, y^ &, z tych dwóch równań, równa

nia krzywej danej fi{x^ y^ — 0, i równania

%_ d =0 
2x, ' Ży1 dxx

otrzymanego różniczkując poprzednie, będziemy mieli ró
wnanie kształtu

( dy\ A © X, 0, — =0 " \ J dx

które będzie równaniem różniczkowem [182] rozwijającej 
Równanie pierwotne f^py^O pomiędzy x i y, którebyś- 
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my z tego równania różniczkowego otrzymać mogli, zawiera 
stałę dowolną [182], której nadając różne wartości, otrzy
malibyśmy dowolną liczbę rozwijających. Jakoż wszelka 
linja, która przecina pod kątem prostym styczne do krzywej 
danej, t.j. do której styczne Lesą normalnemijestrozwijającą 
krzywej danej; czyli innemi słowy : dając rozmaitą długość 
nici nawiniętych na rozwiniętą, począwszy od punktu, 
w którym nić ta opuszcza rozwiniętą, [440], otrzymamy 
rozmaite rozwijające. Zajmiemy się później obszerniej tćm 
zadaniem.

O linja ch obwijajacych.

443. Niech będzie funkcja doskonała [372]

f(x, y^p}

trzech zmiennych x, y, p i których dwie pierwsze x, y 
przedstawiają spółrzędne jakiekolwiek krzywej pewnego 
gatunku, danego przez równanie

(1) f(,y,p)=0

trzecia zaś p jest parametrem wchodzącym w skład tćj 
krzywej, niezależnym od spółrzędnych jej punktów, lecz 
wyznaczającym krzywe szczególną z ogólnego gatunku (1). 
Jeżeli naprzykład równanie (1)

y2 — ^px = O

przedstawia w spółrzędnych prostokątnych wszystkie pa
rabole mające oś wspólną i wierzchołek wspólny, każdej 
wartości nadanej parametrowi p odpowiada inna parabola.

Przypuśćmy, że nadawszy parametrowi p w równaniu (1),
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pewną oznaczoną wartość p, nadajemy mu następnie inną 
wartość p—A p, otrzymamy inną krzywę

‘2) - f(x,y,p+ Ap)=0
która przetnie krzywą (1) w pewnych punktach m, m m... 
Spółrzędne tych punktów czynią zadosyć równaniom (i) 
i (2), a więc i równaniu

. f(x, y, P^T^ — f (x, y, p) _ -

Jeżeli teraz A p zdąża do zera, punkta m, m, m, .... 
zdążają w ogólności do punktów oznaczonych M, M', M"... 
czyniących zadosyć równaniu (i) i równaniu

(4) f(,y,)E0

Miejscem geometrycznem tych punktów M, M, M", .... 
gdy zmieniamy p jest pewna linja, której równanie otrzy
mamy rugując p z dwóch równań

Ftp..p)==o, 2ts,"=o

Linja ta nazwaną została obwijajacą linij (1), z których 
każda względem obwijającej nazywa się obwiniętą.

444. Aby stosunek (3) zdążał do granicy oznaczonej (4) 
warunkiem koniecznym jest, żeby funkcja f(x,y^p} była 
doskonałą to jest ciągłą, skończoną, jcdnowartościową. Cią
głość jest już koniecznym warunkiem istnienia pochodnej : 
nadto, gdyby f{x,y,p} była funkcją wielowartościową, 
mogącą mieć wiele wartości dla danej wartości parame-
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tru p, gdy Ap zdąża do zera, f (pc.y^pĄ- iS.p') zdążać 
może niekoniecznie do wartości danej f{x^yyp) a zatćm 
punkta przecięcia się (3) i (i) niekoniecznie zdążą do gra
nicy szukanśj.

Weźmy naprzykład za równanie (i), równanie

(x — py + y? — a* = 0

które w spółrzędnych prostokątnych jest równaniem kół, 
mających środki na osi odciętych w odległościach zmiennych 
p od początku (fig. 111). Funkcja (x—p}~ + y2 — a2 jest 
funkcją doskonałą [372], a zatem określenie i prawidło na 
otrzymanie obwijającćj tych kół, tu się stosuje, i mamy 
równanie (4)

x—p — 0 
a zatem rugując p

y^ — a? = 0 lub (y + a) [y — a) = 0 

równanie obwijającej, która jak widzimy składa się z dwóch 
prostych L L', L1 L‘1

J=+a, V = — a

równoległych do osi odciętych, co z góry moglibyśmy po
wiedzieć.

Lecz gdybyśmy równanie dane chcieli przedstawić pod 
postacią

« — p + (a2 — y) 2 =0

funkcja na lewej stronie tego równania nie byłaby jedno- 
wartościową [340] i prawidło by się nie stosowało, lub
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doprowadzićby mogło do wypadków sprzecznych. Jakoż 
mielibyśmy równanie (4)

4=0

co jest niedorzecznem, i naprowadzałoby na przypuszcze
nie, że obwijająca nie istnieje. Jakoż mamy wyraźnie

znak + stosuje się do półokręgu AFB, znak — do pół- 
okręgu AEB (fig. 141) bo

P = OC = OP + PC = OPt — PC

Gdy teraz napiszemy

P+Ap=x= va—y‘

przypuszczamy naturalnie, że znaki wyższe i niższe sobie 
odpowiadają; czyli szukamy granicy przecięcia się półokrę
gu ABE z półokręgiem A’ E B' przecięcia które nie istnie
je. Trzebaby było napisać

p + Ap = x # Ya3 _ y‘

i przypuścić, że gdy Ap zdąża do zera, pierwiastek zmie
nia znak, to jest szukać granicy przecięcia półokręgu AFB
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z półokręgiem A‘EB‘ coby nam dało szukaną obwijającą.

445. TWIERDZENIE. Obwijajaca pewnego układu linij jest 
styczna do obwiniętych w każdym punkcie wspólnym obwijajucej 
z obwinietemi.

W rzeczy samej, niech będzie

(i) f^^y^p}—^

równanie układu linij obwiniętych, gdzie x i y są spółrzę- 
dnemi prostolinijnemi, a f funkcję doskonałą. Równanie 
obwijajęcej danem będzie przez wyrugowanie parametru p 
z dwóch równań

(2) f^.y.p) — 0, =0.

Spółczynnik kątowy stycznej do linji () danym bę

dzie [373] przez równanie

f dx — "f dy = 0
ox ' ^y u

Spółczynnik kątowy stycznej do obwiniętej, otrzymać 
można rugując p z równań (2) i różniczkując równanie 
wypadkowe. Przypuśćmy żeśmy otrzymali p z ró vnania 
3, = 0 wyrażone przez xiy,i podstawili je w równanie 

f^^y^p} — 0; równanie tak otrzymano będzie jeszcze 
f(x, y, p)==0, tylko że p pozostawione w niem przez skró
cenie uważanem będzie jako wyrażone przez x, y. Różnicz 
kując w tem przypuszczeniu, otrzymamy

34dx+3/dy+dp==0
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gdzie dn = !P d.r — 2) dii Lecz of 
oz 1 Ży • ^p = O, z równań (2), a

więc to ostatnie równanie, wyznaczające spółczynnik kątowy 
stycznej do obwijającćj, stanie się

da—dy =0 ox 1 dy •
tśm samem co równanie wyznaczające spółczynnik kątowy 
stycznej do obwiniętej. Spółczynnik ten jest więc ten sam 
w jednym i drugim razie, dla tego samego x i y, c. b. d. d.

446. Uwaga. Rozwinięta jest obwijającą normalnych 
do krzywej danej : na zasadzie poprzedzającego twierdzenia 
jest ona styczną do tych normalnych, cośmy udowodnili 
powyżej [439] innym sposobem.

W samej rzeczy, równanie normalnej

x-z+(Y-y)4=0

gdzie x i y są spółrzędnemi punktu krzywej danej, w którym 
normalna ta została poprowadzoną, zawiera jeden parametr 
dowolny, naprzykład x, bo y jest danem w funkcji x 
przez równanie krzywej. Biorąc więc pochodną tego ró
wnania co do x, uważając y zastąpione przez funkcję a, 
a X, Y niezmiennemi, otrzymamy

(1+2)+(-») d^y 
dx^ = 0

a z tych dwóch równań

(4 _ ĉ \ dy
\ dx^) dx 

diy 
dx^

1 dy
— dxł

• dy
dx- 
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równania też same, co równania [439 (1)] wyznaczające 
rozwiniętą, po wyrugowaniu z nich i z równania krzywej, 
ziy.

447. Krzywa jako obwijająca swe styczne. 
Nazwawszy a kąt stycznej z osią odciętych, równanie stycznej 
może dyć danćm w spółrzędnych prostokątnych pod kształ
tem
(1) x wst a — y dos a = © (a)

bo spółczynnikiem kątowym jest tu st a = XSs" druga zaś 

stała wyznaczająca stycznę jest przedstawioną pod ogól
nym kształtem P (a) jako zależna od kąta a w sposób wy
znaczony przez równanie krzywej. Uważając krzywę ja
ko obwijającą styczne, gdy zmieniamy ich nachylenie a, 
równanie to krzywej otrzymać możemy rugując a z ró
wnania (i) i równania

(2) x dos a — y wst a == q‘(a) 

otrzymanego przez zróżniczkowanie co do a równania (1). 
Uważając a za zmienne niezależną, otrzymamy z (1) i (2):

( x=f (a) dos a — f(x) wst a
(3)

{y — f (a) wst a — /(a) dos a

a różniczkując (3) i upraszczając

( dx = Lf" (a) + /“(a)] dos adz
( dy = [f"^) + f()] wst adz

Podnosząc do kwadratu i dodając, zważywszy że

dx^ — dy1 = dł1 
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otrzymamy
(3) dł = [f' W +F(u)] d^

a więc [438] ponieważ C=R 
Co.

(6) R=f" (a)+f W

gdzie R oznacza promień krzywości.
Dla pewnej danej wartości a, równanie (2) przedstawia 

prostę prostopadłą do prostej (1) (bo spółczynnikiem kąto

wym prostej (2) jest — Ni 2) a zatem normalną do krzy- 

wój obwijającej. Równanie (2) jest więc równaniem nor
malnych do krzywej, której równaniem stycznej jest (2). 
Różniczkując (2) otrzymamy

(7) — wst a — y dos a == f (a)

Układ (2) i (7) przedstawia znów obwijającę prostych (2) 
normalnych krzywej, czyli rozwiniętą krzywej. Oznaczając 
przez x,, J, wartości x i y, wyciągniętą z (2) i (7) otrzy
mamy

x, = f (a) dos a — f" (a) WSt a 
y, = f (a) WSt a + f" (a) dos a

równania dające spółrzędne środka krzywości. Różniczku- 
jąc

dx, = - [f () + f" (a)] WSt (ada
'dyi =+If‘ W + f " (a)] dos ada

a wyciągając pierwiastek z summy kwadratów tych dwóch 
równań i podstawiając dł^ = dxi — dy, otrzymamy 

dł^y (a)+f"()]do == dR 
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na zasadzie (6), wypadek zgodny z otrzymaną powyżej [439] 
własnością rozwiniętych.

a

Zastosowania i przy kłady.

448. Różniczka luku krzywych 2 go stopnia. 
Elipsa. Niech będzie równanie elipsy [461 odniesionej do osi

(1) a^ + b%w? ^a^b^ lub “+*=1 
0” 0- 

ponieważ zawsze x < a, y <b, możemy założyć

(2) T == a wst p, y — b dos P

obierając kąt P dany przez te równania, za zmiennę pomocniczą.
Jeżeli na osi wielkiej elipsy jako na średnicy, zakreślimy okrąg 

kola, i przedłużymy rzędną elipsy do przecięcia się z tym okręgiem 
koła w punkcie do którego poprowadzimy promień ze środka, pro
mień ten będzie tworzył z osią rzędnych kąt P (fig. 412).

Różniczkując, otrzymamy

(3) dw == a dos ędę, dy — — b wst qdp
a zatem [428]

dl = V a? dos2 P + 62 wst?pdę
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Oznaczając przez m mimośród, to jest stosunek [60]

ya? — 62 -------- — m a 
otrzymamy
(4) dł = V — m2 wst2 P d^
lub

dł do , wsi2 odę
(5) — = ----- — m2 -—

" V 1 — m2 wst2 q yl — m2 wst2 P

Chcąc wyrazić dł przez dx i dy, dość jest wyrugować wsi P 
d-^, za pomocą (2) i (3). Otrzymamy w ten sposób

(G) al=/a‘—m‘a" da
V a2 — a?2

Godnem uwagi jest wyrażenie różniczki luku elipsy, przez różnicz
kę kąta X normalnej, z osią odciętych. Mamy [374]

st =z dot xSt) = — — —-dot o , dy b
a Ztąd 

a? dos2 q+62 wst2 ? = — 1 u’tost. — b‘wst2) 
zaś

- _ a dos2 9 abd>.
"f5.6 wst22 ' — - a? dos*)+62 w.t?)

Podstawiając, otrzymamy

lub
(a2 dos2 x + 82 wst2 x) 2 

. 62 d).dł —------------------- :
" (1 — m2 wst2 2)2
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Kat X jaki normalna tworzy z osią odciętych, różni się od kąta a 

stycznej z t osię o ilość stałe - [438] : różniczka więc d\ = da, 

równą jest kątowi styczności, krzywej, a zatem * wyraża promień 

krzywości R. Mamy więc promień krzywości elipsy

R=E—a- 

' (i — m2 wst2 2)7

449. HYPERBOLA. Weźmy za oś odciętych, oś nie spotykającą 
krzywej, za oś rzędnych, oś ogniskową (fig. 113); oznaczmy przez 2b 
pierwszą z tych osi, przez 2a drugą, przez

odwrócenie mimośrodu, a zatem ułamek mniejszy od jedności [60]: 
otrzymamy

V1 — 72

a równanie hyperboli 47]

a^ — W-y 2 = - d^ lub *_V=*1
62

54
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stanie się, rozwiązane co do y

y = —== 1x2+62
V1—n2

bierzemy tylko znak + pod uwagę, to jest jednę tylko gałęź krzy- 
wej, po stronie rzędnych dodatnych. Dla drugiej gałęzi rachunek jest 
oczywiście ten sam.

Weźmy znów kąt pomocniczy P dany przez równanie

st? = $ V — 73

co jest zawsze możebnem, bo styczna przybierać może wszelkie war
tości. Otrzymamy

, /- - bn n? dos2p x=b\Ji — n2st©2 y — —  : ‘ V— n2 dos ?

więc różniczkując

dx = bv 1 de ,‘ dos2 P
, , -- - - - , n wst de dy = b V i — n2 — ,. -

dos P vi _ n2 wst2 q

a wyciągając pierwiastek z summy kwadratów tych wyrażeń

(O dł = Jdx2 —dy?= a VI—n2- - - - - de — - = 
dOo2 P Vi —n‘2wst2 q

Aby sprowadzić tę różniczkę do kształtu podobnego wyrażeniu 
różniczki łuku elipsy, przypuśćmy że liczymy łuk o 1 punktu A 
do M : w punkcie M poprowadźmy stycznę do krzywej, i przez po
czątek prostopadłą OP do tej stycznej. Równanie prostej OP będzie

u Wat qY + V i —- ii2 w-12 P X = 0
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oznaczywszy część stycznej PM przez l, otrzymamy

851

St Q V1 — n2 WSt2 p

więc różniczkując

(2) dl = a Vi — 72 --------===== 
dos2 9 V4—n8 wst2 q

— ( dP wst2 pdo
V ł —n2 W- n2 wst2 P V — n2 wst2?.

a odejmując (2) od (i)

d{ł-l) an^ ( wst2 odp 
y —n2 W1 — n2 wst2,

d
V—n? wst?p

Różniczka więc ł—Z ma wyrażenie podobne jak różniczka łuku 
elipsy, pomnożona tylko przez —" . Uwaga ta będzie nam po- 

yl—n2
żyteczną później, gdy się zajmować dędziemy obliczaniem długości 
łuków tych krzywych.

W spółrzędnych zwykłych, otrzymalibyśmy

m‘y2 ~ 62 dy
y2 — 62

rugując z (1) wst?, dos ? i Ce, i zastępując n przez — , lub też

.212
wprost szukając Vda2 + dy" i wprowadzając n=-—a

450. Parabola. Niech będzie

y2 = 2px

równanie paraboli odniesionej do osi stycznej w wierzchołku [48].
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Oznaczywszy przez a kąt stycznej z osią odciętych, mamy [373]

St a = dy _ P
dx y

a ztąd 

y =p dot a , a=;pdota

Różniczkując
, pda. , p dotada ‘dy = -92 d= —    — wst2 a WSt2 a 

a zatem .
dł = Vdxa + dy2 = — Pds 

1 • WSt3 a

y^ = 1px — qxi

(3)

Znak — wskazuje że łuk się zmniejsza, gdy kąt a stycznej z osią 
odciętych się powiększa [423]. 

Otrzymamy bez trudności różniczkę tę wyrażoną przez x i y:

„ Vy2—Lp2, dł = -- dy 
P

451. Promień krzywości krzywych 2go stopnia. 
Krzywe drugiego stopnia, odniesione do osi i stycznej w wierzchołku 
prostopadłej do osi, mogą być wszystkie trzy zawarte w równaniu

(1)

b2 gdzie p = a ‘
62p~----- " a

62
I=a

62
I= a’ 
q=0 ,

dla elipsy

dla hyperboli 

dla paraboli.

Różniczkując dwa razy równanie (1), otrzymamy

(2)
dy ,

—=p—qxdx - 1

y (
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Odejmując równanie (2) podniesione do kwadratu od iloczynu ró
wnań (1) i (3), otrzymamy

Vsd‘J_ 
dx2

2

Wyrażenie promieniarkrzywości

staje się więc

Jeżeli nazwiemy N długość części normalnej, zawartej pomiędzy 
krzywą a osią odciętych, otrzymamy [375]

N? =y*+yd"

a zatem

(4) -
N3R = ", p2

Dla krzywych drugiego stopnia, promień krzywoici równa się sto
sunkowi sześcianu długości normalnej do kwadratzi parametru.

Podnosząc równanie (2) do kwadratu, otrzymamy

yd%=p*+ ^pyx + q"a* = p' + yy^

a zatem

N=p+(1+. y
wartość, która podstawiana w (4) pozwala nam wyrazić promie 
krzywości w funkcji spółrzędnych.

W spółrzędnych biegunowych, krzywe drugiego stopnia są
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dane przez równanie [60]

p =___P____
1 — m dos o

gdzie m oznacza mimośród [451]

V a2 — 62 -
m = -—q.— = V ł + I w razie elipsy lub hyperboli 

zaś

m = 1 = V1 — q w razie paraboli (gdzie q = 0);

mamy więc

4 1 + V1+q dosc 
er P

a różniczkując

do_ V 1+q wst odo 
F P

Styczna tworzy z promieniem wodzącym kąt p. dany przez ró
wnanie

do 
st-==ed

normalna więc będzie tworzyć z tymże promieniem wodzącym kąt v 
dany przez równanie

, do V1+q , 
stv — -,- = - ----- --- — p WSt wpaw p "

Lecz p wst o = y w spółrzędnych prostokątnych, więc

, y VI + q st y = •‘--------
P
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a wyrażenie (5) staje się

(6) dos y czyli p=N dos v

Dla krzywych drugiego stopnia, rzut normalnej na promień wypro
wadzony z ogniska, jest stałym, równym parametrowi.

Wyrażenie promienia krzywości staje się

(7)
lub
(8)

P 
dos8v

R
N 

dos2v

co nam daje bardzo prosty sposób kreślenia promienia krzywości, do 
krzywej drugiego stopnia :

Niech będzie OX oś ogniskowa, F ognisko krzywej drugiego 
stopnia LK : w punkcie M tej krzywej wyprowadźmy normalnę MN

i promień wodzący do ogniska MF. Z punktu N przecięcia się 
normalnej z osią OX, poprowadźmy prostopadłą NP do normalnej, i 
z punktu P przecięcia się tej prostopadłej z kierunkiem promienia 
wodzącego MF, wyprowadźmy prostopadłą PS : punkt S prze
cięcia się tej prostopadłej z kierunkiem normalnej MN, będzie środ
kiem krzywości krzywej w punkcie M. W rzeczy samej

MP — —— 
dos NMP

, a MPzas MS = -—— 
dos NMP

MN N 
dos2 NMP dos2 v
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MS — R c. b. d. d.

452. Rozwinięte krzywych 2go stopnia. Rozwi
nięta Elipsy. Niech będzie

(1) 03 __32_, 
a2 T b^

równanie elipsy odniesionej do osi. Różniczkując dwa razy to równa
nie, otrzymamy

g _ ydy_
a2 1 b ^ dx

11 /dy\"_ydy_ 
a3b3 da/ibdx"—.

ztąd
dy  b^x d^y  b*
dx a^y 7 dxi — a^y3

i rugując x, y z równań (2) i (1), otrzymamy

więc, zakładając a2 — 62 = c2

| dy^_ a‘y2 — b‘x2__ 62 (a* — c2x2)__ b* — cły2
1 T da3 a^ a‘y? a‘y?

Wzory [437 (3)] które wyznaczają środek krzywości, stają się

, c2x3 c2y3

(2) •=* a’ "=—6

Ponieważ c2 jest dodatnem, zakładając
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równanie rozwiniętej elipsy. Rozwinięta ta GHG‘H‘ (fig. 115) jest sy
metryczną względem osi elipsy, spotyka oś ogniskową w dwóch punk
tach G, G' pomiędzy ogniskami, bo a, < c. Równania (2) pokazują

że każda ćwiartka elipsy i ćwiartka odpowiednia rozwiniętej, znaj
duje się w kątach przyległych utworzonych przez osie spółrzędnych. 
Rozwinięta będzie się znajdować cała wewnątrz elipsy, jeżeli b, < b, 
to jest a < b V 2 ; punkta H, H', będą się znajdować w wierzchoł
kach B, B' jeżeli a = b V 2 ; nakoniec punkta |H, H‘ będą ze
wnątrz elipsy, która przetnie rozwiniętą w czterech punktach, jeżeli 
a > b V 2 . Promień krzywości elipsy w punktach A, A' jej prze- 

a?
cięcia z osią ogniskową, jest 6—6,, czyli 6; w punktach B, B' 

62 przecięcia z drugą osią, jest a — bi, czyli — ; długości ćwiart

ki rozwiniętej będzie więc

a3 — 63 • 
ab

Aby otrzymać promień krzywości rozwiniętej, różniczkujmy ró
wnanie (3) dwa razy : otrzymamy, biorąc x, za zmiennę niezależną

1 (Y,\-4dy,
a, \d/ da,

3a,2 \a,/ 36,26/ \da,/ 1,6, 61/ di,2
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a ztąd

dy, _ 6,3 y^ d‘y,_ b,3 
dx, g 1 7 dx,2 T09 4 ।

0,3 3,3 3a, 3 x, 3 y, 3

wyrażeniem promienia krzywości R, rozwiniętej, będzie więc

R,
11 4 2 4 2 s

43213313 (d,3 213+6,3 313)2
3 4 

aj b^

Wartość M4, jest zerem w punktach G, G' gdzie rozwinięta spo- 

tyka oś odciętych; jest nieskończonością w punktach H, H' gdzie 
krzywa ta spotyka oś rzędnych; dla każdego z tych punktów, pro
mień krzywości jest zerem. Punkta te są punktami zwrotu [405]

pierwszego rodzaju krzywej. Druga pochodna d2y, • tda.2 , jest zawsze tego

samego znaku co rzędna y: rozwinięta jest więc zawsze wypukłą 
względem osi elipsy.

453. Rozwinięta Hiperboli. Aby przejść od ellipsy do 
hyperboli, dość jest podstawić wszędzie — b- zamiast —62. Otrzy
mamy w ten sposób, biorąc równanie hyperboli w zwykłym [74 
kształcie

(1)
x2 y2_

a2 62 =1

i zakładając a2+2 = c2, spółrzędne środka krzywości :

a zakładając jak powyżej

c2 , c2
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i rugując x i y, z równań (2) i (1), otrzymamy

równanie rozwiniętej hyperboli. Z łatwością zobaczylibyśmy, rozumu
jąc jak powyżej, że rozwinięta ta składa się z dwóch gałęzi HGH,,

H‘GH‘, symetrycznych względem osi hyperboli, wypukłych wzglę
dem osi ogniskowej, przedstawiającej punkta zwrotu pierwszego ro
dzaju w punktach przecięcia się z tą osią, znajdujących się po za 
ogniskami hyperboli (fig. 116).

454. Rozwinięta Paraboli. Równanie paraboli odniesionej 
do osi i stycznej w wierzchołku

(1) y^ = 2pa
daje przez różniczkowanie

dy _ p d‘y  _p2
da—y‘ dx2 y3

a ztąd
, i dy? _ /, p2\  2px + p?

Spółrzędne środka krzywości [437] będą dane przez równania

, y3(2) “1=30 P, yi = -^
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a rugując x, y z (2) i (1), otrzymamy

(3)
2/24 8 (x, — p)3

31 T 27 p

równanie rozwiniętej paraboli. Różniczkując (3), otrzymamy

da.
^yi
da,2

równania które nam pokazują, że rozwinięta paraboli, składa się 
z dwóch gałęzi GH, GH' nieskończonych, przedstawiających punkt

d2y
zwrotu w punkcie G, spotkania się z osią paraboli: promień y^ i 

są zawsze jednakowego znaku, rozwinięta jest wypukłą względem osi
paraboli (fig. 117).

455. Różniczka łuku, promień krzywości i roz
winięta cykloidy. Otrzymaliśmy równanie cykloidy 397].

(1)

a różniczkując,

(2)

x = a (P — wst P)

y = a{\ — dos?)

( dx = a (1 — dos P) de 
( dy = a wst • d?
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Wyciągając pierwiastek z summy kwadratów tych dwóch równań, 
otrzymamy różniczkę łuku [423]

dł = V dx- + dy^ = V 2a? (1 — dos 9) dę 
czyli

4 
(3) dł = 20 wst 2 ode

Mamy nadto (fig. 448) kąt MGH, jaki styczna tworzy z osią rzęd-

, 1 , dh =2 d?
a promień krzywości będzie

R=d=24 
czyli

4 
R = la wst — P 

2

Lecz mamy długość normalnej [375]

N =MH =2 wst 14
2 

więc
R=2N

Promień krzywości równa się podwójnej normalnej, środek, krzy- 
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wości S znajduje się na przedłużeniu normalnej HS == MH.

456. Rozwinięta CYKLOIDY jest miejscem geometrycznem 
środków krzywości S : możemy ją wyznaczyć geometrycznie jak na
stępuje :

Przedłużmy średnicę koła tworzącego GH, i na przedłużeniu 
HG, = HG jako średnicy, zakreślmy okrąg kola; z punktu G, wy
prowadźmy stycznę do tego okręgu G,X,, równoległą do OX. 
Przedłużmy normalnę MH do cykloidy, aż do przecięcia się z okrę
giem C, w punkcie S; trójkąty G,HS = MHF, dają nam MH=HS, 
a więc punkt S jest środkiem krzywości cykloidy w punkcie M. 
Mamy nadto

łuk HS = łuk MH , łuk MG=łuk G,S

a że z określenia cykloidy

łuk MH == OH , łuk MG = HQ

więc

łuk G,S = 0,G, , łuk SH = OH

Jeżeli więc okręg C,, toczyć się bęizie po prostej O,X,, wy
chodząc z położenia punktu S w 0,, punkt S zataczać będzie 
cykloidę 0,S0 równę danej OMA, lecz inaczej-położoną, która bę
dzie rozwiniętą cykloidy danej, to jest, miejscem geometrycznem jej 
środków krzywości S.

Rozwinięta więc cykloidy, jest cykloidą równą danej, lecz inaczej 
położoną.

Promień krzywości w punkzie A, jest AO, = ka, promień krzy- 
wości w punkcie O jest 0; długość więc luku OSO, cykloidy 
rozwiniętej, równa długości łuku OMA cykloidy danej, jest ka; 
a zatem długość całej gałęzi OaB, jest 8a.

Długość łuku cykloidy zakreślonego całkoioitym obrotem koła two
rzącego, jest równa cztery razy średnicy tego koła.

457. Epicykloida. Epicykloidą nazywamy krzywę zakreślo
ną przez punkt okręgu koła, toczącego się bez ślizgania po drugim 
okręgu kola.
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Epicykloida może być zewnętrzną (fig. 119) lub wewnętrzną (fig. 120)

stosownie do tego czy koło ruchome tocząc się, pozostaje stycznem 
zewnętrznie lub wewnętrznie do koła stałego. Epicykloidę wewnętrzną 
nazywają niekiedy hypocyhloidą.

Jeżeli promień kola stałego staje się nieskończenie wielkim, epicy
kloida staje się cykloidą [397].

Niech będzie O (fig. 121 122) środkiem koła stałego, promienia 
OA = P, po którym toczy się bez ślizgania okrąg promienia o A = a, 
zakreślający punktem M epicykloidę. Przypuśćmy że ruch zaczął 
się gdy punkt M ckręgu o znajdował się w punkcie E okręgu O, 
i że koło o potoczyło się o kąt AOM = P, tak że

luk AM = łuk AE = a?
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' Weźmy układ osi prostokątnych, którego oś odciętych przechodzi 
przez punkt E, a początek znajduje się w środku O koła stałego, 
i nazwijmy x, y spółrzędne punktu M epicykloidy; poprowadźmy 
rzędnę 0Q i równoleglę MN do osi odciętych : będziemy mieli

kąt AOE łuk AE 
P

CP

p
x = 0Q — NM , y = 0Q — oN

a podstawiając za 0Q, NM, 0Q, oN wartości z trójkątów 00Q, oNM, 
otrzymamy

(1)

x = (P ± a) dos $ * a dos ($ =9 

y = (P ± a) wst ±a wst ( p ± •

znaki wyższe odnoszą się do epicykloidy zewnętrznej (fig. 124) znak 
niższe do epicykloidy wewnętrznej (fig. 122). Oznaczając przez skró
cenie stosunek promienia koła ruchomego, do promienia koła stałego

otrzymamy dla epicykloidy zewnętrznej

(2)

3C m - I 1
- = , ■ dos mę — dos (m+1)®

y m — 1
a = m ■ wst m? — wst (m + 1) P

a dla epicykloidy wewnętrznej wypadek z podstawienia w (2) za 
a, m, P wartości — a, — m, — ©. Przeprowadźmy rachunki dla 
jednej z nich, naprzykład zewnętrznej, dość będzie w otrzymanych 
wypadkach zmienić znaki ilości a, m, “ aby otrzymać wypadki od
powiednie dla epicykloidy wewnętrznej.

Równania (2) mogą być uważane za równania epicykloidy : rugu
jąc p z tych dwóch równań, otrzymalibyśmy równanie zwykłe po
między spółrzędnemi x i y. Rugowania tego nie przeprowadzamy, 
bo użycie dwóch równań (2) jest daleko dogodniejszem. W szcze
gólnym przypadku, gdy ilość dodatna lub odjemna m jest wymierną, 
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równanie otrzymane z wyrugowania P jest algebraicznem, epicy- 
kloida jest krzywą algebraiczną. W szczególnym przypadku epicy- 
kloidy wewnętrznej, utworzonej przez koło ruchome toczące się

1
w kole stałym promienia podwójnego, to jest dla m = — 2 , ma

my y=0: epicykloida wewnętrzna staje się linją prostą, średnicą 
koła stałego. W przypadku gdy epicykloida wewnętrzna jest zakre
ślona przez punkt okręgu koła ruchomego w kole stałym promienia 

cztery razy większego, podstawiając w (1) m = —4 1 —a za a,

— q za q, otrzymamy

- =3dosr+dos — a 4 1 4

V 9 3p• =3 wst — — wSt — a 4 4 
czyli 3

-=4dos3 , 9 -=4wst3 7 a 4 a 4

a rugując q i podstawiając P = 4m, otrzymamy

2 22 
x3 — y^= P3 

lub jeszcze . 
(£)4+()= i 

równanie rozwiniętej elipsy.
W ogólności, widzimy z łatwością że jeżeli m jest wymiernem, 

ponieważ q może się zmieniać od —do + c , epicykloida 
składa się ze skończonej liczby gałęzi spotykającycłi się w punktach 
na okręgu koła stałego, które będą punktami zwrotu krzywej : liczba 
gałęzi tych będzie równa mianownikowi ułamku m sprowadzonego 
do najprostszego wyrażenia. Jeżeli m jest niewymiernem, liczba 
tych gałęzi będzie nieograniczoną.

458. Równanie stycznej do epicykloidy, otrzymać można różnicz-
55



866 ROZDZIAŁ XXI.

kując równania (2)

— = (m—1) [wst(m++1) P — wst m,] d?

"=(m+1) [dos m? — dos (m+1) F] d?

czyli

(3)

— = 2 (m—H1) wst - dos ( mp + 5 ) d? 

" = 2 (m+1) wst | wst ( mP + 5) do 

a dzieląc pierwsze z tycłi równań przez drugie

(4) ^ = st (mp+3)

równanie stycznej do epicykloidy. Stycznę tą wykreślić można z ła- 
twością, łącząc punkt M epicykloidy z punktem B koła tworzącego 
na przedłużeniu prostej Oo łączącej środek tego kola -ze środkiem 
kola stałego. W samej rzeczy, przedłużając BM do przecięcia się 
w punkcie T z osią odciętych, mamy

BTX = BOX + OBT = mę + 9

a więc styczna kąta BTX jest równą T , nawet gdy do P dodamy 

całkowitą liczbę 2x; prosta MB jest więc styczną do epicykloidy, AM 
normalną.

459. Różniczka ŁUKU EPICYKLOIDY może być otrzymaną, 
wyciągając pierwiastek z summy kwadratów równań (3)

(31 “=?(m+ 1) wst % d-^

460. Promień krzywości EPICYKLOIDY Otrzymamy, biorąc 

kąt styczności, który [438] jest różniczką kąta mę + 5 z (4),



O KRZYWOśCI LINIJ NA PLASCZYZNIE. 867
czyli

(6)

i dzieląc go przez różniczkę luku dł [428]; oznaczając więc pro
mień krzywości przez R, otrzymamy

(7)
pdk 4(m—1)P
I   "7      i i— CL WSt 1dł 2m — 1 2

Aby wykreślić geometrycznie promień i środek krzywości, zauwa
żymy iż

AM = 2a wst P

, a a więc, zwazywszy ze m = ± -

R _ 2m — 2 2P = 2a 
AM F 2m + 1 P ±2a

znaki wyższe odnoszą się do epicykloidy zewnętrznej, znaki niższe 
do wewnętrznej.

Poprowadźmy przez punkt B, równoległą BC do normalnej MA, 
i połączmy punkt C z punktem O prostą, która przedłużona, 
przetnie przedłużenie normalnej AM w punkcie S; powiadam że 
punkt S jest środkiem krzywości, SM promieniem krzywości epicy
kloidy w punkcie M. W samej rzeczy, trójkąt OBG daje nam

AS_OA 
BC OB 

a że BG = AM, więc

AS + AM OA + OB 
AM — OB 

czyli
SM _ 2P ± 2
AM — P ± 20

a więc
SM = R.
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461. Rozwinięta EPICYKLOIDY. Różniczkując równanie (4) 
otrzymujemy

d2y
dał _ 2m — 1 dę
(dy\2F 2 dx 

a zatem, oznaczając przez &,, Y1 spółrzędne środka krzywości [437]

2 dy , 2 dx 
=" 2m + 1 d? ‘ Vi = 9+ 2m + 1 d?

a podstawiając wartości (2) i (3)

(8)

— = -—1—-m +1 dos mo + dos (m— ) , a 2m — 1 L m 1 J

— — ---- j m—1 WSt m2 — WSt (m+1 ) , a 2m — -1 L m ‘ 1 91 

równania rozwiniętej epicykloidy.
Nie zmieniając początku, obróćmy osie prostokątne spółrzędnych 

tak, żeby nowa oś odciętych tworzyła z dawną kąt mr., i oznaczmy 
przez x\, y\ spółrzędne punktu jakiegokolwiek rozwiniętej epicy
kloidy względem nowych osi: otrzymamy

x, = x, dos mr — yr wst mr.
y\ = — x, wst mn — Y, dos mr, 

a zakładając
a। a. — -—t—; 2 Q1 = P — 7 

1 2m — 1 1

otrzymamy równania (8) pod kształtem

O)

Z = m ml dosmp, — dos (m+1) ?!

‘ = m 1 wst m2, — wst (m+1) P, 



O KRZYWOŚCI LINIJ NA PŁASCZYZNIE. 869

równania rozwiniętej epicykloidy tego samego kształtu, co równania 
samej epicykloidy ze zmianę a na a,; więc

Rozwinięta epicykloidy, jest podobną epicykloidą utioorzoną przez 
punkt pewnego okręgu toczącego się po tym samym okręgu stałym, 
który jest okręgiem kierującym przy tworzeniu epicykloidy danej.

462. Spiralna logarytmowa jest przedstawioną w spół- 
rzędnych biegunowych przez równanie]

(1) ę = ae^

gdzie p jest promieniem wodzącym, o kątem biegunowym, e za
sadą logarytmów naturalnych, a i m parametrami stałemi (fig. 123).

Dla w=0, mamy 0==a = OA; zwiększając o do nieskończo- 
dości w wartościach dodatnych, P się zwiększa do nieskończoności; 
zmieniając w od 0 do —c, P się zmniejsza zbliżając się nieo- 
graniczenie do zera. Biegun O jest więc punktem assymptotycznym, 
krzywa rozciąga się do nieskończoności w jednę i drugą stronę od 
punktu A, zakreślając około bieguna O nieskończenie wielką liczbę 
obrotów w jednę i drugą stronę.

Różniczkując (1) otrzymamy

. do
(2) Z=mdem czyli —

a nazywając p. kąt stycznej MT z osią OX [376]

do 1
(3) St u. = p — = —
" ‘ " de m

*
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Kąt jaki styczna do spiralnej logarytmowej tworzy z promieniem 
wodzącym do punktu styczności poproicadzonym,jest stałym.

463. Różniczka ŁUKU spiralnej logarytmowej, ma wyraże
nie [424]

dł = V d^ + ę"da2 = Vm2+1 ędo==a Vm2+4 gm® do 
czyli

W di=km de

KĄT styczności, zważywszy że

MAX =p+

i że dą = 0 z (3), równa się

(5) dk = dw

różniczce kąta biegunowego : a dzieląc przez dł, otrzymamy [428]:

Promień krzywości, wyrażony przez

(6) R=Vm+1ę

i równy długości normalnej

ms = VOM2 + osa = Ve?+e8 dota z = Vm2+ i e

Środek krzywości S jest więc przecięciem się z normalną prosto
padłej z bieguna do promienia wodzącego poprowadzonej. Spółrzę- 
dnemi biegunowemi punktu S są

A1 =m= mae^, ©1 — 9 + 6

a rugując w, otrzymamy

(7) P1 = maem"a—m %

równanie rozwiniętej spiralnej logarytmowej.
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Pozostawiając biegun tym samym, obróćmy oś biegunową o kąt 
2nz — a; równanie (7) stanie się, zastępując c, przez c+a—2nr, 
promień 0 prez p‘

e‘ = mae^1 (a*2n" —E)“mu 
a zakładając

(*) Jakób Bernouilli uderzony nadzwyczaj nemi własnościami spiralnej logorytmowej 
odtwarzającej się cięgle przez różne przekształcenia, chciałją kazać wyryć [na grobie 
swoim, jako godło zmartwychwstania z napisem : Eadem mutata resurget. J

mem (tznr- 5) = 1
to jest biorąc

(8) -=- (n_1E_lm
2 m

otrzymamy

(9) _ (‘= memuż 

równanie to samo względem nowej osi, co równanie dane (1) wzglę
dem dawnej.

Rozwinięta spiralnej logarytmowej, jest więc tą samą spiralną lu- 
garytmową, różniącą się tylko położeniem od danej.

W szczególnym przypadku parametru m, czyniącego zadosyć 
warunkowi

I.m , %— = — (4n—1) „ m 2 

równanie (7) daje
a=0

i spiralna taka jest sama swoją własną rozwiniętą (*).

464. Linje palące przez odbicie. Jeżeli promienie 
światła rzucone w pewnym kierunku, spotykają krzywę daną i odbi
jają się od tej krzywej, tak że kąt każdego promienia wpadającego, 
równa się kątowi promienia odbitego z normalną do krzywej, w punk
cie spotkania się tych promieni z krzywą; obwijająca promieni odbi
tych, nazywa się linją palącą przez odbicie krzywej danej.

Weźmy przykład najprostszy linji palącej przez odbicie :
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Promienie równoległe spotykają okrąg koła i odbijają się od niego 
tak, że kąt wpadania z normalną jest równym kątowi odbicia; zna
leźć obwijającą promieni odbitych.

Weźmy osie prostokątne mające początek w środku koła, i których 
oś odciętych jest równoległą do kierunku promieni wpadających. 
Nazwijmy a promień koła danego, q kąt, jaki jeden z promieni koła 
tworzy z osią; spółrzędnemi punktu ostecznego tego promienia będą

x = a dos P , y = a wst
1

Promień odbity będzie tworzył z osią odciętych kąt 2p, a równa
niem jego będzie

Y — a wst P = st 2? (X — a dos«)
lub ,

(1) Y dos 20 — X wst 2p + a wst P = 0

Aby znaleźć obwijającą tych promieni, należy wyrugować para
metr P z tego ostatniego równania, i równania utworzonego, biorąc 
jego pochodnę [443] względem P:

(2) Y wst 2+x dos 2P — 9 dos P =0 

otrzymamy, rozwiązując te równania co do X, Y

X = 2 (3 dos P — dos 39)

* a
Y = 7 (3 wst P — wst 39)

Widzimy porównywając te równania z równaniami [457 (2)] otrzy- 
manemi poprzednio, że obwijającą la, czyli linja paląca koła, jest 
epicykloidą zewnętrzną utworzoną przez punkt koła ruchomego pro
mienia , a toczącego się po okręgu współśrodkowym dan mu, pro-

. . 1 mienia - a.2
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^Zadania do rozwiązania.

1. Znaleźć promień lir żywości i rozwiniętą linji łańcuchowej :

- ,-10+r)

Promień krzywości równa się " ; równaniem różniczkowem roz

winiętej jest

2 dz;+[r,+e)‘-4*]*=0

Linja łańcuchowa jest to linja jaką przybiera nić ciężka, jednoro
dna, przyczepiona w dwócli punktach, pod wpływem ciężkości.

2. Znaleźć promień kr żywości i rozwiniętą, paraboli półsześciennej:

3ay^ = 2x3

„ . (24 — 30)3 x >Promień krzywości równa się  --99— ; równaniem rozwmię- 

tej jest

81 ay^ = 1 6 [2a± (a2 — Gax,)4 ]2 [± (a2 — 6ax,)% — a]

3. Promień krzywości lemniskaty Bernouill’ego ;

p2 = a? dos 2

równa się 3p • krzywo tę otrzymać można rzucając środek łiyperboli 

równoramiennej (t. j. mającej dwie osie równe a= b) na styczne.
4. Znaleźć obwijającą elips współśrodkowych, mających kierunek 

osi wspólny i summę długości osi stałą.
Jeżeli oznaczymy stalą przez k, równaniem układu tych elips
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będzie :

rozdział XXI.

a"(k2--a)

a równaniem obwijajęcój
2 2 2 

x5 — y‘ —k 5

linja ta jest więc epicykloidą [457],
5. Znaleźć obwijającą prostej ograniczonej, mające) punkta swe 

ostateczne na dwóch osiach prostopadłych. 
Obwijająca jest tą samą epicykloidą co w zadaniu 4.
6. Niech będzie elipsa

o ' 2+”=1

i jakakolwiek linja drugiego stopnia

(2) Aa? + 2Bay + Cy? + 2Dx + Ey+4 =0

Z jakiegokolwiek punktu tej ostatniej linji poprowadzimy dwie sty
czne do elipsy (1) i połączmy cięciwą tak otrzymane punkta styczno
ści : znaleźć obwijającą tych cięciw, gdy punkt z którego prowadzimy 
styczne, zmienia swe położenie na linji (2). 

Równaniem tej obwijającej jest

(C - E) " —2 (B - DE) S+(A - n«) * + 2 (CO - DE) %

+2 (NE — BD) %+AC—H= 0.
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0 STYCZNOŚCI W PRZESTRZENI

Prosta styczna i płaszczyzna normalna do krzywej. — Płaszczyzna styczna i 
prosta normalna do powierzchni. — Różniczka łuku krzywej w przestrze
ni. — O styczności krzywej z powierzchnię,. — Powierzchnia ściśle styczna. — 
Płaszczyzna ściśle styczna. — Normalna główna. —- Kula ściśle styczna. — 
O styczności krzywych pomiędzy sobą w przestrzeni. — Krzywe ściśle stycz
ne. — O styczności powierzchni pomiędzy sobą. — Powierzchne ściśle stycz
ne. — O punktach nadzwyczajnych powierzchni. —

465. Prosta styczna i płasczyzna normalna do 
krzywych w przestrzeni. Krzywa, którćj wszystkie pun- 
kta nie są zawarte na jednej płasczyznie, nazywa się krzywą 
skośną. 1 '

Mówiąc o linjach w przestrzeni, rozumieć będziemy 
wszelkie linje tak płaskie jak skośne, uważając pierwsze jako 
szczególny przypadek drugich.

z

fig. 124.

Niech będzie krzywa MM' (fig. 124) odniesiona do trzech 
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osi OX, OY, OZ w przestrzeni [65], dana przez równa
nie

(i) f^,y,z} = 0, F(x,y,2)==0

niech będą x, y, z spółrzędne jakiegokolwiek punktu M 
tśj krzywej; x — Ax, y — Ay, z + Az spółrzędne punk
tu nieskończenie zbliżonego M‘ na krzywej. Równanie 
siecznej. MM' otrzymamy z łatwością biorąc równanie 
ogólne prostej w przestrzeni [69] i wyrażając, że prosta 
ta przechodzi przez M i M'; równanie to będziemy mogli 
przedstawić pod kształtem

*-=&%«-#), z—=8:«-9

gdzie X, Y, Z wyrażają spółrzędne bieżące siecznej SS‘. 
Zważywszy, że y i z są funkcjami w ogólności ciągłemi 
zmiennej niezależnej x danemi przez równania (1) i prze
chodząc do granicy, gdy punkt M‘ zbliża się do punkiu 
M, otrzymamy

o Y-»=2«-9), ^-^T^-^ 

równanie stycznej do linji (1) jakiejkolwiek w przestrzenią 
w punkcie M (x, y, z}.

Zauważyć możemy, że linja MM' może być daną także 
przez dwa z trzech rzutów na płasczyzny spółrzędnych : 
naprzykład przez rzut mm na płasczyznę XOY i rzut 
m, mj na płasczyznę XOZ : to jest przez dwa równania

(V) 9(,y)=0, y(x, :)=0 

otrzymane rugując kolejno z i y z równań (1); równa
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nie (2) wyrażają proste styczne do tych rzutów, które 
są rzutami stycznej do linji MM’ w przestrzeni. Zadanie 
stycznej .do linji w przestrzeni zostaje w ten sposób spro- 
wadzonem do zadania stycznych do krzywych na płasczy- 
znie : roztrząsanie własności i przypadków szczególnych 
lub nadzwyczajnych tego zadania jest to samo co podane 
wyżej w Rozd. XIX : nie zatrzymujemy się więc dłużej 
nad niem.

466. Równania stycznej w przestrzeni mogą być na- 
pisanemi pod kształtem symetrzycznym

(3) X—=Y—JZ—z
dx dy dz

W razie spółrzędnych prostokątnych, nazwawszy a, 3 Y, 
kąty prostej z osiami, równanie tej prostej może być przed- 
stawianem pod kształtem [69 (3) ]

X—x Y—y _ —z 
dos a dos 3 dos Y

Widzimy ztąd, że : w razie spółrzędnych prostokątnych, 
dostawy katów, jakie styczna, w punkcie x, y, z, krzy
wej tworzy z osiami, sa proporcjonalne różniczkom dx, dy, dz, 
spółrzędnych punktu styczności. Kąty a, 3, Y mogą być 
uważane jako utworzone przez jeden lub drugi z kierunków 
MT, MT stycznej z kierunkami dodatnemi osi, w sposób 
podany już powyżej [425] i liczone zatem od 0 do 2n; 
znaki różniczek dx, dy, dz będą w takim razie wyznaczały 
znaki dostaw a, 3 Y.

467. Równaniem płasczyzny jakiejkolwiek prostopadłej
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do stycznej MT będzie [68 (2) ]

X dos a + Y dos 3 + Z dos Y = c

oznaczając przez X, Y, Z spółrzędne bieżące punktów 
płasczyzny, przez c odległość tej płasczyzny od początku, 
przez a, 3, Y kąty prostej MT z osiami. Wyrażając, że 
płasczyzna ta przechodzi przez punkt M (x, y, z) a zatem 
że

x dos a — y dos 3 — z dos Y = c

otrzymamy odejmując to równanie od poprzedzającego

(X — x) dos a + (Y — y) dos 3 + (Z — z) dos r = 0

równanie płasczyzny prostopadłej do stycznej w punk
cie styczności. Płasczyzna ta nazwaną została płasczyzna 
normalna. W ostatniem równaniu zastąpić można dos a, 
dos 3, dos Y przez ilości proporcjonalne dx, dy^ dz (bo 

dzieląc naprzykład przez dos a, otrzymamy dos 2 = “ , 
dosv dz\ — ,3—- = — 1 : będziemy mieli w ten sposob u OS C ax

(4) (X—«) dx + (Y—y) dy + (Z—z} dz = Q>

równanie płasczyzny normalnej do linji jakiejkolwiek w prze
strzeni, w punkcie tćj linji, którego spółrzędnemi są x, y, z.

468. Równania powyższe prostej stycznej wymagają 
znajomości pochodnych d, dz, lub różniczek dx, dy, dz: 

jeżeli krzywa daną jest najogólniej przez dwa równania (i)
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pochodne te, lub różniczki zastąpić należy przez pochodne 
częściowe funkcji f i F. Różniczkując (i), otrzymamy

‘dx+dy+d:=0 
ox dy dz

— dx — — dy — — (Iz — 0 2x 1 Dy •. 1 oz

a rugując dx, dy, dz z tych równań i równań (3), otrzy
mamy od razu, zważywszy na jednorodność i symetrją tych 
równań

(5)
«x-*+o-»%+(-)%=0 
(x-2)3E+q-»}+(-±}=o

równania stycznej do krzywej w przestrzeni, w punkcie 
(x, y, z), które zastępują równania (2) lub (3). Każde 
z tych równań przedstawia płasczyznę [69] : przecięciem 
tych dwóch płasczyzn jest prosta, która jest styczną szuka
ną, z wyjątkiem wszakże przypadku, w którym pochodne 
częściowe wchodzące w (5) nie mają wartości oznaczonych, 
lub czynią zadodyć warunkowi

()F\ (F\ DF\(6) x)_Vy)_Nz)(f) ()f) Pl\
\Dx) QŻy) z / 

w takim razie układ (5) nie przedstawiałby linji; bo dwa 
równania (5) stanowiłyby jedno i to samo równanie.

Każde z równań (5) przedstawiających płasczyznę zależy 
tylko od jednej z dwóch powierzchni (I), których przecię
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ciem jest krzywa dana. Zobaczymy za chwilę znaczenie tych 
płasczyzn względem powierzchni (1).

469. Płasczyzna styczna i prosta normalna do po
wierzchni. Niech będzie powierzchnia odniesiona do ukła
du spółrzędnych prostolinijnych i

(1) f(x,y,2)=0

jej równanie [64]. Weźmy na tej powierzchni punkt jaki- 
kolwiek M którego | spółrzędnemi są x, y, z, i przez ten 
punkt nakreślmy na powierzchni krzywę jakąkolwiek; krzy
wa ta może być uważaną jako przecięcie powierzchni da
nej (i) z inną powierzchnią, której równaniem niech bę
dzie

(2) F(x,y,2)=0

Styczna do tćj linji nakreślonej na powierzchni (1) przez 
punkt M będzie daną przez układ równań [468.]

o «-*%+(-»%+uz-4%=o 
o «-4+0-»#+(-4%-o

Lecz równanie (3) będzie tem samem jakąkolwiek weźmie- 
my funkcję F, bo równanie to zależy tylko od funkcyj f: 
jakąkolwiek więc nakreślimy krzywęma powierzchni danej 
(1) przez punkt M (x, y, z), styczna do tej krzywej będzie 
się znajdować na płasczyznie (3), bo jest daną przez prze
cięcie się tej płasczyzny z płasczyzną (4), różną dla różnej 
krzywej. Płasczyzna (3) jest więc miejscem geometrycznem 
prostych stycznych do różnych krzywych nakreślonych na
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powierzchni danej przez punkt M : nazywamy ją płasczy- 
zną styczną, do powierzchni (i) w punkcie, którego spół- 
rzędnemi są x, y, z.

470. Równaniem płasczyzny stycznśj do powierzchni (1) 
jest więc równanie

6) a-a2+(-»%+(-s)%=0
byleby stosunek dwóch pochodnych częściowych funkcji f 
do trzeciej, wziętych względem x, y, z, był oznaczonym : 
w przeciwnym razie płasczyzna styczna nie jest oznaczoną 
w punkcie x, y, z, który jest wtedy punktem nadzwyczaj
nym powierzchni.

471. Normalną do powierzchni w danym punkcie nazy
wamy prostopadłą do płasczyzny stycznej poprowadzonej 
w tym punkcie do powierzchni. W układzie osi prostoką
tnym, normalna ta w punkcie x, y, z powierzchni danej 
przez równanie (i) jako prostopadła do płasczyzny (3) [68 (2)], 
tworzy z osiami kąty, których dostawy są proporcjonalne 

, 9/ ; równanie więc [69] (3)]pochodnym -— 2 — ‘ Ox oy

X— _X — y _Z —z
5) (3f) - (f) Pl\ 

jest równaniem normalnej w punkcie x, y^ z, poprowadzo- 
nój do powierzchni (A) ; X, Y, Z oznaczają spółrzędne 
bieżące punktów tej prostej.

472. Jeżeli w równaniu (1) będziemy uważali x, y za
56



882 ROZDZIAŁ XXII.

zmienne niezależne, z za funkcję tych zmiennych i jeżeli 
oznaczymy przez skrócenie [217]

&=P‘ »y="

pochodne częściowe dane przez równanie (1) powierzchni, 
równanie :

(dz = pdx — qdy

będzie ióivnaniem różniczkowem powierzchni (1).
Różniczkując (i) otrzymamy

ox OZ dy 0z

a równanie płasczyzny stycznej stanie się

(9) z— Z=p{X — x)+q( - y}

Równanie normalnej w układzie osi prostokątnych bę
dzie

( X — x +P (Z — z)=0 
(Y-y+7(Z-:)=0

Wszelką płasczyznę zawierającą normalnę do powierz
chni, nazywamy płasczyzną normalną.

473. Równanie płasczyzny stycznej w spółrzę- 
dnych jednorodnych. Oznaczając spółrzędne prostolinij
ne punktu w przestrzeni przez stosunki

x y z 
t t t
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trzech zmiennych x, y, z, do czwartśj dowolnej t, może
my przedstawić wszelką powierzchnię przez równanie je
dnorodne
(1) f^, y,Z, t)==0 

co do czterech zmiennych x, y, z, t. Wiemy [33] że 
jeżeli m jest stopniem jednorodności, to

f^.y.z.t^t^f (7‘6‘t)
a zatem

,3Af Dflof, P/bf.
a .(x\‘y 3 (y\' dz >(2\

V/ ' w

Zastępując w równaniu (3) płasczyzny stycznćj x przez - » 
y z.. x Y Z 

y przez t , z przez -1 podobnież X, 1, Z przez T‘ T - 

otrzymamy :

/x \f/Yyf_/Z_2_/TEETt)exT t)dy TT <Pz ' \T t)3t 

dzieląc przez t i dodając dla symetrji ostatni wyraz, który 
jest zerem.

Lecz wiemy również [226] że

+,3+2£+4=m=o 
a więc równanie płasczyzny stycznej w spółrzednych jednorod
nych stanie się 
(2) x f +Y f +z+r%=0

Da iy 0% ot
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Jeżeli równanie (1) jest stopnia mgo, równanie (2) jest 
stopnia m — 1 [225] a zatóm :

Bównanie płasczyzny stycznej jest względem spółrzędnych 
punktu styczności stopnia o jedność mniejszego od równania po
wierzchni.

Równanie prostej w przestrzeni, stycznej do krzywej da
nej przez równania

f(x,y,5,4=0, F(r,y,3,t)=0

w spółrzędnych jednorodnych, będzie

x f+y‘f+z‘+T‘=0
Ox oy oz ot

xeB+YPF+2PE+TP—0 ox oy oz ot

474. Różniczka łuku krzywej w przestrzeni. Dłu
gością łuku krzywej skośnej, pobobnie jak krzywej płaskiej, 
nazywać będziemy granicę obwodu linji łamanej wpisanej 
w tę krzywę t. j. utworzonej przez cięciwy nieskończenie małe 
krzywej. Obwód ten zdąża do granicy oznaczonej : w samej 
rzeczy, rzucając pewną część skończoną tej krzywej na płas- 
czyznę nie prostopadłą do żadnej ze stycznych do krzywćj 
w uważanej części, oznaczając przez c jednę z cięciw nie
skończenie małych krzywej w przestrzeni, przez c{ jej rzut, 
przez a kąt jaki kierunek c tworzy z płaszczyzną rzutów, 
otrzymamy

Zc — 2 ------- dos a

gdzie znak Z oznacza summę rozciągającą się do części obwo
du uważanego. Oznaczając przez A największy z kątów jakie
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styczna do krzywej uważanej utworzy z płasczyzną rzutów, 
i przechodząc do granicy otrzymamy

gr Ec < gr Ac, 
dos A

czyli gr Mc < — 
• dos A

oznaczając prze t, długość łuku krzywej [421] która jest 
rzutem części uważanej krzywej danej. Lecz Zc zwiększa się 
gdy każda z cięciw c się zmniejsza, (naprzykład podwajając 
ciągle liczbę cięciw wpisanych): bo każdą cięciwę zastępu
jemy w takim razie przez dwie inne które z poprzednią two
rzą trójkąt; zwiększając się ustawicznie i pozostając ciągle 

mnejszą od ilości oznaczonej a , summa ta czyli obwód 

linji łamanej zdąża do granicy oznaczonej [89]. Granica 
jest tą samą jakkolwiek będziemy wpisywać linję łamaną : 
bo wpisując dwie różne linje łamane i prowadząc przez 
wierzchołki jednej i drugiej, płasczyzny równoległe prosto
padłe do płasczyzny rzutu, części dwóch linij łamanych 
zawarte pomiędzy ■ odpowiedniemi płasczyznami zdążając 
do kierunku wspólnego stycznej, zdążają do równości, a 
więc granice ich summ są także równemi [124]. Granica 
więc obwodu linji łamanej wpisanej w część krzywej danćj 
do której styczna nie tworzy nigdzie kątą prostego z pewną 
płasczyzną rzutu, zdąża zawsze do granicy oznaczonej; 
a że każda krzywa może być podzieloną na pewną licz
bę takich części, długość linji łamanej wpisanej w całą krzy- 
wę zdąża również do granicy oznaczonej, którą nazywamy 
długością krzywij.

Dla krzywych skośnych, podobnie jak dla krzywych płas
kich, stosunek ł'iku nieskończenie małego krzywej w przestrzeni 
do cięciwy, zdąża do jedności, gdy łuk zdąża do zera. W rzeczy 
samej, oznaczając łuk ten przez At, cięciwę przez Ac, ich 
rzuty na płasczyznę, która nie tworzy ze styczną do tego 
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łuku kąta prostego przez At,, Ac: przez A kąt największy 
stycznej do łuku, przez A, kąt cięciwy Ac z płasczyzną 
rzutu, mamy

N2 A,_, Ne= Ac, 
dosA dosAj 

a więc
At At, dos A, 
Ac > Ac, dos A

Gdy luk zdąża do zera, kąty A,, A zdążają do granicy 
wspólnej kąta a stycznej w początku łuku z płasczyzną 
rzutu, stosunek —* łuku nieskończenie małego na płas-

AC1
czyznie do swej cięciwy zdąża do jedności : stosunek więc 
At
Ac

pozostając ciągle większym od jedności, jest mniejszym

, . . Al, dos A,od wyrażenia —- - ---- -• AC1 dos A
zdążającego dojedności; granicą

tego stosunku jest więc jedność :

Al , gr — =1 ° Ac

475. Aby znaleźć teraz wyrażenie różniczki łuku dł, 
weźmy odległość Ac dwóch punktów ostatecznych łuku 
nieskończenie małego Al w przestrzeni, których spółrzę- 
dnemi są x, y, z i x — Ax, y — Ay, z+Az : otrzymamy

Ac = Aa? + Ay? + Az 
a zatem

Ac _, ■ Ay? A23
Ax? Ax2 T Az?

przechodząc do granicy i zważywszy, że za Ac podstawić
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możemy Al na zasadzie przed chwilą udowodnionej wła
sności, nie naruszając granicy [125], otrzymamy

d__ dy‘dzd^1 T d^1 ' d^ 
czyli

de = dea + dy^ + dz^
zaś
(1) dł = ± Vdx3 + dy^ + dz2

znak — stosuje się, podobnie jak dla łuku na płasczyznie, 
do przypadku w którym długość łuku zwiększa się, znak — 
do przypadku w którym długość ta się zmniejsza, gdy zwię
kszamy zmiennę niezależną : zależy więc od dowolnie obra
nego na krzywej punktu, od którego liczymy długości łuków.

476. W przypadku spółrżędnych pochyłych OX, OY, OZ 
otrzymalibyśmy, nazywając kąty

YOZ=a, X0Z=b, XOY=c

wzór na odległość Ac punktów x, y, z i x + Ax, y — Ay, 
z — Az, następujący :

Ac2 = Ax2 + Ay? + Az? + 2AyAz dos a + 2AxAz dos b 
— 2AxAy dos c 

a ztąd, postępując jak powyżej

(2) dł=±yda?+dy?+-dz2+dydzdosa—2dadz dos 6-Fzdyazdosc.

W przypadku spółrzędny cif biegunowych [71] związa
nych z prostokątnemi za pomocą wzorów

T == p wstO dosy . y =p wstO wst V , z = pdosO 
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różniczkując

dx == do wst 0 dos V — p dos 0 dos Pdo — p wst 0 wst ldy 
dy = d^> wst 0 wst 1+p dos 0 wstud9 — p wst 0 dos ldł 
dz == d^ dos 0 — p wst ede

i podstawiając w (1), otrzymamy wyrażenie

(3) dł = ± Jdp? + pW + p2 wst2 @dy2

477. Kąty stycznej do krzywej w przestrzeni 
z osiami. Nazwawszy a, 3, Y, kąty jakie styczna do krzy- 
wój w przestrzeni w punkcie M, którego spółrzędnemi 
są x,y,z, tworzy z osiami prostokątnemi OX, OY,OZ, 
wiemy, że dostawy tych kątów są proporcjonalne do różni
czek dxy dy^ dz [466]

dos a dos B dos y 
dx dy dz 

a na zasadzie znanej własności stosunków równych, każdy 
z powyższych stosunków będzie równym

+Vdos‘z+dos"8+dos‘r lub 1 
Vda? + dy^ + dz2 di

zważywszy że [66] 

dos2a + dos2p + dos2y = 1 •

Będziemy więc mieli

dos a dos 3 dos y 1
dx dy dz dł
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a ztad

(1) dosc=dx, dossedy, dosy—dz 
dł dł dl

czyli
(2) dx =dłdosa, dy == dł dos 3 , dz == dł dosy

Co do sposobu w jaki liczyć należy kąty a, 3, Y i znaku 
z jakim uważać trzeba dł, zrobimy tę samą uwagę co dla 
krzywych na płasczyznie [425]: kąty a, 3, Y będą liczone 
od zera do Am: znak — różniczki dł będzie odpowiadał 
jednemu kierunkowi stycznej, począwszy od punktu M, 
znak — tćj różniczki, kierunkowi drugiemu; jeżeli dx i dł 
naprzykład są tego samego znaku, kąt a będzie uważanym 
mniejszym od An, w razie znaków przeciwnych, większym.

O styczności linji krzywej z powierzchnią 
w przestrzeni.

478. Rzęd styczności. Niech będzie powierzchnia P 
i krzywa K w przestrzeni przechodząca przez punkt M 
powierzchni (fig. 123); S płasczyzna styczna w punkcie

M, do powierzchni, NN prosta normalna w tym punkcie. 
Z punktu M‘ krzywej,nieskończeniezbliżonego do punktu M, 
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poprowadźmy do płasczyzny stycznej S prostopadły M‘m‘, 
której kierunek przetnie powierzchnię w punkcie m.

Jeżeli odległość M‘m punktu na. krzywej od powierzchnią 
liczona równolegle do normalnej NN‘ w punkcie lospólnym po
wierzchni z krzywą^ jest nieskończenie mała rzędu n — 1, po
wiadamy, że między powierzchnią i krzywą zachodzi styczność 
rzędu n o jedność niższego.

Jeżeli odległość ta M‘m jest nieskończenie małą pierwszego 
rzędu, styczność będzie rzędu zero, to jest krzywa K nie 
będzie styczny z powierzchnią P w punkcie M; jeżeli M‘m 
jest drugiego rzędu, styczność będzie pierwszego rzędu i t. d.

479. TWIERDZENIE. Jeżeli krzywa ma w danym punkcie 
styczność z powierzchnią jakiegokolwiek rzędu większegood zera, 
styczna do krzywej w tym punkcie znajduje się na płasczyznie 
stycznej do powierzchni. W rzeczy samej, weźmy układ spół- 
rzędnych prostokątnych, których oś OZ jest normalny NN‘ 
i niech będy x, y, z spółrzędne punktu M, a+Ax, y-\~^J^ 
z+Az spółrzędne punktu M‘, x+Ax, y — Ay, z — A,3 
spółrzędne punktu m (przyczem x = 0, y = 0); otrzy
mamy oznaczajyc przez m spodek prostopadłej z punktu 
M‘ na płasczyznę styczny S poprowadzonej

M‘m‘ = Az = dz — £ = dl dos Y — e

oznaczajyc przez dł różniczkę łuku, przez Y kyt stycznej 
do krzywej z osiy OZ [477], czyli z normalny NN, przez e 
nieskończenie mały rzędu wyższego nad pierwszy. Dla po
wierzchni P otrzymamy, oznaczajyc [472] przez

dz = pdx — qdy

równanie różniczkowe powierzchni,

m'm = A,z = p^w — qt\xy + & 
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gdzie s‘ oznacza podobnie jak z nieskończenie małą rzędu 
wyższego nad pierwszy. Lecz aby oś OZ była normalną NN‘ 
trzeba żeby równania normalnej [472 (7)] stały się X =0, 
Y = 0 dla x = 0, y = 0; a zatem żeby w tym punkcie

p=0, q=0 
co nam daje

nim = e'

Lecz odległość M‘m jest summę lub różnicę odległo
ści M‘m‘ i nim\

M‘m ==dłdosy—ss‘

aby więc ta odległość była rzędu wyższego nad pierwszy, 
trzeba żeby

dos Y = 0

czyli żeby styczna do krzywćj w punkcie M tworzyła kęt 
prosty z normalnę NN‘ do powierzchni, to jest znajdowała 
się na płasczyznie stycznej.

480. Powierzchnie ścisłe styczne do krzywych. 
Niech będzie krzywa dana K i gatunek powierzchni

/

(O f(x, y,2,@a, ...a)=0 

zawierajęcy n — 1 parametrów a,, a^... an niezależnych 
od spółrzędnych x, y, z, wyznaczających dla każdej nada- 
nćj im wartości, osobnę powierzchnię z gatunku (1). Mo
żemy wyznaczyć jeden z tych parametrów, naprzykład a, 
tak, żeby powierzchnia (1) miała punkt dany M wspólny z 
krzywę K; drugi parametr a, tak, żeby w tym punkcie 
zachodziła styczność pierwszego rzędu i t. d. Jeżeli wyzna
czymy wszystkie n — 1 parametrów powierzchni (1) w po



892 ROZDZIAŁ XXII.

dobny sposób, możemy uczynić powierzchnię tę styczną 
ngo rzędu do krzywej danej : w ogólności styczność ta bę
dzie rzędu najwyższego z gatunku powierzchni (1) i tylko 
w szczególnych punktach krzywej, rzęd styczności jej z po
wierzchnią (i) może być wyższym. Powierzchnię (4) za
wierającą n — 1 parametrów i styczną ngo rzędu do krzy- 
wćj danćj, nazywamy powierzchnią ściśle styczna.

481. Płasczyzna ściśle styczna. Weźmy jako szcze
gólny przypadek powierzchni (1) płasczyznę daną przez 
równanie
(2) ax+Y+Z—p=0

gdzie a, b, c oznaczają dostawy kątów, jakie prostopadła 
do płasczyzny tworzy z osiami spółrzędnych, p odległość 
płasczyzny (2) od początku spółrzędnych [68]. W równaniu 
płasczyzny mamy trzy parametra dowolne, (które otrzy
mamy dzieląc równanie (2) przez jednę ze stałych a, b, c, p 
przez co równanie to zawierać będzie tylko trzy stosunki 
pozostałych do tej jednej) : płasczyzna ściśle styczna będzie 
więc miała styczność drugiego rzędu z krzywą daną K. 
Niech będą x, y, z spółrzędne punktu M, wspólnego 
krzywej i płasczyznie, a — Ax, y — Ay, z —Az spółrzę
dne punktu nieskończenie zbliżonego M', z którego popro
wadziwszy prostopadłą do płasczyzny ^m i nazwawszy 
długość jej 8, chcemy uczynić długość tę nieskończenie 
małą trzeciego rzędu. Aby otrzymać wyrażenie tej długości, 
wyobraźmy sobie na chwilę płasczyzny spółrzędnych prze
niesione równolegle do punktu M‘ jako początku; równa
nie płasczyzny stanie się [67]

a (x‘ + x + Ax) + b (Y -}-y + AJ) + c (Z +:+A=)—p—0

a zatem odległością tej płasczyzny od nowego początku,
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czyli punktu M‘ będzie summa wyrazów ostatniego równa
nia, które nie zawierają spółrzędnych X', Y‘ i Z [68]; 
otrzymamy zatem

± 3 = a (x + Ax) + b (y + Ay) + c (z + Az) — p 

wyrażenie, które chcemy uczynić nieskończenie matem trze
ciego rzędu, wyznaczając w stosowny sposób a, b, c, p. 

Wzór Taylor'a daje nam

Ax=dx+1.2+5, 

A=4+£4+6, 

Az =d:+96+e,
gdzie e3, £'3, e"3 są nieskończenie małe mi przynajmniej trze
ciego rzędu. Podstawiając w wyrażenie na = 8, otrzymamy

= 8 = (ax Ą-by-\-cz — p)+ {adx — bdy — cdz) 

+ 3 (ad?x + bd^y + cdh^ah + bźz + ce,)

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby to ostatnie 
wyrażenie było nieskończenie małą przynajmniej trzeciego 
rzędu, jest żeby zachodziły równania

( ax — by — cz — p = 0
(3) 2 adx — bdy -\-cdz=.O

| ad^x + bd^y + cd^z = 0

Pierwsze z tych równań wyraża, że płasczyzna przecho- 
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dzi przez punkt M (x, y, z) i wyznacza odległość p pła- 
sczyzny szukanej od początku, gdy dostawy a, b, c kątów 
jćj z płasczyznami spółrzędnych są znane; dwa ostatnie 
z równań (3) dają nam

— a b c(4) ----- -- - ■■ - —---- - ._ , ■ --------------------------
dyc^z — dzd2y dzd^x — dxd^z dxd?y — dydix 

czyli wyznaczają dostawy a, b, c. Otrzymamy wyrażenia 
tych dostaw równając kolejno każdy ze stosunków (4) sto
sunkowi pierwiastku summy kwadratów liczników (która 
jest równą jedności, jako summie kwadratów dostaw ką
tów utworzonych przez prostą z osiami [66]) do pier
wiastku summy kwadratów mianowników : będziemy mieli 
wartości

i zastępując a, b, c przez wyrażenia różniczkowe propor
cjonalne na mocy (4). Równanie to będzie

(6) (dyd^z — dzd~y} (X—a) + {dzd^ — dxd~z) (Y—y)
+ {dxd^y — dyd^x) (Z—z) = 0

482. U waga. Gdybyśmy chcieli, żeby odległość 3 punktu 
na krzywej od płasczyzny była nieskończenie małą drugiego 
tylko rzędu, dość byłoby założyć dwa pierwsze równania (3),

4L_______________dyd^z — dzd^y______________
V (dyd2z— dzd^yY +(dzdax — dad?z)?+(dad?y — dyd?xy2

6_ + dzd^x — dxd^z
‘ ) ^{dyd^z — dzd?y)2+(dzd?x—dxd-zy~\-(dxd2y—dydixy 
f dxd?y — dyd^x 
I V (dyd^z — dzd^y )2 + (dzd^x — dad?z)2 + (dxdhy—dyd2xy

Równanie zaś płasczyzny ściśle stycznej otrzymamy odej
mując pierwsze z równań (3) od (2) (aby wyrugować p}
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coby nam dało wraz z równaniem (2) płasczyzny :

( a (X — «) + b (Y — y) + c (z —:) = 0 
( a dx — b dy — c dz = 0

równania, które po wyrugowaniu jednego ze stosunków 
dwóch ze stałych a, b, c do trzeciej, dadzą równanie za
wierające jeszcze jeden z tych stosunków to jest, jeden 
parametr dowolny. Równania te przedstawiają więc płas- 
czyznę nieoznaczoną zawierająca styczną do krzywej : są 
one bowiem zawsze sprawdzone przez równania stycznej

X — x_ Y — y _ / — z 
dx dy dz

Dwa pierwsze równania (3) wyrażają więc warunek, 
żeby płasczyzna zawierała stycznę do krzywćj, nie wyzna
czając zresztą tśj płasczyzny.

483. Dostawy a, b, c kątów, jakie prostopadła do płas
czyzny ściśle stycznej tworzy z osiami, lub jakie sama płas
czyzna ściśle styczna tworzy z płasczyznami spółrzędnych, 
można wyrazić w nieco prostszy sposób, wprowadzając 
różniczkę łuku dł. Mamy bowiem [475]

de=de+dy+dz 
a różniczkując

dłdH = dxd^x + dyd^y + dzd^z

a zatem, oznaczając dla skrócenia przez D wspólny miano
wnik wyrażeń (5)

D = V {dyd^z—dzdły)?+ (dad^K — dad?z)?+ {dxd?y — dyd^s^
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rozwijając kwadraty i podstawiając dłdH:

(7) D = dł V(dx)2 + {d2yY + {cPz) — {dH^

Możemy także napisać, jak widać z łatwością rozwijając

(8) D = V (dłd?x — dxdiiy + {dld^y — dyd^Y + (dłdh — dzd2ł)2

lub jeszcze

zmienna niezależna jest w tych wzoraeh jakąkolwiek.

484. Twierdzenie. Płasczyzna ściśle styczna do krzywej jest 
granicą płasczyzny przechodzącej przez styczną i punkt nieskoń
czenie blizki punktu styczności, lub przez trzy punkta krzywej 
znajdujące się w odległościach nieskończenie małych, gdy odle
głości te zdążają do zera.

Załóżmy naprzód, że płasczyzna zawiera styczną do krzy
wej, to jest, że zachodzą dwa pierwsze równania (3) 
[482 Uw.]; odejmując pierwsze z nich od równania płas
czyzny (2), otrzymamy :

a(X—x)+b(Y-y)+ć(Z-z)=0

pozostanie jeszcze równanie

adx — bdy — cdz = 0

Jeżeli płasczyzna ma przechodzić nadto przez punkt nie
skończenie blizki punktu M na krzywej, spółrzędne

T+Ax, y-\-^y, z — Az
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muszę czynić zadość równaniu płasczyzny: będziemy więc 
mieli warunek

a Ax — b/\y — cAz = 0 •

Podstawiając za Ax, ^y, As rozwinięcia tych przyrost
ków podług wzoru Taylor’a (zmienne niezależną przy
puszczamy jakąkolwiek)

Ax=d+1.2+5,

Ay = dy + + e,

As=d:+1.2+6,

gdzie s,, s‘, s", oznaczają nieskończenie małe przynajmniej 
trzeciego rzędu, otrzymamy

3 (adx + bd^y + cd^z) + (as, + bd3 + ce”,) = 0

Jeżeli podzielimy to ostatnie równanie przez kwadrat 
z przyrostku pewnej zmiennćj niezależnej t, otrzymamy'

1dx_ dy _dz\_ a=,+b,+c,_

zważywszy, że summa ae, — bzt — cz\ jest nieskończenie 
małą trzeciego rzędu, przechodząc do granicy, będziemy 
mieli

57

1 / d‘x . ,dy , diz\ „2"arfa‘dr) =0
czyli

aałx — bd^y 4 ca~z = 0
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trzecie z równań (3) : płasczyzna więc przechodząca przez 
stycznę i punkt nieskończenie blizki punktu styczności na 
krzywej jest wyznaczoną przez te same równania (3), co 
płasczyzna ściśle styczna; jest więc płasczyzna ściśle styczną.

Woźmy teraz pod uwagę płasczyznę przechodzącą przez 
trzy punkta M, M, M" nieskończenie zbliżone na krzywej; 
przypuśćmy, że spółrzędne tych punktów zależą od pewnej 
zmiennej niezależnej t i że punkt M odpowiada wartości 
t tćj zmiennej niezależnej, punkt M‘ wartości t—At, punkt 
M' wartości t -- 2At; tak że 
spółrzędnemi punktu M, będą x, y, z 
spółrzędnemi punktu M : c—Ax, y — Ay, z — Az 
spółrzędnemi punktu M" :

«+2x+A‘x, y+2Ay+A‘y, z + 2Az + A‘z

Równaniem płasczyzny przechodzącej przez punkt M 
będzie

a (X — x) + b (Y — y) + c (Z — z) = 0 

a warunkami żeby ta płasczyzna przechodziła przez pun
kta M, M"

aAx + bAy + cAz = 0
a (2Ax + APx) + b ^Ay + A‘J) + c (2Az + A*z) = 0

Ostatni warunek staje się na mocy przedostatniego

a^x + b/^y + cA^z = 0

a dzieląc go przez At\ poprzedni przez At, otrzymamy

Ax , 1 Az - 
At 1 At At
A-x , ,A?y A?z .
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Przechodząc do granicy, mnożąc przez dt, dt2, będziemy 
mieli

adx — bdy — cdz =0 
addx + bd^y + cd^z = 0

równania, z których wartości na a, b, c będą odpowiadały 
płasczyznie ściśle stycznej [481 (3)] : płasczyzna ta jest 
więc granicą płasczyzny przechodzącej przez punkt dany M 
na krzywśjj przez dwa punkta krzywśj nieskończenie zbli
żone, gdy odległość ich od punktu M dąży do zera.

Jeżeli krzywa w przestrzeni staje się krzywą płaską, po
nieważ styczna i krzywa znajdują się w takim razie na je
dnej płasczyznie, płasczyzna ta jest właśnie płasczyzną ści
śle styczną krzywej : uważając łuk nieskończenie mały krzy
wej skośnej za łuk płaski, będący rzutem poprzedzającego 
na płasczyznę ściśle styczną w początku tego łuku, czynimy 
błąd nieskończenie mały przynajmniej trzeciego rzędu : 
wszędzie więc gdzie chodzi o granicę stosunków lub summ 
nieskończenie małych pierwszego lub drugiego rzędu, za 
jeden z tych łuków możemy podstawić drugi, nie zmieniając 
tćj granicy [125].

485. Normalna główna. Normalną główną do krzy
wej w przestrzeni, nazywamy przecięcie się płasczyzny nor- 
malnćj z płasczyzną ściśle styczną. Prosta ta daną jest więc 
przez równanie płasczyzny normalnej [468]

(X—x)dz+(Y—y)dy+(Z—:)dz=0

i równanie (6) [481] płasczyzny ściśle stycznej. Można 
otrzymać je w dogodniejszym kształcie, wprost, jako ró
wnanie prostej prostopadłej do stycznej i znajdującej się na 
płasczyznie ściśle stycznej, to jest prostopadłej do prostej 
tworzącej z osiami kąty, których dostawy nazwaliśmy a, b, ct
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Nazywając a, 3, Y kąty stycznej, %, 7; % kąty normalnej głó
wnej z osiami, warunek prostopadłości daje nam [66]:

>
(10) dos a dos $ + dos 3 dos n — dos Y dos ( = 0

(spółrzędno przypuszczamy prostokątne). Prosta szukana 
ma być prostopadłą do prostej, która tworzy z osiami kąty 
mające dostawy równe a, b, c, a więc

(11) a dos 5 — b dos 7 — c dos Y = 0

Lecz wiemy [477] że 

j sdr dydz dos a — —9 dos 3 — —5 dos — - dl dł ‘ dł 

a zatem [66]
/ dx\ 2 , /dyA / dz^ , 
(a) +al+(a) =1 

co różniczkując, otrzymamy

dx , /dx\ (hi , /du\ d:/dz\ (12) Tl^dh+TiT^^+di^M)^

Wiemy nadto [481] że

adźx — bd2y — cd2z = 0 
czyli

(13) ad (dr) + bd (di)+ cd (d=o\dł ] \dł) \dł)

Porównywając (12) i (13) z (10) i (11) widzimy że

dos E dos - dos Ę
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czyli

(14)
dos 5  dos n  dos 5 

d.dos a d.dos 3 d.dosr 

to jest że dostawy katów normalnej głównej z osiami są pro
porcjonalne różniczkom dostaw kątów stycznej z osiami.

Równaniem normalnej głównej będzie więc [69]

(15)

486. Kula ściśle styczna do krzywej w prze
strzeni. Równanie kuli (w spółrzędnych prostokątnych)

(!) CX—8)4+(Y—9)*+(2—5)2==*2

zawiera cztery parametra : trzy spółrzędne środka y^ x,, z0 
i promień r. W każdym więc punkcie M krzywej danej K 
można wyznaczyć kulę, którejby styczność z krzywą była 
trzeciego rzędu : kula ta będzie kulą ściśle styczną.

Niech będzie O środek kuli ściśle stycznej do krzywej K 
(fig. 126)

fig. 126.

w punkcie M. Przez punkt M' nieskończenie zbliżony do 
punktu M i promień kuli MO poprowadzimy płasczyznę, 
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która przetnie kulę podług koła wielkiego O; płasczyznę 
zaś styczną do kuli w punkcie M podług prostej MS stycz- 
nśj do okręgu O. Poprowadziwszy prostopadłę MW do MS, 
która to prostopadła przetnie powierzchnię kuli w punk
cie m: trzeba żeby długość M‘m była nieskończenie małą 
czwartego rzędu względem Mm’ (lub innej nieskończenie 
małej głównej, mającej stosunek skończony z Mm'). Lecz 
mamy

M‘m = M‘m‘ — mm

Mm2 •,zaś mm = 9No jest nieskończenie małą drugiego rzędu 

względem Mm, a więc i względem Mm; trzeba zatem 
żeby MW było także nieskończenie małą drugiego rzędu, 
aby różnica MW mogła być czwartego rzędu. Mamy jeszcze

mm = Mm2 Mm‘2 + mm'^MM'2 — MW'2 + mm‘2

2r 2r 2r

a oznaczając łuk MM' = Al różny od cięciwy MM' o nie
skończenie małą trzeciego rzędu, otrzymamy dodając i 
odejmując Al2

, At2 mm =-------  
2r

(At — MM) (AZ — MM) — MW'2 — mm^ 
2r

At — MM' jest nieskończenie małą trzeciego rzędu; MW' 
i mm! są drugiego rzędu; różnica więc 

, At2 mm  
2r

est] czwartego rzędu; a zatem aby MW było czwartego
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rzędu, to jest kula była ściśle styczną, dość jest żeby

. , APMm — —_ 
2r

było czwartego rzędu.
Równanie płasczyzny stycznej do kuli (1) w punkcie M 

jest [469]

(x - «,) (x-z) + ( - v) (Y-») +(:- 5,) (7—s) = 0

odległością MW punktu M‘, którego spółrzędnemi są

x — Ax, y — Ay, z + Az

od tej płasczyzny będzie (w podobny sposób jak powy
żej [481])

Am = (x, — x) Ax + (J, — y) Ay + (% — z) Az 
r

a ztąd

A , (r— x) Az + (J,—) Ay + ( z— :) Az — 3 Al 
M‘m‘ — —‘ —   

27° r 

wyrażenie które ma być nieskończenie małem czwartego 
rzędu.

Jeżeli r jest skończonem, wyrażenie to będzie nieskoń
czenie małem czwartego rzędu wraz ze swym licznikiem, 
któren oznaczymy przez

w = (r-«) Ar + ty—y} ^y + (z— z) Az — $ A 
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Podstawmy za Ax, Ay, Az, ich rozwinięcia

a । [d2x , d3x I 4=11.2+1.2.3+*
Ay=d,+‘‘y. dr+4

• 61.2 1.2.3 1 4

Az = dz + d‘: + d‘s. + e
.1.2 1.2.3 T 4

za Al2, zważywszy że

aj jdu: d‘ł i Al=d*12±12.3*"
rozwinięcie

AP=d+ddł+r]

gdzie £4, s, £''4, n. t]4 są nieskończenie małemi czwar
tego rzędu. Aby W było nieskończenie małem czwartego 
rzędu, wyrazy rządów niższych muszę stać się zerami, więc 
zachodzić muszę warunki

(2)

(x—«) da + {y— y) dy + (zo— z) dz = 0
(— «) dx + {y—y} dhy + (z— z)dżz — dł = 0
(x,—«) d‘x + {y0—y) d^y # (z—z) cPz — 3dłdł = 0

które wyznaczę spółrzędne x,, yw z, środka kuli ściśle sty- 
nznej, lub różnice x,—x, y^—yi Z, — z, tych spółrzę- 
dnych i spółrzędnych punktu M.

Różnice te podstawione w równanie

(3) (- «) + (y— y) + (- z) -*=0

wyrażajęce, że punkt M znajduje się na kuli (1), da nam 
promień r tej kuli. Nie wypisujemy tu tych wartości 
które mogę być otrzymanemi przez zwyczajne rugowanie :
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będą one wyrażonemi później w daleko prostszy spo
sób ; na teraz równania (2) i (3) wyznaczają zupełnie ku
lę ściśle styczną, i mogą być użytemi do badania jej wła
sności.

487. Twierdzenie I. Kula ściśle styczna w punkcie da
nym krzywej, jest granica kuli przechodzącej przez punkt dany 
i przez trzy punkta w odległościach nieskończenie małych od 
danego, gdy odległości te zdgżajg do zera.

Przypuśćmy, że spółrzędne x, y, z punktu M, są funk
cjami pewnej zmiennej niezależnej t\ spółrzędne punktów 
Mz, M", M" krzywej nieskończenie zbliżonych do danego, 
będą odpowiadały wartościom

t + At , t + 2At , t + 3 At

tej zmiennej niezależnej i będą wyrażone przez [19]

x + Ax , y + Ay , z + 2A: + A‘z
x + 2Ax + Ax , y + ^y + ^y , z + 2A= + A‘z 
x+3Ax+3A*+ A*x, y+3Ay+3y+A%y, 

z +3Az+3A:+A*z.

Oznaczając równanie kuli przechodzącej przez punkt M

(- «,)* + {y—y^ + (=—) -=0

przez skrócenie
W=0

warunki, żeby kula przechodziła przez punkta M, M", M‘", 
będą mogły być wyrażone przez równania

W+AW=0, w+2AW+AW=0,
W + 3AW + 3A2W + A3W = 0
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Równania te można także napisać jak następuje

A W A2W A3 W W=0, — ==0, —==0, —==0 
’ At ‘ At2 At3 

upraszczając następujące na mocy poprzedzających i dzie
ląc przez odpowiednią potęgę At.

Przechodąc do granicy, otrzymamy

— dw_ dw n ABW o W=0, —— =0, ——=0, -—-=0 dt dt1 dt3 
lub

W=o, dW=0, d‘W=0, ^W=0 

które są równaniami (3) i (2) kuli ścile stycznej, jak się 
z łatwością przekonać można różniczkując te wyrażenia i 
uważając, że dx2 + dy2 + dz^ = dł [475].

488. Tw IERDZENIE II. Środek kuli ściśle stycznej do krzywej 
w punkcie danym jest granicą, przecięcia sie trzech płasczyzn 
normalnych poprowadzonych do krzywej w tym punkcie i 
w dwóch punktach nieskończenie zbliżonych do danego.

W rzeczy samej, równanie płasczyzny normalnej [467] 
w punkcie M, którego spółrzędnemi są x, y, sjest właśnie 
pierwszym z równań (2), wyznaczających środek kuli ściśle 
stycznej; oznaczmy równanie to przez

N = 0.

Jeżeli spółrzędne x, y, z uczynimy zależnemi od pew
nej zmiennej niezależnej t, równania płasczyzn normal
nych w punktach odpowiadających wartościom t — At, 
t+2At tej zmiennej niezależnej, przedstawią się pod 

kształtem
N+AN = 0, N — 2AN — A2N = 0
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czyli, jak powyżej
AN L A‘N _ 
At ’ At

a przechodząc do granicy i mnożąc przez At, At2, otrzy
mamy

dN ==0, d2N == 0 

dwa pozostałe równania (2). Punkt więc przecięcia się 
tych trzech płasczyzn normalnych będzie danym przez te 
same równania (2), co środek kuli ściśle stycznej.

489. O styczności w przestrzeni krzywych po
między sobą. Krzywemi stycznemi w przestrzeni w pe
wnym punkcie nazywamy krzywe, które mają w tym 
punkcie stycznę wspólną.

Niech będą dwie krzywe K, K, (fig. 127) mające punkt 
wspólny M i w tym punkcie stycznę wspólną MS.

Z punktu M' nieskończenie zbliżonego do punktu M na 
krzywej K poprowadźmy płasczyznę MPM/ prostopadłą 
do stycznej MS, przecinającą tę stycznę w punkcie P, a 
krzywę K, w punkcie M1.

Jeżeli odległość M' M,, jest nieskończenie małą rzędu 
n—go, powiadamy, że zachodzi pomiędzy krzywemi 
styczność rzędu ngo; za nieskończenie małą główną uwa
żamy MP, lub inną nieskończenie małą, która ma do MP 
stosunek skończony. Możemy naprzykład zamiast płasczy- 
zny prostopadłej do stycznej wspólnej MS, poprowadzić 
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przez punkt M' jakąkolwiek płasczyznę pochyłą M‘QN, 
któraby nie tworzyła z płasczyzną prostopadłą MPM, kąta 
w granicy prostego : rzęd odległości MN względem MQ 
będzie o jedność wyższym od rzędu styczności krzywych 
K i K,. W rzeczy samej, byleby kąt pomiędzy płasczy- 
znami M'QN i M‘PM, nie był nieskończenie mało różnym 
od prostego, M'N będzie nieskończenie małą tego samego 
rzędu co M‘M,, podobnie jak MP i MQ są tego samego 
rzędu, bo trójkąt MMP jest jak widać z łatwością, w gra
nicy rzutem trójkąta M‘NQ; stosunek boków tego trójkąta 
równy dostawie kąta dwóch płasczyzn, nie stającego się 
w granicy prostym, jest skończonym.

490. Twierdzenie. Warunkiem koniecznym i dostatecz
nym styczności pewnego rzędu dwóch krzywych W przestrzenią 
jest styczność przyna jmniej tego samego rzędu rzutów tych krzy
wych na dwie płasczyzny nierównoległe pomiędzy sobą i niepro- 
stopadłe do stycznej wspólnej. W samej rzeczy, weźmy pod 
uwagę rzut dwóch krzywych K i K, na płasczyznę prostopa
dłą do płasczyzny poprzednio uważanej M'QN, t.j. napłasczy
znę jakąkolwiek nie tworzącą kąta prostego ze styczną MS. 
Niech będzie punkt m (fig.128) rzutem punktu M, punkt m' 
rzutem punktu M', prosta mng rzutem trójkąta M‘NQ.

Ponieważ płasczyzna uważana nie tworzy z założenia kąta 

prostego ze styczną MS, stosunek M8 jest skończonym, to

jest nieskończenie małe MQ i mg są tego samego rzędu.
M'NStosunek —, jest także skończonym, to jest m'n i MN są
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nieskończenie małemi tego samego rzędu, byleby prosta MN 
nie tworzyła kąta nieskończenie małego z prostopadłą do 

płasczyzny rzutu, w jakim razie stosunek mn byłby nie- 
MN • •

skończenie małym, a m'n wyższego rzędu od M‘N. Byleby 
więc kąt [ten nie był prostym w granicy, krzywe rzucone 
będą miały styczność tego samego rzędu co krzywe w prze- 
strzeni; wprzęciwnym razie styczność krzywych rzuco- 
nych, będzie rzędu wyższego. Lecz biorąc wtedy rzut 
figury na inną płasczyznę nierównoległą do pierwszej, kąt 
o którym mowa, nie będzie już z pewnością w granicy pro- 
stym, i styczność będzie tego samego rzędu w rzucie, co 
w przestrzeni : twierdzenie jest więc udowodnionem. 
Tw ierdzenie to sprowadza zadania tyczące się rzędu stycz
ności krzywych w przestrzeni, do uważania rzędu styczno
ści krzywych na płasczyznie [380].

491. Ki żywo, ściśle styczna do krzywej danćj w prze
strzeni, nazywamy krzywę, która ze wszystkich krzywych 
danego gatunku, ma z krzywą daną styczność rzędu jak 
najwyższego. Jeżeli gatunek krzywych, do którego ma 
należeć krzywa ściśle styczna, zawiera liczbę parzystą 2n 
parametrów, połowa z nich n może być wyznaczoną tak, 
aby krzywe na jednej z płasczyzn rzutów były stycz- 
ńemi w — Igo rzędu, druga połowa n, aby na drugiej 
płasczyznie rzutów, zachodziła również styczność n — Igo 
rzędu. Krzywa więc zawierająca 2n parametrów, gdy jest 
ściśle styczną w przestrzeni z krzywą daną, ma z nią stycz
ność w ogóle n — Igo rzędu. Jeżeli liczba parametrów 
jest nieparzystą 2n + 1, zaprowadziwszy na dwóch płas- 
czyznach rzutów, jak powyżej styczność n — łgo rzędu, 
jeden parametr pozostaje jeszcze do rozporządzenia, lecz 
jest w ogóle niewystarczającym do podniesienia o jedność 
rzędu styczności.
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492. Równanie koła w przestrzeni zawiera sześć para
metrów : trzy spółrzędne środka, promień, i dwa kąty pro
stej prostopadłej do płasczyzny koła z osiami spółrzędnych 
(trzeci jest dany przez związek konieczny summy kwadra
tów trzech dostaw równej jedności [66]). Styczność więc 
krzywej w przestrzeni z okręgiem koła może być najwyżej 
drugiego rzędu, bo gdy 2n = 6, to n — 1 = 2. Koło ści
śle styczne jest więc stycznem drugiego rzędu z krzywą 
w przestrzeni. Przyjdziemy poniżej inną drogą do uważania 
tego koła.

493. Styczność powierzchni pomiędzy sobą. Dwie 
powierzchnie mające w pewnym punkcie wspólnym płas- 
czyznę styczną wspólną, nazywamy powierzchniami stycz- 
nemi. Jeżeli poprowadzimy różne płasczyzny przez normal- 
nę wspólną dwóch powierzchni w ich punkcie styczności, 
każda z tych płasczyzn przetnie jednę powierzchnię podług 
pewnej krzywej, drugą podług innej krzywej : dwie te 
krzywe mają stycznę wspólną zawartą na płasczyznie stycz
nej wspólnej dwóch powierzchni. Jeżeli teraz krzywe otrzy
mane przez różne przecięcia dwóch powierzchni płasczy- 
znami normalnemi, mają dwie po dwie styczność ngo lub 
wyższego rzędu, powiadamy że zachodzi między powierz
chniami styczność ngo rzędu : rzęd ten jest danym przez 
dwie krzywe, wynikające z przecięcia powierzchni pewną 
płasczyzną normalną, mające styczność najniższego rzędu 
pomiędzy sobą.

Weźmy układ spółrzędnych prostokątny, którego oś OZ 
jest równoległą do normalnej wspólnej dwóch powierzchni, 
płasczyzna XY równoległą do płasczyzny stycznej wspól
nej ; nazwijmy x, y, z spółrzędne punktu styczności wspól
nego dwom powierzchniom; zmienne niezależne xt y będą 
uważanemi wspólne dla dwóch powierzchni; trzecia spół- 
rzędna jednej z nich będzie z, drugiej zv
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Nadając zmiennym niezależnym x i y przyrostki Ax, Ay 
otrzymamy

. , dz . (Pz , . dnz ।

/2- An-*+*===5++12+*+12.1*+*
gdzie spółrzędne x — Ax, y — Ay, z— Az odpowiadają 
punktowi M' na jednej powierzchni, spółrzędne x — Ax, 
y — Ay, z — Az,, punktowi M, na drugiej powierzchni 
znajdującemu się na tej samej równoległej nieskończenie 
zbliżonej do osi Z, co punkt M‘. Poprowadziwszy przez 
oś OZ i tę równoległą przechodzącą przez M', M’,, płasczy- 
znę normalną, płasczyzna ta przetnie obie powierzchnie 
podług dwóch krzywych, które aby były stycznemi przy
najmniej ngo rzędu, muszą zachodzić równania

z=7, dz = dzt, drz = d^zv, ... dz = dnz1

a to jakiekolwiek będą Ax i Ay, to jest w jakimkolwiek 
kierunku weźmiemy punkta nieskończenie zbliżone M', M,, 
lub jakąkolwiek płasczyzną normalną przetniemy obie po
wierzchnie. Warunek ten wymaga więc, żeby spółrzę- 
dna z była równą 3, i żeby różniczki zupełne spółrzę- 
dnych jednej i drugiej powierzchni były równemi aż do 
rzędu ngo włącznie, niezależnie od różniczek dowolnych 
zmiennych niezależnych x i y: warunek ten sprowadza 
się do równości pochodnych częściowych aż do rzędu ngo 
włącznie; a że ntych pochodnych względem dwóch zmien
nych niezależnych jest n — 1 [214], będziemy mieli liczbę 
warunków

4 + 2 + 3 +... + ( +1)
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czyli
(n+1) (n+2)

2

równań warunkowych, które zachodzić muszą, aby po
wierzchnie mogły mieć styczność ngo rzędu.

494. Powierzchnią ściśle styczną byłaby powierzchnia 
pewnego gatunku któraby miała z powierzchnią daną 
styczność rzędu jak najwyższego. Jeżeli gatunek powie
rzchni zawiera k parametrów, rzęd ten byłby największą 
całkowitą n czyniącą zadość warunkowi

(n+1) (n+2)
2 =

Lecz w ogólności pozostaną jeszcze parametry do rozpo
rządzenia : powierzchnia ściśle styczna nie będzie oznaczoną.

Tak dla płasczyzny, k = 3, n = 1 płasczyzna ściśle 
styczna, jest po prostu płasczyzną styczną.

Dla kuli, k — ^^ n = \y kula ściśle styczna ma tylko 
styczność pierwszego rzędu jak każda kula styczna: jeden 
parametr pozostaje w prawdzie dowolnym ; nie ma więc po
trzeby brać pod uwagę kuli ściśle stycznej do powierzchni.

O Punktach nadzwyczajnych powierzchni.

495. Jeżeli z punktu danego na powierzchni zakreślimy 
promieniem nieskończenie małym kulę, której powierzch
nia przecina powierzchnię daną podług krzywej zamkniętej 
zdążającej do okręgu koła wielkiego kuli, w miarę jak pro
mień tej ostatniej zdąża do zera, punkt ten uważać będzie
my jako punkt zwyczajny powierzchni. W samćj rzeczy, 
jeżeli warunek powyższy zachodzi, wszystkie punkta po
wierzchni znajdujące się w odległościach od danego
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nieskończenie małych, równych promieniowi kuli, zdążać 
będą razem do punktu danego, w miarę jak cięciwy 
różnych krzywych płaskich nakreślonych na powierzchni 
przez te punkta i punkt dany zdążać będą do stycznych, 
których miejscem geometrycznym jest płasczyzna styczna 
do powierzchni w punkcie danym, przecinająca kulę o któ
rej mowa podług koła wielkiego. Jakkolwiek więc prze- 
tniemy powierzchnię w punkcie danym, krzywa przecięcia 
nie będzie w nim przedstawiała punktu nadzwyczajne
go.

Jeżeli warunek powyższy nie zachodzi, jeżeli kula zakre
ślona z punktu danego promieniem nieskończeniem małym 
nie przecina powierzchni podług krzywej zamkniętej, lub 
jeżeli nawet przecięcie to będąc krzywą zamkniętą nic 
zdąża do koła wielkiego kuli, punkt ten nazywać będziemy 
punktem nadzwyczajnym powierzchni: bo wszystkie, lub nie
które z krzywych będących przecięciami płaskiemi powierz
chni w tym punkcie, przedstawiają w nim punkt nadzwy
czajny.

496. Twierdzenie. Niech będzie równanie

(1) f(x, y, z)=o

jeżeli funkcja f jest ciągłą, skończoną podobnie jak wszy
stkie jej pochodne dla wartości zbliżonych do wartości szcze
gólnych X, y. Z; jeżeli nadto dla tych wartości szczególnych 
równania 

(2) ?f)
^y)

=o, 
o

nie zachodzą, powiadam że punkt M, którego spółrzędnemi są 
x,, y,, zoj nie jest punktem nadzwyćzanym powierzchi danej 
przez równanie (1).

58
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14 W samej rzeczy, nadajmy spółrzędnym x,, Y,, z, punk
tu M przyrostki AT,, Ay,, Az : otrzymamy nowy punkt 
M' nieskończenie zbliżony na powierzchni do punktu M, 
jeżeli zachodzić będzie równanie

f(x—Axo, 30—AJ, %—Az) ==0

lub, rozwijając funkcje na zasadzie wzoru Taylor’a [279] 
podług potęg Ax,, Ay,, Az

(3) Ax, (3/) + Ay, () + A=, (£) +5=0
W/o VW/o 03/0 

oznaczając przez 82 summę wyrażów nieskończenie ma
łych przynajmniej drugiego rzędu względem Axo, Ay,, Az,. $ 

Nazwijmy teraz przez p promień nieskończenie mały 
kuli, której środkiem jest punkt M, przez a, 3, Y, kąty 
z osiami cięciwy łączącśj punkt M z jednym z punktów 
przecięcia się tej kuli z powierzchnią: otrzymamy

Ax, = P dos a , Ay = P dos 3 , Az, = p dos Y

a równanie (3) staje się, podstawiając i dzieląc przez p

(4) dos a (f) -dos(f) —dos (f)
W/o y/o (0z) — ph = 0

o

gdzie pierwsze trzy wyrazy z założenia (2), nie mogą być 

wszystkie zerami, i gdzie h = 8 jest w ogólności ilością
P

skończoną : może być nieskończenie małą (gdy s, jest rzę
du wyższego nad drugi), lecz nigdy nieskończenie wielką.

Równanie (Ł) pokazuje nam, że wyrażenie

(5) dose(3[) — doss (/) — dosv(f) 

W o Qy/o . z/.
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równe — ^h, staje się zerem wraz z p; a że pochodne 

(-2,-) są proporcjonalne dostawom katów 
W7o W o W o
jakie normalna do powierzchni w punkcie M tworzy z osia
mi [471], więc wyrażenie (5) zrównane zeru zawiera wa
runek prostopadłości [66] cięciwy łączącej punkt M z ja
kimkolwiek punktem przecięcia się powierzchni kuli pro
mienia p z powierzchnię, daną, i normalnej w punkcie M 
do powierzchni danej. Wyrażenie (5) dążące do zera wraz 
z p, pokazuje nam, że cięciwa ta dąży do prostopadłości 
z normalną, czyli do położenia na płasczyznie stycznej do 
powierzchni, lub na kierunku promienia koła wielkiego, 
będącego przecięciem się tej płasczyzny z kulą.

Aby dowieść teraz, że krzywa przecięcia się kuli z po
wierzchnią jest krzywą zamkniętą pod warunkami założone- 
mi w twierdzeniu, nazwijmy q kąt normalnej do powierz
chni z jedną z cięciw łączących punkt krzywej przecięcia, 
o której mowa, z puktem M powierzchni, zaś X, u., v kąty 
normalnśj z osiami, tak że

k dos X 

k dos [a 

k dosv

oznaczając przez skrócenie

będziemy mieli [66]

dos q = dos a dos X — dos 3 dos u. — dos Y dos v
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a równanie (4) stanic się

(6) k dos ©+ph= 0.

Kąt ©, który w granicy, jakeśmy przed chwilą dowiedli, 

staje się - , może być zawartym pomiędzy - — n i E — q 
2 22 

gdzie 1 jest nieskończenie małem wraz z p. Jeżeli weźmiemy 
pod uwagę punkt na kuli zakreślający łuk nieskończenie 
mały jakiejkolwiek krzywej, zawarty pomiędzy wartościa-

mi kąta q, łuk ten przetnie koniecznie 

krzywe przecięcia się kuli z powierzchnią, bo punkt rucho

my postępując ruchem ciągłym od E — n do E -, uczy- 

ni koniecznie w jednśm swem położeniu zadość równaniu(), 
gdy p dąży do zera. Wszelka więc krzywa na kuli przecina

jąca koło wielkie, dla którego P = 5, przecina także krzy- 

wę przecięcia się kuli z powierzchnią : trzeba więc żeby ta 
ostatnia krzywa była zamkniętą zdążającą w granicy do koła 
wielkiego.

497. Jeżeli trzy równania

=0)
o

=0)
o

= 0
o

zachodzą dla wartości T =x), y — y^ z = z0, punkt M, 
którego spółrzędnemi są xo, Yo, 30, nazywamy, jakeśmy po
wiedzieli, punktem nadzwyczajnym. Granicą położenia stycz
nych do różnych krzywych nakreślonych na po wierzchni prze
chodzących przez punkt M nic jest w ogólności płasczyzna 
styczna do powierzchni w punkcie M : zamierzamy sobie
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(w razie gdy inne nadzwyczajne warunki oprócz (2) nie 
zachodzą, znalezienie powierzchni ostrokręgowćj, która 
jest miejscem geometrycznem stycznych w punkcie M do 
różnych krzywych na powierzchni.

Wzór Taylor’a rozciągnięty do dalszych wyrazów rozwi
nięcia (3), którego trzy pierwsze wyrazy są zerami na zasa
dzie założenia (2), da nam :

m IF/3f\ A3/A\ A/A
2 La- /—0T W A —0 T (3z3 / - °

+2 (26). Ax; +2 (2E),Ar,Av,+2(5%Z),AvAs,]
+ =,==0

gdzie 63 jest nieskończenie małą, przynajmniej 3go rzędu: 
a podstawiając jak powyżej wartości

Ax,==pdosa, Ay ==p dos, Ac0=pdosy

będziemy mogli napisać, dzieląc przez p2

(8) A(£) dos2 a+(£) dosas—(£) dos®, 2Lx/o W/o Vz/o
+2 (Saby) dos " dos 8 + 2 (23z) dos a dos y

-2(30) des 8 dos . — ph=0
\ÓXOZJ 0 J

gdzie "=3 może być skończonym, lub nieskończenie 

małem. Równanie (8) pokazuje nam, że kąty a, 3, Y są 
tego rodzaju, iż wielomian w nawiasie, równy — Lph staje 
się zerem wraz z p; wszystkie krzywe nakreślone na po
wierzchni przez punkt M są więc stycznemi do tworzą
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cych powierzchni ostrokręgowćj, miejsca geometrycznego 
prostych, dla których warunek ten tyczący się kątów a, 3, Y 
zachodzi; równaniem tej powierzchni będzie więc, podsta
wiając za dos a, dos 3, dos Y, proporcjonalne spółrzędne 
bieżące X, Y, Z :

równanie ostrokręgu drugiego stopnia. Jeżeli ostrokrąg 
ten jest urojonym, punkt powierzchni jest punktem odoso
bnionym.

Nie zatrzymujemy się nad innemi przypadkami nadzwy- 
czajnemi, w których oprócz równań (2) zachodzą inne ró
wnania szczególnego rodzaju, i w których powierzchnia 
ostrokręgowa miejsce geometryczne stycznych, może być 
inną jak (9).

498. Linje nadzwyczajne powierzchni. Punkta nad
zwyczajne na powierzchni mogą postępować jedne po dru
gich w sposób ciągły i tworzyć linje nadzwyczajne na po
wierzchni. Zastanowimy się tu tylko nad szczególnym przy
padkiem linji na powierzchni, wc wszystkich punktach 
której,powierzchnia ma jednę i tę sarnę płasczyznę styczną: 
płasczyzna ta ma w ten sposób nie tylko jeden punkt 
wspólny z powierzchnią, lecz nieskończoną ilość punktów 
wspólnych, w których jest styczną do powierzchni.

Niech będzie

(1) dz = pdx — qdy

równanie różniczkowe [472] powierzchni. Równaniem
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płasczyzny stycznej będzie

(2) z — :=p(- «)+(- »)

Gdy spółrzędne x, y, z punktu styczności otrzymają przy
rostki nieskończenie małe Ax. Ay, Az, równanie (2) sta
nie się

(2) Z-:-A=/(- « — Ax) + 7 (Y — y — Ay) 
+ Ap (X — « — Ax) + Aq (Y — y — Ay)

Ażeby w granicy równanie (2) było tern samem co (2), po
nieważ zawsze dla punktu znajdującego się na powierzchni 

dz = pdx — qdy

trzeba jeszcze żeby zachodziły równania

dp = 0, dq—-(}
czyli 
(3) p dx + >p dy—0 , 34 dx + 37 dy - o 
" dx ^y J ox ^y

Aby równania te nie były sprzecznemi, zachodzić musi wa 
runek

, 2p M _ ^ 2q 
(• 2x ^y ^y 3x 

a zakładając [218]

32- ^z ^z • — 7  — t  = s 
0x2 ’ ^y^ ‘ x‘y
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równanie (4) staje się

(5) rt — s2 = 0.

Równanie (5) zachodzić musi dla wszystkich punktów 
krzywej na powierzchni, według której płasczyzna jest sty
czną do powierzchni; lecz twierdzenie odwrotne nie ma 
miejsca : znalazłszy na powierzchni krzywę zadość czyniącą 
równaniu (5) nie jest bynajmniej koniecznem, żeby płas
czyzna styczna do powierzchni w jednym z punktów tej 
krzywej, była również styczną i w innych; trzeba dla tego 
żeby zachodziły jeszcze równania (3), gdy zmieniamy x i y 
na tej linji: jakkolwiek bowiem równanie (5) jest konie
cznym wynikiem (3), równania (3) nie są koniecznym wy
nikiem (5).

Jeżeli równanie (5) zachodzi dla wszystkich punktów 
powierzchni, możemy zacząwszy od jakiegokolwiek jej 
punktu zmieniać x i y tak, aby równania (3) miały miejsce : 
to jest przez każdy punkt powierzchni, wyznaczyć linję, 
we wszystkich punktach której płasczyzna jest styczną do 
powierzchni. Równanie (5) jest, jak zobaczymy później, 
równaniem różniczkowem poioierzchni rozwijalnych.
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o kbzwości LINIJ SKOŚNYCH

Pierwsza krzywość linij skośnych. — Promień i środek krzywości. — Prosta 
biegunowa. — Różnica łuku i cięciwy krzywej jakiejkolwiek, — Skręcenie, 
czyli druga krzywość linij skośnych. —• Koło i promień skręcenia. — Twier
dzenie p. SerrePa, — Spółrzędne środka kuli ściśle stycznej. — O powierz
chniach obwijających. — Linja charakterystyczna i krawędź zwrotu. — O po
wierzchniach rozwijalnych. — O rozwiniętych linij krzywych w przestrzeni.
— Powierzchnia biegunowa. — Zastosowania : Linja śrubowa.

O pierwszej krzywości Inij w przestrzeni.

499. Określenie. Niech będzie w przestrzeni linja LL 
(fig.129), której punkta w ogólności nie znajduję, się na jed
nej płasczyznie; jeżeli w rozmaitych punktach tój linji 
poprowadzimy styczne M, To, MT, M‘T ... styczne te 
w ogólności nie przetnę się ze sobę; kąty zawarte mię
dzy niemi, któremi mierzyć będziemy krzywości łuków li
nji LL', będę to kęty zawarte między równoległemi z pe
wnego punktu o przestrzeni do tych stycznych poprowa- 
dzonemi.
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Weźmy punkt M, za początek łuków krzywej i przy-

fig. !29.

puśćmy, że punkt ruchomy wyszedłszy z Mo posuwa się 
po krzywej w stronę ku L': kierunek dodatny każdej ze 
stycznych M0T0, MT, MT ...uważać będziemy jako ma- 
jacy początek w punkcie na krzywej M,, M, M‘ .. . i rozcią- 
gający się w stronę prędkości punktu ruchomego, to jest 
w stronę M T,, MT, MT ... a nic w stronę przeciwną, któ
ra odpowiadać będzie kierunkowi odjemnemu. Uczyniwszy 
to założenie dla uniknienia dwuznaczności, z punktu o 
jako środka, promieniem równym jedności, zakreślmy po
wierzchnię kuli, i poprowadźmy promienie omo, om, om... 
równolegle do wyżej określonych kierunków dodatnych 
stycznych M. To, MT, M‘T ... Miejscem geometrycznćm 
punktów m,, m, m, ... na powierzchni kuli będzie krzywa 
kulista mm’: długość łuku m^m tój krzywej, nazywać bę
dziemy krzywościa zupełną łuku MM krzywej danej LL' 
w przestrzeni.

Krzywościa średnią łuku Mo M, będzie stosunek długo
ści łuku m0 m do długości łuku M0M, czyli stosunek krzy- 
wości zupełnej łuku danego do długości tegoż łuku.

Krzywościa linji LL' w punkcie M, będzie granica krzy- 
wości średniej łuku nieskończnie małego MM’ zaczynają
cego się w tym punkcie, czyli granica stosunku łuku mm 
do łuku MM', gdy łuki te zdążają do zera. Można także po
wiedzieć że w przestrzeni, podobnie jak na płasczyznie :



OKRZYWOśCI LINIJ SKOŚNYCH. 923

Krzywość linji w punkcie danym, jest granica stosunku kąta 
miedzy stycznemi w punktach ostatecznych łuku nieskończenie 
małego poprowadzonemi, do długości tegoż łuku. Jakoż, kąt 
między stycznemi MT, M‘T równy kątowi mom' równym 
jest łukowi, koła wielkiego kuli o, zakreślonej promieniem 
równym jedności. Lecz łuk ten koła wielkiego, ma wspólną 
cięciwę z łukiem mm krzywej m^m'. : dwa te łuki mając każ
dy do wspólnej cięciwy stosunek równy w granicy jedno
ści [474] różnią się od siebie o ilości nieskończenie małe 
względem nich samych [121]; można więc podstawić je
den za drugi, szukając granicy stosunku

łuk mm kat mom’ 
łuk MM = łuk MM'

który nazwaliśmy krzywością linji w punkcie M.
Granica ta jest w ogólności skończoną oznaczoną: bo 

uważając długość łuku M,M=ł za zmiennę niezależną, 
krzywość zupełną tego łuku mom = k jako funkcję, wiemy 
[134], że Al = MM' i Ak = m m, są nieskończenie małemi 
tego samego rzędu [AA], krzywość więc będzie pochodną 
k względem ł, czyli

Ak dk6 N = a
W szczególnym przypadku, gdy krzywa LL' będzie krzy

wą płaską, linja stanie się łukiem koła wielkiego, a okre
ślenie krzywości zupełnej, krzywości średniej i krzywości 
w danym punkcie będzie to samo, co określenie podane 
poprzednio [426] dla krzywych na płasczyznie.

500. Promień krzywości. Promień koła mającego 
krzywość równą krzywości linji w przestrzeni w punkcie 
danym, nazywamy promieniem krzywości linji w punkcie 
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danym. Różniczkę dk krzywości zupełnej mającą stosunek 
równy w granicy jedności z kątem między stycznemi 
w punktach ostatecznych łuku nieskończenie małego popro- 
wadzonemi, nazywamy katem styczności krzywej.

Określenia te są te same w przestrzeni co na płasczyznie. 
Oznaczając przez R promień koła, którego krzywością jest "

otrzymamy

(1)
i dk . dł
— —-- czy*1 R — —R dł dk

Niech będą x, y, z spółrzędne punktu M, a, 3, Y kąty 
stycznej MT z osiami spółrzędnych prostokątnych ma
jących początek w środku o kuli uważanej poprzednio, 
zakreślonej promieniem równym jedności : spółrzędne 
punktu m na kuli, odpowiednego punktowi M na krzy- 
wej, będą

dos a , dos 3, dos Y 

a więc różniczka łuku k krzywćj m^m będzie miała wy
rażenie [475] :

(2) dk= V(d dos a)? + (d dos 3)2 + (d dos 1)3

Mamy także [477] :
. dx dos a = —

a zatśm, pozostawiając zmienne niezależną nieoznaczoną i 
różniczkując

, , dł(kx—dxdH d dos a —------- —-------dł^
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a podnosząc do kwadratu

( dos a )_ d" (dek): — 21444 + dx^ [d^

Otrzymamy w podobny sposób wyrażenia na (d dos 3)2 i 
(d dos r)2 zmieniając x na y i x na z : dodając tc trzy wy
rażenia będziemy mieli na zasadzie (2)

d==dl 1(de)2+(dw)+de)9
— 2 — ^d^ + dyd^y — dzd^z) 

+ (de+dy+de)

Lecz związki [483]

dx^ + dy^ + dz~ = de 
dxd^x — dydiy dzd^z = d^Pł

podstawione w powyższe wyrażenie dk dadzą nam

(3) 4= V(d.cy"+(d‘y)"+H(d=)—(d*t)
dł

drugie wyrażenie godne uwagi kąta styczności krzywej 
w przestrzeni.

Mnożąc licznik i mianownik tego wyrażenia przez dł. i 
podstawiając następnie za dł2 i dłd~ł w liczniku, ich war
tości w różniczkach spółrzędnych x, y, z wypisane powy- 
żój, otrzymamy po uproszczeniu, trzecie wyrażenie kąta 
styczności

(4) dk= — V (dyd2z~ dzdły)2+H(dzd2x —dad?z)2H(dad2y—dyd^Y



926 ROZDZIAŁ XXIII.

W tych trzech wyrażeniach zmienna niezależna jest jaka
kolwiek; wziąwszy i za zmiennę niezależną, dH stanie się 
zerem, a wyrażenie (3) będzie

._ V(d-)3+(d‘y)+(d8=)3

W ogólności wzór (4) na mocy (i) da nam wyrażenie pro
mienia krzywości

(6) __+d/+±d_

V (dyd^z— dzd^-^-^dzd^— dad?z)2+F ^d^y—dyd?x}‘i

jakakolwiek będzie zmienna niezależna.

501. Uwaga. W punkcie m krzywej kulistej mm 
(fig. 129) poprowadźmy stycznę mt] nazwijmy , 7, % kąty 
tój stycznej z osiami : będziemy mieli [500], zważyw
szy że spółrzędnemi punktu m są : dos a, dos 3, dos Y, ró
żniczką zaś luku mm jest dk [477]:

_ , ddos a . ddos , ddosy 
(7) dos E = —,—, dos— - — , dos 5 = — - dk dk j dk 
czyli 

dos 5   dosn   dos ‘   1 
d dos a d dos 3 d dos Y dk 

a więc [485 (14)] kierunek stycznej do krzywej kulistej w pun
kcie m, jest równoległym do kierunku normalnej głównej 
w punkcie odpowiednim M krzywej danej w przestrzeni. 

Podstawiając w (7) wartości [477]

d°sa=^, dossedy, dosy="
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i wartość (1) promienia krzywości, otrzymamy wartości 
dostaw kątów normalnej głównej z osiami 

ad ady ad:
(9) dost=R+, dos-=RA, dos‘=RLd 

dt dt dł 

a biorąc luk ł za zmienną niezależną

(10) dosi=RSĘ, dos-=RC, dosy=R Sz. 
dr dv dr

502. Środek krzywości. W punkcie jakimkolwiek M 
krzywej w przestrzeni (fig. 129) poprowadźmy stycznąMT, i 
normalną główną MS; woźmy na tej normalnej głównej 
po tej samej stronie wzglądem płasczyzny prostopadłej 
do MS w punkcie M, po jakiej stronie znajdują się pun- 
kta krzywej nieskończenie zbliżone do punktu M, odle
głość MS = R, i z punktu S jako środka, na płaszczy
źnie SMT, promieniem MS zakreślmy okrąg koła : koło 
to bądzie kołem krzywości, punkt S środkiem krzywości 
linji LL' w punkcie M.

Płasczyzna SMT przechodząca przez styczną do krzywej 
i normalną główną, jest płasczyzną ściśle styczną do krzy
wej [485] : koło krzywości, jestto koło styczne do krzywej, za
kreślone promieniem krzywości na płasczyznie ściśle stycznej.

Prostopadłą BB' poprowadzoną przez środek koła krzy
wości do płasczyzny ściśle stycznej, na której koło to sią 
znajduje, nazywamy prosta biegunowa lub osia koła krzy
wości : jest ona także osia płasczyzny ściśle stycznej.

503. TWIERDZENIE. Prosta biegunoica odpowiadająca pun
ktowi danemu krzywej w przestrzeni, jest granica przecięcia sie 
płasczyzny normalnej w tym punkcie, z płasczyzną normalną 
poprowadzoną w punkcie nieskończenie zbliżonym krzywej.

W samej rzeczy, równanie płasczyzny normalnej w pun-
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kcie M krzywej, którego spółrzędnemi są x, y, z, bę- 
będzie [467] :

(ł) (X—x) dos a + (Y—3) dos 3 + (Z—z) dos 1=0

oznaczając jak powyżej puzez a, 3, Y kąty stycznej MT 
z osiami. Oznaczmy dla skrócenia równanie to przez

N=0

Aby otrzymać równanie płasczyzny normalnćj do krzy
wej w punkcie M' nieskończenie zbliżonym do punktu M, 
należy podstawić w (1) za x, y, z, dos a, dos 3, dos Y 
wartości : x + Ax, y + Ay, z + Az, dos a + Ados a, 
dos 3 + A dos 3, dos A y + A dos y. Oznaczmy wypadek 
tego podstawienia przez

N+AN=0

Nazywając t jakąkolwiek zmiennę niezależną przecięcie 
się tych dwóch płasczyzn danem będzie przez dwa równa
nia

N=0, AN Eo
At

Gdy punkt M‘ zdąża do punktu M, granicą tego przecię
cia będzie prosta wyznaczona przez równania

N=0, dN =0
dt

lub
N=0, dN =0

czyli przez równanie (i) i równanie

(X—x) d dos a + (Y—y} d dos 3 + (Z—z) d dos Y
— {dx dos a — dy dos 3 — dz dos Y) = 0



O KRZYWOŚCI LINIJ SKOŚNYCH. 929

otrzymane biorąc różniczkę pierwszego, uważając x, y, z, 
ciosa, dosp, dosy jako zmienne. Podstawiając w to ostatnie 
równanie za d dos a, d dos 3, d dosy wartości [501 (8)], 
za dos a, dosp, dosy wartości [477], otrzymamy

(2) (X—x) dos Ę + (Y—y} dos n + (Z—z} dos t= R

zważywszy na [500 (1)] i [475], równanie płasczyzny [6 8] 
prosłopadłej do normalnej głównej, tworzącej kąty 5, 1, % 
z osiami: płasczyzny, której odległość od punktu M jest ró
wną R = MS. Prosta szukana dana przez (1) i (2) jest więc 
prostą piegunową BB, lub prostą symetryczną prostej BB‘ 
względem punktu M. Aby dowieść że nie może być tą osta
tnią, weźmiemy równanie płasczyzny poprowadzonej przez 
MT, prostopadle do MS

(3) (X—x) dos 5 + (Y—y} dos n + (Z—z) dos t = 0

i dowiedziemy, że prosta szukana jest z tej samej strony 
względem tćj płasczyzny, co punkta krzywej nieskończenie 
zbliżone do punktu M'. Aby znaleść odległość takiego pun
ktu M' od płasczyzny (3), podstawić należy za X, Y. Z spół- 
rzędne x — Ax, y — Ay, z — Az punktu M', i obliczyć 
część stałą : otrzymamy w ten sposób, zważywszy że [501]

Ar = dx + 4" + E, = dł dos a+S dos +5,

gdzie e3 oznacza nieskończenie małą przynajmniej trzeciego 
rzędu, i podstawiając odpowiednie wartości Ay, Az, wy
padek dodatny 

który będzie odległością punktu M' od płasczyzny (3). Aby
59



930 ROZDZIAŁ XXIII.

teraz otrzymać odległość prostśj znajdującej się na płasczyz- 
nie (2) od płasczyzny (3), podstawić należy w (3) spółrzędne 
jakiegokolwiek punktu płasczyzny (2) co nam da również 
wypadek dodatny +R; a zatem prosta szukana znajduje 
się po stronie środka krzywości względem płasczyzny (3) : 
jest więc prostą biegunową BB.

Oznaczywszy przez x, y, z, spółrzędne środka krzywo
ści S, spółrzędne te będą dane przez równania

(4) x,—x =Rdoss, yr—y=Rdos , zt — z = Rdos|

bo środek krzywości znajduje się na normalnej głównej, 
tworzącej kąty 5, 7, % z osiami, w odległości R od punktu 
krzywej M.

504. Kierunek osi koła krzywości. Styczna do krzy
wej w przestrzeni w jakimkolwiek punkcie, normalna głó
wna w tym punkcie, i oś koła krzywości odpowiedniego 
temu punktowi, mają kierunki prostopadłe. Przypuszczając 
osie spółrzędnych prostokątnemi, prowadząc przez począ
tek trzy równoległe do powyższych kierunków prostopa
dłe pomiędzy sobą, otrzymamy dwa układy prostokątne, 
złożone każdy z trzech prostopadłych. Dostawy kątów pro
stych jednego układu z prostemi drugiegó układu, czynią 
zadosyć pewnym warunkom [67], które tu wypiszemy.

Nazwijmy jak powyżej:

«, 3,Y kąty stycznej,

Ę, 7, ( kąty normalnej głównej,

X, [x, v kąty osi koła krzywości

z osiami spółrzędnych: otrzymamy następujące związki
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między dostawami tych kątów :

dos2 a + dos2 3 + dos2 1=1

dos2 5 + dos2 n + dos2 t = 1 
dos2 X + dos2 (a + dos2 v = 1

I
dos2 a + dos8 5 + dos2 X = 4
dos2 3 + dos2 n + dos?== 1
dos2 y + dos2 t + dos2 v = 1

dosa dos^ — dosp dosn + dosy dos’ = 0 
dosa dos) + dos^ d osp. + dosy dosv = 0 
dos? dosX + dosn dosy + dos^ dosv = 0

!
 dosa dosp — doss dosn + dosk dosp. = 0 
dosa dosy + dos? dos’ + dos) dosv = 0 

dosp dosy + dosn dos’ + dosudosv =0

dos X = ± (dos p dos $ — dos Y dos n)
* dos === (dos y dos Ę — dos a dos %) 

dos v = ± (dos a dos n — dos p dos 5)

| dos Ę = ± (dos u.dosy — dos v dosp)

(5) { dos n = = (dos v dos a — dos X dos Y)
i dos == (dos X dos p — dos u dos a) 

f dos a — ± (dos q dos v — dos ‘ dos p.)

dos p = ± (dos $ dos X — dos 5 dos v)
| dos y = ± (dos 5 dos u. — dos n dos X)

i
dos X (dos p dos ‘ — dos Y dos n)

+ dos u. (dos y dos 5 — dos a dos %)
+ dos v (dos a dos n — dos p dos 5) = ± ł
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Znaki wyższe we wzorach (5) i (6) odpowiadają jednemu 
kierunkowi osi koła krzywości, znaki niższe drugiemu [67]. 

Aby wyrazić dostawy kątów, jakie oś koła krzywości 
tworzy z osiami spółrzędnych w funkcji samych spółrzęd- 
nych, weźmy naprzykład pierwsze równanie (5) w któ- 
rem [477], [501]

ddz ^dy 
dosp = ^, dosy=dz, dost=R d, dos-==Rd 

dł dł dł dt 

podstawiając te wartości, otrzymamy wyrażenie żądane 
dos X. W podobny sposób mielibyśmy dane przez przemia
nę głosek dos u. i dos v: wzory te, w których zmienna nie
zależna pozostaje nieoznaczoną są następujące :

(7)

. dyd2z — dzdu dos X= R   — •

j — dzd^x — dxdh dos [z = — R------ —------

, , - dxd^u — dud.^x dos v = — R •—

505. Wyrażenie różnicy łuku i cięciwy. Widzie
liśmy [474] że różnica ta jest nieskończenie małą rzędu 
wyższego nad pierwszy, jeżeli przyjmiemy łuk lub cięciwę 
za nieskończenie małą główną.

Niech będzie ł długość zmienna łuku liczonego od punk
tu stałego na krzywej x,, y^ z^ do punktu jakiegokol
wiek x, y, z; przyjąwszy długość tę ł za zmiennę nieza
leżną, otrzymamy oznaczając ciągle przez R promieńkrzy
wości :

(0

(2)

(dx\2 1 fdy\2 f^A2
(di) ~^\dł') T\dł) - 1 

(d‘xy _ /d‘y\? _ (d^y 1 
\dł3) TT [d^) T d ) R2 
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wzory te są pierwszemi dwoma wzorami [504 (1)] zważywszy 
na [477] i [501].

Różniczkując dwa razy wzór (1) i podstawiając przy dru- 
giern różniczkowaniu wartość (2), otrzymamy

dx d‘x [ dy d^y _ dz d^z_
" dt dł- T dł dł^ T dł dT2

dx d3x dy d^y dz d^z_  1
- dł de Tdl de didemi R*

a podstawiając wzór wynikający ze zróżniczkowania (2) 

4A 
d^x d3x d^y d^y dłz (Pz__ 1 R? 

65)____ 7F- W^dF d^^d^dł^llir

w różniczkę równiania (4), otrzymamy
71 

dx d‘x dy d^y dz d^z  3 R2 
(6) di de T dl de" dł de— 2°de

Niech będą teraz Ax, ^yy ^z przyrostki spółrzędnych 
punktu ostatecznego luku, gdy łukowi temu nadamy przy
rostek nieskończenie mały Al : wzór Taylor’a da nam

Ax_ dx dix At | d?x Al 1 d^x Ał3 , 
Al=dd:2d6 d 2* 

gdzie 8, jest nieskończenie małą przynajmniej czwartego 
rzędu. Podnosząc ostatni wzór do kwadratu, i wypisując 
tylko wyrażenia rzędów niższych od czwartego, a oznacza
jąc summę pozostałych przez €,, będziemy mieli:

Ax2
Al

(dxy , dad‘x. [dxdx . 1 /dx\2A1 
\dł) tdd—sddtgd).

/ 1 dx d^ . 1 d^ d?x\ A , 
+12 dt de+6 d de)A T*
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Wypisując podobne Ay‘ . Az* , wzory na Al i — otrzymane z po

przedzającego przez zmianę głosek, i dodając, będziemy 
mieli na zasadzie wzorów powyższych

Ax‘+Ay‘+Az_: 4 At
A42 — R212 “ dl 24 T54

gdzie E", oznacza ciągle nieskończenie małą czwartego 
rzędu.

Wyciągając pierwiastek obu stron ostatniego równania,

czyli podnosząc je do potęgi 1- na zasadzie wzoru 
2 

Newto

na [270] otrzymamy, wypisując tylko wyrazy rzędów niż
szych nad czwarty

4 1
VAa‘+Ay‘+Az? _ 1(1 A’ R2 Al

At — 2 R2 12 di 24

lub też
1

. VAa*+Ay‘+Az _ _ 1 Al_R‘A_w
A R2 24 dł 48" * 

gdzie s,” oznacza zawsze nieskończenie małą przynajmniej 
czwartego rzędu.

Nazwijmy R, promień krzywości w punkcie ostatecznym 
łuku ł— At, gdy R jest promieniem krzywości w punkcie 
ostatecznym łuku ł: różnica stosunku przyrostku odwróco
nego kwadratu promienia krzywości do przyrostku łuku

1.1
R/ — R2

At
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i pochodnej tego odwróconego kwadratu względem łuku

jest nieskończenie małą [138]: podstawiając więc jedno 
z tych wyrażeń za drugie we wzór (7) popełniamy błąd 
nieskończenie mały czwartego rzędu, bo wyrażenie jest 
pomnożonśm przez At; będziemy mieli

VAx2+Ay‘+Az_, /{ 1 \A_ „ 
A/R‘ T R,3) 48 T 6 ‘ 

czyli

(8 ) VAx2+Ay?+Az=Ał — (2+—, ).+8

gdzie €, oznacza nieskończenie małą piątego rzędu. Wyra
żenie VAx2—Ay? — Az2 jest wyrażeniem cięciwy; różnica

(1 A\AB_
RTT 48 6* 

między łukiem i cięciwą nieskończenie małemi jest nie
skończenie małą w ogólności trzeciego rzędu, równą ilo
czynowi summy odwróconych kwadratów promieni krzy- 
wości w początku i w końcu łuku nieskończenie małego,

1
przez — sześcianu łuku, zwiększonemu nieskończenie 

małą piątego rzędu.
W kole promienia jedności, zakładając Al ==2a, otrzy

mamy

VAx2 + Ay? + Az’ ‘= 2 wst a
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a wzór (8) da nam

wypadek znany z rozwinięcia wstawy na szereg [265].

O skręceniu, czyli drugiej krzywości linij skośnych.

506. Określenie. Jeżeli krzywa nie znajduje się na jednej 
płasczyznie, płasczyzna ściśle styczna zmienia w ogólności 
swój kierunek, jeżeli'przechodzimy z jednego punktu krzy
wej do drugiego : widzieliśmy [483] w jaki sposób kąty tej 
płasczyzny z płasczyznami spółrzędnych zależą od spółrzę- 
dnych punktu krzywej, w którym uważamy płasczyznę ściśle 
styczną. Sposób w jaki płasczyzna ściśle styczna zmienia się 
zależne od spółrzędnych krzywej, daje nam miarę różnicy 
jaka zachodzi między krzywą płaską a krzywą skośną, po- 
kazując w jaki sposób krzywa oddala się od płasczyzny do 
której jest najbardziej zbliżony w danym punkcie: miarę 
tę, którą za chwilę określimy, ściśle, nazwano skręceniem 
lub druga krzywościg linji, dla podobieństwa z pierwszą 
krzywością, która daje nam miarę różnicy pomiędzy prostą 
a krzywą, wskazując sposób w jaki krzywa oddala się od 
prostej najwięcej do niej zbliżonej, w danym punkcie, to 
jest od prostej stycznej. Wyrażając się treściwie, możnaby 
powiedzieć, że jak pierwsza krzywość mierzy odstawanie 
krzywej od prostej, tak skręcenie, czyli druga krzywość 
mierzy odstawanie krzywej od płasczyzny ściśle stycznej 

w danym punkcie.
Krzywe skośne nazywają także krzywemi podwójnej krzy- 

icości.

507. Aby określić ściślej drugą krzywość, czyli skręcę-
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nie, niech będzie krzywa w przestrzeni LL' (fig. 129), Mo

fig. 129

punkt krzywej, od którego liczymy długości łuków dodatne, 
w stronę ku L'; M punkt jakikolwiek krzywej, M' punkt 
nieskończenie zbliżony do punktu M; MT styczna, MS 
normalna główna, MP prostopadła do płasczyzny ściśle 
stycznśj do krzywej w punkcie M. Z punktu jakiegokol
wiek o w przestrzeni zakreślmy kulę promieniem równym 
jedności, i poprowadźmy promienie om0, om, om', równo- 
ległe do stycznych M0T0, MT, M‘T: krzywa kulista mom.m 
będzie mierzyć jak wiemy [499], długością swych łuków 
pierwszą krzywość linji danej LL'. Naprzykład, krzywość 
ta w punkcie M daną będzie przez

mm dk
5 MM =a

oznaczając łuk M. M przez t, łuk m^m przez k.
Poprowadźmy w podobny sposób średnice kuli równole

głe do prostopadłych MP, M‘P ... do płasczyzn ściśle sty
cznych w różnych punktach krzywej LL': punkta ostate
czne tych średnic wyznaczą na powierzchni kuli O dwie 
krzywe symetryczne, z których jedną niech będzie krzywa 
bob'. Długość łuku bob tej krzywej między dwoma punk
tami b0 i b odpowiadającemi punktom Mo i M linji danej 
LL', nazywamy skręceniem zupełnem łuku M0M; stosunek 
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skręcenia zupełnego do długości łuku M.M, czyli stosunek

łuk b,b 
łuk M,M

nazywamy skręceniem średniem tego łuku; zaś granicą sto- * 
sunku łuku MM do łuku bb' gdy M‘ zbliża się nieograniczenie 
do M, nazywamy skręceniem krzywej LL' w punkcie M.

Oznaczywszy długość łuku b. b przez T, skręcenie w punk
cie M krzywej LL', będzie

łuk bb‘ dr 
8r łuk MM' = dł

Różniczka dr nazywa się kątem skręcenia: ma ona z łu- 
kiem nieskończenie małym bb' stosunek równy w gra
nicy jedności; lecz łuk krzywej bb' z łukiem koła wiel
kiego kuli o odpowiadającym tej samej cięciwie bb' 
ma również stosunek równy w granicy jedności [474]; 
łuk ten koła wielkiego mierzy kąt, między dwoma pro- 
stopadłemi do płasczyzn ściśle stycznych w punktach 
M i M' nieskończenie zbliżonych krzywej danej poprowa- 
dzonemi, czyli między samcmi płasczyznami ściśle styczne- 
mi; można więc powiedzieć że :

Skręcenie krzywej w punkcie danym jest granicą stosunku 
kąta^ jaki płasczyzna ściśle styczna w tym punkcie twarzy 
z płasczyzna. ściśle styczną w punkcie nieskońszenie zbliżonym, 
do długości łuku krzywej zaiaartego między temi dwoma punk
tami.

508. Koło skręcenia. Koło, którego krzywość równą 
jest skręceniu krzywej w punkcie danym nazywa się ko
łem skręcenia krzywej w tym punkcie. Promień tego koła 
czyli promień skręcenia, który oznaczymy przez T, danym 
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więc będzie przez związek 

bo krzywość koła jest równą odwróconemu promie
niowi [427].

Jeżeli odniesiemy krzywę do spółrzędnych prostoką
tnych mających początek w środku o kuli zakreślonej 
promieniem równym jedności, i oznaczymy przez x, y, z 
spółrzędne punktu M, przez X, M., v kąty jakie prostopadła 
MP do płasczyzny ściśle stycznej, lub równoległa do niej 
prosta biegunowa BB, lub jeszcze promień rów noległy ob 
tworzy z osiami, spółrzędncmi punktu b będą, zważywszy, 
że ob ==li że początek spółrzędnych znajduje się w punk
cie o, wielkości

dos X , dos p , dos v

a więc różniczka łuku bb' czyli dr, będzie miała wyrażenie

(2) dr = Vd (dos X) + d (dos p.)2 + (dos v)2

Wartości dostaw X, p., v są dane powyżej również jak 
wartość różniczki łuku dł [483] w funkcji spórzędnych; 
wzór (i) pozwoli nam wyprowadzić z łatwością promień 
skręcenia w funkcji spółrzędnych prostokątnych, jak to 
zobaczymy poniżej.

509. Twierdzenie p. Serrefa. Styczne do krzywych 
kulistych przedstawiających krzywość i skręcenie są równoległe 
w punktach odpowiednich.

Niech będzie punkt m krzywej m0 m taki, że promień 
kuli om jest równoległy do stycznej MT i punkt b krzywej 
b0 b' taki, że promień ob jest równoległy do prostopadłej 
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MP do płasczyzny ściśle stycznej, lub do biegunowej BB 
odpowiadającej punktowi M; powiadam, że styczna mt 
do krzywej m,m‘ W punkcie m jest równoległą do stycz
nej bt' krzywej bb‘ w punkcie b.

Warunki prostopadłości [66 (3)] normalnej głównej MS 
do stycznej MT tworzącej kąty a, 3, Y i do biegunowej BB 
tworzącej kąty X, u, v z osiami spółrzędnych, dają nam

( dos a. d dos o — dos B.d dos 3 — dosy.ddosy==0
(3) }

( dos X ddosa—dosu.ddos, — dos v.d dosY—0

wzory, w których za dostawy kątów 5, 7, % jakie normalna 
główna tworzy z osiami, podstawiliśmy proporcjonalne 
tym dostawom wartości d dos x, d dos 3, d dos) [485].

Kierunki stycznej MT i biegunowej BB' są także pro- 
stopadłemi, a więc

dos a dos x — dos 3 dos u. — dos Y dos v = 0

a różniczkując i znosząc wyrazy równe zeru na zasadzie 
drugiego równania (3)

(4) dos a d dos 2 + dos 3 d dos p. — dos Y d dos v = 1

Równanie [504]

dos? x + dos? p + dos2 v = 1

zróżniczkowane, daje nam

(5) dos x d dos x — dos p. d dos u — dos v d dos v = 0

Porównywając (4) i (5) z (3), widzimy że spółczynniki ró 
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żniczek

ddos a , ddos 3 , ddos Y

w (3) są równe spółczynnikom różniczek

d dos X , d dos u. , d dos v

w (4) i (5); rozwiązując więc równania (3) co do pier
wszych trzech różniczek (lub stosunków dwóch z nich do 
pozostałej), otrzymamy te same wartości co z rozwiązania 
równań (4) i (5) co do stosunków odpowiednich dwóch 
z drugich różniczek do pozostałej; a zatem mamy stosunki 
równe

ddosX ddosu ddosv 
(6)    = — —   d dos a d dos 3 d dos Y

Równanie (6) udowadnia twierdzenie podane, zważyw
szy że dos a, dosp, dos y są spółrzędnemi punktu m, zaś 
dos a, dos [a, dos v spółrzędnemi punktu b; a że stosunki 
różniczek odpowiednich spółrzędnych są równemi, więc 
kąty stycznych mt i bt' z osiami są równemi [477], czyli 
styczne te są równoległemi.

Rozróżniliśmy powyżej [477] dwa kierunki stycznej po
cząwszy od punktu styczności, różniące są znakami dostaw'. 
Riorąc punkt M. i odpowiednie mu punkta m, b0 za po
czątki łuków, ponieważ mamy dwie krzywe symetrycz
ne b0 b' na kuli, dla jednej z nich styczna bt' będzie ró
wnoległą do mt w tę samą stronę, dla drugiej w stronę 
przeciwną; przypuśćmy że bierzemy pod uwagę tę z dwóch 
krzywych symetrycznych, dla której styczna ma kierunek 
rozciągający się w tę samą stronę co kierunek stycznej dla 
krzywej m0 m. W takim razie, zważywszy że każdy ze sto-
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sunków (6) równa się

y (d dos 2)2 + (d dos p.)? + (d dos vy?dr
V(d dos «)? + (d dos 8)2 + (d dosy) dl:

[508 i 500] i zważywszy na związek [501(8)], z którego 
mamy

(7) d dos a = dos ^,dk^ d dos 3 == dos rfilk,, d dosy= dos (dy 

otazymamy .

(8) d dos )=dos Edr, d dos u. == dos ndr, d dosv == dos (dr

wzory, z których widzimy że czem jest styczna wyznaczona 
przez kąty a, 3, Y, względem pierwszśj krzywości dk, tóm 
jest względem drugiej krzywości, czyli skręcenia, płasczyzna 
ściśle styczna, lub jej prostopadła dana przez kąty X, p, v 
z osiami; E, , % oznaczają ciągle kąty normalnej głównej 
z osiami. Typem tych wzorów są wzory znane [477]

(9) dz== dos adł, dy == dos Bdł, dz= dos ydł

odnoszące się do krzywej danej i jćj stycznej, tak jak wzo- 
ry (7) i (8) odnoszą się do krzywych kulistych i ich stycz
nych : wiemy bowiem że styczna do jednej z krzywych ku
listych jest równoległą do normalnej głównej krzywej da
nej [501]; własność która pociąga za sobą wzory (7) i (8).

510. Weźmy jeszcze pod uwagę równanie [504 (2)]

dos2 a + dos2 E + dos2 x = 1

które zróżniczkowane daje nam

dos a d dos a — dos 5 d dos 5 + dos A d dos > = O
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i wyciągnijmy z tego równania wartość ddoss podstawia
jąc w nie wzory (7) i (8); otrzymamy robiąc to samo dla 
d dos 7] i d dos ", trzy wzory

d dos J== — dos adk — dos Adr 
d dos 1= — dos ^>dk — dos ^dx 
d dos (= — dos ^dk — dos ^d.x

a wyciągając pierwiastek z summy kwadratów tych równań, 
i zważając, że zawsze summa kwadratów dostaw, jakie jedna 
i ta sama prosta tworzy z osiami, równa się jedności, otrzy
mamy

(H) V d dos ^[d dos n)3 + {d dos x)2 = yjdk^ + d^

równanie, które dałoby nam wyrażenie różniczki łuku trze
ciej krzywej kulistej, jaką otrzymaćbyśmy mogli prowadząc 
promienie kuli o równoległe do normalnej głównej. Do 
tych wzorów dołączyć jeszcze należy wzór

(12) dł — Rdk=T

wynikający z a) i [500 (1)1
Wszystkie te wzory odznaczające się symetrycznym 

kszałtern i podobieństwem własności, są jak widzimy wnio
skami powyżej [509] podanego twierdzenia lub przedsta
wiającego je równania (6) : jakkolwiek znanemi już one były 
w części poprzednio, (niektóre z nich, jak wzory (7) i (8) 
naprzykład, podane były przez p. Frenefa); wyprowadze
nie ich i zestawienie w powyższy sposób ułatwia rachunki, 
na jakie zadania tyczące się krzywych skośnych naprowa
dzić mogą.

511. Promień skręcenia. Jako przykład zastosowa-
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ani powyższych wzorów, podamy wyrażenie promienia 
skręcenia T w funkcji spółrzędnych prostokątnych. Wzo
ry [504 (7)] dają nam

— dos ‘== {dyd^ — dzd~y} 

dł3— dos u. = — {clzd^ — d^d^z}

— dos v = * {dxd~y — dyd^x)

Różniczkując te wzory otrzymamy, zważywszy na (8) i (12)

(13)

dos » + dk dos 6 = ± {dyd^ — dzd^}

dos y. — — dos 7] = — (dzdix — dzd^z} ET

dos v — —— dos ( = — {dxdiy — dyd?x) RT

Wzory [501 (9)] dają nam, po wykonaniu

(14)

C dos Ę — d2x — d‘ dx
R dt
dł2 , „ d2ł ,Rdos"="-a"
dł2 . „ d2l 7x dos’=d—a"s

Mnożąc równania (13) odpowiednio przez (14) i dodając
otrzymamy

d^
R-T = ± [(d^^z — dzd^y} d2x — {dzd^x — dxd2z} d^y

— [dxdiy — dyd^x} d^z]
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a podstawiając za — wartość [500 (6)] otrzymamy]

L (dyd?z—dzd2y)2+(dzd2x—dxdłz)2+(dxd‘y—dyd2x)2
(dydz— dzd‘y)d?a+(dzd‘x -dxd‘z)d?y+(dad"y—dydłx)d3ż

Promień skręcenia, podobnie jak promień krzywości 
przypuszczamy zawsze dodatnym i dla tego poprzedzamy 
wyrażenie jego znakiem = stosownie do tego czy wyraże
nie to obliczone wypadnic dodatnem lub odjemnem; znak 
ten wynika z zastosowania wzorów [504] poprzedzonych 
podwójnym znakiem.

Zauważymy, że promień skręcenia ma wyrażenie wy
mierne w funkcji różniczek spółrzędnych prostokątnych, 
gdy tymczasem promień pierwszej krzywości ma je niewy- 
miernem [500].

512. Spółrzędne środka kuli ściśle stycznej. Śro
dek kuli ściśle stycznej do krzywej w punkcie danym, jest 
jakeśmy dowiedli [488] granicę punktu przecięcia się 
trzech płasczyzn normalnych poprowadzonych w punkcie 
danym krzywej i w dwóch punktach nieskończenie zbliżo

nych do danego. Wyrażenie spółrzędnych tego środka jes 
znacznie uproszczonem za pomocą otrzymanych powyżej 
wzorów : dla tego tu je dopiero podajemy.

Oznaczmy dla skrócenia równanie płasczyzny normal
nej przez N = 0: spółrzędne środka kuli ściśle stycznej, 
otrzymują się [488] z trzech równali

(16) N= 0, d^= 0, 0 = 0

gdzie znak różniczkowania odnosi się do spółrzędnych 
punktu krzywej, a nic do spółrzędnych bieżących płasczy- 
zny normalnej. Wypadek rugowania się nic zmieni, jeżeli 
zastąpimy równanie N = O, przez równanie MN = 0,

GO
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(gdzie M jest jakimkolwiek czynnikiem), nawet przed róż
niczkowaniem tego równania : bo różniczkując MN — 0, 
otrzymamy równanie

NdM+MdN=0

równoważne z równaniem dN = 0, zważywszy że N = 0. 
Uczyniwszy to zastrzeżenie, wypiszmy równanie N=0 płas- 
czyzny normalnej [467] zastępując dx, dy^ dz przez pro- 
porcjonalne dosa, dos 3, dos Y [466]; będziemy mieli:

(17) (x— a) dose+(J— y)doss+ (z0 — z)dosy = 0

gdzie a, 3, Y są kątami jakie styczna do krzywej w pun
kcie danym x, y, z, tworzy z osiami; zaś To, y0, % są spół- 
rzędnemi bieżącemi płasczyzny normalnej w tym punkcie. 
Równanie dN = 0 otrzymamy różniczkując (17), uważa
jąc x,, y0 Z, za stałe, zaś

«, y^ ^ a, 8, y

za zmienne: co nam da,podstawiając wzory (7) i (12) [510], 
równanie

(18) (x— x) dos 5 + (y. — y) dos 1+(% — z)dos=R

Równanie d‘N = 0 otrzymamy również różniczkują (18) i 
podstawiając wzory (8) i (12) [509,510]

_ _ . . TdR(19) (x—x) dos 2 + {yo—y) dos " + (^o“z) dos V — — d

Układ równań (17), (18), (19) jest równoważnym z ukła
dem (16). Pomnóżmy te trzy równania odpowiednio 
przez dosa, dost, dos h i dodajmy; następnie przez 
dosp, dos 7, dosy. i dodajmy; nakoniec przez dos Y, dos J, 
dosv i dodajmy : otrzymamy, zważywszy na związki po-
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dane powyżćj [504] :

- , . TdR .Eo—e = R dos $ — —dt dos a

TJR3—J=R dos—agdose

%, — z — R dos C----- --  dos v dł

równania które nam dają spółrzędne xo, y. z, środka kuli 
ściśle stycznej w punkcie danym krzywćj, wyrażone przez 
spółrzędne x, y, z tego punktu, promień krzywości R, 
promień skręcenia T, różniczkę łuku dł i dostawy ką- 
tów 5, 7, % normalnćj głównćj i kątów X, y, v prosto- 
padłój do płasczyzny ściśle stycznej, z osiami spółrzędnych. 
Wyrażenia wszystkich tych wielkości w funkcji spółrzę
dnych prostokątnych, zostały podane poprzednio.

513. Dodając kwadraty równań (20) otrzymamy

(21) r2==R2—T2-,

gdzie r oznacza promień kuli ściśle stycznej.
Środek kuli ściśle stycznćj znajduje się na prostej biegu- 

nowćj, osi koła krzywości, która jest przecięciem się 
dwóch płasczyzn normalnych w punktach nieskończenie 
zbliżonych krzywćj [503], gdy środek ten jest przecię- 
ciem się trzech podobnych płasczyzn [488]. Równanie (49) 
pokazuje, że odległością środka kuli ściśle stycznćj od

JRpłasczyzny koła krzywości [502], jest wyrażenie T 7 

równe ^r^ — W na mocy równania (21); ztąd wynika, że 
koło krzywości jest kołem małćm kuli ściśle stycznćj; a
zatem :
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Twierdzenie. Koło krzywości w punkcie danym krzywej 
jest przecięciem się kuli ściśle stycznej z płasczyzną ściśle sty
czną.

Kula ściśle styczna jest granicą kuli przechodzącej przez 
punkt dany i przez trzy punk ta nieskończenie zbliżone do 
danego [487]; płasczyzna ściśle styczna jest granicą płas- 
czyzny przechodzącej przez punkt dany i przez dwa punkta 
nieskończenie zbliżone'; a więc okrąg koła krzywości jest 
granicą okręgu koła przechodzącego przez punkt dany 
krzywej i przez dwa punkta nieskończenie zbliżone do da
nego, czyli [492] :

Wniosek. Koło krzywościjcsl kołem ściśle stycznem wpun
kcie danym krzywej.

Nie ma więc różnicy pomiędzy kołem ściśle stycznem, a 
kołem krzywości : dwa te koła stanowią jedno.

O powierzchniach obwijających.

514. Niech będzie funkcja ciągła, skończona, jednowar- 
tościowa czterech zmiennych

f^ y, =, ^'

Jeżeli zmienne x, y, z przedstawiają spółrzędne w prze
strzeni, a parametr zmienny, równanie

(i) f(x,y,z,0)=0

przedstawiać będzie pewien gatunek powierzchni: każdej 
wartości szczególnej zmiennego parametru a odpowiada 
pewna szczególna powierzchnia gatunku (1).

Jeżeli nadawszy temu parametrowi zmiennemu pewną
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wartość szczególną a, nadamy mu następnie wartość nie
skończenie zbliżoną a — Aa, otrzymamy inną powierzchnię 
szczególną z gatunku (1), przedstawioną przez równanie

(2) f(x,y,z, a + Aa)== 0.

Powierzchnia (2) przetnie (1) podług pewnej krzywej, 
danej przez układ równań (1) i (2), lub dwóch innych ró
wnali wynikających z poprzednich, naprzykład przez równa
nie (i) i równanie

f(x, y,z,a~\- ^i) — f(x, y, z, a}  0 
Aa

Jeżeli teraz Aa dążyć będzie do zera, wspólne przecięcie 
powierzchni () i (2) dążyć będzie do granicy, która jest 
krzywą daną przez dwa równania: równanie (1) i ró
wnanie

3 (x,y,z,0)=0
’ da

w którem znak różniczkowania częściowego odnosi się do 
parametru a, uważając x, y, z, jako niezmienne.

Każdśj szczególnej powierzchni z gatunku (i) odpowiada 
krzywa nakreślona na tej powierzchni, będąca granicą prze
cięcia się jćj z powierzchnią nieskończenie zbliżoną, otrzy
maną nadając parametrowi przyrostek nieskończenie mały, 
i przedstawiona przez układ równań (4) i (3), z których 
ostatnie jest pochodną pierwszego względem parametru.

Miejsce geometryczne tych krzywych, otrzymamy rugu
jąc parametr a z równań (i) i (3) : miejsce to jest po
wierzchnią, którą nazwano powierzchnią obwijającą po
wierzchnię (i). Krzywa dana przez (1) i (3), tworząca po
wierzchnię obwijającą, nazwaną została przez Monge’a hnją
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eh/irukterystyczną powierzchni obwijającej. Powierzchnie 
(i) względem swych obwijających, nazwane zostały obwi- 
fiiętemk

I. 515. TWIERDZENIE. Powierzchnia obwijająca jest sty
czną do obwinetej w każdym punkcie linji charakterystycznej 
wnpólnćj tym dieómpowierzchniom.

Aby dowieść, że dwie powierzchnie są stycznemi w pe
wnym punkcie wspólnym którego spółrzędnemi są x, y, z, 
dość jest dowieść, że te dwie powierzchnie mają w tym 
punkcie płasczyznę styczną wspólną, to jest że pochodne czę 

ściowe ~ — Pr by — q wyznaczające tę płasczyznę sty

czną [472] są równe dla obu powierzchni
Pochodne te częściowe dla powierzchni obwiniętej (1) 

są dane przez równania [217]

G)
‘£+p=oOz 1 oz

+37=0 óy 1 dZ

dla powierzchni zaś obwijającej, której równanie

(5) f^,y, z,A) = 0

otrzymamy, wyciągając wartość na a z (3), oznaczając ją 
przez A i podstawiając w (i), przyczem A jest funkcją 
x, y, s, przez równania :

of (A DA

6)

Ży T 0z
?/ (>A

DA 39 - (
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Lecz ponieważ punkt x, y, z wspólny obwijającej i ob- 
winiętej znajduje się na charakterystycznej, zachodzi ró
wnanie (3) 3=0, na mocy którego równania (6) stają 

się temi samemi co (4), dają więc te same wartości spół- 
czynników p, q, dla obwjajęcój co dla obwiniętej, a więc 
tę samą płasczyznę styczną.

516. Krawędź zwrotu. Linje charakterystyczne zmie
niające się w przestrzeni wraz z parametrem a i tworzące 
w ten sposób powierzchnię obwijającą, przecinają się ró
wnież pomiędzy sobą : miejscem geometrycznem tych 
punktów przecięcia jest krzywa, nazwana przez Monge’a 
krawedzi/i zwrotu powierzchni obwijających.

Weźmy pod uwagę trzy z powierzchni obwiniętych, od
powiadające wartościom a, a + Aa, a — 2 Aa, parame
tru. Trzy te powierzchnie będą miały punkta wspólne czy
niące zadosyć równaniom :

o f^,y,z,a)=0, ^f^h^.=0,

Af (x, y, z, a) 
Aa2

gdzie [19]

Af(x, y, z, «) — f (x, y, z, a + Aa) — f(x, y, z, a),

^f^, y^ z, a)=f^^ y^^-}- 2Aa) — 2f(c, y, s, a + Aa)" 
+f(x, y^ z, a);

równaniom, które są tylko wynikami układu trzech równań 
powierzchni o których mowa.

Jeżeli teraz Aa zdąża do zera, równania (7) zdążają do
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granic :

( f (x, y, ^ a} = 0 , XC,J,s.0) = o ,

da2 ”

Punkta czyniące zadosyć (8) są właśnie punktami, do 
których zdążają punkta przecięcia się dwóch charakte
rystycznych nieskończenie zbliżonych, z których pierwsza 
jest przecięciem się pierwszej z trzech powierzchni obwinię
tych uważanych z drugą, druga zaś charakterystyczna, prze
cięciem się drugiej powierzchni obwiniętej z trzecią.

Miejsce geometryczne tych punktów otrzymamy rugu
jąc a z równań (8); naprzykład wyciągając je z jednego, a 
podstawiając w dwa pozostałe : otrzymamy w ten sposób 
dwa równania nie zawierające a, które będą równaniami 
krawędzi zwrotu ; linja ta jak widzimy jest w ogólności linją 
skośną, zachowującą się względem charakterystycznych 
w podobny sposób jak na płasczyznie obwijająca względem 
obwiniętych [443].

517. Twie rdzenie. Linje charakterystyczne sa stycznemi 
do krawędzi zwrotu.

Równania charakterystycznej (1) i (3) oznaczać będziemy 
przez skrócenie

(9) f^iy^,a}=0, f'{x,y,z,a] = o

Równania zaś krawędzi zwrotu, otrzymać możemy wy- 
ciągając wartość a z trzeciego równania (8) w funkcji 
x, y, 3, oznaczając ją przez A i podstawiając w dwa pierw- 
sze równania (8) : będziemy mieli w ten sposób

(10) f{x,y,z,A)=Q, ((x,y,5,A)=0
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gdzie uważać należy, że A już nie jest niezależną od 
spółrzędnych itak jak w równaniach (9), lecz znaną funk- 
cja «, y, z.

Równania stycznej do charakterystycznej (9) będą [468]

— dx — — a u — — dz = 0 
. ) dx 1 Ży J 1 ^z(11) ) J 

f — dx — — dy — — dz — 0 ( ix 0z

Równania stycznej do krawędzi zwrotu różnić się będą 
od (ii) o wyrazy

?da, y da 
JA OA 

których spoiczynniki 3A , 3A są zerami na zasadzie (8). 

Styczna więc do krawędzi zwrotu, dana będzie przez te 
same równania (11) co styczna do charakterystycznej : sty
czna jest więc wspólną dla tych dwóch krzywych w pun
ktach wspólnych.

Własność ta pokazuje znów podobieństwo do własno
ści obwijających [445] na płasczyznic : tak, że krawędź 
zwrotu uważać można niejako za obwijającą charakterys
tycznych w przestrzeni.

518. O powierzchniach rozwijalnych. Powierz
chnie rozwijalne określimy jako obwijające płasczyzny 
zmieniającej swe położenie w przestrzeni;'usprawiedliwimy 
następnie nadane im nazwisko rozwijalnych.

Niech będzie równanie płasczyzny [88]

(1) Ax + By+C:+D=0

zakładamy że płasczyzna zmienia swe położenie w prze
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strzeni zależnie od pewnego parametru a, którego spół- 
czynniki A, B, C, D są funkcjami. Oznaczmy przez 
A', B', G', D' pochodne tych funkcyj względem a: ró
wnanie powierzchni obwijającśj te płasczyzny, otrzymamy 
rugując parametr a, z równania (1) i równania

(2) A‘x + By + Cz + D = 0

Równania (1) i (2) razem wzięte przedstawiać będą 
charakterystyczną tćj powierzchni obwijającej : ponieważ 
równania te są pierwszego stopnia, charakterystyczna, czyli 
tworząca jest tu linją prostą. Lecz charakterystyczna jest 
tworzącą powierzchni obwijającej, ciągle styczną do jej 
krawędzi zwrotu, linji w ogólności skośnej : a więc

Powierzchnia rozwijalna jest miejscem geometrycznem pro- 
stych stycznych do krzywej skośnej.

519. W szczególnym przypadku, jeżeli krawędź zwrotu 
stanie się linją płaską, powierzchnia rozwijalna stanie się 
płasczyzną.

Krawędź zwrotu może stać się punktem, w razie jeżeli 
dla jakichkolwiek wartości spółczynników A, B, C, D 
płasczyzny (i), mamy zawsze

(3) Ax, + By, + Cz, + D = 0

gdzie T, Jo, 3 są stałemi spółrzędnemi punktu : w ta
kim bowiem razie płasczyzna ruchoma przechodzi zawsze 
przez punkt stały, jedyny punkt wspólny charakterystycz
nych które są prostemi : punkt ten jest więc krawędzią 
zwrotu. Powierzchnia rozwijalna jest utworzoną przez pro- 
stę ruchomą (charakterystyczną), przechodzącą przez punkt 
stały xo, Y, z0 : powierzchnia ta jest więc poioierzchnia 
ostrokręgowa. Równanie tworzącej otrzymamy rugując D
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z (i) i (3), i różniczkując tak otrzymane równanie wzglę
dem parametru, co nam da

( A(r—*)+B(- 0)+C(:—z)=0
(4) 3( A‘(—T)+B(y—)+C(—5) =0

Równanie samej powierzchni otrzymalibyśmy rugując 
parametr a z (4) .

Jeżeli punkt x,, Y,, Z oddala się do nieskończoności, za
kładając

«==m%, y. = nh

gdzie m i n są stałemi, podstawiając w (3) dzieląc przez 5, 
i zakładając w końcu Z = C, równanie (3) stanie się

(5) Am+ Bn + C =0

Jeżeli spółczynniki A, B, G dla wszelkiej wartości pa
rametru a, od którego zależą, czynią zadość równaniu ta
kiemu jak (5) gdzie m i n są stałemi, mnożąc to równanie 
przez z i odejmując od (1) i (2), otrzymamy równanie 
charakterystycznej (tworzącej)

( A (x — mz) + B {y — nz) — D = 0
(6) }

( A‘(x — mz) — B‘(y — nz)+D‘=0

Powierzchnia ta jest powierzchnią walcową, której równa
nie otrzymamy rugując parametr a z równań (6) tworzącej.

520. Twierdzenie. Płasczyzna ruchoma, której powierz
chnia rozwijalna jest obwijającą, jest ściśle styczną do krawędzi 
zwrotu tej powierzchni.

W samej rzeczy oznaczając przez x,y,z, spółrzędne pewne-
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go punktu krawędzi zwrotu, biorąc parametr a za zmienne 
niezależną, i oznaczając przez A', B', G', D‘ i A", B", G", D" 
pierwsze i drugie pochodne spółczynników A, B, G, D 
względem tego parametru, mamy dla uważanego pun
ktu x, y, z, krawędzi zwrotu [516] :

( Az + By + &z+D =0
(7) } A‘x + B‘y +€:+D=0

( A‘x+B‘/+C;+D=0

Różniczkując pierwsze z tych równań i znosząc wyrazy 
równe zeru na zasadzie drugiego, różniczkując następnie 
drugie i znosząc wyrazy równe zeru na zasadzie trzeciego, 
otrzymamy

( Adx — Bdy — Cdz = 0 
(8) 3

( Kdx + ^'dy + Cdz = 0

Różniczkując znów pierwsze z równań (8) i znosząc wy
razy równe zeru na zasadzie drugiego otrzymamy

Adr+Ba‘y+Cds=0

równanie które wraz z równaniem

kdx + Bdy + Cdz = 0

pokazuje, że A, B, C są proporcjonalne dostawom kątów, 
jakie prostopadła do płasczyzny ściśle stycznej [481] two
rzy z osiami; płasczyzna więc (1) jest płasczyzną ściśle 
styczną do krawędzi zwrotu powierzchni rozwijalnój, obwi- 
jającćj tę płasczyznę.

521. Pozostaje nam wyjaśnić przyczynę, dla której po
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wierzchnię obwijającą płasczyznę ruchomą nazwano roz- 
wijalną. Powierzchnia ta jest styczną do płasczyzn obwinię
tych wzdłuż prostej charakterystycznej [515], to jest 
w każdym punkcie prostej tworzącej, wspólnej powierz
chni i płasczyznie, stycznej do pewnej linji skośnej, nazwa
nej krawędzią zwrotu. Niech będzie łuk krawędzi zwro-

fig.130.

tu AE (fig. 430): wpiszmy w ten łuk wielokąt ABGDE o 
zwiększającej się liczbie boków; przedłużmy każdy z boków 
tego wielokąta : utworzymy płasczyzny ci^b, b^c, c^d.... 
których zbiór tworzyć będzie powierzchnię wielościenną, 
której Aa, Bb, Cc, Dd... będą krawędziami. Jeżeli każdą 
ze ścian tćj powierzchni naprzykład cDd obrócimy koło kra
wędzi Cc oddzielającej ją od ściany sąsiedniej aż do utwo
rzenia ze ścianą sąsiednią bCc jednej płasczyzny; następnie 
tę płasczyznę koło krawędzi następującej Bb, aż do utwo- 
rżenia jednej płasczyzny ze ścianą Bab i t. d., rozłożymy 
całę powierzchnię wielościenną na jednej płasczyznie 
ostatniej ściany, nic rozdzierając jej. Jeżeli powierzchnię 
tę. przypuścimy ograniczoną pewną linję łamaną abed... 
otrzymaną, biorąc naprzykład odległość t : Ba, Cb, Dc... 
w funkcji pewnej długości łuków ł: AB, AC, AD...

t=o(ł) 
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to po rozłożeniu, wielkość powierzchni widocznie się nie 
zmieni.

Jakkolwiek punkta A, B, G, D... będę zbliżone jedne do 
drugich, rozłożenie powyższe będzie mogło mieć miejsce 
w taki sam sposób : w granicy, kierunki AB,... będą, stycz- 
ncmi do krzywćj AE krawędzi zwrotu, powierzchnia 
wielościenna uważana poprzednio stanie się powierzchnię 
obwijającą płasczyznę ściśle stycznę do tej krzywćj, lub 
miejscem gcometrycznćm stycznych do nićj : powierzchnia 
ta, jako granica powierzchni wielościennćj mogęcej być 
rozłożoną, będzie więc mogła być w granicy rozwiniętą 
w powyższy sposób na płasczyznie ściśle stycznćj w pun
kcie A do krawędzi zwrotu. Część powierzchni zawartę po
między łukiem AE, styczncmi do tego łuku AA', EE i 
krzywę AE' wyznaczonę przez zwięzek

gdzie t jest długościę stycznej do AE liczonej od punktu M 
tćj krzywćj, ł zaś długościę łuku AM, będziemy uważać 
jako równą powierzchni płaskiej wynikajęcćj z jćj rozwinię
cia, określajęc powierzchnię krzywę jako granicę powierz
chni wielościennej wpisanej. Krzywa przekształcona krzy
wćj A'E' na powierzchni będzie widocznie czyniła zadosyć 
równaniu

t — ^{ł}

bo odległość t ani ł nie zostały zmienionemi podczas roz
wijania. Krzywa A'E' jest granicę łamanćj abed... jakkol
wiek punkta a, b, c... tćj ostatniej nie znajduję się 
w ogólności na krzywej, lecz zbliżaję się do nićj tylko 
nieograniczenie, w miarę jak cięciwy odpowiednie dężę do 
stycznych;
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O rozwiniętych linjikrzywej w przestrzeni.

522. Określenie. Rozwiniętą krzywej danej w prze
strzeni nazywamy linję , której styczne spotykają krzywę 
daną i są do niej normalnemi.

Krzywa w przestrzeni ma w każdym swym punkcie nieo- 
graniczoną liczbę normalnych: nazywamy normalną wszelką 
prostą nakreśloną na płasczyznie normalnćj, i przechodzącą 
przez punkt dany [467]. Aby więc otrzymać rozwiniętą 
krzywej, dość jest poprowadzić do nićj układ normalnych 
tworzących powierzchnię rozwijalną, a krawędź zwrotu tej 
powierzchni rozwijalnej [517] będzie z określenia styczną 
do tych normalnych, a zatem rozwiniętą krzywćj danej. 
Układów tych jest, jak zobaczymy, liczba nieograniczona : 
a zatćm krzywa w przestrzeni może mieć nieograniczoną 
liczbę normalnych.

W samćj rzeczy, aby otrzymać jeden z tych układów, 
dość jest przez punkt dany M krzywćj poprowadzić nor- 
malnę dowolną; następnie przez punkt M' nieskończenie 
zbliżony, normalnę przecinającą poprzednią, (łącząc punkt 
M' z punktem przecięcia się normalnćj uważanćj w punk
cie M z płasczyzną normalną poprowadzoną w M‘) i po
stępować tak dalej, prowadząc przez punkt M" nieskoń
czenie zbliżony do M' normalnę przecinającą normalnę 
w M' i t. p.

Przecięcie się tych wszystkich normalnych utworzy linję 
wielokątną skośną, którćj granicą, gdy odległości pun
któw M, M, M"... zdążają do zera, jest rozwinięta krzywćj 
danćj. Ponieważ pierwsza normalna, poprowadzona w pun
kcie M jest jakąkolwiek, liczba rozwiniętych jest nieogra
niczoną*

' 523. Aby usprawiedliwić nazwisko rozwiniętej dane
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krzywej utworzonej w powyższy sposób dowiedziemy :

TWIERDZENIE. Długość łuku rozwiniętej ograniczonego 
dwoma punktami, jest równa różnicy długości jej stycznych 
zawartych między temi punktami, a punktami odpowiedniemi 
krzywej danej.

Twierdzenie to jest wnioskiem następującego ogólniej
szego. które w wielu razach może mieć ważne zastosowa
nie :

Jeżełi prosta ograniczona zmienia swe położenie w przestrzeni 
ruchem ciągłym, zmieniając zarazem swą. długość w sposób 
ciągły, przyrostek nieskończenie mały tej długości, gdy prosta 
przechodzi z danego położenia do drugiego nieskończenie zbliżo
nego, różni się od summy rzutów na kierunek dany prostej 
dróg przebieżonych przez punktu ostatecznej nieskończenie małą, 
drugiego rzędu.

W samej rzeczy, niech będzie AB położenie dane prostej 
i A‘B‘ położenie nieskończenie zbliżone; AA', BB' są łuki 
przebieżone przez punkta A, B, lub cięciwy tych łuków, 
różniące się od nich o nieskończenie małe trzeciego rzę
du [505].

Poprowadźmy prostopadłe A'P, B'Q do AB : mamy na

zywając przez s kąt nieskończenie mały [134] zawarty 
pomiędzy AB i AB

20=dos:=1-1,+r [265]
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gdzie 73 jest nieskończenie małą trzeciego rzędu; a zatem 
różnica [121] ........

AB—PQ

jest nieskończenie małą drugiego rzędu, którą oznaczmy 
przez a, : będziemy mieli

A‘B‘—AB= PQ-AB+,=B0—AP+%,

Lecz BQ i AP są rzutami dróg przebieżonych przez A i B 
na AB : twierdzenie jest więc udowodnionem.

Rozróżnimy dwa przypadki szczególne :
Jeżeli prosta AB jest normalną do krzywej zakreślonej 

przez jeden ze swych końców A, rzut drogi zakreślonej 
przez punkt A na kierunek AB jest zerem; dość więc 
będzie wziąść pod uwagę w powyższem twierdzeniu rzut 
drogi zakreślonej przez drugi koniec B.

Jeżeli prosta AB jest ciągle styczną do krzywej zakre
ślonej przez jeden z swych końców, naprzykład B, rzut 
drogi zakreślonej przez B na styczną AB, jest równym 
długości tejże drogi, to jest łukowi krzywej zakreślonej 
przez B.

W przypadku danym rozwiniętej krzywej w przestrzeni, 
weźmy pod uwagę część normalnej do krzywej danej za
wartą pomiędzy krzywą, a jej rozwiniętą, do której nor
malna ta jest styczną : normalna zmieniając się w prze
strzeni, zakreśla jednym ze swych końców krzywę daną, 
drugim jej rozwiniętą; przyrostek nieskończenie mały jej 
długości różni się o nieskończenie małą drugiego rzędu od 
summy rzutów krzywej danej i rozwiniętej na tę prostą. 
Lecz rzut łuku nieskończenie małego krzywej danej na 
normalną jest zerem; rzut rozwiniętej na styczną jest ró

61



962 ROZDZIAŁ XXIII.

wny łukowi nieskończenie małemu tśjże rozwiniętej, jedno 
i drugie opuszczając nieskończenie małe wyższych nad 
pierwszy rzędów; a zatem przyrostek nieskończenie mały 
prostej różni się od łuku nieskończenie małego rozwiniętej 
o nieskończenie małą względem tegoż przyrostku. Uważając 
więc przyrostek skończony stycznej do rozwiniętej, zawar- 
tćj pomiędzy rozwiniętą a krzywą daną, jako summę przy- 
rostków nieskończenie małych tćj stycznej, zakreślającej 
punktem styczności rozwiniętą i pozostającej ciągle nor
malną do krzywej danej, przyrostek ten będzie równym łu
kowi odpowiedniemu rozwiniętej, na zasadzie znanego 
twierdzenia [125].

Przypuszczając więc nawiniętą nió na rozwiniętą, ko
niec tej nici zakreślać będzie krzywę daną, jeżeli odwijać 
będziemy nić pozostawiając ją styczną do rozwiniętej, w po
dobny sposób jakeśmy widzieli w teorji rozwiniętych na 
płasczyznie [439]. Krzywa dana względem swej rozwinię
tej nazwaną została rozwijającą.

524. Tierdzenie 11. Normalna główna rozwiniętej jest 
równoległą do stycznej w odpowiednim punkcie rozwijającej.

W samej rzeczy, [weźmy pod uwagę stycznę w punkcie Mi 
rozwiniętej, która jest normalną w punkcie M rozwijającej. 
Płasczyzna ściśle styczna do rozwiniętej w M, zawiera nor- 
malnę głównę do tej rozwiniętej [485], jest przytem styczną 
do powierzchni rozwijalnej,której prosta MM, jest tworzącą 
[520] wzdłuż całej linji MM,, zawiera więc stycznę w M 
do rozwijającej, która znajduje się także na tej powierzchni. 
Styczna ta w M do rozwijającej, i normalna w M, do roz
winiętej znajdują się na jednej płasczyznie i są prostopa- 
dłemi do prostej MM, : są więc równoległcmi.

525. Powierzchnia biegunowa. Mając daną krzywę 
w przestrzeni, na mocy teoryj poprzedzających możemy 
wyznaczyć inne krzywe zależne od danej, a mianowicie :
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1° Krzywy, która jest miejscem geometrycznem środków kul 
ściśle stycznych : każdemu punktowi krzywej danej odpo
wiada punkt wyznaczony [488], który jest środkiem kuli 
ściśle stycznej do krzywej danej w tym punkcie; punkt ten 
zakreśla krzywę o której mowa, podczas gdy punkt krzywej 
danój zakreślają w przestrzeni. Równania tego miejsca otrzy
mamy rugując spółrzędne x, y, z, krzywej danój z jój ró
wnań i równań [512 (20)]-

2° Krzywe^ która jest miejscem geometrycznem środków kół 
krzywościy lub kół ściśle stycznych: punktów również wyzna
czonych odpowiednio każdemu punktowi krzywej da- 
nój [502], różnych w ogólności od poprzedzających, środ
ków kul ściśle stycznych. Równania tego miejsca otrzymamy, 
rugując spółrzędne x^ y, z, krzywój danej z jćj równania 
i równań [503 (4)].

3° Krzywe w liczbie nieograniczonej, które sg rozwinietemi 
krzywij da.nej w przestrzeni. Zobaczymy poniżej że krzywe 
te są różnemi od dwóch poprzednich.

Godnćm jest uwagi, że krzywe wszystkich trzech powyż
szych gatunków, znajdują się na jednej i tej samej powierz
chni rozwijalnćj, która jest obwijającą płasczyzn normal
nych do krzywej danej, lub miejscem geometrycznem 
prostopadłych do kół krzywości przez środek tych kół po
prowadzonych prostopadłych, któreśmy nazwali osiami kół 
krzywości^ lub prostemi biegunowemi 1502]; powierzchnia 
ta nazwaną została powierzchnia biegunowa.

W samej rzeczy, powierzchnia ta zawiera już ze swego 
określenia wszystkie środki kul ściśle stycznych i środki kół 
krzywości, które jakeśmy widzieli [513] znajdują się na pro
stej biegunowój, tworzącej tę powierzchnię rozwijalną. Aby 
dowieść że wszystkie rozwinięte krzywej danej są również 
nakreślonemi na powierzchni biegunowej, zauważymy, że 
każdy punkt rozwiniętej będąc punktem przecięcia się 
dwóch normalnych w punktach nieskończenie zbliżonych 
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krzywej danej, znajduje się na wspólnym przecięciu dwóch 
płasczyzn normalnych w tych punktach do krzywej poprowa
dzonych, czyli na prostej biegunowej [503]. Nie tylko więc 
powierzchnia biegunowa zawiera krzywe trzech gatunków 
wymienione powyżej, ale jeszcze punkta tych trzech krzy
wych odpowiednie jednemu i temu samemu punktowi krzy
wej danej, znajduję się na jednej i tej samej prostej biegu
nowej, tworzącej powierzchnię rozwijalną, o której mowa. 

526. Twierdzenie iii. Miejsce geometryczne' środków 
kul ściśle stycznych do krzywej w przestrzeni, jest krawędzią 
zwrotu powierzchni biegunowej. W samej rzeczy, uważa
jąc powierzchnię biegunową jako obwijającą płasczyzny 
normalne krzywej danej, prosta biegunowa będzie cha
rakterystyczną tej powierzchni, a miejsce geometryczne 
punktów przecięcia się prostych biegunowych, jćj krawę
dzią zwrotu. Lecz środek kuli ściśle stycznej, będąc granicą 
przecięcia się trzech płasczyzn normalnych nieskończenie 
zbliżonych [488], jest również granicą punktu przecięcia się 
przecięć tych płasczyzn, czyli prostych biegunowych [503]; 
miejsce geometryczne tego punktu jest więc krawędzią 
zwrotu powierzchni biegunowej.

527. Twierdzenie IV. Rozwinięte krzywej danej znajdu
jące się na jej powierzchni biegunowej, zamieniają się przy roz
winięciu tej powierzchni na linje proste, przecinające się w jed
nym punkcie.

W samej rzeczy, normalna główna rozwiniętej jest ró
wnoległą do stycznej w odpowiednim punkcie rozwijającej 
[524], a zatem prostopadłą do płasczyzny normalnej krzy
wej danej w tym punkcie, płasczyzny stycznej do powierz
chni biegunowej jako obwijająca do obwiniętej. Normalna 
główna rozwiniętej, a zatem i jej płasczyzna ściśle styczna, 
zawierająca tę normalną, jest więc prostopadłą do płasczy
zny stycznej powierzchni rozwijalnej, na której ta roz
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winięta jest nakreśloną. Dowiedziemy w ogólności, że
Krzywa^ której płasczyzna ściśle styczna jest prostopadła do 

płasczyzny stycznej powierzchni rozwijalnej na której krzy
wa ta jest nakreślona^ zamienia się na prosta po rozwinięciu- 
tej powierzchni.

Twierdzenie nasze będzie wnioskiem tego ostatniego 
ogólniejszego twierdzenia, którego dowiedziemy w nastę
pujący sposób :

Znajdziemy krzywość jakiejkolwiek linji nakreślonej na 
powierzchni rozwijalnej po przekształceniu jej przez rozwi
nięcie : linji, którą nazywać będziemy przez skrócenie prze
kształcona-, gdy krzywość ta będzie zerem, przekształcona 
będzie prostą.

Weźmy dla tego pod uwagę powierzchnię wielościenną, 
której krawędzie będą przecięciami wzajemnemi układu 
płasczyzn nieskończenie zbliżonych; w granicy powierz
chnia wielościenna stanie się powierzchnią rozwijalną, jak 
widzieliśmy powyżej [521]. Niech będą trzy krawędzie 
AM, BN, BP:

po sobie następujące, i mn , np dwa boki wielokąta, któ
rego granicą będzie krzywa nakreślona na powierzchni. 
Aby rozłożyć wielościan na płasczyznie, obracamy każdą 
ścianę koło krawędzi oddzielającej ją od ściany sąsiedniej. 
W tym ruchu boki mn, np, nie zmienią swej długości, lecz 
kąt jaki tworzą ze sobą ich kierunki, zostanie zmienionym.
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Niech będzie np położeniem boku np po rozłożeniu; wi
dzimy że np, np są tworzącemi ostrokręgu, którego nB 
jest osią : płasczyzna więc pnp' jest w granicy styczną do 
tego ostrokręgu, a więc prostopadłą do płasczyzny ^np, 
lub m!np przechodzącej przez oś. W granicy więc trój- 
ścian pnp'm będzie prostokątnym podług krawędzi np. 
Nazwijmy kąt mnp = s, mnp = s, kąt zaś dwóścicnny 
utworzony przez ścianę pnp ze ścianą pnm' nazwijmy 0; 
będziemy mieli w granicy

st e‘ = st € dos 0
lub

e' — e dos 0

zważywszy że kąty s, e są nieskończenie małemi, że zatem 
można je podstawić zamiast stycznych, nie zmieniając gra
nicy [126]. Lecz kąt mnp jest w granicy kątem zawartym 
między dwiema stycznemi nieskończenie zbliżonemi do 
krzywej przed rozwinięciem, a więc w granicy kąt ten może 
być uważanym jako kąt styczności [500] krzywej na po
wierzchni; w podobny sposób, kąt s‘ może być wziętym 
za kąt styczności krzywej przekształconej przez rozwinięcie: 
łuk nie zmienia swej długości przez rozwinięcie; a zatem 
krzywości są w stosunku kątów styczności [500]. Nazywa
jąc R i R‘ promienie krzywości krzywej przed i po rozwi
nięciu, otrzymamy

1 dosO
R‘*R

Aby więc krzywość linji przekształconej mogła być ze
rem, czyli promień R' nieskończenie wielkim, trzeba, je
żeli R nie jest nieskończenie wielkiem, to jest jeżeli linja 
uważana na powierzchni, nie jest prostą tworzącą, żeby

dos 0=0
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Lecz kąt 0 jest w granicy kątem pomiędzy płasczyzną 
ściśle styczną do krzywej, a płasczyzną styczną do powierz
chni rozwijalnej : trzeba więc żeby te płasczyzny były pro- 
stopadłemi, aby przekształcona mogła być linją prostą, 
i odwrotnie.

Pozostaje jeszcze udowodnić, że ^rozwinięte przekształ
cone na proste spotykają się w jednym punkcie. Niech bę
dzie dla tego powierzchnia biegunowa krzywćj danej, na 
której są nakreślonemi wszystkie jej rozwinięte. Przed
stawmy sobie płasczyznę nawiniętą na tę powierzchnię, roz
wijającą się przez obrót około swych tworzących. Podczas 
tego rozwijania, płasczyzną dotyka powierzchni wzdłuż jed
nej tworzącej, a na jej części płaskiej, już rozwiniętej, prze
kształcone już proste, stykają się z linjami jeszcze nieprze- 
kształconemi odpowiedniemi na powierzchni, w punktach 
znajdujących się właśnie na tej tworzącej. Wszystkie te 
punkta na tworzącej, w których części proste przekształ
conych tychże rozwiniętych są stycznemi do części nieprze- 
kształconych znajdujących się jeszcze na powierzchni,odpo
wiadają jednemu i temu samemu punktowi krzywej danej, 
którego tworząca ta jest prostą biegunową ; styczne do 
wszystkich rozwiniętych muszą się spotykać w tym punkcie. 
W miarę więc jak płasczyzną którąśmy obwinęli powierz
chnię biegunową, będzie się odwijać, styczne do rozwinię
tych nieprzekształconych, które są zarazem rozwiniętemi 
przekształconemi, schodzić się będą w jednym punkcie 
zmiennym, przebiegającym krzywę daną w miarę odwijania 
się płasczyzny : gdy więc odwijanie zostanie w zupełności 
dokonanym, styczne te czyli rozwinięte przekształcone spot
kają się jeszcze w jednym punkcie,'co było do dowiedzenia.

528. Krzywa, która jest miejscem geometrycznem środ
ków kół krzywości krzywej danej, znajduje się, jakeśmy 
nadmienili [525], na powierzchni biegunowej, lecz nie 
jest rozwiniętą, jakby to się zdawać mogło przez podobień- 
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siwo z własnością środków krzywości krzywych płaskich. 
Każdy z jej punktów jest spodkiem prostopadłej z punktu 
odpowiedniego krzywej, na tworzącą biegunową poprowa
dzonej [502], będąc środkiem pierwszej krzywości krzywej 
danej. Widzieliśmy przed chwilą, jak przypuszczając płas- 
czyznę odwijającą się z powierzchni biegunowej, i punkta 
krzywej danej związane z tworzącemi tej powierzchni, każdy 
z tych punktów przebiegając podczas odwijania się krzywę 
daną, znajdzie się w końcu w jednym i tym samym punkcie, 
w którym zbiegają się przekształcone rozwiniętych. Krzywa 
która jest miejscem geometrycznem środków krzywości, 
przekształcona po odwinięciu, będzie miejscem geometry
cznem spodków prostopadłych poprowadzonych z tego 
punktu stałego do tworzących przekształconych. Lecz two
rzące są prostemi stycznemi do krawędzi zwrotu, która jest 
miejscem geometrycznem środków kul ściśle stycznych: 
przekształcona więc miejsca geometrycznego środków krzy
wości, jest miejscem geometrycznem spodków prosto- 
padych poprowadzonych z pewnego punktu stałego na sty
czne do przekształconej, miejsca geometrycznego środków 
kul ściśle stycznych .

529. Proste, które są przekształconemi rozwiniętych 
krzywej danej, po rozwinięciu powierzchni biegunowej na 
płasczyznie, przedstawiają nie tylko same rozwinięte prze
kształcone, ale i ich styczne które przypuszczamy związane 
nierozłącznie z niemi przy rozwijaniu. Biorąc pod uwagę 
dwie różne rozwinięte tej samćj krzywej danej, styczne do 
tych rozwiniętych w punktach odpowiednich znajdują na 
jednej i tej samej płasczyznie normalnej do krzywej danej, 
a zatem na jednej i tej samej płasczyznie stycznej- do po
wierzchni biegunowej. Rozwinięcie tej ostatniej powierzchni 
nie zmieni więc kąta pomiędzy stycznemi do rozwiniętych : 
kąt ten będzie stale równym kątowi pomiędzy prostemi 
przekształconemi rozwiniętych.
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Jeżeli teraz weźmiemy pod uwagę dwie rozwinięte tej 
samej krzywej w przestrzeni, i dwa układy normalnych 
krzywej danej styczne do rozwiniętych, normalne te two- 
rzyć będą kat stały w punkcie przecięcia się na krzywej 
danej. Innemi słowy, biorąc pod uwagę normalne do krzy
wej danej, obwijające pewną rozwiniętę, chcąc otrzymać 
inną rozwiniętę, dość będzie obrócić każdą z normalnych 
około punktu na krzywej danej o jeden i ten sam kąt, nie 
wychodząc rozumie się z płasczyzny normalnej.

530. W szczególnym przypadku, gdy krzywa w prze
strzeni staje się krzywą płaską, powierzchnia biegunowa 
staje się powierzchnią walcową prostopadłą do płasczyzny 
linji krzywćj. Jedna rozwinięta jest wtedy płaską, krzywą 
przecięcia się .płasczyzny zawierającej krzywę, z tą po
wierzchnią walcową : rozwinięta w tym tylko szczególnym 
przypadku jest zarazem miejscem geometrycznem środków 
kół krzywości. Oprócz tej, krzywa płaska ma nieograni
czoną liczbę innych rozwiniętych skośnych, znajdujących 
się na powierzchni walcowej. Odwrotnie, ile razy powierz
chnia biegunowa jest walcową, krzywa dana jest płaską, bo 
jej płasczyzna ściśle styczna będąc prostopadłą do tworzą
cych walca, ma kierunek stały.

530. Równanie rozwiniętych w przestrzeni, wy
maga rachunku całkowego, i nie może być tu podanem.

531. Przykład. Linja śrubowa. Niech będzie walec obrotowy 
i koło kóre jest przecięciem prostopadłym do tworzących tego walca. 
Niech będzie punkt ruchomy przebiegający okrąg tego koła ruchem 
jednostajnym, podczas gdy środek jego posuwa się również rucłiem 
jednostajnym po osi walca. Punkt ten zakreśla na powierzchni 
walca linję skośną, nazwaną linją śrubowa. Weźmy układ osi prosto
kątnych, oś walca za oś OZ, dwie średnice prostopadłe kola tworzą
cego w początkowem jego położeniu za osie OX i OY; nazwijmy a 
promień walca, © kąt zmienny przebieżony przez punkt ruchomy po 
okręgu koła, liczony od osi OX; oznaczmy przez dot 0 spółczynnik 
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stały, wyrażający stosunek drogi przebieżonej przez środek kola ru
chomego na osi OZ, do drogi przebieżonej przez punkt ruchomy po 
okręgu koła w tymże samym czasie; otrzymamy dla jakiegokolwiek 
położenia punktu ruchomego

(4) a? = ados?, y=awst p, z =ap dot 0

równania które mogą być uważane za równania linji śrubowej : rugu
jąc P z trzech powyższycłi równań, otrzymalibyśmy dwa równania 
tej linji w zwykłym kształcie.

Różniczkując, otrzymamy

(2) da =—a wst ode, dy= adosędą, dz = adp dot 0

a zląd, różniczka łuku [547]

(3) dl = adewst 0
a zatem [477]

(4) dos & = — wst 0 wst«, dos 3 = wst 0 dos ę, dosy=dos9

oznaczając przez a, 3, Y kąty stycznej do linji szukanej z osiami 
spółrzędnych. Ostatnie z równań (4) pokazuje nam że :

Styczna do linji śrubowej tworzy z osią walca kąt stały, równy 0, 
dotyczna jest właśnie stosunkiem dróg przebieżonych w równym cza
sie przez środek koła ruchomego po osi walca i przez punkt ruchomy 
po okręgu tego koła.

Różniczkując równania (4), i oznaczając przez 5, n, «, kąty nor
malnej głównej z osiami, przez dk kąt styczności [500], otrzyma
my [501]

(5) dos ^dk = — wst O dos ędę, dos f\dk = — wst O wst ędę, 
dos ^dk = O

a ztąd
(6) dk = wst Odę
(7) dos |=: — dos q, dosn = — wst ę, dos ==0

a zatem, oznaczając przez R promień pierwszej krzywości [500]
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Widzimy z równań (7) i (8), że
Normalna główna, czyli kierunek promienia kr żywości linji śrubo

wej jest prostopadłą do osi walca spotykającą tę oś; promień pierwszej 
krzywości tej linji jest stałym.

Różniczkując równania (7), nazywając X, p., v kąty jakie prosto
padła do płasczyzny ściśle stycznej tworzy z osiami, i oznaczając 
przez dr kat skręcenia otrzymamy [510]:

dos adk — dos Adr = — wst ędę 
dos ę>dk — dos udr = dos odę 
dos ydk + dos vd^ = 0

a zważywszy na (4) i (6)

dos Adr = — dos2 9 wst ^d>i 
dos uds = dos2 0 dos a^d^ 
dos vdr = — dos 0 wst Ode

Wyciągając pierwiastek z summy kwadratów tych ostatnich równań, 
będziemy mieli

(9) dr = dos Odę
a więc
(10) dos) = — dos @ wst q, dos p. = dos 0 dos«, dosv = —wstO

a zatem [511] zważywszy na (3) i oznaczając przez T promień 
skręcenia

T _ “
~ wst 0 dosO

Promień skręcenia linji śrubowej jest stałym; płasczyzna ściśle sty
czna tworzy kąt stały z tworzącemi walca.

bródek kuli ściśle stycznej jest ten sam dla tej krzywej, co środek 
koła krzywości; spółrzędnemi jego są [512 (10)]

X, = x — R dos 5 = — a dot2 0 dos q

Y, = y + R dos n = — a dot2 0 wst © 

Z, = z — R dos ( = aq dot i
(12)
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Wzory te pokazują [525], że krawędź zwrotu powierzchni biegu
nowej linji śrubowej danej jest także linją śrubową, nakreśloną na 
walcu mającym oś wspólną z walcem linji śrubowej danej, i promień 
równy a doi- 0;

Równanie płasczyzny normalnej do linji śrubowej jest [467]

— wst 0 wst q (x — a dos«) — wst 0 dos q (y — a wst q) 

+ dos 0 (z — aq dot 0) = 0 

czyli
(13) — x wst <p — y dos q — z dot 0 = a© dot2 0

Biorąc pochodną względem 9, otrzymamy

(14) — x dos q — y wst q = a dot2 0

a równanie powierzchni biegunowej [525] otrzymamy rugując P 
z (13) i (14). Powierzchnia ta nazywa się powierzchnią śrubową roz- 
wijalną; przecięcie się jej z podstawą walca, danem jest przez dwa 
równania

(15)
— x wst © — y dos q = atf dot2 0
— x wst q — y dos © = a dot2 0

wyznaczające krzywę płaską, która (jak się później przekonamy) jest 
rozwijającą koła promienia a dot2 0.



ROZDZIAŁ XXIV

0 KRZYWOŚCI POWIERZCHNI

O krzywości linij nakreślonych na powierzchni. — Przecięcia normalne : — 
Twierdzenia Meunier’a. — Przecięcia główne.—Punkta krzywości kulistej.— 
Linja wskazująca. — Styczne sprzężone.— Wzory ogólne na promienie krzy
wości. — O Linjach krzywości powierzchni. —Własności linij krzywości. —- 
O układzie potrójnym prostokątnym powierzchni. — Układ potrójny prosto- 
kątny drugiego stopnia. — Przykłady : — Punkta krzywości kulistej eli
psoidy. — Linje krzywości elipsoidy. — Linje krzywości powierzchni obro
towych, — Powierzchni rozwijalnych. —Zadania do rozwiązania.

•
O krzyw ości linij nakreślonych na powierzchni.

532. Badać krzywość powierzchni w punkcie danym, 
jestto badać krzywości różnych linij, jakie przez punkt dany 
na powierzchni nakreślić można.

Krzywości te nie są, jak zobaczymy, zupełnie od siebie 
niezależnemi, jakby się na pozór zdawać mogło : związki 
zachodzące między krzywościami linij przechodzących 
przez punkt dany na powierzchni, dają nam obraz krzywo
ści powierzchni w tym punkcie.

Niech będzie równanie powierzchni.

F(x, y, •) = 0

wyznaczające z w funkcji x i y, które przyjmiemy za 
zmienne niezależne. Oznaczamy [518] pochodne częścio- 
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we z względem x i y, przez skrócenie :

^Z ^Z 325 ^Z (i2z
xzFP‘ 3y=0 &*="‘ boy*’ »="

Równanie
(1 ) dz=pdx — qdy

będzie [472] równaniem różniczkowem powierzchni, przy- 
czem zachodzić będą związki

( dp = rdx -\-sdy 
( dq = sdx — tdy

otrzymane różniczkując częściowo (i) względem x i y. 
Będziemy mieli również różniczkę zupełną dz wyrażoną 
przez r, s, t:
(3) d?z = rdx^ + ^sdxdy + tdy2

Niech będzie punkt M, dany na powierzchni uważanćj,

i QQ‘ normalna do powierzchni w tym punkcie; niech 
będzie jakakolwiek linja LL' nakreślona przez ten punkt 
na powierzchni, MT styczna, MN normalna główna tej 
linji. Oznaczmy dalej przez

x, y, z spółrzędne punktu M
a, 3, Y kąty stycznej MT z osiami
E, 7, s kąty normalnej głównej MN z osiami
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R promień krzywości, dk kąt styczności krzywej LL‘ 
w punkcie M.

Różniczka łuku dł krzywej LL‘ w punkcie M będzie 
wyrażoną przez Rdk [500] i będziemy mieli

(4) dx = Rdk dos a, dy = Rdk dosp , dz = Rdk dos Y

i podobnież [501]

(5) ddoso= dk dos 5, d dos ^> = dk dos n, ddosy = dk dos".

Równanie normalnej QQ‘ do powierzchni [472] można 
napisać pod kształtem

X— Y—y Z—z
— p —q 1

a zatem dostawy kątów, jakie normalna ta tworzy z osiami, 
będą miały wyrażenia [69]

— P — q 1
V1+p+q ’ V+p+7 ’ +P+7

Pierwiastek V Ą-p^Ą-^ może być wziętym ze zna
kiem — lub — : znak więcej odpowiada jednemu z kierun
ków MQ, MQ tej normalnej, znak — drugiemu. Przy
puśćmy że bierzemy pierwiastek z jednym z tych znaków, 
odpowiadającym kierunkowi MQ; nazwijmy O kąt QMN 
jaki kierunek ten normalnej do powierzchni tworzy z kie
runkiem MN normalnej głównej krzywej LL‘, oznaczonym 
przez kąty 5, 7, (; otrzymamy [66] :

dos O _ dos ‘ —? dos 5 —7 dos 1
V1+p‘+q‘
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a na mocy wzorów (5)

(6)
d dos Y — pd dos a — qd dos 3dk dos 6 =

vi — p^ + cf

Podstawiając wzory (4) w (1) i (2), otrzymujemy

(7) dos Y = p dos a + q dos 3
(8) dp = Rdk (r dosa +s dosp), dq = Rdk (s dosa — t dos^)

a różniczkując (7)

d dos Y = (pd dos a — qd dos 3) + (dp dos a — dq dos 3)

i podstawiając (8)

(9) ddosy — pd dosz — qd dos[3 = Rdk (r dosła +2s dosa dosp — tdos?3) .

Wzór (G) daje nam na mocy (9)

R _ • V1 + p^ + q^ 
dos 9 r dos2a + 2s dos a dos 3 + t d°S2p 

wzór, który wyraża promień krzywości jakiejkolwiek linji 
nakreślonej na powierzchni w funkcji ilości zależnych od ró
wnania powierzchni, i od kierunku stycznej do linji uważa
nej. Ponieważ promień krzywości R przypuszczamy zawsze 
dodatnym, dos 0 będzie tego samego znaku co wyrażenie 
po prawej stronie równania (10), przez co kąt 9 a zatem 
jeden z kierunków MQ,MQ ; normalnćj do powierzchni pozo
stawiony dotąd dowolnym, podobnie jak znak V 1 -]-p2-}-q\ 
będzie teraz wyznaczonym.

533. Twierdzenie Meunier’a. Weźmy pod uwagę 
krzywe nakreśloną na powierzchni, będącą przecięciem 
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powierzchni przez płasczyznę przechodzącą przez normal- 
nę MQ i styczne MT, krzywę, którą nazywamy przecięciem 
normalnem powierzchni : nazwijmy Ro promień krzywości 
tej krzywej; kąt 0 jest tu równym zeru, lub równym - : 
mamy więc na zasadzie (10)

(11) ___________ __________________________
— 1 r dosła + 2s dosa dosp + t dos^p

a zatem przedstawiając w (10)

(12) R = ± Ro dos 0

znak + odpowiada wartości 0 <3, znak — wartości 0 > 5-

Wzór (12) wyraża twierdzenie następujące :
Promień krzywości jakiejkolwiek linji nakreślonej przez punkt 

dany na powierzchni, otrzymuje się rzucając nu płasczyznę 
ściśle styczną tej linjipromień krzywości przecięcia powierzchni 
płasczyzną normalną, przechodzącą przez styczne do linji 
danej w punkcie danym powierzchni.

Z tego twierdzenia wyprowadzamy zaraz następujący 
wniosek :

Jeżeli zakreślimy kulę, której kołem wielkiem jest koło ki ży
wości przecięcia normalnego powierzchni, luszelkieprzecięcie po
wierzchni płasczyzną ukośną przechodzącą przez styczne przecię
cia normalnego, będzie miało za koło krzyioości przecięcie kuli 
przez tę płasczyznę ukośną.

Twierdzenie Meunier‘a sprowadza badanie promieni 
krzywości wszelkich linij nakreślonych na powierzchni do 
badania promieni krzywości przecięć normalnych.

534. Krzywość przecięć normalnych. Wzór (11) 

daje nam krzywość przecięcia normalnego, przyczćm R, 
przypuściliśmy zawsze dodatnem; znak = w mianowniku 
pierwszej strony tego wzoru odpowiada dowolnemu zna-

62
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kowi pierwiastku w liczniku drugiej strony.
Lecz mianownik ten — I jest dostawą kąta utworzonego 

przez kierunek wyznaczony MN [502] promienia krzywości 
R, z tym kierunkiem normalnej MQ (fig.133 )do powierzchni, 
który odpowiada obranemu [532] znakowi V1+p2+q; 
kąt ten może być więc w przypadku przecięcia normalne
go O lub T; znak więc — mianownika ±1 wzoru (11) bę
dzie odpowiadał kątowi O, gdy wyznaczone kierunki MN 
i MQ promienia krzywości przecięcia normalnego i nor
malnej do powierzchni będą skierowane w tę sarnę stronę, 
znak — gdy kierunki te będą się rozchodziły w strony 
przeciwne od punktu M na tej samej prostej. Przyjąwszy 
więc że w pierwszym razie promień krzywości przecięcia 
normalnego, któren oznaczać będziemy przez R, jest doda- 
tnym, w drugim razie odjemnym, otrzymamy wzór

43 R=___________V1+p+q___________

7 dos‘a + 2s dos a dos 3 + l dos2p

nie zawierający dwuznaczności znaków, któren da nam 
promienie krzywości wszystkich przecięć normalnych 
w punkcie M powierzchni.

Zauważymy jeszcze, że wszystkie te promienie krzywości 
odcinanemi są na jednej i tej samej prostej normalnej do 
powierzchni w punkcie M : nie odstępujemy więc od zwy
kłego znakowania, dając znak — tym które rozciągają się 
w jednę stronę, znak — tym, które rozciągają się w stronę 
przeciwną poprzednim, licząc od punktu M.

535. Aby ułatwić porównywanie krzywości różnych 
przecięć normalnych powierzchni w jednym i tym samym 
punkcie, dogodnem jest umieścić początek spółrzędnych 
w tymże punkcie M (fig. 134), przyjąć za oś Z normalną MZ 
do powierzchni, a za osie X i Y dwie prostopadłe na płas-
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czyznic stycznej w punkcie M‘ do powierzchni. Styczna MT

do przecięcia normalnego LL‘ w punkcie M znajdować 
się będzie na płasczyznie XY; będziemy mieli dla tego 
punktu M :

P=0, (=0, dosy=0, dosp —wsta

a biorąc V 1 +p2 +q‘, któren staje się tu ±1, ze zna
kiem —, wzór (13) stanie się

(14) R = -------------------- --------------------- - 
r dos-a — 28 WSt a dos a — t WSt2a

Różne przecięcia normalne odpowiadać będą różnym war
tościom kąta a == TMX.

Mianownik wyrażenia (14) można napisać pod kształtem

” a - + 2o dos 2a + s wst 2%

a nazywając %o kąt zawarty pomiędzy 0 i 5 , określony 

. przez równanie

(15) s = za st 2u,
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równanie (142) stanie się

R=.- - - - - - - - - - -  - 1------------
(9 *$‘+V*+(‘2) dos2(—2,)

gdzie pierwiastek w mianowniku ma byó wzięty ze zna- 
T — t kiem ilorazu —— przez dos 26o-

536. Przecięcia główne. Wyrażenie promienia krzy- 
wości przecięć normalnych powierzchni pod kształtem (16), 
w którym kąt a, wyznaczający płasczyznę normalną prze
cięcia w punkcie danym powierzchni, wchodzi tylko 
w ostatnim wyrazie mianownika, pozwala nam wyznaczyć 
od razu wartość największą i najmniejszą tego promienia 
krzywości. Jakoż, wartości te odpowiadają kątowi a danemu 
przez równanie

dos (a — «,) == = 1 
z którego

" । T a = Co T n 9

gdzie n jest jakąkolwiek liczbą całkowitą. Lecz ponieważ 
dwie wartości a różniące się o parzystą wielokrotność 7, 
dają jedno i to samo przecięcie normalne, weźmiemy pod 
uwagę tylko dwie wartości

a — Co 1 “—“09

z których jedna odpowiada najmniej szóści, druga najwię- 
kszości.

Dwa te przecięcia normalne powierzchni nazywamy prze
cięciami głównemi\ promienie krzywości tych przecięć, pro
mieniami krzy tcości głównemi powierzchni w punkcie danym.
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537. Aby przecięcia te były wyznaczonemi w danym 
punkcie, trzeba żeby kat a0 dany przez równanie (15) był 
wyznaczonym, co wymaga żeby s i r — t nie były jedno
cześnie zerami dla spółrzędnych tego punktu. Jeżeli mamy 
jednocześnie

s — 0 , r — t=0

wzór (14) daje nam

co pokazuje że wszystkie przecięcia normalne powierzchni 
w danym punkcie mają jeden i ten sam promień krzywości: 
ma to miejsce naprzykład dla każdego punktu kuli, bo prze
cięcia normalne jako koła wielkie, mają wszystkie promie
nie krzywości równe promieniowi kuli. Punkt jakiejkolwiek 
powierzchni, w którym wszystkie przecięcia normalne mają 
ten sam promień krzywości, nazywać będziemy punktem 
krzywości kulistej, lub pępkiem.

538. Ile razy punkt dany M powierzchni nie jest pun
ktem krzywości kulistej, prowadząc płasczyznę styczną do 
powierzchni w tym punkcie, możemy wyznaczyć za pomocą 
równania (15) na tej płasczyznie dwie styczne prostopadłe 
pomiędzy sobą w punkcie M', z których jedna odpowiada 

kątowi a0, druga kątowi & + F . Biorąc początek spół- 

rzędnych w punkcie M (fig. 134) jak powyżej, i normalną 
do powierzchni za oś Z, możemy wziąść jednę z tych sty
cznych za oś X, drugą za oś Y, przez co układ spółrzę
dnych nie przestanie być prostokątnym. Kąt Co stanie się 
wtedy zerem, a wzór (15) da nam

s — 0



982 ROZDZIAŁ XXIV.

przez co wzór (14) stanie się

__ 1__
7 d0S2a — MvsVa

lub

(17 ) $=rdosu+twst‘a

Nazwijmy R,, R,, promienie krzywości przecięć głó
wnych powierzchni : promienie te odpowiadają warto

ściom 0 i 3 kąta a; równanie (17) da nam

1 4(18 ) P—mr, —=t

przez co równanie (17) stanie się

(19 ) ‘== dos‘a——wst‘a

wzór, który nam daje promień krzywości jakiegokolwiek 
przecięcia przez kąt jaki to przecięcie tworzy z jednem 
z przecięć głównych, i promienie krzywości tych ostatnich 
przecięć. Wzór ten nie zmieni się, jeżeli za a podstawimy 
wartość T — a, a zatem :

Dwa przecięcia normalne, tworzące kąty równe z jednem 
z przecięć głównych, mają promienie krzywości równe i tych 
samych znaków.

539. Jeżeli a zwiększy się o 3, promień krzywości R 

przecięcia normalnego zmieni się w ogólności : nazwijmy 
jego wartość R‘ ; wzór (19) da nam

*—R,wsa+2,dosa
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a dodając wzór ten do (19) otrzymamy

4 A ! 1 
RT R‘= R,T R,

co nam pokazuje że summa odwróconych promieni krzywo- 
ści, czyli po prostu summa krzywości dwóch przecięć nor
malnych prostopadłych pomiędzy sobą jest stałą.

Połowę summy odwróconych promieni krzywości prze
cięć głównych, czyli wyrażenie

1/AA\2 (R, T R 2)

nazwano krzywośćią średnią powierzchni w punkcie danym: 
a zatem :

Średnia arytmetyczna krzywości dwóch przecięć normalnych 
jakichkolwiek, lecz prostopadłych pomiędzy sobą, jest stałą i 
równą krzywości średniej powierzchni w punkcie danym.

540. Weźmy teraz pod uwagę zmienność promienia 
krzywości R przecięcia normalnego, gdy a, to jest kąt jaki 
przecięcie to tworzy z jednem z przecięć głównych, zmienia 
się od O do 7.

Przypuśćmy naprzód, że promienie krzywości R, i R, 
są tych samych znaków [534]; znaki te możemy również 
przypuścić dodatnemi, w przeciwnym bowiem razie dość 
byłoby zmienić kierunek osi Z. Zakładając R, < R2 i pi- 
sząc wzór (19) pod kształtem

1_  1 Z 1 1 \
R= R, (R, R, wst?

widzimy że — zmniejsza się od — do — czyli że R zwię- 
iii Lg
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ksza się od R, do R,, gdy a zwiększa się od 0 do i
2‘

że następnie R zmniejsza się od R, do R,, gdy a zwiększa się 

od E do T, pozostając zawsze tego samego znaku : po- 

wierzchnia więc znajduje się cala po jednej stronie swej 
płasczyzny stycznej, w blizkości punktu styczności.

Przypuśćmy powtóre że R, i R, są znaków przeciwnych 
naprzykład R, dodatne, R, odjemne; załóżmy

R2 = — R, stW

gdzie a' oznacza kat zawarty pomiędzy 0 a o ; wzór (19) 

stanie się

4 = 1 , (wst‘ — WSt2a)R RtWSt2a

Jeżeli a zmienia się od 0 do a', R zwiększa się od 0 
do a, przechodzi dla a=a‘z wartości — c do warto
ści — c i zmienia się od — c do R,, gdy a zwiększa 

się dalej od a' do 5 . Gdy a zwiększa się od 3 do T — a, 

R zmniejsza się od R, do — c , poczem przechodzi znów 
w wartość — c, i zmniejsza się od — co do R,, gdy a 
zwiększa się od T — a' do T.

W tym przypadku, punkta powierzchni są jedne z jednej 
strony, drugie z drugiej strony płasczyzny stycznej w pun
kcie danym poprowadzonej : następuje w tym punkcie pe
wnego rodzaju przegięcie powierzchni, bo przecięcie nor
malne odpowiadające kątowi a', lub w — a', ma promień 
krzywości w tym punkcie nieskończenie wielki, co jest 
w ogólności cechą przegięcia.

541. Linja wskazująca. Poprowadźmy w punkcie da
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nym powierzchni płasczyznę styczną, i w odległości nieskoń
czenie małej od płasczyzny stycznej, płasczyznę równoległą: 
ta ostatnia płasczyzna przetnie powierzchnię podług pewnej 
linji krzywej, której granicą jest linja nazwana przez p. Ka- 
rola DUPIN linja wskazująca powierzchni w punkcie danym.

Granicę tę uważać należy co do kształtu a nie co do iciel- 
kości, której granicą jest widocznie zero; za linję wskazu
jącą można wziąść zatem wszelką linję wymiarów skończo
nych, do której linja określona powyżej, wymiarów nie
skończenie małych, jest w granicy podobną. Określimy to 
bliżej i dowiedziemy zarazem, że'linja wskazująca dla ja
kiegokolwiek punktu powierzchni jest koniecznie linją dru
giego stopnia.

Weźmy płasczyznę*styczną w punkcie danym do powierz
chni za płasczyznę spółrzędnych XY (fig. 133), linię nor
malną za oś rzędnych Z. Równanie powierzchni przedstawi 
się pod kształtem
(1) z==9(r,y)

a przecięcie powierzchni płasczyzną równoległą w odległo
ści h od płasczyzny stycznej poprowadzoną, rzuci się w na- 
turalnej wielkości na tę płasczyznę styczną, podług linji 
krzywej której równaniem będzie

(2) h = ? (x, y)

Rozwijając podług wzoru Taylor’a i zachowując zwykłe 
znakowanie

dx ’ i^y 1‘ Da ‘ ^^y ‘ ^y1

otrzymamy .

(3) h= 2 (0,0) +px -\-qy-\-~ (ra? + ^sxy + ty-) + 8,
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gdzie x i y są nieskończenie małemi, s, zaś nieskończenie 
małą trzeciego lub wyższego rzędu. Lecz ponieważ płasczy- 
zna xy jest płasczyzną styczną w punkcie uważanym wzię
tym za początek spółrzędnych, więc

9(0,0)=0, p=0, q=0

a zatem równanie (3) staje się

@) 1=3(u*+2sy+t)+6,

Załóżmy że r, s i t nie są wszystkie trzy zerami lub nie- 
skończonemi w punkcie uważanym M powierzchni; wy
kreślmy na płasczyznie stycznej XMY Krzywę AB podobną

fig. 133.

do krzywej ab danej przez równanie (4), która jest rzu
tem w naturalnej wielkości przecięcia W powierzchni płas
czyzną równoległą w odległość h = MN poprowadzoną, 
obierając punkt M za środek podobieństiua i pewną wiel
kość m za stosunek podobieństwa ; czyli innemi słowy, określ
my spółrzędne x, y' krzywej AB przez równania :

x = mx , y = my

Podstawiając wartości “=m ^~m 2 tych równań
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w (4) i mnożąc przez m2 po podstawieniu, otrzymamy ró
wnanie krzywej AB,

(3) 2hm2 — r^- — ^sxy — ty1 — 2m3 6,

Ponieważ stosunek podobieństwa m jest dowolnym, za
łóżmy że m powiększa się nicograniczenie, w miarę jak h 
się zmniejsza, tak że
(6) gr hm2 == 9e
gdzie g jest ilością skończoną : przechodząc do granicy, i 
zważywszy że s, jest nieskończenie małą względem h na 
zasadzie (4), i że zatem gr 2m\ = 0, otrzymamy równa
nie :
() 9=r+2y+ty?

linji AB wymiarów skończonych, podobnej do linji ll 
w granicy jej kształtu, gdy h = MN zdąża do zera. Równa
nie (7) będzie już równaniem linji wskazującej: równanie to, 
jest tóm samem co równanie (4), w którem przechodząc do 
granicy, założyliśmy nieskończenie małą trzeciego rzędu E, 
równą zeru, zaś g = 2h nieskończenie małem drugiego 
rzędu, tego samego co pozostałe wyrazy równania.

Równanie (7) pokazuje że linja wskazująca jest zawsze hnją 
drugiego stopnia.

Jeżeli rl — s2 > 0, aby linja (7) była rzeczywistą, trzeba 
żeby g było tego samego znaku co r i t, które, jak waru
nek rt > s- pokazuje, są tych samych znaków; linja wska
zująca jest wtedy elipsą-, a ponieważ g i h są tych samych 
znaków z (6), odległość h może mieć jeden tylko znak : 
płasczyzna równoległa do płasczyzny stycznej w odległości 
nieskończenie małej poprowadzona, przecina powierzchnię, 
jeżeli ją poprowadzimy z jednej strony płasczyzny stycznej, 
lecz nie przecina powierzchni, jeśli ją poprowadzimy z dru
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giej; powierzchnia znajduje się po jednej stronie płasczyzny 
stycznej w bliskości punktu styczności.

Jeżeli rt—s2 < 0, g a więc i h musi mieć podwójny 
znak — lub — : linja wskazująca składa się z dwóch hyper- 
boi sprzężonych, mających te same assymptoty, z których 
jedna ma za oś ogniskową oś nieogniskową drugiej. Po
wierzchnia znajduje się z jednej i z drugiej strony płasczyzny 
stycznej w blizkości punktu styczności.

Jeżeli nakoniec rt—s2 == 0, g a więc i h może mieć je
den tylko znak, ten sam co pochodne r i t : powierzchnia 
znajduje się z jednej strony płasczyzny stycznej w blizkości 
punktu styczności. Linja wskazująca (7) zamienia się na 
układ dwóch prostych symetrycznych względem pun
ktu M. Linja ta nie może być więc w żadnym przypadku 
właściwą parabolą.

542. TWIERDZENIE. Promienie krzywości przecięć, nor
malnych powierzchni w pewnym punkcie, sg w stosunku kwa
dratów promieni wodzących poprowadzonych z tego punktu da 
linji icskazujgcej, śladów płasczyzn przecinających.

Niech będzie punkt M (fig. 133) powierzchni i wskazująca 
AB. Przeciąwszy powierzchnię płasczyzną normalną ZMT, 
otrzymamy przecięcie LL'; powiadam że stosunek pro
mienia krzywości tego przecięcia do kwadratu promienia 
wodzącego MT wskazującej, jest stałym.

W samej rzeczy, płasczyzna ZMT przecina linję W podo
bną w granicy do AB, w punkcie P linji LL': nazwijmy B 
promień krzywości linji LL' w punkcie M : wiemy [431] że

R=2NP
NM

NM jest stałą, odległością nieskończenie małą przecięcia 
ównoległego do płasczyzny stycznej, którem określiliś-
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my [541] wskazującę : stosunek więc Np jest stałym; a

NP , ponieważ stosunek MT jest także stałym, równym m dla 

podobieństwa ll z AB, więc stosunek R do MT2 jest 
stałym, c. b. d. d.

Twierdzenie to pozwala nam wyprowadzić z łatwością i 
przedstawić dotykalnie zmienność promieni krzywości prze
cięć normalnych, sprowadzając zadanie do badania zmien
ności promieni wodzących, wyprowadzonych ze środka, 
elipsy lub hyperboli. Największości i najmniejszości tych 
promieni krzywości odpowiadają kierunkom osi linij wska
zującej : kierunki te wyznaczają nam więc przecięcia głó
wne powierzchni.

W przypadku wskazującej złożonej z dwóch hypcrbol 
sprzężonych, promień wodzący ze środka ma dwie najwię
kszości i dwie najmniejszości wedle dwóch osi jednej i 
dwóch osi drugiej hyperboli sprzężonej : lecz ponieważ te 
dwa promienia odpowiadają jeden wartości dodatnćj, drugi 
wartości odjemnej promienia krzywości, właściwie zacho
dzi tylko jedna największość i jedna najmniejszość dla kie
runków prostopadłych pomiędzy sobą.

W przypadku rt — s2 == 0, kiedy wskazująca składa się 
z dwóch prostych równoległych, jeden z promieni krzywo
ści głównych staje się nieskończenie wielkim w kierunku 
równoległym do prostych; drugi ma kierunek prostopadły 
do tych prostych.

Wskazująca eliptyczna przedstawia odwróconą summę, 
wskazująca hyperboliczna odwróconą różnicę, kwadratów 
promieni wodzących prostopadłych ze środka do krzywej 
wyprowadzonych, stałą : własność ta, zważywszy na znaki 
promieni krzywości, udowadnia własności podanej wy
żej [539] przeciec normalnych prostopadłych, a mianowi
cie że summa ich krzywości jest stałą.
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Dwa promienie wodzące wskazującej elliptycznej, lub 
1 hyperbolicznej równo nachylone do osi, są równe : więc 
dwa przecięcia normalne tworzące z przecięciami głównemi 
kąty równe mają promienie wodzące równe.

Jeżeli wskazująca staje się kołem, wszystkie promienie wo
dzące ze środka są równe : punkt taki który odpowiada 
wskazującej kołowej jest punktem krzywości kulistej po
wierzchni.

Tak dla powierzchni drugiego stopnia, dla których 
wszystkie przecięcia płasczyznami równoległemi dają krzywe 
podobne, wskazującą dla jakiegokolwiek punktu jest prze
cięcie powierzchni jakąkolwiek płasczyzną równoległą do 
płasczyzny stycznej w tym punkcie Punktami -więc krzy
wości kulistej powierzchni drugiego stopnia są punkta, 
w którychpłasczyzna styczna jest równoległą do płasczyzny 
przecinającej powierzchnię podług koła;

543. Uwaga. Teorja powyższa zmienności promienia 
krzywości przecięć normalnych powierzchni w punkcie da
nym, przypuszcza że drugie pochodne częściowe, któreśmy 
oznaczyli przez r, s, t mają wartości skończone, wyzna
czone dla spółrzędnych tego punktu. Gdy założenie to nic 
ma miejsca, wyrażenie promienia krzywości przecięcia 
normalnego [535 (4)]

R=--------------------1-------
r dos“a — 28 wst a dos a — t WSt'a

któreśmy wyprowadzili przypuszczając początek spółrzę
dnych prostokątnych w punkcie danym powierzchni i oś Z 
skierowaną podług normalnej, przedstawia się pod kształ
tem niewyznaczonym dla jakiegokolwiek kąta a jaki prze
cięcie uważane tworzy z przecięciem płasczyzną ZX. Czę
stokroć można uczynić wyrażenie to wyznaczonem za 
pomocą osobnego podstawienia, jak to zobaczymy na na- 
stępującym przykładzie :
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Niech będzie powierzchnia odniesiona do układu spółrzę- 

dnych prostokątnych, o którym mowa, dana przez równanie

__ 22 + y?

() . 5F2f(%)
gdzie f jest pewną funkeją, którą dla większej ogólności 
przykładu pozostawiamy nieokreśloną. Pochodne r, s, t 
zawierając wyraźnie wyrażenie f (£) niewyznaczone w o- 

gólności dla x = 0, y = 0, przedstawiają się pod kształ
tem niewyznaczonym i teorja nasza się nie stosuje. Załóżmy

(2) x = P dos«, y=p wst a 

równanie (i) stanie się

" 2/(st a)

Równanie (3) może być uważanem jako równanie przecięcia 
powierzchni płasczyzną y =x st a, przyczem z i p będą 
spółrzędnemi punktów tego przecięcia, które jest parabolą 
mającą stycznę w wierzchołku położoną na płasczyznie XY. 
Aby znaleźć wyrażenie ogólne promieni krzywości przecięć 
normalnych, zauważymy naprzód że z równania (1) z jest 
funkcją jednorodną drugiego stopnia spółrzędnych x i y 
a zatem [227]

ra* + ^sxy + ty? = 25 = 4* " ■
czyli podstawiając wartości (2), dzieląc przez p2 i zakłada
jąc w granicy P = 0 :

r dos2a — 25 wst a dos a — t wst2a = ——-
/ (St a)
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Wartości r, s, t odpowiadają tu wartości p = 0 czyli 
x = 0, y = 0, to jest wartości spółrzędnych początku, 
który jest tu punktem uważanym na powierzchni. Wyraże
nie promienia krzywości staje się więc

R =f(st a)

i prawo zmienności tego promienia krzywości zależy jedy
nie od funkcji nieokreślonej f. Promień ten podobnie jak 
funkcja /' nie koniecznie ma wyznaczoną jedyną najwię- 
kszość i najmniejszość, lecz może mieć wiele największości 
i naj mniejszości, lub nie mieć ich wcale [295].

544. Styczne sprzężone. Weźmy pod uwagę krzywę 
nakreśloną na powierzchni i płasczyzny styczne do powierz
chni w różnych punktach tej krzywej : płasczyzny te obwi- 
jają powierzchnię rozwijalną [518], której charakterysty
czną jest prosta będąca granicą przecięcia się płasczyzny 
stycznej w pewnym punkcie krzywej uważanej na powierz
chni, z płasczyzną styczną w punkcie nieskończenie zbliżo
nym tej krzywej poprowadzoną. Charakterystyczna ta wraz 
ze styczną do krzywej uważanej w punkcie danym, stanowią 
układ dwóch prostych stycznych do powierzchni, które 
p. K. Dupin nazwał styczncmi sprzeżonemi.

Równaniem płasczyzny stycznej do powierzchni w pun
kcie x, y^ z jest

(i) z—s = P (X—) + 7 (Y—y)

Aby znaleźć równanie powierzchni obwiniętej tą płasczy
zną, trzeba [514] z równania (i) i z równania otrzyma
nego przez zróżniczkowanie (i) wyrugować zmiennę nieza
leżną w funkcji której zmieniamy wielkości x, y, z, p i q^ 
przechodząc od punktu do punktu krzywej uważanej na po
wierzchni : równanie otrzymane przez zróżniczkowanie (£),
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zważywszy na związek dz =pdx — qdy [472] stanie się

(2) (X—x) ^P + (Y —y) dq == 0

Krawędź zwrotu [516] powierzchni obwiniętej tak otrzy
manej daną będzie przez zróżniczkowanie (2) :

(3) (X—x) d-p — (Y—y) diq — {dxdp — dydq) = 0

wraz z równaniami (1) i (2) : układ tych trzech równań 
napisać można w następujący sposób :

X—« X—   Z—z  dpdx-\-dqdy 
dq —di pdq — qdp dqd^p — dpd2q

Wartości na X, Y, Z z tych równań są spółrzędnemi 
punktu krawędzi zwrotu odpowiadającego punktowi x, y, z 
powierzchni; trzy pierwsze stosunki (4) zrównane są ró
wnoważne z równaniami (1) i (2), i przedstawiają chara- 
kterystycznę, która wraz zc styczną w punkcie x, y^ z do 
krzywej uważanej stanowi układ stycznych sprzężonych.

Nazwijmy a, 3, Y, kąty jakie styczna do krzywej uważa
nej na powierzchni w punkcie x, y, z, tworzy z osiami; 
przez a', 3, Y kąty z osiami charakterystycznej powyższej 
czyli stycznej sprzężonej. Wiemy [466] że dostawy kątów 
a, 3, y są proporcjonalne różniczkom dx, dy, dz : równa
nia zaś (4) pokazują, że dostawy kątów a', 3‘, • są 
proporcjonalne różniczkom: dq czyli sdx + tdy [532]; 
— dp czyli — {rdx — sdy); nakoniec pdq — qdp czyli 
(ps — clr} dx + {pt — qs} dy jak widzimy z łatwością zc 
znanych [532] wartości różniczek dp i dq. Mamy więc

. dos a dos B'
s dos a H t dos 3 —(r dos a — s dos 3)
_ dos /__________________ •

{ps — qr} dos a + {pt — qs) dos s

63
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Równanie (5) daje nam związek pomiędzy kątami jakie 
styczne sprzężone w punkcie danym powierzchni tworzą 
z osiami.

Jeżeli weźmiemy, jak zwykle, punkt uważany powierz
chni za początek spółrzędnych prostokątnych, których oś Z 
jest skierowaną podług normalnej powierzchni, osie zaś X 
i Y według stycznych do przecięć głównych powierzchni 
w tym punkcie [538], otrzymamy

p=0, q=0 , s=0
dosy = 0, dos 3 == wst a 
dos Y=0, dos B‘ = wst a’

a równanie (5) stanie się
r(6) st a st a' = — 7

Porównywając wzór ten z równaniem linji wskazującej 
[541 (7) ], która będzie w tym układzie odniesioną do swych 
osi, widzimy że równanie (6) jest równaniem średnic sprzę
żonych tej linji drugiego stopnia (to jest średnic, z których 
każda dzieli na dwie równe części cięciwy równoległe do 
drugiej) : a zatem

Styczne sprzężone wpunkcie danym powierzchni są skierowane 
podług średnic sprzężonych wskazującej.

Promienie krzywości przecięć normalnych powierzchni 
są proporcjonalne do kwadratów średnic wskazującej : a że 
jak wiadomo kwadraty średnic sprzężonych mają summy 
lub różnice równe, więc

Summa algebraiczna promieniprzecięć normalnych, odpowia
dających stycznym sprzężonym,, jest stałą.

545. Wzory ogólne na promienie krzywości 
główne. W poprzedzających rozwinięciach braliśmy 
dla ułatwienia szczególny układ spółrzędnych prostokąt
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nych, którego początek był w punkcie uważanym powierz
chni, a oś Z skierowana podług normalnej do tój powierz
chni. Lecz gdy idzie o badanie krzywości nie tylko w jednym 
punkcie powierzchni, lecz o porównywanie tych krzywości 
w różnych punktach, niezbędnśm jest wyprowadzenie wzo
rów względem jakiegokolwiek układu prostokątnego, do 
którego powierzchnia dana jest odniesioną.

Weź my wzór [534 (13)] na promień krzywości jakiego
kolwiek przecięcia normalnego

(1) R- A+r+7
r dos?a—2r dosa dosp — t wst2a

(2) dos Y=pdosa+q dosp
i równaniu [66]

(3) dos‘a + dos®p — dos2y = 1

między któremi rugując dos Y, otrzymamy

(4) (A + p^} dos2a + ^pq dosa dosp + (1 + q^ dossp = 1

Pomnóżmy równanie (A) przez (4); wypadek będzie 
mógł być wypisanym pod kształtem jednorodnym wzglę-

w którym układ spółrzędnych prostokątnych przypuszczamy 
jakimkolwiek; i oznaczamy przez a, 3, Y kąty jakie styczna 
przecięcia tworzy z osiami : znak pierwiastku VA+p?+q2 
wyznacza kierunek promieni krzywości dodatnych na nor
malnych powierzchni.

Dostawy kątów a, 3, Y, proporcjonalne różniczkom 
dx, dy^ dz, między któremi zachodzi równanie

dz = pdx — qdy, 
czynią zadość równaniu
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dem dos a, dos 3 :

(1 —p—----- P.) dos”
\ \Ji-\-p2Jrq2'

+2 (pq   — dosa dosp
V V1+p+ą"

4(144, Et ) dos2p = 0 \ V1+p+q3/

546. Równanie (5) jest drugiego stopnia względem sto
sunku dos§ : każdśj wartości danej promienia krzywości R 

odpowiadają dwie wartości stosunku dosg wyznaczające 

dwa kierunki, według których przeciąć należy po
wierzchnię aby przecięcie miało promień krzywości żąda
ny R. W razie największości lub najmniej szóści R, dwie 
te wartości muszą być w ogólności równe (wyjmujemy 
przypadek w którym r, s, t są zerami lub niewyznaczo- 
nemi); największość więc i najmniejszość R odpowiada 
pierwiastkom równym równania (5), rozwiązanego co do 

stosunku dos z : co pociąga za sobą warunekdos p

pq — -----==- — 1 — p^----- 
. 11+v‘+q3/ \ vi+p2+q‘

V1+p*+ą2 
lub
(G) {rl—s) R‘-[ +)r- 2pqs + (1 +pi)4] V1+p+7 R 

+(1+p+4)=0

którego pierwiastkami są wartości R, i R, promieni krzy- 
wości głównych.
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Aby wyznaczyć dos a, dos 3 odpowiadająco tym warto
ściom, zauważymy, że równanie (5) ma dwa pierwiastki 
równe lak co do dos a, jak i dos 3, gdy podstawiemy w nie 
jednę z wartości 11 czyniących zadość wartości (6) : każdy 
z tych pierwiastków będzie więc zarazem pierwiastkiem 
równania otrzymanego, biorąc pochodnę równania (3) 
co do dos a lub dos [i : a zatem wartości żądane dos o i dosp 
dane będą przez równania

(1 —p?------ 2.. - ) dos a — (pq----- - 38 ) dos 3=0
\ V 1+p2+q3/ \ \ll-\-pr-\-q1)

(pq-----— R8 ) dos a — (1 + q?...... ....B‘ A dos 8 = 0
V V1+p‘+q‘/ \ V1+p‘+q‘/

otrzymane biorąc pochodne częściowe równania (5) wzglę
dem dos a i dos 3. Z tych dwóch ostatnich równań otrzy
mujemy z łatwością

(7)

r dosa — s doss __ s dosa — t dosp 

(1+p2) dosa — pq doss Pq dosa — (1+q2) doss 
_Vi+P+7

R

Równanie utworzone z dwóch pierwszych stosunków (7) 
jest drugiego stopnia i jednorodne co do dos«, dosp : wy
znacza więc w ogólności dwie wartości dos§ odpowiada- 

jące dwóm przecięciom głównym. Równania (2) i (3) wy- 
znaczają następnie wartości na dos a, dosp.

Oznaczając przez R, i R, pierwiastki równania (6), otrzy- 
mamy

(8)

| R,+R,= [Jl+£Vz^£2idz^

) n, R, - 1+/+q
. ' ri — S‘
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co nam da
( (R R,)

0 ) _(1+p+0‘)1+p*)(A+v")w”qe 2s__,__ £_T
) (rt—s2)2 pq 1+pł 4+q‘.

(1+p+q(1+p)(1+9) r t 72I + {rt-sy L4+p 1+9

Aby równanie (6) miało dwa pierwiastki równe R, = R,, 
warunkiem koniecznym i dostatecznym jest, jak widzimy 
z równania (9), żeby

r _  t s
(0) 1+p 1 +q‘ pq

Wartości te odpowiadają więc punktom krzywości kulistej 
czyli pępkom powierzchni.

547. Wyznaczenie punktów krzywości kulistej po
wierzchni. Weźmy jeszcze pod uwagę równanie (5): jeżeli 
punkt powierzchni ma być punktem krzywości kulistćj, 

kierunek dany przez dos § , dla którego krzywość prze

cięcia ma mieć wartość daną R, musi być niewyznaczo- 
nym, bo wartości R we wszystkich kierunkach są wtedy 
równe : co wymaga, żeby spółczynniki dos a i dos 3 w ró
wnaniu (5) były osobno zerami. Warunek ten można na
pisać jak następuje :

. r_s__ f__ yi+p+7

widzimy więc że warunek ten zawiera równania (10). Ró
wnania te wyznaczają nam więc punktu krzywości kulistej 
w liczbie ograniczonej lub nieograniczonej, które jednak
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tworzyć będą linję ciągłą tylko w szczególnym przypadku, 
gdy dwa równania (10) zamienią się w jedno; czyli gdy 
jedno z nich będzie algebraicznem następstwem drugiego. 
Linja wyznaczona w tym przypadku na powierzchni, będzie 
Lwją krzywo^ci kulistej powierzchni.

548. Uwaga. Porównywając równanie (6) wyznaczające 
promienie krzywości główne, a zatćrn dwa punkta na nor
malnej, które nazwać można środkami krzywości głównemi 
powierzchni w punkcie danym, z równaniem [316 (9)] 
uważanem przy poszukiwaniu największości i najmniej szóści 
odległości punktu danego od powierzchni, widzimy z ła
twością że punkta M‘ i M", które tak ważną grały rolę 
we wzmiankowanem poszukiwaniu, są właśnie środkami 
krzywości głównemi tej powierzchni.

O Linjach krzywości powierzchni.

549. Określenie. Jeżeli nakreślimy pewną linję krzywą 
na powierzchni i poprowadzimy przez punkta tej krzywćj 
proste normalne do powierzchni, proste te nie będą się 
w ogólności przecinać pomiędzy sobą : dwie proste nor
malne do powierzchni poprowadzone w dwóch punktach 
nieskończenie zbliżonych krzywej uważanej mogą się nie 
znajdować na jednej płasczyznie, a zatem nie mieć nawet 
w granicy punktu wspólnego. W szczególnych tylko przy
padkach, dla linij nakreślonych w pewien szczególny sposób 
na powierzchni, dwie normalne do powierzchni poprowa
dzone w punktach nieskończenie zbliżonych takiej linji prze
cinają się ze sobą : linję te nazywamy linjami krzywości po
wierzchni.

W tym ostatnim przypadku, dwie normalne do powierz
chni nieskończenie zbliżone przecinające się ze sobą wyzna
czają płasczyznę : powierzchnia która jest miejscem geome-
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trycznem tych normalnych, jest więc powierzchnia rozwijal- 
ną [518] jako obwinięta płasczyzną zmieniającą swe 
położenie w przestrzeni.

Odwrotnie, ile razy normalne poprowadzone w pewien 
sposób do powierzchni tworzą powierzchnię rozwijalną, 
normalne te w punktach nieskończenie zbliżonych powierz
chni danej, spotykają się ze sobą, jako charakterystyczne 
powierzchni rozwijalnej ; możemy więc powiedzieć że :

Linją krzywości powierzchni nazywamy linję, w której punk
tach poprowadzone normalne do powierzchni, tworzą powierz
chnię rozwijalną.

550. Równanie linij krzywości. Niech będą spółrzę- 
dne x, y, z, jakiegokolwiek punktu powierzchni odniesionej 
do układu osi prostokątnych; załóżmy jak zwykle [532]

(1) dz = pdx -\-qdy, dp = rdx — sdy, dq = sdx + tdy

równaniami normalnej do powierzchni będą [472]

c) ^-x}Ą-p^-z) = Q, (-)+,(-=) =0.

' Zmieniajmy teraz spółrzędne a, y, z punktu powierzchni 
w funkcji pewnej zmiennej, od której zależyć będą również 
p i q, tak, żeby punkt ten pozostając na określonej powyżej 
linji krzywości, normalna (2) tworzyła powierzchnię roz
wijalną : normalna ta jako charakterystyczna tej ostatniej 
powierzchni będzie zawsze na płasczyznie obwijającej po
wierzchnię rozwijalną, płasczyznie, której równanie napisać 
możemy pod kształtem

(3) [x—x+p(Z-:)]—?[Y—y+7(Z—)]=0

oznaczając przez p pewną funkcję parametru zależnie od 
którego zmieniamy spółrzędne x, y, z, W rzeczy samej, ró-
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wnanie ( ) wyraża tylko że płasczyzna przedstawiona przez 
nie zawiera zawsze prostę (2), zmieniając się zresztą wraz 
z parametrem zmiennym zawartym w q.

Lecz jak wiadomo [514) równanie charakterystycznej 
jest układem równania płasczyzny (3) i równania otrzyma
nego przez zróżniczkowanie (3)g0 do do parametru : układ 
ten musi więc być równoważnym z układem (2). Różnicz
kując (3) co do parametru i zważając, że x, y, z, p i q za
leżą od tego parametru, otrzymamy

0) [—{dx + pdz} + (Z—z) dp] — 9 [-dy + qdz) + (Z—z) dq]
+|X-/+7(Z-:)14ę=0

Równanie to, wraz z równaniem (3) ma stanowić układ 
równoważny z (2) : lecz równanie (3) jest tożsamością na 
mocy (2), więc i równanie (4) musi być tożsamością na 
mocy (2), to jest mieć miejsce dla jakichkolwiek X, Y, Z.

Ostatni wyraz równania (4) jest zerem na mocy drugiego 
równania (2) : aby dwa pierwsze wyrazy stanowiły rów
ność niezależną od Z czyli Z—z, trzeba żeby

( dx — pdz = q {dy — qdz)
(5) )

( dp = z>dq

a więc rugując 9, musi zachodzić równanie
(6) — dp _ dq

dx-\-pdz dy-\-qdz

Równanie (6) wyraża więc warunek konieczny i dosta
teczny, jakiemu czynić muszą zadosyć spółrzędno x, y, z 
pewnych punktów powierzchni, aby punkta te stanowiły 
linję krzywości : równanie (6) jest więc równaniem różnicz
kowym linij krzywości. Gdybyśmy z tego równania zawierają-
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cego różniczki spółrzędnych, mogli otrzymać równanie w sa
mych spółrzędnych, to ostatnie równanie byłoby równaniem 
powierzchni, której przecięcie się z powierzchnią daną wy
znaczyłoby linje krzywości szukane. Zadanie to wchodzi 
w zakres rachunku całkoioego ; samo równanie różniczkowe 
(6) pozwala nam jednak wyprowadzić pewne własności 
godne uwagi tego rodzaju linij krzywych nakreślonych na 
powierzchni.

551. Jeżeli w równaniu (5) zastąpimy dz, dp, dq, przez 
ich wartości (1), otrzymamy

rdx — sdy sdx — tdy 
(1+p) dx+pqdy — pqdx + (1+9) dy

a znosząc mianownik

(8) T+as — pqt] &+ta +) r — (1+p) 0 dz

+ [pqr — (1 -p?) s] = 0.

Pochodne częściowe p, q, r, s, t, są zranemi funkcjami 
x i y z równania powierzchni danej : równanie (8) zawiera 
więc tylko spółrzędne x i y i ich różniczki, jest więc ró
wnaniem rzutu linji krzywości na płasczyznę XY.

Dla każdego układu wartości spółrzędnych x i y równa
nie (8) daje dwie wartości 44 : przez każdy punkt po

wierzchni, przechodzą, więc w ogólności dwie linje krzywości’, 
tylko w przypadku punktu krzywości kulistej, równa- 
nie (8) staje się tożsamością na mocy równań [547 (11)] 
warunkowych tego punktu, w którym zatem liczba linij 
krzywości jest nieograniczoną.

552. Weźmy normalnę do powierzchni w punkcie uwa
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żanym, który nie przypuszczamy punktem krzywości kulis
tej, za oś Z; a płasczyznę styczną do powierzchni w tym 
punkcie za płasczyznę XY : będziemy mieli p=0, q= 0 
[535] a równanie (8) stanie się :

(9) s(dv) +(—) 
\dx /

dy .— -- 8 = 0 ax

Widzimy zaraz, że wartości 4% z tego równania nie mogą 

być urojonemi (cobyśmy zresztą i z równania (8) choć nieco 
trudniej wnieść byli mogli), zatem :

Przez każdy punkt powierzchni przechodzą koniecznie dwie 
linje krzywości. Iloczyn pierwiastków co do 4% równania (9) 

równa się mniej jedności; a zatem :
Dwie linje krzywości przechodzące przez każdy punkt powierz

chni, który nie jest punktem krzywości kulistej, mają styczne 
w tym punkcie prostopadłe.

Jeżeli teraz weźmiemy płasczyzny przecięć głównych po
wierzchni w punkcie danym za płasczyzny spółrzędne ZX 
i ZY, będziemy mieli 8 = 0 [538]. Pierwiastki równa
nia (9) co do 7! staną się jeden zerem, drugi nieskończo

nością; styczne do linji krzywością będą jedna osią X, 
druga osią Y, a zatem :

Linje krzywości są styczne w każdym punkcie do linjiprzecięć 
głównych powierzchni w tym punkcie.

Wyjątek zachodzi zawsze dla punktu krzywości kulistej, 
dla którego mielibyśmy w równaniu (9) 8 = 0, r — t na 
mocy [547] (14)].

553. Twi•erdzenie. Krawędź zwrotu powierzchni rozwi- 
jalnej utworzonej przez normalne poprowadzone do powierz
chni w punktach linji krzywości, jest miejscem geometrycznem 
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środków krzywości przecięć normalnych, stycznych do tej linji 
krzywości.

Niech będzie w samej rzeczy punkt M (fig. 136) powierz

chni, normalna M Z, linje krzywości MA i MB i styczne do 
tych linji krzywości M X i M Y : płasczyzny ZMX, Z M Y są 
płasczyznami przecięć głównych. Weźmy punkt M‘ nieskoń
czenie zbliżony do punktu M na linji AM i poprowadźmy 
normalne M'O do powierzchni w tym punkcie : normalna ta 
przetnie się z normalną M Z w punkcie O [549]: punkt O 
jest środkiem krzywości przecięcia głównego powierzchni 
płasczyzną ZMX. Jakoż, punkt M' może być uważanym 
jako znajdujący się na płasczyznie Z M X z przybliżeniem 
nieskończenie małem drugiego rzędu, bo M X jest styczną 
do AM: linja M'O z takimże przybliżeniem jest normalną 
do powierzchni w punkcie przecięcia głównego nieskoń
czenie zbliżonym do M; czyli normalną nieskończenie 
zbliżoną do normalnej MZ krzywej płaskiej, która jest 
przecięciem głównem powierzchni. Punkt O w granicy 
jest więc środkiem krzywości tego przecięcia głównego 
M Z X. Punkt ten O jest zarazem przecięciem dwóch cha
rakterystycznych M Z i M' O powierzchni rozwijalnej o któ
rej mowa w twierdzeniu, a zatem miejsce geometryczne 
jego jest krawędzią zwrotu tej powierzchni: twierdzenie 
więc jest dowiedzionem dla linji krzywości A M.
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Dowodzenie dla linji krzywości B M przeprowadzić mo
żna zupełnie w podobny sposób.

554. UWAGI. Nic należy sądzić jakoby w ogólności śro
dek krzywości O przecięcia głównego był zarazem środ
kiem krzywości linji krzywości M A : normalne M O, M' O 
do powierzchni i do przecięcia jej głównego są wprawdzie 
normalnemi do linji krzywości MA lecz nie są jej normal- 
nemi głównemi, których przecięcie wyznaczałoby środek 
krzywości linji M A.

Czyli innemi słowy, płasczyzna normalna ZMX po
wierzchni nie jest koniecznie płasczyzną ściśle styczną linji 
krzywości A M : może to mieć miejsce tylko w szególnych 
przypadkach.

Jakkolwiek otrzymaliśmy tylko równanie różniczkowe linji 
krzywości (przejście od równania różniczkowego do równa
nia pierwotnego jest zadaniem rachunku całkowego) mo
żemy wnieść jednak z tego cośmy powyżej [552] powie
dzieli, że linje krzywości stanowią dwa układy oddzielne 
linij na powierzchni, przecinających się w każdym punkcie 
powierzchni pod kątem prostym, to jest mających styczne 
prostopadłe w punktach wspólnych.

Układy takie nazywać będziemy układami krzywych pro- 
stokgtnemi: krzywe te dzielą powierzchnię na nieograni
czoną liczbę prostokątów krzywolinijnych nieskończenie 
małych, których boki przeciwległe należą do jednego i tego 
samego układu linij krzywości. Oba te układy linij krzywo
ści, będąc wyrażonemu przez jedno równanie [551], stano
wią w ogólności analitycznie jeden tylko układ krzywych, 
które można uważać w ten sposób jako złożone każda 
z dwóch gałęzi; w szczególnych tylko przypadkach dwa te 
układy mogą być przedstawionemi przez równania różne .

Każda linja nakreślona na płasczyznie lub kuli może być 
uważaną jako linja krzywości lej powierzchni. W przypadku 
płasczyzny wszystkie normalne, czyli prostopadłe do niej 
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w punktach pewnej linji nakreślonej na płasczyznie, tworzą 
jako równoległe powierzchnię walcową rozwijalną ; w przy
padku kuli normalne te spotykając się w środku kuli two
rzą powierzchnię ostrokręgową rozwijalną; jakąkolwiek 
więc będzie linja nakreślona na płasczyznie lub kuli, linja 
ta czyni zadość określeniu linji krzywości [549]. Zresztą, 
w przypadku płasczyzny, mamy

dp = 0 , dq = 0;

w przypadku kuli, danej przez równanie

(x—x,) + (Y—v) + (z-zy- a =0 

znajdujemy

dx — pdz — (z—z) dp = 0 , dy + qdz — (z—z0) dq = 0

W jednym i drugim więc razie, równania (6) [550] li- 
nij krzywości są sprawdzonemi.

555. Inne własności linij krzywości. Oznaczmy 
przez a, 3, Y kąty jakie styczna do pewnej linji nakreślo
nej na powierzchni tworzy z osiami, przez a', 3, Y kąty 
normalnej do powierzchni z osiami, otrzymamy [472]

dos a' dos 8‘ 
P — ~ a ” (=--—H dos.y dosy

i również [466] 
dx dy dz 

dos a dosp dosy

a równanie (6) [557] linij krzywości stanie się

dosy ddoso—dosaWdosy _ dosy ddoss—doss‘ddosy 
dosa dosy' — dosy dosa' dosp dosy — dosy doss’
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czyli

(10)
(dosp dosy — dosy dosp') d dosa’

— (dosy dosa — dosa dosy') d dosp

— (dosa dosp' — dosp dosa') d dosy =0

Mamy zresztą znane związki

dosa dosa' — dosp dosp' — dosy dos== 0 
dos2a + dos2p' + dos2y' = 1

z których przez różniczkowanie otrzymujemy

(11) dosa' d dosa' — dos‘d dosp' + dosy' d dosy — 0

związek, na zasadzie którego równanie (10) staje się

d dosa'_ . d dosp' d dosy' 
dosa dosp dosy 

a ztąd

Twierdzenie i. Aby linja nakreślona na potaierzchni 
była linja krzywości tej powierzchni, koniecznem jest i dosta- 
tecznem, żeby styczna do linji danej w każdym jej punkcie była 
równoległa do prostej tworzącej z osiami kąty, mające dostawy 
proporcjonalne różniczkom dostaw kątów, jakie normalna do 
powierzchni tworzy z osiami.

556. Załóżmy dla jakiejkolwiek krzywej zakreślonej na 
powierzchni

(13) dk = V(ddoso)2 + d(dos8)2 + ddosy)

i określmy kąty 5, n,.%, przez równania

(14) d Aos,a'—dk' dos;', d dosp' = dk' dosą, d dosy= dk' dos;'
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Jeżeli krzywa dana jest linją krzywości, normalne do po
wierzchni w punktach tej linji tworzą powierzchnię rozwi- 
jalną [549], są więc stycznemi do pewnej linji skośnej, 
krawędzi zwrotu tej powierzchni rozwijalnej; katem sty
czności tej linji skośnej będzie dk\ kątami zaś jakie nor
malna główna do niej poprowadzona tworzy z osiami 
kąty V, 7, %. Kierunek tej normalnćj głównej jest prosto
padłym do kierunku normalnej powierzchni, (jak widzimy 
podstawiając (11) w (11)), normalna więc główna do krawę
dzi zwrotu powierzchni rozwijalnej, o której mowa, znaj
duje się na płasczyznie stycznej do powierzchni danej.

Oznaczamy jeszcze przez X, /, v kąty z osiami prostej 
poprowadzonej prostopadle do normalnej powierzchni i do 
linji powyższej, określonej kątami 5, 7, " : dostawy ką
tów V, 7, "‘ proporcjonalne do d dosa, d dosp, d dos, 
są proporcjonalne [509] do d dosż, d dos;x, ddosv. Za- 
łożywszy więc

(15) dr‘=v(d dosa): + (d dosp.)2 + (d dosv')2 
otrzymamy

(16) d dosh‘== dosk‘dr, d dosy‘== dosn‘dr, d dosv = dos‘‘dr

Oznaczmy wreszcie przez o kąt utworzony przez stycznę 
do jakiejkolwiek krzywej danej na powierzchni z kierun
kiem określonym przez kąty 5, 1, (; przez 0 kąt nor
malnej do powierzchni z płasczyzną ściśle styczną krzywej 
danej, przez s,"7,%, i X, M, v, kąty z osiami normalnej 
głównej i prostopadłej do płasczyzny ściśle stycznej tej 
krzywej, przez dk i dr kąt styczności i kąt skręcenia. Pro
ste które tworzą z osiami spółrzędnych kąty- : a', p', 7; 
Ę, 7, U’; X, PÓ v,’ tworzą układ prostokątny,' a dostawy 
kątów z osiami stycznej, normalnej głównej i prostopadłej 
do płasczyzny ściśle stycznej krzywej danćj na powierzchni,
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mają wartości odpowiednie następujące.

0, doso, wsto
dosO, = wstO wsto, = wstO doso 
wstO, = dosO wsto, — dosO doso

Zważywszy, że znaki niższe powyższych ilości zamieniają 
się na wyższe, jeżeli zastąpimy o przez o—T, zamiast je
dnego kierunku stycznej, biorąc kierunek przeciwny wzglę
dem punktu styczności, weźmiemy pod uwagę tylko znaki 
wyższe, przyczem zachodzić będą wzory następujące, otrzy
mane za pomocą wzoru [66] na dostawę kąta między dwo
ma prostemi:

. dosa dosa + dosp dos[4' — dosy dosy = 0,
(17) ’ dosa dos?' — dosp dosn’ — dosy dos, = doso,

( dosa dosX‘ — dosp dosp.' — dosy dosv‘ = wsto,

dosk dosa' — dosn dos^' — dos, dosy = dosO, 
dos; dosk’ + dosn dosn’ — dos’ dosC = wstO wsto, 

(los; dosX‘ + dosn dosa' + dost dosy = — wsto doso,

7 ( dos) dosa' + dosa doss — dosy dosy’ = wstO,
(19) ) dos? doss + dosa dosp' + dosv dosC = — dosO wsto),

। dos) dos)/ — dosa dosy.’ — dosv dosy’ = — dos® doso .

Różniczkując pierwsze i trzecie z równań (17), zważając 
na pozostałe z równali powyższych, i na znane wzory [510],
otrzymamy
(20)

(21)
(22)

dosodk’ — dosedk = O 
dr’ = do + wst Odk 

dr = d0 — wst odk’ 
64
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równanie (20) i (22) daje nadto :

(23) dr == de — dosO st tódk

557. Cztery ostatnie równania mają miejsce dla jakiej
kolwiek krzywej, nakreślonej na powierzchni, tak linji 
krzywości jak i innej linji. Lecz w przypadku linji krzywo- 
ści mamy (Tw. I) wst o == 0, na zasadzie tego cośmy przed 
chwilą powiedzieli; a zatem dla linji krzywości

dr — d^

na zasadzie równania (23), co nam daje godne uwagi twier
dzenie lancret'a :

Twierdzenie ii. Warunkiem koniecznym i dostatecznym 
aby linja nakreślona na powierzchni była linja krzywości, jest 
równość kata skręcenia tej krzywej różniczce kata, jaki jej płas- 
czyzna ściśle styczna tworzy z normalną powierzchni.

Jeżeli założymy dr = 0, otrzymamy d0 ==0 czyli 0 ró
wne stałej i odwrotnie, a zatem:

Wniosek. Aby przecięcie powierzchni pewną płasczyzną 
było linja krzywości powierzchni, koniecznem jest i dostatecz- 
nćm, żeby płasczyzna przecinała powierzchnię pod kątem sta
łym : to jest, żeby normalne do powierzchni w punktach 
linji przecięcia poprowadzone, tworzyły z płasczyzną prze
cięcia kąty wszystkie równe pomiędzy sobą.

558. Jeżeli linja krzywości I owierzchni jest płaską, ma
my: wst w = O, do = 0, db = 0, a równania (20) i (21) 
dają nam

dr = — st 0 = stałej 
dk •

a zatem:
Twierdzenie iii. Normalne do pfwierzchni w punktach linji
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krzywości płaskiej poprowadzone, tioozzą powierzchnię rozwijal- 
ną, której krawędź zwrotu ma stosunek kąta skręcenia do kąta 
styczności stałym. Krawędź ta jest linją śrubową, nakreśloną 
na walcu o jakiejkolwiek podstawie.

559. Woźmy teraz pod uwagę linję przecięcia się dwóch 
jakichkolwiek powierzchni : wzór (23) da nam

dr = dQ — dos 6 st Mdk
dr = d^x — dos 0, st b\dk

oznaczając przez 0,, 6, kąty określone powyżej [556] Od
powiednie drugiej powierzchni.

Otrzymamy ztąd

d (0, — 0) = (dos®, sto, — dosO sto) dk 

kąty 0 i 0, znajdują się na jednej i tej samej płasczyznie, i 
są liczone w jedną stronę, zacząwszy od normalnej głównej 
krzywej danej; różnica więc 0, — 0 wyraża kąt, jaki po
wierzchnie tworzą ze sobą. Jeżeli dodamy do tego warunek 
wst o = 0, lub wst •, = 0, żeby linja przecięcia była linją 
kzywości jednej lub drugiej powierzchni, otrzymamy :

TWIERDZENIE iv. Jeżeli pjrzeciącie się dwóch powierzchni 
jest linją krzywości każdej z nich, powierzchnie te przecinają się 
wszędzie pod kątem stałym. Odwrotnie, jeżeli dwie powierzchnie 
przecinają się pod kątem stałym, i jeżeli linja przecięcia jest li
nją krzywości jednej z nich,•linja ta jest również linią krzywo
ści drugiej.

Ponieważ każda linja nakreślona na płasczyznie lub kuli 
jest linją krzywości tej płasczyzny lub kuli, mamy wniosek 
następujący, zawierający wniosek Twierdzenia II, jako 
szczególny przypadek :

Wniosek. Aby linjapłaska lub kulista była linją krzywo
ści powierzchni danej, koniecznem jest i dostatecznem, żeby płas- 
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czyzna lub kula zawierajaca tę linję przecinała powierzchnię 
daną pod kątem stałym.

Płasczyzny styczne do powierzchni rozwijalnych, są sty- 
czndmi wzdłuż prostej tworzącej, i tworzą z powierzchnią 
kąt prosty w każdym punkcie tęj prostej, a zatem : Two
rzące powierzchni rozwijalnej są jej linjami krzywości.

O układzie potrójnym prostokątnym powierzchni.

560. Niech będą trzy układy powierzchni przedstawione 
przez równania

() f^,ysz) = g, f^x,y,z)=h, f^x,y,z}=l

gdzie x, y, z wyrażają spółrzedne prostokątne; zaś g, h, l 
niezależne od spółrzędnych parametry, którym nadając 
różne wartości, otrzymamy różne powierzchnie szcze
gólne tych układów. Te trzy układy powierzchni przeci
nających się w ogólności pomiędzy sobą, stanowią układ 
potrójny powierzchni. Jeżeli wyobrazimy sobie równania (1) 
rozwiązane co do spółrzędnych x, y^ z, równania tak 
otrzymane

(2) x=F(g,h, 1), y = F^g,h,l}, z=F,(g, h,l)

dają nam możność wyznaczenia każdego punktu powierz
chni danego przez wartości spółrzędnych x, y^ z, za po
mocą wartości szczególnych nadanych parametrom g,hj^ 
czyli za pomocą trzech powierzchni szczególnych z ukła
du powyższego (i), które przecinając się ze sobą wyzna
czają punkt dany [73]: trzy te parametry zmienne g, h, /, 
nazwanemi ztąd zostały spółrzędnemi krzywolinijnemi. Układ 
zwykły spółrzędnych prostolinijnych, jest szczególnym przy
padkiem powyższego, w którym przypuścimy że powierz
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chnie są płasczyznami równoległemi do trzech płasczyzn 
przecinających się podług osi w przestrzeni.

Godnym uwagi jest przypadek, w którym powierzchnie 
trzech układów (1) przecinają się odpowiednio pod kątami 
prostemi : układ taki nazwanym został układem powierzchni 
potrójnym prostokątnym.

Załóżmy dla skrócenia

Normalne do trzech powierzchni w punkcie wspólnym 
x, y, z tworzą z osiami spółrzędnych prostokątnych prosto
linijnych kąty, których dostawy równają się odpowiednio

1 )g 1 ^ 1 Dy- --------
G da ’ GDy’ G Dz
1 DA 4 DA 4 DA

wornee

H dx‘ Hly H Dz
1 DZ 4 3l 1 DZ
L 0x‘ L Dy’ L Dz

a zatem warunek konieczny i dostateczny, aby układ po 
trójny powierzchni był układem prostokątnym, jest zawar- 
tym w równaniach :

(4)

>g ^h 39 2h )9 oh
Żx 2x l Ży ^y*^z ^z 
ag al _39 al _39 3l 
da Żx T Dy Dy ' Dz 03
DA ^l DZ _ h 2 

| ?x x T Dy Dy 1 Dz Dc

= 0

=0

=0
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561. Weźmy za zmienne niezależne parametry g, h, l 
układu powierzchni potrójnego prostokątnego, i załóżmy 
sobie wyrazić pochodne częściowe x, y, z względem g,h, l, 
przez pochodne częściowe g, h, l, względem x, y, z.

Dla tego, we wzorze

dz=XT dg+X d—X dl’

podstawmy za dg, dh, dl ich wartości

•-2,4+3, 4+324;

>h , I h 7 I h 7 dh — — dx — — Cy---0% da 1 1 oz 

dl = 2 dx + 24 dy — ~dz 
dx dy0% 

otrzymamy, równając po jednej i drugiej stronie spółczyn- 
niki różniczek niezależnych dx, dy, dz, równania :

4_ da ^g 22 ^h dx hi 
hg hx'h/l 2xt hl hx 

0_ hx hg hx hh hx hl 
hg hy T hh hy T hl hy

, 0_ hx hg hX hh hx hl 
02 T2h Oz T3 hz

Dodajmy te równania, pomnożywszy je odpowiednio
hg hg hg przez —) —, —, hx hy hz
hl hl hlprzez —.,—,_, 
hx hy hZ

. hh hh hh , ,następnie przez —, —, — w końcu hx hy hz

otrzymamy na mocy równań (3) i (4):

(5) 29   G2lx hh  22x hl   22x
3 hg ‘ hx " hh‘ hx hl
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Znajdziemy w podobny sposób

(6)
____  q?y. 2h— gly ’ dl — -2 Ży 
by 0g‘ dy " 0h‘ ży dl

3/__ r^^z Hh^^^z 2l_ _ -222
Jz = 50‘ Jz F 2h‘ z— 57

a wzory te wraz z (3) i (4) dadzą nam

1_ (x\2 (y2 i PzY 
G=g),(g) T w

i Dx\2 )y\2 । /Dz\2 
H=(h) Th) T w

1=(l) T\l) Tl)
dx ?x __‘y 2y_23 0%_ o
0g 5h T 3g 3hT g 5 h
2x 2x Ży Ży 23 ^z_ 0
Sg 37 Tog 3l T 3g ^Z
Żx 2x Ży by 1 2z ^_z_ 0 
51 30 TOh 30—oh ol —

562. Wzory (8) i (9) wyrażają po prostu związki, jakie 
zachodzą między dostawami kątów utworzonych przez trzy 
kierunki prostopadłe z osiami spółrzędnych [66]. Mo
żna z nich otrzymać wiele związków wyrażających wła
sności układów prostokątnych. Naprzyklad, aby wyrazić

322 32x 322 pochodne częściowe drugiego rzędu

przez pochodne pierwszego rzędu zmiennych x, y, % i ilo
ści G, H, L, zróżniczkujmy pierwsze równanie (8) wzglę-
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.dem i h, drugie względem g :

(10)
) ^g 3g3h ' ^g ^g^h ' })g 3g3h G3 ^h
j Hx 3x J‘y 3 ^z _ __ 1 al.H
| 'ili^g^h' ^h ^g^h ' ^h ^g^h H2 Dg

Zró: 
dem 
otrz

żniczkujmy następnie równania (9) odpowiednio wzglę- 
1 g, h, l; odejmijmy od summy dwóch ostatnich z tak 
ymanych równań, pierwsze : będziemy mieli

(ii)
)x 3x by ^y )z ^z   
3 Ngh 1 »l ti^A ' 3l ^g^K

Pomnóżmy równania (10) odpowiednio przez 35, 3h‘

nastepnie przez —9 —72 w końcu przez —9 —9 równanie ig oh r 09 ^h

zaś (li) przez 37‘ 30‘ 32‘ otrzymamy zważywszy na (8) i (9)

( 3‘x _ — Jl.G _ Jl.H x
| dg^h oh ^g bg ^h

(12)
) 'bg^h ^h >g ^g oh
| 2‘y_Ol.G )z A ).H ^ 
| Żgh dh ^g >g ^h

R 
wari

ównania (42), przez zmianę głosek dadzą nam podobne 
ości pozostałych pochodnych drugiego rzędu :

Y‘x ^y_ 325 3x ^y ^z
^r ^i' ogol’ d^r 3h3l‘ tw

5 
dmi

33. Twierdzenie p. K. Dupin. W układzie powierz- 
potrójnym prostokątnym^ każda z powierzchni jednego
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gatunku jest przecięta przez powierzchnie dwóch pozostałych 
podług linij kr żywości.

W samej rzeczy, równania (12) można wyrazić pod kształ
tem :

Weźmy teraz pod uwagę przecięcie K dwóch powierz
chni należących do dwóch gatunków, dla których mamy 
odpowiednio

g == stałćj^ l == stałej; 

pochodne częściowe 3,3,57 są proporcjonalne dosta

wom kątów, jakie styczna do krzywej K tworzy z osiami; 
ilości zaś

.gŁ, G^, G?z lub 139, 129, 139
^g ^g ^g G dr G ^y G oz 

są dostawami kątów z osią normalnej do powierzchni g, a 
ich różniczki

\ 9) dh 9/ dh \ 09) dh 

uważane na krzywej K, są proporcjonalne na zasadzie (13) 
dostawom kątów stycznej do krzywej K z osiami : krzywa 
więc K jest linią krzywości powierzchni uważanej, na za
sadzie wyżej [555] udowodnionego twierdzenia.
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564. Układ potrójny prostokątny drugiego stop
nia. Weźmy za równania (1) trzech powierzchni, równania

/ 22 i * i 2* — i
92.1 9^—62 ' 9~—c3

7 ) h2 T- h2 —b2 c‘— h3
a 38 28 _ ,| 72 - 63—03 T c—P — 

gdzie b i c są długościami danemi prostych, przyczem 
przypuszczamy b < c.

Jeżeli parametrowi 92 nadawać będziemy wartości więk
sze od c2, parametrowi h2 wartości zawarte pomiędzy b2 
i c2, nakoniec parametrowi l2 wartości mniejsze od b2, 
pierwsze z tych równań przedstawiać będzie elipsoidy, dru
gie hyperboloidy o jednej powłoce, trzecie hyperboloidy o 
dwóch powłokach [70]. Wszystkie powierzchnie układu są 
współśrodkowe, i ich przecięcia podług osi głównych mają 
wspólne ogniska: powierzchnie te nazywają dla tego ruspół- 
ogniskowemi.

Jeżeli rozwiążemy równania (A) co do x, y, z otrzy
mamy

( qhl x— ",— bc
| \Jq^b2 113—63 163—72

, (B) J= •---- —=------- '

(
b\c2—b- 
_V9?—c2 Vc2—h2 Vc2—l2 
c vo—63

Ilości l, Vb’—, v h2 — b1 i V c — l2 mogąstać się ze
rami zgodnie z powyżej uczynionemi założeniami : należy 
więc przypuścić, że ilości te mogą zmieniać znaki, przecho
dząc przez zera, aby wzory (B) mogły wyznaczyć wszystkie 
punkta przestrzeni. Aby uniknąć dwuznaczności znaków,
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możemy wprowadzić kąty ©, 1 określone przez równania 

l=b dos 1 , v b^—02 = wst 1

V— b‘=ve—63 dos © , Je—h^^^c^—b"- wst P

Z równań (B) otrzymujemy

bx_ hl y _9Vh—63 V63—22 
^g~ bc' ^g - byc—62 193-62

3z g\Jc2—h2 Vc2—12
| bg c Ve—62 \Jg2—c-

2r gl ^y h^g^—b^ V b-—2, 
5h be"1 ^h byc—b2 162—72

33 —h V q2—c 2V c2—42 
oh cve—62 Vc2—12 

z gh ^y —l ^g'1—63 173—b'2,
dl bc 3l b \J c^—b2 162—72

oz —l\Jg^—c2 Vc—h3
\ Xl — cyc-b.Vc—7 

wartości, które podstawione w równania (9) [561] poka
zują, że układ (A) lub (B) jest w rzeczy samej układem 
prostokątnym.

Przykłady,

565. Punkta krzywości kulistej elipsoidy. Oznacz- 
my trzy pólosie elipsoidy przez g, y/g*—62 i \Jg2 — c2 : załóżmy 
b<c ; równaniem tej powierzchni będzie

a2 . y^ z2 _
(1) 921792—82792—2—
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Różniczkując to równanie częściowo względem x i y jako zmien
nych niezależnych, których z jest funkcją, otrzymamy zachowując 
zwykle [532] znakowanie

. g) pzy 
(2) -+-,== 0, -,—, = 0a 92—c2 92 — 62 92—c2

a różniczkując powtórnie

02 ,7+(1+P) =c

*+(+=,=#
sz — pq == 0 F i

po nam daje
c2z\pqr-(i^)s] = -pq

12(2/122) c^ -2-12y t ‘ +5) r - " +r) 0 - _±_ + - I- — P

Dla punktów krzywości kulistej [547] pierwsze a zatem i drugie 
strony równań (4) stają się równemi zeru, co wymaga naprzód żeby 
albo p = o albo q = o; lecz p = o dałoby wartość urojoną na qf 
musimy więc założyć q = o, a ztąd

, b V62—c2 
P=== —- -----g ^C^—b2

^c^—b^^g^—c? .bgz — — --------- —----- > x=± — 9 y =0.c------------------------ c

Elipsojda ma więc cztery punkta krzywości kulistej znajdującej się 
na płasczyźnie głównej największej i najmniejszej osi, co się zgadza 
z powyżej [542] zrobioną uwagą.

566. Linje krzywości elipsoidy. Z równań (2) i (3) 
otrzymujemy

c23 P9r—(1—P2)8] = 72 PI

: [(1+92) s-pąt] = - 93163 pq

3 [(1+92) r-(l+p^t]^ b^ {g^-c^ 
g^^-b^}

CA 
+q‘—

92
c2—62
9?—62

p2
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podstawiając te wartości w równanie [551 (8)] linij krzywości i za- 
stępując p i q przez ich wartość w funkcji x i y, otrzymamy

() Axy (d%) +(-Ay- D) de — xy = 0

gdzie oznaczyliśmy przez skrócenie

.£(—63)9?
— c2 ^-b^) ‘ c2

Równanie (5) jest równaniem różniczkowem linij krzywości eli
psoidy : przejście od tego równania do równania pierwotnego pomię
dzy x i y, które będzie równaniem rzutu linij krzywości na 
płasczyznę X Y, jest zadaniem dość złożonem rachunku całkowego.

567. Lecz twierdzenie p. K. Dupin pozwala nam wyznaczyć 
wprost linje krzywości elipsoidy. Jakoż wiemy na zasadzie tego 
twierdzenia, że jeżeli (i) jest równaniem elipsoidy, oznaczywszy 
przez h2 parametr zmienny zawarty pomiędzy b2 i c2, przez Z2 
parametr mniejszy od b^, powierzchnie gatunków danych przez 
równania

h2 T 12—62 T €2—12 —

z których pierwsze przedstawia hyperboloidy jednopowłokowe, drugie 
hyperboloidy dwupowłokowe, przecinać będą elipsoidę (1) daną po
dług linij krzywości [563] : pierwsze dadzą linje krzywości jednego 
układu, drugie linje krzywości drugiego układu przecinające poprze- 
dnie pod kątami prostemi. Równania rzutów linij krzywości na 
płasczyzny główne elipsoidy, otrzymamy rugując kolejno

23, y3, a?.

pomiędzy równaniem (1) i każdem z równań (6) i (7); będziemy mieli 
w ten sposób pierwszy układ przedstawiony przez równania rzutów 
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na płasczyzny spółrzędnych

ex3 (e3—63) y2 

g3h? T {g^-b^) (h?—62) — 1 
b^ {c^—b^ z? _ 
92h? T (92—c2)(c8—h?)

b^ Pz2 _ 
(g2-b^ {h^—b^ T (92—c2) (c2—h?) T

a drugi układ
@8x2 (e— b?) y^
9312 (g^-b^^-l^~ 
b^ 1 (c2—62) 22   
e3631(9,—c) (-0)

b‘y? . c3z2
(g?—62) (62—12) T (92—c2) (c2—!2) T 1

Widzimy z tych równań że linje krzywości obu układów, rzucają 
się podług elips na płasczyznę XZ która jest płasczyzną największej 
i najmniejszej osi; na płasczyznach zaś XY i YZ które są płas- 
czyznami osi średniej i osi wielkiej lub małej, linje krzywości pier
wszego układu mają jeszcze rzuty eliptyczne, lecz linje drugiego 
układu są w rzutach tycli hyperbolami.

Równanie (5) jest równaniem różniczkowem pierwszego z równań 
(8), wynikającym przez wyrugowanie zmiennego parametru h z (8) 
i z równania otrzymanego przez zróżniczkowanie (8) względem 
x i y [182].

MONGE podał bardzo prosty sposób kreślenia rzutów linij krzywości 
elipsoidy na jednę z jej plasczyzn głównych. Weźmy naprzykład pod 
uwagę płasczyznę główną zawierającą oś największą i oś średnią, to 
jest płasczyznę XY. Oznaczmy przez x,, 31, długości półosi elipsy 
rzutu na tę płasczyznę pewnej linji krzywości pierwszego układu : 
równania (8) dadzą nam

a rugując h z tych równań, otrzymamy

, e8x,2 (c8—63)3,2_
91 62g2 62 (g^—b9)
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Gdyby x,, 31, oznaczały długości półosi hyperboli rzutu na plas- 
czyznę X Y linij krzywości drugiego układu, mielibyśmy podobnież 
na zasadzie równań (9)

SL=l , $210,0,2 = 62—!2 g2 92—62 
a rugując l 

c2x,2 . (c2—b^y^ ,
(11) bg- + 63—- 6) =

Dajmy wielkościom x,, y^, znaczenie spółrzędnych : równania 
(10) i (11) przedstawiać będą hyperbolę i elipsę, mające środek 
wspólny z elipsoidą i osie skierowane podług osi rzutów linij krzy
wości. Monge nazwał te krzywe hypetbolą pomocniczą i elipsą pomo
cniczą. Wykreśliwszy je na odpowiedniej płasczyźnie biorąc spółrzędne 
punktów pierwszej,zapółosie układu elips, spółrzędne punktów drugiej 
za pólosie układu hyperbol, otrzymamy rzuty linij krzywości pier
wszego i drugiego układu.

568. Linje krzywości powierzchni obrotowych. 
Powierzchniami obrotowemi nazywamy powierzchnie utworzone 

przez obrót linji płaskiej około osi znajdującej się na jej płasczyźnie. 
Wszelkie przecięcia tej powierzchni płasczyznami przechodzącemi 
przez oś, nazwane południkami są sobie równe i równe linji two
rzącej. Wszystkie przecięcia płasczyznami prostopadłemi do osi na
zwane równoleżnikami, są kołami zakreślonemi przez różne punkta 
linji tworzącej podczas jej obrotu około osi. Normalna do linji two
rzącej czyli południka, jest zarazem normalną do powierzchni; bo 
styczna do równoleżnika znajduje się na płasczyźnie tegoż równo
leżnika prostopadłej do płasczyzny południka, jest zatem prostopadłą 
do normalnej południka, która w ten sposób idąc prostopadle do 
stycznych dwóch linij nakreślonych na powierzchni, jest prostopadłą 
do płasczyzny stycznej powierzchni. Normalna więc do powierzchni 
obrotowej w jakimkolwiek jej punkcie spotyka koniecznie oś obrotu. 
Południki i równoleżniki stanowią dwa układy linij krzywości [549] : 
w samej rzeczy normalne do powierzchni w punktach jednego połu
dnika znajdują się wszystkie na płasczyźnie tegoż południka, nor
malne zaś do powierzchni w punktach jednego równoleżnika, spoty
kając oś obrotu w jednym punkcie, tworzą powierzcłmię ostrokręgowę 
rozwijalną.

Własność na zasadzie której normalne spotykają oś obrotu pozwala 
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nam wyprowadzić z łatwością równanie o pochodnych częściowych 
powierzchni obrotowych. Jakoż, niech będę równania normalnej 
w punkcie x, y, z :

x-x+p(7-:)=0, Y-+4(7-:) = 0, 

gdzie p i q oznaczają pochodne z względem x i y; niech będzie 
równanie osi obrotu

X = az — b , Y = az — bj

rugując X, Y, Z z czterech równań poprzedzających, aby wyrazić 
warunek żeby normalna spotykała oś, otrzymamy równanie różnicz
kowe częściowe powierzchni obrotowych :

(1) (q+a,) {x— az — b) — (pĄ- a^y — atz— bx) ^=0

Jeżeli weźmiemy oś obrotu za oś Z, otrzymamy, zakładając w (1) 
a = 0, 6 = 0, a, = 0, b, = 0 :

(2) qx -py — O 

równanie różniczkowe częściowe powierzchni obrotowych w prost
szym kształcie.

Jeżeli powierzchnię obrotową uważać będziemy jako utworzoną przez 
kolo ruchome zmiennego promienia posuwające się równolegle do 
swego pierwotnego położenia tak, że środek jego znajduje się zawsze 
na prostej Z stałej t. j. na osi obrotu, równanie tej powierzchni 
przedstawi się pod kształtem

(3) z^^^ + y^-)

bo x2 — y2 równa się kwadratowi promienia koła, równanie (3) wy
raża tylko że z zmienia się w miarę jak promień koła się zmienia, 
funkcja dowolna z wyraża zależność dowolną rzędnej z od promie
nia koła tworzącego.

Równanie (2) wynika z wyrugowania funkcyi q z (3) i z różni
czek częściowych (3) : jakoż mamy różniczkując (3)

(4) P ==2xę‘(x2+y2), q = ^'{x2-\-y^
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a więc dzieląc

1.1 p' x czyli qx—py=().

Aby otrzymać równanie linij krzywości powierzchni obrotowej, 
mamy różniczkując (4)

r = 27 (a2 + y^} + 4x2" (2 + 2) 
=4xyl"(*+y)

‘= 2‘ (x2 + y^ + W (92 + y^

a równanie 551 linij krzywości, staje się 

849 (a4++v3) - V (a“+8)] [ay &+ (a*—v) S - «]= °- 

Równając drugi czynnik zeru, otrzymamy na d dwie wartości

(dy) _{ (dy) _! 
\da / y ‘ \dx / 2 x

Pierwsza z nich daje 

ydy + xdx = 0, czyli d (y2 —x2) = 0

ztąd mamy [145] 
y^ — x2 = stałej 

równanie kół, równoleżników. 
" i • dy . . Druga z powyższych wartości na Ta daj e

= " czyli d (\.y) = d. (lx)

ztąd wnosimy [149] że

[1.J— 1.c = stałej czy 17 = stałej 

lub po prostu

7 — stałej

równanie prostej, która jest rzutem południka na plasczyznę X Y
65
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prostopadłą do osi obrotu.

569. Linje krzywości powierzchni rozwijalnych.
Wychodząc z określenia danego powyżej [518] powierzchni rozwi- 
jalnych, jako obwiniętych płasczyzną ruchomą, przedstawmy równanie 
płasczyzny ruchomej pod kształtem ogólnym

(1) z=a+yp (o)+ł (a)

gdzie q jest parametrem zmiennym, wyznaczającym położenie płas
czyzny ruchomej, zaś ? (a), Y (a) jakiemikolwiek funkcjami tego 
parametru. Różniczkując (1) względem a, otrzymamy

(2) 0=«+y«‘ (a) +Y (a)

a układ równań (1) i (2) przedstawia powierzchnie rozwijalne. Róż
niczka zupełna dz ma wyrażenie 

dz = adx + P (a) dy + [x — y(f' (a) — Y (a)] da. 

czyli, na zasadzie (2)
(3) dz ==adx+p (x)dy

tak jakby a było stałem. Mamy więc

( x=P=” o =‘=tle):

Równania (4) dają, rugując a

(5) 1=9 (p) 

a podstawiając je w (1)

(6) z=pa+ay+Y(p)

Równania (5) (6) są równaniami różniczkowemi cześciowemi pier
wszego rzędu powierzchni rozwijalnych : wszelka powierzchnia rozwi- 
jalna czyni zadość tym równaniom. (Twierdzenie odwrotne, zawsze 
prawdziwe dla (5), i z pewnemi zastrzeżeniami dla (6) może być
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dowiedzionym tylko za pomocą rachunku całkowego).
Z równania (5) mamy różniczkując

dą=ę (p) dp
czyli [5321

rdz— sdy = ę‘(p) (sdx-\~tdy)
co nam daje
(7) r = są’ (p), t‘ (p) = s

a mnożąc pierwsze z równań (7) przez drugie otrzymamy
(8) * rt — s=0 

równanie różniczkowe częściowe drugiego rzędu powierzchni rozwi- 
ialnych, nie zawierające już śladu parametru a ani funkcyj ę,1, 
dowolnych tego parametru : równaniu temu musi czynić zadość 
wszelka powierzchnia rozwijalna.

Równanie linij krzywości 
dp _ dq 

dx-\-pdx dy-]-qdz

które staje się na mocy (4) i (3)

da ([+ę* (a) — aę (a) « (a)] dy 
+ | aq (a) — (4 + aż) «‘ (a)] dx } = 0

rozkłada się na dwa następujące
(8) da = 0
(9) dy _ (1+a2)« (a) — a (a) 

dx 1 — q2 (a) — aqp (a) «(a)

Równanie (8) daje 
a = stałej

wyraża charakterystyczne czyli tworzące prostolinijne powierzchni 
rozwijalnej, które są więc zarazem pierwszym układem linij krzy- 
wości tej powierzchni, jakeśmy to już [559] zauważyli. Rugując jedną 
ze zmiennych x, y lub a z (9) i (2) otrzymamy równanie różni
czkowe drugiego układu linij krzywości, przecinającego proste two
rzące składające pierwszy układ, pod kątem prostym.
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Zadania do r o związania.

1. Dowieść że iloczyn promieni \krzywośd głównych w punktach 
Upsoidy, w których płasczyzny styczne są równooddalone od środka, 
jest stałym.

Biorąc równanie elipsoidy w zwykłym kształcie

a2 ,62 T c2

promienie krzywości główne są dane przez równania

R 2 22—121.2 
R2— [a? — 62 — c2 — (x2—y2+22) — — —= = 0 

o O

gdzie 8 oznacza odległość od środka płasczyzny stycznej : wyraże
niem tej odległości jest,

._ /22_y2422\-{ 
°\a2."T 62

2. Znaleść promienie krzywości główne paraboloidy :

y2a_) 
a 1 b

Promienie te są dane przez równanie

— , । । . x — । abx2 R2 — (a—b—4x) R — -$= 0 
40 40*

gdzie 8 ma to samo znaczenie co powyżej.
3. Znałeść promienie krzywości główne powierzchni

xyz — m3

Otrzymujemy, oznaczając przez 8 odległość początku spólrzędnych 
od płasczyzny stycznej :

R’ + 2 a“4/4=») R + ~ = 0
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4. Dowieść że prowienie kr żywości główne powierzchni śrubowij 
skośnej

, 2xz ŻLr.z - SC dos — y wst — = 0 h h 

są w każdym jej punkcie równe i znaków przeciwnych.
5. Doreieść, że powierzchnia obieijająca kule zmiennego promienia, 

której środek przebiega krzywą daną, ma jeden układ linij krzywości 
złożony z kół charakterystycznych tej powierzchni; i odwrotnie : 
jeżeli jeden układ linij krzywości pewnćj powierzchni jest układem 
kół, powierzchnia ta jest koniecznie obwijającą kuli ruchomej, której 
środek przebiega krzywe daną. -

6. Jeżeli w poprzedzającern zadaniu promień kuli ruchomej jest sta
łym, jeden"z promieni krzywości głównych powierzchni obwijającej jest 
stałym we wszystkich punktach tej powierzchni ; i odwrotnie : jeżeli 
jeden z promieni krzywości głównych pewnej powierzchni jest stałym, 
powierzchnia ta jest obwijającą kuli ruchomej stałego promienia.

7. Dowiiść, że powierzchnia, której lin je krzywości obu układów są 
kołami, jest obieijająca kuli stycznej do trzech kul danych i odwrotnie : 
powierzchnia obwijającą kulę styczną do trzech kul danych, ma wszy
stkie swe linje krzywości kołami.

8. Dowieść, że jeżeli linje krzywości pewnej powierzchni są wszy
stkie płaskiemi, ich płasczyzny są równoległemi do dwóch prostych 
prostopadłych. ,

KONIEC TOMU PIERWSZEGO.





PRZYPISEK

KRÓTKIE WIADOMOŚCI 0 WYZNACZNIKACH
Skreślił Władysław Trzaska

For what is the theory of determinants? It is an 
algebra upon algebra, a calculus which enables us 
to combine and foretell the results of algebraieal 
operations, in the same way as algebra enables us 
to dispense with the performance of the special 
operations of arithmetic.

Sylvester, Philosophical Magazine, 1851.

Słowa powyższe jednego z najznakomitszych matematyków obe
cnie żyjących, jednego z tych którzy się najwięcej przyczynili swemi 
odkryciami do postępu teorji wyznaczników, uwalniają mnie od roz
pisywania się nad jej doniosłością i użytecznością. Przejdę więc od- 
razu do skreślenia w krótkich słowach jej historycznego rozwoju.

Początki tej teorji, bardzo słabe jak są początki każdej nauki, datują 
od 1750 roku, w którym matematyk francuzki Kramer (CRAMER) 
ogłosił w Gienewie swe dzieło Introduction a l’analyse des lignes 
courbes algebrigues, gdzie (na stronicach 657 do 659) podaje wyraźnie 
sposób tworzenia, i robi zastosowania wyznaczników, przy czem je
dnak nie podaje żadnych dowodzeń. Po nim Beżu (Bezout), w ili- 
stoire de 1’Academie Royale des Sciences. Annee 1764. Avec les Me- 
moires de Mathematigue et de Physigue poue la meme annee, wyda
nej w Paryżu w roku 1767, umieścił pracę : Recherches sur le degre 
des eguations resultantes de Vecanouissements des inconnues, et sur 
les moyens gudl conuient d'ernployer pour trower ces eguations, 
(znajdującą się na stronicach 288 do 337). Beżu podaje (na stroni
cach 291 do 298) inne określenie i robi także zastosowania. Niemcy 
chcą widzieć początki wyznaczników w liście LUBIENIECKIEGO (Lei
bniz) (1), pisanym z Hanoweru dnia 28 kwietnia 1693 roku (2) do

(1) W dziele Leibnizens geschichtliche Aufsatze und Gedichte aus den Handschrif- 
ten der Koeniglichen Bibliotek zu Hannower. Herausgegeben von Georg Heinrich 
Pertz, Hannower, 1847, (Ska 3 8 6 stronic), na stronicy 165 czytamy : Leibniziorum 
swe Lubenieziorum nomen slaoonicum, familia in Polonia.

(2) Leibnizens mathematische Schriften, wydane przez C. I. Gerhardt w Berlinie 
1850 r. tom 2 str. 238 do 241.
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Lopitala (l‘HOSPITAL). Zdaje się jednakże, wnosząc z tego listu, że je
żeli Lubieniecki przewidywał swym genjuszem calą doniosłość wy
znaczników, to w każdym razie myśli jego w tym względzie nie były 
ustalonemi i skreślił je bardzo niewyraźnie.

Właściwie więc teorja wyznaczników zawdzięcza swe istnienie 
matematykowi francuzkiemu Wandermądowi (VANDERMONDE) (1). 
Ten znakomity matematyk przedstawił 12 stycznia 1771 roku Akade- 
mji Nauk w Paryżu, pracę wielkiego na swój czas znaczenia, ogło- 
szoną w roku 1776 w Histoire i t. d. za rok 1772 w części drugiej, 
pod tytułem -.Memoire sur 1’Elimination, (zawartą na stronicach 546 
do 532). Tu po raz pierwszy, (na stronicach 516 do 526) pomiędzy 
głębokiemi poglądami, napotykamy pierwsze znakowanie wyznaczni
ków, odznaczające się zarazem łatwością w użyciu i oryginalnością; 
oraz badania tyczące się wyznaczników uważanych samych w sobie. 
Jest godnem podziwienia, że praca ta pomimo wielkich swych zalet, 
została niejako w zapomnieniu, gdyż w 1772 roku Delaplas (DE LA PLACE) 
ogłosił w tymże samym tomie Histoire i t. d. (na stronicach 267 
do 376) swą pracę B.echerches sur le calcul integral et sur le systeme 
du monde, gdzie (na stronicach 294 do 304) zajmuje się wyznaczni
kami. Praca ta niższa bez zaprzeczenia od pracy Wandermąda, zys
kała jednakże większy rozgłos i najczęściej bywa przytaczaną. Należy 
tu wspomnieć także pracę Delagranża (de la GRANGE) nad ostrosłupami 
umieszczoną w Pamiętnikach Akademji Berlińskiej za rok 1773, gdzie 
podał wiele prawd tyczących się wyznaczników trzeciego stopnia, i 
nakoniec uwagi Beżu w tym przedmiocie umieszczone w jego dziele 
Theorie gćnerale des equations algebriques, wydanem w Paryżu 
w 1779 roku.

Koszi (CAUCHY) (2), który tyle przyczynił się do postępu nauk ma
tematycznych w ogólności, stanowi także epokę w rozwoju teorji 
niniejszej. Przedstawił on w dniu 30 listopada 1812 roku, Instytutowi 
Paryzkiemu, znakomitą pracę: Sur les fonctions quine peurent obtenir 
quedeux raleurs eg aleś et de signes eontraires par suitę de transpositions 
operees entre les rariables qu’elles renferment, ogłoszoną w siedem
nastym zeszycie Dziennika Szkoły Politechnicznej Paryzkiej. W tej 
pracy Koszi nadał nazwisko i znakowanie, ogólnie dzisiaj przyjęte 
(po francuzku determinant), ścisłe określenia i dowodzenia, a prze- 
dewszystkiem prawidło nader ważne mnożenia wyznaczników, które 
także podane zostało przez Bine‘go (BINET) we współczesnej pracy, 
lecz bez dowodzenia. Około 1841 roku Jakobi ogłosił swe piękne ba
dania nad wyznacznikami, po czem nastąpił wkrótce cały szereg prac 
wielu znakomitych matematyków, z których przytoczymy następujące 
nazwiska najwybitniejsze, a mianowicie : z angielskich PP. Kele 
(Cayley), Silwester (SYLVESTER), Bul (BOOL.E), Salmon (Salmon), 
Spotisuud (SPOTTISWOODE), bracia Roberts (Roberts), i inni; z fran- 
cuzkich : PP. Ermit (HERMITE), Kąbeskiur (COMBESCURE), Pewę (PAIN- 
vin), Bertran (Bertrand), Katalan (CATALAN), i inni; z włoskich :

(1) Urodził się w Paryżu w 1735 r., umarł 1 Stycznia 1796, był uczniem Fątena 
(Fontaine).

(2) Urodził się w Paryżu 21 Sierpnia 1789 r., umarł w Sso (Sceaux) 22 Maja 1857 r.
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PP. Brioski (Bnroscni), Betti (BETTI), Bellawitis (BELLAVITIS), Dże- 
nokki (GENOCCHI), Faadibruno (Faa di BRUNO), Trudi (TRUDI) i inni; 
z niemieckich : PP. Klebsz (CLEBSCH), Aronhold (ARONHOLD), Kroneker 
(KRONECKER), Kummer (KUMNER), Hesse (HESSE) i inni. U nas w Pol
sce teorja ta mało jest uprawianą, spotykamy jednakże niektóre ba
dania nad wyznacznikami, lub też ich zastosowania w ogłoszonych 
pracacli PP. Babczyńskiego. Zajączkowskiego i Zmurki. Nazwisko 
wyznacznih, którego w ciągu tego przypisku będziemy używać, na
potykamy w wykładach Szkoły Głównej Warszawskiej. Wyraz ten 
zdaje się łączyć w sobie zgodność z naturą naszego języka, i tłuma
czyć dokładnie o ile można nazwisko nadane przez Koszi‘ego, zyska 
więc prawdopodobnie ogólne uznanie.

Z pomiędzy dzieł wykładowych w obcych językach (ponieważ nie 
posiadamy dzieł w polskim) przytoczę dla ułatwienia początkującym na
stępujące, jako najgodniejsze uwagi. Jako dzieło najprzystępniejsze : 
Teoria de determinanti e loro applieazioni. di Nicola Trudi. Napoli, 
B. PeUerano,i8G2, które obok porządku i ścisłości, odznacza się pię
knem wykończeniem. Obok tego postawię jako dobry zbiór przykładów 
dzieło Spotisuuda Elemcntary theorems relating to determinants. Lon- 
doH 1851. Jako dzieło najznakomitsze,dobrzeprzedstawiającedoniosłość i 
użyteczność teorji wyznaczników, należy wspomnieć dzieło Brioskiego: 
La teorica dei determinanti, Baria, 1854, przełożone na język fran- 
cuzki pod tytułem : Theorie des determinants et leurs prindpales ap- 
pHcations, par F. Brioschi, etc., traduit de ritalien par Edouard 
Combescure, etc., Paris, Mallet-Bachelier, 1836. Nakoniec przyto
czę przystępne i znakomite dzieło Salmona : Lessons introductory to 
the modern higher algebra, by George Salmon etc., second edition, 
Dublin, Ilodges, Smith and C°, 1866. Dzieło to przełożono ze zmia
nami na język fracuzki pod tytułem : Lecons d’algebre superieure, par 
G. Salmon, etc., traduit de 1’anglais, par Bazin, etc., augmente 
de notes, par Hermile, etc., Paris, Gauthier-Yillars, 1868.

Na tein zakończymy te krótkie wiadomości historyczno-bibljogra- 
ficzne, i przejdziemy do skreślenia kilku uwag wstępnych, naślado
wanych z Koszi‘ego, które w dalszych dowodzeniach znajdą zastoso
wanie.

W każdem rozumowaniu oderwanem, czy to ustnem czy pisanem, 
napotykamy pewną trudność w wypowiedzeniu jasnem tegoż rozu
mowania, szczególniej gdy wyobrażenia do niego wchodzące są liczne. 
Każde więc ułatwienie wyjaśniające rozumowanie zasługuje na uwagę 
i dla tego to przywiązujemy tyle wagi do dobrego słownictwa lub zna
kowania, co zresztą ma jeszcze i inne zalety, nad któremi nie będziemy 
się tutaj zastanawiać. Jednem z tego rodzaju ułatwień jest oznaczanie 
wyobrażeń (ilości) wchodzących do rozumowań przez znaki umówione 
(głoski abecadła). Dla wskazania pewnych wspólności między temi 
wyobrażeniami, oznacza je się znakami podobnymi, mianowicie gło
skami opatrzonemi pewną liczbą wskaźników. Znaki te nazywać 
będziemy wyobrażnikami, tak że wyobraźnik przedstawia się ogólnie 
w kształcie

ab,, 6,, ..,‘b.
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gdzie wskaźniki 6,. b,, .. .,be są pospolicie liczbami całkowitemidodat- 
niemi, lecz które także mogą być mnemi wyobrażeniami, jak naprzyklad 
w algiebrze są niekiedy pierwiastkami pewnych równań lub kongruen- 
cyj, a więc ilościami złożonemi (urojonemi) zwyczajnemi, lub temi 
które pierwszy używał Galoa (Galois) . Wskaźniki więc zmieniają się 
na inne, lub zmieniają tylko swe miejsce, stosownie jak przechodzimy 
od pewnego wyobrażenia do innego. Prawa tych zmian są gałęzią wa
żnej bardzo teorji porządku czyli podstawień, od której zdaje się 
zależeć przeważnie dzisiejszy postęp matematyki, a która w teorji 
wyznaczników daje dowodzenia najkrótsze, najściślejsze i najnatural- 
niejsze.

Jeżeli pewne wyobrażenia a^a^,..., ai, zastępujemy w rozumo
waniu, odpowiednio przez inne wyobrażenia 6,, bv ..., br, działa
nie takie nazywa się podstawieniem i oznacza się przez

/ d, , a2, • •• , ai
b, , b2, • • • , bi

gdzie wyobrażenia dolnego wiersza zastępować maję odpowiednio wyo
brażenia wiersza górnego. Ponieważ obojętną jest rzeczą w jakim po
rządku podstawienia wskazane powyższem wyrażeniem będziemy wy
konywać, byle dane wyobrażenie bi zastępowało zawsze to samo wyo
brażenie ai} przeto wyobraźnik powyższy przedstawienia można bez 
zmiany znaczenia wypisać tylu sposobami, ile jest przemian z l 
przedmiotów, tojestPi = 1, 2 ... / sposobami.

Jeżeli wyobrażenia b, są temi samemi co wyobrażenia a, tylko usta- 
wionerni w innym porządku, wyrażamy to równaniem

bk = Oi

W tein założeniu odróżnimy z pomiędzy Pi powyższych wyobraź- 
ników podstawienia danego pewne wyobraźniki, które określimy 
w następujący sposób. Przypuśćmy najogólniej że jest

b^a^, b^=a3,..., bi\—ay;
bi,+1==01,+2, b1,+,==0,+3, •••, b1,+1,=0+13

bi- ‘m+1 — ai—Im+2 11—I„+2 d 1+3, • b d- ‘m+1

przy czćm przypuszczamy że jest:

l = l, — l^ -- .. + Im
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Ustawmy tak wyobraźniki składające podstawienie, aby wyobraźnik 
dany górnego wiersza był równoznaczny z dolnym pary poprzedzają
cej, co daje (zastępując w dolnym wierszu b przez równoznaczne a) 
podstawieniu kształt następujący :

di» d» - ‘ 41) ( “1+1 "4+2 "" ‘ d,+1, 

@2, 03, •., 41 / \a+, C1,+3 ?”•» @1,+1

dI—lm+1» d-lm+» ... ,ai

\di—1+2,@11,+3, ■•• ’ ai 1+1

których może być l, l, ... ln, bo można zacząć każde z częściowych 
podstawień, od którejkolwiek ze składających go głosek. Ztąd widzi
my że każde podstawienie daje się wykonać przez m prostszych pod
stawień zwanych kołowemi. Nadając podstawieniu kształt powyższy 
znajdujemy już przeto liczbę składających go podstawień kołowych 
Podstawienie to można krócej wyrazić przez :

(d,, d2, •••, ai) (di,+1» a\+^ •••, du,+1) ••• (ai —m+1 CiIm+2, •••, ai)

albo też lepiej i jaśniej używając dwóch wskaźników przez :

(d,» 042, •••, @1) (d,,1, 02,2, •••, 02,12) ••• (am,1, @m,2, •••, @m,Im) •

gdzie pierwsze wskaźniki oznaczają rzęd podstawienia kołowego, zaś 
drugie, rzęd wyobrażnika w podstawieniu kołowem. Każde podstawie
nie, a więc w szczególności i kołowe, można wykonać za pomocą prze
stawień, to jest podstawień złożonych z dwóch tylko wyobrażeń. Aby 
wykonać podstawienie kołowe złożone z n wyobrażeń, należy prze
stawić kolejno naprzód pierwsze wyobrażenie z drugiem, później 
z trzeciem, i tak dalej aż nakoniec z ostatniem czyli z /dem, to jest 
trzeba wykonać n— 1 przestawień, i widocznie w ten sposób robi 
się najmniej przestawień, bo każde przestawienie porusza dwa tylko 
wyobrażenia, może więc przyprowadzić jedno wyobrażenie najwięciej 
na miejsce właściwe, wyjąwszy gdy podstawienie kołowe jest złożone 
z dwóch wyobrażeń. Podstawienie więc najogólniejsze, daje się wy
konać przez liczbę

(4,-1)+(,-1)+..+ (L— ) = l-m

przestawień, to jest różnicę liczb, wyobrażeń podstawienia danego i 
składających go podstawień kołowych. Liczba ta jest najmniejszą, bo 
jak już wyżćj powiedziano przestawienie poruszając tylko dwa wyo
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brażenia i przyprowadzając jedno z nich na miejsce właściwe, nie 
może zrobić więcej, chyba że podstawienie kołowe odpowiednie zło
żone jest także z dwóch wyobrażeń.

Ponieważ każde podstawienie można wykonać przez pewną liczbę 
przestawień,więc robiąc przestawienia stosownie po jednem,utworzymy 
z danego układu n wyobrażeń wszystkie Pi = 1 .2.3.4... I układów 
możebnych, których odpowiednie liczby przestawień będą kolejno 
nieparzyste i parzyste. A że liczba wszystkich układów jest parzy
sta, więc układów i podstawień każdego rodzaju, to jest mających po 
parzystej lub nieparzystej liczbie przestawień jest połowa.

Jeżeli wykonamy przestawienie pewnych dwóch wyobrażeń, to 
układy jednego rodzaju zamienią się na układy drugiego i odwrotnie. 
W każdym bowiem rodzaju liczba przestawień każdego układu przej
dzie z parzystej liczby na nieparzystą i odwrotnie, nadto liczba ukła
dów pozostanie ta sama, i w jednym rodzaju nie może być dwóch 
układów jednakowych, bo wykonawszy przestawienie odwrotne, układy 
byłyby jednakowe co przeciwne założeniu.

Wykonawszy więc pewną liczbę przestawień na pewnym układzie 
tenże przechodzi do drugiego rodzaju, lub powraca do pierwszego, po
dług tego jak liczba przestawień wykonanych jest nieparzysta lub pa- 
rzysta.Ztąd wnieść należy, że jeżeli wykonywając przestawienia w da
nym układzie wyobrażeń, przyjdziemy dwoma drogami do jednego 
wypadku, to liczby przestawień wykonanych w dwóch razach, różnią 
się o liczbę parzystą.

Podstawienie odwrotne względem danego podstawienia, dajc się 
wykonać za pomocą tej samej liczby przestawień, co podstawienie 
dane.

Liczbę przestawień podstawienia danego będziemy oznaczać, po
przedzając wyobraźnik tegoż podstawienia głoską L, mianowicie :

d1» 02, ... , dl

b,, b2, ..., bi 

gdy zaś górny układ będzie I, 2, ..., n to wtedy dla uprościenia 
napiszemy tylko

L(6,,b,...,62)

Na tern zakończymy wiadomości z teorji podstawień, i przejdziemy 
do przedstawienia krótkich wiadomości z teorji wyznaczników.

. Określenie wyznacznika. Jeżeli weźmiemy pod uwagę 
pewną liczbę wyobrażeń, które odtąd będą ilościami algiebraicznemi, 
i takowe dzielimy na działy, korzystnem jest wtedy wypisywać wyo
brażenia działu jednego w jednym wierszu poziomym, a za wyobra- 
źniki brać głoskę opatrzoną dwoma wskaźnikami, z których pierwszy 
oznacza rzęd działu, a drugi rzęd wyobrażenia w dziale. 1 tak jeżeli
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jest m działów, zawierających odpowiednio po nv iu, ...,nm wyo- 
brażeń, piszemy : 

@11, (1-2 •••» @1,2, 

0213 42,2, •• • > G2,n,

Im,1> Um,2» • • • > (m,nm

Jeżeli n są sobie równe i równe m, i jeżeli utworzymy ogół (sum
mę) wszystkich iloczynów różnych, jakie z iloczynu 4,, 1 @2, 2... an,n 
zwanego (jłównym, można otrzymać przez wszystkie podstawienia mo- 
żebne w liczbie P, = 1. 2 ... n drugich wskaźników, i nadamy im 
znak dodatni lub ujemny, podług tego jak układ odpowiedni drugich 
wskaźników powstaje przez liczbę parzystą lub nieparzysty prze
stawień z układu pierwotnego 1, 2, ..., n, tak otrzymany wy
padek nazwiemy wyznacznikiem ntego stopnia.

Koszi wyraża go w ten sposób :

@11 C1-2, - “in 

(2,12 2,25 •..> C2n

Un,1> Un,22 • • • > Un,n

co stanowi znakowanie najlepsze i najwyrazistsze.
Wandermad oznacza ilości przez dwie głoski nad sobą położone 

naprzykład a » 1 oznacza wyznacznik przez

##.....+#=#*

gdzie wskaźniki górne oznaczają wiersze poziome, zaś wskaźniki 
dolne wiersze pionowe. To znakowanie jest użytecznem często w po
szukiwaniach teorji, z powodu swej zwięzłości. Bine używa wyrażenia

(d,1, @12, ••• Gin)

które uwydatnia same wiersze pionowe; gdy zaś chodzi o wiersze po- 
ziome, możnaby pisać :

(d11, @21, •••, An,1)

Przytoczymy tu jeszce znakowanie cieniowe Silwestra (umbral no-
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tation), w którem ilość jest wyobrażona przez zestawienie dwóch 
głosek naprzykład aa i wtedy wyznacznik wyraża się przez

ax, ba, ..., ca
us, 63, ...,c a, b,... ,c

a, 3,...,Y
ay, by, ... , Cy

Czasami będzie korzystnem użyć jednego z następujących wyrażeń :

W, (a.,2) lub x (—4) L (ka, kegyesrpAn) a,.k, a,,)2, ... , an,k. 

gdzie znak summowy X odnosi się do wszystkich Pn == 1. 2... n 
przemian drugich wskaźników.

Rozwinięcie wyznacznika z powodu wielkiej liczby wyrazów jest 
działaniem długiem, w którem błąd łatwo wcisnąć się może, już to 
przez opuszczenie łub powtórzenie wyrazu, już też przez nadanie mu 
niewłaściwego znaku. Ze sposobów znanych na wykonanie tego roz
winięcia, najprostszy a zatem najlepszy, jest sposób podany przez 
pana Tytusa Babczyńskiego (w r. 1868, w zeszycie dziewiątym Wy
kazu Szkoły Głównej Warszawskiej), gdyż pozwala wypisać odrazu 
rozwinięcie żądane. Oto sposób postępowania :

Wykonywamy naprzód podstawienie kołowe na wszystkich drugich 
wskaźnikach, n— łrazy, co daje n wyrazów ze znakami dodatnemi 
lub naprzemian dodatnemi i ujemnemi podług tego jak n jest nie
parzyste łub parzyste, gdyż liczba przestawień decydująca o znaku 
jest n — 1.

Z każdego z powyższych n wyrazów, nie ruszając jednego z po
między drugich wskaźników, naprzykład pierwszego, utworzymy za 
pomocą podstawień kołowych, wykonanych na pozostałych n— 1 wska- 
źnikach wyrazy, który cli z poprzedzającemi jest razem n(n — 4). Ich 
znaki będą też same co wyrazów poprzednich z których powstały, 
lub naprzemian, podług tego jak n.— 1 jest nieparzyste lub parzy
ste, gdyż układy drugich wskaźników będą podług tego utworzone 
z układów poprzedzających przez parzystą lub nieparzystą licz
bę n — 2 przestawień.

Postępując tak dalej, otrzymamy po n — 1 działaniach, wszyst
kie 1. 2 ... n wyrazów wyznacznika z wlaściwemi znakami. Bo
wiem widzimy że me ma dwóch wyrazów jednakowych, gdyż dwa 
wyrazy którekolwiek, powstały albo z jednego wyrazu poprzedzają
cego, albo z dwóch różnych, a więc różnią się albo podstawieniem 
kołowem, albo też częścią nieruchomą. Wyrazy więc są różne i w licz
bie należytej, me ma więc powtórzonych, ani też nie brakuje żadnego
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i mają znaki stosowne. W ten sposób otrzymujemy :

(d,1) — @41

(d,,1, d,,2) =— d, 119,9 (1,9 d,,1

(d,1, @1,2, 1,3) — @,1 (2,2 @3,3 — 01,2 @2,3 (3,1 — @4,3 @21 43,2

■ (11 (2,3 (3,2 (1-2 “21 (3,3 “13 (2,2 (31

(d,i, a,2, d,3, a,J) =

d,1 d2,2 @3,3 @,, @1,2 02,3 43,4 @,1d13 d2,4 431 d42 dL4 421 (3,2 @43

— d,1 d23 d34 d,2 @1-2 C24 431 d,3—413 d21 43,2 dw, di4 @2,2 43.3 dw

— @11 d2,4 (l^ @,,3 @1-2 @2,1 @3,3 @,,413 (2,2 d3,4 @,1 di, @2,3 d31 @42

d11 12,2 d3,, d,3—@1,2 @2,3 d31 Ow, d1-3 d,,, @3,2 du — di,4 d21 @3,3 d,,2

---- @11 @2,3 (3,2 @,4d1,2 d2, 43,3 @,1 013 aM d3, d,2 — di, @2,2 @31 d,3

@,1 d,4 @3,3 d,2- 01,2 @2,1 d3,, @,3 113 42,2 43,1 d,4 d14 42,3 @3,2 dwi

i tak dalej.

Przekształcenia wyznacznika. Użyteczność wyznacz
ników zdaje się polegać głównie na łatwości względnej i wielości ich 
przekształceń, pomimo wielkiej liczby składających je wyrazów. 
Własność ta w połączeniu ze zwięzłością ich wyobraźników, pozwala 
wykonywać działania, które inaczej z powodu ilości wielkiej wyrazów 
byłyby praktycznie niewykonalne, lub przynajmniej bardzo długie; 
Podajemy tu kilka takowych przekształceń znalezionych po większej 
części .przez Wandermąda, w wyżej wspomnianej pracy.

Jeżeli zamiast postępować podług określenia wyznacznika, przemie
niamy pierwsze wskaźniki zamiast drugich, a zostawiamy nierucho- 
memi drugie zamiast pierwszych, zachowując przytem prawidło zna
ków, to jest nadając wyrazom znaki jednakowe lub różne z wyrazem 
głównym, podług tego jak układ odpowiedni wskaźników pierwszych 
jest jednego lub różnego rodzaju z układem pierwotnym 1, 2,.2;. 
dowiedziemy że rozwinięcie tak otrzymane nie różni się od rozwinie- 
cja wyznacznika,otrzymanegopodługokreśleniaimającego U11d22-dn,n 
za wyraz główny. .

Uważmy bowiem rozwinięcie otrzymane w ten ostatni sposob, i 
przemieńmy porządek czynników w każdym wyrazie rozwinięcia (co 
nie zmieni jego ważności) tak, ażeby wskaźniki pierwsze powróciły 
do pierwotnego porządku I, 2, ..., n. Przezto liczba wyrazów pozo
stanie tą samą jaką była, to jest 1 . 2 . . : n, i nie będzie dwóch wy
razów jednakowych, bo działanie nie zmieniło ich ważności, a przed 
tein nim zostało wykonane, nie było dwóch wyrazów jednakowych 
podług założenia. Wynik tego działania jest więc ten sam co gdybyśmy 
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zostawili pierwsze wskaźniki nieruchome, a tylko przemieniali drugie, 
gdyż liczba wyrazów będąc 1.2 ... n, a zatem należytą i wyrazy te 
będąc różnemi, nie brakuje zatem żadnego i nie ma powtórzonych. 
Pozostaje więc przekonać się, że i znaki wyrazów są takie same ja- 
kieby były w skutek podstawień wskaźników drugich. Uważmy zatem 
którykolwiek wyraz rozwinięcia przed i po przemienieniu jego czyn 
ników, i przypuśćmy że w obu razach wyraz ten przedstawia się odpo 
wiednio pod dwoma kształtami :

di, a 22 • • • dinn ^i^j 2k2 • • • @n,kn

Znak tego wyrazu zależy od liczby przestawień, podstawienia

wykonanego na pierwszych wskaźnikach. Przemieniając zaś porządek 
czynników, wykonywamy właściwie podstawienie odwrotne wzglę
dem poprzedzającego,a zatem mające tęż sarnę liczbę przestawień co 
poprzedni

*i» 12, ••• »‘n
1,2, ••• ,n

tak na pierwszych jak i na drugich wskaźnikach. Wnosimy ztąd o ró- 
wnoznaczności podstawień

1,2, ...,n ) (i ig, • • ■, in 
ka, k,, •••, In) (4, 2, • • ,n 

a więc i o równości liczb odpowiednich przestawień. Wyraz więc 
uważany ma znak taki, jakiby miał także wychodząc z układu drugich 
wskaźników. To samo można powiedzieć o pozostałych wyrazach, 
więc rozwinięcie jest takie, jakiebyśmy otrzymali postępując podług 
określenia wyznacznika, bo się składa z takiej samej liczby wyrazów 
takich samych, jest mu więc równe i co do ważności. Ponieważ zaś 
wskaźniki pierwsze i drugie odpowiadają wierszom poziomym i pio
nowym, więc :

TWIERDZENIE i. Wyznacznik nie zmienia ważności, gdy jego 
wiersze poziome i pionowe, przemieniamy odpozuiednio na pionowe i
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poziome, czyli (Wandermąd, str. 518) :

“11 @12, •• • , An da d211 • • > An,1

d21, “22 • • > C2,n (1-2» aŁ2,. • » Un,2

Un,1, Un,2> • • 9 Cn,n Cin> C2,n, • •• > Cn,n

Jeżeli w rozwinięciu wyznacznika, przestawimy dwa wskaźniki na- 
przykład drugie (bo to samo stosuje się na mocy twierdzenia poprze
dzającego i do pierwszych), to rozwinięcie tak otrzymane nie różni 
się jak tylko znakiem od rozwinięcia wyznacznika, z którego powstało. 
Uważając bowiem to rozwinięcie, pokazuje się, że liczba wyrazów się 
nie zmieniła, i że nie ma dwócli wyrazów równych, bo wykonywająć 
przestawienie odwrotne, takiemi byłyby i przed przestawieniem, co 
nie ma miejsca z założenia. Wyrazy więc są w liczbie 1.2 ... n jak 
poprzednio przed przestawieniem, są różne a więc nie ma powtórzo
nych; są to zatśm co się tyczy ważności bezwzględnej wyrazy 
rozwinięcia wyznacznika, i nie brakuje żadnego wyrazu, ani też nic 
ma powtórzonego.

Znaki wyrazów są przeciwne, bowiem przestawienie dwóch wskaźni
ków drugich, sprawia, że wyrazy które w rozwinięciu wyznacznika 
mały znak dodatni, zamieniają się (oprócz znaku) na wyrazy mające 
w tymże rozwinięciu znak ujemny i odwrotnie, a to dla tego że układy 
odpowiednie wskaźników drugich, stanowiące o znakach wyrazów 
przechodzą z działu pierwszego o parzystej liczbie przestawień, do 
działu drugiego o nieparzystej liczbie przestawień W uważanem więc 
rozwinięciu, wyrazy mają znaki różne od znaków wyrazów rozwinię
cia wyznacznika, czyli ważność uważanego rozwinięcia jest znaku 
różnego od znaku rozwinięcia wyznacznika. Zważywszy więc, że 
wskaźniki drugie odpowiadają wierszom równoległym pionowym, i że 
się to stosuje ei do wierszy poziomych, więc :

Twierdzenie u. Wyznacznik zmienia znak, jeżeli przestawia
my w nim dwa jego wiersze równoległe, czyli (Wandermąd, str.518):

(^bu •••, dir- 1, dir, d.r+1 ••• ,01s— 1> 01,6, 04,8+1, ••• ,@n) = 
— — (^bn •••, dr—1, °bs? dr+1, •••, dis— 1 dpr, @1,s+1, •••, Gin), 

(®bl> ••• , a,—bl ^ra> @,+1,1, ••• , as—115 @s,1, ds+11- ••• , Un,1) = 
= -- (^bl> ... J (r- 11, ®«4, @,+11, ••• , as— 11 @r,1 ds+11 ••• , Un,1).

Możemy ztąd wnieść (ponieważ każde podstawienie daje się wyko- 
nać za pomocą pewnej liczby przestawień, których najmniejszą liczbę 
umiemy oznaczyć), że każde podstawienie wykonane na wierszach 
równoległych wyznacznika, nie zmienia ważności bezwzględnej wy
znacznika, i znak jest jednakowy lub różny od wyznacznika pierw- 

66
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tnego, podług tego jak podstawienie jest złożone z parzystej, lub nie
parzystej liczby przestawień. Jest więc wogólności :

C11» C12» •••» Cin
“21» C2,2> ••• » C2n

Cn,1» Un,2> ••• } ^n^n

- -  (- -  1) L (i ig, • • • in) L (ki, k2, • • • , kn)

C; ,K , Ci ,k ,... , C; ,K 11 12 ? 1‘ n
d,h, di, - , dih,

di,k, @i„-k,-.., Ai,k,

Wyznacznik, w którym dwa wiersze równoległe są złożone odpo
wiednio z wyobraźników ilości równych, po przestawieniu tychże 
wierszy nie zmienia swego kształtu, a więc i ważności, którą ozna- 
czemy przez Wn. Jest więc przed i po przestawieniu wierszy:

w.= W.,

lecz podług powyższego twierdzenia, wyznacznik zmienia znak, więc,

W —_ w ‘ ‘ n - ‘ ‘ n9

dodawszy więc te dwa ostatnie równania, wypada :

W,=0;
czyli:

TWIERDZENIE III. Wyznacznik jest zerem, gdy wiersze ró
wnoległe są złożone odpowiednio z ilości równych, to jest

0 — (di •••, d,r-1, dir, d,*+1 •••, d,s—1, a^r, 0,6+1, ..., a^n) 
0 (dii •••} dr- 1 dr,1 dr+1i •••, a,- 1 arĄ, as+14 ..., an,)

(Wandermąd str. 522).
Przekształcenie następujące jest ostatnióm, jakie tu podamy z po- 

między odkrytych przez Wandermąda. Jest ono jednem z najważ- 
niejszych, daje bowiem wprost mnożenie wyznaczników, chociaż nie 
w najprostszym kształcie. Daje ono także rozwinięcie wyznacznika.

Podzielmy wiersze poziome wyznacznika ntego stopnia Wa na' m
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działów, zawierających odpowiednio po n,, nz,;.., nm, wierszy kolejno 
po sobie następujących, zaczynając od pierwszego, tak że jest:

n — 7,—1n2 + ... ~]-nm

Utwórzmy z n, wierszy pionowych pierwszego działu, nie zmie
niając porządku w jakim je napotykamy, idąc w kierunku od pier
wszego do ostatniego, wyznacznik W,, stopnia n-

Opuszczając przedłużenia wierszy pionowych, poprzednio użytych, 
utwórzmy z n, pozostałych n—n, wierszy pionowych drugiego działu, 
zmieniając zawsze porządku w jakim je napotykamy, idąc od pier
wszego do ostatniego, wyznacznik Wn stopnia n,.

Postępując tak dalej przyjdziemy, za witym razem, witego działu, 
w którym opuszczając przedłużenia wierszy pionowych poprzednio 
użytych, pozostanie mn wierszy pionowych, które bir ąc w porządku 
jak wyżej powiedziano, utworzymy wyznacznik WA, stopnia nm.

Jeżeli oznaczemy liczbę przemian z p przedmiotów przez Pp, a 
liczbę zmian, czyli połączeń różnych (kombinacyj) z p przedmiotów 
branych po r przez Zp,r, to jest jak wiadomo

Pp—1.2.3.4...P, Zp,r — p pL r L 1

Wyznaczniki Wn, Wn, ..., WA_, Wn„, można utworzyć odpo- 
wiednio Ln> n, Zn_nr „,..., Zn_Wi-----------  1, sposobami-
Dowiedziemy teraz że jest:

Twierdzenie iv. Wyznacznik Wa jest równy summie wszystkich 
możebnych iloczynów Wn, W,, ... Wa, w liczbie

Zn,n, Zn—n,n, ••• Zn—n _ Pn
—nm—om—1 p p p

-P1N2‘‘‘"m

z których każdy jest iczięty ze znakiem więcej lub mnićj, podług tego 
jak odpowiedni układ wskaźników drugich, biorąc je kolejno, jak na 
stępują po sobie w tymże iloczynie, powstaje z układu 1,2,..., nprzez 
parzystą lub nieparzystą liczbę przestawień. (Wandermąd, str. 524).

Aby tego dowieść, u ważmy że każdy z iloczynów Wn, Wn2... Wa,
P

w liczbie ———"——-2 zawiera Pn, Pn, ... Pn, wyrazów różnych Pn, *** nm i 2 
wyznacznika Wh. Wyrazy więc otrzymują się z wyrazu głó
wnego, zostawiając pierwsze wskaźniki nieruchome, a dzieląc drugie 
wskaźniki na m działów, zawierających odpowiednio po n„ n^, ..., nm 
wskaźników, biorąc je w porządku jak idą od 1 do n we wszystkie
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możebne sposoby, w liczbie Zn,n, Z»—n,n, ... - -------------- - „_,
i przestawiając każdy z działów wszystkiemi sposobami P,,, P,,, .. ,P», 
co daje liczbę wyrazów należytą :

P P p -n, -n, ••• -‘‘m — In

Wyrazy tak otrzymane są różne, bowie m dwa wyrazy którekolwiek, 
pochodząc z jednego iloczynu W», W.... Wn,. lub też z dwóch 
podobnych iloczynów różnych; różnią się przemianą przynajmniej 
jednego działu drugich wskaźników, albo też różnią się przynajmniej 
dwoma działami, rozumiejąc w tym drugim razie, przez działy różne 
gdyby liczby wskaźników uważanych działów były równe, i różnicę 
w porządku tychże działów. Wyrazy przytem są w liczbie Pn, takiej 
właśnie, jaką rozwinięcie wyznacznika ntego stopnia zawiera podług 
określenia, zatem nie ma wyrazów powtórzonych, i nie brakuje 
żadnego. Nakoniec znaki wyrazów są takiemi, jakie określenie wy
znacznika wymaga, gdyż naprzód iloczyny wyrazów głównych każde- 

•go z iloczynów Wn, Wn, ... WA, mają z założenia znaki należyte, a 
zaś pozostałe wyrazy rozwinięcia będące iloczynami innych wyra
zów wyrażenia Wn W,, ... Wn, posiadają również znaki stosowne, 
gdyż ich znaki są też same lub różne od iloczynów odpowiednich 
wyrazów głównych, podług tego jak liczba czynników powstających 
z odpowiednich wyrazów głównych przez nieparzystą liczbę prze
stawień jest parzysta lub nie, czyli (ponieważ pozostałe czynniki po- 
wstają przez liczby parzyste przestawień) podług tego, jak ogólna liczba 
przestawień całego iloczynu jest parzystą lub nieparzystą, co właśnie 
zgadza się z określeniem wyznacznika. Rozwinienie więc składa sięz 
wyrazów i w liczbie wymaganej przez określenie, jest więc równe 
wyznacznikowi W,, jak zamierzyliśmy dowieść.

Twierdzenie powyższe podane przez Wandermąda, można wyrazić 
wzorem,

@115 ••• > ai,n
=x(—1) L(a» *013 k)

Un,1> • • • > Un,n

Cik -.., dik,

dn,*, ", @n,"",.

dn+1 *n,+1 •’•» @n+1 "n,+n,

dn+", *n,+1 •••» “n+n, *n,+n.

dn—nm+1 *n—n„+1 ••■ ,Un-nm+1 kn

Un *-nm+1*, n; ^n
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gdzie znak summowy X odnosi do wszystkich układów ki, k^ ..., kn 
p

w liczbie -—-—"—p— utworzonych w sposób wyżej opisany. 
n, "2 nm

Dla objaśnienia, podajemy przekształcenie wyznacznika czwartego 
stopnia, dzieląc jego wiersze poziome na dwa działy, po dwa wiersze. 

Jest więc wtedy wyrazów 1 29 4 =6, a podstawienia drugich wska

źników są]:

/1,2,3,4\
y ,2,3,4) =(1) (2)(3)0),

/1,2,3,4\(1,3,2) =01)02,3)06),
/1,2,3,4\
4,6,2,3) =(1) (2,4, 3),

/1,2,3,4\(2.30103) =(,2,3)00),

/1.2,3,4\
(2, 4,1,3) = (1,2,4,3), /1,2,3,4\(3,47172)=(1,3) (2,4),

ztąd liczby odpowiednie przestawień:

4—4=0, 4—3 =1, 4—2 = 2, 4—2 = 2, 4—1=3, 4—2 = 2,

zatem przekształcenie żądane jest:

dpi • •, d.
a. d,2 aM> ds. di as @3,2, as.

a, •
“21> “2,2 d,3> d. “21» “23 44,2, a,,1

•, d,.

+ a a,. G3,2> dsa + 41,2, da d31> da.

aa. d24 a,a. d+,3 “2, 2> ^2.3 d. a.

(1.2, a @31» 43,3 + d,». a,. @31 43,2 I

(2,2, a,. a,1. a,3 a,3. ag. a,1.
a,,2 l

Możnaby podług powyższego twierdzenia, ten wyznacznik napisać 
pod wielu jeszcze kształtami gdyż cztery wiersze można podzielić 
na działy i innemi sposobami, ponieważ

4=1+3=2+2=3+=1+1+2=1+2+1=21+=1+1+1+1

a że wiersze równoległe można [przestawić 1.2.3.4 = 24razy, i że 
nadto, co się stosuje do wierszy pionowych to się stosuje i do poziomych,
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więc razem wszystkich przekształceń jest (7 X 24)2= (468)2 = 28244.
Godnym uwagi jest przypadek dwóch działów, z których pierwszy 

zawiera jeden wiersz, a drugi pozostałe n — 1 wierszy. Wtedy liczba
Pnwyrazów rozwinięcia jest - n = n, znaki zaś wyrazów są naprze-

I 1- n—4

mian —i—, albowiem układ drugich wskaźników wyrazu rzędu 
itego jest

i, 1, 2,..., i—1, i+1, i+2, ..., n

a podstawienie odpowiednie

(1,1, #—1,..,3,2) (+1) (+2)...(n)

zaś odpowiednia liczba przestawień

n— (n—i+4) = i—1

znaki więc są naprzemian — i —. Jest więc

di,» ••• » ^i,n

“11» ••■ » din

Ci11> "• > ^i—1,n
Ci+11> ••• > Ci+in

Un,1> • • • 3 Un,n

“11> ••• » C1,k—1> C1,k+1> ••• » Cin

Ci—11> ••• ’ di—1,k—1> Ci—1,k—1> ••• > Ci—1,n 

di+11» ••• > Ci+ik—1> Ci+1k+1, ••• > Ci+in

Cn,1> -.-> Cn,T—1> Un,k+1> ... > Un,n

Ui,lc

Ztąd wnieść można że wyznacznik jest zerem, gdy jeden z jego 
wierszy poziomych lub pionowych jest złożony z zer wyłącznie. 
Przypadek, gdy niektóre z wyobraźników innych wierszy przedsta- 
wiają ilości nieskończenie wielkie, może jednakże ulegać wyjątkom.
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wszystkich wyrazów rozwinięcia pozostanie tylko jeden

“11 •••, C1.n,

Un, 1 •*, @A,7,

dn,+1n,+1 •••»Un,+1n,+n,

dn,+1,1,+1 •••j “n,+12n,+12

Un—nm+1n—nm+1> •” » Un—Im+in

Un,n— nm+1> •••» Cn,n

pozostałe zaś są zerami, gdyż przynajmniej jeden z czynników jest 
wyznacznikiem, mającym przynajmniej jeden wiersz złożony z zer, 
a zatem będący zerem. Odwrotnie więc iloczyn m wyznaczników stopni 
n^ n^^^nm wyraża się przez jeden wyznacznik stopnia n, — n, — 
...—nm. To nastręcza wiele nowych "przekształceń, gdyż jeżeli w 
uważanym dopiero iloczynie m wyznaczników, m — 1 z nichsą równe 
jednościom, to wtedy wyznacznik pozostały, wyrażony jestw kształcie 
wyznacznika stopnia znacznie wyższego.

Na tern zakończymy wnioski z twierdzenia Wandermądowego, lecz 
zanim jeszcze podamy mnożenie wyznaczników w kształcie jakie mu 
nadał Koszi, dowiedziemy dwóch szczególnycłi przekształceń wyzna
cznika.

Przypuśćmy że wyznacznik ntego stopnia, składa się z wyobraźni- 
ków

Ai,k = di,k bi Ck

to ponieważ każdy wyraz rozwinięcia wyznacznika, posiada n wska
źników różnych, tak pierwszych jako też i drugich, zatem każdy wy
raz, oprócz znaku, daje się przedstawić pod kształtem następującym

A,,k, A2,k, ••• ^n'kn-- al>ki a^k2 ’” an'kn bibą ...bn .1 C2 ... cn

Wszystkie więc wyrazy mają czynnik wspólny b, ... bnct ... cn, który 
wyłączony za nawias, pozostawia wyznacznik złożony z Gi k, zatem 
jest:

a,1 b, C1, •••, @in bi Cn

Un, Ón C1, •••, Un,n bn Cn

C11 -*> di.n

Cn,12 •...,

b, ... bn C1... Cn

Ztąd dwa wnioski, jeżeli przypuścimy kolejno, że 2n—1 z 2n ilo-
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ści b,, ..., b,, c,, ..., cn są jednościami, a pozostała jest dowolną lub 
mniej jednością :

1. Aby pomnożyć wyznacznik przez pewną ilość, dosyć jest po
mnożyć wyobraźniki jednego z wierszy, przez tęż ilość;

2. Wyznacznik zmienia znak, jeżeli zmienimy znaki wyobraźni- 
ków jednego z wierszy go składających.

Drugie przekształcenie, którego mamy dowieść, jest następujące : 
jeżeli dla skrócenia, oznaczymy przez Wn (a),k) wyznacznik ntego 
stopnia, złożony z wyobrażników a„t, gdzie tak i jak k przybierają 
znaczenia 4, 2,... ,n\ jeżeli nadto przupuszczarny że :

kk=Pi m^—rk
Ai,k = A A di,k, 1,k, "i,k 

h,k—1 mi,—1

Wn {(^i,k; l^j mi.) —

@11 13m,» C12,1m,> ••• » di.nal,> m, 

aM’ 1,3m,> (2,2,1,»m,» ••• 5 ai,n^l^ m,

Un, 11 ‘n> m> Un,2;1n>m,> ••• » an,n}ln,mn
to wtedy jest:

h=Pi h—P^ ln=Pn m=r, m2—r2
W, (B„) = 22.222. 

l,==1 /2=1 ln—l mt=l m2—l
m=r n 

... > ^n(fli,k,l^m^

mn=l ;

gdzie druga strona zawiera P, p^... pn r, T2,,. rn wyrazów.
Aby tego dowieść uważmy, że wyznacznik Wn (A,, k), podług za

łożenia złożony jest z 1. 2 ... n wyrazów takich jak

, L(knk2, •••, In) . A A( 1 ) 1k A2k2 • • • ^n'kn

a każde Ai,k, złożone jest z pin wyrazów takich jak a^, i,ik, mi.k, 
zatem wyznacznik składa się ostatecznie z wyrazów takich jak 

dl*, ‘*/‘ M.k, “21, ‘2*,"2k"" dn,t,3 ln‘kn’ mn,kn

w liczbie
4.2. .. n pt Ti, P, rkz.. .pn Tkn = 1.2... n p, p.... pn T, r, ... T , gdyż 

kt,k2, ...,kn, są to liczby różne 1,2, ...,n, tylko w porządku różnym 
w ogólności od naturalnego.

Uważmy teraz wyznacznik Wn (a^ i., m^.
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który podług założenia składa się także z 1 .2 ... n wyrazów, które 
znajduję się pomiędzy wyrazami wyżej wymienionemi. Uważmy przy- 
tem, że z ilości a^, i.^^ mi, możemy utworzyć P.P2 ... PnT,r ... rn 
wyznaczników takich jak W„(ai, k, 1,. mą) nadając wskaźnikom trze
cim 1,, 12, ...,ln, jako też i wskaźnikom czwartym m,, m,, ...,mn 
kolejno wszystkie znaczenia, jakie tylko mieć mogą. Tym sposobem 
mieć będziemy we wszystkich podobnych wyznacznikach także

1.2 ... P172... Pn r^...^

wyrazów takichże i ze znakami takiemi samemi jak poprzednio, 
a że widocznie dwa wyrazy pochodzące tak z jednego wyznacznika 
Wn(ai, k, i, mi) jako też i z dwóch wyznaczników podobnych są różne; 
więc- wyrazy tą drugą drogą otrzymane, będąc różne między sobą, 
i w tej samej liczbie co wyrazy składające wyznacznik Wh (Ai,1), 
mają summy równe, co dowodzi właśnie zamierzonego twierdzenia, 
to jest że :

^n,i--- Pn mn,1—T2 2 «na, ‘n, "nP
l, ==4 mn^l

ln,n—Pn ^n,n—^n

, 2 2 an’n’ ln,n,mn,n

ln,n== Mn,*==1
h=Pl m,==r, łn=Pn mn—rn @4,1, l., m,, ••• , @in, 1,> m, -2 X. 2 2 
4—1 Mi—1 In—1 Mn—1 @n,1» I„> m, ••• , @n,n, In» m.

gdzie druga stroną zawiera Par, ...pnrn wyrazów.
Ztego wynika mnożenie wyznaczników, jako szczególny przypadek. 

Przypuśćmy naprzód, że pf — p2—...—pn= i, to wtedy można 
trzecie wskaźniki opuścić i jest

^n,n—77



O WYZNACZ KIKACH. 1051

M,=1

d,»m,> ••■ » ^i,n,mn

Un,1,m , ...9 Un,n,m,

jeżeli oprócz tego przypuścimy, że T, = r^ = — rn = r, i że

Ci,k,m ■—= di,m Ók,m

to wtedy jest:

di,m, b1,m,-.. , di.m, On,m,

@n,m, bim,» • • • » ^n,mn bn,mn

co daje się jeszcze przedstawić w kształcie

di,m,» •••» dimn

Un,m,> ***> Un,mn

bowiem wyznaczniki) na drugiej stronie będące, są zerami, ile razy 
przynajmniej dwa wskaźniki drugie są sobie równe, pozostają więc 
tylko wyrazy, w których wskaźniki drugie są różne i znaki X odnoszę się 
tylko do tego rodzaju wskaźników m,, w^ ..., m,.

Można jeszcze tej summie nadać kształty inne, podług tego jak r 
jest mniejsze, równe lub większe od n.

Jeżeli Tn, wtedy zawsze przynajmniej dwa wiersze pionowe 
wyznaczników ostatniego wyrażenia są złożone z jednakowych odpo
wiednio ilości, zatem każdy wyznacznik, jest zerem, a ztąd i cała 
summa.
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Jeżeli r = n, wtedy układów różnych drugich wskaźników także 
różnych, jest 1.2 ... n. Jeżeli wiersze pionowe wyznaczników pousta
wiamy tak, aby zawsze drugie wskaźniki tworzyły układ 1,2, ..., n, 
to wtedy wyrażeniu uważanemu można nadać kształt:

@11» -.-> din

Un,1> • • • > Un,n

V / (m1, ••• ,m,) h A — — (— 1) 9 1m, ** °n,®n —

dui • • , @in b.0 • • , b,,n

Un,1 • • 9 Cn,n bn,1, • • 9 Ón,n

co właśnie daje mnożenie wyznaczników.
Jeżeli nakoniec r > n, to wtedy jest wszystkich różnych układów 

drugich wskaźników, różniących się czy to porządkiem, czy też wska
źnikiem przynajmniej jednym r(r— 1)... (r—n — 1), pomiędzy 
któremi różniących się przynajmniej jednym wskaźnikiem jest

r (r—1) ... (r—n—1)
1.2 . ..n

Jeżeli w wyznacznikach, poustawiamy wiersze pionowe tak, aby 
wskaźniki drugie następowały po sobie w porządku rosnącym k, k2- ..Jin} 
to wyrazy składające summę uważaną, podzielą się na działy w licz- 
. r(r—1) ... (r—n-1) . I .bie-------- 4.9.——----- 1—- mające po 1.2 ... n wyrazów, w których to

działach będzie można wyznacznik wspólny wyłączyć za nawias. Zatem ; 

gdzie pierwszy znak sum mowy X odnosi się do 

r(r-1)..( — n+1) 
1.2...n 

różnych zmian czyli kombinacyj drugich wskaźników, a drugi do 
różnych 1.2 ... n przemian jednej zmiany. Jest więc w ogólności:
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a<'mi,n bn,ma,n

gdzie znak summowy odnosi się do —-------402 ,—!—- różnych

zmian czyli kombinacyj r wskaźników drugich, 1,2,...,), branych 
po n w porządku rosnącym. Gdy r <n lub r= n, wypadek jest że
rem, lub też bez znaku summowego, i w tym ostatnim razie k,,k2...,kn 
są równe odpowiednio liczbom 1,2, ..., n.

Ponieważ można zamienić wiersze poziome na pionowe i odwrotnie, 
bez zmiany ważności wyznacznika, zatem iloczyn dwóch wyzna
czników ntego stopnia, daje się przedstawić pod czterema kształtami

Wn (ai,k) Wn (bi^) =

0mn,413
r)in.n-n
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to jest w kształcie wyznacznika Wn(Ci,k) także ntego stopnia, gdzie 
Ci, % ma jedno ze czterech znaczeń następujących :

takie jest prawidło na mnożenie podane przez Koszi’ego w wspo
mnianej wyżej pracy ( na stronnicy 81).

Pokazaliśmy wyżej, że mnożenie pozwala podnieść stopień wyzna
cznika, mianowicie mnożąc go przez wyznaczniki równe jedności, co 
zatem stosuje się i do mnożenia uważanego w ostatnim kształcie. 
Można więc zawsze zamienić iloczyn ilukolwiek wyznaczników, na 
iloczyn takiej samej liczby wyznaczników, lecz których stopnie są 
równe sobie i równe najwyższemu stopniowi wyznaczników danego 
iloczynu, a następnie stosując kolejno pewną liczbę razy prawidło 
mnożenia Koszbego, otrzymać iloczyn w postaci jednego wyznacznika 
tego samego stopnia, co jest prostszem daleko od wypadku otrzyma
nego sposobem poprzednio podanym, gdyż wypadek przedstawiał się 
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w postaci wyznacznika, którego stopień był summą stopni wyznacz
ników danych do pomnożenia.

Na tem zakończemy te kilka uwag tyczących się teorji wyznaczni
ków, jakkolwiek wiele i ważnych odkryć, które zawdzięczamy Panom 
Kelemu, Silwestrowi, Bettiemu, Brioskiemu i innym, w każdym 
obszerniejszem piśmie znalazłyby koniecznie miejsce. Rozmiary tego 
przypisku nie pozwalają się więcej rozszerzać i dla tego nie mówimy 
o wyznacznikach symetrycznych, skośnych (ang. skew, wło. gobbo, 
fra. gauche) i t. p.

Jako zastosowanie, podamy tu rozwiązanie układu z równań pierw
szego stopnia z' tylomaż nieznanemi, gdy takowe jest możebnem. 
Przypuśćmy więc że mamy do rozwiązania układ :

Jeżeli oznaczemy przez Wn wyznacznik

“11> ■•• > Cin

Un,1> • • • > Un,n

to widziemy, podług uwagi zrobionej przez Wandermąda (na stronnicy 
523, wyżej wymienionej jego pracy) że ze współczynników danego 
układu równań, można ułożyć n tożsamości następujących :

0 = WA1
Ci,1> Ci,2> ••• > ^i^n^ Ci

C11> (1-2- ••• » din, C1 (15izn),

Un,1»n,2> -> Un,n> @n 

które rozwinięte podług wyobraźników pierwszego wiersza poziomego 
dają wyrażenia linijne, różniące się od równań danego układu tylko 
tem, że niewiadome zk są zastąpione przez pewne funkcje współ
czynników, które zatem dają wyrażenia żądane niewiadomych ilości zk 
przez współczynniki.

Jakkolwiek droga ta jest pierwszą jaką podano, i ścisłą, jednakże 
dowcipny obrót podany przez p. Trudi na rozwiązanie tegoż zadania, 
zasługuje na uwagę i takowy niżej podajemy.

Pomnóżmy w tym celu wyznacznik W,, przez nieznaną ilość zk, 
na co jak wiemy, dostatecznem jest pomnożyć przez zk, wszystkie ilo
ści jednego wiersza, naprzykład ktego pionowego. Widzimy oprócz 
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tego że dodawszy odpowiednio do tak zmienionych ilości wiersza 
Mego pionowego, ilości innych wierszy równoległych, pomnożone 
przez odpowiednie nieznane, nie zmieniamy iloczynu WnZk, gdyż to 
wychodzi na dodanie do niego, wyznacznika, mającego dwa wiersze 
równolegle, złożone odpowiednio z jednakowych ilości, pomnożonego 
przez jedną z nieznanych czyli na dodanie kilku zer. Lecz tym spo
sobem ilości składające kty wiersz pionowy stają się odpowiednio na 
mocy równań danych , ilościami a,, a,, ..., an, przez co ślad ilości nie
znanych znika, i pozostają same iloście znane.

To samo co wyżej powiedziano, wyrażone wzorem, jest:

C11» •••» Cin
Un,1> • • • > Un,n

d11» ••• > C1k—1> C1-k %k> (1,k+1 •••, din

Un,1> ••• > Un,k—1> Un,k Sk, Un,k+ 1> ..., On,n

@1,1, ..., dik— 1 @171-...— A1 „nZn, @1,k +1, • • • , @in
@n,12 • • • , ^n,k—1> Un,131 — • • • -- Un.nZn, ^n,k +1, ..., din

411» ••• > Cik—1> 41» (11+1> •> Cin
Cn,1> ••• 2 ^n,k—1> Un, an, k + 1> • • • > Un,n |

równanie, w którem tylko zic wchodzi, i które byle wyznaczniki 
wchodzące do niego nie były zerami, można zawsze rozwiązać.

Różniczkowanie wyznaczników. Przejdziemy teraz do 
części teorji wyznaczników, która ma ściślejszy związek z rachun
kiem różniczkowym, mianowicie, zajmierny się różniczkowaniem wy
znaczników, i wyznacznikami funkcyjnemi, które coraz większe 
w badaniach analitycznych znajdują zastosowanie.

Różniczkę częściową wyznacznika Wa(ai, k) względem jednej z ilo
ści go składających at, k, w przypadku gdy ilości te są od siebie nie
zależne, znajdujemy łatwo, zwróciwszy uwagę że jest (str. 1030).

W n (a.,k) —

d,1 ••• , d*-1 di.k +0, 0,*+1 ••• , Gin

Ci—1,15 •■" , di—1,k—15 Ci—1k—10, di—1,k+1 ••• , Ci—1n
di,1, ... ̂ i^i—1, 0 — Ai,k, di,k-^\r ... , ^i,n

di+11 ••• , Gi+1,k—1, di+1,k- 0, Ci+1k+1, •'• , di+1n

Un,1, ••• , Un,k—1, @n,k +0, ^-n,k +1> ••• , Un,n
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“11 ••• , d,k— 1> Cik, G1,k+1, -.., din

i--11 ••• > di—1,k—15 Gii—^,k) di—1,k + 12 -.. 2 di—1,n

Ci,1, ... , di,k—1, 0, Ci,k+1, ..., di>n

di+11> ••• > Ci+ 1k—1' di+1k, di+1k+1> ••• > “i+in

Un,1> •*• > Un,k—1> Cn,k, Un,k++1> -..2 dn^n

C1-1, -.-> (1k--1> d^k^-j, ... ^ din

+(—1)it* di—1,15 ••• ,di_vk—i> Ci--1,k+-1, ..., di-in n

Ci+-1-1‘ ••• > dij^^^k—1> di + 1,k + 1> ... > di^^n

Un,1> ••• > ^n,k—\, Un,k+1> ■•■ > En,n

ztad różniczka częściowa żądana, zważywszy że pierwsza część nie 
zależy od di,k, jest:

C1-1> ---> Cik— 1> d1k+1> •■• > din

di— 11> ••• 3 ai—1*— U Ci— 1k+1> ••• , di—un
Ci+11> •■• » di+l,k—l} diĄ-^k + ki ••• ,di+in

ddi,k =

Un,1, ••• } dn,k—i, dn,k-i-f} -.-> dn>n

@4,1) ... , CLk— 1, 0, C4,k+1, ••• , Cin 

ai- 1 •••, di—1- 1, 0, Gi-1*+i ..., di-yn | 

Ci,1, ... , di k — 1, ddi,k, Ci,k+1> ... , di,n 

di+11 ••• , di+i,k—1> 0, di+ik+1 ... , di+i,n

@n,1, ... , dn,k—u 0, dn,k + i) ... j Un,n ।

67
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a zaś różniczka zupełna, jako równa summie częściowych, jest:

d11, ••• 5 d1,k—1, dd,,k, . @1,*+ 1, ... , dyn

Ci—11 •.., i—1k—^d(li—1k, a,—1k+1..,di—in 

Qi,1, ••• , ^i^k—1> dUi^^ Qi,k+1, ... ^i,n 

di + 1-13 ..., Cli + 1,k—1> da i + Lk, Ci + 1.k +1,..., di + in

@n,1, ... , ^n,k—11 Cn,k, Un,k+1, ... , ^n,n

i różniczkę tę, można jeszcze przedstawić w kształcie następującym : 

dW, (di,k)

d‘1d,,1, d]ww ... , dhla^n
d‘10,,1, d’m^ ..., dhawl

ZWn (d‘kgi,A)

dl Jn,1, d’wn^ ... , d^an^ 

gdzie znak summowy odnosi się do wszystkich rozwiązań w liczbach 
całkowitych dodatnich lub zero, równania

11 — 12 — ... — ln — 1 •

Nakoniec różniczka z pełna któregoko‘wiek mtego rzędu 
te.o, dodatniego jest 4436689409005

dm Wn {Ci^ = - Wn (d‘oi,k) — EWn (d‘idż,L.)

gdzie znak summowy odnosi się do wszystkich rozwiązań w liczbach 
całkowitych d datnich lub zero, równania

11 + 12+ ... — l, = m

Pochodne częściowe wyznacznika (zawsze w przypuszczeniu, że 
wszystkie ilości składające wyznacznik są od siebie niezależne) jeżeli 
są rzędu wyższego nad pierwszy względem przynajmniej jednój ilo- 
fci a^k. są zerami. To się zdarzy zawsze, jeżeli rząd pochodnej czę
ściowej jest wyższy od stopnia wyznacznika. Jeżeli rzęd m pochodnej 
jest niższy od stopnia n wyznacznika Wn (di, k) i pochodna ma hyc 
wzięta względem ilości dik, a^ k,>..., di k„; to jej wyrażenie
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zajdziemy zastępując w wyznaczniku wspomniane ilości, przez je
dności dodatnie, zaś pozostałe ilości m wierszy pionowych lub po
ziomych, albo też i jedne i drugie razem, w których znajdują się 
powyższe liości ai,, *,, @j>k,, ...,@i„, km zastępując przez zera.

Gdyby ilości składające wyznacznik ulegały jakim związkom, pra
widła wskazane wyżej należałoby zmienić stosownie do okoliczności.

Wyznaczniki funkcyjne. Przejdziemy teraz do teorji wy
znaczników funkcyjnych, i podamy tylko niektóre z ich pięknych 
własności, trzymając się drogi wskazanej przez p. Bertran, która wy- 
daje się przedstawiać więcej korzyści aniżeli droga wskazana przez 
Jakobiego, gdyż wykazuje nie tylko we własnościach ale nawet i 
w dowodzeniach wielkie podobieństwo wyznacznika funkcyjnego z po
chodną, tak że można by nazwać wyznacznik funkcyjny pochodną 
układu danego funkcyj względem układu zmiennych niezależnych.

U ważmy 2n ilości 2,, 22, ..., zn, Y,, y^, ...,yn połączonych z so
bą n związkami

Fi (3 z^}..., z} nyi) y^ •., yn) — o, (1 A i < n),

to jeżeli te związki są rzeczywiście różne i niesprzeczne, można uwa 
żać n ilości z^, jako zmienne niezależne, zaś pozostałe n ilości yi, 
jako zmienne zależne, czyli funkcje poprzednich ilości. Pochodne 
częściowe tych funkcyj są ilościami oznaczonemi w ogólności, to jest 
jeżeli są nieoznaczone, lub nieskończenie wielkie, to zdążyć się może 
tylko przy pewnych znaczeniach wyjątkowych zmiennych niezale
żnych. Oznaczmy dla krótkości pochodnę częściową funkcji y wzglę
dem zmiennej Zk przez y^ k, to wyznacznik

y^ y^ •*»Jin
Y21, y^ ••• s y^n

yn,i-j yn,^} ---> yn,n

nazywa się wyznacznikiem układu danego funkcyj, lub funkcyjnym, 
i jako złożony z ilości w ogólności oznaczonych, jest ilością w ogól
ności oznaczoną. Wyznacznik ten, jak niżej zobaczymy, gra rolę 
podobną w badaniach funkcyj wielu zmiennych, do roli pochodnej, 
w badaniach funkcji jednej zmiennej niezależnej

Jeżeli zmiennym Zk nadamy powiększenia czyli przyrosty nieskoń- 
czenie male dpZk, to ilości yi otrzymają pewne przyrosty w ogól
ności nieskończenie małe d, yt tego samego rzędu co poprzedzające,
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mianowicie :
k—n

d, y^ = ) y^^ d, zk.

Uważmy n układów przyrostów dp Zx i odpowiednie n układów 
przyrostów dv yi, mianowicie :

d,7,, d,72, ••■, d,Zn, d,s d,J» ... , d,Un
d,7,, d,2, ..., d,2n, d^J\) d^y^,..., d^n

dn^\y dn^ft... , dn^n) dny^ dny^y -.., dny n

z których utworzymy dwa wyznaczniki

dny]}dny2, ..., dnyn |

Wn (drZk) = d1z, dze, • 
d23, d23,, •

. , diZn
• , d^Zn

dnZ1, dn^i • . , dnZn

w. (d,y)= d,y, dky^. 
d^y^, d^y^ .

.., d^yn
. , d^Jn

a które w dalszym ciągu (dla podobieństwa z różniczkami) oznaczać 
będziemy odpowiednio przez

d (2,, z„..., Zn), d {y^ y, ... , y«)

i które to wyznaczniki w przypadku jednej funkcji y^, jednej zmiennej 
niezależnej 2, stają się odpowiednio równe różniczkom dzt i dyt. 

Widocznem jest że

w. (y.) W.(d,=) = W. {dpyi)
ztąd

co pokazuje że stosunek wyznacznika różniczek funkcyj danych, do
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wyznacznika różniczek zmiennych, jest równy wyznacznikowi fun
kcyjnemu, jest zatem w ogólności ilością oznaczoną; lub też inaczej 
granica stosunku wyznacznika przyrostów nieskończenie małych da
nych funkcji, do wyznacznika podobnychże przyrostów zmiennych, 
jest równa wyznacznikowi funkcyjnemu. Co w razie jednej funkcji, 
jednej zmiennej, staje się znaną własnoscią pochodnej, że stosunek 
różniczek funkcji i zmiennej niezależnej jest równy pochodnej tejże 
funkcji.

Dowiedziemy teraz bardzo ważnego twierdzenia następującego :
Aby między pewną liczbą funkcyj, tyluż zmiennych, zachodził 

związek niezależny od tychże zmiemiych, potrzeba i dostatecznemjest, 
aby\oyznacznik funkcyjny, odpowiedni temu układoiui funkcyj, był 
zerem.

Twierdzenie przedstawione w powyższym kształcie, nie wyka
zuje w należytem świetle podobieństwa ze szczególnym przypadkiem 
jednej zmiennej, to jest z twierdzeniem, że pochodna funkcji stałej 
jest zerem, jednakże przypatrzywszy się bliżej, widzimy że zwią
zek ogólny wspomniany wyżej

P(y, y, •..) =0

zamienia się w przypadku jednej funkcji na ,

q (y) = 0 czyli y = stałej

a wyznacznik wtedy zamienia się na pochodną i daje jak wyżej po
wiedziano, równanie, wyrażające że pochodna jest równa zeru.

Podobieństwo między szczególnym przypadkiem : funkcja równa 
stałej, a ogólnem wyrażeniem : między funkcjami zachodzi związek 
niezależny od zmiennych niezależnych, pokaże się lepiej w następu
jącym wniosku.

Jeżeli funkcja jednej zmiennej, nie jest stałą lub nieoznaczoną, to 
każdemu znaczeniu funkcji, odpowiada pewne znaczenie zmiennej 
i równanie :

F (z, y) = 0, albo y = f (z),

można rozwiązać względem z, co napiszemy z Herszlem (HERSCEELL 
i matematykami angielskimi:

:=1 (u).

Przeciwnie jeżeli funkcja jest stałą, to już przez to nieoznacza 
zmiennej niezależnej, bo jednemu znaczeniu funkcji odpowiadają 
wszystkie możebne znaczenia zmiennej, i równania danego względem z 
rozwiązać w tym razie i znaczeniu nie można.
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Podobnież równania

Fi (z,, z,, •••} Zn, y^ y^... >y^> (1 < l En),
albo równania

yi = fi (z,, z,, •••, z„), (1 <ix n),

można tylko wtedy rozwiązać względem zmiennych Zx, i otrzymać

z==f-1(y,y,... Yn), (‘<*27), 

jeżeli równania dane są różne między sobą, czyli niezależne i nie- 
sprzeczne. Lecz jeżeli istnieję między niemi związki, pewne równa
nia stają się koniecznem następstwem innych, lub sprzecznemi, i roz- 
wiązanie równań jest niemożebnem. Podobieństwo zachodzi więc 
w tera, że w obu razach, tak gdy funkcja jest stałą, jak i gdy istnieję 
zwięzki między funkcjami, niezależne od zmiennych, danym zna
czeniom funkcyj nie odpowiadaję pewne znaczenia zmiennych.

Wracając do twierdzenia którego zamierzyliśmy dowieść, podzielimy 
dowodzenie -takowego na dwie części, mianowicie dowiedziemy 
kolejno że : jeżeli zwięzki pomiędzy funkcjami nie istnieję, to wtedy 
wyznacznik funkcyjny nie jest zerem i że przeciwnie, jeżeli zwięzki 
istnieję to wyznacznik jest zerem.

W pierwszym razie jeżeli zwięzek między funkcjami Yi niezależny 
od zmiennych Zk nie istnieje, to w ogólności istnieje zależny, a wtedy 
pewne funkcje yi jeżeli nie sę funkcjami samych Zk, to sę pozosta
łych yi i niektórych Zk, co ostatecznie wychodzi na to, że wszyst
kie yi sę funkcjami Zk, czyli równania

yi = fi (z, z,, ..., Zn), (1 < i < n),

sę różne i niesprzeczne, co daje jak wyżej powiedziano

**=fiTl(, 32 ., 9), (1A*Rn),

czyli że można uważać w tym razie odwrotnie yi za zmienne niezale
żne, a Zk za zmienne zależne czyli funkcje, czyli inaczej oznaczonym 
ważnościom ilości yi, odpowiadaję oznaczone ważności ilości Zk, i 
przyrosty ilości yi sę dowolne, zaś przyrosty ilości z-k są przez nie 
oznaczone. Ztęd wynika, ponieważ dp yi sę dowolne, że

d(J,,Y2, --■yn)
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można zawsze uczynić różnym od zera; gdy tymczasem

d(Z,, zv ... , Zn)

nie mogąc w ogólności być nieskończenie małym innego rzędu jak

d(Y,, y^ ..., Zn)
gdyż jest podobnie jak ten ostatni, summę iloczynów zawierających 
po n czynników, w ogólności nieskończenie małych tegoż samego 
rzędu, czynię że stosunek

d(V2..., Yn) _ 
d (z,, z,, ... , zn) Wn(Yi,*)

czyli wyznacznik funkcyjny odpowiedni nie jest w tym razie zerem 
w ogólności.

W drugim razie jeżeli istnieję zwięzki różne od siebie i niezależne 
od Zx, wtedy pewna liczba ilości Y,,Y2, ••■.ym pozostają niezależnemi, 
i mogę mieć przyrosty dowolne, zaś pozostałe Jm+1, ym+2,... , yn są 
funkcjami poprzednich i maję przyrosty oznaczone. Przypuszczamy 
tu, że liczba związków jest mniejsza od liczby n funkcyj, gdyż ina
czej funkcje byłyby stałemi, lub nawet w ogólności wcale by nie 
istniały, podług lego jak związki które założyliśmy różnemi, byłyby 
rozwiązalne, lub sprzeczne.

Można więc dowolnemi przyrostkami ilości Y1, 2,..., 1m rozpo
rządzić tak, aby były zerami, co pociągnie za sobą że i przyrosty ilo
ści ym+t, ym+^,..., yn będę zerami, i to nieskończenie wielu spo
sobami, gdyż tym sposobem zakładamy tylko m zwięzków między 
przyrostami n ilości zt, z^,..., zn, które więc w części przynajmniej 
pozostanę nieoznaczonemi. Tym sposobem jeden wiersz wyznacz
nika d{yv y^,..., yn) można zawsze w ogólności złożyć z samych zer, 
a zatem uczynić wyznacznik zerem, podczas gdy wyznacznik

d(z,, 72, •••, Zn)
można zawsze w ogólności uczynić różnym od zera, gdyż wiersz od
powiedni wierszowi złożonemu z zer w wyznaczniku d(J,.32, ..., Zn) 
nie jest cały złożony z zer, zaś pozostałe wiersze wyznacznika

d(24» zv •••, Zn)

są złożone z przyrostów dowolnych. Stosunek więc

d‘y„..,y„) = w, (U.) 
d (zi> zi>..., %n)
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czyli wyznacznik funkcyjny jest zerem, jak to zamierzyliśmy dowieść.
Dowiedliśmy więc, że gdy związki między y, niezależne od z^ 

istnieję lub nie, to wtedy wyznacznik układu funkcyj yt jest lub nie 
jest zerem. Ztąd wypada twierdzenie, że gdy wyznacznik jest lub nie 
jest zerem, to związki między yi niezależne od Zk istnieję lub nie, 
gdyż gdyby odpowiednio zwięzki te nie istniały lub istniały, tedy na 
mocy dowiedzionego wyżej twierdzenia, wyznacznik nie byłby zerem 
lub też byłby zerem. Wniosek ten przeciwny założeniu, pokazuje 
błęd w przypuszczeniu przeciwnem twierdzeniu, a przez to prawdzi
wość twierdzenia. Zatem warunkiem koniecznym i dostatecznym 
istnienia lub nieistnienia zwięzków niezależnych od zmiennych, mię
dzy funkcjami, jest zamienianie się wyznacznika układu tychże funk
cyj na zero, lub różnienie się od zera w ogólności.

Powyższe twierdzenie pozwala usunęć jednę z trudności, jakie na
trafia poczętkujęcy w samych zasadach rachunku różniczkowego, 
mianowicie przy wynajdywaniu różniczek funkcyj uwikłanych czyli 
niewyraźnych. Zadanie to pojęte najogólniej przedstawia się w nastę- 
pujęcy sposób : majęc między m zmiennem Zi, n równań

F s (34, z,, •••, zm) = 0, (4 < s 5 n),

wynaleźć wyrażenia różniczek zmiennych zależnych, przez różniczki 
zmiennych niezależnych i przez wyrażenia znane. Przypuszcza się, że 
równania nie sę sprzeczne, gdyż w przeciwnym razie funkcje a zatem 
i ich różniczki nie istnieję, i zadanie z powodu tego jest nierozwią- 
zalnem; jako też że równania sę różne, czyli że nie istnieję żadne 
zwięzki między pierwszemi stronami pewnych liczb równań danych, 
niezależne od zmiennych zk, gdyż wtedy liczbę równań możnaby 
zmniejszyć. Trudność którą mamy na widoku, jest okazanie że n ró
wnań pierwszego stopnia

k=m
X dE dz==0, (IKsEn) 
ind dzk —

k=ł

podawanych w dziełach wykładowych rachunku różniczkowego, na 
obliczenie różniczek żędanych, sę w powyższych warunkach zawsze 
różne i niesprzeczne, to jest żepozwalaję zawsze rozwięzać zadanie, 
a co okazać można w następujęcy sposób. Ponieważ z założenia 
jest n równań różnych i niesprzecznych, zatem jest n zmiennych 
zależnych, a m — n niezależnych. Przypuśćmy że sę odpowiednio 
zrniennemi niezależnemi ilości zu z^,..., zm_n, zaś niezależnemi 
ilości zm_n+i} zm_n+2,..,, zm, i ńapiszmy ostatnie n równań, 
w kształcie 
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które rozwiązując względem dz^, oznaczywszy poprzednio dla krót
kości :

dFi d^\ dFi
dzm ‘ dZm— i dZm—n + 1

aF, dF, dF,
d (F,, F2,..., F.)d/Zm—1 dZm—n+1

d [Zm}Zm—1, ••• > Zm — n+1

dF, dF. dFn
dZm dZ-m—1 dZm—n+1

otrzymujemy

(m—n—4 A k 7 m) 

które zawsze dają żądane różniczki, bo ani współczynnik przy dzi,, 
ani wszystkie współczynniki ostatniego równania nie mogę być zerami 
dla wszystkich znaczeń zmiennych niezależnych Zk, gdyż gdyby te 
współczynniki były zawsze zerami, to znaczyłoby na mocy wyżej do
wiedzionego twierdzenia, że między pierwszemi stronami n równań 
danych, uważanych jako funkcje pewnych n zmiennych z pomiędzy m, 
istniałyby związki niezależne od tych ostatnich zmiennych, czyli że 
równania nie były różne, co przeciwne założeniu. Więc współczyniki 
uważane nie są zawsze zerami i równania ostatnie wyznaczają zawsze 
różniczki zmiennych zależnych, gdy dane równania są różne i nie- 
sprzeczne jak to zamierzyliśmy dowieść.

Dowiedziemy teraz kilku innych twierdzeń tyczących się wyzna
czników funkcyjnych, gdzie zobaczymy że podobieństwo wspomniane 
wyżćj wyznacznika funkcyjnego z pochodną, ciągle się utrzymuje.

Uważmy n równań między 2n ilościami Zk, Yi,

Fi (21- 7, ..., Z, Yi Ui,..., Vn) —0, (1 < ‘£ n}> 

jeżeli nadamy n zmiennym Zk, przyrosty nieskończenie małe dv zk, 
to zmienne yi otrzymają pewne przyrosty nieskończenie małe tegoż 
rzędu dp y^ zaś z równań danych otrzymamy n2 równań następujących:

k=n , i=n
• dVi • dFi ). — . xd,* + 2 ayid,yi=O, (_PRn),(A‘<n)

k=i i==4
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które dla krótkości napiszemy w kształcie

dp,= Fi — dp,y F i — 0, (4 < P < n), (1 K l 7 n),

i które to równania prowadzą do równania następującego :

d,.=F, d,,sF 2, ••• , di-F n 
d,,F1, d,,zF2, ••• > d2,zF n

diyFi CiyF2, ••• , diyEn 
d2y! 1, Q2yF2, ••• , Q2y nn

Un,zF1, dn,^^} • Cn,zEn Cn,y F,, dn,y^ 2 , • • • , dn>yP 1
co jeszcze napiszemy krócój,

de (F ,, F 2, ••• , F n) = (--- 1 )n d, (F 1, E 2, F„)

a zt^d wynika, że :

d^/^y.,... ,y„) _ d.(F, F„,..., F„) ( d, (F,, F,.....F.)-1
d (71, 22, •••, zn) d (2, 32, •••, Zn) ( d (J» y^; •••, Un) )

to jest : wyznacznik ukła u n funkcyj uwikłanych, czyli niewyraź
nych y,, y2, jest fówny jedności ujemnej podniesionej do n hj 
potęgi, 1 omnożonej przez wyznacznik funkcyjny pierwszych stron 
równań danych uważanych jako funkcje zmiennych zp Z2,--yZn, i 
podzielonej przez wyznacznik funkcyjny tychże pierwszych stron 
uważanych jako funkcje zmiennych Y1, Y2, ..., Yn-

W szczególnym przypadku, gdy n= i, jest znane twierdzenie :

Godnym jest uwagi następujący szczególny przypadek. Jeżeli 
układ równań 

yi — fi (2,- z,, •••, Zn), (1 _ix nj, 

przekształcimy na następujący 

yi — ^i (3,, z2, •••, z„, Uii Ha •" ) y^)) (1 A i < n). 

wyznaczniki funkcyjne układów f i ? są wtedy w ogólności różne. 



O WYZNACZNIKACH 1067

Jest bowiem podług powyższego

df dtt df^ 
dz, 7 dz,’"’ dzn 
dr 2 dr2 dr,2
Cz, dz<2 dZn

dfn dfn dfn 
dz^ dz^ "'} dzn

d, de, de,
dzl dz2,"’>dzn
d®, d®2 d®2

1)" dz} dz^ ‘ dzn

I den, da d(?n
| dzl dz^ ‘ ■" ’ dzn

dn _ de, di 
dy, ‘dya‘‘dyn 
do, dP, _ d, 
dy^ d(j9_ ^‘^dyn

don dn dn
^yC ^y^ "’ ‘ ^y^

— i

i widocznie aby wyznaczniki układów f, q były równe, potrzeba i 
dostatecznem jest aby było:

dei_1 ^1
d'Jt ^y^'"
dP2 de, । 
dyl ‘ dy, ‘

di 
dyn 
dę, 
dyn

d^n d^n d^n 1 
dyl' dy^ ‘ "‘ ‘ dyn

co naprzykład się zdarzy gdy układ I jest następujący :

31 — P1 (2, 22, ••• , zn) V2 y^i ••• } yn—i) yn)
32 = P2 (2,, z,, • • • , ^nj U3, J,.., yn}

yn—1= Pn-1 (21 %,, ••• , zn) yn)
yn^^^n (2,, 22, • • • , ^n)
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gdyż wtedy jest rzeczywiście

4 doi di
‘ dy/ ’” ‘ ayn

0, 0,..., — 1

a zatem
d_[f^_f^_^_^f^L_ 4 (,, I, •, In) 
d (21, 72, ••• , zn) d (71, 72, ... , Zn)

Przejdźmy teraz do innego zadania, a mianowicie do wynalezienia 
wyznacznika funkcyjnego układu funkcyj odwrotnych, to jest układu 
funkcyj zi} z2,.... zn ilości zmiennych Y,, Y2, ..., yn. Twierdzenie 
ogólne powyższe daje dwa wyrażenia na wyznaczniki ilości y uwa
żane jako funkcje ilości z i odwrotnie. Porównawszy dwa te wyra
żenia, widzimy że drugie strony są jedna odwrotnością drugiej, co 
zresztą jest wido.cznem wprost, gdyż

d (y, y^ -., yn) d (2, Z2, •••, Zn)
d (2,, E2, ... , z-n) d^y^y^ ... ,yn)

Przeszedłszy tak obliczanie wyznacznika funkcyjnego funkcyj uwikła
nych czyli niewyraźnych, zajmiemy się obliczeniem wyznacznika 
funkcyj wyraźnych. Przypuśćmy więc, źe n funkcyj yv Y2, ..., yn 
złożonych, zależy od n ilości 2, z,, ...,zn zmiennych, za pośre
dnictwem m ilości w,, w^,... wm. Jest wtedy

dPyi ==
t==m
V di ,7 —— dPWt aa dwt ?
t— 1

zatem wyznacznik d (3,, Y2, ... ,yn) podług tego jak m mniejsze 
lub nie, od n : jest zerem lub (str. 1053) :

d,V» • , d^n

dny^t..., dnyn

dyj dyr
dWa^ ‘‘ dWan

dyn dyn
dwOt ‘"‘ dwan

dxw^ ..., dtwai

dnWa,, ... , dna.
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gdzie znak summowy, odnosi się do wszystkich zmian czyli kombina- 
cyj liczb a to jest liczb 1,2, 3,4, ... ,m branych po n w porządku 
rosnącym. Ztąd wnosimy, dzieląc przez d (z,, 22, ..., z„) że : gdy m 
nie mniejsze od n jest :

d(z1}z2, ...,zn)
yd(»y»..,y„)d(a,, "Dn,1 "11 "Dc,)

d (Wa,W«,, ... , w.,) d (7,, z,, ... , z„)

, . , . rn(m—l)...(m— n—1) gdzie znak summowy odnosi się do wszystkich  109—7—1—"
zmian, czyli połączeń z m liczb 4,2, ...,m, branych po n w po
rządku rosnącym, zaś gdy m < n jest:

d(i J» ...,y„) #0 
d (z,, z,, ••• , Zn)

Dodamy tu chociaż może zbytecznie, że wyznacznik

d(V12 V2..., 3n) 
d(ua,, "Da,..., 10»„)

ma być wzięty tak jak gdyby 3/1 ,yr ...,yn były tylko funkcjami 
wx,, w„,,..., wa,, pod czas gdy pozostałe ilości wa,+1, Wx,+2..., wUm, 
są uważane jako stałe. Rola tego wyznacznika jest podobną do roli 
pochodnej częściowej i dla tego nazwiemy go ivyznacznikiem funkcyj
nym częściowym.

W szczególnym przypadku gdy n = 1, to m jeżeli jest mniejsze 
od n, nie może być jak tylko zerem, i wtedy mamy T- = 0. To ła

two się tłumaczy, gdyż wtedy y nie jest funkcją żadnego w czyli 
jest ilością stałą, co sprawia że pochodna jest zerem. Jeżeli zaś m 
nie mniejsze od n to wtedy jest

J=F (w„ w^ ..., um), u\ = fi (z), w, = f, (z), ..., wm = fm (z)

t — m dy _ " dy dwt 
dz ~ 2. dwt dz

co rzeczywiście jak wiadomo ma miejsce.
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Weźmy nakoniec pod uwagę przypadek, w którym ilości y,, y2,...,Yn 
są funkcjami funkcyj, przez co ch emy rozumieć że one zależęod iloś ci 
21, 2,..., Zn, za pośrednictwem n ilości Y1,4.Y2...,Y1n, które 
zależą od innych y^^, y^^, ..., Y2,n, i tak dalej, aż nakoniec ilo
ści ym, 1, ym, 2, •••j ym,n, zależą od ilości niezależnych Z,, 22, ..., zn. 
Wtedy jest widocznie

d (Y,, Y2..........Yn) =

d (2,, 22 > • • • Zn )
d (J, , 35. ..., yn) d(11%12...,31.n) d (ym,jfym,^' ••• > ym,n)

d (J119121 ... Y.n) d ^y^ y^ y^n)"" d (2,2,, ... Zn)

to odpowiada znanemu twierdzeniu funkcji funkcyj

Ay__ Ay Ay, . Aym . i- dy __ ^y_^Jk ^m
Az Ay, AJ, dz 1 dz dyx dy2 dz

gdy
y = f {y 1), yi = f,(y2), ••• > Im = fm{z).

Sposób uważania wyznaczników funkcyjnych, jako iloraz wyznacz
nika przyrostów nieskończenie małych, funkcyj danych, podzielonego 
przez wyznacznik przyrostów zmiennych niezależnych, oprócz łatwo
ści i podobieństwa z pochodną nawet w dowodzeniach, przedstawia 
jeszcze i tę ważną zaletę, że pozwala mnożyć, niejako nieokreślenie 
liczbę przekształceń wyznacznika funkcyjnego, a wiadomo ile ważną 
grają rolę przekształcenia w dowodzeniach, gdyż każde dowodzenie 
jest przekształcaniem jednych prawd, na inne.

W wyrażeniu wyznacznika funkcyjnego, jako stosunek wyznaczni
ków przyrostów funkcyj i zmiennych, wchodzą nieoznaczone przyrosty 
zmiennych niezależnych i w tern leży głównie owo źródło przekształceń, 
i to tym większe, że można z pomiędzy 2n ilości z^y^ z2,yr.. ,zn,yn 
wziąść n którekolwiek za niezależne i rozporządzać ich przyrostami. 
Zajmiemy się tu przypadkiem dosyć ogólnym, w którym n— 1 z nie
zależnych ilości zostawimy stałemi, czyli uczynimy ich przyrosty ze- 
rami, i przez to przyrosty pozostałych n—1 zmiennych będą miały 
stosunki oznaczone. Wypisując w jednym wierszu poziomym przyro- 
sty jednoczesne ilości 21, £,..., Zn, y^ 32, ..., yn, rozporzą
dzimy niemi podług powyższej uwagi, w następujący sposób :
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i wtedy jest (str. 1 047-1048).

d (Z,, Z2, ... , Zn) — d,71 d272 ••• Cn%n 

d (Y,, y,, ...,3n) =

d,V, •••, d,,Yn, dn,+1 Yn,+1, • , Cn,+1n,+"2

. d,,71, •••, d,,3., d,,4n,3n/+1, •••, d,,+n,Un,+n, 

Cn—nm+1 yn—nm+1 •., dn- nm+1 yn

dn Yn—mn+1 ..., dn yn

a ztąd kształt odpowiedni wyznacznika funkcyjnego

d(i 32 --^yn) 

d (71, 72, ... , Zn)

dn— nm+in
dn—nm + lzn—nm-^i.

dn- nm + 1n— nm +1
Cn— nm +1 Zn— nm + 1

gdzie pochodne są zamknięte w nawiasy, dla wskazania że mają być 
wzięte nie wprost, lecz w sposób następujący. Zwróciwszy uwagę na 
przyrosty poprzednio wyżej wypisane, widać że w pierwszych n, 
wierszach ilości zn +1, ...,zn, y^..., y», są. uważane jako fun- 
kcje z,, ..., Zn, Yn,+ 1 ...,yn, gdzie kolejno zmieniamy tylko 2,,...,3»,. 
W następnych n, wierszach, ilości zn^+ n,+1 ...,3,31...,,+ n2 
są uważane jako funkcje 2, ... ,2»,+n,Yn,+n,+1, ...,yn gdzie kolejno 
zmieniamy tylko 2n,+1,.., Zn,+n,, i tak dalej, aż nakoniec w nm 
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ostatnich wierszach ilości Y,, •••,yn, są uważane jako funkcje ilo- 
ści z,, .,., Z,, gdzie kolejno zmieniamy tylko ilości Z,—n+1,...,Z„. 
Chcąc więc pochodne zamknięte w nawiasach obliczyć, można albo 
wprost w tern przypuszczeniu obliczyć takowe, lub też wprzód prze
kształcić dany układ n równań

Fi^,^, ...,zn,yl}y2.......  (1 <l 5 n),

na inny z nim równoznaczny następujący :

Y4, —: f 1, (2, ••• , ^n^ Jn,+1 “• > yn)> (1 £l< n),
Ji, = f^ (z,, •••, Zn,+n,5 Jn,+n,+1 •••, yn)> (n,H1 <1z n,+n,),

J„==f(z, ...,En), (n—n„+H <l2n)
i następnie wynaleźć pochodne.

Godnym uwagi jest szczególny przypadek, gdy m~n czyli gdy

n, = n2 — ... = Nm—■ 1,

wtedy wyznacznik funkcyjny przybiera kształt prosty

d (, J»...»Yn) _ ( d,9,) fd^yA ( dnyn\
d (z,, z,, ..., zn) \d,2,/ (d,52/ \dnzn) 

gdzie nawiasy przypominają, że pochodne częściowe powinny być 
wzięte w przypuszczeniu

J, = 1 (z. Ja • • • , yn) , J2=f(, 2,, U, , yn) J • • •
••• ^yn — fn (z,. ••• , zn)’

Ten wniosek, pozwala bardzo prosto dowieść twierdzenia wyżej do
wiedzionego że : warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby mię
dzy n funkcjami tyluż zmiennych niezależnych, zachodził związek 
niezależny od tych ostatnich, potrzeba i dostatecznem jest, aby wy
znacznik funkcyjny odpowiedni był zerem. Nie będziemy jednakże ra- 
trzymywać się nad tern dowodzeniem, i powiemy tylko, że tyle czynni
ków iloczynu

68
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zamienia się na zero, ile jest związków między funkcjami, zostawiając 
czytelnikowi dowiedzenie tego ostatniego twierdzenia.

Przypadek gdy m=1, a więc gdy jest n, = 11, daje

C (31 32 **>Mn)

gdzie ponieważ, zmienne y, 32, ...,Yn są uważane jako funkcje 
21, z,,, ..., Zn. to jest tak jak to miało miejsce przy określeniu wy
znacznika funkcyjnego, zatem nawiasy (które wprowadzone zostały 
dla wykazania pewnej szczególnie uważanej zależności między zmien- 
nemi) można opuścić. Przypadek więc m = 1 wraca nas do kształtu 
już poprzednio znanego.

Zakończymy te badania, zwróceniem uwagi na jeden szczególny ro
dzaj wyznaczników funkcyjnych, mianowicie gdy funkcje Y1J2,...Yn 
są odpowiednio pocliodnemiczęściowemijednej funkcji w zależącej od n 
zmiennych niezależnych z,, z,, ..., zn, względem tychże zmiennych. 
Wyznacznik ten obdarzony wielu użytecznemi własnościami nazwał 
p. Hesse, wyznacznikiem funkcji y względem tychże zmiennych. 
P. Silwester nazywa go wyznacznikiem Hess‘ego [Hessian); my je
dnakże mimo całej powagi tego znakomitego matematyka, używać 
będziemy nazwiska poprzedzającego, które lepiej rzecz przedstawia.

Dowiedziemy tu jednej własności wyznacznika funkcji w, n zmien
nych z{, zv ..",zn, wiążącysię z obszerną już dzisiaj teorją niezmien
ników (iiwariant), współzmienników [conariant), it. d., stworzoną przez 
p. Kele, i ciągle rozszerzaną pracami p. Silwestr’a i innych.
. Jeżeli przekształcimy funkcję w za pomocą podstaiuienia Unijnego

ki—n„= 2 ai,hy^
kt=\

(1 Kizn),

przez co funkcja w, stanie się funkcją n zmiennych yv yz,..., Yn5 
to wyznacznik funkcji przekształconej, jest zawsze równy, wyznacz
nikowi funkcji danej,pomnożonemu przez wyznacznik podstawienia:

W —‘‘n ---

“11 •*> din

Un,1> ••• 2 C^mn

podniesiony do potęgi drugiej.
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W powyższych bowiem warunkach jest

1075

l = n l — n 
d^w   d /dw\ _ ‘ d2w dzi  ‘ dsw 

dyidyk ~ dyk \dyi) TT ,h dyidzi dyk — A dyidzt l,k 
l — 1 4=1

wyznacznik funkcji przekształconeja więc na mocy lego równania, 
jest :

d^w d^w d^w d^w
dydyi ‘ ’ ‘ ‘ dykdyn dy^ ‘ ’ ' ‘ dytdzn

w.
d^w dho d?w dho

dyndyr ‘ • ":dyndyn dyndzx ‘ ’ ‘‘dyndzn •

gilzie pozoslaje wyrugować wyznacznik pierwszy strony drugiej .W tym 
celu uważmy że równanie

m=n m—n 
dw  " dw <lzm  n dw 
dyt Ad dzm dyt M dzm

M=1 m—l

prowadzi do następującego

d2w _ dw dyidZk F A dz-mdzk “m.
m—\

które dając

d^w
dyidzl ’ ”’

d2w
dy,dzn

d2w d2w
dz^dz^ ‘ dZydZn

W
d^w

dyndz^ ‘"*
d^w | d^w d^w 

dyndzn dzndzl ‘"‘ dzn dzn

pozwala uskutecznić rugowanie powyższe, i przez to dowieść zamie
rzonego twierdzenia, mianowicie :

d^w d2w d2w d^w

w,8.
dyvdyi ‘ ‘ dy^yn dzdz, ’ ‘ ’ ' dz^dzn

d2w d^w dzw d2w
ayndy^ ’ ' " ’ dyndyn dZndZi’ ' dZndzn
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Następujący przykład ma na widoku pokazanie zastosowania wy
znaczników do gieometrji, mianowicie znalezienie związku między 
odległościami pięciu punktów położonych jakkolwiek w przestrzeni. 
Zadaniem tern zajmowali się Lagranż i Karno (CARNOT), rozwiązał je je
dnak najzręczniej p. Kele, i jego to rozwiązanie tu przedstawiamy.

Oznaczmy przez Zi, Yi, Ci, współrzędne prostokątne punktu An i 
przypuśćmy, że dla odróżnienia pięciu punktów między sobą, i przy- 
biera pięć znaczeń 1,2, 3,4, 5. Oznaczmy przytem przez wv w,, 
W3, w,, ws, pięć ilości dowolnych i oprócz tego dla krótkości załóżmy

^i> + y” + 28, + wł = a%.

Wykonawszy iloczyn dwóch wyznaczników szóstego stopnia 
W6i—16 W6 czyli:

o, 4, 0, 0, 0, 0

1, a%. «, Y, z. W,
1,G%.2» «,, Y2, z,. w.
1, a2-a. «, Y3 za. w.
1, a‘o. «,, J., z. w.
1, a%,5. x„. ys ZS’ w

1, 0, 0, 0, 0, 0

«% t, 2a,, 2y,, —2z,. —2 w.
a%o,,. b —21,, 2y, 22,, —2w,
a%0.3. 1, —2,, —2y, ^Z3> —2u,
" 0,4> 1, 2,, —2y., -^k, —2w,
a3.5. 1, —2x,, 2y,, 2z,, —2w,

i oznaczywszy dla krótkości

(x; — Ex)2 + [yt — yky + {Zi — zky + {wi — wky - a\k,

to iloczyn powyższy przedstawi się w kształcie :

0, 1, 1, 1, 4, 1
A ,2 ,2 ,2 72 1> " bp " 1,2> " 1-3> " 1»4> " 1’5 

 ,, w , I 1, a2,1 a322, a323, a22,,, a225

31> " 3,2> " 3>3> " 3»4> " 3,5 

1 , a2,1 a2.», a2,3 a2. a2s
1, a‘s1 a‘» a‘sa, a‘s. a‘ss

gdzie a\i = 0. Przypuściwszy że w,, W2, w,, w,, w,, są zerami, to 
wtedy W6 jest także zerem, bo ma ostatni wiersz pionowy złożony 
z zer, zas c^i, k oznacza kwadrat z odległości punktu Ax odpunktu A„
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i związek żądany jest:

0, 1, 1, 4, 1, 1

1, 0, a%,, a",a, au ah,s
1, a‘2, 0, a22, a%2, a2,5
1, a‘,1, a3s2, 0, a2a,4, a‘as

1, au a2,2, a‘ua, 0, a8,s
I 4, a2,,1, a33,2, a‘s,3, a’,.., 0

Zwrócimy uwagę, że odejmując wyznacznikowi drugiej strony osta
tniego równania, szóste wiersze, pionowy i poziomy, a następnie 
piąte wiersze pionowy i poziomy; otrzymamy odpowiednio, związki 
między czterema punktami jednej płasczyzny i trzema punktami 
linji prostój. Otrzymujemy tym sposobem, pewnego rodzaju równa
nia, płasczyzny danej przez trzy punkta, i prostej danej przez dwa 
punkta.

Równanie powyższe między odległościami pięciu punktów w prze
strzeni, daje rozwiązanie bardzo proste i symetryczne zadania nakre
ślenia kuli stycznej do czterech kul danych, które zajmowało wielu 
matematyków, a których rozwiązania nie są równie prostemi. Zada
nie sprowadza się widocznie, do znalezienia promienia kuli stycznej, a 
który otrzymuje się w następujący sposób :

Jeżeli ki, oznacza jeden ze środków pięciu kul, zaś pi, promień 
tejże kuli, to równanie powyżej otrzymane, zmieniając w wyznaczniku, 
znaki składników (elementów), 2g0, 3g0, 480,580, 6g0 wiersza pozio
mego, oraz 4g0 pionowego, co wychodzi razem na pomnożenie wy 
znacznika przez (— 1)6, przybiera kształt:

0, 1, 1, 1, 1, 1

1, 0, a3,,, a3, a3. a3s
4, a‘21 0, a",a» a2, a‘2s
1, a‘ai, a2a», 0, a’,., a‘a.s
1, a%1 a"sa, asa, 0, a%s
1, a‘s1, a?52, a‘s.3, a2.,, 0

Wyznacznik się nie zmieni, jeżeli dodamy odpowiednio składni
ki pierwszego wiersza kolejno poziomego i pionowego pomnożone 
przez p?, do składników itego wiersza równoległego. Oznaczywszy 
więc p*—pł— a^i.k przez 2b2,k, i dzieląc składniki 280, 3g°, 480, 
58°, 680 wiersza poziomego przez 2, a mnożąc składniki 1g0 wiersza 
pionowego przez 2, (co wychodzi na podzielenie wyznacznika przez
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24), równanie powyższe zamienia się na :

0, 1, 1, 1, 4, 1
1, P3,63, 63,2, ^ 635
4, b22, pł,. 6223, 6224, b%25
1, b3a, b8,2. p\. b2a.. b‘a.5
4, b&., b8.2 68,3. p\, b2.s
4, b%,,, 623,2, 625,3, b2s,4. p\

Jeżeli A, jest środkiem kuli stycznej szukanój, to wtedy

bi,—22*—a‘,5
Ps TT 2p,

a^ - Pi + Ps
= — pi

dzieląc więc szóste wiersze wyznacznika, poziomy i pionowy przez ps, 
co wychodzi na podzielenie wyznacznikaprzez (p.2), otrzymujemy 
ostatecznie, równanie drugiego stopnia względem p^ - 1, następujące ;

0, 1, 1, 1, 1,2s1
1, P^„ 63,2 63,3, b2,. Pi
1, b2,,, p’,, b2,3 b2,.,—P,

0 4, b3,,, b‘s2, pa, b3,... Pa
4 > b3a, b‘s27 b3,3, P2, P.

P-I, ~Pv —P^ —Pa’ —P^ —
czyli

0,P”, 1, 1, 1, 1
Ps-1, — 4, —Pi’ —P^’ —Pa ~P^

4, —P, pi, b2,2, 63,3. b2,4 
1,—Pa, b22, P1^ b22, b2.,
1, Pa’ b3a, b2aa, pła, b2a.
4, Pm 62,,, 62,2, 62,-3, P%

dające się zatem łatwo rozwiązać. Zostawiając roztrząsanie tego ró
wnania czytelnikowi, powiemy tylko że ponieważ zmiana znaków 
wszystkich promieni, nie narusza w niczem powyższego równania; 
otrzymamy więc wszystkie rozwiązania możebne zadania, robiąc co
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do znaków promieni danych P4,P2, pz, Pu, zamiast wszystkich 24=16 
przypuszczeń, połowę tylko, mianowicie:

albo Pi, Pt, Pa Pu, 
4 +,+,+, + 
2 +,+,+, — 
3 —, +, —, + 
4 +, —, +, + 
5 —, —, — > — 
6 +, —, +, — 
7 +, —, —, — 
8 +, —, —, — 

albo też Pi, p^, pz, p^

co, ponieważ równanie jest drugiego stopnia, daje w ogólności sze
snaście kul stycznych.

Odejmując ostatniemu wyznacznikowi szóste wiersze poziomy i 
pionowy, otrzymamy równanie drugiego stopnia, rozwiązujące zada
nie nakreślenia kola stycznego do trzech kół danych, i przekonamy 
się że w ogólności jest ośm kół stycznych do trzech kół danych.

Kończąc, winienem kilka słów czytelnikowi, usprawiedliwiających 
rozmiary i treść, jakie nadałem powyższej pracy. Powiem więc, że 
szczupłe rozmiary przypisku nie pozwalały mi jak tylko przedstawić 
zasady najgłówniejsze teorji, a zamilczeć o ostatnich jej postępach. 
Przytem zdawało mi się być ważnem, poprzedzenie teorji opisaniem 
chociaż krótkiem historji wyznaczników, (część w ogólności zanied
baną, we wszystkich naukach ścisłych), oraz dodanie zbioru przykła
dów dla wprawy początkujących. Co się tyczy wiadomości history- 
cznych, czerpałem takowe w źródłach oryginalnych, i starałem się 
podać jak najdokładniej; w wykładzie zaś teorji starałem się przede- 
wszystkiem o ścisłość, ogólność i symetrję dowodzeń, a dla objaśnie
nia i zastosowania teorji, podałem rozwiązanie kilku zagadnień algie- 
braicznych lub geometrycznych, jak : okazanie że równania pierw
szego stopnia określając różniczki wielu funkcyj niewyraźnych, są 
zawsze wystarczające i niesprzeczne,(str. (1064-1065) lub nakreślenie 
kuli stycznej do czterech kul danych.

Nakoniec dodam, że pracę tę przedsięwziąłem w zamiarze ułatwie
nia początkującym, poznania ważnej teorji wyznaczników, i że zatem 
zbytecznem byłoby, trudzić uwagę czytelnika, wykazując mu co może 
być mego własnego w tej pracy. Będę się więc uważał za szczęśli
wego, jeżeli ta praca odda choć małą usługę początkującym, a szcze
gólniej jeżeli zachęci którego ze światłych rodaków, do obdarzenia 
naszej literatury, wykładem obszernym tej pięknej, a zarazem tyle obie
cującej gałęzi matematyki.

Paryż, dnia 28 listopada 1869 roku.

W. TRZASKA.
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Przykłady dla wprawy.
1. Znaleźć liczbę kształtów, jakie daje wyznacznikowi stopnia n 

twierdzenie Wandermąda (sir, 1043-1046).
2. Jeżeli z jednej strony przekątnej wyznacznika, wyobrażniki są 

zerami, to wyznacznik jest równy jednemu z iloczynów.

“11> (2,2 • • • Un,n> 
n—    

lub też (—1) 2 1 ‘ 7 2 dan @2n—15 ... >anĄ

i I 12 I ••• | in

di,4, -, ^rin

dk,4,> ... , a^n

3. Okazać że jeżeli tak \,i^,...,in, jako też i k^k^, ...,kn 
oznaczają liczby 1,2,..., n, to jest zawsze

albo inaczej

4, i,_... I in 
h,ka • • • kn

“,*, **‘ “ikn

di,.*,, ... , di,.k.

k^ I k^ I ... I kn

4. Okazać że wyznaczniki

a, b, c, d
—b, a, —d, c
—c, d, a, —b
—d, —c, b, a

1, 4+ a,, ad, |
1,6 +b,, bb, ,
4 > C, — c,, CC2 |

są odpowiednio równe

(a*+62+Le*+d‘), 
(a, — b,) (b, — c) («i ~ a^ + (a, “ b,) (bą— c) (G, — a,) •

5. Okazać że wyznacznik [n + 1)g0 stopnia Wn+1(ai,k), wktórym 
jest aVk = i-1, jest równy (1) (1.2) (1.2 3)... (1.2 ... n.). 

6. Oznaczmy przez A, wyznacznik następujący :

C1» G2» C3> ••• , Cn— 2, (^n—1j Un
Uj, C3» C4» ••• 9 Un—1> Un > di

3» C4» 05> ..., Un , a^ } a^

On) 41, C2, ••• > Cn— 32 Un—j, Un—1
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Jeżeli pomnożymy wyznacznik A, przez podobny wyznacznik, 
w którym a jest zastąpione przez b, a który nazwiemy B; iloczyn 
będzie podobnym wyznacznikiem C, w którym a, zastępują ilości :

Ci = a, b, + a, b^ — ... + an-1 ba—1 — an bn 
c, = a ba + a, ba + • •»+ an—1 bn + an \

Cn = a, ^n — a, b, — • • • — an—1 bn- 2 — an bn-1

lub też

Ci = a, bn — a, b-1 — ••• + an- i b, — an b, 
c, = ab — a2 bn — • • • — d,—1 b3 — An bi

Cn = a, b,—1 + a, bn—2 — ... — an—1 b, — On bn

i wyznacznik C, jest poprzedzony odpowiednio znakiem + lub —, 
podług tego, jak n, podzielone przez 4, daje w pierwszym razie, 
reszty ł i 2 lub 3 i O, a w drugim razie reszty O i 1 lub 
też 2 i 3.

7. Okazać że gdy n >2 to Wn (ai—bk) = 0. Naprzykład, 
gdy n =5, ai— (i— 1)n,b== k; jest:

4, 2, 3, 4, 5
6, 7, 8, 9. 10

11,12,13,14,15
16, 17, 18,19,20 
21,22,23,24, 25

— O

8. Jeżeli jest :

i=m k—n—1

f^= X az"—= X bkzk
t=O A'=0 

gdzie

‘=P
bk^ ) atn+kzln,

1=1
(pn — k V m)
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to jeżeli a, oznacza pierwiastek pierwotny równania ,a" — 1 = 0, to 
jest pierwiastek klóry podnoszony do różnych potęg, daje wszystkie 
pierwiastki tegoż równania to wtedy jest :

boz°, b^1, b^,..., bn-z"-1 
bn—i^n 1, bg2°, b,2, ... , bn—22" 2

b^, b^, bsz\ ..., b^

= f ^z')/ {^z) f {t^z} ...f {^^z},

i jeżeli podstawimy y zamiast zn, to równając wyznacznik powyższy 
z zerem otrzymamy równanie którego pierwiastkami, są nte potęgi 
pierwiastków równania f(z) = 0.

9. Jeżeli ai,k i dx,i, oznaczają ilości złożone (urojone) sprzężone, 
(a więc jeżeli są rzeczywistemi, to są zarazem i równemi) zaś a,,i 
rzeczywiste, to wyznacznik:

011—3, @1-2, • • •
“21> (2,2 %, ••• 2

“in — 1> Cln,n

2,n—1> 02,n
Wn = (—!)»

On—1,15 (In—1,22 ••• > Cn — 1n—i 7, Un—1,nUn,1, Un,2, ... , Un,n—1> (^ń,n 3 i
jest ilością rzeczywistą. Równanie Wn = 0 ma wszystkie pierwiastki 
rzeczywiste i nadto liczba jego pierwiastków zawartych między ilo
ściami rzeczywistemi z^ z.2 takiemi, że 5,< 22, jest równą prze- 
wyżce liczby wyrazów dodatnich szeregu W,, W,,...,Wn jakie 
wypadną. podstawiając w nim kolejno z = z2 i z = z,.

10. Jeżeli ax oznacza pierwiastek pierwotny równania a" — 1 =0, 
i=n—i 

tak że Q, =%‘, i nadto, jeżeli założymy że 0= > a,o*k, to

wyznacznik

Co> (1» ••• > Cn—1

C1» 42» • • • > Co
(n—i) (n—g)

=(1) 2 0,02...0„.

Un—1> Co> ••’ > Un—2
Jeżeli więc ai — a + ib, to wyznacznik jest wtedy równy
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n(n— i)
(-1) -2 (nb) "-1 (d+

‘ 4,2, 3, •• , n
2, 3,4, .. ,1
3,4, 5,.. ,2

• • •

n, 4,2, .. ,n-

. Naprzykład :

n (n—1)
=!(1) 2 n"—1(n—1)

Jeżeliby było a == a i ai+i = bai, to wtedy wyznacznik byłby 
równy

n (n—i)

(—ł) 2 an[bn~ 4)n-i

11. Jeżeli z, z,,..., Zn są pierwiastkami równania

i = n
0 = Z = X ai z—

i=0

gdzie a, = 1, to wtedy Jest

Z, Z, Z, ... , Zn |

a nadto jeżeli Zi,k jest jednym z n — i pierwiastków równa- 
. diZ .nia — = 0, jest takżedzl ‘ •

p=n—2
•Z= X (— 1)"—P

p—0

Zp,1, zt ... ^ z 
z, Zp^,..., z

ZP —

%, z,... , ~p,n — p

+(1 .2.3.4., .n)(3 — Zn-1)5"-1
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12. Okazać że wyznaczniki (n + 1) go i ngo stopnia

4, 4, 1,...,1 
4; 4+a,, 1, ..., 1
1, 1, 1+, .... 1 

» • • • • •
1, 4, 1, ... , 1+an 

są odpowiednio równe ilościom

1—a,, 1, ..., 1
1, 1+a,, ..., 1

1, 1,... ;1—an

Oj Oj... an i Oj o2... on (1 + Oj 1 + Oj 1 + ...—an 1); 

zaś wyznacznik ngo stopnia

a, 1,0, • ••, 0, 0,0

1, a, 2,. ..,o, 0,0

0, n--2,o,....,0, 0,0

0, 0, 0, ..., a, n -2,0

0, 0, 0, . ..,2, a, n
0, 0,0,. 1, 0

jest równy podług tego jak jest n nieparzyste lub parzyste iloczynowi:
i—n-1

• a (a”—2%) (a*—43)... (a*-(n-1)2)= I (a*—(21)2) 
i=l

lub
i=%

(aJ-P) (o2—32)... (o2- (n—<?) = I (a?— (2i—1)’) 
i=1

a nareszcie :

a, b, 0, ..., 0,0
n(6—1). o—1, ^b,..., 0,0

O, (n— 4) (b— 4), a-2, -, 0,0

O, O, 0, ... , o—n+1, nb
O, * O, O,..., b—1, o—n ,

2 — n— 1 / n\ n+1 
* L (a—nb-i(1— 2b)), co gdy b==g jest I a + 7 )
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13. Jeżeli oznaczymy przez X aba,"2 ... an‘n funkcyę symetry- 
czną, całkowity, wymierną n ilości a,, a,,...a,, i jeżeli między 
ilościami b jest odpowiednio równych między sobą q, c2,..., cm tak, 
że c,+c, ... —c„=n; to oznaczywszy dla krótkości 2 ah przez Sb> 
okazać że jest

% <s\^ - ‘ (Sb,)

(Sb^, (SbJ, • , Sbn

gdzie c! = 1.2.3 ... c, przypuszczając że w rozwinięciu wy
znacznika, ile razy będzie iloczyn złożony z czynników w nawiasach, 
tyle razy zastąpiony będzie przez czynnik bez nawiasu, lecz którego 
wskaźnik będzie summą wskaźników, czynników zawartych w nawia
sach. Naprzykład wyraz $6, ...Sb, ($6, . ,),..(S6,) zastąpiony byłby 
przez Sbi... Sbp Sbp + 1 + ... + bn.

14. Jeżeli między n funkcjami y, Y2 ..., Yn, tyluż zmiennych 
niezależnych z„ 22, ..., Z,, istnieje m związków

Fi (Y,, 32,..., Yn) = 0, (I < l 5 m < n).

to wtedy można nważać Y,, Y2, ..., Yn—m, jako funkcje tyluż zmien
nych z,, 22, ...,zn—m.

Pytanie czy prawdziwem jest wtedy równanie

d(F, • • •, Fm) d (Y1, •••, Jn—m)__  

d (Zn, ..., Zn—m+1) d (71, ••• , Zn—m) 
_ d (F, • •• • F m) d (31. •'. , IJn) , 

d (yn> ... , yn—m + i'i d (z,, ... , zn)

15. Okazać że jeżeli z,y, są funkcjami wielu zmiennych, zaś d‘ 
oznacza, albo i różniczkowań zupełnych, albo branie i razy pocho
dnych częściowych, to wyznacznik

n(n+1)
Wn+i(d‘—Izy‘-1) = (1! 2!...n!) zn+‘dy 2



1086 PRZYPISEK.

Jeżeli zaś w wyznaczniku W,+1(a,k) podstawimy za a^k kolejno 
dos". *+12,—i+1, dos(n—A+1) &n-i+1, wst(n—1+2) 0,=i+1 i na- 
zwiemy odpowiednio wyznaczniki przez A, A2, A, okazać że jest:

R, A n (n—1) A. n (n—1) 
"2 == 2 2 i -3 = 2 2 wsta, wst«,... wsto, A, Ai 

16. Okazać że jeżeli u = F [y), y = f(z) i jeżeli oznaczemy liczbę 
zmiart (kombinacyj) z n rzeczy „branych po m, czyli 

i n(n—1)..Jh—m—4) 
i 1.2. ... m 

(nu ' , ‘ przez rLn,m, to wtedy pochodna Tan jest:

dny dy~u, ~u, Ln_ dzn ’ dz
d‘y, 

-^dz^U"‘-
dn~'y

‘ <n—in—2 dzn—1 u
dn~]y—---- • u, —1, dz"71

dy ~u, .. dz
, dn-iy1 “n—2n— 3 7-n—2 U

_)-
dn—2y
d,—0, —, ..

dn- ‘y
‘ "n-3n—+ az"—3 "

dz1 0, .. dy, — udz
^ 0, 
dz 0, .. —1

byle w rozwinięciu wyznacznika potęgi ilości u, zastąpić przez po- 
chodne tegoż rzędu brane względem y.

17. Aby powierzchnia 0 = u = f(z., z,, 23, zt) była stożkiem lub 
walcem, potrzeba i dostatecznem jest, aby jeżeli założymy dla krótko- 
ści — = Ui,L, a nadto W4(Ui,1) = w, aby było odpowiednie v=0 OziBk 

. dw 
w razie stożka, zas w = 0 i —— = 0 wrazie walca, gdzie dostate

' cznem jest przypuścić k = 4.
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Nadto, w razie stożka, współrzędne środka są: q; == -— 
gdzie k przybierając cztery znaczenia 1, 2, 3, 4, daje cztery współ
rzędne ; zaś w razie walca, kierunek tworzących jest dany przez trzy 

dw , . .równania Ci = Ta o, gdzie k rożne od 4, zas i przybiera trzy 
znaczenia 1,2, 3. Jeżeli więc współrzędne są prostokątne, ilości ai są 
proporcjonalne do dostaw kątów, jakie tworzące walca czynią z osiami 
współrzędnych.

BIBLIOTEKA POLITECN# K RAKÓ W
CZHA

KONIEC PRZYPISKU.





OMYŁKI DRUKARSKIE

Str.

22
24

27

38
54

440

112
426
454
198
203
203

250
250
252

313

333

354

355

397

401

406

414

444
454
515

Wiersz 

ostatni 
7 od dołu

Napisano Powinno być.
przez u, u przez u,
dowolne wartości dowolne; wartości

4 od góry
m(m—1 m (m— 1)
■ 4.2 ll/m-i ... 1.2 Um-i

14 »
6 »

y = ax" y == axn
piewszego pierwszego

2 od dołu
„2 7/2 ,2—“ =2 1—4 =2

p q 219
pierwszy
9 od dołu

11 od góry
9 od góry

15 »
4 »
3 od góry■
5 od góry
3 ».

drugę drugą
i WSt no) ? WSt mo
a‘,782 a1,732
w szereg na szereg
e = 2,71281828439043... e= 2,718281828 15904
w szereg na szereg
M M'
M‘Q M'P
drugiego pierwszego

9 » dax , dax .—-= a” log a —== a‘l. aax • ax
10 » dxx  dxx _ 0

da, dx
5 od dołu piszmey piszemy

5 od góry D"=ar D=dr

5 »
in du
of 57

«Ac + Au , ax—...

6 od dołu A"=1+"d+ du A"da+... 
du dx Oe

8 od dołu dn . du
ostatni f_ =0 (5) 2437=0

by T oz 1 /yoz
7 od góry
8 od góry
7 od góry

— o2d2ędo — ędłędo
dos dos 0
dx . dx^

69



522
130
378

6 od góry
1 oi giry

42 od góry

zastępujące 
d"u + 
biorco

następująeć 
du • ■ 
Biorąc

004 11 od doiu wstępów ustępów
643 figura ; wstwić głoskę B w punkcie przecięcia się prostej 

0X‘ z . kręgiem kola
033 40 od góry odjemna odjenną
667 figura : oznaczyć głoskę B 

nej z punktu A
spodek prostopadłej poprowadzo

na prostą XX,
718 40 od góry Funkcja, jest Funkcja jest
803 0 » krzywą dwoma krzywą, dwiema
013 42 od dołu Tdl • Tdr

4028 3 od góry lipsoidy elipsoidy
4034 21 przedstawienia podstawienia
4035 43 przeto przez to
4040 9 a,»

(NB. Dalszy diąg zmyłek drukarskich tomu pierwszego, dołączonym bidzie 
w końcu tomu drugiego, kutor bardzo będzie wdzięcznym uważnym czytel
nikom za wszelkie sprostowanie, tak jego własnych jako też i ważniejszych 
drukarskich pomyłek, których uniknąć było trudno w szczególniejszych wa
runkach, w jakich korrekta była prowadzoną. Kommunikacje tego rodzaju 
mogą być przesyłanemi za pośrednictwem jednej z księgarni).
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ARYTMETYKA przez g. h. Niewęgłowskiego z teorją przybliżeń 
liczebnych — Paryż, 1866 roku.

GEOMETRJA przez g. h. Niewęgłowskiego, wydanie drugie — 
Paryż, 1869 roku.

MAJA wyjść w KRÓTCE:

TRYGONOMETRIA przez g. h. Niewęgłowskiego, (pod prassą).
MECHANIKA ROZUMOWA przez g. n. Niewęgłowskiego. 
CYNEMATYKA przez e. habicha.
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