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Vorrede zur zweiten Auflage.

Durch, die am I. April v. J. in Kraft getretene neue Prüfungs
ordnung für die Candidaten des höheren Lehramts in Preussen wird 
für die Mathematiker auch die darstellende Geometrie eingeführt, frei
lich in einer besonderen Lehrbefähigung: Angewandte Mathematik, 
welche aufser ihr noch die technische Mechanik und die Geodäsie um
fasst. Mehrere meiner Fachgenossen an Universitäten, mit denen ich 
darüber correspondirt habe, theilen mit mir die Ansicht, dass man 
damit der Bedeutung der darstellenden Geometrie nicht gerecht worden 
ist: sie ist nicht blos angewandte Mathematik. Von der Begründung 
dieses Zweiges der Geometrie als besonderer wissenschaftlichen Disciplin 
durch Monge vor etwa 100 Jahren datirt der gewaltige Aufschwung 
der modernen Geometrie; diese ist ganz erfüllt und beeinflusst von 
Vorstellungen, welche aus der darstellenden Geometrie erwachsen sind 
und gewissermassen das Lebenselement der heutigen Geometrie bilden; 
es genügt, die Begriffe: projective Eigenschaften, projective Geometrie, 
geometrische Verwandtschaften zu nennen. Dazu kommt, dass, wer mit 
darstellender Geometrie sich beschäftigt, eine wesentliche Kräftigung 
seiner Fähigkeit, im Raume denkend sich zu bewegen, erfährt. So 
sollte denn für jeden Studirenden der Mathematik, der ein ordentlicher 
Geometer werden will, für jeden künftigen Lehrer, welcher später guten 
Unterricht in der Stereometrie geben und in dieser doch wesentlich 
geometrischen Disciplin nicht ihren rechnerischen Theil zur Hauptsache 
werden lassen will, die darstellende Geometrie ein unerlässlicher und 
grundlegender Theil seines geometrischen Studiums sein. Leider haben 
bis vor nicht langer Zeit die Universitäten gerade diesen Zweig der 
Geometrie vernachlässigt; wir alle aber, die in den letzten Jahren etwas 
für seine Einführung gethan, hätten es lieber gesehen, wenn er der 
bisherigen Lehrbefähigung für (reine) Mathematik eingefügt worden 
wäre. Das wäre ein wirklicher Fortschritt gewesen; während über die 
Wirksamkeit der neuen Lehrbefähigung, über welche noch ziemliche 
Unklarheit herrscht, vielfach Zweifel gehegt werden. (Vergl. den Jahres
bericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. VIII S. 127.) Es wird, 



IV Vorrede zur zweiten Auflage.

nebenbei bemerkt, für längere Zeit noch Schwierigkeiten machen, Exami
natoren zu finden, die alle drei in ihr vereinigten Fächer beherrschen.

Wie dem aber auch sei, den Studirenden der Mathematik ist jetzt 
empfohlen worden, sich mit der darstellenden Geometrie zu beschäf
tigen; der Umstand, dass die erste Auflage meiner Elemente der dar
stellenden Geometrie, welche infolge meiner damaligen Stellung an der 
technischen Hochschule in Darmstadt in erster Linie bestimmt waren 
für die Studirenden der Technik, zu Ende geht, hat mich in die Lage 
gesetzt, zu geeigneter Zeit dieselben in neuer umgearbeiteter Auflage 
als Lehrbuch erscheinen zu lassen, welches nunmehr vorzugsweise den 
Universitäts-Studirenden dienen soll; für ihr weiteres geometrisches Stu
dium werden die in der darstellenden Geometrie auftretenden Verwandt
schaften (Affinität, Homologie) in ihm eingehend behandelt, wird auf" 
allgemein-projective und speciell-projective Eigenschaften aufmerksam 
gemacht, wird die perspective Ansicht vom Parallelismus und das 
Princip der Dualität eingeführt, werden Betrachtungen über die Mannig- 
faltigkeit der Elemente des Baumes vorgenommen.

Ich hoffe aber, dass das Buch auch noch für künftige Techniker 
Werth haben wird; das zeichnerische Moment ist nicht vernachlässigt, 
wie aus den vielfachen Bemerkungen über Controllen und über Über
windung von Schwierigkeiten, die durch den beschränkten Raum des 
Zeichenblattes entstehen, entnommen werden mag.

Einige Veränderungen und Zusätze dieser neuen Auflage finden 
sich schon in der italienischen Übersetzung der ersten Auflage. Die 
Beschränkung auf die geradlinigen und ebenflächigen Gebilde — mit 
wenigen naheliegenden Überschreitungen — ist dem Buche erhalten 
worden; -eine durch Herrn Coliegen Heffter in Bonn vorgeschlagene 
Erweiterung hat es durch die vier letzten Abschnitte erfahren. Auf 
die Nothwendigkeit und Erspriesslichkeit des ersten Abschnitts: Dar
stellung auf einer einzigen Projectionsebene, lege ich Werth.

Stereometrische Figuren, welche in der ersten Auflage fehlten, 
habe ich diesmal hinzugefügt, und die Verlagshandlung, der ich für 
ihr Entgegenkommen zu Danke verpflichtet bin, hat sich bereitwillig 
damit einverstanden erklärt, dass der grössere Theil der Figuren in den 
Text aufgenommen werde.

Breslau, im März 1900.
R. Sturm.
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2 Einleitung.

wenn im allgemeinen jedem Punlde von G ein Punkt von G,, seine Pro- 
jection, entspricht. Unter Projection (oder Projiciren) versteht man aber 
auch die Operation, durch welche man vom Gebilde G zum Gebilde G,, 
von den Elementen (Punkten, Geraden) jenes zu den entsprechenden 
Elementen dieses gelangt. Die Geraden, welche Punkte mit ihren 
Projectionen verbinden, heifsen ihre projicirenden oder Projectionsstrdhlen. 
Für unsern Zweck ist es nun nothwendig, dass die Projection eben 
sei; man projicirt also auf eine Ebene, die Projectionsebene.

3. Wir besprechen zuerst die allgemeinen Eigenschaften der Cen
tral^ ojection (Perspective), bei welcher die Projectionsstrahlen sämmtlich 
durch einen festen Punkt 0 gehen, das Projectionscentrum. Sie ist zwar 
nicht die einfachste Projectionsmethode, umfasst aber die Parallelpro- 
jection als Specialfall, und es ist werthvoll, gleich von vornherein sich 
hinsichtlich der wichtigeren Eigenschaften klar zu machen, welche von 
ihnen von der Centralprojection in die Parallelprojection übergehen 
oder nicht und welche nur für diese und insbesondere für die Ortho- 
gonalprojection gelten.

Die Projectionsebene sei TT. Ist P ein Punkt des darzustellenden 
Gebildes, so ist derjenige Punkt Pt, in dem diese Ebene von dem 
Projectionsstrahle OP getroffen wird, die Centralprojection von P. Zu 

jedem Punkte P in TT giebt es daher unendlich viele Punkte, von denen 
er Projection ist, alle Punkte des Strahls OP^

Es wäre unpraktisch, das Centrum in die Projectionsebene fallen 
zu lassen, weil dann alle Punkte des Raums die nämliche Projection 
hätten.

Die Punkte in TT fallen mit ihren Projectionen zusammen.
Es giebt Punkte, welche, wie wir vorläufig noch sagen müssen, 

keine Projectionen haben, alle Punkte der Ebene TT*,  welche durch 0 
parallel zu TT geht und die Verschwindungsebene genannt werden soll; 
denn die Projectionsstrahlen dieser Punkte und nur dieser Punkte 
sind zu TT parallel.

*) Es soll möglichst daran festgehalten werden, dass bei der Bezeichnung 
eines Punktes, einer Gerade, einer Ebene durch einen einzigen Buchstaben dieser 
bez. aus dem grossen lateinischen, dem kleinen lateinischen, dem griechischen 
Alphabete genommen wird.

Die Projection des Centrums 0 ist völlig unbestimmt: jeder Punkt 
von TT kann als Projection angesehen werden.

4. Wenn g)  eine Gerade ist, welche dargestellt werden soll, so 
liegen die Projectionsstrahlen aller ihrer Punkte in der Ebene, welche 
0 mit g verbindet, die Projectionen also auf der Gerade gr, in der 
diese Ebene die Projectionsebene schneidet. Diese Ebene Og nennt 

*
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man deshalb die projicirende Ebene von g, und 91 ist die Erojection 
von g. Man beachte, dafs, während projicirender Strahl und Projections- 
strahl dasselbe bedeuten, projicirende Ebene und Projectionsebene 
wesentlich verschiedene Bedeutung haben.

Die Projectionen der Punkte einer Gerade liegen auf der Projection 
derselben. Oder: Wenn der Punkt P auf der Gerade g liegt, so liegt 
auch die Projection P auf der Projection gr Aber umgekehrt ist der 
Satz nicht richtig: wenn P auf 9. liegt, so kann man nur schliessen, 
dass es auf g einen Punkt giebt, der dieselbe Projection hat wie P, 
oder dass der projicirende Strahl OPPX die Gerade g trifft.

Für sämmtliche Geraden der Verschwindungsebene TT*  ist diese die 
projicirende Ebene; sie haben daher keine Projectionen.

Alle Geraden einer andern durch 0 gehenden Ebene haben deren 
Schnittlinie mit TT ^ur gemeinsamen Projection.

Wir wissen schon, alle Punkte einer durch 0 gehenden Gerade g 
haben dieselbe Projection, und man wird daher diesen Punkt als Pro
jection von g bezeichnen. Damit sind Ausnahmegeraden erkannt, welche 
nicht Geraden, sondern Punkte zu Projectionen haben. Es giebt aber 
eine andere Auffassung, bei welcher diese Geraden auch Geraden zu 
Projectionen haben. Die projicirende Ebene wird bei einer derartigen 
Gerade g unbestimmt: jede Ebene durch g kann als projicirende Ebene 
aufgefasst werden, und dieser Büschel von Ebenen schneidet in die 
Ebene TT einen Büschel von Strahlen um jenen Punkt. Wir können 
jeden von diesen Strahlen als Projection von g ansehen. Die Erhal
tung eines allgemeinen Satzes in allen Fällen durchzusetzen und Aus
nahmen zu entfernen, ist immer vortheilhaft. Wir sehen z. B. gleich, 
dass bei dieser Auffassung der vorige Satz, dass alle Geraden einer 
durch 0 gehenden Ebene die Schnittlinie derselben mit TT zur gemein
samen Projection haben, keine Ausnahme erleidet; während wir bei 
der ersten Auffassung die durch 0 gehenden Geraden der Ebene aus
nehmen müssen, weil sie nicht die ganze Schnittlinie, sondern nur 
einen Punkt derselben zur Projection haben. Immerhin werden wir 
doch die erste Auffassung bevorzugen.

Der Punkt, in dem eine nicht zu TT parallele Gerade g dieser 
Ebene begegnet, nennt man ihre Spur (Spurpunkt). Dieser Punkt 
vereinigt sich mit seiner Projection und liegt daher auf g^ die Pro
jection einer nicht zu TT parallelen Gerade geht immer durch die Spur 
derselben. Er wird die Projection, wenn g durch 0 geht.

Wenn aber g zu TT parallel ist (ohne in TT*  zu liegen), so be
findet sie sich mit 91 zwar in derselben Ebene Og, kann aber von 
ihr als einer Gerade von TT nicht geschnitten werden. Also sind g 

1*  
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und gr parallel. Eine zu TT parallele Gerade ist zu ihrer Projection 
parallel.

Die projicirenden Strahlen der Punkte von g theilen diese beiden 
parallelen Geraden ersichtlich proportional; also sind Strecken, welche 
auf einer zu TT parallelen Gerade liegen, zu ihren Projectionen pro
portional.

5. Wenn die Geraden g und l sich in P schneiden, so haben ihre 
Projectionen gr und f die Projection P gemein; im Strahle OPPr 
schneiden sich die beiden projicirenden Ebenen Oggr und Olf.

Alle Geraden also, welche

Liegt aber P in der Verseh win
dungsebene TT*,  so wird OP zu TT 
parallel; er liegt mit den Projectionen 
9n l, je in derselben Ebene Og, bez. 
01, schneidet sie aber, da sie in TT lie
gen, nicht, ist also zu ihnen parallel, 
und folglich sind sie auch einander 
parallel (Fig. 1).

Die Projectionen von zwei Geraden 
g und l, welche sich auf der Verschwin
dungsebene schneiden, sind parallel, und 
ihre gemeinsame Dichtung ist die des 
Strahls von 0 nach dem Schnittpunkte. 
durch einen Punkt P der Verschwin-

dungsebene gehen, projiciren sich in parallele Geraden von der Rich
tung OP.

Wir können deshalb sagen: Ein in der Verschwindungsebene ge
legener Punkt projicirt sich in eine Dichtung; damit entfernen wir wiederum 
eine Ausnahme: auch die Punkte der Verschwindungsebene, denen wir 
bisher Projectionen absprachen, erhalten solche, freilich nicht Punkte, son
dern Dichtungen.

Wenn zwei parallele Geraden a, b bez. in nicht parallelen Ebenen 
a, ß liegen, so ist deren Schnittlinie aß zu ihnen parallel; denn a liegt 
mit aß in der Ebene a, ist andererseits zu ß parallel, weil zu der in 
ß liegenden b; daher kann sie die in ß liegende aß nicht schneiden, 
ist also zu ihr parallel.

Es seien umgekehrt g und l zwei sich in P schneidende Geraden, 
deren Projectionen gr und 7. parallel sind; dann ist die Schnittlinie 
OP der beiden projicirenden Ebenen zu gt, 7 und zu TT parallel, liegt 
in TT*  und mit ihr P.

Die Projectionen zweier sich schneidenden Geraden können nur dann 
parallel sein, wenn der Schnittpunkt in der Verschwindungsebene liegt.
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Nunmehr seien g und l selbst parallel (Fig. 2); die Schnittlinie 
der beiden projicirenden Ebenen, welche nicht parallel sind, da sie 0 
gemeinsam haben, ist zu ihnen parallel.
parallel, so wird es auch diese Schnitt
linie; die Projectionen gr und 71 sind 
dann zu g, 7 parallel, also zu einander; 
alle vier Geraden haben dieselbe Rich
tung. Sind aber g und U nicht zu TT 
parallel, so gilt dies auch für jene 
Schnittlinie, und in dem Punkt, in 
welchem sie TT schneidet, schneiden 
sich die Schnittlinien der beiden pro
jicirenden Ebenen mit TT, die Pro
jectionen gr und l, von g und 7. Also:

Sind g und l auch zu TT

Fig. 2.

Zwei zu einander, aber nicht zu TT parallele Geraden haben sich 
schneidende Projectionen, und der Schnittpunkt ist der Punkt, in welchem 
TT von der zu ihnen durch das Centrum gezogenen Parallele getroffen 
wird. Oder allgemeiner: Alle Geraden einer festen Pichtung, die nicht 
zur Projectionsebene parallel ist, projiciren sich in Geraden, die durch 
einen festen Punkt gehen, den Punkt, in dem die Projectionsebene von 
der durch das Centrum gehenden Gerade dieser Pichtung geschnitten wird.

Wir können wiederum sagen: Pie gemeinsame Pichtung projicirt 
sich in einen Punkt, und nur dann in eine Richtung und zwar dieselbe, 
wenn die parallelen Geraden zu TT parallel sind, wenn also die gemein
same Richtung in der Projectionsebene und der Verschwindungsebene 
enthalten ist.

Der gemeinsame Punkt der Projectionen paralleler Geraden wird 
Fluchtpunkt genannt.

Zwei nicht in derselben Ebene gelegene Geraden (windschiefe Ge
raden) haben projicirende Ebenen mit o
einem gemeinsamen Punkte 0, also einer \ /
gemeinsamen Gerade, der einzigen, welche V‘
durch 0 geht und mit jeder von ihnen X
in einer Ebene liegt, also im allgemeinen / 7 \ 777
beide schneidet. Diese Gerade fällt ge- / <L\g / 
wohnlich nicht in die Verschwindungsebene /4 9; /
und schneidet die Projectionsebene, und in / " \ /
diesem Schnittpunkte treffen sich die Pro- Fie 3
jectionen der beiden Geraden (Fig. 3). Die
Projectionen gx, 7. zweier windschiefen Geraden g, l schneiden sich im 
allgemeinen; man nennt den Schnittpunkt, in welchen sich verschiedene 



6 Einleitung.

Punkte bez. von g und 7 projiciren, scheinbaren Schnitt von g und 1. 
Nur dann sind g1} 7. parallel, wenn die Schnittlinie der beiden proji- 
cirenden Ebenen in die Verseh windungsebene fällt.

Wir sehen, dass wir aus der Lage der Projectionen gx und 7. gar 
keinen Schluss auf die Lage von g und l im Raume machen können.

6. Eine Ebene E, die nicht parallel zu TT ist, hat mit ihr eine 
Schnittgerade s = ETT, welche ihre Spur oder Spurlinie genannt wird. 
Jede Gerade in E, welche zu TT parallel ist, ist auch zu dieser Spur 
parallel, weshalb wir dieses System von Parallelen in E die Spur
parallelen dieser Ebene nennen. Sie sind, als Parallelen zu TT, zu ihren 
Projectionen parallel, und daher sind auch die Projectionen zur Spur 
parallel. Alle anderen Geraden von E treffen die Spur und begegnen 
sich im Treffpunkte je mit ihren Projectionen. Die Spur und ihre 
Punkte decken sich mit ihren Projectionen.

Die Projectionen der Punkte und Geraden von t bedecken die 
ganze Projectionsebene TT. Und wir erhalten eine eindeutige Beziehung 
zwischen den Elementen von E und TT. Wir wissen schon: jeder Punkt 
P, jede Gerade g von E hat eine (und nur eine) Projection P und gr 
in TT; aber auch umgekehrt jedes Element P, bez. g± in TT hat nur 
ein Element in E, von welchem es Projection ist; denn der durch P 
gehende Projectionsstrahl P 0, die durch gr gehende projicirende Ebene 
gr 0 hat nur einen Punkt P, nur eine Gerade g mit E gemein. Durch 
Parallelismen entstehen, wie wir wissen, Ausnahmen, die jedoch nur 
vorläufig sind und daher hier nicht nochmals erwähnt werden.

Diese eindeutige Beziehung — perspective Lage der beiden Ebenen 
E und TT — ist der Ausgangspunkt des grossen Gebiets der geome
trischen Verwandtschaften, deren Theorie im 19. Jahrhundert ausgebildet 
worden ist.

Wir fanden, dass, wenn P auf g fällt, dann auch P± auf gx zu 
liegen kommt, konnten aber im allgemeinen das Umgekehrte nicht 
behaupten; wissen wir aber, dass P und g in E liegen, so können wir, 
da, wenn Pr auf g liegt, der Strahl OPt in die Ebene Ogt fällt, 
schliessen, dass der Schnitt P des ersteren mit E auf die Schnittlinie g 
der zweiten fallen muss.

Geht E durch das Centrum 0, so wird man im allgemeinen sagen, 
dass alle Punkte von E ihre Projectionen auf der Spur haben, alle 
Geraden von E sich in diese projiciren (mit Ausnahme der durch 0 
gehenden, welche sich nur in Punkte der Spur projiciren). Kurz, die 
Spur ist die Projection von E. Aber da dem 0 als Punkt von E und 
den durch ihn gehenden Geraden auch unbestimmte Projectionen zu
geschrieben werden können, so kann man sagen, dass die Projectionen 
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der Punkte und Geraden auch einer solchen Ebene über die ganze TT 
sich ausbreiten.

Wenn E zu TT parallel ist, so sind alle ihre Geraden zu TT parallel; 
jede Figur in E und ihre Projection sind ähnlich als Schnitte einer 
Pyramide (eines Kegels) mit zwei parallelen Ebenen.

7. Denken wir uns das Auge im Projectionscentrum, so wird sich 
jeder Punkt des Raumes mit seiner Projection scheinbar decken: die 
Centralprojection eines räumlichen Gebildes wird mithin auf das Auge 
den nämlichen Eindruck machen wie das Gebilde selbst. Deshalb ist 
die Centralprojection oder Perspective insbesondere für die Malerei von 
grossem Werthe, und wir verdanken ihre erste Behandlung auch den 
grossen Malern der Renaissance. Aber ihre Constructionen sind nicht 
so einfach, dass die darstellende Geometrie mit ihr begonnen werden 
kann. Wir wenden uns daher zu einer leichteren Art der Projection, 
der Parallelprojection, bei welcher die Projectionsstrahlen parallel sind.

Pie Parallelprojection eines Punktes P auf die Ebene TT ist also 
der Schnittpunkt P± mit TT des durch P in der gegebenen Eichtung ge
zogenen Projectionsstrahles; wie bei der Centralprojection die Lage des 
Centrums 0 in TT, so muss man hier vermeiden, dass die Projections
strahlen zur Projectionsebene parallel sind. Thut man dies, so trifft 
jeder Projectionsstrahl die TT, jeder Punkt hat eine Projection, was ein 
wesentlicher Unterschied von der Centralprojection ist.

Die beiden parallelen Projectionsstrahlen von zwei Punkten einer 
Gerade g bestimmen eine Ebene; diese nimmt die Gerade in sich 
auf; der Projectionsstrahl jedes weiteren Punktes von g hat daher 
denselben mit ihr gemeinsam und ist zu ihr parallel, fällt also in sie. 
Diese Ebene, welche die Projectionsstrahlen aller Punkte von g enthält, 
nennen wir die projicirende Ebene von g; wir bestimmen sie am besten 
durch g und irgend einen jener Projectionsstrahlen.

Da diese Projectionsstrahlen alle die TT schneiden, so thut es auch 
die Ebene und ihr Schnitt mit TT, auf welchen die Projectionen der 
Punkte von g fallen, ist die Projection gx von g. Es gilt also auch 
hier: wenn P auf g liegt, so liegt Pr auf gr\ und ebenfalls besteht die 
Umkehrung nicht, da jeder Punkt Px in TT Projection von unendlich 
vielen, von allen Punkten ist, die auf dem durch ihn gehenden Pro- 
jectionsstrahle liegen.

Die parallelen Projectionsstrahlen theilen g und gt proportional; 
was bei der Centralprojection nur für Geraden gilt, die zu TT parallel 
sind, gilt hier für jede Gerade: Die Projectionen zweier auf derselben 
Gerade gelegenen Strecken verhalten sich wie diese. Die Mitte einer 
Strecke projicirt sich in die Mitte.
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Da jeder Punkt eine Projection hat, so projiciren sich bei der 
ParaUelprojection zwei sich schneidende G-eraden immer in zwei sich 
schneidende.

Es seien g und 7 parallel; die projicirenden Ebenen sind dann 
auch parallel; denn in ihnen sind g und l parallel und die Projections- 
strahlen je eines Punktes von ihnen. Folglich sind auch die Schnitte 
mit TT parallel. Bei der ParaUelprojection projiciren sich parallele Ge
raden immer in ebenfalls parallele Geraden. Ein Parallelogramm geht 
daher in ein Parallelogramm über; daraus folgt, dass zwei gleiche und 
parallele Strecken sich in gleiche und parallele Strecken projiciren. 
Liegen zwei ungleiche parallele Strecken vor, so legt man auf die 
Gerade der einen eine mit der anderen gleiche Strecke und schliesst 
mit Hilfe des obigen Satzes: Die Projectionen ungleicher paralleler 
Strecken verhalten sich wie diese.

Windschiefe Geraden projiciren sich im allgemeinen in sich 
schneidende; aber die projicirenden Ebenen können parallel werden, 
und dann haben sie parallele Projectionen. Man sieht, dass auch hier 
kein sicherer Schluss aus der Lage der Projectionen auf die Lage der 
Geraden im Raume zu machen ist.

8. In Bezug auf die Spuren und die in TT gelegenen Elemente gilt 
ersichtlich das Nämliche wie im vorigen Falle.

Eine zu TT parallele Gerade ist aus demselben Grunde wie früher 
zu ihrer Projection parallel; aber die parallelen Projectionsstrahlen be
wirken Gleichheit einer auf ihr gelegenen Strecke mit der Projection. 
Eine Figur in einer zu TT parallelen Ebene ist mit ihrer Projection con- 
gruent; die Pyramide (Kegel) des vorigen Falles ist ein Prisma (Cy- 
linder) geworden, das von parallelen Ebenen in congruenten Figuren 
geschnitten wird.

Für eine Gerade, welche die Richtung der Projectionsstrahlen hat, 
ist ihre Spur die Projection; jede Ebene durch sie ist den Projections
strahlen parallel und kann als projicirende Ebene angesehen werden 
und daher, wenn man will, jeder Strahl in TT durch die Spur als Pro
jection der Gerade.

Die Projectionen der Elemente einer Ebene E, die nicht zu den 
Projectionsstrahlen parallel ist, breiten sich über die ganze Projections- 
ebene aus; es entsteht auch hier eine eindeutige Beziehung und zwar 
hier eine völlig ausnahmslose: jedem Elemente der einen Ebene ent
spricht eines in der anderen; auch die Elemente von E sind Projec
tionen derer in TT. Wenn P und g in E liegen, so folgt sowohl, dass 
P auf gr liegt, wenn P auf g liegt, als auch umgekehrt. Wenn g und l 
in E liegen, so folgt aus ihrer Convergenz oder ihrem Parallelismus die 
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Convergenz, bezw. der Parallelismus von gv lL; aber auch umgeh,ehrt, wie 
sich g1 und verhalten, so verhalten sich auch g und l.

Eine Ebene, welche den Projectionsstrahlen parallel ist, projicirt 
sich in ihre Spur, ihre Punkte und ihre Geraden von der Richtung 
der Projectionsstrahlen projiciren sich in Punkte der Spur, ihre 
übrigen Geraden in die Spur.

Man sieht, die Projectionsrichtung ist an Stelle des Projections- 
centrums getreten.

9. Unter den Parallelprojectionen ist nun die am meisten an
gewandte und einfachste die rechtwinklige oder orthogonale (auch ortho
graphische oder Normalprojection), bei welcher die Projectionsstrahlen 
auf der Projectionsebene senkrecht stehen. Eine Parallelprojection, bei 
der das nicht der Fall ist, heisst schräge Parallelprojection, auch klino- 
gonale oder klinographische Projection. Wir betrachten im Folgenden 
die Orthogonalprojection; unter Projection schlechthin wird gewöhn
lich Orthogonalprojection verstanden.

Erster Abschnitt.

Darstellung auf einer einzigen Projectionsebene.

a) Darstellung des Punktes und der Gerade.

10. Pie orthogonale Projection A. eines Punktes A auf eine Ebene TT 
ist der Fusspunkt des aus A auf TT gefällten Lothes. Die Länge AAr 
giebt uns die Entfernung des Punktes von TT an oder, indem wir der 
Bequemlichkeit der Anschauung und der Sprache halber TT horizontal 
voraussetzen, die Höhe von A über TT (die Tiefe unter TT); wir wollen 
diesen Abstand positiv oder negativ annehmen, je nachdem A über 
oder unter TT liegt.

Purch A ist ersichtlich A bestimmt, nicht aber umgekehrt A durch 
At; Ar ist Projection von allen Punkten des Loths, das in A± auf TT 
errichtet ist.

11. Pie projicirende Ebene einer G-erade g enthält die Projections
strahlen (Projectionslothe) aller Punkte von g und ist deshalb ebenfalls 
senkrecht zu TT.

Steht eine Gerade auf der Projectionsebene senkrecht, so projicirt sie 
sich als Punkt. Sie bildet dann bekanntlich mit allen durch ihren 
Fusspunkt in TT gezogenen Geraden rechte Winkel.

Wir wissen (Nr. 7), dass die Parallelprojectionen verschiedener 
Strecken auf einer Gerade oder parallelen Geraden sich verhalten, wie 
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die Strecken; also ist das Verhältniss der Projection zur Strecke für 
jede Richtung ein festes. Es hat hei der Orthogonalprojection eine 
sehr einfache geometrische Bedeutung.

Der spitze Winkel, welchen g mit der Orthogonalprojection gr 
einschliesst, ist, wie die Stereometrie lehrt, der kleinste von den 
Winkeln, welche g mit den durch ihre Spur in TT gezogenen Geraden 
bildet, und heisst deshalb der Neigungswinliel von g gegen TT; sei der
selbe y, so ist ersichtlich:

cosy=AB, A B —ABcosT.
Daraus ergiebt sich, dass die Orthogonalprojection einer Strecke im all
gemeinen kleiner ist als die Strecke selbst.. Gleichheit findet statt, wenn 
AB zu TT parallel ist; es muss dann cos y = 1, also y — 0° sein, 
was zu der Ausdrucksweise berechtigt, dass man den Neigungswinkel 
einer Gerade gegen eine andere Gerade oder gegen eine Ebene, zu der 
sie parallel ist, gleich Null annimmt. (Nr. 39).

Ist y = 90°, so ergiebt sich ArBr = 0, also ein Punkt.
Sich schneidende Geraden projiciren sich wiederum in sich sehn ei - 

dende Geraden, parallele in parallele, windschiefe im allgemeinen in 
sich schneidende, ausnahmsweise in parallele.

12. Ist g gegeben, so ist auch gx gegeben, aber nicht umgekehrt mit 
gr auch g; vielmehr ist gx die Projection von unendlich vielen Geraden, 
von allen Geraden, die in der längs gr auf TT senkrecht errichteten Ebene 
liegen (mit Ausnahme der zu TT senkrechten in dieser Ebene; denn 
diese haben nur einen Punkt von gr zu ihrer Projection).

Die Mannigfaltigkeit der Geraden, welche die nämliche Projection 
91 haben, ist ersichtlich viel grösser als die der Punkte auf einem 
Projectionslothe, welche dessen Fusspunkt zur Projection haben. Alle 
diese Punkte können wir durch ihren Abstand von einem festen Punkte 
des Loths, z. B. dem Fusspunkt, bestimmen, also durch eine Grösse, 
und indem wir dieser alle unendlich vielen (positiven und negativen) 
Werthe geben, erhalten wir alle Punkte und sagen deshalb, es giebt 
auf einer Gerade einfach unendlich viele Punkte.

Die sämmtlichen Geraden aber einer Ebene müssen wir durch 
zwei Grössen bestimmen, etwa in folgender Weise. Die Strahlen eines 
Büschels sind auch einfach unendlich; für jeden Strahl bestimmend 
mag der Winkel mit einem festen Strahle des Büschels sein. Durch 
jeden Punkt dieses festen Strahls kann man zu jedem Strahle des 
Büschels die Parallelen ziehen, und erhält je einfach unendlich viele 
Parallelen zu jedem Strahle; zweite bestimmende Grösse sei dann die 
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Entfernung des gewählten Punktes auf dem festen Strahle vom 
Scheitel. Wir haben so alle Geraden der Ebene erhalten und wegen 
der zwei bestimmenden Grössen, von denen jede unendlich viele 
Werthe annehmen kann, sagt man: die Ebene enthält zweifach un
endlich viele Geraden. Aber man wird leicht erkennen, dass der Pro- 
cess ein der Potenzirung analoger ist: wir haben einfach unendlich 
mal einfach unendlich viele Geraden, und man sagt deshalb correcter: 
es giebt in der Ebene oo2 Geraden; und die einfache Unendlichkeit 
bezeichnet man durch oc1.

Wir erhalten daher genauer: Jeder Punht in TT ist Projection von 
oc1 Punkten, jede G-erade in TT hingegen Projection von oo2 Geraden.

Zwar müssen im letzteren Falle die Geraden in der Ebene, welche 
die Richtung der Projection sstrahlen haben, also jetzt senkrecht zu n 
sind, ausgenommen werden; diese bilden eine einfache Unendlichkeit; 
von der einen bestimmenden Grösse, dem Winkel, ist ein Werth aus
zulassen; es bleiben also für sie immer noch co1 Werthe, und „der 
Grad der Unendlichkeit“ wird nicht vermindert.

b) Darstellung der Ebene.
13. Wenn eine Ebene E senkrecht auf TT steht, so fallen die Pro- 

jectionsstrahlen aller ihrer Punkte in sie hinein, die Projectionen der
selben liegen auf der Spur s, ebenso aber fallen auch die Projectionen 
aller in E gelegenen (geraden und krummen) Linien mit s oder mit 
einem Theile von s zusammen. Die Spur ist die Projection der Ebene.

In einer nicht zu TT parallelen Ebene E haben wir schon die zur 
Spur parallelen Geraden, welche in sie durch die zu TT parallelen 
Ebenen eingeschnitten werden und mit h bezeichnet werden mögen, 5 • 7 
hervorgehoben; ihre Projectionen 
parallel. Wir heben zweitens die 
und den h normalen Geraden von E 
vor, welche f heissen mögen.

Durch jeden Punkt in E geht 
Gerade h und eine Gerade f.

Jede Ebene E, welche TT schneidet, 
hat co Spurparallelen und Spurnormalen.

Sei f (Fig. 4) eine Spurnormale in E,
Sf ihr Spurpunkt, der also auf s liegt, 
P irgend ein anderer Punkt auf ihr; so 
ist PxSf die Projection /j. Da nun f 
aus dem Punkte P in E auf deren Schnittlinie s mit TT senkrecht 
gefällt ist, PP aber senkrecht auf TT selbst, so ist nach einem 

1^ fanden sich auch zur Spur
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bekannten Satze der Stereometrie f senkrecht zu s und also auch 
zu den h..

Wie die Spurparallelen und Spurnormalen in E selbst zu ein
ander normal sind, so sind es auch ihre Projectionen. Oder:

Die von den Spurparallelen und Spurnormalen einer Ebene gebildeten 
rechten Winhel gehen durch Orthogonalprojection nicht verloren.

Denken wir uns einen rechten Winkel in einer gegen TT geneigten 
Ebene, so aber, dass sein einer Schenkel zu TT parallel ist, so ist 
dieser Schenkel eine Spurparallele, der andere eine Spurnormale in 
der Ebene; die Projection des rechten Winkels ist mithin wieder ein 
rechter.

Also erhalten wir folgenden wichtigen Satz:
Eie Orthogonalprojection eines rechten Winkels, dessen einer Schenkel 

der Projectionsebene parallel ist, ist wieder ein rechter Winkel.
Ein gleichschenkliges Dreieck, von dem die Basis oder die Basis

höhe der Projectionsebene parallel ist, projicirt sich demnach wieder 
gleichschenklig; denn die Halbirung der Basis durch die Höhe bleibt 
auch erhalten.

Im allgemeinen verändert ein Winkel, von dem nicht beide 
Schenkel der Projectionsebene parallel sind, seine Grösse.

14. Es sei nun ein spitzer Winkel betrachtet, dessen einer 
Schenkel zu TT parallel ist. Das rechtwinklige Dreieck, das von seinen 
Schenkeln mit einer Spurnormale f seiner Ebene gebildet wird, pro
jicirt sich wieder als rechtwinkliges Dreieck, also der spitze Winkel 
wieder als spitzer. Die diesen beiden spitzen Winkeln anliegenden 
Katheten sind gleich, die Gegenkathete des gegebenen spitzen Winkels 
grösser als die, welche der Projection gegenüberliegt (Nr. 11); also ist 
auch der gegebene spitze Winkel grösser als seine Projection. Weil 
der Nebenwinkel eines stumpfen ein spitzer ist, so erhalten wir fol
gende zwei Sätze:

Die Orthogonalprojection eines spitzen Winkels, dessen einer Schenkel 
der Projectionsebene parallel ist, ist ein kleinerer (spitzer) Winkel, die 
eines stumpfen Winkels, für den dasselbe gilt, ein grösserer (stumpfer) 
Winkel.

Die Differenz zwischen einem Winkel, dessen einer Schenkel der 
Projectionsebene parallel ist, und seiner Orthogonalprojection conver- 
girt gegen Null, sowohl wenn der Winkel sich 0° (oder 180°), als 
wenn er sich 90° nähert.

Liegt die durch den Scheitel eines Winkels gehende Spurparallele 
seiner Ebene innerhalb des Winkels und theilt ihn in zwei spitze 
Winkel, so werden die Theile und demnach auch der ganze Winkel 
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durch Projection verkleinert; also ein spitzer oder rechter Winkel, 
innerhalb dessen die durch den Scheitel gehende Spurparallele liegt, 
oder, was dasselbe ist, von dem nur ein Schenkel die TT trifft, ver
kleinert sich.

Liegt hingegen die durch den Scheitel gehende Spurparallele 
ausserhalb des Winkels, macht aber mit beiden Schenkeln spitze 
Winkel, so vergrössert sich der Winkel durch Projection; also ein 
stumpfer oder rechter Winkel, von dem beide Schenkel die TT treffen 
oder beide nicht, wird durch Projection grösser.

Es ist leicht einzusehen, dass man auch umgekehrt in diesen 
Fällen aus der Projection auf den Winkel selbst schliessen kann; denn 
ebenso wie sich die durch den Scheitel gehende Spurparallele zum 
Winkel selbst verhält, so verhält sich ihre Projection zur Projection 
des Winkels.

Es projicirt sich also auch ein rechter Winkel nur dann in einen 
rechten, wenn sein einer Schenkel zur Projectionsebene parallel ist. 
Die Orthogonalprojection eines Winkels ist der Neigungswinkel der 
projicirenden Ebenen der beiden Schenkel, und der zu TT parallele 
Schenkel steht auf der Schnittlinie dieser Ebenen, einer Normale auf 
TT, senkrecht. Daher kann ein rechter Winkel nur so mit seinen Schen
keln in zwei zu einander senkrechte Ebenen gelegt werden, dass der eine 
Schenkel auf der Schnittlinie derselben senkrecht steht.

15. Da eine Spurnormale f und ihre Projection fi beide in dem
selben Punkte Sf auf s normal sind (Nr. 13) und bez. in E, TT liegen, 
so bilden sie die beiden Schenkel eines Neigungswinkels von E gegen 
TT; der Winkel zwischen / und ist aber auch der Neigungswinkel 
von f gegen TT (Nr. 11); also haben die Spurnormalen einer Ebene 
gegen TT die nämliche Neigung a wie die Ebene selber.

Sei g (Fig. 4) irgend eine andere Gerade in E, P der Punkt, in 
dem sie eine Spurnormale f trifft, Sf und S, die beiden Spuren von 
f und g, P die Projection von P, so sind PrSf und PrSg die Pro- 
jectionen fi und gp, P^f ist normal zu s, also kleiner als P.S,, mit
hin *PSP  kleiner als *PSP,  weil die Gegenkathete dieselbe 
PP ist; diese Winkel sind aber die Neigungen ag und 0,= 

gegen TT.
Die Spurnormalen einer Ebene E haben also unter allen ihren Ge

raden die grösste Neigung gegen TT. Unter Neigungswinkeln sind hier 
und im Folgenden immer Winkel im ersten Quadranten gemeint.

Man kann demnach in einer Ebene E keine Gerade von grösserer 
Neigung gegen TT ziehen als a = (E, TT). Sämmtliche in E möglichen 
Richtungen und Neigungen gegen TT sind schon durch die Strahlen 
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eines Büschels in TT um den Punkt P vertreten. Je weiter sich di 
Spur Sg eines Strahls g des Büschels vom Spurpunkte Sf der Spur 
normale f im Büschel entfernt, desto grösser wird PtSg und dest< 
kleiner der Winkel PSgP1, der Neigungswinkel (g,TT), wie die recht 
winkligen Dreiecke P1SfSg und PPrSg lehren. Es erhellt, dass jed, 
mittlere Neigung swiscl^en dem Maximum a und dem Minimum 0 
durch zwei Strahlen des Büschels vertreten ist, welche die Spur s ii 
gleicher Entfernung von Sf schneiden und die Spurnormale und Spur 
parattele des Büschels zu HaTbirungslinien ihrer ~Winhel haben.

In Ebenen, welche zu TT parallel sind, schrumpft das Intervall au: 
die untere Grenze 0° zusammen, in solchen, die zu TT normal sind 
erweitert es sich auf den vollen Quadranten; nur in solchen sind zu T 
senkrechte Geraden möglich.

16. Wenn umgekehrt (Fig. 5) eine Gerade g gegeben ist mit der Nei
gung ß gegen TT, dann sind durch sie nur Ebenen E möglich mit Nei

gungen gegen TT, ivelche > 6 
sind. Die obere Grenze 90’ 
kommt in dem Ebenenbüschel 
nur der projicirenden Ebene 
Y von g zu; in einer Ebene, 
welche die kleinste Neigung 
ß hat, muss g Spurnormale 
sein; die Spurlinie sk muss 
also in die auf g in der 
Spur Sg senkrechte Ebene, 

welche alle in diesem Punkte auf g senkrecht stehenden Geraden in 
sich aufnimmt, fallen und ist deren Schnitt mit TT und folglich ist 
sie und die Ebene Ek des Büschels mit der Minimalneigung eindeutig 
bestimmt.

Die Projection g± der Spurnormale g in dieser Ebene, zugleich 
die Spur von T, steht auch senkrecht auf sk. Ferner steht sk auf y 
senkrecht, weil auf g und gp, mithin ist auch die durch sie gehende 
Ebene Ek senkrecht zu y- Somit sind die beiden Ebenen des Büschels 
um g, welche die grösste und die kleinste Neigung 90° und ß gegen TT 
haben, senkrecht zu einander, und auch ihre Spuren bilden einen rechten 
Winkel.

Die Spuren s der sämmtlichen Ebenen des Büschels bilden in TT 
um Sg einen Büschel; aus einem Punkte P von g ziehen wir auf jede 
die Spurnormale PSf, dann ist PSfPr der Neigungswinkel der zu
gehörigen Büschelebene E. Ferner legen wir durch P die zu g senk
rechte Ebene, welche T und E in den Schenkeln eines ihrer Neigungs
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winkel schneidet; sie treffe 9 und s, die Spuren der beiden Ebenen, 
in G und S, so ist Gr PS dieser Neigungswinkel. Die Neigungsebene 
steht auf beiden Ebenen senkrecht, TT ist auch auf y normal; folglich 
ist auch die Schnittlinie GS zu y und den in dieser Ebene gelegenen 
Geraden und P Gr normal. Wir haben die rechtwinkligen Dreiecke 
PS,Sg, PPS,, SgGrS und P Gr S. Sie zeigen, dass, wenn der Winkel 
PS,S, oder (9,s) bleibt, auch P1Sf, GrS, ~PSP und > GrPS 

bleiben, wenn aber jener Winkel wächst, PtSf, GrS und 9 GrPS 
wachsen, S PSfP± aber abnimmt. Somit ist jeder Neigungswinkel 
zwischen ß und 90° durch zwei Elenen des Büschels vertreten, deren 
Flächenwinkel durch die leiden den Grenzneigungen zugehörigen Elenen 
Ek und y hallirt werden und deren Spuren Winkel lüden, welche die 
Spuren s^ und 9 dieser Elenen zu Hallirungslinien halen.

Ist g zu T1 normal, so schrumpft das Intervall auf den einzigen 
Werth 90° zusammen; alle Ebenen des Büschels sind zu TT normal.

Ist aber g parallel zu TT, so erweitert sich das Intervall auf den 
ganzen Quadranten, und Ebenen jeder Neigung gegen TT sind im 
Büschel enthalten, zu TT parallele Ebenen nur in diesem Falle.

17. Von den Geraden, welche in TT durch die Spur von g gehen, 
bildet, wie schon gesagt, die Projection gx von g den kleinsten Winkel 
mit g, nämlich den Neigungswinkel ß von g gegen TT; den grössten 
Winkel bildet mit g die zu g± senkrechte s^, nämlich einen rechten; 
diese ist, wie wir sahen, auch zu g senkrecht. Also sind von den 
Strahlen s des Büschels in TT um Sg diejenigen mit der kleinsten und 
grössten Neigung ß, 90° gegen g wiederum rechtwinklig zu einander. Der 
$ PSgSf der obigen Figur ist der Winkel (g, s)-, mit dem Winkel 
(^, s) bleibt und wächst PxSf, PSf und ^zPSffSf. Und so sehen 
wir, dass in dem Strahlenlüschel um Sg in TT von den Zwischen- 
Neigungswinkeln gegen g jeder durch zwei Strahlen s vertreten ist, deren 
Winkel diejenigen Strahlen zu Hallirungslinien halen, welche die Grenz- 
Neigungswinkel ß und 90° mit g lüden.

Solche zwei Strahlen des Büschels haben gleiche Neigungswinkel 
gegen g, welche Spuren von Ebenen durch g sind, die gleiche Nei
gung gegen TT haben. Die Ebenen durch g von grösster und klein
ster Neigung gegen TT gehen durch die Strahlen kleinster und grösster 
Neigung gegen g, und wenn die Neigung einer Ebene durch g gegen 
TT abnimmt, so nimmt die Neigung ihrer Spur gegen g zu.

Man kann den Begriff des Winkels zweier Geraden auch auf den 
Fall, dass sie nicht in derselben Ebene liegen, auf windschiefe Ge
raden ausdehnen. Ber Winkel zweier windschiefen Geraden ist der, 
welcher von zwei zu ihnen parallelen sich schneidenden Geraden gelildet 
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wird, oder (was dasselbe) der entstellt, wenn eine von ihnen parallel 
verschoben wird, bis sie die andere schneidet. Also kann man unsern 
Satz erweitern:

Hat eine Gerade g gegen die Ebene TT — denn die bisher als Pro- 
jectionsebene bezeichnete Ebene kann ja jede beliebige Ebene sein — 
die Neigung ß, so giebt es in TT nur Gerade, welche mit g Winlcel von 
ß bis 90° bilden. Die, welche die Minimalneigung ß besitzen, sind zur 
Projection von g auf TT parallel, die, welche die Maximalneigung 90° 
haben, auf derselben senkrecht; jede Zwischenneigung ist durch zwei 
Richtungen in TT vertreten, die mit jeder der beiden eben genannten 
Richtungen gleiche Winkel bilden.

Ist ß = 90°, so haben alle Geraden in TT gegen g die Nei
gung 90°.

Wenn aber g zu TT parallel ist, so giebt es in TT Geraden von 
allen Neigungswinkeln (von 0° bis 90°) gegen g, solche vom Neigungs
winkel 0° nur in diesem Falle.

18. Wenn eine Gerade p auf einer Ebene TT senkrecht steht, so ist 
der Winkel {g,p), den eine andere Gerade g mit p bildet, das Gomple- 
ment des Winkels (g, TT), den g mit TT bildet; und der Winkel (E, p') 
einer Ebene E gegen p ist das Complement des Winkels (E, TT) dieser
Ebene gegen TT.

Wenn g das Loth p nicht trifft, so werde sie parallel verschoben, 
bis sie es thut (in P), wodurch die Winkel (g, p) und (9, TT) keine 
Aenderung erleiden. Sind F und S die Spuren von p und g in TT, so

ist FS die Projection gr von g, 
also PSF der $ fg, TT), anderer
seits ersichtlich FPS der $(g,p); 
sie ergänzen sich zum Rechten, 
da p I FS ist.

Ferner sei Q (Fig. 6) der Punkt 
pE, in dem p die Ebene E trifft, 
dann ziehe man durch Q die Spur
normale in E gegen TT, deren 
Spur T und Projection FT ist; 
so ist « QTF der Neigungswinkel 
(E, TT) (Nr. 15); also steht dessen

Ebene senkrecht auf E, mithin ist sie die Ebene, welche p auf E 
projicirt, also QT die Projection von p auf E, demnach TQF der 
Neigungswinkel (E, p\ TQF und QTF sind Complementwinkel.

Die Lothe auf zwei Ebenen bilden denselben (spitzen) Winkel, wie 
die Ebenen selbst.
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Die Ebenen seien E und d, die Lothe p und Weil q und d recht
winklig sind, so ist < (p, q) = 90° — $ (p, d), und weil 7) und E senkrecht 
sind, so ist ¥ (E, o) = 90° — $ (p, d); daher $ (p, q) = $ (E, •).

19. Es seien nun g und 7 zwei — im allgemeinen windschiefe — 
Geraden; wir wollen die Winkel der Ebenen durch g gegen 7 be
trachten. Sei TT eine zu l normale Ebene, so ist nach Nr. 18 der 
Winkel (Z, E) einer Ebene E gegen l das Complement von (E, TT).

Wenn E durch g geht, so bewegt sich (E, TT) zwischen (gg, TT) 
und 90° (Nr. 16) oder, da (g, TT) und (g, U) auch complementär sind, 
zwischen 90° — (p, 7) und 90°, folglich (7, E) zwischen (g, 1) und 0°.

Man Icann also durch g nicht Ebenen legen, welche mit l einen 
grösseren Winkel bilden als (g, l).

Die Ebene durch g, welche mit l den Minimalivinkel 0° bildet, ist 
die (einzige) zu l parallele; sie steht auf der zu l normalen Ebene IT 
senkrecht. Die Ebene durch g, welche mit l den grösstmöglichen Winkel, 
nämlich (l, g), bildet, steht auf jener senkrecht; denn sie muss mit TT 
den kleinstmöglichen Winkel (g, TT) bilden (Nr. 16).

Die Zwischenneigungen sind wieder stets durch je zwei Ebenen ver
treten, deren Winkel durch die beiden Ebenen mit der Maximal- und 
der Minimalneigung gegen l halbirt werden.

Nur wenn g mit 7 einen rechten Winkel bildet, geht durch sie 
eine Ebene, welche auf l senkrecht ist; sind ja doch alle Geraden 
einer Ebene, die auf einer Gerade senkrecht stehen, unter 90° gegen 
dieselbe geneigt (Nr. 17).

In diesem Falle kommen unter den Neigungen der Ebenen durch 
g gegen l alle von 0° bis 90° vor.

Sind dagegen g und l parallel, bilden sie also den Winkel 0°, so 
bilden auch alle Ebenen durch g mit l diesen Winkel, sind mit l 
parallel, wie bekannt.

20. Es seien zwei gleiche Winkel gegeben und die Schenkel des 
einen unter denselben Winkeln gegen TT geneigt wie des des andern; 
ferner mögen die durch die Scheitel zu TT parallel gelegten Ebenen 
beide schneiden oder beide nicht schneiden. Die Schenkel haben dann 
auch gleiche Neigungen gegen die aus den Scheiteln gefällten Projec- 
tionslothe, und die dreiseitigen Ecken, welche die Schenkel und solche 
Halbstrahlen der Lothe, mit denen gleiche Winkel von den Schenkeln 
gebildet werden, zu Kanten haben, sind congruent; daher sind auch 
die Flächenwinkel an den Lothen, d. h. die Projectionen der Winkel, 
gleich, sowie auch die Neigungswinkel der Lothe gegen die Gegen
flächen und deren Complemente, die Neigungswinkel der Ebenen der 
Winkel gegen die Projectionsebene, also:

Sturm, Elemente d, darstell. Geom. 2. Auf. 2
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Wenn zwei gleiche Winkel mit gleichen Neigungen der Schenhel 
gegen die Projectionsebene derart liegen, dass beide Winhel durch die 
durch den Scheitel zur Projectionsebene parallel geführte Ebene getheilt 
oder beide nicht getheilt werden, so haben diese Winhel gleiche Projec- 
tionen und ihre Ebenen gleiche Neigungen gegen die Projectionsebene.

21. Wir kehren zur Betrachtung der Ebene E zurück und 
schliessen an Nr. 13 an.

Denken wir uns die Ebene E (durch ihren spitzen oder ihren 
stumpfen ■ Flächenwinkel mit TT) um ihre Spur s gedreht, bis sie 
mit der Projectionsebene zusammenfällt Es ist ersichtlich, dass bei 
der Drehung alle Gebilde in E in ihrer Grösse und gegenseitigen Lage 
unverändert bleiben, die Punkte auf s verändern nicht einmal ihre 
Lage im Raume. Wenn also eine Gerade g in E den Punkt S (auf s) 
zur Spur hat, so geht auch die Gerade gQ, mit der sie nach Voll
endung der Drehung zusammenfällt, ihre Umlegung, durch S und trifft 
sich dort also mit der Projection gx von g. Der Winkel, den g mit s 
bildet, verändert sich nicht: $ (g, s) = (g0, s).

Im allgemeinen ist nun < (gg, s) und also auch < (90, s) von 
< (g,, s) verschieden; also fällt 9o nicht auf gx. Ist aber g eine 
Spurnormale f von E, so ist ¥ (gf, s)=¥ (fi, s) = 90° (Nr. 14), mit
hin ist fo mit identisch.

Pie Spurnormalen einer Ebene hommen also beim Umlegen derselben 
auf ihre Projectionen zu liegen.

Ist h || s, so ist auch ht I s, oder aber holls.
Eie Umlegung go einer Gerade g in E und ihre Projection gr treffen 

sich auf der Spur s von E oder sind beide zu ihr parallel.
Dies gilt auch bei der Centralprojection und der allgemeinen 

Parallelprojection, aber die eben ausgesprochene Eigenschaft der Spur
normalen besteht nur bei der Orthogonalpfojection.

Sei nun A ein Punkt von E, A, seine Projection, Ao seine Um
legung, f die durch A gehende Spurnormale, welche sich auf die durch 
At gehende Projection ft legt. Man sieht demnach, dass die Ver
bindungslinie der Projection A eines Punktes A in E und seiner Um
legung A mit E senkrecht zur Spur s von E ist. Ist A' der Punkt, 
wo diese Linie die s trifft, so ist ersichtlich 

wenn a der Neigungswinkel (E, TT) ist.
Eie Umlegung eines Punhtes von E liegt also stets auf dem Lothe, 

das aus der Projection auf die Spur von E gefallt ist, und zwar weiter 
als die Projection.
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Construirt man aus der Entfernung’ AA‘ als Kathete und dem 
Neigungswinkel a als anliegendem Winkel das rechtwinklige Dreieck, 
so giebt dessen Hypotenuse die Entfernung

Der Fall, wo die Ebene E senkrecht zu TT ist, schliesst sich wohl 
der obigen Formel an (A, liegt auf s, also A'AX = 0), aber diese 
Construction wird illusorisch. Er wird also jetzt ausgeschlossen und 
später besonders betrachtet (Nr. 28).

A. und Ar liegen auf derselben oder auf verschiedenen Seiten 
von s, je nachdem die Umlegung um den spitzen oder den stumpfen 
Winkel (E, TT) geschieht. Man zieht die Umlegung um den stumpfen 
Winkel vor, weil man dann meistens nicht collidirende Figuren in der 
Umlegung und der Projection bekommt.

Statt das rechtwinklige Dreieck aus einer Kathete und dem an
liegenden Winkel zu construiren, kann man es auch (und dies ge
schieht sogar in den meisten Fällen) aus derselben Kathete A'A, und 
der andern AA., dem Abstande des Punktes A von der Projections
ebene, construiren, denn derselbe wird aus einer zweiten Projections
ebene (s. zweiten Abschnitt) bekannt sein. Zur Herstellung des Drei
ecks kann man den rechten Winkel (A'A,, s) benutzen.

Umgekehrt kann man aber auch, wenn die Umlegung Ao und der 
Winkel a der Ebene bekannt ist, aus dem Lothe A.A‘ als Hypotenuse 
und dem spitzen Winkel a die beiden Katheten finden; die anliegende 
giebt die Entfernung A'A und damit die Projection A1, die andere 
den Abstand des nach Ao umgelegten Punktes A in E von H.

22. Als Anwendung dieser Umlegungs-Construction wollen wir 
die constructive Ermittelung der Flächenwinkel (Winkel) einer drei
kantigen Ecke, deren Kantenwinkel (Seiten) gegeben sind, anschliessen. 
Wir nennen die drei Kanten a, b, c und ebenso die zugehörigen 
Flächen wink el, während die gegenüberliegenden Ebenen und Kanten
winkel a, ß, y heissen mögen. Einen von ihnen, ß, wollen wir in TT 
gelegt (Fig. 7) denken, und den beiden andern gleiche seien zu bei
den Seiten angelegt, so dass sie als Umlegungen der Winkel a, Y um 
die Spuren c, a nach aussen aufgefasst werden können; wir nennen 
sie, die verschiedenen Umlegungen unterscheidend, a0', To"; es sind 
b(, b(' die beiden Umlegungen der Kante b. Zwei gleich weit vom 
Scheitel S entfernte Punkte P(' auf ihnen sind daher Umlegungen 
desselben Punktes P auf b. Der Punkt P, in dem die Lothe aus 
P auf c und aus P" auf a, deren Fusspunkte Pc und Pa seien, sich 
treffen, ist die Projection dieses Punktes P auf H. Das rechtwinklige 
Dreieck PPP", in welchem PCP(" = PCP( ist, auch eine Um
legung, liefert in seinem Winkel bei Pc den Flächenwinkel an der 

2*
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Kante c oder seinen Nebenwinkel, je nachdem P auf der andern
Seite von c liegt als P‘ oder auf derselben.

potenuse P’PV auf PP’ und haben in
Winkel b =

Aehnlich wird a = a1V 
construirt. Um die Grösse 
des Winkels bei b zu 
ermitteln, denken wir 
ihn am Punkte P con
struirt ; die Lothe in 
Pq auf bo‘, in Pq auf 
b" sind die umgelegten 
Schenkel, die Schnitte 
Sc, Sa mit c, a ihre 
Spuren, also ScSa die 
Spur der Ebene dieses 
Winkels und aus dem 
Abstande PP’ des P 
von ihr und der Ent
fernung PP, = Po " Pt 
— PIY Px als Katheten 

construiren wir die Hy- 
Sc Pq Sa den gesuchten

Zur Möglichkeit der Auflösung ist nothwendig, dass PqPc > 
PP und Pq'Pa^> PaPr ist; man weise nach, dass das bedingt, dass 
einer (und dann jeder) der drei Winkel a, ß, T zwischen der Summe 
und der Differenz der beiden anderen liegt.

23. In Nr. 21 ergaben sich uns zwei in 17 befindliche ebene Systeme 
oder „Felder“ von Punlden und Greraden, von denen das eine aus den 
Umlegringen, das andere aus den Projectionen der Punlde und Geraden 
einer Ebene E besteht. Jedem Punlde Po, jeder Gerade g^ des einen 
Systems entspricht ein Punkt P±, bezw. eine Gerade gx des andern Sy
stems, welche beide demselben Punkte P, bezw. derselben Gerade g 
in E entsprechen, und umgekehrt. Liegt Po auf 9o, so liegt P auf g 
und Px auf gx; und umgekehrt, liegt P auf gx, so muss P auf g 
(Nr. 6,8), also auch Po auf g0 liegen, weil die Umlegung daran 
nichts ändert.

Entsprechende Geraden g0 und gx treffen sich auf s oder sind zu s 
parallel (Nr. 21); die Verbindungslinien entsprechender Punkte P^ und 
P sind alle auf s normal (Nr. 21), also unter einander parallel.

Diese Beziehung der beiden Felder nennt man homologische (oder 
perspective) Affinität.
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Die Umlegung einer Ebene und ihre Projection sind also (homo
logisch) affin*}

*) Da in diesem Buche keine Gelegenheit ist, die allgemeine Affinität kennen 
zu lernen, so können wir den den speciellen Fall charakterisirenden Zusatz 
weglassen.

Die Spur s der Ebene heisst die Affinitätsaxe; alle ihre Punkte 
entsprechen sich selber.

Die parallelen Verbindungslinien entsprechender Punkte, welche 
den Spurnormalen von E und also (Nr. 21) sich selbst entsprechen, 
heissen Affinitätsslrahlen.

Wird bei der schrägen Parallelprojection dieselbe Umlegung mit 
einer Ebene vorgenommen, wie eben bei der orthogonalen, so ergiebt 
sich gleichfalls Affinität, aber nicht mit zu s normalen Affinitäts
strahlen; bei der Centralprojection aber haben die Verbindungslinien ent
sprechender Punkte einen Punkt (Centrum) gemein, nicht die Richtung. 
Die Beziehung heisst dann Homologie (oder auch perspective oder cen
trische Collineation). Wir werden sie in Nr. 120 genauer betrachten.

24. Kennt man bei der Affinität die Axe s, die Dichtung der Affi
nitätsstrahlen (welche 
in unserem Falle nor
mal zur Axe ist) imd 
ein Paar entsprechender 
Punkte Ao und A — 
wobei also in unserem 
Falle Ao stets weiter 
von der Axe s ent
fernt ist als A, —, so 
ist die ganze Affinität 
bestimmt; d. h. man 
kann zu jedem Punkte, 
jeder Gerade des einen 
Feldes den entsprechen
den Punkt, die entspre
chende Gerade im an
dern construiren (Fig. 8). 
Es sei X ein beliebiger 
zweiter Punkt des ersten

Fig. 8.Feldes — des hier durch 
die Umlegung entstandenen —, so findet man X als den Schnitt des 
Affinitätsstrahls durch X, also des Loths aus Xo auf s mit der Gerade, 
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welche der AoXo entspricht, mithin durch X. geht und sich mit A.X. 
auf s begegnet (bezw. zu s parallel ist, wenn das bei A.X der Fall 
ist). In umgekehrter Weise findet man aus X den Punkt X.. Soll 
zu einer Gerade o die entsprechende gesucht werden, so suche man 
den entsprechenden Punkt irgend eines Punktes auf X. und verbinde 
ihn mit dem Schnittpunkte xos, bezw. zieht durch ihn zu s die 
Parallele, wenn Xo I s ist; ebenso findet man xo aus x±.

Dass die Affinität bestimmt sein musste, wenn die Axe und ein 
Paar entsprechender Punkte Ao, A. (äusser der hier von selbst ge
gebenen Richtung der Affinitätsstrahlen) bekannt ist, erhellt auf der 
Stelle; denn ist wieder A‘ der Punkt (A.A,, s), so geben A’A (=A‘A) 
als Hypotenuse und A.A‘ als eine Kathete eines rechtwinkligen Drei
ecks in der andern Kathete AA, den Abstand des Punktes A, dessen 
Projection A± ist, von TT. Nun giebt es zwar zwei Punkte zu beiden 
Seiten von TT; jeder von ihnen liefert mit s eine Ebene; aber es ist 
ersichtlich, dass die aus den (gleichartigen) Umlegungen dieser beiden 
Ebenen entstandenen Felder identisch sind; zwei Punkte in den bei
den Ebenen, welche dieselbe Projection haben, kommen stets nach der 
Umlegung an dieselbe Stelle.

Besitzt man also ein Paar entsprechender Punkte auf Grund der 
Construction von Nr. 21 (mit Hilfe des rechtwinkligen Dreiecks), so 
kann man auf die jetzt angegebene Weise zu jedem weitern Punkte, 
zu jeder Gerade der Umlegung oder der Projection den entsprechenden 
Punkt, die entsprechende Gerade der Projection, bezw. der Umlegung 
construiren.

Man kann aber auch — und dies wird sich für die graphische 
Ausführung empfehlen — durchweg mit den rechtwinkligen Dreiecken 
arbeiten, weil man, besonders wenn aus der Umlegung die Projection 
zu construiren ist, dann gleich die Abstände der Punkte von der Pro- 
jectionsebene erhält, was für die zweite Projectionsebene (s. nächsten 
Abschnitt) wichtig sein wird, und die Affinität als — nothwendige — 
Controlle benutzen.

25. In der Ebene E sei ein Kreis K (Fig. 9, Taf. I, wo er mit E um
gelegt ist) gegeben; wir wollen seine orthogonale Projection Kr be
trachten. Die Durchmesser des Kreises projiciren sich in Strecken, 
welche durch die Projection Cr des Centrums C ebenfalls halbirt wer
den; dieselben heissen auch für die Curve Kt Durchmesser und C das 
Cent/rum von Kr. Aber die Durchmesser von Kx sind nicht gleich, 
weil sie verschiedene Neigungen gegen TT haben; die beiden zu ein
ander senkrechten Durchmesser a und b von K, welche zu der Spur s 
parallel, bezw. normal sind, haben, weil sie die kleinste und grösste 
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Neigung gegen TT besitzen, zu Projectionen den grössten und kleinsten 
Durchmesser von K.; dieselben sind nach Nr. 13 ebenfalls zu einander 
senkrecht: sie heissen die Axen der Kreisprojcction (grosse, kleine Axe). 
Die Längen der halben Axen bezeichnen wir auch mit a, b] ist r der 
Radius des Kreises und a der Winkel (E, TT), so ist a = r, b = r cos a.

Sonst projiciren sich zwei zu einander normale Durchmesser nicht 
in wieder zu einander normale; aber eine andere Eigenschaft bleibt 
erhalten. Von zwei zu einander normalen Durchmessern eines Kreises 
halbirt jeder die dem andern parallelen Sehnen und die Tangenten in 
seinen Endpunkten sind zum andern parallel. Man nennt deshalb diese 
Durchmesser conjugirte. Da Parallelismus und Halbirung durch Parallel- 
projection nicht verloren gehen, so gilt auch für die Durchmesser der 
Kreisprojection, welche von conjugirten Durchmessern des Kreises her
rühren, dass jeder die dem andern parallelen Sehnen halbirt. Und da 
die Tangente einer Curve definirt wird als die Verbindungslinie zweier 
unendlich naher Punkte der Curve, so ist zunächst ersichtlich, dass 
die Projection der Tangente einer Curve Tangente an die Projection 
ist; ferner dass die Tangenten an die Kreisprojection in den End
punkten des einen von zwei Durchmessern, welche Projectionen zweier 
conjugirter Kreisdurchmesser sind, dem andern parallel sind.

Kurz: Conjugirte Durchmesser eines Kreises projiciren sich wieder 
als conjugirte Durchmesser.

Dass aber die Tangente auf dem nach ihrem Berührungspunkte 
gehenden Durchmesser senkrecht steht, geht nicht vom Kreise auf seine 
Projection über.

Die Projection des Kreises ist die Curve, welche DUipse ge
nannt wird.

Jede zum spurparallelen Durchmesser von K normale Sehne von 
der Länge 2 s projicirt sich in eine zur grossen Axe von Kr normale 
Sehne von der Länge 2s. = 2 s cos a ; sodass s. : s = b : a. Daraus 
folgt die bekannte Construction der Ellipse: Man schlägt über den 
beiden Axen 2a, 2 b als Durchmessern Kreise, schneidet sie mit einem 
Halbstrahle aus dem Mittelpunkt in 21, 23, zieht durch 21 die Senk
rechte zur grossen Axe, durch 23 die zur kleinen; der Schnittpunkt 
beider ist ein Punkt der Ellipse.

Bei schräger Parallelprojection ergiebt sich auch eine Ellipse aus 
dem Kreise, und was über die conjugirten Durchmesser gesagt ist, 
bleibt bestehen; nur die rechtwinkligen conjugirten Durchmesser, die 
Axen, ergeben sich nicht aus den Durchmessern des Kreises, welche 
spurparallel und spurnormal sind.

In Folge der Affinität ist ersichtlich, dass jede Tangente des um
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gelegten Kreises sich mit der Tangente an die Projection im ent
sprechenden Punkte, weil sie entsprechende Geraden sind, auf der Spur 
trifft (bez. beide zu derselben parallel sind); was für die Construction 
der Tangente wesentlich ist. Sollte der Begegnungspunkt mit s un
bequem liegen, so würde man zur Bestimmung der Tangente noch 
von einem beliebigen zweiten Punkte die Projection construiren.

Zur Uebung mag noch empfohlen werden: die Curve in einer 
(durch Spur und Neigungswinkel) gegebenen Ebene zu zeichnen, deren 
Projection ein Kreis ist.

Sie ist ebenfalls eine Ellipse; aber sie hat ihre kleine Axe 
parallel zur Spur, die grosse senkrecht darauf.

26. Es sei F der Inhalt eines Trapezes in der Ebene E, dessen 
parallele Gegenseiten g1, g, zur Spur parallel sind; die Höhe sei h. 
Es projicirt sich in ein Trapez vom Inhalte F1 mit den ebenfalls 
parallelen Gegenseiten g1, g2 und der Höhe h, = hcosa; denn der 
rechte Winkel zwischen den Grundlinien und der Höhe bleibt er
halten; a ist wiederum der Winkel (E, H), unter dem ja auch h gegen 
TT geneigt ist. Daher ist:

F = 1 (^ — g2) h cos a = F cos a.

Analoges gilt für ein Dreieck, dessen Grundlinie spurparallel ist. 
Jede andere geschlossene ebene Figur theilt man durch spurparallele 
Geraden — die, wenn die Figur krummlinig umschlossen ist, unend
lich nahe liegen — in solche Trapeze und Dreiecke. Weil die er
haltene Formel für die Theilfiguren und ihre Projectionen gilt, so gilt 
sie auch für die ganzen Figuren. Also:

Das Verhältniss des Flächeninhalts der Orthogonalprojection einer 
ebenen Figur zu dem der Figur selbst ist gleich dem Cosinus des Nei
gungswinkels der Ebene der Figur gegen die Projectionsebene.

Der Inhalt der Ellipse als Projection eines Kreises vom Radius r 
ist also r2 cos a • T, mithin ab-a.

Wenn die Ebene einer Figur zur Projectionsebene parallel ist, so 
ist Fr = F (Nr. 8), also cos a = 1, a = 0°. —

Auch bei der schrägen Parallelprojection ist das genannte Ver
hältniss für alle Figuren einer Ebene (und der zu ihr parallelen 
Ebenen) ein constantes.

27. Mit Hilfe der Umlegung mag noch eine Vergleichung der 
Grösse eines Winkels und seiner Projection vorgenommen werden. 
Wir nehmen an, dass beide Schenkel des Winkels die Spur seiner 
Ebene treffen; dasselbe geschieht dann auch in der Projection. In den 
anderen Fällen ersetzt man, um sie auf diesen Fall zurückzuführen,
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den Winkel durch seinen Scheitel- oder Nebenwinkel. Die Umlegung 
der Winkelebene geschehe stets um den spitzen Neigungswinkel, so 
dass Umlegung und Projection auf derselben Seite liegen.

DFE sei der Winkel und D,E die Schnittpunkte der Schenkel 
mit der Spur. Die beiden Dreieckswinkel D, E seien beide spitz 
(oder einer ein rechter), so vergrössert sich der Winkel F durch die 
Orthogonalprojection; denn die beiden andern Winkel D, E verkleinern 
sich, ev. einer bleibt unverändert (Nr. 14); man kann die Vergrösserung 
aus der Lage der Umlegung und Projection unmittelbar erkennen.

Sei cp der Winkel, seine Projection; denken wir uns den Nei
gungswinkel a der Ebene von 0° bis 90° wachsend, so wächst, wenn 
cp constant ist, P, von p bis 180°; wenn aber P1 constant ist, fällt cp 
von cp1 bis 0°; nur wird beim Neigungswinkel 90° P1 nicht mehr 
Projection eines in der senkrechten Ebene befindlichen Winkels ge
nannt werden können.

Einer von den Dreieckswinkeln D, E sei stumpf; Fo und Ft seien 
Umlegung und Projection des Scheitels; so trifft F.F die Spurlinie

ausserhalb DE in F'. Wir nehmen an, cp sei constant, also Fo fest, 
F. beweglich und zwar offenbar nur zwischen F' und F; es sind 
zwei Fälle zu unterscheiden: der zweite Schnittpunkt F" des Kreises 
durch D, E, Fo mit FQF' liegt zwischen F' und Fo oder nicht. Im 
zweiten Falle liegt F stets ausserhalb dieses Kreises, daher ist Q. == 
DFrE stets <p= DFqE, und während a von 0° bis 90° wächst, 
fällt Q. von cp bis 0°. Im ersten Falle hingegen (Fig. 10) ist Q., so 
lange F zwischen F und F" sich bewegt, > q; der durch D und E 
gelegte Kreis, welcher die Senkrechte F'FrFQ berührt, giebt in seinem 
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Berührungspunkte F"', der zwischen F und F" liegt, die Lage von 
Fr an, bei welcher Q1 das Maximum erreicht; zwei gleich weit von 
F'" abstehende Punkte gehören gleichen Winkeln P. an; ist F in 
F", so ist P.= P; liegt F zwischen F" und F, so ist P.<o. 
Also während a von 0° bis 90° wächst, wächst P. von o bis zu dem 
Maximalwerth DF" E und fällt, zunächst die eben erhaltenen Werthe 
bis P nochmals durchlaufend, bis 0°.

Umgekehrt, ist P. constant, so sei F1^ der zweite Schnittpunkt 
des Kreises DFXE mit F' Fr. Liegt FIV zwischen F' und F, so ist, 
weil Fo jenseits F liegen muss, cp stets < P. und fällt von o, bis 0°. 
Liegt aber Flv jenseits Fx, wo dann auch F'" liegen muss, so wächst 
P zunächst von P. bis zu einem Maximalwerthe DF" E und fällt 
dann bis 0°.

28. Steht eine Ebene E senhrecht auf TT, so reducirt sich die ganze 
Projection auf die Spur; es kommt also durch Umlegung und Projec- 
tion keine Affinität zu stände. Die rechtwinkligen Dreiecke, welche 
zur Construction der Umlegung von Punkten dienen (Nr. 21), schrumpfen, 
weil die in TT befindliche Kathete null ist, in gerade Linien zu
sammen; um die Umlegung zu bewirken, ist es nothwendig, die in E 
hineinfallenden und auf der Spur senkrechten Abstände der Punkte 
von n zu kennen. Kennt man diese — und sobald mit zwei Projec- 
tionsebenen gearbeitet wird, sind sie bekannt —, so ist die Umlegung 
einer Figur in einer zu TT senkrechten Ebene wesentlich einfacher, als 
in einer zu TT schrägen Ebene; man hat nur diese Abstände in den 
Projectionen der Punkte, die ja auf der Spur liegen, senkrecht zu 
dieser Spur zu errichten, und zwar nach derselben oder verschiedenen 
Seiten der Spur, je nachdem die Abstände auf derselben oder ver
schiedenen Seiten der Projectionsebene liegen.

Kennt man z. B. die Projection einer Strecke und die Abstände 
der Endpunkte von TT, so erhält man durch die Umlegung der pro- 
jicirenden Ebene die wahre Länge der Strecke und ihren Neigungswinkel 
gegen ihre Projection, d. i. gegen die Projectionsebene (Nr. 11).

29. Statt eine Ebene E um ihre Spur s in die Projectionsebene 
TT umzulegen, empfiehlt es sich oft — besonders wenn der beschränkte 
Baum auf dem Zeichenblatte es erfordert —, sie um eine SpurparaTlele 
h in die durch dieselbe gehende Parallelebene TT  zu TT umzulegen; TT  
ist eine Projectionsebene, durch welche wir TT vorübergehend ersetzen; 
h ist die Spur von E in TT.  Die Umlegung in TT  und die Projection 
in TT  sind ersichtlich affin mit h als Axe. Projiciren wir nun diese 
beiden Figuren von TT  in TT, so erhalten wir zwei zu ihnen con- 
gruente Figuren, die daher auch affin sind mit h, als Axe und dazu

* *

* *
*

*
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senkrechten Affinitätsstrahlen. An Stelle der Abstände eines Punktes 
P von TT und s und der Projection von s sind die (gewöhnlich 
kleineren und deshalb beque
meren) Abstände des P von 
TT*  und h, des Pr von h ge
treten (Fig. 11).

P*  ist die Umlegung von 
P in TT*,  PQ die Projection 
von P^ in TT, nicht die Um
legung von P in TT; diese ist Pq.

Steht die umzulegende 
Ebene auf TT normal, so ist 
h. mit s identisch. Will
man die wahre Länge einer Fig. n.

Streche ermitteln, so wird die
projicirende Ebene in die durch den einen Endpunkt gehende TT*  um
gelegt; es tritt dann an Stelle des (ev, verschlungenen) Trapezes, das 
von der Projection der Strecke, den umgelegten Abständen der End
punkte und der umgelegten Strecke selbst eingeschlossen ist, ein recht
winkliges Dreieck, dessen Katheten die Projection und die algebraische 
Differenz der Endpunktsabstände sind und dessen Hypotenuse die um
gelegte Strecke ist Diese Construction führt besonders dann zur Raum- 
ersparniss, wenn die Endpunkte auf derselben Seite von TT liegen, die 
algebraische Differenz eine wirkliche Differenz ist; während im andern 
Falle diese Figur oft zu gross wird und die Trapezfigur vorzu
ziehen ist.

Man erhält auch hier den Neigungswinkel der Gerade gegen die 
n (oder, was dasselbe, gegen TT*).

30. Ist eine Gerade g zu einer Ebene E im Punkte F normal, so 
ist sie zu allen durch F in E gezogenen Geraden normal, also auch 
zu der durch F gehenden Spurparallele h] der rechte Winkel {g, K) 
bleibt, weil der eine Schenkel zur Projectionsebene parallel ist, er
halten (Nr. 13); gr ist demnach senkrecht zu h., mithin auch zu den 
Projectionen aller Spurparallelen und zur Spur von E.

Wenn also eine G-erade g zu einer Fbene E normal ist, so ist ihre 
Orthogonalprojection gr zu der Spurlinie s und den Projectionen der Spur
parallelen von E normal.

Dieser sehr werthvolle Satz gilt nur für die Orthogonalprojection; 
und da jede 91 in TT Projection von co2 Geraden ist, so ist seine Um- 
hehrung nicht richtig.

Die durch den Fusspunkt F gehende Spurnormale f von E hat, 
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weil f1 durch I‘1 geht und zu s normal ist, dieselbe Projection wie 
liegen ja auch ersichtlich beide in derselben zu TT normalen Ebene.

Kennt man den Neigungswinkel « und die Spur s einer Ebene 
E, ferner die Projection P eines Punktes P und den Abstand des
selben von TT, so ist leicht sein Abstand von E zu ermitteln; denn ist 
F der Fusspunkt dieses Abstandslothes und S der des von auf s 
gefällten Lothes, so sind die für die Construction des (bisweilen ver
schlungenen) Vierecks PP±SF nothwendigen Stücke bekannt.

31. a) Steht E normal auf TT, so ist der Fusspunkt des aus P 
auf die Spur s gefällten Lothes die Projection des Fusspunktes des 
aus P auf E gefällten Lothes, und jenes Loth ist diesem gleich, weil 
letzteres parallel zu 17 ist.

b) Ist eine Gerade g normal zu TT, so ist die Projection des aus 
einem Punkte P auf sie gefällten Lothes die Verbindungslinie von P 
mit dem Punkte, in den sich g projicirt; und auch hier ist die Pro
jection dem Lothe gleich.

c) Wenn eine Gerade g parallel zu TT ist, so ist das aus P auf 
gr gefällte Loth die Projection des aus P auf g gefällten Lothes 
(Nr. 13).

d) Wenn E zu TT normal und g zu E parallell ist, so ist die Pro
jection von g zu der Spur (Projection) von E parallel, denn die pro- 
jicirende Ebene von g ist mit E parallel.

e) Sind zwei Ebenen E und d beide auf TT normal, so giebt der 
Winkel ihrer Spuren ihren Neigungswinkel; weil TT zur Schnittlinie 
Ed senkrecht ist.

f) Wenn zwei Ebenen E und d zu einander normal sind und die 
eine zu TT senkrecht ist, so bilden die Spuren einen rechten Winkel;

in der That, es sei d die zu TT senk
rechte, sie ist dann auf der Schnitt
linie von E und TT, der Spur von E, senk
recht, und folglich ist diese auch nor
mal zur Spur von d.

32. Wenn zwei (im allgemeinen 
windschiefe) Geraden g und Z zu TT 
parallel sind (Fig. 12), so ist der Win
kel ihrer Projectionen, welche ihnen bez. 
parallel sind, gleich ihrem eigenen Win
kel (Nr. 17). Durch jede der beiden Ge
raden geht eine Ebene p, bez. X, welche 

zur andern parallel ist, die, welche sie in der Richtung dieser andern 
projicirt. Diese beiden Ebenen T, X sind einander parallel, weil die 
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Richtungen von g und l in beiden enthalten sind, und sind auch zu 
TT parallel. Jede Gerade, welche mit g und l rechte Winkel bildet, ist 
zu T, X und TT normal, projicirt sich demnach als Punkt; diejenige (ein
zige) p unter diesen Geraden, welche zugleich beide schneidet, hat 
den Punkt g^ zur Projection.

Nehmen wir eine andere Projectionsebene dazu, welche zur früheren 
senkrecht, also zu diesem gemeinsamen Loth parallel ist. Da jeder 
der beiden rechten Winkel {gjp}, (l,p) einen zu dieser Projections
ebene parallelen Schenkel hat, so sind ihre Projectionen (g2,p2), Q'v P2) 
auf die zweite Projectionsebene ebenfalls rechte Winkel, also g., || 
r und X sind die nach g2 und Z2 projicirenden Ebenen. Die Strecke 
auf p zwischen den beiden Fusspunkten projicirt sich in der neuen 
Projectionsebene in wahrer Grösse als eines der Lothe zwischen den 
Parallelen g^ und Z2.

Schneiden sich g und Z, so fallen g2 und Z2 zusammen: das ge
meinsame Loth p steht auf ihrer Ebene im Schnittpunkte senkrecht 
und die Fusspunkte haben sich in diesem vereinigt.

33. Wenn eine ebene Figur oder ein ganzes ebenes Feld in zwei ver
schiedenen Weisen durch ParaUelstralden auf die nämliche Ebene Fl pro
jicirt zvird, so sind die beiden 
Projectionen affin (Fig. 13). 
In der That, die beiden Pro
jectionen gt und g einer 
Gerade g des Feldes schnei
den sich in der Spur der 
Gerade, also immer auf der 
Spur der Ebene E, in der 
das Feld liegt; ferner alle
die Ebenen, welche die bei- Fig. 13.

den Projectionsstrahlen PPV
PP' eines Punktes P verbinden, sind parallel, weil sie die Rich
tungen der einen und andern Projectionsstrahlen enthalten; folglich 
sind auch die Spuren dieser Ebenen parallel; das sind aber die Ver
bindungslinien je der beiden Projectionen Pv P'^ diese Geraden sind 
übrigens auch die Projectionen der einen Projectionsstrahlen in der 
Richtung der andern. Und endlich, wenn P auf gr liegt, dann liegt 
(Nr. 6) P auf g und daher wiederum P auf g ] und ebenso umgekehrt. 
Damit sind die Eigenschaften der Affinität bewiesen; Axe der Affinität 
ist die Spur der Ebene; Affinitätsstrahlen sind jene Geraden PxPr.

Der Schatten, den eine Figur auf eine Ebene wirft bei parallelen 
Lichtstrahlen, ist nichts anderes als Parallelprojection. Daher sind die 
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Parallelprojedion einer ebenen Figur und der Schatten, den sie bei paral
lelen Lichtstrahlen auf die Projectionsebene wirft, affin; Affinitätsaxe ist 
die Spur der Ebene, Affinitätsstrahlen sind die Projectionen der Licht
strahlen oder die Schatten der Projectionsstrahlen.

An die Stelle der Affinität tritt Homologie, wenn mindestens eine 
der beiden Projectionen central ist; die Verbindungsebenen zusammen
gehöriger Projectionsstrahlen gehen durch die Gerade, welche das Cen
trum der einen Projection in der Richtung der andern projicirt oder 
beide Centren verbindet, und die Verbindungslinien der beiden Pro
jectionen eines Punktes (Homologiestrahlen) laufen in den Schnittpunkt 
dieser Gerade mit TT zusammen.

34. Es scheint an dieser Stelle geeignet, die sogenannte perspec
tive Ansicht vom ParaUelismus einzuführen. Wenn in einer Ebene um 
einen festen Punkt eine Gerade sich bewegt, also einen Strahlenbüschel 
beschreibt, so hat jeder Strahl desselben mit einer festen Gerade der 
Ebene einen Punkt gemein, mit Ausnahme eines einzigen Strahls, näm
lich des zur festen Gerade parallelen. Dieser hat mit der festen Gerade 
statt eines Punktes die Richtung gemein. Bei der Centralprojection 
oder Perspective ist erkannt worden, dass eine gemeinsame Richtung 
von Geraden im allgemeinen in einen Punkt übergeht und dass bis
weilen Punkte in Richtungen übergehen. Man hat deshalb an Stelle 
von Richtung das Wort Punkt gesetzt und hat sich überzeugt, dass 
dies in allen Sätzen, bei denen man es nur mit Lagen-, nicht mit 
Masseigenschaften zu thun hat, unbedenklich geschehen kann; dies führt 
zu zahlreichen Vereinfachungen, weil Sätze, welche sonst selbständig 
neben einander aufgeführt werden müssen, sich unter einander sub- 
sumiren und viele Doppelsätze in einfache sich verwandeln.

Indem der gemeinsame Punkt des beweglichen Strahls des obigen 
Büschels mit der festen Gerade, je mehr der Strahl sich der Parallel
lage nähert, sich immer weiter nach der einen Seite entfernt und nach
dem er bei der Parallellage und nur bei derselben verloren gegangen, 
auf der andern Seite wieder erscheint und zurückkommt, kann man 
diesen „uneigentlichen" gemeinsamen Punkt, den man zwei parallelen 
Geraden anstatt der gemeinsamen Richtung zuschreibt, nur in unend
liche Entfernung versetzen, und zwar ebensogut auf der einen Seite 
der Gerade als auf der andern. Wie eine Gerade nur eine Richtung, 
so kann sie also auch nur einen unendlich fernen Punkt haben. 
Es giebt dann in einer Ebene so viele unendlich ferne Punkte als sie 
Richtungen enthält, folglich als es Strahlen in einem Strahlenbüschel 
giebt, mithin oo1, so viele, wie eine gerade Linie Punkte enthält.

Man ersieht, dass nach dieser Ansicht die Doppelsätze: „Zwei
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Geraden in derselben Ebene haben einen Punkt oder die Richtung ge- 
mein“ und „Zwei Geraden mit gemeinsamem Punkt oder gemeinsamer 
Richtung bestimmen eine Ebene“ in die einfachen Sätze übergehen: 
„Zwei Geraden derselben Ebene haben einen Punkt gemein“ und „Zwei 
Geraden mit gemeinsamem Punkt bestimmen eine Ebene.“

35. Zwei Ebenen haben entweder eine Gerade oder die „Stellung“ 
gemein, d. h. sie sind parallel; in Bezug auf Gerade und Stellung gilt 
nun ähnliches wie für Punkt und Richtung; man hat daher Stellung 
ersetzt durch „unendlich ferne Gerade“ und schreibt also jeder Ebene 
eine (einzige) unendlich ferne Gerade zu, den Inbegriff aller ihrer un
endlich fernen Punkte. Der obige Doppelsatz verwandelt sich dann 
in den einfachen: Zwei Ebenen haben jederzeit eine Gerade gemein.

Parallele Ebenen haben also ihre unendlich ferne Gerade gemein.
Jede Gerade hat mit einer Ebene, in der sie nicht liegt, einen 

Punkt gemein, oder sie ist ihr parallel, d. h. sie ist einem System von 
Parallelen in der Ebene parallel, ihre Richtung ist in der Ebene ent
halten; sie hat also mit jenen parallelen Geraden die Richtung, mithin 
den unendlich fernen Punkt gemein, also hat sie ihn auch mit der 
Ebene, in der diese Geraden liegen, gemein.

Folglich geht der Doppelsatz wieder in den einfachen über: Jede 
Gerade hat mit einer Ebene, welcher sie nicht angehört, einen Punkt 
gemein.

Zu jeder Gerade einer Ebene kann man in jeder zu der Ebene 
parallelen Ebene Parallelen ziehen; also jede Richtung einer Ebene 
ist auch in jeder zu derselben parallelen Ebene enthalten; oder ihre 
unendlich fernen Punkte hat eine Ebene mit allen ihr parallelen ge
mein; diese Punkte liegen auf der gemeinsamen unendlich fernen 
Gerade; was eben nichts anderes heisst als: jede Ebene, die dieselbe 
Stellung hat, wie die betrachtete Ebene, besitzt auch alle ihre Rich
tungen. Wenn man infolge dessen sagt: Eine Gerade, welche einer 
Ebene parallel ist, trifft deren unendlich ferne Gerade (weil sie mit 
einem System paralleler Geraden in der Ebene parallel ist), so ist 
dies, da sie ja in einer zu der Ebene parallelen Ebene liegt, nun blos 
ein specieller Fall des Satzes: Eine Gerade, die in der einen von zwei 
Ebenen liegt, trifft die andere auf der Schnittlinie.

Unendlich ferne Punkte und Geraden giebt es also im Raume 
so viele, als es Richtungen und Stellungen giebt, also so viele als durch 
einen Punkt Geraden und Ebenen gehen, je oo2; mithin so viele als 
Punkte und Geraden in einer Ebene liegen. Dies stimmt wieder mit 
der Ansicht, nach der alle unendlich fernen Punkte und Geraden des 
Raumes in einer Ebene gedacht werden, „der unendlich fernen 
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Ebene des Raumes", auf die hier jedoch nicht weiter eingegangen 
werden soll.

Alle oo1 Geraden einer Ebene von gegebener Richtung bilden 
einen Strahlenbüschel, alle oo2 Geraden des Raumes von gegebener 
Richtung einen Strahlenbündel mit unendlich fernem Scheitel. Alle oo1 
Ebenen von gegebener Stellung bilden einen Ebenenbüschel mit un
endlich ferner Axe.

36. Eine Gerade parallel zu einer andern führen heisst jetzt: sie 
durch deren unendlich fernen Punkt ziehen; eine Ebene parallel zu 
einer Gerade oder Ebene construiren heisst: sie durch den unendlich 
fernen Punkt der Gerade, bez. die unendlich ferne Gerade der Ebene 
legen.

Der Satz: „Durch einen Punkt ist zu einer Gerade eine und 
nur eine Parallele möglich“ subsumirt sich unter den Satz: „Durch 
zwei Punkte ist eine und nur eine Gerade möglich.“

Die Sätze:
Durch einen Punkt lässt sich zu zwei (nicht parallelen) Geraden, 
durch eine Gerade lässt sich zu einer andern Gerade, und 
durch einen Punkt lässt sich zu einer Ebene jederzeit eine und 

nur eine parallele Ebene legen
sind nun specielle Fälle der beiden Sätze:
Durch drei nicht in gerader Linie befindliche Punkte und
durch eine Gerade und einen ihr nicht angehörenden Punkt lässt 

sich jederzeit eine und nur eine Ebene legen.
Die Sätze: Eine Parallele zu einer Ebene, die mit ihr einen Punkt • 7 

gemein hat, liegt ganz in ihr, und:
Eine Parallele zu einer Ebene liegt ganz in der Ebene, die durch 

einen Punkt auf ihr parallel zur Ebene geführt ist,
sind besondere Fälle des Satzes: Eine Gerade, die mit einer Ebene 

zwei Punkte gemein hat, liegt ganz in ihr.
Der Satz: Wenn durch eine Parallele zu einer Ebene eine an

dere Ebene gelegt wird, so ist die Schnittlinie beider Ebenen zu ihr 
parallel,

ist ein specieller Fall des Satzes: Wenn durch eine Gerade, die 
eine Ebene schneidet, eine andere Ebene geht, so geht die Schnittlinie 
beider Ebenen durch den Schnittpunkt der Gerade und der ersteren 
Ebene.

Die Sätze: Werden durch zwei parallele Geraden Ebenen gelegt, 
so ist ihre Schnittlinie den beiden parallelen Geraden parallel, und: 
Wenn eine Gerade in einer Ebene mit einer in einer andern Ebene 
parallel ist, so sind sie beide der Schnittlinie der Ebenen parallel, sind 
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in folgendem enthalten: Gehen durch zwei sich schneidende Geraden 
Ebenen, so geht ihre Schnittlinie durch den Schnittpunkt derselben; 
oder: Ein Punkt, der auf zwei Ebenen liegt, gehört ihrer Schnittlinie 
an; oder: Wenn eine Gerade in einer Ebene eine Gerade in einer 
andern Ebene trifft, so kann es nur auf der Schnittlinie geschehen.

In dem Doppelsatze:
Die drei Schnittlinien von drei Ebenen laufen in einen Punkt zu

sammen oder sind parallel,
ist der zweite Theil nun überflüssig, weil im ersten enthalten.
Der Satz: Wenn zwei Ebenen zwei Richtungen gemein haben 

(oder, wie gewöhnlich gesagt wird, wenn die Schenkel eines Winkels 
in der einen Ebene mit denen eines Winkels in der andern parallel 
sind), so sind die beiden Ebenen parallel und haben alle Richtungen 
gemein,

subsumirt sich unter den Satz:
Haben zwei Ebenen zwei Punkte gemein, so haben sie deren ganze 

Verbindungslinie gemein.
37. Aber auch Maasseigenschaften, wie die Rechtwinkligkeit, 

können der perspectiven Ansicht angepasst werden.
Alle Senkrechten auf einer Ebene a sind parallel, also haben sie 

denselben unendlich fernen Punkt A,, durch den aber auch die zu 
der Ebene a senkrechten Ebenen gehen, da sie den senkrechten Gera
den parallel sind.

Weil zwei Punkte eine Gerade, ein Punkt und eine Gerade eine 
Ebene bestimmen, so geht also durch jeden Punkt eine und nur eine 
senkrechte Gerade, durch eine Gerade eine und nur eine senkrechte 
Ebene zu einer gegebenen Ebene.

Zwei zu a senkrechte Ebenen haben eine zu a senkrechte Schnitt
linie; denn beide gehen durch A,, also thut es auch die Schnittlinie.

Steht ß senkrecht auf u, so muss jede zu a senkrechte Gerade, die 
durch einen eigentlichen Punkt von ß geht, ganz in ß liegen, weil sie 
mit ihr dann zwei Punkte gemein hat.

Alle Ebenen, die auf derselben Gerade a senkrecht stehen, haben, 
weil sie parallel sind, dieselbe unendlich ferne Gerade. Folglich geht 
durch jeden Punkt eine und nur eine zu der Gerade senkrechte Ebene.

38. Die Parallelprojection wird nach der perspectiven Ansicht ein 
specieller Fall der Centralprojection, d. h. alle Sätze der letzteren, die 
nicht gerade ein endliches Centrum voraussetzen, gelten auch für 
die Parallelprojection.

Ferner ist nun, wenn die Punkte und Geraden einer Ebene aus 
einem endlichen Centrum auf eine andere Ebene projicirt werden, 

Sturm, Elemente d. darstell. Geom. 2. Auf, 3 
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durchweg richtig, dass jeder Punkt, jede Gerade sich wieder in einen 
Punkt, eine Gerade projicirt, es haben nun ausnahmslos alle Punkte 
und alle Geraden bei der Centralprojection Projectionen; sind die Pro- 
jectionsstrahlen, bez. projicirenden Ebenen zur Projectionsebene parallel, 
so sind die Projectionen uneigentlich, unendlich fern.

Bei der Parallelprojection hat jeder endliche Punkt einen end
lichen und jeder unendlich ferne einen unendlich fernen zur Projection, 
d. h. jede Richtung eine Richtung (Nr. 7).

Jede Gerade g hat nach dieser Auffassung eine Spur in der Pro
jectionsebene TT; ist sie zu TT parallel, so ist der gemeinsame unend
lich ferne Punkt von g und gx die Spur. Die Spurparallelen einer 
Ebene haben also ihre Spurpunkte alle im unendlich fernen Punkte 
der Spur der Ebene (Nr. 13), und in dem Doppelsatze von Nr. 21: 
Die Umlegung g0 einer Gerade g von E und ihre Projection gt treffen 
sich auf der Spur s von E oder sind beide ihr parallel, kann der 
zweite Theil wegfallen.

Jede Ebene hat nun eine Spur in TT; ist sie zu TT parallel, so ist 
dieselbe die unendlich ferne Gerade von TT.

Die (homologische) Affinität ergiebt sich als Speciallfall der Ho
mologie (vergl. Nr. 33); das Centrum ist unendlich fern geworden.

39. Entfernt sich der Schnittpunkt einer um einen festen Punkt 
beweglichen Gerade mit einer festen Gerade immer mehr, wie in 
Nr. 34, so wird ihr Winkel immer kleiner und wird null, wenn der 
Parallelismus eintritt (vergl. Nr. 11).

Ebenso wird der Winkel einer um einen festen Punkt beweg
lichen Gerade gegen eine Ebene immer kleiner, je weiter sich der 
Schnittpunkt entfernt, und null, wenn die Gerade mit der Ebene 
parallel wird.

Soll eine um eine feste Gerade a bewegliche Ebene mit einer 
festen Ebene a parallel werden können, so muss a zu a parallel sein 
(Nr. 16); dann bleibt die Schnittlinie mit a zu sich (und zu a) paral
lel, und je weiter sie sich entfernt, desto kleiner wird der Neigungs
winkel der beiden Ebenen; wenn der Parallelismus erreicht, die ge
meinsame Gerade ins Unendliche gelangt, also an ihre Stelle die 
gemeinsame Stellung getreten ist, wird er null (vergl. Nr. 26).
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Zweiter Abschnitt.

Darstellung auf zwei Projectionsebenen.

40. Wir haben (Nr. 10, 12) gesehen, dass ein Punkt, eine Gerade 
durch ihre Projection auf einer (einzigen) Projectionsebene noch nicht 
bestimmt ist. Ebenso genügt die Spur in einer Projectionsebene nicht 
zur Bestimmung einer Ebene; würde noch der Neigungswinkel gegen 
die Projectionsebene hinzugefügt, so würde dadurch zwar die Ebene 
(freilich immer noch zweideutig) bestimmt, aber diese Bestimmung 
durch Spur und Neigungswinkel graphisch wenig bequem sein.

Man führt deshalb noch eine zweite Projectionsebene ein. Dieselbe 
stellt man gewöhnlich auf die erste senhrecht, und zwar wird die erste 
im allgemeinen horizontal, die andere also vertical vorgestellt und 
danach auch genannt und entsprechend die auf ihnen befindlichen 
Projectionen; die horizontale Projectionsebene heisst wohl auch Grund
rissebene, die verticale Aufrissebene, und daher die Projectionen 
Grundrissprojection, Aufrissprojection oder kurz Grundriss, Aufriss.*)

*) Bisweilen werden freilich die Spuren von Ebenen Risse genannt, was sich 
jedoch nicht empfiehlt.

Wir behalten aber der Kürze und der grösseren Allgemeinheit 
halber, da die Horizontal- und Verticalstellung nicht nothwendig ist, 
die Namen erste und zweite Projectionsebene bei, bezeichnen sie mit 
TT,, TT2, und die auf ihnen gelegenen Projectionen ebenfalls mit den 
(unteren) Zeigern (Indices) 1, 2; TT ist dabei die gewöhnlich hori
zontal vorgestellte.

Es giebt oo1 horizontale Ebenen; sie bilden einen Parallelebenen
büschel. Jede enthält co2 Geraden, die sämmtlich horizontal sind; 
daher giebt es oo3 horizontale Geraden, in jeder nicht horizontalen 
Ebene giebt es oo1.

Die verticalen Strahlen und verticalen Ebenen gehen alle durch 
den unendlich fernen Punkt in senkrechter Richtung zu den horizon
talen Ebenen (Nr. 37) und bilden einen Strahlenbündel und Ebenen
bündel mit diesem uneigentlichen Punkte als Scheitel; es giebt co2 
verticale Geraden und ebenso viele verticale Ebenen. In jeder Ebene 
eines Bündels liegen oo1 Strahlen desselben, und durch jeden Strahl 
des Bündels gehen oo1 von seinen Ebenen. Dies gilt also auch für 
den Bündel der verticalen Strahlen und Ebenen. Zwei verticale 
Ebenen schneiden sich in einer verticalen Gerade, zwei verticale Ge
raden sind durch eine verticale Ebene verbunden.

3*
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In einer beliebigen Ebene befindet sich keine verticale Gerade, 
durch jede Gerade aber geht eine verticale Ebene.

41. Die Schnittlinie der beiden Projectionsebenen TT,, TT., heisst 
Projectionsaxe (Grundlinie); sie soll mit a bezeichnet werden. Sie 
theilt jede der beiden TT in zwei Hälften, eine positive und eine nega- 
tive, bezeichnet mit TT+, TT,-; bez. TT,, TT,-; sind die beiden TT 
bez. horizontal und vertical, so wird der für den Beschauer vordere 
Theil von TT und der obere von TT, als positive Hälfte angenommen. 
Der Raum wird durch die beiden TT in vier Theile getheilt, welche 
der erste, zweite, dritte, vierte Raum heissen, je nachdem sie von 
TT, TTg; T, TT; T, TT j TIt, TT,- eingeschlossen werden.

Um nun alles auf einem Platte zeichnen zu liönnen, wird die eine 
Projectionsebene um die Projectionsaxe umgelegt, bis sie mit der anderen 
zusammenfällt, und zwar geschieht das Umlegen stets so, dass Halbebenen 
mit entgegengesetzten Zeichen, also TT und TT,—, TT- und TT, auf 
einander zu liegen kommen und, indem die Axe horizontal gezogen wird, 
jene unterhalb, diese oberhalb derselben. Im Geiste sind die Ebenen 
und die auf ihnen befindlichen Projectionen stets wieder in die rich
tige Lage zurückzubringen.

In Bezug auf das Resultat ist es gleichgültig, welche der beiden 
Ebenen in die andere umgelegt wird; wir wollen daher den un
bestimmten Ausdruck: „vereinigte Projectionsebenen" gebrauchen, man 
könnte auch beide drehen und einander entgegen bringen. Bei Zeich
nungen auf dem Reissbrette wird man die verticale Ebene in die 
horizontale umlegen, bei solchen auf der Wandtafel diese in jene.

Bei vielen Constructionen kommt es nur auf die Richtung der 
Axe an, nicht auf ihre Lage.

a) Darstellung des Punktes.

42. Die P'usspunkte P, P^ (Fig. 14))  der aus einem Punkte P 
im Paume auf TT, TT, gefällten Lothe px, D, sind also seine beiden Pro
jectionen: diese Lothe PP, PP^ selbst messen den Abstand von P 
von IT, TT und heissen sein erster, bez. zweiter Abstand. Da die bei
den Lothe einen Punkt (P) gemein haben, so erzeugen sie eine Ebene, 
welche, weil sie durch die zu TT,, TT, normalen Geraden PP, PP 
geht, auch auf diesen Ebenen selbst senkrecht steht, mithin auch auf 
deren Schnittlinie, der Axe a. Treffe sie dieselbe in P(l, so sind 

*

*) In Fig. 14a liegt P im ersten, Q im zweiten Raume. In Fig. 14b sind 
die Projectionsebenen vereinigt.
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ihre Schnittlinien mit T, TT, bez. P^a, PPa und diese, sowie auch 
PPa stehen auf a senkrecht. Pa ist demnach die Projection des 
Punktes P auf die Projectionsaxe a, seine Axenprojection. Ferner 
zeigt sich, dass die von den Projectionen P, P eines Punktes P auf 
die Projectionsaxe gefällten Lothe diese in demselben Punkte treffen, der 
Axenprojection von P. Die beiden Lothe PPu, P^^a nennt man die

erste, zweite Ordinate des Punktes P. Eine Ordinate ist positiv oder 
negativ, je nachdem sie in der positiven oder negativen Halbebene 
der betreffenden TT liegt.

Sind die beiden TT vereinigt, so liegen diese beiden Lothe in einer 
Linie. Lie beiden Projectionen Pr, P^ eines Punktes in vereinigten 
Projectionsebenen liegen stets auf einer zur Projectionsaxe senkrechten 
Gerade (Ordinatenlinie).

Dabei fallen die beiden Ordinaten PrPa und P^Pa auf entgegen
gesetzte Seiten oder dieselbe Seite von a, je nachdem sie gleiches oder 
ungleiches Vorzeichen haben, also der Punkt im ersten oder dritten, 
oder im zweiten oder vierten Raume liegt. Die positiven ersten Ordi
naten liegen stets unterhalb a, die positiven zweiten oberhalb. Wie 
liegen also die Projectionen eines Punktes je nach dem Raume, dem 
er angehört?

Zwei Punkte, bez. in n1; TT, gelegen, deren Verbindungslinie — 
bei vereinigten Projectionsebenen — nicht senkrecht zur Projections
axe ist, oder — bei nicht vereinigten Projectionsebenen — deren 
Ordinaten nicht denselben Fusspunkt haben, können demnach nicht 
Projectionen eines und desselben Punktes im Raume sein.

Kennt man die eine Projection eines Punktes, so ist das (beider
seitig unendlich lange) Loth aus ihr auf die Axe der Ort für die 
andere Projection; besitzt man noch eine zweite (gerade oder krumme) 
Ortslinie für dieselbe, so bringt man das Loth mit ihr zum Schnitt
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und nennt dieses Verfahren „die bekannte Projection auf diese Linie
lothen".

Diese Eigenschaft der beiden Projectionen eines Punktes hat auch 
statt, wenn die Projectionsebenen nicht einen rechten Winkel mit ein
ander bilden, wofern nur auf beide orthogonal projicirt wird; denn 
die Ebene der beiden Projectionsstrahlen eines Punktes ist auch dann 
senkrecht zu den beiden TT und zu a.

43. Umgekehrt, wenn P und P2 so liegen, dass PP senkrecht a 
(in Pa) ist, d. h. bei nicht vereinigten Projectionsebenen, dass die aus 
ihnen auf a gefällten Ijothe denselben Fusspunkt Pa haben, so giebt es 
immer einen und nur einen Punkt P im Raume, dessen Projectionen P 
und P sind. Denn weil PrPa und P2Pa sich schneiden, so erzeugen sie 
eine Ebene, welche, da P Pa und P^ Pa auf a normal sind, ebenfalls auf 
a senkrecht steht und mithin auch auf den durch a gehenden Ebenen 
TT, TT2. Alle Punkte nun, welche P zur ersten Projection haben, be
finden sich auf dem in P auf TT, errichteten Lothe pt, alle, welche 
P^ zur zweiten Projection haben, auf dem in P auf IT, errichteten 
Lothe p^. Jenes so wie dieses liegt in der obigen Ebene, da dieselbe 
auf TT, bez. TT, senkrecht steht und das Loth auf T1, bez. TT, in 
einem Punkte ihrer Schnittlinie mit der Ebene errichtet ist. Da also 
beide Lothe in derselben Ebene liegen, so haben sie einen Punkt ge
mein und zwar, weil sie als Lothe auf nicht parallelen Ebenen nicht 
parallel sein können, jederzeit einen endlichen; mithin giebt es in der 
That stets einen und nur einen Punkt, welcher P und P^ zu seinen 
Projectionen hat, wenn sie die genannte Lage besitzen.

Jeder Punkt ist demnach durch seine beiden Projectionen vollständig 
bestimmt, d. h. theilt dieselben mit keinem andern Punkte.

44. Die Ordinate P,Pa ist dem Abstande PPr parallel; denn 
weil TT, normal TT und P^Pa in TT, senkrecht a ist, so ist sie auch 
senkrecht TT2; ebenso ist PxPa I PP^ demnach ist die Figur PP1PaP2 
ein Rechteck, folglich auch P^Pa = PP und PxPa = PP ■

Also ist die zweite (erste*))  Ordinate eines Punktes gleich dem 
ersten (zweiten) AJbstande desselben. Man kann folglich aus der zweiten 
(ersten) Projectionsebene an einer auf dem Zeichenblatte befindlichen 
Strecke den Abstand eines Punktes von der ersten (zweiten) Projec
tionsebene abgreifen. (Vgl. Nr. 21, 28.) Es ist demnach von Nutzen, 
beim „Lothen“ den Schnittpunkt der Ordinatenlinie mit der Projec- 
tionsaxe stets zu markiren.

*) Dieser Zusatz in Parenthese wird künftig im allgemeinen unterbleiben.

Dies, in Verbindung mit dem in Nr. 28, 29 Gesagten genügt, um 
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den Neigungswinkel ß einer Gerade, von der zwei Punkte P, Q oder
P, S durch ihre Projectionen in TT und TT, gegeben sind, gegen TT!
(oder TT2) und die wahre Länge der Strecke zwischen diesen Punkten 
durch Umlegung der projicirenden Ebene in TT, (oder TT,), bez. in
eine Parallelebene zu TT 
(oder TT) zu ermitteln. 
In Figur 15 a sind PP 
=PaP, und Q Qo= Qa Q2 
senkrecht zu P± Q er
richtet und zwar nach 
verschiedenen Seiten, weil 
die beiden Ordinaten 
PaP^j QaQ verschiedene 
Vorzeichen haben; P0Q0 
ist die wahre Länge von 
PQ und B=(PQo, P^) 

der Neigungswinkel (PQ,
TTi). In Fig. 15 b ist h' die durch S gezogene Parallele zur Spur der 
Ebene, welche RS auf TT, projicirt, in TT, daher TR^ die algebraische 
Differenz der zweiten Ordinaten oder ersten Abstände der Punkte R, S;
R^R^ = TR2 ist senkrecht zu RS errichtet; dann ist S-^Rq die wahre 
Länge von SR und RSR der Winkel (RS, TT,).

Liegt ein Punkt in einer der beiden Projectionsebenen, so fällt 
er mit der betreffenden Projection zusammen; seine andere Projection 
befindet sich auf der Projectionsaxe. Gehört er der Projectionsaxe 
selbst an, so fällt er mit seinen beiden Projectionen zusammen.

b) Darstellung der Gerade.

45. Die beiden Projectionen gx und g2 einer Gerade g sind die 
Schnittlinien der durch g senkrecht zu TT,, TT, gelegten (projicirenden) 
Ebenen T1, Y2 mit TT, bez. TT,.

Liegt ein Punkt P auf g, so muss sowohl P auf gt, als P2 auf 
g2 liegen (Nr. 7).

Umgekehrt, wenn die Projectionen P und P2 eines Punktes P bez. 
auf den Projectionen gr und g2 einer Gerade g liegen, so liegt P auf g. 
Denn g ist die Schnittlinie der in gt und g2 senkrecht auf TT,, bez. TT, 
errichteten Ebenen T1, Y2, P der Schnittpunkt der in P und P2 auf 
TT, n2 errichteten Lothe px, p2. Da P auf g liegt, so muss px in T, 
liegen; ebenso p2 in Tg. Folglich kann der Schnittpunkt P von pr 
und Pa nur auf der Schnittlinie g von r und y2 sich befinden.
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Es ist also leicht, einen Punlit auf eine Gerade, die durch ihre 
Projectionen gegeben ist, zu legen (Fig. 16 a), d. h. seine Projectionen 
anzugeben, oder wenn die eine Projection eines Punktes P von g ge- 
gegeben, die andere aufzufinden (Nr. 42).

Ist aber z. B. 92 normal oder nahezu normal zur Axe, so ist das 
Lothen unmöglich, bez. ungenau; kennt man noch die Projectionen 
zweier Punkte A und P von g, und will die zweite Projection P, des 
auf 9 gelegenen Punktes P, von dem Pr bekannt ist, haben, so be
nutzt man den Umstand, dass

A2Pa_AP 
BP B.P,

AP, weil beide gleich Rp sind (Nr. 7).

Hieran kann man die Aufgabe anschliessen: Auf eine gegebene 
Gerade g von einem Punkt P derselben eine gegebene Strecke aufzutragen. 
Es sei Q ein zweiter Punkt der Gerade; dann construire man nach 
Nr. 44 die wahre Länge P0Q0, trage darauf von P (nach der vor
geschriebenen Seite) die gegebene Strecke als P0B0 ab; R, liegt dann 
so auf 9, dass R,Ro zu gt senkrecht ist, und P2 ergiebt sich durch 
Lothen auf g2. Es sind P1B1, P2P2 die Projectionen der verlangten 
Strecke.

46. Die beiden Spuren einer Gerade heissen ihre erste und zweite 
Spur und sollen mit S', S" bezeichnet werden. In S', bez. S" be

gegnet sich g mit ihrer ersten Projection gv bez. mit ihrer zweiten g^. 
S, weil in T gelegen, fällt mit seiner ersten Projection zusammen, 
die zweite liegt also auf der Axe. Um mithin die erste Spur einer 
durch ihre beiden Projectionen 91, 9, gegebenen Gerade g zu finden, er
mittele man (Fig. 16a und b) den Punkt g2a — Sf und lothe ihn 
auf 9i) d. h. errichte in ihm auf a das Loth bis zum Schnitt mit g,; 
dieser Schnitt ist der gesuchte Punkt S'. Entsprechend wird S" 
gefunden.
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Eine G-erade g, welche heiner der beiden TT parallel ist, hat zwei 
eigentliche Spuren; sie wird durch dieselben in ein endliches Stück 
und zwei unendlich lange getheilt, die in drei von den vier Räumen 
sich befinden; in den vierten gelangt sie nicht. Das endliche Stück 
liegt in dem Raume, welchen die die Spuren enthaltenden Projections- 
Halbebenen begrenzen. Eine Gerade, deren endliches Stück im ersten 
(zweiten) Raume liegt, kann durch Parallelverschiebung, wobei sie in 
dem Moment, wo sie der Axe begegnet, nur in zwei Scheitelräumen 
liegt, in den dritten (vierten) Raum gebracht werden.

Trifft eine Gerade die Projectionsaxe, so begegnet sie sich dort 
mit ihren beiden Projectionen; beide Spuren haben sich vereinigt.

47. Wenn eine Gerade g der einen Projectionsebene TT parallel ist 
(ohne zur anderen normal zu sein), so ist die ungleichnamige Projec- 
tion g^ der Axe parallel; denn in der zweiten projicirenden Ebene 
von g giebt es zwei Richtungen, die mit TT parallel sind, nämlich die 
von g nach Vor. und die der zweiten Projectionsstrahlen der Punkte 
von g, also ist Y, I TT; folglich sind ihre Schnittlinien mit TT,, d. i. g^ 
und a, auch parallel. Umgekehrt, wenn g^ I a ist, so hat T2, die in g, 
auf TT2 senkrechte Ebene, mit TI zwei Richtungen gemeinsam, die von 9, 
und a und die Richtung der zweiten Projectionsstrahlen; daher ist y2 
zu TT parallel, demnach auch die in ihr liegende g.

Man suche die Spur S‘ von g- weil g2 I a ist, so ist der Punkt 
g2a unendlich fern, also auch das in ihm auf a errichtete Loth und 
dessen Schnittpunkt S' mit gr. Man kann ebenso umgekehrt aus der 
unendlichen Entfernung von S' auf die von g2a, also auf den Paralle- 
lismus von g2 mit a schliessen.

Jede Gerade, die zu einer der beiden Projectionsebenen parallel 
ist, wird durch ihre endliche Spur (in der andern) in zwei Theile 
getheilt und befindet sich also nur in zwei Räumen.

Per Neigungswinkel (g, g^) einer mit TT parallelen Gerade g gegen 
die andere Projectionsebene TT, stellt sich in seiner ersten Projection 
(91, d) in wahrer Gestalt dar, weil seine Schenkel g und g2 beide zu 
TT parallel sind; die erste Projection von g2 ist a.

Ist eine Gerade g beiden Projectionsebenen und infolge dessen der 
Axe parallel, so sind auch beide Projectionen zu dieser parallel; und 
umgekehrt.

Beide Spuren sind unendlich fern: sie haben sich im unendlich 
fernen Punkt der Axe vereinigt, indem der jetzige Fall nach der per
spectiven Ansicht sich dem am Ende von Nr. 46 erwähnten unter
ordnet.

Eine solche Gerade befindet sich nur in einem der vier Räume.
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Liegt eine Gerade in einer der beiden Projectionsebenen (ohne 
zur andern normal zu sein), so fällt sie mit der zugehörigen Projec- 
tion, die andere mit der Axe zusammen; die Axe selbst ist mit ihren 
beiden Projectionen identisch.

48. Stellt eine G-eracle y auf der einen der beiden Projectionsebenen 
1T senkrecht, so ist ihre Projection gY ein Punkt. Die andere Projection 

steht senkrecht auf der Axe; denn die zweite projicirende Ebene Y2 
steht als solche senkrecht auf TT,, weil sie aber durch g geht, auch 
senkrecht auf IT, mithin auch auf der Axe, folglich steht diese auf 
der Schnittlinie Y2TT, = g^ normal.

Da alle Punkte von g ihre erste Projection in gr haben, so muss 
— bei vereinigten Projectionsebenen — die durch den Punkt gr 
gehende Ordinatenlinie durch alle Punkte von g^ gehen, also mit ihr 
zusammenfallen; d. h. g^ muss durch den Punkt gr gehen.

Diese Eigenschaften bleiben bestehen, wenn der rechte Winkel 
zwischen TI und TT, aufgegeben wird.

49. Ist eine Gerade zur Axe a normal (ohne sie gerade zu 
schneiden), so geht durch sie eine zu a normale Ebene (Nr. 19), 
welche dann auch zu beiden TT senkrecht ist, in der sich also beide 
projicirenden Ebenen vereinigen. In dem Punkte, in welchem diese 
Ebene auf a senkrecht steht, sind dann auch ihre Schnitte mit TI, TT, 
die Projectionen, auf a normal.

Die Projectionen einer zur Axe a rechtwinkligen G-erade stehen in 
demselben Punkte auf a normal und fallen daher zusammen, wenn die 
Projectionsebenen sich vereinigen.

50. Legen wir uns jetzt die umgekehrte Form vor: Sind zwei Ge
raden g in TT , g2 in TT, stets Projectionen einer Gerade im Raume?

Die Geraden, welche sich in gx auf IT projiciren, liegen in der 
Ebene T1, die in gr auf TT normal ist, ebenso die in g2 auf TT, sich 
projicirenden in der in g2 auf TT, normalen Ebene Y2 (Nr. 12). Diese 
beiden Ebenen und Y, haben im allgemeinen eine und nur eine 
und zwar gewöhnlich endliche Gerade gemein.

Also jede beliebige Gerade gt in TT und jede beliebige Gerade g2 in 
TT, sind im allgemeinen Projectionen einer (und nur einer) Gerade g im 
Paume; während zwei Punkte P (in T), P (in TT2), wenn sie Pro- 
jectionen desselben Punktes im Raume sein sollen, an eine Bedingung 
gebunden sind (Nr. 42, 43).

Pine Gerade ist im allgemeinen durch ihre beiden Projectionen be
stimmt, d. h. theilt sie beide mit keiner andern Gerade.

51. Es giebt aber hier Ausnahmefälle, welche davon herrühren, 
dass Y, und y2 parallel oder identisch sind, oder dass die Schnittlinie
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Yj y2 senkrecht zu der einen. TT wird. Sind T und Ta parallel (oder 
identisch), so stehen beide auf TT, und TT, senkrecht, also auf der Axe; 
mithin stehen auch ihre Schnittlinien gr, 9a mit TT,, bez. TT2 auf a 
normal. Sind Y und T, blos parallel, so stehen 9 und 92 in ver
schiedenen Punkten senkrecht; also:

Zu zwei Geraden gv g2, welche bez. in TT,, TT, gelegen und auf der 
Projectionsaxe, aber in verschiedenen Punlden senhrecht sind, gehört heine 
endliche Gerade g im Baume, deren Projectionen sie sind.

Sind T, und Y, identisch, so stehen 9 und 92 in demselben 
Punkte auf a normal; den identischen Ebenen T und T2 sind alle 
Geraden gemein.

Also: Ztvei Geraden gr und 92, welche bez. in TT,, TT, liegen und 
in demselben Punkte auf a normal stehen, sind gemeinsame Projectionen 
von co2 Geraden, allen Geraden der Ebene, die in diesem Punkte auf 
a senkrecht steht (mit Ausnahme derjenigen, die auf TT, oder TT2 
normal sind).

Zwei solche Geraden als Projectionen fixiren also keine bestimmte 
Gerade im Raume; und jede Gerade, welche zwei solche Projectionen 
hat und dann also in einer zur Axe senkrechten Ebene liegt und des
halb selbst zur Axe (im allgemeinen windschief) senkrecht ist, ist 
durch diese Projectionen nicht bestimmt, sondern theilt sie noch mit 
ex?2 andern Geraden, muss also anders fixirt werden; was dadurch ge
schieht, dass entweder zwei Punkte auf ihr durch ihre Projectionen gegeben 
sind (denn bei Punkten findet eine solche Unbestimmtheit nie statt) 
oder ihre Projection auf einer dritten Ebene, die zu keiner der beiden 
ersten parallel ist, hinzugefügt wird.

Die Schnittlinie T,Y2 wird auf einer TT senkrecht sein, z. B. auf 
TT,, wenn g2 so liegt, dass T, nicht blos auf TT,, sondern auch auf T 
senkrecht ist, d. h. wenn g2 zu a normal ist.

Zwei Geraden g±, g2 bez. in T, TT, von denen die eine, z. B. 92, 
senkrecht auf der Axe ist, die andere nicht, entspricht keine Gerade im 
Baume, von der sie die Projectionen sind; denn die Schnittlinie der zu
gehörigen Ebenen Y1, T2 hat zwar in TT, die g2, in TT aber nur einen 
Punkt von gr zur Projection. Es wurde vorhin in Nr. 50 der Satz 
von Nr. 12 benutzt ohne Berücksichtigung des parenthetischen Zu
satzes, der also in diesem Ausnahmefalle zur Geltung kommt.

Lassen wir aber die Auffassung (Nr. 4, 8) gelten, dass als 
Projection einer solchen in einen Punkt sich projicirenden Gerade 
jeder Strahl um diesen Punkt in der Projectionsebene angesehen wer
den kann, so kann gr als Projection aufgefasst werden; und wir haben 
keine Ausnahme.
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52. Haben zwei Geraden g und 7 die eine Projection gemein, z. B. 
91 = 01, ohne dass dasselbe für die andere gilt, so sind sie verschieden. 
Beide liegen dann in der gemeinsamen ersten projicirenden Ebene 
(T = Xx) und haben also gewöhnlich einen endlichen Punkt gemein, 
ausnahmsweise ihren unendlich fernen oder sind parallel. Ist das letz
tere der Fall, so müssen ihre zweiten Projectionen g,, 7, parallel sein, 
und umgekehrt, wenn g2 || l,, so ist auch g || 7 (Nr. 8). Schneiden 
sich g und 7, so ist die zweite Projection des Punktes gl der Punkt 
g2l2, durch dessen Herablothen auf g± = lt die erste Projection er
halten wird.

Also sind zwei Geraden, welche die eine Projection gemeinsam haben, 
nie windschief, sondern schneiden sich oder sind parallel; und ob dies 
oder jenes der Fall ist, ist an ihren andern Projectionen zu erkennen.

53. Wenn zwei Geraden g = {g^, gf) und l = (1, 72), welche keine 
ihrer gleichnamigen Projectionen gemeinsam haben, sich schneiden, so 
müssen gx und l in der ersten Projection, g2 und 7, in der zweiten 
Projection des Schnittpunktes sich begegnen, und daher muss — Nqy-
einigung der Projectionsebenen vorausgesetzt — die Verbindungslinie 

Fig. 17.

der Punkte g^ und g2l2 
senkrecht zur Axe sein.

Wenn g und l parallel 
sind, so sind sowohl gr und 
llf als g2 und l2 parallel 
(Nr. 7).

Schneiden sich also so
wohl gx und 7, in einem 
(endlichen) Punkte, als auch 
g2 und l2 und liegen diese 
Punkte gx 7 und' g212 so, 
dass sie nicht Projectionen 
eines Punktes sein können (Nr. 
42,43), so sind die Geraden g 
und l ivindschief (Fig 17).

Das in g^ auf TT errichtete Loth trifft dann die beiden Geraden 
g und l in verschiedenen Punkten P und Q, welche beide 9l zur 
ersten Projection haben, dagegen verschiedene zweite Projectionen
P,, Q,, welche von der durch g,l gehenden Ordinatenlinie geliefert 
werden. An der Lage von P, Q, erkennt man, dass die Gerade l an 
der Stelle, wo sie sich für einen, der in der Richtung der ersten Pro- 
jectionsstrahlen (streng genommen aus unendlicher Entfernung) von 
der positiven Seite der TT her sieht, scheinbar mit g schneidet, über g 
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geht. Das in g,7 auf TT, errichtete Loth trifft ebenfalls g und 7 in 
verschiedenen Punkten T, V, deren erste Projectionen T, V, die 
durch g2l2 gehende Ordinatenlinie giebt. Die Lage von T2, V, zeigt, 
dass die Gerade g an der Stelle, wo sie sich für einen, der in der 
Richtung der zweiten Projectionsstrahlen von der positiven Seite der 
TT, her sieht, mit l zu kreuzen scheint, vor l läuft.

54. Wir haben aber noch umgekehrt nachzuweisen, dass, wenn 
die Verbindungslinie von gx 7 und g2 7, normal sur Axe ist, g und l einen 
Punkt gemeinsam haben, also in derselben Ebene liegen. Da gxlt — Px 
und g2l2 = P2 eine zu a normale Verbindungslinie haben, so sind sie 
Projectionen eines und desselben Punktes P im Raume (Nr. 43); weil 
nun P auf 91, P2 auf g2 liegt, so liegt P auf g-, ebenso weil Pr 
auf 7, P2 auf l2 liegt, liegt P auf l.

Wenn sowohl gr I 71, als auch g2 I l2, so ist auch g || l.
Da 91 || l1} so sind die in ihnen auf TT! senkrechten Ebenen Y, 

und ebenfalls parallel; ebenso ist p2 I ,, weil g2 I l2. Legt man 
eine beliebige Ebene normal zu g=T2, also auch normal auf r, 
und T2, so ist sie auch normal zu den parallelen Ebenen ,, N,, mit
hin auch zu deren Schnittlinie l; so dass g und l beide auf derselben 
Ebene senkrecht sind.

Sind 91 und lr parallel, g2 und 7 aber nicht (oder umgekehrt), so 
sind g und l windschief.

Hat g in der einen TT, z. B. in TT, einen Punkt zur Projection, 
so schneidet sie die Gerade 1= ^,1^, oder ist zu ihr windschief, je 
nachdem der Punkt g± auf 7 liegt, oder nicht. Im ersteren Falle sind 
die Punkte gx und g2l2 die Projectionen des Schnittpunktes.

Werden eine Anzahl von Strecken (Kräften) durch Parallel Ver
schiebung unter Festhaltung ihrer Länge und ihres Sinnes aneinander 
gereiht, so dass Endpunkt und Anfangspunkt zweier aufeinander fol
genden zusammenfallen, so erhält man ihr Streckenpolygon (Kräfte
polygon) C.C C2...Cn. Die Schlussstrecke C0Cn heisst ihre geometrische 
Summe.

Man construire für durch ihre Projectionen dargestellte Strecken 
diese geometrische Summe. Handelt es sich um Kräfte, deren Wirkungs
linien durch einen Punkt gehen, so ist die ebenfalls auf eine Gerade 
durch diesen Punkt verlegte geometrische Summe ihre Resultirende.

55. Für vereinigte Projectionsebenen gilt Folgendes. Liegt ein 
Punkt im ersten oder dritten Raume, so befinden sich seine Projec
tionen auf verschiedenen Seiten der Projectionsaxe und können nicht 
sich decken. Hingegen können Punkte des zweiten oder vierten 
Raumes ^usammenfaUende Projectionen haben, sobald nämlich ihre bei
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den Ordinaten oder Abstände absolut gleich sind. Offenbar haben alle 
Punlde der Ebene T, welche den Flächenwinhel zwischen TT, und TT 
und den Scheitel-Flächenwinkel (I1, TT,-) halbirt, und nur die Punkte 
dieser Ebene vereinigte Projectionen.

Eine Gerade g, welche in T liegt, hat daher auch identische Pro
jectionen, und umgekehrt, eine Gerade mit sich deckenden Projectionen 
liegt in T.

Die Ebene T heisst deshalb die Ebene der Peckelemente.
Die beiden Projectionen g± und g^ irgend einer Gerade g haben 

einen Punkt gemein: in ihm sind die Projectionen des Schnittpunktes 
von g mit I vereinigt. Je nachdem also g^ und g2 einen endlichen 
Punkt gemein haben, oder ihren unendlich fernen, also parallel sind, 
oder ganz identisch sind; ist g gegen T geneigt, oder zu ihr parallel, 
oder liegt ganz in T.

Die Ebene Z, welche die Winkel (TT,+, TT,+) und (TT,-, TT,-) 
halbirt, enthält alle Punkte, deren Projectionen zu beiden Seiten gleich 
weit entfernt von a, also symmetrisch in Bezug auf a liegen. Jede 
Gerade in Z hat Projectionen, die einander und die Gerade selbst auf 
a treffen und deren Winkel durch a halbirt wird (bez. wenn sie beide 
und die Gerade selbst zu a parallel sind, gleich weit von a abstehen), 
mithin ebenfalls in Bezug auf a symmetrisch sind. Ist eine Gerade 
parallel zu Z, so bilden ihre Projectionen gleiche Winkel mit a, ohne 
sich auf a zu schneiden und ohne einander parallel zu sein. Auf jeder 
andern Gerade g giebt es einen (endlichen) Punkt, dessen Projectionen 
in Bezug auf a symmetrisch sind, den Punkt gY.

Auch bei Projectionsebenen TI, IT, welche nicht einen rechten 
Winkel bilden, ist die eine der Halbirungsebenen der Flächenwinkel 
eine Ebene T der Deckelemente und die andere eine Ebene Z der 
Elemente mit symmetrischen Projectionen.

c) Darstellung der Ebene.
56. Jede Ebene E hat in jeder der beiden Projectionsebenen eine 

Spur, die erste s' und die zweite s". Trifft E die Projectionsaxe, so 
gehen durch diesen Punkt (Axenschnitt) beide Spuren; ist E der Axe 
parallel, so sind auch beide Spuren ihr parallel.

Nach der perspectiven Ansicht vereinigt sich beides in den Satz: 
Die beiden Spuren einer Ebene treffen sich auf der Axe.

Jede der Spuren fällt mit ihrer gleichnamigen Projection zu
sammen, die andere ist die Axe.

Der Winkel, den die Spuren bei vereinigten Projectionsebenen 
bilden, ist natürlich nicht ihr eigentlicher Winkel.
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Wir haben erste und zweite Spur parallelen K, h". Weil h' zu s' 
parallel ist, so ist es auch die gleichnamige Projection h1 (Nr. 6, 8); 
weil ferner h' zu TT parallel ist, so ist hg‘ zu a parallel (Nr. 47); oder 
auch: die Projectionen und a von li und s' auf TT, sind parallel, 
weil h' und s' es sind. Ebenso ist ha" zu s" und h" zu a parallel.

Die gleichnamigen Projectionen einer Spurparallele sind zur gleich
namigen Spur parallel, die ungleichnamigen zur Axe.

57. Ist E parallel zu einer Projectionsebene, z. B. zu TT, so hat sie 
nur eine endliche Spur s', die andere s' ist unendlich fern.

Die endliche zweite Spur und die Axe sind parallel als Schnitte 
der parallelen Ebenen E und TI mit TT.

Also trifft auch s" die Axe a im unendlich fernen Punkte, wie 
die unendlich entfernte s', und der obige Satz bleibt bestehen.

Da E auf TT, senkrecht steht, so ist s" auch die zweite Projection von E.
Es sei E normal zu einer Projectionsebene, z. B. zu TT,, ohne der 

andern parallel zu sein; s' schneidet dann a in einem endlichen Punkte 
und die zweite Spur s" steht in diesem Punlde auf a normal; denn sie
ist die Schnittlinie der beiden zu TT nor
malen Ebenen E und TT, also selbst zu TT, 
normal, folglich auch zu a.

Da TT auf E und auf TT, normal ist, 
so ist der Winkel der Geraden s' und a, in 
denen diese von jener getroffen werden, der 
Neigungswinkel von E gegen TT,.

Die Umlegung einer solchen Ebene in 
die TT, ist der Hauptsache nach schon in 
Nr. 28 besprochen worden; PP für einen 
Punkt in ihr steht in Px auf der Spur s' 
senkrecht und ist gleich der zweiten Ordi
nate PaP, (Fig- 18). Aber auch die Umlegung in die andere Pro
jectionsebene TT ist einfach; man überträgt P durch einen Kreis- 
bogen um den Axenschnitt s's", immer in demselben Drehsinne, auf 
die Axe und schneidet das Loth auf a in dem erhaltenen Punkte
Pf0 mit der Parallele durch P2 zur Axe; der Schnittpunkt ist die ge
wünschte Umlegung Pf von P.

Steht eine Ebene E auf beiden Projectionsebenen, mithin auch 
auf a senkrecht, so stehen beide Spuren in demselben Punkte auf a 
normal und decken sich bei vereinigten Projectionsebenen.

Die Geraden einer solchen Ebene sind durch ihre Projectionen 
nicht bestimmt (Nr. 51), wohl aber die Punkte. Durch jeden Punkt 
im Raume geht eine zu a senkrechte Ebene.
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58. Wenn ,2!wei JEhenen parallel sind, so ist jede der Spuren der 
einen Ebene mit der gleichnamigen der andern parallel, weil sie Schnitte 
von parallelen Ebenen mit einer dritten sind.

Umgekehrt, sind die Spuren einer Ebene (ohne selbst parallel zu 
sein) mit denen einer andern Ebene parallel, so sind auch beide Ebenen 
parallel; denn diese Ebenen enthalten dann Winkel mit parallelen 
Schenkeln. Sind hingegen die Spuren der einen und der andern Ebene 
selbst schon parallel, so kann man nur auf den Parallelismus der Ebenen 
(und also auch ihrer Schnittlinie) mit der Axe schliessen.

59. Wenn die G-erade g auf der Ebene E senkrecht steht, so ist 
sowohl g^ senkrecht auf s' und den hf, als auch g2 auf s" und den hf 
(Nr. 30).

Wir fanden dort, dass, wenn man blos weiss, dass gr auf s' (oder 
einer hf) senkrecht ist, man keinen Schluss machen kann.

Nunmehr aber gilt der Satz:
Wenn gt senkrecht ist auf s' oder einer hf (und dann allen) und 

zugleich g2 senkrecht auf s" oder einer hf' (und dann allen), so steht g 
senkrecht auf der Ebene E, von der s , s" die Spuren und die h', h" 
Spurparallelen sind; vorausgesetzt jedoch, dass g vollständig durch ihre 
Projectionen g1} g2 bestimmt ist, d. h. dass die projicirenden Ebenen 
Ti, Y, von 9 sich nicht decken (Nr. 51).

In der That, da s' auf gt normal ist, der Schnittlinie der beiden 
zu einander senkrechten Ebenen TI und Y., und in TT liegt, so ist 
sie zu Y. normal und folglich auch die durch s' gehende Ebene E 
auf IT, senkrecht. Aus der zweiten Voraussetzung: g_Ls" folgt ebenso, 
dass E senkrecht zu AT2 ist; folglich steht auch die Schnittlinie g von 
Y1, T2 auf E senkrecht.

Dieser Schluss wird ersichtlich hinfällig, wenn YT und 2 identisch 
sind. — Beachten wir aber, dass im Beweise die Rechtwinkligkeit von 
TT, und TT, nicht vorkommt, also nicht vorausgesetzt zu werden 
braucht.

60. Durch ihre beiden Spuren ist eine Ebene eindeutig be
stimmt, äusser in dem Falle, wenn sie sich in der Axe vereinigen, wo 
man dann zur vollständigen Bestimmung der Ebene noch einen ihr 
angehörigen Punkt geben kann. Aber diese Eestimmung durch die 
Spuren ist nur ein besonderer Fall der Eestimmung der Ebene durch 
zwei in ihr befindliche Geraden, also zwei sich schneidende Geraden, 
worin, nach der perspectiven Ansicht, der Fall zweier parallelen Ge
raden mit inbegriffen ist. Auf diese Eestimmung durch zivei sich 
schneidende Geraden lassen sich die Eestimmung der Ebene durch drei 
nicht in gerader Linie befindliche Punkte und durch eine Gerade und 
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einen ihr nicht angehörigen Punkt, mit ihren Specialfällen (Nr. 36) 
zwücikfuhren, indem wir bei jener einen der drei Punkte mit den bei
den andern, bei dieser den Punkt mit einem Punkte der Gerade 
verbinden.

Wenn eine Ebene E in dieser allgemeineren Weise durch zwei 
sich schneidende Geraden g und l bestimmt ist, so können wir so
fort ihre Spuren herstellen. Jede der beiden Spuren einer in E be
findlichen Gerade liegt auf der gleichnamigen Spur von E. Die Spur s' 
von E verbindet daher die ersten Spuren von g und l, die s" die 
zweiten, welche Spuren wir nach Nr. 46 construiren. Als Controlle 
haben wir, dass s' und s" sich auf a treffen müssen.

Aber diese Ermittelung der Spuren ist für viele Aufgaben nicht 
nöthig, welche sich ebenso bequem lösen, wenn allgemein g und l, als 
wenn speciell die Spuren gegeben sind. Da aber immerhin die Be
stimmung der Ebene durch die Spuren eine sehr häufige ist, so wollen 
wir die wichtigsten Aufgaben auch für diesen Fall behandeln.

61. Wenn man in eine gegebene Ebene E einen Punkt oder eine 
Gerade legen will, so kann man die eine Projection dieses Elements be
liebig geben; und die Aufgabe hat dann im allgemeinen eine Lösung, 
denn der projicirende Strahl, die projicirende Ebene durch diese Pro
jection treffen E in einem Punkte, einer Gerade. Eine Ausnahme 
macht nur der Fall, dass E auf derjenigen Projectionsebene senkrecht 
steht, in der die Projection gegeben ist; es 
muss in ihm die gegebene Projection eines /
Punktes auf der Spur der Ebene in dieser TT z,
liegen, diejenige einer Gerade mit ihr zu- g RPK,
sammenfallen; und dann hat man oc1, bez. Am, / 
oo2 Lösungen, also eine unbestimmte Aufgabe. - / «

Jede Gerade, welche in einer durch zwei m——47
sich schneidende Geraden g, l bestimmten Ebene -/ 
liegt, muss diese beiden Geraden (im weiteren 7 /
Sinne der perspectiven Ansicht) schneiden. Fig 19
Es sei mt ihre bekannte Projection (Fig. 19);
so hat man die Schnittpunkte g^n^ und l^^ bez. auf g2 und 7, zu 
lothen; m, verbindet die erhaltenen Punkte. Ist etwa mr zu g^ parallel, 
so ist grmr unendlich fern und wird in den unendlich fernen Punkt 
von g^ gelothet und m^ wird zu dieser parallel, m zu g.

Entsprechend findet man mr aus m^.
Wir wollen in die Ebene E = gl je eine Spurparallele von beiden 

Arten legen; für jede wissen wir, dass die ihr ungleichnamige Pro
jection der Axe parallel sein muss. Man zieht daher (Fig. 20) h,‘

Sturm, Elemente d. darstell Geom. 2. Auf. 4
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parallel.
Ist nun 

durch P die
noch ein beliebiger 
Senkrechte pt zu hf

ist und daher beliebig

parallel der Axe und construirt nach Obigem h.‘, und ebenso zieht man 
h." parallel der Axe und construirt h,"; zuh.‘ ist s', zu h," ist s"

ikt P gegeben, so ziehe man 
är s', wenn diese construirt oder 
gegeben ist), durch P diejenige 
p, zu h," (oder s") und hat 
dann inp,p die Projectionen 
des Loths p aus P auf E (Nr. 59).

Soll in die Ebene E ein Punht 
gelegt werden, von dem etwa Pr 
gegeben ist, so construire man 
(Fig. 19) eine ihn enthaltende 
Gerade in der Ebene; man wird 
also durch Pr ziehen, daraus, 
wie oben, construiren und 
auf diese nach P die Projec- 
tion Pr lothen.

Man beachte, dass die Rich
tung von mr nicht vorgeschrieben 

an kann; man darf also mr so 
ziehen, dass ungünstig gelegene Schnitte g^^, l1m1 vermieden werden. 

Wenn E = {g, 7) und eine Gerade m oder ein Punkt P gegeben 
sind, so construire man in E die Gerade, den Punkt, welche mit m, P 
pie eine Projection gemeinsam hat. An den andern Projectionen wird 
man dann feststellen, ob m oder P thatsächlich ausserhalb E liegt 
oder etwa in dieser Ebene.

Oben war mr gegeben; sollten da ungünstig gelegene Schnitte mit 
g1 oder 7 sich ergeben, so kann diesem Uebelstande meistens dadurch 
abgeholfen werden, dass man zunächst eine günstiger gelegene Gerade, 
bei der man über die bekannte Projection verfügen kann, in die 
Ebene legt, durch welche man eine der gegebenen Geraden ersetzt. Z. B. 
ist in Fig. 20, wo E durch g, l bestimmt ist, um zu m == die ma 
zu finden, g durch h" ersetzt.

Es ist empfehlenswerth, sich in der Ueberwindung solcher durch 
den beschränkten Raum des Zeichenblattes entstehenden Schwierig
keiten zu üben.

62. Wir lösen jetzt dieselben Aufgaben für den Fall, dass die 
Ebene E durch ihre Spuren s', s" gegeben ist. Diese treten an Stelle 
von g, l, oder genauer: an Stelle von 91,92 treten s' und a, und an 
Stelle von f, l2 treten a und s". Ist daher (Fig. 21) wiederum m für 
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eine Gerade m der Ebene 
ersten Projectionen von s' 
Schnitte auf a und s" zu 
lothen und die erhaltenen 
Punkte R und Q, durch 
m, zu verbinden. Man 
ersieht, dass man in ms’ 
und ms" die erste und 
zweite Spur R, Q von m 
construirt hat; deren un
gleichnamige Projectionen 
sind die auf a gelegenen 
Punkte.

Wollen wir in eine 
durch ihre Spuren be

gegeben, so hat man sie mit s' und a (als 
und s") in Q. und R zu schneiden, diese

Fig. 21.

stimmte Ebene eine erste SpurparaUele ¥ legen, so haben wir (Fig. 22) 
h.‘ parallel zu s' zu ziehen, den Schnitt Q1 auf s" zu lothen und 
durch den erhaltenen Punkt 
Die beiden construirten
Punkte sind die Projec
tionen der zweiten Spur 
Q von h'. Entsprechend 
construire man eine 
zweite Spurp arallele. Jede 
zwei Geraden, welche 
man in dieselbe Ebene 
gelegt hat, controllire 
man in Bezug auf ihren 
Schnitt.

Will man eine erste

Q, die Parallele h,‘ zu a zu ziehen.

Spurnormale f in die Ebene legen, so hat man normal zu s' oder 
einer h,‘ zu ziehen und dann f^' zu construiren.

Die Aufgabe: in eine durch ihre Spuren gegebene Ebene einen 
Punlct zu legen, wird ebenso behandelt, wie oben, wo für die Ebene 
zwei sich schneidende Geraden gegeben waren (Fig. 21).

63. Wir wenden uns jetzt zur Aufgabe: Eine gegebene Ebene 
E = (g, l) [oder (s', s")] mit einer gegebenen Gerade n zu schneiden. 
Verschaffen wir uns eine in der Ebene gelegene und die n schneidende 
Gerade, so haben wir in deren Schnittpunkt den gesuchten Punkt. 
Eine Gerade aber, welche mit n die eine Projection gemein hat, 
schneidet sie (im weiteren Sinne) (Nr. 52). Daher construiren wir

4*  
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nach Nr. 61 oder 62 (Fig. 23, in der E durch s', s" gegeben ist) in 
der Ebene die Gerade m, welche mit n die eine Projection gemeinsam

Fig. 23.

hat, etwa die erste; der 
Punkt nm, = P ist dann 
die zweite Projection des 
gesuchten Schnittpunktes 
und durch Lothen auf n, 
ergiebt sich die erste P.*)  
Fallen n2 und m2 parallel 
aus, so ist n zu m und E 
parallel; sind sie identisch, 
so liegt n in E.

*) Ist n senkrecht zu TT , so kann man (Nr. 4) irgend eine Gerade in TT, 
durch den Punkt, in welchen sich n projicirt, als erste Projection von n ansehen, 
in welche man m, legt. Man erreicht, dass man dann genau zu der obigen 
Lösung der Aufgabe kommt: In E den Punkt zu construiren, dessen erste Pro
jection in dem Fusspunkt von n gegeben ist.

Einfacher gestaltet sich 
die Aufgabe, wenn die Ebene 
durch ihre Spuren gegeben 
und zu einer der Projections- 
ebenen, etwa zu TT,, nor

mal ist; die zweite Projection des Schnittpunktes muss dann auf s" 
liegen, ist also s"n2, durch Lothen auf n ergiebt sich die erste.

Für das oben Nr. 61 construirte Loth p aus dem Punlde P auf 
die Ebene E ermittle man den Schnitt- oder Fusspunht F und dann 
(Nr. 44) die wahre Länge des Abstandes PF. Dies ist in Fig. 20 ge
schehen, wo E durch g, l bestimmt ist.

Nachdem man in eine gegebene Ebene einen Punkt gelegt hat, 
kann man auch noch beliebig viele Strahlen des Büschels in ihr um 
diesen Punkt construiren.

Ebenso mag man, wenn eine Gerade g gegeben ist, für mehrere 
Ebenen ihres Büschels die Spuren zeichnen, darunter auch für die
jenigen Ebenen des Büschels, die bezw. zu TH, TT, normal, zu a 
parallel sind.

64. Die Schnittlinie k zweier Ebenen E, d erhält man, wenn man 
sich mindestens zwei Punkte von ihr verschafft; man bestimmt sie 
genauer, wenn man drei ihrer Punkte construirt. Einen solchen der 
Schnittlinie angehörigen Punkt erhält man, wenn man eine der bei
den Ebenen mit einer Gerade, die in der andern liegt, z. B. einer der 
bestimmenden Geraden schneidet, oder wenn man zwei Geraden, die 
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bezw. in der einen und der andern Ebene liegen und nicht windschief 
sind, mit einander schneidet. Nicht windschief sind Geraden, welche 
in der einen Projection übereinstimmen. Man giebt also z. B. eine
Gerade t. = u, construirt t, so, dass t in E, wind liegt; den
Schnitt P, — t,u, lothet man auf t. — u. als P. und hat in P einen Z 2 2 L L 1
Punkt der Schnittlinie Ed. Hat man jene Gerade t. = u. etwa 'pa
rallel zu a gezogen, so 
parallelen, welche aus 
E und durch dieselbe 
Parallelebene zu TT 
ausgeschnitten werden.

In Fig. 24 ist E 
durch die Parallelen 
g und 7, 0 durch die 
Parallelen m und n 
bestimmt; der Punkt 
P der Schnittlinie k ist 
in der eben beschrie- 
benen Weise construirt, 
die Punkte Q und B 
sind dieSchnitte m E, ld.

sind die construirten Hilfslinien zweite Spur

Sind die beiden Ebenen durch ihre Spuren gegeben: sE, s^, bezw.
s‘, s", so sind ja die gleichnamigen Spuren
der einen und der andern 
Ebene, und die Schnitt
punkte sind Punkte der 
Schnittlinie k, offenbar 
deren Spuren.

Es seien also (Fig. 25) 
U der Schnitt der ersten, 
V der der zweiten Spuren; 

so ist jener mit U1, dieser 
mit V, identisch; U2, V, 
liegen auf a, und U.V1, 

V, sind k, k,.
Man lasse die einen 

sich schneidende Geraden

gleichnamigen Spuren pa
rallel werden, sodann beide Paare, in welchem Falle die Ebenen 
parallel sind.

Man überzeuge sich, dass, wenn z. B. 0 auf TT senkrecht steht, 
also sA auf a, dann k, in sa fällt, welche ja Projection aller Geraden 
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von d in TT ist. Wenn E und d beide zu TT normal sind, wird V, 
und U1 V. unbestimmt.

Ist d nicht blos zu TT senkrecht, sondern zu TT, parallel (Fig. 26), 
so dass so = k parallel a ist, so wird k eine zweite Spurparallele in 

E; in der That, s" ist unend
lich fern, dadurch wird auch 
V=V unendlich fern auf sE 

und k, parallel zu dieser Spur. 
Die Construction ist genau die 
einer zweiten Spurparallele in E 
geworden, deren erste Projection 
bekannt ist.

Wenn ein ungünstiger Spuren
schnitt, etwa U, vorliegt, so 
verschiebt man die eine Ebene 
parallel zu sich, 0 nach 0*,  
bis er zu stände kommt, con- 

struirt k*  = E0*,  zu der dann k=Ed parallel ist; so dass man k, 
durch V1 parallel zu k,*,  k, durch V parallel zu k,*  zu ziehen hat.

65. Die beiden Punkte U, V vereinigen sich und reichen nicht 
zur Bestimmung von k hin, wenn die Ebenen E und 0 die Axe in 
demselben Punkte 0 treffen, in dem dann alle vier Spuren zusammen- 
laufen und der mit seinen beiden Projectionen sich deckt. Einen 
zweiten Punkt der Schnittlinie verschafft man sich durch sich sehn ei - 
dende Geraden der einen und andern Ebene. Indem wir oben diese 
dadurch gewannen, dass wir die eine Projection gemeinsam annahmen, 
schnitten wir beide Ebenen mit der gemeinsamen projicirenden Ebene. 
Diese Hilfsebene A, welche aus E und 0 sich treffende Geraden aus
schneidet, braucht aber nicht nothwendig zu der einen Projections- 
ebene normal zu sein; sie kann in beliebiger Lage angenommen wer
den (Fig. 27), wenn sie nur bequem zu construirende Schnittlinien 
u = AE, t=Ad liefert. Deren Schnittpunkt W = ut ist dann ein 
Punkt von k Ed. Am einfachsten sind freilich solche Hilfsebenen 
△, welche zu der einen Projectionsebene senkrecht, und besonders 
solche, die zur andern parallel sind und dann aus beiden Ebenen Spur
parallelen ausschneiden. Man ist bei derartigen Ebenen unbequem 
gelegenen Schnittpunkten weniger ausgesetzt. Solche einen Punkt 
der Schnittlinie k liefernden Hilfsebenen sind übrigens ja auch die 
Projectionsebenen, wenn mit den Spurenschnitten U, V gearbeitet 
wird, oder die Parallelebene 0,  welche den unendlich fernen Punkt 
von k liefert.

*
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Es ist lehrreich, den verschiedenen Fällen entsprechende Figuren 
zu machen, vergleichende Beobachtungen daran zu knüpfen und die 
Erkenntniss sich zu erwerben, dass unendlich ferne Punkte günstiger 
sind als weit entfernte.

Nach der perspectiven Ansicht subsumirt sich unserm Falle, 
dass E und • die Axe in demselben Punkte 0 treffen, derjenige, dass 
beide zur Axe parallel sind; offenbar ist dann ihre Schnittlinie k auch 
zu derselben parallel, geht nach dem unendlich fernen 0, und k±, k2 
sind auch parallel zu a; einen endlichen Punkt von k erhält man in 
der eben besprochenen Weise.

Als interessante Anwendung der Aufgaben, durch welche die 
Construction von Schnittelementen verlangt werden, führen wir die

Construction des Schattens von Punkten oder Geraden auf eine Ebene 
bei centralem oder parallelem Lichte an; denn der Schatten, den ein 
Punkt P, bezw. eine Gerade g auf eine Ebene E wirft, ist, wenn L 
der leuchtende Punkt ist, der Schnitt der Gerade LP oder der Ebene 
Lg mit E. Ebenso kommen bei der Construction des Schnitts der 
Oberflächen zweier Polyeder diese Aufgaben zur Verwendung; die 
Ebenen, in denen sich die Polygone derselben befinden, sind dann am 
besten durch zwei Seiten derselben bestimmt; die 'Heranziehung der 
Spuren würde die Construction unnöthig complicirt machen.

66. Wenn die Projectionen einer ebenen Figur vorliegen, z. B. 
diejenigen einer Seitenfläche eines (durch seine Projectionen darge
stellten) Polyeders, so wird man gut thun, die „Ebenheit" möglichst 
zu bestätigen, indem man wiederholt folgende Construction vornimmt:
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Sind Geraden, welche der Figur angehören, so schneide
man die einen Projectionen, etwa 91,1,..., mit einer Gerade rv lothe 
die Schnitte auf und muss, wenn die Figur wirklich eben
ist, in gerader Linie r2 befindliche Punkte erhalten; da ja die Gerade 
der Ebene, deren Projection r ist, alle die Geraden schneiden
muss. Aehnliches gilt für eine krummlinige ebene Figur.

Ein Dreieck PQR ist immer eben, seine Ebene sei durch die
und g sei eine Gerade, welche diese beSeiten begrenzt (Fig. 28),

Fig. 28.

grenzte Ebene (also innerhalb 
des Dreiecks) trifft in dem 
Punkte M, der nach Nr. 63 
construirt ist. Stellen wir uns 
die Dreiecksebene materiell 
vor, so wird g theilweise ver
deckt sein, und zwar, da die 
Sehrichtung für die beiden 
Projectionsebenen verschieden 
ist, in beiden möglicherweise 
verschiedenartig. Betrachten 
wir die Sichtbarkeit in T; gY 
schneidet zwei Seiten von 
P1Q1R1, nämlich P, Q, QR, 

also durchschneidet sich g 
scheinbar mit PQ, QP. Es 
heisse der Punkt (9, P.Q1), 
je nachdem er zu g± oder P Q1 
gehört, J oder K,; man

lothe ihn bez. auf 92 und PaQ. 
beweist dies, dass für den in

als J2, K2. Da K2 über J2 liegt, so 
der Richtung der ersten Projections-

strahlen (von oben nach unten) Sehenden an der Stelle des schein
baren Schnitts die Dreiecksseite PQ über der g weggeht. Da g bei
M durch die Dreiecksebene geht, so geht an der Stelle des scheinbaren
Schnitts von g und QR erstere über der letzteren weg, wie dies auch der 
Uebung halber noch genauer untersucht werden mag. Folglich ist g unter
halb J sichtbar, von J bis M unsichtbar, von M nach oben sichtbar; 
J,M ist also zu punktiren, die beiden andern Theile sind auszuziehen.

Ebenso ist die Sichtbarkeit in der zweiten Projectionsebene zu 
untersuchen.

Zwei Dreiecksebenen durchdringen sich (Nr. 64) und bedecken 
sich gegenseitig theilweise; es ist die Sichtbarkeit der einzelnen Theile 
näher zu untersuchen.
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Giebt man mehr als drei Punkte vollständig, d. h. durch beide 
Projectionen, und verbindet sie zu einem einfachen Polygone, so ist 
dieses im allgemeinen uneben.

Soll das Polygon eben sein, so wird man nur drei von den Eck
punkten vollständig geben können, von den übrigen nur je eine Projection, 
indem die andere Projection dann so zu construiren ist, dass der 
betreffende Punkt in der durch die drei ersten Punkte bestimmten 
Ebene liegt (Nr. 61).

Sind also P, Q, R die vollständig gegebenen Punkte*);  von einer 
vierten Ecke M sei bloss M gegeben; so ziehe man z. B. M.P, lothe 
den Punkt (M,P, Q,R,) = N, auf Q2R2 als N2 und dann auf P2N2 
als M2 (Fig. 29, Taf. I). Als Controlle dient eine Wiederholung der 
Construction in anderer Gruppirung. Die schon erhaltenen Punkte 
können natürlich für die Construction der weitern an Stelle der ur
sprünglichen treten.

*) Es ist zu empfehlen, zur Bestimmung der Ebene nicht drei Nachbarpunkte, 
sondern ziemlich weit aus einander liegende Punkte zu wählen, denn je weiter 
die bestimmenden Punkte einer Gerade oder Ebene aus einander liegen, desto 
genauer ist die Zeichnung. Diese graphische Regel suche man so viel wie mög
lich zu befolgen.

67. Man wird aber bald bemerken, dass zwischen den beiden 
Feldern (von Punkten und Geraden), die sich durch die Projectionen 
des Feldes von Punkten und Geraden einer Ebene E auf beide Pro
jectionsebenen ergeben, Vereinigung derselben vorausgesetzt, eine ähn
liche Beziehung statt hat, wie zwischen den durch eine Projection und 
durch Umlegung entstandenen (Nr. 23), nämlich Affinität.

Zunächst ist klar, dass wenn P auf g liegt, dann P auf g in E 
liegt (Nr. 6, 8) und also P2 auf g2- ebenso umgekehrt.

Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte P und P2 sind 
ferner alle parallel, weil sie auf der Axe normal sind.

Endlich in jeden Punkt, in dem sich zwei entsprechende Geraden 
du 92 (Projectionen derselben Gerade g in E) schneiden, sind die Pro
jectionen des Punktes von g zusammengefallen, in dem sie die Ebene 
T der Deckelemente trifft (Nr. 55); alle diese Punkte liegen für die 
Geraden von E auf einer Gerade, nämlich auf TE — m, der einzigen 
Gerade in E, deren Projectionen und m2 sich vereinigen: in m,9. 
Auf dieser m12 treffen sich also alle entsprechenden Geraden 9, und g2 
(bez. sind ihr beide parallel). Man sehe die Fig. 29, Taf. I.

Es sind nun alle Bedingungen der Affinität nachgewiesen.
Die beiden Felder, welche durch die Projectionen einer Ebene E auf 

T und n2 sich ergeben, sind, wenn diese Ebenen vereinigt gedacht werden, 
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affin; Affinitätsaxe ist die identische erste und zweite Projection der 
Gerade, in welcher E die Ebene T der Pechelemente durchschneidet.

Diese Affinität mit Affinitätsstrahlen, welche zu a senkrecht sind, 
bleibt bestehen, wenn der rechte Winkel der Projectionsebenen auf
gegeben wird, beide Projectionen aber orthogonal erfolgen.

Sie ist auch eine werthvolle Controlle für die Ebenheit einer 
Figur.

Um die Affinitätsaxe ^u ermitteln, suche man also die Schnitt
punkte der Projectionen irgend zweier Geraden g und l der Ebene, 
z. B. derjenigen, durch welche man sich die Ebene bestimmt gedacht 
hat. Graphisch empfiehlt es sich freilich, diese Gerade, von der die 
ganze weitere Construction abhängt, durch mehr als zwei Punkte zu 
bestimmen.

Sind etwa U und 7, parallel, so ist auch m12 mit ihnen (die Ebene 
T mit V) parallel; sind sowohl 7. und U, als auch g. und g2 parallel, 
aber jene nicht diesen, so hat m.2 zwei verschiedene unendlich ferne 
Punkte 9192, 7112, ist mithin selbst unendlich fern. In der That, l so
wohl wie g ist dann parallel mit T, und da sie einander nicht parallel 
sind, so ist E = gl parallel mit T, die Schnittlinie m also unendlich 
fern; jede Gerade in E ist mit T parallel, ihre Projectionen sind unter 
einander parallel.

Sind die Punkte 919, und 7.7 identisch (was z. B. auch eintritt, wenn 
alle vier Geraden g,... parallel sind), so genügen sie natürlich nicht 
zur Bestimmung von m.2. Dieser Fall liegt vor, wenn die Ebene 
durch ihre Spuren bestimmt ist; denn sf — s , sf — a\ sf' = a, 
s2" = s"; aber sowohl sfsf als sf' sf' ist der Punkt s s" auf der Pro- 
jectionsaxe. Jedenfalls liegt dieser Punkt auf der Affinitätsaxe und 
kann mit zu ihrer Festlegung dienen.

Die Richtung der Affinitätsstrahlen ist ein für alle Male bekannt 
als zur Projectionsaxe normal. Kennt man nun noch die Affinitätsaxe 
m12 und ein Paar entsprechender Geraden gx, g2, so kann man zu jeder 
Gerade, jedem Punkte des einen Feldes die entsprechende Gerade, den 
entsprechenden Punkt im andern construiren, z. B. zu der ersten Pro
jection b± einer Gerade b in E die zweite b,; b2 und b± müssen sich 
auf m2 begegnen. Durch den Punkt g.b. ziehe man den Affinitäts
strahl (die Ordinatenlinie) und erhält in dem Punkte, wo derselbe g2 
trifft, einen zweiten bestimmenden Punkt für b2. Oder es soll zu der 
ersten Projection P eines Punktes P in E die zweite Projection P 
gesucht werden. Der Affinitätsstrahl durch Pt ist der eine Ort für P2. 
Man ziehe dann eine beliebige Gerade bx durch Pr, welche 91 in 
treffe; der Affinitätsstrahl durch B giebt den entsprechenden Punkt
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B, auf g2; die Gerade b,, welche B, mit b.m12 verbindet, entspricht 
b. und ist ein zweiter Ort für P.

Wenn man von zwei entsprechenden Punkten statt von zwei ent
sprechenden Geraden ausgeht, so ist die Construction von Nr. 24 an
zuwenden. Es ist ferner ersichtlich, dass an Stelle der ursprünglichen 
entsprechenden Elemente schon construirte treten können und oft 
müssen, wenn unbequeme Lagen, schleifende Schnitte es erfordern.

68. Wir wollen mit den beiden Affinitäten nun folgende zwei 
Aufgaben construiren.

Die Ebene eines Sechseclis AJBCDEF ist dadurch bestimmt, dass 
drei (nicht benachbarte) Edeen A, C, E durch ihre beiden Projectionen 
gegeben sind; von den übrigen Ecken B, D, F ist nur die erste Pro- 
jection (und damit die erste Projection der ganzen Figur) gegeben. Es 
soll die zweite Projection und die Umlegung in die Projectionsebene TT1, 
also die wahre Gestalt construirt werden (Fig. 30, Taf. I).

Wir ermitteln zuerst die Axe m12 der Affinität zwischen den 
Feldern der beiden Projectionen. Sie ist die Verbindungslinie der drei 
Punkte (A,C,, A,C), (A,E,, A,E), (C,E,, C,E). Nun suche man 
zu B± den entsprechenden Punkt B^, man verbinde Bx mit dem wei
testen der drei Punkte A1} C1, E., also in der Figur mit E±, und 
durch den Punkt, wo BrEr die Gerade m12 trifft, zieht man aus E^ 
die Gerade; dieselbe muss B^ enthalten. In der Figur ist jeder Punkt 
mehrfach construirt und auch nachträglich sind noch Controllen hin
zugefügt.

Hat man nun B, D2, F gefunden und damit die zweite Pro
jection der Figur, so lege man einen Punkt um in die TT,; dazu ist 
freilich die erste Spur s nothwendig. Von ihr ist schon bekannt der 
Punkt am (Nr. 67); theoretisch genügt also noch die erste Spur 
einer der Seiten oder Diagonalen, praktisch wird man zur genaueren 
Fixirung dieser wichtigen Linie zwei Spuren construiren und, wie oben 
gesagt, diese drei bestimmenden Punkte nicht zu nahe an einander zu 
bringen suchen. Der Punkt A — (A,, A,) werde nun nach der früheren 
Anleitung um gelegt, indem man aus dem Perpendikel A±A' aus Ar 
auf s' und der zweiten Ordinate A2Aa als Katheten die Hypotenuse 
A'Ao construirt und diese auf dem ersten Perpendikel A'A± von A' 
aufträgt. Die früher besprochene Affinität liefert nun die weiteren 
Umlegungen.

Mit den rechtwinkligen Dreiecken ist controllirt worden.*)

*) Es mag hier darauf hingewiesen werden, ohne dass jedoch näher darauf 
eingegangen werden soll, dass zwischen der zweiten Projection eines ebenen
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69. Es sei die Ebene E der Figur durch ihre beiden Spuren s, s" 

gegeben und die Umlegung A0E0CQD0 eines in ihr gelegenen Vierechs 
ABCD in die TT,; es sollen die beiden Erojectionen desselben construirt 
werden. Es werde angenommen, dass AB CD sich in dem Theile von 
E oberhalb TT1 befindet (Fig. 31, Taf. I).

Man construire die Umlegung Po eines Punktes P von s", der 
ebenfalls oberhalb TT sich befindet; für ihn ist P = P, und P liegt 
auf a. Das Loth aus P auf s sei P^P', aus ihm und der zweiten 
Ordinate PXP2 als Katheten construiren wir das rechtwinklige Dreieck 
und tragen seine Hypotenuse auf jenem Lothe P1P' nach der Seite 
von s, wo A0B0C0D0 liegt, als P’P auf. Der spitze Winkel des 
rechtwinkligen Dreiecks, welcher der Kathete PP anliegt, ist der 
Neigungswinkel a‘ von E gegen TT,*),  den wir nachher für die Con
trollen brauchen werden. Nebenbei bemerken wir, dass in die Gerade 
Sq , welche P mit dem Axenschnitte s s" verbindet', sich die zweite 
Spur s" umlegt und ihr Winkel mit s' uns die wahre Grösse des Win
kels der beiden Spuren zeigt.

Feldes und der Umlegung in die erste Projectionsebene die allgemeine Affinität 
besteht, welche in der Anmerkung von Nr. 23 erwähnt wurde.

*) Die Umlegung ist um den stumpfen Winkel erfolgt, damit Collisionen 
vermieden werden.

Man hat nun die entsprechenden Punkte Po, P und kann zu den 
Ecken der Umlegung nach der Affinität von Nr. 23, 24 die ersten Pro- 
jectionen construiren.

Für die andere Affinität fehlt noch die Axe; sie geht durch den 
Punkt s's". Man lege irgend eine Gerade l in die Ebene E. Der 
Punkt 1,1, ist ein zweiter Punkt von m2, für welche noch ein dritter 
Punkt n,n, construirt ist. Da nun P, P2 (oder 11, l^ bekannt sind, 
können nach Nr. 67 die entsprechenden Punkte A2, B2, C2, D2 zu 
A., B1} C1} Dt construirt werden.

70. Es ist aber doch die Bemerkung hieran zu knüpfen, dass 
die Anwendung der Affinität sich erst lohnt, wenn die Zahl der zu 
construirenden Punkte nicht zu klein ist, also besonders, wenn für 
eine Curve eine grössere Zahl von Punkten zu construiren ist. Ferner 
zeigt es sich bei der praktischen Ausführung, dass in Bezug auf Ge
nauigkeit und bequeme Lage die wiederholte Construction mit den 
rechtwinkligen Dreiecken, für die man den gemeinsamen Winkel a 
kennt, vorzuziehen ist, indem bei der Affinitätsmethode es sehr auf 
die ersten Punkte ankommt, deren etwaige Ungenauigkeit solche bei 
allen weiteren nach sich zieht, während bei der anderen Methode die 
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verschiedenen Punkte mehr von einander unabhängig erhalten werden. 
Auch stellen sich bei jener häufig schleifende Schnitte ein.

Es ist daher gut, wenn mit den beiden Methoden abgewechselt 
wird, oder wenn mit der einen Methode construirt, mit der andern 
controllirt wird, besonders das Schneiden entsprechender Geraden, also 
auch z. B. entsprechender Tangenten von Curven auf der Affinitätsaxe.

Zu versäumen ist die Controlle keinesfalls.
71. Hinsichtlich der Umlegung ist schon in Nr. 29 erwähnt wor

den, dass dieselbe oft statt um eine Spur, z. B. s in TT., um eine Spur
parallele h in die durch dieselbe parallel zu TI gehende (der umzulegenden 
Figur nähere) Ebene TT  geschieht. Es wird, wie dort gesagt, die con- 
gruente Projection der Umlegung construirt. Zwischen dieser und der 
Projection der Figur selbst findet ebenfalls Affinität statt. An Stelle 
von s ist hf getreten, und die verkürzten zweiten Ordinaten sind die 
Entfernungen der zweiten Projectionen von hf, welche ja die Spur 
(und Projection) von TT  in TT ist. Liegen die zweiten Projectionen 
zweier Punkte auf verschiedenen Seiten von hf, so befinden sich ihre 
ersten Projectionen auf verschiedenen Seiten von hf.

*

*

72. Die Umlegung, resp. Aufrichtung kann man auch mit Hilfe 
von Spur parallelen (siehe später Fig. 50 bei Nr. 106) vollziehen. Sei 
li irgend eine erste Spurparallele, also hf parallel s‘; diese treffe a 
in Qp, Q, Q liegt auf s" und auf hf, welche parallel a ist; Qo liegt 
auf der oben construirten Umlegung s(' von s" ebenso weit von s' s" 
(und natürlich auf der richtigen Seite) wie Q, = Q- durch ihn geht 
hf parallel s. Ist also z. B. Ao aufzurichten, so ziehe man durch ihn 
hf parallel s, erhält Qo, Q2, Qp durch Q, geht h( parallel zu a, durch 
Q1 aber hf parallel zu s'. Die Senkrechte aus Ao auf s' markirt auf 
hf den Punkt A1, der nach hf als A, gelothet wird. Umgekehrt er
hält man aus A, die Punkte A. und A,.

Dritter Abschnitt.

Weitere Aufgaben.

73. Unsere früheren Betrachtungen über die Mannigfaltigkeiten 
der Grundelemente müssen wir nunmehr vervollständigen. In Nr. 12 
hatten wir Gelegenheit, uns klar zu machen, dass auf einer Gerade 
oo1 Punkte liegen, in einer Ebene oo2 Geraden. Verschieben wir die 
Gerade parallel zu sich in einer Ebene, so erhalten wir alle Punkte 
derselben, co Punktreihen mit je oo1 Punkten, also oo2 Funkte in der 
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Ebene\ und verschieben wir dann die Ebene parallel durch die oo1 
möglichen Lagen, die sie dabei einnehmen kann, so erhalten wir alle 
Punkte des Raumes, also co3; denn jeder liegt in einer von diesen 
parallelen Ebenen. Wir erkannten weiter in Nr. 40, dass ein Bündel 002 Strahlen und 002 Ebenen enthält; wir können uns diese Elemente 
als die projicirenden Elemente der co2 Punkte und oo2 Geraden einer 
Ebene (einschliesslich der unendlich fernen Elemente derselben) denken 
und aus dieser ausnahmslos eindeutigen Beziehung zwischen Bündel 
und Feld die gleichen Mannigfaltigkeiten in beiden erkennen.

Legen wir zu jeder Ebene des Bündels die oo1 parallelen Ebenen, 
so kommen wir zu allen Ebenen des Raums, und es sind deren oo3; so 
dass die Mannigfaltigkeit der Ebenen die nämliche, wie die der Punkte.

Zu jedem der Strahlen des Bündels aber kann man oo2 parallele 
Strahlen ziehen, nämlich durch jeden der oo2 Punkte einer den Strahl 
schneidenden Ebene einen; so erhalten wir alle Strahlen des Raums, 
und es giebt deren oo4. Daher haben wir:

Es giebt im Flaume 003 Punlde, 003 Ebenen, aber oo4 Geraden.
74. Eine Bedingung heisst für eins dieser Grundelemente eine 

i-fache, wenn von den oo1’ überhaupt vorhandenen Grundelementen 
(k bei Punkten, Ebenen, k = 4 bei Geraden) oo-i  ihr genügen; 
mehreren Bedingungen, deren Vielfachensumme Yi gleich k ist, wird durch 
eine endliche Anzahl genügt; ist sie kleiner als k, dann wird durch 
cok—Elemente genügt; ist sie grösser als k, so kann den Bedingungen 
im allgemeinen nicht genügt werden.

*

Für einen Punkt ist das Liegen in einer gegebenen Ebene eine ein
fache, das Liegen auf einer gegebenen Gerade eine zweifache Bedingung; 
da von den 003 Punkten des Raumes 002 in jener, 001 auf dieser liegen. 
Wir können dem Punkte auferlegen, in drei gegebenen Ebenen zu 
liegen, oder auf einer gegebenen Ebene und einer gegebenen Gerade. 
In beiden Fällen genügt ein Punkt. In zwei gegebenen Ebenen liegen 
001 Punkte.

In gleicher Weise ist für eine Ebene das Hindurchgehen durch einen 
gegebenen Punkt eine einfache, das durch eine gegebene Gerade eine zwei
fache Bedingung; denn von den oo3 Ebenen des Raumes gehen durch 
jenen oo2, durch diese oo1. Wir haben eine Ebene durch 3 Punkte, 
durch einen Punkt und eine Gerade, 001 durch 2 Punkte.

Bei der Gerade haben wir wegen der grösseren Mannigfaltigkeit 
4 eine grössere Reichhaltigkeit. Durch einen Punkt gehen 002 Geraden, 
ebenso viele liegen in einer Ebene; also sind für die Gerade die Be
dingungen, durch einen gegebenen Punkt zu gehen, in einer gegebenen Ebene 
zu liegen, doppelte.
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Weil in jeder der oo1 Ebenen, welche durch eine gegebene Ge
rade gehen, oo2 Geraden liegen, so giebt es oo3 Geraden, welche mit 
ihr in einer Ebene liegen oder (nach der perspectiven Ansicht) sie 
schneiden. Es ist daher für eine G-erade eine einfache Bedingung, eine 
gegebene Gerade zu schneiden. Wir haben eine endliche Anzahl von 
Geraden, welche zwei doppelte Bedingungen erfüllen: durch zwei ge
gebene Punkte zu gehen, oder in zwei gegebenen Ebenen zu liegen, 
oder zwei einfache und eine doppelte Bedingung erfüllen: zwei gegebene 
Geraden zu treffen und durch einen gegebenen Punkt zu gehen oder 
in einer gegebenen Ebene zu liegen. In allen vier Fällen giebt es 
eine Gerade, die den Bedingungen genügt. Wir werden diese und die 
obigen eindeutigen Aufgaben, soweit sie nicht zu einfach oder schon 
behandelt sind, sowie Specialfälle von ihnen nun noch constructiv er
ledigen. Die Zahl der Geraden, welche drei gegebene Geraden treffen, 
ist oo1, ebenso die derjenigen, welche eine gegebene Gerade treffen 
und durch einen gegebenen Punkt gehen oder in einer gegebenen 
Ebene liegen. Es giebt oo2 Geraden, welche zwei gegebene Geraden 
treffen, und eine endliche Zahl von Geraden, welche vier gegebene 
Geraden treffen. Aber die Behandlung dieser nicht mehr eindeutigen 
Aufgabe*)  gehört nicht in diese Elemente.

*) J. Steiner’s Gesammelte Werke Bd. I, S. 147 und 402.

75. a) Burch eine Gerade g die Ebene zu legen, welche mit einer 
(zu g nicht parallelen) Gerade l parallel ist.

Man ziehe durch einen Punkt von g die Parallele m zu l- m und 
g bestimmen die verlangte Ebene.

Man erspart sich in der einen Projectionsebene das Parallelziehen, 
wenn man z. B. mt = 7. nimmt; d. h. man verschiebt l parallel in 
ihrer ersten projicirenden Ebene, bis sie (als m) die g schneidet.

b) Legt man auch durch l die zu g parallele Ebene, so ist die 
Aufgabe gelöst: durch zwei windschiefe Geraden die beiden zu einander 
parallelen Ebenen zu legen.

c) Durch einen Punkt P die Ebene zu legen, welche zivei gegebenen 
Geraden g und l parallel ist.

Die Parallelen durch P zu g und l bestimmen die verlangte 
Ebene.

Die Spuren der Ebene sind, wenn man sie wünscht, nach Nr. 60 
zu construiren.

Die Aufgaben a), c) sind nach Nr. 36 specielle Fälle der Auf
gaben: Durch eine Gerade und einen Punkt (ausserhalb), bez. durch 
drei Punkte (die nicht in gerader Linie liegen) die Ebene zu legen, 
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haben deshalb wie diese Aufgaben nur eine Lösung und werden ebenso 
gelöst wie sie.

76. a) Durch einen Punld P die Gerade zu ziehen, welche zwei 
windschiefe Geraden g und l trifft.

Die verlangte Gerade ist die Schnittlinie (Nr. 64) der beiden 
Ebenen Pg und PI, oder verbindet P mit dem Schnittpunkte von Pg 
und l (oder PI und g) (Nr. 63) und wird auch so construirt und zwar 
auf die letztere Weise einfacher. Bei der ersteren Construction hat 
man als Controlle das Schneiden der construirten Gerade mit g und l 
(Nr. 54), bei der andern nur das mit g (oder ?).

b) Parallel zu einer Gerade r die Gerade zu ziehen, welche die 
windschiefen Geraden g und l trifft.

Die verlangte Gerade ist die Schnittlinie der Ebenen, welche bezw. 
durch g und l parallel zu r gehen und nach Nr. 75a) construirt werden, 
oder die Parallele zu r durch den Punkt, in dem die eine dieser Ebenen 
die andere gegebene Gerade trifft. Die Ebene durch g, welche zu r 
parallel ist, enthält von den oo2 Geraden von der Richtung r diejenigen, 
welche g treffen.

Diese Aufgabe ist, nach der perspectiven Ansicht, ein besonderer 
Fall von a), wird ebenso gelöst und hat dieselbe Controlle.

Eine interessante Anwendung von ihr ist folgende: Vom Anfangs
punkte nach dem Endpunkte einer gegebenen Strecke eine zweimal gebro
chene Linie zu ziehen, deren drei Theile beziv. zu drei gegebenen Geraden 
parallel sind. Nachdem die erste und dritte Parallele gezogen sind, 
ist die mittlere nach unserer Aufgabe zu construiren. Diese Aufgabe 
ist nothwendig für die constructive Zerlegung einer Kraft in drei 
Componenten, deren Wirkungslinien mit der ihrigen in einen Punkt 
zusammenlaufen (Nr. 54).

c) Die Gerade zu construiren, welche in der Ebene E liegt und die 
windschiefen Geraden g und l schneidet.

Man construirt die Schnitte von g und l mit E und verbin
det sie.

d) Den Schnittpunkt dreier gegebenen ELenen zu finden.
Man sucht die Schnittlinien von zweimal je zweien der Ebenen, 

hat eine Controlle in dem Schneiden derselben, sodann aber auch darin, 
dass die dritte Schnittlinie auch durch diesen Punkt, den gesuchten, 
gehen muss; oder einfacher, man sucht den Schnittpunkt der Schnitt
linie zweier der Ebenen mit der dritten; dass jede der beiden andern 
Schnittlinien durch ihn geht, ist Controlle.

77. Eine Eibene E ist gegeben; durch eine gegebene Gerade g die 
Ebene d zu legen, welche auf E senkrecht ist.



Weitere Aufgaben. 65

bestimmenzwei Geraden gegeben, so

auf der Axe eine

Man legt durch einen Punkt von g das Loth p auf E (Nr. 61); 
g und p bestimmen d. Ob g ausserhalb E oder in E liegt, ist gleich
gültig.

Nach Nr. 37 ist diese Aufgabe specieller Fall der Aufgabe (Nr. 60): 
Durch eine Gerade und einen (ihr nicht angehörigen) Punkt die Ebene 
zu legen, — der Punkt ist der unendlich ferne in senkrechter Richtung 
zu E — und wird wie diese gelöst; es wird auch hier eine Gerade 
durch diesen Punkt, welche g schneidet, construirt, also eine Senk
rechte zu E.

78. Zu einer gegebenen Ebene E durch einen gegebenen Punkt P 
die Parallelebene zu legen.

Diese Aufgabe ist gleichfalls Specialfall der eben genannten Auf
gabe; nur ist diesmal die G-erade eine uneigentliche, die unendlich 
ferne Gerade von E. Ist E dui 
die Parallelen zu ihnen durch 
P die Ebene 0. Ist aber E 
durch ihre Spuren gegeben, 
so sind die von 0 ihnen paral
lel; hat man daher für eine 
von ihnen einen Punkt, so 
hat man beide. Steht E und 
dann auch 0 auf TT senkrecht, 
so geht die erste Spur von 0 
durch Pv

Ist aber E eine beliebige 
Ebene (Fig. 32), so lege man 
in sie eine Gerade g und durch 
P die Parallele l zu ihr, die 
in 0 liegen muss; ihre Spuren 
sind Punkte der Spuren von 
0; man kann daher diese 
zeichnen und hat im Treffen 
struction vereinfacht sich, wenn man als g eine Spur von E nimmt; 
die l ist dann eine gleichnamige Spurparallele in 0; aber die Con
trolle fällt weg.

79. Pur eh einen Punkt P die Eibene zu legen, welche auf einer 
gegebenen Gerade g normal ist.

Auch diese Aufgabe subsumirt sich derselben Aufgabe; die ge
gebene Gerade, durch welche die Ebene gehen soll, ist die gemein
same unendlich ferne Gerade der auf g senkrechten Ebenen. Man lege 
zunächst eine beliebige Ebene E, die senkrecht zu g ist: ihre Spuren 

Sturm, Elemente d. darstell. Geom. 2. Aufl. 5 
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treffen sich auf a und sind bezw. normal zu g, und g, (Nr. 59); durch 
P führt man dann die Parallelebene E zu d. Oder: Man ziehe durch 
P die Spurparallele li, h" der verlangten Ebene, also durch P h,‘ 
normal zu 91, h" parallel zu a, durch P parallel zu a, h," normal 
zu 92. Durch h', h" ist E bestimmt; die endlichen Spuren dieser Ge
raden und der Parallelismus von s mit h.‘ und von s" mit hg" liefern 
s', s" von E, wenn man sie haben will.

Ist F der Schnittpunkt von E mit g, so ist PF das Loth aus P 
auf g und man hat die Lösung der Aufgabe: Mus einem Punlde P auf 
eine G-erade g das Loth zu fällen. Als Specialfall der Aufgabe: Durch 
einen Punkt eine Gerade zu ziehen, welche eine Gerade g unter einem 
gegebenen Winkel schneidet, wird sie später (Nr. 86) noch eine andere 
Lösung finden.

Ist g zu der einen Projectionsebene parallel, so vereinfacht sich 
unsere jetzige Aufgabe wesentlich (Nr. 31 c).

80. Pie Entfernung zweier parallelen Elenen E, d, die durch ihre 
Spuren -gegeben sind, zu finden.

Aus dem Axenschnitt der einen d fälle man das Loth auf sE und 
errichte in ihm das Loth auf a bis zum Schnitte mit sE; die Hypo
tenusenhöhe des rechtwinkligen Dreiecks, das diese Lothe zu Katheten 
hat, ist die Entfernung; denn die beiden Lothe sind senkrecht zu SsE, also 
ist ihre Ebene senkrecht zu sE und zu E und daher auch jene Höhe 
senkrecht zu E.

81. Pie Gerade, welche zu zwei windschiefen Geraden g und l 
rechtwinklig ist und beide schneidet, zu construiren.

Diese Aufgabe ist ein Specialfall von Nr. 76 b); denn alle oo2 
Geraden, welche zu g und l rechtwinklig sind (Nr. 17), haben eine ge
gebene Richtung r, da sie auf den co1 parallelen Ebenen, die zu g und 
l parallel sind, senkrecht stehen; und umgekehrt jede Gerade, die dies 
thut, ist zu g und l rechtwinklig. Wir construiren (Fig. 33) die durch 
g gehende von jenen Ebenen, nach Nr. 75 a); sie sei E = gm, und in ihr 
Spurparallelen h', h" von beiden Arten. Die Geraden der Richtung r 
haben dann ihre Projectionen senkrecht bezw. zu hf, h2". Um die 
durch g gehende zur Richtung r parallele Ebene zu haben, durch 
deren Schnitt mit l nach Nr. 76 b) die gesuchte Gerade geht, zieht 
man durch einen Punkt P von g das Loth n zu E. Die zu E senk
rechte Ebene 0 = gn enthält dann alle co zu g und l rechtwinkligen 
Geraden, welche g schneiden. Man ermittelt nun nach Nr. 63, mit 
Hilfe einer in 0 gelegenen Gerade q, die mit l eine Projection ge
meinsam hat (q, = 72), den Schnittpunkt F = dl und führt durch ihn 
die Parallele p zu n oder, was dasselbe ist, die Senkrechte zu E. Das 
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ist die verlangte Gerade. Sie fällt in 0 und muss g (in N) schneiden, 
was Controlle ist.

Die wahre Länge von FN wird nach Nr. 44 ermittelt. Sie ist 
die kürzeste Entfernung zwischen zwei Punkten von g und l. In der

That, wenn X ein beliebiger Punkt von g, Y einer von l und Z die 
Orthogonalprojection von Y auf E ist, so ist YZ — FN, weil FY 
oder 7 zu E parallel ist; wegen des rechten Winkels XZYistXY> YZ 
oder FN.

Die Construction von p und FN vereinfacht sich erheblich, wenn 
g und 7 beide zu der einen Projectionsebene parallel sind (Nr. 32).

82. hi den folgenden Aufgaben werden Winkel als gegebene oder 
gesuchte Stücke vorkommen.

Die Aufgabe, den Neigungswinkel einer Gerade g gegen eine der 
Projectionsebenen zu bestimmen, ist schon in Nr. 44 erledigt.

5*
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Die in Nr. 69 gelehrte Construction des Neigungswinkels o‘ einer 
Ebene E gegen eine Projectionsebene, z. B. TT, nehmen wir aus der 
dortigen complicirtern Figur heraus. Man trägt (Fig. 34) am besten 
die Kathete P.P von P. auf der Axe auf bis P''; so dass PP’P.

der Winkel a' ist Das Dreieck 
PPPo" ist das rechtwinklige 

Dreieck in der Neigungswinkel- 
Ebene, um P^Px, die zweite 
Spur dieser Ebene, in TT, um
gelegt. Die Umlegung P P' P^ 
um die erste Spur PP er
fordert die Construction einesFig. 34.
neuen rechten Winkels; es ist 

dann PPP’ — o‘; verzichtet man auf die richtige Lage der Umlegung, 
so kann man den schon vorhandenen rechten Winkel bei P benutzen.

Nähert sich s der Normalität zur Axe, so nähert sich das Loth 
aus P auf s' der Axe selbst und man sieht, wie, wenn die Normalität 
eingetreten ist, also E auf TT, senkrecht steht, der Winkel (s", a) der 
Neigungswinkel a‘ = (E, TT.) geworden ist (Nr. 57).

Statt der Spur s' kann man sich wieder einer ersten Spur
parallele h' bedienen, indem ja E mit jeder Parallelebene zu TT den
selben Winkel bildet, wie mit 1T

Spur s und der Neigungswinkel a‘

selbst. Es sei P dann ein beliebiger 
Punkt der Ebene, so wird man aus 
den Lothen aus Pt auf h.‘ und aus 
P auf h,‘ als Katheten das recht
winklige Dreieck construiren, in dem 
dann wieder der Gegenwinkel der 
letzteren der $ a‘ ist.

Dies empfiehlt sich besonders, 
wenn E durch zwei sich schnei
dende Geraden oder durch eine 
Figur bestimmt ist und die Spur s 
eine unbequeme Lage hat. Den 
Punkt P legt man dann offenbar 
auf eine der beiden Geraden oder 
auf den Umfang der Figur. (Fig. 35).

Die Lösung der Aufgabe: Pie 
{gegen TT) einer Ebene E ist gegeben;

die zweite Spur s" zu finden, ist mit dem Vorhergehenden gegeben; es 
sind stets zwei Ebenen möglich (Nr. 24).

Wenn E der Projectionsaxe parallel ist, so giebt das rechtwinklige 
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Dreieck, welches die Entfernungen der Spuren s und s" von a zu 
Katheten hat und durch den Schnitt einer zu a, s , s" normalen Ebene 
mit TT,, TT,, E entsteht, zugleich a‘ = (E, TT,) und a" = (E, TT,).

83. Die wahre Grösse des Winkels zweier Geraden g und l zu 
-finden.

Wir setzen voraus, dass g und l sich (in Pf schneiden; denn im 
andern Falle können wir sie, ohne den Winkel zu ändern (Nr. 17), 
durch Parallel Verschiebung der einen (Nr. 75) zum Schnitte bringen 
(Fig. 36). Von der Ebene, welche sie bestimmen, construirt man eine

Spur s' oder bei unbequemer Lage eine Spurparallele h' und legt sie 
um s' oder h' in TT, bezw. die Parallelebene durch h' zu TT, um. 
Beim Umlegen bleiben die beiden ersten Spuren von g und l, bezw. 
ihre Begegnungspunkte mit h‘ (also in der Projection die Punkte g-Ji^ 
und Uh) fest und man hat nur noch die Umlegung P des Schnitt
punktes P zu ermitteln, welche dann mit diesen festen Punkten durch 
go und lQ verbunden wird.

Ist etwa l parallel zu TT, (also 7, I af, so ist 7. I s || h-^ und auch 
lo II s‘ II h, (Nr. 21); l ist dann selbst eine erste Spurparallele in der 
Ebene gl.

Hat man es freilich mit dem Winkel zu thun, der von zwei be
stimmten unter den vier Halbstrahlen, die durch P auf g und l ent
stehen, gebildet wird, so muss man sich überzeugen, ob diese Schenkel 
beide jene fest bleibenden Punkte enthalten; andernfalls erhält man 
durch die Umlegung den Neben- oder den Scheitelwinkel des gesuchten 
Winkels.
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Jede Theilung, die bei einem Winkel überhaupt möglich ist, kann 
nun auch hei einem durch seine Projectionen dargestellten Winkel 
ausgeführt werden, indem man sie an dem umgelegten vornimmt und 
jede erhaltene Theilungslinie dann wieder aufrichtet, wobei ihr Be
gegnungspunkt mit der Gerade (s‘ oder ¥), um welche umgelegt ist, 
fest bleibt, d. h. gleichzeitig Umlegung und erste Projection ist, wäh
rend die zweite Projection auf a, bezw. h,‘ liegt. In Fig. 36 ist der 
Winkel (g, 7) durch b halbirt.

84. Den Neigungswinkel einer Gerade g gegen eine Ebene E zu 
construiren.

a) Man führt durch g die Ebene 0 normal zu E (Nr. 77), con- 
struirt die Schnittlinie k = •E (Nr. 64, 65) und sucht durch Umlegung 
den spitzen Winkel {g, k) nach Nr. 83. Oder einfacher:

b) Man fällt aus irgend einem Punkte von g auf E das Loth p 
(Nr. 61), sucht den spitzen Winkel (g, durch Umlegung und erhält 
dadurch den Complementwinkel des gesuchten Winkels (Nr. 18).

Wenn die Winkel einer und derselben Gerade g mit verschiedenen 
Ebenen gefunden werden sollen, — z. B. die Winkel eines Lichtstrahls 
(bei parallelem Lichte) mit den verschiedenen Seitenflächen eines Po
lyeders, um die Beleuchtung dieser Flächen zu bestimmen, welche dem 
Sinus des Winkels proportional ist, — so wird man, bei Anwendung 
der im allgemeinen vorzuziehenden Construction b), die Lothe p durch
weg aus demselben Punkte P von g fällen. Werden die verschiedenen 
Ebenen (g, p') nach TT, umgelegt, so kommen die Umlegungen von P 
alle auf den Kreis zu liegen, welcher die Spur S, zum Mittelpunkte 
und die wahre Länge von SgP zum Radius hat; nach der ersten Um
legung von P hat man diese, kann den Kreis schlagen, welcher die 
weiteren Umlegungsconstructionen abkürzt. Ja, wenn man die g so 
gezogen hat, dass sie die Axe trifft und vereinigte Spuren hat, so kann 
man denselben Kreis benutzen, mag man die Umlegungen nach 11) 
oder TTa vornehmen; ein solcher Wechsel ist, wenn die andere Pro- 
jectionsebene zu günstigeren Lagen führt, oft erwünscht.

Um die Umlegung Po, in T, zu finden, muss man aus P das 
Loth auf die erste Spur der Ebene gp ziehen; die beiden Schenkel 
des so erhaltenen rechten Winkels gehen durch die festen Punkte P 
und Sg, folglich liegt der Fusspunkt des Lothes auf dem Kreise über 
P-^Sg als Durchmesser. Man wird bald erkennen, dass dieser Kreis 
die Construction der Lothe erleichtert.

85. Den Neigungswinkel zweier Ebenen E und 0 zu finden.
a) Man sucht die Schnittlinie k — Ed, errichtet auf ihr irgend 
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eine senkrechte Ebene A (Nr. 79), sucht die Schnittlinien AE und Ad 
und durch Umlegung deren Winkel. Oder einfacher:

b) Man fällt aus irgend einem Punkt die Lothe p und q auf die 
beiden Ebenen und sucht durch Umlegung die wahre Grösse des 
spitzen $ (p, q), denn derselbe ist nach Nr. 18 dem spitzen $ (E, d) 
gleich.

86. Die in Nr. 79 erwähnte Aufgabe: Durch einen Punht P nach 
einer Gier ade g unter gegebenem Winkel y eine Gerade zu ziehen (Fig. 37, 
Taf. II), wird einfach durch Umlegung der Ebene Pg und nachherige Wieder
aufrichtung der in der Umlegung durch Po nach g0 unter T gezogenen

Gerade t^ gelöst, wobei natürlich (und so immer) die festen Punkte, 
wenn sie auf dem Zeichenblatte vorhanden sind, benutzt werden. Sind 
sie nicht vorhanden, so ist irgend ein Punkt der gewonnenen Gerade 
in der Umlegung in der früher beschriebenen Weise aufzurichten; am 
einfachsten ist der dem Punkte TQ = gQtQ entsprechende = g^ zu 
finden, indem ja die Verbindungslinie normal zur ersten Spur von Pg 
sein muss.

Die Aufgabe hat zwei Lösungen (t und v), wenn 0°<T< 90°.
87. Eine Eibene E ist gegeben und in ihr eine Gerade g; es soll 

durch letztere eine Eibene d gelegt werden, welche mit E den Winkel a 
bildet (Fig. 38).
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Jede Ebene, welche zu g normal ist, wird in E un d die 
Schenkel des Neigungswinkels einschneiden. Man construire also eine 
solche Ebene △, d. h. ziehe aus irgend einem Punkte der Projections- 
axe SA normal zu gr, SK normal zu^2, ermittele die Schnittlinie t=AE 
und den auf ihr befindlichen Punkt N = gL, lege die Ebene △ um 
sA in II um und construire t und No (letzterer muss auf g± fallen). 
In No lege man an to den Winkel a an; sei m. der zweite Schenkel, 
so ist derselbe die umgelegte Linie Ad; er werde aufgerichtet; trifft 
mo die sA in M. = Mo, so liegt M, auf a und N.M ist m,, NM, 
ist mg. Die verlangte Ebene d ist durch g und m bestimmt und 
können, wenn nothwendig, ihre Spuren nach Nr. 60 gefunden werden, 
was in der Figur geschehen ist.

Da die Winkelantragung, äusser wenn a = 90° ist, auf zwei 
Weisen geschehen kann, so hat die Aufgabe zwei Lösungen (die Figur 
enthält blos eine). Ist a = 90°, so erfolgt die Lösung einfacher nach 
Nr. 77.

88. Jede Gerade in E liefert also zwei Ebenen d, welche mit E 
den Winkel a bilden; folglich giebt es im Ganzen oo2; und mit einer 
Normale auf E bilden sie auch einen festen Winkel, das Complement 
von a. Daher ist es für eine Ebene eine einfache Bedingung, mit einer 
gegebenen Ebene oder mit einer gegebenen G-erade einen gegebenen Winkel 
zu bilden-, durch einen Punkt gehen also oo1 solche Ebenen, durch eine 
Gerade eine endliche Zahl.

Durch einen Punkt von E gehen oo1 Strahlen, welche mit dem in 
ihm auf E errichteten Lothe p einen gegebenen Winkel und daher 
auch mit E selbst einen festen Winkel, das Complement des ersteren, 
bilden; folglich haben wir insgesammt oo3 Strahlen, welche mit E (oder 
p) einen gegebenen Winkel bilden, und das ist für einen Strahl ebenfalls 
eine einfache Bedingung-, oo1 von ihnen erfüllen noch die doppelte Be
dingung, durch einen gegebenen Punkt zu gehen.

Alle diese oo1 Strahlen durch einen Punkt P, welche E unter dem 
Winkel a und daher das aus P auf E gefällte Loth PF unter dem 
Winkel 90° — a schneiden, bilden ersichtlich einen geraden Kreis
oder Rotationskegel, dessen Axe PF ist und welcher über dem Kreise 
in E um F mit dem Radius PF • cotg a steht; denn in dieser Ent
fernung von F liegen alle ihre Schnitte S mit E. Jede der Kanten 
PS projicirt sich (orthogonal) auf E in den Radius FS und ist dem
nach in der Berührungsebene des Kegels, welche die Tangente in S 
an den Kreis mit P verbindet, Spurnormale gegen E. Also haben 
die Berührungsebenen des Kegels gegen E und PF dieselben Neigungen 
a und 90° — a wie die Kanten. Umgekehrt, in jeder durch P gehenden 
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Ebene, welche gegen E unter dem Winkel a geneigt ist, ziehen wir 
durch P die Spurnormale PS gegen E, welche also auch diese Neigung 
hat, sodass sie dem eben besprochenen Rotationskegel angehört und 
S dem Grundkreise. Die Spur der Ebene in E steht daher senkrecht 
in S auf der Projection FS dieser Spurnormale und ist Tangente 
des Kreises in S, die Ebene Berührungsebene des Kegels längs PS. 
Daher:

Pie oc1 Geraden und Ebenen durch P, welche gegen die Ebene E 
unter dem gegebenen Winkel a geneigt sind, sind Kanten und Eerührungs- 
ebenen eines und desselben Eotationskegels, der über dem Kreise in E 
steht, welcher um F mit dem Eadius PF cotg a geschlagen ist, wo PF 
das Loth aus P auf E ist.

89. Pie Aufgabe in Nr. 87 soll für den Fall gelöst werden, dass 
g ausserhalb E liegt (Fig. 39).

Es sei P ein beliebig auf g gewählter Punkt; so fälle man aus 
ihm das Loth p auf E, suche dessen Fusspunkt F und ermittele die 
wahre Länge Pf Ff von PF-, man construire ferner den Schnittpunkt 
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D=gE, lege die Ebene E um ihre erste Spur SE um und ermittele 
die Umlegungen F und Do von F und D. In der Umlegung wird 
der Kreis um F mit dem Radius PF • cotg a geschlagen. Führt 
man dann von die Tangenten an ihn, so sind dies die umgelegten 
E-Spuren derjenigen mit E den Winkel a bildenden Ebenen, welche nicht 
blos durch P, sondern durch g gehen, also der verlangten Ebenen. Jede 
dieser E-Spuren (in der Figur ist blos eine to gezogen) richtet man auf, 
wobei man event. D und den Punkt tosE benutzt, welcher letztere fest 
bleibt. Mit jeder dieser Spuren bestimmt g eine der verlangten Ebenen.

Die Entfernung PF = D0F0 ist gleich PF • cotg ß, wenn 
ß=<(g,E) ist. Es werden mithin zwei oder eine oder keine Tan
gente von Do an Ko, also zwei Ebenen, oder eine, oder keine mög
lich sein, je nachdem PF • cotg ß > oder = oder < PF cotg a, folglich 
je nachdem a > oder = oder < ß ist (Nr. 16). Ist a = 90°, so ist 
PF. cotg a = 0, also reducirt sich der Kreis auf den Punkt F^ die 
Tangenten vereinigen sich stets in die Linie DF] mithin giebt es nur 
eine Lösung.

Die Aufgabe wird dann freilich nach Nr. 77 einfacher gelöst.
In der Aufgabe von Nr. 87 war ß = 0°; also fällt der dritte Fall, 

wo keine Lösung sich ergiebt, fort.
Wenn die Aufgabe gestellt ist: Durch g die Ebene zu legen, 

welche mit E den kleinsten Winkel (ß) bildet, in der also g Spurnor
male gegen E ist, so ist deren E-Spur offenbar die Senkrechte durch 
D zu DF] der Kreis K geht in diesem Fall durch D.

90. Es sind zwei Ebenen E und d gegeben und in d ein Punkt 
P; durch denselben soll in d eine G-erade gezogen werden, welche mit E 
den Winkel ß bildet (Fig. 40).

Man construire die Schnittlinie k — Ed, fälle aus P auf E das 
Loth, construire dessen Fusspunkt F und wahre Länge PF, lege E 
um (um s0, schlage um F mit dem Radius PF • cotg ß den Kreis Ko. 
Die Punkte, in denen derselbe ko trifft, — in der Figur ist nur einer, 
So, benutzt, — sind die umgelegten E-Spuren der verlangten Geraden. 
Dieselben richtet man mit E wieder auf. Die Aufgabe hat also zwei 
Lösungen, eine oder keine, je nachdem die Entfernung der Gerade 
k von F (oder k0 von F) < oder = oder > als PF cotg B ist; mit
hin, da diese Entfernung gleich PF • cotg a ist, wo a = $ (E, d), je 
nachdem ß < oder = oder > a ist (Nr. 15).

Will man durch P die Gerade in d ziehen, welche gegen E die 
grösste Neigung (a) hat, also Spurnormale gegen E ist, so erhält 
man als ihre umgelegte E-Spur den Fusspunkt des Lothes aus Fo auf 
ko; der obige Kreis berührt dann die Gerade k0.
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Beide Aufgaben Nr. 89 und 90 vereinfachen sich erheblich, wenn 
E eine der Projectionsebenen ist.

91. Es sind zwei windschiefe G-eraden g und 7 gegeben; durch g 
soll die Ebene gelegt werden, welche mit l den Winhel ß bildet.

Man errichtet auf l irgend eine normale Ebene E und legt nach 
Nr. 89 durch g die Ebenen, welche gegen E unter dem Winkel 90° — ß

geneigt sind. Es giebt zwei Lösungen oder eine oder keine, je nach
dem ß < oder = oder > v, wo y=$ {g, T) ist (Nr. 19).

Man bekommt die Ebene durch g, welche gegen l den grössten 
Neigungswinkel, nämlich y, hat, wenn man die Ebene sucht, welche 
mit E den 90° — y bildet, d. i. den, welchen g mit E bildet.

Sie steht auf der durch g zu l parallel geführten Ebene senk
recht und kann also auch durch Nr. 75 a) und 77 erhalten werden.

Ebenso führt man die Aufgabe: In einem Strahlenbüschel (P, d) 
die Strahlen zu construiren, welche mit einer gegebenen Gerade l einen 
gegebenen Winhel bilden, vermittelst einer zu l normalen Ebene E auf 
Nr. 90 zurück (Nr. 17).



76 Vierter Abschnitt.

Vierter Abschnitt.

Drehung der dargestellten Gebilde um Axen.

92. Durch eine Drehung um eine Axe)  kann man räumliche 
Gebilde sowohl in günstigere Lagen zu der einen oder andern Pro- 
jectionsebene bringen, oder auch umgekehrt aus solchen Lagen, in 
denen oft die Projectionen wenig anschaulich sind, — man denke an 
einen Würfel, von welchem zu jeder der Projectionsebenen zwei Flächen 

*

*) Man mache sich den Unterschied zwischen einer Drehung um eine Axe 
und um einen Punkt im Paume klar; letztere ist unbestimmter und ermöglicht 
co2 Lagen, erstere nur oo1. Von dieser gelangt man zur Drehung um einen 
Punkt in einer Ebene, wenn man sich auf eine zur Drehaxe senkrechte Ebene 
beschränkt

parallel sind und daher je vier Flächen sich geradlinig projiciren — 
in andere mit anschaulicheren Projectionen versetzen. Wir begnügen 
uns mit Axen, die zu einer der Projectionsebenen normal sind. Es 
sei z. B. d' eine im Punkte D1 auf TT. senkrechte Drehaxe.

Bei der Drehung um d' beschreibt jeder 
Punkt P des Raumes einen Kreisbogen, dessen 
Mittelpunkt auf d' liegt und dessen Ebene zu 
d' normal, also zu TT parallel und auf TT, senk
recht ist. Daraus geht hervor, dass die erste 
Projection P sich ebenfalls auf einem Kreisbogen 
um etwa bis Pf' bewegt und die zweite auf 
einer Parallele zur Projectionsaxe bis Pf, so 
dass Pf Pf normal zu a ist.

Die Centriwinkel, die zu den von verschie
denen Punkten (und ihren ersten Projectionen) 
bei derselben Drehung beschriebenen Kreis
bögen gehören, haben offenbar gleiche Grösse 
und Drehrichtung, und werden diese Bögen 
deshalb, um die gleichen Centriwinkel zu er
halten, am besten auf einen alle umschliessenden 
concentrischen Kreis übertragen.

93. Man erhält durch diese Drehung ein 
neues Mittel, den Neigungswinkel einer Gerade 

g gegen die Projectionsebene, auf der die Drehaxe senkrecht ist, also hier 
TT,, zu ermitteln, sowie die wahre Länge einer Strecke PQ, die auf ihr 
liegt (Fig. 41).
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Man legt die Drehaxe durch den einen Endpunkt, z. B. Q, so 
dass Q1=D.: dadurch erspart man sich die Drehung von Q. Man 
bewege nun P. auf einem Kreisbogen um Q. bis P.*,  so dass Q.P*  || a 
ist, also QP*  parallel TT; P bewegt sich dabei auf der Parallele zu 
a bis P*.  Offenbar ist nun Q2P*  gleich der wahren Länge QP- 
ferner ist der Neigungswinkel ß von g = QP gegen TI, der sich bei 
der Drehung nicht ändert, in wahrer Grösse durch den Winkel, wel
chen Q,P,*  mit a (oder mit P,*P,)  bildet (Nr. 47), dargestellt.

Soll auf einer G-erade vom Punkte Q aus nach der einen Seite hin 
eine Strecke von gegebener Länge auf getragen werden, so nimmt man

erst einen beliebigen Punkt P auf g, dreht QP nach QP*  = g*>  wie 
eben beschrieben, trägt dann auf Q2P2* von Q, die gegebene Strecke 
auf bis B2', erhält durch Lothen auf QXP^ den Punkt und dreht 
wieder zurück nach B auf g oder gelangt von B2* parallel zu a zu 
B2 auf g2 und erhält Br durch Lothen.

94. Wird eine Ebene E gedreht (Fig. 42), so bleibt der Punkt 
U=Ed‘ fest, ebenso verändern sich die Neigungen (E, d') und (E, TT1) 

nicht; die erste Spur s' bleibt in der Ebene dieselbe Linie, während 
sie in TT! einen Kreis um umhüllt; derselbe Kreis wird von der 
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ersten Spur der durch Ed’ gehenden ersten Spurnormale von E be
schrieben (Nr. 88).

Die zweite Spur s" verändert sich auch in der Ebene selbst. Um 
die neue zweite Spur *s ‘ für irgend eine Lage von *s ‘ zu haben, muss 
man in E eine Gerade g besitzen, welche man dreht; der Centriwinkel, 
der zu dem von jedem Punkte von g beschriebenen Kreisbogen gehört, 
ist gleich dem Winkel, welcher von den nach den Berührungspunkten 
von s' und *s ‘ gezogenen Radien, also von s' und *s ‘ selbst gebildet 
wird. Am einfachsten gestaltet sich die Construction, wenn g die 
eben genannte Spurnormale f ist, denn ihre erste Spur S', bez. *S'  
ist der Berührungspunkt von s' und *s'.

Kommt durch die Drehung s' in senkrechte Lage s‘* zur Pro- 
jectionsaxe a, also E zu TT2, so ist der Winkel zwischen a und s"*  
der Neigungswinkel (E, TT) in wahrer Grösse (Nr. 57, 82). Bei dieser 
Lage ist die eben genannte Spurnormale parallel zu TT,; da dann s"^ 
ihre zweite Projection ist, so tritt deutlich hervor, dass die Nei
gungswinkel einer Ebene und ihrer ersten Spurnormalen gegen TT 
gleich sind.

Der bloss zu diesem Zwecke nothwendige Theil der Figur geht 
in die Figur 34 über, wenn d' in TT, gelegt wird.

95. Da der Neigungswinkel einer Ebene gegen TT bei der 
Drehung um eine auf TT normale Axe erhalten bleibt, so bleiben 
z. B. auch alle zu TT, parallelen Ebenen parallel und alle zu TT nor
malen normal. Die Geraden, in welche sich Figuren in solchen 
Ebenen in TT,, bez. TT. projiciren, gehen noch nicht in ordentliche 
Figuren über. Es ist daher, um solche zu erzielen, oft nothwendig, 
zwei Drehungen hinter einander vorzunehmen, die eine um eine Axe d' 
normal auf TT., die andere um eine Axe d" normal auf TT2. Bei einer 
Ebene, die zu der einen Projectionsebene parallel ist, entfernt man 
ihre Normalität zur andern nur dadurch, dass man zuerst um eine 
zu der letzteren senkrechte Axe dreht, nicht bei der umgekehrten 
Reihenfolge.

Um Collision der Projectionen der ursprünglichen und der ge
drehten, bez. wiederholt gedrehten Figur zu vermeiden, legt man ent
weder den Fusspunkt der Drehaxe ausserhalb der Figur oder, wenn 
Symmetriegründe einen Punkt innerhalb (z. B. einen etwaigen Mittel
punkt) für geeignet erscheinen lassen, verschiebt man die gedrehte 
Figur parallel zur Projectionsaxe, wobei man blos nothwendig hat, die 
sämmtlichen Projectionen um eine gleiche Strecke parallel zu a zu 
verschieben.

Durch zwei Drehungen um d' und d" kann man auch umgekehrt 
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eine Ebene E parallel zu einer Projectionsebene machen, also die Pro- 
jection einer ebenen Figur zur Congruenz mit der Figur selbst bringen. 
Man dreht die Ebene um d', bis s‘* normal a ist; darauf um d", bis 
s"**  parallel a ist. Durch die erste Drehung ist die Ebene senkrecht 
zu TT, geworden und bleibt es bei der zweiten, kann also parallel zu 
TT. werden.

Ebenso kann man eine Gerade g zur Normalität auf der einen 
Projectionsebene bringen. Dreht man z. B. g zuerst um d', bis sie pa
rallel TT, ist, so kann man nun durch eine Drehung um d" sie senk
recht zu TT, d. h. ihre zweite Projection normal zu a machen. Diese 
Operation ist einfacher als die vorangehende; lässt man daher an der 
Bewegung von E eine zu ihr senkrechte Gerade g theilnehmen, so 
wird man für die schwieriger zu construirenden Spuren s"*,  s'**  die 
Normalität zu g,*,  g^*  benutzen.

Einen Würfel Z, B., dessen ursprüngliche Projectionen zwei Quadrate 
sind, kann man durch zweimalige Drehung so stellen, dass die Diago
nale zwischen zwei Gegenecken normal zu T1 ist. Die 12 Kanten 
projiciren sich dann in TT als die sechs Seiten und die sechs Hälften 
der drei Hauptdiagonalen eines regelmässigen Sechsecks: alle haben 
gleiche Neigungen gegen TT.; deshalb projiciren sich alle zwölf gleich 
gross und auch die Winkel zwischen zwei Kanten haben gleiche Pro
jectionen in TT (Nr. 20).

Zu der zweiten Projectionsebene sind aber die ursprünglich zur 
TT parallelen Flächen noch normal und projiciren sich geradlinig, 
und erst eine nochmalige Drehung um eine d' entfernt auch diese 
Normalität.

Man versuche solche Drehungen auch mit dem Dodecaeder und 
Icosaeder, welche nach Nr. 108—110 in günstigeren Lagen zu einer 
Projectionsebene dargestellt sind.

Fünfter Abschnitt.
Einführung weiterer Projectionsebenen.

a. Die neue Projectionsebene ist einer der früheren 
parallel.

96. Diese Lage der neuen Projectionsebene haben wir schon 
einige Male, bei Umlegungen von Ebenen um Spurparallelen, erwähnt. 
Die neue Projectionsaxe a  ist parallel der alten. Ist die neue Projec
tionsebene TT  zu IT parallel, so bleiben die zweiten Projectionen 

*
*
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ungeändert; die zweiten Ordinaten aber werden alle um die gleiche 
Strecke (algebraisch) verändert. Die neuen ersten Projectionen der 
Punkte müssen von *a  dieselbe Entfernung haben, wie die alten 
von a; die neue erste Projection einer Figur ist offenbar der alten 
vollständig congruent. Diese Verschiebung der ersten Projectionsfigur 
ist aber umständlich und wird dadurch vermieden, dass man die Pro- 
jedionsaxe, insofern sie zur ersten Projectionsebene gehört, an der alten 
Stelle a lässt und ^a nur als die Lage der Projectionsaxe in der zweiten 
Projectionsebene auffasst. Es bleibt dann jede erste Projection eben
falls an ihrer Stelle.

Die vertical über einander liegenden Punkte von a und *a  ent
sprechen sich; die Spuren *s'  und s" einer Ebene treffen a und *a  
in entsprechenden Punkten. Aufriss und Grundriss befinden sich 
übrigens in technischen Zeichnungen oft auf verschiedenen Blättern; 
jedes enthält dann die Axe, und ein Paar entsprechender Punkte der 
beiden Axen muss markirt sein.

Die Schnittlinie zweier durch ihre Spuren sE, SE; so, s gegebenen 
Ebenen E und d soll mit Hilfe einer parallel verschobenen ersten 

Projectionsebene ermittelt 
~,_y werden, weil der Schnitt-

/ punkt der ersten Spuren
unbequem liegt (Fig. 43). 
Die Axe *a  in TT, trifft 
die beiden zweiten Spuren 
in Punkten, durch deren 
entsprechende auf a die 
neuen ersten Spuren *SE,  

a sa parallel zu den alten
gehen. Ihr Schnittpunkt 
* U ist ein Punkt der 
gesuchten Linie; er fällt 
mit seiner Projection in
TT zusammen, die zweite 

Projection liegt auf der 
Axe *a  = *TT,TT,. Wir 
haben so einen Punkt *U

von k an Stelle des unbequemen Schnittpunktes U der beiden ersten 
Spuren in TT.

Zu derselben Figur sind wir in Nr. 65 gelangt, wo wir die 
Ebenen E und d mit einer zu TT parallelen Ebene in ersten Spur
parallelen schnitten, um einen Punkt der Schnittlinie h zu erhalten. 
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b. Die neue Projectionsebene steht auf beiden früheren 
senkrecht.

97. Wir denken uns eine dritte Projectionsebene TT, eingeführt, 
welche su TI und TI,, also zur Projectionsaxe a, die jetzt a.2 heissen 
soll, senkrecht ist (Querriss, Seitenriss, Profil). Es ergeben sich zwei 
neue Projectionsaxen 111, = 013 und TT2TT3, welche beide auf a.2 in
demselben Punkte senkrecht stehen, dem Schnittpunkt 0 der drei
Ebenen TT, TT2, TT. Wird nun TT um a.2 in TI umgelegt, so fällt 
(Fig. 44) TT,1T, als a23 auf dieselbe Linie wie a.3 (senkrecht zu a.2).
Wird auch TT, um a.3 in TT 
umgelegt, und zwar so, dass 
der obere Theil von TT, (n3+), 
der auf derselben Seite von 
TT sich befindet wie TT,, nach 
rechts fällt, so fällt nun TT,IT, 
als <z32 auf «12, so dass durch 
den vorderen von den beiden 
Zeigern angedeutet werde, mit 
welcher Ebene TT die Axe 
umgelegt ist; die Namen sind 
an entsprechende Hälften ge
schrieben. Es entspricht also 
jedem Punkt P23 von «23 fee a.3 
ein Punkt P32 von «32 = a,2, 
der von 0 eben weit ab steht, 
oberhalb (unterhalb) 0 liegt,

wie jener, und zwar, wenn P23 auf a,3 
rechts (links) von 0 fällt, so dass die

Bewegung auf dem Quadranten von P,3 nach P32 in dem Sinne der
Uhrzeigerbewegung geschieht.

Es besteht ein ähnlicher Zusammenhang zwischen TT! und TT3, 
als zwischen T und H2; dagegen ist der zwischen TT, und TT, nicht 
so unmittelbar. Wie die aus P± und P2 auf a,2 gefällten Lothe diese 
Axe in demselben Punkte P9 (früher Pf) treffen, so wird auch a,3 
von den aus P und der dritten Projection P^ des Punhtes P auf sie 
gefällten Lothen in demselben Punkte Pi getroffen, während man durch 
die Lothe aus P2 auf «23, aus P^ auf a^ zu entsprechenden Punkten P23 und P32 gelangt. Zwischen diesen Lothen (Ordinaten) und den Ab
ständen des Punktes P von den drei Projectionsebenen finden offenbar 
folgende Gleichheiten statt:P,P=PP,=PP,; PP2=PP=PP; PPs—PPg=PP.

Sturm, Elemente d. darstell. Geom. 2. Auf. 6
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Liegt PaP12 oberhalb (unterhalb) a.2, so muss, entsprechend der 
obigen Festsetzung über die Umlegung von TT, die gleiche Ordinate 
P3P13 rechts (links) von a,3 fallen.

98. Die dritte Projection Pz eines PunHes P zu zeichnen, von dem 
die erste und zweite Projection behannt sind (Fig. 44). Man ziehe PP, 
normal zu a13 und trage auf dieser Ordinatenlinie P,P3 = P,P auch 
dem Vorzeichen nach auf; oder, was aber umständlicher ist: man ziehe 
P2P^ normal zu C23, übertrage P3 nach P32, ziehe PP, normal zu 
a32 und auch dem Vorzeichen nach gleich PP; oder durch Ver
einigung beider Operationen: man ziehe die Gerade PP normal zu 
a13, ebenso P2P23 normal zu a23, übertrage P3 nach PZ2, ziehe in 
P32 zu a32 die Normale, welche die P.P3 in P^ treffen muss.

Ebenso soll aus Pr, P3 die zweite oder aus P, P3 die erste Pro
jection gefunden werden.

Die dritte Projection g3 einer G-erade g = (g, findet man, in
dem man die dritten Projectionen zweier beliebiger Punkte von g er
mittelt. Wenn die drei Spuren Sj S", S'" sind, so ist der Punkt 
g3a13 der Fusspunkt des aus S' auf a13 gefällten Lothes, der Punkt 
g3032 der Fusspunkt des aus S" auf a23 gefällten Lothes, nach a32 
übertragen. Das Loth auf a.3 im Punkte g.a13 oder das Loth auf a32 
in dem entsprechenden Punkte des Punktes g,a,3 markirt auf g^ den 
Spurpunkt S'". Ist g I TT, so sind g^ und g^ bez. parallel zu a.2, a.3 
in gleichem Abstande; ist g I TT, so fallen gr und g^ in dieselbe zu 
a.2 = a32 parallele Gerade; ist g I TT,, so fallen gr und g^ in dieselbe 
zu a.3 = a23 parallele oder zu a.2 senkrechte Gerade (Nr. 51).

In Bezug auf die drei Spuren einer Ebene gilt, dass, wie sich s' 
und s" auf a.2, so auch s' und s” auf a13 treffen, während s" und 
s" den Axen a23 und a32 bez. in entsprechenden Punkten begegnen 
(Fig. 44).

99. Die dritte Projectionsebene ist besonders erwünscht für solche 
Geraden, die durch ihre beiden ersten Projectionen nicht vollständig be
stimmt sind, d. i. die in zu a.2 normalen Ebenen sich befinden (Nr. 51). 
Zunächst ist jede solche Gerade g durch ihre dritte Projection und 
eine der beiden andern dann ebenso eindeutig bestimmt wie die an
dern Geraden (die dritte Projection wird aus den beiden Punkten M,N 
erhalten, durch deren erste und zweite Projectionen die Gerade be
stimmt war). Das unmittelbare Lothen ist bei diesen Geraden er
sichtlich nie möglich; ebenso versagt die gewöhnliche Construction 
der Spuren. Hat man z. B. die erste Projection Pr eines Punktes 
einer solchen Gerade g, so muss man, wenn man nicht die in Nr. 45 
erwähnte Proportionalität benutzen will, erst g3 = MZN3 construiren,
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P auf g3 als P3 lothen, wodurch sich dann P ergiebt, indem 
PP3=PP ist. Der Schnitt senkrecht zu asauf g ge- 

lothet, giebt die erste Spur von g.
Ferner stellt sich wegen des Parallelismus mit TT, jede auf einer 

derartigen Gerade g gelegene Strecke in IT in wahrer Grösse dar, die 
Winkel, die sie mit TT. und TT, oder mit einer auf T, bez. TT, senk
rechten Gerade bildet, sind in den $ (93, a13), (g3, a32), bez. deren 
Complementwinkeln und der Winkel zweier solchen Geraden g, 7 in 
dem $ (g3, U,) in wahrer Grösse zu sehen.

Liegen g und l in derselben zu a.2 normalen Ebene, so dass 
g.=l=g,=l, so ist der Punkt g313 die dritte Projection ihres 
Schnittpunktes, dessen andere Projectionen dann leicht zu finden sind.

100. Ebenso bietet TT, hinsichtlich der zu a.2 parallelen Greraden 
und Ebenen einige Vortheile; dieselben projiciren sich auf TI3 als 
Punkte, bez. Geraden. Soll z. B. durch einen Punkt P und eine zu a.2 
parallele Gerade g die Ebene gelegt werden, so hat man in der Ver
bindungslinie der Punkte P3 und g^ unmittelbar die dritte Spur (und 
dritte Projection) dieser Ebene, die dann leicht zu den beiden andern 
(zu a:2 parallelen) Spuren führt.

Die Strecke Pzg-ä ist die wahre Länge des Lothes aus P auf g 
(Nr. 31b).

Wenn E eine zu a.2 parallele Ebene ist, so stellen sich die Nei
gungswinkel a‘=(E,TT) und a"=(E,TT) in den Winkeln, welche 
die dritte Spur (Projection) von E mit a:3 und a32 bildet, dar; und 
wenn d eine zweite zu a.2 parallele Ebene ist, so ist der Winkel 
(E, d) gleich dem von den beiden dritten Spuren gebildeten (Nr. 31 e); 
der Schnittpunkt derselben ist die dritte Projection der Schnitt
linie Ed.

Die Entfernung eines Punktes P von einer zu a.2 parallelen 
Ebene E ist gleich dem Lothe aus P3 auf die dritte Spur (Projection) 
dieser Ebene (Nr. 31a). Der Schnittpunkt einer beliebigen Gerade 
mit einer solchen Ebene ergiebt sich am schnellsten in der dritten 
Projection (Nr. 63).

c. Die neue Projectionsebene steht nur auf einer der 
früheren senkrecht.

101. Es werde jetzt eine dritte Projectionsebene TT, eingeführt, 
welche nur noch auf einer der beiden gegebenen, auf TT, normal ist 
und, TT, ersetzend, mit TI ein eben solches Projectionsebenen-System 
bildet wie TT und TT.

6*
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Die Gerade TT2TTz ist, so lange TT, und TT, noch nicht in TT, um
gelegt sind, zu TT, und daher sowohl zu a,,— TITT,, als zu — 
T1"s in demselben Punkte 0 senkrecht. Wird sie aber als a,3 mit 
n2 umgelegt, so bleibt sie nur auf a,2 senkrecht (in 0), ihre Um
legung a32 mit der Ebene TT, bewahrt ihre Normalität zu a,s (in 0); 
aber es fällt nicht mehr aas mit a,3, aga mit a,2 zusammen; a,s und 
C32 haben auch hier entsprechende Punkte, die vorher vereinigt waren. 
Die einen entsprechenden Hälften sind durch Pfeile bezeichnet.

Auf die Seite von a1s, auf welche diejenige Halbebene TT,+ fällt, 
die sich auf der nämlichen Seite von TT befindet wie TT,+, fallen die 
dritten Projectionen der Punkte, deren zweite Projectionen oberhalb

Fig. 45.

90°, hier von 90° verschieden ist.

a12 liegen. Q3 und P, 
fallen auf dieselbe oder 
verschiedene Seiten von 
a13, je nachdem Q, und 
Pa auf derselben oder 
verschiedenen Seiten von 
an liegen (Fig. 45).

Ferner ist auch hier, 
wie PP in P2 auf 
a,, senkrecht steht, P. 
auf a.3 in P3 normal 
undP^ P1s = P P, auch 
dem Vorzeichen nach. 
Was über Geraden und 
Ebenen im vorigen Falle 
gesagt ist, bleibt be
stehen; der Unterschied 
ist ja auch nur der, dass 
dort der $ (a23,052) = 

Hinsichtlich der Ermittelung der
dritten Spur s'" einer Ebene, welche die a,3 in dem Punkte aris'
und die a39 in dem entsprechenden Punkte von a^s” treffen muss, 
mag noch auf eine etwaige unbequeme Lage eines dieser Punkte 
Rücksicht genommen werden (Fig. 45). Man nehme dann einen Punkt 
Pr auf a13 an, suche R so, dass R in der Ebene E liegt (Nr. 64), con- 
struire R3, welches auf s'" liegen muss.

Der Schnitt der dritten Spuren zweier Ebenen kann, wenn andere 
Spuren weniger günstig sind, einen Punkt der Schnittlinie derselben 
liefern.

Für viele Aufgaben genügt a.3, und a,3, a39 sind nicht nothwendig.
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Das System TWTT, hat natürlich auch eine Ebene der Deck
elemente, und zwischen der ersten und der dritten Projection eines 
ebenen Feldes besteht Affinität.

102. Mit Hilfe einer solchen dritten auf TT, senkrechten Projec- 
tionsebene kann man auch die wahre G-rösse einer Strecke PQ und den 
Neigungswinkel einer Gerade g gegen diese Projectionsebene TT1 finden. 
Man hat TT, parallel zu PQ oder g zu stellen, also a1s parallel zu 
P Q± oder gr zu ziehen; P^ ist dann = PQ und $ (93, a^ ist der 
verlangte Winkel.

Diese Lösung ist jedoch im Grunde nicht wesentlich verschieden 
von der in Nr. 44 und geht in sie über, wenn a13 identisch wird mit 
P Qt oder gr.

Man construire entsprechend den Neigungswinkel (^g, TT2).
Es hat sich gezeigt, dass Ebenen, die zu einer Projectionsebene nor

mal sind, manche Vorzüge haben. Ist also eine beliebige Ebene E gegeben, 
so stellen wir TT, (Fig. 46, Taf. II) senkrecht ^u Tlx und senkrecht ^u E, 
also senkrecht zur Schnittlinie s' = ET,; weshalb auch s und a13 
senkrecht sind. Und umgekehrt, wenn a13 und s' normal zu einander 
sind, so steht s', in der einen T der beiden zu einander senkrechten 
Ebenen TT, TT, normal zur Schnittlinie gezogen, senkrecht auf der an
dern TT, und daher auch die durch sie gehende E senkrecht auf TT3.

TT, ist also Ebene eines Neigungswinkels von E und TT,; d. h. der 
Winkel (s"', a^ ist dieser Neigungswinkel a. Die Figur ist dieselbe 
wie in Nr. 82.

Die dritte Projection eines Punktes von E fällt auf s'"] daher ist 
es leicht, einen Punkt P in E ^u legen; seine dritte Projection P. legt 
man auf s"' und erste Projection Pt kann jeder Punkt der Ordinaten- 
linie sein, die aus P^ senkrecht zu as geführt ist; daraus ergiebt sich 
dann P2 Die Projectionen des Lothes p in P auf E gehen durch P,,P, P^ normal bezw. zu s', s", s'"] zu TT, ist es parallel; daher 
wird man von einer auf ihm etwa von P aus aufzutragenden Strecke PQ 
(Nr. 44) zuerst die dritte Projection, die ihr gleich ist, auftragen und 
dann in die beiden andern übertragen. Ebenso liefert die Entfernung 
Q.P., der dritten Projection Q^ eines beliebigen Punktes Q von s'" 
die Länge des aus Q auf E gefällten Lothes QP.

103. Für andere Zwecke, z. B. um eine Gerade g zur Normalität, 
eine Ebene E zum Parallelismus zu einer Projectionsebene zu bringen, 
genügt nicht blos eine dritte, sondern es muss noch eine vierte Pro
jectionsebene TT ein geführt werden, welche senkrecht auf TIs steht und 
an Stelle von TT, tritt; denn damit TT, normal zu g, bez. parallel zu E 
und ausserdem senkrecht noch zu TT wäre, müsste g schon parallel, 



86 Fünfter Abschnitt

E senkrecht zu TT, sein. Hat man TT, parallel zu 9, hez. senkrecht 
auf E (also auf s') gestellt, so kann man nun TT so sonkrecht aui Ta 
stellen, dass sie normal zu g, hez. parallel zu E ist.

Hinsichtlich der Ebenen TT,, TTg, TT, gilt nun ganz dasselbe, was 
Vorher für TT,, TT,, TT, galt; besonders wichtig für die' Construction ist,, 
dass, wenn P, nun die vierte Projection des Punktes P= 
ist, P^P3 auf = n3H4 (in Psa) senkrecht steht, PPa = PPs = PPs, 
und dass die vierten Projectionen zweier Punkte auf derselben oder ver
schiedenen Seiten von a^ liegen, je nachdem sich die ersten auf derselben 
oder auf verschiedenen Seiten von a13 befinden. Die zuerst construirte 
vierte Projection eines Punktes kann man beliebig legen; dann ist.» 
das Entsprechen der Seiten von as und a^ bestimmt.

An der Figur wird nichts geändert, ob man sich TTs um 13 in 
ni7 wobei TT, mitgenommen wird, und dann H4 um 34 in TTs um
gelegt denkt, oder TT, und TT, um «13 und a^ in TTg. Bei letzterem 
Umlegen erhält man die Axe TT,TT, mit TT umgelegt nach a,4 senk
recht auf a,3 in dem Punkte 0‘=T,TT,TT = a130g4 und mit T4 nach 
a^ umgelegt senkrecht auf ag4 ebenfalls in 0 ; wobei dann wieder 
entsprechende Punkte auf und a^ sich ergeben. Ueber die vier 
Spuren s', s", s ", s^ einer Ebene gilt, dass s , s sich auf 12, s , s 
auf a,s, s"', s^ auf a4 treffen, während a23 und a32 bez. von s"' 
und s", a^ und ag bez. von s' und s‘ in entsprechenden Punkten 

getroffen werden.
104. a) Um die Ebene E einer Figur parallel zu einer Projections- 

ebene zu machen, so dass die Figur sich congruent projicirt, legt man 
zuerst n3 (und deshalb a,3) senkrecht zu s, also zu T und E; es 
wird nun s"' construirt und die dritte Projection der Figur. Darauf 
wird TT, eingeführt, welche senkrecht auf TTs und parallel (oder iden
tisch) mit E ist, also aga parallel (oder identisch) mit s'"; die vierte 
Projection der Figur giebt die wahre Gestalt.

b) Pen kürzesten Abstand und den Neigungswinkel zweier wind
schiefen Geraden g — AB und l— CP findet man auch mit Hilfe der 
Einführung von TT, und TT, in folgender Weise (Fig. 47). Man con
struirt zunächst eine Ebene E, welche den beiden Geraden g und l 
parallel ist (Nr. 76); sie ist durch g und die zu l parallele Gerade m 
gelegt: h' ist eine erste Spurparallele dieser Ebene, also h± II s . TTs 
ist auf hf, also auf E und T, mithin n13 senkrecht auf h, sodann 
T, senkrecht auf TT, und parallel zu E zu stellen wie in a). In Be
zug auf TT, und TT, gilt nun ganz dasselbe, wie für TT und TT in 
Nr. 32; g^ und 7, werden also parallel; aga ist mit ihmen ebenfalls 
parallel zu führen. Der Winkel (9a, 7) giebt den gesuchten Winkel; 



Einführung weiterer Projectionsebenen. 87

der Punkt g,U, ist die vierte Projection des beide Geraden schneiden
den gemeinsamen Lothes; pä, welche durch den Punkt senkrecht zu 
93, 7,, a,4 geht, giebt, soweit sie zwischen g3 und 73 liegt, den kürzesten

Fig. 47.

Abstand. Die Lage des Lothes erhält man, wenn man die dritten Pro- 
jectionen F,, N, seiner Fusspunkte nach TT und TTg zurückführt.

Die Axen a,3, a32, a,4, a,1 sind hier überflüssig; wohl aber sind 
sie in der folgenden Aufgabe für die Construction der Spuren noth
wendig.

c) Wir wollen den Neigungswinkel zweier Ebenen E und d durch 
TT, und TT, erhalten (Fig. 48, Taf. II). Man construire k=Ed, stelle n3 
senkrecht auf TT, und parallel zu k (also a.s || k,), wodurch s^' || S || k3 
werden muss, und dann TT, senkrecht auf TT, und k, also a34 normal zu k^ 
der ¥ (s, sy) ist dann der verlangte (Nr. 31 e). Der Punkt sEs. 
ist die vierte Projection von k und muss auf k3 liegen (Nr. 48).

d) Unter dem Nornwdschnitt eines Prismas versteht man die Schnitt- 
four desselben mit einer zu den Seitenkanten normalen Ebene. Führt 
man nun bei einem durch seine Projectionen in Tlx und TTa dargestellten 
Prisma allmählig TT, parallel zu den Seitenkanten und senkrecht 
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zu ihnen ein, so sind die vierten Projectionen der Seiten-Kanten und 
-Flächen Punkte und gerade Linien und bilden den Normalschnitt. 
Als schneidende Ebene kann TT selbst betrachtet werden. In TT, 
stellen sich die auf den Seitenkanten befindlichen Strecken, z. B. je 
die von der Ecke des Normalschnitts bis zu der der Grund- oder 
Deckfigur, in wahrer Länge dar.

d. Die neue Projectionsebene ist zu keiner der gegebenen 
normal.

105. Statt mit zwei neuen Projectionsebenen, wie im Voran
gehenden, zu arbeiten, kann man, die Normalität zu einer der früheren 
aufgebend, eine beliebig gelegene dritte einführen. Wir haben schon 
einige Male auf Eigenschaften hingewiesen, welche erhalten bleiben, 
wenn zwei Projectionsebenen nicht mehr rechtwinklig sind, aber auf 
beide orthogonal projicirt wird (Nr. 42, 48, 55, 67).

Es seien TT, TT, zwei solche Projectionsebenen, a3 ihr Schnitt; 
ihre spitzen Flächenwinkel 9 kennt man und weiss, von welchen Halb
ebenen sie gebildet werden. Die Lothe aus P und P auf a,3 haben 
denselben Fusspunkt Ps (Nr. 42), und die Betrachtung des eventuell 
verschlungenen Vierecks PPP3P3 lehrt folgende Construction: man 
stelle zwei mit $ gleiche Scheitelwinkel her (Fig. 49 b, Taf. II), trägt auf 
den einen Schenkel vom Scheitel S ab die bekannte Ordinate PaP 
als ST auf, nach der einen oder andern Seite von S, je nachdem P 
auf der einen oder andern Seite von a.3 liegt, errichtet auf diesem 
Schenkel in T das Loth TU gleich der zweiten Ordinate PgP und 
zwar nach der Seite, wo 9 liegt, oder nach der andern, je nachdem 
der Abstand PP auf der Seite des Flächenwinkels • liegt oder nicht. 
Von U fällt man dann auf den andern Schenkel das Loth UV, so ist 
SV^P^P^ und dies trägt man auf der Ordinatenlinie PP von 
P3 auf, wo beim ersten Punkte die Seite von a.3 wieder willkürlich 
ist, bei den weiteren aber ähnliches gilt wie in b., c.

Auf die mühsamere Construction von a23 und a,2, die nicht zu n12, 
bezw. a.3 normal sind, wird man verzichten und daher auch auf die 
Benutzung von Spuren von Ebenen in dieser TT; man wird lediglich 
mit den Projectionen von Punkten arbeiten.

In der Aufgabe b) der vorigen Nummer nehmen wir (Fig. 49, 
Taf. II) die Ebene E als TI3, haben daher ihre erste Spur a13 und ihren 
Winkel gegen TI zu ermitteln und festzustellen, von welchen Halbebenen 
der spitze Flächenwinkel gebildet wird. Nunmehr werden von vier 
Punkten A, B, C, I) der beiden Geraden g, l die dritten Projectionen 
construirt; weil g in TT, liegt, so sind für A, B die Lothe U V null.
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Man hat dann 93, 7, und in ihrem Winkel den von g und l selbst; 
muss durch Sg gehen, der hier auch Sg" ist. Der Schnittpunkt P3 

von g3, 7, ist die dritte Projection der Gerade p, welche g und 7 recht
winklig schneidet; die erste Projection P geht durch diesen Punkt 
und ist senkrecht zu a,3 (Nr. 48); ihre Schnitte mit 9, 71 sind die 
ersten Projectionen F, N, der Fusspunkte, aus denen durch Lothen 
die zweiten sich ergeben. Die wahre Länge FN des kürzesten Ab
standes muss, weil hier p zu keiner der benutzten Projectionsebenen 
parallel ist, nach der gewöhnlichen Methode ermittelt werden.

In a) und d) nimmt man E, bezw. eine zu den Kanten normale 
Ebene als TT, und stellt die dritte Projection der Figur in E, der 
Grund- oder Deckfigur des Prismas her, wodurch sich die wahre Ge
stalt jener, bezw. des Normalschnittes ergiebt.*)

*) Es wird dem Leser empfohlen, einmal mehrere Lösungen derselben Auf
gabe, z. B. folgende drei Lösungen von d) in Bezug auf die Anzahl der vorzu
nehmenden Operationen zu vergleichen: die obige, die in Nr. 104 und diejenige, 
bei der nur TT,, TT, benutzt, die Schnitte der Kanten des Prismas mit der 
Normalebene construirt werden und diese umgelegt wird. Solche Vergleichungen 
sind sehr lehrreich.

Für die Aufgabe c), in der mit Spuren gearbeitet wird, empfiehlt 
sich eine solche Projectionsebene nicht.

Sechster Abschnitt.
Polyeder.

a) Darstellung von Polyedern.

106. Es möge ein Prisma construirt werden; von demselben ist die 
Grundfigur ihrer Gestalt und Lage nach gegeben, d. h. ihre Ebene E und 
ihre Umlegung AqBqCqDqEq mit E in TT,. Ferner sind noch die Länge 
der durch A gehenden Seitenkante AF und die beiden Winkel ß und T, 
welche sie mit den Grundkanten AE und AB bildet, gegeben (Fig. 50, 
Taf. III). Der Winkel der Grundfigur bei A sei a. An die beiden Schenkel 
A,B und A0E0 lege man zu beiden Seiten ß und T an, trage auf 
ihren äusseren Schenkeln die Länge der Seitenkante AF auf als AoFo 
und A,F", so dass F0'A0E0 und FQ"A0B0 die zunächst mit ihren 
Ebenen in E und dann mit E in TT umgelegten Winkel F AE und 
FAB sind. Wie in Nr. 22 aus P und P die Projection P und die 
Höhe PP des Punktes P über TT gefunden wird, so finden wir hier 
ebenfalls den Fusspunkt Lo des aus F auf E gefällten Lothes (zu
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nächst mit E umgelegt) und die Länge LqFq" dieses Lothes, die Höhe 
FL des Prismas. Für die Aufrichtung des Fünfecks AJBCDE aus 
seiner Umlegung ist in der Figur das Verfahren von Nr. 72 benutzt 
worden; für diejenige von L ist die Gerade CL und ihr Schnitt M 
mit AF aus der Umlegung in die Projectionen übertragen worden. 
Auf dem durch L gehenden Lothe p zur Ebene E ist dann die eben 
ermittelte Länge nach der Methode von Nr. 93 aufgetragen. Man kann 
aber auch, da beim Aufrichten von E der Winkel o‘ dieser Ebene 
gegen TT ermittelt worden ist, d. i. das Complement des Winkels, den 
das Loth mit TT bildet, LF=LFsino‘ construiren und auf pr auf
tragen. Durch die andern Ecken der Grundfigur sind dann Kanten 
parallel und gleich mit AF zu ziehen.

Aehnlich ist dieselbe Aufgabe für eine Pyramide zu lösen; es 
vereinfacht sich die Lösung wesentlich, wenn für das Prisma statt der 
Neigungen ß und Y gleich von vornherein die Richtung der Seiten
kanten gegeben ist, oder bei der Pyramide die Spitze.

Es empfiehlt sich, die Entfernung der Spitze der Pyramide oder 
eines Punktes der oberen Fläche des Prismas von der Ebene der 
Grundfläche nach Nr. 63 zu bestimmen und festzustellen, dass sie 
nicht zu klein ist, damit man nicht einen zu flachen, beinahe ebenen 
Körper erhalte.

Die Aufgaben, einen Würfel oder ein (reguläres) Tetraeder zu 
zeichnen, dessen Grundfläche der Lage nach gegeben ist, sind damit 
auch erledigt; und das Octaeder wird man als eine Doppelpyramide 
über einem Quadrate construiren, deren Höhe die halbe Diagonale des 
Quadrats ist.

107. Die Körper werden gewöhnlich materiell vorgestellt; es wer
den also die Ecken, Kanten und Flächen zum Theil unsichtbar sein und 
zwar im allgemeinen in der einen Projectionsebene anders als in der 
andern (Nr. 66). Für convexe Polyeder (auf deren Betrachtung wir uns 
beschränken), welche nur ausspringende Flächenwinkel haben und von 
keiner Gerade in mehr als zwei Punkten getroffen werden, gilt offen
bar Folgendes: In einer sichtbaren Kante schneiden sich entweder 
zwei sichtbare oder eine sichtbare und eine unsichtbare Fläche. Im 
zweiten Falle gehört die Kante zu den Umrisskanten (oder Randkanten) 
des Polyeders, die man also, je nachdem es sich um die erste oder 
zweite Projection handelt, erste oder zweite Umrisskanten nennt. Die 
projicirende Ebene einer Umrisskante streift (berührt) das Polyeder, 
während die einer andern Kante es durchschneidet. Eie Umrisskanten, 
welche die Projectionsfigur einschliessen, sind demnach jederzeit sicht
bar, z. B. in der Figur 50 in der ersten Projection die Kanten EA} 
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AB, BC, CH, HJ, JK, KE, in der zweiten die Kanten DE, EA, 
AF, EG, GH, HJ, JD. Folglich handelt es sich darum, die übrigen 
Kanten, welche, weil ihre Projectionen ins Innere der vom Umrisse 
eingeschlossenen Figur fallen, innere heissen mögen, in Bezug auf ihre 
Sichtbarkeit oder Unsichtbarkeit zu untersuchen. Die erste Projection 
z. B. von DE durchschneidet sich mit der von FK] lothen wir diesen 
'Schnittpunkt auf die beiden zweiten Projectionen der Kanten, so er- 
giebt sich bei KF der höhere Punkt; also ist sie sichtbar und DE 
unsichtbar. Zivei sichtbare oder zwei unsichtbare Kanten können sich 
nicht scheinbar schneiden.

Die Sichtbarkeit in der zweiten Projection wird in ähnlicher Weise 
an dem weiteren Vorliegen in der ersten Projectionsebene erkannt.

Man wird nicht für alle Kanten dieselbe umständliche Unter
suchung zu machen brauchen; denn hat man es für einige Kanten auf 
diese exacte Art festgestellt, so lässt sich auf andere leicht schliessen. 
Wenn nämlich eine Fläche sichtbar ist, so sind alle ihre Kanten und 
Ecken sichtbar; von einer unsichtbaren Fläche hingegen sind alle in- 
nern Kanten und Ecken unsichtbar; ist demnach eine innere Kante 
schon als sichtbar oder unsichtbar erkannt, so sind alle innern Kanten, 
die mit ihr zu derselben Fläche gehören, sichtbar oder unsichtbar. 
Jede Kante, die durch eine sichtbare innere oder eine unsichtbare Ecke 
geht, ist selbst sichtbar, bez. unsichtbar.

So sind in Fig. 50 von den innern Kanten der ersten Projection 
sichtbar die drei von F ausgehenden und BG, GH, unsichtbar die 
von D ausgehenden, in der zweiten Projection sind sichtbar die drei 
von K ausgehenden, unsichtbar die von C ausgehenden und AB, BG.

Von zwei parallelen Flächen eines convexen Polyeders ist eine 
sichtbar, die andere unsichtbar.

108. Wir wenden uns zur Darstellung des (regelmässigen) Dode- 
caeders (Fig. 51, Taf. III)).*

*) In ihr und einigen andern Figuren sind die Projections-Zeiger 1, 2, • • • 
weggelassen.

Wenn €, C die Ebenen zweier Gegenflächen dieses Polyeders sind, 
so vertheilen sich seine 20 Ecken zu je fünf auf sie und zwei weitere 
zu ihnen parallelen Ebenen cp, zwischen ihnen, die derartig gelegen 
sind, dass e und cp dieselbe Entfernung haben wie e‘ und cp'. Wir 
stellen diese 4 Ebenen parallel zu T und lassen am besten die 
unterste € in TT1 fallen; ihre vier zweiten Spuren seien e = a,f, f, e, 
Parallelen von analoger Eigenschaft.

ABCDF sei das Fünfeck in e oder TT. und K der ihm umge
schriebene Kreis; die fünf Kanten AF, BG, CH, DJ, EK, die von 
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seinen Ecken in die Höhe steigen, haben gleiche Neigung gegen TT., 
also gleiche Projectionen AF, ■■■, welche ersichtlich in die Verlän
gerungen der aus den Ecken des Grundfünfecks auf die Gegenseiten 
gefällten Höhen über jene Ecken fallen, so dass die fünf Projectionen 
F1, G1, H1, K. der in • gelegenen Ecken auch ein regelmässiges 
Fünfeck bilden, das zu AB CD JE ähnlich liegt in Bezug auf den Mittel
punkt Z von K; der umgeschriebene Kreis sei K‘. Die 10 übrigen 
Punkte in p‘ und €‘ projiciren sich ebenfalls in zwei regelmässige 
Fünfecke, welche diesen beiden Kreisen K‘ und Q eingeschrieben sind 
und ähnlich zu einander liegen in Bezug auf Z\ von dem an das 
untere Fünfeck in AB anstossenden Fünfecke ABGLF, dessen höch
ster Eckpunkt L in p‘ liegt, projiciren sich die gleichen und gleich 
gegen TT geneigten Seiten LF, LG gleich lang; d. h. L± halbirt den 
Bogen F1G1, und beide dem K‘ eingeschriebenen Fünfecke bilden ein 
regelmässiges Zehneck RLGMHNJ,OKP, und daraus folgt, 
dass dies auch die beiden dem K eingeschriebenen Fünfecke thun; 
dies Zehneck ist AQ^BB^CS^BT^EU^.

Für diese leiden concentrischen Zehnecke und die Entfernungen der 
vier Spuren in IT, gelten überaus einfache die Construction erleichternde 
Eigenschaften.

Wenn einem Kreise wie K vom Radius r ein regelmässiges n-Eck 
und ein regelmässiges 2n-Eck eingeschrieben sind, so gilt für deren 

Seiten sn und s^n bekanntlich: sn = V4r2 — s^ ; dieselbe Beziehung 

gilt dann auch für dn, die eine Ecke überspringende Diagonale des 

n-Ecks, und sn^ also dn = -^yAA—s2 Nun ist so =2 (5 — l);also: 

s, = ,V/5-,V5, d, =,V5+/5 und daher: d,=$ (5 + 1) • 4 4 .2

Für die Herstellung von ABCJDE wird man, von s, ausgehend, 
mit Hilfe dieser leicht zu construirenden Grösse d5) zu einer Seite die 
Gegenecke construiren und dann die beiden noch übrigen Ecken. Es 
empfiehlt sich aber, dies Fünfeck möglichst genau zu controlliren: in 
Bezug auf die Gleichheit der Diagonalen, der Höhen, das Zusammen
laufen dieser in Z, die Halbirung der Seiten durch die Höhen. Ferner 
vermeide man, dass eine von seinen Seiten ganz oder nahezu senkrecht 
zur Projectionsaxe werde, weil sonst Seitenflächen in TT, geradlinige 
oder sehr schmale Projectionen erhalten. Die Seiten des K‘ einge
schriebenen Fünfecks F.G.HJ.K. sind die Projectionen von Fünfeck
diagonalen d^, welche zu TT. parallel sind, also gleich d5. Ist daher
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?
r der Radius von 8, so hat man: r‘r=d:ss; daher: r=g(V0-1)

und / — r — - (5 — 1) — S0•2

Die Differenz der Dadien der beiden concentrischen Kreise ist gleich 
der Seite des dem kleineren eingeschriebenen regelmässigen Zehnecks.

Dies reicht, nachdem ABGDE hergestellt ist, zur Construction 
der ersten Projectionen aller weiteren Ecken hin; und die 10 Fünf
ecke, die an die Grund- und die Deckfläche anstossen, unterrichten, 
wie diese Punkte zu den Projectionen der 25 übrigen Kanten zu ver
binden sind.

Für die zweite Projection sind nur noch die Entfernungen ef = f'e 
und ff' erforderlich. Die Kante A F, welche von e nach • geht, projicirt 
sich in die Differenz AFX — So der Radien; daher ist ef — Vsg — s2==r 
nach der bekannten Euklidischen Formel sl = so — r2. Ferner ist 

 s. — ——— _S10(75 + 1)  _2s1— = r. In diese Zehneckseite 
r 2 V5—1

projiciren sich die Kanten, welche von P nach p‘ gehen; daher ist 
ff' = Vs —1= s10.

Die beiden gesuchten Entfernungen ef oder €o und ff oder po‘ 
sind also r, S10.

Nun sind die ersten Projectionen auf diese vier Spuren e, f, f, e 
zu lothen und in der entsprechenden Weise zu Kanten zu verbinden.

Die 10 Kanten des Dodecaeders, welche sich in TT. in die 10 Seiten 
des S‘ eingeschriebenen Zehnecks projiciren, bilden ein regelmässiges 
windschiefes Zehneck, dessen gleiche Winkel (108°) abwechselnd auf 
der einen und andern Seite liegen.

Sie setzen den ersten Umriss zusammen; im Uebrigen ist in TT 
die Sichtbarkeit und Unsichtbarkeit unmittelbar zu erkennen, während 
in TT, doch einige exacte Ermittelungen gemacht werden- müssen.

Man construire nach Nr. 22 aus den drei Kanten winkeln 108° den 
Flächenwinkel des Dodecaeders. — Die Höhe h, einer Seitenfläche ist

dl— == 9V15—5V5; eine von denen, welche von e nach o‘ 

gehen, lehrt, da sie mit ihrer Projection aufTI den Nebenwinkel jenes 

Flächenwinkels einschliesst, dass dessen Sinus 310 H■— — 2 ist und
hs V5

der Cosinus------  •
5
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Fig. 52.

109. Beim Icosaeder (Fig. 52) führen auch zwei Gegenflächen 
€, e‘ zu zwei zwischen ihnen befindlichen Parallelebenen P, p‘, in denen 
die 6 übrigen Ecken liegen. Das Dreieck in e sei A.JBC, seine Seite, 
also die Kante des Icosaeders s,, der umgeschriebene Kreis S und r 

sein Radius. Die 3 Ecken 
in o sind in den Drei
ecken, die an ABC mit 
Seiten anstossen, die Gegen
ecken , ihre Projectionen 
inT=€ bilden ein gleich
seitiges Dreieck in einem 
concentrischen Kreise N‘, 
das so ähnlich zu ABC in 
Bezug auf den Mittelpunkt 
liegt, dass entsprechende 
Ecken sich auf verschiede
nen Seiten desselben be
finden Dass diese beiden 
Dreiecke durch die ersten 
Projectionen der in €‘ 

und p‘ befindlichen zu regelmässigen Sechsecken in N und St ver
vollständigt werden, erkennt man wie vorhin. Von jeder Ecke gehen 
fünf Dreiecke aus, und die ihr gegenüber liegenden Seiten derselben 
bilden ein regelmässiges ebenes Fünfeck. Zu zwei Ecken in P giebt 
es immer eine in e, mit der sie ein gleichschenkliges Dreieck bilden; 
seine Spitze ist diese Ecke, die Schenkel sind Kanten des Icosaeders, 
und der Winkel an der Spitze ist der Polygonwinkel eines solchen 
Fünfecks, wie es eben beschrieben wurde; es gehört zu derjenigen Ecke 
in o‘, die der dritten Ecke in cp gegenüber liegt. Die Basis des Drei
ecks, welche mit ihrer ersten Projection gleich ist, sei Sg ; dann 
haben wir: s,‘=2s,sin54°, und daher /=2rsin54°. Aber cos 54° 

_1s_1V5—/5, 2 sin 540=,(75- 1); folglich — r = s10.
2 r 2 r 2

Bie Differenz der Badien der leiden concentrischen Kreise K, S 
ist daher auch hier gleich der Seite des dem Heineren eingeschriebenen 
regelmässigen Zehnecks.

In diese Differenz projiciren sich in TT, die Kanten, welche von e 
nach cp' oder von cp nach e‘ gehen; daher ist die Entfernung €® = Pe 

—ys3 — s?=r- «io? weil bekanntlich s3 = Sio —(r- S10)*  Die 
Kanten, welche von P nach ‘ gehen, projiciren sich in die Seiten des 



Polyeder. 95

K‘ eingeschriebenen regelmässigen Sechsecks, also in r‘=r- S10, und 
die Entfernung Po’ ist Vs — (r - S.0)2 = S0; daher ist €o = p‘e‘ = r.

Hier wie vorhin haben die vier parallelen Ebenen (und ihre Spuren 
in TT2) die Entfernungen r, S10, r; wo r, S10 der Radius des einer Seiten
fläche umgeschriebenen Kreises und die Seite des diesem Kreise ein
geschriebenen regelmässigen Zehnecks sind.*)

*) Vgl. Gugler, Lehrbuch der descriptiven Geometrie, 4. Aufl. (1880) S. 127, 
130, 141.

**) Beim Octaeder hat die dreikantige Ecke die Kantenwinkel 60°, 60°, 90°;

der Cosinus des Flächenwinkels ist — — • Beim Tetraeder ist er — • 3 3

Steht das Polyeder mit keiner von seinen Flächen in einer der 
Projectionsebenen, sondern ist eine Fläche in eine beliebige Ebene E 
gelegt, so wird man dieselbe, etwa nach TT., umlegen und nach der 
vorangehenden Anweisung construiren; die ersten Projectionen stellen 
uns dann die Umlegungen der Fusspunkte der aus den Ecken auf E 
gefällten Lothe dar und die zweiten Ordinaten geben uns die Länge 
dieser Lothe. Jene wird man mit E wieder aufrichten, in ihnen die 
Lothe errichten und auf diesen, am besten mit Hilfe einer zu IT und 
E senkrechten Projectionsebene II, (Nr. 102), die Längen auftragen.

110. Stellt man das Icosaeder mit einer Hauptdiagonale senk
recht auf TT, so projiciren sich die 10 übrigen Ecken in ein regel
mässiges Zehneck um die gemeinsame Projection der durch die Diago
nale verbundenen Gegenecken. Sei auch hier S.0 die Seite dieses 
Zehnecks und r der Radius des umgeschriebenen Kreises K, so haben 
die vier parallelen Ebenen e, P, p‘, d, in denen je 1, 5, 5, 1 Ecken 
liegen, die Entfernungen €Q=p‘e‘=s,0, ppp‘=r; denn die von € 
nach cp oder von e‘ nach o‘ gehenden Kanten projiciren sich in Radien 
des Kreises S und die von cp nach cp' gehenden in Seiten des Zehn
ecks, die in cp oder p‘ gelegenen in Seiten s, des K eingeschriebenen 
Fünfecks, so dass s, die Kante ist.

Stellt man das Dodecaeder in ähnlicher Weise, so treten auch 
halbregelmässige Vielecke auf.

Constructiv erhält man (Nr. 22) den Flächenwinkel des Icosaeders 
vermittelst einer dreikantigen Ecke, deren Kanten wink el 60°, 60°, 108° 
sind, als Gegenwinkel des letzten Kantenwinkels; sein Sinus ist rational, 
2, der Cosinus — V5 • **)

Hinsichtlich des Verbindens der Echen des Icosaeders su Kanten 
gilt Folgendes:
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Von jeder Ecke des Grunddreiecks in e (in der ersten Stellung) 
gehen, äusser dessen beiden Seiten, noch 3 Kanten aus: zwei nach der 
Ebene P und eine nach p‘, welche sich am stärksten in TF verkürzt, 
wie wir sahen, in die Differenz / — r. Von jeder Ecke in o gehen 
zwei nach e, zwei nach und eine nach e‘; und ähnliches gilt für t' 
und p‘.

111. Man nennt Dodecaeder und Icosaeder zu einander reciproli 
oder dual] d. h. jenes hat so viele Ecken (12), bezw. Flächen (20), als 
dieses Flächen, bezw. Ecken kat; beide haben gleich viele Kanten (30); 
ferner hat das Icosaeder in einer Fläche so viele Ecken und Kanten 
(3), als beim Dodecaeder durch eine Ecke Flächen und Kanten gehen; 
und beim Icosaeder gehen durch eine Ecke so viele Flächen und 
Kanten (5), als beim Dodecaeder Ecken und Kanten in einer Fläche 
liegen.

In ähnlicher Beziehung stehen Hexaeder und Octaeder, während das 
Tetraeder sich selbst dual ist.

Mit dieser Erkenntniss meldete sich bei Maurolycus und nochmals 
bei Kepler das Princip ^er Dualität oder Beciprocität an; aber erst 
zwei Jahrhunderte später kam man wieder darauf zurück, und nun er
kannte man auch bald die grosse Bedeutung dieses die ganze Geometrie 
beherrschenden Gesetzes. Durch dasselbe wird jedem Satze, der es nur 
mit Lageneigenschaften zu thun hat, ein anderer gegenüber gestellt, in dem 
Punkt und Ebene ihre Bolle vertauschen, während die Gerade wieder in 
eine Gerade übergeht, neben die Geometrie, in der der Punkt das Grund
element der Betrachtung ist, eine andere Geometrie gestellt, in welcher 
die Ebene dies Grundelement ist.

begnügen uns hier, eine Anzahl von elementaren Sätzen ein-Wir 
ander dual gegenüberzustellen. 
Auf einer Gerade liegen oo1 Punkte.

In einer Ebene liegen oo2 Punkte 
und co2 Geraden.

Im Raume giebt es oo3 Punkte.
Zwei Punkte bestimmen eine Ge

rade.
Eine Gerade und eine Ebene be

stimmen im allgemeinen einen 
Punkt, der ihnen gemeinsam ist. 
Es giebt oo1 Geraden in der 
Ebene, welche die Gerade treffen; 
sie gehen durch diesen Punkt.

Durch eine Gerade gehen oo1 
Ebenen.

Durch einen Punkt gehen oo2 Ebe
nen und oo2 Geraden.

Im Raume giebt es oo3 Ebenen.
Zwei Ebenen bestimmen eine Ge

rade.
Eine Gerade und ein Punkt bestim

men im allgemeinen eine Ebene, 
die ihnen gemeinsam ist. Es 
giebt oo1 Geraden durch den 
Punkt, welche die Gerade treffen; 
sie liegen in dieser Ebene.
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Wenn eine Gerade mit einer Ebene 
zwei Punkte gemein hat, so liegt 
sie ganz in ihr und hat alle ihre 
co1 Punkte mit ihr gemeinsam.

Drei Ebenen bestimmen einen 
Punkt, der ihnen gemeinsam ist.

Zwei Geraden derselben Ebene 
bestimmen einen Punkt.

Durch einen Punkt geht eine Ge
rade, welche zwei gegebene Ge
raden trifft; sie ist die Schnitt
linie der Ebenen, die ihn mit 
denselben verbinden.

n Punkte haben 1 n (n — 1) Ver- 
2

bindungslinien und

— n (n — 1)(n— 2)

Wenn eine Gerade mit einem Punkte 
zwei Ebenen gemeinsam hat, so 
enthält sie ihn und hat alle ihre 
oo1 Ebenen mit ihm gemeinsam. 

Drei Punkte bestimmen eine Ebene, 
die ihnen gemeinsam ist.

Zwei Geraden durch denselben 
Punkt bestimmen eine Ebene.

In einer Ebene liegt eine Gerade, 
welche zwei gegebene Geraden 
trifft; sie verbindet deren Schnitt
punkte mit der Ebene.

n Ebenen haben n(n — 1) Schnitt- 
2

geraden und
• n (n — 1) (n — 2)

Verbindungsebenen. Schnittpunkte.
Nur wenn parallelen Geraden und Ebenen unendlich ferne ge

meinsame Elemente zugeschrieben werden, sind durchweg beide Sätze 
in gleicher Weise ausnahmslos richtig.

b) Ebene Schnitte von Polyedern.

112. Ueber ebene Schnitte von Pyramiden und Prismen soll aus
führlich gesprochen werden. Bei andern Polyedern wird man, um den 
ebenen Schnitt am schnellsten und sichersten zu erhalten, mit einer 
Projectionsebene TT, arbeiten, die zu einer der gegebenen, TT1, und zur 
schneidenden Ebene E senkrecht ist. Die Schnittfigur projicirt sich dann 
in dieser Ebene auf die dritte Spur von E. Man wird also sofort 
erkennen, ob überhaupt ein Schnitt zu Stande kommt und, wenn das 
der Fall ist, welche Kanten und Flächen geschnitten werden. Die 
dritte Projection des Schnitts, aus der die andern Projectionen durch 
Lothen sich ergeben, besteht aus zwei übereinander gelegten gleichen 
Strecken der dritten Spur, in die eine projicirt sich der sichtbare Theil 
der Schnittfigur, in die andere der unsichtbare; wobei die Richtung, 
in der auf TT, gesehen wird, willkürlich gewählt werden kann; die 
Entscheidung über Sichtbarkeit und Unsichtbarkeit erfolgt aus schein
baren Schnitten in TT, durch Lothen nach TT (Nr. 107). Die Aufein
anderfolge der Schnitte der dritten Spur mit sichtbaren inneren Kanten,

Sturm, Elemente d. darstell. Geom. 2. Aufl. 7



98 Sechster Abschnitt.

einer Umrisskante, unsichtbaren inneren Kanten, der andern Umriss
kante lehrt die Aufeinanderfolge der Ecken der Schnittfigur. Anderer
seits ist ja auch klar, dass benachbarte Ecken der Schnittfigur nur 
auf Kanten liegen können, welche derselben Seitenfläche des Polyeders 
angehören, und benachbarte Seiten der Schnittfigur in benachbarten 
Seitenflächen.

In Fig. 51 (Taf.III) ist sie ABGDEF. In ihr ist die zweite Projections- 
ebene parallel verschoben (Nr. 96), und das Lothen musste wegen schiefen 
Schnitts bisweilen durch Proportionalconstruction oder Benutzung der 
dritten Projection ersetzt werden.

Will man ohne Anwendung einer dritten Projectionsebene arbeiten, 
so ist nicht leicht zu erkennen, welche Kanten geschnitten werden, 
nämlich zwischen ihren begrenzenden Ecken. Man kann mit den ersten 
Versuchen verunglücken. Hat man eine Kante getroffen, welche von 
der Ebene E zwischen den Ecken geschnitten wird, so wird man nun 
besser E mit einer der beiden Seitenflächen, zu denen sie gehört, 
schneiden, durch die Schnittlinie die zweite getroffene Kante dieser 
Fläche bestimmen, dann über diese zur andern Nachbarfläche über
gehen, und so weiter. Man hat am Schlüsse die Controlle, dass durch 
den Ausgangs-Schnittpunkt die letzte zu construirende Schnittlinie 
gehen muss. Aber diese Construction dürfte doch im allgemeinen 
weniger empfehlenswerth sein, als die vorangehende, obwohl dieselbe die 
Herstellung der dritten Projection des Polyeders fordert.

Man kann aber auch das Polyeder und E drehen, bis diese Ebene 
zu einer der gegebenen Projectionsebenen senkrecht ist, nun den Schnitt 
construiren und dann zurückdrehen.

Sichtbare Seiten der Schnittfigur liegen natürlich in sichtbaren 
Seitenflächen des Polyeders. Es tritt eine Modification ein, wenn man 
den einen Theil des Polyeders weggenommen denkt; wodurch manche 
Bedeckungen und scheinbaren Schnitte in Wegfall kommen.

113. Von unvergleichlich höherem theoretischen Interesse sind 
die ebenen Schnitte von Pyramiden und Prismen. Dabei wollen wir 
aber annehmen, dass wir es nur mit den Mänteln derselben zu thun, 
bei den Pyramiden mit beiden Halbmänteln, und dass keine Begren
zung durch die Grundfläche stattfinde. Der Umfang derselben ist uns 
nur Leitfigur, an der eine nach beiden Seiten hin unendlich lange 
Gerade, die ständig durch einen festen Punkt geht, hingleitet und 
dabei mit ihren beiden Halbstrahlen die beiden Halbmäntel der Pyra
mide beschreibt. Beim Prisma ist der Punkt unendlich fern, die be
wegliche Gerade bleibt sich parallel. Nennen wir Erzeugenden (oder 
Mantellinien) die verschiedenen Lagen der Gerade.
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Wir könnten die Leitfigur auch uneben annehmen, aber wir be
schränken uns auf den Fall einer ebenen Figur; ihre Ebene sei E, 
während d die schneidende Ebene ist; s sei die Schnittlinie Ed, 0 die 
Pyramidenspitze, bezw. I irgend eine Gerade von der Richtung der 
Erzeugenden des Prismas, also 0 unendlich fern auf ihr. Es erhellt 
sofort, dass wir jede der beiden Figuren als Projection der andern aus 
0 ansehen hönnen; sie sind entsprechende Figuren in zwei Feldern in 
E und <t>, welche sich in der eindeutigen Beziehung befinden, die wir in 
Nr. 6 perspective Lage genannt haben. Jedem Punkte, jeder Gerade der 
einen Ebene entspricht ein Punkt, eine Gerade der andern, und zwar, 
wie wir nunmehr sagen können, ausnahmslos, wofern wir unendlich 
ferne Elemente zulassen: wir werden uns gleich genauer darüber orien- 
tiren, wenn wir es mit solchen zu thun haben.

Jede zwei entsprechenden Punhte sind durch einen Strahl des Bün
dels 0 verbunden und ebenso zwei entsprechende Geraden durch eine 
Ebene desselben; in dem Punkte, in welchem diese die Gerade s trifft, 
begegnen sie sich und sind daher, wenn sie etwa zu s parallel ist, 
beide zu s parallel, was wir aber nicht mehr besonders zu erwähnen 
brauchen. Wenn ein Punkt des einen Feldes auf einer Gerade desselben 
liegt, so gilt dasselbe für die entsprechenden Elemente des andern Feldes; 
beschreibt daher in jenem der Punkt eine Punktreihe, der Strahl einen 
Strahlenbüschel, so verhält sich das entsprechende Element ebenso.

114. Im Falle 0 endlich ist, legen wir (Fig. 53) durch diesen 
Punkt die Parallelebenen E  und 0  zu E 
ist Verschwindungsebene, wenn die paral
lele Ebene als Projectionsebene angesehen 
wird. Indem wir zunächst den allgemeinen 
Fall annehmen, dass E und 0 nicht parallel 
sind, so erhalten wir endliche Schnittlinien 
j = E0,  i' == 0E,  welche zu s und zu 
einander parallel sind. Wir erinnern uns 
(Nr. 5): wenn in E zwei Geraden a, b pa
rallel sind, so fällt die Schnittlinie der beiden 
Ebenen Oa, Ob, weil sie zu ihnen parallel 
ist, in die Ebene E,  ihr Schnittpunkt 

* *

* *

*
mit 0, in dem sich die beiden entsprechenden Geraden a, V begegnen, 
also auf i'] und umgekehrt, bei zwei Geraden a, b' in 0, die sich auf 
Ü schneiden, fällt die nach diesem Schnittpunkt gehende Schnittlinie 
der beiden Ebenen Oa, Ob' in die Ebene E*  ist also parallel zu E, 
und diese Ebenen schneiden in E zwei Geraden a, b ein, die ihr und 
einander parallel sind.

7*
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Somit hat jeder unendlich ferne Punkt von E seinen entsprechenden 
in d auf i, und jeder von i' seinen entsprechenden im Unendlichen; 
und indem sonst den Punkten einer Gerade die Punkte einer Gerade 
entsprechen, sehen wir, dass, wenn das ausnahmslos richtig sein soll, 
wir die ^mendlich fernen Punlite von E als in einer Gerade liegend auf- 
sunehmen haben: der unendlich fernen Gerade von E, und die parallele 
Ebene E*  ist die Ebene durch 0, welche sie mit der correspondirenden 
i' verbindet; diese uneigentliche Gerade heisst dem entsprechend i^. 
Und in gleicher Weise entsprechen den unendlich fernen Punkten von 
d die Punkte von j in E, also diese Gerade der unendlich fernen Ge
rade jl von 0. Wie wir schon früher Punkte, welche durch Central- 
projection unendlich fernen Punkten oder Richtungen correspondiren, 
Fluchtpunkte genannt haben, so nennen wir Geraden, deren entspre
chende unendlich fern sind, Fluchtgeraden. Jedes unserer beiden Felder 
E, 0 hat eine Fluchtgerade j, bezw. f; sie sind parallel zu s, und der 
parallelopipedische Raum, den E, 0, E*  0*  einschliessen, lehrt, dass 
die Entfernung von 0 nach der einen Fluchtgerade in Grösse, Richtung 
und Sinn übereinstimmt mit derjenigen von der andern zur Schnitt
linie s.

Wenn eine Gerade a in E die s in S und die j in J trifft, so 
geht die entsprechende a in 0 durch S und nach dem unendlich 
fernen Punkte von OJ, der dem J entspricht, ist daher zu OJ parallel; 
wie dies auch die Ebene Oaa beweist, welche 0*  in OJ schneidet 
und daher 0 in einer Parallele. Trifft nun a die i' in I, so ist ebenso 
Öl' zu a parallel.

Man beweise, dass jeder Parallele in E zu j und s eine Parallele 
zu i' und s entspricht und umgekehrt; der Richtung von s entspricht 
kein endlicher Punkt in der andern Ebene, sondern wieder eine Rich
tung, und zwar sie selbst. Aber das ist nur ein besonderer Fall davon, 
dass jeder Punkt von s sich selbst entspricht, wie unmittelbar einleuchtet, 
und dass zwei entsprechende Geraden sich immer auf s begegnen, also 
auch zwei entsprechende Figuren.

115. Das Fünfeck A.BGPE in E, das wir als Grund- oder Leit
figur der Pyramide annehmen wollen (Fig. 54), werde von der Flucht
gerade j der Ebene E in den Punkten K und L auf den Seiten AB
und DE getroffen; so dass die Ebene 0*  den Mantel in den beiden
Erzeugenden OE und OB schneidet; sie sind der Ebene 0 parallel
und ihre Schnitte mit ihr, die den Punkten K, L entsprechenden 
Pgnkte, sind unendlich fern (in der Richtung von OK, OLf Der 
Schnitt A'B'C'D'E' hat infolge dessen nur drei Seiten B'C', C'D', E A 
von endlicher Länge; die beiden andern Seiten sind nicht die endlichen
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Fig. 54.

Theile A’B, D' E', sondern die unendlich langen Theile von Al über den 
unendlich fernen Punkt nach B' und ebenso von D' über L'^ nach E*}  
Das Innere des Schnitts, welches wie das Innere von ABCBE die 
concaven Winkel enthält, besteht aus zwei unendlich grossen Theilen 
g = L'^ D'C'B', v‘=K‘A‘EL(, welche den beiden (offenen) 
Theilen u — LDCBK und v = KAEL entsprechen, in die das Innere 
von ABCBE durch j getheilt wird; und wie die Umfänge dieser in 
K und L und sie selbst in der Strecke KL der Gerade j Zusammen
hängen, so hängen, nach der perspectiven Ansicht, die beiden Theile 
von A'B'C'D'E' in K'^, L’̂ und die beiden Theile u‘, v‘ des Innern in 
der unendlich fernen Strecke 
K‘L‘ zusammen. Die beiden 
Theile von A'B C'D'E' be
finden sich auf den beiden 
Halbmänteln der Pyramide, 
die in der Spitze Zusammen
stössen. Lassen wir conti- 
nuirlich eine Erzeugende an 
ABCDE hingleiten, so 
trifft sie d mit dem dem 
einen Halbmantel angehöri
gen Halb strahle, so lange 
sie sich auf den Theil 
LBCBK stützt, und er- A 
zeugt den Theil L' B' C'B K', 
kommt sie nach OK, so wird 
sie zu d parallel und trifft 

*) Nach Staudt’s Bezeichnung die Strecken D' E’.

im Unendlichen; stützt sie sich nunmehr auf den Theil KAEL, so 
trifft sie d mit ihrem dem andern Halbmantel angehörigen Halb
strahle und erzeugt den Theil K' ÄE L', und über die Erzeugende 
0L kehrt man zum ersten Halbmantel zurück. Die continuirliche 
Bewegung der Erzeugenden veranlasst uns, OMch der Bewegung des 
Punktes, welcher den Umfang des Schnitts durchläuft, Continuität zuzu
schreiben.

Enthält j nur einen Eckpunkt der Leitfigur, sie streifend, so geht 
dieser allein ins Unendliche und zwei benachbarte Seiten der Schnitt
figur werden parallel; der Schnitt besteht hier nur aus einem Stücke. 
Schneidet endlich die Fluchtgerade j die Leitfigur gar nicht, dann ist 
die Schnittfigur ebenfalls eine im Endlichen geschlossene Figur.
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Je nachdem also die Ebene, welche durch den Scheitel einer Pyra
mide parallel zur Schnittebene gelegt ist, die Pyramide in zwei Erzeu
genden durchschneidet und daher jeden der beiden HaTbmäntel in zwei 
Thede theilt, oder sie nur längs einer Kante streift, oder endlich gar 
heine Erzeugende enthält, so dass in diesem und dem vorigen Falle die 
beiden HaTbmäntel zu verschiedenen Seiten dieser Ebene liegen; d. h. je 
nachdem jene durch den Scheitel gelegte Ebene die Leitfigur ziveimal trifft, 
oder nur eine Ecke von ihr enthält, oder sie gar nicht trifft, so besteht 
der Schnitt aus zwei ins Unendliche verlaufenden und dort zusammen
hängenden Theilen oder er besteht nur aus einem Theile, hat aber zwei 
benachbarte parallele Seiten, oder ist eine im Endlichen geschlossene 
Figur.

116. Genau dieselben drei Fälle erhalten wir bei einem Kegel, 
der über einem Kreise steht; je nachdem j diesen Kreis in zwei Punkten 
schneidet oder ihn nur berührt oder ihn gar nicht trifft und daher die 
Parallelebene durch den Scheitel zur Schnittebene den Kegel in zwei Er
zeugenden schneidet, oder ihn berührt, oder nur durch die Spitze geht und 
gar keine Erzeugende enthält, ergeben sich die drei Curven, welche Kegel
schnitte genannt werden: im ersten Falle eine Hyperbel, welche aus zwei 
Ziveigen besteht, die beide nach denselben zwei verschiedenen Lichtungen 
ins Unendliche verlaufen, der eine in den einen Sinnen, der andere in 
den entgegengesetzten, und in diesen zwei unendlich fernen Punkten Zu
sammenhängen; im zweiten Falle eine Parabel, die aus einem Zweige 
besteht, der nach beiden Seiten in derselben Lichtung und demselben Sinne 
ins Unendliche strebt; im dritten Falle eine Ellipse.

Eine Tangente des Kreises geht in eine Tangente des Kegelschnitts 
über; seien im ersten Falle wieder K und L die Schnitte von j mit 
dem Kreise, k, l die zugehörigen Tangenten desselben; so gehen wohl 
K und L in unendlich ferne Punkte über, aber nicht k und l in un
endlich ferne Geraden; denn sie sind verschieden von j, und nur diese 
Gerade in E wird unendlich fern. Die Tangentialebenen des Kegels, 
welche k und l enthalten und, weil durch 0 gehend, die entsprechenden 
Tangenten k', l' einschneiden, treffen 0*  in OK, OL-, also sind sie 
auch zu T nicht parallel, schneiden sie in eigentlichen Geraden. Wir 
erhalten zwei Tangenten der Hyperbel, welche unendlich ferne Berührungs
punkte haben, aber selbst endlich sind: die sogenannten Asymptoten der 
Hyperbel. Sie vermitteln den Uebergang von den Tangenten des einen 
Zweiges zu denen des andern.

Haben sich K und L vereinigt, so dass j den Kreis berührt, so 
erhält die entsprechende Curve in j‘ eine Tangente. Die Parabel 
berührt die unendlich ferne Gerade.
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Wenn man aber doch die Pyramide (Kegel) in der Spitze begrenzt 
annimmt, so wird dann natürlich ein Zweig des Schnitts, der dem feh
lenden Halbmantel angehört, in Wegfall kommen. Schneidet die Ebene 
<t> die Leitfigur, so liegen die Schnittpunkte Q, R, als Punkt von s 
sich selbst entsprechend, auch auf der Schnittfigur, so dass, wenn man 
die Pyramide durch die Fläche der Leitfigur begrenzt denkt, ein Theil 
des Schnitts nicht vorhanden ist, und der im Innern der Pyramide be
findliche zunächst offene Theil der Schnittfigur durch die Strecke QR 
geschlossen werden muss.

Theoretisch ~kann man jede von zwei entsprechenden Figuren in 
E, T als Schatten der andern ansehen, der auf ihre Ebene durch Licht
strahlen geworfen wird, welche von 0 hommen; aber wirklicher Schatten 
ist nur ein solcher Punkt, der auf derselben Seite und weiter vom 
leuchtenden Punkt entfernt liegt, als der, welcher Schatten wirft. Wenn 
z. B. ein Kreis auf eine Wand Schatten wirft, der leuchtende Punkt 
aber so liegt, dass die Parallelebene durch ihn zur Wand den Kreis 
in zwei Theile theilt, so kommt als Schatten nur der eine Hyperbelzweig 
zu stände.

117. Lassen wir nun 0 unendlich fern werden, also Pyramide 
(Kegel) in Prisma (Cylinder) übergehen, die Centralprojection, durch 
welche jedes der beiden Felder E, d ins andere übergeführt wird, in 
Parallelprojection; während E und d nach wie vor als nicht parallel 
angenommen werden. Rann entspricht jedem endlichen Funkte ein end
licher (Nr. 7). Endliche Fluchtgeraden j und i' können also nicht vor
handen sein. In der That, wenn sich 0 entfernt, so entfernen sich 
auch j und i', sich parallel verschiebend, immer weiter, da die Ebenen 
T  und E  es thun, und, wenn 0 unendlich fern geworden ist, so sind 
sie in die unendlich fernen Greraden von E, d gelangt; jede von diesen 
hat die andere zur entsprechenden: jedem unendlich fernen Punkt oder 
jeder Richtung des einen Feldes entspricht ein unendlich ferner Punkt, 
eine Richtung in dem andern, parallelen Geraden entsprechen parallele 
Geraden.

* *

Ist die Leitfigur eines prismatischen Mantels eine im Endlichen 
geschlossene Figur, so gilt dasselbe für jeden ebenen Schnitt. Jeder 
Cylinder über einem Ereise hat keine andern ebenen Schnitte als im End
lichen geschlossene, Ellipsen; oder die Parallelprojection eines Kreises ist 
immer eine Ellipse.

Wenn aber die Ebenen E, d parallel sind und 0 endlich ist, so 
sind zwei entsprechende Geraden parallel, als Schnitte einer Ebene 
durch 0 mit den parallelen Ebenen E, d; sie treffen sich im Unend
lichen: auf der in diesem Falle unendlich fernen Schnittlinie s. Riese 
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gemeinsame unendlich ferne Gerade entspricht sich selbst; also können 
wir auch nicht endliche Fluchtgeraden haben; und in der That, die 
beiden Parallelebenen E*  0*  durch 0 sind in dieselbe durch 0 zu 
E, <t> parallele Ebene zusammengefallen, und s, ist sowohl Schnitt 
j = E®*,  als Schnitt i' = •E*.  Wenn jeder Gerade der einen Ebene 
eine parallele in der andern entspricht, so entsprechen zwei parallelen 
Geraden zwei ebenfalls parallele von derselben Richtung; jede ^Richtung 
entspricht sich selbst, d. h. jeder Punkt von s^.

Entsprechende Figuren sind parallele Schnitte einer Pyramide oder 
eines Kegels, also ähnlich; das Verhältniss entsprechender Strecken ist

offenbar das der Entfernungen der beiden Ebenen von 0. Diese Aehn- 
lichkeit geht in Congruenz, dies Verhältniss in 1 über, wenn auch 0 un
endlich fern wird und wir es mit parallelen Schnitten von Prismen oder 
Cylindern zu thun haben.

118. Wir wollen jetzt von den beiden in perspectiver Lage be
findlichen Feldern das eine d um die Schnittlinie s drehen bis zur 
Vereinigung mit dem andern; wenn 0 endlich ist (Fig. 55), so werde 
dann gleichzeitig und in demselben Sinne auch die Parallelebene d  
umj=Ed  umgelegt in E. Die Punkte der beiden Ebenen be
schreiben bei diesen Drehungen Kreisbögen in Ebenen, welche senk
recht auf s und j stehen und daher auch auf E und 0, um die Schnitte 
dieser Ebenen mit s, bezw. j und mit gleichen Centri winkeln, Neigungs
winkeln der Ebenen 0 und 0  gegen E. Man erhält ähnliche gleich
schenklige Dreiecke mit parallelen Schenkeln, Normalen in E und 0 
oder 0  zu s oder j-, also sind auch die Basen, die Sehnen dieser Kreis
bögen, parallel. Daher sind die Umlegungen der Punkte A', B', C . . . 

*
*

*

*
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von <t> und des Punktes 0 von d*,  welche Ao’, Cq, Oo heissen 
mögen, Parallelprojectionen dieser Punkte auf die Ebene E in der 
Richtung der Sehnen. Nun sind die Punkte A, A', 0 in gerader Linie 
gelegen, also auch ihre Projectionen A, Ao', O; ebenso B, Bq, Oq] . . . 
Das Feld E und das Feld do, ebenfalls in E, die Umlegung von 0, 
sind so bezogen, dass die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
A und Aq, B und Bq, . . . alle durch denselben Punkt Oo laufen. Zwei 
entsprechende Geraden g und g' von E und 0 treffen sich auf s, dieser 
Punkt bleibt bei der Umlegung; also treffen sich auch zwei entspre
chende Geraden g und gQ von E und do auf s. Und wenn in dem 
einen Felde ein Punkt auf einer Gerade liegt, so gilt es für die ent
sprechenden Elemente im andern; denn es ist richtig für E und 0, 
und die Umlegung ändert daran nichts. Diese Beziehung heisst, wie 
wir schon in Nr. 23 erwähnten, Homologie, Oo das Centrum und s die 
Axe der Homologie.

Wird also das eine von swei Feldern, welche in perspectiver Lage 
sind, durch Drehung um die Schnittlinie mit dem andern vereinigt, so 
erhält man swei Felder (derselben Ebene), welche in Homologie sind: 
Axe der Homologie, d. i. die Gerade, auf welcher durchweg entsprechende 
Geraden sich schneiden, ist die Schnittlinie, Centrum der Homologie, d. i. 
der Punkt, in den die Verbindungslinien entsprechender Punkte zusammen
laufen, ist der Punkt, in den sich das Centrum, durch ivelches die per
spective Lage erzielt wird, legt, wenn es mit der Parallelebene zur um
gelegten Ebene in demselben Drehsinne umgelegt wird.

Geraden von E, die sich in einem Punkte J von j schneiden, ent
sprechen in 0 parallele Geraden von der Richtung OJ, also in 0O 
parallele Geraden von der Richtung O0J. Daher ist j auch in der Be
ziehung zwischen E und do der unendlich fernen Gerade von do ent
sprechend oder Fluchtgerade in E. Ebenso entsprechen parallelen Geraden 
von E in 0 Geraden, die sich auf i' in I' schneiden, also in 0O Geraden, 
welche sich auf i0' schneiden, der Umlegung von i', welche somit Flucht
gerade von 0O wird. Aus dem Satze vo Nr. 114 über die gegen
seitige Lage von s, j, i', 0 schliessen wir hier für s, j, if, welche auch 
parallel sind, und Oo, dass ebenfalls die Entfernung von s nach j 
(oder if) in Grösse und Sinn übereinstimmt mit derjenigen von if (oder j) 
nach Oq.

Sind daher Axe, Centrum und die eine Fluchtgerade gegeben, so 
ist die andere leicht zu construiren. Hat man eine Gerade g in E, 
welche s, j in S, J schneidet, so geht g( durch S und ist zu OoJ pa
rallel; denn 0,0 liegt auf gf und andererseits mit J und O. in gerader 
Linie. Man zeige, dass, wenn gf die i( in 1q trifft, g zu OoIo' parallel 
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ist. Wenn ein Punkt P in E gegeben ist, so liegt der entsprechende 
Po’ auf OP und, wenn g eine durch P gehende Gerade ist, auf gQ'.

Ist 0 unendlich fern, so haben wir, wie schon in Nr. 23 gesagt 
(und für den Fall, dass die Projectionsstrahlen auf E normal sind, be
wiesen) wurde, Affinität, d. h. parallele Verbindungslinien entsprechender 
Punhte oder unendlich fernes Centrum. In der That, dann sind die 
AA', BB',. . . parallel und werden in der Richtung der oben genannten 
Sehnen, die ja von 0 unabhängig sind, in parallele Geraden AA‘, 
B Bf,. . . projicirt.

119. Wir schliessen hieran die Behandlung der Sätze über ^wei 
perspective Breiecke im Baume und in der Ebene. Liegen ^wei Breiecke 
ABC, A'B'C' in verschiedenen Ebenen perspectiv, d. h. so, dass AA', 
BB', CC' durch einen Punkt 0 gehen, so sind sie entsprechende Figuren 
in perspectiv gelegenen Feldern, also treffen sich die entsprechenden 
Seiten BC und E C', CA und C'A', AB und A'B' auf der Schnittlinie 
s der beiden Ebenen. Umgekehrt, wenn die Seiten zweier Breiecke ABC, 
A'B'C', welche in verschiedenen Ebenen liegen, diese Eigenschaft haben, 
dass ihre entsprechenden Seiten sich schneiden und dann nothwendig auf 
der Schnittlinie, so laufen die Verbindungslinien entsprechender Ecken in 
einen Punkt zusammen; denn wir haben drei Ebenen a — (fBC,B'C'\ 
ß = (CA, C'A') und p = (AB, A'B'). In dem gemeinsamen Punkte 
derselben schneiden sich ihre drei Schnittlinien Br, ya, aß; aber auf 
ßy liegen A und A', auf ya: B und B', auf aß: C und C'. — Wenn 
die Ebenen parallel sind, so heisst das Schneiden auf der Schnittlinie, 
dass die entsprechenden Seiten parallel sind.

Aber auch bei zwei Breiecken ABC, A'B'C' derselben Ebene, ivelche 
so liegen, dass die entsprechenden Seiten sich auf einer Gerade s (Axe) 
begegnen, laufen die Verbindungslinien entsprechender Ecken in einen 
Punkt (Centrum) zusammen; denn dreht man das eine um s aus der 
Ebene heraus, so findet die räumliche perspective Lage statt, da die 
Drehung an dem Schneiden auf s nichts ändert; also besteht nach 
Nr. 118 das Zusammenlaufen auch, wenn wieder die Vereinigung der 
Ebenen hergestellt wird.

Diesen ebenen Satz benutzt man, um eine oft vorkommende Auf
gabe zu lösen, nämlich (Fig. 56) nach dem unzugänglichen Schnittpunkte 
zweier Geraden a, b aus einem gegebenen Punkte C die Gerade zu ziehen. 
Man legt auf a die Punkte A, A', auf b: B, B -, durch den Punkt 
C — (AB, A'B') zieht man die Gerade s, die von CA, CB in 53, 51 
geschnitten werde; ist dann C' der Schnitt von A'^8 und BA, so ge
nügen ABC, A'B'C der Voraussetzung des Satzes, und CC' geht durch 
(AA', BB) ab. Natürlich muss man die Punkte und die Gerade s so 
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wählen, dass die erwähnten Schnitte zu stände kommen und scharf 
werden, so wie dass C nicht zu nahe an C zu liegen kommt, weil 
dann die gesuchte Gerade nicht genau genug bestimmt wäre. Am 
einfachsten und exactesten verfährt man, wenn man C und s unend
lich fern nimmt, wodurch auch 51, 53 unendlich fern werden-, die Drei
ecke ABC und A'B'C' haben dann parallele entsprechenden Seiten 
und sind ähnlich und ähnlich gelegen (man vergl. die Bemerkung in 
Nr. 65).

Den ümkehrungssatz: Wenn swei Breieclie ABC, AB C derselben 
Ebene so liegen, dass AA', BB, CG' durch einen Punkt 0 gehen, so

Fig. 56.

liegen die drei Schnittpunkte ^—(BC, B'C'), — (CA, CAi), E —
(AB, A'B') in gerader Linie, kann man, durch andere Auffassung der 
Figur, in den Satz, von dem er die Umkehrung ist, umwandeln. Bei 
den beiden Dreiecken AA' 53, BBA nämlich liegen die Schnitte ent
sprechender Seiten (AA', BB) = 0, (AB, BW) = C, (A'1̂ , B'W) = C 
in gerader Linie; also gehen AB, A'B', 5153 durch denselben Punkt, 
oder, was dasselbe ist, der Punkt E — (AB, A'B') liegt auf 5153, und 
das ist die Behauptung des Umkehrungssatzes.

120. Kehren wir zu den beiden Feldern in E und die in per
spectiver Lage sich befinden bei endlichem Perspectivitätscentrum 0 
oder unendlich fernem auf l, zurück, um sie orthogonal auf eine unserer 
Projectionsebenen, zunächst auf TT zu projiciren; wir bevorzugen diesen 
für uns wichtigsten Fall der Parallelprojection, fordern jedoch den 
Leser auf, sich bei jedem Ergebnisse zu vergegenwärtigen, ob es auch 
für schräge Parallelprojection richtig ist.

Weil entsprechende Punkte P, P in E, d stets auf einer Gerade 
durch 0 oder einer Parallele zu l liegen, entsprechende Geraden g, g' 
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sich stets auf s schneiden, so gehen die Verbindungslinien PP’ stets 
durch O1 oder sind zu 7 parallel, die Schnittpunkte liegen auf s,. 
Wenn P auf gx liegt, so liegt P auf g, also P' auf g' und P^ auf g^ 
und ebenso umgekehrt. Daraus erhellt: Zwischen den ersten Projectionen 
En d. zweier Felder E, 0 in perspectiver Lage besteht Homologie, im 
Falle 0 endlich ist oder im Falle der Pyramide, wenn wir wieder auf 
die Ausgangsbetrachtung (Nr. 113) zurückkommen, Affinität, wenn 0 
unendlich fern ist oder im Falle des Prismas. Axe der Homologie oder 
Affinität ist die Projection der Schnittlinie Ed, Centrum der Homologie 
ist die Projection des Perspectivitätscentrums 0 oder der Pyramidenspitze, 
die Affnitätsstrahlen haben die Lichtung der Projectionen der Prismen
kanten.

Parallelen Geraden a, b von E entsprechen im ersten Falle sich 
auf i' schneidende in 0; jene haben parallele Projectionen in T, die
jenigen dieser schneiden sich auf if.

Die Fluchtgeraden j und i' von E, 0 projiciren sich in die Flucht
geraden jf, if von E,, 01? und die Uebereinstimmung der Entfernungen 
sj und i 0 (oder si' und j 0) in Grösse und Sinn geht ersichtlich in 
die Projection über.

Ebenso erhält sich, wenn E und 0 parallel sind, der Parallelismus 
entsprechender Geraden, die Aehnlichkeit (bezw. Congruenz) entspre
chender Figuren in der Projection.

Was für TT gilt, gilt ebenso für TT,; zu den Homologien (oder 
Affinitäten) zivischen E, und d., E, und 02 treten nun noch zwei Affini
täten hinzu (Nr. 67), die zwischen E. und E2 und die zwischen d. 
und 02.

Weil s in E und 0 liegt, so sind s, und s^ entsprechende Geraden 
in diesen beiden Affinitäten; also treffen sie sich auf deren Axen 
mn2,E, m12,0. Folglich gehen die Axen s,, S,, m2,E, m12,d aller vier 
Beziehungen oder Verwandtschaften, mit denen wir hier zu thun haben, 
durch denselben Punkt.

121. Ein ebenes Fünfeck ABCDE in der Ebene E, durch seine 
Projectionen in TI, TT, dargestellt, sei nach Nr. 68 oder 69 hergestellt 
(Fig. 57, Taf.IV). Ueber ihm sei eine Pyramide mit der Spitze 0 errichtet; es 
sollen die Projectionen ihres Schnitts A'B'C'D'E' mit einer Ebene 0 
construirt werden; diese sei durch ihre Spuren gegeben. Wir ermitteln 
zuerst die Schnittlinie s = Ed; Geraden der Ebene E mit 0 schneidend; 
dann construiren wir die Parallelebene 0  durch 0 zu 0 (mit Hilfe 
einer Spurparallele) und die Schnittlinie j — Ed;  dass j I s, wird 
besser als Controlle benutzt. Die andere Fluchtgerade i' ist nun nach 
dem obigen Satze sofort hinzuzufügen. Wir legen durch A eine

* *
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Gerade X. (zu E. gehörig), welche % und j1 in S und J1 treffe; die 
entsprechende Gerade x,‘ in d. geht durch S und ist zu 0,1 parallel; 
von dem durch A gehenden Homologiestrahle durch das Centrum 01 
wird sie in A‘ getroffen. Ist I‘ der Schnitt von x,‘ mit so muss

zu x, parallel sein. In ähnlicher Weise werden B1‘, C1, . . . con- 
struirt; es empfiehlt sich die Hilfsgeraden, wie X1, alle nach demselben 
Punkte J. von j, zu ziehen, weil dann die x1‘ parallel werden und zu
gleich gezogen werden können. Als weitere Controlle haben wir das 
Schneiden der entsprechenden Seiten (und Diagonalen) von A1B1C1D1E1 
und auf s,.

Da man s,, j2, O, (und schon besitzt, so kann man nun ganz 
ebenso in TT, verfahren, gewissermassen unabhängig von T; die Nor- - 
malität zur Axe der Verbindungslinien zusammengehöriger Projectionen 
dient als Controlle, oder allgemeiner die Affinität zwischen d1 und 2, 
insbesondere das Schneiden der Projectionen derselben Gerade in d 
auf der Axe dieser Affinität. Andererseits empfiehlt es sich, eine oder 
die andere Ecke von A'B'C'B'E' als Schnittpunkt der Ebene d mit 
einer Kante der Pyramide nach Nr. 63 zu ermitteln, so dass man eine 
reiche Fülle von Controllen zur Verfügung hat. In Fig. 57 ist der 
Fall behandelt, wo die Fluchtgerade j die Figur ABCDE nicht durch
schneidet und daher A'B'C'D'E' eine ebenfalls im Endlichen ge
schlossene Figur ist.

122. Wir wollen noch den besondern Fall betrachten, dass die 
Eibene E mit einer der Projectionsebenen identisch ist, etwa mit TT; s und 
j sind dann die ersten Spuren von d und d;  E. deckt sich mit E. 
Wir haben zwei Ehomologien und eine Affinität. Die erste Homologie 
besteht zwischen E und do, der Umlegung von d (Nr. 118); die zweite 
Homologie besteht zwischen E=E und d. (Nr. 120), die Affinität zwi
schen d. und d. (Nr. 23). Für alle Beziehungen ist s die Axe, die 
erste Homologie hat Oo, den mit d  um j rimgelegten Punkt 0, zum 
Centrum, die zweite Or, die Bichtung der Affinitätsstrahlen ist senkrecht 
zu s. Die Leit- oder Grundfigur der Pyramide in TT sei AB CD 
(Fig. 58, Taf. IV). Man kann Af Bf Cf Df und Af Bf Cf Df gleichzeitig 
construiren. Geht z. B. wieder c durch C mit den Schnittpunkten S, J 
auf s, j, so sind cf, cf durch 5 parallel zu O±J zu ziehen und 
mit OoC, O±C in Cf, Cf zu schneiden; es empfiehlt sich wiederum 
den J, so lange er nicht zu ungünstigen Schnitten führt, beizubehalten; 
Controlle ist, dass Cf Cf zu s normal sein muss. Am werthvollsten 
als J ist, falls er nicht zu schleifenden Schnitten führt, der Schnitt 
von OQ Or mit j, weil dann die beiden Richtungen von Parallelen über
einstimmen und derselbe Strahl (senkrecht zu s) durch 8 in OoC und

*

*
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O. C die entsprechenden Punkte Cq, C.‘ einschneidet. Die dann ver
loren gehende Controlle kann man hinreichend durch andere ersetzn, 
wie dass z. B. Bq'Gq, und BO alle durch denselben Punkt von 
s gehen müssen, was man natürlich auch für die Construction be
nutzen kann.

Die zweite Projection von A’B C wird man möglichst durch Lothen 
herstellen, und die Affinität zwischen d. und d kann zur Controlle 
oder Construction benutzt werden; diejenige aber zwischen E, und d, 
fällt hier weg, weil die zweite Projection von E kein Feld, sondern 
eine Gerade, die Projectionsaxe ist. Man controllire z. B. auch, dass 
die Schnitte (s, BO) = (s, B,‘C,) = (s, B’C) und (a, B2' Pro- 
jectionen desselben Punktes, der ersten Spur von BC sind; oder er
mittele die zweiten Ordinaten aus Umlegungsdreiecken, dies insbesondere, 
wenn das Lothen zu schleifenden Schnitten führt, oder benutze Spur
parallelen, wie es in der Figur geschehen ist. Andererseits wird man 
auch einige Ecken als Schnittpunkte von d mit Kanten herstellen.

Sobald es sich um ein Prisma handelt, wird man, weil j nicht 
vorhanden ist, eine Ecke, etwa A‘, so construiren müssen (dies gilt 
auch für Nr. 121) und zwar A^ .und Ao’; die drei Richtungen der 
Affinitätsstrahlen sind AA.‘, AA.‘, A‘A.‘. Die Affinitätsconstruction 
liefert dann B^ B^ und B2'\ u. s. w.

123. Die beiden Centren Oo, O der Homologien liegen auf einer 
Senkrechte zur Axe s und das der Affinität unendlich fern in senk
rechter Richtung zu s; also liegen alle drei in gerader Linie. Dies 
führt zu folgendem allgemeinen Satze:

Wenn zwei Felder derselben Ebene zu einem dritten so in Homo
logie sind, dass die Axe s gemeinsam ist, so stehen sie selbst in Homo
logie mit dieser Axe, und die drei Centren liegen in gerader Linie. In 
der That, es seien A", B", C" drei nicht in gerader Linie liegende 
Punkte des dritten Feldes, denen A, B, C im ersten und A', B', C' im 
zweiten entsprechen. Daher treffen BC, CA, AB und B'C', CA', A B' 
die Gerade s in den Punkten, in denen sie von B"C", C"A", A"B" 
geschnitten wird. Also sind ABC und A'B'C' perspectiv und AA', 
BB', CC' laufen in einen Punkt O2 zusammen (Nr. 119), durch den 
auch die übrigen Verbindungslinien entsprechender Punkte der beiden 
ersten Felder gehen, da er durch AA', BB' schon bestimmt ist und 
C, C ja durch jedes andere Paar ersetzt werden kann. Wenn A auf 
a liegt, so liegt A" auf a" wegen der ersten Homologie und A' auf 
a wegen der zweiten; ebenso ungekehrt. Damit ist die Homologie 
zwischen den beiden ersten Feldern bewiesen. Liegt nun B" auf der 
Verbindungslinie 00 der Centren der beiden ersten Homologien, so 
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sind auch D und D' auf derselben, als einem gemeinsamen Homologie
strahle, gelegen; und daher liegt auch das Centrum O2 der neuen 
Homologie auf dieser Gerade, die als DD' Homologiestrahl für 
sie wird.

Sie geht ins Unendliche, wenn zwei der Homologien Affinitäten 
werden, und die dritte wird es daher auch.

c) Gegenseitige Schnitte von Polyedern.

124. Wir wenden uns zuerst zur Construction des gegenseitigen 
Schnitts von Pyramiden und Prismen, wobei wir dieselben wiederum 
weder durch die Spitze, noch durch die Leitfigur begrenzt denken.

Ma,n durchschneidet beide Pyramiden durch Ebenen, weiche aus ihnen 
Erzeugenden ausschneiden, also durch die Spitzen von beiden gehen, 
demnach bei einem Prisma den Erzeugenden (und Kanten) parallel 
sind. Alle diese Hilfsebenen gehen dann durch die Verbindungslinie der 
beiden Spitzen S und T, d. i. wenn eine der beiden Flächen ein Prisma 
ist, durch die Linie, welche von der Spitze der Pyramide parallel zu 
den Prismenkanten geht, nach der unendlich fernen Prismenspitze. 
Sind aber beide Flächen Prismen, so ist diese Linie ST, weil sie zwei 
unendlich ferne Punkte verbindet, ganz unendlich fern, die Hilfsebenen 
sind parallel, sind sie ja doch alle sowohl den Kanten des einen, als 
denen des andern Prismas parallel.

Es seien E und d die Ebenen, in denen sich die Leitfiguren o 
und t befinden, und k ihre Schnittlinie. Die E-Spuren der Hilfsebenen 
gehen alle durch den Punkt U=(ST, E), die d- Spuren durch den 
Punkt V= (ST, d), und zusammengehörige Spuren treffen sich auf 1c. 
Wenn zwei Prismen vorliegen, befinden sich beide Punkte U, V in 
unendlicher Entfernung; und wir haben die Richtungen der einen und 
andern Spuren festzulegen. Dazu wird man durch irgend einen Punkt 
die Parallelen zu den einen und andern Prismenkanten ziehen und die 
verbindende Ebene mit E und 0 schneiden; jenen Punkt legt man am 
besten auf eine Kante.

Brauchbar sind von den Ebenen des Büschels um ST nur solche, 
welche beide Mäntel schneiden, deren Spuren in E und 0 also beiden 
Figuren er, t begegnen; nach diesen Schnittpunkten zieht man aus den 
Spitzen S und T die Erzeugenden a, b, bezw. c, d und schneidet jene 
mit diesen, wodurch sich vier Punkte des Schnitts ac, bc, ad, bd er
geben, welche, wenn alle brauchbaren Ebenen durchlaufen werden, die 
vollständige Schnittfigur erzeugen. Da dieselbe aus begrenzten Geraden 
besteht, so ist es nur nothwendig, die Eckpunkte der Figur zu er
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halten; und weil diese auf Kanten liegen, so reicht es hin, mit solchen 
Hilfsebenen zu arbeiten, welche durch Kanten des einen oder andern 
Mantels gehen, und kann man dann bei dem betreffenden Mantel auch 
die zweite Erzeugende, die nicht Kante ist, unbeachtet lassen und nur 
jene Kante mit den beiden aus dem andern Mantel geschnittenen Er
zeugenden zum Schnitte bringen. Aber für die folgende Betrachtung 
brauchen wir alle vier Erzeugenden a, b, c, d.

Es können (sobald überhaupt ein Schnitt sich ergiebt) drei Fälle 
eintreten.

1) Es liege sowohl U innerhalb er, als auch V innerhalb t; dann 
schneiden alle Ebenen des Büschels die Mäntel, und indem man die 
Drehung um 180° vollzieht, um den ganzen Büschel zu durchlaufen, 
wobei auch die Spuren in E und d sich um 180° drehen, führt man, 
von einer Anfangslage ausgehend, die Erzeugenden a, b\ c, d in 6, a; d, c 
und also die Punkte ac, bd] ad, bc in die Punkte bd, ac-, bc, ad über. 
Infolge dessen besteht die Schnittfigur aus ^wei getrennten Theilen, von 
denen der eine durch die Punkte ac und bd, der andere durch ad und 
bc gebildet wird. Jeder der beiden FLäntel wird von jeder Kante des 
andern getroffen; jeder durchdringt den andern.

2) Wenn aber z. B. V ausserhalb t liegt, so haben wir d-Spuren, 
welche t streifen, d. h. durch eine Ecke von T gehen, ohne einzutreten; 
die zugehörigen Ebenen T1, t2 des Büschels, („Grenzebenen“) schliessen 
dann denjenigen Theil T desselben ein, dessen Ebenen den Mantel 
(1, t) durchschneiden.

a) Liegt U innerhalb er, so durchschneiden alle diese Ebenen 
(S, a). Alle Kanten von (1, t) treffen (S, er), aber es wird nicht um
gekehrt (T, t) von allen von (S, o) getroffen.

b) Dasselbe tritt ein, wenn U ausserhalb a liegt, sodass auch 
bei (S, o) sich zwei Ebenen 0,, 0, ergeben und ein (5, er) enthaltender 
Theil S des Büschels ST vorhanden ist, dieser aber die Ebenen T,, t2 
und den Theil L einschliesst; was durch die beiden Spurenbüschel 
leicht festgestellt werden kann.

In beiden Fällen durchdringt der Mantel (T, T), ein- und austretend, 
den (S, o); und wir haben einen aus zwei Theilen bestehenden Schnitt. 
Allein brauchbar ist vom Ebenenbüschel ST der Theil % zwischen 
t1? t2, der den Mantel (I, t) in sich hat, im Fall b) selbst sich ganz 
innerhalb S befindet. Durchläuft man ihn hin und zurück, so gehen 
beim Passiren von T,, wo c und d sich vereinigt haben, ac und bc in 
ad und bd über und beim Passiren von t2 wieder zurück in ac und bc-, 
die ac und ad bilden daher den einen, die bc und bd den andern Theil 
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des Schnitts. Würde hingegen (T, t) von (S, 0) durchdrungen, so be
stände der eine Theil aus den ac, bc, der andere aus den ad, bd.

3) Verhalten sich aber, im Falle U, V beide ausserhalb liegen, 
die Grenzebenen gleichartig, sodass von jedem Paare nur eine den 
andern Mantel schneidet, die Theile S und T ineinander greifen, etwa 
T, in S, 0. in T liegt und die Reihenfolge T,O.T,0, besteht, so hat 
jeder von den beiden Mänteln'Kanten, welche den andern nicht treffen: 
jeder reisst aus dem andern ein Stück heraus (Ausreissung, arrachement). 
Die Schnittfigur besteht nur aus einem Theile; denn, indem wir den 
allein brauchbaren Flächenwinkel O.T, viermal durchlaufen, geht ein 
Punkt ac beim ersten Durchgänge durch O. in bc, bei dem durch t2 
in bd, beim zweiten Durchgänge durch O. in ad beim zweiten durch 
t2 in ac über: jede Ebene des genannten brauchbaren Theils (äusser 
0., t2) ist viermal passirt worden, und es sind daher alle vier Punkte 
ac, bc, ad, bd an die Reihe gekommen, der Inbegriff aller dieser 
Quadrupel ist continuirlich durchlaufen worden.

125. Nachdem k, U, V construirt sind, kann man in jeder der 
beiden Projectionsebenen für sich arbeiten und hat das Uebereinander
liegen der zusammengehörigen Projectionen derselben Ecke des Schnitts 
als Controlle. Als Fundamentalregel für die Feststellung der Aufein
anderfolge der Ecken des Schnitts gilt, dass zwei benachbarte beide so
wohl einer und derselben Fläche des einen Polyeders, als auch beide in 
einer und derselben Fläche des andern liegen, indem ja das Stück der 
Schnittlinie beider Flächen, welches innerhalb der Begrenzung der 
einen und der andern Fläche liegt, die jene Ecken verbindende Seite 
der Schnittfigur ist.)*

*) Die vorangehenden Betrachtungen sind aber auch dafür zu benützen.
Sturm, Elemente d. darstell. Geom. 2. Aufl. 8

Zu dem Zwecke ist es gut, ein genaues Verzeichniss darüber 
gleich bei der Construction aufzustellen, von welcher Kante des 
einen und Fläche des andern Polyeders jede Ecke der Schnittfigur 
herrührt.

In Fig. 59 (Taf. IV) liegen die beiden Dreiecke ABC und DEF in 
derselben Ebene E; die Punkte P, Q, B sind Schnitte von Seiten des 
einen mit Seiten des andern. Die beiden Spurenbüschel haben sich 
also vereinigt (Scheitel U = (ST^, E)). Es ist der Fall der Ausreissung 
bei einem Prisma und einer Pyramide. Bezeichnet man, der Kürze 
halber, die Seiten-Kanten und -Flächen blos durch die Ecken und Seiten 
der Grundfigur, so ist Punkt 1 = (A, ED), 4 = (A EF), 5 = (C, EF), 
8 = (C, ED\ 2 = (AB, Df ^^(BC, Df 3 = (AB, Fj und 6 = (BC, Ff, 
daher 12 — (AB, EDf 23 = (AB, DFf 34 = (AB, EFf 45 =
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(AC, EF), 56—(BC, FF}, 67=(BC, DF), 78—(BC, DF), 
^ = ^AC,DE).

In Fig. 60 (Taf. V) ist der Fall der Durchdringung eines vierseitigen 
Prismas durch ein dreiseitiges dargestellt; die Grundfiguren AB CD und 
EFGr liegen in verschiedenen Ebenen: k ist die Schnittlinie, construirt 
durch Schnittpunkte von Geraden der einen Ebene mit der andern. 
Die Scheitel U, V der Spurenbüschel sind unendlich fern; es sind z. B. 
u, v die Spuren der durch AA' gehenden Hilfsebene. Wir haben: 
1 = (A, EG), 3 = (4 EG), 2 = (AD, G), 6 = (BC, G), 4 = (AB, E), 
7 = (BC, E), 6 = (AB, F), 8 = (BC, F)- also: 12 = (AD, FG), 

23 = (AD, EG), 34 = (AB, EG), 45 = (AB, EF), 51 = (AB, FG)-, 
67 = (BC, EG), 78 = (BC, EF), 86 = (BC, FG).

126. Die Seite der Schnittfbgur, dasjenige Stück der Schnittlinie 
der Ebenen zweier Seitenflächen des einen und des andern Mantels, 
welches zu beiden Mänteln gehört, kann verschiedenartig ausfallen. Wenn 
SA, SB zwei eine Seitenfläche der einen Pyramide begrenzende Kanten, 
TC, TD zwei eben solche von der andern, A, B, C, D die Schnitt
punkte mit der Schnittlinie der beiden Ebenen sind, so sind drei Lagen 
möglich: 1) die beiden Punktepaare AB, CD schliessen sich aus: wir 
wollen die Bezeichnung so wählen, dass die Reihenfolge AB CD ist, 
2) eins schliesst das andere ein; die Reihenfolge sei ACDB, 3) die 
Paare greifen ineinander über; Reihenfolge: CADB. Sodann hat man 
auch zu unterscheiden, ob AB oder AB auf dem Mantel von (S, 0) 
liegt, und ebenso, ob CD oder C D auf dem von (T, t); wegen der 
Bezeichnung A-B, C-D sehe man Nr. 115. Die folgende Tabelle giebt 
Auskunft, welches Stück der Schnittlinie in den zwölf Fällen als Seite 
der Schnittfigur angehört:

Reihenfolge

(8,0) (T, T) ABCD ACDB CADB

AB CD nichts CD AD
AB CD AB AC, DB DB
AB CD CD nichts AC
A-B G-D A D, BC AB C-B.

In den Fällen, wo eine Seite der Schnittfigur durch das Unend
liehe geht, enthalten die beiden Seitenflächen, von denen sie herrührt, 
parallele Erzeugenden. — Um zu Mänteln zu gelangen, welche sich 
wirklich durchschneiden, wird man besser nicht Leitfiguren und Spitzen 
von vornherein geben, sondern wenn etwa jene gegeben sind, in der 
einen Projection geeignete Punkte, etwa U, V1, aufsuchen, in deren
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Büscheln es entsprechende (d. h. auf k, sich treffende) Strahlen giebt, 
welche 0. und T. schneiden; dabei kann man auch noch eine bestimmte 
Art der Durchschneidung erzielen. Nun werden U2, Va so ermittelt, 
dass U in E, V in d liegt, und auf der Gerade UV die Spitzen 8, T 
angenommen. In Fig. 60 (Taf.V), wo U, V, S, T unendlich fern sind, sind 
u, v zwei entsprechende Strahlen der Spurenbüschel; sie schneiden sich 
auf k und u geht durch A, v durch den Punkt H von FGr, 7 ist eine 
in die Ebene uv gelegte Gerade, und nach dem Punkte 1 derselben ist 
die Kante, aus A, des einen Prismas und die Erzeugende, aus H, des 
andern gezogen, so dass damit die Kantenrichtungen der beiden Prismen 
parallel zu der Ebene uv festgelegt sind. Die mit T,, T2 bezeichneten 
Geraden sind die (ersten Projectionen der) Spuren der Grenzebenen.

Oder wenn die Ebenen E, d und die Spitzen 8, T gegeben sind, 
welche zu k, U, V führen, so wird man in der einen Projectionsebene 
TT die Projectionen 0., T, der Leitfiguren so zeichnen, dass sie von ent
sprechenden Strahlen der Büschel Ux, V. getroffen werden, und daraus 
er, t in E, d> construiren. Will man 0, t aus den Umlegungen con- 
struiren, so muss man auf den beiden Umlegungen von k entsprechende 
Punkte feststellen, d. h. solche, in welche der nämliche Punkt von k 
umgelegt wird; denn nach solchen gehen entsprechende Strahlen der 
Büschel U, Vo.

127. Findet eine Begrenzung einer Pyramide durch die Spitze 
statt, so ist die Modification einfach, wenn diese Spitze innerhalb der 
andern Pyramide liegt; es ist ersichtlich, dass dann nur der Fall der 
Durchdringung eintreten kann und also von den beiden Theilen der 
Schnittfigur der eine wegfällt: man wird natürlich schon bei der Con- 
struction solche Punkte, die jenseits der Spitze fallen, weglassen.

Etwas umständlicher ist es, wenn eine der Pyramiden, z. B. (8, o), 
durch eine Grundfigur o (bez. beim Prisma auch noch durch eine 
Deckfigur) begrenzt ist und die Ebene E derselben der Schnittfigur 
begegnet. Es ist zunächst selbstverständlich, dass alle Punkte der 
Schnittfigur, die jenseits dieser begrenzenden Ebene liegen, wegzu
lassen sind; diese Schnittfigur wird dann offen und durch den Schnitt 
der Ebene E mit der andern Pyramide (T, t) wieder geschlossen und 
zwar in folgender Weise: Sei n der Schnitt der Ebene E mit der 
Pyramide (T, t), so durchschneiden sich in dem vorliegendem Falle 
die beiden Figuren o und n: der Theil von o, der innerhalb n liegt, 
liegt innerhalb der Pyramide (T, r) und ist als unsichtbar zu behan
deln; dagegen der Theil von n, der innerhalb o liegt, vervollständigt 
gerade den Schnitt der beiden Pyramiden, während der ausserhalb 
liegende ganz wegzulassen ist, da ja die Ebene E durch o begrenzt ist.

8*
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Wenn also die Grundfigur der einen Pyramide in die andere ein
dringt , was man in vielen Fällen bald aus der Zeichnung erkennen 
wird, so empfiehlt es sich vielleicht, nicht der im Vorangehenden be
sprochenen Methode, welche unbegrenzte Mäntel voraussetzt, sich zu 
bedienen, sondern die im Nachfolgenden gezeigte allgemeine Methode 
der Construction des Durchschnitts zweier Polyeder anzuwenden.

128. In Betreff der SiMbarlteit ist Folgendes zu merken: Zuerst 
hat man bei jedem der beiden Polyeder die Kanten und Flächen fest
zustellen, welche sichtbar oder unsichtbar wären, wenn das andere 
nicht vorhanden wäre, und damit auch die beiden Umrisse. Eine Seite 
der Scbnittßgur ist unsichtbar, wenn auch nur eine der beiden Flächen, 
die sich in ihr durchschneiden, unsichtbar ist. Aus dem Lothen der 
scheinbaren Schnittpunkte der Umrisse nach der andern Projections- 
ebene erkennt man, welcher von den beiden Umrissen bei einem solchen 
scheinbaren Schnittpunkte unter (bez. hinter) dem andern verschwindet 
und also unsichtbar wird. Jede Figur, die auf dem Mantel eines Po
lyeders von einer Fläche zur andern herumläuft, wechselt offenbar ihre 
Sichtbarkeit, wo sie eine Umrisskante trifft, die an der betreffenden 
Stelle sichtbar ist; sie ist zu beiden Seiten des Begegnungspunktes 
unsichtbar, wenn die Umrisskante, verdeckt durch das andere Polyeder, 
dort selbst unsichtbar ist. Die Durchschnittsfigur geht also von der 
Sichtbarheit zur Unsichtbarkeit über (oder umgekehrt), wenn sie über eine 
Umrisskante des einen oder des andern Polyeders geht an einer Stelle, 
wo dieselbe sichtbar ist.

Kanten ferner des einen Polyeders, welche sichtbar sind, wenn das 
andere nicht vorhanden ist, werden unsichtbar, sobald sie unter (hinter) 
den Umriss des andern treten, was wieder an scheinbaren Schnitt
punkten mit diesem Umrisse durch Lothen nach der andern Projections- 
ebene zu ermitteln ist.

Stücke von Kanten des einen Polyeders, die in dem andern liegen, 
werden am besten ganz ausgelassen, besonders wenn sie einen Ein
tritts- und einen Austrittspunkt haben, sodass leicht das fehlende Stück 
ergänzt werden kann (Fig. 59 und 60, Taf. IV u. V); in dem andern Falle 
zieht man sie besser aus, weil sonst möglicherweise wichtige Theile 
des Polyeders fehlen könnten und dasselbe nicht zu erkennen wäre, 
jedenfalls aber mit einer andern Art Punktirung als sie bei vorhan
denen, aber unsichtbaren Kanten, bez. Kantentheilen angewandt wird.

Die Zeichnung gewinnt an Deutlichkeit, wenn die Polyeder und 
die Durchschnittsfigur verschiedenfarbig ausgezogen werden. Es ist 
darauf zu achten, dass eine Kante, wenn sie in eine unsichtbare 
Fläche des andern Polyders eindringt, vorher beim Passiren des Um
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risses desselben unsichtbar geworden ist, wofern sie nicht ganz un
sichtbar ist.

129. Die Construction des Durchschnitts zweier Pyramiden- oder 
Prismen-Mäntel lässt sich unmittelbar auf Kegel und Cylinder über 
Kreisen (oder Kegelschnitten) übertragen. Man wird die Projectionen 
der Leitkreise am besten aus den Umlegungen herstellen, dann in den 
Ebenen E, d derselben geeignete Punkte U, V construiren und auf 
ihrer Verbindungslinie die Spitzen S, T. Hier sind alle Erzeugenden 
Kanten geworden; man muss sich beschränken, mit möglichst vielen 
beide Mäntel durchschneidenden Hilfsebenen zu arbeiten; um das Con- 
tinuum der Schnittcurve festzustellen, wird man nur einen der 4 Punkte, 
welche jede der (brauchbaren) Hilfsebenen liefert, verfolgen, eventuell 
zu derselben Ebene zurückkehrend, um zu ihren andern Punkten zu 
gelangen. Auch hier sind die drei oben beschriebenen Fälle möglich; 
das Streifen ist Berühren geworden. Die Schnittcurve kann zwei- 
oder viermal durch das Unendliche gehen.

Zu den construirten Punkten derselben kann man noch die Tan
genten hinzufügen und dadurch die Richtigkeit der Zeichnung erhöhen. 
Es seien a und c zwei von derselben Hilfsebene ausgeschnittene Kan
ten der beiden Mäntel, also ac ein Punkt der Schnittcurve, ferner 
A, C die Punkte, in denen sie die Leitcurven treffen, a, c die Tan
genten in ihnen an diese (aus den Umlegungen construirt), so sind 
Sa', Tc die Berührungsebenen der Kegel längs a, c, und ihre Schnitt
linie ist die Tangente der Schnittcurve im Punkte ac. Sind etwa a 
und c parallel, so dass sich ein unendlich ferner Punkt der Schnitt
curve ergiebt, so werden im allgemeinen die beiden Berührungsebenen 
nicht auch parallel sein; ihr endlicher Schnitt ist die zu dem unend
lich fernen Punkte gehörige Asymptote.

130. Soll der Durchschnitt irgend zweier Polyeder construirt wer- 
den, so muss zunächst mit einem Versuche angefangen werden.

Man hat also eine Fläche des einen und eine des andern heraus- 
zugreifen, von denen man vermuthet, dass ein Stück ihrer Schnittlinie 
innerhalb der Begrenzungspolygone beider Flächen liegt.

In Fig. 61, Taf. V, in welcher der Durchschnitt eines fünfseitigen 
Prismas und eines regulären Octaeders*)  construirt ist, wurde der Versuch 
in folgender Weise gemacht: Das Prisma ist zunächst mit der zweiten 
projicirenden Ebene der Octaederkante FGr durchschnitten; die erste 
Projection des Schnitts, welche leicht herzustellen ist, wird von der 
begrenzten F1Gr1 getroffen, und zwar auf A8.; diese und B.GC. sind 

*) Dieselben sind nach Nr. 106 hergestellt.
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von den Seiten der Figur 28,CDE allein gezeichnet, weil un
mittelbar ersichtlich ist, dass die andern den Schnitt nicht enthalten 
können. Dass 28 geschnitten wird, beweist, dass die Kante F Gr 
die Prismenfläche ABB'A schneidet; also sind AJBB'A und FGrL 
(ebenso FGrK^) zwei Flächen, welche einen brauchbaren Schnitt haben. 
Ein (zweiter) Punkt S dieses Schnitts ergiebt sich nach Nr. 64, indem 
die zweiten Projectionen 7 und m, von Geraden gesucht werden, die 
bez. in diesen Flächen liegen und die erste Projection gemeinsam 
haben; der Genauigkeit halber wird man noch einen dritten con- 
struiren.

Von der so gefundenen Schnittlinie liegt das Stück 12 sowohl 
innerhalb AA'B'B, als innerhalb FGrL] dass die beiden Projectionen 
von 2 senkrecht über einander liegen, dient auch als Controlle. Da 2 
auf AA' liegt, so bleibt die Schnittfigur noch in der Fläche FGL, 
verlässt aber AA'B'B und geht über auf die Nachbarfläche AA’E’E, 
deren Schnittlinie mit FGrL nun zu suchen ist, d. i. äusser 2 noch ein 
oder zwei Punkte derselben; von derselben liegt nun nothwendig ein 
Stück innerhalb beider Figuren und zwar 23; bei 3 wird die Fläche 
FGrL verlassen und zur Fläche Gr LH übergegangen, die nun mit 
AA'E'E zum Schnitt zu bringen ist.

Wir haben: \ = {ABB'A',FGr), 2 = ^AA',FGtE), 3 = (AEE'A\ 
FL), ^ = {AA, GLH), Ö = (ABB'A', GH), 6 = (BB', GHK), 
7 — {B'C, GHK), 8 = {A'B'C'D'E', GH), 9 = (A'B'C'D'E', LH), 

10 = (C'D', LHJ), 11 = (BB',LHJ), 12 = (BEE'D',LH), 13 = (DEE’D, GL), 14 = {DEE'D', FL), 15 = (DD', FLJ), 16 = 
[CC', FLJ), 17 = (BCC'B', FJ), 18 = (BCC'B',FK), 19 = (BB', 

FKG).
Daher ist: 12 = {ABB'A', FGL), 23 = ^AEE'A',FGL), 34 = 

(AEE'A', GLH), 45 = (ABB'A', GLH), 56 = (ABB'A', GHK), 

61 = {BCC'B',GHK), 78 = (A'B'C'D'E', GHK), 89=(A‘B‘C‘D‘E, 
GHL), 9, 10 = ^A'B'C'D'E', LHJ), 10, 11 = (CDB'G', LHJ), 
11, 12 = {DEE'D', LHJ), 12, 13 = {BEE'B', GLH), 13, 14 = 

{BEE'B', LGF), 14, 15 = {DEE'D', FLJ), 15, 16 = (CDD'C', 
FLJ), 16,17 = (BGG'B',FLJ), 17,18 = (BGG'B',FJK), 18,19 = 
(BCG'B', FKG), 19,1 = (ABB'A', FKG).

Als Controlle dient, dass das Schnittpolygon zu dem Punkte 1 
zurückkehrt.

131. Bie Burchschnittsfigur hann aus mehreren Theilen bestehen 
und jeder Theil erfordert einen Anfangs versuch; und das ist das Un
angenehme dieser Construction, wozu dann noch kommt, dass über die 
Zahl dieser Theile sich gar nichts bestimmen lässt.
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Für die Untersuchung, ob man den Durchschnitt erschöpft hat, 
mögen folgende Bemerkungen dienen. Es werden sich jedenfalls leicht 
stets auf jedem Polyeder Ecken constatiren lassen, die ausserhalb des 
andern liegen, z. B. dadurch, dass mindestens eine Projection ausser
halb des Umrisses des andern sich befindet; ebenso haben sich auch 
vielleicht durch die Construction selbst Ecken ergeben, die innerhalb 
des andern liegen.

Jede Kante des einen Polyeders, deren beide Ecken ausserhalb 
des andern liegen, trifft dasselbe gar nicht oder zweimal (wofern wir 
convexe Polyeder voraussetzen); hingegen einmal, wenn die eine Ecke 
ausserhalb, die andere innerhalb liegt. Jeder Kantenzug des einen 
Polyeders (Reihe von zusammenhängenden Kanten), von dem beide End
punkte innerhalb oder beide ausserhalb des andern liegen, muss letz
teres in einer geraden Anzahl von Punkten oder in keinem treffen, 
z. B. also auch ein geschlossener Kantenzug, wovon der einfachste Fall 
der Perimeter einer Seitenfläche ist. Liegt aber der eine Endpunkt 
eines Kantenzugs innerhalb, der andere ausserhalb, so ist die Zahl der 
Begegnungspunkte ungerade.

Befindet sich ein Eckpunkt eines Kantenzugs auf einer Fläche des 
andern Polyeders und zwar so, dass die beiden in ihm zusammen
stossenden Kanten auf derselben Seite der Fläche liegen, die Fläche 
mithin von dem Kantenzug nicht durchschnitten, sondern nur gestreift 
wird, so zählt diese Begegnung zweifach; es findet unmittelbar hinter 
einander Ein- und Austreten (oder umgekehrt) statt; ähnliches gilt, 
wenn eine Kante des einen Polyeders eine des andern trifft, aber 
letzteres streift (nicht in dasselbe eindringt). Auch bei der Construc
tion der Durchschnittsfigur selbst bereitet das Liegen einer Ecke des 
einen Polyeders in einer Fläche des andern Schwierigkeit, weil zweifel
haft ist, auf welche Fläche überzugehen ist; es wird also ein neuer 
Versuch nothwendig. Hingegen, wenn zwei Kanten sich schneiden, 
geht man gleichzeitig auf beiden Polyedern zu neuen Flächen über.

Was in Nr. 128 hinsichtlich der Sichtbarkeit gesagt wurde, gilt 
allgemein.

d) Abwickelung der Polyeder.

132. Die Abwickelung eines Pyramidenmantels geschieht dadurch, 
dass die Seitenflächen in wahrer Gestalt hergestellt und an einander 
gelegt werden.

Einen Prismenmantel dagegen wickelt man am besten mit Hilfe 
eines Normalschnitts ab, den man entweder auf die gewöhnliche Weise 
oder nach Anleitung von Nr. 104d) ermittelt. Dieser Normalschnitt 
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verwandelt sich bei der Abwickelung in eine Gerade; die Kanten wer
den auf derselben in den Punkten, wo die Seiten Zusammenstössen, 
normal errichtet und auf jeder die wahren Entfernungen der Ecke des 
Normalschnitts von den Ecken der Grund- und Deckfigur aufgetragen, 
welche bei Anwendung von Nr. 104 d) unmittelbar aus der dritten 
Projectionsebene zu entnehmen sind.

Die Abwickelung des Würfels geschieht, indem alle vier Seiten
kanten und drei Kanten der Deckfigur aufgeschnitten werden, die des 
Tetraeders durch Aufschneidung der 3 Seitenkanten. Beim Octaeder 
schneidet man von einem der drei Quadrate drei Seiten auf und von 
einem zweiten zwei anstossende Seiten, z. B. bei dem Octaeder von 
Fig. 61 die Kanten HJ, JF, FGr] KG, GL', beim Dodecaeder 9 von

den 10 Kanten zwischen P und p‘ und die 2 • 5 Kanten zwischen e 
und • und e‘ und p‘ (Nr. 108); beim Icosaeder endlich die 5 Kanten, 
die nach einer Ecke führen, die fünf nach der Gegenecke und noch 
eine Kante, welche vom zweiten Eckpunkte einer von jenen Kanten 
nach demjenigen einer von diesen führt.*)

*) Besitzt das Polyeder E Ecken, F Flächen, K Kanten, so dass, nach 
Euler’s Satz, E - F = K — 2, so hat man, damit die Flächen im Zusammen
hang bleiben, F — 1 Kanten unaufgeschnitten zu lassen und daher E —1 aufzu
schneiden. Beim ersten Aufschneiden einer von diesen werden zwei Ecken be
rührt, jeder weitere Schnitt führt von einer schon aufgeschnittenen Ecke zu einer 
neuen, und man gelangt zu allen (Staudt, Geometrie der Lage, Nr. 49).

Durch Drehungen um die nicht aufgeschnittenen Kanten bringt 
man dann alle Flächen in eine Ebene. In der Abwickelung kommen
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natürlich die aufgeschnittenen Kanten zweifach, die Ecken, durch welche 
h aufgeschnittene Kanten gehen, h-fach vor.

Es soll nun eine Figur, die durch verschiedene Flächen des Polyeders 
verläuft, in die Abwickelung eingetragen werden. In Fig. 62 ist das Oc- 
taeder von Fig. 61 (Taf. V) und seine Durchschnittsfigur mit dem Prisma 
abgewickelt. Sie hat im allgemeinen sowohl Ecken auf den Kanten 
des abgewickelten Polyeders, als auch im Innern der Flächen.

Erstere sind sehr leicht auf die Kanten der Abwickelung überzu
tragen und zwar zweimal, wenn die Kante in der Abwickelung zwei
mal vorkommt, was eine Zerreissung der Abwickelungs-Figur bewirkt; 
indem man das Theilverhältniss aus den Projectionen kennt. Im an
dern Falle, wo der einzutragende Punkt im Innern einer Fläche liegt, 
z. B. Punkt 15 innerhalb LJF in Fig. 61, sei M der Schnitt von

. , • FM L,15. .15, L mit IJ' die Verhältnisse — und , kennt man aus den‘ ‘ JM M, 15
Projectionen — es genügt, M in einer zu zeichnen —, und kann nun 
M und 15 in die Abwickelung übertragen. Diese ist, der Raum- 
ersparniss halber, verkleinert gezeichnet.

Siebenter Abschnitt.
Centralprojection oder Perspective.

133. Liegt von einem räumlichen Gebilde G eine Zeichnung in 
Grundriss und Aufriss vor und ist das Centrum 0 der Perspective 
oder das Äuge, wie es gewöhnlich genannt wird, auch durch Grund- 
und Aufriss gegeben, die Ebene TT der centralen Projection oder die 
Tafel durch ihre Spuren, so hat man die von 0 nach den Punkten von 
G gehenden Projectionsstrahlen mit TT zu schneiden (Nr. 63) und von 
der in TT so entstehenden Figur, deren beide Projectionen man besitzt, 
durch Umlegung die wahre Gestalt herzustellen.

TT wird gewöhnlich vertical angenommen, also senkrecht zur 
horizontalen TT und mit verticaler zweiter Spur; obwohl die Um
legung in TT etwas einfacher ist, empfiehlt es sich doch, in TT, um
zulegen (Nr. 57), weil dann verticale Geraden verticale Bilder erhalten. 
Die Umlegungsconstruction wird erspart, wenn man TT parallel mit TT, 
stellt oder in sie hineinfallen lässt.

Man construire auf diese Weise die Perspective der in Fig. 51 
und 52 dargestellten Polyeder und suche dazu Lagen von TT und 0, 
bei denen nicht zu viel Zeichenraum erfordert wird.
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134. Im Folgenden soll aber „freie Perspectiveil behandelt werden),  
bei welcher keine Darstellung in Grundriss und Aufriss voraus
gesetzt wird.

*

*) J. H. Lambert, Freie Perspective, Zürich 1759.

An der verticalen Stelhmg der Tafel halten wir fest. Die Ent
fernung d des Auges von ihr heisst die Augdistanz und ihr Fusspunkt 
A der Augpunkt oder Hauptpunkt. Jene muss ungefähr die Länge 
der deutlichen Sehweite haben (25—30 cm); dies führt jedoch zu 
manchen Unbequemlichkeiten der Construction, weshalb zunächst mit 
kürzerer Augdistanz gearbeitet werden mag.

Es ist üblich, die in der Tafel durch A gezogene horizontale und 
verticale Gerade die Horizontale und die Verticale schlechthin zu 
nennen. Man legt am besten A ungefähr in die Mitte des verfüg
baren Zeichenraums.

Den darzustellenden Gegenstand denkt man sich meistens hinter 
der Tafel liegend, d. h. auf der andern Seite, als wo 0 liegt; das Bild 
hat dann kleinere Dimensionen.

Wir haben schon in Nr. 3 die Verseh windungsebene IT*  eingeführt, 
die Parallelebene zu TT durch 0. Objecte in dem Raumtheile, der 
zwischen TT und TT*  liegt, werden durch die Perspective vergrössert; 
in dem Raume vor TT*,  also hinter dem die Tafel betrachtenden Auge 
kann vom Sehen nicht die Rede sein; theoretisch darf man jedoch 
diesen Theil des Raumes nicht ganz unberücksichtigt lassen.

135. Eine zur Tafel parallele Gerade g hat ein zu ihr paralleles 
Bild g'] die Bilder von Strecken auf ihr verhalten sich wie diese 
(Nr. 4). Das Veränderungs-Verhältniss oder, entsprechend dem prak
tisch wichtigsten Falle, wo die Gerade hinter TT liegt, das „Ver- 

d
jimgungs-Verhältnisse ist, wie man leicht findet, yd, wo g die Ent

fernung der g von der Tafel und positiv hinter ihr ist.
Alle Geraden der nämlichen Frontebene (Parallelebene zu TT) haben 

dasselbe Verjüngungs - Verhältniss.
Tafelparallel sind insbesondere die verticalen Geraden; ihre Bilder 

sind also auch vertical.
Eine nicht zur Tafel parallele Gerade g hat eine (endliche) Spur S, 

in welcher sie sich mit ihrem Bilde g' begegnet. Auf g' zeichnet sich 
der (endliche) Fluchtpunkt F' aus, das Bild des unendlich fernen Punktes 
von g, der Schnitt von TT mit der Parallele durch 0 zu g (Nr. 5). Die 
Bilder aller Geraden der nämlichen Bichtung haben denselben Fluchtpunkt.

Man erkennt sofort:
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Für die zur Tafel normalen Geraden ist der Augpunlit A der 
Fluchtpunlct. Alle horizontalen Geraden haben ihre Fluchtpunkte auf der 
Horizontale. Auf der Verticale liegen die Fluchtpunkte derjenigen Ge
raden, die zu der Ebene parallel sind, welche in ihr senkrecht auf 
TT steht.

Jedem Neigungsivinkel a gegen die Tafel entspricht ein „Neigungs- 
kreis^ um A mit dem Halbmesser d cotg a, auf dem die Fluchtpunkte 
aller Geraden liegen, ivelche jene Tafelneigung haben; denn die Parallelen 
zu ihnen durch 0 erzeugen den Rotationskegel aus 0 über diesem 
Kreise (Nr. 88). Der der Neigung 45° entsprechende hat den Radius d 
und heisst deshalb Fistanzkreis, seine Schnitte mit der Horizontale die 
Fistanzpunkte; sie liefern uns die Distanz auf der Ebene TT ver
zeichnet.

136. Wie F' dem unendlich fernen Punkte F von g entspricht, 
so entspricht der Versehwindungspunkt V = gTl  dem unendlich 
fernen Punkte Vo von g' (Nr. 5). Den drei Theilen FoS, SV, 
VF^ von g entsprechen die Theile F'S, SV, VoF von g', ins
besondere also entspricht dem ganzen Theil von g hinter der Tafel der 
endliche Theil SF'.

*

Wir denken uns g von vorn nach hinten durchlaufen, also im 
Sinne VSF; sie steigt dann oder fällt, je nachdem der Fluchtpunkt 
über oder unter der Horizontale liegt; ihr Bild hingegen steigt oder 
fällt, oder, wie man auch sagt, die Gerade steigt oder fällt scheinbar, 
je nachdem F' höher oder niedriger ist als S. Liegen sie in gleicher 
Höhe, so ist g scheinbar horizontal. Wenn also z. B. F' über der 
Horizontale liegt und S noch höher, so handelt es sich um eine Ge
rade, welche wirklich steigt, scheinbar fällt; liegt F' auf der Horizon
tale, S niedriger, so liegt eine wirklich horizontale Gerade vor, die 
scheinbar steigt. Der Leser nehme noch andere Fälle durch.

Furch S und F' ist die Gerade g vollständig und eindeutig be
stimmt; denn sie ist die Parallele durch S zu OF'] wir können sie 
daher mit (S, F') bezeichnen.

Einen Punkt P kann man mir vermittelst einer ihn enthaltenden 
Gerade fixiren. Wenn P' auf g' — SF' liegt, so ist damit noch nicht 
gesagt, dass auch P auf g liegt (Nr. 4). Aber jedenfalls liegt OP', 
auf welcher 'sich P befindet, in der Ebene Og'g und trifft g-, wird 
also festgesetzt, dass P auf g liegen soll, so ist er als Schnitt von 
OP' mit g eindeutig bestimmt.

Bei einer tafelparallelen Gerade vereinigen sich S und F' im un
endlich fernen Punkte und sind nicht zur Festlegung geeignet; dieselbe 
geschieht, äusser durch das Bild, durch einen auf der Gerade befindlichen
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Punld, der in der obigen Weise durch eine nicht tafelparallele ihn 
enthaltende Gerade bestimmt ist.

Der Punkt P liege auf g = (S, F') und habe die Entfernung y 
von der Tafel (mit derselben Vorzeichen-Bestimmung wie oben), 
dann ist:

SP'  P'P  y .
P'F' ~ OP' d 2

also:
P'F'  d
SF' y—d

Wir schneiden den hinteren Theil von g mit den in den Ent
fernungen d, 2d, 3d, . . . gelegten Frontebenen in Q, 02,03,..-, s 
ergiebt sich: Q"_F  — • SF', QnF' — —1, • SF'-, mithin:° n 7 1

 • SF

man sieht, wie die gleichen Strecken SQt, Q1Q2, Qa03,. •• auf g rasch 
immer kleiner werdende Bilder haben.

137. Fine nicht zur Tafel parallele Ebene E hat eine (endliche) 
Spur s. Die Parallelen durch 0 zu ihren Geraden (oder zu den zu ihr 
parallelen Geraden) fallen in die Pardllelebene E  zu E durch 0. Deren 
Schnitt f mit TT, der zu s parallel ist, enthält daher die Fluchtpunkte 
aller jener Geraden und heisst die Fluchtgerade der Ebene.

*

Spur und Fluchtgerade einer Ebene sind stets parallel; und zwei 
Geraden g = {S,F) und 9,=(S,F) befinden sich dann und nur 
dann in derselben Ebene, wenn SS I F'Ff ist.

Die Fluchtgerade f' ist das Edd der unendlich fernen Gerade fo 
■von E; während die Verschwindungsgerade v = ETT*  sich in die un
endlich ferne Gerade v, von TT projicirt. Wir kennen aus Nr. 114 
die Figur des von E, E*,  TT, TT*  eingeschlossenen parallelopipedischen 
Raums; TT, TT*,  v, f' entsprechen den dortigen d>,^>*,j,i'.

Den Theilen f^s, sv, vf^ von E entsprechen im Bilde f's, svj, 
v‘f‘, also wiederum dem ganzen Theile der Ebene hinter der Tafel 
der Streifen sf' von endlicher Breite. Theilt man jenen durch die 
obigen Frontebenen in die Streifen scp, q1q2, . . . von gleicher Breite, 
so ergiebt sich für die Breiten der Bildstreifen Analoges wie oben.

Fluchtpunkt für die Spurnormalen in E ist der Fusspunkt A des 
Lothes aus 0 auf f', der zugleich derjenige des Lothes aus A ist; die
jenigen Geraden in E, welche unter 45° die Spur schneiden, „fliehen 
im Bilde“ nach dem einen oder andern der beiden Punkte auf /, 
welche von A die Entfernung OAr haben.
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Parallele Ebenen haben dieselbe Fluchtgerade; die einer tafel
normalen Ebene geht stets durch A. Für die horizontalen Ebenen ist 
die Horizontale die Fluchtgerade; je nachdem die ebenfalls horizontale 
Spur über oder unter der Horizontale liegt, fällt oder steigt die 
Ebene (nach hinten verfolgt) scheinbar.

Die Ebenen durch 0 von der Tafelneigung a umhüllen denselben 
Rotationskegel, der die Geraden durch 0 von dieser Neigung zu 
Kanten hat (Nr. 88). Also sind die Fluchtgeraden aller unter dem, 
Winkel a gegen die Tafel geneigten Ebenen Tangenten des Neigungs
kreises, der durch die Fluchtpunkte der unter diesem Winkel geneigten 
Geraden gebildet wird; die Berührungspunkte sind ja auch die Flucht
punkte A. der spurnormalen Geraden der Ebenen, welche dieselbe 
Neigung haben wie diese (Nr. 15).

Z^vei parallele Geraden s,f' in TT, jene als Spur, diese als Flucht
gerade, bestimmen eine Ebene 
Parallelebene durch s zu Of'. 
Eine Frontebene aber muss 
durch einen in ihr gelegenen 
Punkt bestimmt werden.

138. Man construire die 
Schnittlinie zweierEbenen (s, ff (s, \ den Schnittpunkt dreier 
Ebenen (Fig. 63), letzteren 
als Schnittpunkt zweier von 
den drei Schnittlinien; die 
dritte liefert eine Controlle. 
Es handelt sich um zwei 
perspective Dreiecke mit pa

vollständig und eindeutig; sie ist die

Fig. G3.

rallelen Seiten (Nr. 119). Um den Schnittpunkt einer Ebene (s, ff mit 
einer Gerade (S, F') zu ermitteln, schneide man jene mit einer durch 
diese gehenden Ebene und die Schnitt
linie mit (S, F'f

Man lege in (s, f) Geraden oder 
durch {S, Ff Ebenen von gegebener Tafel
neigung.

Man verbinde einen Punkt P, der 
auf (S, Ff gegeben ist, mit der Gerade 
(St, Ff) durch eine Ebene (Fig. 64). 
Wir ziehen P'Ff und schneiden sie in 
S, mit der Parallele durch S zu F'Ff, 

Fig. 64.

so ist (S, Ff) die Parallele
durch P zu (S1, Ff)-, denn sie schneidet (S, Ff und dann in P, weil
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die Verbindungslinien der Spuren und der Fluchtpunkte parallel sind. 
Sie liegt in der verlangten Ebene;- deren Spur s ist also S.S, und die 
Parallele zu ihr durch F‘ ist die Fluchtgerade f.

Ist (S1, die Gerade, die zur Fixirung eines zweiten Punktes 
P dient, so erhält man in den Schnitten von mit s und f 
Spur und Fluchtpunkt der Verbindungslinie PP.

Die Entfernung zweier parallelen Ebenen ist gleich derjenigen 
ihrer Spuren, dividirt durch den Cosinus der Tafelneigung, welche aus 
der gemeinsamen Fluchtgerade sich ergiebt. Da es nun leicht ist, 
durch zwei windschiefe Geraden die Parallelebenen zu legen, so hat 
man auch die Länge ihrer kürzesten Entfernung.

Erst, wenn Masseigenschaften in Frage kommen, werden A und d 
nothwendig.

139. Wenn F' und f' zu Strahlen und Ebenen gehören, die zu 
einander normal sind, so ist OF_L Of' und daher die Ebene OF'A 
zur Schnittlinie f von Of und TT normal, weil zu beiden Ebenen; 
also ist auch F'A normal zu f-^ ist Ar der Fusspunkt, so ist △ F'OA1 
bei 0 rechtwinklig, OA seine Hypotenusenhöhe; daher:

F'A • AA± = df

und zwar auch dem Vorzeichen nach. Legt man dies Dreieck um 
F’AA. in TT um, so ergiebt sich folgende Construction von F' aus f: 

man ziehe AA senkrecht zu f', senkrecht darauf AOo — d, dann 
OqF' senkrecht zu Ar OQ, wo F' der Schnitt mit A A. ist. Und ähn
lich ergiebt sich f aus F'. Auf diese Weise erhält man den Flucht
punkt der G-eraden, die zu einer gegebenen Stellung fFluchtgerade f) 
normal sind, und die Fluchtgerade der Ebenen, die zu einer gegebenen 
Eichtung (Fluchtpunkt F') normal sind. Nähert sich eins dieser zu
sammengehörigen Fluchtelemente dem Augpunkte, so entfernt sich 
das andere.

140. Es soll der Winkel zweier Geraden (S,F),(S,F1) ermittelt 
werden; ersichtlich genügen die Fluchtpunkte: man ermittelt den 
Winkel der Parallelstrahlen OF', OF-^ und legt deren Ebene um 
ihre Spur f — F'F^ um: eine uns bekannte Construction. Wir wollen 
die Umlegung Oo von 0, dessen Orthogonalprojection A ist, haben, 
fällen daher AA± senkrecht auf f, errichten darauf in A das Loth 
AOo = d und tragen die Hypotenuse A,O. auf AA von A aus ab 
bis O0; es ist dann F'OQF^ der verlangte Winkel. Kommen bei 
Winkelbestimmungen Ebenen vor, so ersetzt man sie durch die Lothe 
auf ihnen (Nr. 18), ihre Fluchtelemente also durch die zugehörigen 
normalen. In der Fig. 65 ist in ß der Winkel zwischen den Strahlen 
und Ebenen ermittelt, denen die Fluchtelemente F' und f zugehören.
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141. Auf g' = SF' ist das Bild P'Q' einer Streclie gegeben; man
soll die wahre Länge bestimmen 
und mit ihr 0 nach OQ um in 
der eben beschriebenen Weise, 
so ist die Parallele durch S zu 
0qF' die Umlegung gQ von g, 
die ja auch in dieser Ebene, der 
projicirenden Ebene, liegt. Die 
Strahlen Oo(^P', Q') schneiden in 
g0 die wahre Länge Po Qo ein.

Und umgekehrt führt dies 
zur Auflösung der Aufgabe: 
Wenn das Bild P' eines Punktes 
P auf einer G-erade (S, F') be
kannt ist, das Bild Q' des 
andern Endpunktes einer Strecke 
PQ von gegebener Länge zu con- 
struiren.

(Fig. 66). Legt man die Ebene g'O

und B' sein Bild, so führt OÜB.'Ist B 

zu R und

ein dritter Punkt auf g
PA PB^
Q.R QP^

vorliegt, nach gegebenem 
Verhältnisse zu theilen hat.

Man hat freilich 
hierbei meistens mit 
nicht günstig gelegenen 04 
Punkten zu thun.

Wird eine Ebene E 
um ihre Spur in TT um
gelegt, so besteht zwischen 
der Umlegung und dem 
Bilde Homologie, mit wel

dies lehrt, wie man eine Strecke, deren Bild

Fig. 66.

cher wir jedoch aus den Betrachtungen von Nr. 118 schon vollständig 
vertraut sind; es genügt, zu erwähnen, dass die Axe der Homologie, 
auf der sich entsprechende Geraden begegnen, die Spur s ist, das 
Centrum, durch das alle Verbindungslinien entsprechender Punkte 
laufen, die Umlegung O. des Auges 0 mit der Parallelebene Of'. 
Die Fluchtgerade f' ist die zum Bildfelde gehörige Fluchtgerade, jetzt 
insbesondere durch diesen Namen ausgezeichnet, während die zur Um
legung gehörige Fluchtgerade die Umlegung V der Verschwindungs- 
gerade v der E ist.
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Fig. 67.

142. Die Aufgabe, eine Strecke auf g = (S, F') vom gegebenen 
Punkte P aus aufzutragen, und ihre Umkehrung, die wahre Länge 
einer im perspectiven Bilde gegebenen Strecke zu ermitteln, kann man 
auch mit Hilfe einer durch die Gerade gelegten Ebene lösen, indem 

man einen der beiden Pa
rallelstrahlenbüschel in der 
Ebene, deren Strahlen als 
Basen mit g und der Spur s 
(oder den Spurparallelen) 
gleichschenklige Dreiecke bil
den, und seinen Fluchtpunkt 
benutzt (Fig. 67). Da auch 
in der Parallelebene Of ein 
gleichschenkligesDreieck ent
steht, so hat dieser Flucht
punkt D' auf f von F' die 
Entfernung OF', die ja durch 
Umlegung leicht bestimmt 

werden kann, und durchläuft, wenn die Hilfsebene verändert wird, 
einen Kreis um F'. Zieht man also D'P' bis P auf s, trägt PQ 
gleich der gegebenen Strecke 7 auf s auf, so ergiebt sich Q' auf g' 
durch Schnitt mit ebenso, wenn Q' gegeben ist, findet sich Q. 
auf s und die wahre Länge P Q..

Hätte man F'JD' = — • F'O gemacht, so würde PQ der m-te 
Theil von PQ sein; dazu wird man greifen, wenn das vorhin con- 
struirte F'P' oder wenn 7 zu gross ist*)  und im verfügbaren Zeichen
raum nicht Platz findet. Bleiben wir aber bei F'D'—F'O] so möge 
durch P' die Parallele zu s und f, das Bild einer spur- und tafel
parallelen Gerade in E, gezogen werden. Schneidet D‘Q‘ sie in 
so ist P‘‘ das Bild einer auf ihr gelegenen mit PQ gleichen Strecke. 
Projicirt man es aus irgend einem Punkte von f' auf s, so ergiebt 
sich, weil in Wirklichkeit ein Parallelogramm entsteht, die wahre 
Länge. Als diesen Fluchtpunkt der nicht spurparallelen Gegenseiten 
des Parallelogramms nimmt man am besten den Fluchtpunkt F' der 
Gerade g = PQ, so dass, wenn die Projection von £7' aus F' auf s 
ist, S. die wahre Länge ist, die möglicherweise günstiger liegt, als 
das vorhinige P Qv Man hat also S2.=l auf s aufzutragen, F'^ 
in £7' mit der Parallele durch P' zu s zu schneiden und g' mit D’A’inQ’.

*) Ein zu grosses l theilt man wohl auch in Theile, die hinter einander auf- 
getragen werden.
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Wird dann •,F" in A‘ von der Parallele durch Q' zu s ge
schnitten, so liefert D‘R‘ auf g' den Punkt R', so dass QR auch die 
Länge 7 hat; und so fortfahrend kann man dieselbe beliebig oft hinter 
einander auftragen.

143. Wenn es sich nur darum handelt, eine Streche PQ auf g — 
(S, F'f deren Bild P'Q' schon vorliegt, zu vervielfachen, so hann man
jeden beliebigen Punkt F‘ 
der Fluchtgerade f' einer 
durch g gelegten Ebene E 
benützen an Stelle von D' 
(Fig. 68); denn die drei 
Parallelstrahlenbüschel in 
E, von denen einer aus 
spurparallelen Strahlen be- Fig. 68.

steht, während die andern F' und F‘ zu Fluchtpunkten haben, führen 
zu den congruenten Dreiecken PQ^l, QRÜt, . . . mit den gleichen 
Seiten PQ, QR, ....

Wird P'^l' in W‘ nach gegebenem Verhältnisse getheilt, so 
liefert F‘W‘ auf g' das Bild W' des Punktes W, welcher PQ nach 
diesem Verhältnisse theilt.

Schneidet man R'di' mit P'^l' in R,‘, so ist A‘%‘=P‘D‘, 
ebenso geht die nächste derartige Linie T'%' durch den Punkt T, 
auf Q N‘, für den R’E, = Q'di' ist, und der ersichtlich auf F’R, 
liegt, sowie alle weiteren derartigen Punkte.

Pie Construction der Vervielfachung von PQ, deren Bild P'Q' auf 
9 — SF geschieht daher, ohne Benutzung von 
(Fig. 69): Durch P', Q' sind zwei 
beliebig gerichtete Parallelen ge
zogen; wir machen auf der ersten 

P‘a‘= ziehen F'^b' und
F"H, welche von der zweiten in 

M‘, E‘ geschnitten werden; es schnei
det dann R‘R‘ die g' in R', die 
durch diesen gehende Parallele von 
jener Richtung treffe wiederum in 
T‘, 1,‘; dann liefert T’T, das Bild 
T' des dritten Endpunktes; u. s. w.
Man zeichne zu dieser Bildfigur die Originalfigur, in der auch den 
nach F gehenden Strahlen Parallelen entsprechen.

144. Im Vorangehenden ist auf ungünstig gelegene Punkte noch 
wenig Rücksicht genommen. Diese treten aber in der Perspective

Sturm, Elemente d. darstell. Geom. 2. Auf. 9 
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ziemlich, zahlreich auf. Wenn die Augdistanz in richtiger Länge ge
nommen wird, so fallen viele Fluchtpunkte ausserhalb des Zeichen
raums; auch für O. und andere Punkte gilt dies.

Oft ist ein unzugänglicher Punkt bekannt als Schnitt zweier in 
der Zeichnung vorhandenen Geraden g, l; um von einem andern 
Punkt P nach ihm die Gerade zu ziehen, verfahren wir nach An
weisung von Nr. 119. Oder wir schneiden g und 7 mit zwei parallelen 
Geraden, von denen eine durch P geht, in Gr,L] G1,L1, theilen GL 
in P± nach demselben Verhältnisse, wie GL durch P getheilt ist, so 
ist PP die verlangte Gerade.

Liegt auf einer Gerade g ein ausserhalb der Zeichenfläche fallender 
Punkt Q m-mal weiter von einem Punkte C derselben entfernt, als 

ein anderer , der noch ins Zeichenblatt zu liegen kommt, so 
m

nähere man auch P, von dem nach Q die Gerade gezogen werden soll, 
1 P . . 'dem C bis auf — der Entfernung, nach —; ersichtlich ist PQ pa- m m

n 1 PQ
m m

Solche „Reductionen" ergeben sich durch Herannäherung des 
Auges an die Tafel. Jede Verlegung des Auges ändert die Flucld- 
elemente, lässt aber die Spuren.

Wird das Auge zunächst parallel zur Tafel verschoben von 0 
nach 0*,  so verschieben sich A und alle Fluchtpunkte um eine 
Strecke, die in Grösse, Richtung und Sinn mit 00*  übereinstimmt, 
die Bilder der endlichen Punkte durchlaufen Strecken von derselben 
Richtung; liegen sie hinter der Tafel, dann auch von gleichem Sinne, 

aber kleinerer Länge als 00*  (P‘P*=  00*  • V) . Ist 0 0*  \ y d/
gleich der Entfernung der beiden Augen, so hat man zwei stereosko
pische Bilder.

145. Wird nun aber 0 der Tafel in der Richtung auf den Punkt C 

derselben bis auf — der Entfernung genäJiert (Fig. 70), so dass — C 
14 1 d

— — - OC, —C=—AC und die neue Augdistanz —*)  ist, so 
m m m m

. 1 F' 1
nähern sich auch alle Fluchtpunkte dem C auf —-; — C = — -FC-.m m m
folglich gilt dies auch für die Fluchtgeraden. Mit den kleineren

*) — ist Bruch: —, — u. s. w. sind bequeme Bezeichnungen.m m m
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Neigungskreisen construirt man zunächst die „reducirten" Flucht- 
elemente, durch welche dann die Lage der eigentlichen bestimmt ist. 
Die Aehnliclikeit und ähnliche Lage in Bezug auf C aber geht noch 

A
weiter: auch und —1, die Fusspunkte der Lothe aus A auf aus

Af‘ 0— auf —, O, und _0, die Umlegungen von 0 mit Of, von 
m m m
0 0 f . f D'mit------- , sind entsprechend, sowie D und —, die „Auftrags-m mm m "°

f' gehören, welche auf den Ebenen mit den Fluchtlinien f', —• normal 
m

sind. Jedesmal, wenn man einen solchen reducirten Punkt erhalten 
hat, wird man versuchen, ob nicht der wirkliche doch noch innerhalb 
der Zeichenfläche vorhanden ist; z. B. wenn F' auf f' ungünstig liegtF"und mit —- gearbeitet werden muss, kann der Auftragspunkt D', 

oder, wenn f ungünstig liegt, kann Ff günstig liegen.
Hat man längere Zeit mit derselben Ebene oder mit parallelen, 

also mit derselben f' zu thun, so wird man C darauf legen, am 
besten in A1, weil dann einige Vereinfachungen eintreten. Am meisten 
empfiehlt sich der Augpunkt A als Punkt C.

146. Eine Reduction anderer Art wird erforderlich, wenn der dar- 
zustellende Gegenstand so grosse Dimensionen hat, dass mit ihnen auf 

9  *
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dem Zeichenblatte nicht gearbeitet werden hann. Man verjüngt ihn dann, 
so jedoch, dass das Bild davon nicht beeinflusst wird. Man rückt ihn 
so auf 0 zu, dass er sich ähnlich und ähnlich gelegen bleibt in Bezug 
auf 0 als Aehnlichkeitspunkt, also jeder Punkt seinen Projectionsstrahl

und sein Bild behält. Die Annäherung erfolge bis auf — der Ent

fernung. Die Entfernungen von der Verschwindungsebene erleiden 
dieselbe Verkleinerung, während für diejenigen y, y*  von der Tafel 
gilt: y*+d=,( —d). Nehmen wir ein rechtwinkliges Coordi- 

natensystem an, von dem die x- und die g-Axe, in A sich schneidend, 
in der Tafel liegen, so gilt für die y, y*  das eben Gesagte, während 

g*_1.g,  g*_  1 • g. Die Fluchtelemente werden nicht verändert, da 
n n

die Geraden und Ebenen des Objects sich parallel verschoben haben.
147. Auf Grund dieser Erörterungen soll nun eine einfachere per-

spectivische Zeichnung entworfen werden. Es handelt sich um eine fünf
stufige Treppe, die von zwei Pfeilern eingeschlossen ist (Fig. 71, Taf. VI). 
Die Pfeiler seien 90 cm hoch, 45 cm breit, die Treppe habe die Breite 
180 cm zwischen den Pfeilern, die Höhe der Stufen sei 18 cm, die 
Tiefe 30 cm; die innere verticale Kante des linken Pfeilers befinde 
sich 330 cm hinter der Tafel; folglich ist, indem d — 30 cm an-

30
genommen wird, ihr Verjüngungs-Verhältniss 30 _ 330
Bild der Kante hat also die Länge 1 • 90 cm = 7,5 cm.

4

1” 121 das

Wir nähern das Object dem Auge bis auf E und haben es von 

nun an mit den kleineren Dimensionen zu thun: Pfeilerhöhe 15 cm,
Pfeilerbreite 7,5 cm, Treppenbreite 30 cm, Stufenhöhe 3 cm, Stufen
tiefe 5 cm. Jene Kante liegt jetzt in der Frontebene, welche die Ent
fernung d von der Tafel und daher das Verkürzungs-Verhältniss 9 

hat; das Bild der Kante hat also — unverändert — die Länge 7,5 cm.
Als Punkt C, auf den zu wir, behufs der Gewinnung reducirter 

Flucht- und Aufträgspunkte, das Auge der Tafel nähern, sei der Aug
punkt A gewählt, und zwar nehmen wir zunächst Annäherung bis auf ein

Drittel; sei die Umlegung des Auges mit der durch die Horizon

tale a gehenden Horizontalebene nach unten.
Die beiden an unserm Objecte auftretenden horizontalen Rich

tungen seien nahezu rechtwinklig und parallel zur Tafel; der Winkel a
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0 F'der ersteren mit der Tafel sei °—A; aus dem reducirten Flucht- 3 3
F' . . , F'

punkte — ist der wirkliche F' hergestellt: AF=34 3 Von

dem der andern Richtung entsprechenden Fluchtpunkte F^ fällt nicht
F' 0 .einmal -1 innerhalb des Zeichenblatts; wir benutzen -A, ziehen die3 IZ

0 F' 0 F'Senkrechte durch diesen Punkt zu 0, welche zu-., und OQF' 
• o 1^ U

Ffparallel ist, bis zum Schnitte 1 mit a; F^ hat 12-mal so grosse2
Entfernung von A.*)

V 0Es ist F‘0=3./,0 und es muss FD' = F' sein; beide 

eigentlichen Auftragspunkte kommen nicht zu Stande; wir ersetzen sie 
durch diejenigen, bei welchen mit einem Drittel der aufzutragenden 
Längen gearbeitet wird; diese beiden Auftragspunkte, welche mit 

D' (1) bezeichnet werden mögen, haben von F' die Entfernung 

1 F 0 T)' F' 0 F'3 • F'Oo, also 3 30 • Wemi ferner 1212 = 1212 auf « gemacht 

wird, so muss D^, der zu den Geraden mit dem Fluchtpunkte F1 ge
hörige Auftragspunkt, 12-mal weiter von A entfernt sein als

Wir erhalten nur einen der beiden und diesen so nahe an X, 

dass die Vervielfachung mit Hilfe des Zirkels sich nicht empfiehlt; 
man wird besser mit einem möglichst genauen Massstabe arbeiten.

Zur Controllirung der mit diesem etwas unsicheren Auftrags
punkte D-^ gemachten Auftragungen ist noch ein Fluchtpunkt F^ 
hergestellt; der rechte Winkel bei %, der von den Umlegungen un-

0 JE'serer beiden Richtungen gebildet wird, sei durch ,0-,2 halbirt und

F'aus sei F^ construirt, so ist das der Fluchtpunkt solcher Hori-

*) Es ist vortheilhaft, damit man, etwa unter Anwendung perspectiver Drei
ecke, Geraden nach ziehen kann, sich noch eine zweite durch diesen Punkt 
gehende Gerade zu verschaffen: Man trage z. B. auf eine Gerade durch A mög- 
liehst genau A1=1 cm, dann AB = 12 cm auf; so ist die Parallele durch 93

BF’: t uzu —eine solche Gerade.12 12
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zontalen, welche mit unsern Richtungen gleiche Winkel bilden; so 
dass, wenn es sich um Gerade der nämlichen Horizontalebene handelt, 
die nach F,‘ fliehenden auf denen, welche F' und F^ zu Flucht
punkten haben, gleiche Strecken einschneiden.

2
Die Horizontalebene durch 0 durchschneide unser Object in 9

•
der Höhe, so dass von den verticalen Pfeilerkanten 10 cm unter- und 
5 cm oberhalb sind. Daher ist die Spur s der untersten Horizontal
ebene. des Objects, der „Grundebene“, 10 cm unterhalb a und geht

also durch • Aber wir werden meistens mit derjenigen Spur

parallele h dieser*  Ebene arbeiten, die in der oben erwähnten Front
ebene liegt und durch den Fusspunkt P derjenigen Pfeilerkante P Q 
geht, die sich in dieser Frontebene befindet. Das Verjüngungs-Ver- 
hältniss auf h ist 1, und das Bild h‘ liegt in der Mitte zwischen a

*) P' T' ist wegen der Wichtigkeit dieser Linie für die Construction aus
gezogen.

2
und s. Die Spur s benützen wir nur für die Festsetzung der Lage P 
der Orthogonalprojection von P auf die Tafel; der Schnitt von AP1 
mit h‘ ist dann P'. Nun wird P'Q' = 7,5 cm vertical gezogen, ferner
g' und V aus P' nach F' und F^, letzteres dadurch, dass P' dem A

1 . P'auf .0 genähert bis2 2
P‘F1

12 12und durch P' die Parallele zu ge

zogen wird, oder besser, nachdem oben eine zweite Gerade durch F1‘ 
construirt ist, vermittelst perspectiver Dreiecke. Auf h' trägt man 
dann nach links die Pfeilerbreite, nach rechts zuerst die Treppen-,

dann die Pfeilerbreite, aber halbirt, also• 7,5 cm, bezw. .30cm 
2 2

und 1 • 7,5 cm auf und projicirt die erhaltenen Endpunkte aus dem 
4

Auftragspunkte D.‘ auf V nach B', T', U'.*)  Um auf g von P aus 
fünfmal die Stufentiefe 5 cm zu erhalten, trägt man, den linken

£
3D‘ benutzend, nach rechts von P' aus auf h‘ fünfmal 1.1.5 cm

3 2
auf (1, weil auf h' gearbeitet, , 

\ 2 o
weil D' (1) benutzt wird) und 

\3/ /

projicirt die erhaltenen Punkte aus D ‘(3 auf g'. Theilt man noch

P'Q', das Bild einer Tafelparallele, in fünf gleiche Theile, zieht durch 
jene Punkte auf g' die Verticalen, durch diese die Geraden nach F', so 
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erhält man das Bild des Schnitts der Treppe mit der innern Seiten
wand des linken Pfeilers. Wenn auf g von P aus noch 7,5 cm im 
Bilde aufgetragen wird bis W', so haben P W und PP gleiche Länge5 
also muss B'W' durch F‘ gehen.

Um auf der Verticale durch T' 15 cm aufzutragen, zieht man aus 
irgend einem Fluchtpunkte auf a, etwa A, den Strahl nach T' bis 
zum Schnitte mit Ji, durch diesen die Verticale von der Länge 
1 • 15 cm und durch den Endpunkt wieder den Strahl nach A, der 

auf der ersten Verticale den gesuchten Endpunkt V‘ einschneidet. 
Q'V' muss durch gehen, was mit Hilfe perspectiver Dreiecke con- 
trollirt werden kann.

Auf T'F' wird jetzt ebenfalls, wie auf P'F', fünfmal die Stufen

tiefe aufgetragen, diesmal mit Hilfe des rechten D‘ (3) • Es ergiebt 

sich das Bild des Schnittes der Treppe mit der innern Wand des 
rechten Pfeilers. Durch Verbindung entsprechender Punkte der Bilder 
der beiden Schnitte erhält man die Bilder der horizontalen Kanten der 
Treppe, die nach F^ fliehen, unter Vermeidung dieses unbequemen 
Fluchtpunktes. Die oberen Stufenflächen werden im Bilde, wie noth
wendig, immer schmäler, je mehr man sich der Horizontale nähert, 
und über ihr unsichtbar. Es erübrigt noch die Construction der ver- 
ticalen Kanten durch P' und U'.

Wird auf T'F' sechsmal die Stufentiefe aufgetragen bis Z', so 
ergiebt sich eine Strecke, die der Treppenbreite (30 cm) gleich ist; 
daher muss Z'P' durch F‘ .gehen, womit von neuem D con- 
trollirt wird.

Achter Abschnitt.

Schräge Parallelprojection.

148. In die Beziehung zwischen einer Streclce PQ auf g und ihrer 
Parallelprojection P'Q' gehen ein die spitzen Winkel ß und o, welche 
g und die Projectionsstrahlen p mit TT bilden, und der Winkel X, den 
sie mit einander bilden, und zwar genauer derjenige Winkel, den 
solche aus einem beliebigen Punkte in der Richtung von g und p ge
zogene Halbstrahlen einschliessen, welche beide die TT treffen. Wir 
schneiden (Fig. 72) mit der Paraliebene TT*  zu TT durch Q den Pro- 
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jectionsstrahl von P in P"^ dann sind die Geraden P"Q und P'Q' 
als Schnitte der Ebenen TT*  und TT mit der Ebene QPP", in welche 
auch der Projectionsstrahl QQ' fällt, parallel und da auch PP"P' 
und QQ' parallel sind, so ist P"Q = P'Q'. Wenn noch P die 
Orthogonalprojection von P auf TT*  ist, so ist ~PQP = ß, ^/ZPP"P1 

 o, also PP” = PQ • sin8. ferner QPP”  X. Der Cosinussatz‘ smo
angewandt auf △ PQP”, giebt die Beziehung: 

  p,_p,.y/i sinß(sinß—2c0s1).
r sm O \sm O /

Der Winkel X befindet sich immer zwischen 180° — (B—0) und 
der Differenz von ß und o; denn als Kanten winkel der dreiseitigen

Ecke P(Q, P”, Pf) muss er kleiner als die
A Summe und grösser als die Differenz der

A2 Np beiden andern Kantenwinkel sein, welche
7 \__ 90° — ß und 90° — o sind. Fallen die drei

/ /<o / Kanten in eine Ebene, welche dann zugleich
/ P / schräg und orthogonal projicirende Ebene der g
(II \  / ist, so hat X einen der beiden Grenzwerthe./ p) A hat nur einen Werth 90° — ß, bezw.
LI- - - - - - - - - - - - - - - - - - / 90° — o, wenn o oder ß gleich 90° ist; denn

Flg " in diesem Werth fallen die Grenzwerthe zu
sammen. Daraus ergiebt sich für <5 = 90° die bekannte Formel der 
Orthogonalprojection, für ß = 90° aber:

P' Q' = P Q • cotgo,
die natürlich auch unmittelbar ersichtlich ist. Sie giebt die Länge 
der schrägen Parallelprojection oder, wie einfacher gesagt werden soll, 
der schrägen Projection einer zur Projectionsebene senkrechten Strecke.

Ist X > 90°, so ist stets P'Q')> PQ-, insbesondere, wenn X = 90°, 

ist P9=PQV1+snc
Liegt also ein Kreis vom Badius r in einer zu den Projections- 

strahlen senkrechten Ebene vor, so wachsen die Neigungswinkel ß seiner 
Durchmesser (Nr. 15) von 0° bis 90°—o, der Neigung der Ebene 
gegen TT; die grösste gehört zu demjenigen Durchmesser, der dieselbe 
Orthogonalprojection auf TT hat, wie der Projectionsstrahl des Mittel
punktes. Projection des Kreises ist daher eine Ellipse, deren Halb
ax en, gelegen auf dieser Orthogonalprojection und senkrecht dazu, 

y—----  und r sind und die nach Nr. 25 construirt werden kann,
sm O
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149. Wenn Grundriss und Aufriss eines Objects weniger anschau
lich sind, weil etwa verschiedene ebene Figuren sich geradlinig pro- 
jiciren, so pflegt man noch eine schräge Projection hinzuzufügen, 
welche in folgender Weise leicht aus der orthogonalen herausgearbeitet 
werden kann. Wir nehmen die verticale TT, auch als Ebene TT der 
schrägen Projection und haben dann nur die zweiten Abstände P,P 
= (Nr. 44) schräg zu projiciren. Sind p.,p, die Orthogonal- 
projectionen eines schrägen Projectionsstrahls p, so ist p, auch schräge 
Projection jedes der Lothe, die einen Punkt von p auf TT, projiciren. 
Also ist die Richtung von p^ die der schrägen Projection der Lothe 
auf TT. Die Geraden in TT von dieser wichtigen Richtung mögen die 
Schrägen (fuyantes) genannt werden. Um P' zu erhalten, hat man 
also auf der Schrägen durch P PP‘=PaPcotgo aufzutragen; in 
Bezug auf den Sinn, in welchem aufzutragen ist, gilt: Die Projection 
P^P' eines negativen, d. h. nach hinten gerichteten Abstandes geht, je 
nachdem die Projectionsstrahlen, von vorn nach hinten verfolgt (oder 
unter der Voraussetzung, dass die Beobachtung von vorn geschieht), 
von rechts oben, links oben, rechts unten, links unten kommen),  
ebenfalls nach rechts oben, . . . .; und die eines positiven Abstandes 
hat den entgegengesetzten Sinn.

*

*) In den beiden ersten Fällen wird, mit freilich der heutigen Terminologie 
nicht entsprechender Anwendung des Wortes Perspective, die schräge Projection 
auch 'Vogelperspective genannt, und in den andern, kaum gebrauchten, scherzhaft 
Froschperspective.

**) Die Projection mit q = 1 und a = 90°, bei der also die Schrägen in 
Verticalen übergegangen und die Projectionsstrahlen zu den auf TT senkrechten 
Verticalebenen parallel und unter 45° gegen TT geneigt sind, heisst, weil früher 

vielfach zur Darstellung von Festungswerken benutzt, Militärperspective.

Es ist nun üblich, zunächst die Bestimmung über diesen Sinn ^u 
treffen; meistens wird der erst genannte Fall genommen; ferner wird als 
Winhel a = a2 der Schrägen mit der Projectionsaxe oder den Horizon
talen ein leicht herzustellender genommen und auch dem Veränderungs
verhältnisse g = cotg o ein einfacher Werth gegeben, z. B. a = 30°, 45°;

 1 1 .953’2’1
Eine Projection mit solchen einfachen Daten, mit denen schnell 

gearbeitet werden kann („projection rapide"), heisst Cavalierperspective 
(perspective cavalire).**)

Die zu den drei Werthen von q oder cotg o gehörigen Werthe

von sin. =V1+q*  sind V30,1,v2 oder 1,054; 1,118; 1,414.
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Selbst noch im zweiten Falle ist die Ellipse mit den Halbaxen 
rsin- und r, in die sich ein zu den Projectionsstrahlen senkrechter

Kreis projicirt, nicht sehr vom Kreise verschieden (obwohl die Brenn
punkte eine ersichtliche Entfernung vom Mittelpunkte haben).

Man construire aus diesen Daten a und q die Richtung von p. 
und beweise die Relation: tg m _tgO, wo m der Winkel von - 

• cos a 1mit der Axe ist.
Von einem Würfel, der in Grund- und Aufriss sich als Quadrat 

darstellt, entwerfe man die schräge Projection für alle sechs Combina-

Fig. 73.

tionen der obigen a und q und vergleiche die Zeichnungen; ebenso
mache man die schräge Projection des in Fig. 51 dargestellten Dode-
caeders etwa für a = 30°, q _ 1

‘ 2
Es genügt offenbar, wenn die Daten gegeben sind, die Ortho- 

gonalprojection des darzustellenden Punktes auf TT und seine Ent
fernung (Cote) von TT zu kennen. Danach ist in Fig. 73 ein horizon

taler Kreis, ebenfalls für a q=-, dargestellt. Zur Construction 
Z

der Tangenten an die Projection ist die Affinität zwischen dieser und 
der Umlegung benutzt.*)

*) Es sind auch einige Tangenten folgendermassen construirt: Wenn auf 
zwei rechtwinkligen Tangenten AC^ JBC eines Kreises AD = 1 AC, BE =BC

2 O
gemacht ist, so ist DE = AD — BE auch Tangente; diese Theilungen aber 
lassen sich auch in der Projection vornehmen.
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Der Mittelpunkt ist in TT angenommen; andernfalls handelt es 
sich um eine indirecte Umlegung: der Kreis ist zunächst um seinen 
zur TT parallelen Durchmesser in die Parallelebene zu TT gedreht und 
dann — congruent — parallel projicirt.

150. Wie wir die Orthogonalprojection auf eine Ebene durch die 
auf eine zweite vervollständigen mussten, um zu erreichen, dass die 
Elemente auch im Raume fixirt sind; so können wir, wenn wir nicht 
auf die ursprüngliche Zeichnung in Grundriss und Aufriss recurriren 
wollen, damit die neue Zeichnung von jener unabhängig sei, die 
schräge Projection in anderer Weise vervollständigen, indem wir die 
schräge Projection des Grundrisses hinzufügen. Man bildet also nicht 
blos PP, sondern auch PaP± ab, vermittelst der gleich langen und 
gleich gerichteten Schrägen P2P, PaPf und erhält die beiden Projec- 
tionen P', Pf, welche — analog zu Nr. 42 — auf derselben Verticale 
liegen. Vermittelst zweier auf g = (gt, gf) gelegten Punkte erhält 
man g', gf, die beiden Projectionen von g. Sie treffen sich in der 
schrägen Projection der ersten Spur von g-, die Spur in TT und der 
Schnitt von gf mit der Axe liegen vertical übereinander. Zwei Ge
raden g und l liegen in derselben Ebene, wenn die Schnitte g'l' und 
gflf auf der nämlichen Verticale sich befinden (oder zugleich g' II V, 
gf || If ist). Man construire P,P aus P', Pf und 91,92 aus g',gf-

Die Spur einer Ebene in TT und die schräge Projection ihrer 
ersten Spur treffen sich auf der Axe.

151. Die schräge Projection ist die geeignetste für die Entwerfung 
stereometrischer Figuren; wegen der Erhaltung des Parallelismus und 
des einfacheren Construirens ist sie der Perspective vorzuziehen, und 
andererseits der Orthogonalprojection, weil, wie schon mehrfach be
merkt, bei dieser oft wichtige Bestandtheile des Objects nicht anschau
lich zur Darstellung kommen.

So sind auch die Figuren 1—6, 11—14, 53, 54, 72 als schräge 
Projectionen anzusehen, mit einem ziemlich grossen Winkel a: die 
mit TT bezeichneten Ebenen sind horizontal, die begrenzenden Recht
ecke haben ihre Seiten parallel und senkrecht zur verticalen Ebene 
der schrägen Projection; TT, in Fig. 12, 14 ist zu dieser parallel.

Wir schliessen hieran noch einige Bemerkungen über die Dar
stellung der Kugel und den sogenannten ümriss.

Der der Kugel umgeschriebene Cylinder, dessen Kanten den Pro- 
jectionsstrahlen parallel sind, berührt sie längs desjenigen grössten 
Kreises U, dessen Ebene zu den Kanten senkrecht ist, und ist deshalb 
Rotationscylinder. Dieser Kreis ist der wahre Umriss; er trennt für 
den in der Richtung der Projectionsstrahlen Sehenden den sichtbaren 
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Theil der Oberfläche vom unsichtbaren. Der Schnitt dieses Cylinders 
mit TT oder die schräge Projection von U ist der scheinbare Umriss U', 
und ihn haben wir bei der JDarsteilung der Kugel zu zeichnen. Er ist, 
wenn r der Radius der Kugel und des wahren Umrisses ist, die oben 

r
besprochene Ellipse mit den HaTbaxen sin0, rl streng genommen ist er 

nur dann Kreis, wenn orthogonal projicirt wird, aber bei kleinen 
Werthen von q (und von r), wie wir sahen, nicht ersichtlich vom 
Kreise verschieden; so dass, wenn in Lehrbüchern der Stereometrie 
oder der mathematischen Geographie als (scheinbarer) Umriss ein Kreis 
gezeichnet wird, auch wo ersichtlich schräge Projection vorliegt, der 
theoretische Fehler praktisch ohne Bedeutung ist, wofern es sich eben um 
ein kleines q handelt; z. B., wenn der Umriss einer Projection der Erd
kugel durch die Pole geht, also Meridian ist und Aequator und Parallel
kreise nicht geradlinig, sondern als schmale Ellipsen gezeichnet sind.

152. Wenn der wahre Umriss U eine auf der Kugelfläche ver
laufende Curve C in dem Punkte P schneidet, so liegen die Tangenten 
von P an beide Curven U und C in der Berührungsebene t der 
Kugel in P. Eine dritte Tangente der Kugel in P, die also auch in 
dieser Ebene liegt, ist die durch P gehende Kante des oben be
sprochenen der Kugel längs U umgeschriebenen Cylinders; da er U 
projicirt, so liegt die Tangente von U in P in der längs dieser Kante 
den Cylinder berührenden Ebene, die also zwei Geraden enthält, 
welche in t liegen, daher mit dieser Berührungsebene identisch ist 
und auch die Tangente in P an G enthält. Als Berührungsebene 
des Cylinders ist sie aber eine projicirende Ebene, demnach gemein
same für die beiden Tangenten in P an U und C\ so dass dieselben 
die nämliche Projection haben und die Projectionen G' und U' sich 
in P' berühren. Folglich haben wir den Satz, der offenbar für jede 
Fläche und jede Projection gilt:

Sobald eine Gurre auf einer Fläche den wahren Umriss schneidet, 
berühren sich der scheinbare Umriss und die Projection der Curve in 
der des Schnittpunktes.

Diese Eigenschaft wird sehr häufig in stereometrischen Zeichnungen 
vernachlässigt. Oft ist nur der sichtbare Theil einer auf der Fläche 
befindlichen Curve gezeichnet, aber so, dass er verlängert den Umriss 
nicht berührt, sondern schneidet; und bei vollständig gezeichneten 
Curven finden sich an den Stellen, wo die Berührung stattfinden soll, 
ganz unerklärliche Ecken: z. B. statt der Ellipse, die einen Kugelkreis 
darstellen soll, sind zwei sich auf dem Umrisse schneidende sym
metrische Kreisbogen gezeichnet.
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Für Fig. 74, Taf.VII, sind die Daten 0 = 30°, q=1 angewandt, letz
teres, um eine ersichtliche Umriss-Ellipse zu erhalten. Die Zeichnung 
der Kugel ist dann noch mit den Projectionen von Kreisen auf ihr, die 
zu TT parallel sind und in gleich grosse Kreise sich projiciren, erfüllt, 
n sei durch den Mittelpunkt M gelegt, so dass der grösste 0 von 
jenen Parallelkreisen seine eigene Projection ist; er berührt die Um
rissellipse U' in den Scheiteln der kleinen Axe. Der zu TT normale 
Durchmesser d, auf dem die Mittelpunkte der Kreise liegen, projicirt 
sich auf die durch M = M‘ gehende Schräge d' und zwar, wegen 
q=1, in wahrer Länge, und ebenso die Entfernungen der Mittel
punkte der Kreise von M; so dass die Projectionen dieser Mittelpunkte 
auch als Umlegungen angesehen werden können*)  und die Sehnen 
von 0, die durch die Projectionen senkrecht zu d' gehen, die Durch
messer der Kreise und ihrer Projectionen sind.

*) Ein anderer Werth von q erfordert eine besondere Umlegung; doch kann 
diese leichte Modification dem Leser überlassen werden.

3' ist der sogenannte Krümmungskreis von U’ in III', mit innigerer Be
rührung als sie Krümmungskreise in beliebigen Punkten der Curve haben, die 
nur dreipunktig tangiren.

***) Sie sind, da die Halbaxen rv1-q2, r sind, die Brennpunkte von U',

Es sind die Projectionen 0, 1', 2', 3', 4' von fünf Parallelkreisen 
0, . . . 4 (auf der vorderen Seite) gezeichnet; in der Figur sind die 
Accente weggelassen und mit denselben Ziffern auch die Mittelpunkte 
bezeichnet. Der Kreis 1 schneidet U zweimal; die Projection 1‘ be
rührt daher U' zweimal, in den mit I‘ bezeichneten Punkte. Jene 
Schnitte und diese Berührungen nähern sich, je weiter sich der Kreis 
vom grössten 0 entfernt; bei 2’ sind die Berührungspunkte II'. Beim 
Kreise 3 haben sich die beiden Schnitte mit U vereinigt: er berührt 
U; bei 3 haben sich also die beiden Berührungen in eine vierpunktige 
Berührung im Scheitel III der grossen Axe vereinigt.**)  Der Kreis 4 
schneidet U nicht mehr und 4' hat keine (reelle) Doppelberührung 
mit U'. Die Parallelkreise gehen schliesslich über in zwei Punkt
kreise, die Endpunkte des Durchmessers d\ ihre Projectionen sind 
hier bei q die Schnitte von d' mit 0; bei beliebigem q haben sie 
die Entfernung rq von fff.***)

U ist nur zur Hälfte ausgezogen, damit die Berührungspunkte 
besser zu sehen sind; die andere Hälfte kann leicht mit dem Auge 
ergänzt werden.

153. Für die Construction der Projectionen von sphärischen Drei
ecken ist es wichtig, folgende Aufgabe zu lösen: Es seien A', B' swei 
Punkte innerhalb des scheinbaren Umrisses U' einer Kugel, die wir als 
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Projectionen von zwei Punkten der Kugel aufzufassen haben; die Ellipse 
genauer zu bestimmen, in die sich der durch diese Punkte gehende grösste 
Kugelkreis projicirt.

Die Lösung setzt freilich Kenntnisse voraus, die über den Rahmen 
dieses Buches hinausgehen; weshalb wir sie nicht vollständig erörtern 
können; wir glauben jedoch, die folgende Betrachtung nicht unter
drücken zu dürfen.

Ein grösster Kreis auf der Kugel schneidet U immer und zwar 
in den Endpunkten eines gemeinsamen Durchmessers; daher berührt 
seine Projection den U' in den Endpunkten eines gemeinsamen Durch
messers.

Und umgekehrt, jede innerhalb U' befindliche Ellipse E', welche 
U' in den Endpunkten D', Df eines Durchmessers berührt, der dann 
auch für sie Durchmesser wird, ist Projection zweier grösster Kreise 
auf der Kugel, die sich in den Endpunkten des Durchmessers DDr von 
U schneiden. Denn die Berührungsebenen des projicirenden Cylinders, 
der nach E' geht, längs der Kanten DD', DxDf enthalten auch die 
Tangenten von U' in D', Df und berühren deshalb die Kugel in 
D, Dx. Folglich zerfällt der Schnitt von Kugel und Cylinder in zwei 
Kreise; ist nämlich P ein Punkt dieses Schnitts, so berührt der durch 
D, Dr und P gehende Kreis auf der Kugel den Cylinder in D,Dr und 
schneidet ihn in P und ist, nach einem Kegelschnitt-Satze, mit dem 
Kegelschnitte identisch, welchen seine Ebene aus dem Cylinder aus
schneidet. Da jede Cylinderkante noch einmal die Kugel schneidet, so 
hat der volle Schnitt äusser diesem Kreise noch einen zweiten Be- 
standtheil, der sich als ein ebenfalls durch D, D± gehender Kreis ver
mittelst eines auf ihn gelegten Punktes herausstellt.

Die Punkte A', B' sind Projectionen von je zwei Punkten auf der 
Kugel; die auf dem sichtbaren Theile befindlichen seien A, B, die auf 
dem unsichtbaren A, B, und wir haben es eigentlich mit 4 grössten 
Kreisen zu thun, die bezw. durch A, B, 51, B; A,B; A,B gehen. 
Die beiden ersten liegen auf demselben projicirenden Cylinder und 
projiciren sich in die nämliche Ellipse, und ebenso die beiden letzten. 
Also kommt es darauf an, durch A', B' zwei Ellipsen zu legen, welche 
U' in den Endpunkten eines Durchmessers berühren.

Indem wir noch den zu dem einen der beiden Punkte, etwa 
zu A', in Bezug auf den Mittelpunkt M symmetrischen Punkt C' 
hinzunehmen, durch den beide Ellipsen gehen müssen, da M auch 
ihr Mittelpunkt ist, liegt die Aufgabe vor: durch A', B', C 
die Kegelschnitte zu legen, welche U' doppelt berühren. Nach den 
Steiner-Schröter’schen Vorlesungen über synthetische Geometrie, § 52 
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(Nr. 256 der 3. Aufl.) giebt es deren vier, von denen aber nur zwei 
unserer Anforderung entsprechen. Die Berührungssehnen erhält man 
nach den dortigen Erörterungen folgendermassen: Auf jeder der drei 
Geraden A'B', A'C', B'C' ergiebt sich eine hyperbolische Involution, 
von der die beiden verbundenen Punkte ein Paar und die Schnitte 
mit U' ein zweites bilden. Von den Doppelpunkten liegt einer im 
Innern, der andere aussen; die äusseren seien G, Gr', G", die inneren 
H, H', H"- es liegen G, G', G"-, G, H', H"- H, G', H"; H, H', G" 

je in gerader Linie, und das sind die vier Berührungssehnen. Nun 
fällt aber H' offenbar in den Mittelpunkt M; also sind die zweite und 
vierte von ihnen Durchmesser; sie führen zu den beiden Ellipsen, die 
wir wünschen. Diese sind dann durch die Durchmesser-Endpunkte, 
ihre Tangenten und die beiden Punkte A', B' mehr als nothwendig 
bestimmt. Aus der Lage des Berührungs-Durchmessers ist leicht zu 
entscheiden, ob es sich um die Projection der beiden durch A, B, 
bezw. 31, 53, oder der durch A, 33, bezw. 31, B gehenden grössten 
Kreise handelt.

154. Bei Kegeln (und Cylindern) besteht der scheinbare Umriss 
aus Geraden, den Projectionen derjenigen Kanten, längs deren zu den 
Projectionsstrahlen parallele Tangentialebenen berühren; falls solche 
vorhanden sind. Schneidet eine Curve auf der Kegelfläche eine der
artige Kante, so entspricht dem in der Projection Berührung.

Neunter Abschnitt.

Axonometrie.

155. Vom Anfangspunkte 0 eines räumlichen Goordinatensystems 
kann man bekanntlich nach einem beliebigen Punkte P (in sechs 
Weisen) einen Coordinatenzug führen, dessen drei Bestandtheile mit 
den Coordinaten von P in Grösse, Richtung und Sinn übereinstimmen. 
Kennt man also die Parallelprojectionen der drei Axen und die Strecken, 
in zvelche eine bestimmte Strecke, etwa die Längeneinheit, je nachdem 
sie auf der x-, y-, 2-Axe liegt (oder ihr parallel ist), sich projicirt, so 
kann man für jeden Punkt, dessen Coordinaten bekannt sind, die Pro
jection des Zuges construiren und so zu seiner Projection gelangen. 
In Nr. 149 ist das für ein System geschehen, von dem zwei Axen in 
der Projectionsebene IT=TT liegen, so dass zwei Theile des Zuges 
mit ihren Projectionen zusammenfielen und nur der dritte gezeichnet 
zu werden brauchte.
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Lassen wir das Coordinatensystem, das wir jedoch rechtwinklig 
annehmen wollen, eine beliebige Lage zur Projectionsebene TT haben, 
so sei c wieder der Winkel der Projectionsstrahlen mit TT, ,n,L 
diejenigen der Coordinatenaxen, Xx, Xy, Xz die Winkel, welche eine auf 
die drei Axen gelegte Längeneinheit mit den Projectionsstrahlen bildet, 
mit der genaueren Definition, wie sie in Nr. 148 gegeben wurde, und
Ia, Iy, Ia
Formel:

die Projectionen dieser Strecke, so ist nach der dortigen

q2

sin E2 
sin o2 
sin n2 
sin o2 
sin z2 
sin o2

— 2 cos X.

— 2 cos Xy

— 2 cos Ng

sin 2 
sin o ‘ 

sin n 
sin o‘ 
sin t 
sin o ’

px

^ = 1 +

daher:
sin 2 - sin n2 - sin 2

■ sin o2
cos Xx sin t - cos Xy sin n cos Xz sin L--- -------------------------- - -

Tx

sm O
90°—?, 90°—n, 90° — 2 sind die Winkel des Lothes auf TT mit 

den Axen, daher
sin 2 - sin n2 — sin Zf =

= cos (90° — + cos (90° — n)2 + cos (90° — z)2 = 1

nach bekanntem Satze und:

cos Xx sin S + cos Xy sin n - cos Xz sin l =
= cos Xx cos (90° — )+ cos Xy cos (90° — n) cos Xz cos (90° — z) , 

also gleich dem Cosinus des Winkels zwischen dem Lothe und dem 
Projectionsstrahlen nach ebenfalls bekannter Formel aus den Elementen 
der analytischen Geometrie des Raumes; der ist aber 90° — O. Und 
so ergiebt sich:

q2—03+2—3- 1, — 2 = 2 + cotg 0?.
blll O

Wird orthogonal projicirt, wie wir nun annehmen wollen, so ist: 
q2+234 q: = 2 

oder
cos 2 + cos n2 + cos Zf = 2;

was freilich aus: sin ^f - sin n2 - sin Z2 = 1 unmittelbar folgt.
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Aus dieser Beziehung zwischen den drei Abkürzungs-Verhältnissen 
folgt, da sie < 1 sind, dass jedes von den drei Cosinusquadraten, oder, 
was genügt, das grösste Heiner sein muss, als die Summe der beiden 
andern. Und sind p, q, r drei zu den Ablzürsungs-Verhältnissen pro
portionale Zahlen, so gilt dieselbe Bedingung für p2, q2, r2.

Aus der Beziehung und der Proportionalität folgt:
1 : cos 2 : cos n : cos Z = s : p : q : r,

wo 1/2 - q2 - 2s = V------ 9-------- ist und leicht construirt werden kann.

156. Wir stellen uns nun die Aufgabe, wenn p, q, r der eben ge
fundenen Bedingung entsprechend gegeben sind, die Figur der Projection
des Coordinatensystems zu con- 
struiren. Es seien A, B, C die 
Schnitte der drei Coordinaten- 
axen mit TT, 0' die Projection 
des Anfangspunktes 0; so steht 
die Ebene A 0 0' senkrecht auf 
TT und der yg-Ebene, also auf 
der Schnittlinie BC-, folglich 
gilt dies auch für ihre Spur 
O'A in TT; diese ist Höhe 
von ABC, und O'B, O'C sind 
die beiden andern Höhen. Fig. 75.

Bie Projection des Anfangspunldes des Coordinatensystems ist daher 
Hölienpunht des Spurendreiecks des Systems in der Projectionsebene, wo
fern orthogonal projicirt wird.

Das Dreieck der Höhenfusspunkte sei At,Bt, (Fig. 75); es ist 
bekannt, dass 0' der Mittelpunkt des ihm eingeschriebenen Kreises 
ist; sein Radius sei p.

Weil △ 0 CB co O'B1C1, so ist B,C, = Pr, 3C. die beiden recht- 
11 0 At 1

winkligen Dreiecke BOC und A0Ar mit den Höhen 0Ar und 00' 
(deren Umlegungen in der Figur gezeichnet sind) liefern:

also:

Ac OB 00
OAX

B,C

. A 00' ■ OA ,04=—0A, 0’4,=
OA - 0B-0C/0'A\2003 \oä)
0A-0B-0C

= P- - - - - 008- - - - - - cos i
Sturm, Elemente <1. darstell. Geom. 2. Aufl.

OA, • 00' 
OA

10
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daher:
B, C± :C,A: A,B — cos E2 : cos n2 ‘ cos z2—p2:q2: 

woraus ebenfalls die Bedingung für p, q, r sich ergiebt.
Stellt man also ein Fusspunldendreieck her, dessen Seiten dieser Pro

portion genügen, so geben die von den Edeen nach dem Mittelpunkte des 
eingeschriebenen Kreises gegogenen Strahlen die gewünschte Projection des 
Coordinatendreikants. Man pflegt sie dann so zu legen, dass die Pro
jection der z-Axe vertical ist, gewöhnlich positiv nach oben, während 
die positive T-Axe nach rechts, die positive y-Axe nach links geht. 
Für p,q,r werden nicht zu grosse ganze Zahlen genommen; und die 
axonometrische Projection heisst isometrisch, dimetrisch (monodimetrisch),

trimetrisch (anisometrisch), wenn alle drei Zahlen gleich oder nur zwei 
oder alle ungleich sind. Die dimetrische (7, 7, 8) führt zu s = 9; es 
wäre interessant, noch andere (der obigen Bedingung genügende) 
Gruppirungen zu ermitteln, die zu einem rationalen s führen.

In Fig. 76 a ist die Projection des Axendreikants für p = 5, 
q = 4, r construirt und in Fig. 76 b dazu s hergestellt, was 
nahezu 6,2 ist.

157. Um sodann die, verbürgten Massstäbe zu erhalten, welche den 
Projectionen der Coordinaten entsprechen, ziehe man aus einem Punkte 
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M nach, einer Gerade vier Strecken M(P, Q, R, die sich wie 
p:q:r:s verhalten, und überträgt jede auf MS gelegte Strecke durch 
Parallelen zu der Gerade auf MP, MQ, MR, je nachdem sie eine 
a-, y- oder z-Coordinate ist. Hat man viele Coordinaten zu verkürzen, 
so lohnt es sich, auf MS einen möglichst genauen Massstab zu legen 
und zu übertragen. In Fig. 76 c sind diese Massstäbe für 5,4,6 con- 
struirt und SU = 4 cm ist übertragen, so wie SV, die halbe Diago
nale 2,83 cm des Quadrats über S U.

Diese Daten 5, 4, 6 sind den Figuren 77—79 zu Grunde gelegt.
Mit den verliürzten Coordinaten wird dann parallel zu den Projec- 

tionen der Axen die Projection des Coordinatenzugs jedes Punktes, den 
man darstellen will, construirt.

Umgekehrt kann man den Axen parallele Längen eines dar
gestellten Gegenstandes aus der Zeichnung mit Hilfe der verkürzten 
Massstäbe entnehmen.

158. Diese axonometrische Herstellung der Projection eignet sich 
besonders, wenn am darzustellenden Gegenstände drei zu einander 
rechtwinklige Richtungen sich auszeichnen und also viele den Axen 
parallele Längen auftreten, wodurch die Construction der Coordinaten-
züge sich vereinfacht; wie 
vielfach bei Bauwerken, Ma
schinen, Polyedern (Krystal- 
len). In Fig. 77 ist ein 
Archimedisches Polyeder dar
gestellt : das abgestumpfte 
Hexaeder, das von sechs regel
mässigen Achtecken in den 
Hexaederflächen, von denen 
vier abwechselnde Seiten auf 
den Quadratseiten liegen, und 
von acht regelmässigen Drei
ecken eingeschlossen ist, wel
che die Hexaederecken ab
stumpfen. Die 24 neuen Ecken erhält man, indem man auf jeder Kante 
des Hexaeders von beiden Endpunkten aus die halbe Quadratdiagonale 
aufträgt. Also handelt es sich bei der Construction nur um die zwei 
Längen SU, SV und ihre Verkürzungen, die oben construirt worden sind.

Die Figur zeigt, dass zwei abstumpfende Dreiecke sehr schmal 
zu stände kommen; so dass die Projection mit diesen Daten 5, 4, 6 
einen kleinen Mangel für die Darstellung unseres Polyeders hat und

10*  
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sich für die Darstellung eines Octaeders, mit dessen Flächen ja die 
abstumpfenden Ebenen parallel sind, nicht empfehlen würde.

Wollen wir daher z. B. dasjenige Polyeder darstellen, das durch 
Aufsetzen von regelmässigen Tetraedern auf die Flächen eines Octa- 
eders entsteht, so werden wir besser andere Zahlen für p, q, r wählen, 
jedenfalls aber drei verschiedene; denn bei der isometrischen oder di
metrischen Projection entsteht eine symmetrische Figur, und es finden 
Coincidenzen von Projectionen verschiedener Kanten statt, die das 
Aussehen beeinträchtigen. Im übrigen hat man es bei diesem Poly
eder nur mit einer einzigen Strecke und ihren Verkürzungen zu thun, 
nämlich der Entfernung c der Octaeder-Ecken vom Mittelpunkt; diese 
Ecken selbst sind unmittelbar einzutragen. Die acht andern Ecken 
haben alle drei Coordinaten + c.

Liegt von einem Gebilde Grundriss und Aufriss vor, so wird man 
wieder, wie in Nr. 149, dem Coordinatensystem die Lage geben, dass 
die xy- und die xz-Ebene in die TT, und TT, fallen, so dass die Co

ordinaten aus diesen unmittelbar abgegriffen werden können. In 
Fig. 78 a sind in Grundriss und Aufriss zwei windschiefe Geraden g, l, 
in der bequemen Lage: parallel zu TT (Nr. 32), und ihr kürzester Ab
stand FN dargestellt; Fig. 78b giebt die axonometrische Projection, 
bei der die Coordinatenzüge von A, B, F, N construirt und diese 
Punkte so gewählt sind, dass möglichste Vereinfachung statt hat. Man 
behandle andere Figuren der Stereometrie in ähnlicher Weise.

Fig. 79 a und b, Taf. V, zeigt Grundriss und Aufriss und axono
metrische Projection zweier in einander verzapfter Balken, die jedoch in 
letzterer auseinander genommen sind. Man entwerfe von demselben 
Objecte auch eine Cavalierperspective.

Von mehreren Strecken (oder Kräften) seien die Projectionen auf 
die Coordinatenaxen gegeben; man zeichne die axonometrische Pro
jection ihres Polygons.
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159. In einer beliebigen Ebene E haben wir ebenfalls ein Spuren
dreieck XYZ des Coordinatensystems; seine (axonometrische) Projec- 
tion X'Y'Z' liegt zum Spurendreieck ABC in TT perspectiv mit 0' 
als Centrum (Nr. 119). Die Axe der Perspectivität ist die Spur ETT. 
Denn BC und YZ, beide in der yz-Ebene gelegen, schneiden sich, 
und der Schnittpunkt ist, weil BC in TT liegt, Spur von YZ und da
her auch auf Y'Zr befindlich, also auch Schnittpunkt (BC, Y'Z'y, 
durch ihn geht ETT und ebenso durch (CA, Z'X'), (AB, X'Y').

Rührt X^Y^Z^ von E. her, so sind auch X'Y'Z' und X^Y^Z^ 
perspectiv, ebenfalls mit C als Centrum, während die Projection von 
EE. die Axe ist.

Es sei P der Grundriss von P in der xy-Ebene (Grundebene), 
der mit ihm in x, y übereinstimmt, während sein g null ist, so wollen 
wir die axonometrische Projection P^ von Pr, die sich, wenn die 
Reihenfolge x, y, g gewählt wird, bei der Construction von P' ergiebt, 
die Grundrissprojection von P nennen. Ersichtlich liegen P' und 
P^ in derselben Verticale. Ebenso haben wir die beiden Projec- 
tionen g', von g- ihr Schnitt ist die Projection des Durchgangs
punktes von g durch die Grundebene. Die axonometrische Projection 
eines ebenen Feldes und die seines Grundrisses sind affin; die Affini
tätsstrahlen sind vertical; Axe ist die Projection der Schnittlinie der 
Ebene des Feldes mit der Grundebene.

Wir wollen in der Grundebene (oder allgemeiner in einer Ebene, 
welche die Stellung einer Coordinatenebene hat) rechte Winkel con- 
struiren. Man trage auf der Projection der -Axe die Strecken 
O'A', O‘A‘ nach beiden Seiten und auf der der y-Axe die Strecke 
0’8’ auf, so dass sie sich wie p:p:g verhalten, also OA = 0A 

— 08 ist. Wenn D‘ auf A‘8‘ liegt, F‘ so auf dieser Gerade con- 
struirt wird, dass I‘F‘= D‘8‘ (und F‘B‘= I’D), und F’E I A’A, 
gezogen wird bis 2’8, so ist DO’E Projection eines rechten Win
kels; und wenn die Projection des einen Schenkels eines rechten 
Winkels in der Grundebene (oder einer Parallelebene) zu 0'®' pa
rallel ist, so ist die des andern zu O‘C‘ parallel.

Von einer Ebene E sei s die Spur in TT und s/ die Projection ihrer 
Spur S in der Grundebene, also die obige X'Y'. Ist P =(P',Pf^) ein 
Punkt, so führt man, wenn g durch P senkrecht zu E gezogen werden 
soll, g' durch P' geometrisch senkrecht zu s und gf durch Pf nach der 
eben geschilderten Construction projectiv senkrecht zu sf (Nr. 59).

160. Als Fundamentalsatz der Axonometrie (Satz von Pohlke) wird 
der Satz bezeichnet, der die Möglichkeit ausspricht, ein Tetraeder 
AB CD in ein vollständiges Viereck parallel zu projidren, welches einem 
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gegebenen A1JB1C1D1 ähnlich ist. Wir wollen uns begnügen, die Frage 
in eine einfachere umzuformen.

Es seien
S1 = (A1C1,B1D1) 

die drei Diagonalpunkte von A1B1C1D1] man construirt dann auf den 
Kanten AB, CD, BC, AD, AC, BD des Tetraeders die Punkte Q, Q', 
B, B', S, S', welche sie nach denselben Verhältnissen theilen, wie jene 
Diagonalpunkte die gleichnamigen Seiten des Vierecks. Dann lässt 
sich beweisen, dass die drei Verbindungslinien QQ', BBC, SS' oder 
q, r, s parallel sind. Den von ihnen gebildeten prismatischen Raum 
hat man nun in einem mit Q1B1S1 ähnlichen Dreieck Q2B2S2 zu 
schneiden, was, da der Normalschnitt £191® des Raumes als bekannt 
anzunehmen ist, sich leicht in die Aufgabe umwandeln lässt, Q1B1S1 
orthogonal in ein Dreieck zu projiciren, welches dem AMS ähnlich ist. 
Auf diese Aufgabe ist somit die gegebene zurückgeführt.

Ist Q2B2S2 gefunden, so giebt es nur ein Viereck A2B2C2D2, 
für welches Q,,R, S2 Diagonalpunkte sind, und zwar so, dass sie 
die Seiten von A2B2C2D2 nach denselben Verhältnissen theilen, wie 
die Ecken des ähnlichen Dreiecks QRS die von A1B1C1D1.

Das Viereck A2B2C2D2 ist dem A1B1C1D1 ähnlich.*)
Das Coordinaten-Dreikant D (A, B, C) ist dann in den Dreistrahl 

D2 (A2, B, Cf) projicirt, der zu Dr (A, Br, Cf ähnlich oder, wenn es 
sich blos um die Strahlen handelt, congruent ist.

Jene Aufgabe löst man vermittelst der Affinität folgendermassen: 
Es sei Q0B0Sq das gegebene zu projicirende Dreieck, in die Projec- 
tionsebene II gelegt, und mit Q'B0S0 soll die Projection ähnlich sein. 
Der Kreis durch Q. und Q', welcher seinen Mittelpunkt auf B0SQ hat, 
schneide diese Gerade in TQ und U, so dass UQqTq und UQ'Tq 
rechte Winkel sind. Bei U sei ¥ QoUTo> während Q^T^U

< Q’TU. Man mache $ QUT — Q'UT0, wo T auf Q0T0 liegt, 
suche in der Affinität, von welcher UQo die Axe und und Tr ent
sprechende Punkte sind, die den Ro, So entsprechenden Punkte R, St 
(auf UTf-, Q, deckt sich mit Q. Die ganze Figur UQ1B1S1T1 ist 
ähnlich der UQ'BqSqTq, also insbesondere ist AQRSNQ’RSo- 
Folglich muss das gegebene Dreieck in einer Ebene liegen, deren 
Spur in IT die Gerade UQ0 (oder zu ihr parallel) und deren Neigungs-

Q T
winkel a gegen TT gegeben ist durch: cos a =r • _ _ _ _ Kolo

*) Weiteres sehe man in Reye’s Aufsatz in Bd. XI der Vierteljahrschrift der 
Naturforschenden Gesellschaft in Zürich.
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Zehnter Abschnitt.

Schatten und Beleuchtung.

161. Es ist schon mehrfach gelegentlich bemerkt worden, dass, 
der Schatten, der von einem Punkte, einer Linie auf eine Ebene ge
worfen wird, nichts anderes ist, als die Projection des Punktes, der 
Linie aus dem endlichen oder unendlich fernen Lichtpunkte; und auf 
leuchtende Punhte wollen wir unsere Betrachtung beschränken.

In dem Punhte, in dem eine G-erade, nöthigenfalls verlängert, die 
auffangende Elene trifft, legegnet sie sich mit dem ebenfalls eventuell 
verlängerten Schatten', ist sie zur Ebene parallel, so ist ihr Schatten 
mit ihr parallel. Eine zur auffangenden Ebene normale Gerade wirft 
auf sie Schatten, der durch die Orthogonalprojection des leuchtenden 
Punktes auf die Ebene geht, bezw., wenn dieser unendlich entfernt ist, 
der Orthogonalprojection der Lichtstrahlen parallel ist; oder allgemeiner, 
wenn die Gerade beliebig gerichtet ist, so hat man den leuchtenden 
Punkt, bezw. die Lichtstrahlen in ihrer Richtung zu projiciren.

162. Wenn der leuchtende Punkt unendlich fern ist, so ist auf 
den parallelen Lichtstrahlen der Sinn des Lichtes anzugeben; nur der 
unendlich ferne Punkt auf der einen Seite ist leuchtend. Trifft ein 
Lichtstrahl, vom leuchtenden Punkte aus durchlaufen, auf einen Körper, 
so hört seine Fähigkeit, Licht zu bringen, auf; der Treffpunkt be
findet sich auf der beleuchteten Seite der Oberfläche des Körpers. Der 
nächste Schnittpunkt des Lichtstrahls mit der Oberfläche befindet sich 
in dem Eigenschatten des Körpers (ombre propre). Trifft dann weiter 
derselbe Lichtstrahl zum ersten Male die Oberfläche eines zweiten 
Körpers, so haben wir einen Punkt innerhalb des Schlagschattens, den 
der erste auf den zweiten wirft, und ein zweiter Schnittpunkt gehört 
dann wieder dem Eigenschaften des zweiten Körpers an. Es könnte 
sein, dass diese beiden Punkte dritter und vierter Schnitt mit der 
Oberfläche des ersten Körpers sind, so dass jener dem Schlagschatten 
angehört, den der erste Körper auf sich selber wirft. Doch mit der
artigen Körpern, deren Oberfläche von einer Gerade mehr als zweimal 
getroffen werden kann, wollen wir uns nicht beschäftigen.

Vereinigen sich die beiden Schnitte mit der Oberfläche des ersten 
Körpers, so berührt der Lichtstrahl dieselbe oder, wenn der Körper 
ebenflächig ist, streift sie auf einer Kante, d. h. trifft diese, ohne 
jedoch in das Innere einzudringen. Bei einer gekrümmten Oberfläche, 
beispielsweise einer Kugel, sind solche Lichtstrahlen die Kanten des 
ihr aus dem leuchtenden Punkte umgeschriebenen Berührungskegels 
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bezw. -cylinders, und die Berührungscurve — der wahre Umriss, wenn 
aus dem leuchtenden Punkte projicirt wird — bildet die Trennungs
linie zwischen dem beleuchteten Theile der Oberfläche und dem Eigen
schatten, die sogenannte Schattengrenze. Bei einem Polyeder besteht 
sie aus einem geschlossenen Zuge von Kanten.

Der Schatten, den diese Linie auf den zweiten Körper wirft, bildet 
den Umriss des Schlagschattens auf dessen Oberfläche. Berührt oder 
streift ein nach einem Punkte dieses Umrisses gehender Lichtstrahl in 
ihm die Oberfläche dieses Körpers, also auf dessen Schattengrenze, so 
verlässt der Schagschatten diese Oberfläche, um abspringend auf der 
eines andern Körpers sich fortzusetzen.

Schlagschatten fällt auf den Theil der Oberfläche des zweiten 
Körpers, der beleuchtet sein würde, wenn der erste nicht da wäre, 
und der Schlagschattenumriss, soweit er auf der Oberfläche des zweiten 
zu stände kommt, theilt diesen Theil von neuem in zwei Theile, einen, 
der beleuchtet bleibt, und einen andern, der durch den Schlagschatten 
verdunkelt wird.

163. Bei einer Darstellung in Grundriss und Aufriss werden die 
beiden Projections-Halbebenen TT, und TT,+ auch als Schatten auf- 
fangend angesehen. Ein Hauptgrund für die Einführung des Schattens 
ist, dass auch aus ihm auf die Gestalt der dargestellten Objecte ge
schlossen werden kann und so die Anschaulichkeit der Darstellung er
höht wird. Dazu tragen die auf jene Halbebenen geworfenen Schatten 
mit bei. TT,- wird durch H2+, TT,- durch nx+ verdeckt.

Es ist allgemeiner Gebrauch, bei parallelem Lichte den unendlich 
fernen Lichtpunht links vorn oben so anzunehmen, dass die Projectionen 
1, l^ eines Lichtstrahls beide mit der Axe einen Winkel von 45° bilden 
und lt von links vorn, Z2 von links oben kommt. Die beiden Spuren 
von l liegen dann — bei vereinigten TT — auf derselben Parallele zur 
Axe, und es befindet sich nur eine von ihnen in einer positiven Halb
ebene. Diese wird Schlagschatten eines auf l befindlichen Punktes, 
falls nicht schon vorher ein anderer Körper getroffen wird. Die an
dere wird „virtueller“' Schatten, der aber für die Construction oft er
forderlich ist.

164. Entwirft man den Schatten aller Kanten eines Polyeders auf 
eine der Projectionsebenen, unbekümmert, ob auch alle diese Schatten 
zu stände kommen, so erhält man, ähnlich wie in Nr. 107, ein Netz 
von Figuren, das aus zwei übereinander lagernden „Blättern“ besteht; 
das obere Blatt entspricht den beleuchteten Flächen, das untere den 
im Eigenschaften befindlichen. Die Schatten der Kanten, aus denen 
die Trennungslinie besteht, bilden den Umriss der ganzen Schatten-
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figur, welcher den Uebergang vom obern zum untern Blatt vermittelt. 
Dadurch wird im' allgemeinen die Trennungslinie am einfachsten fest
gestellt.

In Fig. 80 (Taf. VII) z. B. lehrt der Schlagschattenumriss auf TT, 
dass ABED die Schattengrenze ist und der beleuchteten Seite ABE 
und DAE angehören.

Man bestimme für das in Fig. 51 gezeichnete Dodecaeder die 
Schattengrenze und den auf II und IT+ geworfenen Schatten.

Es habe von den zwei Endpunkten D, E einer Kante (Fig. 80) 
D auf TI+ einen wirklichen Schatten D\ also einen virtuellen D" auf TT, 
dagegen E einen wirklichen E'” auf TT und einen virtuellen E' auf 
I, dann schneiden sich D'E' und D" E" auf der Axe a, in dem 
Punkte T, in dem sie von der durch DE parallel den Lichtstrahlen 
gelegten Ebene geschnitten wird; Schatten von DE ist die gebrochene 
Linie D'TE". Der Schlagschatten, den die Pyramide ABCDE auf 
beide Halbebenen wirft, ist A'B' UE"TD'.

165. Wir wollen den Schatten von folgendem zusammengesetzten 
Körper construiren. Ein quadratisches Prisma ABCDABCD (Fig. 81, 
Taf. VII) steht auf der Projectionsebene 1T; auf seiner Deckfläche steht 
eine abgestumpfte Pyramide EFG-^,^^ mit einem gleichseitigen 
Dreiecke als Grundfläche und auf deren Deckfläche liegt ein Prisma 
EblKLiMN^^^Q^t^ über einem regelmässigen Sechsecke; alle sechs 
horizontalen Flächen haben ihre Mittelpunkte in derselben Verticale. 
Es sollen die Schlagschatten gezeichnet werden, die alle auf die Pro- 
jectionsebenen und die höheren auf die niedrigeren werfen. Die ver- 
ticalen Kanten der beiden Prismen werfen auf IT Schatten, welche zu 
0 parallel sind; da nun die Geraden von der Richtung 7. durch B, D, 
K,N die ersten Projectionen der Prismen streifen, so erhellt, dass 
Bi&, D^, N'iA zu den Schattengrenzen derselben gehören; daher 
ist ersichtlich B^^^DA die Schattengrenze des untern Prismas und 

diejenige des obern. Wir construiren also den auf 
die Projectionsebenen geworfenen Schatten dieser Linien, die Schlag
schattenumrisse, die vollständig zu stände kommen würden, wenn 
nicht die andern Körper da wären. Der erste dieser Umrisse fällt 
auf 11!+ und ist BiÖA'iijTiA, der andere fällt auf TT,+ und ist 

Es muss B‘C‘ # BC, E‘D‘ # CD sein, 

und im andern Umrisse sind jede zwei Gegenseiten gleich und parallel. 
Nun entwerfen wir die Schatten der drei Seitenkanten der Pyramide; 
sie sind in TT,: E‘E‘, FF’, G‘G‘; da sie die Axe bei e,f,g schnei
den, so wird jeder dieser Schlagschatten gebrochen, bezw. noch 
E", F", G". Die Lage der Linien lehrt, dass F'f^", Gr' g&” zum
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Umrisse gehören, und also FS, GG zur Schattengrenze. EC befindet 
sich auf der beleuchteten Seite und keine Seitenkante der Pyramide 
innerhalb des Eigenschattens. Man wird bei einer Pyramide mit 
mehr Kanten den Schatten der Spitze in der Ebene der Grundfigur 
construirend und von ihm an diese die streifenden Geraden ziehend, 
so die zur Schattengrenze gehörigen Seitenkanten feststellen; von den 
im Eigenschaften befindlichen Seitenkanten hat man nicht nothwendig, 
die Schatten zu zeichnen. Dass man sich bei unserer Pyramide nicht 
mit den Schatten der Grund- und Deckfigur zu beschäftigen braucht, 
bedarf wohl keiner Erörterung.

Nun sehen wir, dass der Schatten von in 0' sich mit dem 
von BC schneidet; dies lehrt, dass der nach 0' gehende Lichtstrahl 
die Kante 53® streift. Wir gehen, entgegengesetzt dem Sinne des 
Lichts, von 0' nach dem Streifpunkte 0 zurück und zwar, weil 0' auf 
TT geworfen ist, in dieser Projectionsebene, und erkennen, dass der 
Schatten von F^ zunächst auf die Deckfläche des untern Prismas 
fällt, längs FO, bei 0 auf die Projectionsebene abspringt nach 0' 
und längs O'f^" verläuft, jedoch nicht wirklich bis F" reicht, wie 
wir gleich sehen werden. Ingleichen läuft der Schatten von GG zu
nächst auch auf jener Deckfläche von G nach P, um da nach P' auf 
TT abzuspringen.

Der Umriss des Schlagschattens des oberen Prismas schneidet die 
Schatten von GG, EE, F^, und zwar die auf TT,+ fallenden Theile, 
in Q", R", T". Dies lehrt, dass derjenige Theil der Schattengrenze 
dieses Prismas, der dem Theile Q"R"T" des Umrisses entspricht, nicht 
auf TT,, sondern auf die beleuchtete Seite der Pyramide Schatten 
wirft. Wir gehen also, zunächst in der zweiten Projection, in der 
Richtung der Lichtstrahlen zurück zu den Punkten Q, R, T auf den 
Kanten GG, F^, F1^. Aber zwischen R" und T" befindet sich die 
Ecke I' ] also muss auch der auf die Fläche E^F^ fallende Schatten 
gebrochen sein. Wir schneiden R" I" mit F"f und TI" mit C"e 
in S” und U", übertragen diese Punkte in der Lichtrichtung auf F^ 
und EE nach S und U] der gesuchte Brechungspunkt ist der 
Schnitt von RS und TU\ seine Verbindungslinie mit I" ist den Licht
strahlen parallel, was man controllire. Die erste Projection dieses 
Schattenzuges QRI^ T, durch Herablothen erhalten, ist unsichtbar, 
zieht sich dicht an G,E.S hin und bringt die Brechungsstelle kaum 
zur Erscheinung.

Sonach besteht der ganze Schlagschatten-Umriss aus vier Linien, 
der eben erwähnten Linie QRI^T auf dem Pyramidenmantel, den beiden
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Geraden FO, GP auf der Deckfläche des untern Prismas und dem auf 
die Projectionsebenen fallenden Schatten

166. Endlich möge der perspectivischen Zeichnung Yig.ll (Taf.VI) noch 
Schatten hinzugefügt werden. Paralleles Licht wird durch den Flucht
punkt L' der Lichtstrahlen dargestellt. Wenn eine verticale Gerade 
auf eine horizontale Ebene Schatten wirft, so fällt der Fluchtpunkt 
des Schattens auf die Horizontale und ist der Schnitt derselben 
mit der Verticale durch L'^ denn diese ist die Fluchtgerade der Ebene, 
welche durch die verticale Gerade parallel den Lichtstrahlen geht und 
den Schatten in die horizontale Ebene schneidet. Wir nehmen von 
links vorn oben einfallendes Licht und haben daher L und L rechts 
zu zeichnen, L' unter der Horizontale. Nur L ist in der Figur vor
handen, L' liegt zu tief, ist aber gegeben durch die Verticale von Lf 
und die durch Q‘ gehende Gerade b‘, das Bild des Lichtstrahls durch Q. 
Tiur Schattengrenze gehört ersichtlich P Q. Sie wirft zunächst auf 
die Grundebene Schatten, dessen Bild von P' nach L flieht. Er 
reicht nur bis zur unteren Kante der ersten Stufe, bis B] nun wirft 
die verticale Linie auf eine verticale Ebene Schatten; dieser und sein 
Bild B'C' sind vertical; C'E' flieht wieder nach Lf. Der Endpunkt 
E' ergiebt sich aber durch einen schleifenden Schnitt und bedarf einer 
Controlle, die bei der nächsten Stufe in gleicher Weise vorzunehmen 
ist. Die beiden Schatten PB, GE sind parallel und gleich; projiciren 
wir daher ihre Bilder aus einem Fluchtpunkte auf a, etwa F, auf die 
Horizontalen durch P', H', die Bilder der Schnitte der beiden hori
zontalen Ebenen, in denen PB, CE liegen, mit der Frontebene durch 
PQ, so müssen gleichlange Strecken sich ergeben.

Wir setzen die obige Construction fort, bis wir mit G‘ auf die b' 
gelangen. G ist der Schatten von Q, und schatten werfend ist nun
mehr die Kante QX, welche F' zum Fluchtpunkt hat. Die verticale 
Ebene, in welcher zuletzt der Schatten verlief, wird von QX in Y ge
troffen; nach Y muss also der weitere Schatten GM verlängert gehen. 
Der Schatten auf der nächsten horizontalen Ebene ist der schatten
werfenden Linie parallel, also geht — das sehr kurze — Bild M‘ 1' 
nach F', um dann wieder auf der folgenden verticalen Ebene nach 
dem zu Y analogen Punkte gerichtet zu sein {J'K'f Nun kommt der 
Schatten auf einer unsichtbaren Stufe, der jedoch gezeichnet werden 
muss, weil nachher wieder sichtbarer Schatten kommt. Der sehr kurze 
unsichtbare Schatten flieht im Bilde (K'S') nach F'‘ er ist zu be
grenzen auf der hinteren Kante der horizontalen Stufenfläche, deren 
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(unsichtbares) Bild durch einige Striche angedeutet ist. Schliesslich 
sind wir in einer durch X gehenden verticalen Ebene angelangt und 
haben den -— zunächst noch eine kleine Strecke unsichtbaren — 
Schatten nach X zu ziehen. Die Schattenlinie ist also von & ab: 
GMJKSX.

Es verbleibt noch der Schatten, den der rechte Pfeiler auf die 
Grundebene wirft. Die Kante UN wirft einen Schatten, der im Bilde 
nach L‘ flieht, und bis zum Schnitte mit dem Lichtstrahle durch X 
reicht; die horizontale Kante NO wirft einen Schatten, dessen Bild F' 
zum Fluchtpunkte hat; er reicht bis zum Lichtstrahle durch 0. 
Nehmen wir an, dass auch die verticale Kante durch 0 auf die Grund
ebene Schatten wirft; er geht vom Endpunkte des vorigen nach dem 
Fusspunkte der Kante; und sein Bild hat L‘ zum Fluchtpunkte.

167. Hinsichtlich der Beleuchtung wollen wir uns auf folgende Be
merkungen beschränken. Ein cylindrischer Bündel paralleler Licht
strahlen treffe auf einer zu ihm schrägen Ebene eine Fläche vom In
halt f und auf einer zu ihm normalen Ebene eine Fläche vom In
halte 4; da fr Orthogonalprojection von f ist, so folgt: fr=f sina, 
worin a der Winkel der Lichtstrahlen mit der ersteren Ebene, also 
90° — a derjenige beider Ebenen ist. Die Intensitäten der Beleuch
tung verhalten sich daher umgekehrt wie die Flächen, über welche 
sich dieselbe Lichtmenge ausbreitet; ist also i die Intensität der Be
leuchtung auf der normalen, i die auf der schrägen Ebene, so gilt die 
Beziehung:

i — i0 sin a = i cos ß,

wo ß der Winkel des Lothes auf der schrägen Ebene mit den Licht
strahlen ist. Wie dieser Winkel a oder ß für die dem beleuchteten 
Theile der Oberfläche eines Polyeders angehörigen Flächen in der 
kürzesten Weise ermittelt werden kann, ist in Nr. 84 besprochen.

Eine krumme Oberfläche hat in jedem Punkte des beleuchteten 
Theils die Intensität, welche seiner Berührungsebene zukommt, da die 
unmittelbare Umgebung des Punktes auf der Fläche in dieser befind
lich angesehen werden kann. Die Curven, welche durch die Punkte 
gleicher Beleuchtungsstärke gebildet werden, heissen Isophoten; die 
Grösste oder normale Intensität i, ist nur durch einzelne Punkte ver- • °
treten; der Schattengrenze oder Trennungslinie entspricht i = 0.

Man nimmt iQ gewöhnlich = 1 und construirt dann die Isophoten, 
welche den Werthen

9 s ... 1 0
10’ 10’ 10’
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von i zugehören. Ist i die so gemessene Intensität, so umhüllen auf 
der Kugel die Berührungsebenen, welche die Neigung a = arc sin i 
gegen die Lichtstrahlen haben, einen Rotationskegel, dessen Spitze auf 
dem den Lichtstrahlen parallelen Durchmesser d in der Entfernung 

y y
-- = — vom Mittelpunkte KL liegt; der Berührungskreis, die zu i 

sm ex----- 0 
gehörige Isophote, liegt in einer zu d senkrechten Ebene, hat seinen 
Mittelpunkt auf d in der Entfernung ri von M und sein Radius ist 
rV1 — i2. Wegen der gleichen Lage der Lichtstrahlen zu den Pro-
jectionsebenen (Nr. 163) sind die beiden Projections-Ellipsen congruent, 
die in TT hat ihren Mittelpunkt auf dr in der Entfernung ri cos X 
von M., wo X der Winkel der Lichtstrahlen gegen die beiden Pro-
jectionsebenen ist: tg X = sin 45°,

Die kleine Axe fällt auf dx und die Halbaxen sind rV1 — i2 und 
rV1 — i”.sinN. Die doppelte Berührung mit dem scheinbaren Um
risskreise, deren Sehne zur grossen Axe parallel ist, wird erst reell, 
wenn i<V*=0,81...  ist. Die zweite Projection verhält sich

ebenso zu d^ und M,.
i=1 führt zu einem Punkte, dem dem Lichte zugewandten End

punkte von d.
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