

	Mit Hilfe der Coordinaten des Art. 347 f. hat Darb
	2" U' + 2"—lud U‘+1, 2"—2u3A2 U' + etc. = 0 geschrieben werden, wo das Symbol d die Operation bezeichnet
	 VU,‘+U,3+U,’ Ucos2c+ U,acos2ß+ Usacos2y+2 U,cosßcosy+2 Uiscosecosy+2 Uzcosacosß
	1, («, + 13, « + « ö, 1), 1,(8,+13,8+Bö,7), 1,(7, +13,7+70,1).
	u == m   1, v=r   3, L=n  5+0, * ==ß+1, v=y—37+15+d — 1, ö = 7 — m + 1 + D.
	(n 1)2 (U1F1 + U242 + Uga, + U, C4) g(u)
	Aa"2b"2c"2  v2(h2—v2) (k2—v2) (a? — a"2) (a‘2 — a"?) (a?—72)(u?—72) 3




	tani=V(H,).
	0 d7+dH+9(E-H=o, 47+4247=0.
	U, = 1, U = », U, = I,
	a2+y2+2 = 2 gelegenen Curve fortschreitet.
	—- ==== — COS v, — 6 COS v. , dv dv i i r • und es ist zu bemerken, dass ß durch — ß ersetzt werden kann unter gleichmässiger Erfüllung der Gleichungen a). Die beiden Flächen, welche diesem Zeichen wechsel entsprechen, sind auf einander abwickelbar und können als symmetrische Flächen bezeichnet werden. Man erhält daraus ferner
	d a,u+aa,u—2 " "i
	A,5"—1 + A,5,"-1 + A,s,"—1 + A,5,"—1 = 0.
	9 (A) = a (A — a) (A — a,) . . (A — a5) ,


	X1 == a — bl, x, = A (a — ba), T3 — mA2, 2 == 0,. 21 = c — dl, X, ~ A (c — dA), T3 = 0, X4 = m verbindet. Die reciproke Gerade ist folglich die Durchschnittslinie der Ebenen
	/X,—X,\2 (X,—X,\2 (X,-X,\2 (X,-X,)2_ 0. \ 7, / ' \ T, ) T Ta ) T \ T4 ) welche zeigt, dass die Kugel X5 = 0 die vier übrigen Kugeln in vier Ebenen schneidet, welche in Bezug auf X, = 0 ein sich selbst conjugirtes Tetraeder bilden.


	#V(S), IVB- :V(%)
	73=0,
	m = 3u, r = u (u -+ 3) — 28 — 3x, »=3u—., P - 1 (u — 1) (u — 2) — . .,
	Uy, + Py^ (y) + q? (y) - 0 mit


	(n — 1) (5n2—n — 12)
	l wi np — (2 u v — Ä u v ) (l — wi — n — p^ — A u v (A — u — v)
	(Za, c, U,p,)8 (Zb, c, U, 9) = 0 geschrieben werden. Man kann dies Ergebniss in mehr symmetrischer Gestalt schreiben


	-G—w! G) - " G) - be () + " ());
	io-q)'—()+30—2ne()G)
	- • () 0 +40-2) ne () - <• - 2 red ()
	4() »() 00-»-
	u = 72, v = 24, Q = 30, a = 54, B = 150, g = 180, 1 = 2316, x = 315, y = 363.
	67’+ 12 B‘+ U+40+z 71+x (5)+9,. 3+20 — e;
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V orrede.

Aus der Vorrede zur zweiten Auflage wiederhole ich die Besprechung ihrer Abweichungen vom Original.

„Als ich vor neun Jahren den zweiten Band der deutschen Be-arbeitung von Salmon’s Raumgeometrie zum ersten Male veröffent-lichte, habe ich bereits versucht, eine Reihe von Entwickelungen respective Ergebnissen ihr anzueignen, durch welche seit dem ersten Erscheinen des Originals und zum Theil direct in Folge desselben die Wissenschaft bereichert worden war, und ich habe überdies die Hauptstücke einiger wichtigen älteren Arbeiten in sie aufgenommen; ich nenne von jenen z. B. die Entwickelungen von Cleb sch über die Schmiegungsebenen insbesondere die stationären der Durchdringungscurve von zwei Flächen, über das Normalenproblem bei Flächen zweiten Grades, über die Doppelpunkte der Curve vierpunktiger Berührung einer Fläche mit Geraden, über die analytische Theorie des Pentaeders bei Flächen dritter Ordnung; Cayley;s Arbeiten über die allgemeine Theorie der Regelflächen; die allgemeine Theorie der Strahlensysteme und die Beiträge zur Theorie der Flächen vierter Ordnung von Kummer, sowie Bour's Untersuchung über die Applicabilität der Flächen — von diesen die Abhandlung Jacobi’s über die Bestimmung der Flächen und Curven durch Punkte. Bei der Bearbeitung der zweiten Auflage haben die grossen Fortschritte der Wissenschaft wieder zu zahlreichen Erweiterungen genöthigt, für welche der erforderliche Raum nur zum Theil durch Unterdrückung früheren Inhaltes und durch kürzere Darstellung mancher Abschnitte gewonnen werden konnte. Die Raumersparniss wurde jedoch weit überwogen durch die Aufnahme neuer umfangreicher Kapitel über die Flächen vierter Ordnung, über die Complexe und ihre charakteristischen Flächen, und über Abbildung und Transformation der Flächen. Von diesen Kapiteln ist das a *

erste (VI.) wesentlich nach der Bearbeitung in der neuen Auflage des Originals immerhin mit einer Reihe von Erweiterungen wiedergegeben; den beiden andern entsprechen nur kurze Zusätze des Originals — ich bin also genöthigt, für den Versuch, die beiden zuletzt bezeichneten Hauptgruppen moderner Untersuchungen in den Zusammenhang des Ganzen einzufügen, die alleinige Verantwortung zu übernehmen. Es schien mir, dass die einfache Darlegung ihres historischen Entwickelungsganges an der Hand der Quellen jene Anknüpfung ganz befriedigend gestalte. Mit dem Kapitel von den Flächen vierten Grades steht das über die Com-plexe durch die schönen Arbeiten von Kummer, mit dem von der Transformation handelnden durch die Abbildung des linearen Complexes auf den Punktraum in einer naturgemässen Verbindung. Beiden ist übrigens in der neuen Auflage des ersten Bandes sorgsam vorgearbeitet worden, nämlich der Liniengeometrie durch die Aufnahme ihrer Grundlagen in die Entwickelung der projectivi-schen Coordinaten (deren fundamentale Bedeutung in der von mir gegebenen Ableitung aus Doppelverhältnissen allein immer mehr anerkannt wird), und eines Theils der Theorie der allgemeinen Complexe zweiten Grades in das Kapitel von den Invarianten und Covarianten; der Lehre von den birationalen Transformationen aber durch die Entwickelung der Projectivitätstheorie der Räume im Allgemeinen wie in ihren speciellen Formen, welche überdies für das Verständniss mancher anderen Untersuchungen von Nutzen sein wird. Von den Neuerungen kleineren Umfanges will ich hervorheben die Erzeugung der Flächen durch reciproke Bündel im ersten Kapitel; die Grundlagen der Discussion einer developpabeln Fläche aus ihrer Ordnungszahl im zweiten; die Discussion der Fläche der Hauptkrümmungscentra, der Parallelfläche, der inversen und der Fusspunkt-Fläche der allgemeinen Fläche von der Ordnung n im vierten; die nähere Erörterung der singulären Punkte und der Specialität der Diagonalfläche bei den Flächen dritter Ordnung im fünften; die Discussion der Bestimmung involutorisch-symmetrischer Flächen, die erweiterte Entwickelung der Theorie von Gleichungssystemen, die kurze Einführung in die Theorie der Flächensysteme (u, v, 0) und der Charakteristiken und die Erweiterung der Theorie der Reciprokalflächen im neunten Kapitel.“

Für die vorliegende dritte ist einiges von dem Noten-Inhalte der zweiten Auflage in den Text übergegangen, wie z. B. die Darstellung der Flächen durch zwei Parameter in Verbindung

mit der Theorie der Orthogonalflächen am Ende des ersten, die Betrachtungen über die Repräsentationsformen einer gewundenen Curve am Anfang des zweiten, und über eine besondere Art der Regelflächen am Schluss des dritten Kapitels. Aber auch sonst boten sich nützliche Erweiterungen in ziemlicher Anzahl dar, wie beispielsweise die directe Ableitung der Differentialgleichungen von Flächen im dritten, die Discussion des Ortes der Centra derjenigen eine Fläche zweiten Grades berührenden Kugeln, welche eine feste Kugel orthogonal schneiden, im vierten, die Theorie der Polsechsflache der Flächen dritter Ordnung und des Zusammenhanges zwischen ihrer Darstellung aus fünf und denen aus sechs Guben im fünften, der Kummer’schen Fläche als Singularitätenfläche des allgemeinen Complexes vom zweiten Grade am Ende des sechsten und im siebenten Kapitel, wo auch die Lagenrelationen ihrer singulären Ebenen und Punkte einzufügen waren; die Abbildung der Congruenzen und des Complexes vom zweiten Grade auf den Punktraum im achten und die erweiterte Berücksichtigung anzahlgeometrischer Elemente im neunten Kapitel. Verkürzung erschien möglich und ist ausgeführt in dem Abschnitte des Schlusskapitels über Ordnung und Gewicht der beschränkten Systeme von Gleichungen, wo für weitere Ausführung des rein Algebraischen auf die „Vorlesungen" verwiesen werden kann. Die Note über den Quaternionen-Calcül, die ich .vor fünf Jahren gegenüber der Unterschätzung dieses Instruments der Untersuchung noch wiederholte und ergänzte, kann ich jetzt wohl unterdrücken, nachdem inzwischen die Aufmerksamkeit der Mathematiker sich soviel mehr dem Gegenstände zugewendet hat und auch die analytische Berechtigung der Quaternionen entgegen dem damaligen verneinenden Standpunkte streng bewiesen worden ist. Da aber für die Noten noch immer ein sehr reiches Material zu berücksichtigen blieb, wenn sie ihrem Zwecke völlig entsprechen sollten, so ist der Umfang des Werkes abermals um etwas gestiegen. Möge es seine Nützlichkeit auch fernerhin bewähren!

Zürich-Unterstrass, Herbst 1879.

Dr. Wilhelm Fiedler.
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Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf.

Literatur-Nachweisungen und- Zusätze.

	
I.    Kapitel. I. Abschnitt.


	
1)    Art. 2, Seite 7. Für das weitere Studium dieser Beziehungen ist zu verweisen auf die deutsche Ausgabe von Cremona’s Werk „Grundzüge einer allgemeinen Theorie der Oberflächen in synthetischer Behandlung.“ Berlin 1870. Kap. V—-IX des 2. Theils.





Analytisch sind sie grossentheils als Specialfälle in Erörterungen enthalten, welche wir in Kap. IX, Art. 438 f. durchführen.

	
	
2)    Art. 3, Seite 7. Vergl. Reye’s Abhandlung „Projectivische Erzeugung der allgemeinen Flächen dritter, vierter und beliebiger Ordnung durch Flächenbündel niederer Ordnungen“ in Bd. 1, p. 455 f. der „Math. Annalen“, sowie die unter 9) genannte Arbeit von Padova.


	
3)    Art. 5, Seite 9.. Der Satz ist ein Specialfall des Satzes von Art. 205 in Bd. 1; er ist durch Cayley in Gregory's „Solid Geometry“ p. 132 und vorher 1841 durch den italienischen Geometer Bedetti in einer Abhandlung in den Schriften der Akademie von Bologna ausgesprochen worden. Die Tangenten der Querschnittscurve im Doppelpunkte sind die Inflexionstangenten des Art. 6 und die Asymptoten der Indicatrix des Art. 7, sodass man den Satz als von Dupin (1813) implicite gegeben bezeichnen kann.


	
4)    Art. 6, Seite 12. Vergl. Dupin’s „Developpements de geome-trie“ (1813) p. 48. Es ist ganz correct, wenn es daselbst heisst: „En general une courbe du second degre dont le centre P est donne ne peut etre qu’une ellipse ou une hyperbole. Elle peut cependant etre une parabole; alors eile se presente sous la forme de deux lignes droi-tes paralleles äquidistantes de leur centre.“ Der Fall der Parabel tritt nur als Grenzfall auf.


	
5)    Art. 7, Seite 13. Siehe „Messenger of Mathematics“ Bd. 5, p. 187 (1870). Laguerre hat in „Liouville’s Journal“ 1879 (Bd. 4, p. 247 f.) schöne geometrische Constructionen für die Axen der Indicatrix und die Hauptkrümmungscentra in einem Punkte der Fläche zweiten Grades entwickelt.


	
6)    Art. 10, Seite 16. Dies ward wohl zuerst bemerkt vom Verfasser in Bd. 1, p. 45 des „Cambridge and Dublin Math. Journal“.


	
7)    Art. 13, Seite 20. Vergl. Cremona’s „Grundzüge einer allgemeinen Theorie der Oberflächen“, 2. Thl., Kap. 1.


	
8)    Art. 13, Seite 21. Vergl. des Herausgebers „Darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometrie der Lage“, 2. Aufl., Art. 149, 150.


	
9)    Art. 14, Seite 22. Vergl. Reye in Bd. 1 und 2 resp. p. 455, 475 der „Math. Annalen“ und Padova „Della generazione delle super-ficie mediante reti projettive“ in Battaglini’s „Giornale", Bd. 9, p. 148.


	
10)    Art. 26, Seite 31. Vergl. die Abhandlung Steiner’s „Ueber die Flächen dritten Grades“ in Bd. 53 von „Crelle’s Journal“. In der Correspondenz der reciproken Pole erscheint zuerst das eindeutige Entsprechen krummer Flächen Punkt für Punkt. Es ist der Quellpunkt der spätem Theorie der birationalen Transformationen.


	
11)    Art. 28, Seite 32. Siehe „Cambridge and Dublin Math. Journal“, Bd. 4, p. 255.


	
12)    Art. 28, Seite 33. Siehe Cayley „On reciprocal surfaces" in „Philosoph. Transactions“, Bd. 159, p. 208 (1869).





I. Kapitel. II. Abschnitt.

	
	
13)    Art. 32, Seite 36. Diese Formel sammt ihren Consequenzen verdankt man Euler „Recherches sur la courbure des surfaces“ in den „Abhandlungen der Akad. von Berlin“ von 1760. Man vergleiche ihre Interpretation zum Zweck der Construction der Hauptschnitte und der Krümmungsradien der Normalschnitte aus drei gegebenen unter ihnen durch Eni. Weyr in Bd. 3 der „Math. Annalen“, p. 228.





Wenn die Indicatrix eine Ellipse ist und 0 einen ihrer centralen Radien vectoren, also 92 den Krümmungsradius des entsprechenden Normalschnittes bezeichnet, so hat man für das arithmetische Mittel aller Krümmungsradien in diesem Punkte

"              0

und da o'dc das Doppelte der Fläche des elliptischen Sectors zwischen Q (c) und Q (c — dco'), also das Integral den Totalinhalt der Ellipse d. h. den Ausdruck aVR . R' bezeichnet, so hat man jenes arithmetische Mittel gleich dem geometrischen Mittel der beiden Hauptkrümmungsradien. Vergl. Beltrami in „Archiv“ Bd. 42, p. 117.

	
	
14)    Art. 36, Seite 43. Denn die Variationsrechnung (zuerst bei Lagrange als charakterisirt durch die Differentialgleichung von Beisp. 4 in Art. 54) zeigt, dass dasjenige Flächenstück, welches unter allen den von derselben Randlinie begrenzten einen möglichst kleinen Flächeninhalt hat, in jedem seiner Punkte gleiche und entgegengesetzt gerichtete Hauptkrümmungsradien besitzt; und umgekehrt lassen sich auf allen mit der letzteren Eigenschaft begabten Flächen Stücke kleinsten Inhalts im vorigen Sinne abgrenzen. (Vergl. auch Note 104.) Man findet die Literatur dieser Flächen in den nachbenannten Schriften angegeben.





„Ueber die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung.“ Eine Abhandlung von B. Riemann. Bearbeitet von K. Hattendorf. Bd. 13 der „Abhandlungen der K. Gesellsch. d. Wissensch. zu Göttingen. 1867.“ Revidirt in „Bernhard Riemann’s gesammelte mathematische Werke und wissensch. Nachlass“ von Dedekind und H. Weber. Leipzig 1876, p. 283 — 315 und ibid. p. 417 — 426; hier aus dem Nachlass Beispiele der Flächen kleinsten Inhalts bei gegebener Begrenzung.

„Sülle proprieta generali delle superficie d’area minima.“ Von E. Beltrami. In „Mem. della Accad. di Bologna“. Ser. 2, Bd. 7. 1868.

„Bestimmung einer speciellen Minimalfläche.“ Eine v. d. K. Akad. d. Wissensch. zu Berlin am 4. Juli 1867 gekrönte Preisschrift. Von H. A. Schwarz. Berlin 1871. (Notiz in den Monatsberichten der Berliner Akademie von 1865, p. 149 f.)

Ich merke an, dass Cayley in Bd. 14 des „Quarterly Journal“ p. 190 f., der Schwarz’schen speciellen Minimalfläche eine zweite von ganz analogen Eigenschaften zur Seite gestellt hat; wenn jene der Relation A‘2=(12 — 1)2 entspricht, so diese der Relation 2‘*=(12 — 1) (22+3).

Todhunter, „History of the Progress of the Calculus of Varia-tions.“ Cambridge 1861. — Plateau, „Statique experimentale et theo-rique des liquides.“ Gand, Leipzig 1873. 2 Bände.

Ein dem Herausgeber von Herrn Prof. H. A. Schwarz für die 2. Aufl. zur Verfügung gestellter und auszugsweise gegebener inhaltreicher Beitrag wird mit einigen Ergänzungen betreffs der neuesten Arbeiten mit-getheilt; er ist vollinhaltlich veröffentlicht in „Crelle's Journal“ Bd. 80.

lieber Minimalflächen.

	
1.    Wenn man die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z eines Punktes der Fläche durch zwei unabhängige Variable p, q ausdrückt und diese so wählt, dass die Curven p = const. und q = const. mit den beiden Schaaren der Krümmungslinien der Fläche zusammenfallen, und wenn man mit X, Y, Z die Richtungscosinus des der Krümmungs-linie q angehörenden Hauptkrümmungsradius 9 der Fläche bezeichnet, so erhält man in Folge des Parallelismus des Elements einer Krümmungslinie und seines sphärischen Bildes (siehe Art. 170 im Texte) und des bekannten Verhältnisses der Längen beider (vergl. Rodrigues in „Correspond. sur Tecole polyt.“ Bd. 3, p. 162 (1815) und Weingarten „Crelle's Journal“ Bd. 62, p. 164)
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und mit


ax. ax _ dp 2q T
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X\2 ?p) T



wo wegen der Orthogonalität der Curven p = const. und q — const. F = 0, ist, für dl als Linien-Element der Minimalfläche und dL als das entsprechende der Kugelfläche X2— Y2—Z‘=1

dl2 = (dös')2 — {dy)2 + {dzy = 02 (^Edp2 — Gdq2) = 0?{(d X)‘+ {dY^-Y (dZy}= ^dL\

Diese Gleichung sagt aus, dass bei der durch parallele Normalen vermittelten Beziehung der Punkte einer Minimalfläche zu den Punkten einer Kugelfläche vom Radius 1 die erstere auf die letztere conform abgebildet wird, und dass hierbei die lineare Vergrösserung an jeder einzelnen Stelle dem reciproken Werthe des Hauptkrümmungsradius gleich ist.

Weil die Ausdrücke dx, dy, dz vollständige Differentiale sein und also der bekannten Integrabilitätsbedingung genügen müssen, so erhält man 0r)—0, 3,°0»-o,

d. h. QE und qG sind Functionen von p, respective q allein; wenn man also f ^q E . dp und f^q G . dq als neue unabhängige Variable hinfort durch p und q bezeichnet, so erhält man

E = G = 1, dl =0 (dp2 + dq2), dL‘2=^^-^-0                                                             0

und damit den zuerst von 0. Bonnet („Comptes rendus“ 1853, Bd. 37, p. 532) ausgesprochenen Satz, dass eine Minimalfläche durch ihre beiden Schaaren von Krümmungslinien in unendlich kleine Quadrate ge-theilt werden kann, oder mit andern Worten: Jede Minimalfläche kann in der Art auf eine Ebene conform d. i. in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet werden, dass den beiden Schaaren von Krümmungslinien zwei Schaaren von parallelen Geraden (p = const. , q = const.) entsprechen, und das Vergrösserungsverhältniss bei dieser Abbildung ist der Quadratwurzel aus der Länge des Hauptkrümmungsradius in dem betrachteten Punkte der Minimalfläche umgekehrt proportional.

Oder auch: Der Abstand von zwei unendlich benachbarten Krüm-niungslinien einer Minimalfläche ist überall der Quadratwurzel aus dem Hauptkrümmungsradius der Minimalfläche direct proportional.

Bei dieser Abbildung entspricht zugleich jeder Asymptotenlinie der Minimalfläche, welche die Schaar der Krümmungslinien unter 450 schneidet, und überhaupt jeder isogonalen Trajectorie der letztem eine gerade Linie. (Vergl. Bonnet in „Liouville’s Journal“ Bd. 5 (1860, p. 227); dazu ibid. Bd. 12 (1847), p. 294.)

	
2.    Führt man nun mit Weierstrass („Monatsber. der Berliner Akad.“ von 1866, p. 618) die complexen Grössen



X — Yi X — Yi

1 — Z =8  1 - Z =*

als neue Variable ein, von denen die erste durch einen Punkt der XY- Ebene geometrisch dargestellt wird, der bei der stereographischen Projection der Kugelfläche aus dem Punkte X — Y= 0, Z — 1 auf die Aequatorebene Z = 0 dem Punkte X, Y, Z der Kugel entspricht, so erhält man

x_ s+8, y _ 1 s— S, y _ S8, — 1 .

	
SS,    + 1‘ i SS, + 1’ SS, + 1’ axy + (a Yy + {dzy = ads.ds, - dpi +d.



(SSi                    9

Da nun ds . dsx das Quadrat des Linienelements in der Ebene bedeutet, deren Punkte die complexe Grösse s geometrisch darstellen, und da dieses Linienelement dem Linienelement in der Ebene der complexen Grösse p — qi proportional ist, wie die vorstehende Gleichung lehrt, so ist jede der beiden Ebenen eine conforme Abbildung der andern, also die complexe Grösse s entweder eine Function des complexen Argumentes o — p — qi oder des andern 6, =p — qi. Man kann also, indem man nöthigenfalls q mit —q vertauscht, allgemein setzen, mit f und fi zwei conjugirte analytische Functionen bezeichnend,

s =f(o), sr-=t\^\

	
	
und erhält dadurch (vergl. Enneper in Bd. 9, p. 107 der ,,Zeitschrift für Math, und Phys.“) dl= {(88, + 1)2 (do) (do)"ds. ds,, ‘9/ C 01 )/ dx - 1 (1 — 86) (ds) ds +10-8,5 (az,) ds,, dy - i (1 + 2a) (do) as +44+ 83) (do,) ds > •  4 \ds) 4    ydsj 1 ’





	
,       /do2.    ., /d62. dz —         1 S |    | ds —      1 ds.—- | ds, . 2    ydsj            2   1 ydsj 1



Betrachtei man nun s und S, als unabhängige Variable, während % (s) eine Function von s bezeichnet, welche durch die Gleichung

	
2    ( d s) 8 ^S' bestimmt ist (sowie 81 (sj die dazu cönjugirte), und deutet man mit Weierstrass durch ein vorgesetztes R an, dass nur der reelle Theil der nachfolgenden complexen Grösse genommen werden soll, so sind



s                                                           s                                                              s x^diy^l — s^^^ds, J=Ri(1+s2)%(s)ds, z—R2s3(s)ds;

dl2 = da? + dy2 + dz2 = (1 +38,)2% (s) I, (sj dsdst ,

	
	
• =4(1 + 88)2 VS (s) S. (8).





Zu jeder Function % (s) des complexen Arguments s gehört in Folge dieser Formeln eine Minimalfläche, und zwar ist dieselbe (vergl. Weierstrass a. a. 0. p. 621) stets und nur dann eine algebraische Fläche, wenn die Function I (s) die dritte Ableitung einer algebraischen Function von s ist. Weil die Gleichungen für dx, dy, dz in Bezug auf F(s) linear sind, so eptspringt mit Q1 (s), q, (s), , (s) + ©,(s) für F(s) der Satz: Ordnet man die Punkte von zwei Minimalflächen 11 und F2 einander so zu, dass die Normalen in entsprechenden Punkten einander parallel sind, und construirt man zu jedem Paare entsprechender Punkte einen dritten Punkt, dessen Coordinaten die Summen der gleichnamigen Coordinaten von jenen sind, so ist der Ort desselben eine Minimalfläche mit gleichgerichteten entsprechenden Normalen. (Mitteilung von Weierstrass im Math. Seminar der Univ. Berlin 1865.) Offenbar wird jede der drei Flächen auf die beiden andern conform abgebildet.

	
	
	
3.    Ersetzt man die Function %(s) durch e‘"I (s), wo & eine reelle Grösse ist, und entsprechend %. (s) durch e‘“S.(s), so erhält man, da das Linienelement der Minimalfläche hierbei nicht geändert wird, eine Biegungsfläche der vorigen, die wieder Minimalfläche ist; hierbei entsprechen die Krümmungslinien der Biegungsfläche einer Schaar von Curven, welche die Krümmungslinien der ursprünglichen Fläche unter







. c

dem Winkel — schneiden, weil da in e 4 da übergeht. Es ist also mög-lieh, Theile einer Minimalfläche stetig mit einem variabeln Parameter so zu biegen, dass sie während der Biegung Minimalflächen bleiben; jede Schaar von Curven der ursprünglichen Fläche, welche die Krümmungslinien derselben unter demselben constanten Winkel schneidet, wird bei dieser Biegung einmal zu einer Schaar von Krümmungslinien. Auch sind die durch Multiplication von % (s) mit da bestimmten Biegungen einer Minimalfläche die einzigen von diesem Charakter, den später zu betrachtenden Fall nicht ausgenommen, wo die Fläche in sich selbst auf stetige Weise verbiegbar ist.

Denkt man sich während der Biegung, indem man a als variabel betrachtet, einen Punkt des gebogenen Flächentheiles festgehalten, was durch passende Verfügung über die durch Integration eingeführten Constanten erreicht wird, so erfolgt die Biegung den obigen Formeln zufolge in der Art, dass die Tangentialebenen in allen entsprechenden Punkten parallel sind, und dass die Tangenten von je zwei entsprechenden Linienelementen mit einander den Winkel & einschliessen; jeder Punkt des Minimalflächenstückes beschreibt während der Biegung eine Ellipse, deren Mittelpunkt der festgehaltene Punkt ist. Bezeichnen r, y, 3 die Coordinaten des dem Punkte x, y, z entsprechenden Punktes nach der Biegung mit « = — " , so ist

dx = — R {(1 — 82) i% (s) ds}, dy=+R((1+ S2) % (s) ds}, d^ = — R {2si% (s) ds}, und aus

d^2 + d^2 + d^ = dx^ + dy2 + dz2, d^dx + .. = 0, Xdx + ,. = 0, d^ = Zdy— Ydz, di) — Xdz — Zdx, d^—Ydx—Xdy.

(Den zu c= 17 gehörigen Specialfall kennt man durch 0. Bonnet’s Notiz in Bd. 37 (1853) der „Comptes rendus“ p. 532; für den allgemeinen vergl. die Abhandlung desselben in Heft 42 des „Journal de l’ecole polyt." p. 7—15 und die Monographie „Heber Raumcurven und Flächen“ von K. Petersen, Leipzig 1868, p. 66, 72.)

Bezeichnet man ferner die drei Grössen

«+zi - Ja- 82) 8 ©) ds, y^-l)i = Ji( +89) % @y) as.

So                                                    So

s z+zi=y 28% (s) ds

so respective mit u, v, w und führt statt s irgend eine Function t von s als neue Variable ein, so erhält man folgenden Satz: Sind u, v, w im Sinne der neuern Functionentheorie drei Functionen derselben complexen Grösse t, welche die Eigenschaft besitzen, dass die Summe der Quadrate ihrer Ableitungen identisch gleich Null ist, so stellen die Gleichungen

x = R (u), y = R (v) , z = R (w)

für x, y, z als rechtwinklige Punktcoordinaten in allgemeinster Weise eine Minimalfläche dar. (Sie stehen mit den Gleichungen von Monge in „Application etc.“ p. 219, 220 der Liouville’schen Ausgabe auf gleicher Stufe.)

	
	
	
4.    Werden die drei complexen Grössen u, v, w in drei Ebenen durch Punkte geometrisch dargestellt, so ergeben sich drei conforme Abbildungen der betrachteten Minimalfläche auf diese drei Ebenen. Da nun den Curven, in welchen die Minimalfläche von der Ebenenschaar z = const. geschnitten wird, in der Ebene der complexen Grösse w eine Schaar von parallelen Geraden entspricht, welche die reelle Axe dieser Ebene rechtwinklig schneiden, so bilden die Niveaucurven z = const. nebst ihren orthogonalen Trajectorien, den Curven des stärksten Falles, ein isometrisches Curvensystem auf der Fläche. Dieser Satz gilt für alle Curven, in welchen eine Minimalfläche von einer Schaar paralleler Ebenen geschnitten wird, und deren orthogonale Trajectorien.







Sind 1, , 01, w1 die zu u, v, w conjugirten complexen Grössen, so ergiebt sich

dl2 == dx2 — dy2 -[- dz2 = ^{du . dux — dv . dvr + dio . dw, },

ein Satz, von dem Riemann (a. d. Note 14 a. 0. Art. 7) eine interessante geometrische Interpretation gegeben hat. Das Quadrat des Linienelements der Minimalfläche ist zunächst der halben Summe der Quadrate der entsprechenden Linienelemente der Ebenen der com-plexen Grössen u, v, w gleich; und da die Linearvergrösserung bei der conformen Abbildung in irgend einem Punkte nach allen Richtungen dieselbe und somit die Flächenvergrösserung ihrem Quadrate gleich ist, so ist das Flächenelement der Minimalfläche der halben Summe der Quadrate der entsprechenden Flächenelemente in den Ebenen u, v, w gleich. Und das Nämliche gilt von ganzen Flächentheilen der Minimalfläche und deren conformen Abbildungen auf den Ebenen der Grössen u, v, w. Durch diesen Satz wird die Berechnung des Flächeninhaltes eines Minimalflächenstückes M auf die des Integrals

2, / (dxd^ + dydt) + dzd^

zurückgeführt.. (Vergl. Formel 5 des Art. 6 der citirten Abh.) Dasselbe geht aber durch Integration in Bezug auf x, y, z in das über die Begrenzung von M zu erstreckende einfache Integral über


X , Y , Z x , y , z dx., dy, dz



} ß{xd^ — yd\) + zd^) oder 2

und das Element des letztem kann folgendermassen geometrisch inter-pretirt werden. Man verbinde die Endpunkte eines Elements dl der Begrenzung von M durch geradlinige Strecken mit dem Coordinatenanfange und bezeichne den Flächeninhalt des so entstehenden Dreiecks mit df\ m sei der Neigungswinkel seiner Ebene gegen die Tangentialebene von M an der betrachteten Randstelle, so ist


X , Y, Z x , y , z dx^ dy, dz




== cos c . df.



Denkt- man sich diese Construction für alle Elemente der Begrenzungslinie von M ausgeführt, so bildet die Gesammtheit der Dreiecke die projicirende Kegelfläche derselben für den Anfangspunkt als Centrum. Wenn diese Kegelfläche insbesondere gegen die Minimalfläche in allen Punkten der Begrenzung gleich geneigt ist, so ist der Flächeninhalt des Minimalflächenstückes dem Producte aus dem Flächeninhalte der Kegelfläche in den Cosinus des Neigungswinkels gleich.

Diese Sätze lassen sich auch sehr einfach geometrisch beweisen, indem man eine Schaar ähnlicher und ähnlich gelegener Minimalflächen betrachtet und die Differenz des Flächeninhaltes von zwei unendlich benachbarten in doppelter Weise ausdrückt.

	
	
	
5.    Wir setzen ferner in die Definitionsgleichungen von u, v, w für d^c, dty, dz ihre durch X, Y, Z, dx, dy, dz ausgedrückten Werthe und erhalten







u = x — i/{Zdy—Ydz), v — y-\-ij'(,Xdz — Zdx), w — z + i f(^Ydx — Xdy).

Diese Gleichungen führen zu einer expliciten Lösung folgender Aufgabe: Es soll eine Minimalfläche analytisch bestimmt werden, welche 1) durch eine vorgeschriebene analytische Linie hindurchgeht und 2) längs dieser Linie in jedem Punkte eine vorgeschriebene Normale besitzt, deren Lage sich längs derselben nach einem gegebenen analytischen Gesetze ändert.

Denkt man sich nämlich die Coordinaten x, y, z eines Punktes der vorgeschriebenen Linie und die Richtungscosinus X, Y, Z seiner Normale als analytische Functionen einer reellen Variabein t gegeben, sodass also die Gleichungen

X2+Y2+Z*=1, Xdx + Ydy + Zdz = 0 identisch befriedigt sind, so sind die Functionen u, v, w für die reellen Werthe von t bis auf additive rein imaginäre Constanten, auf welche es hier nicht ankommt, eindeutig bestimmt und befriedigen identisch die Gleichungen

Xdu + Ydv + Zdw = 0 , {duy + (dv^ + {divy = 0 .

Weil aber u, v, w analytische Functionen von t sind, so haben sie auch für alle complexen Werthe von t, welche diese Variable als Argument der analytischen Functionen x, y, z, X, Y, Z annehmen kann, eine bestimmte Bedeutung. Wenn man nun der Variablen t auch diese complexen Werthe beilegt, so stellen die Gleichungen

a‘*R(u), y‘=R(), z‘= R (w)

eine Minimalfläche dar, welche die vorgeschriebenen Eigenschaften besitzt. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich auch, dass es unter den gemachten Voraussetzungen stets eine und nur eine solche Fläche giebt. Erwähnenswerthe Specialfälle dieses Weierstrass’schen Satzes sind: Jede auf einem Stücke einer Minimalfläche liegende gerade Linie ist eine Symmetrieaxe der durch analytische Fortsetzung dieses Stückes entstehenden Minimalfläche. Wenn auf einem Stücke einer Minimalfläche eine ebene Curve liegt, längs welcher die Tangentialebene der Fläche und die Ebene der Curve mit einander einen rechten Winkel einschliessen, so ist die Ebene dieser. Curve eine Symmetrieebene derjenigen Minimalfläche, welche durch analytische Fortsetzung dieses Stückes entsteht. Dieselben Formeln lassen zeigen, dass unter den Minimalflächen äusser der Ebene nur eine geradlinige ist, nämlich die Schraubenfläche mit einer Leitgeraden und mit Richtungsebene. Ist nämlich die x-Axe eine Erzeugende der geradlinigen Minimalfläche und ihre gemeinschaftliche Normale mit der nächstbenachbarten Erzeugenden die Z-Axe eines rechtwinkligen Systems, so kann man stets eine Con-stante a so bestimmen, dass z = a 7 ein hyperbolisches Paraboloid darstellt, welches jene längs y = 0, z = 0 berührt. Man hat also zu setzen

y=0, z=0, X=0, Zes,

Va2+x2 Va?+a2 oder besser

C                                                       __ 1            1

x == — sin (t i), y = 0, z = 0, X=0, Y =---, Z= tan(ti), 4                                                   cos (ti)'         i ‘ und erhält z — a arc tan — als Gleichung der Minimalfläche. (Beweise gaben Bonnet, Catalan, M. Roberts, Serret u. A.) (Vgl. Art. 206,4.)

	
	
	
6.    Man kann nun die Lösung der allgemeinen Aufgabe für einige specielle Fälle durchführen. 1) Es wird die Minimalfläche gesucht, welche das hyperbolische Paraboloid 2:= a (x2 — y2) längs seiner Schnittlinie mit dem Rotationscylinder x2+y‘=1 berührt. Sie ist algebraisch. 2) Für welche Minimalfläche ist eine Parabel eine geodätische Linie? Es ist die von Catalan in „Journal de l’Ecole polyt.“ H. 37, p. 160 construirte Fläche. 3) Für welche Minimalfläche ist eine Ellipse eine geodätische Linie? Es ist eine transcendente Fläche, auf welcher eine einfach unendliche Schaar von Raumcurven vierter Ordnung liegt, von denen jede einen isolirten Doppelpunkt besitzt. Die sphärischen Bilder dieser Curven sind confocale sphärische Kegelschnitte. 4) Für welche Minimalfläche ist eine Neil'sche Parabel eine geodätische Linie? Es ist eine von Henneberg untersuchte algebraische Fläche fünfter Klasse. (Siehe dessen Dissertation „Ueber solche Minimalflächen etc.“ — Zürich 1875 — p. 51 f.)







Die Aufgabe, durch eine geschlossene analytische Linie L eine Minimalfläche zu legen, auf welcher dieselbe ein in seinem Innern von singulären Stellen freies einfach zusammenhängendes Flächenstück begrenzt, ist (von dem Falle der ebenen Curve abgesehen) bis jetzt in keinem einzigen Falle gelöst worden, obwohl schon 1816 Gergonne die Aufmerksamkeit auf diese Aufgabe gelenkt hat. (Vergl. „Annales“ Bd. 7, p. 68.) Die analoge Aufgabe hingegen, bei der die vorgeschriebene Linie L von einer Anzahl geradliniger Strecken gebildet wird, ist neuestens von Riemann [a. a. 0., siehe oben unter 14)] und Weierstrass (bis jetzt nur zum Theil veröffentlicht) in voller Allgemeinheit gelöst worden; für den speciellen Fall des Vierseits aus vier Kanten eines regulären Tetraeders siehe die Arbeit von H. A. Schwarz, welche in der vorigen Note genannt ist.

	
	
	
7.    Die einzige unzerlegbare Fläche zweiten Grades und zweiter Klasse, welche im analytischen Sinne als eine Minimalfläche aufgefasst werden kann, ist die Kugelfläche, deren Radius gleich Null ist. Für die übrigen algebraischen Minimalflächen ist als niedrigste Klassenzahl von Henneberg in „Annali di Matematica“ S. II, Bd. 9 die fünfte angegeben; für die niedrigste Ordnungszahl hat Sophus Lie in einer Arbeit, in welcher er sich mit der Bestimmung der Minimalflächen von einer vorgeschriebenen Klassen- oder Ordnungszahl beschäftigt („Archiv for Math, og Naturv.“ Kristiania 1876), die neunte gefunden. (Für die Punktsingularitäten der algebraischen Minimalflächen vergl. Note 15.)







Die Minimalflächen, die eine Schaar ebener Krümmungslinien besitzen, haben die Eigenschaft, dass die zweite Schaar der Krümmungslinien gleichfalls von ebenen Curven gebildet wird. Zu diesen von Bonnet („Comptes rendus“ Bd. 41 (1855) p. 1058) analytisch bestimm-ton Flächen gehört als Grenzfall eine algebraische Fläche neunter Ordnung, deren Gleichung Enneper in Bd. 9 der „Zeitschrift f. Math, u. Phys.“ p. 96 (1864) gab. Man erhält dieselbe, wenn man in den obigen Gleichungen 40, also auch % (s) einer reellen Constanten gleichsetzt. Die beiden Schaaren der Krümmungslinien sind ebene Curven und ihre isogonalen Trajectorien Raumcurven dritter Ordnung.

Diese Fläche hat die Eigenschaft, auf stetige Weise in sich selbst verbiegbar zu sein, weil für seia statt s und S € ia statt S, das Linienelement derselben nicht geändert wird. Aber diese Eigenschaft kommt allen Minimalflächen zu, bei welchen % (s) = C(s')m~2 ist, mit

C als einer beliebigen und m als einer reellen Constanten, auf Grund derselben Unveränderlichkeit. Diese sind zugleich die einzigen Minimalflächen von der angegebenen Eigenschaft. Für m =0 erhält man die ohne Gestaltsveränderung in sich verschiebbaren, die Schraubenflächen; bei reellen Werthen von C die durch Rotation der Kettenlinie um ihre Directrix entstehende, bei rein imaginären Werthen die geradlinige Schraubenfläche. (Scherk gab 1831 die Gleichung dieser Minimalflächen m = 0.) Die auf Rotationsflächen, also auch stetig in sich selbst verbiegbaren Minimalflächen bestimmte Bour in seiner Preisschrift über Deformation der Flächen, „Journal de l’ecole polyt.“ H. 39, p. 99—109. 1862. Siehe Note 93 zu Art. 180.

	
	
	
8.    Enneper hat „Zeitschrift f. Math. u. Phys.“ Bd. 14, p. 403 (1869) die Minimalflächen bestimmt, welche eine einfach unendliche Schaar von reellen Kreisen enthalten, und gefunden, dass die Ebenen derselben parallel sein müssen. Die allgemeine Gleichung dieser Flächen gab derselbe in den „Göttinger Nachrichten“ 1866, p. 247—249. Auch der letzte Artikel der posthumen Abhandlung Riemann’s handelt von diesen Flächen. Sie sind mit Ausnahme der Rotationsfläche der Kettenlinie periodisch, besitzen eine Symmetrieebene, enthalten unendlich viele isolirte gerade Linien und haben unendlich viele Asymptoten-Ebenen; jede wird längs jedes Kreises der Schaar von einem Kegel zweiten Grades berührt und alle diese Kegel sind concyklisch, sodass der Kreisschaar der Minimalfläche bei der durch parallele Normalen vermittelten conformen Abbildung auf die Kugel eine Schaar confocaler sphärischer Kegelschnitte entspricht. Der Function I (s) kann für diese Flächen bei passender Wahl des Coordinatensystems die Gestalt







sV(s — cot 8) s (s — tan 8)

mit C und 8 als zwei reellen Constanten gegeben werden. Je zwei Flächen dieser Art, deren C übereinstimmen, während ihre 8 sich zu 27 ergänzen, sind solche Biegungen von einander, dass den Krümmungslinien der einen die Asymptotenlinien der andern Fläche entsprechen; für 8 = 1 a erhalten wir mit der gleichen Correspondenz eine Abwickelbarkeit auf sich selbst.

Diese Untersuchungen sind sodann in interessantester Weise von H. A. Schwarz durch Lösung der Aufgabe, sämmtliche Minimal-flachen zu finden, welche von einer Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehüllt werden, verallgemeinert („Journal f. d. r. u. a. Math.“ Bd. 80, p. 301—314). Im ersten Theile der betreffenden Abhandlung werden die Minimalflächen bestimmt, welche von einer Schaar con-cyklischer Kegel zweiten Grades berührt werden; im zweiten Theile wird gezeigt, dass es äusser diesen Flächen keine weiteren Minimalflächen giebt, die von einer Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehüllt werden. Als specielle Fälle kommen hierbei die Minimalflächen, welche einen Kegelschnitt zur geodätischen Linie haben, ferner die Fläche, die von einer Schaar paralleler Ebenen in Kreisen geschnitten wird und die Meusnier’sche Schraubenfläche zum Vorschein.

Weitere Untersuchungen über specielle Minimal flächen sind von Kiepert geführt worden („Berichte der Naturforsch. Ges. zu Frei-bürg i. B.“, Bd. 7 und „Journal f. d. r. u. a. Math.“, Bd. 81 u. 85). Die dort behandelten Flächen haben die Eigenschaft, dass auf ihnen Curvenschaaren liegen, bei denen der Bogen ein elliptisches Integral erster Gattung ist, dessen obere Grenze eine einfache geometrische Bedeutung hat. Er hat auch Modelle von diesen Flächen angefertigt.

	
	
	
9.    Die Untersuchung jeder speciellen Minimalfläche kann endlich mit der Beantwortung einer Frage des Minimums geendet werden; nämlich mit der Frage, wie auf ihr eine oder mehrere Linien gewählt werden können, welche ein zusammenhängendes Stück M ihrer Fläche begrenzen, sodass dasselbe unter allen von denselben Linien begrenzten und ihm unendlich benachbarten Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt besitzt.







Ihre Beantwortung hängt davon ab, ob die zweite Variation des Flächeninhalts für alle Variationen des Flächenstückes M bei ungeänderter Begrenzung positiv ist, oder ob sie für einige derselben den Werth Null oder negative Werthe annehmen kann. Die Untersuchung dieser zweiten Variation von H. A. Schwarz („Monatsberichte der Akad. v. Berlin“ 1872, p. 718) hat zu dem bemerkenswerthen Ergebnisse geführt, dass die Entscheidung über das Zeichen von der die Besonderheit der Minimalfläche bedingenden Function % (s) ganz unabhängig ist, dass sie vielmehr nur von der Gestalt des sphärischen Bildes abhängt, welches bei der Abbildung durch parallele Normalen dem Stücke M entspricht.

Ueberdies ergab sich dabei der Satz: Die fragliche zweite Variation ist stets und nur dann immer positiv, wenn es ein zusammenhängendes Minimalflächenstück giebt, welches dem betrachteten in seiner ganzen Ausdehnung unendlich benachbart ist, ohne doch mit ihm einen Punkt gemein zu haben. Sodass beim Vorhandensein eines Punktes P, der in keiner Tangentialebene des Stückes M liegt, durch Construction eines für ihn als Aehnlichkeitspunkt zu M ähnlichen und ähnlich gelegenen unendlich benachbarten Flächenstückes nach dem vorigen Satze geschlossen werden kann, dass M unter allen unendlich benachbarten, denselben Grenzbedingungen genügenden Flächenstücken den kleinsten Inhalt besitzt. Und allgemein gilt der Satz: Ein bestimmtes Stück einer Minimalfläche besitzt unter allen von denselben Randlinien begrenzten und ihm unendlich benachbarten Flächenstücken stets dann und im Allgemeinen nur dann den kleinsten Flächeninhalt, wenn es ein dem betrachteten durch parallele. Normalen Punkt für Punkt entsprechendes Minimalflächenstück giebt, dessen sämmtliche Tangentialebenen von demselben Punkte des Raumes einen von Null verschiedenen Abstand haben.

	
	
	
10.    Ob es für eine Grenzlinie L nur ein oder mehrere Flächenstücke giebt, welche in ihrem Innern von singulären Stellen frei unter allen unendlich benachbarten den kleinsten Inhalt besitzen, ist nicht bekannt. Steiner hat „Crelle’s Journal“ Bd. 24, p. 111, Anm. (1842) eine damit zusammenhängende Untersuchung angestellt, durch welche diese Frage unter der Voraussetzung ihre Beantwortung findet, dass bei passender Wahl des rechtwinkligen Coordinatensystems die eine Coordinate eine eindeutige Function der beiden andern ist. Demselben Geometer verdankt man auch („Monatsber. d. Akad. von Berlin“ von 1840, p. 118) den interessanten Satz: Unter allen zu einem Minimalflächenstücke äquidistanten Flächenstücken besitzt das Minimalflächenstück selbst nicht den kleinsten, sondern den grössten Flächeninhalt.







	
15)    Art. 36, Seite 43. Vergl. die analytische Beweisführung in der Abhandlung von Geiser in Bd. 3, p. 530 der „Math. Annalen“. Die Determinante des Art. 36 erlaubt für U^ = 0 als homogene Function von x, y, z eine Umformung mittelst der Sätze von den homogenen Functionen (vergl. auch Art. 124), welche zeigt, dass sie für U(n) = o und x2—y2+z2= 0 keine in 2 linearen Glieder enthält,



oder, dass die Nullkugel zu den Minimalflächen gehört. Neuestens theilte S. Lie „Projectivische Untersuchungen über algebraische Minimalflächen“ mit („Math. Ann.“ Bd. 14, p. 331 — 416 und Bd. 15, p. 465 —507), welche auch in diesem Punkte weiterführen (p. 407 a. a. 0.). Sie sind zum Studium zu empfehlen. (Vergl. Note 104.)

	
16)    Art. 39, Seite 46. Anmerkung. Wenn wir in der analytischen Geometrie der Ebene die Bedingung suchen, unter welcher



a,122+2a,,2J+ay2=1 einen Kreis darstellt, so kann dies von der quadratischen Gleichung aus geschehen, welche den grössten und den kleinsten Werth von x2+y2= 0 bestimmt, nämlich (d,1 Q — 1) (0,2 0 — 1)—0,2202=== 0, natürlich mittelst der Discriminante derselben, d. h. aus (d,1 — 0,2)2— 4 a,22==0. Aber diese eine Bedingung ist nicht die Bedingung der Kreisform, denn die Vergleichung jedes einzelnen der Factoren au — a,2 —2ai mit Null drückt nur aus, dass die Curve durch einen der Kreispunkte im Unendlichen geht; erst das Verschwinden beider Factoren, d. h. die Geltung von an — a,2 =0 und d,2 =0 bedingt den Kreis.

In der Hauptsache ist die Theorie der Kreispunkte der Flächen dem völlig analog; diejenigen Punkte einer Fläche, für welche die beiden Krümmungsradien einander gleich sind, sind Punkte derselben, für welche eine der beiden Haupt- oder Inflexionstangenten den unendlich fernen imaginären Kreis schneidet; ein Kreispunkt ist aber ein Punkt, für welchen beide Inflexionstangenten dies thun. Jene Punkte bilden einen imaginären Ort in der Fläche, welcher diese zu Doppelpunkten hat.

	
17)    Art. 40, Seite 49. Die letzte Reduction ward von Voss in Bd. 9 der „Math. Annalen“ p. 241 angegeben; man vergleiche daselbst eine andere geometrische Ableitung.


	
18)    Art. 42, Seite 51. Bertrand berechnet in seiner Theorie der Krümmung der Flächen den Winkel, welchen die Nachbarnormale mit der durch den Nachbarpunkt und die Anfangsnormale bestimmten Ebene einschliesst. Unter der Voraussetzung, dass die Hauptschnittebenen die Coordinatenebenen xz, ys sind, wie im Texte, sind die Richtungscosinus der Nachbarnormalen zu 2 Ax' und 2 Cy’ pro-portional, dagegen die einer Normalen zum Radius vector in der Tangentialebene zu —y', x’, 0; daher ist der Cosinus des Winkels dieser zwei Geraden oder der Sinus des Winkels der Nachbarnormale mit dem Normalschnitte zu (C—A} x'y’ proportional, d. h. für a als Winkel des letztem mit einer der Haupttangenten zu (C — A) sin 2 a . Dieser Winkel verschwindet also für a = 0 und a = 90°, die Nachbarnormale liegt dann im Normalschnitte ihres Fusspunktes. Siehe „Liouville’s Journal“, 1844.


	
19)    Art. 42, Seite 51. Die Abhandlung von Ch. Sturm „Me-inoire sur la theorie de la vision“ findet man in „Comptes rendus" vom 1. Sem. 1845, p. 554.


	
20)    Art. 43, Seite 52. Siehe „Elements of Quaternions“ von W. R. Hamilton, Art. 411, p. 676.


	
21)    Art. 44, Seite 53. Die Theorie der Krümmungslinien, der Umbilics oder Kreispunkte, etc. verdankt man Monge; siehe seine „Applications de l'analyse ä la geometrie“ 1805 (Ausgabe von Liou-ville, 1850, p. 124 oder § XV).



In diesem Werke enthält § XVI die Untersuchung und graphische Darstellung der Krümmungslinien des Ellipsoids, und die §§ XVII bis XX sind dem Studium specieller Fälle bezüglich der Krümmungen und der

Krümmungslinien gewidmet, nämlich der Fläche, für welche die eine Schaar der Krümmungslinien in parallelen Ebenen liegt; der Fläche, für die einer der Hauptkrümmungsradien constant ist; der Fläche mit gleichen und gleichgerichteten Hauptkrümmungsradien (Kugel); der Flächen mit gleichen und entgegengesetzten Hauptkrümmungsradien (Minimalflächen). Zu neueren Untersuchungen haben natürlich hauptsächlich das erste und das letzte dieser Probleme Veranlassung gegeben; über die die Minimalflächen betreffenden habe ich schon in Note 14 und im Anhang zu ihr näher berichtet. Hier mag eine Uebersicht und Wegleitung zu den an das erste angeschlossenen Untersuchungen gegeben werden.

Sie beginnen meines Wissens mit Joachimsthal’s Arbeit „Sur les surfaces courbes“ im Programm von 1848 des „College Royal Fran^ais“ in Berlin, wo in § 4 zu einer im 30. Bd. von „Crelle's Journal“ (1846) gemachten Mittheilung der Schlussformeln die eingehende Durchführung des Problems gegeben wird, diejenigen krummen Flächen zu bestimmen, deren eines System von Krümmungslinien in den Ebenen eines Büschels liegt; er zeigte, dass das zweite System der Krümmungslinien in diesen Flächen aus sphärischen Curven besteht, für welche die Kugelmittelpunkte in der Scheitelkante des Ebenenbüschels des ersten liegen.

Um dieselbe Zeit gab Ossian Bonnet in dem grossen „Memoire sur la theorie generale des surfaces“ („Journal de l’ecole polyt.“ Bd. 19, p. 17) den in der Anmerkung zu Art. 47 im Texte mitgetheilten Satz und veröffentlichte sodann (1853) a. a. 0. Bd. 20, p. 117—306 seine an das Problem von Monge anschliessenden und die Methode desselben für die Integration partieller Differentialgleichungen zweiter Ord-oung anwendenden Untersuchungen, indem er in vier Abschnitten be-bandelte: 1) die Flächen mit nur ebenen Krümmungslinien, 2) die Flächen mit einem System von ebenen Krümmungslinien, 3) die Flächen mit nur sphärischen Systemen und die mit einem ebenen und einem sphärischen System, 4) die Flächen mit einem System von sphärischen Krümmungslinien, das letztere unter Beschränkung auf zwei specielle Fälle.

Gleichzeitig fast behandelte J. A. Serret die Fälle, wo alle Krümmungslinien entweder eben oder sphärisch sind (also 1 und 3 der vorigen Aufzählung) im Bd. 18 (1853) des „Journal de Mathematiques“ p. 113 f. unter Reduction auf partielle Differentialgleichungen erster Ordnung durch Zuhülfenahme des Joachimsthal'schen Satzes von den ebenen Krümmungslinien und den analogen für die sphärischen, dass die osculatorische Kugel einer solchen die Fläche unter einem Constanten Winkel schneidet. (Siehe auch „Comptes rendus“ 1856, Jan. u. Febr.)

In neuester Zeit haben besonders A. Enneper und U. Dini die Gruppe dieser Probleme behandelt. Von dem Ersteren rührt auch die letzte zusammenfassende Behandlung derselben her, siehe seine „Untersuchungen über die Flächen mit planen und sphärischen Krümmungslinien“ im 23. Bde. der „Abhandl. d. K. G. d. W. zu Göttingen“ (1878, 96 p. 4t0) — deren Vorarbeiten von 1862 ab veröffentlicht sind. Dieselbe geht von den Elementen aus, welche bei der Untersuchung von Linien auf krummen Flächen hervortreten, erhält die für ebene respective sphärische Krümmungslinien charakteristischen Sätze und führt die Rechnung damit auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurück. Die Abhandlung untersucht die Flächen mit einem System ebener Krümmungslinien und zwar speciell, wenn ihre Ebenen den

Normalebenen einer Raumcurve respective einer ebenen Curve, endlich denen einer Geraden parallel sind, sowie die ebenen geodätischen und die geraden Krümmungslinien (developpable Flächen); sodann die Flächen mit nur ebenen Krümmungslinien und die mit einem System von ebenen und einem von sphärischen Krümmungslinien.

U. Dini gab 1867 im Anschluss an Bonnet’s endliche Ausdrucksweise der Gleichung der Flächen mit ebenen Krümmungslinien den Beweis, dass die einzigen Regelflächen mit nur ebenen Krümmungslinien die einfachen Rotationshyperboloide sind. (Siehe „Annali di Matematica“ 2. Serie, Bd. 1, p. 146.) Er veröffentlichte sodann in den „Atti della Societä Italiana delle Scienze", Serie III, Bd. 2, 1869 die endlichen Gleichungen für die Flächen mit einem System sphärischer Krümmungslinien, indem er die Aufgabe auf die Untersuchung gewisser orthogonaler Curvensysteme auf der Kugel zurückführte, nachdem er (ibid. 1868) in einer Abhandlung „Sopra alcuni punti della teoria delle super-ficie“ die endlichen Gleichungen der Flächen mit ebenen Krümmungslinien, deren Ebenen nicht parallel sind, entwickelt hatte.

Die oben unter 1) über Minimalflächen citirte Arbeit von Weingarten „Ueber die Oberflächen, für welche einer der beiden Hauptkrümmungshalbmesser eine Function des andern ist“ (1862), Oberflächen, von denen derselbe Geometer im 59. Bd. von „Crelle's Journal“ (p. 382 f.) bewiesen hatte, dass die Flächen ihrer Krümmungs-mittelpunkte auf einander abwickelbar seien, —auch unter besonderer Anwendung auf die Minimalflächen — gab Dini und gleichzeitig Beltrami (1866) Anlass (siehe „Annali“ 1. Serie, Bd. 7) zur Untersuchung der Regelflächen, bei denen der eine Hauptkrümmungshalbmesser eine Function des andern ist, und damit zu der Entdeckung, dass die geradlinigen Schraubenflächen die einzigen Regelflächen dieser Art sind. In der vorerwähnten Abhandlung bestimmte dann Dini die Flächen mit einem System von Krümmungslinien in parallelen Ebenen unter der Abhängigkeit der Hauptkrümmungsradien speciell für constan-tes Product derselben, zeigte, dass für Minimalflächen entweder beide Systeme der Krümmungslinien eben sind, oder keines, etc.; in einer Abhandlung in „Atti della Societä italiana delle Scienze“ Serie 3, Bd. 2 vom Januar 1869 „Ricerche sopra la teoria delle superficie" zeigte er (p. 45), dass unter den Flächen mit constantem positiven Product der Hauptkrümmungsradien auch solche mit einem System ebener Krümmungslinien sind, und dass deren Ebenen durch eine feste Gerade gehen, während das zweite System der Krümmungslinien sphärisch ist, ohne circular zu sein, ebenso dass ihre Kugeln normal zur Fläche sind und ihre Mittelpunkte auf jener festen Geraden haben — ein Ergebniss, welches schon vorher (1868) von Enneper in den „Göttinger Nachrichten“ p. 260 f. veröffentlicht worden war; ferner auch dass unter den Flächen mit constantem negativen Product der Hauptkrümmungsradien eine analoge Familie existirt, bei welcher die Ebenen der Krümmungslinien des einen Systems die Fläche unter cou-stantem Winkel schneiden und die Kugeln des andern Systems einerlei Radius haben — für beide Flächen unter Angabe ihrer endlichen Darstellungen. Er setzte endlich diese Untersuchungen noch fort in „Sülle superficie ehe hanno un sistema di linee di curvatura piane“ (Annali dell' universita di Pisa“ 1869), indem er zeigte, dass jene Abhängigkeit bei Flächen mit einem ebenen System parallel einer festen Geraden und bei solchen mit einem ebenen System unter gleicher Neigung zu einer festen Geraden stattfinde.

Dini entwickelte in Bd. 4 der „Annali“ 1871, p. 175 Formeln der Flächentheorie unter Anwendung von Parametern, welche den Schaaren der Haupttangentencurven oder einer Schaar von diesen und den con-jugirten Curven, denen orthogonale Trajectorien entsprechen, mit Anwendungen auf diese Probleme und auf die Minimalflächen.

Ich will endlich unter Uebergehung anderer in dasselbe Gebiet einschlagender Arbeiten noch anmerken, dass die vorerwähnten En-neper’schen Flächen soeben (Göttingen 1878) eine Bearbeitung- in der Dissertation von G. Bockwoldt gefunden haben, die auch zur Herstellung von Modellen geführt hat.

Zu Monge’s grundlegendem Werke kehre ich aber noch zurück, um anzuführen, dass seine ausführliche Behandlung der Flächen, deren Normalen sämmtlich Tangenten einer gegebenen Fläche sind — für den Fall, dass die letztere eine Kugel, ein Kegel, eine developpable Fläche ist — (in den §§ XXIII bis XXV, p. 246 368) Fortsetzung gefunden hat in der allgemeinen Lösung der Aufgabe; siehe Weingarten „Ueber die Flächen, deren Normalen eine gegebene Fläche berühren“ in „Crelle's Journal“ Bd. 62, p. 61. Die allgemeine Lösung der Aufgabe beruht wie Mehreres in dem Vorangeführten auf der Transformation des Ausdruckes für das Quadrat des Linienelements (Art. 57) in eine specielle Form (Art. 175) und fordert die Integration der Differentialgleichung der geodätischen Linie für die gegebene Fläche; denn es gilt der Satz: Spannt man über- eine gegebene Fläche senkrecht gegen eine willkürlich auf derselben gezeichnete Curve eine Reihe biegsamer Fäden in gleicher Länge von den Schnittpunkten mit jener gerechnet, so erzeugen ihre Endpunkte bei der Abwickelung Krümmungslinien der allgemeinen Fläche, von welcher die gegebene ein Mantel der Fläche der Hauptkrümmungscentra ist. Man sieht überall, wie die Gedanken von Monge durch Verbindung mit den Ideen von Gauss zu weiterer Entwickelung gebracht werden.

	
22)    Art. 44, Seite 53. Von dem Umstande, dass somit für jede Fläche zweiten Grades fünf Krümmungslinien direct bekannt sind, hat Cremona einen interessanten Gebrauch gemacht in der Abhandlung „Sülle linee di curvatura delle superficie di secondo grado“ in „Mem. dell’ Acad. delle Scienze dell’ Istit. di Bologna“, Serie 3, Bd. 1 (1870).


	
23)    Art. 45, Seite 55. Vergl. Gregory’s „Solid Geometry“ p. 256.


	
24)    Art. 45, Beisp., Seite 56. Siehe G. Bo ole’s „Differential Equations“ p. 135, Ex. 3.


	
25)    Art. 46, Seite 56. Vergl. Dupin’s „Developpements de geo-metrie“ 5. Mem. Der hier gegebene Beweis rührt von W. Thomson her, siehe Gregory’s „Solid Geometry“ p. 263 oder „Cambridge and Dublin Math. Journal“ Bd. 4, p. 62. In Gregory’s „Examples“ p. 215 findet man einen Beweis von Ellis. Das nachfolgend (Art.



63 f.) ausführlich erörterte Problem der Orthogonalflächensysteme schliesst sich hier an.

	
26)    Art. 50, Seite 61. Vergl. Steiner’s Abhandlung „Ueber algebraische Curven und Oberflächen“ in Bd. 49, p. 343 von „Crelle’s Journal“; dazu die Note von August im 68. Bd. desselben, p. 242, in welcher eine von Steiner nur angedeutete Entwickelung durchgeführt ist. In Bezug auf Flächen zweiten Grades nenne ich die synthetische Entwickelung von Geiser in Bd. 1, ’p. 317 der „Annali di Matern.“. Es muss dabei bemerkt werden, dass bereits im 4. Bd. von „Liouville’s Journal“ p. 175 Ter quem die Anzahl der Normalen aus einem Punkte aus den Gleichungen der Normale und der Flächengleichung abgeleitet, und dass ebenso schon in Bd. 3, p. 46 des „Cambridge and Dublin Math. Journal“ der Verfasser durch die Annähme, der gedachte Punkt sei unendlich fern, das Ergebniss erhalten und dahin interpretirt hatte, dass die Zahl die Summe sei von der Ordnungs- und der Klassenzahl der Fläche und der Klassenzahl eines ebenen Querschnittes derselben. Man vergl. Art. 278 f. des Textes und die bezüglichen Anmerkungen.


	
27)    Art. 50, Seite 61. Die Möglichkeit von Doppellinien der zweiten Art war von Monge und den nachfolgenden Geometern übersehen und ist spät genug erst erkannt worden durch ein auf Kum-mer's Anregung von H. A. Schwarz ausgeführtes Modell der Fläche der Centra eines Ellipsoids (siehe „Monatsberichte der Akad. v. Berlin“ 1862, p. 426), welches zeigte, dass nicht nur an den den Kreispunkten entsprechenden Stellen — wie nach Monge zu erwarten war — ein Zusammenhang der Mäntel bei dieser Fläche stattfindet, sondern dass sie sich längs einer Curve jedoch nicht rechtwinklig durchschneiden. Die entsprechende mathematische Theorie war offenbar und C leb sch war in einer Abhandlung von noch früherem Datum wenn auch von späterer Veröffentlichung als Ku mm er’s Note analytisch zu demselben Ergebniss gelangt. Man vergl. im Texte Art. 244 f.


	
28)    Art. 51, Seite 62. Vergl. „Liouville’s Journal“ (1. Ser.) Bd. 13, p. 73. In Folge der entwickelten Fundamentaleigenschaft sind insbesondere diejenigen Curven geodätische Linien der Fläche, deren Tangenten den unendlich fernen imaginären Kreis schneiden. Vergl. Laguerre in den „Nouvelles Annal.“ von 1870.


	
29)    Art. 55, Seite 66. Vergl. „Crelle’s Journal“ Bd. 30, p. 347.


	
30)    Art. 55, Seite 67. Vergl. „Liouville’s Journal“ (1. Ser.) Bd. 11, p. 80.


	
31)    Art. 57, Seite 69. Siehe seine berühmte Abhandlung „Dis-quisitiones circa superficies curvas" in den „Comment. Gott.“ Bd. 6 (1826), jetzt Bd. 4 der „Werke“ p. 217 f.; auch in Liouville’s Ausgabe von G. Monge’s „Applications“ (vergl. Note 21) und in französischer Uebersetzung „Nouvelles • Annales de Mathemat.“ Bd. 11, p. 195 — 252.


	
32)    Art. 61, Seite 74. Diese Gleichung wurde geometrisch abgeleitet von B. Williamson in „Quarterly Journal“ Bd. 11, p. 364 (1871).


	
33)    Art. 62, Seite 75. Die Schlussgleichung des Art. findet man zuerst in G. Lame’s „Lecons sur les coordonnees curvilignes“ (Paris 1859) p. 89.


	
34)    Art. 67, Seite 80. Die Bemerkung, dass r nicht eine willkürliche Function von x, y, z sein könne, ward zuerst von Bouquet im 11. Bd. von „Liouville’s Journal“ (p. 446) 1846 gemacht; derselbe zeigte auch, dass in dem besondern Falle, wo r von der Form r === f (x) — q (y) — 1 (z) ist, die nothwendige Bedingung in der Befriedigung einer gewissen Differentialgleichung dritter Ordnung bestehe, welche er aufstellte. J. A. Serre t entwickelte dieselbe in anderer Art in Bd. 12 von „Liouville’s Journal“ p. 241 (1847). Erst 1862 zeigte 0. Bonnet in Bd. 54 der „Comptes rendus“ p. 556, dass dasselbe allgemein gilt. In Bd. 3 der „Annales de l’ecole normale“ (1866) p. 110 leitete G. Darboux die Gleichung in neuer Weise ab und drückte sie dahin aus, dass in der Fläche r — f (x, y, z) für &, ß, y als Richtungscosinus einer Krümmungslinie in einem gegebenen Punkte der Fläche die Differentialgleichung adx — ßdy + ydz = 0 durch einen Factor integrirbar werden muss. Er erhielt so die Bedingung



Die Bedingung im Texte hat die durch Levy Heft 43 des „Journal de l’ecole polytechnique" (1870) gegebene Form; er erhielt nicht die partielle Differentialgleichung selbst, sondern die Substitutionsresultate von 9‘ = 0 und "‘ = 0 in dieselbe. Die wirkliche Gleichung, welche offenbar sowohl diese als den durch Bouquet und Serret behandelten Specialfall umfasst, ward von Cayley gefunden (siehe „Comptes ren-dus“ Bd. 75, 1872, und „Philos. Transactions“ Bd. 163, p. 229, London 1873), zuerst jedoch in einer — wie er selbst später entdeckte — mit einem fremden Factor behafteten Form. Zur weiteren Discussion derselben gab Darboux a. a. 0. Bd. 76 eine Methode, welche mit der in einer gleichzeitig publicirten (von 1870 datirten) ausgezeichneten Abhandlung Schläfli’s (Bd. 76 von „Crelle's Journal“) übereinstimmt; letztere enthält zugleich Anwendungen auf algebraische und insbesondere auf Flächen zweiten Grades. Neueste Darstellungen, die in Rücksicht auf Eleganz der Entwickelung zu erwähnen sind, fand das Problem durch Gundeifinger in der 3. Aufl. von „Hesse's Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes“ (1876) p. 441 f. und durch Weingarten in Bd 83, p. 1 von Crelle’s Journal“, für dessen Ueberführung in krummlinige Coordinaten man noch das letzte Beispiel in Gundelfinger’s „Transformation einer gewissen Gattung von Differentialgleichungen in krummlinige Coordinaten“ (ibid. Bd. 85, p. 295) vergleichen mag.

Für das Problem der Bestimmung der allgemeinsten Orthogonalflächenschaar zu einer gegebenen Oberfläche unternahm R. Hoppe (7 Abhandlungen in den Bänden 55—58 des „Archiv für Mathern, u. Physik“) eine ausführliche Untersuchung, ausgehend von der Bemerkung, dass jede Fläche mit ihren Parallelflächen und den beiden Schaaren ihrer developpablen Normalenflächen (vergl. die Art. 48 f. des Textes) ein dreifaches Orthogonalsystem bildet; und mit dem Plane, durch Variation der Parameter von diesem zu dem allgemeinsten Orthogonalflächensystem fiberzugehen, welches die gegebene Fläche enthält. Die Uebertragung der Normalenschaaren durch parallele Radien auf die Kugel und die stereographische Abbildung der bezüglichen sphärischen Curven in zwei orthogonale ebene Curvenschaaren sollen zur Vermittelung dienen.

	
35)    Art. 67, Seite 80. Siehe zuerst „Comptes rendus“ Bd. 6 (1838) und „Liouville’s Journal“ Bd. 5 (1840); zu einer Reihe späterer Abhandlungen namentlich die unter 33) citirten „Le9ons“.


	
36)    Art. 76, Seite 90. Siehe „Comptes rendus“ Bd. 53, p. 546 etc. oder „Nouvelles Annales“ Bd. 23 (1864) p. 311, und vollständiger „Crelle’s Journal“ Bd. 62, p. 50. Eine synthetische Untersuchung dieser Flächen enthält die Dissertation von J. Gy sei „Synthetische Untersuchung eines Orthogonal-Flächensystems“ (Zürich 1874).



	
II.    Kapitel. I. Abschnitt.


	
37)    Art. 79, Seite 94. Vergl. Cayley in „Comptes rendus“ von 1862, Bd. 54, p. 55, 396, 672.


	
38)    Art. 81, Seite 98. Vergl. des Herausgebers „Darstellende Geometrie“ Art. 62 f., 72 f., besonders Art. 77 das Beispiel der entwickelbaren Schraubenfläche.


	
39)    Art. 87, Seite 105. Vergl für Art. 84—87 die erste Darstellung der Grundlagen einer allgemeinen Theorie der gewundenen Curven als Punktreihen in Möbius’ klassischem Werke „Der barycen-trische Kalkül“, Leipzig 1827, p. 114 f.


	
40)    Art. 88, Seite 105. Siehe „Liouville’s Journal“ Bd. 10, p. 245, oder „Cambridge and Dublin Math. Journal“ Bd. 5, p. 18.


	
41)    Art. 88, Seite 106. Die stationäre Erzeugende wurde zuerst von Cayley bei der Curve vierter Ordnung zweiter Art bemerkt, in der Abhandlung „On a special sextic developpable“ im 7. Bd. des „Quarterly Journal“ (1865).


	
41)    Art. 88, Seite 106. Vergl. „Darstellende Geometrie“ Art 82 c.


	
42)    Art. 93, Seite 113. Siehe „Cambridge and Dublin Math. Journal“ Bd. 5, p. 24, und „Quarterly Journal“ Bd. 11, p. 295.





II. Kapitel. II. Abschnitt.

Wir erwähnen für das in Art. 4 an die Spitze gestellte Princip die aus dem Correspondenzprincip hergeleiteten Beweise, welche Fouret im „Bulletin de la Soc. math. de France“ Bd. 1, 2, und neuestens Schubert in seinem Werke „Kalkül der abzählenden Geometrie“ (Leipzig 1879) gegeben haben.

	
	
43)    Art. 96, Seite 117. Nicht ebene Curven dritter Ordnung sind zuerst von Möbius in seinem barycentrischen Calcül erwähnt und sofort einige ihrer wichtigsten Eigenschaften gegeben worden. Zahlreiche andere Eigenschaften theilte sodann Chasles mit, in der 33. Note seines „Aper9u historique“ und in einer Abhandlung in „Liouville’s Journal“ von 1854, p. 397. Neuerdings sind die Eigenschaften dieser -Curven behandelt worden von Schröter in Bd. 56 von „Crelle’s Journal“ und von Cremona in Bd. 1, 2 und 5 der „Annali di Matern.“ und in Bd. 58, 60 und 63 von „Crelle’s Journal“. Von diesen trefflichen Arbeiten ist im Texte mehrfach Nutzen gezogen.


	
44)    Art. 97, Seite 118. Man vergleiche R. Sturm’s „Untersuchungen über cubische Raumcurven" in Bd. 79 und 80 von „Crelle’s Journal“ resp. p. 99, 128 und 334. .


	
45)    Art. 99, Seite 122. Vergl. Joachimsthal „Crelle’s Journal“ Bd. 56, p. 45. Cremona ibid. Bd. 58, p. 146. Neuestens hat R. Sturm ebenda in Bd. 86, p. 116 die Darstellung binärer Formen auf der cubischen Raumcurve behandelt und auch Pittarelli und d’Ovidio haben die moderne Algebra der binären Formen auf sie angewendet in Bd. 17 des „Giornale“ (1879) p. 244 — 338.


	
46)    Art. 100, Seite 122. Diese Reciprocität ist in den Abhandlungen von Chasles, Schröter und Cremona näher entwickelt; doch hatte auch hier Möbius in seiner „Statik“ und in der Abhandlung im 10. Bd. von „Crelle’s Journal“ p. 317 schon tiefe Blicke ge-than. Jedem Punkte im Raume entspricht eine ihn enthaltende Ebene — Focalebene, Nullebene des Punktes — und eine gerade Directrix; auch jeder Ebene ein Punkt in ihr (Focalpunkt, Nullpunkt der Ebene) und eine Gerade; einem System von Ebenen das System ihrer Nullpunkte, einem System von Punkten das ihrer Nullebenen, die beiderseitigen Directrixen sind in Bezug auf die Curve reciproke Gerade. Das Ganze nannte Möbius ein Nullsystem. (Vergl. Bd. 1, Art. 40, 8 und Anm. 11.)


	
47)    Art. 104, Seite 127. Die centralprojectivische Darstellung zweier Kegel zweiten Grades mit einer gemeinschaftlichen Geraden durch diese letztere, die Spitzen und die Fluchtlinien der Kegel („Darstellende Geometrie“ Art. 81, 84) erlaubt, diese Eintheilung ganz besonders bequem zu übersehen, welche zuerst von Seydewitz in „Grunert’s Archiv“ Bd. 10, p. 211 gegeben wurde.


	
48)    Art. 105, Seite 128. Die im folgenden Theile dieses Abschnittes





c*

auseinandergesetzte Theorie ist einer vom Juli 1849 datirten Abhandlung entnommen, welche der Verfasser in Bd. 5, p. 23 des „Cambridge and Dublin Math. Journal“ beim Wiederabdruck von Cayley’s in 40) citirter Abhandlung veröffentlicht hat.

	
	
49)    Art. 110, Seite 133. Die Existenz dieser zweiten Art von Raumcurven vierter Ordnung ist zuerst in der vorerwähnten Abhandlung bewiesen. Sie erschien später auch in der unter 10) erwähnten Abhandlung von Steiner (1856).


	
50)    Art. 111, Seite 136. Vergl. Cremona „Comptes rendus“ Bd. 54, p. 604.


	
51)    Art. 111, Seite 136. Siehe die Abhandlung von Schwarz in Bd. 64, p. 1 von „Crelle's Journal“. Dazu eine Darstellung der Haupteigenschaften derselben Curve und Fläche in des Herausgebers „Darstell. Geometrie“ Art. 143, 13.


	
52)    Art. 113, Seite 139. Die Theorie dieser Curven ist ausführlich dargestellt von Cremona in den Abhandlungen der Akad. von Bologna von 1861; siehe auch Bd. 4 der „Annali di Matern.“. Später (1868) hat derselbe noch den Specialfall hervorgehoben, in welchem die vier stationären Ebenen in Paaren vereinigt sind. Dann hat man für die Coor-dinaten eines Punktes der Curve X, : X, : X, : x, == 4:c8:o:1, und vier Punkte liegen in einer Ebene, wenn ihre Parameter der Bedingung genügen Zc,0, = 0. Diese Curve giebt ganz so wie die Curve dritter Ordnung zu einem Nullsystem Veranlassung — ihre Tangenten sind wie bei dieser unendlich nahe sich schneidende Gerade in einem linearen Complex.





Man findet Abhandlungen von Cha sie s über die Curven vierter Ordnung (1. Art.) in „Comptes rendus“ Bd. 54 und 55. Wir erwähnen hier noch der von Sylvester als „Twisted Cartesian“ hervorgehobenen Curve vierter Ordnung, welche der Ort eines Punktes ist, dessen Entfernungen von drei gegebenen festen Punkten durch die Relationen lo — mo‘ — no" = a , l'o — m'q' — n'q" = b verbunden sind. Diese Curve hat eine unendliche Menge solcher Brennpunkte, die eine ebene Curve dritter Ordnung erfüllen, den Ort der Brennpunkte eines Kegelschnittbüschels, dessen Grundpunkte in einem Kreise liegen. (Siehe „Kegelschnitte“ Art. 236, 12.) Man kann diese Curve als Durchdringungscurve einer Kugel mit einem parabolischen Cylinder erzeugen. Siehe „Philos. Magazine“ von 1866, p. 287, 380.

	
	
53)    Art. 116, Seite 142. Siehe „Comptes rendus“ Bd. 54 respec-tive „Crelle’s Journal“ Bd. 64, p. 1. Die Frage nach dem Grade der Planarität der Developpabeln ward von Cayley aufgeworfen in Bd. 5, p. 158 des „Cambridge and Dublin Math. Journal“. Die erste Abhandlung von Clebsch über die Anwendung der Abel'schen Functionen in der Geometrie findet sich in „Crelle’s Journal“ Bd. 63. Die Einthei-lung der Curven in Geschlechter nach der Klasse von Abel’schen Functionen, auf welche sie führen, gab derselbe ibid. Bd. 64, April 1864, woran sich rasch ausführliche Darstellungen der Theorie knüpften.


	
54)    Art. 117, Seite 144. Siehe „Cambridge and Dublin Mathern. Journal“ Bd. 5, p. 158, oder die deutsche Ausgabe der Lessons „Verlesungen über die Algebra der linearen Transformationen“ (2. Aufi. 1877) Art. 226 am Ende; mit a, = 0, a, = 0 geht der a. a. 0. gegebene Ausdruck der Discriminante AB — 64(CC‘—1)1)') bei Unterdrückung des Factors 3 a,2 über in





(a, a,2 — 12 a,2 a,)2 + 256 (2 a,2 — 3 a, a5) (a, a^ — 9 a,4 — ao a, a, a) und führt damit zur Angabe im Texte.

	
	
55)    Art. 117, Seite 145. Vergl. die Dissertation von Lipkin „Ueber die räumlichen Strophoiden". Jena 1870.


	
56)    Art. 119, Seite 148. Wir kommen in Kap. IX auf die allgemeine Theorie zurück und verweisen darauf (Art. 499 f.) sowie auf die bezüglichen Noten weiter unten.





II. Kapitel. III. Abschnitt.

	
	
57)    Art. 123, 2, Seite 154. Es ist die Reciprocität des Nullsystems; die Schraubenlinien sind Complexcurven im Sinne von Note 52.


	
58)    Art. 124, Seite 156. Diese Gleichung verdankt, man Hesse; siehe „Crelle’s Journal“ Bd. 41, p. 283.


	
59)    Art. 125, Seite 156. Vergl. die Abhandlung von Olebsch in Bd. 63, p. 1 von Crelle’s Journal“.


	
60)    Art. 130, Seite 164. Vergl. Noten von Hoppe in „Crelle’s Journal“ Bd. 60, p. 182; Bd. 63, p. 122.


	
61)    Art. 133, Seite 166. Man findet einfache geometrische Untersuchungen dieser und anderer Formeln über Raumcurven in einer Abhandlung von Routh in Bd. 7, p. 37 des „Quarterly Journal“.


	
62)    Art. 135, Seite 169. Siehe Monge „Applications etc.“ p. 390.


	
63)    Zu Art. 136, Seite 170. Es war Jacobi, der zuerst gegen die trotz Monge’s richtiger Angabe noch von Lagrange in der „Theorie der Functionen“ besprochene Möglichkeit, dass die Curve der Krümmungsmittelpunkte zur Evolute der gewundenen Curve werde, bestimmt nachwies, wie dies nur bei ebenen Curven stattfinden könne. Dies geschah in dem kurzen aber sehr lesenswerthen Aufsatze: „Zur Theorie der Curven“, „Crelle’s Journal“ Bd. 14, p. 56—63.


	
64)    Art. 138, Seite 177. J. Booth hat die Durchdringungen der Flächen zweiten Grades in einem besondern Werke behandelt: „The Theory of Elliptic Integrals und the Properties of Surfaces of the second Order“ 1851, und ferner in Abhandlungen in den „Philosoph. Transactions“ von 1852 und 1854. (Wiederabdruck in seinem Werke „Treatise on some new geom. Methods“ 2 Bde. 1873. 1877.) Auch Tor-tolini hat sich in demselben Sinne mit ihnen ausdauernd beschäftigt.


	
65)    Art. 139, Seite 177. Der Leser wird weitere Details über die in diesem Abschnitte behandelten Gegenstände in einem Memoire von de Saint-Venant im „Journal de l’ecole polytechnique“ Heft 30 finden, welcher in einer Tafel an hundert Formeln der Transformation und Reduction der Berechnungen in Bezug auf die Theorie der nicht ebenen Curven vereinigt hat; und in einer Abhandlung von Frenet, „Liouville's Journal“ Bd. 17, p. 437. Ich entnehme die folgende historische Skizze dem Mem. von de Saint-Venant: Unebene krumme Linien sind nach einander studirt worden durch Clair aut („Recher-ches sur les courbes ä double courbure“ 1731), welcher den zu ihrer Bezeichnung gebräuchlichsten Namen in Anwendung brachte (den jedoch vorher schon Pitot in Gebrauch hatte) und für die Projectionen dieser Curven, für ihre Tangenten, Normalen, Bögen, etc. Ausdrücke gegeben hat; durch Monge („Memoire sur les developpees etc.“ 1771 vorgelegt und im Bd. 10 (1785) der „Savants etrangers“ aufgenommen; auch in seinem „Applications de l'Analyse ä la Geometrie“), welcher Ausdrücke gab für die Normalebene, das Centrum und den Radius der Krümmung, die Evoluten, die Polarlinien und abwickelbaren Polarflächen, das Centrum der osculirenden Kugel, für das Kriterium der Punkte einfacher Inflexion, in welchen vier auf einander folgende Punkte in einer Ebene liegen, und der Punkte linearer (bei ihm doppelter) Inflexion, wo drei auf einander folgende Punkte einer geraden Linie angehören; durch Tins e au („Solution de quelques problemes etc.“ vorgelegt 1774, „Savants etrangers“ Bd. 9, 1781), der zuerst die Osculationsebene und die durch die Tangenten erzeugte Abwickelungsfläche betrachtete; durch Lacroix („Calcul differentiel"), der der erste war, welcher den Formeln durch Einführung der Differentiale der drei Coordinaten symmetrische Gestalt gab; und durch Laueret („Memoire sur les courbes ä double courbure“, gelesen 1802 und im Bd. 1, 1805, der „Savants etrangers de l’Institut" veröffentlicht), welcher den Torsionswinkel berechnete und die Betrachtung der rectifi-cirenden Linien und der rectificirenden Fläche einführte. In neuester Zeit sind zwei besondere Werke über diese Theorie erschienen, welche man mit Vortheil studiren mag, nämlich W. Sch eil’s „Allgemeine Theorie der Curven doppelter Krümmung in rein geometrischer Darstellung“, Leipzig 1859, und P. Serret’s „Theorie nouvelle geometri-que et mecanique des lignes ä double courbure“, Paris 1.860. In W. R. Hamilton's „Elements of Quaternions“ finden sich einige interessante und neue Untersuchungen, z. B. die Theorie der osculirenden Raum-curve dritter Ordnung durch sechs auf einander folgende Punkte der Curve. Metrische Eigenschaftan der gemeinschaftlich umschriebenen Developpabeln von zwei Flächen hat in einer den Methoden dieses Abschnittes entsprechenden Weise Enneper untersucht in „Zeitschrift für Math, und Physik“ Bd. 13, p. 322.





Ich finde, dass die Osculationsebene einer Raumcurve schon 1728 von Joh. Bernoulli in dem Problem betrachtet worden ist: „In super-ficie quacunque curva ducere lineam inter duo puncta brevissimam“. (Vergl. „Opera omnia“ Bd. 4, p. 113.)

II. Kapitel. IV. Abschnitt.

	
	
66)    Art. 140, Seite 178. Die Geometrie auf den Flächen zweiten Grades, sowie auf den Flächen dritter und denen vierter Ordnung etc. in speciellen Fällen, ist in neuerer Zeit in einem gewissen Sinne begründet worden, von welchen Untersuchungen wir im Kap. VIII eine Uebersicht geben. Für den hier nächstliegenden Sinn dieses Begriffes ist noch Note 90 zu vergleichen.


	
67)    Art. 140, Seite 178. Siehe Dickson' s Note „Cambridge and Dublin Math. Journal“ Bd, 5, p. 168.


	
68)    Art. 141, Seite 178. Der Satz rührt von Gauss her, der ihn auch durch die Variationsrechnung bewies. Siehe den Anhang der Liouville'schen Ausgabe von Monge’s „Applications“ p. 528. Ebenda p. 576 steht die Entwickelung über den Radius der geodätischen Krümmung in Art. 120.


	
69)    Art. 143, Seite 180. Dieser Beweis rührt von Graves her, „Crelle's Journal“ Bd. 42, p. 279.


	
70)    Art. 143, Seite 181. Siehe „Crelle’s Journal“ Bd. 6, p. 160.


	
71)    Art. 145, Seite 184. Siehe Jacobi in „Crelle’s Journal“ Bd. 19, p. 309 (1839) — vergl. „Vorlesungen über Dynamik“ p. 212. Ferner Joachimsthal „Crelle’s Journal“ Bd. 26, p. 155. Bonnet „Journal de l’ecole polytechnique" Bd. 19, p. 138. Dickson a. a. 0. Die Theorie der geodätischen Linien auf dem Rotationsellipsoid insbesondere dem abgeplatteten untersuchte schon Legendre.





Die Probleme der geodätischen und der Krümmungslinien auf den krummen Flächen können wie alle metrischen Probleme projectivisch verallgemeinert werden (vergl. Bd. 1, Art. 231), indem man die Orthogonalität von Linie und Ebene als das Conjugirtsein in Bezug auf eine feste absolute Fläche zweiter Ordnung fasst. Dann ist eine geodätische Linie auf der Fläche U — 0 eine Curve in ihr, deren Schmiegungs-ebene im Punkte x, den Pol der entsprechenden Tangentenebene von U = 0 in Bezug auf die Absolute Zx,2 = 0 enthält; und eine Krüm-mungslinie eine solche, für welche die Geraden von ihren Punkten nach den Polen der entsprechenden Tangentialebenen von U =0 in Bezug zur absoluten Fläche eine developpable Fläche bilden. Die Differentialgleichungen dieser Gurven sind dann die Determinanten

2+ U, . x, . da, . d2x, = 0 , 2+ U . d U, . x, . dx4 = 0 .

Lüroth hat in der ,,Zeitschrift für Math. u. Physik“ Bd. 13, p. 153 gezeigt, dass die Integration der Gleichung der geodätischen Linien für Flächen zweiten Grades auch in dieser Form durch Multi-plication mit der der Krümmungslinien und durch die projectivische Erweiterung des Begriffes der elliptischen Coordinaten auf hyperelliptische Integrale erster Gattung zurückführbar ist, wie bei den gewöhnlichen geodätischen Linien, und dass auch für die projectivisch verallgemeinerten Krümmungslinien die Beziehung zu den projectivisch verallgemeinerten Confocalen zu gelten fortfährt. (Bd. 1, Art. 196 f.)

	
	
72)    Art. 145, Seite 186. Hesse hat gezeigt, dass das so erhaltene Integral ausschliesslich den letzteren angehört; die Bemerkung über das Product rührt nach ihm von Gehring her. („Vorlesungen über die analyt. Geom. d. Raumes“ p. 324.)


	
73)    Art. 146, Seite 187. Vergl. Bd. 4, p. 84 des „Cambridge and Dublin Math. Journal“.


	
74)    Art. 147, Seite 187. Diesen Satz und seine in dem folgenden Art. entwickelten Consequenzen gab Mich. Roberts in „Liouville’s Journal“ Bd. 11, p. 1.


	
75)    Art. 149, Seite 189. Dies geschah zuerst von Liouville in seinem Journal Bd. 9, p. 401.


	
76)    Art. 151, Seite 190. Siehe Besge in „Liouville’s Journal“ Bd. 14, p. 247. Die Entwickelung von M. Roberts Bd. 15, p. 291.


	
77)    Art. 152, Seite 191. Die Sätze dieses Art. sind einer Abhandlung von Chasles entnommen, siehe „Liouville’s Journal“ Bd. 11, p. 5.


	
78)    Art. 156, Seite 193. Cayley wendet in seiner Abhandlung „On Geodesics“ in den „Proceedings of the London Math. Society“ von 1872, p. 199 die elliptischen Coordinaten in einer etwas abweichenden Form an. Wenn ein Punkt in der Fläche zweiten Grades





x2 32z2, a T b T c

Durchschnitt derselben mit den beiden confocalen Flächen

_x” + y‘ + _2 _ 1  _a” i y* ।  2” _ 1 a—p b + p c — p ‘ a-}-q'b-{-([   c-\-c[ ist, so sind p und q die beiden Coordinaten desselben; p = const., q = const. bezeichnen Krümmungslinien, und wir erhalten nach Art. 160, Bd. 1 Ausdrücke in p und q für x, y, z. Die Differentialgleichung der geraden Linien (asymptotischen Curven) der Fläche ist

dp + dq 40

V(a + p) (b + p) (c + p) — V(a + q) (b + q) (c + q)

In dem gewöhnlichen Falle, wo die Fläche ein Ellipsoid und ab >c ist, können die Coordinaten p und q unterschieden werden, indem man annimmt, dass p zwischen den Grenzen —a, —b und q zwischen — b, — c liege.

	
	
79)    Art. 156, Seite 194. Diese Bemerkung machte M. Roberts in „Liouville’s Journal“ Bd. 15, p. 289.


	
80)    Art. 158, Seite 195. So wurde die Fläche des Ellipsoids zuerst ausgedrückt durch Legendre in „Traite des fonctions ellipti-ques" Bd. 1, p. 532.


	
81)    Art. 159, Seite 196. Dies ist mit Jacobi’s erstem Integral der Differentialgleichung der geodätischen Linien identisch, welches (Art. 144) mit dem Satze von Joachimsthal eng verbunden ist. Siehe Hesse „Vorlesungen“ p. 328.





Wir verweisen den Leser auch auf die von Weierstrass angewendete Integrationsmethode in den „Monatsberichten d. Akad. von Berlin“ 1861, p. 986.

In der Bezeichnung der Note 78) (Cayley) wird die obige Gleichung drV | (a++px®o-+pYc++pNo+L») } ± "V {(^TW^^AF^^ } - ° — mit 0 als Integrationsconstante — nahezu die von Jacobi in den „Vorlesungen über Dynamik“ Vorl. 28 gegebene Form.

	
	
82)    Art. 164, Seite 200. Diesen Satz und die ihm vorhergehenden Sätze, von denen sein Beweis abhängt, verdankt man M. Roberts, der dieses Gebiet der Geometrie so sehr bereichert hat. Siehe „Liouville’s Journal“ Bd. 13, p. 1 und Bd. 15, p. 275.


	
83)    Art. 165, Seite 201. Siehe „Cambridge and Dublin Math. Journal“ Bd. 4, p. 192.


	
84)    Art. 166, Seite 204. Die Sätze dieses Art. rühren von Hart „Cambridge and Dublin Math. Journal“ Bd. 4, p. 82 her, die Methode des Beweises aber von W. Roberts, siehe „Liouville’s Journal“ Bd. 2 (1857), p. 213.


	
85)    Art. 168, Seite 205. Vergl. Reech in Bd. 21 (1858) des „Journal de l’ecole polytechn.“ p. 169; Cayley in Bd. 18 des „Philosoph. Magazin“ (1859) p. 264.





	
II.    Kapitel. V. Abschnitt.


	
86)    Art. 170, Seite 207. Vergl. Note 31. Siehe im 4. Bd. von Gauss’ Werken (Göttingen 1873) „Disquisitiones circa superficies curvas“, p. 217 f.


	
87)    Art. 171, Schluss, Seite 208. In der Abhandlung von Gauss am Ende des Art. VIII. Vergl. auch Böklen’s Abhandlung in „Grunert’s Archiv“ Bd. 39, p. 189, 294, wo zuletzt die Gauss’sche Lehre von der Correspondenz zwischen Linien auf den Flächen und sphärischen Linien etwas weiter ausgeführt ist.


	
88)    Art. 173, Seite 210. Die Bemerkung, dass die Anwendung der Multiplicationsregel das Resultat in einer dem Beweise des Gaussschen Satzes entsprechenden Form liefert, ist zuert von Williamson gemacht worden.


	
89)    Art. 174, Seite 211. Man vergleiche Liouville’s Ausgabe von M onge „Applications“ p. 523. Bertrand, Diguet, Puiseux haben (vergl. „Liouville’s Journal“ Bd. 13, p. 80; Anhang zu Monge p. 583) den Gauss’schen Satz durch die Berechnung des Umfanges und Inhalts einer geodätischen Kreisfläche von sehr kleinem Radius s in einer beliebigen krummen Fläche begründet. Sie- fanden für den Umfang 3 s3                                        3 s*





22S — —,, und für den Inhalt ns2— — ,. Die Voraussetzung, 3 h I                    12 h

dass beide durch die betrachteten Deformationen ungeändert bleiben, fordert die Constanz von RR’.

Mit der Theorie der Oberflächen nach der Richtung des Krüm-mungsmaasses hat sich besonders Beltrami in einer Reihe von Arbeiten — zuerst (1864, 1865) in „Ricerche di analisi applicata alla geometria“ Bd. 2 und 3 des „Giornale", dann in „Delle variabili com-plesse sopra una superficie qualunque"’ Bd. 1 der 2. Serie der „Annali" 1868 — mit Erfolg beschäftigt. Er führte den Begriff der Differentialparameter erster und zweiter Ordnung einer Function 9 (u, v) oder q der Gauss’schen Coordinaten u, v ein in den defini-renden Formeln

E922—2F9, 902 + G 9,2

EG - F2

_1___( (G1 — Foa) ■


(E9,F91) 1 \VEG-F2),)



YEG-F2 IWVEG—F2), T

wo durch die Indices 1 und 2 die Differentiation der vorstehenden Function nach u respective v bezeichnet wird, und als Zwischenparameter zweier Functionen g und 1


41 gi =



Ecp2^2 — F (92 11 — 91 12) + G 9,?1

EG — F2

für Edu2 — 2 Fdudv — Gdv2 als Quadrat des Linienelements. (Vergl. „Teoria generale dei parametri differenziali" in Bd. 8 der 2. Serie von „Memorie dell’ Accad. di Bologna“ 1869.) Ihre Bildung erleidet für beliebige neue Veränderliche u', v' mit den Coefficienten E', F', G' in ds2 keine Aenderung.

Die Gleichung 4, 91 = 0 bedingt die Rechtwinkligkeit der beiden Curvensysteme q = const. und 1 == const. Solche Curvensysteme geben zu geodätischem Parallelismus und zu isometrischer Orthogonalität (Isothermie) Anlass; g = const. gehört einem System der letzte-

ren Art an, wenn 42 -- eine Function von q allein ist. Die Invarian-.‘41 9

ten der Biegung, das Krümmungsmaass der Fläche und die geodätische Krümmung der Curve g = const., drücken sich aus durch

7    .   /  .   1    A, g    8 V A, g

k = 42 log (mod *) , - = —2--1

? VA, g 0 9 für * als einen integrirenden Factor des linearen complexen Differentialausdrucks vom Modul ds2 und wenn das Zeichen 8 den simultanen Aen-

derungen entspricht, die bei A1 g und g aus einer zur Linie q = const. normalen Verrückung entstehen. Die geodätische Krümmung wird für 4,9 =1 gleich A,9 also für ein System geodätisch-paralleler Curven,


und für 4,9 = 0 oder ein

Für die kürzesten Linien




öVA q

8 qp

i 34,9

2 8q ‘



isometrisches System gleich — besteht die Gleichung 4,9 =

Für 0 als kürzesten Bogen vom Anfangspunkte nach einem beliebigen Punkte der Fläche findet man dann den von seiner Richtung unabhängigen Grenzwerth, der ein neuer Ausdruck des Krümmungsmaasses ist, lim (4, log b) = * k.

Wären die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z eines Punktes der Fläche als bestimmte Functionen von u, v gegeben, die Fläche also fest, so findet man für 1, m, n als die Richtungscosinus der Normale der Fläche die Brioschi’schen Formeln

4,x = 1—72, 4|y = 1 — m2, 4,2 == 1 —n2;

4|Y2 =—mn > 4,2% = — nl, 4|xy =—lm-,

und ferner (siehe Beltrami’s „Sulla proprieta generali delle superficie d’area minima“ a. a. 0. Bd. 7, 1868)
[image: ]

Man entwickelt darnach für eine Function F der rechtwinkligen Coordinaten d2F und erhält speciell, wenn F von r = Vx2 + y2 —-22 allein abhängt,



1 — cos2y r




cos



1 dF , d2F . , I 1 —--—- sin'i, J dr dr2 und insbesondere für F = log — r

,   1 cos 1 ( 1    1     2 cos 1 2i»«7 = — (RR---

für v als den Winkel der Normale mit dem Radius vector r. Da nun bei unbegrenzter Annäherung von (xyz) zu 0 zuletzt in der Rich-, — .   .   ..2 cos 1 1 tung des Normalschnittes vom Krümmungsradius En‘im---.— FR

n ist, so folgt für als Krümmungsradius des zu diesem rechtwinkligen Normalschnittes

uim(4.los})-Ink

für r = 0, nicht von der Richtung unabhängig in Contrast zu dem entsprechenden Grenzwerthe mit q.

Von besonderem Interesse ist eine Reihe hiermit zusammenhängender Arbeiten Beltrami’s, welche speciell die Constanz des Krümmungsmaasses auf einer Fläche zum Gegenstände haben. Sie begann mit der an die „Ricerche" ergänzend anschliessenden :— weil statt der Erhaltung der Winkel- oder Flächengrössen die Erhaltung der Längen betreffenden — Abhandlung von 1866 über das Problem „Ripostare i punti di una superficie sopra un piano in modo ehe le linee geodetiche vengano rappresentate da linee rette“ („Annali“ Bd. 7 der 1. Serie) die mit dem Resultate schloss, dass die einzigen Flächen der gesuchten Art die Flächen von constantem Krümmungsmaass sind; dass die Beziehung im Falle des Krümmungsmaasses Null mit der Pro-jectivität in der Weise zusammentrifft, dass Abbildung und Abwickelung auf die Ebene projectivische Figuren in derselben liefern und dass sie im Falle constanter positiver oder negativer Krümmung sich auf die Centralprojection der Kugel und ihre projectivischen Transformationen zurückführen lässt. Dieser Abhandlung folgte rasch (1868) die im 6. Bd. des „Giornale“ p. 184 veröffentlichte „Saggio d’inter-pretazione delle geometria non-euclidea“ mit dem Nachweis, dass die nicht-euklidische Planimetrie von Gauss und Lobatschewsky mit der Geometrie auf den Flächen von negativem constantem Krümmungs-maass übereinstimmt, d. h. auf der Rotationsfläche, welche durch Drehung der Curve von gleicher Länge der Tangenten um ihre Asymptote entsteht, wie dies zuerst Liouville in der IV. Note seiner Ausgabe von Monge’s „Applications“ p. 597 entwickelt hat. (Vergl. Dini im 3. Bd. des „Giornale" p. 241, 1865.) Die Ausdehnung dieser analytischen Untersuchungen und Ergebnisse auf Gebiete von n Dimensionen unter dem Titel „Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costante“ (Bd. 2 der 2. Serie der „Annali" p. 232) — zu welcher wir noch eine durch eine bezügliche Abhandlung von Schläfli („Annali“ Bd. 5, p. 178) veranlasste und ihr unmittelbar folgende „Osservazione“ citiren (ibid. p. 194), erwähnen wir unter Hinweisung auf „Riemann's gesammelte math. Werke“ XXII besonders p. 384 f. als Ausführung zu dessen berühmter Habilitationsschrift von 1854 „Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen“.

Wir kehren auf das geometrische Gebiet zurück, indem wir noch anführen, dass U. Dini in einer im 3. Bd, der 2. Serie der „Annali“ (1870, p. 269) veröffentlichten Abhandlung die punktweis eindeutige Abbildung einer krummen Fläche auf eine andere krumme Fläche untersuchte, bei welcher den geodätischen Linien der einen nur wieder geodätische Linien der andern entsprechen. Ausgehend von den schönen von Tissot in den „Comptes rendus“ von 1859 ohne Beweis mitgetheilten Sätzen, die er 1869 in der Abhandlung „Sopra alcuni punti della teoria della superficie" (siehe oben Note 21) Art. 3 f. bewiesen, dass nämlich bei der punktweis eindeutigen Abbildung einer Fläche auf eine andere in entsprechenden Punkten einfach unendlich viele Paare also eine Involution conjugirter entsprechender Richtungen von gleichen zwischenliegenden Winkeln und somit ein einziges entsprechendes Paar zu einander rechtwinkliger Richtungen oder Hauptrichtungen existirt, wählt er diese als Coordinatenlinien u, v und stellt die analytischen Bedingungen auf, unter denen sich die geodätischen Linien der Flächen entsprechen; sie fordern die Darstellbarkeit des Linienelementquadrats in der Form für die eine und die andere Fläche ds‘=(U-V)(U,du‘+V,dv2), ds‘=(} — ‘)(" du'+Vdvt) für U und U, als Functionen von u, und V und V, als Functionen von v allein. Dieselben sagen aber aus, dass u und v ein zweifach unendliches orthogonales und isometrisches oder isothermisches System geodätischer Ellipsen und Hyperbeln von denselben Basiscurven bilden, sodass also für die geodätischen Distanzen ihrer Punkte von jenen Basiscurven respective die Summe und die Differenz constant sind. Es existiren also diese entsprechenden Systeme von Curven der Hauptrichtungen, und die Berechnung der geodätischen Krümmungen zeigt, dass dieselben in entsprechenden Hauptrichtungen längs derselben dazu normalen Curve der Hauptrichtungen constant sind; die Berechnung des Krümmungsmaasses aber ergiebt, dass die Bedingung der Möglichkeit dieser Art von Abbildung die Constanz desselben auf der Fläche ist. Wenn auch evident ist, dass dies schon aus der Beltrami-sehen Untersuchung geschlossen werden musste, so ist doch die directe Untersuchung belehrend für sich und auch in ihren geometrischen Consequenzen für alle andern Fälle und zuletzt für die Projectivität ebener Systeme von grossem Interesse.

Ueber die geodätische, d. h. in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung einer Fläche auf eine andere hat mit diesen Hilfsmitteln Dini gehandelt in „Annali" Bd. 8, p. 161 f.

	
	
90)    Art. 175, Seite 213. Man erhält von da aus die Gaussschen und die Sätze des Art. 142 wieder, die auch Betti wohl gleichzeitig gegeben hat („Annali di Matematica“ Bd. 3, p. 336; vergl. Weingarten’s Abhandlung „Journal f. Math.“, Bd. 62, p. 160).


	
91)    Art. 175, Seite 214. Siehe „Cambridge and Dublin Mathern. Journal“ Bd. 3, p. 161.


	
92)    Art. 176, Seite 215. Der Ueberschuss der Winkelsumme eines n-Seits aus kürzesten Linien über (2n — 4) Rechte ist der ganzen Krümmung des Polygons gleich, sagt Gauss. Da der Hauptzweck der Gauss'schen „Disquisitiones circa superficies curvas“, wie ihre §§ XXV — XXIX ausweisen, ein Lehrsatz über die Beziehungen zwischen den Stücken eines geodätischen Dreiecks in einer stetig gekrümmten Fläche war, — in der Legendre’schen Form der Angabe der Unterschiede seiner Winkel und des Verhältnisses seiner Fläche gegen die des ebenen Dreiecks von denselben Seitenlängen, und mit Ausschluss der Glieder vierter Ordnung, die kfachen der Seitenlängen als Glieder erster Ordnung angesehen, mit dem Resultate, dass diese Unterschiede und dieses Verhältniss durch die in den Flächeninhalt des Dreiecks multiplicirten Flächenkrümmungen in seinen Ecken allein ausdrückbar sind, — so mag hier die Anmerkung am Orte sein, dass diese Erörterung von Hansen in seinen „Geodät. Untersuchungen“ (1865) bis auf die Glieder fünfter Ordnung weitergeführt worden ist, indess Schering für den Inbegriff der Glieder vierter Ordnung mit Hilfe der Flächenkrümmungen in den Seitenmittelpunkten einen symmetrischen Ausdruck gefunden hat. Man sieht aus der Constanz des Krümmungsmaasses bei der Biegung, dass die Beziehung zwischen den Stücken einer Figur nur vom Krüm-mungsmaass der Fläche abhängig ist, in der sie liegt. Christoffel in einer wichtigen Abhandlung („Allgemeine Theorie der geodätischen Dreiecke“ in den Abhandlungen der Akad. v. Berlin 1869) hat, ausgehend von der Definition eines geodätischen Kreises, den Begriff der redu-cirten Länge eines geodätischen Bogens aufgestellt und auf ihn die Theorie der geodätischen Dreiecke, die allgemeine Trigonometrie der Oberflächen gegründet. Die reducirte Länge eines geodätischen Bogens ändert sich bei einer Verbiegung nicht. Die Abhandlung endigt mit einer geodätischen Classification der krummen Oberflächen. Eine Uebersicht ihres Inhaltes gab Beltrami in „Rendiconti de R. Ist. Lomb.“ 2. Ser. Bd. 2 (1869).


	
93)    Art. 180, Seite 223. Man vergl. zu Art. 177 U. Dini’s Abhandlung im 2. Bd. des „Giornale“ p. 282, wo analoge Differentialgleichungen für die Fälle JS — Gr = 1, F = 0; F = 1, F —0-, G als Function von x allein aus der ähnlich entwickelten Gleichung des allgemeinen Falles abgeleitet sind. Art. 177—180 sind gegeben nach Bour’s „Theorie de la deformation des surfaces“ im „Journal de l’ecole polyt.“ Bd. 22, p. 1. Die weitere Entwickelung geht über auf spe-cielle die Rechnung vereinfachende Fälle. Der erste ist der, in welchem die Function g die Quadratwurzel aus einem Polynom zweiten Grades in u ist, dessen Coefficienten willkürliche Functionen von v sind; er entspricht Flächen, für welche mindestens ein System geodätischer Linien existirt, die in Gerade transformirbar sind, d. h. Flächen, die sich auf Regelflächen abwickeln lassen. Wir geben bei der Lehre von den Regelflächen einen Theil dieser Untersuchung.





Der zweite Fall setzt g als eine Function von u allein voraus und entspricht den auf ihre Meridiane (v) und ihre Parallelkreise (u) bezogenen Rotationsflächen.

Drittens entspricht der Specialität g2 = u2 — a2 mit a als einem constanten Parameter eine einzige Familie von Flächen, welche den beiden vorerwähnten Klassen zugleich angehört, oder Flächen, welche auf einander entwickelbar sind, sowohl indem man aus einem ihrer Systeme geodätischer Linien die Erzeugenden einer windschiefen Regelfläche, als auch indem man aus denselben die Meridiane einer Rotationsfläche macht. Bour bezeichnet als den Typus dieser Gruppe die von ihm Alysseide genannte Fläche, die durch Rotation einer Kettenlinie um ihre Directrix erzeugt wird. Wenn E: Er—F t Fx—G : G^ — m^ statt gleich Eins gesetzt wird, wobei m eine Function von v und v ist, so gelangt man zu der Aufgabe, eine Fläche auf eine andere in den kleinsten Theilen ähnlich abzubilden. Ihre klassische Lösung durch Gauss als Beantwortung der Preisfrage der Kopenhagener Akademie für 1822 findet man im 1. Bd. der Werke p. 189 f., ursprünglich in „Astronom. Abhandlungen herausgegeben von H. C. Schumacher“ 3. Heft. Altona 1825. (Siehe Note 89.)

Die zweite Preis-Abhandlung der Akademie von Paris im Jahre 1860 von 0. Bonnet ist abgedruckt im „Journal de l’ecole polyt.“ Bd. 24, p. 209 und Bd. 25, p. 1 f. Sie beginnt mit einer neuen Ableitung des Gauss'schen Satzes, welche mit der Untersuchung von Min ding in Bd. 19 von „Crelle's Journal“ analog ist. Anwendungen der Haupt-entwickelung sind den Minimalflächen gewidmet. In einer Addition (Bd. 25, p. 31—151) entwickelt und bespricht Bonnet sodann ausführlich die von der Zurückführung des linearen Elements auf die Form 42 dxdy — d. h. von der vorgängigen Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung — unabhängige und dadurch allgemeinere Untersuchung von Codazzi, welche gleichfalls aus Anlass jenes Preises zu Tage trat. Er giebt auch Anwendungen derselben; zuerst in den Sätzen: In zwei auf einander abwickelbaren Flächen können die asymptotischen Linien der einen nicht in asymptotische Linien der andern transformirt werden, so lange die Flächen verschieden sind. Dagegen: Wenn zwei Regelflächen auf einander abwickelbar sind, so werden die geraden Erzeugenden der einen immer in die der andern transformirt. Sodann in Untersuchung der Fragen nach denjenigen auf einander abwickelbaren Flächen, für welche die Krümmungslinien conjugirte Linien sind; nach denjenigen, für welche die Hauptkrümmungsradien in correspondirenden Punkten gleich sind; ferner zur Untersuchung der Flächen, bei welchen der eine Hauptkrümmungsradius stets eine Function des andern ist (vergl. oben unter 21) — Flächen, für welche Weingarten zeigte, dass ihre Flächen der Hauptkrümmungscentra auf einander abwickelbar sind; endlich auf den Satz von Lame, nach welchem das System der confocalen Flächen zweiten Grades das einzige zugleich dreifach orthogonale und isotherme System ist, und auf die Eigenschaften von Flächen, auf welchen man zwei Systeme geodätischer Kreise ziehen kann, die zu einander orthogonal sind.

Zur Literatur für die Frage von der Applicabilität erinnern wir noch an die in Note 70 citirte Abhandlung von Minding in Bd. 6, p. 159 von „Crelle’s Journal“ und nennen Jellet’s Abhandlung „On the properties of inextensible surfaces“ in Bd. 22 der „Transact. of the R. Irish Acad.“; sowie Enneper’s „Bemerkungen über die Biegung einiger Flächen“ in den „Göttinger Nachrichten“ von 1875, p. 129 f.

Die Frage der Applicabilität steht, wie es Bour bemerkt (a. a. 0. p. 7), in Verbindung mit der Theorie der krummlinigen Coordinaten, welche nach Lame’s Vorgang („Le9ons sur les coordonnees curvili-gnes“ Paris 1859) in neuerer Zeit vielfach behandelt worden ist. Wir nennen die Arbeiten von Aoust („Crelle's Journal" Bd. 58; „Annali di Matern.“ Bd. 6 (1. Ser.) und Bd. 2, 3, 5 (2. Ser.) und dessen Werk „Analyse infinitesimale des courbes tracees sur une surface quelcon-que“ Paris 1868, und besonders die (bis jetzt fünf) Abhandlungen von Codazzi in den Bänden der 2. Ser. der genannten „Annali di Matern.“, sowie die Arbeit von Brioschi im 1. Bd. derselben.

	
	
94)    Art. 181, Seite 223. Die Theorie der Strahlensysteme wurde in voller Allgemeinheit zuerst von W. R. Hamilton im Anhänge zu einer den optischen regelmässigen Strahlensystemen gewidmeten Abhandlung („Transactions of the R. Irish Acad.“ Bd. 16) entwickelt und ist später mit grosser Eleganz durch Kummer vervollständigt worden. Siehe „Crelle’s Journal“ Bd. 57, p. 189. In sehr einfacher Weise hat Möbius („Berichte der K. S. Gesellsch. d. Wissensch.“ Math.-phys. Klasse, Bd. 14) die Eigenschaften unendlich dünner Strahlenbündel aus der Affinität ihrer Querschnitte (siehe des Verfassers „Darstell. Geometrie“ Art. 21, a.) abgeleitet. Die zweifach unendlichen Strahlensysteme sind die Congruenzen von Plücker, und wir berühren sie mehrfach in den späteren Entwickelungen. (Siehe Kap. VI, VII und bezügliche Noten.)





Das im Texte gegebene ist ein Auszug aus der genannten Arbeit von Kummer.

	
	
95)    Art. 189, Seite 241. Anderseits hat Kronecker („Monatsberichte der k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin“ Aug. 1869) das Dich-tigkeitsmaass als eine dem Falle n = 3 entsprechende Specialisirung eines noch allgemeineren im Gebiete von n Dimensionen gültigen Begriffes, nämlich vom Elemente des Integrals der Charakteristik eines allgemeinen Functionensystems, nachgewiesen. (Vergl. ibid. März 1869.) Mit dem Studium dieser Entwickelungen mag man das der Abhandlungen von Lipschitz in den Bänden 70, 71, 72, 74 des Journals verbinden, über die ihr Verfasser eine Uebersicht im 4. Bd. des „Bulletin“ gegeben hat.



	
III.    Kapitel.


	
96)    Art. 191, Seite 245. Vergl. G. Boole „A Treatise on differential Equations“ (1859) Kap. 14, p. 322 f., mit Monge „Application d’analyse ä la geometrie“ § II, p. 6 f. dem classischen Hauptwerke dieses Gebietes. Weiterhin z. B. Art. 202 des Textes mit Monge § X, p. 70 f. und Boole a. a. 0. p. 362, etc.; wir citiren Monge auch hier nach der bis auf die Zusätze (p. 505 — 638) mit der letzten des Verfassers (IV von 1809) gleichlautenden Ausgabe von 1850 durch Liouville und bemerken, dass die Gegenstände dieses Kapitels in den §§ I bis XIV und XXI, XXII hauptsächlich behandelt sind,


	
97)    Art. 195, Seite 250. Vergl. L. Tanner im 6. Bd. des „Messenger of Mathematics“ p. 120 f.


	
98)    Art. 206, Seite 269. Für Beispiel 4) vergl. Lewänen „Zeitschrift f. Math. u. Phys.“ Bd. 18, p. 423.


	
99)    Art. 213, Seite 277. Vergl. Boole’s Abhandlungen in „Philos. Transactions“ 1862, p. 437 und „Crelle’s Journal“ Bd. 61, p. 309.


	
100)    Art. 215, Seite 279. Cayley hat „Quarterly Journal“ Bd. 6, p. 108 den zu der linken Seite der Gleichung der developpabeln Fläche hinzukommenden Factor in der Hesse’schen Determinante — den er als Pro-Hessian bezeichnet — in den Fällen einer Developpabeln vierter und fünfter und der in Art. 114 betrachteten Developpabeln sechster Ordnung bestimmt; die durch sein Verschwinden repräsentirte Fläche ist im ersten Falle mit der Developpabeln selbst identisch, in den beiden anderen Fällen ist die Rückkehrkante der Developpabeln auch eine Rückkehrcurve dieser Fläche und daher in der Durchdringung beider sechsfach — welches wohl als allgemein gültig angesehen werden darf. Die Doppelcurve der Developpabeln ist als einfache Curve in derselben Fläche enthalten und zählt in der Durchdringung doppelt.





Ueber charakteristische Unterschiede der Kegel unter den Developpabeln hinsichtlich der Differentialgleichung hat Merrifield gehandelt; z. B. „London Math. Society“ Bd. 3, p. 222.

	
	
101)    Art. 218, Seite 280. Siehe Monge „Applications“ p. 53.


	
102)    Art. 218, Seite 281. Vergl. z. B. Boole’s „Differential Equa-tions“ p. 322.


	
103)    Art. 220, Seite 285, Beisp. Vergl. Art. 49. Monge hat bewiesen, dass wenn eine Fläche V = 0 mit einem dreiaxigen Ellip-soid zusammen den Ort der Krümmungscentra einer andern Fläche bildet, die geodätischen Linien von V = 0, welche das Ellipsoid berühren, der Gleichung genügen





a2 (ydz — zdy} — b2 (zdx — xdz) — c2 (xdy — ydx) = b2c2dx2 + c2a2dy + a2b2dz2.

	
	
104)    Art. 221, Seite 285. Vergl. Monge „Applications“ p. 74. Die Anwendung auf die Differentialgleichung der Minimalflächen





(1 + q?) r — 2pys + (1 +p2) t = 0

giebt für R, S, T als Differentiale nach r, s, t als einzigen Variabein die Werthe 1 + q2, —2pq, 1 — p2 respective und damit als erste Gleichung der Charakteristik •

(1 + q?) dy‘+ 2pydxdy + (1 + p2) dx2 = 0,

und diese liefert durch Verbindung mit- dz —pdx — ydy durch Elimination von q sofort die Gleichung (vergl. „Liouville’s Monge“ p. 211)

dx2 + dy2 + dz2 = 0 ,

die Differentialgleichung der Curven von der Länge Null oder der Mini-malcurven, deren Tangenten also den imaginären Kreis aller Kugeln im Unendlichen schneiden. Denkt man zwei solche Curven, welche einen Punkt gemein haben, und verschiebt man die eine parallel sich, selbst so, dass dieser ihr Punkt die andere durchläuft, so beschreibt sie eine Minimalfläche; dieselbe wird reell, wenn beide Curven conju-girt imaginär sind; sie wird algebraisch, wenn diese es sind. Kann bei der Verschiebung die zweite Curve mit der ersten zusammenfallen, so bilden die beiden Systeme von Minimalcurven eine die Fläche zweifach bedeckende irreductible Schaar.

S. Lie hat daran für die Bestimmung der Klassenzahl einer algebraischen Minimalfläche die einfache Regel geknüpft: Sind R und R' die Rangzahlen je einer Minimalcurve der ersten und zweiten Schaar, m und m' die Vielfachheitsgrade des imaginären Kugelkreises in den zugehörigen Tangentenflächen, so ist die Klasse der erzeugten Minimalfläche m (R'—m‘) — in (R—m); bei reeller und respective Doppelfläche 2m (R — m) und m (R — m). (Man hat immer R — m2.) (Vergl. die schon in Note 15 citirte Arbeit.)

	
	
105)    Art. 223, Seite 288. Die Sätze dieses Abschnittes sind besonders durch Chasles’ Abhandlung im 11. Bd. der „Correspondence von Quetelet" p. 50 und durch diejenige von Cayley im 7. Bd. des „Cambridge and Dublin Math. Journal“ p. 171 gegeben. Man vergleiche auch spätere Abhandlungen des letztem Autors z. B. „On Scrolls other-wise skew surfaces“ in „Philos. Transactions ‘ 1863, p. 453; etc.


	
106)    Art. 228, Seite 294. Vergl. des Herausgebers „Darstellende Geometrie" p. 414 f.


	
107)    Art. 231, Seite 296. Vergl. die unter Note 105 zuerst genannte Abhandlung von Cayley.


	
108)    Art. 232, Seite 296. Eine Discussion dieser Flächen gab zuerst der Verfasser in „Cambridge and Dublin Math. Journal“ Bd. 8, p. 45.





Ueber die Beziehungen der Regelflächen zur Geometrie der geraden Linie im Raume siehe Bd. 1, Art. 53, 3. Man nehme Kenntniss von der Abhandlung Plücker’s in „Annali d. Matern.“ Bd. 1, p. 160, besonders auch in Rücksicht auf ihre Klassification, für welche wir weiterhin (Art. 287 f., 326 f.) die Beispiele des dritten und vierten Grades eingehend, den Fall des fünften Grades in Note 169 unten übersichtlich erörtern.

	
	
109)    Art. 240, Seite 303. Vergl. Cayley’s Abhandlung in „Philos. Transactions“ Bd. 153, p. 453 f., ebendort auch Art. 216.


	
110)    Art. 247, Seite 315. Für die Abwickelung der Umdrehungsflächen verweisen wir auf die Abhandlung von Bour selbst „Journal de l’ecole polyt.“ Bd. 22, p. 78 f. Vergl. Note 93.


	
111)    Art. 249, Seite 317. Siehe das Werk von de la Gour-nerie „Recherches sur les surfaces reglees tetraedrales symmetriques“, Paris 1867.


	
112)    Art. 249, Seite 318. Vergl. für diese Behandlung die Abhandlung von G. Darboux im „Bulletin des Mathern.“ Bd. 2, p. 301 f.


	
113)    Art. 251, Seite 320. Siehe „Cambridge Transactions“ Bd. 11, 2 (1868).


	
114)    Art. 251, Seite 322. Von solchen Curven hat Cayley ausführlich gehandelt in den „Edinburgh Transactions“ Bd. 25 (1868). Siehe p. 196 f. in der Schrift von de la Gournerie in Note 111).



	
IV.    Kapitel.


	
115)    Art 253, Seite 323. Siehe Fr esn el „Memoires de l'Institut". Bd. 7, p. 136 (1827).


	
116)    Art. 257, Seite 327. Diese Sätze gab Mac Cullagh im 16. Bd. der „Transactions of the R. Irish Acad.“ Neuerdings sind die Apsidalflächen von Catalan in „Memoires de l’Acad. Belgique“ Bd. 38, p. 1 studirt worden.


	
117)    Art. 258, Seite 328. W. R. Hamilton zeigte zuerst, dass die Wellenfläche vier Knotenpunkte und vier längs Kreisen berührende Tangentialebenen habe im 17. Bd. der „Transactions of the R. Irish Acad.“ p. 132 (1837). Lloyd bestätigte die daraus abgeleiteten optischen Gesetze durch Versuche (ibid. p. 145). Die folgenden geometrischen Untersuchungen theilte Mac Cullagh mit (p. 248). Vergl. auch Plücker’s Abhandlung im 19. Bd. p. 1, 91 (1839) von „Crelle's Journal“. Für einen andern geometrischen Beweis siehe Mannheim’s Note in „Messenger of Math.“ Bd. 7, p. 100.


	
118)    Art. 262, Seite 332. W. Roberts hat auch die Cubatur der Wellenfläche in eleganter Form gegeben in Bd. 4 (1. Ser.) der „Annali di Matern.“ p. 345.


	
119)    Art. 264, Beisp., Seite 334. Ein von Mannheim angegebener Satz.


	
120)    Art. 266, 2, Seite 337. Zu Untersuchungen über die Krümmungslinien der Wellenfläche gab eine unrichtige Bemerkung von Zech in „Crelle’s Journal" Anlass für Bertrand „Comptes rendus“ Nov. 1858, Combescure und Brioschi in „Annali di Matern.“ (1. Ser.) Bd. 2, p. 135, 278 resp.





Eine Anmerkung des letzteren sei erwähnt. Wenn in der Ebene lx — my — nz = 9 die Grössen l, m, n, g Functionen zweier Ver änderlichen u, v sind (wie in Art. 57 f. des Textes), so umhüllt die Ebene eine Fläche, für welche die Curvenfamilien u == const., v == const. in ihren Durchschnitten durch conjugirte Tangenten der Fläche berührt werden, sobald die Bedingung

erfüllt ist, in welcher die Indices 1, 2 die Differentiation nach u, v resp. bezeichnen; während die Curven sich rechtwinklig schneiden, wenn man hat

(l 2 — m2 — n 2) (l, l, — m, m, — n, n,) = (l l — m m, — n n,) (l l, — m m, — n n2).

	
	
121)    Art. 267, Seite 337. Clebsch’s Abhandlung findet man im 62. Bd. von „Crelle's Journal“ p. 64.


	
122)    Art. 269, Seite 339. Vergl. „Quarterly Journal“ Bd. 2, p. 218. 123)    Art. 271, Seite 342. Nach einer Bemerkung von Darboux. 124)    Art. 272, Seite 344. Man vergl. eine Arbeit von Cayley in Bd. 12, p. 319—365 der „Cambridge Philos. Transactions“ (1873), in welcher die Fläch der Centra für das Ellipsoid gründlich discutirt ist.


	
125)    Art. 272, Seite 345. Man sehe die eingehende Abhandlung von Caspari in Bd. 81, p. 150 f. von „Crelle’s Journal“ mit den Bemerkungen dazu in Bd. 83, p. 72 ibid., die durch das Referat von August im „Jahrbuch über die Fortschr. d. Math.“ 7 (1875), p. 500 veranlasst wurden.


	
126)    Art. 273, Seite 345. Vergl. auch Cayley in „Annali di Matern.“ (1. ser.) Bd. 3, p. 345, wo dessen eigene und W. Roberts’ sonst nicht veröffentlichte Lösung des Problems mitgetheilt sind. Oder die Note des Herausgebers im 39. Bd. p. 19 von „Grunert’s Archiv“.


	
127)    Art. 273, Seite 345. Von der reichen Literatur der Fusspunktflächen nennen wir die Arbeiten von W. Roberts in Bd. 10 und 12 des Journals von Liouville; die von Tortolini in „Crelle’s Journal“ Bd. 31, von T. A. Hirst in „Annali di Matern.“ Bd. 2, „Quarterly Journal of Math.“ Bd. 3, „Crelle’s Journal“ Bd. 62. Die vorletzte Arbeit behandelt besonders die KrümmungsVerhältnisse der Fusspunktflächen; die letzte kann die besondere Literatur der Quadratur und Cubatur, etc. der derivirten Flächen vertreten. Die Sätze von Steiner „Crelle’s Journal“ Bd. 21, p. 57 und Raabe (ibid. Bd. 50, p. 193) über Fusspunktcurven werden darin auf Flächen erweitert. Wenn man unter Volumen der Fusspunktfläche den Inhalt des Kegels versteht, der den Anfangspunkt zur Spitze und den Theil der Fusspunktfläche zur Basis hat, welcher dem betrachteten Theil einer gegebenen Fläche entspricht, so zeigt Hirst, dass die Anfangspunkte für alle Fusspunktflächen von constantem Volumen





Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. d

auf einer Fläche dritter Ordnung liegen, welches auch die Natur der Originalfläche sei; dass dieser Ort für alle geschlossenen Flächen insbesondere vom zweiten Grade ist, und endlich, dass alle Oerter dieser Art ein System ähnlicher und ähnlich gelegener Flächen zweiten Grades bilden, welche den Anfangspunkt der Fusspunktfläche kleinsten Volumens zum gemeinschaftlichen Centrum haben.

Man vergleiche für die Specialität des Ellipsoids auch Magener in Bd. 34 von „Grunert’s Archiv“ und für die allgemeine Untersuchung die Dissertation von Fischer „De superficierum pedalium theorematibus quibusdam“. (Berlin 1859.) Ferner Note 138).

Der Ursprung der Theorie der successiven Derivation geht auf Maclaurin zurück. (Vergl. „Philos. Transactions“ von 1718, Nr. 356.) 128) Art. 273, Seite 346. Auf Grund dieser Definition hat W. Roberts gebrochene derivirte Curven und Flächen untersucht. So entspringt für n = 1 aus der Ellipse das Cassini’sche Oval, und eine analoge Fläche geht ebenso aus dem Ellipsoid hervor. Für das Ellipsoid

&          = 0 und mit 72 ==        22

ist ihre Gleichung 2x2 1 2y2 | 222 72 + a? 172+623 72+c2 1 ‘

Vergl. W. Roberts’ Abhandlung in Bd. 5 (1. Ser.) p. 133 der „Annali di Matern.“

	
	
129)    Art. 274, Seite 347. Vergl. die Abhandlung von Hirst in Bd. 2 (1. ser.) p. 165 ibid. Dazu Art. 123, 329, 330 der „Höh. Curven“.


	
130)    Art. 274, Seite 348. Sein letzter Theil ist wohl von Chas-les 1817 zuerst ausgesprochen worden. W. Thomson und Liou-ville haben im 10. und 12. Bd. von „Liouville’s Journal“ die nämliche Methode der Transformation in analytischer Form behandelt. Man nennt sie auch die Methode der reciproken Radien. In Kap. VIII erkennen wir sie als Specialfall einer allgemeinen Methode der birationalen Transformation. Siehe auch Note 242.





Die Methode von Hart zur Ableitung von Focaleigenschaften durch Inversion, die in Art. 282 der „Höh. Curven“ entwickelt ist, kann auf Curven im Raume und auf krumme Flächen angewendet werden. Die Inverse einer ebenen Curve ist eine sphärische Curve, und insbesondere die Inverse eines Kegelschnittes der Durchschnitt einer Kugel mit einem Kegel zweiten Grades. Und wie a. a. 0. folgt aus der Focal-eigenschaft Q — Q ‘ = const. des Kegelschnittes eine Focaleigenschaft der Curve im Raume lo — mo‘ — no" = 0. In ähnlicher Art ist die Inverse einer bicircularen Curve vierter Ordnung eine Curve im Raume mit analogen Focaleigenschaften. Vergl. besonders das Werk von G. Darboux „Sur une classe remarquable des courbes et des surfaces algebriques“ (Paris 1863), und die Abhandlung von Casey „On Cy-clides and Sphero-Quartics“ im 161. Bd. der „Philos. Transact.“ (1871) — auf welche beide wir noch zurückkommen.

Eine Fläche, welche in Bezug auf irgend einen Punkt sich selbst invers ist, hat man anallagmatisch genannt. Siehe Moutard „Nouvelles Annales“ Bd. 23, p. 306. Wir betrachten später (Art. 313 f.) ausführlicher das wichtigste Beispiel solcher anallagmatischen Flächen, die Cyclide. Die fünf Inversionscentra, für welche eine solche Fläche in sich selbst übergeht, liegen so, dass jeder von ihnen der Durchschnitt der vier Höhen des von den vier übrigen gebildeten Tetraeders ist, die zugehörigen Kugeln der sich selbst entsprechenden Punkte der Inversion schneiden sich paarweis orthogonal. Eine interessante anallagmatische Fläche achter Ordnung — Ort der Punkte, für die die Summe constanter Vielfachen der reciproken Werthe ihrer Distanzen von drei festen Punkten verschwindet — hat Battaglini besprochen in Bd. 13 seines „Giornale" p. 155. Sie enthält den Kugelkreis vierfach und hat circulare und sphärische Krümmungslinien.

Für eine Originalfläche nter Ordnung, in welcher das Inversionscentrum vielfach im Grade p und der absolute Kreis vielfach im Grade q ist, sind die Ordnung n* und die Vielfachheit des Centrums p* respective des absoluten Kreises q* mit jenen verbunden durch

n*=2n — p — 2q , p* — n — 2g, q* = n — p — q ,

welche gleiche umgekehrte nach sich ziehen. Für p — 2 q — n hat man gleichzeitig n* = n, p* —p, q* — q.

Anwendungen der Methode der Inversion auf das Studium der speciellen Dupin’schen Cyclide gab Mannheim in Bd. 19, p. 67 der „Nouvelles Annales“.

	
	
131)    Art. 275, Seite 350. Man findet in den „Philos. Trans-actions“ für 1858 und in Bd. 2 (1. Ser.) der „Annali di Matern.“ p. 168 eine Discussion der Fläche von Cayley in Betreff ihrer Formen und ihrer Doppel- und Cuspidal - Curven für die verschiedenen Werthe von a2, 62, c2.


	
132)    Art. 277, Seite 352. Siehe J. C. Malet „On a certain sur-face derived from a Quadric“ in Bd. 26 der „Dublin Transactions“ p. 456 (1878).


	
133)    Art. 278, Seite 355. Nach einer Mittheilung von Darboux in Bd. 70 (1870) der „Comptes rendus“ p. 1328; siehe auch die Note nach L. Marcks in Bd. 5 der „Mathern. Annalen“ p. 27.





Ferner Abhandlungen von S. Roberts in „Proceedings of the London Math. Society“ 1873 und R. Sturm in „Mathern. Annalen“ Bd. 7, p. 567.

	
	
134)    Art. 280, Seite 357. Diese Zahl ist die Summe der Ordnung und der Klasse der Fläche zusammen mit der Zahl ihrer Wendetangenten aus einem Punkte und der Zahl derselben in einer Ebene.


	
135)    Art. 281, Seite 357. Diese Relation rührt nach einer Bemerkung von Lie in Nr. 4 der „Göttinger Nachrichten“ von 1870 von F. Klein her.


	
136)    Art. 282, Seite 359. Diese Zahl ist der dreifachen Summe der Ordnung und der Klasse mit der Zahl der Wendetangenten aus einem Punkte und der Zahl derselben in einer Ebene gleich. Für eine Fläche und ihre Reciproke sind daher Ordnung und Klasse der Flächen der Hauptkrümmungscentra dieselben — wie S. Roberts und R. Sturm bemerkten.


	
13    7) Art. 283, Seite 359. Vergl. eine Abhandlung von S. Roberts in „Proceedings of the London Math. Society“ Bd. 4, p. 57, 218.





	
	
138)    Art. 285, Seite 362. Vergl. auch R. Sturm „Ueber Fusspunkt-Curven und -Flächen“ in Bd. 6, p. 241 der „Mathern. Annalen“.



	
V.    Kapitel.


	
139)    Art. 286, Seite 364. Vergl. Clebsch’s Abhandlung in Bd. 69 des „Journal“ p. 59.


	
140)    Art. 287, Seite 367. Vergl. Plücker „Neue Geometrie“ 1*





p. 97 Formel [143] und meine Uebersicht „Geometrie und Geomechanik“ Art. 4 in Bd. 21 der „Vierteljahrschrift der Züricher Naturforschenden Gesellschaft“ p. 186 f. (1876) oder „Journal de Mathern.“ Bd. 4 (1878) p. 141.

	
	
141)    Art. 288, Seite 369. Man vergleiche die hier mit benutzten trefflichen Arbeiten, welche Cremona über diese Fläche veröffentlicht hat: „Atti del R. Instit. Lombardo“ Bd. 2 (1861) und „Journal“ Bd. 60. Dazu die Schrift von Emil Weyr „Geometrie der räumlichen Erzeugnisse ein- und zweideutiger Gebilde insbesondere der Regelflächen dritter Ordnung“. Leipzig 1870 und des Herausgebers „Darstellende Geometrie“ Art. 114.


	
142)    Art. 290, Seite 373. Vergl. F. Klein in Bd. 6 der „Math. Annalen“ p. 558.


	
143)    Art. 291, Seite 374. Die Einwirkung der Knoten C2, B3, U auf die Klasse der Fläche ward in Bd. 2 des „Cambridge and Dublin Math. Journal“ p. 65 (1847) angegeben, und in Bd. 4 ibid. p. 252 (1849) wurden die siebenundzwanzig geraden Linien für die verschiedenen Combinationen dieser Knoten aufgezählt. Die speciellen Fälle B,, B,, B., U7, Us wurden von Schläfli in seiner Abhandlung „Philos. Transactions“ 1863, p. 201 bemerkt.





Diese Arbeit ist neuerdings vervollständigt worden durch Cayley in „Philos. Transactions“ 1869, p. 231 — 326 namentlich in Beziehung auf die Reciprokalflächen und die Singularitäten. Siehe Note 273.

	
	
144)    Art. 291, 2, Seite 375. Die Eigenschaften der Steiner-sehen Fläche sind durch Kummer, Weierstrass, Cremona, Schröter, R. Sturm untersucht worden; siehe „Journal“ Bd. 63, 64; „Mathern. Annalen“ Bd. 3, p. 76.


	
145)    Art. 292, Seite 377. Vergl. Clebsch „Journal“ Bd. 59, p. 143.


	
146)    Art. 292, Seite 377. Siehe Sylvester in „Cambridge and Dublin Math. Journal“ Bd. 6, p. 199.





Der Beweis von Clebsch ist in „Crelle’s Journal“ Bd. 59, p. 193 enthalten. Vergl. auch die Darstellung von Gord an in „Math. Annalen“ Bd. 5, p. 341 und einen andern neuen Beweis von Reye in Bd. 78, p. 114 von „Crelle’s Journal“. [Aus den Grundlagen desselben ergiebt sich auch, dass eine biquadratische quaternäre Form auf unendlich 'viele Arten als Summe von zehn Biquadraten (aber nicht als solche von neun) darstellbar ist.] Steiner gab das Theorem vom Pentaeder in der inhaltreichen Abhandlung „Ueber die Flächen dritten Grades“ (1856). („Crelle’s Journal“ Bd. 53, p. 193.) Doch waren die meisten der schönen Resultate, die er fand, einige Jahre vorher schon den englischen Geometern bekannt, die den Gegenstand um 1849 erfasst hatten. Die Steiner’sche Abhandlung hat neuerdings durch die Preisausschreibung der Akademie von Berlin zu zwei inhaltreichen weiterführenden Arbeiten den Anlass gegeben, die hier als Hauptwerke für das Studium der Flächen dritten Grades zu nennen sind. Von Cremona siehe „Crelle’s Journal“ Bd. 68, p. 4—127; und von R. Sturm „Synthetische Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung“ (Leipzig 1867).

	
	
147)    Art. 295, Beisp., Seite 381. Siehe Eckardt in der „Zeitschrift f. Math. u. Phys.“ 1874, p. 259. Die Specialisirung für den Fall der Fläche mit vier Doppelpunkten giebt derselbe in Bd. 7 der „Mathern. Annalen“ p. 600.


	
148)    Art. 300, Seite 393. Man vergleiche die Darstellung von Sturm im vierten Kapitel seines angeführten Werkes.


	
149)    Art. 303, Seite 396. Steiner gab an (a. a. 0. p. 141), dass 100 Gerade existiren, deren zweite Polare sich auf eine Gerade reducirt. Man vergleiche R. Sturm’s Werk p. 136, 137. •


	
150)    Art. 304, Seite 397. Die Theorie der geraden Linien auf den Flächen dritter Ordnung ward zuerst im Jahre 1849 in einer Correspondenz zwischen Cayley und Salmon studirt; der erstere machte die Bemerkung, dass eine Anzahl von geraden Linien in der Fläche liegen müsse, der letztere bestimmte die Anzahl in der im Texte gegebenen Art und gab die Untersuchung des Art. 307. Siehe Bd. 4 des „Cambridge and Dublin Mathern. Journal“ p. 118, 252.


	
151)    Art. 307, Anmerk., Seite 399. Siehe Steiner’s Abhandlung p. 137. Vergl. Cremona’s Note „Sülle ventisette Rette“ in „Ren-diconti del R. Ist. Lombardo“ März 1871.


	
152)    Art. 307, Anmerk., Seite 400. Vergl. die Abhandlung von Schröter „Crelle’s Journal“ Bd. 62, p. 265. Ueber eine andere auch von Steiner gekannte Erzeugung der Fläche dritter Ordnung siehe Affolter in „Grunert's Archiv“ Bd. 56, p. 113.


	
153)    Art. 308, Seite 401, Siehe „Quarterly Journal“ Bd. 2, p. 116. Für die Berechnung einer Doppelsechs siehe Cayley’s Mittheilung in Bd. 10, p. 58 des „Quarterly Journal“ und Note 155.


	
154)    Art. 309, Seite 403, Anmerk. Zu diesem Gegenstände vergleiche man die „Comptes rendus“ vom 1. Halbjahr 1861.


	
155)    Art. 309, Seite 403. Vergl. auch R. Sturm a. a. 0. p. 58. Von der allgemeinen Fläche dritten Grades mit 27 reellen Geraden besitzt der Herausgeber ein Stabmodell seit 1865, über dessen bequeme Herstellung er Auskunft gegeben hat in Bd. 14 der „Zeitschrift für Math.“ (Literaturzeitung). Seit 1869 ist ein von Wiener con-struirtes Gypsmodell mehrfach verbreitet, das auf Anregung von Clebsch entstanden ist. Berechnungen aus Anlass desselben hat Cayley mitgetheilt in „Transact. of Cambridge“ Bd. 12 (1873) p. 366 bis 383. Neuerdings sind auch die Flächen dritter Ordnung mit vier Knotenpunkten, die mit einem Knotenpunkte und die Diagonalfläche (als Stabmodelle) modellirt worden. Das Princip der Stabmodelle ist auf viele andere Fälle anwendbar; auch das Modell einer Fläche vierter Ordnung mit reellem Doppelkegelschnitte wurde in Zürich ausgeführt.


	
156)    Art. 310, Seite 403. Siehe „Math. Annalen“ Bd. 13, p. 301.


	
157)    Art. 310, Seite 406. Vergl. die Abhandlung von Reye in Bd. 78 des „Journal“ p. 119 unter 10).


	
158)    Art. 311, Seite 406. Siehe „Rendiconti del R. Istituto Lombardo“ 2. Jan. 1879 „Sull equazione pentaedrale delle superficie di terz’ ordine“.


	
159)    Art. 314, Seite 411. Siehe „Cambridge and Dublin Math. Journal“ Bd. 4, p. 256.


	
160)    Art. 314, Anmerk., Seite 412. Siehe die Abhandlung „Teo-remi stereometrici“ in „Memorie delle R. Accad. dei Lincei“ 1876—77. Das sechsunddreissigfache Vorkommen eines solchen Systems von fünfzehn Geraden in der allgemeinen Fläche dritter Ordnung (je nach Ausscheidung einer Doppelsechs) führte Cremona zu der im Art. 310 gegebenen Theorie seiner Polar-Hexaeder.


	
161)    Art. 314, Seite 413. In Schläfli’s Abhandlung „Philos. Transact.“ von 1863, p. 193—241, findet man die übrigen Fälle discutirt.


	
162)    Art. 314, Seite 414. Siehe F. Klein „Mathern. Annalen“ Bd. 6, p. 551; Schläfli „Annali di Matern.“ Bd. 5, p. 289.


	
163)    Art. 315, Seite 414. Vergl. die Abhandlung über das Fünf-seit und die Gleichung fünften Grades in Bd. 4 der „Math. Annalen“





p. 284 f., besonders p. 332. Eine Zwischenstufe von der allgemeinen Fläche dritter Ordnung zur Diagonalfläche bildet ein von Cayley in „Philos. Magazine“ (1864), 1, p. 493, angeführtes Beispiel

q,=,*+ a,=," + b (^33 + s, 3 + 5,5) = 0 '

Die Fläche hat unter ihren dreifachen Tangentialebenen drei, die durch eine Gerade gehen, und drei, deren Gerade durch je einen Punkt gehen.

	
	
164)    Art. 315, Seite 416. Siehe F. Klein’s Abhandlung „Math. Annalen“ Bd. 6, p. 570.


	
165)    Art. 315, Seite 416. Ueber diese speciellen Fälle ist von Eckardt eine Abhandlung veröffentlicht in Bd. 10, p. 227 f. der „Mathern. Annalen“. Der Herausgeber hatte zur nämlichen Zeit eine Arbeit über dieselben in der Fachlehrer-Abtheilung des Züricher Polytechnikums veranlasst, die nicht gedruckt wurde, deren Verfasser aber die Fälle mit 2, 3 und 4 Ovalpunkten ausführlicher behandelte, als es in der citirten Abhandlung geschehen ist.


	
166)    Art. 315, Seite 416. Die Abhandlung von Rodenberg findet man in Bd. 14 der „Mathern. Annalen“ p. 46. Man sehe auch dessen Dissertation (Göttingen 1874) über das Pentaeder der Fläche dritter Ordnung beim Auftreten von Singularitäten.


	
167)    Art. 316, Seite 416. In Bd. 63 von „Crelle’s Journal“ p. 21. 168)    Art. 324, Seite 429. Der vorangehende Abschnitt ist im Wesentlichen einer Abhandlung des Verfassers in den „Philos. Trans-actions“ von 1860, p. 229 entnommen. Kurz nach der Lesung derselben und vor ihrer Veröffentlichung erschienen zwei Abhandlungen von Clebsch in Bd. 58 von „Crelle’s Journal“, in denen einige seiner Resultate mitgetheilt wurden, besonders die Ausdrückbarkeit aller Invarianten der cubischen quaternären Form in Function von fünf fundamentalen, und der oben gegebene Ausdruck für die Fläche, welche die siebenundzwanzig Geraden herausschneidet. Die vom Verfasser benutzte Methode ist aber ganz verschieden von der von Clebsch und die Dis-cussion der Covarianten sowie die Entdeckung der Invariante J waren neu. Clebsch hat seine letzten vier Invarianten in Function der Coef-ficienten der Hesse’schen Determinante ausgedrückt; so z. B. ist die zweite die Invariante (123 4) der Hesse’schen Covariante.



	
VI.    Kapitel.


	
169)    Art. 325, Seite 430. Siehe Chasles' Memoire über die Regelflächen dritten und vierten Grades in „Comptes rendus“ Bd. 53, p. 888 (1861); Cayley’s Abhandlungen, von denen die erste und letzte die allgemeine Theorie betreffen, stehen in den Bänden 153, 154, 159 (1863—1869) der „Philos. Transactions“ p. 453, 559, 111 respective; und „Cambridge Transactions“ Bd. 11 (1868), speciell über Regelflächen aus zwei Leitcurven mit einer (a, «‘) Correspondenz. Siehe Art. 251 des Textes. H. A. Schwarz gab brieflich an Cayley eine Ergänzung zu dessen zweiter Abhandlung; die Klassification derselben vollendete Cremona in einer geometrischen Abhandlung, die im 8. Bde. der „Mem. del R. Ist. di Bologna“ (1868) veröffentlicht ist. Wir geben im Texte die Nummerirung der Arten auch nach der Bezeichnung von Cayley und Cremona. Von Schwarz erschien in Bd. 67 von „Crelle’s Journal“ (1867) eine Abhandlung über die geradlinigen Flächen fünften Grades, deren Hauptergebnisse wir hier erwähnen. Nach der Natur der Doppelcurve lassen sich fünfzehn Arten von Regelflächen fünften Grades unterscheiden, von denen zehn das Geschlecht Null, vier das Geschlecht Eins und eine das Geschlecht Zwei haben. Die Doppelcurve ist der Reihe nach





1) eine vierfache Gerade. 2) eine Raumcurve sechster Ordnung mit einem dreifachen Punkte. 3) eine dreifache Leitgerade und eine Raumcurve dritter Ordnung. 4) eine dreifache Leitgerade, ein Kegel-sehnitt und eine Doppelerzeugende. 5) eine dreifache und eine zweifache Leitgerade, nebst zwei Doppelerzeugenden, wobei die Leitgeraden einander unendlich nahe rücken können. 6) eine zweifache Leit-. gerade und eine Raumcurve fünfter Ordnung mit einem dreifachen Punkte. 7) eine zweifache Leitgerade, eine Raumcurve vierter Ordnung mit Doppelpunkt und eine Doppelerzeugende. 8) ein Kegelschnitt und eine Raumcurve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkte. 9) drei Kegelschnitte, welche je zwei Punkte gemein haben, von denen einer allen dreien angehört. 10) eine Doppelerzeugende und eine Raumcurve fünfter Ordnung mit Doppelpunkt. — 11) eine Raumcurve fünfter Ordnung. 12) eine dreifache Leitgerade und ein doppelter Kegelschnitt. 13) eine dreifache und eine zweifache gerade Leitlinie und eine Doppelerzeugende. 14) eine zweifache gerade Leitlinie und eine Raumcurve vierter Ordnung. — 15) eine dreifache und eine zweifache gerade Leitlinie, die einander auch unendlich nahe rücken können.

	
	
170)    Art. 325, Seite 430. Man findet die Arbeiten von Kummer in den „Monatsberichten der Berliner Akad.“ 1803, Juli (siehe p. 335 für die besagten Kegel) und in Bd. 64 von „Crelle’s Journal“ p. 66; die von Clebsch in „Crelle’s Journal“ Bd, 69, p. 142 (1868). Korndörfer hat die speciellen Fälle der Fläche mit Doppelpunkten und mit zerfallendem Doppelkegelschnitte untersucht, siehe „Math. Annalen“ Bd. 1, 2, 3, 4; im Wesentlichen nach der Methode der Abbildung von Clebsch, die wir im VIII. Kapitel darlegen.





Die Abhandlung von Casey „On Cyclides and Sphero-Quartics" findet man in Bd. 161 der „Philos..Transactions“ (1871).

Darboux' hierher gehörige Arbeiten (siehe „Comptes rendus" Bd. 68 (1869, I) p. 1311) sind zusammengefasst in seinem unter 130) citirten Werke. Von Moutard sind zu nennen „Sur la transformation par rayons vecteurs reciproques“; „Sur les surfaces anallagmatiques du quatrieme ordre“ in Bd. 23 der „Nouvelles Annales“ p. 306, besonders 309 und 536 (1864) und „Sur les lignes de courbure d’une classe de surfaces du quatrieme ordre“. „Comptes rendus“ Bd. 59, 1864, II, p. 243; an derselben Stelle unmittelbar vorher (p. 240) findet man die Mittheilung derselben Entdeckung von Darboux. Neuestens hat Zeuthen die Fläche vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt mittelst ihrer Centralprojection aus einem Punkte der letztem untersucht und so ihre Geraden, die Kummer’schen Kegel, etc. abgeleitet, auch eine Eintheilung derselben begründet. Die reichhaltige Arbeit bildet eine Festschrift zum 4. Säcularfest der Kopenhagener Universität „Om Flader of fjerde orden med Dobbelt keglesnit“ (1879) 51 p. Diese Abbildung hat Clebsch zuerst besprochen in § 9 f. seiner Abhandlung „Ueber den Zusammenhang einer Klasse von Flächenabbildungen mit der Zweitheilung der Abel’schen Functionen“. (Siehe „Mathern. Annalen“ Bd. 3, p. 45 f); jedoch in anderem Sinne. (Vergl. Note 234.)

Von andern Arbeiten über die Cyclide (in eingeschränktem Sinne des Wortes) erwähnen wir die von Maxwell in Bd. 9 des „Quarterly Journal“ p. 111 (1867), weil in ihr der wichtige Gesichtspunkt des Art. 353 zuerst hervortrat und weil ihr vortreffliche stereographische Abbildungen beigegeben sind, welche die Formen der Ring-, Spindelund Horn-Cyclide und der parabolischen Cyclide mittelst ihrer Krümmungskreise sehr anschaulich machen.

	
	
171)    Art. 335, Seite 442. Man vergleiche eine Abhandlung von R. Sturm in Bd. 4 der „Math. Annalen“ p. 249. Das Beispiel des Art. 335 vom Orte der Krümmungskreise der Normalschnitte ist wohl von Joachimsthal in seinen Vorlesungen zuerst gegeben worden. Der Herausgeber gab den Satz, dass der Ort der Hauptkrümmungs-centra aller Flächen eines algebraischen linearen Gebildes zweiter Stufe eine Fläche vierter Ordnung ist, die im Grundpunkte einen Doppelpunkt mit nach dem imaginären unendlich fernen Kreis gehenden Tangentenkegel hat. Sie giebt zu einer Reihe von Untersuchungen Anlass.


	
172)    Art. 336, Seite 443. Zur Frage von den vielfachen geraden Linien einer Fläche ist hervorzuheben die Abhandlung von Zeuthen „Math. Annalen“ Bd. 4, p. 1.


	
173)    Art. 337, Seite 445. Siehe Plücker’s „Neue Geometrie“ Bd. 1, Art. 213, besonders p. 221 f.


	
174)    Art. 339, Seite 447. In der bei Note 170 zuerst genannten Arbeit.


	
175)    Art. 339, Seite 447. Siehe die Abhandlung von Geiser in „Crelle’s Journal“ Bd. 70, p. 249.


	
176)    Art. 342, Seite 452. Siehe die unter 170 citirten Abhandlungen. 177)    Art. 343, Seite 453. Für die wirkliche Transformation verweisen wir auf Casey’s Abhandlung (Note 170) p. 599 und das Werk von Darboux p. 135.


	
178)    Art. 345, Seite 456. Es ist die Ausdehnung von Hart’s Theorem für die entsprechenden ebenen Curven („Höhere Curven“ Art. 278—280) auf den Raum. Casey, Moutard und Darboux haben unabhängig von einander dies schöne Ergebniss gefunden. Siehe „Comptes rendus“ Bd. 59, p. 241 f. und Casey’s Abhandlung p. 638.





	
	
17 9), 180), 181) Art. 346, 347 und 348, Seiten 456, 457, 458. Wir geben die Verweisungen auf Darboux, welche den bezeichneten Stellen entsprechen: p. 140, p. 256, p. 281, p. 287 respective.





Die letzte Stelle giebt den Hinweis auf Darboux’ Untersuchung des Normalenproblems der Cycliden in genauer Parallele zu Clebsch’s Untersuchungen über dasselbe Problem bei den Flächen zweiten Grades.


Mit Hilfe der Coordinaten des Art. 347 f. hat Darboux in Bd. 83 der „Comptes rendus“ p. 1037, 1099 ein von Wangerin („Crelle’s Journal“ Bd. 82) für die Potentialgleichung mittelst specieller Cycliden gefundenes Resultat auf das Orthogonalsystem der allgemeinen Cycliden ausgedehnt.

	
	
182)    Art. 350, Seite 460. Siehe Casey’s Abhandlung p. 598.


	
183)    Art. 353, Seite 464. Siehe Cayley „Quarterly Journal“ Bd. 13, p. 127.


	
184)    Art. 355, Seite 465. Vergl. für dies und das Folgende Cayley’s „Memoirs on Quartic Surfaces“ in Bd. 3 der „Proceedings of the London Math. Society“ p. 250 (1871).


	
185)    Art. 357, Seite 467. Die Ortsfläche der Spitzen der Kegel zweiten Grades durch sechs Punkte im Raume hat Hierholzer zugleich mit drei andern Ortsflächen analoger Art in einer Abhandlung erörtert „Ueber Kegelschnitte im Raume“ in Bd. 2 der „Math. Annalen“ — dem Titel entgegen enthält sie die Bestimmung der Anzahlen von Kegeln zweiten Grades, welche acht Bedingungen genügen, also für das dualistisch entsprechende Problem. Cayley hat in „Proceedings of the London Math. Society“ Bd. 4 (1872) die sieben Ortsflächen der Scheitel solcher Kegel behandelt, welche m Punkte enthalten und 6 — m Gerade berühren. Sie sind der Reihe nach von den Ordnungen 4, 8, 16, 24, 24, 14, 8 und bieten merkwürdige Singularitäten dar; ihre Gleichungen sind a. a. 0. aufgestellt und discutirt.





Die Fläche achter Ordnung des letzten Falles enthält die sechs Geraden als zweifache Linien, die dreissig Transversalen derselben zu vier als einfache Gerade, und die zehn Curven vierter Ordnung erster Art, in welchen sich die durch die conjugirten Ternen der Geraden bestimmten Hyperboloide schneiden.

Auf der Fläche achter Ordnung des zweiten Falles dagegen sind die fünf gegebenen Punkte vierfache conische Punkte, die gegebene Gerade und die zehn Verbindungslinien der fünf Punkte sind Doppellinien in ihr, und sie enthält überdies zehn einfache Gerade, nämlich die Transversalen zu der gegebenen Geraden und der Verbindungslinie von zwei unter den fünf Punkten in der Verbindungsebene der drei übrigen; längs jeder solchen Geraden wird die Fläche von der bezüglichen Ebene berührt.

	
	
186)    Art. 358, Seite 469. Vergl. Cayley „Quarterly Journal“ Bd. 14, p. 46; ibid. p. 103 ist die zwölfknotige Fläche behandelt





2 (x, x3 — x, x,)2 — u (x, x, — x, x,)2 — (1 — u) (x, X, 4- x, x,)2 = o.

	
	
187)    Art. 359, Seite 470. Zuerst in „Monatsberichte der Akademie von Berlin“ 1864, p. 246; dann in den „Abhandlungen“ der Akademie von 1866, p. 62 f.


	
188)    Art. 360, Seite 473. Das Tetraedroid behandelte Cayley zuerst im 11. Bd. von „Liouville’s Journal“ (1846). Vergl. für das im Texte Gegebene jedoch seine Mittheilung in Bd. 87 von Crelle’s Journal“ p. 161 f.


	
189)    Art. 361, Seite 474. Diese Bemerkung verdankt der Herausgeber einer brieflichen Mittheilung von Dr. Schur. Vergl. auch Art. 375 und Note 204.


	
190)    Art. 361, Seite 475. Siehe Cayley in „Crelle’s Journal“ Bd. 83, p. 210, insbesondere p. 215; die Abhandlung von Borchardt ebenda p. 234, insbesondere p. 241. Die citirte Gleichung der Kum-mer’schen Fläche siehe p. 253 der unter Note 170 citirten Abhandlung in den „Monatsber.“ von 1864. Die fünfzehn Formen der Gleichung der allgemeinen Kummer'schen Fläche, welche der Text begründet, stimmen überein mit denjenigen fünfzehn unter den sechszig biquadratischen Relationen zwischen Systemen von vier Thetafunctionen, welche nur gerade Thetafunctionen enthalten, und die Göpel zuerst gegeben hat in der Abhandlung von 1847 „Theoriae transcendentium Abelia-narum primi ordinis adumbratio levis“ (Bd. 35 von „Crelle’s Journal“ speciell p. 292, Formel 30). Aus der Vergleichung dieser Abhandlung mit Rosenhain’s „Memoire sur les fonctions de deux variables et ä quatre periodes“ in den „Mem. des Savants etrangers“ Bd. 11 (1851) p. 364 einerseits und mit Kummer’s „Heber die algebraischen Strahlensysteme“ (Berliner „Abhandlungen“ von 1866) p. 66, anderseits entwickelte Cayley die von Borchardt sofort vollendet festgestellte Entdeckung, zu welcher man in Bd. 84 des „Journals“ fernere Abhandlungen von Cayley (p. 238) und von H. Weber (p. 332) findet. Auf ein wichtiges Resultat des letzteren kommt der Text in Art. 373 zurück. (Vergl. auch Art. 375 und Note 204.)



	
VII.    Kapitel.


	
191)    Art. 363, Seite 478. Vergl. Plücker’s Werk „Neue Geometrie des Raumes gegründet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement", Leipzig 1868, 1869, p. 287 f.; die hier angezogene Stelle p. 296. Die ersteh Veröffentlichungen Plücker’s über dieses Gebiet sind in den „Philos. Transactions“ von 1865 und 1866 (p. 725, 361) enthalten.





An sie schlossen sich unmittelbar an die Arbeiten von Battag-lini über die Complexe ersten und zweiten Grades in „Rendiconti d. R. Accad. di Napoli“ Juni 1866 und „Atti della R. Accad. di Napoli“ Bd. 3 (1866), welche letztere den entsprechenden Veröffentlichungen aus Plücker’s Nachlass (durch Klein) vorangingen, aber nicht den allgemeinen Complex zweiten Grades, sondern eine Specialisirung desselben betreffen. Der Complex nten Grades ist von Battaglini in den Schriften der Akademie von Neapel vom Jahre 1868 behandelt worden, und derselbe Gelehrte ist auch auf die Beziehungen zur Statik und Mechanik eingegangen. Man findet diese Arbeiten Battaglini’s in den Bänden 6, 7, 10, 11 (1867—1873) seines „Giornale“.

Ueber die Beziehungen der Liniengeometrie Plücker’s zu älteren Untersuchungen von Möbius (Nullsystem und Statik), Poinsot, Chas-les, von Sturm und Hamilton, sowie den nahe gleichzeitigen unabhängigen von Kummer lese man die treffliche Darstellung von Clebsch in der Schrift „Zum Gedächtniss an Julius Plücker“ (1872) p. 26 f.

	
	
192)    Art. 365, Seite 480. Man sehe Pasch „Ueber die Brennflächen der Strahlensysteme und die Singularitätenflächen der Complexe“ in Bd. 76 von „Crelle's Journal“ p. 156, speciell p. 164, und vergleiche dessen Habilitationsschrift, Giessen 1870.


	
193)    Art. 366, Seite 481. Siehe Plücker’s Werk p. 211 f. Dazu die Note von Klein in Bd. 7 der „Math. Annalen“ p. 208.


	
194)    Art. 367, Seite 482. Die Behandlung der Liniengeometrie, d. h. der Complexe, Congruenzen und Regelflächen in diesen Coor-dinaten ist in einer Reihe inhaltvoller Arbeiten neuerdings weiter geführt worden von A. Voss, für die man besonders vergleiche Bd. 8 (p. 54 f.) und Bd. 9 (p. 55 f.) der „Math. Annalen“. Man findet in der letzteren auch die entsprechende Behandlung der Congruenzen und ihrer Brennflächen. Für die Behandlung der Theorie der Regelflächen sehe man die erstgenannte Abhandlung; sie ergänzt das Frühere durch die beispielsweise Untersuchung der Regelflächen dritten Grades (p. 119 f.) und derjenigen vierten Grades vom Geschlecht Null (p. 125 f.). Endlich hat derselbe Autor in Bd. 13, p. 232 in gleichem Sinne die developpablen Flächen behandelt.


	
195)    Art. 368, Seite 485, Note. Vergl. F. Klein „Math. Annalen“ Bd. 5, p. 287. Dazu Ausführungen und specielle Anwendungen von A. Voss in Bd. 10, p. 143 f. ibid. Eine systematische Erörterung der "Beziehungen zweier linearen Congruenzen zu einander und des linearen Complexes zur linearen Congruenz gab zuerst E. d’Ovidio in einer Abhandlung in Bd. 7 der 2. Ser. der „Annali di Matern.“ p. 25 —51 in Fortsetzung seiner Untersuchungen über die allgemeine Metrik, die in der Note 52 des ersten Bandes angezogen sind. Siehe ferner die drei Abhandlungen desselben Autors in Bd. 3 (2. Ser.) der „Mem. della R. Accad. dei Lincei“ p. 260, 561, 723 f.


	
196)    Art. 370, Seite 488. Vergl. die Inaugural-Dissertation von Friedrich Schur „Geom. Untersuchungen über Strahlencomplexe ersten und zweiten Grades“, Berlin 1879 (oder „Math. Annalen“ Bd. 15, p. 432), speciell 4, 1. Dieselbe erschien vor der Ausgabe der 3. Aufl. des 1. Bandes, in welchem ich im Sommer 1878 die projec-tivische Erzeugung der Complexe aller Grade aus reciproken Bündeln von Complexen niederer Grade oder aus zweifach unendlich vielen





Regelflächen (p. 337) neben der aus projectivischen Bündeln von Com-plexen oder 01 Congruenzen und der aus reciproken Gebilden dritter Stufe oder co% Strahlengruppen entwickelt hatte. Die Ausführung des Art. 370 gebe ich nach einer brieflichen Mittheilung von Dr. F. Schur.

	
	
197)    Art. 372, Seite 489. Siehe Kummer’ s „Algebr. Strahlensysteme“ (1867) p. 70.


	
19    8) Art. 372, Seite 490. Vergl. F. Klein „Mathern. Annalen“ Bd. 2, p. 213 f.


	
199)    Art. 373, Seite 490. Siehe die Abhandlung von H. Weber „Ueber die Kummer’sche Fläche vierter Ordnung mit sechszehn Knotenpunkten und ihre Beziehung zu den Thetafunctionen mit zwei Veränderlichen“ in Bd. 84, p. 332 von „Crelle’s Journal“.


	
200)    Art. 373, Seite 490. Vergl. Th. Reye „Ueber Strahlensysteme zweiter Klasse und die Kummer’sche Fläche vierter Ordnung mit sechszehn Knotenpunkten“ in Bd. 86, p. 84 von „Crelle’s Journal“.


	
201)    Art. 373, Seite 491. Siehe Ett. Caporali „Sopra i piani ed i punti singolari delle superficie di Kummer“ in den „Memor. delle R. Accad. dei Lincei“ von 1877—78, Bd. 2.


	
202)    Art. 374, Seite 492. Siehe F. Klein und Lie in „Monatsberichte der Berliner Akad.“ von 1870; p. 891 f.


	
203)    Art. 375, Seite 493. Vergl. Darboux’ Note in „Comptes rendus“ Bd. 73.


	
204)    Art. 375, Seite 494. Siehe die Münchener Dissertation (1878) „Betrachtungen über die Kummer’sche Fläche und ihren Zusammenhang mit den hyperelliptischen Functionen p = 2“. Für die quadratische Transformation der hyperelliptischen Functionen sind die Abhandlungen von Königsberger in Bd. 67 von „Crelle’s Journal“ und von Pringsheim in Bd. 9 der „Math. Annalen“ zu vergleichen.





Die Formenbetrachtung Rohn’s geht von einer doppeltzählendcn Fläche zweiten Grades und dem Tetraeder von vier Berührungsebenen derselben aus, analog wie man bei den Curven vierter Ordnung die Formen auf die verschiedenen Lagen eines Kegelschnittes zu einem Vierseit zurückführen kann. Die Kummer’sche Fläche wird durch die sechs Fundamentalcomplexe und einen beliebigen Punkt als Knoten bestimmt; und wenn dieser auf eines der reellen zu drei complexen gemeinsamen Hyperboloide fällt, so thun es alle übrigen, indem sie sich auf vier Erzeugenden der einen und vier der andern Schaar vertheilen. Der Realität aller dieser Erzeugenden, einem conjugirt imaginären Paare in der ersten Schaar und in jeder Schaar, endlich dem Ellipsoid an Stelle des Hyperboloids entsprechen die vier unterscheidenden Typen der Gestalt. Jede Haupttangentencurve verläuft auf acht hyperbolischen Flächenstücken und je zwei von ihnen, die den gleichen Flächenstücken angehören, schneiden sich in zweiunddreissig reellen Punkten, welche mit Hilfe der hyperelliptischen Functionen unterschieden werden können.

Aus einer analogen Untersuchung der Formen und Arten des Te-traedroids und seiner Beziehungen zum quadratischen Complex und dessen Fundamental-Complexen, zur Kummer’schen Fläche, zu einer Plücker’schen Complexfläche, zur Wellenfläche, etc. hat leider ein vorzeitiger Tod den begabten Rob. Herrmann abgerufen.

	
	
205)    Art. 376, Seite 495. Vergl. F. Klein in Bd. 5 der „Math. Annalen“ p. 296.


	
206)    Art. 377, Seite 496. Vergl. die inhaltreiche Arbeit von S. Lie „Ueber Complexe mit Anwendung auf die Theorie partieller Dif-





ferentialgleichungen" in Bd. 5, p. 145—256 der „Mathem. Annalen", mit der die vorher citirte Arbeit von Klein in Verbindung steht.

	
	
207)    Art. 378, Seite 497. Siehe Kummer’s „Algebr. Strahlensysteme“ p. 71.


	
208)    Art. 379, Seite 497. Vergl. F. Klein’s Dissertation „Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades zwischen Liniencoordinaten auf eine kanonische Form“ (Bonn 1867) p. 35. Dazu die von Weiler „Ueber die verschiedenen Gattungen der Com-plexe zweiten Grades (Leipzig 1874). Doch sind bei der letzteren die Correcturen zu berücksichtigen, welche eine Abhandlung von Hirst in Bd. 10 der „Proceedings of the Lond. Math. Society“ p. 135, 141, 142 enthält.


	
209)    Art. 380, Seite 499. Siehe Kummer’s „Algebr. Strahlen-Systeme“ p. 71 f.


	
210)    Art. 380, Seite 501. A. a. 0. p. 59 f.


	
211)    Art. 381, Seite 502. Siehe Kummer in den „Monatsberichten der Berliner Akad.“ von 1872, p. 474, wo auch von Modellen der unten betrachteten speciellen Formen berichtet wird.


	
212)    Art. 382, Seite 503. Siehe „Mathern. Annalen“ Bd. 2, p. 1 und Bd. 5, p. 435.          ,                        •


	
213)    Art. 384, Seite 507. Für die Strahlencoordinaten x; im Sinne des Art. 357 findet man die Reduction angegeben bei A. Voss in der unter 194) oben citirten zweiten Abhandlung a. a. 0. p. 60 f. Vergl. für ein Beispiel einer einfachen Correspondenz zwischen Geraden und Punkten (zu Kapitel VIII überführend) desselben Abhandlung ibid. Bd. 13, p. 328.





Unter den Complexen zweiten Grades hat der specielle, dessen Singularitätenfläche die Wellenfläche ist, der Inbegriff der Schnittlinien rechtwinkliger Paare von Tangentialebenen einer Fläche zweiten Grades, nähere Betrachtung durch Painvin gefunden, siehe „Bulletin des Sciences mathem.“ Bd. 2, p. 368. Vergl. auch Aschieri in Bd. 8, p. 75 des „Giornale“. Die Geometrie der Lage führt zu Complexen zweiten Grades äusser dem tetraedralen aus collinearen Elementargebilden dritter Stufe durch die Untersuchung der reciproken Elementargebilde zweiter Stufe, nämlich durch die Schnittlinien conjugirter Ebenen re-spective die Verbindungslinien conjugirter Punkte, natürlich im Zusammenhänge mit den von ihnen erzeugten Flächen zweiter Ordnung respective Klasse. Die lichtvolle Discussion des letzteren Complexes siehe in Hirst’s unter 208) citirter Abhandlung.

Von allgemeiner Wichtigkeit sind die bisher ununtersuchten Congruenzen oder die Strahlensysteme, welche aus den Verbindungslinien der entsprechenden Punktepaare einer algebraischen Fläche mit einer ihrer Kernflächen respective der corre-spondirenden Punkte beider Kernflächen bestehen.

	
VIII.    Kapitel.


	
214)    Art. 392, Seite 514. Vergl. des Herausgebers „Darstellende Geometrie“ Art. 37, p. 136.


	
215)    Art. 392, Seite 515. Zuerst bemerkt von Noether in den „Göttinger .Nachrichten" von 1869 „Zur Theorie algebraischer Formen“.





Siehe die Ausführungen von Lie und F. Klein in Bd. 5 der „Math. Annalen“ p. 250, 257, 278 f. Auch die Uebertragung des Dupin'schen Theorems auf die Liniengeometrie ist daselbst gegeben. Man vergleiche auch Cremona’s Abhandlung „Sulla corrispondenza

fra la teoria dei sistemi di rette e la teoria delle superficie" in den „Memor. della R. Accad. dei Lincei" von 1875.

	
	
216)    Art. 395, Seite 520. Man verdankt die Durchführung dieser Abbildung Ett. Caporali „Sülle complessi e sulle congr. di 20 grado“ im 2. Bd. der 3. Ser. der „Mem. della R. Accad. dei Lincei“ (1877—78); sie ward aber in analytischer Form bereits in den „Göttinger Nachrichten“ von 1869 von F. Klein und Noether angegeben.


	
217)    Art. 395, Seite 521. Siehe Weiler in der „Zeitschrift für Mathern, u. Physik“ (1877) p. 261 f.


	
218)    Art. 396, Seite 521. Abgesehen von den Flächen zweiten Grades (siehe folgende Note) beginnt die Theorie der eindeutigen Abbildung algebraischer Flächen auf die Ebene mit den nach Inhalt und Methode vollständig zusammentreffenden nahe gleichzeitigen und von einander unabhängigen Arbeiten von C leb sch (Bd. 65 von „Crelle’s Journal“) und Cremona (in seiner gekrönten Abhandlung über die Flächen dritten Grades 1865, 1866). Und abermals geschieht das Hervortreten der allgemeinen Theorie der birationalen Raumtransformationen gleichzeitig und gleichartig bei Cayley, Cremona und Noether (1870, 1871) — wenn auch in mehr analytischer oder in mehr geometrischer Form — zum Erweise der grossen Gleichartigkeit der Grundlagen sowohl als der Objecte der Untersuchung, zu welchen die analytische und synthetische Behandlung nachgerade gelangt sind. Wir folgen im Nachstehenden wesentlich dem historischen Entwickelungsgange der Sache und verweisen jederzeit auf die Quellen.


	
219)    Art. 396, Seite 523. Siehe die fast gleichzeitigen Arbeiten von Cayley „Philos. Mag.“ (1861) Bd. 22, p. 35; und Chasles in „Comptes rendus“ Bd. 53 (1861; p. 985. Vorher Plücker in Bd. 36 von „Crelle’s Journal" (1847) p. 341. Das einfache Klassificationsgesetz gehört Cayley und Chasles.


	
220)    Art. 397, Seite 524. Vergl. Clifford in „London Mathern. Society“ Bd. 5, p. 178.


	
221)    Art. 398, Seite 524. Siehe Clebsch „Die Geometrie auf den Flächen dritter Ordnung“, „Crelle’s Journal“ Bd. 65, p. 359.





Vergl. Cremona’s Preisschrift in Bd. 68, p. 72. Die allgemeinere Auffassung des letzteren kann als eine wesentlich fördernde für die weiteren Entwickelungen dieses Gebietes angesehen werden.

	
	
222)    Art. 400, Seite 530. Vergl. „Geometrische Mittheilungen“, II. in Bd. 24 der „Vierteljahrsschrift der Züricher naturforsch. Gesellsch.“ p. 188.


	
223)    Art. 401, Seite 530. Siehe Clebsch „Mathern. Annalen“ Bd. 4, p. 336.


	
224)    Art. 401, Seite 531. In Bd. 4, p. 442 der „Math. Annalen“. 225)    Art. 401, Seite 531. Siehe „Math. Annalen“ Bd. 5, p. 419. (Vergl. Art. 287, Beisp. und Note 140.) Diese Abbildung ist von B. Klein (Dissertation der Universität Strassburg, 1876) geometrisch untersucht worden. Die Bildebene geht durch die doppelte Leitgerade, die einfache Leitgerade erscheint als Punkt, die doppelte als involutorische Reihe, über welcher aus jenem die Bilder der geraden Erzeugenden; die Doppelelemente als die der Cuspidalpunkte und singulären Erzeugenden. Jedes Nullsystem, welches die Fläche bestimmt, bildet sich in ein ebenes Polarsystem ab und die Directrixcurven dieser Polarsysteme sind die Bilder der Haupttangentencurven der Fläche.


	
226)    Art. 402, Seite 531. Für die Ausführung dieser Elimination siehe Brill Bd. 5 der „Math. Annalen“ p. 401.


	
227)    Art. 402, Seite 533. Clebsch „Mathern. Annalen“ Bd. 2,





p. 445. In Bd. 5, p. 1 erweiterte derselbe seine Methode auf die-Regelflächen vom Geschlechte Null. Vergl. Armenante in Bd. 4 der „Annali di Matern.“ und die Anmerkung in Bd. 5, p. 421 der „Mathern. Annalen“. Endlich für eine besondere Klasse der Regelflächen mit specieller Rücksicht auf ihre asymptotischen Curven Cremona „Annali di Matern.“ Bd. 1, p. 248.

	
	
228)    Art. 402, Seite 533. C leb sch „Crelle’s Journal“ Bd. 69 „Ueber die Flächen vierter Ordnung, welche eine Doppelcurve zweiten Grades enthalten“, p. 142 f.


	
229)    Art. 403, Seite 533. Siehe „Crelle’s Journal“ Bd. 64, p. 77 unmittelbar nach der Abhandlung von Kummer, sowie im gleichen Bande p. 172 eine Note von Cayley. Der Kummer’schen Darlegung schlossen sich geometrische Untersuchungen der Fläche durch Schröter und Cremona (siehe Bd. 64, p. 79 und Bd. 69, p. 315) rasch an, welche zu einer Geometrie auf der Fläche führten.


	
230)    Art. 403, Seite 535. Siehe „Rendiconti dell’ Istit. Lomb.“ Januar 1867.


	
231)    Art. 403, Seite 537. „Annali di Matern.“ Bd. 4, p. 73 f.


	
232)    Art. 404, Seite 537. Vergl. Clebsch in Bd. 69, p. 142 von „Crelle’s Journal“.


	
233)    Art. 407, Seite 542. „Mathern. Annalen“ Bd. 1, p. 592; 2, p. 41; 3, p. 496; 4, p. 117.


	
234)    Art. 407, Seite 543. Siehe „Math. Annalen“ Bd. 1, p. 253; „Abhandlungen der Gesellsch. d. Wissenschaften zu Göttingen“ Bd. 15 oder „Math. Annalen“ Bd. 3, p. 45. Am letzteren Orte hat Clebsch die Theorie der ein- zweideutigen Ebenentransformationen durch Beispiele eingeleitet. Er stellt den unmittelbar eindeutig abzubildenden Flächen (Steiner’sche Fläche, Regelfläche dritten Grades, Regelfläche vierten Grades mit Doppelcurve dritter Ordnung, Fläche fünfter Ordnung mit Doppelcurve dritter Ordnung oder zwei windschiefen Geraden, etc.) diejenigen gegenüber, die erst durch Nachweisung ausgezeichneter Elemente die eindeutige Abbildung gestatten — wie die Flächen dritter Ordnung und die Flächen vierter Ordnung mit einem Doppelkegelschnitte oder einer Doppelgeraden erst nach Nachweis ihrer Geraden respective Kegelschnitte — und bemerkt, dass die letzteren alle unmittelbar die Abbildung auf eine Doppelebene gestatten — die Flächen vierter Ordnung durch Centralprojection aus einem Punkte der Doppellinie (vergl. Note 170), die der dritten aus einem beliebigen Punkte der Fläche, — dass aber die Aufsuchung jener ausgezeichneten Elemente immer auf die Zweitheilung der Abel-sehen Functionen führt, welche der Uebergangscurve zugeordnet sind, längs welcher die Blätter der Doppelebene Zusammenhängen, also einer Curve vierter Ordnung in den Fällen der Fläche dritter Ordnung und der vierter mit Doppelkegelschnitt, etc. Neuestens hat Ric. de Paolis diese Beziehung eingehend untersucht in der im Jahrg. 1876—77 der „Memorie della R. Accad. dei Lincei“ enthaltenen Abhandlung „Le trasformazioni piane doppie“; derselbe hat sodann ibid. 1877—78 als Anwendungen mitgetheilt „La trasformazione piana doppia di secondo ordine e la sua applic. alle geometria non Euclidea“ und „La trasformazione piana doppia di terzo ordine primo genere e la sua applic. alle curve del quart’ ordine“. Zur ersteren Arbeit vergleiche man die in den „Sitzungsberichten der phys.-med. Societät zu Erlangen“ vom 14. Jan. 1878 niedergelegten ergänzenden- Entwickelungen von Noether.


	
235)    Art. 407, Seite 543. Siehe „Math. Annalen“ Bd. 4, p. 248.


	
23    6) Art. 407, Seite 543. In Bd. 2 des „Bulletin des Sciences math. et astron." Febr. 1871. Der Speciallfall, wo von den zehn Geraden der Fläche sechs durch den dreifachen Punkt gehen, der bei confocalen Flächen zweiten Grades auftritt.





Ett. Caporali’s den allgemeinen Fall gründlich behandelnde Arbeit (Dissertation von Rom, 1875) findet man in den „Annali di Matemat." 2. Ser., Bd. 7, p. 149—188. Er gelangt mittelst einer Raumtransformation zu einer Abbildung durch Curven dritter Ordnung mit vier festen Punkten und behandelt die mit dem hyper elliptischen Charakter des Bildes der Doppelcurven zusammenhängenden Verhältnisse, überall bis zur Construction vordringend und neben den bekannten Eigenschaften (siehe auch R. Sturm’s in Note 171 citirte Arbeit) vieles Neue bringend. Zuletzt folgt die analytische Darstellung.

	
	
237) . Art 407 und 408, 4, Seite 543. Vergl. Noether in Bd. 3, p. 198 der „Math. Annalen“. Vergl. auch ibid. p. 568 f., wo der Lüroth-sche Satz vom Ende des Art. 409 zu dem allgemeinen erweitert wird, dass es zu einer Raumcurve vierter Ordnung erster Art im Allgemeinen zwei rationale Raumcurven nter Ordnung giebt, die (2n — 1) ihrer Sehnen einmal und sie selbst (2 n — 1) mal treffen. Die ausführliche Behandlung des Beispiels von der Fläche sechster Ordnung mit doppelter Geraden und doppelter Raumcurve dritter Ordnung findet man a. a. 0. p. 203—227.


	
238)    Art. 409, Seite 545. „Math. Annalen“ Bd. 3, p. 124.


	
239)    Art. 410, Seite 546. Die grundlegenden Hauptarbeiten sind: Cayley „On the rational transform, between two spaces“ in Bd. 3, p. 171 der „Proceedings of the London Math. Society“ (1870). Sodann Cremona „Heber die Abbildung algebraischer Flächen“, zuerst in den „Nachrichten d. Gesellsch. d. Wissensch. zu Göttingen“ 1871, Nr. 5; dann in „Math. Annalen“ Bd. 4, p. 213. Ferner als an Beispielen reichste Zusammenfassung „Rendiconti del Istit. Lombardo“, Bd. 4 (1871), Heft 9 und 10, sowie die Abhandlung „Annali di Matern.“ Bd. 5, p. 31 f. Endlich Noether, genau gleichzeitig und fast übereinstimmend mit Cremona’s Abhandlung in den Göttinger Nachrichten „Heber die eindeutigen Raumtransformationen insbesondere in ihrer Anwendung auf die Abbildung algebraischer Flächen“ in Bd. 3, p. 547 der „Math. Annalen“. In den Abhandlungen der Akademie von Bologna (3. Ser.) Bd. 1 und Bd. 2 (1871, 1872) hat Cremona die Transformation zweiten Grades, deren inverse vom vierten Grade ist (Art. 389 des Textes) und die ebene Abbildung von Flächen mit Rückkehrcurven entwickelt. Bald nach der ersten Arbeit gab Noether wiederum die ebene Abbildung einer Fläche vierter Ordnung, die nur einen biplanaren Doppelpunkt enthält („Göttinger Nachrichten“ Juni 1871).


	
240)    Art. 415, Seite 551. Siehe die Abhandlung von Noether „Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von beliebig vielen Dimensionen“ in Bd. 2, p. 293 der „Math. Annalen“.


	
241)    Art. 418, Seite 558. Das Vorige ist grossentheils Wiedergabe aus den letzten Arbeiten von Cremona, die unter 239) genannt sind. Zur Bildung homaloidaler dreifach unendlicher Flächensysteme will ich erwähnen die Abhandlung von de Paolis „Sopra un sistema omaloidico formato da superficie d’ordine n con un punto (n — 1)ploc in Bd. 12 des „Giornale di Matern.“ von Battaglini.


	
242)    Art. 420, Seite 561. Siehe Cremona in den „Rendiconti del Istit. Lombardo“ Bd. 4, Heft 1. Zu Seite 559 desselben Art. mag hinzugefügt werden, wie für die Transformation durch reciproke Radien vectoren die Eigenschaft besteht, dass das Erzeugniss einer Reihe auf einander folgender Transformationen durch eine einzige Transformation derselben Art erhalten werden kann, wie dies schon Liou-ville analytisch und neuerdings in „Liouville’s Journal“ (2. Ser.) Bd.





16, p. 317 Mannheim geometrisch bewiesen hat. Für die allgemeine Transformation zweiten Grades, deren inverse wieder quadratisch ist, siehe auch die Abhandlung Schiaparelli's in „Memorie della R. Accad. d. Sc. di Torino“ von 1862.

	
	
243)    Art. 428, Seite 570. Vergl. „Math. Annalen“ Bd. 3, p. 547; Bd. 4, p. 213. Gerade für den allgemeinen Fall auch Cayley’s Arbeit unter 239) p. 176 f.


	
244)    Art. 429, Seite 572. Siehe Hesse’s Abhandlung in Bd. 49 von „Crelle’s Journal“, vergl. auch Geiser in Bd. 69, p. 197.


	
245)    Art. 429, Seite 573. Siehe (179) „Memor. dell’ Accad. di Bologna“ (3. Ser.) Bd. 2.


	
246)    Art. 430, Seite 574. Dieser Fall findet sich schon in Magnus’ „Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analytischen Geometrie des Raumes“ 1837 und zwar in § 83; der § 84 desselben Werkes enthält auch die durch drei bilineare Gleichungen vermittelte Transformation, obschon nicht in dem hier vorzugsweise entwickelten Sinne der Anwendung zur Ableitung der Geometrie eines Gebildes aus der des entsprechenden. Vergl. meine Note über „Die birationalen Transformationen in der Geometrie der Lage“ in Bd. 21, p. 369 der „Vierteljahrsschrift d. Züricher Naturforsch. Gesellschaft“.





Clebsch und Noether haben auch für Flächen eine als Geschlecht zu benennende Zahl zu bestimmen gesucht, welche bei der birationalen Transformation unverändert bleibt. Clebsch ’ gab und Noether bewies den Satz für eine Fläche nter Ordnung mit Doppel-curve und Cuspidalcurve , dass ihr Geschlecht der Zahl von unbestimmten Coefficienten gleich sei, welche die Gleichung einer Fläche (n — 4)ter Ordnung durch diese Curven noch enthält; derselbe wurde dann von Noether noch auf die Voraussetzung vielfacher Curven und Punkte erweitert. Für eine Doppelcurve bter Ordnung und qter Klasse und eine Rückkehrcurve cter Ordnung und rter Klasse, für t dreifache Punkte der ersteren, ß, y, l als Anzahlen der Schnittpunkte beider, welche respective in der ersten, zweiten oder in keiner stationär sind und 0 als Zahl der Singularitäten einer gewissen andern Art gab Cayley den in Art. 505 mitgetheilten Ausdruck für das Geschlecht, machte aber zugleich auf den Umstand aufmerksam, dass es Flächen mit negativem Geschlecht gäbe, den dann Noether durch eine Modi-fication zu heben suchte. Zeuthen hat für die Unveränderlichkeit des Flächengeschlechtes bei eindeutigen Transformationen einen geometrischen Beweis entwickelt. Siehe Clebsch in „Comptes rendus“, 1868, p. 123 und „Math. Annalen“ Bd. 2, p. 293. Dazu auch Cayley ibid. Bd. 3, p. 526 und Noether in Bd. 5 der „Annali di Matern.“ p. 173; endlich Zeuthen „Math. Annalen“ Bd. 4, p. 21 f. und wiederum Noether ibid. Bd. 8, p. 495 f.

	
	
	
IX. Kapitel. I. Abschnitt.



	
247)    Art. 431, Seite 575. Siehe Jacobi „Crelle’s Journal“ Bd. 45, p. 285 (1836).


	
248)    Art. 435, Seite 581. Für die Weiterführung dieser Untersuchung vergl. die Abhandlung von Clebsch über die Anwendung der Abel'schen Functionen in der Geometrie in „Crelle’s Journal“ Bd. 63, p. 244 f. und Reye in „Math. Annalen“ Bd. 2, p. 475.


	
249)    Art. 436, Seite 581. Siehe des Herausgebers „Darstellende Geometrie“ Art. 37 f. Man kann ebenso wie hier die centrische auch die geschaarte Involution derselben betrachten, um Flächen zu bilden, deren Punkte sich in dieser paarweise entsprechen. Solche Paare liegen auf den Transversalen von zwei festen Geraden, den Involutionsaxen, und bilden mit ihnen harmonische Gruppen. Die entsprechenden Tangentialebenen der Flächen gehen durch diese Transversalen und bilden harmonische Büschel mit denselben. Vergl. a. a. 0. p. 698.


	
250)    Art. 437, Seite 583. Vergl. Tognoli „Giornale di Matern.“ Bd. 8, p. 166.


	
251)    Art. 438, Seite 584. Cayley bestimmte zuerst im 4. Bd. des „Cambridge and Dublin Math. Journal“ p. 134 (1849) die Ordnung des Systems aus k Zeilen und k — 1 Reihen von Elementen ersten Grades. Die allgemeineren Probleme behandelte zuerst Salmon im 1. Bd. des „Quarterly Journal“ p. 246 (1857); das im Texte Gegebene ist erweiterte Ausführung desselben. Zuletzt hat S. Roberts „Crelle’s Journal“ Bd. 67, p. 266 unter Voraussetzung der Zerlegung der einzelnen Gleichungen in Factoren diese Frage untersucht. Die Ordnung für die Bedingungen für zwei gemeinsame Punkte von vier Curven und für den biplanaren Doppelpunkt in einer Fläche ist von ihm gefunden worden. Die Theorie der Elimination ist nicht vollendet, so lange nicht Regeln gewonnen sind, die in allen Fällen die Ordnung der Resultante bestimmen.


	
252)    Art. 442, Seite 589. Vergl. die geometrische Darstellung am Schlüsse von Cremona’ s „Preliminari".


	
253)    Art. 445, Seite 593. Cayley hat das Salmon'sche Ergebniss in diese zweckmässige Form gesetzt.


	
254)    Art. 455, Anmerk, auf Seite 607. Vergl. die Abhandlung von Cayley „On the Theory of Involution“ in „Transact. of the Cambridge Phil. Soc.“ Bd. 11, p. 21 (1865). Siehe auch Brill im 5. Bd. der „Mathern. Annalen“ p. 378.



	
IX.    Kapitel. II. Abschnitt.


	
255)    Art. 456, Seite 609. Vergl. Salmon's Abhandlung in Bd. 1, p. 339 des „Quarterly Journal“ (1857). Den zuerst angeführten Beweis gab Moutard im 19. Bd. der „Nouvelles Annal.“ p. 58 (1860).


	
256)    Art. 460, Seite 613. Siehe die Mittheilung von E. de Jon-quieres in „Comptes rendus“ vom 28. März 1864.


	
257)    Art. 462, Seite 616. Vergl. Zeuthen in „Comptes rendus“ vom 1. Juni 1874.


	
258)    Art. 462, Seite 617. Siehe Schubert „Beiträge zur abzählenden Geometrie“ im 10. Bd. der „Math. Annalen“ p. 54.


	
259)    Art. 466, Seite 620. Siehe Zeuthen’s „Bestemmeise of characteristikerne i de elementaere Systemer af Flader af anden Orden“ (siehe auch „Nouvelles Annal.“ Bd. 27, p. 345) und Schubert im 71. Bd. des „Journal“ p. 366; neuestens Halphen in „Bulletin de la Societe mathem.“ Bd. 2, p. 27. Vergl. für Chas] es’ Arbeiten die „Comptes rendus“ vom Sept. 1865 und vom Febr. 1866.





Als Beispiel für die Anwendung der Methode heben wir die Aufstellung der Charakteristiken der quadratischen Polarflächen einer Fläche nter Ordnung hervor, welche im 4. Bd. der „Annali di Matern.“ p. 331 Zeuthen gegeben hat, um aus ihnen die auf die beiden Kernflächen bezüglichen Charakterzahlen (Ordnungen und Anzahl der Geraden in der Steiner'schen Kernfläche) abzuleiten. Siehe auch Note 270.

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Aufl. e

	
	
260)    Art. 466, Seite 621. Im 9. Bd. der „Proceedings of the London Math. Soc.“ und im 15. Bd. der „Mathern. Annalen“ p. 16 f. — siehe auch „Comptes rendus“ vom 4. Sept, und 13. Nov. 1876. Das ausführliche Memoire steht im 45. Hefte des „Journal de Fecole polyt." p. 27—89 und handelt von den Charakteristiken der Systeme von Kegelschnitten und von Flächen zweiten Grades, indem es nachweist, unter welchen Umständen der einfache Satz von de Jon-quieres, unter welchen andern der Chasles’sche Satz die Anzahl der Lösungen giebt, sowie unter welchen Verhältnissen auch dieser noch einer Ergänzung — nämlich einer Reduction — bedarf, und in welcher Art dieselbe bestimmt wird. Die Arbeit ist von bedeutender Tragweite und verdient genaues Studium.


	
261)    Art. 466, Seite 622. Gegenwärtig liegt schon die erste systematische Darstellung des ganzen Gebietes vor in Schubert’s „Kalkül der abzählenden Geometrie“ (Leipzig 1879) p. 348, —• in der jedoch die Ralphen'sehen Einschränkungen im VI. Abschnitte leider noch nicht berücksichtigt werden konnten.





Von dem algebraischen Princip der Erhaltung der Anzahl bei speciellen Lagen der gegebenen Gebilde im Raume oder gegen einander (siehe z. B. Art. 278 des Textes und die entsprechende Entwickelung in Art. 111 der „Höheren ebenen Curven“) oder beim Eintritt specieller z. B. degenerirter Gebilde an Stelle von allgemeinen ist darin ein umfassender Gebrauch gemacht. Ich citire das Beispiel von der Bestimmung der Anzahl der Nabelpunkte einer algebraischen Fläche von der Ordnung n. Als Punkte, in denen die Haupttangenten der Fläche den absoluten Kegelschnitt schneiden, erhält man ihre Zahl, indem man diesen in eine doppelte Gerade g degenerirt denkt, als Summe aus drei Summanden, nämlich der Zahl der parabolischen Haupttangenten, welche g schneiden, der Zahl der Haupttangenten in durch g gehenden Ebenen und der Haupttangenten in den Schnittpunkten der Eläche mit g- also wie in Art. 40

2n (n — 2) (3n — 4) + 4n (n — 1)2 + 2n = 2n (5 n2 — 14n + 11).

Zeuthen hat soeben („Comptes rendus“ Bd. 89, p. 899) mittelst desselben (indem eine Curve uter Ordnung und vter Klasse in der Degenerationsform einer u fachen Geraden mit v festen Punkten benutzt wird und analog für eine Fläche von der Ordnung resp. Klasse n, n' und dem Range a [Klasse ihres ebenen Schnittes, Ordnung ihres Tangentenkegels]) als nfache Ebene mit n' Punkten und a Geraden, die Anzahlen der Curven respective Flächen eines zweifach unendlichen Systems bestimmt, welche eine gegebene Curve respective Fläche zweifach oder insbesondere stationär berühren. Wenn die feste Fläche •eine Doppelcurve von der Ordnung b und eine Cuspidalcurve von der Ordnung c hat, wenn ferner das zweifach unendliche System von Flächen (u?), (uv), [uv], (u‘2), • • Flächen enthält, welche respective durch zwei Punkte gehen, durch einen Punkt gehen und eine Gerade berühren, eine Gerade in einem Punkte berühren, zwei Ebenen berühren, eine Ebene und eine Gerade berühren und eine Ebene in einer Geraden berühren; ferner B und respective C Flächen, deren Doppelcurve respective Cuspidalcurve durch einen gegebenen Punkt geht, und B', C nach reciproker Definition, endlich D, respective E Flächen, welche zwei Berührungen oder eine Berührung zweiter Ordnung mit einer gegebenen Geraden haben. So giebt es für 2r =3a+c, 2r‘= 3a + c doppelt berührende Flächen im System in Anzahl

^n' (n' — 1) (u2) -+ nn' (uu‘)+4n(n—1)(u‘)+an‘(uv)+an(u‘v)

+a(a — 1) (»2)+n‘ B+nB’+aD — 3r‘[uv] — 3r[u‘v] , und stationär berührende

2r‘ [uv] +2r[u‘v] + n' C + nC' + aE.

	
	
262)    Art. 467, Seite 623. Salmon gab diesen Satz im 4. Bd. des „Cambridge and Dublin Math. Journal“ p. 260 (1849) und sodann die Gleichung der Fläche zuerst in unzweckmässiger Form in Bd. 1, p. 336 des „Quarterly Journal“; in der für numerische Berechnung vielleicht besten Form aber in den „Philos. Transactions“ von 1860, p. 239. Doch ist die schöne Darstellung von Clebsch, deren Studium auch für andere Probleme von Werth sein wird, in den Text aufgenommen, welche zuerst in „Crelle’s Journal“ Bd. 58, p. 93 veröffentlicht ist.


	
263)    Art. 480, Seite 638. Diese Ergebnisse sind in der angeführten Abhandlung im 1. Bd. des „Quarterly Journal“ entwickelt. Für eine mehr synthetische Ableitung siehe R. Sturm’s Abhandlung in Bd. 72, p. 350 von „Crelle's Journal“.


	
264)    Art. 482, Seite 639; Vergl. Clebsch im 63. Bd. des „Journal“ p. 14.


	
265)    Art. 482, Seite 640. Siehe § 7 seiner Abhandlung „Tangentensingularitäten der allgemeinen Ordnungsfläche“ im 11. Bd. der „Math. Annalen“ p. 347 f., aus der wir auch den Inhalt des Art. 485 entnehmen. Vorher zum Theil in den „Göttinger Nachrichten“ vom 16. Febr. 1876 p. 89 f.


	
266)    Art. 485, Seite 644. Analoge Untersuchungen hat Schubert sofort auch dem allgemeinen Complex nten Grades gewidmet, wofür zu vergleichen Bd. 12, p. 202 der „Math. Annalen“ und sein unter 261) citirtes Werk, speciell § 36. Ich erwähne seine Entdeckung., dass in einem allgemeinen Complex vierten Grades 1280 Strahlbüschel liegen — das liniengeometrische Analogon der siebenundzwanzig Geraden in der Fläche dritter Ordnung. Für die singulären Tangenten algebraischer Flächen hat neuerdings Krey (Bd. 15, p. 221 der „Math. Annalen“) die Untersuchung des Einflusses in Angriff genommen, welcher auf die Anzahlen durch das Vorhandensein einer Doppel- und Rückkehrcurve ausgeübt wird.





Auch die Probleme der Projectivität — wo in zwei Ebenen oder in zwei Räumen Gruppen paarweis zugeordneter Punkte fixirt sind und solche Paare von Punkten respective Geraden gesucht werden, die mit jenen projectivische Strahlen- oder Ebenen-Büschel bestimmen, oder in zwei Räumen solche Punktepaare, die mit jenen projectivische Bündel liefern; oder zu Punkten der einen und zugeordneten Strahlen des andern Raumes Punktepaare, die mit ihnen reci-proke Bündel liefern, etc. — sind von Hirst, R. Sturm und Schubert der Methode des Correspondenzprincips unterworfen worden. Man vergleiche die Arbeiten von Hirst (1874) in „Proc. of the London Math. Soc.“ Bd. 5, von R. Sturm in Bd. 7 und in „Math. Annalen“ Bd. 12, p. 254; ferner ebenda Bd. 1, p. 533; Bd. 6, p. 513; Bd. 10, p. 117 und besonders Bd. 15, p. 407; dazu in Schubert’s in Note 261 citirtem Werke § 28 f.

IX. Kapitel. III. Abschnitt.

	
	
267)    Art. 492, Seite 650. Der erste Versuch, die Wirkung der Doppel- und Rückkehrcurven auf die Ordnung der Reciprokalfläche zu





e*

bestimmen (oder das Poncelet’sche Paradoxon für Flächen zu erledigen), ward von Salmon in zwei Abhandlungen von 1847 gemacht, die man in Bd. 2, p. 65 und Bd. 4, p. 188 des „Cambridge and Dublin Math. Journal“ findet. Aber erst am Ende des Jahres 1849 führte ihn die Entdeckung der siebenundzwanzig Geraden der allgemeinen Fläche dritter Ordnung, indem sie eine klare Anschauung von der Natur der Reciprokalfläche derselben ermöglichte, zu der im Texte auseinandergesetzten Theorie. Sie ist zuerst vollständiger in einer Abhandlung im 23. Bd. der „Transact. of the Royal Irish Academy“ p. 491 mitgetheilt worden. Eine Uebersicht von den Singularitäten algebraischer Flächen gab Cayley im 7. Bd. des „Cambridge and Dublin Math. Journal“ p. 166 f. (1852). Pinch- points benennt und discutirt Cayley zuerst im 8. Bd. des „Quarterly Journal“ p. 332 f. an dem Beispiele der Regelflächen vierten Grades mit Doppelcurve dritter Ordnung.

	
	
268)    Art. 494, Seite 655. Vergl. eine Abhandlung von E. de Jonquieres in Bd. 23, p. 5 der „Nouvelles Annales“.


	
269)    Art. 498, Seite 660. Man sehe in der in Note 267) citirten Abhandlung p. 485.


	
270)    Art. 499, Seite 662. Vergl. Cayley’s und Cremona’s neueste treffliche Darstellungen respective in Bd. 11, p. 294 des „Quarterly Journal“ und in der deutschen Ausgabe der „Preliminari" p. 81 f.





Zeuthen hat die Methode der Charakteristiken auf diese und zahlreiche andere Fragen in der Theorie der Curven im Raume angewendet in einer umfassenden Abhandlung im 3. Bd. der „Annali“ p. 175—217. Mit der Annahme, dass ß, d, 0, D, d gleich Null sind, erhält man für die Charaktere der Durchdringungscurven zwischen Flächen zweiter und dritter Ordnung die folgende Tafel.
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Bei der Curve vierter Ordnung zweiter Art giebt 0=1, 0=2 respective n==5, 7=6, g-b, *=3, x==5, y—^, c==2, q= 6, k=i, y=2, 2=6, k‘=3;

=4, =6, =3, =3, =4, =4, =0, =6, =3, =0, =6, =3, unter Weglassung der Nullwerthe. Hier ist das zweite System vollständig zu sich selbst dual, sodass Doppelcurve und Originalcurve, Originaldeveloppable und doppelt umschriebene Developpable gleichartig sind; es erfüllt den ganzen Raum in der Art wie die gemeine Schraubenlinie es mit ihren doppelt eingeschriebenen Curven und ihren doppelt umschriebenen Developpabeln thut. Der Specialfall zur sechsten Zeile der Tabelle mit & = ß — 2 ist die einzige weitere Curve dieser Art, von der Ordnung fünf. (Siehe „Züricher Vierteljahrs-sehr.“ Bd. 20, p. 173.) Die Tafel gäbe zu zahlreichen Bemerkungen Anlass, für die wir nicht Raum haben. Nur das sei erwähnt, dass bei der Curve vierter Ordnung erster Art die Doppelcurve (wie die Doppeldeve-loppable in vier Kegel) in vier ebene Curven vierter Ordnung zerfällt und die sechszehn dreifachen Punkte in den vier Kegelspitzen hat. Diese sind in jeder der vier Curven vierter Ordnung Doppelinflexionsknoten. (Vergl. „Höh. Curven“ Art. 247.) Und eine Consequenz aus dem Umstande, dass nach Art. 93, 2 die Centralprojection dieser Curve vierter Ordnung aus zwei Flächen zweiten Grades von einem ihrer Punkte aus eine allgemeine Curve dritter Ordnung ist; nämlich dass man bei dieser Projection durch eine projicirende Gerade, die die Curve nochmals schneidet, vier dieselbe berührende Ebenen legen kann, deren Doppelverhältniss nach Art. 168 der „Höheren Curven“ unveränderlich ist, während die projicirende Gerade nach einander durch alle Punkte der Curve geht. Man hat somit den Satz: Das Doppelverhältniss des Büschels von vier Tangentialebenen der Curve, welche durch zwei ihrer Punkte gehen, ist von der Lage derselben in ihr unabhängig und also dem des tetraedralen Complexes gleich, zu welchem ihre Tangenten gehören. Bei der Darstellung dieser Curve durch elliptische Functionen steht der constante Werth dieses Doppelverhältnisses mit dem Modul in einer sehr einfachen Verbindung.

Die vollständigen Reihen der Charaktere für die Doppelcurven der Developpabeln und die Doppeldeveloppabeln der Curven können leicht berechnet werden.

	
	
271)    Art. 499, Beisp., Seite 663. Vergl. Emil Weyr in Bd. 72, p. 285 von „Crelle’s Journal“. Die rationalen Raumcurven, besonders die der vierten Ordnung, haben in neuester Zeit vielfache Behandlung gefunden. Siehe z. B. „Crelle’s Journal“ Bd. 74, p. 277; „Mathern. Annalen“ Bd. 3, p. 415; Bd. 4, p. 242. „Giornale“ Bd. 9, p. 217; Bd. 11, p. 180, 221; Bd. 12, p. 220; „Rendicondi del R. Ist. Lombardo“ 1861, 1871, 1872, von denen ich zu früher Erwähntem (vergl. Note 36) die letzte, eine Abhandlung von Bertini, und zum Allgemeinen die im 12. Bd. des „Giornale“ von Tognoli hervorhebe.





Die Involutionen nten Grades und das Princip der Correspondenz finden dabei bequeme Anwendung. Z. B. ein System concentrischer Kugeln schneidet aus einer rationalen Curve nter Ordnung eine Involution 2 nten Grades mit 2(2n— 1) Doppelpunkten aus, von denen 3n — 2 im Endlichen liegen: Von’einem Punkte gehen an eine solche Curve 3n — 2 Normalen.

Die Normalebene in einem Curvenpunkte schneidet (n •— 1) andere Curvenpunkte aus und da durch ihn 3 (n — 1) weitere Normalebenen gehen, so hat man eine Correspondenz (n — 1, 3n — 3); in einer Correspondenz (1, A‘) giebt es aber }{ 2 (1 — 1) + A‘ (A‘ — 1)} involutorischer Elementenpaare; also hier (n — l)(5n—7), und die 4n(n — 1) unendlich fernen in Abrechnung gebracht, erfährt man, dass eine rationale Curve nter Ordnung 1 (n — 1) (9n — 14) Doppelnormalen besitzt.

	
	
272)    Art. 500, Seite 666. Die Brennfläche zweier allgemeinen Complexe, d. h. der Ort der Spitzen sich berührender Complexkegel und die Enveloppe der Ebenen sich berührender Complexcurven, als sich selbst reciprok, bietet ein weiteres gutes Beispiel für diese Theorie dar. Siehe die Mittheilung von Voss in Nr. 15 der „Göttinger Nach-richten“ von 1874.


	
273)    Art. 502, Seite 668. Vergl. Cayley’s „Memoir on the Theory of Reciprocal Surfaces“ in den „Philosoph. Transactions“ von 1869 p. 201—230, mit welcher die Abhandlung „On Cubic Surfaces“ ibid. p. 231—326 innig zusammenhängt. Der Text giebt die Hauptresultate dieser Arbeit in Verbindung mit den durch Zeuthen's Bemerkungen veranlassten Ergänzungen vom Juli 1871 („Transactions“ Bd. 162, p. 83) in zum Theil neuer Darstellung, für welche Prof. Zeuthen dem Herausgeber seinen Rath gewährte. Die neue Relation des Art. 505 findet sich bei Cayley als Ausdruck für ß' daselbst p. 218; das Beispiel des Art. 509 auf p. 215.


	
274)    Art. 513, Seite 678. Vergl. die Abhandlung im 4. Bd. der „Mathern. Annalen“ p. 1—20, welche schon in Anmerk. 172) citirt worden ist; ferner Zeuthen’s „Revision et extension des formules numeriques de la theorie des surfaces reciproques“ in Bd. 10, p. 446 —546 (1876). Weiterhin zu Art. 514 „Sur une classe des points sin-guliers de surfaces“ ebenda Bd. 9, p. 324 f. Auch für die gedrängte Darstellung dieser wichtigen Forschungen erfreute ich mich des freundschaftlichen Beirathes ihres Autors.


	
275)    Art. 515, Seite 685. Siehe „Math. Annalen“ Bd. 10, p. 545; früher Bd. 4. Der ersten Arbeit p. 239 entnehme ich die Tafel S. 686, für die man auch Cayley’s „On cubic surfaces“ p. 235 (Note 273) vergleichen wolle.





Ich unterdrücke die Note über den Quaternionen - Calcul als einer Methode zur Untersuchung der Eigenschaften der räumlichen Gebilde, weil jetzt nach den Arbeiten von Hoüel „Theorie des quantites com-plexes“ (Paris 1874) und Frobenius „lieber lineare Substitutionen und bilineare Formen“ in Bd. 84 von „Crelle’s Journal“ — siehe § 14 über complexe Zahlen — auch die analytische Berechtigung derselben Quaternionen neben den reellen und den gewöhnlichen complexen Zahlen äusser Zweifel steht, nachdem schon von jeher die Fülle der Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und Physik für ihre hohe Bedeutung gesprochen hatte. Ich muss nur die Hauptschriften, die Arbeiten des Erfinders W. R. Hamilton „On Symbolical Geometry“ in „Cambridge and Dublin Math. Journal“, seine „Lectures“ und namentlich die nach seinem Tode erschienenen „Elements of Quaternions“ (London 1866), ferner J. G. Tait’s „Treatise on Quaternions“ (Second Ed., Oxford 1873) mit reichen Anwendungen namentlich auf die Physik nennen, und den Versuch des zu früh verstorbenen Clifford „On Biquaternions“ in Bd. 4 der „Proceedings of the London Math. Society“ zu einer Fortbildung der Theorie. Ich erinnere endlich an ihre Beziehungen zu den Methoden von Möbius und Grassmann.

Zusatz zum ersten Bande.

In Bd. I, p. 50 im Beispiele zu Art. 41 müssen die Elemente der letzten Zeile der Determinante heissen 30, —2, —10, —18 und die Substitution wird dann mit den Zählern von x, y, z respective erhalten 2 X, — 6 x, , 5 , — x,, 2 X4 und mit dem gemeinschaftlichen Neuner x, — x, + X3 — X4, wie es sein muss.

Zu dem Inhalt des Kap. IX von den Invarianten und Covarianten der Systeme zweiten Grades will ich nachtragen:

Erstens den allgemeinen Satz: Wenn zwischen zwei Flächen.zweiten Grades eine projectivische Relation besteht, die von keiner andern Figur abhängt, so besteht auch zwischen ihnen, jedoch in verkehrter Ordnung genommen, die reciproke Relation. (Man vergl. für den entsprechenden Satz in der Kegelschnittstheorie die Beweisführung von Halphen in „Comptes rendus“ Bd. 83, p. 791.)

Zweitens die Bemerkung, dass die Ausführung des vollständigen Systems der fundamentalen Invarianten für zwei Flächen zweiten Grades nach Analogie der in Zusätzen zu Kap. XXI bei der 4. Aufi. der „Kegelschnitte“ gegebenen Entwickelungen noch aussteht. (Vergl. in-dess Clebsch-Lindemann „Vorlesungen über Geometrie“ p. 288 f.)

Drittens zur Theorie der Metrik im Raume von drei Dimensionen (Art. 231) eine dort durch Versehen unterdrückte Erörterung über den Begriff „Parallelismus" insbesondere in Bezug auf die geraden Linien. Die Distanz zweier Ebenen ist (wie die zweier Punkte) Null, wenn ihre gemeinsame Gerade die absolute Fläche berührt (p. 298), oder es gehen durch einen Punkt P zur Ebene II einfach unendlich viele Parallelebenen. Gerade Linien, derselben Ebene sind parallel, wenn ihr Schnittpunkt auf dem absoluten Kegelschnitte derselben liegt, oder durch jeden Punkt P der Ebene gehen zwei zu einer Geraden g in ihr parallele, die sich nur vereinigen, wenn g das Absolute berührt. („Kegelschnitte“ p. 587.) Aber die Einschränkung des Begriffs auf den Fall der Lage in einer Ebene ist unstatthaft. Wir sahen in Bd. 1, p. 300, dass zwei beliebige Gerade g^ g' zwei Distanzen haben, bestimmt durch die beiden Transversalen, welche ihnen mit den in Bezug auf die absolute Fläche zu ihnen conjugirten Geraden g*, g'* gemeinsam sind, sodass von den Normalen, die man von Punkten der g auf g' ziehen kann, die eine derselben die grösste und die andere die kleinste enthält. Aber vier gerade Linien haben unendlich viele Transversalen, wenn sie zur nämlichen Regelschaar gehören, und dies tritt für g, g’, g*, g'* ein, sobald die gegebenen Geraden g, g' beide dieselben zwei geraden Erzeugenden l,, l, der absoluten Fläche schneiden; denn dann sind g\ und gl2 Tangentialebenen derselben und ihre absoluten Pole liegen in l, respective l, selbst oder die absolut conjugirten g*, g’* schneiden auch l, sowohl als l,. Das Doppelverhältniss der Reihe (l, . gg’g^g'*) ist dem des Büschels (?i . ^g’*gg') also auch dem der Reihe (l, . g*g‘*gg‘) gleich oder g, 9'i 9*i 9 * gehören zu einer Regelschaar und haben daher unendlich viele gemeinsame Transversalen oder g und g' unendlich viele

LXXII               Zusatz zum ersten Bande. gemeinsame Normalen, in denen allen sie gleiche Distanzen bestimmen. Das Hyperboloid gg' g*g'* hat mit der absoluten Fläche äusser 7,, l, noch zwei Erzeugende der andern Regelschaar h, , h2 derselben gemein, d. h. je zwei der gemeinsamen Normalen der Geraden g, g' sind unter sich in demselben Sinne parallel, weil auch die Doppelverhältnisse gleich gross sind, die auf ihnen durch g, g', h,, h, bestimmt werden. In diesem Sinne heissen also zwei Gerade parallel, wenn sie die nämlichen zwei geraden Erzeugenden der absoluten Fläche schneiden; und man findet die Parallelen zu g durch P, indem man die Transversalen der Paare 7, , 72 und h,, h2 in den beiden Regel-schaaren der absoluten Fläche, welche g schneiden, aus P bestimmt. Sie fallen in eine zusammen, wenn P in der absoluten Polare g* von g liegt. Parallelen in diesem Sinne bilden mit jeder ihrer Transversalen zwei gleiche Winkel; durchläuft P eine Gerade g', so bilden die entsprechenden Parallelen zu g eine Regelfläche von der Krümmung Null, etc. In der parabolischen Geometrie oder für die absolute Fläche als Kegelschnitt (imaginärer Kugelkreis der Euklid’schen Geometrie) fallen beide Auffassungen zusammen, und auch die ihnen getrennt entsprechenden Eigenschaften treten vereint auf, soweit sie ihren Sinn nicht verlieren.

Auch die in Art. 231 gegebenen Beispiele zur Theorie der Metrik lassen sich leicht vermehren, z. B. im Anschluss an das aus gleichwinkligen Ebenenbüscheln entstehende Hyperboloid. Drei gleichwinklige Ebenenbüschel erzeugen durch ihre entsprechenden Ebenentripel eine Raumcurve dritter Ordnung, deren Beziehung zu dem Orte der Schnittpunkte respective der Enveloppe der Verbindungsebenen entsprechender Strahlen in congruenten Bündeln oder Ebenen zu untersuchen ist. Setzt man aber an Stelle der Büschel von Ebenen mit gleicher solche von Ebenen mit verhältnissgleicher Winkelgeschwindigkeit, so entstehen windschiefe Regelflächen höherer Grade und algebraische Raumcurven. Mit dem gemeinschaftlichen Strahle als Anfangslage in der Ebene gehört dieser dem Erzeugniss an. Für t : 2 und perspectivische Lage entsteht der Kreis respective die Hyperbel von 120° Asymptotenwinkel, bei der für die Axenlänge 2a die Brennpunkts- und Directrixendistanz 4a und a, die Distanz der Spitzen der Evolute 8 a und der Parameter 6 a, endlich (mit aV2 statt aiV2) der den Orthogonalkreis vom Halbmesser vertretende Symmetriekreis seines Orthogonal Systems die metrische Specialität markiren.

Ich will nur noch bemerken, dass die Evolute und die Ori-ginalcurve, respective Fläche der Centra und Originalfläche Berührung in einer Gruppe von Punkten respective längs einer Curve und Schnitt in einer andern zeigen; der Zusammenhalt der Art. 89, 90, 195 f. in Bd. 1 lehrt, dass die Berührungscurve die in Art. 44 des Bd. 2 allgemein und in Art. 146, Bd. 1 für Flächen zweiten Grades erwähnte Curve ist, nämlich zugleich der Ort der Punkte von verschwindenden Hauptkrümmungsradien. Auch diese Verhältnisse verdienen nähere Erörterung und haben sie noch nicht gefunden. (Vergl. nur „Höhere Curven" Art. 142.)

	
I.    Kapitel.



Allgemeine Theorie der Flächen.

	
	
I.    Abschnitt. Einleitung.


	
1.    Indem wir für ein späteres Kapitel eine mehr in das Detail eingehende Untersuchung der allgemeinen Eigenschaften der Flächen vorbehalten, gedenken wir hier einen Abriss derjenigen Theile dieser allgemeinen Theorie zu geben, welche sich mit der mindesten Mühe ableiten lassen.







Sei die allgemeine Gleichung der Fläche in der Form:

A

+ Bx + Cy + Bz

+ Ex? + Fy2 + Gz2 + 2llyz + 2Kzx + 2Lxy

+ etc. = 0

geschrieben, oder, wie es zur Abkürzung vorzugsweise geeignet ist:

U = u^ + u(l) + u^ + u(9) + etc. = 0, wo u(n) die Vereinigung der Glieder vom nten Grade in der Gleichung bezeichnet.

Diese Form bezieht sich auf Cartesische Punktcoordinaten, und mit Vertauschung der x, y, z mit den §, n, § respective würde sie eine Fläche in Plücker’schen Ebenencoordinaten darstellen. Denken wir die Fläche in projectivischen Coordinaten Xi oder Si ausgedrückt, wodurch sie mit allen ihr collinearverwandten Flächen in einen Ausdruck zusammengefasst wird (vergl. Bd. I, Art. 40, 1), so kann dieser in den xi geschrieben werden — und ganz analog in den §i, wenn die Fläche als Ebenengebilde aufgefasst wird — wie folgt

Ax^ + (Bxr + Cx^ + Dz^ «,‘- + (Ex^ + Fx22 + Gx2

+ 2 Hx,2, + 2 Kx,2, + 2 L2,x2) x," 2 -- ... = 0, und es ist statthaft, dieselbe Abkürzungsform ulo)—u(1)—u(2) —==0 zu gebrauchen.

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Aufl.

Anderseits stellen wir diese Gleichung durch f(xn} == 0 als eine homogene Function vom Grade n und von den vier Variabein 21, X2, 23, 24, respective durch g (s") = 0 in Ebenencoordinaten dar und in Form einer Entwickelung durch

f(xn) — x —, 7. : a, ..... ,, ... , . . . a,n, X^- x,7, x,7a =0, “ 7      W1!N,!n,!N4! 11            44 1 - 5 4

Hy n, n, n, in welcher Form 21, 22, 23, 24 alle die ganzen und positiven Zahlenwerthe anzunehmen haben, für welche n{ — 2,+23—4 = n ist. In dieser Schreibart wird f(xn) zur Entwickelung der nten Potenz der linearen Function von vier Variabein Xi, wenn man setzt

d,-. .... aa. 4- = a," a," «1," a," ,

	
	
	
	
2,    n, ng 74









und durch Einführung der Symbolik

	
	
	
	
	
a,    21 — a, x, — a3 23 — a, X4 = ax und entsprechend ba, Cx, etc. ergiebt sich als die symbolische Form der allgemeinen Gleichung einer Fläche in projectivischen Punktcoordinaten und in projectivischen Ebenencoordinaten











a," — 0 oder b,” = 0, etc., und «;" = 0 oder ß^n = 0, etc.1)

In der ersten Ausdrucksform besteht u^ aus einem Gliede, u(1) enthält drei, u(2) sechs Glieder, etc., und die Gesammtzabl der Glieder in der allgemeinen Gleichung ist die Summe von (n — 1) Gliedern der Reihe 1, 3, 6, 10, etc., d. i.

(n + 1) (n + 2) (n + 3)

	
	
	
	
	
	
1.2.3 -













Die Zahl der zur Bestimmung einer Fläche vom nten Grade nothwendigen Bedingungen ist um Eins kleiner als diese Anzahl, d. h.

n (n2+ 6n + 11)

6

Wir nennen die durch

f(xn) = a^1 = 0, oder durch p (g") = af = 0 dargestellte Fläche eine algebraische Fläche nter Ordnung respective nter Klasse, weil sie in Verbindung mit der einen linearen Gleichung

	
	
	
	
	
b,    = 0 oder ße = 0











eine algebraische Curve nter Ordnung respective einen algebraischen Kegel nter Klasse, oder weiter, weil sie in Verbindung mit zwei linearen Gleichungen

be == 0,  & = 0, oder ßs = 0, 75 = 0

eine Reihe von n Punkten respective ein Büschel von n Ebenen darstellt, welche zugleich der geraden Linie und der Fläche angehören.

Es bestimmen also drei Punkte oder Ebenen eine Ebene oder einen Punkt, neun Punkte oder Ebenen eine Fläche zweiten Grades, neunzehn Punkte eine Fläche dritter Ordnung und neunzehn Ebenen eine Fläche dritter Klasse, etc.

Eine gerade Linie liegt in einer gegebenen Fläche nter Ordnung, wenn sie mit ihr (n — 1) Punkte gemein hat, und die Bedingung, eine gegebene Gerade zu enthalten, zählt für (n — 1) Bedingungen. Darum enthalten die Flächen von höherer als der dritten Ordnung im Allgemeinen keine Geraden2).

Die Theorie der Elimination lehrt auch, dass drei Flächen von den respectiven Ordnungen n, p, q sich in np q Punkten durchschneiden, oder dass die Durchschnittscurve zweier Flächen von den Ordnungen n und p von einer Fläche qln' Ordnung in np q Punkten, von einer Ebene also z. B. in np Punkten geschnitten wird. Eine solche Curve heisse von der Ordnung np.

Wenn durch beliebige

(n + 1) {n + 2) (n + 3)   9

6                 -

Punkte eine Reihe von Flächen nter Ordnung gelegt wird, so schneiden sich alle diese Flächen in einer und derselben Curve. Denn sie sind alle durch die Gleichung

U+ AV = 0 darstellbar, in welcher U und V diejenigen Polynome nten Grades bezeichnen,, welche mit Null verglichen die Gleichungen zweier unter jenen Flächen darstellen. Sie enthalten also die Curve (Basis des Büschels)

U =0, V = 0.

Jede von ihnen ist durch einen einzigen dieser Curve nicht angehörigen Punkt bestimmt, den sie enthalten soll. Dies ist der Grundcharakter eines Büschels von Flächen nter Ordnung, respective einer Schaar von Flächen nter Klasse.

Ein Büschel von Flächen dritter Ordnung ist bestimmt durch achtzehn, ein solches von Flächen vierter Ordnung durch drei-unddreissig Punkte.

Ferner: Alle Flächen nter Ordnung, die durch (n + 1) (n + 2) (n + 3)    ,

-----------6------ beliebige Punkte gehen, schneiden sich äusser in jenen noch in anderen

3 i , (n + 1) (n + 2) (»+ 3)

festen Punkten. Beispielsweise alle Flächen zweiten Grades, die durch sieben Punkte gehen, in einem achten Punkte. (Bd. I, Art. 131.) Denn die Gleichungen aller dieser Flächen sind in der Form

U+AV+W =0

enthalten, in welcher U, V, W diejenigen Polynome nten Grades bezeichnen, welche gleich Null gesetzt drei jener Flächen reprä-sentiren. Die Zahl der denselben gemeinschaftlichen Punkte ist 23, und daraus entspringt der Satz. Da die Gleichung des Systems zwei Constanten explicite enthält, so kann durch jedes gegebene Paar von Punkten im Baume eine jener Flächen gelegt werden. Man nennt die Gesammtheit dieser Flächen ein Netz oder Bündel oder lineares Gebilde zweiter Stufe von Flächen nter Ordnung, und dass je eine Fläche des Netzes durch zwei willkürlich gegebene Punkte geht, ist die charakteristische Eigenschaft der Netze von Flächen. Alle diejenigen Flächen eines Netzes, welche durch denselben Punkt des Baumes gehen, bilden ein Flächenbüschel.

Man kann diese Betrachtungen fortsetzen, zunächst auf Flächen nter Ordnung von der allgemeinen Gleichungsform

U+V+uW + vT= 0, oder lineare Gebilde dritter Stufe; dies sind Flächen, deren je eine durch drei beliebige Punkte bestimmt werden kann nach der Zahl der Constanten 2, u, v. (Vgl. Bd. I, Art. 36.) Man hat vorgeschlagen eine solche Flächenfamilie als ein lineares System zu benennen, und sieht leicht, dass alle die Flächen des Systems, welche durch denselben Punkt gehen, ein Netz, und alle die, welche dasselbe Paar von Punkten enthalten, ein Büschel bilden.

	
	
	
2.    Durch die projectivische Verbindung der Flächensysteme, die wir als Büschel, Bündel oder Netze, lineare Systeme, etc. bezeichnet haben, können algebraische Flächen und Curven erzeugt werden, in der Weise, wie die Regelflächen zweiten Grades durch die Verbindung von zwei projectivischen Ebenenbüscheln entstehen. Die projectivische Verbindung erfordert bekanntlich, dass jeder Fläche des einen Systems eine und nur eine Fläche des andern entspricht und dass die Gebilde gleicher Stufe einander entsprechen; sie erlaubt also für ihren analytischen Ausdruck die Annahme (vergl. für genauere Begründung Art. 13), dass die Gleichungen entsprechender Flächen durch dieselben Werthe der in den Gleichungen der Systeme auftretenden correspondirenden Parameter gegeben werden; so dass projectivische Flächenbüschel nter und pter Ordnung durch







Ul) + AVO) = 0, U() + AVO) = 0, projectivische Bündel oder Netze durch

U(n) + AVO) + uW’n) = 0, U^ + AVO) + uW() = 0 dargestellt werden können. Die Elimination des Parameters A zwischen den Gleichungen zweier projectivischer Flächenbüschel von den respectiven Ordnungen n und p giebt die Gleichung einer algebraischen Fläche von der Ordnung (n — p), welche der Ort aller der Curven ist, die die entsprechenden Paare der Flächen beider Büschel gemein haben, in der Form

U(n), yw

U(), V() = 0

Ebenso entspringt aus der Elimination der Parameter 1 und u zwischen den Gleichungen von drei projectivischen Netzen oder Bündeln von Flächen der respectiven Ordnungen n, p, q die Gleichung einer algebraischen Fläche von der Ordnung (n — p — q), welche der Ort aller der Punkte ist, die je drei entsprechenden Flächen dieser Bündel gemeinsam angehören, in der Form

U^} V(n), W^ U(p), y(^ yy^ = o. U^\ V(), W()

Die Form der ersten Gleichung zeigt, dass die entstehende Fläche die beiden Basiscurven der Büschel enthält; die der zweiten, dass die Fläche, welche drei projectivische Bündel hervor-bringen, die Gruppen der Basispunkte derselben enthält.

Drei projectivische Flächenbüschel

U)+V() = 0, U)+V(P) = 0, U+V() - 0 erzeugen als Ort der Schnittpunkte von je drei entsprechenden Flächen eine Curve, die auf den Flächen, welche sie paarweis erzeugen,

U(n), V(n) U(p), V(p)]          U(,V()

U(P), V(p) = 0, U(, V() = 0, U(), V() = 0 zugleich liegen muss; da nun die beiden ersten z. B. die Ordnungszahlen (n — p) und (p — q) haben und die Schnittcurve der Flächen U(P) = 0-, V(») = 0 von der Ordnung p2 ihnen gemeinsam ist, ohne der dritten anzugehören, so kann die zu allen drei Flächen gemeinsame Curve nur von der Ordnung (n — p) (p — Q) —p2 = nP — Pi — qn sein. Drei projectivische Ebenenbüschel bringen so eine Curve dritter Ordnung hervor. Die entsprechenden projectivischen Büschel in drei projectivischen Flächen-bündeln der vorgedachten Art erzeugen eine unendliche Zahl von Curven der Ordnung (np — pq — qn), welche sämmtlich der durch diese Bündel hervorgebrachten Fläche von der Ordnung (n — P — q) angehören, beispielsweise unendlich viele Raum-curven dritter Ordnung in der Fläche dritter Ordnung aus drei projectivischen Ebenenbündeln.

Betrachten wir aber ferner zwei projectivische Flächenbündel von den Ordnungen n und p, so erzeugt jedes Paar entsprechender und daher projectivischer Flächenbüschel in ihnen eine Fläche von der Ordnung (n — p), und die Gesammtheit der so erzeugten Flächen (n — p)ter Ordnung bildet ein Netz, weil durch einen beliebig gewählten Punkt des Baumes nur zwei entsprechende Flächen der Bündel R^P und R^ gehen und somit durch zwei beliebige Punkte nur eine Fläche jenes Systems geht, nämlich die, welche erzeugt wird von dem Büschel der durch sie gehenden Flächen R^P, S^P des ersten Netzes mit dem ihm projectivischen Büschel R^p\ S^P der durch die beiden Punkte gehenden Flächen des zweiten Netzes. Die Combination dieser zwei Paare R, S mit einem dritten derselben Art T, welches aber nicht einem der vorigen Büschel angehört, zeigt, dass die durch das erste mit dem zweiten Büschel erzeugte Fläche mit der durch das erste und dritte hervorgebrachten Fläche eine Curve von der Ordnung np gemein haben, und dass sich daher diese mit der durch das zweite und dritte Büschel erzeugten Fläche in einer Curve von der Ordnung (n — p)2 — np d. h. gleich (n2 — p2 — np} durchschneiden muss, die allen Flächen des Bündels von der Ordnung (n — p} gemein ist.

Die durch drei proj ectivische Bündel erzeugte Fläche der Ordnung (n — p — g) enthält deshalb auch drei Raumcurven von den Ordnungen n2 — p2 — np, p2 — 22 — pq^ q2 — n2 — qn respective, welche in der eben angegebenen Art entstehen.1)

	
	
	
3.    Aber auch zwei projectivische Flächenbündel können so mit einander verbunden werden, dass sie eine Fläche durch den Schnitt entsprechender Elemente erzeugen, nämlich wenn man den Durchschnittscurven der Flächenpaare des ersten die Flächen des zweiten eine einer und umgekehrt entsprechen lässt, oder nach dem Typus der Reciprocität;2) die Zahl beider ist dieselbe zweifach Unendliche. Dann entspricht jeder Fläche des einen Bündels ein Büschel von Flächen im andern, und wenn man die beiden Bündel als von den Ordnungen n und p durch die Gleichungen







U(n) + iyM + ^WW = o, U.) + A, V(p) + M, W) = 0 dargestellt hat, so muss zwischen den Parametern A, u, 2,, M, eine Relation solcher Art bestehen, dass zwei Werthepaaren U, p’ A", u" der ersten ein bestimmtes Werthepaar 21, u, der letztem entspricht, also eine Relation von der Form

(A 2 + B ü —+ C) A, —+ (D a + E u —- F)u, —+ GA —- H u —+ K = 0.

Für einen Punkt der erzeugten Fläche bestehen dann die Gleichungen

U0) + / V(n) + u w (n) = o, U() + r V() + p"w^ = o, (A a + B u —+ C ) 21 —- (D Z + E u -+ F) M, —+ G A + Hu + K = 0, (Ax + Bu +C)1,+(DX + Fp —|— F} Mi + G a -{-Hp + K = 0,

U) + 2, V(P) + MW() = 0.

Die beiden ersten derselben lassen die p', p" ausdrücken, und die Substitution ihrer Aequivalente in die dritte und vierte Gleichung giebt die beiden Relationen

{(A wo) — B 7«) U + CW (n) — B UM } 2, + { (D w ()— E VM} x + FWM—EUM} ^(G-WM—HVM) X’ +KW M—HUM = 0,

{ (A w (") — B V(n) r + C W W—B U^ }A,—{ (D W (") — EV ("))A"

+ FW^—EU^} u,+(G w^—HV^)X"^K W ()— HU^ = 0, und diese mit der letzten der vorigen Bedingungsgleichungen verbunden giebt durch die lineare Elimination von 11, M, das Verschwinden einer Determinante, aus welcher durch Zerlegung nach den Horizontalreihen der zusammengesetzten Elemente die A‘, A" entfernt werden, indem sie bei Vertauschung der Horizontal- und Verticalreihen die Form annimmt


(V — A")



U^, GWM — HV^n\ KW^ — HUM V(), AWM — BV<n\ CWM — BUM W(p), DW()—EV(), FW^—EU^

und durch die abermalige Zerlegung nach den zusammengesetzten Verticalreihen


(V—A")W(n)




U^, H, G

Vu), B, A

W^, E, D




U(n)—




U^\ K, H

V(p), C, B

W^\ F, E




V (")—




U^, G, K W, A, C W^\ D, F




W(n)



Wir nennen solche Bündel projectivisch reciprok im Gegensatz zu den projectivisch collinearen und sehen also, dass zwei solche Bündel von den Ordnungen n und p eine Fläche von der Ordnung (n — p) hervorbringen, welche durch die Basispunkte beider Bündel (an Zahl n5 — 23) hindurchgeht. Ihre Gleichung erscheint auch — wie es die Beciprocität der beiden Bündel fordert, entsprechend der nach 2, u geordneten Projectivitäts-relation — in der Form


U^n\ F, C VM} D, A W(), E, B




U^ —




U^n\ K, F

V0), G, D

W^n\ H, E




V(P) —




UM, C, K VM} A, G WM} B, H




W^ === 0.



In dieser Weise entstehen die Flächen zweiten Grades durch die Verbindung von zwei projectivisch reciproken Ebenenbündeln oder von Ebenenbündeln mit Strahlenbündeln; und eine Fläche dritter Ordnung kann erzeugt werden durch ein Bündel von Flächen zweiter Ordnung und ein ihm projectivisches Strahlenbündel. Die Ausdehnung auf Gebilde höherer Stufen ist ohne Schwierigkeit.

	
	
	
4.    Wir kehren zur Betrachtung einer Fläche zurück. Man kann die allgemeine Gleichung in Cartesischen Coordinaten iu die Form einer Polargleichung überführen, indem man die Substitutionen 9 cos «, 9 cos ß, 9 cos y für x, y, z respective ausführt, und erhält dadurch eine Gleichung vom nten Grade, aus der n Werthe des Radius vector bestimmt sind, die einer gegebenen durch die Winkel «, ß, y bezeichneten Richtung desselben entsprechen.







Wenn der Anfangspunkt der Coordinaten in der Fläche liegt, so ist u^ == 0 und eine der Wurzeln der letztgedachten Gleichung ist 9 = 0.

Eine zweite Wurzel derselben Gleichung nimmt den Werth Null an, wenn die Bedingung

B cos « — C cos ß — D cos y = 0 erfüllt ist, die durch Multiplication mit 9 in die Form übergeht

Bx + Cy + Dz = 0

und also ausdrückt, dass der Radius vector in der Ebene

u() = 0

enthalten sei. Es ist keine andere Bedingung zu erfüllen, damit der Radius vector die Fläche in zwei auf einander folgenden Punkten schneide.

Wir erkennen so, dass im Allgemeinen durch einen willkürlich gewählten Punkt einer Fläche unendlich viele Radien vectoren gelegt werden können, welche in ihm zwei zusammenfallende Punkte mit derselben gemein haben, d. i. unendlich viele Tangenten der Fläche; alle diese Tangenten liegen in einer durch die Gleichung

^ = 0 bestimmten Ebene, welche die Tangentenebene der Fläche in jenem Punkte genannt wird.

	
	
	
5.    Der Durchschnitt einer Fläche mit einer ihrer Tangentenebenen ist eine Curve, welche den Berührungspunkt zum Doppelpunkt hat.3) (Vergl. Bd. I, Art. 128.)







Jeder Radius vector, welcher in der Tangentenebene liegt, ist auch ein Radius vector der durch sie mit der Fläche gebildeten Schnittcurve, und da jeder von diesen Radien die Schnitt-curve im Coordinatenanfang in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet (Art. 4), so ist dieser nach der Definition ein Doppelpunkt derselben. Man hat ein Beispiel dieses Gesetzes bei dem einfachen Hyperboloid kennen gelernt, als welches durch jede seiner Tangentenebenen in einem Kegelschnitt mit Doppelpunkt, d. h. in zwei geraden Linien, geschnitten wird. Der Berührungspunkt der Tangentenebene einer Fläche zweiter Ordnung von der Species ohne reelle Gerade ist ebenso als der Durchschnittspunkt von zwei imaginären geraden Linien zu betrachten.

Aus unserer jetzigen Betrachtung folgt umgekehrt, dass jede Ebene, die eine Fläche in einer Curve mit Doppelpunkt schneidet, als eine Tangenten ebene der Fläche anzusehen ist, welcher jener Doppelpunkt als Berührungspunkt entspricht; dass sie eine doppelte Tangentenebene heissen muss, wenn der besagte Durchschnitt zwei Doppelpunkte enthält, und eine dreifache Tangenten ebene, wenn drei Doppelpunkte ihm angehören.

Da die Gleichung einer Ebene drei unabhängige Constanten enthält, so ist es immer möglich, eine Ebene so zu bestimmen, dass sie drei gegebenen Bedingungen genügt, und es kann daher eine endliche Anzahl von Ebenen gefunden werden, welche eine gegebene Fläche in einer Curve mit drei Doppelpunkten schneiden, d. h. jede Fläche hat im Allgemeinen eine bestimmte Zahl von dreifachen Tangentenebenen.

Sie besitzt auch unendlich viele Doppeltangentenebenen, und es wird durch dieselben als der Ort ihrer Berührungspunkte eine Curve auf der Fläche bestimmt. Die Ordnung dieser Curve und die Zahl der dreifachen Tangentenebenen werden weiterhin untersucht.

	
	
	
6.    Durch einen in einer Fläche willkürlich gewählten Punkt können im Allgemeinen zwei gerade Linien so gezogen werden, dass sie mit der Fläche drei zusammenfallende Punkte gemein haben.







Damit der Radius vector die Fläche in drei zusammenfallenden Punkten schneide, muss nicht allein wie in Art. 4 die Bedingung

B cos « — C cos ß — D cos 7 = 0, sondern auch die andere

E cos2 a — F cos2 ß — G cos2 y

— 2H cos ß cos 7 — 2K cos 7 cos « — 2 L cos « cos.ß = 0 erfüllt sein. Wenn beide Bedingungen erfüllt sind, so ist die Gleichung nten Grades, durch welche Q bestimmt wird, — da A auch gleich Null ist — durch 93 theilbar und hat daher drei ihrer Wurzeln gleich Null.

Nun drückt die erste Bedingung aus, dass der Radius vector in der Tangentenebene u(1) = 0 liegt, und die zweite sagt, dass er der Fläche «(2) = 0 oder

Ex? + Fy2 + G22 + 2Hyz + 2Ksx + 2Lxy = 0 angehöre, welche ein Kegel zweiten Grades ist.

Da jeder solche Kegel von einer durch seinen Scheitel gehenden Ebene in zwei geraden Linien geschnitten wird, so können, der Behauptung gemäss, stets zwei die vorgeschriebenen Bedingungen erfüllende gerade Linien gefunden werden.

Jede durch eine dieser Linien gehende Ebene — die Tangentenebene ausgenommen, welche beide enthält — schneidet die Fläche in einer Curve, welche den Berührungspunkt zum Inflexionspunk t hat; denn ein in flexionspunkt ist ein Punkt, dessen Tangente die Curve in drei zusammenfallenden Punkten schneidet. Wir nennen deshalb die zwei durch jeden Punkt der Fläche gehenden geraden Linien, welche mit derselben in ihm drei zusammenfallende Punkte gemein haben, die Inflexions- oder Haupttangenten der Fläche in diesem Punkte.

Die Existenz solcher Linien kann überdies wie folgt nachgewiesen werden. Wir wissen, dass der Berührungspunkt in dem durch die Tangentenebene gebildeten Schnitt ein Doppelpunkt ist; es wird aber in der Theorie der ebenen Curven bewiesen, dass durch einen Doppelpunkt stets zwei gerade Linien gezogen werden können, welche die Curve in drei mit ihm zusammenfallenden Punkten schneiden. Das Gleiche gilt offenbar für dieselben Linien von der Fläche.

	
	
	
7.    Jenachdem das Paar seiner Tangenten reell und verschieden, zusammenfallend oder imaginär ist, gehört der Doppelpunkt der Querschnittscurve einer von drei verschiedenen Klassen an. Ihnen entsprechend ist die Berührung einer Ebene mit einer Fläche entweder eine solche, für welche der Berührungspunkt ein Knotenpunkt der Schnittcurve, d. i. ein Doppelpunkt mit reellen Tangenten, oder eine solche, für welche der Berührungspunkt eine Spitze oder ein Cuspidal punkt, d. i. ein Doppelpunkt mit zusammenfallenden Tangenten, oder eine solche, für die der Berührungspunkt ein conjugirter Punkt ist, d. h. ein Doppelpunkt mit imaginären Tangenten; mit andern Worten: die Inflexionstangenten des Berührungspunktes cha-rakterisiren die Art der Berührung.







Wenn wir anstatt der Tangentialebene mit Dupin4) eine ihr parallele und unendlich nahe Ebene betrachten, so kann der Schnitt dieser Ebene mit der Fläche als eine Curve zweiter Ordnung betrachtet werden, welche entweder eine Ellipse oder Hyperbel oder im Grenzfall ein vom Berührungspunkt gleich entferntes Paar paralleler Geraden sein wird; Dupin hat diese Curve die Indicatrix genannt. Wir denken den betrachteten Punkt der Fläche als Anfangspunkt der Cartesischen Coordinaten x, y, z, und die letztere als Normale der Fläche, so dass x, y in der Tangentialebene liegen; betrachten wir dann x und y als Unend-lichkleine der ersten Ordnung und somit z als ein Unendlichkleines der zweiten Ordnung, und vernachlässigen wir die Unendlichkleinen, welche von höherer als der zweiten Ordnung sind, so reducirt sich die Gleichung der Fläche für constantes z, d. h. die Gleichung des bezeichneten Querschnittes, auf die Form

z + ax2 + 2bxy + cy2 = 0,

die Gleichung der Indicatrix; sie stellt, jenachdem ac — 62 positiv, negativ oder gleich Null ist, eine Ellipse, Hyperbel oder ein Paar von parallelen Geraden dar*).

Wenn die Punkte der Fläche nach der Natur der Indicatrix als elliptische, hyperbolische und parabolische Punkte bezeichnet werden, also jenachdem der erste, zweite oder dritte Fall stattfindet, so lässt sich wie weiterhin geschieht zeigen, dass im Allgemeinen die parabolischen Punkte nur längs einer Curve auf der Fläche auftreten, welche die Region der elliptischen Punkte von der Region der hyperbolischen Punkte trennt.

*) Dieses kann auch so ausgedrückt werden: Wenn die Ebene der xy die Tangentialebene und die Gleichung der Fläche in der Form z = H (x, y) ausgedrückt ist, so ist der Anfangspunkt ein elliptischer, hyperbolischer oder parabolischer Punkt, jenachdem
[image: ]

ist; man findet leicht, dass dies mit dem im Text mitgetheilten Kennzeichen äquivalent ist. Wir gehen nicht näher darauf ein, weil es selten vorkommt, dass die Gleichung der Fläche in der entsprechenden Form gegeben, d. h. z explicite als Function von x und y ausgedrückt ist.

Im Falle einer Fläche zweiter Ordnung ist für die wie vorher gewählten Axen die Gleichung der Fläche

2+Ax + 2Bxy + Cy2 + 2Dxz + 2Ey^ + Fz2 = 0, und dieselbe geht für x, y als Unendlichkleine der ersten und daher z als Unendlichkleines der zweiten Ordnung in

= + Ax2 + 2Bxy + Cy2 = 0 über, also für z als eine Constante in eine Gleichung, welche die vorher gefundene Form der Gleichung der Indicatrix einer Fläche beliebiger Ordnung hat. Wenn man in der Originalgleichung derselben z als eine gegebene Constante betrachtet, so reprä-sentirt dieselbe Gleichung den Schnitt der Fläche mit einer zur Tangentenebene parallelen Ebene, liefert aber nicht die eigentliche Gleichung der Indicatrix. Nehmen wir an, dass die Fläche von der dritten oder einer höheren Ordnung wäre, so dass äusser den geschriebenen Gliedern noch die Glieder (x, yf^ etc. in ihrer Gleichung aufträten, so müssten wir, damit wir die Gleichung der Indicatrix als Gleichung einer Curve zweiten Grades erhalten, nothwendig diese Glieder von der dritten Ordnung vernachlässigen und es hätte keinen Sinn, die Glieder 2Dxz — 2Eyz, welche auch von der dritten Ordnung unendlich klein sind, und das Glied Fz2 zu berücksichtigen, welches von der vierten Ordnung ist.5)

Wenn wir in dem Falle einer hyperbolischen Indicatrix die Parallelebene zur Tangentialebene mit dieser selbst zusammenfallen lassen, so geht die Hyperbel in ein Paar von reellen Geraden durch den Berührungspunkt über, nämlich in die In-flexionstangenten des Art. 6.

Und allgemein können die beiden Inflexionstangenten als die reellen oder imaginären Asymptoten der Indicatrix als in der Tangentialebene liegend betrachtet werden; insofern hat man sie mit Recht als die asymptotischen Linien der Fläche in diesem Punkte bezeichnet. Wenn man von irgend einem Punkte auf der Fläche längs einer dieser Linien zu einem Nachbarpunkte und von diesem längs der nächstfolgenden seiner asymptotischen Linien zum zweiten Nachbarpunkte geht, und so fort, so erhält man eine Curve; und wir haben somit auf der Fläche zwei Reihen von Curven, welche asymptotische oder Haupttan-genten-Curven derselben zu nennen sind und nur in der Region der hyperbolischen Punkte reell erscheinen. Im Falle einer Fläche zweiten Grades sind sie die beiden Schaaren von geraden Linien in der Fläche.

	
	
	
8.    Ans der bekannten Gleichung der Tangentenebene für den in der Fläche gelegenen Anfangspunkt der Coordinaten leiten wir durch einfache Transformation der Coordinaten die Gleichung der Tangenten ehe ne in einem beliebigen Punkte der Fläche ab. Wir erkennen genau in derselben Art, wie im Art. 62 des ersten Bandes, dass dieselbe in jeder der beiden Formen







(—,) 45 + 0—4, +(-) 4!- 0, oder

	
	
	
9.    Wenn hiernach gefordert ist, die Tangentenebene in einem dem Anfangspunkt unendlich nahe liegenden Punkte der Fläche z + Ax?+ 2Bxy + Cy2-}- 2Bx^ + 2Eyz + Fz2 + etc. = 0 zu bestimmen, so haben wir x', y' als so klein voraus zu setzen, dass ihre Quadrate vernachlässigt werden können, während zugleich, da der nächstfolgende Punkt der Tangentialebene angehört,







*‘ = 0

oder genauer gesprochen, wie es die Gleichung der Fläche zeigt, z‘ eine Grösse der nämlichen Ordnung mit den Quadraten von x und y' ist. Damit wird ebensowohl aus der Formel des letzten Art., als durch die directe Einführung von x — x', y — y' für x und y und Vergleichung des linearen Theils der transformir-ten Gleichung mit Null, die Gleichung der nächstfolgenden Tangentialebene in der Form

. = + 2(Ax‘ + By'^x + 2(Bx' + Cy'^y = 0 gefunden. Nun bezeichnet aber („Kegelschnitte“ Art. 100)

(Ax' + By^x + (Bx' + Cy')y = 0 denjenigen Durchmesser des Kegelschnitts

Ax? + 2Bxy + Cy2 = 1, welcher dem nach dem Punkte (x , y') gezogenen conjugirt ist. Man hat also den Satz: Jede Tangentenebene einer Fläche wird durch eine nächstfolgende Tangentenebene derselben in demjenigen Durchmesser der Indicatrix geschnitten, der zu der durch die Wahl des nächstfolgenden Punktes bestimmten Richtung conjugirt ist.

Dies ist aus Dupin’s Anschauung auch geometrisch evident. Denn wenn wir annehmen, dass die dem gegebenen nächstfolgenden Punkte in einem unendlich kleinen Kegelschnitt liegen, so geht die Tangentenebene in einem von ihnen nothwendig durch die zugehörige Tangente dieses Kegelschnitts; diese letztere fällt aber beim Uebergang zur Grenze mit dem Durchmesser des Kegelschnitts zusammen, welcher zu dem durch den gewählten Punkt der Peripherie bestimmten conjugirt ist, Weil sie diesem con-jugirten Durchmesser parallel und unendlich wenig von ihm entfernt ist.

Darnach können alle Tangenten einer Fläche, die in einem gegebenen Punkte derselben an sie gelegt sind, in Paare so vertheilt werden, dass die Tangentenebene der Fläche an dem nächstfolgenden Punkte einer jeden von ihnen die jedesmalige andere enthält. Die so auf einander bezogenen Tangenten werden conjugirte Tangenten genannt; ihre Paare bilden eine Involution.

In dem Falle, in welchem die zwei Inflexionstangenten reell sind, ist die Relation zwischen je zwei conjugirten Tangenten eines andern Ausdrucks fähig. Wenn man nämlich die Inflexionstangenten als die Axen der x und y wählt, welches mit der Einführung der Voraussetzungen A == 0, C = 0 in die vorige Gleichung identisch ist, so wird die Gleichung der nächstfolgenden Tangentenebene

z — 2B(x'y — xy') — 0.

Und da die geraden Linien

x = 0, y = 0, x y — xy' = 0, x'y — xy' = 0 ein harmonisches Rüschel bilden, so lernen wir, dass jedes Paar conjugirter Tangenten mit den Inflexionstangenten ein harmonisches Büschel erzeugt; d. i. die Inflexionstangenten sind die sich selbst conjugirten Strahlen des involuto-rischen Büschels, welches von den Paaren der conjugirten Tangenten gebildet wird. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 302, 7, und Art. 336.)

	
	
	
10.    In dem Falle, in welchem der Anfangspunkt der Coordi-_ naten ein parabolischer Punkt ist, kann die Gleichung der Fläche in die Form







z — Ay2 — etc. == 0 gebracht werden, und die Gleichung einer nächstfolgenden Tangentenebene ist

e + 2 Ay'y = 0.

Somit geht die Tangentenebene in jedem auf einen parabolischen Punkt nächstfolgenden Punkte durch die Inflexionstangente; und wenn der nächstfolgende Punkt in der durch y' = 0 bestimmten Richtung genommen wird, so fällt die entsprechende Tangentenebene mit der ursprünglichen zusammen. Demnach ist die Tangentenebene in einem parabolischen Punkte als eine Doppeltangentenebene zu betrachten; denn sie berührt die Fläche in zwei auf einander folgenden Punkten.6)

In dieser Hinsicht können parabolische Punkte in den Flächen auch als Analoga der Inflexionspunkte in den ebenen Curven betrachtet werden; denn in der Theorie der höheren ebenen Curven wird bewiesen, dass die Tangente im Inflexionspunkt in ganz gleicher Art als eine Doppeltangente anzusehen ist. Eine weitere Analogie zwischen parabolischen und Inflexionspunkten wird später dargelegt werden.

Da es nothwendig ist, einen Namen zu haben zur Unterscheidung von Doppeltangentenebenen, welche in zwei verschiedenen Punkten berühren, von den Doppeltangentenebenen der hier betrachteten Art, bei welchen die beiden Berührungspunkte zusammen fallen, so werden wir diese letzteren stationäre Tan-gentenebenen nennen; indem wir durch dieses Wort anzeigen wollen, dass die Tangentenebene bei der Bewegung, welche dem Uebergang von einem Punkte der Fläche zu einem andern entspricht, für einen solchen Punkt einen Augenblick in der nämlichen Lage bleibt. Aus demselben Grunde hat man die Tangenten in den Inflexionspunkten ebener Curven stationäre Tangenten derselben genannt.

	
	
	
11.    Wenn durch die Transformation des Anfangspunktes der Coordinaten in einen Punkt der Fläche nicht nur, wie bisher allein vorausgesetzt ward, u^ — 0 ist, sondern auch alle Glieder von zi^ verschwinden, so dass die Gleichung der Fläche (Art. 1) die Form







Ea?+Fy?+G22+2 Hy:+ 2 K:2+2Lzy+u9)+ etc. = 0 annimmt, so erkennt man in derselben Art, dass jede durch die- -sen Anfangspunkt gehende gerade Linie in ihm zwei zusammen fallende Punkte mit der Fläche gemein hat; derselbe ist dann als ein Doppelpunkt der Fläche zu bezeichnen.

Man sieht auch, dass eine durch diesen Anfangspunkt gezogene Gerade die Fläche in ihm in drei zusammenfallenden Punkten schneidet, wenn ihre Richtungscosinus der Bedingung

JE cos2 a — F cos2 ß + G cos2 y

+ 2 cos ß cos y — 2K cos y cos a — 2L cos a cos ß = 0 genügen; in andern Worten durch einen Doppelpunkt der Fläche gehen unendlich viele gerade Linien, welche mit der Fläche drei zusammenfallende Punkte gemein haben; sie bilden einen Kegel zweiten Grades, dessen Gleichung ist

u^ = 0.

Ueberdies schneiden sechs von diesen Linien die Fläche in vier zusammenfallenden Punkten, die Durchschnittslinien der beiden Kegel zweiter und dritter Ordnung u^ = 0, u(3) = 0.

Die Doppelpunkte der Flächen können nach der Zahl dieser geraden Linien eingetheilt werden, welche reell sind, nach dem Zusammenfallen von zweien oder mehreren unter ihnen, etc.; wir wollen aber nicht in diese Einzelheiten eingehen.

Der einzige specielle Fall, welcher erwähnt werden muss, entspricht dem Zerfallen des Kegels u^ = 0 in zwei Ebenen, und derselbe schliesst den noch specielleren ein, wo diese beiden Ebenen sich decken, d. h. wenn u^ ein vollkommenes Quadrat ist — biplanarer und uniplanarer Doppelpunkt.

	
	
	
12.    Jede einen Doppelpunkt enthaltende Ebene känn in gewissem Sinne als eine Tangentenebene der Fläche angesehen werden, weil sie die Fläche in einer Curve schneidet, die einen Doppelpunkt besitzt; in besonderer Art sind aber die Tangentenebenen des Kegels F2'1 = 0 als Tangentenebenen der Fläche anzusehen. Jede derselben schneidet die Fläche in einer Curve, für welche der Anfangspunkt der Coordinaten eine Spitze ist.







Dem conischen Doppelpunkt einer Fläche, welcher hiernach ein Punkt ist, durch den unendlich viele Tangentenebenen derselben hindurch gehen, die einen Kegel zweiten Grades bilden, entspricht im Allgemeinen in der Reciprokalfläche eine Ebene, welche diese in unendlich vielen einem Kegelschnitt angehörigen Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf.       2

Punkten berührt. Wenn der Doppelpunkt von der speciellen Art ist, welche am Ende des letzten Art. bezeichnet ward, oder ein Doppelpunkt im engeren Sinn, so entspricht ihm eine Doppeltangentenebene der Reciprokalfläche, welche zwei Berührungspunkte besitzt.

	
	
	
13.    Die in den vorhergehenden Art. unter der speciellen Voraussetzung, dass der Anfangspunkt der Coordinaten mit dem betrachteten Punkte zusammenfalle, erhaltenen Resultate übertragen und erweitern wir nun auf den Fall einer beliebigen Lage dieses Punktes.







Wir erinnern zuerst den Leser daran, dass immer eine begrenzte Anzahl gerader Linien bestimmt werden kann, welche vier Bedingungen genügen (also z. B. eine Fläche vierfach berühren), weil die Gleichungen einer geraden Linie vier Constanten enthalten (Bd. I, Art. 47, Anmerk.); während dagegen unendlich viele gerade Linien gefunden werden können, welche drei Bedingungen erfüllen (z. B. eine Fläche dreifach berühren), wobei dann diese Geraden eine gewisse Fläche erzeugen und die zugehörigen Be-rührungspunkte einen gewissen Ort auf der gegebenen Fläche bestimmen.

Wir kommen in einem späteren Kapitel auf die allgemeinen Probleme zurück, welche die Zahl der Auflösungen für vier gegebene Bedingungen und den Grad der erzeugten Fläche, sowie den Ort der Berührungspunkte für drei gegebene Bedingungen zu bestimmen verlangen.

In diesem Kapitel beschränken wir uns auf den Fall, in welchem die gerade Linie durch einen gegebenen Punkt gehen muss, der in oder äusser der Fläche gelegen ist; diese Bestimmung ist zweien Bedingungen äquivalent, und es können daher einfach unendlich viele gerade Linien, die einen Kegel bilden, so bestimmt werden, dass sie noch überdies einer andern Bedingung genügen, während nur eine begrenzte Zahl von solchen geraden Linien möglich ist, die ausserdem noch zwei Bedingungen erfüllen.

Wir bedienen uns der Untersuchungsmethode von Joachims-thal, welche in Bd. I, Art. 75 angewendet ist.

Wenn die tetraedrischen oder projectivischen Coordinaten zweier Punkte durch x,’, x^, x^, x± und x^', 22 , 23 , x± bezeichnet werden, so findet man die Punkte, in denen ihre gerade Verbindungslinie eine Fläche schneidet, durch die Substitution von

Ax, — ux,", Ax, — ux," etc. für 21, X2, etc.

in die Gleichung der Fläche. Das Resultat der Substitution ist eine Gleichung nten Grades in Bezug auf das Verhältnis A : u, deren Wurzeln die Verhältnisse der Segmente bestimmen, nach welchen die Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte durch die ihr angehörigen Punkte der Fläche getheilt wird. Und wenn A, : u, eine der Wurzeln dieser Gleichung ist, so sind die Coor-dinaten des entsprechenden Schnittpunktes der Fläche mit dieser Fläche durch

21 21 • — U, 21 , A1 X, — U, X, , 21 T3 — U1 23 } A1 XC4 — M, X4 dargestellt. Alles das wird dem Leser keinerlei Schwierigkeit bereiten, der die entsprechende Theorie für ebene Curven bewältigt hat. Das Resultat der fraglichen Substitution kann, wie bei dieser letzteren, in der Form

1

 Vergl. „Kegelschnitte“ (4. Aufl.) Art. 341.

2

 Vergl. Bd. I, Art. 46, Anmerkung.


2" U' + 2"—lud U‘+1, 2"—2u3A2 U' + etc. = 0 geschrieben werden, wo das Symbol d die Operation bezeichnet

d d d JC+ ——, — So ——, — SCo ——, "i  XC, ——, ’ -C2   1   4 dx2   1   5 dxa   1   * dxi

In Verfolgung der Analogie der ebenen Curven nennen wir die durch die Gleichung


, dU

“1 d^




— ^2
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dU . f dU -

——- + XC, —— = o dx3 1   4 dxi




dargestellte Fläche die erste Polarfläche des Punktes (x,', x,', x^, x,) oder xi; wir nennen

(x, 4. + a, 4 + xi 4 + xi 4)v =^U=O die zweite Polarfläche oder Polare und so weiter. Die Polarebene desselben Punktes ist


= AU‘=0.



Jede Polarfläche eines Punktes ist dann auch eine Polarfläche desselben Punktes in Bezug auf alle andern Polarflächen desselben, deren Grade den ihrigen übersteigen.

Diess erhellt besonders deutlich auch aus der Anwendung der symbolischen Bezeichnung, zu welcher die Darstellung in projectivischen Coordinaten Anlass gab (Art. 1).

o *

Die rte Polare eines Punktes x, oder Yi in Bezug auf eine Fläche nter Ordnung, welche symbolisch durch

a," = 0

dargestellt ist, erscheint in derselben Symbolik in der Form a,"—ra, = 0,

weil sie eine homogene Function vom rten Grade in den Coordi-naten des Pols und eine solche vom (n—r)ten Grade in denen der Polarfläche ist. Ebenso ist die ste Polare von Z; in Bezug auf die rte Polare von yi für eine Fläche nter Ordnung symbolisch

a‘- r— s ar azs _ Q

Man schliesst auch, dass die rte Polarfläche eines Punktes P in Bezug auf die r’te Polarfläche des Punktes P' für eine gegebene Fläche mit der r’ten Polarfläche von P in Bezug auf die rte Polarfläche von P' für dieselbe identisch ist. 7)

Wenn ein Punkt in der Fläche liegt, so berühren alle seine Polaren die ihm entsprechende Tangentenebene der Fläche; denn diese letztere ist seine Polarebene in Bezug auf die Fläche und somit auch die Polarebene in Bezug auf die verschiedenen andern Polarflächen, also ihre gemeinschaftliche Berührungsebene.

Man erkennt dies auch, indem man die Polare des Coordinatenanfangs in Bezug auf

u^ wn + u() wn-1 + u^ wn-2 + etc. = 0

nimmt, welche Gleichung durch Einführung der neuen Veränderlichen w homogen gemacht worden ist. Die Polarflächen des Anfangspunktes der Coordinaten werden durch Differentiation in Bezug auf diese neue Veränderliche erhalten, und somit die erste Polare in der Form

nu^ w-I + (n — 1) u() w"-2 + (n—2) u(2) wn~J + etc. = 0, und wenn daher u(0) = 0 ist, so sind die Glieder vom ersten Grade sowohl im Ausdruck der Fläche als in dem der Polare die durch u^ repräsentirten.

Denken wir die Flächen eines Büschels, so ergiebt sich aus dem linearen Eingehen der Coefficienten der Originalgleichung in die Entwickelung der Gleichung der rten Polarfläche eines Punktes, dass die yten Polarflächen eines Punktes für ein Flächenbüschel nter Ordnung ein Flächenbüschel von der Ordnung (n — r) bilden und so fort weiter für ein Bündel ein Bündel, für ein

lineares System ein lineares System von Flächen dieser Ordnung (n—r), etc. Die Polarebenen eines Punktes für die Flächen eines Bündels gehen also durch einen Punkt, die für ein Büschel durch eine Gerade. Die Theorie der Projectivität für Elementar-gebilde erster Stufe, d. h. für Ebenenbüschel, gerade Punktreihen 8) etc., besteht daher für Gebilde aus krummen Flächen irgend einer Ordnung resp. Classe fort mit denselben Parameter-Ausdrücken. (Vergl. Bd. I, Art. 39, 40.) In Folge dessen und nach Art. 2 ist der Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Flächen eines Bündels von der Ordnung n eine Fläche der Ordnung 3 (n — 1), auf der unendlich viele Curven von der Ordnung 3 (n — 1)3 liegen, den Büscheln im Bündel entsprechend.

	
	
	
14.    Wenn der Punkt xi‘ in der Fläche liegt, so verschwindet U‘, und eine der Wurzeln der Gleichung in A : u entspricht dem u = 0. Die Gleichung besitzt eine zweite Wurzel u = 0, oder die gerade Linie schneidet die Fläche in zwei in xi zusammenfallenden Punkten, wenn der Coefficient von A"-lu in der bezeichneten Gleichung verschwindet; und damit dies geschehe, ist es hinreichend und nothwendig, dass die xi" der Gleichung der Ebene


== 0









genügen; d. i. alle Tangenten einer Fläche, welche in einem gegebenen Punkte sie berühren, liegen in einer Ebene, deren Gleichung die eben geschriebene ist.

Indem man von der entsprechenden Gleichung in Carte-sischen Coordinaten die Identität


dU‘ , dU' dx' ' 3 dy'
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subtrahirt, erhält man die gewöhnliche Gartesische Gleichung der Tangentenebene

(— x) + (J—y) dU + (2—2) dU‘ = 0; dx 1           J dy 1dz 7

und nach dem Art. 43 des 1. Bandes kann man daraus unmittel-bar die Gleichungen der Normale ableiten

x—x' y—y' z — z‘ d l"      dU‘ — d U.’ ' dx'        dy'        dz'

Aus einem im vorigen Art. gegebenen Satze folgt, dass der Ort der Berührungspunkte einer Ebene mit den Flächen eines Bündels oder Netzes von der Ordnung n eine Curve von der Ordnung 3 (n — 1) ist.

Durch Anwendung der Entwickelung A U' = 0 auf die aus zwei projectivischen Büscheln von den Ordnungen n und p erzeugte Fläche der Ordnung (n + p) im Art. 2 beweist man leicht den Satz: Die Tangentialebene der erzeugten Fläche in einem Punkte der Basiscurve des einen der erzeugenden Büschel fällt mit der ihm entsprechenden Tangentialebene derjenigen Fläche dieses Büschels zusammen, welche der durch diesen Punkt gehenden Fläche des andern erzeugenden Büschels entspricht. Ein analoger Satz und Beweis gilt aber auch für die Erzeugung einer Fläche der Ordnung (n — p) durch zwei projectivisch reciproke Bündel oder Netze von den Ordnungen n und p: Die Tangentialebene der erzeugten Fläche in einem der Basispunkte des einen der erzeugenden Bündel fällt mit der entsprechenden Tangentialebene derjenigen Fläche dieses Bündels zusammen, welche der durch diesen Punkt gehenden Curve des andern erzeugenden Bündels ent-spricht.9)

	
	
	
	
	
15.    Die gerade Linie schneidet die Fläche in drei auf einander folgenden Punkten, oder die Gleichung, welche wir betrachten, hat drei dem Werthe u = 0 entsprechende Wurzeln, wenn äusser den Coefficienten von An und A"-1 u auch der Coefficient von An—2 u2 verschwindet, d. h. wenn die gerade Linie nicht nur auf der Tangentenebene, sondern auch in der Polarfläche zweiter Ordnung











/ d . d . d d 2      -
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V 1 dx i 1 - dx 2 1 das 1 * dx 4) gelegen ist. Nach Art. 13 berühren alle Polarflächen eines in der Fläche selbst gelegenen Punktes die Fläche in ihm; die Tangentenebene berührt somit die Polarfläche zweiter Ordnung und hat daher mit ihr zwei reelle oder imaginäre gerade Linien gemein; sie sind die beiden Inflexionstangenten der Fläche. (Art. 6.)

	
	
	
	
	
16.    Durch einen Punkt in der Fläche gehen geradlinige Tangenten, welche die Fläche noch in anderen Punkten berühren, an Zahl (n — 2) (n — 3).











Damit die betrachtete gerade Linie in dem Punkte Xi die Fläche berühre, müssen wir wie vorher die Coefficienten von An und V^i.l verschwinden lassen, so dass sich die allgemeine Gleichung auf eine Gleichung vom (n—2)ten Grade reducirt; wenn die gerade Linie die Fläche zum zweiten Mal berühren soll, so muss diese reducirte Gleichung ein Paar gleiche Wurzeln haben. Die Bedingung, unter welcher dies stattfindet, die Discriminante der reducirten Gleichung, enthält die Coefficienten dieser Gleichung im Grade (n—3), eines ihrer Glieder ist z. B. (A2U‘ • U)"-3.

Indem wir dieses Glied betrachten, erkennen wir, dass die Discriminante die Coordinaten x{ im Grade (n — 2) (n — 3) und die Coordinaten x^ im Grade (n + 2) (n — 3) enthält. Wenn also der Punkt x[ als fest betrachtet wird, so bezeichnet sie eine Fläche, welche von der Tangentenebene in (n — 2) (n — 3) geraden Linien geschnitten wird.

Somit ist allgemein bewiesen, dass in jedem Punkte einer Fläche unendlich viele Tangenten an dieselbe gezogen werden können; dass dieselben im Allgemeinen in einer Ebene liegen, dass zwei von ihnen durch drei auf einander folgende Punkte der Fläche gehen, und (n — 2) (n — 3) andere die Fläche noch in einem anderen Punkte berühren.

	
	
	
	
	
17.    Wir gehen dazu weiter, die durch einen nicht in der Fläche gelegenen Punkt gehenden Tangenten derselben zu betrachten.











Da wir in den vorigen Art. Relationen begründet haben, welche die Coordinaten irgend eines Punktes der Tangente mit denen ihres Berührungspunktes verknüpfen, so können wir durch den einfachen Wechsel der accentuirten und der nicht accentuir-ten Buchstaben ausdrücken, dass der erstere Punkt bekannt und der letztere, der Berührungspunkt, gesucht sei.

Wir sehen z. B., indem wir diesen Wechsel in der Gleichung des Art. 14 vollziehen, dass die Berührungspunkte aller Tangenten oder Tangentenebenen, welche durch den Punkt Xt an die Fläche gelegt werden können, in der ersten Polare liegen, welche vom Grade (n — 1) ist, nämlich in der Fläche dU     ,dU  .   ,dU  . ——  i  So ——  i SC9 —— — XC, dxx  1   -  dx2  1   > dx3  1   *

Und da die Berührungspunkte auch in der gegebenen Fläche liegen, so ist der Ort derselben eine Curve von der Ordnung n (n — 1), welche den Durchschnitt der Fläche mit der ersten Polarfläche des Punktes bezeichnet.

	
	
	
	
	
18.    Die Gesammtheit der Tangenten, welche von dem Punkte a, an die Fläche gelegt werden können, bildet einen Kegel, dessen Tangentenebenen zugleich Tangentenebenen der Fläche sind. Die Gleichung desselben wird gefunden, indem man die Discriminante der Gleichung des nten Grades in A im Art. 13 bildet; denn das Verschwinden dieser Discriminante drückt aus, dass die Verbindungslinie des festen Punktes mit dem Punkte xi die Fläche in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet, d. i. Xi ist ein Punkt in irgend einer der durch Xi gehenden Tangenten. Man sieht leicht, dass die fragliche Discriminante vom Grade n (n — 1) ist, und es ist auch aus andern Gründen offenbar, dass dieses die Ordnung des Tangentenkegels sei; denn seine Ordnung stimmt mit der Zahl der Geraden überein, welche eine durch seinen Scheitel gehende Ebene mit ihm bestimmt, und eine solche Ebene schneidet die Fläche in einer Curve, an welche von dem festen Punkte aus n (n — 1) Tangenten gezogen werden können, die auch Tangenten der Fläche von diesem Punkte sind.


	
19.    Durch einen nicht in der Fläche gelegenen Punkt gehen im Allgemeinen n(n — 1) (n—2) Inflexions-tangenten derselben.











Wir haben im Art. 15 gesehen, dass die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer Inflexionstangente mit denen ihres Berührungspunktes durch die Relationen

U‘= 0, AU‘= 0, ^U'=O verbunden sind. Wenn wir daher die Coordinaten eines beliebigen Punktes x; der Inflexionstangente als bekannt voraussetzen, so ist ihr Berührungspunkt als einer der Durchschnitte der gegebenen Fläche U = 0, die von der nten Ordnung ist, seiner ersten Polarfläche A U = 0 von der Ordnung (n — 1) und seiner zweiten Polarfläche A2U = 0 von der Ordnung (» — 2) bestimmt; es existi-ren somit n (n — 1) (n — 2) solcher Berührungspunkte.

Wenn der Punkt in der Fläche liegt, so wird diese Zahl um sechs vermindert.

	
	
	
	
	
20.    Durch einen nicht in der Fläche gelegenen Punkt können im Allgemeinen ^n(n — 1) (n — 2) (n — 3) Doppeltangenten derselben gelegt werden.











Die Berührungspunkte solcher Linien sind nach Art. 16 die Durchschnitte der gegebenen Fläche, der ersten Polarfläche und der durch die dort erörterte Discriminante dargestellten Fläche; wir erkannten dort, dass die Coordinaten des Berührungspunktes im Grade (n — 2) (n — 3) in diese Discriminante eingehen, es giebt somit im Allgemeinen n(n — 1) (n — 2) (n — 3) derartige Berührungspunkte. Die Hälfte dieser Anzahl ist die Zahl der Doppeltangenten, weil jede derselben zwei Berührungspunkte enthält.

Wenn der Punkt in der Fläche liegt, so zählen die Doppeltangenten in demselben für je zwei, und die Zahl der durch ihn gehenden Geraden, welche die Fläche in je zwei andern Punkten berühren, ist daher

1 n (n — 1) (n — 2) (n — 3) — 2 (n + 2) (n — 3)

= } (n2 + n + 2) (n — 3) (n — 4).

Damit ist die Discussion der durch einen gegebenen Punkt gehenden Tangenten der Fläche vervollständigt; wir haben gesehen, dass ihre Berührungspunkte in der Durchschnittslinie der Fläche mit einer andern Fläche von der Ordnung (n — 1) gelegen sind, dass ihre Gesammtheit einen Kegel vom Grade n(n — 1) bildet, dass n(n — 1) (n — 2) von ihnen Inflexionstangenten und 1n(n — 1) (n — 2) (n — 3) andere Doppeltangenten sind.

Diese Doppeltangenten sind offenbar auch Doppelkanten des Tangentenkegels, weil sie demselben in Folge jeder Berührung angehören; und längs einer solchen entsprechen diesem Kegel zwei Tangentenebenen, nämlich die Tangentenebenen der Fläche in diesen Berührungspunkten.

Die Inflexionstangenten sind ebenfalls als Doppeltangenten der Fläche zu zählen, denn die gerade Linie durch drei auf einander folgende Punkte der Fläche ist eine Doppeltangente, da sie gleichzeitig die gerade Verbindungslinie des ersten und zweiten und die des zweiten und dritten Punktes ist. Die Inflexionstangenten sind somit Doppeltangenten, deren Berührungspunkte zusammenfallen. Sie sind eben deshalb auch Doppelkanten des Tangentenkegels, aber solche speciell, denen zusammenfallende Tangentialebenen entsprechen, d. h. sie sind Cuspidalkanten dieses Kegels.

Es ist somit bewiesen, dass der Tangentenkegel der Fläche, welcher von der Ordnung n(n — 1) ist, n(n — 1) (n — 2) Cupisdalkanten und 1n(n — 1) (n — 2) (n — 3) Doppelkanten besitzt; jede Ebene bestimmt also mit diesem Kegel eine Curve der Ordnung n(n—1), welche Doppelpunkte oder Cuspidalpunkte oder Spitzen in den gegebenen Anzahlen besitzt.

	
	
	
	
	
21.    Es wird genau in derselben Weise wie für ebene Curven bewiesen, dass der Ort eines Punktes die Polarebene eines festen Punktes in Bezug auf die Fläche ist, wenn derselbe in jedem von diesem letzteren ausgehenden Radius vector so bestimmt ist, dass der reciproke Werth seiner Entfernung von demselben dem nten Theile der Summe der reciproken Werthe der n entsprechenden Radien vectoren der Fläche gleich ist; dass für einen Punkt der Fläche der Ort der Endpunkte der Mittel aus den reciproken Werthen der von ihm ausgehenden (n — 1) Radien vectoren die ihm entsprechende Polarfläche zweiten Grades ist; etc.











Die einfache Vertauschung accentuirter und nicht accentuir-ter Buchstaben in der Gleichung der Polarebene beweist, dass der Ort der Pole aller Ebenen, welche durch einen gegebenen Punkt gehen, die erste Polarfläche dieses Punktes ist. Der Ort der Pole einer Ebene, welche durch zwei feste Punkte geht, d. i. der Ebenen eines Büschels, ist eine Curve von der Ordnung (n — l)2, nämlich der Durchschnitt der beiden ersten Polarflächen dieser Punkte. Die erste Polarfläche jedes Punktes in der Verbindungslinie dieser Punkte muss durch dieselbe Curve hindurch gehen. Ebenso bestimmen die ersten Polarflächen von drei beliebigen Punkten, die nicht in einer geraden Linie liegen, durch ihren Durchschnitt (n — 1)3 Punkte, deren jeder ein Pol der Ebene ist, welche jene bestimmen; die erste Polare jedes andern Punktes dieser Ebene muss durch dieselben Punkte hindurch gehen.

Dieselben Resultate entspringen aus der Bemerkung, dass die Coordinaten des Pols in die Gleichung der ersten Polarfläche linear eingehen, und dass dasselbe gelten muss von den Parametern, welche in ihren Werthen linear enthalten sind; da die Coordinaten der Punkte einer Geraden einen, die einer Ebene zwei, die des Raumes drei Parameter linear enthalten, so bilden die ersten Polarflächen derselben respective ein Büschel, ein Bündel und ein lineares System, als deren Gleichungen einen, zwei, drei Parameter linear enthalten.

	
	
	
	
	
22.    Aus der Theorie der durch einen Punkt gehenden Tangenten einer Fläche kann in doppelter Weise die Ordnung der Reciprokalfläche abgeleitet werden.











Zuerst: Die Zahl von Punkten, in welchen eine willkürliche Gerade die reciproke Fläche schneidet, ist der Zahl von Tangen-tenebenen gleich, welche an die gegebene Fläche durch eine willkürliche Linie gelegt werden können. Betrachten wir nun irgend zwei Punkte A, B dieser Geraden und den Berührungspunkt C irgend einer der entsprechenden Tangentenebenen, so liegt C in der ersten Polarfläche von A, weil die gerade Linie A C die Fläche berührt; und in der ersten Polarfläche von B, weil auch B C die Fläche berührt. Die Berührungspunkte sind somit die Durchschnittspunkte der gegebenen Fläche mit den beiden ersten Polarflächen zweier willkürlich gewählten Punkte der Geraden; ihre Anzahl und somit die Ordnung der Reciprokalfläche ist daher = n (n — 1)2.

	
	
	
	
	
23.    Sodann: Sei ein Tangentenkegel von dem Punkte A als Scheitel an die Fläche gelegt, so besteht, weil jede Tangentenebene der Fläche durch A diesen Kegel berührt, die Aufgabe darin, die Zahl der Tangentenebenen dieses Kegels zu bestimmen, welche durch eine gerade Linie AB gelegt werden können; und wenn wir den Kegel durch eine Ebene durchschneiden, die den Punkt B enthält, so reducirt sich das Problem ferner auf die Bestimmung der Zahl von Tangenten, welche von B an diese Curve zu ziehen sind. Die Classe einer Curve von der Ordnung n(n— 1) mit n (n—1) (n—2) Cuspidalpunkten und }n(n — 1) (n— 2) (n—3) Doppelpunkten ist aber











n(n—1) {n(n — 1) — 1} —3n(n—1)(n—2)—n(n—1)(n—2)(n— 3) = n (n — 1)2.

Der Schnitt der Reciprokalfläche mit einer beliebigen Ebene entspricht allgemein dem Tangentenkegel der Originalfläche durch irgend einen Punkt. Und man erkennt leicht, dass die Ordnung des Tangentenkegels der Reciprokalfläche für irgend einen Punkt, ebenso wie bei der Originalfläche, n (n — 1) ist.

	
	
	
	
	
24.    Indem wir zu der Bedingung zurückkehren, unter welcher eine gerade Linie die Fläche berührt, sehen wir, dass wenn alle vier Differentiale für die Coordinate n eines Punktes identisch verschwinden, jede
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Linie durch diesen Punkt die Fläche in zwei zusam-menfallenden Punkten schneidet; der Punkt ist somit ein Doppelpunkt der Fläche. Die Bedingung, unter welcher eine gegebene Fläche einen Doppelpunkt besitzt, wird daher durch Elimination der Veränderlichen zwischen den vier Gleichungen

dU = 0, dU = 0, etc., oder TL = 0, U, = 0, . .

CX, 7 CE2 7 gebildet und wird die Discriminante der gegebenen Form genannt. (Vergl. „Vorlesungen" XI, Art. 107.) Da sie das Resultat der Elimination zwischen vier Gleichungen ist, deren jede vom Grade (n — 1) ist, so enthält sie die Coefficienten einer jeden im Grade (n— 1)3 und ist somit vom Grade 4(n — 1)3 in den Coefficienten der Originalgleichung. Aus dem Gesagten ist auch offenbar, dass, wenn die Fläche einen Doppelpunkt besitzt, die erste Polare jedes Punktes durch ihn hin-durchgeht.

Die Bemerkung vom Schlüsse des Art. 21 giebt dann den Satz: In einem Büschel von Flächen nter Ordnung sind 4(n—1)3 mit einem Doppelpunkt enthalten. Daher bilden die Doppelpunkte der Flächen eines Bündels oder Netzes eine Curve, deren Ordnung wie folgt bestimmt werden kann. Die ersten Polaren von vier nicht in einer Ebene gelegenen Punkten in Bezug auf alle Flächen des Bündels bilden vier zu einander projectivische Bündel von Flächen der Ordnung (n—1); in der gesuchten Curve liegen die Punkte, in denen vier entsprechende Flächen dieser Bündel sich schneiden. Im Anschluss an die Betrachtungen des Art. 2 suchen wir daher den Ort der Schnittpunkte von je vier entsprechenden Flächen in vier projectivischen Flächenbündeln der respectiven Ordnungen m, n, p, q oder besser 21, 22, 23, 24. Wir verbinden die ersten beiden Bündel nach einander mit dem dritten und vierten und erzeugen so (Art. 2) zwei Flächen von den Ordnungen (n, — 22 — 23), (n, — 22 — 24) respective, welche die von den beiden ersten Bündeln nach Art. 2 erzeugte Curve der Ordnung (n,2 — 2,2 — n,22) enthalten, und sich somit noch überdies in einer Curve von der Ordnungszahl (n, + n, + na) (n, + n, + n,) — (n,2 + n,2 + n, n,) oder 21 n, — 2223 + 2324 — n42, + 21 n3 — 2,24 schneiden. Sind alle Ordnungszahlen der Bündel gleich und zwar = (n — 1), so ist diese Curve von der Ordnung 6 (n — l)2. Es ist offenbar, dass diese Curve auch als der Ort der Berührungspunkte zwischen den Flächen des Bündels nter Ordnung anzusehen ist.

In Fortsetzung der Betrachtung erhellt, dass es im Allgemeinen n^^ — 21 2,24 -... — 232425 Punkte giebt, deren jeder gleichzeitig in fünf entsprechenden Flächen von eben so vielen projectivischen Bündeln von den Ordnungen 21, ... 5 liegt; sie gehören den zehn Flächen an, welche die Bündel zu dreien, und den fünf Curven, die sie zu je vier erzeugen.

Analoge Sätze zu den beiden letzten gelten für drei und vier projectivische Flächenbüschel.

Es kann aber geschehen, dass die vier Flächen U1 = 0 etc. nicht nur einzelne gemeinschaftliche Punkte haben, dass vielmehr eine ganze ihnen gemeinschaftliche Curve existirt. Sie ist dann eine Doppelcurve der Fläche U = 0, und jeder Punkt von ihr ist ein Doppelpunkt. Da wir nun aus Art. 5 wissen, dass die durch die allgemeine Cartesische Gleichung vom nten Grade dargestellte Fläche im Allgemeinen unendlich viele Doppeltangentenebenen besitzt, so hat die Reciprokalfläche im Allgemeinen unendlich viele Doppelpunkte, welche eine Curve bilden. Die Existenz dieser Doppelcurven ist daher in der Theorie der gewöhnlichen Singularitäten der Fläche mit zu betrachten.

Wenn der Punkt xi ein Doppelpunkt ist, so verschwinden U' und dTJ' identisch, und jede durch den Doppelpunkt gehende gerade Linie schneidet die Fläche in drei auf einander folgenden Punkten, wenn sie der Gleichung

^U'= 0

genügt, welche einen Kegel zweiten Grades repräsentirt.

	
	
	
	
	
25.    Die Polarfläche zweiten Grades für einen parabolischen oder Wendepunkt einer Fläche ist ein Kegel.











Die quadratische Polarfläche des Anfangspunktes der Coordi-naten in Bezug auf irgend eine Fläche

u(O)w" + u )wn-1 + u@) w-2 + etc. = 0, (wo wir, wie im Art. 13, w eingeführt haben, um die Gleichung homogen zu machen) wird durch (n — 2) malige Differentiation in Bezug auf w erhalten; die Ausführung derselben und die nachmalige Division durch (n — 2) (n—3) ... 3 giebt die Gleichung der Polarfläche zweiten Grades in der Form, mit w = 1,

» (n — 1) ti^ + 2 (» — 1) u) + 2 12) = 0.

Wenn aber der Anfangspunkt der Coordinaten ein parabolischer Punkt ist, so ist nach Art. 7 die Gleichung der Fläche von der Form

* + Cy2 + 2D22 + 2Ezy + F22 + etc. = 0, oder es ist u^ — 0 und' u^ von der Form u() v(1) — [w(1)]2.

Die quadratische Polarfläche wird dann

z(n — 1+2 Dx + 2 + F2) + Cy2 = 0.

Jede Gleichung aber, welche eine homogene lineare Function dreier Grössen ist, repräsentirt nach Band I, Art. 65 einen Kegel; die soeben geschriebene Gleichung bezeichnet also einen Kegel, welcher den Durchschnittspunkt der drei Ebenen

z = 0, n — 1 + 2Dx + 2Ey + Ez = 0, y = 0

zum Scheitel hat; die zwei ersteren Ebenen sind Tangentenebenen dieses Kegels und y — 0 ist die Ebene der ihnen entsprechenden Berührungsseiten.

	
	
	
	
	
26.    Aus dem vorigen Art. ergiebt sich, dass der Ort eines Punktes, dessen quadratische Polaren in Bezug auf die Fläche Kegel sind, die Fläche in ihren parabolischen oder Wendepunkten durchschneidet.











Dieser Ort wird durch die Bildung der Discriminante von A2U‘= 0 ausgedrückt. Wenn Un, U22, etc. die zweiten Differen-d2U‘ d2U' tialquotienten —72 , —79, etc. bezeichnen, so ist nach Band I, Art. 67 die Discriminante

U, U2 Ua3 U, + 2(U, U2 U2 UM + ■ • ■) - U22 Ua U‘—.....+ U,sU2+.

2 U2s Ui Uu Ua . . = 0,

oder in der Schreibweise der Determinantentheorie

_ . d?U‘ ^U' dW d2ü' -

2 + Vu U22 Vas Vaa d. 12— dx'2 dy'2 ds” dw'2 ~ 0

Sie bezeichnet eine Fläche von der Ordnung 4(n— 2), welche nach.der Hesse’schen Determinante, die ihren Ausdruck giebt, die Hesse’sche Fläche, die Determinantenfläche, oder nach Jacob Steiner’s Bezeichnung die Kernfläche der gegebenen Fläche genannt werden kann. In derselben Art, wie in der Ebene die Inflexionspunkte einer Curve als die Punkte ihres Durchschnitts mit der durch die Hesse’sche Determinante ihrer Gleichung re-

Die Kernflächen. Stationäre Ebenen des Tangentenkegels. 27. 31 präsentirten Curve bestimmt sind, bestimmt der Durchschnitt einer Fläche mit der durch die H esse’ sehe Determinante ihrer Gleichung ausgedrückten Fläche eine Curve von der Ordnung 4n(n — 2), welche der Ort ihrer parabolischen Punkte ist. (Art. 7.)

Und wenn man bemerkt, dass in dem System von Gleichungen, zwischen denen zur Bildung der Discriminante die Veränderlichen zu eliminiren sind, der Tausch der Coordinaten des Pols und des Doppelpunkts der Polarfläche geschehen darf, so zeigt sich die Reciprocität des Verhältnisses: Hat die erste Polare eines Punktes einen Doppelpunkt, so ist jener ein Doppelpunkt in der quadratischen Polare des letzteren. Darum kann man mit Steiner solche Punktepaare als reciproke Pole bezeichnen.10) Der Ort der Doppelpunkte der Polaren ist die Hesse-sehe oder Kernfläche von der 4(n— 2)ten Ordnung. Der Ort der zugehörigen Pole selbst eine andere, die conjugirte Kernfläche nach Steiner, von der Ordnung 4(n—2)3. Dass für Flächen dritten Grades beide Kernflächen nicht verschieden sind, kann man schon hiernach schliessen. Dass es ferner unter den mit einem Doppelpunkte begabten Polaren gewisse Schaaren giebt, deren Knoten in einen einzigen Punkt zusammenfallen, während die zugehörigen Pole eine gerade Linie bilden, soll später näher erörtert werden. In der That hat die Kernfläche selbst allgemein 10 (n — 2)3 Doppelpunkte, denen 10(n — 2)3 Gerade in der conjugirten Kernfläche als Ort der zugehörigen Pole entsprechen.

	
	
	
	
	
27.    Aus dem, was soeben bewiesen ward, ergiebt sich, dass durch einen gegebenen Punkt 4n(n — 1) (n — 2) stationäre Tangentenebenen an die Fläche gelegt werden können.











Denn wenn die Tangentenebene durch einen festen Punkt geht, so liegt ihr Berührungspunkt in der ersten Polarfläche desselben, die von der Ordnung (n — 1) ist, und der Durchschnitt dieser Fläche mit U = 0 und der im letzten Artikel bestimmten Fläche, die der Ort der Berührungspunkte stationärer Tangentenebenen ist, bestimmt die 4n(n— 1) (n — 2) fraglichen Punkte.

Oder auch: Die durch irgend einen Punkt gehenden stationären Tangentenebenen der Fläche sind auch stationäre Tangentenebenen des durch ihn gehenden Tangentenkegels derselben; wenn man daher diesen Kegel durch irgend eine Ebene schneidet, so bestimmt dieselbe mit den stationären Tangentenebenen die Tangenten in den Inflexionspunkten der Schnittcurve. Die

Zahl der Inflexionspunkte einer ebenen Curve wird aber durch die Formel (vergl. Salmon-Fiedler, „Höhere Curven" Art. 81)

L •— x = 3 (v — u)

bestimmt; und da man im gegenwärtigen Falle nach Art. 20 die Werthe

v — n(n— 1)2, u = n(n— 1), x = n (n — 1) (n — 2) hat, also

v — u = n (n — 1) (n — 2) erhält, so ist wie vorher

l = 4n (n — 1) (n — 2).

Die Zahl der Doppeltangentenebenen desselben Kegels wird ebenso durch die Formel

2 (r — ö) = (y — u) (v + u — 9) bestimmt, und ist wegen

2 ö = n (n — 1) (n — 2), v + u — 9 = n — n2 — 9, 2 r = n (n —-1) (n — 2) (n3 — m2 + n — 12).

Man kann also durch einen beliebigen Punkt t Doppeltangentenebenen der Fläche legen, wenn T die eben berechnete Zahl ist. Wir werden weiterhin zeigen, dass die Berührungspunkte der Doppeltangentenebenen in dem Durchschnitt der Fläche mit einer Fläche von der Ordnung (n — 2) (n3 — n2 — n — 12) liegen.

	
	
	
	
	
28.    Wenn eine gerade Linie ganz in einer Fläche enthalten ist, so berührt sie die Fläche ihrer Hesse-sehen Determinante und somit die Curve ihrer parabolischen oder Wendepunkte.11)











Sei die Gleichung der Fläche

	
x, d + x2 3 = 0,



so suchen wir das Resultat der Substitution X1 = 0, x, = 0 in der Hesse’schen Determinante derselben, um die Durchschnitts-punkte der Linie mit der Hesse’schen Kernfläche zu bestimmen. Da jede der Grössen

d’U d2U d2U dx,2 ‘ d X42 ‘ dx3 dx^

	
	
x, oder x, als einen Factor enthält, so verschwinden dieselben unter dieser Voraussetzung, und die entsprechende Substitution U =0 U = Q U = Q in der entwickelten Form der Hesse’schen Determinante verwandelt dieselbe in ein vollkommenes Quadrat (U13 U24— U,4U23)2, d. i. die gerade Linie berührt die durch die Hesse’sche Determinante dargestellte Fläche in jedem Punkte, wo sie sie trifft.





Dass diese Berührung 2(^ — 2) fach ist, ergiebt sich bei einer anderen Untersuchung.

Für x, == 0, x, == 0 wird U13 U,4 — U14U23 zu d@ dW d@ d‘ d T3 d X4     d X4 d X3

reducirt. Wenn die Tangentenebene längs einer ganzen geraden oder krummen Linie berührt, so ist diese Linie ganz in der Fläche der Hesse’schen Determinante enthalten, und im Falle einer geraden Linie ergiebt sich, dass die Originalfläche und die der Hesse’schen Determinante sich längs dieser Linie berühren.12) Denn für 2, == 0, x, = 0 als die Gerade und X1 = 0 als Tangentialebene ist 219 — x,21 = 0 die Form der Gleichung der Fläche und mit 9i, Ii als den ersten und (pik, ^ik (g k == 1, 2, 3, 4) als den zweiten Differentialen der Functionen cp, v nach xi, Xk hat die Hesse’sche Determinante die folgenden nach den Verticalreihen geordneten Elemente

291—2 91—22a,


92—1912—222*1—222112, P.—E, Pu4—a‘"14;

*12, &,‘9P22—21—4,12—2,3122,

&1 Pa +22,14+2,2 ‘P24 ;

E, V23 +22,?;— «,2 123,

A19P34—T231343

A, 924—,2a4— 22,14, &,944—a22vu-

Z — a, 1022 433 a44 dargestellt, so sind



SP3—,913—22013, 92 + q, (12 +2x,"+ ^22

A,9P23—22,1s—x,2123, 93—4, (13—2,2113,

A,9P33—2,2133, 94—2,914—22114,

A,9P34—2231sa,

Denken wir sie durch in der Entwickelung die einzigen Glieder ersten Grades in a,2 ( als 0442 a33 0142 — 2033 013014) enthalten, weil a33, a23, a34, a44 die linearen Elemente sind; und wir erhalten daher die linearen Glieder der Entwickelung, indem wir a,2, a13, 014 auf 21, 93, y± reduciren; d. h. die vollständige Gleichung der Hesse’schen Fläche hat die Form

— 2v(pa?pa+ Ga2(P33 — 2(,9P49P34)2, + (,, x2)2 oder a,0+x,2 *=0, welche den Satz beweist.

S a im o n -F i e d 1 e r, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Aufl.

	
	
	
II.    Abschnitt. Von der Krümmung der Flächen und den Systemen von Orthogonalflächen.


	
29.    Wir wollen zuerst die Krümmung der verschiedenen ebenen Schnitte untersuchen, welche durch einen Punkt einer Fläche hindurchgehen. Wir erinnern dabei zuerst, dass für eine Curve von der Gleichung









u() + u(3) + u^ + etc. = 0

der Krümmungsradius im Anfangspunkt der Coordinaten der nämliche ist, wie derjenige des Kegelschnitts

1(1) + u^ = 0;

denn der bekannte Ausdruck des Krümmungsradius enthält nur die Coordinaten des Punktes und die Werthe der ersten und zweiten Differentialcoefficienten für diesen Punkt; nach einer zweimaligen Differentiation der Gleichung enthalten die aus u^, u^ etc. hervorgehenden Glieder der Entwickelung noch Potenzen von x und y und verschwinden daher für den Coordinatenanfang, d. i. x = y = 0; es sind somit die dem Coordinatenanfang entsprechenden Werthe der Differentialcoefficienten dieselben, wie sie aus der Gleichung u(1) — u^ = 0 allein erhalten werden würden.

In Folge dessen ist der Krümmungsradius der Curve

y — ax2 — 2bxy — cy2 — etc. = 0 für rectanguläre Axen und im Coordinatenanfang = ,1 1).

	
	
	
	
30.    Wir denken hiernach die Fläche, bezogen auf eine ihrer Tangentenebenen als Ebene xy, und die zugehörige Normale als Axe der z, durch die Gleichung









g + Az?+ 2Bxy + Cy2 + 2Dxz + 2Eyz + Fz2 + etc. = 0 dargestellt und untersuchen die einem beliebigen Normalschnitte, d. i. einem durch die Axe der z geführten ebenen Schnitte, entsprechende Krümmung.

Den speciellen Fällen der Schnittebenen xz und yz entsprechen die respectiven Substitutionen y = 0, x — 0 in die Gleichung der Fläche und daher nach dem Vorigen die Krümmungs-

1           1

radien der entsprechenden Schnitte — und 2; und man findet sodann für einen Schnitt, dessen Ebene mit der Ebene der xz den Winkel 0 bildet, dem also die Drehung der Axen x und y um den Winkel 0 oder die Substition (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 9)

x cos 0 — y sin 0, x sin 0 — y cos 0 für x und y entspricht, durch die Voraussetzung y = 0 ebenso, dass der Krümmungsradius mit dem halben reciproken Werth des neuen Coefficienten von x2 identisch ist, d. h.

1 = A cos2 0 — 2B cos 0 sin 0 — C sin2 0.

	
	
	
	
31.    Der Leser wird nicht verfehlen zu bemerken, dass dieser Ausdruck für den Krümmungsradius eines Normalschnittes der Form nach mit dem Ausdruck übereinstimmt, durch welchen das Quadrat des Durchmessers eines Centralkegelschnitts in Function der von ihm mit den Coordinatenaxen gebildeten Winkel ausgedrückt wird. Wenn Q den Halbdurchmesser des Kegelschnitts









Az? + 2Bxy + Cx2 = 4 bezeichnet, welcher dem Winkel 0 entspricht, so ist B = 02.

Man erkennt auch auf anderem Wege leicht, dass die Krümmungsradien der Normalschnitte mit ihren Richtungen durch dasselbe Gesetz verbunden sind, wie die Durchmesserquadrate eines Centralkegelschnitts. Sie hängen, wie wir sahen, nur von den Gliedern in ul1) und u^ ab. Die Krümmungsradien der Schnitte von

u() + u2) + u(3) + etc. = 0 sind dieselben, wie die der Schnitte der Fläche zweiter Ordnung u^ + u^ = 0,

und wir haben im Bd. I, Art. 194 bewiesen, dass die Krümmungsradien dieser letzteren den Durchmesserquadraten des Central-

3*

Schnitts proportional sind, welcher der Tangentenebene parallel ist. Es ist klar, dass dieser Kegelschnitt, für welchen die Quadrate der Radien den Krümmungsradien proportional sind, der Indicatrix ähnlich ist.

	
	
	
	
32.    Wir können hiernach auf die Theorie dieser Krümmungs-radien alle die Resultate übertragen, welche für die Durchmesser der Centralkegelschnitte bekannt sind.









So wissen wir, dass die Grösse

A cos2 0 — 2 B cos 0 sin 0 + C sin2 0

einen Maximalwerth und einen Minimalwerth annimmt für Werthe von 0, welche stets reell sind und einen Richtungsunterschied von 90° bestimmen; Werthe, die überdies durch die Gleichung

B cos2 6 — (A — C) cos 0 sin 0 — B sin2 0 = 0

gegeben sind. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 103.)

In jedem Punkt einer Fläche treten somit unter den Normalschnitten zwei hervor, welche dem Maximalwerth und dem Minimalwerth des Krümmungsradius entsprechen; sie sind rechtwinklig gegen einander und entsprechen den Axenrichtungen der Indica-trix; ihre Ebenen halbiren die Winkel zwischen den Inflexions-tangenten. Wir werden sie die Hauptschnitte und die entsprechenden Radien die Hauptkrümmungsradien nennen.

Wenn wir die Axen der x und y mit den Richtungen der Maximal- und Minimal-Krümmung zusammenfallen lassen, welche soeben bestimmt wurden, so geht Ax2 — 2Bxy — Cy2 bekanntlich in die einfachere Form A'x2 — B'y2 über. Dem Verschwinden des Coefficienten von xy entspricht aber nach Art. 30 der Ausdruck

,1 = A' cos2 6 + B' sin2 0

für den Krümmungsradius eines beliebigen Normalschnittes; und r            r                               1 da A und B die Werthe von — sind, welche den Substitutionen 2 h 7

0 = 0, 0 = 90° entsprechen, so wird jeder beliebige Krümmungsradius in Function der beiden Hauptradien 9 und q' und des Winkels, welchen seine Ebene mit den Hauptebenen bildet, ausgedrückt durch die Euler’sehe Formel13)

1 cos2 0 , sin2 0

R 0 T o‘

Beispiel 1. Man erhält für 0 = 45°, 45° — a, 45° — a } = } (1 + }), ‘ = cos? (45° + c) + 1 sin? (45° + c),

A, = 1 sin” (45° +.)+} cos® (45° + a), also 1—L=11=2, so dass die Krümmungsmittel-punkte mit dem Punkte der Fläche selbst vier harmonische Punkte bilden. Die Krümmungsmittelpunkte für die Winkel (45° — a) bilden daher eine Involution.

Ganz wie in der ,,Analytischen Geometrie der Kegelschnitte“ sind A‘ und B' oder 20, 27 durch eine quadratische Gleichung gegeben, ihre Summe ist — A — C und ihr Product — AC— B2.

Beispiel 2. Für 0 = Q‘ sind auch alle anderen Krümmungsradien === 0; die Form der Gleichung der Fläche ist dann

= + A (x2 + y?) + etc. = 0,

d. h. die Indicatrix ist ein Kreis. Der Coordinatenanfang ist dann ein Umbilicus, Nabel- oder Kreispunkt.

Beispiel 3. Aus dem in diesem Art. gegebenen Ausdruck leiten wir auch ganz wie in der Theorie der Kegelschnitte ab, dass die Summe der reciproken Werthe der Krümmungsradien zweier gegen einander rechtwinkliger Normalschnitte constant ist; und überdies, dass die Summe ihrer Krümmungsradien constant ist, wenn sie durch ein Paar conjugirte Tangenten hindurch gehen.

Beispiel 4. Die Euler’sche Gleichung zeigt in der Form

R (o‘ + qB tan2 6) — 00‘ (1 + tan2 6) = 0 den Charakter einer algebraischen Correspondenz, wo jedem Werthe von 0 ein bestimmtes B und jedem B zwei Werthe von 0 entsprechen. DenWerthen Q und Q‘ von B entsprechen tan 0 gleich Null und respective Unendlich. B wird Null für tan 0 = — i und unendlich gross für 9 tan2 0 — Q‘ = 0. Die Hauptkrümmungs-centra theilen die Normale in einen reellen und einen imaginären Theil, sodass letzterem immer der Fusspunkt in der Fläche angehört, oder die Haupttangenten sind reell oder imaginär, je-nachdem jene Centra auf entgegengesetzten Seiten oder auf derselben Seite des Fusspunktes liegen.

Die Krümmungshalbmesser von drei Normalschnitten bestimmen alle übrigen sowie die Hauptkrümmungshalbmesser und die Hauptschnitte.

Beispiel 5. Eine Ringfläche ist durch Umdrehung eines Kreises um eine in seiner Ebene gelegene Axe erzeugt. Man soll beweisen, dass einer der Hauptkrümmungsradien in jedem Punkte der Fläche dem Verhältnis der Entfernung des Punktes von der Axe zu seiner Entfernung von der Cylinderfläche um dieselbe durch das Centrum des gedachten Kreises proportional variirt.

Sind (x — a)2 — 22 = 72, y — 0 die Gleichungen des um die Axe der z rotirenden Kreises, so wird die Gleichung der Ringfläche

(2 + y2 + 22 + a2 — 73)2 = 4a (2 + y2\

Beispiel 6. Alle Polarflächen einer gegebenen Fläche für einen Punkt derselben haben in diesem Punkte dieselbe Indicatrix; die Krümmungshalbmesser ihrer in derselben Ebene gelegenen Schnitte sind den um Eins verminderten Ordnungen der Flächen umgekehrt proportional.

	
	
	
	
33.    Man wird bemerken, dass der Krümmungsradius als dem Quadrat des Durchmessers eines Centralkegelschnitts proportional nicht imaginär wird, sondern nur das Zeichen wechselt, wenn die Grösse









A cos2 0 — 2B cos 0 sin 0.— C sin2 0 negativ wird. Wenn die Krümmungsradien auf der einen Seite der Tangentenebene als positiv betrachtet werden, so sind sie auf der andern Seite derselben als negativ zu zählen; und das Zeichen wechselt somit, wenn der Sinn sich ändert, in welchem die Concavität der Curve liegt.

In einem elliptischen Punkte der Fläche, d. i. für B2< AC, bleibt das Zeichen von A cos2 0 — 2B cos 0 sin 0 — C sin2 0 für alle Werthe von 0 dasselbe, und in einem solchem Punkte ist daher die Concavität aller durch ihn gehenden Schnitte nach derselben Seite gewendet.

In einem hyperbolischen Punkte, d. i. für B2^>AC, wechselt der Krümmungsradius zweimal das Zeichen, und die Concavität der Schnitte von der einen Art ist entgegengesetzt der Concavität derjenigen von der andern Art. Die Fläche schneidet die Tangentenebene in der Nachbarschaft des Berührungspunktes, und die Inflexionstangenten bezeichnen die Richtungen, in welchen sie die Tangentenebene durchsetzt, und trennen die Schnitte, deren Concavität nach der einen Seite gewendet ist, von denen, für welche sie nach der andern Seite geht2). Und wenn wir eine Hyperbel denken, für welche die Quadrate der Durchmesser der einen Reihe der Krümmungsradien proportional sind, so sind die der andern Reihe proportional den Quadraten der Durchmesser der conjugirten Hyperbel.

	
	
	
	
34.    Nachdem gezeigt worden ist, in welcher Weise der Krümmungsradius eines Normalschnittes zu finden ist, gehen wir zu der durch ihn vermittelten Bestimmung des Krümmungsradius eines schiefen Schnittes über, welcher gegen den Normalschnitt, der seine Durchschnittslinie mit der Tangentenebene enthält, unter dem Winkel q geneigt ist.









Wir sahen, dass der Krümmungsradius des durch die Ebene

y = 0 bestimmten Schnittes

1

2 A

ist; wir denken dann die Axen der y und z in ihrer Ebene um den Winkel q gedreht, welches geschieht, indem wir die Substitution

2 cos g — y sin 9, z sin g — y cos q

für                     z und y

vollziehen, und setzen das neue y gleich Null, d. i. wir bestimmen die auf rechtwinklige Axen bezogene Gleichung des Schnittes, welchen die unter dem Winkel g gegen die alte Ebene y = 0 geneigte und durch die alte Axe der x gehende Schnittebene mit der Fläche erzeugt, in der Form

z cos q — Ax2 — 2Bxz sin cp — C^ sin2 q — 2Dxz cos g

— 2 Ez2 cos 9 sin 9 — Fz2 cos2 cp — etc. = 0;

durch dieselben Schlüsse, wie vorher, erhalten wir daraus den Krümmungsradius

cos g      i •      —

=          d. i. = R cos cp,

2 4 ‘

wenn R den Radius der Krümmung des zugehörigen Normalschnittes bezeichnet. Dies ist Meunier’s Theorem, nach welchem der Krümmungsradius eines schiefen Schnittes gleich der Projection des Krümmungsradius des durch dieselbe Tangente der Fläche gehenden Normalschnittes auf seine Ebene ist.

Oder nach dem Ausdruck von Hachette: Die Endpunkte der auf den Normalen aller durch dieselbe Tangente gehenden Schnitte abgetragenen Reciproken der Krümmungshalbmesser derselben bilden eine zum Hauptschnitt normale Gerade.

Wir sehen daraus, dass von allen Schnitten, welche durch eine in der Tangentenebene liegende und den Berührungspunkt enthaltende Gerade geführt werden können, den Normalschnitt den grössten Krümmungsradius hat, d. h. derjenige ist, welcher am wenigsten gekrümmt oder am meisten der geraden Linie genähert ist.

Wir haben das Meunier’sche Theorem bereits in dem spe-ciellen Falle der Fläche zweiter Ordnung bewiesen (Bd. I, Art. 194) und hätten den hier gegebenen neuen Beweis ersparen können, weil wir gesehen haben, dass der Krümmungsradius eines belie-gen Schnittes der Fläche

u() + u?) + u(8) + etc. = 0

mit dem des entsprechenden Schnittes der Fläche zweiter Ordnung u(1) — u^ = 0 übereinstimmt.

	
	
	
	
35.    Schon im Art. 205 des I. Bd. wurde bewiesen, dass wenn zwei Flächen









u() + u(2) + . . . = o, u^ + v(2) + . . . = 0

sich berühren, ihre Durchdringungscurve im Berührungspunkt einen Doppelpunkt und in diesem die Schnittlinien der Ebene UW = 0 mit dem Kegel zweiten Grades u(2) — v(2) = 0 zu Tangenten hat. Wird dieser Kegel von der besagten Ebene berührt, so sind die Flächen mit einander in stationärer Berührung. Jede Kugel, deren Centrum in einer Normale der Fläche enthalten ist, während der Fusspunkt derselben in der Fläche ihrer Oberfläche angehört, berührt dieselbe. Die Berührung wird aber insbesondere zu einer stationären Berührung (Bd. 1, Art. 206), wenn die Länge ihres Halbmessers der Länge eines der Hauptkrümmungsradien gleich ist. In der That, die Bedingung der stationären Berührung zwischen

z + ax?+2bay+ey?+ .. = 0, z + a x2-]- 2Uxy+c‘y2 .. = 0 ist              (a — a) (c— c') = (b — b')2, und erfordert also für das Verschwinden von b und b' entweder a === a oder c = c'.

Die Fläche *+ A x2 + C y2 + . . = 0 und die Kugel 2rz — x2 — y2 — z2 = 0 haben daher eine stationäre Berührung für die Uebereinstimmung von r mit einem der Hauptkrümmungshalbmesser 2‘A oder 20"

	
	
	
	
36.    Die im letzten Artikel erläuterten Principien erlauben uns, einen Ausdruck für die Hauptkrümmungsradien in jedem Punkte und für irgend eine Lage der Coordinatenaxen zu finden.









oder wenn wir die ersten Differentialquotienten durch U1, U^, U3, U^ und die zweiten durch U,1, U22, U33, etc. bezeichnen wie vorher, 2 (Ux + Uy + U,=) + U^ + U9232 + U^

+ 2 Uayi + 2 Uaxe + 2 U.xy — etc. = 0,

so ist die Gleichung einer Kugel mit derselben Tangentenebene 2(U + U,J + U) + a (a2 + y+ 22) = 0, und dieselbe hat mit der Fläche zweiter Ordnung eine stationäre Berührung, wenn A so bestimmt wird, dass

Ux + U,y + Uas = 0

die Kugelfläche

(U1 - 2)22 + (U22 - A)y2 + (U3— ):2+2 U2333 + 2 U13zx +2Uay == 0 berührt, d. h. wenn

{(U22—2) (Ua—2) - U22) U,2+ {(Ua—2) (U,1—1) - U132) U,2 + (( Un —) ( U22 —) - U^ | U2+2 ( Ua Ua —(Ui—A)U2s1 U2 U, +2 U12U2s—(U22—2)U1s) U,U+2( UaUn—(U, s—A)U12) UU,==0.

Somit ist A durch die quadratische Gleichung

(U,‘+ U,2+ U,3)22- ((U2+ Uy) U,2+( U,+ U) U,‘+(U+U2) U,2 - 2 U23 U, U — 2 U13 U, U — 2 U12 Ui U2 } A + (U22 U33 - U232) U,2 + ( U33 Un - U1s?) U,2+ (Ua Up— U,22) U2 + 2 (Uis U— Un U&) U, U, + 2(U,2U2—U2U1)UaUi + 2(U2U1—U3U12) UU, =0 bestimmt3).

Ist nun r der Radius der Kugel

a(«2 + f + 22) + 2 (U,x + U2y +U, ) = 0, so ist

2 U,2+U,2 + U,2

und wir finden somit die Hauptradien der Krümmung aus der vorstehenden quadratischen Gleichung, indem wir die Substitution

VU,*+U,*+U,* r für A in dieselbe vollziehen.

Das absolute Glied dieser Gleichung für A kann durch die Einführung der Werthe von U1, U,, U3 aus den Gleichungen

(n — 1) U = Unx + U^y + U^z + U^w, etc. vereinfacht werden und reducirt sich dadurch auf die Form

Hw2

(n — l)2 ‘

wo H die in dem Art. 26 entwickelte Hesse’sehe Determinante der Gleichung der Fläche bezeichnet. Man ersetzt unter Ausscheidung von —— in der Determinante die Ui der letzten Reihe durch die Werthe in den Uik nach den erinnerten Formeln; sodann subtrahirt man von diesen die mit x, y, z respective mul-tiplicirten entsprechenden Elemente der ersten, zweiten und dritten Reihe, so dass die Elemente der letzten Reihe werden

U4w, ^^w, U34w und — U.x — U,y — U3% oder U^w.

Man ersetzt dann wieder unter Ausscheidung von ,1 die Ui der letzten Zeile durch die Uik, und U^w durch (n—1)U4w, verfährt dann wie vorher mit den Elementen der ersten, zweiten und dritten Zeile, sodass man in der letzten die Elemente

	
	
	
	
	
	
	
Uiaw, U2aw, Usaw und (n — 1)Uaw —(Ua+U2y— Us4=)w d. h. U14w2 erhält; damit ist unter Ausscheidung von w2 die Hesse’sche Determinante hergestellt.















Wir hätten a priori sehen können, dass das absolute Glied für jeden der Hesse’sehen Determinantenfläche angehörigen Punkt verschwinden muss. Denn da die Richtungen der Hauptschnitte die Winkel zwischen den Inflexionstangenten halbiren, so fällt für zusammenfallende Inflexionstangenten ihre gemeinschaftliche Richtung in einen der Hauptschnitte, und der Krümmungsradius dieses Schnittes ist unendlich gross, weil drei auf einander folgende Punkte desselben in gerader Linie sind; es muss somit einer der Werthe von 2, als reciproker Werth von r, verschwinden.

Indem wir ferner den Coefficienten von 1 in der vorigen Gleichung mit Null vergleichen, erhalten wir die Gleichung M=0 einer Fläche von der Ordnung (3n — 4), welche in der gegebenen Fläche alle diejenigen Punkte bestimmt, für die die Hauptkrümmungsradien gleich und entgegengesetzt sind, d. h. für welche die Indicatrix eine gleichseitige Hyperbel ist.

Wenn die Fläche M == 0 die gegebene Fläche als einen Theil enthält, d. h. wenn das algebraische vollständige Polynom nten Grades U ein Factor von M wäre, also 21 = TJ • V, wo V ein solches Polynom vom Grade (2 n — 4) vorstellt, so hat die gegebene Fläche U in jedem ihrer Punkte gleiche Hauptkrümmungsradien von entgegengesetzten Zeichen und heisst eine Mini-malfläche.14) (Vergl. Art. 54, Beisp. 4.) Offenbar findet die gleiche Zerlegbarkeit auch für die homogenen Polynome statt, welche in M, U, V respective die Vereinigung der höchsten Glieder in x, y, z darstellen, d. h. es ist nach der schon oft gebrauch-ten Bezeichnung M® -4) = U(n) v(2n- 4). Es ist somit für U— 0 als algebraische Minimalfläche auch der Kegel U^ = 0 von derselben Natur, welcher den unendlich fernen Querschnitt der Fläche mit dem Coordinatenanfang verbindet; und da die Hauptkrümmungsradien in den Punkten eines algebraischen Kegels nur gleich und entgegengesetzt sein können, wenn derselbe, soweit er reell ist, aus Ebenen besteht, und wenn sein nicht reeller Theil den imaginären Kugelkreis der unendlich fernen Ebene enthält, so ergiebt sich, dass eine algebraische Minimalfläche die unendlich ferne Ebene nur in geraden Linien und in diesem nicht reellen Kreise schneiden kann. Das gleiche Zerfallen und also der gleiche Charakter als Minimalkegel ergiebt sich offenbar für jeden Tangentenkegel in einem vielfachen Punkte einer algebraischen Minimalfläche.15)

Beispiel 1. Für die centrische Fläche zweiten Grades wird die parabolische Curve zum unendlich fernen Querschnitt oder das constante Glied der Gleichung für A zur linken Seite der Gleichung ihres Asymptotenkegels. Für die Halbaxenquadrate a2, 62, — c2 wird M gleich

für einfache Rotationshyperboloide zerfällt die Curve der Punkte mit gleichseitig hyperbolischer Indicatrix in zwei Parallelkreise; auch im Falle der Paraboloide zerfällt M in lineare Factoren und der Ort in zwei gerade Linien in einer stets reellen Ebene.

Beispiel 2. Die Bedingung der Minimalfläche führt für Flächen zweiten Grades auf die Nullkugel und auf die Doppelebene.

	
	
	
	
37.    Aus den Gleichungen des letzten Art. können wir den Krümmungsradius eines Normalschnittes finden, welcher die Tangentenebene in einer Linie von gegebenen Richtungswinkeln durchschneidet.









Denn das Centrum der Krümmung liegt in der Normale, und wenn wir aus ihm mit dem Krümmungsradius als Halbmesser eine Kugel beschreiben, so berührt sie die Fläche, und ihre Gleichung ist von der Form

2(1^ + U2y + U$ + 2(a* + y2 + ^2) = 0.

Der folgende Punkt in diesem Schnitt der Fläche, welche wir betrachten, genügt dieser Gleichung und der anderen

11 — ", = 0, d. h.

2(U,% + Uy + U,2) + U,,28 + U,2y + U,828 + 2 Usyz — 2 U122 — 2 U2x = o,

so dass wir durch Subtraction erhalten

_ Un x2—U22 32—Uss 22—2 U23 92—2 U12&+2 U2«y x2+y2+22

eine homogene Gleichung, in der x, yy z durch die Richtungscosinus der geraden Linie ersetzt werden dürfen, welche den Anfangspunkt mit dem nächstfolgenden Punkte verbindet; da zugleich wie im letzten Art.

_ VU,+U,*+U,7 A —

T

ist, so wird

1

 Vergl. „Kegelschnitte" Art. 249; dieser Werth kann leicht auch aus dem gewöhnlichen Ausdruck für den Radius der Krümmung abgeleitet werden, wonach derselbe (vergl. „Höhere Curven“ Art. 101)

_____(U,2 + U,3)

— Un U22—2 U12 U, U2 + U„ U, 2

für Cartesische Coordinaten, und für die homogene Gleichungsform (n—1)2(U,2+ U,3)

—     «2. H

ist, wenn H die Hesse’sche Determinante der Gleichung der Curve be-bedeutet. (Vergl. Art. 26.)

2

 Das Bild eines Sattels kann dieses erläutern, das eines Berg

gipfels das andere.

3

 Diese quadratische Gleichung hätte auch mittels des Art. 102

Band I gefunden werden können, welcher die Axen eines der Ebene Ux + U2y + U*

parallelen Schnittes der Fläche zweiten Grades

U^ «2 + U, y2 + U^z2 + 2 U23yz + 2 Unzx + 2 Unxy = 1

bestimmt.


____________________VU,‘+U,3+U,’___ Ucos2c+ U,acos2ß+ Usacos2y+2 U,cosßcosy+2 Uiscosecosy+2 Uzcosacosß

So reducirt sich das Problem der Bestimmung des Maximal-und Minimalradius der Krümmung auf die Bestimmung des Maximums und Minimums der Grösse

U,,*2 + Uy2 + ^i? + 2 Uy: + 2 U,=z + 2 U,*y unter den Bedingungen

U,z+ U,y+ U,* = 0, «3+*2+:=1; und wir erkennen, dass es genau mit dem Problem der Bestimmung der Axen des Centralschnittes einer Fläche zweiten Grades durch eine Ebene U1x — U,y — U32 = 0 übereinstimmt.

	
	
	
	
38.    In derselben Weise stimmt das Problem, die Richtungen der Hauptschnitte in irgend einem Punkt zu finden, mit dem Problem der Bestimmung der Richtungen der Axen für den durch die Ebene









U,c+ U,y+ U,3 =0 in der Fläche zweiter Ordnung

U «2 + U,J2 + U9922 + 2 U,sy2 + 2 Uiex + 2 Uyzy = 1 erzeugten Schnitt überein.

Durch einen gegebenen Durchmesser einer Fläche zweiten Grades kann stets ein ebener Schnitt gelegt werden, der ihn zur Axe hat, und die andere Axe desselben ist der Durchschnitt der zu ihm normalen Ebene mit der Ebene, welche ihm conjugirt ist. Ist somit

7—1

die centrale Fläche zweiter Ordnung und geht der fragliche Durchmesser durch den Punkt (x', y', z‘), so ist der zu ihm normale conjugirte Durchmesser der Durchschnitt der Ebenen

xx‘ + yy' + E2‘ = 0, «‘Vi + y'y^ + E’Vs = 0;

und liegt der erste Durchmesser in der Ebene

U«‘+ U^y'-^ U,*‘= 0,

so beschreibt der zweite den Kegel, welcher durch die Vergleichung der durch Elimination von x', y', z aus diesen drei Gleichungen gewonnenen Determinante mit Null repräsentirt wird, nämlich durch

^^-JJzy}yr + (Ua — Ue)V, + (Uy - U,c)V, = 0.

Dieser Kegel schneidet die Ebene

Ux — U^y — U32 = 0 in den Axen des durch sie bestimmten Schnittes. Die Richtungen der Hauptschnitte sind somit bestimmt als die Durchschnitte der Tangentenebene

Uz + Uay + U = 0 mit dem Kegel

(U,2—U)(U,1+ U,2y + EM + (Uz - U,2)(U,21 + U,y

+ U232) + (Uy — U,x) (Uig% + U23 + U332) = 0, oder

(U,U,s — U,U,2) «2 + (UU12—UU2) y2 + (UU23 — U,U,3)s2 + { U( U— U)— U, U+ U, U13 } yz+ { U, Un+ U,( Us— Un) - U, U2s } zx + { U, U2, - U Uis + U, (Un - U22) ) «y = 0.

	
	
	
	
39.    Die im Art. 35 angewendete Methode erlaubt uns auch, die Bedingungen für einen Kreispunkt zu finden1).









Wenn die Ebene xy die Tangentenebene in einem Umbilical-punkt ist, so ist die Gleichung der Fläche von der Form

2+ A(2+ y2) + 2Dxz + 2Eyz + F22 + etc. = 0, und wenn wir von ihr die Gleichung einer berührenden Kugel

z + 2(22 + y2 + £2) =0 subtrahiren, so ist es möglich, 2 so zu wählen — nämlich indem man es gleich A nimmt—, dass alle Glieder des Restes durch z theilbar werden. Wenn also

ud) + 12) + etc. = 0 die Fläche und

u"1) + Ao(2) = 0

eine sie berührende Kugel bezeichnet, so ist es unter der Voraussetzung, dass der Anfangspunkt der Coordinaten ein Kreispunkt sei, möglich, A so zu wählen, dass (u(2)—Av(2)) die Grösse u, als einen Factor enthält. Durch eine wie in Art. 36 vollzogene Transformation der Coordinaten erkennt man so, dass ein Punkt (x‘, y‘, z‘) ein Kreispunkt ist, wenn man 2 so wählen kann, dass (U,,—2)2+(U,,—2)*+(U,,—2)*+2U,y5+2U,,*1+2U,,%y die Grösse

U" + U,y + Uz

als einen Factor enthält. Wenn dies geschehen soll, so muss der andere Factor sein
[image: ]

und die Entwickelung des Products und Vergleichung der Coef-ficienten von yz, zx, xy liefert die Bedingungen

(U, -)5+(U„-)%,=2 U,, (U„-2)%,+(U,-2)%; =2U,,, (U, -)%+ (U, -2)5=2 U,,;

man erhält somit durch Elimination von 2 zwischen diesen Gleichungen die beiden Bedingungen für den Kreispunkt

U,, U2+U, U,2—2U,,U,U, _ UU,2+U,U,2— 2U,U,U, U,‘+U,2 TT U,‘+U,’

_ U,, U,‘+ U22 U, 2—2U,2 U, U, -      U,*+U2

Der Schnitt der durch dies System dargestellten Curve mit U = 0 giebt die Kreispunkte. Aber der Schnitt der Fläche mit w == 0, wo a2 —. . = 0 den imaginären Kreis im Unendlichen


	
giebt, enthält 3n(n -
	
- 2) aus
	

		
11 (12 U1s
	

		
U21 022 U23
	
= 0


		
U31 U32 U33
	



zu bestimmende Wendepunkte und diese Determinante ist den Zählern der drei Brüche äquivalent, d. h. diese Punkte sind gemeinsame Lösungen des Bedingungssystems.

Da nur zwei Bedingungen zu erfüllen sind, so enthält eine Fläche nter Ordnung allgemein eine bestimmte Zahl von Kreispunkten; denn jede der Bedingungen repräsentirt eine Fläche, und beide Flächen bestimmen mit der gegebenen Fläche zusammen eine Anzahl von Durchschnittspunkten, welche Kreispunkte sein müssen. Es kann aber auch insbesondere geschehen, dass die durch beide Bedingungen repräsentirten Flächen sich in einer ganz auf der ursprünglichen Fläche gelegenen Curve schneiden; dann existirt somit in der Fläche eine Linie, deren sämmtliche Punkte Kreispunkte derselben sind, und die man eine Linie sphärischer Krümmung nennt.

Beispiel. Man untersuche, ob in der Fläche

(x2 + y2+22)2 = 4a2 (x2 + 32) ein Kreispunkt enthalten ist.

	
	
	
	
40.    Es giebt einen Fall, in welchem die Bedingungen des letzten Art. nicht in der Form anwendbar sind, in welcher sie geschrieben wurden. Sie sind erfüllt für









_ — _ U,, U,2+U, U,2—2 U,, U, U, und wir könnten daraus schliessen, dass die Fläche U, = 0 stets durch Kreispunkte der gegebenen Fläche hindurchgehe. Man erkennt aber geometrisch leicht, dass dies nicht der Fall ist; denn U, = 0 ist die Polare des Punktes (y, 2, w) in Bezug auf die Fläche, sodass, wenn sie nothwendig durch Kreispunkte hindurch ginge, aus einer einfachen Coordinaten-Transformation geschlossen werden müsste, dass die erste Polare jedes Punktes Kreispunkte der Fläche enthielte.

Aus dem letzten Art. geht dagegen hervor, dass es eine stillschweigende Voraussetzung seiner Untersuchung ist, dass keine der Grössen U,, U2, U3 verschwinde; denn wenn dies stattfände, so enthielte eine der gebrauchten Gleichungen unendliche Glieder.

Setzen wir Ur = 0, so müssen wir vielmehr direct die Bedingungen bestimmen, unter der U2y — U32 ein Factor in (U,—2)+ (U2 — 2)72+(v,—2)22+ 2 U, y #+ 2 U s+ 2 U, ^y ist.

Offenbar muss dazu l==U11 und wie man leicht sieht, wie vorher _ U,2U22+Us, U,2—2U2, U, U, sein, während überdies, weil die Glieder 2 U13 zy — 2 U12 xy durch U2y — U3z theilbar sein müssen,

U,U = U,U,2

sein muss.

Wenn man mit den so erhaltenen beiden Bedingungen U1 = 0 und die Gleichung der Fläche combinirt, so hat man vier Bedingungen, welche, specielle Fälle ausgenommen, nicht durch die Coordinaten eines Punktes erfüllt werden können.

Wenn wir die im letzten Art. gegebenen Bedingungen von Brüchen befreien, so finden wir, dass jede von ihnen U1, U, oder U3 als einen Factor enthält, und was wir in diesem Art. bewiesen haben, ist, dass diese Factoren als der Frage nach den Kreispunkten fremd beseitigt werden können.

Aus dem Entwickelten können wir die Zahl der Kreispunkte bestimmen, welche eine Fläche von der nten Ordnung im Allgemeinen haben kann.

Die Kreispunkte sind, so sahen wir, als Durchschnittspunkte der gegebenen Fläche mit einer Curve bestimmt, deren Gleichungen die Form

ABC

A' — B--C

haben; sind A, B, C vom Grade l, A', B'} C' aber vom Grade m, so sind die Flächen

AB' — A'B = 0, AC'~ A'C^O von der Ordnung (l — m) und durchschneiden sich in einer Curve von der Ordnung (l — m)2; und da der Durchschnitt! dieser zwei Flächen die Curve A = 0, A'— 0 von der Ordnung im enthält, welche der Fläche BC'— B'C = 0 nicht angehört, so ist die fragliche Curve von der Ordnung 72 — im — m2, d. h. im gegenwärtigen Falle, wo l und m durch (3n — 4) und (2n—2) respective zu ersetzen sind, = 19n2 — 46n — 28.

Das discutirte System schliesst aber, wie wir gesehen haben, drei Curven ein, wie

U, = 0, U„(U,‘+U,3)-(U,,U,}+U,„U,‘-2U„U,U,) = 0, welche die Kreispunkte nicht enthalten, man hat daher die Grösse 3(n — 1) (3n—4) von der vorher gefundenen Zahl zu subtrahi-ren; ausserdem hat man nach Art. 39 die Gruppe von 3n (n — 2) Lösungen abzurechnen, um zu finden, dass die Anzahl der Kreispunkte für eine Fläche nter Ordnung allgemein) = n (10n2 — 28 n + 22) ist, oder für Flächen 2., 3. und 4. Ordnung respective gleich 12, 84, 280.

	
	
	
	
41.    Wir gehen zur Herleitung einiger anderer Folgerungen aus dem in Art. 35 Bewiesenen über, wonach die beiden mit den Hauptkrümmungsradien beschriebenen Kugeln mit der Fläche stationäre Berührung haben.
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Wenn zwei Flächen eine stationäre Berührung haben, so berühren sie sich in zwei auf einander folgenden Punkten.

Wenn die Gleichungen beider Flächen wie in Art. 35 geschrieben werden, also

z + ax2 + 21)xy + cy2 + ... = 0, 22 + a'x2 + etc. = 0, so sind die Tangentenebenen im nächstfolgenden Punkte nach Art. 9 durch

z — 2(ax' — by')x — 2(bx' — cy'^y = 0, z — 2(a'x' — b‘y‘)x — 2(b'x' — c'y'^y = 0 dargestellt. Sie sind identisch, wenn

ax' — by' = a'x' — b'y', bx' — cy' = b'x — c y’ ist, d. i. durch Elimination von x : y', wenn

(a — a) (c — c‘) = (b — b')2 ist, d. h. unter der Bedingung der stationären Berührung.

Die mit einem der Hauptkrümmungsradien beschriebene Kugel berührt somit die Fläche in zwei auf einander folgenden Punkten; oder zwei auf einander folgende Normalen der Fläche sind auch Normalen der Kugel und durchschneiden sich folglich im Centrum derselben. Nun wissen wir, dass bei ebenen Curven das Centrum des Krümmungskreises als der Durchschnitt zweier auf einander folgender Normalen der Curve betrachtet werden kann. Bei den Flächen schneidet die Normale in einem Punkte die einem beliebigen benachbarten Punkte entsprechende Normale im Allgemeinen nicht. Wir sahen aber soeben, dass die zwei auf einander folgenden Normalen sich durchschneiden, wenn der nächtsbenachbarte Punkt in der Richtung eines der Hauptschnitte des gegebenen Punktes gewählt ward. Die gemeinschaftliche Länge beider Normalen gleicht dann dem entsprechenden Hauptkrümmungsradius. Der Wichtigkeit dieses Theorems halber geben wir eine directe Untersuchung desselben.

	
	
	
	
42.    Man soll untersuchen, in welchen Fällen die Normale in irgend einem Punkte einer Fläche durch die nächstfolgende Normale geschnitten wird.









Wir wählen die Tangentenebene zur Ebene xy und setzen die Gleichung der Fläche in der Form

z + Aa?+ 2Bxy + Cy2 + 2Dxz + 2Eyz + Fe? + etc. = 0

voraus. In Art. 9 sahen wir dann, dass die Gleichung einer nächstfolgenden Tangentenebene ist

= + 2(Ax‘ + By)x + ^{Bx' + Cy'^y = 0; eine Normale zu ihr durch den Punkt (x‘, y') ist somit x — x'       y — y' o,

Ax‘+By‘ — Bx' + Cy' =48 und dieselbe schneidet die Axe der z, d. i. die ursprüngliche Normale, wenn man hat

x‘   ______y'_

Ax' + By’   Bx'-\-Cy'

Die Richtung nach einem nächstfolgenden Punkte, dessen Normale die gegebene Normale schneidet, ist somit durch die Gleichung

Bx'2 -\r(C — A') x'y' — By'2 = 0 bestimmt, d. i. durch die Gleichung des Art. 32, welche die Richtungen des Maximums und des Minimums der Krümmung gieht.

In jedem Punkte einer Fläche gieht es somit zwei zu einander rechtwinklige Richtungen, in denen die Normale des nächstfolgenden Punktes die ursprüngliche Normale durchschneidet. Diese Richtungen sind die der beiden Hauptschnitte des Punktes.

Wenn wir zur Vergrösserung der Einfachheit die Richtungen der Hauptschnitte als Goordinatenaxen wählen, d. h. in den vorigen Gleichungen B = 0 setzen, so werden die Gleichungen einer nächstfolgenden Normale

Aus ihnen folgen für x == 0 respective y — 0 die Werthe-gruppen

1        A — C ,           1        C— A ,

2A’ 3 A 33 F 20‘ « C X, welche aussagen, dass dieselbe die Hauptschnittebenen in denselben Abständen z von der Tangentialebene schneidet, welche durch die Hauptkrümmungscentra bezeichnet sind. 18) Dies ist der Satz von Ch. Sturm: Alle Normalen einer Fläche in den einem gegebenen Punkte in ihr unendlich nahe benachbarten Punkten schneiden die beiden Geraden, welche in den Hauptkrümmungsmittelpunkten zu den zugehörigen Hauptschnittebenen normal sind.19)

	
	
	
	
43.    Wir können auch zu denselben Ergebnissen gelangen, indem wir den Ort derjenigen Punkte der Fläche suchen, deren Normalen eine feste zur Axe der z genommene Normale schneiden.









Durch die Substitution x == 0, y == 0 in die Gleichung einer andern Normale erkennen wir, dass der Punkt der Fläche, zu welchem sie gehört, der Bedingung

x __ y

genügen muss. Die Curve, in welcher dieser Fläche die gegebene Fläche schneidet, hat den Endpunkt der gegebenen Normale zum Doppelpunkt, und die beiden Tangenten desselben sind die Haupt-tangenten der Fläche in diesem Punkte. (Vergl. Bd. I, Art. 121, Beisp. 18.)

Der specielle Fall, in welchem die feste Normale einem Kreispunkte entspricht, verdient besondere Erwähnung. Da die Gleichung der Fläche von der Form

= + A(+ y2) + etc. = 0

ist, so ist das niedrigste Glied der Gleichung xU2 = y Ur für z == 0 vom dritten Grade, und der Kreispunkt ist ein dreifacher Punkt in der Ortscurve. Während also jede der Normale des Kreispunktes nächstfolgende Normale die erstere schneidet, giebt es drei Richtungen von ihm aus, längs welcher auch die darauf folgende Normale die dem Kreispunkte entsprechende Normale noch schneidet. Im Falle der Flächen des zweiten Grades sind die nicht reellen geraden Erzeugenden durch den Kreispunkt der Fläche, weil sie den imaginären Kreis im Unendlichen schneiden, zwei Linien mit sich schneidenden Normalen, und der bezügliche Hauptschnitt ist die dritte. Der in Bd. I, Art. 121, 18 erhaltene Kegel durch den Ort der Fusspunkte von Normalen, die eine gegebene Normale schneiden, degenerirt für jeden Punkt eines Hauptschnittes in zwei Ebenen, deren eine die Hauptschnittebene selbst ist, während die andere für einen Kreispunkt der Fläche zur Tangentialebene derselben wird und also die nach ihren unendlich fernen Kreispunkten gehenden Geraden aus der Fläche herausschneidet. Für die Punkte derselben fallen die beiden Bichtungen nach den Fusspunkten schneidender Nachbar-normalen mit ihrer eigenen Richtung zusammen,20) als welche zu sich selbst rechtwinklig ist. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 363.)

	
	
	
	
44.    Eine Krümmungslinie21) in einer Fläche ist eine so auf derselben verzeichnete Linie, dass die Normalen in irgend zweien in ihr auf einander folgenden Punkten sich durchschneiden.









So können wir von irgend einem Punkte M der Fläche zu jedem der beiden folgenden Punkt N, N' übergehen, von deren Normalen wir bewiesen, dass sie die Normale in M schneiden. Die Normale in N ihrerseits wird durch die beiden folgenden Normalen in P, P' geschnitten, wobei wir das Element NP als eine Fortsetzung von dem Element MN denken, während NP' nahezu rectangulär zu demselben ist. In der nämlichen Art können wir vom Punkte P zu einem andern benachbarten Punkte Q übergehen und so eine Krümmungslinie MNPQ bilden. Und wir hätten auch in derselben Weise vorschreiten können, indem wir in der Richtung MN' begannen.

Durch jeden Punkt M einer Fläche gehen somit zwei Krümmungslinien, welche sich in ihm rechtwinklig durchschneiden und von den entsprechenden beiden Hauptschnitttangenten berührt werden.

Eine Krümmungslinie ist im Allgemeinen keine ebene Curve, und in dem speciellen Falle selbst, in welchem sie eben ist, fällt ihre Ebene nicht nothwendig mit der eines Hauptschnittes in M zusammen, obgleich sie mit demselben die gemeinschaftliche Haupttangente hat. Der Hauptschnitt ist normal zur Fläche, die Ebene der Krümmungslinie kann geneigt gegen dieselbe sein.

Weil für die Punkte des unendlich fernen Querschnitts der Fläche die Normalen der unendlich fernen Ebene angehören, so bildet dieser eine Krümmungslinie jeder Fläche, die mit ihr selbst zugleich algebraisch ist. Ueberdies aber ist nach der Schlussbetrachtung des vorigen Art. für jede Fläche diejenige Curve eine Krümmungslinie, die den Ort der Berührungspunkte von Tangentialebenen bildet, welche der Fläche und dem unendlich fernen Kugelkreis gemeinsam sind oder die Berührungscurve mit einer umschriebenen Developpabeln, die jenen Kreis enthält; denn für die Punkte dieser Curve sind die Erzeugenden der fraglichen Developpabeln, oder die Verbindungslinien der Paare der Berührungspunkte der gemeinsamen Tangentialebenen, die Normalen der Fläche. (Vergl. Bd. I, Art. 146, 221 f.) Auch sie ist mit der Fläche zugleich algebraisch.22) Die Schnittpunkte beider sind die Berührungspunkte der Fläche mit Tangenten des unendlich fernen Kugelkreises.

Die Flächen, welche durch die Umdrehung einer ebenen Curve um eine in ihrer Ebene enthaltene Axe entstehen, bieten eine gute Erläuterung verschiedener hier einschlagender Umstände dar. In jedem Punkte einer solchen Rotationsfläche fällt die eine Krümmungslinie mit dem durch ihn und die Axe gehenden ebenen Schnitt oder mit der entsprechenden Lage der erzeugenden Curve zusammen.

Alle Haupt-Normalen dieser Curve sind auch Normalen der Fläche und durchschneiden sich. Der entsprechende Hauptkrüm-mungsradius ist auch der Krümmungsradius dieses ebenen Schnittes. Die andere durch P gehende Krümmungslinie ist der Kreis, welchen die durch ihn normal zur Axe gelegte Ebene mit der Fläche bestimmt; denn die Normalen der Fläche in allen Punkten dieses Schnittes durchschneiden die Axe derselben und daher sich selbst in dem nämlichen Punkte; sein Abstand von den Punkten der Peripherie, insbesondere von dem Punkte P, ist der zweite Hauptkrümmungsradius der Fläche. Der durch P gehende Meridian ist ein Hauptschnitt der Fläche, weil er die Normale derselben enthält und eine Krümmungslinie berührt; der zur Axe normale Schnitt (der Parallelkreis) ist kein Hauptschnitt, weil er die Normale der Fläche nicht enthält; vielmehr ist der zweite Hauptschnitt der durch diese Normale und die demselben Kreise in P entsprechende Tangente bestimmte ebene Schnitt der Fläche.

Gleichzeitig erläutert dieses Beispiel das Theorem von Meunier; denn der Radius des durch P gehenden Kreises, d. i. eines schiefen Schnittes der Fläche, ist die Projection des zwischen dem Punkte P und der Axe enthaltenen Stückes der Normale auf seine Ebene, eines Stückes, von welchem wir soeben bewiesen haben, dass es der Krümmungsradius des entsprechenden Normalschnittes ist.

	
	
	
	
45.    Es ist im Art. 38 bewiesen worden, dass die Richtungscosinus der Tangente eines Hauptschnittes der Fläche die Relation









(U, cos y — U, cos ß) (U11 cos a — U12 cos ß — U13 cos 7)

— (U3 COS a — U1 COS 7) (U12 COS « — U22 COS ß — U23 COS 7)

— (U, cos ß — U, cos a) (U13 cos a — U23 cos ß — U33 cos 7) — 0

erfüllen. Nun ist die Tangente des Hauptschnittes  auch die Tangente der Krümmungslinie. Ist ds das Bogenelement einer Curve, und bezeichnen dx, dy, dz die Projectionen desselben auf die Axen, so sind die Cosinus der von ds mit den Axen gebildeten Winkel zu 4$, 49, 42 respective proportional. Die Differentialgleichung der Krümmungslinie wird daher erhalten, indem man dx, dy, dz für cos «, cos ß, cos y in die vorhergehende Formel substituirt.

Diese Gleichung kann direct auch folgendermassen abgeleitet werden.23) Sind «, ß, y die Coordinaten eines zweien auf einander folgenden Normalen gemeinschaftlichen Punktes, so folgt aus den Gleichungen der Normale für x, y, z als die Coordinaten ihres Fusspunktes in der Fläche die Relation

a — x__ ß — y__y — z

U, — U, U, ‘ und, wenn wir den gemeinschaftlichen Werth dieser Brüche durch A bezeichnen,

c= x+U2, B = y + U22, y = z + Uga.

Wenn aber die zweite Normale die Fläche in dem Punkte x — dx, y — dy, z — dz durchschneidet, so erhalten wir, indem wir ausdrücken, dass a, ß, y den Gleichungen der zweiten Normale genügen, dieselben Resultate, als wenn wir die vorigen Gleichungen differentiiren, indem wir a, ß, y als constant betrachten, d. i.

dx + U1dA + IdTJ^ = 0, dy -+ U,dA + ldU2 = 0, dz -+ UadX -+ XdU^, = 0,


	
und durch Elimination von A, dl aus
	
diesen Gleichungen die


	
Determinante des Art. 38
	

		
dx, dy, dz
	

		
U,, U2, U,
	
= 0.


		
dU1, dU2, dU3
	

	
Man hat übrigens
	



dUr = U11 dx — Uidy — U^dz, dU^ = U^^^ — U,dy — U,dz, dU3 = ^\^dx — U^dy —- U^dz.

Beispiel. Man entwickle die Differentialgleichung der Krüm-mungslinien des Ellipsoids

22    2 _ a2 T 62 + c2 1

Man hat           U, == %,  U, = i a- 7       -       62’       5 ci 2

dx        dy , dz

d li a? , dU^ 62, dU^ — c? und erhält durch Substitution in die vorige Gleichung und Entwicklung

(62 — c^xdydz + (c2 — a^ydzdx + (a2 — l^zdxdy = 0.

Da wir wissen, dass die Krümmungslinien des Ellipsoids die Durchschnittslinien desselben mit einem System concentrischer Flächen zweiten Grades sind (Bd. I, Art. 196), so können wir für das Integral dieser Gleichung die Form Ax2— By2 — C z2 = 0 voraussetzen und die Constanten durch Substitution bestimmen.

Wenn wir die Form des Integrals nicht als bekannt voraussetzen, so können wir z und dz mit Hülfe der Gleichung der Fläche eliminiren, und so eine Differentialgleichung mit zwei Veränderlichen bilden, welche die Gleichung der Projection der Krümmungslinien auf die Ebene der xy ist. So erhalten wir nach Multiplication mit 2 und Reduction durch die Gleichung des Ellipsoids und ihr Differential

G- c2)xdy + (- aö)ydz)("d= + "4")

- (a2— 83)(1—8 - ZF}d. dy,

d. i. für

a2(b2—c2) _ A a‘(a2— b2) _ b\a^-c2) — 4‘ a2 — c2

Axy (dy)2 + ^ - Ay2 - B) dy - xy = 0 ’

eine Gleichung, deren Integral ist2'1) x2 y2 __    1

BBC— AC+1 ’

Die Krümmungslinien werden somit auf die Hauptebene in eine Reihe von Kegelschnitten projicirt, deren Axen a', V durch die Relation

a2{a2 — c2) , b‘3(b2— c2) _ a?(a?—b?) + b2(b2— a2} — 1 verbunden sind. Man erkennt leicht, dass dies mit dem in Bd. I, Art. 196 gegebenen Abriss der Theorie der Krümmungslinien übereinstimmt.

	
	
	
	
46.    Das Theorem, nach welchem confocale Flächen zweiten Grades sich in Krümmungslinien durchschneiden, ist ein speciel-ler Fall des Theorems von Dupin,25) welches wir so ausdrücken: Wenn drei Flächen sich in einem Punkte rechtwinklig durchschneiden, und wenn jedes Paar derselben sich auch in dem nächstfolgenden gemeinschaftlichen Punkte rechtwinklig schneidet, so sind die Richtungen der Durchschnitte die Richtungen der Krümmungslinien in jeder derselben.









Wir denken den allen drei Flächen gemeinschaftlichen Punkt als Anfang der Coordinaten und die drei rectangulären Tangentenebenen als Coordinatenebenen, so dass die Gleichungen der Flächen von der Form

(1 + 2dz'}x + 2bz'y + 2cz'z — 0, 2b' z'x + (1 + 2d' z')y + 2a' z' z = 0, und man erhält

b + b‘ = 0 als die Bedingung, unter welcher dieselben rechtwinklig zu einander sind, indem man nur diejenigen Glieder berücksichtigt, welche die kleine Grösse z im ersten Grade enthalten.

In gleicher Weise müssen, damit die andern Paare von Flächen sich in einem folgenden Punkte rechtwinklig durchschneiden, die Bedingungen

V + b" = 0, b" + b = 0

erfüllt sein, d. i. man muss zur gleichzeitigen Rechtwinkligkeit aller drei Flächenpaare b = b' = b" — 0 haben. Dann aber zeigt die Form der Gleichungen, dass die Axen der Coordinaten die Richtungen der Krümmungslinien in jeder von ihnen sind. Man erhält also die von Dupin gegebene Form des Theorems: Wenn in drei Systemen von Flächen jede Fläche des einen Systems von allen Flächen der beiden anderen Systeme rechtwinklig durchschnitten wird, so ist die Durchschnittslinie irgend zweier Flächen derselben, welche verschiedenen Systemen angehören, in jeder von ihnen eine Krümmungslinie. Denn in jedem ihrer Punkte

ist es nach der Voraussetzung möglich, eine dritte Fläche anzugeben, welche die beiden ersten rechtwinklig durchschneidet.

Wir geben weitere Entwickelungen zur Theorie solcher Or-thogonalflächensysteme in Art. 63 f.

	
	
	
	
47.    Wenn zwei Flächen sich rechtwinklig durch-schneiden2), so ist ihre Durchschnittscurve, wenn sie eine Krüminungslinie der einen ist, zugleich auch eine Krümmungslinie der andern.









Indem wir den Coordinatenanfangspunkt als einen Punkt der Durchschnittscurve wählen, erhalten wir als die Bedingung des rechtwinkligen Durchschnitts auf dem Wege des letzten Art. b—b‘== 0, d. i. wenn b = 0, auch b' — 0.

Oder: Da die Richtungscosinus der Tangentenebenen der beiden Flächen zu U1, U,, U3; U,, U2 , bJ^ proportional sind, so sind die Richtungscosinus ihrer Durchschnittslinie proportional zu

UJJ'— U'TL, U.U'—U'U,, ILU'—U'U», 20       40/     Oa —       D ± /     — rou—       — 4 •

und damit die so bezeichnete Richtung die Richtung einer Krümmungslinie der ersten Fläche sei, muss nach Art. 45 die Bedingung


U2U'-TJ'U^

U,, dUt,




UU—U’U U,, dU,,




U^'-U'U,

U, dUz




=== 0



oder                                                        2

	
(U, u; + U, u.; + U, U) (U, d U + U, d U2 + U, d U)


	
— (U2+ U^+ U^)(TJ’dU1+ U/dU,+ U^dU3) = 0 erfüllt sein. Sind beide Flächen rechtwinklig zu einander, so ist



	
U, U,’ + U, U,’ — U, U,’ = 0, und die vorige Bedingung reducirt sich auf



U'dU. + 1^'dU, + U'dU.A =0; wir folgern aus beiden Gleichungen die dritte

U.dU' — U2du: — u.d U' = 0, welche zugleich die Bedingung ist, unter der die Durchschnittscurve auch eine Krümmungslinie der zweiten Fläche ist.

	
	
48.    Eine Krümmungslinie hat nach der Definition den wesentlichen Charakter, dass die Normalen der Fläche in zwei auf einander folgenden Punkten von ihr sich durchschneiden. Die durch alle Normalen der Fläche längs einer Krümmungslinie gebildete Fläche ist somit eine abwickelbare Fläche (Anmerk, des Art. 113 im I. Bande), denn je zwei auf einander folgende gerade Erzeugende derselben schneiden sich. Diese abwickelbare Fläche schneidet natürlich die gegebene Fläche unter rechten Winkeln.





Der Ort derjenigen Punkte, in welchen zwei auf einander folgende Erzeugende dieser Fläche sich schneiden, ist eine Curve, welche wir als die Cuspidal- oder Rückkehrkante der de-veloppabeln Fläche bezeichnen, und deren Eigenschaften im nächsten Kapitel weiter betrachtet werden sollen. Jede Erzeugende ist eine Tangente dieser Curve, weil sie zwei auf einander folgende Punkte derselben mit einander verbindet, nämlich die Punkte, in denen sie selbst die vorhergehende und nächstfolgende Erzeugende durchschneidet. (Vergl. Bd. I, Art. 123.)

Denken wir nun die Normale in irgend einem Punkte M der Fläche, so gehen durch diesen zwei Krümmungslinien MNPQ etc., MN'P'Q' etc., und sind die Durchschnittspunkte der auf einander folgenden Normalen in M, N, P, Q, etc., C, D, E, etc. und die der Normalen in M, N', P', Q‘, etc. C', D', E‘, etc., so ist die Curve CDE etc. die Cuspidalkante der Abwickelungsfläche, welche von den der Krümmungslinie PINPQ etc. entsprechenden Normalen gebildet wird, und ebenso G' D'E' etc. die Cuspidalkante der Abwickelungsfläche der Normalen von EEN'P'Q' etc. Die Normale in M berührt nach dem Vorigen diese Curven in den Punkten C, C' respective, welche die beiden dem Punkte M entsprechenden Krümmungscentra sind.

Wir haben somit bewiesen, was folgt: Die Cuspidalkante der durch die Normalen einer Fläche in den Punkten einer Krümmungslinie erzeugten Abwickelungsfläche ist der Ort des einen Systems der Krümmungscentra, welche allen Punkten dieser Linie angehören.

	
	
49.    Die Vereinigung der Krümmungscentra C, G' aller Punkte einer Fläche ist eine Fläche von zwei Mänteln, welche man die Fläche der Centra der gegebenen Fläche nennt. (Siehe Bd. I, Art. 198.) Die Curve CEE etc. liegt auf dem einen, die Curve G' D'E' etc. auf dem andern Mantel derselben. Jede Normale der gegebenen Fläche berührt beide Mäntel derselben; denn es ist bewiesen, dass sie die auf ihnen respective gelegenen Curven C D E etc., C'D'E' berührt. Wenn aber von einem nicht in der Fläche gelegenen Punkte zwei auf einander folgende Tangenten derselben ausgehen, so ist ihre Ebene eine Tangentenebene der Fläche, weil sie den dem Punkte entsprechenden Tangentenkegel berührt. Wenn dagegen zwei auf einander folgende Tangenten sich in der Fläche selbst durchschneiden, so ist ihre Ebene nicht allgemein eine Tangentenebene der Fläche, weil jeder ebene Schnitt der Fläche in seinen Tangenten in zwei auf einander folgenden Punkten zwei gerade Linien dieser Art bestimmt, welche doch in seiner d. i. in einer die Fläche schneidenden Ebene liegen.





Betrachten wir nun die zwei auf einander folgenden Normalen in den Punkten M, N der Fläche, so sind sie beide Tangenten beider Mäntel der Fläche der Centra. Und da der Punkt C, in welchem sie sich durchschneiden, dem ersten Mantel, aber im Allgemeinen nicht zugleich dem zweiten Mantel angehört, so ist die Ebene beider Normalen eine Tangentenebene des zweiten Mantels der Fläche der Centra.

Ebenso ist die Ebene der Normalen in den Punkten M, N' die Tangentenebene des ersten Mantels der Fläche der Centra; und auf Grund der Rechtwinkligkeit der beiden durch den Punkt M gehenden Krümmungslinien ergiebt sich, dass diese beiden Ebenen rechtwinklig zu einander sind; d. i. die Tangentenebenen der Fläche der Centra in den beiden Punkten C, C', welche eine Normale der Fläche mit ihr gemein hat, schneiden einander rechtwinklig.

	
	
50.    Für jeden Kreispunkt der ursprünglichen Fläche haben die beiden Mäntel der Fläche der Centra einen gemeinschaftlichen Punkt, oder in anderen Worten, hat die Fläche der Centra einen Doppelpunkt; und wenn die Originalfläche eine Linie sphärischer Krümmung hat, so besitzt die Fläche der Centra eine Doppellinie, die derselben entspricht; ihre beiden Mäntel schneiden einander längs derselben überall rechtwinklig.





Dies ist aber nicht der einzige Fall, in welchem die Fläche der Centra eine Doppellinie hat. Ein Doppelpunkt in dieser Fläche entsteht nicht nur durch das Zusammenfallen der beiden Centra, welche zu derselben Normale gehören, sondern auch dann, wenn zwei verschiedene Normalen sich in einem Punkte schneiden, der für jede von ihnen ein Centrum ist. Wir sahen im Art. 39, dass eine Fläche nter Ordnung gewöhnlich eine bestimmte Anzahl von Kreispunkten und daher im Allgemeinen nicht eine Linie sphärischer Krümmung hat. Eine Doppellinie der ersten Art ist daher nicht unter den gewöhnlichen Singularitäten der Fläche der Centra. Aber diese Fläche wird im Allgemeinen eine Doppellinie der zweiten Art enthalten. Durch jeden Punkt gehen ja verschiedene Normalen der Fläche — an eine Fläche nter Ordnung im Allgemeinen n (n2 — n — 1), 26) — und jeder Punkt in der Fläche der Centra ist ein Krümmungscentrum für eine solche Normale; es wird also einen Ort von Punkten auf dieser Fläche geben, von denen jeder ein Centrum der Krümmung für zwei Normalen ist, und es werden überdies eine begrenzte Anzahl von Punkten in ihr auftreten, von denen jeder ein Krümmungscentrum für drei Normalen ist.27)

	
	
51.    Es erscheint angemessen, an dieser Stelle zu erklären, was unter einer geodätischen Linie einer Fläche verstanden wird, und die Fundamentaleigenschaft solcher Linien anzugeben, nach welcher die osculirende Ebene derselben in jedem ihrer Punkte eine Normalebene der Fläche ist.





Eine geodätische Linie ist die Form, welche ein zwischen zwei Punkten der Fläche in ihr und über sie hin ausgespannter Faden annimmt, sie ist daher gewöhnlich die kürzeste Linie in der Fläche, welche zwischen den beiden gewählten Punkten gezogen werden kann. Da nun die Resultante der Spannungen, welche längs zweien auf einander folgenden Elementen der durch den Faden gebildeten Curve stattfinden, in der Ebene dieser Elemente liegt und die Normale der Fläche sein muss, um von dem Widerstand derselben aufgehoben zu werden, so enthält die Ebene zweier auf einander folgenderElemente der geodätischen Linie die Normale der Fläche in ihrem gemeinschaftlichen Punkte3). Jede ebene Krümmungslinie ist geodätisch.

Das Nämliche kann auch geometrisch leicht bewiesen werden; denn zuerst, wenn zwei Punkte A, C in verschiedenen Ebenen mit einem Punkte B der Durchschnittslinie dieser Ebene verbunden werden, so ist die Summe von AB und BC kleiner, als die Summe jeder andern AB' — B'C, wenn AB und BC gleiche Winkel mit der Durchschnittslinie TT' einschliessen; denn wenn die eine Ebene um diese letztere bis zum Zusammenfallen mit der andern gedreht wird, so fallen AB und BC in eine gerade Linie wegen der vorausgesetzten Gleichheit der Winkel TBA und T'BC? und die Gerade AC ist die kürzeste Linie, durch welche die Punkte A und C verbunden werden können. Sind demnach AB und BC auf einander folgende Elemente einer auf der Fläche verzeichneten Curve, so ist diese Curve die kürzeste Linie zwischen A und C, wenn AB und BC mit BT, der Durchschnittslinie der Tangentenebenen in A und C, gleiche Winkel bilden. Somit sind AB oder seine Verlängerung und B C auf einander folgende Kanten eines geraden Kegels, welcher die Linie BT zur Axe hat; ihre Ebene ABC ist eine Tangentenebene des Kegels und als solche normal zu der Ebene, welche die Axe und die Berührungskante enthält; d. i. die Ebene ABC, die osculirende Ebene der geodätischen Linie, ist normal zur Ebene ABT, der Tangentenebene in A, so dass das Theorem dieses Artikels bewiesen ist.

Bertrand hat bemerkt,28) dass diese Fundamentaleigenschaft der geodätischen Linie aus Meunier’s Theorem folgt. (Siehe Art. 32.) Denn es ist offenbar, dass für einen unendlich kleinen Bogen von gegebener Sehne der Ueberschuss seiner Länge über die der Sehne um so kleiner wird, je grösser der Krümmungsradius ist; der kürzeste Bogen zwischen zwei unendlich nahen Punkten A, B einer Fläche ist somit der, welcher den grössten Krümmungsradius hat, und wir haben gesehen, dass diese Eigenschaft dem entsprechenden Normalschnitt zukommt.

	
	
52.    Indem ich nun zur Fläche der Centra zurückkehre, sage ich, dass die Curve CDE (Art. 49), der Ort der Durch-





Schnittspunkte entsprechender Normalen längs einer Krümmungslinie, eine geodätische Linie für den Mantel der Fläche der Centra ist, welchem sie angehört.

Denn wir sahen (Art. 49), dass die Ebene zweier auf einander folgender Normalen der Fläche, d. i. zugleich die Ebene zweier auf einander folgender Tangenten dieser Curve, eine Tangentenebene des zweiten Mantels der Fläche der Centra und normal zur Tangentenebene des Punktes C für den Mantel der Fläche ist, auf welchem C liegt. Da sonach die osculirende Ebene der Curve CDE stets normal zur Fläche der Centra ist, so ist die Curve eine geodätische Linie dieser Fläche.

	
	
53.    Wir haben die auf die Theorie der Krümmungslinien bezüglichen Gleichungen unter der Voraussetzung gegeben, dass die Gleichung der Fläche in der gewöhnlichen Form d (x, y, 2) = 0 bekannt sei. Damit jedoch der Leser hier auch die sonst üblichen Formeln vereinigt finde, schliessen wir die Entwickelung der Hauptgleichungen in der durch Monge gegebenen und durch die meisten nachfolgenden Schriftsteller beibehaltenen Gestalt hier an, welche sich auf die Gleichung z — d (x, y) als allgemeine Form der Gleichung der Fläche bezieht. Wir gebrauchen die gewöhnlichen Bezeichnungen





dz — pdx — gdy, dp = rdx — sdy, dq == sdx — tdy, und könnten die Resultate, welche dieser Form entsprechen, aus den früher gefundenen ableiten, weil U = d (x, y) — z = 0

d U _ dU_ dU 1

dx 2, dy 9, dz         ‘ giebt mit entsprechenden Ausdrücken für die zweiten Differentialquotienten. Wir ziehen es vor, die bezüglichen Untersuchungen in der veränderten Form zu wiederholen. Die Gleichung der Tangentenebene ist

z—‘=v(x—«)+q(J— y'^ und die Gleichungen der Normale sind

(x — x) + p (z — z') = 0, (y — y') +(—) = 0.

Ist somit («, ß, 7) ein Punkt der Normale und (x, y, z) der Fusspunkt derselben in der Fläche, so hat man

(- x) +p@- z) - 0, (B- y) + a@- z) = 0.

Und wenn a, ß, y auch den Gleichungen einer zweiten Normale genügen, so müssen die Differentiale dieser Gleichungen verschwinden, d. h. man muss haben

dx — pdz = (y — z) dp, dy + qds = (7 — 2) d^ daraus entspringt durch Elimination von (y — z) die Bedingungsgleichung

(dx -\-pdz) dq — (dy — qd^) dp.

Durch Substitution der für ds, dp, dq gegebenen Werthe und nachmalige Ordnung erhält man dann

d23(01+2)s—pat) +20+)r-a +7)4))

— { (1 — p2) s —pqr] = 0.

Diese Gleichung bestimmt die Projectionen der beiden Richtungen, in denen die nächstfolgenden Punkte liegen, deren Normalen die gegebene Normale durchschneiden, auf die Ebene xy.

Für a = ß = 0, p = q = 0, d. h. die Normale als Axe der 2, ist

d&3s+d%6—)-8= 0;

das Product der Wurzeln dieser Gleichung ist — 1, d. h. die durch einen Punkt gehenden Krümmungslinien schneiden sich rechtwinklig.

	
	
54.    Wir können aus den Gleichungen des vorigen Art. auch die Längen der Hauptkrümmungsradien bestimmen. Die Gleichungen





dx -\- pdz — (y — 2) dp, dy — qd^ — (y — z) dq gehen nach der obigen Transformation in

{ 1 — p2 — (y — 2)r} dx — {pq— (y — z)s} dy = 0,

{1 + q2— (y — 2) t) ^ + {PQ— (y — ^s} dx = 0, über, und die Elimination von dx : dy giebt

(7 — 2)3 (rt — 33) — (7— 2) ((1 + 43), — 2pqs+ (1 +72)4) +(1+2+9) = 0.

Nun ist (y — 2) die Projection des Krümmungsradius auf die Axe der z, und da der Cosinus des von der Normale mit diesem Radius gebildeten Winkels = —----1 — ist, so haben wir V1 +p3+93

R =(,-2)11+22+4.

Indem man (y — z) mit Hülfe der letzten Gleichung elimi-nirt, erhält man zur Bestimmung von R die Gleichung R2(rt — 92) — R {(1 + g/^r— 2pqs + (1 +p2)t) V1+p2+q +(1+p2+4)= 0.

Beispiel 1. Wenn man die Bedingung aufstellt, unter welcher diese Gleichung gleiche Wurzeln von einerlei Zeichen besitzt, so erhält man die Differentialgleichung der Fläche, für welche überall die beiden Hauptkrümmungscentra zusammenfallen, in der Form

{ (1 +2?), — 2p^s + (1 +p?)t )2— ^.(pt — s2)(l +p?+42)2 = 0.

Man betrachtet zuerst den Specialfall

(1 + c^}s — pqt = 0, (1 — p^s — pqr = 0, (1 + 43)7 — (1 +p) t = 0, (jedes Paar dieser Gleichungen zieht die dritte nach sich) und findet dann leicht, dass der allgemeine Fall nicht von ihm verschieden ist. Denn für die Substitution

r(1 — 92) — t(1 + p2) — X, s(1 +p2) — PQ.r ~ Y findet man

__r (1 + q3) — X __ Y -{-pqr ‘ — 1+p2 ’ 8 — 1+p2 ’ und somit durch Einsetzen in die Gleichung, deren ersten Theil man mit V bezeichnen kann, nach einiger Reduction

V(1+p2) = x2 + 4Y2 + {pX-{- 2qY),

so dass V = 0 die Bedingungen X = 0, Y = 0 erfordert. Schreibt man die obigen Bedingungsgleichungen in der Form r ____ s ____ t.

1 + p? pq 1 + 42 oder

1           7 (_P_) “V1+22+q3) _ 0 “1+p2+q”) _ 6 dx             ‘           dy             ‘

so gelangt man zu der Gleichung der Kugel (x — a)2 + (y — b)2 + ( — c)2 = r2.

Beispiel 2. Durch Substitution derselben Werthe in X, Y für s, t in die allgemeine Gleichung des Art. 53 für die zwei sich in einem Punkte der Fläche schneidenden Krümmungslinien erhält man zwei stets reelle Werthe

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf.

dy _ —X(1+p2)±V(1+p2){ X2+4 Y2+(pX+2qY)2}

dx               Y(1+42)+pqX

Beispiel 3. Nennt man ferner B1 und B^ die beiden Wurzeln der die Hauptradien bestimmenden Gleichung, so hat man

11 12          (1+p2+ 42)* und wenn man den Halbmesser R einer Kugel so bestimmt, dass

R R, T R, ist, so findet man durch ihn das Centrum derjenigen Kugel gegeben, welche die Fläche osculirt und mit ihr im Berührungspunkt dieselbe mittlere Krümmung hat. (Vergl. Art. 32, 1.) Aehnlich ist

1         rt— s2

R R (1+p*+q)8

Beispiel 4. Für eine Fläche, in der überall die Hauptkrümmungshalbmesser gleich und entgegengesetzt sind, gilt die Differentialgleichung

(1 + q2)r — 2pqs + (1 -j-p^t = 0.

(Vergl. Art. 36 und Anm. 14.)

	
	
55.    Aus den vorigen Ergebnissen kann das Theorem von Joachimsthal 29) abgeleitet werden, wonach, wenn eine Krümmungslinie eine ebene Curve ist, die Ebene derselben und die Tangentenebene der Fläche in jedem ihrer Punkte einen constanten Winkel bilden.





Ist die Ebene der Krümmungslinie durch z = 0 dargestellt, so wird die Gleichung, des Art. 53

(dx -{-pd^ dq = (dy — qdz)dp in die einfachere dxdq = dydp übergeführt, und da auch pdx — qdy — 0 ist, so hat man pdp — qdq = 0, d. h.

p2—q‘= const., oder das Quadrat der Tangente des Winkels, welchen die Tangentenebene mit der Ebene der xy macht, ist unveränderlich, weil 1

COS y = -      — .

V1 +p2 + 72

Oder auch so: Es seien MM’ und M’M" zwei auf einander folgende und einander gleiche Elemente einer Krümmungslinie, so sind die auf einander folgenden Normalen Perpendikel zu diesen Linien in ihren Mittelpunkten J, J‘, und der Durchschnitts-punkt C derselben ist von den Linien MM’, M‘ M" gleichweit entfernt. Wenn wir aber von C die Normale CO auf die Ebene MM’M" fällen, so ist auch 0 gleichweit von diesen Elementen entfernt, d. h. L CJO = L CJ'O. Es ist somit bewiesen, dass die Neigung der Normale zur Ebene der Krümmungslinie unverändert bleibt, wenn wir in dieser Linie von Punkt zu Punkt übergehen.30)

Ist allgemeiner die Krümmungslinie nicht eben, so machen wie vorher die Tangentenebenen durch MM' und M‘ M" mit der Ebene MM’M" gleiche Winkel, und der Winkel, welche die zweite Tangentenebene mit der nächstfolgenden osculirenden Ebene M' M" M'" bildet, differirt von dem Winkel, welchen sie mit der ersten bildet, um den Winkel der zwei osculirenden Ebenen. So erhalten wir Lancret’s Theorem: Längs einer jeden Krümmungslinie ist die Variation in dem Winkel zwischen der Tangentenebene der Fläche und der osculirenden Ebene der Curve gleich dem Winkel zwischen den beiden osculirenden Ebenen.

Wenn beispielsweise eine Krümmungslinie zugleich eine geodätische ist, so muss sie eben sein; denn dann variirt der Winkel zwischen der Tangenten- und der osculirenden Ebene nicht, weil er stets ein rechter ist, und die osculirende Ebene selbst kann somit auch nicht variiren.

Mit Hülfe derselben Principien erhalten wir einen einfachen Beweis des im Art. 47 gegebenen Theorems.

	
	
56.    Wir bestimmen endlich noch unter derselben Voraussetzung über die Form der Gleichung den Krümmungsradius eines Normalschnittes.





Weil das Krümmungscentrum («, ß, 7) in der Normale liegt, so ist

(a — x) + P (y — =) = 0, (B - y) + a(y — s) = 0.

Dann ist die Länge des gesuchten Radius bestimmt durch

(«- „)° +(- yy +(- s)e = r,

und da diese Relation für drei auf einander folgende Punkte des Schnittes gilt, welcher durch den betrachteten Kreis osculirt wird, so gelten zugleich die beiden Relationen

(a — x)da — (ß — y}dy — (y — z)dz — 0,

(a—x)d?x + (B—y)d^y + (7 — ^)d2^ = dx2 + dy2 + dz2.

Wir erhalten also durch Coinbination dieser letzten mit den vorigen Gleichungen

&—x ß — y     y — z         R        da2+dy?+dz2

PTg 1     V1+p24q? pd2x-\-qd2y — d2z’

Durch Differentiiren von dz=pdz-^qdy wird aber d2z —pd2x — qd2y — rdx2 — 2sdxdy — tdy2,


also



1/1 _ 72 12 d^+Jp^pd^qd^. • 12 1 1 rdx?+2sdxdy+tdy2

Der Krümmungsradius eines Schnittes, dessen Spur in der Ebene xy zu y = mx parallel ist, wird also

_ (1+72)+2pqm+(1+43)m2

— ‘ 19     7+2sm+tm*

Er wird unendlich gross mit r — 2 sm — tm2 = 0 aus dieser Gleichung bestimmen sich also die Richtungscoefficienten der Haupttangenten; sie sind reell und verschieden für rt < s2, im besondere Falle rt = s2 vereinigt, in parabolischen Punkten der Fläche.

Die Bedingungen für die Existenz eines Kreispunktes erhält man, indem man ausdrückt, dass dieser Werth von m unabhängig sei, welches fordert

1+ p2  pq   1+92 r          s t

In Folge dessen wird die Gleichung der Krümmungslinien für einen solchen Punkt unbestimmt. (Vergl. Art. 54 Beisp. 2 für X = Y = 0.) Für die Kugel ist jeder ihrer Punkte ein Kreispunkt. (A. a. 0. Beisp. 1.)

Beispiel 1. Bestimme die Kreispunkte der Fläche xyz = a3

und zeige, dass der Krümmungsradius des Normalschnitts in einem solchen der Entfernung desselben vom Anfangspunkt der Coordi-naten gleich ist.

Beispiel 2. Man soll zeigen, dass die aus dem Anfangspunkt der Coordinaten beschriebene Kugel vom Halbmesser r die Fläche

[image: ]



in den Kreispunkten berührt, wenn

2 n        2n        2n        2n

71—2 = an—2 — bn—2 — cn—2 ;

und dass der Krümmungsradius der Fläche in diesen Punkten = —7 ist.

n — 1

Beispiel 3. Eine andere Richtung der Untersuchung kann auf die Bestimmung des osculirenden Rotationsellipsoids ausgehen, welches irgend einem Punkte der Fläche entspricht; ein oscu-lirendes Rotationsellipsoid unterliegt und entspricht gerade sechs Bedingungen, — allgemein fordert eine Berührung nter Ordnung (A - 1) (n — 2)

-----9——— Bedingungen. Die Mittel dieser Untersuchung sind im Früheren enthalten.

Für die Fläche
[image: ]

entspricht dem Schnittpunkte der Axe der z ein elliptisches Para-boloid, welches in seinem Scheitel mit ihr eine Berührung dritter Ordnung hat.

	
	
57.    Für die allgemeine Theorie der Oberflächen und nicht nur in Bezug auf ihre Krümmung — für welche sie jedoch mit grossem Erfolg von Gauss angewendet worden31) — ist die Bemerkung von Wichtigkeit, dass die Coordinaten a, y, z eines Punktes einer Oberfläche als Functionen zweier Parameter u und v (zur Vermeidung von Verwechselungen statt p, q von Gauss gewählt) dargestellt werden können. Wenn x, y, z als Functionen von u und v


	
• = q (u, v), y = 1 (u, v), % = % (u, v)







gegeben sind, so ist die Fläche durch ihre Punkte aus den zweifach unendlich vielen Werthen bestimmt, welche diese Coordinaten für alle möglichen u und v erhalten und man bildet ihre Gleichung U = 0 durch Elimination der Parameter u, v zwischen jenen.

Von Gauss sind folgende Bezeichnungen eingeführt worden. Man erhält durch Differentiation der Gleichungen x — cp (u, v), etc., nach u und v

dx — adu — a dv, dy = b du — b' dv, dz = cdu — cdv] ferner

d^x = «du?+2«‘dudv+a"dv2, d2y = ßdu2+2ß‘dudv+ ß"dv2} d2Z = ydu2 — 2y'dudv — y" dv2.


	
Gauss schreibt sodann A, B, C respective für die Deter-


	
minanten
		

	
b, c *
	
c, a
	
a, b


	
b', c ‘
	
r         r

c , a
	
‘ a , b'




und setzt E, F, G respective gleich

a? + b2 + c2, aa + Fb' + cc , «‘2 + b'2 + c'2.


	
Dann sind die Determinanten


	
a, b, c          a, b, c          a, b, c


	
a , b', c ,       a', b', c ,       a , b', c


	
a, ß, 7         a , ß', 7        a", ß", 7


	
respective gleich mit




A « -- B ß — Cy, Ac —- B ß + C y , A « — B ß — C y , und wir wollen sie abkürzend bezeichnen durch E\ F', G-', sowie endlich die Differenz EG — F2 durch 42 bezeichnet werden möge. Dann ist („Vorlesungen" Art. 26)

A2 + B2 + C2 = EG - F2 = 4.

Aus U = f (x, y, z) = 0 folgt identisch die Differentialgleichung der Fläche

Adx + Bdy + Cdz = 0,

oder die A^ B, C sind zu den Ui, U,, U^ der früheren Art. respective proportional.

Für ds als ein Linienelement auf der Fläche oder als die Distanz zwischen den Punkten (u, v) und {u — du, v — dv) hat man

ds2 = Edu2 + 2 Fdudv + Gdv2.


58. Nach Art. 45 ist die




mungslinien auf der Fläche mit




Differentialgleichung der Krüm-den eingeführten Bezeichnungen




dx,

A,

dA




dy,

B,

dB,




dz C dC




== 0.



Man kann dieselbe nach Art. 24 der „Vorlesungen“ in die Form

adx — bdy — cdz, a'dx — b'dy — c dz adA + bdB —+ cdC, a dA + b dB —+ c dC schreiben, weil ihre linke Seite mit dem durch


a, b, C a‘, b', c




dx, dy, dz dA, dB, dC



bezeichneten Product übereinstimmt. Man berechnet nun die Grössen adx — bdy — cdz, a'dx — b'dy — c'dz, indem man für dx, dy, dz die Werthe adu — a'dv, etc. substituirt, und findet respective Edu — Edv, Edu — G-dv. Man differentiirt ferner die Identitäten aA —bB — Cc — 0, a'A-\-b'B-\- c'C — 0 und erhält

adA + bdB + cdC = — (Ada + Bdb + Cdc), a dA + b dB + c dC = — (Ada -- Bdb + Cdc );

daraus aber durch Substitution von da = adu — a'dv, etc. für beide Grössen die Werthe

	
— (E'du — F'dv) und — (F'du — G'dv)-sodass die Gleichung der Krümmungslinien wird



Edu — Fdv, Edu — Gdv E'du + F'dv, F'du + G'dv oder, wie dies auch geschrieben werden kann, dv2, — dudv, du2

E,     F,     G


= 0.



E',     F',     G'

	
	
59.    Die Gleichungen 0 = dx — Adl — IdA, etc. des Art. 45 gehen mit dA = Ardu — A dv, etc. in





0 = (a — lA-^du — (a — lA^dv — Adl, 0 = (b + IB^du -- (b + IB^dv -+ Bdl, 0 = (c -+ iC^du -+ (c + AC,) dv -+ C dl über, welche durch Elimination von du, dv, dl zur Bestimmung von l eine quadratische Gleichung liefern, die der des Art. 36 entspricht. Ist B der Krümmungsradius, so hat man für a, ß, y als laufende Coordinaten

R2 = («- x)2 — (ß — y)2 — (y - 2)2 = 4212, R

und mit Substitution des entsprechenden Werthes 2 von A in die

Resultante ist die Gleichung


a d — A^ B, a d — A, B,

A




bA —BiR, b A + B^B,

B




cd — ^B

c'A + CR

C



Man kann dieselbe wie die vorige behandeln und erhält dann EA+R (Aa + BJ + C^, FA^B (A,a‘+ Br %‘+ C,c‘) FB + B^a + B^ + C^), GJ+B{Ä2a'iB^iC2^ =0, wo die Coefficienten von B nach dem Vorigen mit — E', — F'} — Gr' übereinstimmen, sodass die Gleichung wird

E'B — EA, F'B — Fd

F'B — Fd, G'B—Gd "

	
	
60.    Bezüglich der quadratischen Gleichung zur Bestimmung von B ist es evident, dass mit Beschränkung der Untersuchung auf eine der beiden Krümmungslinien der correspondirende Werth von B linear bestimmt werden muss. Man erhält die entsprechende Formel sofort aus den Gleichungen 0 = dx — Adl — XdA, etc. des Art. 45, indem man dieselben mit dx, dy, dz respective multiplicirt und die Producte addirt, in der Summe aber für 2 seinen Werth B : A substituirt; nämlich





A(dx2+ dy2-\- dz2) + B(dxdA + dydB + dzdC) = 0, wo dz? + dy2 + dz2 = Edu2 + ^F'dudv + Gdv2 ist. Endlich folgt aus der Gleichung der Fläche Adx — Bdy — Cdz = 0 durch Differentiation

dxdA + dydB + dzdC = — (Ad2x + Bd2y + Cd2z), oder nach denWerthen der d2x, etc. und nach denWerthen von E', F, G‘ in Art. 57

= — {E'du2 + 2F'dudv + G‘dv2), sodass die Gleichung wird

B(E'du2-\-2 F'dudv-\-G'dv2)—A(Edu2+2 Fdudv-\-G-dv2) = 0.

Wenn man in ihr dem Verhältniss du: dv den einen oder den andern der durch die Differentialgleichung der Krümmungslinien bestimmten Werthe beilegt, so bestimmt sie den entsprechenden Werth des Krümmungsradius linear.

Indem man aber die Gleichung in der Form schreibt (BE'—EA)du2 -\-2{BBv—Fd)dudv + (BG-G A)du2 = 0 und die Bestimmungsgleichung für B beachtet, erhellt, dass sie in jeder der beiden Formen ausdrückbar ist

{BE' — EA)du + (BF'- F4)dv = 0,

(RF FA) du + (BG-' — G4)dv = 0; oder, was dasselbe sagt, die Gleichungen der Krümmungslinien und der Krümmungsradien können in den vollständigeren Formen                ‘

R, Edu + Fdv, Edu + Gdv 0

4, E'du-[- F'dv, F'du-\-Gr'dv

dv, RE' — EA, RF'— FR _0

— du, RF' — Fd, RG'—GJ ~ ausgesprochen werden; von welchen die erste die quadratische Gleichung der Krümmungslinien und linear den Werth von R für jede derselben, die zweite die quadratische Gleichung der Krümmungsradien und linear die Richtung der Krümmungen für jeden Werth des Krümmungsradius bestimmt. Man erkennt auch, dass die quadratischen Gleichungen für R und du : dv durch lineare Transformation aus einander hervorgehen.

	
	
61.    Die lineare Gleichung des vorigen Artikels *





R{E'du2+2 Fdudv+G‘dv2) = d(Edu2-^2Fdudv-[-Gdu^ bestimmt für einen beliebigen Werth des Verhältnisses du: dv den Krümmungsradius des Normalschnittes durch den nächstfolgenden Punkt (u — du, v — dv). Der Krümmungsmittelpunkt dieses Schnittes ist in der That der Durchschnittspunkt der Normale in (u, v) mit der durch den Mittelpunkt der Verbindungsgeraden von (u, v) mit (u — du, v — dv) normal zu ihr gelegten Ebene. Für a, ß, y als laufende Coordinaten sind die Gleichungen der Normale wie vorher

a = x — A.A, ß = y -- AB, y = z — XC, also

(«—x)2+(B—3)2+(y—2)2 == 2242 oder R2= 142, 2 =R:4 für eine in der Normale vom Fusspunkt aus gemessene Länge R-, dann ist die Gleichung der fraglichen Ebene

(« — x — ^dx — ^d2x — etc.) (da — ^d2x — etc.) —== 0, oder, mit Ersetzung von & — x, ß — y, y—z durch R A : 4, RR : 4, RC : d und mit Unterdrückung der Unendlichkleinen von höheren Ordnungen

B( A(dx + 4d‘x) + B(dy + ^d2y) + C(d^ + ^d2E) }

= *(da?+ dy2-\- dz2),

was sich wegen Adx — Bdy — Cdz = 0 auf

R(Ad2x — Bd2y + Cd2^) — d(da2 + dy2 + dz2} = 0, oder mit Einsetzung der Werthe von dx, .., d2x, .. in die obige Gleichung umformt.32)

Die Formel erklärt die Bedeutung der Coefficienten E', F', G‘; sie zeigt nämlich, dass die Gleichung

E'du2 + 2 F'dudv + G-'dv2 = 0 die Richtungen der Inflexions- oder Haupt-Tangenten im Punkte (u, v) bestimmt.

Für E' == 0, G-'— 0 geht diese Gleichung in dudv — 0 über und man erhält dann u = const., v = const. als die Gleichungen der Inflexions- oder Haupttangenten-Curven oder der asymptotischen Curven, die in jedem Punkte mit der Richtung einer Inflexionstangente zusammenfallen.

Beispiel. Der Fläche xyz — a3 (vergl. Art. 56, 1) genügt die Substitution

o = aewu+c%», y = qw%u+wv, g = aeu+v.

Man bestimme ihre Haupttangentencurven.

	
	
62.    Wir können auch die Parameter u, v so bestimmt den-ken, dass die beiden Systeme von Krümmungslinien den Gleichungen u = const., v = const. respective entsprechen. In diesem Falle hat die Differentialgleichung der Krümmungslinien die Form dudv = 0, d. h. es müssen F und F' gleich Null sein: F — 0, F' = 0 sind also die Bedingungsgleichungen, welche für u = const., v — const. als Formen der Gleichungen der Krümmungslinien stattfinden. In voller Länge geschrieben sind sie


	
dxdx . dy dy . dz dz 0

dudv ' du dv ' dudv    7
	
dx     dy     dz

du’    du’    du

dx     dy     dz

dv ’     dv ’     dv

d2x     d2y     d2z

dudv7  dudv’  dudv
	
=0








die erste dieser Gleichungen drückt nur aus, dass die Curven u = const., v = const. sich rechtwinklig durchschneiden.

Mit den vorigen Bedingungen F = 0, F' = 0 wird die quadratische Gleichung für den Krümmungsradius

(BE' — Ed} (BG'—Gd} = 0, und aus den Gleichungen des Art. 60 folgt durch die successiven Substitutionen du = 0, dv == 0, dass die Werthe


PLGA E=G,



[image: ]



respective den beiden Krümmungslinien u = const., v = const. entsprechen.

Die vorhergehende Determinantengleichung F‘ — 0 kann durch die drei Gleichungen

d2x i da । d x dudv T du ' " dv


etc.



ersetzt werden für A, u als unbestimmte Coefficienten; indem .. dx dy dz .           — man sie mit —, —, — respective multiphcirt und die Pro-ducte addirt, erhält man die Gleichung mit A allein 19+AE=0;

dA da dz ebenso durch Multiplication mit — , — , — und Addition die mit 1               dv 7 dv 7 dv u allein

1 —— — u G == 0 , - du 1 "           2 und schliesst daraus, durch Substitution, dass für u = const., v = const. als die Gleichungen der Krümmungslinien die Coor-dinaten x, y, z als die Functionen von u} v die partiellen Differentialgleichungen erfüllen

d"     1 1 d E d     1 dG d 0 dudv  2E dv du   2G dudv

Für die Gauss’sehe Krümmungstheorie vergleiche man Art. 170 f.

	
	
63.    Damit können wir auch auf den Dupin’schen Satz und die Orthogonalflächen mit Erfolg eingehen. Man denke eine gegebene Fläche und von ihr aus in jeder ihrer Normalen eine unendlich kleine Strecke l abgetragen, welche von Punkt zu Punkt variirt, oder sagen wir eine willkürliche Function der Lage des Punktes auf der Fläche ist; so bilden die Endpunkte eine neue Fläche, die wir als die benachbarte bezeichnen wollen. Jedem Punkte der gegebenen entspricht ein Punkt der benachbarten Fläche, nämlich der Punkt in der Normale in der Entfernung l; jeder Curve und jedem System von Curven in der gegebenen Fläche entspricht darum auch eine Curve und ein System von Curven in der Nachbarfläche. Denken wir uns auf der gegebenen Fläche zwei Systeme von Curven, die sich rechtwinklig durchschneiden, so entstehen auf der Nachbarfläche die entsprechenden Systeme, die sich jedoch im Allgemeinen nicht rechtwinklig schneiden werden.





Sei A ein Punkt auf der gegebenen Fläche, AB, AC je


ein Element zweier in
[image: ]




ihr von A ausgehenden Curven, so sollen AA', BB', CC' die unendlich kleinen Strecken in den drei Normalen, und A'B', A'C' die Elemente der entsprechenden Curven in der Nachbarfläche sein. Für BAC als rechten Winkel ist B'A' C im Allgemeinen kein rechter Winkel, und er ist es nur dann auch, wenn die Normalen BB' und AA', oder auch, was dasselbe ist, wenn CC' und AA' sich durchschneiden — denn wenn das eine Paar sich schneidet, so auch das andere, wie man sehen wird. Wenn aber diese Normalenpaare sich schneiden, so sind AB, AC Elemente der Krümmungslinien, und die beiden Systeme von Curven in der gegebenen Fläche sind die Krümmungslinien derselben.

Seien x, y, z die Coordinaten des Punktes A- a, ß, y die Richtungscosinus von AA'- a17 3., 71 die von AB, &,, 32, 72 die von AC-, zur Abkürzung sei

	
	
	
3 = adx + ßdy + ydz, 81 = q,d, — Bidy — Y1 d., 8, = «dx + ßady + 72d,.







Dann ist die Bedingung für den Durchschnitt der Normalen AA', BB'

cgö,a + Baö,ß + 72017 = 0, und die für den Durchschnitt von AA', CC'

«1^2« + B,ö,B + 7027 = 0; beide Bedingungen sind gleichbedeutend und sagen aus, dass der Winkel B'A'C' ein rechter ist.

Seien l, 71, l2 die Längen von AA', AB, AC, so sind die Coordinaten von A’, B, C von A aus gemessen respective

(la. lß, l7), (,C1, lßi, 1171), (12C2, 12ß2, 1272).

Die Gleichungen der Normale in A können für X, Y, Z als laufende Coordinaten und 2 als einen variabeln Parameter geschrieben werden

	
X = x + Xa, Y = y-[-lß, Z = z + A7;



für die Normale gelten daher entsprechend dem Uebergang von x, y, z zu x — 7,01, y — 7131, 2 — 171 die Gleichungen

X = x + 2 a + 1, Q, + 1, ö, (1 a), Y = y -- 2 ß + 1, B, + l^ ö, (A ß), 2=2+1+ 1,71 + 1,0,(27);

und wenn beide Normalen sich im Punkte X, Y, Z schneiden sollen, so müssen

	
	
Q, + aö,A + a ö, a = 0, B, -- ß ö, 2 -- 2 8, ß = 0, y + yö,2 +10,7 = 0;


	
und also durch Elimination von A und öl


		
&1, «, Ö«
	

		
ft; B, ö,B
	
= 0


		
71, 7, 317
	







sein, oder, weil ß y — ßiy — «,, y «i — 71« = ß,, «ß1 — &1ß = 72 ist,

c,ö,a + B,ö,ß + 72017 = 0.

Ebenso ist die Bedingung für das Durchschneiden der Normalen AA', CC'

qöa + B,ö,ß + 7327 = 0.

	
	
	
64.    Wir haben zunächst die Identität beider Bedingungen zu zeigen. Wir ziehen aus







«2^1« + B,ö,8 + 70,7 = q,ö,« + B,ö,8 + 71027 die Gleichung

(«,ö, — q,0/)a + (8,8, — ß^^ß + (7,3, — 718,)7 = 0 und verificiren dieselbe. Es ist aber a2 öi — 032 — CK2 (q, dx + Bi dy — 71 d^) — & («2 dx — ß2 dy + %2 dx\ dies ist

(caßi C1ß2)dy + (71C2 ' 72 «,)d,, oder, was dasselbe ist,

ß dz y dy , sodass die zu bestätigende Gleichung wird

{ßdz — ydy^a + (ydx — adz)ß — (ady — ßd)y = 0.

X y Z

Schreiben wir nun «, ß, y respective gleich 5,5,5, wo für l = f(x} y, z) als Gleichung der Fläche X, Y, Z die deri-virten Functionen df, df, df sind und R = 1X2 — Y2 — Z^ dx’ dy’ dz                   ‘      1       1 ist, so besteht die linke Seite unserer Gleichung aus zwei Thei-len, von denen der erste ist

* {(Bd, - 74,) X + (7dx - adz) Y + (ady - ßdy}Z} oder

1 { « (dy Z — dz Y) + ß {dz X - dx Z) + 7 {dX Y - dyX) } , und also verschwindet; während der zweite ist

— -^-{a(ßdz — 7dy) + ß(7dx — adz) + y(ad, — ßdx)}R

und daher auch verschwindet. Wir haben also identisch

c,ö,« + B,0,B + 72017 = qö,a + B,3,B + 713,7, und das Verschwinden der einen Function zieht somit das Verschwinden der andern nach sich.

	
	
	
65.    Wir untersuchen ferner die Bedingung, unter welcher B'A'C' ein rechter Winkel ist und bemerken zuerst, dass die Coordinaten von B' aus denen von A' durch Substitution von x — Vt y — 71ß1, % — 7171 für x, y^ z respective hervorgehen, d. h. dass sie sind







	
x— la — l1 &1 — l181(la), etc., oder für A' als Anfangspunkt



1,(=,+1ö,«+aö,1), 1,(81+18,8+88,7), 1,(71+18,7+70,1); ebenso die von C' für denselben Anfangspunkt

1

 Wir könnten dieselbe durch Bildung der Bedingung ermitteln, unter welcher die quadratische Gleichung des Art. 36 gleiche Wurzeln hat. Da aber die Wurzeln dieser Gleichung stets reell sind, so ist sie zu der in den „Vorlesungen“ VI. etc. behandelten Klasse gehörig, und ihre Discriminante kann als Summe von Quadraten ausgedrückt werden. Wollen wir also nur von reellen Kreispunkten sprechen, so ist das Resultat der Vergleichung der Discriminante mit Null zweien Bedingungen äquivalent, welche einfacher so wie im Text erhalten werden können. 16)

2

 Der Satz gilt auch, wenn sie sich überhaupt unter einem Con

stanten Winkel durchschneiden.

3

 Ich bin in diesem Beweise Monge gefolgt, da die bei ihm angewandten mechanischen Grundsätze so einfach sind, dass es pedantisch erschiene, ihre Benutzung zu beanstanden. Für Diejenigen, die einen rein geometrischen Beweis vorziehen, wird die Fortsetzung im Texte genügen. Für die mit der Theorie der Maxima und Minima vertrauten Leser bedarf es kaum der Erwähnung, dass die geodätische Linie nicht

nothwendig die kürzeste Linie sein muss, die auf der Fläche zwischen den beiden Punkten gezogen werden kann; beide Theile des grössten Kreises, der durch zwei Punkte einer Kugel bestimmt ist, sind geodätisch, aber nur der unter 180° bleibende ist eine kürzeste Linie. Die geodätische Linie ist aber zugleich die kürzeste, wenn die beiden Punkte hinreichend nahe gelegen sind.


	
	
1,    («, + 13, « + « ö, 1), 1,(8,+13,8+Bö,7), 1,(7, +13,7+70,1).





Die Bedingung für den rechten Winkel ist also

(a, +lö«+ aöjß (a, + löc+ «ö,l)

+ (B, + 1ö,ß+ 3ö,1) (B, + lö,ß + ßö,1)

+ (71 + 1ö,7 +7ö,1) (72 + 1ö,7 + 70,1) = 0.

Durch Entwickelung verschwinden die von l, 8,1, ö,l unabhängigen Glieder und die Bedingung wird mit Unterdrückung derjenigen Glieder, welche nicht von der ersten Ordnung in diesen Grössen sind,

	
	
	
c, (i ö, a + a ö, l) + a, (l ö, a + a ö, 0







+ ß^ß + ßö,1) + B,(ö,B+ ßw

+ 71 (10,7 + 73,1) + 72(10,7 + 73,7) = 0; hier zerstören sich die Glieder in dj, ö,l und die übrigen sind durch l tlieilbar und geben nach Unterdrückung dieses Factors die Bedingung              '

(«,3,a+B,3,8+70,7) + («,3,«+8,0,8+1,3,7) =0, welche nach dem vorher Bewiesenen in jeder der beiden Formen

«,ö,a+8,8,8+13,7 = 0, a,ö,a +8,3, B+ 728,7 = 0 geschrieben werden kann. Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen.

Denkt man nun ein System von Orthogonalflächen und nehmen wir für die Fläche des vorhergehenden Beweises irgend eine Fläche der einen Familie desselben, so hat man auf ihr und der nächstfolgenden Fläche der Familie zwei Beihen von Curven, welche sich rechtwinklig durchschneiden, und die bewiesene Eigenschaft sagt, dass diese zwei Beihen von Curven in der gegebenen Fläche und somit in jeder Fläche der Familie die Krümmungslinien sind. Und da für die Flächen der beiden andern Familien das Nämliche stattfindet, so haben wir Dupin’s Theorem.

	
	
	
	
66.    Indem wir zum vorigen Beweis zurückgehen, ist es von Wichtigkeit, zu bemerken, dass gezeigt werden müsste, dass A'B', A'C' Elemente der Krümmnngslinien der benachbarten Fläche sind, dass aber dieses in der That im Allgemeinen nicht der Fall ist. Wenn wir bedenken, dass die Nachbarfläche als mit einem willkürlich variirenden Werth l construirt in der That nur irgend eine der gegebenen unendlich nahe gelegene Fläche ist, so erkennen wir, weil nach Voraussetzung A A' und BB' sich durchschneiden und auch AA', CC', also auch AB und A'B' und auch AC und A'C', dass der Satz, wenn er unbeschränkt wahr wäre, das Folgende ausspräche: Nimmt man in der gegebenen Fläche einen Punkt A und zieht man die zugehörige Normale derselben bis zum Schnitt mit der Nachbarfläche, so schneiden die Tangenten der Krümmungslinien der ersten Fläche in A die entsprechenden Tangenten der Krümmungslinien der Nachbarfläche in A'. Es ist offenbar, dass dies nicht im Allgemeinen der Fall sein kann, dass vielmehr dazu eine Einschränkung der absoluten Willkürlichkeit der Function l erforderlich ist. Cayley hat gezeigt, dass für die Bestimmung der Lage des Punktes A in der gegebenen Fläche durch Parameter u, v, für welche u = const., v = const. re-spective die Gleichungen der Krümmungslinien sind, die Bedingung lautet, dass l dieselben partiellen Differentialgleichungen befriedigt, denen die Coordinaten x, y, z als Functionen von u, v genügen müssen, also (Art. 62)









d2     1 1 dE d    1 1 dG d  dudv   2 E dv du   2 G du dv

Derselbe Schluss kann in andererWeise ausgesprochen werden. Für r = f(x, y, z) als eine völlig willkürliche Function von x, y, z gehört die Flächenfamilie r = f(x, y, z) nicht zu einem System von Orthogonalflächen; damit sie es thue, muss die vorher entwickelte Eigenschaft stattfinden, nämlich es ist nothwendig, dass die Tangenten der Krümmungslinien im Punkte A der Fläche r und in dem auf der zugehörigen Normale gelegenen Punkte A' der Nachbarfläche r — dr sich schneiden. Und dies erfordert, dass r als Function von x, y, 2 einer gewissen partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung genüge,34) deren Untersuchung nach Cayley wir nun geben wollen.

Das Theorem von Dupin und der Begriff von Orthogonalflächen bilden die Grundlage von Lame’s Theorie der krummlinigen Coordinaten.35) Wenn man nämlich die drei Familien von Orthogonalflächen durch die Gleichungen u = f(x, y, 2), v = q(x, y, z), r — ^(x, y, z) ausdrückt, so sind umgekehrt x, y, z Functionen von u, v, r, welche man als die krummlinigen Coordinaten des Punktes bezeichnet. Offenbar sind für r, die eine der Coordinaten, als eine absolute Constante die u, v Parameter, die die Lage des Punktes in der Fläche r — ^{x, y, 2) nach der Weise von Gauss in seiner Theorie der Krümmung bestimmen. Und aus Dupin's Theorem erhellt, dass die Gleichungen der Krümmungslinien auf dieser Fläche durch u = const., v = const. respective dargestellt sind; sodass x, y, z der Differentialgleichung

d2     1 1 dE d    11 dG d  0

dudv   2 E dv du   2 G du dv und den beiden entsprechenden mit q, r und r, p an Stelle von p, q genügen; ein angeführtermaassen von Lame jedoch ohne die geometrische Bedeutung gegebenes Besultat.

	
	
	
	
67.    Wir leiten hier einen einfachen Beweis des Dupin'schen Theorems ab. Für x, y^ z als gegebene Functionen von (u, v, r) und für die Abkürzungen









dxdx . dy dy . dz dz __ -dudv 'dudv ‘ dudv 7

da d2x 1 dy d2y 1 dz d2z dudvdr ' dudvdr ' dudvdr können die Bedingungen des rechtwinkligen Durchschnitts in der Form


= [u, vr], etc.



[v, r] = 0, [r, u] == 0, [u, v] = 0, geschrieben werden; die ersten beiden liefern die Verhältnisse dx dy dz dydz   dz dy .dzdx  dxdz dxdy  dydx dr ’ dr ' dr   dudv   dudv ’ dudv   dudv ’ dudv   dudv

Durch Differentiation der drei Gleichungen nach u, v, r re-spective finden wir [ru, v] — [uv, r]=0, [uv, r] — [vr> u] ==0, [vr, u] — [ru, v] =0, d. h. [vr, u] = 0, [ru, v] = 0, [uv, 7] = 0.

Die letzte dieser Gleichungen giebt durch Substitution der ,     — — dx dy dz vorgegebenen vverthe von —, —, — • °                       dr } dr 7 dr dx    dy du1   du’ dx    dy    dz  dv ‘ dv ‘ dv d2x    d2y dudv’ dudv’ dxdv und die Gleichung [u, v] = 0 ist dxdx . dy dy .dz dz _ 0 dudv I dudv 1, dudv

Diese Gleichungen werden daher durch die Werthe von x, y, % in Function von u, v, r befriedigt, und wenn man darin r als eine gegebene Constante und u, v als veränderliche Parameter betrachtet, so wird eine bestimmte Fläche der Familie r = 1 (x, y, z) dargestellt, und man erkennt, dass diese Fläche von den Flächen der beiden andern Familien in ihren Krümmungslinien geschnitten wird.

	
	
	
	
68.    Wir gehen nun zur Untersuchung der Cayley-sehen Differentialgleichung über.









Sei P ein Punkt in einer einem Orthogonalsystem angehörigen Fläche und bezeichnen PN die Normale, PTr, PT2 die Richtungen der Krümmungslinien derselben, so sind nach dem Dupin-sehen Satze die Tangentialebenen der beiden Orthogonalflächen NPT1} NPT2. Denken wir nun eine Fläche durch einen nächstfolgenden Punkt P' der Normale, so schneiden, wenn dieselbe Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf.        G

die nächstfolgende in der nämlichen Familie des Systems der Orthogonalflächen ist, die Ebenen NPT1} NPT2 auch ihre Tangentialebene in P' in den Tangenten der bezüglichen Krümmungslinien P'T^, P'T^. Das ist die Bedingung, welche analytisch ausgedrückt werden soll.

Nehmen wir r — f(x, y, z) = 0 als Gleichung der Familie des Orthogonalflächensystems, so dass die gegebene Fläche diejenige ist, welche einem gegebenen Werth des Parameters r entspricht. Seien die ersten Differentialquotienten von f oder von r als Function von x, y, z durch f, f2, f3 und die zweiten Differentialquotienten durch f1, f22, f33, £23, f31, f12 bezeichnet, sodass für den gedachten Punkt P als Anfangspunkt der Coordinaten fix — f2y — f^z = 0, wir wollen kurz schreiben T = 0, die Gleichung der Tangentialebene bezeichnet, während die Inflexions-tangenten als die Schnittlinien von T = 0 mit dem Kegel

(fi, fa, fas, fn, fon fi % «, y, =)2 = 0 oder kurz U= o erhalten werden. Die beiden Haupttangenten sind alsdann dadurch bestimmt, dass sie zugleich mit den Inflexionstangenten conjugirt harmonisch und zu einander rechtwinklig, d. h. zu den Durchschnittslinien der Ebene T = 0 mit dem Kegel x2—y2+22, schreiben wir V = 0, conjugirt harmonisch sind. Denken wir nun die Gleichung des durch die Normale und die Inflexionstangenten in P' bestimmten Ebenenpaares gebildet und sei dieselbe

(f", f", f^', fn> fa", fi"Y«, V, 2)2 = 0 oder w = 0, so sind die Ebenen NPT1} NPT2 auch mit diesen harmonisch conjugirt, sodass die resultirende Bedingung erhalten wird, indem man ausdrückt, dass die drei Kegel U = 0, V = 0, W = 0 die Ebene T — 0 in drei Linienpaaren einer Involution durchschneiden; es ist also das analytische Problem von Art. 360, 7 der „Kegelschnitte“, und die allgemeine dort gegebene Bedingung wird auf den gegenwärtigen Fall angewendet, indem man für die Coef-ficienten von V die Einheit bei gleichen und die Null bei ungleichen Indices einführt. In Form einer Determinante geschrieben


	
ist sie
		
f22
	
fas ,
	
2f2s",
	
2f1 ,
	
2/1/
	

		
fi.
	
f22.
	
fs3.
	
^f^y
	
2fs1,
	
2fi2
	

		
1,
	
1,
	
1,
		
0,
	
0
	
= 0.


		
fi.
	
0,
	
0,
	
0,
	
f.
	
fz


		
o,
	
f2.
	
0,
	
fs.
	
0,
	
fi
	

		
0,
	
0,
	
f3.
		
fi.
	
0
	



Für F-ik als die den fik" entsprechenden Unterdeterminanten ist also die Form der fraglichen Bedingung

F”1+F,""+F,""+2F,""+2F,""+21,,""=0*) und es erübrigt die Bestimmung der Grössen fik".

	
	
	
	
69.    Dazu bemerken wir zuerst, dass die Gleichung des Ebenenpaars durch die Normale und das erste Paar der Inflexions-tangenten durch Elimination von 0 zwischen den Gleichungen









T+0T= 0, U + 2 170 + 02U‘= 0, erhalten wird, wo

7= f‘+1+1,

II = x(ff + ff + fisf)

~\~y^fi + ff + ü?,f^) + z(fisfi + fsf2 + f^Q)

U‘=ff‘ + f^2 + faafz2 + 2f2fsf23 + ^fM + ^fM sind; daher ist diese Gleichung des Ebenenpaares

T'2U — 2UTT' + T2U' = 0.

Nun ist der nächstfolgende Punkt P' ein Punkt in der Normale, für dessen Coordinaten Af, Af2, Afs mit A als einer unendlich werden


kleinen Grösse mit verschwindendem Quadrat genommen können. Mit 3 als abkürzendem Symbol für die Operation , d i , d ।  , d

71 dx T 72 dy ' 73 dz

die entsprechenden Differentialcoefficienten für den neuen



werden

Punkt

f+Aöf, 4+ *«4, f+Aöf, f+löfi etc. und die Gleichung der Tangentialebene in P' für diesen Punkt als Anfangspunkt ist

f’x + Uy + f^ = 0 oder 7+17 = 0, für öT=xö+yöf+zöfs, sodass dT mit dem vorher eingeführten PI identisch ist.

*) Cayley hat auch gezeigt, dass die durch Abtragung der unendlich kleinen Distanz Q als einer gegebenen Function von x, y, z in den Normalen einer Fläche erzeugte neue Fläche mit jener zu demselben Orthogonalsystem gehört, wenn man hat

(r, , r, , r, , r, ,T, 1 &» a, dz) 0-0, und dass diese Bedingung mit der im Text gegebenen äquivalent ist.

6*

Die Gleichung des Kegels, welcher die Inflexionstangenten bestimmt, ist U — X8 U === 0, und auf die ursprünglichen Axen bezogen wird die Gleichung der Ebene und des Kegels respective

T+2(T— T) = 0, U+ X^U— 211) = 0;

wir werden aber sofort sehen, dass die durch Veränderung des Anfangspunktes der Coordinaten hinzugetretenen Glieder das Resultat nicht beeinflussen.

Um nun die Gleichung des durch die Normale und diese Inflexionstangenten bestimmten Ebenenpaares zu bilden, haben wir 0 zwischen den Gleichungen

T + A(II — T) + 0(T+ etc.) = 0,

U + X{8U— 2n) + 20(1+ etc.) + 62(U‘+ etc.) = 0, zu eliminiren. Und weil die Bedingung auszudrücken ist, dass die resultirende Gleichung eine Fläche bezeichnet, die T in einem Linienpaar einer Involution schneidet, zu der auch die Durchschnittslinien von U mit T gehören, so haben wir auf Glieder des Resultats, welche T oder U enthalten, nicht zu achten, noch auch auf Glieder mit 2 in einer hohem als der ersten Potenz; oder die allein in Rechnung zu ziehenden Glieder sind

— 2nr\n— T) + T2(U— 2n) = o und nach Division mit T'

T'öU — 2n2 = 0.

Wir erhalten also

f— (62+12+12)8/1—2(öf)%, etc., und die verlangte Bedingung ist

	
	
	
	
(/:?+1,3+f3)(F,,”8/1,+F22"0/22+Fw"8f,+2F22"0/2+2F,,"ö/2 +2F12 öfi2) = 2 (F , F22 , Fas , Fay Fai , F2 % ^ fl) Öf2, 3fs)2. 70.    Cayley hat aber gezeigt, dass die ursprünglich in einer der geschriebenen äquivalenten Form' erhaltene Bedingung einen unwesentlichen Factor enthält, indem auch die rechte Seite der Gleichung durch (f,2 + f22 + f3) theilbar ist. Dies soll jetzt begründet werden.









Wir wissen, dass die Doppelpunkte einer durch zwei Gleichungen u = (. . . Jx, yf = 0, v=(..%a,3)2=0 bestimmten Involution durch die Gleichung u,V2 — u,”1 = 0 bestimmt sind (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 336) und finden für u und v als Functionen von x, y, z mit frx — f\y — f32 — 0 also

	
	
2,    = d" -— idu, etc., dass die Doppelpunkte durch die Gleichun Co /3 OS


u.




"1,

1 f.




"2,

"2,




"3 ", f; i







ausgedrückt werden. In Folge dessen sind die zwei Haupttangenten als Durchschnittslinien der Tangentialebene mit dem Kegel

fi1@+fi23+fi32, fi2%-122J+f232, fise+fJ + f93” I


== 0)



«,                     3,                     2,

fi,                  f,                   tu bestimmt, oder in entwickelter Form

4(6,1, £,2, £33, £,3, 1,3, f,2 X «, y, 2)2 = 0 für

f =2(fzfis fsfiz), ^^^^fita fif^j fss = 2(fif2s fafia), 123 = fi {h2 fa)+ täfis ffi2, fiz = f2(93 f) +fif2 faf23, f,2 ~ f3 (fil — h f23 fi /13 •

Es ist nützlich zu bemerken, dass der nach der eben entwickelten Regel aus zwei anderen Kegelschnitten abgeleitete neue Kegelschnitt, die Jacobi’sche Curve zu zwei Kegelschnitten und einer Geraden, mit jedem der beiden gegebenen Kegelschnitte durch die Invarianten-Relation ® = 0 verbunden ist (vergl. „Kegelschn.“ Art. 346, 351). Diese beiden Relationen sind in unserem Falle

^Jn + F22 122 + Faafaa + 2F291 + 2 F,3f3 + 2 F,f,2 == 0, F‘f+ etc-                                 = 0;

für Fi und Fi als die Coefficienten der Reciprokalgleichungen oder der adjungirten Systeme d. i. respective f22f33 — f^2, etc. Es ist offenbar, dass die letztere Bedingung in unserem Falle in die einfache Form

I + I,2 + Es = 0

übergeht, welche die obigen Werthe bestätigen.

	
71.    In Bezug auf die Bedingung ferner, unter welcher drei Kegelschnitte U = 0, V = 0, W = 0 von einer Geraden in drei Paaren einer Involution geschnitten werden, ist geometrisch evident, dass für W als ein vollkommenes Quadrat (§x—ny—$z)2 diese Bedingung nur erfüllt sein kann, wenn §a — ny — §z = 0 durch einen der Doppelpunkte der Involution geht, und wir



werden so zu einer identischen Gleichung geführt, die man leicht bestätigen kann, nämlich zu der Gleichung


fir 12, fs

11, 12, u3



(F1 , F22 , F33 } F23 , F13 } F12 X §, n, §)2 — ■ 2

01, 02, 03 in welcher in 41, etc. für die x, y, £ die nf — $f, $f — sf, §f, — nf zu setzen sind, so dass die Determinante rechts in unserem Falle (mit Vertauschung von Reihen und Zeilen) wird

fi nf — $ f2, fu(nf—$f) + fiz(§f—5f) + fis(§f—nf), f2, 8fi—Ef, fiz(nf— $f) + f(— 5f) + f(sf— nf), f, §f— nf, fis(nf— $f) + f($f — §f) + f3(5f;— nf).
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5 — Of — fuf + fizf + fisfs, etc. sind, kann diese Determinante reducirt werden, indem man die mit f, f, f3 respective multiplicirten Elemente der letzten drei Reihen von denen der ersten subtrahirt; indem man dann noch bemerkt, dass

fi (nf - ^2) + fa(thi — ^3) + 4(^2 — nf) = 0

ist, sieht man, was zu zeigen wir beabsichtigten, dass die Determinante durch f^ — f22 — fg2 theilbar ist und dass der Quotient ist

0, »t- Er, *—8/ sh—

tu      tru         12,          fis tij       112,           t^j           123 ta       13,           123»           fas

	
72.    Der Quotient kann in einer hiervon verschiedenen und vielleicht zweckmässigem Form durch das folgende von Cayley gegebene Verfahren ermittelt werden. Man hat mit den vorher gebrauchten Zeichen die folgenden Identitäten



r,,” = fu (,3+4+ f/") +2/ (/; 3/,—/2 3f),

F," = f22(f2+f2+fs3) + 2f(föf—föf),

Fsa" = f3 (fi?+f22+fs3) + 2f(f3f—föf),

Fas" = £23(f:2+f2+f2) + f(f0f—f3f)+f(3f—fzöf), Fs" = f,s(f:?+f,2+fs2) + f(föf—f3f)+1(föf—föf), Eia" =f(f‘+ f.2 +13)+ fi (öf—öf)+1(öf—f8f).

Also haben wir

F,1"8f;+F,,8/,+F,,"0/,==(1,,0/,+1,,0f2+1,,0f)(;2+/22+/3) + (föf+föf+föf)(öf—föß), mit entsprechenden Werthen für

F"81+F,,"8f,+F,,"8/ und F,81+F"8/,+F"öf; daher unmittelbar

(Fu, F^', F,", Fy,", F,", F,2%3f, Sf2, 8/3)2 = (2+12+f‘)Ghu, 192, fys, £23, fU, h,W„ Sh, Sf^-

Nach Unterdrückung des Factors f,2—f,2—f2 wird schliesslich unsere Gleichung des Art. 69

F1"8fi+F,2"8/22+F,5"8/5+2 F,"0fs+2 F,5"8f,+2 F,2"öf2 = 2(hi, 122, 593, 6237 63, fz % öfi. Sh, äff.

Schreiben wir aber endlich für f22 f33—f^, etc. F1, etc. wie es in der Theorie der Kegelschnitte üblich ist, so ist die entwickelte Form der für die reducirte rechte Seite der Schlussgleichung des Art. 3 vorhin erhaltenen Determinante

(Ffi(nf $f) + Fgf;(Sfi 5)+ Fsf; (5/2 nfi) + F23 [2(5/2 —f) +1(A—sf)]+ •);

und da man nach den vorigen Relationen hat

^h(jih-iß = FV-^+ff+h2)^, etc., f(f- nh) + hdh— 5f) = Fa"— (2+12+12)1,, etc. und überdies F1f1 — etc. = 0 ist, so wird die Entwickelung der Determinante weiter in

FF + F^'F^ + F"T + 2 F," F,, + 2 F"F, + 2 F, F,, und damit die Differentialgleichung in die neue Form

F,"8.+F,2"82+F,s"0f+2 F22"8f2s+2 F,5"8f1+2 F,2"8f2 = 2 ( Fl”F+F22" F22—Fsa" Fs+2 F2s" F23+2 Fis" F13+2 F2" F,2 )

übergeführt.

	
73.    Man erhält als speciellen Fall der allgemeinen Gleichung Cayley’s die von Bouquet vorher gegebene unter der Voraussetzung, dass die Gleichung des Flächensystems die Form t= X—Y—Z hat für X, Y, Z als Functionen respective von x, y, % allein. Dann hat man


	
f, = x ,   = Y, = z 5





f = X , f22 = Y , 3 = Z , f23 =f: == f == 0; F^Y'^", F^Z"X", F^X"Y", L,==E,==h, = 0; Fn" = (Y" — Z") X'Y'Z', F^'= (Z" — X") X'Y'Z', E,""= (x"— Y")X'Y'Z'\ öfi = X' X'", 0/22 = Y' Y'", öfsa = Z'Zr ", und die Differentialgleichung wird durch Division mit X' Y'Z' verwandelt in

X'X"'(Y"- Z") + Y' Y"\Z"— X") + z‘z"(X"— Y") + 2(Y"—Z"XZ"— x")(x"— Y") = 0.

	
74.    Selbst dann aber, wenn die Bedingungsgleichungen durch eine angenommene Gleichung befriedigt werden, erscheint es als nicht leicht, die beiden conjugirten Systeme zu bestimmen. So bemerkte Bouquet, dass die eben gefundene Bedingung erfüllt wird, wenn das gegebene System von der Form xmynzP—t ist, ohne aber einen Weg zur Entdeckung der conjugirten Systeme anzudeuten, und die Resultate, welche Serret’s Scharfsinn und analytische Kraft in der Ableitung der Gleichungen der conjugirten Systeme bei befriedigter Bedingungsgleichung zu Tage förderte, sind von sehr complicirtem Charakter. Wir theilen nur die beiden einfachsten Fälle mit, die man ohne Schwierigkeit verificiren kann und verweisen für die übrigen auf seine Abhandlung. Er zeigte, dass die drei Gleichungen



%= t, Va + 3‘+V23 + 2* = u, Va+y?—Va‘+2=v ein dreifaches System conjugirter Orthogonalflächen darstellen. Die Flächen (t) sind hyperbolische Paraboloide, das System (u) ist von den geschlossenen Theilen und das System (v) von den unendlichen Mänteln der Flächen vierter Ordnung

(22 - 33)2 - 2u?(22 + y^ + 22%) + « = 0

gebildet. Serret hat bemerkt, dass aus dem vorher Entwickelten direct folge, dass die Summe oder Differenz der Distanzen jedes Punktes in der nämlichen Krümmungslinie eines hyperbolischen Paraboloidcs mit gleichen Hauptparabeln von zwei festen Erzeugenden constant ist. Er findet auch, nur in etwas weniger einfacher Form, die folgenden Gleichungen eines andern Systems von Orthogonalflächen

u = «y=, ,=(+ oy? + 00322)4 + (x? + c?y? + 0022)3 , t = (3 + wy2 + 00322)8 — (x3 + a^y2 + 0023)3, für c als Cubikwurzel der Einheit.

	
75.    Ein interessantes dem System confocaler Flächen zweiten Grades sehr analoges System von Orthogonalflächen ist das, welches aus den den unendlich fernen imaginären Kreis doppelt enthaltenden Flächen vierter Ordnung /-2_1,2 I       ^d^al 2 . 4d2+b2,2 _ ^d-^cl 2 ■ 12 __ ( T3 TT a+2” Tb+a3 Tc—ai T d — • besteht für a, b, c, d als gegebene Constante, und für die succes-sive Ersetzung von A durch die Parameter u, v, t. Die Formeln für x, y, z in Function von u, v, t sind



2 A 2 _M(a+ u) (a+v) (a+t) " T" " — (a—b) (a—c)

3  423   M(+1)(b+v)(+t) t )y —    (b—c)(b—a)    ‘

/2         __ M (c+u) (c+v) (c + 9 -          — {c_a} (c—b) ‘

wo für die Abkürzungen

(21+u)(21+v)(2d+t)          (2d — u)(2d — v)(2d — t) " — 4 d(2d — a) (2 d - b) (2 d — c) ‘ " — 4d(2d+a)(2d+b) (2d + c) ‘ M = — ad’ { y^idm ± y^dn} 4 ist. Für d = 0 geht das System in das der confocalen Flächen zweiten Grades

a+A b + A c + 2    4 über; ein leichter Wechsel der Bezeichnung würde das constante Glied zur negativen Einheit machen. Wir kommen darauf zurück.

	
76.    Weiterhin (unter II, 4) ist auch von der Verwendung dieses Systems der confocalen Flächen zweiten Grades als Coordi-natensystem unter dem Namen der „elliptischen Coordinaten“ zu handeln; hier erwähnen wir noch Folgendes. W. Roberts hat,36) indem er die Bedingung der Orthogonalität von zwei Flächen in elliptischen Coordinaten ausdrückte, Orthogonalsysteme von der Gleichung g — 1 — x = t aus bestimmt, für q, 1, x als Functionen der drei elliptischen Coordinaten respective; und er hat so zu den früher bekannten einige neue hinzugefügt. Geometrisch das interessanteste von ihnen ist vielleicht das von der Gleichung in elliptischen Coordinaten uv = «l, für das er die folgende Construction gegeben hat: Man denke einen festen Punkt in einer der Axen eines Systems von confocalen Ellipsoiden als Scheitel umschriebener Kegel derselben, so ist der Ort der Berührungscurven eine bestimmte Fläche dritter Ordnung, und wenn der Scheitel der Kegel die Axe durchläuft, so entspringt eine Familie solcher Flächen mit einem veränderlichen Parameter. Sie enthalten den Focalkegelschnitt in der nicht durch die Axe gehenden Hauptebene, dazu die unendlich ferne Gerade dieser Ebene und den imaginären Kugelkreis im Unendlichen. Die beiden andern Axen liefern in gleicherweise zwei andere Familien und die Flächen dieser drei Familien schneiden sich paarweise orthogonal.



Man zeigt ohne Schwierigkeit, dass die Durchschnittslinien oder die Krümmungslinien der vorerwähnten Flächen Kreise sind, deren Ebenen zu den Hauptebenen der Ellipsoide normal stehen. Seien A, B zwei feste Punkte in zwei Axen des confocalen Systems respective, so entsprechen ihnen zwei sich rechtwinklig durchschneidende Flächen, und die Durchschnittscurve derselben ist der Ort von solchen Punkten M in den confocalen Ellipsoiden, denen Tangentialebenen der letzteren durch die Linie AB entsprechen. Ist dann P der Punkt, in welchem die Normale eines der beiden Ellipsoide in M die durch die Linie AB gehende Hauptebene schneidet, so ist derselbe als Pol von AB in Bezug auf den in dieser Ebene gelegenen Focalkegelschnitt ein fester Punkt, und der Ort von M oder die Krümmungslinie ist daher ein Kreis in einer zu der durch AB gehenden Hauptebene normalen Ebene.

	
II.    Kapitel.



Gewundene Curven'und abwickelbare Flächen.

	
	
I.    Abschnitt. Projectivische Eigenschaften.


	
77.    Es ward bereits in Bd. I, Art. 19, II. bewiesen, dass zwei Gleichungen zwischen den Raumcoordinaten eine Curve im Raume repräsentiren; so z. B. die Gleichungen U — 0, V — 0 die Durchschnittscurve der Oberflächen U und V.







Die Ordnung einer Curve im Raume wird durch die Zahl von Punkten ausgedrückt, in welchen sie von irgend einer Ebene geschnitten wird. Wenn U und V respective von den Graden m und n sind, so werden die von ihnen repräsentirten Flächen von einer beliebigen Ebene in Curven derselben Ordnungen geschnitten, welche mit einander mn Schnittpunkte bestimmen; die Curve UV ist somit von der mnten Ordnung.

Indem man nach einander je eine der Veränderlichen zwischen den zwei gegebenen Gleichungen eliminirt, erhält man drei Gleichungen

©(y, 2) = 0, v(=, x) = 0, z(x, y) = 0, welche die Gleichungen der Projectionen der Curve auf die drei Coordinatenebenen sind. Jede einzelne der Gleichungen reprä-sentirt den Cylinder (Bd. I, Art. 22), welcher durch die Curve geht, und dessen Erzeugende derjenigen unter den Coordinaten-axen parallel ist, welche nicht zu ihrer Ebene gehört. Die Theorie der Elimination zeigt, dass die Gleichung q (y, z) — 0, welche durch Elimination von x zwischen den gegebenen Gleichungen erhalten wird, vom mnten Grade ist. Es ist aber auch geometrisch evident, dass ein über einer Curve yter Ordnung stehender Kegel oder Cylinder1) von der rten Ordnung ist; denn wenn wir irgend eine Ebene durch den Scheitel des Kegels oder parallel den Erzeugenden des Cylinders legen, so schneidet dieselbe den Kegel in r Linien, nämlich den geraden Verbindungslinien des Scheitels mit den r Punkten, in welchen sie die Curve schneidet.

	
	
	
78.    Wenn umgekehrt eine Curve im Raume gegeben ist und durch Gleichungen repräsentirt werden soll, so haben wir nur die drei ebenen Curven durch solche auszudrücken, welche die Pro-jectionen der Curve auf die drei Coordinatenebenen sind; dann repräsentiren irgend zwei dieser Gleichungen







q(y, z) = 0, •(=, x) = 0, z(x, 3) = 0

die gegebene Curve. Sie bilden jedoch gewöhnlich nicht das einfachste System von Gleichungen, durch welches dasselbe ausdrück-har ist; denn wenn r die Ordnung der Curve bezeichnet, so ist auch jeder der projicirenden Cylinder von der rten Ordnung, und irgend zwei derselben durchschneiden sich daher in einer Curve von der Ordnung 12, d. h. nicht allein in der Curve rter Ordnung, welche sie bestimmen sollen, sondern ausserdem noch in einer fremden Curve von der Ordnung (r2 — r\ Und wenn wir ein System von Gleichungen verlangen, welches nicht nur für die Punkte der gegebenen Curve erfüllt ist, sondern auch alle ihr nicht angehörigen Punkte ausschliesst, so müssen wir das System der drei Projectionen festhalten; denn die Projection der erwähnten fremden Curve, in welcher sich die beiden ersten projicirenden Cylinder unserer Curve schneiden, auf die dritte der Coordinatenebenen wird von der entsprechenden Projection der gegebenen Curve verschieden sein.

Es kann möglich sein, durch die Combination der Gleichungen der drei Projectionen zu zwei Gleichungen U = 0, V = 0 zu gelangen, welche durch die Punkte der Curve und durch keine anderen Punkte erfüllt werden; aber es ist nicht im Allgemeinen wahr, dass jede Curve im Raum der vollständige Durchschnitt zweier Oberflächen ist. Retrachten wir, um das einfachste Reispiel zu wählen, zwei Oberflächen zweiten Grades, welche eine gerade Linie gemein haben, z. B. zwei Kegel mit einer gemeinschaftlichen Erzeugenden. Der Durchschnitt dieser Flächen, der im Allgemeinen von der vierten Ordnung ist, muss aus dieser gemeinschaftlichen geraden Linie und einer Curve dritter Ordnung bestehen. Und da die einzigen ganzen Factoren von drei die Drei und die Eins sind, so kann eine Curve dritter Ordnung nur dann der vollständige Durchschnitt zweier Flächen sein, wenn die eine von ihnen eine Ebene ist. Die von uns betrachtete Curve dritter Ordnung kann dagegen keine ebene Curve2) sein, weil sonst eine in ihrer Ebene willkürlich gezogene gerade Linie sie in drei Punkten schneiden müsste, während doch eine solche jede der beiden Oberflächen nur in zwei Punkten schneiden, und somit auch mit ihrer Durchdringungscurve nicht drei Punkte gemein haben kann.

	
	
	
79.    Auf die so entstandene Frage nach der Repräsentation einer Curve im Raum durch Gleichungen können verschiedene Antworten gegeben werden.


	
a)    In Erweiterung der im Anfänge des vorigen Art. entwickelten Methode können wir eine Reihe von Flächen U — 0, V — 0, W= 0, etc. betrachten (U, V, W, . . als rationale und ganze Functionen der Coordinaten), welche alle durch die Curve gehen. Mit M, N, P, . . . als gleichfalls rationalen und ganzen Functionen der Coordinaten ist dann MU + NV + PW — ... = 0 eine durch die Curve gehende Fläche. Wenn irgend eine der Gleichungen mittelst der übrigen in dieser Weise dargestellt werden kann, also wenn z. B. U = NV — PW — . . . ist, so scheiden wir diese Gleichung aus; und wenn wir eine Fläche T~Q durch die Curve legen können, deren Gleichung nicht in dieser Weise ausdrückbar ist, —- also nicht T= MU — NV — ..., — so verbinden wir dieselbe mit dem ursprünglichen System, etc., wobei eine frühere Gleichung auszuschliessen wäre, wenn sie durch eine spätere als derartige Zusammensetzung der nun übrigen darstellbar würde. Wir kommen in dieser Weise zu dem, was wir ein vollständiges System von Flächen zur Bestimmung der Curve nennen können









U=0} V =0, w = Q, Functionen, zwischen denen keine Identitäten wie

U = NV + PW + . . .

bestehen, während die Gleichung jeder andern durch die Curve gehenden Fläche in der Form MU + NV + PW + ... = 0 ausdrückbar ist. Es ist nicht leicht zu beweisen, aber es darf angenommen werden, das für jede Curve von gegebener Ordnung die Zahl der Gleichungen in einem solchem vollständigen System endlich ist. Die damit gesetzten Probleme erfahren in der Algebra weitere Behandlung.

	
	
	
	
b)    Der projicirende Kegel der Curve mter Ordnung aus einem beliebigen Punkte des Raumes ist ein Kegel mter Ordnung, dessen Erzeugende die Curve je einmal schneiden; wir können also in jeder erzeugenden Geraden eines Kegels mter Ordnung einen Punkt so bestimmen, dass der Ort aller dieser Punkte eine Curve mter Ordnung ist. Es scheint zunächst, dass dies mittels einer Fläche nter Ordnung geschehen könne, welche im Scheitel des Kegels einen (n — 1) fachen Punkt hat, da jede erzeugende Gerade sie äusser demselben nur noch einmal schneidet. Jedoch ist die so entstehende Curve im Allgemeinen eine Curve von der Ordnung mn mit einem singulären Punkt im Scheitel des Kegels. Damit sie von der Ordnung m sei, muss die Fläche specialisirt werden, indem man so viele der n(n — 1) geraden Linien in ihr aus dem vielfachen Punkte auf den projicirenden Kegel legt, dass der Rest der Durchdringung desselben mit ihr eben von der Ordnung m ist; also m(n—1) jener Geraden oder solche unter ihnen, welche für so viele einfache zählen. Die analytische Darstellung der Curve in projectivischen Coordinaten geschieht daher durch zwei Gleichungen von der Form









(2,, 22, xg)n = 0,   (%,, 22, aa)" + A4(x1, X2, aa)"-1 = 0, welche wie oben specialisirt sind.31)

	
	
	
	
c)    Die Coordinaten jedes Punktes einer Curve im Raum können als Functionen eines einzigen Parameters 0 dar gestellt werden; nicht im Allgemeinen als rationale Functionen von 0, weil dieses eine Beschränkung der Allgemeinheit, nämlich auf unicursale Curven, in sich schliesst — aber wenn wir zwei Parameter 6, q durch eine algebraische Gleichung verbunden annehmen, so können die Coordinaten des Punktes der Raumcurve als rationale Functionen von 0 und g ausgedrückt werden. Oder in anderer Form mit X1:x3, x,: T3 an Stelle von 0 und 9, wenn zwischen den Xi eine Gleichung (21, %,, %)" == 0 besteht, so können die Coordinaten Xi eines Punktes der Raumcurve proportional zu rationalen und ganzen Functionen (X1, T2, x^1 gesetzt werden, d. h. wir bestimmen die Coordinaten eines Punktes derselben rational aus den Coordinaten eines Punktes der ebenen Curve (x,, T2, x,)m === 0.


	
d)    Eine Curve im Raume ist auch bestimmt, wenn wir alle die geraden Linien bestimmen, welche sie treffen, d. h. wenn wir zwischen den sechs Coordinaten Pik (oder Tix) einer Geraden die Relation bilden, welche diese Begegnung ausdrückt. Aber nicht jede Relation









(P,2, P2a, ... )"= 0 drückt eine solche Beziehung aus, sondern nur eine Gleichung von eigenthümlich bestimmter Form; z. B. wissen wir aus Bd. I, Art. 40, 5, Art. 52, dass die allgemeine lineare Relation (219, ....)1 = 0 keine Curve ausdrückt, während die Gleichung

P12P34 —PasPu + Psi?2/ + P14P23’ + P2P31 + P34P12 = o mit der Coefficientenrelation 212’234 — 123‘P14‘—P31‘P24 = 0 die Gleichung einer Geraden (P12, ....) ist. In der eigentümlichen Besonderheit der Gleichung liegt in jedem Falle die Schwierigkeit.

	
	
	
80.    Wenn eine Curve der vollständige oder theilweise Durchschnitt zweier Flächen U, V ist, so ist die Tangente dieser Curve in einem ihrer Punkte die Durchschnittslinie der Tangentenebenen beider Flächen in demselben Punkte und somit durch die Gleichungen







x U1 + y U, + e U, + w U, = 0,

«V, +yv,‘+*Vs+w V, = 0 repräsentirt. Die Richtungscosinus der Tangente sind für w = 1 und rechtwinklige Coordinaten den Grössen

U,U, — U,’U,, UU‘—U’U, UU,’—U’U, proportional.

Ein Ausnahmefall tritt ein, wenn die beiden Flächen sich berühren; in diesem Falle ist der Berührungspunkt ein Doppelpunkt in der Durchdringungscurve, wie dies Alles in Bd. I, Art. 128 auseinander gesetzt worden ist.

Als ein specieller Fall des Vorigen ergiebt sich, dass die Projection der Tangente einer Curve die entsprechende Tangente ihrer Projection ist; wenn also die Curve als Durchschnitt der Cylinder y^g)^, x = ^^ gegeben ist, so sind die Gleichungen der Tangente

y — y = —(s — S ), x — x = — (z — Z

•          dz •

Man kann das Nämliche auch aussprechen wie folgt: Betrachten wir irgend ein Element der Curve ds, welches auf die Coordinatenaxen in dx, dy, dz projicirt ist, so sind die Richtungscosinus des Elements de d 42 und die Gleichungen der ds 2 ds 7 ds                      °

Tangente

x-— x' . y — y' __ z — z' dx      dy      dz ds       ds       ds

Da die Summe der Quadrate der drei Cosinus der Einheit gleich ist, so hat man ds2 = dx2 — dy2 — dz2.

Indem wir die Theorie der Normalen, der Krümmungsradien, etc., überhaupt Alles das, was die Betrachtung von metrischen Verhältnissen, insbesondere von Winkeln einschliesst, einem späteren Abschnitt vorbehalten, betrachten wir in dem gegenwärtigen nur diejenigen Eigenschaften der Curven, welche als die descrip-tiven oder die projectivischen Eigenschaften derselben bezeichnet werden können, d. i. diejenigen, welche sich auf die Punkte, Tangenten, Osculationsebenen, die allgemeinen Singularitäten, die Bestimmungsstücke und deren Relation mit den übrigen und auf die Classification der Curven beziehen.

	
	
	
81.    Die Theorie der Curven ist zu einem grossen Theile mit der Theorie der developpab ein Flächen identisch, und es ist deshalb nothwendig für sie, zugleich in diese letztere Theorie weiter einzugehen. In Bd. I, Art. 119 ist gezeigt worden, dass einer Reihe von Punkten, welche eine Curve bilden, nach dem Gesetze der Reciprocität eine Reihe von Ebenen entspricht, welche eine abwickelbare Fläche umhüllen.







Die Punkte der Curve, als ein System von Punkten 1, 2, 3, etc. betrachtet, geben einem System gerader Linien, nämlich den Linien 12, 23, 34, etc., den Ursprung, deren jede einen Punkt der Curve mit dem nächstfolgenden derselben verbindet, und welche daher die Tangenten der Curve sind; die Punkte der Curve bestimmen aber auch ein System von Ebenen, nämlich die Ebenen 123, 234, etc., deren jede drei auf einander folgende Punkte des Systems enthält, und welche daher die osculirenden (oder Schmiegungs-) Ebenen der Curve heissen. Von der Gesammtheit der geraden Linien des Systems wird eine Fläche gebildet, deren Gleichung gefunden werden kann aus der gegebenen Gleichung der Curve. Denn die beiden Gleichungen der Tangente der Curve enthalten die drei Coordinaten x , y', z des Berührungspunktes, welche als selbst durch zwei Relationen verbunden auf einen einzigen Parameter reducirbar sind; durch die Elimination dieses Parameters aus den beiden Gleichungen der Tangente erhält man die Gleichung der abwickelbaren Fläche. In anderen Worten: man muss zwischen den zwei Gleichungen der Tangente und denen der Curve die Grössen x , y', z elimi-niren, um die Gleichung der abwickelbaren Tangentenfläche zu erhalten.

Wir haben a. a. 0. gesagt, dass die durch die Tangenten erzeugte Fläche eine ent- oder abwickelbare Fläche sei, weil jede zwei auf einander folgende Lagen der erzeugenden Linie sich durchschneiden. Der Name dieser Art von Flächen ist von der Eigenschaft abgeleitet, nach welcher sie ohne Uebereinanderlagerung oder Zerreissung ungefaltet in eine Ebene ausgebreitet werden können. Denken wir eine Reihe von Linien A A‘, BB', CC', DD' etc. (für den Augenblick mit endlichen Winkeln gegen einander), deren jede die darauf folgende in den Punkten A', B', C', etc. respective durchschneidet, und betrachten wir die Vereinigung der Flächenstreifen AA'B, BB'C, CC'D, etc. als eine Fläche, so ist es offenbar, dass eine solche Fläche in eine Ebene entwickelt werden kann; denn man vollzieht dies, indem man den Streifen AA'B um B'A'B als feste Axe dreht, bis er eine Fortsetzung von BB'C bildet; indem man darauf die beiden nun in einer Ebene vereinigten Flächenstreifen um C'B'C dreht, bis sie in die Verlängerung des nächsten Flächenstreifens fallen, u. s. w. Wenn in der Grenze die Linien AA', BB', etc. unendlich kleine Winkel mit einander einschliessen, so bildet ihre Vereinigung eine deve-loppable Fläche, welche also nach den eben gemachten Ueber-legungen in eine Ebene ausgebreitet werden kann.

Diejenigen Beispiele von abwickelbaren Flächen,, mit denen der Leser am meisten vertraut ist, nämlich der Kegel und der Cylinder, dienen auch am einfachsten zur Erläuterung dieser Verhältnisse. Es ist ohne Schwierigkeit, ein Blatt Papier in die Form einer solchen Oberfläche zu falten und es dann wieder in eine Ebene auszubreiten. Aber man sieht leicht, dass es unmöglich ist, ein Blatt Papier in die Form einer Kugelfläche, als einer nicht abwickelbaren Fläche, zu bringen, oder umgekehrt die beiden Theile einer zerschnittenen Kugelfläche in eine Ebene flach auszubreiten. Man kann auch von einer developpabeln Fläche mit Rückkehrkante
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leicht ein Modell machen. Zwei Papierblätter schneide man z. B. in Form von zwei gleichen Kreisringflächen aus, lege sie auf einander und verbinde sie längs der inneren Grenzlinie, so dass man einen Doppelring hat, der zunächst nicht anders als ein einfacher gebogen werden kann. Wenn man ihn aber längs eines Radius zerschneidet und die beiden Enden erfasst, so kann man das Ganze in die beiden Mäntel einer developpabeln Fläche öffnen, für welche der in eine Curve von doppelter Krümmung übergehende innere Kreis die Rückkehrkante ist. Es ist hinzuzufügen, dass von den auf beiden Mänteln gezogenen Tangenten unseres Kreises, deren jede wir als aus zwei durch den Berührungspunkt getrennten Hälften bestehend betrachten, mit der Biegung in eine develop-pable Fläche eine Reihe der Halbtangenten des einen Mantels sich mit einer Reihe der Halbtangenten des andern Mantels zu den erzeugenden Geraden der Fläche vereinigt, indess die beiden übrigen Reihen der Halbtangenten eine Reihe von Curven doppelter Krümmung auf der Fläche bilden, von denen jede erzeugende Gerade in ihrem auf der Rückkehrkante liegenden Punkte so berührt wird, wie eine ebene Curve von ihrer Inflexionstangente.32)

	
	
	
82.    Die zwei auf einander folgende erzeugende Linien enthaltende Ebene A A'B ist offenbar beim Grenzübergang zu unendlich naher Nachbarschaft eine Tangentenebene der abwickelbaren Fläche. Wir können die Fläche selbst als durch die Bewegung der Ebene AA'B nach einem gewissen Gesetze erzeugt denken, in der Art nämlich, dass die Enveloppe dieser Ebene in allen ihren Lagen die abwickelbare Fläche ist. Wenn wir die abwickelbare Fläche als durch die Tangenten einer räumlichen Curve erzeugt denken, so sind offenbar die Gleichungen der Tangente in einem Punkt (x‘, y', z) Functionen dieser Coordinaten, und die Gleichung der Ebene, welche eine Tangente und die auf sie nächstfolgende enthält, mit anderen Worten die Gleichung der Osculationsebene im Punkte (x‘, y', z‘) ist auch eine Function dieser Coordinaten. Weil aber x', y', z durch zwei Relationen, nämlich die Gleichungen der Curve, verbunden sind, so können wir irgend zwei derselben eliminiren und gelangen so zu dem Ergebniss, dass eine abwickelbare Fläche die Enveloppe einer Ebene ist, deren Gleichung einen einzigen veränderlichen Parameter enthält. Um diese Ausdrucksweise vollständiger zu verdeutlichen, wollen wir eine wichtige Differenz näher entwickeln, welche zwischen den beiden Fällen stattfindet.







Das Problem der Enveloppen in der Ebene und im Raum. 83. 99 «

wenn eine ebene Curve als die Enveloppe einer beweglichen geraden Linie, und wenn eine Fläche im Allgemeinen als die Enveloppe einer beweglichen Ebene betrachtet wird.

	
	
	
83.    Die Gleichung der Tangente einer ebenen Curve ist eine Function der Coordinaten des Berührungspunktes; und da diese beiden Coordinaten durch die Gleichung der Curve verbunden sind, so können wir entweder eine von ihnen eliminiren oder auch beide in Gliedern einer dritten Veränderlichen ausdrücken, so dass wir die Gleichung der Tangente als Function eines einzigen veränderlichen Parameters erhalten. Das umgekehrte Problem, die Enveloppe einer geraden Linie zu bestimmen, deren Gleichung einen veränderlichen Parameter einschliesst, wird durch folgende Betrachtungen gelöst.







Wenn u = 0 die Gleichung einer geradlinigen Tangente bezeichnet, so ist u in Bezug auf x und y vom ersten Grade, und die Constanten sind Functionen eines Parameters a. Dann entspricht dem Werthe des Parameters (« — h) die gerade Linie du 1 . d2u h -

u = 0, -j--— -—2 ——- — etc. = 0

da 1 da~ 1.2 1

bestimmt. Beim Uebergang zur Grenze ist daher der Durchschnittspunkt einer Geraden mit der ihr zunächst benachbarten, oder in anderen Worten der Berührungspunkt derselben mit der Enveloppe, durch die Gleichungen u = 0, d" = 0 gegeben. Und wenn man aus diesen beiden Gleichungen die Grösse a eliminirt, so erhält man die Gleichung für den Ort der Durchschnittspunkte der geraden Linien des Systems mit den jedesmaligen nächstfolgenden, d. h. die Gleichung der Enveloppe aller geraden Linien des Systems. Man beweist leicht, dass das Resultat dieser Elimination eine Curve repräsentirt, für welche u = 0 eine Tangente ist; denn wenn in u der Parameter a durch seinen Werth in Function von x und y ersetzt wird, wie er aus der Gleichung 4" = 0 hervorgeht, so haben wir

d u    /d u\  । du da   du __ fduX  . du da

dx   \d xj ' d a dx ’ dy   \dyda dy’

wo (4") , (“") die unter der Voraussetzung eines Constanten c

gebildeten Differentiale von u sind; und wegen — == 0 ist dann +       +                                        C C

p 1    1 O l O l-      .      .

offenbar, dass da’ dy von den unter Voraussetzung eines con-stauten « gebildeten Differentialen nicht verschieden sind. Daraus folgt aber, dass die fragliche Resultante eine von u = 0 berührte Curve bezeichnet.

Wenn verlangt wäre, von einem beliebigen Punkte aus eine Tangente dieser Curve zu ziehen, so haben wir nur die Coordi-naten dieses Punktes in die Gleichung u = 0 einzusetzen und « so zu bestimmen, dass es der entstehenden Bedingungsgleichung genügt. Diese Aufgabe hat eine bestimmte Zahl von Auflösungen, welche offenbar die Zahl der Tangenten bestimmt, die von einem beliebigen Punkte an die Curve gezogen werden können, d. h. die Klasse der Curve. So ist z. B. die Enveloppe der geraden Linie

aaä + 3ba2 + 3 ca + d = 0, in welcher Gleichung a, b, c, d lineare Functionen der Coordi-naten sind, eine Curve der dritten Klasse.

	
	
	
84.    In derselben Art wollen wir nun mit einer Fläche verfahren.







Die Gleichung der Tangentenebene einer Fläche ist eine Function der drei Coordinaten und enthält somit in ihrer einfachsten Form, weil jene durch eine einzige Relation, nämlich die Gleichung der Fläche selbst verbunden sind, zwei veränderliche Parameter. Das umgekehrte Problem verlangt die Bestimmung der Enveloppe einer Ebene, deren Gleichung u = 0 zwei veränderliche Parameter a, ß enthält. Die Gleichung einer anderen Ebene des Systems, die den Parameterwerthen (a — h), (3 — k) entspricht, ist sodann

, du . , du\ ,            d^u ,    , \     -

I — (h —--;—- " —9 — etc. I = G.

de dßj 1 1.2 der )

Beim Uebergang zur Grenze bewahren h und k, ob zwar unendlich klein werdend, ein endliches Verhältniss zu einander k = Al. Wir sehen also, dass der Durchschnitt irgend einer Ebene mit einer darauf folgenden nicht eine bestimmte gerade Linie ist, sondern irgend eine der durch die Gleichungen

für A als einen unbestimmten Werth ausgedrückten Linien.

Wir sehen auch, dass alle auf u — Q folgenden Ebenen durch den Punkt gehen, den die coexistirenden Gleichungen bestimmen - du - du -u —

	
2    da 2 dß



Wir können zwischen diesen drei Gleichungen die Parameter a, ß eliminiren und finden so den Ausdruck des Ortes, welchem alle die Punkte angehören, in welchen eine Ebene des Systems durch die Reihe der darauf folgenden Ebenen geschnitten wird. Es wird genau wie im letzten Art. bewiesen, dass die durch jene Resultante dargestellte Fläche von u = 0 berührt ist. Wird sodann verlangt, eine Tangentenebene zu dieser Fläche durch irgend einen Punkt zu legen, so haben wir nur die Coordinaten dieses Punktes in die Gleichung u = 0 zu substituiren, und erkennen, dass die entspringende Gleichung, weil sie zwei Unbestimmte a, ß enthält, auf unendlich viele Arten erfüllt werden kann; oder dass, wie wir wissen, durch einen gegebenen Punkt unendlich viele Tangentenebenen an eine Fläche gelegt werden können, welche alle einen Kegel umhüllen.

Setzen wir hingegen ß als constant oder als eine bestimmte Function von a voraus, so enthält die Gleichung der Tangentenebene in ihrer einfachsten Form nur einen unbestimmten Parameter, und die Enveloppe der besonderen Tangentenebenen, welche der angenommenen Redingung genügen, ist eine abwickelbare Fläche. Auf demselben Wege erkennen wir sehr deutlich die Analogie zwischen einer abwickelbaren Fläche und einer gewundenen Curve. Wenn eine Fläche als Ort einer Zahl von Punkten betrachtet wird, welche durch eine gegebene Relation verbunden sind, so erhalten wir durch Hinzufügung einer zweiten die Punkte verbindenden Relation eine auf der gegebenen Fläche verzeichnete Curve. Und wenn wir eine Fläche als Enveloppe einer Reihe von Ebenen betrachten, welche durch eine einzige Relation verbunden sind, so erhalten wir durch Hinzufügung einer zweiten die Ebenen verbindenden Relation eine abwickelbare Fläche, die die gegebene Fläche umhüllt. Diese zweite Redingung kann darin bestehen, dass die bewegliche Ebene zugleich auch eine zweite feste Fläche stets berühren soll.

Dass man dann an Stelle der beiden Flächen zwei ebene

Curven — Directrixen, Querschnitte der abwickelbaren Fläche — setzen kann, leuchtet ein; durch jede Tangente der einen Curve ist die Lage der sie enthaltenden Ebenen bestimmt, die zugleich eine Tangente der anderen Curve enthalten. Das Problem der Beleuchtung einer Oberfläche durch eine andere in der darstellenden Geometrie veranschaulicht diese Entstehung; die gemeinschaftlich umgeschriebene Abwickelungsfläche bestimmt die Curven auf der beleuchteten Fläche, welche die Regionen der vollen Beleuchtung, des Halbschattens und des Vollschattens von einantrennen. Und die der Fläche und gewissen Kegelschnitten in der unendlich fernen Ebene zugleich umgeschriebenen abwickelbaren Flächen berühren jene in den Linien gleicher Helligkeit, wenn Beleuchtung durch parallele Lichtstrahlen etc. vorausgesetzt wird.

	
	
85.    Sehen wir nun, welche Eigenschaften abwickelbarer Flächen aus ihrer Betrachtung als Enveloppen von Ebenen abgeleitet werden können, deren Gleichungen einen einzigen veränderlichen Parameter enthalten.





Es erhellt zuerst, dass durch einen beliebig gewählten Punkt nicht wie vorher eine Unendlichkeit von Ebenen des Systems hindurchgehen, sondern nur eine bestimmte Zahl solcher Ebenen. So ist es für die Enveloppe von aa3 — 2ba2 — 3ca — d = 0, wo a, b, c, d Ebenen bestimmen, offenbar, dass nur je drei Ebenen des Systems durch einen gegebenen Punkt gehen, weil die Substitution der Coordinaten dieses Punktes in die Gleichung zur Bestimmung von « eine cubische Gleichung liefert. Ferner wird jede Ebene des Systems von der nächstbenachbarten in einer bestimmten geraden Linie geschnitten, nämlich in der durch du -                • u = 0, — = 0

	
7    Ce gegebenen; wenn wir a zwischen diesen beiden Gleichungen eli-miniren, so erhalten wir die von allen* solchen Durchschnittslinien erzeugte Fläche, welche die verlangte Abwickelungsfläche ist.



Es wird endlich wie in Art. 62 bewiesen, dass die Ebene u = 0 die abwickelbare Fläche in jedem den Gleichungen __- du__-

	
2    da genügenden Punkte berührt, d. h. längs der ganzen « entsprechen-den geraden Linie des Systems. In Bd. I Art. 111 ward bewiesen, dass im Allgemeinen, wenn eine Fläche eine gerade Linie enthält, die Tangentenebene in jedem anderen Punkte der geraden Linie eine andere ist. In dem Falle der abwickelbaren Flächen ist hingegen die Tangentenebene in allen Punkten einer ihrer Geraden dieselbe. Ist x der Ausdruck der Ebene, welche längs der Linie xy die Fläche berührt, so kann ihre Gleichung in die Form xg — y2i = 0 gebracht werden3). (Siehe Art. 111 in Bd. I.) 86. Betrachten wir nun drei auf einander folgende Ebenen des Systems, so ist wie vorher gewiss, dass ihr Durchschnittspunkt den Gleichungen


	
-   du -  d2u -u = 0, — = 0, —9 — 0 7 da ’ da“





zugleich genügt. Für jeden Werth von a wird so der Punkt bestimmt, in welchem eine gerade Linie des Systems von der nächstfolgenden geschnitten wird; der Ausdruck des Ortes dieser Punkte wird erhalten, indem man a zwischen diesen Gleichungen elimi-nirt. Wir erhalten so zwei Gleichungen in x, y, z, deren eine die Gleichung der abwickelbaren Fläche ist. Durch beide Gleichungen wird eine auf der abwickelbaren Fläche verzeichnete Curve repräsentirt, und man sieht so, dass man von der Definition einer abwickelbaren Fläche als der Enveloppe einer beweglichen Ebene unmittelbar zu ihrer Erzeugung als Ort der Tangenten einer Curve übergeführt wird; denn die auf einander folgenden Durchschnitte der Ebenen bilden eine Reihe von geraden Linien und die Durchschnitte der auf einander folgenden Linien eine Reihe von Punkten, welche eine Curve bestimmen, deren Tangenten jene Linien


Monge hat die Curve u = 0,



sind. Wir werden zeigen, dass diese Curve eine Cuspidal- oder Rückkehrkante4) der Fläche ist.

Wenn für einen bestimmten Werth von « die drei benachbarten Ebenen


d2u -

da" —

so ist dieselbe die Vereini-des Systems und wird eine



__- du _ -

I = 0, — = 0, ’ da 2 eine gerade Linie gemeinsam haben, gung von zwei benachbarten Linien stationäre Linie oder eine stationäre Erzeugende der Fläche genannt.

	
87.    Vier auf einander folgende Ebenen des Systems schneiden sich im Allgemeinen nur dann in einem Punkte, wenn die vier Bedingungsgleichungen



-   du -  d^u -  d3u -u = 0, — = 0, —9 = 0, —s = 0

1 da ‘ da ’ da3

gleichzeitig erfüllt sind. Es giebt eine gewisse Zahl von Werthen von a, welche ihnen entsprechen. Denn wenn wir x, y, z eli-miniren, so erhalten wir die Bedingung, unter welcher die vier Ebenen, deren Gleichungen so eben geschrieben worden sind, sich in einem Punkte schneiden; diese Bedingung ist eine Function von a, und indem man sie mit Null vergleicht, erhält man im Allgemeinen eine bestimmte Zahl von Werthen von a, für welche die Bedingung erfüllt ist. Es giebt somit im Allgemeinen eine gewisse Zahl von Punkten des Systems, durch welche je vier Ebenen des Systems hindurch gehen; oder mit anderen Worten, eine gewisse Zahl von Punkten, in deren jedem drei auf einander folgende Linien des Systems sich durchschneiden. Wir werden dieselben, analog dem Sprachgebrauch in der Theorie der höheren ebenen Curven, die stationären Punkte des Systems nen-

Die charakteristischen Zahlen des Systems. 88. neu, weil in dem besprochenen Falle der als Durchschnitt zweier auf einander folgender Linien bestimmte Punkt mit dem als Durchschnitt des nächstfolgenden Paares von Linien bestimmten Punkt zusammen fällt.


105



Es entspricht dem Vorigen nach dem Gesetze der Reciproci-tät, dass es im Allgemeinen eine gewisse Anzahl von Ebenen des Systems giebt, welche stationäre Ebenen genannt werden dürfen, also Ebenen, welche vier auf einander folgende Punkte des Systems enthalten, und in welchen daher zwei auf einander folgende Ebenen, wie 123, 234 zusammenfallen. 33) Man nennt • sie auch die Wendungsberühr ebenen der Curve.

	
88.    Wir zeigen nun, wie nach Plücker’s die gewöhnlichen Singularitäten der ebenen Curven verbindenden Gleichungen5) Cayley34) Gleichungen abgeleitet hat, welche zwischen den Zahlen der gewöhnlichen Singularitäten der abwickelbaren Flächen bestehen.



Wir zählen zuerst diese Singularitäten auf. Wir sprechen von „Punkten des Systems“, von „Linien des Systems“ und von „Ebenen des Systems“ in dem Sinne, welcher in Bd. I, Art. 119 angegeben ist.

Sei m die Anzahl der Punkte des Systems, welche in irgend einer Ebene liegen, oder in anderen Worten, die Ordnung des Systems und der Curve, welche die abwickelbare Fläche erzeugt.

Sei n die Zahl der Ebenen des Systems, welche durch einen beliebigen Punkt gelegt sind, eine Zahl, von welcher im Art. 64 bewiesen ist, dass sie bestimmt sein muss; wir werden diese Zahl die Klasse des Systems nennen.

Sei ferner r die Anzahl von Linien des Systems, welche eine willkürlich gewählte gerade Linie schneiden. Wenn wir die Bedingung bilden, unter welcher die Gerade des Systems

und irgend eine angenommene gerade Linie sich schneiden, so ist das Resultat einer Function von «, welche mit Null verglichen, eine bestimmte Zahl von Werthen des « liefert, die jener Bedingung entsprechen. Die Zahl der Auflösungen dieser Gleichung ist r. Wir werden sie als den Rang des Systems bezeichnen, und es wird sich ergeben, dass alle anderen Singularitäten des Systems sich vermittelst der drei eben aufgezählten Charaktere bestimmen lassen.

Sei « die Zahl der stationären Ebenen, ß die Zahl der stationären Punkte (Art. 87) und 0 die Zahl der stationären Erzeugenden (Art. 86).

Zwei nicht auf einander folgende Linien des Systems können sich durchschneiden; wenn dies geschieht, so soll der Schnittpunkt als ein „Punkt in zwei Linien“ und die Ebene dieser Linien als eine „Ebene durch zwei Linien“ bezeichnet werden. Sei x die Zahl der „Punkte in zwei Linien“, welche in einer gegebenen Ebene liegen, und y die Zahl der „Ebenen durch zwei Linien“, welche durch einen gegebenen Punkt gehen. Jenes ist die Ordnung einer Selbstdurchdringung oder Doppelcurve der developpabeln Fläche, dieses die Klasse einer die Originalcurve doppelt berührenden developpabeln Fläche.

In derselben Art wollen wir die Verbindungslinie irgend zweier Punkte des Systems eine „Linie durch zwei Punkte“ und den Durchschnitt irgend zweier Ebenen des Systems eine „Linie in zwei Ebenen“ nennen. Sei g die Zahl der „Linien in zwei Ebenen“, welche in einer gegebenen Ebene liegen, und h die Zahl der „Linien durch zwei Punkte“ welche durch einen gegebenen Punkt gehen — die Zahl scheinbarer Doppelpunkte der Curve für ein sie betrachtendes Auge. 35)

Im Uebrigen kann eine Raumcurve wirkliche Doppelpunkte besitzen — wir wollen setzen an Zahl D — wo zwei nicht auf einander folgende Punkte des Systems vereinigt sind; und wirkliche Doppelebenen — an Zahl 4 — in deren jeder zwei nicht auf einander folgende Ebenen des Systems vereinigt sind; endlich Doppellinien, wenn zwei nicht auf einander folgende Erzeugende zusammenfallen — sagen wir d.

Die abwickelbaren Flächen besitzen andere Singularitäten, welche in einem folgenden Kapitel erörtert werden sollen; die aufgezählten können durch Plücker’s Gleichungen verbunden und zum Theil bestimmt werden.

	
89.    Betrachten wir den Durchschnitt der abwickel-baren Fläche mit irgend einer Ebene. Es ist offenbar, dass die Punkte der Durchdringungscurve die Spuren oder Durchgangspunkte der „Linien des Systems“ in ihrer Ebene und die Tangenten der Schnittcurve die Spuren der „Ebenen des Systems“ in derselben sind. Die Ordnung des Schnittes ist daher r, weil sie die Zahl der Punkte bezeichnet, welche eine willkürliche Gerade in der Ebene des Schnittes mit demselben bestimmt, und solche Punkte alle diejenigen sind, in denen die gegebene Gerade eine „Linie des Systems“ schneidet.



Die Klasse der Schnittcurve ist offenbar durch n bezeichnet; denn die Zahl der durch einen willkürlichen Punkt ihrer Ebene gehenden Tangenten der Schnittcurve ist nothwendig dieselbe, wie die Zahl der „Ebenen des Systems“, welche denselben Punkt enthalten. Ein Doppelpunkt der Schnittcurve entspringt überall da, wo zwei Linien des Systems die Schnittebene in demselben Punkte schneiden; die Zahl solcher Punkte ist nach dem vorigen Bestimmungen x. Die Tangenten der Schnittcurve in einem solchen Doppelpunkt sind im Allgemeinen verschieden und zwar so lange, als die zwei Ebenen des Systems, welche den beiden sich in ihm schneidenden Linien des Systems correspondiren, selbst verschieden sind. Solche Punkte bringen auch die Doppellinien der Fläche hervor, sodass ihre Zahl dann x — d ist.

Die Zahl der Doppeltangenten der Schnittcurve ist in gleicher Weise g, weil eine Doppeltangente überall da entsteht, wo zwei Ebenen des Systems die Schnittebene in derselben geraden Linie schneiden; im Fall der Existenz von A Doppelebenen ist sie also g — 4.

Die m Punkte des Systems, welche der Schnittebene angehören, sind Cuspidalpunkte der Schnittcurve. Denn sie sind Doppelpunkte, weil jeder von ihnen der Durchschnitt zweier „Linien des Systems“ ist, und die Tangenten in diesen Punkten fallen zusammen, weil die zwei auf einander folgenden Linien, die sich in einem der m Punkte durchschneiden, in derselben Ebene des Systems liegen. Dies beweist, was früher schon ausgesprochen ist, dass die Curve, deren Tangenten die abwickelbare Fläche erzeugen, eine Cuspidal- oder Rückkehrkante dieser letzteren ist; denn jede Ebene schneidet die Fläche in einer Curve, welche die Punkte zu Cuspidal- oder Rückkehrpunkten hat, in denen ihre Ebene jene Curve schneidet. Der Schnittpunkt der Ebene mit einer stationären Erzeugenden ist offenbar hiernach auch ein stationärer Punkt, oder deren Zahl dann m — 0. Die stationären Erzeugenden gehören in diesem Sinn zur Rückkehrcurve der Fläche.

Wir erhalten endlich einen Inflexionspunkt oder eine stationäre Tangente überall da, wo zwei auf einander folgende Ebenen des Systems zusammenfallen; die Zahl der Inflexions-punkte ist daher «.

Wir haben also in die Plücker’sehen Gleichungen die Substitutionen zu machen:

u = r, v — n, ö==x d, t — g — 4, * ==m—0, b — a, und erhalten somit

oder auch

m+0 —a = 3(r—n);  2(x+d—g—4) = (r—n) (r—n — 9).

	
90.    Ein anderes System von Gleichungen wird gefunden, indem man den Kegel betrachtet, dessen Scheitel ein willkürlich gewählter Punkt ist, und der über der gegebenen Curve steht oder dieselbe zur Leitcurve hat. Man erkennt sofort aus der Betrachtung eines beliebigen ebenen Schnittes eines solchen Kegels, dass die nämlichen Gleichungen die Zahlen der Doppelkanten, Doppeltangentenebenen etc. der Kegel verbinden, welche zwischen den Zahlen der Doppelpunkte, Doppeltangenten etc. der ebenen Curven stattfinden.



Die Kanten des Kegels, welchen wir jetzt betrachten, sind die geraden Verbindungslinien seines Scheitels mit allen Punkten des Systems und seine Tangentenebenen die von den „Linien des Systems" mit demselben Scheitel bestimmten Ebenen; denn die Ebene, welche zwei auf einander folgende Kanten des Kegels enthält, geht nothwendig durch zwei auf einander folgende „Punkte des Systems“.

Die Ordnung des Kegels ist die nämliche wie die Ordnung der Curve und ist daher = m.

Die Klasse des Kegels ist die Zahl der Tangentenebenen, welche durch eine beliebige den Scheitel enthaltende Gerade an den Kegel gelegt werden können; da aber jede Tangentenebene eine „Linie des Systems“ enthält, so existiren eben so viele Tangentenebenen unseres Kegels durch die gedachte willkürliche Gerade, als es „Linien des Systems“ giebt, welche dieselbe schneiden. Die gesuchte Zahl derselben ist daher r6).

Eine Doppelkante des Kegels entsteht, wenn dieselbe Kante durch zwei Punkte des Systems geht, oder es ist 3 = K Die Tangentenebenen längs dieser Kante sind die Ebenen, welche der Scheitel des Kegels mit den „Linien des Systems“ bestimmt, welche jedem dieser Punkte entsprechen. Im Falle wirklicher Doppelpunkte ist sie also gleich h — D.

Eine Doppeltangentenebene des Kegels entsteht, wenn dieselbe Ebene durch den Scheitel zwei „Linien des Systems“ enthält, oder t = y. Im Falle der Existenz von doppelten Erzeugenden ist v == y — d. Eine stationäre oder eine Cuspidalkante des Kegels entspringt aus der Existenz eines stationären Punktes im System, d. i. x = ß.

Endlich existirt eine stationäre Tangentenebene, wenn eine Ebene, welche zwei auf einander folgende Linien des Systems enthält, durch den Scheitel des Kegels geht, d. i. i = n; im Falle stationärer Erzeugenden also L = n — 0.

Wir haben also

y, = m} v — r, ö=h—D, t=y+d, % = ß} i==n—6, und erhalten somit aus den Plücker’sehen Formeln die Gleichungen

also auch

2—0 — ß=3(r — m) und 2(y+d — h—D) = (r—m)(r+m — 9).

Die Vergleichung dieser Formeln mit den entsprechenden des vorigen Art. zeigt das Entsprechen der beiden Reihen von Grössen

	
	
m,    r, n,   9, 1,   «, ß,   x, V,   4,  D, d, 0,


	
n,    r, m,   1, g,   ß, «,   y, x,   D, 4, d, 0;





und man darf, da dasselbe Ordnung und Klasse, „Linien in zwei Ebenen“ in einer Ebene und „Linien durch zwei Punkte“ aus einem Punkt, stationäre Ebenen und stationäre Punkte, „Punkte in zwei Linien“ in einer Ebene und „Ebenen durch zwei Linien“ aus einem Punkte, Doppelpunkte und Doppelebenen, gegen einander setzt, dies Entsprechen als ein reciprokes bezeichnen; dazu stimmt auch das Beharren von r, d und 0, weil diese Charaktere sich selbst reciprok sind.

Und indem man die letzten dieser Gleichungen mit den im letzten Art. gefundenen letzten combinirt, erhält man noch

& — ß — 2(n — m); x — y — n — m;

und ebenso mittelst der Gleichungen für r und durch die erste von den ebenen gefundenen

2 (g + A — h — D) = (n — m) (n-\- m — 7).

Wir dürfen im Allgemeinen die Singularitätenzahlen d, 0, D, A gleich Null setzen.

Plücker’s Gleichungen erlauben uns dann, wenn drei der Charakterzahlen einer ebenen Curve gegeben sind, alle übrigen zu bestimmen. Nun sind die Grössen r, m, n den Gleichungen dieses und des letzten Art. gemeinsam. Wenn also irgend drei der aufgezählten Singularitäten einer Curve im Raume gegeben sind, so können die übrigen gefunden werden.

	
91.    Zur Erläuterung dieser Theorie betrachten wir die abwickelbare Fläche, welche die Enveloppe der Ebene



atk + *bt‘-1 + E6 21) ctk~2 + etc. = 0 ist, wenn t einen veränderlichen Parameter, k eine beliebige ganze Zahl bezeichnet und a, b, c, etc. Ebenen bestimmen.

Die Klasse dieses Systems ist offenbar k, und die Gleichung der abwickelbaren Fläche ist als die Discriminante der vorhergehenden Gleichung nothwendig vom Grade 2 (k—1); man hat somit r = 2 (k — 1).

Man erkennt auch leicht, dass diese abwickelbare Fläche keine stationären Ebenen besitzen kann. Denn damit zwei Ebenen identisch sind, müssen im Allgemeinen, wegen der Gleichheit der Coefficienten in ihren Gleichungen, drei Bedingungen erfüllt sein. Wenn wir aber t so zu bestimmen suchen, dass irgend eine Ebene des Systems mit der darauf folgenden zusammen falle, so finden wir, dass zur Erfüllung von drei Bedingungen nur eine Constante t zu unserer Verfügung steht.

Aus den Werthen n = k, r = 2 (k — 1), a — 0 erlauben die Gleichungen der letzten zwei Art. die Bestimmung der übrigen Singularitäten. Das Ergebniss ist

m = 3 (I — 2) ; ß = 4 (I — 3);

« = 2 (l — 2) (—3);  y = 2 (% — 1) (I— 3);

(k — 1) (k — 2).   7     9k2— 537c + 80

9      ■       2            5    "                 2            *

Der grössere Theil dieser Werthe hätte auch direct bestimmt werden können. Die Ordnung des Systems und seiner Rückkehrkante z. B. ist der Grad der Bedingung, unter welcher die Gleichung

at + kbt-1 + . . . = 0 oder T = 0

drei gleiche Wurzeln hat, d. h. es muss zugleich sein

7=0, AT—o, =o.

	
2 dt 2 dt2



Und die stationären Punkte sind durch die Bedingung bezeichnet, dass die vier auf einander folgenden Ebenen

dT _ 0 d2T d3T _ , dt = V, dt2 ~ 0, dt3 — denselben Punkt enthalten; 4 (k — 3) entspricht dem Grade dieser Bedingung. Wir sparen den Raum, welche ein Eingehen in weitere Details fordern würde.

Beispiel. Die Charaktere rationaler Raumcurven von der Ordnung m = k können nach dem Princip der eindeutigen algebraischen Correspondenz geometrisch abgeleitet werden, weil in der Punktreihe auf der Curve Projectivität, Correspondenz («, «'), (vergl. „Höhere Curven“ Art. 349), Involution jeden Grades ganz so stattfindet, wie in einer geraden Punktreihe oder einem Büschel von Ebenen. Dreht sich daher eine Ebene um eine Gerade s, so bestimmt sie in der Curve eine Involution vom Grade k mit 2(k—1) Doppelpunkten, d. h. die Curve hat 2(k—1) Tangenten, welche s begegnen. Zwei solche Involutionen haben — in der gemeinsamen Ebene — eine Gruppe oder }k(k — 1) Paare gemein, wenn die bezüglichen Scheitelkanten s, s' sich schneiden, und daher noch (k — 1)2 —4k(k—1) oder 2 (—1) (k—2) andere gemeinsame Paare, d. h. es ist h = ^(k—1)(k — 2). Die pro-jicireuden Ebenen der Curventangenten aus einem Punkte schneiden je (k — 2) andere Punkte aus der Curve heraus und durch den projicirenden Strahl eines jeden von diesen gehen 2(k — 2) Ebe-nen, welche die Curve anderwärts berühren; in der so entstehenden Correspondenz [2(k — 2), k — 2] giebt es 3(k — 2) vereinigte Paare oder n = 3 (k — 2). Für ein Projectionscentrum in der Curve liefert die entsprechende Correspondenz [2 (k — 3), k — 3] durch dasselbe gehende Schmiegungsebenen an Zahl 3 (k — 3); weil daraus eine Correspondenz [3 (k — 3), k — 3] zwischen den Punkten der Curve und den Schnitten der Schmiegungsebenen folgt, so existiren ^(k—3) stationäre Ebenen und 2.3 (k—3)(k—3 — 1) oder a — &(k — 3) (k — 4) solche Schmiegungsebenen, die die Curve anderwärts berühren, und ß* = 2 (k — ^ (k — 3) Tangenten der Curve, welche sie anderwärts schneiden; etc.

	
	
92.    Der im letzten Art. betrachtete Fall, als derjenige, in welchem der veränderliche Parameter nur rational in die Gleichung eingeht, erlaubt uns, in sehr einfacher Weise manche Eigenschaften der abwickelbaren Flächen zu bestätigen.





Weil das System u = 0, "“ = 0 offenbar auf

at-1+ (k—1)bt- 2+ etc. = 0, bt‘—1+(I — 1)ct- 2+ etc. = 0, und das System u = 0, du = 0,     — 0 auf

	
	
	
•                    7 dt 7 at-2 + (k—2) b t-3 + etc. = 0, b t-2 + (%—2)ct-3 + etc. = 0, ctk~2 + (k — 2) de-3 + etc. = 0 sich reducirt, so folgt, dass a selbst eine „Ebene des Systems“ giebt, nämlich die dem Werthe t == o entsprechende; es ist ab die entsprechende Linie und abc der entsprechende Punkt. Wir wissen aber aus der Theorie der Discriminanten (vergl. „Vorlesungen“, Art. 111), dass die Gleichung der abwickelbaren Fläche von der Form aq — b2^ == 0 ist, wo 1 die Discriminante von u für den Werth a = 0 bezeichnet. Wir bewähren so, was im Art. 84 ausgesprochen ist, dass die Ebene a die abwickelbare Fläche längs der ganzen Erstreckung der Linie ab berührt. Ferner ist aber 1 selbst von der Form bcp' — c2^', und wenn wir den Durchschnitt der abwickelbaren Fläche mit einer der „Ebenen des Systems“ betrachten — wir erhalten ihn, wenn wir in der Gleichung der abwickelbaren Fläche a = 0 machen, — so besteht derselbe aus der zweifach zu zählenden Linie ab und einer Curve von der Ordnung (r — 2), und diese Curve berührt, wie die Form der Gleichung zeigt, die Linien ab im Punkte abc und schneidet sie folglich in (r — 4) anderen Punkten; diese alle sind „Punkte in zwei Linien", als die Punkte, in welchen die Linie ab andere „Linien des Systems“ schneidet.







Und es ist allgemein wahr, dass, wenn r der Rang einer abwickelbaren Fläche ist, jede „Linie des Systems“ r — 4 andere Linien des Systems durchschneidet. Der Ort dieser Punkte ist eine Doppelcurve der abwickelbaren Fläche, deren Ordnung x ist, und deren übrige Eigenschaften in einem folgenden Kapitel gegeben werden sollen, wo wir auch gewisse andere Singularitäten der abwickelbaren Fläche bestimmen wollen.

	
	
93.    Wir fügen eine Tafel der Singularitäten einiger specieller Schnitte der abwickelbaren Flächen und specieller projiciren-der Kegel der Raumcurven hinzu. Der Leser, welcher den Gegenstand weiter untersuchen will, wird keine Schwierigkeit darin finden, sie vollständig zu begründen;36) einige Andeutungen werden genügen. Die in 1 — 8 unterdrückten Singularitäten d, 0, D, d wären leicht zu restituiren.





	
1.    Schnitt durch eine „Ebene des Systems“:



=r — 2, v — n — 1, b = a: % = m — 3, T = g — n — 2, ö = x — 2r + 8.

Denn jede Ebene des Systems berührt die Fläche längs einer Linie und schneidet sie daher in einer Curve (r—2)ter Ordnung; immer fällt eine der durch einen Punkt des Schnittes gehenden Ebenen des Systems mit der Schnittebene zusammen; die Zahl der Inflexionspunkte bleibt als von der Zahl der stationären Ebenen abhängig ungeändert; die Zahl der Spitzen als Zahl der Schnittpunkte mit der Curve des Systems vermindert sich um 3; die gerade Linie des Systems in der Schnittebene schneidet die Curve von der Ordnung (r — 2), da sie sie berührt, noch in (r — 4) Punkten, deren jeder für zwei Doppelpunkte der Schnittfigur zu zählen ist.

	
2.    Kegel, dessen Scheitel ein „Punkt des Systems“ ist:



u = m—1, v — r — 2, b = n—3, x = ß, t — y — 2r—8, ö = h —- m + 2.

Die Zahl der Cuspidalkanten des Kegels ist die Zahl der stationären Punkte des Systems; die Ordnung desselben ist die Zahl der Erzeugenden, welche eine durch die Spitze gehende Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf.       8

Ebene bestimmt, also (m—1). Die Klasse ist (r — 2), weil sie die Zahl der Linien des Systems ist, die eine Gerade durch die Spitze schneiden, durch welche selbst bereits zwei dieser Linien gehen; die Zahl der stationären Tangentenebenen ist (n — 3) als die Zahl der Ebenen des Systems durch den Scheitel, der selbst dreien solchen angehört.

	
3.    Schnitt durch eine Ebene, welche eine „Linie des Systems" enthält:



=r — 1, v = n^ i==*1, * == m — 2, r — g—1, 3 = x — r — 4.

Die Zahl der Inflexionspunkte wächst um Eins, weil eine „Linie in zwei Ebenen“ in der Schnittebene mit der gegebenen Linie des Systems zusammenfällt; darin liegt zugleich der Grund für die entsprechende Verminderung der Zahl der Doppeltangenten.

	
4.    Kegel, dessen Scheitel in einer „Linie des Systems“ liegt:



u == m, v — r—1, L — n — 2, x = ß -1, r — y — r — 4, ö =— 1.

	
5.    Schnitt mit einer „Ebene durch zwei Linien“: m — r —- 2, v = n, • r. = a — 2, x = m — 4, r — g — 2, ö = « — 27+ 9.


	
6.    Kegel, dessen Scheitel ein „Punkt in zwei Linien“ ist:



u = m, v — r — 2, L = n — 4, x = ß — 2, t = y — 21+9, ö = — 2.

	
7.    Schnitt durch eine „stationäre Ebene“: =r — 3, v = n — 2, L = a—1, * = m — 4, r — g — 2n + 6, ö =x — 37 + 13.


	
8.    Kegel, dessen Scheitel ein „stationärer Punkt“ ist: g — m—2, v — r — 3, t = n — 4, K — ß—1, t — y — 3 r + 13, 8 — h — 2 m + 6.



Die Grössen u, v, t, x sind um eine Einheit kleiner als in den beiden ersten Fällen dieser Zusammenstellung nach der Natur der stationären Elemente.

Wenn die Charaktere A, D, 0, d berücksichtigt werden, so erhalten wir die Charaktere für den

	
9.    Schnitt mit einer Ebene A:



=r — 4, v == n — 2, i = «, * = m—6+0, T = g — 21+6+4 — 1, ö = x — 47+20 + d.

	
10.    Kegel aus einem Punkte D:



g = m — 2, v = r—-4, 1= n— 6-0, x = ß, r = y — 47+20 + d, ö = h — 2m + 6 + D — 1.

	
11.    Schnitt mit einer Ebene durch eine stationäre Erzeugende 0:



g — r — 2, v — n, i=*+2, x = m—3+0 — 1, r = g — 2 + 4, ö = x — 2r + 9 + d.

	
12.    Kegel aus einem Punkte in einer stationären Erzeu-genden:



u = m^ v = r — 2, i = n — 3 — 0 -— 1, x = ß — 2, T = y — 2r + 9 + d, ö = h — 2 + J).

	
13.    Schnitt mit der Berührungsebene längs einer stationären Erzeugenden 0:



=r—3, v — n—1,=«1, % = m — 4 — 0 — 1, t = g — n — 1 — /i ^ 8 =^ x — 3r — 14 — d.

	
14.    Kegel aus dem Punkte der Rückkehrkante in einer stationären Erzeugenden:



u = m — 1, v = r — 3, l — n — 4 — 0 — 1, * == ß+1, r = y — 3r + 14+ d, 8 — h — m + 1 + D.

	
15.    Schnitt mit einer Ebene durch eine doppelte Erzeugende d:



=r — 2, v == n, i == « — 2, k == m — 4 — 6, t = g — 2 + 4, ö = x—2,+10+d — 1.

	
16.    Kegel aus einem Punkte in einer doppelten Erzeugenden d:



g — m, v — r — 2, i = n — 4 — 0, * = ß+2, t = y — 2r+10+ d— 1, 0 = I — 2 + D.

	
17.    Schnitt mit der Tangentialebene längs der doppelten Erzeugenden:



=r — 3, v = n — 1, i ~ « — 1, x = m—5+0, t — g~n+\+d, 8 — x — 37 — 15 — d — 1.

	
18.    Kegel aus dem Punkte der Rückkehrkante in der doppelten Erzeugenden:



1

 Ein Cylinder ist offenbar der Grenzfall eines Kegels, dessen Spitze in unendlicher Entfernung gelegen ist.

2

 Curven, welche nicht ebene Curven sind, werden gewöhnlich als „Curven von doppelter Krümmung“ bezeichnet. Wir werden im Folgenden oft das Wort „Curve“ zur Bezeichnung einer Curve im Raum gebrauchen, welche im Allgemeinen nicht eben ist; wir fügen etwa das Beiwort „gewunden“ hinzu, wenn wir die Curve ausdrücklich als eine nicht ebene hervorzuheben wünschen.

3

 Es erscheint unnöthig, des Weiteren auf die Theorie der Enveloppen im Allgemeinen einzugehen, weil das im Text Gesagte gleichmässig gilt, wenn u = 0, anstatt eine Ebene zu repräsentiren, eine Fläche darstellt, deren Gleichung einen veränderlichen Parameter einschliesst.

—— = 0, in welcher irgend eine Fläche d a

des Systems durch die nächstfolgende durchschnitten wird, die Charakteristik der Enveloppe genannt. Denn die Natur dieser Curve hängt nur von der Art ab, in welcher die Veränderlichen x, y, z in die Function u eingehen, nicht aber von der Art der Abhängigkeit, in welcher die Constanten zum Parameter stehen. Wenn also u eine Ebene re

präsentirt, so ist die Charakteristik stets eine gerade Linie, und die Enveloppe ist der Ort eines Systems von geraden Linien. Wenn u eine Kugel darstellt, so ist die Charakteristik als Durchschnitt zweier auf einander folgender Kugeln ein Kreis, und die Enveloppe ist der Ort eines Systems von Kreisen. Enveloppen können also allgemein in Familien eingetheilt werden, je nach der Natur der Charakteristik.

4

 Monge hat sie die „arete de rebroussement" der abwickelbaren Fläche genannt. Es existirt in jeder Enveloppe eine ähnliche Curve, nämlich der Ort der Punkte, in welchen jede Charakteristik von der ihr nächst benachbarten geschnitten wird. Der auf der einen Seite dieser Curve liegende Theil der Charakteristik erzeugt den einen Mantel der Enveloppe, der auf der anderen Seite liegende den anderen Mantel. Beide Mäntel berühren sich längs dieser Curve, welche ihre gemeinschaftliche Grenze ist und eine Cuspidalkante der Enveloppe heissen muss. So bilden in dem sehr einfachen Falle eines Kegels die erzeugenden Linien auf entgegengesetzten Seiten des Scheitels entgegengesetzte Mäntel des Kegels, und die Cuspidalkante erscheint auf den einzigen Punkt des Scheitels reducirt.

5

 Diese Gleichungen sind die folgenden: Ist u die Ordnung einer Curve, v ihre Klasse, 3 die Zahl ihrer Doppelpunkte, T die ihrer Doppeltangenten, * die Zahl ihrer Cuspidal- oder Rückkehrpunkte, t die ihrer Inflexionspunkte, so ist

v— u(u — 1) — 28 — 3*; u = v(» — 1) — 2r-—3 t;

t =3u(u — 2) — 63 — 8 x ; n = 3v(v — 2) — 6r— 81.

Also auch

t — x = 3 (» — u), 2 (r — §) = (y — u) (v + u — 9).

6

 Man erkennt leicht, dass die Klasse dieses Kegels die nämliche ist, wie die Ordnung der abwickelbaren Fläche, welche den Punkten des gegebenen Systems nach dem Gesetz der Reciprocität entspricht. Die Ordnung der durch die Tangenten einer Curve erzeugten abwickelbaren Fläche ist somit dieselbe, wie die Ordnung der abwickelbaren Fläche, welche die Reciproke der Punkte der Curve ist. (Siehe Bd. I, Art. 124, Note.)


u == m - 1, v=r - 3, L=n- 5+0, * ==ß+1, v=y—37+15+d — 1, ö = 7 — m + 1 + D.

	
II.    Abschnitt. Classification der Curven.


	
94.    Die folgende Darlegung beruht auf dem Princip, dass eine Curve der Ordnung r eine Fläche p^ Ordnung in pr Punkten durch schneid et. Die Gültigkeit desselben ist offenbar, wenn die Curve der vollständige Durchschnitt zweier Oberflächen von den respectiven Ordnungen m und n ist. Denn wir haben dann r = mn, und die drei Oberflächen durchschneiden sich in mnp Punkten. Das Princip ist nach der Definition eben so unmittelbar wahr, wenn die Fläche in p Ebenen zerfällt. Wir betrachten nach dem Gesetz der Continuität dies Princip als allgemein wahr.





Ebenso sprechen wir aus, dass eine abwickelbare Fläche der Klasse n mit einer Fläche von der Klasse q gemeinschaftliche Tangentenebenen in der Zahl nq hat.

Der Gebrauch, welchen wir von dem Princip machen werden, ist dieser. Angenommen, dass in einer Curve von der Ordnung 7 so viel Punkte gewählt werden, als zur Bestimmung einer Fläche von der Ordnung p hinreichend sind, so muss, wenn die Zahl der so gewählten Punkte grösser als pr ist, die durch dieselben beschriebene Fläche die Curve vollständig enthalten; wäre dies nicht der Fall, so erschiene das Princip verletzt. Und andererseits muss eine abwickelbare Fläche nter Klasse einer Fläche qter Klasse umgeschrieben sein d. h. alle Tangentialebenen mit ihr gemein haben, wenn sie mehr als nq Tangentenebenen mit der selben gemein hat.

Wir setzten dabei voraus, dass die Curve eine eigentliche Curve der rten Ordnung ist; denn wenn wir zwei Curven von den Ordnungen m und n angenommen hätten, wo m — n = r ist, so könnten dieselben in ihrer Vereinigung als eine complexe Curve von der Ordnung r betrachtet werden, und wenn eine ganz in irgend einer Fläche von der Ordnung p enthalten wäre, so könnten wir folglich in dieser Curve eine beliebige Zahl von Punkten wählen,

welche der Curve und der Fläche gemein wären. Alles das wird hinreichend erläutert werden durch die folgenden Beispiele.

	
	
95.    Es existirt keine Linie des ersten Grades äusser der geraden Linie. Denn durch irgend zwei Punkte einer Linie des ersten Grades und einen dritten willkürlich angenommenen Punkt können wir eine Ebene beschreiben, welche die Linie ganz enthalten muss, weil wir sonst eine Linie vom ersten Grade haben würden, welche die Ebene in mehr als einem Punkte durchschnitte. In derselben Art können wir eine zweite Ebene bestimmen, welche die Linie ganz enthält; die Linie ersten Grades muss daher der Durchschnitt zweier Ebenen, d. h. eine gerade Linie sein.





Es existirt keine eigentliche Linie des zweiten Grades äusser den Kegelschnitten. Denn durch irgend drei Punkte einer solchen Linie können wir eine Ebene legen, welche aus denselben Gründen wie vorher die Linie ganz enthalten muss. Dieselbe muss eine ebene Curve zweiten Grades (oder ein Paar von sich schneidenden Geraden) sein. Die am Ende des letzten Art. bezeichnete Ausnahme tritt hier ein, wenn die Linie des zweiten Grades aus zwei geraden Linien besteht, die nicht in derselben Ebene liegen; denn dann enthält die Ebene durch drei Punkte des Systems nur eine der geraden Linien. Wir halten es für unnöthig, in dem Folgenden die Fälle dieser Art ausdrücklich zu erwähnen, und werden nur von den eigentlichen Curven ihrer respectiven Ordnungen sprechen.

	
	
96.    Eine Curve dritter Ordnung ist entweder eine ebene Curve von der dritten Ordnung oder der theilweise Durchschnitt zweier Flächen zweiten Grades, welche eine gerade Linie gemein haben.37)





Denn wird durch sieben Punkte der Curve und durch zwei äusser ihr willkürlich gewählte Punkte eine Fläche zweiten Grades bestimmt, so muss dieselbe, wie vorher, die Curve ganz enthalten. Wenn die Fläche zweiten Grades in zwei Ebenen zerfällt, so kann die Curve eine ebene Curve sein, die in einer dieser Ebenen enthalten ist. Da wir offenbar ebene Curven jeder Ordnung in analoger Weise erhalten können, so halten wir es für unnöthig, dies in späteren Fällen besonders hervorzuheben.

Vorausgesetzt, dass die Fläche zweiten Grades nicht in zwei Ebenen zerfalle, so können wir eine zweite Fläche zweiten Grades durch die sieben Punkte legen, und die gegebene Curve ist dann nothwendig ein Theil der Durchschnittslinie beider Flächen. Der vollständige Durchschnitt muss, als von der vierten Ordnung, äusser ihr noch eine gerade Linie enthalten. Es ist somit bewiesen, dass die einzige nicht ebene Curve von der dritten Ordnung die im Art. 83 erwähnte ist.

	
	
97.    Der Kegel, welcher eine Curve mter Ordnung enthält und dessen Scheitel ein Punkt derselben ist, ist vom Grade (m — 1), somit ist der projicirende Kegel einer Curve dritter Ordnung aus einem Punkte derselben vom zweiten Grade.





Wir können somit eine Curve dritter Ordnung im Raume durch sechs gegebene Punkte beschreiben. Denn wir können einen Kegel zweiten Grades beschreiben, für welchen der Scheitel und fünf seiner Kanten gegeben sind, weil offenbar so fünf Punkte des Schnittes gegeben sind, welchen eine Ebene mit diesem Kegel bestimmt. Wenn nun sechs Punkte A, B, C, D, E, F gegeben werden, so können wir aus dem Punkte A als Scheitel einen Kegel beschreiben, welcher die Linien AB, AG, AB, AE, AF zu Kanten hat, und in gleicher Art aus dem Punkte B als Scheitel einen Kegel, für welchen die Linien BA, BC, BB, BE, BF die Kanten sind. Die Durchdringungscurve dieser Kegel besteht aus der gemeinschaftlichen Kante AB und einer Curve dritter Ordnung, welche die verlangte durch die sechs Punkte gehende ist.

Die Construction der Curve durch andere Bedingungen erfordert die Kenntniss anderer Eigenschaften; durch drei Punkte und drei „Linien durch zwei Punkte“ des Systems ist die Curve bestimmt, weil jene Punkte mit je zweien der Geraden ein Hyperboloid bestimmen; durch zwei Punkte und vier „Linien durch zwei Punkte“, weil diese mit den Geraden zwei projectivische Bündel bestimmen, Art. 102 etc.38)

Der Satz, nach welchem die geraden Linien, welche sechs Punkte einer Curve dritter Ordnung mit einem siebenten Punkte derselben Curve verbinden, Kanten eines Kegels vom zweiten Grade sind, führt vermittelst des Pascal’schen Satzes zu dem folgenden: Die Durchschnittslinien der Ebenen 712, 745; 723, 756; 734, 761 liegen in einer Ebene. Cremona fügt hinzu, dass, wenn sechs Punkte als fest und ein siebenter als veränderlich angenommen sind, diese Ebene durch eine feste Sehne der Curve dritter Ordnung geht.

Wenn das erste Gesetz für zwei Ecken eines Siebenecks erfüllt ist, so muss es auch für alle übrigen gelten; denn dann

sind diese beiden Ecken die Scheitel von Kegeln des zweiten Grades, welche die übrigen Eckpunkte enthalten, und diese müssen daher in der Curve dritter Ordnung liegen, welche der Durchschnitt der Kegel ist.

	
	
98.    Eine Curve dritter Ordnung, welche auf einem einfachen Hyperboloid verzeichnet ist, schneidet alle Erzeugenden des einen Systems einfach und alle Erzeugenden des anderen Systems zweifach.





Jede Erzeugende einer Fläche zweiten Grades schneidet ihre Durchdringungscurve mit einer anderen Fläche zweiten Grades in zwei Punkten, nämlich in denjenigen, in welchen sie diese andere Fläche schneidet; wenn nun die Durchschnittscurve aus einer geraden Linie und einer Curve dritter Ordnung besteht, so ist offenbar, dass die Erzeugenden der Fläche, welche mit der geraden Linie von demselben System sind, da sie diese eben deshalb nicht schneiden können, die cubische Curve in zwei Punkten schneiden müssen, während die Erzeugenden der Fläche, welche dem anderen System angehören, weil sie jene gerade Linie in je einem Punkte schneiden, die cubische Curve nur in einem Punkte schneiden können.

Umgekehrt können wir ein System von Hyperboloiden durch eine Curve dritter Ordnung und eine beliebige ihrer Sehnen (welche sie zweimal schneidet) beschreiben. Denn wenn wir sieben Punkte in der Curve und einen achten in der irgend zwei von ihnen verbindenden Sehne annehmen, so können durch diese acht Punkte unendlich viele Flächen zweiten Grades bestimmt werden. Weil aber drei von diesen Punkten in einer geraden Linie liegen, so muss dieselbe allen so zu bestimmenden Flächen gemeinschaftlich sein, ebenso wie auch die cubische Curve, welcher die sieben Punkte angehören.

	
	
99.    Die Aufgabe, die Enveloppe von a^—3bt2—oct—d=0 zu bestimmen, wo a, ö, c, d lineare Functionen der Coordinaten also Ebenen repräsentiren und t ein veränderlicher Parameter ist, erkennen wir als einen speciellen Fall der im Art. 91 discutirten allgemeineren. Wir haben





r = 4, m=n=3, a — ß — 0, x — y — 0, g =h=1.

Das durch die Gleichung dargestellte System ist also von der nämlichen Natur, wie das nach dem Gesetz der Reciprocität entsprechende System, und alle auf dasselbe bezüglichen Sätze sind folglich zweifach.

Als ein System des dritten Grades muss es von der Art sein, die wir eben betrachten, und dies geht auch aus der Gleichung der Enveloppe (ad—bc)2 == 4 (b2—ac) (c2—bd) hervor; denn sie zeigt sofort, dass irgend ein Paar der Flächen

ad — bc = 0, 62 — ac = 0, c2 — bd = 0

eine gerade Linie gemeinschaftlich haben, während die Curve dritter Ordnung ihnen allen zugleich gemeinschaftlich und somit eine Doppellinie der Enveloppe ist.

Betrachtet man die Kegel ac = 62, bd — c2, für welche c = 0, b — 0 die Tangentenebenen nach ihrer gemeinschaftlichen Kante und a — 0, d = 0 die Tangentenebenen der zweiten Durchschnittskanten dieser Ebenen sind, so ist für einen Punkt der räumlichen Curve dritter Ordnung

a : b : c : d = co3 : co 2 : co : 1,

	
	
— den Scheiteln der Kegel entsprechen die Parameterwerthe co = o, co = 0. Die Linie durch zwei Punkte 01, 00, ist





a — (c,— C0,) b — C01 C0, C = 0, b — (C,— C0,) C — C01 C0, d == 0, oder in Strahlencoordinaten (vergl. Bd. I, Art. 51)

	
17,2 ’ IIj ’ IIsi ' IT, ’ ^24 ’ IIs = P34 ’ Pia ’ etc.



= 1: (c,2— C,c2— 00,2):(c0,—c,) : C01 co2: — C0, co,(c — C,): 00,200,2;

und die Ebene durch drei Punkte C0,, 00,, co3

a—(c,-— co2-— co3) b -— (C, C0,—00, @3— 03001)c — C01 c, cosd = 0.*)

Eine Linie des Systems, ist daher

a — 2cob — co2c = 0, b—2cc — c2d = 0, oder                 1 : 3co2 : 2co : co2: — 203 : co4;

und eine Ebene desselben

a — ocob — 3c2c — co3d = 0.

Die Gleichung der Enveloppe entsteht wie vorher aus der Elimination des Parameters zwischen den Gleichungen einer Linie des Systems. Darin liegen die Grundlagen der rein analytischen Behandlung dieser Theorie.

Aus der oben gegebenen Tafel erkennt man, dass jede Ebene eine „Linie in zwei Ebenen“ enthält, oder dass der Schnitt der abwickelbaren Fläche mit einer beliebigen Ebene eine Doppeltan-

Eigenschaften des Systems aus denen der Kegel und Schnitte. 99. 121 gente besitzt; während reciprok entsprechend durch jeden Punkt eine Linie gezogen werden kann, welche die cubische Curve zweimal schneidet, sodass der Kegel, welcher diesen Punkt zum Scheitel hat und über der Curve steht, nothwendig eine Doppelkante besitzt. In anderen Worten giebt dies den Satz: Eine Curve dritter Ordnung im Raume hat zu ihrer Projec-tion auf irgend eine Ebene eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt.

Die drei Inflexionspunkte einer solchen ebenen Curve dritter Ordnung sind in einer geraden Linie. Da nun im Art. 90 bewiesen ward, dass die Inflexionspunkte den drei Ebenen des Systems entsprechen, die durch den Scheitel des Kegels gehen, so schliessen wir, dass die drei Punkte des Systems, welche den drei durch irgend einen Punkt 0 gehenden Ebenen desselben entsprechen, in einer durch diesen Punkt gehenden Ebene liegen.

Dieser Doppelpunkt ist (vergl. „Höhere Curven" Art. 217) der harmonische Pol der Verbindungslinie der Inflexionspunkte in Bezug auf das Dreieck der Inflexionstangenten; daher ist die Ebene der stationären oder Inflexionskanten des über der Curve stehenden Kegels die harmonische Polarebene der Doppelkante des Kegels in Bezug auf die von den stationären Tangentenebenen des Kegels gebildete dreiseitige Ecke. Jene stationären Tangentenebenen sind aber die durch den Punkt des Raumes gehenden Ebenen des Systems und die Doppelkante ist die ihn enthaltende Linie durch zwei Punkte, die Ebene der Inflexionskanten aber die Ebene der zugehörigen drei Punkte des Systems.

Andererseits bildet die Doppeltangente einer Curve vierter Ordnung mit drei Rückkehrpunkten, deren Tangenten sich in einem Punkte durchschneiden, die harmonische Polare dieses Durchschnittspunktes in Bezug auf das Dreieck der Rückkehrpunkte. Daher ist die einzige „Linie in zwei Ebenen", welche eine Ebene enthält, die harmonische Polare desjenigen ihrer Punkte in Bezug auf das Dreieck der ihr angehörigen Punkte des Systems, in welchem sich die entsprechenden Ebenen des Systems d. h. die bezüglichen Tangenten der Schnittcurve durchschneiden.

Ferner ist bekannt, dass wenn eine ebene Curve dritter Ordnung einen conjugirten Punkt hat, ihre drei Inflexionspunkte reell sind, dass aber, wenn sie einen Knotenpunkt besitzt, will sagen

einen Doppelpunkt, dessen Tangenten reell sind, zwei der In-flexionspunkte imaginär werden. Wenn also die Sehne, welche durch einen Punkt 0 gelegt werden kann, die Curve dritter Ord-o nung im Raume in zwei reellen Punkten schneidet, so sind zwei der Ebenen des Systems, welche durch diesen Punkt gehen, imaginär. Und reciprok, wenn durch eine gegebene Gerade zwei reelle Ebenen des Systems gelegt werden können, so schneidet jede durch diese Gerade gehende Ebene die Curve in zwei imaginären Punkten und nur in einem reellen Punkte. 39)

	
	
	
100.    Diese Sätze können auch leicht algebraisch begründet werden. Denn für die Ebene at3— 3bt2— ^ct — d — 0 kann der Berührungspunkt als durch die Gleichungen at = 1), bt — c, et = d gegeben, durch die Coordinaten a = 1, b = t, c = t2, d = t3 bezeichnet werden.







Da nun die dreiWerthe von t, welche den drei durch irgend einen Punkt gehenden Ebenen des Systems entsprechen, durch die cubische Gleichung a't3 — 3b‘ t2 — 3c‘t — d' = 0 bestimmt werden, so ist aus den eben gefundenen Werthen offenbar, dass die Berührungspunkte in der Ebene ad—3b‘ c+3c‘b — d'a — 0 liegen, welche ihrerseits den gegebenen Punkt enthält: Der Durchschnittspunkt von drei Ebenen des Systems liegt in der Ebene der entsprechenden Punkte des Systems.

Da die eben geschriebene Gleichung durch eine Vertauschung der accentuirten mit den nichtaccentuirten Buchstaben ungeändert bleibt, so schliessen wir: Wenn ein Punkt A in der dem Punkte JB entsprechenden Ebene liegt, so liegt auch B in der dem Punkte A entsprechenden Ebene. Und ferner: Die Ebenen, welche allen Punkten einer geraden Linie AB entsprechen, gehen durch eine feste gerade Linie, nämlich durch die Durchschnittslinie der den Punkten A und B entsprechenden Ebenen. Die Relation zwischen diesen geraden Linien ist offenbar reciprok. Jeder Ebene des Systems entspricht in diesem Sinne der correspondirende Punkt des Systems, und einer Linie in zwei Ebenen entspricht eine Sehne, welche zwei' Punkte verbindet.

Ueberhaupt: Das System dritter Ordnung ist sich selbst reciprok, es ist hinsichtlich der Theorie der Reciprocität das räumliche Analogon der Kegelschnittslinien in der Ebene; 40) die durch dasselbe bestimmte Reciprocität ist die eines Nullsystems im Sinn von Art. 40, 8, Bd. I. Die Gleichung desselben als eines linearen Complexes analog der a. a. 0. entwickelten Gleichung

«14 (z — 2) = &,s‘ (xy‘ ~ x’y) mit der Festsetzung X, == 1, x, == x, x, == y, X4 = z wird (p. 120)

Pi = 3Pas-

Die drei Punkte, in denen die Ebene Aa+Bb+Cc—Dd=0 die Curve schneidet, entsprechen den Werthen des Parameters t, welche durch die cubische Gleichung Dt — Ct2 — Bt — A = 0 bestimmt sind, und wenn diese ein vollkommener Cubus ist, so ist die Ebene eine „Ebene des Systems“. Daraus folgt sogleich, wie es Joachimsthal bemerkt hat, dass jede durch den Durchschnitt zweier reellen Ebenen des Systems gelegte Ebene die Curve nur in einem reellen Punkte schneidet. Denn in solchem Falle wird die eben geschriebene cubische Gleichung die Summe zweier Cuben und hat daher nur einen reellen Factor.

	
	
	
101.    Wir haben in Art. 134, Bd. I gesehen, dass eine doppeltgekrümmte Curve dritter Ordnung der Ort der Pole einer festen Ebene in Bezug auf alle Flächen zweiten Grades ist, die eine gemeinschaftliche Durchschnittscurve haben.







Allgemeiner wird eine derartige Curve durch das Resultat der Elimination von 1 zwischen dem System der Gleichungen

la = a Ab = b', Ac === c' ausgedrückt. Da nun das Doppelverhältniss von vier Ebenen, deren Gleichungen von der Form la = a , X'a = a' etc. sind, nur von den Coefficienten 1, A‘, etc. abhängt1), so kann diese Entstehungsart der Gleichung der Curve dritter Ordnung folgendermassen interpretirt werden: Wenn ein System von Ebenen durch eine gerade Linie aa' gegeben ist und durch eine andere Linie bb', sowie durch eine dritte cc respective Ebenensysteme gelegt werden, welche jenem ersten einzeln projectivisch sind, so ist der Ort des Durchschnitts-punktes von je drei entsprechenden Ebenen der Systeme eine doppelt gekrümmte Curve dritter Ordnung. Die geraden Linien aa , bb', cc' sind offenbar „Linien durch zwei Punkte“ oder Sehnen der Curve. Es gilt aber auch der reciproke Satz: Wenn drei gerade Linien projectivisch getheilt sind, so umhüllt die Ebene von irgend drei entsprechenden Punkten die durch eine doppeltgekrümmte Curve dritter Ordnung erzeugte abwickelbare Fläche, und die drei gegebenen geraden Linien sind „Linien in zwei Ebenen“ in dem System.

Die Verbindungslinie je zweier entsprechender Punkte von zwei projectivisch getheilten Geraden umhüllt einen Kegelschnitt, wenn jene Geraden in einer Ebene liegen, und erzeugt ein einfaches Hyperboloid, wenn sie es nicht thun. Wenn also eine Reihe von Punkten in gerader Linie und eine ihr projectivische Reihe entweder von Tangenten eines Kegelschnitts oder von Erzeugenden eines Hyperboloids gegeben sind, so umhüllt die Ebene, welche jeden Punkt mit der entsprechenden Geraden verbindet, eine abwickelbare Fläche, wie sie vorher bezeichnet ist.

Beispiel. Wenn die vier Flächen eines Tetraeders durch feste gerade Linien gehen und drei seiner Ecken sich in festen geraden Linien bewegen, so. ist der Ort der letzten Ecke eine doppeltgekrümmte Curve drittel’ Ordnung.

Eine beliebige Anzahl von Lagen der Basis bildet ein Büschel von Ebenen, welche die drei geraden Linien projectivisch theilen, in denen die Basisecken sich bewegen; daraus folgt, dass die drei Ebenen, die sich in der Spitze durchschneiden, die entsprechenden Ebenen von drei projectivischen Büscheln sind.

	
	
	
102.    Aus den Sätzen des letzten Art. folgt umgekehrt, dass die Ebenen, welche vier feste „Punkte des Systems“ mit einer veränderlichen „Linie durch zwei Punkte“ verbinden, ein constantes Doppelverhältniss bestimmen, und dass vier feste „Ebenen des Systems“ irgend eine „Linie in zwei Ebenen“ in constantem Doppelverhältniss theilen.







Es ist sehr leicht, diese Sätze unabhängig zu beweisen. So wissen wir, dass der Durchschnitt der abwickelbaren Fläche durch eine Ebene A des Systems aus der doppelt zu zählenden entsprechenden Linie a des Systems in Verbindung mit einem Kegelschnitt besteht, welchen alle anderen Ebenen des Systems tangi-ren. Die projectivische Relation der Tangenten eines Kegelschnitts zeigt dann sogleich, dass vier Ebenen des Systems irgend zwei Linien in zwei Ebenen AB, AG nach demselben Doppelverhältniss schneiden, und ebenso, dass AG nach demselben Verhältniss getheilt wird wie CD.

Ein bemerkenswerther specieller Fall dieser Sätze ergiebt

sich aus dem Umstande, dass die „Linien des Systems“ gleichzeitig „Linien in zwei Ebenen“ und „Linien durch zwei Punkte“ sind: Vier feste „Ebenen des Systems“ schneiden alle „Linien des Systems“ nach demselben Doppelverhältniss; und die Ebenen, welche vier feste „Punkte des Systems“ mit allen „Linien des Systems“ verbinden, bilden Büschel von constantem Doppelverhältniss.

Manche specielle Erkenntnisse können aus diesen Sätzen eben so erschlossen werden, wie es im Art. 295 f. der „Kegelschnitte“ geschehen ist.

Betrachten wir z. B. vier Punkte des Systems A, B, C, I) und drücken aus, dass die Ebenen, welche sie mit den Linien a, b und AB verbinden, die Linie CD projectivisch theilen; nehmen wir an, die Ebenen A, B schneiden CD in den Punkten T, T', die Ebenen, welche die Linie a mit B und die Linie b mit A verbinden, schneiden CD in den Punkten K, K', so haben wir

{TKCD} = {K'T’CD} = {KK'CD}.

Wenn die Punkte T, K' zusammenfallen, so folgt aus der ersten Gleichung, dass auch die Punkte K, T' sich decken, und aus der zweiten, dass die Punkte T, T', C, D ein harmonisches System bilden. So erhalten wir den Satz von Cremona, dass, wenn eine Beihe von Sehnen die Durchschnittslinie einer Ebene A mit der Ebene, die den correspondiren-den Punkt A mit einer Linie b des Systems verbindet, durchschneiden, sie auch die Durchschnittslinie der Ebene B mit der Ebene schneiden, die der Punkt B mit der Linie a bestimmt; dass sie überdies in den Schnittpunkten mit diesen zwei Linien und in ihren Durchschnittspunkten mit der Curve harmonisch getheilt werden.

Der Leser wird ohne Schwierigkeit zu dem Falle übergehen, wo eine dieser Linien in unendlicher Entfernung liegt, und wo daher die andere Linie ein Durchmesser wird.

	
	
	
103.    Wir haben gesehen, dass die Schnitte der abwickelbaren Fläche durch die Ebenen des Systems Kegelschnitte sind. Ihre Punkte sind die Durchschnittspunkte der Linien, ihre Tangenten die Schnittlinien der Ebenen des Systems mit der bezüglichen Ebene, und die Durchschnittslinie zweier Ebenen des Systems







ist eine gemeinschaftliche Tangente der beiden entsprechenden Kegelschnitte. Daher: Die Ebenen, welche zwei Kegelschnitte berühren, die die Durchschnittslinie ihrer Ebenen zur gemeinschaftlichen Tangente haben, sind Oscu-lationsebenen einer Raumcurve dritter Ordnung und vierter Klasse und Tangentenebenen einer abwickelbaren Fläche vierter Ordnung und dritter Klasse.

Wir können den Ort der Centra aller solcher Kegelschnitte untersuchen, oder allgemeiner den Ort der in Bezug auf sie genommenen Pole der Durchschnittslinien ihrer Ebenen mit einer festen Ebene. Da wir in jeder Ebene eine Linie in zwei Ebenen ziehen können, so dürfen wir voraussetzen, dass die feste Ebene durch den Durchschnitt zweier Ebenen des Systems A, B gehe.

Betrachten wir nun den Schnitt, den irgend eine andere Ebene C bestimmt, so sind die Spuren der Ebenen A und B in ihr Tangenten des Schnittes, und der Pol irgend einer durch ihren Durchschnitt gehenden Linie in Bezug auf denselben liegt in ihrer Berührungsehne, d. h. in der geraden Verbindungslinie der Punkte, in denen die Linien des Systems a, b die Ebene C durchschneiden. Da aber alle Ebenen des Systems die Linien a, b projectivisch schneiden, so bilden jene Verbindungslinien ein einfaches Hyperboloid, von welchem die Linien a, b Erzeugende sind. Wenn also die Ebene durch die Linie AB gelegt wird, so ist der Ort der Pole eben dieses Hyperboloid. Es ist aber ferner offenbar, dass der Pol einer durch die Gerade AB gehenden Ebene in der Ebene liegt, welche ihre harmonisch conjugirte in Bezug auf jene Tangentenebenen ist. Der von uns gesuchte Ort ist somit ein ebener Kegelschnitt. Es ist auch aus der Construction offenbar, dass so wie die Pole in Bezug auf eine feste Ebene A—B =0 in einem Kegelschnitt in der Ebene A — AB =0 liegen, auch umgekehrt der Ort der Pole in Bezug auf die letztere als feste Polar-ebene ein in der ersteren Ebene enthaltener Kegelschnitt ist.

	
	
	
104.    Es ist endlich offenbar genug, dass die betrachteten Curven dritter Ordnung in vier Species zerfallen, je nach der verschiedenen Art, in welcher die Curve durch die Ebene der unendlich entfernten Punkte des Raumes geschnitten wird. Dieselbe kann die Curve entweder in drei reellen Punkten schneiden, oder in einem reellen Punkte und zwei imaginären, oder in einem einzelnen und zwei zusammenfallenden Punkten, so dass eine „Linie des Systems" in unendlicher Entfernung liegt, oder endlich in drei zusammenfallenden Punkten, sodass eine Ebene des Systems mit der unendlich entfernten Ebene zusammenfällt. Diese Species sind als cubische Hyperbel, cubische Ellipse, cubisch-hyperbolische Parabel und cubische Parabel benannt worden. 41)







Offenbar hat die Curve, wenn sie reelle Punkte in unendlicher Entfernung besitzt, zum Unendlichen fortschreitende Zweige, und die „Linien des Systems“, welche den unendlich entfernten Punkten entsprechen, sind Asymptoten der Curve. Wenn aber, wie im dritten und vierten Falle, eine Linie des Systems selbst im Unendlichen ist, so sind die Zweige der Curve von parabolischer Form, zum Unendlichen fortschreitend, ohne einer angebbaren Asymptote unbegrenzt sich zu nähern. Da die Kegel zweiten Grades, welche die Curve enthalten, zu Cylindern werden, wenn ihre Scheitel in unendliche Entfernung hinaus rücken, so ist es möglich, drei Cylinder zweiten Grades zu beschreiben, welche die Curve enthalten, und deren Erzeugende den Asymptoten derselben respective parallel sind. In dem Falle der cubischen Ellipse sind zwei dieser Cylinder imaginär, in dem Falle der hyperbolischen Parabel existiren nur zwei Cylinder, deren einer parabolisch ist, und in dem Falle der cubischen Parabel lässt sich nur ein parabolischer Cylinder durch die Curve legen.

Es folgt aus dem Art. 99, dass in dem Falle der cubischen Ellipse die unendlich entfernte Ebene eine reelle „Linie in zwei Ebenen“ enthält, dass diese aber in dem Falle der cubischen Hyperbel imaginär ist; mit anderen Worten, in dem ersten Falle, aber nicht im zweiten, existiren zwei reelle parallele „Ebenen des Systems“. Aus der Projectivitätseigenschaft, welche im Art. 102 entwickelt wurde, erkennen wir, dass in dem Fall der cubischen Parabel irgend drei feste „Ebenen des Systems“ alle „Linien des Systems“ nach gleichem Verhältniss theilen. In Folge dessen schneiden alle Ebenen des Systems die abwickelbare Fläche in Parabeln. Das System kann betrachtet werden als die Enveloppe von xt3 — 3yt2 — 3zt — d = 0, wo d eine Constante ist. Für weitere Details verweisen wir auf die Abhandlung von Cremona.

Man kann nach den Umdrehungshyperboloiden fragen, welche durch eine gegebene Curve dritter Ordnung gehen. Wenn S, S', S" die drei unendlich entfernten Punkte der Curve sind, so schneidet ihre Ebene das sie enthaltende Umdrehungshyperboloid in einem dem Dreieck SS'S" umgeschriebenen Kegelschnitt, welcher mit dem imaginären Kreis K dieser Ebene eine doppelte Berührung hat; die Berührungssehne bezeichnet die Stellung der cyclischen oder Parallelkreisebenen dieser Fläche. Die Untersuchung dieser Frage geht daher auf ein einfaches planimetrisches Problem zurück, für welches die Hauptgrundlage der Lösung in dem Satze liegt, dass jede Sehne eines Büschels von Kegelschnitten, welche in zwei festen Punkten einander doppelt berühren, mit denselben eine Involution bestimmt, die in der Berührungssehne einen Doppelpunkt hat; und wobei man findet, dass vier dem Dreieck SS'S" umgeschriebene Kegelschnitte einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren, und dass die Berührungssehnen ein vollständiges Viereck bilden, welches die Linien SS', S'S", S"S zu Diagonalen habt. Also: Durch die cubische Hyperbel gehen vier reelle Umdrehungshyperboloide; wenn man durch einen Punkt die sechs Halbirungslinien der von den drei Asymptoten der Curve bestimmten Winkel legt, so sind dieselben zu dreien in vier Ebenen enthalten, welche die Stellungen der Kreisschnitte dieser Hyperboloide bezeichnen. Der hyperbolischen Parabel entsprechen wie der Ellipse zwei reelle Umdrehungshyperboloide, und der Parabel ein einziges.

	
	
	
105.    Wir schreiten nun zur Classification der Curven höherer Ordnungen vor. Wir haben im Art. 94 bewiesen, dass durch irgend eine Curve zwei Flächen beschrieben werden können, für welche in jedem Falle die niedrigsten Werthe ihrer Ordnungen leicht zu bestimmen sind.







Wenn wir mit den einfachsten Werthen von u und v beginnen und alle die verschiedenen Fälle des Durchschnitts zweier Flächen von den Ordnungen u und v untersuchen, so schliessen wir nothwendig alle möglichen Curven bis zur rten Ordnung hinauf ein, wo der Werth dieser Grenze r in jedem Falle leicht zu finden ist, wenn u und v gegeben sind. Wir beginnen mit dem Hinblick auf eine solche Discussion, indem wir die Charakte-ristica der Durchschnittscurve zweier Flächen untersuchen. 42)

Offenbar ist m = uv, und wenn die Flächen sich nicht berühren, wie wir dies zunächst voraussetzen, so hat ihre Durchschnittscurve keine vielfachen Punkte (Bd. I, Art. 205) und es ist daher ß = 0. Um die Charaktere des Systems vollständig zu bestimmen, ist es nöthig, von ihren Singularitäten noch eine weitere zu kennen, und wir wählen r, die Ordnung der durch die Tangenten erzeugten abwickelbaren Fläche, zur Bestimmung. Nun wird die Gleichung dieser abwickelbaren Fläche durch Elimination von x,’, x,, x3, x,’ zwischen den vier Gleichungen

U' = 0,  U^ + U,x, + U,x, + U4x, = 0,

V' = 0,  V,%, + V,4, + Y,4 + V4%, = 0,

erhalten, in welchen U1, U2, etc. die ersten Differentialcoefficienten der Polynome der Flächengleichungen sind. Diese Gleichungen sind offenbar von den Graden u, v, (u — 1), (v — 1) respective, und da nur die zwei letzten von ihnen X1 , X2 , X3 enthalten, so gehen diese Variabein in dem Grade

uv(v — 1) — uv(u — 1) = uv(u — v — 2) in das Resultat ein.

Oder auch so: Die Bedingung, unter welcher eine „Linie des Systems“ die willkürliche Linie

a,X1 — a,x, — a,%3 — a4X4 = 0, 6121 — b, %2 — 6323 — b4%4 == 0

schneidet, ist


		
“1, C2, 43, C4
	
•


		
b,, b2, ba, ba
	
= 0,


		
Ui, U,, U3, U,
	

		
V1, V2, V3, Va
	

	
und dieselbe ist offenbar vom Grade (u — v — 2). Diese Resul-




tante bezeichnet eine Fläche, welche der Ort derjenigen Punkte ist, für welche der Durchschnitt ihrer Polarebenen bezüglich der Flächen U und V die gegebene gerade Linie schneidet. Und die

Punkte, in welchen dieser Ort die Curve UV schneidet, sind diejenigen Punkte, für welche die Tangenten der Curve jene Gerade schneiden.

Aus m = uv, ß== 0, r=uv(u—v — 2) finden wir dann nach Art. 90

n = 3 uv(u — v — 3); a = 2uv(3u — 3v — 10);

21 = uv (u — 1) (y — 1) ;

2g = uv { uv(3u+3»— 9)2 — 22(u +v)+ 71);

2x =uv{uv(u — V   2)2 — 4 (u — v) — 8);

2y = uv {uv ( u + v — 2)2 — 10(u + v) + 28}.

Wenn die Flächen in D Punkten eine einfache und in K Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf.        9

Punkten eine stationäre Berührung hätten, so geht auch die Fläche von der Ordnung (u — v — 2) durch diese und die übrigen Schnittpunkte bestimmen r === uv(u — v — 2) — 2D — 3K, auch ist ß = K, und somit folgen die übrigen. (Vergl. Art. 107.)

Man erhält für u = v == 2, u = v = 3, u — 2, v = 3 die respectiven Werthgruppen

m =  4,   9,   6;  n = 12,   81,  36;  a = 16, 144, 60;

B=  0,   0,   0;  g = 38, 3006, 531;  *=  2,  18, 6; x = 16, 576, 126;  y =  8, 504,  96;  ,=  8,  36,18.

	
	
	
106.    Wir bestätigen diese Resultate durch die unabhängige Bestimmung der Zahl h der „Linien durch zwei Punkte", welche durch einen gegebenen Punkt gehen können, d. h. der Zahl von Linien, welche durch einen gegebenen Punkt so gelegt werden können, dass sie je durch zwei Punkte der Durchschnittslinie von U und V gehen. Dazu ist es nöthig, an die Methode zu erinnern, welche in Bd. I, Art. 121, Beisp. 14 angewendet worden ist, um die Gleichung eines Kegels zu linden, dessen Scheitel ein beliebiger Punkt ist, und welcher durch die Durchschnittslinie zweier Flächen U und V geht. Wir setzen voraus, der Scheitel des Kegels sei in der Curve genommen, so dass wir ebensowohl U—0 als V = 0 für seine Coordinaten haben. Dann erhellt aus der citirten Stelle, dass die Gleichung des Kegels das Resultat der Elimination von 1 zwischen den Gleichungen







öu + 112 82u + 1.2.3 8°u + etc. = 0>

öv+128v+ 122.38°V+et. =0

ist. Diese Gleichungen sind in 1 von den Graden (u — 1), (y—1); SU, 82U, etc. enthalten die Coordinaten xi, respective Xi in den Graden (u — 1), (u — 2); 2, etc. Die Form der Glieder der Resultante zeigt das Glied (öU)‘1V#—1. Man erkennt somit, dass dieselbe die Variabein x; in dem Grade v — 1 — v(u — 1) = uv — 1 enthält, während die xi im Grade (u — l)(v—1) in ihr auftreten. Jede Kante dieses Kegels von der Ordnung (uv — 1), dessen Scheitel ein Punkt der Curve ist, ist nothwendig eine „Linie durch zwei Punkte". Wenn wir nun die Coordinaten eines Punktes Xi auf dieser Kegelfläche als bekannt betrachten und die Xi als gesucht, so bestimmt die Gleichung vom Grade

(u — 1) (y — 1) durch ihre Combination mit den Gleichungen U = 0 und V = 0 die Punkte, welche den durch den angenommenen Punkt gehenden „Linien durch zwei Punkte" entsprechen. Die Gesammtzahl solcher Punkte ist daher gleich uv(u — 1)(v — 1), und die Anzahl der Linien durch zwei Punkte oder die der scheinbaren Doppelpunkte ist natürlich die Hälfte von ihr.

	
	
	
107.    Wir betrachten nun den Fall näher, wenn die Curve UV auch wirkliche Doppelpunkte besitzt, d. h. wenn die beiden Flächen sich in einem Punkte oder in mehreren Punkten berühren. In diesem Falle bleibt die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte genau dieselbe, wie im letzten Art., und der Kegel, welcher über der Durschschnittscurve steht und einen beliebigen Punkt des Raumes zum Scheitel hat, hat die Verbindungslinien des Scheitels mit den Berührungspunkten und mit den scheinbaren Doppelpunkten überdies als Doppelkanten. Denn es ist leicht zu sehen, dass die Untersuchung des letzten Art. die Verbindungslinien eines willkürlichen Punktes mit den Berührungspunkten nicht umfasst. Sie bestimmt die Anzahl derjenigen Fälle, in denen der Radius vector von irgend einem Punkte aus zwei verschiedene den beiden Flächen gemeinschaftliche Werthe hat; der Radius vector eines Berührungspunktes hat dagegen nur einen für beide Flächen zugleich geltenden Werth, weil der Berührungspunkt in keiner der Flächen ein Doppelpunkt ist. Jeder Berührungspunkt fügt also zur Zahl der Doppelkanten des Kegels eine Einheit hinzu und vermindert somit den Grad der abwickelbaren Fläche um zwei Einheiten. Dies könnte auch aus Art. 105 abgeleitet werden, weil die von den Tangenten der Durchschnittscurve erzeugte Fläche die Tangentenebene in einem Berührungspunkte als einen Factor einschliessen muss, da jede Tangentenlinie in dieser Ebene die Durchschnittscurve berührt.







Wenn die Flächen in irgend einem Punkte eine stationäre Berührung haben (s. Bd. I, Art. 206), so ist die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Scheitel des Kegels eine Cuspidal-kante dieses letzteren. Wenn die Flächen in D Punkten einfache Berührung und in ß Punkten stationäre Berührung haben, so gelten die Formeln

m = uv; ß = ß; 2h = uv(u — 1) (y — 1) + 2D; r = uv(u + v — 2) — 2D — 38,

und es ist leicht zu berechnen, wie die übrigen Zahlen des Art. 105 modificirt werden.

Wir können so eine Grenze der Zahl von Punkten er-halten, in welchen zwei Flächen sich berühren können, wenn ihre Durchschnittscurve nicht in Curven niedrigerer Ordnungen zerfällt; denn wir haben nur die Zahl scheinbarer Doppelpunkte von der Maximalzahl der Doppelpunkte zu subtrahiren, welche eine ebene Curve von der Ordnung uv haben kann. Der Rest ist 1uv(u—v — 4) — 1.

	
	
	
108.    Wir wollen nun zeigen, dass wenn die Durchschnittscurve zweier Flächen in zwei einfachere Curven zerfällt, die Charakteristika dieser Curven so verbunden sind, dass aus den bekannten der einen die der anderen gefunden werden können.







Es ward im Art. 106 bewiesen, dass die Punkte der Durchschnittscurve, welche zu den durch einen gegebenen Punkt gehenden „Linien durch zwei Punkte" gehören, den Durchschnitt dieser Curve UV mit einer Fläche von der Ordnung (y—1)(v — 1) bilden. Setzen wir voraus, dass die Durchschnittscurve in zwei Curven von den Ordnungen m und m zerfällt, so dass m+m‘==uv ist, so müssen die zwei Punkte in irgend einer von jenen Linien entweder beide der Curve m oder beide der Curve m'} oder es muss der eine jener, der andere dieser angehören. Sei die Zahl der Linien durch zwei Punkte in der ersten Curve li, in der zweiten h‘, und bezeichne H die Zahl der Linien, welche je einen Punkt in jeder der Curven haben, oder mit anderm Ausdruck die Zahl der scheinbaren Durchschnittspunkte beider Curven. Indem wir dann die Punkte betrachten, in denen jede der beiden Curven die Fläche von der Ordnung (u — 1) (y—1) schneidet, erhalten wir offenbar die Gleichungen

m(u — 1)( — 1) = 2 h + H, m‘(u — 1) (y — 1) — 21’+ H] also        2 (h — h') = (m — m') (u — 1) (y — 1).

Wenn also m und h bekannt sind, so können m' und h' gefunden werden und umgekehrt. Um ein Beispiel zu nehmen, welches wir früher discutirt haben, denken wir den Durchschnitt zweier Flächen zweiten Grades aus einer geraden Linie, für welche m‘ = 1, h’ = 0 ist, und einer Curve dritter Ordnung bestehen, also m — 3, und finden aus der vorher geschriebenen Gleichung h = 1.

	
	
	
109.    In gleicher Art ward im Art. 105 bewiesen, dass der Ort der Punkte, für welche die Durchschnittslinie der in Bezug auf U und V genommenen Polarebenen eine willkürlich gewählte Linie schneidet, eine Fläche von der Ordnung (u — v — 2) ist. Die erste Curve schneidet diese Fläche in den t Punkten, in welchen die Curven m und m' sich durchschneiden, weil U und V sich in diesen Punkten berühren, und auch in den r Punkten, für welche die Tangenten der Curve die gegebene Linie schneiden. Man hat also







m(u — v—2) = r — t, m‘(u — v — 2) == r‘— l, also          (m — m‘) (u — v — 2) = r — r', eine Gleichung, welche auch aus der des letzten Art. abgeleitet werden kann.

Der Durchschnitt der concentrischen Kegel, welche über den Curven m, m' stehen, wird gebildet von den t Linien nach den wirklichen Durchschnittspunkten der Curven und den I Linien, die den scheinbaren Durchschnittspunkten entsprechen; und die Gleichung H — t; = mm' wird leicht durch die Werthe bestätigt, die eben für H und D gefunden worden sind, indem man erinnert, dass auch die Relationen gelten m' — pv— m, r — m^m—1) — 2h.

	
	
	
110.    Nachdem nun die zur Anwendung kommenden Prin-cipien begründet sind, wenden wir uns zur Aufzählung der verschiedenen Species von Curven der vierten Ordnung.







Jede doppelt gekrümmte Curve vierter Ordnung liegt auf einer Fläche zweiten Grades. Denn die durch neun Punkte der Curve bestimmte Fläche zweiten Grades muss nach Art. 93 die Curve vollständig enthalten. Aber es ist nicht allgemein wahr, dass durch eine solche Curve eine zweite Fläche zweiten Grades beschrieben werden kann. Es giebt daher zwei Hauptfamilien von Curven vierten Grades, nämlich diejenigen, welche Durchschnittscurven zweier Flächen zweiten Grades sind, und die andern, durch welche nur eine Fläche zweiten Grades gelegt werden kann. 49)

Wir beginnen die Betrachtung mit den Curven der ersten Familie. Die Charaktere der Durchschnittscurve zweier Flächen zweiten Grades, die sich nicht berühren, sind nach Art. 105

m = 4, n = 12, r = 8, « = 16, ß = 0, x = 16, y = 8, g = 38, 1 = 2.

Mehrere von diesen Resultaten können unabhängig begründet werden. So haben wir im Art. 218 Bd. I die Gleichung der abwickelbaren Fläche gegeben, welche durch die Tangenten der Curve gebildet wird, und die vom achten Grade ist; eben dort ist auch bewiesen, dass die abwickelbare Fläche in jeder der vier Flächen des gemeinschaftlichen sich selbst conjugirten Tetraeders eine Doppellinie von der vierten Ordnung hat; in Folge dessen ist x == 16. Jede von diesen Curven vierter Ordnung geht durch vier Punkte der Raumcurve, in denen sie von Erzeugenden desjenigen die Curve enthaltenden Kegels zweiten Grades berührt wird, dessen Spitze der Pol ihrer Ebene ist. Die entsprechenden Berührungsebenen desselben sind die stationären Osculations-ebenen der Curve. Weil nach Bd. I Art. 136 durch die Curve vier Kegel zweiten Grades gehen, so lassen sich von jedem Punkte des Raumes vier Paare von Ebenen legen, die sie doppelt berühren, oder je zwei ihrer Tangenten enthalten, d. h. es ist y = 8. Ferner ist in Art. 218 Bd. I gezeigt worden, dass die Gleichung der Osculationsebene von der Form Tu = T'v ist, wenn u und v die Tangentenebenen zu U und V in dem Punkte bezeichnen; sie enthält die Coordinaten des Berührungspunktes im dritten Grade. Wenn daher gefordert wird, durch irgend einen angenommenen Punkt eine Osculationsebene zu legen, so sind die Berührungspunkte durch die Durchschnitte der Curve UV mit einer Fläche von der dritten Ordnung bestimmt, und die Aufgabe nimmt also zwölf Auflösungen an, d. i. man hat n = 12. Endlich ist offenbar jede gerade Erzeugende einer die Curve enthaltenden Fläche zweiten Grades eine „Linie durch zwei Punkte" (Art. 97); und da wir durch einen beliebigen Punkt eine Fläche zweiten Grades von dem Büschel U — A V — 0 beschreiben können, so sind die beiden durch diesen Punkt gehenden geradlinigen Erzeugenden derselben zwei „Linien durch zwei Punkte", d. i. h == 2. Die „Linien durch zwei Punkte" können überdies durch folgende Construction gefunden werden, deren Begründung leicht zu erkennen ist: Man legt durch den gewählten Punkt 0 und durch die Durchschnittslinie seiner Polarebenen in Bezug auf die beiden Flächen zweiten Grades eine Ebene; sie bestimmt mit der Curve vierter Ordnung vier Punkte, welche in zwei sich in 0 durchschneidenden geraden Linien liegen. Eine Curve dieser Art wird nach Bd. I, Art. 130 durch acht Punkte bestimmt.

	
	
	
111.    Wenn zweitens die beiden Flächen zweiten Grades sich berühren, so besitzt nach Art. 107 der über der Curve stehende Kegel eine Doppelkante mehr als im ersten Falle, und die abwickelbare Fläche ist von einem um zwei Einheiten niedrigeren Grade. Also hat man







m == 4, n = 6, r = 6, g = 6, h = 3, « = 4, ß = 0, x = 6, y = 4.

Die Doppelcurve sechster Ordnung wird von zwei ebenen Curven dritter Ordnung gebildet, die in den Polarebenen der Spitzen der beiden Kegel zweiten Grades liegen, welche die Curve enthalten — abgesehen von demjenigen, welcher aus dem Doppelpunkt beschrieben ist und dessen Polarebene natürlich durch diesen selbst geht; jede derselben begegnet der Curve in zwei Punkten, denen als zugehörige Tangentenebenen des Kegels stationäre Ebenen entsprechen.

Drittens können sich die Flächen zweiten Grades in einem stationären Punkt berühren, und wir haben

m = 4, 2 =4, r = 5, g — 2, h = 2, a — 1,

8 = 1, « =2, 7 =2

Die Ebene des Doppelkegelschnitts ist die Polarebene des Scheitels von dem einzigen Kegel zweiten Grades, der, äusser dem vom Rückkehrpunkt bestimmten, die Curve enthält; der Kegelschnitt schneidet die Curve in dem der stationären Ebene entsprechenden Punkte.

Dies System kann als die Enveloppe von

al + 6c/2 + 4dt + e = 0 angesehen werden, wo t einen veränderlichen Parameter bezeich-net2). Die Enveloppe ist

(ae + 3 c2)3 = 27 {ace — ad2 — c3)2, welche in entwickelter Form den allen Gliedern gemeinschaftlichen Factor a auszuscheiden gestattet und sich so auf den fünften Grad reducirt. Die Cuspidalkante ist der Durchschnitt von ae — 3c2== 0 mit 4ce — 3d2 = 0 und hat daher die Parameterdarstellung a : c : d : e = — 27 : 12 co2: 16 w3: 16 co4 etc. Die Curve und die developpable Fläche derselben sind reciproke Gebilde und erlauben darum, ein specielles System geometrischer Verwandtschaft im Raume zu begründen;50) fünf Ebenen bestimmen die developpable Fläche, ebenso fünf Punkte die Curve; daher sind alle Curven dieser Art und ihre developpabeln Flächen collinear und reciprok zu einander. 51)

Weil ein Kegel vom vierten Grade nicht mehr als drei Doppelkanten haben kann, so können zwei Flächen zweiten Grades sich nicht in mehr als einem Punkte berühren, ohne dass ihre Durchschnittscurve in einfachere Curven zerfällt. (Vergl. Art. 107.) Wenn sie sich in zwei Punkten derselben geraden Erzeugenden berühren, so ist dieselbe nothwendig den Flächen gemeinschaftlich, und der Durchschnitt zerfällt in eine gerade Linie und eine Curve dritter Ordnung. Wenn sie sich in zwei Punkten berühren, die nicht derselben Erzeugenden angehören, so zerfällt die Durchschnittscurve in zwei ebene Kegelschnitte, deren Ebenen sich in der geraden Verbindungslinie jener Punkte durchschneiden.

	
	
	
112.    Wenn eine Curve vierter Ordnung nicht der Durchschnitt zweier Flächen vom zweiten Grade ist, so muss sie der theilweise Durchschnitt einer Fläche zweiter und einer Fläche dritter Ordnung sein. Wir haben bereits gesehen, dass sich eine Fläche zweiten Grades immer durch die Curve legen lässt; wenn wir alsdann durch dreizehn Punkte in ihr und durch sechs andere, welche nicht in der nämlichen Ebene liegen dür-fen3), eine Fläche dritter Ordnung beschreiben, so muss dieselbe die gegebene Curve vollständig enthalten. Der Durchschnitt dieser cubischen mit der vorher bestimmten quadratischen Fläche muss die Curve vierter Ordnung in Verbindung mit einer Linie zweiten Grades sein, und die scheinbaren Doppelpunkte der beiden Curven sind durch die Relation h — h' — 2 verbunden, wie man durch Einsetzung der Werthe m = 4, m‘ = 2, u = 3, v = 2 in die Formeln des Art. 108 erkennt. Wenn die Linie zweiten Grades eine ebene Curve ist, d. h. ein Kegelschnitt oder ein Paar sich schneidende gerade Linien, so ist h‘== 0 und daher h — 2] die







Curve vierter Ordnung ist somit eine von der vorher besprochenen Art, welche zwei scheinbare Doppelpunkte besitzt. Es ist ausserdem leicht zu erkennen, dass immer, wenn eine cubische und eine quadratische Fläche eine ebene Curve gemein haben, durch den Rest der Durchschnittscurve eine zweite quadratische Fläche gelegt werden kann; denn die Gleichungen der Flächen sind re-spective von den Formen 230, == U2, X372 — M,2, ; sie durchschneiden sich also in v, == x,X4.

Wenn dagegen die quadratische und die cubische Fläche zwei gerade Linien gemein haben, die nicht in derselben Ebene liegen, so bilden diese ein System mit einem scheinbaren Doppelpunkt, weil durch jeden Punkt eine beiden Geraden gemeinschaftliche Transversale gezogen werden kann. Weil somit h'— 1, so ist h == 3, d. h. diese Curven vierter Ordnung haben drei scheinbare Doppelpunkte und sind daher wesentlich von den vorher discutirten verschieden, welche deren nicht mehr als zwei haben können.

Die numerischen Charaktere dieser Curven sind genau die nämlichen, wie die der ersten Species im Art. 111, da der über einer solchen Curve stehende Kegel drei Doppelkanten besitzt, und der Unterschied besteht nur darin, dass eine der Doppelkanten in dem einen Falle aus einem wirklichen Doppelpunkte hervorgeht, während sie im andern ebenso wie die übrigen aus einem scheinbaren Doppelpunkte entspringt.

Dies System von Curven vierter Ordnung ist das reciproke von dem durch die Enveloppe von

at + 4bt + 6ct + 4dt + e = 0

gegebenen. Dies letztere System hat äusser seiner Cuspidalcurve der sechsten Ordnung noch eine Nodalcurve oder Knotenlinie der vierten Ordnung, welche von der jetzt behandelten Art ist. Umgekehrt ist die Doppelcurve unseres Systems von der Ordnung sechs. Sie bestimmt in der Rückkehrkante die vier Punkte, denen stationäre Ebenen entsprechen; äusser diesen existiren vier Schnittpunkte beider Curven, welche für die Doppelcurve stationär sind.

Es wird wie im Art. 98 bewiesen, dass diese Curven vierter Ordnung durch alle diejenigen Erzeugenden der durch sie möglichen quadratischen Fläche in drei Punkten geschnitten werden, welche mit der den beiden Flächen gemeinsamen geraden Linie von demselben System sind; dass sie aber von den Erzeugenden des jedesmaligen andern Systems immer in nur einem Punkte geschnitten werden. Daraus folgt, dass das Doppelverhältniss von vier Ebenen, welche durch vier Punkte der Curve und eine jener sie dreifach schneidenden Erzeugenden bestimmt sind, von der Lage dieser letzteren unabhängig ist.

Der über der Curve stehende Kegel, welcher zugleich einen ihrer Punkte zum Scheitel hat, ist ein Kegel dritter Ordnung mit einer Doppelkante, welche eine der beiden durch den Scheitel gehenden Erzeugenden der quadratischen Fläche ist, die durch die Curve gelegt werden kann. Während so eine beliebige Curve dritter Ordnung als die Projection des Durchschnitts zweier quadratischen Flächen angesehen werden kann, können Curven vierter Ordnung, welche dieser zweiten Familie angehören, nur in Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt projicirt werden. Die Fläche zweiten Grades kann als die Fläche betrachtet werden, welche durch die sämmtlichen „Linien durch drei Punkte" der Curve erzeugt wird.

Da die Linien dritter Ordnung mit Doppelpunkt drei In-flexionspunkte in einer Geraden haben, welche die harmonische Polare des Doppelpunktes in Bezug auf das Dreieck der Inflexions-tangentenist (vgl. Art. 99), so gehen durch einen beliebigen Punkt unserer Curve drei Ebenen ihres Systems, deren Berührungspunkte mit dem gegebenen in derselben Ebene liegen, welche die harmonische Polare der durch den gegebenen Punkt gehenden dreifachen Erzeugenden in Bezug auf die dreiseitige Ecke jenerEbenen des Systems ist.

Aus dem Gesagten ist endlich offenbar, dass jede Curve vierter Ordnung, welche drei scheinbare Doppelpunkte hat, als der Durchschnitt einer Fläche zweiten Grades mit einem Kegel dritter Ordnung betrachtet werden kann, für welchen eine der Erzeugenden der Fläche zweiten Grades eine Doppelkante ist.

	
	
	
113.    Cayley hat bemerkt, dass es möglich ist, durch acht beliebige Punkte eine Curve vierter Ordnung von dieser zweiten Familie zu beschreiben. Das Problem erfordert, dass wir durch die acht Punkte einen Kegel dritter Ordnung legen, welcher einen von ihnen zum Scheitel hat und eine Doppelkante besitzt, welche zugleich eine Erzeugende einer durch diese acht Punkte gehenden Fläche zweiten Grades ist. Nun ward in Art. 110 bewiesen, dass wenn ein System von Flächen zweiten Grades durch acht Punkte gelegt wird, alle durch irgend einen dieser Punkte gehenden Erzeugenden seiner Flächen in einem Kegel dritter Ordnung liegen, welcher durch die von denselben acht Punkten bestimmte Curve vierter Ordnung von der ersten Familie hindurchgeht. Wenn sodann S — 0, S' = 0, S" = 0 drei cubische Kegel sind, welche den nämlichen Scheitel besitzen und durch sieben andere Punkte gehen, so ist AS — u S‘ — vS" = 0 der allgemeine Ausdruck für einen dieselben Bedingungen erfüllenden Kegel, und wenn derselbe eine Doppelkante haben soll, so geht AS, — uS, — vS^' = 0 durch diese Kante. Wenn man daher A, u, v zwischen den drei Differentialen eliminirt, so ist der Ort der Doppelkanten der Kegel von der sechsten Ordnung s,(S,‘s,"-S"s,)+8,‘s,‘s,”—S"s,+8(s/‘s,”—S"s,) =0.







Der Durchschnitt dieses Kegels von der sechsten mit dem andern von der dritten Ordnung bestimmt gerade Linien, durch deren jede eine Kegelfläche zweiter und eine Kegelfläche dritter Ordnung beschrieben werden können, welche die vorgeschriebenen Bedingungen erfüllen. Man wird bemerken, dass die geraden Linien, welche den angenommenen Scheitel mit den sieben andern Punkten verbinden, einfache Kanten eines dieser Kegel und Doppelkanten des andern sind, und dass sie, mit vierzehn Durchschnittslinien gleichwerthig, der Auflösung des Problems fremd sind. In Folge dessen können vier Curven vierter Ordnung von der zweiten Familie durch die gegebenen Punkte beschrieben werden.52)

	
	
	
114.    Cayley hat meine Aufmerksamkeit auch auf einen speciellen Fall von dieser zweiten Familie von Curven vierter Ordnung gelenkt, den ich zu bemerken unterlassen. Die Curve kann eine stationäre Tangente oder lineare Inflexion haben (0 = 1), was bei Curven vierter Ordnung erster Art nicht stattfinden kann, weil dann diese Erzeugende der Developpabeln eine Erzeugende beider Flächen zweiten Grades sein, und folglich der Durch-schnitt derselben zerfallen müsste in diese Gerade und eine Curve dritter Ordnung. Untersuchen wir also, in welchem Falle drei aufeinanderfolgende Ebenen des Systems von der Gleichung at — 4bt — 6ct2 — ^dt — e = 0 durch dieselbe Gerade gehen. Wir können die Gleichung so transformiren, dass der fragliche singuläre Punkt dem Werthe t == o entspricht, dass also in unserem Falle die drei Ebenen a, b, c durch dieselbe Gerade gehen, oder dass die Gleichung der letzten unter ihnen von der Form la+ub=0 ist. Transformiren wir dann die Gleichung ferner durch Einführung von t — r für t, so kann t so bestimmt werden, dass die mit b multiplicirte Grösse im Coefficienten von t2 verschwindet. Dann ist das System die Enveloppe der Ebene von der Gleichung at + 4bt3 + Qlat2 + 4dt + e = 0. Dem Verschwinden von A entspricht ein noch speciellerer Fall, a^ — 4bt3 — 4dt — e = 0; es existiren dann zwei Punkte linearer Inflexion (0 == 2), welche den Werthen t = o und t = 0 entsprechen. Die deve-loppable Fläche wird im letztem Falle durch







(ae — 464)3 = 27 (ad2 + cb2y~ dargestellt, und ihre Rückkehrkante ist, die Durchschnittscurve von ae — ^bd = 0 mit ad2 — eb2 = 0, welche aus einer Curve vierter Ordnung und den Geraden ab, de besteht. Man hat die Parameterdarstellung a : b : d : e = 1: o : — 4 03 : — 16 c4, somit die Coordinatenverhältnisse 212 :223 :231 :214 etc. der Secante 01 002

1 : — 4 0, o, (c, + c,) : 4(0,2+ 0,0,+ C0,2) : — 16(o,3+ . . .) :

— 16 0,0(01— C02) : 640,3023 etc.

Für die vier Punkte der Curve in einer Ebene ist immer die Summe der Producte der Parameter zu zweien gleich Null, und die Ebene durch vier Punkte wird unbestimmt, oder drei Punkte der Curve liegen in einer Geraden, wenn man gleichzeitig hat o,— co,— ©03 ~ 0 und C01 002 — 0,03— 003 01 == 0. Für C02 = 003 == 0 erhält man die Tangenten in der Schaar dreipunktiger Secanten als die stationären Tangenten der Curve für o = 0 respective o. Sie sind auch stationäre Tangenten der Doppelcurve ihrer develop-pabeln Fläche, die wieder von der vierten Ordnung ist. Dies System ist eines von denen, welche sich selbst vollständig reciprok sind, denn man hat m=*= =9=4, 9==3, «=ß=0, r=6. Der Schnitt einer Ebene mit der Developpabeln hat sechs Spitzen, nämlich äusser denen in vier Punkten der Rückkehrcurve in den beiden stationären Erzeugenden ab, de. In dem vorausbezeichneten Falle, wo c nicht verschwindet, aber gleich ka ist, existirt nur ein Punkt linearer Inflexion; die fragliche Enveloppe ist dann die Reciproke eines Systems, für welches m = 4, n —5, r — 6, h = 3, g = 4, x = 5, y = 4 ist.

Ein anderer Specialfall wäre der, wo die Curve eine Doppeltangente besitzt, die dann auch eine Doppellinie der developpabeln Fläche ist; aber dies kann bei Curven vierter Ordnung nicht vor-kommen. Zur Vervollständigung wäre es aber nöthig, nach der Anzahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte geordnet, die uneigentlichen oder complexen Systeme von Linien vierter und ebenso geringerer Ordnung aufzuzählen. Für m — 2, h = 1 zwei Gerade, die nicht in derselben Ebene liegen; m = 3, h — 1, ein Kegelschnitt und eine Gerade, die ihn einfach schneidet; m — 3, h = 2, ein Kegelschnitt und eine ihn nicht schneidende Gerade; m = 3, h= 3, drei windschiefe Gerade; dann m = 4, h — 2, eine ebene Curve dritter Ordnung und eine ihn einfach schneidende Gerade, oder eine Raumcurve dritter Ordnung und eine Sehne derselben, oder zwei Kegelschnitte, die zwei Punkte gemein haben; m = 4, h — 3, eine ebene Curve dritter Ordnung und eine Gerade, die sie nicht schneidet, oder eine Raumcurve dritter Ordnung und eine sie einfach schneidende Gerade, oder zwei Kegelschnitte, die einen Punkt gemein haben; m = 4, h = 4, eine Raumcurve dritter Ordnung und eine sie nicht schneidende Gerade, oder zwei sich nicht schneidende Kegelschnitte; m — 4, h — ö, ein Kegelschnitt und zwei weder diesen noch einander schneidende Gerade; m = 4, h — 6, vier windschiefe Gerade.

	
	
	
115.    In der Fortsetzung dieser Aufzählung auf Curven höherer Ordnungen liegt keine Schwierigkeit, und sie ist in Rezug auf Curven der fünften Ordnung schon an dem oben angeführten Orte vollzogen worden. Äusser den ebenen Curven fünfter Ordnung existiren: I. Curven fünfter Ordnung, welche den partiellen Durchschnitt einer Fläche zweiter mit einer Fläche dritter Ordnung bilden, die eine gerade Linie gemein haben; dieselben haben je vier scheinbare Doppelpunkte und können ausserdem zwei wirkliche Doppelpunkte oder Spitzen haben. II. Curven fünfter Ordnung mit fünf scheinbaren Doppelpunkten, die ausserdem noch einen wirklichen oder Rückkehrpunkt haben können; solche sind Durchschnitte von zwei Flächen dritter Ordnung, die ausserdem eine Curve vierter Ordnung von der zweiten Art gemeinsam haben. III. Curven fünfter Ordnung mit sechs scheinbaren Doppelpunkten, die der partielle Durchschnitt von zwei Flächen dritter Ordnung sind, welche überdies eine uneigentliche Curve vierter Ordnung mit vier scheinbaren Doppelpunkten gemein haben. IV. Curven fünfter Ordnung mit sechs scheinbaren Doppelpunkten, welche den partiellen Durchschnitt einer Fläche zweiter mit einer Fläche vierter Ordnung bilden, während der Rest aus drei windschiefen Geraden besteht.


	
116.    Wir haben die Curven nach ihren verschiedenen Ordnungszahlen aufgezählt, hätten aber ebenso die Discussion nach der Ordnung der durch ihre Tangenten erzeugten Developpabeln anordnen, d. h. die verschiedenen Arten von developpabeln Flächen der vierten, fünften, etc. Ordnung aufzählen können. So hat Chasles die Aufzählung der Species der developpabeln Flächen bis zur sechsten und H. A. Schwarz bis zur siebenten Ordnung durchgeführt. 53) In der Abhandlung des Letztem ist aber zugleich auf eine von Cayley aufgeworfene Frage eine Antwort gegeben, die einen neuen und wichtigen allgemeinen Gesichtspunkt bezeichnet: Die im Art. 91 betrachtete Gleichung, welche den Parameter rational enthält, repräsentirt eine einfache Ebene, deren Enveloppe eine Klasse von developpabeln Flächen ist, die Cayley planare genannt hat, und es ist wesentlich für jede zu untersuchende De-veloppable, ob sie planar in diesem Sinne ist oder nicht. H. A. Schwarz hat diese Frage für die developpabeln Flächen der ersten sieben Ordnungen dahin beantwortet, dass sie sämmtlich planar sind. Er legte dabei das von Riemann begründete und von Cleb sch zuerst auf die Geometrie angewandte Princip zu Grunde, wornach die Coordinaten einer ebenen Curve rational als Functionen einer einzigen Variabein ausgedrückt werden können, wenn dieselbe die Maximalzahl von Doppelpunkten besitzt, die ihre Ordnung gestattet, d. h. wenn 2 (u — 1)(u — 2) — (* — 3) == 0 ist. Ist diese Zahl — 1, so können die Coordinaten rational als elliptische Functionen einer Variabein d. h. rational mit Hülfe einer Variabein und der Quadratwurzel aus einer ganzen Function dritten oder vierten Grades in dieser Variabein dargestellt werden. Und allgemein hängt von dieser Zahl p — 2(u — 1) (u — 2) — (*+3) der Grad von Einfachheit ab, welchen der Ausdruck der Coordinaten in Function einer Variabein gestattet. Durch Betrachtung des ebenen Schnittes der Developpabeln zeigte II. A. Schwarz, dass eine solche Fläche für 2 (r — 1) (r — 2) — (m + x) == 0 planar ist. Clebsch sprach das Riemann’sche Princip in der geometrischen auch hierher treffenden Form aus: Wenn aus einer gegebenen Curve eine andere so abgeleitet wird, dass jedem Punkte oder jeder Tangente der einen Curve im Allgemeinen immer nur ein einziger Punkt oder eine einzige Tangente der andern entspricht, so führen beide Curven auf dieselben AbePschen Integrale, gehören also demselben Geschlecht an und besitzen dasselbe 2. In der That kann der Beweis der Unveränderlichkeit des Geschlechts oder der Zahl p = 1 (u — 1) (u —-2) — (x — 0) für ebene Cur-ven, die einander Punkt für Punkt oder Tangente für Tangente eindeutig entsprechen, und welche also durch birationale Transformationen in einander übergeführt werden können, leicht geometrisch geführt und damit die Ausdehnung der Geschlechter-Eintheilung auf developpable Flächen — wie wir weiterhin sehen auch auf Regelflächen — begründet werden. Die Substitutionen der Art. 89, 90 geben dann







p = 1(- 1)6- 2) — (m+2) = 1(—1) (- 2) — (n+y) = 1(m—1)(n-2)—(+ß) = ±(— 1)(n - 2) — (+c).

Die übrigen Singularitäten sind wie dort zu berücksichtigen.

Die Kenntniss des Geschlechts einer Curve liefert also eine weitere zu den Gleichungen der Art. 89, 90, so dass mit zweien der neun Grössen m, n, r, . . . die übrigen bestimmbar sind. Für die Durchschnittscurve zweier Flächen von den Ordnungen u und v mit 3 einfachen und x stationären Berührungen in Art. 105 ist das Geschlecht P = luv (u — v — 4) — ( — x) — 1 in Uebereinstimmung mit der Schlussbemerkung über die Zahl der möglichen Berührungen in Art. 107. (Vergl. Art. 79, c.)

	
	
	
117.    Die Discussion der möglichen Charakteristiken einer developpabeln Fläche von gegebener Ordnung r hängt von dem Princip ab (s. die Uebersicht in Art. 93, 1), dass der Querschnitt der Developpabeln mit einer Ebene des Systems eine Curve von der Ordnung r — 2 mit m — 3 Spitzen ist. Wenn also die Developpable von der Ordnung fünf ist, so ist der besagte ebene Schnitt eine Curve dritter Ordnung, und da eine solche nur eine Spitze haben kann, die Rückkehrkante höchstens von der Ordnung vier. Sie kann auch nicht von minderer Ordnung sein, weil die cubischen Raumcurven nur developpable Flächen vierter Ordnung bilden. Die in Art. 89 unter drittens betrachtete ist also die einzige Art der Developpabeln von der fünften Ordnung.







Ebenso ist der Schnitt einer Developpabeln sechster Ordnung mit einer Ebene des Systems eine Curve vierter Ordnung, welche eine Spitze, zwei oder drei Spitzen haben kann; es ist also m = 4, 5 oder 6, und in gleicher Weise ist n in dieselben Grenzen eingeschlossen, so dass der Schnitt mit der Ebene des Systems höchstens von der fünften Classe ist. Nun muss eine Curve vierter Ordnung mit einer Spitze noch zwei weitere Doppelpunkte haben, um von der fünften Classe zu sein; sie hat also stets drei Doppelpunkte, und die Developpable ist somit planar. Dieser Fall, wo also m = 4 ist, ward früher betrachtet; die Rückkehrkante hat einen Doppelpunkt, und das System ist das Reciproke von dem, welches at + 4bt+ 6ct2 + ^dt + la = 0 umhüllt, für t = 0 und t= 0 als die einer Doppelebene des Systems entsprechenden Parameterwerthe.

Hat ferner die Curve vierter Ordnung in der Ebene des Systems drei Spitzen, so ist sie von der dritten Klasse und somit für die Developpable n = 4. Dies ist der in Art. 112 bereits discutirte Fall, und die bezügliche Parametergleichung ist dort auch gegeben.

Wenn endlich die Curve vierter Ordnung in der Ebene des Systems zwei Spitzen besitzt, so muss sie, wie wir sahen, auch einen Doppelpunkt haben und also von der vierten Klasse, somit n = 5 sein. Die übrigen Charaktere sind dann g — h = 4, x — y = 5 und a == ß — 2, und wenn wir die beiden stationären Ebenen den Werthen t = o, t = 0 entsprechen lassen, so ist das System die Enveloppe von

at^ -+ 5lat^ + 10c^ + 1042 + 5gft -+ f = 0.

	
	
H. A. Schwarz hat bemerkt, dass die stationären Tangentialebenen durch eine dreifache Tangentialebene ersetzt werden können, so dass das System die Enveloppe ist von





a t5 + 51 a t + 10 u a t3 + 10 d t2 —- 5 e t —+ f = 0.

Ich habe die Wirkungen dreifacher Punkte in der Durch- • schnittscurve von zwei Flächen auf die Zahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte nicht näher untersucht; aber wenn man den Fall verschwindender A, u in der letzten Gleichung betrachtet und also in den Gleichungen b = e = 0 setzt, die ich früher 54) für die Rückkehrkante der Developpabeln gegeben habe, welche als die Enveloppe einer Gleichung vom fünften Grade erzeugt wird, so ergiebt sich dieselbe als Durchschnitt von 2e2 — 3df — 0 mit af2— 12d2e = 0. Und dieser Durchschnitt ist gebildet von der geraden Linie ef mit einer Curve fünfter Ordnung, die den Punkt def zum dreifachen Punkte hat; denn da derselbe in jeder der Flächen ein Doppelpunkt ist, so gehört er ihrer Durchdringung als vierfacher Punkt an, der Curve fünfter Ordnung also dreifach, weil die Gerade ihn auch enthält. Eine solche Curve fünfter

Ordnung mit dreifachem Punkte ist rational oder vom Geschlechte 0, und ihre Charaktere sind nach Art. 91 r==8, n = 9; g = 20, h = 6; x = 16, y = 12; a = 8, ß = 0. Ein Beispiel dafür giebt die Curve, welche der Ort von Punkten ist, für die von dem Tripel gemeinsamer conjugirter Durchmesser der beiden von einem Punkte ausgehenden Tangentenkegel zweier festen Flächen zweiten Grades einer durch einen gegebenen festen Punkt geht — die verallgemeinerte focal ä noeud von Quetelet. Sie liegt auf einem Kegel zweiten Grades mit dem festen Punkt als Spitze und durch die Ecken des gemeinsamen Polquadrupels der Flächen. Eine der Kanten des besagten Kegels nach den Punkten des Quadrupels liegt auch auf der Fläche dritter Ordnung, welche die Curve noch enthält, und die den festen Punkt zum Doppelpunkt hat. 55)

Für r = 7 ergeben sich die Charakteristiken wie folgt
[image: ]

wir einige der vorher erhaltenen Resultate zur Auflösung einer Aufgabe verwenden, welche sich gelegentlich derselben darbietet.

Drei Flächen von den respectiven Ordnungen u, v, 9 haben eine gewisse Curve gemeinschaftlich; wie viele ihrer uvo Durchschnittspunkte werden von dieser Curve absorbirt, oder mit anderen Worten: in wie vielen Punkten durchschneiden sich diese drei Flächen noch äusser der gemeinschaftlichen Curve?

Nehmen wir an, die beiden ersten Flächen durchschneiden sich in der allen dreien gemeinsamen Curve von der Ordnung m und in einer andern ergänzenden Curve von der Ordnung (jiv—m), so sind die Durchschnittspunkte aller drei Flächen, welche nicht der ersteren Curve angehören, nothwendig in den (uv — m) o Durchschnittspunkten der letzteren mit der dritten Fläche mit inbegriffen. Einige der gemeinschaftlichen Punkte aber liegen in der Curve m, weil im Art. 109 bewiesen ward, dass die letztere Curve die Ergänzungscurve in m(u — v — 2) — r Punkten schneidet. Indem wir diese Zahl von (uv — m) Q abziehen, finden wir, dass die drei Flächen sich in

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 10

uvo — m(u —v—9 — 2) — r

Punkten schneiden, welche der Curve m nicht angehören; oder dass die gemeinschaftliche Curve

m (u — v — Q — 2) — r

Durchschnittspunkte absorbirt. Zur Erinnerung an die beim Gebrauch dieser Regeln erforderliche Vorsicht geben wir ein Paar Beispiele. Für u — v = Q = 3 ist diese Zahl der übrigbleibenden Schnitte =27 — 7 m — r. Sind nun vier windschiefe Gerade den drei Flächen gemein, also m = 4, h = 6, so folgt wegen r = m (m— 1) — 2 h = 0 scheinbar widersprechend — 1; aber die F3 haben dann auch noch die zwei Transversalen der Geraden gemein, d. h. es ist in der That m = 6, h = 7 (die zwei Transversalen haben auch einen scheinbaren Doppelpunkt) und die Zahl der übrigbleibenden Schnitte ist correct =27 — 42 — 16 = 1. Oder besteht der Schnitt aus einem Kegelschnitt (auch Linienpaar) und zwei windschiefen Geraden, dann liegt in der Ebene des Kegelschnitts eine Transversale der Geraden, die auch ganz in den Flächen liegt und man hat m = 5, h = 5, und die Restschnittzahl ist richtig = 27 — 35 + 20 — 10 = 2.

Bei zwei Kegelschnitten (auch Linienpaaren) liegt die Schnittlinie ihrer Ebenen in den Flächen und man hat m = 5, h =4; also 27 — 35 + 20 — 8 = 4 Restschnittpunkte.

Auf demselben Wege lösen wir die entsprechende Aufgabe, wenn die gemeinschaftliche Curve insbesondere in der Fläche 9 eine Doppelcurve ist. Wir haben dann von der Zahl (uv — m)o die Zahl von 2 {m(u — v — 2) — r} Punkten zu subtrahiren und finden, dass die gemeinschaftliche Curve die Zahl der Durchschnittspunkte um

m (+ 2 u + 2 v — 4) — 2 r vermindert.

Diese Zahlen, mit Hülfe der Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte der Curve ausgedrückt, sind respective

m (u — v — Q—m—1)+2h und m (9 — 2 u — 2 v—2m — 2)+4h.

	
119. Der letzte Art. erlaubt uns die Frage zu beantworten: Wenn der eine Theil des Durchschnitts zweier Flächen eine Curve der mten Ordnung ist, welche eine Doppelcurve in einer dieser Flächen ist, in wieviel Punkten durchschneidet sie den andern Theil der Durchdringungs-curve?



So schneiden sich in dem zuletzt betrachteten Beispiel die Flächen u, Q in einer Doppelcurve m und einer complementären Curve (uo — 2m), und die Zahl der Durchschnittspunkte der drei Flächen wird erhalten, indem man von (uo—2m)v die Zahl der Durchschnittspunkte abzieht, welche die Doppelcurve mit der complementären Curve bestimmt. Also ist

(uo — 2^ v — b — uvo — m (9 — 2 u — 2 v — 4) — 2r} und              t === u (9 -- 2 u — 4) — 2r.

Wir können diese Formel prüfen, indem wir annehmen, die Curve m sei der vollständige Durchschnitt zweier Flächen U und V von den respectiven Ordnungen k und l. Alsdann ist die Gleichung der Fläche Q von der Form AU2 + BUV + CV2, wo A vom Grade (9 — 2k) ist, etc.; und die von u ist von der Form D U + E V, wo D vom Grade (u — k) ist.

Die Durchschnitte der Doppelcurve mit der complementären Curve sind die Punkte, für welche eine der Tangentenebenen der einen von den Flächen in einem Punkte der Doppelcurve mit der Tangentenebene der andern Fläche zusammenfällt; sie sind daher die Durchschnittspunkte der Curve UV mit der Fläche

AE?— BDE+ CB2, welche von der Ordnung 9 — 2 u — 2(k-\-l) ist. Die Zahl der Durchschnittspunkte ist somit kl{^ — 2p, — 2 [k —l)}, welches mit der vorher erhaltenen Formel übereinstimmt, indem man darin setzt

kl = m, kl(k + l — 2) = r.

Aus dem Vorigen können wir endlich ableiten, in welcher Weise die Singularitäten einer Curve, die den theil-weisen Durchschnitt zweier Flächen bildet und in der einen von ihnen eine Doppelcurve ist, mit den Singularitäten der complementären Curve verbunden sind.

Die erste Gleichung des Art. 109 hört auf, anwendbar zu sein, weil die Fläche von der Ordnung u — v — 2 die Doppelcurve ganz enthält; aber die zweite Gleichung giebt uns

m'(p + v — 2) === 2 b — r = r' — 2m(u — 2v — 4) — 4r, also 4r — r' = (2m — m') (u — v — 2) — 2m (v — 2).

In gleicher Weise finden wir, dass die Anzahlen der scheinbaren Doppelpunkte beider Curven durch die Relation

10*

8h — 27/ = (2m — m)(u — 1)(» — 1) —- 2m(y — 1) verbunden sind.

Wenn z. B. eine Fläche zweiten Grades durch eine Doppellinie einer cubischen Fläche geht, so ist der übrig bleibende Durchschnitt von der vierten Ordnung, vom Range sechs und hat drei scheinbare Doppelpunkte. 56)

	
III.    Abschnitt. Nicht - projectivische Eigenschaften der Curven.


	
120.    Dem Uebergang zu der Untersuchung der metrischen Eigenschaften entspricht die Anwendung der Cartesischen Coordi-naten an Stelle der vorher meist gebrauchten projectivischen. Da wir in diesem Abschnitt wiederholt Anlass haben werden, gerade Linien zu betrachten, welche einander unendlich nahe sind, so erscheint es passend, dass wir damit beginnen zu zeigen, wie einige der im ersten Kapitel des ersten Bandes gefundenen Formeln durch die Voraussetzung der unendlichen Annäherung mo-dificirt werden. Wir bewiesen a. a. 0. (Art. 14), dass der Neigungswinkel zweier Linien durch die Formel





sin20 — (cos ß COS y‘ — COS ß' COS y)2 — (cosy cos «‘ — cosy’ COS «)2 — (cos « cos ß'— cos a cos ß)2

gegeben ist. Wenn die Linien einander unendlich nahe sind, so können wir für cos a' substituiren (cos « — 3 cos «), etc. und haben sin 0 == 30, erhalten also

302 — (cosß ö cosy — cosy 3 cos ß)2— (cosy 3 cos a — cos a 3 cos y)2 — (cos a ö cos ß — cos ß 3 cos «)2.

Wenn die Richtungscosinus einer geraden Linie respective durch ,, 7, " ausgedrückt sind, wo Z2 — m2 + n2 = 72 ist, so giebt die vorige Formel

,4362 = (mSn — ndm^2 + ^ndl — tön')2 + (16 m — mS^2-

Aus den Relationen

COS2 « — COS2 ß — COS2 y = 1, cos & ö cos a — cos ß 8 cosß — cos y 8 cos 7 = 0 ergiebt sich durch Quadriren der letzteren Gleichung und Addi-

Tangente und Normalebene. Haupt- und Bi-Normale. 121. 149 tion derselben zu dem für 362 gefundenen Ausdruck die nützliche Formel

862 — (8 COS a)? + (ö COS 8)2 + (ö COS 7)3.

Es ward inArt. 15 Bd. I bewiesen, dass cosß cosy’—cos ß‘cosy, etc. den Richtungscosinus der Senkrechten zur Ebene zweier Linien proportional sind; wir folgern jetzt daraus, dass die Richtungscosinus der Senkrechten zur Ebene zweier auf einander folgenden Linien, wie sie eben betrachtet wurden, zu

mön —näm, nöl— lön, löm— möl proportional sind, wobei der gemeinschaftliche Divisor — 7230 ist. Endlich ist in Art. 44 Bd. I bewiesen, dass die Richtungscosinus der Linie, welche den von zwei geraden Linien gebildeten stumpfen Winkel halbirt, proportional sind zu

cos a— cos«‘, cos ß — cos ß‘, cos y — cos y‘, etc.

Wenn also zwei Linien einander unendlich nahe sind, so sind die Richtungscosinus einer Geraden in ihrer Ebene und senkrecht zu ihrer gemeinschaftlichen Richtung proportional zu ö cos a, 3 cos ß, 3 cos y mit dem entsprechenden gemeinschaftlichen Divisor 30.

	
	
121.    Wir bewiesen in Art. 80 dieses Bandes, dass die Richtungscosinus der Tangente einer Curve respective gleich





da dy dz ds ’ ds ‘ ds

sind, weil dieselben, wenn die Curve als Durchschnittslinie zweier Flächen gegeben ist, den Werthen

U, U - U, v„ U, U/ — U’U, U, U,’ - u; U, proportional sind, wo U1, U2, etc. die ersten Differentialcoefficien-ten bezeichnen.

In jedem Punkte einer Curve können zu ihr unendlich viele Normalen gelegt werden. Zwei von ihnen sind durch specielle Namen unterschieden und hervorgehoben worden; nämlich die in der Osculationsebene gelegene Normale, welche gewöhnlich die Hauptnormale genannt wird, und die zu dieser Ebene senkrechte Normale, welche als normal zu zwei auf einander folgenden Elementen der Curve von de Saint-Venant die Binormale genannt worden ist.

Alle Normalen liegen in der zur Tangente senkrechten Ebene (x — x'^dx — {y — y'^dy — (z — z'}dz = 0

nach der einen Bezeichnung, und in der anderen

W^-U,U,) (x - «‘) + (U,U,— U^U,) (y - y) +(UU,— U(U)(—) = 0.

Beispiel 1. Finde die Gleichungen der Tangente von =2yL2_ &2Ly22 a262 c2 ‘a2 62 1c2

Beispiel 2. Ebenso diejenigen der Tangente von y^ — ax — x2, :2 == a2 — ax.

Beispiel 3. Die Coordinaten des Fusspunktes der vom Anfang der Coordinaten auf eine Tangente der Curve in (x, y, z) gefällten Normale sind

Wie bestimmt man den Ort dieser Fusspunkte für eine gegebene Curve?

	
	
122.    Betrachten wir nun die Gleichung der Osculations-ebene. Weil sie zwei auf einander folgende Tangenten der Curve enthält, so sind ihre Bichtungscosinus (Art. 120) proportional zu dyd2z — dzd2y, dzd2x — dxd2z, dxd2y — dyd2x, Grössen, welche wir zur Abkürzung durch X, Y, Z bezeichnen wollen. Die Gleichung der osculirenden Ebene ist daher





X(- x) + Y(-)+ Z(—s) = 0.

Dieselbe Gleichung würde nach Art. 26 Bd. I erhalten worden sein, indem man die Gleichung der Ebene bildete, welche die drei auf einander folgenden Punkte enthält

(x‘, y', %); (x‘+ dx', y'-{-dy', z'-^-dz')-, (x‘+2dx‘+ d2x', y‘+2dy‘+dy’, z‘+2dz‘+dz’).

Bei Anwendung dieser Formeln kann man eine Vereinfachung erreichen, indem man willkürlich eine der Coordinaten als unabhängige Veränderliche wählt und so d2x, d2y oder d2z == 0 macht.

Die Verbindung dieser Gleichung der Osculationsebene mit der der Normalebene liefert die Gleichungen der Hauptnormale.

Die Richtungscosinus der Binormale sind die Verhältnisse von X, Y, Z zu VX‘+ Y2+Z2; daher die der Hauptnormale als der zu ihr und der Tangente gleichzeitig normalen die von Ydz— Zdy, etc. zu dsVX2 + Y2 + Z2 — natürlich mit den für drei orthogonale Gerade gültigen Relationen.

	
	
123.    Um im Stande zu sein, durch ein Beispiel die Anwendung der Formeln dieses Abschnittes zu erläutern, ist es passend, hier die Gleichungen der Schraubenlinie oder Helix, der durch die Schärfe einer Schraube gebildeten Curve, aufzustellen und einige der Eigenschaften dieser Curve zu entwickeln.





Die Helix kann als die von einer geraden Linie in einer Ebene angenommene Form definirt werden, wenn diese Ebene um die Fläche eines geraden Cylinders aufgewickelt wird4).

Nach dieser Definition werden die Gleichungen der Curve leicht gefunden. Die Gleichung einer geraden Linie y — ma drückt aus, dass die Ordinate dem von ihrem Fusspunkt in der Axe der x bezeichneten Abschnitt proportional ist. Denken wir die Ebene der geraden Linie um einen geraden Cylinder so aufgewickelt, dass die Axe der x mit der kreisförmigen Basis zusammenfällt, so wird die gerade Linie zur Schraubenlinie, und die Ordinate irgend eines Punktes der Curve ist dem längs des Kreises gemessenen Abschnitt proportional, welchen, von einem festen Punkte aus gerechnet, seine Ordinate in der kreisförmigen Basis macht. Somit sind die Coordinaten der Projection irgend eines Punktes der Schraubenlinie auf die Ebene der Basis von der Form

x — a cos 0, y = a sin 0, wenn a der Radius der kreisförmigen Basis ist. Die Höhe z ist aber als proportional dem Bogen 0 gezeigt worden. Die Gleichungen der Schraubenlinie sind daher

x — a cos 4 , y — a sin 3, also auch x2 - 92 == a2.

Wir erhalten offenbar dieselben Werthe für x und y) wenn der Bogen um 27 oder wenn z um 2xh wächst, d. h. das Intervall zwischen den Gängen der Schraubenlinie ist 2nh. Weil wir haben

,           a . z             y, , a z , x , do — — — sm — az ===== — — az, ay = — cos — az = — az, h h             h ‘    • h h h     ‘

so haben wir auch

Es folgt daraus, dass — constant ist, oder dass der von der

°           2 ds                 7 Tangente der Schraubenlinie mit der Axe der z, d. i. mit der Richtung der Erzeugenden des Cylinders, gebildete Winkel unveränderlich ist. Es ist leicht zu sehen, dass dies derselbe Winkel ist, wie der, welchen die Erzeugenden mit der geraden Linie machen, in die durch die Abwickelung des Cylinders in eine Ebene die Schraubenlinie sich verwandelt.

Die Länge des Curvenbogens ist offenbar in einem constan-ten Verhältniss zu der Steighöhe, die demselben entspricht.

Die Gleichungen der Tangente sind (Art. 80)

x— x _ y — y' _ z — z y’            x             h

Wenn alsdann x und y die Coordinaten des Punktes sind, in welchem die Tangente die Ebene der Basis schneidet, so haben wir aus den vorigen Gleichungen

(x - xy +(- yy = y2 + 9) *= a *,

oder die Entfernung zwischen dem Fusspunkt der Tangente und der Projection des Berührungspunktes ist dem Bogen gleich, welcher längs des Kreises von dieser Projection bis zum Anfangspunkte gemessen wird. Dies kann auch geometrisch bewiesen werden; denn wenn wir den Cylinder in die Tangentenebene abgewickelt denken, so fällt die Schraubenlinie mit der Tangente zusammen, und die Verbindungslinie des Fusspunktes der Tangente mit der Projection des Berührungspunktes ist der in eine gerade Linie abgewickelte Bogen des Kreises. Somit ist der Ort der Punkte, in welchen die Tangente die Basis schneidet, die Involute oder Evolvente des Kreises.

Die Gleichung der Normalebene ist y'x — x y == h^z— z'}.

Um die Gleichung der osculirenden Ebene zu finden, haben wir d?a = — ^xdz2, d2y = — 1ydz, d2z = 0, sodass diese Gleichung ist (vergl. die Schlussgleichung von Art. 40, 8 in Bd. I)

h (y‘ x — x'y) = a2 (z‘ — z).

Die Form der Gleichung zeigt, dass die osculirende Ebene mit der Ebene des Grundkreises einen constanten Winkel bildet.

Wir überlassen es dem Leser als eine Uebung, die Tangente, die Normalebene und osculirende Ebene der Durchschnittscurve zweier centrischen Flächen zweiten Grades zu bestimmen.

Beispiel 1. Die sphärische Ellipse hat die Gleichungen #t+*+*=1, „4y**=,

Wenn man ^2 zwischen beiden Gleichungen eliminirt und 21, Y1 als zwei entsprechende Werthe von x und y betrachtet, so hat man

x2—x,2   y2—9,2   z2— a?(b2—c2)    b"(c2—a?)    cz(a‘— b2y eine symmetrische, der Gleichung der Geraden analoge Gleichungsform. Die Gleichungen der Tangente im Punkte x , y', z sind a(x‘—x) = y^y’—y^ __ yz—z} a^Qj^ — c2}    62(c2 — a?)    c2{a2—62)’ oder

xx‘— 212   yy'—yt2   zz'—2,2 a2(b2 — c2)    62(c2 — a2)    c2{a2—62)3

die der Normalebene

«@‘- e) %+8 (e -)*+ e (a -)4 =0,

— sie geht also durch das Centrum der Kugel; für

a‘(b* — c) = A, b\c2-a2) = B, c\a2-b2) = C, Cy2 — Bz2 = Cy2 — Bz2 = L, Az2 — Cx2 = Az2 — Cx2 = AI, Ba? — Ay2 = Bx2 — Ay2 = N,

ist die Gleichung der osculirenden Ebene

4a(‘— „) + M y’Gy’— y) + N2(- 2) = 0.

Beispiel 2. Die Gleichung der Osculationsebene der Schraubenlinie erlaubt die Vertauschung von x‘, y', z mit x, y, z, ohne sich zu ändern. Sind daher x", y', z' die Coordinaten irgend eines Punktes P im Raume, so ist sie die Gleichung einer durch P gehenden ihm zugeordneten Ebene P, und die Vertauschbarkeit sagt aus: Wenn ein Punkt sich in einer Ebene P bewegt, so dreht sich die ihm zugeordnete Ebene um den zu P zugeordneten Punkt. Den Ebenen eines Büschels sind dabei zugeordnet die Punkte einer Geraden. Wenn der bewegliche Punkt die Schraubenlinie trifft, so wird die zugeordnete Ebene zu seiner Schmiegungsebene. Also gilt der Satz: Die Schmiegungsebenen aller Punkte der Schraubenlinie, welche in einer Ebene P liegen, schneiden sich in einem und demselben Punkte P von P; wenn die Ebene P ein Büschel beschreibt, so rückt der zugehörige Punkt P in einer Geraden fort. Alle Schraubenlinien auf Cylindern von einerlei Axe und mit demselben Verhältniss von h : a2 führen auf dasselbe System dieser Art.57) (Vergl. oben Art. 100.)

	
	
124.    Wir können die Gleichung der osculirenden oder Schmiegungsebene in einer mehr praktischen Form geben, indem wir die Curve als Durchschnitt von zwei Flächen U — 0, V = 0 von den Ordnungen m und n bestimmt betrachten.





Weil die Schmiegungsebene die Tangente enthält, so ist ihre Gleichung nothwendig von der Form

1 (U^«, + U^ «2 -+ Uaa, + U, «) u (Vi %, -- V2 22 + Vs Ja + V «), in welcher nach Art. 80 die eingeklammerten Polynome die linken Seiten der Gleichungen der beiden Tangentialebenen bezeichnen. Die Coordinaten eines den Flächen gemeinsamen Punktes und des ihm nächstfolgenden erfüllen diese Gleichung identisch; substi-tuiren wir aber die Coordinaten eines zweitnächstfolgenden Punktes, so erhalten wir

u = U,d?x, + U,dx, + U3d2x3 + Uadx,, a = V,d‘x, + Vad2%2 + Vad’x, + V4d2%4-

Durch Differentiation folgt aus der Gleichung

Uda, — U^dx^ — U3dx3 — U^dx^ = 0 Utd2xx + U2d2x2 + U3d2x3 + U^x^ = — (U,da,2 + U,d x,2 +U33dx^ -- U^dx2 — 2 U23 dx2 dx3 —- 2 U3\ dayda, + 2 U12 dx^ da,

— 2 U^dx^ dx^ — 2U,dxdxa— 2 U3^dx3dx^.

Nun genügen dx1} etc. den Gleichungen

Udx, — U^^^i — Uzda, — U,dx, — 0, Vda, — V2dx, —- Vzda, — V^dx^ = 0, und da wir bei den Cartesischen Coordinaten eine der Grössen Xi als constant und allgemein eine lineare Function dieser Coordinaten constant setzen dürfen, so ist zu den vorigen Gleichungen die fernere zu fügen

a1dx1 — a2dx2 — aadx3 — a^dx^ = 0.

Wenn man aber in eine quadratische Gleichung — die aus den zweiten Differentialen gebildete rechte Seite der vorigen Hauptgleichung — die Coordinaten des Schnittpunktes von drei Ebenen (die Auflösungen der drei letzten linearen Gleichungen) substituirt, so ist das Resultat zu der Determinante proportional (s. Art. 80, Bd.I)

Diese Determinante wird reducirt, indem man von der mit (m — 1) multiplicirten fünften Verticalreihe die Summe der mit 31, X2, X3, X4 respective multiplicirten vier ersten Reihen sub-trahirt; denn damit verschwinden alle Elemente der fünften Verticalreihe mit Ausnahme des siebenten, welches übergeht in — («,21 — &,22 — a3x3 — a4x^). Ebenso können wir dann von der mit (m — 1) multiplicirten fünften Horizontalreihe die Summe der mit 21, x2} 23, X4 respective multiplicirten ersten vier abziehen, und es verschwinden alle Elemente derselben bis zum letzten, welches wird —(«,21 —      1       1    " C- -1" cirt sich die Determinante auf


2 2 i “3^3 “r &44): 00



(K, &, +«,«,+ «3 a, + &, 24)2 (m — l)2

Repräsentiren wir diese Determinante abkürzend durch S^ und die entsprechende für die andere Gleichung durch S^\ so wird die Gleichung der osculirenden Ebene übergeführt in

1

 Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 58.

2

 Diese Bemerkung verdankt der Autor A. Cayley.

3

 Diese Einschränkung ist deshalb nothwendig, weil sonst die Fläche dritter Ordnung aus einer Ebene und einer Fläche zweiten Grades bestehen könnte. So kann, wenn eine Curve fünfter Ordnung in einer Fläche vom zweiten Grade liegt, nicht bewiesen werden, dass eine von jener verschiedene Fläche dritter Ordnung die gegebene Curve enthalten könne.49)

4

 Umgekehrt verwandelt sich die Helix in eine gerade Linie, wenn der Cylinder, auf welchen sie gezeichnet ist, in eine Ebene abgewickelt wird, sie ist daher eine geodätische Linie des Cylinders (Art. 51).


(n_1)2 (U1F1 + U242 + Uga, + U, C4) g(u)

= (m—ry (V1", +V9,+ Va®, + V4FJ). 56)

Sie ist vom Grade 3(m — n — 3) in den Coordinaten des Berührungspunktes und bestätigt somit den Werth von n in Art. 105.

In dieser Form und für Flächen zweiten Grades ist die Gleichung in einer Anmerkung des Art. 218 in Bd. I verificirt worden.

Beispiel 1. Man soll die Schmiegungsebene von ax2 + by? + ca2 + dw2 = 0, a x^ + b’y? + cz2 + d‘12 = 0 bestimmen.

Sie ist

(ab'—a'b)(ac—ac)(ac(—ad)x"x—(ba‘ —b'a)(bc —b'c^bd'—b'd)y"y

— (ca — c’a) (cb'— c'b) (cd'— c'd) z'^z

— (da'— d'a^db'— d'b^dc'— d'c) w"w = 0.

Beispiel 2. Die Schmiegungsebene der Krümmungslinie

[image: ]




zu bestimmen.

Sie ist



a'^xx' 1 b"2yy' . c'^zz'  a?a‘2 T 626’2   ' c2c‘2

	
	
125.    Die Bedingung, unter welcher vier Punkte in einer Ebene liegen, oder in anderen Worten, dass ein Punkt der Curve der Berührungspunkt einer stationären oder Wendeberühr ebene sei, wird durch die Substitution der Coordinaten eines nächsten vierten Punktes in die Gleichung der Osculations-ebene oder durch die Vergleichung zweier auf einander folgenden Schmiegungsebenen ermittelt. Aus Art. 122 folgt die geforderte Bedingung in der Form





d3x (dy d2z— dz d2y) + d3y(d z d2x—d x d2z)+d3z(d x d2y—dy d’x) = 0.

Ist die betrachtete Curve eben, so ist die hier betrachtete Bedingung durch die Coordinaten jedes Punktes in ihr erfüllt.

Wenn die Curve als Durchschnitt zweier Flächen U = 0, V = 0 gegeben ist, so kann man die Bedingung für einen Wendepunkt nach Clebsch in der folgenden Weise ermitteln.59) Setzen wir S^ = (m — 1)2T^ und S(e) — (n— 1)2 T), so ist die Gleichung der Osculationsebene im letzten Art.

(Tl) U, — T^ V1)a, — (Tl) U, — T^ V2)22 + (Tle) U, — T^ Vs) 33 +(T)U,—T0)V,)a, == 0,

und die Gleichung einer nächstfolgenden Osculationsebene differirt von ihr nur durch Glieder

{T^d^ + UtdT^ — T^dVt — v,dTO))«, + etc. = 0.

Damit die beiden Ebenen sich decken, müssen mit Einführung eines willkürlichen Diffenrentials dt die vier Bedingungen erfüllt sein 7o)aU,+U,aT()—T@)av,— VtdT^ =(T®)U,— T^V^dt, etc.

Setzen wir nun

T() = A,() V, + A,") V2 + Ag") V, + A^ V,,

T() = AW U. — U, — A,()U, + A,()U,, wo die Ai^, etc. den Unterdeterminanten von S^u\ S(y) proportional sind, und wo man hat

so müssen die Gleichungen stattfinden

	
	
	
A, ") U, + A,%) U, + A,t U, + A,") U, = o,







AS^dU. — A^dU. + AA^dU. — A^dU. = 0,

A,) V+... =0, A^dV. + . . . = 0;

denn wenn man in der Determinante S^ für die letzte Vertical-reihe entweder U1, U,, U3, U, oder dU1} dU^, dU3) dU^ einsetzt, so verschwindet dieselbe. Multipliciren wir nun die vier letzten Gleichungen mit A^u\ A2^u\ A3^u\ A^^ respective und addiren die Producte, so erhalten wir nach Unterdrückung des Factors T(u)

gm(u) gm(u)                                 \

av, dV+av, dY,+ -dKdr^+^v;d^)=™<lt’ welches wir in der Form

dT^ + ^d(T^) = T^dt schreiben können, wenn wir unter d(T^ das Differential von T(u) als einer Function von V1, V2, V3, V4 allein verstehen, wofür die Ui Constanten sind. Ebenso wird

dT^ + 4a(T()) = T^dt.

Schreibt man dann die dT in entwickelter Form T^ dx} — T2^dx2 — etc., etc., und eliminirt sodann die dxi und dt zwischen den jetzt erhaltenen Gleichungen und den drei Bedingungen, welchen nach Art. 124 die d,X{ unterworfen sind, so entsteht die geforderte Bedingung in Determinantenform

7,()+4(7,0)), T) + 4(7,4)), 7,) + 4(7,0), T,)+4(T,(), 7()

T,()+1(T,(v)), T,()+1(T,()), T,(e)+}(T,()), T,(e)+1(T,()), T()


	
U1,
	
U2,
	
U3,
	
U4,
	
0
	
= 0.


		
V2,
	
Va,
	
V
	
0
	

	
Ci,
	
«2;
	
Ca,
	
Ka,
	
0
	

	
Nun ist T^
	
eine Function
	
der Coordinaten
	
Xi vom
	
Grade




3m — 2 n — 8, aber (T()) ist nur vom Grade 2(n — 1), weil nur die in den Vi enthaltenen Xi in Betracht kommen; multiplicirt man also die vier ersten Verticalreihen mit x,, x,, X3, X4 respective und subtrahirt sie von dem 3(m+n — 3) fachen der letzten Ver-ticalreihe, so verschwinden die ersten vier Elemente derselben, und die eben geschriebene Gleichung wird daher durch den Wegfall der fünften Horizontal- und Verticalreihe vereinfacht.

Die erhaltene Bedingung, deren Verschwinden eine durch die Wendepunkte gehende Fläche darstellt, ist vom Grade 2(3m—3n —10) in den Coefficienten von U und V, wie es der Werth von a im Art. 105 fordert.

Wenn die Flächen U = 0 und 7 = 0 vom zweiten Grade sind, so werden die Uix, Vik zu Constanten und die (T,(")), etc. sind von den T^u\ T^ nicht verschieden; die erhaltene Bedingung ist das Verschwinden der Jacobi’schen Determinante der vier Flächen T^ = 0, T^ = 0, U = 0, V = 0.

	
	
126.    Wir betrachten hiernach den durch drei auf einander folgende Punkte der Curve bestimmten Kreis, welcher, wie bei ebenen Curven, der Krümmungskreis genannt wird. Er liegt offenbar in der Osculationsebene, sein Centrum M ist der Durchschnitt der in dieser Ebene durch zwei auf einander folgende Normalebenen bestimmten Spuren, und sein Radius wird gewöhnlich der Radius der absoluten Krümmung genannt, um ihn von dem Radius der sphärischen Krümmung zu unterscheiden, welcher der Radius der durch vier auf einander folgende Punkte der Curve bestimmten Kugel ist, und welcher alsbald untersucht werden soll.





Wenn durch das Centrum eines Kreises eine zu seiner Ebene normale Linie gezogen wird, so liegt jeder Punkt in ihr von allen Punkten des Kreises gleichweit entfernt und kann als der Pol desselben bezeichnet werden. Nun ist die Durchschnittslinie zweier auf einander folgenden Normalebenen offenbar senkrecht zur Ebene des Krümmungskreises und geht durch seinen Mittelpunkt M. Monge hat deshalb die Reihe der Durchschnittslinien

Fig. 1.
[image: ]


p je zweier auf einander folgenden Normalebenen die Polar-linien der Fläche genannt. Es ist offenbar, dass alle Normalebenen eine abwickelbare Fläche umhüllen, für welche diese Polarlinien die Erzeugenden sind, und welche daher auch wohl die Polar fläche genannt worden ist. Wir werden zunächst einige Eigenschaften dieser Fläche darlegen. Die Figur zeigt sie für die Curvenelemente 0010, ...

Die Polarlinie ist offenbar zu der im Art. 121 als Binormale bezeichneten Linie & parallel.

	
	
127.    Um den Krümmungsradius zu erhalten, berechnen wir zuerst den Winkel der Berührung, d. h. den Winkel, welcher von zwei auf einander folgenden Tangenten der Curve mit einander gebildet wird (Contingenzwinkel der Tangenten). Da die





d d

Richtungscosinus der Tangente —, —, — sind, so folgt aus

°                        ° cis 7 ds ‘ ds ‘           °

Art. 120, dass der Winkel zwischen zwei auf einander folgenden Tangenten dG durch eine der Formeln bestimmt ist*) (dx2 । /„dy\2 । /„dz\2

d@‘= (d— — I d — I + d — 1 , \ dsj \ dsj ' \ dsj ’ oder

ds^dO2 = X2 + Y2 + Z2, wo X = dyd2z — dzd2y, etc.

Die Wahrheit der letzteren Formel kann geometrisch gezeigt werden: Die rechte Seite der Gleichung bezeichnet das Quadrat von dem Doppelten des Inhalts des von den drei auf einander folgenden Punkten gebildeten Dreiecks (Bd. I, Art. 31); und da zwei seiner Seiten die Länge ds haben und den Winkel dQ einschliessen, so ist sein doppelter Inhalt auch ds2d^.

Wenn nun ds das Bogenelement ist, für welches die Tangenten in den Endpunkten den Winkel dQ mit einander bilden, so gilt, weil der Winkel zwischen zwei Tangenten eines Kreises dem von ihren Berührungspunkten am Centrum bestimmten Winkel gleich ist, die Relation ^d^ = ds] und da das Bogenelement und die beiden Tangenten der Curve und dem Krümmungskreis gemeinschaftlich sind, so ist der Krümmungsradius bestimmt durch die Formel

[image: ]

*) Indem man die in der ersten Formel angezeigten Differentiationen vollzieht, wird ohne Schwierigkeit ein anderer Werth für d^ gefunden: dsAd^ = (d2xy + {d2yy + {d2sy — ^d2sy, welcher auch geometrisch abgeleitet werden kann.

Sind AB, BC zwei auf einander folgende Elemente der Curve, und bezeichnet AD eine mit B C gleiche und parallele Gerade, so folgt aus denWerthen der Projectionen von BC auf die Axen dx+d2x, dy-\-d2y, dz+d2z, dass die Projectionen der Diagonale BD auf die Axen durch d2x, d2y, d2z dargestellt werden, so dass man hat

BD2 = ^xy + ^yy + ^zy.




Aber es ist BD, auf das Bogenelement projicirt, = d2s, und auf eine zu demselben senkrechte Linie = dsdQ; man hat also {d2sy — (dsd^y = ^i2xy+ {d2yy+ {d2zy.

,                               9 ds2 oder               I — X2 + Y24 Z2 ’

Beispiel. Den Krümmungsradius der Schraubenlinie zu finden. Mit den Formeln des Art. 123 finden wir

a? — 72

	
• a , oder der Krümmungradius ist constant.


	
128.    Nachdem wir so die Grösse des Krümmungsradius bestimmt haben, sind wir durch die Formeln des Art. 120 auch im Stande seine Lage zu bestimmen. Denn die Richtungscosinus einer in der Ebene zweier auf einander folgenden Tangenten senkrecht zu ihrer gemeinschaftlichen Richtung gezogenen Geraden sind nach diesem Artikel


1 dx 1 dy dodsdödJs’




ndx

1 - dz , ds - a —- oder 0 —,— d^ ds " ds




,dy ‘ dz d~ d~ ds ds

, 9 ~ds~» Q hT’







Wenn x', y', z die Coordinaten eines Punktes der Curve sind, und x, y, z die des entsprechenden Krümmungscentrums bezeichnen, so sind x — x, y' — y, z — z die Projectionen des Krümmungsradius auf die Axen; aber sie sind auch 9 cos a, 9 cos ß, 9 cos y. Indem wir daher für cos a, cos ß, cos y ihre soeben gefundenen Werthe einsetzen, finden wir die Coordinaten des Krümmungscentrums bestimmt durch die Gleichungen

Der Ort der Krümmungscentra der Schraubenlinie ist eine Schraubenlinie von derselben Axe; ihre Tangenten bilden die Polarfläche der ersteren. Diese Relationen sind gegenseitig.

	
	
129.    Wenn eine Curve als der Durchschnitt zweier sich rechtwinklig schneidenden Flächen gegeben ist, so kann ein Ausdruck für den Radius der Krümmung leicht erhalten werden. Sind r und r' die Krümmungsradien der Normalschnitte jener zwei Flächen, welche längs der Tangente der Curve gelegt sind, und ist 9 der Winkel, den die Osculationsebene mit der ersten Normalebene macht, so haben wir nach Meunier’s Theorem





q ==r cos g und Q === r' sin q.

[image: ]



also

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf.


11



Dieselben Gleichungen bestimmen die Osculationsebene durch die Formel tan cp ===== —.

Wenn der von den Flächen mit einander gebildete Winkel c ist, so wird die entsprechende Formel sin2 c _ 1 1    2 cos o

02 72 T 772 77‘

Wir können auch einen Ausdruck für den Krümmungsradius einer Curve erhalten, die allgemein als Durchschnitt zweier Flächen gegeben ist. Wir können nach früheren Bezeichnungen

U.2 — U,2—U,2 == R(u)2, V12 — V,2 — V,2 == R()2 setzen und haben


cos CO =====




UV1+UV2+UVa



(U2V3—V2U)2—(U,V1—VsU)2+(UV2—V1U,)2.

R(u)2 R()2

Wir müssen daher in die Formel des Art. 37 die Werthe

U,V,—V,U,      , UV, — V,U,

COS c =        , COS 3 = —-,

R(u)R() sin co ‘              R(u)R(e) sin co ‘


		
COS y ===
	
U.V2 — VU2


	
R^R^
	
sin c


	
substituiren, und
	
der
	
Nenner
	
der Formel
	
verwandelt sich in


		
U,1,
	
U.,
	
Ui,
	
U,,
	
Yi
	

		
U21,
	
"22,
	
"23,
	
U2,
	
V2
	

		
Usi,
	
^32?
	
133,
	
U3,
	
V3
	
»


		
U1,
	
U2,
	
U3,
	
0,
	
0
	

		
V1,
	
V2,
	
n,
	
0,
	
0
	



1

welche Determinante, wie im Art. 124 reducirt, auf  ----— S(u)

7                                 7 (m — 1)1

gebracht wird. Wir erhalten so

(m—1)2 R(u)3 R ()2 sin? c

" = g(u)


und ebenso



(n - 1)2 R()2 R()3 sin? c g() also durch Substitution in die Gleichung zwischen 0, r, r' und w

1 _         S()2                     S()2 02 ~ (m — 1)4 R()6 R()4 sin® co T (»— 1)4 R()4 R()6 sin® o

__2 s(),s() cos ___ (m — 1)2 (n — 1)2 R(")5 R(®)5 sin6 co '

	
	
130.    Wir betrachten ferner den Winkel, welchen zwei auf einander folgende Osculationsebenen mit einander bilden, einen Winkel, den wir den Torsionswinkel nennen, und den wir mit dn bezeichnen werden.





Die Richtungscosinus der Osculationsebene sind proportional zu X, Y, Z und die zweite Formel des Art. 120 giebt

(X2+Y2+Z3)a»? = (Ydz — ZaY)+(Zax— xdzy + (XäY— YdX)2.

Nun ist Y = ded2x — dxd2^, Z — dxd2y — dyd2x, dY = dzd^x — dxd^z, dZ = dxd3y — dyd^x\ daher (vergl. „Vorlesungen“ Art. 31)

YdZ — ZdY=Mdx,

wo M die Determinante Xd3x — Yd3y — Zd^z bezeichnet. Darnach ist (X2 + Y2 + Z^dr^2 = J\I2ds2, und somit

- __ M ds dn X2—Y2—Z2 ’

eine Formel, welche auch eines einfachen geometrischen Beweises fähig ist. Denn M bezeichet das sechsfache Volumen der Pyramide, welche von vier auf einander folgenden Punkten der Curve gebildet wird, während X2 — Y2 — Z2 das vierfache Quadrat der Fläche des Dreiecks ist, welches drei auf einander folgende Punkte der Curve bilden. Wenn nun A die Fläche der dreiseitigen Basis einer Pyramide, A' die anliegende Fläche derselben unter dem Winkel n gegen die Basis, s die beiden Flächen gemeinschaftliche Seite und p die von der Spitze auf dieselbe gefällte Senkrechte bezeichnet, so dass 2A' = sp ist, so haben wir für das Volumen der Pyramide 3 V = 2 Ap sin n und

6Vs = 2Aps sinn = 4AA' sin n.

In dem betrachteten Falle ist aber die gemeinschaftliche Seite ds und beim Uebergang zur Grenze A = A'} so dass man erhält QVds = 4A2dn, wie zu beweisen war.

d s

Nach Analogie des Krümmungsradius, welcher gleich 5 ist,

11*

haben neuere französische Schriftsteller die Grösse*) C8 durch den

-                      • an]

Buchstaben r und mit dem Namen Radius der Torsion bezeichnet. Der Leser wird jedoch bemerken, dass diese Grösse nicht, gleich dem Radius der Krümmung, den Radius eines reellen Kreises bezeichnet, welcher mit der Curve eng vereinigt ist.

Für die Schraubenlinie ist auch die Torsion constant, sie ist in sich selbst verschiebbar.

Wenn das Maass der Torsion 00 sein Vorzeichen wechselt, wenn sein Werth Null oder Unendlich wird, so erhält man besondere Punkte der Curve, die leicht näher zu charakterisiren sind. Der Nullwerth charakterisirt, wenn er für alle Punkte der Curve stattfindet, die ebene Natur derselben; dies Kennzeichen stimmt mit dem in Art. 125 gegebenen Kennzeichen zusammen. d0

In gleicher Weise kann man das Maass der Krümmung 7. betrachten. Endlich lassen sich an die Bemerkung, dass die Gestalt der Curve von ihrer Lage unabhängig bestimmt ist, wenn ihre Krümmung und Torsion als Functionen ihres Bogens gegeben sind, Untersuchungen anknüpfen.60)

	
	
131.    In derselben Art aber, wie wir einen Osculationskreis als durch drei auf einander folgende „Punkte des Systems" bestimmt angesehen haben, können wir einen osculirenden geraden Kegel betrachten, welcher durch drei auf einander folgende „Ebenen des Systems" bestimmt wird (Schmiegungskegel). Denken wir von dem Punkte des Systems, in welchem die drei Ebenen sich schneiden, als Centrum eine Kugel beschrieben, welche von den durch jenen Punkt gehenden Linien des Systems in A und B und von den entsprechenden Ebenen des Systems in AT, BT geschnitten wird, und beschreiben wir auf dieser Kugel einen durch A und B gehenden und von AB, B T berührten Kreis, so osculirt nothwendig der Kegel, welcher das Centrum zum Scheitel hat und über diesem kleinen Kreise steht, die gegebene Curve. Uns ist damit die Aufgabe gestellt, aus dem Winkel dn zwischen zwei auf einander folgenden Tangenten eines kleinen Kreises einer Kugel und dem entsprechenden Bogen des Kreises dQ den Radius desselben H zu finden.





*) Die Grösse dn wird auch zuweilen als die zweite Krümmung as der Curve bezeichnet.

Ist C das Centrum des Kreises, so liefert das rechtwinklige Dreieck CAT die Relation

. — tan A C sin A T == t--- m; tan 4 T G 7

ist dann 9 der äussere Winkel zwischen den Tangenten eines Kreises, s die Länge derselben, so ist der Radius des Kreises H durch die Formel

,    — sin 1s tan II = 7—— tan 2 9 gegeben. Beim Uebergang zur Grenze wird s das Rogenelement des Kreises und somit

. — ds tan II = — ,

oder              tan II = ~ _ — 1).

	
	
132.    Denken wir durch jede Linie des Systems zur ent-sprechenden Osculationsebene eine Normalebene gelegt, so erzeugt die Vereinigung dieser Ebenen eine abwickelbare Fläche, welche die rectificirende Abwickelungsfläche genannt wird. Die Veranlassung dieser Benennung ist der Umstand, dass die gegebene Curve eine geodätische Linie dieser Abwickelungsfläche ist, weil nach der gegebenen Construction ihre Osculationsebene in jedem Punkte normal zu dieser Fläche liegt. Wenn die abwickelbare Fläche in eine Ebene ausgebreitet wird, so verwandelt sich in Folge dessen die gegebene Curve in eine gerade Linie. Der Durchschnitt zweier auf einander folgenden Ebenen der rectificirenden Abwickelungsfläche ist die rectificirende Linie.





Da nun die durch die Kante eines geraden Kegels senkrecht zu seiner entsprechenden Tangentenebene gelegte Ebene nothwendig seine Axe enthält, so gehen die rectificirenden Ebenen durch die Axe des zuletzt betrachteten osculirenden Kegels, und die rectificirende Linie ist somit die Axe des osculiren-den Kegels. Sie kann daher construirt werden, indem man in der rectificirenden Ebene eine Linie zieht, welche mit der Tangente einen Winkel H bildet, wo H den im letzten Art. bestimmten Werth bezeichnet.

Die rectificirende Fläche ist die Fläche der Centra der ursprünglichen abwickelbaren Fläche. Denn es ward im Art. 49 bewiesen, dass die Normalebenen der Originalflächen längs der zwei Haupttangenten die Fläche der Centra berühren; da nun die erzeugende Linie selbst in jedem ihrer Punkte eine der Haupttangenten ist, so berührt die rectificirende Ebene die Fläche der Centra, welche die Enveloppe aller dieser rectificirenden Ebenen ist. Das Krümmungscentrum irgend eines Punktes für den andern zur erzeugenden Geraden rechtwinkligen Hauptschnitt der abwickelbaren Fläche ist der Punkt, wo diese Ebene die entsprechende rectificirende Linie schneidet; denn die Spuren zweier auf einander folgender rectificirender Ebenen in dieser Ebene sind zwei auf einander folgende Normalen der Schnittcurve. Wenn daher l die längs der Erzeugenden gemessene Entfernung irgend eines Punktes der abwickelbaren Fläche von der Cuspidalkante ist, so wird der Krümmungsradius des transversalen Schnittes durch

l tan H ausgedrückt. Wenn l verschwindet, so wird auch dieser Krümmungsradius Null, oder der Punkt ist eine Spitze.

In dem Fall der Schraubenlinie ist die rectificirende Fläche offenbar der Cylinder, auf welchem die Curve gezeichnet ist.

	
	
133.    Man soll den Winkel zwischen zwei auf einander folgenden Krümmungsradien bestimmen.61)





Seien AB, BC die in einer Kugelfläche vom Radius Eins von zwei zu der Osculations- und der Normalebene parallelen — „            Ebenen durch das Centrum ge-

B            bildeten Spuren, so giebt der Ra-

/ . B, dius des Punktes A die Richtung / o des Radius der Krümmung; wenn /      \\ sodann AB±, BtC die nächstfol-/             y genden Positionen der Osculalions-_____________________ und der Normalebene bezeichnen, 108 so liegt B, vom Centrum aus in der Richtung des dem vorigen nächstfolgenden Krümmungsradius, und der Rogen BBi misst den Winkel zwischen beiden. Sei dann 0 der Durchschnittspunkt der Rogen AB1} BC, so haben wir, da das Dreieck BOB^ ein sehr kleines rechtwinkliges Dreieck ist,

BB,2 = B02 + ÖB^,

Der Winkel ABC ist aber ein rechter, BO misst folglich BAB1} welches d^ ist, der Winkel zwischen zwei auf einander folgenden Osculationsebenen; und 0Bx misst BCB1} d. i. d$, den Winkel zwischen zwei auf einander folgenden Normalebenen. Der geforderte Winkel ist somit durch die Formel BB^ == dn2 — dQ2 gegeben, in welcher dn und dQ die früher gefundenen Werthe haben.

Die Reihe der Krümmungsradien in allen Punkten einer Curve erzeugt eine Fläche, auf deren Eigenschaften näher einzugehen uns hier der Raum nicht erlaubt. Sie ist offenbar eine windschiefe Fläche (vgl. Anmerkung Art. 113, Rd. I), weil zwei auf einander folgende Krümmungshalbmesser sich im Allgemeinen nicht schneiden. (Vergl. Art. 136.)

Beispiel 1. Die Gleichung der Fläche der Krümmungsradien in dem Fall der Schraubenlinie zu finden.

Der Radius der Krümmung als der Durchschnitt der Oscula-tions- und der Normalebene hat zu seinen Gleichungen (Art. 123)

x'y — l)'xj % == %‘; wir haben aus denselben mit Hilfe der Gleichungen der Curve x‘, y‘, z‘ zu eliminiren. Aus den Gleichungen der Schraubenlinie x = a cos n2, y = a sin n2 folgt so die Gleichung der verlangten Fläche

y cos n2 = x sin ns.

Die Gleichung der Tangentenebene im Punkte (x‘, y‘, A} ist sin n2(x‘—x) — cosz(y‘ — y) — n(xcosnZ—ysinnz)(g‘ — z) = 0 oder, mit Hilfe der Gleichungen der Fläche reducirt,

x'y — xy' — n(x2 — y2) (z‘ — s) = 0.

Beispiel 2. Die Gleichung der durch die Tangenten einer Schraubenlinie erzeugten abwickelbaren Fläche zu finden.

Die Gleichungen der Tangente x—acosnz‘== —nasinne‘(z — %‘), y—asinns‘=nacosnz‘(z — z‘), liefern durch Elimination von z‘ das Ergebniss

( i (22—92—22)4)  ।     .  (     .  (22—92 — 02) | x cos 1 n% — -—1----— ( — y sm 1 n% — -——----— ( ~ C.

I             C-- C

Da diese Gleichung für x2 — y2 < a2 imaginär ist, so schliessen wir, dass kein reeller Theil der Fläche innerhalb des Cylinders liegen kann, auf welchem die Schraube gezeichnet ist.

Ihr Schnitt mit der Ebene der x, y ist die Evolvente des Grundkreises. Die Neigung ihrer Tangenten ebenen gegen jene ist constant, der Cosinus des Neigungswinkels nämlich = - —"—, • (1 +n2a2)2

Die Schraubenlinie ist die Rückkehrkante der Fläche. Denn der Form der Flächengleichung x cos 0 — y sin 0 = a entsprechen als Derivirte nach x, y, z respective

. x(y cos 0 — a sin 0)     . y (y cos 0 — x sin 0) cos 0--•--— , sin 0 — —----------— , a(x2+y2—a2)7              a(x2+y2—a2)% n {y cos 0 — x sin 0), welche alle wegen y cos 0 — x sin 0 = (x2 — y2 — a2) 2 für die Punkte der Schraubenlinie gleichzeitig verschwinden und so den Ort singulärer Punkte bezeichnen. Der Tangentenkegel jedes Punktes in ihr degenerirt in ein Ebenenpaar, denn seine Gleichung ist in der Form bestimmt (xx‘ — yy') (x'y — xy' — na2/) — 0.

	
	
134.    Wir handeln im Folgenden von der abwickelbaren Polarfläche, die durch die Normalebenen der gegebenen Curve erzeugt wird. Fourier hat bemerkt, dass der „Torsionswinkel“ des einen Systems gleich dem „Winkel der Berührung“ des andern ist, wie vollkommen deutlich, weil die Ebenen des neuen Systems senkrecht zu den Linien des alten sind, und umgekehrt. Der Leser wird dagegen bedenken, dass daraus nicht folgt, die Grösse — des einen Systems sei gleich der Grösse — des andern, weil ds in beiden Fällen nicht dasselbe ist.





Weil der Durchschnitt 21 der Normalebenen in zwei auf einander folgenden Punkten P, P der Curve die Axe eines Kreises ist, welchem P, P als Punkte angehören (Art. 126), so folgt, dass die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes E, in ihr mit P, P gleichlang sind und mit der Axe gleiche Winkel machen.

Olfenbar durchschneiden sich drei auf einander folgende Nor-malebenen in dem Centrum K, der osculirenden Kugel: Die Cu-spidalkante der abwickelbaren Polarfläche ist somit der Ort der Centra K der sphärischen Krümmung. In dem Falle einer ebenen Curve reducirt sich diese abwickelbare Polarfläche auf einen über der Evolute der Curve stehenden Cylinder und diese Curve auf die Richtung der Normalen ihrer Ebene.

Die Hauptnormalen beider Curven sind allgemein parallel; denn sie liegen in derselben Ebene, der Normalebene der ersten Curve, die eine osculirende Ebene der zweiten ist, und sind beide rechtwinklig zu der Polarlinie der ersten Curve, welche eine Tangente der zweiten ist.

Beispiel. Die Fläche der Tangenten der Schraubenlinie B} welche nach Art. 128 der Ort der Krümmungsmittelpunkte einer Schraubenlinie A ist, ist die Polarfläche der Curve A; die Schraube B ist die Rückkehrkante dieser Polarfläche. Zwischen den Curven A und B besteht eine vollkommene Reciprocität. Die Osculations-ebenen, welche entsprechenden Punkten der beiden Schraubenlinien angehören, schneiden sich rechtwinklig in der gemeinschaftlichen Hauptnormale. Die Punkte, in welchen diese die beiden Schraubenlinien schneidet, sind jeder das Krümmungscentrum der Schraubenlinie des andern für ihn. Der gemeinschaftliche Krümmungsradius der Schraubenlinien A und B ist die mittlere geometrische Proportionale zwischen ihren Radien der Torsion (Art. 130).

	
	
135.    Jede Curve hat eine unendliche Zahl von Evoluten, die in der abwickelbaren Polarfläche liegen;62) d. h. die gegebene Curve kann in unendlich vielen Arten erzeugt werden, indem man einen auf eine Curve in dieser abwickelbaren Fläche aufgewundenen Faden abwickelt. (Fig. 3.)





Bezeichnen 001, 0102, etc. die einander folgenden Elemente der Curve, P, P, etc. die Mittelpunkte dieser Elemente, so sind die durch die Punkte P normal zu den Elementen gelegten Ebenen die Normalebenen. Die Figur stellt sie durch die parallelen Linienpaare bp, blp1, b2p2) etc. dar, von denen die letzteren die Schnittlinien der auf einander folgenden Normalebenen und die ersteren die Binormalen sind.

Die Linien p7 21, etc. sind die Erzeugenden der abwickelbaren Polarfläche und daher Tangenten der Cuspidalkante K, K±^ K2, ... dieser Fläche. Ziehen wir nun willkürlich eine Linie PEE{ in der ersten Normalebene, welche die zweite Erzeugende in Ex schneidet, und EP, welches als in der zweiten Normalebene die dritte Erzeugende p2 in E2 schneidet; ebenso P2E2, welches p3 in Ea schneidet, etc. Dann erhalten wir eine in der abwickelbaren Polarfläche liegende Curve EE,E, . . ., welche eine Evolute der gegebenen Curve ist. Denn die Linien PE, PE . . ., etc., die Tangenten der Curve EE E2 . . ., sind Normalen der Curve PPrP2 ■ ■ ., und die Längen PE. = P.Ei, P.E2 = P2E2, etc.

(siehe Art. 134). Wenn somit PE ein Theil eines um EEE, aufgewundenen Drahtes ist, so bewegt sich bei seiner Abwindung der Punkt P längs der gegebenen Curve.

Wegen der Willkürlichkeit der ersten Linie PErespective ihres Punktes E besitzt die Curve eine unendliche Zahl von Evoluten. So hat eine ebene Curve unendlich viele Evoluten, welche alle in der Fläche des Cylinders liegen, der über der in ihrer eigenen Ebene gelegenen Evolute steht. In dem speciellen Falle, in welchem die Evolute sich auf einem Punkt reducirt, d. h. in dem des Kreises, sehen wir in der That, dass die Curve durch Abwickelung eines Drahtes von constanter Länge aus einem beliebigen Punkte der durch das Centrum des Kreises gehenden Axe beschrieben werden kann.

Im allgemeinen Falle sind die sämmtlichen Evoluten EEE, . . ., etc. geodätische' Linien der abwickelbaren Polarfläche.

Denn wir wissen (Art. 51), dass eine Curve eine geodätische Linie ist, wenn zwei ihrer auf einander folgenden Tangenten mit dem Durchschnitt der entsprechenden Tangentenebenen der Fläche gleiche Winkel bilden, und es ist soeben (Art. 134) bewiesen worden, dass PE, PE, welches zwei auf einander folgende Tangenten der Evolute sind, mit 21, das ist dem Durchschnitt zweier auf einander folgenden Ebenen der abwickelbaren Fläche, gleiche Winkel einschliessen. Eine Evolute kann daher gefunden werden, indem man einen Faden als tangirend zur abwickelbaren Polarfläche von P aus legt und die Fortsetzung dieser Tangente um die abwickelbare Fläche aufwindet.

	
	
136.    Der Ort der Krümmungscentra ist eine in der abwickelbaren Polarfläche gelegene Curve, aber nicht eine solche, welche dem System der Evoluten angehört.63) Die erste osculirende Ebene 0 0, 0, schneide die ersten zwei Normalebenen in PM, P^M, so ist M das erste Krümmungscentrum; in gleicher Art ist M, der Durchschnittspunkt von PM und P2^1} den Durchschnittslinien der zweiten osculirenden Ebene 010203 mit der zweiten und dritten Normalebene das zweite Krümmungscentrum. Nun sind die Geraden P|M, PM, verschieden, weil sie die Durchschnitte derselben Normalebene mit zwei verschiedenen osculirenden Ebenen sind; P1M1 schneidet daher die Linie p in einem Punkte, welcher von M verschieden ist. Die zwei Krümmungsradien PM, PM, in den Normalebenen

von P, P haben keinen gemeinschaftlichen Punkt in der Durch-Schnittslinie p dieser Ebenen; zwei auf einander folgende Krüm
[image: ]






mungsradien schneiden sich daher nicht, äusser in dem speciellen Falle, wo zwei auf einander folgende osculirende Ebenen sich decken.

Da somit die Centra der Krümmung nicht als die Durchschnitte der auf einander folgenden Radien gegeben sind, so sind diese auch nicht Tangenten des Ortes der Centra. Irgend ein Radius PK ist daher nicht die Fortsetzung eines um MM,M, ... aufgewundenen Drahtes, und die Abwickelung eines solchen Drahtes bringt nicht die Curve PPP, . . . hervor, ausgenommen in dem Falle, wo die letztere eine ebene Curve ist2).

Man kann ferner zeigen, dass bei der Entwickelung der Polarfläche der Curve in eine Ebene der Ort der Krüm-mungscentra sich in die einem bestimmten Ursprung A entsprechende Fusspunktencurve der Abwickelungsgestalt der Rückkehrkante transformirt, so dass die Entfernungen entsprechender Punkte den Radien der Schmiegungskugel und des Krümmungskreises respec-tive gleich sind, welche dem entsprechenden Punkte der Originalcurve angehören.

Denn wenn K'K^K^ . . ., M’M’M,’ . . . die transformirten von KK, K2 ... (Rückkehrkante der Polarfläche) und MH^M^ ... (Curve der Krümmungscentra) bei dieser Abwickelung sind, so geht die Curve EEE, ... (Evolute) als geodätische in eine gerade Linie über und daher fallen alle die Punkte M, M,, M,, ... in einen Punkt A zusammen. Die Punkte M findet man vor der Entwickelung aber durch Normalen OM von den 0 auf die verlängerten Elemente KK± etc., und die Entfernungen OM, OK sind von den Halbmessern des Krümmungskreises und der Schmiegungskugel unendlich wenig verschieden; und da die OM und OK in der Ebene von zwei Nachbarelementen der Rückkehrkante liegen, so ist die Entwickelung der Linie derCentra eine Fusspunktencurve der Rückkehrkante nach dem obigen Gesetze.

Auch die Umkehrung des Satzes ist wahr.

	
	
137.    Den Radius der durch vier auf einander folgenden Punkte bestimmten Kugel zu finden. (Schmiegungs-kugel.)





Ist R der Radius einer Kugel, 9 der Radius des von ihr mit einer Ebene, die gegen die Normalebene in irgend einem Punkte den Winkel n bildet, bestimmten Schnittes, so ist nach dem Satze von Meunier R cos 1=9; und für eine darauf folgende Ebene, welche den Winkel n — dn macht, öp = — R sin nön. Also ist

2220+ " 1 dn)

In diesen Ausdruck sind nur die früher (Art. 127, 130) ge-

fundenen Werthe von 0 und 8, einzusetzen, de ist offenbar die 7          '                   dn

Länge der senkrechten Entfernung des Kugelmittelpunktes von der Ebene des Krümmungskreises.

	
	
138.    Die Coordinaten des Centrums der osculiren-den Kugel zu finden.





Sei die Gleichung einer Normalebene

(« — x)da — (ß — y) dy — (y — ^)dz = 0 für (x, y, z) als einen Punkt der Curve und («, ß, y) als einen veränderlichen Punkt in der Ebene, so giebt die Gleichung der darauf folgenden Normalebene durch ihre Verbindung mit der vorigen

(a — x)d?x + (B — y)dy + (7 —z)d‘s = ds2\ und die Gleichung der dritten Ebene giebt

(« — x) d3x — (B—y)dsy — (y — ^)d3g = 3dsd2s.

Bezeichnen wir nun wie vorher dyd2z — dzd2y, etc. durch X, Y, Z] dyd^z — dzd^y, etc. durch X’, Y', Z', und die Determinante Xd3x — Yd3y — Zd3s durch M, so giebt die Auflösung der vorigen Gleichungen

M(^a—«) = — X'ds2 + 3Xdsd2s, m[ß — y) = - Y'ds2 + 3Ydsd2s,

M (7 —     — Z'ds2 + 3Zdsd2s.

Indem wir diese Gleichungen quadriren und addiren, erhalten wir für R2 einen andern Ausdruck, welcher mit dem des letzten Artikels übereinstimmt, wenn man darin für 0 und de ihre Werthe substituirt.

Dieselben Gleichungen von drei auf einander folgenden Normalebenen bestimmen die Rückkehrkante der Polarfläche und liefern durch die leicht daraus entspringenden Relationen dxda — dydß — dzdy = 0, dxd2a — dyd2ß — dzd2y = 0, dx  dyd2^ — dßd’y   dy dad2y — dyd2a

dz    dßd2a—d«d?ß‘ dz   dßd2a — dad2ß die Sätze wieder: Die Tangenten in entsprechenden Punkten der Curve und der Rückkehrkante ihrer Polarfläche sind orthogonal. Die Tangente der einen und die Osculationsebene der andern Curve in entsprechenden Punkten sind orthogonal.

Wir fügen noch einige Beispiele hinzu.

Beispiel 1. Die eonische Spirale betrachten wir als die isogonale Trajectorie der geraden Erzeugenden eines Rotationskegels. Setzt man für x, y, z als rechtwinklige Coordinaten, t als eine unabhängige Variable, die nur positive Werthe annehmen soll, und m, n als Constante,

x — t cos (m log t), y = t sin (m log t), z = nt,

22 ■

so erhält man, weil x2+y‘= t2 ist, x2—y2—,2 = 0 als Gleichung des gegebenen Rotationskegels und 2 log (2+y2) = arc tang (%) als Gleichung eines projicirenden Cylinders der Curve, der von der Ebene 2 = 0 in einer logarithmischen Spirale geschnitten wird. Die Curve nähert sich dem Anfangspunkt der Coordinaten als asymptotischem Punkt.

Man erhält

da = { cos (m log t) — m sin (m log i)} dt, dy — { sin (m log t) — m cos (m log t) } dt^ dz — n .dt. daher ds = ^dx2 + dy2 — dz2 = dtV1+ m2 + 922, und für die

Richtungswinkel der Tangente


dx

— = cos a. ds




dy o

— == cos 3, ds




dz                 n

— = cos y = .     — ,

ds           yi-^-m2 — ^2



also constant, d. h. der Richtungskegel der Tangentenfläche ist ein Rotationskegel mit zur Axe z paralleler Axe; die Länge des Bogens der eonischen Spirale vom asymptotischen Punkte bis zu einem bestimmten Punkte derselben ist gleich der Länge des zwischen diesem und dem Schnittpunkte der Ebene z = 0 liegenden Stückes der Curventangente in ihm.

Der Winkel co zwischen Kegelseite und Curventangente ist bestimmt durch

	
1    - 22



cos CO = -      — •

~]/l — m2-]- n2

Für die Richtung der Hauptnormale erhält man mit dO als


Contingenzwinkel



dQ = V {d cos oiy + (d cos ß)2 -+ (d cos 7)2,

d cos &             d cos ß              d cos y -cos a =40) cosb =40, cos c =de ==0,

	
	
d. h. alle Hauptnormalen sind der Ebene z = 0 und folglich alle rectificirenden Linien der Axe z parallel, oder die rectificirende Developpable ist der oben erhaltene projicirende Cylinder, dessen gerade Erzeugenden die eonische Spirale unter dem Winkel y schneiden. Das Analoge gilt für jede Curve, deren Richtungskegel ein Rotationskegel ist.





Man hat m dy -         m dx t V1 + m2 + n2 d 6            t V1 + m2+ n2 de

, ma/ 1 — m2 t / 1 — m‘— n2

Der Krümmungsradius 0 ist daher _ ds_1 +m‘+n2 9   d^   mV1+m2

Mit X = dydz2 — dzdy, etc. hat man hier

X=--tdadt,  Y=--—dydrz Z = + (1 Imf)dt,

und mit der Quadratwurzel aus ihrer Quadratsumme

m V1+ m2 . V1+m2+n2 Z43 t

erhält man die Werthe für die Richtungscosinus der Binormale, 1 — m2 speciell cos v = / — +1,"—,, d. h. der Winkel zwischen Binor--            • 1-m’—n’’ male und Z-Axe ist constant.

Aus denselben Werthen folgt der Torsionswinkel

dy =       —:— • dt tV1 + m2 + n2

- . . . —.1 + m2 + n2 -     , und der Radius der Torsion r = - ———— t, sodass von der mn

Uebereinstimmung oder Verschiedenheit derVorzeichen von mn, n das Rechts oder Links der Windung abhängt.

Weil dQ:dy constant ist, so gilt der Satz von Bertrand: Die rectificirende Developpable ist ein Cylinder, dessen Erzeugende von der Curve unter constantem Winkel geschnitten werden.

DerWinkel zwischen zwei Hauptnormalen ist Vde2+ dy2 = dt, .            i —  (1 - m2-22)71+22,  . der Radius der Schmiegungskugel R = -—!——t und der Abstand ihres Mittelpunktes von der Schmiegungsebene = 0 11n2+" ’ Der Schmiegungsradius ist zur Kegelfläche x — y2 = " normal und schneidet ihre Axe.

Die Tangentenfläche der conischen Spirale ergiebt sich durch

Elimination von t zwischen x cos (m log t) + y sin (m log t) — , = 0, (y — mx) cos (m log t) — (x — my) sin (m log t) — mt = 0; man erhält t = 7 + 1 V a2+ y2 — 55 und als Gleichung der De-veloppabeln

«*+» - (x + »Ve + y — £)cos • log(#+ IV«*+y — %)

+(- V*+-:) «nmalss(: + IV-+- £).

Die zu xy parallelen Ebenen schneiden sie unter dem con-stanten Winkel v.

Beispiel 2. Die sphärische Epicycloide, deren Wälzungskreis dem Grundkreis gleich und zu ihm normal ist.

Für den Mittelpunkt der Kugel als Coordinatenanfang und xy als zur Ebene des festen Kreises z —— 1 parallel, sowie 9 als den veränderlichen Winkel der Symmetrieebene beider Kreise mit ihrer Anfangslage in y = 0 sind die Coordinaten des beschreibenden Punktes, der in der Anfangslage mit x = l, y = 0, z = — 1 zusammen fällt, ausgedrückt durch

x = 1 — cos g (1 — cos cp\ y = sin g (1 — cos q), % = •— cos ep.

Die Curve ist daher der gemeinsame Schnitt der Kugel x2— y2— 22 — 2, des parabolischen Cylinders (z — 2 )2 — x — % =0 und des Rotationskegels (x — 1)2 — y2 — (z — 1)2 = 0, also eine Raumcurve vierter Ordnung erster Art. Sie hat in x = 1, y = 0, s — 1 einen stationären Punkt und in (— 1, 0, — 1) eine stationäre Ebene von der Gleichung x-3: = 2. Der Krümmungsradius ist

sin 9 (3 — cos tpy-o 5                   ----- ,

	
	
V7 — 2 COS 9 und hat also für 9 — 0 im stationären Punkte den Werth 0 und für 9 = % in der stationären Ebene den Werth 2 10,4.





Der Radius der Torsion ist dort Null, hier Unendlich, und allgemein

7+2 cos 9

	
3 cot —



2

	
Der Maximalwerth von y ist —3V3 und tritt ein für 27 9 * • 3 *



Die Gesammtlänge der Curve ist 4 (V2 — log nat (1 —V2)).

Mit den Abkürzungen a=3(x — z—2), b==2y, c——(x—z), e = — (x — 3 z — 2) ist die Gleichung der Schmiegungsebene a — 4b tan P — 6 c tan2 % — e tan4 % = 0, und die Gleichung der Tangentenfläche der Curve

a(ae + 3 c2) — 6c(ae+3c2) (362 — ^ac) — 3e (362 — 4ac)2 = 0, und man hat

ae + 3 c2 — 12 { (e + 2)2 + a — % },

3 62 — 4 a c = 12 { (x — 1)2 + y2 — (e + 1)2 }.

Beispiel 3. Die Durchschnittscurve des elliptischen Cylinders 22    2 =1 mit dem coaxialen Rotationsparaboloid x" — 32 = 2p z kann durch die Substitution x = a cos 0, y — b sin 0 behandelt werden; ebenso die Durchschnittscurve des hyperbolischen Cylin-ders " — •, = 1 mit demselben Paraboloid durch x = a sec 0, a- b"                                                                              ’

y — b tan 0. Die Rectification erweist sich als nur von elliptischen Integralen abhängig. 64)

	
	
139.    Wir fügen eine Reihe anderer Ausdrücke hinzu, deren grösserer Theil einfacher geometrischer Beweise fähig ist, deren Details wir aber der Raumersparniss wegen unterdrücken.





Beispiel 1. Wenn 6 den Bogen der Curve bezeichnet, die den Ort der Centra der absoluten Krümmung bildet, so ist

do2 = do2 — ^dv]2, oder da == Bdy.

Beispiel 2. Ist X die Länge des Bogens für den Ort der R JR

Centra der sphärischen Krümmung, so hat man dE = —wo 8 = d® die Distanz zwischen den Centren des osculirenden Krei-d n]

ses und der osculirenden Kugel ausdrückt. Wir erhalten aus diesem Ausdruck unmittelbar Werthe der Radien der Krümmung und Torsion dieses Ortes, indem wir erinnern, dass der Torsionswinkel desselben der Winkel der Berührung des Originals ist und umgekehrt.

Beispiel 3. Der Winkel zwischen zwei auf einander folgenden rectificirenden Geraden ist dH.

Beispiel 4. Der Winkel 1 zwischen zwei auf einander folgenden Lagen von B ist durch die Formel R2i2 = ds2 — dS2 — dB2 bestimmt. 65)

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 12

	
	
	
IV. Abschnitt. Die Curven auf den Flächen.



	
140.    Es bleibt uns übrig, Einiges von den Eigenschaften der Curven zu sagen, insofern man sie als auf einer besondern Fläche gelegen betrachtet.





Wir wissen (vergl. Bd. I, Kap. X.), dass die Kugel ihre eigene Geometrie hat, in welcher die grössten Kreise die Stelle der geraden Linien in einer Ebene vertreten; in derselben Art hat jede Fläche ihre eigene Geometrie, in welcher die geodätischen Linien der Fläche den geraden Linien entsprechen.66)

Wir haben früher durch Anticipation die Fundamentaleigenschaft der geodätischen Linien gegeben (Art. 51). Aus dieser Eigenschaft, nach welcher die Normale der Fläche in der Ebene zweier auf einander folgender Elemente der Curve liegt und den Winkel zwischen ihnen halbirt, ergiebt sich die Differentialgleichung der Curve; U, U,, U3, welche den Richtungscosinus der Nor-.      ......              , da . dy , dz male proportional sind, müssen nach ihr zu C—, C—”, d— proportional sein, d. h. zu den Richtungscosinus der Halbirungs-linie. (Art. 120.) Wenn daher die Tangenten einer geodätischen Linie mit einer festen Ebene gleiche Winkel bilden, so sind die Normalen längs derselben dieser Ebene parallel, und umgekehrt.67) Denn aus der Gleichung dx . n dy . dz

a — — b— — c — == const., ds 1 ds 1 ds            7 welche ausdrückt, dass die Tangenten mit einer festen Ebene einen constanten Winkel bilden, können wir die andere

a U, + b U, + c U, = 0 ableiten, welche den Parallelismus der Normalen mit derselben Ebene bezeichnet.

	
	
141.    Wenn durch einen beliebigen Punkt einer Fläche zwei unendlich nahe und gleichlange geodätische Linien gelegt sind, so ist die Verbindungslinie ihrer Endpunkte rechtwinklig zu beiden.68)





Sind AB — AC die beiden unendlich nahen gleichen geodätischen Linien, und wäre dem Satze entgegen der Winkel bei B nicht ein rechter, sondern = 0, so nehme man auf BA einen

B G

Punkt D so an, dass BB === —> ist; dann darf man das Dreieck

2                    COS 0     2

Fig- 4. BCB, da alle seine Seiten unendlich klein , sind, als ein ebenes Dreieck behandeln, so dass LBCB ein rechter ist. Daher haben wir BC < BB, AB + DC < AB und daher < AC, d. h. AC ist nicht der kürzeste Weg auf der Fläche von A nach C, was der Voraussetzung von der geodätischen Natur der beiden Curven entgegen ist. Oder der Beweis kann auch geführt werden wie folgt: Die kürzeste Linie, welche man von einem Punkte A nach einer gegebenen Curve in einer Fläche ziehen kann, schneidet diese Curve rechtwinklig. Denn wenn sie es nicht thäte, so nehmen wir in dem Radius vector von A und unendlich nahe der Curve einen Punkt B und fällen von ihm eine Senkrechte zur Curve (indem wir längs BC ein Stück === BB cos 0 abtragen und den so gefundenen Punkt mit B verbinden). Wir können dann von B auf kürzerem Wege zur Curve gelangen, indem wir längs der Senkrechten gehen, als indem wir den angenommenen Radius vector verfolgen, welcher daher nicht die kürzeste Linie ist.

Wenn also jede geodätische Linie durch A die Curve rechtwinklig durchschneidet, so ist die Länge der geodätischen Linie von A bis zur ihr constant. Es ist auch mechanisch offenbar, dass der auf einer Fläche von einem festen Punkte aus durch einen gespannten Faden beschriebene Kreis überall rechtwinklig zur Richtung des Fadens ist.

	
	
142.    Der eben bewiesene Satz ist das Analogon des Fundamentalsatzes der Methode des Unendlichkleinen in ihrer Anwendung auf gerade Linien3); alle die am angeführten Orte mit Hilfe dieses Princips bewiesenen Sätze bleiben daher wahr, wenn wir in ihnen von geodätischen Linien auf irgend einer Fläche statt von geraden Linien in der Ebene sprechen. Z. B. Wenn wir auf irgend einer Fläche die einer Ellipse oder Hyperbel entsprechende Curve construiren, d. h. den Ort eines Punktes, für welchen die Summe oder Differenz seiner geodätischen Entfernungen von zwei festen Punkten der Fläche constant ist, so halbirt die Tangente in irgend einem Punkte des Ortes den Winkel zwischen den geodätischen Linien, welche den Berührungspunkt mit den beiden festen Punkten verbinden. Die Umkehrung dieses Satzes ist nicht minder wahr.





Ferner, wenn zwei geodätische Tangenten einer Curve durch irgend einen Punkt P mit der Tangente einer Curve, längs welcher sich P bewegt, gleiche Winkel bilden, so ist die Differenz zwischen der Summe dieser Tangenten und dem von ihnen auf der berührten Curve begrenzten Bogen constant. (Vergl. a. a. 0. Art. 266.) Oder, wenn man in den geodätischen Normalen einer Curve gleiche Stücke abträgt, so schneidet die Verbindungslinie ihrer Endpunkte alle diese Normalen rechtwinklig. Wenn zwei verschiedene Curven ein System geodätischer Linien gleichzeitig rechtwinklig schneiden, so fassen sie auf jedem Vector der Reihe eine con-staute Länge zwischen sich. Wir werden zunächst diese Principien auf die Theorie der geodätischen Linien auf Flächen zweiten Grades anwenden.

	
	
143.    So wie die Krümmung einer ebenen Curve durch das Verhältniss gemessen wird, in welchem der Winkel zwischen zwei auf einander folgenden Tangenten zum Bogenelement steht, so wird auch die geodätische Krümmung einer auf einer krummen Fläche verzeichneten Curve durch den Grenzwerth desVerhältnisses gemessen zwischen dem Element des Bogens und dem Winkel zwischen zwei auf einander folgenden geodätischen Tangenten derselben. Die folgende Bestimmung des Radius der geodätischen Krümmung verdankt man Liouville; 69) sie enthält gleichzeitig einen Beweis von Meunier’s Theorem.





Seien MN} NP zwei auf einander folgende und gleichlange Fig. 5.           Elemente der Curve, so verlängere man

7 MN nach NT = MN und fälle die N Normale TQ auf die Fläche und ver-/2 binde NQ und PQ. Weil NT einen un-P endlichkleinen Winkel mit der Fläche

7               macht, so ist seine Projection NQ ihm _                   gleich, NQ ist das zweite Element des •                     Normalschnittes und auch das zweite Element der geodätischen Verlängerung von MN. Ist nun 0 der Winkel der Berührung TNP, und 6‘ der Winkel der Berührung des Normalschnittes, so ist

TP = Qds, TQ = Q'ds.

Der Winkel QTP (= q) ist aber der Winkel zwischen der Osculationsebene der Curve und der Ebene des Normalschnittes,

Die geodätischen Linien auf den Flächen zweiten Grades. 144. 181 und da TQ = TP cos 9 ist, so haben wir 0‘ = 0 cos 9 und 1 _ cosjp d. . Me unier’s Theorem: R ist der Krümmungs-radius des Normalschnittes und 9 der der gegebenen Curve.

In derselben Art haben wir, da PNQ = 0" der geodätische Winkel der Berührung ist, PQ = ^'ds und PQ = TP sin 9, oder 1     sin 9

r 0

Der geodätische4) Radius der Krümmung ist also sin • Man sieht leicht, dass dieser geodätische Radius mit dem Radius der absoluten Krümmung derjenigen ebenen Curve übereinstimmt, in welche die gegebene Curve transformirt wird, wenn man die längs derselben der gegebenen Fläche umschriebene Abwickelungs-fläche in eine Ebene ausbreitet. Min ding hat gezeigt, dass die geodätische Krümmung bei der Biegung der Flächen im Sinne der Art. 173 f. unveränderlich ist, da auch sie nur (wie das Krüm-mungsmaass Art. 170) von E, F, G und ihren Differentialen abhängig ist. 70) Die Vergleichung ihres Zählers mit Null giebt die Differentialgleichung der geodätischen Linien wieder.

	
	
144.    Man kann die von dem Jacobi’schen ersten Integral dieser Differentialgleichungen ausgehende Theorie der geodätischen Linien auf den Flächen zweiten Grades von Joa-chimsthal's Fundamentalsatz abhängig machen, nach welchem in jedem Punkte einer solchen Curve die Grösse pD constant ist, wo p wie im Art. 166 Bd. I die Senkrechte auf die Tangentenebene des Punktes und D den zur Tangente der Curve in demselben Punkte parallelen Durchmesser der Fläche zweiten Grades bezeichnet. Derselbe kann von folgenden zwei Principien aus bewiesen werden:





	
1)    Wenn man von irgend einem Punkte aus an eine Fläche zweiten Grades zwei Tangenten zieht, so sind ihre Längen den parallelen Durchmessern proportional (vergl. Art. 74, Bd. I).


	
2)    Wenn man von zwei Punkten A, B einer Fläche zweiten Grades von dem einen auf die Tangentenebene des jedesmaligen



anderen Perpendikel fällt, so sind die Längen derselben denen der senkrechten Abstände des Centrums von denselben Ebenen proportional. Denn die Länge der Senkrechten von (x", y", z") auf die Tangentenebene in (x‘, y', z‘) ist

Wenn nun von den Punkten A, B nach irgend einem Punkte in der Durchschnittslinie der Tangentenebenen in A und B die Geraden AT, BT gezogen werden und AT mit jener Durchschnittslinie den Winkel i bildet, während die Tangentenebenen selbst einen Winkel c einschliessen, so ist die Senkrechte von A auf die Durchschnittslinie der Ebenen AT sin2 i und die von A auf die Tangentenebene in B AT sin i sin co; ebenso ist die Senkrechte von B auf die Tangentenebene in A B T sin i‘ sin co.

Wenn nun die Linien AT, BT mit der Durchschnittslinie der Ebenen gleiche Winkel bilden, so sind ihre Längen den senkrechten Entfernungen der Punkte A und B von beiden Ebenen proportional. AT und BT sind aber proportional zu D und D', und die bezeichneten senkrechten Entfernungen sind proportional zu den Senkrechten vom Centrum p‘ und p. Also ist Dp = D'p'.

In Art. 51 ward aber bewiesen, dass die successiven Elemente AT, BT einer geodätischen Linie mit der Durchschnittslinie der Tangentenebenen in A und B gleiche Winkel bilden; in Folge dessen bleibt die Grösse Dp unverändert, wenn wir in einer geodätischen Linie von Punkt zu Punkt gehen; q. e. d.

Diese Bemerkung des Art. 51 kann, genau festgestellt, eine andere Betrachtung begründen. Wenn die Normalen der Fläche in zwei auf einander folgenden Punkten der Curve gegen die betreffende Schmiegungsebene derselben gleich geneigt sind, so bilden sie auch gleiche Winkel mit jener Geraden, und die Winkel, welche derselbe Theil dieser Linie mit ihnen oder den Elementen selbst bildet, sind gleich oder supplementär, je nachdem die Normalen auf derselben Seite der Schmiegungsebene liegen oder nicht. Liegen sie auf derselben Seite, so durchschneiden sie sich, und die betrachteten Elemente gehören einer Krümmungslinie an.

Ihre Lage auf verschiedenen Seiten wird beim Uebergang zur Grenze zur Lage in der Schmiegungsebene selbst und die Curve zur geodätischen Linie. Auf einander folgende Elemente einer Krümmungslinie machen also mit denselben Seiten der Schnittlinie der bezüglichen Tangentenebenen der Fläche gleiche Winkel, solche einer geodätischen Linie supplementäre Winkel. Daraus ergiebt sich die Bündig-heit der Schlüsse dieses Art. für beide Fälle. »Aber auch so:

Sind also KN, NP auf einander folgende Elemente, NO die Schnittlinie der Tangentenebenen, so hat man entweder

LONK = l_ONP oder L ONK + L ONP = 180°;

ist dann CN' der zu NO parallele Halbmesser des Ellipsoids und legt man durch ihn parallel zur Schmiegungsebene MNP eine Ebene, so schneidet diese das Ellipsoid in einer Ellipse, welche der in der Schmiegungsebene enthaltenen ähnlich ist, und die auf einander folgenden Tangenten derselben NL'N', N'P' sind zu MN, NP respective parallel, also

L CN'K' = L CN'P' oder L CN'K' + L CN'P' = 1800.

Daher sind die Perpendikel von C auf K'N', N'P' gleichlang, und wenn man also parallel der Tangentenebene in einem Punkte der Curve eine Ebene durch das Centrum legt, so ist die Senkrechte vom Centrum auf die der Tangente der Curve parallele Tangente des Centralschnitts constant = q. Dann ist pDq das Volumen des umhüllenden Parallelepipeds, d. h. constant, und somit pD auch eine constante Grösse.

Einige Folgerungen für Flächen jeder Ordnung ergeben sich mit Leichtigkeit. Wenn eine Krümmungslinie eben ist, so bilden die Normalen der Fläche längs derselben mit einer festen Geraden denselben Winkel. Denn die auf einander folgenden Normalen sind gleichgeneigt zur Ebene der Curve, also auch zu ihrer Normale.

Wenn die Normalen einer Fläche längs einer geodätischen Linie einer festen Ebene parallel sind, so bilden die Tangenten der Curve mit einer festen Geraden gleiche Winkel. Denn eine Normale jener Ebene ist zu allen Tangentenebenen, also auch zu ihren Schnittlinien parallel, zu denen ja die Elemente der geodätischen Linie supplementäre Winkel bilden.

Wenn die Durchschnittslinie zweier Flächen eine Krümmungslinie für beide ist, so schneiden sich diese unter constantem Winkel5).

Sind MN und NP auf einander folgende Elemente der Durch-dringungscurve, so beschreibe man aus N mit NM = NP als Halbmesser eine Kugel, welche die Durchschnittslinien der Tangentenebenenpaare beider Flächen in 0 und Q respective durchschneidet. Dann sind nach der Natur der Krümmungslinie die Bogen grösster Kreise OM = OP, QN = QP} und da OQ den sphärischen Dreiecken OMQ und OPQ gemeinsam ist, so ist L OMQ = L OPQ} d. h. der Winkel der Tangentenebenen beider Flächen durch dasselbe Element ist constant.

Das Nämliche gilt für eine geodätische Linie, aber die Flächen berühren dann einander oder schneiden sich in einer Geraden. Denn dann sind die Bogen OM und OP, QM und QP supplementär; liegen dann die Linien MN, NO und NP nicht in einer Ebene, d.-h. ist MNP nicht gerade, so fallen nothwendig NO, NQ zusammen, und die Flächen berühren einander. Wenn aber die Elemente MN, NP in dieselbe Gerade fallen, so decken sich auf einander folgende Tangentenebenen jeder Fläche, und die Flächen schneiden einander in einer Geraden unter constantem Winkel.

Als specielle Fälle treten hinzu die Sätze: Wenn eine Krümmungslinie einer Fläche eben oder sphärisch ist, so schneidet die Fläche die Ebene oder Kugel längs derselben unter constantem Winkel, und umgekehrt. Für eine kreisförmige Krümmungslinie bilden die Tangentenebenen derselben einen Drehungskegel. Der Satz des Art. 47. Wenn zwei Flächen einander berühren, während die Berührungscurve eine geodätische Linie der einen ist, so ist sie auch eine geodätische Linie der andern.

	
145.    Wegen der Wichtigkeit des Joachimsthal’schen Satzes wollen wir überdies zeigen, wie er aus den Differentialgleichungen einer geodätischen Linie abgeleitet werden kann. 71)



Indem man die Gleichung

TT 2 TT 2 TT 2

R2

in welcher Ul} U,, U3 die Differentialcoefficienten sind und R2 für

ihre Quadratsumme steht, differentiirt und dann für U,, etc. d 4E etc. (Art. 140) substituirt, erhält man
[image: ]


Wir bemerken dabei, dass diese Gleichung auch für eine Krümmungslinie wahr ist; denn da 7, etc. die Richtungscosinus der Normale sind, so sind die Richtungscosinus einer Linie in derselben Ebene mit zwei auf einander folgenden Normalen und senkrecht zu ihnen (Art. 120) zu d(2), etc. proportional; es

di                                             / U. \

sind also die —, etc. einer Krümmungslinie den d( — ), etc.

OSI ) proportional. Wenn wir aber ferner

da2 . dy2 . ds2 1

ds2 ' ds2 T ds2 differentiiren und für “s den eben gegebenen Werth einführen, so erhalten wir auch die Gleichung
[image: ]

Durch wirkliche Ausführung der angedeuteten Differentiationen und Reduction des Resultats mittelst der Differentialgleichung der Fläche Ü\dx — U2dy — U^dß = 0 und ihrer Consequenz

dUtdx + dU2dy + dU^dß = — ^d2x + UTy+ U-^ß) erhalten wir

(dU^dx + dU2dy + dU^dß} (dRds — Rd’s)

+ (dU1d2x + dU^y + dU,d2£) Bds — 0, oder

d Ud2x + dU^^y + dU^d2 z . dB   d2s  0

dUdx + dü2dy + dUadz T B   ds

Diese Gleichung ist, mit Bds multiplicirt und wie vorher der Bedingung Uxdx — U2dy — U^dß = 0 unterworfen, wirklich das Product der beiden folgenden Determinanten

(U2dß— Usdy)d2x — ( Us dx— U dß)d2y — ( Ui dy— U2 dx)d2ß = 0, ( U dß — Uzdy)d ^-[-{U^dx — Udz)aV,+ ( U^y — U2dx)d U^ = 0, von denen die erste die Gleichung der geodätischen Linien, die andere die Gleichung der Krümmungslinien ist, da jene ausdrückt, dass die Hauptnormale in der durch die Tangente gelegten Nor-malebene der Fläche liegt, oder dass zwei auf einander folgende Elemente und die Flächennormale in einer Ebene liegen; während diese sagt, dass zwei auf einander folgende Normalen in einer Ebene liegen. (Vergl. Art. 45.) 72)

	
146.    Die vorige Gleichung ist also für eine geodätische oder eine Krümmungslinie in einer beliebigen Fläche wahr; wenn aber die Fläche nur vom zweiten Grade ist, so kann ein erstes Integral der Gleichung gefunden werden. In der That, wir haben dann aU,dz+aU,d2y+dU,d2% = 4ä(dU,dz+dU,dy—dU,dz), wie man leicht durch Anwendung der allgemeinen Gleichung der Flächen zweiten Grades oder einfacher durch die der Gleichung



,              «3 _ yl _ 22 L i a2 • b2 ' c2 bestätigen kann; im letzteren Falle ist

7 — — TJ — ~   7 — — 1 a2 ?         2 ö2 ‘         3 c2 ‘

— dx - dy , — dz d’i a?, d 02 62, 003 ' c2, und durch Substitution dieser Werthe ist die obige Gleichung begründet. Somit besteht die Gleichung des vorigen Artikels aus Theilen, welche einzeln integrirbar sind. Die Integration liefert

Ti\d U-^dx + d U2dy + d U^dz} — Cds2.

Nach den vorhergehenden Werthen ist aber 12_2*_y22_1 c4 p2‘

dUr dx . dU2 dydü3 dz  1 dx2 . 1 dy2 . 1 dz2 ds ds ' ds ds ' ds ds    a2 ds2 T 62 ds2 ' c2 ds2

Die rechte Seite dieser Gleichung bezeichnet nun den reci-proken Werth von dem Quadrate eines Centralradius, dessen .       . i               d x d y d z    .    . Richtungscosinus durch die Grossen Zs, T., Z. gegeben sind. Die geometrische Bedeutung des Integrals besteht daher darin, dass p D einer Constanten gleich sei.

Betrachtet man irgend einen ebenen Schnitt eines Ellipsoids, und nennt % die vom Mittelpunkt des Schnittes auf die Tangente gefällte Normale, d den zur nämlichen Tangente parallelen Durchmesser des Schnittes, und i den Winkel, den die Schnittebene mit der Tangentialebene der Fläche in dem Punkte des Schnittes bildet, so ist längs des Schnittes nd constant und pD ist offen-bar in einem Constanten Verhältnisse zu nd sin i, d. h. pD ver-ändert sich proportional mit sin i und ist also ein Maximum dort, wo die Ebene des Schnittes zur Fläche normal ist. Da aber die geodätische Linie eine Reihe von Normalschnitten osculirt, so ist für eine solche pD constant und sein Differential stets Null.73)

	
147.    Die Constante pD hat für alle geodätischen Linien, welche durch denselben Kreispunkt gehen, den nämlichen Werth. Denn in dem Kreispunkte ist die Grösse p allen gemein und hat den Werth "; da aber überdies der der Tangentenebene des Kreispunktes parallele Centralschnitt ein Kreis ist, so ist der der Tangente der geodätischen Linie parallele Durchmesser constant, nämlich stets gleich der mittleren Axe b. Wir haben daher für eine durch einen Kreispunkt gehende geodätische Linie pD = ac. Denken wir nun einen beliebigen Punkt der Fläche zweiten Grades mit zwei Kreispunkten derselben durch geodätische Linien verbunden, so muss, weil wir zeigten, dass p D für beide geodätische Linien das nämliche ist, und weil in ihrem Durchschnittspunkt die Grösse p für beide denselben Werth hat, auch das D für beide den nämlichen Werth haben, d. h. die Durchmesser, welche den Tangenten der geodätischen Linien in ihrem Durchschnittspunkte parallel gezogen sind, haben gleiche Länge. Zwei gleiche Durchmesser eines Kegelschnitts machen aber gleiche Winkel mit den Axen desselben, und wir wissen anderseits, dass die Axen eines der Tangentenebene eines gewissen Punktes parallelen Centralschnittes einer Fläche zweiten Grades den Richtungen der Krümmungslinien in diesem Punkte parallel sind. Oder: Die geodätischen Linien, welche irgend einen Punkt in einer Fläche zweiten Grades mit zwei Kreispunkten derselben verbinden, bilden mit den durch diesen Punkt gehenden Krümmungslinien gleiche Winkel.74)



Es folgt daraus, dass von den beiden geodätischen Linien, die irgend einen Punkt der Fläche mit den beiden entgegengesetzten Kreispunkten verbinden, welche in demselben Durchmesser liegen, die eine die Fortsetzung der andern ist; denn die Winkel sind gleichgross, welche diese geodätischen Linien mit jeder Krümmungslinie durch diesen Punkt bilden.

Nach Art. 142 ergiebt sich auch, dass die Summe oder


Differenz der geodätischen Entfernungen von zweiKreis-punkten für alle Punkte der selben Krümmungslinie con-stant ist. Die Summe ist constant, wenn beide Kreispunkte in Bezug auf die Krümmungslinie innerhalb gewählt sind, die Differenz, wenn — durch Einführung des entgegengesetzten für einen der Kreispunkte — der eine derselben innerhalb, der andere ausserhalb der Krümmungslinie ist.

Sind A, A' zwei entgegengesetzte Kreispunkte, und bezeichnet B einen anderen Kreispunkt, so folgt aus der Constanz der Summe PA + PB und der der Differenz PA' — PB

auch, dass PA — PA' constant ist, d. h. alle geodätischen Linien, welche zwei entgegengesetzte Kreispunkte vereinigen, sind von gleicher Länge. In der That, es ist offenbar, dass zwei unendlich nahe geodätische Linien, welche dieselben beiden Punkte in irgend einer Fläche verbinden, von gleicher Länge sein müssen.

148. Die Constante pD hat für alle geodätischen Linien, welche die nämliche Krümmungslinie berühren, denselben Werth. In Art. 166 Bd. I ward gezeigt, dass pD längs einer ganzen Krümmungslinie den nämlichen Werth behalte; in den Punkten, in denen eine Krümmungslinie von irgend einer geodätischen Linie berührt wird, haben aber beide Grössen p und D für die geodätische und für die Krümmungslinie denselben Werth.

Der Ort der Schnittpunkte von geodätischen Tangenten einer Krümmungslinie, welche zu einander rechtwinklig sind, ist in Folge davon ein sphärischer Kegelschnitt (vergl. Art. 150). Denn in einem solchen Schnittpunkte ist für r als seinen Abstand vom Mittelpunkte der Fläche und a2, b2 als Halbaxenquadrate des zur zugehörigen Tangentialebene parallelen Centralschnittes in Folge der 45° Neigung der geodätischen zu den entsprechenden Krüm




mungslinien




D2 ==




2a2b2 a2 + b2




und




somit ist




2 p2a2b2 a2 + 62




constant für




alle diese Punkte; also nach Bd. I, Art. 96 auch




a2 — b2 und folglich r2 constant.

In Folge dessen hat auch ein System von Krümmungslinien in einer Fläche zweiten Grades Eigenschaften, welche vollständig denen des Systems confocaler Kegelschnitte in einer Ebene analog sind, indem die Kreispunkte den Brennpunkten entsprechen. Z. B. Zwei geodätische Tangenten, die von irgend einem Punkte



der einen an eine andere gezogen sind, machen mit der Tangente der ersteren in diesem Punkte gleiche Winkel. Auch der Satz von Graves für ebene Kegelschnitte6) bleibt für ein System von Krümmungslinien gültig: Der Ueberschuss der Summe zweier Tangenten einer Krümmungslinie über den von ihnen umspannten Bogen derselben ist constant, so lange der Durchschnittspunkt derselben eine Krümmungslinie der nämlichen Art durchläuft.

	
	
149.    Die Gleichung pD = const. kann in einer anderen vortheilhaften Form geschrieben werden.75)





Seien a , a" die primären Halbaxen von zwei confocalen Flächen durch irgend einen Punkt der Curve, und bezeichne i den Winkel, welchen die Tangente der geodätischen Linie mit einer der Haupttangenten macht, so ist, weil nach Bd. I, Art. 164 a2 — a‘2, a2 — a"2 die Halbaxen des zur Tangentenebene parallelen Centralschnittes sind, jeder andere Halbdurchmesser dieses Schnittes durch die Gleichung gegeben

1 ___ cos2 i . sin2 i

D2 a? — a”2 Ta? — a"i, und überdies ist 1 - —---a‘?)(a3—a—) • (Bd. I Art. 165.)

Die Gleichung pD — const. ist daher mit der anderen (a? — a'2) cos2 i + (a? — a"2) sin2 i = const.

oder mit a2 cos2 i — a"2 sin2 i = const. identisch.

	
	
150.    Der Ort des Durchschnittspunktes zweier geodätischer Tangenten einer Krümmungslinie, welche sich rechtwinklig schneiden, ist ein sphärischer Kegelschnitt. Dieser Satz kann in derselben Art, wie der entsprechende Satz für ebene Kegelschnitte bewiesen werden. Wir haben für a', a" als die dem Durchschnittspunkt entsprechenden Halbaxen a" cos2i — a"2 sin2i = const., a2 sin2i — a"2 cos2i = const., also auch            a2 — a"2 = const.





In Folge dessen ist die Entfernung des Durchschnittspunktes vom Centrum der Fläche constant (Bd. I, Art. 161), und der Ort desselben ist die Durchschnittscurve der gegebenen Fläche zweiten Grades mit einer concentrischen Kugel. Der Beweis bleibt gültig, wenn die geodätischen Linien Tangenten verschiedener Krümmungslinien sind; und als einen speciellen Fall erhalten wir den Satz, dass der Ort des Fusspunktes der geodätischen Senkrechten von einem Kreispunkte zu den Tangenten einer Krümmungslinie ein sphärischer Kegelschnitt ist.

	
	
151.    Den Ort des Durchschnittspunktes derjenigen geodätischen Tangenten einer Krümmungslinie zu bestimmen, welche sich unter einem gegebenen Winkel schneiden.76)





Die Tangenten einer gegebenen Krümmungslinie von irgend einem Punkte a', a" aus sind bestimmt durch die Gleichung a"2 cos2 i — a"2 sin2 i — ß, und da sie mit jeder der durch den Punkt gehenden Haupttangenten gleiche Winkel bilden, so ist der Winkel i, den sie mit der einen derselben einschliessen, die Hälfte des von beiden mit einander gebildeten Winkels. Wir haben daher


tan 10 ==




yß — a"2

Va’—B




tan 0 ==




2Vß — a"?Va‘—ß a'2 + a"2 — 2ß



(a‘2 — a"2 - 23)2 tan20 = 4ß(a‘2 + a"2) - 4a"a"2 - 4ß3.

Durch die Relationen (Bd. I, Art. 160, 161) a2 — a"2 = x2 + y2 + z2 + b2 + c2 — a2,

/272 _ a3(a? 62) (a2 — c0

wird diese Gleichung auf gewöhnliche Coordinaten reducirt, und man erkennt, dass der fragliche Ort der Durchschnitt der gegebenen Fläche zweiten Grades mit einer Fläche vierter Ordnung ist.

Michael Roberts hat durch die Methode des Art. 188 in Bd. I bewiesen, dass die Projection dieser Curve auf eine Ebene der Kreisschnitte der Ort des Durchschnitts der unter constan-tem Winkel sich schneidenden Tangenten für den Kegelschnitt ist, in welchem die Krümmungslinie projicirt wird. Wenn man also von einem beliebigen Punkte des Ellipsoids zwei geodätische Tangenten an eine Krümmungslinie zieht, so ist der von ihnen gebildete Winkel demjenigen Winkel gleich, welchen die von der Projection des Punktes durch Parallelen zur kleinsten Axe auf die cyclische Ebene an die entsprechende Projection der Krümmungslinie gehenden Tangenten bilden.

Da die Kreispunkte als Durchschnitte der Fläche mit einer Grenzfläche der Familie confocaler Hyperboloide (Bd. I, Art. 158) eine Krümmungslinie repräsentiren, so überträgt sich dieser Satz auf die geodätischen Linien, welche einen Punkt mit zwei Kreispunkten verbinden, und ihre Projectionen. Für die Constanz des Winkels wird der Ort der Projection des Punktes ein Kreis; insbesondere für den Fall des Art. 150 der Hauptkreis der Projection der Krümmungslinie. Auch ist der Winkel, welchen die geodätische Tangente einer Krümmungslinie aus P mit der geodätischen Verbindungslinie des Punktes P mit einem Kreispunkt bildet, gleich seiner Projection; und der Winkel, welchen die geodätischen Tangenten zweier Krümmungslinien aus einem Punkte bilden, dem Winkel gleich, welchen die von der Projection des Punktes an die Projectionen dieser Krümmungslinien gehenden entsprechenden Tangenten bilden.

	
	
152.    In Art. 176 Bd. I wurde bewiesen, dass zwei confocale Flächen existiren, welche eine gegebene gerade Linie berühren; dass, wenn die Axen der drei durch irgend einen Punkt der Linie gehenden confocalen Flächen durch a, a , a", und die Winkel, welche die Linie mit den drei Normalen in diesem Punkte bildet, durch a, ß, y bezeichnet werden, die grossen Axen der berührten confocalen Flächen durch die quadratische Gleichung





COS2 «   , COS2 ß . COS2 y ___ 2

a? — a? T a'2— a2 ' a"2 — a2 bestimmt werden. Setzen wir nun voraus, die gegebene Linie sei eine Tangente der Fläche von der Axe a, so ist cos a = 0, weil die Linie dann zur Normale der ersten Fläche senkrecht ist, und wir haben cos ß = sin y, weil die Tangentenebene der Fläche a ebensowohl die Linie, als auch die beiden andern Normalen enthält. Der Winkel y ist derselbe, den wir in den unmittelbar vorhergehenden Artikeln i genannt haben. Die Axe der zweiten von unserer geraden Linie berührten confocalen Fläche wird durch die Gleichung

sin i . COS2 i -      ,        ,.               ,79 • , .       ,

“79 ä ——779 ä == oder a " cos” % — a - sin” 2 == a” C -— a1 « -— a2 7                  1 bestimmt. Wenn wir nun die Gleichung einer geodätischen Linie nach Art. 149 in der Form a‘2 cos2i — a"2 sin’i = a2 schreiben, so erhellt aus diesem Artikel, dass diese Gleichung den Satz ausspricht: Alle Tangenten längs der nämlichen geodätischen Linie berühren eine confocale Fläche von der primären Axe a. 77)

Die geodätische Linie selbst berührt die Krümmungslinie, in welcher diese confocale die ursprüngliche Fläche durchschneidet; denn die Tangente der geodätischen Linie in dem Punkte, in welchem sie die confocale Fläche schneidet, berührt nach dem eben Bewiesenen auch die confocale Fläche selbst in diesem Punkte. Somit haben die geodätische Linie und die Durchschnitts-curve der ursprünglichen mit der confocalen Fläche eine gemeinschaftliche Tangente.

Die osculirenden Ebenen der geodätischen Linie sind offenbar Tangentenebenen derselben confocalen Fläche, weil sie die Ebenen zweier auf einander folgenden Tangenten dieser Fläche sind.

Nach Art. 147 ist der Werth von pDf welcher einer durch einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie entspricht, == ac, und die entsprechende Gleichung ist daher

a"2 cos2 i + a"2 sin2 i = a2 — b2.

Die confocale Fläche, deren primäre Axe — Ya2 — 62 ist, reducirt sich aber auf den durch die Kreispunkte gehenden Focal-kegelschnitt. Wir erhalten somit als einen speciellen Fall des eben bewiesenen Satzes den folgenden: Alle Tangenten einer geodätischen Linie, die durch einen Kreispunkt geht, durchschneiden den Focalkegelschnitt, welcher dieKreis-punkte enthält. Wenn umgekehrt von irgend einem Punkte 0 dieses Focalkegelschnitts an die Fläche geradlinige Tangenten gezogen und dieselben auf der Fläche geodätisch verlängert werden, so gehen die so erzeugten Linien durch den entgegengesetzten Kreispunkt, und die Gesammtlängen derselben, von 0 bis zu diesem letzteren gerechnet, sind gleichgross.

	
	
153.    Aus dem in Bd. I, Art. 176 bewiesenen Satze, dass die Tangentenebenen, welche durch irgend eine gerade Linie zu den zwei sie berührenden confocalen Flächen gelegt werden, zu einander rechtwinklig sind, hätten wir, genau so wie im Art. 52, direct erkennen mögen, dass die Tangenten einer geodätischen Curve eine confocale Fläche berühren. Denn da die Ebene zweier auf einander folgender Tangenten einer geodätischen Linie zur Fläche normal ist, so berührt sie die confocale Fläche, welche von der ersten jener Tangenten berührt wird. Die zweite Tangente der geodätischen Linie berührt in Folge dessen diese nämliche confocale Fläche, und in derselben Art thun es alle folgenden Tangenten derselben. Von dieser Begründung des im letzten Artikel gegebenen Satzes aus hätten wir durch Umkehrung der Schritte des Beweises zu einem unabhängigen Beweis des Satzes pD — const. für geodätische Linien gelangen können.


	
154.    Die einer Fläche zweiten Grades längs einer geodätischen Linie umgeschriebene abwickelbare Fläche hat ihre Rückkehrkante in einer andern Fläche zweiten Grades, welche für alle dieselbe Krümmungslinie berührenden geodätischen Curven die nämliche ist.





Denn jeder Punkt der Rückkehrkante ist der Durchschnitt von drei auf einander folgenden Tangentenebenen der gegebenen Fläche zweiten Grades, und die drei Berührungspunkte bestimmen nach der Voraussetzung eine Osculationsebene einer geodätischen Curve, welche nach Art. 152 eine feste confocale Fläche berührt. Der Punkt in der Rückkehrkante ist der Pol dieser Ebene in Bezug auf die gegebene Fläche zweiten Grades, und der Pol der Tangentenebene einer Fläche zweiten Grades in Bezug auf eine andere Fläche zweiten Grades liegt in einer dritten festen Fläche vom zweiten Grade. (Vergl. Bd. I, Art. 112, 215.)

	
	
155.    Chasles hat an das im Art. 148 gegebene Theorem von Michael Roberts die folgende Erweiterung angeschlossen: Wenn ein in zwei festen Punkten einer Fläche zweiten Grades A befestigter Faden durch ein längs einer con-focalen Fläche zweiten Grades B sich bewegendes Gewicht gespannt wird (sodass derselbe in geodätischen Linien aufgewunden ist, wo er die Flächen berührt, und in geraden Linien in dem Raume zwischen beiden), so beschreibt der schwere Punkt desselben eine Krümmungslinie der Fläche zweiten Grades B.





Denn die zwei geodätischen Linien der Fläche B, welche sich in dem zum Orte gehörigen Punkte P schneiden, machen daselbst mit dem Orte von P gleiche Winkel; diese geodätischen Linien haben aber die geradlinigen Theile des Fadens, welche beide dieselbe confocale Fläche berühren, zu Tangenten, und in Folge dessen ist nach Art. 152 die Grösse pD für beide geodätischen Linien dieselbe und die Halbirungslinie des von ihnen gebildeten Winkels demnach eine Krümmungslinie.

Ein specieller Fall dieses Satzes ist derjenige, nach welchem (Bd. I, Art. 185.) die Focalellipse einer Fläche zweiten Grades mittelst eines in zwei festen Punkten in entgegengesetzten Zweigen ihrer Focalhyperbel befestigten undehnbaren Fadens beschrieben werden kann.

	
	
156.    Elliptische Coordinaten. Die in den Art. 150, 151 angewendete Methode, nach welcher die Lage eines Punktes anf Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Aufl. 13





dem Ellipsoid durch die primären Axen der beiden Hyperboloide bestimmt wird, welche sich in ihm schneiden, wird die Methode der elliptischen Coordinaten genannt. (Vergl. Art. 160, 188, Bd. I.) Sie ist ein Specialfall der in Art. 157 f. entwickelten Methode zweier Parameter u und v von Gauss. Um Accente zu vermeiden, folge ich Liouville in der Bezeichnung der bisher durch a, a" ausgedrückten Grössen durch die Buchstaben u, v. 78) in dieser Bezeichnung ist die Gleichung einer Krümmungslinie des einen Systems von der Form u = const., und die einer Krümmungslinie des andern Systems von der Form v = const.

Die Gleichung einer geodätischen Linie (Art. 149) wird u2 cos2 i — v2 sin2i = u‘, und für eine geodätische Linie, welche durch einen Kreispunkt geht, hat man speciell

u”a = a—= 13.

Man erinnert sich (Art. 157, Bd. I), dass u zwischen den Grenzen h und k für k2 = a2 — c2, v zwischen den Grenzen h und 0 enthalten ist.

Indem man die Gleichung einer geodätischen Linie in die Form bringt

u? + v2 tan2 i = u”(1 + tan2 i),

erkennt man, dass die Werthe u2 = v2, tan2 i = — 1 unabhängig von u‘ ihr genügen; es folgt daraus, dass das nämliche Paar von einem Kreispunkte ausgehender imaginärer Tangenten alle Krümmungslinien berührt — worin eine weitere Analogie dieser Punkte mit den Brennpunkten ebener Kegelschnitte erkannt ist. 79)

	
	
157.    Man soll das Bogenelement irgend einer Curve in der Fläche in elliptischen Coordinaten ausdrücken.





Wir betrachten zuerst das Element einer Krümmungslinie u = const. Sei diese Linie von den beiden auf einander folgenden Hyperboloiden mit den Axen v und (y — dv) geschnitten, so ist, weil sie von denselben rechtwinklig durchschnitten wird, das zwischen ihnen liegende Element derselben zugleich die Differenz zwischen den centralen Senkrechten auf die Tangentenebenen der beiden Hyperboloide. Nach Art. 180, Bd. I, ist

(p"+ dp'y —p"2 = (y + dv)2 — v2, oder p"dp" = vdv.

Da aber nach dem Vorigen dp" — dß oder gleich dem Element des betrachteten Bogens ist, so haben wir

1

 Es ist durch Bertrand bewiesen worden, dass für ein constan-tes Verhältnis r : Q die Curve nothwendig eine auf einem Cylinder verzeichnete Schraubenlinie, und durch Puiseux, dass für constante' Werthe von r und Q sie die Schraubenlinie speciell eines Kreiscylinders sein muss. Immer lässt sich eine Schraubenlinie finden, die mit einer räumlichen Curve eine Berührung zweiter Ordnung nach Krümmung und Torsion bildet; die Schraubenlinie ersetzt in diesem Sinne den Kreis in seiner Rolle als Krümmungskreis ebener Curven. (Art. 130.)

2

 Die Charaktere der abwickelbaren Polarfläche können durch einfache Schlüsse untersucht werden; so ist leicht zu sehen, dass die Klasse dieser abwickelbaren Fläche ist m — r, wo m und r die in Art. 88 ihnen beigelegte Bedeutung haben. Ihre Ordnung ist ferner ==3m—n, die Ordnung ihrer Rückkehrkante = 5m — a, und sie besitzt keine stationären Ebenen. Denn unter der Voraussetzung, dass die unendlich fernen Punkte der gegebenen Curve von allgemeiner Be-

schaffenheit sind, entsprechen ihnen Normalebenen, die ganz im Unendlichen liegen, und die entsprechenden Erzeugenden der Polar-Deve-loppabeln sind gemeinschaftlich zu drei auf einander folgenden Ebenen. Die unendlich ferne Ebene schneidet also die Polar-Devoloppable in m Geraden, welche dreifach zählen und in einer Curve nter Ordnung. (Vergl. Art. 44; dazu auch „Höhere Curven“, Art. 110 f.)

3

 Vergl. „Kegelschnitte“ p. 311 f.

4

 Ich habe den durch 0. Bonnet eingeführten Namen „zweite geodätische Krümmung“ nicht angenommen. Es ist beabsichtigt, die Grenze des Verhältnisses auszudrücken, welches durch das Bogenelement und den Winkel der Normale des einen Endpunktes gegen die Ebene des Elementes und der Normale am anderen Endpunkte bestimmt ist.

5

 Derselbe Satz kann auch aus der Gleichung des Art. 53 (da — pdz^dy = (dy + yd3}dp geschlossen werden.

6

 Vergl. „Kegelschnitte“, Art. 266.



oder



Aa"2b"2c"2_ v2(h2—v2) (k2—v2) (a? — a"2) (a‘2 — a"?)      (a?—72)(u?—72) 3

, 9 (a2—v2) (u2—v2) do = (12—/73)(762—2/773)


dv2.



In derselben Art finden wir das Element des Bogens der Krümmungslinie v = const. durch die Formel gegeben


dG2 ==



(a2—u2) (u2—v2) 2 (u?— h2) (k2—u2) "L '

Wenn man nun durch die Endpunkte des Bogenelements irgend einer Curve Krümmungslinien beider Systeme legt, so entsteht ein elementares Rechteck, von welchem dG, do' die Seiten sind, während ds die Diagonale ist. Man erhält daher für das Bogenelement irgend einer Curve

72 _ (a?—u3) (u?—72) 2 _ (a?—72) (u247%) 13 (u2—h2) (l2—u2) (h2— 2) (k2—v2)

	
	
158.    In gleicher Art können wir den Inhalt irgend eines durch zwei Paare von Krümmungslinien u,, "2; 71, 72 begrenzten Flächen theils ausdrücken. Für das Flächenele-ment erhält man 80)





7 7 __ (u?— v2)v{(a?— u?) (a2— v2)} “01"02— V{(u?—h?) (2—u?) (h2—72) (R2—72)} """"‘

und das Integral dieses Ausdrucks ist

M1


4   V(a?— v2) dv

V{(h2—72) (42—72)}



u?v(a?— u?)du

J V{(u*—h3)(63—u3))

u2

Mj                                      71

(° V(a2 — ix2)d^        ( v2v(a? — v^dv j V{(u—h2) (42—u3)} ’ . V{ (3— 72) {k2—72)} u2                                         v.

So können wir ferner die Differentialgleichung der orthogonalen Trajectorie einer Curve finden, deren Differentialgleichung Kd^, — Ndv — 0 ist.

Denn die orthogonale Trajectorie zu PdG — QdG' = 0 ist offenbar d — do = 0, weil dG, dG' ein System rechtwinkliger Coordinaten bilden; wenn man also Md(i — Ndv durch die Formeln des letzten Art. in die Form PdG-\-QdG' bringt, so wird damit auch die Gleichung der orthogonalen Trajectorie gefunden; wir erhalten sie in der Form

a2 — u? du        a? — 72 dv

(u?—h?) (I2—u?) M ~ (h2—72) (72—72) N — •

	
	
159.    Das betrachtete erste Integral einer geodätischen Linie u? cos2 i+, sin2 i = u2 kann in eine Form gebracht werden, in welcher die Veränderlichen getrennt sind, nnd ans der sich das zweite Integral ableiten lässt. Diese Gleichung giebt






tani=V(H,).

Anderseits ist aber

; _ do’ _ V{(a2—u2)(h2—v2)(k2—v2)} du de V{(a2— v2)(u2— h2)(k2— u2)} dv ‘

und man erhält somit durch Vergleichung beider Werthe

V(a?— ijd^dfi          .         V(a?—v)dv

V {(ft2- u‘2) (u?— h2) (73— u?) } — V(u‘2—72) (2—72) (42—72)}

eine Gleichung, deren Glieder getrennt integrirt werden können.81)

Wenn die geodätische Linie durch die Kreispunkte geht, so haben wir u‘== h2 (Art. 156), und die Gleichung derselben wird


__V(a2—u2)

(u2—h2) y{k2—^)



du+Yd—”_—dv=0

" — (h2—71) y(jy—71)

	
	
160.    Einen Ausdruck für die Länge eines Theils einer geodätischen Linie zu entwickeln. Das Element der geodätischen Linie ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten da, dß' sind, und welches i zum Basiswinkel hat. Wir haben daher





ds = sin i dß' — cos i dß, und erhalten durch Einführung der Werthe


sin i =




V(u2— u‘2)

V(u2—v2) ‘




cos i =




V(u‘—v2)

V(u2—v2)



und der im Art. 157 gegebenen Werthe von dß, dß'


ds
[image: ]





(u2—u‘)(a2—u2)\

(u2 — h2} (k2 — ft2) J




± dvV{




(ft'2—v2)(a?— v2) | (h2— 72)(2— 72))



Wenn 9 das Element einer durch die Kreispunkte gehenden Linien bezeichnet, so ist ferner

d^ - a„V/($—#) + avV(E%),

und es mag bemerkt werden, dass wir, wenn dem Radical im letzten Art. das Zeichen — gegeben ist, dem Radical dieses Art. das Zeichen — geben müssen; dies erhellt, indem man nach Art. 158 die Differentialgleichung der orthogonalen Trajectorie einer durch einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie bildet, eine Gleichung, welche mit do = 0 äquivalent sein muss. (Art. 141.)

	
	
161.    Anstatt die Lage eines Punktes auf einem Ellipsoid durch die elliptischen Coordinaten u, v zu bezeichnen, können wir geodätische Polarcoordinaten anwenden und einen Punkt durch seine geodätische Entfernung 9 von einem Kreispunkt und den Winkel co bestimmen, welchen der Radius vector mit der Verbindungslinie der Kreispunkte bildet. (Vergl. Art. 175.)





Die Gleichung einer durch einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie (Art. 159) giebt die Summe zweier Integrale gleich einer Constanten. Diese Constante kann nicht eine Function von Q sein, weil sie längs derselben geodätischen Linie sich nicht ändert; sie muss also eine Function von co allein sein, und wenn wir von irgend einem Punkte zu einem unendlich nahe gelegenen übergehen, der nicht in dem nämlichen geodätischen Radius vector liegt, so haben wir

Va’-aö.du + V(a*—5.dr - (()

(u2 — h2)V(k2 — u2)    (h2 — v2) V(k2—v2)

Wir bestimmen die Form der Function durch Rerechnung ihres Werthes für einen Punkt, der dem Kreispunkt u = v = h unendlich nahe ist; dann wird die linke Seite der Gleichung 1/7/02—72 i          / du . dv \

/ (1*—h3) * Grenze von (u*—h3 + 13—73) , und für u = h — n, v = h — & ist die Grösse, deren Grenze wir zu finden wünschen, drj           de

2hn+n2   2he—82‘ welches, wenn n und & unbegrenzt abnehmen, in die Grenze 1 (dn — de) übergeht, oder 1 d log —• 21“ e J            2 h °8

Da nun der Aussenwinkel des Scheitelwinkels in dem von den Verbindungslinien eines beliebigen Punktes mit zwei Kreispunkten gebildeten Dreieck durch die Richtung der Krümmungslinie halbirt wird, so ist derselbe das Doppelte des Winkels i in u? cos2 i + v2 sin2 i = h2.

Wenn beim Uebergang zur Grenze die Spitze des Dreiecks sich dem Kreispunkt nähert, so wird der Aussenwinkel desselben gleich co, und im Kreispunkt gilt die Gleichung

(h + 7)2 cos2 40 + (h — e)2 sin2 40 = h2, also in der Grenze tan2 lo = l.

Die linke Seite der Gleichung ist somit in der Grenze

21/ (763—13) a (10g tan 20):

Wir haben daher

V(a3 — u)du    . V(a?—v2)dv __ 11/7a3—h?\ da

^-li^yij^^) TT (13—72) V(3—73)   7/ V3- h2) sin 0 ’

Und die Constante, welche in der integrirten Gleichung der durch einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie auftritt, ist von der Form

21V (ETs) log tan’to + C.

	
	
162.    Wenn P, Q zwei auf einander folgende Punkte einer Curve auf der Fläche sind, und wenn PP' zu dem geodätischen Radius vector OQ rechtwinklig ist, so ist offenbar PQ2=PP2—PQ2





Weil aber nach Art. 141 OP — OP' ist, so ist auch P'Q=da, während PP' als das Bogenelement eines geodätischen Kreises, für welchen 0 constant d. h. do = 0 ist, von der Form Pdco sein muss. Das Bogenelement einer Curve in irgend einer Fläche kann somit (vergl. Art. 175) durch eine Formel

ds2 = do? + P2da2 ausgedrückt werden. Wir untersuchen die Form der Function P für den Fall der durch den Kreispunkt eines Ellipsoids gehenden Radien vectoren, indem wir die Krümmungslinie u = u‘ betrach-


ten.




und



Wir haben dann (Art. 160)

43 L 333 (u”3—72) (a3—73) (h2— v2) (k2— v2) ‘

nach demselben Artikel

7 2     7 2 a2—72

do dy 12_72,


also




P2düP =



(u‘2—h2) (a2—v2)

(h2—v2) (2—72) ":

Aber nach Art. 161 ist für u als eine Constante
[image: ]

und man erhält somit durch Substitution

72 — (a?- 73)(2—72) (u‘2-13) _       b^b'^b"^

12(72 — 12) sin2 co          (62 — a?) (b2 — c2) sin2 co ‘


oder nach Bd. I, Art. 160 P2 = -— und daher P = .3 •

7                         sin" co                          sin m

Es ist bei dieser Untersuchung nicht unumgänglich, das Resultat des letzten Art. vorauszusetzen. Wenn wir für die rechte Seite der Gleichung desselben eine unbestimmte Function von o substituiren, so wird in derselben Art bewiesen, dass P = y @(c) ist. Wir bestimmen dann die Form der Function durch die Bemerkung, dass in der Nachbarschaft des Kreispunktes die Ober-lläche sich der Form einer Kugel nähert; da für die Kugel die Formel der Rectification ds2 = d^2 — sin2 9 do2 ist, so muss P = sin Q sein, und da für dieselbe überdies y = sin 9 sin c ist, so hat die y multiplicirende Function den Werth in - •

	
	
163.    Betrachten wir nun das durch Verbindung eines Punktes P mit den beiden Kreispunkten 0, 0' gebildete Dreieck, so haben wir für den Bogen OP die Function P = .3 und für den P °                                       sin co





mit dem andern Kreispunkte vereinigenden Bogen O'P die Func-tion P = sin 07, d. i. P: P = sin c : sin Co ; eine Gleichung analog derjenigen, welche ausdrückt, dass die Sinus der Seiten eines sphärischen Dreiecks den Sinus der Gegenwinkel proportional sind, da P und P' in der Rectification der ellipsoidischen Bögen den sin Q, sin Q‘ auf der Kugel entsprechen.

	
	
164.    Ist ferner Pein Punkt einer Krümmungslinie, so haben wir (Art. 147) d^ — d^ — 0, wenn Q und o‘ die Entfernungen von den Kreispunkten bezeichnen; ist dann 0 der Winkel, welchen der Radius vector OP mit der Tangente bildet, so ist das normale Element Pdw offenbar gleich d^ tan 0.





Da aber der Radius vector O'P auch den Winkel 0 mit der Tangente bildet, so haben wir

Pdco + P'dco' = 0, d. i. do + do‘ = 0; oder tan 3c . tan 3 co’ ist constant, wenn die Summe der Seiten des Dreiecks gegeben ist, und tan 1 c ist zu tan 2co' in einem gegebenen Verhältniss, wenn die Differenz der Seiten gegeben ist. Wird die Entfernung zwischen zwei Kreispunkten als Basis des geodätischen Dreiecks genommen, so ist der Ort seines Scheitels eine Krümmungslinie, ebensowohl wenn das Product, als wenn der Quotient der Tangenten seiner halben Basiswinkel gegeben ist.82)

Aus diesem Satze entspringen mehrere Zusätze, z. B.: Wenn eine geodätische Linie durch einen Kreispunkt 0 eine Krümmungslinie in Punkten P, P' schneidet, so ist je nach der Art der Krümmungslinie entweder das Product oder der Quotient von tan ^PO'O und tan ^P'O'O constant.

Ferner: Wenn die geodätischen Linien, welche zwei Kreispunkte mit irgend einem Punkte P einer Krümmungslinie verbinden, dieselbe überdies in den Punkten P', P" schneiden, so ist der Ort des Durchschnittspunktes der transversalen geodätischen Linien O'P', OP" eine Krümmungslinie derselben Art.

	
	
165.    Mich. Robert’s Ausdruck für das Element des zu einer umbilicalen geodätischen Linie normalen Bogens ist von Hart in folgender Art erweitert worden: Sind OT, OT' zwei auf einander folgende geodätische Linien, welche die im Durchschnitt der Fläche A mit einer confocalen Fläche B gebildete Krümmungslinie berühren,





Fig. 6.
[image: ]

und ist do der Winkel, unter welchem sie sich durchschneiden, so berührt die Tangente in dem Punkte T zu einer von ihnen die Fläche B in einem Punkte P (Art. 152); und wenn TT' als con-jugirt zu TP genommen ist, so geht die Tangentenebene in T' durch TP (Art. 9), und die Tangente der geodätischen Linie in T'

berührt die confocale Fläche B in demselben Punkte P. Wir wünschen nun die normale Entfernung von T' und TP in der Form Pdw auszudrücken. Vorausgesetzt, dass die Tangenten der geodätischen Linien in den nächstfolgenden Punkten T1, T^ sich in P unter einem Winkel doi schneiden, dass ferner die Normalen in den Punkten 71, T^ zur Fläche der geodätischen Linien die Tangenten PT} PT' in den Punkten T^, T,’ schneiden, so sind, da die Differenz zwischen T T,’ und T2T^ ein Unendlichkleines der dritten Ordnung ist, PT^dy und P1T1dcpx mit demselben Grade der Annäherung einander gleich, und da PTi} PT den Durchmessern D, Dx der Fläche B proportional sind, welche den zwei auf einander folgenden Tangenten der geodätischen Linie parallel laufen, so ist (Bd. I, Art. 74 und „Kegelschnitte“ Art. 111, II.)

Ddcp = JJ1dcp1,

	
d. i. diese Grösse bleibt unverändert, wenn wir längs der geodätischen Linie vorwärts gehen. Nun ist im Punkte 0 dtp — dm] wenn also D^ den Durchmesser der Fläche B bezeichnet, welcher der Tangente der geodätischen Linie in 0 parallel ist, so hat man Ddcp = Dodo und daher die auszudrückende Entfernung



PTdcp = 7 tdco,

wenn t (= PT) die Länge der von T an die confocale Fläche B D

gehenden Tangente, oder pt ein Mittel zwischen den Segmenten einer durch T parallel der Tangente in 0 gehenden Sehne von B ist. Wenn die geodätische Linie durch einen Kreispunkt geht, so reducirt sich die Fläche B auf die Ebene der Kreispunkte, und 7 t ist die durch T parallel der Tangente in 0 bis zum Durchschnitt mit dieser Ebene gezogene Gerade, d. h. man erhält den Ausdruck von Roberts wieder.

Durch einen Beweis, der mit dem für die entsprechende Eigenschaft der Kegelschnitte*) übereinstimmt, erhält man von hier aus den Satz: Wenn ein geodätisches Polygon einer Krümmungslinie umgeschrieben bleibt, während alle seine Ecken bis auf eine sich in Krümmungslinien bewegen, so durchläuft auch diese eine Krümmungslinie, und der Umfang des Polygons ist unveränderlich, wenn diese Krümmungslinien von derselben Art sind.83)

	
	
166.    Wenn eine geodätische Linie, die einen Kreispunkt mit dem diametral entgegengesetzten verbindet, und einen Winkel c mit der Ebene der Kreispunkte macht, fortgesetzt wird, bis sic zu ihrem Ausgangspunkt zurückkehrt, so geht sie damit nicht zugleich wie in dem Fall der Kugel auf ihren ersten Weg zurück, d. h. sie bildet bei ihrer Rückkunft einen von co verschiedenen Winkel mit der Ebene der Kreispunkte. Um dies zu beweisen, werden wir einen Ausdruck für den Winkel 0 untersuchen, den die Ebene der Kreispunkte mit der osculirenden Ebene in irgend einem Punkte dieser geodätischen Linien macht.





Dabei ist es nützlich, das folgende Lemma vorauszuschicken.

Wenn in einem sphärischen Dreieck eine Seite und der anstossende Winkel endlich bleiben, während die Basis unbegrenzt abnimmt, so kann die Grenze des Verhältnisses der Basis zur Differenz der in demselben Sinne gemessenen Basiswinkel bestimmt werden. Die Formel

cos \(A + B) - sin c c0s*4+5)

der sphärischen Trigonometrie giebt in der Grenze, also für das Dreieck von den Seiten «, do und dem eingeschlossenen Winkel 0, in welchem der Winkel di der Seite do gegenüber liegt und Fig 7        (0 — d0) den der Seite a gegenüber liegenden Aussenwinkel bezeichnet, dO == cos ad^] . es ist aber auch sin adi = sin @do, dy

ad /         also ddo.

/.   /                            sin 0 tan «

, je-de           Nun wissen wir (Art. 152), dass die

	
6    dp.          Tangente in einem Punkte der durch einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie die Ebene der Kreispunkte in einem Punkte der Focalhyperbel schneidet, und die osculirende Ebene der geodätischen Linie in diesem Punkte ist daher die durch den Punkt und die entsprechende Tangente der Focalhyperbel bestimmte Ebene. Wir wissen auch, dass der einem Ellipsoid aus einem Punkte der Focalhyperbel umgeschriebene Kegel ein gerader Kegel ist. (Bd. I, Art. 184.)



Sei dann PP, ein Element der geodätischen Linie durch einen Kreispunkt, welches verlängert in H die Focalhyperbel schneidet, und schneide die Verlängerung des nächstfolgenden Elements PP, dieselbe in H1, so sind PHh, PH11 zwei auf

einander folgende osculirende Ebenen, wenn Hh, H,h1 die zwei entsprechenden auf einander folgenden Tangenten der Focalhyper-


Fig. 8.
[image: ]




bei sind. Denken wir jetzt um H, eine Kugel beschrieben und betrachten das sphärische Dreieck, welches die Radien nach den Punkten h li, h,, P bestimmen, so ist, wenn do den Winkel hHh, den Berührungswinkel der Focalhyperbel, und 0 den Winkel zwischen der osculirenden Ebene und der Ebene lill^ der Kreispunkte bezeichnet, während hHP der halbe Winkel a des Kegels ist, das sphärische Dreieck das in dem Lemma betrachtete, und wir erhalten de = d9 •

	
7                      sm 0 tau &



Um diese Gleichung zu integriren, müssen wir do in Function von a ausdrücken, und dies können wir als ein Problem der ebenen Geometrie betrachten; denn a ist die Hälfte des Winkels zwischen den von H an den Hauptschnitt in der Ebene der Kreispunkte gelegten Tangenten, während dy der Berührungswinkel der Focalhyperbel in demselben Punkte ist. Wenn nun a , b‘, a", b" die Axen je einer durch II gehenden zu einer Ellipse von den Axen a und b confocalen Ellipse und Hyperbel sind und wenn 2 a der von den Tangenten der letzteren Ellipse von II aus eingeschlossene Winkel ist, so haben wir1)

, a2—a"2 tan” a =   ---, • a 4— a"

Durch Differentiiren unter der Voraussetzung, dass a" con-staut sei (da wir zu einem benachbarten Punkte derselben confocalen Hyperbel fortschreiten), erhalten wir


da — — tau a — a




a da'




‘2—



Wenn aber p, p' die vom Centrum auf die Tangenten der Ellipse und Hyperbel in H gefällten Senkreckten sind, so haben wir (Art. 157) ada = pdß] da ist hier das Bogenelement der Focalhyperbel, und daher, wenn 9 den Krümmungshalbmesser in demselben Punkte bezeichnet, ds = odq. ,        a‘2 — a”'2   ,     . und O === ---7---: also da = — lau a —,, "            p 7                                          P ’ ,                       ,            a'b'dm oder                da — tan a —,r—r .

C b

Da aber a^ = a? + (az — a”2) cot2 «, 672 = 62 + (a3 — a"2) col2 a ist, so hat man

dtp                   a'b"da

tan a y(a2— a'2 + a2 tan2 a) y(a2— a"2 + b2tan? c)

In dem betrachteten Falle sind die Axen der berührten Ellipse a, c, während die Quadrate der Axen der confocalen Hyperbel sind (a2 — 62), (b2—c2); wir haben also die Gleichung

dQ __ V(a? — 63) y^b2— c2) da sin 0    V(3+ a2 tan2 «)V(b2+ c2 tan2 a)

Indem wir sie integriren und die eine Grenze des Integrals in dem Kreispunkte wählen, wo 0 == c, a — 17 ist, so erhalten wir

	
otan 4 0 __ " y^a2—63)1(63 — c2)da 8    tan 4 c J V(62—a2 tan? 0) V(62-c? tan? cy +7



und wenn J den Werth dieses Integrals bezeichnet, so haben wir tan 1 0 == k tan 1 co, wo k == e ist.

Jenes Integral behält zwischen den Grenzen + 1 i und — 1 a, d. h. beim Uebergang von einem Kreispunkte zum andern, sein Vorzeichen. Ist also co’ der Werth von 0 für den Kreispunkt, welcher zu dem entgegengesetzt ist, von welchem wir ausgingen, so hat an dieser Stelle das Integral J einen von Null und 7 einen von Eins verschiedenen Werth, und wir erhalten

tan 1 co’ === k' tan 2 c,

d. h. co' ist stets von co verschieden. Ebenso kehrt die geodätische Linie zu dem ursprünglichen Kreispunkte zurück unter einem Winkel co", für welchen

tan 1 co" = k" tan 1 co;

sie geht und kehrt zurück, indem sie eine Reihe von Winkeln bildet, für welche die Tangenten ihrer Hälften in stetiger Proportion sind.84)

	
	
167.    Für alle Kanten desselben Tangentenkegels aus einem Punkte H in der Focalhyperbel ist « und daher k constant, die Gleichung tan 10 = k tan 1 c giebt





d0 da sin 0 sin a

Da nun die osculirende Ebene der geodätischen Linie normal zur Fläche ist, somit auch normal zum Tangentenkegel, so geht sie durch die Axe dieses Kegels, und wenn wir den Kegel durch eine zur Axe normale Ebene schneiden, so ist der Schnitt ein Kreis vom Radius sing, und das Bogenelement ist

dQ , da y ——> oder y --- • sin •          • sin a

Dies Element aber, als die Entfernung zweier auf einander folgenden Seiten des Berührungskegels im Berührungspunkte, ist das, was wir im Art. 162 durch Pdw bezeichnet haben, und wir haben so aus der Untersuchung des letzten Artikels einen unabhängigen Beweis des für P dort gefundenen Werthes.

	
	
168.    Niveaulinien. Die Verschiedenheiten der Höhe eines Landes können in einer Karte durch eine Beihe von Curven dargestellt werden, welche die Punkte von gleicher Höhe verbinden. Wenn eine Reihe solcher Curven verzeichnet sind, welche gleichen Höhendifferenzen entsprechen, so bezeichnet die dichtere Zusam-mendrängung dieser Curven die Stellen, wo die Höhe des Landes am schnellsten sich ändert. Die Curve durch den Scheitel eines Passes oder den Ausfluss eines Sees hat diesen Punkt zum Doppelpunkt85); etc. Allgemein sind die Niveaulinien einer Fläche die Durchschnitte derselben durch eine Reihe von Horizontalebenen, welche wir der Ebene der xy parallel voraussetzen dürfen. Die Gleichungen der Horizontalprojectionen einer solchen Reihe erhält man durch die Substitution z = c in die Gleichung der Fläche; und eine Differentialgleichung, welche allen diesen Projectionen gemein ist, entspringt aus der Annahme dz = 0 in der Differentialgleichung der Fläche, d. i. man hat für dieselbe





Urdx — U2dy = 0.

Man kann sie auf eine Function von x und y allein redu-ciren, indem man die in den Differentialquotienten enthaltene Veränderliche z mit Hilfe der Gleichung der Fläche eliminirt.

	
	
169.    Linien des grössten Fallens. Die Linie des gross-ten Fallens durch irgend einen Punkt ist die Linie von ihnen aus, welche alle Niveaulinien normal durchschneidet, die Differentialgleichung ihrer Projection ist somit





U^dy — U2dx = 0.

Die Linie des grössten Fallens wird gewöhnlich als diejenige Linie definirt, für welche die Tangente in jedem Punkte den grössten Winkel mit dem Horizont macht; es ist in der That offenbar, dass die Falllinie der Tangentenebene, d. h. die Linie in ihr, welche die grösste Neigung gegen den Horizont hat, normal ist zur horizontalen Spur dieser Ebene. Wir erhalten die nämliche Gleichung wie vorher, indem wir ausdrücken, dass die Projection des Curvenelements, dessen Richtungscosinus zu dx, dy proportional sind, normal zu jener Spur ist, deren Gleichung durch

U^x-x'^ U,Q-y) - U^ = ö^ dargestellt wird.

Beispiel. Die Falllinie der Fläche zweiter Ordnung

Ax2 + By2 + Cr= D zu finden.

Ihre Differentialgleichung ist Axdy = Bydx^ und giebt integrirt

x\B (y\A

(‘) ‘

wo die Constante durch die Bedingung bestimmt ist, dass die Linie durch den Punkt x — x', y — y' geht. Somit ist die Falllinie die Durchschnittslinie der Fläche zweiter Ordnung mit dem Cylinder, dessen Gleichung soeben geschrieben ward, ist also eine Curve doppelter Krümmung, so lange nicht der Punkt (x', y') in einer der Hauptebenen liegt, als wodurch die eben gefundene Gleichung sich auf x = 0 oder y == 0 reducirt.

*) Die Differentialgleichung der Curve, die immer normal ist zur Durchschnittslinie der Tangentenebenen von den Richtungscosinus U1, U,, U, mit einer festen Ebene von den Richtungscosinus a, b, c, ist offenbar


dx, dy,

U, U,, a, b,




dz




U, = 0.



	
V. Abschnitt. Die Theorie der Krümmung und Deformation der Flächen und die der geradlinigen Strahlensysteme.


	
170.    Wir werden dies Kapitel beendigen, indem wir einen Abriss von Gauss’ Theorie der Krümmung der Flächen 86) und von den mit ihr eng verbundenen Lehren von der Deformation der Flächen und von den geradlinigen Strahlensystemen von zweifach unendlich vielen Elementen geben.





In den ebenen Curven messen wir die Krümmung eines Bogens von gegebener Länge durch den Winkel zwischen den Tangenten oder den Normalen in seinen Endpunkten; in andern Worten: Wenn wir einen Kreis vom Radius Eins und in ihm Radien parallel den Normalen in den Endpunkten des Bogens denken, so bietet das Verhältniss des von ihnen begrenzten Kreisbogens zu dem Bogen der Curve ein Maass der Krümmung des Bogens dar.

Wenn wir einen durch eine geschlossene Curve begrenzten Theil einer Fläche haben, und parallel den Normalen in den Punkten der begrenzenden Curve Radien einer Kugel vom Halbmesser Eins ziehen, so ward in gleicher Art der Inhalt des entsprechenden Theils der Kugelfläche durch Gauss als die totale Krümmung des betrachteten Flächentheils bezeichnet. Und wenn wir in einem Punkte der Fläche die totale Krümmung des anliegenden Flächenelements durch den Inhalt des Elements selbst dividiren, so ist der Quotient das, was als das Maass der Krümmung für diesen Punkt bezeichnet wird.

	
	
171.    Wir gehen dazu über, das Maass der Krümmung durch eine Formel auszudrücken. Weil die Tangentenebenen in irgend einem Punkte der Oberfläche und in dem entsprechenden Punkte der Kugel vom Halbmesser Eins der Voraussetzung gemäss parallel sind, so sind die Flächen irgend welcher elementaren Theile von beiden zu ihren Projectionen auf eine der Coordinatenebenen proportional. Betrachten wir also ihre Projectionen auf die Ebene der xy, und setzen wir die Gleichung der Fläche wie in Art. 53 in der Form z = d (x, y) voraus.





Wenn dann x, y, 2 die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Fläche und X, Y, Z die des entsprechenden Punktes der Kugel vom Radius Eins sind, und x — dx, x — öx, X — dX, X — öX, etc. die Coordinaten zweier benachbarter Punkte in jeder bezeichnen, so sind die Flächen der durch die betrachteten Punkte gebildeten elementaren Dreiecke offenbar in dem Verhältniss (dXdY — dYdX) : (dx8y — dydx).

Da aber dX, dY, öX, 8Y mit dx, dy, etc. durch diesel-ben linearen Transformationen vereinigt sind, nämlich

, — dX ,                . dY ,   . dY , dX — -- dx ——— dy, d Y === dx — -- dy, dx 1 dy •‘           dx ' dy J ’

. —    d X , I d X ,     V —    d Y . I d Y . 0 X === —- 0x ——— oy, di = — OX — — oy, dx 1 dy •‘           dx 1 dy ’

so erhält man nach der Theorie der linearen Transformationen oder durch wirkliche Multiplication dX8Y — dY8X—(dx8y — dyöz) (4XdY_dXdY), V •    2) da dy dy dX ) 2

und somit als Maass der Krümmung die Grösse dXiYdXdY dx dy dy dx

Da ferner X, Y, Z die Projectionen der der Normale paral-sind, so sind sie den Cosinus die Normale mit den Axen bil-


lelen Lineareinheit auf die Axen der Winkel proportional, welche det; wir haben daher

_________p___ V(1+p2+72)'

dX__(1 + q2) r — pqs d.    01+7*+2y ‘

d Y__(1 — p2) s — pqr d«    (1+p*+1% ’

also

dXdY dXdY



y — ____I____ V(1 + p2 + 42) ‘ dX _ (1+92)s ~ pqt dy (1+22+23) ‘ dY__ (1 + p2) t — pqs . dy - a1+p*+7) ’

(rt — s2)

dx dy dy dx (1+p*+q3)2

Damit geht aus der Endgleichung des Art. 54 hervor, dass der für das Maass der Krümmung gefundene Werth

1

— RR'

ist, wenn R und B' die beiden Hauptkrümmungsradien des Punktes bezeichnen.

Beispiel. Wenn man die Normale des Flächenpunktes zur Axe z nimmt, so sind p = 0, q = 0, und das osculirende Para-boloid der Fläche in diesem Punkte hat die Gleichung

2;=== rx2 — 2sxy — ty2,

und das Krümmungsmaass ist (rt — s2). Wenn die Tangenten der Hauptschnitte der Fläche die Axen x und y sind, so ist s = 0 und r = 1, t=p; die Gleichung des Paraboloids wird

22—* +%.

Sie giebt für constantes z die Indicatrix. Da aus ihr pR = x, qR' = y folgen, so erhält man in

22 = Rp2 + R'q2

die Gleichung einer entsprechenden Curve, und das Verhältniss ihrer Fläche im Fall der Ellipticität zur Fläche der Indicatrix giebt das Krümmungsmaass für den betrachteten Punkt der Fläche wieder.

	
	
172.    Es ist leicht, den so gefundenen Werth geometrisch zu bestätigen.





Wir betrachten dazu das elementare Rechteck, dessen Seiten die Richtungen der Haupttangenten haben. Seien die Längen derselben A, A, so dass ein Inhalt durch AA‘ ausgedrückt ist. Die Normalen in den Endpunkten von 1 durchschneiden sich, und wenn 0 den von ihnen gebildeten Winkel bezeichnet, so ist

wenn R den entsprechenden Krümmungsradius ausdrückt.

Die entsprechenden Normalen der Kugel bilden mit einander denselben Winkel, und ihre Länge ist die Einheit; für die Länge u des dem Element 1 entsprechenden sphärischen Elements haben


wir




daher




also




auch




das




173.

Maass




Aus




2

R=M; ebenso ist R‘ — ( ,

= -1,, was zu beweisen war.

A A I I

der Endgleichung des Art. 59 folgt hiernach für




Parameter




der Krümmung in der Ausdrucksform der Theorie der u, v



EG — Ft )

Gauss hat aber seinen Werth als Function von E} F und G und ihren Differentialcoefficienten nach u und v allein dargestellt, und wir haben daher zu zeigen, dass die Function (F'G'— F'2) in dieser Form dargestellt werden kann, also die Differenz

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 14










Nach dem Multiplicationsgesetz der Determinanten88) giebt die Entwickelung dieser Producte die Differenz zwischen


aa" + Bß" + 77",

«ß — bß — cy , a a — b'ß — cy , und

«2+8+7,

aa — bß' — cy , a N — b ß — c y ,




aa" — bß" — cy", a2 + 62 +c, ad — bb' — cc ,

act — bß — cy , a2 +62 +e, aa — bb — cc ,




da" — b'ß" — c y aa — bb — cc «2 + 62 +62

da — b' ß' — cy ad — bb' — cc

«2 + 62 + 62



	
	
174.    Die Elemente dieser Determinanten werden aber leicht als Functionen von E, F, G und ihren Differentialen erkannt. Mit Erinnerung an die Definitionen von a, b, c, a, d, a", etc. (Art. 57) ist offenbar, dass





da , da da „ da , a = -- , a = - = ——, a = ——, etc. du’        dv du ’        dv ’

sind, so dass man durch

E=a+b+c, F— ad + bb' + cc , G=d+¥2+62 erhält

ac+ bß + cy =1al, a«/+15+cy =145, da + b'ß' + cy = 1 da, d a" + b'ß" + c y" = } 4G,

" i i " dh                     , / ^F 1 dG-ad Toß Tc7 =d—S"ß+(7) =dv—1du‘

'  / dF, , dF dE de ß Cy =au—(ac —bß —Y) =du—2ay-

Man sieht, alle Elemente der beiden vorigen Determinanten, mit Ausnahme der leitenden Elemente von ihnen aa" — ßß" — yy", a'2 — ß'2 — y'2, sind in diesen Gleichungen in Function von E, F, G- ausgedrückt.

Um auch diese so darzustellen, differentiiren wir die letztgeschriebene Gleichung in Bezug auf v und erhalten


aa" — ßß" — yy" = -——

1               dudv




d2E

dv2



[image: ]



[image: ]



wir differentiiren sodann die Gleichung , , , , G aa —Tb P C? =Idu

in Bezug auf u und erhalten

,9 i         ।             ,  d2 G       / , d &    ।   ,, d ß    ।    , d y \ c 2 — 3 2 — y‘ = 1 —9 — (a —--— b — —1       ।  ‘       4 du-     \ du  1     du  1

sind die in den Parenthesen der letzten beiden Gleichungen enthaltenen Grössen gleichwerthig, und man erkennt aus der Entwickelung der beiden Determinanten sofort, dass die Producte, in welche diese Grössen eintreten, in der Differenz verschwinden, weil auch ihre anderen Factoren übereinstimmen; dass somit die


	
gesuchte E
	
ntwickelung die Differenz der Determinanten

FF   1 FE dF 1 dG 1 dG


	
und

ist.
	
du dv    2 dv2 ‘ dv    2 du’ 2 dv

ydE        E      F

du’                  ’                 ’

d F _ 1 dE                      -

du 1 dv ’          ‘

FG , dE 1 dG 2 du2’ 2 dv ‘  2 du

+45, E, F •

+40.P, o




Indem wir die gebildete Grösse durch (EG — F^ dividiren, erhalten wir das Maass der Krümmung; es erscheint als eine Function der Grössen F, F, G und ihrer Differentiale, womit das Gauss’sche Theorem bewiesen ist.

Der Ausdruck enthält zweite Differentiale von F, F, G oder dritte der Coordinaten; jedoch verschwinden diese offenbar, weil der ursprüngliche Ausdruck E'G' — F'2 nur zweite Differentiale der Coordinaten enthält.

Wir fügen dem Beweis die wirkliche Entwickelung der Determinanten hinzu. Indem wir das Maass der Krümmung durch K bezeichnen, erhalten wir 89)


. —   —909 — — [dE dG   - dF dG . /dG\2]

4 (EG — F^y K == E 2 — —--2 — —--L (—)

dv dv      du dv  ' \du) I




dE dG du dv




dE dG dv du




dE dF dv dv




dEdE _ 2 dEdG du dv du du



dE dG 9 dE dF du du du dv


— 2 (EG — F^ (ad




_ 2

du dv



	
	
175.    Man kann zwei Systeme von Curven auf jeder Fläche bilden, für deren eines u, und für deren anderes v constant ist; jeder Punkt der Fläche ist der Durchschnitt zweier solcher Curven, einer aus jedem System. Der Ausdruck





ds2 = Edu2 + 2Edu dv + Gdv2

zeigt, dass ]/(E) du das Element der durch den Punkt gehenden Curve ist, für welche v constant ist, während zugleich ]/(G) dv das Element der entsprechenden Curve bezeichnet, in welcher u constant ist. Wenn diese beiden Curven sich unter dem Winkel c durchschneiden, so haben wir, da ds die Diagonale des Parallelogramms ist, welches ]/(E) du und ]/(G) dv zu Seiten hat,

F

COS W = -     ,

y^EGy

und für den Inhalt des Parallelogramms

da da' sin co = y^EG — E2) dudv.

Wenn die Curven des Systems u die des Systems v rechtwinklig durchschneiden sollen, so muss F === 0 sein.

Der allgemeine Ausdruck des Linienelements

ds2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2

kann in verschiedener Weise vereinfacht werden. Wenn die Curven u = 0 geodätische Linien sind, so ist E = 1; sind die Curven u — 0, v == 0 orthogonal zu einander, so ist F = 0, wie wir sahen. Das Linienelement für ein System geodätischer Linien u und das ihrer orthogonalen Trajectorien v ist also

ds2 = du2 + Gdv2.

Die Linien v können in diesem Falle nicht selbst geodätisch sein, den einzigen Fall entwickelbarer d. h. auf eine Ebene abwickelbarer Flächen ausgenommen.

Wenn man F =0, E = G = A setzt, so ist

ds2 = k (du2 + dv?) ;

es giebt unendlich viele orthogonale Curvenfamilien dieser Art auf jeder Fläche (Isothermen); sie theilen die Fläche in unendlich kleine Quadrate. Durch die Substitution

u -\- iv = 2 x, u — iv = 2 y

giebt man dem Ausdruck des Linienelements dann die Form ds2 = 4 k dx dy.

Man kann überdies x durch eine beliebige Function von x, und y durch eine solche von y ersetzen, ohne die Form dieses Ausdrucks zu ändern.

Ist in Erinnerung an die Untersuchungen der Art. 141 f. A eine Linie auf der Fläche und zieht man durch jeden ihrer Punkte eine zu ihr normale geodätische Linie B^ zählt man die Längen v von jener von einem festen Punkte in ihr und nennt man u die Längen von diesen, so ist v == const. die Gleichung einer solchen zu A normalen geodätischen Linie, und u = const. die Gleichung einer Curve C der Flächen, welche die Endpunkte gleicher Strecken in den B verbindet. Die Curven B und C sind orthogonal. Denn in diesem Falle ist die Gleichung einer geodätischen Linie, welche mit B den Winkel 0 macht,

. , dF , dG ,

A 09 = — -- du — — — dv: du         - dv 7

damit also A oder dv — 0, 0 — 0, eine geodätische Linie sei, d F

muss — = 0 oder F eine Function von v allein sein. Man du

hat aber für u = 0 bei jedem Werthe von v auch F — 0} d. h. die Curven B und C sind orthogonal. Man erhält von hier aus die Gauss’schen Sätze und die Sätze des Art. 142 wieder und kann sie vervollständigen: Auf einer beliebigen Fläche durchschneiden sich confocale geodätische Ellipsen und Hyperbeln rechtwinklig. Die Tangente einer geodätischen Parabel bildet gleichen Winkel mit dem geodätischen Radius vector und der geodätischen Normale zur Directrix.

Es ist ein specieller Fall dieser Formeln, wenn wir geodätische Polarcoordinaten anwenden;90) wir haben dann immer einen Ausdruck von der Form ds2 == d^2 — P2da)2.

Und wenn wir in der allgemeinen Formel des letzten Art. voraussetzen F = 0, E = const., so erhalten wir

AzE^G^K = E(dC)2 — 2EG^,

\au           du12


also für




E=1,




G^P\ u =0, K=RP,



d2P _ _P d^ T RR

eine Gleichung, welche für jede Fläche durch die Function P erfüllt sein muss, wenn Pdo das Bogenelement eines geodätischen Kreises ausdrückt. M. Roberts hat gezeigt91), dass dieser Gleichung für eine Fläche zweiter Ordnung Genüge geleistet wird durch die Function - -. (Vergl. Art. 162.) sin 0         °              /

	
	
176.    Gauss wendete seine Formeln auf die Bestimmung der totalen Krümmung — in seinem Sinn des Ausdrucks — für ein geodätisches Dreieck einer beliebigen Fläche an.





1 42 P

Da Pdodo das Element des Inhaltes und--— —, das ‘                                        P do" Maass der Krümmung ausdrücken, so wird die totale Krümmung durch zweimalige Integration von

d2P , ’ --—9 do do

gefunden; nun giebt die erste Integration in Bezug auf Q

C--] do , \      do) ’

und das Integral verschwindet für Q == 0, wenn die Radien von einer Ecke des Dreiecks aus gemessen werden; auch muss für 0 ==0 dP _ 1 do -

sein, weil für ein der Null sich näherndes 9 die Länge des zu dem Radius normalen Elements der Grenze gdo zustrebt. Das

erste Integral ist somit


Fig. 9.
[image: ]




Es kann in einer passenderen Form wie folgt geschrieben werden: Sei 0 der Winkel, welchen ein Radius vector mit dem Element der geodätischen Linie AB macht, so ist, weil

AA1 — Pda), BB1 = (^P — dP) do , und wenn CB = AAX ist, BrC = dPäa, L B, AC = al do.

Da aber BrAC die Verminderung ist, welche der Winkel 0 beim Uebergang zu einem folgenden Punkte erfährt, so hat man damit ,       d P ,

09 ==--—- C C und das gefundene Integral ist somit do — dQ, und liefert durch die zweite Integration co — 01 — 02, wenn co der von den zwei äussersten Radien vectoren, welche wir betrachten, eingeschlossene Winkel ist und 0,, 02 die entsprechenden Werthe von 0 sind. Wenn wir durch A, B, C die inneren Winkel des durch die zwei äussersten Radien und die Rasis gebildeten Dreiecks bezeichnen, so ist o = A, 01 — B, 0, — a — C, und die totale Krümmung ist A — B — C — 7t.

Der Ueberschuss der Winkelsumme eines geodätischen Dreiecks über 180° wird somit durch den Inhalt desjenigen Theils einer Kugel vom Halbmesser Eins gemessen, welcher den Richtungen der Normalen längs den Seiten des gegebenen Dreiecks entspricht. 92)

Der Theil der Kugel vom Halbmesser Eins, welcher dem durch eine in sich selbst zurückkehrende geodätische Linie umschlossenen Inhalt entspricht, ist die Halbkugel; denn wenn der Radius vom Ausgangspunkte bis in denselben zurück sich bewegt, so sind die äussersten Werthe von 61, 0, einander gleich, während co um 2 7t gewachsen ist. Das Maass der Krümmung ist daher für diesen Fall 2 7t, d. i. die halbe Oberfläche der Kugel.

	
	
177.    Der Satz, dass das Krümmungsmaass eine Function von E, F, G und ihren Differentialen ist, zeigt nun, dass das Krümmungsmaass in jedem Punkte einer Fläche dasselbe bleibt, wenn man ihre Form so verändert, dass die auf ihr gemessenen Distanzen zwischen den Punktepaaren der Fläche sich nicht ändern; oder wenn man sie defor-mirt denkt unter der Voraussetzung, dass sie biegsam, aber nicht dehnbar ist. Ein Reispiel einer solchen Deformation ist die bekannte Ueberführung einer developpabeln Fläche in eine Ebene; das Maass der Krümmung verschwindet in der That für eine developpable Fläche so gut wie für die Ebene, weil der eine der Hauptkrümmungsradien unendlich gross ist, den erzeugenden Geraden der Fläche entsprechend.





Der allgemeine Satz ergiebt sich, wie folgt. Das Quadrat des Linienelements der Fläche ist

ds2 = Edu2 + 2Fdudv + G-dv2‘ entspricht dann dem Punkte x, y, % der ursprünglichen Fläche der Punkt X, Y, Z der deformirten, so sind die X, Y, Z gegebene Functionen der x, y, z und können daher auch in den Parametern u und v ausgedrückt werden, sodass das Quadrat des Linienelements der deformirten Fläche wird

ds,2 =.Etdu2 + 2F1dudv + G^dv2.

Die der Deformation auferlegte geometrische Bedingung fordert also, dass gleichzeitig

E = E, , F — F, G = G,

sei; in Folge dessen bleibt bei einer solchen Deformation jede Function von E, F, G und somit auch das Krümmungsmaass unverändert. Lässt sich eine Fläche x, yf z ohne Faltung und Dehnung auf eine andere Fläche X, Y, Z ausbreiten oder in sie verbiegen, so müssen die neuen Coordinaten X, Y, Z die Gleichungen

dx2 . dy2 . dz2 __ „

du2 T du2 T du2 ‘ dx dx . dydy . dz dz__ F du dv T, du dv ' du dv ‘ dx2 . dy2 . dz2__ „ dv2 T dv2 T dv2 ‘ ebenso erfüllen, wie die alten x, y, z. Man hat also, um das Problem der Applicabilität zu lösen, drei Functionen X, Y} Z von zwei Veränderlichen u, v so zu bestimmen, dass sie mit den gegebenen Grössen E, F, G durch diese Gleichungen vereinigt sind.

Denken wir das Linienelement in die Form

ds2 — 4 kdudv transformirt, sodass E = 0, F = 2 k, G — 0 sind, so hat man die Gleichungen zu integriren

dX2 dY2 dZ2 _

du2 T du2 T du2 ‘

dXdX dYdY dZdZ du dv 'du dv ' du dv ‘ dX2 d Y2 , dZ2 _ 0 dv2 T dv2 T dv2

Sind dann (Art. 53) p, q die partiellen Derivirten von Z in Bezug auf u und v; r, s, t aber die zweiten Derivirten derselben Grössen, so können wir durch Einführung zweier Hülfs-winkel 0, 6, setzen                    -

	
A — pq sin2 1 (0 — 01) — pq sin2 1, für 0 — 0, — 2 1 ; daraus aber durch Differentiation di , .      / r . s d log 1 du -    " P 9 du dab .      / s , t d log 1\ —    = — 1 tan v (------— ) . dv    "  "24   dv J



	
	
Differentiirt man aber die Substitutionsgleichungen mit 0 nach u, die mit 01 nach v, so erhält man aus der Vergleichung der d‘2 X 42 y Doppelwerthe von —— und -—— die Relationen --            du dv dudv





S cos 0 — p sin 0 — = S cos 9. — q sin 9, --, " dv   1 dv’

s sin 0 — p cos 9 — = s sin 0, — q cos 0, —1, ‘- dv          i । ü 1 dv 2

und daraus


dQ

p ~r — — S tan 1,

- dv              ‘ 2




d^

q —- == s tan 1 ,

- du         "2



mittelst welcher die vorigen Gleichungen für "Y und "" in die neuen


de

du




‘ r d log 1 p du




tan 1,




d^         s .

— =--tan 1

dv       p "




d^r      s .

-- = — tan 1 ,

du q ‘ 7

d^   (t d log 1'

dv q dv



übergehen. Man eliminirt aus ihnen 0, 61 durch Differentiation, 1 durch die vorigen Gleichungen und erhält

20p1—1)42124*+(—»4W22)(—1"22)-0, als Differentialgleichung, welche zu integriren wäre.

Sie hat die Gleichung erster Ordnung pg = X zur singulären Lösung.

Will man die Flächen von der Krümmung = — 1 untersuchen, so erhält man

d2 log 2 _—2

dudv 120

. - . . — o‘(w) a‘ (v) und als ihr Integral 1 == — , -", - , — , °               1 { 9 (u) + 1 (v) }2 ‘ 122—49 W •‘ (v) du dv (sp (u)+0 (v))3 ‘ und für

9 (u) = §, - 1 (v) = n , q‘ (u) du = d§ , q‘ (v) dv — dy also                  ds — — — ।    .

1 (6+7)4

Alle Flächen, deren Krümmung constant = 1 ist, sind auf einander abwickelbar, z. B. auf die Kugel.

Für die in die Ebene abwickelbaren Flächen hat man ebenso d3 10g 2 = 0, und erhält ds2 = 4 dudv. du dv 7

	
178. Hätte man andererseits E=1, F==Q, also ds2—du2-]-Grdv2, oder für g2 = Gr, 41=9, d^ — du2 + g2 du?; so seien l, m, n die Richtungscosinus der Normale der Fläche in u} v, ebenso A, u, v und 11, M1, 71 diejenigen der Tangenten der beiden Curven u — const., v = const., die als normale Trajectorie einer geodätischen Linie und als geodätische Linien bekannt sind. Dann sind



dX


—5— — cos v : adv

dZ

~d^~^ ”1;



	
- — COS A . gdv         7



dX

	
—— = cos L



du         1


	
man eliminirt X,

»)
	
Y, Z durch Differentiation und findet (d cos 1. d cos Ag,


	
gdv       du     g      7

d cos U, __d cos u | 91

-      ‘ ' * -      — C 0 S U ,

gdv       du 1 g    7

d cos v. d cos 7 . g.


	
. gdv        du 1 g




Daraus aber durch Multiplication mit cos 11, cos M1, cos Vi und Addition nach bekannten Relationen

	
, d cos 1 .          d cos u ,          d cos v -



COS 1, —---— COS U, ——--— COS 71 —- =

	
1    du    1      "- du    '        1 du 7



sodass die cos A,, cos M1, cos 71 eliminirt werden können. Setzt man

	
2    /d cos 1\2 । (d cos u2 , fd cos v\2 du / ' \ du ) TV du ) ‘ so ist



	
—     ,            d cos v           d cos u



T cos A. = cos U ——--cos v ——— , 1        " du              du 7

	
—                  d cos 1         , d cos v



1 cos U, = cos v —-—--COS Ä 5— , ‘1            du              du 7

	
—                , d cos u           d cos A



T COS v. = COS A —5--COS U —-r— , 1             du          " du 7


	
also
	
c)

COS A
	
791 _

9

= cos a si

T2 = |
	
cos Ä, cos u, cos v.
	
d cos 1 d cos A
	
cos u == cos b


	
gdv ‘    du

d cos u d cos u

gdv 7    du

d cos v d cos v


	
wird
	
Für


	
gdv ‘    du

u — sin a sin b,

. 9 , /d a\2

sin” b (— , & u) 7


	
n b,

db\

duj
	
cos

2

+


	
und
	
man
	
kann
	
setzen
				
L




.    da —     .    db • .

sm b — == T cos 0,  — = T sm 0,

du            ‘ du            ’

also

Von den Gleichungen b) erhält man dann

d.9          , da —

—--cos b -- = T. gdv        gdv

Beispiel. Die Deformation einer sphärischen Fläche, sagen wir speciell eines durch zwei Meridiane und zwei Breitenkreise begrenzten sphärischen Vierecks, gehört hierher. Mit ß als der Breite und Ä als der Länge des Punktes von den Coordinaten x, y^ 2 hat man

x = cos ß cos l, y = cos ß sin 2, £ = sin ß, und erhält daher

dx2 + dy2 + dz2 = dß2 + cos2 8ax3; dieser Gleichung wird aber durch die Werthe

x = cos ß cos j, y — cos P sin 7, z = /V1—k sin2 ß dß = E(k, ß), für E (k, ß) als elliptische Function zweiter Art, genügt, und diese geben die fragliche Deformation. Der Annahme k > 1, welche die Breite ß beschränkt, sodass arc sin 1 ihr Grenzwerth ist, weil hierfür

dz __    ]/l — 72 sin2 ß

dx             sin ß

verschwindet, entspricht das eigentliche sphärische Viereck; der andern k < 1 das Dreieck mit zwei rechten Winkeln zwischen dem Aequator und zwei Meridianen. Die Biegung ist Ueber-führung in eine Rotationsfläche, deren Meridiane und Parallele aus denen der Kugel entstehen. Die Rotationsfläche schneidet die Ebene des Aequators rechtwinklig und hat im letzteren Falle in dem dem Pol der Kugel entsprechenden Punkte einen conischen Punkt mit einem Tangentialkegel von der halben Oeff-nung arc tan =    - “ . Im ersten Falle gehen die Radien der begrenzenden Parallelkreise in k und k cos ß über; die Rotationsfläche ähnelt der durch Drehung eines Halbkreises um eine äussere Parallele zum begrenzenden Durchmesser entstehenden, indess im andern Falle der aus Drehung eines Kreissegments, das kleiner als der Halbkreis ist, um seine Sehne.

179. Führen wir endlich zwei neue Functionen H, Hy ein, welche durch


definirt sind, so kann man die




und v, sowie die neun Dies giebt




Cosinus




Derivirten von a, b, 0 nach u mittelst derselben ausdrücken.




d)







sin b




da —    . g, . .

G=T— (Hcos@+8 sin@)cotb;




de = — H+ Tcos@cotb du          1 1


		
d COS A
	

			

		
du
	

		
d cos u
	

		
du
	

		
d cos v
	

		
—
	
--Teos n,


		
du
	

		
dcosl.
	

		
du
	
= Hy COS l ,


	
e)
	
dcosu, du
	
= Hy cos m,


		
dcos.
	

		
du
	
= Hy cos n,


		
d cos l du
	
= T cos A — Hy cos A1 ,


		
d cos m
	

		
du
	
= Teos u — Hy cos M1,


		
d cos n
	

		
du
	
= T cos v — Hy cos 71,




Endlich durch Substitution in die





	
d cos A _ gdv
	
— 91 cos 2, - H cos l, g 1                ‘


	
d cos u _ gdv
	
— J cos Mi + Hcosm,


	
d cos v
	
— — cos 7, — H cos n, g 1 1                ‘


	
gdv


	
dcos 1, gdv
	
— Teos 1 — — cos A, 1 g            ‘


	
dcosu, _ gdv
	
— T cos m+ J cos u.


	
dcos”, _ gdv
	
— T cos n — — cos v, 1 g ‘


	
d cos l _ gdv dcos m
	
— H cos A — T cos A,,


	
gdv
	
— CO» N | — COS (1 2


	
d cos n _ gdv
	
— Hcos v — Teos Vy.




Determinante c)





		
COS A,
	
COS A, ,


	
—
	
cos
	
u.
	
cos
	
“1,


		
cos
	
v.
	
cos
	
v,.




cos l

cos m •

cos A




Wenn man äusser g und ihren Derivirten die H, Hy, T kennt, so findet man durch Integration von e) die Werthe der neun Cosinus und durch Quadraturen die Endgleichungen der



1

 Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 234, Aufg. 13.


0 d7+dH+9(E-H=o, 47+4247=0.

	
	
7    gdv 1 du g 1    7 du gdv 1 g





Die Bestimmung eines Systems von Werthen der H, H,, T, welche diesen Gleichungen genügen, löst das Problem; sie giebt die analytische und geometrische Definition einer auf die gegebene Fläche abwickelbaren Fläche oder einer Familie von solchen Flächen.

	
	
	
180.    Ist dann R einer der Hauptkrümmungsradien in einem beliebigen Punkte der Fläche, sind also die Gleichungen der entsprechenden Krümmungslinie







dX — R d cos l == 0, d Y — R d cos m == 0, dZ — R d cos n = 0,

so ersetzen wir die Differentiale durch ihre Werthe aus den Gruppen a) und e) und erhalten


1 du g dv




) — H) cos a + T cos a




COS 21 — T COS A




(A — IIj cos u + T cos Mi (k —11^ cos Mi + T cos u

1 _

,       ,            1 du R

also auch ---— = —,

g dv 1




cos 71




1 —H,) cos 7, — T cos




1—I,



Daraus folgt, dass die beiden Hauptkrümmungsradien Fläche die Wurzeln der Gleichung

A—(1+1)‘+ HB, -T^O

sind, dass also ihr Product = (HH, — 72) oder = — — d91 2                                    1                        g du


der




ist.



Indem man ferner bemerkt, dass 4". die Tangente des Win-9 C 0 kels ist, den eine Krümmungslinie mit der Coordinatenlinie bildet, welche wir die perpendiculare genannt haben, und durch 001, C0, die den beiden Krümmungslinien entsprechenden Winkel dieser Art bezeichnet, hat man

2 T tan 200, == tan 200, == —--— ,

und erhält ferner


H= 1 cos2 co, — - sin2 co, , 11         2




H= sin2 co, — 4 cos2 co,, 1     2



[image: ]

sin 001 cos C01.




Diese Formeln geben die geometrische Bedeutung der Grössen H, H^, T an: H ist die Krümmung des Normalschnittes, welcher die Tangente zu (u) enthält; H, die Krümmung des zum vorigen rechtwinkligen Schnittes, welcher die Tangente der geodätischen Coordinate (v) enthält, oder die Krümmung der geodätischen Linie; T ist die Torsion derselben geodätischen Linie. Mittelst dieser erkannten Bedeutungen liefern die vorigen Gleichungen Sätze über den Zusammenhang der Krümmungen beim Vorgang der Deformation oder Verbiegung.

Die Krümmung eines beliebigen Normalschnitts der Fläche, der gegen die Perpendiculare um den Winkel w geneigt ist, er-hät man

= H cos2 co — H sin2 c — 2 T sin co cos w

_ H, du2 — 2 Tgdu dv + Hg2 dv2 —        du2 + g2dv2        ‘

du T+yT^iur . und damit sie Null sei, muss —- = —— —--- sein.

7 gdv            Hi

Dies ist die Differentialgleichung der Linien auf der Fläche, in deren Punkten die Krümmung gleich Null ist, oder der asymptotischen Linien derselben.93)

	
	
	
181.    Eine mit der Theorie der Krümmung der Flächen nahe zusammenhängende und sie als einen speciellen Fall enthaltende Theorie ist die Theorie der geradlinigen Strahlensysteme oder nach der Terminologie von Plücker der Congruenzen (vergl. Bd. I, Art. 53), d. i. der Systeme gerader Linien, welche den Baum so erfüllen, dass durch jeden Punkt ein Strahl oder eine gewisse Anzahl von Strahlen hindurchgeht.94)







Wir denken einen Strahl durch die Coordinaten x, y, z eines Punktes in ihm und seine Richtungscosinus l, m, n gegeben — also durch die Coordinaten zweier Punkte, unter denen der unendlich ferne sich befindet. (Vergl. Bd. I, Art. 51 f.) — und einen zweiten benachbarten Strahl durch die Werthe

x — Ax, y — Jy} z — Az; 1 — Al, m — ^im, n — dn bestimmt, und bezeichnen den Winkel beider Strahlen durch 0, ihre kürzeste Entfernung durch e und durch 2, u, v ihre Richtungscosinus, endlich durch r die längs des ersten Strahls gehende Abscisse des Fusspunktes derselben in diesem. Das Gesetz, welches die Geraden zum System verbindet, wird gegeben, indem man die Grössen x, y, 2, l, m, n als Functionen zweier Veränderlichen u, v betrachtet. Dann gelten nach den Elementen (vergl. besonders Bd. I, Art. 13, 14, 48 f.) die Formeln

sin2 0 — (mJn — n/lm/ — (n^ll — Un)2 — (IJm — mJT)2, e sm^—(m/ln — ndm)Ax—(nAl — Un)dy-\-(l/1m—mAl)Az, mdn — ndm _ndl — idn     idm — mal

sin 0       ‘    "           sin 0      ‘   7            sin 0      ‘ e==lAx — udy — vAz, rsin0 = {v(m — Am) — u(n — An) } Ax + {A(n + An) — v(l + Al) } Ay-\- {u(L + Al) — X(m-{- Am)} A^] und wegen l2 +m?+n‘=1, (1+41)?2+(m+Am)2+(n+An)=1, also IAI — mAm — nAn ===—1 (Al2 — Am2 — An2),

cos 0 = 1 — 1 (Al2 + Am2 + An2),

sin?0 = Al2 + Am2 + An2 — 1 (Al2 + Am2 + An2)2,

e sin2 0 = — (Ax Al — Ay Am — Az An)

+4(Al?+Am?+An2){4x(+41)+Ay(m+Am)+Az(n+An)}-

Ist ferner p die Länge einer von einem beliebigen Punkte des zweiten Strahles nach dem ersten gezogenen Senkrechten und R die Abscisse ihres Fusspunktes in diesem, sowie X, u‘, v ihre Richtungscosinus, so sind für P = lAx — mAy — nAz

,   _ {H-P)(l-\-Al)   ,•   {R-P){m^-Am) P7==d—Rl+---cose—, P"=du—Rmd--cos 0—,

,  „ (R- P)(n+Jn) pv = Az — Rn — ------- •

"                      *         COS 9

Und wenn der zweite Strahl dem ersten unendlich nahe rückt, so dass die Differenzen in Differentiale dx, dy, dz, dl, dm, dn übergehen, so werden e, p und 0 zu de, dp,.d9, und man erhält (vergl. Art. 120) dQ2 = dl2 + dm2 + dn2-,

_mdn — ndm      ndl — Idn _idm — mdl " — de ‘ " T d0 ‘ V —d0 ’

,     . ,   .    ,   ।   ,    , dxdl — dydm — dzdn dß === kdx —t— udy — vdz,  $ == —---779—,—7—9 ——9— : 1 " • 1      ‘              dr-\-dm‘—dnf ’

A‘dp = dx — Udl — l (idx — mdy — ndz), u‘ dp = dy — Pidm — m(ldx — mdy — ndp), v dp = dz — Pdn — n(ldx — mdy — ndz).

Wendet man nun die Gauss'schen Bezeichnungen des Art.

57, also a, d, b, b‘, c, c, A, B, C, JE, F, G an und bildet ihnen analog die andern

dl == ^du, — ddv, dm— ]}du — ddv, dn — Qdu-{-ddv, be‘ — b'c = A, ca' — c'a = B, ab — a'b = C, a? + b2+c‘= E, aa‘+bb‘+cc‘=F, a+b‘+6= G, A2 + B2 + C2 = EG - F2 = A2, et a — b b — c c = e, a a — b b — c c == f, ad — bb‘ — cd = f, dd — dd — cd = g, und setzt man endlich d = A so erhält man aus 72—42—22= 1 d u 7 durch Differentiation nach u und v

la — mb + nc = 0, la' — m])' — nd = 0, A  B C und somit l ===== — , m = — ,    0 ~ — •

A ‘            A ‘ A

	
	
	
182.    Mit diesen Bezeichnungen kann mm zuerst der Werth der Abscisse r des kürzesten Abstandes zweier unendlich naher ,   •  ,  —            6 — (f — f') t — gt2 ,      „ Strahlen in der Form r — —            29 dargestellt wer-den. Für einen bestimmten Werth des t giebt dieser Ausdruck den Abstand des ersten Strahls von einem bestimmten unendlich nahen Strahle, und für alle Werthe von t von — oo bis — o erhält man die Werthe r für alle nächstbenachbarten Strahlen; da nach der Natur des Nenners — weil die Grösse







EG — F = A+ B2 + 02 nie negativ sein und nicht Null werden kann, ohne den speciel-len hier auszuschliessenden Fall A — B = C = 0 herbeizuführen — r nie unendlich werden kann, so liegen alle r zwischen bestimmten Grenzen; sie werden durch Vergleichung des nach t gebildeten Differentialquotienten von r mit Null gewonnen, sind also die Wurzeln t, und t2 der Gleichung

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 15

226 II. Gewundene Curven a. d. Flächen: Krümmung u. Deformation. 183. (gF-1(+1)@)-(66 - gE)+((+N)E-eF)=0, sodass

eG—gE          |(f+f')E-eF

112 gF—1(f+f)G‘ 12 gF—1(f+f)G sind. Ebenso findet man die entsprechenden Abscissen 71 und 12 ___ e+1(+1)t, _ _ 1(+1) +gt,

	
	
	
	
1         E+Ft,            F+Gt,   ‘









, _ _ e+1(+f)t, _ _ 1(+1) + gt,

	
	
	
	
2         E+Ft,            F+Gt,   ‘









und durch Elimination der t1, t, hieraus

(EG—F2),*+(gE—(f+1)F+eG),+eg—1(+f)=0 oder

, _,_ gE-(+:)F+eG , r _ eg-Hf + n\

‘1 I ‘2 —             A2         7  ‘1‘2 —       A2

Die kürzesten Abstände eines Strahles von den ihn rings umgebenden unendlich nahen Strahlen liegen also in einem durch zwei Punkte begrenzten Theile dieses Strahles.

	
	
	
183.    Wenn man alsdann in die für A, u, v gewonnenen Ausdrücke des Art. 181 für die dx, dy, dz, dl, dm, dn die partiellen Differentiale du, dv und ihren Quotienten t einführt, so erhält man







2 me — nb + (mc'— nb) t __na — le + (na — lc)it (E+2 F1+Gt)% ‘ " (E+2 Ft+Gt*

lb — ma — (lb‘ — v = ------------ (E+2Ft+Gt2)%

i ABC

und wegen l = A, m = A‘ n = A,

sowie Bc — Cb = a’E — aF, Bc' — Cb' = a'F — aG, etc.,

__ & (E+Ft) — a (F+@t) b (E + Ft) — b (F + GQ ete A(E+2Ft+Gt)% " ‘     A (E+2 Ft+Gt2)%

Die besonderen Werthe in den Grenzpunkten sind für v, - (E +2F, + 04,33, v, = (E + 2F, + 01,3)4, _ (a+a’t,) (F+Gt,) _   (b + b’t,) (F+Gt,) .

"1 ~       LV, ‘ “7       LV, ‘ 07

und da aus den Ergebnissen des vorigen Art. die Relationen

E + 2Ft, + Gt,2 = (t, - t,) (F + Gt),

(F + Gt) (F + Gt) = - A2,

(E + 2F^ + G+,2) (E + 2Ft, + Gt,2) = A2 ft - 4)2,

E + F ft + t,) — Gt, t, = 0

hervorgehen, so erhält man

v, v, - △ 0, — 4), vQ‘4, - v,, • 4’67, - - v, , also


	
, __ a — a t2

‘1 —      v »
	
__ __ b— b t2

"1 V,7
	
C — 0 t,

" ” V,


	
.           a + a t,

42 — V, ‘
	
b+b’t,

"2 V, »
	
c — c' G

"2 =      Fi




und somit für den Ausdruck A,1, — u,u, — v,V2 den Werth

(a + a t,) (a + a t,) + (b + b t,) (b + b t,) + (c + c t,) (c + c t,) V,V,


oder



E+F(t + t2) + Gt, t2 i :  __0 .

v v » — - — V) ‘ 1 ‘ 2

d. h. die kürzesten Abstände eines Strahles von denjenigen unendlich nahen Strahlen, für welche sie in den Grenzpunkten liegen, sind zu einander rechtwinklig.

Man nennt die zu ihnen normalen den Strahl enthaltenden Ebenen die Hauptebenen desselben; sie sind auf einander rechtwinklig, und auf sie bezieht man naturgemäss die Richtung der kürzesten Abstände. Nennt man c den Winkel, welchen ein solcher kürzester Abstand mit dem im Grenzpunkte Y1 stattfindenden bildet, so ist


COS o ==Al — u u — 7v ==



E+Ftt(F+ Gt)

V, (E+2 Ft+Gt) ‘

(F + Gt) (G — G :

V, (E+2Ft+Gt2)!’


also




sin oj =




___A(t—t)

V, (E+2F++Gt?)




und mittelst tan co sodann t ==




At, cos o—(F+Gt)t, sin c △ cos c — (F — G t) sin c



Wenn man dies in den Ausdruck von r im Art. 182 sub-stituirt, so erhält man

A2 I 2

E + 2Ft — Gt2 = —--P ,

1         1           {A cos c — (F — Gt) sin c } 2 ‘

e + (f + f) t + gi =

A{e+(f+f)t + gt,2}cos2o+(F+Gt){e+(f+f) t,+gt,2} sin2 o { A cos c + (F + G t,) sin co }2

und durch Division und mit Rücksicht auf die Ausdrücke von r und 12 endlich r = rx cos2 co — 12 sin2 c.

Diese Formel drückt eine sehr einfache Beziehung der Grenzpunkte eines Strahles zum kürzesten Abstande eines beliebigen unendlich nahen Strahles aus. Es ist offenbar, dass dieselbe eine allgemeine Eigenschaft der Normalen einer Fläche enthält.

	
	
	
184.    Der kürzeste Abstand de zweier unendlich nahen Strahlen und der unendlich kleine Winkel dQ, den dieselben mit einander bilden, sind gegeben durch







de = du (E + 2F / + G42)2,

(U _ du ((r + g0) (E + FQ - (e + 1) (F+0)) A(E + 2Ft+Gt)%

so dass    d@A(+ gt) (E +F) —( +16) (F+Gc)

so nass    de —       A(E+2Ft+Gt2)

Für (f + gi) (E+F) - (e + ff) (F + G) = 0, oder die aus

(gF — fG) / + (gE — (f - f) F - eG } t + f'E - eF = 0 hervorgehenden Werthe von t wird der betrachtete Strahl von den betreffenden unendlich nahen Strahlen geschnitten. Sind T, T, die Wurzeln dieser Gleichung, so ist

— gE+(- f)F+eG _ f'E-eP

Ti 1 T2 “ gF-fG ‘ "i" — gP — fG •

Sie sind je nach den Gesetzen, welche die Strahlen zu einem System verbinden, reell oder imaginär, und darnach sind die Strahlensysteme in Gattungen zu unterscheiden.

Man nennt diese Punkte die Brennpunkte des Strahls und findet ihre Abscissen Q1, Q, aus dem allgemeinen Werthe von 7 durch Einführung der Werthe von T1, T, für t

8+(f+*)r, + gr,2 _   e + (+1) r, + gr,2

91 — E+2Fr,+Gr,2 ‘ 92 E+2Fr, + Gr,2 ’ oder

e+fr, _ f’+gt, _ e+ft, f’+gt, 91 E+Fr, F+Gr‘92 E+Fr, F+Gr,

Wenn man zwischen diesen Werthen T1 oder T, eliminirt, so erhält man die Gleichung

(EG - F2) 02 +(gE - (f+f)F+ eG)o+eg—= 0, deren Wurzeln 01, 02 also die Relationen

_ gE—(f+f)F+eG eg — fr’

91 T92 —--A2-------» 91 92--A2—

erfüllen; sodass man aus der Vergleichung mit den Werthen r, r, der Abscissen der Grenzpunkte

_         i (f — f‘)2

01 92 = 71 + 72 , 91 Q2 = 7172 + 4A2


findet.




Setzt man noch d == -2




ö == 22. P1, so findet man

2 2



(2—32 =5),

442 ? sodass die Sätze gelten: Der Mittelpunkt der Brennpunkte eines Strahls fällt mit demjenigen der Grenzpunkte der kürzesten Abstände zusammen. Man nennt ihn daher den Mittelpunkt des Strahls.

Der Abstand der Brennpunkte vom Mittelpunkte ist nie grösser, als der Abstand der Grenzpunkte der kürzesten Entfernungen von demselben.

Die beiden den Strahl durchschneidenden unendlich nahen Strahlen bestimmen mit ihm zwei Ebenen, die als seine Brenn-oder Focalebenen bezeichnet werden. Ihre Lage bestimmt die Gleichung r — Y cos2 c — 12 sin2 c durch

2          T, -- T • 2         r -- T, cos4 CO == —-----, snr 0 =====------- ,

72 — T1 ‘ T2 — T1 ‘ indem für r — 01 und r — 02 die Winkel 001, w2 der ersten und zweiten Focalebene mit der ersten Hauptebene daraus hervorgehen

__12    Pi    ein2 _   01 — 7, 72 7i‘           1 72 — 71 ‘

_  72   0,    .12_ Pa 71

COS O0o ■             , Slli C0o ---             ,

4 72                    2 72 — 71 ’

welches endlich in


cos 001 = sin C0.



[image: ]



230 II. Gewundene Curven a. d. Flächen: Krümmung u. Deformation. 185. übergeht, sodass C, = 7 — C, ist, und nach der senkrechten Lage der Ebenen gegen einander der Satz entspringt: Die beiden Focalebenen des Strahls liegen symmetrisch gegen die Hauptebenen in der Art, dass die Halbirungsebenen des Winkels der Focalebenen mit denen des rechten Winkels der Hauptebenen zusammenfallen.

Der Winkel der Focalebenen y == 01 — c, liefert wegen } 7 = C0, + C0,

sin y = cos 201= cos2 001 — sin2 001 , cos y — sin 20,==2 sin 001 cos w1,

	
	
8            1Z2 — 8^





sin” =a‘ Cos7=d—i

	
	
	
185.    Als die geometrischen Oerter der fünf in jedem Strahl so bestimmten Punkte für alle Strahlen des Systems erhält man fünf Flächen, die mit dem Strahlensystem in engen Beziehungen stehen. Die beiden Flächen F, F,, in welchen die Grenzpunkte der kürzesten Abstände liegen, thei-len den ganzen Raum in der Weise ab, dass zwischen denselben die kürzesten Abstände aller unendlich nahen Strahlen des ganzen Systems liegen, ausserhalb derselben aber keine. Wenn man von einem Strahle des Systems zu dem unendlich nahen Strahle übergeht, dessen kürzester Abstand von ihm in der Fläche F liegt, und von diesem zum nächsten in derselben Weise und so fort, so bilden alle diese auf • einander folgenden Strahlen eine Regelfläche 01, welche in F die aus den kürzesten Abständen der auf einander folgenden Strahlen gebildeten Curve a,, in F, eine andere Curve ö2 bestimmt. Dieselbe Operation in der Fläche F, erzeugt eine Regelfläche 0,, die in F, die aus den kürzesten Abständen der auf einander folgenden Strahlen a, und in F eine andere Curve bi bestimmt. Da alles das für jeden beliebigen Strahl auszuführen ist, so existirt eine Schaar von Regelflächen 01 und eine Schaar der 0, von dem nämlichen Charakter.







Sind /, y, z die Coordinaten des ersten Grenzpunktes in dem durch (x, y, z) gehenden Strahl, so sind

x‘== x rl, y == y — r^n, %‘ = z — r^n^

d. i. die Coordinaten jedes Punktes als Functionen von u und v, die Gleichungen der Fläche F1; und ebenso

x‘ = x — r2l, y = y — r2m, Z = 2 — r2n

die Gleichungen der Fläche F,. Integrirt man die beiden Gleichungen do do

— ==t., — = t so erhält man die Schaaren der Regelflächen du 17 du "7

O,, O,. Sind ihre vollständigen eine willkürliche Constante enthaltenden Integrale gefunden, und eliminirt man mittelst eines derselben aus den Gleichungen

x — x y — y_z' — z

l         m        n

die Grössen u und v, so erhält man eine Gleichung in x, y, z mit einer willkürlichen Constanten, welche die ganze Schaar der Regelflächen 01, 0, darstellt, je nachdem die eine oder die andere Integralgleichung angewendet wurde. Die Schaaren der Curven a,, bi, a,, b, gehen aus den drei Gleichungen einer der Flächen F, F, durch Verbindung mit der einen oder andern Integralgleichung hervor.

Die Brennflächen 1, T, des Strahlensystems, d. i. die Flächen der Brennpunkte seiner Strahlen, sind natürlich nur mit diesen selbst reell. Wenn man von einem beliebigen Strahle aus zu demjenigen fortgeht, der ihn in dem auf @, gelegenen Brennpunkte schneidet, von diesem zum nächsten in derselben Weise und so fort, so erhält man in den Strahlen die Erzeugenden einer abwickelbaren Fläche 221, deren Rückkehrkante &1 in 1 liegt, und die auch T, in einer Curve ß, schneidet. Daraus entspringt eine Schaar abwickelbarer Flächen ^j deren Rückkehrkanten eine Schaar von Curven «, in 0, bilden und welche in @, die Schaar von Curven ß, bestimmen; und eine Schaar abwickelbarer Flächen 922, deren Rückkehrkanten eine Schaar von Curven &, auf T, bilden, und die in 0, eine Schaar von Curven ß, bestimmen. Diese Möglichkeit, die Strahlen des Systems in doppelter Weise zu einer Schaar abwickelbarer Flächen zusammen zu fassen, die ihre Rückkehrcurven in den Brennflächen haben, charakterisirt die Strahlensysteme mit reellen Brennflächen. Man sieht auch: Alle Strahlen eines Systems mit reellen Brennflächen sind gemeinschaftliche Tangenten der Brennflächen; ein solches System kann also als das System der gemeinschaftlichen Tangenten zweier Flächen oder als das System der Doppeltangenten einer Fläche, endlich als das System aller Tangenten einer auf einer Fläche (F) liegenden Schaar von Curven («) geometrisch definirt werden. Da jede der beiden Schaaren abwickelbarer Flächen, in welche alle Strahlen des Systems zu-sanimengefasst werden können, eine der Brennflächen einhüllt, so schneiden sich die beiden Schaaren von Curven, welche durch die beiden Schaaren der abwickelbaren Flächen auf den Brennflächen des Systems bestimmt werden, in conjugirten Bichtungen. Endlich ist die Schnitt-curve der beiden Brennflächen die Enveloppe für alle auf den beiden Brennflächen liegenden Rückkehrcurven der abwickelbaren Flächen, die die Strahlen des Systems umfassen.

Die Gleichungen der Brennflächen 01, 0, erhält man in den Systemen

/ = x + 011, y = y + 0,m, •= + 0n,

/ = x + 0,1, " = y + 0,",  • = z + Q,n;

die der abwickelbaren Flächen 221, 92, und der Curvenschaaren a,, 31, «,, ß, durch die Integration der Differentialgleichungen


dv        dv

du Ti , du T2 ,




wie oben.



Eine stets reelle Fläche ist endlich der Ort der Mittelpunkte aller Strahlen, die Mittelfläche des Systems. Wenn man von ihr aus die Abscissen der Punkte in den Strahlen rechnet, so hat man 7=—72, 01 = — 02, gE—(f + f) F — eG = 0, als wesentliche Vereinfachung.

Ihre Gleichungen sind aus der Abscisse des Mittelpunktes

, _ 7,+7, _ _ gE-(+:)F + eG 2                      2 42          ‘

in der Form x‘ = x — Ml, y = y — J\Im, % = z — Mn zu bilden.

Durch die Degeneration einer oder mehrerer unter diesen Flächen zu Linien oder Punkten, ihr Zusammenfallen oder ihr Verschwinden im Unendlichen werden Grenzfälle des allgemeinen Strahlensystems charakterisirt. Ein solcher ist das System △ = 0, A = 0, B = 0, C = 0, das von der allgemeinen Untersuchung ausgeschlossen wurde (Art. 182); die Grenzflächen der kürzesten Abstände, die Mittelfläche und eine der Brennflächen sind unendlich entfernt, die andere existirt. Die eine der Flächen-schaaren S, deren Rückkehrkanten auf der unendlich entfernten Brennfläche liegen, ist eine Schaar cylindrischer Flächen, und das System kann somit definirt werden als das System aller der Tangenten einer Fläche, welche den Tangenten einer bestimmten Curve in ihr parallel sind.

	
	
	
186.    Wenn man die Grössen l, m, n, welche die Relation l2 — m2 — 2 == 1 erfüllen, als rechtwinklige Coordinaten in einer Kugelfläche vom Radius Eins betrachtet, so ist nach dem in Art. 170 dargelegten Grundgedanken von Gauss jedem Strahl des Systems ein Punkt der Kugel zugeordnet, und wenn man durch einen Punkt des Strahls eine zu ihm normale Ebene und in ihr um jenen eine unendlich kleine geschlossene Curve denkt, so entspricht ihr mittelst der durch die Punkte ihrer Peripherie gehenden Strahlen auf der Kugel eine gleichfalls einen unendlich kleinen Flächenraum q einschliessende Curve. Das Verhältniss f beider unendlich kleiner Flächen heisst das Dichtigkeitsmaass des Systems. Seine Berechnung lässt sich auf Grund der im Art. 181 gegebenen Formeln







/ dp = dx — R di — r (Idx — mdy — ndz\ etc. ausführen, wenn in ihnen dp den unendlich kleinen Abstand eines Punktes der Curve f von dem durch x, y, z, l, m, n, R gegebenen Fusspunkte des Strahls in ihrer Ebene, V, u‘, v aber seine Richtungscosinus bedeuten; ist dann « der Winkel des dp mit der Normale der ersten Hauptebene, so ist

COS & = AA — M, «‘ — vV, sin « == AA — uau — v,V, und darnach auf Grund der vorigen Gleichungen und wegen

A11 — M m — V1 n = 0, Al — M2 m — Vg n = 0, dp cos « = Adx — udy — v^dz — R {^dl — yvdm — v1dn), dp sin « = X2dx — ^dy — v2dz — li (X2dl — ugdm — v2dny^ hieraus aber nach den im Art. 183 für 21, Ui, V1, 12, U,, V2 gefundenen Werthen und für die Substitutionen

, __e + f h + R (E + Fi,) , __6 + f t, + R (E + Ft,) '              V            » 42               y           )

	
- f+gt, + R(F+Gt,)_ f+gt, + R(F+Gt,)



1 Vi ‘ 22 “ V2 dp cos « = — A2du — Jß2dv, dp sin « — Aydu — Bidv;

	
	
A, — B, t             A, cos & — A, sin & also tan & ===     —, t ===     — j — •    ,





	
4,    — B2                 cos & — D2 sin C 7 . , __ _ (A, B,   A,B,) da     i __ (A, B, A, B,) du leiuei            (B, cos «+B, sin «)2‘    1 Bi cos a + B, sin « 7 also          dp2da — (A1B2 — A,B,) du2dt.



Diese Formel verbindet man mit der, wie folgt, für die Kugel erhaltenen Endgleichung. Entspricht den dp auf der Kugel das Bogenelement de, so ist aus den Coordinaten l, m, n^ 1 — dl, etc. seiner Endpunkte da = (dl2+dm^ + dn2)^ = du(E+2F t +G (2)2 ; seine Richtungscosinus sind

	
	
di         a — a' t        dm         b — b' t —— ===== ---------------------- --- =—■--------- etc.





de (E+2Ft+Gt2)2‘ do (E+2Ft+G6)2‘

Ist dann t0 der Werth des t für « = 0, also t — — A, : Bx, und a' der dem Winkel « entsprechende Bogen auf der Kugel, so hat man

. ' (a + a to) (a — a t) — (b + b to) (b + b t) + (c — C to) (C + C t) cos C =----------------------------1-----------------1---- (E+2Ft+ Gt2)2 (E + 2Ft + Grt^

___E + Ft +@+ @t,) t_____ (E + 2Ft, + Gt?)% (E+2Ft+ Gt3)% 7

,A(t—t) , , _ Adt also T7E+Ft+(F+Gt) t‘ "CE+2Ft+Gt2‘

und somit dG2da == ^du2dt jene Gleichung für die Kugel. Die angedeutete Verbindung giebt dod« = —--— dp2da.

	
Man hat aber für die Flächen /“ und g die Ausdrücke 2 n                     27 f~^ / dp2da, 9 == / de2da, o                           o



A sodass man erhält *=@ =----, und durch Umfor-f        41B2—A2 B.’ mung nach den Werthen der A und B und den Ausdrücken des Art. 184 für die Abscissen 0, 0, der Brennpunkte @=4 —R) R) ; das Dichtigkeitsmaass in jedem Punkte eines Strahles ist gleich dem reciproken Werthe des Products der Entfernungen dieses Punktes von den Brennpunkten des Strahles.

Das Dichtigkeitsmaass ist daher stets reell. Es ist für Strahlen-Systeme mit reellen Brennflächen für alle zwischen ihnen gelegenen Punkte negativ, für alle ausserhalb gelegenen positiv, hat in dem Mittelpunkte jedes Strahls den grössten negativen Werth und ist in den Brennpunkten unendlich gross. Sind die Brennflächen imaginär, so ist es stets positiv und hat in dem Mittelpunkte eines jeden Strahls sein Maximum. Die Strahlen, welche der Peripherie von f angehören, bilden ein unendlich dünnes Strahlen-bündel, und f ist der der Abscisse R entsprechende Querschnitt. Ist dann f' der der Abscisse R' entsprechende Querschnitt desselben, so bleibt 9 unverändert und man findet, dass die Flächeninhalte zweier Querschnitte eines unendlich dünnen Strahlenbündels sich umgekehrt wie die Dichtig-keitsmaasse der entsprechenden Stellen verhalten. Dies rechtfertigt die Benennung Dichtigkeitsmaass, da hiernach die Dichtigkeiten in demselben Verhältniss stehen, wie die Dichtig-keitsmaasse.

Wenn man verschiedene Strahlen betrachtet, so gelangt man zu dem Begriff eines Ortes von Punkten gleichen Dichtigkeits-maasses und damit zu dem einer Schaar von Flächen gleichen Dichtigkeitsmaasses.

Da R2 — (e. + 0.) R + 0, 0, = % ,

also        n - o,+0, + y (0,50)* + | ist, so sind für diese beiden Werthe von R dann x‘== x — Rl, etc. die Coordinaten der Punkte des Systems, deren Dichtigkeitsmaass den Werth 0 hat; die Coordinaten jedes Punktes einer Fläche jener Schaar sind als Functionen von u und v bestimmt.

Die beiden Brennflächen gehören zu den Flächen gleichen Dichtigkeitsmaasses, sie entsprechen dem Werthe @ = 0; die Flächen sind reell, so lange 1 nicht negativ und zugleich grösser als (°1 - 02) ist. Nach der Constanz des Products der Abstände von den Brennpunkten sind aus den bekannten Brennflächen die Flächen gleicher Dichtigkeit leicht zu construiren.

	
	
187.    Ein für die Untersuchung der Strahlensysteme wichtiger Begriff ist der des DrehungsWinkels eines zweiten Strahls gegen den ersten für eine bestimmte Strecke AB', es ist der Winkel der zwei aus Punkten des zweiten Strahls gegen den ersten gefällten Normalen, die in A und B diesen treffen; also entspricht der ganzen unbegrenzten Geraden der Drehungswinkel von zwei Rechten. Wir zählen die Drehungswinkel vom Ausgangspunkte des Strahls, d. i. von dem Punkte der Abscisse R — 0; ist dann dp die Länge der Normale im Punkte der Abscisse R, « der Winkel, den es mit der Normale der ersten Hauptebene macht, und entsprechen die Werthe dP und & dem Perpendikel im ersteren Punkte, so gelten nach Art. 186 die Gleichungen





dp cos « — — A,du — B^dVy dp sin c ~ Ardu — B^dv, und nach den eben dort gegebenen Werthen von A1, A,, etc.

7                      e + f t, 7       f + g t, 7 dpQ cos Co =--y—- du--y— dv,

,   •           e + f t, 7     f+gt, dp0 sin Co =   —y—du -j---dv] also auch 7          7               R(E+Ft,) 7     R(F+Gt,) , dp cos C — dp^ cos Eo — —---y---du — -——---- dv,

, .       , .           R(E+Ft,) ,R(F+Gt) , dp sin « — dp0 sin Co =    -----y — du 1--V,— d v,

und daher dp sin & — dp0 sin «, dp cos & — dp0 cos &, = RV,                  RV, ‘

{dp sin « — dp0 sin «,) t, {d}J cos « — dp^ cos «) t, dv = RV, ’RV,

Durch Einführung dieser Werthe in die vorher für dp^ cos «, dp sin a0 gefundenen Ausdrücke, und Reduction erhält man dann B dp cos & = — r2 {dp cos « — dp0 sin «o) 2A) {dp sin « — dp0 sin Co),

R dp0 sin so = — ( 2A) (dz cor e — dPo cos Co) — 71 {dp sin « — dp0 sin «o); daraus (,         7          RVZ2—82 , dp cos & =1--I dp0 cos C--dp0 sin Co, \        91 92/                          91 92 dp sin e =---—--- dp0 cos Co + I 1 — —-) dPo sin Ko, %1 92                           \        $1 $2/

RVd2—82 cos & + (0,0, — Rr,) sin «, und tau C =-----------------—--—.--- (01 02 — RTi) cos To — R Vd" — 0" sin Co

Setzt man 3 = « — «, so erhält man den Ausdruck des — ., R(Vd2—82— d sin 2«,) Drehungswinkels tan 3 =----——----9---i---.9—- •

6                1      01 02 — R {r, cos2 Co + r2 sin2 Co)

Daraus erkennt man den Werth tan ß = 0 als zugehörig den in den Focalebenen gelegenen Strahlen («, = 001, «o == €2), was auch aus dem Begriff des Drehungswinkels selbst hervorgeht.

In den Strahlensystemen mit imaginären Brennflächen kann der Drehungswinkel für endliche Strecken nie Null werden; d. h. die Drehung der Strahlen kann ihren Sinn nicht ändern. Bei den Strahlensystemen mit imaginären Brennflächen hat man daher solche mit Rechtsdrehung von solchen mit Linksdrehung zu unterscheiden.

Für reelle Brennpunkte erhält man die Drehungswinkel ß,, ß, vom Ausgangspunkte bis zu den Brennpunkten für die Substitutionen R = 01, R =9, und mittelst der Relation

Y1 cos2 &o — 12 sin2 & = M — d cos 2« ,

,     Yd‘2-—82 — dsin 2«,    :   ,     172 — 8‘2—dsin2«, lan 3, = ---.------•, tan 3, =     . . —--——•,

1        0 — d cos 2 Ko ‘                — 0 d cos 2 Co ‘

d. i. nach den Formeln des Art. 184

tan ßi — tau (c, — «), tan ß, = tan (c0, — «), oder ß, — ß, == 0, — w1 = y^ d. h. die Drehungswinkel von einem Brennpunkte eines Strahls bis zum andern Brennpunkte desselben haben für alle unendlich nahen Strahlen denselben Werth, dem Neigungswinkel der Focalebenen gleich.

Man leitet ferner aus dem allgemeinen Werthe von tan ß den Ausdruck der Abscisse ab

7? =                 0,0, sin ß

M sin 8 + Vd? — 82 cos 8 — d sin (2 «, + ß) ’

und erkennt, dass für constantes ß den Grenzen sin (2«+ ) = 1, «, = + % — 18, «, ={n — 18




der grösste Werth R, und der kleinste Werth R, der Abscisse ‘[image: ]" werden, nämlich

Pi 02 sin ß

M sin ß + yd2 — 82 cos ß — d ‘


R.
[image: ]




Q1 Q, sin ß

M sin ß + Vd2 — 82 cos ß + d 7


woraus s



. 111




Stimmung von — — — und —--— ergiebt

I 1 I

1 __ cos2 (Ko + 2ß — 41) sin2 (K+ß—17)

R R, T R, ’

speciellfür A-5 I = oi + 4"

Wenn man also von einem beliebigen Punkte eines Strahls ausgehend jeden unendlich nahen Strahl in der Lage nimmt, in welcher er mit diesem einen gegebenen Constanten Drehungswinkel macht, so wird diese Länge jedes unendlich nahen Strahls aus der Länge des grössten und des kleinsten, und aus dem Winkel, welchen die Richtung seines Ausgangspunktes mit der Richtung des Ausgangspunktes des grössten Strahls macht, durch die nämliche Gleichung bestimmt, wie der Krümmungshalbmesser eines Normalschnittes einer Fläche durch den grössten und kleinsten Krümmungshalbmesser und durch den Winkel, den dieser Normalschnitt mit einem der Hauptschnitte macht — d. i. durch die Euler’sehe Gleichung.

	
	
188.    Von den Gleichungen des vorigen Art. aus





/, Rr,\ , RYZ: — 32 ,

an cos & — I 1---- I (0 cos «n —-------dpn sin ( ,

\       01 02/ 0                    0102          ’

. ayd^ — 32            . y Rr,\ 7

ap sin & =---clpQ cos Co "1--" I ap0 sin Co,

P1 02                           \       91 02/

in denen dp und a als Polarcoordinaten der der Abscisse R entsprechenden Querschnittscurve des unendlich dünnen Strahlenbündels, dp^ &o als die Coordinaten der dem Ausgangspunkte entsprechenden anzusehen sind, kann man zu rechtwinkligen Coordinaten übergehen, die auf die Hauptebenen des Strahls bezogen sind, durch die Substitutionen

dp cos « = x, dpsma~y, dp^ cos Co = X0, dp0 sin & = y. mit entsprechenden Werthen von xo, J. Die angrenzenden Curven der Querschnitte eines unendlich dünnen Strahlenbündels sind somit Curven derselben Ordnung und stehen zu einander in der Reziehung der C o 11 i n e a t i o n, als Elementartheile insbesondere in der specielleren der Affinität1).


und erhält



[image: ]




nyd2-

Q1 02
[image: ]




Die Querschnitte in den beiden Brennpunkten, für welche das Dichtigkeitsmaass unendlich gross war (Art. 186), die also Unendlichkleine einer höhern Ordnung sein müssen, finden sich durch R=9, R =9, nach der dann eintretenden Identität der Gleichungen für x und y, ausgedrückt durch

—/d — 3         “| / d — 3

3=8/a+8‘ 3=F/d-8

sie sind also unendlich kleine gerade Linien, die Brennlinien des Bündels.

Durch Rückgang zu den Polarcoordinaten zeigt man, dass sie in den Focalebenen gelegen sind. Ihre Längen können nur Null, d. h. in einer höhern als der ersten Ordnung unendlich klein sein, wenn d === 0, also auch 3 = 0 ist; oder für r2=rn 02 = 01, d. h. wenn die Grenzpunkte der kürzesten Abstände und die Brennpunkte mit dem Mittelpunkte zusammenfallen. Man nennt solche Strahlen Hauptstrahlen und sieht, dass sie nur da statt haben, wo die Grenzflächen und mit ihnen zugleich die Brennflächen gemeinschaftliche Punkte besitzen. Es giebt nur ein Strahlensystem aus lauter Hauptstrahlen, bei welchem sämmtliche Strahlen durch einen Punkt gehen. Es giebt aber unendlich viele Strahlensysteme, deren Hauptstrahlen eine Fläche der Hauptstrahlen bilden, und unendlich viele solche, welche isolirte Hauptstrahlen haben; von jener Art ist das System der gemeinschaftlichen Tangenten von zwei confocalen Flächen zweiten Grades, seine Hauptstrahlen sind die Tangenten der Durch-schnittscurve beider Flächen. Im Allgemeinen aber hat ein Strahlen-System keine Hauptstrab len, weil die Unbestimmtheit der Hauptebenen nach Art. 183 den beiden unabhängigen Veränderlichen u und v die für zwei zählenden Bedingungen

gF-}(+1)@=0, eG —gE = 0, 1(+Y)E—@F-0, und dazu wegen 8 = 0 die dritte Bedingung f = f' auferlegt.

	
	
189.    Es bleibt übrig, die Zusammenhänge dieser Lehren mit der Theorie der Krümmung der Flächen näher zu bezeichnen, an die schon einzelne Ergebnisse erinnert haben.





Wenn es eine Fläche giebt, für welche jeder durch x, y7 z, 1, m} n bestimmte Strahl eine Normale (im Punkte x, y, 2‘) ist, so hat man x‘ = x — rl, y = y — rm, %‘ = z — rn,

idx — mdy — nds = 0;

also

l d x — m dy — n dz — dr (l2— m2— 22) +r(ldl—m d m — n d n) = 0, und somit Idx — mdy — ndz = — dr,

d. i. (la — mb — nc) du — (la — mb' — ne) dv = — dr.

Die linke Seite dieser Gleichung muss also ein vollständiges Differential einer Function — r von u und v sein, oder


de du,



a a — bb — cc = a a —- b b — c’c, f = f eine Identität sein. Diese Bedingung ist nöthig und hinreichend, damit die Strahlen des Systems Normalen einer Fläche sind.

Wenn sie erfüllt ist, so werden die quadratischen Gleichungen der Art. 182 und 184 von den Wurzeln 11, T2 und t1, t,, und ebenso die derselben Art. von den Wurzeln 01, 02 und r1} r2 mit einander identisch: Die Focalebenen eines Strahls fallen mit den Hauptebenen, die Brennpunkte mit den Grenzpunkten der kürzesten Abstände zusammen. Für eine der Flächen, deren Normalen die Strahlen des Systems sind, sind die Grenz- und Brennpunkte die beiden Hauptkrümmungscentra, und die Theorie der Krümmung ist also ein specieller Fall der Theorie der Strahlensysteme, ohne dass jedoch ihren Lehren wesentlich neue Ergebnisse anzuschliessen wären.

Die Existenz der Brennlinien kann so ausgesprochen werden: Die beiden Hauptnormalebenen eines Punktes in einer Fläche werden von allen diesem Punkte unendlich nahen Normalen derselben so geschnitten, dass die Entfernun-gen der Schnittpunkte vom gegebenen Punkte der Fläche in der einen Hlauptebene gleich dem grössten, in der andern gleich dem kleinsten Krümmungshalbmesser sind. (Vergl. Art. 42.) Die Sätze der Theorie der Krümmung sind in der allgemeineren Theorie enthalten. Den Hauptnormalschnitten in einem Flächenpunkte entsprechen die Hauptebenen und die Focalebenen des unendlich dünnen Strahlen-bündels; von ihren Eigenschaften erhalten jene die beiden, stets reell und zu einander normal zu sein, diese die andere, die schneidenden unendlich nahen Strahlen zu enthalten. Den Hauptkrümmungsmittelpunkten entsprechen die Grenzpunkte und die Brennpunkte des unendlich dünnen Bündels, und ihren Flächen die Flächen F, F,, (., (,; die Grenzflächen erhalten die in ihrem Namen ausgesprochene Eigenschaft; die Brennflächen die Eigenschaft, von allen Strahlen des Systems tangirt zu werden. Die beiden schönen Eigenschaften der Flächen der Hauptkrümmungs-centra, dass ihre Umrisse sich stets rechtwinklig schneiden, von welchem Punkte des Raumes man sie auch betrachten mag, und dass die Rückkehrcurven der abwickelbaren Flächen, in welche die Normalen sich zusammenfassen lassen, geodätische Linien auf den Flächen der Hauptkrümmungsmittelpunkte sind, gehören dem System der Normalen einer Fläche speciell an und fehlen in der allgemeinen Theorie. Die Schaaren von Flächen 01, 02, 91, 2, fallen mit den Flächen der Normalen der Krümmungslinien zusammen. Die Normalen der Kreis- und Nabelpunkte sind Haupt-strahlen des Systems. Die Euler’sche Gleichung ist für

ß = 2 , 1 = 01, 72 = Q2

in der allgemeinen Gleichung des Art. 187 enthalten. Die dort geführte Untersuchung liefert ferner für die Theorie der Krüm-mung’den Salz: Wenn man an zwei unendlich nahen Punkten einer Fläche die Normalen zieht und ihnen die bestimmte Länge giebt, in welcher ihr Drehungswinkel gleich einem Rechten ist, so stellen sie die Krümmungshalbmesser der Fläche in den beiden unendlich nahen Punkten für den durch sie gehenden Normalschnitt dar. Man sieht endlich, dass der Ausdruck des Dichtigkeitsmaasses im Art. 186 auf das Gauss’sche Krümmungsmaass zurückkommt. 95)

Schliesslich wollen wir die Entwickelung dieses Themas, wie sie in Art. 181 mit einer Erinnerung an die Lehre von den sechs Coordinaten einer geraden Linie begonnen worden ist, auch mit einer solchen beendigen.

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 16

In Art. 53 in Bd. I ist bei der ersten Erörterung der Begriffe vom Strahlencomplex unter 1) sofort bemerkt worden, dass der Complex eine projectivische Beziehung zwischen den Punkten und Ebenen jedes seiner Strahlen bewirkt, in welcher nämlich den Berührungspunkten des Strahls mit den Complexcurven seiner verschiedenen Ebenen diese Ebenen oder den Berührungsebenen des Strahls mit den Complexkegeln seiner verschiedenen Punkte diese Punkte entsprechen. Verbinden wir dies damit, dass ein Strahlensystem im hier gebrauchten Sinne des Wortes der Inbegriff der gemeinschaftlichen Strahlen zweier Complexe ist, so sehen wir, dass die Punktreihe in einem Strahle desselben in doppelter Weise, nämlich einmal durch den ersten und das andere mal durch den zweiten Complex, projectivisch bezogen ist zu dem Ebenenbüschel um denselben, und erkennen sofort in den Doppelpunkten dieser zwei vereinigten projectivischen Beihen und in den ihnen entsprechenden Ebenen die Focalpunkte und Focal-ebenen des betrachteten Strahls; denn sie sind auch hiernach die Punkte und die Ebenen, in welchen dieser Strahl von unendlich nahe benachbarten Strahlen des Systems geschnitten wird.

	
III.    Kapitel.



Familien von Flächen.

	
	
190.    Wenn die Gleichungen einer gewundenen Curve d(x, y, s, G1, C2, . . . c„) == 0, P (x, y, e, G1, C2, .. . C„) = 0 n Parameter oder unbestimmte Constanten enthalten, so wird die Curve vollständig bestimmt, wenn n durch diese Parameter zu erfüllende Gleichungen gegeben sind. Wenn dagegen nur (n — 1) Gleichungen zur Bestimmung der n Parameter gegeben sind, so können die obigen Gleichungen unendlich viele Curven gleichmässig repräsentiren, und die Vereinigung aller dieser Curven bildet eine Fläche, deren Gleichung durch Elimination der n Parameter zwischen den (n — 1) gegebenen Gleichungen — nämlich den (n — 1) Relationen und den zwei Gleichungen der Curve — gefunden wird. Wenn z. B. die beiden obigen Gleichungen eine veränderliche Curve bezeichnen, deren Bewegung durch die Bedingung bestimmt ist, dass sie (n — 1) feste Leitcurven stets durchschneidet, so ist die Bestimmung der erzeugten Fläche ein Problem der gedachten Art. Denn durch Elimination der Veränderlichen x, y, 2 zwischen den zwei Gleichungen der veränderlichen Curve und den beiden Gleichungen einer der Leitcurven drücken wir die Bedingung aus, unter welcher diese Curven sich schneiden, und erhalten damit eine Relation zwischen den n Parametern; mit (n — 1) Relationen dieser Art erhalten wir die Gleichungen der erzeugten Fläche in der angegebenen Weise.





Wir haben in Bd. I, Art. 113 f. einen speciellen Fall dieser allgemeinen Aufgabe behandelt.

Flächen, für welche die Form der Functionen d und ‘ die nämliche ist, werden als von derselben Familie bezeichnet, wenn auch die die Parameter verbindenden Gleichungen verschieden sind; d. i. wenn z. B. dieselbe erzeugende Curve mit verschiedenen Reihen von Leitcurven verbunden wird, so sind alle so zu erzeugenden Flächen als zu derselben Familie gehörig anzu-16*

sehen. In verschiedenen wichtigen Fällen können die Gleichungen aller zu derselben Familie gehörigen Flächen in eine einzige Gleichung vereinigt werden, welche eine willkürliche Function oder mehrere solche Functionen enthält; die Gleichung jeder individuellen Fläche der Familie wird dann durch Specialisirung der Form dieser Functionen erhalten. Wenn wir dieselben durch Differentiation eliminiren, so erhalten wir eine partielle Differentialgleichung, die allen Flächen der Familie gemeinsam angehört und gewöhnlich der Ausdruck irgend einer geometrischen, allen Flächen der Familie gemeinsamen Eigenschaft ist; sie leitet directer als die Functional-gleichung zur Lösung für einige Klassen von Aufgaben.

	
	
191.    Es ist der einfachste Fall, wenn die Gleichungen der veränderlichen Curve zwei Constanten einschliessen. Denn wenn sie nur eine Constante enthielten, so würde die Elimination derselben die Gleichung einer bestimmten Fläche, aber nicht die einer Flächenfamilie liefern. Wenn man nach einander für jede dieser Constanten auflöst, so bringt man die beiden gegebenen Gleichungen in die Form w = q, v = c2, wo u und v bekannte Functionen von x, y, 2 sind.





Wenn diese Curve eine Fläche erzeugen soll, so müssen die C,, C, durch eine gegebene Relation verknüpft sein, die von der Form c, == (c) sein wird; indem man für C1 und C2 ihre Werthe setzt, erkennt man, dass die allgemeine Gleichung der erzeugten Fläche von der Form u = d (v) ist. Wir können in diesem Falle auch leicht die partielle Differentialgleichung bilden, welcher von allen Flächen der Familie genügt werden muss. Denn wenn U = 0 eine Fläche der Familie darstellt, so kann U nur durch einen conslanten Factor von u— d(v) verschieden sein, d. h. man hat A U = u— (v) und durch Differentiation

dU   du    ,dv ,  . —        , , X

X — = --( (v) — oder A U. = M, — ( (v) v. , dac dx• dx          1     1 nebst zwei analogen Gleichungen für die Differentiale nach y und z.

Durch Elimination von A und d‘ (v) erhält man dann die partielle Differentialgleichung in der Determinantenform


Un u,, v,.




U2,

242, v,.




Us
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In diesem Falle sind u und v als bekannte Functionen der Coordinaten vorausgesetzt, und die eben geschriebene Gleichung begründet eine Relation ersten Grades zwischen den Differen-tialen U1, U,, U3.

Wenn die Gleichung der Fläche in der Form z — d (x, y) = 0 geschrieben würde, so wäre

1

 Ein System von Geraden, deren jede zwei nicht in derselben Ebene liegende Gerade trifft, schneidet je zwei zu diesen Geraden zugleich parallele Ebenen in zwei affinen Systemen von Punkten. (Vergl. Bd. I, Art. 40, 6 die Theorie der geschaarten Collineation; die Ebenen haben ihre Stellung entsprechend gemein.)


U, = 1, U = », U, = I,

nach den schon wiederholt bezeichneten Bedeutungen von p und q, und die partielle Differentialgleichung der Familie wäre von der Form Pp — Qq = R, wo P, Q, P bekannte Functionen der Coor-dinaten sind.

Und umgekehrt repräsentirt das Integral einer solchen partiellen Differentialgleichung,96) welches von der Form U=0(p) ist, geometrisch eine Fläche, welche durch die Bewegung einer Curve von den Gleichungen u — C1, v — C2 erzeugt wird.

Die partielle Differentialgleichung bietet das einfachste Mittel dar, um zu prüfen, ob eine gegebene Fläche zu einer bestimmten Familie gehöre. Wir haben nur die aus der Gleichung der Fläche hervorgehenden Werthe von Ur, U,, U3 darauf zu prüfen, ob sie die partielle Differentialgleichung der Familie identisch erfüllen; geschieht dies, so gehört auch die betrachtete Fläche dieser Familie an.

	
	
192.    Wenn gefordert ist, eine specielle Fläche der gegebenen Familie u = d (v) durch die Bedingung zu bestimmen, dass dieselbe eine gegebene Curve enthalte, so kann die Form der Function in diesem Falle gefunden werden, indem man die Gleichungen u = q, v = C2 bildet und zwischen diesen und denen der festen Curve die Grössen x, y, z eliminirt; man erhält eine Relation zwischen C1 und C2 oder zwischen u und v, welche die Gleichung der verlangten Fläche ist. Die geometrische Bedeutung dieses Verfahrens besteht darin, dass wir die Bewegung einer veränderlichen Curve u — ct, v — c% durch die Bedingung vorschreiben, dass sie die gegebene feste Curve immer durchschneidet. Dann sind alle Punkte der letzteren auch Punkte der erzeugten Fläche.





Ist gefordert, eine Fläche der Familie u = d (v) so zu bestimmen, dass sie eine gegebene Fläche umhülle, so wissen wir, dass in jedem Punkte der Berührungscurve die U1, U2, U3 etc. dieselben Werthe für die feste und die umhüllende Fläche besitzen. Wenn wir also in die partielle Differentialgleichung der gegebenen Familie für U1, U,, U, ihre aus der Gleichung der festen Fläche bestimmten Werthe substituiren, so erhalten wir eine Gleichung, welche für jeden Punkt der Berührungscurve erfüllt sein muss, und welche daher in Verbindung mit der Glei-chung der festen Fläche diese Curve bestimmt. Das Problem ist damit auf das vorhergehende zurückgeführt, welches eine Fläche der gegebenen Familie durch eine gegebene Curve zu legen verlangt. Diese Theorie wird besser verstanden werden durch die folgende Betrachtung der Beispiele der wichtigsten Flächenfamilien der hier besprochenen Klasse, d. h. derjenigen, deren Gleichungen in der Form u ==(v) ausgedrückt werden können.

	
	
193.    Cylindrische Flächen. Eine cylindrische Fläche wird durch die Bewegung einer geraden Linie erzeugt, wenn dieselbe ohne Richtungsänderung fortschreitet. Da die Gleichungen einer geraden Linie vier unabhängige Constanten enthalten, und die Bestimmung der Richtung zwei dieser Constanten feststellt, so bleiben nur die zwei übrigen unbestimmt, und die Familie der cylindrischen Flächen gehört zu der Klasse von Flächen, welche in den letzten zwei Art. betrachtet wurden.





Wenn die Gleichungen der geraden Linie in der Form x — lß + p, y = mß — q

gegeben sind, sodass l und m, welche die Richtung bestimmen, gegeben sind, und wenn die Bewegung der Geraden durch irgend eine Bedingung geregelt ist — wie dass sie sich längs einer gewissen festen Curve bewege oder eine feste Fläche berühre — so begründet dies eine Relation zwischen p und q, und die Gleichung der Fläche wird in der Form

x — lß = d (y — mß) erhalten. Wenn allgemeiner die, erzeugende gerade Linie der Durchschnittslinie der beiden Ebenen

ax — by — cß = 0, a x — b'y — c ß = 0 parallel bleiben soll, sodass ihre Gleichungen von der Form ax — by — cß — «, a x — b'y — c ß — ß sind, so wird die Gleichung der erzeugten Fläche in der Form ax -\- by-\- cß = ^ {a'x — b'y — c 2) erhalten.

Indem wir in die Gleichung des Art. 191 für u und v die Werthe ax — by — cz und a x — b' y — c z einführen, erhalten wir die partielle Differentialgleichung der Cylinderflächen

(bc — b' c) U, + {ca — c' et) U, + (ab' — a'b) U, = 0, oder, nach der dritten Aufgabe des Art. 43 in Bd. 1,

Ui cos a — U, cos ß — U3 cos y — 0, wenn «, ß, y die Richtungswinkel der erzeugenden Geraden sind.

Wenn wir erinnern, dass U,, U^, U3 den Richtungscosinus der Normale der Fläche proportional sind, so erkennt man, dass die geometrische Bedeutung dieser Gleichung darin besteht, dass die Tangentenebene der Fläche die Richtung der erzeugenden Geraden immer enthält.

Die Hauptschnitte und zugleich die Krümmungslinien in jedem Punkte einer Cylinderfläche sind der Normalschnitt und die Erzeugende; die eine der Hauptkrümmungen ist gleich Null.

Beispiel 1. Man soll die Gleichung des Cylinders bestimmen, dessen Erzeugende parallel zu x = lz, y — mz sind, und welcher die ebene Curve z — 0, d (x, y) = 0 zur Leitcurve hat.

Auflösung, d (x — iz, y — mz} = 0.

Beispiel 2. Man soll die Gleichung des Cylinders bestimmen, dessen Erzeugende zur Durchschnittslinie von

ax — by — cz = 0, ax — b'y — c' z = 0 parallel ist und die Schnittlinie von

ax — ßy — yz == ö, F (x, y, z) = 0 zur Leitcurve hat.

Man löse die Gleichungen

ax— by — cz = u, ax -{-b'y — cz — v^ ax — ßy — yz = ö für x, y^ z auf und substituire die erhaltenen Werthe in die Gleichung              F (x, y, z) == 0.

Beispiel 3. Die Gleichung des Cylinders zu bestimmen, dessen Erzeugende die Richtungscosinus l, m, n haben, und dessen Leitcurve die Durchschnittslinie der Flächen U=0, V =0 ist.

Die Elimination kann zweckmässig folgendermassen vollzogen werden: Wenn x , y', z die Coordinaten des Punktes sind, in dem eine Erzeugende des Cylinders die Leitcurve schneidet, während x, y^ z die Coordinaten eines beliebigen Punktes derselben Erzeugenden sind, so gelten die Relationen
[image: ]

und wenn 0 den gemeinsamen Werth dieser Quotienten bezeich-net, so ist

x‘ == x — 16, y' — y — m0, :‘== z — nO.

Durch die Substitution dieser Werthe in die Gleichungen U — 0, V = 0, denen die x", y', s' genügen müssen, erhält man zwei Gleichungen, zwischen welchen 0 eliminirt werden kann. Die Resultante ist die Gleichung des Cylinders.

' Beispiel 4. Den Cylinder zu bestimmen, dessen Erzeugenden die Richtungscosinus l^ m, n entsprechen, und welcher die Fläche zweiter Ordnung Ax2 — By2 — Cz2 = 1 umhüllt.

Nach der partiellen Differentialgleichung ist die Berührungs-curve der Durchschnitt der Fläche mit der Ebene

Alx — Bmy — Cnz == 0.

Indem man dann wie im letzten Beispiel verfährt, erhält man die Gleichung des Cylinders in der Form

(Al+Bm2+Cn2)(Aa?+By?+Cz2 — 1)=(Alx+Bmy+Cn£)2.

Allgemein für die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung d (x, 3, z) = 0, (u = 0)

und die Richtungscosinus l, m, n ist die Gleichung des umhüllenden Cylinders gegeben durch

	
	
194.    Conische oder Kegelflächen. Kegelflächen werden erzeugt durch die Bewegung einer geraden Linie, welche stets durch einen festen Punkt geht. Indem wir ausdrücken, dass die Coordinaten dieses Punktes den Gleichungen der geraden Linie genügen, erhalten wir zwei Relationen zwischen den vier Constanten der allgemeinen Gleichungen der geraden Linie. Da somit die Gleichungen der erzeugenden Linie nur zwei unbestimmte Constanten enthalten, so ist das Problem von der im Art. 191 discutirten Klasse.





Seien die Gleichungen der erzeugenden Linie

x — & y — ß z — y

l          m n ‘

wo «, 3, y die bekannten Coordinalen des Scheitels des Kegels und l, m, n den Richtungscosinus der erzeugenden Geraden proportional sind, so enthalten diese Gleichungen, obwohl dem Scheine nach drei, in Wahrheit nur zwei unbestimmte Constanten, weil sie nur die Verhältnisse der Grössen l, m, n bestimmen.

Schreiben wir die Gleichungen in der Form

x — &    l y — ß    m

z — y    n ‘ z — y    n ‘

so sehen wir, dass die Bedingungen des Problems eine Relation zwischen — und — begründen müssen, und dass daher die Glei-chung des Kegels von der Form sein wird z—a _ 4 (J — ß) . z — y z — y)

Man erkennt leicht, dass dies gleichbedeutend ist damit, dass die Gleichung des Kegels eine homogene Function der drei Grössen x — a, y — ß, z — y sei; man kann dies auch direct aus der Bemerkung schliessen, dass die Bedingungen des Problems eine Relation zwischen den Richtungscosinus der Generatrix begründen müssen, und dass eine solche, da diese Cosinus durch

l

___—                .. . etc

Vl2 + m2 + 22 ‘ ausgedrückt sind, nothwendig eine homogene Function von l, m, n und daher von den zu ihnen proportionalen Grössen x — «, y — ß, z — y sein wird.              ,

Wenn der Scheitel des Kegels im Anfangspunkte der Coor-dinaten liegt, so ist seine Gleichung von der Form
[image: ]

oder sie ist eine homogene Function von x, y, z.

Die partielle Differentialgleichung wird gefunden, indem man in die Gleichung des Art. 191

v==ß z — y

substituirt und ist daher von Brüchen befreit

U,, U, U, z — y, 0, — (x — «)

0, (z — 7), — ^y — B) oder (x — «)U,+(y — ß) U + (= — 7) U, = 0.

Sie drückt offenbar aus, dass die Tangentenebene in jedem Punkte der Fläche durch den festen Punkt («, ß, 7) gehen muss. In Art. 121 (Beisp. 14), Bd. I ist die Methode zur Bildung des über einer gegebenen Curve stehenden Kegels und in Art. 18 oben die zur Bildung der Gleichung desjenigen Kegels gegeben, welcher eine gegebene Fläche umhüllt.

Die Hauptschnitte einer Kegelfläche sind die Erzeugende des Punktes und der zu- ihr normale Querschnitt. Die Krümmungslinien sind die Erzeugenden und ihre orthogonalen Trajectorien. Beispiel. Für die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung d(x,y,2) = 1 ist die Gleichung des umhüllenden Kegels vom Scheitel («, ß, 7) für die Bezeichnung ft> (a, ß^ y) = u

2"(("—r £:+ 0—Py T;+«—») 1;:+2(—)0—8),4tN, +20-B)(-75$,+2(—70—) 4%,]

(, du., du, du)2

— 1 (x- c) —--— (y — 3)——(S- y)—- •

P ‘de 1dß 1dy J

	
	
195.    Zur directen Ableitung der partiellen Differentialgleichung einer Flächenfamilie aus den definirenden Eigenschaften derselben führen folgende Betrachtungen.97) Sei M ein Punkt der Fläche von den Coordinaten x, y, z, so ziehe man durch ihn Parallelen zu den Axen x und y und denke in denselben von M aus die Elemente dx und respcctive dy wiederholt abgetragen, etwa





dx = MMi, = Mi x M2 c = M2,M3, etc., dy = MMiy = M1,M2, etc., bilde auch die Parallelogramme aus MMix und MMiy mit der freien Ecke Mxy, etc. Sind dann N und 0 die Schnittpunkte der durch Mix, Miy gezogenen Parallelen zur Axe z mit der Fläche und ebenso P, Q, R die der Parallelen durch M2x, JHX1J, M2y; bezeichnet man ferner die Schnitte der Geraden M^P, MiyIl mit den verlängerten Linienelementen MN und JBO durch P' und B' und den Schnitt von MxyQ mit der Tangentialebene MNO in M durch Q', so hat man offenbar

M1 XN — p dx, Mi yO — q dy;

M2,P‘ = 2pdx, M2yR‘ = 2qdy, MxyQ' = pdx — qdy] P'P — rdx2, B'B — tdy2, Q'Q — sdxdy.

Denkt man nun dy : dx so gewählt, dass HIN ein Element einer geraden Erzeugenden ist, also

	
	
X-    x _ Y—y_ Z — z





MN      MO =         , O, oder

X — x Y — y_ Z — z dx         dy pdx—ydy^

so ist für die Cylinderflächen auszudrücken, dass die Richtung NO fest ist, sodass für l, m, n als die bezüglichen Cosinus aus dx : l = — dy : m = pdx — qdy : n durch Elimination von dy : dx die partielle Differentialgleichung in der Form entspringt

^P — m q — n — 0. Ebenso findet man aus den Coordinaten «, 3, y des Scheitels für die Kegelflächen

& — x _ ß — y_ y — z dx        dy pdx — zdy 2 und

(« — x) p + (ß — y) I — (7 — z) = 0. Soll NO einer festen Ebene parallel bleiben von der Gleichung ax — by — cz = 0, so hat man

	
• adx — bdy — c (pdx — qdy) = 0, oder



(a — cp)’dx — (b — cq) dy — 0 (vergl. Art. 202, 203, Schlussgleichung), und die Gleichung von NO wird

X — x     y — y   Z — z .  .

—;--~ — -—- = —--, setzen wir = 1. a —I cp      b-pcq   bp — aq’

Sie schneidet eine Curve

fi (x, 3, 2) = 0, f2 (x, y, z) = 0, wenn man hat

fi{x -\- A (a — cp), y — A(b — cq), z+A (bp — aq)} = 0.

Wenn die Natur der Bedingungen die Betrachtung von zwei auf einander folgenden Elementen der Erzeugenden nöthig macht, so wähle man dy : dx so, dass P und R also auch Q in einer Erzeugenden liegen; man bemerke, dass P'Q'P' auch eine Gerade ist und dass QQ' mitten zwischen PP' und PP' liegt, also

PP''— 200’ + RR' = 0, oder

rdx2 — 2sdxdy — tdy2 = 0.

Die Bedingungen, denen die erzeugende Gerade unterworfen ist, bestimmen somit dy : dx, und die Substitution seines Werthes in die letzte Gleichung giebt die Differentialgleichung zweiter Ordnung für die betrachteten Flächen.

Man hat übrigens für QR

X—a      Y— y _ Z — z

MiyMey 7 MiyMay 7 M,,@—M2yR‘ oder, unter Vernachlässigung der Unendlichkleinen zweiter Ordnung gegen die der ersten, wie oben

X — x _ _ Y— y _ Z — z dx        dy pdx—ydy^ oder auch

	
	
‘X=x -   YEy—/d, Z= z— 7 (p _ q d); 1              • dx 2                  \        da) 7 also, wenn sic z. B. die Axe z stets schneiden soll, 2+1=0, y — % dy — 0 oder dy = — J, 1        ‘  • dx           dx C und die Differentialgleichung (vergl. Art. 204) rx2 + 2sxy + ty2 = 0.





	
	
196.    Conoidflächen. Dieselben werden durch die Bewe-gung einer geraden Linie erzeugt, die eine feste Axe stets schneidet und zu einer festen Ebene immer parallel bleibt. Diese Bedingungen lassen zwei von den vier Constanten in den allgemeinen Gleichungen der Geraden unbestimmt, und diese Flächen gehören daher ebenfalls zu der in Art. 191 betrachteten Klasse.





Wenn die Axe die Durchschnittslinie der Ebenen « — 0, ß = 0 ist und die Erzeugende der Ebene y = 0 parallel bleibt, so sind die Gleichungen der Erzeugenden & == cß, y = C2, und die allgemeine Gleichung der Conoidflächen ist offenbar

In derselben Art findet man die allgemeine Gleichung der Flächen, welche durch die Bewegung einer Geraden längs zweier festen geraden Linien « = 0, ß — 0 und y = 0, 3 = 0 entstehen, in der Form

Die partielle Differentialgleichung der Conoidflächen ist nach Art. 191


Un

Ba, — Bi«,

71,




U2,

Ba, — B,«,

72,




Us ßa, — Ba«
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wo




« = ax — a,y — &32 — «4, etc.




sind.



Wir bemerken, dass die linke Seite dieser Gleichung als die Differenz zweier Determinanten darstellbar ist, sodass sie wird

8 (U,«,7)- «(U,8.7) - 0.

Diese Gleichung kann auch direct abgeleitet werden, indem man ausdrückt, dass die Tangentenebene in irgend einem Punkte der Fläche die Erzeugende enthält, so dass die Tangentenebene eines Punktes der Fläche, die durch ihn gehende Parallelebene zur Directorebene und die durch ihn und die Axe gelegte Ebene

«‘ ß — aß' = 0

eine gemeinschaftliche Durchschnittslinie haben. Die Elemente der oben geschriebenen Determinante sind die Coefficienten von x, y, z in den Gleichungen dieser drei Ebenen. Diejenigen Conoide, welchen man in den Anwendungen am häufigsten begegnet, sind gerade, d. h. die feste Axe oder Directrix ist normal zur festen Directorebene.

Wenn man für diesen Fall die Directrix als Axe z und die Directorebene als Ebene xy wählt, so wird die Functionalgleichung der Fläche y == x(z) und ihre partielle Differentialgleichung

«U,+yU,=0.

Die Linien grösster Neigung werden in diesem Falle in Kreisen projicirt; denn in Folge der eben geschriebenen partiellen Differentialgleichung wird die Gleichung des Art. 169 TJ^dx— U^dy-O in die Form xdx — ydy == 0 gebracht, welche eine Reihe concentrischer Kreise repräsentirt.

Das Nämliche erkennt man auch geometrisch; denn die Niveaulinien sind die Erzeugenden des Systems, und da sie in eine Reihe von Strahlen ans dem Anfangspunkte projicirt werden, so sind sie durch eine Reihe concentrischer Kreise orthogonal geschnitten.

Beispiel 1. Die Gleichung des geraden Conoids zu finden, welches durch die Axe der z und durch eine ebene Curve von den Gleichungen

x — a, F^y} z) == 0 bestimmt ist.

Indem wir x, y, 2 zwischen diesen Gleichungen und y = C1x, 2 — C2 eliminiren, erhalten wir F^^ a, c2) = 0 oder die verlangte Gleichung

— /ay \ F‘(—, g ) = 0.

Ist die feste Curve ein Kreis x = a, y2 — z2 — 72, so ist die Gleichung der Fläche (Cono-cuneus von Wallis)

a?y? + «3z? = 7323.

Sie liegt zwischen den Ebenen z = — r, ihre Tangentenebene ga?e + Tja^y — („2 -— £2) «g = «222 schneidet die Fläche in einer Erzeugenden und einer Curve dritter Ordnung.

Da die ersten Differentiale derselben für x = y = 0 unabhängig von z verschwinden, so ist die Axe der E eine singuläre Linie in dieser Fläche. Der Tangentenkegel eines in ihr gelegenen Punktes wird nach den Werthen der zweiten Differentialquotienten durch

ay‘2 — (c2 — 23) F2 = 0

dargestellt, d. h. er degenerirt in ein Ebenenpaar.

Beispiel 2. Sei die Leitcurve eine Schraubenlinie und die gerade Directrix die Axe ihres Cylinders. Das gerade Conoid ist die Fläche einer Wendeltreppe, oder es bildet die flachgängige Schraube. Seine Gleichung ist im 1. Beisp. des Art. 133 gegeben.

	
	
197.    Umdrehungsflächen. Es ist die Fundamentaleigen-Schaft einer Umdrehungsfläche, dass jeder zu ihrer Axe normale ebene Querschnitt ein Kreis ist, dessen Centrum in der Axe liegt, oder dass er aus mehreren solchen Kreisen besteht (Parallelkreise). In Folge dessen kann man eine solche Fläche betrachten als erzeugt durch die Bewegung eines Kreises von veränderlichem Halbmesser, dessen Centrum eine feste gerade Linie (Axe) durch-läuft, während seine Ebene stets zu ihr normal bleibt.





Sind = 3—ß = 2---% die Gleichungen der Axe, so kann der erzeugende Kreis in irgend einer seiner Lagen dargestellt werden als der Durchschnitt der zur Axe normalen Ebene Ix — my — nz = q mit der aus irgend einem festen Punkte der Axe beschriebenen Kugel

(x — a)2 + (y — 8)2 + ( — 7)2 = c, •

Da diese Gleichungen zwei unbestimmte Constanten enthal-ten, so ist das Problem von der im Art. 191 betrachteten Klasse, und die Gleichung der Fläche muss von der Form sein

(x — a^ + (y — 8)2 + ( — 7)2 = 0 (lx + my + nz).

Ist die Axe der z die Umdrehungsaxe, und wählen wir den Anfangspunkt der Coordinaten als den Punkt («, ß, y), so wird diese Gleichung in die Form übergeführt

a? + y? + =3 = ® (:), oder :=* (x? + 3?).

Die partielle Differentialgleichung ist nach der Formel des


	
Art. 191
	

		
Ui, U2, Ua
	

		
l,        m,       n
	
=0


		
x — «, y — ß, z—y
	

	
oder
	



{m (z — 7) — n {y — 3) } U1 + {n (x — a) — l (e — 7) } U, + {l (y — B) — m (a — a)} U, = 0, und für die Axe der E als Umdrehungsaxe

y U — aU, = 0.

Sie drückt aus, dass die Normale der Fläche stets die Axe derselben durchschneidet. Denn wenn wir die Bedingung ausdrücken wollten, unter welcher die beiden Geraden

x — & _y — ß __ Z — y x — x' .y — y' z — z' “ n ‘ U, 1 U, — U,

sich durchschneiden, so können wir die gemeinschaftlichen Werthe dieser Brüche respective durch 6, 0‘ bezeichnen. Indem wir aber für x, y, z auflösen und die aus den Gleichungen jeder von beiden Geraden erhaltenen Werthe einander gleich setzen, erhalten wir

«+l=x‘— U^'y ß — Om — y' — U,0‘, y — @n == z‘ — U,6‘, und daraus durch Elimination von 6, 0' die Determinante


	
Ui,
	
U2,
	
Ua
	

		
m^
	
n
	
= 0


	
x — «,
	
y‘ — 8,
	
z‘ — y
	



Die Krümmungslinien sind der Meridian und der Parallelkreis des Punktes; die Hauptkrümmungshalbmesser der Krümmungshalbmesser des Meridians und der von der Axe begrenzte Theil der Normale des Punktes.

	
	
198.    Die Gleichung einer Fläche, welche durch die Umdrehung einer gegebenen Curve um eine feste Axe erzeugt wird, findet man nach Art. 192 durch Elimination von x, y, z zwischen den Gleichungen





lx + my + nz = 0, (x — a)2 + (y — ß)2 + (= — 7)2 = v und den beiden Gleichungen der Curve, indem man sodann u und v durch ihre Werthe ersetzt.

Wir haben ein Beispiel dieses Verfahrens in Bd. I, Art. 121, 7 gehabt und wählen als ein weiteres die Aufgabe: Die Gleichung der Fläche zu bestimmen, welche durch Umdrehung eines Kreises

y = 0, (a — a)2 + = 72

um eine in seiner Ebene gelegene Axe z erzeugt wird.

Indem man z= u, x2 — y2 = v setzt und zwischen diesen Gleichungen und denen des Kreises eliminirt, erhält man

| Vo — a ] * + *= 72 oder { V2 + y^ — a ] 3 + z^ = ,3,

oder, von der Wurzelgrösse befreit (Art. 32, Beisp. 5),

(a2 + y? +2 + a3 — ^y1 = 4a (a2 + y2y

Die Fläche liegt zwischen den Ebenen z == — r und man erkennt, dass ihre Gestalt verschieden ist für die Voraussetzungen a grösser, gleich oder kleiner als r.

Wenn der rotirende Kreis die Axe nicht schneidet (a > r\ so thut dies auch die Fläche selbst nicht, sie hat die Form eines Ringes, der die Axe frei umschliesst. Schneidet der Kreis die Axe, so erzeugen die Segmente, in welche er durch sie zerlegt wird, verschiedene Mantel der Fläche, indem sie die Axe in Punkten z — V72 — a2 schneiden, welche Knotenpunkte der Fläche sind.

Die Schnitte- der Ringfläche durch der Axe parallele Ebenen sind durch Einführung von y = const. in die vorige Gleichung ausgedrückt, und ihre Gleichung kann sofort in die Form SS’ = const. gebracht werden, wo S = 0, S' = 0 Kreise bezeichnen; es sind Lemniscaten verschiedener Art. (Siehe „Höhere Curven" p. 51.) Man erkennt geometrisch, dass die von der Axe sich entfernende Schnittebene zuerst die Fläche in zwei getrennten Ovalen, dann in dem Augenblicke, wo sie die Fläche berührt (y = a — r) in einer Curve mit einem Doppelpunkte, der Lemniscate von Bernoulli, weiterhin aber in einer einfach geschlossenen Curve schneidet.

Beispiel 1. Bestätige, dass x3 — y3 — 23 — Zxys, === 73 eine Umdrehungsfläche darstellt.

Die Axe derselben ist x = y — z.

Beispiel 2. Welches ist die Gleichung einer Umdrehungsfläche, deren Axe die Axe z ist, und welche das Rotationsellipsoid

(x - c)2+(J - 8)2 (2—7)2 _ a2              ' c2 umhüllt ?

Sie ist (Va*+7EV«*+y‘}2 + (E—v) - 1 .

Beispiel 3. Man kann auch voraussetzen, dass die Punkte einer erzeugenden Curve sich auf Kreisen bewegen, deren Centra in einer festen Geraden liegen, die zu ihren Ebenen nicht normal, sondern unter einem constanten Winkel geneigt ist.

Sind dann l, m, n die Richtungscosinus der Axe, A, u, v die der Kreisebenen, so gelten für r als den Halbmesser eines Kreises und e als den Abstand seines Centrums von einem festen Anfangspunkte («, ß, y) in der Axe die Gleichungen

*=(- c)?+ (- 8)2+ (-—7)8-2 e { 1(a—c)+m(s-B)++n(- 7) ),

A (x — «) — u {y — ß)+v(z — 7) === e (l A — m u — n v).

Aus ihnen erhält man durch Differentiation

(x — « — el) dx — (y — ß — em) dy — (z — y — en) dz == 0, A dx —           u dy --          vdz = 0^

so dass dx^ dy, dz zu u (z — 7) — v (y — ß) — e (mv — ny,), v (x — «) — A (z — 7) — e (nl — l v),

A (y — ß) — u (x — «) — e (ly, — ml) respective proportional sind und in Uxdx — U^dy — U^dz — 0 , — ,                 A (x — &) + u (y — ß) — 7 (z — unter Benutzung von e = -----— 7 --.— --4 einge-

A — my — nv         9 setzt die Differentialgleichung der Familie solcher Flächen ergeben.

Für X — l, u = m, v = n kommt man auf die Gleichung des vorigen Art. zurück.

Man erhält daraus mit Leichtigkeit z. B. die Bestimmung der Lage der Kreisschnitte der Flächen zweiten Grades und hat hier die bezügliche Generation derselben.
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199.    Die Flächenfamilien, welche wir betrachtet haben, sind, die Beachtenswerthesten unter denen, deren Gleichungen in der Form u = H (v) ausgedrückt werden können.





Wir gehen zu dem Falle weiter, wo die Gleichungen der erzeugenden Curve mehr als zwei willkürliche Parameter enthalten.

Da wir immer mit Hilfe der sie verbindenden Gleichungen alle diese Parameter in Function eines unter ihnen darstellen können, so lassen sich die Gleichungen der erzeugenden Curve in die Form

F(x,y,E,c,q(c), (c),...}==0, f(x,y,%,c,p (c),v(),..:}=0 setzen, und die Gleichung der erzeugten Fläche wird erhalten, indem man zwischen ihnen die Grösse c eliminirt. Und wie schon früher gezeigt ist, alle Flächen, für welche die Form der Functionen F, f dieselbe ist, gleichgültig wie die Formen der Functionen 9, ?, . . . sie unterscheiden, werden als zu derselben Familie gehörig bezeichnet.

Da aber offenbar die Elimination von c nicht vollzogen werden kann, ohne dass bestimmte Formen der Functionen 9, 1, . . festgesetzt werden, so ist es nicht im Allgemeinen möglich, eine einzige Functionalgleichung zu bilden, welche alle Flächen der Familie umfasst; wir können sie nur durch ein Paar von Gleichungen darstellen, aus denen eine Constante zu eliminiren bleibt. Wir können aber die willkürlichen Functionen durch Differentiation eliminiren und eine partielle Differentialgleichung erhalten, die allen Flächen derselben Familie gemeinsam ist. Die Ordnung dieser Gleichung ist, wie gegenwärtig bewiesen werden soll, der Anzahl der willkürlichen Functionen 9, 1, . . . gleich.

Es ist dabei zu bemerken wichtig, dass im Allgemeinen die Ordnung der partiellen Differentialgleichung, welche man durch Elimination einer Anzahl willkürlicher Functionen aus einer Gleich-ung erhält, höher als die Anzahl der eliminirten Functionen ist. Wenn z. B. eine Gleichung zwei willkürliche Functionen q, v enthält, so liefert die Differentiation nach x, y, die wir als unabhängige Veränderliche ansehen, mit der Originalgleichung ein System von drei Gleichungen mit vier unbekannten Functionen-

	
9,    1, q‘, q‘.



Die zweite Differentiation — d. h. eine zweifache nach x, eine eben solche nach y, eine nach x und y in Succession — giebt uns drei neue Gleichungen, und es ist im Allgemeinen nicht möglich, die sechs Grössen g, 1, <p', v‘, y", " unter den sechs Gleichungen des Systems zu eliminiren. Wir müssen daher zur dritten Differentiation schreiten, um die Elimination vollziehen zu können.

In derselben Art findet man leicht, dass die Elimination von n willkürlichen Functionen eine (2u — 1) fache Differentiation erfordert. Und wenn im gegenwärtigen Falle die Ordnung der Differentialgleichung geringer wird, so entspringt dies daraus, dass die zu eliminirenden Functionen sämmtlich Functionen der nämlichen Grösse sind.

	
	
200.    Um dies nachzuweisen, ist es geeignet, den speciellen Fall zuerst zu betrachten, in welchem eine Familie von Flächen durch eine einzige Functionalgleichung dargestellt werden kann.





Dies wird dann stattfinden, wenn es möglich ist, durch Combination der Gleichungen der erzeugenden Curve eine der Constanten so abzutrennen, dass die Gleichungen die Form u = q, F(x, y, z, cn €2, . . . Cn) = 0 erhalten. Indem man dann mittelst der Bedingungsgleichungen die übrigen Constanten in Function von q ausdrückt, erhält man das Eliminationsresultat in der Form

F{x, y, z, u, q (u), • (u)} . . .} — 0.

Wenn nun durch U1 das Differential der Gleichung der Fläche nach x und durch F das in der Voraussetzung u == const. gebildete Differential, mit U,, F,, . . . aber die entsprechenden Differentiale nach y und z bezeichnet werden, so gelten die Gleichungen

—      . dF             . dF —   — . dF

"=* du" 0=5du "a, 0= BTdu"s

Gleichungen, in welchen die derivirten Functionen cp', q‘, . . . d F

nur in das Glied . eingehen, aus denen sie daher mit diesem sämmtlich zugleich eliminirt werden können. Man erhält so die


	
in U1, U2, U3 homogene Gleichung
	

		
Ui U,, U,
	

		
F, F„ F.
	
=0,


		
ui, 12, u.
	



welche nur die ursprünglichen Functionen 9, 1p, . . . enthält.

17*

Bezeichnen wir sie durch V= 0, so können wir in gleicher


Weise die neue Gleichung




Ui, Vi, M,



U2, U3

V2, V,

12, u. bilden, welche äusser den ursprünglichen g, 1, . . . keine willkürlichen Functionen enthält, in die aber in V,, V,, V3 die zweiten Differentialquotienten von U eingehen.

Aus dieser Gleichung können wir in derselben Art eine neue erhalten und so fortfahren, bis wir aus der Reihe der so gebildeten Gleichungen — wenn die letzte von ihnen von der nten Ordnung der Differentiation ist — die n Functionen g, ?, . . . eliminiren können.

Wenn wir die letzte dieser Gleichungen unterdrücken, so können wir die willkürlichen Functionen alle bis auf eine elimi-niren und können je nach unserer Wahl der zu bewahrenden Function n verschiedene Gleichungen der (n — l)ten Ordnung erhalten, von denen jede eine willkürliche Function enthält. Sie sind die ersten Integrale der endlichen Differentialgleichung der nten Ordnung. In derselben Art können wir ^n{n— 1) Gleichungen der zweiten Ordnung bilden, deren jede je zwei willkürliche Functionen enthält, u. s. w.

	
	
201.    Wenn wir x und y als die unabhängigen Veränderlichen betrachten und (Art. 53) wie gewöhnlich





dz — pdx — qdy, dp — rdx — sdy, etc.

schreiben, so kann der Bildungsprozess dieser Gleichungen zweckmässig wie folgt bezeichnet werden: „Man nehme das totale Differential der gegebenen Gleichung in der Voraussetzung, dass u constant ist,

Frdx — F^dy — F3 (pdx — qdy) = 0; setze dy = mdx und substituire für m seinen aus dem Diffe-rential von u = 0, nämlich

udx — u^dy — 13 (p dx — qdy) = 0 abgeleiteten Werth.“

Denn wenn wir die gegebene Gleichung in Bezug auf x und y differentiiren, so erhalten wir

	
	
	
E,    + »r, +aK (,+ pu,) - 0,


	
F,    + qF, + da (u, + qu) - 0,







ZF

und das Resultat der Elimination von T, aus diesen Gleichungen ist dasselbe, wie das Resultat der Elimination von m zwischen den Gleichungen

F +PF, + m (F, + qF) — 0, M1 — pus — m (19 — (13) = 0.

Es ist praktisch, als eine der Gleichungen, welche die erzeugende Curve darstellen, die ihrer Projection auf die Ebene xy zu wählen; da diese Gleichung z nicht enthält, so gehen in den aus ihr abgeleiteten Werth von m die Grössen p und q nicht, ein, und die erste Differentialgleichung ist von der Form

p — qm = R,

wo R auch eine Function ist, die p und q nicht enthält. Dann sind die einzigen Glieder der zweiten Differentialgleichung, welche r, s oder t enthalten, diejenigen, welche aus der Differentiation von p — qm hervorgehen, und diese Gleichung ist von der Form

r — 2sm — tm2 = S, wo S die Grössen x, y, z, p, q, aber nicht r, s oder t enthalten kann.

Wenn wir nun zwei Functionen zu eliminiren hätten, so würden wir für diese Constanten aus der ursprünglichen Func-tionalgleichung der Fläche und aus der Gleichung p — qm == R auflösen, diese Werthe in m und in S einsetzen, und die Form der endlichen zweiten Differentialgleichung würde bleiben

r — 2 sm' — tm'2 == S', wo m' und S' die Grössen x, y} z, p, q enthalten können.

In derselben Weise würde, wenn drei willkürliche Functionen zu eliminiren wären, und die partiellen Differentiale dritter Ordnung von % durch «, ß, y, ö bezeichnet werden, die partielle Differentialgleichung von der Form

« — 3mß — 3m2y — m^ö = T sein. Und in analoger Weise für höhere Ordnungen.

Die folgenden Beispiele werden zur näheren Erläuterung dieser Theorie nützlich sein.

	
	
202.    Regelflächen mit einer Richtungsebene. Dies ist eine Familie von Flächen, welcher als ein specieller Fall auch die Conoidflächen angehören.





Nehmen wir zuerst die feste Ebene als Ebene xy an, so sind die Gleichungen der erzeugenden Geraden von der Form

2 = G, J =cx+6.

Die Functionalgleichung der Fläche wird gebildet, indem man in die letztere Gleichung für C2 und C3 respective 9 (z) und 1 (z) einsetzt. Da bei der Bildung der partiellen Differentialgleichung z als constant zu betrachten ist, so können wir die Gleichungen in der Form 2 = C1, y == c2x — C3 lassen und erhalten

p — qm = 0, m — C2.

Je nachdem wir dann C3 oder c2 eliminiren, geben diese Gleichungen die andern p — qc2 = 0, px — qy = qcs.

Es existiren daher zwei Gleichungen erster Ordnung, deren jede eine willkürliche Function enthält, nämlich

p+1p()= 0, px-\-qy = qy(z).

Um die willkürlichen Functionen vollständig zu eliminiren, differentiiren wir p — qm = 0, in Erinnerung, dass wegen m — c2 dies als eine Constante zu betrachten ist, wodurch wir erhalten

r — 2sm — tm2 == 0,

und woraus durch Elimination von m mittelst p — qm = 0 die geforderte Gleichung hervorgeht

q2r — 2pqs + p2t = 0.

Ist dagegen die Richtungsebene durch ax — by — cz =0 dargestellt, so sind die Gleichungen der Erzeugenden

ax — hy — cz = C1, y — c2x — C3.

Die Functionalgleichung der Familie der Flächen wird erhalten, indem man für c2 und C3 Functionen von (ax — by— cz) einsetzt. Durch Differentiation erhält man

a — cp — m (b — cq) — 0, m = c2.

Die durch die Elimination je einer der willkürlichen Functionen entstehenden Gleichungen sind daher

a — cp — (b — cq) 9 (ax — by — cz) = 0, (a — cp) x — (b — cq) y == (b — cq) 1 (ax — by — cz).

Wenn man aber a — bm — c (p — mq) === 0 differentiirt, indem man m als eine Constante betrachtet, so wird

r — 2 sm — tm2 = 0, und durch Einführung des früher für m gefundenen Werthes

(b + cqf r — 2 (a + ep) (b + cq) s + (a + cp)2 t = 0.

	
	
203.    Man kann auch zu dieser Gleichung gelangen, indem man ausdrückt, dass die Tangentenebenen der Fläche in zwei Punkten derselben Erzeugenden sich in dieser Erzeugenden durchschneiden. Sind «, ß, y die laufenden, x, y, z die Coordinaten des Berührungspunktes, so ist jede Erzeugende der Durchschnitt der Tangentenebene





7 — z = p (a — x) + I (ß — y^ mit einer durch den Berührungspunkt gehenden Parallelebene

a (« — x) — b (ß — y) — c (y — 2) == 0 zur festen Richtungsebene, und somit

(a + cp) (a-)+( + cq) (8 — y) = 0.

Wenn wir nun zur Durchschnittslinie dieser Tangentenebene mit einer folgenden Ebene übergehen, so ändern sich x, y, z,p, q, während «, ß, y unverändert bleiben. Die Differentiation der Gleichung der Tangentenebene giebt

(rdx — sdy) (a — x) — (sdx — tdy) (ß — y} = 0, und die Elimination von (« — x), (ß — y)

(b — cq) (rdx — sdy) = (a — cp) (sdx — tdy).

Da aber der Berührungspunkt sich längs der Erzeugenden bewegt, welche einer festen Ebene parallel ist, so haben wir adx — bdy — cdz == 0 oder (a — cp) dx — (b — cq) dy = 0.

Die Elimination von dx, dy aus der letzten Gleichung liefert dann wie vorher

(b + cq)2 r — 2 (a + cp>) (b + cq) s + (a + cp)2 t ~ 0.

Beispiel. Für z == 0 als Directorebene ist in der Entwickelung von Art. 195 die Gerade PQB parallel zu M2,M2y und daher

M2,P = MxyQ = M2 yB, oder

rdx2 — 2pdx == sdxdy — pdx — qdy — tdy2 — 2qdy^

und somit

«

sdxdy — rdx2 = pdx — qdy === tdy2 — sdxdy ; setzen wir mit endlichem A gleich Idxdy^ dann ist mit Vernachlässigung eines Unendlichkleinen

dy     i

p — q — und S — — r — 1, t — — S == 1,

dx        dx         1 dx

und durch Elimination wie im Text für a — l) — 0, c = 1,

Q2r — 2pqs — p2t — 0.

	
	
204.    Regelfächen mit einer festen Axe oder geraden Directrix. Auch diese Klasse schliesst die Familie der Conoide ein. Nehmen wir zuerst an, die feste Axe sei die Axe der z, so sind die Gleichungen der erzeugenden Linie von der Form y = ctx, z = c2x — C3, und die Gleichung der Familie dieser Flächen wird erhalten, indem wir in die letztere Gleichung für C2 und C3 willkürliche Functionen von 7 einführen. Durch Differentiation haben wir m = q, p — mq == C, also





P&I9 =x9(%) und — px — qy =

Durch nochmalige Differentiation wird r — 2sm — tm2 = 0, und durch Einführung des Werthes m — cA — — entsteht die verlangte Differentialgleichung in der Form

rx2 — 2sxy — ty2 = 0.

Dieselbe Gleichung wäre auch erhalten worden, indem man ausdrückte, dass zwei auf einander folgende Tangentenebenen sich in einer Erzeugenden durchschneiden. Wie im Art. 203 erhalten wir für den Durchschnitt zweier auf einander folgenden Tangentenebenen

(rdx — sdy) (a — x) — (sdx — tdy) (ß — y) = 0.

Aber irgend eine Erzeugende liegt in der Ebene ay = ßx, oder es ist (« — x) y — (ß — y) x, und die Elimination liefert

x (rdx — sdy) — y (sdx + tdy) = 0;

und da CJ = ß = 3 ist, so erhalten wir wie vorher dx a x

rx2 — 2sxy — ty2 == 0.

Wenn aber allgemeiner die Erzeugende stets durch die Linie « = 0, ß == 0 geht, wo

a=ax by — cz—d, ß = a x — b’y — c’z — d' ist, so sind die Gleichungen der Erzeugenden a=c1ß, y=c^x — C3, und die Gleichung der Familie von Flächen ist

c . o

Daraus entspringt durch Differentiation

m — c2, a — cp — m (b — cq) = C1 { a — c p — m (b' — c q]; und durch weitere Differentiationen r — 2sm — tm2 = 0, d. h. nach Einführung des für m aus der letzten Gleichung entspringenden Werthes die geforderte partielle Differentialgleichung

{(a+cp)s—(a+c‘p)«)2t+ ((b+co)8—(‘+c‘g)a)*, - 2{(a + cp)ß — (a’+c’p)«) ((b+ci)ß— (b‘+cg)a) s=0.

	
	
205.    Wenn die Gleichung einer Flächenfamilie n willkürliche Functionen derselben Grösse enthält, und wenn verlangt wird, eine Fläche der Familie zu bestimmen, welche durch n feste Curven geht, so schreiben wir die Gleichungen der erzeugenden Curve





u = G1, F(x, y, z, G1, ©2, ...) = o,

und erhalten eine zur Elimination von C1, C2, . . . hinreichende Anzahl von Gleichungen, indem wir ausdrücken, dass die erzeugende Curve jede der festen Curven schneidet. Sei z. B. die Gleichung der Fläche der Familie x—yg (z) — 1 (z) = 0 zu bestimmen, welche durch die festen Curven

y — a, F(x, 2) = 0; y — — a, F (x, z) = 0 hindurchgeht. Sind dann z = cn x = yc2 — C3 die Gleichungen der erzeugenden Linie, so erhalten wir durch Substitution

F (ac, + Ca, c) = 0, F (Ga ac, G) = 0, oder durch Ersetzung der C1, c3 durch ihre Werthe

F(x + c (a—9), )—0, F{x — €2 (a + y), z}= 0, Gleichungen, aus denen durch Elimination von C2 die Gleichung der fraglichen Fläche gefunden wird.

Beispiel 1. Sind die Directrixcurven insbesondere y = a, § + & = 1; y = — a, 23+2 = c.

so eliminiren wir C, zwischen 1e+8,=0+:=1, (--4(+»y+*=*, und erhalten, indem wir C2 aus jeder von beiden bestimmen,

2v©-g)==         2

«— y - a-y

Das Resultat ist scheinbar vom achten Grade; es ist aber in zwei Factoren auflösbar, welche — durch die Gleichheit oder den Gegensatz der Vorzeichen der Radicale der letzten Gleichung unterschieden — zwei Conoide darstellen.

Beispiel 2. Die Erzeugende soll die Axe z und die Raumcurve y2 +, = ,2, 22 + a? = R2 in zwei Punkten durchschneiden.

Wir eliminiren zwischen den Gleichungen der Geraden

y = C1x, z = c^x — C3 und denen der Curve y und z und erhalten die Gleichungen in x (c2 +1)22 — r= 0, (c.2 + 1) x + 20,02 + c2 — R2 = 0.

Die Bedingung des zweifachen Durchschnitts mit der Curve fordert die Uebereinstimmung beider Wurzelpaare dieser Glei-chungen, d. h. die Bedingungen

R2—c,2 r2

C2°s = 0, c,3+1 = c,*+1 ’

Die erste giebt entweder c3 = 0 oder c2 — 0, und dann die zweite im ersten Falle R2 (p2 — 1) == r2 (c,2 — 1), y = crx^ 2 == Cx, also R2 (x2 — y2) = r2 (x2 — ^2), eine Kegelfläche zweiten Grades, für welche der Anfangspunkt der Coordinaten der Scheitel ist. Im zweiten Falle aber

(R2 — c,3) (p2 + 1) = r2, y^^x, s=c, also              (R2 — 22) (a2 + y2) = r2x2^ eine Fläche vom vierten Grade, deren Erzeugende stets der Ebene xy parallel bleibt.

Beispiel 3. Es mag bemerkt werden, dass die oft auftretende Bedingung für die Erzeugende, mit einer festen Geraden einen bestimmten Winkel zu bilden, identisch ist mit der andern, stets einer Erzeugenden eines gewissen Drehungskegels parallel zu sein, welcher diese Gerade zur Axe hat, oder den unendlich entfernten Parallelkreis dieses Kegels zur Leitcurve zu haben. So wird allgemeiner eine unendlich entfernte Leitcurve durch einen Richtungskegel vertreten. Und manche andere Bedingungen kommen darauf zurück. So erzeugt eine Gerade, welche zwei feste Gerade so schneidet, dass das Segment der Schnittpunkte von unveränderlicher Länge ist, eine Regelfläche vierten Grades, welche einen Richtungskegel hat, dessen Axe zu der zu beiden Leitlinien parallelen Ebene normal ist. Die zu ihr normalen Querschnitte der Fläche sind Ellipsen, welche in der Linie des kürzesten Abstandes beider Leitgeraden ihre Cen-tra haben; der entsprechende unendlich ferne Querschnitt ist ein Kreis.

	
	
206.    Wir haben nun gesehen, dass es zur Bildung der partiellen Differentialgleichung einer Flächenfamilie, deren Gleichung eine Anzahl willkürlicher Functionen derselben Grösse enthält, zweckmässig ist, für die Gleichung der Fläche die beiden Gleichungen der erzeugenden Curve zu substituiren.





Es ist aber leicht zu erkennen, dass dieser Prozess gleichmässig anwendbar bleibt, wenn die Flächenfamilie nicht durch eine einzige Functionalgleichung ausgedrückt werden kann.

Die willkürlichen Functionen, welche in die Gleichungen des Art. 199 eingehen, sind sämmtlich Functionen derselben Grösse, obwohl der Ausdruck dieser Grösse in Function der Coordinaten unbekannt ist. Wenn wir diese Grösse differentiiren, so erhalten wir dy = mdx und können die unbekannte Grösse m zwischen den totalen Differentialen der beiden Gleichungen der erzeugenden Curve eliminiren und so die verlangte partielle Differentialgleichung bilden. Es ist vortheilhaft, für eine der Gleichungen dieser Curve die Gleichung ihrer Projeclion in der Ebene xy zu wählen.

Sei z. B. die allgemeine Gleichung der Regelflächen zu finden, d. h. die Gleichung aller der Flächen, welche durch Bewegung einer geraden Linie erzeugt werden können.

Die Gleichungen der erzeugenden geraden Linie sind

=(%+ C3, y = c^X + C, und die Familie der Flächen wird erhalten, indem man für c2, C3, C4 willkürliche Functionen von q substituirt.

Die Differentiation liefert p — mq == c, m = c. Aus der Differentiation der ersten dieser Gleichungen geht, da m als eine Constante durch die zweite charakterisirt ist,

r — 2sm — tm2 = 0

hervor. Da diese Gleichung noch immer m oder C2 enthält, dessen Ausdruck in Function der Coordinaten unbekannt ist, so müssen wir nochmals differentiiren und erhalten

a + 38m + 3ym? + dm3 = 0,

wenn «, 3, y, ö die dritten Differentialquotienten von z bezeichnen. Die Elimination von m zwischen dieser cubischen und der vorigen quadratischen Gleichung liefert die verlangte partielle Differentialgleichung. Sie löst sich offenbar in die zwei linearen Gleichungen dritter Ordnung auf, welche man erhält, indem man nach einander in die cubische Gleichung die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung für m einsetzt.

Man erhält dieselbe Gleichung auf geometrischem Wege, indem man ausdrückt, dass die Tangentenebenen in drei auf einander folgenden Punkten einer Erzeugenden sich in derselben durchschneiden. Die Gleichung

dz == pdx — qdy

ist eine Relation zwischen den Grössen — 1, p, q, die den Richtungscosinus einer Tangentenebene proportional sind, während dx, dy, dz ihrerseits den Richtungscosinus irgend einer Linie in dieser Ebene proportional sind, welche durch den Berührungs-punkt geht. Wenn wir zu einer zweiten Tangentenebene übergehen, die durch einen nächstfolgenden Punkt derselben Linie geht, so lassen wir p, q variiren, während die gegenseitigen Verhältnisse von dx, dy, dz unverändert bleiben. Dies giebt

rdx2 — 2sdxdy — tdy2 = 0.

Um dann zu einer dritten Tangentenebene überzugehen, differentiiren wir nochmals, indem wir dx : dy als constant betrachten, und erhalten so

adx3 + 3ßdx2dy + 3ydxdy2 + Sdy3 = 0.

Die Elimination des Verhältnisses dx : dy zwischen diesen beiden Gleichungen liefert dieselbe allgemeine Gleichung der Regelflächen wie vorher. Man erhält sie in der entwickelten Form

a3t + 3273 + 9rt (ß2t + 737) + 2ads (3rt — 4:S2) + 6 (2 s2 — rt) (ayt + ß6r) — 6 s (« 812 + 7 8r2) — 18ßyrst = 0.

Die ersten Integrale dieser Gleichung werden nach der Angabe des Art. 200 gefunden, indem man die letzte der vorigen Gleichungen unterdrückt und alle Constanten bis auf eine eliminirt.

Wir haben so die Gleichung p — mq = C1, aus welcher hervorgeht, dass eines der Integrale P — mq — 9 (m) ist, für m als eine der Wurzeln von r — 2sm — tm2 = 0.

Die andern beiden ersten Integrale sind

y — mx = 1 (m), z —px — mqx = X (m).

Die drei zweiten Integrale werden gebildet, indem man m zwischen je einem Paare dieser Gleichungen eliminirt.98)

Beispiel 1. Wenn die Betrachtungsweise des Art. 195 auf die Derivirten dritter Ordnung ausgedehnt wird, also auf die Punkte M3,, M2x,y, M, 2y und M^y, deren z Parallelen die Fläche in den Punkten S, 7, U, V und die Ebene NNO in S', T', U', V' respective treffen, so sind für eine solche Wahl von dy : dx^ dass STUV eine Erzeugende wird, STUV und S' T'U'V' gerade Linien und die Strecken SS', TT', UU', W' sind äquidistant und parallel; behandelt man sie genau nach der Analogie zum Beispiele des Art. 203, so erhält man

adx3 — 3ßdx2dy — 3ydxdy2 — 8dy3, rdx2 — 2sdxdy — tdy2 = 0, und damit wieder die Gleichung des Textes.

Beispiel 2. Mit dy : dx = A können die Gleichungen der Geraden PB geschrieben werden

p (x- •) + q (Y— y) = Z — s, x-:=-,";

die zwei Werthe von A aus der Gleichung

r — 2ks + X2t = 0 geben also durch die vorigen Gleichungen die beiden Elemente der Haupttangenten im betrachteten Punkte der Fläche.

Beispiel 3. Wenn A in der Ebene M2,PR sich nicht ändert, so ist nothwendig die Variation 1 beim Uebergange von x, y zu x — dx, y — dy mit A (x — X) — (Y —y) = 0 oder mit Xdx — dy = 0 gleich Null, d. h. man hat

da) " dy) — 0 •

Mit der Gleichung

r — 2Xs -j- Z^ = 0

zusammen definirt dies die Regelflächen. Wenn beide Wurzeln dieser letzteren Gleichung die erste befriedigen, so hat die Regelfläche zwei Systeme gerader Erzeugenden und somit gerade Leitlinien.

Beispiel 4. Die Vergleichung der Differentialgleichung der Regelflächen mit der der Minimalflächen in Art. 54, 4 lehrt, dass unter den Regelflächen nur die Ebene und die flachgängige Schraubenfläche Minimalflächen sind.

	
	
207.    Enveloppen. Wenn die Gleichung einer Fläche n Parameter enthält, welche durch (n — 1) Relationen verbunden sind, so können wir in Function irgend eines von ihnen alle übrigen ausdrücken und die Gleichung in die Form bringen





z = F{x,y, c, q (c), 1 (c\ . . .}.

dF‘

Wenn wir dann c zwischen dieser Gleichung und — = 0 ° de

eliminiren, so erhalten wir die Enveloppe aller der Flächen, welche den verschiedenen Werthen von c entsprechen. Die so gefundenen Enveloppen sind von derselben Familie, so lange die Form der Function F dieselbe bleibt, wie auch die Formen der Functionen 9, 1, . . . sich verändern.

d F

Die Durchschnittscurve der gegebenen Fläche mit — = 0

C c

wird die Charakteristik genannt (vergl. die Anmerkung des Art. 85); sie ist die Durchschnittslinie zweier auf einander folgender Flächen des Systems.

Wenn man die Charakteristik als eine bewegliche Curve betrachtet, die durch die beiden Gleichungen dargestellt ist, zwischen denen man c zu eliminiren hat, so erkennt man, dass das Problem der Enveloppen in dem enthalten ist, welches wir im Art. 199 und den folgenden discutirt haben.

Wenn die Function F eine Anzahl n von willkürlichen Functionen 9, v, . . . enthält, so wird nach jener Discussion, weil dann d F

7 die cp'} v,... enthalten muss, die partielle Differentialgleichung der Familie von der Ordnung 2n; bei näherer Betrachtung der Art jedoch, in welcher diese Functionen in die Gleichungen eingehen, findet man, dass jene Ordnungszahl sich auf n reducirt. Denn wir erhalten durch Differentiation von z = F

— i dF             dF

P=Hdc‘y I=2 dc‘, d F

also wegen — = 0, p = F1} q ~ F2‘. und da Flf F, die unter O c

der Voraussetzung c = const. gebildeten Differentiale sind, so enthalten diese Grössen nur die Originalfunctionen q,1,... aber nicht ihre Derivirten g‘, q‘, . . .

Aus diesem Paare von Gleichungen können wir wie im Art. 206 andere bilden und so fortfahren, und erhalten eine zur Elimination aller Parameter hinreichende Zahl von Gleichungen, wenn wir bis zur nten Ordnung aufgestiegen sind, wie aus dem Folgenden noch näher bewiesen wird.

	
	
208.    Wir haben den Fall nicht weiter zu betrachten, wo die gegebene Gleichung nur einen Parameter enthält, weil die Elimination desselben zwischen der Gleichung und ihrem Differential nur der Gleichung einer bestimmten Fläche, nicht aber der einer Flächenfamilie Ursprung giebt.





Wenn aber die Gleichung zwei Parameter a und b enthält, welche durch eine Gleichung verbunden sind, die b als eine Function von a bestimmt, so können wir zwischen den Gleichungen z=F, p = F1, q = F, die Grössen a und b eliminiren und erhalten die Resultante in der Form f(x, y, z,p, q) = 0.

Untersuchen wir z. B. die Enveloppe einer Kugel von unveränderlichem Halbmesser, deren Centrum eine in der Ebene xy gelegene Curve beschreibt; ein specieller Fall der allgemeinen Klasse der Röhrenflächen, von dem gleich nachher zu handeln sein wird.

Da die Gleichung einer solchen Kugel (x — a)2 + (y — 8)2 + 22 = ,2 ist, und die Bedingungen des Problems einen Ort bezeichnen, längs dessen der Punkt («, ß) sich bewegt, also ß in Function von « bestimmen, so wird die Gleichung der Enveloppe gebildet, indem man die Grösse « zwischen den Gleichungen

(x — c)?+ {y — qp(a) } 2+22=73, (x — c)+{J— qp(c) ) op {a) — 0 eliminirt. Da die Elimination nicht ohne die Bestimmung der Form der Function q ausgeführt werden kann, so lässt sich diese Familie von Flächen eben nur durch die Combination der beiden eben geschriebenen Gleichungen definiren.

Wir hätten dieselben Gleichungen auch bilden können, indem wir ausdrückten, dass die Fläche durch einen Kreis erzeugt werde, welcher sich so bewegt, dass seine Ebene immer normal zur Bahn seines Centrums bleibt. Denn die Gleichung der Tangente des Ortes von («, ß) ist

y — ß = a& (x - c) oder 3 — q («) = q‘ («) (x — a^ und die Normalebene zu ihr (x — a) + cp' («) [y — 9(«)}== 0.

Um die partielle Differentialgleichung zu erhalten, differen-tiiren wir die Gleichung der Kugel unter der Voraussetzung der « und ß als Constanten und erhalten

x — « — 22 = 0, y — ß — qz = 0.

Lösen wir diese für (x — a)} (y — ß) auf und substituiren die Werthe in die Gleichung der Kugel, so entsteht die fragliche Gleichung in der Form

2? (1 + P2 + 43) = r2 ■

Wir hätten diese Gleichung auch bilden können als den Ausdruck der geometrischen Wahrheit, dass die Länge der Normale constant und gleich r ist.

	
	
209.    Ehe wir weiter gehen, soll gezeigt werden, wie die willkürlichen Functionen, welche in der Gleichung einer Familie von Enveloppen erscheinen, durch die Bedingung bestimmt werden können, dass die fragliche Fläche durch gegebene Curven hindurch gehen müsse.





Die Tangente einer der gegebenen Curven in irgend einem Punkte ihres Laufes liegt in der Tangentenebene der betrachteten Fläche; und da die umhüllende Fläche in jedem ihrer Punkte die nämliche Tangentenebene hat wie die umhüllte Fläche, welche durch diesen Punkt geht, so folgt, dass jede der gegebenen Curven in jedem ihrer Punkte die umhüllte Fläche berührt, welche durch diesen Punkt geht.

Ist dann die Gleichung der umhüllten Fläche

% = F{x,y, G1, C2, .. . Cn),

so kann sie durch (n — 1) gegebene Curven geführt werden; denn indem man ausdrückt, dass die durch diese Gleichung bestimmte Fläche jede der gegebenen Curven berührt, erhält man (n — 1) Relationen zwischen den Constanten C1, c,,..., welche mit den beiden Gleichungen der Charakteristik verbunden diese Constanten zu eliminiren gestatten.

So enthält z. B. die Gleichung der im letzten Art. discutir-ten Flächenfamilie nur zwei Constanten und eine willkürliche Function, und man kann sie daher durch eine gegebene Curve hindurchgehen machen.

Sei die Enveloppe der Kugel

(x — c)2 + (y — 8)2 + * = ,2 zu finden, welche stets durch die gerade Linie x = m^} y = 0 geht. Da die Durchschnittspunkte dieser Linie mit der Kugel durch die quadratische Gleichung (mz — a)2 — ß2 — 22 == r2 oder

(1 -{- m2) 22 — 2mze + «2 + 82 — r2 = 0

gegeben sind, so ist die Bedingung der Berührung der Geraden mit der Kugel (1 + m2) (a2 + ß2 — 72) = m2«2, d. h. der Ort der Centra der jene Linie berührenden Kugeln ist eine Ellipse. Die fragliche Enveloppe ist daher eine Art von elliptischer Bingfläche, deren Gleichung erhalten wird, indem man a, ß zwischen den Gleichungen

(x—a)2 + (y—B)2 +2= r2, (1 + m2) (a? + 82—73) = m?ar, (x — &) da + (y — 8) dß = 0, ada + (1 + m2) ßdß = 0 eliminirt, aus deren beiden letzten

(1 + m2) ß (x — a) = a (y — ß) hervorgeht. Die Resultante bezeichnet eine Fläche der achten Ordnung.

	
	
210.    Sei ferner gefordert, die willkürliche Function so zu bestimmen, dass die umhüllende Fläche zugleich eine gegebene Fläche umhülle.





In jedem Punkte der Berührung zwischen der geforderten Fläche und der festen Fläche z = f (x, y) hat die bewegliche Fläche z = F (x, y, C1, c2, . . .), welche durch diesen Punkt geht, die nämliche Tangentenebene mit der festen Fläche, d. h. die aus den Gleichungen der festen und der beweglichen Fläche abgeleiteten Werthe von p und q müssen dieselben sein. So erhalten wir f=F, f2 = F2, und wenn wir zwischen diesen Gleichungen und den beiden Gleichungen z = F, z — f, welche für den Berührungspunkt erfüllt sind, die Grössen x, y, z eliminiren, so stellt die Resultante eine Relation der Parameter dar. In Folge dessen kann eine Enveloppe durch die Umhüllung eben so vieler fester Flächen näher bestimmt werden, als ihre Gleichung willkürliche Functionen enthält.

Sei z. B. verlangt, eine Röhrenfläche der im Art. 209 dis-cutirten Art zu bestimmen, welche die Kugel x2 — y2 — z2 = R2 berühre, so muss die Fläche (x — «)2 — (^y — ß)2 — z2 = 72 .   j — xc x — ay y—B. berühren, und wir erhalten — = ----, — = •---- Bedingungen, welche fordern
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- ac      a    &     ,       > z== 0, — === ----- oder T == ay.



‘ y    3 — ß " t

Wenn wir mit Hilfe dieser Gleichungen die Grössen x und y zwischen den Gleichungen der festen und der beweglichen Kugel eliminiren, so erhalten wir

4 (a3 + 82) R2 = (R2 — ,2 +a + 82)2.

Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung für («2 — ß2) sind (R — r) und zeigen, dass das Centrum der beweglichen Kugel sich in einem von zwei Kreisen bewegen muss, deren Radien sind

R + r.

Die fragliche Fläche ist daher einer oder der andere von zwei Ringen, deren Oeffhungen den eben bezeichneten Wertben entsprechen.

	
	
	
211.    Wir fügen ein Paar weitere Reispiele von Flächenfamilien hinzu, deren Gleichungen nur eine willkürliche Function enthalten. Man soll die Enveloppe eines geraden Kegels finden, dessen Axe der Axe der % parallel ist, und dessen Scheitel eine gegebene Curve in der Ebene xy durchläuft. Ist die Gleichung des Kegels in seiner ursprünglichen Lage z2—m2 (x2—y2), so wird sie beim Uebergang des Scheitels nach dem Punkte («, ß) in die Form z2 — m2 { (x — «)2 — (y — ß)2 } verändert; und wenn die Curve gegeben ist, längs welcher der Scheitel sich bewegt, so ist ß in Function von a bestimmt.







Die Differentiation giebt pz = m2 (x—«), qz = m2(p—ß) und die Elimination sodann p2 — q2 — m2.

Diese Gleichung drückt aus, dass die Tangentenebene der Fläche einen constanten Winkel mit der Ebene der xy bildet, wie dies aus der Erzeugungsart sich ergiebt. Man kann leicht auch beweisen, dass der Inhalt eines Theils der Fläche zu seiner Projection auf die Ebene xy in einem constanten Verhältniss steht.

	
	
	
212.    Die in den Art. 208, 211 betrachteten Flächenfamilien sind beide in der folgendermassen charakterisirten Familie von Flächen enthalten: Man soll die Enveloppe einer Fläche finden, welche sich ohne Rotation so bewegt, dass ein gegebener Punkt derselben längs einer bestimmten Curve fortschreitet.







Ist z — F (x, y) die Gleichung der Fläche in ihrer ursprünglichen Lage, so ist ihre Gleichung für die neue ohne Drehung eingenommene Lage, in der der zuerst im Anfangspunkte der Coor-dinaten befindliche Punkt nach («, ß} 7) übergangen ist,

% — y = F (x — a, y — ß}.

Wenn dann eine Curve gegeben ist, längs welcher der Punkt («, ß, y) sich bewegt, so können wir a, ß in Function von y ausdrücken, und das Problem erscheint als zu der im nächsten Art. zu betrachtenden Klasse von Problemen gehörig, bei welcher die Gleichung der Enveloppe zwei willkürliche Functionen enthält. Ist dagegen bestimmt, dass diese Leitcurve auf einer gewissen bekannten Fläche liegt, so ist von den beiden Gleichungen derselben die eine bekannt und nur die andere willkürlich, und die Gleichung der Enveloppe enthält nur eine willkürliche Function. Wenn wir dann ß als eine willkürliche Function von « ansehen, so giebt die Gleichung der festen Fläche y als eine bekannte Function von «, ß. Man findet leicht, wie in diesem Falle die partielle Differentialgleichung zu bilden ist. Löst man die drei Gleichungen

E — 7 = F (x — «, y — ß) , »=(—«, 9 — ß), q = F2(x — a, y — ß) für               x — «, y — ß, % — y,

und erhält

« — & = f^p, 0), y — ß =yf{p7o), £—y ="f (p, 9), und ist r («, ß, 7) = 0 die Gleichung der Fläche, auf welcher der Punkt («, ß, 7) sich bewegt, so ist die verlangte partielle Differentialgleichung

r{x — f(p, q), y —f(p, q), s—"f(, q)) = 0.

Die drei Functionen f, yf} sind offenbar durch die Relation d‘ f = pdf — qdx f mit einander verbunden.

Man erkennt, dass die eben gefundene partielle Differentialgleichung das geometrische Factum ausdrückt, dass die Tangentenebene in jedem Punkte der Enveloppe derjenigen im entsprechenden Punkte der Original fläche parallel ist.

Beispiel. Die partielle Differentialgleichung der Enveloppe einer Kugel von constantem Halbmesser zu finden, welche sich so bewegt, dass ihr Centrum längs einer auf einer festen gleichen Kugel


a2+y2+2 = 2 gelegenen Curve fortschreitet.

Die Gleichung der beweglichen Kugel ist

(o — a)2 + {y - By® +(- 7) = r, also

x — « + p (E — 7) = 0, y — ß + q (z — 7) = 0, und daher

Schreiben wir 1 — p2 — q2 = 92, so zeigt sich durch wirkliche Differentiation leicht die Relation erfüllt
[image: ]

Die partielle Differentialgleichung ist

(xo — pr)2 — (yo — qr)2 — (29 — 7)2 == 0272, oder

(a? + y2 + z2) (1 + p2 + q2)2 + 2 (px + qy — z) r = 0.

Der eine der beiden Hauptkrümmungsradien hat in allen Punkten der Fläche denselben Werth r.

	
	
	
213.    Wir gehen dazu weiter, die Form der partiellen Differentialgleichung der Enveloppe für den Fall zu untersuchen, in welchem die Gleichung der beweglichen Fläche drei Constanten enthält, die durch zwei Relationen verbunden sind.







Ist die Gleichung der Fläche z = F (x, y, a, b, c), so haben wir p = F, q — F.

Durch fernere Differentiation wie im Art. 201 erhalten wir

r — sm == Fn — mFn, s — tm = Fn — mF22, und durch Elimination von m die geforderte Gleichung in der Form (r - F(—E) =(-r)

Die Functionen Fn, F12, F29 enthalten a, b, c, für welche ihre Werthe in Function von p, q, x, y, z, wie sie aus den vorigen drei Gleichungen hervorgehen, zu substituiren sind. Wir erhalten dadurch eine Gleichung von der Form

Fr + 2Ss + Tt + TT (rt — s2) = V,

in welcher die Coefficienten durch die Relation

RT+ UV= 82

verbunden sind.99)

	
	
	
214.    Aus den wichtigsten unter den Fällen, wo die Gleichung drei Parameter enthält, wählen wir die folgenden Beispiele.







Entwickelbare Flächen. Sie sind Enveloppen der Ebene z == ax — by — c, wenn wir für b und c die Werthe cp (a) und 1 (a) setzen dürfen. Durch Differentiation erhalten wir p — a, q ==b, also q — (p(p).

Somit ist eine Fläche abwickelbar, wenn p und q durch eine von x, y, z unabhängige Relation vereinigt sind. So ist die Familie des Art. 211, für welche wir p2 — q2 == m2 gefunden haben, eine Familie von entwickelbaren Flächen.

Wir erhalten auch z — px — qy = 1 (p), welches das andere erste Integral der endlichen Differentialgleichung ist. Diese letztere wird erhalten durch Differentiation der Gleichungen p = a, q =b, oder auch r — sm === 0, s — tm = 0 und durch Elimination von m, also

rt — s2 — 0. 1)

Nach Art. 170, 172 drückt diese Gleichung die abwickelbare Natur der Fläche aus; nach Art. 54 sagt sie, dass in jedem Punkte der Fläche eine der Hauptkrümmungen gleich Null ist. Die andere variirt längs der Erzeugenden. Die Hauptschnitte sind die Erzeugende und der zu ihr normale Schnitt, die Krüm-mungslinien die Erzeugenden und ihre orthogonalen Trajectorien; die zwischen ihnen enthaltenen Theile der Erzeugenden sind gleich-lang. Ist eine dieser orthogonalen Trajectorien sphärisch oder noch specieller eben, so schneidet die entsprechende Kugel oder Ebene alle Erzeugende unter gleichen Winkeln. In Folge dessen sind dann auch alle andern Linien dieser Art sphärisch oder eben, nämlich in concentrischen Kugeln oder parallelen Ebenen gelegen. Solche Flächen sind nothwendig einer Kugel umgeschrieben. Dem speciellen Falle der Parallelebenen entspricht die abwickelbare Schraubenfläche.

	
	
	
215.    Im Rückblick auf die Art. 36, 54 erkennt man, dass die Bedingung rt — s2 in jedem parabolischen Punkte einer beliebigen Fläche erfüllt ist. Dies hätte sich, auch direct erweisen lassen, indem man die Gleichung rt — s2 == 0 in eine Function der Differentialquotienten von U transformirte, mittelst der Relationen







U,+pU,=0, U,+4U, = 0, U,+2 Up+ Ur‘= -rU, U,+pU,,+U,+pqU,= —sU, U2+2U21+Ul—-!Us;

die Function rt — s2 wird dadurch mit der Hesse’schen Determinante der Fläche identisch.

Wir sehen daraus, dass jeder Punkt einer abwickelbaren Fläche ein parabolischer Punkt ist, wie dies auch daraus hervorgeht, dass nach Art. 82, 92 die Tangentenebene irgend eines Punktes die Fläche in zwei zusammenfallenden geraden Linien schneidet, so dass die Inflexionstangenten des Punktes in eine einzige zusammenfallen.

Die Hesse’sche Determinante einer abwickelbaren Fläche enthält daher die Gleichung der Fläche selbst als einen Factor, und da die erste für eine Fläche nter Ordnung von der Ordnung (4n — 8) ist, so ist sie für eine abwickelbare Fläche aus dieser selbst und einer Fläche (3n — 8)ter Ordnung zusammengesetzt.

Um die Punkte zu finden, in welchen die Developpable durch die letztere Fläche geschnitten wird, bilden wir die Hess ersehe Determinante von xu — y^v — 0; sie ergiebt sich als das Product der Gleichung der Developpabeln selbst in eine Reihe von Gliedern, in denen der von x und y unabhängige Theil durch , { d2u 4—2 — ( d ") | dargestellt ist. Dies zeigt, dass eine Er-zeugende xy der Developpabeln jenen ergänzenden Rest der Hesse’schen Fläche erstens in den Punkten schneidet, in denen sie v = 0 trifft, d. h. zweifach in den Punkten der Rückkehrkante (m) und in r—4 Punkten der Doppelcurve (x); und dass sie dieselbe zweitens überall da schneidet, wo sie der Hesse’schen Determinante von u, betrachtet als eine binäre Form, begegnet, d. h. der Hesse’schen Determinante des von diesen r — 4 Punkten mit dem dreifach zählenden Punkte in (m) gebildeten Systems, in welchem der letztere Punkt vierfach zählt. Der Durchschnitt irgend einer Erzeugenden mit dem von der Developpabeln selbst verschiedenen Theile der Hesse’schen Fläche besteht somit aus

dem sechsfach zählenden Punkte in (m), den r — 4 Punkten in (x) und 2 (r—5) andern Punkten.100)

	
	
	
216.    Röhrenflächen. Man soll die Differentialgleichung der Enveloppe einer Kugel von unveränderlichem Radius bestimmen, deren Centrum sich in einer Curve bewegt.







Wie im Art. 213 ist

( - «y? +(- By® + (s—7) = R2, x — « + p (z — 7) = 0, y — ß + 4 {z — 7) = 0,

also 1 — p2 — (s — 7) r — m [pq — (z — y) s} — 0, . pq — (z — 7) s — m {1 — q2 — (z — 7) 0 ~ 0.

Und daher

(1+p+(=—7)r) (1+4+(-7)t)=(p2+(-7)s) R

Indem man für z — y seinen Werth--- (Art. 212)

(1 +p2+ 92)9

substituirt, wird dies

R2 (rt — 82) — R((1+2)r — 2pqs + (1 + p2) t )V1 +p+q + (1 +p + q2)8 - 0,

welche Gleichung ausdrückt (vergl. Art. 54), dass in jedem Punkte der fraglichen Enveloppe einer der beiden Hauptkrümmungshalbmesser gleich R ist, wie dies geometrisch evident erscheint.

	
	
	
217.    Wir wollen in der Kürze zeigen, welches die Form der Differentialgleichung der Enveloppe dann ist, wenn die Gleichung der umhüllten Fläche vier Constanten enthält.







Wie vorher gelten äusser der Gleichung der Fläche die drei Gleichungen p = F, 1=F,, (r — F^ G — F,,) = G — F^)2.

Schreiben wir zur Abkürzung die letztere Gleichung in der Form QT = 02 und setzen

c—F= A, B-F = B, 7P„=0, ö—F, = D, so entsteht durch Differentiation von QT = 62

(A + Rm) r + (C + Dm) Q — 2 (B + Cni) G = 0.

Und indem wir für m den aus der Gleichung o + tm =0 abgeleiteten Werth substituiren und erinnern, dass QT = 62 ist, erhalten wir

Ar3 — 3BGr + 3CGr — Dg3 = 0, in welcher Gleichung für die implicite in sie eintretenden Parameter ihre aus den vorigen Gleichungen abgeleiteten Werth? einzusetzen sind. Die Gleichung ist daher von der Form

& + 38m + 3ym2 + dm3 = U, wo m und U Functionen von x, y, z, p, q, r, s, t sind.

In derselben Art kann die Differentialgleichung gebildet werden, wenn die Gleichung der bewegten Fläche eine grössere Zahl von Parametern enthält.

	
	
	
218.    Nachdem wir in den vorigen Art. dargelegt haben, wie die partiellen Differentialgleichungen gebildet werden, zeigen wir nun, wie aus einer gegebenen partiellen Differentialgleichung eine andere Differentialgleichung abgeleitet werden kann, welcher durch jede Charakteristik der durch jene dargestellten Familie von Flächen genügt wird.101)







Sei zuerst die gegebene Gleichung von der ersten Ordnung, d. h. von der Form f (x, y} z,p, q) == 0.

Wenn diese Gleichung der Enveloppe einer bewegten Fläche angehört, so wird sie nicht nur durch die Enveloppe, sondern auch durch die bewegliche Fläche in jeder ihrer Lagen erfüllt; denn die Enveloppe berührt diese Fläche, und in dem Berührungspunkte sind x, y, z, p, q für beide Flächen dieselben Grössen.

Sind speciell x, yf z die Coordinaten eines Punktes der Charakteristik, so muss die Gleichung f (x, y, z, p, q) = 0 durch diese Werthe von x, y, z erfüllt sein, ob p und q die aus einer Lage der bewegten Fläche oder der nächstfolgenden Lage derselben abgeleiteten Werthe besitzen, weil jeder Punkt der Charakteristik Durchschnitt zweier auf einander folgenden Lagen der bewegten Fläche ist. Wenn wir also die gegebene Gleichung nach p und q als den allein Veränderlichen differentiiren, so müssen die Punkte der Charakteristik der Gleichung

Pdp + Qdq = 0 genügen.

Oder in anderer Darstellung: Ist die Gleichung der bewegten Fläche z = F (x, y, a), wo wir die Constanten sämmtlich als Functionen eines einzigen Parameters « ausgedrückt denken, so haben wir nach Art. 208

p = F (x, y,«), 1 = F (x, y, a),

Werthe von p und q, die in die gegebene Gleichung substituirt werden. Dann wird die Charakteristik ausgedrückt, indem man mit der gegebenen Gleichung ihr nach « genommenes Differential combinirt; da aber « in die gegebene Gleichung nur eingeht, weil es in den Werthen von p und q enthalten ist, so haben wir wie vorher pdp — Q 4=0.

da 1 " da

Da ferner die Tangente der Charakteristik in irgend einem Punkte in der Tangentenebene von jeder der beiden Flächen liegt, welche sich in diesem Punkte schneiden, so wird die Gleichung dz=pdx-\- qdy erfüllt, ob p und q die einer bestimmten oder die der nächstfolgenden Lage der beweglichen Fläche entsprechenden Werthe haben, und es ist daher

dp dx + dy = 0. da 1 da •

Die Combination dieser Gleichung mit der vorher gefundenen giebt endlich die Differentialgleichung der Charakteristik

Pdy — Qdx == 0 .

Wenn beispielsweise die gegebene Gleichung von der Form Pp — Qq == R ist, so genügt die Charakteristik der Gleichung Pdy — Qdx — 0, aus welcher durch Combination mit der gegebenen Gleichung und mit dz == pdx — qdy abgeleitet wird

Pdz — Pdx, Qdz = Pdy.

Es ist bekannt, welcher Gebrauch von diesen Gleichungen bei der Integration dieser Klasse von Differentialgleichungen gemacht wird.102)

Wenn das obige System simultaner Gleichungen durch Integration u == C1, v — c2 giebt, so sind dies die Gleichungen der Charakteristik oder erzeugenden Curve in irgend einer ihrer Lagen, weil, damit v constant sei, sobald u constant ist, eine Relation u = 9 (v) bestehen muss.

Beispiel. Sei die Gleichung die im Art. 209 betrachtete, d. i. 22 (1+p + 73) = 73.

Jede Charakteristik genügt dann der Gleichung pdy — qdx, die nach Art. 169 anzeigt, dass die Charakteristik immer eine Linie grösster Neigung in der Fläche ist, wie dies auch geometrisch. erhellt.

	
	
	
219.    Die eben gefundene Gleichung der Charakteristik enthält im Allgemeinen die Grössen p und g; man kann dieselben aber eliminiren, indem man mit jener die gegebene partielle Differentialgleichung und die Gleichung ds = pdx — qd4) ver-bindet. So leiten wir in dem letztbetrachteten Beispiele aus den Gleichungen 22 (1 — p2 — q2) = 72, qdx — pdy die neue Gleichung ab







£2 (dx2 + dy2 + ds2) = 72 {dx2 + dy2).

Es ist bekannt, dass es zwei Klassen von Differentialgleichungen erster Ordnung giebt, von denen die eine aus der Gleichung einer einzigen Fläche, z. B. durch die Elimination einer Constanten aus einer Gleichung und ihrem Differential

U = 0, Udx + U,dy + Ud: = 0,

abgeleitet ist; während die andere durch Combination der Gleichungen zweier Flächen gebildet wird, z. B. indem man zwischen den Gleichungen U = 0, V = 0 und ihren Differentialen drei Constanten eliminirt.

Eine Gleichung von jener Klasse drückt eine zwischen den Richtungscosinus irgend einer Tangente der Fläche stattfindende Relation aus; während eine Gleichung der zweiten Klasse eine Relation darstellt, welche durch die Richtungscosinus einer Tangente von irgend einer der Curven erfüllt wird, die das System U— 0, V-— 0 darstellt. Die hier zu betrachtenden Gleichungen gehören zur letzteren Klasse. So ist die geometrische Bedeutung der als Beispiel gewählten Gleichung die, dass die Tangente jeder der durch sie dargestellten Curven mit der Ebene xy einen Winkel g

macht, dessen Cosinus gleich — ist. Diese Eigenschaft ist für jeden in einer Verticalebene gelegenen Kreis erfüllt, dessen Radius r ist, und die gedachte Gleichung hätte in der That gebildet werden können, indem man die Constanten a, ß, m zwischen den Gleichungen

(x — «)2 + (y — 8)2 + 22 = r2, x — & + m (J — 8) = 0 eliminirt.

	
	
	
220.    Die Differentialgleichung, welche nach dem angegebenen Verfahren gefunden wird, ist nicht nur für jede Charakteristik einer Flächenfamilie wahr, sondern weil jede Charakteristik die Cuspidalkante der erzeugten Fläche berührt, so sind die Verhältnisse dx : dy : dz für irgend eine Charakteristik und die entsprechende Rückkehrkante dieselben, und die gefundene Gleichung wird daher für die Rückkehrkante jeder Fläche der betrachteten Familie gleichfalls erfüllt.







So ist in dem gewählten Beispiele die durch die Differentialgleichung ausgedrückte geometrische Eigenschaft nicht nur für einen in einer Verticalebene gelegenen Kreis wahr, sondern sie bleibt auch wahr, wenn dieser Kreis auf einen verticalen Cylin-der aufgewickelt wird, und die Rückkehrkante der dadurch gegebenen Familie von Flächen gehört immer zu der Familie so erzeugter Curven.

Ebenso wie die partielle Differentialgleichung in p, q, welche eine Relation zwischen den Richtungscosinus der Tangentenebene ausdrückt, sowohl für die Enveloppe als für die einzelnen umhüllten Flächen wahr ist, so sind die hier betrachteten totalen Differentialgleichungen zugleich wahr für die Rückkehrkante und für die Reihe von Charakteristiken, welche dieselbe berühren. Dieselbe Wahrheit kann auch so ausgesprochen werden: Das System der Gleichungen U=0, &U=0, welches, wenn c als Con-

°              7 da 2             7 stante betrachtet wird, die Charakteristik repräsentirt, stellt die Rückkehrkante dar, wenn a eine unbekannte Function der Ver-1                                                 42 U änderlichen ist, welche mittelst der Gleichung 702 = 0 zu eli-miniren ist. Aber die Gleichungen U= Q, 4 = 0 haben offenbar dieselben Differentiale, wenn a als veränderlich und dieser Bedingung unterworfen, oder wenn es als constant betrachtet wird.

So sind im Beispiele des letzten Art., wenn wir in die Gleichungen

(r — c)2 +(- 8)2 +:= 73, (r — a) + m (J — B) - 0 ß = (p (ei) und m — cp' (a) einsetzen und diese mit der Gleichung

1+p‘ ()2 =(-8) o" W verbinden, die Differentiale der ersten und zweiten Gleichungen dieselben, wenn « gemäss der dritten Gleichung veränderlich, und wenn es constant ist; und daher bleibt die Differentialgleichung, welche durch die Elimination von a, ß, m zwischen den ersten beiden Gleichungen und ihren unter der Voraussetzung der Constanz dieser Grössen gebildeten Differentialen entsteht, gleichmässig wahr, wenn dieselben nach den dargelegten Gesetzen veränderlich wären. Und wir erhalten die Gleichungen einer Curve, die dieser Differentialgleichung genügt, indem wir eine Form für q («) willkürlich wählen und dann zwischen den Gleichungen

(—a)2+—p(a))2+*=*,

x — « + p‘ («) {y — cp («) } = 0,

1 +(‘ ())2=— P (a)) (p" (a), die Grösse a eliminiren.

Mich. Roberts hat bemerkt, dass durch die Substitution von x — ldx, y — Xdy, z — idz für x, y, £

in die Gleichung einer Fläche und nachmalige Bildung der Dis-criminante in Bezug auf A ein Resultat erhalten wird, welches die Differentialgleichung der Rückkehrkante einer der gegebenen Fläche umgeschriebenen abwickelbaren Fläche darstellt. In der That ist es nach Art. 18 offenbar, dass die Discriminante die Bedingung ausdrückt, unter welcher die Tangente der durch die Gleichung dargestellten Curve die gegebene Fläche berührt.

So ist die allgemeine Gleichung der Rückkehrkante der einer Kugel umgeschriebenen Abwickelungsflächen

(x2 + y? + 22 — a?) {dx2 + dy2 + d^2) = (xdx + ydy + zdz), oder

(ydz—zdy)?+(zdx—xdz)?+(xdy—ydx)2=a?(dx2+dy2+dz2).

Die letzte Form zeigt an, dass dieselbe Gleichung für jede geodätische Linie eines Kegels erfüllt ist, der den Scheitel im Anfangspunkte der Coordinaten hat. Denn bei der Entwickelung des Kegels auf eine Ebene wird die geodätische zur geraden Linie, und wenn die Entfernung derselben vom Anfangspunkte gleich a ist, so ist die Fläche des Dreiecks, welches durch Verbindung des Elements ds mit dem Anfangspunkte gebildet wird, — ad8, und dies ist offenbar die durch die vorige Gleichung ausgedrückte Eigenschaft.

Beispiel. Allgemeiner ist die Differentialgleichung der Rückkehrkante der einem Ellipsoid

a2          c2 umgeschriebenen abwickelbaren Flächen — von der partiellen Differentialgleichung

z —px — yy — (a’p? + b2 q2 + c2)2 — a2 {ydz — ^dy)2 — 62 {zdx — xdzf + c2 (xdy — ydxy2 = b2cldx2 + c2d2dy2 + a2b2dz2^ oder

o da . ydy . zdz\2

/2213222_ \ dz?\

\a2 T 62 T C2 )a21b2c2)’ und sie gehört einer Charakteristik jener Familie von Flächen gleichfalls an. Denken wir dann die Rückkehrkante der der Fläche a?      ,      y2      i       22     ___1 a?—k2T 62—k21 c^—^ umgeschriebenen abwickelbaren Fläche auf der Fläche des ursprünglichen Ellipsoids, so tritt die Gleichung

(a?- 72) (y dz-zdyf-\-(l^—l^^zdx— x d =)?+ (2- 73) (xdy— y dx)2 = (b3- 72) (2— 72) dx2 + (c2— 73) (a‘- k3) dy2 + (a2— 72) {b2— Tc^dz2 hinzu, und man erhält

(xdy — ydx)2 — (zdx — xdz)2 — (xdy — ydx)2 = (b2 + c2 — 12)dx2 + (c2 -{- a2 — k2)dy2 + (a2 + b2 — li^dz2.

Da aber die beiden confocalen Flächen a*y822._   a?__1_ y2 _  22  _ i

a2. 62 Tc2 1‘ a2—127 62—12 c2 — k2 als die beiden Mäntel einer Fläche betrachtet werden können, welche der Ort der Centra für eine andere Fläche ist,103) so gehört die letztere Gleichung einer geodätischen Linie des Ellipsoids an. (Vergl. Art. 51 und Art. 152 den Satz von Chasles über die Tangenten einer geodätischen Linie.)

Hiermit hängt der Satz von M. Roberts zusammen: Wenn man die Tangenten einer geodätischen Linie auf einer centrischen Fläche zweiter Ordnung bis zu ihren respectiven Durchschnittspunkten mit den zu ihnen normalen Tangentenebenen derselben Fläche verlängert, so erhält man Punkte einer mit ihr concentrischen Kugel; für alle geodätischen Linien, welche dieselbe Krümmungslinie berühren, bleibt sie die nämliche.

	
	
	
221.    Die Differentialgleichung der Charakteristik kann in derselben Weise gefunden werden, wenn die gegebene Gleichung von der zweiten Ordnung ist.104)







Wir können in diesem Falle zwei auf einander folgende Flächen denken, welche der gegebenen Differentialgleichung genügen und einander längs ihrer Durchschnittslinie berühren. Wenn wir z. B. eine Oberfläche haben, die durch die Bewegung einer Curve erzeugt wird, während dieselbe zwei feste Directrixcurven stets schneidet, so denken wir eine neue durch dieselbe Curve erzeugte Fläche, während diese zwei neue Directrixcurven beständig schneidet; wenn dann diese letzteren Leitcurven die ersteren in den Punkten berühren, wo die erzeugende Curve sie schneidet, so berühren sich die beiden Flächen längs dieser Linie.

In diesem Falle haben die beiden Flächen längs ihrer Durchschnittslinie die Grössen x, y, z, p, q gemein und können nur in Bezug auf r, s, t von einander abweichen. Differentiiren wir daher die gegebene Differentialgleichung, indem wir diese Grössen als allein veränderlich betrachten, so sei das Ergebniss

Rdr + Sds + Tdt = 0.

Da. nun p und q längs dieser Linie constant sind, so sind drdx — dsdy = 0, dsdx — dtdy = 0, und die Elimination von dr, ds, dt liefert die Gleichung der Charakteristik

Hdy2 — Sdxdy + Tdx2 = 0.

In den Fällen von Gleichungen zweiter Ordnung, welche wir früher betrachtet haben, ergiebt sich diese Gleichung als ein vollständiges Quadrat. Wenn dies nicht der Fall ist, so zerfällt sie in zwei Factoren, welche, wenn sie rational sind, zu zwei unabhängigen Charakteristiken gehören, welche durch getrennte Gleichungen repräsentirt werden; die dagegen, wenn sie nicht rational sind, zwei Zweige derselben Curve bezeichnen, welche sich in dem betrachteten Punkte der Fläche durchschneiden.

	
	
	
222.    In der That, wenn die Bewegung einer Fläche durch einen einzigen Parameter geregelt ist (vergl. Art. 84), so enthält die Gleichung ihrer Enveloppe, wie wir sahen, nur Functionen einer einzigen Grösse, und die Differentialgleichung gehört zu der einfacheren eben vorher betrachteten Art. Wenn aber die Bewegung der Fläche durch zwei Parameter geregelt ist, so ist der Ort ihrer Berührung mit der Enveloppe nicht eine Curve, sondern ein Punkt; die Gleichung der Enveloppe enthält im Allgemeinen Functionen von zwei Grössen, und die Differentialgleichung ist von der allgemeineren Form.







Wir wählen als ein Beispiel des Vorkommens der letzteren Klasse von Gleichungen in geometrischen Untersuchungen die Gleichung der Familie von Flächen, für welche ein System der Krümmungslinien einer festen Ebene y = ma parallel ist. Indem man in die Gleichung des Art. 53 die Substitution dy = mdx vollzieht, erhält man die Differentialgleichung der Familie

m{(1+ 43) s — pq_t] +m((1+)*-(1 + p) t) — {(1 — P2) s — pqr} — 0.

Für eine sehr interessante Discussion dieser Gleichung ist auf Monge p. 161 zu verweisen, da die Lehre von der Integration solcher Gleichungen nicht in den Plan dieses Werkes gehört. Um zu zeigen, wie solche Differentialgleichungen in der Geometrie begegnen, wollen wir nachweisen, wie diese Gleichung aus der Elimination von a, ß zwischen der Gleichung einer beweglichen Kugel

(x —■ «)?—+ (y — 8)2 +{= — q (« + m3) } 2 = 1 (B ■— maf' und ihren nach « und ß gebildeten Differentialen entsteht; wie sie also den Ort des Mittelpunktes jener Kugel charakterisirt, wenn sie successive den Cylinder

y = q (« — mß)

in allen Punkten berührt, und wenn dabei ihr Radius gleich der dritten Coordinate einer gewissen andern Cylinderfläche ist, nämlich y = 1 (ß — ma).

Jene Differentiale sind

(x — &) — (z — g) 9’== mi’v, (y — ß) — m^—- q) q‘== — q’v, sodass (x — a) + m(y — ß) — (1 — m2) (z—q) g‘ = 0 ist.

Es ist aber auch

(a — c) + p (e — q) — 0, (y — ß) + I (e — q) — 0, also (x — «) — m (y — ß) — {p — mq) (z — 9) = 0.

Die Vergleichung mit der vorigen Gleichung liefert dann p — mq = (1 — m2) q‘(« — mß}, und wenn wir (« — mß) durch 7 ersetzen, so ist noch übrig, die Elimination von y zwischen den Gleichungen

x + my — 7 — (p + m(^ {z — q (7) } = 0, p — mq = (1 — m2) g‘ (y)

zu vollziehen. Die Differentiation nach x und y giebt

(1 +p2 + mpq) + (r + ms) {e — q (7) } = { 1+(p+mq)o‘}7, {m(1+92)+pg) + (s-\-mt) (z— (»))={ 1+(»+m9)p‘)7,, und nach der zweiten Gleichung hat man r — ms : s — mt = 7, : y,, sodass das Resultat ist — die obige in veränderter Form —

(1 — p2 — mpq) (s — mt) =={m(1 — 22) —pg} (r — ms), wie zu beweisen war.

	
	
	
223.    Wegen der hervorragenden Wichtigkeit der Regel-flächen schliessen wir hier ferner einige Details aus ihrer be-sondern Theorie an.105)







Die Tangentenebene in irgend einem Punkte der Fläche enthält nothwendig die erzeugende Gerade, welche durch diesen Punkt hindurchgeht, weil dieselbe eine der Inflexionstangenten der Fläche in demselben ist. (Vergl. Art. 6.) Jedem anderen Punkte der Erzeugenden entspricht eine andere Tangentenebene (Bd. I, Art. 111), welche wie folgt construirt werden kann: Bekanntlich geht durch jeden Punkt des Baumes eine gerade Linie, welche zwei beliebig im Raume gelegene Gerade schneidet, nämlich die Durchschnittslinie der beiden Ebenen, welche durch den Punkt und jene beiden Geraden bestimmt sind. Denken wir daher drei auf einander folgende gerade Erzeugende der Fläche, und durch einen Punkt A in einer von ihnen eine gerade Linie gezogen, welche die beiden andern schneidet; so ist dieselbe, da sie drei auf einander folgende Punkte der Fläche mit einander verbindet, die zweite Inflexionstangente in A, und die Ebene dieser Linie und der Erzeugenden durch A ist daher die Tangentenebene der Fläche in A. Es ist in dieser Construction vorausgesetzt, dass, wie dies im Allgemeinen stets der Fall ist, je zwei auf einander folgende Erzeugende sich nicht schneiden. Giebt es jedoch in der Fläche singuläre Erzeugende, welche durch eine nächstfolgende Erzeugende geschnitten werden, dann ist die Ebene, welche beide enthält, eine Tangentenebene in jedem Punkte der Erzeugenden. Insbesondere können endlich zwei auf einander folgende Erzeugende zusammenfallen, und dann ist diese Gerade eine doppelte Linie der Fläche.

Die Berührungsebenen in den unendlich entfernten Punkten bilden eine developpable Fläche, die der Regelfläche selbst eng verbunden ist.

	
	
	
224.    Das D opp el v e rh ältnis s von vier Tangentenebenen, welche durch dieselbe gerade Erzeugende gehen, ist dem Doppelverhältniss ihrer vier Berührungspunkte gleich.







Denken wir die drei festen Linien a, b, c durch vier geradlinige Transversalen in den Punkten AA1A2 A3, BBi B2 B3, CCC,C3 geschnitten, so gilt zunächst die Doppelverhältnissgleichheit

(BBB,B,\ = {caaa},

da jedes von diesen beiden Doppelverhältnissen das Doppelver-hältniss der vier Ebenen misst, welche durch a und die vier Transversalen gehen. Ebenso ist {CCCC3 } == {AA, A,A3), als Ausdrücke des Doppelverhältnisses der vier Ebenen durch b. (Vgl. Bd. I, Art. 111.)

Wenn nun die drei festen Linien die auf einander folgenden Erzeugenden einer Regelfläche sind, so schneiden nach dem letzten Art. die Transversalen eine dieser Erzeugenden a in vier Punkten, für welche die durch a und die Transversalen bestimmten Ebenen die Tangentenebenen sind. Und es ist also hierdurch bewiesen, dass das Doppelverhältniss der vier Ebenen dem Doppel-verhältniss der vier Punkte gleich ist, in denen die Transversalen a schneiden.

	
	
	
225.    Es ist bekannt, dass die Ebenen eines Büschels und die durch ihre gemeinsame Scheitelkante gehenden Normalebenen derselben ein involutorisches System bilden, sodass das Doppel-verhältniss von beliebigen vier Ebenen desselben stets dem Doppelverhältniss ihrer conjugirten gleich ist. Daraus folgt nach Art. 224, dass das System der Berührungspunkte einer um eine Erzeugende sich drehenden Ebene und der zu ihr stets normalen Ebene, welche dieselbe Erzeugende enthält, ein involutorisches System ist; in andern Worten: die Berührungspunkte der Ebenen eines Büschels mit der Regelfläche und die Punkte, in welchen dieselben Ebenen zur Fläche normal sind, bilden eine Involution. Das Centrum derselben ist der Punkt, in welchem diejenige Ebene durch die Erzeugende, welche die ‘Fläche in unendlicher Entfernung berührt, zu ihr normal ist. Nach den bekannten Eigenschaften der Involution bilden die Entfernungen dieses Punktes von den Punktepaaren, in denen eine und dieselbe Ebene des Büschels die Fläche berührt und zu ihr normal ist, Rechtecke von constanter Fläche.


	
226.    Die Normalen einer Regelfläche in den Punkten einer Erzeugenden bilden ein hyperbolisches Para-boloid.







Denn sie sind zuerst alle zu einer Ebene, nämlich der Normalebene der erzeugenden Geraden, parallel. Man kann von dem Doppelverhältniss von vier zur nämlichen Ebene parallelen Geraden sprechen, indem man darunter das von vier Parallelen durch denselben Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 19

Punkt versteht. In diesem Sinne ist dann das Doppelverhältniss von vier Normalen dem der vier entsprechenden Tangentenebenen gleich, d. i. gleich dem ihrer Berührungspunkte nach Art. 224 und dem der Fusspunkte der Normalen in der Erzeugenden nach Art. 225. Aber die geraden Linien, die einer gegebenen Ebene parallel sind und eine gegebene Gerade schneiden, bilden ein hyperbolisches Paraboloid, wenn das Doppelverhältniss von beliebigen vier unter ihnen dem Doppelverhältniss der Punkte gleich ist, welche sie in - jener Geraden bestimmen. Die Umkehrung des Satzes ist leicht zu erweisen, und daraus ergiebt sich auch seine Richtigkeit.

Die Punkte, in welchen vier Erzeugende eines hyperbolischen Paraboloids von der ersten eine Erzeugende der zweiten Schaar durchschneiden, sind die Berührungspunkte der vier Tangentenebenen, welche sie enthalten, und das Doppelverhältniss der vier Punkte ist daher dem dieser vier Ebenen gleich. Das letztere wird aber durch das Doppelverhältniss der vier Linien gemessen, in denen diese vier Ebenen durch eine den vier Erzeugenden parallele Ebene geschnitten werden, und diese Geraden sind den Erzeugenden selbst parallel.

Man beweist leicht den Satz: Wenn man eine Regelfläche durch eine Schaar von Parallelebenen schneidet, so bilden die in Punkten einer Erzeugenden gelegten Tangenten der Schnittcurven ein hyperbolisches Paraboloid. Denkt man den von den Parallelen der Erzeugenden aus einem Punkte gebildeten Kegel, der als Richtungskegel bezeichnet werden darf, so haben seine Tangentenebenen die gleiche Stellung mit den Tangentenebenen der Regelfläche in den unendlich entfernten Punkten der parallelen Erzeugenden. Daher lassen sich zu einer jeden Regelfläche längs einer Erzeugenden unendlich viele berührende Paraboloide bestimmen, die zu einer Richtungsebene die entsprechende Tangentenebene des Richtungskegels der Fläche haben, während die andere willkürlich ist; nimmt man sie in einer der zu jener rechtwinkligen Lagen, so wird das Paraboloid gleichseitig. Bei einer Drehung um 90° um die Erzeugende wird das Berührungsparaboloid normal zur Fläche; die feste-Richtungsebene ist die entsprechende Normalebene des Richtungskegels. Das Paraboloid der Normalen ist gleichseitig. Der Centralpunkt der Erzeugenden (Art. 225) ist der Scheitel des Paraboloids der Normalen.

	
	
	
227.    Der Centralpunkt der im Art. 225 betrachteten Involution ist der Punkt, in welchem jede Erzeugende der nächstfolgenden Erzeugenden am meisten genähert ist, d. h. der Punkt, in dem sie durch die kürzeste Entfernung der beiden Erzeugenden geschnitten wird. Der Ort der Punkte der Erzeugenden einer Regelfläche, in denen jede der nächstfolgenden Erzeugenden am nächsten ist, wird die Strictionslinie der Fläche genannt. Um einen naheliegenden Fehlschluss zu corri-giren, wollen wir bemerken, dass die kürzeste Entfernung zweier auf einander folgenden Erzeugenden kein Element der Strictionslinie ist; denn wenn a, 1), c drei auf einander folgende Erzeugende sind, während AB die kürzeste Entfernung der beiden ersten von ihnen ist, so schneidet diese die kürzeste Distanz der zweiten und dritten BXC im Allgemeinen nicht, weil diese b in einem von B verschiedenen Punkte Br trifft, und das Element der Strictionslinie ist nicht AB, sondern ABt.







Beispiel 1. Man soll die Strictionslinie des hyperbolischen Paraboloids " — 4, = s bestimmen.

Die Gleichungen x_ y — 1 a b           a b 2‘ __ .    a     y   1 a T b “f ‘ a    b    u

drücken ein Paar Erzeugende aus: sie sind der Ebene--— = 0 °           ’                           a b parallel, und ihre kürzeste Entfernung ist daher zu dieser Ebene normal und liegt in der Ebene

(«2 + 23)2 + » — az +*_ 62) (2_UA1o,

02 62 1 welche die erste Erzeugende im Punkte z — ", — schneidet. °                      a- — b^ 1 u

Wenn beide Erzeugende dem Zusammenfallen sich unbegrenzt nähern, so erhalten wir für die Coordinaten des Durchschnittspunktes derselben mit der kürzesten Distanz
[image: ]

Die Strictionslinie ist daher die Parabel, in welcher diese Ebene die Fläche durchschneidet. Wenn man dieselbe Fläche als durch die Erzeugenden des andern Systems gebildet denkt, so hat sie eine zweite Strictionslinie in der Ebene — — —, = 0.

a3 63

Für das gleichseitige Paraboloid werden die dem Scheitel entsprechenden Erzeugenden die Strictionslinien.

Beispiel 2. Man bestimme die Strictionslinie des Hyperboloids

22 i y _ 22 _ . a? ‘ &2 c2 q 1

Sie ist die Durchschnittslinie der Fläche mit der durch a? /1 . 1)2 . b2 / 1 . 1 \2   c2/1     1\2

27(62 TT c2) T ye.T a3)    23 62   a2)

dargestellten Fläche.

	
228.    Wenn eine Erzeugende einer Regelfläche gegeben ist, so können wir einfache Hyperboloide construiren, welche diese Erzeugende mit der Regelfläche gemein und längs derselben in allen Punkten die nämlichen Tangentenebenen mit ihr haben.



Denn aus der Construction des Art. 223 folgt, dass die Tangentenebene in jedem Punkte der Erzeugenden bestimmt ist durch die zwei nächstfolgenden Erzeugenden der Regelfläche und dass zwei Regelflächen sich längs einer Erzeugenden berühren und einerlei Haupttangenten besitzen, wenn sie diese und die zwei nächstfolgenden Erzeugenden gemein haben. Irgend drei sich nicht durchschneidende gerade Linien bestimmen aber ein einfaches Hyperboloid (Rd. I, Art. 113), und das durch die betrachtete Erzeugende und die zwei nächstfolgenden bestimmte Hyperboloid berührt also die Fläche so, wie vorgeschrieben ist.

Setzen wir, um die volle Bedeutung des ausgesprochenen Satzes zu erläutern, voraus, dass die Axe der £ ganz in einer Fläche nter Ordnung liege, so muss jedes Glied ihrer Gleichung entweder x oder y enthalten, so dass diese, nach den Potenzen von x und y geordnet, von der Form

^n-i)X + "—yy + U(—2)x2 + "(n—2)=y — w(—2)32 + etc. = 0 sein wird, wo "(n—1), y^ — 1) Functionen von z vom Grade (n — 1), "— 2), v(n— 2), w— 2) solche Functionen vom Grade (n — 2), etc. bezeichnen.

Dann ist (vergl. Bd. I, Art. 111) die Gleichung der Tangentenebene in irgend einem Punkte der Axe w‘(n—1)a+v‘(n-1 ==0, wenn wir durch u‘(n—1) und v‘(n— 1) das Resultat der Substitution der Coordinaten des Berührungspunktes in u^ — t), V(n— 1) respective bezeichnen. Umgekehrt folgt, dass eine Ebene y — mx die Fläche in (n —<1) Punkten berührt, welche durch die Gleichung

u(-1) + mv- i) =0

bestimmt werden. Wenn aber u(n—1), v(— 1) einen gemeinschaftlichen Factor u, haben, so dass die Glieder vom ersten Grade in x und y in der Form

Up (u^n—p— 1)2 -- "(n—p—l^y)    0 geschrieben werden können, so ist die Gleichung der Tangentenebene

u (n—p—na I v (n—p—yy 0,

und eine Ebene y—mx berührt die Fläche in (n— P — 1) Punkten.

Man erkennt leicht, dass die Punkte der Axe, für welche Up — 0 ist, Doppelpunkte der Fläche darstellen.

Nun ist in dem Theorem dieses Art. ausgesprochen, dass, so lange die Axe der £ nicht eine isolirte gerade Linie der Fläche ist, sondern vielmehr eine von einem System von geraden Erzeugenden, welches der Fläche angehört, die Form der Gleichung sein müsse

u— 2) (ux + vy) + • • • = 0,

so dass die Tangentenebene der Fläche in irgend einem Punkte der Axe die nämliche ist wie für das Hyperboloid ux — vy = 0, nämlich u'x — v'y = 0.

Eine Ebene y = mx berührt somit die Fläche in nur einem Punkte. Der Factor U(n^2) zeigt aber an, dass in jeder Erzeugenden (n — 2) Punkte liegen, welche Doppelpunkte der Fläche sind.

Nach dem Satze des Art. 224 ist aber evident, dass jedes Hyperboloid, welches in drei Punkten der betrachteten Erzeugenden mit der Regelfläche dieselben Berührungsebenen hat, diese Eigenschaft in sämmtlichen Punkten der Erzeugenden besitzt, oder ein windschiefes Flächenelement mit ihr gemein hat. Man kann daher immer ein Hyperboloid bestimmen, welches die Regel-fläche längs einer gegebenen Erzeugenden berührt und eine gegebene jene Erzeugende nicht schneidende Ge-

rade enthält. Das Hyperboloid der Haupttangenten längs der Erzeugenden ist unter allen dadurch ausgezeichnet, dass es noch die zweitfolgende Erzeugende oder zwei benachbarte windschiefe Flächenelemente mit der Regelfläche gemein hat.106)

	
229.    Wir können dies für eine wichtige Klasse der Regelflächen bestätigen, nämlich für diejenigen, deren geradlinige Erzeugende durch zwei Gleichungen at"+bt-1+ct-2+..==0, a‘t"+b‘t-1+c‘t"-2+...==0 ausgedrückt werden können, in denen a, a, b, b', . . . lineare Functionen der Coordinaten und t einen veränderlichen Parameter vorstellen.



Die durch Elimination von t erhaltene Gleichung der Fläche kann nach den Gesetzen der Elimination*) in der Form einer Determinante dargestellt werden, deren erste Vertical- und Horizontalreihe identisch sind, nämlich (ab'), (ac), (ad'), . . .

Nun ist die Linie a — Q, a' — O eine Erzeugende, nämlich die dem Parameterwerthe t = o entsprechende, und wir sahen eben, dass jedes Element der ersten Horizontal- und Verticalreihe entweder a oder a enthält; da nun jedes Glied der Entwickelung der Determinante einen Factor aus der ersten Verticalreihe sowohl als aus der ersten Horizontalreihe enthält, so ist diese Entwickelung vom zweiten Grade in a und a', denjenigen Theil nur ausgenommen, welcher mit dem ersten Elemente in beiden Reihen, d. i. mit (ab') multiplicirt ist. Dieser Theil der Gleichung aber, der in a, a nur vom ersten Grade ist, bestimmt die Tangentialebene in irgend einem Punkte der geraden Linie aa, und die Regelfläche wird daher längs dieser Erzeugenden von dem Hyperboloid ab' — ab = 0 berührt.

Wenn a == 0, b = 0 oder a = 0, b' = 0 dieselbe Ebene darstellen, so durchschneidet die betrachtete Erzeugende die nächstfolgende, und die Ebene a = 0 berührt die Fläche in allen Punkten der Erzeugenden.

Wenn b = ka, b' — ka' sind, so verschwinden die Glieder, welche in a, a vom ersten Grade sind, aus der Gleichung der Fläche, und die Erzeugende aa ist eine Doppellinie derselben.

	
230.    Indem wir zur allgemeinen Theorie der Regelflä-eben zurückkehren, erkennen wir, dass jede durch eine Erzeugende gehende Ebene mit der Fläche äusser dieser Geraden eine



Curve von der Ordnung (n — 1) gemein haben wird, die die Erzeugende in (n — 1) Punkten schneidet. Jeder dieser Punkte ist als ein Doppelpunkt in der Schnittcurve nach Art. 5 in gewissem Sinne ein Berührungspunkt der Ebene mit der Fläche. Aber in Art. 228 haben wir gesehen, dass nur einer von ihnen ein eigentlicher Berührungspunkt der Ebene ist, dass dagegen die übrigen (n — 2) feste Punkte der Erzeugenden sind, welche mit der Drehung der Ebene um dieselbe nicht variiren. Es sind die Punkte, in welchen diese Erzeugende andere nicht nächstfolgende Erzeugende durchschneidet, also Punkte einer Doppel-curve auf der Fläche. Eine windschiefe Regelfläche hat daher im Allgemeinen eine Doppelcurve, welche jede Erzeugende in (n — 2) Punkten durchschneidet. Es kann geschehen, dass zwei oder mehrere von diesen (n — 2) Punkten zusammenfallen, und dass die vielfache Curve der Fläche von einem hohem als dem zweiten Grade der Vielfachheit ist. In dem im letzten Art. betrachteten Falle wird algebraisch bewiesen*), dass die vielfache Curve von der Ordnung 1 (m — n— 1) (m — n — 2) ist, und dass in ihr dreifache Punkte existiren in der Anzahl

1 (m — n — 2) (m — n — 3) (m — n — 4).

Eine Regelfläche, welche eine Doppellinie besitzt, wird im Allgemeinen keine Cuspidal- oder Rückkehrkante haben, ohne dass sie abwickelbar ist, und ihr ebener Querschnitt ist daher im Allgemeinen eine Curve mit Doppelpunkten, aber ohne Spitzen.

	
231.    Betrachten wir nun den Kegel, der ans irgend einem Punkte als Scheitel der Regel fläche um geschrieben ist.



Da jede Ebene, welche eine Erzeugende enthält, die Fläche in einem Punkte berührt, so sind die Tangentenebenen des Kegels die Ebenen, welche seine Spitze mit den Erzeugenden der Fläche bestimmt. Der Kegel hat im Allgemeinen keine stationären Tangentenebenen, da eine solche Ebene erfordert, dass zwei auf einander folgende Erzeugende in einer Ebene liegen, die zugleich die Spitze des Kegels enthält; es liegen aber nur in speciellen Fällen zwei auf einander folgende Erzeugende in einer Ebene, die Zahl solcher Ebenen ist somit beschränkt, und im Allgemeinen kann nicht eine von ihnen durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen. Die Klasse des Kegels, da sie ausgedrückt ist durch die Zahl seiner Tangentenebenen, welche durch eine

beliebige seine Spitze enthaltende Gerade gehen, ist in Folge dessen gleich der Anzahl der Erzeugenden der Fläche, welche diese Linie schneiden, d. h. gleich der Ordnung, oder wie wir wegen dieser Zusammenstimmung sagen wollen, gleich dem Grade der Fläche. (Vergl. Bd. I, Art. 124, Anmerkung.)

Wir haben nun bewiesen, dass die Klasse des Kegels dem Grade der Fläche oder der Ordnung eines ebenen Querschnittes gleich ist, und dass der erstere keine stationären Tangentenebenen, der letztere keine stationären oder Cuspidalpunkte hat. Dann beweisen aber die Gleichungen, welche die Anzahlen von irgend dreien der Singularitäten einer Curve verbinden, dass die Zahl der Doppeltangentenebenen des Kegels der Zahl der Doppelpunkte eines Schnittes der Fläche gleich sein muss; mit andern Worten, dass die Zahl der durch einen angenommenen Punkt gehenden Ebenen, welche zwei Erzeugende enthalten, gleich der Zahl der Durchschnittspunkte zweier Erzeugenden ist, welche in einer angenommenen Ebene liegen.107)

	
232.    Wir erläutern die vorige Theorie durch Aufzählung einiger von den Singularitäten der Regelfläche, welche durch eine gerade Linie erzeugt wird, die stets drei feste Leitcurven schneidet, deren respective Ordnungen mL, m,, m3 sind.108)



Der Grad oder die Ordnung der erzeugten Fläche ist der Zahl der Erzeugenden gleich, welche eine angenommene gerade Linie durchschneiden, also gleich der Zahl der Durchschnittspunkte der Curve M1 mit der. Regelfläche, welche die Curven m,, m3 und die angenommene Gerade zu Leitlinien hat, d. h. das m, fache des Grades der letztem Fläche. Dieser letztere ist ferner in gleicher Weise das m2 fache vom Grade einer Regelfläche, welche zwei gerade Linien und die Curve m3 zu Leitlinien hat, und der Grad der letzten endlich aus demselben Grunde =2m3. Somit ist der Grad der Regel fläche aus drei Directrixcurven mit den Ordnungen M,, M2, m3 gleich 2 m,M2M3.

Die drei Curven M1, M2, m3 selbst sind vielfache Linien in der Fläche, deren Vielfachheitsgrade respective M2M3, M3M1, m,m, sind. Denn durch irgend einen Punkt der ersten Curve gehen m,m3 Erzeugende, die Durchschnittslinien der über den Curven m2, m3 stehenden Kegel, welche diesen Punkt zum Scheitel haben.

	
233.    Der Grad der Regelfläche reducirt sich, sobald ein Paar der Leitcurven gemeinschaftliche Punkte besitzt. Wenn die



Curven m2, 13 einen Punkt gemein haben, so ist offenbar der Kegel, der aus diesem Punkte über der Curve mt beschrieben wird, ein Theil des Systems, und die Ordnung der eigentlichen Regelfläche wird daher um M, vermindert. Und allgemein: Wenn die drei Leitcurven M1, m2, m3 respective eine Anzahl von a, ß, y Punkten paarweise gemein haben, so wird die Ordnung der eigentlichen Regelfläche um M« — m2ß — May reducirt. Wenn also z. R. die Leitlinien zwei gerade Linien und eine Raumcurve dritter Ordnung sind, so ist die Fläche im Allgemeinen vom sechsten Grade; aber ihr Grad ist vier, wenn jede der Geraden die Curve dritter Ordnung schneidet; er ist zwei, wenn jede der Geraden sie zweifach durchschneidet; wenn die eine derselben die Curve dritter Ordnung zweifach, die andere sie einfach schneidet, so ist die Fläche vom dritten Grade, und die erste der beiden Geraden ist in ihr eine Doppellinie.

Denken wir ferner als die Leitcurven irgend drei ebene Querschnitte eines einfachen Hyperboloids. Nach der allgemeinen Theorie müsste die entstehende Fläche vom sechszehnten Grade sein; da aber jedes Paar der Leitcurven zwei Punkte mit einander gemein haben, nämlich die Punkte, in welchen die Durch-schnittslinie ihrer Ebenen das Hyperboloid durchschneidet, so enthält die Fläche sechszehnten Grades sechs Kegel zweiten Grades, die durch die doppelt zählende Originalfläche zweiter Ordnung zum sechszehnten Grade ergänzt werden. Dass diese doppelt zählen muss, geht aus dem Umstande hervor, dass die vier Erzeugenden, welche durch einen Punkt in einer der Leitcurven hindurchgehen, aus zwei Kegelseiten und zwei Erzeugenden des Hyperboloids bestehen.

Wenn wir allgemeiner drei ebene Schnitte einer Regelfläche als Leitcurven wählen, so enthält die Gleichung der erzeugten Regelfläche äusser den die Kegelflächen und die Originalfläche darstellenden Factoren einen Factor, der eine andere durch die gegebenen Curven gehende Regelfläche darstellt. Denn es ist im Allgemeinen möglich, gerade Linien, welche alle drei Curven durchschneiden, zu bestimmen, die nicht unter den Erzeugenden der Originalfläche sind.

	
234.    Aus der Gradzahl der Regelfläche und dem Art. 230 folgt, dass jede Erzeugende von (2m,mgm3 — 2) andern Erzeugenden geschnitten wird. Da sie aber in den Punkten, die sie mit den Leitcurven gemein hat, (m,M3—1)-(m,M,—1)—(m,m— 1) andere Erzeugende schneidet, so muss sie ausserhalb der Leit-curven noch 2 m,m,M3 — (m2M3 — M,M, — M,m,) — 1 Erzeugende durchschneiden.



Wir können dies Resultat unabhängig begründen, indem wir die Zahl der Erzeugenden untersuchen, welche eine gegebene Erzeugende durchschneiden. Nach dem vorigen Art. ist der Grad der Regelfläche, deren Leitlinien die Curven M,, m, und die gegebene Erzeugende sind, d. h. eine gerade Linie, welche beide durchschneidet, gleich 2M,M2 — M, — m2.

Indem wir diese Zahl mit m3 multipliciren, erhalten wir die Zahl der Punkte, in denen diese Regelfläche durch die Curve m, geschnitten wird, unter ihnen jedoch den (m,m, — 1) fach gezählten Punkt, in welchem die Curve m3 die betrachtete Erzeugende schneidet. Die Subtraction dieser Zahl lässt

21,1203 — 1273 — M,m3 — M,M2 — 1 als die Zahl der Punkte der Curve m3, durch welche eine Gerade so gezogen werden kann, dass sie die Curven m,, m, und die angenommene Erzeugende schneiden, d. h. die gesuchte Zahl.

	
235.    Wir können auf demselben Wege den Grad der Fläche untersuchen, welche erzeugt wird durch eine Gerade, die eine Curve 9, zweifach und eine andere Curve m, einfach schneidet. Wie in Art. 232 ergiebt sich, dass dieser Grad das M2 fache des Grades derjenigen Fläche ist, deren Erzeugende die Curve M, zweifach und eine beliebig gewählte Gerade einfach schneidet; wenn dann h, die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der Curve M, ist, d. h. die Zahl der die Curven zweimal schneidenden Geraden, welche durch einen beliebigen Punkt im Raume gehen, so folgt, dass die gewählte Gerade in der fraglichen Fläche vielfach im Grade h1 ist, und dass der Schnitt der letztem mit einer durch die Gerade gehenden Ebene aus dieser h, fach zählenden und den 1 M, (M, — 1) einfachen Geraden besteht, durch welche man die Schnittpunkte der Ebene mit der Curve M, paarweis verbindet. Der Grad dieser Regelfläche ist also h, — ^mt (m, — 1), und der Grad der ursprünglichen Regelfläche ist das m2 fache dieser Zahl, wenn die zweite Leitlinie eine Curve m, ist statt einer Geraden. Man kann dies Ergebniss wie folgt bestätigen. Betrachten wir eine aus zwei einfachen Curven m,, m, zusammengesetzte Curve, so ist die Zahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte h, — h, — mtm^ die Ord-



nung der Fläche, welche durch die eine feste Gerade einfach und die zusammengesetzte Curve zweifach schneidenden Geraden erzeugt ist, wird

} (m, + m,) (m, + m2 — 1) + 71 + h2 + mtm2

= {^mt (M, —1)+1)+ {^m2 (m, — 1) + h2} + 2m,m2.

	
236.    Der Grad der Fläche, welche von einer die Leitcurve dreifach schneidenden Geraden erzeugt wird, kann in folgender Weise bestimmt werden, wenn die Leitcurve als die Durchdringung von zwei Flächen U= 0, 7=0 gegeben ist. Sei Xi ein Punkt der Curve und Xi ein Punkt in einer durch denselben gehenden Erzeugenden, und seien wie in Art. 106 die beiden Gleichungen


	
8 U' + 4182 U' + etc. = 0, ö V' + 4182 V’ + etc. = 0 gebildet, so müssen diese für eine die Curve noch zweimal schneidende Erzeugende zwei gemeinsame Wurzeln haben. Wenn wir die bezüglichen Bedingungen bilden und zwischen ihnen und U' — 0, V’ = 0 die Xi eliminiren, so erhalten wir die Gleichung der Fläche oder vielmehr die der dreifach genommenen Fläche, weil jede Erzeugende drei verschiedenen Punkten der Curve UV entspricht. Da aber U' und V' die x^ nicht enthalten, so ist die Ordnung des Eliminationsresultates das Product pq der Ordnung von U', V' in das Gewicht der andern beiden Gleichungen*); wenn wir aber die Formeln für das Gewicht der Bedingungen, unter denen zwei Gleichungen zwei gemeinsame Wurzeln haben, anwenden, mit den Werthen m—p — 1, n — q — 1, 1 = 0, A‘ = p, =0, u‘= q, so ist das Besultat





} (pa — 2) {2pq — 3 ( + q) + 4} ,

und der Grad der fraglichen Fläche ist das Product dieser Zahl in ^pq. Da endlich für die Curve UV nach Art. 105 m—pq, 2h = pq(p — 1) (q — 1) und somit pq {p — q) = m2 — m — 2h ist, so wird die fragliche Gradzahl in Function von m und h 1 (m — 2) (6h — m — m2) oder (m— 2) h — 4m (m — 1) (m — 2), eine Zahl, die wie im letzten Art. verificirt werden kann.

.    237. Die in den vorigen Art. betrachteten Regelflächen haben

durchweg eine gewisse Anzahl doppelter Erzeugenden. Eine Gerade ist in der durch drei Leitcurven wn m,, m; bestimmten Regelfläche doppelt, wenn sie die Curve M, zweimal und die

Curven m, und m, einfach schneidet, und die Zahl solcher Geraden ist offenbar gleich der Zahl der Schnittpunkte der Curve m3 mit der Fläche, welche die die Curve mL zweifach und die Curve m, einfach schneidenden Geraden erzeugen, d. h. sie ist

mama { } m, (m, — 1) + \},

und die Gesammtzahl der doppelten Erzeugenden ist also

} M,m13 (m, — m, — m^ — 3) — hym.^m^ — h,M3M1 — hym,m,. Ebenso gehören die Geraden, welche M dreifach und m2 einfach schneiden, dreifach zu dem System von Geraden, welche M, zweifach und 12 einfach schneiden, und die Zahl solcher dreifacher Erzeugenden ist nach dem letzten Art.

12 (m, — 2) h, — $ m,m2 (m, — 1) (m, — 2).

Dieselbe Fläche hat aber auch doppelte Erzeugende, nämlich die Geraden, welche sowohl m, als m2 zweifach schneiden; wir werden ihre Zahl im Folgenden bestimmen.

Endlich sind die Geraden, welche eine Curve vierfach schneiden, vielfache Linien vom Grade vier in der Fläche, welche durch die eine Curve dreifach schneidenden Geraden erzeugt wird. Wir können die Zahl solcher Linien dann bestimmen, wenn die Curve als der Durchschnitt von zwei Flächen gegeben ist. Wir begründen vorerst ein Gesetz, welches mannichfache Anwendungen gestattet.

	
238.    Angenommen, die Gleichungen von drei Flächen U, V, W seien in den Xi von den respectiven Graden A, A‘, A" und in den Xi von den Geraden u, u‘, u"; wenn dann alle die AA’A" Punkte, welche den drei Flächen gemeinsam sind, in Xi zusammenfallen, so soll die Ordnung der weiteren Bedingung gefunden werden, unter welcher sie eine gerade Linie gemein haben. Wenn dies der Fall ist, so hat jede beliebige Ebene §121 — §242 — §323 — §4X4 = 0 einen Punkt mit den drei Flächen gemein, nämlich den in jener Geraden gelegenen, und das Resultat der Elimination zwischen U = 0, V = 0, W — 0 und der Gleichung der Ebene muss somit verschwinden. Dasselbe ist vom Grade AA’A" in den §i und vom Grade ul’A" — u‘l"l — u "AA‘ in den x/. Die erste Zahl soll die Ordnung, die zweite das Gewicht der Resultante heissen. Da nun die Resultante als das Ergebniss der Multiplication der sämmtlichen Werthe von §x,—... entsteht, die durch die Substitution der Coordinaten der Schnittpunkte von U, V, W erhalten



werden, so ist sie von der Form a (sx, — . . .)az A für 7 = 0 als die fragliche Bedingung, weil §{%‘—... =0 nur aussagt, dass die willkürliche Ebene den Punkt x, enthält, d. h. einen von der Existenz der gemeinsamen Geraden unabhängigen gemeinsamen Punkt der drei Flächen. Die Bedingung n — 0 für die Existenz der gemeinsamen Geraden ist also vom Grade

ul A -+ u A A -+ u A2 — AA A , d. h. ihr Grad wird erhalten, indem man die Ordnung der Gleichungen U=0, V=0, W = 0 von ihrem Gewicht subtrahirt;

	
239.    Ist nun xi ein Punkt in der Schnittcurve der Flächen U = 0, V = 0 und Xi irgend ein anderer Punkt, und bilden wir wie in Art. 236 die Gleichungen 8 U + 4182U+...=0, 8 V — 12 32 V — . . . = 0, so müssen sie als Bestimmungsgleichungen für 1 betrachtet drei gemeinsame Wurzeln haben, damit der Punkt Xi ein Punkt sei, durch den eine die Curve vierfach schneidende Gerade geht, und x^ ein Punkt derselben. Wenn wir also die drei Bedingungen bilden, unter denen diese Gleichungen drei gemeinsame Wurzeln haben, so bezeichnen dieselben, als Functionen von Ki betrachtet, Flächen, welche die die Curve in vier Punkten schneidende Gerade gemein haben. Und wenn x, kein solcher Punkt war, so würde kein von ihm verschiedener Punkt Xi gefunden werden können, für welchen die drei Bedingungen zugleich erfüllt wären, d. h. die drei Bedingungen bezeichnen im Allgemeinen Flächen, welche keinen andern Punkt als Xi gemein haben. Die Ordnung der Bedingungen, welche die x{ erfüllen müssen, damit sie einen Punkt darstellen, durch welchen eine die Curve vierfach schneidende Gerade geht, ist daher nach dem letzten Art. die Differenz zwischen dem Gewicht und der Ordnung des Systems von Bedingungen, unter welchen diese Gleichungen drei gemeinsame Wurzeln haben. Nach den algebraischen Regeln von der Ordnung von Systemen von Gleichungen*) ist das Gewicht dieses Systems — für m==p—1, ==(— 1, k==p, u==q,l‘==u‘ =0 — t { 3p^q3 — 9p2 4? (p + q) + 2p q2 + 5p q (p + q)2 + 15p q {p + q) — 1324 — 66 {p +q) + 108};



während seine Ordnung ist

6 (p” q* —3p‘a (p + q) + 2p? q? + 2 p q {p + q)2 — 3 p q {p + q) + 13p q—36} .

Die Ordnung der Bedingung, unter welcher a = 0 durch Xi erfüllt ist, wird somit als die Differenz dieser Zahlen

4 {2,8 q — 6,3 q? (p + q) + ^PQ {p +7)9+1 8p q {p + )- 267 q — 66(p+)+144) .

Da der Durchschnitt der Fläche % = 0 mit der gegebenen Curve die Punkte bestimmt, durch welche die viel fach schneidenden Geraden gehen, so ist die Zahl solcher Linien gleich dem Producte der gefundenen Zahl in -^pq. Setzt man wie vorher pq — m, pq {p — q) == m2 — m — 2h, so wird diese Zahl aus-gedrückt durch

24 { — m + 18m— 7 1 m2 + 78m - 4Smh + 1321 +1212).

Cayley hat bemerkt, dass ausnahmsweise die Fläche a = 0 die Curve ganz enthalten kann, so dass es unendlich viele vierfach schneidende Gerade giebt; in der That ist die Durchschnitts-curve einer Regelfläche mit einer Fläche pter Ordnung offenbar so beschaffen, dass jede Erzeugende der Regelfläche sie pmal durchschneidet. Im Allgemeinen ist die Zahl der vierfach schneidenden Geraden bestimmt, und zwar z. B. für die Durchdringungen der Fläche dritter Ordnung mit denen der zweiten, dritten, vierten Ordnung respective 0, 0, 27. Aus der Zahl der eine Curve vierfach schneidenden Geraden kann die Zahl derjenigen Geraden abgeleitet werden, welche zwei Curven je zweifach schneiden; denn wenn wir in die eben geschriebene Formel für m und h einsetzen M, + M2, h, + h, + M,M2, so erhalten wir die Zahl der Geraden, welche die zusammengesetzte Curve viermal schneiden; und diese ist um die Zahlen derjenigen Geraden zu vermindern, welche eine der Curve vierfach, und derer, welche die eine derselben dreifach und die andere einfach schneiden. Der Rest, d. h. die Zahl der beide Curven zweifach schneidenden Geraden ist

1,72 + 1m, m2 (m, — 1) (m2 — 1).

	
240.    Äusser den vielfachen Erzeugenden enthalten die hier erörterten Regelflächen auch Doppelcurven, die der Ort der Durchschnittspunkte von zwei verschiedenen Erzeugenden sind. Eine directe Methode, die Ordnung dieser Doppelcurve zu bestimmen, ist nicht bekannt, aber Cayley ist durch folgende in-directe Methode zu einer Lösung des Problems gelangt. Ist m die Ordnung einer Leitcurve, M der Grad der erzeugten Fläche, q (m) die Ordnung der Gesammtheit aller Doppellinien der Fläche, so ist diese Function der Bedingung unterworfen



9 (m, + m2) = 9 (m) + 9 (m,) + M1M,,

weil für ein Zerfallen von 'm in zwei Curven mt und m2 die Fläche in zwei Flächen von den Geraden M1, M2 zerfällt, für deren Verbindung die Schnittlinie derselben eine Doppelcurve ist. Durch Einführung des vorher bestimmten Werthes von M, in Function von mA, durch Lösung der Functionalgleichung und Bestimmung der in ihr auftretenden Constanten mit Hülfe von spe-ciellen Fällen, in denen das Problem direct gelöst werden kann, erhielt Cayley die Ordnung der äusser den vielfachen Erzeugenden vorhandenen Doppelcurve für eine Regelfläche mit drei Leit-curven von den respectiven Ordnungen m1} m2, m^

==}m,02m3 {^m^n^n^—(m,m,—mam,+m,m2)—2(m,+m,+m,)+5 }; für eine solche, die von einer die Curve m{ zweifach und M, einfach schneidenden Geraden erzeugt wird,

— m2 { 211(m, — 2)(m, — 3)—}m(m,—1)(m, —2) (m, — 3) } +n,(m,-1) { yi^+^h^m^—m,-1)+m,(m,-1)(n,’- 5^+10) |, und in dem Falle der Fläche der die Curve m, dreifach schneidenden Geraden 109)

= } 712 m, (m, — 5) — 4h, (m^—5 m, 3 + 5 m,2 — 49m,+120)

+2(m,°—6m,*+31 m,*—270m,3+868m,?—408m,).

	
241.    Wir haben bei den Betrachtungen dieses Kapitels vielfach auf die Theorie der Krümmung zurückgewiesen, welche in den vorigen Kapiteln entwickelt worden ist. Für die Regelflächen wollen wir insbesondere die Frage der Deformation oder der Abwickelungsfähigkeit auf andere Flächen noch näher erörtern. Wir knüpfen sie an die Formeln f des Art. 179.



Besitzt die betrachtete Fläche geradlinige Erzeugende, so bilden diese ein System geodätischer Linien, welches für die Coor-dinatenlinien (v) gewählt werden kann; dann ist nach den Schlussergebnissen des Art. 179 in jenen Formeln H, = 0, und man erhält aus der letzten derselben durch Integration

Tg‘ = A, wo A eine Function von v allein ist; damit aber aus der ersten d’g _ A?

du2 g” ‘

und durch Integration und Ersetzung der Constanten durch Functionen von v für Gr die Form

G = Lu2 — Ku — N, in welcher L = 1, L = 0 die beiden einzig zu unterscheiden-den Werthe des Coefficienten von u2 sind.

Damit also auf feine gegebene Fläche Regelflächen abwickelbar seien, ist es nöthig und hinreichend, dass das Quadrat der Entfernung zweier Punkte auf der Fläche in die Form

. ds2 — du2 + G-dv2 gebracht werden kann, wo G ein Polynom zweiten Grades in u ist.

Beschränkt man sich auf den Fall, in welchem die Fläche reelle gerade Erzeugende besitzt, so kann man diesen Ausdruck für das Quadrat von ds direct geometrisch nachweisen. Sei 001 die kürzeste Entfernung zweier unendlich nahe benachbarten Erzeugenden OGr, 01 G1 — also 0 der Centralpunkt der ersteren — sei OtGr' parallel zu OGr und von einem Punkte M der letzteren auf Gr'01G-1 die Normale MP gefällt, sowie von Paus PQ normal zu OlGrt> so dass KQ auch normal zu O1Grl ist. Zeichnen wir dann auf der Fläche eine beliebige Curve MM, und beziehen sie auf ein System geodätischer Coordinaten, das von den geraden Erzeugenden (v) und ihren orthogonalen Trajectorien (u) ge-bildet wird, so dass also u die Länge der Erzeugenden zwischen dem betrachteten Punkte und einer Anfangstrajectorie, und v der Parameter der allgemeinen Gleichung der geradlinigen Erzeugenden ist. Wir denken zur näheren Bestimmung den Richtungskegel der Fläche, d. h. den von Parallelen zu ihren Erzeugenden gebildeten Kegel, und schneiden ihn durch eine concentrische Kugel vom Radius Eins; dann ist v der Bogen der entstehenden sphärischen Curve von einem gewissen Anfangspunkte aus, also der unendlich kleine Winkel Gr'O1Gr1 = dv.

Ist dann u = a die Gleichung der Strictionslinie, also « eine bei der Deformation unveränderliche Function von v, und (u — «) die Entfernung des gewählten Punktes M vom zugehörigen Centralpunkte, so ist

0M—01P—0lQ = u—a, PQ = (u— a)dv, QM1 — du.

Aber es ist auch

MM^ = ds2 = du2 + M@2 = du2 + ( — «)? du? + MP, und die Grösse MP als die kürzeste Entfernung zweier benach-

barten Erzeugenden kann durch ßdv vertreten werden, wo ß eine bei der Deformation unveränderte Function von v ist. Man hat also

G = (u-=)+ ß\

Die Bedeutung von ß giebt sofort für den Winkel der Tangentenebene in einem beliebigen Punkte gegen die Tangentenebene im entsprechenden Centralpunkte den Ausdruck von Chasles

[image: ]



Da man ferner findet, dass die Krümmung der betrachteten Fläche

1 d2g __             ß

g du2       {(u — a?) + 82)2

ist, so erkennt man, dass für die auf eine Ebene entwickelbaren Regelflächen insbesondere ß =0 und G- ein vollständiges Quadrat sei. Für alle andern Regelflächen mit reellen geraden Erzeugenden ist die Krümmung wesentlich negativ, d. h. es sind die beiden Hauptkrümmungen jedes Punktes entgegengesetzt; es sind die windschiefen Flächen, welche dem entsprechen.

Wenn an Stelle von ß in dieser Formel —ßV—1 treten, so sind die Erzeugenden imaginär, aber die Fläche selbst kann in dem Falle der Zulässigkeit beider Vorzeichen, d. h. des Vorhandenseins zweier Systeme gerader Erzeugenden oder in dem einzigen Falle der Flächen zweiten Grades reell sein. Dem Falle L = 0 entspricht endlich allgemein das elliptische Paraboloid.

	
242.    Die beiden letzten allgemeinen Formeln sind der näheren Betrachtung werth. Die erste von ihnen zeigt, dass die Tangentenebene im unendlich entfernten Punkte der Erzeugenden rechtwinklig zu der im Centralpunkte ist und zwischen beiden Grenzen alle möglichen Lagen gegen diese annimmt. (Art. 225.) Für jene ist sie parallel der entsprechenden Tangentenebene des Richtungskegels.



Ist der Winkel der Tangentenebene im Centralpunkte und der zweiten durch dieselbe Erzeugende gehenden Tangentenebene — 45°, so erhält man als Berührungspunkte der letzteren die zum Centralpunkte symmetrischen Punkte der Involution des Art. 225.
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Dagegen zeigt die zweite

1 d2g _ _ B g du’        {(u — «)?+82)2,

dass die Krümmung im Centralpunkte einen Maximal-werth der absoluten Grösse hat und nach dem unendlich entfernten Punkte der Null zustrebt. Nimmt man auf zwei Erzeugenden Punkte in gleicher Entfernung von den Centralpunkten, so hängen die entsprechenden Krümmungen nur von ß ab, von dem auch die gegenseitige Lage der Tangentenebenen abhängt, und das bei der Deformation unveränderlich ist.

Für die developpabeln Flächen ist die Grösse ß für alle Erzeugenden gleich Null; im Allgemeinen ist sie es nur für eine gewisse Anzahl von Erzeugenden; in der nächsten Nähe derselben hat die Fläche die Eigenschaft, auf eine Ebene entwickelbar zu sein, weil dort die Krümmung gleich Null ist. Die Verbindung beider Formeln hebt auch den scheinbaren Widerspruch, der für die Centralpunkte dieser letzteren Erzeugenden stattfindet, da für diese u—a = 0, also die Krümmung scheinbar unendlich wird. Diese Punkte vergleichen sich den Rückkehrpunkten der developpabeln Flächen; sie treten hier isolirt auf, während sie dort die Rückkehrcurve bilden. Die Tangentenebene ist in ihnen unbestimmt. Alle Curven der scheinbaren Umrisse einer windschiefen Fläche gehen durch diese Punkte und tangiren in ihnen die entsprechenden Erzeugenden.

Die Krümmung ist ferner Null für die Erzeugenden, denen ß = c entspricht; und für dieselben Werthe ist tan J = oo, so lange nicht (u — a) selbst unendlich ist. Diese Erzeugenden sind zu allen Curven der scheinbaren Umrisse asymptotisch. Jene Punkte und diese Geraden erscheinen also wie Ecken und Kanten eines Polyeders stets im scheinbaren Umriss.

In jeder windschiefen Regelfläche bestimmen irgend vier asymptotische Linien auf den geraden Erzeugenden Punktesysteme von constantem Doppelverbältniss, oder die asymptotischen Linien bestimmen in den geraden Erzeugenden projectivische Theilungen. (Vergl. Art. 224.) Hat die Fläche eine Richtungsebene, so werden diese Theilungen proportional. Die wohlbekannten Eigenschaften der Flächen zweiten Grades sind hierin enthalten.

	
243.    Für das Problem der Abwickelung der Regelflächen sind die (v) Gerade und somit die 2,, M1, 71 für die ganze Er-



Streckung einer (v) constant, also von v allein abhängig. Die Coordinaten X, Y, Zo der Punkte der Strictionslinie werden Functionen von v allein sein, deren Werth man aus den allgemeinen Ausdrücken von X, Y, Z findet für u = a. Umgekehrt gehen aus Xo, Yo, Z die X, Y, Z hervor, indem man jenen die Projectionen der Länge (u — a) nach der Richtung (2,, u,, V1) hinzufügt; d. h. die allgemeinen Gleichungen der windschiefen Flächen sind
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Wegen der Relation

dX2 + d Y2 + dZ2 = du2 + ((u — c)2 + 82} dv2

müssen somit zwischen den Coefficienten der allgemeinen Gleichungen und den Parametern a, ß die folgenden Gleichungen stattfinden:
[image: ]

d X. । d > d Zd & cos L —— 4- cos u, —- -4- cos v, — = —, 1 dv 1       - dv 1        1 dv dv‘ d cos Ai d Xn . d cos M1 d Yo . d cos ”1 dZn __0 dv dv ' dv dv ' dv dv

/dxoy y r„y . (dZ)2_ (de)2_ 82

\ dv ) ' \ dv ) 'dv )    ydv) 1 P

Da die drei Cosinus nur zwei verschiedene Functionen re-präsentiren, so kann man setzen

cos A1 = cos ai sin bi, cos Mi = sin a, sin b1, cos 7 — cos b,, und die erste der vorigen Gleichungen geht über in db2 + sin2 bYda2 = dv2.

Dabei bleibt der eine der Winkel a,, bt willkürlich, und da diese Gleichung einfach ausdrückt, dass dv der Rogen der sphärischen Schnittcurve sei, welche der Richtungskegel bestimmt, so kann dieser letztere völlig beliebig gewählt werden, so lange man die gesuchte Fläche nur der Bedingung unterwirft, dass sie auf eine gegebene Fläche («, ß) abwickelbar sei. Man kann also eine Regelfläche immer in der Art deformiren, dass ihre Erzeugenden denen eines beliebigen Richtungskegels parallel werden; insbesondere also auch einer Ebene.

	
244.    Hat man diesen Kegel willkürlich gewählt2), so kennt man cos 11, cos U1, cos 71 in Function von v; « und ß sind gegeben, und man leitet aus den Irei vorher nicht benutzten Bedingungsgleichungen für die drei Unbekannten die Formeln ab



da .  /     d cos v.         dcos u.

	
— = — COS 2, + ß I COS — 1 ~ cos v. ——— ) , dv dv i । r i -dv           1 dv ) 7 . dYn da       ,/ dcos A.       , dcos v. \ —— == COS u, — ß COS v, —--1--COS X.--5---1 , • dv dv        1 1    1 dv           1 dy ) ‘



dZn da       /   , d cos u,         d cos ZA 3)

= — cos v. — ß cos U —-- — cos u, —,—- • 7 dv dv      1 1           1 dv           "1 dv )

Die binomischen Factoren von ß sind hier die Cosinus der Richtungswinkel 20, uo, vo der gemeinschaftlichen Normalen der Erzeugenden (v) und der nächstfolgenden Erzeugenden. Diese Gerade ist die Tangente der orthogonalen Trajectorie der Erzeugenden, welche durch den betrachteten Centralpunkt geht, während die Grössen

d cos A, d cos u, d cos 7, dv ‘ dv ‘ dv

die Richtungscosinus einer zur vorigen und zur Erzeugenden (21, U1, vi) normalen Geraden sind, die die äussere Normale im

1

 Schreibt man sie in der Form r:s — s: t, so sagt auch sie aus, was vorher bemerkt ward (Art. 58 f.).

2

 Man kann statt dessen die Erzeugende einer andern Bedingung unterwerfen, z. B. eine gegebene gerade oder krumme Directrix zu schneiden, oder eine gegebene Fläche stets zu tangiren. Denn die 1, , u, , 7, repräsentiren die Winkel der Erzeugenden (v) mit den Axen und sind daher nur den zwei Bedingungen

cos2 1, — cos2 u, — cos2 7, = 1,

\ dv /    \ dv /    \ dv /

unterworfen.

3

 Die Substitution ihrer Integrale in die Gleichungen a) führt zur Darstellung aller auf einander abwickelbaren Regelflächen.


	
—- ==== — COS v, — 6 COS v. , dv dv i i r • und es ist zu bemerken, dass ß durch — ß ersetzt werden kann unter gleichmässiger Erfüllung der Gleichungen a). Die beiden Flächen, welche diesem Zeichen wechsel entsprechen, sind auf einander abwickelbar und können als symmetrische Flächen bezeichnet werden. Man erhält daraus ferner



gcosl==ßcos 20 —(u—«) cos lo , gcos l = ß COS l — (u—«) cos l, g cos u === ßcos Mo — (u — a) cos Mo, g cosm=ß cos Mo — (u—a) cos uo, gcosv==ßcosv.—(u—«)cosn, gcosn ==ßcos 20 — (u—«)cosvo, und durch Einführung des Winkels J, den die Tangentenebene im Punkte (u, v) mit der im Centralpunkte bildet, (Art. 241) wegen ß = g cos J, u — a = — g sin J, also

cos A = cos AcosJ — cos lo sin J, cos l =cos lo cos J+cos l0 sinJ, cos u = cos Mo cosJ — cos mo sin J, cosm = cos mo cosJ — cos uo sin J, cos v — cos VqCos J — cos 20 sinJ, cos w = cos ncOSJ — cos vosin J.

Mit Hilfe der Formeln der Art. 178, 179 kann man dann die Werthe von H, H1, T bestimmen und erhält für v, als eine willkürliche Function von v

oder

dP((u—c?) + 82) + 48 («”«) + sd«

- do ///do   7 1 1 dv

l =--3-------------------

93

Somit erfährt die Torsion der geradlinigen Erzeugenden durch die Deformation keinerlei Veränderung, während in den Ausdruck von H die von der Wahl des Richtungskegels abhängige Grösse dvl eintritt, welche geometrisch als der Winkel der kürzesten Entfernung OOt gegen die nächstfolgende Lage der kürzesten Entfernung, der Contingenzwinkel des Richtungskegels, das Element des sphärischen Schnittes des Supplementarkegels, und analytisch durch die Formeln definirt ist

dv, — cos 20 d coS l — cos Mo d cos Mo — cos v d cos n

	
	
== — cos lo d cos Äo — cos m0 d cos Mo — cos n d cos vo





i

— (d cos2 Ao — d cos2 Mo — d cos2 70)2

= (d cos2 L + d cos2 m, + d cos2 2)2 .

Da H die Krümmung des zur Erzeugenden normalen Schnittes und gdv der Bogen dieses Schnittes ist, so ist —(dJ — dv^ sein Contingenzwinkel; es verändert sich aber J nicht hei der Deformation der Fläche, und man erhält nach dem eben erläuterten Wesen der Grösse dvr den Satz: Wenn man eine windschiefe Fläche deformirt, so variirt der Contingenzwinkel aller zur nämlichen Erzeugenden normalen Schnitte genau nach der Grösse, um welche der entsprechende Contingenzwinkel des Richtungskegels wächst oder abnimmt.

	
	
	
245.    Wenn man die gefundenen Werthe von H, H, T in die Schlussgleichung des Art. 180 einsetzt, so erhält man einerseits die geraden Erzeugenden, andererseits Curven von der Differentialgleichung







du __ Hg2__   1 d(J + v,) gdv         2 ß 2 cos J dv ‘ oder du 1 (dv, ,                        .   9 dv, . - da) — = — -1 (u ” «) + — (u ~ c) + ß 2—1 — ß dv 2ßdo      • ' dv -             dv 1 ‘ dv j als Ort der Punkte von der Krümmung Null. Wir setzen , v du tan o = — , indem wir 0 als den Winkel dieser Linie mit der Perpendicularen betrachten. Man kann die Gleichung der Krümmungslinien nicht allgemein integriren, kann aber für den Fall der Regelflächen an ihrer Statt gewisse andere Curven betrachten, welche in jedem Punkte die Elemente der Krümmung der Fläche bestimmen. Ihre Gleichung ist J—Y = w, mit w als einer willkürlichen Constanten; nennt man y den Winkel, unter welchem diese Linien (w) die Perpendiculare schneiden, so ist

d^^yj

du           dv         1 d (J — 71)

tan 7 gdv            dJ cos J dv ‘

9 du


und somit




tan 8 = 1 tan y,



d. h. die Richtung der Perpendicularen und die der Linie (w) sind in jedem Punkte die Richtungen von Tangenten der hyperbolischen Indicatrix der Fläche nach zwei conjugirten Durchmessern.

Wenn man also die Linie w gezeichnet denkt, so kennt man für den betreffenden Punkt der Fläche zwei conjugirte Durchmesser der Indicatrix und erhält die Richtungen der Asymptoten und der Hauptaxen, und selbst die Grösse dieser letzteren, da ihr Product bekannt ist.

Denken wir beispielsweise eine Fläche, deren Erzeugende einer festen Ebene parallel sind, und diese Ebene in einen Kegel transformirt. Sei OM die Erzeugende, MN die Perpendiculare bis zur nächsten Erzeugenden 01N, MN' die Tangente der Curve (w) und MP die zweite Asymptote der Indicatrix, d. h. P die Mitte von NN'. Man kann nun die Ebene der wagerechten Axen in zweierlei Art auf einen Kegel aufrollen; nämlich im positiven Sinne, so dass H auf Grund des negativen — du, vermindert wird, und im negativen Sinne, mit wachsendem H und also unter Annäherung der Linien MN', MP an MO.

Dreht man immer im nämlichen Sinne, indem man die Con-tingenzwinkel des Kegels stetig wachsen lässt, so schneiden sieh die Asymptoten der Indicatrix unter einem stetig abnehmenden Winkel, welcher wegen der Unbeschränktheit von "" unter jeden beliebigen Werth gebracht werden kann. Wir haben also hier eine unbeschränkte Annäherung, obwohl nie vollständiges Zusammenfallen mit einer developpablen Fläche, je mehr der Richtungskegel sich zusammenzieht.

	
	
	
246.    Wir haben gesehen, dass während der fortschreitenden Deformation der Fläche die zweite Asymptote der Indicatrix um den Punkt M drehend alle möglichen Lagen annehmen kann. Unter allen Formen, die man der Fläche in der Nachbarschaft der Erzeugenden M geben kann, ist daher immer eine, in welcher diese Asymptote mit der Tangente MN der Perpendiculare zusammenfällt. Dann ist in diesem Punkte M der Erzeugenden die Krümmung H gleich Null, die Osculationsebene der Perpendiculare fällt in die Tangentenebene der Fläche, und die Erzeugende ist die Hauptnormale derselben Curve (u).







Für jede Erzeugende einer beliebigen Regelfläche giebt es zwei Punkte, in welchen sie mit der Hauptnormale von (u) zusammenfällt. Die Gleichung für H im Art. 245 giebt für H = 0
[image: ]

eine Gleichung vom zweiten Grade für u. Für dv,==0 ist eine ihrer Wurzeln unendlich gross, d. h. einer jener Punkte ist in jeder Erzeugenden unendlich entfernt, wenn die Fläche eine Richtungsebene hat. Wenn die zweite Wurzel gleichfalls den Werth Null haben soll, so muss CB = 0 sein.

7            dv

Man kann mit Bertrand die Frage aufwerfen, unter welcher Bedingung diese Eigenschaft für alle Punkte einer gewissen orthogonalen Trajectorie der Erzeugenden stattfinden kann? Dazu ist nöthig, dass eine der Wurzeln der obigen Gleichung von v unabhängig sei. Sind dies beide Wurzeln, so sind die Erzeugenden der Fläche gleichzeitig die Hauptnormalen zweier Curven. Ist die Gleichung eine Identität, so besitzen die Erzeugenden der Fläche diese Eigenschaft in Bezug auf alle ihre orthogonalen Trajectorien. Ein constanter Werth, also wegen der Willkürlichkeit des Anfangspunktes u — 0, befriedigt die Gleichung für
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-- —--.—, oder 0. — arc. tan — = const.,





dv           a2— ßß

	
d. h. man kann dieser Bedingung stets durch schickliche Annahme der Function 71 genügen, von welcher der Richtungskegel und die specielle Form der Fläche abhängt.



Hat man sie erfüllt, so wird die Gleichung der Curven von der Krümmung Null (Art. 245)
[image: ]

also linear, wenn man — zur Veränderlichen macht.

Damit die Erzeugenden die Hauptnormalen zweier Curven seien, sind die Bedingungen
[image: ]

zu erfüllen, in denen p und n willkürliche Constanten bezeichnen. Die Integration führt zu


& — p — m cos 201, ß = q — m sin 20, , mit m und q als Constanten, die durch die Relation 12 = m2 — q2 verbunden sind.

Die Parameter der Fläche « und ß müssen dann die Bedingungsgleichung

(« — p)2 + (ß — 4)2 = m2 erfüllen für drei sckicklich gewählte Constanten p, q, m.

Die Grundgleichung wird endlich eine Identität für die gleichzeitigen Bedingungen

d ß__da

0. == 0, — == 0, — == 0, welche nur für die flachgängige Schraubenfläche erfüllt sind. Alle Linien der Krümmung Null sind dann solche orthogonale Trajectorien, welche die Erzeugenden zu Hauptnormalen haben.

	
	
247.    Man kann als Schrauben-Regelflächen alle diejenigen Flächen bezeichnen, welche durch diejenige Bewegung einer Geraden längs einer gegebenen Schraubenlinie erzeugt werden können, bei der sämmtliche Punkte der Geraden Schraubenlinien derselben Neigung und von gleicher Axe durchlaufen. Für dieselben ist die Strictionslinie eine Schraubenlinie, nämlich unter allen auf ihr liegenden diejenige, deren Cylinder den kleinsten Halbmesser hat. Dieser Halbmesser, die gemeinsame Steigung der Schraubenlinien und der Winkel der Erzeugenden gegen die Axe des Cylinders, d. h. die Grösse b1, bestimmen die Schrauben-Regelfläche.





Der Richtungskegel ist ein Umdrehungskegel um jene Axe. Die Centralebene für jede Erzeugende, d. h. die entsprechende Normalebene des Richtungskegels, ist zur Axe parallel, also den Cylinder des scheinbaren Umrisses tangirend. Die Strictionslinie der Fläche ist ihre Berührungslinie mit diesem Cylinder.

Lässt man bi von Null bis 180° wachsen, so erhält man alle möglichen Flächen dieser Art. Man hat daher für diese Flächen

G=(u — rv)2 + 82,

mit r und ß als linearen Constanten, von denen ß wesentlich positiv ist. Sie sind deshalb auf einfache Umdrehungshyperboloide abwickelbar, welchen dieselbe Form von G entspricht; diese gehören als specielle Fälle der Familie an.

In der That für a — rv, ß = const., db^ = 0, also du === — sin blda1 liefert die Integration der Gleichungen c) des Art. 244 die Gleichungen der Strictionslinie in der Form

	
X, ==    (—ß cos b, — r sin bi) sin bi sin at,



Yo = — (— ß cos bi — r sin b) sin bi cos a, ,

Z =    (ß sin bt — r cos bi) sin bt (a, — c).

Um die gewöhnliche Form der Gleichungen der Schraubenlinie zu erhalten, hat man an Stelle des die Richtung des Grundrisses der Erzeugenden bestimmenden'Winkels a, den entsprechenden Winkel des Radius des Cylinders c einzuführen, für den

T         . v C ===-----0,  co = - ———, sin a, === cos 00, cos a< = — sin w 1   2      —- sin 01”    1       7     1 sind. Für

R — (— ß cos bi — r sin bß) sin bt und           , = (B sin b, + r cos b,) sin b, sind sie dann

	
X, = R cos 0,     — R sin co, Z. = " c.



2 J

Man erhält aus den Elementen R, li, b} die Constanten r und ß des Bogenelements ds2

cot b, = + r, "--R cot b, - 8.1)

27      1    — 7   2 7            1    ‘

Kennt man nur r und ß, so ist eines der drei Elemente der Schrauben-Regelfläche unbestimmt. Die folgende Construction ersetzt die Rechnung: Man trägt auf OX die Länge OA = — r, auf OZ die Länge OB == — ß ab und beschreibt die vier Kreise OAB. Zieht man dann durch A eine beliebige Sekante AM, welche den Kreis AOB in M schneidet, so erhält man eine Schrauben-Regelfläche, für welche

R = OP, " = MP, L MAP = b ist, wenn P den Fusspunkt der von M auf OX gefällten Senk rechten bezeichnet. Jeder Lage der Sekante entsprechen zwei Lösungen, und, da die durch den zweiten Punkt A parallel zur ersten gehende Sekante auch zu berücksichtigen ist, eigentlich vier Lösungen des Problems für jeden Winkel 61; jedoch hat man nur auf die in der positiven Axe projicirten Punkte M Rücksicht zu nehmen nöthig, da sonst jede Lösung zweimal vorkommt. Unter den besonderen Fällen kann man hervorheben

	
	
1)    b, = 90°, cot b, = 0, R = r, " = + B;


	
2)    tan b, = + $, r=0, 4—*P;


	
3)    tan bi — — 8, R = r, h = 0; nämlich die Schrauben-Regelflächen 1) mit Richtungsebene; 2) mit gerader Leitlinie; 3) ein einfaches Rotationshyperboloid.





Die allgemeinen Formeln liefern die folgende Form der Gleichungen der Schrauben-Regelflächen für

PM = 9 = (u — r v) sin bi, X = R cos c — 9 sin w, Y = R sin c + Q cos c,  Z = , c + Q cot b,.

Dann ist

cos l,== — sin b± sin o, cos lo = + cos o, cos l == cos bi sin o, cos^ —   sin bi cos c, cosm ==4 sin c, cosp0 = — cos bi cos c, cos 7, = cos bi, cos n == 0, cos vo = — sin br; dv, ~ — cot bi dv “ cos bido ;

„ _ _ ß —   _ d (J + v,) _ — cot b, _ Br . g2‘                gdv             g 9^

	
Die Gleichung der Linien von der Krümmung Null ist du__ Hg3__ r , 1 g2 cot bx dr —“ 2ß — 2 — 2 .B‘ welche durch Einführung der Grössen 9 und c in do     . /cot b,  9 — = 1 ( — — da)   "ß übergeht und allgemein integrirt werden kann.



Die Gleichung der Krümmungslinien wird

ßdq2 + (02 cot b, — BR) dcodQ — ~ (02 + B2 sin2 b^ dm2 = 0 und integrirt sich im Allgemeinen durch elliptische Functionen; durch gewöhnliche Functionen aber für h ~ Q oder cot bt — 0, welches den Umdrehungsflächen und den Flächen mit Richtungsebene entspricht.11())

	
	
248.    Einige andere Bemerkungen widmen wir noch den Flächen des Art. 202 f. und den Gonoidflächen des Art. 196, um das dort Gegebene zu ergänzen.





Die bezeichneten Flächen sind windschiefe Regelflächen mit Richtungsebenen. Von den Schraubenregelflächen gehört die der flachgängigen Schraube zu ihnen und zwar insbesondere zu den geraden Conoiden, denn ihre gerade Directrix ist normal zu ihrer Richtungsebene. Das Paraboloid ist ein Conoid in zweierlei Art; deshalb hat es auch zwei Strictionslinien. (Art. 227, Beisp. 1.) Nach Art. 226 ist die Richtungsebene die gemeinschaftliche Richtungsebene aller berührenden Paraboloide der Regelfläche mit Richtungsebene. Jede Fläche dieser Art hat eine unendlich entfernte Erzeugende, die Stellung ihrer Richtungsebene.

Die Geraden, in welchen die kürzesten Entfernungen der auf einander folgenden Erzeugenden enthalten sind, bilden einen zur Richtungsebene normalen Cylinder, welcher der Fläche nach ihrer Strictionslinie umgeschrieben ist. Diese giebt also den sichtbaren Umriss der orthogonalen Projection der Fläche auf die Richtungsebene; sie wird umhüllt von den Projectionen der Erzeugenden. Die Berührungsebenen der Fläche in den Centralpunkten der Erzeugenden sind normal zur Richtungsebene.

Die Conoide mit geradliniger Directrix (Art. 196), normal zur Richtungsebene, haben die letztere zur Strictionslinie; die Centralpunkte der Erzeugenden liegen also in dieser. Die nähere Erläuterung dieser Verhältnisse giebt am bequemsten die darstellende Geometrie.

	
	
249.    Einer besonderen Art der Regel flächen, welche viele Fälle umfasst, widmen wir die folgenden Entwickelungen.





In Bd. I, Art. 167, ist bewiesen, dass der Ort der Pole der Tangentenebene einer Fläche zweiten Grades in Bezug auf die zu ihr confocalen Flächen die entsprechende Normale jener Fläche ist, was sich leicht auf das allgemeinere System einer Flächenschaar zweiten Grades, d. h. der einer und derselben developpabeln Fläche vierter Klasse eingeschriebenen Flächen überträgt. Da es zu jeder Ebene eine sie berührende Fläche der Schaar giebt und diese selbst durch zwei ihrer Flächen bestimmt ist, die zugehörigen Pole aber entsprechende Punkte von zwei collinearen Räumen sind, für die die Ecken und Flächen des gemeinsamen Quadrupels sich selbst entsprechen, so fällt die Betrachtung solcher Geraden unter die des Strahlencomplexes aus zwei collinearen Räumen, der im Bd. I, Art. 136, Beisp. 1, cha-rakterisirt ist. Dabei entsprechen unendlich viele Flächenschaaren demselben Complex.

Lässt man die Polarebene eine developpable Fläche nter Klasse beschreiben, so erzeugt die ihr als Ort der Pole in Bezug auf die Flächen der Schaar entsprechende Gerade eine Regelfläche; die Erzeugenden derselben gehören dem Complex an und machen mit den Hauptpunkten und Hauptebenen desselben ein constantes Doppelverhältniss.

Diese Fläche ist im Allgemeinen vom Grade 2n; denn die Gerade der Pole beschreibt ein hyperbolisches Paraboloid, wenn die Polarebene sich um eine Gerade dreht (Bd. I, Art. 177), und die Anzahl der durch eine Gerade an die Regelfläche gehenden Tangentenebenen ist somit gleich der Zahl der einem Paraboloid mit der developpabeln Fläche gemeinsamen Tangentialebenen. Da das Paraboloid die Flächen des gemeinsamen Quadrupels berührt, so vermindert sich für jede Berührung der Developpabeln mit einer solchen Ebene der Grad der Regelfläche um Eins. Und da die Pole der sämmtlichen Ebenen der developpabeln Fläche in Bezug auf je eine Fläche der Schaar die Reciprokalcurve der Developpabeln in Bezug auf diese bilden, so erscheint die besprochene Regelfläche nach Bd. I, Art. 116, als erzeugt durch eine Schaar projectivischer Curven nter Ordnung, die die Erzeugenden in pro-jectivischen Reihen schneiden; insbesondere entsprechen den Grenzflächen der Schaar, den in den Quadrupelebenen gelegenen Doppelkegelschnitten (Bd. I, Art. 136, 158) ebene Curven nter Ordnung in diesen Ebenen, welche zusammen mit je n Geraden, die den Tangentialebenen der Developpabeln durch die Gegenecke entsprechen, den betreffenden Querschnitt der Regelfläche bilden.

Wenn die betrachtete Developpable in Bezug auf ein als fundamental betrachtetes Tetraeder so zu sagen involutorisch ist, d. h. durch Gleichungen in Ebenencoordinaten von der Form

«, 5." + «2 kW + «, km + «, km = 0, <km + ^'km + as’s," + &,/s." = 0

dargestellt wird, so entstehen Regelflächen, welche von de la Gournerie als tetraedral-symmetrisch bezeichnet worden sind. 111) Die sogleich zu erwähnende Fläche achten Grades mit vier Doppelkegelschnitten ist die projectivische Verallgemeinerung der Quadrispinale von de la Gournerie; ihre Reciproke nennt derselbe die Quadricuspidale; insbesondere für die Developpable zweier zu diesem Tetraeder conjugirten Flächen zweiten Grades Regelflächen achten Grades, welche noch specieller in den Ebenen des Fundamentaltetraeders Doppelkegelschnitte enthalten, wenn diese zugleich die Hauptebenen der Flächenschaar zweiten Grades sind, welche zur Ableitung benutzt wird —- die Reciproken der Doppelkegelschnitte der Developpabeln in Bezug auf die Grenzflächen der Schaar.

1 xc.2

Sind Xe;§,2 = 0, Ze{ §2 — 0: und X   — die Gleichun-

4                  4                           4 ai    I gen der Developpabeln und der Flächenschaar, so wird der Pol Xi der Ebene §: durch Ax; = §i {ai — 0) und also die Recipro-kalcurve der Developpabeln für die dem Parameter Q entsprechende Fläche zweiten Grades durch die Gleichungen

21.2 =0, Z -        0

4 (d— ?)         4 (di— 9)

bestimmt, zwischen denen nur Q zu eliminiren ist, um die Gleichung der so erzeugten Regelfläche zu erhalten. Da aus den Gleichungen der Developpabeln für q als einen Parameter 5.2 == kt (9‘ — a^ und somit Ax; = ki (9 — a) (o‘ — a^ folgt, so sind die Punkte der Fläche durch zwei Parameter 0, o‘ ausgedrückt; und zwar sind 9 = const., wie schon bemerkt, die Curven vierter Ordnung und o‘ = const. die geraden Erzeugenden. Im Falle Cartesischer Coordinaten und der Schaar der Confocalen erhält man einfacher

i                                                      i x = k (o — a) (o‘ — «)2 , J = kt (o — b) (o‘ — ß)2 , 1 % = *2 ( — c) (‘ “ 7)2 , woraus folgt

d. d. + dy dy + dz dz -12(0—0)+1,2(046)+/2(—c). do dQ 1 do do 1 de dQ       11 7a

Es giebt also einen Werth von 0, für welchen der erste Theil dieser Gleichung verschwindet, und somit eine Curve vierter Ordnung auf der Regelfläche, die zu allen ihren Erzeugenden normal ist.112)

Wenn einem Punkte der Fläche zwei Werthsysteme von 0, Q‘ entsprechen, so gehört er zur Doppelcurve derselben; die Coordinaten ihrer Punkte sind elliptische Functionen eines veränderlichen Parameters und sie ist (von den Doppelkegelschnitten abgesehen) eine Curve von der Ordnung zwölf.

Die tetraedral-symmetrischen Curven sind Curven, deren Tangenten sämmtlich einem Complexe zweiten Grades angehören, der durch das Tetraeder und durch ein Doppelverhältniss definirt ist; sie bleiben solche Curven bei allen den projectivischen Raum-transformationen, die das Tetraeder in sich selbst überführen.

	
	
250.    Die Quadrispinale und die Quadricuspidale von de la Gournerie sind specielle Fälle von Flächen achter Ordnung mit vier Doppelkegelschnitten respective vier Doppelcurven vierter Ordnung mit je drei zweiseitigen Inflexionsknoten, und Cayley hat die allgemeinen Gleichungen jener Flächen angegeben und die Bedingungen ihres Ueberganges in Regelflächen, sowie spe-ciell in entwickelbare Flächen — nämlich respective in die gemeinsam umschriebene zweier dem Tetraeder conjugirter Flächen zweiten Grades und in die Tangentenfläche der Durchdringungs-curve von zwei solchen Flächen — aufgestellt.





Die vier Kegelschnitte

&, = 0,               (1,2222 — (,38,2 + 4,4=42 = 0;

x, = 0, — (12312          — 423 332 — a,4342 == (;

E3 — 0, @13 312 — @,3 3,2          — a34242 = 0;

	
	
3,    == 0, — a14212 — c^i^ — 434232         — 0 sind Doppelkegelschnitte der Fläche achter Ordnung — wir deuten zur Verkürzung der Gleichung die durch Indicesverschie-bung zu bildenden Glieder durch Punkte an und setzen für 423014 — a13 0,4 — ^12^3 4 den Buchstaben r — 0=d1224,32a142x,8+a,22a2s2a,a2x,8+ .. — 2 d122d,s@14(d23411— 013024)%,x,2 + 2 ,32 «12 «14 («12 «34 ~ «23 «14) a,°x,2 +.......... + «232 («132 «242 + «122 «342 — 4 «12 «13 «24 «31) 324x,4 +..... + 20,3@,4 (423 0,4013024—4122034    2 «12 Aaar)a,"aa2x42 2d,2 «14 («12 «34 «23 «14 + «132«242   2 «13 02a") x,4 32 2 x,2 +.......... +2kx,2x22x,2x,2.





Mit den beiden Werthsystemen von A, u, v aus

Auv=0, a,3 @1422 — a13 @24 u2 — a,20342 = 0, und mit

6 k    421 ,   («23 «14 + «13 «24)2 «12 «34

__ 9 , ^2«13 «24    A2a2s «14|         2 —          72          ("23 “14 “T «13 «247

4 («23 «14    «13 «24) («13 «24    «12 «31) («12 «34    «23«! 4) wird sie zur Regelfläche (Quadrispinale); und endlich entwickelbar mit

	
“23 “14      013 “24      “12 434 ,   111 d. h.          A:u:v = —-— :---- :----, (23 C1 4 C1 2 C3 4 C1 2 C3 4 und 6h = 6 (d2, @,4 d,ad24) (d,3@24 0,2034) (d,20, das a,a).



Dagegen sind die rationalen Curven vierter Ordnung ^i = 0,                a34®32x,2 — a^x^x^ + (233,3232 = 0;

T2 = 0, — a34232x,2            — a14x,2x,2 — a13%,2x2==0;

T, = 0, a24323x,2 — aa=,3x,2            + 0,9,2x,2==0; x4 = 0, — a,32,2x32 — 4,32,2x32 — a,2312x,2            = 0

Doppelcurven der Fläche achter Ordnung 0 = @232x,4234 — ... — 2 a13014012232x,2 — 2 412014212230,2

— 2 a,20132,‘x,2x,2 —........— 2kx,2x,2x32x,2.

Mit den vier Werthsystemen von A, u, v aus 2—,=0, @23 014 — “13 @24 — 912 “94 = 0

und mit

	
	
7 _ v — u A — v u — A " = “23 “14 2 T “13 “24 T “12(34





wird die Fläche eine Regelfläche (Quadrispinale) und für (d23 @14)3 + (d13 024) — (d12 @34) = 0 1        1        1 und A:u: = (423 G1a)3 • (@13 @24) • (012 @34) )

	
	
	
1 — [(a,3 01)3 (a,3 a,)3] L(a, a,1) 3 (d,2 au) ] •' [(d,2 au) 2 (a,3 (14)31 die Tangentenfläche einer Raumcurve vierter Ordnung erster Art. 251. Cayley hat anderseits 113) diese Regelflächen als Specialfälle derjenigen aufgewiesen, die erzeugt werden durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier ebenen Curven U, U' von den Ordnungen m und m‘; wenn die correspondirenden Punkte durch die entsprechenden Tangenten von zwei sich eindeutig entsprechenden Curven S, &‘ in denselben Ebenen von den respectiven Klassen v, v' ausgeschnitten werden, so dass die Correspondenz der Punkte P, P' von U7 U' von dem Typus vm, v'm ist2), so ist der Grad der entstehenden Regelfläche (v — v'^mm'. Denn die Schnittlinie s beider Ebenen schneidet U in m Punkten P, von deren jedem v Tangenten an 2 gehen, denen eben so viele an S‘ entsprechen, welche U' in je m' Punkten schneiden, so dass in der Ebene von U' vmm’ Erzeugende der Fläche liegen; und da die Ebene von U davon aus gleichen Gründen v' mm' enthält, so schneidet s die Fläche in mm' (v — v') Punkten.







Für einen beliebigen Punkt P in U giebt es vm' entsprechende in U' und somit eben so viele Erzeugende der Fläche; die Curven U und U' sind somit von den respectiven Vielfachheiten vm' und v'm. Die Schnitte ihrer Ebenen mit der Fläche bestehen aus diesen Curven und aus respective v’mm’.und vmm Erzeugenden.

Wenn zwei entsprechende Tangenten von 2 und S‘ die Gerade s in demselben Punkte schneiden, so liegen m Punkte P und m' Punkte von P' und somit mm' Erzeugende der Fläche in der Ebene derselben und diese ist eine singuläre Tangential-ebene, die noch eine Curve von der Ordnung (v — v' — 1) mm' mit der Fläche gemein hat. Und da die Correspondenz der Punkte auf entsprechenden Tangenten von 2 und PL' in s vom Typus (u, u‘) ist, so giebt es (v — v') solcher Tangentialebenen. Für & und &2‘ als feste Punkte hat man den Fall der Projectivität ihrer Tangenten; die Fläche wird vom Grade 2 mm', die Curven U, U' sind vielfach in den Graden m' und m, und es giebt zwei singuläre Tangentialebenen, welche mm Erzeugende und eine Curve der Ordnung mm mit der Fläche gemein haben und die die Gerade &S‘ mit den Doppelpunkten F, F, der projectivi-sehen Reihen in s verbinden. Für m = m == 2 hat man eine Regelfläche achten Grades mit U, U' als doppelten Kegelschnitten.

Wenn die Punkte PL, Fx, F^ respective PL', F1, F, den Leitcurven U, U' angehören, sagen wir allgemein co, f, f2 und co‘, f, fi mal respective, so treten Modificationen ein; die Curven U, U' sind vielfach in den Graden m'—co’, m—c und die Schnitte ihrer Ebenen enthalten äusser ihnen m\m—co)—ff—f2f2 und m (m' — c‘) — f^' — ff? Erzeugende; die Fläche ist vom Grade 2mm' — mm' — m'c — ^f^— ff2‘. Die singuläre Tangentialebene aus F schneidet in der f‘ (m—c — f) fachen Geraden SF1, der fi (m' — co' — f) fachen Geraden S’F, in (m — co — fi) (m — co' — f^ anderen Erzeugenden und in einer Curve von der Ordnung (mm'—co co'—ff); analog die in F2 in der f (m — co — f2) fachen Geraden F,, der f2 (m' — co' — f) fachen Geraden P'F2, in anderen Geraden an Zahl (m — co — f^ (m' — co' — f2} und in einer Curve von der Ordnung (mm'—co co'—ff).

Salmon -Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Aufl. 21

Für m = m' = 4, c = o‘ = 2, fi = f == f^ = f^ = 2 erhält man eine Regelfläche achten Grades mit rationalen Doppel-curven vierter Ordnung.

Wählt man die Ebenen Q9‘F,, QQ’F, QFF,, Q’FF, als die Fundamentalebenen T,== 0, xc = 0, x, = 0, xA = 0, so können die Curven U, U' durch x3 =0, 93 = 0; X, = 0, 94 = 0, und die projectivischen Büschel 2 und S‘ durch A1 — Ax2 = 0, ^ — kAx, = 0 mit A als Parameter und k als einer Constanten gegeben sein; für Xi als Coordinaten von P und X/ als die von P' hat man die Bedingungen

	
	
	
X, — ZI^O, X, = 0, 0, = 0;







X,’ — kkX^ =0, X, = 0, 9a = 0; die Gleichungen der Geraden PP' sind
[image: ]

und die Elimination der sieben Grössen X, X,, X,, XX XX X^} A giebt die Gleichung der Fläche.

Wenn dann insbesondere die Curven U, U' Gleichungen von der Form haben 114)

aa = 0, A31«,‘ + A320,’          + Ax",’ = 0;

24 = 0, Aa x," + A42 x," + A43@s‘          = 0;

sodass für 7 = — — mit 2, q als relativen Primzahlen die ge-1

gebenen Schnitte von den Ordnungen pq oder 2p q sind (im letztem Falle mit je drei pqfachen Punkten), so ist die Regel-fläche vom Grade 2p242 und die gegebenen Schnitte sind pqfach in derselben, sodass ihre Ebenen im ersten Falle pq Erzeugende ausserdem, im zweiten aber keine solchen enthalten. Ist aber r gebrochen oder q> 1, so zerfällt die Regelfläche in q Regelflächen vom Grade 2qXq, für deren jede im ersten Falle die Curven U, U' p fach sind, während p2 qfache Gerade in der Ebene einer jeden liegen; während sie im zweiten Falle in jeder derselben pfach ist und den vollständigen Schnitt bildet.

Den Werthen r = 2 und r = — 2 entsprechen die Qua-drispinale und die Quadricuspidale; für r = 3 erhält man eine Fläche sechsten Grades, die nach Salmon’s Bemerkung in die Fläche der Hauptkrümmungscentra eines Ellipsoids übergeht, wenn man die Xi durch die x2 in ihrer Gleichung ersetzt.

	
IV. Kapitel.



Von den Flächen, welche aus Flächen zweiter Ordnung abgeleitet werden.

	
	
252.    Es erscheint angemessen, vor dem Uebergange zur Theorie der Flächen dritter Ordnung einige mit dem Inhalt der vorigen Kapitel näher verbundene Flächen zu untersuchen, welche aus den Flächen zweiten Grades abgeleitet werden. Ableitungen dieser Art sind sehr mannichfaltig, und es ist geboten, sich auf die wichtigsten zu beschränken. So erwähnen wir nur gelegentlich der folgenden: In einer auf ihre Hauptaxen bezogenen Fläche zweiten Grades fällt man von den Coordinaten-fusspunkten eines Punktes der Fläche auf seinen centralen Radius vector Normalen und sucht den geometrischen Ort der Fusspunkte derselben.





Man findet leicht, dass aus der Gleichung f (x, y, 2) == 0 der Originalfläche allgemein die Gleichung des fraglichen Ortes in der Form f (xu, yu, zu) = 0 hervorgeht für


_ x2 — y2— z2




xc2 — y2— 22

— 92422, ‘




etc.



bei Betrachtung der Fusspunkte der z, der x respective etc. Und ferner, dass die successive Ableitung einer dritten, vierten, etc. Fläche aus der so erhaltenen zweiten, etc. auf die allgemeine Gleichung f {xun, yun, zun) == 0 führt. Insbesondere für das drei-

axige Ellipsoid allgemein und speciell respective
[image: ]


für die Kugel vom Radius r aber (x2 — y“ — 22)2 = 72 (x2 + y2)2.

	
	
253.    Wir handeln hier zuerst von der Wellenfläche von Fresnel.115)





Wenn man auf der Ebene eines beliebigen Centralschnittes einer Fläche zweiten Grades eine Normale im Centrum errichtet und auf ihr von diesem aus die Axenlängen des Querschnittes abträgt, so ist der Ort der erhaltenen Endpunkte eine Fläche von zwei Mänteln, die Wellen fläche. Ihre Gleichung wird daher direct aus der Formel der Art. 101, 102 des ersten Bandes abgeleitet, in welcher die Längen der Axen eines Querschnittes in Function der von der Normale desselben mit den Axen der Fläche gebildeten Winkel dargestellt wurden. Die nämliche Gleichung drückt die Relation aus, in welcher die Länge des Radius vector der Wellenfläche zu den Winkeln steht, die er mit den Axen bildet. Die Gleichung der Wellenfläche ist daher

a?x? .    ^y2   . c2z? __0 a? — 72 T 62— 72 T c2 — r^ ‘ oder                  + 8 = 1 für               ,2 = x+ y2 + ^2.

Oder entwickelt

(x2 + y2 + 22) {a2x2 + Z2y2 + c2^2) - {aM (62 + c2) + b2y2 (c2 + al) + c2? (a2 + 62) } + a2 62 c2 = 0. 3)

Aus der ersten Form erhellt zugleich, dass der Durchschnitt der Wellenfläche mit einer concentrischen Kugel ein sphärischer Kegelschnitt ist.

Beispiel. Mit a = 1 , =}, 7 =1 und o2=8+,?+82 bildet man die Gleichung der Wellenfläche in Ebenencoordinaten in der analogen Form

«382 , J2yL । y28% _ a2 — 02 '  2 — Q2 T y2 — 02

	
	
254.    Der Querschnitt der Fläche durch eine der Hauptebenen, z. B. die Ebene z = 0, zerfällt in einen Kreis und eine Ellipse; denn seine Gleichung ist





(x2 + y2 — c2) (a3a2 + b2y2 — a?%2) = 0.

Dies ergiebt sich auch geometrisch; denn wenn wir einen die Axe der z enthaltenden Schnitt der erzeugenden Fläche zweiten Grades betrachten, so ist eine der Axen desselben gleich c, während die andere Axe in der Ebene xy liegt. Wenn wir daher im Centrum eine Normale zur Schnittebene errichten und auf ihr die Längen dieser Axen abtragen, so beschreibt der eine Endpunkt einen Kreis vom Halbmesser c, während den Ort des andern der Hauptschnitt der erzeugenden Fläche zweiten Grades, nur um 90° gedreht, wiedergiebt.

Die Fläche hat daher in jeder der Hauptebenen vier Doppelpunkte, nämlich die Durchschnittspunkte des Kreises und der Ellipse, die eben erwähnt sind. Wenn x, y' die Coordinaten eines dieser Durchschnittspunkte sind, so hat der Tangentenkegel, welcher diesem Doppelpunkte entspricht, nach Art. 11 die Gleichung

4(xa‘ +vy‘ - c2) (a?xa‘+ b?yy — a3b2)+2"(a2 — c2) (b2 — c)=0.

Wenn wir die erzeugende Fläche zweiten Grades als ein Ellipsoid voraussetzen, so ist offenbar, dass in dem Falle des durch die Axe z geführten Schnittes der Kreis vom Radius c ganz innerhalb der Ellipse von den Axen a und b, und im Falle des durch die Axe x geführten Schnittes der Kreis vom Radius a ganz ausserhalb der Ellipse von den Axen b und c liegt: in Folge dessen erscheinen nur in den durch die Axe y geführten Schnitten reelle Doppelpunkte, offenbar die Punkte, welche den Kreisschnitten des erzeugenden Ellipsoids entsprechen; denn man erhält

*) Für diese Werthe und y = 0, 72 = b2 verschwinden die drei ersten Differentiale der Gleichung der Fläche zugleich mit dieser selbst, U, = 22 { a? (r2 — b2 — c2) + a2 x2 + b2y2 + c322 }, etc.

zum Zeichen der Singularität der Punkte.

Die zweiten Differentiale werden

, 2 __ 7 2

Un = 8 a2c2 a-—c- , U22 = - 2 (a? - b2) (b2 - c2), b 2 --- c2

= 8a2c2 —--5 ,  U., = U,, = 0 ,

U,=ac &±8 ((a— - b') (b‘ - c")) 4

Die unendlich entfernten Punkte der Fläche, d. i. ihren Schnitt mit der unendlich entfernten Ebene, stellt das Product der Factoren

a? + y? + =3, a?a? + b3y? + c322 dar, und jener Schnitt kann daher als die Verbindung des imaginären unendlich fernen Kreises und einer Ellipse angesehen werden, was vier imaginäre Doppelpunkte der Fläche in unendlicher Entfernung bedingt. Die Wei len fläche hat daher in Allem sechszehn Doppel- oder conische Punkte, jedoch sind nur vier von ihnen reell. Sie sind nach der vorausgesetzten Entstehung die gemeinschaftlichen Punkte beider Mäntel der Fläche.

	
	
255.    Die Wellenfläche gehört zu einer Klasse von Flächen, welche man als Apsid al flächen bezeichnen kann.





Wenn irgend eine Fläche gegeben ist, und durch einen beliebigen als Pol genommenen Punkt ein ebener Schnitt der Fläche geführt wird, um dann die Apsidal-Radien, d. h. den Maximal-und Minimalwerth seiner Radien vectoren auf der im Pol errichteten Normale der Schnittebene abzutragen, so ist der Ort der Endpunkte dieser Normalen die aus der gegebenen Fläche hervorgehende Apsidalfläche.

Die Gleichung der Apsidalfläche kann immer so wie im Art. 102 des ersten Bandes gefunden werden. Man bildet zuerst die Gleichung der Kegelfläche, welche den Pol zum Scheitel hat und die Durchschnittslinie der gegebenen Fläche mit einer Kugel vom Radius r enthält. Wie am angeführten Orte wird bewiesen, dass jede Kante dieses Kegels ein Apsidalradius des mit der Fläche durch die zugehörige Tangentenebene desselben gebildeten Schnittes ist. Wenn man dann die Gleichung des Reciprokalkegels bildet, dessen Kanten zu den Tangentenebenen des ersten normal sind, so erhält man alle die Punkte der Apsidalfläche, welche den Tangentenebenen des angenommenen Kegels entsprechen. Betrachtet man r in der Gleichung dieses letzteren Kegels als veränderlich, so stellt sie die Gleichung der Apsidalfläche dar.

Aus ihnen entspringt durch Substitution die Gleichung des zugehörigen Tangentenkegels in der Form

x2 2 a2 — c2 22 Xz a1 — c3 __

b3—c" 4a3c3 a’—bi ac ((a?—62) (62—c2))1 =

	
	
256.    Wenn OQ ein Radius vector der erzeugenden Fläche und OP die Normale zur Tangentenebene derselben im Punkte Q ist, so ist OQ ein Apsidalradius desjenigen Schnittes der Fläche, welcher durch OQ und durch die zur Ebene POQ normale Gerade OP hindurchgeht. Denn die Tangentenebene in Q geht durch PQ und ist zur Ebene POQ normal,            Fig. io. die Tangente des Schnittes QOP “ liegt in der Tangentenebene und ist Po daher auch normal zur Ebene POQ. \ — Weil endlich OQ zur Tangente im \   \             s Schnitte QOP normal ist, so ist sie \ \ ein Apsidalradius dieses Schnittes. N I 7 Daraus folgt auch, dass der dem      V—-—- Punkte Q entsprechende Radius der 0 Apsidalfläche in der Ebene POQ liegt und normal und gleich mit OQ ist.


	
257.    Die Normale der Tangentenebene der Apsidalfläche in T liegt auch in der Ebene POQ und ist normal zu und gleich mit 0 P.116)





Betrachten wir zuerst einen zu OT unendlich nahen Radius OT' der Apsidalfläche in der zu POQ (der Ebene der Zeichnung) normalen Ebene TOP, so ist nach der Definition OT' einem Apsidalradius des Schnittes der Originalfläche durch eine zu OT' normale Ebene gleich, und diese Ebene muss durch OQ gehen. Ferner ist ein Apsidalradius eines Schnittes dem nächstfolgenden Radius gleich und der Apsidalradius eines durch OQ gehenden und der Ebene QOP unendlich nahen Schnittes also gleich OQ. Daraus folgt, dass OT — OT' und somit die Tangente des Schnittes TOP in T normal zu OT und somit normal zur Ebene POQ ist. Die Normale der Tangentenebene in T muss daher in der Ebene POQ liegen, welches der erste Theil der Behauptung ist.

Wir betrachten dann zweitens einen unendlich nahen Radius OT" in der Ebene POQ-, er ist einem Apsidalradius des Schnittes POQ' gleich, wo OQ' unendlich nahe bei OQ ist. Und da dieser Apsidalradius wie vorher als unendlich nahe OQ' diesem gleich ist, so ist OT" sowohl gleich als normal zu OQ'. Daher ist der Winkel T"TO dem Winkel Q'QO gleich und die Normale OS gleich und normal zu OP.

Die Symmetrie der Construction zeigt, dass, wenn eine Fläche A die Apsidalfläche von B ist, umgekehrt B die Apsidalfläche von A sein muss.

	
	
258.    Die reciproke Polare einer Apsidalfläche in Bezug auf den Anfangspunkt 0 ist identisch mit der Apsidalfläche der reciproken Polare der Originalfläche in Bezug auf 0.





Wenn wir in OP, OQ Stücke Op, Og abtragen, die zu jenen indirect proportional sind, so erhalten wir in diesen einen Radius vector und die entsprechende Normale zur Tangentenebene der Reciprocalfläche der gegebenen Fläche.

Und wenn wir diesen gleiche Stücke in den Linien OS, OT abtragen, welche in ihrer Ebene liegen und auf ihnen respective rechtwinklig sind, so haben wir nach dem letzten Art. einen Radius vector und die entsprechende Normale zur Tangentenebene der Apsidalfläche der Reciprokalfläche bestimmt. Aber dieselben Längen sind als indirect proportional zu OS, OT auch ein Radius vector und eine Normale zur Tangentenebene der Reciproken der Apsidalfläche. Die Apsidalfläche der Reciproken ist daher identisch mit der Reciproken der Apsidalfläche.

Insbesondere ist die Reciproke der aus einem gegebenen Ellipsoid abgeleiteten Wellenfläche die Wellenfläche des Reciprokal-Ellipsoids.

Man erkennt auch in anderer Weise, dass die Reciproke einer Wellenfläche eine Fläche vierter Ordnung sein muss. Denn die Reciproke einer Fläche vierter Ordnung ist nach Art. 22 im Allgemeinen von der sechsunddreissigsten Ordnung; diese Ordnungszahl wird aber durch jeden Doppelpunkt der Fläche um zwei Einheiten reducirt und kommt somit durch die sechszehn Doppelpunkte der Wellenfläche auf vier herab.

Da einem Knotenpunkte oder conischen Punkte einer Fläche, als einem Punkte, welchem unendlich viele einen Kegel zweiten Grades umhüllende Tangentenebenen derselben entsprechen, eine Tangentenebene der Reciprokalfläche entspringt, welche mit dieser eine unendliche Zahl von Berührungspunkten in einem Kegelschnitt gemein hat, so folgt aus der Existenz von vier reellen Doppelpunkten der Wellenfläche und der Wahrheit, dass die Reciproke einer Wellenfläche wieder eine Wellenfläche ist, die Existenz von vier reellen Tangentenebenen der Wellenfläche, welche diese in je einem Kegelschnitt berühren. Wir beweisen geometrisch, dass dieser Kegelschnitt ein Kreis ist. 117)

Beispiel. Man beweist leicht den folgenden Satz: Die beiden Mäntel der Wellenfläche sind reciproke Polaren in Bezug auf das Ellipsoid

bc'ca'ba

Manche andere Ergebnisse folgen aus ihm.

	
	
259.    Die folgenden Hilfssätze fördern den Beweis: 1) Wenn zwei zu einander normale und durch einen festen Punkt gehende Gerade sich in festen Ebenen bewegen, so umhüllt die Ebene derselben einen Kegel zweiten Grades, welcher von den festen Ebenen und ihren Parallelen in Parabeln geschnitten wird.

[image: ]







Wenn wir die Ebene der Zeichnung als parallel zu der einen festen Ebene voraussetzen, während die andere feste Ebene durch die Linie MN i dieser geht, und der feste Durchschnittspunkt 0 der Geraden über derselben vorausgesetzt wird, so dass P den Fusspunkt der von ihm auf die Ebene der Zeichnung gefällten Senkrechten bezeichnet, so sei OB eine der Lagen der Geraden, die sich in der Ebene OMN bewegt, dann ist die andere Gerade OA, welche der Ebene der Zeichnung parallel bleibt, und normal zu OB, zugleich auch zu OP ist, normal zur Ebene OBP. Aber die Ebene OAB schneidet die Ebene der Zeichnung in einer zu OA parallelen Geraden BT, welche daher zu BP normal ist. Und die Enveloppe von B T ist somit eine Parabel, für welche P der Brennpunkt und MN die Tangente im Scheitel ist.

	
	
	
2)    Wenn eine Gerade OC zur Ebene OAB normal bleibt, so erzeugt sie einen Kegel, dessen Kreisschnitte den festen Ebenen parallel sind. (Vergl. Beisp. 8, Art. 121, Bd. I.) Wie im Art. 125, Bd. I wird bewiesen, dass der Ort von C die reciproke Polare der Enveloppe von BT in Bezug auf den Punkt P ist; er ist also ein durch P gehender Kreis.


	
3)    Wenn ein Centralradius einer Fläche zweiten Grades sich in einer festen Ebene bewegt, so bleibt die Normale zur entsprechenden Tangentenebene auch in einer festen Ebene. Näm-lieh in der Normalebene des zur ersten Ebene conjugirten Durchmessers, als welchem die Tangentenebene stets parallel ist.


punktes der Wellenfläche

Fig. 12.
[image: ]






	
260.    Setzen wir nun voraus, dass die Ebene OQR (wo OR zur Zeichnungsebene POQ normal ist) ein Kreisschnitt einer Fläche zweiten Grades sei, so ist OT der Radius des Knoten-und bleibt unverändert, während OQ sich in der Ebene des Kreisschnittes bewegt. Uns bleibt der durch OS erzeugte Kegel zu bestimmen. Aber OS ist normal zu OR, welches sich in der Ebene des Kreisschnittes, und zu OP, welches sich in einer festen Ebene bewegt nach dem 3. Hilfssatz; somit erzeugt OS einen Kegel, des-2 sen Kreisschnitte den Ebenen POR, QOR parallel sind. Nun ist T ein fester Punkt und TS der Ebene POR parallel, somit der Ort von S ein Kreis.





Der dem Knotenpunkte entsprechende Tangentenkegel ist offenbar der Reciprokalkegel des von OS erzeugten Kegels, und ist daher ein Kegel, der von den Parallelen derselben Ebenen in Parabeln geschnitten wird. Setzen wir zweitens voraus, dass die Linie OP von constanter Länge sei, welches stattfindet, wenn die Ebene POR der Querschnitt eines der zwei geraden Cylinder ist, welche dem Ellipsoid umgeschrieben werden können, so ist der Punkt S ein fester Punkt, und man beweist ganz in derselben Weise, dass der Ort von T ein Kreis ist4).

Ebenen, welche einer der singulären Tangentenebenen parallel gehen, schneiden die Wellenfläche daher in Curven vierter Ordnung, welche die Kreispunkte zu Doppelpunkten haben5).

	
	
261.    Die Gleichungen des Art. 254 in Rd. I liefern sofort eine andere Form der Gleichung der Wellenfläche. Offenbar sind die Längen des Radius vector für den einen Mantel der Wellen-fläche, wenn % 0' die Winkel bezeichnen, welche ein Radius vector mit den Linien nach den Knotenpunkten bildet, durch





1 __ cos2 4(0 — 0‘) ■ sin2 } (0 — 0‘) 02           c2 T a‘ ‘ und für den andern Mantel derselben durch

1 cos? 4 (0 + 0‘) . sin? 4 (0 + 0‘) 0’2 — c2 1 a2 ausgedrückt, also dass
[image: ]

ist. Aus diesen Gleichungen folgt wiederum, dass die Durchschnitte der Wellenfläche mit einer Reihe concentrischer Kugeln eine Schaar confocaler sphärischer Kegelschnitte bilden. Denn wenn Q‘ und Q in denselben constant gedacht werden, so erhält man 0—0‘= const.

	
	
262.    Die Gleichung der Wellenfläche kann nach W. Roberts in folgender Weise in elliptischen Coordinaten ausgedrückt werden. Die Form der Gleichung





a2 — 72 “ 62 — 72 ~ c2 — r2

zeigt an, dass sie als Resultat der Elimination von r2 zwischen den Gleichungen
[image: ]


zu erhalten ist. Wenn man aber dem r2 eine Reihe constanter Werthe beilegt, so bezeichnet die erste Gleichung eine Reihe von confocalen Flächen zweiten Grades, für welche die Axe z die primäre und die Axe der x die kleinste Axe ist, setzen wir 12 — b2 — c2, 7c2 = a2 — c2. Da r2 stets kleiner als a2 und grösser als c2 ist, so bezeichnet die Gleichung stets ein Hyperboloid, und zwar ein einfaches oder zweifaches, je nachdem 72 grösser oder kleiner als 62 ist. Die Durchschnitte der Hyperboloide der ersten Reihe mit den concentrischen Kugeln erzeugen den einen, diejenigen der andern Reihe mit denselben Kugeln den andern Mantel der Wellenfläche.

Wenn nun die Fläche ein einfaches Hyperboloid bezeichnet, und A, u, v die primären Axen der drei confocalen Flächen des betrachteten Systems für irgend einen Punkt sind, so giebt uns die Gleichung r2 — c2 — u2, und da nach Rd. I, Art. 161

r2 == A2 — u2 — v2 — h2 — k2

ist, so ergiebt sich die Gleichung des einen Mantels der Fläche in elliptischen Coordinaten

23+y= + 13 + 12 = a+ v2 - c2.

In gleicher Weise ist die Gleichung des andern Mantels 22 + u? = a+b— c.

Die allgemeine Gleichung der Wellenfläche gieht auch

2 i 2 ___ 2   ।   12       2

U 1 = a 0 — C 2

eine Gleichung jedoch, welche einen imaginären Ort bezeichnet.

Da für constantes A und u für den einen und v für den andern Mantel der Fläche constant ist, so folgt, dass, wenn durch irgend einen Punkt der Fläche ein demselben System angehöriges Ellipsoid gelegt wird, dies den einen Mantel in einer Krümmungslinie des einen Systems und den andern Mantel in einer solchen des andern Systems schneidet.118)

Wenn die Gleichungen zweier Flächen in Function der A, u, v ausgedrückt sind, so gieht die Differentiation derselben

Pdk + Qd^ + Pdv = 0, P'dk + Q'dp + P'dv =0, und die Bedingung, unter welcher sie sich rechtwinklig durchschneiden, ist nach Art. 158

P P‘(‘—13)(23—12)__ QQ‘(u?—12)(62—u?) RR‘(R— 72)(2— 72) _ (27—u2)(22—2)T (2— u”)(u”— 72) T (22— 72)(u?— 72) — • eine Bedingung, welche für P = 0, Q = 0, R‘ = 0 erfüllt ist. Daher schneidet eine Fläche v = const. eine andere Flächt von der Gleichungsform d (A, u) = 0 rechtwinklig. Das Hyperboloid v = const. schneidet somit den einen Mantel der Wellenfläche rechtwinklig, während es mit dem andern eine Krümmungslinie auf dem Hyperboloid gemein hat.

	
	
263.    Die Ebene irgend eines Radius vector der Wellenfläche und der entsprechenden Normale auf die Tangentenebene bildet gleiche Winkel mit den Ebenen, welche den Radius vector und die Knotenlinien enthalten.





Denn nach Art. 256 ist die erste Ebene normal zu OP, das eine Axe des Schnittes QOP des erzeugenden Ellipsoids bezeichnet; und die beiden andern Ebenen sind normal zu denjenigen Radien dieses Schnittes, deren Länge die mittlere Halb-axe b des Ellipsoids ist; diese aber bilden mit der Axe gleiche Winkel. Offenbar sind diejenigen Ebenen rechtwinklig zu einander, welche durch irgend einen Radius vector und durch je eine der Normalen der Tangentenebenen bestimmt sind, die den Endpunkten des Radius vectors in beiden Mänteln der Fläche entsprechen.

Nach dem Gesetze der Reciprocität ergiebt sich aus dem Theorem dieses Art., dass die Ebene, welche durch einen Radius vector und je einen der Punkte bestimmt ist, in denen die Tangentenebene der Fläche zu diesem Radius vector normal sind, mit denjenigen Ebenen gleiche Winkel bildet, welche durch denselben Radius vector mit den vom Centrum auf die Ebenen der kreisförmigen Berührung gefällten Normalen bestimmt sind. (Art. 260.)

	
	
264.    Wenn x', y', z die Coordinaten eines Punktes des erzeugenden Ellipsoids, und a‘, a" die primären Axen der durch ihn hindurchgehenden confocalen Flächen ausdrücken, so sind (a2 — a‘2), (a2 — a"6) die Quadrate der Axen des der Tangentenebene parallelen Schnittes; wir wollen sie durch 92, o‘2 bezeichnen. Sie geben die beiden Wertbe des Radius vector der Wellenfläche an, dessen Richtungscosinus 28, 2% , 26 sind. Be-rechnen wir die Länge und die Richtungscosinus der Normale der Tangentenebene in jedem der Punkte, in denen dieser Radius vector die Fläche schneidet.





Nach Art. 257 wissen wir, dass die verlangte Normale gleich und normal ist zu der Normale in demjenigen Punkte, wo das Ellipsoid durch eine der Axen des Schnittes getroffen wird; die Richtungscosinus dieser Axe sind 2, , 23 , 2, • Die Coordina-ten ihres Endpunktes sind die Producle dieser Richtungscosinus mit Q, und die Richtungscosinus der entsprechenden Normale des Ellipsoids sind respective Po 2,8,, Po 7,7,, Po 2,5,, 1               (ac‘2    .                 z’6 1 . wenn p: =9p" 1244/4 + 746/4 + ist.

Das Product der in den Klammern stehenden Grösse mit (a6 — a‘8)2 ist aber = 1+1, so dass

P P


wird.



Dies giebt die Länge der Normalen auf die Tangentenebene in dem betrachteten Punkte der Wellenfläche. Ihre Richtungs-Cosinus werden aus der Bemerkung abgeleitet, dass sie zu den zwei Linien normal ist, welche die respectiven Richtungscosinus p"x‘   p'jp   p"z‘ .  7 p’x’.   7 p’y’ • p' z'

a-2 ,   b"2 ‘   c"8 ‘ 19 a’a*’             19cc"

besitzen; indem man nach der Formel des Art. 15, Bd. I die Richtungscosinus ihrer gemeinschaftlichen Normalen bestimmt, erhält man nach einigen Reductionen
[image: ]

Die Richtigkeit des Ergebnisses kann leicht bestätigt werden. Daher ist die Gleichung der Tangentenebene in demselben Punkte ms (1 — %) + w (1 — 2) + =2 (1 — 7) - Po .

In derselben Art findet man die Gleichung der Tangentenebene der Fläche in demjenigen Punkte, wo der nämliche Radius vector zum zweiten Male die Fläche schneidet, ausgedrückt durch

\       a'2 / '       \                     \       c‘2) — 1. '

Beispiel. Auf den Normalen der Wellenfläche bestimmen die Schnitte mit den Hauptebenen mit dem Fusspunkte ihres Perpendikels vom Centrum ein constantes Doppelverhältniss. 119) (Vergl. Bd. I, Art. 91.)

	
	
265.    Wenn 0 den Winkel bezeichnet, den die Normale der Tangentenebene mit dem Radius vector bildet, so ist P — 0 cos 0;





9       7202 und da nach dem letzten Art. P2 == -,"—,5 ist, so muss p- — p z 7 cos2 0 =   P—,, , tan2 0 - P” p" — p 47             p-

sein. Mittelst der in Bd. I, Art. 165 für p und p' gegebenen Werthe erhalten wir

2 a-b^c2 /2 __ (a — 03) bb“—02)(c2 — 02) 7 =e*e"*’ P —      0*(0*—0") und somit
[image: ]

In dieser Form ist der Ausdruck das Analogon desjenigen, welchen die Theorie der Kegelschnitte für den Winkel bildet, der von der Normale und dem centralen Radius vector des Punktes einer Ellipse eingeschlossen wird, nämlich

ur‘--(1-$)(1-£). .

In dem Falle der Wellenfläche ist offenbar, dass 0 für die Specialfälle q = a, q = b, q = c verschwindet, und für den Fall 9 = o‘ = b unbestimmt wird.

	
	
266.    Der Ausdruck





tan 0 = —

P

führt zu einer Construction für die Normalen der Tangentenebenen, welche den Punkten entsprechen, in denen ein gegebener Radius vector die zwei Mäntel der Fläche schneidet.

Die Normalen müssen in der einen oder andern der zwei festen Ebenen der Art. 263, 264 liegen, und wenn eine Ebene normal zum Radius vector in der Entfernung p gelegt wird, so ist aus dem Ausdrucke für tan 0 offenbar, dass p' die Entfernung des Radius vector von dem Punkte ist, wo die Normale zur Tangentenebene diese Ebene schneidet. So erhalten wir diese Construction: „Man lege normal zu dem gegebenen Radius vector eine Tangentenebene des erzeugenden Ellipsoids und fälle von ihrem Berührungspunkte Normalen auf die festen Ebenen des Art. 263; dann sind die Geraden, welche die Fusspunkte dieser Normalen mit dem Centrum verbinden, die fraglichen Normalen der Tangentenebenen.“

Nach dem Gesetze der Reciprocität erhält man hieraus eine analoge Construction zur Bestimmung der Punkte, in welchen die einer gegebenen Ebene parallelen Tangentenebenen der Fläche ihre beiden Mäntel berühren.

Beispiel 1. Die Gleichung der Fläche — analog zu Art. 174, Bd. I — so zu transformiren, dass der irgend einem Punkte der Fläche entsprechende Radius vector die Axe der z ist, während die Axen des entsprechenden. Schnittes des erzeugenden Ellipsoids die Axen x und y bilden. Wir schreiben die Gleichung der Fläche in der Form

(ax2 + b2y2 + c2z2 — bc2 — c^a2 — a2b2) (x2 + y2 + £2) + «*n*e8 (2+%+8+1) =0;

nun bleibt (x2 — y2 — £2) durch Transformation ungeändert und in Art. 173, 174, Bd. I, sind die Transformationen von ("s + 3s + 8$) und (a3x2 + b’y? + c222) gegeben. Folglich ist die transformirte Gleichung

{p342+ (12+02)a2+ (p‘+0)y2+2pp xz+2pp"y:+2pp”xy | >(x2+y‘+22) — 7322(92+03) — «3(7302+3.2+1’02+0202) —y2(p2o2+p2o2+po‘+0202)—2p7oxz-2pp"q‘yz+p2o‘o”==0.

Dabei ist die a. a. 0. mit y2 bezeichnete Grösse durch ihren aus der Gleichung 1 = 1 — 1 — 1--1--1, bestimmten

a- 1 b- 1 t“ o” 0 4

Werth ersetzt und die Identität

83c +ea+ a^ = p^ (Q? + 0) + p'^^ + p"^^ + 0302 benutzt worden.

Man erkennt leicht, dass für x = 0 und y = 0 diese transformirte Gleichung für ^2 die Werthe 02, o‘2 ergiebt, wie zu erwarten war.

Wenn wir die Gleichung zu parallelen Axen durch den Punkt : =9 transformiren, so wird der lineare Theil der Gleichung

2pe (92 — 0"2) (pe + P'x\

und die vorher über die Lage der Tangenten ebene abgeleiteten Resultate können daraus unabhängig begründet werden.

Die analoge Entwickelung der Glieder vom zweiten Grade erlaubt, die Werthe der Hauptkrümmungsradien und die Richtung der Krümmungen zu bestimmen, ohne dass Resultate von besonderer Wichtigkeit sich ergäben.

Beispiel 2. Die Gleichung der Reciprokalfläche der 22

Wellen fläche wird erhalten, indem man — für a, etc. in die ’                            a 7

Gleichung der Wellenfläche substituirt; wenn das Resultat nach der Methode des vorigen Art. transformirt wird, so entsteht die Gleichung

{x2 + y2 + 22) X

1720/222—720292-2ppQ2XZ—2p7”02yz—z2(p‘202-p"202-020 2) }

-^+p'^+q'^-^p^

+ 2X^p'p"xy + 2X^pp xz + 2X^pp'yz + 28 = 0.

Wir wissen, dass die Fläche durch die Ebene 0% = 12 berührt wird, und erhalten in der That durch Einsetzen des entsprechenden Werthes für z die Gleichung einer Curve, die den Punkt «/ = 0, pox==pA2 zum Doppelpunkte hat. Wenn wir in ihrer Gleichung y — 0 setzen, so erhalten wir

(s—")(o+$6-e],

eine Gleichung, aus der wir lernen, dass die Sehne des äussern Mantels der Wellenfläche, welche einen Punkt des innern Mantels mit dem Fusspunkte der Normale vom Centrum auf seine Tangentialebene verbindet, in diesem Fusspunkte halbirt wird.

Die Inflexionstangenten sind parallel zu

(P(+r@*- (3) .- 2/7"e*s+ (»3e+o*(*—9)),=0;

die geometrische Bedeutung dieses Resultates ist nicht bekannt.120)

	
	
267.    Die Fläche der Centra. Es ist in Bd. I, Art. 207 gezeigt worden, wie die Gleichung der Fläche zu bilden ist, in welcher die Hauptkrümmungscentra einer Fläche zweiten Grades liegen, und welche also die Normalen der Fläche doppelt berühren. Wir betrachten die Aufgabe hier in der erweiterten Form, welche der projectivischen Verallgemeinerung des Begriffs der Normale entspricht, die im Raume das Analogon ist zu der in den Art. 373, 374 der „Kegelschnitte“ für die Ebene gegebenen; unter Anwendung der canonischen Form entwickeln wir einige der wesentlichsten Ergebnisse einer von Clebsch dafür gegebenen allgemeinen Untersuchung.121) Wir betrachten die Normale einer Fläche als eine gerade Linie, die den Berührungspunkt einer Tangentenebene mit dem Pol dieser Ebene in Bezug auf eine gewisse feste Fläche zweiten Grades verbindet, und erhalten dadurch für das Problem der Bestimmung der Normalen einer Fläche zweiten Grades aus einem gegebenen Punkte die Form: Man soll in der Fläche zweiten Grades





U = a,x,2 — a,x,2 — azx/ — a4242 — 0

einen Punkt x; von solcher Lage bestimmen, dass der Pol der ihm entsprechenden Tangentialebene derselben in Bezug auf eine andere Fläche zweiten Grades V =x?— x,2 — x32 — x42 = 0 in der geraden Linie liegt, welche ihn mit einem festen Punkte Xi verbindet.

Wir drücken daher aus, dass die Polarebene eines in dieser Geraden gelegenen Punktes (xi — Axi) in Bezug auf die Fläche

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf.


22



V = 0 mit der Polarebene von Ki in Bezug auf U = 0 identisch sei, und erhalten die Bedingungen x, = {a,i — A) x;, und weil der Punkt Ki der Fläche U= 0 angehört, zur Bestimmung von A die Gleichung

C, &, । a, x, 2 । a, Xa       । a, X, ___0

(a, + 2)2 T (a, + A)2 T (a,+2)3 T (a, + 2)2 —

Die sechs Werthe von A, welche ihr genügen, lösen das Problem; jedem derselben entsprechen bestimmte Werthe der x;, der Coor-dinaten des Fusspunktes der Normale. Indem wir die Discrimi-nante dieser Gleichung in Bezug auf A bilden, erhalten wir den Ort der Punkte x/’, für welche zwei Werthe von A zusammenfallen; wir finden so unter Ausscheidung eines Factors x,‘2x,‘2x32x42, welcher anzeigt, dass für alle Punkte der Ebenen des gemeinsamen Quadrupels zwei dieser Werthe zusammenfallen, dass der fragliche Ort eine Fläche zwölfter Ordnung ist, der Fläche der Centra entsprechend.

	
	
268.    Das Problem der Bestimmung der Fläche der Centra hängt in der That von einer Gleichung der nämlichen Form ab, wenn wir davon ausgehen, dass nach Art. 197, Bd. I die Coor-dinaten des Krümmungsmittelpunktes für den Punkt x', y', z‘ eines Ellipsoids durch





a'^x'                           c‘‘z‘

OC ===== • , Y ----           , %             9 gegeben werden. Indem wir aus diesen Gleichungen x', y', z bestimmen und ihre Werthe in die für dieselben geltenden Gleichungen

a‘ T c2 1‘ a’a" b2b"2 T c2c" einsetzen und für a‘2 . ., a2 — h2 . ., respective schreiben, erhalten wir

a‘x3,     ,     Vy^     .     c222     __1 (a?—h?) + (62—12)2 T (c*—h3) — 1 a”x2    i    ^y^    f    c322   _ o

(a^—vy T (62—13)3 T (c2—12)3 ~ "

Diese Gleichungen repräsentiren eine Curve vierter Ordnung, den Ort der Krümmungscentra für die Punkte der Durch-schnittscurve der gegebenen Fläche zweiten Grades mit einer ihr confocalen Fläche. Wir erhalten die Gleichung der Fläche der Centra durch Elimination von h2 zwischen diesen Gleichungen oder, weil

die zweite Gleichung das nach h2 genommene Differential der ersten ist, durch Bildung der Discriminante der ersten Gleichung.

Mittelst der Werthe der x"3, y", z‘2 in Art. 160, Bd. I erhält man aus den ersten Gleichungen des Art. und für b2 — c2 == «, c2 — a‘== 3, a2 — b2 = y die Ausdrücke der Coordinaten für die Punkte der Fläche der Centra in zwei Parametern h2, 12

— a?a? 87 = (a? — 13)8 (a? — 73), etc.

	
	
269.    Ich zeigte zuerst 1857122), dass die Aufstellung der Gleichung für die Fläche der Centra auf die Elimination zwischen einer cubischen und einer quadratischen Gleichung zurückkomme, und Cleb sch hat nachgewiesen, dass dieselbe Reduction auch bei der allgemeinsten Fassung des Problems eintritt.





Bezeichnen wir nämlich durch d die Discriminante von u U-A V = 0, d. h. für die auf das gemeinsame Quadrupel bezogenen Gleichungen das Product (a,u—A)(a,u—A)(asu—A)(a,u—A), und durch 2=0 die Gleichung der Reciproken von uU—AV — 0, d. h. (au— A) (a, u— A) (a,u— A)x12— (a3 u— A) (a,u— A) (a, u— A) x,2— • • == 0, so ist

1

 Für ß =0 entsteht die entwickelbare Schraubenfläche.

2

 Vergl. „Höhere Curven“ Art. 349 f.

3

 Man erhält dieselbe Gleichung auch als diejenige der Enve-loppe einer Ebene

Ix — my — nz = p,

deren Coefficienten den Bedingungen

72          92

72 — m2 + 72 = 1 , ---2 4--2---7 4--2--— = 0

— a2 pz — b‘ p —

unterworfen sind.

4

 Die analytische Untersuchung liefert für das Halbmesserquadrat dieses Kreises den Ausdruck

(a? — b^ (b2 — c2)

62

5

 Vergl. „Höhere Curven“ Art. 271, 276 f.

6

P2 2292 »          p2—p‘2


d a,u+aa,u—2 " "i

Differentiiren wir aber die rechte Seite dieser Gleichung nach u und setzen dann I == 1, so erhalten wir die Bestimmungsgleichung unseres Problems für A und sehen daher, dass dieselbe in der Form

_ dAda ß — == / — dp     du

geschrieben werden kann, d. h. als Jacobi’sche Function von 2 und A. Als Resultat der Elimination von m zwischen A — ml£ — wo wir einen Factor A einführen, um auch 4 zu einer biquadratischen Function von u : 2 zu machen — und seinem Differential wird sie befriedigt, wenn 4+ml£=0 zwei gleiche Wurzeln hat. Der durch Differentiation aus ihr entstehenden Gleichung ferner

- d-A     d29

—9 ===== 4—, d u-        d u“ 7

als dem Resultat der Elimination von m zwischen A — m29 und seinem zweiten Differential, wird genügt, wenn d — miß drei gleiche Factoren hat. Da aber die Jacobi’sche Function sowohl als ihr Differential verschwinden, wenn zugleich A und ß verschwinden, so muss die Discriminante der Jacobi'schen Function von zwei algebraischen Functionen d und 22 das Resultat der Elimination zwischen A und & als einen Factor enthalten, und die Bedingung, unter welcher es möglich ist, m so zu bestimmen, dass d — ml& drei gleiche Factoren hat, muss ein anderer Factor jener Discriminante sein. Im vorliegenden Falle ergiebt die Elimination zwischen d und 2 den Factor x,2x,2x32x42 (die Hauptebenen sind Orte der Mittelpunkte von doppeltberührenden Kugeln), und die andere Bedingung die Gleichung der Fläche, welche der Fläche der Centra entspricht, d. h. dem Orte der Mittelpunkte stationär berührender Kugeln. (Bd. I, Art. 206.) Diese Bedingung wird aber wie in Art. 207, Bd. I, durch die Elimination von m zwischen den beiden Invarianten S und T der biquadratischen Form d — ml9 gebildet.

	
	
270.    Die Discriminante einer algebraischen Function a (1) + (1 — a)? ® (1)





ist nothwendig durch a theilbar, und wenn wir nach der Division a — 0 setzen, so kann gezeigt werden, dass der übrig bleibende Factor nichts anderes ist als P (a) d («)3 multiplicirt mit der Discriminante von d(1). Der Schnitt der Fläche von Clebsch mit der Hauptebene X4 = 0 ist daher der dreifach zählende Kegelschnitt

	
	
	
a, X, 2 । a, X22 । aa &a2 ___0







(a, — aj2 1 (a, — a4)2 ' (a, — «J2 zusammen mit der Curve sechster Ordnung, welche die reducirte Discriminante von 01"2, + -093, + Cafal ausdrückt. Diese

(Ci I         (02 TA) (43 I ~)

Curve und der erwähnte Kegelschnitt berühren einander, wie Clebsch bemerkt hat, und wie sich auch hier leicht ergiebt. Denn .           a,x,2 i a,x,2 i a,x,2    1         i die Discriminante von >—— -—-, 4.5 — >   , .9 kann als

(di + 2)4  1  («2 + 2)2  1  («3 + 2)5

die Gleichung der Enveloppe der sämmtlichen durch diese Gleichung dargestellten Kegelschnitte betrachtet werden und berührt daher auch den dem Werthe l = — a4 entsprechenden wie jeden Kegelschnitt des Systems in den vier Punkten, wo sie den Kegelschnitt schneidet, der durch das nach A genommene Differential der Gleichung repräsentirt wird, also durch die Gleichung

1   a^ 1   a,233  0

(a,+2)81 (a,—2)8T (a,+2)9

Die Coordinaten dieser Punkte sind durch

a,%,2 = (a, + ^)3 (a, — a), a,x,2 = (d, + A)3 (a, ~ a,), a,x,2 = (a, + 2)3 («i — a2)

bestimmt, und die Gleichungen der gemeinschaftlichen Tangenten des Kegelschnitts und seiner Enveloppe sind daher

	
	
	
	
- / ((a, a^ a, l | . 1 / ((a, a,) a, 1 । , —/((a, a,) a, \ __0 4/(4+2 J-22/1 a,+2 -2, a,+2









Für A = — ai und mit den Abkürzungen

(a, — a,) (a,— a^ (a, —a)=- A, 2, (a2 — a,) («2 ~ a3) (a,— a,) = — A,3, (a3 a,) (a, a,) (a3 a^ = A,3, (d, a) (d, a,) (d, da) = A,3, werden die Gleichungen der gemeinschaftlichen Tangenten des Kegelschnitts und der Enveloppe im vorliegenden Falle

C1 221 । C2 2 02 [ C3 2 03 ___

A, — *A, — A, "

und analog in den andern Hauptebenen.

Diese Schlussweise ist auf andere analoge Fälle anwendbar. So wird die Parallelfläche der Fläche zweiten Grades durch eine Hauptebene in einer Curve achter Ordnung und in einem zweifach zählenden Kegelschnitt geschnitten, der diese Curve in vier Punkten berührt (Art. 204, 2, Bd. I), und die vier geraden Linien in der Developpabeln zu zwei Flächen zweiten Grades in Bd. I, Art. 256 berühren den Kegelschnitt in ihrer Ebene.

	
	
271.    Äusser den Rückkehrkegelschnitten in den Hauptebenen liegen aber noch andere Kegelschnitte in der Fläche, die man in Untersuchung des Ortes der Punkte findet, für welche die Gleichung sechsten Grades in Art. 267 drei gleiche Wurzeln hat. Durch zweimalige Differentiation dieser Gleichung nach A kommen wir zu einem System von Gleichungen, welches auf die Form





a^^2    , a, 222    ।     a,232    ।     @4 042        -(a, + 2)4 T (a, + 2)4 + (a, + 2)4 + (a, + 2)4 — ’

- 2 , 2

(q,+2)4T‘ii       (a,+2)4" ••• reducirbar ist. Das Resultat der Elimination von A zwischen diesen drei Gleichungen liefert ein Paar von Gleichungen, welche die fragliche Ortscurve repräsentiren. Die Auflösung dieser Gleichungen giebt aber

ay = (a, a) (a, a) (a, — a,), (a£2y4 = (a, - a) (q, “ a) (d, — a,), etc.

	
d. h. (d, + A) : (d, + A) : (d3 + A) : (a^ + A)



i 1, i 1 41  114  144

== a,‘21‘A, : a^“ A, : @3’23’431 : aJx^A^ ;

durch Substitution in die Gleichung des Art. 267 erhalten wir also

1          1          1          i

C12X1 . C,2 T, । (32 33 । a^x^ A

	
	
A, — A, — A, — A, F 9





und erkennen dadurch, dass der untersuchte Ort aus Curven besteht, welche je eine in acht Ebenen gelegen sind; ferner, dass diese Ebenen die Hauptebenen in den gemeinschaftlichen Tangenten der ihnen angehörigen Rückkehrkegelschnitte und Enve-loppen sechster Ordnung durchschneiden. Man kann die Existenz dieser acht Ebenen auch aus der Bemerkung erkennen, dass die Gleichung der Reciproken der Fläche der Centra nach Bd. I, Art. 199 von der Form V2 = UW ist, so dass dieselbe die acht gemeinschaftlichen Punkte der Fläche U — 0, V = 0, W= 0 zu Doppelpunkten hat. Die Fläche der Centra hat daher acht bei ihr nicht reelle singuläre Tangentialebenen, die sie in Kegelschnitten berühren. (Vergl. Art. 12.) Dieselben werden geometrisch erklärt aus den acht Erzeugenden der Fläche zweiten Grades, welche den imaginären Kreis im Unendlichen schneiden (Bd. I, Art. 139) und die Enveloppe ihrer Krümmungslinien bilden; denn die Normalen der Fläche längs einer solchen Geraden liegen in der durch sie gehenden Tangentialebene jenes Kreises und umhüllen einen Kegelschnitt in derselben. 123)

In gleicher Art entspringt eine ebene Cuspidalcurve in der Fläche der Centra immer aus jeder geraden Linie der Originalfläche, welche den imaginären Kugelkreis durchschneidet.

Wenn wir zwischen den drei Gleichungen

a,+l=a‘x, A,, a,+A==a,‘x,*A,3, a,+A==a,‘x‘A,%

A eliminiren, um eine in X1, X,, X3 homogene Gleichung zu bilden, so erhalten wir

a^Ä^ (a, — a3)a,"—a, A,* (a,—a,)x,4+a,‘A,% (a,—a,)«,*==0, die Gleichung eines Kegels vom zweiten Grade, der die Ebenen X1 = 0, x, = 0, x3 = 0 berührt. Die Rückkehrcurven in diesen acht Ebenen sind also Kegelschnitte, welche die Rückkehrkegelschnitte in den Hauptebenen berühren.

Uebrigens hat die Reciproke der Fläche der Centra für eine

Fläche zweiten Grades insgesammt zwölf Doppelpunkte; man erkennt in der That auch die andern vier leicht aus ihrer Gleichung.

	
	
	
272.    Die Fläche enthält ferner eine Doppelcurve oder Knotenlinie, den Ort der Punkte, für die die Gleichung des Art. 267 zwei Paare von gleichen Wurzeln hat. Wir sahen in Art. 269, dass die Bedingung für die Existenz eines einzelnen Paares von gleichen Wurzeln durch Elimination von m zwischen einer quadratischen und einer cubischen Gleichung, nämlich zwischen den Invarianten S und T der biquadratischen Form d — mXSl, gebildet ward. Wenn wir diese Gleichungen in der Form A-Am—A,m2 =0, B — B1m — B2m2 — JB^ — 0 schreiben, so sind ihre Coef-ficienten in den Variabein Xi von den respectiven Graden 0, 2, 4; 0, 2, 4, 6, und das Resultat der Elimination ist, wie wir wissen, vom zwölften Grade. Die Bedingung, unter welcher die Gleichung des Art. 267 zwei Paare von gleichen Wurzeln haben kann, besteht aber darin, dass diese quadratische und diese cubische Gleichung zwei gemeinsame Werthe von m liefern müssen. Und allgemein, wenn das Resultat der Elimination eines Parameters m zwischen zwei Gleichungen eine Fläche ausdrückt, so repräsentirt das System von Bedingungen, unter welchen diese Gleichungen zwei gemeinsame Wurzeln haben, eine Doppelcurve in dieser Fläche. Das Resultat der Elimination von m zwischen den quadratischen Gleichungen z. B.







A + Arm + A,m2 = 0, B + B^ + B2m2 = 0, ist (AB2 — A2B)2 + (AB — B, A) (A, B, — B^^ = 0, und dasselbe kann wegen der Gleichheit

A {A±B2 - A2B^ = A, (AB2 — A2B) + A2 (A^ - AB^ in der Form

A (AB,— A2B)2—A^A B2—A2B) (A, B—A B^ + A2 (A, B—A B^2=0 geschrieben werden, welche anzeigt, dass die Durchschnittslinie von AB2 — A2B = 0, ArB — ABr = 0, welche für die Existenz von zwei gemeinsamen Wurzeln der Gleichungen getrennt verschwinden müssen, eine Doppelcurve in der Fläche ist.

Im gegenwärtig betrachteten Falle der Elimination zwischen A + Am + Agm2 = 0, B + Btm + B2m2 + B^ = 0 kann für die zweite Gleichung die andere substituirt werden, welche durch Multiplication der ersten mit B, der zweiten mit A und nachmalige Subtraction entsteht, nämlich

(ABi — A, B) — (AB2 — A,B) m + ABgm2 = 0; und es kann daher nach dem eben Entwickelten das Resultat der Elimination in der Form

AQ^ - AtPQ + A^ = 0 geschrieben werden, wenn wir abkürzend setzen Q=A‘B,—AA,B,+A,A,B, P=B(AA,-A,3)+A(A,B,-AB,).

So erkennen wir, dass die Curve P=0, Q = 0 eine Doppel-curve in der Fläche der Centra ist; und da P vom sechsten und Q vom vierten Grade in den Variabeln ist, so ist diese Knoten-curve von der vierundzwanzigsten Ordnung.

Für weitere Details hierüber verweisen wir, um Raum zu sparen, auf die Abhandlung von Clebsch.

In der Parameterdarstellung am Schlüsse des Art. 269 führt zu ihrer Darstellung die Remerkung, dass demselben Punkte der Fläche der Centra zwei Punkte h, k und h1, k, des Ellipsoids entsprechen, wenn die Gleichungen gelten

(a2 — 1^ (a3 — 13) = (a2 — h^f (a3 — 7,2), etc.; da sie 12 als Function von 12 bestimmen, so erhält man die Coordinaten der Punkte der Doppelcurve als rationale Functionen eines Parameters. Cayley hat sie wie folgt ausgedrückt124)

_ [c (7 - c) + «] [c (7—c) - 27] [c (B—Y)+y]8 "+7           (3 c — 2)® [c (ß2—ya) + ya] ‘

_ 12,2) _ co2 (c ~ 1) [c (7 - c)2 +3ay]3

	
•    ‘       (3 c —2)2 [co (ß2 — y «) + y «] ‘



_2,2_ [co (y — a) — 7] [o (7 — c) +2«] [c (« - 8) — a]3

	
•                (3 c—2)2 [co (32 — y «) + ya]           ‘ und bemerkt, dass die darin auftretenden Factoren die Parameter der singulären Punkte in den Hauptebenen und in der unendlich fernen Ebene liefern; nämlich die Knoten der Evolute, durch die die Doppelcurve einfach geht, mit respective co gleich



«      1 y            ya

y—& 2    ‘ y— «‘ ß2 — ycc’ die Rerührungs- und die Schnittpunkte der Evoluten und der dreifachen Kegelschnitte, die sie als stationäre Punkte und als Knoten respective enthält, mit co gleich

	
—    y —Bye &          2y 0  —2a 2


	
8    — y ‘ (y — a)2 ‘ a — 8‘   ° i y — a‘ ‘ y — a ‘   3



Im Falle der Paraboloide 125) hat die Reciproke der Fläche der Centra sechs conische Doppelpunkte und einen dreifachen Punkt, dessen Osculationskegel in drei Ebenen zerfällt; darum ist die Fläche der Centra für die Paraboloide von der neunten Ordnung. Ihre Doppelcurve ist die Durchdringung einer Fläche dritter mit einer Fläche vierter Ordnung mit sieben Doppelpunkten; diese sind Doppelpunkte der Curve, und die zwölf Berührungspunkte beider Flächen sind stationäre Punkte derselben; sie ist daher vom Geschlechte 0.

	
273.    Wir haben in Art. 204, Beisp. 2, Bd. I, die Parallelfläche einer Fläche zweiten Grades untersucht, d. h. die Fläche, welche als Enveloppe derjenigen Ebenen zu definiren ist, die zu den Tangentenebenen der Fläche zweiten Grades parallel und in einem gegebenen normalen Abstande von ihnen liegen; oder auch als der Ort der Punkte, welche auf den Normalen der Fläche durch eine constante Entfernung von ihr bezeichnet werden, und der Ort des Centrums einer Kugel von unveränderlichem Radius, die die Fläche stets berührt.126)



Für k — 0 reducirt sie sich auf die doppelt zu zählende Fläche zweiten Grades und die nicht reelle abwickelbare Fläche, welche alle der gegebenen confocalen Flächen zweiten Grades umhüllt (vergl. Bd. I, Art. 204, 2 und 222).

Der Ort der Fusspunkte der Normalen, die man von einem festen Punkte auf die Tangentenebene einer Fläche fällen kann, wird als die Fusspunktfläche der Originalfläche (Podaire, Pedal) bezeichnet.

Wenn man aus der Fusspunktfläche nach demselben Verfahren eine neue Fläche ableitet und auf diese wieder das nämliche Verfahren anwendet, so erhält man eine Reihe derivirter Flächen, die man als die erste, zweite, dritte, etc. Fusspunktfläche bezeichnen kann. Wenn man ferner die Enveloppe der zu den Radien vectoren der Fläche in ihren Endpunkten normalen Ebenen, d. i. eine Fläche, von welcher die gegebene Fläche die erste Fusspunktfläche ist, die erste negative Fusspunkt fläche nennt, so kann man von dieser nach derselben Methode zur zweiten, dritten, etc. negativen Fusspunktfläche fortschreiten. 127)

Von den allgemeinen Eigenschaften solcher Flächen mögen hier die wesentlichsten entwickelt werden, sofern sie nicht die Quadratur, Cubatur, etc. derselben betreffen.

Wenn Q der Fusspunkt der Normale ist, welche von 0 auf die Tangentenebene im Punkte P gefällt wird, so berührt die über OP als Durchmesser beschriebene Kugel die Fusspunktfläche in Q; daher geht die Normale der Fusspunktfläche in irgend einem Punkte Q durch den Mittelpunkt des entsprechenden Radius vector OP. Daraus folgt auch sofort, dass die Normale OP auf die Tangentenebene in Q in der Ebene POQ liegt, und dass die Winkelgleichheit L QOP — L POQ besteht, so dass die rechtwinkligen Dreiecke QOP und POQ einander ähnlich sind. Für die Bezeichnung des Winkels QOP durch « ist somit die erste Normale OQ mit dem Radius vector durch die Gleichung 2=9cosa verbunden; die zweite Normale OP ist sodann == 9 cos2«, u. s. w.

Der Radius vector der nten Fusspunktfläche ist durch Q cosw a gegeben und bildet mit dem Radius vector des Originals den Winkel na. 128)

Wenn wir die reciproken Polaren einer Fläche A und ihrer Fusspunktfläche B bilden, so erhalten wir eine Fläche a und eine Fläche b, welche letztere jene zur Fusspunktfläche hat. Die Re-ciprokalflächen einer Fläche S und ihrer auf einander folgenden Fusspunktflächen S,, S,..., SA bilden somit eine Reihe S', S'_ 1, S‘2, . . ., S’—n, da offenbar die letzten Derivirten zu den negativen Fusspunktflächen gehören.

Man erkennt auch, dass die erste Fusspunktfläche die inverse Fläche der reciproken Polare der gegebenen Fläche ist, d. h. die Fläche, welche aus ihr durch die Substitution des reciproken Werthes des Radius vector an Stelle des letztem in ihre Gleichung hervorgeht (vergl. „Höhere Curven" Art. 123, 282); so dass die Reihe der Flächen S, S2, . . ., S, durch Inversion die andere Reihe S', S‘ 1, S‘—2, . . ., S‘—n-1 erzeugt.

Man kommt so zu den allgemeinen Sätzen: Die Reciprokal-fläche der nten Fusspunktfläche von S ist die — nte Fusspunktfläche der Reciprokalfläche von S und die (— n — l)t0 Fusspunktfläche der inversen Fläche von S. Die inverse Fläche der nten Fusspunktfläche von S ist die — nte Fusspunktfläche der inversen Fläche von S und die (— n+1)te Fusspunktfläche der Reciprokalfläche von S.

Beispiel. Für das auf seine Axen a, l)t c bezogene Ellip-soid und den Punkt («, 3, 7) als Pol erhält man die Gleichung der Fusspunktfläche durch Elimination von 21, yt^ 21 aus den

Gleichungen des Ellipsoids, der Tangentenebene desselben und der Normale der letztem vom Pol in der Form

I « (r — c) + y (- 8) + = (- 7) }2 = a (r — «)° + 88 (y — By2 + c (s - »)

Die Fusspunktflächen der Cylinderflächen redneiren sich auf ebene Curven, die Fusspunktcurven ihrer Normalschnitte; die der Kegelflächen auf sphärische Linien der aus dem Pol beschriebenen Supplementarkegel und derjenigen Kugel, welche über der Verbindungslinie der Spitze mit dem Pol steht; ebenso die aller abwickelbaren Flächen auf Curven, die auf dem Supplementarkegel des Pols liegen.

	
274.    Wir stellen übersichtlich die allgemeinen Eigenschaften der inversen Flächen zusammen.129)



	
1)    Drei Paare entsprechender Punkte in zwei inversen Flächen liegen in der nämlichen Kugelfläche, sowie zwei Paare entsprechender Punkte in dem nämlichen Kreise; jene schneidet die mit einem der Einheit gleichen Halbmesser aus dem Anfangspunkte beschriebene Kugel orthogonal.


	
2)    Nach der Eigenschaft eines dem Kreise eingeschriebenen Vierecks bildet die gerade Verbindungslinie irgend zweier Punkte A, B einer Curve mit dem Radius vector OA denselben Winkel, wie die gerade Verbindungslinie der entsprechenden Punkte A\ B' mit dem Radius vector OB'. Wenn also AB die Tangente in irgend einem Punkte A ist, so schliesst sie denselben Winkel mit dem Radius vector von A ein, wie die Tangente der inversen Curve in dem entsprechenden Punkte A'.


	
3)    Die analogen Eigenschaften ergeben sich für die Flächen. Entsprechende Tangentenebenen sind gleich geneigt gegen den Radius vector; die entsprechenden Normalen liegen mit ihm in derselben Ebene. Sie bilden mit ihm ein gleichschenkliges Dreieck, welches den Abschnitt des Radius vector zur Rasis hat.


	
4)    Der Winkel, welchen zwei Curven in irgend einem Punkte mit einander bilden, ist stets dem Winkel der inversen Curven im entsprechenden Punkte gleich. Dies folgt aus 2).


	
5)    Der Winkel, welchen zwei Flächen mit einander in irgend einem Punkte bilden, ist dem Winkel gleich, welchen die inversen Flächen im entsprechenden Punkte ein schliessen. Dies folgt aus 3).


	
6)    Einer geraden Linie und einer Ebene entsprechen durch Inversion ein Kreis und eine Kugel respective, die den Anfangspunkt enthalten.


	
7)    Da ein Kreis stets als Durchschnitt einer Ebene und einer durch den Anfangspunkt gehenden Kugelfläche A angesehen werden kann, so ist die inverse Curve stets wieder ein Kreis; derselbe ist einer der Kreisschnitte des zweiten Systems von demjenigen Kegel, welcher aus dem Anfangspunkte über dem gegebenen Kreise beschrieben ist.


	
8)    Das Centrum des zweiten Kreises liegt in der geraden Linie, welche den Anfangspunkt mit dem Scheitel A des geraden Kegels verbindet, der der Kugel A nach dem ersten Kreise umgeschrieben ist. Denn A ist das Centrum einer Kugel B, welche die Kugel A orthogonal durchschneidet. Die Ebene, welche durch Inversion aus A entspringt, schneidet die Inverse B‘ von B orthogonal, d. h. in einem grössten Kreise, dessen Centrum mit dem ihren also zusammenfällt. Aber die Centra von B und von B‘ liegen nothwendig in einer den Anfangspunkt enthaltenden Geraden. Dieser Satz ist die Grundlage der stereographischen Projection.130)


	
9)    Einem Kreise, welcher eine Curve osculirt, entspricht ein Kreis, welcher die inverse Curve osculirt.


	
10)    Für inverse Flächen liegen die Krümmungscentra von zwei entsprechenden Normalschnitten in gerader Linie mit dem Anfangspunkte. Dem Normalschnitte a in irgend einem Punkte M entspricht eine Curve a auf einer durch den Anfangspunkt gehenden Kugel A: der osculirende Kreis c von a' ist die inverse Curve des osculirenden Kreises c von a. Ist nun &1 der Normalschnitt, welcher a‘ im Punkte AL' berührt, so ist nach dem Theorem von Meunier das Centrum von c die Projection des Centrums von C, oder des Centrums vom osculirenden Kreise von &, auf seine Ebene. Aber die Normale M’c berührt offenbar die Kugel A in AL', so dass C1 der Scheitel des ihr nach c umgeschriebenen Kegels ist; somit ergiebt sich 10) aus 8).


	
11)    Den beiden Normalschnitten in AL, deren Krümmungscentra äusserste Lagen in der Normale von AL einnehmen, entsprechen nothwendig zwei Schnitte der inversen Fläche von derselben Eigenschaft. Die beiden Hauptschnitte der einen Fläche entsprechen daher den Hauptschnitten der andern, und einer Krümmungslinie der einen Fläche entspricht eine Krümmungslinie der andern. Dadurch lassen sich auch die Krümmungsverhältnisse dieser Flächenfamilie allgemein erledigen.



	
	
275.    Die erste Fusspunktfläche des Ellipsoids
[image: ]





hat als Inverse des reciproken Ellipsoids die Gleichung a3x2 + bhf + c322 = («2 + y‘+ =3)2.

Es ist die Elasticitätsfläche von Fresnel. Das inverse System einer Reihe von confocalen Flächen, welche sich rechtwinklig schneiden, ist offenbar eine Reihe von Elasticitätsflächen, die zu einander orthogonal sind. Die Krümmungslinien der Ela-sticitätsfläche sind daher bestimmt als die Durchschnittslinien derselben mit zwei Flächenfamilien derselben Natur, die aus concyclischen Flächen zweiten Grades abgeleitet sind.

Der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt der Fläche, und der imaginäre Kreis, welchen eine beliebige Kugel mit der unendlich entfernten Ebene gemein hat, ist eine Doppellinie derselben.

Die Gleichung der ersten negativen Fusspunktfläche einer Fläche zweiten Grades, d. h. der Enveloppe der Ebenen, welche zu den centralen Radien vectoren derselben in ihren Endpunkten normal sind, ist zuerst von Cayley gegeben worden.

Wenn wir durch das Centrum der Fläche zweiten Grades eine Kugel beschrieben denken, welche dieselbe in einem Punkte (x‘, y', z‘) berührt, so ist offenbar der Punkt (x, y, z) der deri-virten Fläche, welcher dem Punkte (x‘, y\ z‘) entspricht, der Endpunkt desjenigen Durchmessers dieser Kugel, welcher durch das Centrum der Fläche geht. Wir erhalten also für

t = «"2 + y? + 2’2

die Ausdrücke
[image: ]

Die Auflösung dieser Gleichungen für x', y' z' und die Substitution der erhaltenen Werthe in die beiden Gleichungen


■xx + yy' + zz’ =x + y^ + =, " +%+6=1

liefert die Gleichungen
[image: ]


Da die zweite dieser Gleichungen durch Differentiation der ersten nach t entsteht, so ist die betrachtete Fläche durch die Discriminante dieser * Gleichung darstellbar. Wir bilden dieselbe leicht, da die Gleichung nur vom vierten Grade ist; nämlich

#—2(a?+b2+c2)P+ (4(62c+ca?+a3b2) 4- a3a?+b2y?+c242} e — { 8 a2b2 c2 + 2 (b4+ c2) a‘x2+ 2 (c4+ c^) b‘y?+ 2 (a‘+ 62) c222 } t + 4 a2 62 c2 (x2 + y2 + 23) = 0.

Wenn wir sie in der Form

At^ + 4B( + 6Ce + 4Dt + E = 0

schreiben, so sehen wir, dass A und B die Grössen x, y, z nicht enthalten, während jede der Grössen C, 1), E sie im zweiten Grade enthält. Nun ist die Discriminante vom sechsten Grade in den Coefficienten und von der Form A d — B2 7; sie kann also x, y, z nur im zehnten Grade enthalten, und dies ist daher die Ordnungszahl der betrachteten Fläche.

Ihr Querschnitt in einer der Hauptebenen besteht aus der ersten negativen Fusspunktcurve des entsprechenden Hauptschnittes des Ellipsoids, einer Curve sechster Ordnung, und einem zwei

fach zu zählenden Kegelschnitt, welcher 02


eine Doppelcurve der 42

----+ = t drückt



Fläche ist. Die Discriminante von —- -den fraglichen Querschnitt aus; für t == 2c2 erhält man einen zweifach zählenden Kegelschnitt, und der Rest des Schnittes ist eine Curve sechster Ordnung, nämlich die erste negative Fusspunktcurve des entsprechenden Hauptschnittes im Ellipsoid. Jener berührt diese in vier Punkten.

Die Doppelpunkte in den Hauptebenen entsprechen den Punkten des Ellipsoids, für welche

t == x’+y—z = 2a?, oder t = 2'b2j t = 2c2

respective ist, wie dies leicht aus den oben für x, y, 2 gegebenen Ausdrücken hervorgeht. Ueberdies besitzt die Fläche einen Cuspidalkegelschnitt in unendlicher Entfernung und eine endliche Cuspidalcurve von der sechszehnten Ordnung. Dieselbe entspricht der Durchschnittscurve des Ellipsoids mit der Fläche vierter Ordnung 131)
[image: ]

	
	
276.    Das nämliche Problem ist von W. Roberts auf einem anderen Wege gelöst worden. Er hat bewiesen, dass die Bestimmung der ersten negativen Fusspunktfläche identisch ist mit der Bildung der Gleichung der Parallelfläche. Jenes fordert die Bestimmung der Enveloppe der Ebene





xx‘ — yy' — zz === x"2 — y'2 — z"2, wo x, y', z der Gleichung der Fläche genügen, dieses, als die Bestimmung der Enveloppe einer Kugel, deren Centrum in der Fläche liegt, und deren Radius == k ist, fordert die Enveloppe von

(x — «‘)2 + {y — y'}2 + (z — zy = 12

oder

2xx‘ + 2yy + 222' == =+y?+2 — 13 + «"2 + y? + z'2 darzustellen. Rei der Bestimmung dieser Enveloppe sind die nicht accentuirten Buchstaben als Constanten zu behandeln, und es geht daraus hervor, dass beide Probleme specielle Fälle desjenigen sind, in welchem unter denselben Bedingungen die Enveloppe von

ax‘ — by' — cz' = x‘2 — y'2 — z'2 — d verlangt wird. Und ferner, dass aus der Gleichung der Parallelfläche die Gleichung der ersten negativen Fusspunktfläche hervorgeht, indem man in ihr für 12, x, y, z die Substitutionen

(x3 +y+ £3), }a, ^y, }=

respective vollzieht.

Aus der Gleichung der Parallelfläche einer Fläche zweiten Grades (Bd. I, Art. 204, 2 und 3) können wir also durch die hier angegebenen Substitutionen die Gleichung der ersten negativen Fusspunktfläche finden, für einen beliebigen Anfangspunkt ebensowohl als für den im Centrum gedachten.

Wenn wir ferner für k die Substitution k — k‘ und dann für k die vorige Substitution machen, so erhalten wir die einem beliebigen Anfangspunkte entsprechende erste negative Fusspunktfläche der Parallelfläche der Fläche zweiten Grades, d. h. die Lösung eines Problems, welches schwerlich in anderer Weise bequem zu lösen sein möchte.

Haben wir wie oben die Gleichung der ersten negativen Fusspunktfläche der Fläche zweiten Grades gefunden, so brauchen wir nur die Gleichung der inversen Fläche derselben zu bilden, um nach Art. 250 darin die Gleichung der zweiten positiven Fusspunktfläche der reciproken Fläche zweiten Grades zu erhalten.

Beispiel 1. Man soll die Enveloppe der Ebenen bestimmen, welche normal zu den Radien vectoren der Ebene ax— by — cz — d — 0 in ihren Endpunkten gelegt sind.

Da die Parallelfläche hier aus einem Ebenenpaar besteht, dessen Gleichung (ax — by — cz — d^ = 12 ist, so ist die der Enveloppe

(ax — by — cz — 2dY = x^ — y2 + 22.

Beispiel 2. Mau soll die erste negative Fusspunktfläche der Kugel

(x — «)2 + (y — 8)2 +( — 7)2 = »2 bestimmen.

Die Parallelfläche besteht aus dem Paar von concentrischen Kugeln

(x — a)2 + (y — 8)2 +( - »)2 = (r ± k)2^

die Enveloppe ist daher

(— 2c)+(- 26)2+(-- 27)2— {2,±V(2+y2+:2) ) ‘,

	
d. h. sie ist eine Umdrehungsfläche zweiten Grades.


	
277.    Dieser Zusammenhang wird noch erweitert, indem man das Problem erörtert, den Ort des Mittelpunktes einer Kugel zu bestimmen, welche eine feste Kugel stets orthogonal schneidet und zugleich eine feste Fläche zweiten Grades stets berührt.132) Für r als Radius und den Coordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt der festen Kugel ist die orthogonale Kugel vom Mittelpunkte (a, ß, 7) ausgedrückt durch





23 + 93 + g — 2ax — 2By — 2y* + ,2 = 0, und die feste Fläche zweiten Grades, als zu deren Axen parallel die Coordinatenaxen orientirt sein sollen, durch a,122 + a^y2 + a3322 + 2a^x + 2a^y + 2auz + @44 = 0.

Die aus der Discriminante

a^ — A ,      0   ,      0   ,  a^^   ka

0  , a+1,     0   ,  a,4   Aß

0   ,      0   ,  a^ + A ,  a^   Ay

a,4 — ka,  a-^~kß,  a34—Ay,  a44 + kr2

Die Derivirten aus Flächen 2. Grades im Zusammenhänge. 277. 353 entspringende biquadratische Gleichung für A muss nach Bd. I, Art. 205 einen quadratischen Factor haben, oder es ist

S3 - 27 T2

für S als die quadratische und T als die cubische Invariante dieser biquadratischen binären Form; also nach der Schreibweise von Art. 202 in Bd. I

S= Ad’ —100+ 1402,

T=tdd‘T + 4500‘T — 1640" — 164’62 — 21608 mit 4, 6 und d als quadratischen Functionen von a, ß, y, mit @‘ als einer linearen Function derselben Grössen und A‘ als einer Constanten. Der Ort ist daher eine Fläche zehnter Ordnung und enthält, als Ort der Centra stationär berührender Kugeln, zugleich in der Fläche der Centra der festen Fläche zweiten Grades liegend (siehe Bd. I, Art. 206), eine Cuspidalcurve von der Ordnung zwanzig und einen unendlich fernen Cus-pidalkegelschnitt, der letztere durch 02 == 0 definirt, die Polarcurve des unendlich fernen Querschnittes der Originalfläche in Bezug auf den imaginären Kreis aller Kugeln; jene auf die Ordnung sechszehn sich reducirend, wenn die Fläche zweiten Grades und die feste Kugel concentrisch sind, weil dann die in «, ß, y linearen Glieder der Functionen 4, ® und d verschwinden, @‘ zur Constanten wird. Die Fläche enthält auch drei Doppelkegelschnitte in den Hauptebenen der Fläche zweiten Grades, Orte der Mittelpunkte solcher Kugeln des Systems, welche die letztere Fläche doppelt berühren; die Gleichungen des einen sind „ I n       -    (a,1 ß + a,4)2  |  (a,1 y + a,4)2 i                 2

C11 & “14 = o, _---—--I @44 — “11" = 0.

Wir wollen die Gleichung dieser Fläche unter Ersetzung von a, ß, y durch x, y, % mit f (x, y, z, 12) =0 bezeichnen. Dieselbe tritt in folgender Weise in Zusammenhang mit den hier erörterten Fragen.

Wenn zuerst die feste Kugel aus 0 den Radius Null hat, so geht die berührende durch 0 und der andere Endpunkt A ihres von da ausgehenden Durchmessers OMA beschreibt die erste negative Fusspunktfläche der Fläche zweiten Grades für den Punkt 0. Die Gleichung derselben ist somit nach der gewählten Bezeichnung

+(x y z 0)\ _ 0 2’2’2’)

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d, Raumes. II. 3. Auf. 23

Wir erkennen so die vorher entdeckten Cuspidalcurven dieser ersten negativen Pedalfläche wieder, haben aber dazu die Doppelkegelschnitte in den zu den Hauptebenen der Fläche zweiten Grades parallelen Ebenen gefunden.

Denken wir sodann M als einen Punkt der Parallelfläche der Fläche zweiten Grades vom Abstande R und die mit 0 als Mittelpunkt beschriebene Orthogonalkugel der entsprechenden Be-rührungskugel, so ist deren Radiusquadrat gleich x?— y2 — z2—R2, und somit die Gleichung der Parallelfläche vom Abstande R f («, y, =, **+*+, — R) = 0.

Man wird hieraus die im Art. 284 recapitulirten Charaktere derselben wieder finden; und man erhält rückwärts den Satz von W. Roberts wieder. Wir construiren jetzt für einen Punkt der Parallelfläche die berührende Kugel, welche 0 enthält, sodann die um denselben Mittelpunkt M beschriebene Berührungskugel der Fläche zweiten Grades und die Orthogonalkugel derselben vom Mittelpunkte 0; dann ist das Radiusquadrat der letzteren gleich

a3+y+ 22 “ (Va + y+2 — R), d. h.           2 RVa? + y? + 2 — R.

Da nun der Ort des mit 0 auf einerlei Durchmesser liegenden Punktes der ersteren Kugel — der Berührungskugel der Parallelfläche — die erste negative F u s s p u n k t fl ä c h e der Parallelfläche ist, so hat man als die Gleichung derselben durch Ersetzung der x, . . durch ihre Hälften

f (y, 2,5, nva +*+ - re) = 0.

Und ist endlich M der Mittelpunkt einer Kugel, die die Fläche zweiten Grades und eine Kugel vom Mittelpunkte 0 und dem Radius R berührt, so folgt für das Radiusquadrat ihrer Orthogonalkugel aus 0 der Ausdruck

2 R Va + y2 +2 — R2

wegen

(V2*+u+2 — R)? + (2R V2+y+? - R2)==*+y+.3, und man erhält als Gleichung des Ortes vom Mittelpunkte einer Kugel, welche die Fläche zweiten Grades und eine feste Kugel stets berührt,

f (x, 3,%, 2R + y2+ 23 — R2) = 0.

Eine Anzahl bemerkenswerther Specialfälle sind in diesen Formeln umfasst.

Beispiel 1. Die Aufsuchung des Ortes der Berührungspunkte der stationär berührenden Kugeln im Falle der negativen Fusspunktfläche giebt dieselbe als Schnitt der Fläche zweiten Grades mit einer Fläche fünfter Ordnung und im Falle des Mittelpunktes in 0 mit einer Fläche vierter Ordnung, die die Inverse einer gewissen Fläche zweiten Grades

(a,, a, + ..) (3 + y: + 23) - 2 (a,,323 + ..) + 304,0s20»9 = 0

für den Punkt 0 ist. Daraus entspringt der Satz: Die Cuspidal-tangentialeb enen der ersten negativen Fusspunktfläche einer Fläche zweiten Grades für ihr Centrum sind Tangentialebenen einer andern Fläche zweiten Grades von denselben Axen. Und reciprok ein Satz über die parabolische Curve der inversen Fläche einer Fläche zweiten Grades in Bezug auf das Centrum.

Beispiel 2. Der Ort der Berührungspunkte der doppeltberührenden Kugeln im Falle der ersten negativen Fusspunktfläche besteht aus drei Curven vierter Ordnung, welche die Cylinder

(du — (22) y2 + (%i — @33) 22 4 4 = 0, etc. ausschneiden; auch sie liegen auf Flächen vierter Ordnung, welche die Inversen von Flächen zweiten Grades in Bezug auf den Punkt 0 sind. Die Tangentialebenen der einem beliebigen Punkte entsprechenden ersten negativen Fusspunktfläche einer Fläche zweiten Grades längs eines Doppelkegelschnittes umhüllen daher eine Fläche zweiten Grades. Und die inverse Fläche einer centrischen Fläche zweiten Grades für irgend einen Punkt hat drei Doppeltangentenkegel zweiten Grades und die Berührungspunkte eines jeden liegen in einer Fläche zweiten Grades.

	
	
278.    Wir wollen dem Vorigen eine Untersuchung der wesentlichsten Charaktere der Fläche der Centra, der Parallelfläche und der positiven und negativen ersten Fusspunktfläche in dem allgemeinen Falle einer algebraischen Fläche nter Ordnung anschliessen.





Zuerst bezüglich der Fläche der Ha u p tkrümmungs-centra.133)

Sei n' die Klasse der Fläche oder die Ordnung der Reci-prokaifläche, d. h. im Falle der Abwesenheit vielfacher Punkte 23*

nach Art. 22 die Zahl n (n — 1)2; und bezeichne a die Zahl von Tangenten der Fläche, welche durch einen Punkt gehen und in einer Ebene liegen, d. i. den Grad des von diesen Tangenten gebildeten Complexes, eine für die Fläche und ihre Reciproke gleichbleibende charakteristische Zahl, nach Art. 23 bei Abwesenheit vielfacher Punkte gleich n (n — 1).

Wir untersuchen zuerst die Zahl von Normalen der gegebenen Fläche oder (Art. 49) von Doppeltangenten der Fläche der Cen-tra, welche durch einen angenommenen Punkt gehen, die wir ebenso wie die Zahl der Normalen einer algebraischen Curve in der Ebene (vergl. Art. 111 der „Höheren Curven") erhalten. Denken wir den Punkt in der unendlich fernen Ebene, so ist die Zahl der von ihm ausgehenden Normalen der Fläche, welche nicht ganz in dieser Ebene liegen, der Zahl der Tangentialebenen von gegebener Stellung oder parallel einer festen Ebene gleich, also gleich n‘; und die Gesammtzahl der Normalen wird erhalten, wenn wir hierzu die Anzahl der Normalen in der unendlich fernen Ebene selbst rechnen, oder die Zahl der Normalen vom angenommenen Punkte zu der in der unendlich fernen Ebene gelegenen Querschnittscurve der Fläche, in dem allgemeineren Sinne des Begriffes der Normale, wo an Stelle der imaginären Kreispunkte ein Kegelschnitt gesetzt wird (vergl. Art. 109 der „Höheren Curven“), also (n — a), weil a die Ordnung der Recipro-kalcurve eines ebenen Querschnittes ist. Somit ist die gesuchte Gesammtzahl der Normalen durch einen Punkt gleich n— n‘— a; oder für eine Fläche ohne vielfache Punkte gleich n (n2 — n — 1).

Wir untersuchen ferner die Anzahl der Normalen, welche in einer Ebene liegen, denen also Tangentialebenen der Fläche entsprechen, die denselben unendlich fernen Punkt enthalten, nämlich die Richtung der Normalen der Ebene; wir sehen, dass ihre Fusspunkte die Durchschnittspunkte der Ebene mit der Be-rührungscurve des Tangentenkegels der Fläche aus jenem Punkte im Unendlichen sind, dass also ihre Zahl gleich a oder n (n— 1) ist.

Nach Bd. I, Art. 53 sagen wir, dass die Normalen einer algebraischen Fläche nter Ordnung eine Congruenz bilden, von welcher die eben gefundenen Zahlen n — n — a und a die Ordnung und die Klasse sind. Die Fläche der Centra ist die Brennfläche derselben im Sinne von Art. 185, 189.

	
	
279.    Man soll den Ort derjenigen Punkte einer Fläche nter Ordnung finden, deren Normalen eine gegebene gerade Linie





§x + ny + §z + C = 0, §‘x + n’y — §‘z — co’ = 0 durchschneiden.

Wenn wir in diese Gleichungen die Werthe der Coordinaten eines Punktes der Normale (Art. 45)

a = x’+AU, y = y' + IU2, z = z’+AU, einsetzen und die unbestimmte Grösse A eliminiren, so erkennen wir, dass die Fusspunkte in der Durchschnittscurve der gegebenen Fläche mit der Fläche

(Ha +n +6: +)(U, + U,+{U,)

= (5‘x + n’y + r* + co") g U +1U+$ Us) liegen, welche auch von der Ordnung n ist und die gegebene gerade Linie enthält. Der Querschnitt dieser Curve mit einer die gerade Linie enthaltenden Ebene besteht aus den a Punkten, deren Normalen in dieser Ebene liegen, und den n Punkten, in welchen die Gerade die Fläche schneidet. Man hat

a — n = n (n — 1) — n = n2.

	
	
280.    Wir können nun die Klasse der Fläche der Centra bestimmen. Denn eine Tangentialebene derselben enthält zwei unendlich nahe Normalen der gegebenen Fläche (Art. 49), und die Tangentialebenen der Fläche der Centra, welche durch eine gegebene Gerade gehen, berühren daher auch den im letzten Art. bestimmten Ort. Die Zahl der Ebenen eines Büschels, welche die Durchdringungscurve von zwei Flächen nter Ordnung berühren, ist aber nach Art. 88, 105 als dem Range der Tangentenfläche dieser Curve gleich durch n2 (2n — 2) ausgedrückt, und da in unserm Falle die Scheitelkante des Büschels die Curve nmal schneidet, so muss diese Zahl um 2n vermindert werden; d. h. die Klasse der Fläche der Centra ist 2n (n2 — n — 1).134)


	
281.    Bezeichnen wir jetzt abkürzend durch v und v' die in Art. 278 gefundenen Zahlen, d. i. die Ordnung und Klasse der Congruenz der Normalen der allgemeinen Fläche nter Ordnung, und durch N und N' die Ordnung und Klasse der Fläche der Centra, d. i. der Brennfläche derselben, so begründet man durch folgende Betrachtung eine allgemeine Relation zwischen jenen und diesen Zahlen.136)





Wir denken die Ebenen eines Büschels und betrachten die Correspondenz solcher Paare unter ihnen, welche Normalen der Fläche enthalten, die einander schneiden. Sei in einer willkürlich genommenen ersten Ebene des Büschels eine der v' Normalen, die sie enthält, die erste Normale, so gehen durch den Punkt, in welchem sie die Scheitelkante trifft, v — 1 andere Normalen der Fläche, d. h. einer willkürlich gewählten ersten Ebene entsprechen v' (v — 1) Lagen der zweiten Ebene des Paares. Aus der allgemeinen Theorie des algebraischen Entsprechens folgt dann (vergl. „Kegelschnitte" Art. 344), dass 2v‘(v — 1) mal das Zusammenfallen von zwei entsprechenden Ebenen in eine Ebene vorkommt. Wenn somit x die Zahl der Punkte der Scheitelkante bezeichnet, durch welche zwei Normalen der Fläche gehen, die in einer Ebene des Büschels liegen, so entsprechen die Fälle der Coincidenz diesen x Punkten und den N Punkten der Fläche der Centra, welche die Scheitelkante enthält, weil für jeden der letzteren zwei jener Normalen zusammenfallen. Wir haben also

2v‘ (v — 1) = a + N.

Betrachten wir aber ganz ebenso die Correspondenz zwischen den Punkten der Scheitelkante, die so liegen, dass eine Normale aus dem einen mit einer Normale der Fläche aus dem andern einer Ebene des Büschels angehört, so erhalten wir

2v (v — 1) = x + N‘; aus beiden Belationen folgt als die fragliche allgemeine Relation

N - N'= 2 (v — v),

und aus ihr durch Einsetzung der für v, v' und N schon gefundenen Werthe die Ordnung der Fläche der Hauptkrüm-mungscentra gleich

2n (n — 1) (2n — 1).

	
	
282.    Diese Zahl kann durch die Untersuchung des Querschnittes der Fläche der Centra mit der unendlich fernen Ebene bestätigt werden. Dazu betrachten wir zuerst den unendlich fernen Schnitt der Fläche selbst, welchem Normalen entsprechen, die in der unendlich fernen Ebene liegen und eine Curve von der Ordnung 3a — k umhüllen (vergl. „Höhere Curven" Art. 112). Diese und die reciproke Polare des Querschnittes in Bezug auf den imaginären Kugelkreis, welche dreifach zu zählen und von der Ordnung a ist (Bd. I, Art. 198), gehören zur Fläche der Centra.





Betrachten wir nun die endlich entfernten Punkte der Fläche, welchen unendlich ferne Krümmungscentra entsprechen, in welchen also zwei benachbarte Normalen einander parallel sind, so gehören dieselben offenbar zur parabolischen Curve der Fläche. Nun erzeugen die Normalen der Fläche nter Ordnung in ihrem Durchschnitte mit einer Fläche von der Ordnung n* offenbar eine Fläche von der Ordnung n2n*, also die Normalen der Fläche längs ihrer parabolischen Curve eine solche von der Ordnung 4n2 (n — 2); und zu dem Schnitte derselben mit der unendlich entfernten Ebene gehören auch die 4n (n — 2) Normalen der Fläche in den Punkten, die die parabolische Curve mit jener Ebene gemein hat. Somit ist die Curve der Punkte im Unendlichen, welche als Hauptkrümmungscentra zu Punkten der parabolischen Curve gehören, von der Ordnung 4n (n — 1) (n — 2) und die Gesammt-Ordnung des Querschnittes der Fläche der Cen-tra mit der unendlich fernen Ebene ist daher136) wie vorher 3n(n — 1)+3n(n—1)+4n(n — 1)(n—2) oder 2n(n — 1)(2n—1).

Für % als die Zahl der stationären Punkte des ebenen Schnittes und k‘ als die der stationären Erzeugenden des Berührungskegels der Fläche fand Roberts die Ordnung und Klasse der Fläche der Centra

3n‘ + 7‘ + 3a + k, n — 2n + 3a + % + 7‘.

	
	
283.    Wir wenden uns zur Charakteristik der Parallelfläche einer Fläche nter Ordnung,137) indem wir uns auf den Fall beschränken, wo die Fläche keine specielle Beziehung zur unendlich fernen Ebene oder zum imaginären Kugelkreise besitzt. Dazu genügen die in der entsprechenden Untersuchung für ebene Curven verwendeten Principien, für welche wir auf Art. 118 f. der „Höheren Curven" verweisen.





Die Ordnung der Parallelfläche wird für den Nullwerth des Modulus k gefunden, weil mit Aenderung desselben der Grad der höchsten Glieder ihrer Gleichung und damit die Ordnung der Fläche nicht geändert werden. Das Ergebniss liefert die zweifache Originalfläche zusammen mit der developpabeln Fläche, welche zugleich der gegebenen Fläche und dem imaginären Kreise umschrieben ist, oder deren Tangentenebenen durch die Tangenten des letztem an die Fläche gehen, weil diese Ebenen mit ihren parallelen zusammenfallen. Diese Developpable tritt an Stelle der Tangenten der Curve aus ihren Brennpunkten (Art. 146, Bd. I) in der entsprechenden Frage der Planimetrie. Wir werden aber im Kap. IX. sehen, dass die Ordnung einer der Fläche von den Charakteren n", a und eine Curve von den Charakteren m*, r* umschriebenen Developpabeln durch n m* — ar* ausgedrückt wird. Im gegenwärtigen Falle ist m* — r* = 2 und die Ordnung der Developpabeln somit 2 (n‘ — a). Die Ordnung der Parallelfläche ist somit

2 (n — n' — a) oder 2n (n2 — n — 1); oder sie ist das Doppelte von der Anzahl der Normalen, welche von einem Punkte an die betrachtete Fläche gehen. (Art. 278.)

	
	
284.    Wenn die Gleichung der Tangentialebene einer Fläche §x — ny — gz — c = 0





ist und die Fläche durch ihre Gleichung in den Ebenencoordi-naten §,n,$, c gegeben ist, so wird die entsprechende Gleichung einer Parallelfläche durch Einführung von c — kg für c erhalten mit 92 = §2 — n2 — ^2. Durch Beseitigung der Wurzelgrössen wird der Grad dieser Gleichung auf das Doppelte des ursprünglichen Grades erhöht, oder die Klasse der Parallelfläche ist im Allgemeinen das Doppelte von der der gegebenen Fläche. Einem Berührungscylinder der Originalfläche entspricht ein Berührungscylinder der Parallelfläche, der selbst eine Parallelfläche zu jenem ist. Die Charaktere des allgemeinen Tangentenkegels der Parallelfläche werden also aus denen des Tangentenkegels der Originalfläche nach den für ebene Curven entwickelten Kegeln abgeleitet. Weil wir also für den Tangentenkegel der Originalfläche die Charaktere haben

p=a — n(n—1), v — n' = n(n-—l)2, % — n(n — 1) (n — 2), i = 4n (n — 1) (n — 2),

so erhalten wir für den der Parallelfläche (vergl. „Höhere Curven“ Art. 118)

u==2(n‘+a)—2n?(n — 1), v=2n‘, *=2n(n — 1)(4n — 5), t = 8n (n — 1) (n — 2).

Die Keciproke einer Parallelfläche ist also von der Ordnung 2n', besitzt eine Rückkehrcurve von der Ordnung 8n(n — 1) (w — 2) und eine Doppelcurve von der Ordnung

n (n — 1) (2n4 — 6n3 — 6n2 — 16n + 25).

Die Parallelfläche hat gewöhnlich Doppelcurven und Rückkehr-curven. Da ihre Gleichung auch als Bestimmungsgleichung für die Längen der Normalen betrachtet werden kann, die von einem Punkte an die Fläche gehen, wenn wir die Discriminante derselben nach k bilden (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 348, 2 und Bd. I, Art. 204, 2), so enthält sie einen Factor, der eine Fläche repräsentirt, aus deren Punkten zwei verschiedene Normalen von gleicher Länge an die Fläche gehen. Ein Punkt dieser Art ist ein Doppelpunkt in derjenigen Parallelfläche, deren Modulus dieser Länge gleich ist.

In derselben Art erkennt man, dass jede Parallelfläche eine bestimmte Zahl dreifacher Punkte hat. Die erwähnte Discrimi-nante enthält auch einen Factor, der die Fläche der Centra repräsentirt; den Punkten der Originalfläche, in welchen ein Haupt-krümmungsradius dem Modul gleich ist, entsprechen offenbar Punkte der Fläche der Centra, die eine Cuspidalcurve in der Parallelfläche bilden.

Roberts bestimmt die Ordnung der Cuspidalcurve als das Doppelte von der Ordnung der Fläche der Centra und bewährt sein Resultat durch die Bemerkung, dass im Grenzfalle k = c der Ort der Punkte in der Fläche der Centra, für die ein Hauptkrümmungsradius gleich k ist, der Schnitt der Fläche mit der unendlich fernen Ebene ist, jedoch zweifach zu zählen, weil für k == 4 0 gütig.

Die hier erörterten Singularitäten der Parallelfläche reichen zur Bestimmung aller übrigen hin, unter Anwendung der allgemeinen Theorie der Reciprokalflächen, die wir in Kap. IX. mit-theilen. Im Falle der Parallelen zu einer Fläche zweiten Grades ergiebt sich aus dem Entwickelten, dass ihre Reciproke von der vierten Ordnung ist und keine Cuspidalcurve, wohl aber einen Doppelkegelschnitt enthält. Die Parallelfläche selbst ist von der Ordnung zwölf, ihre Cuspidalcurve von der Ordnung vierundzwanzig, nämlich die vollständige Durchdringung von einer Fläche vierter mit einer Fläche sechster Ordnung. Die Doppelcurve ist von der Ordnung sechsundzwanzig und besteht aus fünf Kegelschnitten und sechszehn geraden Linien; von jenen liegt je einer in jeder Hauptebene, und die letzten beiden sind der imaginäre Kugelkreis und der unendlich ferne Querschnitt der Fläche; diese Geraden schneiden den imaginären Kugelkreis.

Wir merken noch an, dass die Parallelfläche einer Developpabeln, als einer Fläche von der Klasse Null und der Ordnung des Tangentenkegels n die Klasse Null und die Ordnung 2 (r — n) hat; während die einer Curve von doppelter Krümmung als einer Fläche von der Ordnung Null, der Klasse r und der Ordnung des Tangentenkegels m eine Röhrenfläche ist von der Ordnung 2 (r — m) und der Klasse 2 r. Ihr Zusammenhang bei gleichem Modul ist offenbar.

	
	
285.    Endlich fügen wir zu dem über die Inversen und die Pedal- oder Fusspunktflächen Entwickelten die Bemerkung hinzu, dass man nach der in Art. 123 der „Höheren Curven" angegebenen Art für eine algebraische Fläche von der Ordnung n und der Klasse n', welche keine besondere Beziehung zur unendlich fernen Ebene und zum imaginären Kugelkreise hat, Folgendes erhält.





Die inverse Fläche ist von der Ordnung 2n und von der Klasse 2n — a — n\ und geht nfach durch den Anfangspunkt und den imaginären Kugelkreis. Die erste positive138) und die erste negative Fusspunktfläche sind respective von den Ordnungen 2n' und 2n — 2 a — n und von den Klassen n — 2a — 2n‘ und 2n.

	
V. Kapitel.



Von den Flächen dritter Ordnung.

	
	
286.    Die allgemeine Theorie der Flächen, wie sie in den Art. 13 f. entwickelt worden ist, liefert, anf Flächen dritter Ordnung angewendet, die folgenden Resultate.





Der aus einem beliebigen Punkte des Raumes beschriebene Tangentenkegel der Fläche ist im Allgemeinen von der sechsten Ordnung und besitzt sechs Rückkehrkanten, aber keine eigentliche Doppelkante; er ist daher von der zwölften Klasse und hat vierundzwanzig stationäre und siebenundzwanzig Doppeltangentenebenen.

Die Reciprokalfläche ist also im Allgemeinen von der zwölften Ordnung. Ihre Gleichung wird wie in Art. 90, 91 der „Höheren Curven" erhalten, indem man die Redingung sucht, unter welcher die Ebene

§a—ny — $z — o w = 0

die Fläche berührt. Multiplicirt man die Gleichung der Fläche mit co3 und eliminirt co w mit Hilfe der Gleichung der Ebene, so ist das Resultat eine in x, y, z homogene cubische Gleichung, welche auch §, n, §, c im dritten Grade enthält. Die Discri-minante dieser Gleichung ist vom zwölften Grade in ihren Coeffi-cienten und daher vom sechsunddreissigsten Grade in §, n, §, co, und sie ist das Product der Gleichung der Reciprokallläche mit dem der Frage fremden Factor co24.

Die Form der Discriminate einer homogenen Function dritten Grades in x, y, % ist (vergl. „Höhere Curven“ Art. 225)

64.88 = 72,

und dies ist daher auch die Form der Gleichung der Reciprokallläche einer Fläche dritter Ordnung, oder die Gleichung einer solchen Fläche in Ebenencoordinaten. Die Function S ist vom vierten, die Function T vom sechsten Grade in 8, y, g, co, d. h. sie sind beide Contravarianten der gegebenen Gleichung der Fläche von den angegebenen Graden. Man erkennt leicht, dass sie auch in den Coefficienten der gegebenen Gleichung von denselben Graden sind.

Sie stellen selbst nach Ebenencoordinaten interpretirt durch Gleichsetzung mit Null Flächen dar.

Wenn S1 und T1 die entsprechenden Invarianten der Gleichung einer ebenen Curve dritter Ordnung bezeichnen, so schneiden die Tangentenebenen der Fläche S = 0 die Fläche dritter Ordnung in Curven, für welche S1 = 0 ist, d. h. für welche die Inflexionstangenten zu dreien durch einen Punkt gehen; ebenso schneiden die Tangentenebenen der Fläche T = 0 dieselbe in Curven, für welche T1 = 0 ist, d. h. für welche die Inflexionstangenten der Curve die Hesse’sehe Determinante derselben und die der letzteren die erste berühren. (Vergl. „Höhere Curven" Art. 221, 222 u. 226.) Die gemeinschaftlichen Tangentenebenen der Flächen S, T sind auch Tangentenebenen der Fläche dritter Ordnung selbst und zwar solche, für deren Schnittcurve mit der Fläche S1 und T1 gleichzeitig verschwinden, so dass dieselbe im Berührungspunkte einen Rückkehrpunkt hat. Diese Punkte sind also die parabolischen Punkte der Fläche, oder sie bilden die Wen de curve derselben.139)

	
	
287,    Fragen wir nach den vielfachen Punkten oder Linien der Fläche.





Wenn eine Fläche eine Doppellinie von der Ordnung p enthält, so ist der Schnitt derselben mit jeder Ebene nothwendig eine Curve mit p Doppelpunkten. Die Ordnung der Doppelcurve in einer Fläche nter Ordnung ist daher ganz in derselben Weise beschränkt, wie die Zahl der Doppelpunkte in einer Curve nter Ordnung. Weil eine Curve dritter Ordnung nur einen Doppelpunkt haben kann, so kann die Doppellinie einer Fläche dritter Ordnung, sofern sie eine solche enthält, nur eine gerade Linie sein1).

Eine Fläche dritter Ordnung, welche eine Doppellinie enthält, ist eine Regelfläche, da jede die Doppelgerade enthaltende Ehene die Fläche äusser ihr, als welche doppelt zu zählen ist, nur in einer Geraden schneiden kann; diese Geraden bilden ein System von Erzeugenden, welche die Doppellinie als eine Leitlinie durchschneiden. Denken wir die Doppellinie als Axe der %, so ist die Gleichung der Fläche nothwendig von der Form

(az3 + 3ba?y + 3cxy? + dy3) + = (a’x? + 2b‘xy + c'y2^ + (a"%? + 2b" xy + c"y2) = 0,

welches abkürzend als

13 + £12 +1, = 0

geschrieben werden kann. In irgend einem durch die Coordinate z‘ bestimmten Punkte der Doppellinie ist das Paar der Tangentenebenen durch £‘1, — v, == 0 dargestellt, und mit der Veränderung des z‘ entspringt daraus ein Büschel von Ebenen in Involution. (Vergl. Art. 336 der „Kegelschnitte“) Das Paar der Tangentenebenen in irgend einem Punkte der Doppellinie ist ein Paar von conjugirten Ebenen eines invo-lutorischen Büschels. Für zwei bestimmte reelle oder imaginäre Werthe von z wird {z'u2 — v2) ein vollständiges Quadrat, d. h. es giebt zwei Punkte in der Doppellinie, deren beide Tangentenebenen zusammenfallen; jede durch einen dieser Punkte gehende Ebene schneidet die Fläche in einer Curve, die in ihm einen Cuspidalpunkt hat.

Wenn X2 und Y2 die Werthe dieser Quadrate sind, so kann offenbar jede der beiden Grössen u2 und v, in der Form (lX2—m Y2) dargestellt werden. Denken wir also zu den Ebenen X==0, Y— 0 oder den Tangentenebenen der Cuspidalpunkte als Coordinaten-jede Ebene die Fläche in einer Curve mit Doppelpunkt schneidet, d. h. berührt, so dass die Ebene

§a — ny — §z — au = 0 unabhängig von irgend einer zwischen §, n, §, c bestehenden Relation als Berührungsebene anzusehen ist. Man findet in diesem Falle die Reciprokalgleichung 'durch Elimination von x, y, z, w zwischen den Gleichungen

U=0, U, =8, U^y, U3^^ U, =. ebenen transformirt, so wird jedes Glied der Gleichung durch x2 oder y2 theilbar und dieselbe kann in der Form

zx2 — wy2 dargestellt werden2).

In dieser Form erkennt man, dass die Fläche durch Gerade y = lx, z = A2w

erzeugt wird, welche die zwei geraden Directrixen

x = 0, y = 0: 2 = 0, w = 0

so schneiden, dass die Punkte des Systems zw durch sie mit den projectivisch ihnen entsprechenden Punktepaaren einer Involution in xy verbunden werden.

Jede durch z = 0, w = 0 gehende Ebene schneidet die Fläche in einem Paar von geraden Linien und ist als eine Tangentenebene der Fläche in den Punkten zu betrachten, wo diese Geraden % = 0, w — 0 durchschneiden. So wie also die Linie x == 0, y = 0 eine Gerade ist, in welcher jeder Punkt ein Doppelpunkt ist, so ist die Linie z = 0, w = 0 eine Gerade, so dass jede sie enthaltende Ebene eine Doppeltangentialebene ist. Die Fläche hat also zwei Erzeugungen, die zu einander reci-prok sind, oder die Reciproke dieser Fläche, welche im Art. 233 erwähnt worden ist, ist von gleicher Natur mit ihr selbst.

Jede Tangentenebene der Fläche schneidet sie in einer geraden Erzeugenden und einem Kegelschnitte, welcher jene im Berührungspunkte und in der Doppellinie durchschneidet. Diese Doppellinie schneidet alle in der Fläche gelegenen Kegelschnitte. Man erkennt daraus die Entstehung der Fläche durch Bewegung einer Geraden, welche zwei Kegelschnitte K, K1 und eine Gerade d stets durchschneidet, welche je einen Punkt paarweise gemein haben. Die Ordnung einer solchen Fläche ist in der That nach Art. 233

= 2.2.2.1-2 —2-1 = 3.

Der vorigen Erzeugung entspricht die andere durch die Bewegung einer Geraden, die einen festen Kegelschnitt K und zwei feste Gerade d und e stets trifft, wovon die eine d — diese die Linie der Doppelpunkte x = 0, y = 0, jene die Axe des Büschels der Doppeltangentialebenen z = 0, w = 0 — den Kegelschnitt K einfach schneidet; und ihre Reciproke: Eine Gerade, welche eine feste Kegelfläche zweiten Grades stets berührt und eine Tangente derselben, sowie eine dazu windschiefe Gerade stets schneidet, beschreibt eine Regelfläche dritten Grades.

Der aus irgend einem Punkte des Raumes bestimmte Tangentenkegel, welcher die Fläche umhüllt, besteht aus der den Punkt mit der Doppellinie verbindenden Ebene, welche doppelt zu zählen ist, und einem eigentlichen Tangentenkegel vierter Ordnung dritter Klasse, der jene doppelt berührt. Wenn der Punkt in der Fläche gewählt wird, so reducirt sich dadurch der Kegel auf die zweite Ordnung.

Beispiel. Jede Berührungsebene der Fläche enthält eine gerade Erzeugende und einen Kegelschnitt K derselben, der sie im Berührungspunkte und in dem Punkte auf der Doppellinie d durchschneidet; die Erzeugende und die Tangente des Kegelschnittes in jenem sind die bezüglichen Haupttangenten der Fläche; alle andern Tangenten von K sind einfache Tangenten derselben.

Wenn A der Berührungspunkt einer Ebene A und K der in ihr liegende Kegelschnitt, K der von jenem ausgehende Kegel der Tangentialebenen der Fläche sind, so kann die Fläche ebensowohl durch die projectivischen Punktreihen K und e als durch die projectivischen Ebenensysteme . K und d (jenes die Tangentialebenen des Kegels) erzeugt werden. Rechnet man K und e zu einem Originalsystem Z und die dazu projectivischen Büschel K und d zum reciproken System X, so sind diese reciproken Räume in der besondern Beziehung des Nullsystems (Bd. I, Art. 40, 8). In allen so entstehenden Nullsystemen sind d und e einander conjugirt und entsprechen die Erzeugenden der Fläche dritten Grades sich selbst.140)

	
	
288.    Die erste Polar fläche eines Punktes in Bezug auf eine Regelfläche dritter Ordnung ist ein die Doppellinie d enthaltendes Hyperboloid (Art. 24). Die Berührungsebenen der Fläche in den Rückkehrpunkten der Doppellinie berühren stets auch dieses Hyperboloid.





Da die ebenen Querschnitte der Fläche im Allgemeinen Cur-ven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte, also von der vierten Klasse sind, und bei solchen Curven die Verbindungslinie des Doppelpunktes mit dem Pole und die Tangente der conischen Polare den Tangenten der Curve im Doppelpunkte harmonisch conjugirt sind, so folgt, dass die Tangentenebenen der Fläche in einem Punkte der Doppellinie d mit den beiden Ebenen, welche als das Polarhyperboloid berührend und durch den Pol gehend bestimmt sind, ein harmonisches Büschel bilden; dass die gerade Directrix e durch die Tangentenebenen der Rückkehrpunkte und das Polarhyperboloid eines beliebigen Punktes harmonisch getheilt wird; und dass also diese Gerade e die Polarhyperboloide aller der Punkte berührt, welche in einer der durch die Rückkehrpunkte und e selbst bestimmten Ebenen liegen.

Das Polarhyperboloid wird insbesondere zu einem Kegel zweiten Grades für die Punkte der die Fläche in den Rückkehr-punkten berührenden Ebenen, und diese Punkte selbst sind ihre Scheitel. Jene beiden Ebenen bilden somit die Fläche der Hesse-sehen Determinante oder die Kernfläche der Regelfläche dritter Ordnung (Art. 26). Die zweite oder ebene Polare eines Punktes schneidet die Directrix d in demjenigen Punkte, in welchem eine den Pol enthaltende Ebene die Fläche berührt.

Wir erörtern noch die Frage nach den besonderen Kegelschnitten, d. h. den Parabeln, Kreisen und gleichseitigen Hyperbeln, welche unter den ebenen Schnittcurven der Regelfläche dritter Ordnung auftreten, die eine Erzeugende enthalten.

Die unendlich entfernten Punkte der Fläche bilden eine Curve dritter Ordnung und vierter Klasse mit einem Doppelpunkte in der Richtung von d. Diese schneidet den unendlich entfernten imaginären Kreis in sechs Punkten, welche paarweis drei reelle Gerade bestimmen; jede der letzteren schneidet die Curve in einem dritten reellen Punkte, der als Richtung einer Erzeugenden der Fläche gefasst mit ihr eine Tangentenebene der Fläche bestimmt, die diese offenbar nach einem Kreise schneiden muss. Unter den einer Regelfläche dritter Ordnung eingeschriebenen Kegelschnitten sind also drei Kreise. Hat die Fläche eine Erzeugende in unendlicher Entfernung, so reducirt sich die Zahl der Kreisschnitte auf zwei.

In ähnlicher Weise erkennt man, dass drei gleichseitige Hyperbeln unter jenen Kegelschnitten sind.

Die Bemerkung, dass jede Gerade, welche jene unendlich entfernte Curve in einem Punkte A berührt, sie noch in einem andern Punkte B schneidet, und dass eine Ebene von der durch AB bezeichneten Stellung, welche die Erzeugende von der Richtung B enthält, die Fläche in einem Kegelschnitte schneidet, welcher AB in A berührt, zeigt uns, dass durch jede Erzeugende zwei Ebenen parabolischer Schnitte gelegt werden können. Alle diese Ebenen umhüllen eine abwickelbare Fläche von der Ordnung sechs und der Klasse vier, welche der Fläche selbst nach einer Raumcurve sechster Ordnung umgeschrieben ist.

Wenn die parabolischen Schnittebenen reell sind, so bestimmen ihre Berührungspunkte in ihrer Erzeugenden ein Segment, dessen inneren Punkten nur elliptische und dessen äusseren Punkten nur hyperbolische Schnitte entsprechen; fallen sie zusammen, so sind alle Schnitte, den einen parabolischen ausgenommen, hyperbolisch; sind sie imaginär, so giebt es nur hyperbolische Schnitte. 141)

	
	
289.    Es giebt einen von Cayley zuerst hervorgehobenen Fall, in welchem die Reduction auf die Form





zx2 — wy2

nicht möglich ist. Wenn die im Art. 287 mit u, und v, bezeichneten Polynome einen gemeinschaftlichen linearen Factor haben, so kann man die Gleichung der Fläche, indem man die durch jenen Factor repräsentirte Ebene zu einer Coordinaten-ebene macht, auf die Form

32 — x (zx — wy) = 0

bringen. Die Ebene a =0 berührt dann die Fläche längs der ganzen Erstreckung der Doppellinie und schneidet die Fläche zugleich in ihr in drei zusammenfallenden Geraden. Die andere Tangentenebene in irgend einem Punkte derselben fällt mit der Tangentenebene des Hyperboloids Ex — wy = 0 zusammen.

Dieser Fall kann als ein Grenzfall zu dem des vorigen Artikels betrachtet werden; nämlich als derjenige Fall desselben, wo S almon-Fie die r, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 24

die Doppeldirectrix d oder x = y — 0 mit der einfachen e oder w === z = 0 zusammen fällt.

Diese Fläche kann folgendermassen erzeugt werden: Man nehme in x = y = 0 eine Reihe von Punkten und lege durch diese Gerade ein dieser Reihe nach gleichem Doppelverhältniss entsprechendes oder ihr projectivisches Büschel von Ebenen. Dann liegt die Erzeugende der Fläche dritter Ordnung, welche von irgend einem Punkte der Doppellinie ausgeht, in der jenem Punkte entsprechenden Ebene und schneidet eine ebene Curve dritter Ordnung, welche den Durchschnittspunkt ihrer Ebene mit der Doppeldirectrix zum Doppelpunkte hat und die so liegt, dass eine der Tangenten im Doppelpunkte in derjenigen Ebene enthalten ist, welche dem Doppelpunkte als einem Punkte der Doppellinie entspricht.

Oder die Kegelschnitte K, Kx besitzen in ihren Schnittpunkten mit d Tangenten, welche sich schneiden. Dann existirt ein einziger Rückkehrpunkt in d, der Berührungspunkt der Ebene jener Tangenten mit der Fläche; er theilt die Gerade d in zwei unendliche Segmente, in deren einem sie von den Erzeugenden mit zwei reellen parabolischen Querschnitten getroffen wird.

Oder die projectivischen Punktreihen in e und K haben einen Punkt mit einander gemein, respective die projectivischen Ebenensysteme d und K eine Ebene, ohne dass diese sich selbst entsprechen.

	
	
290.    Die Gründe, welche beweisen, dass eine eigentliche Curve dritter Ordnung nicht mehr als einen Doppelpunkt haben kann, zeigen nicht das Nämliche für Flächen. Allerdings muss die Verbindungslinie zweier Doppelpunkte, weil sie als eine Gerade zu betrachten ist, welche die Fläche dritter Ordnung in vier Punkten schneidet, ganz in der Fläche enthalten sein. Daraus folgt jedoch nicht, dass die Fläche nun in Flächen geringerer Ordnung zerfallen müsste.





Die Betrachtung des Tangentenkegels der Fläche liefert aber für die Zahl der Doppelpunkte irgend einer Fläche eine Grenze; denn wir sahen in Art. 20, dass derselbe nothwendig eine gewisse Anzahl von Doppelkanten und Rückkehrkanten besitzt, und da jeder Doppelpunkt der Fläche die Zahl der Doppelkanten des Tangentenkegels um Eins vermehrt, so kann die Fläche nie mehr Doppelpunkte besitzen, als welche die Gesammtzahl der Doppelkanten des Tangentenkegels zu der Maximalzahl ergänzen, welche ein solcher Kegel haben kann. Nun kann eine Curve sechster

Ordnung mit sechs Rückkehrpunkten höchstens vier Doppelpunkte besitzen und die Fläche dritter Ordnung kann also, weil ihr Tangentenkegel von der sechsten Ordnung ist und sechs Rückkehrkanten hat, höchstens vier Doppelpunkte haben.

Es ist nöthig, die verschiedenen Arten von Doppelpunkten zu unterscheiden, die eine Fläche haben kann. Wir unterscheiden:

	
A)    den gewöhnlichen Knotenpunkt (Art. 24, Schluss) C,, in welchem die Tangentenebene durch einen Kegel zweiten Grades vertreten wird. Die Linie, welche den Knotenpunkt mit einem beliebig gewählten Punkte verbindet, ist eine Doppelkante des bezüglichen Tangentenkegels, und da der Tangentenkegel aus einem Punkte dem ebenen Schnitt der Reciprokalfläche entspricht, so reducirt diese Doppelkante die Ordnung der Reciproken und damit die Klasse der Fläche um zwei Einheiten.


	
B)    Der Kegel zweiten Grades ist in ein reelles oder nicht reelles Ebenenpaar degenerirt, der Doppelpunkt wird als biplanar bezeichnet, die stets reelle Durchschnittslinie des Ebenenpaares ist seine Kante. Diese Singularität reducirt gewöhnlich die Klasse der Fläche um drei Einheiten; denn während beim gewöhnlichen Knotenpunkte die Tangentialebenen des Berührungs-kegels längs der Doppelkante die Tangentialebenen des Kegels der Tangenten im Doppelpunkte sind, fallen dieselben beim biplanaren Doppelpunkte in eine Ebene zusammen, so dass die nach dem Doppelpunkte gehende Gerade eine Rückkehrkante des Berührungs-kegels ist. Eine Fläche dritter Ordnung kann daher nicht mehr als drei biplanare Doppelpunkte haben, weil ein eigentlicher Kegel sechster Ordnung nicht mehr als neun Rückkehrkanten haben kann.



Im Falle der cubischen Regelflächen bilden die Punkte der Doppelgeraden eine Reihe biplanarer Doppelpunkte; sie enthält zwei uniplanare, welche sich auch unendlich nahe rücken können.

Aber es giebt specielle Formen des biplanaren Doppelpunktes. Während nämlich bei dem gewöhnlichen B, die Kante der Fläche nicht angehört, so kann sie dies im 1) speciellen Falle B^ thun und dann tritt eine Reduction um vier Einheiten in der Klasse ein. Ist z. R. x = 0, y == 0, 2 == 0 ein biplanarer Doppelpunkt nach den Ebenen x — 0, y = 0, so ist die allgemeine Form der Gleichung der Fläche u3 + xy = 0 für

u3 = coz2 — 3c,£2x — ^c^y — etc.

Im Falle Co = 0 haben wir die besprochene Specialität; man kann sie als aus der Vereinigung von zwei gewöhnlichen Knotenpunkten entstanden ansehen.

	
	
2)    Wenn nun hier die Fläche längs der Kante im Allgemeinen durch eine Ebene C1x — c2y = 0 berührt wird, die von den beiden Ebenen des Doppelpunktes verschieden ist, so kann dieselbe doch insbesondere mit einer derselben zusammenfallen oder es kann entweder C1 oder C2 gleich Null sein. In diesem Falle reducirt der biplanare Doppelpunkt B^ die Klasse um fünf Einheiten. Er kann als Vereinigung eines gewöhnlichen Knotenpunktes mit einem biplanaren angesehen werden.


	
3)    Schliesslich kann entweder x oder y ein Factor in u3 sein und wir erhalten einen biplanaren Doppelpunkt B,, der als aus der Vereinigung von drei gewöhnlichen Knotenpunkten entsprungen angesehen werden kann und der die Klasse der Fläche um sechs Einheiten reducirt. In diesem Falle heisst die Kante osculirend 3).



	
C)    Wenn die beiden Ebenen des biplanaren Doppelpunktes zusammenfallen, so entsteht der uniplanare Doppelpunkt U&, welcher die Klasse der Fläche um sechs Einheiten vermindert; die Gleichung der Fläche ist dann auf die Form 13 — x2 — 0 reducirbar. Die eine Ebene x = 0 schneidet die Fläche in drei geraden Linien, welche gewöhnlich verschieden sind, von denen aber zwei oder die auch alle drei zusammenfallen können; dann entstehen specielle uniplanare Doppelpunkte U7, U8, welche die Klasse der Fläche um sieben respective acht Einheiten redu-ciren. U6 kann als drei gewöhnlichen Knotenpunkten äquivalent, U^ als einem biplanaren mit zwei solchen, Us als zwei biplanaren mit einem gewöhnlichen Knotenpunkte äquivalent angesehen werden.



Zur weiteren Verdeutlichung fügen wir noch Einiges in Betreff der durch einen biplanaren Doppelpunkt gehenden Quer-

schnitte hinzu. Zunächst hat offenbar jeder dieser Querschnitte in demselben einen Doppelpunkt; derselbe ist insbesondere eine Spitze für die Ebenen des Büschels, das die Kante des biplanaren Doppelpunktes enthält und diese Kante ist die zugehörige Tangente. Diese Spitze ist für alle Ebenen des Büschels gleichgerichtet, wenn das den Kegel vertretende Ebenenpaar nicht reell ist; während im Falle der Realität dieser Ebenen die Spitze verschieden gerichtet ist, jenachdem die Ebene des Büschels in dem einen oder andern der von jenen Ebenen gebildeten Winkelräume liegt. Diese Ebenen selbst schneiden die Fläche in einer Curve mit dreifachem Punkte und dieser hat entweder nur einen reellen Ast oder er hat drei reelle Aeste. Der Uebergang in diese Lage hat im ersten Falle ein Verflachen und dann Umkehren der Spitze, im andern ein Hinantreten zweier weiteren Aeste der Querschnittscurve zur Spitze und eine Auflösung im umgekehrten Sinne zum Charakter.

Von da aus kann man sich den Uebergang vom gewöhnlichen Knoten zum biplanaren erläutern. Im Falle imaginärer Ebenen bildet der biplanare Doppelpunkt den Uebergang zwischen einer Fläche mit isolirtem und einer Fläche mit nicht isolirtem Doppelpunkte. Man kann durch Rotation der Curven mit Knoten, mit isolirtem Doppelpunkte und mit Spitze um die Symmetrieaxe („Höhere Curven" S. 30, 31; Fig. 10—12) diese Formen erzeugt denken. Wenn aber aus einem Knotenpunkte ein biplanarer Doppelpunkt mit reellen Ebenen werden soll, so muss die Fläche hier so gestaltet sein, dass die Ebenen durch die Kante des biplanaren Doppelpunktes sie zum Theil in einer Curve mit isolirtem Punkte, zum andern Theil in einer Curve mit kleiner Schleife durchschneiden, Curven, deren Haupttheile nach entgegengesetzten Seiten der Kante gerichtet sind. Man hat also auf der einen Seite des Knotenpunktes eine kleine Oeffnung; wenn diese sich enger und enger und schliesslich völlig zusammenzieht, so hat man den biplanaren Punkt erhalten, und bei weiterer Aenderung tritt die Oeffnung auf der entgegengesetzten Seite des Punktes und um 90° gedreht wieder auf.142)

Beispiel. Die in Art. 76 erwähnten Flächen des Orthogonalsystems von W. Roberts sind Flächen dritter Ordnung, welche die Berührungspunkte der von dem gewählten Punkte der Axe an die zugehörigen Focalkegelschnitte gehenden Tangentenpaare zu Doppelpunkten haben.

	
	
291.    Indem wir die cubischen Flächen nach den in den vorigen Art. beschriebenen Singularitäten unterscheiden, können wir dreiundzwanzig mögliche Formen derselben aufzählen, wie die folgende Tabelle sie zeigt.





Singularitäten:

B„,U„, B,++20,,B,+C„,U„,40„,2B,+C„, B,++2C„,B,++C„,U,,3B, Die beiden Regelflächen dritten Grades, die wir in Art. 287 und 289 erörterten und die beide von der Klasse drei sind, ergänzen diese Zahl auf dreiundzwanzig.143)

Wenn wir durch ul1), u^, u&\ respective v(1), etc. lineare, quadratische, cubische Functionen der ersten drei Variabein bezeichnen, so sind

	
	
2)    u(2)2, + u^ = 0,     3) u(")o(1),, + %0) = o die allgemeinen Gleichungsformen der Flächen von der 10ten und 9ten Klasse oder 2, 3 der Uebersicht. Wir fügen ferner bei, dass die Flächen 4ter Klasse 17 — 20 die respectiven Gleichungen haben





17) X12223 — 2,242 — x43 = 0, 18) 212224 — (21 — x,)x32 = 0, 19) 2,2224 — 31232 — x/ = 0, 2 0) x^x^ — 21232 — x,3 = 0; und die von der 5ten Klasse respective

	
13)          222324 — 212 (x, — x^ — x^ = 0,


	
14)           X1X234 — 21232 — x,2x3 = 0,


	
15)          x^x^ — x22x3 — 21232 = 0.



Die 8te, 7te und 6te Klasse mögen repräsentirt sein durch

	
5)    2212%4 — (x, — x,) (x,2 — ax^ — bx,2) = 0,


	
7)         X1%2%4 — 21232 — x,2x3 — ax,3 = 0,


	
8)       213 — (x, — x3 — x,) Xy — ax,2324 = 0,



	
12)           (X, — X2 — 23)2 X4 — X1%2%3 = 0.



Beispiel 1. Welches ist die Ordnung der Reciprokalfläche von ~ 3 9 •

Da diese Fläche in der Ebene X4 = 0 drei biplanare Doppelpunkte enthält, so ist ihre Reciprokalfläche von der dritten Ordnung. Für ein constantes X4, d. h. die Lage jener Doppelpunkte in unendlicher Entfernung, ist diese Fläche der Ort der Durchschnittspunkle der Geraden, welche die Paare der Gegenkanten aller der Tetraeder halbiren, die — von den Coordinatenebenen mit einer veränderlichen Ebene gebildet — einen Constanten Inhalt haben.

Beispiel 2. Welches ist die Reciprokalfläche von

[image: ]



Da diese Fläche dritter Ordnung die Eckpunkte der Pyramide

31 =0, X2 = 0, N = 0, X4 = 0 zu Doppelpunkten hat, so muss die Reciprokalfläche von der vierten Ordnung sein.

Betrachtet man dann die Gleichung der Tangentenebene der Fläche in einem Punkte xi, welche in der Form

	
	
A, A,   I   a, X2   I   ^3 x, I   a, X, ___ 0





xc,‘2    '    xc,”2    *              I    xc ‘2         • darstellbar ist, so erhält man als die Bedingung, unter welcher die Ebene

51”, + 5202 + 5383 + §4X4 = 0 die Fläche berührt, d. h. als Gleichung der Reciprokalfläche

(a,6)’ + (a,£) + (a,s,)’ + (u,8,)4 - 0, die durch Beseitigung der Wurzelgrössen als vom vierten Grade erkannt wird.

Schreibt man an Stelle von a,81, a,52, a383, a4^ die 21, X2, X3, X4, so wird die Gleichung der Reciprokalfläche

Va, + Vx, + Va, + Vx, = 0 , welche rationalisirt (x,2 — x,2 — 232 — 242 — 2 x, x3 — 22321 — 2 X1 x, — 2 2,24 — 222%4 — 2 2324)2— 642,2,2324 = 0 giebt, die Stei-ner’sche Fläche vierter Ordnung. Sie hat drei sich in einem Punkte schneidende Doppelgerade, jede ihrer Tangentialebenen schneidet sie in zwei Kegelschnitten, etc. 144)

Der Tangentenkegel dieser Fläche aus einem ihrer Punkte muss als von der vierten Ordnung mit vier Doppelkanten in zwei Kegel zweiten Grades zerfallen. (Vergl. Art. 329.)

Allgemein ist die Gleichung der Reciprokalfläche von ax,” — agx," — asxs” — a4X4” = 0 von der Form

n              n              n             n

1

 In dem Falle, in welchem die Fläche eine doppelte oder andere vielfache Linie enthält, verschwindet die nach der Methode des vorigen Artikels gebildete Gleichung der Reciprokalfläche identisch, weil dann

2

 Es ist dabei vorausgesetzt, dass die Ebenen X und Y, die Doppelebenen der Involution, reell sind. Die Reduction auf die Form

w (x2 + y2} — ^zxy = 0

ist dagegen stets ausführbar, und in ihr entspricht das untere Zeichen den imaginären, das obere den reellen Doppelebenen. Im ersteren Falle liegt die Doppellinie ganz als reelle Gerade in der Fläche, im letzteren Falle findet dies nur für einen begrenzten Theil der geraden Linie statt. In jenem Falle schneidet jede Ebene die Fläche in einer Curve mit reellem Knotenpunkte, in diesem findet dies nur für diejenigen Schnitte statt, welche die Doppelgerade in jener Strecke treffen, während für alle andern diese Linie einen conjugirten Punkt des Schnittes bestimmt. Die Cuspidalpunkte begrenzen diese Strecke der Doppellinie. Eine gerade Linie, in welcher jeder Punkt ein Cuspidalpunkt ist, kann nur dann in der Fläche dritter Ordnung existiren, wenn dieselbe eine Kegel fläche ist.

3

 Wenn eine Fläche längs einer geraden Linie von einer Ebene berührt wird, so zählt diese als Theil des Schnittes der Ebene mit der Fläche zweifach, so dass der Rest desselben von der Ordnung n — 2 ist. Sie kann aber dreifach zählen, so dass der Rest (n — 3)ter Ordnung ist. Im ersten Falle verhält sie sich wie die Erzeugenden einer developpabeln Fläche und Cayley hat sie als torsal bezeichnet, im letztem Falle als oscular. Wenn sie nur der Fläche angehört, diese aber in ihren Punkten von verschiedenen Ebenen berührt wird, so verhält sie sich wie die Erzeugende einer windschiefen Regelfläche und Cayley nennt sie scrolar.


A,5"—1 + A,5,"-1 + A,s,"—1 + A,5,"—1 = 0.

(Vergl. „Höhere Curven" Art. 90.)

Eine Fläche dritter Ordnung mit vier Doppelpunkten ist auch die Enveloppe von

ag + by2 + cg + 21ns + 3mg5 + 2n^ = 0, wo a, b, c, l, m, n durch Gleichsetzung mit Null Ebenen re-präsentiren und § : §, n : $ zwei veränderliche Parameter sind. Die Enveloppe ist offenbar von der dritten Ordnung, und dass sie von der vierten Klasse ist, geht daraus hervor, dass wir für die Substitution der Coordinaten zweier Punkte vier Ebenen des Systems aus der Gleichung erhalten, welchen dieselben angehören.

Allgemein ist die Enveloppe von as — bn” — • • = 0 von der Ordnung 3 (n — 1)2 und von der Klasse n2. Ihr Tangentenkegel aus einem beliebigen Punkte ist von der Ordnung 3n(n — 1). Sie hat eine Cuspidalcurve, deren Ordnung dieselbe ist wie die Ordnung der Bedingung, unter der U-lV=0 eine ebene Curve mit einer Spitze im Büschel nter Ordnung bezeichnet, oder gleich der Zahl von Curven der Form U — A V — uW=0, welche eine Spitze haben. Die Fläche hat auch eine Knotenlinie oder Doppelcurve, deren Ordnung mit der Zahl von Curven U-lV-uW=0 übereinstimmt, welche zwei Doppelpunkte besitzen1).

	
	
	
292.    Die Gleichung einer Fläche dritter Ordnung ohne vielfachen Punkt kann in die Form







a,2,3 — a,2,3 — a3233 — a4x43 — u5X53 — 0 gebracht werden, wo

X1 = 0, X2 = 0, X3 — 0? X4 = 0, X5 = 0 Ebenen repräsentiren und die implicite in ihnen enthaltenen Constanten so gewählt sind, dass die identische Relation, welche nach Bd. I, Art. 36 die Gleichungen von fünf beliebigen Ebenen mit einander verbindet, in der Form

11+2,+8+a,+%=0 geschrieben werden kann.

In der That enthält die allgemeine Gleichung dritten Grades zwanzig Glieder und somit neunzehn unabhängige Constanten, und die gedachte Form fünf Glieder mit vier unabhängigen Con-stanten, während überdies jedes dieser Glieder drei andere Constanten implicite enthält. Die Zahl der Constanten ist also in beiden Formen die nämliche. Damit ist jedoch die Möglichkeit der Reduction der allgemeinen Form in die specielle nicht streng erwiesen. 145) (Vergl. Art. 25 der „Höheren Curven".) Das von Sylvester 1851146) ohne Entwickelung seines Beweises nur mit dem Bemerken veröffentlichte Theorem, dass er einen solchen Beweis besitze, aus dem hervorgehe, wie die Reduction in einer einzigen Weise vollzogen werden könne, ist dann von Cleb sch zuerst bewiesen worden, und wir kommen auf diesen Beweis zurück, nachdem wir gezeigt haben, dass die so reducirte Form für die Untersuchung der Eigenschaften der Flächen dritter Ordnung von grossem Vortheil ist.

	
	
	
293.    Wenn wir die Gleichung der ersten Polare irgend eines Punktes in Bezug auf die Fläche nter Ordnung U = 0 in der Form







2, U1 + «2 U, + a U; + x, U4 = 0 schreiben, so wird die Existenz eines Doppelpunktes in ihr durch die Erfüllung der Gleichungen

	
	
	
294.    Die Tangentenebene der Hesse’schen Determinantenfläche der Fläche dritter Ordnung im Punkte A ist die Polarebene von B in Bezug auf diese Fläche dritter Ordnung.







Denn wenn wir irgend einen dem Punkte A unendlich nahen Punkt A' der Hesse’schen Fläche betrachten, so muss, weil die ersten Polaren von A und A' einander unendlich nahe Kegel sind, wie in Art. 179 der „Höheren Curven“, ihr Durchschnitt unendlich nahe ihrem Scheitel B kommen, also auch die Polarebene von B durch AA' und ebenso durch jeden andern zu A unendlich benachbarten Punkt der Hesse’schen Fläche gehen; d. h. B muss der Pol der Tangentenebene in A sein.

Und ebenso ist die Polarebene eines Punktes A der Hesse’schen Fläche H— 0 allgemein die Tangentenebene der conjugirten Kernfläche K ~ 0 im entsprechenden Punkte B. Insbesondere sind die Tangentenebenen der Fläche U = 0 längs der Curve parabolischer Punkte oder der Wendecurve derselben Tangentenebenen der Fläche K = 0, d. h. in dem Falle der Fläche dritter Ordnung speciell: Die der Fläche dritter Ordnung nach der Curve ihrer parabolischen Punkte umgeschriebene abwickelbare Fläche ist zugleich auch ihrer Hesse’schen Fläche {H, K^ umgeschrieben. Wenn eine gerade Linie diese Hesse’sche Fläche in zwei entsprechenden Punkten A und B und überdies in zwei andern Punkten C und D schneidet, so durchschneiden sich die Tangentenebenen in A und B nach der Verbindungslinie der beiden Punkte, welche den Punkten C und D entsprechen.

	
	
	
295.    Wir wollen die vorhergehenden Sätze auch mittelst der reducirten Gleichungsform untersuchen.







Die Gleichung der quadratischen Polare eines Punktes in Bezug auf

A1213 + 0,8,3 + Aa8s3 + a^^ + C5Eg3 = 0, wird nach den gewöhnlichen Regeln gebildet, wenn man an Stelle von 25 seinen Werth

— (, +2+8 + =) substituirt, da dann die Gleichung in Function von vier Veränderlichen erscheint. Wir finden so

0,4‘=2 + a,8,‘8,2 + aa”s‘z2 + d424‘z,2 + d5%s‘%2 = o.

Die Differentiation dieser Gleichung nach 21 giebt, weil dz, = — dzi ist,

d,‘*1 = a5%s‘%5 ,

und da der Scheitel der conischen Polarfläche die vier nach 21, 22, £3, 24 gebildeten Differentiale verschwinden machen muss, so erkennen wir, dass die Coordinaten 2,’, %,‘, 23, 24, %5‘ eines Punktes A der II esse7 sehen Fläche mit den Coodinaten 21, %2, £3, 24, ^5 des entsprechenden Punktes B, des Scheitels der zugehörigen Polarkegelfläche, durch die Relationen

0121 81 — 0,22 82 — da®s Es — d4”4 F4 — d5E§ %5 verbunden sind. Wenn wir den gemeinschaftlichen Werth dieser Grössen gleich Eins setzen, was erlaubt ist, weil es sich nur um die Verhältnisse der Coordinaten handelt, so können wir die Werthe der Coordinaten von B durch

1111 1 axz^ a^1 a^1 a^^ ‘ az, ausdrücken und erhalten, da sie der Identität

2,+8 + 8 + 4 + % = 0 genügen müssen,

1+1+1+1+10, “181 1 @222 1 a3z3 1 0424 1 a^z^ ‘ oder

agas@,a5222324%5 — etc. = 0, d. i. Za,aya,05£,2324%5 — 0 als Gleichung der Hesse’schen Fläche.

Die Form dieser -Gleichung zeigt, dass z. R. die Gerade 24 = 0, ^ = 0 ganz in der Hesse’schen Fläche liegt und dass der Punkt 21 = 0, 22 ~ 0, 23 = 0 ein Doppelpunkt in ihr ist. Da aber die fünf Ebenen 21 = 0, 22 = 0, 23 — 0, 24 = 0, z5 = 0 zehn Combinationen erlauben, sowohl wenn sie zu zweien als wenn sie zu dreien genommen werden, so entspringt Sylvester’s Theorem, nach welchem die fünf Ebenen ein Pentaeder bilden, dessen zehn Eckpunkte Doppelpunkte der Hesse-sehen Fläche und dessen zehn Kanten ganz in derselben enthalten sind.

Die quadratische Polare des Punktes 21 = 22 — 23 === 0 ist nach dem Obigen

d4E4‘z42 + a5%5‘%2 = 0

und zerfällt also in zwei Ebenen, welche sich in der den Ebenen Z4 = 0, 25 === 0 gemeinschaftlichen Geraden durchschneiden; jeder Punkt dieser Linie kann daher als der dem Punkte A (21 ==%,== %, == 0) entsprechende Punkt B angesehen werden. Es existiren also für eine Fläche dritter Ordnung zehn Punkte, deren quadratische Polarflächen in Paare von Ebenen degeneriren; dieselben sind Doppelpunkte der Hesse’schen Fläche und die Durchschnittslinien der entsprechenden Paare von Ebenen liegen in derselben; die Ebenenpaare sind harmonisch conjugirt in Bezug auf die entsprechenden Flächen des Pentaeders.

Durch den directen Beweis dieser Sätze kann die Möglichkeit der Umformung der gegebenen Gleichung in die Summe von fünf Guben nachgewiesen werden. Aus der algebraischen Untersuchung (siehe Art. 297) geht hervor, dass eine symmetrische Determinante von p Zeilen und Reihen, deren Elemente Functionen nter Ordnung in den Variabein sind, eine Fläche von der Ordnung np darstellt, welche ^p (p2 — 1) n3 Doppelpunkte hat; so hat die Hesse'sche Fläche der Fläche nter Ordnung immer 10 (n — 2)3 Doppelpunkte.

Die Gleichung der Tangentenebene der Hesse’schen Fläche in irgend einem Punkte kann in der Form

&,,,+%,+%,+2+%=0

di         «2 224 ' «3 234 C4 24     «5 25

dargestellt werden, welche für die Substitutionen —7, ... für F1, ... in

a,41221 + ^2z2 + a32a"2%3 + 4424224 + d5%5"2%5 = 0 übergeht; dies ist aber die Polarebene des entsprechenden Punktes in Bezug auf U = 0.

Beispiel. Die zehn Kegelschnitte, in welchen die Tangentenkegel aus den Knotenpunkten die Hesse’sehe Fläche noch durch-schneiden, sind zehnmal zu dreien in perspectivischer Lage für zehn Centra, welche auf den Pendaeterkanten und in einer einzigen Ebene liegen. 147)

	
	
	
296.    Wir geben hier den Beweis nach Cie b sch ’s Darstellung, bevor wir zu weiteren Untersuchungen schreiten, weil das Pentaeder für das Verständniss der Theorie der Flächen dritter Ordnung von der grössten Wichtigkeit ist.







Wir gehen von den Gleichungen des Art. 293 aus, indem wir Xi durch yi ersetzen. Wenn jene vier Gleichungen sich durch besondere Werthe der Xi auf zwei von einander verschiedene reduciren, so liegt der Pol im Durchschnitte zweier Ebenen an beliebiger Stelle. Für einen solchen Punkt Xi verschwindet aber äusser der Determinante H auch das System ihrer zehn Unterdeterminanten

	
1)    H == 0.



Es ist zu untersuchen, wie viele gemeinschaftliche Lösungen diese zehn Gleichungen zulassen, und man kann von den gemeinschaftlichen Lösungen irgend dreier unter ihnen ausgehen, um zu zeigen, welche von ihnen auch den sieben übrigen entsprechen.

Wählen wir als solche die von

	
	
4)    F =0, H2 = 0, 12 = 0, welche, als Oberflächen 3(n — 2)ter Ordnung darstellend, 27 (n — 2)3 Schnittpunkte ergeben. Die Relationen der Unterdeterminanten geben dann


	
"31 Ha + Ma Ha = H, 1a1 Ha2 + Ma H42 = 0 , a) 132 Ha + "az Ha = 0, b) *32 132 + "42 442 =H,







"33 Ha1 + MazHa = 0,        133 1192 + 143 H42 = 0, 134 H31 + M44 H41 = 0,        134 H32 + M44 H42 =0. Diese Gleichungen können im Allgemeinen nur bestehen für

	
2)    H=0, ^==0, Ha =0, H2 =0, H42 =0; Ausnahmen bilden nur die Fälle, in denen jedes der Systeme a), b) sich auf ein Paar von Gleichungen zur Bestimmung der vier letztem Grössen reducirt, bei deren einer wenigstens rechts nicht Null steht; dies kann nur für


	
3)    133 = 0, 134 “ 0, "44 = 0 der Fall sein. Es müsste denn H =0 sein, und jedes der Systeme a), b) sich auf eine Gleichung reduciren, was nur möglich ist, wenn eine Grösse A sich so bestimmen lässt, dass


	
4)    131 = A141, 132 = A"42, 133 = Au43, 134 = A144 wird.



Von den drei Möglichkeiten gemeinschaftlicher Lösungen entspricht der ersten, bei welcher die Gleichungen 3) bestehen, die Anzahl (n — 2)3 einfacher Lösungen der Gleichungen A, ohne eine gemeinsame Lösung von 1).

Denn wenn das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen 1) durch das Verschwinden von


		
"11 ,
	
212 ,
	
213 ,
	
",4 ,
	
31
	

		
112 ,
	
“22»
	
"23,
	
"2 ,
	
32
	

	
0 =
	
213 ,
	
"23 ,
	
"33,
	
"sa ,
	
33
	

		
"14,
	
124,
	
u^j
	
"44 ,
	
34
	

		
31,
	
32,
	
33,
	
J4,
	
0
	

	
für alle y ersetzt wird, so
	
zeigt die aus 3) entspringende


		
"11 ,
	
112 ,
	
213 ,
	
un,
	
31
	

		
112 ,
	
"22,
	
"23 ,
	
124 ,
	
32
	

	
0 =
	
"13,
	
"23 »
	
o,
	
0,
	
93
	
»


		
"14,
	
"24,
	
0,
	
0,
	
34
	

		
31,
	
32,
	
33,
	
34,
	
0
	

	
dass nur die Coefficienten
	
von yt
	
3,323,
	
3132
	
verschwinden.




Form

	
	
297.    Den Gleichungen 4) entspricht das Verschwinden von H13, H1a, 123, H2a, so dass nur H^t HM, Haa von Null verschieden bleiben; die Elimination der x aus 4) giebt eine Resultante, welche für die Coefficienten jeder der Gleichungen vom Grade (n — 2)3, also für die Coefficienten von u und für A vom Grade 4 (n — 2)3 ist, d. h. sie geben 4 (n — 2)3 Werthsysteme der x. Dieselben gehören aber überdies den Gleichungen A) mehrfach an. Denn wenn man die Differentiale von H,1, 11^, H,2 bildet, indem man etwa in 6 die Grössen 33, 34 durch Null ersetzt, so dass





e = - (H,v,2 + B^yf + ‘iTIaylyi\

wird, und d6 bildet, so entspringt mit Rücksicht auf 4)

d0


		
M,1, 112, du,3, 114, 31
		
"11» “12, "13,
	
du
	
ia, 31


		
112, U22, C123, 124, 32
		
“12, "22, "23,
	
du
	
247 32


	
===
	
113,
	
423, du33, 134, 0
	
+
	
"13, "23, "33,
	
du
	
sa, 0


		
"a.
	
424, du34, U44, 0
		
“14, "24» "34,
	
du
	
447 0


		
J1,
	
J2, o, 0, 0
		
31, 32, Q,
	
0
	
, 0


		
M,1, ur2t dus.
		
1,4, 31
		

		
"12, "22, C123,
		
124, 32
		

	
--
	
1,3, 123, duas.
		
uaa, 0
		

		
0,    0, du34
		
- “, o, 0
		

		
31, 32, o,
		
0, 0
		

		
"11, "12, "13,
	
du,4,             31
		

		
"12, "22, "23,
	
du,a,             32
		

		
"13, “23, "33,
	
d 13 4,              0
		

			
0,    0,    0,
	
du^
	
C&34 0

A ‘
		

		
31, 92, 0,
	
0,
	
0
		

			
M,
	
, "12, "13,
	
31
	

		
o d 134  1  d 133 1
	
112, 122, U23,.
	
92
	

		
j C 44
	
T 23 1
	
"13
	
, "23, "33,
	
0
	

			
31
	
32, 0,
	
0
	



Die Differentiale von H,1, H^, H12 unterscheiden sich also für die Gleichungen 4) nur durch einen Factor, und die drei durch Gleichsetzung dieser Grössen mit Null dargestellten Oberflächen haben in jedem den 4) entsprechenden Schnittpunkte eine gemeinsame Tangentenebene; daraus folgt, dass diese Punkte vierfach zu zählen sind, da in einem Berührungspunkte dreier Flächen im Allgemeinen vier Schnittpunkte derselben zusammen-fallen2). Die Gleichungen 4) vertreten also 16 (n — 2)3 gemeinschaftliche Punkte der A.

Wenn weder die Gleichungen 3) noch die 4) stattfinden, so geben die letzten Gleichungen der Systeme a), b)

1,=0, IT,, == 0, 1,4 == 0, 1, == 0, somit

H = 0;

also kann man zu a), b) noch hinzufügen

133 H33 + 134 H34 = 0, 133 Hsa + 134 H44 = 0, 143 H33 + u,4 H, = 0,  "43 Hs4 + u Ha = 0, so dass nothwendig

H,, = 0, I„ = 0, H=0 sind, d. h. sämmtliche Hik verschwinden. Und die Anzahl solcher Lösungen ist

= 27 (n — 2)3 - (n — 2)3 - 16 (n — 2)9 = 10 (n - 2)3; also speciell für Flächen dritter Ordnung — 10.

	
	
298.    Eben für diese kann die Gleichung der zehn Knotenpunkte in Ebenencoordinaten leicht aufgestellt werden. Sind §1, §2, §3, 54 die Coordinaten einer durch den Knotenpunkt 21, x,, x3, X4 gelegten Ebene, so ist



	
5)    512, + 82x2 + 5323 + 54X4 = 0 •



Multiplicirt man diese Gleichung mit den zehn Quadraten und Producten der x, so erhält man zehn in den Producten NiXckXCh lineare Gleichungen und kann aus ihnen zusammen mit den zehn in denselben Grössen linearen Gleichungen Hik == 0 die zwanzig Grössen XiXkXh eliminiren. Die entspringende Determinante ist das Product der Gleichungen der zehn Knotenpunkte. Setzt man

	
5,    = a, + ^l>i (i = 1, 2, 3, 4), wo die a, b beliebige Constanten sind, so dass nach 5)



2        @1 X^ + @2 ^2 + da Sa + d I4

	
	
b, &, + baa, + b,E, + b42, ist, so verwandelt sich jene Gleichung in eine Gleichung zehnten Grades für 1,





	
6)    F() =0,



deren Wurzelwerthe vorläufig durch

^12 3> 11247 1125, 11347 1135, 1145, 1234, 1235, 1245, 1345 bezeichnet werden mögen.

Für u als einen unbestimmten Factor hat man zugleich

	
7)    ux, == fi (2), ux, = f2 (2), uxy == fs (A), uxa == fa G) •



Die Gleichung ist auflösbar mit Hilfe einer Gleichung fünften Grades. Ihre Eigenschaften geben geometrische Eigenschaften der Fläche dritter Ordnung wieder.

Ist x‘ einer der zehn Knotenpunkte, so ist die Gleichung seiner Polare

X X U; % Xi Xx     0,

wenn u^ das bezeichnet, was durch Substitution der Coordi-naten von x aus Mix hervorgeht; diese Polare ist ein Ebenenpaar, weil die aus den Ui^ zu bildenden Partialdeterminanten sämmtlich verschwinden, so dass stets

Z 2 u; x Xi Tx = («, «i + C, 22 + «3 X^+C4 a) (Bi N, + ß2 ^2 +ßax+ ß4 X4) ist; da für die Schnittlinie des Ebenenpaares die Differentialquotienten links wie rechts nach sämmtlichen x verschwinden, so bestehen die auf zwei verschiedene zurückkommenden vier Gleichungen

	
8)    un &1 — Ui2 22 — u^ x^ — Ui^ T4 = 0, die Gleichungen der dem Knotenpunkte entsprechenden Geraden. Dies giebt den Hauptsatz des Artikel 295.



In jenen Geraden liegen aber selbst Doppelpunkte der Fläche H = 0. Der durch die Gleichungen 7) nicht völlig bestimmte Punkt x lässt sich so wählen, dass für ihn selbst sämmtliche Hilz verschwinden, oder dass die symmetrische Determinante ® des Artikel 296 unabhängig von den Werthen der y gleich Null wird. Multiplicirt man die Determinante @ mit dem Quadrate von


		
“1 ,
	
«2 ,
	
^3 ,
	
X4 ,
	
0
	

		
Pi,
	
P2,
	
Ps,
	
Pa, .
	
0
	

	
D =
	
41,
	
72,
	
Is,
	
Q4,
	
0
	
»


			
T2,
	
Ta,
	
T4,
	
0
	

		
0,
	
0,
	
0,
	
0,
	
1
	

	
wo die p, q, r Constanten
	
sind,
	
für
	
welche
	
D
	
nicht verschwin




det, so erhält man für

upq = SXu^pi^, Jp == 31P1 — 9222 — 9323—3424, etc.


		
0, 0, 0, 0,    *
		

		
0, Upp, Up q, Up r, yp
		
Up p 2 Up q 2 Up r


	
@.D=
	
0, Upq, Uqq , Uqr} Yq
	
= - W2
	
Up q 2 Uq q 2 Uq r


		
0 , Upr , Uqr , Urr , yr
		
Upr 2 Uqr9 Urr


		
yx y yp j 34, yr,    0
		

	
Salmon
	
-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf.
	
25




	
	
d. h. man erhält bei Geltung der Gleichungen 8) die Erfüllung sämmtlicher Gleichungen lkk — 0 für die Gleichheit der letztgeschriebenen Determinante mit Null für beliebige Werthe von p, q, r. Da jene beiden linear sind und diese vom dritten Grade ist, so genügen ihnen drei Werthsysteme, d. h. es giebt auf jeder der zehn Geraden drei Knotenpunkte. Auch muss x nach 8) auf der dem Knotenpunkte x entsprechenden Geraden liegen, mithin auf allen drei Geraden, welche den soeben bestimmten Punkten entsprechen. Denken wir das Coordinaten-Tetraeder so gewählt, dass für den Knotenpunkt X1 = X2 = x3 = 0 und für die entsprechende Gerade X3 = X4 = 0 ist, so kann man die zehn Gleichungen Hik = 0 durch das System



	
9)    ^ik ^ißk + ßi^k ersetzen, wo a, ß Constante und



C1 21 + &2 X2 — «3 R3 — &4 X4   0,

	
B.” + ß2«2 + Baaa + B4C, = 0



die Gleichungen der Ebenen sind, in welche die Polare des aus 8) gefundenen Knotenpunktes zerfällt.

Darnach liegen dann auf den durch einen Knotenpunkt A gehenden Geraden im Ganzen sieben Punkte, und die zugehörige Gerade a enthält die drei übrigen B, C} D; denken wir ihnen die Geraden ß, 7, 3 entsprechend, so gehen durch B, C, B noch je zwei andere Gerade, die zu zweien auch durch die äusser A auf ß, y, ö liegenden Punkte gehen. Die durch B gehenden Geraden, welche den auf ß liegenden Punkten entsprechen, dürfen die Linie ß selbst nicht treffen, jede von ihnen geht durch einen Punkt in y und einen in 3, so dass beide zusammen beide Punkte von y und beide von 3 treffen. Ebenso treffen die durch C gehenden Geraden die Punkte von ß und ö, die durch B gehenden die Punkte von ß und y. So entstehen drei vollständige Vierecke, gebildet aus je zweien der Geraden ß, y, 8 und aus je einem der durch B, C, B gehenden Paare; zu ihnen treten dann noch zwei eben solche, die durch a gehen und von den durch B, C, B gehenden andern Geraden immer je eine enthalten. Sie bilden das Pentaeder.

Sind 1, 2, 3, 4, 5 die Ebenen desselben, so sind

	
	
123,    124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345 und 45, 35, 34, 25, 24, 23, 15, 14, 13, 12





die entsprechenden Ecken und Kanten. Jene entsprechen den Wurzeln der Gleichung.

	
	
299.    Die Eigenschaften dieser Gleichung ergehen sich darnach.





Bezeichnen A‘, A", A" drei Wurzeln entsprechend drei Punkten derselben Geraden und A die Wurzel für den entsprechenden Punkt, so finden zwischen den Goordinaten eines der ersten drei Gleichungen, zwei lineare und eine cubische, statt, deren Coef-ficienten nur von den zu A gehörigen Goordinaten abhängen. Verbindet man etwa die zu l' gehörigen drei Gleichungen mit 0 = (a, %,‘+a,a,‘+aaz‘+ a4x4) + A‘ (b, «,‘+ b,%,‘+ bae‘+ b4x,’), und eliminirt 21 , X2 , 23 , X4 , so erhält man für A‘ eine cubische Gleichung, deren Wurzeln A‘, A", A" sind; ihre Coefficienten hängen von den Goordinaten von A oder ihren Verhältnissen ab und lassen sich mit Hilfe der Gleichungen 7) durch A ausdrücken. Man kann also alle symmetrischen Verbindungen von A‘, A", A" als rationale Functionen von A darstellen. Und ebenso für die neun übrigen Combinationen dieser Art, also jede symmetrische Function


		
von
	
^123?
	
^124?
	
1125
	
durch
	
1345 r


		
von
	
11347
	
1135,
	
1132
	
durch
	
2,45, etc.


	
endlich
	
von
	
1351 ,
	
1352,
	
1354
	
durch
	
11247


	
und
	
von
	
1451,
	
1452,
	
1453
	
durch
	
1123 •




Ist dann

2’9 — 2", (2) + 2‘ () — z (1) = 0

die cubische Gleichung von den Wurzeln A‘, A", A", so besteht eine ähnliche Gleichung, die ebenfalls V zur Wurzel hat, für jedes 1, dessen entsprechende Gerade durch den zu A‘ gehörigen Punkt geht; solcher Geraden giebt es drei, und wenn 1, A1, 2, die entsprechenden Wurzeln sind, so gelten auch die Gleichungen 278 — 224 (a,) + 2’1 (2,) — z (Aj = 0, A"3 — A"q (42) + 2‘ • (12) — z (1,) = 0.

Aus ihnen bestimmt sich A‘ vollständig, denn es giebt nur einen Punkt, welcher auf den drei zu A, 11, 1, gehörigen Geraden liegt. Man erhält aber

a = % (1, 1, 2,) ,

wo 2 eine rationale symmetrische Function ist, d. h. jede

25*

Wurzel der Gleichung 6) ist eine rationale symmetrische Function von drei andern.

Wenn nun y eine symmetrische Function von vier Argumenten bezeichnet und

31 = 9 (1234, 1235, 1245, 1345), 32 = 9 (1134, 1135, A145, 1345), 33 = 9 (1124, 1125, 1145, 1245), 34 = 9 (1123, 1125, 2135, 1235), 35 = 9 (1123, 1124, 1134, 1234),

so können mit Hilfe des vorletzten Satzes diese Grössen y transformirt werden; man kann z. B. yx ebensowohl als eine symmetrische Function von

ansehen, also nach jenem Satze als eine symmetrische Function von 2451, 2231, von Z351J 2421, von 2251, As41, so dass

yr = ^l (1451, 1231) = 2 (2351, 1421) = 2 (1251, 2341), und somit

3y," = ^ (Aisi, 2211) + I" (Aasi, 2421) + S" (1,51, ^341) ist. Ebenso findet man

332" = J" (2152, 2234) — 9" (1124, 2,35) — I" (2123, 1245) , etc., 3y," = &" (2345, 2125) + S" (2245, A13s) + 8" (31a5, A235) , und daraus die Summe

6 (y," + y2n + . • • + yf)

= 92" (1123, 1,45) + 2" (1,23, 1245) + 82" (1123, 1345)

— 92" (2,24, 2,35) — ^n (1124, 2235) — ^n (2124, 2435)

+ &" (2345, 2312) + ^n (4345, 2412) + ^n (23457 ^512)? in welcher sich die Zeilen der rechten Seite nach eben jenem Satze als je eine symmetrische Function von 1123, 1124, etc. er-geben, so dass die ganze rechte Seite auf rationale Weise durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausdrückbar ist. Da nun also die Potenzsummen der y sich für jedes q durch bekannte Grössen ausdrücken lassen, so kann man stets eine Glei-chung fünften Grades

10) f(y) =y— Ay—By‘— Cy^Dy-E aufstellen, deren Wurzeln J1, J2, y^, y^ y^ sind. Nach Auflösung derselben sind aber sämmtliche Wurzeln A der Gleichung zehnten Grades 6) bekannt. Denn man kann fünf Gleichungen

24 — a, 23 + B, 22 — 71 2 + ö, = 0,

24 — «,28 + 8,12 — 72 + 3, = 0,

2‘ — q,2° + B.2* — 72+8 =0 bilden von den respectiven Wurzelgruppen

1234, 1235, 1245, 1345; 11347 1135, 1145, 1345; 1123, 1124» 1134, 12343 um z. B. die a zu berechnen, bildet man die Summe

an = J"C, + y2n^ + y^ «s + y^1^ + y^n^, in welcher jedes Glied eine symmetrische Function derselben Art wie vorher q ist, so dass sich die Summe wie vorher die aller yn durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausdrückt und man also erhält

Q = 4  + «2 + «s — T  + a , d, = E131 + ^y^ + Ca33 + a4,y4. + «535,

d4 = C,314 + ^y^ + ^y/ + C4944 + Cs354, Gleichungen, deren linke Seiten sich durch bekannte Grössen rational ausdrücken lassen. Mittelst derselben drückt man die « durch die y und die Coefficienten der gegebenen Gleichung aus; durch ähnliche Systeme die ß, y, 3. Man kann also, wenn sämmtliche Wurzeln von 10) bekannt, die fünf gedachten Gleichungen bilden und ihre Wurzeln, d. h. die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung zehnten Grades bestimmen, da je zwei von ihnen stets eine und nur eine gemeinsame Wurzel haben.

	
	
300.    Sind nun x, x‘, x" drei in einer Geraden gelegene Knotenpunkte, so hat man nach 9) folgende drei Systeme von zehn Gleichungen





^ik = «i ßk [ ßi ^k, Mik      a i ßk | ßi ^k ,

Mik = ai" ßk" — ßi" CIk", in denen die a, ß die Coordinaten der drei Ebenenpaare sind, in welche die Polaren der Punkte x, x , x" zerfallen. Da diese Punkte aber in einer Geraden liegen, so giebt es Factoren u, u‘, u", so dass für jedes i

uxi — u &i — u Xi = 0, und somit, da die uik lineare Functionen der x sind, auch

^Uik — u Uik — u Uik = 0 ist. Setzt man hier die Werthe von uik, etc. ein, multiplicirt die Gleichung mit den laufenden Coordinaten XiXk und summirt nach i und k, so erhält man für

A = C, X1 — «2 X2 + a3 Xa + C4 XL = 0,

B=AX+AX, + BaX, + .X, = 0, etc. als die Gleichungen der Ebenen, in welche die Polaren zerfallen,

	
11)    LAB+ ^A'B'-\- ^"A"B"^ 0, welche für alle Werthe der X bestehen muss, also eine der gegenseitigen Lage der sechs Ebenen zukommende Eigenschaft ausspricht. In der That kann man aus ihnen mit Beachtung dessen, was man von dieser Lage schon weiss, drei lineare Ausdrücke E, E', E" so bestimmen, dass



AB = u‘E”2 — ^'E'2, A'B' = u" E2 — uE", A"B" = ME2 — ^i'E2 ist, oder darf setzen
[image: ]

A"=E'yu +e Vu‘, B"=E'yu —e yu , d. h. man hat den letzten Satz des Art. 295.

Man kann die Coefficienten der E und x so bestimmen, dass in ihnen nur Summen und Differenzen der E erscheinen. Setzt man dann

[image: ]

so erhält man aus 9) das System der zehn Gleichungen

123 123        (4) (4)        (5) (5)        124 124        (5) (5)        (3) (3)

u.,  6   == c. c,  — c. c} ,   u., 6   = c. c:  — c. c;  ,

IK                 l K          l K 7 IK                l K          l K   7




	
12)     ...................



in welchen die o constante Factoren bedeuten und stets

, etc.

i                           t 7 ist, überdies aber

so gebildet ist, dass («ßyöa) eine positive Permutation der Reihe (1 2 3 4 5) ist.

Sie sind aus vieren unter ihnen, die vermöge der passenden Annahme der absoluten Werthe der c angenommen werden können, bestimmt durch die in den Gleichungen

	
13)    o"8T.a;81+o*P8.a;8+d*P*.a“**=0 gegebenen Bedingungen, dass zehnmal drei Punkte x in einer Geraden liegen.



Dass die o diesen Gleichungen gemäss bestimmbar sind, zeigt folgende Betrachtung. Man kann die absoluten Werthe der x so bestimmen, dass unabhängig von den Werthen der z

1,   22 ,   Es ,   Ea c    > c    2 c aßV _ 1)  2)  3) T cA  c",  C^

Diese erfordert die Voraussetzungen

G®ßr = v" . T8 . T‘ ,

	
14)    r’c,® + r‘8)c,®2) + r‘8lc,®" + r"c," + r‘5le,®" = 0,



"e," + «"," + ^c^ + ""+ z^c^ - 0.

Damit sind die absoluten Werthe der x bis auf einen in den T enthaltenen allen gemeinsamen Factor fixirt und ebenso können die c nur noch die Quadratwurzel dieses Factors enthalten. Die Polare von x"/Y geht in die Form

(T() + P(e)) (T() — p^ = Q über; diese beiden Ebenen sollen die Ebenen F heissen, und wir wollen ebenso die Ebenen G, H, J diejenigen nennen, deren Gleichungen in den Formeln

T() + T() + T() = 0, I() + I() + pW + pW') = 0, pW + pW + pW + pW + pW == 0 respective enthalten sind. Dann erhält man die von Clebsch zuerst ausgesprochenen Sätze:

Solche sechs Ebenen F, in welche die Polaren dreier in einer Geraden liegenden Knotenpunkte zerfallen, schneiden sich viermal zu drei in einer Geraden f; solcher Geraden giebt es 40, jede der Ebenen F enthält drei Paare derselben. Betrachtet man zwei durch eine Gerade f gehende Ebenen F als zugeordnet harmonisch, so geht die der dritten zugeordnete vierte harmonische immer durch eine von 60 Geraden g, in welcher die mit der dritten in einer Polare vereinigte Ebene F von der durch die Doppellinien derjenigen Polaren gelegten Pentaederfläche geschnitten wird, welche in den beiden einander zugeordneten Ebenen des harmonischen Büschels liegen. Diese 60 Geraden g liegen in den 40 Ebenen G, jede in zweien derselben; je vier Ebenen G gehen durch jede Ecke des Pentaeders, und je zwei solcher vier, die mit einer Ebene F und einer Ebene E sich durchschneiden, bilden mit einander ein harmonisches Büschel. Die Ebenen G werden überdies von den Ebenen E in 80 Geraden h geschnitten, durch welche ausserdem noch immer zwei der 40 Ebenen H gehen; und vier so durch eine Gerade h gehende Ebenen bilden stets ein harmonisches Büschel.

Es schneiden sich 240mal zwei Ebenen G in einer Ebene F. Die vierte harmonische zu solchen drei Ebenen geht immer durch eine von 60 Geraden i, in denen sich zwei Ebenen H mit zwei Ebenen F schneiden; und zwar gehen durch jede Gerade i vier Ebenen der gedachten Art, die zugleich immer mit einer Ebene H und den beiden Ebenen F ein harmonisches Büschel bilden; auch bilden die zwei Ebenen F immer mit den zwei Ebenen H selbst ein harmonisches Büschel. Die Geraden i, f bilden mit den Kanten des Pentaeders das vollständige System der Schnittlinien der Ebenen F. Die Ebenen H werden von den Ebenen F äusser in den h in 40 anderen Geraden k geschnitten, die zugleich unter den Durchschnittslinien der Ebenen J sind, und zwar bilden solche durch eine Gerade k gehende vier Ebenen immer ein harmonisches Büschel. Diese Ebenen J durchschneiden sich ausserdem noch in 80 Geraden 1, deren jede zugleich einer der Ebenen F und einer der Ebenen G angehört, welche dann mit den durch die Schnittlinie gehenden Ebenen J ein harmonisches Büschel bilden. Auf jeder Ebene F liegen vier, auf jeder G zwei dieser Geraden.148)

301. Endlich ergiebt sich aus den Gleichungen 12) die Darstellung der Function u als Summe von fünf Guben. Bestimmt man fünf Grössen w so, dass sie für alle z
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machen, so nehmen die Gleichungen 12) mit Bücksicht auf 14) die Form an                                     I
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etc.,



wo m einen unbestimmten Factor bedeutet. Sieht man in diesen Gleichungen die Grössen c als bekannt, die u als unbekannt an, so muss Ui,kh sich immer als lineare Function von Cick darstellen, ebenso auch von CiCh und von ckch, und zwar können bei jener Darstellung die Coefficienten nur noch vom Index h, bei der zweiten von k, bei der dritten von i abhängig sein. Dies ist nur möglich, wenn uikh die Form annimmt

v (a)(a)(a)(a)

^ikh —0 Ci Ck Ch

Durch Einführung in 16) erhält man
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(3)    r(3) . (3) . (3)



1 2 2 ) 3 2 -4

oder nach 15)

	
(4)    (4) (4)      (5) ■     (5) (5) (5)      (4)



-- 0 Ci Ck . w — 0 ’Ci CK . w


w"lw®5) m



(~(4).(4) — c(5) c(5)1 | Vi Uk Vi VK J

für alle Werthe von i und k, d. h.

. w^            W^ fw(c)

	
— o 4) ==--- — 05) =--- etc., o«) -----



Aus 17) erhält man somit, indem allen Gleichungen 16) genügt ist,

, _____1 , (c). (c) (c). (c) ^ikh -- ^a^ Ci Ck Ch ‘ und durch Multiplication mit xi} Xk, xh und Summirung nach i, k, h *= — 1{w()E()3+w(2) E(2)34w(8) E(3)3+w) E@4)3 + 15) E(5)3), die Darstellung als Summe von fünf Cuben. Zwischen den fünf Grössen E besteht eine lineare Beziehung (Art. 292); denn indem man in 15) die Substitution

2() = E(), 2(2) - E(2), . . . vollzieht, verschwindet die rechte Seite der Gleichung und bleibt

0 = w^E^ + tv^E^ + w^E^ + w^E^ + w^E^.

	
	
302.    Wir gehen in der am Ende des Art. 295 abgebrochenen Betrachtung der Eigenschaften der Fläche dritter Ordnung weiter, indem wir die E^ wieder durch die Z; ersetzen.





Die Polarebenen aller Punkte einer Ebene umhüllen eine Fläche, welche zugleich der Ort der Punkte ist, deren Polarflächen zweiten Grades die gegebene Ebene berühren. (Vergl. Art. 185 der „Höheren Curven".) Da die Parameter im zweiten Grade in der Gleichung der veränderlichen Ebene auftreten, so ist das Problem das im 2. Beisp. des Art. 291 betrachtete und die Enveloppe ist eine Fläche dritter Ordnung mit vier Doppelpunkten, also von der vierten Klasse.

Da die Polarebenen der Durchschnittspunkte der Ebene mit der Fläche dritter Ordnung selbst die Tangentenebenen derselben in diesen Punkten sind, so ist diese cubische Polarfläche der gegebenen Ebene der abwickelbaren Fläche eingeschrieben, welche die Tangentenebenen der Fläche dritter Ordnung längs ihres Schnittes mit der gegebenen Ebene erzeugen. (Vergl. Art. 186 der „Höheren Curven".)

Die Polarebene irgend eines Punktes A im Durchschnitte der Ebene mit der Hesse’sehen Fläche berührt nach Art. 294 diese letztere und ist daher eine gemeinschaftliche Tangentenebene derselben mit der hier betrachteten cubischen Polarfläche. Da aber die Polarfläche zweiten Grades von dem entsprechenden Punkte B ein Kegel vom Scheitel A und somit als die betrachtete Ebene berührend * anzusehen ist, so ist auch B der Berührungspunkt dieser Polarebene mit der cubischen Polarfläche. D. h. wir erhalten den Steiner’schen Satz: Die cubische Polarfläche irgend einer Ebene berührt die Hesse’sche Fläche längs einer gewissen Curve. Diese Curve ist der Ort der Punkte B, welche den Punkten der Schnittcurve der Hesse-sehen Fläche mit der gegebenen Ebene entsprechen.

Wenn aber Punkte in einer Ebene

513 + 628, + $a% + §,84 + §585 = 0 liegen, so liegen die entsprechenden Punkte in der Fläche vierter Ordnung

S__!__$2 _L §3 I §4 I 8s = 0.

d, 71 0,72 0323              a525 ’

der Durchschnitt dieser Fläche mit der Kernfläche ist von der sechszehnten Ordnung und enthält die zehn Geraden

21 == 22 = 0, 23 === 24 == 0; etc.

Die übrigbleibende Curve sechster Ordnung ist daher die Curve, längs welcher die cubische Polarfläche der gegebenen Ebene die Kernfläche berührt. Die vier Doppelpunkte jener Polarfläche liegen in dieser Curve, sie sind diejenigen Punkte, deren Polarflächen zweiten Grades Kegel sind, welche die gegebene Ebene berühren.

	
	
303.    Wenn wir in der geraden Verbindungslinie zweier Punkte (x'y'/), {x" y" z"} einen Punkt (x‘—Ax", y' — ly",...) willkürlich annehmen, so ist die Gleichung seiner Polarebene von der Form





P+21P,, + 2P, = 0, wenn Pn == 0, P22 = 0 die Polarebenen der gegebenen Fläche darstellen, und == 0 die Polarebene des einen Punktes in Bezug auf die quadratische Polarfläche des andern bezeichnet. Wenn man A als veränderlich betrachtet, so ist die Enveloppe der betrachteten Polarebene offenbar ein Kegel zweiten Grades, welcher den Durchschnittspunkt der drei bezeichneten Ebenen zum Scheitel hat.

Dieser Kegel ist Tangentenkegel der cubischen Polarfläche irgend einer durch jene gerade Linie gehenden Ebene und sein Scheitel ist ein Punkt in dieser Polarfläche.

Sind die beiden angenommenen Punkte entsprechende Punkte der Hesse’schen Fläche, so verschwindet P12 identisch, denn die Gleichung der Polarebene des Scheitelpunktes eines Kegels in Bezug auf diesen selbst ist eine Identität. Man hat also den Satz: Die Polarebene eines beliebigen Punktes in der geradenVer-bind ungsli nie zweier entsprechenden Punkte der Hesse-sehen Fläche geht durch den Durchschnitt der Tangentenebenen der Hesse’schen Fläche in diesen Punkten.149) Diese Linie berührt dieselbe doppelt in den entsprechenden der beiden Punkte, in welchen die erstere sie ferner schneidet; denn die Kegel zweiten Grades durch die in eine Gerade und eine Curve dritter Ordnung zerfallende Durchdringungscurve decken sich paarweis.

Die 60 Geraden i und die 40 Geraden f haben in diesem Sinne zu je vier die nämliche Polargerade.

In einer beliebigen Ebene liegen drei gerade Linien, welche entsprechende Punkte der Hesse’schen Fläche mit einander verbinden, denn die im letzten Artikel betrachtete Curve sechster Ordnung schneidet jene Ebene in drei Paaren entsprechender Punkte. Somit enthält die cubische Polarfläche einer Ebene immer drei gerade Linien. Wir werden aus der allgemeinen Theorie der geraden Linien in den Flächen dritter Ordnung, zu der wir uns nun wenden, das Nämliche bestätigen.

	
	
304.    Schon in der Anmerkung Bd. I, Art. 47, ist bemerkt worden, dass eine Fläche dritter Ordnung nothwendig gerade Linien enthalten müsse; wir sind jetzt im Stande, die Zahl dieser Geraden im allgemeinen Falle zu bestimmen.150)





Wir bemerken zuerst, dass jede durch eine solche in der Fläche enthaltene Gerade gehende Ebene eine Doppeltangentialebene der Fläche sein muss, weil sie die Fläche in einer Geraden und einem Kegelschnitte, d. h. in einer Curve mit zwei Doppelpunkten, durchschneidet. Somit sind die Ebenen, welche einen beliebig angenommenen Punkt mit den geraden Linien der Fläche verbinden, Doppeltangentialebenen der Fläche, und somit auch Doppeltangentialebenen des aus dem gewählten Punkte an die Fläche gehenden Tangentenkegels. Die Zahl solcher Ebenen ist aber im Art. 286 nach der allgemeinen Theorie (Art. 13 f.) bestimmt worden, sie ist sieben und zwanzig und dieses somit auch die Anzahl der fraglichen Geraden.

Dies Resultat kann aber ferner wie folgt begründet werden. • Angenommen, dass eine Fläche dritter Ordnung eine gerade Linie enthalte, so untersuchen wir, in wie vielen Lagen eine durch dieselbe gehende Ebene die Fläche in einem in zwei gerade Linien degenerirten Kegelschnitte schneidet.

Sei 23 = X4 = 0 diese gerade Linie und

«U == x4V die Gleichung der Fläche, so substituiren wir x3 — ux4, divi-diren durch X4 und bilden die Discriminan te der resultirenden Gleichung zweiten Grades in 21, x,, 24. Die Coefficienten von 212, X1X2, 222 in derselben enthalten u nur im ersten Grade, die von 21%4 und X224 enthalten dieselbe Grösse im zweiten und das Glied mit 242 enthält sie im dritten Grade. Die Gleichung, welche man durch Gleichsetzung der Discriminante mit Null erhält, ist daher vom fünften Grade, und man erhält den Satz: Durch jede gerade Linie in einer Fläche dritter Ordnung gehen fünf Ebenen, welche die Fläche in einem andern Paare von geraden Linien durchschneiden. Also auch: Jede gerade Linie in einer Fläche dritter Ordnung wird von zehn andern Geraden in dieser Fläche geschnitten.

Betrachten wir nun den Schnitt der Fläche mit einer der eben gefundenen Ebenen. Jede gerade Linie in der Fläche muss in irgend einem Punkte diesen Schnitt treffen, d. h. irgend eine der drei geraden Linien dieser Ebenen durchschneiden. Jede dieser Linien wird aber von acht geraden Linien in der Fläche geschnitten, äusser den beiden, die mit ihr in jener Ebene liegen; es liegen also äusser der Ebene vierundzwanzig Gerade in der Fläche, d. h. dieselbe enthält in Allem siebenundzwanzig Gerade.

Wir werden nachher zeigen, wie die Gleichung einer Fläche neunter Ordnung gebildet wird, welche die gegebene Fläche in diesen Geraden durchschneidet.

	
	
305.    Da die Gleichung einer Ebene drei unabhängige Constanten enthält, so kann eine Ebene durch irgend drei Bedingungen bestimmt werden, und es giebt daher eine endliche Zahl von Ebenen, welche eine gegebene Fläche in drei Punkten berühren. Wir können diese Zahl in dem Falle einer Fläche dritter Ordnung bestimmen. Denn wir sahen, dass durch jede der siebenundzwanzig geraden Linien fünf dreifach berührende Ebenen gehen, da jede Ebene, welche die Fläche in drei geraden Linien schneidet, sie in den drei Ecken des von ihnen gebildeten Dreiecks berührt, weil dieselben Doppelpunkte des Schnittes sind.





Die Zahl 5 X 27 muss aber durch drei dividirt werden, weil jede der betrachteten Ebenen drei Gerade enthält. Es existiren daher in Allem fünfundvierzig dreifach berührende Ebenen.

	
	
306.    Jede Ebene, welche eine gerade Linie der Fläche enthält, ist eine Doppeltangentialebene, und die Paare der Berührungspunkte bilden eine involutorische Beihe in den Geraden.





Wenn wir annehmen, dass für Cartesische Coordinaten die Axe z in der Fläche enthalten ist, und dass der Theil ihrer Gleichung, welcher in x und y vom ersten Grade ist,

x {az2 — bz — c) — y {a 22 — b' z — c') sei, so werden die beiden Berührungspunkte der Fläche mit der Ebene

y = ux durch die Gleichung

{az2 + bz + c) + u {az2 + b'z + c') bestimmt, welche eine involutorische Beihe bezeichnet. (Vergl. „Kegelschnitte“, Art. 336.) Aus den bekannten Eigenschaften der Involution ergiebt sich dann, dass durch eine gerade Linie der Fläche zwei Ebenen gelegt werden können, welche sie in zwei zusammenfallenden Punkten berühren, d. h. welche sie äusser ihr in einem Kegelschnitte durchschneiden, der sie berührt. Die Berührungspunkte dieser besonderen Doppeltangentenebenen mit der Fläche gehören nothwendig der parabolischen Curve der Fläche an und es ist im Art. 28 bewiesen worden, dass die geraden Linien auf ihr diese Curve berühren (wir haben hier auch die erste Bestätigung dafür, dass diese Berührung 2 (n —2)fach sei). Die beiden Punkte, in welchen eine der siebenundzwanzig Geraden die parabolische Curve der Fläche berührt, bilden mit den Berührungspunkten irgend einer durch sie gehenden Ebene ein harmonisches System. Diese beiden Berührungspunkte können übrigens imaginär werden. Sie sind entsprechende Punkte der Hesse’schen oder Kernfläche. Jede Gerade in der Fläche ist Polargerade für sich selbst und der cubische Best ihrer Polarcurve geht durch diese Punkte.

Wir bemerken, dass die Zahl siebenundzwanzig sich auch als Zahl der vierfach schneidenden Geraden der Wendecurve er-giebt, in welcher die Fläche dritter Ordnung mit der Hesse-Steiner’schen Kernfläche sich schneidet. (Art. 239.)

	
	
307.    Die Zahl der geraden Linien kann endlich auch in folgender Weise bestimmt werden.





Die Form

ace = bdf, wo a = 0, b = 0, etc. Ebenen repräsentiren, ist eine der Formen, auf welche die allgemeine Gleichung der Fläche dritter Ordnung reducirt werden kann, da sie implicite neunzehn unabhängige Constanten enthält; man findet speciell, dass diese Beduction in 120 verschiedenen Arten möglich ist3).

Nach jener Gleichungsform enthält die Fläche die neun geraden Linien

a = ö = 0, c = d = 0, etc.

Eine durch die erste von ihnen gelegte Ebene a = ub, die die Fläche in geraden Linien schneidet, schneidet offenbar das Hyperboloid

uce = df


sprechende Punkte der Kernfläche.



in den nämlichen Geraden, dieselben sind also Erzeugende dieser Fläche von verschiedenen Systemen. Die eine von ihnen schneidet die Geraden

c — d ~ 0, e = f = 0, die andere die Geraden

c = f— 0, d — e == 0.

Und da u drei Werthe hat, so giebt es drei Linien, welche a — b = 0, c = d — Q, e = f = 0 durchschneiden. Das Nämliche ergiebt sich auch daraus, dass das durch diese Geraden bestimmte Hyperboloid die Fläche in drei weiteren Geraden schneiden muss. (Art. 108, 109.)*)

Es existiren aber sechs derartige Hyperboloide, nämlich ab, cd, ef; ab, cf, de-, etc. durch welche somit achtzehn gerade Linien bestimmt werden zu den neun, welche in der Form der Gleichung direct enthalten sind; d. h. sowie vorher, sie enthält siebenundzwanzig Gerade.

*) Die Entstehung der Hyperboloide als Durchschnittsort projectivi-scher Ebenenbüschel leitet zu der Erzeugungsart der Flächen dritter Ordnung aus den Grundgebilden der Geometrie der Lage. Wenn man den Inbegriff aller durch einen Punkt gehenden Ebenen ein Ebenenbündel und zwei Ebenenbündel projectivisch- collinear nennt, wenn jeder Ebene des einen nur eine Ebene des andern entspricht und umgekehrt, eine Beziehung, welche durch vier willkürlich als entsprechend angenommene Paare von Ebenen (von denen sich nicht je drei in derselben Geraden schneiden) vollständig bestimmt ist, so gilt der Satz: Drei beliebig im Raume liegende projectivisch-collineare Ebenenbündel erzeugen eine allgemeine Fläche dritter Ordnung als Ort des Schnittpunktes j e dreier entsprechender Ebenen. Mit A; = 0, B, = 0, C. = 0 (i= 1, 2,3) als den Gleichungen von Ebenen der drei Bündel respective sind

2, A +2, A, +1, A, = 0, 2, B, + 2, B, + 2, B, = 01 1,C+ 2, C + 2, C=0 die Gleichungen von entsprechenden Ebenen derselben und die Elimination der Parameter 2, zwischen ihnen giebt die Gleichung der Fläche. Die Ableitung der 27 Geraden aus dieser Entstehungsart beruht (vergl. unten Art. 394) auf dem allgemeinen Satze: Bei drei beliebig gegebenen collinearen Ebenenbündeln kommt es im Allgemeinen sechsmal vor, dass drei entsprechende Ebenen sich in einer Geraden schneiden.152) (Vergl. das Beispiel des Art. 101 oben und in Bd. I, Art. 121, Beisp. 25.)

Wenn wir jede dieser achtzehn Geraden durch die drei unter jenen neun bezeichnen, welche sie schneidet, so können die siebenundzwanzig Geraden folgendermassen aufgezählt werden. Die ursprünglichen neun sind

ab, ad, af, cb, cd, cf, eb, cd, ef; dazu kommen die drei Linien wie

(ab . cd . ef\, (ab . cd . ef)2> (ab ■ cd ■ ef\

von jeder der sechs Gruppen

(ab . cd . ef), (ab . cf. de), (ad . bc . ef), (ad.be. cf), (af.bc.de), (af.be. cd).

Die fünf Ebenen, welche durch eine der Geraden, z. B. ab, gehen, sind die Ebenen a und b, welche die Fläche respective in den Linienpaaren ad, af’, bc, be schneiden, und die drei Ebenen, welche sie in

(ab . cd . ef)t,   (ab . cf. de\’,

(ab . cd . ef)2,   (ab . cf. de)2;

(ab . cd . ef)^,   (ab . cf. de\ schneiden. Die fünf Ebenen, welche durch eine der übrigen Geraden, z. B. (ab . cd . ef)t gehen, schneiden sie in den Paaren ab, (ab . cf. de\’, cd, (af. cd . be)1- ef, (ad . bc . ef) , und in

(ad . be . cf\, (af .bc . de\\ (ad .be . cf)^, (af.bc.de)2.

	
	
308.    Eine neue Anordnung der Linien des Systems, welche zu einer einfachen Bezeichnung und einer klaren Vorstellung desselben leitet, ist von Schläfli gegeben worden.153)





Wenn wir die beiden Gruppen von sich nicht schneidenden Geraden wie folgt schreiben

ab, cd, ef, (ad . be . cf)t, (ad . be . cf)2, (ad . be . cf)^,

cf, be, ad, (ab . cd . ef\, (ab . cd . ef)2, (ab . cd . ef)3,

so wird leicht erkannt, dass irgend eine Linie der einen Gruppe die mit ihr in derselben Verticale stehende Linie der andern nicht, aber alle übrigen Linien derselben durchschneidet. Bezeichnen wir diese beiden Gruppen kürzer durch

C1 9 (2 2 C3 2 C4 9 @5 9 C6 9 bi, b,, ba, ba, bs, bg; sie bilden, was Schläfli eine Doppelsechs genannt hat. Man Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 26 sieht leicht aus der vorhergehenden Bezeichnung, dass die Linie, welche in der Ebene von a1, b2 liegt, die nämliche ist, welche in der Ebene von a2, b1 liegt; daher können die fünfzehn andern geraden Linien durch die Bezeichnung C12, C34, etc. dargestellt werden; wo C12 die in der Ebene von a,, b, gelegene Gerade bezeichnet. Es giebt offenbar fünfzehn Combinationen zu zweien aus den sechs Zahlen 1, 2, 3, etc. Die fünf Ebenen, welche durch C12 so gelegt werden können, dass sie in Paaren von geraden Linien die Fläche schneiden, enthalten als solche die Paare

a,b2, a,bi, und C34 ©56, C35 €46, C36 Cas-

Es giebt dreissig Ebenen, von denen jede eine der Geraden von den Systemen a, b, c enthält, und fünfzehn Ebenen, welche drei Gerade c enthalten. Aus den siebenundzwanzig Geraden

— —) Doppelsechs - Systeme gebildet werden, denn es giebt 21216 = 216 Linienpaare, die sich nicht schneiden.

	
	
309.    Wir können nun ein System von siebenundzwanzig Geraden, welches zu einer Fläche dritter Ordnung gehört, geometrisch construiren.





Wir wählen eine Gerade a, willkürlich und ebenso fünf andere, welche sie durchschneiden, b2, b3, ba, b5, be. Dieselben bestimmen eine Fläche dritter Ordnung; denn wenn wir eine solche Fläche durch vier von den Punkten beschrieben denken, in denen a, durch die andern Geraden geschnitten wird, und durch drei weitere Punkte in jeder dieser Geraden, so enthält diese durch neunzehn Punkte bestimmte Fläche alle diese Geraden, weil jede Linie vier Punkte mit der Fläche gemein hat. Wir können aber, wenn vier Linien gegeben sind, von denen keine zwei sich durchschneiden, im Allgemeinen zwei Transversalen bestimmen, welche alle vier durchschneiden; denn das durch drei von ihnen bestimmte Hyperboloid schneidet die vierte in zwei Punkten, durch welche die fraglichen Transversalen als Erzeugende der andern Art gehen4). Durch jede vier der Linien, z. B. b,, ba, b5, be, können wir daher äusser der Linie ar eine andere Transversale a, legen, welche auch in der Fläche liegen muss, da sie vier Punkte mit derselben gemein hat. In dieser Art construiren wir die fünf neuen Geraden a2, a3, 04, a5f ag. Wenn wir dann irgend eine Transversale bestimmen, welche die vier ersten unter diesen Geraden schneidet, so zeigt die vorher auseinandergesetzte Theorie, dass sie eine Linie bi sein wird, welche auch die fünfte schneidet. Damit ist ein Doppelsechssystem gefunden. 155)

Alle übrigen Geraden gehen aus demselben hervor, denn indem man die Ebene a1b2 nimmt, erhält man in ihren Schnittpunkten mit den Linien a,, bi Punkte, welche in der Linie C1C2 liegen.

	
	
310.    Mit den 36 Doppelsechssystemen hat Cremona106) die Construction gewisser specieller Polsechsflache und dadurch die Construction des Sylvester’schen Pentaeders für eine Fläche dritter Ordnung mit reellen Geraden in Verbindung gesetzt. Wenn Y1 == 0, Y2 = 0, Y3 =0, Y4 = 0, Y5 — 0, Y6 = 0 die Gleichungen von- sechs Ebenen sind, so dass man zugleich hat





91 + 32 + 33 + 94 +9+* =0,

so folgt aus der Identität

(Ji + 32 + 33 + 34 + 35 + y^ {(J, +3,+y,)2+ (y^+y^+y6y '

— (J, + 32 + 33 + y^+35 + 3)}

= (3, + 32 + y^)z + (y^+35 + y&Y

=9 -\-y/+y^+y43 + y^ + y^1 + 3 (J,+y,) (y,+y)(,+y,) +3(,+ y^) (yö+ye) (ye + 34), dass man die Hexaedergleichung der Fläche dritter Ordnung

y^ + v, + y^ + y^ + y^ + y/ = 0

in jede der zehn Formen setzen kann

^2+3) ^+31) (J, + y^) + {y^+35) (ys + y^ (yG+y^ — 0, etc. welche den Combinationen (123) (456), etc. entsprechen; d. h. dass die durch dieselbe dargestellte Fläche die fünfzehn Ebenen 3, + y^ = 0, 3, + y^ = 0, ............, 95+9 =0

zu dreifachen Tangentialebenen hat.

Dieselben lassen sich zu zehn Paaren conjugirter Trieder gruppiren und schneiden sich in fünfzehn geraden Linien von den Gleichungen

	
	
	
3,    + 92 = 0, 33 + y^ = 0, 35 + yG = 0;







91+9, = 0, 93+J = 0, 34 + yG = 0; etc.

von denen jedesmal drei in einer der fünfzehn Ebenen liegen. Die zehn Paare der Ecken jener Trieder sind die gegenüberliegenden Eckenpaare des vollständigen Hexaeders, welches die sechs Ebenen Yi = 0 bilden; sie liegen also zu vier auf seinen fünfzehn Kanten, durch deren jede eine der dreifachen Tangentialebenen geht.

Die vierten harmonischen Ebenen zu denselben in Bezug auf die anliegenden Flächen des Hexaeders, also Y1 — Y, = 0, Y, — y^ — ^j ... gehen zu drei durch zwanzig paarweise con-jugirte gerade Linien und schneiden sich zu sechs in fünfzehn Punkten, die den Ecken und Kanten des Hexaeders einzeln zugeordnet sind. Das Hexaeder heisst polar in Bezug auf die Fläche dritter Ordnung, weil seine zehn Gegeneckenpaare reci-proke Pole in Bezug auf dieselbe oder correspondirende Punkte ihrer Kernfläche, d. i. Punkte sind, von denen jeder zur ersten Polarfläche einen Kegel zweiten Grades mit dem andern als Mittelpunkt hat.

Die 27 Geraden der Fläche bilden aber 36 Doppelsechse und man erhält somit 36 Hexaeder der vorbesprochenen Art,

jedes zu einer solchen gehörend, oder die Doppelsechse geben die Lösung des Problems: Die Gleichung der Fläche dritter Ordnung auf die Form der Summe der dritten Potenzen von sechs linearen Polynomen mit verschwindender Summe zu transformiren. Sind a = Q, c — Q, e == 0 und b — 0, d = Q, f—Q die Ebenen zweier conjugirter Trieder, sodass die Gleichung der Fläche

ace — kbdf = 0 ist, so setzt man zur Bestimmung des Polarhexaeders, welchem ihre Scheitel angehören

A = «a, C = yc, E = se, B = ßb, D = öd, F — of und hat «, ß, ■ • ■ q so zu bestimmen, dass identisch

A+C+E+B+D+F=0, und die Gleichung der Fläche

ACE+ BBF=0 wird. Setzt man

d = öia + ö^c + öae + ö^b, f = qa + (2c + @e + 94b, so hat man die Bestimmungsgleichungen für a, y, . . . a -+ dd^ —- f 91 = 0, c + dö2 — f 922 = 0, e — d 8, — f q, = 0, b + dö. + 72 = 0, kace — bdf = 0; man erhält aus ihnen durch Elimination von a, c, e, b eine cu-bische Gleichung für das Verhältniss d : f, d. h. drei Lösungen des Problems. Denn

y^C+E- A, y^E+A-C, y.ä=A + C~E, J =D+F—B, J =F+B—D, J6 = B + D — F wird eines der gesuchten Hexaeder sein. Somit gehört ein Paar conjugirter Trieder zu drei verschiedenen Hexaedern. In der That, zwei Doppelsechse haben entweder vier oder sechs Gerade gemein, und wenn wir sie im letzten Falle conjugirt nennen, so ist jede zu 20 andern associirt, die unter einander wieder paarweis associirt sind. Drei paarweis associirte Doppelsechse enthalten zusammen 18 Gerade, welche 9 zu einem Paar conjugirter Trieder gehörige übrig lassen; dies findet sich also in drei Hexaedern, welche den drei associirten Doppelsechsen entsprechen. So gehören zu den 120 Paaren conjugirter Trieder 120 Tripel paarweis associirter Doppelsechse.

Die vorigen Werthe der yi zeigen, dass die Ebenen Yi = 0 den andern a — 0, c — ö, .... einzeln entsprechen und dass die Trieder J1Y2y.A und ace zu einander in Bezug auf die Ebene 31 + Vz + 33 = 0, oder was dasselbe ist, 34 + yb + 6 = 0 (eine von zehn Ebenen) perspectivisch sind. Und aus den fünf Bedingungsgleichungen oben schliesst man, dass die drei den Wurzeln der cubischen Gleichung für d : f entsprechenden Ebenen

71 c — 81 e — qa == 0,

72 + 8e — ca = 0, 73€ + 8e — Caa = 0 ein Büschel bilden, und ebenso für die andern Tripel zusammengehöriger Seitenflächen der drei associirten Hexaeder.

Damit gelangt man zur Construction des Sylvester’schen Pentaeders für eine Fläche dritter Ordnung mit 27 reellen Geraden. Denn zwei beliebige Hexaeder derselben bestimmen zwei developpable Flächen dritter Klasse, welche je ihre Flächen berühren und diese haben, weil sie derselben Fläche zweiten Grades umschrieben sind157), mit einander fünf Tangentialebenen gemein, welche jenes Pentaeder bilden. Man führt ihre Construction zurück auf die der einzelnen Schnittpunkte von zwei ebenen Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt, deren jede durch den Doppelpunkt der andern geht.

	
	
311.    Den Zusammenhang zwischen der einen Darstellung als Summe von fünf und den unendlich vielen als Summen von sechs Cuben hat neuestens Beltrami158) in folgender Weise dargelegt. Für A als eine rationale ganze Function dritten Grades mit Coefficienten p, q, r, s





	
[2]    = p 28 —[— 4 22 + r A + s gilt nach einem Satze der Theorie der Zerlegung der rationalen Brüche die Identität wenn 21, . . ., A11 die sämmtlich von einander verschiedenen Wurzeln der rationalen ganzen Gleichung elften Grades F (A) = 0 sind; und wenn F (A) — 9 (A) 1 (A) ist mit



1

 Für die Bestimmung dieser Zahlen vergl. man „Vorlesungen“,

XXIII, Art. 294.

2

 Wir wollen bemerken, dass die drei Tangentenpaare der Schnitt-curven der gemeinschaftlichen Tangentenebene mit den Flächen ein involutorisches Büschel bilden, dessen Doppelstrahlen den möglichen stationären Berührungen entsprechen.

3

 Dem entspringen die —9- = 120 Paare conjugirter Trieder von Steiner.151) Die Scheitel irgend eines Paares derselben sind ent

4

 Wenn das Hyperboloid der drei ersten die vierte Gerade berührt, so giebt es nur eine solche gemeinschaftliche Transversale; und es ist offenbar, dass das durch irgend drei andere unter ihnen bestimmte Hyperboloid die letzte ebenfalls berührt, — was von Cayley zuerst bemerkt zu sein scheint.

Wenn wir die Linien durch 1, 2, 3, 4 und die Bedingung des Durchschnittes von zweien unter ihnen, z. B. 1 und 2, durch (12) bezeichnen, so ist die Bedingung, unter welcher vier Gerade nur eine gemeinschaftliche Transversale besitzen, durch die Vergleichung der Determinante

0 , (12), (13), (14) (21),    0 , (23), (24) (31), (32),    0 , (34) (41), (42), (43),   0

mit Null dargestellt. Das Verschwinden der Determinante aus fünf Geraden ist die Bedingung, unter welcher sie alle eine gemeinschaftliche Transversale besitzen. Das Verschwinden der Determinante für sechs Linien drückt die Zugehörigkeit dieser Linien zu einem linearen Complex aus, welches Cayley als „Involution der sechs Linien“ bezeichnet hat, und findet dann immer statt, wenn diese Linien die Wirkungslinien von sechs Kräften sein können, die Gleichgewicht hervorbringen. 154)


9 (A) = a (A — a) (A — a,) . . (A — a5) ,

	
	
• (1) = b (2 - b,) (—)...( - b),





so geht diese Identität über in die andere

Wenn nun die Grössen bn und ßn gegeben sind, so sind die analogen Grössen am und am völlig bestimmt; denn es ist für n = 1, .... 6

	
	
•    (.) - B.v’o,) ‘ und die ganze Function fünften Grades q (2) ist also nothwendig





6 _

	
	
•    0) - • 0? B,Tv‘o)7 i—0‘





und die durch Verschwinden der Summe rechts entstehende Gleichung fünften Grades liefert die am, aus denen die En hervorgehen.

Dagegen liefern die Gleichungen

	
	
•    (a.„) = TVFV ’ ” = 1 > ■ ■ • 5





nur fünf Bedingungen zur Bestimmung der ganzen Function sechsten Grades 1 (a). Bei der Division durch q (A) giebt dieselbe einen linearen Quotienten (gl — k) und einen Best vom vierten Grade, welcher durch die fünf Bedingungen bestimmt werden kann, oder es ist


v (A) = q




(2)142 + h +2




1               1 l

«,{q‘ (a„))2 2 ~a,nr



und man erhält bei willkürlicher Festsetzung von g und h die sechs Grössen bn als Wurzeln der Gleichung sechsten Grades

1             1

«m{o‘(am)}2 l~ am

Setzt man aber nach einander A = b1} A = b2, A = b3 und multi-plicirt respective die Substitutionsresultate mit b2—b3, b3 — b1} bi — b2, so folgt

«, { q‘ (a,) }2 (b, - a„) (b2 — a„) (b, — a) eine biquadratische Gleichung, welche aus zwei mit g und h gewählten Wurzeln der obigen Gleichung die vier übrigen zu bestimmen erlaubt.

	
312. Das Vorige wendet sich auf die Flächen dritter Ordnung an für die Annahme, dass die Coefficienten p, q, r, s lineare Functionen der Coordinaten eines Punktes im Raume sind. Dieselben können so bestimmt werden, dass sechs verschiedenen Werthen von 2 sechs verschiedene gegebene Ebenen [A] = 0 entsprechen; denn dies stellt die Osculationsebene einer Raumcurve dritter Ordnung dar, die durch sechs Ebenen bestimmt ist (Art. 99). In der That giebt [A] = 0 in der Form a,b, X1 1 a.jb.2x2 । &3baE3 | aibixi



a^ + b, (1—2) T a,2+62(1—2) ' a,2+ba(1—2) + a,2+b,(1—2) — für


b2—

b, — a, ‘




ba

b3 — a3’




2 = 64, 2=0,

04 — C4‘         ‘



sofort der Reihe nach die Ebenen

21 =0, x, = 0, x, = 0, 2,= 0,

a,X1 — a,X, — a323 — a4%4 == 0, b^x^ — . . . = 0.

So haben wir durch lineare Gleichungen zu der unbestimmten Darstellung der Flächen dritten Grades durch die Summe von sechs Guben die Restimmung der zugehörigen Hexaeder; und damit nach dem Vorigen durch die Auflösung einer Gleichung fünften Grades die Pentaedergleichung derselben. Repräsentiren wir dieselbe durch

[image: ]



für 21, %2, 23, 24, 25 als fünf lineare Functionen der Coordinaten, die die Identität

5

) E = 0

i

erfüllen, so sei

5

v () =( — dp) (2 — «,) • • (2 —«,), « ()2 i—%, - [A], letztere Gleichung linear in den Coordinaten und nach der Identität der 2 cubisch in A. Da aus ihr folgt

q (am) Zm — [am] ,

so giebt [A] = 0 für A = a,, a,, a3, a,, a5 die fünf Ebenen des Pentaeders. Dabei ist zu bemerken, dass die fünf Grössen am ohne die Festsetzung einer sechsten festen in [2] = 0 enthaltenen Ebene ganz willkürlich sind; ist diese clargestellt durch

Zem2m ■ 0, so setzt man für m= 1, ... 5 und «, ß, 7, ö als von nicht verschwindender Determinante «3 — ßy

_ «e+B

Cen          - I

7em+ 07

und erkennt damit, dass nur zwei von den fünf Grössen am wesentlich sind.

Dieselbe Relation zeigt die Pentaedergleichung als identisch mit der des vorigen Art. für

"n=(o‘(a,)y3 mit "=15,

und lässt erkennen, dass die Wurzeln b,, . . . b. sechsten Grades


der Gleichung



9‘ (dm)

A, (A - a„)

mit

1 (2) = G — b,) (1—b)..( — bg) und ßn = —1 — zu den Hexaedergleichungen

6

) B„[„]° = 0

1

führen. Die zugehörigen vierfach unendlich vielen Hexaeder sind polar, d. h. ihre Gegenecken sind reciproke Pole in Bezug auf die Fläche oder conjugirte Punkte der Kernfläche

5
[image: ]


Denn für die den fünf Functionen Em in einem bestimmten Punkte zukommenden Werthe giebt der Ausdruck [2] die Identität

	
[2]    = I ( — A) (2 — A") (1 — A") ,



wenn A‘, A", A" die Werthe von 1 für die Osculationsebenen durch den gedachten Punkt sind und M von A unabhängig ist. Daher ist für m = 1, ... 5

9 (am) ^m — M ^m A ) (am A ) (am A ) ,

und somit für zwei Gegenecken (b,b,b3) und (b4b5bg) eines Hexaeders mit %m‘ und 2m" als den Werthen der Zm in ihnen

9 (am) Zm — M (am    bi) (am    b2) (am    ba) ,

q (am) ^m — M (am    b,) (^m    b5) (an    bg) ,

also

{ q (am) } 2 ^m —: M M • (j^ni) odei -/1m 2m2n -- M M ,

A%‘%" = 4,%2‘%2" = /a%s‘%," = 4484’*" = A5%5‘%",

was mit
[image: ]

das Behauptete beweist.

Für die Entwickelung der Beziehungen dieser Hexaeder zu den Polarflächen zweiten Grades der Punkte des Baumes und ihre Construction aus je einer ihrer Kanten ist auf die Quellen zu verweisen. Die 36 Hexaeder des vorigen Art. sind als spe-cielle unter ihnen.

	
	
313.    Die verschiedenen Arten der Fläche dritter Ordnung in Bezug auf die Realität der siebenundzwanzig Geraden sind zuerst von Schläfli untersucht worden. Er erhält fünf Arten, nämlich:


	
A)    Alle Linien sind reell.


	
B)    Fünfzehn Linien und fünfzehn Ebenen sind reell, die zwölf übrigen Geraden sind imaginär; jede der fünfzehn reellen Geraden gehört zu drei reellen und zwei reell-imaginären Dreiecken, deren imaginäre Ecken durch eine reelle Gerade verbunden sind.


	
C)    Sieben Linien und fünf Ebenen sind reell, vier Gerade sind punktirt und sechszehn imaginär. Es giebt nämlich eine reelle Gerade, durch welche fünf reelle Ebenen gehen, von denen aber nur drei reelle Dreiecke enthalten; in jeder der beiden andern bestehen die Dreiecke aus der reellen Originallinie und zwei imaginären Linien, die sich in einem reellen Punkte durchschneiden.


	
D)    Drei Linien und dreizehn Ebenen sind reell, die vierundzwanzig andern Geraden sind punktirt; jene bilden ein reelles Dreieck, durch dessen Seiten äusser der seinen je vier reelle Ebenen gehen.


	
E)    Drei Linien und sieben Ebenen sind reell, je zwölf Gerade sind punktirt und imaginär; jene bilden ein reelles Dreieck, durch dessen Seiten äusser der seinen je zwei reelle Ebenen gehen.







Bezüglich der Gleichungsform

ace = bdf

gehen daraus dreizehn verschiedene Fälle der Realität und der imaginären Zuordnung der linearen Polynome derselben hervor. Sie können sämmtlich reell sein in den Arten A und B] a und b, c und d, e und f sind einander conjugirt in den Arten B und C; d und f sind einander conjugirt, die übrigen reell in den Arten D und E] c und e, d und f sind conjugirt, a und b reell in C und E^ etc. Alle sind imaginär und nicht conjugirt, a und b haben einen reellen Punkt, c und d sowie e und f eine reelle Gerade mit einander gemein im Falle C, etc. Alle sind imaginär und nicht conjugirt und a, b; c, d, e, f haben je einen reellen Punkt gemein in E.

Die sorgfältige synthetische Untersuchung dieser Verhältnisse gab R. Sturm.

	
	
314.    Der Verfasser hat früher 159) eine Aufzählung der Modificationen gegeben, welche die allgemeine Theorie der Fläche in dem Falle erfährt, wenn die Fläche einen Doppelpunkt oder mehrere Doppelpunkte besitzt. Dass die Fläche dritter Ordnung siebenundzwanzig gerade Linien enthält, und fünfundvierzig dreifach berührende Ebenen hat, bleibt wahr, wenn man eine Linie oder Ebene zweifach zählt, die durch einen Doppelpunkt geht, eine solche sodann vierfach, die durch zwei Doppelpunkte geht, und diejenige Ebene achtfach, welche drei Doppelpunkte enthält.





Wenn die Fläche einen Doppelpunkt besitzt, so giebt es sechs gerade Linien in ihr, welche ihn enthalten, und fünfzehn andere Gerade in den durch dieselben paarweis bestimmten dreifach berührenden Ebenen; ferner fünfzehn dreifach berührende Ebenen, die jenen Punkt nicht enthalten, nämlich drei durch jede der fünfzehn einfachen Geraden1). Man hat so

2.6 + 15 = 27, 2.15 + 15 = 45.

Bei drei gewöhnlichen Doppelpunkten zählen ihre Verbindungslinien für 3.4 und ihre Verbindungsebene für 8, durch jeden gehen noch zwei doppelt zählende Gerade der Fläche, und in der Ebene derselben liegt eine einfache Gerade der Fläche; die Ebene der drei letzten zählt einfach, die Berührungsebenen längs der Verbindungslinien der Doppelpunkte und die drei Ebenen durch je einen derselben doppelt, und die sechs Ebenen durch je zwei derselben vierfach.

Wenn die Fläche vier Doppelpunkte enthält, so werden die Linien von den sechs sie verbindenden Geraden, welche vierfach zählen, und von drei andern in einer Ebene liegenden Geraden gebildet, deren jede zwei Gegenkanten des Tetraeders der Doppelpunkte schneidet. Die dreifach berührenden Ebenen sind die Ebene dieser drei Geraden, welche einfach zählt, die sechs Ebenen, welche je eine dieser Geraden und eine Kante des Tetraeders enthalten, welche zweifach, und die vier Flächen des Tetraeders, welche achtfach gezählt werden müssen. 161)

Alle Flächen mit vier reellen Knotenpunkten sind einander collinear. Die parabolische Curve der Fläche besteht aus den zweifach zählenden Kanten des Tetraeders der Doppelpunkte, und beim Ueberschreiten einer solchen findet daher kein Uebergang von elliptischen zu hyperbolischen Punkten (Art. 33) statt; sie liegen zwischen den Knotenpunkten in der elliptischen, jenseits derselben in der hyperbolischen Region der Fläche und beide hängen nur in den Knotenpunkten zusammen.

So wie man nun in der Theorie der algebraischen Curven (vergl. „Höhere Curven" Art. 55, 6 und Anmerk. 5, p. 454) die verschiedenen Formen der Curven einer gewissen Ordnung aus denen einer Curve derselben Ordnung mit der Maximalzahl der Doppelpunkte oder mit einem Doppelpunkte mehr ableiten kann, indem man den Doppelpunkt in einer der beiden Arten auflöst, in welchen man von der Figur zweier sich schneidenden Geraden zu der einer Hyperbel übergeht, die sie zu ihren Asymptoten hat, so kann man auch bei algebraischen Flächen die Anschauung der verschiedenen Formen gewinnen, wenn man von der Anschauung einer Fläche der betreffenden Ordnung mit der Maximalzahl von Knotenpunkten ausgeht; man löst dieselben in der Weise auf, wie aus dem Asymptotenkegel einerseits das einfache, andererseits das zweifache Hyperboloid hervorgeht, also wie man sagen kann, entweder durch Verbindung oder Trennung. F. Klein hat dies für Flächen dritter Ordnung ausgeführt. Wenn man so von der Fläche mit vier reellen Knoten ausgehend nach eineinander an einem Knoten oder an zwei, drei oder an allen

Knotenpunkten verfährt, so erhält man respective zwei, drei, vier und fünf Formen dieser Flächen; und indem man die einzelnen Knotenpunkte derselben, soweit es möglich ist, durch die biplanare Form hindurchführt, entstehen die übrigen Formen der Flächen dritter Ordnung, wie sie in Art. 291 aufgezählt sind, in anschaulicher Weise. Für die genauere Ausführung besonders auch betreffs der Realitätsverhältnisse verweisen wir auf die Abhandlung von F. Klein, wo auch die neueste Arbeit von Sch 1 äf 1 i 162) berücksichtigt ist, und erwähnen nur noch, was den Verlauf der geraden Linien der Flächen betrifft, die aus der Fläche mit vier Knotenpunkten durch Trennung oder Verbindung der anstossenden Theile entstehen — nämlich, dass im ersten Falle die Geraden imaginär werden, während sie sich im zweiten in die doppelte Zahl reeller trennen. Von R. Sturm ist dem noch die Regel hinzugefügt worden, dass die Geraden aus einer Tetraederkante punktirt oder völlig imaginär werden, jenachdem bei nur einem der bezüglichen Knotenpunkte oder bei beiden die Trennung ausgeführt wird.

	
	
315.    Die Darstellung der Gleichung der cubischen Fläche durch die Summe von fünf Guben enthält als speciellen Fall den von Clebsch zuerst hervorgehobenen103), in welchem die ai sämmtlich einander gleich oder Eins sind,





Zz;3 = 0 mit der Relation Ssi — 0; eine Fläche, die daher mit jeder andern Fläche derselben Art von reellem Tetraeder collinear ist.

Für eine Ebene des Pentaeders 25 = 0 hat man

6+*+*+4 = 0

und es stellen somit

2+8 = 0 oder 83+4 ==0, 61+8 = 0 „ 8,+4 = 0, 81+4=0 „ 82 + Ea = 0, in Verbindung mit %5 = 0 die Diagonalen des auf 25 = 0 von den vier übrigen Ebenen des Pentaeders ausgeschnittenen Vierseits dar; und dieselben liegen ganz in der Fläche, weil ihre Gleichungen mit z, = 0 zusammen die Gleichung der Fläche zu einer Identität machen.

Die Fläche enthält also die fünfzehn Diagonalen der Vier-Seite, welche von je vier Ebenen des Pentaeders in der fünften ausgeschnitten werden. Darnach ist sie von C1 eh sch als Diagonalfläche bezeichnet worden. Von diesen fünfzehn Geraden bilden fünfmal drei ein Dreieck, nämlich in den Pentaederebenen; während zehnmal drei je durch einen Punkt gehen und in einer Ebene liegen, welche eine Ecke des Pentaeders — den Schnittpunkt — mit der gegenüberliegenden Kante desselben verbindet. Man hat also mit dem Pentaeder zugleich fünfzehn der in der Fläche liegenden Dreiecke und die zehn Schnittpunkte von je drei der Geraden, d. h. die Pentaederecken, bilden in jeder derselben die Berührungspunkte mit der Wendecurve der Fläche, d. h. die Doppelpunkte der Involution, welche die Berührungspunkte der doppeltberührenden Ebenen (Art. 306) bestimmen, so dass sie dreissig dieser Punkte repräsentiren. Die zwölf übrigen Geraden der Fläche werden als Transversalen der ersten gefunden und bilden eine Doppelsechs; die in ihnen liegenden Punkte der parabolischen oder Wendecurve sind nicht reell; denn sie entsprechen den von jenen Pentaederecken verschiedenen Werthegruppen der %i, welche die Gleichungen

Zz;== 0, Zz3 == 0 und 22,8,2324 == 0 (Hesse’sche Kernfläche) befriedigen.

Die zehn Pentaederecken sind als Knotenpunkte der Hesse-sehen Kernfläche isolirte Punkte der parabolischen oder Wendecurve der Fläche, Punkte also, wo jede Tangente dreipunktig berührt, und jeder Querschnitt eine Inflexion hat, indess drei der Tangenten eine vierpunktige Berührung zeigen. Sie sind die einzigen nicht hyperbolischen Punkte der Diagonalfläche.

Die Vertheilung der reellen Asymptotenpunkte auf die Geraden der Fläche ist bei der allgemeinen Fläche mit siebenundzwanzig Geraden ganz ebenso wie bei der Diagonalfläche; d. h. es giebt eine Doppelsechs von Geraden mit imaginären und die fünfzehn übrigen mit reellen Berührungspunkten der Wendecurve der Fläche. Denkt man die Fläche sehr wenig von der. Diagonalfläche abweichend, so werden die bisher in den Pentaederecken zusammenstossenden Geraden je ein kleines Dreieck bilden und die drei vorher vereinigten Asymptotenpunkte werden in den Seiten desselben liegen und einem kleinen die Seiten in ihnen berührenden Oval angehören, das an die Stelle des isolirten Punktes von vorher getreten ist, als Schnitt der Fläche mit der Hesse'sehen Kernfläche. So besteht die parabolische Curve aus zehn Ovalen, die man durch folgende Schemata näher bezeichnen kann. Man denke a,... 6; 61, . . . bG als die Doppelsechs der Geraden mit imaginären Asymptotenpunkten, so können die Geraden Cu, die in den fünf Pentaederebenen liegen und deren Ebenen also im allgemeinen Falle je sechs dieser Ovale berühren, durch das Schema

	
12,    34, 56; 13, 25, 46; 14, 26, 35; 15, 24, 36; 16, 23, 45 bezeichnet werden (sie liegen also den Ebenen des Pentaeders im allgemeinen Falle nahe); indess die zehn Punkte mit drei zusammentreffenden Geraden und also im allgemeinen Falle die zehn Dreiecke, denen die Ovale eingeschrieben sind, bezeichnet werden durch


	
12,    35, 46; 13, 24, 56; 14, 25, 36; 15, 26, 34; 16, 24, 35; 12, 36, 45; 13, 26, 45; 14, 23, 56; 15, 23, 46; 16, 25, 34.



Jedes einzelne Oval ist durch ein windschiefes Sechsseit von Geraden mit imaginären Asymptotenpunkten umgeben, sodass keine zwei sich vereinigen, sondern nur einzelne in isolirte Punkte sich zusammenziehen können. 164)

Die Diagonalfläche kann darnach als Fläche dritter Ordnung mit zehn Ovalpunkten bezeichnet werden, und dies giebt zu der Bemerkung Anlass, dass auch die Fälle von Ovalpunkten in den Anzahlen 1, 2, 3, 4 und 6 möglich sind und beim Zerfallen der Kernfläche ferner auch z. B. mit 9 und 18.165) Dann wird das Pentaeder zum Theil unbestimmt. Eine Klassification der Flächen dritter Ordnung nach dem Pentaeder, zu welchem sie gehören, mit Aufzählung der Fälle mit mehrfachen Pentaederebenen und mit unbestimmtem Pentaeder ist neuestens von Ro-denberg unternommen worden. 166)

	
	
316.    Man weiss (vergl. Art. 184, 2366) der „Höheren Cur-ven“), dass in einer ebenen Curve dritter Ordnung die gerade Polare eines Punktes der Curve in Bezug auf die IIesse'sehe Determinante derselben die bezügliche Tangente der Curve in dem Punkte schneidet, den sie noch mit der Curve gemein hat. Clebsch17) hat als den im Baume entsprechenden Salz gegeben: Die Polarebene eines Punktes in einer Fläche dritter Ordnung in Bezug auf die Hesse'sche Determinante derselben schneidet die Tangentenebene der Fläche in diesem Punkte in der geraden Linie, die die drei In-flexionspunkte ihres Schnittes mit der Fläche enthält. In der That ist dieser Querschnitt eine Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt und hat daher nur drei Inflexionspunkte, die in einer geraden Linie liegen. Sei &, == 0, &, ==0 diese Gerade, x, == x, = x, = 0 der Doppelpunkt, so kann die Gleichung der Curve in der Form geschrieben werden





x,3 — x,3 — 6212223 = 0;

während die Gleichung der Fläche, da 2, == 0 Tangentialebene ist, durch

x,3 — x,3 — 62,2223 — au = 0

mit u als einer vollständigen Function zweiten Grades

044242 + 6 a,32123 — 64232223 — 3 4342324 — etc. ausgedrückt wird, von der hier nur die zu verwendenden Glieder geschrieben sind. Durch Berechnung der Hesse’schen Determinante linden wir als die Glieder, welche in 21, X2, X4 den zweiten Grad nicht erreichen

au2x,4 + da (da, 20,3023) «a3xa .

Die Polarebene des Punktes X1 = x, = X4 = 0 in Bezug auf die Hesse7 sehe Determinante ist daher

40,42, + (aa — 20,3023) N, = 0,

und sie geht also durch den Schnitt der Ebenen x3 == 0, x, ==0, wie behauptet ward.

Wenn die Tangentialebene x,==0 durch eine der geraden Linien der Flächen geht, so besteht ihr Querschnitt aus der geraden Linie 21 = 0 und einem Kegelschnitte und kann in der Form 213 — 62,2223 = 0

dargestellt werden; man findet dann wie vorher, dass die Polarebene des Punktes 21 == X2 = X4 — 0 in Bezug auf die Hesse-sehe Determinante die Linie X3 = 0 enthält, oder geometrisch: Wenn der Schnitt einer Tangentialebene mit der Fläche aus einer geraden Linie und einem Kegelschnitte besteht, so geht die Polarebene jedes der beiden Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Kegelschnitte durch die Tangente des Kegelschnittes im andern Schnittpunkte. Gehl aber die Tangentialebene durch zwei und also durch drei gerade Linien der Fläche, so dass der Schnitt derselben sich

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 27

auf 212223 == 0 reducirt, so geht die bezeichnete Polarebene noch immer durch &3 = 0, d. h. durch die dritte Gerade derselben Ebene.

Wenn der Berührungspunkt ein Punkt der Wendecurve, also eine Spitze in der Querschnittcurve ist, so erfährt man in derselben Art, dass die Polarebene in Bezug auf die Hesse’sche Determinante durch die gerade Linie geht, welche die Spitze mit dem einzigen Inflexionspunkte des Schnittes verbindet.

Die Schlüsse dieses Art. können mit geringer Modification auf Flächen höherer Ordnungen ausgedehnt werden. Denn wenn wir zu der von uns benutzten Gleichung der Fläche Glieder höherer Grade als des dritten in den x., x9, x. hinzufügen, so üben diese auf diejenigen Glieder der Entwickelung der Hesse’schen Determinante keinen Einfluss, welche in 21, x2, x, den zweiten Grad nicht erreichen. Und der Hauptsatz des Art. wird also dahin gehen, dass die Polarebene eines Punktes in einer algebraischen Fläche in Bezug auf die Hesse’sche Determinante derselben die Tangentialebene in diesem Punkte in der geraden Linie schneidet, die die Inflexionspunkte des Schnittes der Tangentialebene mit der cubischen Polarfläche des Punktes enthält.

Invarianten und Covarianten einer Fläche dritter Ordnung.

	
	
317.    Bei den Entwickelungen, welche folgen, müssen einige elementare Eigenschaften der Invarianten als bekannt vorausgesetzt werden; wir verweisen für ihr Studium auf die „Vorlesungen zur Einführung in die Algebra der linearen Transformationen".





Wir erinnern, dass eine Invariante der Gleichung einer Fläche eine Function der Coefficienten derselben ist, deren Verschwinden irgend eine permanente, d. i. von der Lage des Coor-dinatensystems unabhängige Eigenschaft der Fläche bezeichnet, wie z. B. die Existenz eines Doppelpunktes; dass eine Covariante derselben, wie es beispielsweise die Hesse’sche Determinante ist, durch ihr Verschwinden eine Fläche darstellt, die mit der gegebenen eine von der Wahl des Coordinatensystems unabhängige Beziehung hat; dass eine Contra Variante oder zugeordnete Form eine Relation zwischen den Grössen ^ ist, welche ausdrückt, dass die Ebene

51%, + 5202 + 5323 + 5444 = 0

zur Fläche in einer permanenten Relation steht, z. B. sie berührt.

Von einer Eigenschaft dieser Grundformen machen wir im Folgenden zumeist Gebrauch; nämlich von derjenigen, nach welcher die Substitution von d— für g. in eine Contravariante und d C;

die Ausführung der so bezeichneten Operationen an der Originalfunction oder einer ihrer Covarianten stets eine neue Covariante erzeugt, welche zur Invariante wird, wenn die Veränderlichen aus dem Ergebnisse verschwinden. (Vergl. a. a. 0. Art. 139.)

Wenn man in der nämlichen Art in eine Co Variante für Xi d

die Symbole — substituirt und an einer Contravariante die be-züglichen Operationen ausführt, so erhält man eine neue Contravariante oder eine Invariante.

Wir benutzen bei dieser Discussion die als allgemein erwiesene Form der Gleichung, in welcher sie als Summe von fünf dritten Pofenzen erscheint.

Die Hesse’sche Determinante ist im Art. 295 für diese Voraussetzung bereits gegeben worden, und es wäre nicht schwer, andere Co Varianten zu berechnen.

Es bleibt übrig zu zeigen, in welcher Weise in dieser Voraussetzung Contravarianten berechnet werden können.

Setzen wir voraus, dass U eine in Gliedern von vier unabhängigen Veränderlichen dargestellte Function und irgend eine Contravariante derselben in den si entwickelt sei, so untersuchen wir die Form, welche dieselbe annimmt, wenn die Function in fünf Veränderlichen Z; respective Si ausgedrückt wird, die durch eine lineare Relation verbunden sind.

Wir können offenbar die Function von fünf Veränderlichen auf eine solche von vier Veränderlichen reduciren, indem wir für die fünfte Variable ihren durch die übrigen vier ausgedrückten Werth einsetzen, nämlich

* = — (1 +8+8 + =4) •

Um also die Bedingung zu finden, unter welcher die Ebene 5,51 + §282 + §aEa + 5484 + $8, = 0

eine bestimmte Beziehung zur Fläche hat, hat man nur diejenige Bedingung aufzustellen, unter welcher die Ebene

(5, £) s, + (s, — %) s, + (s, — £) % + (, — $) =,=0 die nämliche Beziehung zur Fläche hat, deren Gleichung in Function von vier Veränderlichen dargestellt ist; d. h. die Contra-Variante in Function von fünf linear verbundenen Veränderlichen wird aus der in vier unabhängigen Veränderlichen gegebenen durch die Substitution von (5, — $5), ($2 — $), (§, — §5), (§, — $5) für §1, §2, §3, §4 respective abgeleitet.

Jede solche Contravariante ist daher eine Function der Differenzen zwischen den Grössen $1, $2, $3, §4, §5.

Das folgende Beispiel wird zum vollständigem Verständniss der Methode beitragen.

Beispiel. Sei

a,2,2 — a,%,2 — 43232 — a,242 — a5252 — 0 bei

6,+8+* + 4+* == 0

die Gleichung einer Fläche zweiten Grades; so soll die Bedingung entwickelt werden, unter welcher die Ebene

§,* + 828, + 5,89 + 5,84 + $58 = 0

dieselbe berührt. Wenn wir die Gleichung der Fläche auf eine Function von vier Variabein reduciren, indem wir für 25 seinen Werth als negative Summe der übrigen substituiren, so werden die Coefficienten von 2,2, 222, 232, 242 respective (a, — a5), (a, — a^), (a, — as), (a, — a5), während jeder andere Coefficient gleich a5 ist. Substituirt man diese Werthe in die bekannte Bedingungsgleichung (vergl. Bd. I, Art. 79), so erhält man die Bedingung für die Ebene

51”, I 5202 I 5323 1 54X4 0 in der Form

§,2 (a, a,a4 — a, a3 @5 — 03 @4 @5 — a, @4a5)

+ §22 (aaya, — a3 a, a5 — ai a, a5 — a1 a3 a5)

	
— §32 (a,a,a4 + a, a4 a5 — a, 0205 — a^a^a^)


	
— §42 (a,a, a, — a,aa5 — a, 0305 + @1@3@5)


	
2 a (a,045253 + a, d, 5153 + a, A4 5152 + d2 da §154 + «i a, §2 54 + a, a, 53 54) = 0 •





Wenn wir dann die Substitution (§ — $5), (§2 — $), etc. für §1, §2, etc. vollziehen, so wird sie

a,dada(Si §)2+ d,dad4§2 §)2+ d,dgd,(ss ^5) +dd,da(s, §s) +a,a,a(— §2+ d,dgas(§2 §4)2+ aa,as(- §2+ aa,ds(sa- $)2 +a,dds(,—$)?+ a,d,ds(Si—$2)2 = 0;

man kann sie abgekürzt dar stellen durch

^a^a^a^ (,    62)2 = 0 .

	
	
	
318.    Es ist auf den Satz Bezug genommen worden, nach welchem aus einer Contravariante in vier Veränderlichen durch die Substitution







und Ausführung der Operationen an irgend einer Covariante eine neue Covariante erhalten wird. Wir suchen die Form, in welcher dies Gesetz auf die vorausgesetzte Darstellung in fünf linear verbundenen Veränderlichen Z; angewendet werden kann.

Da Zi in dieselbe in zwei Arten, nämlich explicile und überdies implicite durch 25 eintritt, so ist das Differential nach 21 dd dz, d Z1 1 d z5 d Z1 7 oder in Folge der linearen Relation unter den Veränderlichen

^1      §5,    §2      ^5,    ^3      ^5 1 Sa ^5 substituirt. Daraus folgt sofort, dass aus jeder Contravariante in fünf Veränderlichen durch die Substitution von

d für 6: dz, >‘

ein Operationssymbol hervorgeht, welches durch Anwendung auf die 0 r ig i n a 1 f u n c t i o n oder irgend eine Covariante derselben neue Covarianten oder Invarianten erzeugt.

Wenn also eine Contravariante der Form in fünf Veränderlichen gefunden ist, so können aus ihr ohne den mühsamen Ueber-gang zu der Darstellung in vier Veränderlichen neue Covarianten abgeleitet werden.

Beispiel. Wir haben

Zaa,a5 (§ 52)2 als eine Contravariante von

a,2,2 + 4,8,2 + 438,2 + 44242 + 45852 = o gefunden. Wenn wir daher an der quadratischen Form mit dem Symbol

, (d d \2

—0 "4 05dz, dz,) operiren, so ist das Resultat, welches nur durch einen numerischen Factor von

agaa4a5 — a,a@4a5 — a, a, a4a5 — a, a,asa5 — a,aga3a,

verschieden sein kann, eine Invariante derselben. Es ist in der That ihre Discriminante und würde aus dem Ausdruck derselben im Art. 67, Bd. I, erhalten worden sein, indem man für die Coefficienten d11, a,2, a33, a44 die Summen a, — 45, a, — %, a3 — a5, a, — as einführte, während man alle andern Coefficienten durch a5 ersetzt.

	
	
	
319.    In derselben Art wird bewiesen, dass man in eine Covariante der Form für die Zt Differentialsymbole nach Si sub-stituiren und mit dem so erhaltenen Symbol an einer beliebigen Contravariante operiren darf, um eine neue Contravariante zu erhalten.







Denn wenn wir die Function zuerst in eine Function von vier Veränderlichen verwandeln und dann die entsprechende Substitution der Differentiale vollziehen, so sind für

21,    £2,     23,     £4 und 85

d d d d . (d d . d _d\

d^’ d^’ dT3’ d^ u Wdsdidäa/dsa) substituirt worden. Da aber die Contravariante in fünf Veränderlichen aus der in vier durch die Substitution ($ — $5) für §1, etc. erhalten wurde, so ist offenbar, dass die Differentiale von beiden nach den ersten vier Variabein die nämlichen sind, während das Differential der in fünf Veränderlichen ausgedrückten nach $5 der negativen Summe der Differentiale der in vieren gegebenen nach §1, §2, §3, §4 gleich ist. Dies begründet aber das Theorem.

Durch dieses und das Theorem des letzten Artikels können wir, wenn irgend eine Covariante und Contravariante gegeben sind, andere Formen dieser Art erzeugen, welche wieder mit jenen combinirt immer neuen Formen derselben Art den Ursprung geben.

	
	
	
320.    Die quadratische Polar fläche irgend eines Punktes in Bezug auf die Fläche dritter Ordnung







a,213 — a,223 — a3233 — a^^S — 05253 — 0,      (1) ist

0,81%"2 + 0,8,%,2 + a,Ea8a"2 + a^^^ + 4525252 — 0.

Die Hesse’sche Determinante oder die Discriminante dieser quadratischen Form ist daher nach dem Beispiel des Art. 295

Zag a3 G4 a5 22 £ 2425 = 0,                   (2) wie schon im Art. 295 bewiesen ist.

Die Function, welche wir im Art. 302 als die cubische Polare einer Ebene

6*1 + 828, + $383 + §,A1 + $575 = 0 bezeichnet haben, d. i. die Bedingung, unter welcher diese Ebene die quadratische Polarfläche berührt, ist nach dem Beispiel des Art. 317

Xa,0,@58384%s (Si $2) = 0 .

Sie ist eine gemischte Concomitante oder Zwischenform, weil sie beide Beihen von Veränderlichen Z; und §i zugleich enthält.

Wenn wir in ihr die Substitution

d für

d Z;

vollziehen und die angedeuteten Operationen an der cubischen Originalform vollziehen, so erhalten wir die Hesse’sche Determinante.

Behandeln wir diese letztere auf dieselbe Weise, so entsteht eine Covariante von der fünften Ordnung in den Veränderlichen und von der siebenten in den Coefficienten, welche wir als die Covariante d bezeichnen wollen,

d = a,aqa3a4@5Za,0,2,2£,2£3 .

Um die in den Art. 318, 319 entwickelte Methode anzuwenden, ist es nothwendig, eine Contravariante zu besitzen; für diesen Zweck entspricht die Berechnung der Contravariante o, welche in der Gleichung der Reciprokalfläche erschien, die, wie wir im Art. 286 sahen, von der Form

6463 = 72 ist. Die Contravariante o drückt, mit Null gleichgesetzt, die Bedingung aus, unter welcher irgend eine Ebene

512, + 5242 + etc. = 0

die Fläche in einer Curve dritter Ordnung schneidet, für die die Aronhold’sche Invariante S verschwindet. Sie ist in 8., t, etc. ebenso wie in den Coefficienten der cubischen Form vom vierten Grade.

In dem Falle von vier Variabein ist das leitende Glied das Product von §,2 in das S der ternären cubischen Form, die für X1 = 0 aus der Gleichung der Fläche hervorgeht. Die übrigen Glieder werden mit Hilfe der Differentialgleichung der Invarianten berechnet. (Vergl. „Vorlesungen“, Art. 143 f.) Aus der für vier Veränderliche gefundenen Form wird dann nach Art. 317 die für fünf linear verbundene Veränderliche abgeleitet. Wir unterdrücken die Einzelheiten der Berechnung, welche weitläufig aber ohne Schwierigkeit ist. Das Resultat ist

s = Za,a,a,a, (   5) (^2   5) (s,   5) (5,   %).  [1]2)

Nach dem Vorigen können wir nun als aus einer gegebenen Covariante und Contravariante eine neue Form dieser Art erzeugen, indem wir in diejenige-, welche die Veränderlichen in den niedrigeren Dimensionen enthält, Differentialsymbole für dieselben einsetzen und die damit geforderten Operationen an der andern vollziehen. Das Resultat ist von der Differenz ihrer Grade in den Veränderlichen und von der Summe derselben in den Coeffi-cienten. Wenn beide von derselben Dimension sind, so ist es gleichgültig, mit welchem von beiden wir operiren; das Resultat ist in diesem Falle eine Invariante von der Summe ihrer Grade in den Coefficienten.

Die Ergebnisse dieses Verfahrens sind im nächsten Artikel vereinigt.

	
	
	
321.    a) Indem wir (1) und [1] combiniren, erwarten wir eine in den Veränderlichen lineare Contravariante vom Grade fünf in den Coefficienten zu finden; aber dieselbe verschwindet identisch.







	
	
b)    Die Combination von (2) und [1] giebt eine Invariante, welche wir als die Invariante A bezeichnen wollen,





A = Sa^ a^ a^ a^ — 2 ai a, a^ a4 as Za, a, a3.

Nach der symbolischen Methode, welche in den „Vorlesungen“, XIV, p. 173 f. entwickelt ist, wird der Ausdruck derselben

A = (1235) (1246) (1347) (2348) (5678)2.

	
	
c)    Indem wir [1] mit dem Quadrat von (1) verbinden, erhalten wir eine quadratische Covariante von der sechsten Ordnung in den Coefficienten,





a^a^a^^z-^-^-a2z/-[-a3z32 + a^z^-[-a^).   (3)

Ihr symbolischer Ausdruck ist

(1234) (1235) (1456) (2456).

	
	
d)    Die Verbindung von (3) und [1] giebt eine quadratische Contravariante,





a,‘a,‘ag3a,a,32 (5—6)3.              [2]

	
	
e)    (1) und [2] geben eine lineare Covariante von der elften Ordnung in den Coefficienten,





a,3a,2aa2a,2as2 (d,21 + a^z2 + a3z3 + d,24 + a^Y (4)

	
	
f)    (3) und [2] geben eine Invariante B,





B = a3a3agSa,3ag3 (a, — a, — a, — a, — as) .

	
	
g)    Die Combination von (2) mit der gemischten Concomi-tante im Art. 320 giebt eine cubische Covariante von der neunten Ordnung in den Coefficienten,





ai a, as a4a5 Z a3 a4@5 (a, - @2) 2324%5 .


(5)



	
	
h)    Die Combination von (5) und [1] giebt eine lineare Contra Variante der dreizehnten Ordnung, nämlich



	
4, a, a, a, as X (a,     a,) (§     ^2)



{ (a, — a,) a32 a,2 a^ — a, a, a3 a as (a3 a, — a, as — as a5) } 3). [3]

Es scheint unnöthig, weitere Details zu dieser Ableitungsmethode der covarianten Formen zu geben und wir können uns daher zu den hauptsächlichsten Resultaten wenden.

	
	
322.    Jede Invariante ist eine symmetrische Function der Grössen ai. Nennen wir die Summe dieser Grössen p, die Summe ihrer Producte in Paaren q, die Summe ihrer Producte zu dreien r, die ihrer Producte zu vieren s und ihr Product t, so kann jede Invariante in Function dieser fünf Grössen dargestellt werden und sie gehen also sämmtlich aus den folgenden fünf Fundamental-Invarianten hervor, die man durch das Verfahren des letzten Artikels bildet:





A = s — 4rt , B=tp,

C — ^s, D — t^q, E=t, also auch

C2 — AE=4tr.

Es giebt jedoch auch Invarianten, welche nicht selbst rational in Function dieser fünf Fundamental-Invarianten darstellbar sind, obgleich ihre Quadrate diese Darstellung gestatten. (Vergl. „Vorlesungen“, Art. 229, 256.)

Die einfachste Invariante dieser Art wird erhalten, indem man die Discriminante der Gleichung, deren Wurzeln a^, a,, a3, a^ a^ sind, in Function ihrer Coefficienten ausdrückt. Man findet, dass dies einen Ausdruck für das Product von t36 in das Product der Quadrate der sämmtlichen Differenzen der Grössen ai in Function der Fundamental-Invarianten A, B, C, D, E ergiebt. Da diese Invariante ein vollständiges Quadrat ist, so giebt ihre Quadratwurzel eine Invariante F der Form vom Grade hundert.

Die Discriminante kann unschwer in Function der Fundamental-Invarianten dargestellt werden. Sie wird durch Elimination der Veränderlichen zwischen den vier Differentialen nach 21, £2, 23, Za, d. h.

9            9            9            9            2

41 Z1 —: @2 Z2 --- C3 83 C4 24 @5 35 erhalten, d. h. 212, 292, etc. sind den Producten a, a3 @4 a5 , a, a3 a, a5 , etc. proportional. Die Substitution dieser Wertlie in die Gleichung

21+8+8+4+% == 0 giebt die Discriminante in der Form

(a,a,0445)* + (a,a,0445)* + . . + (a,aaa,)* = 0, und die Entwickelung dieses Ausdruckes in Function der Invarianten giebt

(A2 — 64 B)2 = 16384 (D + 2AC).

	
	
323.    Die cubische Form hat vier fundamentale lineare Covarianten, d. h. Covarianten-Ebenen, welche respective von den Ordnungen 11, 19, 27, 43 in den Coefficienten sind; nämlich L = a-^a^ a,2 aj a^ { a, 21 — a, 2, — a, 23 — a424 — a5 25 } = t2 Za, 21 , L' — t3 Za,a,a4052, , L" = t5 Za,2£1 , L"' — ts Sa^zx.





Jede andere Covariante, die Form selbst eingeschlossen, kann im Allgemeinen in Function dieser vier Covarianten ausgedrückt werden, so dass die Coefficienten Invarianten sind. Die Bedingung, unter welcher diese vier Ebenen sich in einem Punkte schneiden, ist das Verschwinden der Invariante F vom Grade hundert.

Es existiren lineare Contravarianten, von denen die einfachste vom Grade dreizehn in den Coefficienten vorher schon gegeben ist; die nächste, vom Grade einundzwanzig, ist

t z (a, a,) (5, 6) ; dann folgt, vom Grad neunundzwanzig, diese t^Sa^a^ (a, — a,) (§ — §2) ; etc.

Es giebt quadratische Covarianten der sechsten, vierzehnten, zweiundzwanzigsten, etc. Ordnung und quadratische Contravarianten der Ordnungen zehn, achtzehn, etc., so zwar, dass die Ordnungen je um acht wachsen. Jene sind

tSa^^, t Zaa, (aza, + «4% — «3%) 2122, t^SaiZ^1, t “2,3, etc.

Diese sind [2] Art. 321,

t3Za,d,d, (§, — 52)3, etc.

Cubische Covarianten sind von der neunten, siebenzehnten Ordnung etc., nämlich

Xdadads (a, + a,) tza £425, t3Za,3z,3, etc.

Wenn wir die ursprüngliche cubische Form durch U und diese letztere Covariante durch V bezeichnen, und eine Covariante oder Invariante von

U+ AV

bilden, so sind die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von A in derselben nothwendig Invarianten nnd Covarianten der cubi-schen Form. Es folgt daraus, dass aus einer gegebenen Covariante oder Invariante der cubischen Form eine neue Form derselben Art gebildet werden kann, deren Grad in den Coefficienten um sechszehn höher ist, indem man die Operation

43 ( 2 d          2d I n 2 d I - 2 d                \

"(i da, T0 da, T“ da, T“ da,106 da,) an ihr ausführt.

Von den Contravarianten der dritten Ordnung ist die einfachste aus der Invariante A als Evectante (vergl. „Vorlesungen“, Art. 134, 148) abzuleiten

Zag?a,‘a,2 (a, a) (51 — $2)8 tZa,a5 (25, $2 $) x (2 82 sa — $) (2 ^    & - 52) ; dann folgt, auf die siebente die fünfzehnte Ordnung,

"2Za,aga,a, (a,    a,) Gi $) (6    5) Gi $) •

Eine biquadratische Covariante ist

tZa,34,%,

während die einfachste biquadratische Contravariante die früher erwähnte Contravariante 6 ist. Die Contravariante sechsten Grades t, welche mit ihr die Gleichung der Reciprokalfläche con-stituirt, ist

t — 2ct^ a^ a^ ( — 6.)° — 2 Sa2a^a^ a^ Gi 6)3 (5   6)°

— 2tZa{8 — e'} {a‘ — &"} {a" — 8},

wo gesetzt ist

(=(, £)(, £), e =( ^Ga £,), £ =( 6)0, £).

Von Co Varianten fünfter Ordnung erwähnen wir nur äusser d (Art. 320) die Covariante

t32,828384%5

vom Grade fünfzehn in den Coefficienten, welche die fünf Ebenen des Pentaeders darstellt; und eine Covariante neunter Ordnung @, welche der Ort aller der Punkte ist, deren Polarebenen in Bezug auf die Hesse’sche Determinantenfläche H ihre quadratischen Polarflächen in Bezug anf die Fläche dritter Ordnung U selbst berühren. Darnach ist ihr Ausdruck durch die Determinante
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gegeben.

	
	
324.    Die Gleichung einer Covariantenfläche, deren Durchschnitt mit der gegebenen Fläche dritter Ordnung die siebenundzwanzig geraden Linien bestimmt, ist





	
• = 4H0,



wo d die im Art. 320 gegebene Bedeutung hat.

Wir führen die folgenden einfachen Betrachtungen an, welche zuerst auf die Erkenntniss dieser Form geleitet haben. Wenn man als Ebenen X1 und x, die Tangentenebenen der Fläche dritter Ordnung in den zwei Punkten, in denen irgend eine der Geraden die parabolische Curve der Fläche schneidet, und irgend zwei bestimmte andere durch diese Punkte gehende Ebenen zu Ebenen x3, X4 wählt, so erhält die Gleichung der Fläche die Form

X1232 — x,X42 + 2212224 — 2212223 — ax,2x, — ba,x,2 — cx,2x, — dx,2x3 — 0.

Für dieselbe ist derjenige Theil der Hesse’sehen Determinante, welcher 21, X2 nicht enthält,

, 2, 2.

	
*3 *4 )



die entsprechenden Theile vonund & sind

	
— 2 (cx,5 + dz,5) ,



— 8x,3x,2 (ca45 + da,5), und die Fläche

	
• — 4H0 = 0 oder S = 0 zeigt somit in ihrer Gleichung keine Glieder, welche nicht entweder X1 oder x, enthalten, d. h. die Linie x, == x, == 0 liegt ganz in ihr; in derselben Weise die Gruppe der übrigen sechsundzwanzig Geraden. 168) Glebsch hat dieselbe Formel direct durch die Methode der allgemeinen Symbolik abgeleitet.



	
VI. Kapitel.



Von den Flächen vierter Ordnung.

	
	
325.    Die Theorie der Flächen vierter Ordnung im Allgemeinen ist bisher nicht untersucht worden. Wir haben in Art. 96 f. die entwickelbaren Flächen vierter Ordnung behandelt. Äusser ihnen sind nur die Regel flächen dieser Ordnung von Chasles, Cayley, Schwarz und Cremona169) und die Flächen vierter Ordnung mit einem Doppelkegelschnitte in ihrer allgemeinen Form durch Kummer, Clebsch, Korndörfer und Andere untersucht worden; in dem besondern Falle aber, wo die Doppelcurve der unendlich ferne Kreis ist, unter den Namen von Cycliden und anallagmatischen Flächen durch Casey, Darboux und Moutard und Andere.170) In der That wächst die Ausdehnung des Gegenstandes mit der Ordnungszahl so rasch, dass z. B. die Theorie der letzterwähnten besondern Art von Flächen vierter Ordnung von etwa gleichem Umfange mit der ganzen Theorie der Flächen dritter Ordnung ist.


	
326.    Wenn jeder ebene Schnitt einer Fläche vierter Ordnung drei Doppelpunkte oder ihr Aequivalent der Singularität hat, so gehört die Fläche zu der speciellsten Art dieser Ordnung. Die höchste Singularität, welche eine Fläche vierter Ordnung besitzen kann, ist also eine dreifache Linie, die dann nothwendig gerade ist und die Fläche zur Regelfläche macht, weil jede die dreifache Gerade enthaltende Ebene die Fläche nur noch in einer Geraden schneiden kann. Durch jeden Punkt der dreifachen Geraden gehen drei Erzeugende, die nicht in einer Ebene liegen. Die Gleichung der Fläche kann in der Form M4 = xgu3 — 2473 geschrieben werden, für M4, 13, v3 als Functionen respective vierten und dritten Grades in X1 und x, ; dann ist X1 = x, = 0 die dreifache Gerade. Die drei Tangentialebenen in jedem Punkte derselben giebt die Gleichung x^uz — x,‘v3 = 0. Indem wir die Discriminante dieser Gleichung bilden, erkennen wir, dass vier Punkte in der dreifachen Geraden liegen, für welche zwei dieser Ebenen in eine zusammenfallen. Denken wir T3 — 0 und X, ==0 als durch diese Punkte gehenden Ebenen gewählt und ^ = 0, x, == 0 als die entsprechenden doppelten Berührungsebenen, so wird die Gleichung





MA — x3 (ax,3 + ba,2x,) — X4 (ca,x,2 — dx,3) . Und wenn wir endlich für T3 und X4

x3 — «x, — ß&,, X4 — YX1 — Öx3 setzen, und a, ß, y, 8 so bestimmen, dass die Glieder x,4, x,3x,, x,3x,, x, in M4 wegfallen, so reducirt sich die Gleichung der Fläche auf die Form

ma,2x22 = X3 (ax^ + bx^x^ — Xa (ca,x,2 — dx^.

Die Ebenen x3 = 0, x^ = 0 berühren die Fläche längs der ganzen Erstreckung der Geraden x3 = T2 = 0, X4 = x, = 0 respective, die Fläche hat also vier Erzeugende von der Singularität, die wir als torsal bezeichnen können oder längs welcher sie sich einer developpabeln Fläche anschmiegt.

Man kann die Fläche nach der Methode des Art. 232 erzeugen, indem man die dreifache Gerade und ein Paar ebene Querschnitte als Leitcurven wählt, also zwei ebene Curven vierter Ordnung mit dreifachem Punkte, die sich in der Schnittlinie ihrer Ebenen schneiden, und mit der Verbindungslinie ihrer dreifachen Punkte als dritter Leitlinie. Denken wir aber die ebenen Schnitte als solche, die durch ein Paar Erzeugende der Fläche aus einem Punkte der dreifachen Linie gehen, also Kegelschnitte äusser diesen, so erhalten wir die einfachere Entstehung der Fläche aus zwei Kegelschnitten und einer beide schneidenden Geraden.

Man erhält die Gleichung einer Fläche vierter Ordnung mit einer dreifachen Geraden auch durch Elimination eines Parameters zwischen den Gleichungen von zwei Ebenen, in deren einer er im ersten, in der andern aber im dritten Grade enthalten ist; also etwa zwischen

A21 — x, == 0, ABu — A2v — Ax, — x3 == 0;

d. h. sie ist erzeugt durch die Schnittlinien der Ebenen eines Büschels mit (Art. 99) den entsprechenden Schmiegungsebenen einer Raumcurve dritter Ordnung oder den Tangentialebenen einer Developpabeln vierter Ordnung. Die vier Schnittpunkte der Scheitelkante des Büschels mit derselben sind die oben erwähnten vier singulären (torsalen) Punkte der dreifachen Geraden.

	
	
327.    Wir kehren zurück zur Gleichung





ma,2x,2 = x3 (ax* — ba,2x,) — X4 (cx,x,2 — dx/), und unterscheiden die Fälle eines verschwindenden und eines nicht verschwindenden m, oder in der zuerst gegebenen Form, wir trennen den Fall, wo U4 in der Form

(az, + ßa,) u, + (72, + öa,) 13 ausgedrückt werden kann, von dem, wo dies nicht möglich ist.

Wenn m verschwindet, II) so enthält die Fläche die Gerade 13 == X, == 0, die die dreifache Gerade nicht schneidet; im andern Falle I) giebt es eine solche Gerade in der Fläche nicht. Die Existenz einer solchen Geraden fordert eine dreifache Linie in der Reciprokalfläche und umgekehrt. Denn jede durch die dreifache Linie gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer Erzeugenden, und in der reciproken Fläche entspricht ihr eine Gerade, durch deren Punkte je eine Erzeugende geht, d. h. die eine einfache Linie in der Fläche ist.

Wenn umgekehrt eine Regelfläche vierten Grades eine gerade Leitlinie enthält, so wird sie von jeder durch dieselbe gehenden Ebene in einer Geraden und einer Curve dritter Ordnung geschnitten und in den drei Punkten von derselben berührt, wo beide sich schneiden. Weil also jede Ebene durch diese Gerade eine dreifache Tangentialebene ist, so ist die correspondirende Gerade in der Reciprokalfläche eine aus lauter dreifachen Punkten bestehende, also eine dreifache Gerade. Im Falle des verschwindenden m ist daher die Gleichung der Reciprokalfläche auf dieselbe allgemeine Form reducirbar, wie die der Originalfläche.

In dem allgemeinen Falle I) können wir in folgender Art die Natur der Doppelcurve der Reciprokalfläche erkennen. Dureh jeden Punkt der dreifachen Linie gehen drei Erzeugende; betrachten wir den Schnitt, welchen die Ebene von zweien unter ihnen bildet, so besteht derselbe aus zwei geraden Linien und einem durch ihren Schnittpunkt gehenden Kegelschnitte und die Ebene berührt die Fläche in den beiden Punkten, wo die Erzeugenden den Kegelschnitt ferner schneiden. Somit gehen durch jeden Punkt der dreifachen Linie drei doppelt berührende Ebenen an die Regelfläche; und in der reciproken Figur schneidet somit jede durch die entsprechende Linie gehende Ebene drei Doppelpunkte aus oder schneidet die Doppelcurve der Reciprokal-fläche dreimal. Diese ist somit eine Raumcurve dritter Ordnung. Wir wollen dies Resultat durch die wirkliche Bildung der Gleichung der Reciprokalfläche bestätigen und bemerken nur noch, dass das gewonnene Ergebniss modificirt wird, wenn die betrachtete Regelfläche eine einfache gerade Leitlinie hat, weil dann die drei Erzeugenden aus einem Punkte der dreifachen Linie in einer Ebene liegen.

Wenn wir in die Gleichung der Regelfläche X, = Ax, einsetzen, so sehen wir, dass jede Erzeugende durch zwei Gleichungen von der Form

	
	
	
x, = 1x, , m222, — x3 (a — bl) — X4 (cA2 — d^} gegeben wird, und also die Punkte







1

 Cremona hat die Theorie der vollständigen Figur des Pascal-sehen Sechsecks an das System dieser fünfzehn zu drei in fünfzehn Ebenen liegenden Geraden (Art. 310) geknüpft.160) Die Dreiecke derselben bilden } . 8 . 15, d. i. 60 Paare, welche keine gemeinsame Seite haben; die Schnittlinien ihrer Ebenen schneiden die Fläche in den Schnittpunkten der Paare ihrer Seiten mit einander und durch jeden dieser Punkte gehen vier solche Schnittlinien, sodass die Zahl solcher Punkte 45 ist und in jeder sechs von ihnen liegen, welche in Involution sind. Die drei Paare von Geraden der Fläche, welche durch die Punkte derselben in einer solchen Schnittlinie gehen, bilden zwei conjugirte Trieder (Art. 307) und ein drittes Trieder; von ersteren entstehen 10 Paare, von letztem 60; jedes der letzteren giebt mit einem der oben genannten Paare ein Pentaeder, deren also 10 entstehen, etc. Wenn man die Centralprojection dieser Raumfigur vom Doppelpunkte auf eine beliebige Ebene macht, so werden die sechs durch ihn gehenden Geraden sechs Punkte eines Kegelschnittes, die 60 Paare von Dreiecken die aus ihnen entstehenden Sechsecke, die Bilder ihrer Schnittlinien deren Pascal’sche Linien, die der Ecken conjugirter Trieder die 20 Steiner’schen und die der Ecken der 60 Trieder zweiter Art die 60 Kirkman'schen Punkte der Figur; jene liegen zu vier in fünfzehn Geraden und sind mit diesen die Bilder der Ecken und Kanten eines Hexaeders, welches zur Klasse der Polsechsflache (Art. 310) gehört. Die sechs Pentaeder liefern die Systeme 7 von Veronese, über welche in der 4. Aufl. der „Kegelschnitte“ p. 688 Auskunft gegeben ist; etc.

2

 Zur leichtern Verweisung sollen die Contravarianten durch Ordnungsziffern in eckigen, die Covarianten durch solche in runden Klammern bezeichnet werden.

Dabei betrachten wir die cubische Form selbst und ihre Hesse-sehe Determinante als die Covarianten (1) und (2) respective.

3

 Der Coefficient von $ in derselben ist

aaayaa, { A—5a,2a,2a,20,2+5 0,a,a,@4@5(@,@,@,+d,0,05+d,@@s—aaa5) }.


X1 == a — bl, x, = A (a — ba), T3 — mA2, 2 == 0,

21 = c — dl, X, ~ A (c — dA),  T3 = 0,    X4 = m verbindet. Die reciproke Gerade ist folglich die Durchschnittslinie der Ebenen

(x1—lx, ) (a — bl) + ml2x,==0, (x1—Ax2) (c+dl) +ma,==0, und die Elimination von A zwischen diesen Gleichungen liefert die Gleichung der reciproken Fläche. Wenn wir aber die durch den Schnitt entsprechender Tangentialebenen der Kegel

2221 — Ax, — x3 == 0, 22u — Av — X4 == 0 erzeugte Fläche betrachten, so ist es die Fläche vierter Ordnung

(X1X4 — "23)2 = (X,X4 — X3v) (x,v — xgu), welche eine Raumcurve dritter Ordnung zur Doppelcurve hat, weil die drei Flächen zweiten Grades x,X4 = 1x3, x,X4 = vx3, x,v = xu eine solche gemein haben, da ihre Gleichungen in der Form u:a=v:a,=X,: x3 geschrieben werden können. In dem hier betrachteten Falle erhalten wir die Gleichung

{m2x3x4 + MCa,%3 — mba,X4 — (bc — ad) x,x,}2 ~{dmxrx^ — cmx2x3 — (bc — ad) x,2} X

{ bmx^^ — amx2x^ — (b c — ad) 212}.

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 28

Sie wird für das Verschwinden von m illusorisch und wir müssen in diesem Falle II) auf die ursprüngliche Form der Gleichungen einer Erzeugenden zurückgehen, welche giebt

	
	
	
	
X, = Ax, , (a — bl) x, — 12 (c — da) X4 = 0.









Die Erzeugende der Reciprokalfläche ist daher

Ax, —x,=0, 22 (c — dA) x, == (a — bl) X,, und die Reciprokalfläche ist mit der ursprünglichen von der nämlichen Natur. Beide so gefundene Arten von Regelflächen vierten Grades liefern Unterarten durch das einzelne oder gleichzeitige Verschwinden von b und c. In diesen Fällen hat die dreifache Linie entweder einen Punkt oder zwei Punkte, in welchen alle drei Tangentialebenen zusammenfallen. Nach der in Art. 326 bezeichneten Entstehungsart wird die feste Gerade die Developpable berühren, so dass entweder ein oder zwei Paar der Torsalpunkte zusammenfallen.

	
	
328.    Äusser den beiden vorher besprochenen Klassen biquadratischer Regelflächen mit einer dreifachen Geraden sind zwei andere aufzuzählen. III) Wenn 13 und 73 einen gemeinschaftlichen Factor besitzen oder wenn in der vorentwickelten Gleichung ad — Lc ist. Die Gleichung ist dann auf die Form reducirbar





Mx,2x,2 = (ax, — bx,) (x,2x3 — x,2x,) •

In diesem Falle berührt nach der Erzeugungsweise von Art. 326 die feste Gerade die developpable Fläche und dazu fällt die Erzeugende der Regelfläche einmal mit der festen Geraden zusammen, indess ax, — bx, = 0 die entsprechende Tangentialebene ist, welche in ihrer ganzen Länge osculirt. Die Gleichung der reciproken Fläche ist

(mx,x, — ax,X3 — bx,x,)2 — x3X4 (ax, — ba,)2, und wir sehen aus derselben, dass sie den Kegelschnitt ax, — ba,==0, Mx,x, — ax,23—ba,x, == 0 und die gerade Linie 23==%,== 0, die ihn schneidet, zu Doppellinien hat.

Diese Art der biquadratischen Regelflächen umfasst eine Unterart entsprechend dem Falle, wo 13—Av3 einen vollständigen Cubus darstellen kann. Dann ist die Gleichung der Fläche auf

Mx,4 = X, (x,2x3 — x,2x,) reducirbar, deren Reciprokalfläche ist

(x, x3 — mx,2)2 = x,2N3%4 .

	
	
	
IV.    Wenn 13 und v3 ein Paar gemeinsame Factoren besitzen, so kann die Gleichung der Fläche auf die Form







x12x,2 === (ax,2 — ba,x, — Cx,2) (x,23 — x,X4) gebracht werden, welche eine Reciproke von der nämlichen Gleichungsform hervorruft.

	
	
	
V.    Wenn schliesslich 13 und v3 einen quadratischen Factor gemein haben, so nimmt die Gleichung die Form an







x12x,2 === (ax, — bx,)2 (x,R3 — x,21), die auch ihre eigene Reciproke ist. In diesem Falle vereinigen sich zwei der drei Mäntel, welche sich in der dreifachen Linie durchsetzen, in einen, der als cuspidal bezeichnet werden kann. Die Arten I, II, III, IV entsprechen den von Cayley als 9te, 3te, 12te und 6te, von Cremona als 8te, 9te, 3te und 10te bezeichneten. Die Vte lässt sich als Unterart der IVten auffassen, wenn man will.

In dem Falle, wo 13, v3 drei gemeinsame Factoren besässen, erhielte man eine Kegelfläche; derselbe gehört also nicht hieher.

	
	
329.    Wir gehen zu den biquadratischen Regelflächen weiter, welche nur Doppellinien enthalten. Wenn eine Fläche vierter Ordnung eine nicht ebene Doppelcurve enthält, so ist sie in der Regel eine gradlinige Fläche. Denn wenn wir einen festen Punkt der Doppellinie annehmen, so bleibt nur eine Bedingung zu erfüllen, damit eine von ihm nach einem beweglichen Punkte der Doppellinie gehende Gerade der Fläche ganz angehöre; und diese eine Bedingung kann im Allgemeinen mittelst eines veränderlichen Parameters erfüllt werden, welcher die Bewegung des veränderlichen Punktes in der Doppelcurve regelt. So enthält die Fläche unendlich viele Gerade und ist daher eine Regelfläche. Eine Ausnahme tritt ein, wenn die Fläche drei gerade Doppel-linien hat, die sich in einem Punkte schneiden. Dann besteht der durch die Ebene von zweien derselben erzeugte Querschnitt aus den zweifach zählenden Linien selbst und es liegt keine sie durchschneidende Gerade in der Fläche. Dies ist die schon im Art. 291, 2 erwähnte Fläche vierter Ordnung von Steiner. Für X1 == 0, X2 = 0, T3 == 0 als die Ebenen der Doppelgeraden in Paaren kann ihre Gleichung in der Form





ax,2x32 — ba,2x,2 — cx,2x,2 — 2d 2,2,2304 — 0 geschrieben werden.

Wir untersuchen nun die andern Fälle von Flächen vierter Ordnung mit Doppelcurven und beginnen mit denjenigen, in welchen die Doppelcurve eine Linie dritter Ordnung ist. Der Fall von drei Geraden, von denen keine zwei in derselben Ebene liegen, ist nicht zu erörtern, weil leicht erkannt wird, dass die entsprechende Fläche vierter Ordnung nur die zweimal gezählte Fläche zweiter Ordnung ist, welche die drei Geraden als Leitlinien bestimmen. Wir beginnen mit dem Falle (VI, VII), in welchem die Doppellinie eine eigentliche Curve dritter Ordnung ist.

Man kann eine solche Curve durch die drei Gleichungen

X,T3 — x,2 — 0, A1%4 — T,R3 = 0, X,X4 — x32 = 0 ausdrücken, in welchen X1 = 0 und X4 = 0 irgend zwei Schmie-gungsebenen der Curve sind; so dass die Coordinaten eines Punktes durch

X1 : x, : xs : X4 = A3 : A2 : A : 1 dargestellt werden. Bezeichnen wir dann x,X4—x,2, x,X3 — x,X4, X1T3 — x,2 abkürzend durch Y1, Y2, Y3 respective, so ist eine Fläche vierter Ordnung, die diese Curve zur Doppellinie hat, durch eine quadratische homogene Function

0,132 + 422322 + (33332—2 (23 323342 d,331 33+2 0,23132 = 0 repräsentirt. Die Coordinaten eines Punktes in der Verbindungslinie von zwei Punkten A, u der Curve sind von der Form

23 + 0u3, 22 + Qu 2, a + 0u, 1 + 0,

und ihre Substitution in die Grössen J1, J2, Y3 macht diese zu Producten von

A u , A — u, 1

in den gemeinsamen Factor 02 (A — u)2. Die Bedingung, unter welcher die gerade Linie A, u der Fläche vierter Ordnung ganz angehört, ist daher

a,1A2u2—a,2(1—u)2—a33—2a,s(1—u)—2a zlu—Za Au(l—u) =0.

Aus ihr wird zu dem Punkte 2 ein Paar von Punkten u der Curve dritter Ordnung gefunden, deren Verbindungslinien mit ihm ganz in der Fläche liegen. Die Fläche ist also eine geradlinige Fläche und durch jeden Punkt der Curve gehen zwei Erzeugende, die dieselbe je noch einmal schneiden.

Die sechs Coordinaten (Bd. I, Art. 51), 212, 213, 231, P14, ihn 234 der Geraden l, u sind die Producte des gemeinsamen Factors 2 — u in die Grössen (Art. 99)

22 u?,  Au, — Au (2 + u),  22 + Au + u2, 2 + u, 1, und die gefundene Bedingung ist eine lineare Function dieser Coordinaten. Man kann also sagen, dass eine Regelfläche vierten Grades von denjenigen Geraden erzeugt wird, welche eine Raumcurve dritter Ordnung zweimal schneiden und deren sechs Coordinaten durch eine lineare Relation verbunden sind, oder die einem linearen Com-plex angehören. Die Relation a11A2u2 — etc. — 0 ist in der That mit

(22214—2 d2sP14—da3234+ (a,2 +2d1s) 223   2412231 + allPl2~^ identisch.

Da wir wissen (Art. 52, Bd. I), dass die Bedingung des Durchschneidens mit einer festen Geraden ein specieller Fall der linearen Relation zwischen den sechs Coordinaten einer Geraden ist, so ergiebt sich aus dem Vorigen unmittelbar, dass alle Erzeugenden der Regelfläche eine feste Gerade schneiden, wenn die Factoren der 212, 223, 231, 214, 221, 234 selbst die sechs Coordinaten einer Geraden sind, d. h. wenn (VII) die Bedingung erfüllt wird

422 (422 — 24,3) 4023 @12 + d11@33 = 0.

In diesem Falle erhellt aus Art. 327, dass die Reciproke der Regelfläche eine dreifache Gerade enthält, so dass sie in der That zu der dort erst betrachteten Art von Regelflächen vierten Grades gehört.

	
	
330.    Um die Gleichung der Reciprokalfläche im allgemeinen Falle VI zu finden, bemerken wir, dass der Erzeugenden (A3, A2, A, 1), (u3, u2, u, 1) in ihr die Erzeugende von den Gleichungen





x,23+2,12+21+x,==0, X1 u3 — x, u2 — x3 u — X4 — 0 entspricht, und dass die Elimination von A und u zwischen diesen Gleichungen und der A, u verbindenden Relation des vorigen Art. die Gleichung der Reciproken liefert. Cayley hat diese Elimination durchgeführt und gefunden, dass die fragliche Gleichung von derselben Form mit der ursprünglichen ist und dieselben Coefficienten hat, sodass dieselbe Regelfläche, welche durch diejenigen Geraden eines linearen Complexes erzeugt wird, die eine feste Räumenrve dritter Ordnung zweimal schneiden, auch durch diejenigen Strahlen des Complexes gebildet wird, welche in zwei S chmi e gu ngs eb en en einer Curve dritter Ordnung liegen.

Die fundamentale Eintheilung der Regelflächen vierten Grades mit Doppelcurve dritter Ordnung trennt sie also in solche, deren Reciproke von der gleichen Form sind (VI) und solche, deren Reciproke eine dreifache Gerade enthalten (VII). Es ist zu bemerken, dass die allgemeine Form der Gleichung der Reciproken die Grösse

0222 — 2 022 013 4023012 — 011233 als einen Factor enthält, deren Verschwinden die Regelfläche der letzten Art engehörig macht.

Beide Arten können durch eine Gerade erzeugt werden, welche eine Raumcurve dritter Ordnung zweifach und ausserdem einen dieselbe zweimal schneidenden Kegelschnitt oder andernfalls eine gerade Linie schneidet. Die Arten VI, VII entsprechen der 10ten und 8ten Art von Cayley, der 1ten und 7ten von Cremona.

	
	
331.    Die Annahme 2 = u bezeichnet die Punkte, in welchen eine Erzeugende der Fläche mit einer Tangente der Curve dritter Ordnung zusammenfällt. Da die entsprechende Gleichung vom vierten Grade ist, so sehen wir, dass der Durchschnitt der Regelfläche mit der Developpabeln 43,33 — y/ = 0, welche die Curve dritter Ordnung zur Rückkehrkante hat, von dieser und von vier Erzeugenden gebildet wird.





Es giebt vier Cuspidalpunkte der Doppelcurve, in denen die beiden Tangentialebenen der Regelfläche zusammenfallen — Punkte, welche Cayley Pinch-Points, d. i. Klemm- oder Zwick-Punkte genannt hat; man erhält sie aus der Redingung des Art. 329, indem man dieselbe nach Potenzen von u ordnet

u2 (a,122 + 2a2 + a,2)

— 2u {a,222 — (a,2 — «13) A — a,3 } — a,2 12 — 2 a232 — a33 = 0,

und die Discriminante bildet, also aus

(aiA2 + 2022 + a,2) (02222 +2022 + 133)

= l (12 22 + (a,2 + a,s) 2 + 123 } 2.

Man kann die Fundamentalebenen so wählen, dass einer dieser vier Punkte dem Werthe A = 0 entspricht und dass der andere Schnittpunkt der Erzeugenden durch ihn den Werth " == © hat; dazu ist erforderlich, dass a23 = 0, a22 = 0 sind. Die Gleichung der Regelfläche kann also immer in die Form

d,312 + (33332 + 24,33133 + 20,23132 = 0 gebracht werden.

Oder indem man die Fundamentalebenen so wählt, dass zwei der vier Punkte durch 1=0,1 = © bezeichnet sind, wird die Gleichung

(d1131 + (2232 + (3333)2 = 4629133 •

Wir erhalten eine Unterart der Regelfläche, wenn in dieser Gleichung entweder au oder a33 verschwindet, da dann zwei der vier Cuspidalpunkte der Doppelcurve zusammenfallen und die Erzeugende in diesem Punkte also eine Erzeugende ihrer Developpabeln ist, so dass der Regelfläche und dieser Developpabeln die Tangentialebene der letztem gemeinsam ist.

Es kann sich noch ein dritter der Cuspidal- oder Pinch-Punkte mit jenem vereinigen, wenn a22 = b ist, und die Regelfläche wird endlich zur Developpabeln, wenn sowohl d11 als a33 verschwindet, nämlich zu J22 — 4J193 = 0.

	
	
332.    Die nächste Art der hier untersuchten Regelflächen (VIII, IX) ist durch eine aus einem Kegelschnitte und einer ihn schneidenden Geraden (denn der Kegelschnitt enthält alle Schnittpunkte seiner Ebene mit der Fläche) zusammengesetzte Doppelcurve charakterisirt. Diese Regelfläche wird durch eine gerade Linie erzeugt, welche zwei einander doppelt schneidende Kegelschnitte und eine jedem derselben begegnende Gerade stets schneidet. Man erkennt, dass die allgemeinste Gleichung einer solchen Regelfläche immer auf die Form





(x,23 — x,2)2 — Ma,%, (x,23 — x,2) — x,2 (ax,N2 — bx,2) = 0 reducirt werden kann, wo 2123 — x,2 = 0, x, = 0 den Doppelkegelschnitt und X1 = x, = 0 die Doppellinie bezeichnen und x, = 0, x3 == 0 eine Lage der Erzeugenden ist.

Nehmen wir irgend einen Punkt des Kegelschnittes von den Coordinaten 12, A, 1, 0 und einen Punkt x3 = ux4 in der geraden

Linie 21 : N2 = 0, so liegt die Verbindungslinie von beiden ganz in der betrachteten Fläche, wenn man hat

A?u2 + map + al + b = 0.

Also gehen durch jeden Punkt der Doppelgeraden wie des Doppel-kegelschnittes zwei Erzeugende der Fläche.

Indem wir zwischen der vorigen Gleichung und den Gleichungen

122, — Ax, — x3 = 0, ux3 — X4 = 0 die 2, u eliminiren, erhalten wir die Gleichung der reciproken Fläche in der Form

(ba,23 — 242)2 — T2 (bx^ — xf) {bx2 — mxA — ax^)

— Q123 (bx, — mx^ — ax^2 = 0,

welches eine Regelfläche derselben Art (VIII) ist, so lange nicht b = 0 ist. Sie hat den Doppelkegelschnitt und die Doppelgerade respective

bxrx3 — x,2== 0, ba,—Mx,—ax3 = 0; x, == 0, x^ — 0.

Ist aber b— 0, so entsteht der Fall IX, die reciproke Fläche hat eine dreifache Gerade und ist von der dritten früher betrachteten Art. Es giebt einen Cuspidal- oder Zwick-Punkt im Kegelschnitte und zwei solche Punkte in der Geraden. Die VIIIte und IXte Art entsprechen der 7ten und 11ten von Cayley, der 2ten und 4ten von Cremona.

Eine Unterart entspricht der Relation m2 == ^b, oder der Gleichungsform

(A A      A 2 ! N A               2 A %

in welchem Falle nur ein solcher Cuspid alp unkt vorhanden ist, und zwar in der geraden Linie.

	
	
333.    Wir betrachten demnächst den Fall (X), wo der Kegelschnitt in ein Linienpaar degenerirt, d. h. wo drei Doppelgerade vorhanden sind, von denen eine die beiden andern schneidet. Diese Art ist ein specieller Fall der nachher zu betrachtenden, in welcher die Regelfläche durch eine Gerade erzeugt wird, die zwei sich nicht schneidende Gerade stets trifft. Wenn dabei zwei Lagen der Erzeugenden zusammenfallen können, so dass eine doppelte Erzeugende entsteht, so ist die Fläche von der jetzt zu betrachtenden Art. So z. R. ist die Regelfläche, welche eine Gerade erzeugt, die zwei feste windschiefe Gerade und einen Kegelschnitt stets schneidet (Art. 232), vom vierten Grade und hat die zwei Geraden zu Doppellinien, ebenso aber die Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte der geraden Leitlinien mit der Ebene des Kegelschnittes. Die allgemeine Gleichung kann wie im vorigen Art. geschrieben werden





212x32 — Ma,222324 — 242 (ax,N2 — bx,2) — 0; die Gerade X1 = Ax,, 23 = ux, ist eine Erzeugende, wenn man hat

22u? + mau + al + b = 0, und die Reciproke ist

x,2x,2 — Ma,222324 — 21232 (bx, — ax^) = 0,

d. h. sie ist von derselben Art mit dem Original. Es ist die 2te Art von Cayley und die 5te von Cremona. Wie vorher kann die Form

‘3    ‘2 ‘4) n • ‘1 ‘2 14 als ein Specialfall betrachtet werden.

	
	
334.    Wir gehen nun zu dem allgemeinen Falle von zwei windschiefen Doppelgeraden über (XI), Cayley’s lter, Cre-mona’s llter Art. Man erzeugt diese Regelfläche, indem man eine ebene Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten und zwei Gerade durch je einen dieser Doppelpunkte als Leitlinien nimmt. Wenn die Curve einen dritten Doppelpunkt hat, so erhalten wir die Art des vorigen Artikels wieder. Die allgemeine Gleichung ist





x,2 (a x^ — 2 b 23 X4 — c x42) — 2 21 2, (a' x32 — 2 b' 23 xa — c' x42)

— x/ (a"x32 — 2b"x324 — c"x42) = 0,

und ihre Reciproke hat dieselbe Form. Die Fläche hat in jeder der Geraden vier Cuspidalpunkte, und mit dem Zusammenfallen von zwei oder mehreren dieser Punkte sind Unterarten charakterisirt.

In der Leitcurve vierter Ordnung können aber die beiden Doppelpunkte zu einem Berührungsknoten zusammenrücken, und es entsteht dann eine Regelfläche (XII) mit zwei zusammenfallenden Doppellinien (Cayley’s 4te, Cremona’s 12te Art), deren allgemeine Gleichung in der Form

U4 — (x,X4 — 2123) 12 — (x,X4 — 2123)2 = 0 darstellbar ist, mit M4 und 1, als binären Formen vierten und zweiten Grades in 21 und X2, und deren: Reciproke von der gleichen Form ist.

Auch kann diese Art der Regelflächen vierten Grades eine doppelte Erzeugende haben, wie es der Fall sein wird, wenn ein Factor x, — ax, von 1, zweifach als Factor in U, enthalten ist. (XIII.) Dann ist offenbar die Gerade

T2 — &x1 = 0, ax — 23 = 0 eine Doppellinie der Fläche. Es ist Cayley’s 5tc, Cremona’s 6te Art.

Jede Regelfläche vierten Grades kann unter eine der hier aufgezählten Arten eingereiht werden.

	
	
335.    Die einzigen Flächen vierter Ordnung mit Knotenlinien, welche bisher nicht betrachtet wurden, sind diejenigen, welche eine gerade Doppellinie oder einen doppelten Kegelschnitt besitzen. In jedem Falle enthält die Fläche eine endliche Anzahl gerader Linien. Denn betrachten wir einen willkürlichen Punkt der Doppelgeraden und einen gleichfalls willkürlichen Punkt in einem ebenen Querschnitte der Fläche, so schneidet die Verbindungslinie beider die Fläche nur noch in einem weiteren Punkte. Nach der Methode von Joachimsthal erhält man zur Restimmung der Coordinaten dieses Punktes mittelst der Coordinaten beider gegebenen Punkte eine lineare Gleichung. Damit die Linie ganz in der Fläche liege, müssen beide Glieder derselben verschwinden, d. h. es müssen zwei Bedingungen erfüllt sein. Und da zwei Parameter zu unserer Disposition sind, so können wir denselben in einer endlichen Anzahl von Arten genügen. Dasselbe Argument zeigt, dass die Existenz einer (n — 2) fachen Linie in einer Fläche nter Ordnung es mit sich bringt, dass die Fläche gerade Linien enthält. Ist die vielfache Linie gerade, so zeigt man in dem Wege des Art. 304 sofort, dass die Zahl solcher geraden Linien 2(3n—4) ist.'Wenn die vielfache Linie nicht eben ist, oder wenn die Fläche äusser ihr eine andere vielfache Linie enthält, so ist sie im Allgemeinen eine Regelfläche.171) in dem Falle der Flächen vierter Ordnung mit einer geraden Doppellinie 21 = 0, x, = 0 setzen wir T2 = Ax, in die Gleichung ein, und indem wir wie in Art. 304 verfahren, finden wir, dass durch die Doppellinie acht Ebenen hindurchgehen, von denen jede die Fläche in zwei geraden Linien äusser ihr schneidet, dass es also sechszehn gerade Linien äusser der doppelten Geraden in der Fläche giebt.





Die dreifach berührenden Ebenen schneiden diese Fläche in Kegelschnittpaaren, deren einer Schnittpunkt in der Doppelgeraden liegt; und jeder dieser Kegelschnitte trifft je eine Gerade jedes Paares, so dass beide sie alle je einmal schneiden.

Eine solche Fläche mit einer doppelten Geraden ist der geometrische Ort der K r ü m m u n g s k r e i s e der Normalschnitte in einem nicht singulären Punkte einer algebraischen Fläche.

Für die Tangentialebene als Ebene : == 0 und die beiden Hauptnormalschnitte als Ebenen x ==0, y — ^ von rechtwinkeligen Coordinaten, für 0 als den Winkel des Normalschnittes zur Ebene xz, und 9 als den Winkel, den der Radius zum Punkte x, y, z des Krümmungskreises mit der Axe z macht, hat man

z == R sin q cos 9, y = R sin q sin 9, s = R (1 — cos 9).

Die Verbindung mit der Euler’schen Gleichung des Art. 32

1 cos2 9 . sin2 9

gestattet die Elimination von 9, q und r. Man erhält als Gleichung des Ortes

(«8 +*+ ^2) {qy2 + 0‘r) = 2ee‘; («8 + v); eine Fläche vierter Ordnung mit der Axe z als Doppellinie und dem Anfangspunkte als dreifachen Punkt, für die die Bestimmungsgleichung der in Geraden schneidenden Ebenen die Form erhält

(i + i7 (2+0) =0, sodass sechs Paare der Geraden in den nach den Kreispunkten von z — 0 gehenden Ebenen liegen, die letzten aber in den Ebenen ^y2 — Q‘x2 = 0; von jeder Gruppe ein Paar insbesondere in der Ebene z = 0.

Eine Fläche derselben Art ist auch der Ort der Krümmungsmittelpunkte aller Schnitte durch den Punkt der Fläche.

	
	
336.    Wir unternehmen es nicht, eine vollständige Ueber-sicht der verschiedenen Arten von Doppelcurven in einer Fläche vierter Ordnung zu geben, da die Zahl derselben sehr gross ist; wir wollen nur einige der Fälle hervorheben, welche in einer vollständigen Aufzählung nothwendig untersucht werden müssen.172)





Die allgemeine Gleichung einer Fläche vierter Ordnung mit einer geraden Doppellinie kann geschrieben werden

U4 + ugas + va%4 + t2x^ + U,2324 + v,x,2 = 0, wenn M4, 13, etc. Functionen von X, und T2 vertreten, welche den Grad der bezüglichen Indices haben.

Achten wir nun auf die drei letzten Glieder allein und bezeichnen den allgemeinen Fall als den 1ten, so treten folgende weitere Fälle hinzu: 2) Wenn die drei Functionen t,, 12, v2 einen gemeinsamen Factor haben. Dann ist eine der Tangentialebenen immer dieselbe längs der Doppellinie, und eine der sechszehn geraden Linien der Fläche fällt mit dieser Geraden zusammen. 3) Wenn die letzten Glieder durch einen Factor theilbar sind, der X1 und x, nicht enthält, so dass sie auf die Form (a^ — bx^ (x3u2 — X4”2) kommen. 4) Wenn sie sowohl einen gemeinsamen Factor in x1 und 22, als auch einen solchen in 83 und X4 besitzen, d. h. wenn die Glieder auf die Form

{axx — bx^) (a'x3 — b'x±) (x,R3 — 222,) reducibel sind. 5) Wenn t2, 12, v, nur durch numerische Fac-toren von einander verschieden sind, so dass es zwei feste Tangentialebenen längs der Doppellinie giebt; dabei kann der Fall unterschieden werden, in welchem der Factor in X3 und 24 ein vollkommenes Quadrat ist, sodass wir haben 5a) mit Gliedern zweiten Grades, die auf die Form 21223324 reducirbar sind, und 5b) mit der entsprechenden Reductionsform 2122232. 6) Wenn die drei Glieder in die Factoren (x123 — 2224) (xzu, — 2401) zer-fallen. 7) Wenn dieselben ein vollständiges Quadrat (xx3 — x,24)2 bilden, in welchem Falle die gerade Doppellinie cuspidal ist, nämlich so, dass die Tangentialebenen der Fläche in jedem ihrer Punkte zusammenfallen, während sie von einem Punkte zum andern variiren. 8a) und 8b) Wenn dieselben Glieder auf die Form x,2 X32, oder 212x32 respective gebracht werden können, sodass die Tangentialebene längs der Cuspida 11inie immer dieselbe ist.

Diese Aufzählung erschöpft die Arten nicht vollständig, und wir haben überdies dabei alle diejenigen nicht in Betracht gezogen, welche aus Mitbeachtung der vorhergehenden Glieder entspringen, z. B. wenn ein Factor (x,23 — x2x^ äusser den drei letzten auch den Gliedern (x3u3 — X4V3) angehört.

Aus der später zu entwickelnden Theorie der Reciprokal-flächen erhellt, dass eine Fläche vierter Ordnung mit einer gewöhnlichen Doppelgeraden von der zwanzigsten Klasse ist und dass in dem Falle der Cuspidalkante die Klasse auf zwölf reducirt wird.

Es wäre nöthig zu untersuchen, ob die Klasse nicht zwischen beiden Zahlen liegende Werthe in besondern Fällen annimmt, und ferner, welche Besonderheiten der Doppellinie zwischen der Cuspidalkante und demjenigen Falle vermitteln, bei welchem die Fläche zur Regelfläche wird und also auch von der vierten Klasse ist.

	
	
337.    Eine Fläche vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden kann noch äusser derselben Doppelpunkte haben. Zwei von den acht Ebenen durch die Doppelgerade, welche die Fläche in Paaren von geraden Linien schneiden, fallen dann immer in die eine Ebene zusammen, welche die Doppel-gerade mit einem der Doppelpunkte verbindet.





Man kann die Gleichung einer Fläche vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden und vier Doppelpunkten aus den Gleichungen U = 0, V = 0, W = 0 von drei Flächen zweiter Ordnung sofort bilden, die eine gerade Linie gemeinsam haben; denn dieselben besitzen auch vier gemeinschaftliche Punkte, und eine quadratische homogene Function von U, V, W stellt eine Fläche vierter Ordnung dar, in welcher diese Gerade und diese Punkte doppelt sind.

Es giebt in dem erwähnten Falle vier Ebenen durch die Doppellinie und je einen Doppelpunkt, von denen jede die Fläche in der Doppellinie zweifach und überdies in zwei vom Doppelpunkte ausgehenden Geraden schneidet. Es ist aber insbesondere möglich, dass eine dieser Ebenen die Fläche äusser in der Doppellinie in einer zweifach zählenden Linie schneidet, die zwei Doppelpunkte enthält. Die Fläche kann sonach bis auf acht Doppelpunkte haben.

Die Fläche vierter Ordnung mit acht Doppelpunkten und einer Doppellinie begegnet in Plück er’s Theorie der Com-plexe173) und ihre Gleichung ist

Bezeichnen wir diese Paare der Doppelpunkte durch 1, 1‘; 2, 2‘; 3, 3‘; 4, 4', so dass die Geraden 11‘, 22‘, 33‘, 44' sämmtlich die Doppellinie schneiden. Nun ist für einen Doppelpunkt 1 der umschriebene Kegel sechster Ordnung durch P2U,==0 ausgedrückt, für P = 0 als die nach der Doppellinie gehende Ebene; er enthält die Geraden 11', 12, 12', 13, 13', 14, 14' jede doppelt, und da P2 = 0 die Linie 11' doppelt enthält, so gehören die übrigen sechs Geraden 12, . . ., 14' dem Kegel vierter Ordnung U, = 0 doppelt an, d. h. derselbe zerfällt in vier Ebenen A, JB, C, D, die sich in denselben schneiden. Nehmen wir in gleicher Weise P'2A'B'C'D' = 0 als Gleichung des Kegels sechster Ordnung vom Doppelpunkte 1', so sehen wir, dass die acht Doppelpunkte zu vier in den acht Ebenen A, . . .: A', . . . liegen und dass durch jeden von ihnen vier von diesen Ebenen gehen. Man construirt ein solches System von acht Punkten geometrisch aus der Anschauung eines Würfels durch Aufhebung eines Theiles seiner Symmetrie.

Ein besonderer Fall entspringt aus der Annahme, dass einer oder mehrere der Doppelpunkte mit der Doppellinie zusammenfallen. So stellt die Gleichung

ax,4 — ba,3x, — ca,2x,22 — dx,x,2 (x, — maß

— (Ax^ — Bx2x2 — Cx,x,2) X3 — Px2xl (x, — mx4)

— (A'x^ — B'x^x.^ X4 — C‘x,2gX4 (x, — mx^)

— (« x2 — ß X1 x2 — y x,2) x2 — («‘ X12 — ß' X1 X,) T3 X4 — a X1 2x,2==0 eine Fläche vierter Ordnung dar, welche die Gerade ^ — 0, x,==0 zur Doppellinie und den Punkt X1 — 0, xz = 0, x2 •—ma,==0 zum Doppelpunkte hat; und für m = 0 fällt derselbe in die Doppellinie. Es erhellt, dass diese Art einer Doppellinie von den vorher betrachteten Arten verschieden ist.

	
	
338.    Wir gehen zu dem Falle weiter, in welchem zwei sich durchschneidende Doppellinien existiren. Dann ist die Gleichung der Fläche





x,2x,2 — 2ma,T,2324 — x4u2 = 0

für u, als eine quadratische Function von 21, 22, X3, X4. Indem wir wie vorher verfahren, finden wir unmittelbar, dass äusser der Ebene x, == 0 vier Ebenen durch jede der Doppelgeraden existiren, die die Fläche in geraden Linien schneiden, sodass überhaupt sechszehn gerade Linien auf der Fläche liegen, von denen acht jede der Doppellinien schneiden. Man zeigt auch, dass jede Linie des einen Systems von vier Linien des andern geschnitten wird.

Die Fläche kann äusser den Doppellinien vier Doppelpunkte besitzen. Ihre Theorie ist in der demnächst zu untersuchenden enthalten, nämlich der Theorie der Flächen vierter Ordnung, welche einen doppelten Kegelschnitt enthalte n.

	
	
339.    In diesem Falle schneidet eine willkürliche Ebene die Fläche in einer Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten, eine einfache Tangentialebene in einer solchen mit drei Doppelpunkten und eine Doppeltangentialebene also in zwei Kegelschnittten. Unter diesem Gesichtspunkte als Flächen mit unendlich vielen Kegelschnitten sind diese Flächen vierter Ordnung zuerst von Kummer174) studirt worden. Wenn die Ebene endlich dreifach berührt, so muss der Querschnitt einen überschüssigen Doppelpunkt enthalten, d. h. einer der beiden Kegelschnitte muss in zwei gerade Linien zerfallen. Und da jede Fläche im Allgemeinen eine bestimmte Zahl dreifach berührender Ebenen besitzt, so sehen wir, was schon vorher aus andern Betrachtungen erkannt wurde, dass die Fläche eine bestimmte Zahl von geraden Linien enthält.





Diese Zahl ist sechszehn, wie man nach der Methode des Art. 335 zeigt; wir wollen jedoch in die Details des Beweises nicht eingehen, weil wir später Gelegenheit haben werden, zu zeigen, wie der Satz ursprünglich durch CI eh sch gefunden worden ist.

Jede der sechszehn Geraden wird durch fünf andere geschnitten und ihre Beziehungen zu einander lassen sich, wie Geiser und Darboux175) bemerkt haben, mit denen der siebenundzwanzig Geraden einer Fläche dritter Ordnung einfach so verbinden, dass man in der letztem eine Gerade und die zehn andern, welche sie schneiden, ausschliesst. Die 16 übrigen verhalten sich dann in Betracht ihrer gegenseitigen Durchschnitte sowie die Geraden der Fläche vierter Ordnung. Man beweist dies leicht durch die Methode der Transformation mittelst reciproker Radien in dem Falle, wo der Doppelkegelschnitt der imaginäre Kreis der unendlich fernen Ebene ist, einem Falle also, auf welchen die allgemeine Form durch projectivische Transformation immer zurückgeführt werden kann. Für einen Punkt der Fläche als Anfangspunkt wird die Transformirte zu einer Fläche dritter Ordnung, die den imaginären Kreis im Unendlichen enthält. Von den siebenundzwanzig geraden Linien dieser Fläche liegt eine in der unendlich fernen Ebene, zehn schneiden diese Linie und die übrigen sechszehn schneiden den imaginären Kreis. Diese letztem und nur diese verwandeln sich in gerade Linien auf der Fläche vierter Ordnung.

Diese geraden Linien lassen sich in „Doppelvieren" grup-piren, so dass in einer Doppelvier jede Linie der einen Vier drei Geraden der andern Vier schneidet, während keine zwei derselben vier einander schneiden. Es giebt in allem zwanzig Doppelvieren, jede gerade Linie des Systems gehört zu zehn von ihnen.

Die parabolische Curve der Fläche oder ihre Durchdringung (Ord. 32) mit ihrer Hesse’schen Kernfläche ist zusammengesetzt aus dem achtfach zählenden Doppelkegelschnitte, der doppelt zählenden Raumcurve vierter Ordnung aus den beiden ihre Gleichung zusammensetzenden Flächen zweiten Grades und einer Curve achter Ordnung, welche aus ihr durch eine gewisse andere Fläche zweiten Grades ausgeschnitten wird.

	
	
340.    In dem Folgenden setzen wir voraus, dass die Fläche eine Cyclide, d. h. dass der Doppelkegelschnitt der unendlich ferne imaginäre Kreis sei. In diesem Sinne ist der Name Cyclide von Casey und Darboux gebraucht worden. Die unter demselben Namen von Dupin studirte Fläche enthält ausserdem vier Doppelpunkte; sie kann als Dupin’sche Cyclide unterschieden werden. (Vergl. Art. 352.) Um die Resultate zu verallgemeinern, ist nur nöthig anzunehmen, dass in den Gleichungen w = 0, x2 — y2 — 2 == 0 des Doppelkegelschnittes w = 0, x = 0, y = 0, z == 0 beliebige Ebenen sind, während im speciellen Falle die erste unendlich fern und die drei letzten zu einander rechtwinklige Ebenen sein müssen.





Die Eigenschaften der Cyclide können genau in derselben Art studirt werden, wie die der Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten in den Kreispunkten in den Art. 252, 273 der „Höheren Curven" unlersucht worden sind.

Die Gleichung einer allgemeinen Fläche vierter Ordnung kann in unendlich vielen Arten in die Form (X1, X2, X,, X,)2 === 0 übergeführt werden, in welcher X,==0, X,==0, X,==0, X,==0 Flächen zweiten Grades darstellen, und deren linke Seite eine homogene quadratische Function dieser Grössen ist. Durch eine lineare Transformation dieser Grössen kann aber diese Gleichung ferner auf eine der Formen

a,x,2 + ax,2 + a,X,2 + a,x,2 - 0, X,x, = x,x,

reducirt werden, wobei allerdings im letztem Falle die einzelnen Factoren nicht nothwendig reell sind. Aus der letztem Form erkennt man, dass in der allgemeinen Fläche vierter Ordnung wenigstens zwei einfach unendliche Reihen von Curven vierter Ordnung erster Art liegen

Ax,— X,=0, X,— 2X,=0; uX—X, =0, X,—uX,=0; und dass durch zwei beliebige Curven, von denen eine der einen Reihe und die andere der andern angehört, eine Fläche zweiten Grades

A u X, — 2 X, — u X, + X, = 0

geht, die die Fläche in den acht Punkten berührt, in welchen diese Curven sich durchschneiden.

Und allgemein berührt die Fläche zweiten Grades

4X,+6%,+6%,+4x,=0

die Fläche vierter Ordnung, wenn die §i die bekannte Relation des Art. 79 in Rd. I erfüllen. Alle dreifach unendlich vielen in dieser Gleichung enthaltenen Flächen zweiten Grades haben eine gemeinsame Jacobi’sche Fläche, in welcher die Mittelpunkte aller möglichen Kegel des Systems liegen; durch jede der Curven vierter Ordnung erster Art der beiden vorerwähnten Systeme gehen vier dieser Kegel. (Rd. I, Art. 233.)

Ein besonderer Fall ist es, wenn die Gleichung der Fläche vierter Ordnung in Function (X, Y, Z)2 = 0 von nur drei Flächen zweiten Grades dargestellt werden kann; dann hat die Fläche nothwendig Doppelpunkte, weil alle den drei Flächen X = 0, Y = 0, Z — 0 gemeinschaftlichen Punkte Doppelpunkte in ihr werden. In diesem Falle kann die Gleichung durch lineare Transformation auf die Formen

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf.
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b, X,2 + b, X,2 — b, X,2 = 0, oder X,X,= X,2 gebracht werden. Eine Fläche dieser Art ist offenbar der Ort des Systems von Curven







	
X, = A X, , X, = 2 X, ;



und die Fläche zweiten Grades

22x, — 21X, + X, = 0

berührt die Fläche längs der ganzen Curve. Die geraden Erzeugenden dieses Systems von Flächen zweiten Grades sind Doppeltangenten der Fläche vierter Ordnung.

	
	
341.    Um dies auf die Cyclide anzuwenden, bemerkt man zunächst, dass für X, = 0, X2 = 0, X3 = 0, X, = 0 als Gleichungen von vier Kugeln die Gleichung (X1, X2, X3, X,)2 = 0 allgemein genug ist, um jede Cyclide darzustellen.





Da die Jacobi’sche Fläche der vier Kugeln die Orthogonalkugel derselben ist, so werden alle Kugeln des Systems

4X+6,x,+6x,+6x, =0

von einer und derselben Kugel orthogonal geschnitten.

Die Coordinaten des Centrums einer jeden derartigen Kugel sind linearen Functionen der §i proportional, und umgekehrt sind diese Grössen proportional zu linearen Functionen dieser Coordinaten. Demnach begründet die Bedingung der Berührung in Bd. I, Art. 79 eine Relation zweiten Grades zwischen diesen Coordinaten und wir erhalten somit eine Erzeugungsweise der Cycli-den, welche der in Art. 274 der „Höheren Curven“ gegebenen für bicirculare Curven vierter Ordnung genau entspricht; nämlich wir erfahren, dass eine Cyclide die Enveloppe einer Kugel ist, die eine feste Kugel J— 0 orthogonal durchschneidet, während ihr Centrum eine feste Fläche zweiten Grades F—0 beschreibt.

Aus dieser Erzeugungsweise, ergeben sich unmittelbar eine Reihe von Consequenzen. Zuerst, dass die Cyclide ihre eigene Inverse ist in Bezug auf die feste Kugel J = 0; denn jede Orthogonalkugel dieser letztem ist zu sich selbst invers in Bezug zu ihr, so dass die erzeugenden Kugeln durch die bezeichnete Inversion nicht geändert werden und somit auch nicht die Enveloppe derselben. Die Cyclide ist also eine anallagma-tische Fläche, wie man sagt. (Vergl. Anm. 135.)

Sodann, dass die Durchschnittscurve von F=0 und J =0 eine Focalcurve der Cyclide ist. Denn die Jacobi’sche Fläche J = 0 ist der Ort aller dem System

4,X,+6%,+6x,+4X, =0 angehörigen Punktkugeln und es folgt damit aus der entwickelten Erzeugungsweise, dass jeder Punkt der Curve F = 0, J = 0 eine Punktkugel ist, die mit der Fläche vierter Ordnung eine doppelte Berührung hat, d. h. ein Focalpunkt derselben.

Drittens reducirt sich in dem Falle, wo das Centrum der umhüllten Kugel im Unendlichen der Fläche F=0 ist, die Kugel selbst zu einer durch das Centrum von J = 0 gehenden Ebene, zusammen nämlich mit der unendlich fernen Ebene; und daraus ergiebt sich, dass für einen durch das Centrum von J = 0 gelegten Kegel, dessen Tangentialebenen zu den Erzeugenden des Asymptotenkegels von F = 0 normal sind, diese Tangentialebenen Doppeltangentialebenen der Fläche vierter Ordnung sind, welche dieselbe in je zwei Kreisen schneiden, während die Erzeugenden dieses Kegels Doppeltangenten der Fläche sind.

	
	
342.    Wir haben bis hierher die Gleichung der Cyclide als ausgedrückt in Function von vier Flächen zweiten Grades betrachtet; es ist aber mindestens eben so evident, dass sie mittelst dreier Flächen zweiten Grades dargestellt werden kann. Die Gleichung einer Fläche vierter Ordnung, welche die Durchschnittslinie der Fläche zweiten Grades U = 0 mit einer Ebene P = 0 zur Doppelcurve hat, kann offenbar in der Form geschrieben werden





v? - P&V; oder insbesondere für die Doppelcurve x2 — y2 — £2 = 0, w = 0,

(a? + y? + £2)2 + 2101, (a? + y? + £2) + 202 ug = 0, welche allgemeine Form der Gleichung der Cyclide auf die obige zurückkommt, nämlich

(X 3    8 WU^) — W 02 .

Wir können die Gleichung durch Transformation zu parallelen Axen durch einen neuen Anfangspunkt vereinfachen, indem wir M, verschwinden machen, und wir können die Coordinatenaxen den Axen der Fläche zweiten Grades v, = 0 parallel voraus-29*

setzen, so dass v, die Glieder yz, Ex, xy nicht enthält. Es er-giebt sich also aus dem Gesagten, dass die Cyclide, als deren allgemeine Gleichung zu der Form

(3 +*+ ^2)2 = an«2 + a^ + d,2

+ 2014% — 2 a^y + 2 a^z — aaa = V reducibel ist, die Enveloppe der Fläche zweiten Grades

v+ 21 (a? + y+2) + 2 = 0 darstellt, so dass jede Fläche zweiten Grades in diesem Systeme die Fläche vierter Ordnung in jedem Punkte berührt, den sie mit ihr gemein hat. Die mit Null verglichene Discriminante dieser quadratischen' Gleichung, d. h.

a,22 I a^ _ _a,” _  112

a,1 +21 a,2 + 22 1 @33 + 21 441 ist eine Gleichung fünften Grades in A, d. h. es giebt fünf Werthe von A, für welche die Fläche zweiten Grades zum Kegel wird, und somit fünf Kegel zweiten Grades, deren Erzeugende Doppeltangenten der Fläche vierter Ordnung sind — die Kummer'schen Kegel der Fläche.176) Verbinden wir dies mit dem am Ende des Art. 341 Ausgeführten, so erkennen wir, dass fünf Kugeln J = 0 existiren, deren jede mit einer gewissen Fläche zweiten Grades F — 0 eine Erzeugungsweise der Cyclide liefert. Und das Nämliche zeigt man direct, indem man die Bedingung untersucht, unter welcher die Kugel x2 — y^ — z^ — Mi = 0 mit der Cyclide eine doppelte Berührung hat oder von ihr in zwei Kreisen geschnitten wird. Denn die Substitution in die Gleichung der Cyclide giebt u,2=V und die Addition dieser Gleichung zu A (x2+y2—z2—1) liefert für die Bestimmung von A in der Art, dass die Summe zwei Ebenen repräsentire, dieselbe Gleichung fünften Grades für A wie vorher; und wir linden auch, dass das Centrum («, ß, 7) der Kugel die Gleichung

++*1 1 “11 2 @22 2 @33 erfüllen muss, so dass wir lernen, es gebe fünf Systeme doppelt berührender Kugeln; der Ort der Centra der Kugeln jedes einzelnen dieser Systeme sei eine Fläche zweiten Grades, und diese fünf Flächen zweiten Grades seien confocal.

Aus dem Entwickelten folgt, dass durch einen beliebigen Punkt zehn Ebenen gelegt werden können, die die Cyclide in Kreisen schneiden, nämlich die von dem Punkte ausgehenden fünf Paare von Tangentialebenen an die fünf Kegel.

Jene fünf Kegel und die sechszehn Büschel durch die Geraden der Fläche bilden die vollständige Developpable der doppelt berührenden Ebenen.

	
	
343.    Die fünffache Erzeugung der Cyclide kann in einem andern Wege gezeigt werden. Wenn wir den Ort der Centra F — Q als identisch mit der Kugel J = 0 voraussetzen, welche orthogonal geschnitten wird, so erhalten wir offenbar als Cyclide die zweifach gezählte Fläche J = 0 selbst. Wenn wir ferner zwei Cycliden in der Gleichungsform (X1, X,, X3, X,)2==0 ausgedrückt denken, so ergiebt sich aus der Theorie der Flächen zweiten Grades, dass durch Substitution linearer Functionen von X1, X2, X3, X, an Stelle dieser Grössen beide Gleichungen in die Form a,X,2— a,X22— a3 X,2 — a,X,2 = 0 übergeführt werden können; demnach ist es möglich, die Gleichung jeder Cyclide in die Form a,‘X,‘+ a,’X,‘+ a,‘X,2+ a±X± = 0 überzuführen, während zugleich eine identische Relation von der Form





J2 = a,X,2 — a ,x, 2 — a,X,2 — a.X*

besteht.177)

Wir können die Bedeutung dieser Identität auf eine andere Weise darlegen. Wenn wir die beiden Determinanten mit einander multipliciren — wir schreiben für x2 — y2 — z2 abkürzend 92 —
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von denen jede einzeln mit Null verglichen die Gleichung der Kugel giebt, welche vier andere Kugeln orthogonal durchschneidet, so ist das Product für
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Wenn die vier gegebenen Kugeln in Paaren einander orthogonal durchschneiden, so haben die Grössen (12), etc. den Werth Null und das Quadrat der Gleichung der sie rechtwinklig durchschneidenden Kugel ist
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= 0.

Es mag hierbei angemerkt werden, dass man in Folge dieser Identität die Gleichung X5 = 0 in der Form schreiben kann


/X,—X,\2 (X,—X,\2 (X,-X,\2 (X,-X,)2_ 0

\ 7, / ' \ T, ) T Ta ) T \ T4 ) welche zeigt, dass die Kugel X5 = 0 die vier übrigen Kugeln in vier Ebenen schneidet, welche in Bezug auf X, = 0 ein sich selbst conjugirtes Tetraeder bilden.

Für die Cyclide ist hierdurch bewiesen, dass ihre Gleichung in der Form

a,X,2 + a,X,2 + a,X,2 — a,X,2 = 0 geschrieben werden und dass sie als Enveloppe einer Kugel erzeugt werden kann, welche X5 = 0 orthogonal schneidet; wir können ferner mit Hilfe der entwickelten Identität jede der Grössen Xi eliminiren und die Gleichung z. B. in der Form

	
	
	
a,     —L cio X,2 -L a, — a, X^ = 0 darstellen, welche die Erzeugung der Cyclide durch eine zu X,==0 orthogonale Kugel ausdrückt.



	
344.    Wenn zwei Flächen, deren Gleichungen @=0, $= 0 mittelst der fünf Kugeln Xi ausdrückbar sind, einander orthogonal durchschneiden, so erfüllen diese Gleichungen eine einfache Bedingung. Man hat zuerst





/dö dX,    \ /d# dX, . . \ dA1 dx       ) dA dx 1

dd dY I 2 dd d‘ d X, dX, T” d X, d X, Wir können die Gleichungen noch vereinfachen, indem wir für X

	
	
7,    etc. Xi, etc. setzen, so dass die die fünf Kugeln verbindende Identität in





X,2 + X,2 + X,2 + X,2 + X2 = 0,

und die Bedingung für die orthogonale Durchdringung in

dd d‘ i d d‘ i dX, d X, T dX, d^ T etc- — übergeht, welches der Form nach mit der Bedingung der Orthogonalität für gewöhnliche Goordinaten völlig identisch ist.

	
345.    Wir können nun unmittelbar nach der Analogie der Flächen zweiten Grades die Gleichung eines orthogonalen Systems von Cycliden bilden. Denn für A als einen varia-beln Parameter repräsentirt die Gleichung



X*—X, X

ein System von Cycliden, von denen drei durch einen angenommenen Punkt gehen, weil diese Gleichung in A vom dritten Grade ist, da der Coefficient von 24 in Folge der identischen Relation verschwindet; und aus der vorher abgeleiteten Bedingungsgleichung der Orthogonalität ergiebt sich, dass je zwei Flächen des Systems einander rechtwinklig durchschneiden.178) Diese Cycliden sind confocal, sie haben auf jeder der fünf Kugeln eine gemeinschaftliche Focalcurve. Aus dem Bewiesenen ist auch offenbar, dass confocale Cycliden einander in ihren Krümmungslinien durchschneiden, welche also algebraische Curven sind. Für die drei Cycliden dritter Ordnung, welche das Orthogonalsystem enthält, gilt dasselbe.

	
346.    Aus der allgemeinen Form der Gleichung des con-focalen Cyclidensystems



X.2

ergeben sich die Werthe der Parameter der durch einen Punkt x‘, y', z‘ gehenden Flächen des Systems als Wurzeln 21, 12, 23; und für M als Coefficient von A3 in der von den Nennern befreiten Gleichung ist mit der Abkürzung


f()=(1 — a)... (A — a5)



XA2__ M(d—A1 (d,—22)(di—A3)


setzen wir — == M2 Hi, r



r, /                    f (a,)

womit die Verhältnisse der X bestimmt werden.


Umgekehrt



erhält man


x = M’x




“10)4 7.




y = M’x




24

r.




a^H.



i H.

— 2 = M’z— ;

r. ’ und daraus das allgemeine Bogenelement analog dem der elliptischen Coordinaten 179)

	
4 ds2 __ 1 (A, — 2,) (2, —2)    2 - M — 2 f (1,) Chi ‘



3                     1 also für A3 als constant

	
	
- 0, a(%as a2,7 + *3 417), wonach die Krümmungslinien die Cyclide in unendlich kleine Quadrate theilen, oder ein System von orthogonalen Isothermen bilden.





Für ds = 0 hat man

j^y^+ijd^y^^^.

Als Enveloppe erhält man eine developpable Focale, den Ort der Punkte mit zwei gleichen Parametern, z. B. 1, = 23

, 2        M (2, —        2

	
ds —   4 f^ dhi, welche jede Cyclide des Systems nach ihren sechszehn Geraden und nach einer besondern Krümmungslinie schneidet.


	
347.    Die Grössen Xi} die Potenzen eines Punktes in Bezug auf fünf zu einander orthogonale Kugeln, bilden ihrerseits ein Coordinatensystem180) mit den Bedingungen





X (—) =0,       —

i /                         i

die man auf eine reducirt, indem man die Verhältnisse der fünf Variabein X, zur Bestimmung benutzt. Jede Kugel lässt sich in diesen Coordinaten darstellen in der Form

x,

XM; — = 0, ri sodass die fünf Parameter Mi als Coordinaten der Kugel erscheinen.

Die Fläche f {X^ = 0 wird im Punkte X{ von Kugeln berührt, für welche die Gleichung gilt

z(ax+1x)x,=0, und diese wird zur Tangentialebene für dasjenige k, für welches man hat

z}(ax,+1x/)=0.

Für die Cyclide ZA; X,2 = 0 hat man die berührenden Kugeln im Punkte X, X (A, — T) Xi X, = 0, und die Coordinaten mi = (Ai — k) X/ derselben müssen also die Relationen befriedigen m.2

2—‘=0, X -1-, = 0:

Ai + K      ‘      {^i + k)2      ’

d. h. die Kugel mi berührt die Cyclide, wenn die erste von beiden Gleichungen eine doppelte Wurzel k hat, eine Bedingung, die in den mi vom zwölften Grade ist und also sagt, dass in einem Kugelbüschel zwölf die Cyclide berührende Kugeln, in einem Ebenenbüschel zwölf sie berührende Ebenen, in einem Strahlenbündel zwölf zu ihr normale Strahlen sind.

	
	
348.    Den Werthen k gleich — o, — A^ — A,, ..., — A5 in der Gleichung der berührenden Kugel entsprechen insbesondere der Berührungspunkt Xi und die fünf doppelt berührenden Kugeln der Cyclide, welche den einen ihrer Berührungspunkte in ihm haben; die Doppelverhältnisse dieser Kugeln oder ihrer Centra sind dieselben wie die der sechs vorhergehenden Zahlen, d. h. constant; oder man hat den Satz: Eine Normale der Cyclide erzeugt mit den fünf Fundamentalkugeln als Schnitte die Mittelpunkte von fünf doppelt berührenden Kugeln, für die der eine der Berührungspunkte in ihrem Fusspunkte liegt, das Doppelverhältniss von vier beliebigen unter diesen fünf Punkten ist von einer Normale zur andern constant.181)





Indem wir sodann den Ort der Centra derjenigen tangiren-den Kugeln suchen, die demselben k entsprechen, erhalten wir den Ort der Punkte, die in jeder Normale mit irgend dreien der vorbezeichneten Punkte ein constantes Doppelverhältniss bestimmen.

Da für Xi als Coordinaten ihres Centrums ihre Coordinaten mi = x/ + ~

‘ i

sind, so muss man, um diesen Ort auszudrücken, k zwischen den hierdurch specialisirten Bedingungsgleichungen der mi eliminiren, also zwischen
[image: ]

Mit den Abkürzungen

X,‘1

% (x) oder x = (*+A1) (a+ A2) • • • (x+ As), 9 (*) oder 9 = 7 (*) X A,-E% , x/                        1

r.                                     7.2 f (^) = Tt (x) X —--‘--,  1 (x) = A (x) X --

sind die vorigen Gleichungen

q + 2f% + 1k2 = 0, q‘ + 2fk + 1‘R2 = 0, und liefern durch Elimination

(pv‘ — vo)2 = (pf — fo) (f^' — ^f'y,

d. h. der fragliche Ort ist eine Fläche vierter Ordnung, welche den Kegelschnitt

g‘ : 9 = f : f = 1‘ : p doppelt enthält und sich für * = — Ai auf eine doppelt zu zählende Fläche zweiter Ordnung reducirt. — In diesen Ergebnissen liegen bemerkenswerthe Analogien der Cycliden zu den Flächen zweiten Grades ausgesprochen.

	
	
349.    Man gelangt auch zu denselben, indem man die Abhängigkeitsgleichungen der Coordinaten der Centra der sie doppelt berührenden Kugeln und der Coordinaten des Berührungspunktes aufstellt. Sie drücken das Punkt für Punkt eindeutige Entsprechen aus, in welchem die Cyclide zu jeder dieser verwandten Flächen vierter Ordnung steht. Man findet dabei insbesondere, dass «dem Doppelkegelschnitt ein sphärischer Kegelschnitt auf der Cyclide entspricht und erkennt so, dass es ein System solcher sphärischer Kegelschnitte auf derselben giebt, von welchem sieben durch jeden Punkt der Fläche gehen, während die Kugeln, welche dieselben herausschneiden, ihre Centra in einer Curve dritter Ordnung haben, die die Centra der fünf Fundamentalkugeln und das gemeinsame Quadrupel der zugehörigen Flächen zweiten Grades enthält. Die Normalen von den Mittelpunkten jener Kugeln auf die entsprechenden Flächen zweiten Grades sind die dreissig Doppelnormalen der Fläche.





Wenn man aber umgekehrt die Curven der Flächen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt sucht, welche den sphärischen Kegelschnitten der Cyclide entsprechen, so findet man, dass sie durch die Flächen zweiten Grades aus derselben ausgeschnitten werden, welche den Doppelkegelschnitt enthalten. Man erkennt darin die Eigenschaften der Cycliden wiederum als besondere Fälle allgemeiner Eigenschaften derjenigen Flächen vierter Ord-nung, welche einen Doppelkegelschnitt enthalten und auf die wir nock zurückkommen.

	
	
350.    Die Erzeugungsweise der Cycliden als Enveloppe einer Kugel kann in einer andern nützlichen Form ausgedrückt werden. Alle aus Punkten einer festen Ebene beschriebenen und zu einer festen Kugel orthogonalen Kugeln gehen durch zwei feste Punkte, weil ihre Coefficienten durch zwei lineare Relationen verbunden sind; und zwar sind dieselben die Grenzpunkte des durch die Ebene und die feste Kugel gebildeten Systems im Sinne von Art. 141 der „Kegelschnitte“ oder die zwei Punkt-kugeln dieses Systems, weil die betrachteten Kugeln jede Kugel rechtwinklig schneiden, die durch den Schnitt der festen Kugel mit der Ebene hindurchgeht. Diese Punkte sind also reell, wenn die Ebene und die feste Kugel einander nicht reell durchschneiden. Wenn dann das Centrum der beweglichen Kugel in einer festen Fläche bleibt, so kann die Enveloppe derselben offenbar als der Ort der Grenzpunkte der Tangentialebenen der festen Fläche mit der festen Kugel bestimmt werden.





Wir sind so zu einer geometrischen Transformation geführt, in welcher einer Tangentialebene der einen Fläche zwei Punkte der andern entsprechen, oder, wenn wir die Reciprokalfläche zu jener betrachten, einem Punkte der einen zwei Punkte der andern, also zu einer Transformation vom Typus (1, 2).

Man beweist ohne Schwierigkeit, dass die Resultate der Substitution der Coordinaten eines der Grenzpunkte in die ‘Gleichungen der Fundamentalkugeln den normalen Abständen der Centra dieser Kugeln von der Tangentialebene proportional sind.182) Wenn also die Ortsfläche der Centra durch eine Gleichung in Ebenencoordi-naten, d. i. eine Gleichung zwischen den normalen Entfernungen ihrer Tangentialebenen von vier Centren d (§1, §2, §3, §4) = 0 gegeben ist, so erhält man d (X,, X,2, X3, X,) = 0 als die Gleichung der Derivirten, und wenn jene Ortsfläche eine Fläche zweiten Grades ist, so ist die zweite die Gleichung der entsprechenden Cyclide.

	
	
351.    Auf Grund der gegebenen Construction ist von Casey und Darboux eine Untersuchung der verschiedenen Formen gemacht worden, welche die Cycliden nach den Arten der Ortsfläche zweiten Grades der Centra und der Natur ihrer Durch-dringungscurve mit der festen Kugel annehmen können. Wir wollen nur die hauptsächlichsten Fälle erwähnen.





Wir bemerken zuerst, dass die Kugeln, deren Centra in einer geraden Erzeugenden der Fläche zweiten Grades liegen, durch den nämlichen Kreis gehen, nämlich durch den Kreis, der die Durchschnitte der Geraden und der festen Kugel zu seinen re-präsentirenden Punkten oder Scheiteln (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 423) hat. Dieser Kreis gehört somit der Enveloppe an und die Cyclide kann daher auch als Ort der Kreise betrachtet werden, die den geraden Linien der Flächen zweiten Grades entsprechen; sie enthält also zwei Systeme derselben entsprechend den beiden Regelschaaren der Fläche zweiten Grades.

Ist nun die Fläche zweiten Grades ein Kegel, so liegen alle diese Kreise in derselben Kugel aus dem Scheitel des Kegels als Mittelpunkt, welche die gegebene Kugel orthogonal durchschneidet, und die Cyclide kann als in die sphärische Curve degenerirt angesehen werden, welche die Enveloppe dieser Kreise ist, also die Durchdringung der Kugel mit einer Fläche zweiten Grades (Sphero-Quartic).

Genauer gesagt ist die Cyclide als Ort dieser Kreise eine bis zum Zusammenfallen mit der von jener Curve begrenzten sphärischen Fläche ab geflachte Ringfläche. Casey und Dar-boux haben die Eigenschaften dieser Curven speciell untersucht. Sie können durch Inversion in bicirculare Curven vierter Ordnung verwandelt werden und haben daher (vergl. die Anmerk. 135) vier Focalpunkte, deren Entfernungen von einem veränderlichen Punkte der Curve durch lineare Relationen verbunden sind.

Wenn die Fläche zweiten Grades ein Paraboloid ist, so wird die Cyclide durch Absonderung der unendlich fernen Ebene zu einer Fläche dritter Ordnung, die den imaginären Kugelkreis enthält.

Ist sie eine Kugel, so wird die Cyclide die Rotationsfläche, welche ein Cartesisches Oval bei der Drehung um seine Axe beschreibt. Darboux hat jedoch als Carte-sische die allgemeinere Cyclide bezeichnet, welche entsteht, wenn die Fläche zweiten Grades eine Rotationsfläche ist.

	
	
352.    Die Cyclide kann Doppelpunkte in den Anzahlen Eins bis Vier besitzen. Solche Cycliden mit Doppelpunkten bieten sich als die Inversen von Flächen zweiten Grades dar; die Inverse der allgemeinen Fläche zweiten Grades und die Fusspunktfläche derselben für einen Punkt sind Cycliden mit einem Doppelpunkt, die des allgemeinen Kegels mit zwei, der allgemeinen Rotationsfläche mit drei und des Rotationskegels mit vier Doppelpunkten. Ihre Geraden sind imaginär. Im Allgemeinen sind zwei Arten von Flächen vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten und Doppelkegelschnitt zu unterscheiden, wovon die eine die Verbindungslinie der Doppelpunkte enthält, die andere nicht. Von der letztem Art ist die durch Drehung eines Kegelschnittes um eine nicht in seiner Ebene liegende Gerade entstehende Fläche. Unter den Parallelkreisen ist ein doppelter; ihre Kreispunkte im Unendlichen sind Knotenpunkte. Liegt die Axe in der Ebene des Kegelschnittes, so treten die Schnittpunkte beider als weitere Knotenpunkte hinzu, (p. 464.)





Die Cyclide mit vier Doppelpunkten (wovon jedoch stets zwei imaginär sind) ist die Fläche, welcher der Name Cyclide zuerst von Dupin gegeben wurde und man mag sie daher als die Dupin’sehe Cyclide von den übrigen unterscheiden. Von den Verbindungsgeraden der Doppelpunkte liegen immer vier (die Seiten eines windschiefen Vierseits) in der Fläche und schneiden den Doppelkegelschnitt. Die Gleichung fünften Grades in Art. 342 für die fünf Schaaren doppeltberührender Ebenen hat zwei Paare gleicher Wurzeln, denen vier singuläre Tangentialebenen (zwei stets nicht reell) entsprechen; die fünfte Wurzel derselben giebt einen wirklichen Kegel zweiten Grades, dessen Tangentialebenen Kreise ausschneiden. Nach der ursprünglichen Idee Dupin’s ist sie die Enveloppe von Kugeln, welche drei gegebene Kugeln berühren; genau genommen erhalten wir vier Cycliden in dieser Art, da die berührenden Kugeln sich in vier getrennte Reihen sondern, von denen jede durch eine Cyclide umhüllt wird. Die Kugeln jeder Reihe haben ihre Cen-tra in einer festen Ebene, und wir erhalten so die mehr präcise Definition der Cyclide als Enveloppe einer Reihe von Kugeln, die ihre Centra in einer gegebenen Ebene haben und zwei gegebene Kugeln berühren; da aber die Centra solche Kugeln in einem Kegelschnitte enthalten sind, so gelangen wir zu der Definition, dass die Cyclide die Enveloppe einer Reihe von Kugeln ist, deren Centra in einem gegebenen Kegelschnitte liegen und die eine gegebene Kugel berühren.

In dieser Erzeugungsmethode ist die gegebene Kugel nicht einzig bestimmt, sondern gehört einer einfach unendlichen Reihe an; oder wir können, ohne die entstehende Cyclide zu ändern, die Originalkugel durch jede Kugel der besagten Reihe ersetzen. Die Centra der Kugeln der Reihe liegen in einem Kegelschnitte. Es ist hinzuzufügen, dass anstatt durch die Reihe von Kugeln aus den Punkten des ersten Kegelschnittes dieselbe Cyclide als Enveloppe einer Reihe von Kugeln erhalten werden kann, die ihre Centra in einem zweiten Kegelschnitte haben, während sie eine aus einem Punkte des ersten Kegelschnittes beschriebene feste Kugel berühren.

Die Ebenen dieser beiden Kegelschnitte sind rechtwinklig zu einander, und zwei gegenüberliegende Scheitel des einen sind die Brennpunkte des anderen; die Kegelschnitte sind Focal-kegelschnitte eines Systems von confocalen Flächen zweiten Grades, eine Ellipse und eine Hyperbel. Ihre Beziehung zu einander entspricht den folgenden Sätzen (Bd. I, Art. 185):

	
1)    Für zwei feste Punkte der Ellipse ist die Differenz der Entfernungen von einem veränderlichen Punkte der Hyperbel con-staut und zwar = — c, wenn der veränderliche Punkt im einen, und = — c, wenn er im andern Aste der Hyperbel sich befindet; der absolute Werth des c hängt von der Lage der festen Punkte ab.


	
2)    Für zwei feste Punkte der Hyperbel ist die Summe re-spective Differenz ihrer Entfernungen von einem veränderlichen Punkte der Ellipse constant, je nachdem sie in verschiedenen Aesten oder in demselben Aste der Hyperbel liegen, wieder mit Abhängigkeit der Constanten von der Lage der festen Punkte.



Durch Anwendung dieser Eigenschaften sehen wir, dass dieselbe Fläche erhalten werden kann als Enveloppe einer Reihe von Kugeln, die ihre Centra im einen der Kegelschnitte haben und die eine feste Kugel aus einem Punkte des andern Kegelschnittes berühren. Ihre Berührungskreise mit der Cyclide sind die Krümmungslinien derselben. Jede der beiden Schaaren hat eine Orthogonalkugel, deren Pole in Bezug auf die entsprechende Ebene als Aequator die Knotenpunkte (nur zwei reell) sind.

Die Dupin’sche Cyclide ist auch die Enveloppe einer Reihe von Kugeln, die ihre Centra in einem Kegelschnitte haben und eine gegebene Kugel orthogonal durchschneiden. An Stelle der Fläche zweiten Grades in der Construction der allgemeinen Cyclide haben wir einen Kegelschnitt.

	
353.    Man gelangt zu dieser Erzeugung im Verfolge der Frage nach denjenigen krummen Flächen, für welche die Fläche der Centra (Art. 49, 50, 52) in Curven degenerirt. Denn zuerst folgt, dass die sämmtlichen Punkte einer Krümmungslinie auf einer solchen Fläche den nämlichen Krümmungsmittelpunkt haben müssen, dass daher die aus demselben beschriebene Kugel die ganze Krümmungslinie enthält und längs derselben die Fläche berührt. Die Fläche kann somit den beiden Systemen von Krümmungslinien entsprechend in doppelter Weise als En-veloppe von Kugeln oder als Ort eines beweglichen Kreises erzeugt werden; sämmtliche Krümmungslinien sind Kreise und sämmtliche Kugeln der einen Schaar werden berührt von denen der andern Schaar; etc.



Eine Fläche vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt und vier Doppelpunkten ist auch für Z; als lineare Functionen der Coor-dinaten die Fläche von der Gleichung

=,+(,6)*+(,=)*=0; die Knotenpunkte sind

%, = 0, &, = 0,  82 — {,8, — £% == 0,

1,    == 0, % ==0, 2 — %8 — 8% == 0, und der Doppelkegelschnitt ist

21 == 0, 22 23 — £4%5 — 0 •

Die vier Ebenen £2 === 0, £3 = 0, 24 === 0, 25 = 0 berühren die Fläche in den Kegelschnitten, in denen sie die Fläche zweiten Grades

	
8,2 — %= — £425 = 0 schneiden und gehen zu zwei durch zwei der Knoten. Durch Drehung eines Kegelschnittes um einen seiner Durchmesser entsteht eine Fläche dieser Art; %,, £3 sind x — iy respective und 2425 ist (1 — z) (1 — z). In ihrer parabolischen Curve (vergl. Art. 339) zählt der Doppelkegelschnitt sechsfach, sie enthält auch zwei Kegelschnitte (an Stelle der Raumcurve vierter Ordnung dort) und die Durchdringung der Fläche mit einer gewissen andern Fläche vierter Ordnung.183)


	
354.    Wir gehen endlich zu den Flächen vierter Ordnung ohne singuläre Linien über. Solche Flächen können bis zu sechszehn gewöhnliche Doppelpunkte, d. h. conische oder Knotenpunkte haben, deren jeder die Klasse der Fläche um zwei Einheiten vermindert, sodass die Fläche vierter Ordnung mit sechszehn Knotenpunkten die Klasse 36 — 2 . 16 ===4 hat. Es ist noch nicht näher untersucht worden, wie einige der Knotenpunkte durch biplanare oder uniplanare Doppelpunkte ersetzt werden oder in solche zusammengehen können.





Der Berührungskegel einer Fläche vierter Ordnung ist nach Art. 20 im Allgemeinen von der zwölften Ordnung und hat vierundzwanzig Rückkehr- und zwölf Doppelerzeugende; und sechszehn ist die grösste Zahl hinzutretender Doppelerzeugender, die er besitzen kann, ohne in Kegel von niedrigeren Ordnungen zu zerfallen. Wenn die Fläche sechszehn Knotenpunkte hat, so ist der Kegel aus jedem derselben von der Ordnung sechs und hat die geraden Linien nach den fünfzehn andern Doppelpunkten zu Doppelerzeugenden, sodass er in sechs Ebenen zerfallen muss.

	
	
355.    Es ist zu bemerken, dass die Gleichung einer Fläche vierter Ordnung vierunddreissig unbestimmte Constanten enthält, d. h. dass die Fläche vierunddreissig Bedingungen erfüllen kann, und dass einen Punkt als Knotenpunkt der Fläche bestimmen so viel heisst als vier Bedingungen festsetzen. Man könnte daraus zunächst schliessen, dass man zur Bestimmung einer Fläche vierter Ordnung, deren Gleichung zwei unbestimmte Constanten enthält, acht Punkte als ihre Knotenpunkte willkürlich wählen könne. Aber dies ist nicht der Fall. Durch solche acht Punkte gehen zwei Flächen zweiten Grades U —0, V = 0, mittelst welcher jede andere sie enthaltende Fläche zweiten Grades durch U — AV = 0 ausgedrückt wird, und die Form mit zwei Constanten ist in der That U2 + a UV + ßV2 = 0, d. h. sic zerfällt in zwei quadratische Factoren oder stellt zwei Flächen zweiten Grades dar, welche durch jene acht Punkte gehen. So ergiebt sich, dass wir eine Fläche vierter Ordnung mit höchstens sieben gegebenen Punkten als Knotenpunkten bestimmen können. 184)


	
356.    Die Fälle einer Fläche vierter Ordnung mit einem Doppelpunkte, und mit zwei oder drei Doppelpunkten können sogleich ausgedrückt werden, indem man etwa die Punkte von den Coordinaten (1,0,0, 0), (0, 1,0, 0) und (0, 0, 1, 0) als ersten, zweiten und dritten Doppelpunkt nimmt und eine Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 30





Gleichung vierten Grades U == 0 mit 30 , 26 resp. 22 Constanten schreibt, aus welcher diese Punkte als Doppelpunkte hervorgehen. Man kann offenbar in derselben Art den vierten Fundamentalpunkt (0, 0, 0, 1) zum Doppelpunkte machen und die biquadratische Gleichung mit 18 Constanten schreiben; aber es hat mehr Interesse und für das Folgende mehr Werth, wenn wir untersuchen, wie die Gleichung aus quadratischen Functionen aufgebaut werden kann, die durch ihr Verschwinden Flächen zweiten Grades durch die Doppelpunkte repräsentiren. Im Falle von vier gegebenen Doppelpunkten nehmen wir sechs durch sie hindurch gehende Flächen zweiten Grades P = 0, Q = 0, R = 0, S = 0, T = 0, U = 0, in Function von welchen jede andere durch diese vier Punkte gehende Fläche zweiten Grades linear ausgedrückt werden kann, und bilden die Gleichung vierten Grades

(P, Q, R, S, T, U)®=0,

die scheinbar 20 Constanten enthält. Die sechs Functionen, obwohl linear unabhängig von einander, sind durch zwei quadratische Gleichungen verbunden und die Zahl der zu bestimmenden Constanten wird damit von 20 auf 18 reducirt, wie es in Ordnung ist.

Im Falle von fünf gegebenen Doppelpunkten nehmen wir fünf durch sie gehende Flächen zweiten Grades P=0, Q = 0, R = 0, S = 0, T = 0 und erhalten die Fläche vierter Ordnung durch

(P, Q, R, S, Tf = 0

mit der richtigen Zahl von 14 Constanten.

	
	
357.    Im Falle von sechs gegebenen Knotenpunkten betrachten wir vier durch sie gehende Flächen zweiten Grades P = 0, Q = 0, R = 0, S = 0 und finden, dass die Fläche (P, Q, R, S)2 = 0 nur 9 Constanten enthält. Es geht in der That durch die sechs Punkte eine Fläche vierter Ordnung, die in der vorigen Form nicht enthalten ist, nämlich die durch das Verschwinden der Jacobi’sehen Determinante der vier Functionen dargestellte oder J (P, Q, R, S) = 0, und die allgemeine Gleichung der Fläche vierter Ordnung mit sechs Doppelpunkten ist daher





(P, Q, R, 8? + kJ (P, Q, R, S) = 0 mit 10 Constanten, wie es sein muss.

Die vorbemerkte Fläche

J (P, Q, R,S) = Q

für P = 0, Q = 0, R = 0, S = 0 als Flächen zweiten Grades durch sechs gegebene Punkte ist bekanntlich (Bd. I, Art. 233) der Ort der Scheitel der Kegel zweiten Grades, welche durch jene sechs Punkte gehen. Sie enthält 25 gerade Linien; nämlich die 15 Verbindungslinien der Punkte in Paaren und die 10 Durchschnittslinien der Ebenenpaare, welche je die sechs Punkte vollständig enthalten. Der Tangentenkegel in einem Doppelpunkte schneidet die Fläche in den fünf Geraden nach den übrigen Doppelpunkten und in der Raumcurve dritter Ordnung, welche die sechs Doppelpunkte verbindet.185)

In dem Falle von sieben Doppelpunkten denken wir drei Flächen zweiten Grades durch dieselben von den Gleichungen P=^^ Q=0, R=0; indem wir aber die Gleichung (P, Q, R)==0 aus ihnen bilden, sehen wir, dass dieselbe nur fünf Constanten enthält und also nicht die Gleichung der allgemeinsten Fläche vierter Ordnung mit sieben Doppelpunkten sein kann. In der That hat die durch sie dargestellte Fläche alle gemeinschaftlichen Punkte der drei Flächen zweiten Grades P=0, Q — 0, R=0 zu Doppelpunkten, d. h. sie besitzt zu den sieben gegebenen noch einen achten. Man kann die Gleichung der Fläche mit sieben Doppelpunkten aber sofort bilden, indem man etwa durch V == 0 die Verbindung einer Fläche dritter Ordnung mit einer Ebene bezeichnet, von denen jene vier der gegebenen Punkte zu Doppelpunkten und die drei andern zu einfachen Punkten bat, während diese durch die drei letztem hindurchgeht. Die Gleichung der allgemeinen Fläche mit den sieben gegebenen Doppelpunkten ist nun, und sie enthält wirklich sechs Constanten,

(P, Q, R)2+y=0.

	
	
358.    Indem wir nun zu den Flächen mit acht Doppelpunkten weiter gehen, steht fest, dass nur sieben von ihnen gegebene Punkte sein können. Ist der achte dann der letzte gemeinschaftliche Punkt der drei durch jene sieben gelegten Flächen zweiten Grades, so haben wir in der Gleichung





(P, Q, R)2 = 0 eine Darstellung der Fläche.

Unter den Flächen dieser Art befinden sich die Reciproken 30*

einer Gruppe interessanter Flächen, nämlich des parabolischen Ringes von der Ordnung sechs; des elliptischen Ringes von der Ordnung acht; der Fläche der Centra des Paraboloids von der Ordnung neun; der Parallelfläche des Paraboloids und der ersten negativen Fusspunktfläche des Ellipsoids für sein Centrum, beide von der Ordnung zehn; der Fläche der Centra des Ellipsoids und der Parallelfläche derselben, beide von der Ordnung zwölf — unter ihnen eingeschlossen auch der allgemeine Torus, d. h. die durch Rotation eines Kegelschnittes um eine beliebig gelegene Axe erzeugte Fläche.

Es giebt aber eine andere Art von Flächen vierter Ordnung mit acht Doppelpunkten, bei welcher der achte Doppelpunkt einer gewissen mittelst der sieben gegebenen Dop- • pelpunkte bestimmten Fläche angehört.

Und diese Fläche kann wieder einen weitern, also neunten Doppelpunkt besitzen, der auf einer gewissen durch die acht ersten Doppelpunkte bestimmten Curve liegt.

Endlich kann bewirkt werden, dass die Fläche mit neun Doppelpunkten einen von einem gewissen Systeme von 22 Punkten zum zehnten Doppelpunkte hat. Aber von sieben gegebenen Doppelpunkten ausgehend, können wir der Fläche vierter Ordnung höchstens zehn Doppelpunkte ertheilen 1).

Eine Art der Fläche vierter Ordnung mit zehn Knotenpunkten ist das Symmetroid, nämlich die durch die symmetrische Determinante

	
fii, fi , As, fi 12,    f22, As, f24 — 0



As, fas, As, Ai Au Au Au Ai


mit linearen Functionen



der Coordinaten als Elementen bestimmte

Fläche. Die Unterdeterminanten derselben bestimmen Flächen dritter Ordnung, welche zehn Punkte gemein haben; die Fläche hat daher zehn Knotenpunkte, für welche die der Fläche umschriebenen Kegel sechster Ordnung in je zwei Kegel dritter Ordnung zerfallen, so dass die zehn Doppelpunkte ein System

bilden, welches die Eigenschaft hat, dass die neun Geraden von einem jeden nach den übrigen die Durchschnittskanten von zwei concentrischen Kegeln dritter Ordnung sind2). Die Kernfläche einer Fläche dritter Ordnung ist, wie man sieht, eine sehr spe-cielle Form der Fläche vierter Ordnung mit zehn Doppelpunkten.

Sind in der obigen Determinante die Functionen f1, f44, f14 vom Grade 0 oder Constanten, f22, f23, f33 vom Grade 2 und die übrigen linear, so ist die dargestellte Fläche vierter Ordnung und hat die Schnittpunkte von drei Flächen zweiten Grades zu acht Knoten. Mit der Festsetzung, dass in den Functionen f12, f13, Ui) Ui) Ui die Veränderlichen 21, 22 allein auftreten, wird 21 = 0, x, == 0 zur Doppelgeraden und man kommt auf Art. 337 zurück.186)

Einige von den Arten der Flächen mit elf, zwölf und dreizehn Knotenpunkten und die Flächen mit vierzehn, fünfzehn und sechszehn Knoten sind durch Kummer untersucht worden. Der einer Fläche mit sechszehn Knoten aus einem derselben umschriebene Kegel ist ein Kegel sechster Ordnung mit fünfzehn Doppelerzeugenden, oder er zerfällt in sechs Ebenen, sagen wir, er sei ein Kegel (1, 1, 1, 1, 1, 1), und da dieser Typus einzig ist, so gilt er für alle Knotenpunkte der Fläche und man kann dieselbe als die sechszehnknotige Fläche (1, 1, 1, 1, 1, 1) bezeichnen.

Ebenso zerfällt in dem Falle von fünfzehn Knotenpunkten der Kegel sechster Ordnung als mit fünfzehn Doppelerzeugenden in einen Kegel zweiten Grades und vier Ebenen, ist also in der gleichen Ausdrucksweise ein Kegel (2, 1, 1, 1, 1); und da auch diese Form einzig ist, so kann die Fläche als fünf-zehnknotige Fläche (2, 1, 1, 1, 1) bezeichnet werden.

In dem Falle von vierzehn Knoten hat der Kegel dreizehn Doppelerzeugende und muss also entweder aus einem Kegel dritter Ordnung mit einer Doppelerzeugenden und drei Ebenen zusammengesetzt oder der Gomplex von zwei Kegeln zweiten Grades mit zwei Ebenen sein; also von einem der beiden Typen (3, 1, 1, 1) oder (2, 2, 1, 1). Man findet, dass nur eine Art dieser Flächen existirt, welche acht Knotenpunkte der ersten Art und sechs Knotenpunkte der zweiten Art enthält; wir bezeichnen sie als vierzehnknotige Fläche

8 (3,, 1, 1, 1) + 6 (2, 2, 1, 1).

Im Falle von dreizehn Knoten sind die betrachteten Kegel von einem der Typen

(4,, 1, 1), (3,, 2, 1), (3, 1, 1, 1) oder (2, 2, 2),

d. h. Complexe aus Kegel vierter Ordnung mit drei Doppelerzeugenden und zwei Ebenen, oder aus Kegel dritter Ordnung mit Doppellinie, Kegel zweiten Grades und Ebene, oder aus Kegel dritter Ordnung ohne Doppellinie mit drei Ebenen, oder aus drei Kegeln zweiten Grades. Und man findet, dass zwei Typen dreizehnknotiger Flächen vierter Ordnung existiren, nämlich •)     3 (4S, 1, 1) + 1(3„ 1, 1, l) + 9(3„ 2, 1)

und

	
	
8)                  13(2,2,2).





Die gleichen Grundsätze sind auf die Fälle der Flächen vierter Ordnung mit zwölf, elf, etc. Knotenpunkten anwendbar, aber die Zahl der Arten ist noch nicht erschöpfend untersucht. (Vergl. Art. 380.)

	
	
	
359.    Wir wollen nur noch die sechszehnknotige Fläche vierter Ordnung oder Kummer’sche Fläche187) näher besprechen, deren Gleichung in allgemeiner Form ausgedrückt werden kann.







Wenn wir die Abkürzungen einführen

x । y । z  • x । y । z  — x । y । z   &37y   1 ‘ &‘ T 8‘ T 7   1 ‘ a" T B" T y" mit

« + ß + 7 = 0, K + ß + 7 = 0, a + ß + 7 = 0;

X =a (y”y — ß‘ß"z), Y —ß («‘a"z—Y Y’x), Z =y (ß' ß"x—««"y), X’ =« (7 y—B"B z), Y' =ß‘ («/« 2—%7 x\ z' =y (ß"B x—a"a y), X"—a\y y y—ß ß'z), Y"=ß"(a a z—y y xß,Z"—y\ß ß' x—a « y)]

A = a? + y? + 22 — 2yz — 2zx — 2xy,

B = aa'a'^Z—23J)+B B‘B"(22x—x^z)-\-yy y'^y—y‘x)+Mxyz, C = aday2 — ßß' ß"^x — yy y"xy,

wobei im Ausdrucke für B die Grösse M den Werth vertritt

M = (B — 7 ) « a" + (7 — a ) ß' ß" + (« — ß ) • • =(B‘—Y) «"« +(y — «) ß"ß +(« —ß')/'7 = (ß" — 7") a« + (7" — «) ß ß' + («" — ß") 7 7 = — } { (B — 7) (ß'~7') (ß"— 7") + (7 — a) (/— «) (7"— «‘) +(a — 8) (« — B) («" — B")1, und woraus die Identität entspringt

AC — B2 = 4a« c" ßß'ß"77%xysPP'P";

so kann die Gleichung der Fläche in der irrationalen Form

y{x (x — w))+ V(y (r- w)1 +V(: (z — „))= 0 geschrieben werden oder rational, mit sechs Constanten,

Aw2 + 2Bw + C = 0;

und dies ist eine von 480 gleichbedeutenden Formen.

Für jeden Knotenpunkt wird der Berührungskegel sechster Ordnung aus sechs Ebenen gebildet, und es entstehen so im Ganzen sechszehn singuläre Tangentialebenen, welche die Fläche in eben so vielen Kegelschnitten berühren, von denen jeder sechs Knotenpunkte derselben enthält. Die Coordinaten der sechszehn Doppelpunkte und die Gleichungen der sechszehn singulären Ebenen können leicht gebildet werden; diese letztem z. B. sind

X=0, Y=0, Z=0, W=0, P=0, P' = 0, P" = 0, X—w = 0, X’—w = 0, X” — w = 0, Y—w =0, etc.

	
	
	
360.    Unter den Flächen vierter Ordnung mit sechszehn Knotenpunkten ist der besondere Fall des Gayley;schen Tetrae-droids, einer projectivischen Transformation der Wellenfläche. Die sechszehn Ebenen gehen zu vieren durch die Ecken des Tetraeders.







Um die Gleichung dieser Fläche unabhängig vom allgemeinen Falle zu bilden, schreiben wir zuerst die allgemeine Gleichung einer Fläche vierter Ordnung, die von den Fundamentalebenen in je zwei Kegelschnitten geschnitten wird, welche die entsprechenden Ecken derselben zum gemeinsamen Tripel harmonischer Pole haben. Diese Gleichung enthält im Allgemeinen ein Glied xyzw und stellt eine Fläche ohne Doppelpunkt dar. Indem wir aber die Bedingung beifügen, dass dieses Glied verschwinde, geben wir der Fläche sofort sechszehn Knoten in den Schnittpunkten der Kegelschnitte der vier Ebenen des Tetraeders.
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in welcher jedoch x, y, etc. nicht dieselben Coordinaten sind wie vorher und die aus der allgemeinen Form nicht ohne Schwierigkeit abzuleiten ist.

Wir schreiben sie

(A,1,4,2, 433, 4,1,423,413, 4,2, A4, 42 As4Xa3,33,23,w2) 0, und in entwickelter Form

a222as42a237a4 + asa?a,a?a,s2y4 + 01430222012222 + a‘^ai^ai22w^ +A(a,Zy2e2+a,s2x2w2)+u(a2a3z2x?+a,s‘y2w2)+v(asa2x2y2+a,22z3w2) =0 für die Abkürzungen

A = a142a232 a,a2a132 a3,20,22, , _ _ , 2 2      2 2 _2

. —     (14 (23 I (24 (13      (34 (12 »

v = — d,a3d232 — (2420,32 + A33d,22.

Indem man die Gleichung in die folgende oder eine der drei analogen Formen überführt

(20230,3412,342 + a,2vy2 + a,?u22 + 412332103)2

= V (1, 1, 1, — 1, — 1, — 1. dy?y2, a,4322, a2s3w3)2 mit

V = 014’4,31 + a24‘a,4 + 13444,24    ^ a2^ chi aiz ai/

— 2 0342a,42a1220232 — 2 a12a222a,32d,s2,

macht man die Knotenpunkte ersichtlich. Die Substitution w = 0 zeigt, dass der Querschnitt der Fläche mit dieser Fundamentalebene ein Paar von Kegelschnitten ist, denn sie giebt

(2a,3a„3a,"a2 + a^vy2 + a^yz2}2 = v {a^y2 — a2^z2)2.

Die Gleichungen der singulären Ebenen sind

1343 : @242 + d23w = 0, a23% a,33 a12z == 0,
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Dieselben werden mit, denen der allgemeinen Fläche mit sechszehn Knoten im vorigen Art. identisch, wenn man hat

424 : 7 = 434 • ß, (34 : a = d14 : 7 , d14 : ß = d24 : & ; (23 = “ a,4«Cc", dis = — aaßß’ß", 012 = — aa47?7".

Die aus den ersten drei Relationen folgende Bedingung «‘ß"y = «"ßy

unterscheidet das Tetraedroid von der allgemeinen Fläche. Sie gruppirt die singulären Tangentialebenen derselben in vier Gruppen zu vier, welche durch einen Punkt gehen. Wir ordnen ihre Gleichungen und die Coordinaten ihrer Schnitt

punkte in Zeilen nebeneinander wie x=0, P =0, z‘ — w=0, Y"— w=0; y =0, P =0, X"—v=0, Z —v=0; z =0, P" = 0, Y — w=0, X' —w=0;


folgt 188)

0,   — ß,      7, c"ßy.c;

&, 0, — 7, c"ßy .ß;

—«", ß",       0, a"ßy .y";



w=Q, X—w=0, Y' —w=Q, Z" — w=0; ß". aaa", a".ßßß", y" .a'ßy, 0. Die entwickelte Form ist eine von sechs gleichbedeutenden; denn die Gruppen aßy, «ß' 7, a" ß" y" erscheinen in der allgemeinen Gleichung symmetrisch und den Bedingungen a'ßy = aß'y", aß'y" = a ß"y, etc. entsprechen daher Formen der Gleichung von demselben Charakter.

Um die gewöhnliche Form der Gleichung der Wellenfläche zu erhalten, schreiben wir

au2 = cißy(by — cß), a^ = aßy(ca — ay), a3i2=tt ßy (a ß — b a), a232=%aa(by — cß), a132= nbß(ca —ay), 0122 —KCy^aß — bet),

zur Bestimmung der Verhältnisse a : b : c : & : ß : y : % in Function von a,42, . . . , a,22.

Dadurch wird die Gleichung der Fläche

aßy (ax2 + by2 + c2?) (ax2 + ßy2 + 722) + v^abcw^ — xa«(by—cß) x2w2 — xbß(ca-ay) y2w2—%cy(aß-]-b a)z2w2=0, und diese geht für Ersetzung von

1

 Diese drei Flächen mit 8, 9 und 10 Doppelpunkten, die zuletzt erwähnt wurden, werden von Cayley als Octo-, Ennea- und Deca-Dianome unterschieden.

2

 Der Verfasser bezeichnet eine solche Gruppe von zehn Punkten als ein enneadisches System und solche zehn Strahlen als eine Enneade.


#V(S), IVB- :V(%)

durch X, Y, Z respective, und a, b, c durch «a?, ßb2, yc2 in

(X2 + Y2 + Z2) (a?x2 + b2Y2 + c2Z2} + a2b2c2

— (b2 + c2) a2X2 - (c2 + a2) b2 Y2 - (a2 + b2) c2Z2 = 0 über, die Gleichung der Wellenfläche.

	
	
	
361.    Die Flächen vierter Ordnung mit sechszehn Knotenpunkten stehen zu den Complexen zweiten Grades in inniger Beziehung als Singularitätenflächen, die Kummer’sche zu dem allgemeinen Complex, die Wellen fläche zu einem speciel-len Complex zweiten Grades, der von allen denjenigen Geraden gebildet wird, durch die an ein Ellipsoid sich retanguläre Tangentialebenenpaare legen lassen. Die Gleichung der Kummer-sehen Fläche ergiebt sich aus der in Bd. I, Art. 240 erhaltenen Normalform der Gleichung des Complexes vom zweiten Grade direct aus der Definition, nach welcher seine Singularitätenfläche der Ort von Punkten ist, für deren Complexkegel die Discrimi-nante verschwindet, sodass derselbe in zwei Ebenen zerfällt. Mit Einführung der xi} yi aus Pik = Rik — xkyt und Ordnung nach den yi giebt die Gleichung







027122+ (237232 + • • • + au?342+ 2 Ap,2Pa+ 2 BpzPu+ 2 CPaPa — 0, die Discriminante in der Form

a12222—d,3232—a,4%42, —A12,82—(B—C)%aE4, — d132,"a—(A—B)2,E4 —0120,=2—(B—C)R,%4, 012212—02382+ a2,"42, —(23%223—(C—A)2,%4 —^^^-^-(A—B)x,x4, —a230223—(C — A)x,%4,    013212—023222+034242 und durch Entwickelung und Vergleichung mit Null ergiebt sich unter Weglassung des Factors x2 die Gleichung der Singularitätenfläche 189)

d,2 d,3 A,4",4 -{ @12 ^34 + du d2s (A B) } X (a,3 ^2 «2 + a,a",3x,2 + ..) + 2 {d,2 @34 (B—C)+ d,3 (24 (A —B) + a,4a23 (C — A) + (A — B) (B — C)(C — A) } ^x^x^ = 0.

Mit Ersetzung von 21 V @12013014, 32 V 012023 @24 , etc. durch X1, X,, X3, X, wird sie in die Form übergeführt

x,++..+x,‘+x(x,2 x,?+x,'x,3)+1(x,2x,‘+x,2 X,7)

+ u (X,2 X,3 + X,2 X,3) + v X, X2 X, X = 0;

d. h. die Form einer der biquadratischen Göpel'schen Relationen zwischen vier Thetafunctionen.

Da es fünfzehn Fundamentaltetraeder giebt, für welche der Complex zweiten Grades auf jene Normalform kommt, so ist dies eine von fünfzehn gleichen Formen der Gleichung der Kummer-sehen Fläche.

Cayley190) hat die Gleichung der Fläche vierter Ordnung mit den sechszehn Knotenpunkten («, —ß, —y, 3), (ß, «, — ö, —-y}^ (ß,—a,—3,7), («, ß,—7, 0), (7,—0, «,—ß), (ö,7, B, «), (ö, ~7, ß, —«), (7, 3, «, ß), («, — ß, 7, — ö), (B, «,0,7), (ß, —«, ö, ~7\ (a, ß, 7, 0), ^7, —ö,—«, ß), (ö, 7, —ß, — «), (ö,—y, —ß, a), (y, ö, —«, —ß) von der irrationalen Form ausgehend direct gebildet und erhalten

(ß272 — c2 ^2) (72 c2 — 82 ^2} (a2 82 — 72 32) (a,4 + «,4 + a,4 + «,8)

+ ^^-^^^-y^^ { («2+82—B2— 72)(a3+B2+y‘+82)

+2(B2y2—a2ö2) } {«,2x,2 + a,3x,2 } + .. —2aßyö(a?+ 02—82—y2) >(B‘+ö2—9—a2)(y2+82—a2 — B2)(a2+B?+y+32)x,7,7,7,==0, und von Borchardt ist sofort der Nachweis geliefert worden, dass diese Form der Gleichung identisch ist mit der allgemeinen Gleichung der KummeFschen Fläche, welche dieser in die Form 2 = 16Kpgrs gebracht hat, für p, q, r, s als lineare Functionen der Coordinaten und a, b, c als Constanten, aus denen zusammengesetzt wird

	
• = p2 + q2 + 72 + s2 + 2 a (2 r +p s) + 2b (rp + s) +2 (p q+ s) und        K = a+62+c2 — 2abc — 1.



Wir behandeln aber diese Zusammenhänge zur Ergänzung des Früheren (Bd. I, Art. 53, 237, 239 — 241; oben Art. 181 —189) ausführlicher und mit andern Hilfsmitteln im folgenden Kapitel.

	
	
VII. Kapitel.

Complexe, Complex- und Singularitätenflächen.


	
362.    Wenn 9 == 0 eine homogene Gleichung nten Grades zwischen den sechs Coordinaten pik respective Tim einer geraden Linie ist, so stellt sie in Verbindung mit der identischen Relation R = 0 (Bd. I, Art. 51) eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit von Geraden dar, die man (Art. 53, ib.) einen Complex nten Grades nennt.







Bildet man in Bezug auf eine bestimmte Gruppe p^ der Coordinaten wie in Art. 13, 14 oben und in Art. 62, 75, Bd. I, die Polarfunction

P = 2 (öp,) Pik ‘

so ist P = 0 ein linearer Complex, der für p^ als eine nicht zum Complex 9 == 0 gehörige Gerade als der lineare Polar-complex, im Falle ihrer Zugehörigkeit zu ihm aber als der T a nge nti a 1 co mp 1 ex derselben bezeichnet wird, weil er dann die Gerade selbst und alle ihr unendlich nahen Geraden des Complexes enthält.

Da der Complex auch durch

q + MR = 0

dargestellt wird, wo M eine beliebige homogene Function (n — 2)ten Grades bezeichnet, die bei der Bildung der Polarfunction als Constante betrachtet werden darf, weil die ihr entsprechenden Glieder mit dem Factor Null eintreten, so erhält man für die Polarfunction von pik'

P+MR’ = 0, ein Büschel linearer Complexe oder eine Congruenz mit zwei geraden Leitlinien (Bd. I, Art. 53), von denen die gegebene

Gerade die eine ist, während die andere als die Polargerade derselben in Bezug auf den Complex bezeichnet wird. Für einen bestimmten Werth von M wird der lineare Polarcomplex ein specieller, d. h. ein solcher, dessen sämmtliche Gerade eine feste schneiden (Bd. I, Art. 53, Beisp.) nämlich mit der Abkürzung


Oq 2q 2p, 0pe




für




M=11

2 9



wobei in 9 und 1 die Werthe der Coordinaten der gegebenen geraden Linie einzusetzen sind.

Gehört die Gerade Dir selbst zum Complex, so hat man im Vorigen das Büschel der Tangentialcomplexe, M wird unendlich gross, die Leitlinien fallen beide in die gegebene Gerade.

	
	
	
363.    Wenn aber die Gerade Pi zugleich auch dem Com-plex 1 = 0 angehört, so wird M unbestimmt, d. h. wir erhalten für jeden beliebigen Werth desselben einen speciellen Tangential-complex, dessen Linien eine feste Gerade schneiden; die Congruenz dieser Complexe besitzt unendlich viele Leitlinien, die ein Strahlenbüschel bilden, und sie besteht aus den Linien in der Ebene desselben zusammen mit denen durch seinen Scheitel.







Man nennt die Geraden, welche sowohl dem Complex nten Grades 9 == 0 als dem abgeleiteten Complex 2 (n — 1)ten Grades 1 = 0 angehören, die singulären Linien des Complexes 9 == 0 und sieht also, dass dieselben eine Congruenz oder ein Strahlensystem von der Ordnung und Klasse 2n(n— 1) bilden. Jeder singulären Linie entspricht eine Ebene durch sie und ein Punkt in ihr als Ebene und Scheitel des Leitlinienbüschels der entsprechenden Congruenz der Tangentialcomplexe; man bezeichnet dieselben als die entsprechende singuläre Ebene und den entsprechenden singulären Punkt. Diese Ebenen und Punkte umhüllen und erfüllen als zweifach unendliche Systeme krumme Flächen, welche mit einander identisch sind, wie wir bald sehen werden; man sagt, sie bilden die Singularitätenfläche des Complexes.

Wenn endlich speciell die Coordinaten der gegebenen Geraden Pik solche Werthe hätten, dass für 9 als einen Proportionalitäts-fcctor gleichzeitig die sechs Gleichungen befriedigt wären

,       / a q \

Pik — 9 1       ,

so besteht ihr Polarcomplex für jeden Werth von M aus der Ge-sammtheit aller der sie schneidenden Geraden. Man nennt dann die betrachtete Gerade eine Doppellinie des Complexes. Und da eine Gerade von nur vier Constanten abhängt, so enthält ein Complex im Allgemeinen keine Doppellinie; dazu muss er einer . specialisirenden Bedingung genügen. 191)

	
	
	
364.    Ist der Complex 9 == 0 vom zweiten Grade, so kann die Gleichung des Polarcomplexes einer Geraden wie im Falle von drei und vier Variabein in doppelter Form geschrieben werden und man erhält eine Theorie der Reciprocität, die in dem Satze zusammengefasst ist: Wenn eine Gerade den Polarcomplex einer gegebenen beschreibt, so gehört diese letztere immer zu ihrem Polarcomplex. Die Geraden des gegebenen Complexes gehören insbesondere selbst zu ihren Polarcomplexen.







Man kann die Gesammtheit aller geraden Linien des Raumes mit ihren Polarcomplexen darnach als ein Polarsystem bezeichnen.

Der durch den Complex und den Polarcomplex einer gegebenen Geraden bestimmten Congruenz gehören unter den Linien des gegebenen Complexes diejenigen an, die in einem Punkte der gegebenen Geraden und in einer durch sie gehenden Ebene eine nächstfolgende Linie des Complexes schneiden, also hier die Tangenten der Complexkegelschnitte durch die Gerade in den Punkten derselben und die Erzeugenden der Complexkegel aus der Geraden in den Ebenen derselben. Gehört sie selbst dem Complex an, so ist sie Tangente respective Erzeugende dieser Curven und Kegel und die Polare fällt mit ihr zusammen. Die Congruenz ihrer Tangentialcomplexe wird nun von allen den geraden Linien gebildet, die in einer durch sie gehenden Ebene von dem Berührungspunkte der bezüglichen Complexcurve ausgehen respective durch einen Punkt auf ihr in der Berührungsebene des entsprechenden Complexkegels liegen.

Wäre sie insbesondere eine singuläre Linie des Complexes, so gehören zur Congruenz der Tangentialcomplexe alle Geraden, die in einer bestimmten, durch sie gehenden Ebene liegen, und alle diejenigen, die durch einen bestimmten auf ihr gelegenen Punkt gehen. Die singuläre Linie wird von den Complexcurven ihrer Ebenen in einem bestimmten Punkte und von den Complex-kegeln ihrer Punkte in einer bestimmten Ebene berührt, nämlich im singulären Punkte und der singulären Ebene. Singuläre Linien sind also Verbindungslinien solcher Punktepaare respective Schnittlinien solcher Ebenenpaare, in welche für besondere Lagen ihrer Ebene respective seines Scheitels die Complexcurve oder der Complexkegel zweiten Grades degeneriren kann.

	
	
	
365.    Die Erörterung im allgemeinen Falle geht von der projectivischen Zuordnung der Punkte P und Ebenen II eines Complexstrahles p aus, welche durch die Complexcurven in diesen und ihre Berührungspunkte mit dem Strahl, respective die Complexkegel aus jenen und ihre Berührungsebenen längs des Strahles gegeben wird. (Bd. I, Art. 53.)







Ist p ein gemeinsamer Strahl von zwei Complexen, so giebt es zwei Punkte P, P, in ihm, welche zwei bestimmten Ebenen ü2, II, durch ihn nach beiden Complexen entsprechen. Jene sind die dem Strahl angehörigen Focalpunkte und diese die durch ihn gehenden Focalebenen der Congruenz oder des Strahlen Systems der beiden Complexe. Jene Punkte erfüllen und diese Ebenen umhüllen dieselbe Fläche, die Brennfläche des Strahlensystems. (Art. 185.) Ihre Tangentenebene im Punkte Pi ist aber nicht die Focalebene IIk, die den durch Pi hindurchgehenden zu p unendlich nahen Strahl enthält; sondern Pi ist der Berührungspunkt der dem andern Focalpunkte entsprechenden Focalebene Hi, da in ihr von Pk aus neben p noch eine zweite unendlich nahe Tangente der Brennfläche gezogen werden kann.

Ist p eine singuläre Linie, so entspricht allen Ebenen 11 ihres Büschels ein fester Punkt P und allen Punkten P, ihrer Beihe eine feste Ebene U, der zugehörige singuläre Punkt und die entsprechende singuläre Ebene, ihr fester Berührungspunkt mit allen Complexcurven der Ebenen Ui und ihre feste Berührungsebene mit allen Complexkegeln der Punkte Pi, oder endlich die Spitze eines Complexkegels, für welchen p eine Doppelerzeugende, und die Ebene der Complexcurve, für die p eine Doppeltangente ist.

Die beiden Complexe cp = 0 und q = 0 des Art. 363, denen die singulären Linien gemeinsam sind, beziehen die Punkte und Ebenen derselben so aufeinander, dass dem Punkte P beidemale dieselbe Ebene II’ und der Ebene II beidemale derselbe Punkt P' entspricht; der singuläre Punkt P von p ist also einer der beiden Focalpunkte von p und die singuläre Ebene % eine — aber nicht die zu P correspondirende — der beiden Focal-ebenen von 2 in der Congruenz der singulären Linien. Die Brennfläche zerfällt somit in zwei Theile, nämlich in den Ort der Punkte P und die Enveloppe der Ebenen II, und in den Ort der Punkte P' respective die Enveloppe der Ebenen II'. Es ergiebt sich, dass P und P' zu einander harmonisch conju-girt sind in Bezug auf die Berührungspunkte von p mit der Complexcurve in der singulären Ebene; und ebenso II, II' harmonisch conjugirt in Bezug auf die Berührungsebenen längs p zum Complexkegel singulären Punktes. 192)

	
	
	
366.    Denken wir eine nicht zum Complex zweiten Grades 9 (Pik) = 0 gehörige Gerade g, so wird von allen Complex-geraden, welche sie schneiden, und die man also entweder in Schaaren von Kegelschnittstangenten oder von Erzeugenden von Kegeln zweiten Grades ordnen kann, eine Fläche umhüllt, die man als die der Geraden g entsprechende Complexfläche bezeichnet. Wir bilden ihre Gleichung für 9 {y^k — yk^i) = 0 als Gleichung des Complexes. (Bd. I, Art. 51.)







Denken wir einen Punkt der Geraden von Zi nach Wi mit den Coordinaten %;—Awi, so ist die Gesammtheit der durch ihn gehenden Complexgeraden oder sein Complexkegel dargestellt durch

9 {yi {pk + lwx) —- yk (2; + A w;) = 0, oder

9P2z — ^^-g^zw — A"Qww =—: 0, eine in yi quadratische Gleichung, die von der Werthegruppe Zi — Awi doppelt erfüllt wird. Sie giebt gleiche Wurzeln für A, wenn

g^zz^ww — (9zw) — 0

ist; diese Gleichung stellt somit die Complexfläche dar. Dieselbe ist also von der vierten Ordnung und nach der dualistischen Natur der Strahlencoordinaten oder der Proportionalität der pik und %im auch von der vierten Klasse.

Die gemeinsamen Punkte der drei Flächen zweiten Grades uw == 0; g^wz = 0, 93z === 0 sind Knotenpunkte derselben, durch die die Complexkegel der Punkte der gegebenen Geraden gehen; diese ist eine Doppelgerade der Fläche in der Art, dass die Punkte in ihr Doppelpunkte ihrer Schnitte und zugleich die Ebenen durch sie Doppelebenen ihrer Berührungskegel sind. Jenen acht Doppelpunkten entsprechen acht Doppetangentialebenen, welche längs Kegelschnitten berühren und von den Complexkegel-schnitten in den Ebenen der Geraden berührt werden.

Für eine Ebene durch die Gerade g und einen Knotenpunkt reducirt sich der Complexkegelschnitt auf diesen und einen andern Punkt, oder die acht Knotenpunkte liegen viermal zu zweien in Ebenen durch g^ und die acht Doppeltangentialebenen gehen viermal zu zweien durch Punkte auf g^ jene sind die singulären Ebenen E1, .., E,, diese die singulären Punkte E, . . , E, von g.

Die Verbindungslinien der den ersten angehörigen Paare von Doppelpunkten 1, 1; 2, 2; 3, 3‘; 4, 4‘ respective S1, S2, S3, SA schneiden die Gerade g in Punkten P, P2, Ps, P,, deren conju-girt harmonische in Bezug auf die entsprechenden Doppelpunkte P*, P2*} P^j P^ sein mögen. Die Schnittlinien der durch die Ei gehenden Paare der Doppelebenen I, I’; II, II’; III, III’; IV, IV’ seien 0,, 0,, 03, 0,. Die Doppelebenen enthalten je vier Doppelpunkte und durch die Doppelpunkte gehen je vier Doppelebenen, und es sei die Bezeichnung so gewählt, dass
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angehören. Dann können die acht Doppelpunkte den acht Doppelebenen mittelst linearer Complexe so zugeordnet werden, dass jedem Punkte die vier Ebenen entsprechen, in denen er liegt. Z. B. durch den linearen Complex, welchem die Linie g} die Verbindungsgeraden der Doppelpunkte 2, 3'; 3, 4'; 4, 2' und die Gerade der P^- angehören (Bd. I, Art. 53, p. 73), werden die Geraden S2, S3 mittelst der sie schneidenden Regelschaar des Com-plexes projectivisch getheilt, so dass den Punkten P2) P2*} 2 in s2 die Punkte P.ä, P^, 3' in S3 entsprechen, also auch 2' zu 3, weil P2, P2* zu 2, 2' und P^, P.^ zu 3', 3 harmonisch conjugirt sind. Somit gehört die Gerade 2'3 und aus analogen Gründen gehören die Geraden 3'4 und 4'2 dem Complex an. Daher ist dem Punkte 2 die Ebene 23'4' oder II zugeordnet und die Gerade 12 gehört gleichfalls zum Complex. Ebenso zeigt man, dass den Punkten 3 und 4 die Ebenen III und IV entsprechen, also 13, 14 zum Complex gehören und somit dem Punkte 1 die Ebene I entspricht.193)

Es ergiebt sich leicht, dass die singulären Ebenen Ei den Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 31 singulären Punkten Et und die singulären Strahlen Si den singulären Axen ^ durch denselben Complex zugeordnet sind, dass also das Singularitätensystem in Bezug auf ihn sich selbst conjugirt ist; so dass z. B. das Büschel der singulären Ebenen und die Beihe der singulären Punkte einander projectivisch sein müssen; und dass ferner, weil sie durch ihre Singularitäten schon überbestimmt ist, die ganze Complexfläche in Bezug auf ihn sich selbst conjugirt ist.

Das obige Schema zeigt durch die Vertauschbarkeit der ausgedrückten Zuordnungen, dass die vier also construirten linearen Complexe paarweise in Involution sind (Bd. I, Art. 239); die Complexfläche ist also in Bezug auf vier paarweis in-volutorisch liegende lineare Complexe ihre eigene Polare.

Wir schliessen aber ferner, dass die Fläche der singulären Punkte und die Fläche der singulären Ebenen für den Complex zweiten Grades identisch sind; denn durch jede Gerade g des Baumes gehen vier Ebenen der letzteren und in ihr liegen vier Punkte der ersteren von demselben Doppel-verhältniss, sodass das Zusammenfallen von zweien jener Ebenen auch das von zweien dieser Punkte nach sich zieht.

Mit der Specialisirung der Complexfläche für g als eine dem Complex angehörige Gerade halten wir uns nicht auf.

	
	
	
367.    Weil wir weiterhin für die Complexe zweiten Grades die Darstellungsform von Art. 239 f. in Bd. I durch die sechs linearen Fundamentalcomplexe Ki = 0 von verschwindenden Simultan-Invarianten (a. a. 0. p. 327) zu benutzen gedenken, so soll hier die Theorie der Polarcomplexe und der Singularitäten noch in einer bestimmteren und an die Flächentheorie vollkommen anschliessenden Form entwickelt werden unter Benutzung eben dieser Coordinaten x;.194) Sind x und y zwei Gerade von den respectiven Coordinaten X1, x,, . . . , xs und yr, . . . ., yG, so ist die Bedingung ihres Schnittes mit einander Xx;Yi = 0 oder symbolisch (xy) = 0, und der Ausdruck x — Xy (vergl. Art. 13 oben) repräsentirt nur dann wieder eine Gerade, wenn (x — ly)2 = 0, d. h. (xy) = 0; in diesem Falle aber einfach unendlich viele, nämlich alle Strahlen des Büschels, welches x und y bestimmen. Mit der willkürlichen Function (n — 2)teu Grades M und der allgemeinen Complexgleichung f + M (x2) = 0 ist daher das Resultat der Substitution x — Ay an Stelle von x







f (r + 23) + ((«8) + 22 (rs) + 22 (2)) 2 (r + 1J), und für f als die Normalform nach dem Symbol mit den Coeffi-cienten a eines speciellen linearen Complexes (a,)n = 0, deren Herleitung wir weiterhin im Art. 382 zeigen werden, wird es insbesondere im Sinne von Art. 13 f.

r+aa+"14+...

+ 2 (»») a(x + "72 UM + "- 2: 1—8 )?^M +..),

sodass der Factor von Am, die linke Seite der Gleichung des mten Polarcomplexes von x, sich ergiebt gleich

	
	
	
	
(n) ^mf — 2 M (n — 2) Am - 1MI, wie man sieht, mit der aus den willkürlichen Coefficienten von M entspringenden Unbestimmtheit. Für (xy) = 0 erhält man einfach dmf\ das Substitutionsresultat von x — Xy giebt die Geraden des Complexes, welche in der willkürlichen Ebene (xy) durch den Punkt (xy) gehen, und im Polarcomplex werden im letzterwähnten Falle nur diejenigen Geraden betrachtet, welche die Polgerade x schneiden. Die Gleichung









+114/+1"=124/+..=0 giebt jene n Geraden und damit die Bestimmung der Complex-curve (Bd. I, Art. 53) als Curve nter Klasse und des Complex-kegels als Kegels nter Ordnung, sowie der zwei Complexen gemeinsamen Congruenz. Sie liefert für x als Gerade des Complexes f = 0 noch (n — 1) weitere Tangenten der Complexcurve und Kanten des Complexkegels respective und von diesen fällt noch eine mit x zusammen, wenn y so gewählt ist, dass Jf— 0 wird, sodass x Tangente der Complexcurve im Punkte (xy) respective Berührungsseite des Complexkegels mit der Ebene (xy) ist und die projectivische Zuordnung wie in einem linearen Complex stattfindet zwischen den Kegelspitzen in einer Geraden und ihren Tangentialebenen längs derselben. Ist auch A2f ==0, so hat die Complexcurve in der Ebene (xy) die Gerade zur Rückkehrtangente, der Complexkegel von xy zur Wende- oder Inflexionskante; zu jeder Complexgeraden gehören vier solche

Curven und Kegel, deren Ebenen und Spitzen zwei projectivische Gruppen bilden. Die letzteren sind die Punkte, für welche der Kegel des conischen Polarcomplexes von x in ein Ebenenpaar degenerirt, d. h. Punkte einer singulären oder Kummer’schen Fläche, so dass sie beim Coincidiren von zwei oder drei oder zweimal zwei Spitzen (und Ebenen) eine gewöhnliche oder Haupt-oder Doppel-Tangente derselben sein muss. (Vergl. Art. 371 f.) Wenn ferner auch A’f == 0 ist, so hat die Complexcurve von (xy) in x eine Spitze höherer Art und der Complexkegel eine Undulation im Sinne von Art. 248 der „Höheren ebenen Curven". Nur zweifach unendlich viele Gerade des Complexes haben diese Singularität, und es entspringen aus den bezüglichen Ebenen und Punkten zwei sich dual gegenüberstehende Flächen, welche insbesondere bei Complexen zweiten Grades in der singulären Fläche sich vereinigen.

Für die Complexgeraden auf einer gewissen Regelfläche verschwindet dann auch ^f und für einzelne Gerade endlich A5f für einen von x verschiedenen Werth y.

Einige Resultate will ich anführen: Die Congruenz der Complexgeraden, für die zwei Wendeebenen (und die zugehörigen Kegelspitzen) zusammenfallen, ist von der Ordnung und Klasse 2n (7n — 10), wenn man die doppeltzählende Congruenz der singulären Geraden vom Grade 2n (n — 1) ausscheidet. Für eine Regelfläche singulärer Complexgeraden vom Grade 4n(n— 1)(3n—4) und eine Regelfläche nicht singulärer Geraden vom Grade 12n (3n — 4) (2n — 3) vereinigen sich je drei Wendeebenen und Kegelspitzen. Die Congruenz der Undulationskanten von Complexkegeln ist vom Grade 29 (11n — 18).

Ferner führt die gleichzeitige Retrachtung des linearen und des quadratischen Polarcomplexes auf die singuläre Fläche (vergl. oben Art. 365), mit welcher weitere Singularitäten der Complexe in Verbindung stehen; ihre Rückkehrcurve ist der Ort der Spitzen der Complexkegel mit Rückkehrkante und die zugehörigen Tangentialebenen dieser Kegel berühren die accessorische Fläche; die parabolischen Ebenen der singulären Fläche enthalten Com-plexcurven mit Wendetangente und die zugehörigen Wendepunkte liegen in der accessorischen Fläche; die so bezeichneten Geraden bilden eine Regelfläche vom Grade 4n (n — 1) (8n — 12); die singuläre Fläche enthält ferner 2.4n (n — 1) (2n — 3) (3n — 4) ausgezeichnete Punkte, zur Hälfte in der parabolischen Curve und zur Hälfte in der Rückkehrcurve, sodass hier die Cuspidal-ebene des Complexkegels mit der singulären Ebene, dort der parabolische Punkt der singulären Fläche mit dem Wendepunkte der Complexcurve in derselben Ebene zusammenfällt, Pinchpunkt dort und Pinchebene hier in beiden Fällen mit der singulären Geraden als Pinchlinie (Art. 331).

	
	
	
368.    Ist nun speciell ein Complex zweiten Grades in der Gleichungsform dargestellt







9 = X, 2,2 + l^X^ -...+ ^6^62 = 0 , mit der Relation

R=z2-12-.z2=0,

so sagt dieselbe aus, dass der Complex und alle von ihm abhängigen oder zu ihm covarianten geometrischen Gebilde mit Bezug auf das System der sechs Fundamentalcomplexe sich selbst conjugirt sind1).

Nach Art. 363 bestimmen wir die singulären Linien als diejenigen, welche zugleich 9 == 0 und die Gleichung

(dq)2 i  (do)2 i i (do)2 _ o 2)

da,)   ‘  \dx2j  '  ‘   ~ das)         • befriedigen, also aus

R=0, 9=0 und 1,2x,2+...+k3x1= 0 oder 9=0.

Ist Xi eine beliebige singuläre Linie, so sind wegen 9 == 0 und R = 0 die Coordinaten yi einer der Geraden, welche in der entsprechenden singulären Ebene durch den zugehörigen singulären Punkt gehen, von der Form

QY: = ^i — 2) Xi

für A als Constante und 9 als Proportionalitätsfactor; und wenn auch diese dem gegebenen Complex angehören, so ist die singuläre Linie Xi eine oscnlirende singuläre Linie, sodass zur Bestimmung dieser Geraden zu den Gleichungen der singulären Linien noch die Gleichung

k,3x,2 — • ■ • — kg3x,2 — 0 oder 42 = 0

hinzutritt. Die geradlinige Fläche der singulären osculirenden Linien ist also von der Ordnung und Klasse sechszehn. (Vergl. Art. 374.)

Wenn die zugeordneten Linien selbst wieder singuläre Linien sind, so muss zu den Gleichungen R — 0, g = 0, 91 = 0, 92 = 0 noch die Gleichung bestehen

7,“x,2 + • • • + 76g‘x,? = 0 oder 93 = 0 und man erhält zweiunddreissig ausgezeichnete singuläre Linien 2                            1

I1      (6, - 76) (^3 - 16) • • (6, - hip) ’     ’ welche je in einer der Doppelebenen der Singularitätenfläche liegen und die entsprechende Berührungscurve berühren oder durch einen der Doppelpunkte der Singularitätenfläche gehen und Erzeugende des entsprechenden Tangentenkegels sind.

	
	
	
369.    Eliminirt man zwischen den Bestimmungsgleichungen - R= 0, go = O, 91==0, Qyi~{^i — A)N; einer beliebigen Tangente der Singularitätenfläche die xi, so erhält man die Gleichungen







y3++...+=0,

_3,2__l 1   362 _ 0       ____L. _________ 0

k,—Aiik—a ‘ (k, — 2)7/17/0071 (k — 2)2 ‘ deren zweite eine biquadratische Bestimmungsgleichung für A ist, von welcher die dritte aussagt, dass ihr nach 2 genommener Differentialquotient verschwindet; die Complexgleichung der Singularitätenfläche ist also die nach 2 gebildete Dis-criminante der zweiten der vorigen Gleichungen — sie ist vom Grade zwölf.

Jene Gleichung stellt für veränderliches 2 ein System von einfach unendlich vielen Complexen zweiten Grades dar, welche sämmtlich mit dem gegebenen die Singularitätenfläche gemein haben, weil das System der drei Gleichungen ungeändert bleibt, wenn man R; durch , 1, ersetzt.

Auf die Analogie dieser Gleichung mit der Gleichung des confo-calen Systems von Curven oder Flächen zweiten Grades kommen wir zurück. (Art. 375 f.)

Ist yi eine gegebene Gerade, so liefert die besprochene Gleichung vier zugehörige Werthe von A, d. h. es giebt vier

/

Complexe im Systeme, welche die gegebene Gerade Yi enthalten und dieselbe Kummer’sche Fläche zur Singularitätenfläche haben. Berührt die Gerade yi die Singulari-tätenfläche, so fallen zwei dieser Complexe in einen zusammen, für welchen diese Gerade eine singuläre Linie ist.

	
	
	
370.    Ich will den Zusammenhang dieser Ergebnisse mit der proj ectivischen Erzeugung der Complexe zweiten Grades aus reciproken Bündeln linearer Complexe erläutern, welche ich in Art. 241 des I. Bandes entwickelt habe.







Die geraden Linien y^ und Zi gehören dem quadratischen Complex von der Gleichung 4«’-... .kgx2 = 0 an, wenn man hat

Tv,2 +.....= 0 , 1,5,2 +.....- 0 ;

die Tangentialcomplexe dieser Strahlen sind dargestellt durch

(h — A) xtyY + (T, — A) «,92 -... + ( — ) «636 = 0, (h, — 2) 2,21 + (k, — A) 3222 + . . . + (k6 — A) TgE6 = 0, und wenn man zugleich hat

(h, — 2) 9151 + (762 — 2) 3282 -.+( — 2) J6%6 = 0, so liegt auch der Strahl Zi im Tangentialcomplex von yi und umgekehrt.

Der Strahl Ki beschreibt als zu drei Complexen gehörig eine Regelfläche, und da für ^ als einen solchen Strahl auch jeder Strahl

&; = « yi — ß^i + ytt

dieser Begelfläche angehört, so besteht dieselbe aus zwei Regel-flächen zweiten Grades.

Die Geraden Xi} welche die beiden Schaaren xi treffen, sind von der Form

X; = (k — A) (« yi + ß Zi + y ti),

und wenn man aus diesen sechs Gleichungen und den sechs oben für x, y, % aufgestellten Gleichungen die y.^ Zi und t eli-minirt, so ergiebt sich für X die Gleichung
[image: ]

Bildet man endlich aus diesem in derselben Art, wie er aus dem gegebenen entstanden ist, einen neuen Complex, so ist dessen Gleichung von der Form

,7+,+....=0.

Man hat auch gesagt, dass Complexe zweiten Grades von dieser Gleichungsform in Involution liegen.196)

	
	
	
371.    Wenn drei Wurzeln derselben Gleichung zusammenfallen, so erhält man die Haupttangenten der Singularitätenfläche; sie sind also durch die letzten drei Gleichungen zusammen mit der vierten ausgedrückt







(2,—2)871illl (g—A)8 "

Fügt man noch die Gleichung

3,2 । ।__342 _ 0

(k—2)4 1 • ' • T (ka — 2)’

hinzu, so erhält man die Tangenten der Berührungscurven in den Doppeichenen der Singularitätenfläche und die Erzeugenden der Berührungskegel aus den Doppelpunkten derselben. Für einen bestimmten Werth von 2 kann das System dieser fünf Gleichungen aufgelöst werden; die im Complex

*,+...+*=0

diesen Linien zugeordneten bilden die Gesammtheit der in den Doppelebenen liegenden und der durch die Doppelpunkte gehenden geraden Linien. Für yt als eine Lösung jener fünf Gleichungen hat man also zur Bestimmung solcher Geraden

(u. v •=*+ h-i (,—2)3/3":

	
	
	
372.    Für die Doppeltangenten der Singularitätenfläche erhält man aus den Gleichungen







3,2  _    _  3,3  — 0   __3,2___ ___33___ 0

k,—A Trlk—A ‘ (K, -iy U • ’ • “ (k, — 2)2

Doppeltangenten-Congruenzen der Singularitätenfläche. 372. 489 durch die Werthe — ki von 2 die sechs Paare von Gleichungen , _ 0  _—___    ___3,2 . _ 0.

,40   _312___ . 363 - _ 0

Man erhält dieselben Gleichungen auch durch Einsetzung derselben Werthe in

QY: = (k; — A) Xt

und Elimination von Xi aus R = 0, q = 0, 91 = 0.

Die Doppeltangenten der Kummer’schen Fläche bilden also sechs verschiedene Congruenzen zweiter Ordnung und Klasse, deren jede einem der sechs Funda-mentalcomplexe angehört.

In einer beliebigen Ebene werden die achtundzwanzig Doppeltangenten der Fläche von den sechszehn Spuren der Doppelebenen und von den sechsmal zwei Linien dieser Congruenzen gebildet. 197) Jeder der Complexe der betrachteten Schaar schneidet einen Kegelschnitt aus der Ebene, der jene Curve vierter Ordnung in vier Punkten berührt nach den zugehörigen singulären Linien als Tangenten. Durch einen Punkt gehen vier solche Kegelschnitte und eine Gerade wird von zweien derselben berührt. Berührt die Ebene die Fläche, so ist die Complexcurve ein Punktepaar, in dem die durch den Berührungspunkt gehende zugeordnete singuläre Linie die Querschnittcurve ferner schneidet.

Ist 0 ein Punkt der Fläche, T die zugehörige Tangentialebene, so gehen von 0 an ihre Querschnittcurve mit derselben sechs anderwärts in Punkten 0' berührende Tangenten, die in den sechs Fundamentalcomplexen ihm entsprechen; geht man von ihnen in derselben Weise fort, so schliesst sich dieser Prozess, man erhält zweiunddreissig und nach allen sechs Complexen sechsundneunzig Gerade dieser Art. Die Fläche ist in unendlich viele Gruppen so vieler Doppeltangenten eingeschrieben, deren je sechs in einem Punkte Zusammentreffen. Ebenso liegen auf ihr doppelt unendlich viele Gruppen von sechszehn Punkten und sechszehn Ebenen, die zu je sechs ineinander liegen und durcheinander gehen nach Bd. I, Art. 240. Die Doppelpunkte und Doppelebenen der Fläche bilden ein ausgezeichnetes System dieser Art.198)

	
	
	
373.    Wenn man die sechszehn Knotenpunkte durch (0), (12), (13), (14), (15), (16), (23), (24), ......, (56),







und die ihnen im linearen Fundamentalcomplex oder Nullsystem I respective zugeordneten singulären Ebenen durch

(1), (2), (3), (4), (5), (6), (123), (124), ......, (156)

bezeichnet, so gehen durch den Knoten (0) respective (12) die sechs Ebenen

(1), (2), (3), (4), (5), (6)

und respective (2), (1), (123), (124), (125), (126), und in den singulären Ebenen (3) respective (123) = (456) liegen die sechs Knotenpunkte (31), (32), (0), (34), (35), (36) respective (12), (23), (31), (45), (56), (64).

Die Zuordnung der Punkte und Ebenen in den sechs Nullsystemen I, II, . . ., VI ersieht man aus folgender Tabelle, deren Lücken man leicht ergänzt:


		
(1)
	
(2) •
	
■ (6)
	
(123).
	
.(134).
	
■ (145)
	
(156)


	
I
	
(0)
	
(12)
	
(16)
	
(23)
	
(34)
	
(45)
	
(56)


	
II
	
(12)
	
(0)
	
(26)
	
(13)
	
(56)
	
(36)
	
(34)


	
III
	
(13)
	
(23)
	
(36)
	
(12)
	
(14)
	
(26)
	
(24)


	
IV
	
(14)
	
(24)
	
(46)
	
(56)
	
(13)
	
(15)
	
(23)


	
V
	
(15)
	
(25)
	
(56)
	
(46)
	
(26)
	
(14)
	
(16)


	
VI
	
(16)
	
(26)
	
(0)
	
(45)
	
(25)
	
(23)
	
(15)




Man entnimmt aus derselben den wichtigen von H. Weber199) zuerst entdeckten Satz, dass aus sechs passend gewählten Knotenpunkten z. B. (0), (12), (13), (24), (35), (45) oder (0), (12), (23), (34), (45), (51) alle übrigen und alle singulären Ebenen linear construirt werden können. Die erste Gruppe bestimmt, z. B. unmittelbar die zehn Ebenen (1), . . ., (5), (123), (124), (126), (135), (136) durch je drei Punkte und damit die zehn fehlenden Knotenpunkte (14), (15), (16), (23), (25), (26), (34), (36), (46), (56) durch je drei Ebenen, damit aber auch die sechs übrigen Ebenen. In der That hängt die Gleichung der Kummer’schen Fläche nur von achtzehn Constanten ab, wie solche durch die gewählten sechs Punkte vertreten sind. Th. Beye hat200) dargethan, dass diese Relationen sich aus der projectivischen Correspondenz zwischen den Flächen zweiten Grades in einem linearen Gebilde dritter Stufe (vergl. Bd. I, Art. 233). und den Ebenen des Raumes, die ihnen als Polarebenen eines festen Punktes entsprechen, in dem besondern Falle ergeben, wo die Flächen jenes Gebildes durch sechs feste Punkte gehen. Seiner Jacobi’schen Fläche entspricht, den Punkten derselben ihre Tangentialebenen eindeutig zugeordnet, eine Fläche vierter Klasse und sechszehnter Ordnung, deren Doppeltangenten zu achtundzwanzig durch einen beliebigen Punkt gehen und zu zwölf in einer Ebene liegen; den zehn Ebenenpaaren unter den Flächen des Gebildes dritter Stufe entsprechen ebenso viele singuläre Berührungsebenen der letzteren. Wenn aber die Flächen des Gebildes n Punkte gemeinsam haben, von denen keine vier in einer Ebene liegen und welche Knotenpunkte seiner Jacobischen Fläche sind, so ist die entsprechende Fläche vierter Klasse von der Ordnung (16 — 2n) und die Doppeltangenten derselben, welche den Strahlen aus einem solchen Punkte entsprechen, bilden eine Congruenz zweiter Klasse und (8 — n)ter Ordnung; etc.

	
	
	
Diese Lagenrelationen der singulären Ebenen und Punkte der Kummer’schen Fläche haben endlich Caporali201) zur Entwickelung der in der Anmerkung des Art. 314 erwähnten neuen Theorie des Hexagramms gedient, von der Bemerkung aus, dass die Unterdrückung von sechs durch denselben singulären Punkt gehenden singulären Ebenen im System der Kummer’schen Fläche eine Figur von zehn zu vier durch fünfzehn Punkte gehenden Ebenen übrig lässt, welche ganz ähnlich zu diesem Zwecke dient, wie die von fünfzehn Geraden, welche zu drei in fünfzehn Ebenen liegen, aus der Fläche dritter Ordnung mit einem Knotenpunkte. 374.    Die vorigen Ergebnisse führen zur Charakteristik der Haupttangentencurven der Kummer’schen Fläche. Wir denken einen bestimmten unter den Complexen zweiten Grades. Die Punkte, in welchen die singuläre Linie eine Haupttangente ist, sind solche, in denen die Fläche von lauter Com-plexgeraden berührt wird; daher enthält eine beliebige Ebene sechszehn solcher Punkte, denn der zugehörige Complexkegel-schnitt und die Querschnittcurve zwölfter Klasse mit der Kum-meraschen Fläche haben vierundzwanzig gemeinschaftliche Tangenten, deren nur acht von den vier singulären Linien vertreten sind. Die Berührungspunkte der übrigen mit der Querschnittcurve sind Punkte einer Haupttangentencurve; denn die Verbindungslinie zweier Nachbarpunkte einer so bestimmten Curve ist eine Complexlinie, ohne singulär zu sein, die Tangentialebenen der Fläche in den benachbarten Punkten sind also Ebenen, deren Complexcurven diese Linie in benachbarten Punkten berühren, gemäss dem projectivischen Entsprechen des Art. 365, d. h. die Tangentialebene der Fläche dreht sich um die Tangente der Curve, während der Berührungspunkt in ihr fortschreitet. Nach der Dualität ist hiermit zugleich bewiesen, dass die Haupt-tangentencurven der Kummer’schen Fläche von der sechszehnten Ordnung und Klasse sind.202)







Die einfach unendlich vielen Complexe des Art. 369 liefern das ganze System der Haupttangentencurven ihrer Singularitätenfläche; die sechs doppelt zählenden linearen Fundamentalcomplexe speciell führen durch ihre singulären Linien d. i. Doppeltangenten der Fläche auf sechs ausgezeichnete Haupttangentencurven, welche nur von der achten Ordnung und Klasse sind.

Da nun unsere Fläche sechszehn Doppelpunkte hat und ihre parabolische Curve aus den sechszehn Berührungskegelschnitten der Doppelebenen besteht, also die Haupttangentencurven umhüllt, so haben die letzteren sechszehn stationäre Punkte oder Spitzen in jenen und achtzehn stationäre Ebenen in diesen. Die zwölf übrigen Punkte jeder Haupttangentencurve in einer solchen Ebene liegen paarweis in den sechs ihr angehörigen Doppelpunkten.

In den Punkten der sechszehn Berührungskegelschnitte und in denen der sechs ausgezeichneten Haupttangentencurven achter Ordnung hat man die Gesammtheit der Punkte (Ort der Ordnung achtzig, Kap. IX), in welchen eine Tangente die Fläche vierpu nktig berührt, oder wo die Schnittcurve der Tangentialebene im Doppelpunkte zugleich einen Wendepunkt für den einen Ast hat.

Ueberdies schneidet jede Haupttangentencurve eine der sechs ausgezeichneten Haupttangentencurven in sechszehn Punkten, in denen die vierpunktig berührende Haupttangente eine Linie des quadratischen Complexes ist. Denn die längs einer jener sechs Curven vierpunktig berührenden Haupttangenten bilden eine Regel-fläche achten Grades, die mit dem Complex sechszehn Gerade gemein hat. Somit haben die Haupttangentencurven der Kum-mer’schen Fläche sechsundneunzig stationäre Tangenten. Wir haben also für diese Haupttangentencurven folgende Tafel der Charaktere (vergl. Art. 88, 89, 90):

m = n = 16, a = ß = 16, d = D= d=0, 0 = 96, r = 48, x = y = 952, g = h — 12.

Die ausgezeichneten Haupttangentencurven gehen aus den allgemeinen durch Vereinigung je zweier in einer Spitze zusammenstossender Zweige von diesen hervor, und ihre Ordnung, Klasse und Rang sind daher die Hälften der vorigen Zahlen; die Zahl der stationären Erzeugenden hestimmt sich wie vorher nach den acht Schnittpunkten mit jeder der fünf andern zu vierzig und damit

g = 7 = 16, x = y = 200.

Endlich giebt es in der Fläche den dreissig Directrixen der fünfzehn aus den Fundamentalcomplexen gebildeten Congruenzen entsprechend, nämlich als ihre Schnittpunkte in der Fläche, hundertundzwanzig Punkte, wo die Tangentialebene eine Querschnittscurve liefert, deren beide Aeste im Doppelpunkte Inflexionen besitzen, oder welche Doppelpunkte in der oben erwähnten Curve der Punkte mit vierpunktig berührenden Tangenten sind; denn für einen! solchen Punkt ist die Tangentialebene ihm in beiden zugehörigen Complexen zugeordnet.

	
	
	
375.    Wir kehren zu der Gleichung des Systems der Com-plexe derselben Kummer'schen Fläche in Art. 369 zurück

[image: ]









Für eine gegebene Complexlinie ist sie eine Gleichung vierten Grades in 2, und die vier Wurzeln derselben geben die Werthe der Parameter derjenigen vier Complexe des Systems, welche diese Gerade enthalten — so bemerkten wir schon dort.

Wir fügen hinzu, dass die vier Werthe 1,, 1,. 2, als elliptische Coordinaten der geraden Linie bezeichnet werden können.203) (Vergl. Art. 149, 156, besonders aber für die hier betrachtete Erweiterung Art. 345 f.)

Wir drücken die Xi mittelst der 1» aus, indem wir setzen


f()=(h—) (k — A),.. (* — 1);




dann ist
[image: ]

und man erhält durch Auflösung





k.2




k.3




f‘( 0 und 2? (I) ~ 0;



(li 21) ^i 22) (ki ' 23) ^i — 24)

Setzt man einen der Parameter A4 constant, so hat man die einem bestimmten Complex des Systems angehörigen Geraden ausgedrückt; zwei 23, 24 constant gehen die Linien der gemeinsamen Congruenz, und wenn sie überdies gleich sind, die singulären Linien des betreffenden Complexes. Die Annahme 23 == 24 == k; giebt die Doppeltangenten der Ku mm er’sehen Fläche, die singulären Linien, die dem Complex Ri = 0 angehören; etc. wie im Art. 369. Schliesslich giebt die Constanz aller Parameter A; die zweiunddreissig gemeinsamen Geraden von vier Complexen des Systems und bei der Gleichheit ihrer Werthe die ausgezeichneten singulären Linien des bezüglichen Complexes, welche Tangenten der Berührungskegelschnitte in den Doppelebenen und Erzeugende der Berührungskegel in den Doppelpunkten sind.

Von den hier entspringenden Ausdrücken der beiden Haupttangenten eines Punktes der Fläche aus hat Rohn204) die eindeutige Parameterdarstellung derselben durch die hyperelliptischen Functionen näher untersucht und zugleich den Uebergang von da zu den Cayley-Borchardt’schen Darstellungen durch vier Thetafunctionen im Art. 361 mittelst der quadratischen Transformation der hyperelliptischen Functionen nachgewiesen. Auch für die Formenverhältnisse der Kummer'schen Fläche kann auf diese Arbeit verwiesen werden.

	
	
	
376.    Zwei Gerade Xi und yi schneiden sich, wenn (Bd. I, Art. 62) Zx;Yi = 0 ist. Diese Bedingung ist für yi = Ri — dXi identisch erfüllt, weil Sy^ = 0 ist und somit Sxidxt = 0 wird. Für yi = Xi — dxi — d2 Xi erhalten wir Sxidx-i = 0 und Z(2xid2Xi — dx2) = 0 und die Bedingung des Schneidens von zwei aufeinanderfolgenden Geraden ^Xid2Xi = 0 oder reducirt mit Hülfe der letzten Gleichung Zdx2 = 0.







In den Coordinaten Xi erhält diese Bedingung die Form

2 (2,     2,) (2,     15) (2,     2,) |         ___ -

f(2) T • • • “" •

Sind dann also wie in den hier wichtigen Fällen zwei der Xi constant, also z. B. dX3 und dX^ Null, so erhält man die Differentialgleichung der Umhüllungscurven der Linien der Congruenz dieser beiden Complexe

J 1/(2, — 2,) (2, - 2,) __ rli 1 /(1,    2,) ^2    2,) C‘1 VTW)                     f (22)

Setzt man die Werthe der Constanten gleichgross 23 = 14, so erhält man die Umhüllungscurven der singulären Linien des Complexes 2 == 23 = 2,; für 23 = A, = k; insbesondere die Um-hüllungscurven derjenigen Doppeltangenten der Kummer’schen Fläche, welche dem Complex Ki = 0 angehören. Es sind die von den Linien einer allgemeinen Congruenz zweiter Ordnung und Klasse umhüllten Curven. In der That lassen sich nach Art. 185 dieselben auf zwei Weisen in eine Reihe von entwickelbaren Flächen zusammenfassen.

Für A1 = A2, 23 = 24 wird die vorstehende Differentialgleichung identisch befriedigt, wie dies der geometrischen Bedeutung entspricht, wornach diese Congruenzen von den Geraden in den Doppelebenen und aus den Doppelpunkten gebildet werden.

Für 2, = 23 = A4 wird die Differentialgleichung d2, — 0 und giebt also A, = const. als Haupttangentencurven der Kum-mer’schen Fläche.205)

	
	
	
377.    Die Differentialgleichung der speciellen aus Tangenten einer Fläche bestehenden Complexe in Art. 369 wird durch Einführung der Parameter A;







/dq\2______f^ ___ ,   _

\d 2,) (2, - 2,) (A, - 2,) (2, - 24) 1 •' ’

und man erhält eine vollständige Lösung derselben mit drei willkürlichen Constanten a, b, C in der Form

, - / 12,]/3=09=8) + / 11,1/0=0)9=8 + •. + C.

Dieselbe stellt dreifach unendlich viele specielle Complexe also Flächen dar, und jeder in der allgemeinen Lösung enthaltene Complex wird als Umhüllungsgebilde von zweifach unendlich vielen dieser Flächen erhalten.

Die Fläche q = 0 mit den Constanten a, b, C ist gemeinsames Integral der Complexe A = 0 und A = b] d. h. das eine System ihrer Haupttangenten gehört dem einen, das andere dem andern an, oder sie hat mit l =a sowohl als mit X — b eine specielle Congruenz aus lauter Haupttangenten der Brennfläche (Art. 185) gemein; denn die Differentialgleichung einer speciellen Congruenz

, /2q 01\2 ,/00\2 , /01\2_

0x, ’ 04,)              ‘ 0a,) — wird für q als eine dieser Flächen und 1 gleich A, — a oder A4 — b erfüllt.

Und da C dabei nicht, in Betracht kommt, so schliessen wir, dass je zwei Complexe 2 == a, A = b des zur Kummer’schen Fläehe gehörigen Systems einfach unendlich viele gemeinsame Integralflächen g haben. Denkt man auch b variabel, so erhält man zweifach unendlich viele Integralflächen des Complexes A = a und damit eine vollständige Lösung der mit dem Complex verknüpften Differentialgleichung.

Zu den Umhüllungscurven der Congruenz X — a, 2 = b stehen die diesen Complexen gemeinschaftlichen Integralflächen in der Beziehung, die man durch den Satz ausspricht: Die Curve der parabolischen Punkte der Integralfläche ist eine Rückkehr-curve in dieser, liegt auf der Brennfläche der Congruenz Z3 = u, A4 = b und ist eine der Umhüllungscurven derselben. Denn die Ilaupttangenten in solchen Punkten der Integralfläche fallen zusammen, was auf die parabolische Curve derselben führt, und die Substitution liefert die Gleichung einer Umhüllungscurve der Congruenz 23, 24. Diese Umhüllung endlich bedingt jene Curve als Rückkehrcurve. Setzen wir speciell A3 = A4 = a, so erhalten wir die Curve, nach welcher die Integralfläche die Singularitätenfläche berührt, mit der Gleichung

fai,V/%, =0)4=5) + f a2,1/0==0)0,=8) +0=0, d. h. die Singularitätenfläche entspricht einer singulären Lösung der mit dem Complex verknüpften Differentialgleichung. 206)

	
	
	
378.    Die Kummer’sche Fläche ist die Singularitätenfläche des allgemeinsten Complexes vom zweiten Grade; sie entspricht also der kanonischen Form mit lauter verschiedenen k;







R==2+..+%=0, 9=k=‘+...+ kgz? =0.

Sind zwei derselben gleich, so hat er zwei doppelte Complex-gerade, denn die Gleichung lässt sich auf die Form bringen

2,222 + A,4,2 + Agaz2 + Ag%62 = 0.

Die Substitution

	
	
E, = P12 + 234,   ^3 = P18 + 224,   as = P14 + 223, ix, = 212    234,   ix, = Pis P24,   ix = Pli '   223, führt diese Gleichung über in



	
2, (13 +pa)2— A4 (Pa— P^ + As (Pu +Pa)2— 26 (Pi—Pa)2= 0. Man hat darin den Complexkegel für den Punkt y in laufenden Coordinaten z, wenn man pik — yiZk — ykZi denkt; die Bedingung seines Zerfallens, d. h. die Discriminante dieser Gleichung, giebt die Singularitätenfläche; nach Aussonderung eines Factors (yy^, wenn der Schnitt mit 21 == 0 benutzt wird) erhält man für sie 2,2, (1, — 2) (u,‘y,2 + v,3v2) + 2,24 (, — 2) (v,3v2 + v,3u,3)



+ 2 { A526 Gs + 14) — ^3 24 (As + Ag) } 91323334 = 0 •

Die Singularitätenfläche ist eine Regelfläche vierten Grades mit jenen Linien (hier yr — y^ = 0, y^ — y^ — 0) als Doppelgeraden; unter ihren Erzeugenden sind keine singulären Linien. Die Kummer’sche Fläche geht in sie über, indem die sechszehn Doppelebenen und respective die sechszehn Doppelpunkte paarweise in die acht Cuspidalebenen und Cuspidalpunkte der Doppelgeraden zusammengehen. 207)

Bei drei gleichen ki existirt eine Regelschaar von doppelten Complexlinien und die Singularitätenfläche ist die doppelt zählende Fläche zweiter Ordnung, die sie bilden; die Brennfläche der singulären Linien besteht aus acht Erzeugenden der nicht doppelten Schaar. Bei zwei Paaren gleicher ki besteht sie aus zwei Flächen zweiter Ordnung, die ein windschiefes Vierseit gemein haben, das die Paare der windschiefen Doppelgeraden bilden. Bei einem Paar und drei gleichen ki existirt eine Regelschaar von doppelten Complexgeraden und die Singularitätenfläche ist die doppelt zählende Fläche zweiter Ordnung, welche sie bilden; die Brennfläche der singulären Linien besteht aus zwei Erzeugenden. Bei drei Paaren bilden die Doppelgeraden die Kanten eines Tetraeders und man hat den Complex aus zwei collinearen Räumen vom Bd. I, Art. 136, Beisp. 1. Das Tetraeder ist seine Singularitätenfläche, in seinen Flächen liegen die singulären Punkte und durch seine Ecken gehen die singulären Ebenen.

Mit zwei Gruppen von je drei gleichen k; endlich erhält man den Complex der Tangenten einer Fläche zweiten Grades, deren Erzeugende doppelte Complexgerade sind.

	
	
379.    Die beiden homogenen quadratischen Formen mit sechs Variabein lassen aber elf verschiedene kanonische Formen zu und für jede derselben ergeben sich analoge Specialisirungen wie in dem eben betrachteten Falle.208) Man hat so überhaupt achtundfünfzig Gattungen von Complexen zweiten Grades erhalten, von denen jedoch zehn zerfallen. Jene, die kanonischen Formen, lassen sich, der Sylvester-Weierstrass’schen Theorie der Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 32





Elementartheiler entsprechend, durch die Symbole [111111], [11112], [1113], [1122], [114], [123], [222], [15], [24], [33], [6] bezeichnen; und dem ersten dieser Fälle sind dann die sechs vorher kurz aufgezählten Gattungen als [1111(11)], [111(111)], [11(11)(11)],[1(11)(111)], [(11)(11)(11)], [(Ul)(lll)] angehörig, während vier andere [11(1111)], [1(11111)], [(11)(1111)], [(111111)] Complexe liefern, welche zerfallen.

Im zweiten Falle [11112] kommen mit Ausschluss der zerfallenden die folgenden neun Arten vor [11112], [111(12)], [11(11)2], [11(112)], [1(11)(12)], [1(111)2], [(11)(11)2], [(11)(112)], [(111)(12)]. Der Complex der ersten Art enthält eine Doppelgerade, die als singuläre Linie vierfach ist und die Singularitätenfläche ist die allgemeine Plücker’sche Singularitätenfläche. Diese geht aus der Kumme röschen hervor, indem acht der Doppelpunkte paarweis in die Cuspidalpunkte der Com-plexfläche (Art. 366) zusammenfallen.

Dem Complex der zweiten Art gehört als Singularitätenfläche die Regelfläche mit einer Cayley’schen doppelten Doppelgeraden (Art. 307) an; dem des dritten diejenige mit drei Doppelgeraden, von denen eine (die Erzeugende) die beiden andern schneidet. •

Im dritten Falle [1113] haben wir eine Rückkehrgerade und als Singularitätenfläche eine Complexfläche, deren Leitgerade eine Complexgerade ist und in den ersten beiden Unterfällen [11(13)] und [1(11)3] treten an ihre Stelle Regelflächen von der sechsten und zweiten Cayley’schen oder der zehnten und fünften Cre-mona’schen Gattung, von der letztem ein Specialfall.

Im vierten Falle [1122] haben wir zwei sich schneidende Doppelgerade und eine Singularitätenfläche mit vier Knotenpunkten und vier Doppelebenen, welche aus der allgemeinen Complexfläche durch Zusammenfallen der Knoten 3 mit 4 und 3‘ mit 4' in Punkte der Geraden 12, 1'2' hervorgeht. Der Art [12(12)] entspricht die Regelfläche fünfter Gattung nach Cayley, sechster nach Cremona.

Im fünften Falle [114] erhalten wir eine Doppelgerade und die Complexfläche mit einer singulären Complexgeraden als Leitlinie; in den speciellen Fällen [1(14)] und [(11)4] die Regelfläche vierten Grades IV. (Cremona zehn, Cayley sechs), und die Verbindung der allgemeinen Regelfläche dritten Grades mit einer ihrer Cuspidalebenen und dem entsprechenden Cuspidalpunkte. Die Cayley;sche Art der letztem tritt bei der sechsten kanonischen Form in dem speciellen Falle [2(13)] auf: bei der siebenten für [222] drei Doppelgerade in einer Ebene, die eine Ausnahmeebene ist, und eine Fläche dritter Ordnung vierter Klasse, welcher dieselben angehören; oder drei Doppelgerade durch einen Punkt, und die Steiner;sche Fläche vierter Ordnung dritter Klasse.

Bei der achten kanonischen Form [15] tritt als weitere Specialisirung der Complexfläche der fünften eine Fläche vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden mit dreifachem Punkte und stationärer Tangentialebene, ferner einem konischen Knotenpunkte, dessen Verbindungsgerade mit dem dreifachen Punkte der Fläche einfach und mit stationärer die Doppelgerade enthaltender Tangentialebene angehört. Sie geht für [(15)] in die Cayley’sche Regelfläche dritten Grades mit der stationären Ebene und dem stationären Punkte über. Bei der neunten im Falle [(24)] die cubische Fläche mit biplanarem Doppelpunkte und zwei konischen nebst einer Ebene durch jenen und für [24] ihre Reciproke; etc.

Für die ausführlichere Untersuchung verweisen wir auf die Quellen; hier galt es wesentlich, die Beziehung derselben zu den in den vorhergehenden Kapiteln untersuchten Flächen zu verdeutlichen.

	
	
380.    Wenn im Vorigen die Fläche vierter Ordnung mit sechszehn Knotenpunkten in ihrem Zusammenhänge mit den Com-plexen erläutert und als Brennfläche von sechs verschiedenen Strahlensystemen oder Congruenzen zweiter Ordnung und Klasse und von sechszehn solchen Oter Ordnung und erster Klasse (in den Doppelebenen) erkannt worden ist, so wollen wir jetzt noch kurz die Beziehungen der Flächen vierter Ordnung mit weniger als sechszehn Knotenpunkten (Art. 356 f.) zu den Strahlensystemen zweiter Ordnung angeben, welche von Kummer ausführlich dargestellt worden sind.209)





Die Strahlensysteme zweiter Ordnung und dritter Klasse haben zu Brennflächen die Flächen vierten Grades mit fünfzehn Knotenpunkten und zehn singulären Tangentialebenen. Das Strahlensystem hat fünfzehn singuläre Punkte, wovon fünf mit Strahlenkegeln zweiten Grades und zehn mit ebenen Strahlbüscheln. Auf jeder Fläche vierter Ordnung mit fünfzehn Knoten-punkten liegen sechs verschiedene Strahlensysteme dieser Art und zudem zehn Strahlensysteme Oter Ordnung und erster Klasse 32*

in den singulären Tangentialebenen. Als Specialfälle hat man das Zusammentreten von drei der Knotenpunkte zu einem uniplanaren, mit sechs (statt vier) durch ihn gehenden singulären Tangentialebenen; und das Zusammentreten von viermal drei solchen Knotenpunkten zu uniplanaren, eine Fläche von der Gleichung

(x,2,— x,23 — 2321 — X1X4— 2,24— 2324)2— 42,2,23%,== 0.

Eine Fläche vierter Ordnung mit vierzehn Knotenpunkten und sechs singulären Tangentialebenen ist Brennfläche von vier Strahlensystemen zweiter Ordnung vierter Klasse. Diese Systeme besitzen einen Doppelstrahl, und unter den vierzehn singulären Punkten sind je sechs mit ebenen Strahlbüscheln und mit Strahlenkegeln zweiten Grades und zwei mit solchen dritter Ordnung. Sie enthält überdies ein Strahlensystem vierter Ordnung sechster Klasse.

Die Flächen vierter Ordnung mit dreizehn Knotenpunkten und drei singulären Tangentialebenen sind Brennflächen von je drei Strahlensystemen zweiter Ordnung und fünfter Klasse; diese haben drei durch einen Punkt gehende Doppelstrahlen und unter den singulären Punkten sind je drei mit. ebenen Strahlbüscheln und mit Kegeln dritter Ordnung sechs mit solchen von der zweiten und einer mit Kegel vierter Ordnung mit drei Doppelkanten.

Jede Fläche vierter Ordnung mit zwölf Knotenpunkten ohne singuläre Tangentialebenen ist Brennfläche von drei Strahlensystemen zweiter Ordnung sechster Klasse, deren sechs Doppelstrahlen die Kanten von Tetraedern sind; diese Systeme haben zu diesen sechs Doppelstrahlen zwölf singuläre Punkte, von denen vier Strahlenkegel vierter Ordnung mit drei Doppelkanten und acht solche vom zweiten Grade haben.

Hat aber die Fläche eine singuläre Tangentialebene, so ist sie Brennfläche von zwei Strahlensystemen zweiter Ordnung sechster Klasse mit sechs durch einen Punkt gehenden Doppelstrahlen; von den zwölf singulären Punkten hat je einer ein ebenes Strahlbüschel und einen Kegel fünfter Ordnung mit sechs Doppelkanten, vier haben Kegel zweiten Grades und sechs Kegel dritter Ordnung mit Doppelkante.

Die Fläche mit zwölf Knoten von der ersten Art enthält überdies ein Strahlensystem sechster Ordnung zehnter Klasse,

die der letzten ein solches von der achten Ordnung und fünfzehnten Klasse.

Endlich ist eine Fläche vierter Ordnung mit elf Knotenpunkte n ohne singuläre Tangentialebene Brennfläche eines Strahlensystems zweiter Ordnung siebenter Klasse; es hat elf singuläre Punkte, von denen einer einen Kegel sechster Ordnung mit zehn Doppelkanten besitzt, indess die zehn andern Kegel dritter Ordnung mit Doppelkante haben. Ausserdem enthält die Fläche ein Strahlensystem zehnter Ordnung und einund-zwanzigster Klasse.

Und da ein von einem singulären Punkte ausgehender Strahlenkegel nicht von höherer als der sechsten Ordnung sein kann, so giebt es keine Strahlensysteme zweiter Ordnung von höherer als der siebenten Klasse, wenn nicht die Brennfläche zum Theil durch Brenncurven ersetzt wird. 210)

In Bezug hierauf merken wir noch an, dass bei Strahlensystemen oder Congruenzen erster Ordnung dies nothwendig eintritt, indem diese entweder eine Raumcurve dritter Ordnung oder die Verbindung einer Raumcurve mter Ordnung mit einer sie (m — 1) mal schneidenden Geraden zur Brenncurve haben und im ersten Falle von der dritten, im andern von der mten Klasse sind; und dass von den Strahlensystemen zweiter Ordnung einige nur Brenncurven haben, nämlich das der Sekanten einer Raumcurve vierter Ordnung erster Art oder zweier sich zweimal schneidender Kegelschnitte, und das einer Curve mter Ordnung mit einer (m — 2) mal schneidenden Geraden, respective mit den Klassen sechs, vier und m; sowie endlich einige eine Brenncurve und Brennfläche, nämlich eine Fläche nter Ordnung und eine (n—2) fache Gerade derselben (Klasse 2n — 2), oder eine Kegelfläche zweiten Grades und eine ebene Curve der Ordnung u mit (u — 1) fachem Punkte in der Spitze (Klasse 2 p) oder Kegelfläche zweiten Grades und ihn zweifach berührende Curve (m — 2)ter Ordnung mit (m — 2) fachem Punkte in der Spitze (Klasse m).

	
	
381.    Endlich mag in diesem Zusammenhänge noch der grossen Familie der Flächen vierter Ordnung wieder gedacht werden, die sich in der Form X,X, = X,2 (Art. 340) darstellen lassen. Denn sie haben die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass das System ihrer Doppeltangenten, welches zwölfter Ordnung und achtundzwanzigster Klasse sein muss (Art. 20), in zwei Strahlensysteme von den Ordnungen vier und acht und den respectiven Klassen zwölf und sechszehn zerfällt.211) Das erstere wird von den Erzeugenden der Flächen zweiten Grades A2X, — 22X2 — X3 — 0 gebildet, deren zwei durch jeden Punkt des Raumes gehen, während ihrer sechs jede Ebene desselben berühren.





Unter den Flächen des obigen Systems sind acht Kegel nach dem Grade der Discriminante in A, die dem vorbezeichneten Strahlensystem angehören, ohne dass jedoch ihre Scheitel im Allgemeinen in der Brennfläche vierter Ordnung liegen, da diese nicht die vollständige Brennfläche des Strahlensystems der Doppeltangenten ist; diese Brennfläche enthält vielmehr immer auch die entwickelbare Fläche der doppelt berührenden Ebenen der gegebenen Fläche, und zu dieser gehören offenbar jene Kegel zweiten Grades. Zu ihr gehören auch die Strahlenkegel aus den acht Doppelpunkten der Fläche, die entsprechenden einhüllenden Kegel der Fläche, Kegel sechster Ordnung, und zwar jeder zweimal; sie repräsentiren also mit jenen Kegeln zweiten Grades ein Gebilde von der Ordnung 112 — es wird durch eine entwickelbare Fläche mit Rückkehrkante zu der Ordnung 160 ergänzt, welche dieser Developpabeln zukommt. (Siehe den Abschnitt c) des Schluss-Kapitels.)

Ein specieller Fall des vorigen ist eine Fläche vierter Ordnung mit zwölf Knotenpunkten in Paaren in den Geraden Xi — 0, Tx = 0 und vier in Kegelschnitten berührenden Ebenen Mi = 0

X,2 = 3,3,33%4,

die nach dem Vorigen als Enveloppe der drei Systeme von Flächen zweiten Grades

2221%, •— 21X, — X3X4 == 0, u‘x133 ■— 2uX2 — X2X4 — 0, v2x,X4 — 2v X, — x,03 = 0.

Die einhüllenden Kegel aus den Knotenpunkten sind, von den je zwei singulären Tangentialebenen abgesehen, welche jeder enthält, Kegel vierter Ordnung.

Die drei den Schaaren von Flächen zweiten Grades entsprechenden Systeme der Doppeltangenten enthalten gemeinsam die vier Strahlensysteme Oter Ordnung und erster Klasse in den singulären Tangentialebenen, und der Rest des Ganzen besteht daher aus drei Strahlensystemen vierter Ordnung achter Klasse. Je zwei derselben enthalten überdies gemeinsam je vier der von den zwölf Knotenpunkten ausgehenden Strahlenkegel vierter Ordnung.

Die Discrimirianten der Systeme sind in den Parametern vom vierten Grade, da 0 und o Doppelwurzeln sind und die singulären Ebenen liefern; wir haben also zwölf einhüllende Kegel zweiten Grades, deren Scheitel nicht in den Knotenpunkten liegen. Damit ist das System der Doppeltangenten erschöpft.

Die Developpable der doppelt berührenden Ebenen enthält die zwölf Kegel vierter Ordnung aus den Knotenpunkten doppelt, die zwölf letztem Kegel einfach und die vier singulären Tangentialebenen zehnfach und ist damit auch vollständig erschöpft.

	
	
382.    Wir wenden uns zurück zur Theorie der Complexe, und zwar nach den ausführlichem Betrachtungen über die Complexe zweiten zu denen nten Grades. Die Gleichung





9 (p) —: Edin, kl, mn • • • PihPklPmn • • •    0 (^Pik Pi^k Pk^i) eines solchen Complexes kann nach Clebsch212) immer in einer Weise in eine Form gebracht werden, welche der symbolischen Darstellung

(abpi)n = 0 entspricht.

Die Coefficienten der Gleichung 9 (p) == 0 bleiben ungeändert, wenn man unter den Indicespaaren irgend zwei vertauscht; sie ändern ihr Zeichen, wenn zwei Indices desselben Paares vertauscht werden und sie erhalten durch die Summation Polynomialfactoren, welche der Anzahl der verschiedenen Formen entsprechen, die durch Vertauschung der Indicespaare aus der Gruppe hervorgehen. Setzt man also symbolisch (Art. 1)

^ifi, kl, mn, • • • :—’ O'i'hf^kl^'mn • • • 2 so erscheint q als nte Potenz der Gleichung eines linearen Complexes

9 (p) ={^aihPih}n)

wenn die Hin die Eigenschaft haben, mit der Vertauschung der beiden Indices das Zeichen zu wechseln.

Führt man dabei den Tik (Bd. I, Art. 51) analog die Coefficienten dik ein und bildet entsprechend den Relationen zwischen den Liniencoordinaten die Ausdrücke

A = 012034 + a23 @14 + a31@24, A = &12%34 — • . •,

so hat man auch in fernerer Analogie

"" Tod,’ “TOu,,

Mit Hülfe der Relation R — 0 kann nun die gewonnene Darstellung zweckmässig umgeformt werden; denn man kann g (p) setzen

q + M R = 0 für M als eine Function der pik vom Grade (n — 2), also mit

n—1.n+2.n+3.n 4.n+5 1

	
1.2.3.4.5            1



willkürlichen Coefficienten, von denen durch M

r n(n—1)(+ 1) (n +2) (+ 3) entfernt werden können, so dass

1(n+1)(+2)(+3)-1 übrig bleiben als Zahl der linearen Bedingungen zur Bestimmung des Complexes vom nten Grade.

Mit Hülfe derselben kann man nun auf eine einzige Weise 9 so umformen, dass es als symbolische Potenz der linken Seite der Gleichung eines speciellen linearen Complexes erscheint, d. i. eines solchen, dessen Strahlen sämmtlich eine feste Gerade schneiden.

Sind die din Coefficienten eines speciellen Complexes, so kann man Grössen

a1, @2, a3, da; bi, b2, 63, b, bestimmen, so dass

Ci h   di bn Uh bi, und also symbolisch

Cl'ih, kl, mn, ■ • •   (pi^h (^h^i) {pk^l C^l^k) {pm^n ^n^m) • • • wird.

Da nun die Eigenschaften der Unveränderlichkeit und des Zeichenwechsels beiden Seiten dieser letztem Gleichung gemeinsam sind, so wird man die auf der rechten Seite stehenden symbolischen Ausdrücke den Coefficienten des Complexes substituiren dürfen, wenn nicht die linearen Beziehungen, welche zwischen den rechten Seiten bestehen, weil die {aibh — ahb^ die Coordi-naten einer Geraden sind, von den linken unerfüllbar sind.

Es gilt also die Identität

(a,b2 — aM {a3b^ — a^b^ + (a^ — a^ (a^b2 — a,b4)

+ (a,b4 — a4b) (a,ba — aab2) = 0, und alle denkbaren linearen Relationen zwischen den rechten Theilen müssen daher aus dieser durch Multiplication mit (n — 2) Ausdrücken von der Form (aibk — akbj) hervorgehen; es setzt also die bezeichnete Substitution in der That die folgenden Gleichungen voraus

@12,34,in,.@13,42,ih, • • • @14,23, ih, ... = 0,

	
	
d. h. nach der Willkürlichkeit der auf die beiden ersten folgenden Indicespaare genau so viele Gleichungen, als die Zahl der möglichen Combinationen von (n — 2) Indicespaaren oder als die Zahl der Coefficienten im Complex M vom (n — 2)ten Grade. Setzt man in diese letzteren Gleichungen an Stelle der Coefficienten von q die von q — MR, so erhält man ein System von linearen Gleichungen mit den Coefficienten von M als Unbekannten, welches die Bestimmung derselben erlaubt, wenn seine Determinante nicht verschwindet.


	
383.    Dass diese Bestimmung wirklich und nur auf eine Art möglich ist, kann man folgendermassen zeigen. Man denke durch 4y den Process bezeichnet







034 , 034 , 024

0712 07,4 0723 0P14 07130742 ‘ durch welchen aus einem Complex nten Grades 9 == 0 Com-plexe (n — 2)ten, (n — 4)ten, (n — 6)ten, etc. Grades Aq = 0, 429 = 0, A3q = 0, etc. successive entstehen und wende ihn auf die vorausgesetzte Identität

q + MR = { z (a;bk — akbi) pik} n

an. Rechts entsteht Null, wegen            \

(atb2 — a2b^ (agb, — a4ba) + . . . = 0, und man muss also die Function M so bestimmen, dass man hat 4 (p + MR) = 0, 4 ( + MR) = 0, 4 ( + MR) = 0, etc.

Aber man erhält

A(MR)= RAM+MAR+JM R—..—M R ... y                                    (0212 0234 1 1 0234 0212 1 J

=R4M+31+(p.‘,[+...]

= RAM+(n + 1) M,

und durch successive Wiederholung

A {ßA M) = RAM + (n — 1) A M, A (RAM) = RASM + (n — 3) A2M, etc.

Um Ak (JRAI) zu bestimmen, unterwirft man die ersten (k — 1) dieser Gleichungen respective den Operationen Ak — 1, Ak — 2, . . . A und bildet ihre Summe mit der Eten. Man erhält

A (RM) = RAM + (n + 1) M,

A^ {RM') = RA2M + 2n .AM,

A^ {RM} = RA M + 3 (n — 1) A2M,

4 (RM) = RA^M +4 (» — 2) A3M, etc.

nach offenbarem Bildungsgesetz.

Damit verwandeln sich aber die Bedingungsgleichungen in

A q + RAM + (n + 1) M = 0,

A2y + RA2M + 2n . AM = 0,

A^ + RA^M + 3 (n — 1) AM = 0, Aq + RA^M + 4 (n — 2) A^M = 0, etc.

Gleichungen, von denen die letzte nur noch ein AkM enthält, indess Ak+1M identisch verschwindet. Man wird also jenes bestimmen und damit von unten nach oben fortschreitend alle AkM bis mit M selbst.

	
	
	
384.    Verbindet man aber den vorigen Gleichungen den Ausdruck







q — MR — 91 selbst, welchen man bestimmen will, multiplicirt die vorigen Gleichungen der Beihe nach mit

R           R2                      R3

-- ---------- --------------- --- -------------------------------- etc

1 (n + 1)’   1 . 2 (n + 1) n’ 1.2.3 (n — 1) n (n — 1) ‘

und bildet die Summe aller, so erhält man die Normalform der Complexgleichung selbst

R3 _

Pi P 1(n+1) 497 1.2(n+1)n 4 P 1.2.3(n+1)n(— 1) 4 P T etc.

als vollkommen und auf einzige Weise bestimmt.

Dem entsprechend kann man dieser Gleichung die symbolische Form geben

91 = { E ^ibk — akb^) pik} n = 0 für (a/bk — akbi) als Coordinaten der in den Ebenen ai, bi liegenden Geraden.213)

Eine analoge Darstellung ergiebt sich natürlich auch in den 7tik, schreiben wir

91 --{ Z ^/ßk ^kßi) ^ik }      0 •

	
	
	
385.    Für den Complex zweiten Grades kann man also setzen 91 =— { E (a; bk     ax b^ Pi k }      { Z ^P^i ßk ^k ßi) ^i k }      0 • Man erhält demnach die Gleichung eines vom Punkte Z; ausgehenden Complexkegels, indem man die pik durch {yiZk — Vk^ ersetzt und die % als gegeben betrachtet; sie ist also







(abyzf = 0 oder («,ß, — «,ß,)2 = 0 •

Ebenso die Gleichung der Complexcurve in der Ebene $

(nat — 76„)2 = 0 oder («ß7£)2 = 0.

Die Bedingung, unter welcher der Complexkegel die Gerade (n§) berührt, und die andere, unter welcher die Complexcurven die Gerade zur gemeinschaftlichen Sekante haben, geben respective die Complexfläche dieser Geraden als Ort und als Enve-loppe in den Formen

(a,ß «ß», ay ß a ßy, n, §)2 = 0,

(pab — arib, Yja'b' — a'^ , y, 2)2 = 0.

Betrachtet man die Gleichung

(ptyßz -- «,3,)? = 0

als Gleichung des Complexkegels für den Punkt y und schreibt sie mit yi = ayßi — ctißy, d. h. yy = 0 in der Form

1

 Bei der Fr esnel’ sehen Wellenfläche sind die Fundamentalcom-plexe durch die Gleichungen ausgedrückt

yz' — y' z + ai(x — x) = 0, yz' — y’ z — ai (x — x') = 0; zx' — z'x -{- bi (yj — y') — Qetc.

2

 Wenn durch R = 0, q = 0 diese Gleichung identisch erfüllt wird, so besteht der Complex aus der Gesammtheit der Tangenten einer Fläche. 195)


73=0,

so ist nach der Theorie der Flächen zweiten Grades seine Gleichung in Ebenencoordinaten, d. h. das Quadrat der Gleichung seiner Spitze,

(7y‘y”n)2 = 0, also identisch (yy‘y”n)2 = M . n2, wo M nur noch von den y und nicht mehr von den n abhängt. Somit ist M = 0 die Gleichung einer Fläche, welche der Ort der Punkte ist, deren Complexkegel in Ebenenpaare zerfallen, d. h. der Singularitätenfläche des quadratischen Com-plexes. Man hat aber

(7""n)2 = (c,ß — cß», 7, 7", n)2 = {«y ^7'7"^ ~ ßy (ay’y") }2 und wegen y, == yy = 0

= («ß/%)2 Vy2 5

also

1 = («ß7‘y")2 = («, B, ^jß' ~ ^'ßy, ^y"ß" ~ ^"ßy Yi wie es sein muss vom vierten Grade und aus der Gleichung der Complexfläche hervorgehend durch Ersetzung der Coordinaten der Leitgeraden mit symbolischen Coefficienten des gegebenen Complexes.

	
	
	
386.    Die symbolische Darstellungsweise eignet sich aber auch zur Begründung einer Reihe allgemeiner Sätze betreffs der Complex- und Singularitätenflächen.







Um die Gleichungen der zu einer Geraden z, w oder $o gehörigen Complexfläche im Complex nten Grades

(abxy)n = 0, (nas — nos)" = 0;

(aß^n = 0, (ayß2 — azßy)n = 0

zu bilden, betrachten wir dieselbe als Ort der Durchschnitte unendlich naher Complexkegel, welche ihre Spitzen in der Geraden, also in den Punkten s — A w derselben haben,

((aby#) — A (abyw)yi ~ 0;

also durch die Gleichsetzung der Discriminante dieser Gleichung nach A mit Null.

Nun ist die nach A genommene Discriminante von

(p* + ^pw)n = 0

die Gleichung der Fläche p2n = 0 in Liniencoordinaten; man kann also, um sie zu erhalten, zunächst die Discriminante einer binären Form nten Grades in symbolischer Form mit p, p', . . . als den vorkommenden Symbolen und den C als numerischen Constanten bilden

SCH (pp')

und sodann die symbolischen Determinanten (pp') durch die PzPw —PwPz ersetzen; man erhält

sch (pzpw' — pwpz) = 0, und somit durch Ersetzung der pz, . . . durch (^abyiz), . . . die Gleichung der Complexfläche in Punktcoordinaten

2CII [(abyg') (a'b'yw) — (abyw) (a'b'ys}] — 0.

Sie ist zugleich nach Kl ein’s Bemerkung die Brennfläche der Congruenz, die ein Complex nten Grades mit einem linearen gemein hat, wenn man unter den z, w nicht mehr die Coordinaten von Punkten, sondern die symbolischen Coefficienten des linearen Complexes versteht1).

Die Zahl der symbolischen Beihenpaare ab, ab', ... ist wie der Grad der Discriminante einer binären Form nten Grades gleich 2 (n — 1), während jedes Reihenpaar n mal auftritt. Die Gleichung ist also vom Grade 2n (n — 1) in den y und giebt den Satz von Plücker, dass die Complexflächen eines Complexes nten Grades von der Ordnung 2n (n — 1) sind.

Die Geraden eines Punktes z der gegebenen Geraden kommen nur in je n (n — 1) Determinantenfactoren vor, welche sämmtlich verschwinden, wenn man die z den y gleichsetzt; d. h. die gegebene Gerade ist n (n— l)fache Gerade ihrer Complexfläche.

Denken wir uns aber y gegeben, während z und w sich verändern können, so spricht dieselbe Gleichung den Satz aus: Die Geraden, deren Complexflächen durch einen gegebenen Punkt y des Raumes gehen, bilden einen Complex n (n — 1)ten Grades, nämlich den Tangentencomplex des Complexkegels von y.

	
	
	
387.    Die dualistisch entsprechenden Betrachtungen drückt die Gleichung







SCn [(«ßn§) (a’ß’nc) — («ßnc) («‘ ß‘n§)] = 0 aus und damit die Sätze:

Die Complexflächen eines Complexes vom nten Grade sind von der Klasse 2n(n — 1); die gegebene Gerade ist Scheitelkante eines n (n—l)fach berührenden Büschels von T a n g e n t e n e b e n e n für die Complexfläche. Die Geraden, deren Complexflächen eine gegebene Ebene berühren, bilden einen Complex n (n •—1)ten Grades, nämlich den Complex der Geraden, welche die Complex-curve von n schneiden.

	
	
	
388.    Zu den Gleichungen für n = 2 in Art. 385 fügte Clebsch die für n = 3 und n = 4 hinzu; nämlich in Punkt-coordinaten und für n — 3 die Complexfläche







[(a b y2) (a‘ b' yw) — (a b yw) (a b' yi)]2.

[(a'b"yz) (a'"b"'yw) — (a"b"yw) (a"b"J2)]2.

[(a b yz) (a" b" yw) — (ab yw) (a" b" yz)].

[(a‘ b' yz) (a'"b'"yw) — (a b' yw) (a'"b'"y z)] — 0 .

Und für n = 4       18 — 6 J2 = 0

für I = [(a b yz) (a' b' yw) — (ab yw) (a b' yz)]4,

J =[(a b yz) (a b' yw) — (a b yw) (a b' yz))2.

[(a b yz) (a"b"yw) — (a b yw) (a"b"yz))2.

[(a'b'yz) (a"b" yw) — (a'b'yw) (a" b" yz))2.

Nach der Bedeutung von I = 0 respective J = 0 in der Theorie der binären Formen sind diese Gleichungen hier die Gleichungen von Flächen, wie es folgende Sätze aussprechen:

Die Punkte, deren Complexkegel bezüglich eines Complexes vom vierten Grade von einer gegebenen Geraden z^ w in Punkten einer Gruppe von gleichen Doppelverhältnissen respective einer harmonischen Gruppe getroffen werden, bilden eine Fläche achter, bezüglich zwölfter Ordnung, welche die Gerade z, w zur vierfachen respective sechsfachen Geraden hat. Die Geraden, welche den Complexkegel eines gegebenen Punktes y bezüglich eines Complexes vom vierten Grade in solchen Gruppen schneiden, bilden Complexe vierten respective sechsten Grades.

Und dualistisch: Die Ebenen, an deren Complexcur-ven bezüglich eines Complexes vom vierten Grade von einer gegebenen Geraden aus Büschel von Tangentenebenen von gleichen Doppelverhältnissen oder harmonische Büschel gehen, umhüllen eine Fläche achter, bezüglich zwölfter Klasse, für welche die durch jene Gerade gehenden Ebenen ein Büschel vierfach respective sechsfach berührender Tangentialebenen sind; etc.

	
	
	
389.    Die Singularitätenfläche eines Complexes vom nten Grade als Ort der Punkte mit Complexkegeln, welche eine Doppelerzeugende, oder als Enveloppe von Ebenen mit Complex-curven, welche eine Doppeltangente haben, kann in folgender Art ausgedrückt werden.







Bezeichnen wir eine Curve nter Ordnung symbolisch durch %" = *=--=0, und ihre Discriminante durch

4 = EC.II(77‘y"),

so ist ihr Grad 3 (n — 2)2 und ebenso gross die Zahl der in der Discriminante auftretenden Symbolreihen, dagegen die Zahl symbolischer Determinantenfactoren in jedem Gliede von d gleich n (n — 1)2. Man erhält damit die Gleichung einer Fläche nter Ordnung f — yyn — yyn = . . . = 0 in Ebenencoordinaten als

F= 2C .n^y'y"V) ^=Q,

in den n vom Grade, d. h. als Fläche von der Klasse n (n — 1)2.

Ist f=0 ein Kegel, so wird F vom Producte einer Constanten M in die Potenz vom Exponenten n (n — 1)2 der linken Seite der Gleichung der Spitze y, oder

F — M . n” (n—1)2.

Setzt man für % als laufende Coordinaten die linke Seite der Gleichung des Complexkegels

(ayß^ - a,ß„)" = 0 gleich y^y also yt = dyßi — &ißy, 7y ~ ® > so wird

(7, 7,7", n) = («yß ~ aßy^ 7', 7"’ n)

— ay (ß, 7\ 7", n) ~ n (a, ß, 7', 7")

— 7y' (a, ß, 7, n)—% («, ß, 7", n)—v(«, ß, 7, 7"}

— — («, ß, 7, 7") • y-

Schreiben wir

[0, 1, 2] = — («, ß, ayß' - cc'ßy, ay"ß" — ^'ßy"), was den durch Vertauschung der Symbolpaare hervorgehenden Ausdrücken bis auf das Vorzeichen gleich ist, so erhält man für den Complexkegel

F = „n (n - 12.2C . n [0, 1, 2 = M . „n (n ~ 1)2

für              v= SCI [o, 1,2].

Und damit eine Ebene den Complexkegel in einer Curve mit Doppelpunkt schneidet, ohne seine Spitze zu enthalten, oder damit derselbe eine Doppelerzeugende besitze, muss also F=Q sein, ohne dass ny es wäre, d. h.

M = 0

ist die Gleichung der Singularitätenfläche in Punkt-coordinaten.

Da jeder Factor der symbolischen Producte in M vom zweiten Grade in den y ist, so ist M selbst vom Grade 2n(n — 1)2 und man hat den Satz: Die Singularitäten fläche eines Complexes nter Ordnung ist von der Ordnung und Klasse 2n (n — 1)2.

Ein Specialfall dieses allgemeinen Satzes für einen Complex dritten Grades ist bei der Untersuchung des Flächenbündels vom zweiten Grade in Bd. I, Art. 237 bereits hervorgetreten. Zu der Rückkehrcurve sechsundneunzigster Ordnung, welche der Schnitt der Flächen zwölfter und achter Ordnung T — 0 und S = 0 ist, tritt eine parabolische Curve in einer Fläche zwölfter Klasse T = 0, deren Tangentenfläche von der sechsund-neunzigsten Klasse ist und die gemeinsam umschriebene Deve-loppable der Flächen X = 0 und T = 0 von den Klassen acht und zwölf bildet.

	
	
	
390.    Die Sätze des Art. 388 lassen sich als spccielle Fälle der folgenden betrachten, die mit ihnen bewiesen sind: Die Punkte, deren Complexkegel für einen Complex nten Grades von einer gegebenen Geraden in einer Punktegruppe getroffen werden, für die eine Invariante kten Grades verschwindet, bilden eine Fläche von der Ordnung kn, für welche jene Gerade eine ^knfache Gerade ist.







Die Geraden, welche den Complexkegel des gegebenen Punktes y bezüglich eines Complexes vom n’en Grade in einer Punktegruppe schneiden, für die eine Invariante kten Grades Null ist, bilden einen Complex vom Grade ^kn. Und ebenso dualistisch entsprechend.

	
	
	
391.    Da die Bedingung, unter welcher eine Curve nter Ordnung eine gewisse Invarianteneigenschaft besitzt, von der Form







EC. n^'f) = 0

ist, mit k darin vorkommenden symbolischen Reihen, so sind die

Ebenen, welche eine Fläche nter Ordnung in Curven mit jener Invarianteneigenschaft schneiden, durch die Gleichung

SC . II (77‘ y" 7) = 0

bedingt und umhüllen also eine Fläche von der Klasse }kn. Ist aber die Fläche nter Ordnung ein Kegel von der Spitze y, so nimmt diese Gleichung die Form

M.ny"

an; somit sind die Complexkegel, deren ebene Schnitte die bezeichnete Invarianteneigenschaft besitzen, durch die Gleichung

M = sc. n[0,1,2] = o

gegeben und da diese Gleichung vom Grade ^n in den y ist, so hat man den Satz: Die Spitzen aller Complexkegel eines Complexes vom Grade n, deren ebene Schnitte eine durch das Verschwinden einer Invariante kten Grades einer Curve nter Ordnung gegebene Invarianteneigenschaft besitzen, bilden eine Fläche von der Ordnung 3kn. Und dualistisch.

Daraus ergeben sich als Specialfälle die Definitionen der vier bei Complexen dritten Grades auftretenden Flächen aus den durch S = 0 respective T = 0 definirten Eigenschaften der Curven dritter Ordnung respective dritter Klasse. (Vergl. Art. 389.)

S almon-Fiedler, anal. Geoin. d. Raumes. II. 3. Auf.
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VIII. Kapitel.



Abbildung, Transformation und Correspondenz.

	
	
392.    Beim Gebrauch projectivischer Coordinaten ist der in ihrer Begründung (Bd. 1, Art. 38 f.) klar hervorgetretene Umstand vom grössten Werthe, dass ein Unbestimmtlassen der Fundamental-Elemente die geometrische Bedeutung der Formeln und Entwickelungen dahin erweitert, dass dieselben sich auf alle zu einer gegebenen projectivischen, d. h. entweder mit ihr colli-nearen oder zu ihr reciproken Baumformen zugleich beziehen; insbesondere wird durch den Uebergang vom Punktraum zum Ebenenraum etc. oder durch das Princip der Beciprocität oder Dualität der Ertrag der Arbeit überall verdoppelt. Wenn man auch die Bezeichnung als Abbildung nur in einem besondern Falle der collinearen Bäume, nämlich in dem Falle der Herstell-barkeit der centrischen Lage, in dem Sinne einer Herstellung von Bildern, welche dem Gesehenen ähnlich sind, gebrauchen kann (Belief, centrisch-collineares Modell),214) so ist doch evident, dass man mit ganz gleichem mathematischen Bechte von der projectivischen Abbildung des Punkte-(Ebenen-)Baumes auf den Punkt-(Ebenen-)Baum, des Punktraumes auf den Ebenenraum sprechen darf, und bekannt, dass das Nämliche für die Gebilde beider niederen Stufen oder von zwei Dimensionen re-spective einer Dimension gilt.





Eine analoge geometrische Verbindung oder Verwandtschaft zwischen den Elementen von räumlichen Gebilden von gleichvielen Dimensionen oder Stufen ist in den vorhergehenden Entwickelungen schon in mehrfacher Weise hervorgetreten, und wir sind im Begriffe, die allgemeinen Gesetze derselben zu untersuchen.

Im Anschluss an gewisse Ergebnisse der beiden letzten Kapitel erscheint hier ein Beispiel zur ersten Entwickelung passend, in welchem die dreifach unendlich vielen Geraden eines linearen Complexes mit den dreifach unendlich vielen Punkten des Raumes Eins zu Eins entsprechend gesetzt werden, jene wie diese durch vier Veränderliche in homogenen Gleichungen bestimmt. Wir besprechen einleitend die Abbildung des linearen Complexes auf den Punktraum.215)

Sei (vergl. Bd. I, Art. 40, 8; 51 f.) 212 == 734 mit implicite gedachter Constanten die Gleichung des Complexes und

R == P,2P34 + • • = o

die identische Relation der Coordinaten einer Geraden; setze man für Xi als die projectivischen Punktcoordinaten

Q212 = QP^ = &1, Q231 = 22, QP14 = 23, QPa = Ja, sodass aus R =0 hervorgeht

N n r 2 tO t/A

Q 223 = —" , —, und somit als die Relationen, nach welchen jeder Geraden des Complexes im Allgemeinen ein Punkt des Raumes und umgekehrt entspricht,

P1 : P2s • 231 : Pu : P24 : 234

= X1%3 : — (x,24 — 212) : T2X3 : 232 : 2324 : X1X3 •

Sie zeigen, dass dies eindeutige Entsprechen zwar im Allgemeinen, aber dass es nicht wie das projectivische ausnahmslos stattfindet; denn wenn man gleichzeitig hat x3 — 0, x,X4 — x^ = 0, so werden die Verhältnisse der Pi unbestimmt; und da x32 in der zweiten Ordnung unendlich klein wird, so entsprechen die Punkte des bezeichneten Kegelschnittes K' den zweifach unendlich vielen r oder 214== 0 schneidenden Geraden; umgekehrt dieser Geraden die Gesammtheit der Punkte in jener Ebene.

Die Relation zwischen sich schneidenden Complexgeraden Pi und p^ geht in die der Punktcoordinaten Xi, x{ über

(x,‘N3 — x3x^ + (x,‘x, — Ta’«,) (xa’x, — x’x) = 0,

was einen Kegel mit der Spitze x, darstellt, der in der Ebene T3 = 0 die Spur T2 X,— x^ = 0 hat, so dass die Verbindungslinie der Punkte Xi, ai, welche solchen Geraden entsprechen, stets diesen Kegelschnitt schneidet.

	
	
393.    In der so begründeten Beziehung entspricht einer Curve oder Fläche des Punktraumes eine Regelfläche respective 33*





eine Congruenz im Complex, insbesondere der Fläche 2 nter Ord-nung, die den vorbetrachteten Fundamentalkegelschnitt n fach enthält, eine Congruenz nten Grades; beispielsweise der Fläche vierter Ordnung, die ihn doppelt enthält, die Congruenz zweiten Grades, die ihm mit einem Complex zweiten Grades gemeinsam ist, und einer linearen Congruenz eine Fläche zweiten Grades durch denselben Kegelschnitt; den zwei Reihen von Strahlbüscheln aus den Punkten der einen Leitgeraden über der Reihe der andern die beiden Regelschaaren g und l derselben, ebenso einer beliebigen Geraden und ihrer Polaren in Rezug auf den Complex; zwei sich schneidenden Geraden zwei sich berührende Flächen zweiter Ordnung. Jede ebene Abbildung jener Flächen giebt eine solche der entsprechenden Congruenzen.

Wenn man insbesondere mit Lie den Fundamentalkegelschnitt als den unendlich fernen imaginären Kreis denkt, so werden alle diese Flächen zweiten Grades Kugeln und jene Flächen vierter Ordnung Cycliden. Der Restimmung der Geraden l durch drei g entspricht die Entstehung der Cyclide als Enveloppe der berührenden Kugeln zu drei gegebenen.

Weil eine Fläche vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt sechszehn Gerade enthält, die ihn schneiden und deren jede von fünf anderen geschnitten wird, so enthält eine Congruenz zweiter Ordnung und Klasse sechszehn Strahlenbüschel (Art. 359, 368), von denen jedes mit fünf andern je einen Strahl gemein hat, so dass in jeder ihrer Ebenen sechs Scheitel liegen und durch jeden derselben sechs ihrer Ebenen gehen — die singulären Punkte und Ebenen der Kummer’schen Fläche.

Die zehn Kreisschaaren der Cyclide gehen in zehn Schaaren von Hyperboloiden über, welche diese Fläche nach Curven vierter Ordnung berühren.

In Rezug auf die analytische Darstellung finden wir hier äquivalent die Darstellung der Kugel durch die mi des Art. 347 und die Darstellung der Geraden durch die Fundamentalcomplexe x; der Art. 368 f.

Die Darstellung eines Systems confocaler Liniencomplexe zweiten Grades führt so auf die eines Orthogonalsystems von Cycliden, wie wir sogleich noch weiter begründet sehen werden; etc.

Analog für eine Fläche dritter Ordnung F‘, die K' einfach enthält. Die oo3 Geraden, welche diesen schneiden und die Fläche daher noch zweimal treffen, liefern durch jeden Punkt und in jeder Ebene des andern Raumes zwei Strahlen, also eine Congruenz zweiten Grades, zu der auch die Fundamentalgerade derselben gehört, weil eine Gerade a der Fläche dritter Ordnung in der Ebene K' liegt; die Tangenten der Fläche unter ihnen liefern die Brennpunkte und Brennebenen des Strahlensystems, und jede Gerade enthält vier von jenen wie von ‘diesen, weil eine Fläche zweiten Grades durch K' die F‘ in einer Curve vierter Ordnung schneidet, welche vier Erzeugende der einen Regelschaar berührt. Die sechszehn K' treffenden Geraden in F‘ liefern sechszehn singuläre Punkte und Ebenen der Brennfläche oder die sechszehn ebenen Strahlenbüschel der Congruenz; da eine jede dieser Geraden fünf andere schneidet, so hat jeder der sechszehn Punkte und jede der sechszehn Ebenen mit andern fünf Complexgerade gemein, oder jede Doppelebene enthält sechs der Doppelpunkte und reciprok. Die zehn übrigen Geraden der F‘, in fünf Ebenen biCt durch die in der Ebene von K' liegende a enthalten, liefern Regelschaaren im Strahlensystem oder aus Doppeltangenten der Brennfläche, welche sich in fünf Paare mit noch je einem andern gemeinsamen Strahl ordnen. Von den Geraden desselben Paares in F‘ schneidet jede acht andere der sechszehn K' schneidenden, die entsprechenden Hyperboloide enthalten also jedes acht andere der sechszehn Doppelpunkte und berühren ebenso zusammen alle sechszehn singuläre Ebenen; und da jene acht sich in vier begegnende Paare theilen, so werden die acht Doppelpunkte durch vier Gerade der Congruenz verbunden, die nicht zur Regelschaar gehören, und reciprok. Da die Kegelschnitte in den Ebenen dieser Geraden zehn in Paaren conjugirte Büschel bilden (in Ebenen durch solche b, c, welche nicht in derselben Ebene aus a liegen) und solche conjugirte Kegelschnitte in je einer K' enthaltenden Fläche zweiten Grades liegen, die F‘ in ihren Schnitten berührt und der im Strahlenraume eine Doppeltangente der Brennfläche entspricht, so gelangt man zu fünf weiteren Strahlensystemen zweiten Grades, die dieselbe Brennfläche haben, sodass diese sechs solchen Strahlensystemen und sechs in Involution liegenden linearen Complexen angehört.

	
	
394.    Mit der Annahme des imaginären Kugelkreises als Fundamentalkegelschnitt K' gehen die Probleme der Haupttan-gentencurven und der Krümmungscurven der Flächen in einander über. Einer krummen Fläche und einer Krümmungslinie derselben entsprechen eine Congruenz oder ein Strahlensystem und eine Regelfläche im Complex, welche die Brennfläche des Strahlensystems nach einer Haupttangentencurve berührt. Denn umgekehrt ist das Bild dieser Brennfläche das Strahlensystem derjenigen Linien, welche die gegebene Fläche berühren und den imaginären Kugelkreis schneiden. Einer Tangente der Brennfläche entspricht hiernach eine die gegebene Fläche berührende Kugel, insbesondere einer Haupttangente eine stationär berührende Kugel; und da die stationär berührende Kugel drei auf einander folgende Punkte einer Krümmungscurve enthält, so schneidet eine der beiden Haupttangenten der Brennfläche in einem Berührungspunkte mit der umgeschriebenen Linienfläche drei auf einander folgende Erzeugende derselben, oder sie ist auch eine Haupttangente der letzteren; in Folge dessen ist die Berührungscurve eine Haupttangentencurve.





Dadurch erhält man aus den Krümmungslinien einer Cy-clide, als des Bildes von einem Strahlensystem zweiter Ordnung und Klasse im linearen Complex, die Haupttangentencurven der Kummer’schen Fläche als der Brennfläche eines solchen Strahlensystems wieder.

Weil die Krümmungslinien der ersteren Curven achter Ordnung sind, die den imaginären Kugelkreis in acht Punkten schneiden, so entsprechen ihnen Regelflächen achten Grades aus Doppeltangenten der Kummer’schen Fläche und die Berührungscurven sind algebraische Curven sechszehnter Ordnung.

Eine Kugel transformirt sich in ein Strahlensystem erster Ordnung und Klasse, dessen Brennfläche die beiden Leitgeraden vertreten; so wie diese Hauptangentencurven in jeder der Regelflächen sind, die dem Strahlensystem angehören, so ist auch jede auf einer Kugel liegende Curve eine Krümmungslinie. Und weil ein Hyperboloid sich in eine Dupin’sche Cyclide abbildet, und die dasselbe nach seinen Haupttangentencurven berührenden Regelflächen des Complexes selbst vom zweiten Grade sind, so sind die Krümmungslinien der Dupin’schen Cyclide zwei Kreisschaaren.

Und wieder allgemein, weil auf jeder Fläche eine Krümmungslinie die Berührungscurve mit der developpabeln Fläche ist, welche den imaginären Kugelkreis enthält, so kann auf der Brennfläche eines jeden Strahlensystems im linearen Complex eine Haupttangentencurve als geometrischer Ort aller der Punkte bestimmt werden, denen ihre Tangentenebene durch den Com-plex zugeordnet ist. Wenn eine Fläche hinsichtlich eines linearen Complexes sich selbst reciprok ist, so enthält sie eine Haupt-tangentencurve, deren Tangenten zum Complex gehören; dieselbe ist zugleich eine Curve vierpunktiger Berührung mit Geraden. So entsteht für jede Regelfläche, die dem linearen Complex angehört, eine Haupttangentencurve und für jede Regelfläche mit zwei geraden Leitlinien eine einfach unendliche Schaar solcher Curven.

	
	
395.    Ein Complex zweiten Grades hat mit einem linearen eine Congruenz oder ein Strahlensystem zweiten Grades gemein und für diese ergiebt sich sofort eine Abbildung auf die Punkte von einer ihrer singulären Ebenen. Eine solche enthält zu dem singulären Punkte S, der ihr entspricht, fünf andere singuläre Punkte 1, ..., 5, welche mit ihm auf dem zugehörigen Kegelschnitte liegen. Jedem Strahl der Congruenz entspricht sein Schnittpunkt in der singulären Ebene, jedem solchen Punkte ein einziger Strahl der Congruenz, abgesehen von dem in der singulären Ebene durch ihren singulären Punkt gehenden. Den Curven der Ebene entsprechen also im Allgemeinen Regelflächen der Congruenz, insbesondere den durch 1, . . ., 5 gehenden Curven dritter Ordnung (zusammen mit einem Strahl aus dem singulären Punkte, den sie enthalten) die co4 Regelflächen vierten Grades, welche der Congruenz mit den linearen Complexen des Raumes gemeinsam sind, und die die singulären Punkte enthalten und die singulären Ebenen berühren; von denen daher je zwei vier Gerade gemein haben, die zu oo1 andern solchen Flächen gehören, und unter welchen 002 in eine Regelfläche dritten Grades und die singuläre Ebene zerfallen, mit weich’ letzterer jede von ihnen die einfache Leitlinie gemein hat, so dass diese sechszehn 002 Regelflächen abgebildet sind durch die Geraden der Ebene, die zehn Netze von Kegelschnitten durch die Gruppen von drei Fundamentalpunkten und die fünf Netze von rationalen ebenen Curven dritter Ordnung, die einen derselben doppelt und die übrigen vier einfach enthalten. Ferner entsprechen den Büscheln der Congruenz aus den singulären Punkten der Ebene für S der durch 1, . . . , 5 bestimmte Kegelschnitt und die Scheitel selbst; den übrigen zehn aber offenbar die Verbindungsgeraden der letzteren. (Vergl. Art. 393 und 398.) Die Strahlenbüschel aus denselben Punkten und die Kegelschnittbüschel durch je vier von ihnen bilden endlich die zehn oo1 Regelschaaren zweiten Grades ab, welche die Con-gruenz enthält.





Die analytische Darstellung hat dann das bemerkenswerthe Resultat ergeben, dass die allgemeine Congruenz zweiten Grades in vierzig tetraedralen Complexen enthalten ist, deren Tetraeder (vergl. Art. 378 und Rd, I, Art. 136) aus ihren singulären Punkten und singulären Ebenen gebildet sind: jedes Paar nicht entsprechender (Punkt und Ebene) bestimmt einen derselben.

Man kann nun die Strahlen des quadratischen Com-plexes durch die Punkte des Raumes so darstellen, dass seinen Ebenen Congruenzen zweiten Grades im Complex entsprechen;216) dazu müssen nur auch die letzteren ein dreifach unendliches System bilden und je drei von ihnen einen einzigen Strahl gemein haben, und die entsprechenden Ebenen einen Punkt, wie auch je zwei eine Regelfläche, die mit jeder andern solchen Fläche aus einer der beiden Congruenzen eine einzige Gerade gemein hat. Von solcher Beschaffenheit sind die Congruenzen zweiten Grades, welche ein Strahlenbüschel gemein haben, das wir das fundamentale nennen; neben ihnen giebt es oo5 Congruenzen zweiten Grades im Complex, die dies Rüschel nicht enthalten und denen eben so viele Flächen dritter Ordnung entsprechen, weil eine solche Congruenz mit zweien der ersteren drei Strahlen gemein hat. Da nun der Complex zweiten Grades 002 Rüschel aus den Punkten einer Kummer-sehen Fläche enthält, darunter das fundamentale, in dessen Ebene oo1 Scheitel von andern liegen, deren jedes mit einer der eben abgebildeten Congruenzen nur den Strahl in der Fundamentalebene enthält, sodass ihnen nicht Linien, sondern Punkte entsprechen, die eine Curve fünfter Ordnung bilden, weil dies die Zahl der Rüschel einer solchen Congruenz ist, die einen Strahl mit dem fundamentalen gemein haben. Die vorbezeichneten Flächen dritter Ordnung enthalten alle diese Curve, welche im Punktraume fundamental ist. Den Strahlen des fundamentalen Rüschels entsprechen Gerade, welche sie dreifach schneiden, und die eine Regelschaar zweiten Grades bilden, die dem fundamentalen Rüschel correspondirt; jede derselben bildet mit jener die vollständige Durchdringung der letztem mit einer der Flächen dritten Grades. (Vergl. Art. 396 und im früheren Art. 115.)

Den geraden Reihen des Punktraumes entsprechen Regelflächen dritten Grades durch je zwei Strahlen des fundamentalen Bü-schels, für welche die doppelte Leitlinie durch seinen Scheitel geht und die einfache in seiner Ebene liegt; liegt ein Punkt der Reihe in der fundamentalen Curve, so entspricht ihr ein Hyperboloid, das einen Strahl des fundamentalen Rüschels enthält; ist sie eine Sehne derselben, so entspricht ihr ein Büschel von Strahlen. Die Hyperboloide des Complexes, welche keinen Fundamentalstrahl enthalten, entsprechen den Kegelschnitten, welche die Fundamentalcurve viermal schneiden, etc. Der Scheitel des fundamentalen Büschels sowohl als die Ebene desselben enthalten noch ein zweites Büschel, und diesen entsprechen zwei bestimmte Punkte 1, 2 der fundamentalen Curve des Punktraumes. Die vom ersten ausgehenden Geraden des letzteren entsprechen den Complexkegelschnitten aus dem Scheitel des fundamentalen Büschels; das Bündel aus dem zweiten den Complex-kegeln aus seiner Ebene. Die übrigen Complexkegel erscheinen als Kegelschnitte durch vier Punkte der Fundamentalcurve in Ebenen aus 1, die übrigen Complexcurven als eben solche in Ebenen aus 2. Der Specialfall des tetraedralen Complexes soll uns nicht aufhalten;217) die Verbindung mit dem Vorigen, insbesondere dem letzten Kapitel, erscheint durch das Gegebene genügend vertreten, und zugleich der Theorie der birationalen Transformation der Räume vorgearbeitet. (Siehe Art. 410 f.)

	
	
396.    Es ist offenbar, dass die Theorie der Transformation der Curven und der Correspondenz ihrer Punkte sich aus der Ebene in den Raum und von den Curven auf die Flächen überträgt, ja es war in der Theorie der Curven (vergl. „Höhere Cur-ven", Art. 324) anzumerken, dass die anschauliche Begründung solcher Beziehungen durch Methoden der Abbildung oder Pro-jection recht eigentlich der Geometrie des Raumes angehört. Zu ihrer Entwickelung haben vor Allen Cremona, Clebsch, Noether und Cayley und neben ihnen Zeuthen, Korndörfer, Darboux u. a. beigetragen.218)





Die Geometrie der Flächen zweiten Grades bietet ein einfachstes Reispiel dar.

Wenn eine solche Fläche durch 21 &3 == x, X4 dargestellt wird (Bd. I, Art. 109), so wird durch uxi = Ax, und va, = Q24 mittelst der Flächengleichung uvx, = AQ23 und daher durch

	
	
X1 : T2 : T3 : X4 = 10 : uo : uv : lv.





oder mittelst der Verhältnisse A : u und v : 9 ein Punkt der Fläche bestimmt. Und wenn man diese Verhältnisse als die zur Construction des Punktes in Bezug auf ein System projectivi-scher Coordinaten in der Ebene nöthigen Verhältnisse x^: x^ und x : x^ betrachtet, so entsteht zugleich eine Abbildung jenes Punktes auf die letztere Ebene.

Den Punkten der Ebene

	
512 , + 52%2 + 5323 + 5444 = 0 entspricht der durch


	
§12 9 + §2u0 + §zuv — §4Av = 0 oder



'^'x^ + 52%,‘%3 + §3"s"2 + 5402’%’ = 0 dargestellte, d. h. durch die Fundamentalpunkte A{, A, gehende Kegelschnitt; insbesondere also den Linienpaaren in den Fundamentalebenen X1 = 0, «2 = 0, xs = 0, x, == 0 respective die zerfallenden Kegelschnitte

Xi’x,’ “ 0; Xi’xs = 0, x3‘2 = 0, X2‘xs‘ = 0;

	
	
d. h. die Geraden


	
A, A;, A; A, 5 A, A§ , A, Ag 5 A A, ; A; Ai , A A, sind die Bilder von







A,4s, A,A4; A,Aa; A,A4; A1A2, A1A4; AgA2, A,Ai; es entsprechen den Ebenen durch A1, A,, A3, A, respective Kegelschnitte von den Gleichungen

aa (522, + 54x2 + 5323) =0, 5101 «2 + 5a"a" + 5482 «a = 0, 5121 «2 | §2 Xq 21 | 54x2 «3     0,   5141 «2 + 5201 as I 53%3      0, wie es einer Centralprojection aus A, auf diese Ebene der gestrichenen Coordinaten gemäss ist, in der die beiden Erzeugenden durch A, als Punkte A^, A, erscheinen, die den Bildern aller Querschnitte angehören und der Ebene 21 = x3 der Kegelschnitt x,‘2 == x’x,’; insbesondere einer Tangentialebene, als für welche §4 : § == 83 : § == k ist, das Linienpaar aus A, und A(

(x,’ + Xxg) ^x^ + 5233) = 0.

Eine Gleichung, die in 2 : u vom Grade p und in v : 9 vom Grade q ist, repräsentirt, wie oben die linearen Gleichungen die Erzeugenden der beiden Schaaren, eine Curve auf der Fläche; ihre Ordnungszahl ist (p — q), weil der aus der Gleichung des ebenen Querschnittes gezogene Werth

» _ _5,1+8, u 0 su + §42 in die gedachte Gleichung eingesetzt, sie zu einer Bestimmungsgleichung vom Grade (p — q) für das Verhältniss 2 : u macht.

Umgekehrt finden die Curven nter Ordnung auf der Fläche ihre Darstellung durch Gleichungen, die in den A : u, v : 0 von Graden p und q mit p — q — n sind, und die verschiedenen Zerlegungen von n liefern verschiedene Species der Curven dieser Ordnung auf der Fläche,219) insbesondere die beiden (0, n) und (n, 0) die Gruppen von n Erzeugenden der einen respective der andern Schaar; beispielsweise die Curven vierter Ordnung erster und die zweiter Species respective durch

(ax? —+ 2 b 1 u —|— c^^ v^ —+ 2 (a 22 + 2b Au + c u?) v Q

+ (a 22 + 2 b Au + c u3) q^ = 0,

welche die Erzeugenden jedes Systems zweimal und

(a 28+ 3 b A3u + 3 c 2 u? + d u3) v + (d‘A8 + 3b ‘*2 + 3eAu2 + d ‘u3)o — 0, welche die Erzeugenden des einen Systems dreimal und die des andern einmal schneidet.

Die Combination von zwei solchen Gleichungen von den Graden p, q und p', q' in A : u, u : q respective zeigt durch die Zahl der gemeinsamen Wurzelwerthe, dass die entsprechenden Curven auf der Fläche sich in (pq' — p'q) Punkten begegnen; also Curven dritter Ordnung in vier oder fünf, und Curven vierter Ordnung zweiter Art in sechs oder zehn Punkten je nach ihrer gleichen oder ungleichen Beziehung zu den beiden Schaaren von Erzeugenden, Curven vierter Ordnung erster Art aber immer in acht Punkten; etc.

	
	
	
	
397.    Wenn für den Fall des Ellipsoids die Fundamentalpunkte A^ A, der Abbildung in die imaginären unendlich fernen Kreis punkte der Ebene gelegt werden, so erscheinen alle ebenen Querschnitte desselben als Kreise und die Erzeugenden beider Schaaren als die geraden Linien durch den einen respective den andern der Kreispunkte abgebildet. In einem Kreise werden auch die Bilder J^, . . , der vier Punkte liegen, welche das Ellipsoid mit dem unendlich fernen imaginären Kreise gemein hat; und die Antipunkte derselben („Höhere Cur-ven", Art. 140), welche somit die Nabelpunkte des Ellipsoids abbilden und von denen vier reell sind, liegen in drei neuen zu einander und zu dem ersten Kreise orthogonalen Kreisen, welche die Hauptschnitte repräsentiren.









Ist dann P ein Punkt des Ellipsoids und P' sein Bild, so entspricht der Indicatrix von P der Kreis vom Radius Null um P', den conjugirten Richtungen in jener die orthogonalen aus diesem. Rezeichnen wir durch q die Stellung der Tangentialebene in P, so gehen durch die vier Punkte J des Ellipsoids im unendlich fernen imaginären Kreise zwei sie berührende Kegelschnitte; die Berührungspunkte Q1, Q2 sind die Doppelpunkte der Involution, welche in q durch jenen Kreis und die Gegenseitenpaare des Vierecks der J bestimmt ist.

Sie sind die Richtungen der Krümmungslinien des Ellipsoids im Punkte P, und da die Richtungen durch P', welche ihnen entsprechen, mit den Kreisen P'J^J^ P’Js’J, gleiche Winkel machen, so haben wir den Satz, dass die Krümmungs-linien des Ellipsoids durch confocale bicirculare Curven vierter Ordnung mit den Bildern der vier reellen Nabelpunkte als Brenn-punkten dargestellt werden.220)

So hängen auch die übrigen metrischen Verhältnisse auf der Fläche des Ellipsoids von den Punkten ab, die dasselbe mit dem Absoluten des Raumes gemein hat. (Rd. I, Art. 231 f.)

	
	
	
	
398.    So wie im Falle der Flächen zweiter Ordnung die Erzeugung aus zwei gleichartigen Gebilden erster Stufe, so kann im Falle der cubischen Fläche die Construction von drei gleichartigen projectivischen Gebilden zweiter Stufe (Ebenenbündeln) benutzt werden.221) Für x,, x,’, x^ als drei Parameter, die wir als projectivische Punktcoordinaten in einer Ebene interpretiren, und für A,, A,, A3^ B1, B2, B3; C1} C2, C, als die linken Seiten der Gleichungen von Ebenen in projectivischen Punktcoordinaten Ki im Raume stellen die Gleichungen









%, A, + «2 Ag + «3 A; = 0, 4, Bi + «, ß2 + «a Ba = 0, a, Ci + «2 C2 + as C3 = 0

drei projectivische Ebenenbündel dar, und der Ort der Schnittpunkte entsprechender Tripel von Ebenen ist die durch

Ai,  A2,  As B,,   B,,   Ba C,,   C,,   C, ausgedrückte Fläche dritter Ordnung. Die vorigen drei in den Xi homogenen und linearen Gleichungen liefern aber die Bestimmung der Verhältnisse der Xi als homogene Functionen dritten Grades in den xi

Qq,==fi(x,‘,«,,%), 0x,==fz(x,0,,%3), Q3,=f3, 6x,== f, und durch diese wird die Fläche dritter Ordnung Punkt für Punkt auf die Ebene der gestrichenen Coordinaten abgebildet.

Ebenso wie vorhin gilt aber dies Entsprechen Punkt für Punkt nicht ohne Ausnahme, es giebt Punkte x{ der Ebene, denen Punktreihen, d. h. Linien der Fläche entsprechen. Ordnet man die Fundamentalgleichungen nach den x^ so dass sie die Form

Xxi (aiiai — a2iX2 — a^iX^} = 0, etc. erhalten, so müssen für diese Werthe die vier Determinanten verschwinden, welche das unvollständige der Elimination der Qi entsprechende System liefert

01121 -+a21T2 —a31%3, a1221‘—d22%,‘—a32x, a13%1—.., 01421 — • • b112, +6214, +ba"a ; 6,24, +6294, +3223 , 6132, —., B142,+.. C11 21—C21 %,‘—ai«’, C12 I, +22«, +3203 G1321—., G14%1—. d. h. man muss gleichzeitig haben

1i =0, 6 = 0, 6 = 0, 1=0.

Es schneiden sich aber die Curven f=0, f == 0 in neun Punkten, für welche, die fi an Stelle der Xi in die ursprünglichen Gleichungen gesetzt, die Gleichungen gelten

Da jeder geraden Beihe der Bildebene eine Gruppe von drei projectivischen Ebenenbüscheln der Bündel A, B, C und somit eine Raumcurve dritter Ordnung auf der Fläche entspricht, so bildet eine durch einen Fundamentalpunkt der Bildebene gehende Gerade g', als drei Ebenenbüscheln entsprechend, deren Scheitelkanten die zugehörige Gerade der Fläche schneiden, einen Kegelschnitt in der Fläche ab, dessen Punkte denen der Geraden projectivisch entsprechen; der gerade Rest des Querschnittes seiner Ebene mit der Fläche muss nach dem Vorigen in dem Kegelschnitte dargestellt sein, der die fünf übrigen Fundamentalpunkte der Abbildung verbindet. Solcher Kegelschnitte giebt es sechs und sie repräsentiren sechs weitere Gerade b der Fläche, von denen jede fünf der vorigen schneidet; beide Gruppen sind die beiden Hälften einer Schläfli’schen Doppelsechs. Einer Geraden der Bildebene durch zwei Fundamentalpunkte endlich entsprechen drei projectivische Ebenenbüschel in den Bündeln, deren Scheitelkanten die beiden entsprechenden Geraden der Fläche schneiden und daher ebenfalls je eine gerade Linie c der Fläche; dies liefert die fünfzehn übrigen Geraden der Fläche, und dieselbe Betrachtung zeigt, dass keine drei Fundamentalpunkte der Abbildung in einer geraden Linie liegen können, wenn nicht die dargestellte Fläche zerfällt. Dass nicht alle sechs einem Kegelschnitte angehören können, zeigt ihre Herkunft aus dem Schnitte eines Systems von Curven dritter Ordnung. Die Geraden der Fläche ergeben sich auch durch die Specialfälle der folgenden allgemeinen Betrachtung.

	
	
	
	
399.    Die Punkte der Fläche, welche zugleich einer Fläche nter Ordnung q (x,, x,, x3, xa) == 0 angehören, bilden eine Curve R von der Ordnung 3n, deren Bild R' durch cp^, f2, f, f^ — ® ausgedrückt ist und in welchem daher die sechs Fundamental-punkte nfache Punkte sind. Suchen wir umgekehrt die Curve R der Fläche, welche einer bestimmten Curve R' oder f' = 0 der Bildebene entspricht, setzen wir von der Ordnung a mit «,, «,, . . ., a6 fachen Punkten in den sechs Fundamentalpunkten und mit 8 doppelten und % Rückkehrpunkten äusser ihnen; sei m die Ordnung der Curve R auf der Fläche, so ist sie als Zahl der Schnitte von R' mit einer Curve dritter Ordnung durch die Fundamentalpunkte, welche ausserhalb derselben liegen, durch









m === 3u — E&i

bestimmt. Ist ferner r die Zahl der Ebenen eines Büschels, welche die Curve R berühren, so erscheinen die Bilder ihrer Schnitte mit der Fläche als Curven dritter Ordnung, welche äusser durch die sechs Fundamentalpunkte durch die Bilder der drei Punkte der Fläche in der Scheitelkante des Büschels hindurchgehen, also für u == 0, v‘ = 0 als zwei derselben, als Curven des Büschels u — Av‘ = 0, welche das Bild f' = 0 der Curve R berühren; ihre Zahl, ist also die Zahl der Schnittpunkte der letztem mit der Jacobi’schen Curve von u‘=0, v‘ = 0, f ‘ = 0, welche nicht in den vielfachen Punkten liegen, d. h. (vergl. „Höhere Curven“, Art. 375) es ist

r = u (u + 3) — 28 — 3 z — 2 ai (a-i + 1) .

Und da in Folge des eindeutigen Entsprechens das Geschlecht von R' mit dem von R übereinstimmt, so ist mit

p = * (u - 1) (# — 2) --»

die dritte zur Ableitung der übrigen Charaktere der Curve erforderliche Gleichung gegeben, und man erhält

n=3u — 68 — 8x — 3243, ß = x,

a = 6u (u — 1) — 128 — 15% — 2 Sai (3a; — 1) .

Mit u — 3n und mit ai == 0 erhält man hieraus die Charaktere der Durchdringung der Fläche dritter mit einer Fläche nter Ordnung.

Die Kegelschnitte der Fläche bilden sich also als Curvenbüschel dritter Ordnung mit Doppelpunkt in einem der Fundamentalpunkte, oder als Kegelschnittbüschel durch vier der Fundamentalpunkte, oder als Strahlenbüschel durch einen derselben ab, jenachdem sie eine Gerade a, c oder b der Fläche schneiden; ihre Bilder machen mit denen der Geraden Curven dritter Ordnung vom Geschlecht Null aus.

Die Durchdringung einer Fläche zweiten Grades mit der betrachteten erscheint als Curve sechster Ordnung mit sechs Doppelpunkten und kann daher nur vier wirkliche den Berührungen beider Flächen entsprechende Doppelpunkte haben, ohne zu zerfallen. Zerfällt sie in eine Gerade b und eine Curve fünfter Ordnung, so ist ihr Bild eine Curve vierter Ordnung durch die fünf Fundamentalpunkte im Bilde von b und mit Doppelpunkt im sechsten; man hat also p — 2 und bei 8 einfachen und % stationären Berührungen der Flächen wie in Art. 115, Spec. I.

7=12—28—3x, n = 21 — 68 — 8x, p = 2 — d — x, ß = x, a = 32 — 12 ö — 15%

mit den sechs Fällen

0 = * = 0; ö = 1; * =1; ö = * = 1; 0 =2; * =2.

Dem Zerfallen der Durchdringung in zwei Curven dritter Ordnung entspricht wegen p = 0 entweder die Abbildung als Curve sechster Ordnung mit zehn Doppelpunkten — zwei Gruppen von drei Geraden auf der Fläche — oder als Curven fünfter Ordnung mit sechs, vierter mit drei Doppelpunkten, etc. bis zur Geraden, und man erkennt aus der Discussion, dass die Fläche zweiundsiebenzig Schaaren von Baumcurven dritter Ordnung enthält und dass die Lagenrelationen zwischen Geraden der Ebene sich durch sie auf die Fläche übertragen.

Unter den Schnitten der Fläche mit einer andern Fläche dritter Ordnung erwähnen wir die beiden Species der Curven siebenter Ordnung mit den Charakteren

, = 22 — 28 — 3%, n = 45 — 68 — 8%, p = 5 — 8 — *, ß = x, a = 76 — 128 — 15%;

r = 20 — 28 — 3%, n=39—68—8*, 1=4—ö — x, ß = x, a — 64 — 128 — 15%;

ergänzt durch einen Kegelschnitt im ersten, durch zwei Gerade im letztem Falle; die Curve der Spitzen der Kegel im Flächenbündel zweiten Grades (Bd. I, Art. 233) ergänzt durch eine Curve dritter Ordnung mit

,=16 — 28 — 3%, n = 30 — 63— 8%, 2=3-3-«, ß = x, a = 48 — 12d — 15%.

Curven sechster Ordnung von zwei verschiedenen Species ergeben sich als ergänzt durch Kegelschnitt und ihn nicht schneidende Gerade, respective drei windschiefe Gerade; für die beiden andern Species der Curven fünfter Ordnung verweisen wir auf Art. 115.

Endlich liefern Curven in der Bildebene von der Ordnung u mit ö Doppel- und x Rückkehrpunkten, welche die Fundamentalpunkte nicht enthalten, Curven auf der Fläche mit den Charakteren

1

 Auf die Kummer’sche Fläche angewandt, ergiebt dies ihre symbolische Gleichungsform

[(aby A) (a'b’yB) — (aby B) (a' b' y A)]2 = 0 für a, b, a’, b' als symbolische Coefficienten des quadratischen und A, B als solche des linearen Complexes; natürlich in sechs verschiedenen Arten.


m = 3u, r = u (u -+ 3) — 28 — 3x, »=3u—., P - 1 (u — 1) (u — 2) — . .,

ß = K, a — 6u (u -- 1) -- . . ; mit u = 1 und u = 2 insbesondere Raumcurven dritter respec-tive sechster Ordnung, letztere vierter Species mit r = 10, n = 12, p = 0, ß = 0, a = 12.

	
	
	
	
400.    Die eindeutige Abbildung der Fläche dritter Ordnung auf eine Ebene kann direct vollzogen werden durch pro-jicirende Gerade, welche zwei in der Fläche liegende windschiefe Gerade a, c stets schneiden; legen wir durch b die Bildebene und wählen die Ebenen ab, bc respective als x,==0, 23==0, dazu x, == 0 durch a, x,==0 durch c, so ist die Gleichung der Fläche x, ^3 (2,4+..+ P4"4) + «2 Es (91 &,—..)+2a (n4—...)=0.









Die Ebenenbüschel

/                 /                f                 r

A A --- AEA Aus/ ------- / /

9

mit den Parametern x,’ : xß, x^ : xß geben wegen

MM •• • mA ------- M M ir e7 MA em MM aus der Gleichung der Fläche

«,‘ (P,7, +..) + % (q,2, +•••) + «‘ (,%, +.)=0, sodass die Xi als Functionen dritten Grades in den x( bestimmt werden.

Die sich drehende Ebene des ersten Büschels {aß trifft die Bildebene in einem Strahl, dessen Theilverhältniss in Bezug auf die festen Geraden x% = 0 und xß = 0 in x, = 0 und x, = 0 respective von x,’ : xß nur durch einen Constanten Factor abweicht; ebenso ist für die sich drehende Ebene des Büschels (c) die Spur bis auf einen Factor im Theilverhältniss x^ : xß zu den Spuren xß = 0 und xß = 0 von x^ = 0 und x, ==0; d. h. die Xi sind projectivische Coordinaten mit diesem Dreieck als fundamental. Die Gerade b fällt mit ihrem Bilde zusammen und enthält die Fusspunkte A; und A, von a und c, welche als Bilder der mit b, c und b, a respective ein Dreieck bildenden Geraden der Fläche Fundamentalpunkte der Abbildung sind.

S al mon -Fie die r, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Aufl. 34

Sucht man die Geraden der Fläche, welche a und c treffen, so ersetzt man in

«,‘ { «7‘ (Pi &+.)+ «,‘ (91 (,+..)+%‘(n«+..)) = 0 die 21X1, X‘x4 durch X2‘x, und x^ x^ und erhält eine Gleichung von der Form

29 + E3? = 0?

in welcher 9, 1 quadratische Functionen der xi sind; die gemeinsamen Punkte der Kegelschnitte 9 == 0, 1 = 0 sind die fehlenden Fundamentalpunkte der Abbildung. Die Geraden a, c erscheinen als Kegelschnitte durch sie und respective A3, A,.

Jede Abbildung der Fläche kann in dieser Weise 15mal erzeugt werden, da jede der Verbindungslinien der sechs Fundamentalpunkte als Linie b dienen kann; und da jede der 27 Geraden b auf 4 . 10 Paare a, c führt, so erhält man die Gesammt-zahl aller verschiedenen Abbildungen == 1’5 .27 . 40 = 72. Auch zu ihr führt eine projectivische Erzeugung der Fläche dritter Ordnung unmittelbar.222)

	
	
	
	
401.    Wenn die sechs Fundamentalpunkte der Abbildung so liegen, dass zehnmal drei ihrer Verbindungslinien in Paaren durch einen Punkt gehen, so hat man die Abbildung der Diagonalfläche (Art. 315), bei welcher zehn der Dreiecke sich in Punkte zusammenziehen.223) Man bildet eine solche Gruppe von Punkten aus den Ecken und dem Mittelpunkte eines regulären Fünfecks und seinen centralen Projectionen.









Im Falle der Existenz eines Doppelpunktes giebt die Centralprojection aus diesem eine eindeutige Abbildung der Fläche, bei welcher die sechs Fundamentalpunkte, die den sechs vier-punktig berührenden also in der Fläche liegenden Tangenten entsprechen, in einem Kegelschnitte liegen, der somit als Bild des Doppelpunktes erscheint. Dann fallen die Geraden, die sich als die sechs Kegelschnitte durch je fünf der Fundamentalpunkte abbilden, mit dem Fundamentalkegelschnitte zusammen, die Geraden des Knotenpunktes zählen zweifach (Art. 314); die fünfzehn übrigen erscheinen als Verbindungslinien der Fundamentalpunkte. Damit übertragen sich die Sätze von der vollständigen Figur des PascaFschen Sechsecks („Kegelschnitte", Art. 286 f.) auf die fünfzehn den Knotenpunkt nicht enthaltenden Geraden einer Fläche dritter Ordnung. (Vergl. Art. 314 und seine Note, p. 412.)

Im Falle des biplanaren Knotenpunktes liegen die Fundamentalpunkte zu je drei auf zwei Geraden, welche den Knotenpunkt abbilden, jenachdem man auf der einen oder der andern Schale der Fläche sich ihm nähert; die Fundamentalpunkte zählen dreifach und die neun Verbindungslinien derselben stellen die übrigen Geraden der Fläche dar. Der Ueber-gang von zwei Fundamentalpunkten in den Schnittpunkt der Geraden entspricht dem biplanaren Doppelpunkte, dessen Kante der Fläche angehört. (Art. 290.) Dem Falle des uniplanaren Knotenpunktes (Art. 290, C.) entsprechen drei Paare unendlich naher Fundamentalpunkte in einer Doppelgeraden, etc.

Alle diese Specialitäten sind von Diekmann ausführlich dargelegt worden und hier nicht weiter zu verfolgen.224)

Die Regelflächen dritten Grades bildet man am einfachsten ab, indem man die Doppelgerade als Linie b und zwei Erzeugende für a, c wählt; für ^ = 0, «4 = 0 als die einfache Leitlinie hat man dann die Gleichung der Fläche

ax2x4 — ba,X,23 — Cx,23%4 — da4x32 = 0 und mit der Substitution ‘des vorigen Art.

axs’x, + b x,’ «2 + c T3 X3 — dx, «g — 0

also die Abbildungsfunctionen

QX, = x,’ (cx^ — dx,),  QN2 = X,’ (cx, — dx^,

QN3 = — X’ (ax, — ba,),  QX4 = •— X3’ (axs — bx,’) .

In dieser Abbildung entspricht jedem ebenen Schnitte der Fläche ein Kegelschnitt durch den Fundamenteipunkt A{, der das Bild der einfachen Leitlinie ist.225)

	
	
	
	
402.    Wenn im allgemeinen Falle ein System von Gleichungen









A,i2y:Ga:4,==f: /^ : f : f

gegeben wäre mit fi als homogenen Functionen vom Grade u in den drei Variabein xi’, so entsteht durch Elimination der x[ zwischen diesen Gleichungen die Gleichung einer Fläche, deren Punkte eindeutig den Punkten der Ebene der x{ entsprechen.226) Die Gleichungen fi = 0 drücken Curven von der Ordnung u in der Bildebene aus. Die Ordnung der so dargestellten Fläche er-giebt sich als Zahl der Durchschnittspunkte zweier ebener Querschnitte derselben 51a—...=0, 7121 — . . . = 0, und da ihnen in der Bildebene die Curven uter Ordnung

61+...=0, 74+..=0

entsprechen, so ist sie gleich u2. Wenn aber die Curven f == 0 gemeinschaftliche Punkte — wir setzen nur der Einfachheit wegen dieselben als einfache voraus — in der Zahl « haben, so ist die Zahl der Schnittpunkte der vorigen beiden Bildcurven nur U2 — « und somit auch die Ordnung der Fläche.

Nun entspricht jedem ebenen Querschnitte der Fläche eine Curve sf—...=0 von demselben Geschlechte, welche durch jene « Punkte hindurchgeht; dies erlaubt uns zu bestimmen, ob der ebene Querschnitt der Fläche Doppelpunkte und die Fläche also Doppellinien enthält.

Jene & Punkte der Bildebene, welche den Curven fi == 0 gemeinschaftlich sind, machen Ausnahmen von dem eindeutigen Entsprechen der Punkte der Ebene und der Fläche, indem ihnen nicht einzelne Punkte, sondern Punktreihen entsprechen. Man nennt sie Fundamentalpunkte der Abbildung.

Wenn eine Curve der Ordnung u* in der Bildebene eine Curve §f—...==0 im Allgemeinen in uu* Punkten schneidet und daher einer Curve auf der Fläche von dieser Ordnungszahl entspricht, so wird diese Zahl mit jedem Durchgänge der Bild-curve durch einen Fundamentalpunkt um eine Einheit vermindert.

Sind insbesondere die fi quadratische Functionen der xf, also ^ = 0 Kegelschnitte, so müssen dieselben zwei Punkte gemeinsam haben, damit die abgebildete Fläche von der zweiten Ordnung sei; diesen Punkten entsprechen gerade Linien der Fläche. Einem ebenen Schnitte der Fläche entspricht dann im Allgemeinen ein durch die Fundamentalpunkte gehender Kegelschnitt, der aber auch in eine beliebige Gerade der Ebene und die Verbindungslinie der Fundamentalpunkte zerfallen kann. Gehört jedoch die erstere einem der Büschel aus den Fundamentalpunkten an, so ist der ihr entsprechende Ort auf der Fläche vom ersten Grade, und man erhält die beiden Regel-schaaren der Fläche zweiten Grades wieder.

Wenn die Kegelschnitte fi = 0 nur einen gemeinsamen Punkt haben, so ist die Fläche eine Fläche dritter Ordnung, mit Querschnitten vom Geschlechte Null, also eine Fläche mit einer doppelten Geraden, d. h. eine Regelfläche, wie sich aus der Abbildung durch die Bemerkung ergiebt, dass einer Geraden durch den Fundamentalpunkt eine Gerade auf der Fläche entspricht.

Wenn sodann die Kegelschnitte /} — 0 keinen gemeinsamen Punkt haben, so ist die Fläche von der vierten Ordnung und muss, weil die ebenen Querschnitte vom Geschlechte Null sein müssen, eine Doppelcurve dritter Ordnung haben. Sie ist entweder eine Regel fläche oder die Römerfläche St ein er’s.227)

Sind ferner die fi Functionen dritten Grades, so müssen die Curven f == 0 sechs gemeinschaftliche Punkte haben, damit die Fläche von der dritten Ordnung sei; und da das Geschlecht von sf—...=0 gleich Eins ist, so ist es auch das des ebenen Querschnittes der Fläche und dieselbe besitzt daher keine Doppelcurve.

Haben dieselben aber nur fünf oder vier gemeinschaftliche Punkte, so ist die Fläche von der vierten respec-tive fünften Ordnung und ihre Querschnitte sind vom Geschlechte Eins, d. h. haben zwei respective fünf Doppelpunkte, oder die Fläche enthält einen Kegelschnitt oder eine Curve fünfter Ordnung als Doppelcurve. Den fünf Fundamental-punkten des ersten Falles entsprechen fünf gerade Linien der Fläche, ebenso den Verbindungslinien derselben in Paaren zehn andere und dem Kegelschnitte durch alle eine sechszehnte. Jede von ihnen wird von fünf andern geschnitten.228)

Geradlinige Strahlen, welche den Doppelkegelschnitt und eine dieser sich auf ihn stützenden Geraden schneiden, bewirken direct eine eindeutige Abbildung der Fläche auf die Ebene.

	
	
	
	
403.    Weitere einfache Fälle der Abbildung bieten also die Steiner’sche Fläche vierter Ordnung (Art. 329) und die Fläche vierter Ordnung mit einem doppelten Kegelschnitte (Art. 339) dar.









Für jene gab Kummer die allgemeine Gleichungsform x12x,2 — x,2132 — 232x42 — 22,222324 = 0, und von Weierstrass229) ist aus der ihm von Steiner mit-getheilten Construction der Fläche die Folgerung gezogen worden, dass sich die Coordinaten ihrer Punkte durch allgemeine homogene Functionen zweiten Grades von drei Parametern darstellen lassen. Nach Ciebsch setzen wir ein


also




1 «31, 02 "32, 23 — «33,




24 = M




313923—322932+32912




und können also




2 Y1 Y2 Y3



M1i22:2g:%4=2J139233:2J132293:23132332:(312923+y2329s2+ys2y12) und mit

3233 = C, , 3331 = 22 , 3132 = 23 einfacher

21 : Tg : T3 : X4 == 2x^x^ : 2xs‘x, : 2x^x^ : (x^2 — x^2 — x3‘2) annehmen, womit eine Centralprojection aus dem dreifachen Punkte C der Fläche auf die Bildebene und sodann eine Transformation zweiten Grades in dieser („Höhere Curven", Art. 326) ausgeführt ist.

Ebenso geht aus der Gleichungsform des Artikels 291, 2 2a," = 0 hervor

21 :22 : 23 : %, == (x,’ — x^ — xs)2 : (x, — x^ — x3)2 : (— x^ + x^ — «)2 : (— a, — x^ + x,)2, und diese geht mit neuen Variabein, deren Vierfache respective gleich

21 — N2 — X3 — X4, X1 — N2 — 23 — X4,

X1 — N2 — Xq — X4, X1 — N2 — X3 — X4

sind, in die Kummer’sche Form über. Clebsch hat gezeigt, dass die Abbildung mittelst allgemeiner quadratischer Functionen immer auf diese einfachen Formen gebracht werden kann.

Für die Abbildung ist ein vollständiges Vierseit charakteristisch, und das Diagonaldreieck desselben. Zwei Gegenecken dieses Vierseits sind Doppelpunkte einer Involution, deren Paare je einen Punkt einer Doppellinie CT{ abbilden, die Diagonalen sind also die Bilder der Doppellinien CT1} CT2, CT, und die Diagonalpunkte die drei Bilder des dreifachen Punktes C. Die Kegelschnitte des Systems sf—...=0 gehen durch drei Paare jener Involutionen und die dem Diagonaldreieck umschriebenen speciell entsprechen den Querschnitten durch den dreifachen Punkt; die Paare von geraden Linien in diesem Systeme repräsentiren die Paare von Kegelschnitten in den Tangentialebenen T der Fläche, ihr Schnittpunkt ist das Bild des Berührungspunktes P. Die vier in Doppellinien — die Seiten des Vierseits — ausgearteten Kegelschnitte sind die Bilder der vier Kegelschnitte Kl der Fläche, längs deren dieselbe von einer Ebene Ti berührt wird, und die die parabolische oder Wende-curve der Fläche bilden. Offenbar entspricht die letzte symmetrische Form der Abbildungsfunctionen der Wahl des Diagonaldreiecks zum Fundamentaldreieck der Bildebene und der vier singulären Tangentialebenen als Fundamentalebenen der X;.

Wir entwickeln die Abbildung weiter, um ein Hauptresultat zu begründen, welches C leb sch durch dieselbe analytisch gewonnen hat und das Cremona sofort auch geometrisch ableitete,230) nämlich dass die Haupttangentencurven der Steiner;schen Fläche algebraische Curven vierter Ordnung zweiter Art sind. In der That, die Seiten des Vierseits sind die gemeinschaftlichen Tangenten der Kegelschnitte einer Schaar, von der durch jeden Punkt P' der Bildebene zwei hindurchgehen, sagen wir K', K*'^ ihre Tangenten in P' thei-len die Diagonalen des Abbildungsvierseits harmonisch und re-präsentiren daher die beiden Kegelschnitte, welche die Tangentialebene in P aus der Fläche schneidet; die Kegelschnitte K', K*’ aber sind die Bilder der Haupttangenten der Fläche in P; d. h. jeder dieser Kegelschnitte repräsentirt eine Haupttangentencurve der Fläche und diese sind somit Raumcurven vierter Ordnung vom Geschlechte Null, d. h. zweiter Art. Sie berühren sämmt-lieh die Kegelschnitte in den vier singulären Tangentialebenen der Fläche und diese Ebenen sind ihre stationären Schmiegungs-ebenen. Jede Tangentialebene der Fläche schneidet sie in vier harmonischen Punkten.

Die einzige Fläche zweiter Ordnung, die durch eine solche Curve geht, schneidet die Steiner’sche Fläche in einer zweiten, sagen wir, ihr conjugirten Curve derselben Art, die durch denjenigen Kegelschnitt K" dargestellt wird, der aus den Diagonalen die in ihren Involutionen entsprechenden zu den Punkten von K' herausschneidet. Solche zwei conjugirte Kegelschnitte in der Bildebene sind reciproke Polaren in Bezug auf den Vierzehnpunkt-Kegelschnitt des Vierseits und dieser entspricht einem gewissen ebenen Querschnitte der Fläche. Dieselbe besitzt in jeder der drei Doppellinien zwei Cuspidalpunkte, die Berührungspunkte der Doppelebenen desjenigen involutori-sehen Büschels, welches von den Paaren der Tangentialebenen in ihren Punkten gebildet wird; und die dem dreifachen Punkte entsprechenden in diesen Involutionen oder die durch die Cuspidalpunkte von ihm harmonisch getrennten Punkte C1} C2, C^ bestimmen jenen Querschnitt.

In Folge dessen bilden die den Kegelschnitten der Schaar conjugirten Kegelschnitte ein Büschel und die den Haupttangenten-curven conjugirten Curven vierter Ordnung gehen durch vier feste Punkte der Fläche. Die Flächen zweiter Ordnung durch die Haupttangentencurven haben die Punkte C, C1, C2, C, zum gemeinschaftlichen Quadrupel harmonischer Pole; unter ihnen sind drei Kegel aus den Punkten C1, C2, C3 und drei Ebenenpaare, welche je eine Doppelgerade mit zwei Gegenkanten des Tetraeders der singulären Tangentialebenen verbinden. Die den letzteren entsprechenden Haupttangentencurven sind in die jedesmalige Doppelgerade degenerirt; den Kegeln entsprechen Haupt-tangentencurven mit Doppelpunkt in der bezüglichen Spitze und ihre Bilder sind die Kegelschnitte der Schaar, welche je eine Diagonale harmonisch theilen.

Die Fläche dritter Ordnung mit vier Doppelpunkten muss nach Art. 291, 2 entsprechende Eigenschaften besitzen.

Aus dieser Abbildung entspringen Specialfälle der Stei-ner’schen Fläche, die durch das Zusammenfallen von zwei oder das aller drei Doppelgeraden charakterisirt sind; auch ergiebt sich die Regelfläche dritten Grades als ein fernerer Specialfall.

In einer Fläche vierter Ordnung mit dreifachem Punkte ohne Doppellinien gehen durch diesen Punkt zwölf der Fläche angehörige Geraden, die Abbildung auf eine Ebene durch Strahlen aus dem dreifachem Punkte C giebt eine allgemeine Curve dritter Ordnung C3‘ als Bild desselben. Zwei vollständige demselben Kegelschnitte umschriebene und der Curve C/ eingeschriebene Vierseite liefern durch ihre zwölf Ecken die Bilder jener zwölf Geraden, zudem aber durch ihre acht Seiten die von acht weiteren Geraden der Fläche, welche auf einem Hyperboloid liegen. Die sechszehn Kegelschnitte, welche gleichzeitig einem Dreiseit des ersten und einem Dreiseit des zweiten Vierseits umschrieben sind, liefern eben so viele Kegelschnitte der Fläche. Die Bilder der ebenen Querschnitte sind Curven vierter Ordnung, welche beiden vollständigen Vierseiten umschrieben sind. Die Jacobi’sche Curve eines Netzes dieser umschriebenen Curven vierter Ordnung ist eine umschriebene Curve sechster Ordnung, Bild der Berührungscurve eines Tangentenkegels der Fläche. Die parabolische oder Wendecurve der Fläche erscheint als Curve elfter Ordnung, welche C^ in den zwölf Ecken der Vierseite berührt und ihre Inflexionspunkte enthält.

Die Reciprokalfläche einer solchen Fläche ist als Enveloppe derjenigen Ebenen durch R. Sturm untersucht worden, die mit einer Raumcurve vierter Ordnung zweiter Art vier Punkte eines Kreises gemein haben. 231)

	
	
	
	
404.    Für die Fläche vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt erwähnen wir ergänzend zu dem schon Gesagten (Art. 338 f. und 402) das Folgende.232)









Wenn wir durch 1, . . ., 5 die Fundamentalpunkte, durch 6, . . ., 15 die Verbindungsgeraden der Paare 1,2; 1, 3; ... 45 derselben und durch 16 den sie verbindenden Kegelschnitt bezeichnen, so ergiebt sich zunächst, dass jede der sechszehn durch sie dargestellten Geraden von fünf andern geschnitten wird, welche einander nicht schneiden; sodann, dass sich diese Geraden in vierzig Paare sich schneidende und in vierzig windschiefe Vierseite, endlich aber in zehn Gruppen zu vier Paaren der ersten Art so ordnen, dass vier Paare einer Gruppe einander nicht schneiden, und dass die zehn Gruppen in fünfmal zwei conju-girte Gruppen zerfallen, welche zusammen alle Geraden der Fläche enthalten. Die folgende Tafel enthält in ihren fünf Zeilen diese fünf Paare conjugirter Gruppen


1,9; 2, 12; 3, 14; 4, 15.



	
1,    16; 10, 15; 11, 14; 12, 13.


	
2,    16; 7, 15; 8, 14; 9, 13.


	
3, 16; 6,15; 8,12; 9,11.


	
4,    16; 6, 14; 7, 12; 9, 10.





5,16; 6,13; 7,11; 8,10. Sie spiegelt die Abhängigkeit der sechszehn Geraden der Fläche von den fünf Kegeln zweiten Grades wieder, welche aus Doppeltangenten der Fläche bestehen.

Aus m — 3^ — Za; mit m = 2 und den « als Zahlen, die den Werth 2 nicht übersteigen können, folgen nur u = 2 mit einem « = 0, den übrigen = 1 und u == 1 mit einem « = 1, den übrigen = 0; d. h. es giebt zehn Systeme von Kegelschnitten in der Fläche, von denen fünf sich als Büschel durch je vier der Fundamentalpunkte abbilden, und die fünf andern als die Strahlenbüschel aus den Fundamentalpunkten. Jeder Kegelschnitt eines Rüschels vereinigt sich mit einer Geraden desjenigen Strahlenbüschels, dessen Scheitel nicht unter seinen Grundpunkten ist, zur Abbildung eines Querschnittes der Fläche mit einer ihrer doppelt berührenden Ebenen. Von den Kegelschnittpaaren in den Tangentenebenen eines der fünf Kegel zweiten Grades schneiden die einen die Geraden einer Gruppe der obigen Tafel und enthalten die Paare der conjugirten Geraden als specielle Kegelschnitte, während die andern die letzteren treffen und jene als Specialfälle enthalten.

	
	
	
405.    Die Doppelcurve wird abgebildet durch eine Curve des Systems sf —...=0, deren Punkte in Paaren ihren Punkten entsprechen. Um diese zu erhalten, denken wir das Ebenenbüschel durch die bei der Abbildung ausgezeichnete Gerade 16 und die in seinen Ebenen enthaltenen Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt, welche sich als Gerade aus demjenigen Punkte P der Bildebene abbilden müssen, welcher dem Schnittpunkte des Doppelkegelschnittes mit der Geraden 16 in der Fläche entspricht. Wählt man die Parameter §i so, dass die Curve sf—...=0 durch zwei weitere Punkte des Kegelschnittes 16 geht, sodass sie ihn ganz enthält, und also die Form 9 . (l a — ub) = 0 mit a, b als linearen Ausdrücken und A, u als zwei Parametern annimmt, so ist der Punkt P der Schnittpunkt der Geraden a = 0, b = 0. Auf jeder Geraden aus P liegen zwei Punkte Q, Q*, welche den Doppelpunkt der betreffenden Curve dritter Ordnung abbilden, und ihre Gesammtheit bildet die Abbildung des Doppelkegelschnittes selbst. Da durch zwei seiner Punkte ein Ebenenbüschel geht, so müssen zwei Paare der Q, Q* mit den Fundamentalpunkten zusammen die Grundpunkte eines Büschels von Curven dritter Ordnung von dem System sf—...=0 bilden.







Im Kegelschnitte 16 liegt das zweite Bild P* des Schnittpunktes der Geraden 16 mit dem Doppelkegelschnitte; und wenn man von den Grundcurven A = 0 zwei durch p.a==0, p.b==0 ersetzt und zwei andere Curven des Systems § —...=0 durch 1 = 0, % = 0 dargestellt sind, so müssen für P* als Bild desselben Raumpunktes, den auch P darstellt, für welchen 1 und % die Werthe ?o und X erhalten, die Gleichungen 9 = 0, 1% — X1 = 0 bestehen, d. h. P* ist der sechste Schnittpunkt eines Kegelschnittes und einer Curve dritter Ordnung, die die Fundamentalpunkte gemein haben. Da überdies die Gerade PP* offenbar in P die Abbildung der Doppelcurve berühren muss, so kennt man nun acht Punkte derselben. Die aus PP* und q = 0 zusammengesetzte Curve bildet den ebenen Schnitt der Tangentenebenen der Doppelcurve durch die Gerade 16 ab, während der ebene Schnitt der andern Tangentialebene der Fläche in demselben Punkte der Doppelcurve als Curve dritter Ordnung durch P* und die Fundamentalpunkte und mit Doppelpunkt in P erscheint; ihre Tangente in P* ist auch Tangente des Bildes der Doppelcurve. Einen letzten nothwendigen Punkt zur Bestimmung des Bildes der Doppelcurve erhält man durch die zu der von 16 analoge Behandlung einer andern Geraden der Fläche. Ist sie durch eine Gerade abgebildet, so sind die Curven dritter Ordnung auf der Fläche in den Ebenen ihres Büschels im Bilde Kegelschnitte durch die übrigen drei Fundamentalpunkte, und ihr vierter gemeinsamer Punkt spielt die Rolle von P für 16 und gehört dem Bilde der Doppelcurve an. Ebenso erhält man für eine als Fundamentalpunkt abgebildete Gerade ein Büschel von Curven dritter Ordnung, welche ihn zum Doppelpunkte haben, und die sich daher äusser den Fundamentalpunkten in nur noch einem Punkte P schneiden.

Die Gleichung f = 0 des Bildes der Doppelcurve ist das Resultat der Elimination der x,*’ zwischen den Gleichungen

fi (x, 22‘, «) = fi (x,*, x,*, «*‘)

für x^ x^' als zwei Punkte des Bildes, welche denselben Punkt des Doppelkegelschnittes darstellen.

	
	
	
406.    Von den Curven dritter Ordnung in der Fläche bilden sich die sechszehn Systeme ebener Schnitte als Gerade aus dem Punkte P, als Kegelschnittbüschel durch drei Fundamentalpunkte und ein Paar von Punkten Q, Q* und als Curvenbüschel dritter Ordnung durch die Fundamentalpunkte mit Doppelpunkt in einem derselben und durch ein Paar Q, Q* ab.







Für die Raumcurven dritter Ordnung giebt die Fundamentalgleichung m = 3 u — Sat die Lösungen u — 3 mit einem « = 2, den übrigen =1; u = 2 mit drei der a gleich 1, den übrigen 0, und u = 1 mit den « gleich Null. Es giebt also sechszehn durch die Geraden der Ebene, durch die Kegelschnittsbündel durch drei Fundamentalpunkte und durch die Curvenbündel dritter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte mit Doppelpunkt in einem derselben abgebildete zweifach unendliche Systeme von Raumcurven dritter Ordnung in der Fläche. Die Curven eines jeden treffen eine der sechszehn Geraden zweimal, zehn einmal, und die fünf, welche die erstere schneiden, gar nicht. Raumcurven fünfter Ordnung zweiter Species mit einem wirklichen Doppelpunkte ergänzen sie zum vollständigen Durchschnitte mit Flächen zweiten Grades.

Raumcurven vierter Ordnung in der Fläche ergänzen einander stets zum vollständigen Durchschnitte mit einer Fläche zweiten Grades, und die Abbildungen solcher Curven sind zusammen von der Ordnung sechs, also einzeln entweder von den Ordnungen zwei und vier oder gleichmässig drei. Da & nicht grösser als drei sein kann, so hat man die vier Fälle

u = 2 mit zwei a gleich 1, die übrigen 0; u = 4 mit drei a gleich 2, zwei gleich 1; u — 3 mit drei a gleich 1, eines 2, eines 0; u = 3 mit allen « gleich 1.

Den ersten drei Fällen entsprechen Raumcurven vierter Ordnung zweiter Art, und zwar dem ersten und zweiten je zehn einander conjugirte Systeme, dem dritten zwanzig Systeme, welche paarweis conjugirt sind; dem letzten Falle entspricht ein vierfach unendliches System von Raumcurven vierter Ordnung erster Art, dessen Curven sich paarweis ergänzen.

Die ersteren sind den vierzig Vieren (Art. 339) von sich nicht schneidenden Geraden so zugeordnet, dass jede Curve des Systems die Geraden der Vier zweimal, die Geraden der andern Hälfte der Doppelvier nicht und die übrigen Geraden je einmal trifft, das conjugirte System ist derselben Doppelvier mit Vertauschung der Beziehungen zu ihren beiden Hälften zugeordnet. Zu ihnen gehören Systeme aus Raumcurven dritter Ordnung und einer Geraden, aus Kegelschnitten, die sich in einem Punkte schneiden, aus Kegelschnitt und Geradenpaar und aus vier Geraden.

Die letztem schneiden jede der Geraden der Fläche in einem Punkte, jeden Kegelschnitt derselben in zwei Punkten, jede Curve dritter Ordnung in drei und jede der vierten in vier Punkten. Zu ihnen gehören auch die vierzig windschiefen Vierecke. Jede dieser Curven schneidet die Doppelcurve in vier Punkten, und zu denselben vier Punkten giebt es ein einfach unendliches System derselben und eben so viele ergänzende, die in denselben Punkten den andern Mantel der Fläche schneiden. Da eine durch die Fundamentalpunkte gelegte Curve dritter Ordnung kein Punktepaar Q} Q* enthalten kann, so giebt es keine Curve des Systems, die in der Doppelcurve einen Doppelpunkt hat, sondern nur solche, die zwei Doppelpunkte in derselben haben, die ebenen Schnitte. Und da drei Bedingungen zu erfüllen sind, damit eine jener Curven dritter Ordnung in einem andern Punkte der Bildebene einen Doppelpunkt habe, so geht durch jeden Punkt der Fläche ein einfach unendliches System von Curven vierter Ordnung in der Fläche, die in ihm einen Doppelpunkt haben; darunter zwei, den Doppelstrahlen der Involution ihrer Tangentenpaare im Doppelpunkte entsprechend, mit stationärem Punkte, und fünf, welche in Kegelschnitte zerfallen. Jene Involution wird parabolisch für die Punkte der sechszehn Geraden und nur für diese; die zugehörigen Curven vierter Ordnung mit stationärem Punkte bestehen aus der Geraden und einer sie berührenden Curve dritter Ordnung. Die Cuspid al punkte der Doppelcurve erscheinen im Bilde als die Berührungspunkte der von P an ihr Bild möglichen Tangenten; diese vier Punkte bilden mit den Fundamentalpunkten zusammen die Grundpunkte eines Büschels und es giebt daher auf der Fläche einfach unendlich viele Raumcurven vierter Ordnung erster Art durch die Cuspidalpunkte, längs welcher die Fläche von je einer Fläche zweiten Grades berührt wird (Art. 340 f.) und die paarweis in einer solchen Fläche liegen. Unter ihnen befinden sich die fünf Curven, welche der Ort der Berührungspunkte der doppelt berührenden Ebenen, also der Kummer’schen Kegel sind.

	
	
	
407.    Von der Gleichung der Fläche vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt







U2 - 4/7= 0 (Art. 342; 4/ statt P2) aus, nach welcher U = 0, 1=0 die Doppelcurve und diese mit 7=0 zusammen die Cuspidalpunkte derselben bezeichnen, hat man durch die Einführung eines willkürlichen Parameters 2 mit

(U + 21p?)2 - 4/ (7 + 2 U + 2372) = 0 in

V+U+ ^p2 = 0 das System von Flächen zweiter Ordnung, welches durch die Cuspidalpunkte geht und die Fläche in Curven vierter Ordnung erster Art berührt. Sie sind die Schnittcurven der Systeme

V+U+ 22p? = 0, U~^2Xp2 = 0, von denen das letzte aus Flächen besteht, die nach der Doppelcurve einander umschrieben sind und die in den Cuspidalpunkten die gegebene Fläche berühren. Für die Spitze des zugehörigen Berührungskegels und die Diagonalpunkte des Vierecks der Cus-pidalpunkte als Fundamentalpunkte erhält man die einfachste Form der Flächengleichung

(x, + y+ 23)2

—4p2 { ana2+ 12232+ 13322+ d,a?2+2p(a,4a+a,9+4342) } =0, oder

(x2 + y2 + 22 + 2Xp2}2

— ^P2 {(a, +2)a2+.+ (da + ^P2, + ^P (duz +.))=0, und zur Bestimmung der fünf doppelt berührenden Kegel die Gleichung des Art. 342; für die zugehörigen Kegelspitzen aber endlich

(an + 2) x + a^p = 0, (a,2 + 2) y + aup = 0, (aa3 + 2) z + dsip = 0.

Für ein veränderliches 2 sind dies die Gleichungen einer Raumcurve dritter Ordnung, welche die Fundamentalpunkte enthält und auf der also auch die fünf Spitzen der doppelt berührenden Kegel liegen.

Man sieht, wie in diesen Ergebnissen Eigenschaften der Cycliden als specielle Fälle enthalten sind.

Wir wissen, dass die Flächen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt einzelne Doppelpunkte bis zu vier enthalten können (Art. 353) und dass der Doppelkegelschnitt durch ein Paar sich schneidende Doppelgeraden vertreten werden kann (Art. 338) und fügen hinzu, dass die letztem auch vereinigt sein können. Durch Korndörfer sind diese speciellen Fälle und die aus der Combination beider sich ergebenden eingehend untersucht worden233) und zwar sowohl in der directen Weise des Kap. VII als mittelst des Abbildungsverfahrens. Wir haben nicht Raum, die Menge der speciellen Ergebnisse anzuführen, wollen aber erwähnen, dass dieselben sich am meisten einheitlich an die Benutzung von Abbildungsfunctionen vierter Ordnung mit zwei doppelten und vier einfachen gemeinsamen Punkten anknüpfen.

Beim Zusammenfallen der Doppelgeraden erhält man durch die Centralprojection aus einem der beiden in ihr gelegenen dreifachen Punkte der Fläche eine eindeutige Abbildung derselben von dem nämlichen Typus, und zwar liegen die vier einfachen Fundamentalpunkte mit den zusammengefallenen Doppelpunkten auf einem Kegelschnitte, die Doppelpunkte sind die Bilder der Doppelgeraden. Beim Hinzutreten eines Doppelpunktes oder zweier Doppelpunkte fallen einmal respective zweimal zwei der einfachen Fundamentalpunkte ebenfalls zusammen.

Clebsch hat in seiner grundlegenden Abhandlung und ander-wärts234) auch die Fläche vierter Ordnung mit einer doppelten Geraden und die Flächen fünfter Ordnung mit Doppelcurve dritter Ordnung, die mit zwei sich nicht schneidenden Doppelgeraden, sowie die mit einer Doppelcurve vierter Ordnung erster Art untersucht, und von Noether sind denselben noch die Flächen fünfter Ordnung mit einer Doppelcurve fünfter Ordnung mit einem dreifachem Punkte,235) die auch Clebsch kurz erwähnte und Darboux, sowie E. Caporali236) nach der Methode der Abbildung behandelten, die mit einer dreifachen Geraden — respective die Fläche nter Ordnung mit einer (n — 2) fachen Geraden —, die Fläche fünfter Ordnung mit Doppelcurve vierter Ordnung erster Art in anderer Behandlung und die Fläche sechster Ordnung mit einer doppelten Raumcurve dritter Ordnung und einer diese nicht schneidenden Doppelgeraden hinzugefügt worden.237)

	
	
	
408.    So wie bei den Flächen vierter Ordnung mit einer doppelten Geraden die Abbildung sich an die Existenz der Kegelschnitte in den dreifach berührenden Ebenen knüpft, welche auf jedem Kegelschnitte in den Ebenen eines durch die Doppelgerade geführten Büschels einen Punkt eindeutig bestimmen, von welchem aus man durch ein Büschel gerader Linien denselben als Gerade auf eine Ebene projiciren kann, so auch in andern Fällen.







Weil eine Fläche F fünfter Ordnung mit Doppelcurve vierter Ordnung erster Art237) für A, B, C als lineare und U, V, W als quadratische Functionen der Variabein die Gleichungsform

A U2 + 2B UV + C V2 = 0 hat und also vom Flächenbüschel

V - XU= 0 in den durch

A + ^XB + 12C = 0 bestimmten Kegelschnitten durchschnitten wird, so ist sie auf eine Ebene abbildbar. Man projicirt die Kegelschnitte auf die entsprechenden Ebenen eines Büschels, indem man für die Coor-dinaten Xi des Flächenpunktes setzt

QN1 — y^, 022 — y^, QE3 — 33, Q24 — 7, k aus den beiden letztvorhergehenden Gleichungen bestimmt und A mittelst

34 — ^Jz = ^ eliminirt. Sind insbesondere für die q als lineare und die 1 als quadratische Functionen

U = X4® («1, 22, «3) • (x,, 22, x),

V = x^cp' (x,, 22, 23) — ‘ (x,, 22, 23),

und projicirt man aus dem Punkte x, = X2 = x3 — 0, so erhält man

Qx; = yi {q‘ (J1, y^, y^ — Aq (Ji, y^, y^} für i = 1,2, 3, und Q2,= wp‘(U1 321 33) — 2 (J1,32,33);

also durch Elimination von A

pxi = yi{y3cp' {y) — y^(p (y)} = yiS für i = 1, 2, 3, und

Qx, = J37‘ (y) — y^ (y) = T;

und umgekehrt ebenfalls mit Functionen dritten Grades

y± = 2, U, 32 = 22 U, 33 = «3 U, y^ = 33 V.

Damit geht die Originalfläche in

Ay,’ + ^sy^y^ + cy^ = 0 über, wo die Xi in A, B, C ebenfalls durch die y{ ersetzt sind; also in eine Fläche fünfter Ordnung mit der dreifachen Geraden y5 = y^ = 0 und dem Doppelpunkte y{ = y2 = y^ = 0, welche nach einem von Noether a. a. 0. angegebenen Verfahren auf der Ebene abbildbar ist.

Lässt man aber die Ebene X3 = 0 mit C — 0 zusammen-fallen, so reducirt sich durch Aussonderung des Factors ya die vorige Gleichung auf die einer Fläche F" vierter Ordnung mit der Doppelgeraden Y3 = 4 = 0, sodass sich ihre Coordinaten als ganze homogene Functionen vierten Grades von drei Parametern Xi ausdrücken, die zu Fundamentalpunkten einen doppelten Punkt und acht einfache Punkte haben.

	
	
	
409.    Zur Abbildung der ebenen Querschnitte von F sucht man die Curven auf F", welche ihnen entsprechen. In folgender Weise gelangt man zu ihnen. Die Gerade Y3 = y^ = 0, die in F" doppelt ist, gehört einfach zum Hyperboloid S und der Fläche dritter Ordnung T, der Punkt 31 = y^ — y^ = ^







ist einfach in F" und S, doppelt in T; S und T schneiden sich also noch in einer auf F" einfachen Raumcurve K fünfter Ordnung, die in letzterem einen Doppelpunkt besitzt und erstere dreimal trifft.

Einem ebenen Schnitte von F entspricht somit auf F" eine Curve JE" von der Ordnung 3.4 — 5 — 2 — 5.

Wenn nun die ebenen Schnitte von F" als Curven vierter Ordnung durch die Punkte B17 B2, . . . , Bs der Bildebene und mit A als Doppelpunkt erscheinen, so ergiebt sich die Abbildung von K aus der des Schnittes von S mit F", welches noch eine einfache Gerade mit S gemein hat, da für S == 0 die Gleichung dieser Fläche in T—0 und die Gleichung einer durch Y3 = Y4 == 0 gehenden Ebene zerfällt. Wir nehmen an, dass diese Gerade sich als Fundamentalpunkt B8 abbilde, und bemerken, dass die Doppelgerade y3 — y^ = ^, durch welche S auch geht, die durch die neun Fundamentalpunkte bestimmte Curve dritter Ordnung zum Bilde hat. In Folge dessen bildet sich der weitere Schnitt von 8 mit F", die Curve K, als Curve von der Ordnung 2.4 — 3 = 5 ab mit A als 2.2 — 1 = 3 fachen, B8 als 2.1 — 1 + 1 = 2 fachen und mit B1} ..., B^ als 2.1 — 1 = 1 fachen Punkten.

Hiernach können die ebenen Schnitte von F oder die Curven E" auf F" in der Ebene abgebildet werden. Denn die Bilder der Schnittcurven von Flächen dritter Ordnung mit F" sind Curven zwölfter Ordnung mit 6fachem Punkte in A und 3 fachen Punkten in den B'^ da aber die Flächen T die Doppelgerade und die Curven K einfach enthalten, so sind ihre Bilder Theile der letztem, und es bleiben für die Bilder E" Curven von der Ordnung 12 — 3 — 5 = 4 mit einem 6 — 1 — 3 = 2fachen Punkte in A, mit 3 — 1 — 2 = Ofachem Punkte in B8 und mit 3 — 1 — 1 — 1 fachen Punkten in B1} . . . , B,.

Diese Abbildung lehrt, dass es auf der Fläche F eine endliche Zahl von Kegelschnitten giebt, welche jeden Kegelschnitt des zuerst her vor gehobenen Systems in je einem Punkte schneiden. Ihre Anzahl ist von Lüroth direct auf zwei bestimmt worden,238) als Zahl der Kegelschnitte, welche eine Raumcurve vierter Ordnung erster Art in drei Punkten und fünf ihrer Sehnen je einmal treffen.

	
	
	
410.    So tritt als wichtigstes Hilfsmittel zur Erlangung der geometrischen Abbildung algebraischer Flächen auf der Ebene







Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. (vergl. Art. 395) — falls eine solche möglich ist —■ die eindeutige Abbildung des Raumes auf einen andern Raum hervor, oder die Lehre von den birationalen Transformationen des Raumes, analog der gleichbenannten Theorie in der Geometrie der Ebene. („Höhere Curven" Art. 333 f.) Sie ist von Cayley und gleichzeitig von Noether und Cremona, am vollständigsten von letzterem entwickelt und zu zahlreichen Anwendungen benutzt worden.239)
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Ein Reductionsgesetz analog dem für die eindeutige Transformationen in der Ebene („Höhere Curven“ Art. 343), nach welchem jede höhere Transformation dieser Art sich aus quadratischen Transformationen zusammensetzen lässt, ist nicht bekannt. Wir versuchen im Folgenden eine Uebersicht zu geben.

Es seien Xi die projectivischen Coordinaten der Punkte des Raumes X und yi die der Punkte des Raumes Y und das eindeutige Entsprechen zwischen den Punkten beider Räume sei vermittelt durch

	
1)    Q%; = Pi (Yi, 32,33,34) oder Q1 : &2 :23: 24 = 91 :92 :92 : cp^



2) GJ1 = 1 (x, ,22,23, Sa) oder yr: y2: ys : 34 = 11 :12 :13 :1,, für g und 1 als ganze rationale Functionen der Variabein y, respective x von den Graden v und u respective.

Nach 1) entspricht jedem Punkte des Raumes Y, der nicht den Flächen vter Ordnung Pi — 0 gemeinsam ist, ein bestimmter Punkt des Raumes X, und dem dreifach unendlichen System der Ebenen

	
3)             5121 + 52%2 + 5323 + §404 = 0



des Raumes X die Flächen vter Ordnung in dem Gebilde dritter Stufe des Raumes Y

	
4)            §191 + 5292 + §3 93 + §494 = 0 •



Dann setzt die gleichzeitige inverse Darstellung 2) voraus, dass drei Flächen des Systems 4) ebenso wie die entsprechenden Ebenen 3) im Raume X einen einzigen beweglichen Schnittpunkt gemein haben. Offenbar geht sodann aus

	
5)    nY1 — • • • == 0 ebenso hervor 6) nv—...=0;



und wird durch 1) und 2) ausgesagt, dass jede Fläche der Systeme 4) und 6) eindeutig auf eine Fläche abbildbar sei. Solche Flächen und die aus ihnen gebildeten Systeme hat Cremona nach Sylvester als homaloidal zu benennen vorgeschlagen, während Cayley die Bezeichnung unicursal auf sie überträgt. Ihre Coordinaten lassen sich rational durch zwei Parameter ausdrücken; ihr Flächen- und Curvengeschlecht sind gleich Null, wie wir sehen werden.

Ist im Raume Y ein homaloidales System 4) gegeben, so können wir mittelst der 1) ein eindeutiges Entsprechen seiner Flächen mit den Ebenen des Raumes X festsetzen und die 2) ableiten; damit wird im Raume X ein neues homaloidales System 6) — das inverse des ersten — bestimmt und beide dienen als Grundlage zweier inverser rationaler Transformationen. Wir nennen die Punkte und Curven, welche allen Flächen eines Homa-loidalsystems gemeinschaftlich sind, das Fundamentalsystem des bezüglichen Raumes; im andern Raume entsprechen ihnen im Allgemeinen Gebilde von hohem Dimensionen.

	
	
411.    Dem Flächenpaar des Systems 4)





69+.=0, 5‘9,+.=0 ist im Allgemeinen äusser den Fundamentalcurven eine Curve R gemein, welche Punkt für Punkt der Schnittlinie der Ebenen

§4+...==0, 5‘x, + . . . = 0 correspondirt und also rational ist; und da diese letztere in u Punkten einer beliebigen Fläche des Systems 6) begegnet, so ist R von der Ordnung u; d. h. den Geraden des Raumes X entsprechen rationale Raumcurven li der Ordnung u, welche durch je vier Bedingungen bestimmt sind; ebenso den Geraden des Raumes Y rationale Raumcurven S der Ordnung v — Schnitte von zwei Flächen 6).

Da eine Gerade und eine Ebene im Raume Y einen einzigen Punkt wenn nicht alle gemein haben, so begegnet eine Curve R einer Fläche q oder 4), der sie nicht angehört, in einem einzigen im Fundamentalsystem nicht enthaltenen Punkte, sodass (vu-—1) der Schnitte in jenem vorkommen müssen. Ebenso für die Curven 8.

Denken wir eine Ebene §i° im Originalraume und die entsprechende Fläche g° im Bildraume, so entsprechen den Geraden in jener die Curven R in dieser und den ebenen Schnitten der q° Curven uter Ordnung in einem Gebilde dritter Stufe in der §i°, sodass zwei beliebige unter ihnen entsprechend den Schnittpunkten einer Geraden mit g° veränderliche Schnittpunkte in der Zahl v haben. Besitzen also diese Curven &i «fache feste Punkte, so gilt („Höhere Curven" Art. 335) mit i= 1, ..., u — 1 die Gleichung

u2 — Zi2a; = v.

Jedem der ifachen Punkte J entspricht in g° eine rationale Curve Ci von der Ordnung i, und einer jenen Punkt J enthaltenden Geraden in §0 eine rationale Curve C^ — i} welche mit C{ zusammen eine Curve R bildet und mit ihr einen für R also doppelt zählenden Punkt gemein hat, der dem zu jenem J unendlich nahe benachbarten Punkte der Geraden entspricht und der bei der Drehung der Geraden in §0 um J die Curve Ci durch-läuft; und da dieser Punkt als Doppelpunkt in R ein Berührungspunkt der beiden Flächen von 4) ist, die sich in R schneiden, so gehört die Curve Ci zu dem Ort der Berührungspunkte der q und zu dem ihrer Doppelpunkte, d. h. sie ist in der Jacobi’schen Fläche dieses Systems, einer Fläche von der Ordnung 4 (v — 1), enthalten (vergl. Bd. I, Art. 233 und weiterhin Art. 415 f.).

Da den Ebenen des Bildraumes Y die Flächen 1 in X entsprechen, so sind die Curven uter Ordnung des linearen Systems die Spuren der 1 auf der Ebene §i° und die cq ifachen Punkte die Durchschnitte der fraglichen Ebene mit einer Curve der Ordnung ai} die für alle 1 ifach ist. Umgekehrt, wenn R zerfällt, so geht ihr Bild durch einen Punkt J. Jedem Punkte einer Fun-damentalcurve des Raumes X, der für alle Flächen 1 ifach ist, entspricht somit eine rationale Curve iter Ordnung, deren geometrischer Ort eine Fläche ist, die zur Jacobi’schen Fläche der q gehört. Die Ordnung dieser Fläche ist der Zahl der nicht festen Durchschnitte einer Curve S mit der bezeichneten ifachen Fundamentalcurve in X gleich.

Wenn unter den Fundamentalcurven des Raumes X eine ist, die von S nicht in einem beweglichen Punkte geschnitten wird, so entspricht ihr eine Fläche von der Ordnung 0, d. h. eine feste Curve, die als auf jeder Fläche 9 gelegen eine Fundamentalcurve in Y sein muss. Ist jene ifach für die 1 und von der Ordnung i', so ist diese von der Ordnung i und i'fach für die q. Jedem Punkte der einen Curve entspricht die ganze andere Curve und die zweite begegnet keiner Curve des Systems R äusser in festen Punkten.

	
	
412.    Eine Gerade begegnet der Jacobi’schen Fläche der 1 in 4 (u — 1) Punkten, also eine Curve R in eben so vielen der Gesammtheit der Fundamentalpunkte und Flächen in Y; eben so vielen Bedingungen kann aber das vierfach unendliche System der Curven uter Ordnung R überhaupt nur unterworfen werden, oder sie sind dadurch bestimmt.





Wenn eine Curve R in zwei Curven Ci und C^—i zerfällt, so gehört die erste zu einem einfach unendlichen System, welches einen Theil der Jacobi’schen Fläche erfüllt; die andere aber als einer Geraden durch einen Punkt einer ifachen Fundamental-curve in X entsprechend gehört einem zweifach unendlichen System an, oder ist 4 (u — i) — 2 Bedingungen unterworfen. Da sie Ci einmal trifft, so hat sie im Fundamentalsystem von Y 4 (u — i) — 3 Punkte, die den Schnittpunkten der entsprechenden Geraden und der Jacobi’schen Fläche 1 äusser J entsprechen. Ist also die ifache Fundamentalcurve des Raumes X in der Jacobi’schen Fläche der 1 vielfach im Grade %i} so hat man

4 (u — i) — 3 = 4 (u — 1) — Ki, d. h. Ki= 4i — 1, oder eine von den S geschnittene für die 1 ifache Fundamentalcurve in X ist (4i — 1) fach für die Jacobische Fläche der 1.

Wenn aber die ifache Fundamentalcurve der 1 von den S nicht anders als in festen Punkten geschnitten wird, sodass jedem ihrer Punkte eine feste im Raume Y fundamentale Curve Ci entspricht, so gehört die Curve C^—i, die mit Ci eine R bildet, einem dreifach unendlichen System an (entsprechend den Strahlen aller Bündel aus den Punkten der ifachen Curve) und ist also 4(u—i)—3 Bedingungen unterworfen, deren eine das Schneiden mit Ci ist, indess die andern durch das Fundamentalsystem in Y gegeben sein müssen; oder es ist

4 (u — i) — 4 = 4 (u — 1) — ki und %i = 4i,

d. h. eine solche Fundamentalcurve in X ist 4ifach für die Jacobi’sche Fläche der 1. Ist sie von der Ordnung i', so entspricht ihr in X eine Curve von der Ordnung i, welche i’fach für die y und 4/fach für die Jacobi’sche Fläche der q ist.

	
	
413.    Wenn zwei Fundamentalcurven in X von den Graden i und j der Vielfachheit für die 1 (j > i) einen Punkt gemein haben, so entspricht ihm eine in Ci, Cj — i zerfallende Curve, deren erste denjenigen Flächen gemeinsam ist, welche als Theile der Jacobi’schen Fläche der 9 den Fundamentalcurven in X entsprechen. Einem Doppelpunkte der Fundamentalcurven in X entspricht also beispielsweise eine Doppelcurve Ci der entsprechenden Fläche.





Wäre die rationale Curve Ci} welche einem Punkte J einer in den v «fachen Fundamentalcurve des Raumes X entspricht, eine ebene Curve, so entspricht dieser Ebene eine Fläche 1, für welche J ein (i — 1) facher Punkt ist. Denn einer durch J beliebig gezogenen Geraden entspricht eine Curve C^^i, welche mit Ci einen Punkt gemein hat und also der Ebene dieser Curve noch in (u — i — 1) Punkten begegnet; die durch J gezogene Gerade schneidet also die der Ebene von Ci entsprechende Fläche 1 in anderen (u — i — 1) Punkten, d. h. J ist in dieser Fläche u — (u —- i — 1) = i -- 1 fach. Also entsprechen z. B. den durch eine Gerade Ci gehenden Ebenen Flächen 1, welche J zum Doppelpunkte haben. Liegen zwei Gerade Ci in einer Ebene, so entspricht dieser eine Fläche v mit zwei Doppelpunkten.

Und ebenso folgt, dass wenn die 1 eine solche «fache Fundamentalcurve von der Ordnung i gemein haben, deren Punkten feste ebene Curven iter Ordnung entsprechen, die für die 99 «'fach sind, der Ebene einer solchen Curve eine Fläche 1 entspricht, für welche die erste Curve (i — 1) fach ist.

	
	
414.    Wenn die Flächen q einen gemeinsamen Fundamentalpunkt 0 haben, durch welchen die Curven R mit r Aesten gehen, so enthält jede Gerade des Raumes X r ihm entsprechende Punkte, oder es entspricht ihm eine Fläche rter Ordnung. Die Flächen 1, die den durch ihn gehenden Ebenen entsprechen, zerfallen in diese und ein Bündel von Flächen (u — r)ter Ordnung, welches dem Bündel der Ebenen projectivisch ist. Wenn der Punkt 0 t Bedingungen für die Curve R absorbirt, so reprä-sentirt diese Fläche rter Ordnung einen Theil der Jacobi’schen Fläche der 1 von der Ordnung r', oder sie ist vielfach im Grade r': r in derselben.





Ist z. B. 0 ein lfacher Punkt in den 9, die für ihn keinen festen Tangentialkegel haben, sodass die r Tangenten der Curve R keiner Bedingung unterworfen sind, so ist r‘=2r, und die dem 0 entsprechende Fläche rter Ordnung ist doppelt in der Jacobischen Fläche der 1; einem ebenen Schnitte derselben entspricht die Reihe der zu 0 benachbarten Punkte in einer q, die ein Kegel lter Ordnung projicirt. Die dem 0 entsprechende Fläche rter Ordnung ist also homaloidisch und die Bilder ihrer ebenen Schnitte sind Curven von der Ordnung l. Ist ferner 0 einfach in den 9, die sich in ihm im Grade (r— 1) berühren, so hat man r' = r (r — 1).

Ist 0 ein facher Punkt der g und ein /-facher der R, so zerfällt die einer durch 0 gehenden Ebene entsprechende Fläche 1 in eine feste Fläche rter und eine veränderliche (u — r)ter Ordnung, d. h. einer beliebigen Geraden durch 0 entspricht eine Curve S', welche die Grundcurve eines Büschels von Flächen (u — r)ter Ordnung ist. Weil diese Gerade eine Fläche g noch in v — l Punkten schneidet, so sind die S' von der Ordnung v — l; als den Geraden eines Bündels entsprechend sind sie 4(v—l) — 2 Bedingungen durch ihre mit dem Fundamentalsystem gemeinsamen Punkte unterworfen; und da diese den Schnitten einer Geraden durch 0 mit der Jacobi’schen Fläche der q entsprechen, so ist für x als Grad der Vielfachheit von 0 in dieser

4 (v—7) — 2 =4 (—1)—% oder * = 41 — 2,

d. h. ein für die q facher Fundamentalpunkt des Baumes Y ist (4l — 2)fach für die Jacobi’sche Fläche der q.

Wenn man also im Baume X eine Fundamentalcurve Cr hat, die für die 1 ifach ist, so entspricht ihr eine Fläche, die der Jacobi’schen Fläche der q angehört und jede Fläche 9 nach einer Fundamentalcurve des Baumes Y und nach r Curven iter Ordnung schneidet, die den Punkten entsprechen, in welchen Cr von einer beliebigen Ebene des Baumes X geschnitten wird. Somit hat derjenige Theil der Jacobi’schen Fläche der q, welcher einem Fundamentalpunkte des Baumes X entspricht, mit einer beliebigen Fläche q keine andere Curve gemein als die Fundamental-curven des Raumes Y; denn eine beliebige Ebene des Raumes X geht nicht durch 0.

	
	
415.    Das Entsprechen der Fundamentalgebilde des einen Raumes mit Gebilden von hohem Dimensionen des andern erörtern wir noch im Folgenden nach analytischer Methode. 240)





Wenn die Flächengleichung f(x,..,%,) = 0 durch die rationale Substitution

QEi = Qi (Ji, . . , y^ in die Form

	
31.    F^, .=0 übergeht, so stellt der irreductible Factor F (yi) die transformirte Fläche dar. Wenn sich die yi auch als rationale Functionen der X; darstellen lassen, so entspricht im Allgemeinen einem Punkte von F ein Punkt von f und umgekehrt. Die yi können aber für einzelne oder für Reihen von Werthgruppen unbestimmt werden, für solche Systeme der y erhält man die entsprechenden x auf dem Wege der Annäherung an den Punkt yi, also mit Einsetzung von yi — ezi (i == 1, 2, 3) bei constantem y^ Entwickelung nach steigenden Potenzen von & und Uebergang zu verschwindenden 8; so erhält man (für i — 1, 2, 3, 4)



QXi = cp- (y^ 2, + cp- (y2) 22 — cp- {y^ £3,

und zugleich für y^ als einfachen Punkt von F = 0

0 = F (u,) 5 + F M s, + F (u,) 5, ;

die Elimination der drei Zi und des 9 aus diesen fünf Gleichungen führt auf die Gleichungen von zwei Ebenen, deren Schnittlinie auf f = 0 liegt und dem Punkte yi von F == 0 entspricht.

Im Falle des nfachen Verschwindens der Qi in dem einfachen Punkte von F = 0 hebt sich in der Entwickelung nach Potenzen von & der Factor an heraus und die Gleichungen werden

0"9i --------,--2."


_"Pi.gn-1,

1       3



Sy^-^y^

।          > anq;

Oy,

indem man dann aus der letztvorhergehenden Gleichung eines der 2; linear und homogen durch die beiden andern ausdrückt, findet man die Xi der dem Punkte yt entsprechenden Curve als rationale homogene Functionen nten Grades von zwei Parametern z, d. h. wenn für einen einfachen Punkt von F == 0 die Functionen 9 wfach verschwinden, so entspricht diesem Punkte auf der Fläche f = 0 eine rationale Curve nter Ordnung. Die Zerlegung der Transformation von f auf F mit der Curve nter Ordnung in zwei, von denen die erste von f zu fi mit einer Geraden und die zweite von f zu F führt, oder das Princip der successiven Transformation, zeigt dies letztere ebenfalls durch das Punkt für Punkt eindeutige Entsprechen zwischen der Geraden und der Curve.

Einem pfachen Punkte von F entspricht auf f eine Curve, welche durch die Gleichung


PF, ^F
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mit den Gleichungen für QXi zusammen bestimmt wird, d. h. wenn für einen pfachen Punkt von F die Functionen q sämmtlich nfach verschwinden, so entspricht ihm auf f eine Curve, deren Geschlecht durch die letzte Gleichung bestimmt ist; den p unendlich benachbarten Elementen innerhalb einer durch den Knotenpunkt gehenden Ebene entsprechen p Punkte dieser Curve, die auf einer rationalen Curve nter Ordnung liegen.

Wenn die Flächen 9 eine Curve A = 0, B = 0 einfach enthalten, also qxi = kiA — ^B ist, und die Gleichung F = 0 die Form hat

0 = 7 AP + I^Ap-^B + . . . + JcpBp

für x, A, k als Functionen der y, so findet man die p verschiedenen Punkte Xi, die einem gegebenen Punkte yi entsprechen, indem man seine Coordinaten in x, A, k und die p Werthe von A : B aus der letzten Gleichung in qxi — KiA — XiB einsetzt, oder sie liegen auf einer Geraden. Und allgemeiner: Wenn durch eine pfache Curve von F die Flächen q nfach hindurchgehen, so entsprechen einem Punkte dieser Curve p Punkte auf f — Q, die in einer rationalen Curve nter Ordnung liegen. Rückkehrpunkte solcher Curven bedingen nur ein unendlich nahes Zusammenrücken der betreffenden Punkte Xi.

	
	
416.    Eine homogene Gleichung mit 7 — 2 Variabein f(x, ...., x,+2) == 0 drückt das Verhältniss zweier derselben als algebraische Function von r unabhängigen Veränderlichen aus und stellt eine 2rfach unendliche Mannichfaltigkeit oo2" dar; sie enthält als niedrigere Mannichfaltigkeiten 0027—1, 0027—2, ... 02.1 (Curven), 00° (Punkte); beim eindeutigen Entsprechen von zwei oo2" f und F tritt es ein, jenachdem sämmtliche oder einige der epi mehrfach verschwinden, dass einer niederen auf F eine höhere Mannichfaltigkeit auf f entspricht. Mit r = 3 haben wir





Q%; = Pi (Ji, • .,3), (i = 1,...,5);

0 = F(-,9), 0 =f(x,...,%), und erhalten für Werthsysteme der y, für welche alle cp,-, aber nicht alle mehrfach, verschwinden, die x aus

QX i = cp' (J1) 21 + . . qi (y^) 24.

Im Falle für einen einfachen Punkt y von F die g sämmt-lieh einfach oder eines von ihnen oder mit Hülfe von F=0 zwei zweifach, die übrigen einfach verschwinden, folgt, dass dem Punkte y eine Ebene in f entspricht. Kann man mit Hülfe von F — 0 in einem Punkte y drei lineare Combinationen der 9 im zweiten Grade verschwinden machen, so ergiebt die Elimination von 9 und 2; drei lineare Gleichungen, deren Lösungen f=Q erfüllen, also eine auf f — 0 liegende Gerade als dem Punkte y entsprechend. Durch Anwendung des Princips der successiven Transformation erhält man damit den Satz: Wenn die Functionen 9 in einem einfachen Punkte von F=0 sämmtlich verschwinden, so entspricht ihm in f=0 eine Fläche, die sich rational durch zweiParameter, oder eine Curve, die sich rational durch einen Parameter ausdrücken lässt.

Wenn einer Curve A=0, B=0, C=0 auf F=0 eine Fläche auf f=0 entspricht, so werden die Transformationsformeln im Falle des einfachen Verschwindens der q

0 = F (jj^ = iA -+ kB + iC, Qx; = ti^ + ^iB —- A,C, (=1, ,5),

und die Elimination der A, B, C führt zu einem unvollständigen Determinantensystem von vier Reihen der xi, Li, k;, A; und sechs Zeilen, welches durch Einsetzen der Coordinaten y eines Punktes der Curve A = 0, B = 0, C = 0 in die L, k, ä als ihre entsprechende Curve eine Gerade darstellt.

Jener Curve A = Q, B == Q, C = 0 entspricht somit eine Fläche, die man erhält, indem man aus A = 0, B = 0, C = 0 und

0 — l^l — *2, — A23 , QXi = liZ^ — *;22 — 1;23 , (i -1, ., 5)

drei der Verhältnisse der y und eines der Verhältnisse der z eliminirt.

Die x erscheinen als rationale lineare homogene Functionen von zweien der z, deren Coefficienten selbst algebraische Functionen einer Variabein sind; der Curve auf F = 0 entspricht eine Regelfläche auf f = 0. Durch das Princip der successiven Transformation erhält man den Satz: Wenn die Functionen q längs einer einfachen Curve von F—0 sämmtlich nfach verschwinden, so entspricht jedem Punkte der Curve eine rationale Curve nter Ordnung auf f = 0. Durch Bewegung derselben wird die der Curve auf F entsprechende Fläche in f erzeugt.

Unter Beschränkung auf die einfachsten Fälle untersuchen wir nun das Verhalten der Substitutionsdeterminante beim Entsprechen einer nieder» Mannichfaltigkeit in f mit einer höheren in F und umgekehrt. Wenn einem Punkte in f eine Fläche in F entspricht, so kann man setzen

Q4, == A.%,  ..,  04, == A.ta, QX5 = cp5,

und die Substitutionsdeterminante

1 (4 0y, + " 8y) • ■ (4          0y.) • 8y, verschwindet im dritten Grade längs des Schnittes von A = 0 mit F = 0. Wenn einem Punkte auf f eine Curve auf F ent-spricht, so werden die Formeln

Q21 = Ati + Bv,’, . ., Q4, = Am, + Bi,, Qa5 = 95, und die Determinante I) verschwindet im zweiten Grade in dem Schnitte von A = 0, B =Q, F = 0. Entspricht einer Curve auf f eine Fläche in F, so kann man in der Nähe der Punkte der letzteren den Transformationsformeln die vorige Gestalt geben und I) verschwindet also ebenfalls längs der in F liegenden Fläche.

	
	
417.    Für die umgekehrten Fälle — wir beschränken uns auf die, welche vier Variabein entsprechen — setzen wir die 2q;





Elemente von D gleich q)ik = ay, und seine Unterdeterminanten

0 D

DiL — -—- und gehen von der Identität aus

29il °

D • Vi = v • EDI • Q1 • h

Durch Differentiation nach ym (m von l verschieden) folgt

dB         (2D,             1     2D,

"Fty. ■ P P- 99,", weil der zweite Theil der vorigen Summe identisch verschwindet.

Haben nun die 9 einen Punkt gemein, so verschwinden in ihm die Determinante D und ihre ersten Differentiale, d. h. in einem Schnittpunkte der q verschwindet B zweifach.

Eine weitere Differentiation nach yn (n verschieden von l und m) ergiebt

02D , _ „ODni _ , 32Dni 8y,8vn ■ J‘ "X 03 ■ P + "X 03,03, ■ P"

. 2q,, . _ 22D,

weil aus der Identität

XDiin = 0 die andere X -" • tphn — Dhl -l= 0 h                                 h°9m                        ) folgt.

Haben also die q eine Curve gemein, so kann man in jedem Punkte derselben einen Parameter q so bestimmen, dass nicht nur

Qi = v • Xik • yk = 0, k sondern auch

Ey, == 0, (i == 1,2,.., 5)

k • 1 ist; es verschwinden also die sämmtlichen ersten Unterdeterminanten D^j also nach der zweiten Identität die zweiten Differentiale von D, oder längs einer den cp gemeinsamen Curve verschwindet die Determinante I) dreifach.

Im Falle der Flächen cp (homogenen Functionen mit vier Variabein) sagen die beiden vorhergehenden Sätze aus (die früheren analog), dass die Jacobi’sche Fläche die einfachen Schnittpunkte der Flächen q); — Q zu Doppelpunkten und die einfachen gemeinsamen Schnittcurven zu dreifachen Curven hat. Die allgemeinen Sätze: Die Jacohi’sche Fläche hat einen ifachen Fundamentalpunkt zum (4i — 2) fachen Punkt, eine ifache Fu ndamentalcurve zur (4i — 1) fachen Curve, lassen sich auf den vorigen zurückführen. Man betrachte zwei eindeutige Transformationen

Ex = ^k (y), ^k = %k (z), bei deren erster y' ein einfacher Fundamentalpunkt sei, während die % Flächen iter Ordnung sind, welche durch die zur ersten Transformation gehörenden Fundamentalgebilde des Raumes Z nicht hindurchgehen.

Bei der hieraus resultirenden eindeutigen Transformation Xx — (pk (y}, die für Punkte in der Nähe von y' keine weiteren Singularitäten zeigt und so die Art des Verschwindens der Determinante mit der ursprünglichen gemein hat, tritt dann der Punkt y als i facher Fundamentalpunkt auf und es ist

, 22, 022 2x, 02,___

— 0y, 032 0ys 0y,

, 02, 02 2 023 02, „ , 021 022 023 024

— 02, 0%, 02, 0z, ' — dy, 092 0y, ’dyi

Da hier im letzten Ausdrucke der erste Factor als Function der Ordnung 4 (i — 1) der z in y ausgedrückt den Punkt y' zum 4(i — 1) fachen Punkte hat, den der zweite Factor als Doppelpunkt enthält, so hat ihn D=0 zum 4 (i — 2) fachen Punkte. Analog für den andern Theil des Satzes.

	
	
418.    Wir kehren zur geometrischen Entwickelung der Transformationen zurück. Eine birationale Transformation ist bekannt, wenn man für beide Räume die Fundamentalsysteme, die homaloida-len Flächen und die Zusammensetzung der Jacobi’schen Flächen kennt, die ersteren bestimmen nach dem Vorigen die letztere.





Man kann in folgender Art alle die homaloidalen Systeme bestimmen, denen eine gegebene Fläche angehört.

Sei 94 eine Homaloidfläche vter Ordnung, die auf eine Ebene E eindeutig abgebildet sei; so wird sie von allen andern Homa-loidflächen derselben Ordnung, als welche mit ihr dieselben vielfachen Punkte und Linien haben, längs Curven geschnitten, die in E ein gewisses System der Bilder X erzeugen.

Man denke nun in E ein homaloidales Netz von Curven K^ deren jede mit einem gewissen festen Orte L zusammen eine Curve des Systems X bildet; so individualisirt eine Curve K desselben, als mit L zusammen das Bild des Durchschnittes von 94 mit etwa 91 darstellend, ein Büschel 94 — §191; die Curven K2, K3 ebenso die Büschel 94 — §292, 94 — 5393, und diese Büschel bestimmen, weil sie eine Fläche 94 gemein haben, ein Gebilde dritter Stufe 5191 — 52 92 — 53 93 — §494 = 0, welches homaloidisch ist und einer rationalen Transformation vten Grades zur Grundlage dienen kann. Der Grad der inversen Transformation oder die Ordnung der v ist die Ordnung derjenigen Curven auf 94, welche die K zu Bildern haben. Die durch L repräsen-tirten Linien auf 94 sind fundamental wie die vielfachen Punkte und Curven von 94.

Verändern wir den Ort L und das Netz der K in allen möglichen Arten, so erhalten wir alle Transformationen, in welche 94 eingehen kann.

Die K sind die Bilder der in 94 gelegenen Curven R; zer-fällt eine solche, so ist eine der Theilcurven allen Theilen der Jacobi’schen Fläche der q gemein und die entsprechende Curve K zerfällt auch oder geht wenigstens mit einem Aste durch einen der Fundamentalpunkte des Bildes in E. Im ersten Falle gehört eine der Theilcurven zur Jacobi’schen Curve des Netzes der K, im andern ist der bezeichnete Fundamentalpunkt das Bild des Theiles von R, welcher der Fläche 94 und der Jacobi’schen Fläche der g gemeinsam ist. Somit bilden die Fundamentalpunkte der ebenen Abbildung zusammen mit der Jacobi’schen Curve der K die Gesammtheit der Bilder der nicht fundamentalen Curven, die der 94 mit der Jacobi’schen Fläche der q gemeinsam sind, d. h. der Curven, welchen Durchschnittspunkte der Fundamentallinien des Baumes X mit der zu 94 entsprechenden Ebene correspondiren.241)

	
	
419.    Wir wenden uns zur Erläuterung an Beispielen: zuerst für v — 2; Transformation zweiten Grades (2, 2). Ist 94 eine Fläche zweiten Grades, so hat ihr ebenes Bild zwei Fundamentalpunkte 1,2, durch welche die Bilder der ebenen Querschnitte gehen, und das System X der Bilder der Durchschnitte von 94 mit andern Flächen zweiten Grades besteht aus Curven vierter Ordnung 1222, d. h. mit Doppelpunkten in 1 und 2. Wählt man nun als K die Geraden der Ebene E, so muss L ein Ort dritter Ordnung 1222 sein, d. h. die Verbindung der Geraden 1, 2 mit einem Kegelschnitte durch 1 und 2, und das homaloidale System der q besteht dann aus Flächen zweiten Grades, die einen Punkt 0 und einen Kegelschnitt C gemein haben. Die Geraden der Ebene repräsentiren Kegelschnitte durch 0, die C in zwei Punkten schneiden, diese Kegelschnitte sind die Curven R und man hat also auch u = 2.





Die K haben keine Jacobi’sche Curve, aber den Fundamental-punkten 1, 2 entsprechen zwei von 0 ausgehende und C schneidende Gerade, der projicirende Kegel von C aus 0 ist somit ein Theil der Jacobi’schen Fläche der q und entspricht einem Fundamentalkegelschnitte C' im Baume X, der für die 1 einfach ist. Die Jacobi’sche Fläche der q ist von der Ordnung vier und enthält 0 und C zweifach respective dreifach, d. h. sie besteht aus dem projicirenden Kegel von C aus 0 und der doppelt zählenden Ebene von C. Und da die letztere mit den Flächen q sonst nichts gemein hat, so entspricht der Ebene C ein für die Curven S einfacher Fundamentalpunkt im Raume X; die 1 sind Flächen zweiten Grades durch 0' und C', d. h. das homa-loidale System in X ist dem von Y völlig gleichartig. Je drei der Flächen g oder 1 schneiden sich in einem beweglichen Punkte, da von den beiden Schnittpunkten der Kegelschnitte, welche eine mit den beiden andern gemein hat, 0 fest ist. Dem Punkte 0 entspricht die Ebene C', dem 0' die C, dem Kegelschnitte C der Kegel O'C'f etc.

Einen speciellen Fall dieser Transformation liefert die Annahme, dass L aus einer beliebigen Geraden und der doppelt gezählten 12 bestehe und beide Fälle können auch mit der Annahme der K als Kegelschnitte durch 1,2 und einen dritten Fundamentalpunkt 0 erzeugt werden.

Den analytischen Ausdruck der Transformation bilden wir mit 0 als Fundamentalpunkt A^ für av = 0, by = 0 als zwei beliebige Ebenen durch denselben, f^ als eine quadratische homogene Function von 31,92, 33 mit ay-\-lnj^-=Q, fu)—by9,==0 als Gleichungen des Kegelschnittes C\ in den Systemen

2,:«,: Ea: X4 = {ay + I 34) J1: (dy + 7cy,) 32 : {ay + Iy,) 33 -f^ — ^4.; 31:92:33:94 =(b,+ Xx,)a,:(b,+ kx,)a,:(b,— ltx^xs:f{x) — a^.

Die Jacobi’schen Flächen beider Räume sind

	
	
(ay-]rky4)2{kf(y)-^ay'by}^0, (b,+ Ie,)2 (If()++ axbx] =0. 420.    So lange C nicht durch 0 geht, können k = 1 und die Coefficienten von ay und by gleich Null gesetzt werden. In dieser Voraussetzung und für rechtwinklige Cartesische Coordi-naten mit 0 als Anfangspunkt und dem unendlich fernen imaginären Kreise als C hat man insbesondere





x : y : z : 1 = x : y': z : x'2 — y'2 — z‘2,

x : y' : z : 1 — x : y :y : x2 — y2 — z2,

oder für 72 = x2 + y2 + z2, 72 ==+..,

x = 72,  3 =7,  E = ,2;  & =7/2, etc. und rr' = 1 die Transformation durch reciproke Radien vectoren. Jeder Geraden y entspricht ein Kreis, der durch 0 und ihre Schnittpunkte mit der Kugel vom Radius Eins geht; jeder Ebene eine Kugel. Sie hat besondere Wichtigkeit, weil die Lehre von den Krümmungscurven und Orthogonalsystemen für sie ungeändert bleibt. Beispiele für ihren Gebrauch sind im Früheren zahlreich vorhanden. Ein Weiteres bietet die im Art. 335 angeführte Fläche vierter Ordnung, welche durch Transformation mittelst reciproker Radien mit 0 im dreifachen Punkte durch dreifache Aussonderung der Nullkugel 0 sich in eine Regel-fläche dritten Grades mit der s-Axe als Doppellinie und zu ihr senkrechten Erzeugenden, also mit der Stellung ihrer Normalebene z = 0 als einfache Leitlinie, verwandelt.

Eine andere Anwendung der allgemeinen quadratischen Transformation giebt die Fläche vierter Ordnung durch 0 mit Doppelkegelschnitt C in der Gleichungsform


Uy, + Py^ (y) + q? (y) - 0 mit

U = y^ ^y) + 1 (.y) für A {y) als lineare, 9 und 1 als quadratische Functionen von 91, y^ y^ und P als lineare Function der yi.

Im Raume X entspricht ihr nach den vereinfachten Transformationsformeln des allgemeinen Falles die Fläche dritter Ordnung q(x) A(x)—xa(x)—xa3+x,P{xx,, x,24, 2324, 9(x) } —o durch C'. Die in der Ebene von C' liegende Gerade in ihr ist X4 = 0, A (x) = 0; die sechszehn diese nicht schneidenden Geraden liefern die Geraden der Fläche vierter Ordnung und die Abbildung derselben. (Vergl. Art. 339.)

Durch Anwendung derselben Transformation auf die Fläche zweiten Grades

<p (x} -\- 2x±A (x) — a,4%42 = 0 erhält man die interessante specielle Fläche vierter Ordnung

y^ + ^y^A (y^A. — y^ + da (y^ — y^ = 0 mit dem Doppelkegelschnitte 31 = 0, 3234 — 33 2 = 0 und dem in ihm gelegenen singulären Punkte yt — y2 — y-3 — ^ mit der einzigen sie in vier Geraden ai schneidenden Tangentialebene 3, = 0. Die Fläche hat zwei andere Cuspidalpunkte in den Schnittpunkten des Doppelkegelschnittes mit den von 31 = y2 = y^ = 0 ausgehenden Tangenten an den Kegelschnitt

31 = 0, q + 2J4 A + ^y^2 = 0 •

Sie ist die Enveloppe des im singulären Punkte die Ebene 3, — 0 berührenden Systems von Flächen zweiten Grades

a,{q + 2 (y^y^ — y32) } — (A — ly^2 = 0,

welches vier Berührungskegel enthält. Die Fläche enthält somit acht paarweis conjugirte Reihen von Kegelschnitten und äusser den vier Geraden ai eine Doppelvier von Geraden bi und ci.242)

Eine weitere Anwendung liefert die vom Ebenenbüschel A — AB = 0 in einem System von Kegelschnitten geschnittene Fläche vierter Ordnung mit zwei uniplanaren Knotenpunkten

u,? + aA4 + 46.A3B + 6cA^B2 + 4dAB3 +eB = 0.

Man nimmt eine der vier berührenden unter jenen Ebenen und wählt den Berührungskegelschnitt als C, den Punkt 0 aber auf demselben in einem der Knoten. Die Transformation liefert einen Kegel dritter Ordnung.

Mit derselben behandelt man auch die Fläche fünfter Ordnung mit dreifachem Punkte 0 und Doppelkegelschnitt C.

	
	
421.    Transformation (2, 3). Wir denken ferner als Curven K Kegelschnitte durch 1 und zwei andere feste Punkte Oy, O2} sodass L aus der Geraden 12 und einem Strahl des Büschels um 2 zusammengesetzt sein muss und die q Flächen zweiten Grades sind, die eine Gerade c und drei Punkte O} Ol} O2 gemein haben, so dass u = 3 ist und den Geraden des Raumes X Curven dritter Ordnung durch 0, O17 O2 und mit c als Sehne entsprechen, abgebildet in den K. Die Jacobi’sche Fläche der q ist von der Ordnung vier und hat c zur dreifachen Linie, 0, Olf O2 zu Doppelpunkten, wird also von einer Fläche q in einem Orte fünfter Ordnung geschnitten. Da die Jacobi’sche Curve der K aus den Geraden 0,02, 10,, 10, besteht, die mit 2 einen Kegelschnitt und drei Gerade darstellen, so enthält die Jacobi’sche Fläche der 9 1) den Ort der Kegelschnitte durch 00,02, welche c schneiden, also die Ebene OOyO^ 2) die Strahlenbüschel aus Ox, O2 und 0 respective über c. Der Raum X enthält somit eine doppelte Gerade d' und drei einfache Fundamentalgerade g', gy, g2.





Einem Punkte der Geraden d' entspricht ein durch 0, Ol} 02 gehender und c einfach schneidender Kegelschnitt, also einer Geraden in X, die d' schneidet, eine Gerade in Y} welche c schneidet. Und da eine Ebene in Y ein Büschel solcher c schneidender Geraden enthält, so sind die 1 Regelflächen dritten Grades mit d' als doppelter Geraden und g', gy, g2 als Erzeugenden. Ferner entspricht einer Geraden im Raume Y der Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 36

Durchschnitt zweier Flächen 1, d. h. ein die vier Geraden d', g' schneidender Kegelschnitt. Und da den die c schneidenden Geraden solche entsprechen, welche d' schneiden, so den Punkten von c die Geraden, welche die g' scheiden, d. h. der Geraden c das Hyperboloid g', g^, g^. Dem Schnittpunkte von c mit einer Ebene im Raume Y entspricht die einfache Leitlinie der Regelfläche 1, die ihr entspricht.

Da eine dritte Fläche 1 den gemeinsamen Kegelschnitt der zwei ersten in sechs Punkten schneidet, unter denen der zweifach zählende Schnitt in d' und die Schnitte mit den drei festen Erzeugenden, so liefern drei 1 nur einen veränderlichen Schnittpunkt.

Den Erzeugenden von 1 aus einem Punkte M‘ von d' entsprechen die zwei Geraden, die der projicirende Kegel des zu M‘ entsprechenden Kegelschnittes aus dem Schnittpunkte von c mit der zugehörigen Ebene gemein hat; es giebt zwei Cuspidal-punkte in 1, weil unter den Kegelschnitten des Büschels durch 0, 01, 0, und c zwei die Ebene berührende vorkommen.

Die Jacobfsehe Fläche der 1 muss eine Fläche achter Ordnung sein, die d' sieben und jede g' dreimal sowie die den 0, 01, 0, entsprechenden Ebenen dreimal enthält und zu der auch das Hyperboloid g'g^g^ als der c entsprechend gehört; daher muss jenes den 0, 01, 0, entsprechende Tripel von Ebenen d' dreifach und jede g' einfach enthalten, oder es sind die Ebenen g'd', g^d', g^d'.

	
	
422.    Cayley hat die Gleichungen der Transformation für den allgemeinen Fall in der Form





% : a;2 : «3 : «4 — y^j^ : 3233 : 91 {y^ + 94) : y^ (J, + y^,

31 • 32 : 93 : 94 = ^i (x,%4     2,23) • 22 (x,%4     2,03) :

X1%2 (x1 — T2): X,%2 (x3 — X4) gegeben, und Cremona hat die für acht verschiedene Specialfälle hinzugefügt. Die Flächen q im Raume Y haben im allgemeinen Falle die Gerade Y1 —y2 = 0 und die Punkte 91 ==3, ==3, == 0, 9,=93=9,== 0, 91=9, ==Y4, 33 == 0 gemein; die cubischen Flächen 1 im Raume x aber die Doppelgerade Q1 = X2 = 0 und die drei einfachen Geraden x, = x, = 0; x, = x, — 0; x. — xc, = 0, *—*= 0. (Art. 287.)

Die Jacobfschen Flächen sind

313233(31—Y,) == 0, x,2x,2 (x, — x)2 (x,%,—%,x) ==0.

Als Anwendungen sind von Cremona hervorgehoben die Abbildung der Regelflächen dritten Grades 1p auf die entsprechenden Ebenen Yi, mit Einschluss des Cayley’schen Special-falles; die Transformation der Fläche zweiten Grades in eine Fläche vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden c und drei Doppelpunkten 0, 01, 0, und die Abbildung dieser Flächen auf die Ebene. Die Transformation der Fläche zweiter Ordnung F in dem besondern Falle, wo sie die Punkte 0, 01, 0, enthält, liefert eine Fläche dritter Ordnung, da den Geraden des Raumes X Curven dritter Ordnung entsprechen, die mit der gegebenen Fläche äusser den drei Punkten 0, 01, 0, drei weitere Punkte gemein haben. Die Fläche dritter Ordnung enthält 1) die Gerade d', welche dem Schnitte von F mit der Ebene 00102 entspricht; 2) die Geraden g', den Schnitten in Oc, O1c, O,c entsprechend; 3) zwei andere die g' schneidende Gerade, welche den Schnittpunkten von F und c entsprechen; 4) drei Gerade in den Ebenen d'g', d'g^, d'g^ respective, correspondirend den Punkten 0, 01, 02; 5) sechs Gerade, je zwei g' schneidend, entsprechend den Erzeugenden der F durch die 0; 6) vier g' schneidende Gerade, entsprechend den Erzeugenden von F, welche c treffen; 7) sechs Gerade, entsprechend den Kegelschnitten auf F, die durch zwei Q und einen der Schnittpunkte mit c bestimmt sind, und 8) zwei Gerade entsprechend den Curven dritter Ordnung auf F durch die 0 und die Schnitte mit c.

In der Projection von F aus einem seiner Punkte erhält man eine ebene Abbildung der Fläche dritter Ordnung, in der die Rüder ebener Schnitte Curven vierter Ordnung mit zwei doppelten und fünf einfachen Fundamentalpunkten sind; die rationale Transformation derselben mittelst des Netzes von Kegelschnitten, welches die Doppelpunkte mit einem der dreifachen Punkte bestimmen, liefert endlich die einfachste von Clebsch und Cremona gefundene Darstellung der Fläche dritter Ordnung wieder.

	
	
423.    Einer Fläche mter Ordnung, welche d' zur p fachen und die g', g^, g^ zu je qfachen Geraden hat, entspricht im Raume Y eine Fläche der Ordnung (2m—p—3q) mit c als (m—3q)-facher Geraden und den Punkten 0, 01, 0, als (m—p — q) fachen Punkten. Einer Fläche der Ordnung m' im Raume Y mit c als p’facher Geraden und 0, 01, 0, als q' fachen Punkten entspricht in X eine Fläche von der Ordnung (3m' — 2p' — 34) mit d' als (2m‘—p'— 3g) facher und den g', g^ g^ als (m‘—p'—q')-fachen Geraden. Durch Anwendung dieser Transformation auf Flächen mter Ordnung mit (m — 1) respective (m — 2) facher Geraden d' und einfachen Geraden g', g^, g^ erniedrigen sich also die Ordnungen der entsprechenden Flächen auf (m — 2), (m — 1) respective und die Wiederholung derselben Transformation bildet die erste Flächenart auf die Ebene, die zweite auf das Hyperboloid eindeutig ab.





Noether hat aus dieser Transformation in Verbindung mit der Transformation zweiten Grades mit einem in zwei Gerade degenerirten Fundamentalkegelschnitte eine ähnliche Reihenfolge gebildet, wie die der Cremona’schen Transformationen, welche die allgemeine ebene Transformation liefert. Auf diesem Wege gelangte er zu einer Transformation, bei der den Ebenen von Y ein Flächensystem der Ordnung (2r — s — 1), mit einer Geraden d' als (2r — s)faeh, mit (3r — 2s) einfachen Geraden g', welche d', aber nicht einander schneiden und mit s festen einfachen Punkten A' entspricht; den Ebenen von X aber ein System von Flächen der Ordnung (r — 1) mit einer festen r fachen Geraden c, mit s festen diese aber nicht einander schneidenden einfachen Geraden b und mit 3r — 2s festen einfachen Punkten B. Die Abbildung der vielfachen Fundamentalgeraden c ist eine Fläche 2 der Ordnung 2 r — s, welche d' zur (2r — s — 1) fachen Geraden, die 3r — 2 s Geraden g' zu einfachen Geraden hat und durch die s Punkte A' geht, wodurch sie eindeutig bestimmt ist. Die rationalen Curven (v — 1)ter Ordnung, welche d' (r — 1) mal und die g' je einmal schneiden und durch die A' gehen, Curven also, die mit den Geraden durch d' die Bilder von Geraden des Raumes Y darstellen, erzeugen sie. Anderseits ist die Abbildung von d' eine Fläche von der Ordnung r mit c als (r — 1) facher und den s Geraden b als einfachen Geraden durch die 3r — 2s Punkte B^ erzeugt durch die den Punkten von d' entsprechenden rationalen Curven der Ordnung (2r — s), welche (2r — s — 1) Punkte mit c und je einen Punkt mit den Geraden b gemein haben und die B enthalten.

Dazu treten als Fundamentalflächen noch die Ebenen d'gi, d'A/ und die Ebenen cBi} cb/, und es entsprechen den Ebenen d' a/ die Punkte Bi} den Ebenen d'A' die Geraden b^ den Ebenen cbi die Punkte a/ und den Ebenen cBi die Geraden g'.

	
	
424.    Transformation (2,4). Wählen wir für die K Kegelschnitte durch drei feste Punkte 0,, 0,, 03, so reducirt sich L auf die doppelt gezählte Gerade 12, die q sind die Flächen zweiten Grades durch die vier Punkte 0, 01, 02, O3 mit fester Tangentialebene T in einem derselben 0. Den Geraden in X entsprechen Raumcurven vierter Ordnung mit 01, 0,, 03 als einfachen Punkten und 0 als Doppelpunkt nach der Ebene T.





Der Raum Y enthält keine Fundamentalcurven, die Jacobische Fläche der 9 schneidet also die Fläche 94 nach einem Orte von der Ordnung acht. In der That, die Jacobi’sche Curve der K wird von den Geraden 0,0,, 0,03, 0301 gebildet, welche Kegelschnitte darstellen, und die'Fundamentalpunkte 1,2 geben zwei Gerade. Die Jacobi’sche Fläche der 9 enthält daher die Oerter der den in 0 zusammenstossenden Tetraederflächen nach Tangenten in T umschriebenen Kegelschnitte und den Ort des Strahlbüschels aus 0 in T; diesen Ebenen 00,03, 00301, 00102, T entsprechen im Raume X die doppelten Fundamentalgeraden d^, d.2', d^ und ein Kegelschnitt C'. Jene müssen sich paarweise schneiden, ohne in einer Ebene zu liegen, weil die von 0 ausgehenden Tetraederkanten den in ihren Ebenen befindlichen Kegelschnittbüscheln angehören; sie müssen auch den Kegelschnitt C' treffen, weil die Spuren der Tetraederflächen aus 0 in T sowohl den Kegelschnittbüscheln in jenen als dem Strahlbüschel in dieser angehören, d. h. die 1 sind Steiner’sche Flächen mit den d' als Doppelgeraden und ihrem Schnittpunkte Q' als dreifachem Punkte. Den Geraden des Raumes X entsprechen daher als Durchdringungen solcher Flächen Kegelschnitte, welche die d' und C' je einmal schneiden.

Die Jacobi’sche Fläche der 1 ist eine Fläche zwölfter Ordnung, die jede Gerade d' siebenfach und den Kegelschnitt C' dreifach enthält; und da den Punkten 01, O2, 03 zweifach zählende Ebenen und dem Punkte 0 eine dreifach zählende Fläche zweiter Ordnung entspricht, welche zu jener gehören, so besteht sie aus den Ebenen d2d^, d^d^, d^ d2 und dem Kegel Q'C'.

Auf eine Fläche zweiten Grades angewendet, liefert diese Transformation eine Fläche vierter Ordnung ohne Doppellinie im Raume Y, für welche 01, 02, 03 conische Knotenpunkte sind, 0 aber ein uniplanarer Doppelpunkt, dessen Tangentialebene die Fläche nach vier Geraden schneidet. Sie enthält sechsundzwanzig Kegelschnitte; von denen sechs in den Ebenen X1 == 0, x, ==0, ^<> = 0, zwölf in sechs Ebenen in Paaren aus 00,, 009, 00. und acht in vier Ebenen aus 0 liegen.

Die allgemeinen Gleichungen dieser Transformationen sind nach Cremona

M,ia:z:Q == 9233 :9331 : yxy2 : y^ (31 + 32 + 33) ;

31:32 :93 : J = f(^) x,3 : f(^) X3", : f (x) 3,32 : 2,32%3%4

mit f(x) als Symbol für 3223 — 2321 — 2132 ; T ist die Ebene y, — Y — y, == 0; X4 == 0, f(x) == 0 ist der Kegelschnitt C'. Die Jacobi’schen Flächen sind

313233 (Ji + y^ +3) == 0 und a,3«,2x,2 f (x) = o. Cremona zählt fünf specielle Fälle auf; dem Falle der unendlichen Annäherung zweier Punkte Oi in der Geraden y2 — y^ — 0 und aller drei Punkte Oi in der Ebene Y4 = 0 entsprechen Flächen 1 von den früher erwähnten Degenerationsformen der Steiner’schen Fläche mit zwei respective drei unendlich nahegerückten Doppelgeraden.

	
	
425.    Den Transformationen dritten Grades entsprechen inverse Transformationen von den Graden zwei bis neun. Wir nehmen 94 als Fläche dritten Grades mit einer Doppelgeraden d, deren ebene Schnitte in der Bildebene E als Kegelschnitte durch einen festen Punkt 1 erscheinen, die ein gegebenes Segment harmonisch theilen, weil die Flächen g des Art. 418 die Ebene 0010, in einem Kegelschnittbüschel und folglich die Spur der entsprechenden Ebene in einer involutori-sehen Reihe schneiden. In Folge dessen wird das System X der Bilder der Durchdringungen der 94 mit den übrigen Flächen dritten Grades durch die nämliche Doppelgerade von Curven vierter Ordnung gebildet, die 1 zum dreifachen Punkte haben, Die Transformationen (3,3), (3,4) und (3,5) mögen erläutert werden.





Wählt man Kegelschnitte durch drei feste Punkte 1, 01, 0, in der Ebene E als die K, so dass L ein Paar von Geraden aus 1 ist, so haben die q äusser der doppelten zwei einfache Gerade g1} 92 und zwei Punkte 01} 02 gemein und die inverse Transformation ist vom Grade u == 3 Den Geraden in X entsprechen Curven dritter Ordnung R, welche durch 0^ 02 gehen, d zweimal und 91, g2 je einmal schneiden.

Die Jacobi’sche Fläche der q ist eine Fläche von der achten Ordnung, in welcher d, 91, 92 respective sieben- und je dreifach sind, sie hat also mit 94 noch eine Linie vierter Ordnung ge-mein; diese ist aus einem Kegelschnitte und zwei Geraden zusammengesetzt, die in E durch die Geraden 0,02, 101, 102, die Jacobi’sche Curve der K, dargestellt werden. Die Jacobi’sche Fläche der 9 enthält 1) den Ort der durch 01, 0, gehenden und d, 91, g2 schneidenden Kegelschnitte oder das Hyperboloid 191920102; 2) den Ort der Geraden durch Ox nach d, die Ebene Oxd] ebenso 3) die Ebene O2d] sie enthält überdies einen Ort vierter Ordnung, der d als vierfache und 91, g2 als Doppelgerade enthält und daher nur das Paar der doppelt gezählten Ebenen dgx, dg2 sein kann.

Unter den Fundamentalelementen des Raumes X werden daher eine doppelte Gerade d', dem Hyperboloid dg1g2Ö1O2 entsprechend und zwei einfache Gerade g^, g2 als entsprechend den Ebenen Otd, O2d, sowie zwei einfache Punkte O,, 0, sein, entsprechend den Ebenen dgr, dg2. Und da auch d', g^ d', g2 je einen Punkt gemein haben müssen, weil die Transversale aus 01 zu d und gr oder 92 sowohl zu den Kegelschnitten als zu den Geraden gehört, die den Punkten von d', g( oder g2 respective entsprechen — so ist das System der • dem der 9 ganz analog.

Für yx = 0, 32 = 0, yr — axy2 = 0, 31 — a2y2 = 0 als die Ebenen dOl} dO2, dgv, dg2, y^ = y^ — 0 als die Gerade 0,02 und H (y) — 0 als Hyperboloid dg1g2O1O2 sind die Trans-formationsformeln

q:x:z,:4, = H (y) : y2R {y) : (J, — 4,32) (J, — a2y2) y3 : (J, — 4,92) (J, — 0,92) y^;

31:92 :93:14==qH*(x):a,H*(x):(a,—a,)a,Ng%3 : (a,—a)x,x2%4, wenn man noch setzt

H* (x) = (xi — a%2) (a, — a,N2) — (a, — a1) 2109 — H (x) .

Die Jacobi’schen Flächen sind

H {y) y^ (y^ — 4,92)2 {y^ — 1232)2 = 0, H* (x) (x1 — a,%2) (x1 — a,X2) 212x92 = 0.

	
	
426.    Mit Curven dritter Ordnung 120,0,0,04 als System K und einer Geraden durch 1 als L sind die q Flächen dritten Grades mit einer gemeinsamen Doppelgeraden d und vier gemein-





samen Punkten 01, .., 04. Den Geraden des Raumes X entsprechen Curven vierter Ordnung zweiter Art, welche durch die 0 gehen, d dreimal und g in einem Punkte schneiden. Man hat u = 4. Die 1 sind Regelflächen vierten Grades, welche eine dreifache Gerade d', vier einfache Erzeugende g' und einen Punkt 0' gemein haben.

Für 31—9 = 0, yt — a^y^ = 0, 91 — 1,32 = 0,

J1 =0,1, = 0, y^ =0, 9, = 0, H (y^ = 0 als Gleichungen der Ebenen

dy, dOr, dO2} dO&, dO^, 010,03, 010,04,

und des Hyperboloids dgOtO2O5O4i [entwickelt also

(J, — 0,32) (J, — a^y^} + 49,33 + 63,34 + C3293 + d3234 = 0] sind die Gleichungen der Transformation

C, : 12 : «3 : X, = yrH (y) : y2H (y) : 3233 (Ji — y2) : yxy^ (J1 — y^) und mit

f (x) — (x, — a1%2) (x, — a,N2) , J (x) = — (ax,2x3—bx,N,X4—cxx,23—dx,2x,) — (x, — X2)21%2 die inversen

31:92: y^: y^ = «J (x): w,J (x): qaf (x) : aaf (x) •

Die Jacobi’schen Flächen sind

H (y) (Ji — aiy^) (J, — a^y^ y^ (yi — y^2 = 0, J (x) (x1 — x2) (x, — a1%2)2 (x, — a,x,)2 x12x,2 — o.

	
	
427.    Ist cp^ eine Fläche dritter Ordnung mit Doppelpunkt 0, die aus demselben auf E projicirt wird, so dass die Bilder ihrer Schnitte mit den übrigen Flächen des Systems Curven fünfter Ordnung sind, die das Rild des Doppelpunktes in sechs Punkten 1,...,6 schneiden, so können für die K Kegelschnitte 10,0, genommen werden, welche rationale Curven fünfter Ordnung mit dreifachem Punkte in 0 darstellen; L ist eine Curve dritter Ordnung 23456, die eine Curve vierter Ordnung erster Art A durch 0 darstellt, welche jede der vorigen Curven in andern sechs Punkten schneidet. Das homaloidale System wird von Flächen dritter Ordnung durch A mit Doppelpunkt in 0 gebildet, die zwei einfache feste Punkte Ox, O2 ausserdem gemein haben. Man hat u = 5. Die Jacobi’sche Fläche der q besteht aus den Flächen zweiten Grades OXA, O2A, der Ebene OOXO2 und dem cubischen Kegel 0A. Die v sind Flächen fünfter Ordnung mit einer dreifachen Geraden a und zwei doppelten Geraden b, c, welche jene aber nicht einander schneiden, die zudem eine feste Curve D von der Ordnung fünf und dem Geschlechte Eins enthalten, die a dreifach, b und c je zweifach schneidet. Die Jacobische Fläche der 1 ist von der Fläche sechsten Grades aus den Leitcurven b, c, D, der Fläche achten Grades aus den Sehnen von D, welche a schneiden, und den Ebenen ab, ac gebildet.





Nimmt man als K Curven dritter Ordnung 020,0,12, welche rationale Raumcurven siebenter Ordnung abbilden, die in 0 einen vierfachen Punkt und ausserdem einen doppelten und zwei einfache Punkte gemein haben, so ist L ein Kegelschnitt 3456, welcher einen von jenen Curven in je sechs Punkten getroffenen Kegelschnitt abbildet; das homaloidale System ist aus Flächen dritter Ordnung gebildet mit Doppelpunkt in 0 durch den bezeichneten Kegelschnitt und durch drei feste Punkte, in deren einem sie eine feste Ebene berühren. Man erhält u = 7. Die Flächen 1 haben eine vierfache und zwei dreifache Gerade, einen doppelten Kegelschnitt und eine einfache Curve vierter Ordnung gemein.

In analoger Weise giebt jede andere in einer Ebene abbildbare Fläche zu solchen Transformationen Anlass; z. B. die von C leb sch abgeleitete Fläche fünfter Ordnung mit doppelter Raum-curve dritter Ordnung, deren Durchschnitte mit andern Flächen derselben Art mit der nämlichen Doppelcurve sich als Curven sechster Ordnung durch die elf Fundamentalpunkte darstellen, liefern eine Transformation fünften Grades, deren inverse vom vierten Grade ist, wenn man für die K die Geraden der Bildebene wählt, sodass die q äusser der Doppelcurve eine Curve A von der Ordnung neun und dem Geschecht sechs gemein haben, welche die Doppelcurve in dreizehn Punkten schneidet. Den Geraden des Raumes X entsprechen Curven vierter Ordnung zweiter Art, welche die Doppelcurve und A respective in sieben und fünf Punkten schneiden. Die Flächen vierter Ordnung 1 haben einen dreifachen Punkt Q, eine Raumcurve A' von der Ordnung elf und dem Geschlecht sechs mit Q als sechsfachem Punkte gemein. Den Geraden des Raumes Y entsprechen Curven fünfter Ordnung, die Q zum dreifachem Punkte haben und A' in zwölf Punkten schneiden. Die Jacobi’schen Orte werden für y gebildet aus einer Fläche zehnten Grades, deren Erzeugende die Doppelcurve zweimal und A fünfmal schneiden und einer zweifach zählenden Fläche dritter Ordnung, aus den Curven dritter Ordnung erzeugt, welche die Doppelcurve vier und die Curve A siebenmal schneiden; für 1 dagegen aus dem Kegel fünfter Ordnung aus Q über A‘ und der Fläche siebenter Ordnung derjenigen Kegelschnitte, welche durch Q gehen und A' fünfmal schneiden, und für die A' eine doppelte Curve und Q ein fünffacher Punkt ist.

	
	
428.    Wir wollen schliesslich, statt weiter zu gehen, bei der cubischen Transformation, deren inverse wieder cu-bisch ist, und ihren Specialfällen verweilen, welche Noether und Cremona243) gleichzeitig näher untersucht haben.





Sie entsteht aus drei bilinearen Gleichungen


	
A —_ X aix&iYk — 0,
	
B — XbikTiY* 0,


	
C —— EC&; o,
	
G,Ä = 1,2,3,4),


	
und wird für
	

		

	
Ai    - — r ZCikYK, etc.
	
A 23 1 —dikSi, etc.


	
und
	

	
B = S^tX^BqC^,
	
P=X+uA, B,r,


	
durch
	

		
dB


	
9Ii 21, 9,
	
Gyk          ^k




dargestellt.

Zur Bestimmung der Fundamentalgebilde hat man

X^tAi = Qi^ ZcpiBi = 0, EpiC=0,

und daher für die Punkte der Curve neunter Ordnung 9,==0, 9,==0)

93 A3 — tp^A^ — 0, etc.

also entweder auch 93 = 0, 94 = 0, oder

	
A, = 1A,, BS = ^Bi} Cq = IC,;


	
d. h. der bewegliche Theil des Schnittes von 91 = 0, 92 = 0 ist die durch diese projectivischen Ebenenbüschel erzeugte Curve dritter Ordnung; der feste Rest, eine Raumcurve sechster Ordnung A ist, als auch zu 93 == 0, 94 = 0 gehörig, das Fundamentalsystem des Raumes Y. Ebenso haben die Flächen dritter Ordnung 1 = 0 eine Raumcurve sechster Ordnung A' gemein, das Fundamentalgebilde des Raumes X.





Da für A die Determinanten aus der Gruppe


	
Ai ,
	
A2 ,
	
As ,
	
Aa


	
B,
	
B, ,
	
Ba,
	
B,


		
C,,
	
C,,
	
C,




verschwinden, so kann man setzen

21 A; — ^2 Bi — 23 Ci = 0,

und erhält durch Elimination der y zwischen diesen Gleichungen eine Gleichung vierten Grades in den xi, so dass A durch eine Curve vierter Ordnung eindeutig abgebildet wird; ihr Geschlecht ist also = 3. Ihren Punkten entsprechen Gerade von X, die die Fundamentalfläche dieses Raumes erzeugen, eine Fläche achten Grades mit Ä als dreifacher Curve. Man findet ihre Gleichung,

2 P

indem man für yk die Werthe - — in R = 0 einsetzt und den °Ux

Factor Zljx; abtrennt, in der Form — auch hier in den Bi, Ci die yk ebenso ersetzt —


		
An,
	
C21,
	
431,
	
@41,
	
B,
	
I
	

		
“12,
	
C22»
	
“32,
	
042,
	
B,,
	
1
	

	
2=
	
@13,
	
@23,
	
“33,
	
@43 >
	
Ba,
	
I
	
=0


		
@14»
	
“24»
	
@34»
	
au}
	
B,,
	
D
	

		
B,,
	
B,,
	
B, ,
	
B,,
	
0,
	
0
	

		
C,,
	
C,,
	
C,,
	
Ca,
	
0,
	
0
	



Diese Gleichung giebt auch die Fundamentalfläche ® — 0 von 2 R

Y = 0, wenn man in den BL, rk die Xi durch die - ersetzt.

	
	
429.    Die Jacobi’sche Fläche der ?k fällt mit & und die der i mit 0 zusammen.





Die Erzeugenden der Fläche & = 0 schneiden die Curve A' in je drei Punkten, da durch die ihnen entsprechenden Punkte der Curve A je drei Gerade von 0 — 0 gehen; sie ist also dreifache Curve der Fläche.

Den Geraden des Raumes Y entsprechen, als von den ihren Reihen correspondirenden projectivischen Ebenenbüscheln erzeugt, Raumcurven dritter Ordnung, welche A' in acht Punkten treffen, entsprechend den acht Schnittpunkten der Geraden mit 0. Flächen von der Ordnung m im Raume Y, welche A zur ^fachen Curve haben, gehen in Flächen der Ordnung (3m — 8p) in X über, welche A' zur (m—3p)fachen Curve haben; also Hyperboloide im Raume X in Flächen sechster Ordnung mit Doppelcurve A.

Wenn die Bedingungen aik = akh bik = bki, cik = cki erfüllt werden, so lassen sich die bilinearen Gleichungen des vorigen Art. als die Gleichungen der Polarebenen des Punktes y,, in Bezug auf die Flächen zweiter Ordnung SaikXiXk — 0, etc. ansehen, und A' wird zum Ort der Kegelspitzen in dem durch sie bestimmten Bündel. 244)

in einer Ebene E‘ des einen Raumes sind ihre Schnittpunkte mit der Curve Ä desselben Raumes die Fundamentalpunkte der Abbildung der ihr entsprechenden Fläche dritter Ordnung des andern Raumes, die sechs entsprechenden Geraden liegen ganz in derselben und stützen sich auf die Curve A in je drei Punkten. Die andern Geraden der Fläche schneiden dieselbe Curve zweimal oder einmal, sie entsprechen Geraden oder Kegelschnitten in der ebenen Abbildung, welche die Curve A' zweimal oder fünfmal durchschneiden.

Und von dieser gewöhnlichen Abbildung ausgehend, für 1, . . ., 6 als ihre Fundamentalpunkte und die K als die Geraden der Ebene oder die Kegelschnitte 123, die Curven dritter Ordnung 122345, die von der vierten 122232456 oder endlich von der fünften 122232425262 — sämmtlich Bilder cubischer Curven — erhält man L als Ergänzung dieser Bilder zu Curven neunter Ordnung mit sechs dreifachen Punkten in den Fundamentalpunkten und als das Bild einer Curve sechster Ordnung vom Geschlecht drei, durch welche die Flächen dritter Ordnung gehen; etc.

Sind aber die K Kegelschnitte 120 oder Kegelschnitte 100*, Curven vierter Ordnung zweiter Art oder rationale Curven fünfter Ordnung darstellend, so ist der ergänzende Ort L Bild einer Curve fünfter Ordnung vom Geschlecht Eins, welche die C4 in zehn Punkten schneidet, oder Bild eines aus einer Curve dritter Ordnung und einer Geraden zusammengesetzten Ortes. Das homaloidale System besteht aus Flächen dritter Ordnung durch diesen Ort und einen festen Punkt im ersten, zwei feste Punkte im zweiten Falle. Die Jacobi’sche Curve der K stellt in jenem Falle zwei Kegelschnitte und fünf Gerade, in diesem eine Curve dritter Ordnung und fünf Gerade dar. Die v sind Flächen vierter Ordnung durch einen gemeinsamen Doppelkegelschnitt und eine Curve fünfter Ordnung vom Geschlecht Eins — also u = 4; oder andernfalls Flächen fünfter Ordnung mit einer dreifachen Geraden; zwei Doppelgeraden, die jene aber nicht einander schneiden, und einer einfachen Curve fünfter Ordnung vom Geschlecht Eins, welche jene doppelt, die letztem dreifach schneidet (Art. 427) — also u = 5, etc.

Wir kehren zu u = 3 zurück.

Besonders zahlreiche Anwendungen knüpfen sich an die mannichfachen Formen des Zerfallens der Curve 4, welche ein analoges Zerfallen der Flächen & respective 0 nach sich ziehen. Man erhält insbesondere Flächen mit Rückkehrcur ven, wenn man von einer Fläche ausgeht, die einem Theile der Fläche ® eingeschrieben ist. Durch eine specielle Transformation dritten Grades, deren inverse wieder vom dritten Grade ist, hat Cremona die Fläche fünfter Ordnung dritter Klasse

/ (A. 2 _ A             2 _ A A 2

— 13     • ‘1 14)     — 13 — 13     ‘ 11 14) ‘1 ‘3    • 12 )

— 324 (x,R3 — 92,2)2 = 0 abgebildet, welche eine Curve vierter Ordnung erster Art mit stationärem Punkte zur Cuspidalcurve hat,245) nämlich

	
	
4232 — 32,24 = 0, 2123 — 9x,2 = 0. 430.    Die Curve A kann zerfallen in 1) eine Gerade g und eine sie dreimal schneidende Raumcurve C5 fünfter Ordnung vom Geschlecht 1, wobei Ä in eine Raumcurve vierter Ordnung C^ erster Art und einen sie dreimal schneidenden Kegelschnitt C^ zerfällt. Man erhält z. B. aus einer Fläche zweiten Grades durch g die Fläche fünfter Ordnung mit C^ als Doppel-curve und durch den Kegelschnitt C, (Art. 408); aus einer Fläche dritter Ordnung durch C, respective oder g eine Fläche vierter Ordnung mit der Doppelgeraden g, eine Fläche sechster Ordnung mit der Doppelcurve C5, und eine Fläche achter Ordnung mit der dreifachen Curve C^ und dem Doppelkegelschnitte C^.


	
2)    In eine Curve fünfter Ordnung C5 vom Geschlecht 2 und eine sie zweimal schneidende Gerade, mit gleicher Zerlegung von A‘. Eine Fläche zweiten Grades durch g^ eine Regelfläche dritten Grades mit der Doppelgeraden g, eine allgemeine Fläche dritter Ordnung durch g geben eine Fläche vierter Ordnung mit Doppelgerade g^ eine Fläche fünfter Ordnung mit dreifacher Geraden in g^ und eine Fläche siebenter Ordnung, welche g^ dreifach und C5 doppelt enthält.


	
3)    In zwei sich viermal schneidende Raumcurven dritter Ordnung mit analogem Zerfallen von A‘. Eine cubische Fläche durch die eine liefert eine Fläche fünfter Ordnung mit doppelter Raumcurve dritter Ordnung.


	
4)    In eine Curve C^ erster Art und zwei sich nicht schneidende Sehnen a, b derselben. Eine Fläche dritter Ordnung durch a, b giebt eine Fläche fünfter Ordnung mit zwei sich nicht schneidenden Doppelgeraden a, b‘; eine solche Fläche durch C, eine Fläche fünfter Ordnung mit doppelter C,’ erster Art. Die Zahl von Geraden, welche eine solche Ca und fünf ihrer Sehnen a, b, c, d, e schneiden (Art. 409), kann durch Transformation des Problems bestimmt werden; denn mit C4, a, b als Fundamental-curven des einen und C^, a', b' als denen des andern Raumes geht das Problem in das andere über: Die Zahl der Geraden zu bestimmen, welche C‘ und drei ihrer Sehnen einfach treffen; das Hyperboloid c', d', e' giebt die beiden Lösungen.





Weitere Zerlegungen sind 5) C4 zweiter Art und C2, der sie vierfach schneidet. 6) Drei Kegelschnitte, deren zwei sich einfach und den dritten zweifach schneiden. 7) Vier windschiefe Gerade c, d, e, f und ihre beiden Transversalen a, b] ein Fall, dessen Gleichungssystem auch von Cayley gegeben worden ist und der, auf eine Fläche dritter Ordnung durch drei der Geraden a, b, c angewandt, eine Fläche siebenter Ordnung mit den dreifachen Geraden a , b', c und den zweifachen Geraden d', e‘, f liefert, die noch neun einfache Gerade enthält. 8) Eine ebene und eine Raumcurve dritter Ordnung, die sich in drei Punkten schneiden. 9) Eine Gerade, eine Raumcurve dritter Ordnung und ein Kegelschnitt, der jene zweimal und diese dreimal schneidet. 10) Die sechs Kanten eines Tetraeders, wo die Xi sich wie die recipro-ken Werthe der yi verhalten. 216) Man findet Reispiele für diese verschiedenen Fälle bei Noether (insbesondere 1, 2, 8 betr.) und Cremona.

Diese Transformationsmethoden können also zur mehrseitigen Untersuchung schon bekannter Flächen wie zur Entdeckung neuer ein wirksames Mittel bieten.

	
IX. Kapitel.



Zur allgemeinen Theorie der Flächen.

	
A. Algebraische Probleme.


	
431.    Indem wir uns zur allgemeinen Entwickelung zurückwenden, scheint es erforderlich, die Erörterung einiger Probleme vorauszuschicken, welche schon in dem Früheren nahegelegt und deren Ergebnisse für den Fortschritt der Untersuchung förderlich sind.





Sie betreffen zuerst die Frage von der Bestimmung der Flächen durch lineare Bedingungen oder gegebene Elemente, sagen wir durch Punkte, die ihnen angehören; eine Frage, welche in den ersten Artikeln dieses Bandes berührt, aber nicht erschöpft ist. Im Folgenden geben wir das Wesentlichste von dem, was Jacobi in einer schönen Abhandlung für dieselbe geleistet hat.247)

Im Art. 1 ist gezeigt, dass die Fläche nter Ordnung durch (n + 1)0+2) (+3) _ 1 = N („)

ihrer Punkte und die Durchschnittscurve von zwei Flächen nter Ordnung durch N (n) — 1 ihrer Punkte völlig bestimmt ist; wir erweitern die Untersuchung zunächst auf die Durchschnittscurve von Flächen mter und nter Ordnung (unter der Annahme m > n). Indem man die Gleichung der Fläche nter Ordnung durch eine Function (m — 1)ten Grades mit willkürlichen Coeffleienten multi-plicirt, erhält man eine Gleichung mten Grades, die zu der gegebenen Gleichung mten Grades so addirt werden kann, dass so viele Glieder der Summe verschwinden, als willkürliche Constanten eingeführt wurden, also N (m — n) — 1.

Die reducirte Gleichung enthält also N (m) — N (m — n) Glieder und ihre Bestimmung erfolgt durch eine um Eins kleinere Anzahl von Punkten; oder alle Flächen mter Ordnung, welche durch so viel Punkte einer Fläche nter. Ordnung gehen, haben mit dieser dieselbe Schnittcurve gemein. Diese Cmjn kann mit N (m — n) — 1 beliebigen Punkten des Raumes durch eine Fläche mter Ordnung verbunden werden.

Für m < n erhält man die obige Zahl der bestimmenden Punkte gleich N (m), was mit der Annahme N (m — n) — — 1 für m < n übereinstimmt. Für m < n geht durch die Curve Cmi n nur eine Fläche mter Ordpung.

Legt man für m>n durch Cmin zwei Flächen nter Ordnung, so schneiden sie sich in einer Cm,m_n, die durch N (m — n) ihrer Punkte und die Cm^ n bestimmt ist und jene in der Gruppe von Schnittpunkten dreier Flächen von den Ordnungen m, n, m — n schneidet. Legt man durch dieselbe Cm^ n eine dritte Fläche mter Ordnung, so schneidet sie die beiden ersten in zwei Cm, m—n, welche die Schnittpunkte von den Flächen der Ordnungen m, m — n, m — n gemein haben; diese Punkte sind bestimmt durch N (m — n) — 1 von ihnen und die Curve Cm^n. Die drei Cm^m — n, in welchen die Flächen mter Ordnung sich paarweise schneiden, liegen auf drei Flächen (m — n)ter Ordnung, die einem durch die N (m — n) — 1 Punkte bestimmten und durch die Punkte (m, m — n, m — n) gehenden Flächenbüschel (m — n)ter Ordnung angehören. Für m == 2, n == 1 erhält man den Satz Bd. I, Art. 138.

	
	
432.    An demselben Orte haben wir gezeigt, dass alle Flächen nter Ordnung, die durch N (n) — 2 feste Punkte gehen, äusser denselben






(n — 1) (5n2—n — 12)

2.3

Punkte gemein haben; oder sind n3 Systeme von Werthen dreier Unbekannten gegeben, so müssen, damit man durch dieselben drei Gleichungen nten Grades genügen kann, zwischen den Werthen jener Unbekannten Bedingungen in der vorigen Anzahl stattfinden.

Wir dehnen jetzt die Untersuchung auf den Durchschnitt von Flächen verschiedener Ordnungen aus und nehmen zunächst an, dass zwei der Flächen von der nten und die dritte von der mten Ordnung für m > n sind. Die vorigen Betrachtungen lassen dann zunächst schliessen, dass man mit Hilfe der zwei Gleichungen nten Grades aus der Gleichung mten Grades 2N (m — n) — 2 Glieder beseitigen kann; dies ist jedoch nur richtig für m — n <n.

Sind nämlich 9 == 0, 1 = 0 die beiden gegebenen Gleichungen nten und ist f.= 0 die Gleichung mten Grades und bezeichnen u, v Functionen (m — n)ten Grades mit willkürlichen Coefficienten, so kann man zu f den Ausdruck (ug — vi) addiren und dadurch in f — uq — vi so viele Glieder zerstören, als (ug—vw) willkürliche Constanten enthält; ist aber m — n^n, so ändert sich (u p—vi) nicht, wenn man an Stelle von u und v die Ausdrücke u—Ai und v — Ag setzt, in denen 1 einen beliebigen Ausdruck (m — 2n)ten Grades mit willkürlichen Coefficienten bezeichnet. Es muss also von der Anzahl der Coefficienten in u und v die Anzahl derjenigen in A abgezogen werden, damit man die wahre Anzahl der Grössen erhält, welche in (u g — vi) willkürlich sind. Sonst ist für m > 2n die Zahl der Glieder, welche in einem Ausdrucke mten Grades mit Hilfe zweier Gleichungen nten Grades zerstört werden können, gleich 2N(m — n)—N(m—2n) — 1 und die nach der Reduction bleibende Gliederanzahl

N (m) — 2 N (m — n) — N (m — 2n) — n2 (m — n — 2).

Ist aber m < 2n, so ist die Zahl der wegzuschaffenden Glieder gleich 2 N (m — n) — 2.

Daraus folgt, dass für m 2 n, m<2n der Ausdruck mten Grades mit Hilfe zweier Gleichungen nten Grades auf eine Anzahl von

N (m) — 2N (m — n) — 1

	
	
	
9—   (2n — m — 1} (2n — m—2} (2n — m







= 75 (m — 2—2) — --------—---3---—--------

Gliedern reducirt werden kann. Man erkennt, dass die Anzahl n2 (m — n — 2) auch für m 2 2n — 3 richtig ist. Man hat also den Satz: Ist m^n und ist die Schnittcurve zweier Flächen nter Ordnung gegeben, so dürfen von den in derselben gelegenen Punkten, durch welche eine Fläche mter Ordnung sich legen lässt, die die Curve selbst nicht enthält, nicht mehr willkürlich gewählt werden, als n2 (m — n — 2) — 1 für m >■ 2n — 3, und nicht mehr als

,       ।    । (2n — m— l)(2n — m— 2)(2n-m — 3) n2 (m — n + 2) —  ------"—2.3—"-----— — 1

für

m < 2n; und umgekehrt kann für m^2n — 3 und für m < 2n durch n2 (m — n — 2) — 1, respective durch

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 37

9 z       . — . (21—m — 1)(2n — m — 2)(2n—m — 3)   .

24 (m — n — 2) — -------—---—3 —------- — 1 beliebig gewählte Punkte auf derselben eine Fläche mter Ordnung gelegt werden, die die Curve nicht enthält.

	
	
433.    Drei Flächen von den Ordnungen m, n und n^m^i'i) schneiden sich mn2 Punkten. Ist dann 1) m^2n—3, so sind nach dem vorigen Artikel diese mn2 Punkte durch





22 (m — n — 2) — 1 von ihnen bestimmt, die in der Schnittlinie zweier Flächen nter Ordnung liegen, und zwischen ihren Coordinaten müssen also

2 {n2 (m — n + 2) — N (n) }

Bedingungen erfüllt sein; denn N(n)—1 Punkte bestimmen die Schnittcurve zweier Flächen nter Ordnung. Die Gesammtzahl der Bedingungen, welche zwischen den Coordinaten aller mn2 Punkte stattfinden müssen, ist daher

3 {mn2 — n2 {m — n + 2) + 1} + 2 (n2 (m — n + 2) — N (n)} 0 . (1472—27 - 9) = (m — 2n) — (n — 1) -----3--

Ist aber 2) m<2n, so sind alle mn2 Schnittpunkte durch , Z     , (22 — m—1)(2n — m —    — m—3) n2(m — n — 2) —  ------—93——-- von ihnen bestimmt, welche in der Schnittlinie zweier Flächen nter Ordnung liegen, und es müssen zwischen den Coordinaten ( ,(22 — m — 1)(2n — m—2)(2n — m—3) 2 {n2 (m — n — 2) —  -------——-—,--—-------- — N(n)\

Relationen stattfinden; also in allem zwischen den Coordinaten der mn2 Punkte

O 9          ,  (22— m—1)(2n—m—2)(2n—m—3) . . 31 mn2- n2 (m — n — 2) —  ------——0,——--- — 1 :

।    । (2n— M— 1)(2n—m — 2)(2n — m—3) —2/n-(m—n—2)—  -----————-———--- — N (n) : ,(21 — m — 1)(2n—m — 2)(2n — m— 3) = 3mn— n (m — n —I 2) —  ------——2—3--------- _ (n+1) (n+2) (n+3) । . 3                  ‘ ° = 3mn2 — N (m) — 2N (n) + 3N (m — n) + 3.

Für m = n wird 2/(2n—m—1)(2 n—m—2)(2n—m— 3)   .

n‘(m — n — 2) — ————-—.9——--- — 1 == N(n) —2,

welche Anzahl von Punkten immer in der Schnittlinie zweier Flächen nter Ordnung liegen kann, da diese durch N (n) — 1 Punkte bestimmt ist. Daher ist hier die Anzahl der Bedingungen (,      ।    । (22— m — 1) (22 — m — 2) (2n-m-3)   — . 2""m—+2) ------"-2.3-"-----— N (") | gleich — 2, und für m = n muss also die vorher gegebene Ge-sammtzahl der Bedingungen um 2 vermehrt werden. Sie war

+ 3mn2 — N (m) — 2N (n) + 2N (m — n) + 3, oder (vergl. Art. 432)

5 23 — 6n2—11n+12 o

2                             ’

	
	
434.    Wir betrachten jetzt den Fall, in welchem eine der Flächen von der n^ Ordnung ist, während die beiden andern von der mten Ordnung sind (m 2 n). Dann können in der Gleichung einer Fläche mter Ordnung durch die Gleichung der Fläche nter Ordnung N (m — n) — 1 Glieder zerstört werden, und es er-giebt sich durch den vorhergehenden ganz ähnliche Betrachtungen, das für m > n in einer Fläche nter Ordnung N(m)— N(m— n) —2 und nicht mehr Punkte angenommen werden können, durch welche eine Schnittcurve von zwei Flächen mter Ordnung gelegt werden kann, die nicht ganz in jener Fläche nter Ordnung liegt. Man kann also m^n Punkte für m > n als Schnittpunkte einer Fläche nter Ordnung mit zwei Flächen mter Ordnung ansehen, sobald zwischen ihren Coordinaten





3(m2n—N (m) -\-N (m— n)+2 } — N(m) —N(m— n)—N^n) —2 _ i .   73— 222-11n — 8

— MR(4m 7 — 4)--9—--—-

Bedingungen erfüllt. Und die Anzahl dieser Bedingungen muss für m = n um 2 vermehrt werden.

	
	
435.    Sind endlich alle drei Oberflächen von verschiedenen Ordnungen n, m, l, so gehen wir davon aus, dass imn — N (T) Bedingungen erfüllt sein müssen, damit Imn Punkte in einer Fläche Tter Ordnung liegen. Die Gleichung der Fläche nter Ordnung kann durch diejenige der Fläche iter Ordnung auf N {n) — N (n — l) Glieder reducirt werden; und damit dieser Gleichung die Coordinaten von Imn Punkten genügen, müssen daher Imn — N (n) — N (n — l) — 1 Bedingungen erfüllt sein. Was endlich die Gleichung mten Grades betrifft, so sind zwei Fälle zu unterscheiden.





Es sei 1) m 2 n — l. Dann wird durch dieselben Betrachtungen wie vorher bewiesen, dass die Gleichung mten Grades auf N(m)—N(m—n)—N(m—l) —N(m—n—l^—^nK^m—n — l+4)

Glieder reducirt werden könne. Und damit einer solchen Gleichung durch Imn Punkte genügt werde, müssen

Imn — ^nl (2m — n — l+4) + 1 = 4 nl (n + l — 4) + 1

Bedingungen erfüllt sein. Daher wird die Gesammtzahl der Bedingungen, welchen Imn Punkte genügen müssen, damit sie als die gemeinsamen Schnittpunkte von drei Oberflächen lter, mter und nter Ordnung betrachtet werden können, die keine gemeinschaftliche Schnittcurve haben, für n > l, m^n -\- l gleich

2lmn — N (l) — N (n) + N (n — Z) + ^nl (n -^l — ^ -\- 2 = 2lmn + nl2 — ^nl — 2l2 — $ (l ~ 1) (Z — 2) (l — 3) .

Diese Zahl muss für n = l um die Einheit vermehrt werden, damit sie mit der oben für diesen Fall gefundenen Zahl übereinstimmt. Denn für n = l kann die Gleichung iten Grades durch die vom nten Grade auf eine um Eins kleinere Gliederanzahl reducirt werden, nämlich auf N^), und die Zahl der Bedingungen, die erfüllt sein müssen, damit die Coordinaten von Imn Punkten solcher Gleichung genügen, ist Imn— Nty — 1, d. h. um Eins grösser als vorher.

Es sei 2) m < n — l. Dann bleibt alles übrige wie vorher, nur ist die Zahl

(m — n — l — 1) (m — n —l — 2) (m — n — l — 3) nicht abzuziehen. Die Zahl der Bedingungen wird daher

= 2lmn + n2l — ^nl — 27 — ^ (l + 1) (l + 2) (l + 3) — 21, (n + l — m — 1) (n + l — m — 2) (n + l — m — 3) .

Diese Zahl ist für m—n oder n = l um Eins, für n — m — 1 um Drei zu vermehren.

Ist m 2 n — l, so wird die Zahl der Punkte, die man in der Schnittcurve zweier Flächen nter und lter Ordnung annehmen darf, damit durch dieselbe eine Fläche mter Ordnung möglich sei,

= nl I m —I 2--9 ) — 1.

Ist m > n, m>l und m < n — l, so wird deren Anzahl n 1 (" + 2 — "2) + N (" + 1 — m — 4). 245)

	
	
436.    Wir wollen einen besondern Fall der Bestimmung einer algebraischen Fläche hervorheben, der von Interesse ist, nämlich den der central-planar-symmetrischen Flächen.





Für solche Flächen giebt es einen Punkt y^ und eine Ebene Gi von solcher Lage, dass auf jeder durch den Punkt yi gehenden Geraden die Schnittpunkte mit der Fläche eine Involution von Paaren bilden, deren Doppelpunkte in yi und im Durchschnittspunkte Zi der Geraden mit der Ebene ^ liegen.

Eine solche Fläche fällt mit ihrer entsprechenden in einer centrischen involutorischen Collineation zusammen, für welche jener Punkt das Centrum und diese Ebene die Collineationsebene ist. 249) Die Punkte eines Paares entsprechen einander als Bild und Original, die zugehörigen Tangentialebenen der Fläche gleichfalls, sodass sich die letztem in je einer Geraden der Ebene Gi durchschneiden. Man hat den bezeichneten Punkt und die genannte Ebene als harmonischen Pol und harmonische Polarebene der Fläche bezeichnet. Wenn der erstere unendlich fern ist, so verwandeln sich die involutorischen Reihen von Schnittpunkten der von ihm ausgehenden Strahlen mit der Fläche in symmetrische Reihen, und falls die Richtung des Centrums zur Ebene normal ist, auch die involutorischen Ebenenbüschel der zu jenen Schnittpunkten gehörigen Tangentialebenen in symmetrische Büschel — die Fläche ist symmetrisch in Bezug auf eine Ebene. Ist umgekehrt die Ebene unendlich fern, so verwandeln sich jene Reihen in symmetrische Reihen mit dem harmonischen Pol als Centrum und die Tangentialebenen in entsprechenden Punkten werden parallel, die Fläche ist symmetrisch in Bezug auf ein Centrum, oder sie hat einen Mittelpunkt.                               •

So übertragen sich Eigenschaften, welche die Flächen zweiter Ordnung allgemein besitzen, auf besondere Flächen höherer Ordnungen. Für ungerade Ordnungszahl muss dabei von den (2v — 1) Schnittpunkten nach dem Begriffe der Involution einer sich selbst entsprechen, d. h. im harmonischen Pol liegen; offenbar müssen auch die Haupttangenten der Fläche im harmonischen Pol zusammenfallen, oder derselbe muss für sie ein parabolischer Punkt sein. (Vergl. „Höhere Curven" Art. 171 f.)

Wenn bei einer Fläche von gerader Ordnung mit harmonischem Pol dieser in der Fläche läge, so müsste er zwei Mänteln derselben angehören und für beide ein parabolischer Punkt sein. Im Falle der ungeraden Ordnung müsste derselbe in gleicher Weise einer ungeraden Anzahl von Mänteln der Fläche angehören. Die Tangentialebenen der Flächen in ihren Schnittpunkten mit der harmonischen Polarebene gehen durch den Pol, die Inflexions-tangenten unter den Erzeugenden des betreffenden Kegels — sofern sie nicht in zwei entsprechenden Punkten der Fläche In-flexionstangenten sind — haben ihre Berührungspunkte in der Polarebene; ebenso die stationären Tangentialebenen — abgesehen von denen im Pol im Falle ungerader Ordnungszahl. Die Singularitäten einer solchen Fläche kommen im Allgemeinen doppelt vor, als entsprechenden Punkten respective Tangentialebenen angehörig; etc. Nach dem Hinweis auf die Curven dritter Ordnung wird man beispielsweise das Entsprechende für Flächen dieser Ordnung leicht ableiten.

	
	
437.    Man kann ohne Schwierigkeit die Besonderheiten der Gleichung einer solchen Fläche entwickeln. Ist der Punkt ^yt — uz; auf dem Strahle aus dem harmonischen Pol yt nach dem beliebigen Punkte 2; der Polarebene ein Punkt der Fläche, so muss auch Xyi — ^^ ein Punkt derselben sein; schreiben wir also die Gleichung der Fläche in der Form U == 0, so müssen (bei geradem n) gleichzeitig für alle Werthe von u: die Gleichungen





A"U, + 2"—lud,U, + 112 2n—2u?d,2U, + etc. = 0,

XnUy - -1ua,U,+ 112 A"—2u3d,2U, — etc. = 0 erfüllt sein (bei ungeradem n mit Wegfall des ersten Gliedes und Ausscheidung von u), oder es müssen (im ersten Falle) die Relationen stattfinden für jede Lage von z in der Polarebene

4,Uy = 0, 4,3 Uy = 0, etc.;

sodass, wenn man für ui} vi, Wi als drei beliebige Punkte der Polarebene die Zi durch u^ — avi — ßwt ersetzt, die Coefficien-ten aller Glieder der erhaltenen Entwickelungen einzeln verschwinden müssen.

So entspringen aus den vorigen Gleichungen drei, zehn, einundzwanzig, etc. Bedingungen.

Um sie zu schreiben, setzen wir wie in Art. 13 U = axm, sodass die Entwickelung und die Bedingungen für gerades n zunächst werden

Xnayn + a"-lua,”-la, + 11y2"—2u2a,"—2a,2+...+u"a,"=0;

ayn~1az = 0, a,"—3a,3 = 0, ..., ayazn~ 1= 0.

Die Bedingungen werden dann durch Einführung der u, v, w a,"—la, == 0, ayn~1av = 0, a,"—la, == 0; ayn~^au—Q, ayn~~3auav — 0,       ayn~3aws — 0; ayau"—1=0, ayaun~2av = 0> ..., ayawn~1 = Q.

Ebenso die für ungerades n

ayn — 0} ayn~3au =0, a,"—2aua, ==0, ..., ayn~2awz —0] etc. aya^~ 1 = 0, ciya^^ 2a, — 0, ..., ayawn~l — Q.

Ihre Anzahl ist für n = 2 u im ersten Falle

+ # (4,3 + 9 + 5), im zweiten Falle für n = 2u* — 1

+(* + 1) (4w**+11,* + 6); es bleiben also nach Festsetzung eines Punktes als eines harmonischen Pols und seiner Polarebene im ersten Falle von N (n) übrig

t # (4u2 + 15u + 17), und im zweiten Falle

+ (4u*3 + 21 u*2 + 35u* + 12) zu wählende Bedingungen; also für n = 1, 2, 3,4, 5 respective 2, 6, 12, 21, 3 3 respective anstatt 3, 9, 19, 34, 55.250)

Da nun die Festsetzung der harmonischen Ebene für sich, weil sie ihre Coordinaten von den Coefficienten der Flächengleichung abhängig macht, drei Bedingungen giebt, so erklären sich die Besonderheiten der beiden ersten Fälle ohne Widerspruch. Im Falle der Untersuchung der Symmetrie würde man die beiden Fälle der Symmetrie in Bezug auf ein Centrum und in Bezug auf eine Ebene in Cartesischen Coordinaten getrennt durchführen und dieselben Ergebnisse erhalten.

	
	
438.    Unsere Untersuchungen sollten ferner betreffen die Frage nach der Ordnung und dem Gewichte der Systeme -von Gleichungen.251)





Aus (Je — 1) Gleichungen zwischen k unabhängigen Variabeln ergiebt sich für jeden angenommenen Werth der einen eine Anzahl von Gruppen von Werthen der übrigen, und somit eine einfach unendliche Reihe von „Punkten", wir sagen eine „Curve". Com-biniren wir allgemein mit dem gegebenen System von Gleichungen eine willkürliche Gleichung ersten Grades, so erhalten wir eine bestimmte, dem Product der Grade gleiche Zahl von Punkten, die wir als die Ordnung der Curve bezeichnen.

Mit (k — 2) Gleichungen erhalten wir ganz ebenso ein zweifach unendliches System von „Punkten" oder eine „Fläche"; die Combination des Systems mit einer willkürlichen Gleichung ersten Grades giebt eine „Curve“, deren Ordnung das Product der Grade der (k — 2) Gleichungen wäre, und diese oder die Zahl der Punkte, welche zwei willkürliche lineare Gleichungen mit dem System bestimmen, ist die Ordnung der Fläche. Wir übertragen diesen Ausdruck als Ordnung des Systems von Gleichungen auf jeden andern Fall; wir ergänzen die Zahl der Gleichungen durch willkürliche lineare Gleichungen zur Zahl der Unbekannten und bestimmen die Zahl der gemeinsamen Werthegruppen.

	
	
439.    Wenn wir (k — 1) Gleichungen zwischen k unabhängigen Variabeln haben, deren Grade l, m, n, etc. sind, so können wir die Variabeln eliminiren und erhalten eine Resultante, in welche die Coefficienten jeder Gleichung in einem Grade eingehen, der dem Producte der Grade der übrigen Gleichungen gleich ist. Für vier Gleichungen von den Graden l, m, n, r wird daher eine Grösse, die in den respectiven Graden A, u, v, 0 in die bezüglichen Coefficienten eingeht, im Grade





kmnr — ^nrl — vrim — ylmn in der Resultante auftreten. Wir wollen nun die Grade 2, u, v, 0, in denen die Gleichungen eine solche nicht eliminirte Grösse enthalten, als ihre respectiven Gewichte bezeichnen und haben dann in dem vorigen Ausdrucke das Gewicht der Resultante oder des Systems, und den Satz, dass dasselbe gleich ist der Summe der Producte aus den Gewichten der einzelnen Gleichungen in die Grade oder Ordnungen der jedesmal übrigen.

Dies bleibt zudem wahr, wenn das gegebene System in Theilsysteme zerlegt wird; es bilden z. B. die beiden ersten Gleichungen ein System von der Ordnung im und dem Gewicht (km — ul) und die letzten beiden ein System von der Ordnung nr und dem Gewichte (yr — ^n}, sodass nach unserem Satze das Gewicht des Systems aus beiden Paaren den Werth

nr (km — ul) — im (yr — on) erhält, der von dem Obigen nicht verschieden ist. Wir werden die letztere Ausdrucksform weiterhin als nützlich erkennen.

	
	
440.    Wenn wir zu den k Gleichungen mit eben so vielen unabhängigen Veränderlichen, welche Imn . . . Punkte repräsen-tiren, eine weitere Gleichung hinzufügen, welche für einige der besagten Punkte erfüllt ist, für andere nicht, so haben wir ein System von (k — 1) Gleichungen gebildet, welches Punkte re-präsentirt, d. h. welches durch eine gewisse Anzahl von Werthe-gruppen der Veränderlichen befriedigt wird, eine Zahl jedoch, welche im Allgemeinen kleiner ist, als das Product der Grade von irgend k unserer Gleichungen. Die Fälle, in denen eine Anzahl Punkte in keiner andern als der hier geschilderten Weise ausgedrückt werden kann, sind nicht selten. Für p als Primzahl z. B. können p Punkte einer Ebene, die nicht in einer Geraden liegen, nicht als Durchschnittspunkte von zwei Curven bestimmt werden, da irgend zwei durch sie hindurchgelegte Curven äusser ihnen immer noch andere Punkte gemein haben müssen; erst durch Hinzufügung einer dritten Curve; welche jene p Punkte, aber keinen dieser übrigen enthält, können wir sie vollständig defmiren — nämlich als die einzigen Punkte, die allen drei Curven gemeinschaftlich sind. Es ist nöthig, in einer Beihe von Fällen, in denen ein System von Punkten durch mehr als k Gleichungen definirt ist, Regeln zur Bestimmung der Ordnung des Systems, d. h. der Zahl von Werthegruppen der Veränderlichen zu entwickeln, die alle Gleichungen derselben befriedigen.





Und wenn anderseits ein System von {k — 1) Gleichungen eine einfach unendliche Reihe gemeinsamer Werthegruppen zulässt oder eine Curve ausdrückt, so können wir durch Hinzufügung einer weiteren Gleichung einen Theil dieser Reihe ausschliessen, indess der andere mit allen ihm angehörigen Werthegruppen auch sie befriedigt. Dann liefern (k — 1) Gleichungen eine zusammengesetzte Curve, und es sind alle k Gleichungen nöthig, um denjenigen Theil derselben zu definiren, dessen Punkte allen Gleichungen genügen. Wir wollen die Ordnung und das Gewicht für derartige Systeme von Gleichungen bestimmen, die wir beschränkte Systeme nennen können. So ist (Art. 78 f.) nicht jede Curve im Raume eine vollständige Durchdringung von zwei Flächen; sie kann dann nur als der Theil einer solchen Durchdringung definirt werden, der zugleich einer dritten Fläche oder allen Flächen einer Gruppe angehört.

	
	
441.    Das einfachste Beispiel eines solchen Systems ist die Determinantengruppe





I ", v,w =0 I U, v', w' ‘ oder

vw' — v’w = 0, wu — w‘ u — 0, uv‘ — u'v — 0.

Schreibt man diese Gleichungen in der Form u : u — v : v' = w : w',

so sieht man sofort, dass Werthe der Variabein, welche zwei von ihnen befriedigen, auch der dritten im Allgemeinen genügen müssen — äusser in den Fällen, wo entweder u, u‘ oder v, v' oder w, w' gleichzeitig Null sind, da dann zwei der Gleichungen befriedigt sind, die dritte aber nicht. Damit ist der Weg zur Bestimmung der Ordnungszahl des Systems gewiesen. Sind l, m, n die respectiven Grade von u, u', von v, v' und von w, w‘, so sind die Grade der beiden ersten Gleichungen m — n, n — l und die Ordnung ihres Systems (m — n) (n — l); aber die in diesem Systeme mit enthaltenen Werthe, für welche w und w' gleichzeitig verschwinden, genügen der dritten Gleichung nicht, und da sie ein System von der Ordnung n2 bilden, so ist die Ordnung des Gesammtsystems mn — nl — im.

Da unsere Gleichungen als Resultanten der Elimination des Parameters Z zwischen den Paaren aus u — Xu' = 0, v — Xv = 0, w— Aw‘ = 0 angesehen werden können, so haben wir in ihnen für zwei und für drei unabhängige Veränderliche respective den Ausdruck der von drei projectivischen Curvenbüscheln von den Ordnungen l, m, n in derselben Ebene erzeugten Punkte oder der von drei projectivischen Flächenbüscheln erzeugten doppelt gekrümmten Curve.

Denken wir ebenso ein System mit drei Zeilen und vier Verticalreihen


u, v, w,




u‘, v, w‘.




u", v", w",
[image: ]




so betrachten wir die durch Unterdrückung der dritten respec-tive vierten Reihe entstehenden Determinanten, d. h. in entwickelter Form die Gleichungen

u" (vw' — v'w) — v" (wU — w'u) — w" (uv' — U v) == 0, u" (vw' — v'w~) — v" (wu — w’u) — w" (uv — u'v) = 0, und bemerken, dass dieselben durch alle diejenigen Werthe befriedigt werden, welche den Gleichungen

vw‘=v‘w, wu — w'U, UV—UV

genügen, während diese Werthe das Verschwinden der andern beiden Determinanten des Systems nicht bewirken. Wir haben also von (l + m — nf, der Ordnung des Systems der beiden entwickelten Gleichungen, die eben vorher bestimmte Ordnung des Systems der letzten Gleichungen (mn — nl — lm) abzuziehen und erhalten in dem Rest (l2 — m2 + n2 — mn — nl — lm) die Ordnung des Systems der Determinanten.

Wir können dasselbe als Resultat der Elimination von zwei Parametern A, u zwischen den vier Gleichungen

u — Av — uw = 0, .., u" — Av" — uw"" = 0

ansehen, und sie drückt diejenige Curve aus, welche allen denjenigen Flächen zugleich angehört, die durch Elimination der Parameter zwischen den verschiedenen Gruppen von dreien dieser Gleichungen ausgedrückt werden; diese Flächen sind die Erzeugnisse von je drei projectivischen Gebilden zweiter Stufe (Netze, Bündel), die Curve ist das Erzeugniss von vier solchen Gebilden.

	
	
442.    Zur Vorbereitung für den Reweis der allgemeinen Regel schalten wir folgende Entwickelung ein. Man beweist, dass die durch eine symmetrische Determinante dargestellte Fläche immer eine bestimmte Anzahl von Doppelpunkten besitzt, nämlich 1 (S1S12 — S123), wenn durch S1, S12, S123 die Summe, die Summe der Producte zu zweien und die Summe der Producte zu dreien von den Graden der Leitglieder 011, 422, a33, etc. der betrachteten Determinante ausgedrückt werden.





Die Determinantentheorie giebt die identische Gleichung -

D,,D,.. (D,.)2 - D,1%2 • D, wenn Da die Minordeterminante bezeichnet, welche durch Unterdrückung der Horizontal- und der Verticalreihe des Elements an aus der gegebenen Determinante entsteht, wenn D die Determinante selbst und D11122 die zweite Minordeterminante ist, welche der Unterdrückung der Reihen von au, ai2 entspricht. Es ist daher offenbar, dass die durch

D.D,2 (D,2)2 - 0 repräsentirte Fläche die Durchschnittspunkte von

Du = 0, D, = 0, D12 - 0 zu Doppelpunkten hat, und da die Grade dieser Gleichungen für A,, A1 als die Grade der beiden ersten Hauptelemente respective

8, — 4, s — A, s, - } (4+4) . sind, so ist die Zahl der Doppelpunkte das Product dieser drei Zahlen. Sind die Summe und die Summe der Producte zu zweien von den Elementen mit Ausschluss von A. und A1 durch Si‘ durch S12‘ bezeichnet, so ist das Product

(s - A) (S, - A)(S, — 1(1, + A,)) durch

+((8,8,2 + 8’8,2 + (S."2 - 82) 8, + A3 - S,‘S2‘) entwickelt dargestellt. Dies ist die Zahl der Doppelpunkte des zusammengesetzten Systems D11722 . D == 0, also eine Zahl, die aus der Zahl der Doppelpunkte in D11722 = 0, der Zahl der Doppelpunkte in D = 0 und einer Zahl von Punkten der Curve D.,,9 . D = 0 zusammengesetzt sein wird. Wenn wir aber in der Determinanten-Matrix die ersten beiden Horizontalreihen unterdrücken, so besitzen die durch die Determinanten des übrigbleibenden Systems bestimmten Flächen, unter denen D11,22 == 0 sich findet, eine Anzahl gemeinschaftlicher Punkte, welche mittelst der im Folgenden entwickelten Formel für die Ordnung des Systems k — 2 berechnet werden kann, indem man 1 (A, — Ao), 1 (A, + A), etc.; 1 (As + Ao), 1 (A + A), etc. für die Grade der Horizontalreihen nimmt. Das Ergebniss ist

1 (S... + 8’8, + (s,"9 - s.) s, + w3 - 28,‘S, + S,.5)) •

Diese Punkte aber, deren Anzahl soeben bestimmt worden ist, sind Punkte, in welchen die Flächen

Da — 0, D22 = 0, D12 — 0 sich berühren und sie zählen daher als je vier unter den Durchschnitten dieser Flächen (vergl. Art. 297). Indem man aber das vierfache der eben gefundenen Zahl von der Gesammtzahl der Schnittpunkte subtrahirt, erhält man

1 (Si S12 S123 — S1S12 S123), und erkennt daraus, dass, wenn die Anzahl der Doppelpunkte der Fläche, welche die symmetrische Determinante D11722 bestimmt, gleich 1 (ß^S^' — S123‘) ist, die Anzahl der Doppelpunkte der Fläche D = 0 durch 1 (S1S12 — S123) dargestellt wird. Da aber jenes in dem einfachsten Falle leicht bewährt werden kann, so gilt das letztere, d. h. der Satz dieses Artikels allgemein.252) In Art. 295 ist eine Anwendung desselben erwähnt, die dann in Art. 297 direct abgeleitet ward.

	
	
443.    Für den zu Art. 441 entsprechenden allgemeinen Fall von (i — 2) Gleichungen mit i linear in ihnen auftretenden Parametern entsteht in gleicher Weise wie dort ein Determinantensystem


Ao + do , Ao + a ,

A, — ai — 1 ,




Ai d do , A, + a ,

A, — a- 1 ,




	
-    ., Ai + do


	
•    • • , A; — a1


	
•    • • , Ai | Ci — 1









von (i — 1) Reihen und i Zeilen. des Art. 441 mit vier Reihen und chen mit fünf Reihen und vier Zeilen übergeht und in gleicher Weise fortschreitet, so erkennt man die Richtigkeit einer allgemeinen Regel, die wir begründen, indem wir zeigen, dass ihre Richtigkeit für (i — 1) Reihen aus der für i Reihen folgt.


Wenn man von dem System




drei Zeilen zu einem sol



Wir nehmen an, dass die Elemente des obigen Determinantensystems zugleich die Ordnungszahlen derselben als Functionen der Variabein ausdrücken, sodass die Reihen und Zeilen des Systems in den Ordnungszahlen ihrer Elemente äquidifferent sind, und wir bezeichnen durch S1 und S2 die Summe aller Ordnungen ao — a1 — ■ • • at — i nach Reihen, und die Summe aller Pro-ducte derselben in Paaren mit Wiederholungen

ao2 + doQ, + dod2 -a-.. + ai-2a- i + ai- 12;

ebenso durch S1 und S, die gleichgebildeten Summen für die

Ordnungszahlen Ak nach Zeilen, jedoch ohne Wiederholungen; also Si = ZA,, S, = ZA; Ak\ dagegen also

S1 = Za;, S, = Za, — Sci'i ctk.

Dann ist die Ordnung des Systems, z. B. die Ordnung der Curve aus i — 2 projectivischen Systemen iter Stufe, gleich

s, + 8,*, + 8

Denn wenn wir die durch Unterdrückung der ersten, respective der zweiten Reihe gebildeten Determinanten betrachten, so sind sie von den Ordnungen 81 — S — A, s, — S — At und bilden also ein System von der Ordnung (s, — S,—A^ (s, — S. — A).

Aber diese beiden Determinanten verschwinden für alle diejenigen Werthe, welche die sämmtlichen Determinanten des niedrigeren Systems verschwinden machen, das durch Unterdrückung beider ersten Reihen aus dem gegebenen hervorgeht, während für dieselben Werthe die andern Determinanten des gegebenen Systems nicht verschwinden. Wir müssen also von dem vorhin bezeichneten Producte die Ordnung des niedrigeren Systems abziehen, um die Ordnung des gegebenen Systems zu erhalten.

Jene Ordnung des niedrigeren Systems aber können wir berechnen, wenn wir die Wahrheit des behaupteten Gesetzes voraussetzen. Wir denken dazu in demselben die Zeilen als Reihen und die Reihen als Zeilen geschrieben, sodass das neue S1 mit dem alten S1 übereinstimmt, das neue S2 gleich dem um die Summe der Quadrate der ai verminderten S2 und das neue S, gleich dem alten ^ — A — A1, das neue S2, die Summe der Producte A^ — A2A3 — A2A^ — . . ., gleich ist

s, - (A, + 4,) s, + 4,4, + W +4’+..+ 4?) • Daher ist nach der vorausgesetzten Regel die Ordnung des niedrigeren Systems

s,—s,(A,+A,)+4,A,4s,(s,—A,—A,)+3,+(4‘+ • • • +4?)

-WH- .+ 04-12);

und die Subtraction dieser Zahl von (s1—S — A) (s,—Si—A1) giebt wieder

82 + 8,81 + S2 •

Da nun unsere Regel für den Fall von zwei Zeilen und drei Reihen mit Leichtigkeit bewiesen wird, so folgt sie für die Fälle von drei, vier, etc. Zeilen und vier, fünf, . . . Reihen und gilt allgemein.

In den Anwendungen haben wir im Allgemeinen entweder A, oder ao gleich Null. Sind alle Reihen von derselben Ordnung, so sind die ak sämmtlich gleich Null und daher auch S1, S2 gleich Null, die Ordnung des Systems also gleich S2.

	
	
444.    Zugleich ist in dem Vorigen der Weg zur allgemeinen Regel für die Bestimmung der Ordnung der Systeme mit k Zeilen und (k — 2) Reihen, mit k Zeilen und (k — 3) Reihen, etc. gewiesen. Man erhält für dieselben respective





Sa +88 + S,82 + 83 ,

84 + Sa3, + 8,82 + S,8a + 84, etc.

Denn nach der Zurückführbarkeit der Fälle mit Je auf die mit (1c — 1) Zeilen genügt die Betrachtung der ersten Fälle; also für (Je — 2) Reihen z. B. des Falles der drei Gleichungen mit den Ordnungen

Ao + do, A + do r A + do • Dieselben bilden ein System von der Ordnung

(Ao+a) (A, + ao) (A,+a) = Ao A A+ao (A A, +AA,+ A A,)

+ do3 (Ao +4+ A) + do3 =8+89, + 8,82 + 8, •

Analog in allen folgenden Fällen.

Das einfachste Beispiel für den Fall (Je — 2) bietet die Aufsuchung der Zahl sich selbst entsprechender Punkte in zwei collinearen Räumen (Bd. I, Art. 40) in folgender Form: Man soll die Bedingung bilden unter der entsprechende Ebenen von vier projectivischen Büscheln A, — AA, — 0, A, — AA,’ — 0, etc. sich in einem Punkte schneiden. Diese Bedingung ist vom vierten Grade und liefert daher vier Werthe von A, deren jeder eine solche Ebenengruppe und einen sich selbst entsprechenden Punkt liefert. Dieser Punkt muss aber jeder der sechs Gleichungen AiAk = AlAk genügen, oder den- sechs Flächen zweiten Grades gemein sein, die sie darstellen; irgend drei von ihnen haben acht Punkte gemein, von denen nur vier auch den übrigen angehören. Die Si sind in diesem Falle gleich Null und die Ordnung ist gleich S.

	
	
445.    Wir können in analoger Weise verfahren, um das Gewicht des im Art. 443 betrachteten Determinantensystems zu bestimmen.





Indem wir mit dem einfachsten Falle beginnen, nehmen wir an, dass das System

U, 0, 10

u, v‘, w'

mit einer andern Gleichung oder mit mehreren Gleichungen verbunden werde, um die Variabein zu eliminiren. Nun enthält das Resultat der Elimination zwischen uv'— u‘v==0, uw' — u'w — 0 und irgend welchen andern Gleichungen die Resultante von u = 0, u' = 0 und diesen andern Gleichungen als einen Factor. Wenn wir diesen Factor ausschliessen, so erhalten wir dasselbe Resultat, als wenn wir zwischen uv' = u'v, vw' = v'w und den übrigen Gleichungen eliminirt und dann denjenigen Factor ausgeschieden hätten, der durch Elimination zwischen v = 0, v‘ — 0 und den übrigen Gleichungen erhalten wird.

Zur Erläuterung der Methode nehmen wir an, dass u, u'^ v, v‘; w, w' respective eine nicht eliminirte Grösse in den Graden A, u, v enthalten und dass wir mit den Determinanten des gegebenen Systems eine andere Gleichung R = 0 von der Ordnung r zu verbinden haben, die diese nicht eliminirte Grösse im Grade Q enthält. Diese Grösse tritt dann in die Resultante von R = 0, uv' — u'v == 0, uw' — u'w == 0 im Grade

• (I + m) G + n) + r {( + m} (+,)+(+ m) G + u)) ein. Die Resultante von R = 0, u = 0, u' = 0 enthält aber dieselbe Grösse im Grade

ol2 + 2rH, und wenn man diesen Factor vom Grade der vorigen Resultante abzieht, so erhält man als Rest

Q (mn — n l — lm) — r {A (m — n) — u (n — l) — v (l — m)}.

Und in diesem Ausdrucke ist der die Grösse Q multiplicirende Factor die Ordnung des Systems der drei Determinanten, und der die Grösse r multiplicirende dagegen das Gewicht.

Nachdem wir so das Gewicht eines Systems von zwei Zeilen und drei Reihen gefunden haben, könnnen wir wie in Art. 442 Schritt für Schritt zu dem Gewichte eines Systems von % Zeilen und 7 — 1 Reihen gelangen.

Behalten wir für die Ordnungszahlen die Rezeichnung des Art. 442 und setzen wir fest, dass die Gewichte der Elemente, d. h. die Grade, in denen sie die nicht zu eliminirende Variable enthalten, durch dieselben mit dem Strich bezeichneten Symbole, also AJ‘ — a^, A^ — a^ etc. Aq + a^ etc. dargestellt werden,

so wird die Formel für das Gewicht aus derjenigen für die Ordnungszahl abgeleitet, indem man an ihr die Operation vollzieht253)

d—L A, —L etc. + a ---L a, -— + etc.

	
	
	
• dAo 1    1 dAr 1         1   0 da0 1    1 dar  1



	
445. Beispiele zu den vorigen allgemeinen Methoden von einfacher geometrischer Bedeutung liefern die algebraischen Probleme über Ordnung und Gewicht a) des mit zwei Bedingungen äquivalenten Bedingungssystems, unter welchem zwei Gleichungen aot" + a,tm-1 + . . • = 0, a^tn + a,‘t-1 + . . . = 0 zwei gemeinsame Wurzeln haben. Es bestimmt für ai und ax‘ als Functionen der Coordinaten und t als einen Parameter eine Curve im Raume, welche in der durch die Resultante beider Gleichungen ausgedrückten Fläche doppelt ist; sodann b) des Bedingungssystems für drei gemeinschaftlichen Wurzeln derselben Gleichungen, d. i. für dreifache Punkte in der durch ihre Resultante dargestellten Fläche, welche natürlich auch dreifache Punkte ihrer Doppelcurve sind; endlich c) des Systems für eine gemeinschaftliche Wurzel von drei Gleichungen und spe-ciell für eine dreifache Wurzel in einer Gleichung, wo die drei zweiten Differentiale derselben einen gemeinschaftlichen Factor haben müssen1), oder d) für zwei Paare von gleichen Wurzeln, welche dann gemeinsame Factoren der ersten Differentiale sein müssen.





Wir wollen kurz die hier besonders in Betracht kommenden Resultate angeben. Im Falle a) besteht das System aus den durch Verschwinden der Determinanten des Schemas mit (n — 1) Zeilen der at und (m — 1) der ax und mit (m + n — 1) Reihen

} n (n — 1) 22 + } m (m — 1) u? + (m — 1) (n — 1) Au — 2 n (n — 1) (2m — 1) la — 1 m (m — 1) (2n — 1) ua — 2 mn (m — 1) (n — 1) a2.

Insbesondere bei gleichen Graden (m = n) für A — u = p, lu “ q

2 n (n — 1) {p — na) {p — (n — 1) «} — (n — 1) q.

Ferner für die a; und a^ als lineare Functionen, also l ==u = 1, « = 0 im allgemeinen Falle

1 (m — n — 1) (m — n — 2)

als Ordnung der Doppelcurve in der resultirenden Regelfläche. (Art. 230.)

Wenn A‘, p, a die Grade der Functionen in einer Reihe von nicht eliminirten Variabein bezeichnen, so erhalten wir das Gewicht des Systems mittelst der Operation

, d .    , d .    , d "da “du T“da‘

oder mit Unterdrückung der symmetrischen Wiederholungen

n (n — 1) Ax’ + + (m — 1) (n — 1) (1u‘ + A‘ u)

— ^n(n— 1) (2m — 1)(l«‘—A‘a) — • — mn (m— 1) (n— 1) aa'.

Das System der Redingungen für den Fall b) ist von derselben Form, aber mit (n — 2)-)-(m — 2) Zeilen und (m—n—2) Reihen; zu seiner Rerechnung sind aber die Regeln förderlich, welche wir weiterhin und besonders in Art. 450, 451 entwickeln. Es hat die Ordnung

4 n (n - 1) (n — 2) 28 + • + 1 (n — 1) (m — 2) (n — 2)2 + +1(m — l)n(n— 1) (n—2) a?a+---+ (m—2) (n—2) {m^n—1)+n(m — 1) } Aua + { 1 n (n — 1) (n — 2) m (m — 2) + } n (n — 1) (n — 2)} az + • — 1 m (m — 1) (m — 2) n (n — 1) (n — 2) «3,

und giebt für a = 0, A = u = 1 das Resultat des Art. 230.

Im Falle c) kann die Ordnung des Systems durch Elimination der in den ax enthaltenen Variabein x,, x,, x3 als dem Grade der Resultante in t gleich bestimmt werden. Sind jene Variabein in ao, ao‘, ao" in den Graden A, u, v und in a,, a,’, a,” in den Graden A — a, u — a, v — a enthalten, etc., so ist die Ordnung

luv — mvX — nlu — a (mnX — nifi — imv) — Imna2^

und das Gewicht für A‘, u‘, v', a' in den analogen Bedeutungen l (uv‘ — u’v) — . . — mn (al' — a‘ A) — . . — 2lmnaa'.

Für die dreifache Wurzel einer Gleichung sind natürlich (n—2) für l, m, n, sodann A — a für u und A — 2 a für v einzuführen, sodass man erhält respective

3 (n — 2)1(1 + na) + n (n — 1) (n — 2) a2 und

6 (n — 2) A2‘ + 3n (n — 2) (a'i + «2) + 2n (n— 1) (n — 2) aa'. Indem man endlich die Resultate für das Bedingungssystem von zwei gemeinsamen Factoren in den ersten Differentialen um die soeben erhaltenen vermindert, erhält man d) Ordnung und Gewicht des Systems von Bedingungen für zwei verschiedene Paare gleicher Wurzeln in der Gleichung

at + a,t"-1+... = 0 in der Form

2 (n — 2) (n — 3)2 (2 + na) + 4 n (n — 1) (n — 2) (n ■— 3) a2 und

4 (n — 2) (n — 3) A2‘ + 2n (n — 2) (n — 3) (a'X + al') — n (n — 1) (n — 2) (n — 3) aa'.

Mit a — — 1, a' == 1 werden diese Ergebnisse weiterhin (Art. 479, 480) gebraucht.

	
	
446.    Man sagt von zwei Systemen algebraischer Formen, dass sie sich durchschneiden, wenn sie einen „Punkt“ oder „mehrere Punkte“ gemein haben, d. h. wenn beide durch dieselben Gruppen von Werthen der Veränderlichen befriedigt werden. Man sagt ferner, eine „Fläche“ enthalte eine „Curve", wenn jede Werthegruppe, welche die (7c — 1) Gleichungen der „Curve“ befriedigt, auch den (k — 2) Gleichungen der „Fläche“ genügt. In dem Falle von vier Variabeln constituiren also drei Gleichungen 77=0, V = 0, W = 0 eine Curve, und die beiden Gleichungen U= 0, 7=0 eine Fläche, welche offenbar jene Curve enthält.





Nun haben k algebraische Formen mit 7c Variabein im Allgemeinen so viel „Punkte“ mit einander gemein, als das Product ihrer Ordnungszahlen besagt. Sie können aber unendlich viele Punkte gemein haben, die eine „Curve“ in dem Sinne bilden, in welchem wir früher dieses Wort erklärt haben, und sie werden in der Regel äusser dieser Curve noch eine endliche Zahl von Punkten gemein haben, die zu bestimmen jetzt unsere Aufgabe ist. Nehmen wir zur Fixirung der Ideen den Fall von vier unabhängigen Variabein, und denken wir vier Gleichungen

Wir nehmen an, U, V, W, Z seien von den Graden l, m, n, p] u, v, w von den Graden 2, u, v; A} B, C; A', B', etc. also seien Functionen von den Graden 1 — 2, l — u, l — v; m — 1, m — u, etc. Nun sind offenbar alle diese Gleichungen durch jede Gruppe von Werthen befriedigt, welche u = 0, v = 0, w = 0 erfüllen, und da diese Gleichungen nicht hinreichen, um Punkte zu bestimmen, so werden diese und also jene durch unendlich viele Werthegruppen befriedigt, d. h. die algebraischen Formen U, V, W, Z haben eine Curve u, v, w gemein.

Ueberdies aber werden U, V, W, Z für eine Zahl von Werthegruppen der Variabein verschwinden, welche nicht zugleich u, v, w gleich Null machen; die Anzahl dieser Gruppen ist zu bestimmen, d. h. es ist unsere Aufgabe, nachzuweisen, wie viele der Imnp . . . Durchschnittspunkte eines Systems algebraischer Formen von einer ihnen allen gemeinsamen Curve absorbirt werden, oder in wie viel Punkten äusser jener Curve jene sich durchschneiden.

	
	
447.    Wir betrachten zuerst die durch (k — 1) der gegebenen Formen bestimmte Curve, also in dem gewählten Beispiel die Curve U, V, W. Die Curve u, v, w ist offenbar ein Theil derselben, aber es giebt unendlich viele Punkte, welche U = 0, 7=0, W = 0 befriedigen, ohne zugleich u = 0, v = 0, w = 0 zu erfüllen. Die Curve U, V, W wird also eine zusammengesetzte oder complexe Curve sein, aus u, v, w und einer complementären Curve bestehend. Nun ist die Ordnung einer zusammengesetzten Curve immer gleich der Summe der Ordnungen ihrer Componenten. Denn nach der Definition der Ordnung der zusammengesetzten Curve UVW ist sie die Zahl der Punkte, die man erhält, indem man zu dem Systeme U—0, 7=0, W=0 eine Gleichung ersten Grades hinzufügt, also ist sie im gegenwärtigen Falle Imn^ und da von diesen Imn Punkten luv in





der Curve uvw liegen, so müssen von ihnen (Imn — Auv) in der complementären Curve enthalten sein.

Beide Curven schneiden sich in Punkten, deren Anzahl i leicht erhalten werden kann. Denn die Punkte, welche gleichzeitig

Au — Bv — Gw = 0, A' u — B' v — C'w = 0,

A" u + B” v + C” w = 0 machen, ohne doch zu u = 0, v = 0, w = 0 zu gehören, müssen die Determinante

A , B , C A', B', C'

A", B", C" verschwinden machen, welche vom Grade (l—m—n)—(A—u—v) ist; und der Durchschnitt dieser neuen Form mit der Curve uvw giebt diejenigen Punkte in welchen diese letztere die com-plementäre Curve schneidet. Wir haben daher

i = luv (l — m — n — A — u — v).

	
	
448.    Um nun die Zahl der den Formen UVWZ gemeinsamen Punkte zu finden, haben wir die Punkte zu betrachten, welche die Curve UVW mit Z gemein hat, und zu bestimmen, wie viele von ihnen nicht auf uvw liegen. Da aber uvw selbst ein Theil der Curve UVW ist, so sind die fraglichen Punkte offenbar unter den p (Imn — luv) Punkten, in welchen die complementäre Curve die Form Z schneidet, und zwar sind es diejenigen unter ihnen, welche nicht Durchschnitte der complementären Curve mit der Curve uvw sind, also an Zahl p (Imn — luv) — i oder





Imnp — luv (l — m — n — p) — luv (A — u — v) .

Wir wollen dieses Resultat dahin aussprechen, dass wenn k Formen von den Ordnungen l, m, n, p, etc. eine Curve von der Ordnung a gemein haben, die Zahl der ihnen ausserhalb dieser Curve noch gemeinsamen Punkte um « (l — m — n -|- etc.) — ß kleiner ist als das Product ihrer Ordnungszahlen, für ß als eine nur von der Natur der Curve und nicht von den Ordnungen der gegebenen Formen abhängige Constante. Wir wollen diese Con-staute den Rang der Curve nennen. Für die Curve, in welcher sich u — 0, v — 0, w = 0 schneiden, war die Ordnung luv und der Rang luv(A — u — v).

Wir sahen im letzten Art., dass beim Zerfallen der Durch-schnittscurve UVW in zwei complementäre Curven von den Ordnungen a, a' und den Rangzahlen ß, ß' die Zahl der Durchschnittspunkte beider Curven gleich a (l — m — n) — ß und also aus gleichen Gründen auch gleich a‘ (l — m — n) — ß' ist. Somit sind die Ordnungs- und die Rangzahlen von zwei complemen-tären Curven durch die Gleichungen verbunden

« — a' = Iwin, ß — ß‘ = (« — «‘) (l — m — n).

	
	
449.    Wir betrachten ferner den Fall, wo die Formen zwei oder mehrere verschiedene Curven uvw, -u'v'w', etc. gemein haben. Resteht z. R. der Durchschnitt von UVW aus den zwei Curven uvw, uvw' und aus einer complementären Curve «", so ist zuerst die Ordnung von a" gleich Iwin— l^v— A’u’v’. Sodann sahen wir, dass uvw den übrig bleibenden Durchschnitt von UVW in Punkten schneidet, deren Zahl ist





luv (l — wi — n — A — u — v).

Wenn dann i von diesen Punkten in u'v'w' liegen, d. h. wenn uvw, u'v'w' sich in i Punkten durchschneiden, so enthält die complementäre Curve «" davon

^,fiv (l -f- wi -j- n — A — u — v) — i.

Ebenso schneidet a" die Curve u'v'w' in

A‘ u‘ v' (l — m — n — V — u‘ — v') — i

Punkten. Wie vorher ist deshalb die Zahl von Punkten in keiner dieser Curven, in welchen a" eine andere Form Z durchschneidet, (imn — uv — A‘u‘v‘)p — luv (l — m — n — Ä — u — v)

— A u v (l — wi — n — Ä — u — v ) — 2 i, oder

1

 Vergl. für die ausführliche algebraische Discussion „Vorlesun-gen“, XXII. Art. 2 71 für a), Art. 273, 274 für c).
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l wi np — (2 u v — Ä u v ) (l — wi — n — p^ — A u v (A — u — v)

— A’u’v (2 — u — v ) — 2i.

Die Verminderung der Zahl Imnp daher, welche die zusammengesetzte Curve hervorbringt, ist gleich der Summe der Verminderungen, welche die componirenden Curven erzeugen, vermindert um die doppelte Zahl ihrer Durchschnittspunkte.

Dasselbe bleibt wahr für gemeinsame Curven in beliebiger Anzahl; wir können sagen, dass die Ordnung einer zusammengesetzten Curve gleich der Summe der Ordnungen ihrer Componenten, ihr Rang aber gleich der Summe der Rangzahlen ihrer Componenten vermehrt um das Doppelte der Zahl der Punkte ist, welche diese Curven paarweis gemein haben.

	
	
450.    Wir geben als ein Beispiel der Anwendung dieser Grundsätze die Behandlung des Problems der Bestimmung der Zahl von Flächen zweiten Grades, welche durch fünf gegebene Punkte gehen und vier gegebene Ebenen berühren. Für S=0, T=0, U=0, V=0, W=0 als fünf durch die fünf Punkte gehende Flächen zweiten Grades ist jede andere Fläche des Systems durch & 8 -+ ß T-+ 7 U-+ ö V -- e W = 0 ausdrückbar, und die Bedingung, dass eine derselben eine Ebene berühre, ist das Verschwinden einer cubischen Function der fünf Grössen «, ß, 7, 8, 8. Wir erhalten vier solche Gleichungen und haben zu bestimmen, wie viele Werthegruppen gefunden werden können, welche sie gleichzeitig befriedigen. Wenn die besagten vier Gleichungen keine gemeinsamen „Curven" hätten, so wäre 34 oder 81 die Anzahl ihrer gemeinsamen „Punkte". Man erkennt aber in folgender Weise das Vorhandensein gemeinsamer „Curven".





Die Bedingung, unter der eine Fläche zweiter Ordnung durch eine Ebene berührt wird, verschwindet identisch, wenn sie in zwei Ebenen degenerirt ist. Nehmen wir also für S und T zwei Paare von Ebenen durch die fünf Punkte, sowie S= (123) (145), T=(123) (245), so wird die Bedingung, unter welcher die Fläche aS + BT+7U+ öV+W =0 eine beliebige Ebene berührt, durch die Voraussetzungen y = 0, 4 = 0, e = 0 befriedigt. Diese „Curve" also, welche von der ersten Ordnung ist, ist allen vier Formen gemeinsam; und wenn wir sie als Linie (123) (45) bezeichnen, so erkennen wir aus den gleichen Gründen, dass für neun andere Gerade (124) (35), etc. das Nämliche stattfindet. Mit S als dem Ebenenpaare (123) (145), T = (123) (245) und U = (145) (234) erkennen wir ferner, dass die Linien (123) (45) und (145) (23) einander durchschneiden, weil sie als durch y = 0, 4 = 0, e = 0; ß = 0, 4 = 0, g = 0 respective charakterisirt, durch die gemeinsamen Werthe aus ß = 0, y = 0, 4 = 0, & = 0 gleichzeitig befriedigt sind.

Ebenso wird (123) (45) durch (245) (13) und (345) (12) geschnitten; sodass die zehn Geraden fünfzehn Durch-Schnittspunkte mit einander bilden. Der Bang einer einfachen Curve ersten Grades wird aus der Formel luv (A — u — v) für l==u==v = 1 gleich drei gefunden und der Rang des ganzen Systems ist daher zehnmal drei vermehrt um zweimal fünfzehn, also sechszig. Die Zahl der einzelnen Punkte, welche allen vier Formen zugleich angehören, und die Zahl der Flächen ist somit 81 - 10 (3 + 3 + 3 + 3) + 60 = 21 .

	
	
451.    Wir haben in Art. 443 gesehen, wie die Ordnung des Systems von Determinanten aus einer Elementengruppe zu bestimmen ist, in der die Zahlen der Reihen und Columnen um Eins verschieden sind.





Wenn dies System eine Curve darstellt, so soll jetzt gezeigt werden, welches der Rang dieser Curve ist.

Wir beginnen mit dem einfachen Falle

\ u , v , w

\ U , V 2 W | und finden, dass der Durchschnitt von uv—u'v = Q, uw— «‘w==0 eine zusammengesetzte Curve ist, die aus der Curve uu und derjenigen Curve besteht, welche uns beschäftigt. Und wenn wir Ordnung und Rang von uu kennen, so finden wir daraus die Ordnung und den Rang der andern Curve. Aus diesen können wir in gleicher Art Ordnung und Rang der Curve bestimmen, welche durch ein System mit vier Reihen und drei Zeilen dargestellt wird, und so Schritt für Schritt weiter gehend schliesslich zu einer allgemeinen Regel gelangen.

Repräsentiren wir wie früher (Art. 443) die Ordnungen der verschiedenen Elemente in dem Schema

Ao + do, A + do, A, + do

A + Q, A + a,,  A, + d,

so erhalten wir den Rang des Systems, d. h. (Art. 448) die um die doppelte Zahl ihrer Durchschnittspunkte verminderte Differenz der Rangzahlen der Curven

(uv' — u'v, uw' — uw} und (u, u'}, in der Form

(A+A,+ao+a,) (A+ A,+do+a,)(2 A+A+A+2 do+ 2 a) — (A + a) (A + a) (2 A + do + a)

— 2 (A, + ao) (A, + a) (A, — A + a, + a), oder mit Einführung der früheren Rezeichnungen, d. h.

Si = Ao + A1 + A2 , 81 = do + di , etc.

(Ao + A, + s,) (Ao + A, + 8,) (Ao + 8 + 23,)

— (A02 + A031 + 8,3 - 82) (28, + 38,), oder gleich

{ A? + 8, + (A + S) 8, + s,3} (A + S, + 2 s,)

- (A2 + A,8, + 8,2 - 82) (28, + 38) gleich

S, + s,8, + 8, (S,2 + 28,) + S, (3,2 + 23,) + 38,82 ~ s,"; oder endlich mit Berücksichtigung der im Falle von zwei Gleichungen (a,, a1) bestehenden Relation

	
8,    28,8 + 8,3 = 0,


	
8,    + S,82 + 81 (S,2 + 28,) + S, (s,2 + 28,) + 8182 + 83, und geordnet schliesslich





(S, +8,8+ 8,8, + s,) + (S, +8*+ s,) (s, + s) • Indem man nach einander die Fälle von vier Reihen und drei Zeilen, von fünf Reihen und vier Zeilen, etc. untersucht, wird gezeigt, dass für S., S2, S3 als auf die Reihe der Grössen A,, A, A2, etc. und S1, S2, S3 als auf die von a,, a1, a2, etc. im angenommenen Sinne bezogen, der vorhergehende Ausdruck immer den Rang des Systems angiebt, welches eine Reihe weniger enthält als Zeilen.

Wiederum kann übrigens die Richtigkeit der Formel für k Reihen aus der für (k — 1) deducirt werden, ähnlich wie in Art. 443 für die Ordnung. Für die durch zwei zu einem Flächenbüschel zweiten Grades projectivischeu Ebenenbüschel mit diesem erzeugte Curve hat man die Ordnung gleich fünf und den Rang gleich zwölf.

Bei der Betrachtung der Ordnung eines Systems, in welchem die Zahl der Zeilen die der Reihen um zwei übersteigt, können wir drei der durch ihre Determinanten dargestellten Flächen betrachten, z. B. die durch Unterdrückung der Reihen 2,3 oder 3,1 oder 1, 2 entstehenden; diese haben die Curve gemein, welche die Determinantengruppe der hiervon unberührten Reihen ausdrückt; und wenn l, m, n die Ordnungen der Flächen, wenn « und ß Ordnung und Rang dieser Curve sind, so schneiden sich die Flächen in einer Anzahl von nicht zu dieser Curve gehörigen Punkten gleich (Art. 448)

Imn — a (l — m — n) — ß.

Hierher gehört also auch das Beispiel b) des Art. 445 von der Ordnung des Bedingungssystems für drei gemeinschaftliche Wurzeln zweier Gleichungen oder für dreifache Punkte der durch ihre Resultante dargestellten Fläche.

Im selben Falle ist der Rang der Doppelcurve nach der hier entwickelten Regel zu berechnen, jedoch unter Abzug des Vierfachen der Zahl der dreifachen Punkte, welche auch dreifache Punkte der Doppelcurve sind.

	
452.    Wir untersuchen ferner, wie viele Durchschnittspunkte eines Formensystems durch eine denselben gemeinsame „Fläche“ absorbirt werden.



Dabei verstehen wir unter Ordnung und Rang einer Fläche die Ordnung und den Rang der Curve, welche als Schnitt der Fläche mit einer Form ersten Grades entsteht. In dem Falle von fünf unabhängigen Variabein bildet z. B. ein System von drei Gleichungen eine Fläche, und wenn A, u, v ihre Ordnungen bezeichnen, so ist die Ordnung der Fläche luv und ihr Rang Auv (A — u — v) — als Ordnung und Rang derjenigen Curve, die durch Hinzufügung einer linearen Gleichung zu den gegebenen entsteht.

Wenn nun (k— 1) Formen eine Fläche gemein haben, deren Ordnung a und deren Rang ß ist, so haben sie im Allgemeinen ausserdem eine complementäre Curve gemein, deren Ordnung leicht gefunden wird. Denn wenn wir mit den gegebenen Formen eine andere des ersten Grades verbinden, sodass wir ein System von k Formen haben, so enthalten dieselben eine gemeinsame Curve, und schneiden sich daher überdies nach Art. 448 in Imnp — « (l — m — n + p) — ß Punkten; und diese sind die Punkte, welche die lineare Form mit der complementären Curve gemein hat, und ihre Zahl ist somit die Ordnung dieser Curve.

Nehmen wir zur Fixirung der Vorstellungen k = 5 und untersuchen die Zahl der Punkte, in denen die Fläche und die complementäre Curve einander durchschneiden. Seien U, V, W, Y respective von den Formen

Au + Bv + Gw = 0, A'u + B'v + C'w = 0, A"u + B"v + C"w = 0, A"'u + B’v + C"'w = 0;

dann genügen die zu U, V, W} Y gemeinsamen Punkte, welche w = 0, v = 0, w = 0 nicht erfüllen, dem System


A, B, C,




A, B‘, C‘,




A", B", C",




= 0.



Da aber A, B, A', etc. von den Ordnungen l — A, l — u, m — A, etc. sind, so ergiebt sich nach Art. 441 für die Ordnung des Determinantensystems der Ausdruck

(lm —ln—lp—mn— mp — np) — (l — m — n —p) (l-u—v)

+ (12 + u? + v2 + Au + uv + v2) .

Wenn wir nun dies mit zwei Bedingungen äquivalente System mit den (k — 3) Bedingungen combiniren, welche die Fläche liefern, so bestimmen wir die der Fläche und der complemen-tären Curve gemeinsamen Punkte.

Und ihre Zahl ist somit die mit luv multiplicirte Ordnung des Determinantensystems. Wenn wir also für die Ordnung luv und den Bang luv (A — u — v) der Fläche die Zeichen «, ß und für die neue Charakteristik

Auv (22 — u2 — v2 — Au —- uv —- va),

die wir die Klasse der Fläche nennen können, das Zeichen y anwenden, so finden wir

i = « (lm—lp—ln—mn— mp-j-np) — ß (l+m—n — p)—y.

Fügen wir dann eine weitere Form Z hinzu, welche die gegebene Fläche auch enthält, und fordern die Bestimmung der Zahl derjenigen Punkte, die ausserhalb der Fläche liegen und allen k Formen gemeinschaftlich sind, so sind dieselben offenbar die Durchschnittspunkte von Z mit der complementären Curve, jedoch mit Ausschluss derjenigen, in welchen die complementäre Curve die Fläche trifft. Sind daher l, m, n, p^ q die Ordnungen der Formen, so ist die gesuchte Zahl der Best, welcher bleibt, wenn man von

q {Imnp — « (l — m —n — p) + ß} die Zahl

a (im — in — mn — ip — mp — np} — ß (l — m — n — p) — y abzieht; also

Imnpq — « (im — . . — p q) — ß (l — m — . . — q) — ß.

Dies ist die verlangte Formel.

	
453.    Wir betrachten weiter den Fall (k == 5), wo ein



System von Formen nicht nur eine Fläche von den Charakteristiken «, ß, y, sondern auch eine Curve von den Charakteristiken «‘,_ß‘ gemein haben, welche die Fläche in i Punkten schneidet.

Wir betrachten wieder zuerst (k — 1) also vier Formen, deren Durchschnitt aus der Fläche und einer complementären Curve von der Ordnung

Imnp — a(I — m — n — p) — ß zusammengesetzt ist. Wenn die complementäre Curve selbst aus einer Curve a‘ und einer andern Curve von der Ordnung «" zusammengesetzt ist, so haben wir offenbar

«" = Imnp — a(l—m—n — p) — ß — a .

Wir erhalten somit die Anzahl der gesuchten Punkte, indem wir von den a"q Durchschnittspunkten der Curve a" mit der letzten des gegebenen Systems von k Formen die Zahl (3 — ö‘) subtrahiren, für d als Zahl der Punkte, in welchen die Curve a" die Fläche («, ß, 7) schneidet, und 8‘ als die Zahl derjenigen, in welchen sie die Curve schneidet. Und weil wir nach dem vorigen Art. die Zahl der Punkte kennen, wo die Fläche durch die ganze zu ihr complementäre Curve geschnitten wird, so haben wir

	
	
	
	
	
3 — i = « (im — in — etc.) — ß (l — m — n — p) — y; und wir haben ebenso zur Bestimmung von ö‘ nach der Zahl der Punkte, in denen die Curve a‘ von der ganzen zu ihr complementären Curve geschnitten wird (Art. 447)











ö‘ + 2i = a' (l + m + n + p) — ß‘.

Durch Substitution der daraus abgeleiteten Werthe für 8 und ö‘ in den Ausdruck a"q — ö — ö' erhalten wir

Imnpq—a(lm—..+pg)—ß(l—.. .+9) —7—«‘(l—..+g)+ß‘—3i;

	
	
	
	
d. h. die durch Curve und Fläche zusammen hervorgebrachte Verminderung der Zahl Imnpq ist gleich der Summe ihrer Einzelwirkungen oder Verminderungen, verringert um das Dreifache der Zahl ihrer gemeinsamen Punkte.









Man kann dies Ergebniss durch die Annahme verificiren, dass eine der Formen Z selbst zusammengesetzt sei, also durch Z' Z" darstellbar, wobei Z' die gemeinsame Fläche und Z" die gemeinsame Curve enthalte und die Ordnungen von Z', Z" gleich q‘, q" seien. Dann haben die Formen U, V, W, Y} Z' nach Art. 452 gemeinschaftliche Punkte äusser der gemeinsamen Fläche in der Anzahl

Imnp •— a {4 (l —m—etc.)+lm—mn—etc. } —ß(. — l — m —etc.) — y.

Aber unter ihnen sind die a'q Punkte gezählt, in welchen die gemeinschaftliche Curve Z' schneidet, vermindert jedoch um die Zahl i der Punkte, welche der Curve und der Fläche gemeinschaftlich sind. Um dann die Zahl der Punkte U, V, W, Y, Z' zu finden, welche weder in der Curve noch in der Fläche liegen, müssen wir von der zuletzt geschriebenen Zahl die Zahl a q — i abziehen. Betrachten wir nun die Durchschnitte von U, V, W, Y, Z"’ diese Formen bilden ein System, welches zwei sich in i Punkten schneidende Curven gemein hat, nämlich die gegebene Curve a und die Durchschnittscurve von Z" mit der gemeinschaftlichen Fläche, deren Ordnung aq" und deren Rang aq" (1 — u — v — q") ist. Die Zahl der Punkte von U, V, W, Y, Z", welche weder in der Curve noch in der Fläche liegen, ist daher

Imnpq'—(a'-^-aq") (l — m — n +p — q") — ß‘+ a q\l-+ u+v--q} +2i.

Durch Addition und Einführung von q für q' — q" erhalten wir wie vorher

Imnpq — a (im — . . . — pq) — ß (l — . . — q) etc.

	
	
	
454.    Wir nehmen ferner an, dass die Formen des Systems zwei Flächen mit einander gemein haben, welche i Durchschnittspunkte besitzen — ein Fall, dessen Methode unverändert auf mehr als zwei Flächen übertragbar ist.







Wir denken die letzte Form zusammengesetzt aus Z', welche die erste Fläche, und Z", welche die zweite Fläche enthalte. Dann sind den Formen U, V, W, Y, Z' die Fläche luv und die Curve A‘ u‘ v' q gemein, welche i gemeinschaftliche Punkte haben, und sie durchschneiden sich daher in Punkten ausserhalb beider an Zahl

	
	
	
	
Imnpq—luv { (l+m-^-n^p^q ^lm-\-e\,c.} —ß(l—m—n+p+() — 7 — A u v q (l-j-m-l-n-l-p-j-q )+X W’v q (2‘— u‘— •+() — 3i.









In derselben Weise erhält man die Zahl der mit Z" gemeinsamen Punkte, die in keiner der Flächen liegen,

Imnpq" — A uv q" (l — m — n +p — q") — 2 uv q" (A — u — v — q") —A’u’v’ {(I-+m— n--p^q-+ Im-— e tc.} ~l-ß'(l-l-m-j-n-l-p-j-q")-j-3i;

und somit durch Addition

lmnp{q-\-q'}—(luv—A’u’v) { (l—m—n+p)(.+(")— lm — etc. } +(B+8)0+m+n+p+4+ Q") — 7 + 6i — 7;

d. h. die vereinte Wirkung beider Flächen ist gleich der Summe ihrer Einzelwirkungen vermindert um die sechsfache Anzahl ihrer gemeinschaftlichen Punkte.

Bei nur vier Variabein müssen zwei Flächen immer gemeinsame Schnittpunkte haben.

	
	
	
455.    Nehmen wir endlich an, dass die beiden Flächen eine gemeinsame Curve von der Ordnung a" und dem Rang ß" haben. Wir finden nach dem Vorgänge des letzten Art., dass das System UVWYZ' die Fläche luv und die Curve A’u’v’q gemeinsam hat. Und da die Curve zusammengesetzt ist aus der Curve a", ß" und einer complementären Curve, die nach Art. 449 die Ordnung Yp v' q — a" und den Rang







ß" + (a’u’v’q’ — 2«") (x’+u + • + 4) hat, und a"ß" in

a" (a‘ + u‘ + • + 4) — 8 ‘

Punkten schneidet, so ist die Zahl der Durchschnitte

Imnpq'—luv { (l—m—n—p).—lm—etc. } +ß(—m+n—p-() —7 —{k'liv'q—a")(l—m+n—p+()—ß"—(A‘u‘v‘{—2«") (A‘— u‘— v‘+ () + 3a” (1‘+u‘+7+2) — 3ß".

Ebenso ist die Zahl der Durchschnitte für UVWYZ"

Imnpq"—Y^v { (l—m—n—p)."—lm—etc. } —ß‘(l—m—n—p—(")—7 —(Au vq—a")(l-j-m~l-n-l-p-[-q")-l-ß"-l- (xuvq”—2 c) (A + u + v + q") + 3a" (1 + u + v + q") — 3ß".

Wir erhalten also durch Addition

lmnp{q'-\-q")—(Auv—A’u’v) { (l+m—n—p) ({+(")— lm— etc.} + (ß + ß' + 2a") (l + m + n + p + q + q") — 7 — %‘ +«(1+u+v+l‘+u+v)— 4ß";

	
	
d. h. die beiden Flächen bilden eine zusammengesetzte Fläche, deren Ordnung die Summe ihrer Ordnungen, deren Rang die Summe der Rangzahlen von jenen vermehrt um das Doppelte der Ordnungszahl ihrer gemein-





Lineare Systeme von Flächen. Berührungs-Invariante. 456. 607 samen Curve, und deren Klasse die Summe ihrer Klassen ist, vermehrt um das Vierfache der Rangzahl der gemeinsamen Curve und vermindert um

	
& (A — u — V — A — u —- V ) .



Wir müssen einige andere Fälle hier unberührt lassen, welche zur Vervollständigung der Sache zu untersuchen wären; insbesondere den Fall, wo die Flächen sich in Punkten oder längs einer Curve berühren. Die erörterten Fälle reichen hin, um die Ordnung eines Systems von Determinanten von Neuem zu bestimmen, in deren Matrix die Zahl der Reihen diejenige der Zeilen um drei übersteigt. Wenn wir vier Determinanten des Systems auswählen, so haben dieselben eine Fläche gemein, und indem wir die drei Charakteristiken dieser Fläche bestimmen und die Formel des Art. 452 anwenden, erhalten wir die Ordnung des Systems1).

	
	
B.    Systeme der Flächen und Probleme der Berührung mit geraden Linien und Ebenen.





	
456.    Indem wir nun zur Fortsetzung der allgemeinen Theorie der Flächen aus Kap. I übergehen, entwickeln wir zunächst für algebraische Flächen überhaupt eine Gruppe von Sätzen, welche im I. Bd. Art. 233 für Flächen zweiten Grades gegeben worden sind.



Der Ort derjenigen Punkte, deren Polarebenen in Bezug auf vier Flächen

U = 0, U' = 0, U" = 0, U'" = 0

von den respectiven Ordnungen n, n, n", n" sich in einem Punkte schneiden, ist eine Fläche von der Ordnung (n — n — n" — n" — 4). Denn die Gleichung dieses Ortes wird erhalten, indem man die Determinante aus den ersten

Differentialen der Flächen, d. i. ihre Jacobi’sche Determinante,


	
mit Null vergleicht, oder sie ist


	
U, , U, , U, , U,


	
U, U, , U‘, U,


	
U",


	
y        7              -4


	
Dieselbe Fläche ist auch der Ort aller Doppelpunkte in den




Flächen des Systems

2 U — A’U’ — A"U" — k'"U"' = 0.

Wenn eine Fläche des Systems A U — A’U’ — k"U" = 0 die Fläche U'" = 0 berührt, so ist der Berührungspunkt ein Punkt der Jacobf sehen Fläche, und kann also nur in der Curve von der Ordnung n" (n — n‘— n" — n"—4) liegen, in welcher sie jene Fläche schneidet.

Ebenso können n'n" (n — 7‘ — n" — n" — 4) Flächen des Systems A U — k'U' = 0 gefunden werden, welche die Durch-schnittscurve von U" — Q und U" = 0 berühren; denn der Berührungspunkt muss einer der Punkte sein, in denen diese Curve die Jacobfsche Fläche durchschneidet.

Die Berührungs-Invariante eines Systems von drei Flächen U=0, U‘=0, U" =0 oder die Bedingung, unter welcher zwei ihrer nnn' Schnittpunkte zusammenfallen, enthält die Coefficienten der ersten im Grade n n" (2n — n — n" — 4) und entsprechend die der beiden andern. Denn wenn wir in dieselbe für jeden Coefficienten a von U das Binom a+xa* substituiren für a* als den entsprechenden Coefficienten in der Gleichung einer andern Fläche U*= 0 von derselben Ordnung mit U=0, so ist offenbar der Grad des Resultates in x identisch mit der Anzahl der Flächen des Büschels U — x U* = 0, welche die Durchschnittscurve von U' == 0, U" = 0 berühren.

Oder wir bemerken, dass zwei der fraglichen Schnittpunkte zusammenfallen, wenn die Durchschnittscurve von U—Q, U‘=0 die Curve U = 0, U" = 0 berührt, sodass im Berührungspunkte die Tangentialebenen der drei Flächen eine gerade Linie gemein haben. Bezeichnen wir daher durch §i die Coordinaten einer beliebigen Ebene, so hat dieselbe mit jenen drei Tangentialebenen immer einen Punkt gemein, d. h. die Coordinaten des Berührungspunktes machen die Determinante verschwinden, welche aus den Si als erster Zeile und den Differentialen der drei Flächen als drei übrigen Zeilen gebildet wird. Und die Bedingung, unter welcher ein den drei Flächen gemeinschaftlicher Punkt dieser Gleichung genügt, wird erhalten, indem man zwischen dieser Determinante und den Gleichungen der Flächen U = 0, U‘ = 0, U" = 0 eliminirt. Die Resultante enthält die Si im Grade nn’n" und die Coefficienten von U im Grade n'n" (n — n — n" — 3) — nn n".

Und da das Eliminationsresultat die Bedingung, unter welcher die Ebene §i durch einen der Schnittpunkte von U = 0, U' — 0, U" ~ 0 geht, als Factor enthalten muss, welcher aus-zuscheiden ist, so ist der Grad dieses Factors in den §i und in den Coefficienten von U, nämlich nn'n" und n'n" respective zu bestimmen, und man findet durch seine Unterdrückung, dass die geforderte Bedingung die Coefficienten von U im Grade

n'n" (2n — n' — n" — 4)

enthält, wie vorher. 255)

	
457.    Der Ort der Punkte, deren Polarebenen in Bezug auf drei Flächen eine gerade Linie gemein haben, ist in Folge des Vorigen die durch das Determinantensystem


bestimmte Jacobi’sche Curve.





	
U,
	
U2,
	
Us,
	
U,
	

	
U,
	
U‘,
	
U,’,
	
U,
	
= 0


	
U",
	
U,",
	
U>",
	
U,"
	







Nach Art. 441 ist die Ordnung dieser Curve ausgedrückt durch (n — l)2 + {n — 1)2 + (n" — l)2 + {n — 1) (n" — 1)

+ (n" -) (n- 1) (n' — 1) ;

nach Art. 451 kann ihr Rang bestimmt werden.

Wenn eine Fläche des Systems AU+ X'U' = 0 die Fläche U" = 0 berührt, so ist der Berührungspunkt ein Punkt der Jacobi’schen Curve, und die Anzahl solcher Flächen ist daher der Zahl der Schnittpunkte von U" = 0 mit der Jacobi’schen Curve gleich oder das n"fache ihrer Ordnungszahl

Nach der Schlussweise des letzten Art. folgern wir daraus, dass die Berühr ungs- In Variante von zwei Flächen U=0, U‘==0, d. h. die Bedingung, unter welcher sie sich berühren, die Coefficienten von U im Grade

n' { (n' — 1)2—2 (n — 1) (n' — 1) + 3 (n — 1)2 }, oder

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Baumes. II. 3. Aufl.
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n (3n2 — 2nn‘ — "2 — 8n — 4n‘ — 6) enthält.

Dieselbe Zahl kann zweckmässig so ausgedrückt werden: für n als die Ordnung von U, für n* und n*' als Ordnung und Klasse von U' und a* Ordnung des Tangentenkegels aus einem Punkte ist der Grad, in welchem die Coefficienten von U in die Be-r ührungs - Invariante eingehen,

n*’ + 2 a* (n — 1) + 3n* (n — 1)2.

	
458.    Wir stellen in diesem Art. und den folgenden eine Gruppe von Ergebnissen zusammen, die sich mit Hilfe des Früheren leicht begründen lassen.



Zuerst über einige entwickelbare Flächen.

	
	
I.    Zwei Flächen U— 0, V=0 von den respectiven Ordnungen n und n* durchschneiden sich und man soll die Anzahl der Tangenten ihrer Durchschnittscurve bestimmen, welche zugleich Inflexionstangenten der ersten Fläche sind.





Die Inflexionstangenten in irgend einem Punkte der Fläche U — 0 sind die geraden Erzeugenden der quadratischen Polarfläche dieses Punktes; jede durch sie gehende Ebene berührt also diese letztere. Wenn wir daher die Bedingung bilden, unter welcher die Tangentenebene der Fläche V == 0 die quadratische Polarfläche in Bezug auf U —Q berührt, welche Bedingung die zweiten Differentiale von U im dritten und die ersten Differentiale von V im zweiten Grade enthält, so erhalten wir die Gleichung einer Fläche der (3n—2n*—8)ten Ordnung, welche die Durch-schnittscurve in den gesuchten Punkten schneidet, deren Tangenten Inflexionstangenten von U = 0 sind. Die Zahl dieser Punkte ist also

= nn* (3n + 2n* — 8).

	
	
II.    Man soll die Ordnung der Fläche bestimmen, welche durch die Inflexionstangenten der Fläche U =0 in den Punkten ihrer Durchschnittscurve mit einer Fläche V = 0 erzeugt wird.





Man hat die «/ zwischen den Gleichungen

U' = 0, V' = 0, A U' = 0, 42 U' = 0 zu eliminiren, welche in ihnen von den respectiven Graden 9, n*, n—1, n — 2; und die in den Xi von den Graden 0, 0, 1, 2 respective sind. Das Resultat ist daher vom Grade

nn* (3n — 4).

	
	
III.    Man soll die Ordnung der abwickelbaren Fläche finden, welche eine Fläche nter Ordnung längs der Schnittcurve mit ihrer Hesse’schen Determinantenfläche berührt.





Die Tangentenebenen der Fläche in zwei auf einander folgenden Punkten ihrer parabolischen Curve durchschneiden sich nach Art. 10 in einer Inflexionstangente. Da nun hier n*==4(n —2) ist, so wird die Ordnung der durch diese Inflexionstangenten erzeugten Fläche nach II.

= 4n (n — 2) (3n — 4).

Und weil die beiden Inflexionstangenten in den Punkten der parabolischen Gurve zusammenfallen, so decken sich auch die beiden Flächen, die je eine durch eine jede von ihnen sonst erzeugt werden; d. h. die eben gefundene Zahl ist durch 2 zu dividiren, oder die fragliche Ordnung ist

= 2n (n — 2) (3n — 4) .

	
	
IV.    Die Charakteristiken der abwickelbaren Fläche zu finden, welche einer Fläche nter Ordnung längs ihres ebenen Querschnittes umgeschrieben ist.





Der Schnitt der Abwickelungsfläche mit der Ebene des Querschnittes ist zusammengesetzt aus dem Schnitte der gegebenen Fläche, d. i. einer Curve nter Ordnung, und den Tangenten in seinen 3n(n — 2) Inflexionspunkten. Wir finden daher mit den früheren Bezeichnungen die Ausdrücke für Ordnung und Klasse respective 6n(n — 2) und n(n—1); sodann r = n(3n— 5), a = 0, ß = 2n(5n — 11), etc.

	
	
V.    Man soll die Charakteristiken der abwickelbaren Fläche bestimmen, welche einer Fläche nter Ordnung längs ihres Durchschnittes mit einer Fläche von der Ordnung q* umgeschrieben ist.





Man findet ihre Klasse nn* (n— 1); sodann a = 0, r = nn* (3n + n* — 6), sodass die übrigen Singularitäten nach Art. 90 sich ergeben.

	
459.    Ferner über einige Curven. I. Man soll die Charakteristik der zweien Flächen von den Ordnungen n



39* und n* gemeinschaftlich umgeschriebenen abwickelbaren Fläche unter der Voraussetzung bestimmen, dass keine der Flächen vielfache Linien hat.

Man findet die Klasse — nn* (n—1)2(n* — 1)2; sodann

« = 0, r = nn* (n — 1) (n* — 1) (n + n* — 2) .

	
	
II.    Welches sind die Charaktere der Durchschnitts-curve zweier abwickelbaren Flächen?





Die Flächen sind von den respectiven Ordnungen r und r', und da jede von ihnen eine Doppel- und Rückkehrcurve von den respectiven Ordnungen x und m, x‘ und m besitzt, so hat die Durchschnittscurve respective {rx-^rx), {rm -\- r m) wirkliche Doppel- und Rückkehrcurve. Der aus einem beliebigen Punkte des Raumes über der Curve beschriebene Kegel hat daher äusser den im Art. 106 betrachteten noch Doppel- und Rückkehrkanten, welche aus jenen entspringen; und die dort gegebenen Formeln müssen darnach modificirt werden.

Wir haben wie dort die Ordnung gleich rr‘; aber die Ordnung der Reciproken dieses Kegels ist

9 === rr' (r — r' — 2) — r (2x‘ — 3m‘) — r' (2x — 3m), oder nach den Formeln des Art. 90 Q = rn' — r'n.

In derselben Art findet man die Klasse v — ar'-j- a’r— 3r7‘.

	
	
III.    Die Bestimmung der Charaktere der abwickelbaren Fläche, welche durch eine Gerade erzeugt wird, die zwei gegebene Curven stets schneidet, ist die der vorigen nach dem Gesetze der Reciprocität entsprechende Aufgabe. Man erhält somit





v = rr', 0 === rm — r'm, u — ßr' — ß'r — 3rr‘.

	
	
IV.    Für die Durchdringungscurve einer krummen mit einer abwickelbaren Fläche findet man mit n*, n*’ und a* als Ordnung, Klasse und Ordnung des Tangentenkegels der ersteren die Charaktere





u — nr, 0 = ra* — nn*, v = an* — 3ra*.

	
	
V.    Die Developpable, welche einer Curve und einer Fläche gemeinsam umschrieben ist, hat die Charaktere





u = ßn*' — 3ra*, Q = ra* — mn*', v = n*'r.

	
460.    Die in Art. 390 f. der „Höheren Curven" gegebene Theorie der Systeme lässt sich offenbar auf algebraische Flächen übertragen.



Wenn für eine Fläche nter Ordnung nicht die zur Bestimmung derselben hinreichende Zahl von Bedingungen gegeben ist, sondern eine Bedingung weniger, so bilden die den gegebenen Bedingungen genügenden Flächen ein System von den Charakteristiken u, v, 9 für u als die Anzahl der Flächen des Systems, welche durch einen beliebigen Punkt gehen, v als Anzahl derer, welche eine gegebene Ebene, und 9 als die Zahl derjenigen, welche eine gegebene Gerade berühren. Offenbar bilden die ebenen Querschnitte der Flächen eines solchen Systems ein Curven-System von den Charakteristiken u, 9 und die Tangentenkegel derselben aus einem Punkte ein Kegelsystem von den Charakteristiken 0, v.

Mehrere der folgenden Sätze entsprechen den a. a. 0. für Curven bewiesenen genau.256)

	
	
I.    Der Ort der Pole einer festen Ebene in Bezug auf die Flächen des Systems ist eine Curve von doppelter Krümmung von der Ordnung v.





Der Ort ist eine Curve, weil die Ebene selbst von ihm nur in der endlichen Zahl von v Punkten geschnitten werden kann.

Für Flächen zweiter Ordnung und die unendlich ferne Ebene finden wir den Ort der Centra des Systems. (Vergl. Bd. I, Art. 132, 134.)

	
	
II.    Die Enveloppe der Polarebenen eines festen Punktes in Bezug auf alle Flächen des Systems ist eine entwickelbare Fläche von der Klasse u.


	
III.    Der Ort der Pole der Ebenen eines Büschels in Bezug auf die Flächen des Systems ist eine Fläche von der Ordnung Q. Denn es liegen 9 und nur 9 Punkte des Ortes in der gedachten geraden Linie.





Wenn wir als Polarcurve einer Geraden in Bezug auf eine Fläche die den ersten Polaren aller Punkte derselben gemeinschaftliche Curve bezeichnen, so ist es ein anderer Ausdruck des Vorigen, wenn wir sagen: Die Polarcurven einer festen Geraden in Bezug auf die Flächen des Systems liegen in einer Fläche von der Ordnung Q.

	
	
IV.    Reciprok: Die Polarebenen aller Punkte einer Geraden in Bezug auf die Flächen des Systems umhüllen eine Fläche oter Klasse.


	
V.    Der Ort der Berührungspunkte der von einem festen Punkte an die Flächen des Systems gehenden Tangenten ist eine Fläche von der Ordnung (u — o), die den festen Punkt zum «fachen Punkt hat.





Wir können das dem Satze entsprechende Problem auch so aussprechen: Man soll den Ort eines Punktes finden, für den die entsprechende Tangentenebene einer durch ihn gehenden Fläche des Systems durch einen festen Punkt geht.

Wir können so den Ort der Punkte bestimmen, in denen eine gegebene Ebene durch Flächen des Systems orthogonal durchschnitten wird; denn dieser Ort ist die Curve, in welcher die Ortsfläche u — Q, welche der Richtung der Normalen der Ebene entspricht, die Ebene schneidet.

	
	
VI.    Der Ort der Berührungspunkte der Ebenen eines Büschels mit den Flächen des Systems ist eine Curve von der Ordnung v—9, welche die feste Gerade desselben in 9 Punkten schneidet. Sie ist offenbar auch der Ort der Punkte, für welche zugehörige Tangentenebenen von Flächen des Systems, die sie enthalten, durch eine feste Gerade gehen.


	
VII.    Der Ort eines Punktes, dessen Polarebene in Bezug auf eine gegebene Fläche von der Ordnung n mit der Tangentialebene einer der durch ihn gehenden Flächen des Systems sich auf einer festen Geraden schneiden, ist eine Fläche von der Ordnung nu + Q. Denn er schneidet diese feste Gerade offenbar in den Q Punkten, in denen sie Flächen des Systems berührt, und in den n Punkten, in denen sie die feste Fläche schneidet, und diese letztem sind für den Ort vielfache Punkte vom Grade u.


	
VIII.    Wenn in dem vorigen Falle die Durchschnittslinie in einer gegebenen Ebene liegen muss, so ist der Ort eine Curve von der Ordnung n(n — 1) u — n9 — v. Denn die v Punkte, in denen diese Ebene Flächen des Systems berührt, gehören dem Orte an; ebenso die Punkte, in denen der Querschnitt der festen Fläche mit der Ebene durch, die Querschnitte von Flächen des Systems berührt wird — Punkte, deren Anzahl un (n — 1) — no ist.





Der hier betrachtete Ort schneidet die feste Fläche in n{n (n — 1) u — no — v} Punkten, die entweder die eben erwähnten un (n — 1) — n^ Punkte oder Berührungspunkte der festen Fläche mit Flächen des Systems sein müssen. Durch Sub-traction der letztem Zahl von der Totalzahl finden wir,

	
	
IX.    dass die Zahl derjenigen Flächen des Systems, welche eine feste Fläche berühren, gleich





un (n — 1)2 — ^n (n — 1) — vn ist; oder allgemeiner für n als Klasse der Fläche und a als Ordnung des Tangentenkegels derselben aus einem Punkte gleich

	
un — 0 a — vn.



Wir können dadurch die Zahl der Flächen des Büschels A U — V =0 bestimmen, welche eine gegebene Fläche berühren; denn für n* als ihre Ordnungszahl bilden sie ein System von den Charakteristiken u = 1, v — 3 [n* — l)2, 0 == 2 (n* — 1); ist also n die Ordnung der zu berührenden Fläche, so ist die fragliche Zahl (wie schon in Art. 457 gefunden)

n {(n — 1)2 + 2 (n — 1) (n* — 1) + 3 (n* — 1)2).

	
	
461.    Zu dem Schlussergebniss des Vorigen führt auch folgende Betrachtung.





Wenn in einer Ebene zwei Systeme von Punkten enthalten sind, die in einer («,«‘) Correspondenz stehen, sodass jedem Punkte des ersten a' Punkte des zweiten und jedem Punkte des zweiten a Punkte des ersten entsprechen, und wenn eine gerade Linie ß Paare entsprechender Punkte enthält, so ist die Zahl der Punkte, in welchen entsprechende Punkte beider Systeme sich vereinigen, a — a‘ — ß.

Seien x, y und x‘, y', die Coordinaten entsprechender Punkte, durch zwei algebraische Relationen verbunden, die in den erstem von den Graden u, v und in den zweiten von den Graden y, v' respective sind; so erhalten wir für gegebene x', y' offenbar uv Werthe von x, y, und ebenso für gegebene x, y die Zahl y v' Werthe von x', y', sodass a = uv, a = y v' ist. Elimi-niren wir die x, y zwischen diesen beiden Gleichungen und der Gleichung der geraden Linie §x — ^y — § = 0, so entsteht ein Resultat vom Grade (uv‘ — u’v) in x', y', welches zeigt, dass den Punkten der Geraden die Punkte einer Curve von der Ordnung uv‘ — u’v entsprechen, welche jene in eben so vielen Punkten ß schneidet. Setzen wir aber x', y' respective gleich x, y, so erhalten wir (u — u‘) (v — v') Werthe von x und y, d. h. eine mit a — a‘ — ß gleiche Anzahl.

Da dieser Beweis die a, a' als vollständige SchnittpunktSysteme voraussetzt, so fügen wir den allgemeinen Beweis durch das Princip der Correspondenz (vergl. „Kegelschnitte" Art. 344) noch hinzu. Man denkt die Punkte P einer Geraden und ihre entsprechenden P' und erkennt, dass die Ordnungen der Curven entsprechender Punkte P und P', deren Verbindungsgerade durch einen festen Punkt 0 gehen, gleich a‘ — ß und a — ß respec-tive sind. Verbindet man nun einen andern Punkt 0* mit den entsprechenden Punkten auf den Geraden durch 0 durch entsprechende Strahlen, so treten unter diesen Coincidenzen auf in der Anzahl « — a‘ — 23, von denen jedoch in der Linie 00* ß vereinigt sind, weil sie wie jede andere ß Paare entsprechender Punkte enthält; die übrigen a — a — ß entspringen aus dem Zusammenfallen je eines Punktes P mit dem entsprechenden Punkte P'.

	
	
462.    Dieser Satz ist von Zeuthen257) auf den Raum übertragen worden wie folgt: Wenn zwischen zwei Punk träumen («,«‘) Correspondenz in der Weise stattfindet, dass den Geraden des ersten und zweiten Raumes Curven von den Ordnungen ß' respective ß entsprechen, so giebt es (a -- a'-— ß-— ß‘) Punkte, in denen entsprechende Punkte vereinigt sind.





Denn nach unserm Satze des vorigen Art. sind die Orts-curven von entsprechenden Punkten P, P', deren Verbindungslinien durch einen festen Punkt 0 gehen, von den respectiven Ordnungen a‘ — ß — ß' und « — ß' — ß. Betrachtet man dann in einem Ebenenbüschel diejenigen Ebenen als correspondirend, die nach entsprechenden Punkten P, P' auf einem Strahl aus 0 gehen, so findet man « — a‘ — 2 (ß — ß‘) mal Zusammenfallen entsprechender Ebenen; aber die durch 0 gehende Ebene des Büschels repräsentirt ß — ß' Coincidenzen, weil sie so viel Paare entsprechender Punkte auf Strahlen durch 0 enthält; etc.

Man hat z. B. für Punkte, die in Bezug auf zwei algebraische Flächen von den Ordnungen n, n* dieselbe Polarebene haben a = (n — l)3, «‘ = (n* — l)3, ß = (n — 1) (n* — l)2, ß' = (n* — 1) (n — l)2;

sodass es

(n — 1)3 + (»* — 1)3 + (n — 1) (n* — 1) {n + n* — 2 },

oder

{(n — l)2 — (n* — 1)2 } (n — n* — 2) Punkte giebt, die in Bezug auf beide Flächen dieselbe Polarebene haben.

Man bestimmt offenbar nach diesem Gesetze auch die Zahl der sich selbst entsprechenden Elemente in zwei in einander liegenden durch birationale Transformation verbundenen Bäumen.

Wegen weiterhin davon zu gebender Anwendungen wollen wir hier noch die Formel ableiten, welche zwischen den Grundbedingungen und der Anzahl der Coincidenzen bei einem einfach unendlichen System von Punktepaaren stattfindet.258) Ist p die Anzahl der Paare des Systems, deren erster Punkt in einer gegebenen Ebene liegt, q dagegen die Anzahl derjenigen Paare, deren zweiter Punkt einer gegebenen Ebene angehört, und ist g die Zahl der Paare des Systems, deren Verbindungsstrahl eine beliebige Gerade schneidet, so wird die Zahl der Coincidenzen, d. i. die Zahl der Paare des Systems, deren beide Punkte zusammenfallen, ausgedrückt durch

P + I — g.

Denn in dem Ebenenbüschel um eine beliebige Gerade l giebt es nach dem Correspondenzprincip (p — q) Ebenen, deren jede ein Paar entsprechende Punkte des Systems enthält; unter ihnen sind die g Ebenen, bei denen die Verbindungslinie des darin enthaltenen Paares die Gerade l trifft, und die übrigen müssen vereinigte Paare von Systempunkten enthalten.

	
	
463.    Wir gehen dazu weiter, die Natur des Ortes der Punkte zu untersuchen, deren Polarebenen in Bezug auf Flächen des Systems mit ihren Polarebenen in Bezug auf eine feste Fläche zusammenfallen. Wir untersuchen, wie viele Punkte dieses Ortes in einer gegebenen Ebene liegen. Seien P und P' zwei Punkte der Ebene, sodass die Polarebene von P in Bezug auf die feste Fläche mit der Polarebene von A' in Bezug auf Flächen des Systems zusammenfällt. Ist dann P also auch seine Polarebene in Bezug auf die feste Fläche gegeben, so bilden die Pole dieser Ebene in Bezug auf die Flächen des Systems eine Curve der Ordnung v (I.), die die angenommene Ebene in den v entsprechenden Punkten P' schneiden wird. Ist aber P' gegeben, so bilden seine Polarebenen in Bezug auf die Flächen des Systems nach (II.) eine entwickelbare Fläche von der Klasse u; und da die Polarebenen der Punkte der gegebenen Ebene in Bezug auf die feste Fläche eine Fläche von der Klasse (n — 1)2 bilden — denn nach Art. 291, p. 376 umhüllt eine Ebene, in deren Gleichung zwei Parameter im Grade (n — 1) vorkommen, eine Fläche von dieser Klasse — so giebt es als gemeinschaftliche Tangentialebenen beider u (n— 1)2 Ebenen, welche die entsprechenden Punkte P und.damit deren Zahl bestimmen.





Beschreibt endlich P eine Gerade, so umhüllen seine Polarebenen in Bezug auf die feste Fläche eine entwickelbare Fläche von der Klasse (n — 1) und die Polarebenen mit Bezug auf die Flächen des Systems umhüllen nach (III.) eine Fläche von der Klasse 0. Es giebt daher 9 (n — 1) Ebenen, deren Pole in jeder Voraussetzung in der angenommenen Geraden liegen und die Zahl der Punkte der Ebene, in welchen correspondirende Paare sich vereinigen, ist also nach Art. 461 ^{n — 1)2 — 9 (n — 1) — v.

Der Ort der Punkte, deren Polarebenen in Bezug auf Flächen des Systems und in Bezug auf eine feste Fläche sich decken, ist somit eine Gurve von der vorher angegebenen Ordnung; sie schneidet die feste Fläche in den Punkten, in denen sie von Flächen des Systems berührt wird.

	
	
464.    X. Der Ort eines Punktes, für welchen der nach einem festen Punkte gehende Strahl und die Tangentialebene einer der durch ihn gehenden Flächen des Systems in ihm die Ebene einer festen algebraischen Gurve nter Ordnung in einem Punkte und einer Geraden schneiden, welche in Bezug auf diese Pol und Polare sind, ist eine Gurve von der Ordnung un (n — 1) — m — v.





Man bildet den Beweis leicht analog dem von VIII. im Art. 460.

Ist die feste Curve der imaginäre Kugelkreis im Unendlichen, so entspringt der Satz: Der Ort der Fusspunkte der Normalen von einem festen Punkte auf die Flächen des Systems ist eine Curve von der Ordnung 2 (u — 0) — v.

In Bezug auf ein System ebener Curven von den Charakteristiken u und v ist der Ort eines Punktes, dessen Polare in Bezug auf eine feste Curve von der Ordnung n mit der Tangente einer durch ihn gehenden Curve des Systems in ihm ein gegebenes Segment harmonisch theilt, eine Curve von der Ordnung nu — v. Zu den Punkten dieses Ortes in der Einie des Segments gehören offenbar die v Berührungspunkte derselben mit Curven des Systems. Und durch dieselbe Schlussweise wie in andern Fällen findet man n Punkte der Geraden, deren Polaren in Bezug auf die feste Curve mit ihnen selbst das Segment harmonisch theilen, und da dieselbe für jede der durch sie gehenden u Curven Punkte des Ortes sind, so ist die Ordnung desselben eben nu — v.

Denkt man das Segment der imaginären Kreispunkte im Unendlichen, so erkennt man, dass es n (np — v) Curven des Systems giebt, welche eine gegebene Curve orthogonal d u r c h s c h n e i d e n.

In gleicher Weise fand de Jonquieres XL, dass der Ort eines Punktes, dessen Polarebene in Bezug auf eine feste Fläche nter Ordnung und dessen Tangentialebene für eine der durch ihn gehenden Flächen des Systems die Ebene eines festen Kegelschnittes in zwei in Bezug auf ihn conjugirten Geraden schneiden, eine Fläche von der Ordnung nu — Q ist. Und in derselben Art specialisirt, dass eine Fläche dieser Ordnung aus der festen Fläche nter Ordnung die Punkte herausschneidet, in denen sie von Flächen des Systems u, v, 0 orthogonal geschnitten wird.

	
	
465.    Wenn man von zwei festen Punkten P, P' Tangenten an ein System (u, v) ebener Curven nter Klasse zieht, so ist der Ort der Durchschnittspunkte der correspondirenden Tangenten aus P mit denen aus P' eine Curve von der Ordnung (2n — 1). Denn wenn wir irgend eine die Linie PP' berührende Curve betrachten, so ist der Berührungspunkt ein Punkt des Ortes und (n — 1) andere Punkte desselben fallen in jeden der Punkte P, P', und da es v solche Curven giebt, so ist jeder der Punkte P, P' ein vielfacher Punkt vom Grade (n — 1) v und die Gerade PP' schneidet den Ort in v (2n — 1) Punkten. Sind P, P' die Kreispunkte im Unendlichen, so erkennt man den Ort der Brennpunkte der Curven des Systems als eine Curve von der Ordnung v (2n—1).





Wenn wir in gleicher Art den Ort der Durchschnitte der Tangentenkegel untersuchen, die von den festen Punkten P, P' an Flächen eines Systems gehen, so ist aus dem Gesagten evident, dass jede durch die Gerade PP' gehende Ebene diesen Ort in einer Curve Q (2n—l)ter Ordnung schneidet; und da die Linie PP' im Orte vielfach vom Grade Q ist, weil sie in jedem Falle einer sie berührenden Fläche des Systems den fraglichen Kegeln gemeinschaftlich ist, so ist der Ort eine Fläche von der Ordnung 2n0. So ist z. B. die Ortscurve der Brennpunkte der einer festen Ebene parallelen Schnitte eines Systems von Flächen zweiten Grades von der Ordnung 49.

	
	
466.    Cha sie s hat den Satz gegeben, dass in einem System von Kegelschnitten von den Charakteristiken u und v an Zahl 2v — u und 2u—v Kegelschnitte vorkommen, welche in Linien respective Punktepaare degenerirt sind. Es folgt daraus unmittelbar, wie Cremona bemerkt hat, dass in einem System von Flächen zweiter Ordnung von den Charkteristiken u, v, 9 solche in den Anzahlen o, o‘ respective vorkommen, welche in Kegel und ebene Curven degenerirt sind, wenn 6 und o‘ nach den aus der Betrachtung eines beliebigen ebenen Querschnittes respective des Tangentenkegels-Systems aus einem Punkte entspringenden Formeln o‘==2u — 0, g — 2v— 9 bestimmt sind.





Das System enthält aber ausserdem r Flächen einer dritten Degenerationsform, weil auch diese von acht Bedingungen abhängt, nämlich des Punktortes aus zwei Ebenen, dessen Tangentialebenen sämmtliche durch zwei feste Punkte ihrer Schnittlinie gehende Ebenen sind. Durch Betrachtung entweder des Systems von Kegelschnitten, in denen eine feste Ebene von den Flächen des Systems geschnitten wird, oder ihrer Berührungskegel aus einem festen Punkte erhält man die Formel

T = 20 — u — v.

Die Bestimmung der Anzahlen o, g' und r der in dieser Weise singulären Flächen des Systems ist leichter als die der Flächen desselben, die noch eine neunte Bedingung erfüllen; z. B. in dem durch sechs Punkte und zwei Ebenen bestimmten System von Flächen zweiten Grades z. B. kommen zehn Flächen von der durch r gewählten Art vor; die Ebenenpaare durch je drei und drei der Punkte liefern je eine Schnittlinie, in der die beiden gegebenen Ebenen die zwei Scheitelpunkte bestimmen. Die eben gefundenen Belationen der Anzahlen der degenerirten Flächen zu den Charakteristiken u, v, 9 erlauben dann die Bestimmung der letzteren. Zeuthen und Schubert haben dies zu verschiedenen Charakteristikenbestimmungen 259) benutzt, darunter zur Herleitung der auch von Chasles, aber ohne Beweis, gegebenen Charakteristiken der Elementarsysteme, in denen die Bedingungen lediglich durch das Enthalten von Punkten und das Berühren von Geraden und Ebenen gebildet werden. (Vergl.

Art. 450.) Von diesen ans gelangt man nach Chasles zur Bestimmung der Charakteristiken anderer Systeme mittelst succes-siver Einführung der einzelnen Bedingungen durch den Umstand, dass mit wenigen von Ralphen260) neuestens entdeckten Ausnahmefällen die Anzahl der Flächen eines Systems (u, v, Q), die einer beliebigen neuen Bedingung Z genügen sollen, sich in der Form au — ßv — 79 ausdrücken lässt, in welcher «, ß, y ganze Zahlen sind, die nur von Z abhängen und daher Parameter dieser Bedingung heissen können. Es sind z. B. nach Art. 460, IX die Parameter der Berührung mit einer Fläche nter Ordnung « == n (n — l)2, ß = v, y = n (n — 1). Wir verweisen auf die entsprechende Entwickelung in den Art. 392 f. der „Höheren Curven".

Dass hierbei die Flächen nur einen Fall in der Art der zu bestimmenden Gebilde vertreten, nämlich mit (siehe „Höhere Cur-ven" Art. 82) t (n + 1) (n — 2) (n + 3) — 1 Constanten oder erfüllbaren einfachen, d. h. eine Gleichung zwischen den Constanten liefernden Bedingungen, während die algebraische Curve in beliebiger Ebene mit 3—zu (u — 3) — ö — 2x oder 3 — 1-v (y — 3) — T — 3a, das Punktepaar und das Dreieck in fester Ebene mit 6, das ebene n-Eck im Raume mit 2n +3, das Strahlbüschel mit 5, ein beliebiges Polyeder mit so viel Bedingungen oder Constanten erscheint, als die Anzahl seiner Kanten beträgt, erwähnen wir ohne weitere Ausführung; ebenso ist zu erinnern, dass neben dem einfach unendlichen System, welches aus dem Fehlen einer Bedingung entspringt, oder dem System erster Stufe die Systeme zweiter, dritter, etc. Stufe, das bestimmte Gebilde insbesondere als System Oter Stufe erscheinen, und dass insbesondere unter den vierzehn Gebilden aus räumlichen Elementen drei von der ersten Stufe sind (Punktreihe, Strahlbüschel, Ebenenbüschel), vier von der zweiten (die beiden ebenen Systeme und die beiden Bündel), drei von der dritten (der Punktraum, der Ebenenraum und der specielle lineare Com-plex), endlich von der vierten die Gesammtheit aller Geraden des Raumes; dass aber ferner die ein- respective zwei-stufigen Punktsysteme Curven und Flächen, die Strahlensysteme Regel-flächen und Congruenzen, die dreistufigen allgemeinen Complexe heissen. Die systematische Entwickelung zur Lösung aller Aufgaben von der Form: Wieviel geometrische Gebilde von bestimmter Definition erfüllen gewisse gegebene Redin-gungen? haben neuerdings besonders Zeuthen und Schubert zu einer Geometrie der Anzahl constituirt.261)

	
	
467.    Wir wenden uns zur Weiterführung der in Art. 13 aufgestellten Probleme über die Berührung einer allgemeinen algebraischen Fläche mit geraden Linien, die Ordnung der Curven insbesondere betreffend, die von den Berührungspunkten derjenigen Tangenten gebildet werden, welche drei Bedingungen erfüllen.





Diejenigen Fälle, welche wir betrachten werden, sind folgende:

	
A)    Die Curve der Berührungspunkte der Geraden zu finden, welche die Fläche in vier auf einander folgenden Punkten schneiden.



Wenn eine Gerade die Fläche in einem Punkte dreipunktig, d. h. als Inflexionstangente, in einem andern aber einfach berührt, so gilt es:

	
B)    die Curve der Punkte zu bestimmen, in welchen sie Inflexionstangente und



B*) die Curve der Punkte, in welchen sie einfache Tangente ist.

Dazu tritt

	
C)    die Curve der Punkte, in welchen die Fläche Tangenten besitzt, welche sie ausserdem noch in zwei andern Punkten einfach berühren.



Mit ihnen sind zugleich die Fragen nach dem Grade der Regelflächen aufgeworfen, a) welche durch die Geraden in A), b) welche durch die Geraden in B) und B*), und c) welche durch die Geraden in C) erzeugt werden.

Wir beginnen die Untersuchung mit dem Problem A) der vierpunktigen Tangenten. Wenn eine gerade Linie die Fläche in vier auf einander folgenden Punkten schneiden soll, so müssen im Berührungspunkte gleichzeitig die vier Relationen erfüllt sein

U‘= 0, AU‘= 0, AU’ = 0, ^U' = 0.

Die Tangente desselben muss den durch die drei letzten Gleichungen bestimmten Flächen gemeinschaftlich sein. Man kann die Bedingung, unter welcher dies möglich ist, durch dieselbe Methode aufstellen, welche in der Theorie der algebraischen ebenen Curven zur Bestimmung der Inflexionspunkte und der Berührungspunkte der Doppeltangenten führt.

Wenn die Gleichungen von drei Flächen U, V, W die Veränderlichen x,, 22, x3, 24 in den respectiven Graden A, A‘, 1" und die anderen x,’, x2‘, Xg, x^ in den Geraden u, u‘, u" enthalten und die AA’A" Durchschnittspunkte dieser Flächen sämmtlich mit dem Punkte (x,, x^, Xg, xa) zusammenfallen, so ist die Bedingung II = 0, welche erfüllt sein muss, damit sie eine gerade Linie gemeinschaftlich enthalten, nach Art. 238 vom Grade

A A u — A lu — AA u — A A in X1 , X2, Xg , X4 nach Ausscheidung desjenigen Factors, welcher das Hindurchgehen der willkürlichen Ebene durch den Punkt Xi bedingt.

In unserem Falle also, wo den Ausdrücken der Polynome AU’, ^U' AU’ entsprechend

Ä=1, ä' = 2, A" =3; u =n — 1, u‘=n—2, u”=n — 3 ist, ergiebt sich für den Grad von II die Zahl (11n—24), d. h. die Berührungspunkte der Geraden, welche die Fläche in vier auf einander folgenden Punkten schneiden, oder, wie man sie nennen mag, der Doppelinflexions-tangenten, liegen in dem Durchschnitte der Fläche mit einer derivirten Fläche S von der Ordnung (11n—24).262) (Vergl. oben Art. 324.)

Der Durchschnitt der Fläche S = 0 mit der gegebenen Fläche U=0 ist eine Curve von der Ordnung a4 — n (lln— 24), die man als die Inflexionsknotencurve bezeichnen darf, weil in jedem Punkte derselben die Fläche U = 0 von ihrer Tangentialebene in einer Curve geschnitten wird, die in ihm, dem Berührungspunkte, einen Inflexionsknoten hat, will sagen einen Doppelpunkt, der für den einen seiner Aeste zugleich Inflexionspunkt ist (vergl. „Höhere Curven" Art. 247), und dessen zu diesem Aste gehörige Tangente die vierpunktig berührende Tangente der Fläche ist. (Vergl; Art. 374.)

	
468.    Die Ausführung der bezeichneten Elimination kann erreicht werden, indem wir die Coordinaten der beiden Punkte bestimmen, in denen die willkürliche Ebene, die Tangentenebene AU’ =0 und die quadratische Polarfläche 42 U' = 0 sich schneiden; diese Coordinaten nach einander in A3U‘ sub-stituiren und das Product der Substitutionsresultate bilden. Wir werden die Coordinaten des Berührungspunktes mit 21, x,, Xg, x^, die laufenden Coordinaten mit 31, J2, J3, Y4 bezeichnen und den schon gebrauchten Differentialsymbolen die damit verständlichen U12, U123, etc., die letztem für die dritten Differentiale, hinzufügen. Durch jede der Durchschnittslinien von A U' == 0 und A2U‘=0 können wir eine Ebene legen, d. i. bei entsprechender Bestimmung von t1, t,, t3, ta kann man in unendlich vielen Arten eine identisch erfüllte Gleichung bilden, wie folgt



42U‘ + (31 + 1292 + 13 + 194) 4U‘

= (P, 31 +P, 32 +Pa 33 +P4V4) (91 31 +9292+ 93 33 + 1434) • • • A)

Wir setzen voraus, dass diese Transformation vollzogen sei, haben aber nicht nöthig, die wirklichen Werthe der t zu bestimmen, da sich findet, dass diese Grössen aus dem Ergebniss verschwinden.

Ist die willkürliche Ebene durch

C131 + C232 + C333 + ^i = 0

dargestellt, so sind offenbar die Coordinaten der Durchschnittspunkte der willkürlichen Ebene, der Tangentenebene

U1Y1 + U232 + U33 + U,34 — 0,

und der Fläche 22 U' ===== 0 durch


die vier Determinanten der



Systeme


C1 , U

P , bestimmt.




Wir haben nun diese



Coordinaten in die Form /i^U' einzusetzen, welche wir in der symbolischen Gestalt (a,Y1 — . • .)3 schreiben können, wenn die a|, a,, etc. die Symbole , — , etc. bezeichnen, sodass wir nach der Entwickelung für irgend ein Glied a,0,03913233 das Product U1 23313233, etc., zu substi-tuiren haben.

Es ergiebt sich daraus, dass das Resultat der Substitution der Coordinaten des ersten Punktes in A3 U' als die dritte Potenz der symbolischen Determinante Sa^U^ dargestellt werden kann, wenn nach der Potenzirung für die Potenzen der a in der eben angeführten Weise dritte Differentialquotienten eingesetzt werden, nämlich

43 U

für aiakam das Differential Uikm = da.d= da- •

In derselben Weise bezeichnen wir das Resultat der Substitution der Coordinaten des zweiten Schnittpunktes durch (Xb,c, U,q,)3, wo b, ein ebenso wie a, gebrauchtes Symbol ist2). Dann kann die fragliche Resultante in der Form

1

 Für weitere Ausführung und Anwendung ist auf „Vorlesungen“, XXIII zu verweisen. Dort ist die Anwendung auf das noch weitere Vorbereitungen fordernde Problem gemacht, die Ordnung des Bedingungssystems für zwei gemeinschaftliche Punkte von drei Curven zu bestimmen, oder speciell dafür, dass eine Curve zwei Doppelpunkte oder eine Spitze habe.254)

2

 Wir benutzen für die Symbole — , etc. in beiden Determinan-ten verschiedene Zeichen, um das scheinbare Auftreten sechster Potenzen von a, d. h. sechster Differentiale, zu vermeiden. Die hier gebrauchte Methode ist wesentlich mit Cayley’s „Rechnung mit Hyperdeterminanten“ (vergl. „Vorlesungen“, XIV, p. 173—192, besonders Art. 162; „Höhere Curven" p. 460) identisch.
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(Za, c, U,p,)8 (Zb, c, U, 9) = 0 geschrieben werden. Man kann dies Ergebniss in mehr symmetrischer Gestalt schreiben

(Za,c, Uap)8 {Sb, c, U,0,)8 + (Sb, c, U,p)8 {Sa, c, U,0,)9 = 0; denn da die Grössen a und b nach der Entwickelung durch Differentiale ersetzt werden, so ist es gleichgültig, ob das ursprünglich gebrauchte Zeichen a oder & war, und die linke Seite des letzten symmetrischen Ausdruckes ist somit nichts Anderes als das Doppelte der linken Seite des vorigen.

Wir haben die Entwickelung zu bilden und sie von den noch unbekannten Grössen p und q mittelst der Gleichung A) zu befreien.

	
469.    Wir setzen



F = (2d, C Up) (2b, C, U, 0) , G = (2b, c, Up.) (Za, c, U, 0) , sodass die Resultante durch

F + G3 = 0 oder (F + G)8 — 3FG (F + G) = 0 dargestellt wird, und untersuchen nun getrennt (F — Gr) und FG, um die p und q zu entfernen. Da die Factoren von F und G in Bezug auf die p und q linear sind, so würde die Trennung dieser Grössen in denselben ihnen die Form

F = (M,P1 + m2p2 + m^ + m^p^ (n, 41 +1, Q,+ na (3 + n, q^, G = (M1 Pi + 72 P2 + n, 23 + n, P^ (m, (1 + m, (2 +‘ma (3 + m, q^ geben, in welcher die Coefficienten m und n aus den Werthen von F und G zu entnehmen sind, sodass z. B.

m, = Za, c2 U^, 24 = 21)^^ c2 U3

ist. Daraus folgt, dass der Coefficient von einem Gliede minj in der Entwickelung von (F — Gr) gleich Piqj-\-PjPt ist, sodass wir schreiben können

F — G = SSm^j (p^ + Pjqi), wo die Summe sich über alle Werthe erstreckt, welche den Coefficienten 1 bis 4 entspringen.

Aus der Vergleichung der Coefficienten in der Gleichung A) folgt aber

PiQj + Pj^i = 2 ^ij + (ti U, + tj ^i) , also F + G = 222minj Uij + XEmyn; (t, Uj + tj U.) .

Wenn man aber für jedes Glied von der Form (Piq; — Pjqi) den Ausdruck (tiU) — tjU^ substituirt, so ist das Resultat offenbar dasselbe, als wenn in F und G die Grössen p und q mit t und U vertauscht werden. Durch die Vertauschung der q mit den U verschwinden aber die Determinanten Savc2U3qi7 Xb,C,U374, weil sie dadurch zwei identische Reihen enthalten; es verschwindet somit in (F — G) die letzte Reihe der Glieder und man erhält

^(F+ G) = 2SminjUij}


	
was in Erinnerung
	
der Werthe von
	
mt und n;
	
in der Deter-


	
minantenform
					

		
U,,
	
U. U. U
	
au C1,
	
U,
	

		
U,1,
	
U22, U23, U24,
	
C2, C2,
	
U2
	

		
Ua1,
	
U32, 033, U34,
	
43, €3,
	
Us
	

	
—
	
U4,
	
U42, Uas, Uaa,
	
a^ Ca,
	
Ua
	

		
bi ,
	
b2 , b,, b, ,
	
0, o,
	
0
	

		
G, ,
	
C2, C3 , C, ,
	
0, 0,
	
0
	

		
U,
	
U,, U3, U,,
	
0, 0,
	
0
	

	
geschrieben werden
	
kann. Denn da diese Determinante ein Ele-


	
ment aus jeder der
	
letzten drei Horizontal- und
	
Verticalreihen




enthält, so ist sie vom ersten Grade in U^, etc., und der Coef-ficient irgend eines Gliedes U14 ist

— { Za, C3 U, Xb, C2 U3 — Zat C2 U3 Eb, C3 U, } oder — (m, 24 — ma n^).

In der eben geschriebenen Determinante ist die Matrix der Hesse’schen Determinante mit den verticalen und horizontalen Elementenreihen der a, c, U; b, c, U verbunden, man kann sagen gesäumt. Da wir solche Determinanten noch oft benutzen werden, so scheint es zweckmässig, eine Abkürzung für sie ein-

zuführen, und wir wollen durch solche das eben gewonnene Resultat in der Form darstellen

a, c, U

87c7v):

	
470.    In gleicher Art kann die Grösse FGr transformirt werden. Sie ist das Product von



(m1pl + m2p2 + m3p3 + map.) (M,Q1 + m2q2 + mg(3 + m^ und

(n,P, + 1,P2 + MaP3 + n4P1) (n Q1 +1,92 + n^ + n^ •

Wenn man das erste dieser Producte entwickelt und für jedes (2192 — 7291) seinen aus der Gleichung A) abgeleiteten Werth einsetzt, so ergiebt sich wie vorher, dass die Glieder sämmtlich verschwinden, welche t enthalten, sodass das Resultat durch SSminjUij, oder wie vorher durch

	
a, c, U\


	
a, C, U/





dargestellt ist, d. h. durch eine Determinante, welche aus der Hesse'sehen durch Hinzufügung der nämlichen horizontalen und verticalen Elementenreihen hervorgeht. Die Transformation des zweiten Products giebt ein ganz analoges Resultat, und wir finden so, dass die Gleichung

(F+G)9—3 FG(F+G)=0 oder (F+G)((F+G)— 3FG)=0 in

(a, c, U)    (a, c, U2_ 3 (a, c' U) (b, c> U\)_ 0

\b, c,       \b, c, üj \a, c, Uj\b, c, übergeht. Es bleibt übrig, diesen symbolischen Ausdruck so umzuformen, dass er die c in einem dem Ganzen gemeinsamen Factor (C121 — C,X2 — c^ — C4xa) enthält. Wir werden dabei abkürzend an Stelle der Aggregate

(a,2,+d,a,—aa",—a4=4), (b,4, +•••), (q,2,—...) die Buchstaben a, b, c verwenden.

	
	
	
471.    Der Anblick der durch







/a, c, U\ (, c, u)

bezeichneten Determinante des Art. 469 zeigt, dass nach den Euler’schen Relationen

U11” + U1222 + U1323 + U14%4 = (n — 1) Ui, etc. eine Reduction derselben dadurch möglich ist, dass man die er

sten vier Reihen respective mit 21, X2, 23, x^ multiplicirt und die Summen der Producte von den entsprechenden mit (n — 1)


	
multiplicirtei dadurch

1
	
Elementen der letzten Reihe abzieht; man erhält

Ui   U12,   U1s,   Ui,      d,,      Gi,      0

U21,    U22,    U23,    "24,       @2,       C2,       0

U31,    U32,    U33,    (34,       a3?       C3,       0

U41,    U42,    043,    044,       @4,       C4,       0 ;

bi ,   b, , ba ,  ba,      0 ,     0 ,      b

G, Q , Q , C,    0 ,   0 ,    c

0 ,  0  ,  0  ,  0 ,  — a t  — c,     0

:h theilweise Entwickelung giebt


	
(n — 1)2

welches durc





-G—w! G) - " G) - be () + " ());

wenn nämlich (3) die Determinante bezeichnet, welche durch Verbindung der Matrix der Hesse’schen Determinante mit einer Verticalreihe der a und einer Horizontalreihe der b entsteht, etc.

In der nämlichen Weise erhalten wir

[image: ]

(b, c, U (b, c, U,





1

(n — 1)2
[image: ]








—2« () + a*(c)], - 2bc (2)+b ([)].



Zur Vereinfachung dieser Ausdrücke behufs der Substitutionen bei den a setzen wir di = ebi — bci} etc., sodass also


d = d,X1 — d,X2 — d3E3 — d^x^ wird, und erhalten dann
[image: ]




sodass die am Ende des Art. 470 gegebene Gleichung der Fläche sich in die Form überführt

[image: ]



	
	
	
472.    Auf Grund dieser Form können wir zur Entwickelung schreiten und für jedes Glied a, a, a3 , etc. derselben den entsprechenden Differentialquotienten substituiren. Dann ist zuerst offenbar, dass







a3 = n(n—1) (n — 2) U=0, a’a, =(n—■ 1) (n—2) U,, etc. ist, also a2 (C) =(n — 1) (n — 2)

Aber hier ist die letzte Determinante wie in vielen ähnlichen Fällen dadurch reducirbar, dass man die Producte der Elemente der vier ersten Reihen 21, X,, X3, X4 von denen der fünften Reihe subtrahirt; so erhalten wir

a 0 - - (- 2)Hc ■

Ferner ist (C) = — zi am^n, sodass wir haben

W     aUmn

a(“)=(n—2) z H v=4 (n—2) I.

Endlich ist a (@) (@) zu berechnen.


Bezeichnen wir mit



Hmn die durch Unterdrückung der Horizontal- und Verticalreihe des Elementes Umn aus der Hesse’schen Determinante entspringende Minordeterminante, so erkennt man leicht, dass

[image: ]




(n 2) 2HmpHnq Umncpd



ist, wenn in der Summe die Zahlen m, n, p} q alle möglichen Werthe von 1 bis 4 empfangen. Aber nach dem Art. 33 der „Vorlesungen“ ist


■mp^n 9



dH»q

dUmn

sodass durch Substitution dieses Werthes und in Erinnerung, dass SHmn Umn = 4H ist,

-()©--=»"©)

erhalten wird. Indem man die so gewonnenen Substitutionen vollzieht, erhält man


io-q)'—()+30—2ne()G)

— 3 (n — 2) Hed ( 7) ,

(-() - ()-©)- 2 «()+# ())


- • () 0 +40-2) ne () - <• - 2 red ()

Indem man die Bedeutung der Symbole d,, etc. betrachtet, sieht man, dass d oder d^ — d2x.2 — daxs — d^x^ identisch verschwindet; wenn man also in die zu reducirende Gleichung die eben erhaltenen Werthe einsetzt, so wird sie durch c2 theilbar und kommt dadurch auf die Form


4() »() 00-»-

	
	
	
473.    Um diese Form weiter zu vereinfachen, setzen wir für d seinen Werth ein, wodurch sie wird







4(()—1 ()‘-3 (-()-()]> (e()-20 ()+()]

Dies ist aber genau die nämliche Form, welche im letzten Artikel reducirt worden ist, mit dem einzigen Unterschiede, dass b an Stelle von a und a an Stelle von d steht. Wir können daher auf Grund desselben Verfahrens schreiben

4(-()—1())’

=4e ()‘+ 30-2) ne 0 0 -30-3) "ed QT während der noch übrige Theil der Gleichung -()!e()0)+4(-2)/ () ~^n^2) Hca 01 wird. In beiden Ausdrücken können endlich die letzten Glieder mit Hilfe des Art. 472 auf

12 (n — 2)2 I’c Q

reducirt werden. Subtrahiren wir dann, so erhalten wir nach Division durch c2 das von allen der Frage fremden Factoren befreite Resultat in der symbolischen Form

[image: ]



	
	
	
474.    Es bleibt übrig nachzuweisen, wie dasselbe in der gewöhnlichen Bezeichnungsweise dargestellt werden kann. Dazu transformiren wir es durch die bekannte Identität (vergl. „Vor-lesungen", Art. 33)

[image: ]









und erhalten

[image: ]




Hier drückt nun Q Q Q




die früher im Art. 324 mit



® bezeichnete Covariante aus; denn wenn Hmn dieselbe Bedeutung behält wie vorher, so kann die Entwickelung des symbolischen Ausdruckes durch SHmnHpqHrsUmnrUp(ls dargestellt wer-den, wo jeder der Indices alle die Werthe von 1 bis 4 zu erhalten hat. Nun ist der Differentialquotient von II in Bezug auf x. de = SH„ U„„, sodass • = SH„ ~ d" ist, d. h. in abweichender Bezeichnung dasselbe, was a. a. 0. durch ® bezeichnet ward.

Die Co Variante S ist daher auf die Form © — 4H0 reducirt, in welcher ist, wenn wir mit Hpq^rs eine zweite Minordeterminante bezeichnen, die aus der Matrix der Hesse’schen Determinante durch Unterdrückung von zwei Columnen hervorgeht.

[image: ]




[p q, rsUmpq U,



In ihr ist 0 vom Grade (11 n — 24) und d vom Grade

5 (n — 2) — 2 (n — 3) = 7n — 16.

Für die Oberflächen dritter Ordnung reducirt sich 0 auf die einfache Form SHmn —---—, wie vorher erwähnt ist.

Wir fügen die Bemerkung von Cayley hinzu, dass die Gleichung der Fläche S ganz in derselben Weise die Transformation der im Art. 206 gegebenen allgemeinen Gleichung ist, welche für jeden Punkt einer Regelfläche erfüllt ist, wie die Gleichung der Hesse’schen Determinantenfläche als Transformation der Differentialgleichung der developpabeln Flächen rt — s2 im Art. 215 nachgewiesen worden ist. Die geometrische Erklärung ist offenbar.

Um die Punkte einer Fläche zu finden, in denen sie von einer geraden Linie fünfpunktig berührt werden kann, ist die Bedingung zu bilden, unter welcher der Durchschnittspunkt von AU’ = 0, 42 U' == 0 mit einer beliebigen Ebene auch A* U' = 0 sowie 43 U' = 0 befriedigt.

Clebsch hat auf ^U' dieselbe symbolische Methode der Elimination angewandt, die im Vorhergehenden für A3U‘ Erfolg hatte. Es ist ihm gelungen, den Factor c6 auszuscheiden; aber in dem von ihm gefundenen Endresultate bleibt c im zweiten Grade enthalten, und da dasselbe vom Grade (14n — 30) in den Variabein ist, so kann nur geschlossen werden, dass durch die Punkte dieser Art unendlich viele Flächen von der Ordnung 14n — 30 gelegt werden können. Und man darf sagen, dass die Zahl solcher Punkte n (11n — 24) (14n — 30) nicht überschreiten könne. Wir bestimmen sie weiterhin (Art. 485) sehr einfach durch das Princip der Correspondenz.

	
	
	
475.    Die Oberfläche S = 0 berührt die Hesse’sche Determinantenfläche H == 0 längs einer Curve.







Für den Schnitt mit H == 0 reducirt sich die Gleichung von S auf 0 = 0, und man hat zu zeigen, dass diese Fläche die Fläche H = 0 berührt.

Nun wird 0 gebildet, indem man die Matrix der Hesse-sehen Determinante mit horizontalen und verticalen Elementenreihen aus den Differentialen der Hesse’schen Determinante erweitert, d. h. 0 = 0 ist dem symbolischen Ausdruck äquivalent
[image: ]

Da nun nach einer mehrfach benutzten identischen Gleichung
[image: ]

ist, für ein willkürliches c, so berührt ® = 0 die Fläche H = 0 längs ihres Durchschnittes mit der Fläche (7 n — 15)ter Ordnung
[image: ]

Somit berührt die Fläche S = 0 die Fläche H = 0 längs einer Curve, und durch die Berührungscurve gehen unendlich viele Flächen der Ordnung (7n — 15).

	
	
	
476.    Die Schnittpunkte dieser Curve mit der Fläche U=0 sind bemerkenswerth. Sie sind zuerst die Punkte der Curve







S=0, U=0,

in denen beide Haupt- oder Inflexionstangenten zusammenfallen, da diese Eigenschaft allen Schnittpunkten von H — 0, U — 0 zukommt.

Sie sind aber zugleich die einzigen Punkte, in welchen die parabolische Curve H — 0, U = 0 eine Curve der Haupttangenten berühren kann. Für solche Punkte sind nämlich die Gleichungen

SUidXi == 0, ZUida;dx.== 0, SkidXi = 0, die Gleichungen der Haupttangenten, zugleich mit

dH — Htdxr — H2dx2 — H^dx3 — H^dx^


	
zu erfüllen, sodass durch die Elimination
	
der
	
dx die Bedingung


		
un,
	
U,2,
	
U^,
	
Ua,
	
H,,
	
U,,
	
7
	

		
U21,
	
U22,
	
U23,
	
U2a,
	
H2,
	
U2,
	
k2
	

		
U31,
	
U32,
	
U43,
	
Usa,
	
H3,
	
U3,
	
k62
	

		
Ua,
	
U42,
	
Ua3,
	
Ua,
	
Ha,
	
U,,
		
= 0


		
H,
	
H,
	
H,,
	
H,
	
0 ,
	
0 ,
	
0
	

		
Ui,
	
U2,
	
Ua,
	
Ua,
	
0 ,
	
0 ,
	
0
	

		
R6, ,
	
k2 ,
	
k, ,
	
k4 ,
	
0 ,
	
0 ,
	
0
	

	
sich ergiebt, die man
	
mit Hilfe von
			



(n 1) Ui — UnXi — Ui2X^ — Uisx^ — Ui^x^

reduciren kann, sodass sie wegen H = 0

0 = ® (kq, + k,22 + kaa + k,x4)2 liefert. Die Schnittpunkte von

H=0, U=0, © =0 sind also die einzigen Punkte dieser Art. Man hat also den Satz: Die Curve der parabolischen oder Wendepunkte der Fläche berührt die Curve der Berührungspunkte vier-punktiger Tangenten überall, wo sie ihr begegnet und zwar in 2n (n — 2) (11n — 24) verschiedenen Punkten; nämlich in der Hälfte der Zahl der Schnittpunkte von

U=0, 0 = 0, S=0.

Durch diese Punkte lassen sich unzählig viele Flä-) der Ordnung (7n — 15) legen, welche die

Curve der Wendepunkte noch in

4n (n— 2) (7n — 15) — 2n (n — 2) (11n — 24) = 6 n (n - 2)2 und die Curve der vierpunktigen Berührungen noch in n{7n— 15) (11»— 24) — 2n (n — 2) (11m-24)

= n (5n — 11) (11» — 24)

andern Punkten schneiden. In diesen Punktsystemen wird jede der beiden Curven durch andere Curven berührt, welche sie ausserdem nicht mehr schneiden, nämlich die Curve der Wendepunkte durch den Schnitt von U = 0 und der Oberfläche 3 (n — 2)ter Ordnung (@) = 0 und die Curve der vierpunktigen Berührungen durch den Schnitt von U = 0 mit der Fläche (10n — 22)ter Ordnung (    ) = 0. Daraus folgt sodann, da jede etwa in der Fläche U = 0 gelegene Gerade zugleich der Fläche S — Q angehört und mit der Fläche H = 0 Punkte in der Zahl 4 (w — 2) gemein hat, der Satz: Wenn eine Fläche eine gerade Linie enthält, so ist diese eine 2(n — 2)fache Tangente der parabolischen Curve. (Vergl. Art. 28.)

Und eine Oberfläche nter Ordnung kann im Allgemeinen nicht mehr als n(11n — 24) Gerade enthalten, da die Zahl der Berührungspunkte mit der parabolischen Curve nicht 2n (n — 2) (11n — 24) übersteigen kann.

Für die Fläche dritter Ordnung ist S von der Ordnung neun, die Curve der vierpunktigen Berührungen zerfällt in Gerade und die Zahl derselben ist siebenundzwanzig. Sie berühren die parabolische Curve in 2n (n — 2) (11n—24) = 54 Punkten, den Asymptotenpunkten Steiner’s oder den Doppelpunkten der in jener Geraden gelegenen Involutionssysteme. (Art. 306.)

	
	
	
477.    Die Gleichung der Fläche, welche durch die vierpunktigen oder Doppelinflexionstangenten erzeugt wird, erhält- man durch die Elimination der x- zwischen den Gleichungen







U‘ =0, dü'=0, ^U'^O, 4U‘=0;

die Resultante ist nach der gewöhnlichen Regel vom Grade n (n — 2) (n — 3) + 2n (n — 1) (n — 3) + 3n (n — 1) (n — 2) = 6n3 — 22n + 18n.

Nun charakterisirt dieses Ergehniss offenbar den Ort der Punkte, deren erste, zweite und dritte Polarflächen sich in der Fläche selbst durchschneiden, und enthält somit die Fläche U selbst mehrfach, da für jeden Punkt der letztem die drei ersten Polaren sich in sechs in ihr gelegenen Punkten durchschneiden.

Die Eliminationsresultante ist daher von der Form U M, und der Factor M ist vom Grade

a = 2n (n — 3) (3n — 2) .

Die betrachtete Fläche ist eine Regelfläche und ihre Ordnung oder ihr Grad daher gleich der Zahl von Erzeugenden, welche eine willkürlich angenommene Gerade durchschneiden. Man kann also durch eine gegebene Gerade im Allgemeinen 2n(n — 3) (3n—2) gerade Linien legen, welche eine gegebene Fläche nter Ordnung vierpunktig berühren.

Da die Durchdringungscurve dieser Regelfläche der vierpunktig berührenden Tangenten mit der gegebenen Fläche aus einer Curve der einfachen Schnittpunkte von der Ordnung a, und der vierfach zählenden Curve ihrer Berührungs-punkte von der Ordnung a4 besteht, so hat man die Relation

na = 4a, — a1, also a, — na — 4a, und durch Einsetzen

	
	
	
	
a, — 2n (n — 4) (3n2 + n — 12) .



	
478.    Wir können in analoger Weise das Problem B) von der Aufsuchung derjenigen Tangenten untersuchen, welche in einem Punkte dreipunktig und zugleich in einem andern einfach berühren.







Für den Berührungspunkt einer Inflexionstangente gelten die drei Gleichungen U‘=0, AU‘= 0, A2U‘==0; und wenn dieselbe die Fläche fernerhin berühren soll, so muss ausserdem W‘ = 0 sein, wenn W' die Discriminante der Gleichung vom (n — 3)ten Grade in A:u bezeichnet, welche nach dem Verschwinden der drei ersten Glieder von der Fundamentalgleichung des Art. 13 übrig bleibt. Für W' sind also

2" = (n + 3) (n — 4), u” = (n — 3) (n —• 4), und da wie im letzten Artikel

Ä = 1, u = n — 1; l‘== 2, u‘=n — 2 sind, so erhalten wir den Grad von II

2 (n — 3) (n — 4) + (n — 2) (n + 3) (n — 4)

+ 2 (n — 1) (n + 3) (n - 4) - 2 (n + 3) (n — 4);

die Ordnung der Fläche, welche durch die Punkte B) geht, ist somit

= (n— 4) (3n2 + 5n — 24).

Das n- fache dieser Zahl ist somit die Ordnungszahl b3 der Curve der Punkte auf der Fläche, deren eine Haupttangente die Fläche noch anderwärts zweipunktig berührt.

Die Gleichung der Fläche, welche durch die Linien b erzeugt wird, die an der einen Stelle Inflexionstangenten und überdies an einer zweiten einfache Tangenten sind, wird gebildet, indem man die ai zwischen den vier Gleichungen

U‘=0, AU‘=0, A‘U‘= 0, W' = 0 eliminirt; und aus dem, was eben über den Grad der Veränderlichen in jeder dieser Gleichungen gesagt worden ist, ergiebt sich der Grad der Resultante

— n (n — 2) (n — 3) (n — 4) + 2n (n — 1) (n — 3) (n — 4) + n (n — 1) (n — 2) (n + 3) (n — 4)

= n (n — 4) (n3 + 3n2 — 20n + 18) .

Man erkennt aber wie im letzten Artikel, dass diese Resultante die Form U in der Potenz 2 (n — 3) (n — 4) als Factor enthalten muss, und erhält nach Ausscheidung desselben die Ordnung der Fläche b

b — n (n — 3) (n — 4) (n2 + 6n — 4).

	
	
	
479.    Damit eine Tangente im Punkte ai an einer andern Stelle eine Inflexionstangente werde, ist nöthig, dass JU' — Q sei — eine Gleichung, für welche l=1, ^=n—1 ist — und dass überdies das System der zwei Bedingungen erfüllt sei, welchen genügt sein muss, damit die Gleichung (n—2)ten Grades in A : u, die nach dem Verschwinden der zwei ersten Glieder aus der Fundamentalgleichung hervorgeht, drei gleiche Wurzeln habe. Wenn dann V, u‘; A", u" die Grade bezeichnen, in welchen diese zwei Bedingungsgleichungen die Variabein enthalten, so wird die Ordnung der durch die Punkte C gehenden Fläche (vergl. Art. 238)







2 u -+ A u — (n — 2) A A •

Aus Art. 273, 274 der „Vorlesungen“, d. h. in Anwendung der oben in Art. 467 entwickelten allgemeinen Gesetze auf das bezügliche Bedingungssystem folgen aber die Werthe

X’A" = (n —4) (n2 + n + 6), 2‘ u" + A" w‘= (n —2) (n —4) (n + 6).

Die Ordnung der Fläche B*) ist daher

- (n — 2) (n - 4) (n2 + 2n + 12),

und die Ordnung b, der Curve der einfachen Berührungspunkte unserer speciellen Haupttangenten ist das n-fache dieser Zahl.

Wenn bi die Ordnungszahl der Curve bezeichnet, in welcher die einfachen Schnittpunkte dieser Haupttangenten mit der Fläche liegen, so hat man für dieselbe aus der offenbar bestehenden Relation

nb = 3b, + 202 + b, den Werth

bi == n (n — 4) (n — 5) (n3 — 6n2 — n — 24).

	
	
	
480.    Der Ort der Berührungspunkte der dreifachen Tangenten wird in derselben Art untersucht, indem wir nur statt der Bedingungen für die Gleichheit dreier Wurzeln in der eben betrachteten Gleichung die andern Bedingungen zu benutzen haben, unter welchen dieselbe zwei verschiedene Paare von gleichen Wurzeln besitzt. Aus Art. 274 der „Vorlesungen“ ergiebt sich für dieses System von Bedingungen







X'X" — ^ (n — 4) (n — 5) (n? + 3n + 6),

A’u" + A"u‘ = (n — 2) (n — 4) (n — 5) (n + 3) ist. Daher wird die Ordnung der Fläche, welche die Punkte C) bestimmt,

=1 (n — 2) (n — 4) (n — 5) (n2 + 5n + 12), und das n-fache dieser Zahl ist die Ordnungszahl C, der Curve der bezüglichen Berührungspunkte.

Um die Gleichung der durch die dreifachen Tangenten erzeugten Regelfläche zu finden, haben wir die Grössen xl zwischen den beiden gedachten Bedingungsgleichungen und den Gleichungen U‘ = 0, JU' = O'zu eliminiren. Da die Ordnung des Resultats

= nu u — n (n — 1) (A’u" — A" u‘) ist und dasselbe den Factor U2‘2" enthält, sodass von der vorigen Zahl die Zahl nl'X" abzuziehen ist, um die Ordnung der Fläche c) zu finden, so erhalten wir durch Substitution der obigen Werthe für A’A", A’u" — A"u‘, und weil

u’u" = 1 (n — 2) (n — 3) (n — 4) (n — 5) ist, jene Ordnung von c) nach Division mit drei263)

c = $ n (n — 3) (n — 4) (n — 5) (n2 + 3n + 2) .

Für C1 als Ordnungszahl der Curve der einfachen Schnittpunkte der Tangenten c gilt die Relation

ne = 2c2 — C1 , d. i. man erhält

c, = } n (n — 4) (n — 5) (n — 6) (n3 + 3 n2 — 2n — 12) .

	
	
	
481.    Es bleibt übrig, eine andere Gruppe von Problemen zu untersuchen, man kann kurz sagen, die Probleme von der Bestimmung der Anzahl der Tangenten einer Fläche, welche vier Bedingungen genügen.







Wir zählen sie auf. Man soll bestimmen

	
	
	
	
a) die Zahl der Punkte, in welchen beide Inflexions-tangenten vierpunktige Tangenten der Fläche sind;









ß) die Zahl derjenigen Punkte der Fläche, in denen eine fünfpunktige Berührung mit einer Geraden möglich ist;

y) die Zahl der Punkte in der Curve vierpunktiger Berührungen, deren Doppelinflexionstangente zugleich an einer andern Stelle eine einfache Tangente ist;

ö) die Zahl der Geraden, welche an zwei verschiedenen Punkten Inflexionstangenten sind;

	
8)    die Zahl der Geraden, welche an einer Stelle als Inflexionstangenten oder dreipunktig und an zwei andern Stellen einfach berühren;



§) die Zahl der Geraden, welche an vier verschiedenen Stellen einfach berühren.

	
482.    Das erste dieser Probleme ist von Clebsch264) algebraisch gelöst worden, wennschon mit einem neuestens erkannten Irrthume im Schlussergebniss. Es wurde in Art. 316 bewiesen, dass die Inflexionspunkte des Schnittes der Tangentialebene in irgend einem Punkte der Fläche mit der cubischen Polarfläche dieses Punktes in der Ebene x, H, — x, H, — x, H, — x,H,== 0 gelegen sind. Wenn nun verlangt wird, den Ort der Punkte x,’ auf einer Fläche zu finden, deren Verbindungslinie mit einem dieser Inflexionspunkte eine angenommene Gerade schneidet, so heisst dies mit andern Worten die Bedingung fordern, unter welcher Coordinaten von der Form Ax, — ux; (für Xi als den Durchschnittspunkt der angenommenen Linie mit der Tangentenebene) die Gleichung der Polare in Bezug auf die Hesse’sche Determinante dH' und die der cubischen Polare A3U‘ zugleich befriedigen. Nun ist das Resultat der Substitution in dH



4 (n — 2) AH + ^dH' = 0.

Substituiren wir aber in dzU', so verschwindet der Coefficient von A3, weil ai der Fläche angehört, und der von 22, weil Xi in der Tangentialebene liegt; das Ergebniss ist also

3 (n — 2) Xd2 U' + u 4 U' = 0.

Durch Elimination von A : u zwischen diesen beiden Gleichungen erhält man

4H‘A U' = 3dH'd^ U; wo in d^U', etc. die Coordinaten des Schnittpunktes einer willkürlichen Geraden mit der Tangentialebene einzusetzen sind, d. h. die verschiedenen Determinanten des Systems

Dadurch wird d3U' vom Grade n— 3+3(n — 1) = 4n—6 in den a/, und da H' vom Grade 4 (n — 2) ist, so ist die Gleichung vom Grade (8n — 14); und dies ist die Ordnung einer Fläche, welche die Punkte der besagten Art enthält.

Wir behaupten nun, dass die Berührungspunkte der vier-punktigen Tangenten derselben angehören. In jedem dieser Punkte liegen offenbar die Doppelinflexionstangenten beide in der cubi-sehen Polarfläche des Punktes, und ihre Ebene schneidet dieselbe ebendeshalb in einer dritten Geraden, welche in der Ebene dH’ = 0 liegt. Jeder Punkt dieser Geraden ist als ein In-flexionspunkt der cubischen Polare zu betrachten, und deshalb eben muss die Ebene durch den Punkt Xi und eine willkürliche Gerade durch einen Inflexionspunkt gehen. Die Punkte, deren Zahl wir zu bestimmen beabsichtigen und die offenbar Doppelpunkte der Curve US sind, zählen unter den n(11n — 24) (8n —14) Durchschnittspunkten der Curve US mit dem in diesem Art. besprochenen Orte doppelt.

Wir untersuchen aber, welche andere Punkte der Curve US zu dem Orte gehören können. Für einen beliebigen Punkt dieser Curve liegt die vierpunktig berührende Tangente in der cubischen Polarfläche, deren Schnitt mit der Tangentialebene daher aus dieser Geraden und einem Kegelschnitte besteht; und da alle Inflexionspunkte eines solchen Systems in der geraden Linie liegen, so ist die vierpunktig berührende Tangente selbst in diesem Falle die einzige Gerade, welche x/ mit einem Inflexionspunkte verbindet. Und wir sahen im Art. 477, dass die Anzahl solcher Tangenten, die eine beliebige Gerade treffen, gleich 2n (n — 3) (3n — 2) ist. Wir haben somit unter Berücksichtigung des erst von Schubert265) hervorgehobenen Umstandes, dass diese Linien dreifach zu zählen sind, die Gleichung 2a + Qn (n — 3) (3n — 2) = n (11n — 24) (8n — 14), also

a — bn (7n2 — 28 n + 30), als Lösung des vorgelegten Problems.

	
483.    Die im letzten Art. erhaltene Hauptgleichung kann durch Untersuchung des Falles erläutert werden, wo die angenommene Gerade die Fundamentallinie x3 = x± = Q ist. Dieselbe wird dann für U, und U.2 als Differentialquotienten nach 21, x2



4H(U2^--u

= 3 (u2^- — U, ( U2 d--U, d)2 U.

- dxY 1 dx2J y 4 dxr 1 dx^J

Es ist ersichtlich, dass diese Gleichung für diejenigen Punkte der Fläche befriedigt wird, deren vierpunktig berührende Tangenten die Gerade 23 = 24 = 0 schneiden. Denn die Bedingungen,


unter welchen die gerade Linie von X; nach (x,, «2, 0, 0) eine vierpunktig berührende Tangente ist, sind
[image: ]





und die Resultate der Elimination von x,’ und N2‘ zwischen der ersten und zweiten und der ersten und dritten dieser Gleichungen sind Factoren der oben geschriebenen Gleichung. Wir wollen dabei bemerken, dass man mit den Bezeichnungen des Art. 67 in Bd. I hat
[image: ]




mit analogen Gleichungen in dem Falle einer willkürlichen Geraden von allgemeiner Lage.

	
484.    Hier bietet sich nun die folgende Methode zur Untersuchung der Anzahl ß der fünfpunktig berührenden Tangenten dar. In dem Berührungspunkte einer solchen ist sie eine Tangente der Inflexionsknotencurve, und die Bedingung, dass dies der Fall sein soll, kann in folgender Weise ausgedrückt werden. In jedem Punkte der Inflexionsknotencurve liegt die vierpunktig berührende Tangente in der cubischen Polare und daher auch in der Fläche S derselben, die wir zur Unterscheidung durch (S) repräsentiren wollen. Die vierpunktig berührende Tangente ist daher als Durchschnitt der Tangentialebenen zu U und (S) bestimmt. Die Bedingung, unter welcher die Tangentialebene von S durch dieselbe Gerade geht, wird wie in Art. 238 durch die Gleichung
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(n — 1)+(11n — 25)—(11n — 25) — 1 oder (23n — 52),

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. 41

welche US in den Doppelinflexionsknotenpunkten a und in den Punkten ß schneiden wird.

Aber die folgenden Ueberlegungen zeigen, dass diese Methode doch nur eine obere Grenze für die Zahl der Punkte ß giebt.

Wenn wir in die eben geschriebene Determinante für die Elemente der dritten Zeile die §/ einsetzen, so haben wir die Bedingung gebildet, unter der eine willkürliche Gerade eine vier-punktig berührende Tangente schneidet, eine Bedingung vom Grade 12n—26, die auch für die Doppelinflexionsknotenpunkte erfüllt wird. Betrachten wir nun die Punkte von US, welche der Bedingung genügen, so würden wir zu der Gleichung geführt werden

2 a + 2n {n — 3) (3n — 2) = n (11 n — 24) (12n — 26); wenn wir aber Clebsch’s Gleichung erinnern, in welcher der Factor 12n — 26 durch 8n — 14 ersetzt ist, so werden wir zu dem Schluss genöthigt, dass für Punkte der Inflexionsknoten-curve das System der Gleichungen ^{S^— U,(S) — 0, etc. durch andere Gleichungen von geringerem Grade muss ersetzt werden können.

In der letzten Ausgabe waren Gründe entwickelt, die zu dem Ausdrucke n(n — 4) (101% — 204) für ß führten; weil sie nicht streng beweisen, werden sie hier nicht wiederholt.

Die übrigen Probleme des Art. 481 bleiben ebenfalls algebraisch zu lösen. Im Folgenden geben wir die einfachen Lösungen, die das Princip der Correspondenz für die bezüglichen Anzahlbestimmungen liefert.

	
485.    Die Tangenten der Fläche mit fünfpunktiger Berührung sind diejenigen unter den vierpunktig berührenden Tangenten, bei denen einer der zugehörigen (n — 4) einfachen Schnittpunkte mit dem Punkte der vierpunktigen Berührung zusammenfällt. Die Zahl dieser Coincidenzen kann aber mit Hilfe der am Ende des Art. 462 begründeten Regel bestimmt werden. Denn mittelst der einfachen Doppelinflexionstangenten ist jedem Punkte der einfachen Curve ein bestimmter Punkt der vierpunktigen zugeordnet, während dem letzteren immer (n — 4) der ersteren entsprechen; man hat somit für die Summe der Anzahlen p — q der Paare, deren erster respective deren zweiter Punkt in einer gegebenen Ebene liegt,


	
a, — (n — 4) a4 oder (n — 8) a4 — na •





Der Grad a der Regelfläche der vierpunktigen Tangenten giebt aber die gleichfalls mit (n — 4) zu multiplicirende Zahl g derjenigen Paare unserer beiden Punktsysteme, deren Verbindungslinie eine beliebige Gerade — die Scheitelkante des Ebenenbüschels in Art. 462 — durchschneidet; also ist

ß = (n — 8) a, + 4a = 5n (n — 4) (7 n — 12).

Derselbe Werth ergiebt sich auch aus der analog entstehenden Relation ß = b, — b3 — b, weil die Vereinigung einer drei-punktigen und einer zweipunktigen Berührung auch zur fünf-punktigen führt. Man bestimmt aber durch dieselbe Betrachtungsweise auch die Anzahlen der den Problemen ß, y^ ö, 8, § entsprechenden Tangenten in gleich einfacher Art. Denn vier-punktige Tangenten, die an einer andern Stelle zwei-punktig berühren, können ebensowohl entstehen durch die Coincidenz von zwei auf der vierpunktigen Tangente a liegenden einfachen Schnittpunkten, wie durch die eines einfachen Schnittpunktes einer ausserdem zweipunktig berührenden Haupttangente b mit der Stelle der dreipunktigen Berührung, wie endlich auch durch die Coincidenz zweier Berührungsstellen der dreimal zweipunktig berührenden Tangente c. Map erhält in allen drei Wegen übereinstimmend das Resultat

7 = 2n (n — 4) (n -5) (n + 6) (3n — 5) •

Die an zwei Stellen dreipunktig berührenden Tangenten entspringen ans den Coincidenzen zweipunktiger Berührungsstellen von Haupttangenten b mit einfachen Schnittstellen derselben und man erhält

(n — 5) b2 + b, — (n — b) b = 28, also

ö = 1 n (n —4) (n — 5) (n3 + 3n2 + 29n — 60) .

Die Haupttangenten, welche ausserdem zweimal zweipunktig berühren, entspringen durch Coincidenz einfacher Schnittpunkte bei solchen b, die einmal zweipunktig berühren, oder durch Coincidenz eines einfachen Schnittpunktes mit einem Berührungspunkte bei den dreimal berührenden Tangenten c; beides liefert die Zahl

e = } n (n — 4) (n — 5) (n — 6) (n5 + 9n2 + 20n — 60).

Endlich entspringt eine viermal zweipunktig berührende Tangente durch Coincidenz zweier einfachen Schnittpunkte bei einer dreimal berührenden, c und man erhält die Anzahl

=7n(n—4)(n — 5)(n — 6) (n — 7) (n3 -- 6 n2 -- 7 n—30) aus der Relation

(n — 7) 4 + (n — 7) C, — (n — 6) (n — 7) c = 48.266)

	
486.    Man kann eine zu der der Art. 467 — 484 analoge algebraische Untersuchungsmethode auf die verschiedenen Fälle der berührenden Ebenen anwenden.



Jede Ebene, welche eine Fläche berührt, schneidet sie in einer Curve, die einen Doppelpunkt besitzt; und da die Gleichung einer Ebene drei Constanten enthält, so kann eine bestimmte Zahl von Tangentenebenen gefunden werden, welche zwei weiteren Bedingungen entsprechen. Wenn aber nur eine solche andere Bedingung gegeben ist, so umhüllen die Tangentenebenen, welche ihr genügen, eine entwickelbare Fläche, und ihre Berührungspunkte bestimmen in der Fläche selbst eine Curve.

Daraus entspringen die beiden Aufgaben: Die Bestimmung der Zahl der Auflösungen, welche drei Bedingungen entsprechen,

und: Die Bestimmung der Natur derCurven und entwickelbaren Flächen, welche aus zwei Bedingungen entspringen, sofern immer die eine derselben die der Berührung ist.

Von den Aufgaben der letzteren Klasse werden wir nur zwei näher untersuchen, nämlich die Frage nach den Ebenen, deren Schnittcurve mit der Fläche eine Spitze besitzt, und die Frage nach den Ebenen, welche die Fläche in einer Curve mit zwei Doppelpunkten durchschneiden.

Andere Fälle sind in dem vorigen Abschnitte gelegentlich zur Sprache gekommen, z. B. die Frage nach den Ebenen, welche die Fläche so berühren, dass die eine Tangente im Doppelpunkte eine Linie vierpunktiger Berührung ist.

	
487.    Sind «/;«/'; Xi die Coordinaten von drei Punkten, so sind die Coordinaten eines beliebigen Punktes der durch sie bestimmten Ebene la, — px" — vxi, und wenn wir diese Werthe für die laufenden Coordinaten in die Gleichung einer Fläche substituiren, so erhalten wir diejenige Belation, welche für alle Punkte des Schnittes jener Ebene mit dieser Fläche erfüllt sein muss.



Sei [U] = 0 das Resultat der Substitution; man kann es in der Form

AU‘+M—uA,,U‘+1-AU‘+ 121—2 (A,+ v 4)2 U‘+ etc., = 0 darstellen, wenn man setzt

.                ,r d । ,,d ,, d 4„ = X1  T, 7 — 22  T, ' — 23  7, — 24 T,

Die betrachtete Ebene wird die Fläche berühren, wenn die Discriminante dieser Gleichung in A, u, v verschwindet. Wenn wir zwei der drei Punkte als fest und den dritten als veränderlich betrachten, so repräsentirt diese Discriminante alle die Tangentialebenen der Fläche, welche durch die gerade Verbindungslinie jener beiden Punkte gelegt werden können.

Wir wollen den Punkt xi als in der Fläche selbst und den Punkt x" als in der entsprechenden Tangentenebene derselben gelegen voraussetzen, sodass U' = 0, A,U‘ = 0 sind und die Discriminante durch das Quadrat von d U' theilbar wird, weil von den durch eine Tangente der Fläche gehenden Tangentenebenen derselben zwei mit der ihrem Berührungspunkte entsprechenden Tangentenebene selbst zusammenfallen.

Wenn die Tangentenebene in xi aber eine Doppeltangentialebene ist, so muss die betrachtete Discriminante anstatt wie sonst das Quadrat des Ausdruckes der Tangentenebene vielmehr den Cubus derselben als Factor enthalten. Um die Bedingung zu untersuchen, unter welcher dies der Fall sein wird, schreiben wir abkürzend die Gleichung [U‘] = 0, in welcher wir die Coef-ficienten von A", P—1p, als verschwunden denken, wie folgt

T2"-1 v + 1 2"—2 (Au? + 2 Buv + Cv?) + etc. = 0; dann repräsentirt T=0 die Tangentenebene der Fläche in dem betrachteten Punkte, C = 0 die quadratische Polarfläche desselben Punktes und A = 0 die Bedingung, unter welcher der Punkt x" in derselben liegt.

Dann ist aber die Discriminante von [U] = 0 von der Form

T2A {B2~ACy q + Tö, = 0, wo 9 den Werth der Discriminante für das Verschwinden von T mit U' und d,U‘ bezeichnet. Damit also die Discriminante durch T3 theilbar sei, muss einer der Factoren von T2 verschwinden oder selbst T als Factor enthalten.

	
488.    Wir nehmen zuerst an, dass der Factor A gleich Null sei. Dies spricht aus, dass der Punkt x," in der quadratischen Polarfläche von xi gelegen sei, oder, da er auch in der Tangentenebene enthalten ist, dass er in einer der Inflexionstan-genten der Fläche in x/ liege.



Wir wissen, dass von den p Tangentenebenen, welche durch eine einfache Tangente an eine Fläche pter Klasse gelegt werden können, zwei mit der Tangentialebene ihres Berührungspunktes zusammenfallen, sodass äusser dieser noch (p— 2) andere solche Tangentenebenen existiren, und lernen hier, dass von den durch eine Inflexionstangente gehenden Tangentenebenen drei mit der Tangentialebene des Berührungspunktes zusammenfallen, und nur (p — 3) äusser ihr existiren.

Nehmen wir an, dass xi" nicht in einer Inflexionstangente gelegen sei, so verschwindet der Factor A nicht, und wir können diesen Factor, als der gegenwärtigen Discussion fremd, unberücksichtigt lassen.

Dann können wir gleichzeitig die Bedingungen untersuchen, unter welchen T ein Factor in B2 — AC oder in 9 sein kann. Beiden Fällen entspricht nämlich folgendes Problem: Setzen wir voraus, dass eine Function V gegeben sei, deren respective Grade in den ai, in x" und in Xi durch A, u, v bezeichnet sind, und dass dieselbe eine Fläche bestimme, welche die Verbindungslinie der beiden ersten Punkte zu einer vielfachen Linie vom Grade u hat, oder in andern Worten, dass sie ein Ebenenbüschel sei, welches diese Linie zur Scheitelkante hat; so ist die Bedingung zu finden, unter welcher eine dieser Ebenen mit der Tangentenebene T zusammenfällt, für die die entsprechenden Grade n — 1,0, 1 sind.

Wenn dies der Fall ist, so muss eine beliebige Gerade, welche T schneidet, auch V durchschneiden, und wenn man zwischen ihren Gleichungen §121 — ... = 0, §i‘x, — ... = 0 und den Gleichungen T = 0, V — 0 eliminirt, so muss deshalb die Resultante R identisch verschwinden. Dieselbe ist in den Grössen §i, §i und x" vom Grade u und in den x/ vom Grade

{ u (n — 1) — 2}.

Wenn aber die willkürlich angenommene Gerade die Verbindungslinie der Punkte x,’, x" durchschneidet, so verschwindet die Resultante R auch, ohne dass T ein Factor in V wäre; da nun die Bedingung M = 0, unter welcher diese Geraden sich schneiden, in allen betrachteten Grössen gleichmässig vom ersten Grade ist, so erkennen wir, dass die Form von R durch M"R‘ darzustellen ist, wo R' eine Function von x/ allein und vom Grade {u (n — 2) — A} ist.

	
489.    Indem wir dies auf den von uns betrachteten Fall anwenden, ergiebt sich, weil die Discriminante von [U] ein Ebenenbüschel von der Scheitelkante x/, x" darstellt, dass auch (B2 — AC) und q gleichmässig Ebenen repräsentiren, welche durch diese Linie gehen.



Nun ist die erstere Grösse von den respectiven Graden 2 (n — 2), 2, 2; während q von den Graden

(n — 2) (n? — 6), (»3 — 2n‘+n — 6), (»3 — 2n? + n — 6) ist, wie sich ergiebt, indem man die Summe der Grade von T2, A und (B2 — AC)2 von den Graden der Discriminante von [U], d. h. von n (n — 1)2 für alle Veränderlichen, subtrahirt.

Dann ergiebt sich aus dem letzten Artikel, dass die Bedingung H =0 — denn sie ist nichts Anderes als die Hesse’sche Determinante —, unter welcher T ein Factor in (B2 — AC) ist, vom Grade 4 (n — 2), und die Bedingung K = 0, unter welcher T ein Factor in q ist, vom Grade

(n — 2) (n3 — n2 + n — 12) sein muss.

In allen Punkten der Curve U= 0, H=0 ist also die Tangentialebene als eine Doppeltangentialebene zu zählen; in der That, die Tangentialebene in jedem Punkte des Durchschnittes der Fläche mit ihrer Hesse’schen Determinantenfläche bestimmt eine Schnittcurve mit Rückkehr- oder Cuspidal-punkt und ist als doppelt zu betrachten (Art. 10).

Die Curve U=0, K =0 ist dagegen der Ort der Berührungspunkte von Ebenen, welche die Fläche in zwei verschiedenen Punkten berühren. Cayley hat sie die Curve der Knotenpaare genannt.

	
490.    Betrachten wir zunächst die Reihe der Tangentenebenen, welche die Fläche längs der Curve U= 0; H = 0 berühren. Sie bilden nach Art. 458, III. eine abwickelbare Fläche von der Ordnung



Q = 2n (n — 2) (3 n — 4) .

Die Klasse derselben oder die Zahl der Ebenen des Systems, welche durch einen willkürlich angenommenen Punkt gehen, ist

v = 4n (n — 1) (n — 2) ;

denn die Berührungspunkte sind offenbar die Durchschnittspunkte der Curve U = 0, H = 0 mit der ersten Polarfläche des betrachteten Punktes.

Wir können auch die Zahl der stationären Tangentialebenen des Systems bestimmen. Ist die Gleichung der Fläche U unter der Voraussetzung, dass die Ebene x3 = 0 sie in einem Punkte der Curve U — 0, H = 0 berühre, durch

x3 — 222 — u3 — etc. = 0 dargestellt, so kann man leicht zeigen, dass die Richtung der Tangente der Curve U — 0, H = 0 durch

. d2 ua _ 0 bestimmt ist. Nun sind die Tangentenebenen von U in zwei in der Richtung der Inflexionstangente x, == 0 auf einander folgenden Punkten identisch. Wenn daher 13 kein Glied x,3 enthält, d. h. wenn die Inflexionstangente die Fläche in vier auf einander folgenden Punkten schneidet, so ist die Richtung der Tangente der Curve U — 0, H = 0 dieselbe wie die der Inflexionstangente, und die Tangentenebenen in zwei auf einander folgenden Punkten der Curve U == 0, H = 0 sind identisch. Die Zahl der stationären Tangentenebenen ist daher gleich der Zahl der Durchschnittspunkte der Curve U = 0, H = 0 mit der Fläche S = 0, und da diese Curve nach Art. 475 diese Fläche berührt, gleich

a = 2n (n — 2) (11 n — 24) .

Nunmehr können alle Singularitäten der abwickelbaren Fläche, welche einer Fläche U = 0 nach ihrem Durchschnitte mit der Hesse’schen Determinantenfläche umgeschrieben wird, nach Art. 90, 93 dargestellt werden. Dies giebt die Formelgruppe

u=n(n—2)(28n—60), v—^n(n—1)(n— 2); 0=2n(n—2)(3n—4); a = 2n (n — 2) (1 in — 24) ; ß = n (n — 2) (70n — 160) ;

2g = n (n — 2) (16»4 — 64n3 + 80n2 — 108n + 156),

2h = n (n — 2) (78414 - 4928,3 + 10320 n2 — 7444n + 548).

Z. B. für die Fläche dritter Ordnung


u = 72, v = 24, Q = 30, a = 54, B = 150, g = 180, 1 = 2316, x = 315, y = 363.

Die hier betrachtete Abwickelungsfläche entspricht einer Rückkehrcurve in der Reciprokalfläche, deren Singularitäten durch Vertauschung der Buchstabenwerthe u, v; «, ß; g, h; etc. erhalten werden.

Die Klasse der der Fläche U nach der Curve U=0, K—Q umgeschriebenen Abwickelungsfläche, welche zugleich die Ordnung einer Doppelcurve in der Reciprokalfläche angiebt, ist = n (n — 1) (n — 2) (n3 — n2 — n — 12), wie oben bestimmt. Die übrigen Singularitäten dieser Fläche werden bei den Untersuchungen des folgenden Abschnittes mit bestimmt werden, wo auch die Zahl der Lösungen in einigen Fällen sich ergeben wird, in denen man eine Tangentenebene sucht, welche zwei andere Bedingungen erfüllen soll.

	
C. Theorie der Reciprokalflächen.


	
491.    Wenn wir unter den gewöhnlichen Singularitäten einer Fläche diejenigen verstehen, welche im Allgemeinen entweder in der Fläche selbst oder in ihrer Reciprokalfläche existiren, so können wir von denselben die folgende Aufzählung machen.





Eine Fläche kann eine Doppelcurve von der Ordnung b und eine Rückkehrcurve von der Ordnung c besitzen.

Der im Art. 20 bestimmte Tangentenkegel enthält den über der Doppelcurve stehenden Kegel zweifach und den über der Rückkehrcurve stehenden dreifach, so dass für a als Grad des eigentlichen Tangentenkegels die Relation entsteht

a -)- 2b -]- 3c = n (n — 1).

Die Klasse des Kegels a ist der Ordnung der Reciprokalfläche gleich. Wir nehmen an, derselbe habe 8 doppelte und x Rückkehrkanten, die Curve b besitze k scheinbare Doppelpunkte und t dreifache Punkte, welche auch dreifache Punkte der Fläche selbst sind, und die Curve c endlich habe h scheinbare Doppelpunkte. Wir finden die Zahl der Punkte, in denen sich die Curven b und c durchschneiden, als die Summe von drei Zahlen. nämlich einer Zahl y von Punkten, welche stationäre Punkte der ersten, einer Zahl ß von Punkten, welche stationäre Punkte der zweiten und einer Zahl i von Punkten, welche singuläre Punkte in beiden Curven sind. Wir denken endlich 9 als die Zahl der Schnittpunkte der Berührungscurve des eigentlichen Tangentenkegels a mit der Doppelcurve und o als die ihrer Schnittpunkte mit der Rückkehrcurve c.

Ueberdies sollen die nämlichen Buchstaben in accentuirter Form die Singularitäten der Reciprokalfläche bezeichnen.

	
	
492.    Wir haben in Art. 19, 20 gesehen, dass die Punkte, in welchen die Berührungscurve des Tangentenkegels 42U = 0 schneidet, den Rückkehrkanten des Tangentenkegels angehören. Wenn aber die Berührungscurve die complexe Curve





a + 2b + 3c ist, so sind offenbar die Punkte, in welchen die Curven b und c die Fläche A2U = 0 schneiden, der Frage nach den Rückkehrkanten des Kegels a fremd. Auch werden nicht alle die Durch-Schnittspunkte von a mit A2U = 0 Rückkehrkanten des Kegels erzeugen, weil eine den Kegeln a und c gemeinschaftliche Kante wohl als eine Rückkehrkante des complexen Kegels, aber nicht als eine solche der beiden einzelnen Kegel anzusehen ist.

Die folgenden Formeln enthalten die Analyse der Durchschnitte der Curven a, b, c respective mit der Fläche A2U = 0

a {n — 2) ==*  0+26 b (n — 2) = Q + 2 ß —- 3 7 —- 31 c (n — 2) == 20 + 48+7

Es ist nicht schwer, zu erkennen, dass die in diesen Formeln bezeichneten Punkte x, 0, o, ß, y in den Durchschnitten der Fläche A2U = 0 mit den Curven a, b, c respective enthalten sind; aber es erscheint nicht so leicht, den Grund zu entdecken, weshalb sie gerade mit den numerischen Factoren eintreten, die sie zeigen. Obgleich es wahrscheinlich nicht unmöglich ist, diese Gründe a priori zu erkennen, so ziehen wir es doch vor, die Methode zu erklären, durch welche der Verfasser auf dem Wege der Induction zu ihnen gelangte.267)

	
	
493.    Wir wissen aus Art. 286, dass die Reciprokalfläche einer Fläche dritter Ordnung eine Fläche zwölfter Ordnung ist, die eine Rückkehrcurve von der vierundzwanzigsten Ordnung besitzt; denn die Form ihrer Gleichung ist





64.89 = 72,

und S ist vom vierten, T vom sechsten Grade in den Veränderlichen.

Jeder der siebenundzwanzig Geraden in der Fläche entspricht eine Doppellinie in der Reciprokalfläche (Art. 304, 306). Der eigentliche Tangentenkegel als die Reciprokalfläche einer ebenen Schnittcurve der ursprünglichen Fläche besitzt neun Rückkehrkanten und ist von der sechsten Ordnung.

Wir haben also

«=6, b‘=57, c=24, *=12, «+2b‘+3.=12-11.

Die Durchschnitte der Curven c und b‘ mit der Berührungs-curve des Kegels a, der einem beliebig gewählten Punkte entspricht, sind die Reciproken der Tangentenebenen der Originalfläche, deren Berührungspunkte die Durchschnitte einer angenommenen Ebene mit der parabolischen Curve U — 0, H = 0 und mit den siebenundzwanzig Geraden sind. Es giebt also zwölf Punkte o‘ und siebenundzwanzig Punkte Q‘; von den letzteren Punkten liegt je einer in jeder der siebenundzwanzig Geraden, von denen die Doppellinie der Reciprokalfläche gebildet wird.

Nun bestehen die sechszig Durchschnittspunkte der Curve a mit der zweiten Polarfläche, als welche von der zehnten Ordnung ist, aus den neun Punkten x‘, den siebenundzwanzig Punkten Q‘ und den zwölf Punkten o‘. Es geht daraus hervor, dass die letzteren Punkte doppelt gezählt werden müssen, weil einer Gleichung von der Form

9a + 27b + 12c = 60 durch ganze Werthe von a, b, c nur für den Fall 1,1,2 genügt werden kann. Dies giebt die erste Gleichung A).

Retrachten wir nun die Punkte, in welchen irgend eine der siebenundzwanzig Linien b dieselbe Fläche zehnter Ordnung durchschneidet. Die Punkte ß' entsprechen den Punkten, in denen die siebenundzwanzig Geraden die parabolische Curve berühren, und wir wissen aus Art. 28 und 476, dass in jeder dieser Geraden zwei solche Punkte existiren. In jeder derselben liegen ferner fünf Punkte t und wir haben eben gesehen, dass je ein Punkt Q ihr angehört. Da nun die Gleichung

a + 2b + 5c = 10

nur die Lösungen (1, 2, 1) und (3, 1, 1) in ganzen Zahlen besitzt, so müssen die zehn Durchschnittspunkte einer der Linien mit der zweiten Polarfläche entweder durch

o‘ + 2ß' + t' oder durch 30‘ + ß' + t' dargestellt sein, und hier ist die letztere Form offenbar unzulässig. Wenn man nun die Curve b' als von den siebenundzwanzig Geraden gebildet betrachtet, so erkennt man noch, dass die Punkte t' je dreien derselben angehören, und ist so zu der Formel

b' (n' — 2) = Q‘ + 28’ + 3t' geführt.

Das betrachtete Beispiel erlaubt uns nicht, den Coefficien-ten von y in der zweiten der Formeln A) zu bestimmen, weil Punkte y in der Reciprokalfläche einer Fläche dritter Ordnung nicht existiren. Endlich werden die zweihundertundvierzig Punkte, in welchen die Curve c die zweite Polare schneidet, von den zwölf Punkten ß' und den vierundfünfzig Punkten b' gebildet; und da die Gleichung

12a + 54b = 240

nur die ganzzahligen Auflösungen (11,2) und (2,4) erlaubt, deren letztere natürlich vorzuziehen ist, so sind durch die Betrachtung dieses Beispiels alle Coefficienten der Gleichungen A) mit Ausnahme des Coefficienten von y in der zweiten von ihnen gefunden.

	
	
494.    Wir wollen nun auf demselben Wege die Reciprokalfläche einer Fläche nter Ordnung untersuchen, welche keine vielfachen Punkte besitzt.





Wir haben dann

n = n (n — l)2, n — 2 = (n — 2) (n2 + 1), d = n (n — 1); und nach Art. 27 für die Doppelcurve und die Rückkehrcurve

b' - 1 n (n — 1) (n — 2) (n3 — n2 + n — 12),

c = 4n (n — 1) (n — 2).

Die Zahl der Rückkehrkanten des Tangentenkegels der Reciprokalfläche, welche der Zahl der Inflexionspunkte eines ebenen Schnittes der Originalfläche entspricht, giebt

x‘ — 3n (n — 2) .

Die Punkte Q‘ und o‘, entsprechend den Durchschnittspunkten einer angenommenen Ebene mit den Curven

U=0, K=0 und U=Q, H=0 (Art. 489) werden gefunden

Q‘ = n (n — 2) (n3 — n2 + n — 12), g' = 4n (n — 2) .

Die Substitution dieser Werthe in die erste der Formeln A) a (n — 2) = 7 + Q + 2 G macht dieselbe zu einer Identität und bestätigt sie somit. Wir wollen für denselben Fall zunächst die dritte der Formeln A) untersuchen.

Wir haben im Art. 490 gefunden, dass die Zahl der Punkte ß' — 2n (n — 2) (11n — 24)

ist. Nun entsprechen die Durchschnitte der Doppel- und Rück-kehrcurve der Reciprokalfläche den Ebenen, welche die Originalfläche in den Durchschnittspunkten der Curven U = 0, H=0; U =0, K=0 berühren. Wenn aber eine Ebene die Fläche in einer Curve schneidet, die einen eigentlichen Doppelpunkt und einen Rückkehrpunkt besitzt, so ist sie schon wegen ihrer Berührung im letzteren Punkte allein eine Doppeltangentenebene und gehört daher dem System der längs der Curve U=0, K—Q berührenden Ebenen zweifach an, oder in anderen Worten, sie ist eine stationäre Ebene dieses Systems. Und da offenbar die Punkte ß' unter den Durchschnittspunkten der Doppel- und der Rückkehrcurve sind, so müssen die Punkte U=0, H=0, K=0 entweder Punkten ß' oder Punkten y‘ entsprechen. Indem wir, wie es naturgemäss ist, die Punkte ß' unter den Durchschnitten der drei Flächen doppelt zählend denken, erhalten wir

7 ‘ = n { 4 (n — 2} {(n — 2) (n3 — n2 + n — 12)},

—■ 4n(n — 2) (11 n — 24) =4n(n — 2) (n — 3)(n3 + 3n — 16).

Wenn wir aber die vorher für c', n} g', ß' gefundenen Werthe in die Formel

y' = c (n‘ — 2) — 2g' — 4ß‘ substituiren, so erhalten wir für y' den eben gefundenen Werth wieder und haben dadurch die dritte der Formeln A) bestätigt. Es wäre hinreichend gewesen, anzunehmen, dass die Punkte ß unter den Durchschnitten von U=0, H=0, K=0 als «fach und die Punkte y als Afach zu zählen wären, sodass

c (n — 2) = 26 + uß + Ay wäre, und man würde gefunden haben, dass die Formel die Werthe A — 1, u = 4 fordert, um erfüllt zu werden.

Nur die zweite der Formeln A) bleibt noch zu untersuchen.

Wir haben aber die Werthe aller in sie eingehenden Grössen bis auf t' bereits gegeben. Durch Substitution finden wir dann, dass die Zahl der dreifachen Tangentenebenen der Fläche nter Ordnung durch die Formel

Qt' — n(n — 2) (n‘ — 4n° + 7n5 — 45 n + 114n3 + 111»?

+ 548 n — 960)

gegeben ist. Man findet für n = 3 ^ — 45 wie bekannt.

Man kann dieselbe allgemeine Formel direct bestätigen durch folgende Schlüsse. Die dreifachen Tangentenebenen der Fläche U = 0 sind diejenigen nach der Curve U = 0, K = 0 sie berührenden Ebenen, welche sie noch in einem andern Punkte berühren.

. Nach Art. 489 gehen durch einen beliebigen Punkt

1 n (n — 1) (n — 2) (23 — 22 + n — 12)

solcher Ebenen und somit giebt es

} n (n — 1) (n — 2) (n3 — n2 + n — 12) X n (n — 1)2 unter ihnen, welche . zugleich eine zweite Fläche nter Ordnung berühren.

Denken wir beide Flächen sich ohne Ende nähernd und endlich zusammenfallend, so erscheint jede dieser Ebenen dreimal, und für t" als ihre Zahl gilt die Relation

3^"— } n (n — 2) (n‘ — 4n°+ 7 n5 — 19»4+40n3 — 37 n2 + 12n) .

Von ihr hat man die Zahl der Durchschnittspunkte der Curve U = 0, K = 0 mit der Schnittcurve beider noch verschieden gedachten Flächen nter Ordnung, also

»2 (n — 2) (n3 — n2 + n — 12) zu subtrahiren und erhält

31' = } n (n — 2) (n‘ — 4ns + 7 n5 — 21 n + 42 n3 — 39n2 + 36 n).

Man hat ferner die Zahl der Doppeltangentenebenen abzuziehen, deren einer Berührungspunkt der parabolischen Curve der Fläche angehört und die eine Klasse für sich bilden; also, da jede dieser Ebenen dreifach zählt, die Zahl

12n (n — 2)2 (»8 — n2 + n — 12), oder

1n (n - 2) (24n* — 72n3 + 72 n2 - 336n + 576).

Man hat endlich die Zahl

2 • 4n (n — 2) (11n - 24) abzuziehen, die doppelte Zahl der Ebenen, welche den Berührungen der parabolischen Curve und der Curve vierpunktiger Berührungen entsprechen, und erhält

t={n(n—2)(n‘—4n+-7n8—45n4+114w3-111n?+548n— 960) wie oben.268)

	
	
495.    Es ist im Art. 20 bewiesen worden, dass die Berührungspunkte derjenigen Erzeugenden des Tangentenkegels von einem gegebenen Punkte, welche die Fläche in zwei verschiedenen Punkten berühren, auf einer Fläche von der (n — 2) (n — 3)ten Ordnung liegen.





Wenn nun wie vorher der Tangentenkegel ein zusammengesetzter Kegel (a — 2 b — 3 c) ist, so sind offenbar unter diesen Doppeltangenten diejenigen gemeinschaftlichen Erzeugenden der Kegel a, b; b, c; c, a mit gezählt, welche die Curven a und b etc. in zwei verschiedenen Punkten schneiden. Wenn wir daher durch [ab] die Zahl der scheinbaren Durchschnittspunkte der Curven a und b bezeichnen, d. h. die Zahl der Punkte, in welchen diese Curven von einem beliebigen Punkte des Baumes aus gesehen sich zu durchschneiden scheinen, ohne dies doch in Wirklichkeit zu thun, so geben die folgenden Formeln die Analyse der Durchschnittspunkte der Curven a, b, c mit der Fläche von der (n — 2) (n — 3)ten Ordnung:

a (n — 2)(n — 3) = 20 + 3 [ac] + 2 [ab],

b (n — 2) (n — 3) = 47 +  [ab] + 3 [b c],

c (n — 2) (n — 3) = 6 h +   [a c] + 2 [ b c] .

Nun ergiebt sich aber die Zahl der scheinbaren Durchschnitte zweier Curven aus der Zahl ihrer wirklichen Durchschnitte, denn wenn aus einem gemeinschaftlichen Scheitel über beiden Curven Kegel beschrieben werden, so entsprechen die gemeinschaftlichen Erzeugenden derselben nothwendig entweder den scheinbaren oder den wirklichen Durchschnittspunkten der Curven; daher hat man die Belationen

*) [ab]= ab—29, [ac] — ac—30, [bc]==bc — 3B — 2y—i.

Durch Substitution ergeben sich dann die Formeln

a(n — 2)(n— 3)=28—2ab+3ac—40 —96,

b(n — 2)(n — 3)=41+ ab-\-3bc — 98 — 67—3i—20,


...B).



c(n—2)(n—3)=61+ ac-^2bc—68—47 —2i—30,

Die erste und dritte unter diesen Gleichungen werden identisch erfüllt durch die Substitution der in den letzten Artikeln für ß, y, 0, g, etc. gefundenen Werthe, wenn man zu denselben hinzufügt

2 ö‘ = n (n — 2) (n2 — 9), i‘= 0, und den im Art. 490 gegebenen Werth von h', nämlich

21’ = n (n - 2) (1674 - 64n3 + 80n2 - 10 8m + 15 6).

Die zweite Gleichung erlaubt nus k‘ zu bestimmen; man erhält die Gleichung

81‘= n (n—2) (no — 6n + 16n8—54n7 + 164m6 — 288m5

+ 547m4 — 1058m3 + 1068m2 -- 1214m + 1464).

Beispielsweise für m = 3 ist k = 216, was mit den 135 wirklichen Doppelpunkten von 1 . 27.26 gemeinschaftlichen Kanten erfüllt ist.

Aus diesem Ausdrucke lässt sich der Rang der entwickelbaren Fläche, von welcher b' die Rückkehrkante ist — er muss für m = 3 gleich Null sein — mittelst der Formel

R‘ = b'^ — b' — 2k‘ — 6^ — 37 bestimmen, und man erhält durch Substitution der gefundenen Werthe

R ‘ = n (m — 2) (m — 3) (m2 + 2 m — 4).

Dies ist daher der Rang der abwickelbaren Fläche, welche die Doppeltangentialebenen der gegebenen Fläche erzeugen.

	
	
496.    Aus den Formeln A) und B) können wir die Verminderung der Ordnungszahl der Reciprokalfläche berechnen, welche durch die im Art. 491 aufgezählten Singularitäten der Originalfläche erzeugt wird.





Wenn die Ordnung eines Kegels von m auf (m — l) vermindert wird, so geht die der Reciprokalen von m (m — 1) auf (m — l) (m — 1 — 1) zurück, d. h. sie wird um l (2m — l — 1) reducirt. Nun ist der Tangentenkegel einer Fläche im Allgemeinen von der Ordnung n(n—1) und wir haben gesehen, dass diese Ordnungszahl um (2b — 3c) vermindert wird, wenn die Fläche Doppel- und Rückkehrcurven besitzt, wie angenommen. Daraus entspringt dann eine Verminderung in der Ordnungszahl der Reciprokalfläche um

D = (2b + 3c) (2n— 2n— 2 — 3c— 1).

Aber die Existenz der Doppel- und Rückkehrcurven der Fläche bewirkt auch eine Verminderung der Zahl der Doppel-nnd Rückkehrkanten des Tangentenkegels. Man muss von der eben angegebenen Zahl D die doppelte Verminderung der Anzahl der Doppelkanten und die dreifache von der der Rückkehrkanten subtrahiren, um die wahre Verminderung der Ordnungszahl der Reciprokalfläche zu finden. Nun ist nach den Formeln A)

x = (a — b — c) (n — 29 + 68 + 47 + 31,

und wenn die Fläche keine vielfachen Linien besässe, so wäre die Zahl der Rückkehrkanten des Tangentenkegels

= (a + 2 b + 3 c) (n — 2) ;

die Verminderung der Anzahl der Rückkehrkanten ist daher

K = (3b + 4c) (n — 2) — 68 — 47 — 3t.

Ferner erhalten wir nach dem ersten System der Formeln des Art. 495

(a — 2 — 3c) (n—2) (n—3) = 20 - 8% - 181 — 12 [bc], und durch Einsetzen des Werthes von [bc] daraus

20 = (a - 2b - 3c) (n — 2) (n - 3) + 81 + 18h + 12bc — 36ß — 247 — 12i.

Hätte die Fläche keine vielfachen Linien, so wäre

2 4 = (a + 2 b + 3 c) (n — 2) (n — 3);

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Raumes. II. 3. Auf. die Verminderung in der Anzahl der Doppelkanten wird daher durch die Formel


42



2H= (4b + 6c) (n—2) (n—3) — 81— 181— 12bc + 36ß + 247 + 12i

bestimmt.

Und die ganze Verminderung der Ordnungszahl der Reciprokalfläche, oder

D — 3K— 2H,

wird nach entsprechender Reduction

=n(7b—12c) — 462 — 9 c2- 8b — 15c—8k—18h — 188 — 12y — 121+9t.

Sie giebt für die Fläche 12ter Ordnung, welche die Reciproke der Fläche dritter Ordnung ist, wirklich die Verminderung um 1449 Einheiten, welche nöthig ist, damit die Ordnungszahl ihrer Reciprokalfläche von 12 . 112= 1452 auf 3 zurückkomme.

	
	
497.    Die Formeln R) reducirt durch die Gleichung





a+26 + 3. = n (n — 1)

werden

a (—4n—6) =23— a2—40 — 96

b (— 4n+6) = 4%—2b2 — 9/3 — 67 — 3i—20


C).



c (— 4n + 6) = 6h — 302 — 6 ß — 47 — 2i — 3(7

Zu jeder dieser Formeln addiren wir nun das Vierfache der entsprechenden Formel A) und vereinfachen die Summen, indem wir für a2 — a — 28 — 3x die Ordnung n der Reciprokalfläche schreiben, durch Einführung des Zeichens R in der Redeutung des Art. 495, und indem wir für c2 — c — 2h — 3ß als die Ordnung der entwickelbaren Tangentenfläche der Curve c das Zeichen S setzen; so erhalten wir die bequemeren Formeln

n — a — k — 6


D).



2R = 2q — ß — 3i

38 + c = ß + 50 — 2i

Aus den ersten Gleichungen A) und R) bilden wir auch die Gleichung

(n — 1) a = n — 0 — 3(7, deren Wahrheit aus der Remerkung zu ersehen ist, dass a, die Curve der einfachen Rerührung aus irgend einem Punkte, die erste Polare eines andern Punktes in drei Gruppen von Punkten schneidet, nämlich in den n Berührungspunkten der Tangentialebenen unter den Ebenen des Büschels durch die beiden Punkte; in den Q Punkten, wo die Curven a und b und in den o Punkten, wo sich a und c schneiden, weil jede erste Polare durch die Curven b und c hindurchgeht.

	
	
498.    Der Einfluss der vielfachen Linien auf die Verminderung der Ordnung der Reciprokalfläche kann noch in anderer Weise untersucht werden. Die Berührungspunkte der Tangentenebenen, welche durch eine gegebene Gerade an die Fläche gelegt werden können, sind die Durchschnittspunkte der Fläche mit derjenigen Curve von der Ordnung (n — 1)2, welche der Durchschnitt der ersten Polarflächen von irgend zwei Punkten der Linie ist. Betrachten wir nun zuerst den Fall, in welchem die Fläche nur eine gewöhnliche Doppelcurve von der Ordnung b hat. Da die ersten Polaren beider Punkte diese Curve enthalten müssen, so zerfällt die Durchschnittscurve derselben in diese Curve bter und eine complementäre Curve dter Ordnung. Als Berührungspunkte der durch die gegebene Gerade gehenden Tangentenebenen erhält man nun zuerst nicht die sämmtlichen Punkte der Fläche auf der complexen Curve (b - d), sondern nur die der Curve d angehörenden; daraus entspringt eine Reduction der Ordnung der Reciprokalfläche um bn. Aber auch nicht alle die Punkte zählen als solche, in welchen die Curve d die Fläche schneidet; man hat diejenigen unter ihnen auszuscheiden, in welchen die Curve b von der Curve d geschnitten wird. Ihre Anzahl ist nach Art. 108





= 2 b (n — 2) — r,

wenn r den Rang des Systems der Curve b bezeichnet. Nun bestehen diese Punkte aus den r Punkten der Curve b, deren Tangenten die willkürlich gewählte Gerade schneiden, welche die Scheitelkante des Tangentenebenenbüschels ist, und aus den

{2b (n — 2) — 2r)

Punkten, in welchen die beiden Polarflächen sich berühren; die letzteren sind Rückkehrpunkte in der Doppelcurve b, d. h. Punkte, in welchen die beiden Tangentialebenen zusammenfallen, und sie zählen dreifach unter den Durchschnitten der Curve d mit der gegebenen Fläche, da die drei Flächen sich in jedem solchen Punkte berühren; dagegen sind die r Punkte einfache Punkte 42*

der Doppelcurve und zählen daher für zwei. Die Gesammt-reduction ist daher

nb + 2r + 3(2b (n--2)-2r}=b (In — 12) — 4r, was mit der vorhergehenden Theorie übereinstimmt.

Wenn die Curve b nicht eine Doppelcurve, sondern eine vielfache Linie der Fläche ist und der Grad der Vielfachheit durch 2 bezeichnet wird, so findet man für die Reduction der Ordnungszahl der Reciprokalfläche 269)

b (p — 1) (3p + 1) n — 2bp (p2 — 1) —p2 (p — 1) r.

Man erhält auch für die Reduction in der Zahl der Rückkehrkanten des Kegels der einfachen Rerührung den Ausdruck b { 3 (p — 1)2 n — p {p — 1) {2p — 1)} —p {p — 1) {p — 2) r, und für das Doppelte der Reduction in der Zahl seiner Doppelkanten

2bp (p — 1) n2 — b {p — 1) (14p — 8) n + bp {p — 1) (Sp — 2) — p2 (p — 1)2 b2 +p (p — 1) (^P — 6) r.

Zur Bewährung der Formel denken wir uns die Fläche nter Ordnung aus p Flächen mter Ordnung gebildet, die eine gemeinschaftliche Curve bter Ordnung als ihren vollständigen Durchschnitt besitzen, also ein Büschel bilden. Dann ist

b = m2, n = pm, r == 2m2 (m — 1), und die Reduction der Ordnung der Reciprokalfläche wird m2 (p (.P — 1) (^P + 1) m — ^P (p2 — 1) — ^P2 (p — 1) (m — 1)1

—p (p2 — 1) m3 — 2p (p — 1) m2, also

= mp (mp — 1)2 — mp (p — 1)2, wie es sein muss.

Es erübrigt, die Methode dieses Artikels auf den Fall anzuwenden, in welchem die Fläche eine Rückkehrcurve besitzt.

	
	
499.    Die entwickelte Theorie gestattet uns, bei ihrer Anwendung auf die abwickelbaren Flächen zuerst das Factum zu erklären, wonach die Ordnung der Reciprokalfläche einer solchen sich auf Null reduciren muss; sie erlaubt uns überdies, einige der Singularitäten solcher Flächen zu bestimmen, welche in der früheren Darstellung ihrer Theorie nicht gegeben werden konnten. (Vergl. Art. 89 f.) Wir gebrauchen die Bezeichnungen jenes Abschnittes.





Der Tangentenkegel einer abwickelbaren Fläche besteht aus n Ebenen und besitzt daher keine Rückkehrkanten, aber 2 n (n — 1) Doppelkanten. Die Linie der einfachen Berührung (a) besteht aus n Geraden, n Linien des Systems, von denen jede die Rückkehrkante m einfach und die Doppellinie x in (r—4) Punkten durchschneidet. Die Linien m und x durchschneiden einander in den « Punkten, in welchen sie die stationären Ebenen des Systems berühren; denn da in denselben drei auf einander folgende Linien des Systems in der nämlichen Ebene liegen, so giebt der Durchschnittspunkt der ersten und der dritten unter ihnen einen Punkt der Linie x.2)

Wenn wir also links die Bezeichnungen des gegenwärtigen Kapitels und rechts die des Kapitels II. angeben, welche durch sie vertreten werden, so erhalten wir die folgende Tabelle: n — r, a — n, b = x, c = m, 0 = n (r — 4),

	
6    = n, 2 == 0,  ß = ß, h =h, i = &; n‘ = 0, S — r] und die Grössen t, y, R bleiben zu bestimmen.



Indem wir diese Werthe in die Formeln A) und D) der Art. 492 und 497 einsetzen, erhalten wir das folgende System von Gleichungen:

n (r — 2) = n (2 + (r — 4)},

x (r — 2) = n (r — 4) + 2 + 37 + 3t,

m(r—2) = 2n + 4:ß + 7,          ...E)

— n = — n,

2H — 2n (r — 4) — B — 3a,

3r — m = 5n — 2a — ß.

Von diesen sechs Gleichungen ist die erste und die vierte eine Identität, und die sechste wird durch die Gleichungen der Art. 89 und 90 bestätigt.

Die drei übrig bleibenden Gleichungen bestimmen die drei Grössen, deren Werthe früher nicht gegeben werden konnten, nämlich t, die Zahl der „Punkte in drei Linien“, die dem System angehören; y, die Zahl solcher Punkte des Systems, durch welche je eine nicht zunächstfolgende Linie des Systems hindurchgeht; und R den Rang der developpabeln Fläche, von welcher x die Rückkehrcurve ist.

Mit Berücksichtigung der schon im Art. 90 erörterten Singularitäten D, 4, 0, d und unter der Voraussetzung, dass die Charaktere m, n, r, D, 4, 0, d bekannt sind, erhält man zur Berechnung der in diesen letzten Entwickelungen betrachteten Singularitäten die folgenden von Cayley gegebenen Formeln:270)

t = 4{r3 — 372 — 58r — 3r (n + 3m + 30 + 2d)

+ 42n + 78m + 780 + 484),

y = rm — 12r — 14 m — 6n — 80 — 4d — 4D,

R — rn — 6r — 3m — 9n — 30 — 24;

dazu die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der Doppelcurve

*=*(,4 — 6r3 + ^r2 + 66-— ^r (r — 5) (n +3m + 30 +24) + (n+3m+30+2d)2—58n— 126m— 1260— IQd-24 D).

Wenn diese Grössen bestimmt sind, so kann man durch Buchstabenvertauschung die reciproken Singularitäten, nämlich die Zahl der „Ebenen durch drei Linien“, die dem System angehören, etc., erhalten.

Unter denselben Voraussetzungen erhält man

h — 4 (m2 — 10m — 3n + 8r — 30 — 2 D), x == 1 (r2 — r — n — 3m — 30 — 2d), a ~ m — 3r — 3n — 0

mit der gleichen Vertauschbarkeit von m, n, D, A, indess r, d, 0 in sich selbst übergehen. Man hat endlich für das Geschlecht p der Originalcurve und für das p* der Doppelcurve die Relationen p=}(r — 2n+2+3)=*(m+n — 2 r + 0 + 2), p — 7* (r — 14) = 1 (r — 5) (r — 6) — (d + d + D) .

Beispiel 1. Man soll die vorher entwickelte Theorie auf den Fall des Art. 91 anwenden, d. h. auf die rationalen entwickelbaren Flächen oder auf die Enve-loppe von

atk + kbt-1 + " ( 7 1 ct-2 + etc. = 0 .

Man findet die neuen Singularitäten

7= 6 (k — 3) (I — 4), 3t=4(I— 3)(I— 4)( — 5), *=(*— 3) (23 — 18%2 + blk— 65), B = 2(k— 1) (I — 3).

Und für die reciproken Singularitäten

	
7    ‘ = 2 (R — 2) (I — 3) , 31' = 4 (k — 2) (k — 3) (7 — 4) , *‘=(x — 2) (li — 3) (272 — 107 + 11) , R‘ = 6 (k — 3)2.



Die Ordnung der Bedingungen, unter welchen die Gleichungen

at-1 + (k — 1) bt-2 + etc. = 0, bt-1 + ( — 1) ctk~2 + etc. = 0 drei gemeinschaftliche Factoren besitzen, ist

_ (2k — 4) (2% — 5) (2k — 6)

	
1.2.3         ’ in der That die Summe der drei Zahlen ß, y, t.



Man kann diese Werthe auch direct geometrisch begründen, indem man das Princip der algebraischen Correspondenz und die Gesetze der Involutionen nten Grades benutzt.271)

Beispiel 2. Für die Durchschnittscurve zweier Flächen, für welche die Summe der Ordnungszahlen — p und das Product derselben = q ist, erhält man

y ^= q{pq — 2q — Qp -[- 16).

Dies folgt aus den Formeln des Art. 105, kann aber auch direct bewiesen werden. Denn sind U = 0, V = 0 die Gleichungen der Flächen von den respectiven Graden m und n und bildet man die Bestimmungsgleichungen der Punkte, in welchen die Verbindungslinie zweier beliebigen Punkte dieselben schneidet,

m—2 2

Am U — A”—uAU — - 42 U — etc. = 0,

A" V + A" -lu 4V —        42 V — etc. = 0,

so ist für jene Gerade als eine Linie des Systems und (x1 , N2, Q3, X4) als ihren Berührungspunkt zugleich

U=0, 7=0, AU = 0, AV = 0.

Die Substitution dieser Werthe und die Elimination A, u giebt die Bedingung, unter welcher dieselbe Linie die Curve U=O, 7=0 ferner durchschneidet, als vom Grade (m—2)(n — 2) in (x1, X2, R3, X4) und vom Grade (mn— 4) in (x,', X', x3‘, xa). Da sie aber für jeden Punkt der Linie erfüllt sein muss, so wird das Resultat der Elimination von xi‘, x^ X3‘, x± zwischen ihr, den beiden Gleichungen der Linie AU — 0, 47=0 und der Gleichung einer beliebigen Ebene

0121 — a,22 — a323 — a4X4 === 0 von der Form

II (a,21 — a,x, — a303 — a^x^mn~ 4 sein, sodass II vom Grade

(m — 2) (n — 2) — (mn — 4) (m — n — 3) ist. Die Durchschnitte der Fläche II==0 mit U=0, V=0 sind aber die Punkte y, und ihre Zahl ist also für m—=p, mn = q, = 2 (pa — 24 — 6p + 16).

Ferner ist

R = 34 (p — 2) {2 {p — 3) — 1)}.

Beispiel 3. Man soll die Singularitäten der abwickelbaren Fläche finden, welche durch eine Gerade erzeugt wird, die eine gegebene Curve zweimal schneidet.

Die Ebenen dieses Systems sind „Ebenen durch zwei Linien“ des Originalsystems, sodass die Klasse desselben gleich y ist. Die übrigen Singularitäten sind die reciproken von den Singularitäten des Systems, dessen Rückkehrkante x ist, und die oben berechnet worden sind. Der Rang des Systems oder die Ordnung der abwickelbaren Fläche ist daher durch die Formel

2B' = 2 m (r — 4) — a — 3ß gegeben.

	
	
500.    Da die Ordnung der Reciproken einer Regelfläche immer der Ordnung der Originalfläche gleich sein muss, so hat die Theorie der Reciprokalflächen diese Reduction zu erklären. Dies ist z. B. in folgendem besondern Falle ausgeführt.





Die Gleichung der Fläche entspringe aus der Elimination des Parameters t zwischen den Gleichungen

atk + bt-1 + etc. = 0, al1 + b‘t‘-1 + etc. = 0, in welchen a, a, etc. lineare Functionen der Coordinaten sind.

Man hat u = k — l als Ordnung der entstehenden Regel-fläche; sie besitzt eine Doppellinie von der Ordnung

* (u - 1) (u — 2) ,

in welcher dreifache Punkte in der Anzahl

* (u — 2) (u ~ 3) (u — 4)

existiren. Die Anzahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte wird gefunden durch

2% = +(— 2) (u — 3) (u? — 5u + 8), und die entwickelbare Fläche, welche durch sie erzeugt wird, ist von der Ordnung

2 (u - 2) (u - 3).

Man findet daher

a = 2 (u — 1), b = 4 (u — 1) (u — 2), *=3( — 2), ö = 2 (u — 2) (u — 3);

Werthe, welche mit der Theorie übereinstimmen, nach welcher (Art. 496) die Zahl der Rückkehrkanten des Tangentenkegels um

3b (u — 2) — 3t

und die der Doppelkanten um

2b (u — 2) (u — 3) — 47 vermindert werden. Bei der Prüfung der Formeln B) muss die Anmerkung des Art. 495 (S. 656) berücksichtigt werden.

Wir haben auch versucht, die Theorie auf die Fläche an-zuwenden, welche für a, ß, y als willkürliche Parameter die Enveloppe der Ebene

aan + bß" + cy" + etc. = 0

ist; aber nur für n = 3 ist die Durchführung gelungen.

Dann hat man nach Art. 291, Beisp. 2 n = 12, n‘ = 9, a = 18, b als Zahl der durch sieben Punkte möglichen Curven dritter Ordnung mit zwei Doppelpunkten, d. i. der Systeme aus Kegelschnitt und Gerade, 21; c = 24, weil die Rückkehrcurve die Durchschnittscurve der beiden Flächen vierter und sechster Ordnung ist, welche die beiden Invarianten der gegebenen cubi-sehen Gleichung repräsentiren. Man erhält

7 = 180, s= c2 — c — 2h — 3ß = 192 — 3ß;

t ist als Anzahl der Curven dritter Ordnung mit drei Doppelpunkten, d. h. der Systeme von drei Graden durch sechs Punkte, gleich 15.

Die Reciproke einer Enveloppe dieser Art kann keine Rückkehrcurve haben; dies giebt x = 27, 8 = 108. Und die Formeln A) und D) werden

180 = 27 +0+26, 210=0+28+37+45, 240=2 c+4ß+7; 9—18 = 2 7 — ö, 2R=20—B, 3 (192—3) + 24 =56 + 8, sechs Gleichungen, welche die fünf Unbekannten bestimmen und eine Prüfung liefern; man erhält

Q = 81, G = 36, ß = 42, 7 = 0, R =60.

Wenn ferner die Regelfläche durch eine Gerade erzeugt wird, die an zwei festen Geraden und einer Curve von der Ordnung u sich fort bewegt, so ist sie von der Ordnung 2u (Art. 232) und jede der beiden Geraden ist vielfach im Grade u. Nun ist die Wirkung zweier vielfachen Linien, welche sich nicht durchschneiden, auf die Verminderung der Ordnungszahl der Reciprokalfläche nothwendig die Summe ihrer Einzelwirkungen. In Folge dessen sind die Formeln des Art. 496 anzuwenden und man erhält für

p = u, n = 2 u die Reduction der Ordnungszahl der Reciprokalfläche ==8u(u—1), welches eben wie es soll die Differenz zwischen

2u (2u — 1)2 und 2u ist.272)

Man muss jedoch bemerken, dass die fragliche Regelfläche eine Anzahl vielfacher Erzeugenden äusser den vielfachen Direc-trixen besitzt (Art. 237), und hat zu beweisen, dass diese auf die Ordnungszahl der Reciprokalfläche keinen Einfluss haben. Ist A die Anzahl solcher Geraden, so ist der Grad des Tangentenkegels um 21 kleiner als er sonst gewesen sein würde; aber zugleich ist auch die Zahl der Rückkehrkanten dieses Kegels um 61 kleiner als sie sonst gewesen wäre. Denn es ist gezeigt worden, dass die Zahl der Rückkehrkanten um das Dreifache der Zahl von Punkten vermindert wird, wo eine Doppellinie die zweite Polarfläche, hier von der Ordnung (2u — 2), durchschneidet; da aber die Directrixen vielfache Linien in dieser Fläche vom .Grade (u — 2) sind, so haben wir das Doppelte dieser Zahl von (2u — 2) zu subtrahiren und erhalten 2 als die Zahl der Punkte jeder Doppellinie, welche die Zahl der Rückkehr-kanten beeinflussen. Da nun die Zahl der stationären Tangentenebenen nach wie vor gleich Null ist, so bleibt die Ordnung der Reciproken des Kegels unverändert, weil gleichzeitig die Ordnung desselben um eine Anzahl und die Zahl seiner Rückkehrkanten um das Dreifache derselben Zahl vermindert werden.

	
	
501.    Es ist hier zu erwähnen, dass die Hesse’sche Determinantenfläche einer Regelfläche diese selbst nur in ihren vielfachen Linien und in denjenigen erzeugenden Geraden durchschneidet, deren jede von einer nächstfolgenden Erzeugenden geschnitten wird.





Denn nach Art. 228 ist für x—0, y = ^ als eine solche Erzeugende der Theil der Gleichung, welcher in Bezug auf x und y vom ersten Grade ist, von der Form

(xz — yw) d .

Dann ist nach Art. 28 der Theil der Hesse’schen Determinante, welcher x und y nicht enthält,

. d@\/ dö\ dödö 2

O—% — (O-I — ) — w Z — — 1 , 1 azj y 1       )         dz dw\ 1 was sich auf 4 reducirt. Aber die Gerade x = 0, y = 0 durchschneidet 0 = 0 nur in solchen Punkten, in welchen sie vielfache Linien durchschneidet; und wenn die Gleichung von der Form ux — vy2 ist (Art. 28), so enthält die Determinantenfläche die Linie x~y = 0. So findet man in dem im vorigen Art. betrachteten Falle der Fläche

atk + bt-1 + etc. = 0, a't1 + b‘t-1 + etc. = 0 die Zahl der Erzeugenden, welche eine nächstfolgende durchschneiden, gleich 2 (u—2); die Curve U=0, H=0 von der Ordnung 4u (u — 2) besteht aus diesen Geraden, deren jede für zwei zu zählen ist, und der Doppellinie, deren Ordnungszahl ist

4(u-1) ( - 2).

Wenn ferner die Fläche eine vielfache Linie von der Ordnung m und dem Grade der Vielfachheit p hat, so ist dieselbe eine Linie von der Ordnung 4 (p — 1) in der Hesse’schen Fläche und ist äquivalent 4mp (p — 1) von der Ordnung der Curve U=0, H=Q.

Nun ist die durch zwei Gerade und eine Curve mter Ordnung, die wir ohne wirkliche vielfache Punkte voraussetzen, als Directrixen bestimmte Regelfläche von der Ordnung 2m und die geraden Directrixen sind in ihr vom mten Orade der Vielfachheit; sie hat {1m (m— 1) — h} doppelte Erzeugende und 2r Erzeugende, welche eine nächstfolgende Erzeugende durchschneiden. Vergleichen wir also die Ordnung der Curve U = 0, H = 0 mit der Summe der Ordnungen der Curven, aus welchen sie gebildet wird, so haben wir

16m(m— 1) = 8m (m — 1) — 4m (m — 1) — 8h — 4r , und diese Gleichheit ist eine Identität.

	
	
502.    Zu weiterer Entwickelung der Theorie der Reciprokal-flächen273) ist es nothwendig gewesen, auf noch andere Singularitäten Rücksicht zu nehmen. Wir gehen zunächst eine vollständige Liste der sich darbietenden Grössen:





n Ordnung der Fläche.

a Ordnung des Tangentenkegels von einem Punkte an die Fläche.

	
	
3    Zahl der Doppelkanten des Kegels.





x Zahl der Rückkehrkanten desselben.

	
	
9    die Klasse der entwickelbaren Fläche, die von den Tangentialebenen längs der Doppelcurve gebildet wird — in Uebereinstimmung mit Art. 493.





o die Klasse der entwickelbaren Fläche der Tangentialebenen in Punkten der Rückkehrcurve in gleicher Weise.

b die Ordnung der Doppelcurve.

k die Zahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte, wirkliche ausgeschlossen.

f die Zahl ihrer wirklichen Doppelpunkte; Punkte, in denen sich zwei Mäntel der Fläche berühren.

t die Zahl ihrer dreifachen Punkte.

j die Zahl ihrer Pinch- oder Cuspidalpunkte, d. h. Punkte, wo die beiden Tangentialebenen der Fläche zusammenfallen.

q die Klasse derselben; offenbar nach diesen Restimmungen gleich b2 — b — 21 —-2f—3y — ÖL

c die Ordnung der Cuspidal- oder Rückkehrcurve.

h die Zahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte.

0 eine Zahl von singulären Punkten in ihr, welche aus der Existenz gewisser Arten von singulären Ebenen entspringen. (Siehe Art. 503 am Schluss.)

% die Zahl ihrer close-points, Punkte, in denen der Schnitt mit einer willkürlichen Ebene ein Berührungsknoten ist („Hö-here Curven" Art. 244), und der Schnitt mit der Tangentialebene der Fläche die Natur eines vierfachen Punktes hat.

co die Zahl ihrer off-points, oder Punkte, wo die zweiten Derivirten sämmtlich verschwinden.

r ihre Klasse; mit Rerücksichtigung der Punkte ß, die für sie stationär sind, gleich c2 — c — 2h — 3ß. (Art. 497.)

ß die Zahl der Durchschnittspunkte der Doppelcurve mit der Cuspidalcurve, welche stationär sind in der letztem.

Um die Anschauung zu erleichtern, denken wir uns die Cuspidalcurve von der Form einer semicubischen Parabel und die Doppelcurve als eine Curve durch die Spitze mit derselben Tangente, jedoch nicht in ihrer Ebene; unter den Schnitten mit einer Reihe paralleler Ebenen wird dann etwa ein solcher oberhalb der Spitze die Parabel in zwei reellen Punkten und die Doppelcurve in einem Punkte schneiden, und der entsprechende Schnitt der Fläche wird eine Curve mit zwei reellen Spitzen und einem reellen Knoten sein; mit der Annäherung an die Spitze rücken diese Punkte näher zusammen und vereinigen sich in ihr zu einem dreifachen Punkte aus Knoten und zwei Spitzen; auf der andern Seite der Spitze werden die Spitzen des Schnittes imaginär und die Doppelcurve geht aus der Durchschnittscurve reeller Mäntel in die isolirte Curve über.

y die Zahl derjenigen Schnittpunkte, welche stationär sind in der Doppelcurve; Punkte, wo die beiden Halbmäntel, die in der Cuspidalcurve zusammentreten, von einem andern Mantel der Fläche geschnitten werden.

i die Zahl derer, welche in keiner von beiden Curven stationär sind; die Doppelcurve ist auf der einen Seite der Cuspidalcurve der Schnitt reeller Mäntel, auf der andern isolirt; es giebt also in einem solchen Punkte eine einfache Tangentialebene.

C die Zahl der gewöhnlichen Doppelpunkte.

B die Zahl der biplanaren Doppelpunkte.

	
	
503.    Und zu diesen reciprok definirt:





n die Klasse der Fläche.

a die Klasse ihres Schnittes mit einer beliebigen Ebene.

	
	
	
3‘ die Zahl der Doppeltangenten ihres Querschnittes.


	
*‘ die Zahl seiner stationären Tangenten oder Inflexionen.







Q‘ die Ordnung der Curve der Knotenpaare (Art. 489).

g' die Ordnung der Curve der parabolischen Punkte U=0, H = 0.

	
	
	
1)' die Klasse der entwickelbaren Fläche, die von den Doppeltangentialebenen der Fläche gebildet wird.







k‘ die Zahl ihrer scheinbaren Doppelebenen, d. h. der Schnittlinien von Paaren ihrer Ebenen in einer beliebigen Ebene.

f die Zahl ihrer wirklichen Doppelebenen; Tangentialebenen in Punkten f.

t' die Zahl ihrer dreifachen Ebenen.

j‘ die Zahl ihrer Pinch- oder Cuspidalebenen.

q‘ ihre Ordnung.

c die Klasse der entwickelbaren Fläche der stationären Tangentialebenen.

h‘ die Zahl ihrer scheinbaren Doppelebenen.

	
	
	
0" eine Zahl von singulären Ebenen derselben, reciprok den sogleich zu erklärenden 0 singulären Punkten.







%‘ die Zahl der close-planes, besonderer stationärer Ebenen, co’ die Zahl der off-planes.

r' die Ordnung der Fläche der stationären Tangentialebenen.

ß' die Zahl der gemeinsamen Ebenen der entwickelbaren Flächen der Doppel- und der stationären Tangentialebenen, welche für die letztere stationär sind, also das a des Art. 490.

y‘ die Zahl derjenigen gemeinsamen Ebenen derselben, welche in der ersten stationär sind.

i‘ die Zahl derer, welche in keiner von beiden stationär sind; die Tangentialebenen in Punkten i, sodass man hat i — i'.

C' die Zahl derjenigen Ebenen, welche die Fläche längs eines Kegelschnittes berühren, der im Allgemeinen von dem Rest ihres Querschnittes mit der Fläche in sechs Punkten berührt wird.

B' die Zahl von Ebenen, für welche der Berührungskegelschnitt in ein Punktepaar degenerirt, und die die Fläche in Rest-curven schneiden — die Linie des Paares dreifach gezählt — welche die beiden Punkte zu dreifachen Punkten haben.

Jede der x‘ close-planes ist im Allgemeinen von einem und jede der B' singulären Berührungsebenen mit zwei Berührungsstrahlbüscheln ist von zwei singulären Punkten begleitet, dreifachen Punkten der Fläche mit einer einzigen Tangentialebene und vierfachen Punkten ihrer Cuspidalcurve; jeder von ihnen zählt für 8 der 0 Punkte in Art. 502, deren Singularität wir nicht näher erklärten. (Vergl. Art. 513.)

Alles in Allem haben wir sechsundvierzig Grössen.

	
	
504.    In den ursprünglichen Ausdrücken für a (n — 2), b (n — 2), c (n — 2) haben wir nun an Stelle von x die Differenz x — B einzuführen und sie durch Berücksichtigung der Singularitäten 0 und c zu modificiren. Ebenso ist in den Formeln für a(n—2) (n — 3), b(n — 2) (n — 3), c(n — 2) (n — 3) anstatt 3 zu setzen 3 — C — 30 und sind neue Werthe für [ab], [ac], [bc] einzuführen, nämlich





[aL\ = ab — 2q — j, [ac] = ac— 36—2 — , [b c] = bc — 3ß — 27 — i.

So wird die ganze Reihe der Gleichungen

	
	
1)    a = a.





^f^=f.

	
	
3)    i‘ = i.


	
4)    a = n (n — 1) — 2b — 3c.


	
5)    x‘ == 3n (n — 2) — 6b — 8c.


	
6)    8‘ = 1 n (n — 2) (n2 — 9) — (n2 — n — 6) (2b + 3 c) + 2b (b - 1) + Qbc + % c (c — 1).


	
7)    a (n — 2). = % — B + Q — 2 6 — 3 c.


	
8)    b (n — 2) =          Q + 2ß + 3y + 3l


	
9)    c (n -— 2) =           2 6 + 4 ß -+ y -+ 0 -- c.


	
10)    a (n—2) (n —3) = 2 (3 — C—3 w) + 3 (a c —3 6—z—3 c) + 2 (ab — 20 — j).


	
11)    b (n—2)(n—3)—47— (ab—2q—j)+3(bc — 3ß—2y—i).


	
12)    c(n—2)(n—3)=61+(ac—30—x—30)+2(bc—3ß-2y—i).


	
13)    q = b2 — b — 2k — 2f— 3y — Qt.


	
14)    r = c2 — c — 2h — 3ß — 2 0.





Und zu diesen reciprok

	
	
15)    a' = n‘ (n — 1) — 2b' — 3c.


	
16)    x — 3n (n — 2) — 6b‘ — 8c'.


	
17)    8 — ^n (n—2) (n‘2— 9) — (n2 — n — 6) (2b' -L 3c') + 2b' (b' - 1) + 6b'c' +ye (c' — 1).


	
18)    a (n — 2) = x — B + Q —- 2 6 + 3 c .


	
19)    b' (n — 2) =            Q‘ + 2ß‘ + 3/ + 3f.


	
20)    c' (n — 2) =         20’+4ß‘+y‘+0‘+ c‘.


	
21)    a (n—2)(n—3)=2(d'—C'—30’)+ 3(a'c—3g—^—30‘) + 2 (a'b' — 20‘ —j).


	
22)    b' (n — 2) (n — 3) = 4k‘ + (ab' — 20‘ — /) — 3 (b'c — 3B‘ — 2y‘ — i‘).


	
23)    c' (n‘ — 2) (n‘ — 3) = 6h‘ + (a'c' — 3g' — %‘ — 30‘) + 2 (b'c - 3ß‘ — 2/ — i').


	
24)    q‘ = b'2 — b' — 21c' — 2f' — 3/ — 6f.


	
25)    r' = c'2 — c' — 21’ — 3ß‘ — A 6‘.





Zusammen mit einer andern von Cayley entdeckten unabhängigen Relation Alles in Allem sechsundzwanzig Relationen zwischen sechsundvierzig Grössen.

505. Die neue von Cayley zuerst gegebene Relation kann unter verschiedenen Formen dargestellt werden, die in Folge der vorhergehenden Relationen einander äquivalent sind; nämlich

	
	
26)    2 (n — 1),(n - 2) (n - 3) — 12 ( — 3) (b + c) + 64+67+24t+42ß+ 30y + ^ 0 = R,


	
27)    26n — 12c— 40— 10 B— ß—7j—82+40—40=R; wo das Zeichen R benutzt ist, um die der vorhergehenden gleichgebildete Function in den gestrichenen Grössen zu bezeichnen.





Der von Cayley durch unabhängige Betrachtungen entwickelte Ausdruck für ß' wird aus 26) am besten erhalten, aber hier übergangen. (Für die Fläche nter Ordnung ohne Singularitäten siehe Art. 494, 490 oben.)

Die Gleichung 26) drückt aus, dass das Geschlecht der Fläche mit dem ihrer Reciproken übereinstimmt — wie wir wissen, ein Specialfall eines allgemeineren Gesetzes. Man hat für das Geschlecht oder den Defect der Fläche den Ausdruck

	
	
28)    4 (n — 1) (n — 2) (n — 3) — (n — 3) (b + c) + } (q + 7) +2+18+*7++i++/+0=1(x — 1)(n —2)(n‘ — 3)—etc.


	
506.    Wir haben aus den ersten fünfundzwanzig Gleichungen mit Anwendung des Zeichens a an Stelle seines Werthes n (n — 1) — 2 b — 3c


	
—6
	
a
	
== B


	
— 4
	
3n — c — *
	
= B


	
- 2
	
a (n — 2) — x + B — Q — 26 — 30
	
= B


	
+ 8
	
b (n — 2) — Q — 2ß — 37 — 3t
	
= B


	
+ 6
	
c (m — 2) — 26 — 4ß — 7 — 0 — o
	
= B


	
+ 2
	
m + x — G — 2C — ^B — 2j — 3z —
	
3 03 = B


	
- 3
	
2q — 2,+B+j
	
= B


	
— 2
	
3r — c — 56 — ß — 40+% — co
	
= B








Wenn wir diese Gleichungen mit den links vorgesetzten Factoren multipliciren und die Producte addiren, so finden wir — 2n8 + 12n? + 4n + b (12m — 36) + c (12m — 48) -64-67-40-10 B-41ß-307-24t—7j-82+20—40 = R, und daraus entsteht durch Addition von 26) die Gleichung 27).

	
	
Zu den acht symmetrischen Gleichungen R selbst bemerken wir, dass die erste, dritte, vierte und fünfte in den Originalgleichungen enthalten sind — da ein verschwindender Ausdruck in der Thal = B ist. Wir haben daraus ferner 3m—c — 3a'— x‘ und also 3n—c—K = 3a' — x — h', welches = R ist, oder die zweite Gleichung. Und wir leiten die drei letzten im Folgenden ab. 507.    Die Gleichungen 15), 16), 17) geben





n — a {a — 1) — 23 — 3k,

c' = 3a (a — 2) — 68 — 8k,

b' = 1 a {a — 2) (a2 — 9) — (a2 — a — 6) (28 + 3k) + 28 (8 — 1) + 68x + % k (k — 1);

aus 7), 8), 9) erhalten wir

(a — b — c)(n — 2) —k — B — 6ß — 47 — 3 t — 0 + 20,

(a —2b —3c) (n —2) (n — 3) = 2 (ö — C) — 8k — 18% — 6bc + 18ß + 127 + 6i — 60 ,

und indem wir diese Werthe für k und 3 substituiren und für a den Werth n (n — 1) — 2b — 3c setzen, erhalten wir die Werthe von n, c, b'] nämlich den erstem

n = n (n — 1)2 — n (1b + 12c) + 462 + 8b + 9c2 + 15c

— 8k — 181 + 18ß + 127 + 12i - 9t — 2C - 3B — 30 .

	
	
Ein gewöhnlicher Knotenpunkt C reducirt die Klasse um zwei, ein biplanarer Knotenpunkt um drei Einheiten. (Art. 290.) 508.    Wir haben





(n—2)(n—3)=n2 — n+(— 4n+6)=a+21+3c+(—4n+6), und durch Substitution in die Gleichungen 10), 11), 12) an Stelle von (n — 2) (n — 3) bildet man die Gleichungen C) wieder

a (— 4n + 6) = 2 (ö — C) — a2 —49 — 96 — 2j — 3z — 150, b (— 4n + 6) = 4k — 2b2 — 9ß — 67 — 3i — 20 —j,

c (— 4n + 6) = 3h — 3c2 — 6ß — 47 — 2i — 3 g — z — 30 .

Addirt man dann zu jeder derselben das Vierfache der entsprechenden Gleichung mit dem Factor (n—2), so erhält man

a?—2a=2(3—0)+4(x—B) — 2j— 3z— 30,

2b2 — 2b —4k — ß+67+12t — 3i+20 — j,

3 c2 _ 2 c = 6h + 108 + 40 - 2i + 56 — z + c .

Wenn man endlich in der ersten dieser Gleichungen a2 — 2 a = n + 26 + 3k — a setzt und die beiden andern mittelst der Werthe von q, r reducirt, so werden sie

n' — a — — 2C — 4B + k — g — 2j — 3z — 30,

2q + B + 4f + 3i + j = 20 ,

3r — c — 2i — % = 56 — ß — 1 0 — c,

Salmon-Fiedler, anal. Geom. d. Baumes. II. 3. Auf. 43

und liefern die drei letzten der acht symmetrischen Gleichungen.

Die Reciproke der ersten ist

g' — a — n + x‘ — 2/ — 37 — 20‘ — ^B' — 30‘; a = n (n—1)—2b — 3e und x‘ = 3n (n — 2) — 2b—8c liefern dann

6‘=4n(n — 2) — 8b — 11c—2/—3‘—2C‘—4B‘ - 30, die Ordnung der parabolischen Curve, für die Fläche nter Ordnung ohne Singularitäten gleich 4n (n —2), wie es sein muss als Product der Ordnungen der Fläche und der Hesse’schen Kernfläche.

	
	
509.    Denkt man beispielsweise eine Rotationsfläche, die durch die Axendrehung eines Meridians von der Ordnung u mit 3 Doppelpunkten und % Spitzen erzeugt wird, so ist dieselbe von der Ordnung 2u und die beiden zur Axe rechtwinklig symmetrischen Hälften ihres Meridians schneiden sich in u Punkten der Axe und in 1 u (u — 1) symmetrisch zu ihr gelegenen Punktepaaren, welche eben so viele doppelte Par allelkreise erzeugen, zu denen 3 solche aus den Doppelpunkten und x cuspidale treten. Den u (u — 1) — 23 — 3 k zur Axe normalen Tangenten entsprechen eben so viele nach Parallelkreisen berührende singuläre Tangentialebenen; jeder der u Punkte der Axe liefert ein Paar imaginäre Gerade der Fläche, längs deren je sie durch eine der imaginären Meridianebenen berührt wird, die nach den Kreispunkten der Parallelkreise gehen, Linien x‘, welche die Ordnung der parabolischen Curve um drei Einheiten redu-ciren. Endlich erzeugen die 3 u (u — 2) — 63 — 8 k Wendepunkte eben so viele Parallelkreise, welche die parabolische Curve der Fläche bilden. Nun ist die Hesse’sehe Fläche von der Ordnung 8 (u — 1) und ihr Schnitt mit der Fläche von der Ordnung 16u(u — 1). Von diesen Einheiten liefern die singulären Tangentialebenen 2u (u — 1) — 48 — 6k} die Geraden %‘ deren 6p, die Parallelkreise der Wendepunkte 6u(u — 1) — 128 — 16k-und die Doppelparallelkreise, wenn man sie achtfach, mit den cuspidalen, wenn man sie elffach zählt, ergänzen diese Zahlen durch 8u (u — 1) + 163 und 22k genau zu 16p (p — 1).





In gleicher Weise kann man bestätigen, dass die Durch-schnittscurve der Fläche mit der Fläche der Ordnung (11n—24), welche die Inflexionsknotencurve ausschneidet (Art. 467), die Doppeleurve zweiundzwanzig- und die Cuspidalcurve siebenundzwanzigfach enthält, sodass die Ordnung von jener um 22b

und um 27 c vermindert wird. Es ist nämlich die Ordnung der fraglichen Durchschnittscurve in unserem Falle 4u(llu — 12) und ihre Bestandtheile sind die 2u geraden Linien der Fläche, welche hier sechsfach zählen müssen, die Kreise der singulären Tangentialebenen, welche die Ordnungszahl Zu (u — 1) — 43 — 6* liefern; eine Gruppe von Parallelkreisen, in deren Punkten die Tangentialebenen der Fläche Curven mit Inflexionen in beiden Aesten des Doppelpunktes ausschneiden, u (5u — 9) —10 3 — 12x Kreise mit der Gesammtordnungszahl 4u(5u—9)—403 — 48x, weil sie offenbar doppelt zu zählen sind. Wenn man die lu(u — 1) — 3 Doppelparallelkreise elffach und % Cuspidalkreise siebenundzwanzigfach zählt, so ergänzen sie durch 22 u (u — 1)—443 — 54x die vorigen Summanden gerade auf 4u (llu — 12).

Wir müssen noch von jenen Kreisen, welche die Curve der zweiseitigen Inflexionsknoten bilden, und von ihrer Bestimmung reden. Dazu haben wir nur im Meridian diejenigen Punkte zu bestimmen, wo derselbe von einem Kegelschnitte vier-punktig berührt wird, dessen eine Axe in der Rotationsaxe liegt; denn ein solcher Kegelschnitt würde bei der Rotation eine längs des betreffenden Parallelkreises osculirende Fläche zweiten Grades erzeugen, und aus dieser schneidet die Tangentialebene stets eine Curve mit zweiseitigem Inflexionsknoten im Berührungspunkte aus. Die Zahl jener Kegelschnitte kann nach der Methode der Charakteristiken bestimmt werden und ergiebt sich in der obigen Weise; wir wollen das Beispiel angeben. Man hat die Anzahlen «, ß, y, 3 der Kegelschnitte mit der Rotationsaxe als Axe und durch drei Punkte, zwei Punkte und eine Tangente, einen Punkt und zwei Tangenten, drei Tangenten respective 1, 2, 2, 1 und in Folge dessen die Zahl der Kegelschnitte, welche den Axen-bedingungen und drei andern Bedingungen genügen

(2,3) =« (—47+10)+B(—}«+*8+*7—83) + 7G « — 1 ß) oder 4 ß‘,

	
d. h. der Hälfte der Zahl der Kegelschnitte, welche jenen drei Bedingungen und einem Punkte und einer Tangente genügen. Ist nun die Gruppe jener drei Bedingungen die vierpunktige Berührung mit der Curve u, 3, * oder u, v, 3v — % = & (vergl. „Höhere Curven“ Art. 82), so ist die Zahl der fraglichen Kegelschnitte gleich — 8u — 8v — 6« oder — 4u — 5u — 3x, d. h. u (5u — 9) — 10 8 — 12 x, wie oben.



	
510.    Anstatt die zweiten und dritten Gleichungen wie in Art. 508 zu erhalten, können wir den Werth von b (—42 — 6) zu dem doppelten Werthe von b (n — 2) addiren, und ebenso zu dem Doppelten von c (— 4n — 6) das Dreifache von c (n — 2), um Gleichungen zu bilden, die von 9 und 6 respective frei sind; diese werden



b (—2n + 2) = 4% — 2b2 — 5ß — 3i + 6t — j, c (— 5n + 6) = 121 — 6c2 — 57 — 4i — 2% + 30 — 30, also durch Einführung der Werthe von q und r

b{2n~ 4) = 24+5ß + 67 + 61 + 3i+j+4f, c (ön — 12) — 60 = 6r + 18+ 57+ 4i+ 27+30.

Nehmen wir die Ordnung der Fläche und die Doppelcurve mit ihren Singularitäten als Curve b, k, f, t, die Rückkehrcurve mit ihren Singularitäten c, h und die Grössen ß, y, i als gegeben, welche sich auf die Durchschnittspunkte beider Curven beziehen, so liefert die erste der beiden Gleichungen j, die Zahl der Pinch-Punkte der Doppelcurve, eine Singularität der Doppelcurve in Bezug zur Fläche, und die zweite begründet eine Relation zwischen 0, %, c, den Zahlen von Punkten der Rückkehrcurve, die in gewisser Weise singulär sind in Bezug auf die Fläche.

In der Voraussetzung, dass nur eine Doppelcurve existirt und dass diese die vollständige Durchdringung von zwei Flächen P=0, Q-® ist, also für (A, B, C { P, Q)2 = 0 als Gleichung der Fläche wird die erste Gleichung

b (— 2n + 2) = 4% — 2b2 + 6t — j, liefert also für t — 0 den direct zu bestätigenden Werth j==2(n- 1)b ~2b2 + 4%.

Im Falle der Durchdringung von P=6, Q—6 als Rückkehrcurve, wo die A, B, C der Gleichung (A,B,C ^P,Q}2 — 6 durch die Relation AC — B2 =MP+ NQ verbunden sind, wird die zweite Gleichung c (— 5n + 6) = 12h — 6c2 — 2 + 30 — 3c, oder, was auch direct bestätigt werden kann,

22+30 = 5nc — 6c— 6c2 + 121 + 30.

	
511.    Wir können unter den sechsundvierzig Grössen die folgenden vierzehn als gegeben betrachten



n; b, I, f, t] c, h, 0, z; ß, 7, i; C, B, dann durch siebenzehn der sechsundzwanzig Relationen die Grössen

	
a, d, z, 0, 0; j, ^ r, co; n‘; a‘, ö‘, x; b‘, f‘; c; i‘ berechnen und behalten die neun Gleichungen 18) bis 25) und 27) als Relationen zwischen den fünfzehn Grössen übrig


	
0, o; k', t', j', 4; h, Q', z, o, r; ß, 7; C', B'. Geben wir weiter die fünf Grössen j‘, x‘, c‘, C', B', so liefern die Gleichungen 18) und 21) die Werthe von o‘, o; die Gleichung 19) bestimmt 2ß‘ + 3y‘ + 3t', „     „     20)    „    4ß‘ + 7 + 0‘, „     „    27)    „      ß‘+* 0‘, sodass für t' als gegeben diese Gleichungen die Werthe von ß‘, y‘, 0‘ zu berechnen erlauben; endlich geben die Gleichungen 22) bis 25) der Reihe nach die Grössen k', h', q, r .





In Allem werden aus zwanzig gegebenen Grössen die übrigen sechsundzwanzig bestimmt.

	
512.    In dem Falle der allgemeinen Fläche nter Ordnung ohne Singularitäten sind die siebenundzwanzig Grössen Q, 6, b, k, f, f, t, B j, I c, h, 0, 6‘, %, x, co, co’, ", ß, 7, i, i‘, C, C', B, B' sämmtlich Null, und wir erhalten für die neunzehn nicht verschwindenden Grössen die folgende Werthetafel:



k‘ = $ n (n — 2) (n10 — 6n° + 16 n8 — 54n7 + 164n6

	
	
- 288n5 + 547n— 105823+ 1068n2—1214n + 1464), r' = 4 n (n — 2) (n‘ — 4n6 + 7n5 — 45n + 114n3 — 11122 + 548n — 960),





q = n (n — 2) (n — 3) (n2 + 2n — 4),

q' = n(n — 2) (n3 — n2 + n — 12), c‘=4n (n— 1) (n - 2), h' = 1 n (n — 2) (16n4 — 64n3 + 80n2 — 108n + 156),

r' = 2n (n — 2) (3n — 4), ß' = 2n (n — 2) (11n — 24), o‘ = 4n (n — 2), y‘= 4n (n — 2) (n — 3) (n3 + 3n — 16).

Wir geben für die allgemeinen Flächen dritter und vierter Ordnung und für die Fläche vierter Ordnung mit zwölf Knoten die berechneten Zahlen in folgender Tafel: n a=a‘ 3  * n 8' *‘  b'    k'     t'  q   q'  c   h   r  g' ß'   y

Einige andere Specialfälle mögen noch hinzugefügt werden. (Vergl. auch Art. 514.) Für die Flächen dritter Ordnung siebenter und respective fünfter, dritter Klasse, endlich die Regelflächen dritten Grades ist die Tafel der nicht verschwindenden

Charaktere die ‘folgende:


C B

1 1

2 1 0 3

0 0







n‘ x‘ | b‘ k‘ t' j'




7 9 3 3 0 0

5 9 1 0 0 1




3 9 0 0 0 0




3 3 1 0 0 2




o‘ c'

3 10

1 4

0 0

1 0




h‘ r'

24 12

2 5 0 0 0 0




6‘ x‘ ß‘




9 8 16

4 0 2 1



	
513.    Die gleichmässige Berücksichtigung der Untersuchung in den Punktcoordinaten Xi und derjenigen in den Ebenencoor-dinaten si oder die völlige Durchführung des Princips der Dualität in der Lehre von den Singularitäten und ihrem Einfluss in der Theorie der Reciprokalflächen führt noch zu einigen Erweiterungen, welche von Zeuthen274) eingehend untersucht worden sind und die wir an den Hauptpunkten erläutern wollen. Eine Fläche hat nur als Enveloppe von Ebenen oder in der Darstellung durch ^-Coordinaten im Allgemeinen eine Doppel-curve (vergl. „Höhere Curven" Art. 80), während das Auftreten einer solchen in einer durch x-Coordinaten dargestellten Fläche von der Erfüllung einer (mit der Ordnung überdies veränderlichen) Anzahl von Bedingungsgleichungen abhängt, und reciprok. Doch ist die Existenz einer Doppelcurve unzweifelhaft in der Theorie der Reciprokalflächen zu berücksichtigen. Die sich ihr anschliessenden Singularitäten sind aber nicht dieselben in Consequenz der einen und der andern Auffassung; der Darstellung in §- Coordinaten entsprechen als Uebergangsstellen zwischen Querschnitten mit Knoten und Querschnitten mit isolirtem Punkte in der Doppel-curve die ß in Art. 502 beschriebenen Punkte; für die punkt-geometrische Auffassung muss das Analoge im Allgemeinen stattfinden in Punkten, in denen die ebenen Querschnitte stationäre Punkte haben. Diese Punkte sind die j Pinch-Punkte. Die durch sie gehenden Geraden sind einfache Tangenten der Fläche, durch jede von ihnen geht eine zugehörige Tangentialebene derselben, sodass die Gesammtheit der letzteren ein Büschel bildet, dessen Scheitelkante die singuläre Tangente im Pinch-Punkte heissen mag; die durch sie gelegten Querschnitte haben zwei vereinigte Doppelpunkte im Pinch-Punkte (vergl. „Höh. Curven" Art. 244) und die singuläre Tangente begegnet in demselben der Fläche viermal, wie auch die zugehörige Tangente der Doppelcurve. Die durch die Tangente der Doppelcurve gehenden Ebenen haben insbesondere Spitzen zweiter Art; die singuläre Tangentialebene, welche die Tangente der Doppelcurve mit der singulären Tangente verbindet, giebt einen dreifachen Punkt, von dem ein Ast diese und ein Aestepaar jene als zugehörige Rückkehrtangente berührt; unter den Querschnitten durch die singuläre Tangente sind endlich zwei mit Spitzen zweiter Art an Stelle der Berührungsknoten, Ebenen also, welche zu den stationären Tangentialebenen der Fläche gehören und die singuläre Tangente im Pinchpunkte zur Doppelerzeugenden der Enveloppe der letzteren machen, welche ihre Rückkehrcurve im Pinchpunkte berührt, sodass die entsprechenden Aeste der parabolischen Curve in den letzteren Berührungen dritter Ordnung mit den Zweigen dieser Rückkehrcurve haben. Der Pinchpunkt ist endlich ein stationärer Punkt in der Rückkehrcurve der der Fläche nach der Doppelcurve umschriebenen entwickelbaren Fläche mit der singulären Tangentialebene und der Tangente der Doppelcurve als Tangentialebene und Erzeugende. Man sieht, dass gewisse neue singuläre Ebenen den Pinchpunkt im Allgemeinen begleiten, und findet analog, dass die reciproke Singularität der Pinchebenen im Allgemeinen von zwei singulären Punkten begleitet wird. In dem besondern Falle der Flächen dritter Ordnung, wo die Doppelcurve eine Gerade wird, vereinigen sich die begleitenden singulären Ebenen in eine Pinchebene, und umgekehrt.



Bei den Close-Punkten und den biplanaren Doppelpunkten, welche sich naturgemäss darbieten, wenn man der Fläche eine Cuspidalcurve mit punkt-geometrisch allgemeinen Eigenschaften beilegt, beeinflusst die Beachtung der begleitenden

Singularitäten die Formeln der Theorie der Reciprokalflächen. Die zwei Haupttangentenebenen in einem biplanaren Doppelpunkte sind punkt-geometrisch im Allgemeinen vierfache Tangentenebenen der Enveloppe der stationären Tangentialebenen der Fläche, deren Berührungserzeugende durch den biplanaren Doppelpunkt gehen — entsprechend den Ebenen 0‘ in der Aufzählung der Art. 502, 503.

Dualistisch entsprechend ergiebt sich, dass die bipunktuellen Doppelebenen der Fläche in §- Coordinaten im Allgemeinen zwei Punkte enthalten, welche dreifach in der Fläche und vierfach in der Cuspidalcurve sind. Mit diesen beispielsweisen Erörterungen werden die Abweichungen der nachfolgend mitgetheilten Definitionen von den vorigen gerechtfertigt.

	
514.    Die Plücker’schen Charaktere der ebenen Querschnitte und der Berührungskegel der Flächen n, a, 8', x‘, und n, a, ö, x; die der doppelt umschriebenen Developpabeln und ihrer Berührungscurve und der doppelt eingeschriebenen Curve, wie der entwickelbaren Fläche der zugehörigen Tangentialebenen b‘, q‘, t‘, y‘, Q und b, q, t, 7j 0; ferner die der entwickelbaren Fläche der stationären Tangentialebenen und ihrer Berührungs-curve, sowie die der Cuspidalcurve und der nach ihr die Fläche berührenden Developpabeln c, r', ß‘, o' und c, r, ß, o bleiben; hin zu gefügt werden die Ordnungszahlen der Bückkehrkanten der beiden entwickelbaren Flächen s' und m respective, und die Klassen der entwickelbaren Flächen beider Curven s und m respective. In veränderter Bedeutung erscheinen die Charaktere X' und h', k und h, nämlich als die Plücker’schen Zahlen der Doppeltangenten der ebenen Schnitte der entwickelbaren Flächen respective der Doppelerzeugenden der projicirenden Kegel der Curven — sodass z. B. das h' = 24 in der ersten Zeile der Tafel am Schluss von Art. 512 durch h‘ =30 ersetzt wird.



Es kommen hinzu mit den schon (Art. 513) erörterten Bedeutungen die j Pinchpunkte und die % Closepunkte der Doppel-respective Cuspidal-Curve, und die / Pinchebenen und die / Closeebenen der beiden entwickelbaren Flächen. Diese singulären Punkte respective Ebenen sind, wo es nicht ausdrücklich anders gesagt wird (wie in Art. 516), von den vorher besprochenen neuen Ebenen respective Punkten begleitet; die Bezeichnungen 0 und 0‘ werden daher überflüssig. Sodann andere aussergewöhnliche Singularitäten der Fläche; neben den B biplanaren Doppelpunkten und den B' bipunktuellen Doppelebenen

die U uniplanaren und die U' unipunktuellen; ferner Punkte, deren Tangentialebenen einen Kegel bilden, und Tangentialebenen, welche längs einer Curve berühren, beide charakterisirt durch Ordnung und Klasse u, v des Kegels, Klasse und Ordnung u‘, v' der Curve, durch die Zahl ihrer Doppelerzeugenden y — n, re-spective Doppeltangenten y' — n‘, wo der erste Summand die Zahl derer angiebt, welche die Doppelcurve berühren, respective Erzeugende der doppelt umschriebenen Developpabeln sind; durch diejenige ihrer stationären Erzeugenden z — §, respective stationären Tangenten z — §‘, wo der erste Summand wiederum die Tangenten der Cuspidalcurve und die Erzeugenden der Developpabeln der stationären Tangentenebenen unter jenen zählt, und endlich durch die Anzahlen ihrer Doppeltangentialebenen u und respective Doppelpunkte u' und ihrer stationären Tangentialebenen v, respective stationären Punkte v' — sodass mit der Abkürzung v — 2n — 3g = x die Relationen bestehen

u (u — 1) = x —- ^y — 3 z, v (v — 1) = u — 2u — 3v, z — $ — v == 3 (u — v); etc.

Ferner sind aufzuzählen 0 osculirende Ebenen und 0' Oscula-tionspunkte und schliesslich die Doppelpunkte mit einer einzigen Tangentialebene, dem Orte der die Fläche in vier zusammenfallenden Punkten schneidenden Geraden, und zugehörige singuläre Tangentialebenen in gleichen Anzahlen mit den reciproken Singularitäten, als zu welchen gehören die f Doppelpunkte der Doppelcurve, d stationäre Punkte derselben, die i einfachen Durch-Schnittspunkte der Doppelcurve und der Cuspidalcurve, g Doppelpunkte der letzteren und e stationäre Punkte derselben. In den einfachen Durchschnittspunkten hat die Cuspidalcurve eine einfache, in ihren eigenen Doppelpunkten jeder Ast eine Berührung zweiter Ordnung mit der parabolischen Curve, und in den stationären Punkten derselben bilden die betreffenden Aeste der parabolischen Curve gleichfalls einen stationären Punkt.

Wir fügen dieser Aufzählung zur Vervollständigung der Definitionen noch Folgendes hinzu. Zuerst für die uniplanaren Doppelpunkte, in denen der Tangentenkegel in eine Doppelebene degenerirt, deren durch ihn gehende Gerade in ihm drei zusammenfallende Punkte mit der Fläche gemein haben, während drei unter diesen mit je vier zusammenfallenden Punkten als singuläre Tangenten anzusehen sind; wo ferner jeder ebene

Schnitt einen stationären Punkt, jeder Schnitt durch eine singuläre Tangente einen Berührungsknoten und der Schnitt der singulären Ebene selbst einen dreifachen Punkt hat, während endlich durch jede singuläre Tangente zwei Ebenen gehen, in denen der Berührungsknoten zur Spitze zweiter Art wird — mit dualistischer Wiederholung für die unipunktuellen Doppelebenen.

Sodann für die osculirenden Ebenen, d. h. solche, deren Querschnitt mit der Fläche in einem einfachen Punkte derselben einen dreifachen Punkt hat, den man den Osculations-punkt und dessen Tangenten man die Haupttangenten der osculirenden Ebene nennen kann, mit der dualistisch entsprechenden Erklärung für die osculirenden Punkte; die osculirende Ebene osculirt die Curven auf der Fläche, welche durch den zugehörigen Punkt gehen und ist stationär für diejenigen unter ihnen, die eine der Haupttangenten berühren. Für den aus dem zugehörigen Punkte der Fläche umschriebenen Kegel ist sie «wölffach als Doppeltangentialebene und dreifach als stationäre Tangentialebene. Sie ist ferner zweifach als stationäre Ebene in der En-veloppe der stationären Tangentialebenen, und die entsprechenden Berührungserzeugenden gehen durch den zugehörigen Punkt, ohne dass dieser der zugehörige Punkt der Bückkehrkante ist; sie ist endlich Tangentialebene der doppelt umschriebenen Deve-loppabeln der Fläche längs der drei Haupttangenten, welche auch Tangenten der entsprechenden Aeste der Berührungscurve von jener sind, während jedoch ihre Berührungspunkte mit der Bückkehrkante derselben nicht in dem Punkte der osculirenden Ebene liegen. Die Salmon’schen Zahlen i' und r' werden durch 0 osculirende Ebenen je um 0, die Zahlen ß' und m' um 30 re-speclive 40 vermindert, während h' um 20 vermehrt wird.

Die Doppelcurve hat nach diesen Festsetzungen Doppelpunkte und stationäre Punkte in den respectiven Anzahlen 31+:30 + =70,0) + x (+2r(—3)+310" +1+6 "1} +f, 7 + x‘ (n‘ (v - 4) + 21’*’) +d;

die Cuspidalcurve aber respective

1

 Wenn die Fläche nur eine Doppelcurve aber keine Rückkehr-curve besässe, so existirt doch eine bestimmte Anzahl i* von Rückkehrpunkten in der Doppelcurve, und die obige Gleichung erleidet die Modification

[ab] = ab — 20 — i*.

Indem man dann die Ordnung der Reciprokalfläche bestimmt, wird

die Grösse [ab] eliminirt.

2

 Das’Hervortreten dieser Punkte i in dem Beispiel 'der abwickelbaren Flächen veranlasste den Verfasser zu ihrer Einführung in die allgemeine Theorie.


67’+ 12 B‘+ U+40+z 71+x (5)+9,

3+20 — e;

und beide Curven begegnen sich in

38 + 2, + 120' -\- Z{ys) + X' (‘ + 4, + 45) + i

Punkten, wenn immer X die Summirung über alle singulären Punkte mit Tangentenkegel und X‘ die Summirung über alle singulären Ebenen mit Berührungscurve bedeutet.

	
515.    Unter diesen Voraussetzungen sind die sechs Anzahlen a, d, e, f, g, i ihren Reciproken gleich; die Gleichung 4) in Art. 504 bleibt ungeändert und die Anwendung der Plücker-sehen Gleichungen auf einen ebenen Schnitt und auf die proji-cirenden Kegel der Doppelcurve und der Cuspidalcurve der Fläche giebt die sechs Gleichungen



a (a — 1) = n + 2d' + 3x,

c — x‘ = 3 (n — a);

	
	
b (b •— 1) =q+ 21 + 3 [7 + x‘ { n' (y' — 4) + 2n g‘} + d], 3 (b — q) = 7 + X’ {n‘ (v‘ — 4) + 2^'f} + d — [s + x‘ ($)] = y + d — s + X‘(n‘ (v‘ —• 4) + 2n‘s‘ — f}; c (c — 1) = r + 2 1 + 3 (B + 2 0' + e),





3 (c — 7) = ß + 2 0' + e — m — x‘ (s) ,

welche sämmtlich, wie die sechs folgenden auch, durch Vertauschung der accentuirten und nichtaccentuirten Buchstaben eben so viele weitere Formeln liefern. • Die Gleichungen 7) bis 12) des Art. 504 werden in folgender Weise modificirt:

7*) a(n - 2) — % — B+.+26 +2(x(u — 2) — —25),

8*)6 (n—2)==9+28+37+3/+90+2(»(w-2)),

9*)c(n— 2)==2+4ß+7+87+16 B‘+120+2(z(— 2));

10*) a(n—2)n—3)=2 [p-3U-2*,"+2m+316+4"‘7"+6nt+95","+t

+ 3 [ac—3 5 — z — Z(rz)] + 2 [a b — 2 9 — j — Z(xy)] + z {«(u — 2) (u — 3)} =2(3-3U)+3(ac-36-1)+2(ab-2,-+2(x(7-4#)+21+45),

11*) b(n—2)(n—3)=4(l — 3t—f)-[-^ab—20—)+3(bc—38—2y—i) -

-390+x v(8— 4u) ) -X(41+36+8g.+6+4£+12g2+61/-24g),

12%) c(n—2)(»-3)=6( — 6/ - 12 B‘ - U' —g) + (ac — 36 — z) +200—38-2— i)—300’+2(2(9—4u))—22(/+4+78).

Sie können sämmtlich durch das Princip der Correspondenz bewiesen werden und zu ihnen tritt als letzte die sich selbst duale Gleichung

13*)  •+» — r — ß —4/—3/—14U‘—X ((2+x)+6+78)

=d+m — 7—B‘—4j —3z —14U —z { (2u +x ) +61 +76 ) deren Beweis wir um des einfach anschaulichen ihm zu Grunde liegenden Princips willen hier erläutern wollen, ohne in alle seine Details einzugehen. Man bemerkt nämlich, dass der Ueber-gang aus Regionen der Fläche mit elliptischer Krümmung nach solchen mit hyperbolischer Krümmung entweder durch die parabolische Curve oder durch die Cuspidalcurve hindurch geschehen muss, und dass die beiden Mäntel, welche in der Cuspidalcurve Zusammenhängen, die Krümmung in denjenigen Punkten der Cuspidalcurve wechseln, wo die Tangentialebene mit der Oscula-tionsebene der Curve ohne gleichzeitige andere Singularitäten zusammenfällt. Dies sind also Punkte, durch welche die parabolische Curve gehen muss. Das Princip der Dualität ergiebt sodann, dass in denselben Punkten Berührungspunkte stationärer Tangentialebenen zusammenfallen mit den zu ihnen gehörigen Anschmiegungspunkten. Und wenn man die Gesammtzahl der Coincidenzen einer Tangentialebene der Fläche in einem Punkte ihrer Cuspidalcurve mit der Osculationsebene dieser Curve aufsucht und davon die Zahl solcher Coincidenzen abzieht, welche aus den der Fläche beigelegten Singularitäten entspringen, so findet man eine Zahl, welche der Anzahl der Ebenen mit den reciproken Eigenschaften gleich sein muss, oder man hat einen Ausdruck, welcher dem durch Vertauschung der accentuirten und nichtaccentuirten Buchstaben aus ihm hervorgehenden gleich-werthig ist. Nun ergiebt sich zunächst, dass die Zahl der Coincidenzen der Schnittpunkte einer festen Geraden mit der Tangentialund der Schmiegungsebene in einem Punkte der Cuspidalcurve o — m und also die der Coincidenzen beider Ebenen selbst (Art. 462) o — m •— r ist; und die übrigen negativen Glieder der Gleichung 13*) geben die Zahlen von Coincidenzen an, die nur in Folge der der Fläche beigelegten Singularitäten entstehen, wobei von den gewöhnlichen Singularitäten nur die ß stationären Punkte der Cuspidalcurve und ihre Reciproken erscheinen, während die übrigen Glieder aus den Pinch- und Close-Punkten, den uniplanaren Doppelpunkten und den conischen Punkten und ihren Reciproken entspringen.

Dass das Geschlecht p der Fläche mit dem ihrer Reciproken übereinstimmt, lässt sich durch rechnerische Verbindung dieser Gleichungen ableiten; für den Werth desselben hat Zeuthen die Formel gegeben275)

24 (p+ 1) = c — 12a+ 24n +ß+3r — 15c +26+6z + 12z +8B+ 24 B + 18U+6U‘+ 60' + Z(3v+3£+8»+13£)+x‘(66)+69+9e.

	
	
	
516.    Im Zusammenhänge mit den Untersuchungen der Kap. V und VI geben wir als Beispiele von der Anwendung dieser Theorie die folgende Tafel der Charaktere von Flächen dritter Ordnung, welche nicht windschief sind, und die Charaktere der einfachsten Hauptfälle von Flächen vierter Ordnung. Man findet auf S. 678 die Fälle der Flächen dritter Ordnung mit B = 1, C= 1; B = 1, C = 2; B = 3, C = 0, auf S. 678 den der Fläche dritter Ordnung ohne singulären Punkt — hier folgen die übrigen acht Fälle mit singulären Punkten, wie sie aus den für die Flächen dritter Ordnung entspringenden Modificationen der allgemeinen Formeln hervorgehen. Zur Tabelle ist zu bemerken, dass die Indices der Zahlen C die Zahl der eigentlichen Haupttangenten des conischen Punktes, also das 2u—x vertretende Glied der Formel 13*) und die der Zahlen B die Zahl der eigentlichen singulären Tangentialebenen des biplanaren Punktes bezeichnen; man hat im Falle 1 respec-tive 0 das B der dualistischen Formeln zu 9*) und 12*) durch 1 B und Null zu ersetzen. Auch die mit Stern bezeichneten Zahlen sind nicht unmittelbar zu substituiren. Für den uniplanaren Doppelpunkt muss man den Coefficienten 14 von U in der Formel 13*) durch 2 ersetzen; j', %‘ und B' sind Null in 9*), 12*) und 13*). (In der Tafel auf S. 678 müsste man mit diesen Bezeichnungen C == 1,, B = 11, respective C — 2,, B = l0, respective C= 0, B = 3, setzen und j, %‘ und B' einen Stern beifügen.)







In den Fällen B = 2, und B = 20, C =1 zeigt der Null-werth von m', dass die Enveloppe der stationären Tangentialebenen in Kegel zerfällt, und zwar vier respective einen Kegel zweiter Ordnung nach den entsprechenden Werthen von c', r' und h'.


	
C B
	
U
	
n 4 x
	
b'
	
k'
	
t'
		
C
	
r'
	
m‘
	
7/
	
B‘
	
o‘
		
%
	
B'


	
1
	
0
	
0
	
10 1
	
6
	
15
	
105
	
15
	
15
	
18
	
24 48
	
96
	
30
	
12 0
	
0
	
0


	
24
	
0
	
0
	
8 2
	
6
	
7
	
21
	
3
	
7
	
12
	
17
	
28
	
38
	
13
	
10
	
1*
	
0
	
0


	
32
	
0
	
0
	
6 3
	
6
	
3
	
3
	
1
	
3
	
6
	
9
	
12
	
6
	
3
	
6
	
3*
	
0
	
0


	
4,
	
0
	
0
	
4 4
	
6
	
3
	
3
	
1
	
3
	
0
	
0
	
0
	
0
	
0
	
0
	
6*
	
0
	
0


	
0
	
1
	
0
	
9 0
	
7
	
9
	
36
	
6
	
9
	
16
	
18
	
24
	
84
	
18
	
12
	
0
	
0
	
0


	
0
	
2X
	
0
	
6 0
	
8
	
0
	
0
	
0
	
0
	
8
	
8
	
0
	
24
	
0
	
8
	
0
	
0
	
1,


	
1,
	
20
	
0
	
4 1
	
8
	
0
	
0
	
0
	
0
	
2
	
2
	
0
	
0
	
0
	
2
	
0
	
2*
	
10


	
0
	
0
	
1*
	
6 3
	
6
	
3
	
3
	
1
	
3
	
6
	
7
	
6
	
7
	
3
	
6
	
3*
	
0
	
0




Doppelkegelschnitt ohne

Für

die Fläche vierter

mit

Ordnung

aussergewöhnliche Singularitäten, d. h. mit /, x‘, B, B'^ U, U', etc. gleich 0 sind n==4, b = q = 2, ferner s, k, t, y, c, r, m, h, ß, o, y, gleich 0, und man erhält


n = 12, a = 8, 4 = 4, 0 = 4, j=4, ö' = 26, y' = 0; Q‘ = 36, c'= 24,

B‘= 52




ö‘ = 8, 4‘ = 10, . r' = 36, o‘= 16.




* == 12, *‘=12,




k‘ == 320 m' = 88,




t' = 40, 1’= 180,



Die Zahl s' wird — 48 und markirt die Geraden der Fläche als Scheitelkanten der Büschel der Doppeltangentialebenen. Zeuthen hat gezeigt, wie sich die bekannten Haupteigenschaften der Fläche (Art. 339 f.) aus diesen Zahlen erkennen lassen.

Für die Fläche vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt mit n = 4, c = r = 2, m, h, ß, b, q, s, k, t, y, 0, j gleich 0, und den berechneten Charakteren n‘=6, a = 6, 4 = 0, J‘=1, * — 8, * :—: 8, c — 8, 6 — 2, z 2, b } q ^ s , k , i } 7 , 0 , ß‘, j' gleich 0, r‘=8, m‘=0, ä' = 24, o' = 8 deducirte er aus % = 2 eine singuläre Tangentialebene, die die Fläche längs eines Kegelschnittes berührt, und aus r‘=8, m‘=0, etc., dass die Enveloppe der stationären Tangentialebenen aus vier Kegeln zweiten Grades und die parabolische Curve aus vier ebenen Kegelschnitten zusammengesetzt ist.

Verzeichn]ss bemerkter Druckfehler.
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Zeile 1 von oben fehlt im ersten Gliede vor A" die Klammer ). Ueberschrift ist die Artikelnummer 40 zu setzen.

Zeile 12 von oben stehe vor aus ;

„   16 von oben lies y = aewu + "0".

,,   16 von unten ist das erste Gleichheitszeichen durch —

zu ersetzen. Vor dieser Gleichung fehlt die Anmerkungsziffer 33).

,,   10 von oben im Ausdrucke für f13 ist in der ersten Klammer das (f^ — f1) zu setzen.

„  14 von unten Anmerk. Nummer 37. Ebenso sind die

Nummern 32, . . . 42 auf Seite 98, 105, 106, 113, 117, 118, 122, 127 und 128 um je 6 zu erhöhen. „ 20 von unten setze — 16 00, C, (0,2 — 0, 0, — 0,2).

Ueberschrift lies Die Arten.

Zeile 10 von unten lies b = c = 0. Ueberschrift 117.

Ueberschrift und Text lies die Artikelnummer 118.

Zeile 8 von oben lies L = m (0 — ..

In der letzten Formel des Textes ist im Zähler rechts ds2 zu setzen.

	
, , 18 „ unten lies im Nenner zuletzt 1 — m2 — n2. „    9 , . „    „ „     „    1 + m2 + n2.



Ueberschrift lies Fundamentalsatzes.

Zeile 15 von oben lies Art. 122, 215.

	
„    1 „    ,,    „ von ihm aus.


	
„   5 „ unten füge die Anmerk. Nummer 87) bei.



Ueberschrift lies Mittelfläche.

Zeile 8 von oben lies (2 n — 1).

	
, ,    4  ,,    „    „ Pentaederkanten. , ,    6   „  unten lies Art. 310. „  14  „  oben lies x = R sin g cos 0, „    3   „    „    „ solcher Kugeln. „   3  „    „    „ Doppeltangentialebenen. „  19  ,    ,   setze vor sechs ein Komma.


	
„   5  „  oben   „ die Artikelnummer 445* statt 445.



Nachträge

zur IV. Auflage der „Kegelschnitte

von Salmon-Fiedler.

	
1)    Zu Art. 152. Die Relation zwischen den durch vier Punkte einer Ebene 1,2,3, 4 bestimmten sechs Distanzen 12, 13, etc. in Aufg. 1 liefert eine Relation zwischen den Winkeln, unter denen sich vier Kreise durchschneiden. Denn für zwei Kreise mit den Radien 71, 12 und den Mittelpunkten 1, 2 ist (mit (12) als dem Winkel ihres Schnittes)



' 12* ==,,? +,,? — 27,7, cos (12).

Man erhält somit aus der Determinante der Aufg. 1 die folgende 0,              1                            1                            1             ,

1,          0         , 1,2+72—2^^008(21), 1,2+2— 2r,7a cos(31),

1, ,2—7,2- 27,7,cos(12),           0         , 792—12— 2r,75cos (32),

1, 7,4722—2,7/cos(13) 7,3+r,3—2r,,cos(23),          0         ,

1, 7,2+2— 2r,74cos(14), 7,2+722- 2r,74cos (24), 7,?+r,2—2r,7, cos(34).

Durch Subtraction der mit 112, r^ r^, r^ respeclive multipli-cirten Elemente der ersten Reihe und Zeile von den entsprechenden der folgenden Reihen und Zeilen und mit Ersetzung der reciproken Werthe der rt durch die Qi reducirt man diese zu


0, Ci, Q,, 03, 04,









Setzt man darin cos (21) = cos (31) = cos (41) = cos0, so entspringt eine Relation für die Kreise, welche drei gegebene unter gleichen Winkeln schneiden; sie liefert mit *

2 ri cos 0 = A eine quadratische Gleichung zur Bestimmung des 2, welches irgend einem Werthe von 0 entspricht.

Oder auch: Die Kreise K^ und K^ mit den Gleichungen

« +3+2a,2 + 2492, + «,} = 0, (==1,i=2)

schneiden einander unter dem Winkel 0, wenn man hat a9) + 2, r cos 0 — 2a(a,2) ~ 249092) + a@) = 0,

den Ausdruck des Art. 142, Aufg. 10 für die allgemeinen Gleichungen. Die Elimination von a^, a^ und a^ zwischen diesen


	
vier Gleichungen liefert die Gleichung des Kreises
	
1 in der Form


		
a2+y2   , — x, —y, 1
	

		
«33 + 2r r cos 0 , a^ , a^ ,  1
	

		
(3) । o                ,           (3)           (3)       .

das T 2‘1"s cos 6, dis ‘ “2s , 1
	
= o,


		
a, + 27,7, COS 0 , a) ,   a,) ,  1
	

	
und mit
	
21, cos 0 = A zerlegt man dieselbe in
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gonalkreis der drei Kreise und nach Art. 147 die zweite die eine Axe der Aehnlichkeit derselben bezeichnet. (Vergl. die Note auf S. 196.) Die Vertauschung der Vorzeichen von T2, Y3 oder T4 in der zweiten Determinante liefert die andern Aehnlichkeits-axen des Systems der drei Kreise, und wenn wir in irgend einer Zeile der ursprünglichen Determinante für 0 sein Supplement einführen (vergl. Art. 148), so ist dies mit der Zeichenänderung des entsprechenden Radius äquivalent. Wir erhalten daher vier Büschel von Kreisen, welche die gegebenen unter gleichen Winkeln schneiden; jedes desselben hat eine andere ihrer Aehn-lichkeitsaxen zur Radicalaxe. Die Berechnung des Radius für den hier ausgedrückten Kreis aus der ersten Determinante giebt Y, als Function von 2, und 2^0080 = 1 liefert eine quadratische Gleichung zur Bestimmung von A aus 0 wie oben.

	
2)    In Art. 308, Aufg. 6 ist gezeigt, dass die Doppelpunkte K zweier durch die drei Paare A, D; B,E; C, F bestimmten



projectivischen Reihen auf einem Kegelschnitte in der Pascal-schen Linie LBIN des Sechsecks ABCDEF liegen. Dies giebt Gelegenheit zum Ausdruck der Gleichung der Pascal’schen Linie in Determinantenform mittelst der Parameter der sechs Punkte nach der Methode der Art. 304 f. Für X, 23 == x,2 und 21:22:2 == 1 : a : a2 ist adxx ■— (a — d) x, — x3 = 0

die Sehne AD. Wir fanden in Art. 299 als Bedingung der Projec-tivität der durch die Parameter A, X' definirten Reihen — auf zwei geraden Linien oder einem Kegelschnitte — die bilineare Relation a 2 A + b A + c A +d = 0,

und zogen aus ihr in Art. 338 die Relation der Parameter von vier Paaren entsprechender Elemente

Ist 3 der Parameter eines Doppelpunktes, so geht die letzte Zeile in 32, ö, ö, 1 über, und kann durch x3, x2, 22, X, ersetzt werden; man erhält also die Gleichung der PascaFschen Linie

23 , 22, 22, a d, a , d,    1        0 be, b , e , 1 cf, c , f,\

Wenn man anderseits die Grösse adxt — (a — d) x, — x3 durch ad ausdrückt, so ist ab . cd — ad . bc==(x,N3 — x,2)(a — c)(b—d) und wir erhalten wie in Art. 286 durch Vergleichung der Formen ab . cd — ad . bc, af. de — ad . ef die Gleichung der Pascal-schen Linie von ABCDEF in der Form

(a — c) (b — d) . ef = {a — e) (f — d) . bc, oder in einer der äquivalenten Formen

(a — e) (b — f) . cd — (^c — e) (b — d') . af,

(c — a) (b — f) . de = (c — e) (d — f) . ab .

Durch den Punkt bc, ef geben die drei andern PascaFschen Linien ABCDFE, ACBDEF und ACBDFE, oder

{a — c) (b — d) . ef = (a — f)(e — d) . bc,

(a —• b) (c — d) . e f — (a — e) (f — d) . b c, {a — &) (c — d) . ef — (a — f) (e — d) . bc.

**

Die Pascal’schen Geraden

(a — c) (b — d) . ef —{a — e) (f — d) . b c = (b — f) (c — e) . ad schneiden sich in einem Steiner’schen Punkte G; die drei andern (a — c) (b — d) . cf = (a — e) (f — d} . bc = (b — e) (c — f) . ad in einem Kirkman’schen Punkte H.

	
3)    Zu Art. 354. Die Schlussgleichung von Aufg. 1 giebt durch Auflösung in ihre linearen Factoren die Gleichungen der vier gemeinsamen Tangenten der Kegelschnitte in der Form



"1 V { d, d, (d22 das )} -x,V { d22 (22 (433 an ) } —V { 433 das (d, ,2 ) } = Aus der geometrischen Entstehung der Covariante F = 0 folgt, dass dieser Kegelschnitt in den Fällen der einfachen oder doppelten Berührung der Kegelschnitte S = 0 und S' = 0 diese auch ebenda einfach respective doppelt berührt. Im Falle der Doppelberührung folgt aus

S = 433032 — 2 0122122 und S‘= a33‘x,2 — 2a,2‘x,%2, F — 2 033@33 d,2 012 292 + 20,20,2 (4330,2 + aa3 d,2) 3,32, oder F ist von der Form iS — mS'.

Wenn man daher F in der Form

a,12,2 + • • + 28,,7,%, + • • — 0

geschrieben denkt, so verschwindet im Falle der doppelten Berührung der Kegelschnitte

Dass im Falle der Doppelberührung von S und S' der Kegelschnitt F demselben Büschel angehört, folgt auch daraus, dass für k als den der Berührungssehne des Büschels lS — S' = 0 entsprechenden Parameterwerth die Reciprokalform (siehe Art. 353) 122 — kd — X’ = 0 identisch verschwinden muss, der doppelten Geraden entsprechend. Und da der fragliche Werth von k die Doppelwurzel der Gleichung 134—12@+1@‘—A‘=0 ist, so giebt die Elimination von k zwischen der ersten Gleichung und den beiden Differentialen der letzteren die identische

Relation zwischen X, X’ und d in der Form (welche die beigesetzte analoge zwischen S, S' und F bedingt, weil die Recipro-ken doppelt berührender Kegelschnitte wieder solche sind)


	
X,
	
d ,
	
X’
		
S,
	
F ,
	
S'
	

	
34 ,
	
20 ,
	
&'
	
=0,
	
34,
	
240,
	
0
	
= 0


	
0,
	
20,
	
34
		
0‘,
	
24’0,
	
34
	



	
4)    Zu Art. 360. In Aufg. 2 erhellt, dass das System zweier Kegelschnitte äusser seinen vier Invarianten 4, A‘, @, @‘ vier durch eine identische Relation verbundene Covarianten S, S', F, J besitzt, von denen die letzte die Seiten des sich selbst conjugirten Dreiecks oder das gemeinsame Tripel harmonischer Polaren repräsentirt; dazu kommen die vier durch eine entsprechende Relation verbundenen Contravarianten X, X’, d und r, deren letzte das gemeinsame Tripel harmonischer Pole oder die Ecken des vorigen Dreiecks darstellt.



Diese Functionen sind für S, S' in der kanonischen Form x,2 + 2,2 +x‘=0, a,3,2 + a,x,2 + 432,2 — 0,

d == 1, 4 = a1 a, a3, ® = C1 — d2 — ci^, ® = a, a, — 43 a, — ci^ d,; F = d, (d, + da) x,2 + a2 (a, + a) x,2 + d3 (d, + a2) x,3, J = (a, — da) (43 — a) («i — a^ 2,2,23 ;

2 = 52 + 527 + 53, X = (1,41,5.2 + (1,4,522 + 0,4,5,32,

• = (a, + aä) 5.2 + (a, + a) 5,2 + (ai + «,) 523, r = (tt2 aa) (da a) (a,     a2) 51 52 53 .

Zu ihnen treten gemischte Concomitanten oder Zwischenformen (Art. 355), welche beide Reihen der Coordinalen enthalten und als Covarianten des Systems der beiden Kegelschnitte S, S' mit der geraden Linie §,x, — §2%, — §323 = 0 angesehen werden können. Die Jacobi’sche Determinante desselben z. B.


§2,




S,




§3 8, S;’



ist die linke Seile der Gleichung für den Ort der Punkte, deren Polaren in beiden Kegelschnitten sich auf der geraden Linie schneiden. Für die kanonischen Formen ist

N= 5 («2 — «ä) 2283 + §2 («3 “ a) 2,21 + §3 (d, — «,) 0122 •

Man erhält die Reciprokalform N', die die Verbindungslinie der

Pole von §i in Bezug auf S= 0 und S‘=0 ausdrückt, auf die nämliche Weise aus E und X’, nämlich für die kanonischen Formen N‘ = di §2 §s (1, — da) X, + a, 53 51 («3 — «,) «2 + «3 51 52 (a, — «,) «3 •

Der geraden Linie §i entsprechen ferner zwei begleitende oder associirte Gerade K = 0 und K' = 0, von denen die erste die Polare in Bezug auf S‘= 0 von ihrem Pol für S = 0 und die zweite die Polare in Bezug auf S = 0 von ihrem Pol für S‘ == 0 ist. Für die kanonischen Formen sind sie

K=d, §1 2,—a, 522,—4, $3%3, K = a2 (,5,21—d, d, 520,+4, a, 5333. Die Jacobi’schen Determinanten von K, S und §,21 — §222 — §323 und von K', S' und §121 — 5222 — §323 und ihre Reciprokalformen liefern weitere vier Concomitanten, welche mit den vorigen das vollständige System von solchen Formen bilden, durch welche (vergl. Gordan’s Darstellung in Clebsch - Lindemann „Vorlesungen über Geometrie“ p. 291) mit Hilfe der vorher erwähnten Formen alle andern gemischten Concomitanten ausgedrückt werden können. Für die kanonischen Formen sind sie respective 5,5a (d, — da) 4, + 5351 (d, — a) a, + 5182 («1 — 2) ^3 , §,5 a,2 (a, — 43) 2, + §a51a,2 («3 ~ a,) 22 + §152032 ^al — 42) ^3 ; §1d (a, 43) 2,83 + 5202 (a, a) 23, + §ads (a, d2) 21%2 , §1 42 d, (42 aa) «, 23 -- §2 d, d, (43 a) N3 A1 + 53 di d2 (di Cl^) 21 22 .

	
5)    Zu Aufg. 7 des Art. 360. Durch Division mit 833 giebt die Determinante der angezeigten Elimination die Gleichung der Cayley’schen Curve in der Form



51 (d22 (33 (23 4+ 8.382 { 2 (433412 (23 )    (d,2 (33 dis )} + • • + 5.35, {2 (d22(23 dis ) (422@33 dis )} + • •

51 §2 ^3 l (dn "22 aÜ )    4 (d2s (13 (12 ) } — 0 •

Die entsprechende Covariante ergiebt sich durch Ersetzung der §i durch die xi und der a^, etc. durch die entsprechenden Aik, etc. Bezeichnen wir diese Covariante durch J, so können wir die allgemeine, die Covarianten von drei Kegelschnitten verbindende Relation schreiben

J2 = 4A4‘A"SS‘S"+FFF”— ASF2 — A‘S‘F?—A" S" F"?; sie enthält die Relation der Aufg. 2 als einen speciellen Fall.

	
6)    Zu Art. 361 mag Einiges über die Invariante M (S. 558 unten) und die Relation der Invariante T zu den fundamentalen Invarianten aus der Discriminante von



S+uS —+S oder 23 d —- 22 u ®,12 + 22» 6,13 + Auv 0,23 + etc. hinzugefügt werden.

Man kann die Invariante M direct bilden, weil ihr Verschwinden die Bedingung ausdrückt, unter welcher in der Function IS — pS' — vS" die Grössen 2, u, v so bestimmt werden können, dass dieselbe ein vollkommenes Quadrat wird, da dann ihre Reciprokalform identisch verschwinden muss. Nun ist aber die Reciprokalform von IS + uS‘ + vS" nach Art. 353

222 + u’x + v?z" + uv® + vid’ + Au®",

wenn wir die Contravariante @ des Art. 353 für die Kegelschnitte S', S" durch @, für S", S durch @‘ und für S, S' durch @" bezeichnen. Denken wir ihre Coefficienten respective als ^ik, ^ik und Air" (entsprechend den aik des F im ersten dieser Nachträge), so können wir das Resultat der Elimination der sechs Grössen 12, u2, v2, uv, vA, Au zwischen den durch das Nullsetzen der Coefficienten der Reciprokalform entstehenden sechs Gleichungen d. i. die Invariante M schreiben wie folgt

Man bestätigt sofort ihren Grad vier in den Coefficienten jedes der Kegelschnitte, da diese in einer Zeile quadratisch und in zwei anderen Zeilen linear enthalten sind.

Die Discriminante der Reciprokalform des Kegelschnittbüschels oder von AZ — u X’ giebt keine neue Invariante; denn sie ist

2342 — 22ud® — Au2A’©’ — u3A”.

Wenn wir aber die Discriminante von Az — uz’ — vX" bilden, so ist der in ihr auftretende Coefficient des Gliedes mit luv eine Invariante ® vom zweiten Grade in den Coefficienten jedes Kegelschnittes, welche nicht in Function der vorigen A, @112, etc. ausgedrückt werden kann. Es ist die S. 557, Zeile 8 von unten durch 0 bezeichnete Invariante und es mag die Ableitung der Relation gegeben werden, die sie mit T und den fundamentalen Invarianten verbindet. .

Wennon den drei Kegelschnittsgleichungen zwei die kanonische Form haben und die dritte die allgemeine Gleichung ist, also

s,° + »,? + s, - 0, a, s, + n,o,” +n,*3 - 0,

.                  (1,12,7 + • • + 2 (1,14,, + • • — 0,

so genügen die Werthe                  ' ,

E==a—a= a*, 2,2 — a, — a,==a,*, x^ — a^—a,==a* den beiden ersten, und ihre Substitution in die dritte liefert die Resultante oder die Bedingung der Existenz eines gemeinsamen Schnittpunktes der Kegelschnitte in der von Wurzeln befreiten Form

I 41’11*+ --2 d, «33 «2* «3* — • • +4(A,,1,* «,*+ A, «3* a,*+A, a,* 4,*) 1 2 = 64a* a,* a* (A23 112013 a* + A13 «23 «12 «2* + A12 «13 «23 «3*) • Ihre linke Seite ist ebenso wie in der durch Benutzung von Vierliniencoordinaten abgeleiteten auf S. 558 das Quadrat von T. Ersetzt man aber hier a^ durch seinen Werth (a; — a^r so kann man T auf die Form

{ 4,(4,+)—.. } 2- 4(a,,40,,+aa3)(a,a,a,4..)-4(A,a,‘+A,20,2+A,,2) --4 (Au + • •) («2 «3 +)+8(A, «1 («2 + «3) + • ■ ) reduciren und erkennt in diesem Ausdrucke alle Gliedergruppen als, fundamentale Invarianten des Systems, ausgenommen nur

An a,2 + Aga,2 + Aja a,2, welche mittelst der vorher bezeichneten Invariante ® (dem Analogon der ersten Invariante des Art. 361) sich gleich @211 ©233 — 0 ergiebt. So erhält man die Gleichung

7- ®1232  4 (6,. 0, + O,1 ®,n + O,1 ®322) +120.

Schliesslich kann bemerkt werden, dass die beiden fundamentalen Invarianten der von der Discriminante von AS+uS‘— vS" gebildeten cubischen Function der drei Parameter A, u, v sich durch M und T ausdrücken. Die biquadratische Invariante (vergl. „Höhere Curven" Art. 221) ist (T— 48M) und die’Invariante sechsten Grades (Art. 222 a. a. 0.) 87(72 M — T2); es drücken sich also 72—48 M und 7(72 M — T) mittelst der zehn fundamentalen Invarianten in der Discriminante des Kegelschnittnetzes aus. Die Elimination von M oder T zwischen diesen Gleichungen würde die Verbindung dieser Invarianten mit den fundamentalen geben.
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