

	2= R(H+}R)=r(+}r) 7 und
	Cohasionskraft ist Coharenz.
	27) Zwischen den Linien AB und CD aufserhalb derse




	odor (nR+"S)-nc-+("S)°
	ziehe AB, so sind die / ABC (x) und ABF(x") die A 
	Oder 2JGxCG = ACxEK ferner ist JG2 + CG2 = CJ2 = A
	•=*2*/4 -4 P a . ,—-—
	cos 0 = cos (— 360°) = sin 90° = + 1 cos 90° = cos


	cot«= e - 3 “ - 45"3 - 945* - 4725" - 93555"
	J‘=4f (10)
	bn=^=^L =y V + (8%"=/=yi+lrey (5)
	=(n+1) r2 (25)
	Dammerungskreis s. astronomische Dammerung..
	116,00
	92,80
	1286,9
	47,539
	Christian
	116,25
	93,00
	1434,7
	53,000
	Betancourt
	—
	—
	1354,3
	50,030
	Schmidt
	—
	—
	1386,0
	51,200
	Mayer
	116,84
	93,47
	1354,0
	50,290
	Ure
	116,94
	93,55
	1270,4
	46,930
	Watt
	117,00
	93,60
	1326,6
	49,007
	Christian
	117,50
	94,00
	1497,0
	55,300
	Betancourt
	—
	1403,3
	51,840
	Schmidt
	118,00
	94,40 -
	1383,2
	51,099
	Christian
	118,06
	94,45
	1321,3
	48,810
	Watt
	118,51
	94,81
	1430,9
	52,860
	Ure
	118,75
	95,00
	1564,6
	57,800
	Betancourt
	—
	1466,6
	54,180
	Schmidt
	—
	—
	1469,6
	54,290
	Biker
	Temperatur
	Elasticitat
	Beobachter
	+ c.
	+R.
	Millim.
	par. Zoll
	119,00
	95,20
	1426,6
	52,699
	Christian
	119,45
	95,56
	1369,7
	50,600
	Watt
	120,00
	96,00
	1637,7
	60,500
	Betancourt
	—
	—
	1535,1
	56,710
	Schmidt
	—
	—
	1532,4
	56,608
	Biker
	—
	—
	1472,9
	54,422
	Christian
	—
	—
	1452,0
	53,640
	Taylor
	120,28
	96,22
	1421,4
	52,510
	Watt
	120,46
	96,37
	1534,1
	56,670
	Ure
	120,63
	96,50
	1483,4
	54,797
	Arzberger
	121,00
	96,80
	1503,2
	55,531
	Christian
	121,13
	96,90
	1528,9
	56,480
	Regnault
	121,25
	97,00
	1716,2
	63,400
	Betancourt
	—
	1602,0
	59,180
	Schmidt
	121,29
	97,03
	1696,6
	62,675
	Robison
	—
	1523,9
	56,295
	Southern
	—
	—
	1572,2
	58,080
	Ure
	121,39
	97,11
	1472,6
	54,400
	Watt
	122,00
	97,60
	1563,4
	57,754
	Christian
	—
	—
	1519,8
	56,143
	Taylor
	122,25
	97,80
	1515,9
	56,000
	Heron de Villefosse
	122,50
	98,00
	1524,0
	56,300
	Watt
	—
	1792,0
	66,200
	Betancourt
	1671,6
	61,750
	Schmidt
	123,00
	98,40
	1606,5
	59,346
	Christian
	123,70
	98,96
	1629,5
	60,194
	Arago
	123,75
	99,00
	1967,8
	69,000
	Betancourt
	—
	1740,1
	64,280
	Schmidt
	123,89
	99,11
	1575,5
	58,200
	Watt
	123,90
	99,12
	1668,6
	61,640
	Regnault
	124,00
	99,20
	1659,8
	61,316
	Christian
	124,08
	99,26
	1708,1
	63,100
	Ure
	125,00
	100,00
	1626,9
	60,100
	Watt
	—
	1804,3
	66,654
	Biker
	—
	1943,6
	71,800
	Betancourt
	1813,7
	67,000
	Schmidt
	—
	1713,1
	63,286
	Christian
	126,00
	100,80
	1756,5
	64,886
	»)
	126,11
	100,89
	1676,4
	61,930
	Watt
	126,25
	101,00
	2030,2
	75,000
	Betancourt
	—
	1882,2
	69,530
	Schmidt
	126,85
	101,48
	2039,5
	75,341
	Robison
	126,86
	101,49
	1836,4
	67,840
	Ure
	127,00
	101,60 •
	1823,1
	67,348
	Christian
	127,23
	101,78
	1727,3
	63,810
	Watt
	127,50
	102,00
	2116,7
	78,200
	Betancourt
	—
	1961,5
	72,460
	Schmidt
	128,00
	102,40
	1883,1
	69,564
	Christian
	128,06
	102,45
	1775,8
	65,600
	Watt
	128,47
	102,78
	1915,2
	70,750
	Regnault
	128,50
	102,80
	1924,2
	71,120
	128,75
	103,00
	2192,7
	81,000
	Betancourt
	—
	2038,1
	75,290
	Schmidt
	129,00
	103,20
	1949,7
	72,026
	Christian
	—
	—
	1899,7
	70,178
	Taylor
	129,18
	103,34
	1824,5
	67,400
	Watt
	Temperatur
	Elasticitat
	Beobachter
	+ C.
	+R.
	Millim.
	par. Zoll
	129,64
	103,71
	1982,1
	73,220
	Ure
	130,00
	104,00
	2273,9
	84,000
	Betancourt
	■ —
	—
	2117,8
	78,220
	Schmidt
	—
	—
	2092,0
	77,280
	Biker
	—
	—
	2013,7
	74,390
	Christian
	—
	—
	1959,1
	72,370
	Taylor
	130,28
	104,22
	1875,9
	69,300
	Watt
	131,00
	104,80
	2066,4
	76,334
	Christian
	131,11
	104,89
	1927,7
	71,210
	Watt
	131,25
	105,00
	2349,8
	86,800
	Betancourt
	—
	—
	2191,3
	80,950
	Schmidt
	—
	—
	2169,1
	80,130
	Biker
	—
	—
	2198,1
	81,200
	Mayer
	131,95
	105,56
	1978,8
	73,100
	Watt
	132,00
	105,60
	2159,7
	79,782
	Christian
	132,43
	105,94
	2390,0
	88,289
	Robison
	—
	—
	2191,9
	80,970
	Ure
	132,50
	106,00
	2409,2
	89,000
	Betancourt
	—
	—
	2300,7
	84,990
	Schmidt
	132,78
	106,22
	2030,2
	75,000
	Watt
	132,82
	106,25
	2176,7
	80,410
	Arago
	133,00
	106,40
	2249,6
	83,105
	Christian
	133,30
	106,64
	2181,6
	80,591 '
	Arago
	133,32
	106,66
	2209,2
	81,610
	Regnault
	133,61
	106,89
	2080,9
	76,870
	Watt
	133,75
	107,00
	2471,5
	91,300
	Betancourt
	—
	—
	2388,1
	88,220
	Schmidt
	134,00
	107,20
	2323,0
	85,813
	Christian
	134,38
	107,50
	2223,8
	82,151
	Arzberger
	135,00
	108,00
	2531,0
	93,500
	Betancourt
	—
	—
	2492,1
	92,060
	Schmidt
	—
	—
	2479,1
	91,580
	Biker
	—
	—
	2389,6
	88,275
	Christian
	—
	—
	2279,7
	84,214
	Dulong
	135,20
	108,16
	2375,4
	87,750
	Ure
	135,68
	108,54
	2371,6
	87,610
	Regnault
	136,00
	108,80
	2479,6
	91,598
	Christian
	136,25
	109,00
	2587,9
	95,600
	Betancourt
	—
	—
	2604,1
	96,200
	Schmidt
	137,00
	109,60
	2545,4
	94,029
	Christian
	137,50
	110,00
	2652,9
	98,000
	Betancourt
	------
	—
	2726,5
	100,720
	Schmidt
	137,99
	110,39
	2689,7
	99,360
	Robison
	—
	—
	2588,2
	95,610
	Ure
	138,00
	110,40
	2639,5
	97,507
	Christian
	138,30
	110,64
	2538,6
	93,779
	Arago
	—
	—
	2561,9
	94,640
	Regnault
	133,75
	111,00
	2824,7
	104,350
	Schmidt
	138,88
	111,10
	2273,9
	84,000
	Heron de Villefosse
	138,89
	111,11
	2599,3
	96,020
	Regnault
	139,00
	111,20
	2709,4
	100,090
	Christian
	140,00
	112,00
	2955,5
	109,180
	Schmidt
	—
	—
	2779,5
	102,680
	Christian
	— ■
	—
	2636,1
	97,380
	Taylor
	140,45
	112,36
	2659,6
	98,250
	Dulong
	140,88
	112,70
	2850,5
	105,300
	Ure
	Temperatur
	Elasticitat
	Beobachter
	+C. |
	+ R.
	Millim.
	par. Zoll
	140,93
	112,74 |
	2755,2
	101,780
	Regnault
	141,00
	112,80
	2856,2
	105,510
	Christian
	141,25
	113,00
	3061,6
	113,100
	Schmidt
	141,46
	113,17
	2801,2
	103,480
	Regnault
	142,00
	113,60
	2926,0
	108,090
	Christian
	142,50
	114,00
	3170,4
	117,120
	Schmidt
	143,00
	114,40
	3006,1
	111,050
	Christian
	143,55
	114,84
	3050,8
	112,700
	Ure
	144,00
	115,20
	3089,5
	114,130
	Christian
	145,00
	116,00
	3172,9
	117,210
	»
	145,20
	116,16
	3039,5
	112,285
	Dulong
	145,44
	116,35
	3047,8
	112,590
	Southern
	145,98
	116,78
	3163,7
	116,870
	Regnault
	146,00
	116,80
	3256,0
	120,280
	Christian
	146,33
	117,06
	3275,5
	121,000
	Ure
	147,00
	117,60
	3342,6
	123.480
	Christian
	147,48
	117,98
	3307,4
	122,180
	Regnault
	148,00
	118,40
	3439,2
	127,050
	Christian
	148,30
	118,64
	3361,3
	124,170
	Regnault
	149,00
	119,20
	3525,9
	130,250
	Christian 7
	149,11
	119,29
	3548,9
	131,100
	Ure
	149,70
	119,76
	3475,9
	128,404
	Arago
	150,00
	120,00
	3625,7
	133,940
	Christian
	—
	—
	3511,8
	129,730
	Taylor
	-------
	—
	3419,5
	126,321
	Dulong
	151,00
	120,80
	3729,2
	137,760
	Christian
	151,63
	121,30
	3031,8
	112,000
	Heron de Villefosse
	151,90
	121,52
	3686,8
	136,195
	Arago
	—
	—
	3825,0
	141,300
	Ure
	152,00
	121,60
	3859,1
	142,560
	Christian
	153,00
	122,40
	3926,0
	145,030
	»
	153,70
	122,96
	3881,0
	143,369
	Arago
	154,00
	123,20
	4025,8
	148,720
	Christian
	—
	—
	3799,5
	140,357
	Dulong
	154,68
	123,74
	4095,7
	151,300
	. Ure
	155,00
	124,00
	4149,0
	153,270
	Christian
	155,79
	124,63
	4222,9
	156,000
	Ure
	156,00
	124,80
	4252,4
	157,090
	Christian
	157,00
	125,60
	4362,3
	161,150
	158,00
	126,40
	4492,5
	165,960
	—
	—
	4179,4
	154,392
	Dulong
	159,00
	127,20
	4598,9
	169,890
	Christian
	160,00
	128,00
	4748,9
	175,430
	—
	—
	4559,1
	168,420
	Taylor
	161,00
	128,80
	4613,0
	170,410
	Christian
	161,25
	129,00
	4445,4
	164,220
	Arzberger
	161,50
	129,20
	4559,3
	168,428
	Dulong
	162,00
	129,60
	4780,3
	176,590
	Christian
	163,40
	130,72
	4938,3
	182,427
	Arago
	163,50
	130,80
	4937,6
	182,401
	Christian
	164,70
	131,76
	4939,3
	182,464
	Dulong
	165,00
	132,00
	5114,9
	188,950
	Christian
	166,00
	132,80
	5282,2
	195,130
	167,50
	134,00
	5449,5
	201,310
	»
	168,00
	134,40
	5616,7
	207,490
	»
	—
	—
	' 5319,2
	196,500
	Dulong
	Temperatur
	Elasticitat
	Beobachter
	+ C.
	+ R.
	Millim.
	par. Zoll
	168,50
	134,80
	5605,4
	I 207,071
	Arago
	169,00
	135,20
	5784,0
	1 513,670
	Christian
	169,40
	135,52
	5773,7
	21 3,288
	Arago
	170,00
	136,00
	5951,3
	219,850
	Christian
	170,50
	136,40
	5699,2
	210,535
	Dulong
	172,34
	137,87
	6151,0
	227,225
	Arago
	173,00
	138,40
	6079,1
	224,571
	Dulong
	173,36
	138,69
	6095,5
	225,180
	Southern
	180,70
	144,56
	7505,1
	277,248
	Arago
	183,70
	146,96
	8032,5
	296,731
	»
	187,10
	149,68
	8699,5
	321,371
	»
	188,50
	150,80
	8840,0
	326,561
	»
	188,75
	151,00
	8147,5
	300,980
	Arzberger
	193,70
	154,96
	9998,9
	369,372
	Arago
	198,50
	158,80
	11019,0
	407,055
	»
	201,75
	161,40
	11862,0
	438,198
	»
	204,17
	163,34
	12290,3
	454,020
	»
	206,10
	164,88
	12987,2
	479,764
	»
	206,80
	165,44
	13061,0
	482,490
	207.40
	165,92
	13127,6
	484,950
	208,90
	167,12
	13684,3
	505,516
	»
	209,13
	167,30
	13761,9
	508,382
	210,50
	168,40
	14063,4
	519,520
	215,30
	172,24
	15499,5
	572,571
	217,50
	174,00
	16152,8
	596,705
	218,40
	174,72
	16381,3
	605,146
	220,80
	176,64
	17182,6
	632,001
	222,50
	178,00
	15552,5
	574,53
	Arzberger
	224,15
	179,32
	18189,4
	671,940
	Arago
	log E = 4,738438 + 0,013616 X 1,0159329? - 4,0878 
	94073
	21
	0,355
	0896
	117
	1 115 875
	987 025
	128850
	20
	0,403
	1013
	86
	909 155
	77870
	19
	0,439
	1099
	18
	94
	838 302
	70853
	0,468
	1193
	131
	82907
	17
	0,521
	1324
	78
	755 395
	713 453
	41942
	16
	0,566
	1402
	118
	55342
	15
	0,616
	1520
	127
	658 111
	50799
	14
	0,671
	1647
	135
	607 312
	46228
	13
	0,729
	1782
	148
	561 084
	42883
	12
	0,792
	1930
	158
	518 201
	39359
	11
	0,860
	2088
	171
	47 8 842
	36188
	10
	0,934
	2259
	164
	442 654
	33400
	9
	1,014
	2443
	199
	409 254
	30733
	8
	1,101
	2642
	213
	378 521
	28219
	7
	1,194
	2855
	159
	350 302
	26100
	6
	1,295
	3014
	455
	324 202
	42485
	5
	1,496
	3469
	119
	281 717
	3743
	4
	1,521
	3598
	245
	277 974
	17781
	3
	1,646
	3843
	349
	260 193
	21612
	2
	1,786
	4192
	330
	238 581
	17447
	1
	1,934
	4522
	533
	221134
	23295
	0
	2,169
	0,00000 5055
	197 839
	+C.
	0
	2,169
	0,00000 5055
	342
	197 839
	185 288
	12551
	1
	2,325
	5397
	11682
	363
	173 606
	2
	2,490
	5760
	384
	10839
	3
	2,665
	6144
	408
	162 767
	10137
	4
	2,853
	6552
	431
	152 630
	9433
	5
	3,051
	6983
	457
	143 197
	8789
	6
	3,263
	7440
	134 408
	8207
	484
	7
	3,487
	7924
	510
	126 201
	7635
	8
	3,721
	8434
	529
	118 566
	7125
	9
	3,977
	8973
	111 441
	Tempe-raturen
	Spannung in preufs. Linien
	Dichtigkeit |
	Volumen |
	Differenz
	+C.
	Quecksilber
	Differenz
	10
	4,246
	0,00000 9546
	573
	104 754
	6687
	600
	6179
	11
	4,529
	0,00001 0146
	637
	98 575
	5736
	12
	4,830
	1 0783
	662
	92 739
	5439
	13
	5,149
	1 1445
	719
	87 300
	5088
	14
	5,487
	1 2164
	747
	82 212
	77 453
	4759
	15
	5,844
	1 2911
	788
	4454
	16
	6,222
	1 3699
	830
	72 999
	4169
	17
	6,622
	14529
	874
	68 830
	3906
	18
	7,044
	1 5403
	919
	64 924
	61 268
	3656
	19
	7,490
	1 6322
	981
	3476
	20
	7,968
	1 7303
	1 8311
	1008
	57 792
	3180
	21
	8,460
	1080
	54 612
	3040
	22
	8,990
	1 9391
	2 0506
	1115
	51 572
	2805
	23
	9,539
	1185
	48 767
	2665
	24
	10,124
	2 1691
	1240
	46 102
	2494
	25
	10,739
	2 2931
	2 4237
	1306
	43 608
	2348
	26
	11,388
	41 260
	2 5546
	1309
	2115
	27
	12,071
	1496
	39 145
	2166
	2 7042
	28
	12,791
	1529
	36 979
	2 8571
	1978
	29
	13,559
	1623
	35 001
	3 0194
	1806
	30
	14,344
	1589
	33 195
	3 1783
	1731
	31
	15,183
	1734
	31464
	3 3517
	1628
	32
	16,064
	29 836
	33
	3 5327
	1810
	28 307
	1529
	16,987
	34
	3 7234
	1907
	26 857
	1450
	17,962
	3 9224
	1990
	1363
	35
	18,983
	2104
	25 494
	4 1328
	1297
	36
	20,066
	2151
	24 197
	4 3479
	1197
	37
	21,179
	23 000
	4 5769
	2290
	1151
	38
	22,366
	2251
	21 849
	1073
	39
	40
	23,596
	4 8020
	2511
	20 776
	1002
	24,909
	5 0531
	5 3207
	2676
	19 774
	979
	41
	26,275
	2707
	18 795
	5 5914
	910
	42
	27,674
	17 885
	43
	29,143
	2825
	860
	5 8739
	6 1793
	3054
	17 025
	30,778
	842
	44
	2964
	16 183
	32,356
	6 4757
	706
	45
	46
	15 477
	6 7963
	3206
	763
	34,063
	14714
	Tempe-raturen
	Spannung in preufs. Linien
	Dichtigkeit
	-
	Volumen
	+0.
	Quecksilber
	Differenz
	Diflerenz
	3339
	689
	47
	35,849
	0,00007 1302
	3479
	14 025
	13 372
	653
	48
	37,715
	7 4781
	3622
	618
	49
	39,665
	7 8403
	3776
	12 754
	585
	50
	41,704
	8 2179
	3924
	12 169
	555
	51
	43,830
	8 6103
	4083
	11 614
	526
	52
	46,050
	90186
	4248
	11 088
	499
	53
	48,367
	9 4434
	4419
	10 589
	473
	54
	50,785
	9 8853
	4596
	10 116
	449,4
	55
	53,308
	0,00010 3449
	9666,6
	426,1
	4772
	56
	55,937
	10 8221
	9240,5
	4957
	404,9
	57
	58,676
	11 3178
	8835,6
	384,9
	5153
	58
	61,534
	11 8331
	8450,7
	5339
	364,6
	59
	64,503
	12 3670
	8086,1
	2552
	347,3
	60
	67,600
	12 9222
	7738,8
	330,8
	5767
	61
	70,830
	13 4989
	' 7408,0
	313,8
	5971
	62
	74,183
	14 0960
	7094,2
	6179
	297,9
	63
	77,666
	14 7139
	6796,3
	284,1
	6420
	64
	81,295
	15 3559
	6512,2
	6656
	270,7
	65
	85,071
	16 0217
	6241,5
	6886
	257,2
	66
	88,995
	16 7103
	5984,3
	245,1
	7138
	67
	93,063
	17 4241
	5739,2
	7396
	233,7
	68
	97,269
	18 1637
	5505,5
	224,5
	7720
	69
	101,730
	18 9357
	5281,0
	210,0
	7846
	70
	106,010
	19 7203
	5071,0
	8190
	202,3
	71
	110,988
	20 5393
	4868,7
	8465
	192,7
	72
	115,897
	21 3858
	8762
	4676,0
	184,1
	73
	120,995
	22 2620
	9049
	4491,9
	175,4
	74
	126,275
	23 1669
	4316,5
	9349
	167,4
	75
	131,749
	241018
	4149,1
	9664
	160,0
	76
	137 424
	25 0682
	3989,1
	,9976
	153,5
	77
	143,302
	26 0658
	3835,6
	10302
	145,0
	78
	149,290
	27 0960
	3690,6
	10626
	139,3
	79
	155,780
	281586
	10963
	3551,3
	133,1
	80
	162,209
	29 2549
	11329
	3418,2
	127,3
	81
	168,967.
	30 3878
	11670
	3290,9
	121,8
	82
	175,960
	31 5548
	3169,1
	12039
	116,5
	83
	183,176 |
	32 7587
	3052,6
	Tempe-raturen
	+C.
	Spannung in preufs.
	Linien
	Quecksilber
	Dichtigkeit
	Differenz
	Volumen
	Differenz
	12397
	111,3
	84
	190,641
	0,00033 9984
	2941,3
	12786
	106,6
	85
	198,362
	35 2770
	2834,7
	13170
	102,0
	86
	206,341
	36 5940
	2732,7
	14559
	97,7
	87
	214,581
	37 9499
	2635,0
	13961
	93,5
	88
	223,092
	39 3460
	2541,5
	14369
	89,5
	89
	231,878
	40 7 829
	2452,0
	14789
	85,7
	90
	240,948
	42 2627
	2366,3
	15215
	82,4
	91
	250,308
	43 7842
	2283,9
	15640
	78,8
	92
	259,965
	45 3482
	2205,1
	16092
	75,5
	93
	269,926
	46 9574
	2129,6
	16538
	72,5
	94
	280,194
	48 6112
	2057,1
	16996
	69,9
	95
	290,778
	50 3108
	1987,2
	17474
	66,3
	96
	301,693
	52 0582
	17941
	1920,9
	63,5
	97
	312,934
	53 8523
	1857,4
	18426
	61,8
	98
	324,509
	55 6949
	1795,6
	18909
	59,1
	99
	336,433
	57 5858
	1736,5
	19380
	56,5
	100
	348,688
	59 5238
	1680,0
	Tabelle fiber Dichtigkeit und Volumen des Wasserdampfs bei Tempe-raturen fiber 100° und den auf Tabelle pag. 236 angegebenen Spannungen.
	von diesen Differenzenquotienten zu den Grenzwerth
	3. Das in der Form so sehr einfache Differenzial






	Y+Ay= 7(X+A=z)= Y+8%4w+82%-192+82%-123+...
	Es ist also deren Lage mit der der Wurfelflachen g
	E.
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c.



Caliber ist kreisrunder Querschnitt bei geraden Cylindern und Kugeln; bei er-steren ist es vornehmlich der innere Quer-schnitt einer Rohre, wie bei den Ge-schritzen, den Thermometerrohren; Arao-meterscalen bedurfen eines genauen au-fseren C. Bei Kugeln versteht man unter C. deren grofste Kreisebene. Die Grofse des C. wird durch den Durchmesser ge-messen und angegeben. Eine Rohre von durchweg einerlei C. heifst eine cali-brirte Rohre. Bei Barometern ist die Calibrirung der Rohre nicht wesentlich, weil einerlei Luftdruck sich unabhangig von dem C. durch einerlei Hohe der ba-rometrischen Flussigkeit ausspricht; um so wichtiger ist sie beim Thermometer, das zu wissenschaftlichen Zwecken be-stimmt ist, weil die thermometrische Flus-sigkeit von der Warme eine cubische Ausdehnung erfahrt, so dafs einerlei Warme-Abstiinde bei verschiedenem Roh-rencaliber verschiedene Langen-Ausdeh-nungen, also die Grade unrichtig zeigen, wenn der Fundamentalabstand zwischen dem Gefrier- und dem Siedepunkt in lauter gleich lange Theile getheilt ist. Man pruft solche Rohre in Betreff ihres C., indem man eine kurze Lange Quecksilber in dieselbe bringt, diese vom Anfang bis zum Ende der Rohre nach und nach ver-schiebt, und mit Hulfe eines genauen Maafsstabes mikroskopisch untersucht, ob das Quecksilber uberall einerlei Lange hat.

Liegt daran, die Weite einer Rohre, besonders eines Haarrohrchens, zu erfah-ren, so wagt man die Rohre, bringt dar-auf eine moglichst grofse Lange Quecksilber hinein, wagt wieder, erfahrt aus der Differenz beider Gewichte das Gewicht des Quecksilbers q, mifst dessen Lange I, und wenn das bekannte spec. Gew. des

II

Quecksilbers = s, y das absolute Gew. der Kubik-Einheit destillirten Wassers ist, so hat man die Weite d der Rohre =
[image: ]

Calorimeter, ein von Lavoisier erfun-dener Apparat, um die specifische Warme eines Stoffs dadurch, dafs man ihn Eis schmelzen lafst, zu ermitteln. Die Theo-rie des C. ist folgende: Fur einerlei Wir-kung durch die Warme ist auch stets einerlei Warmemenge erforderlich, z. B. um die Kubik-Einheit eines bestimmten Stoffs von 0° bis auf 100° Cels, zu erho-hen, oder um ihn von 100° auf 0° abzu kiihlen. Verschiedene Stoffe brauchen verschiedene Warmemengen dazu, d. h. verschiedene Stoffe haben verschiedene Warmecapacitaten, und die Warmemenge, die einem Stoff zugefuhrt werden mufs, damit seine Temperatur von 0° auf 1° oder auf 100° Cels, steige, oder die er abgiebt, um von 1° oder von 100° Cels, auf 0° herabzukommen, ist seine specifische Warme.

Da man Warmemengen nicht absolut aufzufinden vermag, so sind alle Angaben von specifischer Warme relativ, indem sie auf einen Normalstoff, dessen specifische Warme als Einheit genommen wird, sich griinden. Dieser Stoff ist das destillirte Wasser, welches 79° Warme abgiebt, um ein gleiches Gewicht Eis zu schmelzen, d. h. 1 Pfd. Wasser von 79° Temperatur schmelzt 1 Pfd. Eis von 0° zu Wasser von 0° Temp. und geht selbst zu 0° Temp, hinab, so dafs 2 Pfd. Wasser von 0° ent-stehen.

Wenn nun 1000 Cent Quecksilber von 100° Cels. 42 Cent. Eis von 0° zu Wasser von 0° schmelzen, bis sie selbst auf

1


Calotte.



Calotte.

die Temperatur 0° hinab gekommen sind, so hat man die specifische Warme x des Quecksilbers zu der des Wassers = 1 aus der Proportion:

100° Quecks.: 79° Wasser 1 1000° Cent „   : 42° Cent Eis J i"

woraus

x = 0,03318

Der Apparat ist in alien physikalischen Lehrbiichern beschrieben und abgebildet: Er besteht aus drei blechenen Gefafsen, die mit Spielraum in einander stehen. Das innerste empfangt den Korper, des-sen specifische Warme zu ermitteln ist; zwischen diesem Gefafs und dem mittle-ren wird Eis von 0° eingelegt, welches durch die Warme des eingelegten Korpers zum Theil zu Wasser schmilzt, das durch ein Rohr in ein besonderes Gefafs fliefst und mit diesem abgewagt werden kann. Zwischen das mittlere und aufsere Gefafs wird ebenfalls Eis gepackt, damit die Warme der aufseren Luft auf den inne-ren Schmelzprocefs keinen Einflufs iiben konne. Das Verfahren bei den Versuchen, und die nothigen Vorsichtsmafsregeln zu Erlangung richtiger Resultate gehoren in die Physik.

Calotte ist jeder der beiden Theile einer Kugeloberflache, die von einer Ebene geschnitten wird. Denkt man sich den auf der Durchschnitts-Ebene normalen Durchmesser, so trifft dieser in jeder C. den Punkt, welcher von alien iibrigen Calottenpunkten den grofsten Abstand von der Ebene hat, und dieser Abstand heifst die Hohe der C., die Durch-schnittsebene ist die Grun deb ene d. C.

Es sei ADB ein Halbkreis, EF eine mit dem Durchmesser AB parallele Sehne, DC der Halbmesser normal AB, so be-schreibt bei der Umdrehung des Halb-kreises um DC der Quadrant DFB eine Halbkugel-Oberflache, und der Bogen DF eine C.

Fig. 267.
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Um den Flachen-Inhalt der C. zu be-stimmen, ziehe die Sehne DF und die Tangente GF an F bis in die Verlange-rung von CD, so beschreiben beide gera-den Linien DF und GF zwei Kegelmantel, von welchen offenbar der erste kleiner, und der zweite grofser als der Inhalt 1 der C. ist, die aber beide immer naher dem Inhalt I kommen, je naher EF an D gelegt wird.

Die Inhalte der Kegelmantel sind gleich geradlinigen Dreiecken, deren Grundlinie der von dem Punkt F beschriebene Kreis-umfang ist, und deren Hohen die Geraden DF und GF sind. Mithin ist der Kegelmantel, der entsteht durch DF

=n.FH•DF

durch GF

=7 •FH -GF

Bezeichnet man den Halbmesser CF mit r, die Hohe DH der C. mit x, so hat man

FH =V*2-(r-a)= V(2r — x)x

DF=\/2rx und da

△ GFH^/\FCH also

GF.FH=FC-. CH oder

GF: V(2r — x)x — r-.r—x

GF=^— V(2r-x)x r — x

die Kegelflache durch DF ist mithin ___nar in —1/ 2r — x

= 7 V(2r — a)x • V2rx = nre • 2 • —,— die Kegelflache durch GF

= ny(2r—x)a •-----y (2r— x)a

r — x

2r — x — 7 rx ———

r — x folglich

y/l 2r — x  , 2r—x

71 rx 1/ 2----—- < I < 71 rx —---

? r           r—x

Da mit beliebiger Abnahme von x die beiden einschliefsenden Grofsen der mitt-leren I beliebig nahe gebracht werden konnen, so ist offenbar

I — ji rx • K

wo K eine Grofse ist, die zwischen 1 /' 2r— x 2r - x            . ,

1/ 2----- und ----------- oder zwischen

I r          r — x

I 2(2---I und (2 +--): (1 - , )

Mit beliebiger Abnahme von x ver-schwindet aber " gegen 1 u. 2 immer mehr, und beide Grofsen konnen dem Werth

= 2 beliebig nahe gebracht werden; dem-nach ist K = 2 und

I = 2nre

fur x = r entsteht die Halbkugelflache = ^Tir2, und die gauze Kugeloberflacbe ist = 4nr2 = dem Vierfachen der grofsten Kreisflache.

Camera Clara. Hierunter versteht man 2 optische Apparate, namlich 1) die im folgenden Art. abgehandelte Camera lucida, besonders bei den Franzosen, die diese chambre claire nennen, und 2) die in dem darauf folgenden Art. beschriebene Camera obscura in der unter No. 2 ge-dachten Abanderung, weil man hier das

Bild nicht mehr in einer dunklen Kammer, sondern im Hellen auf einer matt-geschliffenen Glasplatte sieht.

Camera lucida od. clara ein von Wollaston erfundener optischer Apparat zum Nachzeichnen von Gegenstanden. Er be-steht aus einem prismatischen Glaskbrper von der Form ABDC im Querschnitt, in welchem AB = BD einen rechten Winkel und AC = DC einen Winkel von 135° bilden.

Die Construction dieses Profils ist sehr einfach; denn zieht man die Diagonale BC, so hat man

^ACB = ^ BCD = -^-         = 674°

z ABC        =                45 °

folglich         Z BAC         = 1800—(674°+450)= 674°

Hat man demnach AB = BD, / ABD = 90° gezeichnet, so halbire / ABD durch BC und nimm BC = AB, wonach der Punkt C und die Linien AC und DC sich ergeben.

Man stellt den Glaskbrper auf ein Sta-tiv mit der Grundkante BD senkrecht, mit der durch AB liegenden Seitenebene des Prisma waagerecht, belegt die Ober-flache mit einem Pigment, und lafst nur an der Kante A in der Mitte der Lange eine kleine runde Oeffnung fur das durch-sehende Auge; die Ebene BD wird dem

Fig. 268.
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aufzunehmenden Gegenstande, einer Land-schaft z. B., entgegenstellt. Mit diesem Apparat erreicht man, wie weiter nach-gewiesen werden wird, dafs die von dem aufseren Gegenstande auf die Ebene CD fallenden Strahlen reflectirt unter dem-selben Reflections winkel auf die Ebene AC geworfen werden, und von dieser nach der Ebene AB wiederum unter dem-selben Winkel refleetiren, so dafs die reflectirten Strahlen unter denselben Win-keln in das bei A befindliche Auge fallen, unter welchen die ursprfinglichen Strahlen in BD eintreten, und dort gesehen werden wurden, dafs mithin der Gegen-stand bei A in seiner naturlicheu Grbfse erscheint, und zwar waagerecht ausge-breitet, weil das Auge das empfangene Bild des Gegenstandes senkrecht herab-wirft. Legt man daher unter dem Glaskbrper auf eine horizontale Ebene ein Stuck weifses Papier, und richtet die Pu-pille des Auges zur Halfte fiber die Oeffnung, zur Halfte auf das Papier, so lassen sich die einzelnenLinien des Gegenstandes mit dem Bleistift fiberzeichnen, und man erhalt das Bild in einem um so kleine-ren Maafsstabe, je naher das Papier der Oberflache AB gelegt wird.

Die Lange AC — DC hat man 450

2AB sin^ABC—^AB sin 7

= AB[ 2(1 - cos 45°) = A By2(1 — 3V2)

= 0,765 -AB

Fallt man von C die Lothe CE und CF auf AB und CD, so sind die Pro-jectionen AE = DF = AB {I — cos 45°) = 0,293- AB.

Behufs der Aufnahme eines entfernten Gegenstandes genfigt es, wenn die Seiten AB, BD 3 bis 6 Linien breit, und das Prisma bis 1 Zoll lang ist.


Fig. 269.
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2.    Es sei Fig. 269 G'G ein auf die Ebene BD fallender horizontaler Licht-strahl, so geht derselbe geradlinig fort bis H. Da nun Z GHD = 22° also kleiner als 481°, so kann er (s. Ablenkung des Lichtstrahls, pag. 9) nicht austreten, sondern reflectirt, and zwar unter dem A 1HC = Z GHD = 224°; da nun Z 1CH = 135°, so ist auch A CIH = 221°, mithin reflectirt der Strahl HI nochmals unter dem A AIK = 224°; es ist Z AKI = 90° und der Strahl IK geht geradlinig und senkrecht nach IL in die Hohe. Dasselbe findet mit alien horizontal auf die Ebene CD fallenden Strahlen statt: der Strahl auf D reflectirt nach DA und erscheint in der senkrechten AN, der Strahl auf C reflectirt nach CE und erscheint in der senkrechten CM, und der vor DE befind-liche senkrechte Gegenstand erscheint in dem gleichgrofsen waagerechten Bilde NM. Reicht die Oeffnung bei A nur bis K, so werden auch nur die Strahlen, die auf den Theil DH der Ebene CD fallen, zwi-schen N und L gesehen, und der vor DG senkrechte Gegenstand erscheint auf dem Papier in D"G", wohin namlich das Auge vor A die Strahlen wirft.


	
3.    Es sei G'G (Fig. 270) der Strahl von einem unter dem Horizont xy in der Ver-langerung von GG' befindlichen fernen Punkt, AyGG' — a, so bricht der Strahl nach GH, so dafs (s. Ablenkung u. s. w., pag. 9) 3 sin a — sin HGx = sin B.



Da nun

Z GaD = 224°

so ist

A GHD =224°—3 folglich 2 111C des reflectirten Strahis III = 221 ° - 8 und folglich

X HIC =224° + 8

Der Strahl III reflectirt also nach IK, so dafs A K1A = Z_HIC=-2‘1^°-\-p. Wenn daher w das Einfallsloth in K ist, so ist A wKI— 3 = A HGx; der Strahl 1K bricht also unter dem / vKL —yGG' = A«, und das Auge in Lv sieht den Gegenstand G' unter demselben Winkel, unter welchem es den Gegenstand in G sehen wirde. Ein horizontaler Strahl durch G' wurde in vw erscheinen, er wiirde von dem Auge auf die Papierebene nach w” der Strahl LK nach G" geworfen werden; man er-halt also das Bild von G' in G” unter dem richtigen Depressionswinkel G"Kw" = vKL=yGG'.


Fig. 270.
[image: ]




Der Strahl G'G ist unter solchem Depressionswinkel genommen, dafs er in K nicht mehr ins Auge trifft, weil K schon mit Pigment bedeckt ist, und zugleich so, dafs wenn von dem aufsersten Punkt E der Augenoffnung EF^ KI gezogen wird, die Parallele aus F mit H1 den aufsersten Punkt D der Ebene CD trifft. Zu diesem gebrochenen Strahl DFgehort nur der in D + mit GG’ einfallende Strahl D'D. Die unter dem Depressionswinkel a=iDD' auf BD fallenden Strahlen sind also die aufsersten, die ins Auge treffen, und sie erscheinen als tiefste Linie des Bildes auf der Papierebene in D", wenn ED” = L G" gezogen wird. Holier liegende Punkte wie G' erscheinen dadurch, dafs von ihnen Strahlen unter kleineren De-pressionswinkeln auf BD fallen, z. B. von G' auf Punkte zwischen D und G.

Wegen der kleinen Dimension von BD kommt es ubrigens gar nicht darauf an, in welcher Hohe von BD ein Strahl ein-fallt, ob also der Strahl D’D oder G'G oder B’B unter dem Depressionswinkel a der unterste des entfernten Gegenstandes ist, welcher noch auf der Papierebene als Bild erscheint.

Um den grofstmoglichen Depressionswinkel zDD' = yGG' = « zu bestimmen, hat man den Brechungswinkel desselben HGx = p, der immer kleiner als 22,° ist; ferner ist die Breite AE der Durchseh-offnung zu bestimmen, und es sei, wenn

AB — a ist, AE = — a.

n

Nun hat man in dem A CDF:

CD : CF = sin CFD : sin CDF

= sin (224°+ 8) : sin (221°-8)

= sin 221° cos 3 + cos 224° sin 3 : sin 224° cos 3- cos 221° sinjl also, da CD —AC ist

CA :CF= 1 -|- cot 224° tg B

•.l-cot^^-tg;!     (1)

Zieht man die Diagonale BC und schnei-det diese DF in M, so hat man lfae^^fcm daher

AF : AE = CF: CM oder

AF+ CF : CF = AE + CM : CM oder

CA ; CF = 1 a + CM ; CM (2) n

Fallt man das Loth CN auf DF so ist • NDC=22^°-i3 daher

4 NCD = 9 0° - (224° - 13} = 674°+8 und da

2 MCD = 67}° so ist

A NCM= 8 und

CN = CM cos p = CD sin (224° - 3)

Den Werth von CM in Gl. 2 gesetzt, giebt

CA : CF = 1 a + CD. sin (2248—8) n                cos 3

• CD •sin (224°—8)

COS 3 oder

CA : CF = 1a+CD[sin2210-cos 22}°tg 8]

: CD [sin 224° - cos 221° tg 8]

Diese Gl. mit 1 verbunden giebt

	
1    + cot 224° tg B : 1 — cot 224° tg 8 = —a + n



CD [sin 224° cos 224° tg ]

: CD [sin 224° — cos 224° tg ^ woraus durch Addition und Subtraction der Glieder

	
2    : 2 cot 224° tg 8 = — a



+ 2CD [sin 224°- cos 224° tg py. — a

Nach No. 1 ist CD =0,765 -a sin 221° = 0,3826834 cos 224° = 0,9238795 . cot 224° = 2,4142136

Diese Werthe eingesetzt, entsteht:

2 :4,8284272 . tg 8 = “ + 0,5855056 • a n

	
- 1,4135356 • a to 3 : 1 a



woraus reducirt und nach 3 geordnet: Jr 1    , 0,58550551 Li,4135356.n + 1,4135356 19 8

6,8251537.n oder

	
192 $ - [9,79746 + 0,4142135 ] 49 A , 0,293034   --—--— = 0



n hieraus

n 222

tg B = + — 7 + 0,2071067

4 1(0,0439332 - 0,146514 +0,125125)

Ob das Vorzeichen der Wurzel + oder

	
	
— genommen werden muss, pruft man, indem man fur n den hochsten zulassi-gen Werth = 1 setzt, wobei dann die Durchsehoffnung von A bis B reicht und woraus dann nothwendig fur B der Werth 224° entstehen mufs.





Man findet fur n = 1

iff B = 0,5608367 ± 0,1466431 nun ist aber schon das erste Glied 0,5608367= 1g 29° 17’ also grofser als 221°.

Nimmt man das negative Vorzeichen, so erhalt man

tg B = 0,4141936 es ist aber

tg 22}°= 0,4142136 - tg j3

indem der geringe Unterschied zwischen beiden in der Rechnung mit zu wenigen Decimalen liegt; folglich mufs das negative Vorzeichen genommen werden.

Fur n =10 hat man

tg B = 0,2424797 - 0,1717352 = 0,0707445 woraus

	
8 .= 4° 14



Fur n =5 erhalt man

tg 8 = 0,2778527 - 0,1363649 = 0,1414878 woraus

	
B    = 8° 3'



Nun ist

sin 4° IV          = 0,070 1918

sin a = 2 sin 4° 14‘ = 0,105 2877

woraus

«=6° 2V

Fur n =10, d. h. wenn die Durchseh-offnung To Ali ist, betragt also der grofste Winkel, unter welchem ein unterhalb des Horizonts befindlicher Gegenstand noch aufgenommen werden kann 6° 2}’.

sin 8° 3' ist = 0,140 0372

sin «=} sin 8° 3' = 0,210 0558 woraus

a = 12° 74‘

Betragt also die Durcl^ehoffnung \AB, so ist der grofste Depressionswinkel fur eine aufzunehmende Landschaft 12° 7}’

	
5.    Den grdfstmoglichen Elevations-winkel, unter welchem ein Gegenstand noch aufzunehmen ist, findet man durch folgende Betrachtung:



Sind LC, BH Einfallslothe auf CD, so ist Z L CA = 45°

ein Strahl HM, der unter dem / BHM = 45° reflectirt wird, lauft mit AC +, trifft also die Flache AC nicht mehr, und giebt, wenn er so nahe an C fallt, dafs er bei A ins Auge trifft, ein verkehrtes Bild des Gegenstandes, von dem er ausgeht; ein Winkel BHM = 45° ist also die Grenze des grofsten Reflectionswinkels, und zu diesem gehort ein Einfallswinkel EHB = 45°. Hieraus hat man

A HED = 674° und wenn FG das Einfallsloth durch E auf BD ist,

A FEH = 224°
[image: ]

zu dem Strahl EH als ein in BD gebro-chener Strahl gehort aber ein einfallender Strahl IE in der Richtung, dafs sin GE1 = 3 sin FEH = 3 sin 224°

= 0,5740251

woraus

GEI = 35° U’

und dieser Winkel ist die Grenze des Elevationswinkels, unter welchem ein Gegenstand noch aufgenommen werden kann. Der Strahl selbst aber liefert dem Auge ein verkehrtes Bild, wie schon erwahnt; denn gesetzt, der reflectirte Strahl HM des gebrochenen Strahis EH trafe in’s Auge, so wirft dies den Gegenstand in der Richtung MH aufs Papier; denkt man sich nun von einem uber / liegenden Gegenstand 1' den Strahl I’E' + IE, so bricht dieser nach E'H' + EH und kommt in der Richtung H'M’ in’s Auge, dieses wirft das Bild in der Richtung M’H’ aufs Papier, und 1’, ein hoherer Gegenstand als I, erscheint auf dem Papier als nie-driger gelegen. Daher geben die obersten Punkte des Gegenstandes ein undeutli-ches, verwischtes Bild.

	
6.    Nun sind noch die Strahlen zu be-trachten, die durch BD unmittelbar auf die Flache AC fallen, die also entweder gebrochen durch AC hindurch gehen und keinen Einflufs auf das in A sichtbare Bild haben, oder einfach reflectirend ge-gen AB geworfen werden, und ein verkehrtes Bild geben.



Die horizontalen Strahlen wie 1E tre-ten ungebrochen in den Glaskorper und treffen die Flache AC unter dem Z LFE = 221° mit dem Einfallsloth LM. Der Strahl EF geht also durch den Glaskorper in einer Richtung FG weiter fort, ohne in’s Auge zu kommen.

Der unter dem moglich grofsten Eleva-tionswinkel einfallende und nach EH Fig. 271 gebrochene Strahl wirde, wenn er naher an B einfiele, die Flache AC normal treffen, also wie LN, Fig. 272, ungebrochen hindurch gehen. Die von der Horizontale ab auf warts befindlichen Punkte des Gegenstandes, deren in BD

Fig. 272.
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gebrochene Strahlen unmittelbar auf AC fallen, thun also dem Bilde keinen Schaden.

Unter den von einem unterhalb der Horizontale befindlichen Punkt herriihren-den gebrochenen Strahlen gehen alle durch AC gebrochen hindurch, die mit dem Ein-fallsloth LF einen A LFE’ bilden, der kleiner als 414° ist, also einen / EFE’ < (413° - 224°= 191°).

In No. 4 ist aber gezeigt, dafs wenn die Durchsehoflhung bei A — ^'^AB ge-nommen wird, der grofstmogliche / EFE’ =4° 1|' ist; bei der Oeffnung = } AB kann Z EFE’ hochstens 8° 3' sein, und wenn die Durchsehoffnung die ganzeBreite AB einnimmt, ist ein / EFE’ von 224° moglich. Demnach thun auch die Strahlen der unterhalb des Horizonts befindlichen Punkte des aufzunehmenden Gegenstandes, deren gebrochene Strahlen unmittelbar auf die Flache AC fallen, dem Bilde bei A keinen Schaden.

Camera obscura. Ein von Porta um die Mitte des 16. Jahrhunderts erfundeher optischer Apparat, mit welchem Bilder entfernter Gegenstande aufgefangen wer-den. Es sei ABCD ein dunkler Raum, in der Mitte der Wand CD befinde sich eine kleine Oeffnung, so werden von dem erleuchteten Gegenstande ab durch die Oeffnung auf die dunkle Wand AB Licht-strahlen geworfen, und es entsteht von ab das verkehrte Bild a’b’. Der Erfin-dung dieser C. obsc. verdankt die spatere, die C. lucida ihren Namen, wenngleich dieselbe keine Camera ist.

Fig. 273.
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Man hat verschiedene Abanderungen dieses einfachen Apparats, die sich dar-auf beziehen, das auf die dunkle Flache geworfene Bild nachzuzeichnen; am voll-kommensten ist sie fur die Erzeugung der sogenannten Lichtbilder, indem das auf einer dunklen Metallflache erzeugte Bild durch chemische Einwirkung des Lichts fixirt wird. Alle diese Einrichtungen gehoren nicht hierher.

	
2.    Dagegen ist folgende Abanderung naher zu betrachten, die man auch Camera el ar a (helle Kammer) nennt. Zu dieser C. clara wird namlich der Apparat, wenn man statt der Oeffnung in CD eine verschiebbare Sammellinse CC” einlegt, welche die Lichtstrahlen auf einen unter 45° geneigten Spiegel AI wirft, von dem sie gegen eine in der Decke befindliche mattgeschliffene Glasplatte AK reflectiren, und auf dieser ein richtiges mit Blei-stiff nachzuzeichnendes Bild hervorbringen. Hierbei mufs die Axe FB durch C der Linse C’C" auf der Hinterwand AE genau normal verbleiben, und das Rohr mufs so gestellt werden, dafs CB die Brenn-weite, also B der Brennpunkt ist.



In den Art. „Astronomisches Fernrohr" und „Brennglas" ist gezeigt, dafs dann (der Spiegel Al fortgedacht) von dem vor der Linse CC” befindlichen Gegenstand auf der Ebene AE ein verkehrtes Bild entsteht, der Strahl FC auf die Mitte C der Linse und normal auf dieselbe tref-fend geht ungebrochen bis B und die von F auf andere Punkte der Linse fallenden Strahlen werden ebenfalls nach dem Punkt B gebrochen; so der Strahl F’C’ nach C’B, der Strahl F"C" nach C”B, und es entsteht in B ein aus sehr vielen Strahlen zusammengesetztes und scharfes Bild des Punktes F.

Wird nun der Spiegel eingelegt, so fangt dieser alle nach B gerichteten Strahlen auf; so den Strahl CB in b, den Strahl C’B in b’ und den Strahl C”B in b”.

Es entsteht also auf dem Spiegel kein


Fig. 274.
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Bild des Punkts F, sondern eine aus den sehr vielen von F auf die Linse fallenden Strahlen gebildete kleine elliptische Licht-flache, indem die vor der senkrecht durch das Linsenmittel C gerichteten Linie CC” auf die Linse fallenden Strahlen hin-ter die Ellipsenaxe b’b" und die hinter CC” fallenden Strahlen vor b'b" auf den Spiegel geworfen werden. Alle diese Strahlen werden aber gegen die Glas-platte AK geworfen, und zwar nach nur einem Punkt 3, der = AE fiber b liegt, so dafs mittelst des Spiegels der Punkt 3 zum Vertreter des Brennpunkts B einge-setzt ist.

Der Strahl Cb namlich reflectirt unter dem / fib A = / Cbl = A BAb = A EAI =45°, folglichist A B63=90° undb^AE, b^ — bB und AB —AB.

Der Strahl C'b' reflectirt unter einem Winkel an Ab', der = ist dem A C’b'I = ^Ab’B-, bezeichnet man den Punkt auf AK, in welchen der Strahl von b1 aus die Flache AK trifft anstatt mit B, vor-laufig mit 3‘, so ist, da

Ab' = Ab'

A BAb' = ^^'Ab' Z Bb'A = Z p’b’A A Ab'B s △ Ab’^’ folglich

AB’ = AB nun ist

As = XB

folglich fallt B‘ mit 3 zusammen, und so lafst sich von alien iibrigen von CC" auf Al geworfenen Strahlen erweisen, dafs sie in 3 zusammentreffen.

Alle fibrigen Strahlen von Punkten aufser denen von F, welche auf den Mit-telpunkt C der Linse fallen, gehen un-gebrochen fort, und treffen, wenn der Spiegel fortgenommen wird, die Flache AE. So trifft der Strahl HC von einem hoheren Punkt H des Gegenstandes gerad-linig in E, und alle iibrigen von demsel-ben Punkt H auf andere Punkte der Linse fallenden Strahlen werden nach demPunkt E als Vereinigungspunkt derselben gebrochen ; so der Strahl H'C nach CE und der Strahl H”’C" nach C”'E. Bei eingelegtem Spiegel Al werden alle diese Strahlen wie in e, e’, e‘ zu einer klei-nen elliptischen Lichtflache aufgefangen und nach einem einzigen Punkt n der Glasplatte AK geworfen, der gegen Al die gleiche Lage mit E hat, wie dies durch Congruenz der Dreiecke eben so leicht zu erweisen ist, wie oben von den Strahlen aus b, b', b".

Ein Gleiches gilt von alien iibrigen Punkten des Gegenstandes; die oberen Punkte desselben werden von dem Spiegel unterhalb aufgefangen, und wenn der Zeichner vor A sich stellt, auf die Glasplatte wieder nach oben geworfen. Eben so fangt der Spiegel die unteren Punkte des Gegenstandes oberhalb, die rechts be-flndlichen links, die links befindlichen rechts auf, und wirft diese Punkte alle auf die Glasplatte in der umgekehrten, also in derselben Ordnung, wie sie an dem Gegenstande sich befinden.

Dafs an den Randern, wie bei I und A nicht so viele Lichtstrahlen eines Punk-tes des Gegenstandes aufgefangen werden, als in der Mitte des Spiegels, namlich in dem Umfange, dessen Grofse die Linse CC” zur Projection hat, macht jene auf AK nach dem Rande hin befindlichen Bilder nur allmahlich dunkler aber nicht weniger correct. Das Dreieck AEI der Camera kann naturlich ganz fehlen, wenn nur der Spiegel Al und die Glasplatte AK die gezeichnete Lage zur Linse CC" haben. Nimmt man die Glasplatte AK hinweg, sieht durch die Oeffnung AK auf den Spiegel, wobei man mit Tuchern um den Kopf das Eindringen von Licht durch AK verhindert, so bemerkt man, wie auch aus dem obigen Vortrag hervorgeht, auf dem Spiegel kein Bild, sondern denselben als eine erleuchtete Flache, deren Farben von dem Gegenstande abhangen, auf den die Linse gerichtet ist.

Canalwaage, Wasserwaage, ein Ni-vellir-Instrument, welches an sich un-vollkommen ist, und nur da angewendet wird, wo es auf grofse Genauigkeit nicht ankommt, claim aber recht gute Dienste leistet, als fur landwirthschaftliche Zwecke, z. B. behufs der Ebenung eines in den Profilen unregelmafsigen Platzes, zu An-lage von Abzugsgraben u. dgl.

Es besteht aus einem horizontalen Rohr AB von starkem Metallblech, mit aufrecht gebogenen Tiillen an beiden Enden, in welche von beiden Seiten offene Glasroh-ren wasserdicht und senkrecht eingesetzt werden. In den hohlen Raum wird durch
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die obere Oeffnung eines der beiden Glaser Wasser eingegossen, bis es auf etwa ? der Hohe in den Glasern steht. Die beiden sichtbaren Wasserspiegel geben die Horizontale DE an, und ein Auge in D visirt langs DE nach einem entfernten Punkt, der nun als in einerlei Horizontalen mit DE liegend, markirt wird. Das Instrument hat in der Mitte einen Ansatz F, mit dem es wahrend des Visirens auf ein Stativ gesetzt wird.

Die Horizontale DE wird um so genauer visirt, je langer AB ist, woher die Rohre AB unter 2 Fufs lang nicht genommen werden darf. Wegen der Capillaritat ist der Wasserspiegel in einem Glase con-cav, man visirt also DE nur in den Ran-dem des Spiegels; auch steht der Wasserspiegel in communicirenden ungleich weiten Rohren ungleich hoch, in der engeren Rohre hoher, claher man beide Glaser gleich weit und uberhaupt nicht zu eng, mindestens 3 Zoll weit nehmen mufs, und das Rohr AB ist vor dem Vi-siren moglichst horizontal, oder vielmehr, die Glaser sind moglichst vertical zu stellen, wobei man ein Bleiloth zu Hulfe nehmen kann. Beim Eingiefsen von Wasser und wahrend des Transports durfen in dem Rohr AB keine Luftblasen zum Verhalten kommen, weil diese eine un-gleiche Spannung gegen die beiden Was-sersaulen aufsern und somit eine un-gleiche Hohe, also eine unrichtige Horizontale veranlassen konnen.

Capillaranziehung, Capillarattraction ist die Erscheinung, dafs Fliissigkeiten in engen Rohren durch die Adhasion deren Wandungen in die Hohe gezogen werden, so dafs sie den Flussigkeitsspiegel eines damit communicirenden weiteren Gefafses uberragen.

Capillardepression, die Erscheinung, dafs Fliissigkeiten in engen Rohren, von deren Wandungen sie nicht angezogen werden, dieselben also auch nicht be netzen, vermoge der iiberwiegenden Co-hasion ihrer Massentheilchen unter den Flussigkeitsspiegel eines mit der Rohre communicirenden weiteren Gefafses sinken.

Capillaritat (capillus, das Haar), Haar-rohrchen-Anziehung ist die in den vorigen beiden Art. aufgefiihrte Erscheinung; die des zweiten Art. eigentlich eine Haarrohrchen-Abstofsung, wie man sie aber nicht nennt. Die aufstei-gende C. hat zum Grunde, dafs die Adhasion der Rohrenwandungen gegen die denselben nahen Flussigkeitstheilen grofser ist als die auf dieselben wirkende Schwer-kraft, und die absteigende 0., dafs die Co-liasion der Massentheilchen, in Folge wel-cher diese den moglich kleinsten Raum als Kugel einnehmen wollen und hinab-sinken um den darunter befindlichen Theil-chen naher zu kommen, die auf die um-liegende Fliissigkeit wirkende Schwerkraft iiberwindet.

Eine bekannte Erscheinung im Leben giebt Zeugnifs von der bedeutenden Wir-kung der C.; namlich dafs ein Wasch-schwamm, der nur mit der untersten Spitze in Wasser eingesenkt wird und bleibt, sehr bald bis auf die obersten Theilchen hinein das Wasser auffangt; eben so geschieht dies mit Holzkohlen und andern porosen Korpern, indem die Poren enge Rohrchen sind, deren Wandungen das Wasser adhariren (vergl. Adhasion am Schlufs).

	
	
	
2.    In einer weiten Glasrohre ist der Fliissigkeits - Spiegel in der Mitte eine waagerechte Ebene, an dem Rande ge-krummt; ist die Fliissigkeit benetzend, wie Wasser, so ist die Krummung hohl und an dem Rande aufsteigend, ist sie nicht benetzend, wie Quecksilber, so ist die Krummung erhaben, an dem Rande absteigend. So weit der Spiegel eben ist, so weit wirkt die Schwerkraft allein, und weder von Abhasion noch von Cohasion eingeschrankt. Wo aber die Kriimmung beginnt, da beginnt auch der Einflufs der Adhasion oder der Cohasion und er stei-gert sich bis an den Rand, wo er am grofsten wird. Die Wassermenge, welche gegen den Rand uber dem mittleren Wasserspiegel in die Hohe gezogen wor-den, driickt zugleich die Kraft a us, mit welcher die Adhasion der Schwere das Gleichgewicht halt, denn um dieselbe Wassermenge ist der Wasserspiegel ge-sunken. Eben so driickt die Quecksilber-menge, welche langs dem Rande unter-halb des mittleren Spiegels fehlt, die Kraft der Cohasion gegen die Schwere aus, denn um dieselbe ist der Quecksilber-spiegel in der Mitte gestiegen.







Je weiter die Rohre ist, auf desto mehr Fliissigkeitstheile wirkt die Schwere, desto weiter nach dem Rande pflanzt sie sich fort, desto geringer werden die Randwir-kungen und desto schmaler die Krum-mungen langs derselben. Je enger da-gegen die Rohre, je geringer ist die Menge der Fliissigkeitstheilchen, auf welche die Schwere ungehindert wirkt, desto weniger Einflufs hat sie auf die Randfliissigkeit, und deren Kriimmungen werden breiter. Ist eine cylindrische Rohre so eng, dafs die mittlere Ebene in einen Punkt ver-schwindet, so findet keine alleinige Wir-kung der Schwere mehr statt, und die Rohre ist ein Capillaritatsgefafs , welches schon bei 4 Zoll Durchmesser anfangt, so dafs die Rohre wegen dieser noch bedeutenden Weite nicht gut schon Haarrbhrehen genannt werden kann.

Die Wirkung der Adhasion, so wie die der Cohasion auf eine Flussigkeit im Haarrbhrehen, die C., wachst naturlich mit der Lange des Randes, die ihr ent-gegenwirkende Schwerkraft wachst (oder die C. nimmt ab) mit der Summe der Flussigkeits - Elemente, auf welche die Schwere wirkt, also mit dem Querschnitt der Rohre; bezeichnen also D, d die Durchmesser zweier Haarrbhrehen, C, c deren Capillaritatswirkungen, so ist
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woraus das Gesetz hervorgeht:

die Capillarit aten zweier ver-

schieden weiten Rbhren fur einerlei Flussigkeit verhal-ten sich umgekehrt wie deren D u r c h m e s s e r.

Dieses Gesetz modificirt sich um etwas nach folgender Betrachtung:

Wird ein Haarrbhrehen A in eine in dem weiten Gefafs B befindliche Flussigkeit getaucht, welche die Wandung der Rohre benetzt, so macht sich die C. dadurch geltend, dafs die Flussigkeit der Schwere entgegen in das Rbhrchen um eine Hohe h aufsteigt und eine Oberflache bildet, die naherungsweise als Hohlkugel-flache von dem Halbmesser r der Rohre betrachtet werden kann. Die C. wird also ausgesprochen durch das Gewicht der auf-gestiegenen Flussigkeit; der Raum-Inhalt derselben ist ein Cylinder von der Hohe h und dem Halbmesser r = m^h + einem
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Meniscus von der Hohe r und dem Halbmesser r, der also = ist einem Cylinder von dem Halbmesser r und der Hohe r =7r3 — einer Halbkugel von dem Halbmesser r=3nr3. Der Rauminhalt der aufgezogenen Flussigkeit ist demnach

jir^h + nr3 — 3773 = nr^Qt +}r)

Nennt man das Gewicht der Kubik-einheit y, so hat man die Capillaritat = nr^^h + 3 r)y

Bezeichnet man wie oben die Capillaritat der Langeneinheit mit c, so betragt dieselbe fiir die Rohre vom Halbmesser r (weil deren Wandumfang = 2nr ist) 2nrc, und man hat

2n rc = nr2(h + 3 r)y woraus c= r(+3r)3 oder — -r(h+^r}          (1) Y und h =2 - lr         (2) rr

Fur eine Rohre von dem Halbmesser R, der Hohe H, hat man bei derselben Flus-sigkeit die Capillaritat c

C=R(H+}R)7

oder

2e

— =R^1+\R^       (3) 7 und n=32—zn (4) daher


2= R(H+}R)=r(+}r) 7 und

	
H: h = 2c, - : R : 2c - ; r yR 3 yr 3



Diese Formein stimmen auch so genau, als es zu verlangen ist mit den Versu-chen: Gay Lussac beobachtete, dafs Wasser in einer Rohre von 1,2944 Millimeter Weite aufstieg auf 23,1634mm Hohe, in einer Rohre von 1,9038mm Weite auf 15,5861mm Hohe. Legt man die erste Beobachtung zu Grunde, so hat man nach Formel 1


26=1,2944 23,1634+} 1,2944

y 2 L ‘          3     2

= 15,130975

Diesen Werth in Formel 4 gesetzt und

auf die 2. Beobachtung angewendet giebt




beobachtet ist



H 15,130975

- }.1,9038

H=


- 3*2*1,9038 = 15,57825mm

= 15,58610mm



Differenz = 0,00785mm

Bei der C.- Depression, wenn namlich die Rohre tiefer in die Fliissigkeit ge-taucht wird, entsteht ein leerer Raum
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abwarts von der Form des vollen Raums bei der C. - Attraction; jes sind also die obigen 4 Formein auch fur die C.-Depres-sion gultig.

Capillaritatsgefafse s. u. Capillaritat.

Cardanische Formel, Cardan’s Regel, s. Algebraische Gleichung, No. 21, wo sie entwickelt ist, No. 22, wo die Faile der Anwendbarkeit dargelegt und No. 23, wo Anwendungen derselben gegeben sind.

Cardinalpunkte sind fur irgend einen Ort der Erdoberflache die an der hohlen Himmelskugel befindlichen Punkte: Ost, West, Sid, Nord; diejenigen Punkte also, welche den Umfang des wahren Ho-rizonts in 4 Quadranten theilen. Von die-sen sind der Ostpunkt und der West-punkt die Durchschnittspunkte des Aequa-tors, der Nordpunkt und der Sudpunkt die des Meridians mit deni Horizont (s. astronomischer Horizont 1 und 8).

Die eben gedachten Kreise: der Aequa-tor und der Meridian, schneiden den scheinbaren Horizont in 4 uber dem wahren Horizont belegenen Punkten, die eben-falls Cardinalpunkte des scheinbaren Ho-rizonts und Ost, West, Sud, Nord heifsen, woher man auch wohl die zum wahren Horizont gehiirenden C.-P. wah-rer Ost-, West-, Sud-, Nordpunkt nennt. Besonders sind in der Nautik diese Be-zeichnungen gebrauchlich, und man nennt dort die gerade Verbindungslinie zwischen dem wahren Nord- und dem wahren Sud-punkt die wahre Mittagslinie oder die wahre Nord - Sudlinie, so wie die gerade Linie zwischen dem wahren West-punkt die wahre Ost-Westlinie.

Es sei PQpq ein Meridian der Himmelskugel, P der Nordpol, p der Sudpol, Pp die Himmels-Axe, Qq die in dem Meridian PQpq belegene Durchschnittslinie des Aequators, welche die Axe in dem Mittelpunkt C schneidet, uni den die Erd-kugel als kleiner Kreis angedeutet ist. QOqW sei der Aequator, POpW der durch die Pole normal darauf gefiihrte Kreis, welcher den Aequator in den Punkten 0, W schneidet, so sind die Punkte Q, 0, q, W, Q 90° von einander entfernt, und jeder andere normal auf die Meridian-Ebene PQpq durch den Mittelpunkt C gelegte Kreis schneidet die beiden Kreise POpW und QOqW in OW. So z. B. der Kreis NOSW, welcher der wahre Horizont desjenigen Orts o der Erde ist, des-sen Zeniths in der normal auf NOSW


Fig. 278.                   gesetzten Meridianen gegenseitig der

Ostpunkt des einen der Westpunkt des anderen.

Fallt z in P oder p. d. h. ist der
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in C gerichteten Linie Cz und eben so in dem Meridian PQpq liegt. Fur diesen Ort o der Erde ist also N der Nordpunkt, S der Sudpunkt, 0 der Ostpunkt und W der Westpunkt.

Fur alle ubrigen Orte o der nordlichen Halbkugel in demselben Meridian, mit Ausnahme wenn a in P^ wenn also o im Nordpol der Erde selbst liegt, bleiben o und W die Durchschnittspunkte der Horizonte mit dem Aequator und 0 bleibt der Ostpunkt, W der Westpunkt.

Denkt man sich einen Ort o durch sei-nen Parallelkreis um die Erde gefiihrt, also dessen Zenith z um den Parallelkreis zz’, so entspricht jedem andern dieser Orte o mit seinem zugehorigen z ein an-derer Horizont, die aber sammtlich inner-halb der Parallelkreise NN' und SS‘ ver-bleiben, und die Durchschnittspunkte 0 und W werden durch alle Punkte des Aequators gefiihrt. Dasselbe geschieht fur alle anderen Orte o der Erde unter anderer geographischer Breite mit den zugehorigen Zenithen in anderen Parallel-kreisen und ebenfalls fur alle Orte e der siidlichen Halbkugel; es ist mithin der Aequator der geometrische Ort der Ost-und Westpunkte fur alle Orte der Erd-oberflache.

Liegt z und sein Ort o in der dstlichen Halbkugel (indem man irgend einen Meridian als den ersten feststellt), also z' und sein Ort o' in demselben Meridian in der westlichen Halbkugel, so ist W der Ostpunkt und 0 der Westpunkt fur o'. Dasselbe findet zwischen alien anderen Orten o und o' in anderen Parallel-kreisen statt, daher istfur Orteinentgegen-

Ort o der Nordpol oder der Siidpol der Erde, so decken sich Horizont und Aequator, es sind keine Durchschnittspunkte 0 und W vorhanden, deshalb haben die Erdpole weder Ost- noch Westpunkt, oder vielmehr, jeder Punkt des Horizonts ist zugleich Ostpunkt und Westpunkt.

Je nachdem der Ort in der ostli-chen oder westlichen Halbkugel liegt, je nachdem liegt der Nordpunkt in der westlichen oder dstlichen Halbkugel; ist o der Nordpol oder der Sud-pol, so ist jeder Punkt des Horizonts der Nordpunkt und zugleich der Sudpunkt, wie er der Ost- und der Westpunkt ist. Liegt o mit z im Aequator, so ist der Nordpunkt der Nordpol, der Sudpunkt der Sudpol.

Die den Cardinalpunkten nahen Punkte des Horizonts heifsen Himmelsgegen -den, sie sind Osten, Westen, Siiden und Norden; die beiden Erdpole haben keine Himmelsgegenden.

Cardioide, eine Curve, mufs geschrie-ben werden: Kardioide, von z«Q0r«, das Herz, also herzalinliche Curve, ist ahulich der Brennlinie Fig. 251.

Cartesianische Wirbel, die vor Newton von Descartes (Cartesius) aufgestellte Theo-rie, nach welcher jeder Weltkorper von einer feinen Materie umgeben'ist, die wir-belartig sich bewegt, den Weltkorper mit sich fortreifst und ihn durch seine Bahn fuhrt. Erwagt man, dafs diese Wirbel den damals schon bekannten Bahnen ge-mafs sich bewegen mufsten, und dafs, obgleich die von Newton entdeckten Ge-setze der Anziehungskraft durchaus sich bewahren, die Anziehungskraft aber eben so wenig als alle anderen Naturkrafte in ihren physikalischen Eigenschaften zu er-griinden ist, so gaben die Cartesischen W., von dem Centralkorper, einer Sonne aus-gehend gedacht, eine fafsliche bildliche Anschauung von der primitiven Wirkung der Anziehungskraft, freilich nicht als fortreifsend, sondern vielmehr die Centrifugalkraft einschrankend. (Vgl. Attraction No. 4.)

Cassinische Curve, von Cassini erfun-den, in welcher nach ihm die Bewegung der Erde um die Sonne geschehen soil; ist ohne wissenschaftlichen Werth, und auch, wahrscheinlich scherzweise, Cassi-noide genannt worden.

Cata - und caust — s. Kata = und Kaus t.

Centralb ewegung ist die Bewegung eines Punkts in geschlossener krummer Linie um einen anderen Punkt; der erste ist der bewegte Punkt, der letzte der Centralpunkt, die krumme Linie die Bahn des bewegten Punkts, die in irgend einem Augenblick der Bewegung zu den-kende gerade Verbindungslinie zwischen beiden Punkten der Radius vector (der fuhrende, der leitende Strahl). Bewegt sich der Centralpunkt, so soil der bewegte Punkt dieselbe Bewegung haben, d. h. mit dem Centralpunkt ^fortschreiten, und er beschreibt dann eine Spirale, die eben-falls geschlossen ist, wenn der Centralpunkt der bewegte Punkt eines anderen Centralpunkts ist.

In der Wirklichkeit bewegen sich Punkte nicht einzeln, sondern Massen, d. h. Sum-men mit einander vereinigter Massen-punkte; unter dem Centralpunkt und dem bewegten Punkt werden dann die Mittel-punkte der Massen verstanden, auch sagt man Centralmasse, bewegte Masse, Centr alkorper, bewegter Kbrper.

Centralbewegungen geschehen entweder auf vorgeschriebenen Wegen oder im freien Raum, erstere z. B. beim Schwung einer Masse an einem straffen Faden um dessen Endpunkt, beim Regulator mit Schwung-kugeln um eine Axe, letztere in der Bewegung der Weltkorper. Drehende Be-wegungen um feste Axen, wie beim Raderwerk, werden unter Centralbewegung nicht verstanden.

Centralbewegungen sind nicht anders denkbar, als dafs der bewegte Punkt mit-telst einer Kraft zu einer Bewegung ver-anlafst worden, die nun geradlinig war und geblieben ware, wenn nicht ein an-derer aufserhalb der Bewegungsrichtung befindlicher fester Punkt eine anziehende Wirkung auf ihn ausgeubt, den Punkt von der ursprunglich geradlinigen Richtung abgelenkt hatte, und der nun den-selben durch fortdauernde Einwirkung auf ihn um sich herumfiihrt. Der Centralpunkt heifst deshalb auch Kraftpunkt, Mittelpunkt der Krafte.

Die Entwickelung der bei solchen Zu-sammenwirkungen nothwendigen Entste-hung einer Rundbewung um den Centralpunkt ist in dem Art.: Bahn No. 2 bis 5, mit Fig. 164 bis 166, pag. 270 geschehen; in No. 6 mit Fig. 167 sind die dynami-schen Gesetze entwickelt, unter welchen die Bahn ein Kreis wird; in dem Art.: Bahn der Weltkorper, mit Fig. 184 bis 190, pag. 289 sind die Curven untersucht, welche bei dem durch Newton entdeckten

Attractionsgesetz fur dieBahnen der Welt korper moglich sind, und in dem folgen-den Art.: Bahn der Weltkorper, die Ellipse, ist diese Curve als die einzige Bahn wiederkehrender also wirklich in Centralbewegung begriffener Weltkorper speciell abgehandelt.

Es ist nun noch zu erortern, dafs der Mittelpunkt des Centralkorpers keines-weges auch der Mittelpunkt der Bewegung, der Kraftpunkt ist, sondern dafs dieser in dem Schwerpunkt sammtlicher zu dem-selben System gehorenden Massen besteht. Um den einfachsten Fall zu erlautern, hat man in dem Art.: Attraction No. 9, dafs zwei Massen M und m in dem Ver-haltnifs ihrer Grofsen auf einander ein-wirken; bedeutet also E die Masse der Erde, M die Masse des Mondes, so zieht die Erde den Mond mit der Masse E, der Mond die Erde mit der Masse M an. Ge-schieht nun eine Drehung des Mondes um die Erde, so kann nach dem System der Statik das System zwischen Erde und Mond als Krafte im freien Raum nur im Gleichgewicht sein, wenn zugleich eine Drehung der Erde um den Mond geschieht, und beide Drehungen sind nur um den gemeinschaftlichen Schwerpunkt beider Weltkorper moglich. Ist demnach L die Entfernung zwischen den Mittel-punkten von Erde und Mond, so geschieht die Drehung um einen Punkt C in der Entfernung CE — le von der Erde, und und in der Entfernung CM = lm von dem

Monde, dafs:

L:E=‘m‘M woraus

M M r e TE na E + M und

I LE. = E. L " M e E + M

Wegen der elliptischen Bewegung des Mondes um die Erde ist die Lange L und mit dieser auch der Punkt C zwischen E und M veranderlich.

Man kann auch durch folgende Betrach-tung zu diesem Resultat gelangen: Nach dem Art.: Bahn No. 6, pag. 272 hat man die Geschwindigkeit V einer durch die Schwungkraft P in der Entfernung r vom Mittelpunkt bewegten Masse durch die Forme I

V2 = 291 P m

Der schwingende Mond hat keine an-dere Schwungkraft P als seine Masse M, ...                                             , .

mithin ist — = —. — 1; und die schwin-

m M ‘

gende Erde hat ebenfalls P = E und m= E, P F

folglich — = E = 1; dagegen ist im er-

sten Fall M die angezogene, E die an-ziehende Masse, die Beschleunigung g

M

also = G— wenn G die Beschleunigungs-einheit ist; im zweiten Fall ist E die angezogene Masse, M die anziehende Masse,

E

mithin g = GM» die Entfernung r ist in beiden Fallen = L. Nennt man daher ve die Geschwindigkeit der Erde, v, die des Mondes, so hat man

022=2LGM

v„2=2LG5 daher

0,2:9,2=2LGM2LG-E = M2: E2 e m       E       M oder

v, =M:E

Da aber die Geschwindigkeiten in einer-lei System wie deren Hebelsarme sich verhalten, so verhalt sich

l: =M:E also

( I             (M

l+n:=E+M:E da nun le + l, = L, so hat man die Langen le und lm wie schon oben gefunden ist.

Um den vorstehenden Satz auf das System zwischen Erde und Mond anzu-wenden, hat man die Masse des Mondes zu der der Erde wie

1 : 87,73 die kleinste Entfernung des Mondes von der Erde 48990 geogr. Ml., die grofste 54670 Ml.; bei 48990 Ml. hat man [also die Entfernung des gemeinschaftlichen Schwerpunkts vom Mittelpunkt der Erde oder

lc -----1----X 48890 = 552,125 Ml. 87,73 + 1

Bei 54670 Ml. Entfernung:

le =----1----x 54670 = 616,139 Ml.

87,73 + 1

Der Punkt, der mit Erde und Mond in der Ekliptik um die Sonne sich bewegt, andert also seinen Ort in der Drehaxe zwischen Erde und Mond um eine Lange von 616,139 - 552,125 =64,014 Ml., und zwar fortdauernd allmalich und in Perio-den eines anomalistischen Monats von 27 Tagen 13 Std. 53 Minuten, in welcher Zeit der Mond aus der Erdnahe in den-selben Punkt der nachstfolgenden Erdnahe, oder aus Erdferne wieder in die Erdferne gelangt, und in der der Schwer-punkt den Weg von 64,014 Ml. hin und her macht.

Aufser der Bahn in der Ekliptik macht folglich die Erde noch fortdauernd Seiten-bewegungen, die bald nach der Sonne hinwarts, bald von der Sonne abwarts geschehen. Bei 64,014 geogr. Meilen zu 1970,175 preufs. Ruthen betragt diese Seitenbewegung in der halben Zeit von 13 Tg. 18 Std. 323 Min. = 198323 Min. 126118,78 preufs. Ruthen, also im Mittel per Min. 6,359 Ruthen = 76,308 preufs. Fufs, per Secunde im Mittel 1,2718 preufs. Fufs.

Der Halbmesser der Erde ist 859,5 geogr. Meilen, der Schwerpunkt liegt also noch innerhalb der Erdkugel, und zwar wah-rend der Erdnahe des Mondes 307,375 geogr. Ml. und wahrend der Erdferne des Mondes 243,36 geogr. Ml. von der Erd-oberflache nach dem Erdmittel hin.

Wahrend nun der Mond von Abend nach Morgen um den Schwerpunkt C sich dreht, dreht sich die Erde auf der ihm entgegengesetzten Seite um denselben Punkt C, so dafs die Mittelpunkte der Erde und des Mondes mit dem Schwerpunkt C immer in einer geraden Linie verbleiben; wenn z. B. der Mond M die Lage M’ erhalten hat, befindet sich die Erde E in der Lage E’.

Der Mond dreht sich bekanntlich um die Erde der Art, dafs er bei einmaligem Umgange zugleich eine vollstandige Axen-drehung gemacht hat; so z, B. kommt der Punkt a nach und nach in die Lagen a’, a", a'", a. Bei der Erde ist dies nicht der Fall, diese bleibt wahrend der Dre-
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hung um den Schwerpunkt in alien Punk-ten und deren gegenseitigen Lagen = mit sich selbst, wenn man von deren in jedesmal 24 Stunden stattfindenden Axen-drehung absieht, und die also von der Drehung der Erde um jenen Schwerpunkt C ganz unabhangig bleibt.

Eben so hat das gauze Sonnensystem einen Schwerpunkt, der mit jeder veran-derten Stellung der Planeten ein anderer ist, der also in jedem Augenblick sich andert, und um den jedesmal Sonne und Planeten sich drehen. Demnach liegt streng genommen keine einzige Planeten-bahn in einer Ebene.

Es durfte von interesse sein, diesen Schwerpunkt des Sonnensystems naher zu betrachten: Die kleineren Planeten Vesta, Juno, Ceres, Pallas und die ubri-gen in der Neuzeit entdeckten sehr klei-nen Planeten zwischen Mars und Jupiter haben auf die Aendrung des Schwerpunkts einen nur geringen Einflufs, und sollen hier unberucksichtigt bleiben, und nur die folgenden Planeten mit ihren Entfer-nungen L von dem Mittelpunkt der Sonne, die Lange des Sonnenhalbmessers = 1 ge-setzt, und deren Massen m, die Masse M der Sonne = 1 gesetzt, kommen in Be-tracht:



	
Mercur
	
L = 83,7
	
m = 1 :
	
: 2025810 = 0,00000049


	
Venus
	
L = 156,4
	
m = 1 :
	
401847 =0,00000245


	
Erde
	
L = 216,2
	
m = 1 :
	
: 354936 = 0,00000282


	
Mars
	
L = 329,4
	
m = 1:
	
:2680337 = 0,00000037


	
Jupiter
	
L =1124,3
	
m = 1 :
	
:    1054 = 0,00094877


	
Saturn
	
L =2061,8
	
m = 1 :
	
3500 = 0,00028572


	
Uranus
	
L =4146,8
	
m = 1 :
	
17918 = 0,00005581


		
Summe der Planeten-Massen = 0,00129643




Masse der Sonne           = 1

Summe der Masse         = 1,00129643




Bezieht man die statischen Momente der obigen Massen sammtlich auf den Mittelpunkt der Sonne, so hat man das Moment: des Mercur = der Venus = der Erde = des Mars = des Jupiter = des Saturn =




83,7 2025810 156,4 401847




= 0,0000413




= 0,0003832




3318930 =0,0006091




329,4 2680337

1124,3

1054

2061,8




- = 0,0001229




= 1,0666983




— 0.5890857




3500 4146 8

des Uranus — —   ‘= 0,231-1321

17918 _   ’

die Summe der Momente = 1,8883726 das Moment der Sonne ist = Null.

Die grofste Entfernung vom Mittelpunkt der Sonne hat der Schwerpunkt offenbar, wenn sammtliche Planeten auf einer Seite der Sonne in einerlei geraden Linie ste-hen. Alsdann ist

die Summe der Momente der Planeten-massen = 1,8883726

die Summe sammtlicher Massen in der




Entfernung a vom Sonnenmittel diesen Momenten das Gleichgewicht haltend giebt das Moment

1,00129643 x x

folglich

1,00129643 x x = 1,8883726 woraus die Entfernung des Schwerpunkts C vom Sonnenmittel S (Fig. 280) 1,8883726

•= 1001296431,886

also noch 0,886 Halbmesser weit aufser-halb der Sonnenoberflache liegt der Schwerpunkt, um welchen die Sonne sich dreht.
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Die geringste Entfernung des Schwerpunkts von der Sonne findet statt, wenn der Jupiter auf der einen Seite, und sammtliche iibrige Planeten auf der an-




deren Seite der Sonne geradlinig ihm gegenuber stehen. Dann ist

das Moment des Jupiter 1,0666983 das Moment d. fibrigen Planeten 0,8216743 die Summe der Momente 0,2450240 und man hat die Entfernung a’ des Schwer-punkts C vom Sonnenmittel S (Fig. 281)



0,2450 240 = 1,00129643 X x‘ woraus


0,2450240

1,00129643 5




0,2446



also im kleinsten Abstande noch gegen 4 des Sonnenhalbmessers liegt der Schwer-punkt vom Mittel entfernt, um den die Sonne sich dreht.
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Wenngleich nun die Abstande alter moglichen wirklichen Schwerpunkte bei der Sonne nicht unbedeutend sind, so be-trachtet man dennoch mit Kepler die Mittelpunkte der Sonne und der Planeten, a is wenn sie die wirklichen Kraft-punkte, der der Sonne fur die Planeten, die der Planeten fur deren Trabanten waren.

Centrale ist die gerade Verbindungs-linie der Mittelpunkte zweier Kreise oder Kugeln.

Centralkrafte sind diejenigen Krafte, durch welche Centralbewegungen gesche-hen. Man versteht in der Regel darunter die Centripetalkraft, Anziehungs-kraft, und die Centrifugalkraft, Fliehkraft; mehrere Mathematiker neh-men aber nur die erstgenannte als Centralkraft an, und betrachten das, was die letztere sein soil, als Beharrungszustand einer in Bewegung befindlichen Masse. Der Streit ist interessant und nicht un-wichtig, woher folgende kurze Erlaute-rungen hier Platz linden sollen.
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Es befinde sich in dem Punkt C eine Masse M, die als anziehende Kraft eine andere Masse m durch die Bahn AB DE ...A fuhrt; diese Masse m hat nun in jedem Punkt ihrer Bahn das Bestreben, nach der erhaltenen Richtung, d h. nach der in diesem Punkt an der Bahn zu denkenden Tangente fortzugehen, so z. B. in B nach der Richtung BF, in D nach der Richtung DG, und sie wurde dies thun, wenn die Masse M in C irgend einmal anziehend auf m zu wirken auf-horte. Die Masse M heifst nun die Centripetalkraft (petere, begehren) und das Bestreben der Masse m, nach der Tangente zu entweichen, die Centrifugalkraft; erstere wirkt nach der Richtung des Radius vector (s. Gentralbewegung) {DC, DC) letztere nach der Tangente {BF, DG).

Die letztere Kraft wird als Kraft ge-leugnet, weil das Bestreben der Masse m, nach der Tangente fortzugehen, nur die Wirkung des Beharrungsvermogens ist, und die Bezeichnung Centrifugalkraft wird auch deshalb fur unangemessen angesehen, weil da, wo der Radius vector {(JB) mit der Tangentialrichtung {BF) einen spitzen Winkel bildet, die ersten Elemente der wirklichen Bewegung nach der Tangente das Centrum nicht fliehen, sondern ihm n ah er kommen, was bei einer elliptischen Bahn innerhalb zweier Quadranten, nam-lich dem von A bis D, und dem diesem Quadrant diametral gegenuber liegenden stattfindet.

Ferner leitet man einen Widerspruch aus der Annahme einer Centrifugalkraft folgendermafsen her: Wenn zwei Krafte nach DC und DG gerichtet wirken, so konnen diese zu einer Mittelkraft nach einer Richtung DA zusammengesetzt wer-den, welche dieselbe Wirkung hat, als die beiden ursprunglichen Krafte zusammen-genommen, es nuifste also auch die Bewegung der Masse nach dieser Richtung geschehen, welches aber nicht geschieht.

Die Grofse der Centrifugalkraft fur den Kreis wird entwickelt, indem man vor aussetzt, vermoge der Centripetalkraft falle die Masse m in einer Zeit I um eine Lange DF; da nun m in der Peripherie ver-bleibt, so ist m wahrend dieser Zeit nach E gelangt, wenn FE = DG ist. Zieht
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man nun EG durch E, so wurde m ohne Mitwirkung der Centripetalkraft in G ge-kommen sein. Die Centrifugalkraft ent-fernt also m um EG von C und die Centripetalkraft nahert m aus G nach E, beide Krafte sind also einander gleich, und heben sich einander auf. Entgegnet wird wieder-um, dafs eine nach DC gerichtete Kraft nur aufgehoben werden konne durch eine ihr gleiche nach entgegengesetzter Richtung DB wirkende Kraft; geschehe dies aber, so bewege sich die Masse nach der einzigen noch moglichen Richtung, der Tangente, und nicht im Kreise herum.

Auch mir kommt eine Ansicht uber die Centralkrafte zu, und diese ist folgende: die bewegte Masse m strebt nach der Tangente sich zu bewegen nur in Folge des Beharrungsvermogens, d. h. sie strebt die Bewegung, in welcher sie begriffen ist, im nachsten Augenblick mit derselben Geschwindigkeit und nach derselben Richtung fortzusetzen. Kraft aber kann mit Beharrungsvermogen u n m i 11 e 1 b a r nicht verglichen werden; soli also die Verglei-chung stattfinden, so mufs die Grofse des Beharrungsstandes, die Grofse der Bewegung, d. h. Masse mal Geschwindigkeit in der ihr zugehorigen Kraft ausgedruckt werden, und diese ist der Impuls, den die Masse in ruhendem Zustande empfan-gen mufste, um ihre innehabende Geschwindigkeit anzunehmen. Es hindert aber durchaus nichts, bei der Untersuchung der Bewegung einer Masse in irgend einem Punkt D ihrer Bahn anzn-nehmen, dafs diese Masse in der Zeit vorher geruht und durch au-genblicklichen Impuls erst ihre Geschwindigkeit erhalten hat, und dieser Impuls ist die Centrifugalkraft der Masse m in dem Punkt D ihrer Bahn.

Die Grofse der Centrifugalkraft und der Centripetalkraft wird nun folgender Art entwickelt. Es sei ADE ein Kreisbogen, C dessen Mittelpunkt, der Kraftpunkt, der Ort der Centripetalkraft, in D befinde sich die Masse m, DG sei die Tangente in D, also die Richtung der Centrifugalkraft. Denkt man sich die Masse m in der Zeit t durch die Kraft in C um die Lange DF nach C hin bewegt, so hat die Centrifugalkraft dieselbe Masse m fortdauernd nach DG und in Parallelen mit DG eben-falls fortgezogen, und m befindet sich end-lich in der Linie FE^DG. Da nun m in dem Kreisbogen verbleibt, so ist der Punkt E in demselben der Ort von m nach Verlauf der Zeit t, und die Sehne DE der aus den beiden Seitenwegen DF und DG zusammengesetzte Mittelweg. Vollendet man also durch die Linie EG = DC das #, so erhalt man DG, den durch die Centrifugalkraft innerhalb der Zeit t veranlafsten Weg der Masse m.
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Der Weg DE ist aber mit einer nach DC wirkenden veranderlichen Kraft durch-laufen worden, indem die in C befindliche Anziehungskraft anfangs in der Entfer-nung DC, am Ende in der Entfernung FC auf die Masse m gewirkt hat, und die Wirkungen der Anziehungskrafte umge-kehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen von demangezogenen Punkt sich verhalten.

Bezeichnet man die Kraft fur m in D mit P', fur m in F mit P", so ist also

DC3 p FC2 und setzt man DC = r, DCE — (p so ist r2 pH _ ____________. pf =r2 cos 24 cos 2(p die beschleunigenden Krafte sind P‘ . P‘ — und m m cos "(P die Beschleunigungen g — und g  m        m cos "( und wenn jede fur sich die Zeit t hin-durch eingewirkt hatte, die Wege in der Zeit t P’             P gl2 • —• und gi2 -------— m           m cos 2(p

Da die Masse m innerhalb des Kreisum-fangs, also in constanter Entfernung r von C bleibt, so hat man eine constante Kraft P zu finden, die in dem Abstande r verbleibend, die Masse m in der Zeit t durch denselben Weg fuhrt, durch den die veranderlichen Krafte von der klein-


II.



P’ sten P bis zur grofsten--— nach und cos "P nach innerhalb der Zeit I einwirkend, die Masse m gefuhrt haben. Diese Kraft P vergleicht sich mit den Kraften P und P’’ wie

P P P'

—: " ’• —---, = P: P : P’ und P ist offenbar grosser als P’ und kleiner als P"- deren Beschleunigung ist g , und der Weg der Masse m der Zeit t •


in



	
	
„P        Sehne Dk2 — ni2-~- DF=--------- m Man hat also .P Sehne DE2 , P' gl2 -<------- <gl2 m 2r oder





, Sehne DE2 P' P < —-—9— m < ——— 2grP        cos "(

Nun kann aber die Differenz —P--PEp -—1-- cos 24          L1 — sin 24

der aufseren Glieder mit beliebiger Ab-nahme von q beliebig klein werden. Kennt man daher eine Constante, gegen welche J T T a Sehne DE2            . das Mittelghed —2gr t?— m mit behebi-ger Abnahme von q ebenfalls beliebig klein werden kann, so ist diese = P. Nun sind aber in diesem Mittelgliede Sehne DE und t die einzigen Veranderlichen; mit der Abnahme von q nimmt t ab, und die Sehne wird dem Kreisbogen beliebig nahe gebracht. Es hat aber die Masse m durch den in D empfangenen Impuls die Lange DG gleichforinig durch-laufen, und wenn die Zeit t der Bewegung sehr klein war, so bestand der Weg in dem an D befindlichen Element der Tan-gente, welche mit dem des Bogens zu-sammenfallt; es ist also das erste Bogen-element gleichforinig durchlaufen, und geschieht dies in alien folgenden Bogen-elementen, mit welchen die ersten Ele-mente der folgenden Tangenten ebenfalls zusammenfallen; daher wird der Bogen DE in der Zeit t gleichforinig durchlaufen, und derselbe ist also, wenn man mit v die Geschwindigkeit per Secunde be-zeichnet=vt, mithin ist die Centripetalkraft

02(2         74 I FT—9 m ——m 2grl2      2gr

die Beschleunigung der durch sie beweg-ten Masse

P 72 q — = —-in 2r und die Geschwindigkeit in der Bahn l / P \ D — I I 2 gr • —)
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Mit der Centripetalkraft P ist nun nicht zugleich die in der Zeit t nach der Tan-gente den Weg DG erzeugende Centrifugalkraft gefunden, wohl aber die in die Richtung CD fallende Seitenkraft der-selben. Denn zerlegt man den Weg DG nach den Seitenrichtungen CD und DE, den einzig moglichen, so geschieht dies durch das + DEGB. DE ist die Lange des einen, DB die des anderen Seiten-weges. Nun ist DB = EG = DF = dem Wege, den die Centripetalkraft veranlafst. Wenn aber durch zwei Krafte in gleichen Zeiten, gleiche Massen durch gleiche Wege gefuhrt werden, so sind die Krafte ein-ander gleich, mithin ist die Cent ri-petalkraft gleich der in dieselbe Richtung fallenden Seitenkraft der Centrifugalkraft: Oder vielmehr wenn man die nach der Tangente wir-kende Kraft allgemein Tangentialkraft nennt, so ist deren nach dem Mittelpunkt des Kreises gerichtete Seitenkraft aus-schliefslich diejenige, welche in dem System als das Centrum direct fliehende Kraft, als Centrifugalkraft auftritt, und die C e n -tripetalkraft ist gleich der Cen-trifugalkr aft.

Beide gleich grofsen Krafte in einerlei geraden Linie heben sich einander auf, und es bleibt nur die nach der Sehne DE wirkende Kraft fibrig, eine Seitenkraft des ursprunglichen Impulses, die wie die-ser selbst gleichformige Bewegung veranlafst.

Beide in der Zeit t zu durchlaufenden Wege DF und DB sind einander gleich und entgegensetzt; es wird also keiner von beiden durchlaufen, und nur der Weg durch die Sehne DE bleibt fibrig, welcher gleichformig durchlaufen wird. Die Sehne DE aber kommt dem Bogen DE immer naher, je kleiner « genommen wird, and kann mit beliebiger Abnahme von 7 dem Bogen beliebig nahe gebracht werden, so dafs fur die Summe der durchlaufenen sehr kleinen Sehnen die Peripherie des Kreises zu setzen ist. (Vergl. den Art.: Bahn. No. 7, die Entwickelung der Grofse der Schwungkraft.)

Mit dem Vorstehenden ist nachgewie-sen, dafs eine Centrifugalkraft vorhanden ist, und dafs diese zu den Centralkraften gehort.

Centrallinie s. v. w. Centrale.

Centralprojection, die P. eines Gegen-standes auf eine Ebene der Art genommen, dafs sammtliche von jenem auf diese treffenden geraden Linien nach einem hin-ter der Ebene befindlichen Punkt gerichtet si nd.

Contralpunkt ist jeder Punkt, der als Mittelpunkt eines Systems betrachtet werden kann, wie der Mittelpunkt eines Kreises, einer Kugel, s. z. B. auch Bahn der Weltkorper, Central-Bewegung. Der Punkt, nach welchem alle Linien fur eine Centralprojection gerichtet sind, kann auch C. genannt werden.

Centralsonne, eine S., um welche sich ein oder mehrere andere Sonnensysteme bewegen; so ist auch unsre Sonne wahr-scheinlich ein Sternsatellit einer nahe der Milchstrafse befindlichen C., und hat zu dieser dieselbe Beziehung wie ein Planet, z. B. unsre Erde, zu unsrer Sonne hat.

Centrifugalkraft ist in dem Art.: C e n-tralbewegung definirt, und die Grofse derselben entwickelt: wenn v die Geschwindigkeit der Masse M in der Entfernung r vom Centralpunkt und g die Beschleunigungdurch die Schwerkraft = 155 preufs. Fufs bedeuten.

Die Beschleunigung einer Kraft P, die eine Masse M im Kreise herumtreibt, ist

P _ v2

S M - 2r

Beispiel. Jeder Punkt des Erdaequa-tors dreht sich alle 24 Stunden um die Erdaxe, und macht daher einen Weg

Die geogr. Meile hat 23642 preufs. F., mithin ist die Geschwindigkeit eines Punkts im Aequator v = 0,0625 X 23642 = 14773 preufs. Fufs.

Die Beschleunigung von P erhalt man demnach, da r der Halbmesser der Erde = 859,5 geogr. Ml. ist

P _ 0,06252 □ Ml.

E9MT 2.859,5Ml.

0,06252         „ -

= Jen X 23642 Fufs = 0,053724 pr. F.

2:809,5

mit welcher jeder Punkt des Aequators in jedem Punkt seiner Bahn das Bestre-ben hat, in der ersten Secunde senkrecht aufwarts zu steigen.

Die Beschleunigung 9 der Schwerkraft ist 155 preufs. Fufs, die Beschleunigungen also

G -,g = 0,053724 : 153 woraus

0,053724   _  1

T 155 9 290,839

Um zu erfahren, wie schnell die Erde um ihre Axe sich drehen mufste, wenn die Centrifugalkraft im Aequator der Schwerkraft gleich werden sollte, hat man die Gleichung:

72 □Meilen 72  _ 23642 Fufs 2-859,5 Ml. 2-859,5

= 155 Fufs

woraus

	
125.    859,5. MI. = 1,0658 Meilen. 4   23642        ’



Die Anzahl der Drehungen der Erde per 24 Stunden mufste also sein


Man denen

1___ 17,054

Bei



1,0658 . , 0,0625 =17,054 mal konnte auch aus der oben gefun-

1             2

Zahl 990.83 die V ziehen wo man erhalt.

dieser Geschwindigkeit der Erde wurden die Korper am Aequator kein Gewicht haben, sie wiirden nicht fallen, und zum Steigen wie zum Fallen fur einerlei Geschwindigkeit einen gleich gro-fsen Impuls erfordern. Gegenwartig be-tragt die Lange des Secundenpendels am Aequator 15,054 pariser Fufs; bei 17ma-liger Schnelligkeit der Erde wiirde kein Pendel schwingen, die Lange des Secundenpendels an den Polen 15,132 par. Fufs wiirde dieselbe bleiben.

Wenn Massen um feste Axen sich dre-hen, so bezeichnet man die daraus her-vorgehende C. mit demNamen S chwung-kraft.

Centripetalkraft s. u. Centralkrafte.

Centri rt heifsen Maschinentheile: Wel-

len, Rader, Scheiben u. s w., wenn deren Axen zugleich deren Drehaxen sind.

Centriwinkel, Winkel am Mittel-punkt, ist der Winkel in einem Kreise, dessen Spitze der Mittelpunkt, und des-sen Schenkel Halbmesser sind; sammtliche Mittelpunktswinkel in einem Kreise sind = 4 rechten Winkeln.

Centrum, Mittelpunkt einer Linie, einer Flache, eines Korpers, ist derjenige Punkt, um den alle Theile der geometri-schen Grofse entweder gleichmafsig oder symmetrisch belegen sind.

In den ersten Fall gehoren nur die Kreislinie, die Kreisebene und die Kugel, in den zweiten alle ubrigen Grofsen, de-nen ein Mittelpunkt zukommt, als die Ellipse, deren C. in dem Durchschnitts-punkt der grofsen und der kleinen Axe liegt. Jeder Krystall hat einen Mittelpunkt, der zugleich der Durchschnittspunkt und Halbirungspunkt sammtlicher Axen des Krystalls ist.

Ceres (C) Von den zwischen Mars und Jupiter sich bewegenden kleinen Planeten der, welcher zuerst entdeckt worden ist. Es geschah dies im Jahr 1801 von Piazzi in Palermo, und den Namen Ceres erhielt der Planet, weil im Alterthum Ceres die Schutzgbttin Siciliens war. Ceres ist der vierte der oberen Planeten (Mars, Vesta, Juno, Ceres, Pallas...) deren kleinste Entfernung von der Sonne ist 52} Millio-nen Meilen, deren grofste 611, deren mittlere gegen 57 Millionen Meilen, deren Entfernung von der Erde 32 bis 82 Millionen Meilen, Neigung deren Bahn gegen die Ekliptik 10° 36 ‘ 55" und noch im Abnehmen begriffen; deren Excentricitat = 0,076738 der halben grofsen Axe, eben-falls noch im Abnehmen begriffen, deren siderische Umlaufszeit 4 Jahr 223 Tage 104 Stunden, deren synodische 1 Jahr 101 Tage 3 Stunden. Der Planet ist mit nebelartiger, hoher Atmosphare umgeben, welche ungleich erscheint, und bis 650 Meilen im Durchmesser betragen soil, der feste Kern der C. ist von Herschel zu 35 Meilen Durchmesser, spater von Schroter zu 352 Meilen festgestellt worden.

Die C. wird als ein noch nicht voll-endeter Weltkorper betrachtet; nicht nur die Veranderlichkeit seiner Atmosphare, sondern auch die verschiedenen Farben, blaulich, rothlich, weifslich, in welchen er zu verschiedenen Zeiten glanzt, lafst schliefsen, dafs das Feste, Flussige und Luftformige sich noch nicht geschieden hat. Dasselbe gilt von den andern dreien, Vesta, Juno, Pallas. Man halt diese vier Weltkorper, welche ziemlich gleiche Bah-

nen und Umlaufszeiten haben, fur Triim-mer eines einzigen zwischen Mars und Jupiter vorhanden gewesenen Planeten, und es erhalt diese Ansicht immer mehr Wahrscheinlichkeit, da spater und noch heut immer neue Planetoiden entdeckt werden. die alle mit jenen Vieren in fast einerlei Entfernung von der Sonne sich befinden, und die alle diesen ehemals einzigen Planeten ausgemacht haben konnen.

Charakteristik Bezeichnung der Ei-genthumlichkeit eines Gegenstandes, wo-durch dieser von alien ubrigen derselben Art unterschieden ist.

Die Ziffern 3 5 7 9 1 sollen nach dem dekadischen System, also zu einer Zahl geschrieben sein, so hat man

0,35791 3,5791 35,791

U. S. W.

Jede der folgenden Zahlen ist die zehn-fache der vorstehenden, und dieses Eigen-thumliche, dies Charakteristische giebt ihnen das Komma, woher bei Decimal-briichen das Komma Charakteristik heifst.

Die Zahl 6060695 als briggischer Lo-garithmus hat den Numerus 40371, der-selbe dekadisch geschrieben; allein den wirklichen Werth desselben ergiebt erst die dem Logarithmus voranstehende Ganze, als 0,6060695 hat den num: 4,0371 1,6060695   „   „    „     40,371

2,6060695   „   „    „    403,71

0,6060695-2 „   ,   ,      0,040371

U. S. W.

Deshalb heifst die ganze Zahl des Logarithmus die Charakteristik, Kennziffer, die Decimalen heifsen die Mantisse (Zu-gabe).

Desgleichen heifst die Constante in der Formel fur die Berechnung des Umlaufs der Planeten in Theilen der halben grofsen Axe unserer Ekliptik

k = 0.0172021

Die Charakteristik unseres Sonnensystems (s. Bahn der Weltkorper, pag. 308). Fur jedes andere Sonnensystem wiirde eine andere Ch. gefunden werden, weil die-selbe nur von der Masse des Central-korpers (der Sonne) abhangig ist.

Chiliagon (ziliqi, Tausend) ein Vieleck von 1000 Seiten, Tausendeck, das re-guliire Ch. hat den Centriwinkel fur eine Seite

	
	
2)    den Umfangswinkel zwischen 2 be-nachbarten Seiten





1000-2.1800= 1780 3 8’ 24” 1000

	
	
3)    die Seite s fur den Halbmesser des umbeschriebenen Kreises 180 °





s = 2R • sin 1000 = 2R sin 10’ 48”

	
	
4)    die Seite s’ fur den Halbmesser des inbeschriebenen Kreises





180°

s = 2r‘9 1000 =2rtg 10‘ 48"

	
	
5)    der Halbmesser R des umbeschriebenen Kreises fur die Seite s 180 °





R = Is • cosec — = Is. cosec 10’ 48” 2         1000   4

	
	
6)    der Halbmesser r des inbeschriebenen Kreises fur die Seite s 180° r = 2 s • cotg 1000 = 1 s • cot 10' 48”


	
7)    der Flacheninhalt J 1000 p2 . 360° 1000     . = 12R2 sin 1000 = 2R2sin21‘36" 180 ° = 1000 72 • tg • 1000 = 1000 72 • tg 10’ 4 8”





1000 ,    180° 1000 ,   , =4*2"cot 1000 54*2cot 10 48’

	
Sinus und Tangente fur 10’ 48” sind in der 7ten Decimalstelle noch nicht un-terschieden, wie Vega’s Tafeln nachwei-sen, und somit auch nicht cosecante = 1                          , 1 —— und cotangente — —■ sin                        tg



Sollen also R von r, s von s' unter-schieden werden, so hat man sin und tg aus den nach Potenzen der Bogen fort-schreitenden Reihen auf mehr Decimalen zu berechnen.

Man hat c a3 c5 a" sin « = — - 09 + „ 0 -   ......_ +..

	
	
1   2»3   2 34 5   2 3. ..7 hier ist A « = 10’ 48” -        180° 7     7 Bogen “F1000*1800F 1000 daher sin «=+  " = + 0,00314 15926 536 -    —— =—0,00000 00051677 c5 +------= + 0,00000 00000 000... " 2.3-4-5     ‘__ sin a           = 0,00314 15874 859 hieraus:



	
3)    s = 2R sin « = 0,00628 31749 718R Ferner hat man fur die Auffindung von s' 2         17 ‘9"=“+3o2+,3.5 "*+33-5.7



Bogen «=1000 daher tg a = +     « =+ 0,00314 15926 536 +    4 03 = + 0,00000 00103 354 9 + --«5= 0,00000 00000 000 3 • 5 tg «           = 0,00314 16029 890 hieraus

	
4)    s' = 2r tg a = 0,00628 32059 78OXr



Um R zu finden, hat man

1,7 , 31 .

Bogen “=10007, daher

cosec « = + 1=100= + 318,30988 61837 9 ct n +«      =+ 0,00052 35987 8 + 32 n3 = + 0,00000 00006 0

cosec a               = 318,31040 97831 7 hieraus

	
5)    R = } s • cosec a                = 159,15520 48915 8 X s Um r zu finden, hat man COt «=l-«-3.3.5 *3-3.3.3.50-



	
Bogen &F1000", daher cot c = — = 1000 = + 318,30988 61837 9 a 7i -    3 a     = 1 - 0,00104 71975 -    5 43    = t - 0,00000 00006



	
6)    r = ^s>cot «= 159,15441 94927 7 X s



Fur den Flachen-Inhalt J hat man

J =1000 r2 tg a = 1000 x 0,00314 16029 89 • 12

— 3,14160 2989 x r2 oder

J =1000 ,2. cot c = 1000. 318,308 83 8 9 85 5 4x52

= 79577,20974 638 X s2

Chorde, Sehne, im Allgemeinen die gerade Verbindungslinie zweier Punkte einer krummen Linie, ohne dais diese ge-schnitten wird, besonders aber die gerade Verbindungslinie AB zweier Punkte A, B eines Kreisumfangs. Trifft die Ch. AD
[image: ]

durch den Mittelpunkt C, so ist sie ein Durchmesser des Kreises, und theilt die Kreislinie und die Kreisebene in 2 con-gruente Theile.

	
	
2.    Zu gleichen Mittelpunktswinkeln ge-horen gleiche Sehnen. Denn ist A ACB = / ACK, so werden diese von 4 gleichen Seiten, den Radien, eingeschlossen, A ACB & △ ACK, und folglich AB — AK.





Wie das aus der Spitze eines gleich-schenkligen Dreiecks auf die Grundlinie gefallte Loth die Grundlinie halbirt, so halbirt ein aus dem Mittelpunkt auf eine Sehne gefalltes Loth die Sehne.

ist &ABC 2 &AKC, also AB = AK, also ^AB = kAK

namlich AF= AL, so sind auch die Lothe CF— CL, d. h. gleiche Sehnen in einem Kreise sind gleich weit vom Mittelpunkt entfernt und gegenseitig.

Die Aufgabe: in einem Kreise eine Sehne von gegebener Lange a zu ver-zeichnen, in der oder in deren Richtung zugleich ein gegebener Punkt A liegt, ist demnach zu losen, dafs man von einem beliebigen Punkt der Peripherie aus eine

Sehne von der Lange a eintragt, vom Mittelpunkt ein Loth auf dieselbe fallt, mit diesem als Halbmesser einen con-centrischen Kreis beschreibt, und durch den Punkt A an diesen Kreis eine Tan-gente zieht, dessen Theil zwischen den Durchschnittspunkten der aufseren Peripherie die verlangte Sehne ist.

Sobaid a nicht = dem Durchmesser d des Kreises ist, giebt es 2 gleiche Sehnen a, fur a > d und fur a < als die kleinst mogliche Sehne, namlich die auf der gera-den Verbindungslinie zwischen dem Mittelpunkt und einem innerhalb des Kreises liegenden Punkt A’ normale Sehne, ist die Aufgabe unmoglich.

	
	
3.    Sind CF, CG Lothe auf AB, AE, und ist CF > CG, so ist in den beiden rechtwinkligen Dreiecken ACF und ACG auch AF < AG und somit AB < AE d. h. je kleiner die Sehnen in einem Kreise sind, desto weiter sind sie vom Mittelpunkt entfernt.


	
4.    Sind die Sehnen AB und JM +, so sind die Bogen BJ und AM, welche sie abschneiden, einander gleich. Denn die Normalen vom Mittelpunkt auf beiden Sehnen liegen in einerlei Durchmesser EH.





Da nun

Z H CB = A HCA

Z EC J = Z ECM

so ist auch z BCJ = ZACK woraus Bogen BJ = Bogen AM.

	
	
5.    Zwei Sehnen, die in einem Punkt der Peripherie zusammentreffen, bilden dort einen Peripherie wink el, Um-fangswinkel, wie die Sehnen BA und EA in A den Peripherie -A AB E ; auch Z BAC, Z JMC sind Peripheriewinkel.





Der Peripheriewinkel ist halb so grofs, als der mit ihm auf gleichem Bogen ste-hende Centriwinkel .2 BAE =42 BCE.

Denn zieht man AD durch C, so sind als Aufsenwinkel der Dreiecke BAC und EAC

Z. BCD = Z_CABA ^CBA = 2 ^CAB und Z ECD = z CAE A ^CEA= 2^CAE also Z BCE = Z BAE o^Z_BCE = Z BAE

Daher sind Peripheriewinkel zu einerlei oder gleichen Sehnen desselben Kreises einander gleich, zu gleichen Periphe-riewinkeln gehoren gleiche Sehnen, zu gleichen Sehnen 2 Paare gleicher Periphe-riewinkel, und die zu einer Sehne geho-renden entgegengesetzt liegenden Peri-pheriewinkel erganzen sich einander zu 2 rechten Winkeln.

Die Aufgabe: durch einen in der Ebene eines Kreises gegebenen Punkt A eine gerade Linie zu verzeichnen, welche in dem Kreise eine Sehne bildet, die einem gegebenen Peripheriewinkel « zugehort, ist demnach zu losen, dafs man an irgend einem Punkt des Kreisumfangs den gegebenen A « zeichnet, die Endpunkte dessen Schenkel zur Sehne verbindet, vom Mittelpunkt auf diese eine Normale fallt, mit dieser als Halbmesser einen concentrischen Kreis beschreibt, und durch A an diesen eine Tangente zieht. Wie bei der Aufgabe No. 2 entstehen hier zwei Sehnen; ist der Punkt A innerhalb des spater zu construirenden concentrischen Kreises gegeben, so ist die Aufgabe un-moglich, denn jeder durch A gezogenen Sehne gehort ein grdfserer Peripherie-winkel zu, als der gegebene «.

	
	
6.    Schneiden sich zwei Sehnen AB, DE innerhalb des Kreises, so ist jeder der von ihnen gebildeten Winkel = der

Fig. 287.
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Fig. 288.
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7.    Schneiden sich zwei Sehnen AB, DE normal, und man zieht die 4 Halbmesser nach deren Endpunkten, so erganzen sich die gegenuberliegenden Centri-winkel gegenseitig zu 2 Rechten.





Z DCA + BCE = 2 BCD + Z ACE = 2R

Fig. 289.
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Denn zieht man die Sehne AE, so ist

2 DCA =24 DEA =24 FEA

Z BCE = 2 Z BAE = 2 z FAE

ZDCATZBCE = 2(z FEA + z FAE)


Summe derjenigen beiden Peripherinwin-kel, welche auf den beiden zwischen den Sehnen liegenden Bogen stehen, z. B.

a = B + y

Denn « als Aufsenwinkel = Z y + 0, 3 aber = B, weil 8 und 0 auf einerlei Bogen AD stehen.

Schneiden sich die Sehnen aufserhalb des Kreises, so ist der von ihnen gebil-dete A « = der Differenz beider auf den zwischen den Sehnen befindlichen Bogen stehenden Peripheriewinkel y und B, nam-lich a = y — p.




Fig. 290.
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= 2 ^AFE~2B

8. Der Winkel «, den eine Tangente AF des Kreises in ihrem Beruhrungspunkt A mit einer Sehne AB bildet, ist = dem Peripheriewinkel B in dem gegenuberliegenden Kreisabschnitt BDEA.

Denn zieht man den Durchmesser AD und die Sehne BD, so ist

z « + 0= R

auch       A ABD = R

also        28 + y = R folglich a = y

y aber = 8, weil beide auf demselben Bogen AB stehen, daher « = B.

Wenn durch den Beruhrungspunkt F zweier Kreise mit einander 2 gerade Li-nien AB, DE bis zu deren Umfiingen gezogen werden, so sind die beiden Seh-nen BD, AE, welche die Durchschnitts-punkte mit einander verbinden, einander parallel.

Denn zieht man die Tangente GH durch F, so ist nach No. 8

AGFB=ABDF ebenso / AFH = A A EF aber    / GFB = / AFH als Scheitel

daher  ^BDF= ^AEF

ebenso / DBF = Z EAF woher BD + AE

Fig. 291.
[image: ]


Dasselbe ergiebt sich, wenn die beiden Kreise innerhalb sich beriihren, wo dann E in E’, A in A’ fallt und A’E'^BD.

	
10.    Ist AB ein Durchmesser, DE normal darauf, so sind die Dreiecke ADE, DBE und ABD einander ahnlich, und es folgt daraus



AE • AB -. BE - AB = AD2: BD2 und es folgt noch

AE-.BE = AD2-.BD2 (6)

	
11.    Schneiden sich zwei Sehnen, so ist das Rechteck aus den Abschnitten der einen Sehne mit dem Rechteck aus den Abschnitten der anderen gleich grofs.



Denn da (Fig. 287 und Fig. 288)

L}=20 so ist

△ AEF cc A DBF folglich

AF:EF= DF-. BF

woraus

AF- BF= DF- EF

Schneidet eine Tangente (Fig. 290) AF eine verlangerte Sehne DB in F, so ist das Quadrat der Tangente = dem Rectangel aus den Abschnitten der Sehne.

Denn da AF = /_F Z«=2Y _i

so ist △ FAB co A FDA woraus

AF: BF - DF: AF oder

AF2=BF- DF.

	
12.    Es sei der Halbmesser BC — AC= r, eine Sehne AB = a, AD — BD die zu dem


Fig. 292.
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halben Bogen gehorende Sehne = b. Nennt man den Abschnitt DE = x, so ist CE

— r — x, AE = BE = — und man hat

x : b = b : 2r woraus

62

x = —

2r



Fig. 293.
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Es ist

oder
[image: ]




woraus

64 — 4b2r2 + a1^ = 0

die allgemeine Gleichung zwischen 2 Seh-nen, von denen die eine zu dem hal-ben Bogen oder Centriwinkel der anderen gehort.

Man erhalt aus derselben

I. a = — V 4r2 — 62 b = V 2r2 ± r 14r2 — a? und da b als V2r2 =rV2, namlich als Seite des regularen Vierecks im Kreise das Maximum ist, wobei namlich

r y4r2 - a’= 0

also a = 2r wird, so kann nur das Vor-zeichen — gelten, und es ist

IL b = V 2r — 4ryr 2- a2

—         62

	
	
III.    r = ■__—





V 462— a2

Die Formein I und II geben das Mittel, die Seite eines regularen n-Eecks alge-braisch auszudrucken, wenn die Seite des 2n-Ecks oder die des "-Ecks gegeben ist. Z. B. wird synthetisch bewiesen, dafs die Seite des regularen Sechsecks im Kreise = r ist.

Ans Formel I erhalt man demnach die Seite des regularen Dreiecks, wenn man r fur b setzt:

a = — 1412—72 = ry3 r

und aus Formel II erhalt man die Seite des regularen Zwolfsecks, wenn man r fur a setzt:

b = V 2r2 — r 14,2- 72 = V 272 — 72 V3

= r 1/2 - 73 aus diesem die Seite des Vierundzwanzig-ecks u. s. w.

	
13.    Setzt man 2 ACD - / BCD = a, so hat man, wenn man DC bis F verlan-gert, und BF zieht, Z DBF = 90° folglich BD = b — 2r sin F~2r sin 9  (1) ebenso mithin a 6=2 6052



was auch beides aus der Figur unmittel-bar entnommen werden kann, weil

A DAB = ^DBA = ^-2

Aus diesen 5 Formein sind die Seiten der regularen Vielecke im Kreis trigono-metrisch zu finden. Aus Formel 1 und II hat man dieselben fur den Radius = r, z. B. fur den Halbmesser = 1

Die Seite a des Vierecks = 2-sin 45° = 1,4142136 „ Achtecks = 2-sin 224° = 0,7653668

„ Sechsechs= 2• sin 30° =2-4=1

Chronologie ist die Wissenschaft von der Abmessung, Eintheilung und Verglei-chung der Zeit bei verschiedenen Volkern und zu verschiedenen Zeitaltern.

Die Natur hat uns Erdbewohnern zwei constante Zeitmaafsstabe gegeben: Die Zeit, in welcher die Erde eine vollstan-dige Umdrehung um ihre Axe macht und die Zeit, in welcher die Erde eine voll-standige Umdrehung in der Ekliptik um die Sonne macht. Der erste Zeitabschnitt ist der Tag, derzweitedas Jahr; aber beide sind mit einander incommensurabel, und dieser Umstand bildet den wesent-lichsten Grund ffir die Schwierigkeiten, welche Zeitmessungen darbieten. Das Jahr, namlich die Zeit, in welcher die Erde in ihrer Bahn genau 360° beschreibt, enthalt zwischen 336 und 367 Tage, und zwar 366,25638 .. . Tage, welches in Un-terabtheilungen 366 Tage 6 Stunden 9 Mi-nuten und etwa 11 Secunden betragt.

	
	
2.    Aufser der eben gedachten Schwie-rigkeit kommt dazu, dafs diese beiden constanten Maafsstabe fur das biirgerliche Leben unmittelbar nicht anzuwenden sind; die eben gedachten Zeiten sind Stern-zeit, der Mensch bedarf aber der Son-nenzeit, und in dem Art. Bogenmaafs, pag. 389 mit Fig. 231 wird nachgewiesen, dals das Sternjahr mit dem ihm gleich grofsen Sonne njahr genau einen Son-nentag weniger enthalt als Sterntage, demnach wurde das Jahr 365,25638 Son-nentage enthalten.


	
3.    Aber auch dieses Jahr ist fur den burgerlichen Bedarf nicht anwendbar: Es ist durchaus erforderlich, dafs nach Ver-lauf eines Jahres die Sonne genau den-selben Stand zur Erde einnehme, den sie im Augenblick des begonnenen Jahres





inne hatte. Ein Jahr hat also zu dauern von dem Augenblick an, wo die Erde in dem Friihlingspunkt steht, bis zum Wie-dereintritt derselben in den Fruhlings-punkt, oder von Herbst- zu Herbstpunkt, oder von Winter- zu Winterpunkt, oder von Sommer- zu Sommerpunkt.

Friihlings- und Herbstpunkt sind nun die Durchschnittspunkte der Ekliptik mit der Aequatorebene; diese bleibt unver-riickbar, die Ekliptik dagegen macht eine kleine Bewegung von Ost nach West, welche jahrlich 50,1 Bogensecunden be-tragt, um welche sie die Erde bei deren jahrlichem Umlauf in der Ekliptik ent-

gegenkommt, so dafs in dem fur das bur-gerliche Leben allein anwendbaren Jahr die Erde 50,1 Secunden weniger als 360 Grad zuriicklegt, welches an Zeit 20 Mi-nuten 20,4 Seeunden = 0,014125 Tage weniger betragt als die obigen 365,25638 Tage (s. astronomisches Jahr, pag. 148). Dieses der burgerlichen Zeitrechnung zu Grunde liegende tropische Jahr hat also 365,242255 Sonnentage = 365 Tage 5 Stunden 48 Minuten und etwa 51 Secunden Sonnenzeit und 366,242255 Stern-tage = 366 Tage 5 Stunden 48 Minuten und etwa 51 Secunden Sternzeit.

Demnach ist

366 242255

ein Sonnentag = 90’000% = 1,002738 Sterntage = 24 Stunden 3 Minuten 000,242 £iUU

56,5632 Sec. Sternzeit

366 949955

eine Sonnenstunde = “5ia. = 1,002738 Sternstunden = 1 Std. 9,8568 Sec. 300,242255

Sternzeit

266 2422 5 5

eine Sonnenminute — ‘5 = 1,002738 Sternmin. = 1 Min. 9,8568 Terzien 365,242255

Sternzeit.

	
	
4.    Diesem dem burgerlichen Jahr (s. d. Art. pag. 442) zu Grunde liegenden tro-pischen Jahr hat aber die Natur wiederum nicht constante Tage als Unterabtheilun-gen gegeben: jeder (wahre) Sonnentag ist an Lange dem ihm vorangegangenen und dem ihm nachfolgenden Tage ungleich, und so sind es auch deren Stunden, so dafs die Stunde, der genau 24ste Theil eines Tages verschieden ist von der Stunde des vorangegangenen und von der des nachfolgenden Tages, desgleichen die Minute und die Secunde, wahrend alle Sterntage, Sternstunden, Sternminu-ten dieselben sind und bleiben.





Die Verschiedenheit der Sonnenzeit liegt darin, dafs die Erde mit verschie-denen Geschwindigkeiten die Ekliptik durchlauft. im Perihel bewegt sich die Erde am schnellsten, im Aphel am lang-samsten; aufdem Wege vom Perihel nach dem Aphel hin immer langsamer, vom Aphel nachdemPerihelhin immer schneller.

Es sei BAD ein Theil der Ekliptik, S der Stand der Sonne. 1st A das Aphel, AA’ der Bogen, den die Erde in einem Sonnentage durchlauft, so wurde dieselbe einen grofseren Bogen A A" durchlaufen, wenn A das Perihel ware. In A hat der Punkt a der Erdoberflache Mittag, in A' hat b’, in A" hat b" Mittag, indem die Radien ca, cb', cb" nach der Sonne S hingerichtet sind. In A’ hat der Punkt a

Fig. 294.
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eine voile Umdrehnng bis a’ um die Erd-axe + dem Bogen a'b' durchlaufen; in A" hat a eine voile Umdrehung bis a" um die Erdaxe + dem Bogen a"b" durchlaufen. Da nun die Zeit der Umdrehung der Erde um ihre Axe (von a bis a’ oder a"), der Sterntag constant ist, Bogen a"b" > Bogen a’b’ so ist der Sonnentag von A bis A’ kleiner als der von A bis A".

Ueberhaupt nehmen die Sonnentage mit ihren 24 Sonnenstunden immer mehr ab, je mehr die Erde vom Perihel nach dem Aphel hin sich bewegt, und immer mehr zu, je naher die Erde wieder dem Perihel

kommt. Fur uns, die Bewohner der nord-lichen Halbkugel ist Winter, wenn die Erde in der Nahe des Perihels, und Som-mer, wenn sie in der Nahe des Aphels sich befindet; im Winter haben wir also langere, im Sommer kiirzere Tage, Stun-den, Minuten und Secunden. Der Unter-schied zwischen dem langsten und dem kiirzesten dieser Tage betragt gegen vier Minuten.

	
	
5.    Solche Verschiedenheit darf aber in der Zeit fur den burgerlichen Verkehr nicht vorkommen: die Tage und deren Unterabtheilungen miissen von Anfang bis Ende des Jahres einerlei bleiben. Aus diesem Grunde denkt man sich neben der wirklichen Erde von ungleichformiger Bewegung eine zweite Erde von gleich-formiger Bewegung in der Ekliptik, oder wie man zu sagen pflegt, neben der wirklichen Sonne von (scheinbar) ungleichformiger Bewegung eine zweite von (scheinbar) gleichformiger Bewegung am Him-mel, eine nicht vorhandene mittlere Sonne, welche die gleichmafsige Zeit, die mittlere Sonnenzeit bestimmt, wahrend die erste, die wahre Sonne, wahre Sonnenzeit angiebt, und indem beide Sonnen in einerlei Zeit, namlich in einem Jahr, die Ekliptik (scheinbar) durchlaufen.





Der Art.: Absiden, pag. 15 mit Fig. 17 zeigt, dafs die halbe Ekliptik vom Peri-hel P iiber den Fruhlingspunkt F nach dem Aphel A in einerlei Zeit mit der anderen halben Ekliptik von A iiber den Herbstpunkt H nach P von der Erde zu-ruckgelegt wird. In P ist die Geschwin-digkeit der Erde am grofsten, in A am geringsten; die Erde bedarf also einer langeren Zeit zu Durchlaufung der halben Ellipse FAH als zu der anderen Halfte HPF. Hieraus geht nothwendig hervor, dafs wenn beide Sonnen in ihren Umlaufen jahrlich ubereinstimmen sollen, nur die Punkte P und A, das Perihel und das Aphel es sein konnen, in wel-chen beide Sonnen, die wahre und die mittlere, in der Ekliptik zusammen-treffen, und dafs beide in alien anderen Punkten derselben auseinander-stehen.

Die wahre Sonne S lauft von P bis F schneller als die mittlere Sonne S’; ist S in F, so ist S' noch vor F; von F ab lauft S langsamer als S’ und S’ holt S in A ein. Von hier ab geht S langsamer als S’; S bleibt zuriick und S’ trifft friiher in H ein als S, dagegen wird S’ von S in P wieder eingeholt.

	
	
6    Die mittlere Sonne durchlauft nun die Ekliptik gleichformig; allein die gleich weit von einander entfernten Punkte der Ekliptik sind es nicht, welche Tag fur Tag culminiren miissen, um gleich grofse mittlere Tage zu geben, sondern die Punkte im A equator, der sich fort-dauernd um die Erdaxe gleichformig um-dreht, weil dessen Ebene normal der Erdaxe ist und verbleibt, wahrend die Ekliptik ihn und die Erdaxe schief durch-schneidet. Dafs aber mit Punkten von gleichweiten Abstanden in der Ekliptik nicht zugleich gleich weit von einander entfernte Punkte im Aequator culminiren, geht aus folgender Betrachtunghervor:





Es sei QQ' der Aequator, EE’ die Ekliptik, beide schneiden sich im Fruhlingspunkt F, 4 e(= 234°) sei die Schiefe der
[image: ]

Ekliptik FA = AB = BC = u. s. w. seien die gleich grofsen Wege, welche die mittlere Sonne in den aufeinander folgenden Ta gen zuriicklegt, so sind, wenn man die spharischen Projectionen der Punkte A, B, C... auf den Aequator nimmt, wenn man also die Bogen AA’, BB', CC.. . normal auf QQ’ fallt, F, A', B', C .. . die Punkte im Aequator, welche mit den Punkten F, A, B, C... zugleich culminiren.

Nun ist

	
tg FA’ = tg FA • cos e tg FB' = tg FB • cos e tg FC = tg FC • cos e u. S. w.



Setzt man FA = AB = AC ... = c

FA1 = w 1 ; A’B’ = w2 ; B’C = wa ... wn so hat man

	
	
w । = tg c • cos e


	
W2 = Qg 2c — tg c) • cos e ic^ = (tg 3c — tg 2c) • cos e





Wa = [tg (nc) — tg (n ~ 1)c)] cus e Nun ist

folglich
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, „    . o sin c tg 3c — tq 2c =---—-cos 3c • cos 2c tg nc - tg{n- 1) c = hieraus w 1 = tg c • cos e sin c cos e —------— WD, cos 3c cos 2c cos e —---w 3 cos 4c


cos (n— 2)c

wn = ------------ ic;i-1 cos nc

Wendet man die Formel an:

cos («+A) = cos a cos B — sin « • sin B schreibt in die Formein fur w, ; w, ; w3 ... w/t von M3 an bis wn fur « nach und nach die Werthe c, 2c, 3c,...(n —2)c fur B immer den Werth 2c und dividirt




den




203 —




----—   ——---10 9

cos 2c —sin 2c tg c

1




W4 —




W05 —



jedesmal Zahler und Nenner durch Zahler, so erhalt man w 1 = w, 1 W2 =--0W1 cos 2c 1 ----------------.---------------- 203 cos 2c — sin 2c • Ig 2c 1


ces 2c —sin 2c • tg 3c"4



1n — —--.——--->---— IDn-l cos 2c — sin 2c • tg{n — 2)c

Da nun cos ein achter Bruch ist, so ist Wi > w,; in w3 ist der Nenner klei-ner als in w2, daher ist w, >w , und da die Tangenten in alien folgenden Aus-driicken wachsen, die Subtrahenden der Nenner also immer grofser, folglich die Nenner selbst immer kleiner werden, so ist jeder folgende Weg der Sonne im Aequator immer grofser als der in glei-cher Zeit zuvor zuriickgelegte Weg der-selben.

	
	
7.    Wenn also die ad 5 und 6 gedachte mittlere Sonne S' die Ekliptik gleichfor-mig durchlauft, so durchlaufen deren Pro-jectionen den Aequator ungleichformig, und es ist auch diese Sonne zur Zeitbe-stimmung nicht anwendbar. Nur eine eingebildete zweite, eine dritte Sonne S" welche die Ekliptik zwar ungleichformig, aber so durchlauft, dafs deren Projectio-einander folgenden Zeiten gleich weit von einander abstehen, oder was dasselbe ist, eine Sonne S", die den Aequator gleich-formig durchlauft, ist es, welche die Zeit bestimmen kann.


nen auf den Aequator in gleichen auf den Pendeluhren angebenen mittleren







Geht man auf die Formel zu Fig. 295 zuruck

tg FA' = tg FA cos e

so ist fur FA = 90°, tg FA = co folglich auch tg FA’ = co und FA’ = 90°. Im Som-merpunkt also culminirt die mittlere Sonne S' mit deren Projection S" auf den Aequator zu einerlei Zeit. Fur FA' = 180° namlich im Herbstpunkt, wo die mittlere Sonne S' mit deren Projection S" in einerlei Punkt zusammenfallt, und im Winterpunkt {FA’ = FA = 270°) culmini-ren beide eingebildete Sonnen wieder in einerlei Zeit. Auf diese Eigenschaft der Uebereinstimmung beider Sonnen in vier Hauptpunkten griindet sich die Annahme der eben gedachten dritten Sonne S".

	
	
8.    Die Bestimmung der gleichformig erforderlichen Zeit geschieht nun folgen-dermafsen: die wahre Sonne S, welche sichtaar die Ekliptik ungleichformig durchlauft, deren beide von der grofsen Axe AP (Fig. 17, pag. 15) geschiedene Halften PFH und AHP aber in gleichen Zeiten, jede Halfte in einem halben Jahre zu-riickgelegt werden, giebt in dem Lauf von P uber F, A, H bis wieder zu Pdie Zeit des Jahres an. Die erste mittlere in der Ekliptik gleichformig sich bewe-gende Sonne S' trifft mit der wahren Sonne S in den Absiden P und A zu-sammen, in alien anderen Punkten ste-hen beide auseinander. Die dritte, die zweite mittlere Sonne S", welche die gleichformige, die mittlere Zeit bestimmt, bewegt sich im Aequator gleichformig, trifft mit der zweiten Sonne S' in den Nachtgleichenpunkten F und H zusam-men, und in den Wendepunkten a und b (Fig. 17), dem Sommerpunkt und dem Winterpunkt culminiren sie beide in einerlei Zeit.





Hierbei ist noch festzuhalten, dafs die Punkte F, a, H, b jahrlich um 50,1 Bo-gensecunden von Ost nach West der Erde entgegenrucken, so dafs Friihlings- und Herbstpunkt von der kleinen Axe, und Sommer- und Winterpunkt von der grofsen Axe der Ekliptik immer mehr sich entfernen.

Die um ein Geringes aber wahrend des Jahres veranderlich im Abstande verschie-denen Orte der sichtbaren Sonne S von der eingebildeten dritten Sonne S'' ver-anlassen den Unterschied zwischen der von den Sonnenuhren richtig angegebe-nen wahren Sonnenzeit und der von

Sonnenzeit. Diese Unterschiede sind fiir das ganze Jahr in jedem Hauskalen-der tabellarisch geordnet aufgefuhrt.

	
	
9.    Die astronomische mittlere Zeit, das Sonnenjahr zu 365,242255 ganz gleichen Tagen zu 24 Stunden ist also unsre Uhr-zeit. Das burgerliche Jahr kann aber nur gauze Tage haben: bekanntlich hat das Gemeinjahr 365 Tage, der Decimalbruch wird zunachst ausgeglichen, dafs alle vier Jahr ein Jahr (Schaltjahr) von 366 Tagen eingeschaltet wird; da aber der Decimalbruch kleiner als 4 ist, so geschieht eine fernere Ausgleichung dadurch, dafs man alle 100 Jahre ein Schaltjahr wiederum in ein Gemeinjahr von 365 Tagen um-wandelt.





Diese Einrichtung macht den bekann-ten Kalender aus, dessen Richtigkeit wir allein der in ihren Erkenntnissen soweit gediehenen astronomischen Wissenschaft verdanken. Der Art.: Kalender, der auf den vorstehenden Aufsatz sich griin-det, wird auch kurz das Historische der mathematischen Chronologie enthalten und erhellen, dafs die Unrichtigkeit und oft erforderlich gewesene Aenderung der Zeit-rechnung in noch zu mangelhaften Stand-punkten der Sternkunde ihren Grund hatte.

Chronometer (zoovos die Zeit, nt-rtiup messen) Zeitmesser. Die Zeit ist ein einfacher Begriff wie der Raum, sie ist daher nicht zu definiren, denn diejenigen Definitionen, welche die Philosophie da-von giebt, passen auch auf andere Dinge. Man hat ein Bild von der Zeit, wenn man sich eine gerade Linie vorstellt; nach einer Richtung, der Vergangenheit hin, unabsehbar, an deren Ende der uns un-bekannte Anfang liegt; oder vielmehr, da solcher Anfang ganz undenkbar ist, nach der Vergangenheit hin unendlich. Der Endpunkt der geraden Linie ist die Ge-genwart, welche mit jedem folgenden Au-genblick wieder in die Vergangenheit tritt, so dafs dieser Gegenwartspunkt eine ste-tige Bewegung macht, und die Linie ver-langert; die jedem Zeitaugenblick zu-gehorenden verschiedenen Begebenheiten konnen in rechtwinkligen Ordinaten ver-zeichnet gedacht werden.

Die in dem vor. Art. erklarte Sternzeit und die mittlere Sonnenzeit mufs in deren Theilen: Tag, Stunde, Minute, Se-cunde in jedem Augenblick angegeben werden konnen, wenn jene fiir die Astro-nomie, diese fiir das burgerliche Leben von Nutzen sein soil. Da der zu mes-sende Gegenstand in stetiger Bewegung ist, so kann ein Maafsstab nicht angelegt werden wie bei einer ruhenden Raum-grofse: das Maafs mufs selbst beweglich sein; Bewegung erfolgt aber nur mittelst einwirkender Kraft; eine solche ist an jedem Ort der Erdoberflache und in jedem Zeitaugenblick unmittelbar in der Schwer-kraft gegeben; und in der That sind die altesten 0. auf diese Kraft in den Was-seruhren und Sanduhren gegrundet, indem Wasser oder Sand durch kleine Oeff-nungen in Gefafse fiel, die so geaicht waren, dafs deren Anfullung in einer bestimmten Zeit geschah. Wenn nun auch kleine Gefafse oder grofse Gefafse mit Theilstrichen Messung von kleinen Zeiten gestatten, so war doch die Abwar-tung dieser 0., damit die Gefafse recht-zeitig ausgegossen und gefiillt wiirden, umstandlich und auch, abgesehen von den Temperatur-Einfliissen, unzuverlassig.

Gegenwartig wird die Schwerkraft auf Gewichte angewendet; das Gewicht wird um eine Schnur befestigt, die um eine Walze geschlungen, diese umdreht, wo-mit zugleich ein Raderwerk in Bewegung gesetzt wird. Bekanntlich fallt ein Gewicht mit jedem folgenden Augenblick Schneller, die Walze wird also mit Be-schleunigung umgedreht, was fur eine gleichmafsig nothwendige Zeitmessung nicht pafst. Erst durch die Entdeckung Galilei’s im 17. Jahrhundert, dafs das Pen-del isochrone Schwingungen macht, und Huygens Anwendung davon zu periodi-schen Hemmungen des fallenden Gewichts ist man zu Gewichts -Chronometern ge-kommen. Es ist aufserst merkwurdig, dafs fiir eine und dieselbe Maschine der menschliche Geist eine und dieselbe Kraft, die Schwerkraft in dem Gewicht als be-wegende Kraft und in dem Pendel als das Entgegengesetzte, als Hemmung der Bewegung wirksam zu sein nbthigt. Die Einrichtung ist folgende:

Es sei a die Walze, um die eine Schnur mehrmals umgewunden ist, an welcher das Gewicht b hangt und die Walze um-zudrehen strebt; mit der Walze a ist ein Stirnrad d verbunden. An der mehr ober-halb befindlichen Axe c, die + der Wal-zenaxe liegt, ist ein Pendel ce aufgehangt, welches zur Seite der Walze Oscillationen macht, und mit der Pendelaxe ist der Winkel fcg fest verbunden. Dieser en-digt in 2 Haken, welche abwechseind in die Radzahne greifen, der Haken g, wie gezeichnet, wenn das Pendel seine wei-teste Lage links hat und der Haken f, wenn das Pendel am weitesten rechts ausschlagt.

Wahrend namlich das Mittel der Pen-dellinse aus e nach e‘ schwingt, lost der Haken g von links nach rechts aus dem


Fig. 296.
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Zahn sich aus, und der Haken f dreht sich, nachdem das nun frei wirkende Ge-wicht b um eine kleine Lange gefallen ist, und die Walze so viel nach rechts umgedreht hat, zwischen die Zahne i und h

[image: ]



Da das Pendel seine Schwingungen in glei-chen Zeiten macht, so wird auch immer in gleichen Zeitabstan -den ein Zahn ausge-lost, und ein Zahn er-griffen, und die Welle in gleichen Zeitab -standen gedreht und in Ruhe versetzt, das Gewicht b fallt also, wenn ein Zahn ausgelost ist, immer nur wahrend einerlei Zeit, und da das Fallen immer von der Ruhe aus stattfindet, immer nur um einerlei Weg, den zugleich der Walzenumfang in einem Bogen zu-riicklegt. Steht nun mit der gleichmafsig sich umdrehenden Welle ein Raderwerk in Verbindung, welches auf Zeiger wirkt, die Stunden, Minuten und Secunden an-geben, so hat man in der obigen Maschine ein C.

Es ist noch zu erwahnen, dafs das Pen-del durch die Reibung der Axenzapfen in den Lagern und die Luftwiderstande nach und nach zum Stillstand kommen wiirde, weshalb demselben immer ein kleiner Impuls von Neuem gegeben werden mufs, der die gedachten Widerstande je-desmal aufhebt, und es wird dies auf verschiedene Weise bewirkt. Nach Fig. 296 und 297 geschieht dies dadurch, dafs wenn der Winkelarm g nach der Richtung des Pfeils km auslosend sich dreht, und den Zahn bei seinem Bestreben zur Be-wegung nach dem Pfeil hn vermoge des Gewichts b schon in die gezeichnete Lage (Fig. 297) hat kommen lassen, der Zahn h den Arm g bei dessen Bewegung nach km um den Drehpunkt c langs dessen schrager Flache kl schiebend und hebend unterstutzt. Ein Gleiches geschieht bei dem Arm f wahrend dessen Auslosung.

Ein zweites 0. wird noch construirt, da; Taschenchronometer, wo man statt der Schwerkraft die Elasticitat einer gespannten Stahlfeder als bewegende Kraft anwendet, und deren Wirkung anstatt durch das Pendel durch die sogenannte Unruhe; einen mit Spiralfeder versehenen Schwungring gehemmt wird.

Es sei a eine hohle um die mittlere Spindel drehbare Trommel; an der Spin-del ist eine Stahlfeder befestigt, diese meh-rere Male, als hier gezeichnet, umwunden und mit dem anderen Ende in b gegen die innere Trommelwandung genietet. Mit

Fig. 298.
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dem Druck dieses aufseren Endes der Feder gegen die Trommel zu deren Um-drehung ist die bewegende Kraft des C. hergestellt. Bei den bekannten Spindel-uhren ist um die aufsere etwas hohe Trommel eine Stahlkette gewickelt, und diese uber die Schneckentrommel geleitet, welche durch den Zug der Kette umgedreht wird. Bei den Cylinder- und An-keruhren ist diese Kette nicht vorhanden, und dafiir einfacher auf eine der beiden Trommelebenen ein Stirnrad gelegt, welches die Bewegung fortpflanzt. Zuerst ist die Feder am gespanntesten, die Be-wegung wurde also anfangs am schnell-sten geschehen, und nach und nach im-mer langsamer werden, daher ist auch hier eine regulirende Hemmung noting.

Diese Hemmung besteht darin, dafs die letzte Welle a des Raderwerks mit einem Steigrade b versehen ist, in dessen Zahne

Fig. 299.
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wechselsweise die Flugel d, e der senk-rechten Spindel e eingreifen. An das obere Ende der Spindel ist der metallene Schwungring f, die Unruhe, mit Armen befestigt, und eine feine Spiralfeder g mit einem Ende an dessen Nabe genietet und mit dem anderen Ende durch einen Stiff h gesteckt, der mit dem Gehauseboden verschiebbar befestigt ist.

Wenn die Betriebsfeder (Fig. 298) mit-telst des Raderwerks die Welle a mit dem Steigrade b nach der Pfeilrichtung umdreht, so trifft ein unterer Sperrzahn den Flugel d, wodurch die Spindel c mit der Unruhe f nach deren Pfeilrichtung sich bewegt und zugleich den Flugel e, der einen rechten Winkel mit dem Flu-gel d bildet, zwischen zwei obere Zahne des Steigrades einfuhrt, und die weitere Bewegung des Steigrades hemmt. Durch die Drehung der Unruhe wird nun die Spirale g zusammengezogen, und wenn die Unruhe einen Bogen von etwa 90 ° zuruckgelegt hat, ist die Spannung der Feder g so grofs, dafs sie die Kraft der Hauptbetriebsfeder (Fig. 298) fibertrifft. Hierdurch bleibt die Unruhe nicht allein stehen, sondern sie wird gezwungen, nach entgegengesetzter Richtung umzulaufen. wobei sie fur die Beschreibung eines hin reichend grofsenBogens durch dieSchwung-kraft ihrer verhaltnifsmafsig grofsen Masse unterstutzt wird. Mit dieser Bewegung lafst der Flugel e den Zahn los und der Flugel d dreht sich vor den folgenden unteren Zahn, den er hemmt, der ihn aber durch den von der Hauptbetriebsfeder empfangenden Druck wieder zu-rfickschiebt, und die Unruhe wiederum zur entgegengesetzten Drehung veranlafst; und so geht das abwechselnde Spiel der Hemmung wahrend des Ganges des 0. von Statten.

Wie bei dem Gewichts - Chronometer Bewegung und Hemmung vermoge der Schwerkraft geschieht, so hier beides durch Elasticitat von Federn.

Mit den Hemmungen sind zugleich die Regulirungen der G. verbunden. Je lan-gereinPendelist, desto langsamer schwingt es, desto weniger oft in einerlei Zeit ge-schehen die einzelnen Hemmungen und die einzelnen gleich grofsen Fortriickun-gen der Walze, des Raderwerks und der Zeiger. Dasselbe ist mit der Spiralfeder g, Fig. 299 der Fall: je linger sie ist, desto grofsere Bogen beschreibt die Unruhe, und desto langsamer geschehen die einzelnen Hemmungen des Steigrades. Geht also ein C. nach, so mufs das Pen-del oder der schwingende Theil der Feder verkiirzt werden; geht das C. vor, so sind beide zu verlangern.

Zu diesem Zweck befindet sich unter der Pendellinse, Fig. 296, die Schrauben-mutter 0, mit welcher die Linse und mit dieser der Schwerpunkt des Pendels auf-und niedergeschraubt, also das Pendel verkiirzt oder verlangert werden kann. Beim Taschenchronometer geschieht die Langen-Aenderung der Spirale mit dem Uhrschliissel durch den Mittelstift der Stellscheibe, mit welcher die Klemme h vor- und zuruckgeschoben werden kann.

Mit diesem Aufsatz hat nur das Grund-princip bei Construction des C. gegeben werden sollen, ein Weiteres im Art.: Compensation.

Circularbewegung s. v. w. Centralbe-wegung s. Bewegung No. 2.

Circummeridianhohen sind die nahe dem Meridian genommenen Hohen eines Gestirns. Aus den beobachteten gleich grofsen Hohen des Gestirns vor und nach dessen Culmination und dem genau ge-messenen Abstand der Zeit zwischen bei-den Beobachtungen findet man in dem Mittel dieser Zeit den Zeitpunkt, in wel-chem der Durchgang des Gestirns durch den Meridian des Orts stattgefunden hat.

Circumpolarsterne sind dem Wortlaut nach alle Gestirne, denn alle scheinen um die Pole sich zu drehen. Man be-zeichnet aber damit diejenigen Fixsterne die dem Beobachtungsort nie untergehen, indem sie dem Pole so nahe sind, dafs deren untere Culmination noch fiber dem Horizont des Beobachtungsortes statt-findet.

Orte im Aequator haben keine C.; fur die Erdpole ist jeder zu derselben Him-melshalbkugel gehorende Stern ein C. Je naher ein Ort dem Pole liegt, desto mehr C. hat er aufzuweisen, weil sein Horizont einen um so grofseren Winkel mit dem Pole bildet, eine um so grofsere Pol-hohe hat.

Der dem Nordpol zunachst stehende Fixstern ist der Polarstern, er befindet sich gegenwartig 1° 35' vom Pol entfernt, fur Orte im Aequator culminirt er also in einer Hohe von 1° 35', und geht eben so tief unter; fur Orte von 2x1° 35' = 3° 10' nordliche geographische Breite ist er der einzige C., und zwar tangirt er bei seinem unteren Durchgang durch den Meridian den Horizont.

Die C. sind fur die Astronomie und die Geographie von grofster Wichtigkeit, denn man erfahrt durch sie die Polhohe oder geographische Breite des Beobach-tungsorts, indem man die Hohen, deren oberen und deren unteren Culmination beobachtet, und von beiden Hohen das Mittel nimmt, welches die Polhohe an-giebt. Ferner findet man durch die C. die richtige Mittagslinie des Orts; denn die Zeit zwischen der oberen und der unteren Culmination eines C. betragt genau die Halfte der Zeit, in welcher eine obere oder eine untere Culmination zum zwei-tenmal wiederkehrt (der Sterntag), so dafs danach die Linie des Beobachtungs-Instru-ments mittelst mehrerer Beobachtungen rectificirt werden kann.

Wenn namlich zwischen der oberen und der unteren Culmination eine grofsere Zeit liegt als zwischen der eben gedach-ten unteren und der zunachst folgenden oberen Culmination, so hat die lothrechte Ebene der Axe des Instruments zuerst mehr als den Halbkreis der Bahn des C. abgeschnitten, die Ebene ist nicht nach dem Pol, sondern nach rechts von dem-selben gerichtet, und das Instrument mufs so weit nach links gewendet werden, dafs die senkrechte Axenebene auf den Pol trifft, und die Axe die Mittagslinie angiebt.

Coefficient ist in der niederen Arith-metik die bekannte Zahl als Factor vor der Unbekannten: in ax, by2 z. B. sind a, b als Factoren der Unbekannten x, y2 deren C. Bei Unbekannten ohne bekann-ten Factor, wie z, x3, ist der C. = 1. In der Analysis sind C. die unveranderlichen bekannten oderunbekannten Grofsen, wenn sie Factoren der Veranderlichen sind. Soil \a2 + x2, wo a constant, x veranderlich ist, in eine Reihe nach fortlaufenden Po-tenzen von x entwickelt werden so setzt man

]/a2 + x2 = A + Ba + Cx2 + Dx3 + .. wo A, B, C, D... unbekannte noch zu bestimmende von a unabhangige also un veranderliche Grofsen sind; sie heifsen unbestimmte Coefficienten, und auch A gehort dazu, indem man A mit x° = 1 multiplicirt denkt.

Cofunctionen sind in der Trigonometric die Functionen der Complementswinkel, also der Cosinus, die Cotangente, die Co-secante und der Cosinus versus.

Coharenz ist die Kraft, mit welcher die gleichartigen Massentheilchen einander sich anziehen, und dadurch zu dem Kor-per sich gestalten (s. Adharenz und den folgenden Art.).

Cohasion, die Wirkung der Coharenz (vergl. Affinitat, Anziehung und Atom). Die Naturphilosophen haben sich viel mit den Ursachen der C. beschaftigt und Hy-pothesen dafur aufgestellt. Diese sind hier nicht so nothwendig, als fur Erschei-nungen, deren Gesetze zu erforschen von der grofsten Wichtigkeit ist; als: die Be-wegung der Weltkorper, die Wirkungen der Electricitat u. s. w., deren Gesetze nicht eher aufzufinden waren, als bis man Hypothesen zu Grunde legte, die mit den Erscheinungen ubereinstimmend sich all-gemein bewahrten, ohne dafs wir dennoch wissen, ob sie richtig sind.

Man nimmt an, dafs die C. eine gleiche Ursach mit der Attraction habe, und auch dafs beide Naturkrafte verschieden seien. Ersteres ist mir deshalb wahrscheinlicher, weil ich annehme, dafs der Schopfer zu seinen Zwecken die moglichst einfachen Mittel anwendet. Die Grade der Attraction (s. d.), der Anziehung in der Feme werden bestimmt durch die Grofse der Masse in directem, und durch die Quadrate deren Entfernungen in indirectem Verhalt-nifs. Wollte man nun annehmen, dafs die Atome, welche durch die C. zu einem Korper sich gestalten, in unmittelbarer Beriihrung, also in der Entfernung = Null sich befanden, so wurde die Grofse der Anziehung uberall unendlich grofs sein, alle Korper wiirden also einerlei Festig-keit haben.

Die nicht hoch genug zu schatzende Atomentheorie (s. Atom und die diesem folg. Art.) hebt Annahme und Schlufs auf: die Atome beriihren sich nicht; sie ziehen sie an bis zu einer Entfernung, in der sie von einander verbleiben, die in Verhaltnifs zu der Kleinheit ihrer Masse vielleicht sehr bedeutend ist und die, Vernunftschlussen nach, abhangig ist von der jedem Stoff eigenthumlich zukom-

	
0. zur Erscheinung, weil alle Theile des Korpers einerlei Geschwindigkeit haben. Der Regen fallt in Tropfen, je kleiner diese sind, desto kugeliger sind sie; je grbfser, desto mehr Geschwindigkeit hat fortdauernd der untere Theil des Trop-fens gegen den oberen, der Tropfen ist also in senkrechter Richtung langlich. Grofsere Massen fallen in noch langeren Formen, in Stromen.



Plateau hat auch bei einer grofseren Masse Fliissigkeit die 0. von der Schwere zu isoliren gelehrt: Oel in ein Gefafs ge-gossen, fliefst uber den Boden, bis es eine horizontale Oberflache angenommen hat. Wasser daruber gegossen, durchdringt das Oel, dieses steigt in die Hohe, und lagert sich auf die Oberflache des Wassers. Denn die Schwere iibt auf jedes Massenelement gleich grofsen Einflufs, in jedem Molekiil Wasser ist aber mehr Masse als in dem gleich grofsen Molekiil Oel (Wasser ist schwerer als Oel), folglich ist die Wir-kung der Schwere auf das Wasser grofser als auf das Oel.

Uebergiefst man dagegen das Oel mit Weingeist, so bleibt dieser uber dem Oel, weil er leichter als Oel ist. Tropft man nun nach und nach Wasser in den Weingeist, so entsteht eine immer schwerere Mischung; diese kann der Schwere des Oels beliebig nahe gebracht werden, sie erhalt also mit dem Oel immer naher einerlei Fallbestreben; d. h. das Oel wird immer weniger von der Schwerkraft der Erde afficirt, folglich wird die 0. des Oelkorpers immer unabhangiger von der Schwerkraft, immer selbststandiger, und sie macht sich dadurch geltend, dafs sie den Oelkorper hebt, und ihn nach und nach zu einer Kugel gestaltet.

Man kann hierbei die C. durch Centrifugalkraft zum Theil wieder aufheben, indem man durch die Oelkugel einen Draht mit Scheibe fuhrt, und diesen umdreht, wodurch die Kugel in Rotation versetzt wird, und sich oben und unten abplattet; bei vermehrter Schnelligkeit der Scheibe lost sich ein Ring von der Oelkugel ab, der ebenfalls rotirt, wie der Ring des Saturns.


Cohasionskraft ist Coharenz.

Collective Grofse od. discrete Grofse (colligere sammlen, discernere unterschei-den, zertheilen) s. v. w. Zahl. Fur die erste Bezeichnung ist die Einheit, fur die zweite die Ganzheit zu Grunde gelegt: der erste Name besagt eine Grofse, die aus Einheiten zusammengelesen oder auf-gesammlet wird; der zweite Name eine Grofse, die in Einheiten zu unterscheiden,


menden Grofse einer als abstofsende Kraft wirkenden Warme-Atmosphare, die jedes einzelne Atom umgiebt.

Diese verschiedenen Abstande der Atome in Korpern verschiedenen Stoffs machen die verschiedenen Festigkeiten der Korper aus. Korper, um deren Atome nur ge-ringe Warme-Atmospharen sich befinden, sind fest, wie Eisen, Stein; wird ihnen eine grofsere Warmemenge zugefiihrt, so nimmt diese die um die Atome befindli-chen leeren Raume ein, diese erweitern sich, wahrend die Atome selbst unveran-dert bleiben; die Atome werden ausein-andergeriickt, die Festigkeit des Korpers wird vermindert, er wird weich, spater fliissig und luftformig. Eisen bedarf einer bedeutend grofseren Menge Warme um fliissig zu werden, als Zink; da nun die Atomgewichte beider Stoffe etwa wie 7:8 und deren Atomvolum (Atom + leerer Raum) etwa wie 5 :6 sich verhalten, so kann man sich vorstellen, dafs die Atome selbst beim Eisen von grofserem Umfang als beim Zink sind, so dafs die Eisenatome naher an einander liegen, als die Zink-atome, was auch mit dem Verhaltnifs der Festigkeit beider Stoffe ubereinstimmt, und dafs mithin fur das Eisen eine bedeutend grofsere Warme erforderlich ist, als fur das Zink, um in beiden Stoffen die Atome um gleich viel auseinander zu bringen, d. h. um beide Stoffe in den Zu-stand einerlei Festigkeit, in den Zustand der Fliissigkeit zu bringen.

Von der Grofse der C. sind die Aggre-gat-Zustande (s. d.) der Korper abhangig. Korper sind fest, t ropfb ar - fl ussig und luftformig; zwischen den ersten beiden Hauptzustanden noch ein mittle-rer, der weiche, mufsige; zwischen beiden letzten ein mittlerer, wie der Wrasen, der beim Kochen von Wasser, oder der Was-serrauch, der uns in der Atmosphare als Wolke erscheint.

Die luftformigen Korper haben nicht abstofsende Kraft in den materiellen Thei-len, sondern, da sie in einem zusammen-geprefsten Zustande sich befinden, nur das Bestreben, sich in die dem Gase eigen-thiimliche uns unbekannte geringere Dich-tigkeit zu versetzen, was ihre Expansibi-litat ausmacht. Bei einer permanent ab-stofsenden Kraft der Theile mufste die Atmosphare das ganze Weltall ausfullen.

Das Zerfliefsen der tropfbar fliissigen Korper liegt darin, dafs ihre 0. von der Schwerkraft unsres Erdkorpers uberwun-den wird; daher auch das langsamere Zerfliefsen dickfliissiger Korper von grofse-rer C. Beim freien Fall flussiger Korper von geringem Volum dagegen kommt die



zu zertheilen ist. Beiden Bezeichnungen gegenuber steht die continuirliche oder concrete Grofse, welche die Grofse im Raum ist.

Collectivglas ist jedes Glas, welches die Lichtstrahlen sammlet und in einen Punkt vereinigt, also jedes auf einer oder beiden Oberflachen convexe Glas (vergl. Brennglas 5). Man versteht unter C. aber auch besonders das in einem zusammen-gesetzten Mikroskop befindliche Zwischen-glas, welches die durch das Objectivglas convergirenden Strahlen noch mehr con-vergirt, um das von dem Objectiv her-vorgebrachte Luftbild zu verkleinern, in seinen Umrissen scharfer zu erhalten, das Gesichtsfeld des Oculars zu vergrofsern, und die nachtheilige Farbenzerstreuung aufzuheben.

Collimation (collimare oder collineare nach gerader Linie richten, zielen) be-deutet das Zusammenfallen zweier Rich-tungslinien, namlich der wirklichen Linie zwischen dem Auge und dem Object mit der Linie, in welcher man nach demsel-ben Objecte zielt (visirt); und zwar bei einem Winkel-Instrument das Zusammenfallen der Visirlinie mit dem von der Al-hidade bezeichneten richtigen Kreistheil des Limbus. Findet diese C. nicht statt, so wird der gemessene Winkel unrichtig abgelesen: das Instrument hat einen Col-limationsfehler.

Collimationsfehler, ein Fehler aus Mangel der Collimation bei einem Winkel-instrument. Wenn bei Messung eines Winkels beide Schenkel einzeln visirt werden, so heben sich beide C. einander auf. Wenn aber nur ein Schenkel visirt wird, indem der Nullpunkt des Instruments auf eine Reihe von Beobachtungen fixirt ist, entweder in der vertikalen (nach dem Zenith), oder in der Horizontalebene, z. B. in der Mittagslinie, dann kann der Nullpunkt aus seiner festgestellten Lage ge-riickt sein, und es ist die Messung auf einen C. zu untersuchen. Es geschieht dies durch Repi tition (vergl. Borda’-scher Kreis S. 394).

Es sei AC die Axe des Instruments,
[image: ]

A der Nullpunkt, CD die Visirlinie nach einem Stern. Vermuthet man, dafs Bo gen AD in Folge eines C nicht genau angegeben wird, so dreht man das Instrument um, wo dann CD in CD' fallt. Fixirt man in dieser Lage das Instrument, dreht das Fernrohr aus der Linie CD' wieder in die Visirlinie, und diese fallt in d, so dafs Ad < AD', so ist offen-bar nicht AC die richtige Verticale, son-dern aC in derjenigen Richtung, dafs D’a = da-, Bogen AD’— AD als Zenith-distanz des Sterns ist also unrichtig abgelesen: sie ist

dD’ _ Ad A-AD

2  2

Collimationslinie, die in den beiden vor. Art. angefuhrte Visirlinie.

Combination (Arithm.) ist die Zusam-menstellung einer Anzahl aus mehreren gegebenen gleichartigen Grofsen, welche hier Elemente genannt und in der Regel durch Buchstaben, auch wohl durch Ziffern ausgedruckt werden.

Es seien

	
	
a, b, c, d, e .... die gegebenen Elemente, so sind





a, ab, cba, dacb, abced .... aa, aaa, abab, aabbbc ....

Combinationen. Bei den C. der ersten Reihe sind alle Elemente von einander verschieden, diese C. heifsen C. ohne Wiederholung; bei den C. der zwei-ten Reihe kommen einzelne Elemente mehrere Male vor, diese C heifsen C. mit Wiederholung, und es konnen die gleichen Elemente wie Potenzen geschrie-ben werden: also a2 = aa-, a3 = aaa-, a^b2 = aabb = abab u. s. w. Die Anzahl der leichen Elemente heifst der Wieder-olungsexponent.

Die C. werden nach der Anzahl der combinirten Elemente, welche der Exponent der C. heifst, in Klassen ge-theilt. Ein einzelnes der gegebenen Elemente ist eigentlich keine C., sie heifst jedoch C. der ersten Klasse. Union, wie a, b, c, d..., ihr Exponent ist = 1. Eine C. von 2 Elementen {ab, bb, cd ...) heifst C. der zweiten Klasse, Binion, deren Exponent ist = 2. Eine C. von 3 Elementen {aaa, abc, ...) heifst Ternion, eine C. von 4 Elementen Quaternion, von 5 Elementen Quinion, von 6 Elementen S e n i o n u. s. w.

Eine C. heifst geordnet, wenn die Buchstaben in der Ordnung des Alphabets einander folgen; abed, aabb, abcc sind geordnete; bac, dacb . .. unge-ordnete C. Eben so wird die Zusam-menstellung sammtlicher 0. aus gegebe-nen Elementen lexicographisch geordnet.

	
C. die mit dem erten Buchstaben (a) anfangen, heifsen C. der ersten Ordnung. aa, ab, ac. .. sind C. der 2ten Classe erster Ordnung; bbb, bbc, bcc, bed... sind C. der 3. Classe zweiter Ordn. u.s. w.


	
C. heifsen ahnlich oder einerlei Gat-tung, wenn sie in der Anzahl der Ele-mente und der Wiederholungen uberein-stimmen, wie aaa, bbb-, oder abc, bed-oder aabc, bbcd u. s. w.



	
	
2.    Combinationen ohne Wiederholungen.





So viele Elemente gegeben sind, so viele Klassen von C. sind moglich.

	
	
	
1    Element = a.





	
C. 1. Kl. = a.



	
	
	
	
2 Elemente = a, b.



	
C.    1. KL: a- b.


	
C.    2. „ ab.


	
3 Elemente = a, b, c.



	
C.    1. Kl.: a- b-, c.


	
C.    2. „ ab, ac-, be.


	
C.    3. KL: abc.


	
4 Elemente = a, b, c, d.



	
C.    1. KL: a- b- c- d.


	
C.    2. „ ab, ac, ad-, be, bd', cd.


	
C.    3. „   abc, abd-, bed.


	
C.    4. „   abed.



	
5 Elemente = a, b, c, d, e.



	
C.    1. KL: a-, b- c- d-, e.


	
C.    2. „ ab, ac, ad, ae- be, bd, be- cd, ce; de.


	
C.    3. „ abc, abd, abc, acd, ace, ade-, bed, bce, bde-, ede.


	
C.    4. „ abed, abce, abde, acde- bede. C. 5. „ abede.



Die Bildung sammtlicher C. aus meh-reren Elementen geht aus den vorstehen-den C. hervor. Bei n Elementen hat die iste Klasse n C., die n Klasse eine C. Um die Anzahl der C. bei gegebenen n Elementen fur die iibrigen Klassen in For-mein auszudrucken, hat man folgende Betrachtung fur die einfachste Ermitte-lungsweise :

Verbindet man jede der n Unionen mit je-dem der ubrigen (n — 1) Elemente, so er-halt man n(n — 1) Binionen ; in diesen ist nun jede Binion zweimal vorhanden, als: ab, ba- bd, db u. s. w.; mithin gehort zur 2ten Klasse nur die Halfte sammtlicher Binionen, namlich

	
	
2 n (n — 1)





Verbindet man fur die dritte Klasse jede dieser } n(n-1) Binionen mit jedem der iibrigen (n —2) Elemente, so erhalt man 4 n(n-1)(n— 2) Ternionen ; allein jede derselben ist 3mal vorhanden, als: {ab~)c,

{ac^b, (bc}a u. s. w. ; mithin ist die Anzahl der C. der dritten Klasse =

}• ^n(n — 1)(n - 2).

Verbindet man fur die 4te Klasse jede dieser Ternionen mit jedem der iibrigen (n — 3) Elemente, so erhalt man

$ n(n — 1) (n — 2) (n — 3) Quaternionen in diesen sind aber alle C 4mal vorhanden, z. B. (^abc)d, {abd^c, (acd)b, (bcd)a, und folglich gehoren zur 4ten Klasse nur

	
	
	
4-    3 -^n^n- 1)(n-2)(n-3) C.







So fortgefahren, findet man fur die mte Klasse

	
	
	
	
1    •} • 1 • • • , n (n — 1) (n ~ 2) • • • (n — m + 1)









Die Anzahl der C. ohne Wiederholungen fur n Elemente hat man demnach fur die 1. Klasse =

^n-(n~l)

" " " 71.2

3     _n(n-1)(n-2)

”.”.*   ”    1 . 9 . 3

_n(n— 1) (n- 2) (n 4 3) » "        " “1.2 • 3 • 4

_n(n—1)(n-2)...(n—m+1) ” ”           .2.3 ...

Beispiele. 1. Wenn man aus einem Dominospiel (von 0 bis 6) von 28 Steinen 6 Steine zum Spiel zu ziehen hat, so kann 28-27-26-25. 24-23 man ——..        = 376740 ver-

	
	
	
	
	
1    • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 schieden zusammengesetzte Steine er-halten.











	
2.    Jeder der 3 L’hombrespieler erhalt aus dem Spiel von 40 Karten 9 Karten, 13 Karten bleiben als Talon. Jeder Spieler kann also



40-39-38-37. 36-35. 34-33-32

12.3.4.5.6.7.8.9

= 273 438880 verschiedene Spiele erhalten, und der Talon kann aus


1 -2-3



40-39-38 ... 31-30-29-28   ,

10.11.12.13 = 12033 222880 verschieden zusammengesetzten Karten bestehen.

	
3.    Combinationen mit Wiederholungen



	
	
	
1    Elements a.



	
C. 1. Klasse = a.



	
2.   „   = aa.


	
3.   „   = aaa.


	
u.    s. w.



	
	
	
2 Elemente = a, b.



	
C. 1. Klasse = a; b.



	
2.    „    = aa, ab; bb.


	
3.   „   = aaa, aab, abb- bbb.


	
c. 4. Klasse = aaaa, aaab, aabb, abbb; bbbb.



	
u.    s. w.



	
	
3 Elemente : a, b, c.



	
C. 1. Klasse : a; b- c.


	
2.    „ aa, ab, ac- bb, bc, cc.


	
3.   ,     aaa, aab, aac, abb, abc, acc; bbb, bbc, bce, ccc.


	
4.   „    aaaa, aaab, aaac, aabb, aabc, aacc, abbb, abbc, abcc, acce, bbbb, bbbc, bbcc, bcce, cccc.





U. S. w.

Die Anzahl aller Unionen oder C. Ister Klasse bei n Elementen ist = n. Die Anzahl aller C. ohne Wiederholungen 2ter _      . , i — n • (n —     , .

Klasse ist nach No. 2 = -——o— hierzu

n(n—1)(n—2)            .

. + n + n(n — 1) = '

Eben so findet man die Anzahl der Quinionen, der Senionen u. s. w.

Die Anzahl der C. mit Wiederholungen fur n Elemente hat man demnach

n fur die 1. Klasse =1

_ n (n+1)

" ”    "  1. 2

,       _n(n+1) (n+2) 1-2-3

,       _n (n+1) (n+2) (n+3) » » ’ »   ~1 - 2 • 3 • 4

_ n(n+1)(n+2) . ..{n-^m— »  *1.2. 3 ... m

kommen n Verdoppelungen, giebt C. mit Wiederholungen 2ter Klasse =

n(n—1) , n (n+1)

1.2      . 2

Um die Anzahl der Ternionen zu fin-den, hat man die der Ternionen ohne Wiederholung= n(n—1) (" 2) D. h. die

Anzahl der Ternionen von der Form {abc}. Hierzu kommen die Ternionen von der Form (a3) in der Anzahl n und die von der Form {a2b} in der Anzahl n(n— 1), indem n Elemente verdoppelt, mit jedem der ubrigen (n — 1) Elemente verbunden werden. Die Anzahl der Ternionen mit Wiederholungen ist also:

(n2+3n+2) =n nz 1)n±2)

6 .7

Beispiel. Mit 2 Wiirfeln sind 1.9 = 21 verschiedene Wiirfe moglich, mit 3 Wiirfeln 67:8 = 56 Wiirfe.

Rechnet man dagegen die Wiirfe aufser den Paschen doppelt [1, 2 und 2, 1] so werden mit 2 Wiirfeln 62 = 36, mit 3 Wur-feln 63 = 216Wurfe gemacht, indem hier die moglichen 36 Wiirfe zweier Wurfel jeder mit den 6 Augen des 3ten Wiirfels zusammen treffen konnen.

Combination (Kryst.) zusammenge-setzte Form, ist die Vereinigung ver-schiedener einfachen Formen zu einem Krystall. Fig. 300 zeigt die C. eines


Fig. 301.
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Hexaeders und Octaeders; die hier vor-herrschende Form des Hexaeders ist punk-tirt vollstandig dargestellt, die dreieckigen Flachen, welche die Ecken des Hexaeders abstumpfen, sind die Octaederflachen; vergrofsert man diese immer mehr, so entsteht aus ihnen das vollstandige Octa-eder und das Hexaeder verschwindet, wie dies Fig. 301 darstellt.


Fig. 302.
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Namlich bei fortdauernder gleichmafsi-ger Verlangerung der Kanten fallen a’b’ und o'n' in die Diagonal ad, die Kanten q's’ und w'y’ in die Diagonale bc, die genannten 4 Kanten schneiden sich in dem Mittelpunkt a, Fig. 301, d. h. sie ver-schwinden als eine Ecke a, Eben so ver-schwinden die Kanten m'k', x’y’, n’p’, h'i' in dem Durchschnittspunkt y der Dia-gonalen dh und bf, die Kanten g'i', u’v’, e'f, WV in dem Durchschnittspunkt J der Diagonalen eh und fg, die Kanten a’c', t'u’, r's', d’e’ in dem Punkt n, die Kanten b'e', g’h’, d'f, w’x’ in dem Punkt s, und die Kanten q'v’, I’m’, o’p', t'v’ in dem Punkt B. Diese 8 Durchschnittspunkte geben die 8 Ecken des neugebildeten Octaeders mit den 8 dreieckigen Flachen ay^, yd^, dqd, nep; ays, yds, dps, yas. Das Octaeder hat die 3 Basen aydy mit den aufseren Ecken B, s; ytyfi mit den aufse-ren Ecken a, 0 und a fids mit den aufseren Ecken y, n.

Man kann sich auch vorstellen, dafs sammtliche 8 Octaederflachen Fig. 300 in ihren Ebenen nach alien Richtungen be-liebig erweitert werden; alsdann schneiden sich die vier bei c, e, f, d befindlichen Flachen in einer uber dem Quadrat cef'd liegenden Ecke, die 4 bei a, b, g, h befindlichen Flachen in einer unter abgh liegenden Ecke, die 4 Flachen bei a, b, c, d in einer vor abed liegenden Ecke u, s. w.

Es entsteht ein Octaeder, welches die vor-herrschenden Hexaederflachen umschliefst.

Eben so kann man durch Fortriickung der Hexaederflachen die Octaederflachen verdrangen. Entweder lafst man die Flache b' s' o' y' bis in die Ebene e’ x’ r’ p’ sich 4= mit sich selbst bewegen, wo sie ein Quadrat ist; die ihre parallele Flache bis in die Ebene d’ h’m’ l’ desgleichen zum Quadrat; die diesen angrenzenden Sei-tenflachen bis in die Ebenen b' f v‘ q’ und g' w’ o' I’; ferner die obere und die untere Flache bis in die Ebenen a’ e’i’y' und s'n'u’ k’ und man erhalt ein Hexaeder, dessen Flachen die Octaederflachen innerhalb beriihren. Oder man verbreitet die Hexaederflachen bis zu den Durchschnittspunkten a, b, c, d, e, f, g, h, wo dann das Hexaeder entsteht, welches dieOctaederflachen umschliefst.

	
	
	
2.    Durch die C. mehrerer einfachen Formen entsteht die combinirte For m; die zu derselben einfachen Form gehorenden Flachen heifsen gleich-n ami g, die Flachen der anderen einfachen Form in Beziehung auf die der ersteren einfachen Form ungleich-namig. Durch Erweiterung gleich-namiger Flachen, bis dahin, dafs die ungleichnamigen Flachen ganzlich ver-drangt werden, entsteht aus der combi-nirten Form eine einfache Form.







Man hat C., in welchen gleichnamige Flachen erweitert, keine vollstandige Form geben, z. B. bei der C. der quadratischen Saule und des Octaeders, Fig. 302 wo die 4 Saulenflachen allein keine vollstandige Form bilden konnen. Solche Flachen heifsen z u s a


mmengehorige Flachen.

Fig. 303.
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Die aufgesetzten 8 Octaederfiachen bilden gehorig verbreitet, ein vollstandiges Oc-taeder. Die Kanten, in welchen die Fla-chen zweier verschiedenen Formen sich schneiden, heifsen Combi nation skan-ten, wie Fig. 300 b'c', in welcher die Octaederflache c’b’a' und die obere Hexa-ederflache sich schneiden. Die Ecken, in welchen die Flachen verschiedener For-men zusammentreffen, heifsen Combi-nation secken, wie b',c’ u. s. w.

Es giebt Krystalle combinirter Form, in welchen die Combinations-Ecken und -Kanten abgestumpft sind; bei den Ecken findet immer eine schiefe, bei den Kanten selten eine gerade Abstumpfung statt.

Combinationsexponent (Arithm.) ist die Anzahl der Elemente in einer Combination (s. d. No. 1).

Commensurable Grbfsen sind solche, die ein gemeinschaftliches Maafs haben, also alle ganze Zahlen, weil diese die Einheit 1 zum Maafs haben, alle Briiche von gleichen Nennern; z. B. ?, 4 haben zum gemeinschaftlichen Maafs die Einheit y. Ferner incommensurable Grofsen, wie 3V5 und 7y5, die V5 zum gemeinschaftlichen Maafs haben. Dagegen sind irra-tionale Zahlen wie V18=3V2 und V10 = V5 • V2 nicht commensurabel , weil de-ren Factoren 3 und V5 kein gemeinschaftliches Maafs haben. Ist das Maafs zweier c. Grofsen nicht die Einheit, so wird es auch gemeinschaftlicher Theiler genannt.

In der Potenz commensurabel heifst bei Euklid commensurabel im Quadrat, als V2, V5 die incommensurabel, aber in den Quadraten (2, 5) commensurabel sind.

Commutation oder Commutationswin-kel s. d. Erklarung in dem Art.: Breite, astronomische. Die C. ist = dem Unter-schied zwischen der heliocentrischen Lange der Erde und der des Planeten.

Compafs ist ein Winkelmefsinstrument, welches sich darauf griindet, dafs eine frei spielende Magnetnadel immer nach dem magnetischen Pol, einem bestimmten Punkt der Erde gerichtet ist, so dafs die Richtungen der Magnetnadel an Orten, von verschiedener geographischer Lange zu deren Pol sich verhalten wie die Me-ridiane zum Nordpol, in dessen Nahe der magnetische Pol liegt.

Die Anwendung des C. zu Vermessun-gen ist in dem Art. Boussole, wie nam-lich der C. der Feldmesser und der Berg-leute heifst, angegeben. Seine wichtigste Anwendung findet bekanntlich der C.in der

Seeschifffahrt, denn bei genauer Kenntnifs der Abweichung der Magnetnadel (s. d.) von dem geographischen Meridian in jedem Ort der Lange und Breite, welche mog-lichst genau ermittelt worden, kann nach bestimmter Richtung gesteuert werden, daher dieser C. auch Schiffscompafs, Steuercompafs heifst.

Die Einrichtung des Schiffscompasses ist von der Boussole nur darin verschie-den, dafs er der Schwankungen des Schiffs wegen frei ^ufgehangt, und dafs die freie Spielung der Nadel durch einschliefsende Flachen gesichert wird. Ferner ist der Rand nicht nur in 360 Grade getheilt, sondern die Nadel ist auch mit der Windrose belegt, einer Scheibe, die in 32 Hau ptwindrichtungen oder St riche ein getheilt ist.

Der Azimuthalcompafs der Schiffer (s. d.) hat keine Windrose, und wird bei jedem beabsichtigten Gebrauch wie die Boussole auf ein Stativ gesetzt. Die eben gedachten speciellen Einrichtungen gehoren in die Technik.

Compensation. Hierunter begreift man die C. oder Aufhebung von Fehlern, die bei dem Pendel durch Verlangerung und Verkurzung der Pendelstange und bei der Unruhe durch Aenderung der Spiralfeder-lange mit der Vermehrung und Vermin-derung der Luftwarme entstehen, und wodurch die Uhr einen unregelmafsigen also unrichtigen Gang hat. Vgl. Chronometer, von dem dieser Art. die Fort-setzung ist.

In dem Art. Ausdehnung, pag. 194 u. 195 hat man bei einer Temperaturande-rung von 0° bis 100° C. die Ausdehnung des Messings durchschnittlich 0,0019; die des Stahls durchschnittlich 0,0012. Die Langenanderungen sind zwischen 0° und 100° von Grad zu Grad ziemlich constant; verbindet man daher Stahlstabe mit Mes-singstaben in dem Langen - Verhaltnifs 19 : 12, wie Fig. 303 angiebt, so wird der Fehler, der aus den Aenderungen der Lufttemperatur entspringt, compensirt.

An dem Aufhangepunkt a ist der horizontale Steg bb befestigt, zu beiden Sei-ten gehen die beiden Stahlstabe be senk-recht herab, an den Stegen cd die Mes-singstabe de in die Hohe, von deren oberen Steg ee die Stahlstabe fg wieder herab, von deren unteren Stegen gh die Messing-stabe hk wieder hinauf, und endlich von deren Steg hit der Eisenstab im mit der Linse m wieder herab.

Bei Temperatur-Aenderungen der Luft verlangern sich die herabgehenden Stabe bc, fg, im nach unten, die hinaufgehen-


Fig. 304.
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den Stabe de und hk nach oben, und deren Verkiirzungen geschehen nach. den entgegengesetzten Richtungen. Die sum-marische Lange des Pendels, welche zur Aenderung kommt, ist mithin:

bc — de + fg — hit + im

Die Aenderung, welche ein Eisenstab von der Lange I zwischen 0° und 100° Tem-peratur-Unterschied erleidet ist 0,0012xl; bei 1° Temperaturanderung = 0,000012 x l und bei t0 Temperatur - Aenderung = 0,000012 x t • I. Bei einem Messingstab sind diese Aenderungen 0,0019xl; 0,000019xl und 0,000019 x t: I.

Soil also fur eine Temperaturanderung t eine vollstandige C. eintreten, so mufs sein:

0,000012 Xt . {bc + fq + hn)

= 0,000019 X (■ {de + hit) oder reducirt:

12 • {bc + fg + lm~) = 19 • {de + hit)

Setzt man nun die Entfernung des Stegs bb von ee = a ,    ,   ee „ kk = y „    »  99 » cc=u des Linsenmittels m von cc = z die Lange bc=l

so ist          de —I — x fg — I — x — u hk = l — x - y — u lm = I — x — y + z

Nun soli also sein:

12 (3— 2x — u— y + z) = 19 (2Z — 2x— y — tt) woraus

14x +7u + ly + 12% = 21

Setzt man die Zwischenraume x = y — u, so hat man

28a + 12z = 2l oder        14x + Gj = I

Fur ein Secundenpendel in Berlin ist am ziemlich genau 3’2" preufs. Nimmt man % = 3 Zoll, die Hohe des Aufhange* punkts a uber dem Steg bb = 3 Zoll, so ist 1 = 3' 2"-6" = 2' 8" = 32"

	
14.c+ 18" = 32" woraus x = 1 Zoll, welcher von der Ober-kante des oberen bis zur Oberkante des unteren Stegs zu nehmen ist.



Aus dieser Berechnung ist zu ersehen, dafs weniger als 3 niedergehende und 2 aufsteigende Stabe nicht genommen wer-den konnen, wenn vollkommene C. eintreten soil, weil die Zwischenraume x, y, u sonst gar nicht stattfinden konnten.

Nimmt man einen Stahl, dessen Aus-dehnungscoefficient = 0,0013 ist (pag. 195 giebt Berthoud 0,001375) so wiirde auch bei der Fig. 303 gezeichneten Construction keine vollkommene C. moglich sein, denn man erhalt aus der Bedingungsgleichung: 13 • {31 — 2x — u—y + z) = 19(2/ — 2x — y — u) entwickelt

I + 12c + Gy + 6w + 13% = 0 welches unmoglich ist.

Fur diesen Fall hatte man also 4 niedergehende und 3 aufsteigende Stabe, erstere von Stahl, letztere von Messing zu construiren.

Die wie hier gezeichnet construirten Pendel heifsen der Gestalt wegen Rost-pendel.


Fig. 305.
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Will man einfachere Pen-delstangen construiren, so mufs man ein Metall statt des Messings nehmen, welches eine starkere Ausdeh-nung hat. Aufser dem Biei, welches seiner Weichheit wegen nicht anzuwenden ist, hat unter alien Metal-len das Zink den grofsten Ausdehnungs - Coefficient, den man nach pag. 196 im Mittel = 0,0030 nehmen kann.

Das einfachste Compen-sationspendel ist wohl Fig. 304: ab und ef sind eiserne Stabe, cd ist ein Zinkstab. Bezeichnet man die Lange af mit I, cd mit h, so hat man die Bedingungsgleichung fir vollstandige C : 12( +h) = 30/* woraus

*=31 3

Fur das Secundenpendel I = 38 Zoll hat man h = 25} Zoll.

	
	
2.    Eine zweite C. geschieht mittelst Quecksilber nach Fig. 305: a ist der Auf-hangepunkt des Pendels, an der eisernen


Fig. 306.
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Stange ab ist der eiserne zu vermehren, und dies geschieht nach Rahmen cdef befestigt und Fig. 306, dafs unabhangig von der Spiraled in diesem befindet sich ein Fig. 298 aufder Oberflache odereinemStege Glas efgh, welches bis ik der Unruhe 2 Metallfedern in a, a befe-mit Quecksilber gefiillt ist. stigt werden, die bei Vermehrung der Nahe derMitte p der Queck- Warme nach dem Mittelpunkt chin sich silberhohe liegt d. Schwin- kriimmen, die an deren Endpunkten be-gungspunkt des Pendels findlichen Gewichte p, p also dem Mit-und die Pendellange ist telpunkt c naher fiihren, und somit das ap = I.                   Tragheitsmoment vermindern, wahrend

Die Ausdehnung des Ei- bei verminderter Warme die Federn vom an. 2.111+ von oben Mittelpunkt c sich entfernen, und das nachunten, die des Queck- Tragheitsmoment vermehren.

silbers von unten nach Die Federn sind namlich aus Flatten oben indem es in dem gewalzt, die aus 2 verschiedenen Metal-Gefafs aufsteigt. Der Aus- len z. B. aus Stahl- und Messing- oder


fk 1174= 1800 A-

2




woraus



dehnungs - Coefficient des Eisens ist im aus Platin- und Goldplatten zusammen-Mittel 0,00117; der des Quecksilbers 0,018; gelothet sind, und wahrend des Walzens mithin hat man fur vollkommene C. bis zur, aufsersten Schwache immer aus 2 verschiedenen Metallblattchen bestehen bleiben. Nun werden Streifen in der er-forderlichen Lange ap in der Art gekriimmt, dafs das Metall der grofseren Ausdehnungs-fahigkeit, also Messing oder Gold die con-vexe Seite, das Metall der geringeren Beim Secundenpendel ist I = 38 Zoll, folg- Ausdehnung, also Stahl oder Platin, aber lich die Hohe fk. des Quecksilbers 4,94 die concave Seite bildet. beinahe 5 Zoll, die Lange von a bis ef Bei vermehrter Luftwarme dehnt sich = 402 Zoll.           .      .               also die convexe Seite der Feder mehr


117

fk = — I = 0,13 • I



Andere Compensationsweisen bei Pen- aus als die concave, und das convex lie-deln, durch Biegung von Federn, durch gende Metall veranlafst damit gewaltsam Hebelwerk werden hier iibergangen. die grofsere Verkrummung der Feder, 3. Die C. bei Taschenchronometern ge- Wahrend bei verminderter Luftwarme das schieht ebenfalls auf verschiedene Weise; convex liegende Metall sich starker zu-das Princip dabei ist ahnlich dem beim sammenzieht als das concav befindliche, Pendel. Die Kraft der Spiraled Fig. 298, unddie Verflachung der Feder hervorbringt. welche die Unruhe in abwechselnde Bin- Eine zweite Compensationsweise geschieht und Herbewegung versetzt, mufs mit dem wie beim Pendel mit Quecksilber und nach Tragheitsmoment des Schwungringes f in demselben Princip der Verminderung oder Vermehrung des Tragheitsmoments wie bei der erst gedachten C. nach Fig. 307. A ist der Steg; E, E sind 2 Capillaritats-rohren, in welchen das Quecksilber bei vermehrter Luftwarme nach dem Mittel-
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einem ganz bestimmten Verhaltnifs sein; bleibt dies constant, so bleiben auch die Schwingungen gleichzeitig. Bei Verlan-gerung und Verkurzung der Spirale g durch Warme-Einflufs wird die Kraft ge-ringer und grosser. Im ersten Fall ist also das Tragheitsmoment des Schwungringes f zu vermindern, im zweiten Fall

punkt der Unruhe hin sich ausdehnt, und deren Tragheitsmoment vermindert, wo-gegen es bei verminderter Luftwarme sich zusammenzieht, von dem Mittelpunkt sich entfernt und das Moment vermehrt.

Man kann diese C. mit der ersteren verbinden, dann sind B, B Compensations-streifen aus 2 Metallen wie Fig. 306, D, D Gewichte, um die primitive C., die hauptsachlichste zu bewirken; F, F Ver-bindungen zwischen B und E, und C Stellschrauben fur die Federn B.

Complement ist Erganzung, namlich eines Theils zu einem Ganzen. Eine Grofse, der man ein C. beilegt, wird also als ein Theil eines Ganzen betrachtet, von dem das C. der erganzende zweite Theil ist. So z. B. versteht man unter C. eines achten Bruchs dessen Erganzung zur Einheit (3 ist das C. von 4). Der Art.: Arithmetisches C. eines Logarith-mus giebt uber dieses C. genauere Auskunft.

C. eines Winkels ist dessen Erganzung zu einem Rechten, das C. eines Kreis-bogens dessen Erganzung zum Quadran-ten, so dafs deren C. positiv und negativ sein konnen: Bogen oder / 30° hat das C. = 60°; Bogen oder A 100° hat das C. = — 10 °. Polhohe und Aequatorhohe sind gegenseitig Complemente. Die Erganzung eines Winkels zu 180°= 2 Rechten und eines Bogens zum Halbkreise heifst Su-pie me nt.

Complex s. v. w. Aggregat, eine aus mehreren Gliedern bestehende (in Theilen durch die Vorzeichen + und — verbundene) Zahlengrofse als: a — y + z.

Complexion. Die Zusammenstellung mehrerer einfacher Zahlengrofsen (Ele-mente), ist also s. v. w. Combination, jedoch mit Ausnahme der Unionen.

Concavglaser, Hohlglaser, sind Glaser mit Oberflachen, welche in Form eines Theils einer hohlen Kugeloberflache aus-geschliffen sind. Sind beide Oberflachen eines Glases hohl, so heifst das Glas concav-concav oder biconcav; eine Anwendung davon s. d. Art.: Brille fur die Ferne. Ist eine der beiden Oberflachen eben, die andere hohl, so heist das Glas planconcav. Ist eine Oberflache erhaben, die andere hohl, so heifst das Glas convex-concav oder concav-convex. Die planconcaven Glaser zer-streuen die Lichtstrahlen, wie die bicon-caven es thun; die Wirkung der convex-concavenGlasers.ini Art.: Brennglas No.5.

Concentrisch heifsen Kreise, die in derselben Ebene liegen, und einerlei Mittelpunkt haben.

Conchoide, Muschellinie, mufs geschrie-ben: Konchoide, von xoyxy, die Muschel.

Concrete Grofse od. continuirliche Grofse S. v. w. Raumgrofse, vgl. collective Grofse.

Concrete Zahl s. v. w. benannte Zahl.

Configurationen sind im Allgemeinen s. v. w. Aspecten (s. d.), im engeren Sinne das jedesmalige Bild, welches ir-gend eine Stellung eines Planeten mit seinen Trabanten wie z. B. Jupiter mit seinen 4 Monden dem Beschauer gewahrt; indem einige der Monde bald in Conjunction, bald in Opposition, andere in Quadraturen, diese verfinstert, jene er-hellt erscheinen. Denkt man sich die Bilder vom Jupiter aus gesehen, so hat man jovicentrische, von der Erde aus geocentrische C.

Confocale Kegelschnitte heifsen Ke-gelschnitte, die einen gemeinschaftlichen Brennpunkt haben. Fig. 188, pag. 296 giebt ein Beispiel von Kreis, Ellipse, Pa-rabel, Hyperbel,die sammtlich confocal sind.

Congruent ist das, was mit einander ubereinstimmt, in der Geometrie, was in Form und Grofse ubereinstimmt. Zwei Raumgrofsen sind congruent (•), wenn beide vollkommen iibereinstimmend sind, so also, dafs eine fur die andere genommen werden kann. In der Planimetrie ist daher auch Congruenz gleichbedeutend mit dem Begriff: Deckung. Z. B. Kreise von gleichen Halbmessern decken sich (sind a), d. h. man kann beide Kreise so auf einander legen, dafs sie mit ihren Umfangen nur einen Umfang bilden.

Die wichtigsten Satze in der Elementar-Geometrie sind die von der Congruenz der Dreiecke (s. d. folg. Art.). In der Stereometrie kann man Congruenz nur dann mit Deckung bezeichnen, wenn man unter dieser die Moglichkeit versteht, die Flachen und die Korper so in einander zu schieben, dafs bei ersteren und bei letzteren die Begrenzungen in alien Punk-ten zusammenfallen.

Wurfel sind 99 wenn sie gleiche Seiten haben, alle Kugeln von gleichen Halb-messern sind 9, normale Cylinder und Kegel sind 9, wenn sie gleiche Grund-kreise und gleiche Hohen haben u. s. w.

Congruenz der Dreiecke. Diese findet naturlich nur statt, wenn jede der 3 Seiten des einen Dreiecks einer der 3 Seiten des anderen gleich ist, und wenn die in beiden Dreiecken gleichliegenden Winkel einzeln einander gleich sind. Wie dies z. B. bei .den Dreiecken ABC und DEF Fig. 153, pag. 263 der Fall ist. Um nun die C. zweier Dreiecke zu erfahren, soil man nicht nothig haben, alle die genann-ten 6 Stiicke der Dreiecke einzeln mit einander zu vergleichen, und die Geometrie lehrt, dafs man nur die Gleichheit dreier Stucke in zweien Dreiecken zu ken-nen noting hat, um daraus die Gleichheit der ubrigen 3 Stiicke und die Congruenz der beiden Dreiecke zu folgern. Wie uberhaupt die Elementargeometrie in ih-ren Lehrsatzen uberall die Aufgabe lost, aus der Beschaffenheit und dem Zusam-menhang einzelner Raumgrbfsen die Beschaffenheit und die Art des Zusammen-hangs anderer mit jenen zusammenhan-genden Raumgrbfsen zu linden.

So viele verschiedene 3 Stiicke nun in 2 Dreiecken als gleich gegeben sein kon-nen, aus welchen die C. der Dreiecke hervorgeht, so viele Satze (Lehrsatze) fiber die C. der Dreiecke giebt es.

Die als gleich zu gebenden 3 Stucke sind nun:

	
	
1.    drei Seiten,


	
2.    zwei Seiten und ein Winkel,


	
3.    eine Seite und zwei Winkel,


	
4.    drei Winkel.





Diese 4 Bestimmungsfalle sind aber nicht alle geeignet, auf die C. der Dreiecke zu schliefsen; unmittelbar ist es nur der erste Fall. Wenn namlich in 2 Dreiecken 3 Seiten des einen den 3 Seiten des an-deren Dreiecks einzeln gleich sind, so sind die Dreiecke 9.

Der zweite Bestimmungsfall: „Zwei Sei-ten und ein Winkel “ schliefst in Bezie-hung auf die Lage des gegebenen Winkels 2 Faile in sich: Entweder der Winkel wird von beiden Seiten eingeschlossen, oder er liegt einer von beiden Seiten ge-genuber. Im ersten Fall sind die Dreiecke 99. Wenn namlich in 2 Dreiecken 2 Seiten des einen zweien Seiten des an-deren Dreiecks einzeln einander gleich sind, und die von beiden Seiten einge-schlossenen Winkel in beiden Dreiecken sind einander gleich, so sind die Dreiecke %.

Der zweite Fall dagegen lafst Dreiecke zu, die nicht 90 sind. Beschreibt man

Fig. 309.
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AB^AD AC^AC

ZC=zC




namlich aus A mit AB'den Kreisbogen BD, zieht AD, so hat man in den beiden verschiedenen, also nicht congruenten Dreiecken ABC und ADC

Dafs in diesem Falle 2 verschiedene Drei ecke moglich sind, liegt offenbar darin, dafs die Seite AB, die dem gegebenen / C gegeniiber liegt, kleiner ist als die gegebene zweite dem Z C anliegende Seite AC. Denn wird im A ABC mit den Seiten AB und AC der / B gegeben, wel-cher der grbfseren Seite AC gegeniiber liegt, so schneidet der Kreisbogen, der aus A mit AC beschrieben wird, die Seite BC erst in deren Verlangerung BE, und es entsteht das ^\ABE, in welchem zwar AB^AB, AE — AC, aber / ABE das Suplement von Z ABC ist, so dafs beide Dreiecke ABC und ABE nicht einerlei Winkel zu Bestimmungsstiicken haben.

Demnach erleidet dieser zweite Fall eine Einschrankung, und 2 Dreiecke sind •, wenn 2 Seiten des einen zweien Seiten des anderen Dreiecks einzeln einander gleich sind, und wenn die der grbfseren von beiden gegebenen Seiten gegenuber-liegenden Winkel einander gleich sind.

Der dritte Bestimmungsfall: „eine Seite und zwei Winkel" bedarf der Einschrankung, dafs die gleichen Winkel einerlei Lage gegen die gegebene Seite haben mussen; die Dreiecke sind also nur dann 9, entweder wenn beide gegebene Winkel der gegebenen Seite anliegen, oder wenn einer derselben der Seite gegenuber liegt, dafs der anliegende Winkel dem anliegenden und der gegenuberliegende Winkel dem gegenuberliegenden in beiden Dreiecken gleich ist. Denn nimmt man in dem A ABC von B aus den Z ABD

= ACB — ct, so hat man in den beiden nicht congruenten Dreiecken ABC u. ABD

AB = AB z CAB =z DAB

A ACB = A ABD

in dem ^ABC ist « der Seite AB ge-geniiberliegend in dem &ABD ist a der Seite AB anliegend.

Der vierte Bestimmungsfall: „Drei Winkel gleich “ giebt nur ahnliche Dreiecke, wie △ ABC c /^abc, in welchen, wenn /\abc nach Abc verlegt wird, bc = BC ist.

Die 3 Bestimmungsstucke, unter wel-
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chen jedesmal congruente Dreiecke her-vorgehen, sind demnach:

	
1.    drei Seiten,


	
2.    zwei Seiten und der von diesen ein-geschlossene Winkel,


	
3.    zwei Seiten und der der grofseren von beiden gegenuberliegendeWinkel


	
4.    eine Seite und zwei gleichliegende Winkel.



Und man hat also auch 4 Lehrsatze uber die C. der Dreiecke.

Die Elementargeometrie gestattet nicht in der systematisch auf einander folgen-den Entwickelung und Erkenntnifs ihrer Wahrheiten die Satze fiber die C. der Dreiecke in der obigen Ordnung und un-mittelbar auf einander folgend. In dem uns bekannten altesten Lehrbuch der Geometrie, im Euklid, bilden die hier unter No. 2 aufgefuhrten Bestimmungs-stucke den ersten Lehrsatz (Satz 4) und zugleich den ersten Satz fiber die C. der Dreiecke; in dem Art.: „Axiom" ist der-selbe pag. 263 mit Fig. 153 nach Euklid erwiesen.

Nachdem nun Euklid nach Satz 5 und 6 fiber die Gleichheit der Winkel an der Grundlinie eines gleichschenkligen Drei-ecks in Satz 7 erwiesen hat, dafs wenn fiber einer geraden Linie AB von deren Endpunkten A, B aus zwei gerade Linien AC, BC in einem Punkt C zusammen-laufen, zwei andere gerade Linien AD, BD nicht in einem anderen Punkt D zu-sammenlaufen konnen, wenn AD = AC und zugleich BD = BC ist, giebt Satz 8 als nothwendige Folge von Satz 7 den zweiten Lehrsatz uber die C. der Dreiecke mit den hier No. 1 aufgefuhrten Bestim-mungsstucken: 3 Seiten in beiden Drei-ecken einzeln gleich.

Man beweist diesen Lehrsatz auch un-mittelbar aus Euklid, Satz 5 und 6 wie folgt: Wenn namlich

AB = DE

AC = DF

BC = EF

so lege △ FDE mit der Seite DE an die ihr gleiche AB, so dafs AF=AC, BF = BC, ziehe CF, dann sind die Dreiecke CAF und CBF gleichschenklig, daher

XACF=A AFC

/ BCF-= Z BFC

daraus / ACB = Z AFB

in den Dreiecken ACB und AFB sind nun zwei Seiten, und die von ihnen einge-schlossenen Winkel gleich, die Dreiecke also, nach Euklid Satz 4, 2.

Fig. 312.
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Erst nach einer Reihe von 11 Lehr-satzen nebst 6 Aufgaben kommt in Satz 26 der dritte Satz uber die C. der Dreiecke unter den hier No. 4 aufgefuhrten Bedingungen: „Eine Seite und zwei Winkel gleich," der in 2 Theile getheilt ist, 1) wenn die Seite beiden Winkeln und 2) wenn die Seite nur einem Winkel anliegt. Die Beweise sind folgende:

	
1.    In beiden Dreiecken CAB, FDE



A CAB = Z FDE

Z CBA = Z FED.

Nimmt man nun an AC nicht = DF, so mufs AC entweder grofser oder kleiner sein als DF-, ist AC>DF, so ist irgend

Fig 313.
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eine Linie AG, die < als AC ist, = DF, zieht man dann GB, so ist in den beiden Dreiecken GAB, FDE

AB = DE AG=DF

_Z GAB = £ FDE

folgt A GAB 29 △ FDE nach Satz 4 hieraus Z GBA = / FED

Vorausgesetzt ist aber

Z CBA = Z FED

folglich Z GBA = A CBA welches unmoglich ist.

Bei der Annahme, dafs AC <DF, wiirde eine Linie

AH (> AC) = DF sein; dann erhalt man durch gleiche Schliisse

ZABH = 4 ABC welches wiederum unmoglich ist, daher ist

AC = DF

und nach Satz 4

△ CAB 8 △ FDE

	
2.    In den Dreiecken CAB und FDE sind gegeben:



AC= DF

A CAB = Z FDE

Z CBA = Z FED

Nimmt man an, AB sei nicht gleich DE, so sei AJ (< AB) = DE, ziehe CJ, so ist nach Satz 4:

	
△    CAJ 2 A FDE



also Z CJA = Z FED also auch Z CJA = / CBA welches unmoglich ist, da Satz 16 be-weist, dafs ein Aufsenwinkel grofser ist, als der innere ihm gegeniiber liegende Winkel.

Setzt man AB < DE, so wiirde AJ’(> AB) = DE

sein und A CBA der Aufsenwinkel von von CJ'A werden. Es kann mithin nur AB = DE sein, und dann ist nach Satz 4:

△ CAB 2 △ FDE.

Der erste Theil des Lehrsatzes beruht auf keinem spateren Lehrsatze als auf Satz 4, und hatte daher Satz 5 sein kon-nen, wenn Euklid nicht vorgezogen hatte, beide Theile zu einem Satz zu vereinigen, wie es auch die spateren Lehrbiicher thun. Dafs der Satz nicht unmittelbar dem 16. Satz folgt, auf den allein der Beweis sich beruft, liegt wohl darin, dafs die dem Satz 16 folgenden Satze dem Satz fiber die Aufsenwinkel sich naher anschliessen.

Den 4. Satz: „Dreiecke sind 9, wenn in ihnen zwei Seiten und der der grofse-ren von beiden gegenuberliegende Winkel einzeln gleich sind" hat Euklid nicht auf-gestellt.

Der Beweis wird gefiihrt, nachdem die

Fig. 314.
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Satze vorangegangen sind: 1. In jedem △ steht der grofseren Seite der grofsere Winkel gegeniiber (Euklid, Satz 18) und 2. In einem △ ist der Aufsenwinkel grofser als jeder der beiden ihm gegeniiberlie-genden inneren Winkel (Euklid, Satz 16) namlich:

In den beiden Dreiecken ACB und DFE sei

AC = DF

AB = DE>(AC = DF)

ZACB =ZDFE

Lege △ DFE auf A ACB, so dafs D auf A, F auf C fallt, so fallt FE in die Richtung CB. Ist nun CB > FE, so fallt E innerhalb CB, etwa in G-, ziehe AG, dann ist:

	
△    ACG 8 A DFE nach Satz 4



daher      AG = DE

aber auch AB = DE

daher       AG = AB

folglich Z A GB = Z. ABG Satz 5.

Nun ist Z ACB > / ABC nach Satz 18, folglich auch A ACB > / AGB welches nach Satz 16 unmoglich ist.

Auf gleichen Widerspruch kommt man bei der Annahme, dafs CB < FE, wo dann E in die Verlangerung von CB, etwa in H fallt.

Conjugirt (verbunden) oder coo rd i-nirt (zugeordnet) heifsen in der Geome-trie Punkte und Linien, welche zu einer gewissen gegenseitigen Abhangigkeit mit einander verbunden sind oder in gewisser Beziehung zu einander gehoren und einander zugeordnet werden (s. die folg. Art.)

Oonjugirte Axe. 1. Bei der Ellipse heifst die kleine Axe oder Nebenaxe (DE Fig. 314) zugleich die C. A. (zur grofsen Axe oder Hauptaxe AB). Diese C. A. ist die mittlere geometrische Proportionale

Fig. 315.
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zwischen der grofsen Axe und dem Parameter; man kann aber eben so gut er-klaren: der Parameter ist diejenige Linie, welche die dritte geometrische Proportionale zwischen der kleinen Axe und der grofsen Axe ist. Die erste Erklarung ist angemessen, wenn die rechtwinklige Co-ordinatengleichung durch die grofse Axe (a) und den Parameter (p) gegeben ist; die zweite, wenn sie durch die grofse Axe (a) und die kleine Axe (c) gegeben ist. Man hat namlich fur die Ellipse x2 ) a / und


y2 = p



	
* - & (az - #3) woraus zu ersehen, dafs c2 = ap j                                       c2 und                 p = —



a
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2.    Bei der Hyperbel nennt man eben so die Nebenaxe oder Zwerchaxe zugleich C. A. in Beziehung auf die Hauptaxe (vgl. conjugirte Hyperbel), und sie ist die mitt-lere geometrische Proportionale zwischen der Hauptaxe und dem Parameter, wie man auch den Parameter als die dritte Proportionate zwischen der Hauptaxe und der c. A. feststellen kann. Es sei BAD


das Stuck einer Hyperbel, A der Scheitel, CE durch A die Axe der Hyperbel, namlich die auf dem Curvenelement A im Scheitel normal befindliche Linie.

Bezeichnet man mit A’ den Scheitel der zweiten Hyperbel, welche mit der Hyperbel BAD in einerlei Ebene durch den uber die Spitze hinaus verlangerten Kegel gebildet wird, so sei C die Mitte zwischen A' und A, also der Mittelpunkt beider Ilyperbeln; A’A = 2CA die Hauptaxe (a). Es seien ferner CH und CP die beiden Asymptoten der Hyperbel, NP durch A auf CA normal, so ist NP die Zwerchaxe oder die c. A. (c). Bezeichnet man nun wieder den Parameter mit p, so hat man fur rechtwinklige Coor-dinaten (wie AK—x und BK — y)







( x2 \ "*=”*a) und y?=% {ax + «2)

woraus wie bei der Ellipse c2 = ap c2 und           p = —

a

Conjugirte Durchmesser. Enter Durch-messer einer Curve versteht man jede gerade Linie, die als Abscisse genommen zu beiden Seiten in gerader Linie gleiche mit einander parallele Ordinaten zulafst. Es ist mithin jede Axe zugleich Durchmesser wie AB, Fig. 314, in der Ellipse, und AE, Fig. 315, in der Hyperbel, wo die gleichen Ordinaten rechtwinklig sind, und auch bei der Parabel und dem Kreise findet dies statt. Beim Kreise ist jeder beliebige Durchmesser zugleich Axe, und die gleichen Ordinaten sind rechtwinklig auf derselben, dagegen hat die Parabel keinen anderen Durchmesser als die Axe aufzuweisen, wohl aber die Ellipse und die Hyperbel, bei welchen jede durch den Mittelpunkt gezogene gerade Linie ein Durchmesser ist, wie FG durch C, Fig. 314, CJ durch C Fig. 315.

Aufser den Axen bei der Ellipse und der Hyperbel gehoren zu alien ubrigen Durchmessern schiefwinklige Ordinaten.

	
2.    Em bei der Ellipse, Fig. 314, fur einen beliebigen Durchmesser HJ den Winkel zu linden, unter welchem die Ordinaten zu beiden Seiten gleich grofs sind, construire die mit HJ parallele Tangente FT, ziehe durch den Beriih-rungspunkt F den Durchmesser FG durch C, so ist A FCB der gesuchte Coordinatenwinkel; alle mit FG parallele Chorden oder Doppelordinaten wie KM werden von dem Durchmesser HJ halbirt. Desgleichen halbirt der Durchmesser FG alle Chorden, die mit dem Durchmesser HJ +sind, wie z. B. OK—OL, und HJ, FG sind conjugirte Durchmesser.


	
3.    Die Construction einer Tangente + einem gegebenen Durchmesser geschieht aber einfach aus folgender Betrachtung: In dem Art.: „Beruhrende gerade Linie, Beispiel 2, Ellipse" pag. 341 mit Fig. 210 hat man rechts, Z. 13 v. u.



„9QZ ETD)==8a=* ■              s             y wo a und c die halben Axen bezeichnen.

Fallt man Fig. 314 das Loth FN auf AB, so ist hier zu setzen Z.FTC~a fur A BTD, und es ist ferner

FN = y- TN = s


Nun ist




Da nun




DC = c- BC=a- CN=a-x



aber auch Z FCN = 3 gesetzt:

CN a-x COl B=FN=",


so ist




c2

19 «=az




a —x




c2

9 “ = 72 cot 3



oder c2 cot B = a2 lg a

Da nun A a in A HCA gegeben ist, so lafst sich A FCB = 3 folgendermalsen construiren.

Ist Fig. 316, wie in Fig. 314, AC — a, CD — c, HJ der gegebene Durchmesser, also A HCA —a, so errichte das Loth AO bis in die Verlangerung von CH, ziehe DA, OEAAC, EK* DA, ziehe DK und CF + DK so ist A FCB = ^, F der Beruhrungspunkt der zu zeichnenden Tangente und FT + HJ die Tangente selbst. Denn es ist, wenn man noch AE zieht:

•A CE0 — AC X A0 — a ‘ alg a = a2 tg a folglich /\EAO = ^a2 lg «

Fig. 317.
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Da nun KE = AD

so ist &DKC = AEAC= 2a2- tga

Es ist aber auch

&DKC =4 DC-KC = ^c.KC folglich ist a2 • tg a — c- KC

Nach der Formel ist aber

a2 ■ tg a — c2 • cot B

folglich ist KC — c-cot ^ und hieraus Z_DKC = ^ folglich, da FC + DK

A FCB = 8

	
4.    Ist in der Hyperbel, Fig. 315, CJ durch F ein beliebiger Durchmesser und man zeichnet die Tangente HG in F, so werden alle mit HG parallele Chorden oder Doppelordinaten wie BM durch CJ halbirt, es ist also BN —MN. Sind CH und CP die beiden Asymptoten der Hy-perbel, so heifsen CF und HG die con-jugirten Durchmesser, wie (s. den vor. Art.) CA und NP die conjugirten Axen.



Die Construction der Tangente an einem gegebenen Punkt der Hyperbel ist in dem Art.: „ Beriihrende gerade Linie “ pag. 342 mit Fig. 212 und 213 gezeigt. Be-zeichnet man in Fig. 315 den 2 FTO, den die Tangente mit der Axe bildet mit a so ist nach pag. 342

tg FTO = tga = ^~-^^

	
1              2a y



wo p den Parameter und 2a die Haupt-axe bedeutet. Dieser Bezeichnung nach ist Fig. 315 der Halbmesser CA - a und setzt man demgemafs AN — c so hat man, da nach No. 2

	
NP2= 2AC-p 4c2 = 2a • p 2    c2 woraus p — —-a



Diesen Werth in den Ausdruck fur tg a gesetzt, giebt

Nun ist Fig. 315 fur den Punkt F:

CO = aA x

FO = y

und bezeichnet man den / FCO, den der Durchmesser durch F mit der Axe CE bildet, mit 3, so ist

CO tg^-FO oder

(a + a) tg p = y woraus

mithin ist auch hier wie ad 3 bei der Ellipse

c2

‘9 “ = a? ‘9 8

und man kann bei der Hyperbel die Tangente wie bei der Ellipse in Beziehung auf einerlei Formel construiren.

Conjugirte Hyperbeln sind diejenigen Hyperbeln, welche in einerlei Ebene liegen und dieselben conjugirten Axen ha-ben, so aber, dafs die Hauptaxe der einen die Nebenaxe der anderen Hyperbel ist. Errichtet man, Fig. 315, das Loth CQ auf der Hauptaxe CE, zieht NQ + CE, so ist Q der Scheitel der Hyperbel, welche der Hyperbel BAD conjugirt ist.

Hieraus ist zugleich ersichtlich, weshalb bei der Hyperbel die Hauptaxe nicht grofse Axe, und die Nebenaxe nicht kleine Axe genannt werden kann, weil es namlich Hyperbeln giebt, bei welchen die Nebenaxe grofser ist, als die Hauptaxe.

	
	
2.    Die in dem Art.: „conjugirte Axe" No. 2 aufgefiihrten rechtwinkligen Coor-dinatengleichungen fur die Hyperbel sind 3=p(=+%)


CP            C

und es ist jenes b = 2 und yb = a mithin tg «= —, wie Fig. 314 bildlich darstellt.

Vertauscht man nun c und a, so wird die Tangente des Winkels, den die Asymptote mit der conjugirten Axe c bildet:

a

Da nun a und «, (^_NCA u. 2 NCQ Fig. 314) Complements-Winkel sind, so haben beide c. H. dieselben Asymptoten. Von den 4 Hyperbeln A, B, C, D Fig. 316







wo          P = — ist a c2 und y2 = —, (ax + x2)

Cl

In diesen beiden Gleichungen hat man nur a mit c zu vertauschen, um die Gleichungen fur die c. II. zu erhalten. Diese sind also:

J*=Pi (x+ —) a2 • , WO         p । = — 1st c und       y,2 = “ (ex + «2)

In den vorstehenden Gleichungen sind a und c die ganzen Axen.

	
	
3.    Bezeichnet man die ganze Haupt-axe (wie es haufig geschieht) mit 2a, die Nebenaxe mit 2c, so hat man





y‘= % (2ax + a:2) a

Nimmt man die Abscissen nicht vom Scheitel aus, sondern als Anfangspunkt derselben den gemeinschaftlichen Mittel-punkt C, Fig. 314, bezeichnet diese mit u so ist         u = a + x also          x = w — a

Diesen Werth in die Coordinatenglei-chung gesetzt, giebt

y? = 4 [2a («-a)+(u- a)?]

woraus

s*=4(8-a)

c und a mit einander vertauscht, giebt die Gleichung fur die c. H.

v,*= 8 (ne)

Die Asymptoten beider c. H. schneiden sich in dem gemeinschaftlichen Mittel-punkt C. In dem Art.: „ Asymptote," pag. 159, Beispiel 3 ist die Gleichung fur die Hyperbel in allgemeiner Form auf-gestellt:

y2 = ax — bx2 und ly a, namlich die Tangente des Winkels, den die Asymptote mit der Haupt-axe bildet (,/NCA Fig. 314), ist =Vb ge-funden worden.


Fig. 318.
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Verwandelt man die obige Gleichung in No. 3

y2 = 4 (2aa + «3)

in die Form der Gleichung y2 = ax + ba2, so hat man

2 2c2 1 c2 2 y2 = -- x — —5 a"

J a a2


sind A und B, so wie C und D Ergan-zungs-Hyperbeln oder entgegengesetzte Hyperbeln; je 2 derselben gehoren zu einerlei Kegel, nnd jedes Paar derselben ist mit dem anderen Paar conjugirt.

Conjunction, Zusammenkunft (Kalen-derzeichen () eines Gestirns mit der Sonne ist dessen Stand gegen die Sonne in Be-ziehung auf den der Erde, alle 3 Welt-korper in einerlei Ebene gedacht, und von der Erde aus betrachtet in der Art, dafs das Gestirn mit der Sonne nach derselben Richtung steht; das Gestirn hat also mit der Sonne einerlei Lange, und wenn beide mit der Erde in wirklich einerlei Ebene sich befinden, auch einerlei Abweichung (s. Aspecten).

Der Gegensatz von C. ist Opposition, Gegenschein (Kalenderzeichen 0) eines Gestirns mit der Sonne, wenn namlich beide Weltkorper von der Erde aus ge-sehen, nach entgegengesetzten Richtungen stehen; beider Lange ist dann um 1800 verschieden. Liegen beide Weltkorper mit der Erde in wirklich einerlei Ebene, so haben beide gleiche aber ent-gegensetzte Abweichungen.

In Fig. 317 bedeutet S die Sonne, E die Erde, K den Merkur, V die Venus, M den Mars; die Kreisestellen deren Bahnen vor. Merkur und Venus sind die einzigen u nte-ren Planeten (deren Bahnen von der


[image: ]

der Erde eingeschlossen werden), und man ersieht, dafs diese keine Opposition son-dern nur 0. haben konnen. Stehen Mer-kur und Venus in K und V, also zwi-schen Sonne und Erde, der Erde am nachsten, so heifst deren C. untere Conjunction, stehen sie in K’und V, so dafs zwischen ihnen und der Erde die Sonne steht, sind sie der Erde am fern-sten, so heifst deren C. obere Con-j u nction.

Mars, der nachste der oberen Planeten (von deren Bahnen die Erdbahn eingeschlossen wird), hat wie alle oberen Planeten C. und Opposition, in M’ namlich C., in M Opposition.

Die Beobachtungen der C. und Oppo-sitionen der Gestirne giebt unmittelbar Auskunft fiber deren Umlaufszeiten um die Sonne. Merkur z. B. kommt alle 116 Tage mit der Sonne in untere 0.; gesetzt in diesen 116 Tagen ware die Erde von E nach E” gekommen, so hat Merkur in derselben Zeit den ganzen Umlauf um die Sonne und dazu noch den Bogen KK" beschrieben. Setzt man die Umlaufszeit der Erde 365 Tage, so hat die Erde in 116 Tagen 345 360°= 114° zuruckgelegt; Merkur aber 360° + 114/°= 4744"; die Umlaufszeit des Merkur ist also

220% x 116 Tagen = 88 Tago.

Steht der Mond in C., so ist Neu-mo nd, steht er in Opposition, so ist V o 11 m o n d.

Die Mitte des Bogens zwischen C. und Opposition (90° oder 270° von der Erde entfernt) heifst Qu a dr atur (s. Aspecten) und zwar die, in welche das Gestim aus der C. tritt, die erste Quadratur, und die, in welche das Gestirn von der Opposition her kommt, diezweite Quadratur.

Conservationsbrillen werden als solche in Brillen mit Planglasem von Handlern angepriesen, angeblich indem sie durch Brechung der Lichtstrahlen dem Auge niitzlich seien; sie gewahren aber hoch-stens Schutz vor dem Staub. Anders ist es mit dunkelfarbigen Glasern, welche Aerzte leidenden Augen empfehlen, da-mit das Licht milder und weniger reizbar ins Auge trete.

Constans, Constante, eine unveran-derliche, eine bestandige Grofse, spielt in der Integralrechnung eine wich-tige Rolle, und wird in der Regel mit C, auch mit C, K, K' u. s. w. bezeich-net, wenn mehrere verschiedene Constan-ten in derselben Rechnung vorkommen, wie in dem Art.: „Bahn der Weltkorper“ pag. 289.

Die beiden Functionen ax und ax + b haben dasselbe Differenzial a, mithin ist /a = ax und auch = ax + b. Beide Inte-grale sind nur um eine bestandige Grofse (6), um eine C. verschieden, und der erste Satz in der Integralrechnung ist der Lehrsatz, dafs zu einem Differenzial unzahlig viele Integrate gehoren, dafs diese alle aber nur um ein constantes Glied verschieden sein konnen, oder wie der Lehrsatz auch wohl ausgedriickt wird: dafs 2 oder mehrere Functionen, welche dasselbe Differenzial haben, nur um eine constante Grofse von einander verschie-den sind.

Man hat demnach

f{f'x) = fx + C wo C auch = Null sein kann.

Die Bestimmung der C. geschieht in jedem besonderen Fall besonders und da-durch, dafs man der Urveranderlichen einen bestimmten Werth giebt, fur wel-chen man aus ganz einfacher Betrach-tung den zugehorigen Werth des Integrals entnehmen kann, aus welchem wie-der die C. entwickelt wird. Beispiele hierfur sind unter Anderm in dem Art.: Ausflufs des Wassers, pag. 218 bis 226; Ausflufs der Luft, pag. 236 und 237. So ist pag. 218, No 5 gefunden die Wasser-menge Mr aus einer Oeffnung von der Hohe x als das Integral:

	
M, = § Vg Bx Ve + C



Nun zeigt Fig. 124, dals wenn man die Hohe x— h setzt, keine Oeffnung mehr stattfindet, also kein Wasser mehr aus-fliefst d. h. M, = 0 ist. Da nun das integral M, fur jeden Werth von x, also auch fur den = h richtig bleiben mufs, so hat man

M,=0=§vgB.hyh+ C und entwickelt

C = - 9 Vg B hyh woher nun vollstandig fur jedes belie-bige x

. Mx^^g B-xy/x-^gBhVh^^g.BlxV^^^}

Hatte man statt von der Horizontalen AB, von der DE herab die Hohe x be-zeichnet, so wiirde man nach No. 3, pag. 217, die Wassermenge Mx gefunden ha-ben als Integral

Mx = ^/g-B. (h + x^h + x + C

Fur die Hohe c = 0 verschwindet nun die Oeffnung DELM in die Linie DE, und es fliefst kein Wasser mehr aus. Setzt man daher in das Integral x = 0, so entsteht

M. = 0 = ^gB(li + 0) 1h+0+ C woraus

C = — 3 Yg B h^h und es ist nun vollstandig fur jedes be-liebige x

M, = ^g B [(h + a) \ h + x — h VI]

Um nun die Wassermenge M°g zu linden, wenn die Oeffnung von DE bis FG herabreicht, hat man jetzt nicht II, son-dem H — h fur x zu setzen, und man erhalt

Mo H=i]/gB [(h + II - h) ]/h + H-h - h Vh] = ^gB[_HVH-h]/^

wie pag. 218 als hypothesische Wassermenge ermittelt ist.

Fur den Junger der Wissenschaft moch-ten vielleicht die Constantenbestimmun-gen von C und ki dem Art.: Bahn der Weltkorper, pag. 289 bis 294 einiges In-teresse haben. In dem Art.: Bewegung, ungleichformig veranderliche, pag. 356, Formel 3 ist ein einfaches, in dem Art: Bewegung in einem widerstehenden Mit-tel, pag. 363, Formel 8, ein zusammen-gesetzteres Integral, bei welchen beiden die C=0 wird.

Constellationen s. Aspecten und Astro-logie.

Construction in der Mathematik gehort allein der Geometrie an; sie ist die Aus-fuhrung einer Aufgabe der Geometrie durch Zeichnung. Die Elementargeome-trie hat in den alteren und auch in meh-reren neueren Lehrbiichern die Aufgaben als Satze, die nur durch Construction zu losen sind, inmitten ihrer Lehrsatze. Eu-klid fangt sein System mit 3 Aufgaben an: 1) Auf einer gegebenen begrenzten geraden Linie einen gleichseitigen Triangel zu errichten. 2) An einen gegebenen Punkt eine der gegebenen gleiche gerade Linie zu legen, und 3) Es sind 2 ungleiche gerade Linien gegeben, man soil von der grofseren eine der kleineren gleiche Linie wegnehmen. Erst der 4te Satz ist der erste Lehrsatz, der 9., 10., 11. und 12. Satz sind wieder Aufgaben.

Constructionen sind aber zum Verstand-nifs der geometrischen Lehren durchaus nicht erforderlich, denn die Figuren sind nur Mittel, um der Phantasie moglichst zu Hulfe zu kommen; dafs sie ri ch tig construirt werden, ist kein fur die Wissenschaft nothwendiges Erfordernifs, es genugen Zeichnuugen aus freier Hand nach dem Augenmaafs. Der Elementar-Geometrie, als reiner Wissenschaft, ist es entsprechender, wenn erst nach auf-gestelltem vollstandigen Lehrgebaude in Lehrsatzen die Constructionen als An wen-dungen mit Berufung auf die einzelnen Lehrsatze, aus deren Wahrheiten sie her-vorgehen, gelehrt werden.

Constructionen aus der Elemen-tar-Geometrie:

	
1)    Aus 3 gegebenen geraden Linien a, b, c, von denen je zwei grofser sind, als die jedesmalige dritte, ein A zu zeichnen, das diese Linien zu Seiten hat. Zeichne eine gerade Linie AB = einer der gegebenen, z. B. der a, beschreibe aus A. mit einer der beiden anderen z. B. der b den Kreisbogen DE, und aus B mit der drit-ten c den Kreisbogen FG, verbinde den Durchschnittspunkt C beider Bogen mit den Punkten A und B durch gerade Linien, so ist & ABC das Verlangte.
[image: ]


	
2)    An einer geraden Linie AC von einem gegebenen Punkt C derselben aus einen gegebenen A x abzutrageu.



Zeichne aus dem Scheitelpunkt c des gegebenen / x zwischen den Schenkeln mit beliebigem Halbmesser einen Bogen ab, zeichne aus C mit demselben Halbmesser einen Bogen AD, nimm das Stuck AB desselben = dem Bogen ab, verbinde die Punkte B und C durch eine gerade Linie, so ist A ACB = Ax.


II



Fig. 321.
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3)    Aus 2 gegebenen geraden Linien a, b und einem gegebenen / z ein A zu zeichnen, das diese Linien zu Seiten hat, die den gegebenen / einschliefsen.



Zeichne eine gerade Linie AB = einer der beiden gegebenen, z. B. der a, trage an einen deren Endpunkte z. B. an A den Z x, mache dessen zweiten Schen-kel AC = der anderen gegebenen Linie b, verbinde die Punkte B und C durch eine gerade Linie, so ist /\ABC das Verlangte.

	
4)    Aus einer gegebenen geraden Linie a und zweien Winkeln x und y, die zu-sammengenommen kleiner als 2 Rechte sind, ein A zu zeichnen, das diese Linie zur Seite hat, und der die beiden Winkel anliegen.



Zeichne eine gerade Linie AB = der gegebenen a, trage an derselben in dem Endpunkt A den einen, in dem Endpunkt B den anderen der gegebenen WinkeI, verlangere beide Schenkel bis zu ihrem Durchschnittspunkt C, so entsteht das verlangte △ ABC.

	
5)    Durch einen gegebenen Punkt C mit einer gegebenen geraden Linie AB eine Parallele zu zeichnen.

Fig. 322.
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Zeichne durch C eine beliebig gelegene gerade Linie DF nach der Linie AB, trage an DC in C den / DCE = Z DFB, so ist CE^AB.

	
6)    Aus einer gegebenen geraden Linie a und zweien gegebenen Winkeln x und y, die zusammengenommen kleiner als 2 Rechte sind, ein Dreieck zu zeichnen, das die Linie zur Seite hat, und der der eine A z. B. a anliegt, der andere y ihr gegeniiber liegt.



Zeichne eine gerade Linie AB - der gegebenen a, trage an derselben in einem

deren Endpunkte z. B. A den Z EAB = x, und an EA in einem beliebigen Punkt D den Z EDA = y. Trifft der Punkt E mit

Fig. 323.
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B nicht zusammen, so zeichne aus B mit DF eine Parallele BC bis in die Richtung AE, so ist △ ABC das Verlangte.

	
7)    Es sind zwei gerade Linien a, b und ein Z x gegeben, ein A zu zeichnen, welches die beiden Linien zu Seiten hat, deren einer der Z x gegeniiber liegt.



	
I.    Zeichne die gerade Linie AB — der gegebenen kleineren Linie a, trage an derselben in einem deren Endpunkte z. B. A den Z_DAB=^x, zeichne mit der gegebenen grosseren

Fig. 324.
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Linie b als Halbmesser einen Kreis-bogen durch AD, den Durchschnittspunkt C in AD verbinde mit B durch eine gerade Linie, so ist A ABC das verlangte.

	
II.    Zeichnet man A’ B' = der grosseren Linie b, den z^D'A'B' — x, undschnei-det die A'D' durch einen mit der kleineren Linie a als Halbmesser be-schriebenen Bogen, so entstehen 2 Durchschnittspunkte C und C" in A'D' und 2 Dreiecke A'C'B' und

Fig. 325.
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A'C"B', welche beide der Aufgabe genugen (vergl. Congruenz der Drei-ecke mit Fig. 314).

	
8)    Eine gerade Linie AB zu halbiren. Beschreibe aus den beiden Endpunkten A und B mit einerlei Halbmesser 2 zu beiden Seiten der Linie in D und E sich

Fig. 326.
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schneidende Bogen, verbinde D und E durch eine gerade Linie, so ist deren Durchschnittspunkt C mit AB die Mitte von AB.

	
9)    Eine gerade Linie AB in eine be-liebige Anzahl, z. B. in 5 gleiche Theile zu theilen.



Ziehe aus einem der Endpunkte z. B. aus A eine beliebige gerade Linie AD, trage auf derselben von A aus 5 beliebige gleiche Theile ab, verbinde den letzten Theilpunkt E mit dem zweiten Endpunkt B der zu theilenden Linie AB, und aus

Fig. 327.
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den ubrigen Theilpunkten ziehe Parallelen mit BE, so schneiden diese auf AB gleich grofse Theile ab.

	
10)    Eine gerade Linie in einem belie-bigen Verhaltnifs z. B. wie 1:2:3 zu theilen.

Fig. 328.
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Auf der Linie AB trage von A aus so viele gleiche Theile ab, als die Summe der gegebenen Verhaltnifszahlen betragt, hier also 1+2+3 = 6 Theile. Verbinde den letzten Theilpunkt E mit B, ziehe aus den der Aufgabe entspre-chenden Zwischenpunkten, hier dem ersten und dem dritten Parallelen mit BE, so theilen diese die Linie AB in die ver-langten Theile.

	
11)    Einen Winkel ACB zu halbiren.



Zeichne aus dem Scheitelpunkt C einen beliebigen Kreisbogen, der die beiden Schenkel in D, E schneidet. Mit dem-selben oder einem anderen Halbmesser zeichne aus D und E zwei in F sich

Fig. 329.
[image: ]


schneidende Bogen, verbinde C und F durch eine gerade Linie CF, so ist / ACF = ^BCF.

	
12)    Auf einer geraden Linie AB in dem Punkt C derselben ein Loth zu errichten.



	
I.    Trage von C aus auf AB zu beiden Seiten beliebige gleiche Stiicke CD und CE ab, beschreibe aus D und E mit

Fig. 330.
[image: ]




einerlei Halbmesser 2 Bogen, die sich in F schneiden, verbinde F mit C durch eine gerade Linie, so ist CF lothrecht auf AB.

	
II.    Soli das Loth an dem Endpunkt A einer geraden Linie errichtet werden.

Fig. 331.
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so beschreibe von A aus auf AB ein beliebiges gleichseitiges A AED, ver-langere die Seite DE, mache die Ver-langerung EF= DE, so ist die gerade Linie AF lothrecht auf AB.

	
	
13)    Von einem Punkt C auf eine gerade Linie AB ein Loth zu fallen.





	
I.    Zeichne aus C einen beliebigen Bogen, der die AB in zwei Punkten D und E schneidet; aus den Punkten D und E zeichne wieder mit einerlei Halb-messer 2 sich in F schneidende Bogen, so ist die gerade Linie CG nach

Fig. 332.
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der Richtung CF lothrecht auf AB. Hiermit und zugleich mit No. 8 ist die Aufgabe gelost; einen Kreisbogen zu halbiren.

	
II.    Verbinde C mit irgend einem Punkt D der Linie AB, beschreibe uber CD

Fig. 333.
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den Halbkreis, verbinde dessen Durch-schnittspunkt F mit C, so ist die gerade Linie CF das Loth auf AB.

	
14)    In der unbegrenzten geraden Linie XY den Punkt durch Construction zu fin-den, der von den Punkten A, B, die mit X, Y in einerlei Ebene liegen, gleich weit entfernt ist.

Fig. 334.
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Ziehe AB, errichte in der Mitte D von AB das Loth DE bis XY, so ist E der verlangte Punkt, namlich AE = BE.

	
15)    In der unbegrenzten geraden Linie XY den Punkt zu linden, in dem die von den mit XY in einerlei Ebene liegenden Punkten A gezogenen geraden Linien mit XY gleiche Winkel bilden.



Falle von einem der Punkte z. B. A das Loth AD mit Verlangerung DE = AD, ziehe BE, so ist deren Durch-schnittspunkt F mit XY der verlangte; wenn man namlich AF zieht, so ist Z AFX=^BFY.

Fig. 335.
[image: ]


Hiermit ist zugleich auch durch Constr. der Punkt gefunden, von dem aus die Summe der Wege nach A und B am kiir-zesten ist. Denn nimmt man irgend einen anderen Punkt G in XY, so ist

AG+ GB — EG+ GB>EB EB = EF+ FB = AF A FB folgt AGA GB>AFA EB

	
16)    Durch den zwischen den Schenkeln eines hohlen A ACB gegebenen Punkt D nach beiden Schenkeln eine gerade Linie zu ziehen, deren beide Theile von D aus wie 2 gegebene Zahlen m, n sich ver-halten.



Zeichne durch D mit einem der beiden Schenkel z. B. AC eine Parallele DE; nimm auf dem Schenkel CB die Linie EF, so dafs CE •. EF—m-.n, ziehe durch

Fig. 336.
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D die Linie FG, so ist diese die verlangte, und zwar ist GD : DF = m : n.

	
17)    Es sind drei gerade Linien a, b, c gegeben, man soil dieselben mit ihren



Endpunkten so an einander legen, dafs ihre anderen Endpunkte unter gleichen Abstanden in eine gerade Linie fallen.

Zeichne eine gerade Linie AB, welche der doppelten kleinsten gegebenen Linie a, also = 2a ist, AC = BC = a. Beschreibe fiber AB mit den anderen beiden gegebenen Linien AD = b and BD = c ein A,

Fig. 337.
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ziehe DC, verlangere DC bis CE = DC, ziehe AE, so ist AE = c und AD, AC, AE die verlangte Construction.

	
18)    I. An einem in der Peripherie eines Kreises belegenen Punkt B eine Tangente zu zeichnen s. B. 1, pag. 339 mit Fig. 205.



II. Von einem aufserhalb eines Kreises belegenen Punkt an den Kreis eine Tangente zu ziehen, s. pag. 339 mit Fig. 206.

	
19)    An zweien gegebenen Kreisen eine gemeinschaftliche Tangente zu zeichnen, s. pag. 340 mit Fig 208.


	
20)    Um ein A ABD einen Kreis zu zeichnen.



Halbire 2 beliebige Seiten, z. B. AB and BD in E and F, errichte auf den

Fig. 338.
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Seiten Normalen, so ist deren Durch-schnittspunkt C der Mittelpunkt des verlangten Kreises.

Hiermit ist zugleich die Construction gegeben: In einem vorhandenen Kreise den Mittelpunkt zu linden. Man nimmt namlich in der Peripherie 3 beliebige Punkte A, B, D, verbindet je 2 derselben za Sehnen AB and BD, und errichtet aaf ihnen in deren Mitten Normalen bis zu ihrem Durchschnittspunkt C.

	
21)    in ein A ABD einen Kreis za be-schreiben.



Halbire 2 beliebige Z des A, z. B. A und B, der Durchschnittspunkt C der beiden Halbirungslinien ist der Mittelpunkt des verlangten Kreises, die aus demselben

Fig. 339.
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auf die Seiten gefallten Lothe CE, CF, CG sind einander gleich and Halbmesser.

	
22)    Zu den 3 gegebenen geraden Linien a, b, c die 4te geometrische Proportionale zu zeichnen.



	
I.    Zeichne einen beliebigen A, nimm vom Scheitelpunkt C aus auf dem einen Schenkel CA = a, auf dem anderen CB = b, ziehe AB, setze auf dem er-sten Schenkel an A das Stuck AD — c,

Fig. 340.
[image: ]




ziehe DE-AB, so ist BE die verlangte Linie, namlich

CA:CB= AD .BE

oder a : b = c : x

	
II.    Man kann auch CD1 = c nehmen, D’E' + AB zeichnen; dann ist CE’ die verlangte Linie.


	
III.    Nimm auf einer geraden Linie die beiden mittleren Glieder AB = b, BD = c neben einander, zeichne durch den Punkt B eine beliebig gelegene gerade Linie, nimm von B ab auf derselben BE = dem ersten Gliede a, beschreibe am die 3 Punkte A, D, E einen Kreis, so ist die Verlangerung BF von EB

Fig. 341.
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bis zur Peripherie die verlangte Linie, namlich ABX BD = BE\BF

oder     b X c = a X x

woher     a : b = c : x

	
23)    Zu den gegebenen beiden Linien a, b die dritte geometrische Proportionate zu zeichnen.



	
I.    Zeichne einen beliebigen A ACD, nimm vom Scheitelpunkt C aus auf einem Schenkel CA = dem aufseren Gliede a, und auf beiden Schenkeln

Fig. 342.
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CB = CD = dem Mittelgliede b, ziehe AD und BE^AD^ so ist CE die 3te Proportionale.

Es ist namlich CA : CB = CD : CE oder a : b = b : CE

	
II. , Zeichne die gerade Linie AB = dem mittleren Gliede b, errichte in B auf AB ein Loth, schneide dieses aus A

Fig. 343.
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mit dem aufseren Gliede a in C, ziehe AC und falle von B das Loth BD aus AC, so ist AD die dritte Proportionale.

Es ist namlich A C: A B = AB : AD oder ax b = b x AD

	
III.    ist das Mittelglied die grofsere Linie a, so kann man auch uber AB = a den Halbkreis beschreiben, von a aus das kleinere aufsere Glied b als Sehne AD eintragen, diese vertangern und in B auf AB ein Loth BC bis in die Richtung AD errichten, und es ist AC die dritte Proportionate



Denn es ist AD : AB = AB : AC oder   b : a = a : AC

	
IV.    Ist das Mittelglied wieder die kleinere Linie b, so kann man auch fiber AB = dem aufseren Gliede a den Halb-kreis beschreiben, von A aus das Mittelglied b als Sehne AD eintragen und das Loth DE auf AB fallen, so ist AE die dritte Proportionale



Denn es ist AB : AD — AD x AE oder ax b = b x AE

	
V.    Nimm (Fig. 341) in der g'eraden Linie AB =BD = dem Mittelgliede b, zeichne nach beliebiger Richtung BE = dem aufseren Gliede a, beschreibe um die 3 Punkte A, D, E den Kreis, so ist die Verlangerung BF von EB bis zur Peripherie die 3te Proportionale, denn es ist BE x AB = BD : BF oder a : b = b : BF


	
24)    Zu den gegebenen beiden Linien a, b die mittlere geometrische Proportionate zu zeichnen.



	
I.    Seize (Fig. 343) beide Linien zu einer geraden Linie AE — a + BE = b zu-sammen, beschreibe fiber AB den Halb-kreis, errichte in E die lothrechte Ordinate ED, so ist diese die verlangte Linie. Es ist namlich



AE x ED = ED x BE oder a : ED = ED : b

	
II.    Beschreibe uber der grofseren AB = a der beiden Glieder den Halbkreis, trage von einem Endpunkt, z. B. von A ab, die zweite Linie b — AE auf dersel-ben, errichte in E die lothrechte Ordinate ED, ziehe AD, so ist diese die verlangte Linie.



Es ist namlich

ABx AD = AD x AE oder a x AD — AD x b

	
III.    Nimm AB (Fig. 344) = der grosseren a, BD auf der AB = der kleineren b, halbire die Differenz A D beider gegebenen Linien in E, beschreibe fiber AD und EB Halbkreise, verbinde B mit dem Durchschnittspunkt F beider Peripherien durch eine gerade Linie BF, so ist diese die verlangte mittlere Proportionale, namlich BF die Tan-gente an den Kreis AFD

Fig. 344.
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also BP-ABxHD

Oder AB ■. BF= BF■. BD

oder a : BF= BF : b

	
25)    Zu 2 gegebenen geraden Linien a, b die mittlere arithmetische Proportionale zu zeichnen.



Nimm eine gerade Linie AB = der einen gegebenen, z. B. der a, ziehe von einem

Fig. 345.
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Endpunkt derselben, z. B. A, eine belie-bige gerade Linie AD, nimm beliebig AC = CD, ziehe aus C und D Parallelen mit AB, nimm DF = der anderen gegebenen b, ziehe BF, so ist CE die ver-langte Linie.

Es ist namlich

AB- CE = CE-DF

oder a — CE = CE — 6

oder          2 CF1 = a + b

	
26)    Es sind 2 wenig mit einander con-vergirende Linien AB und CD gegeben, zwischen beiden eine gerade Linie (XY) zu zeichnen, welche beide gegebenen, alle drei Linien gehorig verlangert, in einerlei Durchschnittspunkt und unter gleichen Winkeln trifft.

Fig. 346.
[image: ]




Aus einem beliebigen Punkt E einer der gegebenen, z. B. AB, ziehe eine Parallele EG mit der anderen CD, nimm von E aus ein Stuck EF auf AB = EG, ziehe durch F und G eine gerade Linie FH bis an die Linie CD, halbire FH in J, ziehe durch J eine Normale XY auf FH, so ist diese die verlangte Linie. Es ist namlich, wenn man den Durchschnittspunkt beider Linien AB und CD mit Z bezeichnet ZFH ein gleichschenkliges A und XY eine Normale in der Mitte auf dessen Grundlinie, welche also die Spitze des A unter gleichen Winkeln mit den Schenkeln trifft.


	
27)    Zwischen den Linien AB und CD aufserhalb derselben eine gerade Linie XY zu zeichnen, so dais die 3 Linien, gehorig verlangert, unter gleichen Winkeln in einem Punkt zusammentreffen.



Soli CD die mittlere Linie sein, so ziehe von irgend einem Punkt D in CD DF^AB, nimm in CD ein Stuck DE = DF, ziehe EF verlangert bis G, zeichne an DE &DEH ^^DEF, verlangere EH bis X, so dafs EX = EG, ziehe XY + HD,

Fig. 347.
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so ist XY die verlangte Linie. Es ist namlich, wenn man GX gezogen denkt, und den Durchschnittspunkt zwischen AB und XY mit Z bezeichnet, ZGX ein gleichschenkliges A und ED eine Normale in der Mitte auf der Grundlinie GX.

	
28)    Durch einen gegebenen Punkt K eine gerade Linie zu zeichnen, welche mit 2 wenig convergirenden Linien AB und CD bei gehoriger Verlangerung in einerlei Punkt zusammentrifft.



	
I.    Wenn der Punkt K innerhalb beider gegebenen Linien liegt.



Zeichne durch K eine beliebige Linie EF bis an die Linien AB und CD und in beliebiger Entfernung eine Linie GH ± EF, verbinde zwei Endpunkte der beiden Parallelen, z. B. F und G, zeichne aus K die KJ + der Seite EG des A FEG und durch J die JL + der Seite FH des A GFH, verbinde L mit K, so ist KL die verlangte Linie.

Es ist namlich

Fig. 348.
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EK : KF = GJ : J F= GL : L H. Bezeichnet man namlich den Durch-schnittspunkt zwischen AB und CD mit Z, so ist in dem A EFZ EF Grundlinie , GH = EF, beide proportional getheilt, folglich trifft die Ver-bindungslinie der Theilpunkte verlan-gert die Spitze Z des A EFZ.

	
II.    Wenn der Punkt K aufserhalb beider gegebenen Linien liegt.



Ziehe beliebig KF, welche die AB in E schneidet, und aus dem beliebi-gen Punkt H zu KF eine Parallele

Fig. 349.


Fig. 351.
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HG mit Verlangerung, ziehe EJ + FH, verbinde G mit J, ziehe KL + GJ, so ist KL die verlangte Linie.

Es ist namlich

KE : EF~ KJ -.JH—LG-. GH.




	
29)    In einem gegebenen Kreise eine Sehne von gegebener Lange einzutragen, die einen gegebenen Punkt schneidet oder nach demselben hin gerichtet ist (s. Chorde No. 2 mit Fig. 286).


	
30)    Durch einen in der Ebene eines Kreises gegebenen Punkt eine gerade Linie zu verzeichnen, welche in dem Kreise eine Sehne bildet, die einem gegebenen Peripheriewinkel zugehort (s. Chorde No. 5 mit Fig. 286).


	
31)    In den gegebenen Kreis vom Mittelpunkt C eine gerade Linie AB, die kleiner als der Durchmesser ist, als Sehne einzutragen, die mit einer gegebenen Sehne DE = lauft.



Zeichne von einem Endpunkt D der Sehne aus in derselben die Lange DF = der gegebenen AB, zeichne uber DF das gleichschenklige &DGF, wo die Schen-kel D G =FG = Aem Halbmesser sind, ziehe aus dem Mittelpunkt C parallele Halbmesser CH, CK oder CH' und CK' mit DG und FG, so ist HK oder H'K’ die verlangte Sehne.

	
32)    Zwei gerade Linien von gegebenen Langen a, b sollen in einen gegebenen Kreis von grofserem Durchmesser als die grofsere von a und b unter einem gegebenen A als Sehnen eingetragen werden.



Zeichne von einem beliebigen Punkt A der Peripherie aus die Sehne AB = einer der gegebenen Linien, z.B. a, zeichne

in B den A DBA = dem gegebenen Z , mache BD = b, zeichne uber BD mit dem Halbmesser als Schenkel das gleichschenklige △ BDE, ziehe aus dem Mittelpunkt C die Parallelen CF, CG mit DE, BE, ziehe FG, so ist diese die verlangte Sehne.

Oder trage an einer anderen Stelle HJ = b als Sehne ein, falle die Lothe CK auf HJ und CL mit etwa nothiger Ver-langerung auf BD, nimm in dem letzten Loth CM = CK, ziehe durch M die Parallele FG mit BD.

	
33)    Es ist ein Kreis DEF mit dem Mittelpunkt C gegeben, und eine gerade Linie AB in derselben Ebene mit dem Kreise, man soil einen Kreis construiren, der den gegebenen Kreis beriihrt und die Linie AB als Sehne enthalt.



Nimm in der Peripherie des Kreises einen beliebigen Punkt I), zeichne durch die Punkte A, B, I) einen Kreis, ziehe

Fig. 352.
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DE durch den Durchschnittspunkt E bei-der Kreise, verlangere DE und AB bis zu ihrem gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt J, zeichne die Tangente JH an den Kreis FED, so ist der Kreis durch A, B, H der verlangte, und JH die gemein-schaftliche Tangente beider Kreise.

Denn es ist, da JII die Tangente an dem Kreise DEF,

JH^^-JE^JD

Da aber AJ und DJ zugleich zu dem-selben Kreise ABED gehoren, so ist auch JE x JD = JB x J A = dem Quadrat einer Tangente JK an dem Kreis ABED.

Nun ist aber JE^JD also auch JB X J A = J IP

folglich ist JH eine Tangente in H in dem Kreise durch die Punkte A, B, II.

Zeichnet man die zweite Tangente JF an den Kreis DEF, so geniigt auch ein Kreis durch die Punkte A, B, F der Auf-gabe, und der Kreis ABF tangirt den ge-gebenen Kreis DEF innerhalb.

Ist AB so gelegen, dafs das auf deren Mitte errichtete Loth den Mittelpunkt C des gegebenen Kreises trifft, dann sind die Durchschnittspunkte dieses Loths mit der Peripherie des gegebenen Kreises die Punkte, welche wie H und F mit A, B die Peripherien der verlangten Kreise be-stimmen. Jede Linie, wie DE durch einen willkuhrlich angenommenen Punkt liegt dann = mit AB.

	
34)    Es ist ein Kreis DGJ mit dem Mittelpunkt C, und in dessen Ebene eine gerade Linie AB gegeben, man soil den Punkt (H) in der Peripherie des Kreises finden, von dem aus die geraden Linien HA und HB in der Peripherie einen Bogen GJ abschneiden, dessen Sehne GJ der gegebenen Linie AB + lauft.



Ziehe von einem Endpunkt z. B. A der Linie AB durch den Mittelpunkt C die Linie AD, welche die Peripherie in dem zweiten Punkt E schneidet, lege durch die drei Punkte DEB einen Kreis; aus dessen Durchschnittspunkt F mit AB zeichne die nach A hin gelegene Tangente FG an den Kreis, indem uber CF der Halbkreis CGF den Punkt G ergiebt, ziehe durch G die Linie AH, so ist H der verlangte Punkt, und wenn man BH und die Sehne GJ zieht, so ist GJ + AB.

Denn da die vier Punkte D, H, E, G in einerlei Kreisumfang liegen, so ist

AG^AH=AE*AD

und da die 4 Punkte D, E, F, B sich eben-falls in einerlei Kreisumfang befinden, so ist auch

AE x AD = AF x AB daher   AG x AH = AF X AB oder    AG : AF = AB : AH folglich   /^AGF c ^ABH daher    Z AFG = Z^AHB da nun   / AHB = / FGJ auch     2 AFG = Z FGJ und        GJ = AB

	
35)    Es sind 2 Punkte A, B und eine in derselben Ebene liegende gerade Linie DE gegeben, einen Kreis zu zeichnen, der durch die Punkte A, B trifft und DE tangirt.



Ziehe AB, und verlangere diese bis zum Durchschnittspunkt F mit DE, zeichne uber AF den Halbkreis, errichte in B die rechtwinklige Ordinate BG, mache FH

Fig. 354.
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in CD = FG, so ist der durch die Punkte A, B, H gelegte Kreis der verlangte.

Denn es ist

AFx BF^FG2 = FfF

folglich FH Tangente und AB Sehne in demselben Kreise, der also durch A, B und H gehen mufs.

Hiermit ist zugleich durch Construction in DE der Punkt (H) gefunden, in wel-chem die beiden Linien von A und B den grofsten Winkel einschliefsen. Denn zieht man nach irgend einem anderen Punkt z. B. . die Linien AJ und BJ, so hat man, wenn man noch von A nach dem Durchschnittspunkt K des anderen Schenkels mit der Peripherie oder von B nach K' eine Linie zieht:

^AKB = ^AHB Z AKB > Z A JB folglich Z AHB > Z AJB

	
36)    Es ist eine gerade Linie AB und ein Kreis FHF’H’ gegeben, einen Kreis zu zeichnen, der den gegebenen Kreis und die gerade Linie in dem gegebenen Punkt D beriihrt.



Es existiren 2 solcher Kreise. Wenn man namlich die Normale F'E durch den

Fig. 355.
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Mittelpunkt C des Kreises auf AB fallt, und durch beide Durchschnittspunkte F, F' dieses Loths mit der Peripherie die geraden Linien HD und F'D zieht, den Mittelpunkt C mit den Durchschnittspunk-ten H, H’ dieser Linien verbindet, und sie bis an die in D auf AB errichtete Normale DJ verliingert, so entstehen 2 Punkte J, J'.

Der Kreis aus dem Mittelpunkt J be-riihrt den gegebenen Kreis in H, der aus J’ beruhrt ihn in H'.

	
37)    Einen Kreis zu construiren, der den einen Schenkel AC eines gegebenen Winkels ACB tangirt, und den anderen Schenkel BC in dem gegebenen Punkt D so

Fig. 356.
[image: ]




trifft, dafs die Tangente an D mit BC einen gegebenen A CDG = a aildet

Nimni GF — GD, errichte in D auf DG und in F auf AC Lothe, der Durch-

Fig. 357.
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schnittspunkt E beider ist der Mittelpunkt des verlangten Kreises.

	
38)    Es ist ein 2 ACB und innerhalb desselben ein Punkt D gegeben, einen Kreis zu zeichnen, der die Schenkel des A und den Punkt D beriihrt. Halbire / ACB durch CE, ziehe durch D die Linien CF errichte in einen beliebigen Punkt G des an D



naheren Schenkels eine Normale GH bis in die Halbirungslinie, beschreibe aus H mit H G den Bogen FGJ, ziehe HF, HJ, aus D die Parallelen DE mit HJ und DK mit HF bis in die Halbirungslinie, so sind E und K Mittelpunkte zweier Kreise, von welchen jeder der verlangte ist.

Fig. 358.
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Denn fallt man die Normale KL auf AC so ist    △ CGH c △ CL K

und    ^CFH^^CDK

daher    CH : CK = HG : KL

und    CH .CK = HF : KD

da nun     HG = HF

so ist auch   KL = KD

fur den Punkt E gilt derselbe Beweis.

Hiermit ist zugleich die Constr. ent-halten: Einen Kreis zu zeichnen, der die Schenkel eines Winkels und zugleich einen zwischen ihnen liegen den Kreis beruhrt. Denn denkt man sich D als den Mittel-punkt eines Kreises vom Halbmesser r, so wiirden aus E mit dem Halbmesser ED — r der Kreis und 2 Schenkel eines A beruhrt werden, die in der Entfernung = r mit den Schenkeln der A ACB in-nerhalb = sind, und mit dem Halbmesser ED + r der Kreis und 2 Schenkel, die von AC und BC um r aufserhalb ent-fernt sind. Dasselbe findet aus K mit KD ± r statt.

Die Constr. geschieht also offenbar, indem man mit den Schenkeln des gege-benen / innerhalb und aufserhalb in der Entfernung r parallele / zeichnet und fur jeden der beiden die Mittelpunkte der Kreise findet, die den Mittelpunkt des ge-gebenen Kreises zugleich mit den Schenkeln beriihren; man erhaltsodann 4 Kreise, zwei, welche den gegebenen Kreis aufserhalb und zwei, welche ihn innerhalb und zugleich die Schenkel des gegebenen Winkels beriihren.

	
39)    In einen Kreis ein A zu beschrei-ben, welches einem gegebenen A GHJ gleichwinklig sei (Euklid IV, 2.)



Zeichne an einen beliebigen Punkt A der Peripherie die Tangente DE, nimm A DAB = dem einen z. B. J und X EAF

Fig. 359.
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einem zweiten z. B. H der / des gegebenen Dreiecks, ziehe BF, so ist A ABF das verlangte: A A = A G, A B = Z H, AF=J. ‘

	
40)    Um einen Kreis ein A zu beschrei-ben, welches einem gegebenen A GHJ gleichwinklig sei (Euklid IV, 3).



Verlangere eine Seite HJ nach K und L, ziehe einen beliebigen Halbmesser CA, nimm / ACB = einem der Aufsenwinkel, z. B. J, / ACD dem andern H, ziehe an A, B, D Tangenten bis zu ihren ge-genseitigen Durchschnittspunkten, so ist △ EFM das verlangte: Z E = 2 H, Z-F = J, AM= ^G.

	
41)    Ueber einer geraden Linie AB ein gleichschenkliges und rechtwinkliges A zu zeichnen.



Halbire AB in C, beschreibe uber AB

Fig. 360.
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den Halbkreis, errichte in C den lothrech-ten Halbmesser CD, ziehe AD und BD, so ist [\ABD das verlangte.

	
42)    Ueber einer geraden Linie AB ein gleichschenkliges A mit einem gegebenen Z « an der Spitze zu zeichnen.



Zeichne an einem der Endpunkte von AB, z. B. an A eine beliebige gerade Linie AE, an einen beliebigen Punkt D dersel-ben trage den A ADF=a, ziehe BE^DF,

Fig. 361.
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beschreibe einen durch die Punkte A, B und E gehenden Kreis, errichte in der Mitte G von AB das Loth GH bis in die Peripherie, ziehe AH, BH, so ist A AHB = «, AH = BH und A ABH das verlangte.

	
43)    Aus der gegebenen Grundlinie a, der Hohe h und dem / « an der Spitze das Dreieck zu zeichnen.



Zeichne die Linie AB = a, / BAD = «, halbire AB in E, errichte das Loth EF

Fig. 362.
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= h auf AB, zeichne 2 DAC =B, beschreibe aus C in EF mit AQ = BC einen Kreis, ziehe durch F die Sehne GH * AB, so ist A GAB wie △ HAB das verlangte.

	
44)    Zur Verzeichnung eines Dreiecks sind gegeben eine Seite und die Hohen auf die beiden anderen Seiten.



Zeichne fiber der gegebenen Seite AB den Halbkreis, trage von A aus die eine, und von B aus die andere Hohe als Seh-nen AD und BE in den Halbkreis, ziehe AE und BD, so giebt deren Durchschnitts-punkt F das verlangte A ABF.

Sind AE und BD die Hohen, so uber-kreuzen sie sich, und der in den Yerlan-gerungen von AD und BE liegende Punkt I ergiebt das verlangte A ABF'.

	
45)    Zur Verzeichnung eines A ist gegeben eine Seite, die Hohe H auf der-selben und eine der beiden anderen Hohen H’.



Zeichne fiber der gegebenen Seite AB einen Halbkreis, errichte in einem End-punkt A auf AB das Loth AG — H, ziehe

Fig. 363.
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aus G eine Parallele mit AB, trage von A aus die zweite Hohe H' als Sehne AE ein, ziehe durch E die Linie BE, bis sie die Parallele in F' trifft, ziehe AF’, so ist A ABF' das verlangte.

	
46)    Zur Verzeichnung eines A ist gegeben ein 4 «, die Hohe H auf die gegen-uberliegende Seite und die Hohe H' auf eine der dem A anliegenden Seiten.



Zeichne A ACB = dem gegebenen 2 a, errichte in C die Normale CD = H’, ziehe DE^BC bis in den Schenkel CA, beschreibe fiber CE den Halbkreis CFE, welcher auch den Punkt D beruhrt, trage

Fig. 364.
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von C aus die Hohe H als Sehne CF ein, ziehe durch E die Linie FG, so ist A CEG das verlangte.

Zeichnet man den zweiten Halbkreis CFE, tragt H als Sehne CF' ein, zieht durch F’ die Linie EG’, so erhalt man ein zweites A CEG' als das verlangte.

	
47)    Zur Verzeichnung eines Dreiecks sind gegeben die beiden Abschnitte, in welche eine Seite durch eine Hohe auf derselben getheilt wird, und der Winkel an der Spitze.



Lege beide Abschnitte AG, GB in einer geraden Linie zusammen , construire wie

Fig. 365.
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No. 42 mit Fig. 361 / ABB = dem gege-benen Z, beschreibe um A, B, E den Kreis, errichte das Loth GH, ziehe AH und BH, so ist &AHB das verlangte.

	
48)    Zur Verzeichnung eines △ sind gegeben die Grundlinie a, die Hohe h und die Differenz 0 der der Grundlinie anlie-genden Winkel.



Zeichne AB = a, errichte in der Mitte D auf derselben ein Loth DE = h, ziehe durch E die FG + AB, mache / EDF = 0,

Fig. 366.
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ziehe EA mit Verlangerung, und schneide diese aus D mit DF in H, ziehe HD, AC + damit, und beschreibe aus C mit CA = CB einen Kreis, der die FG in G und J schneidet, ziehe J A und JB oder GA und GB, so ist [\AJB oder ^AGB das verlangte.

Denn es ist

Z.JBG= Z.ABG- ^ABJ

= Z BAJ - z AB J

^JBG =}_ JCG - z JCE

daher / BA J — / AB J = z JCE

Nun ist     JC = AC

FD = DH da nun      DH + AC

so ist auch    FDA--^C

und Z.JCE = Z^FDE— 3

daher Z BAJ — Z AB J = <f

	
49)    Zur Verzeichnung eines Dreiecks ist gegeben eine Seite a, die Differenz J der beiden anliegenden / und die Differenz d der beiden anderen Seiten.



Zeichne AB = a, an einem Endpunkt, z. B. A, den A DAB = }0, schneide aus B die Linie AD mit dem Halbmesser d

Fig. 367.
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in D, ziehe BD mit Verlangerung, nimm Z DAE = A ADE, so ist A ABE das verlangte.

Denn da AE = DE so ist BE — AE = BD = d

ferner ist 4 EAB = • EAD +, 2 EBA =EDA-z BAD^^EAD- 8

folglich 2 BAE -A ABE =3

Man erhalt noch ein zweites A AD'E', wenn man AD durch d aus B in dem zweiten Punkt D’ schneidet, das Dreieck AD'E’ durch D’B mit Verlangerung und AE' = BE' bildet. Denn es ist auch hier D’E’ - AE’ = BD' = d

2 D'AE’ = A BAE’ + 2

2 AD’E' = 2 ABE' _ =z BAE’ _

A                 2

Die grofseren und die kleineren / in beiden Dreiecken sind um }0 unterschie-den. Tangirt der Bogen aus B mit d die Linie AD, oder trifft sie nicht, so ist die Constr. unmoglich.

	
50)    Zur Verzeichnung eines A ist ge-geben die Summe s der 3 Seiten und 2 Winkel.



Zeichne die Linie AB = s, an deren

Fig. 368.
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Endpunkten die A DAB, EBA = den ge-gebenen, halbire diese durch AC und BC, von dem Durchschnittspunkt C beider ziehe die CF^AD, CG^BE, so ist △ CFG das verlangte.

	
51)    Zur Verzeichnung eines △ ist ge-geben die Summe s der 3 Seiten, ein Z und eine diesem A gegeniiberstehende Hohe h.



Zeichne die Linie AB =: s, errichte in einem Endpunkt z. B. B das Loth BD = h, ziehe DE + AB, zeichne A ABF = dem gegebenen, halbire diesen durch BG, ziehe GH += BF, ziehe AG, errichte in der

Fig. 369.
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Mitte auf AG die Normale JK bis in AB, so ist A GHK das verlangte.

	
52)    Zur Verzeichnung eines A ist ge-geben die Summe s der drei Seiten, ein Winkel und die durch die Spitze dieses Winkels gerichtete Jlohe.



Es sei AB = s, zeichne A CAB = / CBA=dem halben gegebenen Winkel, be-schreibe aus C durch A und B den Kreis-bogen, errichte in einem Punkt A auf

Fig. 370.
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AB das Loth AD = h, ziehe DE oder DE' = AB, so sind E, E' die Punkte zur Wahl der Spitze des A; wahlt man E, so ziehe CE, zeichne A CEF = A CEG = dem halben gegebenen A, so ist A EFG das verlangte.

Denn da CA = CE

so ist     / CAE = / CEA

und da   Z CAF = Z CEF

so ist / EAF = 2 AEF woraus       EF= AF

ebenso findet man EG = BG folglich ist EF+ EG + FG = AB

	
53)    Zur Verzeichnung eines A ist ge-geben die Summe s zweier Seiten, die dritte a und ein dieser anliegender Winkel.



Zeichne AB = a, 2 DAB = dem ihr an-liegenden 2, AD = s, ziehe BD, halbire BD in E, errichte das Loth EF auf BD, ziehe BF, so ist A ABF das verlangte.

Fig. 371.
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54)    Zur Verzeichnung eines A ist ge-geben die Summe s zweier Seiten, die dritte a und der dieser Seite gegeniiber-liegende Winkel.



Zeichne 2 ADB = dem halben gegebenen 2, nimm AD = s, schneide aus A mit AB = a den zweiten Schenkel DB in B, halbire BD in E, errichte die Normale EF, ziehe BF, so ist A ABF das verlangte.

	
55)    Zur Verzeichnung eines A ist ge-geben die Summe s zweier Seiten, die dritte a und die Differenz 4 der beiden dieser Seite anliegenden Winkel.



Zeichne AB = a, errichte in A auf AB ein Loth AC, zeichne CAD = J, halbire

Fig. 372.
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Z CAD durch AE, schneide AE in F aus B mit BF = s, ziehe BF, errichte in der Mitte von AF auf dieser eine Normale GH bis in die Richtung BF, ziehe AH, so ist △ ABH das verlangte.

Denn AH = FH, folglich AH + BH = BF = s

Ferner ist          z HAB + A HAF = R + ^ CAD

daher            2 z HAB + 2/ HAF= 2R +  z CAD

Es ist aber        2 z HA F =       Z AHB

daher            2 Z HAB + Z AHB = 2R +  Z CAD

Nun ist           A HAB + 2 AHB + A ABH = 2R

folglich           A HAB - Z_ABH = ^CAD = J

	
56.    Zur Verzeichnung eines A ist ge-geben die Summe s zweier Seiten und die Hohen H, H’ auf beide Seiten.



Nimm in einer graden Linie AB = der einen Hohe H und BD = der anderen H’, errichte in einem der Endpunkte z. B. A das Loth AE, schneide dieses aus D

Fig. 373.
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mit der gegebenen Summe s in F, ziehe DF, errichte in B auf AD das Loth BG bis in DF, mache von F nach A hin FJ — DG, ziehe JG so ist &FGJ das ver-langte.

Denn FJ + FG ist = der gegebenen Summe s, AB = H die Hohe auf FJ, und wenn man die Normale JK auf DF fallt, so ist △ FJK 99 △ GDB, also JK = BD = der Hohe H' auf die Seite FG.

	
57.    Zur Verzeichnung eines A sind ge-geben die Summe s zweier Seiten, der von beiden eingeschlossene / a und die Differenz d der beiden Abschnitte, welche die Hohe auf der dritten Seite bildet.

Fig. 374.
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Zeichne AB = d, verlangere AB nach F, zeichne DBF-deni halben Neben-winkel von « = 90° — «, schneide BD aus A mit s in D, ziehe AB, zeichne /^DBE = A BDE, beschreibe aus E mit EB einen

Bogen BF, ziehe EF so ist A EAF das verlangte.

Denn 1. da EF= EB = ED

so ist AEd EF= AD = s

	
2.    Fallt man das Loth EG auf AF, so ist AG=BG + AB^BG + d und FG=BG



daher AG - FG = AB d

	
3.    A DEF (als Centriwinkel) = 2 X / DBF (Peripheriewinkel) Oder A DEF= 2 (90°+%) = 180° - «



folglich ist / AEF = «.

	
58.    Zur Verzeichnung eines △ ist ge-geben die Differenz d zweier Seiten, die dritte a und der dieser Seite gegeniiber-liegende Winkel.



Nimm AB — d, verlangere AR um ein beliebiges BD, zeichne / BDE = dem gegebenen A, nimm DE—DB, ziehe BE,

Fig. 375.
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schneide BE aus A mit der gegebenen dritten Seite AF= a in F, ziehe AF und FG = DE bis in die Richtung AD, so ist A AFG das verlangte.

	
59.    Zur Verzeichnung eines A ist ge-gegeben die Differenz d zweier Seiten, der der grofseren von beiden gegeniiber-liegende 2 und die dritte Seite a.

Fig. 37€.
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Nimm BD = a, zeichne / DBA = dem gegebenen A, verlangere AB durch B um BE = d, ziehe DE, errichte in der Mitte auf DE eine Normale FG bis in die Richtung BA, ziehe GD, so ist A BDG das verlangte.

	
60.    Zur Verzeichnung eines A ist ge-ben die Differenz d zweier Seiten, der der kleineren von beiden gegenuberlie-gende A und die dritte Seite a.



Zeichne A ABD = dem gegebenen, nimm BD~a, BE—d, ziehe DE, errichte in

Fig. 377.
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der Mitte auf DE die Normale FG bis in die Richtung von AB, ziehe DG, so ist A BDG das verlangte.

	
61.    Zur Verzeichnung eines A ist ge-geben ein Winkel, die Differenz der ihn einschliefsenden Seiten und die Hohe h auf einer dieser Seiten.



Zeichne A ACB = dem gegebenen, errichte in dem Scheitelpunkt C auf einem

Fig. 378.
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der Schenkel z. B. CB das Loth CD = h, ziehe DE + CB bis in den zweiten Schenkel, nimm den ersten Schenkel CF=CE. Soil nun die Hohe auf der grofseren der beiden einschliefsenden Seiten sein, so nimm FG nach B hin = der gegebenen Differenz, so ist A ECG das verlangte. Soil die Hohe auf der kleineren Seite stehen so nimm FG' = der Differenz nach C hin und es ist /\ECG' das verlangte.

	
62.    Zur Verzeichnung eines Vierecks sind gegeben 2 Seiten AB, AD und der von ihnen eingeschlossene / BAD, ferner die beiden A, welche durch die Diagonale aus A mit den beiden anderen Seiten des Vierecks gebildet werden.



Zeichne A ADE = dem einen, Z ABF = dem anderen der gegebenen / an der Diagonale, errichte in B auf BF in der Mitte auf AB Lothe, aus deren Durch-schnittspunkt H zeichne den Kreis durch A und B, so ist BF eine Tangente; eben

Fig. 379.
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so errichte in D auf DE und in der Mitte auf AD Lothe, aus deren Durchschnitts-punkt J zeichne den Kreis durch A, D, so ist DE eine Tangente. Nach dem Durchschnittspunkt G beider Kreise ziehe die Linie AG, so ist AG die Diagonale und ABGD das verlangte Viereck; denn / AGB ist = Z ABF und / AGD ist = 4 ADE.

	
63.    Um einen gegebenen Kreis ein Viereck zu zeichnen, um welches wieder ein Kreis sich beschreiben lafst.



	
I.    Zeichne in dem Kreis beliebig 2 recht-winklig sich schneidende Sehnen AB und DE, zeichne an den vier End-punkten Tangenten, so bilden diese mit ihren Durchschnittspunkten das verlangte Viereck FGHJ.

Fig. 380.
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Denn wenn C der Mittelpunkt des Kreises ist, so hat man

2 CEJ = ^CBJ = R folglich Z BCE + Z BJE = 2R eben so Z DCA+ AGD =2R

da nun AB und DE normal sind, so ist (s. Chorde No. 7)

A ACD + A BCE = 2R folglich  Z BJE + Z AGD = 2 R

eben so Z GHJ + Z GEJ = 211 mithin liegen die 4 Punkte E, G, H, J in einem Kreise.

Errichtet man daher auf zweien Seiten des Vierecks in deren Mitten Normalen, so erhalt man in deren Durchschnittspunkt den Mittelpunkt zu dem um das Viereck punktirt gezeichneten Kreis.

	
II.    Zeichne in dem gegebenen Kreise ein beliebiges Viereck, falle vom Mittelpunkt C des Kreises Normalen auf die

Fig. 381.
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Seiten, verlangere diese bis zur Peripherie und zeichne an diese Halbmesser Tangenten, so bilden diese mit ihren Durchschnitts-Punkten das verlangte Viereck.

	
64.    In einem gegebenen Kreise ein Viereck zu beschreiben, in dem wieder ein Kreis zu beschreiben ist.



Zeichne um einen beliebigen Kreis das Viereck No. 63. Gesetzt es sei dies das Viereck A B DE, so liegt dies also in und

Fig. 382.
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um einen Kreis, coustruire nun den Mittelpunkt C, so dafs CA = CB = CD = CE; beschreibe um C mit dem gegebenen Halb-messer den Kreis; fallt dieser innerhalb des Vierecks, so erhalt man aus der Verbindung der Durchschnittspunkte der Ra-dien mit der Peripherie das verlangte Viereck abde-, fallt er ausserhalb des Vierecks, so verlangere die Radien bis zur Peripherie und man erhalt das verlangte Viereck a' b’ d’ e‘.

	
65.    Ein Quadrat zu einem regularen Achteck abzustumpfen. Zeichne in dem Quadrat ABDE beide Diagonalen und

Fig. 383.
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beschreibe aus jeder Ecke mit der halben Diagonal Quadranten, so schneiden diese die Seiten in Punkten, die mit einander (lurch gerade Linien verbunden das re-gulare Achteck geben.

Denn aus AC = BC = BE = BH und    AC^ + BC^AB2

folgt    BE2 + BH^ AB2

woraus        FH = AB

Nun ist EH1 B~E= GJTbG oder AB : BF= GJ : BG oder FG + 2BG : FG + BG = GJ : BG woraus BG : FG + BG = GJ - BG : BG oder BG2 = {FG + BG} {GJ - BG} noch ist BG2 = GJ2 - BJ2 = GJ2 — BG2 = {GJ + BG} {GJ ~ BG} hieraus {FG+BG}{GJ~BG} = {GJABG}{GJ-BG} oder FG + BG = GJ + BG woraus       FG = GJ

dasselbe gilt von alien ubrigen abge-stumpften Seiten.

	
66.    In ein gleichseitiges A CAB ein Quadrat zu zeichnen, welches mit 3 Ecken die 3 Seiten und eine derselben in der Mitte beruhrt.

Fig. 384.
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Fiille aus einer Ecke z. B. C des A die Hohe CD, halbire beide rechte Winkel CDA und CDB durch DE und DF und vollende das Quadrat DEFG.

	
67.    In ein gleichseitiges △ CAB ein Quadrat zu zeichnen, welches mit einer Seite in eine Seite des A z. B. in AB fallt und mit den gegenuberliegen Ecken die beiden anderen Seiten des △ beruhrt.

Fig. 385.
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Fiille die Hohe CD, nimm beliebig DI, errichte in 1 ein Loth 1K = 2DI auf AB, ziehe KD so ist der Durchschnittspunkt H derselben mit CB die eine Ecke des Quadrats, ziehe also HGA^AB, falle die Lothe GF und HE, so ist EFGH das verlangte Quadrat.

Denn da DE .EH = DI .IK =1.2 so ist     2DE = EF = GH= EH = FG.

	
68.    Von einem beliebigen in einer Seite AC des gleichseitigen A ABC liegenden Punkt D in das A ein Quadrat zu zeichnen, welches mit noch zweien Ecken die beiden anderen Seiten des A beruhrt.

Fig. 386.
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Falle das Loth DE, beschreibe aus E den Bogen DF, errichte das Loth FG auf AB, halbire den RA GFB durch FH so ist DH die Diagonal des verlangteu Quadrats; demnach falle das Loth HI, nimm EK = HI, ziehe DK, KH und + mit denselben HG und DG, so ist DGHK das verlangte Quadrat.

Denn es ist DE = EF

HI=FI________

daher D E + HI = E F + FI = E K + Kl

Da nun III = EK

so ist       DE=KI

folglich ^DEK^^FIH

folglich       DK = HK

fewer   ^DKE= ^KHI

aber     / Kill + Z HKI = R

folglich A DKE + / HKI = R folglich A DKH = R.

	
69.    In ein Quadrat ABCD ein gleich-seitiges A zu zeichnen, welches mit einer Ecke eine Ecke C des Quadrats und mit den anderen beiden Ecken die ihr gegen-iiberliegenden Seiten beriihrt.

Fig. 387.
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Zeichne uber einer der Ecke C gegen-iiberliegenden Seiten z. B. AB das gleich-seitige A AEB, ziehe aus C durch E die Linie CF, nimm CG = CF, ziehe FG, so ist △ CFG das verlangte.

Denn da A a= 3R

so ist            / B = } R

also A y + 3 + n = 3 R

da nun   AE = AB = AC

so ist       n = y + () = 5 R

also                 & = t R

Nun ist        CA = CD

CG = CF

_2 CAG = A CDF

folglich . ACAG s △ CDF und hiermit y=s=IR daher              2 y = 3 R

hiermit     49+21=} R

also         Z 9 = Z 2 = 3 R,

	
70.    In einem Halbkreis ein Quadrat zu zeichnen, dessen eine Seite mit dem Durchmesser zusammenfallt.



Nimm vom Mittelpunkt C auf dem Halb-messer eine beliebige Lange CD, errichte in D ein Loth auf dem Durchmesser, nimm dasselbe DE = 2CD, ziehe CE, so ist der Durchschnittspunkt F in der Peripherie eine Ecke des Quadrats, ziehe daher FG ± AB, falle die Lothe FI, GH, so ist FGHI das verlangte Quadrat.


Fig. 388.                                    Fig. 390.
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71.    Dasselbe Quadratim Halbkreise in ein Rectangel im Halbkreise zu verwandeln.



Halbire eine lothrechte Seite in M, ziehe durch den Theilpunkt M die Parallele KL mit dem Durchmesser, falle die Lothe KN, LO so ist Rechteck KL ON das verlangte. Namlich die beiden Quadrate FM, GM sind nach KH, IL verlegt worden.

Mit dieser Construction ist zugleich die Aufgabe gelost, in den Halbkreis 6 gleiche Quadrate oder in den Kreis 12 gleiche Quadrate zu beschreiben.

	
72.    In einen Kreis ein Rectangel zu beschreiben, dessen anliegende Seiten wie n : in sich verhalten.



Theile den Halbmesser AC in n gleiche Theile, errichte in A die Tangente, nimm
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in derselben AB = m der gleichen Theile ziehe BC, aus dem Durchschnittspunkt 1) in der Peripherie ziehe DE + AC, falle die Lothe DF, EG, ziehe FG, so ist DEFG das verlangte Rectangel.

	
73.    In einen Quadrant ein Quadrat zu zeichnen, welches mit einer Ecke in dem Mittelpunkt und mit beiden anliegenden Seiten in den Halbmessern liegt.



Halbire den Quadrant durch den Halbmesser CD, ziehe DE + AC, DF^BC, so ist CEDP' das verlangte Quadrat.

	
74.    In einen Halbkreis ein gleichseitiges A zu zeichnen, dessen eine Ecke in dem Mittelpunkt liegt.



Halbire den Halbmesser BC in E, errichte die Ordinate EF, ziehe FG + AB, CF und CG, so ist A CFG das verlangte.

Aus dieser Construction entspringt un-mittelbar die des regularen Sechsecks im Kreise: Man halbirt 2 in einem Durch-

Fig. 391.
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messer liegende Halbmesser in E und H und zieht durch diese Punkte normal auf AB die Sehnen, welche aufser A und B die ubrigen 4 Punkte bestimmen.

	
75.    In einem Quadrant ein gleichseitiges A zu zeichnen, dessen eine Ecke den Bogen halbirt.



Nimm vom Mittelpunkt C aus zwei be-liebig gleiche Stiicke CD, CE auf beiden

Fig. 392.
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Halbmessern, zeichne fiber DE das gleich-seitige △ GDE, ziehe von F, dem Hal-birungspunkt des Quadrant Parallelen FH, FI mit GD und GE, verbinde HI, so ist A FH1 das verlangte A.

	
76.    In einen Quadrant ein gleichseitiges △ zu zeichnen, dessen eine Seite mit einem Halbmesser + lauft.



Theile den anderen Halbmesser BC in 7 gleiche Theile, beschreibe uber BC den Halbkreis, errichte in dem 3ten Theil-punkt D vom Mittelpunkt C aus auf BC

Fig. 393.
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die rechtwinklige Ordinate DE, zeichne aus C den Bogen EF, so ist FG + AC die eine Seite des verlangten Dreiecks; halbire nun FG in H, errichte das Loth

H1 bis in AC, ziehe GI, FI, so ist △ FGI das verlangte A.

Denn es ist

CFi = CE2 ~ CD • BC = IBC • BC = ? BC2 FG2 = BF(BC+CF)

= (BC — CF) (BC + CF} = BC2 - CF2

= BC2 - ^BC2 = ^BC2

Nun ist GI2 = Fl2 = FH2 + Hl2

1FG\2

= (19) + CF2 = ^BC2 + ^BCi = ^BC' folglich FG = GI=FI.

	
77.    In einen Quadrant ein Quadrat zu zeichnen, welches mit 2 Ecken die Halbmesser und mit den beiden anderen den Bogen beriihrt.

Fig. 394.
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Errichte in A eine Tangente AD = ^AC, ziehe CD, falle aus dem Durchschnitts-punkt E in der Peripherie das Loth EF, nimm FG — EF, ziehe EG, nimm CH = CG, ziehe GH, ziehe EI + GH, HIA1 EG, so ist EGHI das verlangte Quadrat.

Denn da  AD = I,AC

so ist auch EF = ^FC = FG = GC und da HC = GC = FG = EF

so ist       GH=EG

HI^EG auch = EG und EI + und = GH

Setzt man 4 Quadranten zu einem Kreise zusammen, so hat man die Aufgabe ge-lost: in einen Kreis 5 gleiche Quadrate zu zeichnen, von dem mittleren 5ten ist GH die eine Seite, HC und GC sind dessen halbe Diagonalen.

	
78.    Das Quadrat im Quadrant in ein gleichschenkliges A im Quadrant zu ver-wandeln.



Halbire beide Seiten EG, HI in K, L, ziehe KL , aus C durch K, L die Halbmesser CN, CM, ziehe NM, so ist A CMN das verlangte.

Denn halbirt man den Quadrant durch CO so ist da CP=HP=HL auch LQ - ^CQ

ebenso MB — ^CB

Nun ist CM2(= 12) = MB2 + CB2 = {CB2 mithin CB2 = jr2

aber △ CM N = MB ‘CB = ^ CB2 = 312

Nun ist CE2 (= r2} = EF2 + CF2

= EF2 + (2EF^ = 5EF2 mithin EF2 = ir2

Da nun EG2 = EF2 + FG2 = 2 EF2

so ist EG2 d. h. □ EGHI = 312 und □ EGHI = A CMN.

	
79.    In einen Quadrant ABC den be-ruhrenden Kreis zu zeichnen.



Ziehe die Sehne AB, halbire den Quadrant in G, zeichne aus B den Bogen CH, aus A den Bogen HK, endlich aus C den Bogen KD, so ist D der Mittelpunkt

Fig. 395.
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des verlangten Kreises. Fallt man nam-lich die Lothe DE, DF auf AC, BC, so ist DE - DF ~ DG.

Denn es ist in Folge der Construction: AB2= AC2+BC2 =2AC2

und AB2 = BH2AAH2F 2BH x AH

_____ = AC2 + AK2+ 2AC x AK

hieraus 2AC2 = AC2 + AK2+ 2 AC x AK

oder   AC2 = AK2 + 2AC x AK

oder   AC2 - 2AC x AK + AK2 = 2AK2

oder   (AC - AK)2 = CK2 = CD2 = 2AK2

Nun ist auch CD2 = DF2 + DE2 = 2DE2

folglich AK=DE = DF zugleich auch

AK = AC — CK = CG — CD = DG folglich DE = DF= DG

	
80.    In einen Quadrant 2 gleiche ein-ander beriihrende Kreise zu zeichnen.



Theile den Quadrant in 4 gleiche Theile, ziehe durch die beiden aufseren Theil-punkte D, E die Halbmesser CD, CE, falle das Loth EF auf AC, verlangere CE, so dafs EG = EF, ziehe AG und
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EH A AG, zeichne durch I! den Quadrant HKM\, so sind K, M die Mittelpunkte der verlangten Kreise.

Denn es ist CE: CH = EG : HA

CE : CK = EF : KL

Nun ist CH = CK und EG = EF folglich AH = EK = KL

Der Kreis aus K beriihrt also den Bogen in E und den Halbmesser in L, der Kreis aus M desgleichen beriihrt den Bogen in D, den Halbmesser in 0, beide Kreise beruhren einander in dem mittle-ren Halbmesser CN.

	
81.    In einem Halbkreise 3 gleiche einander beriihrende Kreise zu zeichnen.



Zeichne mit 3 des Halbmessers AC=CH den Halbkreis HEFGI, so liegen in die-sem die Mittelpunkte der verlangten Kreise

Fig. 397.
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und zwar der mittelste F in dem loth-rechten Halbmesser CD und die zur Seite E und G in Entfernung EF = GF = CF.

Denn fallt man die Lothe EK, GL, zeichnet die Centra len EF = FG so mufs sein

AH = EL = DF= GM = 1B = EK = GL =^EF=iFG

Es sind also offenbar EF und FG die ganzen, EK und GL die halben Seiten des regularen Sechsecks im Kreise vom Halbmesser CH.

Also CE = EF—2EL

CL -CE + EL = 3EL folglich EL=^CL und CE = ^CL.

Da CF=2OF, so ist OF=CO=CN, mithin wird aus C mit CN noch ein tan-girender Halbkreis beschrieben, und es ist mit der vorstehenden Construction auch die Aufgabe gelost, in einen Kreis 7 gleiche einander beriihrende Kreise zu zeichnen.

	
82.    Durch Kreisbogen die Punkte x und y zu finden, welche mit den Punk-ten a und I) ein Quadrat bilden.

Fig. 398.
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Beschreibe aus a und b mit ab Kreisbogen. Aus deren Durchschnittspunkt e trage die Langen ab auf beiden Bogen noch zweimal ab , ef = fg — eh = hk = ab; zeichne aus g den Bogen el, aus k den Bogen em, schneide diese aus b mit bf in n und aus a mit ah in o, zeichne nun aus a mit an den Bogen ny und aus b mit bo den Bogen ox, so sind x und y die verlangten Punkte.

Denn es ist zuerst gabk eine gerade Linie.

Ferner ge = gn— bf — bn folglich / nag = / nab = R

Nun ist bf2 = bg2 — fg2 = ^ab2 — ab2 = 3ab2 folglich auch gn2 = bn2 = ^ab2 hieraus       an2 = bn2 — ab2 = 2ab2 da nun       ay = an so ist auch ay2 = 2ab2 nun ist       by = ab folglich       ay2 = ab2+by2 mithin 2 aby = R Eben so folgt / bax = R also abxy ist ein Quadrat.

	
83.    Auf dem Durchmesser AB eines Halbkreises an dessen einem Endpunkt B ist ein Loth errichtet; man soil in demselben den Punkt finden, dafs von diesem aus nach dem anderen Endpunkt



A des Durchmessers eine gerade Linie gezogen, der aufserhalb des Kreises lie-gende Theil derselben einer gegebenen geraden Linie a gleich werde.

Fig. 399.
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Nimm auf dem Loth BD = a, beschreibe um BD den Kreis, ziehe aus A durch dessen Mittelpunkt C die gerade Linie AE, zeichne aus A mit AE den Bogen EF bis in die Richtung des Loths, so ist F der verlangte Punkt und in AF das Strick FG = BD = a.

Denn es ist AB2= AEx AE

BF2 = AF x FG

daher AF2 ^AB2 + BF2

= AE x AH + AFx FG hieraus AF2 — AF x FG = AE x A H oder AF^iF - FG) = AE x AH AFxAG = AExAH oder da           AF = AE

AG AII

also auch AF— AG = AE — A H oder               FG = HE = B D— a.

	
84.    Eine gegebene gerade Linie AB so zu theilen, dafs das Rechteck zwischen den beiden Theilen einem gegebenen Quadrat gleich werde.

Fig. 400.
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Zeichne liber AB den Halbkreis, errichte in einem Punkt, z. B. A auf AB das Loth AD = der Seite des gegebenen Quadrats, ziehe DE bis zur Peripherie = AB, falle das Loth EF auf AB, so ist F der verlangte Theilpunkt, namlich AFx BF=AD2.

	
85.    Eine gegebene gerade Linie AB um ein Stuck zu verlangern, dafs das Rechteck zwischen der ganzen verlangerten Linie und dem Verlangerungsstlick einem gegebenen Quadrat gleich werde.



Zeichne uber AB den Halbkreis, errichte

in einem Endpunkt z. B. B das Loth BD = der Seite des gegebenen Quadrats, ziehe aus dem Mittelpunkt C die gerade Linie

Fig. 401.
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CD, errichte in deren Durchschnittspunkt E mit der Peripherie auf CD die Nor-male EF bis in die Richtung von AB, so ist BF die verlangte Verlangerung, namlich AFx BF = BD2

Denn A DCB 2 A FCE

daher BD = EF

und AFx BF = EF2 = BD2

	
86.    Eine gegebene gerade Linie AB in zwei Theile zu theilen, so dafs das Quadrat des einen Theils = wird dem Rectangel zwischen dem anderen Theil und einer zweiten gegebenen geraden Linie BD.

Fig. 402.
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Setze beide gerade Linien zu einer AD zusammen, beschreibe liber AD und liber BD Halbkreise, errichte in B die loth-rechte Ordinate BE, ziehe aus der Mitte C von BD die gerade Linie CE, in deren Durchschnittspunkt F mit der Peripherie, errichte auf CE die Normale FG bis in die Richtung AB, so ist G der Theilpunkt, namlich

AGxBD = BG2

Denn es ist

BE2 = ABxBD

_FG2=GBxGD

Nun ist C\HEC^^FGC daher BE = FG

folglich AB xBD = GBxGD

oder {AG + BG) x BD = GB x {GB + BD)

also AGxBD=GB2

	
87.    Eine gerade Linie AB so zu schnei-den, dafs das unter der Ganzen und einem der beiden Abschnitte enthaltene Rectangel dem Quadrat des librigen Abschnitts gleich sei (Euklid II, 11).



Halbire AB in C, errichte in A auf AB das Loth AD = AC, verlangere DA bis E, so dals DE = DB, nimm AF= AE, so ist F der verlangte Theilpunkt und zwar

AB x BF = DAF

Fig. 403.
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Denn es ist

BD2 = AB2 + AD2 = AB? + (4P)°

/AB 2

auch BD2 = {AD + AE)2 =    + AE)

\ 2         /

/AB\2 = (4) AAE2A-AB^AE

(AB\2

folglich AB2 + ( 9 )

/ A p\ 2

= (2 ) + AEl + AB • AE

oder AB2 = AB • AE = AE2

oder AB {AB — AE) = AE2

oder AB^BF=AF2

Fig. 404.
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88.    Ein gleichschenkliges △ zu zeich-nen, in welchem jeder der Winkel an der Grundlinie das Doppelte des Winkels an der Spitze ist. Schneide eine beliebige gerade Linie AB in C, so dafs AB x BC = AC2 (No 87), zeichne aus A mit AB einen Kreisbogen, nimm BD als Sehne = AC, ziehe AD, so ist A ABD das verlangte und Z_ABD = A ADB =2 A BAD.



Denn zieht man CD, beschreibt um die Punkte A, C, D einen Kreis, so ist da AC2 = BD2 = ABxBC

BD die Tangente des Kreises ACD in D folglich   2 BDC = A CAD hierzu    X ADC = A ADC

ADB = /CAD +~ZADC = z BCD also auch Z ABD = ^BCD daraus       BD = CD also auch     AC=CD daraus / CA D = CD A und A ADB = A ABD = 2 A BAD.

	
88.    In und um einen Kreis das regu-lare Sechseck zu zeichnen. Trage den Halbmesser in der Peripherie 6 Mai herum. Fiir den ersten Fall verbinde die Theil-punkte durch Sehnen, fur den zweiten Fall ziehe an denselben Tangenten bis zu ihren gegenseitigen Durchschnittspunkten.


	
89.    In und um einen Kreis das regu-lare Dreieck zu zeichnen. Von den Theil-punkten des Sechsecks verbinde fur den ersten Fall den ersten mit dem dritten, diesen mit dem funften, diesen mit dem ersten durch Sehnen; fur den zweiten Fall ziehe an den genannten Theilpunkten Tangenten bis zu ihren Durchschnittspunkten.


	
90.    In und um einen Kreis das regu-lare Zwolfeck zu zeichnen. Halbire jeden der 6 Bogen, die dem regularen Sechseck angehoren und verfahre mit den 12 Theilpunkten wie beim Sechseck.


	
91.    In und um einen Kreis das regu-lare Viereck zu zeichnen. Zeichne zwei normal auf einander befindliche Durch-messer und verfahre mit den 4 Theilpunkten in der Peripherie wie beim Sechseck.


	
92.    In und um einen Kreis das regu-lare Achteck zu zeichnen. Halbire die Quadranten des Kreises und verfahre mit den 8 Theilpunkten wie vorher.


	
93.    In einen Kreis ein regulares Fiinf-eck zu zeichnen. (Euklid IV, 11.)

Fig. 405.
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Zeichne ein gleichschenkliges A wie No. 88, trage in den gegebenen Kreis nach No. 39 das diesem ahnliche ^ABD, in

dem also 4 ABD = / ADB =2/ BAD, halbire die beiden A ABD und ADB durch BE und EF, verbinde die Punkte A, F, B, D, E, A, so entsteht das verlangte regulare Fiinfeck. Denn da die Peripheriewinkel der Bogen BD, BF, AF, AE, DE einander gleich sind, so sind auch diese Bogen selbst und deren Sehnen einander gleich.

	
94.    In einen Kreis ein regulares Zehneck zu zeichnen.


Fig. 406.
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Nach der Construction des Euklid No. 93 hat man nur noch die Bogen des regu-laren Funfecks zu halbiren um das regu-lare Zehneck zu erhalten. Allein man wendet die Euklidische Construction ein-facher sogleich auf das Zehneck an, indem man den A BAD, Fig. 405, als Cen-triwinkel statt als Peripheriewinkel con-struirt:

Man construirt namlich einen Quadrant ACB, halbirt einen Halbmesser in D, zieht BD, zeichnet aus D den Bogen CE, aus B den Bogen EF, so ist Sehne BF die Seite des regularen Zehnecks.

Denn es ist hier BD2 = BC2 + CD2

oder {BE + CD}2 = BC2 +


odor (nR+"S)-nc-+("S)°

oder da BF = BE

BF^+BC -BF=BC2 oder B^^BCx^BC- BF} wie in Fig. 403 (zu No 87), wo

A^^AB^AB- AF}

folglich wenn man CF zieht, nach No. 88 2 CBF — A BFC = ^BCF

	
95.    Um einen Kreis ein regulares Funfeck zu zeichnen ist im Euklid der fol-gende Satz 12. Man construirt die 5 Punkte in der Peripherie fur das regulare Fiinfeck im Kreise und zieht an denselben 5 Tan-genten. Eben so verfahrt man fur das regulare Zehneck um den Kreis.


	
96.    Ueber einer geraden Linie AB als Seite das regulare Fiinfeck zu beschreiben.



Errichte in beiden Endpunk^en A, B Lothe, wie AG—AB, halbire AB in H,


zeichne aus H den Bogen GI bis in die Verlangerung von BA. Beschreibe nun aus A und B mit AB und mit Bi Bogen, welche sich in D und F schneiden

Fig. 407.



und 2 Punkte fur die Ecken des Fiinf-ecks sind. Die 5te Ecke E erhalt man durch Bogen aus D und F mit AB.

Diese Construction grundet sich auf die Eigenschaft des Funfecks, dafs 2 Dia-gonalen, wie AF, BD, sich so schneiden. dafs jeder grofsere Abschnitt CD und CF = der Seite AB und zugleich die mittlere geometrische Proportionale zwischen der ganzen Diagonale und dem kleineren Abschnitt BC und AC wird, dal’s also

BD: DC= DC: BC oder BD : AB = AB : BC

Nun ist construirt:

Hl2 = HG2 = AG2 + AH2 = AB2 + (12) hieraus HF —    ) = AB2

Oder ^11 + ^) ^HI - 4P) = AB2 oder BI x AI = AB2

Da nun BI = AB + AI so ist AI = dem kleineren Abschnitt der Diagonale und BI=der ganzen Diagonale.

	
97.    Auf einer geraden Linie AB als Seite das regulare Zehneck zu construiren.

Fig. 408.
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Halbire AB in D, verlangere A B, nimm BE — '^AB = DB, errichte in E auf AE das Loth EF = BE, zeichne aus D den Bogen FG, errichte in D ein Loth auf AB und schneide dieses aus A mit AG in C, so ist C der Mittelpunkt des Kreises, in welchem AB die Seite des regu-laren Zehnecks ist.

Denn wie in Fig. 403 zu No. 87 ist hier {DF- EF)2 ^ {DE- BG) DE oder BG9-= DE^ DEx BG Oder {DE + BG}xBG = DE2 oder AGxBG = AB2 oder AG {AG- AB} = AB2 oder AC {AC — AB} - AB2 mithin AB die Seite des Zehnecks im Kreise vom Halbmesser AC.

	
98.    in einen Kreis ein regu hires Funf-zehneck zu beschreiben.



Beschreibe an einem beliebigen Punkt der Peripherie die Seite des regularen Dreiecks und an demselben Punkt nach derselben Richtung die Seite des regularen Funfecks, der Bogen zwischen beiden Seiten 1 — } = 55 - 1’5 = 3 der Peripherie halbirt, giebt 1’5 der Peripherie und die Sehne desselben die' Seite des regularen Funfzehnecks.

	
99.    Ein + ABCD in ein Rechteck zu verwandeln.



Verlangere eine Seite z. B. CD des # da wo die Verlangerung mit der anlie-genden Seite einen spitzen / bildet, falle von den Ecken der gegeniiber liegenden

Fig. 409.
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Seite A und B Lothe AE, BF auf die verlangerte, so ist ABEF das verlangte Rechteck.

	
100)    Ein + CB in ein anderes + mit denselben Winkeln und ein er gegebenen Seite a zu verwandeln.

Fig. 410.
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Verlangere eine Seite DB bis E, so dal’s BE = a, vollende das # ABEF, ziehe die Diagonale FB bis in die Richtung von CD, ziehe GH^DE, vollende die + DI und BH, so ist # BH das verlangte.

	
101)    Ein + ABCD in ein A zu verwandeln.



Verlangere eine Seite z. B. AB um eine gleiche Lange BE = AB, ziehe von E nach D, so ist A AED das verlangte.

Fig. 411.
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Errichtet man in B das Loth BF, zieht AF und EF, so erhalt man ein verlang-tes gleichschenkliges △ AFE. Eben so kann man ein + in ein A mit gegebe-nem Winkel, und ein A in ein # verwandeln.

	
102)    Ein Rechteck CB in ein Quadrat zu verwandeln.



Beschreibe uber einer der beiden lan-geren Seiten z. B. AB den Halbkreis, aus

Fig. 412.
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A den Quadrant CE, errichte in E die lothrechte Ordinate EF, zeichne aus A mit AF den Quadrant GFH, vollende das Quadrat AGIH, so ist dieses das verlangte. Hiernach ist mit Hulfe von No. 99 jedes #, und mit Hulfe von No. 101 je-des △ in ein Quadrat zu verwandeln.

	
103.    Ein A ABC in ein anderes A mit gegebener Grundlinie a zu verwandeln.



Nimm auf einer Seite z. B. AB die Lange AD - a, ziehe CD und aus B die

Fig. 413.
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Linie BE^CD, ziehe DE, so ist ADE das verlangte A.

Denn es ist A CDB = A CDE hierzu △ ACD = A ACD giebt ^ACD^ A CDB = A ACD±/\CDE oder       A ABC = A ADE

Fig. 414.
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104)    Ein /^ABC in ein anderes mit gegebener Hohe h zu verwandeln.



Trage auf einer Seite z. B. AB des A die Hohe AD = h auf, ziehe aus D eine

Fig. 415.
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Parallele DE mit AB bis zu einer Seite z. B. AC oder in deren Richtung, ziehe EB und aus C die Parallele CF damit bis in die Richtung von AB, ziehe EF, so ist △ EAF das verlangte. Beweis wie No. 103.

Fig. 416.
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105)    Ein Viereck ABCD in ein Dreieek zu verwandeln.



Zeichne eine beliebige Diagonale z. B. AD, aus einer der anderen beiden Ecken, z. B. C die Parallele CE damit bis in die Richtung der gegeniiber liegenden Seite AB, ziehe DE, so ist &DEB das verlangte. Beweis wie No. 103.

Fig. 417.
[image: ]


	
106)    Ein Funfeck ABC DE in ein Dreieck zu verwandeln.



Ziehe von einer Ecke z. B. D die beiden Diagonalen DA, DB. Verlangere AB zu beiden Seiten, ziehe von den benach-barten Ecken C, E Parallelen CG, EB mit der nachsten Diagonale bis in die Richtung von AB, ziehe die Linien DB'

Fig. 418.
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und DG, so ist △ DFG das verlangte. Es ist hiermit jede beliebige geradlinig vielseitige Figur in ein A und nach No. 101 in ein Quadrat zu verwandeln.

	
107)    Eine gegebene vielseitige Figur in ein Dreieck zu verwandeln, dessen Grundlinie in eine deren Seiten und dessen Spitze in einen gegebenen Punkt fallt, der in einer Seite oder innerhalb oder aufserhalb der Figur liegen mag.



Verwandle die Figur nach No. 106 in ein Dreieck, dessen Spitze in einer Ecke der Figur liegt, dieses dann nach No. 104 in ein A von derjenigen Hohe, die den Abstand der gegebenen Spitze von der Grundlinie FG angiebt, und von diesem verlege dann die Spitze an den gegebenen Ort wie No. 101 D nach F oder C.

	
108)    Ein △ ABD in ein gleichseitiges Dreieck zu verwandeln.



Beschreibe uber AB das gleichseitige △ EAB. 1st die Hohe EL desselben grofser als die Hohe des gegebenen A, beschreibe fiber EL den Halbkreis, errichte auf EL durch D die rechtwinklige Ordinate GF, beschreibe aus L mit B'L den Bogen FH bis in EL, zeichne durch II die Linien DIAfAE und HK^BE, so ist △ HIK das verlangte.

Ist die Hohe HL kleiner als die des gegebenen Dreiecks, so verlangere dieselbe,falle
[image: ]

von D das Loth DG auf EL, beschreibe fiber GL den Halbkreis, errichte in E auf EL die rechtwinklige Ordinate, zeichne aus L mit EL den Bogen FH, ziehe HI^AE, HK^BE, so ist A HIK das verlangte. Denn es ist in beiden Fallen

^abd-.^abe=gl .el

	
	
△ ABE : △ HIK = EL^HL^





hieraus △ ABD : A HIK = GL • EL : HL2

oder FL2

mithin       A ABD = A HIK
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109)    Ein gegebenes L^ABD in ein einem zweiten gegebenen Ax ahnliches Dreieck zu verwandeln.



Lege (wie in Fig. 419 u. 420 das gleich-seitige ^.AEB~) fiber eine Seite AB das Dreieck x, und zeichne durch Parallelen mit dessen fiber AB befindlichen Seiten das ihm ahnliche A AEB, dessen Grund-linie AB ist, falle aus E die Hohe EL, und construire weiter wie No. 108, so erhalt man A HIK 2 A ABD und c Ax.

	
110)    Jedes beliebige Vieleck in ein A zu verwandeln, das einem gegebenen Ax o ist.



Verwandle das Vieleck nach No. 106 in ein △, und verfahre dann nach No. 109.

	
Ill)    Ein gegebenes Vieleck in ein Vieleck zu verwundeln, welches einem ande-ren gegebenen Vieleck N ahnlich ist.



Verwandle das gegebene Vieleck in ein Quadrat, dessen Seite sei a, verwandle ebenso das Vieleck N in ein Quadrat, dessen Seite sei b; nun nimm eine beliebige Seite c des Vielecks N, so findet man die derselben homologe Seite x, wenn man zu den Langen b, a, c die vierte geometr. Proportionale construirt (No. 22).

Denn bezeichnet man den Inhalt des zu verwandelnden Vielecks mit F, so hat man

Ft N =a2: b2

Soil nun das Vieleck von der Seite x = F werden, so hat man ebenfalls

N:F=c2:x2 hieraus      a2 x c2 = b2 X x2 oder        a x c = b xx oder         b : a = c : x

	
112)    Ein △ ABC in ein Trapez zu verwandeln, welches zu einer der parallelen Grundlinien eine der Dreiecksseiten AB hat, und von deren anliegenden Winkeln
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der eine der A ABC des A, der andere aber gleich einem gegebenen / x ist.

Zeichne A ABD = x, ziehe CD = AB, zeichne fiber CD den Halbkreis, AE = BD, errichte in E die lothrechte Ordinate EF, zeichne aus D mit DF den Bogen FG, ziehe GH^AE, HI + AB, so ist Trapez ABHI das verlangte.

Es ist zu zeigen, dafs

ABKI= A CKH oder dal’s A Bill = A HBC Nun ist

/\BHI -.L\ HAB = HI: AB

^CHB-./^HAB=CH.AH

= CG:GE

= CD — DG-.DG — DE

Da nun

CD .DG= DG -. DE so ist

CD — DG: DG-DE = DG t DE

= HI : AB

oder △ CHB : A HAB = HI : AB folglich _       △ Bill = △ CHB

	
113)    Ein Trapez in ein anderes Trapez zu



verwandeln, welches mit ihm eine parallele Grundlinie und einen daran lie-genden A gemeinschaftlich hat, dessen zweiter anliegender A aber einem gege-benen / x gleich ist.

Verwandle das Trapez in ein Dreieck mit der beizubehalten Grundlinie und dem beizubehaltenden 2, und dieses nach No. 112 in das verlangte Trapez.

	
114)    Zwei oder mehrere gegebene Quadrate A, B, C..., deren Seiten a, b, c ..., also ebenfalls gegeben sind in ein einzi-ges Quadrat zu verwandeln.

Fig. 422.
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Verlangere eine Seite des einen Quadrats A um die Seite b des zweiten Qua drats, ziehe die Hypothenuse x, so ist das Quadrat iiber a = A + B; setzt man an x unter einem RA die Seite c des dritten Quadrats, so erhalt man in der Hypothenuse y die Seite des Quadrats = A + B + C u. s w.

	
115)    Ein Quadrat zu zeichnen, welches gleich dem Quadrat A weniger dem Quadrat B.
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Beschreibe iiber einer Seite des Quadrats A einen Halbkreis, trage die Seite des Quadrats B als Sehne ab ein, so ist die andre Sehne bd die Seite des verlang-ten Quadrats; zeichnet man also aus d mit db den Bogen, so ist das iiber de beschriebene Quadrat C das verlangte A -B.

	
116)    Ein Quadrat zu zeichnen, welches nmal einem gegebenan Quadrat A = ist.



Die Seite ab des gegebenen Quadrats verlangere bis d, so dal's ad — n-ab, be-

Fig. 424.
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schreibe iiber ad den Halbkreis, verlangere bg bis zur Peripherie in f, zeichne aus a den Bogen fe, so ist ae die Seite des verlangten Quadrats eh.

Denn

A : Deh = ab2 : ae2 = ab-: af = ab2 -.ab-ad = ab : ad = 1 : n

	
117)    Ein Quadrat zu zeichnen, welches



, eines gegebenen Quadrats B = ist.

Es sei ad die Seite des gegebenen Quadrats, so beschreibe iiber ad den Halb-kreis, nimm ab — ■— ad, errichte die n

rechtwinklige Ordinate bf, beschreibe aus a den Bogen fe, so ist ae die Seite des verlangten Quadrats. Denn es ist

□ ad: □ ae = ad2: ae2 = ad2: af2 = ad2 :ab • ad = ad : ab — n : 1.

	
118)    Ein Quadrat zu zeichnen, welches — eines gegebenen Quadrats A = ist. Ist m > n, so sei ab die Seite des gegebenen Quadrats, theile ab in n gleiche Theile, verlangere ab bis d, so dafs ad = m solchen Theilen ist, die iibrigen Constructionen wie No. 117; dann ist ae die Seite des verlangten Quadrats. Denn •ab : [ae = ab2 : ae2 = ab2 : af?



= ab2 : ad • ab = ab : ad — n : m

_    m _ i woraus Lae = — Lab n

ist m<n-, ad die Seite des gegebenen Quadrats, so theile ad in n gleiche Theile, nimm ab — m derselben, construire wie vorher, so ist ae die Seite des verlangten Quadrats. Denn

□ ad : ae = ad2 : ae2 = ad : ab = n : m

. m, woraus de — — _ad n

	
119)    Aehnliche Figuren und Kreise werden summirt, subtrahirt, vervielfacht und getheilt, wenn man mit ahnlich lie-genden Seiten oder Diagonalen und mit Halbmessern oder Durchmessern so ope-rirt, wie in den vorigen 5 Constructionen No. 114 bis No. 118 mit den Quadratseiten.


	
120)    Ein Quadrat zu zeichnen, welches 313 □Fufs enthalt.



Da 313 eine Primzahl ist, so dividire

mit 10, und man erhalt 313 = 31,3x10. Nimm nun ad = 31,3 Fufs, ab = 10 Fufs, construire wie vorher, so hat man ae als die Seite des verlangten Quadrats. Denn

ae2 = ab x ad = 10’ X 3,13' = 313 OFufs.

	
121)    Von einem ^ABD ein A abzu-schneiden, welches sich zu dem ganzen A verhalt wie zwei gegebene Zahlen m, n.

Fig. 425.
[image: ]




Beschreibe fiber einer Seite z. B. DB den Halbkreis, theile DB in n gleiche Theile, errichte in dem mten Theilpunkt von D ab, in E die rechtwinklige Ordinate EF, beschreibe aus D mit DF den Bogen FG, ziehe GD = AB, so ist A DGH : A DAB = m : n. Denn es ist △ DGH : DAB = DG2 : DB2 = DF2 : DB2

= DE • DB : DB2 = DE : DB = m : n

	
122)    Auf dieselbe Weise theilt man auch andere gradlinige Figuren. Z. B. Von dem Funfeck ABODE ein ahuliches abzuschneiden, welches die Halfte des Ganzen betragt.

Fig. 426.
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Zeichne uber einer Seite z B. AE den Halbkreis, halbire AE in F, errichte die rechtwinklige Ordinate FG auf AE, beschreibe aus A mit AG den Bogen Ae, ziehe aus A die Diagonalen AD, AC, ed^ED, dc + DC, cb + CB, so ist das Funfeck Abede das verlangte.

	
123)    Ein A zu zeichnen, welches dem gegebenen △ ABD © ist und ein beliebig Vielfaches, z. B. das — fache desselben m



betragt.

Theile eine beliebige Seite z. B. AD

Fig. 427.
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in m gleiche Theile, verlangere sie und trage noch (n — m) derselben Theile hinzu, so dafs die Lange AE n gleiche Theile enthalt, beschreibe fiber AE den Halbkreis, errichte in D auf AE die rechtwinklige Ordinate DG, zeichne aus A den Bogen GF, ziehe FH + BD bis in die Richtung von AB, so ist ^AFH das verlangte.

	
124)    Ein Dreieck, Viereck, Vieleck kann in eine beliebige Anzahl (n) gleicher Theile getheilt werden, so dafs die homologen Seiten mit einander - laufen, wenn man nach No. 121 und 122 verfahrt, indem die Seite, fiber welcher man den Halbkreis zeichnet, in n gleiche Theile theilt, in den Theilpunkten rechtwinklige Ordi-naten errichtet und fur die Parallelen aus der gemeinschaftlichen Spitze (A Fig. 426) die Bogen beschreibt.


	
125)    Innerhalb eines △ den Punkt zu bestimmen, von dem aus 3 gerade Linien, eine nach einer Ecke, die beiden anderen + den der Ecke anliegenden Seiten das A in drei gleiche Theile theilen.

Fig. 428.
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Theile eine Seite z. B. AD in 3 gleiche Theile DE, EF, FA, beschreibe fiber AD den Halbkreis, errichte in einem Theilpunkt E die rechtwinklige Ordinate EG, zeichne aus D den Bogen GH, ziehe Hl^BD, halbire Hl in K, ziehe AK, KL + AB und KM + AD, so sind die Trapeze ABLE, ADMK und das &LKM die 3 gleichen Theile.

Denn es ist

MK2 = DH2 = DG2= DE xAD = ^ AD2

daher △ LKM = 3 △ ABD

und Trapez

ABLK = Trap. ADMK-^ARD

	
126)    Es ist ein DreieckA BD gegeben, man soil den innerhalb desselben liegenden Punkt C durch Construction finden, von welchem aus nach den 3 Ecken gerade Linien gezogen das A in 3 Dreiecke ge-theilt wird, die sich wie gegebene Zahlen a : b : c z. B. 4:5:7 verhalten.



Fig. 429.

Theile eine Seite des Dreiecks in dem Verhaltnifs der gegebenen Zahlen, ziehe aus den Theilpunkten mit den ihnen zu-nachst liegenden Seiten Parallelen, so giebt deren Durchschnittspunkt den ver-langten Punkt.

1st namlich

AE-.EF-.FB~ a- b:c=4:5:7

EG + AD, FH + BD, und man zieht von deren Durchschnittspunkt C die Linien CA, CB, CD so ist auch

A ACD : △ ACB : A BCD = a : b : c

=4:5:7

Es erhellt dies sogleich, wenn man DE und DF zieht, denn man hat /^ADE = ACD u. s. w.

Ferner A A DE : A EDF: A FDB = a-. b ■. e

=4:5:7

	
127)    Ein /\ABC von einem in einer Seite z. B. AB belegenen Punkt I) aus in 2 gleiche Theile zu theilen.


Fig. 430.
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Ziehe DC nach der gegeniiberliegenden Ecke, halbire AB in E, ziehe EF + DC und DF, so ist A ADF = Viereck BCDF =4AABC.

Denn zieht man EC so ist

△ EFC = △ EFD

hierzu     A EFA = A EFA

giebt      △ AEC = A ADF

Da nun △ AEC = I ^ABC

so ist △ A DF = } /^ABC, folglich Viereck BCDF ebenfalls — -^^ABC.

	
128)    Das f^ABC von demselben Punkt D aus in 3 gleiche Theile zu theilen.

Fig. 431.
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Ziehe DC, theile AB in 3 gleiche Theile, ziehe aus den Theilpunkten E, F Paral-lelen EG, FH mit DC, ziehe DG, DH so ist &ADG = &BDH = FiinfeckEGCHD = } ^ABC. Beweis wie No. 127.

	
129)    Jedes & ABC ist von demselben Punkt D aus in eine beliebige Anzahl n gleicher Theile zu theilen. Mau zieht DC, theilt AB in n gleiche Theile, zieht aus sammtlichen Theilpunkten Parallelen mit DC und von D aus nach den in AC und BC erhaltenen Durchschnittspunkten gerade Linien.


	
130)    Ein ^ABC von einem innerhalb desselben beliebig gelegenen Punkt D in zwei gleiche Theile zu theilen.



Fig. 43'2.

Ziehe durch eine beliebige Ecke z. B. A durch D die gerade Linie AE bis zur gegeniiberliegenden Seite BC, halbire BC in F, ziehe FG ^ AC bis in AE, ziehe

DC und aus C die GH = DC, ziehe DII, so ist Viereck ACHD = Figur ADHBA ^-K^ABC.

Denn wenn man noch CG zieht, so ist } A ABC = △ AFC = A ACG

= &ACD + &DCG = &ACD + &DCH = Viereck ACDH

	
131)    Ein A ABC von dem Punkt D innerhalb in 3 gleiche Theile zu theilen.



Ziehe von A durch D die AE, ferner


Fig. 433.
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Fig. 435.
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DB und DC, theile BC durch F und F' in 3 gleiche Theile, ziehe (wie Fig. 429) FG^pAC, F'G’ = AB, aus G die Linie GH^pDC, aus G' die G'H’ = DB, ziehe DH und DH', so ist Viereck ADHC = Viereck ADD'D = A DHD’ = ^/\ABC.

	
132)    Jedes A ABC lafst sich von einem innerhalb beliebig gelegenen Punkt D aus in eine beliebige Anzahl (n) gleiche Theile theilen, wenn man wiederholend construct wie No. 131.


	
133)    Ein Parallelogramm gleich der Halfte eines gegebenen Vierecks ABDE zu zeichnen.

Fig. 434.
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Halbire die 4 Seiten in F, G, D, I, verbinde die Halbirungspunkte, so erhiilt man das verlangte +.

Denn denkt man sich die Diagonalen, so hat man

	
1)    aus BF: FA = BG : GD FGAD



aus EI : IA = EH : HD

III = AD

also FG ^H1 ebenso FI = GH\

	
2)    /\DGH = }^DBE



____A A FI =j^ABE

hieraus

A D GH + A AFI = | Viereck ABDE ebenso

A BFG + △ EHI — AViereck ABDE

+ FGHI=; Viereck ABDE

	
134)    Ein Quadrat durch 4 gerade Li-nien so zu zerschneiden, dafs die Stucke geeignet zusammengesetzt, 5 gleiche Quadrate geben.



Halbire die 4 Seiten und ziehe von den Ecken nach den Halbirungspunkten , so dafs je 2 und 2 mit einander = werden, so ist die mittlere Figur ein Quadrat und jedes der kleinen Dreiecke wie EIN setzt sich mit dem nebenliegenden Trapez wie EDO mit EH MN zu einem Quadrat EOMN zusammen.

Denn   A ABG 90 A DAH

daher    A ABG = Z DAH

und     Z AGB = Z DHA

hieraus   & AGE c A ADD

folglich 2 AEG = Z.ADH = B

so sind auch Z L, M, N rechte Z.

Aus A AGE co A ADM und        AG = 3 AD

folgt         AE = JAM =: EM = EL

= LN = MN so dafs EL MN ein Quadrat ist.

Dafs bei Verlangerung von MH bis 0, wo die Normale EO aus E trifft, A EIN 9 A EDO folgt leicht und eben so dafs NO ein dem mittlerengleiches Quadrat ist.

	
135)    Einen Kreis in eine beliebige Anzahl gleicher Theile der Art zu theilen, dafs der Umfang jedes Theils dem Um-fang des Kreises gleich ist.

Fig. 436.
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Soil der Kreis in n gleiche Theile ge-theilt werden, so theile einen Durchmes-ser AE in n gleiche Theile, hier bei-spielsweise in 3 Theile AB = BD = DE. Beschreibe uber AB, AD oberhalb, fiber ED, EB unterhalb Halbkreise, so ent-stehen 6 Flachenraume, von denen je 2 und 2 einander 2 sind; a mit a, b mit b, c mit c. Die drei gleichen Theile sind in den beiden aufseren (a + c) in dem mittleren 2b. Dafs diese einander gleich sind, erhellt aus dem Folgenden.

Bezeichnet man den Inhalt des Kreises mit 21, den des Halbkreises also mit I, so ist jeder Halbkreis iiber AB und DE = a = (4)21 = J I; jeder Halbkreis fiber AD und EB = a + b = (3)2 I = 31; also c =(-9)1=51 und b=(-)1 =3I Mithin sind die Theile a — c = (9 + §) I = § I und der mittlere Theil 2 • b = 2 • 3I =51; die 3 Flachenraume also einander gleich.

Die Umfange der Halbkreise verhalten sich aber wie deren Durchmesser, der ganze Halbkreis, also der um c = P ge-setzt, ist der Halbkreis um a=}P; der um b = 3 P.

Der Raum a + c hat also den Umfang P + } P + 3 P = 2P; der mittlere Raum 2b hat den Umfang 2x}P+2x3P= 2P = dem Umfang des ganzen Kreises.

Theilt man den Kreis allgemein in n Theile, so ist der erste Theil — I; der n

.   4-1,   3ox 9-4, zweite = —I = — I; der ate — —9 I

	
Von diesen setzt sich der obere erste mit dem unteren letzten, der obere zweite mit dem unteren vorletzten u. s. w. zusam-men; die n Theile sind also (12n-1)/42 y.(3 2n-3\1 \n2 n2 / n \n2 n2 / 2 , = —I U. S. W. n und man ersieht, dafs die Construction allgemein giiltig ist, da auch die Umfange sich als gleich grofs und gleich dem Kreis-umfang sich ergeben.



Constructionen, trigonometrische. In den Fig. 437 bis 440 sind die Kreise mit gleichem Halbmesser AC beschrieben, in 4 Quadranten getheilt, die wie Fig. 437 mit I. dem ersten bis IV. dem 4ten Quadrant bezeichnet sind. Es ist also A ACB = 90°. Der A ACD = « wird von dem festen Schenk el AC aus construirt; der bewegliche Schenkel CD liegt Fig. 437 im ersten, Fig. 438 im zweiten, Fig. 439 im dritten und Fig. 440 im vierten Quadrant. Der Complementswin-kel zu « ist in Fig. 437 = + A BCD in Fig 438, 439 und 440 = — /^BCD.

Alle Linien wie DE, AG u. s. w. ste-hen mit dem Halbmesser AC in geradem Verhaltnifs, so dafs mit dem wfachen von AC auch DE, AG u. s. w. nfach so grofs werden. Fur den Fall, dafs AC = 1 ist, heifst DE der Sinus (sin) von a, DE der Cosinus (cos) von a, AG die Tangente (tg) von «, BH die Cotangente (cot) von ct, CG die Secante (sec) von a, CH die Cosecante (cosec) von a, und die Linien DE, DF u. s. w. mit der Linie AC ver-glichen, geben bildlich Verhaltnifszahlen zu der Zahl 1. Setzt man AC — r so ist offenbar DE = r • sin «; DF = r • cos it u. s. w. d. h. sie sind wirkliche Langen, die mit der Lange r in gewissen Verhalt-nissen stehen, und diese zuniichst sollen hier fur die vier Figuren, welche sammt-liche Falle enthalten, construirt werden.

	
	
I.    Falle von dem Endpunkt D des be-weglichen Schenkels CD ein Loth DE auf den festen Schenkel AC, so ist DE = r • sin ct.

Fig. 437.
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II.    Falle von dem Endpunkt D des beweglichen Schenkels CD auf den festen Schenkel BC des Complements-Winkels BCD ein Loth DF, so ist DF^r-cos «.





Fur DF kann auch die ihr gleiche Linie CE gesetzt werden.

Fig. 438.
[image: ]


	
	
III.    Errichte auf dem festen Schenkel AC in dessen Endpunkt A ein Loth AG bis in die Richtung des beweglichen Schenkels CD, so ist AG = r . tg ct.


	
IV.    Errichte auf deni festen Schenkel BC den Complementswinkel BCD in dessen Endpunkt B ein Loth BH bis in die Richtung des beweglichen Schenkels CD, so ist BH = r • cot ct.

Fig. 439.
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V.    Die Lange CG des beweglichen Schenkels CD zwischen dem Scheitel-punkt C des Winkels « und dem End-punkt G der Tangente von « ist r • sec «

Fig. 440.
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VI.    Die Lange CH des beweglichen Schenkels CD zwischen dem Scheitelpunkt C des Winkels « nnd dem Endpunkt H der Cotangente von a ist r • cosec a


	
2)    Die Figuren sind absichtlich so ge-zeichnet, dafs die Linien AC und CD einerlei Neigung haben, also denselben spitzen Winkel («) mit einander bilden, so dafs wenn die Winkel in den 4 Qua-dranten mit «,; &2; «3 ; «a bezeichnet werden:





«2 = 180° — a । a 3 = 180° + «,

«a — 360° — a 1

Sammtliche gleichnamige trigonome-trische Linien sind einander gleich, und da nun zu jedesmal vier verschiedenen Winkeln dieselben trigonometrischen Linien gehoren, so hat man auf deren Lage zu achten, und diese mit positiv und negativ zu bezeichnen. Man setzt fest, dafs sammtliche trigonometrische Linien fur alle Winkel im Isten Quadrant positiv sind.

Die Lage des Sinus (DE) kann nur entweder fiber dem Schenkel AC oder u nter demselben sich befinden, folglich ist sin « in Fig. 437 und 438 positiv, in Fig. 439 und 440 negativ.

Die Lage des Cosinus (DF) kann nur entweder links von BC oder rechts von BC sein, folglich ist cos a in Fig.

437 und 440 positiv, in Fig. 438 u. 439 negativ.

Die Lage der Tangente (AG) kann nur entweder uber dem Schenkel AC oder unter demselben sein, folglich ist tg « in Fig. 437 u. 439 positiv, in Fig. 438 u. 440 negativ.

Die Lage der Cotangente (BH) kann nur entweder links von BC oder rechts von BC sein, folglich ist coin in Fig. 437 u. 439 positiv, in Fig. 438 u. 440 negativ.

Die Secante (CG) kann nur entweder der Schenkel des Winkels a oder des-son Verlangerung sein, folglich ist sec a in Fig. 437 u. 440 positiv, in Fig. 438 und 439 negativ.

Die Cosecante (CH) kann nur entweder der Schenkel des Winkels « oder des-sen Verlangerung sein, folglich ist cosec a in Fig. 437 und 438 positiv, in Fig. 439 und 440 negativ.

Man hat also
[image: ]

man nur nothig hat, fernere trigonome-trische C. fur Winkel des ersten Qua-


dranten (fur spitze Winkel) zu zeigen.

Eben so konnen C. fur Winkel von 9 0° —«; 9 0°+ «; 270° —«; 2 70°+« tibergangen werden, « gehiire gleichviel welchem Quadranten an. Denn sin, tg, sec von (90° — «) sind cos, cot, cosec von a cos, cot, cosec von (90° - a) sind sin, tg, sec von c sin, tg, sec von (90° + «) sind + cos, — cot, — cosec von a

cos, cot, cosec von (90° a) sind — sin, — tg, + sec von a

sin, tg, sec von (270°—«) sind —cos, + cot, — cosec von a

cos, cot, cosec von (270°—«) sind - sin, + tg, — sec von a

sin, ig, sec von (270°+a) sind — cos, — cot, + cosec von a

cos, cot, cosec von (270°+«) sind +sin a — tg a, — sec von a

	
	
4)    Soil man die zu trigonometrischen Linien gehorenden Arcus auftragen, so hat man fur diese, da sie als abstracte Zahlen erscheinen , immer in der Form + — wenn a und b Linien sind.





0


Fig. 441.
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I.    Arc J sin = ± —) zu finden.



\           a /

Zeichne den rechten / ABC, nimm einen Schenkel AB = dem Zahler l>, schneide von A aus den anderen Schenkel mit dem Nenner AC—a in C, ziehe AC, beschreibe aus C mit dem Halbmes-ser CD = 1 einen Kreis so ist Bogen DE und Bogen EF

— Arc I sin = + — I \           a J

Bogen EDGF und Bogen DGFE,

= Arc I sin = - —) \            a)

	
II.    Arc { cos = - — | zu linden. \ a /



Zeichne den rechten / ABC, nimm einen Schenkel BC = dem Zahler c und schneide von C aus den andren Schenkel mit dem Nenner = CA = a in A, ziehe CA, beschreibe aus C mit dem Halbmes-ser CD = 1 einen Kreis, so ist Bogen DE und Bogen DGFE = Arc ( cos = + ■—) \ Bogen EF und Bogen EDGE

	
III.    Arc ^lg = ± —) zu linden.



Zeichne den rechten X ABC, nimm einen Schenkel AB — b, den anderen BC = c, ziehe C I; in C, dem Endpunkt des Neuners, beschreibe den Kreis vom Halb-messer = 1, so ist

Bogen DE und Bogen EDGF / l> Arc= (tg - + —

Bogen EF und Bogen DGFE = Arc ^tg = — —


) zu linden. b /




IV. Arc




cot



Man verfahre wie ad III, nur dal's man den Kreis aus dem Endpunkt des Zahlers c beschreibt; dann ist Bogen DE und Bogen EDGF = Arc ^col = + £)

Bogen EF und Bogen DGFE = Arc I cot = — - ) \           0/

a sec — - — c


V. Arc




zu finden.



Zeichne den rechten / ABC, nimm einen Schenkel BC= dem Nenner c und schneide aus C mit dem Zahler = a den anderen Schenkel in A, ziehe AC, beschreibe aus dem Durchschnittspunkt C von Zahler und Nenner den Kreis mit dem Halbmesser = 1 so ist

Bogen DE und Bogen DGFE

= Arc ( sec = +

Bogen EF und Bogen EDGF

— Arc ( sec = —


VI. Arc I cosec




a \ b)




zu finden.



Zeichne den rechten Z&ABC, nimm einen Schenkel AB = dem Nenner I und schneide aus A mit dem Zahler — a den anderen Schenkel in C, aus diesem Punkt C beschreibe den Kreis mit dem Halb-messer =1, ziehe AC so ist

Bogen DE und Bogen EF

Bogen EDGF und Bogen DGFE

= Arc ( cosec — =

\           b.

	
	
5)    Die Linien r sin 2«, r cos ^a, r tg 2«, r cot 2 a, r sec 2«, r cosec 2 a zu zeichnen.





	
	
I.    Nimm Fig. 442 den einen Schenkel von «, z. B. AC = r, falle das Loth AB von A auf den zweiten Schenkel CB, aus B wieder das Loth BD auf den ersten Schenkel CA, so ist AD-r sin 2« Denn es ist





AD — AB • sin ABD — AB. sin «

Da nun AB = AC.sin a — r.sin «

SO ist AD = r.sin a- sin c< — r.sin 2«

	
	
II.    Verfahre wie ad 1 so ist





CD = r . cos 2a denn CD = BC. cos c

BC — AC • cos a = r. cos a folglich CD = r.cos a • cos a = r.cos 2c

Fig. 442.
[image: ]


	
	
III.    Trage auf einen Schenkel von « z. B auf CA das Stuck CD = r, falle in D auf CA das Loth DB bis in die Richtung des anderen Schenkels CB, errichte in B auf diesem zweiten Schenkel CB das Loth BA bis in die Richtung des ersten Schenkels CA, so ist AD = r tg -a





Denn es ist

AD = BD -tg ABD = BD. tg « ferner BD = DC ■ tg « = r • tg a daher AD = r.tg a • ig « = r .tg 2c

	
	
IV.    Verfahre wie ad 3, so ist





AC = r.scc 2a) denn es ist AC— BC.sec a

BC — CD.sec c = r.sec ci daher AC = r • sec « • sec a—r sec 2«

	
	
V.    Errichte Fig. 443 im Scheitelpunkt C von « auf einem Schenkel z. B. CB ein Loth CF, nimm auf demselben CE = r, ziehe ED + CB bis in die Richtung CA des zweiten Schenkels, falle das Loth DB auf den ersten Schenkel CB, zeichne aus C den Quadrant BF, ziehe aus F bis in die Richtung CA die Linie FA + CB so ist AF = r cot 2a

Fig. 443.
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Denn es ist AF = CF.cot CAF

= CF cot « = CB-cot a = DE • cot a da nun DE = CE • cot CDE = CE • cot « = r cot « so ist AF — r. cot a • cot a = r • cot -a

	
	
VI.    Errichte Fig. 444 in C auf einem Schenkel CB von « ein Loth CF, nimm auf demselben das Strick CD = r, ziehe aus D bis in die Richtung CA des zweiten Schenkels von a DE = CB, zeichne aus C den Bogen EF, ziehe FA = CB, so ist CA = r cosec 2a

Fig. 444.
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Denn es ist

CA = CF• cosec CAF = CF.cosec a

= CE. cosec a aber CE — CD cosec CED— CD.cosec «

= r.cosec a folglich CA — r.cosec « • cosec a — r.cosec^a

	
	
6)    Die Bogen: Arc^sin2^-^- Arc (cos2—~\, Arcftg2 = d) ; Arc/ cot2 = ~ \ \ o /       \ o /       \ b)





Arc (sec2 =- |; Arci cosec2 = C) zu Zeich-

	
\        6 /       \ b /



nen. (Vergl. No. 4.)

	
	
I.    Fir Arc (sin?= $) zeichne Fig. 445 fiber AB = dem grofseren Nenner b den Halbkreis, nimm von einem Endpunkt A aus auf dem Durchmesser den kleineren Zahler AC = a, errichte in C das Loth CD bis in die Peripherie, ziehe von D nach dem anderen Endpunkt B des Durch-messers DB, so ist der aus B mit dem Halbmesser = 1 zu beschreibende Bogen
[image: ]

Fig. 445.
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Denn es ist, wenn man AD zieht, a=AC=AD• sin ADC — AD . sin c und AD = AB • sin a = b.sin a

daher a = b. sin «• sin a = b. sin 2a . , a woraus sin la — —

b


II. Fur Arc (




COS'




a\ , •

— I construire




wie



ad 1, so ist der Bogen zu dem Z BAD =3= arc (cos2= —)

\ b /

Denn es ist

a = AC = AD • cos B aber A D = AB. cos 3 = b. cos 3 daher a = b.cos 3 • cos 3 = b.cos 23 und cos 2 = -

	
	
III.    Fur Arc (tg2 = " \ • b


) setze eine grade







Linie AB aus AC = a und BC = b zu-sammen, beschreibe uber AB den Halb-kreis, errichte in C die Ordinate CD und zeichne die uber BC = dem Nenner b liegende Sehne BD, so ist der Bogen zu dem / DBA = a = arc ^tg2 = G)

Denn es ist, wenn man noch AD zieht, a = AC = CD • tg ADC = CD.tg a und CD = BC tg « = b.tg a daher a — b tg a - tg a — b • tg 2«

, 2 a woraus tg = E


IV. Fur Arc ^cot2 = 6)




construire wie



ad 3, ziehe die uber AC = dem Zahler a liegende Sehne AD, so ist der Bogen zu

a \

COl2 = — )

Denn es ist, wenn man noch BD zieht, a = AC — DC cot B

DC = BC cot CDB = b cot CDB = b cos 3 woraus a = I) • cot 3 • cot 3 = 6 cot 23

,    . a nnd col 23 = —

	
	
V.    Fur Arc (sec2= C) nimm AB=dem \





grofseren Zahler a, trage auf demselben ein Stuck AC = dem kleineren Nenner b ab, errichte in C die Ordinate CD, ziehe die liber dem Nenner b liegende Sehne AD, so ist der Bogen zu A BAD = 3


= arc




sec=6



Denn es ist a = AB = AD sec 3

AD = AC sec 3 = b sec B daher a — b. sec 3 . sec 3 = b. sec 23 9 a woraus sec "3 — -b

	
	
VI.    Fur Arc cosec2 = — \ b J


construire wie







ad 5, ziehe die Sehne BD, so ist der Bogen zu A ABD = a = arc ^cosec2 = $)

Denn es ist

a = A B = A D. cosec a

AD = AC • cosec A DC = AC.cosec a

= b.cosoc a woraus a = b cosec a • cosec ct = b.cosec 2a also cosec 2a = —

	
7)    Die Linien r sin 3«, r cos 3a, r tg 3«, r col 3a, r sec 3«, r cosec 3a zu zeichnen.


	
I.    Fur r sin 3« zeichne A ACB = «, nimm den einen Schenkel BC = r, falle das Loth BA auf den anderen Schenkel, von A das Loth AD auf den ersten Schenkel und endlich das Loth DE auf das Loth AB, so ist BE = r sin 3a

Fig. 446.
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Denn es ist

DE + AC, daher 2 BDE = a also BE = BD. sin a aber auch A BAD = a daher BD = AB sin a

folglich BE = AB • sin a • sin a = AB .sin2a Nun ist AB = BCsin « — r • sin a also BE = r sin a • sin 2a = r.sin 3a

	
	
II.    Fur r-cos 3a construire wie ad 1, nur falle (statt DE) das Loth DF auf den zweiten Schenkel AC, so ist CF — r^cos 3a





Denn es ist

AC = BC.cos a — r • cos a

CD = AC-cos a = r • cos a • cos a

= r■ cos 2a

endlich CF = CD cos a = r-cos 2a>cos «

= r cos 3 a

	
	
III.    Fur r tg 3a zeichne A ACD = «, nimm den einen Schenkel CD = r, errichte in D auf demselben das Loth DA bis in die Richtung des anderen Schenkels CA, in A auf demselben Schenkel CA das Loth AB bis in die Richtung des ersten Schenkels Cl), in B ein Loth BG auf dem Loth AB, verliingere A D bis in die Richtung dieses Loths, so ist





DG = r • tg 3 a

Denn es ist

AD = CD.tg a = r.tg a

BD = AD tg BAD = AD.tg a folgt BD = r.tg a ‘tg a = r tg 2a

ferner DG — BD tg GBD = BD tg e also DG = r ig 2a • tg a = r tg 3 a

	
	
IV.    Fur r cot 3« hat man (Fig 443)





AF—r-cot 2«. Faile nun das Loth A G, zeichne den Quadrant GH, ziehe HJ^-CB bis in die Richtung von CA, so ist

11J — r col 3«

Denn es ist

11J = CH cot « = CG • cot « = AF cot «

= r cot 2a • col a = r cot 3«

	
	
V.    Fur r sec 3« nimm (Fig. 446) das Stuck CF eines Schenkels von a = r, er-richte in F auf diesen Schenkel das Loth FD bis in die Richtung des anderen Schenkels CB-, errichte in D auf demselben Schenkel das Loth DA bis in die Richtung des ersten Schenkels CF und errichte in A auf diesem Schenkel das Loth AB bis in die Richtung des. 2ten Schenkels, so ist





BC = r sec 3«

Denn es ist

BC = AC ■ sec c<

AC = DC • sec a

folglich BC = DC-sec a-sec a — DC sec 2« DC = CF sec a

daher BC = CF-sec « • sec 2a

= CF ■ sec 3a = r. sec 3a

	
	
VI.    Fur r cosec 3« hat man (Fig. 444)





CA = r cosec 24 , zeichnet man nun aus C den Bogen AG bis in die Richtung von CF, zieht GH +BC bis in die Richtung von CA, so ist CH = r. cosec 3a

Denn es ist

CH = CG cosec « = CA cosec a = r cosec 2c • cosec c = r cosec 3«

	
8)    Die Linien r sin a • sin 3 r sin a • cos 3 r sin « ■ tg 3 r-sin a • cot 3 r sin « • sec 3 r sin a ■ cosec 3 zu zeichnen.


	
I.    Fiir r sin a . sin 3 zeichne an der Linie AC als gemeinschaftlichem Schenkel / ACB = 3 und 4 ACD = a nach einerlei Richtung, errichte im Scheitel C auf AC ein Loth CE, nimm den zweiten Schenkel CD des A a = r, falle das Loth DE auf CE, zeichne aus C den Bogen EB bis in die Richtung des zweiten Schenkels CB von B und falle das Loth BA auf den Schenkel AC so ist





AB — r sin « . sin 3

Hiermit ist zugleich die Linie r. 3!" " cosec 3 construirt.

Fig. 447.
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II.    Fiir r sin a ■ cos p construire wie ad 1, so ist AC = r . sin a . cos B.





Denn es ist BC = CE = r • sin a folglich AC = BC-cos ^ = r . sin a • cos 3

Sen (x

Hiermit ist zugleich die Linie r .---- sec 3 construirt.

	
	
III.    Fiir r . sin a . ig 3 construire wie ad 1 und 2, aber zeichne statt des Bogens EB den Quadrant EBF, errichte nun das Loth FG bis in die Richtung CB des zweiten Schenkels von 3, so ist





FG = r . sin « . tg 3

Denn CE, also auch CF ist =r sin a folglich FG = CF • tg B = r ■ sin a ■ tg B

sin CL

Hiermit ist zugleich die Linie r." 6                    cot 3 construirt.

	
	
IV.    Fur r-sin a cot 8 nimm wieder CD = r und ziehe aus D die Linie DH = AC bis in die Richtung des zweiten Schenkels CB von 3; falle das Loth HJ auf den gemeinschaftlichen Schenkel CA so ist JC = r • sin a • cot 3





Denn es ist HJ = CD sin a = r • sin « folglich JC = HJ cot 3 = r • sin a-cot 3

Hiermit ist zugleich die Linie r.— "E 6                       tg 3 construirt.

	
	
V.    Fur- r sin a . see 3 construire wie ad 3, so ist CG — r sin a-sec 3





Denn es ist

CF = CE = CD-sin a = r-sin a und CG = CF sec 3 = r sin a • sec 3

Hiermit ist zugleich die Linie r-^-^ cos 3 construirt.

	
	
VI.    Fiir r-sin a-cosec 3 construire wie ad 4, so ist CH = r • sin a - cosec 3





Denn es ist

HJ = r-sin a und CH = IIJ.cosec 8 folglich ist CH = r • sin a - cosec B Hiermit ist zugleich die Linie r-^11^ sin construirt.

	
9)    Die Linien r-cos a-cos 8 r-cos a-tg B r-cos a cot 3



r-cos ct.sec B r-cos a-cosec 3 zu zeichnen.

I. Fur r-cos ct. cos B zeichne / ACD = ct, ACB = B, nimm den zweiten Schen-kel CD von « = r, falle das Loth DE anf den gemeinschaftlichen Schenkel AC, zeichne aus C den Bogen EB bis in die Richtung CB des zweiten Schenkels von B, falle das Loth BE auf den gemein-schaftlichen Schenkel AC, so ist

CE — r-cos cfcos 3

Fig. 448.
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Denn es ist CE = CD .cos a = r-cos « daher BC = CE = r.cos a

Da nun CF = BC cos 3

so ist auch CF — r-cos a.cos 3

Hiermit ist zugleich die Linie r .c° °                      sec 3 construirt.

	
	
II.    Fur r-cos ct.lg 3 zeichne die beiden X a und B, nimm CD = r, falle auf den gemeinschaftlichen Schenkel AC das Loth DE, so ist das zwischen beiden Schen-keln von 3 liegende Stuck desselben = r. cos ct ■ tg 3





Denn es ist CE = CD-cos a = r.cos ct also EG = CB2 tg 3 = r-cos cftg 3

Hiermit ist zugleich die Linie

cot p construirt.

	
	
III.    Fur r • cos ct. cot 3 construire wie ad 2, errichte im Scheitel C auf dem gemeinschaftlichen Schenkel AC das Loth CH, zeichne aus C den Quadrant EBH, ziehe aus H die Parallele HJ mit AC bis in die Richtung des zweiten Schenkels CB von 3, falle aus J das Loth J A auf AC, so ist AC = r.cos a.cot 3





Denn es ist


CH = CE = CD.cos a = r.cos a

Nun ist AC = HJ = CH • cot 3 woraus AC = r. cos a • cot 3



- . . cos ci

Hiermit ist zugleich die Linie r-——-

8                          tg 3 construirt.

	
	
IV.    Fur r • cos ci. sec 3 construire wie ad 2, so ist der durch das Loth DE auf dem zweiten Schenkel von 3 abgeschnit-tene Theil CG = r cos a sec 3





Denn es ist CE = CD cos a = r cos « und CG = CE sec 3 = r. cos a- sec 3

Hiermit ist zugleich die Linie r.so" cos 3 construirt.

	
	
V.    Fur r.cos a • cosee 3 construire wie ad 3, so ist das von der Parallele HJ auf dem zweiten Schenkel von B abgeschnit-tene Stuck CJ = r cos a • cosec 3





Denn es ist

CJ = CH cosec HJC = CH cosec ft CH — CE — CD ■ cos ct = r. cos ct folglich CJ = r.cos a • cosec ft

Hiermit ist zugleich die Linie r. s sin ft construirt.

	
10)    Die Linien r.tg a-lg ft r.tg a.cot ft r.tg a-sec ft r.tg ct-cosec ft zu zeichnen.



	
I.    Fiir r-tg cdg ft zeichne / ACD = ct, A ACB = ft, nimm auf dem gemeinschaftlichen Schenkel AC das Stuck CE - r, errichte in E auf AC das Loth ED bis in die Richtung des zweiten Schenkels

Fig. 449.
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von ct, errichte in C auf AC das Loth CF, ziehe DF bis in die Richtung von CF die mit AC parallele DF, zeichne aus C den Quadrant FA, errichte in A auf AC ein Loth AB bis in die Richtung des zweiten Schenkels von ft, so ist

AB = r-tg cftg ft

Denn es ist AB = AC .tg ft

AC = CF = DE = CE tg a = r tg a folglich AB = r-tg a-lg ft

Hiermit ist zugleich die Linie r • 9 « -                         cot ft construirt.

	
II.    Fiir r.tg a • cot ft nimm wieder CE = r, errichte auf AC das Loth ED bis in den 2ten Schenkel von ct, ziehe DG + AC bis in die Richtung des zweiten Schenkels von ft, falle das Loth GH auf AC, so ist CH — r-cos a .cot ft



Denn es ist CH = GH’Cot 3

GH = DE = CE-tg a = r . Ig a folglich CH — r-tg a.cot 3

Hiermit ist zugleich die Linie 1:s construirt.

	
III.    Fur r -tg a. sec 3 construire wie ad 1, so ist das von dem Loth AB auf dem zweiten Schenkel von 3 abgeschnit-tene Stuck CB = r.tg a • see p.



Denn es ist BC = AC - sec p

AC = CF = DE = CE.tg a — r tg a folglich BC — rtg a- sec 3

Hiermit ist zugleich die Linie ,.9“. cos 3 construirt.

	
IV.    Fur r-tg a ■ cosec ^ construire wie ad 2, so ist das von der Parallelen DG auf dem zweiten Schenkel von B abgeschnit-tene Stuck CG — r,lg a cosec p.



Denn es ist CG - GH • cosec 3

GH = DE = CE tg «= r.tg « folglich CG — r tg a cosec 3

Hiermit ist zugleich die Linie r .9" h                     sin 3 construirt.

	
11)    Die Linien r.cot a-cot @ rcot a-sec 3 r cot c'.’cosec 3 zu zeichnen.


	
I.    Fur r.cot a-col B errichte im Schei-tel C auf dem gemeinschaftlichen Schenkel AC ein Loth CF, nimm CF = r, ziehe FD = AC bis in die Richtung des zweiten Schenkels von a, falle das Loth DE auf AC, zeichne aus C den Quadrant EJ, ziehe JKA^AC bis in die Richtung des zweiten Schenkels von 3, falle das Loth KL auf AC, so ist das von AC dadurch abgeschnittene Stuck CL = r • col a.cot 3





Denn es ist

CL = KL.cot 3 = CJ.cot 3 = CE-cot B aber CE = DE-cot a = CF cot a — r col a folglich CL —r-cot a-cot 3

Hiermit ist zugleich die Linie r- — " 6 tg B construirt.

	
	
II.    Fiir r — cot a • sec 3 nimm wieder CF = r, ziehe FD = A C bis in die Rich-tung des zweiten Schenkels von a, falle das Loth DE auf AC, so ist das dadurch von dem zweiten Schenkel BC von B abgeschnittene Stuck CM = r.cot a-sec 3





Denn es ist CM = CE-sec 3

CE = DE cot a = CF. cot a — r . cot c folglich CM — r cot a-sec 3

Hiermit ist zugleich die Linie r-C°t a cos 3 construirt.

	
	
III.    Fur r.cot a-cosec B construire wie ad 1, so ist das von JK auf dem zweiten Schenkel BC von B abgeschnittene Stuck CK = r-cot a-cosec 3





Denn es ist CK = KL-cosec B

KL — CJ = CE= DE. cot « = CF. cot a

= r.cot a folglich CK — r.cot a • cosec B.

Hiermit ist zugleich die Linie r.cte &                    sin 3 construirt

	
12)    Die Linien r.sec a-sec 3 r-sec a-cosec 3 r-cosec a-cosec 3 zu zeichnen.



	
I.    Fur r.sec a • sec 3 zeichne A ACD = a, A ACB = B, nimm auf dem gemeinschaftlichen Schenkel AC ein Stuck CE = r, errichte in E auf AC ein Loth ED

Fig. 450.
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bis in die Richtung des zweiten Schenkels von a, zeichne aus C den Bogen DA, errichte in A auf AC das Loth AB bis in die Richtung des zweiten Schenkels von B, so ist das von demselben abgeschnittene Stuck CB dieses Schenkels

= r • sec a • sec 3

Denn es ist CB = CA.sec 8

CA = CD = CE.sec a = r.sec a folglich CB = r.sec a •sec 3

Hiermit ist zugleich die Linie r.e cos 3 construirt.

	
II.    Fiir r-sec a-cosec 3 nimm wieder CE = r, errichte das Loth ED bis in die Richtung des zweiten Schenkels von a, errichte ferner im Scheitel C auf demselben Schenkel AC ein Loth CF, zeichne aus C den Bogen DF und ziehe aus F die mit AC parallele Linie FG bis in die Richtung des zweiten Schenkels von 3, so ist das dadurch auf dem Schenkel abgeschnittene Stuck CG =r sec a-cosec 3.



Denn es ist

CG = CF cosec CGF^ CF■cosec 8 CF = CD = CE see a — r. sec a folglich CG — r • sec a. cosec 3.

Hiermit ist zugleich die Linie r.Scce °                    sin 3 construirt.

	
III.    Fur r > cosec a • cosec ^ errichte im Scheitel C auf dem gemeinschaftlichen Schenkel AC ein Loth CF, nimm auf demselben vom Scheitel C aus ein Stuck CH = r, ziehe aus H eine mit AC parallele HD bis in die Richtung des zweiten Schenkels von «, zeichne aus C den Bogen DF, ziehe aus F eine mit AC parallele FG bis in die Richtung des zweiten Schenkels von 3, so ist das von demselben abgeschnittene Stuck CG = r. cosec a. cosec P



Denn es ist

CG=CF cosec CGF— CF cosec B CF = CD = DE cosec a = CH’cosec a

= r■ cosec a

folglich CG = r cosec a • cosec 3

Hiermit ist zugleich die Linie r‘C°^eC n sin 3 construirt.

	
	
13)    In D und F werden die Bogen construirt, wenn deren trigonometrische Functionen durch den Quotient zweier Linien gegeben werden. Aus G und L entspringen Aufgaben fur die Constructionen von Bogen, deren trigonometrische Functionen durch trigonom. Functionen zweier bekannten Winkel gegeben sind. Als zu zeichnen:





( .       .         . sin a                 1           \

arc I sin — sin a • sin 3 —------- —--------I

\                       cosec P cosec «• cosec p /

arc {cos = sin a • sin 3 = u. s. w.)

arc {tg = sin a • sin 3 = u. s. w.)

	
u. s. w. bis



(cosec a          1

cosec — cosec a • cosec 3 — —.---= —.------.—-

sin 3 sin a • sin 3

1m Ganzen 6x21 = 126 Aufgaben.

Von diesen sollen hier beispielsweise einige gelost werden.

,   .      ( • sin A

	
	
I.    Zu zeichnen are I sin = —.— I \ sin a)





Die Auflosung ist moglich wenn B<«, weil sin immer ein achter Bruch ist. Zeichne / ACB = B , A ACD = a, nimm den gemeinschaftlichen Schenkel AC bei-der 2 = dem Radius = 1, falle das Loth AD auf den zweiten Schenkel von a, zeichne aus A den Bogen DB bis in die Richtung des zweiten Schenkels von 3,
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ziehe AB, so sind die / ABC (x) und ABF(x") die A der verlangten Bogen.

Denn es ist AD, also auch AB =

AC sin a = sin a

Ferner ist das von A auf den zweiten Schenkel von 3 zu denkende Loth

AE sowohl = AC sin 3 = sin 3 als auch

= AB.sin x = sin a • sin x = sin a • sin x daher ist

sin B = sin a • sin x = sin a • sin x’ folglich sin x und sin x = sin~^ sin a

	
	
II.    Zu zeichnen are (cos = \ sin «)





Auch hier mufs wie in 1, 3 < r sein. Nimm a , B und AC wie in 1 , falle die Lothe AD, AE, beschreibe aus A den Bogen DG, ziehe GA, so sind die Z GAE = y und dessen Erganzung zu 4 Rechten die Centriwinkel der verlangten Bogen.

Denn es ist

AD = AC sin a = sin a also auch AG = sin a ferner AE = AC-sin 3 = sin 3 und zugleich

AE = AG • cos y = sin a • cos y sin 3 folglich cos y = —— sin a

	
	
III.    Zu zeichnen arc(tg = sin 8) \ sin a/





Nimm die gerade Linie AC=dem Radius = 1, zeichne an C den / ACB = «, und von AC aus nach der anderen Richtung den Z_ACB = P, zeichne die Sinusse AB = sin « und AD — sin 3, aus A die Linie AE + dem zweiten Schenkel des Winkels 3 im Zahler, aus A den Bogen BE, ziehe DE, so ist A AED = % der Centriwinkel des verlangten Bogens.

Fig. 452.
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Denn es ist AE = AB = sin «

AE. tg z = AD = sin 3

sin 3 folglich tg z = —— sin a

sin 3\ cot = —--- )

sin

Bei derselben Construction (Fig. 452) ist A ADE — u der verlangte Centri-winkel.

	
	
V.    Zu zeichnen arc (sec = Sin P) \ sin a/





Nimm CA=1, zeichne an C von CA ab zu beiden Seiten die A ACB = a und ACD = B, falle die Sinus AB = sin a und AD = sin 3, zeichne aus A den Bogen DE bis in die Richtung von CB, ziehe AE so ist / BAE = v der verlangte Centri winkel.

Fig. 453.
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Denn es ist

AB • sec v = AE = AD = sin 3 AB = sin a sin 3 folglich sec 1 = ——-sin C

Wenn AD < AB so schneidet der Bogen DE innerhalb AB und die Aufgabe ist unmbglich, denn sect ist immer > 1.

	
	
VI.    Zu zeichnen arc (cosec = Sin B) \        sin a/





Bei derselben Construction (Fig. 453) ist / AEB = w der verlangte Centri-winkel.

	
14) Die Construction folgender Bogen fiihrt zu interessanten und fur die ganze Trigonometrie hochst wichtigen Gesetzen, namlich die Construction von



	
I.    arc^sin = sin a • cos 3 + cos a • sin B) II.    arc (cos = cos a-cos 3 — sin a. sin B) Man findet fiir alle moglichen Werthe von a und 3, dais der verlangte Bogen fiir beide Aufgaben derselbe ist, und zwar = arc («+B), wie nachgewiesen werden soil.



	
I.    Wenn die Schenkel von 3 beide im ersten Quadrant liegen.

Fig. 454.
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Zeichne Z ACB = a und A BCD = 8, beschreibe mit AC = 1 den Bogen ABD, so ist dieser Bogen, also arc (a + B) der verlangte.

Denn fallt man die Lothe DE auf BC, EG und DH auf AC, EF auf DH, so ist erstens: ZEDF=a

FH — EG — CE sin a = cos B - sin a DF = DE • cos EDF = sin B • cos a DH= sin (a + ^ = FH + DF _ oder I. sin(a + B) =sin a-cos 3+ cos a^sin S Zweitens ist:

CG = CE • cos a = cos ,8‘cos a

GH = EF = DE • sin EDF = sin 8 • sin a CH =_cos (aAJ^^CG-JJH _ oder II. cos (a + B) = cos 3 — sin a-sin 3

	
II.    Wenn der eine Schenkel von B im ersten, der andere im zweiten Quadrant liegt.

Fig. 455.
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Es ist wieder der Bogen zu dem Centri winkel («+3) der verlangte. Denn bei derselben Construction wie in Fig. 454, wobei die Lothe DE, EG und EE auf die Verlangerungen von DC, AC und DH fallen, hat man:

Erstens 2 EDF = Z DEG = ^ECG = c

FH- EG = CE • sin ECG = CE-sin a

CE = cos DCE = cos (180° — B)

= — COS 3

folglich FH = — sin a • cos 3

Noch ist DF=DF-cos EDF = DE.cos a

DE = sin DCE = sin<A^°— ^} = An B folglich DF = sin 3 • cos a

Nun ist sin (« +}) = DH = — FH + DE folglich

1. sin (a + 3) = sin a • cos 3 + cos a • sin 3 Zweitens ist

CG = CE • cos ECG = — cos 3 • cos a und GH = EF— DE.sin EDF= sin^sin a und CH = — cos {a + P) = CG + GH oder — cos (« + 3)

= — cos a • cos 3 + sin a • sin 3 oder IL cos («+ B)

= cos a-cos 3 — sin a-sin 3

	
III.    Wenn der eine Schenkel von 3 im ersten, der andere im dritten Quadrant liegt.



Der Bogen zu dem Centriwinkel =(«-%) ist der verlangte. Denn bei derselben Construction wie in Fig. 455 hat man Erstens: DH — sin DCH

= sin (« + 3 — 180°) = — sin (ct + B) oder sin (« + 8) = — DH = - (DF + FIE)

Nun ist FH = EG = CE • sin ECG

	
	
— cos DCE • sin ECG





oder FH — cos (8 — 180°) sin «

= — cos 3. sin a

ferner ist DF — DE-cos EDF

= sin (3- 180°) -cos EDF = — sin 3 • cos EDF aber A EDE = z ECG = « also DF = — sin ^-cos a folglich

FH + DF = — cos 3 • sin a — sin 3 • cos a

Fig. 456.
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oder I. sin (a + 8) = — (FH + DF)

= sin a • cos 3 + cos « . sin 3 Zweitens ist CH = cos DCH

= cos (« + 3 — 180°) = — cos (a + B) oder cos (« + ,8) = - CH = - (CG - GH) aber CG^ CE. cos ECG

= cos (3 — 180°) • cos a = — cos ^’cos a ferner ist GH — EF = DE sin EDF

= sin (3 — 180°).sin a = — sin p-sin a folglich

CG — GH — — cos 6. cos a + sin 3 • sin a und II. cos (a + B) = — (CG — GH

= cos a • cos 3 — sin a • sin 3

	
IV.    Wenn ein Schenkel von 3 im ersten, der andere im vierten Quadrant liegt, arc (a + B) ist der verlangte Bogen.



Denn construirt man wie in Fig. 456, so hat man

Fig. 457.
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Erstens DH = sin DCH

= sin [360° — (a + ^)} = — sin (« + 3) Nun ist DH = DF + FH

ferner ist FH =EG— CE-sin ECG

	
	
= cos (3— 180°) • sin a = — cos ^.sin a und DF= DE’Cos EDF





= sin(^—180°)• cos EDG =-—sin^-cos EDE

= — sin 3 • cos ECG = — sin 3 • cos a folglich I. — DH = sin (a + P)

= sin a • cos 3 — cos a • sin 3

Zweitens ist CH = — CG + HG aber CG — CE • cos ECG

= cos ((i — 180°)'cos 3 • cos a und HG = EF = DE • sin EDF

= sin (3— 180°) • sin a = — sin 3 • sin « folglich

	
II.    CH—cos(a-\-^) = cos a-cos ^—sin a-sin^


	
V. Wenn beide Schenkel von p im zweiten Quadrant liegen. Construirt man wie in Fig. 454, so ist wieder arc (a + 3) der verlangte Bogen; denn man hat

Fig. 458.
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Erstens DH = FH - DF

aber FH=EG = CE.sin ECG

= CE • sin (180° — c)= cos B-sin(180° a) = cos ^.sin a

und DF = DE-cos EDF — sin 8 • cos EDF = sin 3 • cos ECG = sin B • cos (180°—a) = — sin 3 • cos a

folglich

	
I.    DH=sin(«+3) =sin a-cos^ + cos a-sin^ Zweitens ist CH = cos DCH



= cos [180° — (a + 8)] = — cos (a + 3) and zugleich CH = CG+ GH aber CG = CE • cos ECG

= cos 3 • cos (180°— «) = — cos a-cos 3 und GH = EF = DE • sin EDF

= sin 3 • sin (180° — «) = sin 3 • sin a folglich

	
II.    —CH — cos(^a-\-p^—cos a-cos ^—sin ct'sin^



	
VI. Wenn ein Schenkel von 3 im zwei-ten, der andere im dritten Quadrant liegt. arc(«+B) ist der verlangte Bogen; denn construirt man wie in Fig. 458, so hat man

Fig. 459.
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Erstens DH = sin DCH = sin (a + fi - ISO0) = — sin (« + 3)

zugleich DH — DF — FH = — FH + DF aber FH = EG = CE sin ECG

	
= cos 3 • sin (180° — «) = cos 3 • sin a



und DF = DE • cos EDF = sin B • cos EDF = sinti • cos EiCG = sin 3 • cos (180°—c) = — sin 3 • cos a

also DH = — sin a-cos 3 — cos a - sin 3 folglich

	
I . -DH= sin («+3) = sin a • cos j3-\-cos ct-sin 3 Zweitens ist CH = cos DCH



= cos (« + 3 — 180°) = — cos (« + B) zugleich CH = CG + GH aber CG = CE cos ECG

	
=    cos 3 • cos (180°—«) = — cos 3 • cos a und GH=EF= DE.sin EDF


	
=    sin 3 • sin (180°— a) = sin 3 • sin a daher CH = sin a • sin 3 — cos «• cos 3 folglich II. — CH = cos (« + A)


	
=    cos a • cos 3 — sin a • sin 3


	
V II. Wenn ein Schenkel von 3 im zweiten und der andere im vierten Quadrant liegt. arc (« + 3) ist der verlangte Bogen, denn construirt man wie Eig. 459, so hat man



Erstens DH = sin DCH = [360° — (a + 3)] = — sin (a — 3)

zugleich ist DH — DF + FH aber FH = EG= CE sin GCE

= cos (180°— 8) • sin (180° — ct)

	
=    — cos 3 • sin c und DF= DE.cos EDF


	
=    sin (180° — 3) • cos GCE


	
=    sin 3 • cos (180° — «) = — sin 3 • cos a also DH = — (sin a • cos 3 + cos a • sin 3) folglich I. — DH = sin (a + 3)


	
=    sin a • cos 3 — cos a • sin 3

Fig. 4G0.
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Zweitens ist CH = cos ACD

	
=    cos [360° — (« + 8)] = cos (a + 3) zugleich ist CH—CG— GH



aber CG^CE.cos ECG

= cos (180° — B)- cos (180° — a)

	
=    (— cos 3) (— cos c) = cos a • cos 3



und GH^EF^ DE sin EDF

= sin (180°— B). sin (180°— «)

	
=    sin 3 • sin a



folglich II. CH = cos («+8)

	
= cos a • cos 3 — sin a • sin 3


	
VIII.    Wenn beide Schenk el vonim dritten Quadrant liegen. arc (« + 3) ist der verlangte Bogen; denn construirt man wie in Fig. 460, so hat man
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Erstens DH = sin DCH = sin («+B- 180°) = — sin (« + 3)

zugleich ist DH = DF + FH aber FH = EG = CE- sin ECG

= CE-sin (a — 180°) = — CE »sin « = — cos 3 • sin a

und DF = DE. cos EDF = DE • cos ECG = DE • cos {a - 180°) = - DE- cos a = — sin 3 • cos a

folglich I. — DH = sin (« + 8)

= sin a • cos B + cos a • sin 3

Zweitens ist CH = cos DCH

= cos (a + P — 180°) = — cos (a + B) zugleich ist CH^CG- GH aber CG^CE- cos ECG

= cos 3 • cos (a — 180°) = — cos a • cos 3 und GH = EF= DE ■ sin EDF

= sin 3 • sin («—180°) = — sin a • sin 3

also CH = — cos a • cos 3 + sin a • sin 3 folglich II. — CH = cos (« + A)

= cos a • cos 3 — sin a • sin 3

	
	
IX.    Wenn ein Schenkel von 3 im dritten, der andere im vierten Quadrant liegt, arc {a + 3) ist der verlangte Bogen, denn construirt man wie in Fig. 461, so hat man
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Erstens DH-sin ACD = sin [360°— (« +3)] = — sin (a + B)

zugleich ist DH = DE + FH aber FH = EG = CE sin ECG

= cos 3 • sin (« — 180°) = — cos 3 • sin a und DF= DE • cos EDF = DE • cos ECG

= DE-cos (i - 180°) = - DE • cos a = — sin B • cos a

folgt I. - DH — sin (« -|- 8)

= sin a • cos 3 — cos a • sin 3 Zweitens ist CH = cos ACD

= cos [360° — (a + 8)] = cos (a + B) zugleich ist CH = CG + GH

aber CG = CE-cos ECG-CE-cos («—180°)

= CE • cos « = — cos 3 • cos a und GH = EF = DE.sin EDF

= DE • sin (a — 180°) = — DE • sin a = — sin 3. sin a

folglich if. CH = cos (c + 8)

= cos a • cos 3 — sin a • sin B

	
	
X.    Wenn beide Schenkel von 3 im vierten Quadrant liegen. arc {a + 3) ist der verlangte Bogen; denn construirt man wie in Fig. 462, so hat man

Fig. 463.
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Erstens DH — sin ACD

	
=    sin [360° — (« + 8)] = — sin (a + B) zugleich ist DH = FH — DF aber FH — EG = CE sin ECG


	
=    CE • sin (360° — a) = — CE-sin «


	
=    — sin a • cos 3



und DF = DE . cos EDF = DE cos ECG

	
=    DE • cos (360° — «) = DE cos a


	
=    sin 3 ■ cos a



folglich 1. — DH = sin («+8)

= sin a cos 3 — cos a sin 3 Zweitens ist CH = cos ACD

= cos [360°— («+8)] = cos {a + B) zugleich ist CH = CG+ GH

aber CG^CE-cos ECG = CE.cos(3&0°-«)

	
=    CE cos a = cos jj • cos « und GH— EF= DE-sin EDF


	
=    sin ^sin (360° — c) =— sin ^-sin a folglich II. CH = cos (a + 8)



= cos a . cos B — sin c . sin 8

Mit den vorstehenden 10 Constructionen ist mithin die Allgemeingultigkeit der bei-den Satze

	
I.    sin («+B) = sin a-cos ft + cos a. sin ft


	
II.    cos («+B) = cos a. cos ft — sin a. sin ft nachgewiesen.



	
15 . Die Construction folgender Bogen sind fur die Trigonometrie von eben sol-cher Wichtigkeit, wie die in No. 14.


	
III.    arc (sin = sin a-cos ft — cos a-sin B)


	
IV.    are (cos = cos a cos ft + sin a sin ft} zu zeichnen. Man findet fur alie mog-lichen Werthe von a und ft, dafs der ver-langte Bogen fir beide Aufgaben derselbe ist und zwar = arc (« — ft} wie nachgewiesen werden soil.



	
I . Wenn die Schenkel von ft beide im ersten Quadrant liegen.



Zeichne A ACD = «, ^BCD = ft und mit dem Halbmesser AC = 1 aus C den Bogen AB, so ist dieser Bogen, also arc (« — ft} der verlangte.

Denn fallt man die Lothe BF auf CD, FG und BH auf AC, BJ auf FG und FE auf die verlangerte HB, so hat man Erstens BH = EH - BE aber EH = FG = CFsin a = cos ft.sin r und BE = BF• cos EBF = sin ft. cos EBF = sin ft • cos a

folglich III. EH-BE = BH = sin(a- ft} = sin a. cos ft — cos a . sin ft

Fig. 464.
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Da nun 4 EBF= Z FCG = 180°-a so ist cos EBF = cos (180° — a} = — cos a daher ist BE = — sin ft-cos a folglich I. BH = sin (a - ft}

= sin a ■ cos ft — cos a . sin ft

Fig. 465.
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Zweitens ist CH=CG^ GH aber CG = CF.cos FCG

	
=    cos ft • cos (180° — «) = — cos ft. cos a und GH = EF = BF sin EBF


	
=    sin ft • sin (180°— a} = sin ft • sin a folglich II. CH — cos (a — ft}


	
=    cos a • cos ft + sin a • sin ft


	
VI.    Wenn der eine Schenkel von ft im ersten, der andere im dritten Quadrant liegt. arc (a — ft} ist wieder der verlangte, denn man hat bei der Construction wie Fig. 465





Erstens BH^EH^ BE

aber EH = FG = CF.sin FCG

= cos (180°—ft} • sin (a —180°)

= (— cos ft} ( — sin «) = cos ft. sin c ferner BE = BF cos EBF

=sin (180°- ft} • cos EBF—sin ft. cos EBF da nun 2 EBF = A FCG = a — 180° so ist BE = sin ft • cos (a — 180°)

= — sin ft.cos a

folglich III. BH— sin (a—ft}

= sin a ■ cos ft — cos a ■ sin ft


Zweitens ist CH — CGft- GH aber CG = CF cos a = cos ft • cos ct und GH = BJ = BF- sin BFJ = BFsin a = sin ft • sin a

folglich IV. CH = cos (a — ft}

= cos « . cos ft + sin a • sin ft

II. Wenn ein Schenkel von ft im ersten, der andere im zweiten Quadrant liegt, ist arc (a —ft} der verlangte Bogen. Denn bei der Construction wie in Fig. 464 hat man Erstens BH = BE + EH aber EH = FG= CF sin FCG

= cos ft. sin (180° — «) = cos ft . sin a ferner BE = BF.cos EBF = sin ft.cos EBF




Fig. 466.
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Zweitens ist CH = CG— GH aber CG = CF.cos FCG

= cos (180°-^). cos («—180°)

= (— cos B) (— cos «) = cos a • cos 3 und GH = EF = BF sin EBF

= sin (180° — B) . sin (a — 1 80°)

= sin 3 (— sin «) = — sin « ■ sin B folglich IV. CH = cos («- 8)

= cos a.cos 3 — sin ct . sin 3

IV. Wenn der eine Schenkel von B im ersten, der andere im vierten Quadrant liegt. arc («—3) ist wieder der verlangte Bogen; denn bei der Construction wie Fig. 466 hat man

Erstens BH = EH + BE

aber EH = FG = CFsin FCG= CF- sin A CD = cos (3 - 1 80°) . sin (360° - «)

= (— cos 3) (— sin «) = sin a ■ cos 3 und BE —BF cos EBF

= sin (3 — 180°) • cos EBF

= — sin p.cos EBF — — sin . cos FCG

= — sin 3. cos (360° — «) = — cos «. sin 3 folglich III. BH = sin (a— 8)

= sin a . cos 3 — oos a . sin 3

Fig. 467.
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Zweitens ist CH = — CG + GH aber CG^ CF.cos FCG

= cos (8 -180°). cos (360°- «)

= (— cos 3) cos a = — cos a. cos jj und GH= EF = BF sin EBF

= sin (3 —180° ) ■ sin (360° — «).

= (— sin 3) (— sin «) = sin « ■ sin 3 folglich IV. CH = cos (a —^)

= cos a ■ cos 3 + sin a • sin B

Fig. 468.
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V.    Wenn beide Schenkel von B im zweiten Quadrant liegen. are {a— B) ist der verlangte Bogen; denn construirt man wie Fig. 467, so hat man Erstens BH = BE + EH aber EH = FG = CF. sin FCG





= cos ^.sin (180°—c) = cos 3 • sin c und BE = BF.cos EBF = BF. cos FCG

= sin 3 • cos (180° — «) = — sin p-cos a folglich III. BH = sin (a- A)

= siti a . cos 3 — cos a . sin 3 Zweitens ist CH = cos BCH = — cos BCA = — cos (a — 3)

und zugleich CH = CG — GH aber CG = CF. cos FCG

= cos 3 . cos (180° — a) = — cos p.cos a und GH = EF = BF sin EBF

= sin 3 sin (180°— «) = sin 3 sin a daher CH = - cos {a — p)

= — cos a cos 3 — sin a sin 3 folglich IV. cos (« — A)

= cos a . cos B + si^ a • sin B

	
	
VI.    Wenn ein Schenkel von B im zweiten, der andere im dritten Quadrant liegt. arc (a — 3) ist der verlangte Bogen; denn construirt man wie Fig. 468, so hat man





Erstens BH = sin BCH = sin BCA

	
=    sin («— 8) = — EH + BE aber EH = FG = CF sin FCG


	
=    CF. sin (w — 180°) = cos p (— sin «)



und BE = BF cos EBF= BF.cos FCG

	
	
= sin 3 cos {a — 180°) = — sin 3 ■ cos a folglich III. BH = sin (« — A)





= sin a .cos 3 — cos a-sin 3

Fig. 469.
[image: ]


Zweitens ist CH = cos BCH

= cos [180° — (-3)] = — cos (a -/3) zugleich ist CH = CG + GH aber CG = CF cos FCG

= cos ^-cos {a — 180°) = cos 3 (- cos c)

= — cos a. cos 3

und GH = EF= BF sin EBF

= sin ^.sin (« —180°) = — sin a.sin B folglich IV. — CH = cos (a— 8)

= cos a • cos 3 + sin a . sin 3

VII. Wenn ein Schenkel von 3 im zweiten, und der andere im vierten Quadrant liegt. arc^a — ^ ist der verlangte Bogen; denn construirt man wie Fig. 469, so hat man

Fig. 470.
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Erstens BH — sin BCH = sin BCA

= sin (« — 3)

zugleich ist BH — HE - BE

aber HE = FG = CF-sin FCG—CF. sin ACD

= cos (180° — /!>')■ sin (360°— «)

= (— cos 3) (— sin a) = sin n-cos 3 und BE = BF. cos EBF= BF. cos ECG

=sin(A%Q>°—^ cos(3&0°—a}=sin 1^. cos a folglich III. BH = sin (a — A)

= sin a. cos 3 — cos a • sin 8

Zweitens ist CH = cos BCH = — cos BCA

= — cos (a — 3)

zugleich ist CH = CG E GH aber CG = CE.cos ECG

= cos (180° — 3) . cos (360° — c)

= (— COS P^-COS « = — COS « • COS P und GH=EF — BF■ sinEBF= BF-sinFCG

= sin (180° — p) • sin (360°— «)

= sin p (— sin a} = — sin a. sin 3 folglich IV. — CH = cos {n — B)

= cos a • cos p — sin a ■ sin p

VIII. Wenn beide Schenkel von p im dritten Quadrant liegen. arc («—A) ist der verlangte Bogen; denn construirt man wie Fig. 470, so erhalt man

Fig. 471.
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Erstens BH = sin BCH

= sin (« — p — 180°) = — sin (« — p) zugleich ist BH = EH — EB aber EH = FG= CF.sin FCG

= cos p . sin (x —180°) = cos 3 (— sin «)

und BE 2 BF cos EBF= BF. cos FCG

= BF ■ cos (a — 180°) = — BF. cos «

= — cos a . sin p

folglich III. BH = — sin {a — p)

= — sin a ■ cos p + cos a . sin p und sin (« — p) = sin a. cos p — cos a. sin p Zweitens ist CH = cos BCH

= cos (a-3-1 80°) = — cos (« - p') zugleich ist CH = CG+ GH aber CG — CF cos (a —180°)

= cos p (— cos o') = — cos a • cos p und GH = EF= BF sin EBF

= sin psin («— 180°) = — sin B sin a also CH = — {cos a cos p — sin a.sin p) folglich IV. — CH = cos (a — p)

= cos a. cos p + sin a. sin p

	
	
	
IX.    Wenn ein Schenkel von p im dritten, der andere im vierten Quadrant liegt. arc {a — p) ist der verlangte Bogen; denn construirt man wie Fig. 471, so erhalt man

Fig. 472.
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Erstens BH =sin(«-8-180°)=-sin(«—B) zugleich ist BH = BE + EH aber EH = FG = CF.sin FCG

= CF' sin (360°— «) = — CF. sin a

und BE = BF. cos EBF = BF cos FCG = BF . cos (360° — «) = BF. cos a = sin p . cos a

daher 111 — BH = sin {a — p)

= sin a-cos 3 — cos a ■ sin p

Zweitens ist CH = cos BCH

= cos {a — p— 180°) = — cos {a ^p) zugleich CH = — CG + GH aber CG = CF cos FCG = CF. cos (360° - «)

— CF ■ cos « = cos p. cos a und GH = EF = BF sin EBF

= BF-sin FCG = BF sin (360° — «)

= BF ■ (— sin ct) — — sin p . sin a

daher CH = — cos c . cos p — sin a . sin 3

folglich IV. cos («— 3)

= cos « . cos B + sin « . sin 3

	
	
	
X.    Wenn beide Schenkel im vierten Quadrant liegen. arc («- 3) ist der ver-langte Bogen; denn construirt man wie Fig. 472, so hat man







Fig. 473.


Fig. 474.
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Erstens BH = sin ACB

= sin [360° -(«-)] = - S^1 (« - 8) zugleich ist BH = BE + EH aber EH = FG = CF. sin FCG

= CF sin (360°— a) = CF. (— sin a)

= — cos B. sin a

und BE = BF cos EBF = BF cos FCG

= BF. cos (360° — «) = BF.cos a

= sin B ■ cos a

folglich III. - BH = sin (a - 8)      .

= sin a ■ cos B — cos a . sin 3

Zweitens ist CH = cos ACB

= cos [360° — (a — 8)] = cos (a — 3) zugleich ist CH=CG— GH aber CG = CF. cos ACD = CF. cos (360° - c)

= CF. cos a = cos 3 . cos a

und GH=EF= BF. sin EBF= BF- sin FCG

= BF. sin (360° — «) = — BF sin a

= — sin 3 . sin a

so ist AADFcADCFcAAEG daher z ADF— / DCF- z AEF= « und DF. EG-AD-. AE =1.2 folglich EG (= sin 2ct') = 2DF aber

DF=AD•cos ADF= AD-cos a = sin a.cos a folglich EG = sin 2a = 2 sin a cos a V.

	
17.    arc (cos = cos2a—sln2a) zu zeichnen.



Man erhalt den Bogen (2a); denn fallt man Fig. 474 noch das Loth DH auf EG

so ist /\.DAF^/\EDH daher AF= DH = FG und somit CG = CF- FG = CF - AF

Es ist aber CF = CD.cos a

= cos a-cos a = cos 2a und AF = AD • sin ADF= AD • sin a

= sin a-sin a = sin 2a folglich CG = cos 2a = cos 2a — sin 2a VI.

	
18.    arc (cos = 1 — 2 sin 2c) zu zeichnen. Man erhalt den Bogen (2a), denn es ist CF=AC — AF also CF- AF = AC-2AF da nun CF - A F = CF - FG = CG so ist CG = AC - 2AF oder nach 18, cos (2a) =1 — 2 sin 2a VII.


	
19.    arc (cos = 2 cos 2a — 1) zu zeichnen. Man erhalt den Bogen (2«), denn es ist AF=AC-CF daher



CF— AF=CF-(AC- CF) = 2CF-AC also nach No. 17: CG = 2CF — AC oder cos (2a) = 2 cos 2c — 1          VIII.

_       /         2 tg a \        . .

	
20.    arcitg — —--— zu zeichnen. \      1 ~ tg 1a /



Man erhalt den Bogen (2a); denn zeich-net man / ECB = A A CB = a, be-schreibt aus C mit dem Halbmesser AC=1 den Bogen ABE, errichtet in A auf AC das Loth AF bis in die Richtung CE, verlangert CB bis D in AF, errichtet in D auf CD das Loth GH bis in die Richtungen CE und CA, macht A K = AH, zieht GK und DK,


Fig. 475.
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so ist △ DKA 90 A DHA also        DK = DH

da nun △ CDG 2 △ CDH also auch DG — DII so ist auch DK = DG folglich 2 DKG = 2 DGK        (1)

Nun ist l^ADH c ^\ACD daher Z ADH = 2 ACD = «

also auch FDG = a              (2)

und ZADK = a

daher ^GDK = 180° — 2« folglich Z DKG + Z DGK = 2« und Z_DKG = Z DGK = a (aus 1) folglich KG + AF         (aus 2)

Fallt man nun das Loth DL auf GK so ist LG = LK = AD daher GK = 2AD

Nun ist CK ; KG = CA.AF_______

In dieser Proportion ist:

CK = AC — AK— AC — AH

= AL - AD • tg ADH

= AC — tg a • tg a = 1 — tg 2a

KG= 2AD = 2 tg «

AC=\

AF= tg (2a) daher hat man

struirt, und man erhalt die Allgemein-giiltigkeit der Formel IX. wie in No. 14 und 15 fur die Formein I. bis IV., und wie sie bei den noch einfacheren Formein V. bis VIII. No. 16 bis 19 noch leichter sich ergeben.

_      ( cot 2a — 1 \      .

	
21.    arc\cot =   -------zu zeichnen.



\       2 cot a /

Man erhalt den Bogen (2«), denn zeichnet man A ECB = Z ACB = a, be-schreibt aus C mit dem Halbmesser AC = 1 den Bogen ABE, vollendet den Quadrant ACD, errichtet das Loth DG auf CD bis in die Richtung CB, verlangert CE bis F in DG, fallt das Loth GK auf die verlangerte CA, zeichnet aus C mit CK den Quadrant KL, zieht die mit DG parallele LM bis in die verlangerte CM, und fallt das Loth MH auf die verlangerte CK, so hat man


Fig. 476.
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_c= GCK = Z FCG = Z FGC daher FG = FC

Da nun Z CDF—R, also Z CFG stumpf ist CG2 = FG2 + FC2 + 2FG-DF

^2FG2 A^FG-DF

Oder DG2 + CD2 = 2FG{FG + DF)

= 2FG-DG (1)

=2(DG-DF)DG=2DG2—2DFDG daher CD2 = D G2 - 2 DF DG

Oder DG2 - CD2 = 2DF-DG (2)

Es ist aber

CD : DG = CL : LM und da CL = CK = DG auch CD.DG^DG.LM

Oder        DG2 = CD-LM

Diesen Werth in Gl. 2 gesetzt giebt CD-LM - CD2 = 2DF-DG Oder CD{LM - CD} = 2DF- DG Oder 2DG:LM — CD= CD : DF___(3) In dieser Proportion ist aber DG = cot a

	
	
LM = CL >cot a = CK>cot a = DG'Cot a = cot a . cot a = cot 2a CD = AC =1





DF = cot {2a}

Diese Werthe in 3 substituirt, giebt die Proportion 2 cot a : cot 2a— 1 = 1 : col (2c) cot 2 — 1       — ocier cot (20) = —-— --- A.

2 cot cc

A n in e rk. Fur a > 45° fallt 2c in den zweiten Quadrant und cot (2c) wird ne-gativ, aber es wird auch cot a < 1, also um so mehr cot 2a < 1 und der Ausdruck 1 _ cot 2c fur + col (2«) wird dann---------denn

2 cot a in der Zeichnung wurde dann F links von CD, und der Punkt M innerhalb CG fallen. Vgl. Anmerk. zu No. 20.

(cot « — tq n \ cot = —---o ——)

zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen (2a), denn zeich-net man A ECB = A ACB = a, be-schreibt aus C mit dem Halbmesser AC = 1 den Bogen ABE, vollendet den Quadrant ACD, errichtet das Loth DG auf CD bis in die verlangerte CB, und das Loth AN auf AC bis in CG, verlangert CE bis Fin DG, und fallt das Loth GK auf die verlangerte CA, so hat man wie-der wie No. 21, GL 2:

DG2 — CD2^2DF-DG (1)

Nun ist CA : AN = CK : KG oder CD . AN^ DG -.CD woraus________CD2 = AN .DG (2)

Diesen Werth in Gl. 1 substituirt, giebt

DG2 - AN-DG=2DF-DG

Oder DG {DG - AN) = 2DF-DG oder     DG-AN = 2DF

Vgl. Anmerk. zu No. 20 u. 21.

(cot aA-tq a\ cosec = ——2) zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen (2«), denn in Fig. 476 hat man aus No. 21, GL 1

DG2 + CD2 = 2FG{FG +DF)

= 2FG2 + 2FG.DF

=2CF2+ 2CF.DF

Ferner ist nach No. 22, Gl. 2:

CD2 = AN-DG

daher DG2 + AN. DG = 2CF2+ 2CF DF oder DG(DG + AN) = 2CF{CF+ DF)

= 2CF{FG + DF) = 2CFDG

hieraus


Nun ist



CF = cosec (2c) DG = cot a

AN = tg a

Diese Werthe in den letzten Ausdruck substituirt, giebt cot a + tg ft cosec («) —--


XII.




oder



AE2 = 2 AC-AG = 2AC(AC- CG) oder 4AD2 ^2AC2-2AC-CG AC2-AC-CG AD2 = --------- 2 . . 1/ AC? — ACCG folglich AD = •-------2-------

Ist nun 2 ACB = / BCE = — also 2

Z.ACE = a, AC=1, so ist

AD = sin 5

AC^l

CG — cos a

Diese Werthe in die letzte Formel ge-setzt, giebt

. ft 1 / 1 — COS ft sin 2 = /    2


XIII.




Anmerk. Da fur jeden Werth von




immer positiv.




Es kann sin y auch nie-



ft, cos «<1 ist, so bleibt V mals negativ werden, weil


1 — cos a

2




nur den.



	
Werth von 0° bis 180° haben kann, indem ft nur zwischen 0° und 360° liegt. .     (       1/1+ cos « \ 25. arc I cos = * •-------—) zu zeichnen.



Man erhalt den Bogen (2), denn in Fig. 474 ist

CD2 = CE2 - DE2 = AC2 - i AE2 -AC-2ACAG = AC [2 AC -AG] 4        2

AC = — [2AC-(AC- CG)]

==(AC+CG)

1/ AC(AC+CG) oder CD = ]/--------

1st nun AC = 1; z ACB — 2 BCE — — 2

also     CD = cos 9

und     CG = cos « so hat man, diese Werthe in den letzten Ausdruck substituirt :

cos = =Vl+css XIV.

A n m e i k. Da cos — im 2ten Quadrat negativ, Vlfgos" aber fir jeden Werth von « positiv bleibt, so gilt fur « von 0° bis 180° die Formel: +V, fur c von 180° bis 360° die Formel - V. Dies geht auch aus der Zeichnung hervor: CB und DF verbleiben im ersten Quadrant, wenn CE im ersten oder zweiten Quadrant liegt, also wenn a zwischen 0° und 180° betragt. Fur « von 180° bis 360° fallt CE in den dritten oder vierten Quadrant und CB und DF fallen in den zweiten

Quadrant, CF also wird negativ =- cos-~-

daher hat man

	
A.    Fur «=0° bis 180° c -1 / 1 + cos a cos 2 =+ V—2—


COS




c _    1 / 1 + cos a

2 “V 2




	
B.    Fiir „ = 180° bis 360° ( .          1 ) 1 — sin cc \ 26.    arc I sin —   /---------) zu zeichnen.



	
	
—         4 n 90°-«





Man erhalt den Bogen ----2--- = arc (4 — %) denn zeichnet man Fig.

474 den Quadrant ACK mit dem Halb-messer AC = 1, macht / ECK = « , hal-birt den Bogen AE in B, zieht CB, so ist

4 ACE = 90°— a und

z ACB = 2 BCE= 909—

Zeichnet man nun die Sehne AE, und fallt die Lothe EG, DF auf AC, so hat man

AF: AG = AD : AE= 1:2 also 2AF = AG oder

2AD . sin ADF = AC - CG (1) 000

Nun ist Z.ADF=Z.ACB= —;

. n               . 90 — a

AD = sin A CB = sin----- 2

CG = cos ECG = sin ECK = sin a Diese Werthe in Gl. 1 substituirt, giebt „ . 90°-a  . 90°-« 2 sin —-— • sin ——— — 1 — sin a

. 90° — c 1 /I — sin a voraus  sin —-— = 1/  ------XV.

2


Anmerk. Bier gilt das positive Vorzei-chen der Wurzel nur, wenn a zwischen 0° und 90° fallt; fur alle anderen Werthe von a ist das negative Vorzeichen zu nehmen. Denn es ist fur jeden Werth von a, I /1 _ sin (

/---9--eine positive Grofse, mithin

entsprechen die Vorzeichen der Wurzel-grofse dem jedesmaligen positiven oder negativen Werthe von

• 90°—a    • (.Jo   «\

sin ------ = sin 145 — — |

2          \       2 /



Fiir y von 45° bis 180°, also fiir a von 90° bis 360° fallt sin (45°-%) in die beiden letzten Quadranten, ist negativ, und mithin mufs hierfur auch / 1 — sin a

/----9---- negativ sein.

Dies geht auchausderZeichnunghervor; denn bei der Construction von 2 (90° — «) ist AC, wie immer, der feste Schenkel, und der bewegliche geht durch den ersten Quadrant durch B, E, K u. s. w. der constante Minuend ist 90° = / ACK und folglich mufs der veranderliche Subtrahend ct, von CK ab, nach AC bin ab-getragen werden, damit AC als Schenkel verbleibe.

Fiir a = 90° fallt also CE mit CB in _____

CA, —9— ist = 0, fiir « von 90° bis 270° bis 360° fallt CE mit CB in den vierten Quadrant, fur « = 270° bis 360° fallt CE in den zweiten, und CD in den dritten Quadrant. Fur « von 90° bis 360° ist also der Lage nach

. 90°-« sin —9—- negativ.

Daher hat man

	
	
	
A.    Fur «=0° bis 90°







. 90° — c 1 / 1 — sin a sin2) = * /--2--

	
	
	
B.    Fur « = 90° bis 360° . 90° — a 1 / 1 — sin c sin 2            |/ 2 ’ _       (       . i / 1 — sin c \ 27.    arc (cos — * |/----2----) zu zeichnen.







Man erhalt den Bogen 90 3“

71 Ct \

— — — I, denn zeichnet man Fig. 42/         °

477 mit dem Halbmesser = 1 den Halb-kreis ABD, errichtet den lothrechten Halb-messer CB, tragt an denselben in dem zweiten Quadrant den^_BCG = a, hal-birt 2 ACG (= 90° + «) in E, so ist 900— a

4 ACE = —9—; fallt man nun die Lothe

GH auf CD, EF auf BC und FK auf CE, zieht noch die Sehne DG, so ist

Fig. 477.
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A ACB = 2 gestreckter / ACD

hiervon z ACE = 4 2 ACG__



Es ist aber auch

^BCE+ ^CEF= 90° folglich   ^CEF = ^CDG

mithin   A EFK c A DGH und    EF:EK = DG:DH

Aus GL 1 folgt aber EF=iDG

daher ist auch EK= ^DH

Nun ist EK = EF-cos FEK = CE cos FEK-cos FEK

= cos2 FEK = cos2 ACE = cos2 203“

CD=1

CH = cos GCH = cos 90° — a = sin a daher ist

90° + c I /1 - sin a cos “2 =V—2— XVI.


Anmerk.




90°+« 2




in den




90° bis 270°



Fiir a = 0 bis 90° fallt ersten Quadrant; fur a = ...... 900+c . . fallt —-— in den zwei-ten Quadrant, namlich CE rechts von CB; fur « = 2 70° bis 360° fallt 90, f"

= 45° + 5 in den dritten Quadrant, namlich CE unterhalb CD; in beiden .   • ,     90° letzten fallen ist cos -—9— negativ, daher hat man:

A. Fur « = 0 bis 90° 90°+ a     1/1 — sin « cos--- = 4-1/-- 2 T •

( 7 , a \ I 4 T 9) denn construirt man Fig.

477, so hat man nach No. 27

EK = U)H also ist


CE - EK =CD-^DH =^AD- \DH =}(AD-DH)

oder        CK = ^AH

,       . AC A CH

oder         CK —----!----

2

Nun ist CK=CF.sin CFK




XVII.



= CF-sin FEK = sin FEK-sin FEK . ., 90° + ce = sin3 ACE = sin3------ 2 AC=1 CH = sin a daher sin? 20°+=1+sin « 2            2 folglich 90° + a 1/1+ sin c sin -------=      !-------- 2 V 2 Anmerk. Fur a = 90° fallt CE in CB, . 90°+« . Siti —2— ist = 1. Fur a = 180° fallt CE unter 45° in den zweiten Quadrant, fur « = 270° fallt CE in CD; fur a =360° wird *01" = 45° + 180° = 225°, CE fallt also unter 45° in den dritten Quadrant. Daher hat man

	
A.    Fur a von 0 bis 270° 90°+ a 1/1 + sin a 8in 2 =4/—2—


	
B.    Fur a von 270° bis 360° 90° + a I /1 + sin a 2 (     /1 — sin & \ 29.    arc I cos =/ ----2 zu zeichnen. Man erhalt den Bogen 90° —« ( 7 2 - (4 denn nimmt man (Fig. 474); A EC K = «, so ist 2 ACB = 2 BCE - 90° —r 2 —



Nun ist nach No. 26 : 2AF^ AG

Da nun CF= AC — AF so ist auch

2CF=2AC- 2AF=2AC - AG

= AC + (AC - AG) = AC + CG

.   " AC + CG oder CF----——• 2

CD = 1 und CG = cos ACE = cos (90° — «) = sin a ...   ,90°—c  1 + sin a folglich cos —-— =4 2 ,      90° — a 1 / 1 + sin c und cos—-—-      ---- XVIII. 2          7

Anmerk. Hier gilt die Anmerk. No.

900 _ „

	
	
	
26,    dafs a fur -—q von DK aus ab-







zutragen ist. Fur a = 90° fallt CE in 90° — a

CA, cos -—— wird = + 1; fiir a zwi-schen 90° und 180° fallt CE mit CB in den vierten Quadrant und cos —9—-bleibt+; fur a = 180° fallt CE in die Verlangerung von KC, CB unter 45° in 90°_c den vierten Quadrant und cos--

= cos (— 45°) bleibt +. Bei a = 270° fallt CE in die Verlangerung von AC, CB in _____ die Verlangerung von KC, cos---

= cos (— 90°) = 0. Fiir a von 270° bis 360° fallt CB in den dritten Quadrant, cos —6— wird negativ. Daher hat man

	
	
	
	
A.    Fur & = 0 bis 270° 90° — a   , । / 1 + sin a cos -----= + 1/ —.......... 2                2


	
B.    Fiir a = 270° bis 360° 90° — a 1/1+ sin a cos —2 — — — V 2 ,       ( , ,1/1— sin n \ 30.    arc I tq = ± / —-—- I \          / 1+ sin a / zu zeichnen. Man erhalt den Bogen 90° —«       ( rt «) - 2 — - 4 ~ 2)









Denn zeichnet man Fig. 478 mit dem Halbmesser AC = DC = 1 den Halbkreis

Fig. 478.
[image: ]


ABD, errichtet den lothrechten Halbmes-ser CB, tragt an denselben in den ersten Quadrant 2 BCE —a, halbirt A ACE

durch CJ, so ist / AC J = —-— . Er-richtet man nun das Loth AF auf AC bis in die verlangerte CJ, fallt das Loth EH auf AC, und zieht die Sehnen AE


und DE so ist aber auch daher daher wieder hieraus mithin . also auch da nun



	
A AE D = R z AGC = R DE + CG


	
: 2 ADE = ACF



A AED co △ FAC

DE .AE =AC -.AF

DE : AE2 = AC2 : AF2

DE2 : AE2 = DH : AH

so ist auch DH: AH = AC2 : AF2 oder CD + CH: AC - CH = AC2: AF2 — ,^AC-CH

woraus   AF2 = AC2 ———

i       —  . 1/ AC—CH

oder AF = AC / —-----


. 90°-a g—2—




1—sin" XIX.

1 T sin a




„ .       90° +e

Fur a von 0° bis 90° 1st cot —-—




Anmerk. Fiir jeden Werth von a ist (1 — sin «) und (1+sin a) positiv, also die Wurzelgrbfse ist immer positiv. Das Vorzeichen derselben entspricht also im-,   —   .        90° — a

mer dem Vorzeichen von tq ———

•    2

90° _ a

Fiir a von 0 bis 90° ist tq —-— •    2

von + 45° bis ± 0,




von 45° bis 90°

also im lten Quadrant und . .   90° + a

von 90° bis 180° 1st cot —-—

2




Fur a




von 90




Fur a




bis 135°

also im 2ten Quadrant und -.

.    90°+«

von 180° bis 270 ist cot —-—

&




also im lten Quadrant

Fur a von 90° bis 180° ist tg von ± 0 bis — 45°

also im 4ten Quadrant

Fiir a von 180° bis 270° ist tg von — 45° bis — 90°




und +. 90° -a

2




und —. 90° —a

2




von 135° bis 180°

also im 2ten Quadrant und -.

90° । &

Fiir a von 270° bis 360° ist cot —-—

von 180° bis 225°

also im 3ten Quadrant und +.

Man hat daher:

fiir a von incl. 0 bis 90°, und von incl.




also im 4ten Quadrant und —.

000 — ,

Fiir a von 270° bis 360° ist tg------ •    2

von — 90° bis — 135°

also im 3ten Quadrant und +.

Man hat daher fiir a von incl. 0 bis




270° bis 360°

90°+ «

cot 2)




1 — sin a

1 + sin a




fur




a von incl. 90° bis incl. 270




90° + a

cot —2=




90° und von 270° 90° — «     / 7

F(4

Fiir a von incl. 90°— a / n m 12— = t9 (4




bis 360°




32.




arc




■ / 1 — sin a • 1 + sin a

‘ 1 + sin « )

1 — sin a )




cot = ±




&_‘ i —sin a 2/     • 1+sin a

90° bis inch 270°

a ) _    /1 — sin a

2 )     • 1 +sin a

1 / 1 — sin a \




1 + sin a




zu zeichnen.

—   .  —   90°-« n a

Man erhalt den Bogen —-— =,— —

Denn construirt man wie No. 30 und 31, Fig. 478 und zeichnet noch die Normale BK auf BC bis in die Richtung CJ, so ist, da, wie ad 30 gezeigt

/\AED co ^FAC




zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen 2051" =1+9




denn bei 478 ist




der Construction ad 30 mit Fig.




hierzu




^ECJ = ^±

Z BCE = a




ebenso folglich oder und da also




//\AED co /\,CBK AE .DE= AC: BK AE2: DE2 = BC2: BK2 AE2-. DE2= AH -.DH

AH : DH = BC2: BK2




Oder AC — CH •. CD + CH = BC2 : B K2




giebt Z ECJ + Z BCE = Z BCJ _90°-a 2«_

2 T 2 =




90°+ « 2




woraus




Nun ist




'CD + CH

AC-CH




BK = cot ACJ = cot




90° — c




Nun ist

AF— cot BCJ =cot und nach No. 30




90°+ a




und folglich




BC = CD = AC = 1

CH = sin a




90° ~ a

Ctaa’T




Sin “XXI.

sin a




. /AC-CH 1)

AF - AC.]/ cI^-^- _ V




1 — sin




1 + sin a




.       . - ,90°—a ..

Anmerk. Da cot —9— nut tg




90° — r




also




90° + «

cot--

2




1 — sin a

, i • AA.

1 + sin a




immer gleiche Vorzeichen hat, so ist nach No. 30:

fur a von 0 bis 90° und von 270° bis 360°




Anmerk. Wie ad 30 gezeigt, kann das Vorzeichen der Wurzel nur dem der cot entsprechen.




90° —«   ,

fur a von 90° bis 270°




sin a sin a




90 — a cot —-—

2




sin (




33. arc




— sin C sin a X




zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen




sin C




90+ a

2   412




1 — sin a \ cos — —---

cos a /

zu zeichnen.

—  . , •   90° + « ne

Man erhalt den Bogen —2— = 4 T 2 denn bei der Construction Fig. 478 hat




denn es ist Fig. 478:

Z. BCJ = A ACB - Z. ACJ

d.h. ZBCJ=900 - 900-*-90°+«




Nun ist BK = tg BCJ = tg und nach No. 32

BK E RC.VSD+C" =1




2

90+a

2




1 + sin




1 — sin a




90° daher tg —-




1+sin s. XVII

1 — sin a




.     —   90° +a      90°+a

Anmerk. Da tg—-— mit cot —o immer gleiche Vorzeichen hat, so ist nach No. 31

fur « von 0 bis 90° und von 270° bis 360°




_________Z ACB = 90°__________ daher Z^CB — z AC J

2-90°- (90° - a) _ 90°+a

_      2       ~  2

Oder Z BCJ = 9024"

900 j_ a

Nun ist AF= cot BCJ = cot

1 _ Ser (

nach No. 34 ist aber AF = --------- cos C

90°+«  1 - sin a —

folglich cot———=■-------- XXIV.

2 COS C




90 — c

t9 2 fur a von 90° bis 270'




1 + sin a

1 — sin a




34.




1/1+ sin a • 1 — sin a

1 — sin a \ cos «   )




Anmerk. Hier gilt dieselbe Anmerk. No 34, und No. 31 zeigt die Ueberein-

stimmung der Vorzeichen fur cot —2—

. 1 — sin a mit —---—

cos a




90° — c

Man erhalt den Bogen —-—




7i    a

4 2




_        /      1 + sin a \

36. arc I tg = -----------)

\ cos a /

zu zeichnen.

—    . i —    90° +« 7i c

Man erhalt den Bogen —2— = 4 + 2




denn bei der Construction und Bezeich-nung Fig. 478 stehen die Seiten des A CAF und des A EH A gegenseitig normal auf einander, folglich ist

△ CAF c A EH A




denn bei der Construction Fig. 478 ist schon No. 30 gezeigt, dafs

ZAED c ZFAC




also auch A AED c A CBK




also oder




AF: AC = AH : EH

AF.AC = AC-CH. EH




da nun auch A AED c &EHD so ist △ EHD co CBK mithin EH : DH = BC: BK




woraus




AF = AC •




AC-CH




oder EH: CD + CH = BC: BK




Nun




ist AF= tg AC J = tg




EH

90° _&




woraus




BK = BC DEcH




AC = 1

CH = cos ACE = sin BCE = sin a

EH = sin ACE = cos BCE = cos a




Nun ist BK = tg BCJ = tg 20%te ferner BC = CD = 1




CH = sin BCE = sin a




daher tg




90° — «   1 — sin a




und EH = cos BCE = cos a




cos a




XXIII.




. ,  .   90° + «  1 + sin a -

daher ist tg —-— = —------ XXV.

2 cos a




Anmerk. Der Zahler 1 — sin a ist im-mer positiv, der Nenner cos a ist fur a von 0 bis 9 0° und von 270° bis 360° positiv, und fur a von 90° bis 270° nega-tiv, was auch (s. No. 30) mit den Vor-




zeichen von tg




90°-«




ubereinstimmt.




den Vorzeichen iiberein.




37.




zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen 20---- • I 6       2       4

denn es ist Fig. 478

— ,   90° —a

BK = cot AC J = cot-----



(      1 + sin c arc cot — --------- \ cos C 2 Nach No. 36 ist aber pK=lfsn« cos a ... , 90°— ce 1 +sin c — folglich ist cot —-— =--XXVI. 2 cos a

	
1    — cos ( \ tg —  ---———I zu zeichnen. sin a /



Man erhalt den Bogen ^a

Denn es sei Fig. 479 Z_ACE = a, so zeichne aus C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen AE, halbire denselben in B, ziehe CB, errichte das Loth AD auf AC bis in die verlangerte CB, ziehe die Sehne AE, und talk das Loth EG auf AC, so ist


Fig. 479.
[image: ]




Z DAC = R = ^ AGE

_/EAG + ^AEG = R = ^_EAG+^ACD

daher A ACD = A GE A folglich A ACD co / GE A

hieraus AC : AD = EG: AG

Oder AC : AD = EG : AC - CG AC—CG woraus AD — AC • -     -- LU

Nun ist AD - tg ~ AC=1

CG = cos a

EG = sin a

.   , — , a i - cos a daher AD = tg ~ = —-.---- 2 sin a


XXVII.



	
	
39. arc\tg = —---1 zu zeichnen. \      1 + cos a /





Man erhalt den Bogen } it

Denn zeichnet man Fig. 480 aus C mit dem Halbmesser = 1 den Halbkreis AED, nimmt A A C E = a, halbirt denselben

durch CB, errichtet in A auf AC das Loth AE bis in die Richtung CB, fallt das Loth EG auf AC, und zieht die Sehne ED, so ist

[image: ]



Peripherie EDA = # Centri EC A

= zLFCA daher          DE + CF da nun zugleich EG^AF so ist       &DEG <x> &CFA folglich     DG:EG= AC: AF oder CD + CG : EG = AC : AF


EG

CD + CG




AF^AC-




woraus

Nun ist



AF=192

EG — sin a

CG = cos a und AC = CD = 1

.          « 5in c daher AI< -l(i-- = —--- • 2   1 + cos a


XXVIII.



zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen ^a

Denn zieht man Fig. 480 noch die Sehne AE, so hat man

DE + CF ______Z AED = R = ^ FAC__ daher A AED co A FAC mithin DE : AE = AC : AF also auch DE2 : AE? = AC2 : AF2

Nun ist auch

DE2 : AE2 = DG : AG

AC=DC=1 und      CG = cos a

. ce — cos a . folglich tg —=—--XXIX.

	
	
	
2    ‘ 1 — cos a







Anmerk. Die Wurzel ist fur jeden Werth von « immer positiv, die Vorzei-chen derselben richten sich also nach de-nen von tg — Im ersten und dritten Quadrant ist die tg positiv, im zweiten und vierten negativ. im dritten und vier-ten Quadrant kann tg , nicht vorkom-men, demnach ist fur « von 0 bis 180°

	
c 1 /1 — cos « ‘9 2 - + / 1+cos « fur a von 180° bis 360° «      1/1— cos c 9 2       ' 1 + cos a 41.    arc (sin + cos = ± 11 + sin a) zu zeichnen.



Man erhalt den Bogen = } a

Denn ist Fig. 481 ^ADE = a, so hal-bire denselben durch CJ, zeichne aus C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen AJE, zeichne die Sehne AE, falle die Lothe JG und EK auf AC, so hat man

Fig. 481.
[image: ]


	
	
	
△ ACE = ±AE x CL = ±AC x EK daher ist AE x CL = AC X EK oder       2 AL xCL = AC X EK







1

folglich IV. CH = cos (a — 8)

= cos a. cos 3 + sin a • sin 3

2

 tg c

entsteht - ,—— Auch fur alle ubri-tg 2 a — 1

gen Quadranten, in welche a2 und 2a liegen, wird nach obiger Vorschrift con-

3

 90° + a 1 — sin a cos4------ =---------

4

 CD A CH

Nun ist AF = tg AC J = tg 200-

AC = CD = 1

und CH = sin ECB = sin a

daher hat man

5

daher DG : AG = AC2 : AF2 T oder DC + CG : A C - CG = AC2: AF2 - . / A C — CG worms AFaAC:/ Dc+ca Nun ist AF= tg ACB -tg^-


Oder       2JGxCG = ACxEK ferner ist JG2 + CG2 = CJ2 = AC2 addirt

JG2 + CG2 + 2 JG x CG = A C2 + AC X EK also      (J G + CG)2 = AC2 + AC • CK

daher JG + CG = ]/AC2 + AC - EK = ]/AC{AC+EK) Nun ist JG = sin 5

CG = cos S

AC = 1

EK = sin a folglich

sin 2 + cos % = V1+sin a XXX.

Fur die Untersuchung fiber das jedes-mal richtige Vorzeichen hat man Folgen-des zu erwagen:

Fur «=0 hat man sin y = sin0 = 0 o und cos 9 = cos 0 = + 1

mithin auch

1 +sin a = 11 +sin 0 =V1+0=+V1 Fur alle ubrigen Werthe von a im ersten Quadrant bis incl. 90° ist

. a             ct sin 9 T cos 9 positiv, folglich auch 11 + sin a positiv, und

a              cc              ,--;------- sin — — cos — — + /1sin «

Fir « = 90° ist % =45°

sin— + cos 5 = + 11 +sin 90°

= +11+1 = +12

Liegt « im zweiten Quadrant, so liegt , im ersten, also auch in diesem Fall

.         .       c               ct                 ------- 1st sin — + cos —- = + pl -J- sin a 2

	
cos “ = cos 90° = 0 2      ___


	
V1 + sin a =11+ sin 180° = Vi + 0 = + V1





Liegt a im dritten Quadrant, so liegt , im zweiten, und zwar innerhalb 90° und 135°. Wenngleich nun hier cos--negativ ist, so ist doch innerhalb der Grenzen sin " > cos mithin sin+ cos $ eine positive Grosse, mithin

. a        ct ,-----——

sin - — cos o—11— sin C

W enn ct in den vierten Quadrant tritt, entsteht die Scheide fur die Vorzeichen ± der Wurzel. Denn fur « = 270° ist = 135°, mithin cos C = — sin — und

. ( Ce sin — + cos —- = 0; aber auch

V1 + sin 270°= V1+(1) = 0 und in diesem Fall

. « ,        «      . sin--— cos — — ± 0 2       2

Wild a > 270°, tritt also a in den vier-


ten Quadrant, so falltzwischen 135° und 180 , es wird cos—> sin— und sin E + cos $ wird negativ, mithin ist fiir « zwischen 270° und 360° nur

• c , c      ——.---

sin — T cos T — 11 sin a



Fiir «= 360°, also fur E = 180° gilt ebenfalls nur das negative Vorzeichen, denn es ist sin 9 = sin 180° = 0

cos K = cos 180° = — 1 2 folglich

11 + sin a = V1+sin 360° = V1 + 0 = Vi negativ, d. h. fur a = 360° ist

	
	
	
• c ce sin—cos — = V1







daher hat man fur a von inch 0 bis inch 270° sin 9 + cos %=+V1+ s^n « fiir « von inch 270° bis inch 360°

. a , a sin--— cos — 2        2


=-V1+ sin a



	
	
42. arc (cos — sin = ± 11 — sin a) zu zeichnen.





Man erhalt den Bogen 2 «

Denn bei derselben Construction, Fig. 481, hat man wie No. 41: 2JGxCG = ACxEK ___JG2 + CG2 = CJi = AC2 subtrahirt

JG2 + CG2 - 2JG xCG = AC2 -ACx EK oder {CG- JG)2 = AC {AC - EK) woraus CG -JG= ]/AC {AC - EK) folglich nach No. 41:

cos «— sin « = 1/1- sin ct XXXI. 2         2    ‘

Anmerk. 11 — sin a ist fiir jeden Werth von a eine positive Grofse. Die Vorzeichen derselben richten sich also nach denen von a . a cos —— sin — 2       2


also



	
Fiir a = 0 entsteht cos 0 — sin 0 = 11 — sin 0 d. i. + 1 - 0 = 11-0 also         +1 =+11 Fiir a = 90° entsteht cos 45° — sin 45° = 11 — sin 90° d. i. + }V2 - (+ }V2) = V1-(+1) also            ± 0 = ± Vo Fur « zwischen 0 und 90° ist € < 45° a . a cos —- > sin — 2       2 folglich cos— sin F positiv und       = + 11 — sin a Fur a = 180° entsteht cos 90° — sin 90° = )/l — sin 180° d. i. 0 - (+ 1) = 11-0 also            — 1 —— V1



Fiir « zwischen 90° und 180° fallt ~ 6 zwischen 45° und 90°, also cos^ <siny folglich cos 5 — sin 5 negativ und =

	
	
— V1— sin ct





Fiir a = 270° entsteht___

cos 135° — sin 135° = V1 — sin 270°

d. i. - }V2 - (+ *12) = 1/1 - (—1) - 2v2 - 4V2 = - V2 Fiir a zwischen 180° und 270° fallt — zwischen 90° und 135°; cosist nega-

.            ct ...       .             « ct tiv, sin — positiv, also cos ——sin— eine negative Grofse und = — 11 —sin a Fiir a zwischen 270° und 360° bleibt

— im zweiten Quadrant, also wie so eben 2

— 11 — sin a

Endlich fiir a = 360° wird % = 180°

und es entsteht cos 180° - sin 180° = 11-sin 360° d. i. - 1 - 0 = V1 - 0 also             — 1 = — V1

Demnach hat man fiir a von 0 bis incl. 90°


43.



ct . a              ,---------------- cos To— Sin o—V1 — sin C fiir a von inch 90° bis inch 360° a . a ----.— cos—— sin — = — 11 — sin a 2      2    2__ are (sin — cos = ± 11 — sin a)

Man erhalt den Bogen 2 «

Denn schreibt man in No. 42 fur JG2+ CG2 ~2JG^CG^AC2-AC^EK

(JG - CK}2 = AC{AC - EIC) also JG - CK = ]/AC (A C - EK) so hat man

sin 5 — cos y = 11 - sin a XXXII.

Und wenn man die Anmerk. No. 42 in derselben Reihenfolge durchnimmt, so findet man fur a von inch 0 bis incl. 90° . c c _ --------- sin — — cos T = — V1—sin C fur a von inch 90° bis inch 360°

	
• «               ce , ,  --------•-- sin —■ — cos — = + V1 — sin c



2        2


44.



arc (^sin = ± } [V1 + sin a ±

1/1 - sin «]) zu zeichnen.

Man erhalt fur jeden Werth von a den Bogen 5, es sind nur die Vorzeichen in jedem einzelnen Fall zu bestimmen.

	
	
A.    fur « von 0 bis inch 90° hat man sin — = 2 [V1 + sin a — ]/l — sin a] cos C = 1[V1+ sin a + V 1 — sin a] Denn man hat Fig. 481 aus 41:





CG + JG = cos e + sin — = 1/1 + sin a aus 42:

CG - JG = cos S — sin G= 11 — sin a

wo— <45°, also CG>JG ist.

Durch Subtraction entsteht

2JG = 2sin y = 11 +sin a — V1 — sin a

Durch Addition entsteht

2CG = 2cos 9 = 11 + sin a + V1 — sin a hieraus fur « von 0 bis 90°

• c)

sing —____ _____-> = 4(1 +sin a = V1 — sin a COS — I

2 )

XXXIII.

	
	
B.    fur a von 90° bis 180° ist sin $=z(11 + s^n « + V1 - s^n c





cos $ =4(y1 + sin a — }1 — sin « denn bei derselben Bezeichnung in Fig. 482 ist:

2^ ACE ^ AExCL = AC^EK = 2 AL X CL = AC x EK = 2JGxCG = ACxEK Nun ist JG2 + CG2 = CJ2 = AC2

JG2 + CG2 ± 2JG y.CG = AC2 ± AC x EK Oder (JG ± CG}2 = AC (AC ± EK) also JG + CG = ]/AC{AC + EK) und JG-CG^ ]/AC(AC - EK)

Nun ist JG = sin 9

CG = cos C AC=1 2 EK = sin cc

und da X AC J = s >45°, daher JG>CG so hat man

• ace ——--- sin — T cos 9 =V1 sin a

. a          a /,---------- sin —— cos — — V1 — sin a 2         2

Durch Addition, Subtraction und Reduction erhalt man


Fig. 482.
[image: ]





. C

sin —

2

a cos-




(11+sin a ± V1— sin a)




XXXIV.

C. fur a von 180° bis 270° ist (wie ad B.)

sin 5 =!(V1+ sin a + V1 — sin «)




a cos 2




4 (11 + sin a — V1 — sin ct)



Denn bei derselben Bezeichnung in Fig. 483 hat man ^ACJ=^ECJ- 9 die Linie JC verlangert, halbirt also auch den hohlen A ACE und A ACL = Z ECL und da 4 GCL der Scheitelwinkel von 2 ACJ, so ist auch

Fig. 483.
[image: ]


A GCL = 2 ACJ = 2 EC J abgezogen X ECG = / ECG bieibt 2TECL = z ACL = Z JCG “ und △ ECL ^ ^ACL ^ ^ JCG woraus EL = AL = JG und         CL = CG

Hiernach gilt der gauze Beweis von B mit Fig. 482 auch fur diesen Fall, bis:

JG + CG = ]/AC(AC + EK) JG -CG = ]/AC(AC^~EK)

Fur die Bezeichnung der Linieu AC, JG, CG und EK ist zu bedenken, dafs die Gleichungen nur fur positive Langen Gultigkeit haben, die sie aber zum Theil nicht mehr sind, wenn sie als trigonome-trische Functionen ausgedruckt werden.

+ AC als Halbmesser ist und bleibt + 1, + JG als Sinus bleibt + sin 5

+ CG als Cosinus wird eine negative Grofse; damit also die Gleichung Geltung behalte ist zu setzen

+ CG = — cos “ 2

+ EK als Sinus wird negativ, fur die Gultigkeit der Gleichung ist also zu setzen

+ EK = — sin a

Daher entstehen die beiden Gleichungen a ct -------.-- sin 9— cos 9 — V 1 — sin a

sin — cos — — } 1 + sin cc und da 2 JCG = 180° — 8545° so hat man


. C sin 2

a

COS 2



>= 4(11 + sin a ± ) 1 - sin a)

	
XXXV.

Fig. 484.
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D, fur « von 270° bis 360° ist





sin 9 = - ~(V1 + sin « — Y1- sin « )

cos — =J— }() 1 + sin « + V1- sin a)

Denu bei derselben Bezeichnung in Fig. 484 hat man / ACJ = z EC J = ~ die

Linie JC verlangert, halbirt zugleich den hohlen 2 ACE = 360° - n, Z ACL = A ECL = A JCG und A ACL 99 A ECL 99 △ JCG.

Also auch hier gilt der Beweis ad B bis zu dem Satz

JG2 + CG2 ± 2JG xCG = AC2 ± AC x EK Da aber 2 JCG (= 180° - %) < 45°

so ist CG > JG.

Daher fahrt man also fort: mithin (CG ± JG)2 = AC(AC ± EK)

CG + JG = ]/AC(AC+~EK) CG-JG = ]/AC(AC — EK)

Nun ist hier und aus denselben Griin-den wie ad C zu setzen fur AC der Werth + 1

fur JG der Werth + sin %

fur CG der Werth - cos~

2

fur EK der Werth — sin c daher entstehen die beiden Gleichungen:

	
	
	
— cos 2 T sin 9 = V1 — sin «







ct . ct    -—;--

cos —— sin — — 11 + sin a

2        2

woraus durch Subtraction, Addition und Reduction

Sln o _______

& >=-4[1 +sin « *


XXXVI.



cus ,

,        / . sin («+3) + sin (a — 3) '

	
45.    are sin — — ---— ...——



\                2 cos 3

zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen a

Fig. 485.
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Denn es sei (Fig. 485)

L ACD = a, ADCB=s

so nimm / DCE = A DCB, zeichne aus C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen AEDB, ziehe die Sehne BE, welche den Halbmesser CD in F schneidet, falle die Lothe EH,FG, BK auf BC und das Loth EM auf BK, so hat man

FL -.BM = EF: EB

Da nun    2EF = EB

so ist auch    2FL = BM

auch ist     2GL = MK + EH

daher 2(FL + GJ^ BM + MiriEH

Oder       2FG = BK + EH

oder          FG = J(BK+ EH)

Nun ist FG = FC sin « = cos ^-sin a

BK = sin («+ A)

und EH = sin (a —^)


folglich ist oder




cos 3 • sin a =

sin a =




2 [sin (« + B) + sin (« — A)] sin (« +3) + sin {a — B)

2 cos 3




XXXVII.



	
	
/ sin (« + 3) - sin (« - B)\


	
46.    arc cos =------— --- \                2 sin 3         / zu zeichnen.







Man erhalt den Bogen a.

Denn fallt man noch die Normale FN auf BK,

so hat man BN : BM = BF: BE

und da       2BF = BE

so ist auch 2BN=BM = BK— EH

also      BN^^BK-EH)

Nun ist BF normal auf CF, BN normal auf CG, und FN normal auf FG, daher    △ FBN c A FCG

also Z FBN = Z FCG = «

Aber BN = BF cos FBN = sin P’cos a

BK = sin (a + 8) und

EH = sin (a — 3)


folglich ist          sin 3 ‘cos a = 2 [sin (« + 3) — sin (« — 3)



hierzu CK = CK

giebt     2CK + HK = CH + CK

Nun ist

BF: BE — FN-. EM = GK: HK

« + B) — sin («—B)(         XXXVIII.

2 sin 3              )

aber        BE — 2BG

daher auch   HK = 2 GK

daher ist

2CK + 2GK = 2{CK+ GK) = CHA CK

oder 2CG = CH + CK

woraus CG = 4 (.CH + CK)

Nun ist CG — CF cos a = cos 3• cos c

CH = cos (« — 8)

CK = cos (a + 3)


folglich

oder



cos 3 >cos c = 2 [cos («+8) + cos (a — 8)] cos (« + 8) + cos (a — 8) cos « =  --------——--—

2 cos 3


XXXIX.



	
	
	
/ . COS (« - B) - cos (« + 3)\ 48.    arc sin = ——-—-—— --I \                 2 sin 3          ) zu zeichnen.







Man erhalt den Bogen a. Denn Fig 485 hat man No. 46 und 47

2FN = EM = HK= CH - CK daher FN = ^CH-CK)

Nun ist nach No. 46

A FBN = A FCG = a daher

FN = BF sin « = sin 8 • sin «

CH = cos (« — P)

CK = cos {a + 3)


daher

oder

49.




sin 3 • sin a — ^ [cos (« — 3) — cos (« + 3)]




sin a =




arc




( .   . a+3 a —/3

sin = 2sin —— • cos -----

\             2          2




cos (« — 3) — cos (c + 3)

2 sin 3




zu zeichnen.




XL.




Fig. 486.
[image: ]




Man erhalt den Bogen a.

Denn zeichnet man (Fig. 486) A ACB = a, innerhalb desselben an einen Schen-kel, z. B. AC den ^ACD = ^, halbirt ^BCD durch CE, zeichnet aus C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen A DEB, zieht die Sehne BD, und fallt die Lothe BK, FH und DG auf AC, so hat man

BK + DG = 2FH

Nun ist BK = sin a

DG = sin 3

und FH = CF sin FCH = cos BCE.sin FCH

Nun ist A BCE = 42 BCD = ^a-p^ und Z FCH = 2 DCE + Z ACD

=l(«—3)+B=}(«+3)

daher FH = cos —o • sin —o


folglich

oder

50.




. a + 8 ct— 3

sin a — sin 3 — 2 sin —-— • cos —— 2 A




sin a




arc







/ .cc+8 . ct — 8 sin = 2cos —— • sin ——

\                6            2




zu zeichnen.




XLI.



Man erhalt den Bogen ct.

Denn zeichnet man (Fig. 487) / ACB = ct, an den einen Schenkel AC desselben den Z ACD' = fl ausserhalb, und an den anderen Schenkel den / BCD = fl innerhalb, halbirt / ACD = (« — fl) durch C E, zeichnet aus C mit dem Halbmesser = ]den Bogen BED', zieht die Sehne BD’, aus D’ mit AC die Parallele D’K', fallt auf AC und D'K’ die Lothe BKF KK', FH + HH' und D’G, so hat man

Bogen BD = Bogen AD’

„ DE =  „  AE daher Bogen BE = Bogen D'E und

BF = D'F

daher auch

BD’ = 2D’F

folglich auch

BK’ = 2FH’

oder

BK+KK' = 2FH+2HH’ also

BK = 2FH + HH’ folglich

BK—HH’ = 2FH

Nun ist

FH = CF • sin ACE = CF-sin

= cos BCE • sin "2*


F a — B 0  . a — 3

= cos 8+  2 "sin 2

a + 3    . ct - 8

= cos—^~>sin — 2 -



BK = sin c und HH' = V'G = sin ^

[image: ]




daher

oder




	
• a n a + 3    . CC — 8



sm ct = 2 cos ---. sin--‘—k sin 8




XLII.




51.




(      o « + 3

arc cos = 2 cos ----—

\                 2




a — 8        \     .

cos —9--cos 8 I zu zeichnen.



Man erlialt den Bogen a.

Denn fallt man in Fig. 486 noch die

Lothe FL und DM auf BK, so hat man DF = BF

also         BD = 2BF

daher auch DM = 2FL

oder        GK = 2HK

hierzu       2CK = 2CK

giebt  GK + 2CK = 2HK + 2CK

oder CG + CK = 2CH

Nun ist CG = cos 3

CK = cos a

und CH = CF-cos FCH=cos BCF-cos FCH

= cos "y • cos {FCD + ACD)

a — 8   (a — 3 \ a—3 «+8

= cos "2cos 2 TB I = cos~cos~^-


folglich

oder




XLIII.



Man erhalt den Bogen a. Denn auf Fig. 486 hat man nach No. 51:

GK= 2FL

also auch CG—GK=2FL

Nun ist          CG = cos 8

CK = cos ct

und FL = BF'sin FBL = BF'sin FCH = sin K 8 sin KT


folglich

oder




.c+3  . a — 3

cos 3 — cos ct = 2 sin -—— • sin---— 2          2




cos ct




_         a+3   . a — 8

— cos 3 — 2 sm ——- • sin —-— 2 A




XLIV.



	
53.    arc(ig = Jx+t9 8 ) V 1 - tg c • tg B) zu Zeichnen.



Man erhalt den Bogen (c + 3).

Denn setzt man Fig. 488 die A ACB = «, BCD = B zusammen, zeichnet aus C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen ABD, errichtet in B auf BC das Loth BF+ BE bis in die Richtungen von CA und CD, ferner in A auf AC das Loth AG bis in die Richtung von CD, und fallt das Loth EK auf AC, welches den Halbmesser BC in H schneidet, so ist

Fig. 488.
[image: ]


A EFK+ ^FEK= R = / BHE + Z_FEK daher   z EFK =   A BHE + z CHK

hierzu  2 EKF =2 EBH = 2 CKH = R

giebt A EFK co A EHB c A CHK und z BEH = A ACB = « daher ist

EF: EK = CH: CK oder umgestellt

EF -. CH = EK-. CK

Es ist aber auch

AG : AC = EK: CK

daher ist AG: AC = EF: CH


	
oder

also
	
AG : AC = BF+ BE .BC- BH - . bf^-be AG-AC‘ BC_ BH


	
Nun
	
ist
	
AG = tg^a + 3)

AC = BC=1

BF = tg a

BE = tg 8


	
und
		



BH = BE tg BEH = BE tg a = tg • tg « folglich 19 (+#) =129114, XLV.


a-tg ) tg a-tg B)



	
54.    arc ytg =



zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen (a — ^.

Es sei (Fig. 489) ZACB=«, 2 BCD

innerhalb « an dem einen Schenkel BC Legend =3; zeichnet man nun mit dem Halbmesser =1 den Bogen ADB, errichtet in A auf AC das Loth AG bis in die verlangerte CD, in B auf BC das Loth BF bis in die verlangerte CA, welches die CG in E schneidet, fallt von F auf die verlangerte CG, das Loth FK+KH bis in die verlangerte CB, so hat man

Fig. 489.
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4 CKF= ^CAG = R und 2 FCK = 2 ACG daher A FCK co △ GAC mithin I. CK. FK AC. AG Eerner ist

2 EFK+ 2 FEK= 2 BFH+ 2 BHF=R also    z FEE = Z CHK

hierzu 2 FKE = / CKH = R giebt    △ FFKpo A HCE

mithin EF: FK = CH : CK oder umgestellt

	
	
II.    CK .FK=CH t EF________ rucksichtlich I. ist also





CH . EF = AC . AG oder CB + BH: BF+BE = AC: AG

Nun ist AG = tg (« — B) AC=CB=1

BF = tg a

BE = tg 8

und

BH = BF-tg BFH=BF-tg BCD= tg a-tg ^ folglich it- P)=12177425 XL VI.

..      ( cot a-cot 8— 1\

	
55.    arc I cot —--——



\ cot a + cot 3 /

zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen (« + 3)

Denu zeichnet man Fig. 490 / ACF + FCE = a+3, beschreibt aus C mit dem

Halbmesser = 1 den Bogen AFE und voll-endet den Halbkreis, errichtet den loth-rechten Halbmesser CB, macht in dem zweiten Quadrant / DCH1 = 3 , errichtet in B auf CB das Loth BH + BG bis in die Richtungen CF und CM, fallt das Loth HL auf die verlangerte CA , zeich-net aus C den Quadrant LB', und zieht die mit B G parallele B' G' bis in die Richtung CG, verlangert CE bis K in HG


Fig. 490.
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so hat man

A KHC = A GHC = a

2 KCH = 2 CGH = 8 daher /^KCH co △ CGH mithin HK: HC = HC: HG woraus HK- HG = HC2 = BH2 + BC2 I.

Nun ist

HK-HG = {HB - BIC) • HG

= HB-HG-BK- HG

= HB(HB+BG)- BK-HG

= HB2 + HB-BG- BK-HG

Oder HK-HG = HB2^rB'C‘BG ~ BK- HG woraus in Verbindung mit G1. I.

BH2 + BC2 = BH2 + B'C-BG - BK • HG

woraus BC2 + BK- HG = B’C • BG   II.

Nun ist B'C . B’G’ = BC ■. BG~


daher




B’C- BG = B'G’ -BC



folglich aus II:

BC2 + BK- HG = B’ G'-BC oder umgestellt

BK-HG = B'G'-BC- BC2

oder BK• HG ^BC-^B'G' - BC)

Oder BK(BG + BH) = BC(B'G’ - BC)


woraus

Nun ist




BK = BC




BK = cot (a + ^)




BC= 1




B’ G’ - BC

BG + BH



B’G' = B’C cot CG’B’ = B’C cot B

= CL cot 8

= BH•cot B = cot CMCOt B

BH = cot a


folglich

cot (a + 3) =



BG = cot 3

cot Cl'COt 3—1 cot ^-[-cos a


XLVII.




56. arc




cot =



cot a-cot 3 +1 cot 3 — cot a

zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen (« — B)

Denn zeichnet man Fig. 491 mit dem

Halbmesser= 1 aus C den Halbkreis ABD, errichtet den lothrechten Halbmesser CB, zeichnet an dem horizontalen Halbmesser AC des ersten Quadrant den Centriwinkel ACE —a, und an dessen zweiten Schenkel innerhalb a den Winkel ECF — ^, und construirt im Uebri-gen wie in Fig. 490, so hat man auch hier

△ HCK™ A HGC daher HK : HC = HC : HG und HKHG = HC^

= BIP + BC2

endlich HK-HG =

BH2 + HB-BG — BK-HG daher

BH2 + BC2 = BH2 + BH-BG - BK-HG oder

BC2= BH-BG - BK(BH + BG) oder

BC2 =BH-BG-BH-BK-BG-BK oder

BC2 +BG-BK= BH-(BG - BK) oder

BC2+BG-CB’ = BH(^BG- BK) 

Nun ist

CB':B'G’ = BC-.BG daher

BG.CB’ = BGJ B’G’___ folglich

BC2 + BC-B'G’ = BH-{BG-BK) oder

BC^BC+B’G') = BH-(BG-BK)


woraus




Nun




ist



B'G'+BC BH - BC' BG-BK

BH = cot (« - 8)

BC^ 1

B’G’ = CB'-cot 8 = BH-cot 8

= cot a-cot B

und folglich cot {a — A)


BG = cot 3

BK = cot a




cot a-cot 3+1 cot fl—cot a




XL VIII.




Fig. 491.
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58.

arc[sin=cos a-cosB(tga—tg3)] zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen («— 3) Denn zeichnet man Fig. 493

X ACD = « und an einem Schenkel CD desselben in-nerhalb den A DCB = B, be-schreibt aus C mit dem Halb-messer = 1 den Bogen ABD, errichtet in D auf CD das Loth DF bis in die Richtung CA, verlangert C B bis E

57. arc [sin = cos « • cos B(‘g a + t9 3)] in DF, zieht durch B die mit DF paral-zu zeichnen.                              lele GL, und fallt die Lothe BH und

Man erhalt den Bogen («+P) Denn zeichnet man Fig. 4 92 ^ACB + Z BCD = a + 8, aus C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen ABD, errichtet in B auf BC das Loth BE + BF bis in die Richtungen CA und CD, zieht DL = FE, fallt die Lothe DG und HK auf AC


GK auf AC,

so hat man CB : CE — CG ■. CD ebenso CB.CE = BL : EF daher CG :CD = BL : EF Nun ist A LBII c A GCK

daher CK. CG = BH . BL




Fig. 492.
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so ist A CHL = B= 4 CKII daher

A CHK +LHK=R=A CHK + IICK

also A LHK = 2 HCK folglich LHK co A HCK

mithin CK: CH = IIK: HL

aber auch DG : DL = IIK: HL

folglich CK.CII = DG.DL ferner ist CH: CB — DL : EF__ folglich    CK: CB = DG : EF

oder      CK: CB = DG : BE + BF DG woraus BE + BF - CB • CK

Nun ist BE = tg a BF = tg 8 CB = i.


und



DG = sin (« + 3)

CK = CH-cos a = cos p-cos a

,                sin («+B) folglich tg a A tg p =-------% °     •          cos tfcos p XLIX. oder sin(a+p) = cos cccos p^tg u^tg 3)

hierzu G1. I. giebt

CK:CD=BH:EF

oder CK : CD = BH : DF- DE

woraus DF — DE — CD- B

C A

Fig. 493.
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Nun ist DF — tg a DE = tg a CD = 1 BH = sin (« — 6) und        CK = CG-cos a = cos 3 • cos a


folglich ist oder




(g a—’g =



sin^a— 3) '

cos a»cos p ,

sin (« — 3) = cos a -cos p (tg a — tg p)

	
59.    arc [sin = sin a>sin p(cot aAc°f 8)] zu zeichnen.



Man erhalt den Bogen (a + p)

Denn zeichnet man Fig. 494 aus C mit dem Halbmesser = 1 den Halbkreis ABD, errichtet den lothrechten Halbmesser CB, zieht durch B die mit AD parallele HK,


Fig. 494.
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BC das Loth BH, verlangert die Schenkel CD und CE bis H und K in BH, fallt die Lothe EF und KL auf AC, die Lothe EG und JF auf CD, und zieht aus F eine Parallele mit CD bis N in die verlangerte EG, so hat man

AGEM+ZEMG

= Z FCM + CMF = R

macht A ACE im ersten Quadrant = 3, Z.DCO im zweiten Quadrant = «, ver-langert deren Schenkel CE und CO bis H und K in der parallelen HK, zeichnet im ersten Quadrant noch die Z ACF = « und FCG — P, fallt das Loth GJ auf CF, die Lothe JN auf GM auf AC, das Loth JL auf GM und zieht JM,

so hat man A CJL = A JCN = « auch

A CJL + Z LJG = A JGL + 2 LJL = R daher / CJL oder z JCN = Z JGL = a hierzu ___2 CNJ = 2 GLJ=R

daher            A CNJ co A GL J

mithin            CJ : NJ = GJ-. L J

oder umgestellt CJ: GJ = NJ : LJ oder          CJ:GJ=LM:LJ

hierzu          A CJG = A JLM = R, daher            A CGJ <x> A MJL folglich         Z L MJ = Z JCG = 8 auch war        / J GM = «

Nun ist ^BHC^ZACH^^ und KBKC= z DCK= « folglich A CGJ co A HKC daher    JL : GM = CB : HK oder     JL : GM = BC : BH + RK GM woraus BH + BK =BC- —

Nun ist BH = col B BK = cot a

BC = I

GM = sin (« + 3) und JL = GJ'sin JGL = GJ-sin c


= sin 3 • sin a



folglich cot « + cot 3 =

oder


sin («— B) '




sin a • sin 3 ,




LL



sin («+ B) = sin a-sin p(_cot a-\-cot /3s)

	
60.    arc [sin = sin eosin ^col 3 — cot «)] zu zeichnen.



Man erhalt den Bogen («— 3)

Denn zeichnet man Fig. 495 mit dem Halbmesser = I den Quadrant ACB, macht Z.ACE = «, Z.ACD = 8, errichtetin B auf

da nun 2 EMG = A CMF

so ist ~~ZGEM = FCM = 8 zugleich ist Z ENF = Z CJF ~ R daher /^ENF^ /\CJF woher EF: NF = NF: JF oder umgestellt

JF.NF= CF.EF oder NG: NF = CF: EF hierzu A GNF = A CFE giebt △ GNF co A CFE co A CL K mithin 2 NGF = FCE = a


Fig. 495.
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Nun ist JF + EG daher Z JEA1 = z GEM = 8

aber / GFJ = / NGF = a daher z GEM — Z JEM = a — 8 oder       Z GFE = a— 8 auch war / GEF = 8 Da nun A KCH = « — 8 und      Z KHC = 8______

so ist      A KHC co △ GFE folglich HK: KC = EG: GF aber auch KC .KL = GF-.NF mithin HK: KL = EG : NF oder BH- BK: KL = EG : NF woraus   BH - BK 2 KL NF

Nun ist BH = cot 3


und



BK = cot «

KL = BC=l

EG = sin (« — 3)


NF = EF-sin NEF = EF-sin 3 = sin a-sin 3



...sin (c — 3)\ folglich cot 3 — cot a = ---.

sin a-sin B oder

sin{a— 3) = sin a-sin ^{cot 3 — cot«)

.      / . sin 2c — sin 28 \

	
61.    arc Sin =---------------— \          sin (a + 3) /



zu zeichnen.


Man erhalt den Bogen (« + 3)

Denn zeichnet man Fig. 496 2 ACE = a, setzt an den Schenkel CE innerhalb und aufserhalb des Winkels die 2 ECB und ECD, jeder = 8, so dafs also Z ACB =(«+8) und A ACD = (a — B). Be-schreibt aus C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen ADEB, zieht die Sehne BD, fallt die Lothe DH, EG, FO und BK auf AC, das Loth FN auf BK, und zieht FK



Fig. 496.
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so ist      Z.FLB = Z.KLC

hierzu / BFL = R = / CKL daher      A FLB co A KLC

mithin LC : LK = LB : LF oder umgestellt

LC .LB = LK -. LF zugleich / BLC = 2 FLK daher A FLK co A BLC mithin z FKL = Z_BCL = 8 folglich auch z KFO = 8= z BCF hierzu 2 FOK = R= 2 CFB daher A FKO <x> A CBF und      FK -.FD = CB : CF

oder     FK.FO-CE-CF

Nun ist auch

________EG .FO^CE -. CF folglich        EG — FK

daher auch    EG2 = FK2


oder




. EG2 = FO2 + FN2




LIT.



hiervon BF2 = BF2___________ bleibt EG2 - BF2 = FO2 + FN2 - BE2

= F02-(BF-FN2)

= FO2- BN2

oder EG2 - BF2 = (FO + BW) (FO - BN)

Fallt man nun das Loth DM auf FO, so ist △ FDM 2 △ BFN, daher FM = BN folglich ist

EG2 - BF2 = (FO + BN) (FO - FM) oder EG2 - BF2 = BK x DH

Nun ist EG = sin a


BF = sin 3




BK = sin (a + B)



und DH = sin (a — 3) daher hat man

sin 2a — sin2^ = sin («A^)’sin («—3) oder


sin 2a — sin 2/3 sin (a — B)




LIII.




sin (a + 3) =




cos 23 — cos 2a sin (a — 3) )



	
62.    arc ysin =



zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen (a + 3)

Denn es ist No. 61, Fig. 496 bewiesen, dafs EG2-BF2 = BK^DH

Nun ist EG2 - BF2 = CE2 - CG2 - BF2 = CB2 - BF2 - CG2

= CF2 - CG2 daher ist auch CF2 — CG2 = BK-DH

Nun ist CF = cos 3

CG = cos a


.           cos 23 — cos 2a

sin (a — p) — ——.—;---—---

"          sin(a-^)




LIV.




sin 2a\

- 8) )



	
DK-DH = sin (a + 3) sin (a — 3) folglich cos 2^ — cos 2a =sin(a-\-p)-sin(a— B) oder (      cos2i3 — 63.    arc I cos —----— \ cos (a zu zeichnen.



Denn es ist in No. 61 mit Fig. 496 be-wiesen, dafs

EG = FK daher ist auch

EG2 = FK2 = 012 + OK2 dies abgezogen von

CF2 = CF2

bleibt CF2 - EG2 = CF2 - OF2 - OK2

= CO2 - OK2

oder CF2 - EG2 =(CO-OK)(CO AOK) da nun      DF = BF

so ist auch   DM = FN

oder        OH = OK

mithin ist CO + OK = CO + OH = CH und da zugleich

CO - OK = CK so hat man Cf^-EG2 = CK-CH

Nun ist CF — cos B EG = sin «

CK = cos (« + 8)

und CH = cos (« — 8) daher ist cos 23 — sin 2a = cos (« +8):cos (a — B) oder

cos 2^ — sin 2a

cos (« — 3) =----7—— —


(LV.




"             cos {a — ft) j

( cos 2a — sin 28\

64. arc I cos =------,----—— I

\ cos —ft) /

zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen (« + 8)

Denn in Fig. 496 hat man




oder



EG2 = CE2 - CG2

EG2 = CB2 - CG2

dies abgezogen von

CF2 = CF2

bleibt CF2 - EG2 = CF2 - ^CB2-CG2) = CG2- {CB2- CF2) oder CF2 - EG2 = CG2 - BF2

Nun ist nach No. 59: __CF2 - EG2 = CK X CH_____ folglich ist

CG2 - BF2 = CK X CH

Nun ist CG = cos «

BF = sin ft

und CK X CH = cos (« + ft)• cos (a — ft) folglich ist

cos 2a — sin 2 ft = cos («+8). cos (« — ft)'

oder


cos 2 — sin 28( LVI




cos (a + ft) =




cos (a — ft)



(sin a + sin ft\ = ----------

cos a T cos ft) zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen "5

Denn zeichnet man Fig. 497 ^ACB =«, an einen Schenkel AC den ^ACD = ft innerhalb a, so dafs Z.BCD = a—ft, halbirt 4 BCD durch CG, errichtet in A das Loth AG auf AC, beschreibt mit dem Halbmesser = 1 den Bogen ADJB, zieht die Sehne BD, und fallt die Lothe DH, FL und BK auf AC, so ist

AG. AC = LF-.LC

Nun ist DF = BF folglich       LF=^DH + BK)

ebenso ist     LH = LK


da nun und auch so ist also



LC — CK+LK LC=CH — LH

2LC= CK+ CH LC = ^(CK+CH)


Fig. 497.
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Daher



verwandelt sich die obige Proportion in

AG : AC = ^DH + BK): ^CK + CH) oder AG : AC = DH + BK: CK + CH

AG DH + BK woraus AC~CK + CH

Nun ist DH = sin ft, BK-sin a

CK = cos a, CH = cos ft

AG - tg AC J = tg (AQD + DC J) =1 (8+“7‘ «+8


LVII.



und          AC = 1 folglich hat man « — 3 sin a — sin ft tg ------— --- 2 cos a + cos ft .      ( sin a — sin ft\ bb. arc | tg — ---------------— I \ cos a — cos ft) zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen ", 8

Denn zeichnet man Fig. 497 noch die Tangente BE bis in die Richtung CG, fallt die Normalen FN und DM auf BK so hat man A NFL = R= A BFC hiervon    A NFC = A NFC bleibt      Z CFL = Z BFN

da nun zugleich __Z.BNF=R = ^CLF so ist     △ BNF^ A CLF daher BF: BN = DF : CL oder umgestellt

________BF-. CF^BN .CL_______

Nun ist Z BFC ■= R = EBC ^BCF= Z.ECB


daher hieraus



A BCF ~ A ECB BF-.CF= BE -. BC

daher auch BE : BC = BN : CL


Nun ist




BF- iBD



daher auch BN = ^BM = ^(BK — DH) und nach No. 65 CL = ^(CK + CH) daher BETbC = B(BK- DH): ^(CK+CH)

BE BK-DH


woraus




B C CK+ CH



CC — B

Nun ist BE = tg BCJ = tg —9—

	
BK = sin a, DH = sin 3 CK = cos a, CH = cos 3 und          BC = 1 a — 3 sin ct — sin 3 folglich tg —~L =----------— 6     •   2 cos a + cos 3 (cos 3 — cos a\ to = —----------.----I sin ct + sin pj


LVIII.





zu zeichnen.

c — 3

Man erhalt den Bogen —9

Denn in Fig. 497 hat man CE loth-recht mit BD, FL lothrecht mit DM und CL lothrecht mit BM daher ist A FCL C A BDM mithin CL : FL = BM : DM oder umgestellt

CL : BM = FL : DM daher auch

2CL : BM = 2FL : IlK oder

CK + CH: BK- DH = BK+ DH: C11 -


oder



BK- DH CH - CK

CK+ CH - BK + DH

Nun ist No 66 bewiesen, dafs BK—DH _ BE

CK+CH ~BC daher ist auch

CH- CK _ BE

BK+DH ~ BC

Nun ist CH = cos DH = sin c — 3

BE = tg “9


B, CK = cos

B, BE = sin und BC = 1



. a - 8 cos /3 - cos a folglich tg —-— = —---——, •         2 sin a T sin p / cos 8 — cos c \


L1X.



\ • sin « — sin 3 J zu zeichnen.

Man erhalt den Bogen "76

Denn es ist Fig. 497


und



BK2 = BC2 - CK2

DH2 = DC2 - CH2

daher BK2 - DH2 = CH2 - CK2

oder

(BK + DH) (BK - DH)

= (CH + CK) (CH - CK) woraus

BK + DH: CH + CK = CH - CK: BK- DH


oder



BK +DH CH - CK

CK + CH~ BK-DH

Nun ist nach No. 65

BK+ DH AG

CK + CH~AC~ ‘9

daher ist auch

CH-CK _  «+3

BK -DH; ~tg 2


«+ COS 3 —

92




oder




cos a




sin « — sin 3



	
69.    arc (sin = 3 sin a — 4 sin zeichnen.


LX.




3«) zu





Man erhalt den Bogen 3a Denn zeichnet man Fig. 498 _ = 3«, theilt ihn dur ch die geraden Linien


Z ACE




Fig. 498.
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und DC in 3 gleiche Theile, so dal's

BC

Z_ACB = A BCD = A DCE = a, beschreibt





aus C mit dem Halbmesser = 1 den gen ABDE, fallt die Lothe BN und auf AC, zieht die Sehne BE, fallt \ Lothe BH auf CE, BG auf EJ und

auf BC, verbindet F mit H und G H, so ist



Bo-EJ die EF mit


EM = BM



ferner

A EFB = ^BHE = R = Z. EMC = A BMC und

^EBF= z^BEH   = Z MEC = AMBC daher

△ EBF 2 △ BEH ^ △ MEC 2 A MBC

mithin z BEF = 2 EBH = A MCB = a


daher




EL = BL



folglich liegt der Durchschnitt L von EF und BH in 0"


CD




Da nun so ist auch oder



EF = BH EF-EL = BH BL

LF=LH

zugleich ist Z ELB = A HLF also       △ ELB co △ HLF

also           BE + FH

und       2 EFH = z BEF = a

Nun ist / CEM = 90 - a hiervon     A CEJ = 90 — 3a

bleibt      ZJEM = 2

auch war 2 FEM = a daher ist auch

zugleich ist /\EKF^L\ELB daher EK : EF = EL : EB oder umgestellt

EK : EL = EF: EB II.

Nun ist 7ELH = ^LFH + Z LHF =2 daher     / ELH = ^BEG

zugleich ist A EHL = Z BGE = 11 daher     KEIir^ A BGE

woraus EL : EH = BE : BG hierzu II. EK: EL = EF : BE giebt EKTElf^EF: BG oder EK . EH = BH : BG da nun 2 HEK = R — 3a und A GBH = R-^ GEB + 2 EBL — R — 3a

also______^HEK = A GBH so ist      A HEKco △ GBH woraus    J/EHK=Z.EGH

hiervon    2 EHB = 2 BGK = R bleibt     ZBHK= Z KGH

also auch  Z_EFK— z KGH oder auch  2 FEG = / HGE daher       FF^GH

woher A GHK = 4 EFK daher auch 2 GUK = 2 HGK fo 1 glich         G K = HK

hierzu I.       EK = FK giebt          EG = FH Nun FH—2HO, oderwennman das Loth HP auf BE fallt, FH = 2MP^ 2(ME-EP}. Aber ME^sin a, und EP=HE-sin EHP= HE-sin EC1) = HE-sin a = BE-sin EBH sin a = BE-sin a - sin a = BE-sin za = 2ME-sin 2a = 2sin a • sin2a = 2sin3a daher ist

FH = 2 (sin a — 2 sin 3«) = 2sin a — 4sin 3a also auch EG = 2 sin a — 4 sin 3a hierzu GJ = BN = sin a giebt EJ = 3sin a — 4 sin 3a

Nun ist EJ — sin(3a) folglich hat man sin (3«) = 3 sin a—4 sin 3a

	
70.    arc (cos =4 cos 3a—3cos cc) zu zeichnen.



Man erhalt den Bogen 3«.

Denn zeichnet man Fig. 499 A ACE = 3a, theilt ihn durch die geraden Linien BC und DC in 3 gleiche Theile, so dal's 2 ACB = Z.BCD =^DCE = a, beschreibt aus C mit dem Halbmesser = 1 den Bogen AB DE, zieht die Sehne BE, fallt die Lothe BP und EF auf AC, zieht LP so hat man

^LBC = R - a=^PBC

hierzu BG = BG

und BL = BP folglich △ BGL 2 △ BGP " mithin / BGL = A BGP = R und GL = GP

Fig. 499.
[image: ]


Fallt man nun die Lothe GH und LM auf AC, und das Loth BK auf EF so ist PG : PL = PH :PM da nun PL = 2PH so ist auch PM = 2 PH

Ebenso ist

BL : BE = BN : BK

und da    BE = 2BL

auch       BK. — 2BN

oder       PF = 2PM = 4 PH

daher 3 PH = HF also 3PH + 3HF = 4HF

oder 3 PF = 4HF = 4CH - 4CF oder 3PF+4CF = 4CH oder 3PF+3CF4-CF^ 4CH

oder 3CP+CF=4CH

oder CF=4CH- 3CP

Nun ist CF = cos (pa')

CH=CG’COS a — CP‘Cos a>cos a-CP-cos 2c = cos a-cos 2a = cos 3a

CP= cos a daher ist cos (3«) = 4 cos 3u - 3 cos a

Vergl. noch den Art.: Analytische Trigonometrie, pag. 71.

Construction geometrischer Formeln ist in dem Art.: Analytische Geo-metrie, pag. 68, abgehandelt.

Construction der Gleichungen ist die Auffindung der Wurzeln einer gegebenen Gleichung mit Hulfe geometrischer Con-structionen, indem die Elemente der Gleichung als gerade Linien aufgetragen wer-den. Diese Methode der Auflosung von Gleichungen hat gegenwartig und uber-haupt seit der Zeit, dafs man in der Algebra ein bei weitem einfacheres und iibersichtlicheres Mittel dazu gefunden hat, keinen anderen Werth mehr als den geschichtlichen, weshalb auch nur davon folgende kurze Erlauterungen:

Eine Gl. des ersten Grades hat die Form:

x = a = 0 woraus       x = F a

Es ist also bei dieser Gleichung nichts anders zu construiren, als dafs man die Zahl a als gerade Linie auftragt.

Eine Gleichung vom 2ten Grade hat zwei Wurzeln, vom nten Grade n Wurzeln, und diese Wurzeln ergeben sich als die Ordinaten der Durchschnittspunkte zweier sich schneidenden Linien. Fur eine Gleichung des 2ten Grades genugt also eine gerade Linie und ein Kreis, weil hier zwei Durchschnittspunkte ent-stehen. Fur eine Gleichung vom dritten Grade ist schon ein Kreis mit einer anderen Curve erforderlich, weil 3 Durchschnittspunkte verlangt werden, also z. B. Kreis und Parabel, die zugleich vom 4ten Grade genfigen, weil beide Curven auch vier Durchschnittspunkte liefern konnen, wiewohl auch fur diese 2 Parabeln, Parabel und Ellipse, Kreis und Ellipse u. s. w. gewahlt werden konnen.

Um die Methode anschaulich zu ma-chen, sei als Beispiel die quadratische Gleichung zu construiren

x2 ± ax ± bc = 0 in welcher x, a, b, c gerade Linien sind. Aus diesem Grunde kann das bekannte Glied nicht durch nur einen Buchstaben bezeichnet werden, weil es dann Linie, und mit den ersten beiden Gliedern, welche Flachen sind, nicht zu addiren sein wurde.

Fur diese Gleichung, je nach den Vor-zeichen, genugen zwei Constructionen, Fig. 500 und 501, und zwar

Fig. 500.
[image: ]


Fig. 500 fur die beiden Gleichungen x2 + ax + bc = 0 x2 — ax + be = 0

Fig. 501.
[image: ]


Fig. 501 fur die beiden Gleichungen x2 — ax — bc — 0 x2 + ax — bc = 0

Man nimmt 2 gerade unter einem be-liebigen, hier unter einem rechten Winkel sich schneidende Linien AD und AE, den einen Schenkel, z. B. AE macht man = dem Coefficienten a von x, den anderen AD = dem einen Factor z. B. c des bekannten Gliedes, und nimmt auf dem-selben Schenkel von A aus AB = dem zweiten Factor b, und zwar in Fig. 500 nach einerlei Richtung mit c, in Fig. 501 nach entgegengesetzter Richtung; in beiden Figuren halbirt man BD in F, und AE in G, und beschreibt mit BC aus C den Kreis, so sind die Ordinaten AX und AX’ die Wurzeln der Gleichung.

Denn es ist AXx AX' = AB x AD oder         AX x AX' = bc

Setzt man nun AX = x, so ist Fig. 500

AX’ = AE — EX' = AE — AX = a- x in Fig. 501

AX’ = AE+ EX' = AE + AX = a + x Setzt man AX’ = x, so ist in Fig. 500

AX = AE- EX = AE- AX’ = a-x in Fig. 501

AX = EX - AE = AX’- AE = x- a


AX^AX’



Man hat also in Fig. 500 die Producte: \x{a— a) = bc l x (a — x) = be oder (—x) fur x gesetzt

(— x) {aA^ = bc

in Fig. 501

, yA y, _ x(a+x) = bc

— X —    {a (a _ x) = be

Diese 4 Gleichungen auf 0 reducirt und geordnet geben

Aus dem Art.: Algebraische Gleichungen, pag. 49, ist zu ersehen, dafs Gl. 1 zwei positive, Gl. 2 zwei negative Wurzeln hat, und dafs Gl. 3 und 4 eine positive und eine negative Wurzel ha-ben. Daher sind in Fig. 500 beide Wurzeln AX und AX’ entweder beide posi-tiv, oder beide negativ; in Fig. 501 ist fur die 3te Gl. die kleinere Wurzel AX positiv, die grofsere AX’ negativ; fur die 4te Gl. ist die grofsere AX’ positiv, die kleinere AX negativ, wie aus der Entwickelung der beiden letzten Gleichungen augenscheinlich hervorgeht.

Wenn Fig. 500 CG = CB ist, so beriihrt der Kreis die Linie AE in G, und es giebt nur eine, d. h. 2 gleiche Wurzeln.

Es ist

c—b b

CG — AF= AB A BF= b A -9=-9-

CB = ]/CF* + BF^ = V ^)2 + (675)

also es giebt 2 gleiche Wurzeln, wenn e2*=V(S)+(2A) a? oder wenn — = bc

dies giebt auch die Algebra. Denn setzt man — fur bc, so hat man 4 a2

GL 1 u. 2: x2 - ax + — = 0 4


woraus
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Wird CG >BC
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so entsteht kein Durchschnittspunkt in AE, und beide Wurzeln sind unmoglich, wie auch die Algebra giebt. Denn setzt man a? a -F ax — ——— p 4 so erhalt man a i /a? a2


•=*2*/4 -4 P a . ,—-—

=12 *Y ~P

In Fig. 501 ist es weder moglich, dals der Kreis die Linie AE beruhrt, noch dafs er dieselbe nicht schneidet. Daher auch fur die beiden letzten Gleichungen weder 2 gleiche, noch 2 unmogliche Wurzeln entstehen konnen. Die Algebra be-weist dies gleichfalls, denn beide Gleichungen

x * ax — bc = 0

giebt «=9±V4 + bc

so dafs nur fur bc = 0, also wenn x2 ± ax = 0 oder x ± a = 0 nicht zwei gleiche, sondern nur eine Wurzel entsteht, unmogliche Wurzeln aber wegen der immer positiven V nicht existiren konnen.

Construction der Werthe einer Glei-Chung. Setzt man in einer geordneten auf Null reducirten Gleichung fur die Unbekannte eine der Wurzeln der Gleichung, so geschieht der Gleichung Ge-niige, deren Werth ist = Null. Setzt man fur die Unbekannte irgend eine andere Zahl, so ist die algebraische Summe der Glieder nicht = Null, sondern eine be-stimmte Zahl, welche der jedesmalige Werth der Gleichung genannt wird.

Nimmt man von einem Anfangspunkt A einer geraden Linie eine Reine von Werthen fur die Unbekannte (x) als Ab-scissen, die positiven nach einer, die ne-gativen nach der entgegengesetzten Richtung, und tragt die jedesmaligen Werthe der Gleichung als Ordinaten auf, so erhalt man aus der Verbindung der End-punkte dieser Ordinaten in einer Curve die graphische Darstellung der Natur dieser Gleichung.

Fur jede Gleichung des ersten Grades wird die dieselbe darstellende Curve eine gerade Linie. Z. B. die Gl. x — 3 = 0.

Ist Fig. 502 XX’ die Abscissenlinie, A der Anfangspunkt der Abscissen, AB-

BC = CD = DE u. s. w. = 1, so entsteht for a = 0 in A die Ordinate Aa — - 3 als Werth der Gleichung. Fur a = AB = 1 entsteht die Ord. Bb = — 2; fur x = AC = — 2 die Ord. Cc = — 1; fur x = AD = 3 die Ord. in D=0; fur x = AE = 4 die Ord. Ee = + 1 u. s. w.; die zusammenge-zogene Curve ab cDe . .. ist eine gerade Linie.

Fur Gleichungen des zweiten Grades mogen folgende Beispiele genugen; w be-deutet den jedesmaligen Werth der G1.

Fig. 502.
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x2 + 4x — 1 = 0

Fir x =  0 ist W = — 1

=+1 , W=+ 4 =+2 , W =+11 =+3 , I =+20

U. S. w.

Fur x = - 1 „ W = — 3

=-2 „ W=- 5

= -3 , V=- 4

=-4 , W =- 1

=-5 , W=+ 4

	
=-6 , W=+ 9



Man erhalt in Fig. 503 die Zeichnung der Gleichung als Curve, wobei zu be-merken, dafs die Hohen mit dem halben Langenmafsstab aufgetragen sind.


Fig. 503.
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Die Durchschnittspunkte der Curve mit XX’ geben den Ort der Wurzeln an, sie liegen fur x zwischen 0 und 1, nahe an 0, und fur x zwischen — 4 und — 5, na-her an — 4. Es konnte diese Methode als eine praktische Auflosung von Gleichungen angesehen werden, wenn man nicht bei einiger Uebung noch leichter durch Rechnung dazu gelangte, und nicht nur bei den quadratischen, sondern auch bei Gleichungen von hoheren Graden, wie dies schon der Art.: Algebraische Gleichung, pag. 57 bis 60 nachweist.

Um den Charakter der Curven naher einzusehen, sollen noch 2 Gleichungen construirt werden, eine mit 2 gleichen, und eine mit 2 unmoglichen Wurzeln.

	
	
1.    Die Gl. x2 — 2x + 1 = 0 d. i.            (x - 1)2      = 0





Die beiden Wurzeln sind + 1 und+1. Fur x = + 1; w = 0 „ c=+2;w=+1  a = 0; w = + 1 „ c=+3; w = +4  c =- 1; w=+4

„ x = + 4; w = + 9  a =- 2; w =+9

	
	
	
n. S. W.                 U. S. W.


Fig. 504.
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Aus dieser Darstellung ersieht man die Symmetrie der Curve von der Ab-scisse (+ 1) an zu beiden Seiten durch gleich grofse Ordinaten, folglich wie Fig. 504; der Durchschnittspunkt C fur die beiden gleichen Wurzeln wird Beruh-rungspunkt mit der Abscissenlinie XX'.

	
	
2.    Die Gl. xi — x Wurzeln ,(+ 1 + V und 1(+1 - V beide unmoglich.





x = + 1; w = + 4

x — A 2; w = A 6

x = + 3; w = + 10

x = + 4; w = 16 U. s. W.


-4= 0

	
— 15)


	
- 15)



x =  0; w = + 4

x — — 1; w=+ 6

x = — 2 ; w — + 10

x = - 3; w = + 16

U. s. W.




Auch hier sieht man die Symmetric zweier Aeste der Curve von einem Punkt zwischen den Abscissen = 0 und = + 1. Der Punkt fur das Minimum der Ordinate ist fur c=4, wo die Ordinate = 32 wird; man erhalt die Darstellung Fig. 505.

Die Curve hat also keinen Durch-schnittspunkt mit der Abscissenlinie XX'.

So viele Wurzeln eine Gleichung hat, so viele Durchschnittspunkte hat die Curve mit der Abscissenlinie mit Ausnahme zweier gleicher Wurzeln, wo ein Beruh-rungspunkt wie Fig. 504, und einer un-moglichen Wurzel, wo nur ein der Abscisse naherer Punkt, wie Fig. 505 entsteht.




Fig. 505.
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Zum Schlufs des Art. soil die Curve der Gleichung, Bd. I, pag. 57, Z. 1 rechts construirt werden, namlich

a5 - 3x4 - 8x3 + 24x2 - 9x + 27 = 0 deren Wurzeln sind dort gefunden.

die G1. hat also 2 gleiche und 2 unmog-liche Wurzeln.

Fir c =  0 ist w = + 27

x = + 1 „ w = + 32 z=+2 „ w = + 25 x = + 3 „ w =0 a =+4 „ w =+119

Man ersieht, dafs die beiden Ordinaten links und rechts in Entfernung 1 von dem Endpunkt der Abscisse x = + 3 po-sitiv sind. Dafs dies iibrigens in noch so kleinen Entfernungen von derselben Ordinate stattfindet, dafs also der Abscis-senpunkt + 3 ein Beriihrnngspunkt fur die 2 gleichen Wurzeln + 3 ist, erhellt, wenn man in die Gleichung fur x den Werth (3 ± n) setzt. Man erhalt als Werth die Gleichung

fur x = 3 + n;

w = n2 (60 + 46n 4 12n2 + n3) fur x = 3 — n;

w = n2 (60 — 46n + 12 n2 — n3)

Setzt man nun fur n eine noch so kleine positive acht gebrochene Zahl, so wird jede noch so nahe an a = 3 rechts befindliche Ordinate der Abscisse = 3 + n positiv; und da man mit n auch 46n + n3 gegen die Zahl 60 beliebig klein machen kann, ebenso die beliebig an x = + 3 links befindliche Ordinate fur x = 3 — n eben-falls positiv ; fur n = 1 wird

w = n2(6O + 46n + 12n2 + n3) = + 119 und w = n2(60 — 46n + 12n2 — n3) = + 25 wie oben berechnet worden. Die Curve beruhrt also die Abscissenlinie in dem Punkt, der von dem Nullpunkt + 3 ent-fernt ist, ein charakteristisches Zeichen, dafs (+3) zweimal als Wurzel vorhan-den ist.

Fur x =  0 war w =+27 c = 1 ist w = 64

Von x = 0 bis a = ( 2) steigen die po-sitiven Ordinaten bis +125, und fur x = (— 3) wird die Ordinate plotzlich = 0, ein Beweis, dafs zwischen den Abscissen (— 1) und (— 3) die Curve eine Abnor-mitat in der Form erfahrt; dafs die fol-gende Ordinate negativ ist beweist, dafs der Punkt der Abscissenlinie (—3) vom Nullpunkt entfernt, ein Durchschnitts-punkt mit der Curve ist, und dafs somit die V — 3 nur einmal als Wurzel vor-kommt.

Um die Form der Curve von der Abscisse (- 3) ab nach (— 4) hin summarisch festzustellen , soil der Werth der Gleichung fur x = — (3 + n) ermittelt worden. Man erhalt

fur x = — (3 + n);

w = - (360n + 336n2+118n3+ 18n4 +n5)

So klein und so grofs man also n im-mer nehmen mag, die Ordinate bleibt negativ, und wachst mit dem Zuwachs von n, so dals die Curve von x — — 3 ab und weiter ( —) genommen , weder eine Abnormitat nocheinen Durch schnittspunkt mit der Abscissenlinie XX' erfahrt, so dafs also hinter der Abscisse x — — 3 die Gleichung weder mogliche, noch unmog-liche Wurzeln hat. Fur n = 1, also x = (- 4) entsteht w = — 833.

Aus dem obigen Werth fur x = (3 + n);

w = n2 (60 + 46n + 12n2 + n3 geht dasselbe fur die von x = + 3 ab ge-nommene positive Richtung hervor, so dafs die noch fehlenden Wurzeln zwischen den Abscissen =(-1) und ^ = (—3) liegen.

Fur die Untersuchung der Curve zwi-

schen x = (— 2) und c=(- 3) hat man w = 125 + 25m — 80m2 - 56m3—13m*—m5

x = — (3 — n) gesetzt:                     An beiden Formein hat man also ge-


beim



w = 360n — 336 n2+118 n3 — 18n4+n5 genseitige Correctionsrechnungen


fur a = — (2 + m) gesetzt:



Probiren. Man erhalt:


	
fur x = — (
	
3 -
	
1 )

10/
	
| oder = —
	
(2+1)
	
ist w = 32,75621


	
„ x = — (
	
3 -
	
2)

10/
	
1 oder = — 1
	
(2+7)
	
1 ist w = 59,47552


	
» x =- (
	
3 -
	
3\

10)
	
1 oder = — 1
	
(2+7)
	
ist w = 80,80263


	
» x = - (
	
3 -
	
4\ io J
	
i oder = —
	
(2+%)
	
ist w = 97,34144


	
» a = - (
	
3 -
	
5\

10)
	
oder = — |
	
(2+5)
	
ist w = 109,65625


	
, a = (
	
3 -
	
6\

10/
	
oder = — 1
	
(2+7)
	
ist w = 118,27296


	
„ x = — I
	
3 -
	
7)

10/
	
oder = — (
	
>+l
	
ist w= 123,68027


	
, «=-(
	
3 -
	
8)

10/
	
oder = — |
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folglich ist in der Nahe der Abscisse x = — 2,1 das Maximum der Ordinate und der Ort fur die beiden unmoglichen Wur-zein. Die Curve selbst ist leicht aufzu-tragen.

Constructionssatze sind in der Geo-metrie Satze, welche eine Construction verlangen; diese sind der Forderungs-satz (Postulat) und die Aufgabe (Problem) (s. d.). Die Aufgabe ver-langt Constructionen, die sich aus Er-kenntnissen, die durch Lehrsatze gewon-nen worden, sich ausfuhren lassen; der Forderungssatz verlangt nur solche Construction, die einer Definition gemafs voll-fiihrt werden kann. Als: zwischen zwei gegebenen Punkten eine gerade Linie ziehen; aus einem gegebenen Punkt mit gegebenem Halbmesser einen Kreis be-schreiben.

Continuirlich, stetig, ist so zusam-menhangend, dafs keine Theile wahrzu-nehmen sind, die nur durch den Gedan-ken abgetheilt werden konnen. Stetige Grofsen sind ausschliefslich die der Zeit und des Raumes. Eine Linie, Raumlinie oder Zeitlinie, ist ein Continuum, sie kann nur durch den Gedanken unterbro-chen werden, ohne dafs also ihre Conti-nuitat gestort wird; dieselbe Linie kann durch den Gedanken in 2 Orten unterbrochen werden; es entsteht eine durch Anfang und Ende begrenzte Linie. Zeit-linien und Raumlinien unterscheiden sich erstens dadurch, dafs jene in einerlei Richtung, dafs sie eine gerade Linie bleibt, wahrend die Raumlinie beliebige Formen annehmen kann, von denen die in sich geschlossenen Linien als Kreis, Ellipse, Continua zweiter Ordnung bilden, nam-lich bestimmte Langen ohne Anfang und Ende.

Zweitens unterscheiden sich Zeit- und Raumlinie darin, dafs diese das Vermo-gen der Ortsanderung hat, welche jene nicht hat; der Zeitlinie vermag Niemand auszuweichen, wohl aber der Raumlinie, und wahrend der Ortsanderung bildet die Raumlinie eine continuirliche Raumgrofse zweiter Klasse, die F1 ache, von denen wieder die in sich geschlossenen Flachen als die Oberflache einer Kugel, eines Ellipsoids Continua zweiter Ordnung, Flachen von bestimmter Grofse ohne Anfang und Ende sind. Ein Winkel wird gebil-det durch 2 Linien, durch 2 continuirliche Grossen, die den gemeinschaftlichen Scheitelpunkt zu ihrem gemeinschaftlichen Anfangspunkt haben, und entweder in Endpunkten begrenzt, oder unendlich weit fortgehen konnen.

Die Bewegung, welche zugleich der Zeit und dem Raume angehort, ist ebenso ein Continuum, und wenn sie noch so kurze Zeit dauert. Die Bewegung der Weltkorper ist ein ununterbrochenes Continuum, die des Pendels eine Summe von unterbrochenen Continuis.

Der Begrif von continuirlich wird je-doch auch weiter ausgedehnt. So nennt man die Kettenbruche (s. Bruch, p. 435) auch continuirliche Briiche; Pro-portionen, arithmetische und geometrische, mit gleichen Mittelgliedern, continuirliche oder stetige Proportionen.

Continuirliche Bruche, s. d. vor. Art. am Schlufs.

Continuirliche Grbfse, stetige, concrete Grofse, s. continuirlich, und vergl. concrete Grbfse, collective G r6 Is e

Continuirliche Proportion, s. continuirlich am Schlufs.

Contraction, Z u s a m m e n z i e h u ng (des W asserstrahls). Diese findet in Oeff-nungen statt, aus welchen das Wasser fliefst. Wodurch diese C. veranlafst wird, ist in dem Art.: Ausflufs tropfbarer F lussigkeiten, No. 4 und 5, mit Fig. 122, pag. 216 auseinandergesetzt. Der Querschnitt der ausfliefsenden Wasser-menge wird also geringer als der der Ausflufsoffnung, er vermindert sich, wie Fig. 122 bildlich darstellt, von de auf fg; und da das Wasser nicht compressi-bel ist, da also das Wasser in dem ge-ringeren wirklichen Ausflufsquerschnitt nicht dichter wird als vor und in der grbfseren Ausflufsoffnung, so ist die aus-fliefsende Wassermenge geringer, als wenn die C. des Strahis nicht stattfande.

Die Entfernung des kleinsten Wasser querschnitts von der Ausflufsoffnung be-tragt etwa } der Weite der Oeffnung, bei ganz diinnen Wanden ist sie geringer, bei starken grosser.

Die C. des Strahis wird um so grofser, also der wirkliche Ausflufsquerschnitt ge-gen den der Ausflufsoffnung um so geringer:

	
1)    Je enger die Ausflufsoffnung ist. Denn je grofser die Oeffnung ist, desto mehr mittlere Strahlen fliefsen aus, ohne von der C. mit bertihrt zu werden, wahrend eine Oeffnung so eng sein kann, dais sammtliche ausfliefsende Strahlen bis in die Mitte der Oeffnung durch C. abgelenkt werden.


	
2)    Je scharfer die inneren Kan-ten der Ausflufsoffnung sind. Ab-gerundete Kanten leiten das Wasser nach dem Rande zuriick, der sodann adhari-rend wirkt, und die C. vermindert.


	
3)    Je eckiger die Oeffnungen sind. Dreieckige Oeffnungen geben eine star-kere C. als viereckige, runde Oeffnungen geben die geringste C.


	
4)    Je dunnerdie Wandungen der Oeffnung sind. Starkere Wandungen wirken durch Adhasion, und erweitern wieder den contrahirten Strahl. Diese Erweiterung des Strahis steigert sich noch mehr, wenn die Wandstarken durch an-gesetzte Flachen zu Rohren verlangert werden; jedoch sollen diese nicht langer sein, als 3 Mal der Weite der Oeffnung, weil sonst wieder die Reibung und Adhasion der Wande mit dem Wasser des-sen Geschwindigkeit und Ausflufsmenge vermindern.


	
5)    Je kleiner die Druckhohe ist. Die Geschwindigkeit des ausfliefsenden Wassers wachst mit der Hohe des Was-serspiegels uber der Ausflufsoffnung, d. h. mit der Druckhohe (s. Ausflufs etc pag. 215). Je grofser also die Druckhohe ist, desto schneller bewegen sich die mittle-ren Strahlen durch die Oeffnung, reifsen die ihnen nachsten Seitenstrahlen mit fort, und vermindern somit die Anzahl der nach den Randern hin befindlichen Strahlen, welche von der C. beeinflufst werden, und die Beeinflussung selbst.



Man unterscheidet in der neueren Hy-drotechnik vollkommene und nnvoll-kommene oder partielle C. Es sei ABCD der Grundrifs eines Gefafses mit
[image: ]

Wasser; a, b, c, d seien Ausflufsbffnun-gen im Boden, so fliefst aus a das Wasser uber alle 4 Rander aus, und die C. ist vollkommen. Aus der Oeffnung b fliefst das Wasser nur fiber 3 Rander, aus c nur uber 2, und aus der Oeffnung d, welche noch mit einer mittleren Wand EF eingefafst ist, fliefst das Wasser nur uber einen Rand aus. Die C. des Wassers beim Ausflufs durch die Oeffnungen b, c, d ist unvollkommen (s. d. folgen-den Art.).

Contractionscoefficient ist dem Wort-laut und der Natur der Sache nach die-jenige abstracte Zahl, welche beim Aus-flufs des Wassers aus Oeffnungen das Verhaltnifs des durch Contraction ent-standenen kleinsten Wasser- Querschnitts a’ zu dem der Ausflufsoffnung a angiebt, also- —

a

Aus dem vor. Art. ersieht man, dafs dieses Verhaltnifs in jedem besonderen Fall, namlich je nach Form der Oeffnung und nach der Grofse der Druckhohe, eine andere Zahl ist, und dafs alle Werthe dafur von Versuchen abhangen.

In der Praxis interessirt vorzugsweise die Ausflufsmenge M des aus einer Oeffnung fliefsenden Wassers, und diese M ist hypothetisch (s. Ausflufs, No. 4, pag. 216), d. h. unter der Voraussetzung, dafs keine Contraction stattfindet:

	
M‘ = 2a‘Yg-]/h



Hier ist a die Ausflufsoffnung, folglich ^yg‘Vh die Geschwindigkeit.

Die wirkliche Ausflufsmenge M des Wassers ist offenbar die, welche man er-halt, wenn fur a der dutch Contraction erzeugte kleinere Querschnitt a' gesetzt wird, also M = 2a‘ Vg-y It.

und zwar, weil das Wasser als incom-pressibel in a’ nicht verdichtet ist, und weil, wenn man a’ in die Lage a ver-setzt, die Geschwindigkeit 219-Vh mit der Druckhohe h dieselbe bleibt.

Nun ist aber a' von a abhangig, und wurde in jedem besonderen Falle erst zu

a' berechnen sein: allein -— als Coefficient a ist aus Versuchen ermittelt; man hat a’                     a’ ferner a' = —a und folglich— = k gesetzt :

	
M = 2ka Vg-Vh



	
2)    Es ist Vg die constante Zahl 1155; 21g = 7,9057 und der Bequemlichkeit beim Rechnen wegen wird k mit 7,9057 multiplicirt, als ein Coefficient « angege-ben, der mit ayh multiplicirt, die wirkliche Wassermenge giebt, so dal’s nicht k, sondern 7,9057 x k = « der Con-tractions-Coefficient genannt wird.



Die wirkliche Wassermenge M ist dem-nach c-a-Vh

in den Formein fur beide Wassermengen die hypothetische M‘ = 2a-Vg:Vh und die wirkliche M = n'a-^h befindet sich die Ausflufsoffnung a als Factor, folglich erscheinen ^yg-^h und ayh als Geschwindigkeiten, und dies ist der Grund, dafs so wie 2a yg-yh die hypothetische, und a ayh die wirkliche Wassermenge heifst, ebenso 2yg-yh die hypothetische, und ayh die wirkliche

Geschwindigkeit genannt wird, wenn-gleich in beiden Fallen mit und ohne Contraction 2Vg-Yh als Geschwindigkeit dieselbe bleibt.

	
3)    In diesem SinLe ist der erste Art. (") des Worterbuchs als kurze Erklarung der Bedeutung des Coefficient geschrie-ben, wobei ich noch bemerke, dafs „End-geschwindigkeit" am Schlusse des Art. kein Vers ehen ist, wie eine Recension angenommen hat: Da von dem Fallen des Wassers innerhalb eines Gefafses vom Wasserspiegel bis zur Aus-flufsoffnung dort die Rede ist, so ist An-fangsgeschwindigkeit die Geschwindigkeit am Wasserspiegel (= Null) und Endge-schwindigkeit die in der Ausflufsoffnung. Ebenso sind die Begriffe von hypotheti-scher und wirklicher Ausflufsgeschwin-digkeit auch in dem Art.: Ausflufs etc. No. 4, pag. 216, dem Gebrauch gemafs beibehalten, und die nahere Erklarung diesem Art. vorbehalten worden.


	
4)    Die Bd. I, pag. 216 aufgefuhrten 7 C. von Eytelwein gelten fur die vollkom-mene Contraction, also fur eine Oeffnung, wie a. Fig. 506; fur die unvollkommene C. wachst der Coefficient mit dem Verhaltnifs des eingefafsten Theils zum gan-zen Umfang. Ist dies Verhaltnifs " ‘ sind Fig. 506 die Oeffnungen Quadrate, so ist bei a, — — 0 ; bei 0 ist = I; bei m        m


Der Coefficient ist = (1+p—) a \ mJ

Fur runde Oeffnungen ist nach Bidone p = 0,128

fur rechteckige Oeffnungen ist nach Bidone p = 0,152

fur rechteckige Oeffnungen ist nach Weils-bach p = 0,134

fur rechteckige Oeffnungen im Mittel also p- 0,143

5) Aufser den Eytelwein’schen Coeffi-cienten sollen noch neuere Versuchszah-len angegeben werden. Die folgende Ta-belle enthalt die Versuche von Lebros und Poncelet, namlich die Coefficienten kl = —1 fur rechtwinklige Oeffnungen in diinnen verticalen Wanden bei vollstan-diger Contraction und dem Ausflufs des Wassers in die freie Luft bei 0,2 M. Breite der Oeffnungen; die Hbhen der Oeffnungen , sowie die Druckhbhen, von dem Wasserspiegel bis zur Oberkante der Oeffnung gemessen, in Metern habe ich zu-gleich in preufsischen Zollen angegeben.




	
Druckhohen

Meter = pr. Zoll
	
Coefficienten l =

C
	
, fur folgende Hohen der Oeffnungen.


	
0,20”

7,647 Zoll
	
0,10'"

3,823 Zoll
	
0,05"

1,912 Zoll
	
0,03"'

1,147 Zoll
	
0,02"'

0,765 Zoll
	
0,01"'

0,382 Zoll


	
0,01
	
0,38
			
0,607
	
0,630
	
0,660
	
0,701


	
0,02
	
0,76
	
0,572
	
0,596
	
0,615
	
0,634
	
0,659
	
0,694


	
0,03
	
1,15

1,53
	
0,578
	
0,600
	
0,620
	
0,638
	
0,659
	
0,688


	
0,04
	
0,582

0,585
	
0,603
	
0,623
	
0,640
	
0,658
	
0,683


	
0,05
	
1,91
	
0,605
	
0,625
	
0,640
	
0,658
	
0,679


	
0,06
	
2,29
	
0,587
	
0,607
	
0,627
	
0,640
	
0,657
	
0,676


	
0,07
	
2,68
	
0,588
	
0,609
	
0,628
	
0,639
	
0,656
	
0,673

0,670


	
0,08
	
3,06
	
0,589
	
0,610
	
0,629
	
0,638
	
0,656


	
0,09
	
3,44

3,82
	
0,591
	
0,610
	
0,629
	
0,637 0,637
	
0,655
	
0,668


	
0,10
	
0,592
	
0,611
	
0,630
	
0,654
	
0,666


	
0,12
	
4,59
	
0,593
	
0,612
	
0,630

0,630
	
0,636
	
0,653
	
0,663


	
0,14
	
5,35
	
0,595
	
0,613
	
0,635
	
0,651
	
0,660


	
0,16
	
6,12
	
0,596
	
0,614
	
0,631
	
0,634
	
0,650 0,649
	
0,658


	
0,18
	
6,88
	
0,597
	
0,615
	
0,630
	
0,634
	
0,657


	
0,20
	
7,65
	
0,598
	
0,615
	
0,630
	
0,633
	
0,648
	
0,655


	
0,25
	
9,56
	
0,599
	
0,616
	
0,630
	
0,632
	
0,646
	
0,653


	
0,30
	
11,47
	
0,600
	
0,616
	
0,629
	
0,632
	
0,644
	
0,650


	
0,40
	
15,29
	
0,602
	
0,617
	
0,628
	
0,631
	
0,642
	
0,647


	
0,50
	
19,12
	
0,603
	
0,617
	
0,628
	
0,630
	
0,640
	
0,644


	
0,60
	
22,94

26,76
	
0,604
	
0,617
	
0,627
	
0,630
	
0,638
	
0,642


	
0,70
	
0,604
	
0,616
	
0,627
	
0,629
	
0,637
	
0,640


	
0,80
	
30,59
	
0,605
	
0,616
	
0,627
	
0,629
	
0,636
	
0,637


	
0,90
	
34,41
	
0,605
	
0,615
	
0,626
	
0,628
	
0,634
	
0,635


	
1,00
	
38,23
	
0,605
	
0,615
	
0,626
	
0,628
	
0,633
	
0,632


	
1,10
	
42,06
	
0,604
	
0,614
	
0,625
	
0,627
	
0,631
	
0,629


	
1,20
	
45,88

49,70
	
0,604
	
0,614
	
0,624
	
0,626
	
0,628
	
0,626


	
1,30
	
0,603
	
0,613

0,612
	
0,622
	
0,624
	
0,625
	
0,622


	
1,40
	
53,53
	
0,603
	
0,621
	
0,622
	
0,622
	
0,618


	
1,50
	
57,35
	
0,602
	
0,611
	
0,620

0,618
	
0,620
	
0,619
	
0,615


	
1,60
	
61,18
	
0,602
	
0,611
	
0,618
	
0,617

0,615
	
0,613


	
1,70
	
65,00
	
0,602
	
0,610
	
0,617
	
0,616
	
0,612

0,612


	
1,80
	
68,82
	
0,601 0,601
	
0,609
	
0,615
	
0,615
	
0,614

0,612


	
1,90
	
72,65
	
0,608
	
0,614
	
0,613
	
0,611


	
2,00
	
76,47
	
0,601
	
0,607
	
0,613
	
0,612
	
0,612
	
0,611


	
3,00
	
114,70
	
0,601
	
0,603
	
0,606
	
0,608
	
0,610
	
0,609






Die folgende Tabelle enthalt die aus der vorigen berechneten Coefficienten « = 7,9057.k fur dieselben Druckhohen und Ausflufsoffnungen.


	
Druckhohen

Meter = pr. Zoll
	
Coefficienten « = 2kVg = 7,9057-k fur folgende Hohen


	
0,20"'

7,647 Zoll
	
0,10"'

3,823 Zoll
	
der Oeffnungen.
	
0,02"'

0,765 Zoll
	
0,01"'

0,382 Zoll


	
0,05"'

1,912 Zoll
	
0,03"'

1,147 Zoll


	
0,01
	
0,38
			
4,799
	
4,981
	
5,218
	
5,542


	
0,02
	
0,76
	
4,522

4,569
	
4,712

4,743
	
4,862
	
5,012
	
5,210
	
5,487


	
0,03
	
1,15
	
4,902
	
5,044
	
5,210
	
5,439


	
0,04
	
1,53
	
4,601
	
4,767
	
4,925
	
5,060
	
5,202

5,202
	
5,400


	
0,05
	
1,91
	
4,625
	
4,783

4,799
	
4,941
	
5,060
	
5,368


	
0,06
	
2,29
	
4,641
	
4,957
	
5,060
	
5,194
	
5,344


	
0,07
	
2,68
	
4,649
	
4,815
	
, 4,965
	
, 5,052
	
5,186
	
5,321


	
0,08
	
3,06
	
4,656
	
4,822
	
4,973
	
5,044
	
5,186
	
5,297





	
Druckhohen

Meter = pr. Zoll
	
Coefficienten a = 2kVg = 7,9057-fc fur folgende Hbhen der Oeffnungen.


	
0,20”

7,647 Zoll
	
0,10"

3,823 Zoll
	
0,05"

1,912 Zoll
	
0,03"

1,147 Zoll
	
0,02"

0,765 Zoll
	
1 0,01"

0,382 Zoll


	
0,09
	
3,44
	
4,672
	
4,822
	
4,973
	
5,036
	
5,178
	
5,281


	
0,10
	
3,82
	
4,680
	
4,830
	
4,981
	
5,036
	
5,170
	
5,265


	
0,12
	
4,59
	
4,688
	
4,838
	
4,981
	
5,028
	
5,162
	
5,241


	
0,14
	
5,35
	
4,704
	
4,846
	
4,981
	
5,020
	
5,147
	
5,218


	
0,16
	
6,12
	
4,712
	
4,854
	
4,988
	
5,012
	
5,139
	
5,202


	
0,18
	
6,88
	
4,720
	
4,862
	
4,981
	
5,012
	
5,131
	
5,194


	
0,20
	
7,65
	
4,728
	
4,862
	
4,981
	
5,004
	
5,123
	
5,178


	
0,25
	
9,56
	
4,736
	
4,870
	
4,981
	
4,996
	
5,107
	
5,162


	
0,30
	
11,47
	
4,743
	
4,870
	
4,973
	
4,996
	
5,091
	
5,139


	
0,40
	
15,29
	
4,759
	
4,878
	
4,965
	
4,988
	
5,075
	
5,115


	
0,50
	
19,12
	
4,767
	
4,878
	
4,965
	
4,981
	
5,060
	
5,091


	
0,60
	
22,94
	
4,775
	
4,878
	
4,957
	
4,981
	
5,044
	
5,075


	
0,70
	
26,76
	
4,775
	
4,870
	
4,957
	
4,973
	
5,036
	
5,060


	
0,80
	
30,59
	
4,783
	
4,870
	
4,957
	
4,973
	
5,028
	
5,036


	
0,90
	
34,41
	
4,783
	
4,862
	
4,949
	
4,965
	
5,012
	
5,020


	
1,00
	
38,23
	
4,783
	
4,862
	
4,949
	
4,965
	
5,004
	
4,996


	
1,10
	
42,06
	
4,775
	
4,854
	
4,941
	
4,957
	
4,988
	
4,973


	
1,20
	
45,88
	
4,775
	
4,854
	
4,933
	
4,949
	
4,965
	
4,949


	
1,30
	
49,70
	
4,767
	
4,846
	
4,917
	
4,933
	
4,941
	
4,917


	
1,40
	
53,53
	
4,767
	
4,838
	
4,909
	
4,917
	
4,917
	
4,886


	
1,50
	
57,35
	
4,759
	
4,830
	
4,902
	
4,902
	
4,894
	
4,862


	
1,60
	
61,18
	
4,759
	
4,830
	
4,886
	
4,856
	
4,878
	
4,846


	
1,70
	
65,00
	
4,759
	
4,822
	
4,878
	
4,870
	
4,862
	
4,838


	
1,80
	
68,82
	
4,751
	
4,815
	
4,862
	
4,862
	
4,854
	
4,838


	
1,90
	
72,65
	
4,751
	
4,807
	
4,854
	
4,846
	
4,838
	
4,830


	
2,00
	
76,47
	
4,751
	
4,799
	
4,846
	
4,838
	
4,838
	
4,830


	
3,00
	
114,70
	
4,751
	
4,767
	
4,791
	
4,807
	
4,822
	
4,815




	
6)    Die vorstehenden Tabellen haben nur Werth fur dieselben Dimensionen der Oeffnungen und Druckhohen, welche darin begriffen sind und fur die, welche dazwischen liegen; die ersten Columnen, also fur Schutzoffnungen zu Wasserra-dern, wenn man von deren Wandverlan-gerungen absieht, durch welche die Contraction unvollkommen wird.



Die Aenderungen der C. fur einerlei Oeffnung bei zunehmenden Druckhohen zeigen kein Gesetz; aufserdem ist er-sichtlich, dafs in den beiden ersten Columnen fur die grofseren Oeffnungen mit dem Wachsthum der Druckhohen auch die C. wachsen, in den 3 letzten Columnen fur die kleinsten Oeffnungen findet, dem 5ten Gesetz des vorigen Art. ent-gegen, das Umgekehrte statt, und in der dritten Columne wachsen die C. von der kleinsten Druckhbhe bis zu einer mittle-ren, und nehmen von da bis zur grbfs-ten Druckhbhe wieder ab. Ebenso auf-fallend, und dem Isten Gesetz des vor. Art. entgegen ist die Erscheinung, dafs fur einerlei Druckhbhe die C. mit der Abnahme der Ausflufsbffnung wachsen.

Beide regelwidrige Wirkungen lassen sich nur dadurch erklaren, dafs die von den sehr nahen gegeniiberliegenden Ran-dern entgegentretenden Wasserstrahlen beim Begegnen sich stofsen, sich gegen-seitig nach ihren Randern hin zuriick-treiben, und damit den kleinsten Quer-schnitt wieder vergrbfsern.

Aus diesen Griinden ist es unmoglich, von den tabellarisch geordneten C. so kleiner Oeffnungen auf die C. grbfserer Oeffnungen zu schliefsen.

	
7)    Liegen die Oeffnungen unter Wasser, so bleiben die Tabellen gultig, nur hat man zur Druckhbhe die Dif-ferenz der beiden Hbhen (H— H1') zu nehmen, welche = ist der Hbhe h zwischen den beiden Wasserspiegeln.


Fig. 507.
[image: ]

1st die






Contraction unvollkommen, so bleiben die Tabellen gleichfalls gultig, wenn man nur die C. nach der Formel No. 4 abandert. Fur die hier stattfin-denden rechteckigen Oeffnungen ist im Mittel p = 0,143; folglich hat man statt a den Werth

(1 + 0,143.") a;

wo m den ganzen Umfang, und n den Theil desselben bedeutet, der durch Wan-dungen eingefafst ist, und keine Contraction verursacht.

	
9)    Bei vollkommener Contraction in Oeffnungen von 1'” Wandstarke fand



Bossut (1775)

Michelotti (1767)

Bidone (1822)

Brindley und Smeaton (1800)

Dies giebt im Mittel Eytelwein hat gefunden woraus a = 7,9057-0,6176


k = 0,6174 k =0,6111

A = 0,6216 k = 0,6213 k = 0,61785 k = 0,6176

= 4,88256



oder wenn man 21g = 7,91 setzt, « = 4,885 wofur unterNo.7,pag.216 a=4,89gesetztist.

Vergleicht man alle ubrigen von Hy-drotechnikern angestellten Versuche , so findet man Abweichungen, und zwar bei Ausflufsoffnungen aller in der Praxis vor-kommenden Hauptformen. Erwagt man ferner, dafs g ebenfalls nicht genau 155 Fufs, also 2Vg nicht genau 7,9057 Fufs ist, so kann man die mittleren Werthe der Eytelwein’schen Coefficienten a (pag. 216) in alien vorkommenden Fallen ohne weitere Bedenklichkeiten und ohne sich nach anderen Coefficienten umzusehen, anwenden.

Contradiameter ist die Abscissenlinie fur eine Curve, welche die Beschaffenheit hat, dafs wenn von einem bestimmten Punkt aus die Abscissen in gleichen Ent-fernungen links und rechts genommen werden, die Ordinaten auf einer Seite oberhalb, auf der anderen unterhalb ge-nommenen gleich grofs sind.

Die Gleichung fur die Curve in Bezie-hung auf die gedachte Abscissenlinie kann
[image: ]

also nur von der Beschaffenheit sein, dafs wenn man (— x) fur x und ( — y} fur y setzt, alle Glieder entweder dieselben Vorzeichen oder alle Glieder die entge-gengesetzten Vorzeichen erhalten.

Z. B. eine Curve von der Form:

y2 + axy +2=0

wo fur — y und — a der Gleichung dieselben Vorzeichen verbleiben;

eine Curve von der Form

y3 + axy2 + bx2y + x3 = 0

wo fur — y und — x sammtliche Glieder minus werden.

Der Kreis und die Ellipse lassen, wie die Natur dieser Linien anschaulich macht, Contradiameter zu, und zwar sind deren Durchmesser die Abscissenlinien, und deren Mittelpunkte die Anfangspunkte der Abscissen.

Die Gleichung fur den Kreis ist

r2 — x2 — y2 = 0

fur — y und - x bleiben die Vorzeichen dieselben.

Sind a und c die halben Axen der Ellipse , a die grofse, c die kleine halbe Axe, so sind die Gleichungen

‘‘= (a2—2)

912=9 (c2 - 2) c

	
	
— y fur y und — x fur x gesetzt, verbleiben dieselben Vorzeichen.





Bezeichnet man mit a den Winkel, den ein Durchmesser der Ellipse mit der grofsen Axe bildet, die vom Mittelpunkt auf diesem Durchmesser genommenen Abscissen mit x, die Ordinaten unter dem zu a gehorenden Coordinatenwinkel mit y, so ist die Gleichung


II




y2 —




a* sin 2a + c^ cos 2c,. a4 sin 2 c + c2 cos 2 a




a2 sin 2a + c2 cos 2a




a2c2




x?= 0



— y fur y und — x fur x gesetzt, ver-bleiben den Gliedern dieselben Vorzeichen.

Contrageometrische Proportion ist die Proportion zwischen den Differenzen ein-facher Glieder als Vorderglieder, und den einfachen Gliedern als Hinterglieder, letz-tere in entgegengesetzter Ordnung mit der, welche eine stetige Proportion er-giebt.

Wenn namlich a : b = b : c so kann gebildet werden

a — b : b — c — a -. b — b -. c die contrageometrische Pr. ist aber entweder a — b : b — c = b : a (1) oder a — b : b — c = c : b           (2)

In beiden Fallen existirt keine Proportion zwischen a, b und c.

Z. B. es sei b = 8, c = 4, so ist bei der zweiten Proportion

a 8:8-4=4:8 nur moglich, wenn a = 10 ist

Aber 10, 8, 4 stehen nicht in stetiger Proportion. Dieselben Werthe in die erste Proportion gesetzt, ergiebt wieder keine Proportion, es ist namlich

10 — 8 : 8 - 4 nicht =8:10 Proportion 1 existirt, wenn______ b = 4 (c — a ± 1c2 — 2ac + 5a?)

a2 oder wenn c = b — a--— b

Proportion 2 existirt, wenn

b — -^{a ~ c± ya? — 2«c + 5c2) oder wenn a = b + c -b

Aus der 2ten Formel ftir b ersieht man, dafs wenn a = 10, c = 4 verbleiben, a auch = — 2 gesetzt werden kann. Es ist

10-(- 2):(- 2) = 4:(- 2)

Contraharmonische Proportion ist die Proportion zwischen den beiden Differenzen zweier von 3 Grofsen als Vorderglieder, und den beiden in jenen Differenzen nur einmal vorkommenden Grofsen als Hinterglieder, letztere in entgegengesetzter Ordnung mit der, welche eine harmo-nische Proportion ergiebt, so dafs der Subtrahend der zweiten Differenz das dritte und der Minuend der ersten das vierte Glied bildet.

Die harmonische Proportion ist a — b •. b — c ~ a c das Mittelglied b = 2° die contraharmonische Pr. ist a — b : b — c = c : a das Mittelglied b - l—

Convergenz (von vergere, neigen) wird von geraden Linien gesagt, die in einer-lei Ebene befindlich einem Punkte sich nahern; desgleichen von Reihen, deren folgende Glieder immer kleiner werden, also dem Nullpunkt sich nahern. Der Gegensatz von C. ist Divergenz; Linien in einerlei Ebene divergiren, d. h. nach der Seite hin, wo sie sich immer weiter von einander entfernen; Reihen divergiren, wenn vom ersten Gliede ab die nachfolgenden Glieder immer grofser werden.

Convex und Concav (erhaben und hohl) sind an Linien und Flachen fur die Form das, was fur die Richtung po-sitiv und negativ, rechts und links ist, nur mit der Einschrankung, dafs man convex und concav nicht wie positiv und negativ, oder durch Umkehrung des Ge-genstandes nicht wie rechts und links mit einander vertauschen kann.

Fig. 409 u. 410 sind AEB 2 krumme Linien, in A und B, FD und GD Tan-genten an denselben. Die Form der Li-nie nach den Tangenten hin, oder von einem Standpunkt aus gesehen, in wel-chem die Tangenten vor der Linie liegen, heifst convex, erhaben; die Form von der Tangente abwarts oder von einem Standpunkt aus gesehen, in welchem die krumme Linie vor den Tangenten liegt, heifst concav, hohl. Man erklart auch: Eine krumme Linie {AEB), welche von einer geraden Linie {HB) in 2 Punkten {A, B) geschnitten wird, heifst nach der Richtung der Sehne {AB) hin concav, nach der Richtung deren Verlangerung {AH) hin, convex. Eine entsprechendere Erklarung ist wohl: Eine krumme Linie {AEB) heifst nach der Richtung hin, in welcher 2 nahe liegende Tangenten {AD, BD) sich schneiden, convex; nach der Richtung hin, in welcher die zugehorigen Normalen {AC, BC) sich schneiden, concav.
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Die Winkel, welche die aufeinander fol-genden Normalen {AC, BC) mit einer Abscissenlinie (XX) nach einerlei Richtung und nach dem Anfangspunkt der Abscissen hin gemessen, wie A AJX, X_BKX, werden bei der concaven Linie immer grofser, bei der convexen immer kleiner.

Eine Linie kann nach einerlei Richtung hin betrachtet die convexe Form mit der concaven vertauschen; der Punkt W (Fig. 510) in dem dies geschieht, heifst der Wendungs punkt. Weil bei Be-stimmung der Form einer Curve in einem bestimmten Punkt E derselben ein sol-cher Wendungspunkt in der Nahe sein konnte, mufs der dafiir zu untersuchende Bogen AB unendlich klein genommen werden.

Fig. 511 u. 512.
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Im Calciil ist oft ein untrugliches Kenn-zeichen erforderlich, ob eine Curve in einem ihrer Punkte convex oder concav ist, und die Differenzialrechnung giebt das Mittel dazu. In dem Art.: Beriihrende Linie, Bd. I, pag. 344 mit Fig. 216 ist nachgewiesen, dafs die trigonometrische Tangente des Winkels («), den die geo-metrische Tangente {Bl') an einem Punkt {B) der Curve mit der Abscissenlinie {SH) bildet, = ist dem Quotient des Differen-zials der Ordinate {y) des Punktes {B) durch das Differenzial der Abscisse (x) fur denselben Punkt {B), namlich For-mel (2) daselbst

Oy

und zwar ist dieser Werth allgemein gul-tig, und unabhangig davon, ob die Curve nach der Abscisse hin convex oder concav ist, ob namlich der Punkt S links oder rechts von dem Punkt T der Tangente fallt, und der Z GBL < oder > als Zc ist. Fig. 511 und 512 sind die Fort-setzungen von Fig. 216, und wie das erste

Oy

Differenzial — mit Hulfe des rechtwink-ox

ligen Dreiecks GBL, dessen Catheten Ax und Ay angenommen worden, abge-leitet ist, so soli hier das zweite Differenzial aus dem folgenden zweiten Drei-eck NGM, dessen Catheten A2x und ^y angenommen sind, abgeleitet werden; und O2y

zwar weil .% als das Differenzial von ein characteristisches Merkzeichen fur die Form der Curve abgiebt.

Es ist fur ty« namlich die Abscisse x in x + Ax und die Ordinate y in y + Ay umgeandert worden. Aendert man nun Ax in Ax + A2x und /Ay in /\y + /^y

Ay

so entsteht statt der Quotient

Ay + A’y

Ax + A2x

	
Fig. 511,    wo die Curve concav ist, wird Z NGM< Z GBL,



folglich ist A2“Ad‘

also auch Ay+&‘AAy

Ax + A’x Ac

und der mit dem Zuwachs von Ax und Ay entstehende Zuwachs der Function A-A? a AJ wird subtractiv.

Ac + A2a Ax

Da nun mit dem Zuwachs der Urver-anderlichen Ax eine Abnahme der Function geschieht, so ist das Differenzial ne-


gativ, also



Oy 8‘y .

884 =842 ist negativ:

	
Fig. 512,    wo die Curve convex ist, wird 2 NG M > X GBL, folglich AZA



also auchA+A2L Ay Ac + Ax Ac mit dem Wachsthum der Urveranderli-chen Ax geschieht ein Wachsthum der

, 8 2g

Function, und das Differenzial —% ist Ox" positiv.

Mithin gilt die Regel, dafs bei positi-vem Differenzial der Tangente die Curve gegen die Abscisse hin convex, bei ne-gativem Differenzial concav ist. Sind die Ordinaten negativ, so findet naturlich das Entgegengesetzte statt; die Abscisse = BL und GM wurde namlich anstatt nach der Richtung NM, nach der entgegengesetz-ten Richtung M N bin liegen.

Convexglaser, erhabene Glaser sind Glaser mit erhabenen krummen Oberfla-chen, zum optischen Gebrauch solche, welche in Form eines Theils einer Ku-geloberflache geschliffen sind. Sind beide Oberflachen eines Glases erhaben, so heifst das Glas convex-convex oder biconvex; ist eine Oberflache erhaben, die an-dere eben, so heifst das Glas plan convex; ist eine Oberflache erhaben, die an-dere hohl, so heifst das Glas concav-convex oder convex-concav, auch Mondchen, Meniskus. Die optischen Wirkungen dieser Glaser sind zu erse-hen in dem Art. Brennglas u. Brill e, No. 1 bis 5. Vergl. Concavgiaser.

Coordinaten sind die in dem Artikel Abscisse, mit Fig. 14 bis 16 (s. zuerst diesen) erklart. Es sind gerade Linien, die von einem Punkt aus gegen feste Linien oder gegen feste Ebenen nach be-stimmten Richtungen gezogen werden, um den Punkt seiner Lage nach gegen jene Linien oder Ebenen zu bestimmen; und diese Erklarung war ausreichend, um den Begrif „Abscisse“ festzustellen.

Die so erklarten Bestimmungslinien sind bis dahin nur Abstande zwischen Punkten und Linien oder Punkten und Ebenen, mit deren Maafsen die Lagen der Punkte gegen die Linien und Ebenen gegeben werden, aber noch keine Coordinaten; diese haben eine hohere Bedeutung, namlich die der gleichen Ab-hangigkeit zusammengehoriger Abstande fur Punkte eines und desselben Systems, so dafs wenn ein beliebiger Punkt des Systems durch die ihm zugehorenden Coordinaten gegeben wird, dies durch Gleichungen (Coordinatengleichungen) ge-schieht, die zugleich fur alle ubrigen Punkte des Systems gelten, dafs also je-der beliebige Punkt des Systems alle ubrigen Punkte desselben Systems ver-tritt. Es sind mithin Coordinaten eines Systems von Punkten zusammengehorige Abstande von denselben, deren gegensei-tige Abhangigkeit durch einerlei Function gegeben ist.

	
2.    Es sei AEB ein Halbkreis, so lehrt die Geometrie, dafs wo in dem Durch-mess er AB der Punkt D auch genommen werde, das Quadrat der senkrechten Linie DE = dem Rectangel ist, dessen Seiten


AD und BD sind. Alle Linien also, die wie DE von beliebigen Punkten des Durch-messers bis zur Peripherie senkrecht gezogen werden, haben mit den beiden Ab-standen jedes dieser Punkte von den End-punkten A, B des Durchmessers einerlei Function. Setzt man also nach Vorschrift des Art.: Abscisse, AB als Abscisse, A als deren Anfangspunkt, bezeichnet je-den alter moglichen Abstande AD mit x, jede aller moglichen rechtwinkligen Ordinaten DE mit y, den Halbmesser mit r, so erhalt man die Coordinatengleichung

DE2 = AD x BD

oder y2 = x x (2r — x) = 2rx — x2

Wie also der Punkt E durch die zu-sammengehorenden Abstande AD und DE bestimmt wird, eben so wird jeder andere Punkt wie E' durch die ihm zugehorenden Abstande AD’ und D'E' bestimmt. jede 2 zusammengehorende Abstande fur einen Punkt der Peripherie haben einerlei Abhangigkeit von einander, sie sind durch einerlei Function y2 — fx = 2rx~x2 gegeben, und folglich sind sie nicht nur Abstande, sondern Coordinaten, in diesem Falle rechtwinklige C., und die Gleichung y2 = 2rx — x2

heifst die rechtwinklige Coordinatengleichung fur den Kreis.

Bei diesem Beispiel liegen sammtliche Punkte des Systems in einerlei Ebene, und es sind deshalb nur die Beziehungen zwischen nur einer Abscisse und Ordinaten, die alle in einer Ebene liegen, er-forderlich. Liegen dagegen die ihrer Lage nach festzustellenden Punkte des Systems in verschiedenen Ebenen, so ist ein so einfaches Coordinatensystem nicht ausreichend: es kann die Bestimmung der
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Punkte nur dadurch geschehen, dafs man von A aus mehrere Abscissenlinien mit ihren Ordinaten construirt, wie dies Fig. 15 angegeben ist (s. den folg. Art.).

Aufser den hier betrachteten Parallel-Coordinate!! giebt es noch Polarcoor-dinaten, indem von einem in einer festen Linie befindlichen festen Punkt, dem Pol aus, gerade Linien, die Polarordinate n nach den verschiedenen Punk-ten der Curve gezogen, und diese durch die Winkel, die Polarabscissen, wel-che die Ordinaten mit jener festen Linie bilden, bestimmt werden.

Coordinatenaxen sind in dem Art.: „Abscisse“, als diejenigen Linien, die durch den Anfangspunkt + den Coordi-naten gezogen werden, und also ihrer Lage nach richtig erklart. In dem Art.: „Axe“, sind Axen als primitive Haupt-linien eines Systems definirt, und wie No. 2 daselbst der C. gedacht worden, bestimmen C. ein behufs der Untersu-chung von Gesetzen des Zusammenhan-ges von Punkten erforderliches Co or-dinatensystem. In Fig. 513 ist AB Abscissenlinie, d. h. eine Linie, auf wel-cher von einem Punkt (A) aus Abschnitte gemacht werden. Aus Fig. 15 ersieht man, dafs bei einem Coordinatensystem jede der Axen als Abscissenlinie gelten kann; daher fallt der Ausdruck: Absciss e hier fort, die Axen werden mit AX, AY, AZ bezeichnet und heifsen die Axen der x, der y, der %, wenn die von A aus genommenen Ordinaten fur Punkte wie P, also auch fur P’, P", P"’ u. s. w. die zu einerlei System gehoren, auf der Axe AX mit x, auf AY mit y und auf AZ mit z bezeichnet werden, wahrend die von den Punkten selbst wie von P auf die von je 2 der Axen gebildeten Ebenen gefallten Linien nicht als Ordinaten, son-dern nur als Hiilfslinien erscheinen.

	
2.    Die C. konnen rechtwinklig und schiefwinklig auf einander sich befinden, die von denselben untereinander gebildeten Winkel heifsen Coordinatenwin-kel. Die Bezeichnung dieser Winkel ge-schieht ganz entsprechend:



Zwischen den Axen AX und AY mit (xy), zwischen den Axen AX und AZ mit (xz) undzwischen den Axen AYund AZ mit (yz).

Je 2 C. liegen in einer Ebene; die 3 C. bilden also 3 Ebenen, welche Coordin atenebenen heifsen. Deren Bezeichnung ist ganz entsprechend: fur die Ebene zwischen AX und AY durch XY,

zwischen AX und AL mit AZ

und zwischen AY und A'L durch YL.

Jede Ordinate liegt in 2 Coordinaten-ebenen (s. Fig. 15), die Ordinaten x liegen in den Ebenen XY und XL, die Ordinaten y in den Ebenen XY und YL, und die Ordinaten z in den Ebenen XL und YL.

Ordinaten, die in den uber A hinaus ruckwarts verlangerten Axen liegen, werden negativ, und deren Coordinatenwin-kel sind die Supplemente der positiven Winkel. So hat eine Ordinate (—x) die Co-ordinatenwinkel 180°— (xy) und 180°— (xz); eine Ordinate (— y) die Coordinatenwin-kel 180° — (xy) und 180° — (ys) und eine Ord. (— z) die Coordinatenwinkel 180°— (xz) und 1806—(yz).

	
3.    Wie in dem Beispiel fur Fig. 513, wo wie bei jedem in einerlei Ebene befindlichen Coordinatensystem 2 C. existi-ren oder zu denken sind, nur eine Co-ordinatengleichung erforderlich ist, um fur jeden Werth von x den entsprechen-den von y ermitteln zu konnen, so ist bei 3 C. noch eine zweite Coordinaten-gleichung erforderlich, um die Beziehung zwischen a und x oder zwischen z und y festzustellen. Die beiden Gleichungen hierfur sind also entweder:



«"y"±az"±1 ,”*‘±....=0 und

«"s"±ba"±1 zm^i ±.... = 0 oder

xnym±ax’l^x y,n^x ±.... = o und

ynzm± byn±1 z"*1 ±.... = 0

	
4.    Die Vertauschung gegebener C. ge-gen andere kann erwiinscht und erforderlich sein. Es sei Fig. 514 das Coordinatensystem AX, AY, AL gegeben; die Axe AX soil mit der AX' vertauscht werden. Fur einen Punkt im Raum sei P die Projection in AX', so ist APdie zu Pge-horige Coordinate x' und man hat die zu demselben Punkt Pgehorenden Coordinaten AB = x, AD = y und AE = z auf den gege-benen 3 C. Wenn man aus P die Linie Pp = AL auf die Ebene XY, die Linie Pp'^ AY auf die Ebene XL, die Linie Pp" A AX auf die Ebene YL fallt, und in den genannten Ebenen pB + AY, p'E^AX und p"D + AL zieht, woraus man dann', wie Fig. 15, ein Parallelepi-pedum bilden kann.



Das System ist dadurch gegeben, dafs die Coordinatenwinkel (xy), (xz), (yz) ge-
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geben sind, und die Lage der neuen Axe AX ist ebenfalls durch die Winkel (xx1) (ya‘), (zx‘) gegeben. Man sieht also, dafs die neuen Coordinaten x' durch die ih-nen entsprechenden ursprunglichen x, y, z ausgedriickt werden konnen, und in dieser stereometrischen Aufgabe besteht die Verwandlung der Coordinaten eines ursprunglichen (ersten, primitiven) Systems in ein neues (zweites, secundares) System.

Von den primitiven Axen werden eine, zwei oder auch keine beibehalten; eben so wird der Anfangspunkt der Coordinaten beibehalten oder geandert. Man er-halt je nach diesen Aenderungsweisen, und ob die Coordinaten rechtwinklig oder schiefwinklig sind, einfachere oder zu-sammengesetztere Reductionen. Die Reduction von Coordinatengleichungen auf andere derselben Art und auf Polarglei-chungen fur Curven von einfacher Krum-mung s. u. Coordinatengleichungen.

Coordinatenebenen s. u. Coordinaten-axen No. 2.

Coordinatengleichung ist eine alge -braische oder transcendente Gleichung, welche den Zusammenhang zwischen zu einem System von Punkten gehorenden Coordinaten ausspricht; sie ist daher zu-gleich Function, und kann als solche eine implicite oder explicite sein (s. d. vori-gen Art.).

Die Vertauschung der Coordinaten (s. Coordinatenaxen) kommt besonders bei Curven einfacher Krummung vor; d. h. bei Curven, deren Punkte sammtlich in einerlei Ebene liegen. Eben so die Vertauschung von Parallel-Coordinaten ge-gen Polar-Coordinaten und gegenseitig.

	
1.    Reduction einer Coordinatengleichung auf eine andere Coordinatengleichung.



In dem Art.: Abscisse, Bd. I, pag. 16, mit Fig. 14 ist die Reduction unter der einfachen Bedingung geschehen, dafs fur beide Gleichungen der Anfangspunkt A der Abscissen derselbe bleibt. Ist dies nicht, so sei Fig. 515 in der Abscissen-linie XX’, A der Anfangspunkt der Ab-scissen, AB eine Abscisse a, c der Co-ordinatenwinkel, BD = ydie zugehorige Ordinate. EF sei eine Abscisse w in der neuen Abscissenlinie, welche die erste unter dem / 3 in dem Punkt C in dem Abstande a von A schneidet, E in der Entfernung CE = b von C sei der Anfangspunkt der neuen Abscissen, FD die zugehorige Ordinate z, 0 der Coordina-tenwinkel, so hat man, wenn man aus F eine Parallele FG mit XX’,

Fig. 515.
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die Normalen von 1) und E auf FG und aus F auf XX’ zieht, und die Normalen von D und E auf FG und aus F auf XX' fallt, die beiden Gleichungen

	
I.    y sin a + (b + u) sin =z sin (3 + 0) II. x—y cos a — % cos (3 + J)



= a — (6 + w) cos 3 aus welchen u und z durch x und y aus-gedriickt werden konnen.

	
2.    Reduction einer Coordinatengleichung auf eine Polarglei-chung und gegenseitig.



Es sei wieder A in XX' der Anfangspunkt der Abscissen, AB = x, BD = y.

Bleibt fur die Polarcoordinaten A der Pol, AX’ der feste Schenkel, so hat man Fig. 516 fur die Polarabscisse A DAB = 9, A D = % die beiden Gleichungen z sin q = y sin a z cos q + y cos a — x womit die beiden Polarcoordinaten q und % durch x und y ausgedriickt sind.

Ist ein anderer Punkt P der Pol, der in der Entfernung A P = a unter dem 28 mit AX' von A liegt, ist PE unter dem 2 y mit AP die Polaraxe, die Polarabscisse / DPE = o, der Polarabstand DP von P = z‘, so ziehe durch P die Linie
[image: ]

FG + XX', falle die Lothe von P auf XX’ und von 1) auf FG, und man hat

DG =y sin c + a sin B zugleich ist

DG = a’ sin DPG = F sin AHP

2 AHP^ 180°— (3 + Z A PH)

= 180°—(3+ y - ) woraus            *

	
I.    y sin a + a sin 3 = z‘ sin (3 — y — w)



AB — x — a cos 3 + F cos DPG + y cos c woraus

	
II.    x = a cos ^-\-y cos a — F cos (3 + y — w)


	
3.    Reduction einer Polarglei-chung auf eine andere Polarglei-chun g.



Sind q und z die einen, co und z' die anderen Polarcoordinaten, die auf einan-der reducirt werden sollen, so hat man nach 2:

	
I.    z sin qp — a sin B = F sin (3+y — w)


	
II.    z cos q = a cos B — z‘ cos (3 + y — w)



Coordinatensystem s. Coordinatenaxen No. 1.

Coordinatenwinkel s. Coordinatenaxen No. 2.

Coordinirt, in der Geometrie s. v. w. conjugirt.

Corollarium (corolla, kleiner Kranz) ist urspriinglich ein Kranzchen zum Geschenk, daher auch Zulage, Trinkgeld, und hier-aus bei den Mathematikern Zugabe zu einem Satz: Zusatz, Folgesatz: ein Satz, der unmittelbar aus einem voran-stehenden Satze folgt, nothwendig her-vorgeht, oder aus einfachen Schliissen sich ergiebt. Z. B. der Zusatz zu Satz 15 im Euklid: Hieraus erhellet, dafs alle um einen Punkt (in einerlei Ebene) herum-liegende Winkel zusammen vier rechten Winkeln gleich sind. Eigentlicher hatte dieser Folgesatz zu Satz 13 schon genom-men werden sollen.

Correction, Berichtigung von Mefsin-strumenten und Messungen selbst. Er-stere wegen der Unmoglichkeit vollkom-men richtiger Arbeit, letztere theils wegen dieses Umstandes, theils moglicher Fehler in der Beobachtung, theils wegen muthmafslich nachtheiligen Einflusses ein-wirkender Naturkrafte. S. Barometercorrection, Collimation, Collimationsfehler und den folg. Art.

Correspondirende Hohen sind in der Astronomic die gleich grofsen Hohen, wel-che ein Gestirn wahrend seines schein-baren Laufs durch den Tagebogen des Orts vor und nach der Culmination am Himmel einnimmt. Culminirt ein Gestirn in irgend einem Zeitpunkt, d. h. befindet er sich wahrend seines Laufs in diesem Augenblick in der Mittagslinie des Beobachtungsorts, so hat es fur die-sen die grofste Hohe erreicht, und von alien geringeren Hohen, die es am Himmel einnimmt, sind immer diejenigen beiden, welche in gleichen Zeitabstanden vom Culminationsaugenblick , vor und nach diesem stattfinden, einander gleich. Durch die Beobachtung vieler Hohen eines Gestirnes vor der Culmination, und zugleich mit der Bemuhung, nach dersel-ben solche zu finden, die den vorigen einzeln gleich sind (die ihnen corre-spondirenden Hohen), kann man daher den Zeitpunkt berechnen, in wel-chem das Gestirn durch die Mittagslinie gegangen ist. Eben so dient dies Ver-fahren, an mehreren Fixsternen vorge-nommen, und wiederholt zur genauen Bestimmung des Meridians eines Orts (vergl. Culmination).

Cos. ist die Abkiirzung fur Cosinus.

COSCC. Abkiirzung fur Cosecante.

Cosecante eines Winkels oder Bogens a ist die Secante des Complements von a, eine sogenannte Cofunction s. d. Die Lagen der Secante und der C. als trigo-nometrische Linien giebt der Art.: Construction, trigonometrische, pag. 80 und 81, mit Fig. 437 bis 440 fur Winkel oder Bogen, die alien 4 Quadranten angehoren; eben so den Beweis, dafs die Cosec. fur Bogen im ersten und zweiten Quadranten positiv, fiir Bogen im dritten und vierten Quadranten negativ ist.

Ferner sind in demselben Art. folgende Aufgaben durch Zeichnungen gelost. Zu finden:

	
/            a \ (p — dTC| cosec - — \             o J pag. 82 No. 4, VI. mit Fig. 441 x = r • cosec2a



pag. 83 No. 5, VI. mit Fig. 444 pag. 84 No. 6, VI. mit Fig. 445 x = r • cosec 3a

pag. 85 No. 7, VI. mit Fig. 444 x = r • sin a • cosec 3

pag. 85 No. 8, VI. mit Fig. 447 x = r • cos a • cosec B

pag. 86 No. 9, V. mit Fig. 448 x = r • tg a • cosec B

pag. 87 No. 10, IV. mit Fig. 449 x = r • cot a • cosec 3

pag. 87 No. 11, III. mit Fig 449 x = r • sec a • cosec B

pag. 87 No. 12, II. mit Fig. 450 x = r • cosec a • cosec 3

pag. 88 No. 12, III. mit Fig. 450.

	
	
2.    Wie aus Fig. 437 bis 440 abgeleitet werden kann, wo CH=cosec a ist, hat man: cosec 0 = cosec (— 360°) = sec 90° = c cosec 90° = cosec (— 270°) = sec 0=1 cosec 180°=cosec (—180°)=sec (— 90°) = c cosec 270°=cosec (—90°)=sec (—180°) = — 1 cosec 360°= cosec (— 0)=sec (— 270°) = — c





ist a ein Bogen fur den Halbmesser = 1 oder ein Winkel zwischen 0 und 90° so ist

cosec (90° — a) = cosec — (270° + «) = sec a cosec (90° + a) = cosec — (270° — «)

= sec (— a) = sec a = cosec (90° — a) cosec (180° — a) = cosec — (180° + a)

= sec — (90° — «) = sec (90° — a)

= cosec a

cosec (180° + «) = cosec — (180° — a)

= sec — (90° +a)= - sec (90° — c)

= — cosec a

cosec (270° — a) = cosec — (90° + a) = sec — (180° — «) = — sec a = — cosec (90° — a) cosec (270° + a) = cosec — (90° — «)

= sec - (180° + «) = — sec a = — cosec (90° — «)

cosec (360° — a) = cosec (— a)

= sec - (270° - a) = - sec (90° - a)

= — cosec a

	
	
3.    Aus den Fig. 437 bis 440 lassen sich folgende Formein unmittelbar ableiten. Es ist namlich





CH-CB- CD .DE oder cosec c : 1 = 1: sin a, woraus

cosec a = ——          (1) sin a ferner hat man

CH2 = BH2 + BC2 oder cosec 2a = cot 2a+1

oder cosec a = V cot 2a + 1      (2)

Will man nun cosec a durch die ubri-gen trigonometrischen Functionen aus-drucken, so hat man

	
cosec a — —---= —.....-........—         (3) sin a 11 _ cos 2a da nun aus denselben Figuren cot a = — ist, so hat man tg «______ 1/1   . , \ta 2c + 1  — cosec & = —9 + 1 = -—----- (4) / tg ‘e            tg a und da desgleichen cos a =----, so ist aus 3 sec a 1           sec a cosec a = —----- — = -—-------- (5) 1      1 ]/sec2a — 1 sec2a ferner ist wie die Figuren ergeben cos c = 1 — sin v a und sin & = 1 — cosin v a, und hieraus cosec a = —------------------11 — (1 — sin v c)2 __1 ]/sin v a (2 — sin v «) cosec a =---1---- 1    — cos v a ferner hat man sin c = —1— cosec a cos a = Vjos^£l cosec a 1 tg a =      . -------V cosec 2a — 1



cot a = \/cosec 2a — 1

cosec a sec cc = ——y cosec 2a — 1 l/cosec 2c — 1 smv a = 1 — cosec a cosec a — 1 cosinv a — cosec a


(6)

(7)

(8)

0)

(10)

(ID (12)

(13)

(14)



sin («+})= sin a cos+ cos a • sin 3

fur 8 den Werth a, so entsteht die Formel sin 2a = 2 sin a • cos a

welche auch pag. 96 No 16 synthetisch bewiesen ist

Nun ist


cosec 20 =



cosec a = —— , also sin & 1             1 cosec 20 = —.—— = -------------—• sin 20   2 sin «• cos a und da aus Fig.437—440; sin2 a-\-cos2 a = 1 sin 2a + cos 2c


a + cot c)



	
2 sin a • cos c sin2a + cos2a sin a • cos « " sin a • cos a. sin a , cos C)\    . . -------I = 4 (tg cos a sin &) 5.    Die Formel 8 quadirt gibt cosec2 2a = 4 (col2a-[-2 tg a • cot a + tg2^ = l(cot2a + 2 + tg2a') cosec2 2a = j(see 2c + cosec 2«)          (16) 6.    Schreibe fur Formel 8 cosec 2a = tg ap-^ (col a — tg a) , cos a sin a = tqa + —------ 2 sin a 2 cos a


cos 2a — sin 2a ~tq a — ——.--------

2 since cos a





Nun ist pag. 89 bis pag. 93, No. 14 synthetisch erwiesen die Formel cos (a + B) = cos a cos 3 — sin a sin B hierin p — a gesetzt giebt die Formel cos 2 a = cos 2a — sin 2a welche pag. 96 No. 17 auch synthetisch erwiesen ist. Daher hat man eosec 2a = tga-j- cos 2« = tg «+cot2a (17) sin 2a

	
7.    Schreibt man die Formel 8 cosec 2c= cot a — } (cot a — tg a}-so hat man nach No. 6 cosec 2a = cot a — cot 2a (18)


cos a




	
8.    Schreibt man fur cosec 2a = . 1 sin 2 a cosec 2 a = —--- = —.----- 9 2 sin a cos a 2 sin a • cos ‘a so erhalt man sec 2c cosec 2a = 4 cot a- sec2a = —— (19) 2 tg a


	
9.    Schreibe Formel 12: 2a - 1+tg2a_ 2tga-2tga + l + ig2a 2tg a             2tg a also dividirt und reducirt cosec 20=1+4—tg c)2    (20) 2tga


	
10    Dividirt man Zahler und Nenner des,‘2ten Gliedes in Formel 13 mit 1 — tg 2e so hat man


cosec 2a = 1 —





(1—g a)2:(1—tg3a)

2 tg a-.(l- tg2a)

Nun ist pag. 97 No. 20 mit Fig. 475 synthetisch erwiesen, .a dafs       tg 2 a = -—— 1 — tg 2 a folglich ist, wenn man noch den Zahler reducirt

, 1+tg c) cosec 2a = 1 +     --- tg 2a

Nun ist tg 45° = dem Radius = 1; man kann also den Zahler des zweiten Gliedes schreiben tg 45° — tg a 1 + tg 45° • tg a

Nun ist pag. 112 No. 54 mit Figur 489 synthetisch erwiesen, dafs

, tqa — tqR t’3^~^ = 1 + tga.fg^

folglich ist der Zahler = tg (45° — a) und    cosec 20=1+ 19 (458——     (21) tg 2a

	
11.    Setzt man in die Gl. No. 4 sin («+})= sin a cos 3 + cos asin/i



1 . 1 sin a =---, sin 3 —------, cosec a        cosecp so erhalt man nach Reduction , , . cosec a • cosec 3        . cosec («+B)=----------------—----- (22) cos a • cosec &—T cos 3 • cosec p Setzt man S=a so erhalt man, reducirt cosec a cosec 2 a =■-- 2 cos a fiir p = 2a cosec a • cosec 2a cosec 3 a =---------—— ---—— cosa • cosec a T cos 2a • cosec 2a _ cosec a 4cos2a-l (2 fur p = 3 a cosec a • cosec 3a cosec4a —------------;------------— cos a • cosec a T cos 3a • cosec 3a cosec a 4 cos 3a + cos 3a — cos a da nun cos 3 q = 4 cos 3a — 3 cos a so ist cosec a 1 cosec a cosec4a=---3--,---—--— (24) 8cosAa—4cos a 4cosa»cos2a

fur 3=ia cosec a • cosec 4a co sec 5a = ——---------— cos a • cosec a TT cos ±0 • cosec 4a cosec a 16 cos ia— 12 cos 2a+1    (25)

U. S. W.

	
12.    Entwickelung ein er Rei he fiir coseca nach stei’genden Potenzen von a.



Die Reihe Bd. 1, pag 114, No. 14:

arc cosec x =—----------- - --—„—....

x 2.3x3 2-4-525..

eignet sich nicht, durch Umkehrung eine Reihe fiir cosec a zu finden , weil in der-selben die Cosecanten in den Nennern sich befinden. Kehrt man die Reihe um: pag 111, No. 9

	
1.23 32 5    3.5 27 arc sinx=ct=x^---1--------1------—...... 2-3 2-4-5 2-4-6-7 so erhalt man



. a «3           r5 (7

	
	
1    1-2.3 1-2-3-4-5 (7)5





Nun kann man freilich nicht unmittel-bar, wenn man namlich in diese Reihe

sin a = ——— setzt, eine Reihe fiir cosec a cosec a

finden, allein es ist sin co cosec a = 1, und wenn man cosec «= A+Ba+Ca2+Da3+ .... setzt, so erhalt man durch Multiplication beider Gleichungen eine Reihe, aus wel-cher die unbestimmten Coefficienten ent-wickelt werden konnen. Die allgemeine Form der Reihe ist aber zuerst naher zu betrachten. Schreibt man in cosec «=A+ B«+ Ca2+ Dc^-^-Eu^ +. ...

— ct fiir a so ensteht

cosec (— ct) = + A — Ba+ Ca2 — Dc^-^-Ect^ -Fu^Gc^-....

Nun ist aber cosec(— c)=- cosec a, beide sind entgegengesetzt gleich grofs und folg-lich diirfen die fur (- «) positiv bleiben-den Glieder nicht vorhanden sein, und die Reihe ist

cosec a = Ba + Da3 + Fa5 + Ha7 .......

Setzt man ferner a = 0 so wird (nach No. 2) cosec a =, es ist also ein Glied erfor-derlich, welches « im Nenner hat, dem-nach ist die vollstandige Form cosecct =A + Ba + Ca3+ Da5+ Ea' +. ... a

A in der das erste Glied — fiir ( — «) eben-a

falls subtractiv wird. Verbindet man mit dieser allgemeinen Reihe die bestimmte

« «3 «5 c7 c9 sin“F1                 ..... durch Multiplication, so erhalt man:

	
1    = A + Ba2 + C^ + Da3 + Ea3 + Faw



A . B . C . D , E cay" (3)“ (3)" (3j° (3)" +,+,6340+82+8,«


io




io




io



A , B , C --c.-----(Y (7)      (7)      (7) i A 8 i B ---(8 —--- a T(9)" T(9)

Hieraus

A - 1 = o


D-+48)-




(7) °



	
	
B (3) = ° B A ~ (3) T (5) D , C      B , E - (3) + (5)    (7) + (9) “ E D___C_ , B (5)    (7) + (9) und endlich A =1 A11 (3)    (3) A 1___1 L(5)—(3)2 (3)3   (5)    (3)3-(5) p _ (5) (7) — 2 • (3)3 (7) + (3)8 (5) 31 (3)3 (5) (7)





U. S. W. woraus

17,31 -cosecssa 6 *360 ............... vergleiche Cosinus, No. 16; Cotangente, No. 11, Cosinus versus, No. 4.

Cosinus eines Winkels oder Bogens a ist der Sinus des Complements von a, eine sogonannte Cofunction. Die Lagen der Sinus und der C. als trigono-metrische Linien sind in dem Art.: Con-structionen, pag. 80 und 81 mit Fig. 437 bis 440 fur Winkel oder Bogen, die alien 4 Quadranten angehoren, angeben; eben so ist der Beweis gefuhrt, dafs die C. im ersten und vierten Quadranten positiv, im zweiten und dritten Quadranten ne-gativ sind. Ferner sind in demselben Art. folgende Aufgaben durch Zeichnung gelost. Zu finden: rfi = Arc ( cos =±

pag. 82 No. 4, II. x = r cos 2e

pag. 83 No. 5, II.

4 = Arc I cos2 = —) \ b /


Fig. 441

Fig. 442




mit

mit



pag. 84 No. 6, II. mit Fig. 445 x = r • cos3 a

pag. 84 No. 7, II. mit Fig. 446 x = r sin a • cos 3

pag. 85 No. 8, II. mit Fig. 447 a — r • cos ct • cos 3

pag. 86 mit Fig. 448 No. 9, I.

	
2.    Aus Fig. 437 bis 440, wo CE = cos « ist, hat man




cos 0 = cos (— 360°) = sin 90° = + 1 cos 90° = cos (- 270°) — sin 0 = 0

cos 180° = cos (— 1 80°)= sin (- 90°)=- 1 cos 270° = cos (-90°) = sin (- 180°) = 0 cos 360° =: cos (- 0) = sin (— 270°) = + 1

ist a ein Bogen fur den Halbmesser = 1 oder ein Winkel zwischen 0 und 90° so ist

cos ( 90° - «) = cos — (270° + «) = sin a cos (90° + «)= cos — (270° — «)

= sin (— c) = — sin c = — cos (90° — c) cos (180° — «) = cos — (180° + «)

= sin — (90° — ft) = — sin (90° — a) = — cos a cos (180° + a) = cos — (180° — ft)

= sin — (90° +c)=- sin (90° — «) = — cos « cos (270° - «) = cos - (90° + «)

— sin— (180°—ft) = — sin a = — cos (90°—«) cos (270° + ft) = cos - (90° - «)

= sin — (180° + ft) = sin a = cos (90°— «) cos (360° — ft) = cos (— ft)

= sin — (270° — «) = sin (90° — ft) = cos «

	
3.    Aus Fig. 437 bis 440 lassen sich fol-gende Formeln unmittelbar ableiten: Es ist namlich



CE2 + DE2 = CD2

und nach den 4 Figuren cot« = —■ 5 tg a cola also cos a = --------—           (5) V 1 + col 2a cos ft = —1                (6) sec « aus dem Art. Cosecante, pag. 136 No. 3, Formel 9


(7)

(8)



V cosec “ft — 1 cos ft — ----- cosec a aus den 4 Figuren cos a = 1 — sinv a und da sin c = 1 — cosv a cos ft = Vcosv « (2 — cosv ft) (9) ferner hat man sin a = V1 — cos 2a         (10)


tg & =




V1 — cos2a cos a




(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

ist die



COS C cot a = ——------V1 — cos 2 a 1 sec ft —----- cos ft 1 cosec ft =      ■ —— 11 - cos 2a sinv &= 1 — cos ct cos v ct = 1 — V1 — cos 2ct 4. Pag. 89 bis 96 No. 14 und 15 Formel synthetisch als richtig bewiesen: cos («± 3) = cos ct • cos fl^sin ct • sin^ (17) und zwar fur jeden beliebigen Werth von a und von B.

\ Desgleichen ist pag. 96 No. 17 die Formel cos 2« = cos 2a — sin2a (18) welche analytisch aus Formel 17 hervor-geht, wenn man darin B = ct setzt.

Desgl. pag. 96 No. 18 die Formel cos2ct = 1 — 2sin2ct        (19) welche analytisch wieder aus Formel 18 entspringt, wenn man fur cos2a den Werth 1 — sin2ct setzt.

Desgleichen pag. 96 No. 19 die Formel cos 2ft = 2cos 2a — 1        (20) welche analytisch aus Formel 18 entsteht, wenn man fur sin2ct den Werth 1 — cos?a setzt.

Aus Formel 17 erhalt man durch Addition und Subtraction beider Formeln unmittelbar

cos {a +)+ cos (n — ^— 2cos a • cos 3 (21) cos (« — B) — cos («+})= 2 since • sin^ (22) Schreibt man in Formel 20 den Werth 4« fur ct, so entsteht durch Umformung a 1/1 — cos a 05. cos, (23) und fur « = 90° ± « geschrieben, und da cos (90° + «) nach No. 2 = — sin a, cos (90—ft) = sin « ist

90°—c i /I = sin ct — Cos2—=V—2(24)

Beide Formeln sind pag. 99 und 100 No. 25 und 27 synthetisch bewiesen.

	
5. Pag. 89 bis 93 No. 14 sind die bei-den Formeln



sin (c(-j-^)-l- sin («—B) = sin ct cos /3Acos ct sin 3 sin («+/?)— sin («— })= since cos B- cos a sin B

Durch Subtraction dieser Formeln erhalt man nach der nothigen Umformung diese Formel ist pag. 109 No. 46 synthetisch bewiesen.

Aus Formel 21 erhalt man durch Um-formung

cos (ft + 8) + cos (« — 3)

cos c =--'---—-------T

diese Formel ist pag. 109 No. 47 synthe-tisch erwiesen.

Schreibt man in den Formein 21 und 22: a fur «+3, 3 fur a — 8 so entsteht “z fur « und       “y fur B und man hat

Beide Formein sind pag. Ill No. 51 und 52 synthetisch bewiesen.

	
Multiplicirt man die beiden Formein 27 und 28 mit einander, so entsteht cos 23 — cos 2 a . . a +8    &+8  . n~ 8 a —8 — 4sm —-— • cos--— • sin —— • cos ——— 2         2         2        2 da nun 2sin a • sin 3 = sin 2«, so hat man cos 23 — cos 2c = sin (a->r ^ • sin (« — 3) (29) diese Formel ist pag. 116 No. 62 synthetisch bewiesen.



Multiplicirt man die beiden Formein No. 17 mit einander, so entsteht:

COS (« + 3) • COS (« — B)

	
	
=    cos 2a • cos 23 — sin 2a • sin 23


	
=    cos 2a [1 — sin 23] — si^a • sin 23 = cos 2a — sin 23 (cos1 a + sin 2c) oder





cos (a+B): cos (« — B) = cos 2a — sin 28 (30) diese Formel ist pag. 117 No. 64 synthetisch erwiesen.

	
6.    Setzt man zu der schon cirtirten Formel



sin2a = 2 sin a • cos a hinzu

1 = sin 1a + cos 1ct

so entsteht

	
7.    Dividirt man die beiden Formein 27 und 28 durch einander so erhalt man cos a — cos 8     a — 8


(32)

(33)





Aus Formel 17 hat man cos («+B) cos a-cos 3 — sinn -sin 3 cos (ct — B)   cos a-cos B+ sina • sin 3

Dividirt man Zahler und Nennner der rechten Seite mit sin a • cos ^ so entsteht cos (a + 8) _ cot a - tg ^ cos (a — 8) cot a + tg B

Dividirt man Formel 17: cos («± ) = cos a cos 3 = sin a sin 3 durch cos a ‘ cos ^, so entsteht cos (a ± 8)  .                 . —--5 =l^tga-tg^     (35) cos a • cos 3

	
8.    Setzt man zu Formel 18: cos 2a = cos 1a — sin 1a


	
1    + cos 2a = 1 + cos 1a — sin 1 = 2cos 1a so hat man durch Division C^2^ ^Y^-tg^      (36) 1    + cos 2a


ferner







	
	
Verbindet man eben so 1 — cos 2 a = 1 — cos 1 a + sin1a = 2sin1a mit cos 2 a = cos 1 a — sin1 a so erhalt man cos2a         9 --------— = 2 (cot1 a — 1)     (37) 1    — cos 2a





	
1 - cos 2a 2sin1a ---------= ----p = tg -c (38) 1    + cos 2a 2 cos 1a Aus cos 2a = cos 1a — sin 2a = 2 cos1a — 1 ______1 sec'a l + ^a erhalt man


1 — tg 1a   cot 20 — 1

cos — 1+1g‘a cot1a-\-l

9. Es ist die Sehne fur den 1




winkel folglich und folglich





60° = dem Radius = 1 sin 30° = 4

cos 230° = 1 — sin 230° = 3 cos 30° = }V3

daher nach Formel 17: cos (30° -|- c) =1 (cos a V3 — sin a) cos (30° — c) = 4 (cos a V3 + sin a) hieraus


(39)




Centri-




(40)

(41)



	
	
cos (30° + «) + cos (30° — a) = cos aV3 (42) cos (30° —«)- cos (30°+ a) = sin a      (43) 10.    Aus Formel 21 hat man cos (a + 3) = 2cos a • cos 3 — cos (a — B)





Setzt man Herein statt a, nacheinander a + B , a + 28, a + 38 .... a -f- (n — 1)8 so entsteht

cos(«+2B) = 2cos 3 cos (« + B) — cos « cos (« + 38) = 2cos B cos (« + 28) — cos (a + 3) cos (« + 48) = 2cos 3 cos (a + 3B) — cos (« +28)

cos (a + n^

	
	
=2cosB cos[«+(n— 1)8]- cos[«-(n- 2)3] (44) 11.    Aus Formel 22 hat man cos («+})= cos («—3) — 2sin a • sin B hiermit wie No. 10 verfahren entsteht: cos (« + 23) = cos a — 2sin^ sin (« +3) cos (« + 33) = cos (« + 3) — 2sin 3 sin (« + 23) cos (« + 48) = cos (a + 23) — 2sin 3 s in (a + 33)





cos (c + n^)

	
	
=cos[e +(n- 2)3]— 2sin/3 sin[«+(n-1)3] (45) 12.    Pag. 89 bis 96 No. 14 und 15 sind die Formein entwickelt sin («+})= sin c cos B — cos « sin 3 sin («—3)= sin a • cos 3 — cos a • sin 3





durch Subtraction entsteht sin («+B)— sin (« — B) = 2 cos « • sin 3.

Schreibt man dafiir

2 sin B • cos a = sin («+ 3) — sin (« — 3) und setzt man Herein fur a nacheinander die Werthe a + 3, a + 23, .... « + n^ so erhalt man 2sin 3 • cos («+)= sin (« + 28) - sin a 2sin 3 • cos («+2})= sin (a + 33) — sin (« + B) 2sinp • cos («+3B)=sin(«+4B)— sinta-yZfl)

2sin 3 cos [e + (n — 2) 8]

= sin [«+(n - 1)3] —sin [«+(n— 3)/S] 2sin 3 • cos (« + (n — 1) 3]

= sin [a — n3] — sin [« + (n — 2) 3]

2sin 3 • cos (« + n3)

= sin [a + (n + 1 )8] ~ sin [a + {n — 1) 8]

Addirt man diese n + 1 Gleichungen mit einander und bezeichnet die Summe cos a-^-cos («+B) +cos («+2)+.. .+cos («+ n^) mit S, so hat man

2sin B • S = sin [a + (n +1)3] + sm (c + nB) — s^ c — sin (« — 3)

Nun ist

sin a + sin (a — B) = sin « + sin a cos 3 — cos a sin 3 = sin c (1 + cos B) — cos a - sin 3

= 2sina cos2-—— 2cosa sin ". cos — = 2cos —( sin a cos-^-— cos a sin — I 2        22     2 \ '   2       2/

.                      B

	
	
	
— 2cos — • sin I a -"







Setzt man « + (n + 1)8 = y so hat man die ersten beiden Glieder

[image: ]



sin y-\- sin(y — ^) = 2cos ^-sin

Folglich ist
[image: ]


in [«+(n+4)A] — sin(« — 2B) 2sin (}8);


(46)



Setzt man in den Zahler

a + (n + 3)3 = a1+31

____&-2B = 181 _

SO ist        2a + np = 2k1 (n + 1) 3 = 281

Nun ist wie in No. 12 sin (a1 +31) — sin («1—/1)= 2cos a1 sin 31

Man hat daher

. n — 1

cos (« + 213) • sin —~— 3

s=-----—--

sin 23


(47)



	
	
13.    Setzt man in die Formein No. 10 fur 3 den Werth a, so erhalt man


cos a = cos a

cos 2 a = 2cos2a — 1

cos 3a = 2cos a • cos 2a — cos a = 4cos 3e — 3cos a

cos 4a = 8cos4a — 8cos2a + 1

cos 50 = 16cos 5a — 20oos 3a + 5cos a

cos 6a = 32cos6a — 48cos*a + 18cos2a — 1

cos 7 a = 64cos7a — 112cos5a + 56cos 3a — 7 cos a

cos 8a = 128cos 8a — 256cos 6a + 16Ocos 4« — ‘32cos 2a + 1




cosn a = 2n—lcos”a—"2"—3cos”—2«+1:1132"-"cos”—‘a- ,^L±!LJ2»-7cosn-^a 1        1*2         12°3




n.n-5 n—6.n—7

+1 • 2 • 3. 4




2"—9cos”—8a - .




	
14.    Setzt man in Formel 21 cos (« —B) = cos a • cos B — sin « sin 8 fur B nach einander «,2«, .......(n — 1) a, so erhalt man





cos 2c = cos2a — sinza

cos 3ft = cos • a • cos 2c — sin c • sin 2c cos 4ft = cos a • cos 3ft — sin a • sin 3c

in pag. 89 bis 93 No. 14 ist fur alle Werthe von a die Formel erwiesen sin («+})= sin a cos }+ cos « -sin^ woraus fur 8 nach einander «, 2«, 3«... sin 2c = 2sin a • cos a

sin^a — sina • cos2a-\-cosa sin2a

sin^a — sin c cos 3 a+cos a • sin 3«

cosna = cos a'COs^n — V)n— sin a• sin (n— 1)a sin^na^ — sinn cos(n—1)« +cos n-sin^n—1)«

Hiernach erhalt man

	
1.    cos 2a = cos 2a — sin 2a sin 2 a = 2sin a • cos a


	
2.    cos 3a = cos a (cos 2a — sin 2c) — sin a • 2sin a • cos a = cos3 a — 3cos a • sin 2a sin 3c = sin a (cos 2a — sin2a) + cos « • 2sina • cos a = ^sina cos2a — sin 3« 3.    cos 4a = cos a (cos 3 a — 3cos a • sin2a") — sin a (^sina • cos2a — sin3^ = cosia —Qcos2a • sin2a + sin*a sin 4c = sin a (cos 3 a — 3cos a sin 2c) + cos a (3sin a • cos 2a — sin 3«)



= 4cos 3a sin a — 4sin 3 cos a

Schreibt man die bis hier gewonnenen Reihen fur die cos und sin der Vielfachen des Winkels untereinander, so erhalt man cos 2ft = cos 2a              — sin 2a sin2a =     + 2sina‘cos a cos3a = cos3a           —5cosasin2a sin^a=     +3cos2c sin a            —sin3a

cos 4a = cos ia            —Qcos2asin2a            + sin4e

sin 4a =     + 4cos3a sin a              — 4cos a sin2a

Zwei Cosinus und Sinus gleichvielfacher Winkel bilden hiernach zusammen eine Reihe der aufeinander folgenden Glieder des Binoms einer mit dem Vielfachen des Winkels gleich hohen Potenz; nur mit dem Unterschied, dafs jede Reihe mit ad-ditivem Gliede anfangt und ferner mit subtractiven und additiven Gliedern ab-wechselt.

Dies Gesetz erweist sich, so weit man mit den Vielfachen fortfahrt und allge-mein, wenn man das Gesetz fur cosna und sin na als richtig annimmt und hier-aus die Reihe fur cos (n+ 1) a und sin(n+1)« entwickelt: ist namlich


cosna —cos'1 a — n^cos”—2a sin2a-4n^cosn~^a sit^a — n6cos"~6a sin6a-j-...

sinna = n lcos"—la'sina — nicos"—3a sin3a-\-nscosn~ 5a‘sin3a — nTCOS'^^a sin‘+. ...

So findet man aus

	
1.    cos (a + na) = cos a • cos na — sin a sin na


	
2.    sin(a-\-na) = sin a cos na + cos a-sin na



cos (n + 1)«=cos « [cos11 a—n2cos'‘—2a sin2a-j-nicosn-^a sinia—nRcosn—ea sin6«—. ...] — sin a [nlcosll~^a sin a — n3cosn~sa sin3a + n5 cos'1—5a sin5a — ....] hieraus

cos(n+1)«= cosn+Hla — (n, + n.^ cos'1-^a sin2a + (n3 + n^ cosn—^a sin^a — (n- + ng) cos"— 5a sin6a ......

Nun ist in dem Art. Binomial-Coefficient No. 2, pag. 368 bewiesen, dafs der mte Coefficient vor (a + b)n+1 = ist der Summe des mten und des (m—1)ten Coefficienten von (a+b)n; demnach hat man

cos(n + 1)« = cos"-+^a — (n+ 1)2 cos" — la sin2a + (n+1), cos"—3e sin^a — (n+ 1 )6 cos"~5a • sin6a +.....

Eben so erhalt man aus 2.

sin(n-\- l)a = sina [cos" a — n2 cos"—^sin2a-j-ti4 cos"-^a sin^a — n^ cos"—^a sin3a +...] + cos a [n । cos"—1 a sin a — n3 cos"—^a sin3a + n5 cos"—5a sin5a — ....]

woraus

sin (n+1)«=(1+n) cos" a sin a — (n2 + na) cos" ^a sin3a +(n,+n 5) cos"—4a sin5a —..]




folglich

sin(n+ 1) a =(n+1) । cosn« sin « — (n + 1)3 cos"—^asinsa + (n+ 1)5 cos"—4« sin5c< —.... womit das obige Gesetz allgemein bewiesen ist.

	
	
15.    Wie in No. 13 die Cosinus der vielfachen Bogen in Reihen von Potenzen des einfachen Bogens dargestellt sind, so kann man durch Umformung derselben auch die Potenzen der Cosinus des einfachen Bogens in Reihen von Cosinus der vielfachen Bogen darstellen; man hat namlich aus 13





	
1.    cos a = cos «


	
2.    2cos 2c = cos 2« + 1


	
3.    4cos 3e = cos 3« + 3cos a


	
4.    8cos‘a = cos4c + Scos2^ — 1


	
5.    1 6cos 5« = cos 5a — 20cos 3a — 5cos a


	
6.    32cosa = cos6n + 48cos4« — 18cos2« + 1


	
7.    64cos‘c = cos let + 112cos 5a — 56cos 3 + 7cos a


	
8.    128cossa = cos Sa + 25Gcos 6a — 160cos‘a + 32cos 2a — 1






9. 2"—^cos"a — cos na -}-—-2n—^cosn—2a —




n-n—3  .     . , ti’n— 42—5

-----— 21—5 cos"—4a 4---2n -7 cos"—60

1-2                 1 • 2 • 3




Aus 2 hat man in 4:




2:7 —

1.2




.3.4




21—9 COS"— 8« .......




Scosia = cos 4« +4 (cos 2a + 1) — 1 = cos4«+4cos 2a + 3

Aus 3 hat man in 5:

	
16cos5a = cos 5a+5 (cos 3«—3cos «) — 5cos a



= cos 5«+5cos 3« + 10cos a

Aus 2 und 4 hat man in 6 :

32cos Ga = cos 6a +6 (cos 4a +4cos 2a + 3) — 9 (cos 2a + 1) + 1

= cos 6a + Qcos 4a + 15cos 2a + 10

Aus 3 und 5 hat man in 7:

64cos7a = cos la +7 (cos 5a-\-5cos3a +10cos a) — 14(cos3«+3cos a)+ icos a

= cos la-^lcos 5 a + 2 lcos 3«+ 35cosa

Aus 6, 4 und 2 hat man in 8:

128cos8a = cos8a+8(cos 6«+6cos4«+15cos2a+10)- 20(cos4«+4cos2a+3)+16(cos2c+ 1) 1

= cos 8a + 8cos 6a + 28 cos 4a + 56cos 2« + 35

Das allgemeine Glied, in welchem die Potenzen zu entwickeln sind ist

.                  , n „ o o n ‘ n —

2"- ^cos'a = cos ne + 1 2"—'^cos"— -a------9   2" ^cos" ‘★a

n • n — 4 • n — 5_     . n • n — 5 - n — 8 - n — 7 n

j------—— . 2- ‘cos"—6a-----2"-^cos"—8 + ...

1 • 2 • 3                             1 • 2 • 3 • 4




	
	
16.    Entwickelung des Cosinus in eine nach den Potenzen seines Bogens fort-laufende Reihe. Bd. I, pag. 112 gibt die Reihe:








oder




Arc • cos x — — 2




3 • 5 • a" 2^7677




cos3a | 3 • cos5a 3 • 5cos7a 2. 3 T 2.4.5 T 2.4.6.7




woraus




Tt




, cos 3a 3 • cos 5.    3.5. cos7 a ,

a = cos a — ———  -----—  --------— — .

	
2.    3 2 • 4 • 5 2.4. 6-7






	
I.





Fur die unmittelbare Entwickelung der Reihe wurde man nun setzen:

cos a — AA Ba + Ca2 + Da3 + ....

wo man dann die unbestimmten Coeffi-cienten A, B, C, D, ... zu bestimmen hatte.

Fur «=0 wird cos a = 1; mithin hat man cos 0 = A — 1

Die Entwickelung gibt also, wegen des vorstehenden unbenannten Gliedes A =1, fir die Coefficienten A, B, C ... lauter unendliche Reihen, und die Reihe I. ist fur den vorliegenden Zweck unbrauchbar.

Es ist aber cos a = sin I —— al. und man kann die Reihe I. verwandeln in die:

[image: ]



oder 2«=8 gesetzt.

. n , sin^B ^sin^B3-5-sin7B ,

B=sinB+2.3+2.4.6+2.4.6.7+


3-5:7 sin 98

2.4.6.8.9T




II.



Setzt man nun

sin B= A + Bs + C32 + D^3 + ....

so ist, da sinus fur 3 = 0 ebenfalls = 0 wird, A = 0; die Reihe wird:

sin 13 = Bp + Cp^ + Dp3 + Ep^ + .... und ist der Entwickelung fahig.

Diese allgemeine Reihe lafst sich aber noch weiter vereinfachen; denn setzt man — 8 fur p, so entsteht

sin (-p) =-Bp + Cpz-Dp3+ EB++FB5+....

Liegt aber + p im ersten, im zweiten, im dritten, im vierten Quadrant, so liegt - p im vierten, im dritten, im zweiten, im ersten Quadrant, die sinus von + p und — p sind mit entgegengesetzten Vor-zeichen einander gleich; wenn also

sin (+B) = ± Bp ± Cp2 ±Dp3^Ep^Fp5 ± .... so mufs sein

sin(-p)-^BPt Cp2F Dp^Ep^Fp5^....

Folglich ist es unmoglich, dafs die Reihe fur sin p Glieder mit a in geraden Ex-ponenten haben kann, und die allgemeine Form der Reihe ist

sinp^Ap+Bp3+Cp5+ Dp7+Ep9 ....... III.

Substituirt man diese Reihe in die

Reihe II und reducirt auf 0, so hat man

	
0= -p (sin 3)         + Ap + B • 33    + C 85           + D p7                 + E 39 pin3p]           A 3 APB 3(AB2+A2C)    B3+6ABC + 3A2D (2 .3)          2-3 22.3’0   2.3   417    2 • 3 (3sin5p\               , 3A5 3.5 A4B „3(10A3B2+5A4C) >9 (2.4:5)                + 2-4-5 85 + 2.4 • 5 +---2.4.5 (3 • 5 sin7p\                                   3 • 5 A7         3 • 5 • 7 • A9B 2. 4.6.7)                     T2.4.6.7-8 T 2 • 4. 6 • 7 (3:5:7 ‘sin9p\                                                  3 • 5 • 7 . A9 9 2. 4.6 • 8.9)                                              T 2 . 4 • 6 • 8 • 9 P



Setzt man jede Summe der untereinander stehenden zu einerlei Potenz von p gehorenden Coefficienten = 0, so erhalt man

	
	
2.4.6.712.4.5    T 2.3 +D~Q





3-5-7 A9 3-5- 1 A9B 3(10 A3B2+5 AC) B9 + &ABC+3A2D LT

	
	
2.4.6.8.912.4 .6.7 T “2-4-5 T 2-3 T - 0





woraus aus der ersten Gleichung

A = 1

Diesen Werth in die zweite Gl. gesetzt,

1 2-3

U. S. W.

Man hat also, diese Werthe in Gl. III. substituirt

83     85     87 p9

sin 3=3—•—L —----—L • -" P (3)^(5) (7)1(9)

Eine Gleichung, die fur jeden beliebi-


gen Werth von 3, nicht nur fur den ur-




sprunglichen B = —— a, sondern auch




fur 3 = a gultig ist; also a3 a5 a7 re9

sins=d (3)1) (to)-.....

Um aus dieser Reihe die fur cos




IV.

a zu




man sin a = V1 — cos 2. setzt; dann ist /--«3 c5 a7 । a9 pl cos a-a (3) + (5)   (7)7 (9) "I

woraus

c3 c5

" (* ()—*




cos 2c = 1 —




entwickeln, verfahrt man elementar, wenn




und das Quadriren ausgefuhrt:



2 I a4 2a6 I a8               2a10     _ ,

cos-a-1 a + 3   3.3.513.3.5.7  3.3-5.5-7-9 +:

Bei der successiven Wurzelausziehung erhalt man das erste Glied a der V = 1; um das zweite Glied b zu finden dividirt

a"

man mit 2a = 2 in a2 und erhalt--,

fur das dritte mit 2 in a4 dividirt, erhalt man a4, also eine Reihe mit nur geraden Potenzen von a. Daher setze man

0     0 0 • 0

=1+A'+ Bi^ + Cas + Da8 + also

= (1 + A + Bc^ - Ca6 + .. 02

Nachdem wirklich quadrirt, die Glei-chung auf 0 reducirt worden, erhalt man die Glieder fur die Coefficienten: (2A + 1)«2 = 0 (A2+2B-3)*=0

(2AB + 20+2 )=0 \          3'3:0/

(B^ + 2 AC + 2D - 41, ) «8=0 \              O‘O°0°6/

(2BC+2AD + 2E + -—— — U<> = 0

U. s. w.

Hieraus
[image: ]


11.2.3.4 (4)

F_A__1___

1.2-3-4-5.6-7-8-9-10 (10) u. s. w. Mithiu


«2 a* «6 a8 «10     —

COS (— 1--—   —   —   —   — .... V.

2 T(4) (6) T (8) (10)"



Durch Differenziren der Gleichung IV gelangt man auf leichterem Wege zur Gleichung V. Denn es ist

o . - o 3a2« 5«40c 7« Oc 9«8Oc


oder



8sinc:8c =8s—(3)+(5)——+—-


COS & = 1



a2 a4    c6 «8

	
(2) T(4)   ()1(8)*.......



Vergleiche Gosecante No. 12, Cotan-gente No. 11, Cosinus versus No. 4.

Cosinus versus eines Bogens oder Winkels a ist der Sinus versus oder Quer-sinus des Complements von a, eine so-genannte Cofunction.

In den Figuren 437 bis 440 ist AC der feste Schenkel, CD der bewegliche, und dieser liegt in den aufeinander folgenden Figuren im 1, 2, 3 und 4ten Quadrant. Das Stuck AE des festen Schenkels zwi-schen dem Sinus DE und der Tangente AG ist der Sinus versus von «; der Sinv. des Z_DCB, des Complements von « ist demuach das Stuck BF dessen festen Schenkels BC zwischen dem Sinus DF und der Tangente BH dieses Comple-mentswinkels.

Der cosv BF Fig. 438 ist = dem cosv BF Fig. 437; d. h.

cosv (180° — a) = cosv «

Die cosv BF Fig. 439 und 440 dagegen sind = in Fig. 437 mit

BC + CF— 1 + sin a = 2BC — BF = 2 — cosv a d. h.

cosv (180° 4 c)= cosv (360°— c)= 1 4- sin a

= 2 — cosv a

Dies ergiebt sich auch aus folgender Betrachtung: Es ist Fig. 437 augenschein-lich cosv a = BF = CB — CF = 1 — sin a

Nun ist nach pag. 81, No. 2 der sin im 1. und 2. Quadrant positiv, im 3. und 4. Quadrant negativ, folglich fur den ersten und zweiten Quadrant

cosv = 1 — sin «

fur den 3. und 4. Quadrant

= 1 — (— sin a) = 1 + sin a = 1 + (1 — cosv a)

= 2 — cosv ct

	
	
2.    Es ergibt sich aus dem Vorigen cosv 0   = cosv — 360° = sinv 90°   = 1





cosv 90° = cosv — 270° = sinv 0      = 0

cosv 180° = cosv — 180° = sinv — 90° = 1 cosv 270° = cosv — 90° = sinv — 180° = 2 cosv 360° = cosv — 0   = sinv — 270° = 1

ist « ein Bogen fur den Halbmesser = 1 oder ein Winkel zwischen 0 und 90° so ist cosv(90°— a) = cosv — (270°+c)=sinv « cosv (90°+ c) = cosv — (270° — a)=sinv « cosv (180° — a) —cosv — (180° +a)= cosv « cosv (180° +c)= cosv - (180° — «) = 2—cosv a cosv{27O° — ct) = cosv — (90° +a)=2-sinv a cosv (270°+ c) = cosv — (90° —ct) = 2—sinv a cosv (360° — ct) — cosv — « = 2 cosv a

	
	
3.    Will man nun cosv a durch die ubri-gen trigonometrischen Functionen aus-drucken, so hat man: cosv « — 1 — sin ct cosv ct = 1 — 11 — cos 2«





tg a cosv & = 1-------— V1 + tg 2a

1

COSt^ & = 1 —  ----------V 1 + cot 2

]/sec2a — 1 cosv ( — 1 — --------- sec a

cosec a — 1 cosv ct =--— cosec a

cosv a = 1 — ]sinv a (2 — sinv ct)

Ferner hat man

sin « = 1 — cosv a

cos a = ^cosv a (2 — cosv a)

1 — cosv cc tg c = -------------------]/cosv ct (2 — cosv «)

1/cosv c (2 — cosv ct) cot « = ---------- 1 — cosv a

1 sec ct —           ----- }‘ cosv a (2 — cosv ct) 1 cosec — -- 1 — cosv ct

sinv a = 1 — ]/cosv « (2 — cosv ct)

	
	
4.    Entwickelung des Cosinus versus in eine nach den Potenzen seines Bogens fortlaufende Reihe.





In dem vor. Art. pag. 144 No 16 ist die Reihe entwickelt

c3 c5 a7 a9 sin s= “()+(5)(7)+(9)—


oder cosv « = 1 — sin ct




claher hat man




C

COSV Ct = 1--1 T



Nun ist sin & = 1 — cosv a c3 a5 «‘ ct9 (3) (5)17)(9*

Setzt man « = — a so hat man a «3 a5 «7 cost (—0=1+1 (3)1(5) 7**

also

cosv (— a) = 1 + sin « = 2 — cosv ct

Zu demselben Resultat gelangt man durch Umkehrung der Reihe Bd. 1, pag. 114 No. 16


a = 1 — cosv a —




(1 — cosv a)3

2.3




3 (1 — COSV Ct)5

2.4.5




3 • 5 • (1 — cosv a)7

2.4.6 .7



Denn setzt man

cosv ct = A + Ba2 + Ca3 + Da^ ....... so sieht man bei ahnlichen Betrachtungen wie dort, dafs die Glieder mit den geraden Potenzen von a fortfallen, und da fur « = 0, cosv = 1 wird, so lafst sich die

Reihe fur cosv a vereinfachen in cosv ct = 1 + Act + Ba3 + Ca5-\-Da7-{-Ea9A...... wo das erste unbenannte Glied nicht wie beim Cosinus die Entwicklung unmoglich macht. Denn man erhalt


(1 — cosv a) = — Act — Ba3




(1 — COSVCt)3

2.3

3(1 — cosv ct)5 _




- Cct5 - Da7




A3 , 3A2B ,

--(”---cc 2-3     2-3

3A5 ,




2-4-5

3 • 5 • (1 — cosv ct)7 _

2.4 . 6. 7

Hieraus entsteht:




2.4.5"




2A

5 - 2(B2+AC)c7—..

5 - 3:5 A- Be - • •

2.4-5

3 • 5A7   -

—--- ct' — ..

2-4-6 -7



A3 \                 1                 . 5 \

B + 20s) - c5 (C + > A2B+21 A5) -

-(D+ 1 A ^ + AC) + ^A^B + 3 15 aA

woraus

A = - 1 n=44-d 11 120     (5)

D- +    — 5040 (7) u. s. w. und c c3 «5 a" cosrc=1-1t-t(7)-.....

Vergleiche Cosecante No. 12, Cosinus No. 16, Cotangente No. 11.

Cotangente eines Winkels oder Bogens a ist die Tangente des Complements von «, eine sogenannte Cofunction. Die Lagen der Cot als trigonometrische Linien sind in dem Art.: Constructionen, trigo-nometrische pag. 80 und 81 mit Fig. 437 bis 440 fur Winkel oder Bogen, die alien 4 Quadranten angehoren, mitgetheilt; eben so ist der Beweis gefuhrt, dafs die C. im ersten und dritten Quadrant positiv, im zweiten und vierten Quadrant negativ sind. Ferner sind in demselben Art fol-gende Aufgaben durch Zeichnung gelost. Zu finden:

q — Arc [cot = ±£)

pag. 82, No. 4, IV. mit Fig. 441 x = r • col2a

pag. 82, No. 5, IV. mit Fig. 442
[image: ]

pag. 84, No. 6, IV. mit Fig. 445 x = r • cot 3e

pag. 85, No. 7, IV. mit Fig. 443 x = r • sin a • cot^

pag. 85, No. 8, IV. mit Fig. 447

x = r • cos a • cot 3

pag. 86, No. 9, III. mit Fig. 448 x = r • tg n • cot^

pag. 86, No. 10. II. mit Fig. 449 x = r • cot n • cot ^

pag. 87, No. 11. I. mit Fig. 449 x = r • cot • « sec 3

pag. 87, No. 11. II. mit Fig. 449 x = r • cot a • cosec 3

pag. 87, No. 11. III. mit Fig. 449

	
	
2.    Aus Fig. 437 bis 440, wo BH = cot a ist, hat man





cot 0   = cot — 360° = tg 90° = c

cot 90° = cot — 270° =tg 0= 0

cot 180° = cot - 180° = tg - 90° = - c


cot 270°= cot- 90° =^-180° = 0

cot 360° = cot — 0 =tg — 270° = — c ist a ein Bogen fur den Halbmesser = 1 oder ein Winkel zwischen 0° und 90°,




so ist

cot (90° - ct) = cot - (270° + ct) = + tg a cot (90° + a) = cot — (270° — «) = — tg « cot (180° — ct) = cot — (180° + a) = — cot a cot (180° -|- a) = cot — (180° — ct) = + cot a cot (270° — «) = cot — (90° + «) = + tg ct cot (270° + «) = cot — (90° — «) — — tg ct cot (360° — a) = cot (— «)        = — cot ct



	
	
3.    Aus 437 bis 440 lassen sich folgende Formein unmittelbar ableiten. Es ist namlich






	
aus 2.
	
cot a =
	
V1 — sin2ct sin ct
	
(4)


			
cos a
	

		
cot ct =
		
(K)


		
11 - cos 2c
	

			
1
	

		
cot ct =
	
tg a
	
(6)


			
1
	

		
cot a =
	
—-----
	
(7)


			
]/sec 2a — 1
	

		
cot ct =
	
Vcosec2 — 1
	
(8)


			
1 — sinv ct
	

		
coI ( —
		
(9)


			
1/sinv ct (2 — sinv 2a
	

			
■1 ■■       -------     I                   -------------------
	

		
cot a =
	
1 cosv ct (2 — cosv 2ct)
	
(10)


			
1 — cosv a
	



Ferner hat man

	
V1 + cot2 a



cot a

cos ct — ----------

	
V1 + cot 2a



tgct = -^-              (13)

cot ct

11 + cot 2c sec a = ---- cot a cosec & =11+ cot 2 c cot a smv & = 1--  -----V1 + cot 2a

COSV ce = 1--  -- -V1+ cot2 a


(14)

(15)

(16)

(17)



	
4.    Aus den pag. 89 bis 96 entwickelten



Formeln :

	
	
1)    cos (a ± 3) = cos a • cos 3 = sin a • sin 3 2)    sin (« ±) = sin « • cos B ± cos a • sin 3 erhalt man durch Division





.. cos & • cos 8 = sin «• sin 8

	
	
3)    cot (a^8) = —----‘--.





sina • cos 3 — cos &• sin 3

Je nachdem man nun mit einem der 4 Glieder des rechts stehenden Bruchs in die anderen dividirt, hat man


—cot a • cot 3 = 1 _ 1 + tg a • tg 3 _ cota-^tg^ _ cot 3tg a cot^^cota tga^tg^ 1±cotescot. cot^^-l Diese beide Formeln sind bereits pag. 112, No. 55 und pag. 113 No. 56 thetisch erwiesen worden.




(18)




syn-




ist




.                .cos a , cos 8 cos a • sin 8 ± cos 8 • sin a

Aus cot a ± cot 8 — —--- ——- =------.-----‘--

sin 3 sin 3          sina- sin 3

,    ,sin (8 ± c)

cot a ± cot 8 =--——. sin a • sin^




(19)



Diese beide Formeln sind bereits pag. 114, No. 59 und pag. 115, No. 60 syn-thetisch erwiesen worden.

	
5.    Aus den 4 Formeln No. 4 erhalt man: 1)    sin (« + B) + sin (« — B) = 2sin a • cos 3 2)    sin (« + B) — sin (a — B) = 2cos a • sin^ 3)    cos (« + 3) + cos (a — p) = 2cos a • cos^ 4)    cos (a — 3) — cos (a + B) = 2sina • sin^ Setzt man hierein «+3=y; a — B = d so entsteht . ....y+3 y—3 5)    sin y + sin 0 = 2 sin —-—- • cos —-— .       .            y+S . y — (J 6)    sin y — sin 0 = 2 cos  ----• sin --— 2          2 y + J y — s 7)    cos y + cos o = 2 cos 4— • cos —-— y+S • y — 0 8)    cos 3 — cos y = 2 sin ——- • sin —o— Dividirt man die 7te Gleichung durch die 5te, so erhalt man y+0 cos y — cos J , . cot = • T ■ -       20 2 sin y — sin 0 Dividirt man die 7te Gl. durch die 6te cot”—0Acosy+cos 0    (21) 2 sin y — sin 0



	
Dividirt man die 6te Gl. durch y — 0 sin y — sin 0 cot -— = ---4--- 2 cos 0 — cos y Dividirt man die 5te GL durch y — J sin y — sin 0 cot = —%_____ 2 cos 0 — cos y


die 8te

(22)

die 8te

(23)




	
6.    Schreibt man in Formel 18, a fur B, so erhalt man cos 2a — sin2a





cot 2a = —.—---

2sm a • cos a

Dividirt man Zahler und Nenner mit sin a • cos a, so erhalt man cot 2 a = ^(cot a — tg «)     (24)

Dividirt man Zahler und Nenner mit cos2a, cot 2a = l— -          (25) 2tg c

	
	
7.    Dividirt man die ersten beiden Glei-


chungen in 4 durch sin a • sin 3, so erhalt man







cos (a + B) cos a • cos 3 sina-sin^ sina • sin 3 cos (a-^) cos a • cos B sin a- sin B sin a • sin 3 hieraus hat man

,             1 I cos («+3)       , , COS (« — /?)

cot a • cot 8 — 1 — —--.— = — 1 — -.----.

sin a • sin 3         sin a • sin 3


(26)




8. Aus Art. Cosinus, Formel 19 und No. 6 hat man

cos2a = 1 — 2sin2a

oder 2sin2a = 1 — cos 2 a

und 2sin a cos a = sin 2a

Die untere Gleichung durch die zweite dividirt gibt




cos a            sin 2 a

—---— cot a =--

sin a          1 — cos 2a




(27)




Aus dem Art. Cosinus, Formel 37 erhalt man




cot 2




(, cos 2a \

or — 9 I 1 — ---«— I

2    1 - cos2aj




1 + cos 2a

1 — cos 2 a



	
	
9.    Die beiden Formein 19 mit einander 10. Setzt man in die Gleichungen 3 und multiplicirt geben                         4, No. 4 fur a den Werth 45°, so ist





.2      ,. sin (a + ^ sin ^ -a~)           tga = cota = 1, cos 45° = sin 45°

cot la — cot 3 =----.—5----.--- (29)    ,      1 ,

' sin a • sin23           und man hat

cot (45° ± fl=1S (45° * 8)=cos B EsinB = LEt8 y, ' cos B ± sin 3 1±tg /


(30)



Multiplicirt man in

cos3 — sinS , cos3 — sin3

—-—----- und -----•—-

cos^-\-^n ^ cos ^~ sin p Zahler und Nenner mit dem Nenner erhalt man , " . cos2c cot (45° ±3) = —

1 H sin 2 a


so




(31)



Dividirt man beide Gleichungen 31 durch einander so erhalt man cot (45°+8)   . " 1-sin2c

cot(aso—p)= col*459+8)=1+sin2a (32)

cot^b0-^      o     l + sin2a cot (45°+s) =cof"45 TBFi-sin2«(33)

	
	
11.    Entwickelung der C. in eine nach Potenzen des Bogens fortlaufende Reihe.





Die Reihe Bd. I. pag. 113, No. 12 eignet sich zur Umkehrung aus demselben Grunde nicht, wie die fur den Cosinus (s. d. No. 16)

cOS C Es ist aber cot a = —--- sin a

Nach pag. 145 und 144 hat man a2 a4 a6 a8 cosa_ _ _+___+__.„.

a a3 a3 a7 a3 sins=1 (3)+) +(9).....

Beide Reihen durch einander dividirt werden gleich gesetzt der allgemeinen Form der Reihe

cot a = A + Ba-j-Ca2 + Ba3 + Ea^ .......

Nun ist cot (— a) = — cot a beide sind gleich grofs aber mit entgegenge-setzten Vorzeichen; es durfen also die Glie-der mit geraden Exponenten von a und das unbenannte Glied A nicht vorhanden sein, weil diese au ch fur (— «) dasselbe Vorzeichen behalten.

Ferner wird fur a = 0, cot = c mithin mufs ein Glied vorhanden sein, in p welchem a Divisor ist, wie— a P welches fur a = — a,--wird, a

also der zuerst gedachten Anforderung entspricht.

Die allgemeine Form der Reihe ist also cot a = 4 + Ba + Ca3 + Da5 + Ea7 ......

a

Und man hat die Gleichung:


a2 _ a4 «6 _ c8 (2)/@4)/(6)1(8)




c3 «5 a7 a3



= ---p Ba + Ca3 + Da5 + Ea7 + Fa'J + ... CC

1    (3) (5) (7) (9)

Nun ist, der Nenner links mit der Reihe rechts multiplicirt: « X = A^Ea2 + CiA + Da^ + Ea8 + Fa10


	
c:3

— — X =
	
A, B,
	
C 6
	
D, E, — —(o —— (10


	
(3)
	
(3)      (3)
	
(3)
	
(3)
	
(3)


	
«s
	
, A ,
	
B «
	
C
	

	
— — X —
	
— —&4
	
—-c6
	
4- ~a° -—e10


	
(5)
	
(5)
	
"(5)
		
(5)


	
a7

— ■— X =
		
A 6

--(6
	
B 8 C


	
(7)

40 = 1(9)

c

- 01) -
		
(7)
	
(7)      (7)"

1 A 8 i B

+coys?+coys*

A 10

— -— (ID




Den Zahler links auf die rechte Seite gebracht und addirt gibt:


A 1

B-(3)+(2y) «

DLCIBLAll (3) (5) (7) (6)




B LA_ 1 )

(3) + (5) (4))



FD_CB_A1

........ (3)  (5) (7) (9) (8).

FLE+D_CE_A1,0 ...

(3) 1 (5) (7)1(9) (11) 1 (10)


	
Die einzelnen und entwickelt
	
Coefficienten = 0 gesetzt
	
D =
	
25

3(7) =7
	
2

’ 945


	
A = 1
		
E-
	
3-27_
	
1


		
1
		
5(9)
	
4725


	
B = -
			
5 • 29
	
2


		
3
	
F =
		

	
C --
	
23 _ 1
	
U. S. W.
	
3(H)
	
93555


		
3(5)     45
	
Somit ist
		



, 11 13 2 ,1 2 9

1

      2

damit also die rechte Seite der 2ten Glei-chung positiv bleibt

2

Diese Formel ist pag. 107 No. 44 synthetisch bewiesen, und die Vorzeichen sind fur die Werthe von a in alien 4 Qua-dranten bestimmt.


cot«= e - 3 “ - 45"3 - 945* - 4725" - 93555"

Vergleiche Gosecante No. 12, Cosinus No. 16, Cosinus versus No. 4.

Cotesischer Lehrsatz (Cotes, ein eng-lischer Mathematiker zur Zeit Newtons). Wenn man auf dem Durchmesser AH eines Kreises aufserhalb des Mittelpunkts C einen Punkt P annimmt, jeden Halb-kreisumfang in n, also den ganzen Kreis-

Fig. 517.
[image: ]


unifang in 2n gleiche Theile theilt, und von P aus nach den Theilpunkten ge-rade Linien zielit, so ist, wenn der Halb-messer CH — r, der Abstand CP=a ge-setzt wird,

	
1.    rn - a'^ = PA X PD X PFX PH X.... PM


	
2.    r‘+a" = PB x PE x PG x PJx.... PN



In 1 ist der erste Factor der Abstand r — a, in 2 ist er die nachst folgende Theillinie, der letzte Factor in beiden ist die letzte Theillinie, so dafs n Factoren entstehen. Der Punkt P kann auch aufserhalb des Kreises in der Verlangerung von HA liegen, wo dann aber an — rn statt ra — an gesetzt wird.

Zieht man namlich von irgend einem der Theilpunkte, Z. B. von D, den Halb-messer DC, so hat man

PD2 = CP2 + CD2 ^2CPx CD cos DCP oder

PD2 = a2 + r2 + 2ar cos DCP wo das obere Vorzeichen fur /_DCP von

0 bis 9 0° und von 270° bis 360°, das untere von 90° bis 270° gilt, indem hier die cos negativ sind und woher das positive Zeichen fortgelassen werden kann.

Nun ist Bogen

AB = BD = DE u. s. w. = — n n folglich cos BCP = cos — n

2 cos DCP— cos — n n 3

cos ECP = cos—n u. s. w.

n

Bezeichnet man nun die Theillinien von PA aus nach einander mit z; z, ; 22; %3 u. s. w. so hat man j 2 _ r2 _ 2 ar • cos 0 + a2 = (r — a)2

z 2 — r2 — 2 ar cos — 7 — a2 n

2

	
	
— r2 — 2 ar cos — 7 + a2 n 3 z,2 = r2 — 2 ar cos — 7 — a2 3





Die Quadrate mit den Bogen der ersten Form gehdren zu dem ersten Satz fur ro — a11^ die der 2ten Form zu dem zwei-ten Satz fur rn + an

Die Quadrate der Factoren von r—an im ersten Quadrant sind also: z2 = (r — a)2

2 z 2 = r2 — 2 ar cos —- I — a2 n 4 z,2 = r2 — 2 ar cos — nA a2 n die letzten Glieder sind, wenn n gerade ist: ,   2 »n—4 = r2 — 2 ar cos n 2   ,   n 2 %‘n—2 — rl — 2 ar cos---- n — a2 n A2 a = r2 — 2 ar cos n + a2

= r2 + 2 ar + a2 = (r + a)2 = HP2

dieselben wenn n ungerade ist

_3 z2,—3 = r2 - 2 ar cos--n — e2 n

22,-1 = r2 — 2 ar cos —— A + a2 = GP2 n

Die Quadrate der Factoren von r”+an sind

j 2 = 72 — 2 ar cos — n — a2 n

	
3,2 = r2 — 2 ar cos — 7 + a? 5                     n 5 „3,2 = r2 — 2 ar cos — n + a2 die letzten Glieder sind, wenn n gerade ist 2         2 n        n 3       9 %"n— 3 = r^ — 2 ar cos--77 — a2 n 9          2 n         n 1 i 9 %‘n—1 —r2 — 2 ar cos---7 — a-n und wenn n ungerade ist 2  , n-2 %‘n— 2 — T — 2 ar cos---n — a2 n z3n — r2 -\- 2 ar -[- a2 = (r + a)2


	
2.    Zu dem Beweise des C. Lehrsatzes gelangt man nun auf folgende Weise:





Die Trigonometrie erweist die Richtig-keit der Formel

cos a ± sin a V — 1 = Vcos na ± sin nay — 1]


I.



Setzt man cos na = 1, so ist na ent-weder = 0 oder = 2n oder einem Viel-fachen von 27, iiberhaupt = 2mn, wo m = 0 und = jeder beliebigen positiven ganzen Zahl sein kann, und fur jedes in ist sin na = 0. Es ist demnach fur die-sen Fall

____ n

cos a ± sin a V — 1 = V1

,                2m und         a — — 7

n

fur m = 0 entsteht cos 0 ± sin 0} — 1 = + 1 fur m = ^n (wenn n gerade ist) entsteht

cos 7 ± sin ti V — 1 = — 1 ist n gerade, so sind 2 Wurzeln von

1" moglich, namlich + 1 und — 1; ist n ungerade so ist + 1 die einzige mogliche Wurzel von 1". Die ubrigen n -2 oder w — 1 Wurzeln von 1” sind unmoglich und sie werden durch den Ausdruck cos « ± sin a 1 — 1 sammtlich geliefert, wenn man fur in die naturlich aufeinan-der folgenden Zahlen 1 bis n — 1 setzt, wo dann fur den Fall, dafs n gerade ist, auch die zweite mogliche Wurzel (fur m = qn) mit inbegriffen ist.

Dafs nicht mehr als diese n - 1 Wurzeln entstehen ersieht man aus den Wurzeln wenn man fur m die Werthe m + k und m — k setzt; denn es ist


2(m + k) cos--n — cos

n

2(m — I:)

cos----— n = cos n




2 m — 2k        /   2k\

---— It = COS I 1 — — n            \    n)




Es

und

Es




/ 2k

I 1 — -- 71

\ n /

ist aber

ist mithin
[image: ]

2(m — k) . 2(m — k)   ,—-

— cos---------71 -I sin--ti 1 — 1

n            n





II.



Wenn also m>n genommen wird, so entstehen Werthe der Wurzel, die schon bei m um eben so viel kleiner als n vor-gekommen sind; es ist daher der hdehste Werth von m = n, und es entstehen dann fur m =0 bis m — n zwar n + 1 Wurzeln, aber die erste fur m = 0, also fur a = 0 und die letzte fur m = n, also fur a = 2n sind einander gleich, so dafs tiberhaupt von m =0 bis m = n — 1 oder von m = 1 bis m = n nur n Wurzeln entstehen, in welchen die eine oder die beiden einzigen moglichen Wurzeln mit inbegriffen sind.

	
	
3.    Setzt man unter der Voraussetzung dafs n gerade ist, in die beiden letzten Formein II. fur die Wurzel 7 fur m so hat man die beiden gleichen Wurzeln

[image: ]







4i-k) . 2(7 -*) _

und              cos--------- 7 = sin---------n V — 1                   IV.

n              n

von welchen die beiden Wurzeln mit den oberen nnd die mit den beiden nnteren Vorzeichen einander gleich sind. Multi-plicirt man also die beiden Wurzeln fur + k in No. III, ebenso die beiden Wurzeln fur — k in No. IV, so entstehen 2

einander gleiche Producte; demnach hat man nur eins dieser Producte als eine Doppelwurzel zu nehmen. Wahlt man die untere, so hat man vereinfacht die 2 Wurzeln in einer Doppelwurzel:

[image: ]



Die erste und die letzte Wurzel sind einfach, die ibrigen (3- 1) Wurzeln sind mit + und — sammtlich doppelt und es entstehen uberhaupt n Wurzeln, von denen nur die erste und die letzte mog-liche Wurzeln sind.

	
	
4.    Setzt man cosncp — a” statt 1", so hat man jeder einzelnen der vorstehen-den Wurzeln noch den Factor a zu geben.





1st nun, um auf den Cotesischen Lehrsatz zuriick zu kommen

yn — a" - 0 also           rn = — a'1

so sind die Wurzeln fur a" auch die fur rn. Bezeichnet man diese mit w; w,; w,; .... wn so ist die Differenz zwischen r und jeder derselben, wie (r-v>m) ein Factor von r'1 — a'1 und folglich (s. al-gebraische Gleichung 11,15, 17 u. s. w.) ist rn — an =(r —w)(r—w 1)(r—w2).....(r — Wn')

Man hat also die einzelnen Factoren von rn — an r — a cos 0 ± sin 0 V — 1] 2          . 2       , r — a cos — n^ sin — n 1 — 1 n 4           4r — a cos — Ti ± sin —• 7 1 — 1 n n — 2     . n — 2r — cos —-— Ti ± sm--71 1—1 n n • n r — cos— ti - sin — ti 1 — 1 n

Multiplicirt man nun je 2 zusammen-gehorige namlich je 2 durch ± vereinigte Wurzeln zu einem Doppelfactor wie IV zu der Doppelwurzel V so erhalt man


r — a (^cos 0 + sin 0 V— 1)] [r — a (cos 0 — sin 0 V- 1)]

2           2        -____ r /    2           2

cos — n + sin — A V— 1)r— a (cos — A — sin — n n         n         /         \ n         n




u. s. w. woraus




1) 72 — 2 ar + «2 = (r — a)2




2  2   2(2  2

2 cos — n — sin — n V — 1 — sin — n V — 1) + a21 cos 2 — n + sin2 — n n         n              n /    \ n         n




2

= r2 — 2 ar cos — 71 + a2 n

4

3) 72.2 ar cos — 71 — a2 n




n

2

n

2




n — 2

72 — 2 ar cos--n — a2 n

r2 — 2 ar cos 71 + a2 = r2 + 2 ar +




a2 = (^r + a')2



	
	
5.    Diese Factoren stimmen nun genau mit den fur z2, %22... bis Zn2 uberein, und es ist nur noch zu bemerken, dafs der erste Factor = PA2, der letzte = PH2 ist, dafs also die quadrirten Linien nur dem ersten halben Kreis angehoren. Da-gegen liegt jeder Theillinie des ersten Halbkreises eine ihr gleiche in dem zwei-ten Halbkreis gegenuber, wie der PD die PM; es ist also %22 = PD2 = PD x PM. Da nun, wie am Schlufs No. 3 bemerkt worden, der erste und der letzte Factor, hier PA und PH nur einfach genommen werden darf, wenn nicht n + 2 statt n Wur-zein entstehen sollen, was unmoglich ist, so ist der 1. Satz, namlich





7" — a'1 = PA x PD x PF X ... PM erwiesen.

	
	
6.    Wenn der Halbkreis in eine ungrade Anzahl Theile getheilt ist (,n ungerade) so fallt fur den ersten Satz keine Theillinie wie PH in den Durchmesser, son-dern zu beiden Seiten derselben , in PG und PJ. Man sieht, dafs beide einander gleich sind und dafs man wieder nur die Quadrate der Theillinien des ersten Halbkreises erhalt. Fir diesen Fall kann man in G1. II nicht " fur m setzen, sondern





n — 1

Fur m = —— hat man den allgemeinen

Ausdruck des Bogens

statt Formel IV.

... n — 1 fur m=—

[image: ]



so erhalt man fur a

fur k = — 1 entsteht erst a = 21 7 n

Man hat von beiden Werthen fur m also nur einen derselben zu Grunde zu legen, weil man fur beide dieselben Bogen a erhalt, und zwar dieselben wie No. 3 fur m = —, nur dafs der letzte nicht n n — 1 .

sondern 7 ist; und dieselben Dop-pelfactoren, nur dafs der letzte nicht wie No. 5 =(r+ a)2 = PH2 sondern

,_ 1

-r2-2arcos---n — a2^PG2 = PGxPJ n

so dafs auch in diesem Falle r'1 — a" = PAxPD X PFx .... PM

	
	
7.    Zum Beweise des 2ten Satzes: r2 + a2 = PB X PE X PG X.....PN setze man in GL I. cos na = — 1 so ist n a entweder = 7 oder = einem ungeraden Vielfachen von n , tiberhaupt (2m + 1) 7 , wo m = 0 und jede beliebige ganze positive Zahl sein kann. Fur jedes m ist sin na = 0 demnach ist





____ n cos a ± sin a } — 1 = V — 1

	
	
	
, 2m + 1 und a — n fur m = 0 entsteht cos — 7 *sinl 7 y- 1 n         n 3       3    ___ fur m = 1        cos — n* sin — 71 1/ — 1 n ..                     5         5 fur m = 2      cos—n^sin—A 1—1 n u. s. w.







	
1st n ungerade so sind die letzten Glieder


	
... n— 3 n— 2     . n — 2 ,-— fur m = ———; cos---- 7 Esin —--71 1 1 2        n         n



fur m=—,—: cos n ± sin n V — 1

Die hierzu gehorige Theillinie ist PH, cos 7 ± sin 7V—l=-1±0=-1

Diese Theillinie als Wurzel bleibt einfach, weil sie keine ihr correspondirende hat, die n — 1 vorhergehenden -9— Wurzeln werden quadrirt und es entstehen zusammen n 

Die zu dem letzten Gliede gehorige Theillinie ist PG, ihr correspondirt die Linie PJ, in H fallt keine Theillinie, sammtliche — Theillinien von m=0 bis

n ,  . M—o =1 werden quadrirt und es entstehen wieder n einfache Wurzeln. Die Doppelwurzeln hieraus sind also wie aus No. 4:

	
	
1.    72—2 ar cos — 71+ a2 n 3 2.    r2 — 2 ar cos — 7 — a2 n 5 3.    72 — 2 ar cos — n + a2 n





Das letzte Glied entweder r + a n -_ 1 oder r2 — 2 ar cos--7 + a2 n

Mit der Uebereinstimmung dieser Glieder und der Glieder fiir 5,2, 332, %,2 u. s. w. ist der 2te Satz bewiesen, namlich

r2 + a2 = PB x PE x PG X......PN

Cubikcubische Wurzel fiir 6te Wurzel aus einer Zahl ist eine nicht mehr ge-brauchliche Bezeichung. Die Ausziehung derselben aus einer Zahl kann nach der Bd. 1, pag. 243 No. 15 angegebenen Methode geschehen; bequemer ist es, erst die 3te Wurzel und aus dieser die zweite, oder erst die 2te und aus dieser die dritte Wurzel zu ziehen; es ist namlich 6       3 2      2 3 __

Va = VVa = y/^a Anweisung dazu gibt Bd. 1, pag. 240, No. 2 bis 8 fiir die V; pag. 242, No. 9 bis 12 fur die Cubikwurzel.

Cubikcubische Zahl, Cubocubus, eine nicht mehr gebrauchliche Bezeichnung fiir die 6te Potenz einer Zahl (a6).

Cubik-Einheit ist der Wiirfel als Ein-heit zu Vermessung und Berechnung kor-perlicher Raume. Fiir diesen Wiirfel wird zur Seite eine irgend wo gesetzlich fest-gesetzte Lange zur Einheit angenommen; z, B. 1 Fuls zur Seite gibt den Wiirfel: Cubikfufs genannt, 1 Meter zur Seite den Cubikmeter u. s. w., und jeden korperli-chen Raum driickt man in die Anzahl dieser G aus, welche er enthalt. So z. B. hat ein rechtwinkliges Parallelepipedum von der Lange I Fufs, der Breite b Fufs und der Hohe h Fufs den korperlichen Inhalt von lx b X h Cubikfufs. (Vergleiche Cubisches Maafs und Cubus.)

Cubik-Inhalt, Korperlicher Inhalt eines Korpers oder eines korperlichen Raumes ist die Anzahl der Cubik-Einheiten, welche er enthalt.

Cubikmaafs ist eine bestinimte Cubik-Einheit, als Cubikfufs, Cubikruthe, Cu-bikzoll u. s. w.

Cubiktafeln sind Tafeln, in welchen die Cubi der naturlich aufeinander fol-genden Zahlen angegeben sind; wie in Vega’s grofseren logarithmischen und tri-gonometrischen Tafeln.

Diese Tafeln sind mit Hulfe von Diffe-renzenreihen berechnet: hat man die ersten 5 Cuben 13 = 1, 23 = 8, 33= 27, 43 = 64, 53 = 125 ermittelt, schreibt diese Zahlen als arithmetische Reihe hoherer Ordnung neben einander und bildet die Differen-zenreihen so erhalt man


125 >—  216   343   512   729   1000   1331   1728...

61, — 91   127   169   217   271   331    397 .....

24 /— 30  36   42   48    54   60    66 ........



Nun rechnet man 24+6=30,30+61=91, 91 + 125 = 216 and hat 216 als 63; ferner 30 + 6 = 36,36 + 91 = 127, 127 + 216 = 343 = 73; weiter 36 + 6 = 42, 42+ 127 = 169, 169 + 343 = 512 = 83 u. s. f. Eine Prii-fung und Versicherung der Richtigkeit ergiebt sich nach je 10 Zahlen, namlich bei den Wurzeln 10, 20, 30, 40, deren Cuben 1000, 8000, 27000, 64000 .... sind.

Cubikwurzel einer Zahl ist diejenige Zahl, welche 3mal mit sich selbst multi-plicirt jene Zahl hervorbringt. Die we-nigsten Zahlen sind Cuben, wie z. B. 1, 8, 27, 64; alle dazwischen liegenden Zahlen sind keine Cuben, so z. B. existirt keine Zahl, welche 3mal mit sich selbst multiplicirt die Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10 u. s. w. hervorbringt. Dagegen 3 kann man durch Decimalen der V solcher Zahlen moglichst nahe kommen und da-3 her nennt man eine Zahl von der die V angegeben werden soil, aber nur nahe-rungsweise angegeben werden kann, einen unvollstandigen Cubus.

Bd. I, pag. 242, No. 9 und 10 lehrt das Ausziehen der V aus ganzen Zahlen, No. 11 aus Decimalbriichen auf elementarem Wege, No. 13 mit Hulfe von Logarithmen, No. 14 aus trigonometrischen Functionen, No. 15 bis 21 durch Reihen-Entwickelung auch fur andere Wurzeln als V. Von pag. 250 ab das Ausziehen aller Wurzeln aus Buchstabengrofsen und pag. 252 No. 6

3

das Ausziehen der V aus unvollstandigen Cuben von Buchstabengrofsen.

Als Beispiel von naherungsweiser Auf-findung der V aus einem unvollstandigen

Cubus von Zifferzahlen diene V2. Es ist

V2 nahe 1; I3 = 1

naher 1,2; 1,23 = 1,728

naher 1,2 5; 1,253 = 1,95312 5 naher 1,25 9; 1,2593= 1,995 6169 79 naher 1,2599; 1,25993 = 1,9998997 naher 1,25992; 1,259923= 1,999981 naher 1,259021; 1,2599213= 1,999985

Vergl. auch Art. Cubus, No. 2, III.

	
2.    Hat man aus einer Zahl die V aus-gezogen und sie geht auf, so ist jene Zahl ein vollstandiger Cubus. Will man sich von der Richtigkeit der Rechnung fiberzeugen, so cubirt man die erhaltene V und sie mufs bei richtiger Rechnung den zuerst gegebenen Cubus liefern. Die sogenannte Neunerprobe, von der schon Bd. I, pag. 28, Art. Addition No. 4 die Rede gewesen ist, ffihrt schneller zum Ziel. Man nennt den Ueberschufs der Summe der Ziffern einer Zahl uber 0, 9 oder fiber ein Vielfaches von 9 die Probe zahl und zu jeder Probezahl einer Wurzel gehort eine ganz bestimmte Probezahl ihres Cubus. Z. B. der Cubus von 5 ist 125; die V = 5 hat den Ueberschufs = 5 fiber 0, also die Probezahl 5; der Cubus 125 hat die Summe der Ziffern = 1 + 2 4-5 = 8 also die Probezahl 8 und es gehort zur Probezahl 5 der V die Probezahl 8 des Cubus. Eben so ist 63= 216; die Probezahl der Wurzel ist = 6, die des Cubus = 0.



Man erhalt die Probezahlen, die natfir-lich von 0 bis 8 nur existiren, wie folgt: Wurzel, Probezahl; Cubus, Probezahl.


	
1
	
1
	
1
	
1


	
2
	
2
	
8
	
8


	
3
	
3
	
27
	
0


	
4
	
4
	
64
	
1


	
5
	
5
	
125
	
8


	
6
	
6
	
216
	
0


	
7
	
7
	
343
	
1


	
8
	
8
	
512
	
8


	
9
	
0
	
729
	
0


	
Die Wurzeln haben also alle
	
Probe


	
zahlen von
	
0 bis 8,
	
die Cubi nur
	
die Pro-


	
bezahlen 0, Beispiele.
	
1 und
	
8.
	

	
Wurzel, Probezahl; Cubus, Probezahl.


	
36
	
0
	
46656
	
0


	
145
	
1
	
3048625
	
1


	
317
	
2
	
31855013
	
8


	
723
	
3
	
377933067
	
0


	
643
	
4
	
265847707
	
1


	
194
	
5
	
7301384
	
8


	
681
	
6
	
315821241
	
0


	
358
	
7
	
45882712
	
1


	
584
	
8
	
199176704
	
8




Dafs auch mehrziffrige Zahlen dem Ge setz der einziffrigen Wurzeln folgen miis-sen beweist sich folgendermaafsen:

Jede noch so grofse Zahl kann zerlegt werden in 9 N + n wo n eine einziffrige Zahl oder = 0 ist. Nun ist

(9N+n)3= 93.N3+3:92.N2n+3.9 Nn2-tn3

ist mithin der Ueberschufs der Summe der Ziffern einer mehrziffrigen Zahl fiber ein Vielfaches von 9 = einer einziffrigen Zahl n, also auch = dem Ueberschufs die-ser Zahl n uber 0, so ist auch der Ueberschufs der Summe der Ziffern des Cubus jener mehrziffrigen Zahl fiber ein Vielfaches von 9 = dem Ueberschufs der Ziffern des Cubus der einziffrigen Zahl n fiber ein Vielfaches von 9.

	
3.    Dieselbe Probe kann man mit Nutzen anwenden, um die Richtigkeit der Rechnung bei der Ausziehung der V aus einem unvollkommenen Cubus zu prfifen z. B,



779=4,290940...

64

	
15000 3.42.2 = 9600)


	
3.5.22 = 480 23= 8)



10088 4912000

	
	
3.    422. 9 = 4762800)





3.42-92= 102060 93=    729) 4865589 46411000000 3 • 42902•8 = 44169840000) 3.4290.82=    8 236 800) 83=         512) 44178077312 2232922688000

	
	
	
3-    429082. 4 = 2209315756800 3-42908-42=     20595 840







43=           64

2209356352704 23586335296 u. s. w.

Zum Versuch, ob die Wurzel 42 richtig ist hat man

79000-4912 = 74088 als 423.

Die Probezahl 0 von 74088 stimmt mit der 6 von 42.

Zum Versuch ob die Wurzel 429 richtig ist, hat man

79000000-46411 = 78953589 als 4293.

Die Probezahl 0 des Cubus stimmt mit der Probezahl 6 von 429.

Zum Versuch, ob die Wurzel 42908 richtig ist, hat man 79000000000000

-    2232922688

= 78997767077312 als 429083.

Die Probezahl 8 des Cubus stimmt mit der Probezahl 5 von 42908.

Zum Versuch endlich, ob die Wurzel 429084 richtig ist, hat man 79000000000000000

-      23586335296

= 78999976413664704 als 4290843

Die Probezahl 0 des Cubus stimmt mit der Probezahl 0 von 429084 u. s. w.

Aber auch diese Prufungsweise kann man sich noch erleichtern:

Der Cubus von 42 ist = 7 9000 — 4912; man hat also nicht diese Differenz zu bil-den, sondern nur die Differenz deren Zif-fernsummen =7+9(4+ 9+ 1 + 2) = 16 — 16 = 0 und die Probezahl 6 von 42 stimmt mit der Probezahl 0 des Cubus.

Ebenso stimmt die Probezahl 6 der Wurzel 429 mit der von 79 — 46411, nam-lich mit 16-16 = 0 des Cubus.

Desgleichen die Probezahl 5 der Wurzel 42908 mit der von 79 — 2232922688 namlich mit 16 — 44 = — 28 = — 4-9 + 8 oder mit 8 des Cubus.

Endlich die Probezahl 0 der Wurzel 429084 mit der von 79 - 23586335296, namlich mit 16 —52= — 36 also mit +0 des Cubus.

	
	
4.    Die Cubikwurzel aus a3 ist = a; es hat aber die Gleichung x3 — a3 = 0 als cubische Gleichung 3 Wurzeln (s. Bd. I, pag. 50, No. 13), und es mufs folglich 3





\az aufser a noch 2 Werthe haben, so dafs wenn diese 6 und c sind:

(x — a) (x — b) (x — c) = a3 — a3

Man erhalt also diese beidenWerthe wenn man x3 — a3 durch x — a dividirt namlich

-----= x2 + ax + a2 = 0 x — a

woraus die Wurzeln nach Bd. I, pag. 49, No. 9:

x = — ^a (1 ± V — 3)

Die 3 Kubikwurzeln von a3 sind dem-nach

a;—a(1+ V-3) ; - ^a (1 - V-3) (1)

Ist a3 irrational z. B. von der Form b ± Vc, so hat man naturlich die 3 Cu-bikwurzeln von a3

V b ±Vc; — 4 Vb ± Ve (1 + V — 3);

-Yb±Ve(1-V-3) (2) ist a3 unmoglich, etwa von der Form b3y— 1 so ist die eine Wurzel offenbar — b 1 — 1 denn (- by- 1)2 ist= — 62 und (— b2)x(— by— 1)

= + b3 V — 1 und dividirt man x3— b3 V— 1 durch x+by — 1 so erhalt man

	
2    + xb ]/ — 1 — 62 = 0 woraus x = }b (y -1 ± V3)         (3)



die 3 Wurzeln aus b3y — 1 sind daher -by-1; ^b{y-\+y^} 46(1-1-v3)

Hat das unmogliche a3 die Form b±cy-1 so ist die erste Wurzel = Vb ± cy- 1 und die andern beiden sind

	
3______________



-yVb^cy^i • (1±1-3) Die 3 Cubikwurzeln von b ± cy— 1 sind daher 3 __3_______ Vb±cy-1; -}Vb*cy-I(1 +y-3);

	
3 __________________ -Vb±cy-1(1-y-3) (4)


	
5.    Die Cubikwurzel aus imaginaren 2______





Grofsen von der Form V— a erregen bis-weilen Bedenken und veranlassen Un-richtigkeiten, daher hier folgende kurze Erlauterungen:

Jede imaginare Grofse von der Form b V— a lafst sich umandern in byaxy—1

und da bya als Factor nichts bedenkli-ches hat, so soil nur von der Grofse V— 1 die Rede sein.

Es ist y-1x V- 1 =y(- 132= - 1

	
	
6.    Band I, pag. 253, No. 8 ist die V aus einem Binom von der Form A ± VB bestimmt worden. Dies veranlafst auch 3__





1A ± VB bestimmen zu wollen.

3___________

Es sei |/A ±VB = x ± yVz

so ist z jedenfalls ein Factor von B und man kann setzen

V(A*VB)=T*YVB (1) woraus    A± VB = (x ± vVBV     (2) und     A^-B^^-By^3    (3)

Eine Bedingung ist demnach, dafs A2—B ein vollstandiger Cubus sei; sollte es nicht sein, so lafst sich eine Zahl n finden, so dafs n (A2 — B) zum vollstandigen Cubus wird. Es sei dieser Cubus = m3 so ist

m = x2 — By2           (4) Nun ist aus Gl. 2:

A+VB=g3+32yVB+3xy 2B + yz B VB hiervon das Rationale dem Rationalen, das Irrationale dem Irrationalen gleich gesetzt:

	
A = x3 + 3B xy2 1 = 3x 2y + y3 B oder aus Gl. 4: „ x2 — m J B also A = x3 + ^x (x2 — m) 3    3         A " woraus a”--— m a---- = 0 4       4 eine Gleichung, die mittelst der Carda-nischen Formel, Bd. I, pag. 52, No. 21 aufzulosen ist.



Diese Entwickelung befindet sich in Kliigels math. Worterbuch Bd. I, pag. 577,

wo nur V A ± VB nicht = x ± y VB sondern = (n + V q) F“ gesetzt ist, welches zu demselben Endresultat fuhrt, nam-lich zu der cubischen Gleichung

A = 4p3a — 3m pa

	
	
□        A oder geordnet P" — 4 mp — — = 0





Geht man auf diese allgemeine cubische

Gleichung naher ein, entwickelt namlich x nach der Cardanischen Formel, so er-halt man nach Reduction:

x = ^vV A+ ]/A2— m34-VA— YA — m3

Setzt man hierein fur m seinen ur-spriinglichen Werth A2 — B so hat man

	
I 3__3__ 2=1 VA+ V B + V A — VB_


	
d. h. das Resultat, welches man aus der ersten Annahme, Gleichung 1 findet, namlich





3 __

]/A + VB = x + yVB

]/A — VB = x — yVB folglich addirt und mit 2 dividirt:

} y’A + VB + • A - VB j = •

Die Entwickelung hat nur einen Cirkel gemacht, und die von Klugel hinterher gegebenen Beispiele

3_________

12+ V5=*(1±V5)

V5±3V3=(1*V3)4 sind mit Hiilfe der obigen cubischen Gl. nicht berechnet.

Cubikzahl ist die dritte Potenz einer Zahl. Vergl. Cubiktafeln.

Cubisch ist zunachst das was sich auf den Wurfel, den Cubus bezieht; hiernachst, weil der Wurfel die Korper- oder Cubik-einheit ist, was sich auf die Korperlich-keit eines Gegenstandes bezieht, also kor-perlich. So ist in dem Art. Ausdeh-nung der Korper durch die Warme (Bd. I, pag. 187) die Ausdehnung als Langen-A oder lineare A, als Flachen-A oder qua-dratische A.und als Korper-A oder cubische A betrachtet worden.

Da der cubische Raum in 3 Ausdeh-nungen oder Hauptrichtungen begriffen wird, von denen jede eine Langenaus-dehnung ist, die zu Bestimmung der cu-bischen Grofse mit einander multiplicirt werden, so nennt man auch in der Arith-metik jede Grofse, welche 3 Eleniente zu Factoren hat, cubisch, namentlich die Grofse von 3 gleichen Factoren den Cubus des Elements, weil die Grofse des Wurfels oder des Cubus das Product seiner 3 gleichen Hauptausdehnungen ist, und eine Gleichung, in welcher eine Unbe-kannte in dritter Potenz vorkommt oder in welcher mehrere Unbekannte zu 3 Factoren mit einander verbunden sind, eine cubische Gleichung.

Curven, die durch cubische Gleichungen gegeben werden, nennt man allgemein nicht cubische Curven sondern Linien dritter Ordnung; dagegen nennt man speciell die Parabel, deren Gleichung y3 = a~x oder y3 — ax2 ist, cubische Parabel, eben so die Hyperbel von der Gleichung xy2~a3 cubische Hyperbel.

Cubische Ausdehnung ist die A eines Korpers oder eines korperlichen Baumes nach unendlich vielen Langenrichtungen, die sich jedoch in 3 verschiedene Haupt-richtungen zusammen fassen lassen (s. Ausdehnung Bd. I, pag. 186).

Cubische Gleichung s u. cubisch und algebraische Gleichung.

Cubische Grofse ist die Grofse der cu-bischen Ausdehnung eines Korpers oder eines korperlichen Raumes, s. cubische Ausdehnung.

Cubische Hyperbel s. u. cubisch.

Cubisches Maafs s. v. w. Cubikmaafs, d. i. eine der verschiedenen Cubik - Ein-heiten, wie fur die Langen der Maafsstab. Wenn man von einem Gegenstande die Grofse wissen will, mufs man ihn messen, und der Maafsstab kann mit dem zu mes-senden Gegenstande nur einerlei Natur sein: Langen werden durch Langen, Flachen durch Flachen, Korper durch Korper gemessen. Aber nicht alles kann gemessen werden; dann tritt die Berech-nung hinzu, wie bei unzuganglichen Linien, die durch Vermessung von zugang-lichen Linien mit Hilfe von Triangulation und Zeichnung oder Berechnung er-mittelt werden. Flachenmaafse werden nur bei geringfiigigen Gegenstanden an-gelegt, sonst werden nur Langen gemes-sen und hieraus die Flachen berechnet. Cubische Maafse sind nur im Gebrauch fur Bedarf an Waaren; fiir sonstige kor-perliche Raume mifst man bestimmte Langen und berechnet aus diesen deren cubischen Inhalt.

Bekanntlich sind Linien mal Linien

Flachen und Flachen mal Linien sind Korper; dies hat folgenden Grund: Denkt man sich einen Punkt, der einen endlichen geraden Weg zuriicklegt, so hat der-selbe eine gerade Linie beschrieben. Macht nun diese Linie eine solche Bewegung, dafs jeder ihrer Punkte einen gleich gro-fsen Weg zuriicklegt, und dafs jeder die-ser Wege eine gerade Linie ist, so be-schreibt die Linie eine Ebene.

Halt die Linie ihre Bewegung irgend wo an, so hat sie offenbar so viele gleich grofse grade Linien zuriickgelegt, als Punkte in ihr vorhanden sind. Weifs man die Anzahl dieser Punkte, so hat man diese Zahl nur mit der gleich grofsen Lange der Bewegung jedes einzelnen Punkts zu multipliciren um die summarische Lange der ganzen Bewegung zu erhalten. Da aber die Punkte der Linie unendlich nahe an einander liegen, so druckt die Lange der ursprunglichen Linie selbst die Anzahl ihrer Punkte aus und folglich ist die summarische Bewegung gleich dem Product, wenn man die bewegte Linie mit der Lange der Bewegung multiplicirt.

Man hat also in dem neu gefunde-nen Raum ein Zusammengesetztes, nam-lich Linie mal Linie oder Lange mal Breite, eine Ebene.

Bewegt sich nun die Ebene wiederum so dafs jeder deren Punkte einen gleich grofsen gradlinigen Weg zuriicklegt, so ist die Summe der Punkte, aus welchen die Ebene besteht mit deren Bewegungs-lange multiplicirt der summarische Weg aller Punkte, diese aber unendlich nahe an einander sind in Summe gleich der Ebene selbst zu setzen und man hat Ebene mal Linie gleich dem korperlichen Raum den die Ebene mit ihrer Bewegung ge-bildet hat.

Cubische Parabel s. u. cubisch.

Cubus. 1. Der bekannte Korper, Wiir-fel genannt, der einzige regelmafsige Korper, dessen Seitenflachen aus regel-mafsigen Vierecken, aus Quadraten be-stehen. Er hat 6 Seitenflachen, 12 Kan-ten und 8 Ecken.

Enthalt die Kante a Langeneinheiten, so hat nach dem Art. cubisches Maafs die Seitenflache a • a = a2 Flacheneinhei-ten, der Cubus a2 • a = a3 Kbrpereinheiten. Hat also die Kante eine Langendinheit, so hat der Cubus eine Korpereinheit. Es ist hieraus ersichtlich, dafs dem Begrif von Cubikeinheit gemafs kein Korper ge-eigneter ist die Cubikeinheit zu bilden als der Cubus selbst, obgleich die Kugel der Form nach ein viel einfacherer Korper oder vielmehr der einfachste Korper ist.

	
2.    Die dritte Potenz n3 einer Zahl n.


	
I.    der Cubus einer zweitheiligen Grofse (a + b) ist nach dem Art. „Binomischer Lehrsatz" Bd. 1, pag. 374, oder wenn man dieselbe 2 mal mit sich selbst multiplicirt





(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

Sind a oder b negativ, so werden die-selben Grofsen im Cubus gleichfalls negativ gesetzt, z. B.

(- a + b}3 = - a3 + 3a2b - 3ab2 + 63

(+ a — by = a3 — 3ab2 + 3a^b — b3

	
	
II.    Ist ein Polynom zu cubiren, so er-halt man durch zweimalige Multiplication mit sich selbst dessen Cubus z. B.





(a + bx + ex2 + dx3 + ex4 + fx5 + gx3 + hx7 + kx8)3 = a3 + 3a 2bx + (3a2c + 3a 62) x2

+ (3a 2d + 6abc + 63) x3

+ (3a 2e + 6abd + 3ac2 + 3b2c) x4

+ (3a 2f + Gabe + Gacd + 3b 2d + 3bc2} x3

+ (3a 2g + Gabf + Gace + 3ad2 + 3b 2e + Gbcd + c3) x6

+ (3a 2h + Gabg + Gacf + Gade + 3b2f + Gbce + 3bd2 + 3c2d) x7


Das Gesetz der Factoren vor den Po-tenzen von x ist folgendes: 1) die.Coef-ficienten der Wurzel sind uberall zu 3 und 3 verbunden in der Art wie die Com-binationen mit Wiederholungen der drit-ten Klasse. 2) Diese 3 Factoren irgend eines zu xn gehorenden Coefficienten des Cubus liefern in der Wurzel mit einan-der multiplicirt ebenfalls xn und 3) stehen vor den Buchstabengrofsen entweder die Zahlen 1, 3 oder 6; die Zahl 1 vor jedem Cubus, die Zahl 3 vor jedem Product eines Quadrats mit einer einfachen Buch-stabengrofse, die Zahl 6 vor dem Product dreier einfachen Buchstabengrofsen.

III. Die obige Reihe gibt ein Mittel an die Hand, aus einem unvollstandigen Cu-3

bus die V auszuziehen, wie an dem fol-genden Beispiel erlautert werden soil.

Der Cubus sei 355, so setze

355 = A+ Bx + Cx2+ Dx3 + Ex^ + ..........

Ist nun nach der obigen Formel 355 = (a+ba+cx2+dx3+ex4+fx5 +... .)3 und wird dieses Polynom in dem deca

dischen System ausgedriickt, so ist x = —;

A = a3 = 73 = 343

B =3a2b

C = 3a2c + 3ab2

1) = 3a2d + Gabc + 63

u. S. W.

Nun hat man zunachst

355 - 343 = 12 = Bx + Cx2 + Dx3 ......

3 • 772

Bx(c 12) = 3a2ba =*.b=14,7 x b 10 folglich b(<1?)=0

und         V355 = l,Gcdef...

2. Cx2 (< 12) = (3a2c + Gab^x2 = (3a2c + 0) x2 = 1,47 . c 12

folglich         c < 1,47 = 8

und        1355 = 7,08def....




Jedenfalls ist nun noch

12 - 8 x 1,47 = 0,24 = Dx3 + Ex^ + Fx3 ......

3. D23(.0,24) =3a2d+0 =0,1474




woraus




und fern er




V355 = 7,081 efg....




0,24 — 0,147 x 1 = 0,093 =Ex4+Fa5+....




4. Ex^ (< 0,093) =




3a 2e + 3a c2 + 0




10000

= 0,0147 • e+ 0,1344




woraus




0,093-0,1344    0,0314

e <------------ —-----

0,0147        0,0147




e ist also negativ, folglich ist d = 1 ge-nommen, zu grofs, mithin d = 0

3

und V35 5 = 7,080 efg..... ferner 0,24 = Exi + Fx5 + Gx3 ...... und statt No. 4:

. . _ 3a 2e + 3ac2

5. Ex4(< 0,24) =--‘-----

‘    ’ 7      10000

= 0,0147 • e +0,1344




woraus




0,24 - 0,1344 _     27

0,0147 =17147




27

Aus dem geringen Rest 147 lafst sich iibersehen, dafs 7 zu grofs ist, woher e = G genommen werden mufs.

Es ist also V355 = 7,0 806 fgh .... ferner

0,24 - Ex‘= 0,24 - (0,0147 X 6 + 0,1344) oder 0,0174= Fx5+ Gx6 + Ha7+....

3426 I 0

6. Fa5(~0,0174) =100000 =0,oo147f

.   0,0174   .27

woraus $0,001475101147

Es kann nur die hochste einziffrige Zahl = 9 genommen werden, mithin

7355 = 7,0806 9 9 h....




ferner 0,0174 - Fx^ =0,0174 -0,00147x9

= 0,00417 = Gx6 + .............

_ .3a?g + 6ace + c3

7. Gx6 (< 0,00417) = -----    —

’      ‘       1000000

= 0,000147 g + 0,002528



woraus

_ 0,00417 - 0002528 _ 0,001642 _

9 "     0,000147     - 0,000147 ” woher g = 9

1355 = 7,0 8069 9 hik... ferner 0,00417 — Gx6


woraus




daher ferner



	
= 0,00417 - (9 X 0,000147 + 0,002528) = 0,000319 = Hx7 + Jx8 + Kx8 +..... 8.    Hx7 ( 0,000319) = 3a2h+ Gacf ‘   ’           10000000 = 0,0000147 • h + 0,0003024 _ 0,0000166 _


	
1    “ 0,0000147 “ 1





1/355 = 7,0806991 ik...

0,000319 - Hx7 = 0,000319 - 0,0003171 = 0,0000019 = Jxs + Kx+ ...

	
9.    Jx^ (< 0,0000019)



_ 3a 2i + Qacg + 3a e2 + 3c 2e


100000000



= 0,00000137i +

= 0,00004932

woraus


0,00000190 - 0,00004932




'3024 + 756+ 1152'

.    100000000




, also negativ




0,00000147




mithin



ist h mit 1 zu grofs und = 0 V355 - 7,08069901 It I...

ferner

0,000319 - Hx7 + 0,000319-0,0003024 = 0,0000166 = Jx8 + kxa + ....

	
10.    Jx8 (<0,0000166)



= 0,00000147 i + 0,00004932 . 0,00001660 - 0,000004932 woraus i =-------- ----,

0,00000147 wieder negativ; und es ist mithin auch g noch zu grofs, und mufs 8 statt 9 ge-setzt werden, demnach hat man statt No. 7 1355 = 7,0806 9 8 hik....

ferner 0,00417 — Gx6

= 0,00417 - (8 X 0,000147 + 0,002528) = 0,000466 = Hx7 + Jx8 + Kx° +...

	
11.    Hx7 (< 0,000466)



= 0,0000147 X h + 0,0003024 ,   0,0001636 ,

woraus    h = -—--— = 11

0,0000147

•wofur natiirlich nur 9 gesetzt werden kann.

Demnach V355 = 7,0806989 i k....

ferner 0,000466 — Hx7

= 0,000466 - (9 x 0,0000147 + 0,0003024) oder 0,0000313 = Jx8 + Kxa +.....

	
12.    Jx8 (< 0,0000313)



= 0,00000147 • i + 0,00004932 woraus wieder i negativ wird und woher h mit 9 zu grofs ist. Aher auch h = 8 ist, wie sich iibersehen lafst, noch zu grofs, demnach ist statt No. 11

1355 = 7,0806987 ferner 0,000466 - Hx7

= 0,000466 - (7 X 0,0000147 + 0,0003024) oder 0,0000607 = Jx8 + Kxa + ....


woraus

U. S. W.



	
13.    Jx8 (< 0,0000607) = 0,00000147 X i + 0,00004932 0,00001138



‘ - 0,00000147 “

Man hat demnach 3 ___

1355 = 7,08069878 .....

Das vorstehende Beispiel ist deshalb so weit und strong durchgefiihrt, damit man bei den dabei oft vorkommenden Hindernissen durch zu grofs gewahlteZah-len nicht auf Rechnungsfehler schliefse; bei einiger Uebung verschafft man sich mehrere Erleichterungen.

Culmination eines Gestirns (culmen das Oberste einer Sache) ist der Durch-gang des Gestirns durch die Mittagslinie, oder der augenblickliche Stand des Gestirns im Meridian des Beobachtungsorts. Fixsterne haben einen ungeanderten Cul-minationspunkt am Himmel; Sonne, Mond und Planeten andern mit jedem Tage ihre Culminationshohe in der Meridian-linie. Circumpolarsterne (s. den Art.) gehen innerhalb eines Sterntages 2 mal durch den Meridian des Orts, sie haben 2 Culminationen, eine obere C, von der grofsten Hohe, und eine untere 0, von der kleinsten Hohe.

In dem Art. correspondirende Hohen ist angegeben, wie man die Mittagslinie eines Orts genau bestimmen kann. Hat man diese nun fixirt, entweder durch ein Fernrohr, welches nur in der Verticalen drehbar ist, oder durch ein Faden-dreieck, indem man das vordere Ende einer fiber eine Rolle geleiteten Schnur mit einem Gewicht beschwert, so dafs es vertical hangt und das hintere Ende der-selben innerhalb des Meridians befestigt, so dafs beide Schnur-Enden den Meridian visiren, so kann man die 0 eines Gestirns unmittelbar beobachten und dessen Zeitpunkt unmittelbar an der Uhr ablesen.

Die Sonne und der Mond culminiren in dem Augenblick, wo deren Mittelpunkte in dem Meridian sich befinden; geschieht dies durch die Sonne, so hat man den Zeitpunkt des wahren Mittags.

Sterne, die zu gleicher Zeit culminiren, haben gleiche Rectascension (s. Auf-steigung und Absteigung eines Ge stir ns); Sterne, die 12 Stunden spa-ter culminiren. sind von den vorigen um 180° an Rectascension unterschieden. Cir-cumpolarsterne, die 2mal culminiren, haben 2 Rectascensionen, die um 1 80° unterschieden sind. Sterne, die in den Son-nenwenden culminiren, haben einerlei Rectascension und Lange, weil dieser Meridian sowohl auf dem Aequator als auf der Ekliptik senkrecht steht.

Culminationspunkt oder Punkt im Meridian, in welchem ein Gestirn culminirt (s. den vor. Art.).

Curven, krumme Linien. Es gibt 2 Klassen derselben : Curven einfacher Krummungund C. doppelter Kr im-mung. Die ersten sind solche, deren sammtliche Punkte in einerlei Ebene liegen; die letzten solche, deren Punkte in verschiedenen Ebenen liegen, und zwar der Art, dafs jeder auch noch so kleine Theil der C in verschiedenen Ebenen liegt. Die C. erster Klasse entstehen durch Zeichnung von krummen Linien auf einer ebenen Oberflache, die der zweiten Klasse durch Zeichnung von Linien auf krum-men Oberflachen, als auf Cylinder!!, Ke-geln, Paraboloiden u. dergl. Eben so entstehen dieselben als Durchschnittslinien sich schneidender krummer Flachen. Z. B. bei Kappen in Gewolben, bei Ausbauten an krummlinigen Bedachungen, bei Zu-sammensetzung technischer Gerathe u. s.w.

Unter C in der Wissenschaft versteht man aber nicht jede willkuhrlich gezeich-nete und nach Laune beliebig abzuan-dernde krumme Linie, sondern eine solche, bei deren Form und Fortgang ein be-stimmtes Gesetz obwaltet. Der kurze Art: Coordinaten gibt daruber eine klare Vorstellung; und wie hier eine Co-ordinatenglei chung fur den Kreis aufge-stellt ist, so hat jede andere aufser dem Kreis noch mogliche C. ihr eigenthiim-liches Gesetz, welches bei C. einfacher Krummung durch nur eine, bei C. doppelter Krummung durch zwei Gleichun-gen ausgesprochen wird.

Curven einfacher K r u m m u n g.

	
I.    Allgemeines.


	
1.    In dem Art. Coordinaten ist die Gleichung fur den Kreis





y2 = 2rx — x2 oder auf 0 reducirt

y2 + x2 — 2rx = 0         (1)

Diese Gleichung ist entstanden, indem der Durchmesser zur Abscissenlinie, einer dessen Endpunkte (A) zum Anfangspunkt der Abscissen gemacht und der Coordi-natenwinkel als rechter genommen wor-den ist. Diese 3 Einschrankungen haben die obige Gleichung offenbar ebenfalls eingeschrankt, vereinfacht, und sie kann als allgemeine Coordinatengleichung fur den Kreis nicht gelten.

Es sei Fig. 518 EFG ein Kreis, C dessen Mittelpunkt, dessen Radius wie CE, CF = r. Eine beliebige gerade Linie AX sei die Abscissenlinie, ein beliebiger Punkt A in derselben der Anfangspunkt der Abscissen und der Coordinatenwinkel wie
[image: ]

ADF — a, so mufs zuerst die Lage des Kreises gegen A und AX festgestellt werden, und dies geschieht angemessen, wenn man vom Mittelpunkt C auf AX unter dem A « die gerade Linie CB zieht und die Abstande AB = a und CB = b setzt.

Nimmt man nun den beliebigen Ab-stand AD = x, setzt die beiden Ordinaten DE = y, DF = y,, zieht die Hulfslinien CH—BK normal auf DF so hat man

CE2 =r= CH2 + EH2

CF2 = r2 = CH2 + Ft!2

Nun ist

CH — BK = BD sin 2 B DK = (a — x) sin ce EH= DH -DE^ HK + DK - DR FH = - DH A DF=- (HKA DK) + DF

Da nun

HK^BC=b

und DK — BD cos / RDK— — (a — x)cosa so ist EH = b — (a — x) cos a — y

FH = — I) + (a — x) cos a: + y und

CE2 = 72 = {a — x)2 sin 2 + [b — (^a — x) cos « — y]2

CH2 = r2 — {a, — x)2 sin 2a + [— b + (a — a) cos « + y 1 ]2

woraus zu ersehen, dafs y2 und 312 eine und dieselbe Function von x ist, und zwar ist


II
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y2 + 2 (a — x)y cos « + (a — x)2 — 2by — 2b(a — c) cos a + b2 ~ r2 = 0 oder die Klammern aufgelost

y2 — 2yx cos a + x2 + 2y (a cos «— b) — 2x {a—b cos c)+(a2 — 2ab cos a+b2—72) =0 (2)

Sobald « = 90° = 37 genommen wird, entsteht die GL

wie Gleichung 1.

	
	
2.    Es ist der Kreis die einfachste krumme Linie, und dennoch wird sie schon durch eine Gleichung des zweiten Grades be-stimmt; die einfachste unter alien Linien ist offenbar die gerade, und wenn man diese als Curve behandelt und eine Gleichung fur dieselbe ermittelt, so erhalt man diese vom ersten Grade wie folgt:





Es sei Fig. 519, BD die gegebene Richtung einer geraden Linie, AX eine be-liebige Abscissenlinie in derselben Ebene, so schneiden sich beide Linien in irgend einem Punkt C unter der Voraussetzung,

Fig. 519.
[image: ]


dafs sie nicht = sind. Nimmt man den beliebigen Punkt A als Anfangspunkt der Abscissen, setzt den Abstand AC = a, den Schneidungswinkel ACB = a, so ist die Linie BD gegen A und AX bestimmt. Setzt man nun den constanten Coordi-natenwinkel wie Z.AEF = p, so ist zwi-schen der beliebigen Lange AE = x und der zugehorigen Ordinate EF = y

CE .EF- sin CFE : sin FCE oder x — a : y = sin (« — B): sin a woraus

ysin (« — B) — x sin c — asin & = 0 (1) fur B = 90° entsteht

y cos a + x sin a — a sin « = 0   (2) fur a=0, wenn also die Abscissen vom Durchschnittspunkt C anfangen

y — x tg « = 0                  (3)

	
	
3.    Es gibt auch C. deren Bestimmung nur mit Hulfe von Gleichungen geschieht, in welchen die Coordinaten von Kreis-bogen oder Logarithmen abhangen, also von transcendenten Gleichungen wie z. B. in dem Art. be riihrende gerade Linie No. 4, pag. 343 die Gleichungen fur die Cycloide:





x = r (1 — cos a) y — r{ q— sin q)

Curven,. deren Gesetzen algebraische Gleichungen zu Grunde liegen nennt man algebraische Curven, Curven, die durch transcendente Gleichungen bestimmt werden, transcendente Curven. Unter den letzten heifsen diejeni-gen, in welchen eine der Coordinaten als Exponent erscheint exponential Curven, wie die logarithmische Linie, deren Gleichung ist: y = ax.

Die in einer Gleichung vorkommenden unveranderlichen Grofsen heifsen die Parameter der C., weil diese den Maafs-stab der C. bestimmen, dergestalt, dafs mit der Abanderung dieser Parameter nicht die Form, sondern nur die Abmes-sung der C. geandert wird.

	
	
4.    Wie die Gleichungen fur die gerade Linie No. 4 eine Gleichung vom ersten Grade, die fur den Kreis No. 2 vom 2ten Grade, so hat man auch Gleichungen vom 3ten, vom 4ten, .... vom nten Grade, zu welchen Curven von einfacher Kriim-mung gehoren. Die gerade Linie, zu wel-cher eine G1. vom ersten Grade gehort, bildet die e r s t e 0 rd n u n g der Linien uberhaupt; die Curven, welchen Gleichungen vom 2ten Grade zugehoren, sind Linien zweiter Ordnung; Curven zu Gleichungen vom3ten, 4ten.. „ nten Grade sind Linien der 3ten, 4ten, nten Ordnung. Dagegen betrachtet man auch die Curven mit Ausnahme der geraden Linie fur sich und nennt C. zu Gleichungen vom 2ten Grade Curven erster Classe, die zu Gleichungen vom 3ten, 4ten .... nten Grade sind C. 2ter, 3ter, ... (n— l)ter Classe.





Die Gleichungen 1 No. 4 und 2 No. 2, wenn man in dieser noch die Klammern auflost, heifsen vollstandige Gleichungen. Die erste hat die allgemeine Form:

ay + bx + c = 0          (1) die zweite die allgemeine Form:

ay2 + bx2 + cyx + dy + ex + f = 0 (2) Eine Gleichung vom 3ten Grade ist voll-standig bei folgenden vorhandenen Gliedern

ay3 + bx3 + cy2x + dx2y + ey2 + fx2 + gxy + hy + ix + k = 0         (3)

Ueberhaupt ist eine auf 0 reducirte Gleichung vom nten Grade vollstandig, wenn x und y in der nten, der (n — l)ten, der (n — 2).... 2ten, iten Potenz, wenn ferner die Producte von x und y vor-kommen, deren Exponentensummen n,

x und y in sammtlichen Potenzen x und y in den Producten das unbenannte Glied

gibt die Summe der Glieder 2n + -

n — 1, n — 2,.....3, 2 betragen, + deni bekannten Gliede.

Uni die Anzahl der zu einer vollstan-digen G1. vom nten Grade gehorenden Glieder zu finden, hat man von der 1 bis nten             2n }(n — 1)n

___________1

(n — 1) n + 1 =           A(n + 1 (n + 2)

Es hat also Glieder die Gleichung vom 1. Grade = } • 2 • 3 = 3

„  2.   „  =7.3.4= 6

,  3.   ,  =4-4.5 = 10

,  4.   ,  =4-5.6 = 15

U. S. W.

	
	
5.    Setzt man in die allgemeine Gleichung des lten Grades





ay + bx + c = 0

x = 0, so erhalt man
[image: ]

fur x = + x ist bx + c J =--— fur X = — X bx — c

Setzt man fur a, b, c die Werthe aus Gl. 1 No. 2 mit Bezug auf Fig. 520, so hat man , sin a fur x = + x; y = (x - a) -.> J sin(«—3) sin a fur x = 0; y = — a — J sin(a~^

‘ • " sin(«B)

Setzt man a = 0, d. h. verlegt man den

Anfangspunkt der Abscissen in den Durch-schnittspunkt beider Linien, so ist

sin a fur x = — x- I — x ——---- ’ • szn{a—^) fur c=0; y =0

sin a

fur x = ~ x- y = — x ——--—-sin (« — /?)

d. h. bei beliebiger Annahme der Abscisse rechts oder links sind die Ordinaten gleich grofs, aber in Beziehung auf die Abscis-senlinie AX in entgegengesetzter Lage.

	
	
6.    Aus der allgemeinen Gleichung 2 No. 4 ay2 + bya + ex2 4- dy + ex + f= 0 y entwickelt gibt fur c=+x — ba+d 1//ba+d\2 ca2+ez+f /   2a.)--a--(0 fur x = 0 d i / 7 d \2 f "=-2a*l U —a (2) fur x = — x





d-bx y /(d~bx\2 cx2~ex+f —

—al(3)

Setzt man aus Gl. 2 No. 1 die Werthe fur die allgemeinen Coefficienten a bis f in diese 3 Gleichungen, so hat man die Wurzelgrofse in 1:

[(a — x) cos a — b]2 — x2 + 2(a — b cos «) x — a2 + 2ab cos a — b2 + r2 = 72 — (a — x)2 sin3a Dieselbe in 2:

(a cos a — b)2 -- a2 A 2 ab cos a — b2 + x2 = r2 — a2 sin 2a

Dieselbe in 3:

[(a + x) cos a — b]2 — x2 — 2 (a — b cos «) x + 2 ab cos a - b2 + r2 = r2 — (a + x)2 sin 2a

Aus der allgemeinen Gleichung hat man nun die Ordinate fur positive Abscissen (+ x)            _____

y = b — (a ~ x) cos a ^=]/r2 — (a~x)2 sin2a (4)

fiir x = 0        _________

y=b— a cos a ± 1r2 — a2 sin2a        (5)

fur negative Abscissen (— a)____ y = b — {a + x) cos & ± ]/r2 — (a+x)® sin 2a (6)

Fiir rechtwinklige Coordinaten, also fur «= 90° hat man fiir positive Abscissen (+x)___ y = b ± [/r2 — (a — x)2 fur x = 0

	
	
7.    A. In Gl. 4 ist (Fig. 518) b = CB, (a — x) cos a — — DK also die Grofse vor dem Vzeichen die Linie DH, die Wurzel-grofse= HE = HF, so dafs y = DH + HF= DF Oder DE ist. •    — HE


	
B.    Fur (a — x) sin a = r; d. h. fur BK = CJ = r mufs H in die Peripherie in J fallen; dann wird HE = HF = 0 und DE = DF die Tangente in J. Es existirt also nur diese eine Ordinate —b—(a—x)cosa=-b^a—x)cosBDK—HK-\-DK welche jene Tangente in J + CB ist, die bis in A X fallt, namlich die Ordinate LJ, Fig. 520.


	
C.    Fur (a — a) sin a>r, also wenn D zwischen A und L fallt, wird die pgrofse negativ, y ist unmoglich, wie auch Fig. 520 nachweifst.

Fig. 520.
[image: ]



	
D.    Fur x = a, also a — x = 0; d. h. wenn AB = x, ist





y — b ±r also Fig. 520:

y = BC ± CM} = BN Oder BM.

	
	
E.    Fur x = aA^, d. h. wenn x uber B hinaus, also zwischen B und X fallt, wird a — x — a — (a+a)=-x daher die pgrofse r2 — (— x)2 sin 2a = r2 — x2 sin2 a und





y = b + x cos c ± Vr2 — x2 sin 2a

So lange nun x sin «<r bleibt, erhalt man Doppelordinaten zwischen B und 0, fur x sin a = r wird die pgrofse = 0,

y = b + xcos a = b-]-r cot «=b — BPtgBOP = GP— GO = G0-, die letzte Ordinate ist also wieder die zweite Tangente GO an G und fur x sin a > r, namlich fur x uber 0 hin existiren keine Ordinaten mehr.

	
8.    Fur x = 0 in G1. 5 existiren nur Ordinaten wenn a sin a<r, wenn also der Punkt A innerhalb LO liegt. Wird A in L angenommen, so ist a —BL und es existirt die einzige Ordinate, die Tangente in J=b — BL cos «= b + BL cos BL J = JQ + LQ = JL.



Wird A in B genommen, so ist a = 0; y - b + r = BC + NCI - NB oder MB.

Wird A in 0 angenommen, so ist a = — B0 und

y=bAacosa—b— BO cosBOP=GP—OP—GO die einzige Tangente in G.

Fur ± a sin a>r, wenn also der Punkt A in den Verlangerungen von BL und B0 liegt, wird die J 'grofse negativ und y ist unmoglich.

	
9.    Wenn x negativ ist, wenn also x in der Verlangerung von LA liegt, gibt es keine Ordinaten, weil schon asina>r ist. Es existiren die No. 7 gedachten Ordinaten, wenn der Punkt A innerhalb LO oder in der Verlangerung von BO gele-gen ist; im ersten Fall fur positive und negative, im 2ten nur fur negative Ab-scissen.


	
10.    Die zu beiden Gleichungen 1 No. 2 und 2 No. 1 gehorenden Curven unter-scheiden sich also auch wesentlich darin, dafs bei jener fur alle positiven und ne-gativen Werthe von x bis ins Unendliche Ordinaten existiren, bei dieser dagegen die Abscissen fur mogliche Ordinaten be-schrankt sind. Da die Curve ein Steti-ges ist und da wegen der Unendlichkeit des Raumes kein Grund fur die Annahme vorhanden ist, dafs die C. irgendwo auf-hore, so mufs da, wo die Abscisse fur Ordinaten eine Grenze hat, die C. in eine dem Fortschreiten der Abscissen entge-gengesetzte Richtung sich wenden und entweder in sich zuriickkehren, wie beim Kreise Fig. 519 oder sich schneiden. Diese Aenderung im Fortgange characterisirt sich dadurch, dafs an solcher Stelle statt 2 Ordinaten aus der Gleichung nur eine hervorgeht, welche die Richtungsanderung vermittelt, wie in Gl. 4 No. 6 fur (a-x) sin « = r oder fur x = a — r cosec « und x = a + r cosec a oder bei rechtwinkligen Ordinaten GL 7 No. 6 wenn x = a — r und = a + r ist. In jedem der beiden Punkte geschieht eine Umwendung der Curve.


	
11.    Bei Curven, welche zuriickkehren, heifsen diejenigen Theile, welche einer anderen Folge von Ordinaten angehoren, Zweige. Haben diese die Eigenschaft, dafs sammtliche Ordinaten von der Ab-scissenlinie aus nach entgegengesetzten Richtungen genommen paarweise zu einer Abscisse gehorig gleich lang werden, so heifst die Abscissenlinie ein Durch-messer derC.; sind dieCoordinaten recht-winklig, so heifst der Durchmesser be-sonders Axe und ihr Durchschnittspunkt mit der C. Scheitelpunkt.



Die beiden geschlossenen Curven, der Kreis und die Ellipse werden durch jeden Durchmesser in Zweige geschieden, das Oval ist eine geschlossene Linie, die nur einen Durchmesser und 2 ganz be-stimmte Zweige hat. Man gebraucht den Ausdruck Zweige vornehmlich von Cur-ventheilen, die von einem Scheitelpunkt aus, nach verschiedenen Richtungen ins Unendliche auslaufen, wie bei der Parabel; bisweilen laufen sie durch einen Punkt, den Knoten, in welchem sie sich durchkreuzen. Hiervon sollen die beiden folgenden Satze Beispiele liefern.

	
12.    Die Gleichung



xy? + x3 — ay2 = 0         (1) gibt eine C. der zweiten Klasse oder eine Linie der 3ten Ordnung.

Fur a = 0 wird y = 0; der Anfangspunkt der Abscissen ist also zugleich ein Punkt der C.

Entwickelt man y so erhalt man
[image: ]

Es existiren also fur jedes x (mit Aus-nahme fur x = 0) 2 gleich grofse entge-gengesetzt liegende Ordinaten, die einen positiven z. B. fiber, die anderen nega-tiven unterhalb der Abscissenlinie.

Setzt man x negativ, so entsteht
[image: ]

Es existiren also fur negative Abscissen keine Ordinaten und der Anfangspunkt der Abscissen ist der Scheitelpunkt der C.

Endlich ist a die Grenze der positiven Abscissen und fur a = a wird y unend-lich, folglich diese letzte Ordinate eine Asymptote an beiden Zweigen der C. Die C. der aufgestellten Gleichung ist die Cisso ide (xiooos, Epheu) des Dio-kies und soil nun construirt werden.

Aus Gl. 1 erhalt man

x3 = y2 (a — x) woraus x : a — x = y2: x2          (1)

Nun hat man, wenn Fig. 521, AFHB ein Halbkreis ist, EF die lothrechte Ordinate in E; AF, BF Sehnen, nach Euklid X, 34:

AE:BE = AF2-.BF2

Nimmt man vom Mittelpunkt C das Stuck CG = CE, errichtet die Ordinate GH, zieht die Sehne AH, welche die Ordinate EF in K schneidet, so ist

Z BAH = ^ ABF daher     A EAK co A FBA

und     AF:BF = EK: AE

folglich AE : BE = EK2: AE2
[image: ]

Setzt man nun den Durchmesser AB=a, AE = x so ist BE — a — x, und es ist

x : a — x = EK2 : x2 folglich ist nach Gl. I, EK die Ordinate y fiir x = AE.

Nimmt man eine Abscisse AG > }a dann ist nach Euklid

AG: BG — AH2: BH2

Verlangert man nun GH und AF bis zu ihrem gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt J, so ist

A JAG — Z. ABH also A JAG c △ ABH und     AH : BH = GJ : AG

also      AG : BG = GJ2 :AG2

Oder      x : a — x~ GJ2 : x2 und      GJ = y fiir x = AG

Der obere Zweig der Cissoide fur positive Ordinaten hat ungefahr die Form JDKA, der untere Zweig fiir die nega-tiven Ordinaten hat dann die ihr gleiche Form ACM.

	
13.    Die Konchoide (zoy71, Muschel-schale) Muschellinie ist eine Linie der 4ten Ordnung oder eine L. der 3ten Klasse.



Ihre auf 0 reducirte Gleichung ist y+2cy3 +(x2- a2+c2)y2— 2aicy— a2c?=0 (1)

Die K. besteht aus 2 einzelnen Linien, die eine gemeinschaftliche Asymptote ha-ben und die also in den beiden einander entgegengesetzten unendlich fernen Punk-ten sich beruhren.

Setzt man in die GL — y iur y so er-halt man die GL

y4—2cy3+(x2—a2+c2)y2+2a2cy—a2c2=0 (2)

Die erste Gleichung ist fur die obere, die zweite fur die untere K., und diese untere enthalt unter gewissen Bedingungen einen Knoten, um dessen Willen die Linie als Beispiel hier aufgefiihrt wird.
[image: ]

Es sei Fig. 522, XX’ die gemeinschaftliche Abscissenlinie, A der Anfangspunkt der Abscissen. In den beiden Gleichun-gen kommt x nur im Quadrat vor, die G. ist also fur + x und — x dieselbe und daher die obere und die untere K. von A


aus zu beiden Seiten symmetrisch. woraus die Gleichung

Es sei BP normal in A auf XX', P y4±2cy3+(x2—a?+c2)y22a2cy—a2c?=0 (5)



unter dem Abstande c von A ein fester Punkt, AB — AD eine constante Lange a, B und D sind die Anfangspunkte, oder wenn die zu beiden Seiten von A lie-genden 4 Zweige der K. betrachtet wer-den, die Mittelpunkte der oberen und der unteren K. Die Construction ist folgende:

Man zieht, um Punkte der K. zu er-halten, von jedem beliebigen Punkt z. B. E der Abscisse eine gerade Linie EP nach dem Punkt P, dem Pol der K. mit Verlangerung nach oben und nimmt auf dieser Linie von E aus zu beiden Seiten die Langen EF=EG—a, so ist F ein Punkt der oberen und G ein Punkt der unteren K.

Aus dieser einfachen Construction er-sieht man, dafs B und D die entfernte-sten Punkte von XX’ sind und dafs die Punkte F und G, je weiter E von A ge-nommen wird, je schrager also die Linie PE ausfallt, immer naher aneinander riicken, die Linie XX' aber nie erreichen. Die Normalen FH und GJ sind die gleich grofsen Ordinaten und die Abstande AH und AJ, welche um JH — 2JE unterschie-den sind, die Abscissen ftir die Punkte F und G.

Die Gleichung fur die K. ergibt sich nun folgendermaalsen:

Es ist PA : AE = GJ : EJ = FH : EH oder c-.x^AJE= y-.JE — y'-JE oder c : x — JE = y : JE

Fur al= x hat man also

JE=.M         (3)

C *y wo das obere Vorzeichen fur die obere, das untere fur die untere K. gilt.

Nun ist

EG2 = EF2 = FH2 + EH2 = GJ2 + JE2

oder a2 = y2 + (T„)            ()

Wenn A, B, C, D die 4 Wurzeln der Gleichung fur y sind, so hat man

(y - A) (y -B^-O^y-D^O woraus entwickelt:

y^^AA B + C+ D-)y3 A (AB A AC A AD + BC + BD + CD^y2 - (ABC + ABD + ACD + BCD~)y + ABCD = 0

Es ist mithin ABCD = — a2c2 -(AABACAD^^2c folglich sind fur die obere K. die Wurzeln

A = + a; B- — a-, C — — C-, D = — c fur die untere K.

A=a; B — — a-, C =+ c; D = Ac

Die beiden Wurzeln ± c enthalten der Figur nach einen Widerspruch; denn da y entweder = oder < a ist, so kann y we-der + c noch — c werden. Sollen also diese Wurzeln gelten, so mufs P nach p innerhalb AD verlegt werden.

Die Gleichungen 1 und 2 sowie Gl. 4 sind zu complicirt, als dafs man die Form der C. aus ihnen unmittelbar entnehmen konnte; sie sind auch erst der vorange-gangenen Construction entsprechend auf-gefunden worden. Man kann aber aus GL 4 mit Hulfe von GL 3 eine einfachere Relation fur die Veranderlichen ableiten:

Bezeichnet man namlich den jedesma-ligen Abstand AE mit z so hat man aus 3 Fur die obere K.

2CI C % = x--— ---- X c + y c+y

,               c + y und       x = —— z

C

Fur die untere K.


(6)

(7)




und



(8)

(9)

Diese Werthe von x in GL 4 gesetzt, gibt fur die obere und untere K.


J‘=4f        (10)

*="p”t (11)

und         z= 1a? — 92     (12)

Nun ist, wenn y = ± a ist, z = 0 d. h. E fallt in A und die Ordinaten sind AB =+ a und AD = — a

Fur y = ± a hat man z = ± Va2 — c2 Es mufs also c < sein als a und es entstehen die Ordinaten

FH — — c und Ap = + c

(_Ap ist = + c gegeben) wenn Ep = EF = a ist.

Fur z = V a2— c2 wird also fiir die untere K. x = 0 und Ap = + c

ist eine Doppelordinate weil sie 2 mal entsteht, namlich wenn E rechts und wenn E links von A genommen wird.


Fig. 523.
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Bei z = Va2 — c2 fur die obere K. wird      c= AH=2s wie auch GL 7 besagt, namlich c + y 2 c x =---• z = — % = 2z

c c

Bei z < AE entstehen fiir die obere K. der Reihenfolge nach wie M, N, O-, fiir die untere K. durchkreuzen sich die Zei-gerlinien in p, deren Endpunkte bilden eine Rundung pKD, von welcher pD der Durchmesser ist. Geht nun E von A links weiter, so wird von D ab rechts eine Krummung DLp beschrieben, welche der Krummung DEp g ist. ist E nach E’ geriickt, so dafs E'A—EA, so fallt die C. wieder in p und von E rechts und von E' links entstehen unendliche Zweige pQ und pQ' so wie FR und F’R’ welche sich 'der XX' immer mehr nahern ohne sie jemals zu erreichen.

Die Konchoide, wenn o a ist, hat 4 Zweige: die beiden unteren wie die bei-den oberen BFR und BF'R'; wenn c<a, 5 Zweige: BFR, BF'R', KpQ, LpQ' und KDL.

	
14.    Die Abscisse kann eine Curve in hochstens so vielen Punkten schneiden, als die hochste Potenz von x in der Glei-chung Einheiten enthalt, weil fiir ein be-stimmtes y, hier = 0, xn hochstens n Wur-zein haben kann. Sie kann aber die Curve in wenigeren Punkten schneiden, weil einige unmogliche Wurzeln von x" bei y = 0 existiren konnten, oder auch in keinem Punkt, wenn n gerade ist und alle Wurzeln unmoglich sind. ist n un-gerade, so schneidet die Abscisse die C. in wenigstens einem Punkt.



Eine Ordinate kann die C. hochstens in so vielen Punkten schneiden, als die hochste Potenz von y, die in der G1. vor-kommt, Einheiten enthalt, aber auch in weniger Punkten und in gar keinem Punkt aus denselben obigen Grunden.

Beisp. 1. Gleichung 1 No. 2:

y sin (a — 3) — x sin c + a sin « = 0 gibt fur y = 0 einen reellen Werth fur x, namlich x = a. Daher schneidet die Ab-scisse die gerade Linie, aber nur in einem Punkt. y entwickelt gibt

(x — a) sin a

3 sin (« — 8)

also fur jedes x, auch fur x = 0, einen reellen Werth fur y entweder positiv oder negativ, und also schneidet jede Ordinate die gerade Linie in einem Punkt.

Beisp. 2. Gleichung 2, No. 1 ist fur y = 0

x2— 2x (a— b cos c) + a2—2ab cos a-^-b2— 12=0 woraus

x = + a — b cos a ± ]/r2 — b2 sin 2a

Beide Werthe von x sind unmoglich, weil           r < b sin a

daher schneidet x den Kreis nicht. Liegt dagegen die Abscissenlinie durch den Kreis, so ist         r > b sin «

es entstehen 2 reelle Werthe und AX schneidet den Kreis in 2 Punkten. Un-ter welchen Bedingungen y (bei unmoglichen Wurzeln) den Kreis nicht schneidet, und (bei moglichen Wurzeln) nur einmal und hochstens 2mal schneidet, ist No. 7 und 8 mit Bezug auf Gl. 4, 5, 6 No. 7 nachgewiesen worden.

Beisp. 3. Gl. 1, No. 12:

xy2 — x3— ay2 = 0

gibt fur y = 0 nur den einen Werth a =0, mithin wird die Gissoide von der Abscissenlinie nur in einem Punkte und zwar in dem Anfangspunkt A der Abscissen geschnitten. Dafs und wie weit y die Curve in 2 entgegengesetzten Punkten schneidet, zeigt No. 12 selbst.

	
15.    Aus dem bisherigen Vortrag ist zu entnehmen, dafs Gleichungen vollstandig und unvollstandig sein konnen, um eine Linie von der Ordnung des Grades der Gleichung zu geben; es gehort aber dazu noch die wesentliche Bedingung, dafs die aufNullreducirte Gleichung nicht in rationale Factoren sich auflo-sen lasse.



Die Gleichung

y2 + (a + c) xy + acx2 + (b + d) y + ^ad + be) x + bd = 0           (1)

gibt keine Linie der zweiten Ordnung, weil sie, wie schon aus den Coefficienten ersichtlich ist, aus zweien rationalen Factoren besteht, namlich aus

(y + ax -J- b) (y + cx + d)-0

Es ist also y + ax + b = 0 and       y + cx + d = 0

Jede von beiden Gl. gibt eine gerade Linie, und somit gibt die obige quadra-tische Gl. 2 sich durchschneidende grade Linien; deren Durchschnittspunkt liegt unter der Abscisse x, die man erhalt, wenn man setzt

ax + b = cx + d

a — c

Man untersucht die Gleichung auf rationale Factoren, wenn man nach einan-der y und a = 0 setzt und die beiden da-durch erhaltenen Gleichungen untersucht.

Fiir y — G entsteht aus Gl. 1

acx2 + (^ad + bc)x + bd = 0

Diese geordnet gibt ,(d  by   d  b A x? —--1--1 x 4--X — = 0

\ c    a /      c    a

woraus man die Wurzeln — —• und-- c        a erkennt.

Fiir c = 0 entsteht aus GL 1.

y2 + (b +^y + bd = 0 woraus die Wurzeln - b und - d hervor-gehen.

Beispiel. Die Gleichung

y2 — xy - 6y2 + 2y + 9x — 3 = 0 (4) ergibt fiir x = 0

y2 + 2y - 3 = 0 woraus y = + 1 und — 3

Diese Fig. 524 in A, dem Anfangspunkt der Abscissen aufgetragen ergeben die Curvenpunkte B und C.

Fur y = 0 entsteht

— bx2 + 9a — 3 = 0 woraus x = + 1 und + 2.

Fig. 524.
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Diese Langen in XX' von A ah nach

AD und AE aufgetragen, ergeben die Curvenpunkte D und E.

Fur x — 1 entsteht aus G1. 4:

y2 + y = 0

woraus y = 0 und = — 1

Der Punkt D fur y = 0 ist schon be-zeichnet; fur y = 1 entsteht der Curven-punkt F.

Fiir x = 2 entsteht aus GL 4

y2 - 9 = 0 also y = + 3 und — 3

Nimmt man AG = 2, so erhalt man die Punkte H und J, und wenn man die Punkte B, E, F, J und C, D, H zusam-menzieht, die in K sich schneidenden ge-raden Linien BJ und CH, die fiir weitere Abscissen ± x verlangert werden.

Um den Durchschnittspunkt K aus Gl. 2 und 3 zu bestimmen, hat man erst die Werthe von a, b, c, d aufzufinden.

Vergleicht man Gl. 1 mit Gl. 4 so ist

a+c = + 1         b + d = +2

nc = — 6          bd = — 3

Hieraus erhalt man (s algebr. Gleichung pag. 61, 0.)

a = + 2; b = - 1; c = - 3; d = + 3 also fur K:

ad — bc
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Aufser dieser practisch geometrischen Darstellung kann man auch die Gleichung auf gerade Linien prufen, wenn man in die Gl. erst x = 1 und dann x = n setzt. Liefert die Gl. statt einer krummen Linie 2 gerade Linien, so muls fur x = n auch das nfache y entstehen, wenn namlich im Anfangspunkt der Abscissen die Curve anfangt, wenn also y = 0 fiir x = 0 x = 1 in Gleichung 1 gesetzt gibt y2 + (a + b + c + d) y + {a + b') (c+d) = 0 hieraus

_ a + b + c + d . I /(a + b + c + d\2 , , , , , , y =--2--y \-----2--/ - (a+ b^c + d)

Die Wurzelgrofse findet man ± (d +5, (+d)

mithin y entweder          — (a + b) oder - (c + d)                           (5)

x = n in Gl. 1 gesetzt gibt

y2 + [n (a + c) + (b + d)] y + acn2 + (ad + bc) n + bd = 0

woraus

n(a + c) + (b + d) . /7n(a + c) + (6 + d)\2      2     .   7 .     . .

y —--------- * y------2——---) — acn^ — (ad T be) n — bd

Die Wurzelgrofse findet man

± nd ~ ©),+ (6 ~ d)

mithin

y entweder = - (na + b) oder - (nc + d} (6)

Es ist oben gefunden worden, dafs fur x = 0 die Wurzeln der Gleichung fiir J = sind — b und — d. Die Curve be-ginnt also erst dann in dem Anfangspunkt der Abscissen, wenn man die XX’ nach der Minusseite um die Entfernung b oder d verlegt, und die Ordinaten fur x = 1 sind nicht wie ad 5:

(a + 6) und - (c + d) sondern

— (a F b — a) = ~ a und - (c + d — d) = - c und die Ordinaten fiir x = n sollen sein— na und— no. Von der ursprunglichen Abscis-senlinie XX’sind dann diese Ordinaten

— (na + b) und — (nc + d) wie sie ad 6 entwickelt worden sind.

Eine Gleichung vom 3ten Grade, die in 3 rationale Factoren

(y + ax + b) (y + cx + d') (y + ex + f) = 0 sich auflosen lafst, gibt ein System von 3 geraden Linien.

Sind die Factoren

(y + ax + b) (y2 + x2 — da) = 0

so ist der erste Factor die Gleichung fiir eine gerade Linie, der zweite Factor die Gleichung fiir einen Kreis vom Durch-messer d und die aus beiden Factoren hervorgehende Gleichung vom 3ten Grade gibt statt einer Curve die gerade Linie und den Kreis. Eben so kann eine Gleichung vom 4ten Grade 4 gerade Linien, 2 Linien der 2ten Ordnung, eine grade Linie und eine der dritten Ordnung liefern.

	
16.    Die Anzahl der geometrischen Be-stimmungsstucke jeder besonderen C. zu wissen ist eben so wichtig wie bei den geradlinigen Figuren und man findet die-selbe aus folgender Betrachtung.



Wenn man die Bestimmungsgleichung einer C. mit einer bestiramten Zahl mul-tiplicirt oder dividirt, so bleibt die Gleichung und also auch die durch sie bestimmte C. dieselbe; z. B. die Gl. fur die gerade Linie

ay + bx + c = 0

liefert dieselbe Linie in Beziehung auf ihre Lage zu einer gegebenen anderen wie die G1.

b       c

y--x H--= 0 a     a

Schreibt man diese G1. allgemein :

y + Ax + B = 0

so ersieht man, dafs die gerade Linie be-kannt ist, sobaid die Zahlen A und B bekannt sind. Denn

fur        x = 0 ist y = — B

B

und fur y = 0 ist x =--—

Fig. 525.
[image: ]


Soil man also die gerade Linie der vor-stehenden G1. gegen eine andere gegebene

grade Linie XX’ Fig. 525 bestimmen, und ist zugleich der Punkt C in XX' gegeben, in welcher beide Linien sich schneiden sollen, so hat man von C aus die Lange CD = B und die Ordinate DE — — B auf-A

zutragen und erhalt die gesuchte Linie EF durch C.

Es sind also zu Bestimmung einer ge-raden Linie EF 2 Punkte (C und E') er-forderlich, also so viele Punkte als Coef-ficienten zu bestimmen sind, wenn der von y = 1 gesetzt wird, oder so viele Punkte als die vollstandige Gleichung Glieder hat weniger einem.

Die Gleichung fur den Kreis ist, der Coefficient von y = 1 gesetzt:

y2 + ayx + bx2 + cy + dx + e = 0 (1)

Gesetzt nun, es ware ein Punkt des Kreises gegen eine gerade Linie XX' der Art gegeben, dals in einem Abstande a vom Punkt C die rechtwinklige Ordinate = A ist, so hat man fur x = a, y = A.

Diese Werthe in die allgemeine Gleichung gesetzt, erhalt man

A2 +aAxa+axb+A • c + « • d + e = 0 (2)

Subtrahirt man GL 1 von Gl. 2, so fallt e fort und man erhalt eine Gleichung von nur 4 unbekannten Coefficienten a, b, c, d namlich

( 2 — y2} + («A — yx') a + (a2 — a2) b + (A — y) c + (« — a) d = 0


(3)



Kennt man nun einen 2ten Punkt des C die Ordinate = B ist und setzt diese Kreises, so dafs fur den Abstand 8 von Werthe in G1. 3, so erhalt man die G1.:

(A? - B2^ + (aA - ^B) a + («2 - 82) b + (A - B) c + (« - B) d = 0       (4)

multiplicirt man Gl. 3 mit (« — B), GL 4 mit (« — x) und subtrahirt, so fallt a fort und man erhalt eine Gl. von nur 3 unbekannten Coefficienten a, b, c u. s. w.

Um also alle 5 unbekannten Coefficienten der urspriinglichen Gl. finden und den Kreis construiren zu konnen, mussen 5 Punkte desselben gegeben sein. Hieraus ist die Regel ersichtlich, dafs zu einer C. so viele geometrische Bestimmungsstiicke gehoren, als die fur sie erforderliche vollstandige Gleichung Glieder hat weniger einem. Nach No. 4 ist diese Anzahl der Glieder fiir eine Gleichung vom nten Grade

= %(n+1) (n+2) daher die Anzahl der Bestimmungsstiicke fiir eine Linie der nten Ordnung oder eine L. der (n — l)ten Classe

= 4 (n + 1) (n + 2) — 1 = }n (n + 3). .

Erleichterungen fur die Construction der C. erhalt man, wenn man die Ab-scissenlinie durch 2 der gegebenen Punkte legt, wodurch die beiden zugehorigen Or-dinaten = Null werden.

	
II.    Linien der ersten Ordnung.


	
1.    Diese bestehen nach I. No. 2 nur in der einzigen geraden Linie. Die Co-ordinatengleichung fiir dieselbe ist No. 2 mit Fig. 520 entwickelt. Es ist noch zu bemerken, dafs mit a und 8 auch die Winkel auf der Plusseite wie Fig. 526 u. 527 bezeichnet werden und dann hat man


sin a sin (B — «)




y = (x + e)




(1)







Fur e = 0, d. h. wenn der Anfangspunkt der Abscissen in dem Durchschnittspunkt C beider Linien liegt

sin a

3   “ sin (p — a)


Fig. 526 u. 527.
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Wenn B = 90° genommen wird, so ist Fur Gl. 1.

Sind die Coordinaten rechtwinklig, so ist das bekannte Glied a in Gl. 5 die Normale AD im Anfangspunkt A der Abscissen bis zur verlangten geraden Linie = e tg « , und der Coefficient b des zwei-ten Gliedes ist

so dafs bx = x • tg c = FG ist.

Fig. 528.
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ist a = 0 so ist y = a 2 und die gerade Linie lauft mit der Abscissenlinie in dem Abstande a parallel. Ist a = 0, so fangt die Linie in dem Anfangspunkt A der Abscissen an und schneidet dieselbe dort unter dem / «.

	
	
3.    Die Polargleichung fur die gerade Linie bestimmt sich wie folgt.





Es sei CX die Polaraxe, C deren Durchschnittspunkt mit der verlangten geraden Linie, a der Winkel zwischen beiden, der Abstand des Pols P vom Durchschnittspunkt C = e, Z x eine Polarabscisse , y

Fig. 529.
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die zugehorige Polarordinate, so ist e :y — sin (x — c) : sin a

sin a woraus y = e ——------

sin (x — C)

Beispiele.

	
1.    Beisp. y = x



Im Vergleich mit GL 5 No. 2 ist hier a = 0, mithin beginnt die gerade Linie in dem festgesetzten Anfangspunkt der gegebenen Abscissenlinie;

ferner ist b - tg a — 1, mithin a = 45°

Ist also (Fig. 528) CE die gegebene Abscissenlinie mit dem Anfangspunkt C, so zeichne CF unter a = 45°, und CF ist die verlangte Linie.

	
2.    Beisp. y = — cos a + x sin a 13



Es sei A in XX der Anfangspunkt der Abscissen; zeichne nach der Minusseite hin

4 BA X = «, nimm AD = 1, falle das Loth DC so ist AC = — cos n, folglich C der Durchschnitts-punkt der verlangten Linie mit XX.

Nimm ein beliebiges x = AE, verlangere BA, falle das Loth EG, so ist EG = x sin a

errichte das Loth EF, zeichne EH = EG, schneide EX' aus H mit HJ = 2 EH, mache EK-EJ so ist CK die verlangte Linie.

Denn es ist
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EK1 = HJ1 - HE1 = {2HE}1 - HE1 = 3 HE1 = 3x2 sin1a

folglich EK = x sin a V3.

	
3.    Beisp. „ = _— cos x



ist (Fig. 531) CX die Polaraxe, C der gegebene Durchschnittspunkt zwischen dieser und der verlangten Linie, so ist die verlangte gerade Linie die Normale auf CX in C. Denn es ist
[image: ]

der der ganzen Klasse zugehorigen allge-meinen Gleichung

ay1 + bxy + ex1 + dx + ex + f = 0 (1) die verschiedenen Arten der hierher ge-horigen Curven und deren besondere Eigenschaften ermittelt werden.

	
	
1.    Da y und x in der 2ten Potenz vorkommen, so hat sowohl y wie x zwei Wurzeln; d. h. es existiren fur jede Ab-scisse x zwei Ordinaten und fur jede Ordinate y zwei Abscissen x. Nur bei Un-vollstandigkeit der G1. ist dies nicht: Wenn a — Q, so existirt fur jedes x nur ein y und wenn c =0, so existirt fur jedes y nur ein x.





existiren fur jedes y zwei gleich grofse aber entgegengesetzt liegende Abscissen ==1/_a2+dy+f

	
d. h. jede beliebige Ordinate ist ein Durch messer der C., wenn man die-selbe als Abscissenlinie und die der Abscissenlinie parallele x als Ordinaten be-trachtet.



	
3    Setzt man x = 0 in die Formel fur y, so erhalt man



y = ± V- / ‘ C

Wenn also f und a gleiche Vorzeichen haben, also da a immer positiv ist, wenn f positiv ist, so existirt fur x = 0 keine Ordinate, aber fur ein negatives f existi-

ren 2 gleich grofse entgegengesetzte Ordin ate n.

Setzt man in die Formel fur x, y = 0, so erhalt man

==*V—6

Fur y = 0 existirt also keine Abscisse wenn f und c einerlei Vorzeichen haben, fur verschiedene Vorzeichen aber existi-ren 2 gleich grofse und entgegengesetzte Abscissen.

	
4.    1st f=0 also die Gleichung:



ay2 + bxy + ca2 + dy + ex = 0   (4) so ist fur x = 0 auch ein Werth von y = 0, und der Anfangspunkt der Coordinaten liegt in einem Punkt der Curve.

	
5.    In Gl. 4: y = 0 gesetzt gibt ex2 + ex = 0



e

Mithin entweder x = 0 oder x =--

c

und--- ist die Entfernung zwischen beiden Durchschnittspunkten der Abscis-senlinie und der Curve.

In Gl. 4: a =0 gesetzt gibt ay2+dy = O

woraus entweder y = 0 oder y = — — a

	
6.    Setzt man in Gl. 1 y = 0, so erhalt man



ex2 + ex + f = 0

— e ± 1/e2 — 4cf woraus x =-------- 2c

ist e2 > 4cf so entstehen 2 ungleiche Abscissen


— e + V e2— 4c f




2c




und a;1




— e — j/e2— 4cf




2c



1st e2 < 4cf so entstehen nur 2 Abscissen wenn cf subtractiv ist.

Fur e2 = 4cf entsteht nur e i n e Abscisse
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• 2a



Fur d2>4af entstehen 2 ungleiche Ordin aten

	
	
-d + ]/d^4^      -d- /d2—4af





y------‘--— und y1 =-----‘--‘

2«          *         2a

ist d2 < 4af dann existiren nur Ordi-naten wenn af subtractiv ist, wenn also da a immer positiv ist, /' negativ ist.

ist d2 — 4df so existirt nur eineOrdi-d

n ate y =---

	
J 2 a


	
8.    Setzt man nun noch d = 0 so hat man die GL:





ay2 + byx + cx2 = 0        (6)

	
	
	
- b ± 162 — 4ac







woraus y = -------‘--x (7)

2 a

Fur diesen Fall ist mit x = 0 auch y = 0 und gegenseitig.

	
	
9.    Die bisherigen Betrachtungen haben nur die Bedeutung und den Einflufs der einzelnen Coefficienten fur sammtliche in diese Klasse gehorenden Curven anzeigen sollen; es ist nur noch zu bemerken, dafs da x und y Linien sind, alle Glieder der allgemeinen Gleichung von einerlei also von 2 Dimensionen sein miissen; demnach sind a, b, c abstracte Zahlen; d, e Linien und f ist eine Flache.





Der Character der Curven ist aber nur aufzufassen, wenn man den Zusammen-hang der Abscissen von beliebiger Lange mit deren zugehorigen Ordinaten betrach-tet, und hierzu eignet sich ganz beson-ders Formel 7. Dagegen geht diese letzte aus einer unvollkommenen Gleichung 6 hervor.

Fur e = 0 und auch fur f = 0 oder bei 10. Aus der allgemeinen Gl. 1 erhalt der Gl.                                 man

— (bx + d') ± V(b2 -- 4ac) x2 + 2 (bd — 2ae~) x + d2 — 4af


(8)



	
2 a



Diese Gleichung gilt nun fur jedes x, so grofs man es nehmen mag, und uni den Einflufs der Glieder bei beliebig gro-

fsem x besser zu iibersehen dividirt man mit x und erhalt


(+4)+ /(- 4c) + 20d- 29e) + «2—4af

\ X / f                    X            a"



Je grofser x genommen wird, desto kleiner werden die veranderlichen Glie-der zur Rechten , weil diese sammtlich x im Neuner haben, wahrend die Zahler constant sind und fur x =fallen die-selben als 0 fort. Es ist demnach fur X = OO

%=z[-6±163-4a] (10) d. i. Formel 7 fur den Fall, dafs d, e, f = 0 sind.

Da die Seite rechts eine endliche Grofse ist, so ist — = — nicht = 0, welches da-x <x> her kommt, dafs y mit a = , ebenfalls unendlich ist und dafs zugleich zwischen a = c und y = c ein endliches Verhalt-nifs statt findet.

Sammtliche Curven der ersten Klasse zerfallen also in 3 Hauptgattungen,

	
	
1.    die, fur welche die Wurzelgrofse 62 — 4ac positiv ist,





»%-41a-4n

	
	
2.    Fur 6 = 4ac





y—y_ 1 i/26d-4ae d2 - 4af a (12)

In dem ersten Fall, wo die beiden letzten Glieder der Wurzelgrofse fur x = c verschwinden, ist

y — y1: x = j/62 — 4ac : a

In dem zweiten Fall ist

,      -i/(2bd — 4ae d2 — 4ctf\

9-9te=/Qa--+—an)id

	
	
2.    die fur welche sie negativ ist und


	
3.    die fur welche sie Null ist.





Hat b einen wirklichen Werth, ist also b nicht = 0, so ist es fur den ersten Fall gleichgiltig, ob c additiv oder subtractiv ist; in den beiden letzten Fallen mufs c additiv sein. ist fur die Gleichung 2, No. 2, wo die Abscissenlinie ein Durch-messer ist, 6 = 0, so ist fur den ersten Fall c subtractiv, fiir den zweiten Fall c additiv und fur den dritten Fall c = 0.

	
11.    Die C. des zweiten Failes: b2<4ac unterscheiden sich dadurch, dafs fur x = c , y unmoglich wird, auffallend von den C. der beiden anderen Falle; es kommt nun darauf an, den Unterschied der Curven des ersten und dritten Failes zu bestimmen.



Geht man auf G1. 9 zuriick, so hat man, wenn zugleich die beiden ungleichen Or-dinaten mit y und y’ bezeichnet werden:

1. Fiir 6 >4ac

2bd — 4ae .d2 — 4af

In dem ersten Fall, fur b>4ac, steht also die Differenz beider unendlichen Or-dinaten mit der unendlichen Abscisse in einem endlichen Verhaltnifs

1b2— 4ac:a

In dem zweiten Fall, fiir b =4ac steht die Differenz beider unendlichen Ordina-ten mit der unendlichen Abscisse in einem unendlichen Verhaltnifs. Denn es ist

1/(2bd — 4ae , d2 — 4af\ —----------—-—-

y (--------1--42—) : a = V(2bd — 4ae)a + (^d2 — 4af) : ax

Gegen das unendliche erste Glied der Wurzelgrofse verschwindet das endliche

zweite Glied, und es ist das Verhaltnifs

y — yl : x = V(2 bd — 4ae) x : ax — \^2bd — 4ae}: a Vx = 1 :   — - ]/x = 1 : c

V2bd — 4ae

	
12.    Es kommt nun darauf an, die 3 Gattungen der Curven erster Klasse na-her kennen zu lernen, und dies geschieht am geeignetsten, wenn man die allge-meine Gleichung fur dieselben dergestalt einschrankt, dafs fur jede beliebige Abscisse x eine mogliche Ordinate existirt. Demnach ist nach No. 4 in Gl. 1 zunachst f=0 zu setzen, und man hat die Gl.:



ay2 + byx + ex2 + dy + ex = 0  (13)

Sammtliche 3 Gattungen der Curve haben nach No. 2 die gemeinschaftliche Eigenschaft , fur b = 0 und d = 0 in der Abscissenlinie einen Durchmesser zu be-sitzen und man hat daher die eingeschriink-tere Gleichung

ay2 + ex2 + ex = 0        (14) so dafs fur jedes x (mit Ausnahme von e x — 0 und von a = — -—, s. No. 5) zwei gleiche aber entgegengesetzte Ordinaten entstehen, und zwar ist

	
	
1 / ex2 — ex y=--—— • a





Fur c = 0 wird nun y= * ——x • d und da a immer positiv ist, so existiren fur die Gleichung 14 bei c = 0 fur ein positives e nur Ordinaten fur negative Abscissen. Damit diese Einschrankung nicht statt finde, soli das Glied ex in GL 14 subtractiv gesetzt werden und man hat die GL

	
I.    Fur b2>4ac y2 = Ax + Bx2



	
13.    Die beiden Curven I und III haben fur eine unendliche Abscisse 2 unendliche Ordinaten, die C. II. hat fur eine unendliche Abscisse unmogliche Ordinaten, und da eine C. nie aufhort, so mufs die 0. II. Riickkehrungen machen (s. I. No. 10.)



A

Nun ist fur y = 0, x entweder = 0 oder = —; es existirt also nur fur 2 bestimmte Werthe von x ein einziger Werth und zwar = 0 fur y; ferner hat fur alle ubri-gen Werthe von x, jedes y zwei und nicht mehr als zwei Werthe, mithin kann die C. nur eine Umkehrung machen und die C. II. mufs eine geschlossene C. sein,

A

von welcher zugleich — der Durchmes-ser ist.

Um diese geschlossene C. naher zu un-tersuchen, setzt man

A

X'~ B x

so dafs die Abscisse x, am zweiten Null-punkt von y anfangt und der ersten Abscisse x entgegengeht. Dann erhalt man
[image: ]


woraus



,2 = Axt — Bx^2

Es ist mithin die geschlossene C. von beiden Endpunkten ab symmetrisch und y in der Mitte ein Maximum, namlich fur

1 2B oder fur die Gleichung y? = A • A “ B '


woraus



A

2VB

Es ist demnach die C. II. eine Ellipse, A A B und VB sind bei rechtwinkligen Co-ordinaten deren Axen.  Ist B > 1


(19 bis



	
14.    Setzt man in die Formein I bis IV 22) (— x) fur x, so entsteht


	
I.    912= -AxfJ-^XjJ woraus yi = ± V— Ax, + Bx,2


	
II.    y,2 = — Ax, — Bx2 woraus y, = ± V— Ax, — Bx,2 III. x,2 = -Ax woraus y, = ± V — Ax,


	
IV.    y 12 = — Ax 1 — x ।2 woraus y, = ± VAx, — x,2





Gleichung I. ist also die einzige der 4 Gleichungen, in welcher y einen reellen Werth erhalt.

A

Fur x = —B, also fur den negativen Werth der Ellipsenaxe wird y = 0 und die Abscissenlinie schneidet die C. Sonst hat die Abscissenlinie mit der C. keinen Durchschnittspunkt weiter.

Setzt man in den beiden Gleichungen I, y 1 = y, so erhalt man

Ax + Bx2 = — Ax, + Bx,2 oder (x 12 — 22) B — (x , + «) A = 0 oder (x, — a?) B — A = 0

A woraus x 1 — x T B

so dafs nach der entgegengesetzten Richtung der x von der constanten Lange 4 ab dieselbe C. wie fur die positiven B

x, aber nach entgegengesetzter Richtung der positiv gelegenen C. beginnt, eine

Eigenschaft, welche der einzigen Hyper-bel angehort. Da ferner eine C. von der Gl. III. nur eine Parabel sein kann, die Gleichung II. aber entweder eine Ellipse oder einen Kreis liefert, so bestehen die Curven erster Klasse nur in den 4 Kegelschnittslinien.

	
15.    Die Kegelschnittslinien sind in dem Art. Brennpunkte der Kegel-schnitte pag. 420 mit Hulfe von Fig. 257 durch ihre Gleichungen entwickelt, wenn die Coordinaten rechtwinklig sind, die Abscissenlinie die Axe ist und der Anfangspunkt der Abscissen im Scheitel-punkt liegt.



Fig. 532 zeigt Fig. 257 in den hier nothwendigen Umrissen: ABD ist der Axendurchschnitt eines Kegels, y (statt «) dessen Winkel an der Spitze, F der Schei-telpunkt sammtlicher Kegelschnitte, so gelegen, dafs wenn AE — AF genommen wird die Lange EF = k ist.

Fig. 532.
[image: ]


n (statt B) bezeichnet allgemein den Winkel, den die Axe FJ jedes Kegel-schnitts mit der Kegelseite AD bildet, in welcher der Scheitelpunkt F liegt. Setzt man nun in den Formein sub. A, B, C Bd. I. pag. 420 u. f. fir «=y und fur 3 = n, so erhalt man

	
(A)    Fiir die Parabel y2 = 2k sin % •«



Fiir die Parabel ist ri = y, fir die Ellipse n > y, fiir die Hyperbel n < y. Fiir den Kreis fallt FJ in FE, es ist »=90°+7

und wenn man diesen Werth in die Glei-chung 24 fur die Ellipse setzt, so erhalt man die Gleichung fiir den Kreis y- = kx — a2           (26)

Es ist demnach in den Gleichungen 19, 20 und 21 A - k • sin”              (27)

COS % 2

B^t^h^sin)1 (28)

2 y cos 2

	
	
	
16.    Sollen nun die Gleichungen 19 bis 22 in ganz allgemeine wie I. Gl. 1 ver-wandelt werden, so hat man Art. Coor-dinatengleichung mit Fig. 516 die Gleichungen







	
I.    y sin a + (b + u) sin^ = % sin (3 + 3)


	
II.    x—y cos a—z cos (3+ J) = a — (6 + w) cos 3



Es sollen also hiermit die mit x, y und « = 90° gegebenen Gl. 19 bis 22 auf an-dere fur w, z, 0 gewahlte Gleichungen reducirt werden.

Setzt man a = 90° und andert die Con-stanten a und b in p und g um sie mit den Coefficienten a und b nicht zu ver-wechseln, so hat man

	
I.    y + {g + w) sin 3 = % sin (8 + 0)


	
II.    x — z cos (3 + 0) = p — (g + u) cos 3 Nun hat man



	
I.    Fiir die Parabel y2 = Ax



Setzt man in diese Gl. die Werthe von y und x aus Gleichung I. und IL, so erhalt man:

[% sin (8 + J) — (.g + w) sin 8]2 = Ap + Az cos (3 + 0) — A {g + u) cos 3

	
II.    Fur die Hyperbel. y2 = Ax + Bx2



wie vorher verfahren gibt

[ sin (B+ J)-(g+u) sin ^}2=A [p+z cos (B+3)-(g+u) cos A] + B [p+z cos (B+8)-(g+ u} cos 8]2 III. Fur die Ellipse.

y2 = Ax — Bx2

[z sin(pA <J)—(g+n)sin^]2=A[p+z cos^-j-d) — (g+u) cos^-B [p+z cos (A+J)-(gAu)cos 8]2

	
IV. Fur den Kreis y2 = Ax — x2



[s sin (8 + J)- (g+ u) sin B]2= A [p+z cos (8+0) — (g+u)cos[] — [p+z cos (8+3) — (g+u) cos 8)3

Diese 4 Gleichungen aufgelost und geordnet findet man:

	
	
I.    Die allgemeine Gleichung fur die Parabel:





sin2^ + J) 22 — 2 sin (8 + 0) sin B • z u + sin 28 u2 — [-2g sin (B + 0) sin B + A cos (8 + 0)]z + (2g sin 23 + A cos ^)u-\- g2 sin2^ ~ A(p — g cos p} — 0   (29)

	
	
II.    Die allgemeine Gleichung fur die Hyperbel.





[sin? (8 + 0) — B cos2 (8 + 0)]22 — 2 [sin (8 + 0) sin 8 + B cos (8 + 0) cos ^zu

+ (sin 28 — B cos?B)u2 — [2g sin (3+0) sin ^-[-Acos (B + 0) + 2 B cos (B+0) (p —geos B)]z

+ [2g sin 2^A cos ^-\-2Bcos B (p—g cos B)]u+g2 sin 2B—A [p~9 cos B)-B (p~9 cos^}2=O (30) III. Die allgemeine Gleichung fur die Ellipse.

[sin? (B + 0) + B cos 2 (8+ J)]z2 — 2 [sin (3 + 0) sin^ — Bcos (8 + 0) cos 8] zu

+ (sin2^ + B cos 2B)u2 — [2g sin (8 + 0) sinp + A cos (B + 0) — 2 B cos (B + 0) (p —geos B)]e + [(2g sin2^ A cos 3-2 B cos B (p—g cos p~)]u-\-g 2sin 2^—A(p—g cos 8)+B (p—gcos^)2=O (31)

	
IV. Die allgemeine Gleichung fur den Kreis.



z2 — 2 cos 8 • zu + u2 — [2 g cos 8 + (A — 2p) cos (8 + 0)]z + [2g + (A — 2p) cos B]u +92 sin 28 — A (p — g cos ^-[-(p — g cos 8)2 = 0     (32)

	
	
17.    Setzt man 3 =0, so erhalt man die Axen der Kegelschnitte zu Abscissenli-nien, die Ordinaten unter dem beliebigen / J und Fig. 516 verwandelt sich in Fig. 533. Man erhalt demnach die Gleichungen:


Fig. 533.
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I.    Fur die Parabel.







sin 28 • z2—A cos J • z+Au- A(p — g) = Q (33)

	
	
	
II.    Fur die Hyperbel.







(sin 28 — B cos 20) z2 - 2 B cos J • zu " Bu2 — [A + 2 B (p-g)] cos 6 - z+[A+2B(p ~gy]u - A (p - g) - B (p - g)2 = 0        (34)

	
	
	
III.    Fur die Ellipse.







(sin 28 + B cos 20)22 + 2 B cos J • zii + Bu2 — (A — 2B(p—gy] cos . %+[A-2B (p-g^u

-A(p-g) + B(p-g}2 = 0   (35)

	
	
	
IV.    F ur den Kreis.







a?- 2 cos 3 "su+u?- [2g+(A- 2p)] cos 6- z+ [29+A- 2p] u — A(p —g) -[- (p — g)2 =0 (36) 18. Setzt man in die Gleichungen 33 bis 36 fur z den Werth (z+h), so erhalt man die schiefwinkligen Coordinatengleichungen fur eine Abscissenlinie, die mit den Axen der Kegelschnitte in der Entfernung c sin 0 + lauft.

	
I.    F ur die Parabel.



sin 20 • 22 - (A cos 8 — 2h sin 20)5 + Au — A (p — g A h cos 0) + h2 sin 23 = 0 (37)

II. Fur die Hyperbel.

(sin 28 — B cos 20);2—2B cos J. zu —• Bu?+ [2 (sin 2 J — Bcos 2J)h — A cos J- 2B(p—g~)cos J]2 + [AA 2B (p — g)— 2B1i cos 0] u — A (p — g~) — B (p — g)2 + (sin26 — B cos 20)h2 — [A + 2B (p — 9)] h cos 3 = 0                                           (38)

	
III.    Fur die Ellipse. [sin 28 + B cos 20] z2 A2B cos i^-zuA Bu2 — [[A — 2B(p — g^cos d — 2 (sin2 3 + B cos 2 J) h] z + [A — 2B (p — 9) + 2Bh cos ^u — A (p — g) A B (p — g)2 — [A — 2B (p —g)] h cos 0 + (sin 20 + B cos 20) h2 = 0                                                      (39)


	
IV.    Fur den Kreis.



22 — 2 cos 8 • zu + w2 - [(A — 2 [p — gj) cos 8 — 2h] z + [ A — 2(p — g) — 2h cos J] u - A (p -g} A (p ~ g)2 -[A-2 (p- 9)] h cos 8 + h2 = 0    (40)

II                                                          12

	
	
19.    Setzt man in Gleichung 29 bis 32 statt 0 den Werth (90°—8) so erhalt man Coordinatengleichungen fur eine beliebige Abscissenlinie und Ordinaten die normal den Axen der Kegelschnitte sind.





	
I.    Fir die Parabel.



z2 — 2 sin (3 •zu+sin 2B. u2—2g sin 3.z+(2g sin^p^Acos B) u+g2 sin2^—A(p—gcos^) =0 (41)

II. Fur die Hyperbel.

z2- 2sin 8. zu + (sin 2^—B cos 2B) u2 — 2g sin B-z+ [2g sin 2B+ A cos fiA2B cos B (p—g cos 3)] u + g2 sin 2^ — A{p — g cos B) — B (p — g cos 8)2 = 0    (42)

	
III.    Fur die Ellipse.



22 — 2 sin g. zu + (sin 28+ B cos2^) u2 — 2g sin^zA [2g sin 2^-\-A cos 8-2B cos B (p—g cos 3)] u + g2 sin 48 — A (p — g cos B) + B (p — g cos 8)2 = 0    (43)

	
IV.    Fur den Kreis.



	
22—    2sin^zu-[u2— 2gsin/3-z-[[2g-[(A—2p)cosp~\u-[-g2sin2^—A(p—gcos^)-[(p—gcos/9)2=O (44)


	
20.    Setzt man in die Gleichungen 37 bis 40 den Werth 90° fur J, so erhalt man die rechtwinkligen Coordinatengleichungen fur die Kegelschnitte, wenn die Abscissenlinie mit den Axen in der Entfernung h = lauft.


	
I.    Fur die Parabel.



	
21.    Setzt man in die Gleichungen 33 bis 36 den Werth 90° fur 3, oder in die Gleichungen 41 bis 44 fur 3 den Werth = 0, oder in die Gleichungen 45 bis 48 fur h — 0, so erhalt man die rechtwink-ligen Coordinatengleichungen fur die Ke-





	
II.    Fur die



gelschnitte, wenn deren Axen die Abscis-senlinien sind und bei dem Anfangspunkt A in der Entfernung p vom Scheitel.

	
	
I.    Fur die Parabel.





z2 + Au — A (p — g) =0     (49)

Hyperbel.

	
22.    Setzt man in diese letzten 4 Gleichungen fur u den Werth (p — g — w) so erhalt man (vergl. Gl. 19 bis 22):


	
I.    Fur die Parabel.



	
23.    Aus den Gleichungen 29 bis 56 ist nun die Bedeutung der Coefficienten in der allgemeinen Coordinatengleichung fur die Kegelschnitte



az2 + bzu + cu2 + dz + eu + f = 0 zu ermitteln.

	
I.    Der Coefficient a von z2 ist allein abhangig von dem Winkel zwischen den Ordinaten und der Axe des Kegelschnitts, indem (8 + 0) als Aufsenwinkel von 3 und 0 jenen Winkel jederzeit mifst (s. Gl. 29 bis 40). Ist dieser Winkel = 90° so ist a = 1 (s. Gl. 41 bis 52). Bei dem Kreise ist a jederzeit = 1, weil jeder



Durchmesser des Kreises zugleich Axe des Kreises ist, also jede beliebig gele-gene Ordinate auf irgend einer der Axen des Kreises normal steht. Dividirt man daher eine mit az2 gegebene Gleichung durch a, so verwandelt man sie in eine Gleichung fur dieselbe 0., in welcher die Ordinaten rechtwinklig auf der Axe ste-hen. Aus diesem Grunde sind die Glei-chungen 29 bis 40 nicht mehr in Be-tracht zu ziehen, sondern nur noch die 4 Gattungen No. 41 bis 44, 45 bis 48, 49 bis 52 und 53 bis 56; und es sollen von jetzt ab die Coefficienten 6 bis f fur a = 1 gelten.

	
II.    Der Coefficient b von zu ist fur alle 4 Kegelschnitte = dem doppelten negati-ven Sinus des zwischen der Abscissen-linie und der Axe des Kegelschnitts be-findlichen Winkels B (s. Gl. 41 bis 44).



Liegt die Abscissenlinie + der Axe oder ist sie die Axe selbst, ist also B = 0, so fehlt das Glied zu (s. Gl. 45 bis 56 und vergl. No. 2); nach No. I. fehlt es also jederzeit beim Kreise.

	
III.    Der Coefficient c von w2 ist in alien Kegelschnitten von dem gedachten A B abhangig, aber er ist in jedem Ke-gelschnitt verschieden:



	
A.    Bei der Parabel ist c allgemein = + sin23; ist die Abscissenlinie + der Axe oder die Axe selbst, so ist =0 und das Glied w2 fehlt.


	
B.    Bei der Hyperbel ist c = sin 23 — B cos 23


	
C.    Bei der Ellipse ist c = sin 2B + B cos 23



ist nun die Abscissenlinie + der Axe oder die Axe selbst, so ist bei der Hyperbel c = — B

bei der Ellipse c = + B

beim Kreise ist deshalb c immer = 1.

Die Bedeutung von B s. No. 15 u. 24.

	
IV.    Der Coefficient d von z ist = der doppelten Entfernung des Anfangspunkts A der Abscissen von der Axe; positiv, wenn die Abscissenlinie zwischen der Axe und der Curve liegt, wie Gl. 45 bis 48, wo die Ordinaten z um h kleiner sind; negativ wenn die Axe zwischen der C. und der Abscissenlinie liegt wie Gl. 37 bis 40. Setzt man in die GL 33 bis 36 den Werth (z — h) fur z so werden die Ordinaten z in den Gl. 37 bis 40 und 45 bis 48 um fi grofser, die Abscissenlinie ruckt also um eben so viel von der C. weiter ab und wie jetzt jedes Glied mit den Factoren hz additiv ist, so wird es dann subtractiv. Liegt die Abscissenlinie in der Axe, so fallt das Glied z fort, wie in Gl. 49 bis 56 (vergl. No. 2).


	
V.    Der Coefficient e von w hangt von 3 Elementen ab. Von dem A B zwischen der Axe und der Abscissenlinie, von der Entfernung des Anfangspunkts A der Abscissen oder dessen Projection auf die Axe von dem Scheitelpunkt des Kegelschnitts und von den Parametern A und B der Kegelschnitte.



Ist die Axe zugleich Abscissenlinie und der Scheitelpunkt Anfangspunkt der Abscissen so ist bei alien Kegelschnitten e = - A (s. Gl. 53 bis 56).

Ist die Axe Abscissenlinie oder diese = der Axe und die Entfernung zwischen A und dem Scheitel — p — g = s so ist bei der Parabel   e = + A

	
„  „  Hyperbel e = + A + 2Bs


	
„  „  Ellipse   e = + A — 2Bs beim Kreise   e = + A — 2s



Die Bedeutung von A und B s. No. 15 und 24.

In Gleichung 41 bis 44 ist p — g cos 3 = s und man hat also, wenn die Abscissenlinie mit der Axe den ZB bildet: bei der Parabel e=+2g sin2^ + Acos B= N „ „ Hyperbel e = N + 2B cos^ ■ s „ „ Ellipse e = N — 2B cos 3 • s beim Kreise e = N — 2 cos ^ • s

Anmerk. Fur den Kreis erhalt man die Formel, wenn man in den Factor von u in Gl. 44: fur 2g den Werth setzt

2g sin 23 + 2g cos 23.

	
V I. Der Coefficient f, das unbenannte Glied wird nach No. 4 = 0 wenn ein Punkt der C. zugleich Anfangspunkt der Abscissen ist (s. Gl. 53 bis 56). Liegt der Anfangspunkt der Abscissen in der Ent fernung (p — g^ — s vom Scheitel in der Axe (s. GL 49 bis 52) so ist bei der Parabel f= — As


	
,    , Hyperbel f— — As — Bs2


	
„    , Ellipse f = — As + Bs2 beim Kreise f—— As + s



Liegt die Abscissenlinie in der Entfernung h von der Axe, so ist bei der Parabel f— — As^h2

	
„    „ Hyperbel f=— As — Bs2 ± h2


	
„ „ Ellipse f = — As + Bs2 ± k2 beim Kreise f— — As + s2^- h2





Das obere Vorzeichen von h2 gilt, wenn die Abscissenlinie der C. naher, das un-tere wenn sie der C. entfernter liegt (s. Gl. 45 bis 48).

Schneidet die Abscissenlinie die Axe in Entfernung p vom Scheitel, und liegt der Anfangspunkt A der Abscissen von dem Durchschnittspunkt in der Entfer-nung g, der Winkel zwischen Abscissen-linie und Axe = 8,

so ist         g sin S=h,

die Entfernung des Punkts A von der Axe und (p—g cos B)=S, die Entfernung der Projection des Punkts A von dem Scheitelpunkt. Man hat so-dann (s. GL 41 bis 44) bei der Parabel  f = h 1 2 —

B=*sin(n-?) sin, 9 y COS 2

Der Winkel y Fig. 534 hat die Gren-zen 0 und 180°; bei 0° fallt der Kegel mit seiner Axe in eine gerade Linie zu-sammen, Z n wird ebenfalls = 0 und A und B werden =0; bei 180° geht der Kegel in eine Kreisebene uber; A und B werden c .

Der Winkel n hat seine Grenzen 0 und 180°. Fur beide Werthe fallen die Ke-gelschnitte mit den Seitentheilen FD und FA zu geraden Linien zusammen; A und B werden = 0.

Fur =90°+% fallt FJ in FE, der

Kegelschnitt wird ein Kreis.

Es ist
[image: ]


Fur n > y ist der Kegelschnitt eine Ellipse, also in alien Lagen, wenn FJ um F von FM + AB ab, links herum bis in die Richtung FA sich bewegt, mit

Ausnahme von n = 90° + — wo die Ellipse in einen Kreis iibergeht. In diesen Fallen gilt fur B das additive Vorzeichen.

A wird ein Maximum fur n = 90°, nam-lich A = —k.

Y

cos —

2

Hierbei wird


sin (90-9)sn90°=*




COS )




cos? X

2



Es wird also B positiv und der Kegelschnitt eine Ellipse fur y < 90°, und B negativ und der Kegelschnitt eine Hy-perbel fir y > 90°.

Fir y = 90° wird B = 0 und der Kegelschnitt eine Parabel.

Zwischen

» = (90° + 7) und n = (90°- %) wird A > k, fiir alle anderen Werthe von n wird A < k.

Fiir n < y, also in alien Lagen von FJ, von FM + AB ab, um F rechts bis in die Richtung FD gedreht, ist der Kegelschnitt eine Hyperbel und fur B gilt das subtractive Vorzeichen.

	
25.    Fig. 534 ist in den Umrissen mit Fig. 533 gleich. Beschreibt man aus F mit FE= k den Bogen EC zieht CL + EF so ist CL der Parameter A.



Denn fallt man das Loth CG auf AD, so ist CG = CF sin n = k sin n

Halbirt man nun Zy durch AH so ist AH normal mit EF und CL,


COS2 %

2

Fig. 534.
[image: ]





also /ALC=90°-% 2

und da      /_CGL = 90°

so ist       z GCL = %

Nun ist




Kegel mit beliebigem A y an der Spitze des Axenquerschnitts.

Denn aus Gl. 1. No. 24 hat man




CG = CL . cos / GCL = CL . cos %

2

folglich CL • cos —= k sin n

.          . r    sin n ,

und CL =----- k = A        (1)

y cos 2

Bei einerlei y wachst A von n = 0 bis

, = 90° wo A ein Maximum =-- y

COS — 2 wird. Je grofser y desto grolser wird A, bei y = 180° wird A=c.

Zieht man FM ± AB, so ist A JFM = n— y und fallt man die Normale CM auf FM, so ist CM = CF sin (n — y)= ksin^y — y)




Es ist zugleich Z.LCM= ^LCG = — 2




daher




CK • cos % = CM 2




daher CK cos ~ = k sin (n — y)




und




Nun




ist




CK _ sin (n — y) k y cos — 2




sin n sin(y-y)

y          y

COS —- cos — 2         2




, CK A

daher b = — • — k k




oder




D CK- CL

BAEF2—




A sin (n — y)

K

COS — 2

A - CK

k2




(2)




Verlangert man CF, nimmt CK-CL = A, zieht KP=£FM so ist

CF -. CK = CK-. CP




woraus

mithin




p _ CK • CK _ CL • CK CF F EF

CP _CP

F EF k




(3)




26. Sind die Parameter, A als Linie und B als abstracte Zahl gegeben, oder sind beide aus einer gegebenen Gleichung ermittelt, so existirt der aus beiden Pa-rametern hervorgehende Kegelschnitt in jedem beliebigen Kegel, d. h. in einem




und je nachdem B positiv oder negativ gegeben ist hat man in Gl 2: n > oder < y

Nun ist aber aus einem gegebenen y und einem gegebenen B der / n zu fin-den und diesen in die Formel fur A ein-gesetzt ergiebt bei gegebenem A den Werth von k.

Noch ist zu bemerken, dafs man sich durch die Vorzeichen nicht irre machen lasse: B ist immer als absoluter Werth zu nehmen; bei der Ellipse ist

B=+8n("sin7

COS2 %

2 bei der Hyperbel ist sin (y-r)')   .

B = — -----------• sin 7]

cos2 %

27. Beispiele.

	
I.    Die Gleichung y2 ± yxy + 16x2 +.... gibt eine Parabel, weil



b2 (= 82) = 4ae (4 • 1 • 16) = 64 ist

	
II.    Die Gleichung y2 ± 8xy — 16x3 + .... gibt eine Hyperbel, weil



62 (= 64) > 4ac (= - 64) ist.

	
III.    Die Gleichung y2 ± 8xy + 1823 +... gibt eine Ellipse, weil



b2 (= 64) < 4ac (= 72) ist.

	
IV.    Die Gleichung y2 ± 8xy + x2 + ... gibt einen Kreis, weil



b2 < 4ac und zugleich a = c ist.

Beispiel V. Gegeben ist eine Glei-chung, die mit a, dem Coefficient von 22 dividirt folgende ist

32 + 10zu + 3u2 + 25% + 7w + 20 = 0 (1)

Hier ist a = 1; c = 3; also 4ac = 12; b = 10, also b2 = 100; folglich b2 > 4ac und die der Gleichung entsprechende C. ist eine Hyperbel.

Es soil aber nach No. 23, II. der Coefficient von nu = — 2 sin 3 sein, also sub-tractiv und < 2; es scheint demnach, dafs die gegebene Gleichung eine Hyperbel, fiberhaupt einen Kegelschnitt nicht gibt. Um dies zu untersuchen, dividire die Gleichung durch eine Quadratzahl von der Beschaffenheit , dafs der Coefficient < 2 werde, am bequemsten also mit der Zahl 100. Dann erhalt man




10) +10 u+0,03 u2+2,5 10 + 0,07:"+0,2 = 0

Man erhalt aus der ersten Gleichung



10w + 25   , ,-------

z =--9— ± 2 V88 u2 + 472 u + 545                 (3)

Aus der zweiten

*10,88 u2+ 4,72 u + 5,45               (4)

Man ersieht, dal's man aus demselben u dasseibe z erhalt, welche der beiden Gleichungen man auch nehmen will und man kann daher fur die erste Gleichung schreiben

z2 + zu + 0,03 u2 + 2,5 z+0,07 u+0,2 =0 (5)

Da nun nach No. 23, II. der Coefficient b von zu (hier = 1) subtractiv sein soil, so mufs u negativ sein und man hat statt Gl. 1:

22—10zu + 3u2+25z-7u+20 = 0 (6) statt Gleichung 3

______

z=-----± 2 V88 u2—472u+545 (7)

und statt GL 5

z2 - zzj + 0,03 u3 + 2,5 z-0,07u+0,2 = 0 (8)

	
A.    Setzt man in GL 7 fur u entweder + 3,681301 oder + 1,682335 so erhalt man die Wurzelgrofse = 0 und fur u = 1,682335 wird z = — 4,0883 fur u = 3,681301 wird z' = + 5,9065



Wenn man also die Werthe von u in Gleichung 8 setzt, fur welche nun der Kegelschnitt gefunden wird, so hat man die Ordinaten der Scheitel

fur u — 1,682335; z = -0,40883

fur u =3,681301; z’ = +0,59065

Hieraus ist klar, dafs beide zusammen-gehorigen Hyperbeln mit den Coordinaten die Lage von Fig. 535 haben mussen (vergl. Fig. 516). Wenn namlich E der Anfangspunkt der Abscissen ist, so 'ist bei

u~ED=i 1,682335; % = AD = -0,40883 bei

u= ED’= + 3,681301; z = A‘D‘=+0, 59065


Fig. 535.
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Es stimmt auch diese Zeichnung mit der Eigenschaft der Gleichungen 1 bis 8, dafs kein Werth von u den Werth z= 0 gibt.

Die graphische Construction der obiger Gleichung (5 oder 8) entsprechenden Hy-perbel wird durch Verwandlung deren Coefficienten in die No. 23 angegebenen Werthe ermittelt.

	
B.    Der Coefficient b von zu, hier = 1 ist nach No. 23, II. = 2 sin 3, folglich ist sin =2 und 3 = 30°.



D. h. der zwischen der Abscissenlinie ED’ und der Axe LK begriffene

A ACD ist = 30°        (9) wobei noch zu bemerken, dafs das 2te Glied

in Gl. 5 ist: + sin 30° • z (+ u) in GL 8 ist: — sin 30° • z (— u)

	
C.    Nach No. 23, III. ist



c (hier = 0,03) = sin 23 — B cos 2a = A — 3 B woraus

B = + sinly—- sin , = + } • 0,88 = 0,2933 ....

COS3 %

2


(10)



	
D.    Nach No. 23, IV. ist



d (hier = 2,5) = 2g sin p = 2 • 2 g =g

Da nun d hier additiv ist, so miifste nach No. 23, IV. die Abscissenlinie zwischen Axe und Curve durchgehen, da aber in Gl. 1 bis 8 kein Werth von u den Werth z = 0 ergibt, so ist solche Lage nicht moglich und folglich mufs g negativ sein. Man hat demnach

CE — g = — 2,5        (11)

Dieser Werth von g stimmt auch mit der Zeichnung und den ad A berechne-ten Werthen von u und a fur die Scheitel A, A’. Denn

CD=CE-DE = 2,5 -1,682335 = 0,817665 hieraus

AD = CD sin 30° = } CD = 0,40883 ferner

CD'—ED'— CE-^fi8] 301 - 2,5 = 1,181301 hieraus

A’D' = CD' sin 30° = } CD’ = 0,59065

	
E.    Nach No. 23, V. ist


e (hier = 0,07) = 2g sin2^ + A cos 3 + 2B cos 3 • s 0,07 ist hier subtractiv fur (—u).





In dieser Gleichung 12 befinden sich 2 Unbekannte A und s; es mufs deshalb der folgende Coefficient f hinzugezogen werden. Nun ist

	
F.    Nach No. 23, VI.



f (hier = 0,2) = 92 sin 28 - As — Bs2 (13)

Setzt man nun in Gl. 12 die Werthe fur B und 9 und entwickelt A so erhalt man:

A = 1,3625466 - 2Bs (14) Diesen Werth von A in Gl. 13 gesetzt, gibt

0,2 = 1,5625 - (1,3625466 - 2Bs} s - Bs2 oder geordnet

s2 - 4,64504 s + 4,644886 = 0

woraus s = 2,32252 ± 0,86557

und s =+3,18809 und + 1,45695 (15)

Diese Langen sind die Entfernungen der Projection K des Anfangspunkts E der Abscissen von den Scheiteln A und A' also die Langen KA’ und KA. Die-selben stimmen auch genau mit den ad A ermittelten Langen von w fur die Or-dinaten der Scheitel A und A’; denn DE^cos 8 = DE V2 = 1,682335 Vi= 1,45695 und

D'Ecos/3 =3,681301 V2=3,18809.

	
G.    Nun ist nach No. 23, V. und Gleichung 42



s = p — g cos 3 aber +AK=--AC+CK und da g negativ, also + CK = — g cos 8 ist, so ist p ebenfalls negativ und

p = (- AC) = g cos 3 + $ = - 2,5 V3 + 1,45695 = - 0,70809         (16)

Eben so ist                    s' = p’ — g cos 3

aber               + A'K = + A'C + CK = + A’C — g cos 8

und        P‘=(+ A C) = g cos 3 + s' = - 2,5 V2+ 3,18809 = + 1,02303        (17)

Auch diese Langen von p und p' stim-men mit den ad A berechneten Ordina-ten AD und A'D' fur den Scheitel; denn man erhalt

- 0,70809 X lg 30° = - 0,40883 und + 1,02303 X tg 30° = + 0,59065

	
H.    Nun ist noch der Parameter A zu bestimmen, und dies geschieht durch For-mel 14 fur A.



Man erhalt bei s =1,45695

A = 0,50802

Bei s = 3,18809 wird A negativ, wel-ches unmoglich ist, und es existirt na-tiirlicher Weise nur ein Werth fur A.

Fur die Verzeichnung der Hyperbeln hat man nun aus G:

p = - 0,70809 p’ = + 1,02303

Nimmt man in der geraden Linie LK den willkiihrlichen Punkt C, tragt nach einer Seite die Lange CA — p, nach der anderen die Lange CA’ = p’ so erhalt man die beiden Scheitel der beiden durch Gleichung 1 gegebenen Hyperbeln und da

A = 0,507802

0 88

und B=-=0,2933....

so hat man fur die Hyperbeln die Gleichung

y2 = 0,507802 • x + 0,293....x2

	
	
J.    Zum Beweise, dafs die Hyperbel mit der Gleichung 1 iibereinstimmt setze man fur x eine bestimmte Lange z. B. AG = 10 so ist





y2 = 5,07802 + 29,333 .... = 34,41135 woraus y = 5,86612.

Die Projection K des Anfangspunkts E

auf der Axe LK liegt vom Scheitel A entfernt um die Lange AK=s= 1,45695

AG= 10,00000

mithin ist die Projection der zu AG gehorenden

Abscisse EM von K entfernt                          = 8,54305 und die Abscisse u = EM ist

Nun war die Richtung der Abscisse ED negativ, folglich ist u = EM positiv und die Formel 7 fur z mufs geschrieben werden

_10% 4 95      ,________________-__ 5 = 4---9—— + 2 V 88 m2 + 472 w + 545

Setzt man in diese den Werth von w = 9,864666 so erhalt man

z =-61,8233 = 58,6612 also z= 120,4855 und —3,1621 und die Zehntel davon genommen, fur Gl. 8:

z = - 12,0485 und -0,3162

Es ist nun das erste z die Ordinate MH = — 12,0485 das zweite z die Ordinate MJ = — 0,3162

subtrahirt gibt HJ = — 11,7323 und die Halfte = 5,8661 = y

	
	
K.    Zur Ueberzeugung, dafs beide Hyperbeln zusammen gehoren und einander 99 sind hat man aus No. G, 16 und 17 AA' = p + p'= 1,73112 hierzu             x = 10





gibt - x’ = AL = 11,73112

Man hat nun

y2 = - 11,73112 A + 11,731122 • B

= - 5,957 + 40,368 = + 34,411 wie bei der ersten Hyperbel.

Es ist dieses Beispiel deshalb so com-plicirt gewahlt und so sorgfaltig durch-genommen worden, damit die vorgetra-genen Gesetze uber die Natur der Cur-ven erster Klasse als allgemein gultig erkannt werden.

	
IV. Linien dritter und hoherer Ordnungen oderCurven zweiter und hoherer Klassen.



Diese Curven finden wenig Anwendung, sie sind ihrer verschiedenen zusammen-gehorigen Eigenschaften wegen ebenfalls in Gattungen zu bringen und haben For-men der mannichfachsten Art, und um so mannichfacher je hoher deren Ordnung ist. Die I, No. 12 betrachtete Cissoide ist eine Linie der dritten Ordnung, die Konchoide No. 13 ist eine Linie der vier-ten Ordnung.

Unter Familie von Curven versteht man die Summe der Curven, von denen jede einer anderen Ordnung angehort, deren Gleichungen aber alien der Form nach eine und dieselbe allgemeine Glei-chung zu Grunde liegt.

So z. B. driickt die Gleichung xn+1 = ax'1 eine Familie aus zu welch er die Gleichungen gehoren

y2 = ax y3 = ax2 y‘= ax3 u. s. w.

Die bekannteren Curven und deren Kenntnifs verlangt wird, als der Kreis, die Parabel, die Hyperbel, die Ellipse, die Konchoide, die Neoide, die Evolvente, die Cycloide, die Epicycloide, die Hypocycloide, die logarithmische Linie, die Spirallinien u. s. w. werden in diesem Worterbuche ihre Artikel haben.

Curvenlehre, auch hohere Geome-trie genannt, eine hohere Disciplin der Geometrie, ist die Lehre von denjenigen krummen Linien, (Curven) die nach irgend einem Gesetz gebildet sind, von deren Eigenschaften und von den Fla-chen und Korpern, die aus ihnen durch Construction hervorgehen konnen; wah-rend die niedere Geometrie nur gerade und Kreislinien und die aus ihnen her-vorgehenden Flachen und Korper zum Ge-genstande ihrer Untersuchung macht. Auch wie die niedere Geometrie hat diese hohere G. ihren synthetischen und ihren analytischen Theil. Die Ableitung des Verhaltnisses zwischen den Abscissen und Ordinaten der Kegelschnitte imArt.Brenn-punkte der K. kann als synthetisch an-gesehen werden, die Entwickelung der Formen der Curven im vorigen Art. ist nur analytisch. Die horere G. hat dem Obigen nach auch ihre Longimetrie, ihre Planimetrie und ihre Stereometrie.

Der erste Theil der C., die Kenntnifs der Curven selbst, eine eigentliche Cur-vagraphie ist in dem vor. Art. im All-gemeinen und aus dem Gesichtspunkt gegeben, dafs so viele Curven existiren als man Gleichungen aufzustellen beliebt. Diejenigen bekannteren Curven, deren speciell nicht Erwahnung geschehen, werden in dem Worterbuch ihre Artikel finden. Der zweite Theil der hier noch ab-zuhandelnden C. besteht in den Aufgaben, deren Losung erforderlich ist, um mit den Curven rechnungsweise verfahren zu konnen, also in einer eigentlichen alge-braischen C.

	
I.    Bestimmung der Tangenten an Curven.



Tangente oder beruhrende gerade Linie in irgend einem Punkt der Curve heifst diejenige gerade Linie, welche durch diesen Punkt hindurch geht und mit der Curve diesen einzigen Punkt nur gemein hat, so dafs keine zweite gerade Linie zwischen ihr und der Curve durch den-selben Punkt gezogen werden kann, ohne dafs diese die C. in 2 Punkten schnei-det (vergl. Bd. 1, Art. beruhrende gerade Linie mit Fig. 204).

Ist BT die Tangente an der Curve FG in B, so kann das Curven-Element in B zugleich als das Element einer Kreispe-ripherie angesehen werden, deren Halb-messer in der normal auf TB in B ge-zogenen geraden Linie BN liegt, und da jeder Halbmesser auf dem von ihm be-riihrten Kreiselement normal steht, so steht auch die im Beruhrungspunkt normal auf der Tangente befindliche Linie normal auf dem Curvenelement.

Sind T und N die Durchschnittspunkte der beiden genannten Linien mit der Ab-scissenlinie XX’, BD die rechtwinklige Ordinate fur den Punkt B, so heifst fur den Punkt B-.

Die Lange der beruhrenden Linie BT zwischen dem Beruhrungspunkt B und der Abscissenlinie die Tangente.

Die Lange der normal auf BT in B befindlichen Linie BN zwischen dem Be-riihrungspunkt B und der Abscissenlinie die Normale.

Die normale Projection TD der Tangente BT auf der Abscissenlinie die Sub-tangente und

Die normale Projection ND der Normale BN auf der Abscissenlinie die Sub-no rmale.

Fig. 536.
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Bd. 1, pag. 344 mit Fig. 216 ist bereits entwickelt, wenn die Form der Curve durch eine rechtwinklige Coordinatenglei-chung y = fx gegeben ist: Subtangente DT=J= (1) (^y\ Ix (Ox)

BD y Oy, ‘9"= Dr = subtg.= & =f* (2)

Nun ist Tangente

BT= /DT+DR=|-7,+y __(ox) =73, 1 1+(8%) =/zvi+««y @a) (0x)

Da ^DBN = ^DTB = a so ist DT-. BD — BD : DN woraus Sub norm ale

— BD2 , y             .

DN= ~Df~y 78y)=0*8=/x:f‘ (4)

Ferner ist

DT.BT=BD.BN woraus Normale

w*7Z„Vi+(8%)°

1

Also in Formel 1: a = 90°.

Nimmt man nun auf der Minusseite

CP — 1, so ist fur ein beliebiges

X — Z.DPC, PD = y und man hat auch

PD : PC = sin a -.sinPDC y : 1 = 1 : cos x

1 woraus        y =---

cos x

III. Linie n der zweiten Ordnun g oder Curven der ersten Klasse.

Von diesen Curven ist No. 1 die Coor-dinatengleichung des Kreises beispiels-weise entwickelt und theilweise unter-sucht worden. Es sollen nun hier aus


bn=^=^L----=y V + (8%"=/=yi+lrey (5)

Beispiele (pag. 344) 1. dieParabel: Gleichung y2 = px Es ist     SyAP 1st        8x 2y daher Subtg.  DT = — = 2x

9 2y Tang. BT^^L /4y?+p? P

Subnorm. DN = — 2 Norm. BN = } V4y? + 73

	
2.    Die Ellipse. c2 Gleichung: 32=72 * (2ax - x2) ox a“ y daher Subtg. DT - 2a=—— = 92 a — x C"



Tang. BT=4"„V(v)’ + (a-my

Subnorm. DN- (a — x) a1


Norm. BN =




Vy+[&(a-)]’



	
II.    Ist die Form der Curve durch eine Polargleichung gegeben, so sei Fig. 537, C der Pol, EA die Polaraxe, A @ die Polarabscisse fur den Punkt B, BC — z, der Polarabstand oder die Polarordinate von B: ferner sei BA die beruhrende ge-rade Linie an der Curve an B. Zieht man nun durch C die Linie TN normal auf CB, so heifst die Lange BT der Linie BA die Tangente, deren Projection CT auf TN die Subtangente, die in B auf BA bis in die Richtung TN errich-tete Normallinie BN die Norm ale und deren Projection CN auf TN die Sub-nor male in Beziehung auf den Punkt B.



Diese Linien lassen sich nun aus denen, welche fur rechtwinklige Coordinaten er-mittelt worden sind, fur die Polarcoor-dinaten ableiten.

Fallt man namlich das Loth BD auf AF, setzt CD = x, BD = y, so ist lg z BAD = cot / DBT = 9 (I.Formel2)

Nun ist ACBT = ^DBT - Z.CBD mithin cot 2 CBT — cot (A CBD) und mit Hulfe dieser Gleichung ist Bd. I, pag. 345, B. mit Fig. 217 ermittelt.


Fig. 537.
[image: ]

Subtangente CT—





Cot. CBT=—1




(1)

(2)



Nun erhalt man die Tangente BT aus BT = CT cosec CBT= CT- 11+cot2 CBT / 0z =511+8

\8q / oder

Tangente BT = —— [ 23+ (2)7 (3) ( 0% • xoqJ \Oq)

Aus der Proportion CT: CB — CB : CN

oder               : z 2 > : CN (3z)

Die Subnormale CN = & oq>


(4)



da nun   BN — ]/BC2 + CN2 so ist

die N o r m a 1 e BN = | 32 + (84)   (5)

II. Bestimmung des Krummungs-kreises an Curven.

Es ist ad I. gesagt, dafs jedes Curven-element als das Element einer Kreispe-ripherie angesehen werden kann; der Kreis selbst, der diesem Elemente angehort heifst der Kriimmungskreis oder Schmiegungskreis der Curve in dem Punkt. Ein Krummungs- oder Schmiegungskreis ist also ein Kreis, der mit der Curve nur ein Element gemein hat; er ist zugleich der grofste der Kreise, die durch einen und denselben Punkt der Curve hindurch gehen konnen ohne die

Curve in noch einem Punkte zu schnei-den, oder der grofste aller der die Curve in diesem Punkt zu beruhren moglichen Kreise. Der Halbmesser dieses Kreises liegt in der Richtung der Nor-male der Curve in dem Beriihrungs-punkt und heifst der Kriimmungs-h a 1 b m e s s e r.

Die Bestimmung des Krummungs-kreises geschieht nun folgender Art.


Fig. 538.
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Es sei KB J eine Curve; dieselbe sei durch eine rechtwinklige Coordinaten-gleichung y = qx gegeben; es soil der Kriimmungskreis an dem Punkt B bestimmt werden. 1st nun A der Anfangspunkt der Abscissen, so ist AD — x die Abscisse, DB = y die Ordinate von B. Stellt BHL den Krum-mungskreis vor, so liegt dessen Mittel-punkt C in der Normale BF oder in dessen Verlangerung. Bezeichnet man die Abscisse AE des Mittelpunkts C mit a, dessen Ordinate EC mit b, den Kriim-mungshalbmesser BC mit r, so sind diese 3 Parameter a, b, r des Kriimmungskreises zu ermitteln.

Die erste Bedingung ist offenbar, dafs der Punkt B der Curve sowohl als dem Kreise angehore; bieraus entspringt die erste Bedingungsgleichung

BC2 = BG2 + CG2 oder r2 =(y - 6)2 + (a — x)2       (1)

Die zweite Bedingung ist, dafs der Mit-telpunkt in der Normale liege, ist dem-nach BT die Tangente an B

so ist    ^BTD = ZCBG

folglich   DT-.BD = BG.CG oder da

DT als Subtangente = — (I. Formel 1)

ay oi-hunt (2) 8%)

Die dritte und letzte Bedingung ist, dafs zwischen dem Kreise und der Curve kein anderer Kreis durch B hindurchge-hen konne ohne die Curve noch minde-stens einmal zu schneiden, was tibrigens unter der zweiten Bedingung zweimal geschehen wiirde.

Lafst man, um dieser Bedingung zu genugen, die Abscisse x um ein belie-biges Stuck DM = k wachsen, so hat man nach der Taylorschen Reihe fur die Curve y = qa die Ordinate MK oder

y‘=y(+h)*+ 2E *+ 220,12+244,43+.....

Ox               Ox)

Setzt man die Function von y fur den Kreis, wie sie Gleichung 1 ausspricht: fx, so hat man fur den Kreis die Ordinate MH oder

J.H/G+h)=/=+%+22312+254+

Ox Ox" Ox3

folglich die Differenz HK beider Ordinaten

y1 - Y1 = a—fx +


k3+...



Da nun nach der ersten Bedingung qe — fx — BD — y, so ist

_ (Bqa _ afx\ | (82pa _ 83f\ 1 , (834% _ 83/ 3 31 \ 8x   8x) "T8x2 822) 107 8x3 823,


Da nun diese Differenzenreihe mit den Potenzen von k fortschreitet, so kann man k so klein wahlen, dafs, welches auch die eingeklammerten Differenzen sein mogen, jedes Glied grofser wird als die Summe sammtlicher nachfolgenden Glieder.




Wenn also zur Bestimmung der 3 Parameter a, b, r noch 2 Gleichungen er-forderlich sind, und sie werden so be-stimmt, dafs die ersten beiden Glieder




der Reihe = 0 werden, also 8 qa &fx _ ac Ox




Man sieht, dafs diese Gleichung mit der 2ten Bedingungsgleichung identisch ist und dafs die nothwendige Gleichsetzung der beiden ersten Differenziale von qa und fx die Bedingung ausspricht, dafs der Mittelpunkt des Kriimmungskreises in der Normale liege.

Schreibt man G1. 5:

(y - b) 8% = a ~ «         (6)

und differenzirt, so erhalt man




und




829a Qfx _ 842 823




(3)




(4)




so schliefst sich der diesen Parametern




zugehorige Kreis der Curve am innigsten an, weil mit dem kleinsten Werth der Differenzenreihe auch die Differenz KN




die geringst mogliche wird.

Um aus den vorstehenden Bedingungen die 3 Parameter zu entwickeln hat man G1. 1 differenzirt:




0 = 2 (y — b) Qy — 2 (a — x) c)x

Qy 8 @x Ofx a — x woraus ~ = - = o=--1

Ox ox ox ? — b




(3)




folglich
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dx2

Diesen Werth in Gl. 6 gesetzt gibt
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Diese Werthe aus 7 und 8 in 1 gesetzt gibt
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111.




I.
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II.
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8x2
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b = y+




82y) Ox

842)
[image: ]





O2y




(9)

(10)

(11)




Ox2




Ueber das Vorzeichen von r ist zu be-merken, dafs das positive Zeichen die Lage r von B aus nach BF hin, das negative die Lage r fiber B hinaus in der Verlangerung von FB bedeutet. Erste-res findet bei einer hohlen, letzteres bei der erhabenen Curve statt. Da nun bei der hohlen Curve das zweite Differenzial




immer subtractiv, bei der erhabenen C. immer additiv ist (vergl. den Art. convex und concav), so ist das Vorzeichen von r mit dem Vorzeichen des zweiten




Differenzials von y iibereinstimmend.

Beispiel. Die Parabel. Anfangs-punkt der Abscissen im Scheitel, Abscis-senlinie die Axe; G1. y2 = px.

Es ist also 2J-JEP

Ox 2x 2y

22y= - PELPAMy

Ox2 ixy 4y3     4x3

hieraus

, _ (4x + P)3/2 _ (4x2 + px^/z

"F 2Vp “ 22y

4x2 — y2

•=:-2=8+iP

422 + 32 4 22 b = y +--— =--

— y y




III. Bestimmung der Curve der Mittelpunkte.

Jeder Punkt einer Curve hat seinen




besonderen Kriimmungskreis, und jeder derselben seinen Mittelpunkt. Diejenige krumme Linie, in welcher die Mittelpunkte aller Kriimmungskreise einer Curve liegen, heifst Curve der Mittelpunkte, auch die Evolute der gegebenen Curve, so wie diese wieder die Evolvente der Mittelpunktscurve heifst.

Bei der No. II. gegebenen Coordinaten-gleichung y = q x ist die fur dieselbe Ab-scissenlinie und denselben Anfangspunkt der Abscissen a die Abscisse und b die Ordinate des Mittelpunkts von dem zu dem Punkt B derselben Coordinaten x und y gehorenden Kriimmungskreise. Ist daher eine Evolvente JBK durch eine




rechtwinklige Coordinatengleichung y = tpx gegeben und man soil die Evolute finden, so nehme man die Gleichungen

1+(.) ,

—            \OX' OY

II. & — X 09 o

ox

Da2

1+(v)

m 6=y+78%”

Substitute in beide Gleichungen y und dessen Differenziale aus der gegebenen Function y = qa, eliminire y so werden a und b nur durch x ausgedruckt. Eliminirt man dann x aus beiden Gleichungen, so erhalt man eine Gleichung zwischen a und b, welche die verlangte ist.

Beispiel. Die Coordinatengleichung fur die Parabel ist

y2=(px = py

Verfahrt man nun so wie in dem Beispiel ad II. so erhalt man wie dort

a = 3x + ^p , 4x2 4x2 0 —--—--,—

y Vpx

x aus beiden Gleichungen entwickelt und die Werthe einander gleich gesetzt, ent-steht:

b2p _ (q - jp)3

16      27

woraus die verlangte Gleichung fur die Evolute

416 (a - jp? 27p

IV. Bestimmung, ob und wo die Curve einen Wendungspunkt oder einen Riickkehrpunkt hat.

Der Wendungspunkt, in welchem eine Curve aus der convexen in die concave Form iibergeht, macht sich in der Formel oder Gleichung dadurch kennt-lich, dafs der Krummungshalbmesser fur diesen Punkt ± co wird, weil hier das Element der Curve geradlinig ist. Allein dieses Zeichen ist nicht geniigend: es gilt auch fur eine Spitze, einen Riick-kehrpunkt, demnach mufs noch ein zweites Zeichen hinzutreten und dies ist, dafs bei einem Wendungspunkt rechts und links von dessen Ordinate die Or-dinaten mogliche Grofsen sind, wahrend bei dem Riickkehrpunkt eine von beiden Ordinaten unmoglich wird.

I. Beispiel. Die Cissoide, pag. 165, Fig. 521 hat die Gleichung

xy? + x3 — ay2 = 0 diese differenzirt gibt



y2 + 3.2 -2y{a-x')^ = o;

By 92+ 342

woraus o = 2--.

Ox (a — x)

Die Differenzialgleichung abermals dif-ferenzirt gibt

2y(a—c) 87%42(a—a)(8¥)+4y 8%+6=0

0 2y 5y4 + 924 + 6xy2 (x + 2a) woraus 02 = —--- 3—2--

Ox"             {a — &)”

Das zweite Differenzial von y bildet den Nenner in der Formel fur den Halb-messer des Kriimmungskreises (Formel I, No. IL); demnach hat man das eben ge-0 2y

fundene %, oder dessen Zahler = Null Ox"

zu setzen namlich

5y4 + 9a4 + 6xy2 (x + 2a) = 0

Man ersieht, dafs wegen der einge-klammerten Grofse-(a? + 2a) nur entweder fur x = 0, weil fur x = 0 auch y = 0 ist, oder fur x = einem negativen und klei-neren Werth als 2a der Ausdruck = 0 wird.

Nun ergiebt sich aber aus der Gleichung xy2 + x3— ay2 = 0

dafs fur ein negatives x die Ordinate un-moglich ist, namlich

1 23 =*/-a+x

Daher ist kein negatives x moglich, x kann nur 0 sein, der Punkt der Cissoide fur a =0 ist kein Wendungspunkt, son-dem ein Ruckkehrpunkt.

	
	
2.    Beispiel. Die Konchoide pag. 165, Fig. 522 u. 523, hat die Gleichung (pag.





166) 4 a3y2+(=) • \e ± y/ oder nach Entwickelung von x

& = (c±,)Va— y^ y 8 y

Hieraus das Differenzial a

ox

	
& =1,     *9) + y 1/a3 - y2 - ^^y') j’a: - y21 ^y



y a2 — y2

oder            a, = - y2 (c ± y) ± y ^a2 - y2) -(^y') (a? - y'^

y2 ya? - y2

oder reducirt und entwickelt

8y _ _ y2 Va‘- y2

Qx a2c ± y3

Nun hat man 

8%y , y2Va? - y2                                       I

8x2 a2c ± y3

_ (a2c ± y3) [- y3 + 2y {a2 - y2)] $ 3y4 {a2 - y2). ^y

(a2c * y3)2 ]/a2 — y2               Or

_ a2y [2a2c — 3 cy2 * y3] / y2 ]/a2 - y2\

(a2c ± y3)2 ] 'a2 — y2 \ a2c ± y3 /

_ a2y3 (2a 2c — 3cy2 * y3)

(a2c ± y3)3

Dieses zweite Differenzial wird nun = 0 wenn der Factor

2a2c — ^cy2 = y3 = 0

wo das obere Vorzeichen von y3 fur die obere, das untere fur die untere Konchoide gilt.

Fur die obere Konchoide entsteht also die geordnete Gleichung

y3 + 3cy2 — 2a 2c = 0        (1)

Fur die untere

y3 — 3cy2 + 2a 2c = 0        (2)

	
	
1.    Beispiel. Es sei c = 1; a = 5, so hat man


	
1.    fur die obere Konchoide die Gleichung:





y3 + 3y2 - 50 = 0

durch Probiren erhalt man y = 2,909 mit (y — 2,909) die Gleichung dividirt er-gibt die G1.

y2 + 5,909 y + 17,28928 = 0 beide Wurzeln daraus sind unmoglich und die erstere y = 2,909 zu beiden S e i t e n v o n A ge n o m me n der Ort des Wendungspunkts. Dafs hier y zu beiden Seiten von A genommen werden kann liegt darin, dafs wie pag. 166, G1. 5 vom 4ten Grade darthut, fur + x und — x die-selbe Ordinate entsteht.

	
	
2.    Fur die untere Konchoide ist die Gleichung





y3 — 3y2 + 50 = 0

Die Wurzel ist y = ~ 2,909; die Glei-chung durch y + 2,909 dividirt gibt:

	
32—    5,909 y + 17,28928 = 0 deren beide Wurzeln unmoglich sind. Die beiden Ordinaten rechts und links von A fur die untere Konchoide sind de-nen fur die obere gleich. Die der oberen erscheinen positiv, die der unteren negativ,



z=/a2—*2=+4l y ‘ J 2,90

Die Werthe von y und % in Gl. 7 ge-setzt gibt fur die obere Konchoide **£,=1+2,909.1,398 - 5,46478 c           1

Fur die untere Konchoide, wo z negativ wird (s. Gl. 8, pag. 167), indem z auf der entgegengesetzten Seite von A liegt. „=82";=12,909 (-1,398) = + 2,66878

Der Wendungspunkt der unteren Konchoide liegt also der Mittellinie naher als der der oberen.

In dem Beispiel entsteht fur die untere K. ein Knoten (s. pag. 167, Fig. 523); es folgt hier ein solches Beispiel, wo kein Knoten entsteht, indem c > a gesetzt wird.

	
	
2.    B e i s p. Es sei c = 10, a = 5, so hat man die Gleichung fur die obere Konchoide





y3 + 30y2 - 500 = 0

y = + 3,8445 ist eine Wurzel und gibt jeden der beiden oberen Wendungspunkte. Denn die Gl. mit y — 3,8445 dividirt entsteht

y2 + 33,8845 y + 130,269 = 0 welche 2 negative Wurzeln giebt, die nicht gelten konnen. Die Gl. fur die untere Konchoide wurde sein

y3 — 30 y2 + 500 = 0

Eine Wurzel ist hier wieder die entge-gengesetzte deroberen namlichy=—3,8445 und diese gibt die beiden Wendungspunkte ; denn die Gl. mit y + 3,8445 dividirt gibt

y2 - 33,8845 y + 130,269 = 0 welche 2 positive Wurzeln gibt, die hier nicht gelten konnen.

Aus der Construction der Konchoide, und auch da fur jedes x von 0 bis ± c mogliche Werthe von y entstehen geht hervor, dafs die hier gefundenen Punkte keine Spitzen an der Curve sind.

	
	
	
V. Rectification der Curven.







Hierunter versteht man, die Lange einer C. anzugeben, oder die gerade Linie zu linden, welche mit der C. einerlei Lange hat. und es genugt eine der beiden Glei-chungen zur Bestimmung der Wende-punkte.

Setzt man den Werth von y in Glei-chung 12, pag. 167, so erhalt man fur beide Konchoiden

125 - 2,9092 =* 1,398

Es sei ABG eine krumme Linie, CX die Abscissenlinie C der Anfangspunkt der Abscissen; CE-x', CD = x die Ab scissen, EA = y', DB = y die Ordinaten zweier Punkte A und B der krummen Linie, diese Ordinaten y1, y als Functio-nen von x', x gegeben; man soil die
[image: ]

Lange l des zwischen beiden Punkten A und B befindlichen Curvenstiicks be-stimmen.

Lafst man CD = x um das Stuck DF= Ax wachsen, so ist die Ordinate

FG = y + &y zieht man BJ + CX, so ist  BJ = Ax und GJ = Ay

zieht man ferner durch B die Tangente KH, so ist

Da die Tangente BH mit BJ densel-ben Winkel bildet wie mit der Abscissenlinie, (nach pag. 185, Gl. 2) die tri-gonometrische Tangente von A HBJ oder       tgHBJ=^~

Verlangert man daher die Ordinate FG bis sie die Tangente in H schneidet,

8 y

so ist HJ = BJ tg HBJ = Ax

Ox folglich GH = A& PJ-A,

OX

und     BH=YBD+JM=1 A2+(Aa.9%)‘= A] 1+(8)

‘               •         \ ox/ • \ox/

Zieht man nun die Sehne BG so hat man

BG^BJ^ + JG^ = VAa2+Ay? = Aa 1/ 1 + (AV)"

Es ist aber nach Lehren der Geometrie der Bogen grofser als die Sehne und kleiner als die Summe der beiden ihn aufserhalb einschliefsenden geraden Linien, oder               BG<^k<BH+GH

oder Aa1+(AM) <Al<A=]/1 + (Av) +Ae?-A3

7 Ax)           7 Ox) ox

oder 11+(AM)-A2<11+()+8-Az

	
• VAx) Ax •    O a)  OxAa


Lafst man nun den Zuwachs Ax vonio))i .   —  _ . Al

x beliebig klein werden, so nahert sich der folglich hat das eingeschlossene Glied —





Zuwachsquotient A& in dem 3ten Verglei-chungsgliede beliebig seinem Grenzwerth 0 a                        0 Qj A 9)

,• und die Differenz 5 — —• kann be-ox             Ox  Ax liebig klein, resp. = 0 werden; das vor-stehende Glied y 1 + (84) als Grenzwerth bleibt ungeandert. Das erste Glied /1+(A%) der Vergleichung nahert sich seinem Grenzwerthe 1 + (9%) welcher dem ersten Gliede des dritten Vergleichungsgliedes gleich ist; es kon-nen also die das Mittelglied einschlie-fsenden beiden Glieder__

I /4(Ay)2 Und 1/1(89)2 8J_Ay einander beliebig nahe gebracht werden, oder sie haben einerlei Grenzwerth und denselben Grenzwerth. Oder es ist
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woraus 2 -/V 1 + (8%) 8. + e Die Constante C bestimmt sich daraus, dafs fur x‘ der Bogen 2=0 wird.

Beispiel. Die Parabel. Es ist y2 = px wenn die Abscissen in der Axe vom Scheitelpunkt ab genommen werden.

Oy also 2J 8% = P


und

also



8y _ P

8x 2y

1-/1/1+()"o:/V/i+(%,)o.

Nimmt man des leichteren Integrirens wegen y als urvariabel, so ist zu setzen 8z 4 2y 8y

P und man erhalt

1:/V1+()"o» :/Vi + (,)‘ 0» - pi‘? + 467 0»


woraus



2 = 1 [2y Vp2 + 4y2 + p2 logn (2y + 1/72 + 4y?)] + C

Da die Coordinaten vom Scheitel aus genommen worden, so ist fur y = 0 auch 2 = 0 daher hat man zur Bestimmung der Constante:

0=4pt0+p? l°9n p] + C

woraus C = — 4p • p2 logn p daher vollstandig

1 =4, [2u1‘784y* + P lo3n 2v*V7"4r"]

	
	
2.    Ist die Curve durch eine Polarglei-chung gegeben, so nehme man Fig. 537 in dem Pol C den Anfangspunkt der rechtwinkligen Coordinaten und man hat, das Stuck BB der Curve = 2 gesetzt.





82 - (by)

Ox Ox)

— .82 8l 8q Nun ist — = o • o

Ox O9 OX

und eben so

y _ 8y  Oq

8x   8p  8x

Substituirt man diese Werthe in die erste Forme 1, so erhalt man


Nun ist




also

82 8x.1/(8y 8qp)

8q 8q r \8g Ox)




daher




und

hieraus




y=z sin 9

x = — z cos q

8y              8z .

~ = z cos (p + -s-- sin cr

Og              Off)

8a . 8z

ap =*sin p-amp cos ‘




Oz




3 sin 9 —8q cos 9




= z2 (sin 2q + cos 2i




% cos (p — o— sin otp

w) + (8s)° (sin "p + cos 3) =#+ (8z)’




daher




82_1/ ,(02)2 84= * +(8p)



und 25/)a*+(szaq±c

Die Constante C wird hier dadurch be-stimmt, dafs wenn man den Werth von z‘ fur den Punkt F einsetzt, 2 = 0 entsteht.

	
VI.    Quadratur der von Curven be-grenzten Ebenen.



Hierunter versteht man die Bestim-mung des Flachenraums einer Ebene, welche durch eine Curve, durch die Or-dinaten ihrer Endpunkte und das zwi-schen beiden befindliche Stuck der Ab-scisse begrenzt ist.

A. ist die Curve ABG durch eine recht-winklige Coordinatengleichung y = fx ge-geben, und soil der Flachenraum F zwi-schen AB, DE, y' und y bestimmt wer-den, so lasse man x um das StuckEF=^x
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wachsen, zeichne die Ordinate FG, so ist FG = y +&y und die Flache EFBG = AF.

Zeichnet man nun die Parallelen mit CF: GH bis in die Richtung EB und BJ, so entstehen 2 Rechtecke EFGH und EFBJ von denen das Erstere = EFx FG =Ar(y+Ay) grofser und das zweite EFx EB = Ax • y kleiner als EFGB=£\F ist. Man hat also die Vergleichung

△ x (y + A y) > △ F> A x • y

A F oder JAJ>>y

Bei beliebiger Abnahme von A x nimmt auch △ y beliebig ab, und es konnen die beiden aufseren Glieder einander beliebig nahe gebracht werden und das dritte Glied ist der Grenzwerth des ersteren; mithin ist y zugleich der Grenzwerth des mitt-leren Gliedes und da dieses der Zuwachs-quotient von F als Function von x ist, so geht derselbe in das Differenzial von

OF

F uber und wird = — ox 8F woraus       — = w ox und      F = ly^xAC

worin die Constante so bestimmt wird, dafs fur x — x’-, F=0 entsteht.

Zusatz. Bei dieser Entwickelung ist ganz davon abgesehen, dafs CE eine ge-rade Linie ist. Die Formel gilt also auch fur den Fall, dafs CE eine in einer Ebene liegende Curve ist und die krumme Oberflache ist dann das Integral der Ordinate als Function des Bogens.

Beispiel. DieParabel: Wenn die Axe als Abscissenlinie, der Scheitel als Anfangspunkt genommen wird, so ist y2 = px oder y = \px


3

daher       F =f\'px + C = Vp/xl + C = Vp • ^ + C = 32 ^px + C

2

Soil die Parabelflache mit einem zu-             0 = 3e Vpa + C

gehorigen x = x' beginnen, so hat man woraus C = — 3x‘ ]/px’



und vollstandig ist

F = 3x Vpx — 3x‘ Vpa‘ = 3 Vp [e Ve — x‘ Ya’l

Fur x‘ = 0, wenn also die Parabelflache mit deren Scheitel beginnen soil, hat man

F= 3x Vpx = 3xy

B. ist die Curve durch eine Polarglei-chung gegeben, so ist (Fig. 541) die Flache ACB zwischen dem Curven stuck AB und den zu den Abscissen q‘ und q geho-renden Ordinaten CA = z‘ und CB = z als F zu bestimmen. Lafst man nun die Abscisse q um das Stuck BCF= A wachsen, so ist CF die Polarordinate (z + A z) zu (« + △ q) und der Ausschnitt BCF=&F. Beschreibt man nun aus A

Fig. 541.
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die Bogen BG und FH bis in die Richtung von CB, so ist der Bogen

BG = z • A q

der Bogen FH =(z+Az) A p folglich Ausschnitt BCG = 122 A 7

und Ausschnitt FCH =(>+A 5)2 A q

Zwischen beiden Ausschnitten ist der Ausschnitt BCF— A F begriffen , folglich hat man die Vergleichung

}32 A q < AF< 4(% + Az)2 A @

A F

Oder 282<A<(3+49)2

Bei beliebiger Abnahme von A q wird das erste Glied }z2 der Grenzwerth des dritten Gliedes %(z + A 2)2 folglich auch

der Grenzwerth von —. Dieser Zuwachs-AC quotient geht aber bei beliebiger Abnahme von Ag in das Differenzial von F in Be-ziehung auf q uber, also hat man


8F

8g



und         F=}z28q+ C

worin C dadurch bestimmt wird, dafs fur q‘ der Werth von F = 0 entsteht.

	
VII.    Bestimmung der 0berf 1 acheu, welche bei Umdrehung von Curven um feste Axen entstehen.



Es sei (Fig. 539) CX die Axe, um welche die Curve AB sich herumdreht, so soil die von AB erzeugte Oberflache bestimmt werden. Jeder Punkt der C. also beschreibt einen Kreis und die von AB auf CX gefallten Normalen, wie AE und BD sind die Halbmesser der von den Punk-ten A bis B beschriebenen Kreise.

ist CX zugleich Abscissenlinie der Curve, A der Anfangspunkt der Coordi-naten, die Curve durch die rechtwinklige Coordinatengleichung y = fx gegeben, so setze CD — x, CE = x', DB = y, EA = y', die von AB erzeugte Oberflache = F.

Wachst nun die Abscisse x um DF=/\x, so wird die Ordinate FG = y + Ay und die durch den Zuwachs BG der Curve erzeugte Oberflache = A F. Zieht man nun durch B die Tangente BIT bis in die Richtung von FG und die Sehne BG, so werden von den beiden geraden Linien BH und BG zwei abgekiirzte Kegelman-tel beschrieben. Der von BG beschrie-bene Kegelmantel ist kleiner als A F, der von BIT beschriebene Kegelmantel + dem Kreisringstiick, welcher durch GH beschrieben wird ist grofser als A F.

Nun ist nach pag 185, Gl. 2, wenn man noch BJ = CX zieht,

tg A HBJ = by

	
•    Ox



daher IIJ = BJ tg A HBJ = △ a 9

und         BH= /Aa2+(8) Ag=A= | /1 + (3y)

	
•    Ox/ • Ox /



Der von BH gebildete Kegelmantel ist aber

7 (BD +FH^BH = n (BD ^BD A JH}. BH=n (21+ Aa 2 ) A a 1/1 + (89)2 (I) \          CIX J     f        Ox/

der von GH gebildete Kreisring

n (FH^ - FG2) = 7 [(FJ + JH)2 - FG2] = n [(v + △ x 8%)° -{y + L #2 j

= n (A«3% -A»)(2y+A« 8%+Av) (II)

der von BG gebildete Kegelmantel                               _________

n (BD + FG).BG=n (2y + A y). 1Az2+Ay2 =n(2y+A3)A= 1+ (AM)" (III)


Zwischen der Grofse (I — II) und der werth ist = 0 und der Grenzwerth der




Grofse (III) liegt nun der Zuwachs A F ganzen Grofse II ist = 0 der Oberflache F. Dividirt man die 3 In III endlich erhalt bei beliebiger Ab-Vergleichungsglieder durch Ax so erhalt nahme von Ax, also auch von Ay der



man

	
I.    =„(2+2% A2))/1+(8%)

II.    =„("-A/)(2,+Aa%+AJ) Ox A/___ Ox /


	
1 / /A 7 2 III.    =n (2y+Ay) 1 + (A4)



A F

so dafs I + II > — > III △ x

Bei beliebiger Abnahme von A x ent-stehen nun folgende Aenderungen:

In I wird das zweite Glied , A x des

zweiten Factors beliebig klein und der

Factor selbst 2y a Ax kommt auf seinen Grenzwerth 2y; da nun die beiden anderen Factoren ungeandert bleiben, so

wird I = 2ny 1/1 — I — I Ox)

In II kann der zweite Factor, indem Ay seinem Grenzwerth Oy sich beliebig Az                 Ox 6 nahert, beliebig klein werden; sein Grenz-


zweite Factor 2y — Ay seinen Grenzwerth



A y

2y, der Zuwachsquotient - - geht in das

Differenzial fiber und es ist

III=2ny 1/1+(8%)

• Ox/

Es werden also I und III als Grenz-werthe einander gleich, und folglich mufs auch der zwischen liegende Zuwachsquotient — in dem Differenzial — als seinem

Aa             ox

Grenzwerth jenem Grenzwerthe gleich sein, und man hat
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Die Constante ergiebt sich daraus, dafs wenn man x' fur a setzt, F=0 wird.


Beispiel. Die Parabel.

y2 = px, also y = y‘px und 2J-;/P

OX * X

mi thin


F = 2n f px




1 + P 8= 4x




2n




ve/V“r±P




Ox = 7 Vp / V 4x + P • Ox



Setzt man 4x + p = z .                 z — p so ist         x — —— und          — = 4 os oder            8a? = 48% daher F = n ]/pyz • 48%

= In Vp • , = 27 ?i a2

= Jn P^ (4x + P)^ + C

Fur x = x' wird F=0 folglich ist 0 = {n pi {ix1 + p)? + C und vollstandig die Oberflache des para-bolischen Conoids

F= i71 pi [4x + p)^ - (4x‘ + p)^]

Fangt das Paraboloid am Scheitel an und ist geschlossen, so ist

F= 8n pi (4x + p)i

	
VIII. Bestimmung der durch Um-drehungvonCurven umfesteAxen hervorgehenden korperlichen Raume.



In Fig. 540 bei der ad VII. gewahlten Bezeichnung, soil der durch Umdrehung des Curvenstiicks AB und der Ordinaten AD und BE nm die Axe CX erzeugte Korper K bestimmt werden. Der von AD beschriebene Kreis ist ny,2; der von BD beschriebene Kreis /iy2, der bei dem Wachsthum von x um Ax von GFbeschrie-bene Kreis ist n (y + A y)2 und der bei der Umdrehung von BG, BE und GF beschriebene Korper ist A K. Dieser Zuwachs des Korpers K ist zwischen 2 Cylindern enthalten, von denen der eine den Kreis in B, namlich ny2 und der andere den Kreis in H, namlich 7 ^+^y)2 zumGrundkreise und den Zuwachs EF=^i zur Hohe hat. Man hat also die Ver-gleichung

ny2 • AT<AK<n (y + /^yy1 • A x oder wenn mit der Zunahme von x eine Abnahme von y geschieht:

ny2 Sx> SK> -ri (y -\- Sy)2 Sx oder mit Ax dividirt

^y2 > AK <n^y^ A y^2

Mit beliebiger Abnahme von Ax also auch von Sy wird das erste Glied der Grenzwerth des dritten, folglich wird auch das mittlere zwischen beiden begriffene Glied derselbe Grenzwerth, wobei es in das Differenzial — ubergeht, und man ox

hat

woraus K=rrJy2 8a + C

Zusatz. Es ist ny2 die Kreis flache zu Ende des korperlichen Raums, der be-stimmt werden soil. Aus dem Entwicke-lungsgange ist zu ersehen, dafs auch ein Korper hestimmt wird, der kein Umdre-hungskorper ist, wenn man statt n y2 die Endflache fx setzt, dann ist

K =/fx 8x + C

Beispiel. Die Parabel. Gl.: y2 = px K— nJpx 8x = {npa2 + C

Fur a’ statt x wird K = 0 folglich ist vollstandig

K— 4np (x2 — a‘2)

Setzt man fur px und px' die Werthe y2 und y,2 so erhalt man

K = }n (y2e - y 12x‘)

Fur a‘=0, also fur das geschlossene parabolische Conoid hat man

K = 2 n y2x

Cycloidalpendel ist ein Pendel, welches statt in einem Kreisbogen, in einem cy-cloidischen Bogen schwingt und der Grund fur diese Einrichtung ist, dafs bei einerlei Lange des Fadens das Pendel durch verschiedene grofse Bogen gleichzeitig schwingt, dafs es isochrone Oscillationen macht. Dies Pendel ist so construirt wor-den, dafs man von dem Aufhangepunkt W aus nach beiden Seiten hin feste Fla-chen WA, WB von cycloidischer Form zusammensetzte und das Pendel an einer biegsamen Uhrfeder aufhing, die sich ge-gen das Ende jeder Schwingung an jene Flachen zum Theil auf- und beim Ruckgang wieder abwickelte, wo dann der cy-cloidische Bogen innerhalb ACB durch-laufen wurde und wobei es auf die Lange der Auf- und Abwickelung nicht ankam, weil wie eben gesagt, jeder verschieden grofse Bogen in einerlei Zeit durchlaufen wird. In der Praxis hat sich das C nicht bewahrt, denn bei den nur kleinen Bogen, welche durchlaufen werden, ist es schwierig, richtige cycloidische Chablonen zu fertigen, die Elasticitat der Federn oder anderer Faden veranlafst eine auf

Fig. 542.
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die richtige Bewegung nachtheilige Ruck-wirkung und zugleich sind kleine Kreisbogen zu gleichzeitigen Schwingungen des Pendels ausreichend. Aus diesem Grunde soil dieser Art. auch nur kurz behandelt werden.

Wenn die Flachen AW und BW Cy-cloiden sind, von welchen die krumme Linie ACB sich abwickelt, so ist diese die Evolute der beiden cycloidischen Bogen. In dem folgenden Art. No. 7 mit Fig. 543 ist nachgewiesen, dafs die Evolute der Cycloide selbst 2 ist, und wah-rend (Fig. 543) die Evolute der Cycloide ACB aus den beiden Halften AW und BW besteht, so ist hier die Curve ACB die Evolute der beiden halben Cycloiden AW und BW. Ferner ist nachgewiesen, dafs WD = CD ist, und der Erzeugungs-kreis fur die beiden Chablonen mufs die halbe Pendellange zum Durchmesser er-halten.

Dafs nun der Isochronismus bei der Schwingung des Pendels in einer Cycloide statt findet, liegt in dem No. 8 erwiesenen Gesetz, dal's jeder von der Mitte C ausgemessene Bogen, wie CL = der doppelten Sehne CP ist; d. i. der Halbmesser r multiplicirt mit dem 4fachen Sinus des von C bis L abgewickelten Kreisbogens CP oder LK, dais also die von dem Pendel durchlaufenen cycloidischen Bogen mit den Sinus der ihnen zugehorigen aus W beschriebenen Kreisbogen in Proportion stehen. Denn als-dann vereinfacht sich der Ausdruck fur die Zeit t einer halben Pendelschwingung und es ist

1/l        .   . CEl

‘FVagl’znArosin cAl hierin ist t die Zeit, in welcher das Pen-del von A bis E fallt, I die Lange des Pendelfadens, 9 die Beschleunigung. Setzt man nun CE — O so ist die Zeit des Fallens bis C, namlich

1=!V%, unabhangig von der Lange des Bogens, durch den das Pendel fallt und fur alle Bogen wie EC oder AC gleich grofs.

Cycloide wird durch jeden in der Ebene eines Kreises befindlichen Punkt beschrie-ben, wenn dieser Kreis innerhalb einer Ebene auf einer geraden Linie sich der Art fortwalzt, dafs er mit der Abwalzung eines Bogens auch um dieselbe Bogen-lange auf der geraden Linie fortschreitet.

Die gerade Linie heifst die Grund-linie oder Basis der C., der sich um-walzende Kreis heifst der E rz e u gu n g s -kreis und der Punkt, den die C. be-schreibt der beschreibende Punkt.

Liegt der beschreibende Punkt in der Peripherie des erzeugenden Kreises so heifst die C. die gemeine C., Radlinie; man versinnlicht sich diese Linie durch Beobachtung der Curve, welche der Nagel eines Wagenrades wahrend der Fortbe-wegung des Wagens in der Luft beschreibt. Liegt der beschreibende Punkt innerhalb der Peripherie, so entsteht die gestreckte oder gedehnte C., welche z. B. die Kur-belwarze an dem Treibrade einer Locomotive beschreibt. Liegt der beschreibende Punkt aufserhalb der Peripherie, so entsteht die verkurzte oder verschlun-gene C., wie sie z. B. die Windescheibe auf der Welle einer zu einem Krahn ge-horenden mit Laufrollen fortzubewegen-den sogenannten Katze beschreibt.

[image: ]



	
	
2.    Es sei AB die Basis, AE der Er-zeugungskreis im Anfange seiner Bewe-gung, A also der beschreibende Punkt. Ist AD die Lange der halben Peripherie und befindet sich der Kreis uber 1), so liegt jetzt der Punkt E in D und der Punkt A in C. Ist DB die Lange der zweiten Halfte der Peripherie und befindet sich der Kreis fiber B, so ist von A bis B der gauze Kreis abgewalzt, der Punkt E ist nach F, der Punkt A nach B gekommen, und ALCHB ist die mit einmaliger Umwalzung des Kreises von dem Punkt A beschriebene C. Der senk-rechte Durchmesser in der Mitte der Be-wegung heifst die Axe der C.; der Punkt C der Cycloide ist von der Basis am weitesten, und zwar um den Durchmes-ser des Erzeugungskreises entfernt und heifst der Scheitel der C. Von der Axe ab sind beide Halften der C. einan-der 29.


	
3.    Es sei der Kreis bis fiber J ge-kommen, JK sein lothrechter Durchmes-ser, G sein Mittelpunkt, so ist der Punkt L in der Cycloide der Ort des beschrei-benden Punkts, es ist der Bogen JL auf der Linie AJ abgewalzt und AJ = Bogen LJ.





Nimmt man die auf AB normale AE zur Abscissenlinie (vergl. Bd. I, pag. 343 mit Fig. 215), so ist AM = x die Abscisse und ML = y die Ordinate von L. Zieht man GL, setzt den Bogen fur den Halb-messer = 1 zwischen den Schenkeln GJ und GL = q, den Halbmesser GJ = r, so

ist Bogen JL =rq; verlangert man MC, so ist

LN — r sin q ; MN = AJ = Bogen JL = re

GN = r cos q und man hat die beiden Gleichungen fur die C.

,                .       ,------.    1 /. lr — x\2 12rx — x

also          sing) = V1 — cos =1 II =---,---

Aus der 3ten Gleichung

rp = Arc [cos--)

daher

y = r Arc ^cos "") - V 2rx - «2   (4)

	
	
4.    Nimmt man den lothrechten Durch-messer CD zur Abscissenlinie, den Schei-





tel C zum Anfangspunkt der Abscissen, so ist CO =x, die Abscisse und OL = y a die Ordinate fur den Punkt L.

Nun ist  AM = AE—CO und      ML- AD — LO oder           x = 2r - x 1 und           y — 7ir — yi

Diese Werthe in GL 4 substituirt gibt


ar — yt —r Arc



cos T--(2r——) — 1 2r (2r — x ) — (2r —x,)2

< T /

woraus

y, = r [n — Arc^cos—",— ) + y2rxt— x,3

Da arc ^cos 2,—T) den Bogen

71 — Arc (cos ——‘) zum Halbkreise er-r / ganzt, so ist

, ( x,—r\ x,—r r—x, cos 7 Arc\cos-------------- folglich hat man

r — c . ' - y

cos--) + V2rEi — Ei" (5)

Zieht man den Halbmesser PQ, so ist dieser + L G

Bogen DP = Bogen JL = r arc (cos TT)

folglich Bogen CP = r arc (cos -——

Da nun zugleich OP=y2rxt — x,2 so ist nach Formel 5 y=OL = Bogen CP+ OP aber auch y = LP + OP folglich Bogen CP = LP

	
	
5.    Die Construction der Tangent e an einen beliebigen Punkt L ist Bd. I, pag. 343 mit Fig. 215 gezeigt: Man erhalt sie in der geraden Linie KL. Ver-langert man diese bis S in der Abscissenlinie AE, so ist LS die Tangente und MS die Subtangente ; da nun LJ mit LK rechtwinklig ist, so hat man in der Ver-langerung LR von JL bis an die Abscissenlinie AE die Normale und MR die Subnormale des Punktes L.





Wenn man fur irgend einen Punkt L der C. den Erzeugungskreis in seinem zugehorigenStande zeichnen will, so zeichne man fiber irgend einem Punkt z. B. D der Basis AB, den Erzeugungskreis CPD, ziehe LP^AB, die Sehne PD und aus L die Parallele LJ damit, so ist J der Ort fur den lothrechten Durchmesser des verlangten Erzeugungskreises.

	
	
6.    Die Lage des Krummungs-halbmessers ist durch die der Normale bekannt, die Lange desselben ist nach pag. 188, Formel 9
[image: ]

8 x2






Aus Formel 1 und 2 entspringt

Qx

8q = r sin P

8, _— — r — r cos

o<p            "


hieraus

Zur




Sy _ by Ox _ r — r cos q _ 1 — cos q _ q

8x   84 ’ 84 r sin (p sin q 92

Auffindung der zweiten Differenziale hat man

Ox 82y Oy 83r




&2y _

042




Oq 843 Oq Ox? r sin q • r sin q — r (1 — cos q) • r cos qp / 8x 13                            73 sin 3y







2,




folglich




0 =+




) . • ( 34p 34p , ■ «

--= 41 sin — • cos ~ sec - = ir- sin —

2       2     2           2




(6)



Nun ist A JKL = 4 A JGL = 9

JK =2r

daher        JL = 2r sin V

2

woraus folgt, dafs der Kriimmungsmittel-punktin Tsich befindet, wenn LT=2JList.

Nun ist JL2 = JK xJN— 2rx daher JL = V2ra und         0 = L T = 2]/2rx        (7)

Die Abscisse x fur den Scheitel ist = 2r, daher ist 0 fur C= 4r = 2CD. D. h. der Kriimmungshalbmesser des Scheitels ist = der doppelten Axe, er liegt in der doppelten Verlangerung von CD.

Dies Resultat erhalt man auch aus For-mel 6; denn fur C wird q der gestreckte z DQC, also 9 = 90° und q = 4r.

Fur den Anfangspunkt A ist q = / AM A = 0 und x = 0. Aus Formel 6 und 7 geht also hervor, dafs 0 fur A = 0 ist. D. h. Es existirt fur A keinKriim-mungskreis, und jeder mit noch so kleinem Halbmesser beschrie-bene Kreis wurde mit dem ersten Element aufserhalb der Curve fallen.

	
	
7.    Die Gleichungen fur die Curve der Mittelpunkte oder die Evolute der C. erhalt man durch eine Coordina-tengleichung fur den beliebigen Punkt T derselben.





Fallt man demnach das Loth TU auf AE, setzt TU — u, AU = v, so hat man ^KTUcc^LKN daher A RTU = A LKN = 9 ~ Nun ist

Nun ist Gl. I. x = r — r cos qp hieraus wenn man mit 2r multiplicirt und radicirt

]/2rx = r V2 (1 — cos q) = 2r sin %

Diesen Werth in die Gleichungen 8 und 9 fur u und v substituirt, entsteht v = 2r sin , = r (1 — cos 9)   (10)

und u=r+2r sin^ cos % =r+ rsinif (11)

r — v

Aus 10 ist cos a = ----

1 r

Daher sin q = 11 — dos 2q
[image: ]


Diese Werthe in Gl. 11 substituirt gibt r — v\__ cos = — — I + V2rv — v2 (12)

Setzt man in diese Gleichung x, fur v so erhalt man Gleichung 5. Die Evolute ist also eine mit dergegebe-nen C. congruente Cycloide; oder vielmehr sie besteht aus 2 halben Cy-cloiden, deren Scheitel in A und B liegen, deren gemeinschaftlicher Anfangspunkt W in der verlangerten Axe CD in

Entfernung CD = 2r von AB liegt und deren Basis durch W mit der Basis AB + lauft, in der Form, wie Fig. 543 punk-tirt angegeben ist.

	
	
8.    Rectification der Cycloide.





Setzt man Bogen AL = s so ist nach pag. 191, rechts l oder

-,/i -er

Nach No. 6 hat man


Ox + C



Oy qp 84 =192

Ox = r sin q Oq


daher



[image: ]

( cos —

2

2 sin - cos 2

2       2

• 2^=z4r lsin^-^





also




s = ~ 4r cos 2 T C



Fur % = 0 wird s = 0

folglich ist 0 = — 4r + C woraus C = + 4r und man hat

AL = s = 4r (1 — cos 9)     (13)

Fiir q = 180°, also fur $= 90° ent-steht die halbe Cycloide ALC = 4r d. h. die halbe Cycloide ist = der doppelten Axe.

Es ist ^JKL = ^-

also        KL = 2 cos —

2

daher ist Bogen AL —s — 4r — 2 KL

und da die halbe Cycloide =4r ist, so ist der vom Scheitel C ab gemessene Bogen CL = 2 KL = 2CP

d. h. die vom Scheitel ab gemessene C. ist = der doppelten Sehne des in der Axe befindlichen Er-zeugungskreises, welche durch die Ordinate OL des Bogens ab-geschniten wird.

Es ist KL2 = KJ x KN = 2r • (2r — a) daher Bogen CL = s’ — 2 ]/2r (2r — x) oder wenn man, wie No. 4, C0~x’ setzt CL — s' ~ 2 V2ra‘

und der Bogen

AL = s = 2 (2r — V2r (2r — x))

= 2 (2r — ]/‘2rx'^

	
	
9.    Quadratur der Cycloide. Fallt man das Loth LV, so erhalt man das Flachenstiick ACV (nach pag. 192)





F — J x 8y

oder das Flachenstuck

AL M = F' =Jy dx + C

Nun ist (Gl. 1) y = r (q — sin q)

(No. 8) Ox = r sin q Oq

folglich F' = r2 / (q — sin y) sin q oq

=r2/q sin q 8g — r2 J sin 24 Oq

Es ist

J q sin @ =q / sin q —J ( /sin q Oq) Oq

= — q COS q —J— COS y Oq

= — q cos q + sin <p

/ sin 2q Oq =Jsin q • sin q Oq

= sin q /:sin q 8q—J [cos q ^ipjsin 9 8q]

= — sin q cos g + / cos 24 Oq

= — sin q cos-f- Oq — /sin 2 J1 Oq hieraus

2J sin 2y 8q = — sin q cos g + «p und / sin 24 Oq = }9 — [sin q cos g

Diese Werthe eingesetzt ergibt

F’ = r2 [sin q — q cos © — } q + ^sin q cos q]                (14)

das Rechteck AML V ist = a • y = r2 (1 — cos g) (q — sin q)

= r2 [— sin q — q cos q + + sin q cos q] (15) hiervon F' abgezogen gibt den Flachenraum

AL V = F=r2 [3q — 2sin q + }sin q cos q]               (16)

Fiir q = 0 verschwindet die Flache, also ist die Constante = 0.

Fiir y = 180° = n hat man das Rechteck CDAE = 2 nr2

= dem doppelten Erzeugungskreise (17) die Flache AECLA (aus 14) =4 nr2

= dem halben Erzeugungskreise (18) die Flache ADCLA (aus 15) = 3nr2 (19)

die ganze cycloidische Flache ACB = 3n r2

= dem 3fachen Erzeugungskreise (20) die ganze aufsere Flache AEFBCA = nr2

	
	
= dem Erzeugungskreise          (21) 10.    Um die Flache CLO zu linden kann man von der Flache CDA die Flache ACOD = AL V + OL VD abziehen.





Nun ist Flache

CDA^^nr^

AL V = r2 [34 — 2sin q + ^sin q cos q ]

OL VD^x^rn—y^^^l—cos tf^n—cpAsin q)=r2[(n— q)— (n — q) cos rpAsin tp—sin<f cos-p] daher ALV — OLVD = r2 [7 +4 — sin q — (n — q) cos y — ^sin p cos q] und Flache CLO = F" = 72 [ (n — q) + sin q + (n — q) cos q + ^sin q cos q ]

Setzt man 7t — p = {1, so dafs das Flachenstiick CL 0 von der Axe und dem Scheitel aus genommen wird, so hat man zugleich q=n — q 1 also cos qp = — cos q1 und sin tp = sin g 1 und es ist Flache

CLO = F' = 72 [4q 1 + sin ip1 — (p' cos q1 — ^sin q 1 cos (p1 ]          (22)

	
	
11.    Die aufsere Flache CZL ist = # CZLO - CLO





# CZL 0 — x' • y' = (2r — x) (ra — y) = r2 (1 + cos q) (n — q + sin q) = 72 [(n — q) + (n — q) cos q + sin (p + sin q cos q] = r2 [p 1 — 1 cos (p1 + sin q 1 — sin q 1 cos q 1 ]

hiervon CLO (Formel 22) abgezogen bleibt Flache CZL=}r(p‘ —sin q1 costp^} (23) 12. Zieht man durch den Mittelpunkt

Q des in der Axe befindlichen Erzeugungs-kreises eine grade Linie QL = der Basis AD, fallt das Loth LV auf AD so ist «=4‘=3 =90°
[image: ]

Also F = ALV (Formel 13)

= G7 - 2) r2 (24)

F"=:CLQ (Formel 22)


=(n+1) r2 (25)

hierzu □ LVDQ — r • y'

=Gn+1) 72

gibt die halbe cy

cloidische Flache ACD = 37 r2 (26) 13. Zieht man die Sehne CL so ist

A CLQ-^CQ • QL-^ryl ={r(n-4 + sin q) hier ist         q = ^n

folglich ist △ CL Q = (7 + 4) 72 dies abgezogen von der Flache CL Q (Formel 25)

bleibt Segment CLF uber CL = \r2 (27)

	
14.    Halbirt man CQ in E, zieht EF + AD, so hat man cos q1 = 4 also          41=60°



Mithin nach Formel 22

die Flache } CEF=r2 [241 + sin (p1 — 241 — ^sin tp1) = ^r2 sin q 1 Zieht man nun DG

so ist          △ DEG = ^DE • EG = ^r • r sin GQE = ^r2 sin q1

	
Daher Flache CEF=^DEG (28) 15.    Die gewolbte Oberflache, die der Bogen AL (Fig. 543) bei der Drehung um AM beschreibt, findet man aus der Formel (pag. 194, rechts)__



P=?n/V1+(GM)ox+c

Nun ist y — r (p — sin q)

Aus No. 8 hat man — = tg —

Ox 2

Ox = r sin q c)(p

daher

F— 2/11'^ {<p —sin (f} V 1+tg \^sin,f'^) fP woraus nach erforderlicher Umformung


r= 16772 [.zoz o (I) -in (z) . a (z)] + c




welches einen Ausdruck mit logn gibt ist. Eben so practisch unbrauchbar ist und der von keinem practischen Nutzen der Ausdruck fur die Oberflache bei der



Drehung um AV, wo in obiger Formel (fur F) y mit x zu vertauschen ist.

	
16.    Nimmt man dagegen die Axe CD der Cycloide zur Umdrehungsaxe, so hat man die Oberflache durch die Um -drehung des Bogens CL um CO nach derselben Formel



r=2/)1+(B)a+c

Nun ist

y‘=nr-y=r(n —q) + r sin q = r {q,’Asin q‘) x’= r (1 — cos q‘)


hieraus




also und



Oy’ , ।       ,

, =r(1 + cos q ) O(D

8.’ . , aq=rsin*

Qy’ _ 1 + cos q‘ Ox’ sin q'

Ox’ = r sin q' • 8q‘

folglich ist


Nun ist




F= 2n72 /(p‘ + sin 45)

14(1+cos@).

" \ sin q> /



y/, । (1 + cos q‘\2 • ,,, 1+0 snq) sin* 84

2/ q\

20+ cos q) _^C°S (2)

sin ^q sin 2q

Also

F= 4 nr^{q, + sin q/) cos %‘ • 87’

Um das Integral ganz durchaus-zudriicken, hat man

q’ + sin q’ =2% + 2 sin 7 • cos $

und 84=28(4)

Also wenn man zugleich « fir 7 schreibt

F = 167ir2J[a + sin a • cos n) cos a • Oa Schreibt man das integral in 2 Glie-dern, also

J a • cos a • « + / sin a • cos 2a • O« so ist nach der allgemeinen Reductions-formel

/qxfx = q xjfx 8 —fq.’x ffx 8a

	
I.    Ja cos a 3a = a /cos a Oa -/a/cos « Oa


	
= a sin a —/sina^a = a sin a + cos a II.    /sin a cos 2 a 3 a



= sin «/cos 2 a 3a -/d sin ajcos 2 a 3a

= sin ccjcos 2a 3 a —J^cos ajcos 2a 3 a=A~ B

und        F = 16nr2 (I + II)

Nun ist /cos 2«O«=; {sin ce cos a + a) daher A={sin«(sinacosa—c) und B=^/cosa{sina- cos a +a) 3a

= }/sin a cos 2a 3a + ^a cos a 3a

= ^Jsin a cos 2a Oa+z(a sina+cos a)

Es ist also

i/sin a • cos 2c 3a = B—2 (a sin «+cos a) und nach II. /sin a cos 2a Oa = A - B folglich die beiden letzten Ausdriicke addirt

3/sin a cos 2a 3a = A — 2 (a sin « + cos a) und

	
II.    /sin a cos 2 a 3a = 3 A — }(« sin «+ cos a) folglich



I + II = a sin a + cos « +}sin a {sin a cos a+a) — 3 (a sin a + cos a)

= a sin a + 2cos a + ^sin 2a cos a

Schreibt man nun wieder % fur a, so erhalt man

F=l@nr2%‘ sin ^-^-Icos^ + ^sin (£‘) cos $‘+c

Fur q = 0 wird F=0 folglich ist

0 = 16nr2(0 + 3 • 1+0+C)

also vollstandig

F= 16772 %‘ sin - I (1 - cos $‘) + 3 sin (s’) cos 4‘]


(29)



Fur q' = 180° = n entsteht die gewolbte Oberflache der ganzen Cycloide

=16n 72 7-3+0=87(1$ (30)

	
17.    Dreht sich der Bogen AL um AV, so erhalt man dendadurcherzeugten Es ist Umdrehu ngskorper aus der Formel pag. 195, links.                              woraus


K = n /r 8y

x = r (1 — cos q) y=r(- sin q)

8y = r (1 — cos q) 8q





daher K = nr^Jll — cos 24) (1 — cos 34) 84 = nr2f(y — cos q)2 84

= ar3/(1 — 3cos q + 3cos 24 — cos 34) 8q

= nr/bq — 3jcos q ^q. + 3 Jcos 2 8q —Jcos 3 8q]

Nun ist                 q = q jcos q> Oq = sin q

(cos 24 Oq = } (sin q cos q + q jcos 39 Oq = 3 sin qp (cos 24 + 2) daher K = nr3 [o — 3sin q + ^sin q cos q> + ^q> — ^sin q cos 2q — 3sin q]

= nr3 [2«p — ^sin q + ^sin q cos q — 3 sin q> cos 2q + C]            (31)

Fur q = 0 wird K = 0, daher C = 0 der von der Flache ACD durch Umdre-hung um AD gebildete cycloidische Kor-per ist, wenn man 7 fur q setzt

=5n2r          (32)

	
18.    Dreht sich der Bogen LCD um die



Axe CD so hat man

K' = n Jy’2 ^y'

Setzt man aus No. 16 die Werthe von y’ und 8x‘ in diese Formel, so erhalt man

K’ = nr/y‘ + sin q‘)2 sin q‘ 8q‘ = nr3 [/2 sin q ' + 2 /‘ sin 2q> ‘ + Jin 3q ‘]8‘

Nun ist nach der No. 16 citirten allgem. Reductionsformel (das Gestrichelte fortgelassen also q ‘ = q gesetzt)

	
I.    /q2 sin q 8q = — q2 cos q+2 / cos q &q = - q 2 cos q + 24 sin q + 2 cos q


	
II.    J sin 29 = q>Jsin 2q ^q) — J Jin 24 Oq



49 (— cos q^ sin q+q)—} /— cos q sin q> — qi) Oq = A — B

B = - ^Jsin 24 (^2q^ + ':Jq> 8q = + $ cos 2q + [qt2 daher

	
II.    / sin 2q = ^q> (— cos qi sin q) •{■ q>) -\- ^cos 2q + 1 q2 = 42 — Xq sin 2q — ^cos2:p


	
III.    Jsin 3q Oq = Jsin q sin 24 Qrp = sin qJsin 2q Oq — Jcos/ sin 2q



= — }cos q sin 2q — 3 cos q

Hiernach

K‘ = 173 [2 y2 (1 — 2cos q) + 4 <p (4s in q — sin 2q)+3cos q — cos 2q — lsin<p sin 24] + C oder

K‘=nr [+1 2 (1-2cos q)+q sin q (2—cos q)-f-jcos rp(4-sin2q)-[-14 (sin 2q— cos2^—12] (33)

Fur 4 = 0 verschwindet der Korper daher C=-(-)= - 13 gesetzt wor-den ist.

Der von der Flache ACD durch Umdrehung um die Axe CD gebildete cycloi-dalische Korper ist bei q = n

K = 7 13 [3/ 2 (1 + 2) + } (- 1) • 4 + 4 (- 1) - 13] = n r3 [3 n2 - 3]                   (34)

Cycloide. Die gestreckte oder ge-dehnte und die verkiirzte oder ver-schlungene Cycloide. Es sei BD der lothrechte Durchmesser des auf der geraden Linie AB sich walzenden Kreises, C sein Mittelpunkt. Aufserhalb und innerhalb CD seien an CD die beiden festen Punkte d, 0 verbunden, so sind D, d, 8 beschreibende Punkte zu drei Cy-cloiden; D der beschreibende Punkt fiir die gemeine C., d der fiir die verkiirzte C. und d der fiir die gestreckte C, und D, d, 0 sind die Punkte dieser 3 C. in deren Axe.

1st der Mittelpunkt des Kreises wah-rend seiner Walzung nach E gekommen, FG sein lothrechter Durchmesser, so ist BF = dem Bogen BM, der von B ab auf


Fig. 5453
[image: ]




AB sich abgewalzt hat, so dafs Mnach F gekommen ist, = dem Bogen GL, um welchen der Punkt D nach A hin fort-geschritten ist. Der Halbmesser CD be-findet sich also jetzt in EL, und mit dem-selben der Punkt d in I und der Punkt 8 in 2. Folglich sind L, I und 2 Punkte der genannten 3 C.

Ist BA = der halben Peripherie des Kreises, so ist bei der halben Abwalzung des-selben D nach A gekommen, der Halb-messer CD nach kA und mit demselben der Punkt d nach a und der Punkt J nach «.

Ist CH = kH = dem Quadrant DN des Erzeugungskreises und befindet sich des sen Mittelpunkt in H, so liegt CD waa-gerecht; D liegt in K, d in k und 0 in x.

Von hier ab kommt


Fig. 546.
[image: ]




CD unterhalb CK, der Punkt d geht fiber den lothrechten Durchmesser A J hinaus, beschreibt den Bogen kea und die halbe verkiirzte C.ist dieLinie dikea. Der zweite Bogen afkzwischen aundk gehort schon zu der-jenigen verkiirzten C., welche entsteht wenn der Kreis von A aus in die Ver-langerung von BA tritt; er bildet mit der ersten C. eine Schleife und in k mit derselben einenKno-ten k, weshalb diese

C. auch die ver-sc hl ungene C. ge-nannt wird. Die ge-streckte C. dagegen bleibt innerhalb BD und AJ, sie wird in der Nahe von a gegen AB convex und zwischen a und * hat sie einen Wendungs-punkt.

Hier ist k genau in dem lothrechten Durchmesser A J, also in dem Mittelpunkt des uber A befindli-chen Erzeugungskrei-ses gezeichnet. Dies kann aber nur sein, wenn Cd = dem Quadrant DN ist. Fur Cd > Bogen DN fallt k links von AJ, der Knoten oberhalb Ck und die Schleife wird grofser; fur Cd < Bogen DN fallt k rechts von AJ, der Knoten unterhalb Ck und die Schleife wird kleiner.

	
I.    DieverkiirzteCycloide. Umdiese C. zu untersuchen istbei derselben Bezeich-nung wie Fig. 545, AB die Basis der Cycloide, CD der Durchmesser des Erzeu-gungskreises in der Axe, Q dessen Mittelpunkt, daher ALC die gemeine Cycloide, aelc die verkiirzte C.



Setzt man nun fur den Punkt I, am = x, ml = y, verlangert y bis o, setzt co=x}, ol = yt, zieht den Halbmesser Qp, setzt A pQc = cp 1 so gehoren die Bogen cl und CL zu q 1 und die Bogen al, AL zu dem / IGi = Z pQd = cp = 7i — cpt.

y,=ol=AD-y=nr—(ro-Rsinq)=(n-q)r+Rsinq=r, A Rsinif । (4)

hieraus ist wie ad 2. R — x        R — x. cos 9 = —R ; cos 9 1 = —R— -----, V2Ra - X2 sin (p = V1 — cos Gp —--------- 12Rx, — x,? sintpt =---R / R-x\ 9 = Arc (cos = R ) q^ Arc {cos = RA” ) y = r Arc (cos “p)-V2Ra-z2 (5)


y, =rArc( cos^-^1




)+V2Rx i—x i2 (6)



	
2.    Aus Gleichung 2: y = rp — R sin q folgt, dafs fur 2 Werthe von q, — J = 0 wird.



	
A.    Fur @=0, wo der Erzeugungskreis fiber A sich befindet und der Curven-punkt a ist.


	
B.    Fur rq = Rsinq oder fiiry= —sin , wo der Curvenpunkt k ist.



R

Zwischen q = 0 und q = — sin , wenn

R

also I <~sin<p ist, wird y negativ und es entsteht der Bogen aek.

Ist x — R, so liegt k in N, und nach Formel 1 ist zugleich

a = R — R cos q

Dies ist also nicht anders moglich als wenn R cosq — Q, also wenn q — ^n ist, wenn also der Quadrant des Kreises ab-gewalzt ist.

Man hat also fur diesen Fall

oder          R = ^nr

	
d. h. R ist = dem Quadrant des Erzeu-gungskreises wie schon No. 1 bemerkt ist. Aus Formel 2:



y = rcp — R sin q wird fur x = R, also zugleich fur tp = }n y = ^nr — R

Ist also R<nr, so ist y positiv, der Curvenpunkt liegt rechts von N, nach n hin, der Knoten k fallt unterhalb der Mit-tellinie, die Schleife wird kleiner.

ist R>}nr, so wird y negativ, der Curvenpunkt fallt links von N, nach n’ hin; k fallt oberhalb N, die Schleife wird grofser.

Fur R = r entsteht die gemeine C., k fallt in A und die Schleife verschwindet.

	
	
3.    Zur Construction der Tangente und der Normale hat man





9 a

aus Formel 1: — = R sin (p

Oq 1

aus Formel 2: — = r — R cos tp 80          1 hieraus 89 = T-R cos® _ der Tangente Ox R sin q

(tg ct) des / n den die Tangente in I mit der Linie am bildet, oder des A, den die Normale fur I mit der Linie ab oder AR bildet. Die Construction ist einfach:

Zieht man namlich pD so ist Do = po tg / opD

Nun ist

oQ = pQ cos q1 = R cos q’ = — R cos q folglich Do = DQ + Qo = r — R cos «p und da po = R sin q’ — R sin q so ist r — R cos q = R sin q • tg / opD , r — R cos ( woraus tq / opD = —-----

r Rsmq

A opD ist also = a und die mit pD ge-zogene Parallele IK die fur I verlangte Normale.

	
	
4.    Die Subtangente fur den Punkt I (wie MS fur L, Fig. 543) erhalt man aus Formel 1, pag. 185





ay.. r—R cos q R sin q (rq — R sin a) w :— =(rq — R sin q): ——---‘ = ----—---"

	
	
	
• Ox                  R sin q         r — R cos q







Die Tangente fur I {LS fur L Fig. 543) aus Formel 3, pag. 185

I/I + (8)2= ry—Rsine VR2+R (R—2,c05c)

(Oy)) Ox r-Rcosq *             7


(7)

(8)



Die Subnormale fur I (RM fur L Fig. 543) aus Formel 4, pag. 185

Oy ,    • .r-Rcosq y * o= (rq ~ R sin q) r -

OT                     It Sin (

Die Normale fur I (LR fur L, Fig. 543) aus Formel 5, pag. 185

, 1/ 1 + (W = r — R sine /,2+R (R-2n cos 4)         (10)

• Ox) R sin (P

	
	
5.    Die Lange des Krummungshalbmes-ser in der Normale erhalt man, nach pag. 188, Formel 9, wenn man wie im vor. Art. No. 6 verfahrt:


Es ist







y _ r — Reos cp Ox R. sin q Ox , •

— = R sin w Osp


also

und



Oy

8p="-Rcos*

82x R

9q2=Rcos

82,

842 = R sin I

Q2y R sin q • R sin q — (r — R cos </) R cos q R — r cos q 0x2                   R3 sin 34                    R2 sin 3,

F (r- Rcos^l}

_ L \ R sin 7 / J _ (^R' + 72 — 2r R cos q)

/ R — r cos ip\             R (R — r cos <p)

\ R 2sin 3 p )


6. Aus

^n



No. 3 hat man fir q = 0, r — R. cos o — to ( — ---------- — co R sin o

mithin ist «= Z IkA = 90°

und die Normale fur a liegt in der loth-rechten aN. Nun ist fur 4=0

_ (R2 + r2- 2rR^3 _ (R - r/

RCR~~r) = R

Der Punkt A hatte keinen Kriimmungs-kreis, wohl aber der Punkt a, und da aus Formel 12

2R : R. — r = R—r : ^q so erhalt man dessen Halbmesser, wenn man aus N mit Na = R, den Kreisbogen ay beschreibt, aus a mit Aa = {R — r) den Bogen Ay zeichnet, das Loth yh,


fallt



Fig. 547.
[image: ]


und ah doppelt nimmt, wo dann ^ah der Halbmesser des Kriimmungskreises ist.

Fur q = n also fur den Scheitelpunkt

	
c, Fig. 546 wird



_ {R2 + r2 + 2rR)^ _ (R+ r}2

	
	
• R{R At)R





und da mithin 2R : R + r = R + r : 20 so beschreibe aus c mit cD = R +r den Bogen DS, falle das Loth SU so ist cU der halbe Kriimmungshalbmesser fur den Scheitel c. Fur R — r wird o — 4r, wie im vor. Art. No. 6 schon nachgewiesen worden. Schreibt man R = r + k so er-


(12) halt man



° rik 4 *r+1 es ist also bei der verkiirzten 0. der Kriimmungshalbmesser immer grofser als bei der gemeinen C.

	
7 . Man erhalt aus Formel 2 fur y



Oy

— ,= r — R cos q — 0

	
8    p *



woraus fur — y als Maximum cos cp = —

•                        ' R

Setzt man diesen Werth von q in Formel 1, so erhalt man

x = R — R• — = R - r = a A

Es liegt mithin das Maximum von — y immer in der Basis AB.

Nun hat man — y — — rip + R sin <p

Zeichnet man daher Fig. 547 aus N den Bogen ak, zieht NK, so ist 2 aNK = <p

dessen


Einheitsbogen = arc
[image: ]

ist.




Zeichnet man noch Bogen Aq, so ist

Aq = r, KA = R S2n q und

	
	
— y = Ae = KA — Bogen Aq.





Daher liegt auch die Normale fur e in der Basis AB, wie schon in No. 4 die Formel

.      « r — R.—

Oy r—Rcos (       R

— = ——.---— = ---;--— 0 — to C

Or R sin ( R sin ( nachweist, indem tg a = 0 und a = 0 wird.

Den Krammungshalbmesser fur e er-halt man aus Formel 11

(Ri + ri-2Rr- 7)3 Q = --------------------- = }/R^ - 72

n(n-r%)

der Krammungshalbmesser 0 fur den Punkt e ist also die Lange Ak.


Fig. 548.
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sin q ।




II. Die gestreckte Cycloide. Bei derselben Bezeichnung wie Fig. 546 ist AR die Basis der gemeinen C., CD der Durchmesser des Erzeugungskreises in der Axe, Q dessen Mittelpunkt, ALC die Cycloide, ale die gestreckte C. Setzt man nun den Halbmesser QC des Erzeugungskreises = r, den Abstand cQ des beschreibenden Punkts c vom Mittelpunkt Q=rx, setzt fewer, wie No. 1, fur den Punkt I, am = x, ml = y, verlangert y bis o, setzt co = x,, ol = y, , zieht den Halb-messer QP, setzt 2 PQC =41, so geho-ren die Bogen el und CL zu 4:, und die Bogen al und AL zu dem _Gi= PQD = q =7 - , (vergl. verkiirzte C. No. 1 bis 7).

Nun ist

a=lv=vn+ln=r,+lG cos q l—ri—rlcos y (1) y = lm = AJ —vi = Bogen DP — Gn

7 1 = Arc
[image: ]


——)-12r । a—42 (5) Til’

, )+12r,7,=,3(6)


y = R arc (cos = y, —R arc( cos= 1



	
	
2.    Gleichung 2 ist y = ri — rx sin q Fur 3=0 entsteht 7 =0 und r 1 sin <p—rif .





Nun ist aber sin «p immer kleiner als 7 , also r, sin ((’ <Fi q, also noch viel-mehr r, sin q<ro. Es ist also sin qp = rep nicht moglich und es existirt allein fur 9 = 0 und fur das einzige x = 0 die Ordinate = 0 wie auch der Form der Curve entspricht. Eben so existirt kein negatives y weil r 1 sin q < bleibt als rq.

	
	
3.    Wenn man in No 3 r mit rt ver-tauscht, so erhalt man by , _r-r cosep — lq a —------.-- ox           Ti sin q





Zur Construction der Normale fur I hat man nun

DQ = rx Qo = pQ cos Q1 = — rt cos q

daher Do = r — ri cos q po = T1 sin q po tg Z opD = Do = r — rl cos q r — r i cos, folglich tq a =-----;---— = tq ODD r 1 sin ( und / opD = a

Zieht man daher durch I die mit pD parallele Ik, so ist diese die Normale in I.

Da die Linie pD den Kreis cpd in noch einem Punkt p' schneidet, so existirt noch ein zweiter Punkt in der C., deren Normale mit pD und 1k + ist, und man er-halt denselben, wenn man aus p' mit AB bis zur C. eine Parallele zieht. Jeder Punkt der C. von a bis c hat also noch einen ihm correspondirenden Punkt fur parallele Normalen und folglich auch fur parallele Tangenten.

Nur der Punkt der C. fur den die aus D gezeichnete Linie den Kreis dpc be-riihrt, hat eine Normale und eine Tan-gente, mit denen keine Normale und Tangente eines anderen Punktes der C. + lauft. Man erhalt diesen Punkt e wenn man aus dem Bertihrungspunkt f von Df an dem Kreise dpc mit AB eine Parallele fe bis an die C. zieht.

Der Zusammenhang je zweier fur parallele Ordinaten correspondirenden Punkte ist folgender:

ist Z opD der Tangentenwinkel c fiir die Punkte p und p’, A pQd = q der zu

p gehorige, ^_p'Qd=ik der zu p' geho-rige Walzungswinkel, bezeichnet man fer-ner Ap‘pQ=App‘Q mit 3, so hat man

a - 8 = 90° - q' = q - 90° woraus 3 = 90° + « — q auch ist    23 = 180° — (P — 1) also         P = 90° — 27 ■" beide Werthe fiir 3 gleich gesetzt, gibt


woraus




«=9* 2



Hat man also fiir den zu dem A q ge-horenden Punkt I den A a gefunden, so erhalt man 1=2« — 4, und mit diesem / den Punkt der C., der mit dem Punkt I parallele Normalen und Tangenten hat. Fiir den Punkt e hat man a = q = i und dieser A findet sich aus r cos q = rx, also q = arc (cos = —)

	
	
4.    Aus Formel 2: y = rip — r । sin q und Formel 7 by       r — cos q


	
— — to a =-------———







OE           T1 sin q

erhalt man wie No. 5 fiir die verkiirzte C.

Die Subtangente fur den Punkt I (wie MS fur L, Fig. 543)


Die




Die



Oy .       .TY cos q r, sin q (rq> — r, sin 4)

Or                    Ti sin p           r — r^costp

Tangente fiir I (wie LS fiir L, Fig. 543) y I /1 , (8 y\2 _ r,P ~ ri sin q , —----7--------- To I 1 (a)------ Yr — T i (r 1 — 2r cos @) (3 T Ox) r — rlcosq> 1  1 \a) Sub normale fiir I (wie RM fiir L, Fig. 543) Oy,        . r — r. cos q y o=(r — "i sin q)----•---‘ Ox                   rt sin (

Die Norm ale fiir I (wie L R fiir L, Fig. 543) I/. . (Oy\2 rq>~r.sin<p ——-------------

y • 1 + w - ^sinip ^r +r,(ri- 2r cos q)


(8)

0)

(10)

(H)



	
	
5.    Die Lange des Kriimmungshalb-messers in der Normale bei demselben Verfahren wie No. 6, und bei Vertau-schung von R mit 7,


	
- (r.2+12-2rr, cos Cf^


	
• rt (rt — r cos q)



	
6.    Auch hier liegt aus denselben Griin-den wie No. 7 die Normale fur den Punkt a in aN, die Lange von p fiir a ist (ri - r)2 _ (r-r^2





T, T r.

ist in beiden C. der verkiirzten und der gestreckten R — r — r — T1 , d. h. ist in beiden der Abstand Cc gleich grofs = k, so ist o fiir a bei der verkiirzten C. kleiner als bei der gestreckten C. Beide p verhalten sich wie r, : R. oder wie r — k : r + k.

Fiir den Scheitel c ist p = --——-

Ti

Auch hier fiir c ist o bei der verkiirz-ten C kleiner als bei der gestreckten C. die 3 Krummungshalbmesser fur die ge-meine, die verkiirzte und die gestreckte C. im Scheitel verhalten sich wie

, (r^R)2 (r+r‘)2

R r

k2            12

= 4r : 4r +---— : 4r +--, r T k r — k

	
15.    Bei der verkiirzten C. ist der Nen-ner in der Formel fur Q = R (R — r cos qi). Da r immer < R, also r cos q erst recht immer <R, so hat dieser Nenner stets einen positiven Werth.



Bei der gestreckten C. ist dies nicht der Fall: der Nenner ist r’ {r1 — r cos q); es ist r > r' und es kann der Nenner subtractiv werden. Mithin existiren Theile der C., welche gegen die Basis convex sind; der Punkt derselben fir r' = r cos q ist ein Wendungspunkt. Man sieht, dafs dieser Punkt der Punkt e ist, dessen Normale mit der keines anderen Punktes der C. + lauft und der, wie am Schlufs von No. 3 angegeben, zu « = arc ^cos~^ gehort.

CyclUS, Cykel, Kreislauf, also ein immer wiederkehrender Lauf, auch ein Zeit-lauf, oder ein Zeitabschnitt, in welchem bestimmte astronomische Erscheinungen in derselben Reihenfolge wiederkehren. In der Chronologie hat man hauptsach-lich 2 Cykel, den Sonnen- und den Mondcykel.

Ersterer, der Sonnencykel begreift die Zeit, nach welcher jeder Wochentag wieder auf denselben Jahrestag fallt, z. B. der Sonntag immer wieder auf den 1, 8,

	
15. .. Januar, und so das Jahr und die iibrigen Jahre hindurch wie in dem vor-angegangenen Cykel. Da das Jahr aus 36 5 Tagen = 365/7 = 521/7 Wochen, also aus 52 Wochen und einem Tage besteht, so wiirde der Cykel einen Zeitraum von 7 Jahren umfassen, wenn nicht das je 4te Jahr als Schaltjahr einen Tag mehr hatte, woher der Sonnencykel aus 4x7 = 28 Jahren besteht.



Der Mondcykel begreift denjenigen Zeitraum, nach welchem die Mondphasen, als der Neumond, immer wieder auf denselben Jahrestag fallen wie in dem vor-herigen C, und dieser begreift 19 Jahre. Denn ein synodischer Monat betragt im Mittel 29 Tage 123/4 Stunden, das Jahr (das gemeine und das Schaltjahr zusam-men) im Mittel 3651/4 Tage, folglich hat man die Verhaltnifszahl zwischen Dauer des Jahres und des Monats

_ 365 Tage 6 Stunden _ 365,25 _ 3896

29 Tage 123 Stunden 29,53125   315

Um dies Verhaltnifs, auf die kleinst moglichen und dem Verhaltnifs moglichst nahe kommenden Zahlen zu bringen hat man den Bruch

	
	
1    + 1__ 2+ 1 1+1





Lafst man 1/16 als unbedeutend fort, so hat man den Kettenbruch

So dafs 19 Jahre oder 235 synodische Monate einen Mondcykel ausmachen. Die Differenz beider ist an Zeit sehr gering, denn es betragen 19 Jahre zu 3651/4 Tage in Summe 6339 Tage 18 Stunden und 235 Monate zu 29 Tage 123/4 Stunden sind 6339 Tage und 201/2 Stunde, so dafs der Unterschied zwischen beiden nur 21/2 Stunde ausmacht.

So auch kann ein Zeitabschnitt von 4 Jahren, in welchen sich der Bruchtheil des Tages, um welchen die Erde mehr als 365 Tage um die Sonne sich bewegt und der auf 4 Jahre in 3 Gemeinjahren und einem Schaltjahr abgetheilt ist, ein

C. genannt werden, weil abgesehen von der noch nicht vollstandigen Ausglei-chung der Zeit die Erde an jedem Tage der folgenden 4 Jahre wirklich oder die Sonne scheinbar in demselben Ort in der Ekliptik steht.

Cylinder ist ein Kerper, der von 2 pa-rallelen, gleich grofsen Kreisebenen und einer um diese befindlichen krummen Flache begrenzt wird, die so beschaffen ist, dafs jede zwischen zweien Umfangs-punkten beider Kreise und + mit der Verbindungslinie der Mittelpunkte derselben gezogene gerade Linie mit alien ihren Punkten innerhalb der krummen

Linie liegt. Die beiden begrenzenden Kreise heifsen Endkreise, Grund-kreise des 0., die gerade Verbindungs-linie der Mittelpunkte beider Kreise heifst die Axe des C., die krumme Ober-flache der Mantel des C. Jede mit der Axe parallele Linie im Mantel heifst eine Seite des 0. Steht die Axe auf den Grundkreisen normal, so heifst der 0. ein gerader, steht sie geneigt gegen die Grundkreise, so heifst der G. ein schie-fer C.

	
	
2.    Fuhrt man einen mit den Endkrei-sen parallelen Durchschnitt durch den Cylinder, so ist dieser ein den Endkrei-sen congruenter Kreis.





Denn es sei BDEF der Cylinder, AC dessen Axe, POLQ eine = mit den End-kreisen genommene Durchschnittsebene, welche die Axe in K schneidet. Zieht


man nun aus einem Punkt G des Um-fangs eines der Endkreise eine Parallele GH mit der Axe, so liegt diese zufolge der obigen Erklarung mit alien ihren Punkten in dem Mantel des C., und be-ruhrt also den zweiten Endkreis und den Durchschnitt in 2 Punkten H, L, die mit G in derselben geraden Linie liegen.

Verbindet man nun die 3 Axenpunkte mit den 3 Umfangspunkten zu den 3 geraden Linien CG, AH, KL, so liegen dieselben zwischen zwei Parallelen AC und GH also in einerlei Ebene (Eukl. Erkl. 35 und XI, 7), und da sie in 3 mit einander parallelen Ebenen liegen, so sind sie untereinander + (Eukl. XI, 16); nun sind AH und CG als Halbmesser zweier gleicher Kreise einander gleich, folglich auch KL mit ihnen gleich. So lafst sich von jeder von K nach dem Umfang des


[image: ]

Durchschnitts gezogenen graden Linie beweisen, dafs sie den gleichen Halbmes-sern der Endkreise gleich ist, folglich sind diese Linien Halbmesser und der Durchschnitt POLQ ist ein Kreis.

	
	
3.    Fuhrt man eine Ebene durch die Axe oder = mit der Axe, so bildet der Durchschnitt dieser Ebene mit dem Cy-lindermantel ein Parallelogramm.





Denn es sei MNRS eine durch die Axe AC gelegte Ebene, so schneidet diese die beiden Endkreise in 2 geraden Linien MR und NS die beide in der Durchschnittsebene und zugleich in den parallelen Grundkreisen liegen, folglich einander = und als Durchmesser gleicher Kreise auch einander gleich sind. Fuhrt man nun durch die Endpunkte N und S des einen Durchmessers 2 gerade Linien = der Axe, so liegen diese in der zu den graden Linien AC und NS gehorenden Ebene, d. h. in der durch die Axe ge-legten Durchschnittsebene und schneidet den Durchmesser MR des zweiten End-, kreises; da nun beide durch N und S = AC gezogene Linien mit alien ihren Punkten in dem Cylindermantel liegen, so schneiden sie den Durchmesser MR in M und R, das Viereck MNRS ist der Durchschnitt der Ebene mit dem Cylinder und ist, da MN + RS und MR + NS, ein #.

ist HRGS die + AC gefuhrte Durch-schnittsebene, so liegen die beiden Durch-schnittslinien HR, GS der Ebene mit den Endkreisen in der Durchschnittsebene und sind einander = weil sie in den parallelen Endebenen liegen; durch G und S 2 mit AC parallele Linien gefuhrt, schneiden die Linie HR und da sie ganzlich im Cylindermantel liegen, die HR in H und R. Nun war HR + GS, GH^=ACA= RS folglich der Durchschnitt GHRS ein #.

	
	
4.    Wird durch eine Tangente des Grund-kreises eines Cylinders eine Ebene = zu dessen Axe gelegt, so hat diese Ebene mit dem Cylindermantel nur eine gerade Linie gemein und ist eine Tangential-fl ache des Cylinders.





Denn es sei JK eine Tangente in G an dem Grundkreise EFG, JLMK eine durch JK mit der Axe AC = gelegte Ebene. Legt man nun durch AC und den Punkt G eine Ebene, so schneidet diese die Ebene J KLM in einer mit AC parallelen geraden Linie, folglich fallen beide durch G gehenden Durchschnitts-linien in eine gerade Linie GH zusam-men, welche sowohl dem Mantel als der Ebene JKLM angehort. Jede andere in der Ebene JKLM mit AC + gezogene Linie, wie z. B. NO schneidet die Tan-

Fig. 550.
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gente JK in einem anderen Punkt als G. den sie mit dem Grundkreise allein gemein hat, folglich liegt jede andere Linie innerhalb JKML und = AC aufser-halb des Cylindermantels und folglich hat die Ebene JKLM nnr die eine grade Linie GH mit dem Cylindermantel gemein und ist eine Tangentialflache des Cylinders.

	
	
5.    In jedem schiefen Cylinder gibt es anfser den mit den Endflachen parallelen Durchschnitten noch ein zweites System von parallelen Durchschnitten die mit dem Grundkreise congruente Kreise sind.





Es sei BDNO ein schiefer C., AC seine Axe, die Ebene BDNO durch die Axe und normal auf die Grundkreise gelegt. Zieht man nun in dieser Ebene die grade

Fig. 551.
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Linie GH durch den Punkt J der Axe der Art, dafs / GHD = A BDH, dafs also die Linien GH und BD antiparallel sind, und fuhrt durch GH eine auf die Ebene BDNO normale Ebene, so ist deren Durch-schnitt GKHL mit dem Cylindermantel ein den Endkreisen congruenter Kreis.

Um dies nachzuweisen, lege man durch irgend einen Punkt z. B. L des Durch-schnitts dieser Ebene mit dem Mantel einen den Endkreisen parallelen Kreis EKFL, dessen Mittelpunkt sei C, die in der Ebene BDNO befindlichen Durch-messer EF und GH beider Kreise schnei-den sich in dem Punkt M und beide Kreisebenen in der durch M gehenden graden Linie LK, welche normal der Ebene BDNO ist, weil es beide Kreisebenen sind, mithin ist / LMF = 2 LMH = R ferner ist Z MJC = Z MHD =^BDH da nun auch 2 MC.J = / BDH

so ist z MCJ= X. MJC daher        MC—MJ

Zieht man also die Linien LC, LJ so sind die beiden bei M rechtwinkligen Dreiecke

△ LMC 9 △ LMJ daher ist auch LC=LJ.

Nun ist LC der Halbmesser des Kreises EKFL = dem Halbmesser der Grundkreise und JL ist gerade Verbindungs-linie eines Mantelpunkts L mit dem Axen-punkt J, die beide in der Ebene GKHL liegen. Da nun L in dem Umfang der letzten Ebene beliebig gewahlt ist, so liegt auch jeder andere Punkt des Durch-schnitts zwischen Mantel undEbene GKHL von dem Durchschnittspunkt J der Ebene mit der Axe um den Halbmesser des Grundkreises entfernt und folglich ist die Durchschnittsebene GKHL ein den Endkreisen congruenter Kreis. Man nennt den Durchschnitt GKHL einen Wech-seis chnitt.

	
	
6.    In jedem anderen ebenen Durchschnitt des Mantels, der nicht parallel den Grundkreisen liegt oder ein Wechsel-schnitt ist, wird von dem Mantel eine Ellipse begrenzt.





Denn ist ZDHG nicht ~ Z BDH so ist auch M C nicht = MJ, CF mtAA — JH und der Durchmesser EF des Endkreises nicht gleich der Linie 2JG — GH. Nun ist MK normal auf EF und normal auf GH. Es ist aber in dem Kreise EKFL

MK2 = EM x MF da nun A MGEcm A MHF

so ist GM . MH = EM .MF also auch

GM + MH : GM = EM + MF: EM Oder GH.EF^GM.EM und da auch GH : EF = HM : FM

so ist GH2 : E^ = GM • HB: EM^FM

Oder GH^ : EF2 = GM • HB : MK2

FF2

bieraus MK^ =GM- HMx~-

FF2

oder MK2 = GM x (GH— GM) x —I

Setzt man nun MK als lothrechte Ordinate -y, GM als Abscisse = x so hat man die Gleichung

, EF2 EF2 , y=GHX~GiPX welches die rechtwinklige Coordinaten-gleichung fur die Ellipse ist.

Fur 4 JHF> • BDF wird JH die halbe kleine, JL = CF— AD die halbe grofse Axe.

Fur 4 JHF< 4 BDF wird JH die halbe grofse, JL = CF=AD die halbe kleine Axe.

Ist BDON ein gerader C., so existirt kein Wechselschnitt und jeder andere als parallel mit den Endkreisen genommene ebene Schnitt durch den Mantel wird eine Ellipse.

	
	
7.    Der gerade Cylindermantel ist = einem Rechteck, dessen Grundlinie = dem Umfange des Grundkreises und dessen Hohe = der Axe oder einer Seite des Cylinders ist. Ist r der Halbmesser des Grundkreises, h die Lange der Axe, so ist der Cylindermantel = 2nrh. Denn wenn man sich den Cylindermantel von einer beliebigen Seite aus in eine Ebene abgewickelt denkt, so entsteht das eben angegebene Rechteck.





Diesen Satz beweist man ganz streng mit Hilfe der Grenzwerthe: Man beschreibe in dem Grundkreise und um denselben regelmafsige Vielecke von gleich viel Sei-ten , von welchen die Ecken des inneren Vielecks auf die Mitten der Seiten des aufseren treffen, oder auch so belegen, dafs je 2 Seiten der beiden Vielecke ein-ander + sind, so ist die Summe der Seiten des inneren Vielecks kleiner und die Summe der Seiten des aufseren Vielecks grofser als der Umfang des Grundkreises. Zieht man nun aus alien Ecken beider Vielecke Parallelen mit der Axe bis in die Ebene des zweiten Endkreises, ver-bindet in diesen die Durchschnittspunkte durch gerade Linien, so entstehen in dem zweiten Endkreise zwei den unteren con-gruente Vielecke; und legt man durch sammtliche Seitenpaare Ebenen, so entstehen innerhalb und aufserhalb des Cylindermantels so viele Rechtecke als die Vielecke Seiten haben. Die inneren Rechtecke beriihren mit ihren Seiten den Mantel, die aufseren sind Tangentialflachen des Mantels.

Die Summe der inneren Rechtecksfla-chen ist kleiner, die Summe der aufseren ist grofser als der Cylindermantel. Durch beliebig wiederholte Verdoppelung der Vielecksseiten und der zu ihnen gehori-gen Rechtecke wird die Summe der inneren Rechtecksflachen immer grofser, die der aufseren immer kleiner und man kann deren summarische Grbfsen einan-der beliebig nahe bringen. Aber immer bleibt der Cylindermantel kleiner als die Summe der aufseren und grofser als die Summe der inneren Rechtecksflachen, und da zugleich das Rechteck, dessen Grundlinie der Umfang des Grundkreises und dessen Hohe die Axe ist ebenfalls immer kleiner bleibt als die Summe der aufseren und grofeer als die Summe der, inneren Rechtecke, so sind diese beiden eingeschlossenen Grbfsen: erstens das Rechteck vom Umfang der Grundflache mal der Axe und zweitens der Cylindermantel einander gleich.

	
	
8.    Der Mantel eines schief ahgeschnit-tenen geraden Cylinders ist ebenfalls — dem Rechteck 2nrh, wenn r der Halbmesser des Grundkreises und h die Hohe seiner Axe ist.





Denn ist BDEF der abgekurzte Cylinder, dessen Grundkreis den Halbmesser BC = r hat und dessen Axe AC = h ist, und man legt durch den Endpunkt A der Axe eine Ebene JGKH = dem Grundkreise, erganzt den rechts befindlichen niedrigeren Theil des Mantels bis zur Durchschnittsebene JGKH um das Stuck JHFK so schneidet der dem Grundkreise parallele Kreis GJHK die den C. oben

Fig. 552.
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begrenzende Ellipse EJFK in der durch A liegenden geraden Linie JK. Nun ist die Flache des abgekiirzten Cylinders = der Cylinderflache GHBD + der Hufflache JKEG - der Hufflache JKFH. Da aber beide Hufflachen von gleichen Hohen EG und FH und demnach gleich sind, so ist der Mantel des schief abgekiirzten geraden C. = dem Mantel GHBD = 2?irh.

	
	
9.    Der Mantel eines schiefen C. ist gleich dem Rechteck dessen Grundlinie der Umfang des auf der Axe normal ge-nommenen Ellipse und dessen Hohe die Axe ist. Denn legt man durch die End-punkte der Axe A, C, Fig. 552, zwei normal auf AC befindliche Ebenen, so wer-den an beiden Enden 2 halbe Hufflachen gebildet, die einander gleich sind, und von welchen die eine fortgenommen und an dem anderen Ende angesetzt den C.' zu einem Korper gestaltet, der zwei gleiche elliptische Grundebenen hat und deren Seiten normal darauf sind.


	
10.    Die gesammte Oberflache eines ge raden Cylinders ist bei obiger Bezeich-nung





= 2nrh + 2nr2 = 2 nr (h + r) also gleich einem Rechteck, dessen eine Seite der Umfang des Grundkreises und dessen andere Seite die Summe des Halb-messers und der Axe ist. ist die Hohe des C. gleich dem Durchmesser des Grundkreises, so ist der Mantel = 4n12 gleich der Oberflache einer Kugel von dem Halb-messer r, die also von dem Mantel in alien Punkten ihres grofsten Kreises be-ruhrt wird. Die gesammte Oberflache dieses Cylinders ist 6nr2 = 1} mal der Oberflache der Kugel, welche von dem Mantel und beiden Endflachen beriihrt wird.

	
	
11.    Der korperliche Raum eines gera-den Cylinders ist gleich dem eines Prisma, welches, mit dem C. eine gleich grofse Grundflache und gleiche Hohe hat.





Denn construirt man in den Endflachen des Cylinders die Vielecke und ver-fahrt weiter wie ad 7, so entstehen in dem C. und um denselben Prismen von gleich viel Seiten, von welchen das aufsere grosser und das innere kleiner ist als der C. Durch beliebig wiederholte Verdop-pelung der in den Endebenen befindli-chen Vielecksseiten und mit diesen auch die der Prismenflachen kann man den Unterschied beider beliebig nahe bringen, so dafs derselbe kleiner werden kann als jede noch so klein gegebene korperliche Grofse, Da nun zwischen den Vielecks-paaren der Endflachen beider Prismen die Grundkreise des Cylinders einge-schlossen sind, so ist auch zwischen beiden Prismen dasjenige Prisma eingeschlos-sen, dessen Grundebene der Grundkreis des C. und dessen Hohe die Axe des C. ist. Da nun auch der C. zwischen beiden Prismen eingeschlossen bleibt, so ist dieser C. dem eben genannten Prisma gleich.

Bezeichnet man den Halbmesser des Grundkreises mit r, die Hohe des C. mit

	
h, so ist der korperliche Raum K des C. = nr2h. Ist h — 2r, so ist K = 2nr3. Die von dem Cylinder umgrenzte Kugel ist K’ = Ir3, folglich verhalten sich Kugel und Cylinder wie 2 : 3.



	
	
12.    Der korperliche Raum K eines schief abgeschnittenen graden C. ist = dem Grundkreise mal der Axe = nr 2h.





Denn construirt man Fig. 552 nach No. 8, so ist der Inhalt des schief abgeschnittenen C. = dem geraden Cylinder GHBD+dem Huf JKEG—dem Huf JKFH, und da beide Hufe einander gleich sind, K = dem Cylinder GHBD = Grundflache BD X Axe AC = 7 r2h.

Der korperliche Raum K eines schiefen C. ist gleich dem Prisma, welches zur Grundflache die auf der Axe normale Ellipse und zur Hohe die Axe hat, wie aus No. 8 hervorgeht.

Cylindrischer Hufabschnitt ist das von einer durch den Mantel und den Grundkreis eines Cylinders gelegten Ebene GHF abgeschnittene, zwischen dieser Ebene und dem Grundkreise begriffene Stuck AFGH des Cylinders. Der Theil FAGH des Cylindermantels zwischen dem Grundkreise und der Durchschnittsebene heifst die Hufflache.

Fig. 553.
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Ist FG die gerade Linie, in welcher die Ebene den Grundkreis schneidet, so ist die durch deren Mitte D normale AE der Durchmesser des Grundkreises, welcher die grofste Seite, die Hohe AH des Hufabschnitts trifft, A HDA ist dessen Neigungswinkel und die Ebene HAD theilt den Hufabschnitt in 2 symmetrisch gleiche Theile. Die Durchnittsebene HFG kann auch durch den Endpunkt E des Durchmessers gefuhrt werden. Trifft sie den Mittelpunkt C, so wird der Huf auch in der Elementar-Stereometrie untersucht.

	
	
2.    Um die H u f f 1 ac h e zu finden, nehme man ein beliebiges Stuck 1J des Durch-messers AE, ziehe durch J die Linie KL + EG, so ist die zu J gehorige Seite des Hufabschnitts LM und das zu AL gehorige Hufflachenstiick AL MH. Er-richtet man in J ein Loth auf dem Grund-kreis, so trifft dieses die Mittellinie DH in N





und es ist LM = JN

und JN-.AH—DJ: DA (1)

Setzt man nun den Halbmesser AC = r, die Lange AD des Hufes = a, dessen Hohe AH = h, die beliebige Seite LM = y, so ist nach der allgemeinen Quadratur-formel, pag. 192, Zusatz, das Flachen-stiick AHLM von der festen Seite AH = h aus = der Ordinate LM mal dem Diffe-renzial des Bogens AL setzt man also AL = v so ist AHLM = F —Jy 8v

Setzt man nun CJ = x A ACL= p

so ist, da JN = LM — y, aus der Proportion 1:

	
y : h = (« — r) + x : a



woraus

y = — (a — r + x) = — (a — r + r cos q) (2) a             a v=rq und 8v = r 84

Es ist aber wenn man cos q = a setzt J 0% Oq =------- 11 - 32

daher

/*h a — r + m

	
	
—  - — r • 3s





a 11 — z2

hr .     . 0s hr2 (* zOz

a 11-z2 aJ 11 - 22

h r                     hr2__

	
—--(a — r) Arc sin z ---1/1 — 22



a                   a


(3)



Setzt man fur z seinen Werth cos q, so erhalt man

F — —"(a-r) Arc (sin = cos ()+ — V1- cos 2p h r        ( n \ hr2         "

=-d-D)o-9)hasn-

Fur q = 0 wird F — 0.

Man hat demnach

F^0 = - — (a-r) 7+0+ C a        2

woraus c=+(a-y)7

	
also vollstandig hr hr2 • “ = + — (a — r) I + •— sin (p



Nun ist r(p = Bogen AL h————ist das Loth CO

	
r sin q ist = J L



h r

und — ist das Loth QP

C

wenn AQ = CJ genommen wird.

Das Flachenstuck AHML ist also = den beiden Rechtecken

CO x Bogen AL + JLx QP

Fur r cos q = — (a — r), also fur <p = arc (cos = — d.’) entsteht die ganze Hufflache AHL MG

	
— hr .    ( a — r\ hr2 .      / a-r\


	
-ad- T) arC \cos--. / 1--Vaar — a



= den beiden Rechtecken CO x Bogen AG+QPxDG.

Fur q = \n erhalt man die halbe Hufflache HAM LG aus 4

hr        7T hr2

F‘=-(a—r), —


(5)



C   AC also = den beiden Rechtecken CO x Bogen AG+PQxAC

	
3.    Nimmt man in Formel 4 fur F die Lange a = r, so erhalt man die Hufflache



AHLM, wenn FG durch C in RS ge-legt wird.

F — hr sin <p

= dem Rechteck JL x AH (6) und wenn man q= setzt, die halbe

Hufflache von HA bis S F’ = h • r

= dem Rechteck AH x AC

= dem doppelten A AHC (7)

	
4.    Das Korperstiick zwischen der Hohe AH und der Ebene MAIL erhalt man nach der allgemeinen Cubaturformel



K=fJL xLM^AJ

Wenn man also AJ - x setzt, so hat man

x = r — r cos (

Ox = + r sin q Og

./L = r sin ( LM = — pJeh(Lz) a a und (° .h.

A — I r sin ( • — (a— r+ r cos q) r sin ( Og e/ 72h ■ = — /sin 24 (a - r + r cos 4) 2 p r2h (* r3h (* = — (a—r) / sin2(f> 84—+fa / sin2^ cos q 8 Nun istfsin 24 Oq = 2 (4 — sin q cos q) Jsin2(fcos q-8q=/sin2y (Osinq) = 3 sin 3.

also vollstandig, weil Const. = 0 wird

K = — (a— r) (« — sin y cos y) + — sin3ip               (8)


Fiir r cos «p — — (a — r\ also fur « = arc • (cos — "—- j entsteht der Korper
[image: ]

= 74 {a — r) are \ cos = — d, ) + — (10 ar — 5a2 — 3r2) p^ar — a2        (9)




Setzt man a = r, so erhalt man den korperlichen Raum des Hufabschnitts, wenn man die Ebene HGF dutch SR fuhrt, und es ist statt Formel 8

der Korper von AH bis LAIN J = lr2hsin3(f> Fiir q = In entsteht der halbe Hufab-schnitt von AH bis SR = \r2h (10) d. h. = derjenigen Pyramide, welche das Quadrat des Halbmessers zur Grundflache und die Hohe AH = h zur Hohe hat.

Cylinderspiegel ist ein Spiegel mit cylindrischer Oberflache. Die Gesetze der Spiegelung sind dieselben wie beim ebenen Spiegel, wenn man den Punkt, der einen Lichtstrahl aufnimmt als den Punkt einer den Spiegel tangirenden Ebene betrachtet.

Fig. 554.
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Es sei Fig. 554 der Durchschnitt eines C. durch die Axe CC, also BD eine Seite des C., so kehren diejenigen Lichtstrah-len in sich selbst zuruck, die normal auf eine Seite des C. fallen. So z. B. tritt das Bild von A nach G in GA zuriick; der Lichtstrahl AH dagegen reflectirt in die Linie HJ, wenn / J HD = 2 BHA.

Ist also A das Auge, so empfangt es in H das Bild von J, alle innerhalb des Winkels JHA begriffenen Gegenstande werden in der Linie GH gesehen, und die Gegenstande werden um so mehr ver-kleinert, je weiter sie innerhalb des / JHA von DB zuriickliegen.

Ist Fig. 555 ein normal auf die Axe CC genommene Querschnitt des C., so kehrt jeder Lichtstrahl in sich selbst zuruck, der auf die Axe fallt; so kehrt der Strahl AG nach GA, der Strahl PK nach KP zuriick. Der Strahl AK reflectirt nach KN wenn LM in K die Tangente an EKO und wenn A LKN = A AIKA ist. Ist A das Auge, so empfanpt es in K das Bild von N, und alle Gegenstande, die innerhalb des / NKA liegen, werden auf dem Bogen GK abgebildet und um so mehr verkleinert, je weiter sie von dem 0. zu-riick liegen.

Wenn man einen mit dem C. genau gleichen Holzcylinder abdreht, diesen mit Papier tiberzieht und darauf ein richtiges Bild zeichnet, so kann man mit Hulfe beliebig anzulegender Tangentialebenen

Fig. 555.
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und Winkelabnahmen ein Zerrbild ver-zeichnen, welches in bestimmter Entfer-nung vor dem C. gehalten von diesem in dem verzeichneten richtigen Bilde zu-riickgeworfen wird.

Cylindroid heilst ein Korper, der 2 parallele congruente Grundebenen hat, de-ren Umfange andere krumme Linien als Kreise sind, und um welche eben so ein Mantel von ubrigens denselben Eigen-schaften wie bei dem Cylinder gelegt wird.

Da man durch einen Cylinder parallele Durchschnittsebenen fiihren kann, welche Ellipsen sind, so kann man ein Cylindroid mit elliptischen Grundflachen in einen Cylinder verwandeln, wenn man in den Mittelpunkten der Endflachen durch die grolsen Axen Ebenen legt, welche Halbkreise werden und wenn man den abgeschnittenen halben Huf jeder Endflache gegen den der anderen legt, oder wenn man jeden abgeschnittenen halben Huf um die grofse Axe um 180° herumdreht, wo er dann gegen den ver-bliebenen halben Grundkreis sich legt und das fehlende Stuck der neuen Grund-ebene erganzt.


D.



Dammerung s. astronomische Damme-rung.


Dammerungskreis s. astronomische Dammerung..

Dampf ist ein Korper in dem Zustande der Luftformigkeit, in welchen er aus dem flussigen Zustande ubergegangen ist ohne dafs er in seiner chemischen Be-schaffenheit eine Aenderung erfahren hat. Die Ursache der Aenderung des Aggregat-zustandes (s. d.) ist allein die Warme, welche der Flussigkeit zur Dampfbildung zugefuhrt werden mufs, so dal's Dampf nichts anderes ist als Flussigkeit-f-Warme,.

Die Aenderung einer Flussigkeit in Dampf geschieht unter alien Temperatu-ren und ein Minimum von Warme, als zur Dampfbildung nothwendig, ist noch nicht ermittelt worden — auch Eis bei grofser Kalte verdampft —.

Der Dampf hat (bis auf eine Grenze der Compressionsfahigkeit, welche man permanenten Gasen noch nicht hat nach-weisen konnen) alle Eigenschaften der Gase: Er ist durchsichtig, in einem Gefafs eingeschlossen uber a 11 gleich dicht, gleich elastisch, er ubt auf jedes gleich grofse Flachenstiick der Wan-dung einen gleich grofsen Druck aus und hat somit das Bestreben der Ausdehn-samkeit, dessen Grenze noch nicht ermittelt ist.

	
	
	
2.    Der Dampf ist also ein Produckt aus Flussigkeit (F) und Warme (W) und seine physikalischen Eigenschaften sind daher nur abhangig von der Natur der F aus der er entnommen ist, und hiernachst von den Mengen von F und von W, aus welchen er besteht.







Auf die Entwickelung des D haben aufserdem noch die mechanischen Wir-kungen anderer Stoffe und Krafte Ein-flufs, als besonders die atmospharische Luft durch Druck und Bewegung. Nimmt man diese fremdartigen Einfliisse hinfort, setzt man z. B. uber ein Gefafs mit F eine Glocke,, die mit ihren Randern ein-taucht, also hermetisch und man evacuirt, so ergeben sich folgende Erscheinungen:

Bei einem bestimniten thermometri-schen Warmegrade (T) hat der Dampf eine ganz bestimmte Dichtigkeit (D); d. h. ist v das Volumen der F in tropfba-rem Zustande, welche in Dampfgestalt innerhalb der Glocke von dem Volumen

v

V sich befindet, so ist y, die Dichtigkeit

des Dampfes (die tropfbare F als Einheit genommen) constant.

Bei Vermehrung von T nimmt die Glocke mehr F als Dampf in sich auf,

v

	
	
v, und mit v die Dichtigkeit y des Dampfes wird grofser und um so grofser je grofser man T werden lafst.





Da der Glockenraum die F zur Unter-lage hat und der Dampf nur eine ganz bestimmte Menge v und nicht mehr aus der F entnimmt, so nennt man den Dampf gesattigt, man sagt: der Dampf ist in seinem gesattigten Zustande.

Erkaltet man, d. h. lafst man' T ab-nehmen, so kann der Dampf mit der ver-minderten W bei seiner Dichtigkeit nicht bestehen, er ist fibersattigt und gibt so viel Dampf der F zuruck bis er die der verminderten T entsprechende gerin-gere Dichtigkeit, also seinen Sattigungs-zustand erreicht hat; und diese Zuruck-gabe des Dampfes an die F geschieht mit fortgesetzter Abkiihlung successive bis die F in ihrer anfanglichen Quantitat wieder hergestellt ist.


Hat man durch vermehrte W die F ganzlich verdampft und man vermehrt die W noch weiter, so wiirde der Glocken-raum noch mehr F als Dampf in sich aufnehmen, wenn noch Fvorhanden ware: der Dampf ist ungesattigt und hat nicht die seiner T zugehorige grofste Dichtigkeit.

3. Der Dampf hat das Bestreben sein Volumen zu vergrofsern, d. h sich aus-zudehnen und die Grofse des Widerstan-des, welcher diesem Bestreben das Gleich-gewicht halt, heifst seine Spannung. Diese Spannung (S) bei derselben F ist abhangig von der T und der D des Dampfes, und zwar wachst die S bei Dampf von einerlei D mit der Vergro-fserung von T und bei Dampf von einerlei T mit der Vermehrung der D, also wachst S iiberhaupt mit .dem Wachsthum von Tx D.

Gesattigter Dampf hat bei einerlei T auch einerlei D und einerlei S. Vermehrt man T so nimmt der Dampf neue F in sich auf, seine D wird grofser und hiermit auch seine S. Vermindert man T so schlagt ein Theil des Dampfes zu F nieder, seine D und mit D auch seine 8 wird vermindert.

Gesattigter Dampf mit F aufser Beruh-rung gebracht und T vermehrt bleibt Dampf von derselben D, er wird unge-sattigter Dampf und seine S wird vermehrt. Gesattigter Dampf hat also gegen ungesattigten von einerlei D die geringsteS. Gesattigter Dampf mit F aufser Beruhrung gebracht und bei gleichbleibender 7 das Volumen (V) vermehrt wird ungesattigter Dampf von geringerer 1) und geringerer S und beides in dem Maafse geringer als V vermehrt wird.

Ungesattigter Dampf, also aufser Be-riihrung mit F, bei gleichbleibender T das Volum vermindert erhalt grofsere D und grofsere S. Die Compression bis zu der D des Sattigungszustandes fort-gesetzt gibt das Maximum von D und von 8: denn eine weitere Compression veranlafst, dafs der Dampf zum Theil zu F niedergeschlagen wird, so dafs die D und die 8, welche dem gesattigten Dampfe bei der statthabenden T zugehoren, die-selben bleiben. Man kann die Compression bei gleichbleibender T so weit fort-setzen, dafs der Dampf ganzlich zu F wird, ohne dafs sich D und 8 bis dahin vermehren. Lafst man mit dem Druck nach, so wird die F wieder, und mit fort-gesetzter Vermehrung des Raumes immer mehr und mehr derselben zu Dampf und



zwar zu Dampf von derjenigen D und derjenigen 8, welche der D und der S des Sattigungszustandes bei der gleich-gebliebenen T zugehoren. Gesattigter Dampf ist demnach in dem Zu-standedesMaximumsseinerSpan-n u n g.

	
	
	
4.    Der ungesattigte Dampf also, und nur dieser allein hat die Eigenschaften der Gase und fur ihn gelten dieselben Gesetze, welche in den Art.: „Ausflufs der Luft" und „aerostatische Gesetze" vorgetragen sind. Da nun fur diese Dampfe eine niedrigere T gehort, um den Sattigungspunkt und das Maximum der Spannung zu erreichen, so betrachtet man ganz richtig die Gase als Dampfe, die unterhalb des Maximums der Dichtigkeit sich befinden, und welches sie erst bei einer so niedrigen Temperatur erreichen, welche bis jetzt noch nicht hat hervorgebracht werden konnen.







Die Ansicht hat auch Erfahrungen fur sich. Denn wenngleich alle Gase, wie die atmospharische Luft fur permanent-expansibel gegolten haben, so sind doch im J. 1823 von Faraday Gase unter nie-driger Temperatur und mit hohem Druck zu tropfbaren Fltissigkeiten comprimirt worden. Z. B. kohlensaures Gas bei 0° C. mit einem Druck von 36 Atmospharen. Erwagt man nun, dafs bei jeder Compression Warme frei wird, die doch nur in dem comprimirten Kbrper vorhanden gewesen sein kann, die sich in dem klei-neren Raum gesammelt hat und hinaus-tritt oder hinausgetrieben wird, so kann man annehmen, dafs solche Gase immer nur sehr geringe, in Graden nicht anzu-gebende Warmemengen bedurfen, um aus dem tropfbar flussigen Zustand in den luftformigen iiberzugehen und darin zu verbleiben, wahrend andere Stoffe bei wahrnehmbaren also hoheren Warmegra-den zu Dampf werden. So verschieden die Warmemengen bei Verdampfung ver-schiedener Stoffe unter einerlei Druck, als Wasser, Weingeist, Quecksilber uns bekannt sind, so verschieden hat man sich denn auch die Temperaturen bei Dampfwerdung dieser Gase aus Flussig-keiten zu denken und so konnten der atmospharischen Luft und dem Sauerstof so niedrige Warmegrade entsprechen, bei welchen sie tropfbar flussig erscheinen miissen.

Fir die Nichtannahme dieser Hypothese kann man Dampf von Gas unterscheiden und sagen: dem Dampfe liegt eine Fliis-sigkeit als Normalzustand des Korpers zum Grunde aus dem er durch Einflufs

von Warme zu Dampf geworden ist. Das Gas dagegen ist als luftformiger Korper in seinem Normalzustand und wird aus diesem entweder gar nicht oder nur durch starkes Zusammendriicken zur Flussigkeit verandert.

	
	
	
5.    Dampf mit Flussigkeit von einer Temperatur besitzt eine bedeutende War-memenge, welche thermometrisch nicht wirkt, welche also von dem Staff zur Bildung der Dampfform aus der Flussigkeit chemisch gebunden (verschluckt, ab-sorbirt) wird und daher gebundene oder latente Warme heifst. Bei dem Wasserdampf betragt sie im Mittel 550°C., so dals Dampf von 100° C., welche das Thermometer anzeigt, eine Warmemenge von 550° + 10 0° = 650° wirklich enthalt.







Friiher wurde aus Versuchen abstra-hirt, dafs bei einerlei Staff die latente Warme in alien Temperaturen in glei-cher Menge vorhanden sei, so dafs Wasserdampf von 200° C. thermometrischer Warme 2 00° + 550° = 750° , Dampf von 300° C., 300° + 550° = 850° Warme ent-halten sollte.

Nach den Versuchen von Scharpe, von Clement und Desormes befindet sich in dem Dampf eines jeden fliissigen Staffs eine unabhangig von seiner Temperatur bestimmte Warmemenge, von welcher derienige Theil den das - Thermometer nicht anzeigt, latent ist. Die Gesammt-warme im Wasserdampf z. B. ist 650°C., demnach hat

Dampf von 0° C. Therm.= 650° latenteW, „    „  100° C.   „   =550°   »

Wenn nun die latente Warme Charac-teristik von Dampf ist, so kann Wasserdampf von 650° C. kein Dampf mehr sein, er kann also nur Wasser sein, oder was vielleicht dasselbe ist, der Dampf mufs die Dichtigkeit des Wassers haben, und es ware diese Dichtigkeit auch vernunft-gemafs das Maximum der moglichen Dichtigkeit eines Dampfes, namlich die Dichtigkeit der ihm zu Grunde liegenden Flussigkeit.

Dampf von — 50° C. hiitte nach Obigem 700°C. Warmemenge und man hat hier-bei zu erwagen , dafs die Warme nicht mit dem thermometrischen 0° beginnt, dafs also obige 650° summarische Warmemenge diejenige ist, welche das Thermometer von 0° ab mifst, und dals nach einem Thermometer, welches die Grade bei — 50° C von 0° anfinge, (Fahrenheit) die Warmemenge im Wasserdampf wirklich mit 700° ausgesprochen werden wiirde.

Ferner ist ermittelt, dafs die Mengen der latenten Warme in verschiedenarti-gen Dampfen in umgekehrtem Verhalt-nifs stehen mit deren Dichtigkeiten (diese auf einerlei Gewichtseinheit bezogen), also in umgekehrtem Verhaltnifs mit den ab-soluten Gewichten gleicher Quantitaten Dampfe bei einerlei Temperatur und der-selben Spannung. So z. B. verhalten sich die Dichtigkeiten des Wasser- und des Alkoholdampfes wie 100 : 258 und die Mengen der latenten Warme sind gefunden worden 550 und 214, welche das Verhaltnifs 257 : 100 ergeben.

	
	
	
6.    Die Warme erscheint demnach in dem Dampf mit 2 entgegengesetzten Wir-kungen , als positiv und als negativ, oder als anziehende und als abstofsende Kraft. Erstere ist die latente Warme, welche dem Dampf verbleiben will; letztere die thermometrische, die freie W., die Temperatur als diejenige Kraft, mit welcher die W den Dampf verlassen will. Man konnte sich den Erscheinungen nach auch denken, dafs in dem Dampf 2 War-mestoffe sich befinden, der latente und der thermometrische, die in gleichen Quantitaten sich neutralisiren: Kommt thermometrische W hinzu (geschieht Erwar-mung), so wird diese von der im Dampf befindlichen latenten W angezogen und diese wiederum lalst nun eben so viel der von ihr bis dahin gebunden gewe-senen thermometrischen W los, die nun frei wird und als Temperatur erscheint.


	
7.    Jede Flussigkeit, welcher unter einem bestimmten Luftdruck Warme zugefiihrt wird, kommt endlich unter starkerer Aus-stromung von Dampf in Wallung, d. i. in siedenden Zustand, und dies geschieht mit dem Warmegrade, bei welchem der Dampf die Spannung hat, welche dem Luftdruck das Gleichgewicht halt. Auf sehr hohen Bergen kocht die Flussigkeit bei einer geringeren Temperatur als am Meeresspiegel, weil dort der Luftdruck geringer ist und weil Dampf von gerin-gerer Temperatur genugt um dem geringeren Luftdruck das Gleichgewicht zu halten.







Bei einem mittleren Druck der At-mosphare von 0,7G m Barometerstand nimmt das Wasser diejenige Temperatur an, die man mit 100° Celsius bezeichnet, folglich hat Wasserdampf von 100° C. die Spannung der atmospharischen Luft von 0,76 ‘ Quecksilbersaule, oder eine Atmos-phare Druckkraft oder von 14 Zollpfund auf den preufsischen •Zoll Grundflache.

Die Spannungen der Dampfe wachsen in einem weit hoheren Maafse als die zu denselben gehorigen Temperaturen. Bei der Vermehrung der Temperatur von 100° um 21,° also um etwa } wird die Spannung das Doppelte von der bei 100° C., sie ist bei 1214° C. = 2 Atmos-pharen = 28 Zollpfund auf den •" Grund-flache; bei 1454° C. schon 4 Atmospha-ren, bei 172° C. = 8 Atmospharen, bei 2034° C. = 16 Atmospharen u. s. w. und in Verhaltnissen, die diesen mehr und weniger nahe kommen, wachsen die Spannungen der Dampfe anderer Fliissigkeiten ebenfalls.

	
	
	
8.    Zwischen dem luftformigen und dem fliissigen Zustand liegt noch ein Mittel-zustand, namlich der in welchem der Korper noch flussig ist und doch luft-formig zu sein scheint, indem er in die Atmosphare sichtbar aufsteigt. Beson-ders wahrnehmbar ist dies bei dem Wasser, welches als sogenannter Wrasen von der Oberflache erhitzten Wassers sich in die Luft erhebt; ferner bei den Nebeln, Wolken und anderen Dunsten.







Man kann diesen Zustand sich erkla-ren indem man annimmt, dafs jedes Mo-lekfil eine Blase bildet, die aus einem Luftkern besteht, der warmer und also leichter ist als die umliegende Atmosphare und der von einer sehr dunnen tropfbar fliissigen Wandung eingeschlos-sen wird. Das Wasser in diesem Zu-standn heifst Wasserrauch, Wasser-dun st.

	
	
	
9.    Wasserdampf.







Der Wasserdampf ist unter den Dampfen anderer Stoffe am sorgfaltigsten un-tersucht worden und es sind diese Un-tersuchungen auch aufserst wichtig: Fur Dampfe unter dem gewohnlichen Siede-punkt fur wissenschaftliche Zwecke, fur Dampfe uber dem Siedepunkt fur ge-werbliche Zwecke.

In Betreff der ersteren sind von der Physik und der Chemie Untersuchungen fiber die Dichtigkeit und die Elasticitat der Dampfe angestellt worden; in Betreff der letzteren hat die Gefahr der Dampf-kessel-Explosionen in alien gewerbreichen Landern Versuche und Beobachtungen dariiber veranlafst und unter diesen sind die wichtigsten die auf Veranlassung der franzosisenen Regierung von Arago, Du-long, Girard und de Prony i J. 1830 been-digten Versuche, und die auf Dampf von 100° C. Temperatur mit 1 Atmosphare Spannung bis zu Dampf von 224° C. Temperatur mit 24 Atmospharen Spannung sich erstreckt haben. Hierbei ist zu be-merken, dafs an 2 Thermometern beob-achtet wurde, die um kleine Langen dif-ferirten (bei dem zuletzt angefiihrten Versuch um 0,27° C.), und dafs die je-desmalige Spannung der Dampfe an einer Quecksilbersaule abgelesen wurde, die dann zu Druck in Atmospharen (bei dem letzgedachten Versuch in 23,994 Atmospharen) durch Berechnung ermittelt wer-den konnte.

Dies zum Verstandnifs, dafs es darauf ankam, den Zusammenhang der Temperaturen mit den Spannungen auch fur die Falle zu ermitteln, die zwischen den angestellten Beobachtungen liegen und es sind mit Hulfe einer Reihenfolge von Versuchen und grofstentheils durch Dif-ferenzenrechnung Formein ermittelt worden, bei deren Anwendung die berech-neten Resultate den gemachten Erfah-rungen sehr nahe kommen, so dafs man auch auf die nahe Richtigkeit der Zwi-schenfalle schliefsen kann.

	
	
	
10.    Es sind mehrere dieser Formein zur Anwendung gekommen, die nur auf eine zwischen Grenzen eingeschlossene Reihe von niederen oder hohen Temperaturen annahernd richtige Resultate liefern, aufser dieser Reihe aber von den durch Erfahrung ermittelten Elasticitats-grofsen bedeutend abweichen; als die Formel von Kamtz:







log E = 2,5263393 - 0,01907612588 t

— 0,00010296015 t2 - 0,00000004731 t3 wo E die zurTemperatur tgehorende Elasticitat (Spannung) des Dampfes in pariser Zoll Quecksilberhohe und t in Graden Reaumur bedeutet, wo bei Graden unter 80° R. t positiv, uber 80° t negativ ge-nommen wird.

Diese Formel ergab nun fur t fiber 80° erweislich sehr unrichtige Resultate und Kamtz anderte sie in die folgende: log E = 2,5263393 - 0,01950230219 t

— 0,00007404868 12 + 0,0000066252 t3 + 0,00000000399 t4

womit aber die hiiheren Temperaturen mit den franzosischen Versuchen noch nicht genau ubereinstimmen.

Die Formel von Dulong

E = (1 + 0,7153 • t)5 die ferner corrigirt worden ist in

E =(1+0,719 • t)4,9987

wo E die Elasticitat in Atmospharen zu 0,76'" Quecksilbersaule und I die Temperatur fiber 100° C. bedeutet, so aber dafs bei einer Temperatur von 150° C. ftir t = 0,50 zu setzen ist, stimmt nach dem Zeugnifs der Akademiker am ge-nauesten von 4 Atmospharen Spannung aufwarts gerechnet.

Die Formel, welche Egen mit der Zu-sammenstellung der Resultate aus den oben gedachten pariser Versuchen durch Differenzenrechnung ermittelt hat ist

t = 100 + 64,29512 log E + 13,8947 9 log 2E

+ 2,909769 log ^E + 0,1742634 log ^E

E in Atmospharen und t in Centesi-malgraden verstanden.

	
	
	
11.    Die Temperatur, bei welcher das Wasser siedet, ist von dem Luftdruck allein abhangig und der Warmegrad von 100° 0. dabei, ruhrt allein her von dem Luftdruck = 0,76"' Quecksilbersaule. Da also der Siedepnnkt theoretisch betrach-tet willkuhrlich zu setzen ist, so gibt es fur die Dampfe unter und uber dem Sie-depunkt keine in der Natur begriindete Scheide, und aus diesem Grunde wird behauptet, dafs eine einzige Form el zu Auffindung der Elasticitat von Dampf fur alle Temperaturen ohne Ausnahme aufzufinden sein musse.







Der Schlufs ist ganz richtig unter der Bedingung, dafs die Natur keine hindern-den Elemente hinzutreten lafst. Allein in dem Art. „Ausdehnung" ist nachge-wiesen, dafs das Wasser gegen Stoffe ahnlicher Art, d. h. gegen Stoffe, die mit dem Wasser dieselben physikalischen Eigenschaften haben, in Hinsicht auf Er-scheinungen die nach allgemein gelten-den Regeln abstrahirt werden konnten,

Abweichungen zeigt, und es ist leicht moglich, dafs dies auch beim Wasser in Dampfform statt findet. Aus diesem Grunde halte ich auch die auf Formein gegriindeten Berechnungen von Elastici-taten von Dampfen, deren Temperatur fiber den oben gedachten aufsersten Ver-such von 224° C. liegen fur unzuverlassig.

	
	
	
12.    Es folgt nun zunachst eine Tabelle des Zusammenhangs zwischen Temperatur und Elasticitat des Wasserdampfes aus wirklichen Beobachtungen ermittelt, welche dazu dienen soil, die in den nachfolgenden Tabellen aus For-mein berechneten Elasticitaten bei gege-benen Temperaturen prufen zu konnen. Die hier angegebenen Beobachtungen sind grolstentheils mit Thermometern nach Reaum. geschehen und die Elasticitaten in pariser Zoll Quecksilbersaule gemes-sen worden. Die No. 9 gedachten Ver-suche der pariser Academie sind mit Thermometern nach Celsius geschehen und die Elasticitaten in Millimeter Quecksil-berhohe gemessen worden. Jede Beob-achtung gibt die Tabelle in alien 4 Maa-fsen; und zwar ist gerechnet:







1 par. Zoll = 27,06995 Millimeter

1 Millimeter = 0,0369413 par. Zoll.

1° C. = 0,8° R. und 1°R. = 1,25°C.

Tabelle

des Zusammenhangs der Elasticitaten des Wasserdampfs bei verschiedenen Temperaturen desselben. Nach Beobachtungen.


	
Temperatur
	
Elasticitat in
	
Beobachter


	
-C.°
	
- R.°
	
Millim.
	
par. Zoll


	
30,350
	
24,280
	
0,271
	
0,010
	
Regnault


	
18,750
	
15,000
	
2,436
	
0,090
	
»


	
16,800
	
13,440
	
1,083
	
0,040

0,090
	
»


	
12,500
	
10,000
	
2,436
	
Muncke


	
7,550
	
6,040
	
24,363
	
0,900
	
Regnault


	
6,612
	
5,290
	
2,734
	
0,101
	
Magnus


	
6,250
	
5,000
	
3,411
	
0,126
	
Muncke


	
5,312
	
4,250
	
2,731
	
1,109
	
Magnus


	
4,362

4,451
	
3,490
	
3,248
	
0,120
	
Regnault


	
3,560
	
4,277

3,519
	
0,158
	
Ure


	
3,637
	
2,910
	
0,130
	
Magnus


	
0,000
	
0,000
	
0,000
	
0,000
	
Robison


			
0,000
	
0,000
	
Schmidt


	
—
		
5,289
	
0,188
	
Dalton


	
—
	
—
	
4,060
	
0,150
	
Southern


	
—
	
—
	
5,062
	
0,187
	
Ure


		
—
	
4,602
	
0,170
	
Muncke


	
—
		
4,602

4,602
	
0,170
	
Magnus


	
—
	
—
	
0,170
	
Regnault





	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


	
+C. |
	
+ R.
	
Millim.
	
par. Zoll


	
3,750
	
3,000
	
0,000
	
0,000
	
Betancourt


	
4,450
	
3,560
	
2,545
	
0,094
	
Robison


	
—
	
—
	
6,334
	
0,234
	
Ure


	
5,000
	
4,000
	
0,541
	
0,020
	
Betancourt


	
—
	
—
	
6,497
	
0,240
	
Regnault


	
5,562
	
4,450
	
5,847
	
0,216
	
Southern


	
6,250
	
5,000
	
0,541
	
0,020
	
Betancourt


	
—
	
—
	
2,978
	
0,110
	
Schmidt


	
—
	
—
	
7,525
	
0,278
	
Dalton


	
—
	
—
	
7,471
	
0,276
	
Muncke


	
7,500
	
6,000
	
1,353
	
0,050
	
Betancourt


	
—
	
—
	
4,060
	
0,150
	
Schmidt


	
8,050
	
6,440
	
8,121
	
0,300
	
Magnus


	
8,750
	
7,000
	
1,895
	
0,070
	
Betancourt


	
9,000
	
7,200
	
8,392
	
0,310
	
Regnault


	
9,700
	
7,760
	
8,933
	
0,330
	

	
10,000
	
8,000
	
2,707
	
0,100
	
Betancourt


	
10,012
	
8,010
	
5,089
	
0,188
	
Robison


	
—
	
—
	
9,123
	
0,337
	
Ure


	
11,125
	
8,900
	
8,879
	
0,328
	
Southern


	
11,250
	
9,000
	
3,248
	
0,120
	
Betancourt


	
11,490
	
9,192
	
10,016
	
0,370
	
Regnault


	
11,980
	
9,584
	
10,016
	
0,370
	
Magnus


	
12,340
	
9,872
	
10,557
	
0,390
	
Regnault


	
12,500
	
10,000
	
4,060
	
0,150
	
Magnus


	
—
	
—
	
4,060
	
0,150
	
Betancourt


	
—
	
—
	
7,580
	
0,280
	
Schmidt


	
—
	
—
	
11,072
	
0,409
	
Dalton


	
—
	
—
	
12,100
	
0,447
	
Muncke


	
12,750
	
10,200
	
10,828
	
0,400
	
Regnault


	
12,775
	
10,220
	
3,790
	
0,140
	
Watt


	
12,800
	
10,240
	
10,557
	
0,390
	
Ure


	
13,600
	
10,880
	
12,452
	
0,460
	
Regnault


	
13,750
	
11,000
	
4,873
	
0,180
	
Betancourt


	
15,000
	
12,000
	
5,955
	
0,220
	

	
—
	
—
	
10,287
	
0,380
	
Schmidt


	
15,560
	
12,448
	
13,264
	
0,490
	
Regnault


	
15,575
	
12,460
	
8,879
	
0,328
	
Robison


	
—
	
—
	
13,102
	
0,484
	
Ure


	
16,250
	
13,000
	
7,309
	
0,270
	
Betancourt


	
—
	
—
	
11,911
	
0,440
	
Schmidt


	
16,688
	
13,350
	
13,210
	
0,488
	
Southern


	
17,500
	
14,000
	
8,121
	
0,300
	
Betancourt


	
18,362
	
14,690
	
15,998
	
0,591
	
Ure


	
18,750
	
15,000
	
9,474
	
0,350
	
Betancourt


	
—
	
—
	
14,888
	
0,550
	
Schmidt


	
—
	
—
	
15,971
	
0,590
	
Dalton


	
18,750
	
15,000
	
18,272
	
0,675
	
Muncke


	
19,120
	
15,296
	
16,242
	
0,600
	
Regnault


	
20,000
	
16,000
	
10,828
	
0,400
	
Betancourt


	
—
	
—
	
16,513
	
0,610
	
Schmidt


	
20,170
	
16,136
	
17,595
	
0,650
	
Regnault


	
20,510
	
16,408
	
17,866
	
0,660
	

	
21,138
	
16,910
	
13,968
	
0,516
	
Robison


	
—
	
—
	
18,434
	
0,681
	
Ure


	
21,250
	
17,000
	
12,181
	
0,450
	
Betancourt





	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


		
+ R.
	
Millim.
	
par. Zoll


	
21,400
	
17,120
	
18,949
	
0,700
	
Regnault


	
22,250
	
17,800
	
18,543
	
0,685
	
Southern


	
22,500
	
18,000
	
14,076
	
0,520
	
Betancourt


	
—
	
—
	
20,573
	
0,760
	
Schmidt


	
22,700
	
18,160
	
20,573
	
0,760
	
Regnault


	
23,337
	
18,670
	
16,513
	
0,610
	
Watt


	
23,750
	
19,000
	
15,701
	
0,580
	
Betancourt


	
23,850
	
19,080
	
22,197
	
0,820
	
Magnus


	
23,925
	
19,140
	
21,818
	
0,806
	
Ure


	
24,360
	
19,480
	
18,678
	
0,690
	
Regnault


	
25,000
	
20,000
	
17,595
	
0,650
	
Betancourt


	
—
		
24,363
	
0,900
	
Schmidt


	
—
	
—
	
23,064
	
0,852
	
Dalton


	
—
	
-------
	
25,933
	
0,958
	
Muncke


	
25,560
	
20,448
	
24,092
	
0,890
	
Regnault


	
26,250
	
21,000
	
20,302
	
0,750
	
Betancourt


	
26,712
	
21,370
	
21,717
	
0,769
	
Robison


	
—
	
—
	
25,635
	
0,947
	
Ure


	
27,225
	
21,780
	
20,302
	
0,750
	
Watt


	
27,500
	
22,000
	
22,197
	
0,820
	
Betancourt


	
—
	
—
	
27,341
	
1,010
	
Schmidt


	
27,825
	
22,260
	
25,906
	
0,957
	
Southern


	
28,750
	
23,000
	
24,363
	
0,900
	
Betancourt


	
28,800
	
23,040
	
29,506
	
1,090
	
Regnault


	
29,487
	
23,590
	
29,696
	
1,097
	
Ure


	
30,000
	
24,000
	
25,552
	
0,970
	
Betancourt


	
30,960
	
24,768 '
	
33.567
	
1,240
	
Regnault


	
31,250
	
25,000
	
28,423
	
1,050
	
Betancourt


			
35,191
	
1,300
	
Schmidt


	
—
	
—
	
32,673
	
1,207
	
Dalton


	
32,275
	
25,820
	
29,966
	
1,107
	
Robison


	
—
	
—
	
34,541
	
1,276
	
Ure


	
32,490
	
25,992
	
36,003
	
1,330
	
Regnault


	
32,500
	
26,000
	
30,318
	
1,120
	
Betancourt


	
33,387
	
26,710
	
36,057
	
1,332
	
Southern


	
33,620
	
26,896
	
32,484
	
1,200
	
Regnault


	
33,750
	
27,000
	
33,025
	
1,220
	
Betancourt


	
33,750
	
27,000
	
38,439
	
1,420
	
Schmidt


	
35,000
	
28,000
	
32,484
	
1,200
	
Watt


	
—
	
—
	
35,732
	
1,320
	
Betancourt


	
35,050
	
28,040
	
41,634
	
1,538
	
Ure


	
36,250
	
29,000
	
38,439
	
1,420
	
Betancourt


	
37,500
	
30,000
	
41,146
	
1,520
	

	
—
	
—
	
52,245
	
1,930
	
Schmidt


	
—
	
—
	
46,317
	
1,711
	
Dalton


		
—
	
30,670
	
1,133
	
Muncke


	
37,837
	
30,270
	
40,633
	
1,501
	
Robison


	
.—
		
47,237
	
1,745
	
Ure


	
38,380
	
30,704
	
38,439
	
1,420
	
Regnault


	
38,750
	
31,000
	
44,665
	
1,650
	
Betancourt


	
38,950
	
31,160
	
49,782
	
1,839
	
Southern


	
40,000
	
32,000
	
43,853
	
1.620
	
Watt


	
—
	
—
	
48,185
	
1,780
	
Betancourt


	
40,612
	
32,490
	
53,328
	
1,970
	
Ure


	
41,250
	
33,000
	
51,433
	
1,900
	
Betancourt


	
—
	
—
	
60,366
	
2,230
	
Schmidt





	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


	
+ 0. -
	
+R.
	
Millim.
	
par. Zoll


	
42,500
	
34,000
	
54,140
	
2,000
	
Betancourt


	
42,600
	
34,080

34,720
	
63,073
	
2,330
	
Regnault


	
43,400
	
57,145
	
2,111
	
Robison


	
43,400
	
34,720
	
62,369
	
2,304
	
Ure


	
43,660
	
34,928
	
66,592
	
2,460
	
Regnault


	
43,750
	
35,000
	
58,200
	
1,150

2,680
	
Betancourt


	
—
	
—
	
72,547
	
Schmidt


	
—
	
—
	
65,377
	
2,415
	
Dalton


	
44,080
	
35,264
	
68,216
	
2,520
	
Regnault


	
44,512
	
35,610
	
67,567
	
2,496
	
Southern


	
44,900
	
34,920
	
71,194
	
2,630
	
Magnus Betancourt


	
45,000
	
36,000
	
61,449
	
2,270


	
45,700
	
36,560
	
74,442
	
2,750
	
Magnus


	
46,175
	
36,940

36,984
	
71,356
	
2,636
	
Ure


	
46,230
	
75,796
	
2,800
	
Regnault


	
46,250
	
37,000
	
66,321
	
2,450
	
Betancourt


	
47,160
	
37,728
	
80,127

69,570
	
2,960
	
Regnault


	
47,500
	
38,000
	
2,570
	
Betancourt


	
47,700
	
38,160
	
80,127

66,051
	
2,960
	
Regnault


	
47,775
	
38,220
	
2,440
	
Watt


	
48,750
	
39,000
	
74,442
	
2,750
	
Betancourt


	
48,962
	
39,170
	
76,202
	
2,815

3,096
	
Robison


	
—
	
—
	
83,879
	
Ure


	
48,990
	
39,192
	
87,777
	
3,240

3,240
	
Regnault


	
49,540
	
39,632

39,760
	
87,777
	

	
49,700
	
90,684
	
3,350
	
Regnault


	
50,000
	
40,000
	
79,044

98,535
	
2,920
	
Betancourt


	
—
	
—
	
3,640
	
Schmidt


	
—
	
-----
	
88,627
	
3,274
	
Dalton


	
50,080
	
40,060
	
90,928
	
3,359
	
Southern


	
51,220
	
40,980
	
97,181
	
3,590
	
Regnault


	
51,250
	
41,000
	
83,917
	
3,100
	
Betancourt


	
51,390
	
41,110
	
98,264
	
3,630
	
Regnault Ure


	
51,750

52,500
	
41,400
	
97,262
	
3,593


	
42,000
	
88,519
	
3,270
	
Betancourt


	
53,340
	
42,670
	
101,51
	
3,750
	
Watt


	
53,750
	
43,000
	
93,933
	
3,470
	
Betancourt


	
54,530
	
43,620
	
100,32
	
3,706
	
Robison


	
—
	
-----
	
110,88
	
4,096
	
Ure


	
54,740
	
43,790
	
114,51
	
4,230
	
Magnus


	
55,000

55,640
	
44,000
	
100,16
	
3,700

4,419
	
Betancourt


	
44,510
	
119,62
	
Southern


	
56,250
	
45,000
	
106,93
	
3,950
	
Betancourt


	
—
	
—
	
139,14
	
5,140
	
Schmidt


	
—
	
—
	
120,46
	
4,450
	
Dalton


	
56,810

57,230
	
45,450
	
128,58
	
4,750
	
Regnault


	
45,780
	
114,24
	
4,220
	
Watt


	
57,312
	
45,850
	
128,74
	
4,756
	
Ure


	
57,380
	
45,904
	
128,58
	
4,750
	
Regnault Betancourt


	
57,500
	
46,000
	
115,05
	
4,250


	
58,370
	
46,696
	
137,79

139,14
	
5,090
	
Regnault


	
58,680
	
46,944
	
5,140
	
Magnus


	
58,750
	
47,000
	
120,46
	
4,450
	
Betancourt


	
60,000

60,090
	
48,000

48,072
	
128,58
	
4,750
	

	
130,87
	
4,831
	
Robison


	
—
	
—
	
146,53
	
5,413
	
Ure





	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


	
+ 0.
	
+ R.
	
Millim.
	
par. Zoll


	
61,112
	
48,890
	
136,97
	
5,060
	
Watt


	
61,200
	
48,960
	
154,92
	
5,723
	
Southern


	
61,250
	
49,000
	
135,35
	
5,000
	
Betancourt


	
62,040
	
49,632
	
163,50
	
6,040
	
Regnault


	
62,400
	
49,920
	
163,50
	
6,040
	

	
62,500
	
50,000
	
144,82
	
5,350
	
Betancourt


			
173,25
	
6,400
	
Schmidt


			
163,15
	
6,027
	
Dalton


	
62,875
	
50,300
	
167,62
	
6,192
	
Ure


	
63,750
	
51,000
	
154,30
	
5,700
	
Betancourt


	
64,450
	
51,560
	
162,42
	
6,000
	
Watt


	
65,000
	
52,000
	
163,77
	
6,050
	
Betancourt


	
65,650
	
52,520
	
170,68
	
6,305
	
Robison


	
65,650
	
52,520
	
191,25
	
7,065
	
Ure


	
65,860
	
52,688
	
194,63
	
7,190
	
Regnault


	
66,250
	
53,000
	
175,95
	
6,500
	
Betancourt


	
66,300
	
53,040
	
194,63
	
7,190
	
Regnault


	
66,762 ■
	
53,410
	
200,69
	
7,412
	
Southern


	
67,225
	
53,780
	
185,16
	
6,840
	
Watt


	
67,500
	
54,000
	
186,79
	
6,900
	
Betancourt


	
68,437
	
54,750
	
215,88
	
7,975
	
Ure


	
68,750
	
55,000
	
198,15
	
7,320
	
Betancourt


			
231,45
	
8,550
	
Schmidt


			
216,21
	
7,987
	
Dalton


	
69,450
	
55,560
	
208,98
	
7,720
	
Watt


	
70,000
	
56,000
	
212,50
	
7,850
	
Betancourt


	
71,212
	
56,970
	
219,70
	
8,116
	
Robison


		
—
	
243,82
	
9,007
	
Ure


	
71,250
	
57,000
	
227,39
	
8,400
	
Betancourt


	
71.662
	
57,330
	
233,07
	
8,610
	
Watt


	
72,337
	
57,870
	
255,24
	
9,429
	
Southern


	
72,500
	
58,000
	
239,57
	
8,850
	
Betancourt


			
274,49
	
10,140
	
Schmidt


	
73,337
	
58,670
	
254,46
	
9,400
	
Watt


	
73,750
	
59,000
	
253,10
	
9,350
	
Betancourt


		
—
	
282,07
	
10,420
	
Schmidt


	
74,000
	
59,200
	
274,22
	
10,130
	
Ure


	
74,830
	
59,864
	
284,78
	
10,520
	
Magnus


	
75,000
	
60,000
	
279,36
	
10,320
	
Watt


			
269,35
	
9,950
	
Betancourt


			
297,23
	
10,980
	
Schmidt


			
284,23
	
10,500
	
Dalton


	
75,180
	
60,144
	
291,27
	
10,760
	
Regnault


	
75,530
	
60,424
	
291,27
	
10,760
	
»


	
76,250
	
6i,000
	
281,53
	
10,400
	
Betancourt


	
76,480
	
61,184
	
301,29
	
11,130
	
Regnault


	
76,760
	
61,408
	
301,29
	
11,130
	
»


	
76,787
	
61,430
	
280,66
	
10,368
	
Robison


		
—
	
306,16
	
11,310
	
Ure


	
77,500
	
62,000
	
297,77
	
11,000
	
Betancourt


			
331,34
	
12,240
	
Schmidt


	
77,775
	
62,220
	
299,66
	
11,070
	
Watt


	
77,900
	
62,320
	
323,08
	
11,935
	
Southern


	
78,750
	
63,000
	
316,72
	
11,700
	
Betancourt


	
78,950
	
63,160
	
350,29
	
12,940
	
Regnault


	
79,210
	
63,368
	
350,29
	
12,940
	
»





	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


	
+ C.
	
+R.
	
Millim.
	
par. Zoll


	
79,450
	
63,560
	
326,73
	
12,070
	
Watt


	
79,562
	
63,650
	
344,87
	
12,740
	
Ure


	
80,000
	
64,000
	
335,67
	
12,400
	
Betancourt


	
80,837
	
64,670
	
350,56
	
12,950
	
Watt


	
81,250
	
65,000
	
357,32
	
13,200
	
Betancourt


	
—
	
—
	
380,87
	
14,070
	
Schmidt


	
—
	
—
	
369,02
	
13,632
	
Dalton


	
81,950
	
65,560
	
385,48
	
14,240
	
Magnus


	
82,225
	
65,780
	
373,57
	
13,800
	
Watt


	
82,250
	
65,800
	
387,10
	
14,300
	
Magnus


	
82,350
	
65,880
	
356,84
	
13,182
	
Robison


	
—
	
—
	
384,93
	
14,220
	
Ure


	
82,500
	
66,000
	
373,57
	
13,800
	
Betancourt


	
83,462
	
66,770
	
406,62
	
15,021
	
Southern


	
83,612
	
66,890
	
397,93
	
14,700
	
Watt


	
83,750
	
67,000
	
392,51
	
14,500
	
Betancourt


	
84,900
	
67,920
	
432,31
	
15,970
	
Regnault


	
85,000
	
68,000
	
421,22
	
15,560
	
Watt


	
—
	
—
	
412,82
	
15,250
	
Betancourt


	
85,110
	
68,088
	
432,31
	
15,970 I
	
Regnault


	
85,125
	
68,100
	
429,34
	
15,860
	
Ure


	
—
	
—•
	
430,96
	
15,920
	
Magnus


	
86,112
	
68,890
	
441,24
	
16,300
	
Watt


	
86,250
	
69,000
	
435,83
	
16,100
	
Betancourt


	
86,670
	
. 69,336
	
478,60
	
17,680
	
Regnault


	
86,830
	
69,464
	
478,60
	
17,680
	

	
87,225
	
69,780
	
465,60
	
17,200
	
Watt


	
87,500
	
70,000
	
457,48
	
16,900
	
Betancourt


	
—
	
—
	
485,09
	
17,920
	
Schmidt


	
-—
	
—
	
475,10
	
17,551
	
Dalton


	
87,912
	
70,330
	
453,37
	
16,748
	
Robison


	
—
	
—
	
482,65
	
17,830
	
Ure


	
88,337
	
70,670
	
491,86
	
18,170
	
Watt


	
88,750
	
71,000
	
481,84
	
17,800
	
Betancourt


	
—
	
—
	
505,13
	
18,660
	
Schmidt


	
89,025
	
71,220
	
509,00
	
18,803
	
Southern


	
89,725
	
71,780
	
514,33
	
19.000
	
Watt


	
89,750
	
71,800
	
519,47
	
19,190
	
Regnault


	
89,900
	
71,920
	
519,47
	
19,190
	

	
90,000
	
72,000
	
506,21
	
18,700
	
Betancourt


	
—
	
—
	
533,55
	
19,710
	
Schmidt


	
90,687
	
72,550
	
535,98
	
19,800
	
Ure


	
90,800
	
72,640
	
542,48
	
20,040
	
Magnus


	
91,080
	
72,864
	
547,89
	
20,240
	
Regnault


	
91,200
	
72,960
	
547,89
	
20,240
	

	
91,250
	
73,000
	
527,86
	
19,500
	
Betancourt


	
—
	
—
	
557,91
	
20,610
	
Schmidt


	
91,350
	
73,080
	
563,05
	
20,800
	
| Watt


	
91,810
	
73,448
	
543,56
	
20,080
	
Magnus


	
92,500
	
74,000
	
557,64
	
20,600
	
Betancourt


	
—
	
—
	
590,12
	
21,800
	
Schmidt


	
93,475
	
74,780
	
574,51
	
21,223
	
Robison


	
—
	
—
	
599,33
	
22,140
	
Ure


	
93,750
	
75,000
	
588,77
	
21,750
	
Betancourt


	
—
	
---
	
603,39
	
22,290
	
Schmidt


	
—
	
1
	
605,18
	
22,356

1
	
Dalton




II

15


	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


	
+C.
	
+ R.
	
Mi Him.
	
par. Zoll


	
94,587
	
75,670
	
625,05
	
23,090
	
Southern


	
94,850
	
75,880
	
628,56
	
23,220
	
Regnault


	
94,930
	
75.944
	
628,56
	
23,220
	

	
95,000
	
76,000
	
619,90
	
22,900
	
Betancourt


	
96,250
	
77,000
	
653,74
	
24,150
	

	
—
		
657,80
	
24,300
	
Ure


	
96,840
	
77,472
	
678,10
	
25,050
	
Regnault


	
96,880
	
77,504
	
678,10
	
25,050
	

	
97,500
	
78,000
	
690,28
	
25,500
	
Betancourt


	
98,750
	
79,000
	
721,96

736,84
	
26,670
	
»


	
98,900
	
79,120
	
27,220
	
Magnus


	
99,037
	
79,230
	
727,67

733,60
	
26,881
	
Robison


	
—
		
27,100
	
Ure


	
99,580
	
79,664
	
749,03
	
27,670
	
Regnault


	
99,600
	
79,680
	
749,03
	
27.670
	

	
100,000
	
80,000
	
757,96
	
28,000
	
Betancourt


			
757,96
	
28,000
	
Schmidt


			
758,34
	
28,014
	
Biker


	
—
	
—
	
758,09
	
28,005

28,140
	
Arzberger


	
—
	
—
	
761,75
	
Taylor


			
759,88
	
28,071
	
Dulong


	
100,15
	
80,12
	
761,64
	
28,147
	
Robison


	
—-
	
—
	
761,96
	
28,148
	
Southern


			
762,02
	
28,150
	
Ure


	
100,17
	
80,14
	
765,00
	
28,260
	
Regnault


	
100,55
	
80,44
	
762,02
	
28,150
	
Watt


	
100,74
	
80,59
	
776,10
	
28,670
	
Regnault


	
101,25
	
81,00
	
801,27
	
29,600
	
Betancourt


	
101,25
	
81,00
	
757,96
	
28,000

29,380
	
Schmidt


	
101,66
	
81,33
	
795,32
	
Watt


	
102,50
	
82,00
	
847,29
	
31,300
	
Betancourt


	
—
		
840,52
	
31,050
	
Schmidt


	
102,71
	
82,17
	
848,37
	
31,340
	
Ure


	
102,78
	
82,22
	
810,75
	
29,950
	
Watt


	
103,75
	
83,00
	
893,31
	
33,000
	
Betancourt


	
—
		
881,40
	
32,560
	
Schmidt


	
103,89
	
83,11
	
832,40
	
30,750
	
Watt


	
104,60
	
83,68
	
909,25
	
33,589
	
Robison


	
—
	
—
	
902,78
	
33,350
	
Ure


	
104,68
	
83,74
	
903,87
	
33,390
	
Magnus


	
104,73
	
83,78
	
862,99
	
31,880
	
Watt


	
105,00
	
84,00
	
936,62.
	
34,600
	
Betancourt


		
—
	
923,09
	
34,100

33,980
	
Biker


	
—
	
—
	
919,84
	
Schmidt


	
105,55
	
84,44
	
889,25
	
32,850
	
Watt


	
106,00
	
84,80
	
932,48
	
34,447
	
Christian


	
106,25
	
85,00
	
986,70
	
36,450
	
Betancourt


	
—
	
—
	
962,23
	
35,546
	
Biker


	
—
		
958,01
	
35,390
	
Schmidt


	
106,39
	
85,11
	
913,61
	
33,750

34,650
	
Watt


	
107,14
	
85,71
	
937,97

993,20
	
»


	
107,39
	
85,91
	
36,690
	
Ure


	
107,50
	
86,00
	
1031,4
	
38,100
	
Betancourt


		
-
	
999,15
	
36,910
	
Schmidt


	
108,06
	
86,45
	
965,04
	
35,650
	
Watt


	
108,11
	
86,49
	
1018,4
	
37,620
	
Ure





		
Dampf.
	
227
	
Dampf.


	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


	
+c
	
+ R.
	
Millim.
	
par. Zoll
	

	
108,75
	
87,00
	
1082,8
	
40,000
	
Betancourt


	
—
	
—
	
1040,0
	
38,420
	
Schmidt


	
108,89
	
87,11
	
989,41
	
36,550
	
Watt


	
109,73
	
87,78
	
1015,1
	
37,500
	

	
110,00
	
88,00
	
1142,4
	
42,200
	
Betancourt


	
—
	
—
	
1093,1
	
40,370
	
Biker


	
—
	
—
	
1089,3
	
40,240
	
Schmidt


	
—
	
—
	
1050,0
	
38,788
	
Christian


	
110,16
	
88,13
	
1130,2
	
41,751
	
Robison


		
—
	
1094,7
	
40,440
	
Ure


	
110,44
	
88,35
	
1104,7
	
40,810
	

	
110,55
	
88,44
	
1040,3
	
38,430
	
Watt


	
111,00
	
88,80
	
1083,3
	
40,020
	
Christian


	
111,25
	
89,00
	
1199,2
	
44,300
	
Betancourt


	
—
	
—
	
1133,1
	
41,860
	
Schmidt


	
—
	
—
	
1112,9
	
41,114
	
Arzberger


	
111,39
	
89,11
	
1064,7
	
39,330
	
Watt


	
112,00
	
89,60
	
1116,7
	
41,251
	
Christian


	
112,20
	
89,76
	
1139,8
	
45,107
	
Dulong


	
112,23
	
89,78
	
1088,8
	
40,220
	
Watt


	
112,50
	
90,00
	
1256,0
	
46,400
	
Betancourt


	
—
	
—
	
1200,2
	
44,338
	
Biker


	
—
	
—
	
1184,9
	
43,770
	
Schmidt


	
112,68
	
90,14
	
1188,6
	
43,910
	
Ure


	
112,78
	
90,22
	
1115,3
	
41,200
	
Watt


	
112,95
	
90,36
	
1199,2
	
44,300
	
Ure


	
113,00
	
90,40
	
1156,6
	
42,728
	
Christian


	
113,61
	
90,89
	
1143,2
	
42,230
	
Watt


	
113,75
	
91,00
	
1310,2
	
48,400
	
Betancourt


	
—
	
—
	
1242,2
	
45,890
	
Schmidt


	
114,00
	
91,20
	
1206,6
	
44,205
	
Christian


	
114,17
	
91,34
	
1168,1
	
43,150
	
Watt


	
114,73
	
91,78
	
1191,1
	
44,000
	

	
114,90
	
91,92
	
1277,7
	
47,200
	
Ure


	
115,00
	
92,00
	
1367,0
	
50,500
	
Betancourt


	
—
	
—
	
1299,7
	
48,011
	
Biker


	
—
	
—
	
1299,9
	
48,020
	
Schmidt


	
—
	
—
	
1230,0
	
45,436
	
Christian


	
115,55
	
92,44
	
1243,3
	
45,930
	
Watt


	
115,73
	
92,58
	
1394,4
	
51,510
	
Robison


	
—
	
—
	
1313,2
	
48,510
	
Ure


	
116,00
	
92,80
	
1286,9
	
47,539
	
Christian


	
116,25
	
93,00
	
1434,7
	
53,000
	
Betancourt


	
—
	
—
	
1354,3
	
50,030
	
Schmidt


	
—
	
—
	
1386,0
	
51,200
	
Mayer


	
116,84
	
93,47
	
1354,0
	
50,290
	
Ure


	
116,94
	
93,55
	
1270,4
	
46,930
	
Watt


	
117,00
	
93,60
	
1326,6
	
49,007
	
Christian


	
117,50
	
94,00
	
1497,0
	
55,300
	
Betancourt


	
—
		
1403,3
	
51,840
	
Schmidt


	
118,00
	
94,40 -
	
1383,2
	
51,099
	
Christian


	
118,06
	
94,45
	
1321,3
	
48,810
	
Watt


	
118,51
	
94,81
	
1430,9
	
52,860
	
Ure


	
118,75
	
95,00
	
1564,6
	
57,800
	
Betancourt


	
—
		
1466,6
	
54,180
	
Schmidt


	
—
	
—
	
1469,6
	
54,290
	
Biker





	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


	
+ c.
	
+R.
	
Millim.
	
par. Zoll


	
119,00
	
95,20
	
1426,6
	
52,699
	
Christian


	
119,45
	
95,56
	
1369,7
	
50,600
	
Watt


	
120,00
	
96,00
	
1637,7
	
60,500
	
Betancourt


	
—
	
—
	
1535,1
	
56,710
	
Schmidt


	
—
	
—
	
1532,4
	
56,608
	
Biker


	
—
	
—
	
1472,9
	
54,422
	
Christian


	
—
	
—
	
1452,0
	
53,640
	
Taylor


	
120,28
	
96,22
	
1421,4
	
52,510
	
Watt


	
120,46
	
96,37
	
1534,1
	
56,670
	
Ure


	
120,63
	
96,50
	
1483,4
	
54,797
	
Arzberger


	
121,00
	
96,80
	
1503,2
	
55,531
	
Christian


	
121,13
	
96,90
	
1528,9
	
56,480
	
Regnault


	
121,25
	
97,00
	
1716,2
	
63,400
	
Betancourt


		
—
	
1602,0
	
59,180
	
Schmidt


	
121,29
	
97,03
	
1696,6
	
62,675
	
Robison


		
—
	
1523,9
	
56,295
	
Southern


	
—
	
—
	
1572,2
	
58,080
	
Ure


	
121,39
	
97,11
	
1472,6
	
54,400
	
Watt


	
122,00
	
97,60
	
1563,4
	
57,754
	
Christian


	
—
	
—
	
1519,8
	
56,143
	
Taylor


	
122,25
	
97,80
	
1515,9
	
56,000
	
Heron de Villefosse


	
122,50
	
98,00
	
1524,0
	
56,300
	
Watt


		
—
	
1792,0
	
66,200
	
Betancourt


			
1671,6
	
61,750
	
Schmidt


	
123,00
	
98,40
	
1606,5
	
59,346
	
Christian


	
123,70
	
98,96
	
1629,5
	
60,194
	
Arago


	
123,75
	
99,00
	
1967,8
	
69,000
	
Betancourt


	
—
		
1740,1
	
64,280
	
Schmidt


	
123,89
	
99,11
	
1575,5
	
58,200
	
Watt


	
123,90
	
99,12
	
1668,6
	
61,640
	
Regnault


	
124,00
	
99,20
	
1659,8
	
61,316
	
Christian


	
124,08
	
99,26
	
1708,1
	
63,100
	
Ure


	
125,00
	
100,00
	
1626,9
	
60,100
	
Watt


	
—
		
1804,3
	
66,654
	
Biker


	
—
		
1943,6
	
71,800
	
Betancourt


			
1813,7
	
67,000
	
Schmidt


		
—
	
1713,1
	
63,286
	
Christian


	
126,00
	
100,80
	
1756,5
	
64,886
	
»)


	
126,11
	
100,89
	
1676,4
	
61,930
	
Watt


	
126,25
	
101,00
	
2030,2
	
75,000
	
Betancourt


		
—
	
1882,2
	
69,530
	
Schmidt


	
126,85
	
101,48
	
2039,5
	
75,341
	
Robison


	
126,86
	
101,49
	
1836,4
	
67,840
	
Ure


	
127,00
	
101,60 •
	
1823,1
	
67,348
	
Christian


	
127,23
	
101,78
	
1727,3
	
63,810
	
Watt


	
127,50
	
102,00
	
2116,7
	
78,200
	
Betancourt


		
—
	
1961,5
	
72,460
	
Schmidt


	
128,00
	
102,40
	
1883,1
	
69,564
	
Christian


	
128,06
	
102,45
	
1775,8
	
65,600
	
Watt


	
128,47
	
102,78
	
1915,2
	
70,750
	
Regnault


	
128,50
	
102,80
	
1924,2
	
71,120
	

	
128,75
	
103,00
	
2192,7
	
81,000
	
Betancourt


		
—
	
2038,1
	
75,290
	
Schmidt


	
129,00
	
103,20
	
1949,7
	
72,026
	
Christian


	
—
	
—
	
1899,7
	
70,178
	
Taylor


	
129,18
	
103,34
	
1824,5
	
67,400
	
Watt





	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


	
+ C.
	
+R.
	
Millim.
	
par. Zoll


	
129,64
	
103,71
	
1982,1
	
73,220
	
Ure


	
130,00
	
104,00
	
2273,9
	
84,000
	
Betancourt


	
■ —
	
—
	
2117,8
	
78,220
	
Schmidt


	
—
	
—
	
2092,0
	
77,280
	
Biker


	
—
	
—
	
2013,7
	
74,390
	
Christian


	
—
	
—
	
1959,1
	
72,370
	
Taylor


	
130,28
	
104,22
	
1875,9
	
69,300
	
Watt


	
131,00
	
104,80
	
2066,4
	
76,334
	
Christian


	
131,11
	
104,89
	
1927,7
	
71,210
	
Watt


	
131,25
	
105,00
	
2349,8
	
86,800
	
Betancourt


	
—
	
—
	
2191,3
	
80,950
	
Schmidt


	
—
	
—
	
2169,1
	
80,130
	
Biker


	
—
	
—
	
2198,1
	
81,200
	
Mayer


	
131,95
	
105,56
	
1978,8
	
73,100
	
Watt


	
132,00
	
105,60
	
2159,7
	
79,782
	
Christian


	
132,43
	
105,94
	
2390,0
	
88,289
	
Robison


	
—
	
—
	
2191,9
	
80,970
	
Ure


	
132,50
	
106,00
	
2409,2
	
89,000
	
Betancourt


	
—
	
—
	
2300,7
	
84,990
	
Schmidt


	
132,78
	
106,22
	
2030,2
	
75,000
	
Watt


	
132,82
	
106,25
	
2176,7
	
80,410
	
Arago


	
133,00
	
106,40
	
2249,6
	
83,105
	
Christian


	
133,30
	
106,64
	
2181,6
	
80,591 '
	
Arago


	
133,32
	
106,66
	
2209,2
	
81,610
	
Regnault


	
133,61
	
106,89
	
2080,9
	
76,870
	
Watt


	
133,75
	
107,00
	
2471,5
	
91,300
	
Betancourt


	
—
	
—
	
2388,1
	
88,220
	
Schmidt


	
134,00
	
107,20
	
2323,0
	
85,813
	
Christian


	
134,38
	
107,50
	
2223,8
	
82,151
	
Arzberger


	
135,00
	
108,00
	
2531,0
	
93,500
	
Betancourt


	
—
	
—
	
2492,1
	
92,060
	
Schmidt


	
—
	
—
	
2479,1
	
91,580
	
Biker


	
—
	
—
	
2389,6
	
88,275
	
Christian


	
—
	
—
	
2279,7
	
84,214
	
Dulong


	
135,20
	
108,16
	
2375,4
	
87,750
	
Ure


	
135,68
	
108,54
	
2371,6
	
87,610
	
Regnault


	
136,00
	
108,80
	
2479,6
	
91,598
	
Christian


	
136,25
	
109,00
	
2587,9
	
95,600
	
Betancourt


	
—
	
—
	
2604,1
	
96,200
	
Schmidt


	
137,00
	
109,60
	
2545,4
	
94,029
	
Christian


	
137,50
	
110,00
	
2652,9
	
98,000
	
Betancourt


	
------
	
—
	
2726,5
	
100,720
	
Schmidt


	
137,99
	
110,39
	
2689,7
	
99,360
	
Robison


	
—
	
—
	
2588,2
	
95,610
	
Ure


	
138,00
	
110,40
	
2639,5
	
97,507
	
Christian


	
138,30
	
110,64
	
2538,6
	
93,779
	
Arago


	
—
	
—
	
2561,9
	
94,640
	
Regnault


	
133,75
	
111,00
	
2824,7
	
104,350
	
Schmidt


	
138,88
	
111,10
	
2273,9
	
84,000
	
Heron de Villefosse


	
138,89
	
111,11
	
2599,3
	
96,020
	
Regnault


	
139,00
	
111,20
	
2709,4
	
100,090
	
Christian


	
140,00
	
112,00
	
2955,5
	
109,180
	
Schmidt


	
—
	
—
	
2779,5
	
102,680
	
Christian


	
— ■
	
—
	
2636,1
	
97,380
	
Taylor


	
140,45
	
112,36
	
2659,6
	
98,250
	
Dulong


	
140,88
	
112,70
	
2850,5
	
105,300
	
Ure





	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


	
+C. |
	
+ R.
	
Millim.
	
par. Zoll


	
140,93
	
112,74    |
	
2755,2
	
101,780
	
Regnault


	
141,00
	
112,80
	
2856,2
	
105,510
	
Christian


	
141,25
	
113,00
	
3061,6
	
113,100
	
Schmidt


	
141,46
	
113,17
	
2801,2
	
103,480
	
Regnault


	
142,00
	
113,60
	
2926,0
	
108,090
	
Christian


	
142,50
	
114,00
	
3170,4
	
117,120
	
Schmidt


	
143,00
	
114,40
	
3006,1
	
111,050
	
Christian


	
143,55
	
114,84
	
3050,8
	
112,700
	
Ure


	
144,00
	
115,20
	
3089,5
	
114,130
	
Christian


	
145,00
	
116,00
	
3172,9
	
117,210
	
»


	
145,20
	
116,16
	
3039,5
	
112,285
	
Dulong


	
145,44
	
116,35
	
3047,8
	
112,590
	
Southern


	
145,98
	
116,78
	
3163,7
	
116,870
	
Regnault


	
146,00
	
116,80
	
3256,0
	
120,280
	
Christian


	
146,33
	
117,06
	
3275,5
	
121,000
	
Ure


	
147,00
	
117,60
	
3342,6
	
123.480
	
Christian


	
147,48
	
117,98
	
3307,4
	
122,180
	
Regnault


	
148,00
	
118,40
	
3439,2
	
127,050
	
Christian


	
148,30
	
118,64
	
3361,3
	
124,170
	
Regnault


	
149,00
	
119,20
	
3525,9
	
130,250
	
Christian 7


	
149,11
	
119,29
	
3548,9
	
131,100
	
Ure


	
149,70
	
119,76
	
3475,9
	
128,404
	
Arago


	
150,00
	
120,00
	
3625,7
	
133,940
	
Christian


	
—
	
—
	
3511,8
	
129,730
	
Taylor


	
-------
	
—
	
3419,5
	
126,321
	
Dulong


	
151,00
	
120,80
	
3729,2
	
137,760
	
Christian


	
151,63
	
121,30
	
3031,8
	
112,000
	
Heron de Villefosse


	
151,90
	
121,52
	
3686,8
	
136,195
	
Arago


	
—
	
—
	
3825,0
	
141,300
	
Ure


	
152,00
	
121,60
	
3859,1
	
142,560
	
Christian


	
153,00
	
122,40
	
3926,0
	
145,030
	
»


	
153,70
	
122,96
	
3881,0
	
143,369
	
Arago


	
154,00
	
123,20
	
4025,8
	
148,720
	
Christian


	
—
	
—
	
3799,5
	
140,357
	
Dulong


	
154,68
	
123,74
	
4095,7
	
151,300
	
. Ure


	
155,00
	
124,00
	
4149,0
	
153,270
	
Christian


	
155,79
	
124,63
	
4222,9
	
156,000
	
Ure


	
156,00
	
124,80
	
4252,4
	
157,090
	
Christian


	
157,00
	
125,60
	
4362,3
	
161,150
	

	
158,00
	
126,40
	
4492,5
	
165,960
	

	
—
	
—
	
4179,4
	
154,392
	
Dulong


	
159,00
	
127,20
	
4598,9
	
169,890
	
Christian


	
160,00
	
128,00
	
4748,9
	
175,430
	

	
—
	
—
	
4559,1
	
168,420
	
Taylor


	
161,00
	
128,80
	
4613,0
	
170,410
	
Christian


	
161,25
	
129,00
	
4445,4
	
164,220
	
Arzberger


	
161,50
	
129,20
	
4559,3
	
168,428
	
Dulong


	
162,00
	
129,60
	
4780,3
	
176,590
	
Christian


	
163,40
	
130,72
	
4938,3
	
182,427
	
Arago


	
163,50
	
130,80
	
4937,6
	
182,401
	
Christian


	
164,70
	
131,76
	
4939,3
	
182,464
	
Dulong


	
165,00
	
132,00
	
5114,9
	
188,950
	
Christian


	
166,00
	
132,80
	
5282,2
	
195,130
	

	
167,50
	
134,00
	
5449,5
	
201,310
	
»


	
168,00
	
134,40
	
5616,7
	
207,490
	
»


	
—
	
—
	
' 5319,2
	
196,500
	
Dulong





	
Temperatur
	
Elasticitat
	
Beobachter


	
+ C.
	
+ R.
	
Millim.
	
par. Zoll


	
168,50
	
134,80
	
5605,4
	
I 207,071
	
Arago


	
169,00
	
135,20
	
5784,0
	
1 513,670
	
Christian


	
169,40
	
135,52
	
5773,7
	
21 3,288
	
Arago


	
170,00
	
136,00
	
5951,3
	
219,850
	
Christian


	
170,50
	
136,40
	
5699,2
	
210,535
	
Dulong


	
172,34
	
137,87
	
6151,0
	
227,225
	
Arago


	
173,00
	
138,40
	
6079,1
	
224,571
	
Dulong


	
173,36
	
138,69
	
6095,5
	
225,180
	
Southern


	
180,70
	
144,56
	
7505,1
	
277,248
	
Arago


	
183,70
	
146,96
	
8032,5
	
296,731
	
»


	
187,10
	
149,68
	
8699,5
	
321,371
	
»


	
188,50
	
150,80
	
8840,0
	
326,561
	
»


	
188,75
	
151,00
	
8147,5
	
300,980
	
Arzberger


	
193,70
	
154,96
	
9998,9
	
369,372
	
Arago


	
198,50
	
158,80
	
11019,0
	
407,055
	
»


	
201,75
	
161,40
	
11862,0
	
438,198
	
»


	
204,17
	
163,34
	
12290,3
	
454,020
	
»


	
206,10
	
164,88
	
12987,2
	
479,764
	
»


	
206,80
	
165,44
	
13061,0
	
482,490
	

	
207.40
	
165,92
	
13127,6
	
484,950
	

	
208,90
	
167,12
	
13684,3
	
505,516
	
»


	
209,13
	
167,30
	
13761,9
	
508,382
	

	
210,50
	
168,40
	
14063,4
	
519,520
	

	
215,30
	
172,24
	
15499,5
	
572,571
	

	
217,50
	
174,00
	
16152,8
	
596,705
	

	
218,40
	
174,72
	
16381,3
	
605,146
	

	
220,80
	
176,64
	
17182,6
	
632,001
	

	
222,50
	
178,00
	
15552,5
	
574,53
	
Arzberger


	
224,15
	
179,32
	
18189,4
	
671,940
	
Arago





13. Es folgt nun die Zusammenstel-lung dreier Tabellen nach Biot, Magnus und Regnault uber den Zusammenhang der Elasticitaten mit den Temperaturen des Wasserdampfs, welche nach Formein berechnet sind.

Biot hat die Formel erfunden:

log E = a — bc^-^-1 — dg^ + t

hier bedeutet E die Spannung in Milli-metern Quecksilbersaule bei 0° C.

a = 5,96131330259

log b = 0,82340688193 - 1

log c = - 0,01309734295




log d = 0,74110951837

logg-- 0,00212510583

t die Temperatur in Centesimalgraden.

Magnus hat die Formel erfunden:

7,4475 x t

E = 4,525 x 10 234,69+t

E und t wie bei Biot.

Regnault hat fur Dampfe unter 0° C. die Formel:

E = 0,0131765 + 0,29682 x 1,0893 t + 32

Fur Dampfe zwischen 0° C. und 100°C.

die Formel:




log E = 4,738438 + 0,013616 X 1,0159329? - 4,0878 X 0,992487 t

Tabelle

des Zusammenhangs der Elasticitaten des Wasserdampfs mit den verschiedenen Temperaturen desselben. Nach den vorstehenden Formein berechnet.


	
Tempe-ratur

-c.
	
Nach Biot
	
Nach Magnus
	
Nach Rognanit


	
Millim.
	
Differenz
	
Millim.
	
Differenz
	
Millim.
	
Differenz


	
32
	
—
		
—
		
0,310
	
0,026


	
31
	
—
		
—
		
0,336


	
0,029


	
30
	
—
		
—
		
0,365


			
-----
		
-----
	
32


	
29
	
—
		
—
		
0,397
	
34


	
28
	
—
	
_
	
—
		
0,431
	
37


	
27
	
—
		
—
		
0,468
	
41


	
26
	
—
		
—
		
0,509
	
44


	
25
	
—
		
—
		
0,553
	
49


	
24
	
—
		
—
		
0,602
	
52


	
23
	
—
		
—
		
0,654
	

	
22
					
0,711
	

			
-----
		
-------
	
63


	
21

20
	
1,333
	
—
	
0,916
	
—
	
0,774

0,841
	
67


		
0,083
	
75


	
19
			
0,999
	
0,916
	

				
90
	
80


	
18
	
—
	
0,546
	
1,089
	
97
	
0,996
	
88


	
17
	
—
	
1,186
		
1,084
	

				
104
		
95


	
16

15
	
1,879
	
—
	
1,290

1,403
	
113
	
1,179

1,284
	
105


	
------
	
122
	
114


	
14
	
—
		
1,525
	
130
	
1,398
	
123


	
13
	
—
	
0,752
	
1,655
	
141
	
1,521
	
135


	
12
		
1,796
		
1,656
	

					
151
	
147


	
11
	
—
		
1,947
	
162
	
1,803
	
160


	
10
	
2,631
		
2,109
		
1,963
	

	
--
		
175
	
174


	
9
	
—
	
0,929
	
2,284
	
187
	
2,137
	
190


	
8
		
2,471
		
2,327
	

			
------•
	
200
	
206


	
7
			
2,671
		
2,533
	

				
215
	
225


	
6
			
2,886
		
2,758
	

			
-
	
229
		
246


	
5
	
3,660
		
3,115
		
3,004
	

		
---
	
246
	
267


	
4
	
—
		
3,361
	
263
	
3,271
	
282


	
3
	
—
	
1,399
	
3,624
	
281
	
3,553
	
326


	
2
		
3,905
		
3,879
	

				
300
	
345


	
1
			
4,205
		
4,224
	

				
320
		
376


	
0
	
5,059
		
4,525
	
4,600
	




	
Dampf.            233
	
Dampf.


	
Tempe-

ratur         Nach Biot      1     Nach Magnus
	
Nach Regnault


	
+ C. Millim. Differenz ' Millim. । Differenz
	
Millim. | Differenz


	
0       5,059                    4,525

0,334                   0,342

1       5,393                    4,867

356                   0,364

2       5,749                    5,231

374                   0,388

3       6,123                    5,619

400                   0,413

4       6,523                    6,032

424                   0,439

5       6,947                    6,471

449                   0,468

6       7,396                    6,939

475                   0,497

7       7,871               i 7,436

504                   0,528

8       8,375                    7,964

534                   0,561

9       8,909                    8,525

566                   0,601

10       9,475                    9,126

599                   0,625

11      10,074                    9,751

633                   0,670

12      10,707                   10,421

671                   0,709

13      11,378                  11,130

709                   0,752

14     12,087                  11,882

750                   0,795

15      12,837                   12,677

793                   0,842

16     13,630                  13,519

838                   0,890

17      14,468                   14,409

885                   0,942

18      15,353                   15,351

935                  0,994

19      16,288                   16,345

1,026                    1,051

20     17,314                  17,396

1,003                    1,109

21      18,317                   18,505

1,130                    1,170

22     19,447                  19,675

1,130                    1,234

23     20,577                  20,909

1,228                    1,302

24     21,805                  22,211

1,285                    1,371

25     23,090                  23,582

1,362                    1,444

26     24,452                  25,026

1,429                    1,521

27     25,881                  26,547

1,509                    1,601

28     27,390                  28,148

1,655                    1,684

29     29,045                  29 832

1,598                    1,770

30     30,643                  31,602

„           1,767                    1,862

31     32,410                  33,464

1,851                    1,955

3 2      34,261                   35,419

1,927                    2,054

33     36,188                  37,473

2,066                    2,157

34     38,254                  39,630

2,150                    2,263

35     40,404       .       41,893

2,339                    2,375

36     42,743                  44,268
	
4,600

0,340

4.940

0,362

5,302

0,385

5,687

0,410

6,097

0,437

6,534

0,464

6,998

0,494

7,492

0,525

8,017

0,557

8,574

0,591

9,165

0,627

9,792

0,665

10,457

0,705

11,162

0,746

11,908

0,791

12,699

0,837

13,536

0,885

14,421

0,936

15,357

0,989

16,346

1,045

17,391

1,104

18,495

1,164

19,659

1,229

20,888

1,296

22,184

1,366

23,550

1,438

24,988

1,517

26,505

1,596

28,101

1,681

29,782

1,766

31,548

1,858

33,496

1,953

35,359

37,411      2,052

39,565      2,154

2,262 41,827

..             2,374

44,201





	
Tempe-ratur

+ C.
	
Nach Biot
	
Nach Magnus
	
Nach Regnault


	
Millim.
	
Differenz
	
Millim.
	
Differenz
	
Millim.
	
Differenz


			
2,295
		
2,490
		
2,490


	
37
	
45,038
		
46,758
		
46,691
	

			
2,541
		
2,610
		
2,611


	
38
	
47,579
		
49,368
		
49,302
	

			
2,568
		
2,735
		
2,737


	
39
	
50,147
		
52,103
		
52,039
	

			
2,851
		
2,866
		
2,867


	
40
	
52,998
		
54,969
		
54,906
	

			
2,774
		
3,000
		
3,004


	
41
	
55,772
		
57,969
		
57,910
	

			
3,020
		
3,140
		
3,145


	
42
	
58,792
		
61,109
		
61,055
	

			
3,266
		
3,287
		
3,291


	
43
	
61,958
		
64,396
		
64,346
	

			
3,669
		
3,437
		
3,444


	
44
	
65,627
		
67,833
		
67,790
	

			
3,124
		
3,594
		
3,601


	
45
	
68,751
		
71,427
		
71,391
	

			
3,642
		
3,758
		
3,767


	
46
	
72,393
		
75,185
		
75,158
	

			
3,812
		
3,926
		
3,935


	
47
	
76,205
		
79,111
		
79,093
	

			
3,990
		
4,101
		
4,111


	
48
	
80,195
		
83,212
		
83,204
	

			
4,175
		
4,282
		
4,295


	
49
	
84,370
		
87,494
		
87,499
	

			
4,373
		
4,471
		
4,483


	
50
	
88,743
		
91,965
		
91,982
	

			
4,558
		
4,665
		
4,679


	
51
	
93,301
		
96,630
		
96,661
	

			
4,774
		
4,867
		
4,882


	
52
	
98,975
		
101,497
		
101,543
	

			
4,985
		
5,075
		
5,093


	
53
	
103,060
		
106,572
		
106,636
	

			
5,210
		
5,292
		
5,309


	
54
	
108,270
		
111,864
		
111,945
	

			
5,440
		
5,514
		
5,533


	
55
	
113,710
		
117,378
		
117,478
	

			
5,680
		
5,746
		
5, 766


	
56
	
119,390
		
123,124
		
123,244
	

			
6,920
		
5,985
		
6,007


	
57
	
125,310
		
129,109
		
129,251
	

			
6,190
		
6,232
		
6,254


		
131,500
		
135,341
		
135,505
	

			
6,440
		
6,488
		
6,510


	
59
	
137,940
		
141,829
		
142,015
	

			
6,720
		
6,750
		
6,776


	
60
	
144,660
		
148,579
		
148,791
	

			
7,040
		
7,024
		
7,048


	
61
	
151,700
		
155,603
		
155,839
	

			
7,260
		
7,305
		
7,331


	
62
	
158,960
		
162,908
		
163,170
	

			
7,600
		
7,594
		
7,621


		
166,560
		
170,502
		
170,791
	

			
7,910
		
7,895
		
7,923


	
64
	
174,470
		
178,397
		
178,714
	

			
8,240
		
8,204
		
8,231


	
65
	
182,710
		
186,601
		
186,945
	

			
8,560
		
8,523
		
8,551


	
66
	
191.270
		
195,124
		
195,496
	

			
8,910
		
8,851
		
8,880


	
67
	
200,180
		
203,975
		
204,376
	
9,220


			
9,260
		
9,191
	

	
68
	
209,440
		
213,166
		
213,596
	

			
9,620
		
9,540
		
9,569


	
69
	
219,060
		
222,706
		
223,165
	

			
10,010
		
9,900
		
9,928


	
70
	
229,070
		
232,606
		
233,093
	

			
10,380
		
10,271
		
10,300


	
71
	
239,450
		
242,877
		
243,393
	

			
10,780
		
10,653
		
10,680


	
72
	
250,230
		
253,530
		
254,073
	

			
11,200
		
11,047
		
11,074


	
73
	
261,430
		
264,577
		
265,147
	




	
Tempe

ratur        Nach Biot            Nach Magnus
	
Nach Regnault


	
+ C. Millim. | Differenz Millim. Differenz
	
Millim. | Differenz


	
11,600                   11,452

74     273,030                 276,029

12,040                  11,869

75     285,070                 287,898

12,500                  12,295

76   ' 297,570                 300,193

12,950                   12,741

77     310,490                 312,934

13,400                   13,193

78     323,890                 326,127

13,870                   13,659

79     337,760                 339,786

14,320                   14,140

80     352,080                 353,926

14,900                  14,632

81     367,000                 368,558

15,380          ’         15,139

82     382,380                 383,697

15,900                  15,680

83     398,280                 399,357

16,450                   16,168

84     414,730                 415,525

16,980                   16,770

85     431,710                 432,295

17,550                   17,308

86    449,260                449,603

18,120                   17,886

87     467,380                 467,489

18,710                   18,481

88     486,090                485,970

19,290                   19,090

89     505,380                 505,060

19,900                   19,715

90     525,280                 524,775

19,520                  20,358

91     545,800                 545,133

21,150                  21,014

92     566,950                 566,147

21,790                  21,689

93     588,740                 587,836

22,440                  22,381

94     611,180                 610,217

23,090                  23,088

95     634,270                 633,305

23,780                  23,815

96     658,050                 657,120

24,540                  24,563

97     682,590                 681,683

25,040                  25,317

98     707,630                 707,000

25,830                  26,100

99     733,460                 733,100

26,540                  26,900

100     760,000                 760,000
	
11,477

276,624

11,893

288,517

12,321

300,838

12,762

313,600

13,211

326,811

13,677

340,488

14,155

354,643

14,644

369,287

15,148

384,435

15,666

400,101

16,197

416,298

16,743 433,041

17,303

450,344

17,877

468,221

18.466

486,687

19,072

505,759

19,691

525,450

20,328

545,778

20,979

566,757

21,649

588,406

22,334

610,740

23,038

633,778

23,757

657,535

24,494 682,029

25,251

707,280

26,025

733,305

26,695 760,000




	
14. Folgende Tabelle, wegen ihres             _ 6—



Nutzens fur Anlage von Dampfkesseln I. t — ^^e—lb

fur gewerbliche Zwecke hochst wichtig. Wo t die Temperatur in Centesimalgra-ist den No. 9 gedachten Beobachtungen den von 0 ab und e die Spannung der der Pariser Academie entsprechend be- Dampfe in Centimetern Quecksilbersaule rechnet worden und zwar nach Formeln bedeutet.

die in dem Sinne abgeleitet worden sind, Die zweite Formel von Dulo ng, schon dafs sie in den Resultaten jenen Beob- unter No. 10 aufgefuhrt, ist achtungen moglichst nahe kommen.          E = (1 + 0,7153 7)5

Die erste dieser Formel von Tred- nach welcher es sich bequemer rechnet gold liegt dieser Tabelle fur Dampfe als mit der daselbst aufgefuhrten corri-bis zu 4 Atmospharen Spannung zu girten Formel und die beide nur geringe Grunde. Sie ist I                    Abweichungen geben, hat zu den Dam-


pfen aller hoheren Spannungen gedient und nicht erst, wie von einigen Schrift-stellern behauptet wird, von der Span-nung 24 Atmospharen ab aufwarts, bis wohin die Beobachtungen der Academi-ker gereicht haben.

Wird E gegeben, so ist die Formel zu schreiben :




3. nach




Fur E = 5 Atmospharen hat man Formel II.




	
II . r=-l+yE



0,7153

Es bedeutet hier E die Spannung der Dampfe in Atmospharen und T die Tem-peratur uber 100° der Art, dafs die Tem-peratur t fur die Tabelle erhalten wird t = (1 + T) 100°.




Beispiele. 1. Fiir jE = 1 Atmosphare ist in Formel I e = 76 und man erhalt

=85776-75=174,94-75 =99,94 statt 10 0° in Formel II ist

E = 1, also — 1 + VE =0= T folglich t=(1+0) 100° = 100°

	
2 . Fur E = 4 Atmospharen ist in Formel I e =4x76 = 304 daher



t = 85 7304 - 75 = 220,41 - 75 = 145,41° in Formel II: E=4 gesetzt, erhalt man 7_1+74.0,31951 044609

	
1    0,7153     0,7153 - 04*666



daher t = (1 + 0,44668) 100° = 144,668°

in die Tabelle ist t = 145,4° gesetzt; es ist bis hierher Formel I. angewendet, Formel II. weicht aber nicht bedeutend ab.




T _ -1+V5 - 0,37973 _ o 590909 0,7153    9,7153   0530868

also t- 153,0868°

in der Tabelle steht t = 153,08

Formel I. wurde geben:

t = 8 5 X 1380 - 75 = 2 28,76 - 75 = 153,76°

	
4.    Fiir E = 40 Atmospharen hat man nach Formel II.



7--1+V40 1,09128 - 1,52562

0,7153     0,7153    ’

daher I = 252,562°

wofur in die Tabelle 252,55° gesetzt ist.

Formel I. wiirde geben:

t = 8 5 03040 - 75 = 323,51 - 75 = 248,51° welches schon etwas mehr abweicht, nam-lich jum 4° C., ein Unterschied, der bei einer so hohen Spannung als unbedeu-tend gelten kann. Zuverlassig ist aber die Tabelle nur bis zu 24 Atmospharen Spannung, bis zu der Grenze der statt-gehabten Beobachtungen ; jedoch ist mei-nes Wissens von einer so hohen Spannung in der Praxis noch kein Gebrauch gemacht worden.

Die Angaben des Drucks auf 1 preufs. •” sind von mir noch zugefugt worden : Es ist 1m=3,186199 pr. Fuss = 38,234388 pr. Zoll.

1 Dem = 0,146187 preufs. □ Zoll.

	
	
1    Kilgr. = 2 Zollpfund.





	
1    preufs. •‘= 6,84056 □ crn





Tabelle

des Zusammenhangs der Elasticitaten des Wasserdampfs mit den Temperaturen desselben fiber 100° C., nach den vorstehenden Formein berechnet.


	
Tempera-tur

Celsius
	
Druck in

Atmospharen
	
Druck in

Quecksilbersaule
	
Druck auf 1 □ centi-meter Kilogr.
	
Druck auf

1 preufs. □" Zollpfund


	
Meter
	
preufs. Zoll


	
100,00
	
1,0
	
0,76
	
29,058
	
1,033
	
14,133


	
112,20
	
1,5
	
1,14
	
43,587
	
1,549
	
21,192


	
121,40
	
2,0

2,5
	
1,52
	
58,116
	
2,066
	
28,265


	
128,80

135,10
	
1,90
	
72,645
	
2,582
	
35,325


	
3,0
	
2,28
	
87,174

101,503
	
3,099
	
42,398


	
140,60
	
3,5
	
2,66
	
3,615
	
49,457


	
145,40
	
4,0

4,5
	
3,04
	
116,233
	
4,132
	
56,530


	
149,06
	
3,42
	
130,762
	
4,648
	
63,590


	
153,08
	
5,0
	
3,80
	
145,291
	
5,165
	
70,663


	
156,80
	
5,5
	
4,18
	
159,820
	
5,681
	
77,722


	
160,20
	
6,0
	
4,56
	
174,349
	
6,198-
	
84,796


	
163,48
	
6,5
	
4,94
	
188,878
	
6,714
	
91,855


	
166,50
	
7,0
	
5,32
	
203,407
	
7,231
	
98,928





	
Tempera-tur

Celsius
	
Druck in

Atmos-pharen
	
Druck in

Quecksilbersaule
	
Druck auf 1 □ centimeter Kilogr.
	
Druck auf 1 preufs. •" Zollpfund


	
Meter
	
preufs. Zoll


	
169,37
	
7,5
	
5,70
	
217,936
	
7,747
	
105,988


	
172,10
	
8
	
6,08
	
232,465
	
8,264
	
113,061


	
177,10
	
9
	
6,84
	
261,523
	
9,297
	
127,193


	
181,60
	
10
	
7,60
	
290,581
	
10,330
	
141,326


	
186,03
	
11
	
8,36
	
319,639
	
11,363
	
155,458


	
190,00
	
12
	
9,12
	
348,698
	
12,396
	
169,591


	
193,70
	
13
	
9,88
	
377,806
	
13,429
	
183,724


	
197,19
	
14
	
10,64
	
406,814
	
14,462
	
197,856


	
200,48
	
15
	
11,40
	
435,872
	
15,495
	
211,989


	
203,60
	
16
	
12,16
	
464,930
	
16,528
	
226,122


	
206,57
	
17
	
12,92
	
493,987
	
17,561
	
240,254


	
209,40
	
18
	
13,68
	
523,046
	
18,594
	
254,387


	
212,10
	
19
	
14,44
	
552,105
	
19,627
	
268,519


	
214,70
	
20
	
15,20
	
581,163
	
20,660
	
282,652


	
217,20
	
21
	
15,96
	
610,221
	
21,693
	
296,785


	
219,60
	
22
	
16,72
	
639,279
	
22,726
	
310,917


	
221,90
	
23
	
17,48
	
668,337
	
23,759
	
325,050


	
224,20
	
24
	
18,24
	
697,395
	
24,792
	
339,212


	
226,30
	
25
	
19,00
	
726,453
	
25,825
	
353,315


	
236,20
	
30
	
22,80
	
871,744
	
30,990
	
423,978


	
244,85
	
35
	
26,60
	
1017,035
	
36,155
	
494,641


	
252,55
	
40
	
30,40
	
1162,325
	
41,320
	
565,304


	
259,52
	
45
	
34,20
	
1307,616
	
46,485
	
635,967


	
265,89
	
50
	
38,00
	
1452,907
	
51,650
	
706,630





ist • = 1680 und d = 1 . Man hat also 1680




1 _   1,365   . P

v - 760 • 1680 * 1 + 0,003651

_ 0,00000106908 x p




V =; =935384 X oder




t + 0,00365 X t 1 + 0,00365 x t

p




log D = O,O29QO98 - 6

+ log p — log (1 + 0,00365 x t) logV- 5,9709902 - log p + logll-i0,00365xt) Die Dichtigkeiten und Volumina sind also abhangig von der Spannung p des Dampfs, bei dessen Temperatur t und von t, die Spannung p wird aber, wie Tabelle pag. 232 zeigt, von verschiede-nen Physikern verschieden angegeben und




folglich ist dies auch mit den Dichtigkeiten und den Volumen der Fall.

Ich habe nun aus der Tabelle pag. 232 von den Angaben Biots, Magnus und Regnault’s das Mittel fur p genommen und die Tabelle pag. 241 berechnet, die Spannungen selbst auch noch in preu-fsischen Linien Quecksilbersaule ausge-druckt. Damit aber diese Tabelle fur andere beliebige p moglichst benutzt wer-den kann, habe ich in der folgenden Tabelle fur alle vorkommenden Tem-peraturen log p und log (1 + 0,00365 X t) angegeben. Die ersten 3 Versuchsanga-ben von Bipt fur t = — 20°, — 15° und — 10° sind nicht mit beriicksichtigt, weil diese Zahlen wegen ihrer Grofse gegen die zugehorigen beiden anderen eine In consequenz in der Tabelle veranlassen.



Htilfstabelle zur Berechnung der Dichtigkeiten und Volume des Was-serdampfs bei gegebenen Spannungen und Temperaturen von — 32° C. bis 100° C.


	
Temperatur

-C.
	
1 + 0,00365 X t
	
Spannung p in Millimeter


	
numerus
	
logarithmus - 10
	
numerus
	
logarithmus


	
32
	
0,88320
	
9,946 0591
	
0,3100
	
0,491 3617 - 1


	
31
	
0,88685
	
9,947 8502
	
0,3360
	
0,526 3393 - 1


	
30
	
0,89050
	
9,949 6339
	
0,3650
	
0,562 2929 - 1


	
29
	
0,89415
	
9,951 4104
	
0,3970
	
0,598 7905 - 1


	
28
	
0,89780
	
9,953 1796
	
0,4310
	
0,634 4773 - 1


	
27
	
0,90145
	
9,954 9416
	
0,4680
	
0,670 2459 - 1


	
26
	
0,90510
	
9,956 6966
	
0,5090
	
0,706 7178 -1


	
25
	
0,90875
	
9,958 4444
	
0,5530
	
0,742 7 2 51 -1


	
24
	
0,91240
	
9,960 1853
	
0,6020
	
0,779 6965 - 1


	
23
	
0,91605
	
9,961 9192
	
0,6540
	
0,815 5777-1


	
22
	
0,91970
	
9,963 6462
	
0,7110
	
0,851 8696-1


	
21
	
0,92335
	
9,965 3664
	
0,7740
	
0,888 7410-1


	
20
	
0,92700
	
9,967 0797
	
0,8785
	
0,943 7418 - 1


	
19
	
0,93065
	
9,968 7864
	
0,9575
	
0,981 1388 - 1


	
18
	
0,93430
	
9,970 4863
	
1,0425
	
0,018 0761


	
17
	
0,93795
	
9,972 1797
	
1,1350
	
0,064 9959


	
16
	
0,94160
	
9,973 8664
	
1,2345
	
0,091 4911


	
15
	
0,94525
	
9,975 5467
	
1,3435
	
0,128 2377


	
14
	
0,94890
	
9,977 2204
	
1,4615
	
0,164 7988


	
13
	
0,95255
	
9,978 8878
	
1,5880
	
0,200 8505


	
12
	
0,95620
	
9,980 5487
	
1,7260
	
0,237 0408


	
11
	
0,95985
	
9,982 2034
	
1,8750
	
0,273 0013


	
10
	
0,96350
	
9,983 8517
	
2,0360
	
0,308 7778


	
9
	
0,96715
	
9,985 4938
	
2,2105
	
0,344 4905


	
8
	
0,97080
	
9,987 1298
	
2,3990
	
0,380 0302


	
7
	
0,97445
	
9,988 7596
	
2,6020
	
0,415 3073


	
6
	
0,97810
	
9,990 3833
	
2,8220
	
0,450 5570


	
5
	
0,98175
	
9,992 0009
	
3,2597
	
0,513 1776


	
4
	
0,98540
	
9,993 6126
	
3,3160
	
0,520 6145


	
3
	
0,98905
	
9,995 2182
	
3,5885
	
0,550 9130


	
2
	
0,99270
	
9,996 8180
	
3,8920
	
0,590 1728


	
1
	
0,99635
	
9,998 4119
	
4,2145
	
0,624 7461


	
0
	
1,00000
	
10,000 0000
	
4,7280
	
0,674 6775





	
Tempe-ratur

+C.
	
1 + 0,00365 x t
	
Spannung p in Millimeter


	
numerus
	
logarithmus


	
numerus
	
logarithmus


	
0
	
1,00000
	
0,000 0000
	
4,7280
	
0,674 6775


	
1
	
1,00365
	
0,001 5823
	
5,0667
	
0,704 7252


	
2
	
1,00730
	
0,003 1588
	
5,4273
	
0,734 5838


	
3
	
1,01095
	
0,004 7297
	
5,8097
	
0,764 1537


	
4
	
1,01450
	
0,006 2521
	
6,2173
	
0,793 6018


	
5
	
1,01815
	
0,007 8118
	
6,6507
	
0,822 8674


	
6
	
1,02180
	
0,009 3659
	
7,1110
	
0,851 9307


	
7
	
1,02545
	
0,010 8680
	
7,5997
	
0,880 7964


	
8
	
1,02910
	
0,012 4576
	
8,1187
	
0,909 4865


	
9
	
1,03285
	
0,014 0373
	
8,6693
	
0,937 9840


	
10
	
1,03650
	
0,015 5693
	
9,2553
	
0,966 3905


	
11
	
1,04015
	
0,017 0960
	
9,8723
	
0,994 4183


	
12
	
1,04380
	
0,018 6173
	
10,528
	
1,022 3459


	
13
	
1,04745
	
0,020 1333
	
11,223
	
1,050 1090


	
14
	
1,05110
	
0,021 6440
	
11,959
	
1,077 6949


	
15
	
1,05475
	
0,023 1496
	
12,738
	
1,105 1012


	
16
	
1,05840
	
0,024 6498
	
13,562
	
1,132 3237


	
17
	
1,06205
	
0,026 1450
	
14,433
	
1.159 3566


	
18
	
1,06570
	
0,027 6350
	
15,354
	
1,186 2215


	
19
	
1,06935
	
0,029 1200
	
16,326
	
1,212 8798


	
20
	
1,07300
	
0,030 5997
	
17,367
	
1,239 7248


	
21
	
1,07665
	
0,032 0343
	
18,439
	
1,265 7374


	
22
	
1,08030
	
0,033 5444
	
19,594
	
1,292 1231


	
23
	
1,08395
	
0,035 0093
	
20,791
	
1,317 8754


	
24
	
1,08760
	
0,036 4692
	
22,067
	
1,343 7433


	
25
	
1,09125
	
0,037 9244
	
23,407
	
1,369 3458


	
26
	
1,09490
	
0,039 3745
	
24,822
	
1,394 8368


	
27
	
1,09855
	
0,040 8199
	
26,311
	
1,419 1374


	
28
	
1,10220
	
0,042 2604
	
27,880
	
1,445 2928


	
29
	
1,10585
	
0,043 6963
	
29,553
	
1,470 6016


	
30
	
1,10950
	
0,045 1273
	
31,264
	
1,495 0445


	
31
	
1,11315
	
0,046 5538
	
33,093
	
1,519 7361


	
32
	
1,11680
	
0,047 9754
	
35,013
	
1,544 2293


	
33
	
1,12045
	
0,049 3925
	
37,024
	
1,568 4833


	
34
	
1,12410
	
0,050 8049
	
39,150
	
1,592 7318


	
35
	
1,12770
	
0,052 1936
	
41,375
	
1,616 7380


	
36
	
1,13140
	
0,053 6162
	
43,737
	
1,640 8490


	
37
	
1,13505
	
0,055 0151
	
46,162
	
1,664 2846


	
38
	
1,13870
	
0,056 4093
	
48,750
	
1,687 9746


	
39
	
1,14235
	
0,057 7993
	
51,430
	
1,711 2165


	
40
	
1,14600
	
0,059 1846
	
54,291
	
1,734 7278


	
41
	
1,14965
	
0,060 5657
	
57,217
	
1.757 5251


	
42
	
1,15330
	
0,061 9423
	
60,319
	
1,780 4541


	
43
	
1,15695
	
0,063 3156
	
63,567
	
1,803 2317


	
44
	
1,16060
	
0,064 6826
	
67,083
	
1,826 6125


	
45
	
1,16425
	
0,066 0463
	
70,523
	
1,848 3308


	
46
	
1,16790
	
0,067 4057
	
74,245
	
1,870 6672


	
47
	
1,17155
	
0,068 7609
	
78,136
	
1,892 8512


	
48
	
1,17520
	
0,070 1118
	
82,204
	
1,914 8930


	
49
	
1,17885
	
0,071 4586
	
86,454
	
1,936 7851


	
50
	
1,18250
	
0,072 8011
	
90,897
	
1,958 5495


	
51
	
1,18615
	
0,074 1396
	
95,531
	
1,980 1443


	
52
	
1,18980
	
0,075 4740
	
100,37
	
2,001 6039


	
53
	
1,19345
	
0,07 6 8042
	
105,42
	
2,022 9230


	
54
	
1,19710
	
0,078 1304
	
110,69
	
2,044 1084


	
55
	
1,20075
	
0,079 4526
	
116,19
	
2,065 1688





	
Tempe-ratur

+ 0.
	
1 + 0,00365 x t
	
Spannung numerus |
	
p in Millimeter logarithmus


	
numerus
	
logarithmus


	
56
	
1,20440
	
0,080 7707
	
121,92
	
2,086 0750


	
57
	
1,20805
	
0,082 0849
	
127,89
	
2,106 8366


	
58
	
1,21170
	
0,083 3951
	
134,12
	
2,127 4935


	
59
	
1,21535
	
0,084 7014
	
140,59
	
2,147 9544


	
60
	
1,21900
	
0,086 0037
	
147,34
	
2,168 3207


	
61
	
1,22265
	
0,087 3022
	
154,38
	
2,188 5910


	
62
	
1,22630
	
0,088 5967
	
161,69
	
2,208 6832


	
63
	
1,22995
	
0,089 8875
	
169,28
	
2,228 6057


	
64
	
1,23360
	
0,091 1744
	
177,19
	
2,248 4392


	
65
	
1,23725
	
0,092 4575
	
185,42
	
2,268 1566


	
66
	
1,24090
	
0,093 7368
	
193,96
	
2,287 7122


	
67
	
1,24455
	
0,095 0124
	
202,84
	
2,307 1536


	
68
	
1,24820
	
0,096 2842
	
212,07
	
2,326 4792


	
69
	
1,25185
	
0,097 5523
	
221,73
	
2,345 8245


	
70
	
1,25550
	
0,098 8167
	
231,59
	
2,364 7198


	
71
	
1,25915
	
0,100 0775
	
241,91
	
2,383 6538


	
72
	
1,26280
	
0,101 3346
	
252,61
	
2,402 4505


	
73
	
1,26645
	
0,102 5881
	
263,72
	
2,421 1431


	
74
	
1,27010
	
0,103 8379
	
275,23
	
2,439 6958


	
75
	
1,27375
	
0,105 0842
	
287,16
	
2,458 1239


	
76
	
1,27740
	
0,106 3269
	
299,53
	
2,476 4403


	
77
	
1,28105
	
0,107 5661
	
312,34
	
2,494 6276


	
78
	
1,28470
	
0,108 8017
	
325,61
	
2,512 6977


	
79
	
1,28835
	
0,110 0339
	
339,34
	
2,530 6351


	
80
	
1,29200
	
0,111 2625
	
353,55
	
2,548 4508


	
81
	
1,29565
	
0,112 4877
	
368,28
	
2,566 1781


	
82
	
1,29930
	
0,113 7094
	
383,50
	
2,583 7654


	
83
	
1,30295
	
0,114 9278
	
399,25
	
2,601 2449


	
84
	
1,30660
	
0,116 1427
	
415,52
	
2,618 5919


	
85
	
1,31025
	
0,117 3542
	
432,35
	
2,635 8355


	
86
	
1,31390
	
0,118 5623
	
449,74
	
2,652 9615


	
87
	
1,31755
	
0,119 7671
	
467,70
	
2,669 9674


	
88
	
1,32120
	
0,120 9686
	
486,25
	
2,686 8596


	
89
	
1,32485
	
0,122 1668
	
505,40
	
2,703 6352


	
90
	
1,32850
	
0,123 3616
	
525,17
	
2,720 2999


	
91
	
1,33215
	
0,124 5431
	
545,57
	
2,736 8505


	
92
	
1,33580
	
0,125 7414
	
566,62
	
2,753 2919


	
93
	
1,33945
	
0,126 9265
	
588,33
	
2,769 6210


	
94
	
1,34310
	
0,128 1083
	
610,71
	
2,785 8350


	
95
	
1,34675
	
0,129 2870
	
633,78
	
2,801 9385


	
96
	
1,35040
	
0,130 4624
	
657,57
	
2,817 9420


	
97
	
1,35405
	
0,131 6347
	
682,07
	
2,833 8289


	
98
	
1,35770
	
0,132 8038
	
707,30
	
2,849 6037


	
99
	
1,36135
	
0,133 9698
	
733,29
	
2,865 2758


	
100
	
1,36500
	
0,135 2327
	
760,00
	
2,880 8136




Hfilfstabelle zur Berechnung der Dichtigkeiten und Volume des Was-serdampfs bei gegebenen Spannungen und Temperaturen fiber 100°C.


	
Tempera-tur

+ 0.
	
1 + 0,00365 X t
	
Spannung p in Millimeter


	
numerus
	
logarithmus
	
numerus
	
logarithmus


	
100,00
	
1,36500
	
0,135 1327
	
760
	
2,880 8136

3,056 9049


	
112,20
	
1,40953
	
0,149 0743

0,159 2994
	
1140


	
121,40
	
1,44311
	
1520
	
3,181 8436





	
Tempera-tur

+ C.
	
1+ 0,00365 xt
	
Spannung p in Millimeter


	
numerus
	
logarithmus
	
numerus
	
logarithmus


	
128,80
	
1,47012
	
0,167 3528
	
1900
	
3,278 7536


	
135,10
	
1,49312
	
0,174 0947
	
2280
	
3,357 9384


	
140,60
	
1,51319
	
0,179 8936
	
2660
	
3,424 8816


	
145,40
	
1,53071
	
0,184 8929
	
3040
	
3,482 8736


	
149,06
	
1,54407
	
0,188 6670
	
3420
	
3,534 0261


	
153,08
	
1,55874
	
0,192 7737
	
3800
	
3,579 7836


	
156,80
	
1,57232
	
0,196 5409
	
4180
	
3,621 1763


	
160,20
	
1,58473
	
0,199 9553
	
4560
	
3,658 9648


	
163,48
	
1,59670
	
0,203 2233
	
4940
	
3,693 7269


	
166,50
	
1,60772
	
0,206 2104
	
5320
	
3,725 9116


	
169,37
	
1,61820
	
0,209 0322
	
5700
	
3,755 8749


	
172,10
	
1,62817
	
0,211 6998
	
6080
	
3,783 9036


	
177,10
	
4,64642
	
0,216 5407
	
6840
	
3,835 0561


	
181,60
	
1,66284
	
0,220 8504
	
7600
	
3,880 8136


	
186,03
	
1,67901
	
0,225 0533
	
8360
	
3,922 2063


	
190,00
	
1,69350
	
0,228 7852
	
9120
	
3,959 9948


	
193,70
	
1,70701
	
0,232 2361
	
9880
	
3,994 7569


	
197,19
	
1,71974
	
0,235 4628
	
10640
	
4,026 9416


	
200,48
	
1,73175
	
0,238 4852
	
11400
	
4,056 9049


	
203,60
	
1,74314
	
0,241 3323
	
12160
	
4,084 9336


	
206,57
	
1,75398
	
0,243 7 7 70
	
12920
	
4,111 2625


	
209,40
	
1,76431
	
0,246 5749
	
13680
	
4,136 0861


	
212,10
	
1,77417
	
0,248 9953
	
14440
	
4,159 5672


	
214,70
	
1,78366
	
0,251 3121
	
15200
	
4,181 8436


	
217,20
	
1,79278
	
0,253 5270
	
15960
	
4,203 0329


	
219,60
	
1,80154
	
0,255 8849
	
16720
	
4,223 2363


	
221,90
	
1,80994
	
0,257 6642
	
17480
	
4,242 5414


	
224,20
	
1,81833
	
0,259 6727
	
18240
	
4,261 0248


	
226,30
	
1,82563
	
0,261 4127
	
19000
	
4,278 7536


	
236,20
	
1,86213
	
0,270 0100
	
22800
	
4,357 9348


	
244,85
	
1,89370
	
0,277 3112
	
26600
	
4,424 8816


	
252,55
	
1,92181
	
0,283 7105
	
30400
	
4,482 8736


	
259,52
	
1,94725
	
0,289 1987
	
34200
	
4,534 0261


	
265,89
	
1,97050
	
0,294 5764
	
38000
	
4,579 7836




Tabelle uber Spannung, Dichtigkeit und Volumen des Wasserdampfes bei Temperaturen von — 32° C. bis 100° C. (Die Spannung in Millimetern in Tabelle pag. 232.)


	
Temperaturen
	
Spannung in preufs. Linien
	
Dichtigkeit
	
Differenz
	
Volumen
	

	
-C.
	
Quecksilber
		
Differenz


	
32
	
0,142
	
0,00000 0375
	
30
	
2 664 941
	
196055


	
31
	
0,154
	
0405
	
33
	
2 468 886
	
186279


	
30
	
0,167
	
0438
	
37
	
2 282 607

2 106 736


	
175871 ‘


	
29
	
0,212
	
0475
	
38


	
1 948 464
	
158272


	
28
	
0,198
	
0513
	
42


	
1 801 714
	
146750


	
27
	
0,215
	
0555
	

			
47
		
138420


	
26
	
0,234
	
0601
		
1 663 294
	

		
II
				
16





	
Tempe-raturen

. -c.
	
Spannung in preufs.

Linien

Quecksilber
	
Dichtigkeit
	
Differenz
	
Volumen
	
Differenz


				
50
		
126168


	
25
	
0,254
	
0,00000 0651
	
55
	
1 537 126
	
119770


	
24
	
0,276
	
0706
	
57
	
1 417 356
	
107174


	
23

22
	
0,300
	
0763
	
63
	
1 310182


	
100234


	
0,326
	
0826
	
70
	
1 209 948


		
94073


	
21
	
0,355
	
0896
	
117
	
1 115 875

987 025


	
128850


	
20
	
0,403
	
1013
	
86


	
909 155
	
77870


	
19
	
0,439
	
1099
	

	
18
		
94
	
838 302
	
70853


	
0,468
	
1193
	
131
	
82907


		

	
17
	
0,521
	
1324
	
78
	
755 395

713 453


	
41942


	
16
	
0,566
	
1402
	
118


				
55342


	
15
	
0,616
	
1520
	
127
	
658 111
	
50799


	
14
	
0,671
	
1647
	
135
	
607 312
	
46228


	
13
	
0,729
	
1782
	
148
	
561 084
	
42883


	
12
	
0,792
	
1930
	
158
	
518 201
	
39359


	
11
	
0,860
	
2088
	
171
	
47 8 842
	
36188


	
10
	
0,934
	
2259
	
164
	
442 654
	
33400


	
9
	
1,014
	
2443
	
199
	
409 254
	
30733


	
8
	
1,101
	
2642
	
213
	
378 521
	
28219


	
7
	
1,194
	
2855
	
159
	
350 302
	
26100


	
6
	
1,295
	
3014
	
455
	
324 202
	
42485


	
5
	
1,496
	
3469
	
119
	
281 717
	
3743


	
4
	
1,521
	
3598
	
245
	
277 974
	
17781


	
3
	
1,646
	
3843
	
349
	
260 193
	
21612


	
2
	
1,786
	
4192
	
330
	
238 581
	
17447


	
1
	
1,934
	
4522
	
533
	
221134
	
23295


	
0
	
2,169
	
0,00000 5055
		
197 839
	

	
+C.
					

	
0
	
2,169
	
0,00000 5055
	
342
	
197 839

185 288
	
12551


	
1
	
2,325
	
5397
	
11682


	
363
	
173 606


	
2
	
2,490
	
5760
	

			
384
		
10839


	
3
	
2,665
	
6144
	
408
	
162 767
	
10137


	
4
	
2,853
	
6552
	
431
	
152 630
	
9433


	
5
	
3,051
	
6983
	
457
	
143 197
	
8789


	
6
	
3,263
	
7440
	
134 408
	
8207


		
484
	

	
7
	
3,487
	
7924
	
510
	
126 201
	
7635


	
8
	
3,721
	
8434
	
529
	
118 566
	
7125


	
9
	
3,977
	
8973
	
111 441
	




	
Tempe-raturen
	
Spannung in preufs. Linien
	
Dichtigkeit |
		
Volumen |
	
Differenz


	
+C.
	
Quecksilber
	
Differenz


	
10
	
4,246
	
0,00000 9546
	
573
	
104 754
	
6687


	
600
		
6179


	
11
	
4,529
	
0,00001 0146
	
637
	
98 575
	
5736


	
12
	
4,830
	
1 0783
	
662
	
92 739
	
5439


	
13
	
5,149
	
1 1445
	
719
	
87 300
	
5088


	
14
	
5,487
	
1 2164
	
747
	
82 212

77 453
	
4759


	
15
	
5,844
	
1 2911
	
788
	
4454


	

	
16
	
6,222
	
1 3699
	
830
	
72 999
	
4169


	
17
	
6,622
	
14529
	
874
	
68 830
	
3906


	
18
	
7,044
	
1 5403
	
919
	
64 924

61 268
	
3656


	
19
	
7,490
	
1 6322
	
981
	
3476


	

	
20
	
7,968
	
1 7303

1 8311
	
1008
	
57 792
	
3180


	
21
	
8,460
	
1080
	
54 612
	
3040


	

	
22
	
8,990
	
1 9391

2 0506
	
1115
	
51 572
	
2805


	
23
	
9,539
	
1185
	
48 767
	
2665


	

	
24
	
10,124
	
2 1691
	
1240
	
46 102
	
2494


	
25
	
10,739
	
2 2931

2 4237
	
1306
	
43 608


	
2348


	
26
	
11,388
		
41 260


		
2 5546
	
1309
		
2115


	
27
	
12,071
	
1496
	
39 145
	
2166


	
2 7042


	
28
	
12,791
	
1529
	
36 979


	
2 8571
	
1978


	
29
	
13,559
	
1623
	
35 001


	
3 0194
	
1806


	
30
	
14,344
	
1589
	
33 195


	
3 1783
	
1731


	
31
	
15,183
	
1734
	
31464


	
3 3517
	
1628


	
32
	
16,064
		
29 836


	
33
	
3 5327
	
1810
	
28 307
	
1529


	
16,987


	
34
	
3 7234
	
1907
	
26 857
	
1450


	
17,962


		
3 9224
	
1990
		
1363


	
35
	
18,983
	
2104
	
25 494


	
4 1328
	
1297


	
36
	
20,066
	
2151
	
24 197


	
4 3479
	
1197


	
37
	
21,179
		
23 000


		
4 5769
	
2290
		
1151


	
38
	
22,366
	
2251
	
21 849
	
1073


	

	
39

40
	
23,596
	
4 8020
	
2511
	
20 776


	
1002


	
24,909
	
5 0531

5 3207
	
2676
	
19 774


		
979


	
41
	
26,275
	
2707
	
18 795


	
5 5914
	
910


	
42
	
27,674
	
17 885


	
43
	
29,143
		
2825
		
860


	
5 8739

6 1793
	
3054
	
17 025


		
30,778
	
842


	
44
	
2964
	
16 183


	
32,356
	
6 4757
	
706


	
45

46
	
15 477


	
6 7963
	
3206
	
763


	
34,063
	
14714





	
Tempe-raturen
	
Spannung in preufs. Linien
	
Dichtigkeit
	
-
	
Volumen
	

	
+0.
	
Quecksilber
	
Differenz
		
Diflerenz


				
3339
		
689


	
47
	
35,849
	
0,00007 1302
	
3479
	
14 025

13 372
	
653


	
48
	
37,715
	
7 4781
	
3622
	
618


	

	
49
	
39,665
	
7 8403
	
3776
	
12 754
	
585


	
50
	
41,704
	
8 2179
	
3924
	
12 169
	
555


	
51
	
43,830
	
8 6103
	
4083
	
11 614
	
526


	
52
	
46,050
	
90186
	
4248
	
11 088
	
499


	
53
	
48,367
	
9 4434
	
4419
	
10 589
	
473


	
54
	
50,785
	
9 8853
	
4596
	
10 116
	
449,4


	
55
	
53,308
	
0,00010 3449
	
9666,6
	
426,1


	
4772


	
56
	
55,937
	
10 8221
	
9240,5


			
4957
	
404,9


	
57
	
58,676
	
11 3178
	
8835,6
	
384,9


	
5153


	
58
	
61,534
	
11 8331
	
8450,7


	
5339
	
364,6


	
59
	
64,503
	
12 3670
	
8086,1


			
2552
	
347,3


	
60
	
67,600
	
12 9222
	
7738,8
	
330,8


	
5767


	
61
	
70,830
	
13 4989
	
' 7408,0
	
313,8


	
5971


	
62
	
74,183
	
14 0960
	
7094,2


			
6179
		
297,9


	
63
	
77,666
	
14 7139
	
6796,3
	
284,1


	
6420


	
64
	
81,295
	
15 3559
	
6512,2


	
6656
	
270,7


	
65
	
85,071
	
16 0217
	
6241,5


			
6886
	
257,2


	
66
	
88,995
	
16 7103
	
5984,3
	
245,1


	
7138


	
67
	
93,063
	
17 4241
	
5739,2


				
7396
	
233,7


	
68
	
97,269
	
18 1637
	
5505,5
	
224,5


	
7720


	
69
	
101,730
	
18 9357
	
5281,0
	
210,0


	
7846


	
70
	
106,010
	
19 7203
	
5071,0


	
8190
	
202,3


	
71
	
110,988
	
20 5393
	
4868,7


			
8465
	
192,7


	
72
	
115,897
	
21 3858
	
8762
	
4676,0


	
184,1


	
73
	
120,995
	
22 2620
	
9049
	
4491,9


	
175,4


	
74
	
126,275
	
23 1669
	
4316,5


	
9349
	
167,4


	
75
	
131,749
	
241018
	
4149,1


	
9664
	
160,0


	
76
	
137 424
	
25 0682
	
3989,1


	
,9976
	
153,5


	
77
	
143,302
	
26 0658
	
3835,6


			
10302
	
145,0


	
78
	
149,290
	
27 0960
		
3690,6


				
10626
	
139,3


	
79
	
155,780
	
281586
	
10963
	
3551,3
	
133,1


	
80
	
162,209
	
29 2549
	
11329
	
3418,2
	
127,3


	
81
	
168,967.
	
30 3878
	
11670
	
3290,9


	
121,8


	
82
	
175,960
	
31 5548
	
3169,1


			
12039
	
116,5


	
83
	
183,176 |
	
32 7587
		
3052,6





	
Tempe-raturen

+C.
	
Spannung in preufs.

Linien

Quecksilber
	
Dichtigkeit
	
Differenz
	
Volumen
	
Differenz


				
12397
		
111,3


	
84
	
190,641
	
0,00033 9984
		
2941,3
	

				
12786
		
106,6


	
85
	
198,362
	
35 2770
		
2834,7
	

				
13170
		
102,0


	
86
	
206,341
	
36 5940
		
2732,7
	

				
14559
		
97,7


	
87
	
214,581
	
37 9499
		
2635,0
	

				
13961
		
93,5


	
88
	
223,092
	
39 3460
		
2541,5
	

				
14369
		
89,5


	
89
	
231,878
	
40 7 829
		
2452,0
	

				
14789
		
85,7


	
90
	
240,948
	
42 2627
		
2366,3
	

				
15215
		
82,4


	
91
	
250,308
	
43 7842
		
2283,9
	

				
15640
		
78,8


	
92
	
259,965
	
45 3482
		
2205,1
	

				
16092
		
75,5


	
93
	
269,926
	
46 9574
		
2129,6
	

				
16538
		
72,5


	
94
	
280,194
	
48 6112
		
2057,1
	

				
16996
		
69,9


	
95
	
290,778
	
50 3108
		
1987,2
	

				
17474
		
66,3


	
96
	
301,693
	
52 0582
	
17941
	
1920,9
	
63,5


	
97
	
312,934
	
53 8523
		
1857,4
	

				
18426
		
61,8


	
98
	
324,509
	
55 6949
		
1795,6
	

				
18909
		
59,1


	
99
	
336,433
	
57 5858
		
1736,5
	

				
19380
		
56,5


	
100
	
348,688
	
59 5238
		
1680,0
	




Tabelle fiber Dichtigkeit und Volumen des Wasserdampfs bei Tempe-raturen fiber 100° und den auf Tabelle pag. 236 angegebenen Spannungen.


	
Tempe-ratur

+ C.
	
Dichtigkeit
	
Volumen
	
Tempe-ratur

+ C.
	
Dichtigkeit
	
Volumen


	
100,00
	
0,0005 9524
	
1680,0
	
193,70
	
0,0061 8772
	
161,61


	
112,20
	
0,0008 6465
	
1156,5
	
197,19
	
0,0066 1437
	
151,19


	
121,40
	
0,001 I 2604
	
888,07
	
200,48
	
0,0070 3768
	
142,09


	
128,80
	
0,0013 8169
	
723,75
	
203,60
	
0,0074 5781
	
134,09


	
135,10
	
0,0016 3245
	
612,56
	
206,57
	
0,0078 7944
	
J 26,91


	
140,60
	
0.0018 7931
	
532,1 1
	
209,40
	
0,0082 8936
	
120,64


	
145,40
	
0,0021 2320
	
470,99
	
212,10
	
0,0087 0124
	
114,92


	
149,06
	
0,0023 6893
	
422,31
	
214,70
	
0,0091 1048
	
109,76


	
153,08
	
0,0026 0627
	
383,69
	
217,20
	
0,0095 1734
	
105,07


	
156,80
	
0,0028 4214
	
351,85
	
219,60
	
0,0099 1656
	
100,84


	
160,20
	
0,0030 7623
	
325,07
	
221,90
	
0,0103 2490
	
96,853


	
163,48
	
0,0033 0760
	
302,33
	
224,20
	
0,0107 2410
	
93,248


	
166,50
	
0,0035 3762
	
282,68
	
226,30
	
0,0111 2630
	
89,877


	
169,37
	
0,0037 6576
	
265,55
	
236,20
	
0,0130 8980
	
76,395


	
172,10
	
0,0039 9221
	
250,49
	
244,85
	
0,0150 1690
	
66,591


	
177,10
	
0,0044 4145
	
225,15
	
252,55
	
0,0169 1114
	
59,133


	
181,60
	
0,0048 8622
	
204,66
	
259,52
	
0,0187 8612
	
53,231


	
186,03
	
0,0053 2308
	
187,86
	
265,89
	
0,0206 1660
	
48,505


	
190,00
	
0,0057 5731
	
173,69
			




15. Die Dichtigkeiten der Dampfe stehen in geradem Verhaltnifs mit den Druckwirkungen, welche auf sie ausge-ubt werden und in umgekehrtem Verhaltnifs mit ihren Temperaturen; die Vein min a der Dampfe also in umgekehrtem Verhaltnifs mit jenen Druckwirkungen und in geradem Verhaltnifs mit ihren Temperaturen. Nimmt man daher die Dichtigkeit d und das Volumen v des Wasserdampfs unter 760mm Druck Queck-silbersaule und bei 100° 0. Temperatur als Einheiten, so hat man zur Ermitte-lung der Dichtigkeit D und des Volum V von Wasserdampf unter dem Druck pmm Quecksilbersaule und t° C. Temperatur die Proportionen

	
1.    Abgesehen von den Temperaturen beider Dampfe



d : D = 760 : p

v : V = p : 760

	
2.    Abgesehen von den auf sie einwir-kenden Druckkraften (s. Bd. 1, pag. 201 und 214)



d : D = 1 + 0,00365 X t: 1 + 0,00365 X 100 v : V = 1 + 0,00365 X 100: 1 + 0,00365 X t

Mithin hat man tiberhaupt:

d : D = 760 (1 + 0,00365 X t) : 1,365 p v:V= 1,365 X p : 760 (1 + 0,00365 x t)




Um nun d und v zu finden hat nach Gay-Lussac 1 Kubikcentimeter (cubcm) trockene Luft von 0° C. und unter einem Druck von 0,76 m Quecksilbersaule ein Gewicht von 0,001299 Gramme; also nimmt 1 Gramm dieser Luft einen Raum ein

von ---—— = 769,823 cubcm.

0,001299      ’

Die Luft dehnt sich aus von 0° bis 100° C. auf 1,365 seines ersten Volumen, also nimmt 1 Gramme trockene Luft von 100° C. einen Raum ein von 1,365 X 769,823 cubcm = 1050,8084 cubcm.

Ferner ist Wasserdampf nach Gay-Lussac 1,6 mal leichter als trockene Luft, folglich nimmt 1 Gramme Wasserdampf bei 100 ° C. einen Raum ein von 1,6 X 1050,8084 = 1681,29 cubcm.

Nun ist 1 Gramme das Gewicht eines cubem Wassers in seiner grofsten Dichtigkeit bei 4°C., welches gegen Wasser von 0° C. eine Dichtigkeit hat von 1,000118 (s. Bd. I, pag. 201); mithin nimmt Wasserdampf von 100° C. einen Raum ein 1681,29  .

von - 1  = 1680 mal den Raum einer

gleichen Menge Wasser von 0° C., also



Decimal als Vorwort zeigt an, dafs der Begriff des Hanptworts, vor dem es sich befindet, in einer Beziehung zur Zahl 10 steht.

Decimalbruch ist ein Bruch, dessen Nenner die Zahl 10 oder eine ganze Po-

13  7 tenz von 10 ist; als —, — , —— u. s. w. ’    10’100’1000

Die Schreibweise und nahere Erklarun-gen s. Bd. I, pag. 434, No. 4.

Die 4 Species der Decimalbruche.

	
1.    Die Addition und die Subtraction geschehen wie mit ganzen Zahlen: Es wer-den Einer unter Einer, Zehntel unter Zehntel u. s. w. gesetzt und addirt oder subtrahirt.



Addition. 0,34              0,3400 21,0873           21,0873

420,451           420,4510 441,8783         441,8783

Bei der zweiten Darstellung sind die fehlenden Decimalstellen durch Nullzei-chen ersetzt um in den Summanden gleich viel Stellen zu erhalten.

Subtraction. 0,485           21,89----"----• 21,890 0,037           15,008           15,008 0,44 8          6,882          6,882 1,0005'----'-----• 1,0005 0,89            0,8900 0,1105          0,1105

	
2.    Multiplication.



Re gel. Multiplicire Decimalbriiche, als wenn sie ganze Zahlen waren und gebe dem Product so viel Decimalstellen, als die Factoren zusammengenommen haben.

Z. B. 0,34x0,86 Rechne:

34

86

204

272

0,2924

10,5 X 0,07 Rechne 105


0,735 es ist




Denn



7 34  86  2924 _ 0,34 *0,86=100 * 100=1000= 0,2924 und 10,5 * 0,07 =8 * 100=1080 =0,735

Eben so ist 0,008 X 0,04     = 0,00032

0,372106 X 0,0054 = 0,0020093724 5,78X34       = 196,52

0,000054X 3785 =0,20439

Die abgekiirzte Multiplication s. Bd. I, pag. 5. Ilierbei ist zu bemerken, dafs auch vorgezogen wird, statt mit der letzten Ziffer (6) des Multiplicators, mit der ersten (5) desselben anzufangen, so dafs 1927 die oberste und 23 die unterste Reihe der Partialproducte wird.

	
4 . Division.



Re gel. Verrucke das Komma im Di-visor um so viele Stellen, dafs derselbe eine ganze Zahl wird; dann das Komma im Dividendus um eben so viele Stellen und dividire. Z. B.

1.Beispiel. 3,45:0,2.

Hierfiir schreib 34,5 : 2 und dividire. Denn es ist

Nun dividirt: _2___

34,5 17,25 2          ' 14 14

5 4

10 10

	
Sprich: 2 in 3 geht 1 mal, in 14 geht 7 mal; hinter 17 wird das Komma gesetzt, weil jetzt 34 Ganze dividirt sind. 5        2                1 2    in — geht — mal, bleibt —; eine Null o 11010 hinter 1 gesetzt gibt 10= 1003 2 in 100 geht Amal.



	
	
2.    Beispiel 0,0005:25 = 0,00002





Hier ist der Divisor schon eine ganze Zahl. Also: 25 in 0 Einer geht 0 mal, 0 gesetzt mit Komma dahinter; 25 in — geht 0 = 0 mal, die 0 als Zehntel ge-10 &       10 setzt, 25 in ---, desgleichen in —— ’      100′8        1000 geht Omal, die Nullen als Hundertel und 5

Tausendtel gesetzt, 25 in 10000 geht 0 = 10000 mal, these 0 als 4te Stelle gesetzt, 5 hinter 5 eine 0 gedacht macht 10000 zu 50 100000’ hierin mit 25 dividirt geht 100000 mal.

	
	
3.    Beispiel 2034 : 0,0018 schreibe 20340000: 18 gibt 1130000.


So ist




4. Das s. Bd. I,







400:0,25 = 1600

40 : 0,25 = 160

4:0,25 = 16

4 : 0,025 = 160

4 : 0,0025 = 1600

0,0001 :0,02 = 0,005

45 : 0,1 = 450 u. s. w.


ab



Ausziehen einer Quadratwurzel pag. 241, No. 5; einer Kubik-wurzel Bd. I, pag. 242. Dafs die Klas-sentheilung der Potenz vom Komina geschehen mufs ist klar, denn es ist 10)"= 100 oder 0,1* =0,01

13 1

— | = —— oder 0,13 = 0,001

	
	
	
10)    1OOO ’      ’



	
u.    s. W.


der zur





	
5. Aus der Lehre von der Division Decimalbriiche entspringt die Regel Ver wandlung der gemeinen Bruche in Decimalbriicne, denn man hat nur no-thig, die Division, welche der gemeine Bruch verlangt, auf die obige Weise wirk-lich auszufiihren, indem man mit Beob-achtung des Komma dem Zahler Nullen anhangt. Z. B.



1 1,0 2=2 =05

3 £3,00 =0,75

4    4

1 £1,000-:= 0,3333...

3         3         ’

Das letzte Beispiel gibt einen Decimalbruch mit einer unbegrenzten Anzahl von Ziffern und dies geschieht bei der Verwandlung eines jeden Bruchs, dessen Nen-ner aufser der 2 und der 5 noch andere Primfactoren enthalt.

Dagegen hat ein solcher Decimalbruch die Eigenschaft, dafs eine gewisse Anzahl von Ziffern in derselben Reihenfolge im-mer wiederkehrt. Z. B.

1=0,09 09 09 09.....

	
	
• = 0,142857 142857 142857......





1= 0,02 27 27 27 27.....

44

Denn mit welcher Zahl und in welche Zahl man auch dividiren mag, so kon-nen immer nur so viele verschiedene Reste entstehen als der Divisor Einhei-ten enthalt weniger 1. Z. B. bei der Division mit 6 konnen nur die Reste 1, 2, 3, 4, 5; bei der Division mit 5 nur die Reste 1, 2, 3, 4 vorkommen, und da die zu dem jedesmaligen Rest genommene Endziffer immer =0 ist, so hat man bei dem Divisor 6 die Partialdividenden 10,

	
20, 30, 40, 50; bei der Division mit 5 die Partialdividenden 10, 20, 30, 40. Wo also ein Rest zum zweiten Mal vorkommt, mufs eine Wiederkehr von Ziffern im Quotient beginnen.



3264513

. ...  1 1,0000000-Bei derDivision —=---------=0,142857 7         7          ’

erhalt man auf einanderfolgend die Reste 3, 2, 6, 4, 5, 1; und da der Dividend mit 1 anfangt, so fangen auch die wei-teren Reste wieder mit 3 an, werden der Reihenfolge nach dieselben und eben so ist es mit den ferner folgenden Ziffern im Quotienten.

Man hat auch viele Falle, wo die Ent-wicklung einer Zahl in einen Decimalbruch bis ins Unendliche fortlaufende Ziffern ohne Wiederkehr erzeugt. Dies findet z. B. statt, wenn eine Wurzel aus einer unvollkommenen Potenz gezogen 2  3   4

wird als V5; V2; V3 u. s. w. wie Bd. I, pag. 241, 242 u. f. wo bei dem Gewinn jeder neuen Ziffer in der Wurzel ein Rest entsteht, der noch nicht dagewesen ist und ebenso ein neuer noch nicht da ge-wesener Divisor hervorgeht.

	
	
	
	
6.    Decimalbruche mit begrenzter Anzahl von Ziffern heifsen geschlossene D.; mit unbegrenzter Stellenanzahl fortlaufende D. Letztere mit wiederkeh-renden Ziffern der Reihenfolge nach heifsen wiederkehrende oder circu-lirende oder periodische D. Die immer wiederkehrende Reihe von Ziffern heifst Periode. Fangt die Periode mit der ersten Ziffer nach dem Komma an, so heifst der D. vollstandig perio-dis ch wie: 0,47 47 47..; gehen nach dem Komma der ersten Periode eine oder mehrere Ziffern voran, so heifst der D. unvollstandig periodisch wie 0,3147 47 47.... Die Perioden heifsen 1 ziffrig, 2 ziffrig, ... n ziffrig, j e nachdem sie aus 1, 2, ...n Ziffern bestehen.


	
7.    Ein ge schloss en er D. wird in einen gemeinen Bruch verwandelt, wenn man ihn als ganze Zahl in den Zahler und den zugehorigen decadischen Nenner darunter schreibt, wonach man wo mog-lich noch heben kann. Als


0,575 =




575 _ 23

1000 “ 40




	
8.    Ein vollstandig periodischer D. ist = demjenigen gemeinen Bruch, der die Periode zum Zahler und den zu ihr gehorigen decadischen Nenner weniger 1 zum Nenner hat.









z. B. 0,333... ist =12=3 =}


0,27 27 27...

0,296 296...



27  _ 27 _ 3

100 - 159911

296  _ 296 _ 8

1000 - 1 ~ 999 “ 27

Denn es sei 0,abed... n abed.... n.... ein D. von n ziffriger Periode, der zu die-ser Periode gehorige decadische Nenner also = 10', sein Werth = x, so hat man, wenn man mit 10' multiplicirt 10 lx— a be d.. .n, abed ....n abcd....n...... hierzu c =         0, abed... nabcd... n...... folglich subtrahirt, wobei die Decimal-stellen sich aufheben


und



(10' — 1) x = abed... .n abcd...n

x =----

101 - 1

	
	
	
	
9.    Ein unvollstandigperiodischer D. ist = demjenigen gemeinen Bruch des-


ner. Z. B.

0,3555...











sen Zahler = ist der Differenz zwischen den Vorziffern + der ersten Periode als ganze Zahl und den Vorziffern allein als ganze Zahl, und dessen Nenner = ist dem Product aus dem zur Periode ohne Vorziffern gehorenden decadischen Nenner weniger 1 multiplicirt mit dem zu den Vorziffern gehorenden dekadischen Nen-35-3 _32_16 (10-l)x 10 5 90 T 45

276 - 27 _ 249 _ 83 (10-1)x100 - 900 ~ 300 15-0      15    1

(100-l)X 100 - 9900 “ 660

Denn es sei

- Q,abc...m ABC.... N ABC.... N...... ein D. dessen Perioden ABC...N aus n Ziffern bestehen, welchen m Ziffern abc...m voranstehen, sein Werth sei x so ist

10ma = abc...m,           ABC. ...N ABC.... N....

10". 10^x = abc...mABC...N, ABC... .N ABC.... N.... folglich subtrahirt, wobei die Decimalstellen sich aufheben


und



10m(10n — 1)x = abc.. .m ABC... N — abc.... m abc. ..m ABC... N — abc ....m “ - ’       (10 1—1) 10m

A n m e r k. Sollte es nicht angemessen gefunden werden, dafs man Buchstaben in dekadischer Ordnung wie Ziffern schreibt, o kann man den Beweisen ad 8 und 9

auch folgende Form geben: Der Werth einer nziffrigen Periode als ganze Zahl sei A so ist der Werth des vollstandigen D.

" 10" + 102nT 103" + 104 T

mit 10" multiplicirt gibt

10' x = A + A + _ + A + A .......

___________ 10"  1021103" I 104 I Li

subtrahirt gibt, da sammtliche Glieder der oberen Reihe gegen die ihnen gleichen Glieder der untereh Reihe sich aufhehen

101 x — x — A A woraus            x = —2--1

Es sei bei dem unvollstandig periodi-

schen D. der Werth der in Vorziffern, diese als ganze Zahl = B, so ist der Werth des Bruchs =


x — __ —  —___-_ ——

10m  10m+n  10 n—2a 10m43n

mit 10m multiplicirt gibt

10= 8+10%+104„410%.

Diese Gleichung mit 10" multiplicirt gibt A A A

10m • 101 x = 10" B + A — — + — + — ...... 10" 102n IO3"

Die zweite Gleichung von der 3ten abgezogen




woraus



10n B + A — B (101 - 1) 10n

Rechnung mit perio dischen De-cimalbruchen.

	
	
	
	
10.    Da alle geschlossene und alle pe-riodische D. auf bestimmte in gemeinen Briichen darstellbare Werthe zuriickge-fiihrt werden, alle ubrigen D. aber irrational sind, so mufs aus den Rechnun-gen mit geschlossenen und mit periodi-schen D. wiederum ein geschlossener oder ein periodischer Decimalbruch als Resul-tat hervorgehen, sobaid man nicht abge-kurzt rechnet und die vielleicht schrift-lich weggelassenen nachst folgenden Zif-fern der Periode unberiicksichtigt lafst.









Addition: Beispiele


1) 0,254 _0, 777 77...

1)03177....

4) 0,24 24....

0, 55 55...

0, 79 79...



	
	
	
2) 0,38



	
0, 056 56....





0,43 65 65....

	
5) 0,25 25 25..* 0,00 77 77...



	
	
0, 26 03 03....



	
7) 0,253 253 253...


	
0, 65 65 65 65 65..





“ 0, 909 818 909 818

	
	
3) 0,24 24...





0, 75 75...

0, 99 99... = 1

	
	
	
6)    0,22 222...







0, 34 777...

0, 56 99.... = 0,57


	
1)
	
Subtraction:

1, 254

0, 77 77...
	
Beispiele


	
2) 0,38


	
0, 056 56...


		
0, 476 222....
	
0, 32 343 343....


	
3)
	
1, 24 24 24....
	
4) 1,24 24...


		
0, 75 75 75....
	
0,55 55...


		
0, 48 48 48....
	
0, 78 78 78....


	
5)
	
0, 25 25 25 ...
	
6) 0,568 55....


		
0, 00 77 77 ..
	
0, 555 55 ...


		
0, 24 47 47....
	
0,013


	
7)
	
0, 56 56....' 0,243 '
	

		
0, 322 65 65...
	



Multiplication:

	
	
	
	
1.    Beispiel 3879 x0,777.....









Multiplicire 7x 3 8 7 9 so erhalt man 27153 als Partialprodukt jeder einzelnen Mul-tiplicationsreihe. Jede vollstandige senkrechte Ziffernreihe besteht aber aus der Summe der Ziffern dieses Partial-products =3+5+1 +7+2=18, hierzu von der vorherigen senkrechten Reihe die Zehnerzahl 1 addirt gibt 19, betrachte die 19 als die Summe der letzten vollstan-digen senkrechten Reihe so schreib 9

1 (im Sinn) + 5 + 1 + 7 + 2 = 16;

	
	
	
	
	
6 vor die 9 geschrieben 69











	
1    (im Sinn) +1+7+2=11;


	
1    vor die 6 geschrieben 169





1 (im Sinn) +7+2=10;

0 vor die 6 geschrieben 0169

	
1    (im Sinn) + 2 = 3;


	
3 vor die 0 geschrieben 30169.. und es ist





3879 X 0,777.... = 3016,999 ......= 3017

Die wirklich ausgefiihrte Multiplication hat die Gestalt.

2(7153) 27(153) 271(53) 2715(3) 27153 .27153

3016,99

Das Komma bestimmt sich aus dem gleich bleibenden Partialproduct 27153, welches man als 0,7x3879 betrachtet, so dafs eine Decimalstelle abgeschnitten wird.

	
2.    Beispiel.



305217X0,341 341 .....

Die Periode besteht aus mehreren Zif fern.

Multiplicire mit nur einer Periode die Zahl. Man erhalt 305217x341=104078997.

Nun liefse sich hier dieselbe Regel wie bei dem ersten Beispiel anwenden, man hatte nur zu beachten, dafs wenn die Producte aus den folgenden Perioden hin-zutreten, die auf einander folgenden voll-standigen senkrechten Reihen bestehen aus der 1. + 4. + 7. Ziffer =1+0+9=0 aus der 2. + 5. + 8. Ziffer = 0 + 7 + 9=16 aus der 3. + 6. + 9. Ziffer = 4+ 8 + 7 = 19

Um nun bei Anwendung der Regel keinen Irrthum zu begehen ist es besser, wenn man die Reihen wirklich unterein-ander setzt und addirt, namlich

104(078 997) 104078(997) 104078997

104078997

104183,180 180 180...

Das Komma bestimmt sich wieder aus dem Partialproduct der ersten Periode , 305217 X 0,341 = 104078,997

	
3.    Bei spiel. 1st der D. ein unvoll-standig periodischer D., stehen z. B. in dem vorigen Beispiel der Periode noch die Ziffern 76 voran, ist also die Auf-gabe:



305217x0,76341 341....

so hat man aus dem vor. Bsp.

305217 X 0,00 341 341... =   1041, 83 180 180....

hierzu         305217x0,76         =231964,92

Product                = 233006, 75 180 180....

Hat man periodische D. mit periodi-schen D. zu multipliciren so geschieht dies einfacher wenn man dieselben in gemeine Briiche verwandelt; desgleichen bei Division durch periodische D.

	
	
11.    Ein D., der weder geschlossen noch periodisch ist, kann in seinem Werth nicht angegeben werden, z.B. der D., wel cher V15 ausdruckt und der als eine ir-rationale Zahl aus unbegrenzt vielen Ziffern besteht, ohne Perioden zu enthalten Man gibt dessen Werth also naherungs-weise auf eine bestimmte Anzahl Deci-malstellen an, wobei man mit deren Anzahl, wie bei den Logarithmen geschieht, den Grad der Genauigkeit beliebig fest-stellt oder wahrnimmt.





Decimalfufs ist der Fuls als der lOte Theil der Ruthe, wenn diese, wie in Preu-fsen, das Normallangenmaafs ist, und er wird wieder in 10 Decimalzoll, der Zoll wieder in 10 Decimallinien ein-getheilt Decimalruthe sagt man nicht, sondern schlechtweg Ruthe, weil das Vorwort: Decimal nur auf diejenige Grofse sich bezieht, welche der lOte Theil einer anderen Grofse ist und weil die-selbe Ruthe auch andere Eintheilungen erhalt, wie in Preufsen fur Werkmaafs in 12 Fufse, so dafs die Ruthe als Werkmaafs unniitzer Weise Duodecimalruthe genannt werden wiirde. ist der Fufs das Normalmaals, so nennt man ihn aus dem-selben Grunde schlechtweg Fufs.

Decimallinie s. u. Decimalfufs.

Decimalmaafs ist ein Maafs mit Decimal -Eintheilung, wie in Preufsen fur Feldmesser die Langen- und Flachen-maafse, wenigstens die Ruthe und die □Ruthe; die Meile gehort schon nicht mehr dazu, denn sie hat 2000 Ruthen; der Morgen auch nicht, denn dieser ent-halt 180 □Ruthen. Mit den Kubikmaafsen und den Munzen haben wir ebenfalls nicht Decimalmaafse, jedoch sind die neuesten Gewichte, das Zollgewicht, in Centnern und Pfunden wenigstens, nach dem Decimalsystem eingerichtet; das unmittelbar hierauf folgende Loth ist wieder, statt 1/10 oder 1/100 Pfund zu sein, 1/30 desselben.

In Frankreich ist die Decimaltheilung ganz allgemein eingefiihrt. Das Normallangenmaafs, dasMeter (etwa 3' 2" preus ) ist in lOtel, lOOtel, lOOOtel, in Decime-ter, Centimeter und Millimeter getheilt; auch die grofseren Langenmaal’se sind lOfache, lOOfache, lOOOfache und 10000 fache des Meters; namlich das Decameter, das Hectometer, das Kilometer und das Miriameter.

Desgleichen die Feldmaafse: Die Are ist = 1000m = 1 □Decameter, sie ist ein-getheilt in lOOCentiaren zu 10m, 100 Aren sind = der Hectare

Desgleichen die Korpormaafse: die Stere, eingetheilt in 10 Decisteren, ist der Cubikmeter. Das Liter, zu 10 Deciliter zu 10 Centiliter zu 10 Milliliter ist = dem Kubikdecimeter = 1/1000 Cubikmeter; 10 Liter sind der Decaliter, 10 Decaliter der Hectoliter, 10 Hectoliter der Kiloliter.

Desgleichen die Gewichte: das Gramm ist das Gewicht eines Cubikdecimeters destillirten Wassers bei seiner grofsten Dichtigkeit. Es wird eingetheilt in 10 Decigramme zu 10 Centigramme zu 10 Milligramme. 10 Gramme sind das Decagramm, 10 Decagramme sind das Hektogramm, 10 Hectogramm das Ki-logramm. (2 Zollpfund), 10 Kilogramme sind das Miriagramm.

Endlich haben die Munzen ebenfalls Decimalsystem: 1 Franc ist = 100 Centimes.

Das Decimalsystem bei Maafsen ge-wahrt eine grolse Erleichterung beim Rechnen, weil jedes kleinere Maafs als Decimalbruch geschrieben werden kann, so dafs nur immer wie mit ganzen Zah-len zu rechnen ist.

Decimalstellen oder Decimalen sind die Ziffern, welche zu einem Decimalbruch gehoren.

Decimalsystem ist im Allgemeinen jedes System, bei welchem. alle Graduirungen nach Zehnteln und Zehnfachen gesche-hen. im Besondern ist D. gleichbedeu-tend mit dem dekadischen Zahlensystem.

Decimalzahlen sind die nach dem dekadischen System geschriebenen Zahlen.

Deckling in der Geometrie s. v. w. Congruenz (s. d.)

Declination eines Gestirns s. v. w. Abweichung eines Gestirns (s. d.). Sie ist fur die Gestirne oder die Orte des Himmels das, was fur die Orte der Erd-oberflache nordliche und sudliche geogra-phische Breite ist

Declinationskreis s v. w. Abweichungs-kreis (s. d.).

Decrement ist der Unterschied zweier aufeinander folgender Glieder einer ab-nehmenden Reihe, im Gegensatz von Increment, dem Unterschied derselben bei einer zunehmenden Reihe. Bur beide sagt man jetzt allgemein: Differenz.

Definition ist die Darstellung aller we-sentlichen Merkmale eines Gegenstandes zu seinem Begriff. (s. d.) Dieser ent-steht also durch die Zusammenstellung aller Vorstellungen, sowohl der die dem Gegenstande mit noch anderen von ihm verschiedenen gemeinsam sind als der, die ihm allein zukommen.

Bei mathematischen D. darf man keine Eigenschaften als Merkmale angeben, de-ren Vorhandensein oder Moglichkeit erst erwiesen werden mufs. Dafs ein Quadrat diejenige 4seitige Figur ist, welche lauter gleiche Seiten und 4 rechte Winkel hat, hatte Euklid in No. 30 nicht voranstellen sollen; erst mufste bewiesen werden, dafs in jedem Viereck die Summe aller 4 Winkel =4 Rechten ist, dals also 4 rechte Winkel in einem Viereck moglich sind. Desgleichen war die 27te Erklarung, dafs Triangel rechtwinklig heifsen wenn sie einen rechten Winkel haben, nicht vor-anzustellen; es mufste erst erwiesen werden , dafs ein Dreieck nicht 2 und nicht 3 rechte Winkel haben kann, wenn man die Frage nicht horen will, wie ein Dreieck mit zweien oder dreien Rechten Winkeln heifse. Konnen doch in sparischen Drei-ecken alle 3 Winkel rechte sein.

Dehnbar ist ein Fossil, wenn es sich durch einen Hammer oder zwischen Wal-zen strecken lafst.

Dekadik, dekadisches System, zehn-theiliges System namlich Zahlen-system ist das System nach welchem die Zahlen, d. h. die verschiedenen gan-zen Vielfachen der Einheit ausgesprochen und geschrieben werden. Das System besteht darin, dals die Zahlen von der Einheit ab aufwarts in Klassen gebracht sind, von denen jede als hochstes Viel-faches die 9fache Einheit derselben Klasse enthalt, so dafs die lOfache Einheit derselben Klasse schon die Einheit der fol-genden Klasse ausmacht; und zwar wie in der mundlichen so in der schriftlichen Bezeichnungs weise.

Wie namlich die grofse Anzahl von Wortern, aus welchen eine Sprache besteht, nur wenige Urlaute hat und mit nur wenigen verschiedenen Buchstaben geschrieben wird, so sind fur jede noch so grofse Zahl nur wenige Urzahlworter erforderlich und nur 9 verschiedene Zahl-zeichen reichen aus, (Null ist keine Zahl und also ist das Nullzeichen kein Zahl-zeichen) um sie lesbar darzustellen.

Die Urzahlworter sind die ersten 10 Zahlen von 1 ab bis 10, also die 9 verschiedenen Vielfache der ersten Klasse und die darauf folgende Einheit der zwei-ten Klasse, nach welcher das ganze System den Namen fiihrt. Dann die Zahl Hundert, die Zahl Tausend und die Million, welches eine neuere Bezeichnung ist. Alle iibrigen Zahlen werden mit ab-geleiteten Zahlwortern bezeichnet: Zwei-zig, Dreizig (Zwanzig, Dreifsig sind Sprach-ausnahmen), Vierzig... Neunzig sind die 2, 3, 4, .... 9fachen der Zahl 10, der Einheit der zweiten Klasse; die Hunderte werden gezahlt, desgleichen die Tausende und die Millionen. Alle zwischen lie-gende und die aus alien Klassen zusam-mengesetzten Zahlen werden als Rechen-exempel ausgesprochen. Z. B.

98765321

Acht und Neunzig Millionen, sieben mal hundert funf und sechzigtausend drei hundert und ein und zwanzig. D. h. man recline das Exempel aus:

(8 + 9X10) 1000 000 + (7 X 100 +5+ 6 X10) X1000 +3X100 +1 + 2x10.

Wie man aus den alten Sprachen er-sieht war schon das dekadische System bei den gebildeten Volkern des Alter-thunis in Gebrauch, aber auch wilde Volker zahlen nach Zehnfachen, was jeden-falls von den 10 Fingern herkommt, die an beiden Handen eines Menschen sich befinden, wie auch heut bisweilen noch bei uns an Fingern abgezahlt wird. Die dekadische Schreibart dagegen ist mit den dekadischen Sprachweisen nicht zugleich erfunden worden: die Griechen bedienten sich der Buchstaben ihres Alphabets, die beschwerliche Zahlschreibung der Romer ist bekannt. Das jetzt allgemein gebrauch-liche dekadische Schreibsystem ist eine Erfindung und zwar eine uralte Erfindung


wenig bekannt war.

Dekadische Bruche Zahler 1 und deren ......1



der Inder (auch ein Nullzeichen hatten sie), von denen die Araber es uns erst spat heriiber gebracht haben, so dais das System im 13ten Jahrhundert noch erst

sind Bruche, deren Nenner dekadische 1       1 mf"l" "0 10‘ 100’ 1000°

Dekadische Erganzung einer Zahl ist der Rest, wenn man die Zahl von der zunachst grofseren dekadischen Zahl ab-zieht. Die dekadische E von der Zahl 44 ist 100—44 = 56.

Dekadische Gauze nennt man die dekadischen Zahlen im Gegensatz zu dekadischen Briichen

Dekadische Zahlen sind die Eins und die ganzen Potenzen vonZehn, naml. 1, 10, 100, 1000 u. s. w.

Dekadisches Zahlensystem s. v. w. Dekadik.

Dekagon ist das regulare Zehneck.

Dekagonalzahl, zehneckige Zahl ist diejenige Polygonalzahl deren zu Grunde liegendes Polygon das Zehneck ist. Die Zahlen sind namlich die Anzahl der Punkte, welche die Ecken und die Seiten in gleichbleibenden Entfernungen von einander aufnehmen, wenn die Seiten des Polygons ein, zwei, drei,.... nmal vergrofsert werden. Fig. 556 macht dies anschaulich. Aa..A ist das Zehneck, dessen Seite = 1 ist; die Ecken enthal-ten in Summa 10 Punkte, mithin ist 10 die Grundzahl der Reihe fur die Dzahlen.


Fig. 556.
[image: ]




Indem man sich vorstellt, dafs das Zehneck bis zu dem Punkt A, von dem man bei der Construction sammtlicher die Reihe erzeugenden Polygone ausgeht, wenn man die Seiten immerfort kleiner nimmt, verschwindet, so dal's das Polygon in dem Punkt A nur einen Punkt bildet, ist 1 die erste Zahl der Reihe, 10 die zweite Zahl.

Verlangert man nun die beiden Seiten A a bis b um dieselbe Lange Aa und construirt das Zehneck, dessen Seiten von der Lange Ab sind, so erhalt jede Seite des zweiten Polygons noch einen Punkt in der Mitte. Zu den schon aufgezahlten 10 Punkten kommen nun hinzu: 9 Punkte b in den Ecken und 8 Punkte c in den Mitten von noch 8 Seiten, zusammen also 17 Punkte, und die 3te D. ist = 10+17 = 27.

Verlangert man wiederum die beiden Seiten Ab bis d um die Lange Aa = 1, so erhalt jede der beiden Seiten 2 Punkte in der Mitte; construirt man nun das zu diesen Seiten Ad gehorige Zehneck, so kommen zu den schon aufgezahlten 27 Punkten noch 9 Punkte d in den neuen Ecken hinzu und 2 Punkte e in jeder der noch nicht aufgezahlten 8 Seiten, also 16 Punkte, in Summa kommen 9+16=25Punkte hinzu und die 4te D. ist = 27 + 25 = 52 u.s.w. Die erste D. ist = 1 die zweite D. = 1 + (9) = 1O die dritte D. = 10 + (9 + 1 • 8) = 27 die vierte D. = 27+(9 + 2-8) = 52 die fiinfte D. = 52 + (9 +3 • 8) = 85

die nte D.

= x + [9 + (n - 2) 8] = x + (8n — 7) = y wenn man mit x die (n — l)te D. be-zeichnet.

Die eingeklammerten Zahlen bilden also die erste Differenzenreihe der D reihe und es ist dieselbe

1 • 9 • 17 • 25 • 33 • 41.....8n - 7 bildet man von dieser Reihe die Diffe-renzen, so erhalt man dieselben einander gleich, = 8. Es ist also die Reihe der D. eine Reihe der zweiten Ordnung, von welcher das erste Glied der ersten Differenzenreihe = 1 und von der wieder die Differenz = 8 ist. Man erhalt das nte Glied der D reihe aus der Summe der ersten n Glieder der Differenzenreihe

1 + (8n - 7)

=-----9--• n = n (4n — 5)

(s. Arithmetische Reihe, pag. 120, No. 7, Formel 7).

Man hat also die arithmetische Dar-stellung der Reihe

Differenz

	
8   8    8    8    8     8



Differenzenreihe

1   9  17  25  33   41.... 8n - 7

Dekagonalzahlen

1  10  27  52  85  126 .... n(4n — 3)

Deltoiddodekaeder, Hemitriakisoktae-der, Halbdreimalachtflachner, Trapezoid-dodekaeder, ein Krystall von 12 Elachen, 24 Kanten und 14 Ecken. Die Elachen sind symmetrische Trapezoide. Von den Kanten sind 12 scharfere und langere, 12 stumpfere und kiirzere. Von den Ecken sind 6 vierflachige symmetrische A, 4 dreiflachige stumpfe B und 4 drei-flachige spitze C.

Fig. 557.
[image: ]


Demonstration s. v. w. Beweis, und zwar besonders ein unwiderlegbarer, ein apodiktischer Beweis.

Depressionswinkel ist der Winkel in einer Vertikalebene von der Horizontal-linie als dem festen Schenkel abwarts, im Gegensatz von Elevati onswinkel, der von der Horizontalen aufwarts ge-messen wird.

Descension eines Gestirns s. v. w. Ab-steigung eines Gestirns s. d.

Descensional-Differenz s. v. w. Abstei-gungs-Unterschied, s. d.

Deviation ist die Abweichung eines in Bewegung befindlichen Punkts von einer vorherigen Richtung.

Diakaustische Linie, Diakaustica s. u. Brennlinie.

Diagonal ^>n durch, hinuber; yovre Ecke). Von einer Ecke zur andern hin-iiber.

Diagonale, Diagonallinie ist eine ge-rade Linie, welche von einer Ecke einer ebenen Figur nach einer anderen, mit jener nicht zu derselben Seite der Figur gehorenden Ecke gezogen wird. Dieselbe kann auch aufserhalb der Figur fallen und dies geschieht wenn die beiden Sei-ten einer Ecke einen convexen Winkel bilden.

Hat die Figur n Seiten, also auch n Ecken, so ist die Summe aller moglichen D. in derselben = }n(n — 3). Denn von jeder Ecke aus kann man (n — 3) D. zie-hen; von alien n Ecken aus also n(n — 3) D. Nun ist aber jede dieser n(n — 3) D. dop-pelt gerechnet, weil sie eine Ecke zum Anfangspunkt und eine zum Endpunkt hat, folglich nur die Halfte derselben = }n(n — 3) D. vorhanden.

Das Dreieck hat 13 (3 — 3) = OD.

das Viereck hat $4 (4 — 3) = 2 D.

das Funfeck hat 35 (5 — 3) = 5 D.

U. S. W.

Diagonalebene ist eine Ebene die durch 3 nicht in einerlei Umfangsebene liegen-den Ecken eines Korpers gelegt wird.

Diameter, Durchmesser einer krum-men Linie ist eine gerade Linie, durch welche irgend ein System von parallelen Sehnen dieser krummen Linie halbirt wird; ist das System der Sehnen recht-winklig mit dem D., so heifst der D. auch Axe. In der Regel gebraucht man die Bezeichnung: Durchmesser, und nur beim Kreise sagt man auch Diameter, so wie man den Durchmesser des grofs-ten Kreises einer Kugel, also jede durch den Mittelpunkt liegende zwischen zweien Punkten der Kugeloberflache befindliche gerade Linie auch Diameter der Kugel nennt.

Dichtigkeit eines Korpers ist das Ver-haltnifs seiner Masse zu dem Raum, den er einnimmt, also wenn man ein kubi-sches Maafs als Einheit festsetzt, die in dieser Kubikeinheit befindliche Masse selbst. 1st M die Masse, V das Volumen

M eines Korpers, so ist seine D. = y Be-tragt V = n Kubikfufs, so ist " die in einem Kubikfufs Raum befindliche Masse

, - M und D. = —. n

Die Masse eines Korpers besteht in der unzahlbaren Menge seiner materiellen Theile; man hat von derselben nur einen relativen Begrif und zwar dadurch, dafs man sie den gleichen physikalischen Er-scheinungen nach mit der Masse eines andern Korpers vergleicht und dies er-moglicht die Anziehungskraft unsres Erd-korpers, indem diese auf jedes einzelne Massenelement eines jeden Korpers eine gleich grofse Einwirkung ausubt, womit die Erde dafur von jedem einzelnen Massenelement einen gleich grofsen Druck empfangt, welcher sich durch Gewicht ausspricht.

Haben 2 verschiedene Stoffe von einerlei Volumen die Gewichte Q, g; die Massen M, m und betragt der Druck eines Mas-senelements auf den Erdkorper, d. h. das Gewicht des Elements g Gewichtseinhei-ten so ist gM = Q und gm = q also M : m = — : I = Q : q

	
9    9



	
d. h. die Massen zweierKorper ver-halten sich wie deren Gewichte bei einerlei Volumen.



Ist das Volumen beider Korper = V, so sind die Dichtigkeiten D, d beider Stoffe =7 und ", daher hat man

D : d=y :v = M : m = Q : q unddie Dichtigkeiten beider Stoffe verhaltensich wie deren Gewichte bei einerlei Volumen.

Versteht man unter S, s die Gewichte der Volumeneinheit dieser Stoffe, d. h. die specifischen Gewichte, wenn man das Gewicht eines bestimmten Stoffes wieder als Gewichtseinheit festsetzt, so ist Q = S' V und q = s • V

Also D -.d^M -.m = Q -.q — S -. s also die Dichtigkeiten zweier Stoffe verhalten sich wie deren specifische Gewichte.

Aus diesem Grunde wahlt man auch zur Einheit fur die D. der Korper den-selben Stoff, den man zur Einheit der specifischen Gewichte nimmt, namlich das destilirte Wasser in dem Zustande seiner grofsten Dichtigkeit bei 4° 0. Nur bei den Gasen legt man auch die trockene atmospharische Luft bei 0,76m Druck Quecksilbersaule und 0° C. zu Grunde. Es wird demnach die Dichtigkeit und das specifische Gewicht eines Korpers durch einerlei abstracte Zahl ausgedruckt.

Dicke ist die dritte der drei Dimen-sionen eines korperlichen Raumes oder eines Korpers. Man sagt: Lange, Breite, Hohe und fur Hohe auch Starke oder Dicke.

Didodekaeder (dig zweimal) Zweimal-zwolfflach ner, Sechs und sechs-kantner ist ein Krystall von 24 Flachen, 36 Kanten in 14 Ecken in nebenstehen-der Form, bestehend aus zwei Pyramiden
[image: ]

mit gemeinschaftlicher symmetrischer 12-seitiger Basis. Die Flachen sind ungleich-seitige Dreiecke, daher die Kanten und Ecken dreierlei. Von den Kanten sind 24 Scheitel- oder Endkanten, von denen abwechseind je 2 und 2 einander gleich sind A und A, B und B, ferner 12 Sei-tenkanten D in der Ebene der Basis. Von den Ecken sind 2 symmetrische 12flachige Ecken C und 12 vierflachige Ecken von denen die, welche die Kanten A und die, welche die Kanten B verbinden unter-einander symmetrisch sind. Die Ebene, welche durch 2 Paar einander gegeniiber-liegende Endkanten gelegt werden sind Rhomben, die Hauptaxe verbindet die Ecken C.

Ein Mehreres iiber diese Krystallform kann erst spater erfolgen.

Differenz ist das Resultat einer Subtraction, oder auch der Theil, um wel-chen eine Grofse vermehrt oder vermin-dert werden mufs, oder auch die Menge der Theile oder Einheiten, welche man einer Grofse hinzufiigen oder von ihr hin-wegnehmen mufs um diese einer anderen Grofse derselben Art gleich zu machen.

Die Differenzen gewahren einen ganz besonderen Nutzen beim practischen Rech-nen, namentlich bei der Ausrechnung auf einander folgender Werthe gegebener Reihen und Formein. So ist z. B. Bd. 1, in dem Art. „Briggische Logarith-men“, No. 2, pag. 427 gezeigt, wie man mit Hulfe der Differenzen Logarithmen von Zahlen erhalt, fur die sie in den Tafeln nicht aufgefuhrt sind. In dem Art. Cubiktafeln pag. 154 ist angegeben, wie man diese fur die aufeinander fol-genden ganzen Zahlen mit Hulfe der beiden Differenzenreihen erhalt

Band I, pag. 201 ist die zur Berech-nung der Volumen des Wassers bei den verschiedenen Temperaturen von 0° C. bis 30° von Hallstrom aufgestellte For-mel von der Form:

V =1 - At + Bi2 - Cl3

Die Werthe der Constanten sind:

A = 0,000057577

B = 0,0000075601

C = 0,000000035091.

Nachdem ich die nach vorstehender Formel berechnete Tabelle in den meisten Zahlen unrichtig gefunden, indem nam-lich die Differenzen der aufeinander fol-genden Werthe auffallend unregelmafsige Intervalle zeigten, berechnete ich die pag. 201 stehende Tabelle mit Hulfe der Differenzen nach folgendem Verfahren, wobei zu bemerken, dafs die mir vorge-legene Tabelle sammtliche Zahlen auf 6 Decimalstellen enthalt und dafs mithin eine Rechnung bis auf 9 Decimalstellen genugte, wenn die neue Tabelle 6 Stel-len richtig haben sollte. Ist nach obiger Tabelle V fur t berechnet, so erhalt man fur t = (t + 1)

F1 = 1 - A (t + 1) + B (t + 1)2 - C (t + I)3 hiervon V abgezogen, gibt

Vl-V=(- A +B-C) + (2B-3C~3Ct)t oder

F1^ F+ (- A+B- C^^2B-3C~3Cl)t

Nach den oben angegebenen Werthen von A, B, C hat man

-A + B-C=-0,000050052

25 —3C = + 0,000015015 - 30 x t = - 0,000000105 X t Nun ist nach der Formel fur t = 1

F = + 1

- 0,000057577 + 0,0000075601 - 0,0000000351

F= +0,999949948 hierzu 0,999949948 - A + B - C = 0,000050052

2B-3C-3CXI- 0,000014910

gibt F (fur t = 2) =+0,9999 14806 hierzu — 0,000050052 und + 0,000015015

2 X 0,000000105 = - 0,000000210

2 X 0,000014805 = + 0,000029610

gibt

U. S. W.

	
	
•





Um die Tabelle fur t von 30° bis 100° fortzusetzen , mufste F fur t = 30° nach beiden Formein berechnet werden und ich erhielt, wie pag. 201 angegeben F (fur t = 30°) = 1,004184.

Da nun dieser Werth beiden Formein angehort, so kann er fur die Berechnung der folgenden Volumen, die allein der zweiten Formel angehoren, nicht Summand sein. Demnach mufste F fur t = 31° nach der zweiten Formel speciell berech-net werden.

t = 3) = + 0,999894364

In dieser Formel ist

A = 0,000009417 8

5 = 0,00000533661

0 = 0,0000000104086

Man hat also -0,0000094178x31 =    - 0,000291952

	
+0,00000533661x312=   +0,005128482 - 0,0000000104086 X 313 = - 0,000310083



gibt F (fur t = 31°) = + 1,004526447

Nun verfahrt man weiter mit Hulfe der obigen Differenzen und zwar ist

- A+B-C=- 0,000004092

2B - 3C = + 0,000010642 - 3C= -0,000000031

Also fiir V (bei t = 32°)

- 3C X 31 = - 0,000000961

+2B-3C=+ 0,000010642

Summa = + 0,000009681 diese x 31 =+0,000300111. - A + H - C = - 0,000004092 hierzu V (t = 31°) =+ 1,004526447 giebt V (=320) =+1,004822466

Auf diese Weise ist nun bis V fur t = 100° fortgefahren worden.

	
	
2.    Die Differenzen sind von grofser Be-deutung, wenn sie sich auf veranderliche Grofsen beziehen, die von einander ab-hangig sind. Der gegenseitige Zusam-menhang dieser Differenzen begriindet die hbhere Analysis, namlich die Differenzial-rechnung und die Integralrechnung, wie dies in dem Art. „Analysis“ kurz ge-zeigt worden ist. Ausfiihrlicheres dariiber s. zunachst in den folgenden Artikeln: „ Diff ere nzi al, u. s. w.





Differenzengleichung ist eine Gleichung zwischen den Differenzen zusammenge-horiger Werthe zweier von einander ab-hangiger veranderlicher Grofsen.

ist y = x3 und es wird y zu y + Ay wenn x zur+Ax wird, so hat man y+Ay =(x+Ax)3

= x3 + 3x2 A x + 3x • Ax2+Ax3 hiervon y — x3 gibt die zwischen y und x bestehende Differenzengleichung

Ay = 3x2 A x + 3x A x2 + A x3

Anmerk. Die Bezeichnung A fiir Differenz, als Ax, die D. zwischen x + Ax und Ax ist allgemein, sie ist der An-fangsbuchstabe des Worts Aiaq oo«, Un-terschied.

Differenzenquotient ist der Quotient oder dessen Werth, wenn man die Differenzen zusammengehoriger Werthe zweier von einander abhangiger variablen Grofsen durch einander dividirt. In dem Beispiel des vor.' Art. ist der D zwischen y und x:

49 = 322 + 3a A= + Aa?

Ax

Differenzenreihen sind die Reihen, welche entstehen, wenn man in einer arithmetischen Reihe (s d. pag. 118 No. 1 und 2) die Differenzen der aufeinander folgenden Glieder bildet. -

Differenzenzeichen oder Minuszeichen (—) s. algebraische Zeichen.

Differenzial einer Function ist in dem Art. Analysis als Grenzwerth des Dif-ferenzenquotien der Function erklart und der Begriff durch ein Beispiel erlautert. Die Erklarung des D. soil nur hier grind-licher erfolgen:

Es sei y eine Grofse, die dadurch ver-anderlich wird, dafs sie von der veran-derlichen Grofse x abhangt, also y als ab -hangig Veranderliche eine Function der Urveranderlic hen x. Man bezeichnet dies abhangige Verhaltnifs allgemein mit y = fx oder y = Fx oder y = q x u. s. w.

Fiir jeden besonderen Werth, den man fur x der Reihe nach nehmen kann, hat y ebenfalls einen besonderen Werth. Nimmt man nun fiir x zwei auf einander folgende Werthe x, x' und bezeichnet die zu diesen gehbrenden Werthe von y mit y und y’, so ist y = fx und y’ = fx'.

Bezeichnet man den Unterschied x’— x mit Ax und y’ — y mit Ay, so kann man die beiden Werthe von x auch be-zeichnen mit x und c+Ax, die von y mit y und y+Ay und man hat

y = fx

und       y + Ay = F(x + A x)

Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab, so erhalt man die Gleichung fur den Unterschied der Function

Aj=F(r+Az) — fx

Man nennt den Unterschied zweier auf-einander folgender Werthe der Verander-lichen den Zuwachs derVeranderlichen, also ist Ac derZuwachs der Urveranderli-chen und Ay derZuwachs der Function, und da man ubereingekommen ist, immer den ersten Werth von dem zweiten abzuziehen, so ist der Zuwachs entweder additiv oder subtractiv, je nachdem der zweite Werth grofser oder kleiner ist als der erste.

Z. B. es sei y = ax2

so ist y + Ay = a (x + Ax)2 also

Ay = a (x + Ax)2 — ax2 = 2ax Ax + a Ax2

	
	
2.    Es liegt aber daran, das Verhaltnifs zwischen dem jedesmaligen Zuwachs der Function unddem ZuwachsderUrverander-lichen zu erfahren, weil der Ausdruck dafur den Zusammenhang beider Aenderungen am entsprechendsten darstellt; also



	
j Ay F (x + A x) — fx



Ay : Ax oder — =-------

Ax      A®

In dem obigen Beispiel ist

	
Ay = 2ax — a Ax Ax



Den Zuwachs der Function durch den Zuwachs der Urveranderlichen dividirt nennt man den Zuwachsquotient oder den Differenzenquotient.

	
3.    Mit diesem letzten Begrif wird der Begriff des Differenzials begriindet. Wenn namlich der Zuwachs Ax der Urveran-derlichen x beliebig klein, oder wie man auch sagt, unendlich klein wird, so hat



A y

der Zuwachsquotient einen Grenz-werth und dieser macht das Differenzial der Function y aus.

Nimmt man z. B. in dem obigen Bei-spiel Ax kleiner als jede noch so kleine angebbare Grofse, oder vielmehr nimmt man a Ax kleiner, also Ax um so viel mehr kleiner, als irgend eine noch so klein denkbare Grofse, so wird auch die Differenz

—J — 2ax = a Ac

Ax

kleiner als jede noch so kleine angebbare Grofse, 2ax ist also der Grenzwerth von A y

~ und zugleich das Differenzial von y = ax2.

Das Differenzial einer Function ist also der Grenzwerth des Zuwachsquotienten der Function bei beliebiger Abnahme des Zuwachses Ax der Urveranderlichen, oder fur den Fall, dafs dieser Zuwachs unendlich klein wird.

	
4.    Nach einer andern Begrundung des Begriffs Differenzial lafst man Ax nicht unendlich klein werden, sondern man


dann ist — ganz streng




setzt Ax = 0;





— 2ax. Da mit Ax auch Ay=0 wird, so erscheint der Differenzenquotient un-ter dieser Annahme in der Form 8 eine unbestimmte Grofse, die hier zu der be-stimmten Grofse 2ar wird.


5. Der Name Differenzial, den Leibnitz eingefuhrt hat, kommt naturlich daher, weil bei Bestimmung desselben zusam-mengehorige Differenzen auf einander folgender Werthe der Functionen und ihrer Urveranderlichen vorkommen.

Lagrange nennt den Grenzwerth des Zuwachsquotient Ableitung oder ab-geleitete Function. Das Differenzial in dem obigen Beispiel enthalt die Urvariable x, ist also eine Function von x; auch eine abgeleitete, well sie aus der ursprunglichen Function entwickelt ist; ist aber das D. eine unveranderliche Grofse, wie dies vorkommt, so ist diese keine Function und kann nur Ablei-tung genannt werden. Es ist jedoch die Benennung Ableitung unbestimmt, da jede Function oder jede Grofse, die aus einer anderen Function entwickelt



wird, gleich viel auf welche Weise, eine Ableitung genannt werden kann.

	
6.    Die einfachste Bezeichnung des D. einer Function ist offenbar die, dafs man dem Functionszeichen den Anfangsbuch-staben des D. vorsetzt, also in dem obigen Beispiel dy = 2ax. Um aber das Zei-chen dy von dem eines Products zu un-terscheiden nimmt man, wie zuerst von Euler geschehen ist, ein d von einiger Ab-anderung und schreibt Oy = 2ax.



Da es nun auch Functionen mit meh-reren Urveranderlichen gibt f (x, y, z) und da man die Differenziale dieser Functio-tionen bald in Beziehung auf die eine, bald auf die andere Urvariable zu neh-men hat, indem man die ubrigen als un-veranderlich betrachtet, da man ferner das D. einer Function (y) in Beziehung auf die nachste Veranderliche (x), hierauf auf eine folgende Veranderliche (z), von der wieder x unmittelbar abhangt, zu be-stimmen hat, so mufs man aus dem Differenzial selbst ersehen konnen, auf welche Urveranderliche es sich bezieht.

In dem obigen Beispiel bezeichnet y die Function, x die Urveranderliche und A 7/

— ist der Differenzenquotient; um nun Ax

den Ursprung des D. aus diesem Quotient mit zu bezeichnen hat man fur die Bezeichnung des D. die Form des Quotient beibehalten und man schreibt das D. der

8 y

Function , bei welchem man sich aber ox

nicht mehr einen Quotient zu denken hat, welches vielmehr nur vergegenwartigen soil, dafs diese Grofse aus dem Quotient der Zuwachse zweier Veranderlichen ent-standen ist, von welchen das obere Zei-chen y die Function, das untere x die Urveranderliche bedeutet.

Eine dritte Bezeichnung ist Oy = 2ax Ox indem man den Zuwachs der Urveranderlichen bei dem D. als Factor sich denkt. In dem obigen Beispiel war

Ay = 2ax Ax + a A x2

Ax als gemeinschaftlichen Factor hinter-gestellt gibt die Form

A y = {2ax + a A a) A x und fur Ax beliebig klein entsteht die Diffe renzialfo ime 1

Oy = 2ax Ox

Eine vierte Bezeichnungsart ist Oy. = 2ax

	
7.    Enthalt das D. noch die Urveranderliche, so ist dasselbe ebenfalls eine Function der Urveranderlichen und es lafst sich mithin auch von dieser Function das D. bestimmen.



Das D. von 2ax erhalt man bei dem


II




17



oben angezeigten Verfahren = 2a

8 2ax es 1st also — — = 2d

Ox

Will man nun bezeichnen, dafs dies D. das D. eines D. der Function y ist,

so schreibt man 2a = — und nennt dies

Ox

I), ein D. der zweiten Ordnung.

Das D. = 2a enthalt nicht mehr die Ur-veranderliche a, bei jedem Zuwachs von x bleibt das D. = 2a unverandert, 2a wachst nicht mit, es gibt also keinen Zuwachsquotient und kein D. von 2a; wie uberhaupt kei n e Co n stante ein Differenzial hat.

Enthalt dagegen ein D. zweiter Ordnung, auch zweites Differenzial ge-nannt, noch die Urveranderliche, und man nimmt von dem zweiten D. wieder ein D., so wird dies ein D. dritter Ordnung oder ein drittes D.

Man schreibt es:

Ox

und so kann man Differenziale beliebig vieler Ordnungen von einer Function be-stimmen, wenn diese es zulafst.

Man bezeichnet die D. verschiedener Ordnungen also:

y— = A oder 82y = A Ox oder 82y± = A ox

03,

	
—3 = A oder 83y = A Ox oder O3y, = A OX



3" = A oder 8ny= A8r oder 8»y= A

Hangt die Function (y) von mehreren Urveranderlichen (x, z) ab, und man hat dieselbe in Beziehung auf jede von bei-den differenzirt, so schreibt man

92,

	
	
-—— = P oder 82y = Pc)x • Oz oder 02y.,= = P Ox • oz<





das D., nachdem y in Beziehung auf x, n mal, in Beziehung auf z, m mal differenzirt ist schreibt man

= Q oder 81+my = Q8an • 8zm =

Oxn • Ozm                                            ’

Wegen der exponentiellen Bezeichnung der Urveranderlichen bei mehreren der-selben in einer Function beobachtet man auch bei nur einer Urveranderlichen diese Bezeichnungsart, und schreibt das nte D:

= R oder 8ny = ROan Oxn J

Wie man in der Algebra, um die un-bekannten Grofsen von den bekannten mit dem Auge leicht unterscheiden zu konnen, jene mit den letzten Buchstaben, diese mit den ersten Buchstaben des Alphabets bezeichnet, so bezeichnet man auch in der Analysis die variablen Grofsen mit den letzten und die con-stanten Grofsen mit den ersten Buchstaben des Alphabets ; eine aufsere Ueber-einstimmung, die zu keiner Verwechse-lung Veranlassung geben darf.

	
8.    Eine niitzliche Anwendung der Differenziale ist in dem Art. beriihrende Linie, Bd. I, pag. 340 gegeben worden. Zuerst ist die Aufgabe: An einer krum-men Linie eine beriihrende gerade Linie zu ziehen, elemental- gelbst und die Sub-tangente s gefunden worden durch die allgemeine Formel



mit der Vorschrift, bei jedem besonderen

Beispiel fur die. gegebenen Grofsen x; x, ; y- y} die Werthe aus der Figur zu entnehmen und nach Reduction des Aus-drucks yx—y und x, = a zu setzen, welches wie aus den dortigen Beispielen zu entnehmen, eine weitlaufige Arbeit ist. Nun sind x — x, und y — y 1 die Differen-zen zweier aufeinander folgenden Werthe von c und von y, also die obigen Ax und Ay; y । einer der Werthe von y also das obige y + Ay; folglich ist s=(+AwAF

Nun wird pag. 344 dieselbe Aufgabe mit Iliilfe der Differenzialrechnung gelost

und gezeigt, dafs s = —9 ist.

Da nun y, A = 31, so hat man das Ay (Ay)'

Uebereinstimmende beider Resultate an-schaulich, wenn man fur y} = y setzt, wie geboten wird, und fur Ay und Ax die Grenzwerthe, welche aber wirklich mit der Gleichsetzung von Ci mit a und von yt mit y hervorgehen.

Es ist aus diesem Beispiele ersichtlich, dafs in dem Fall, wo die Differenzialrech-nung eintreten kann, die elementare Be-handlung der Aufgabe Differenzenquotien-ten und deren Grenzwerthe erst schaffen mufs, wahrend die Differenzialrechnung sie ohne Weiteres in den Differenzialen liefert.

Entwickelung der Differenziale aus Functionen von verschiede-ner Art und Form.

I. Differenziale algebraischer Functionen.

	
9.    1st eine veranderliche Grofse die al-gebraische Summe mehrerer veranderli-chen Grofsen derselbeu Art, von welchen jeder einzelnen ein D. zukommt, so ist das D. der Summe = der algebraischen Summe der D. der einzelnen Summanden.



Den es sei y — u±v±w±z-.... welche Grofsen alle von der Urverander-lichen x abhangig sind. Fur den Zu-wachs Ax von x seien die Zuwachse der-selben Ay, Au, Av, Aw, Az....

so ist


hiervon giebt



y +Ay=u Au *(v+ Av) (w + Aw)±(z+ Az) + ....

y — u = v     * w     ±z


Ay=Au:Av±Aw±A%



Da nun jedem einzelnen der Summanden der gegebenen Summe ein D. zukommt, so kann der Zuwachs einer jeden beliebig klein werden, folglich auch deren algebraische Summe Ay und noch viel mehr Ax kann beliebig klein werden. Fur die beliebige Abnahme der Zuwachse sind aber die Differenzenquotienten

Ay Au Aw A%

Ax Ax Ax Ae Ax zwischen den Veranderlichen und den Urveranderlichen die Grenzwerthe Quotienten, d. h. die Differenziale Veranderlichen.


der der




Also



[image: ]



	
10.    Ist eine Function das Product aus einer Constanten mit einer Veranderlichen, der ein D. zukommt, so kommt auch der Function ein D. zu und dieses ist das Product der Constanten mit dem D. des veranderlichen Factors.



Denn es sei y = Az und z eine Function der Veranderlichen a, so ist bei der Annahme ad 9

y +Ay = A(3+Az) hiervon y     = Az bleibt Ay     =AAz

da der Grofse z ein D. zukommt, so kann A % unendlich klein werden, folglich auch AA=Ay und Ax. Fur die unendlich kleinen Zuwachse werden aber die Differenzenquotienten

Ay _ A A% Ax * Ax zwischen den Functionen und der Ur-variablen die Differenziale der Functionen folglich hat man

&y _ 8%

8x 8x

	
11.    Ist eine Function das Product zweier Veranderlichen, von denen jeder ein D. zukommt, so ist das D. der Function = dem ersten Factor mal dem D. des zwei-ten Factors + dem zweiten Factor mal dem D. des ersten Factors.



Wenn also y = u • z .    Oy 8 z Qu so 1st   ~ = U • — + 5 • — ox ox ox

Denn es ist

(J+Ay)=(u+Au)(+A z)

= UZ + uA%+ zAu+ Au.A% hiervon y = uz

bleibt △ y = (u + A u) △ z + z A u

, Ay A% , Au also — = (u + Au) — + % — Ax Ax Ax

Fur die beliebige Abnahme der 4 Zuwachse Ay, A%, Au und Ax werden die Differenzenquotienten die Differenziale und u ist der Grenzwerth von u+Au ,.8y 8z Ou folglich ist 8=“8f*a,

Man kann auch erklaren: Fur Ay = Au =4%=A== 0 entstehen die Differen-ziale u + Au = u + 0 = u u. s. w.

Anmerk. Ist y = Auz

so hat man — Y — uz A • und endlich -1 Ay___Az Au A Ax        Ax Ax 1  Qy L   8%   Au A  8x     Qx T  Ax ^y   ,  8z ,  , Qu woraus  a = Au o + Az o

ox    OX    Ox

	
12.    Ist eine Function das Product beliebig vieler (n) Veranderlichen, von denen jeder ein D. zukommt, so ist das D. der Function = einer Summe von n Fac-toren, von denen jedes Glied das D. eines Factors der Function multiplicirt mit dem Product der ubrigen (n-1) Factoren ist. Wenn also y = u • v • w .... z


so ist




O y            8 z       Ow          8v         Ou

o =MD ...o—u0....%--- UW . . . % • o + VlC . . . . Z o

C)X            OX         Ox           Ox          O X




Denn betrachtet man zunaclist das Product aus 2 Factoren bestehend , nam-lich aus {uvw...^) und z, so ist nach No. 11

Oy             O z O (uviv ..

84=ww-gz**—85




Nun ist wieder




O (uvw...)            Ow O (uv.

%---a----= zuv •... o + zw —o-

Ox          ox       ox




u. s. W.




Also

8 ti

—— — umc




8 (uv....)

9




8 v

o + zwv ox




8(u....)

8a?




8 z          Ow            Ou

•azu.30a+uw.....384+




13. Ist eine Function der Quotient zweier Veranderlichen von denen jede ein D. hat, so ist das D. der Function = dem Nenner mal dem D. des Zahlers weniger dem Zahler mal dem D. des Nen-ners, diese Differenz dividirt durch das Quadrat des Nenners. Wenn also




mi thin




Ay=




u+Au u _wAu—u Aw w + A w w w (w + A w)




also

Fir




Ay — AEl Axl

Ax w (w + Aw)

die beliebige Abnahme der Zu-




(Ou\ (Ow\

Dy Wax)- \x)

ist o —9 o a?           w"

—  . u+Au

Denn es ist y — AY — ——-—

W Aw




wachse entsteht mithin die obige Formel fur 8y.

OX                          •




Anmerk. ist z. B.




Ist der Zahler constant,




so ist




(8A\ (Ow\

8y - "x/Ax/

8a?          w2
[image: ]

A 8w 702 8 x

Wenn also





14. ist eine Function eine Potenz einer Veranderlichen mit constantem Exponen-ten, so ist das D. der Function gleich dem Exponenten mal der Potenz mit dem um Eins verminderten Exponenten mal dem D. der Veranderlichen.




so ist




y-zn

o.               o

OY , O % — — 711—1 —

Ox Ox




Denn es ist





AJ=(+A:)n-%"

= " :—1 △ 5 + 2771 a—? (A :y2 +      1 n 72 2—3 (A.)3 + ....

a T       n.n—1    . n • n — 1 • n — 2     „,   9

=A% nz"-1—----—zn-2A%—--5--— • z"-3(Az)-....

. A ii AZ , , n • n — 1 o und — =— nzn—1—---—.............

AxiAxl 1 • 2               J

Mit der beliebigen Abnahme von Ax, A z und Ay wird jedes einzelne Glied in der Klammer von dem zweiten Gliede an gerechnet beliebig klein, also auch deren Summe wird beliebig klein, und das erste Glied nzn-1 ist der Grenzwerth der Klammergrdfse und AX und A wer-

den die D. der Veranderlichen, folglich ist

Oy        3 z

Ox       Ox

Dem binomischen Lehrsatz zufolge (Bd. I, pag. 374) ist das Gesetz des Fortschritts der Reihe bei der Entwickelung der Potenz (z + Az)n ganz dasselbe, n mag ganz oder gebrochen, positiv oder negativ sein.


Fur n = P erhalt man zuletzt

I r »

Ay =A‘P, 7

Ax Axq




P.P-1 P_9 1115—3" As+...



wo wieder — z I der Grenzwerth der 9 Klammergrofse ist und man hat 0 y _ 8 z 7 _ p 4-18:

x 8x q Sx

Desgleichen ist fur n = — — der Grenz-

- • -1

werth der Klammergrofse =P: I

und man hat

P

8y48: 9 _ ( p\, 4 18,

8x 8x \ q)         Q x

Hat man daher das D. einer Function zu bestimmen, welche eine Wurzel aus einer Veranderlichen ist, so darf man diese nur in eine Potenz mit gebroche-nem Exponenten verwandeln und nach der Formel verfahren.

Beispi el e.


.   / . Oy Ovz

Beispiel 1. J = Vz gibt 84 =8,



8331  2 1Bs_l —2 85 _ 1 8s

8x 2        dx 2 2 ^x 2y% dx


ist die Veranderliche eine Potenz im Nenner, so verfahrt man entweder nach No. 13 oder man setzt die Veranderliche als Potenz mit subtractivem Exponenten in den Zahler und verfahrt wie vor-her: z. B.

Beispiel 2. y = 4 gibt nach No. 13

Anmerkung:




nach No. 14:




,=4. 3a? = —

• x 6




3A

24




Oy = OAx—3 = A (— 3)a —3 — 1

Beispiel 3. y = 4 gibt nach

V a2

Anmerk.:




- -34 a4

No. 13,




Va 4

9




81x2 Ox




. Ox 5




Vx4




Vat




nach No. 14:

2

8y=A% 5




2.48c a




2A.

5 7

. 5




2 A

5 a5aa




Beispiel 4. y = (a + bam)n

Setze a + bxm = z, so ist y = zn .     8 y , i 8 z

daher  ,7 = nzn a




Nun ist




folglich




Oz O(a+bom) Oa , Qbx"1, , O am ,     .

ax = 8! = &+“87 =0 +b “8a=mbs ‘ 1

8 y

. = n (a — bam)n—1 x mbam—1 = nmbx"‘—^ (a — bx m)n—1 c)x



[image: ]




Beispiel 5. y-




(a + bxmyi

(A+BaP)9




Setze (a + bx,ti')" =%

(A + Bx^^u



,(8%) , (Ou\

. , % Oy \Ox) \ox)

so 1st ? = — und —• — —---------

. u Ox          u2

Nun ist nach Beispiel 4


und



0 z

8, - nm, b « ‘-1 (a + be m) "-1 J"= 4P B «y-1 {A + Bxv)7-1

, Oy (a + bx m) n—1

folglich 80 = (A+Be/) q+1 [^ninb {A + Bx^x " 1 — qpB (a + bx ")E7-1]

. x Va — x

Beispiel 6. y —-------- —

Va + x —V a — x

Setzt man den Zahler = w, den Nenner = % so ist
[image: ]


und nach No. 13:



(Ou) (0%) 8y 2 \x) 1 \x) Ox 22 — .Ou Olxa — x) „ ,---- , /---- . Nun ist — = — —--=x.O1a — a—a — x X 1 Ox      ox — x ----- 2 a — 3 x

— ---Va—a —---- 2 Va — x           2 Va — x

er ist 0 s — Ova + x Va- Te 1 O(a+x) __1 O(a — z) Ox Ox        Ox 2/a + x Ox 2ya — x Ox _  1 L 1 =late+la- X

2ya+x 2 Va - x 21/a2—a2 Diese Werthe in die obere Differenzial gleichung gesetzt, gibt den Zahler - )------    ,--- 2a — 3x ,----- V a — x + y a — x (V c — x — I a — x) —--— x ya — x________—-- 2 Va — x                2 l‘a2 — x2

Diesen Zahler unter einerlei Benennung gebracht und mit z2 dividirt gibt 8y  (a + x — Va? — x2) (2a — 32) - x (Va2 — x2 + a — x)

Ox          2 ]/a2 — x2 (^a + x — Ya — =)?

I / P .__________________ V 1/ n Beispiel 7. J = d+ c + y'a + bx'^ Zur Bestimmung des D. P ______________ / n Setze d+c+Va+bam=z 9   — so ist J=V%=%1 und

By _ 1 7 1 85. 1 83 8aq2 0x 7 n—1 Bx (V% P I / n Setzec + }/a + bx"‘ = w so ist z = d + w . 8x Bw folglich 81=91 n Setze c + Va + bx"1 = v P SO 1st w — Yv und

Setze endlich a + bx»i = u n so ist v = c + Vu 8v 8vu _   1 Bu IlC o     o              o ox ox 11 , . ox nVu'1-1 — Ou Da nun o = mba m -Ox so hat man

By _       mbam—1

Bx q P , i      i

1Vz" 1 • pYv? 1 • n]Ai 1 worein fur z, v und u die obigen Werthe zu setzen sind.

Von dem 4ten Beispiel ab sind fiir zu-sammengesetzte Grofsen einfache Zeichen gesetzt worden, um das jedesmalige Beispiel einer vorher entwickelten allgemei-nen Differenzialformel anzupassen. In diesen zusammengesetzten Grofsen befin-det sich die eigentliche Veranderliche x mit Constanten algebraisch verwickelt, sie sind also Functionen von x, und eben so wie y, sind auch dort 3, u, v Functionen von x.

Man beachte, dafs bisher immer nur 8 y 8 z du 9 v

	
5 — , — , — U. s. W. vorgekommen &x Ox ox ox



sind, und nur fur diese Faile, namlich wo in Beziehung auf die Urveranderliche x differenzirt worden ist, sind bisher die D. ermittelt.

Es kommen aber auch Faile vor, wo das D. einer Function nicht unmittelbar auf die Urveranderliche genommen wer-den kann; wenn namlich die Stamm-function y die Function einer vermitteln-den u und u als Function der Urva-riablen x, also u = qa gegeben wird und wenn zugleich die Function y auf u transcendent ist:

Wenn y = ax, y — arc (cos = x), y = lognx, dann ist die Function eine unmittelbare von x, wenn aber y = a"1"', y = logn (a + nx) u. s. w. so sind mx ~ u , a + nx = z die Variablen und es ist durch Bildung der Differenzenquotienten und deren Grenz-i Oy Oy . Oy werthe nur — ,    , nicht aber —• zu er-ou 0%           ox mitteln. Damit nun diese Functionen auf die Urveranderliche differenzirt wer- • den konnen ist ein allgemeines Verfah-ren dafur zu ermitteln erforderlich und hiervon handeln die 3 folgenden Satze.

	
	
15.    Ist eine veranderliche Grofse y von einer veranderlichen Grofse z abhangig, diese wieder von einer dritten Veranderlichen x und die erste y hat ein D. in Beziehung auf ihre nachste Veranderliche a, diese ein D. in Beziehung auf x, so hat sie auch ein D. in Beziehung auf die eigentliche Urveranderliche x, und zwar ist dies D. = dem Product ihres D. in Beziehung auf z mal dem D., welches z in Beziehung auf x hat, d. h. es ist





8 y _ 8y 83 dx 85 * dx

Denn sind die mit y, z, x zusammen-gehorigen Zuwachse Ay, Az und Ax, also noch endliche Grofsen, so ist offenbar

Ay = Ay X A %

Ax Az Ax bei beliebiger Abnahme von Ax nehmen auch Ay und A% beliebig ab und alle 3 konnen c klein werden. Fur diesen Fall verwandeln sich die 3 Differenzenquotienten in ihre Grenzwerthe; folg-lich ist

dy _dy 8 z dx 8s " 3a?

	
	
16.    Sind 2 veranderliche Grofsen y, % von einer 3ten veranderlichen x abhan-gig, in Beziehung auf welche beide Dif-ferenziale haben, so ist der Quotient die-ser D. — dem D. der einen Verandetli-chen y in Beziehung auf die zWeite %, wenn das D. dieser zweiten den Nenner des Quotient ausmacht, oder es ist





(Oy) 8% dy \ox) 8 z 78x\ 85 F 782 unday=(ay) x)         dx

Denn wie in No. 15 ist hier: (Ay)          (Az) Ay _ Aa/ und As _ As  (Az)    Ay  (Ay) und es werden diese Differenzenquotienten zu ihren Grenzwerthen, wenn Ax, A y, Az beliebig abnehmen.

	
	
17.    ist eine veranderliche Grofse y von einer veranderlichen Grofse x abhangig, so ist es auch diese von jener und das I), der ersten y in Beziehung auf die zweite x ist = dem Quotient 1 dividirt durch das D. der zweiten in Beziehung auf die erste.





\y/

Denn es ist wie No. 15


Al 1 Ax (Ax)\

Bei beliebiger Abnahme der Differenzen Ax, Ay verwandeln sich aber die Differenzenquotienten in deren Grenzwerthe.




	
II.    Differenziale transcendenter Functionen.


	
A. Exponential- und logarith-mische Funtionen.





18. Ist die Function eine einfache Exponentialfunction, deren Grundzahl eine Constante, also




J= ax

so hat man y + A y = ax+Ae folglich Ay = ax+A=— ax = ax [as — 1]




und



Ay _a —— 1

— — at •—-

Ax Aa die durch die Basis a der Exponential-grofse bestimmt wird.


Der Grenzwerth des Zuwachsquotien-ten der Function ist also ax mal dem a A- _ i

Grenzwerth von —---fur die beliebige △ 2

Abnahme von Ax.

Nun enthalt diese letzte Grofse die Ur-

4AT—1

variable a nicht, mithin mufs --- Ax

zum Grenzwerth eine Constante haben,



Denn da man sich unter Ax als Zu-wachs einer variablen Zahl x jede beliebige constante Zahl vorstellen kann, eine Constante aber (s. No. 7) keinen Grenzwerth hat, so hat auch Ax keinen

Grenzwerth; allein der Quotient-- Ax

selbst wird zu einem Grenzwerth, wenn man die Constante Ax unendlich klein wahlt [oder nach No. 4, wenn man Ax=0

a — I n oder a entwickelt


(1)



(2)

Aus Gleichung 1 erhalt man eine Ent-wickelung von k in eine Reihe nach fort-laufenden Potenzen von a und aus Gleichung 2 eine Entwickelung von a nach Potenzen von k.

Aus Gleichung 1 hat man 111 112 1 k—11^—1)a 11 + a "   —a"   --: ein Ausdruck, welcher zu einer brauch-baren Reihe nicht umgeformt werden kann.

Setzt man dagegen a = 1 + b so erhalt man nach dem binomischen


so erhalt




Satz




1 a n mithin




---          1 A =(1+6) "=1+,6+-




1

43+"




1 _ i . 1 - 2

n________n L 3 I

. 2 •  3




a a - 1 = — b + n

und wenn man beiderseits




mit — dividirt n

11 111




*  . n          j 9   . n

— b 4---b-- — — 1-2       1




. — - 2

, "46+



	
1 - 1.1- 2.....1 _+ 1



, 7 n             n

----------------- m

	
2    •     3 . . . . m



Lafst man nun n beliebig wachsen, also — beliebig abnehmen, (nach No. 4: n

setzt man — = 0) so entstehen fur alle n

Glieder deren Grenzwerthe und es ist

................................. 2-3     2-3-4

also

k = b ~ ^ + ^sb3 - y^ + \b5 ~ .

und wenn man fiir b seinen Werth (a — 1) setzt: folglich ist das D. einer Exponentialgrofse = dieser Exponentialgrofse selbst, multi-plicirt mit dem nach irgend einem System genommenen Logarithmus der Basis der Exponentialgrofse und dividirt durch den Modul desselben Systems.




Nimmt man die Basis a der Exponentialgrofse zur Basis des Logarithmen-systems, so ist log a = 1 und

Nimmt man das naturliche Logarith-mensystem (s. Bd. I, pag. 327), so ist M = 1, log a wird logn a und man hat nach (4)

Oar >           ,           .

	
-— -- h • ar = a’ loan a (6) Ox



Hat die Exponentialfunction zur Grund-zahl die Grundzahl e der naturlichen Lo-garithmen so ist

[image: ]

und es wird, diesen Werth in die Reihe




Fur ■—= 0 oder co klein erhalt man n

von jedem Gliede der Reihe den Grenz-werth und jeder deren Coefficienten wird = 1, mithin- hat man


a — 1 + it +



1^      13 km

1:2+12.3..1..m (10)

Fur jeden Werth von It entsteht ein zugehoriger von a, und der einfachste, der naturlichste Werth, den man fur die allgemeine Grofse li setzen kann ist offen-bar = 1.

Nun hat man nach Formel 6: k-logn a

OeEex.ine = ex       (7)

Ox

Die Function er hat also das Eigen-thiimliche, dafs ihr D. die Function selbst ist.

Der Modul eines Systems ist = dem nach demselben System genommenen Logarithmus der Basis e der naturlichen Logarithmen (Bd. I, pag. 327) mithin hat man nach Formel 4

	
, log aOax log a k = — und — = ar • —  (8)



log e Ox log € aus welchem System auch diese Logarithmen genommen werden mogen. ist a selbst die Basis des Systems so ist

Oarga’ (9)

8x logne


10 gesetzt

in a (in a}2




(in a)3 1.2.3



Aus Gleichung 2 die Grundzahl in eine Reihe nach Potenzen von It fortlaufend entwickelt gibt folglich wenn it = logn a = 1 gesetzt wird, a = e = der Basis des naturlichen Loga-rithmensystems (s. Bd. I, pag. 327) und man erhalt dieselbe

e=1+1+,+8+c+.....d

= 2,71828 18284 .....

Ist der Exponent der Exponentialfunction y wieder eine Function von x, nam-lich z = fx so hat man nach No. 15:


8y_ Oas

Dx 8x




Oz




a~-




az




Oy8z_ Oz aZ Oz ,     0% aZ Oz

o X o — R ■ d” x — = — X o = a : logn a • x — = 5—— X o (11) 0% Ox          Ox M Ox • Ox log ae ('x



	
	
19.    Ist die Function eine logarithmische Grundfunction,





y = log "X so hat man x = an Mithin nach No. 18, Formel 5 ^ = Qay = kay dy

und nach No. 17

8J, 1

Ox Itag

und da ag — x ist, so ist


O y _ B log a x

Ox, Qx




1. _1_ kx x logn a




M _ log ae x x



Fur den naturlichen Logarithmus ist nach 18, k = 1, also

Oy _ 8 logn x _ 1         —

8, Ox x ist der Numerus der logarithmischen Function eine Function von x, = fx = z, so ist nach No. 15

OJ _ 8 loga(fx) _ 1 . 8/x _ 1 . 03 3 8x      0x      kfx Pa   kz Qx by/48 logn^fx} _ 1 ^fx _ 1  03 4

dx      8x      fx Ox    :   Ox

B. Kreisfunctionen.

	
	
20.    Ist die Veranderliche der Sinus, der Bogen die Urveranderliche, also y = sin x





so hat man bei dem beliebigen Ax als Zuwachs von x

J+Ay= sin (x + Ax) und A y = sin (x + Ax) — sin x

= sin x'cos&x-\~cos x-sinf^x—sin x . . Ay         sin/^x . 1—cos Ax

daher — — cos x •---sin x •  —•—

Ax Ae Ax

Bei beliebiger Abnahme von Ax kommt cos f\x immer naher dem Werthe 1 folglich ist 1 der Grenzwerth von cos A x und folglich der Grenzwerth von 1 — cos A x = 0

Daher der Grenzwerth von 1 — cos Ax sin x ---= 0 Ax

Nun ist sin fsx < AT < tg Ax hierzu     sin Ax = sin Ax = sin Ax

.        sin Ax sin Ax sin/^x gibt —----- > — ------>--—— sin f\x Ax 9 Ax

, .sinAx A oder            1 >------D cos /

Ax

Fur z =0 wird cosx = i, durch belie-bige Abnahme von Ax kann also cos f^x dem Werth 1 beliebig nahe gebracht wer-den und folglich ist der Werth 1 auch

sir / A

der Grenzwerth von ------, weil er von

Ae

dem Grenzwerth 1 und der Constanten 1 eingeschlossen ist.

Daher ist fur die beliebige Abnahme von Ax der Grenzwerth von

49 = cos x • 1 + 0 Ax

und 5* = cos x Ox

	
	
21.    Ist die Veranderliche der Gosinus, der Bogen die Urveranderliche, also           y = cos x .(7\ so hat man cos x = sin I——x)





Setzt man —— x = %

so ist           y = sin z

und nach No. 19 und 15

[image: ]

Ist die Veranderliche die Tangente, der Bogen die Urveranderliche, also





22.

so ist




y^tgx

Ay = fy (x + Ax) - ig c = _ sin (x + Ax) cos x —




sin (x + A x) sin x

cos (x + Ax) cos x

cos (x + A a) sin x _ sin (x + A x — x)




cos (x + A x) cos x sin Ax




cos (x + A x) cos x



cos (x + Ax) cos x

Ay         1        sin Ax

also -— =--;———.--------

(x cos (x TAT) cos x AE

Fur die beliebige Abnahme von Ax ist cos x der Grenzwerth von cos (x + Ax) und nach No. 19 der Grenzwerth von

-----=1, daher hat man den Grenz-Ax werth von 43 =----- 1

Ax cos x • cos x oder


0 y _ 8 19 x

Ox Ox



—1 = sec 22 = 1 + tg 2a cos "x

	
	
23.    Ist die Veranderliche die Cotan-gente, der Bogen die Urveranderliche, also



	
y = col x



(n      \ so ist col x = Ig I —— x) 71 und setzt man —— x — % so ist :+A:=7-(+A «) und       A% = - Ax also          A = — 1 v .Ay 19(6+Az)—tgz Az

Ax      As Ax

- _ 4g (z+Az) — t9%

A%


24.

so ist



A ?/ = sec (x — A x) — see x =--->—■—-—- —  ---

•cos (x + A i) cos x

. X + A X + X . X + △ X - X

2 sin-----—----- • sin---------

cos x — cos (x T A x) _          2               2

cos (x — Ax) • cos x           cos (x + Ax) • cos x

. Ax\ • Ax

	
2 • sin x — —- • sin



2

cos (x + Ax) • cos X


folglich



. ( . Ax) . Ax sin x — sin -— Ay__ 12) ___2

Ax COS (x + Ax) • COS X Ax 2

Ffir die beliebige Abnahme von Ax ist der Grenzwerth von
[image: ]


Nach

daher



	
	
von cos (x + Ax)= cos x und nach No. 19 - Ax sin — 2 von--= 1; daher hat man Ax Oy O sec x sinx a = —o--=---— = tg a • sec a Ox Ox cos "d , , , Osec x Anmerk. Man kann, um —— O X ermitteln auch sec x = _ setzen. cos x Dann hat man nach No. 13, Anmerk. Oy 18 cos x Ox cos 2x Ox ,           cos x No. 20 ist —---= - sin x O X O sec x sin x O x cos 2 x 25.    Ist die Veranderliche die Cosecante, der Bogen die Urveranderliche, also 1 J — cosec x — ,.--- sin x .Oy O cosec x 1 O sin x so ist a = —a--= - -- . —--- ox ox sin‘x ox also nach No. 19 O cosec x cos x —--=---.—— — cot x • cosec x Ox sm‘x


zu







Oder man setzt cosec x = sec ( 3 — x so ist

[image: ]



	
	
26.    1st die Veranderliche der Sinus versus, der Bogen die Urveranderliche, also y = sinv x





so ist A y = sinv (x + Ax) — sinv x = 1 — cos (x + A x) — (1 — cos A a)

= cos Ax — cos (x + Ax)

and Ay _ _ cos (x +A a)— cos E

Ax Ax

Nun ist der zweite Quotient der Zuwachsquotient des Cosinus, also dessen Grenzwerth das D. des Cosinus = - sinx, daher ist

O sinv x .      —--—   ,------;--—   .—.--—    ,--------

—— = T sin x = V — cos E = 11 — (1 - sinv x)" = V 2 sinv x — smv “x = V2y — y

	
	
27.    Ist die Veranderliche der Cosinus versus, der Bogen die Urveranderliche, also y = cosv x





so ist, da cost x = 1 — sin x

Ay _ sin (x + A x) — sin x

Ax Ax , Oy O cosv x O sin x               -----.——

und o = —o—— —-----= — cos--1 — sin - x

Ox ax      ox

= — ] 2 cosv x — cosv 2x = — V2y — ip

	
	
28.    Ist die Veranderliche ein Kreisbo-bogen, der Sinus des Bogens die Urver-anderliche, also





y = arc {sin = x) also gegenseitig x = sin y

so ist_ Ax = &sin y

und Ay — A J = -—1--

Ax A sin y (A sin y\


von diesen Differenzenquotienten zu den Grenzwerthen iibergegangen gibt nach No. 20

8y, 1 _l_ 1 _ 1

Ox (8 sin y\~cos ypi-sin2y~71=42 ' Oy)

are {sin-x) 1

5            Qx        //1-x2

	
	
29.    Ist die Veranderliche ein Kreisbo-gen, der Cosinus des Bogens die Urver-anderliche, also





y = arc {cos = x) und gegenseitig x = cos y

so hat man wie No. 28


und zu den nach No. 21



AJ = AJ =__1

Aa A cos y (A cos y\ Grenzwerthen iibergegangen

Oy. __1____ 1 _ - 1 _ - 1

Ox (0 cos y )   - s^n y B 1 — cos 2y |/1 — x^

\ Oy )

O arc {cos = x) — 1 also ------o-------— — : .

Ox V1 - a2

	
	
30.    Ist die Veranderliche der Kreisbo-gen, die Tangente des Bogens die Urver-anderliche, also y = arc {tg = a) und gegenseitig a = tg y





Ay Ay 1

SO 1st      — — —-= —,---

Ax △ tg y (At9 y\

und zu den Grenzwerthen iibergegangen nach No. 22

by _ 1__1_1__1

Ox 70 tg y\ sec 2y 1 + tg 2y 1 + x2 (ay)


also




O arc {tg = x)




____1

1+2?




A_ Ay

Ax A cot y




so ist



	
	
31.    Ist die Veranderliche der Kreisbo-gen, die Cotangente des Bogens die Ur-veranderliche, also y = arc {cot = x) und gegenseitig x = cot y 1__ A cot y\ . ^y )





und zu den Grenzwerthen iibergegangen, nach No. 23

Oy _ _1__ ____1__ _ - 1 _ _ - 1

Ox ( 0 cot y\ — cosec 2y 1 + cot2y 1 + x2 \ 0 y )


und



O are {col =x)_ — 1

8x       1 + x2

	
	
32.    Ist die Veranderliche der Kreisbo-gen, die Secante des Bogens die Urver-anderliche, also





y = arc {sec = a)

und gegenseitig x = sec y

SO 1st      — = --— = —----

Ax A sec y (A sec y )

\ Ay )

und zu den Grenzwerthen iibergegangen, nach No. 24

0 y _ 0 y _     1     ______ 1        _    1

Ox 8 sec y g y • sec y sec y V sec 2y _ 1 x Yx2 _ 1

8 are {sec =x)       1           und gegenseitig x = cosec y

also ■ g, - —=9=-       • , Ay Ay       1

	
	
33.    1st die Veranderliche der Kreisbo-           Ae ^ cosecy (Acosec J)





gen, die Cosecante des Bogens die Ur-                            . Ay /

veranderliche, also                        und zu den Grenzwerthen iibergegangen,

y — arc {cosec — x)        nach No. 25

Qy _     1     _       1_________- 1     ____ ~ 1

8x (0 cosec y)   — cot y- cosec y  cosec y Vcosec 2y — 1   =1x2-1

' Oy )


folglich

34. 1st



O arc (cosec = x) — 1 8 x         x V x2 — 1 die Veranderliche der Kreisbo-gen, der Sinus versus des Bogens die Urveranderliche. also y = arc {sinv = x} und gegenseitig x = sinv y . , Ay Ay _ 1 so 1st            = -.----— .---y Ax sinv y IsinvyX

Ay)

und zu den Grenzwerthen iibergegangen, nach No. 26

8 y _     1

Ox ( 8 sinv y \ Ay )


1 _ 1

1/2 sinv y — sinv zy ] 2x — x2




daher




3 arc {sinv = x) _    1

8 x 1/22—72




und gegenseitig x = cosv y




35. 1st die Veranderliche der Kreisbo-




so ist




gen, der Cosinus versus des Bogens die Urveranderliche, also

y = arc {cost = x)




AJ- _A___1 _

Ax A cosv y (A cosv y

Ay -




und zu den Grenzwerthen iibergegangen, nach No. 27



oy_ 1 _        1         _ — 1

Ox ( 8 cosv y )   — 12 cosv y — cosv 2y 12a — 22

\ cty )

, , O arc {cosv = x)     —1

daher ----—--— -=----,

0 x       V2x - X2

Ist die Veranderliche x wieder von einer Veranderlichen z abhangig, so hat man in jedem der vorstehenden Faile nach No. 15 zugleich


Oy 8z




ar Ox

O/E:8:



Zusammengesetztetranscendente F unctio n en.

	
36.    Ist die Veranderliche der naturliche Logarithmus des natiirl. Log. der Urver-anderlichen, also



y = logn {logn x)

so setze lognx = z, und man hat nach No. 19, Formel 2 Oy 9 logn z 8 3 9s 1 9 s blognx 1 Ox S 8x S 8x X z , Oy - O logn logn x) _ Ox 9 x x logn a:

	
37.    Ist die Veranderliche der Briggische Log. des Briggischen Log. der Urveran-derlichen, also



y — I • hr {I • br x) so setze I • br x = z und man hat


9 y _ 9 I • br %

8x 9 x



9s             9 loq • brx ,   , loq br e

— log • br e- —"---• log br • e = —Y—,— . loq br • e

%               log br ' x               x log • br x J

.    Oy, ,    > 7   ,   . {log br e)2

also ~ = loq • br • {log br x) = ——-ox •                 x log-brx

	
38.    Ist die Veranderliche y = logn {sin x}


so setze sin x = z, und man hat 0 y _ 0 in z _ 0s _ 8 sin x _ cos x

Ox    Ox    z sin x   sin x

.     O y  0 loan sin x

daher 5 = -—•--= col x

Or O x

39. 1st die Veranderliche y = logn (cos x) so hat man





	
Oy Qloqnlcosx} dco^x sinx = —"g--=--- =--=tga Ox O x cos X cos X 40.    1st die Veranderliche y = logn (tg x) so hat man O y  blogntgx btgx sec2x 2



Ox Ox tg x tg x sin 2 x

	
41.    1st die Veranderliche y = logn (cot x)



so hat man

Oy blogn^olx) _0 cot x — cosec^x —2

Ox 0 x cot x cot x sin 2x

	
42.    1st die Veranderliche



y = logn (see x)

so hat man

O y x)logn(secx') _ 0 sec x _ tg x • secx _ 8x 8 x       sec x sec x 49

	
43.    1st die Veranderliche



y = logn (cosec x)

so hat man

Oy ctlogn (cosec x') O cosec x — cot x • cosec x

	
	
—- — - -   —       — -       - — —              — — col x





Ox       ox        cosec x       cosec x

Differenziale von Functionen die von mehreren Veranderlichen ab-hangen.

	
44.    Wenn eine Function von mehreren Veranderlichen abhangt, so ist dies nur moglich, wenn alle diese Veranderlichen wieder Functionen einer und der-selben Urveranderlichen sind, welche auch eine der eben gedachten Veranderlichen selbst sein kann.



Es sei y = f (u, v, w, z... b

so ist jede der Veranderlichen u, v, w, z ... wiederum eine Function einer Urveranderlichen x, und welche man um dies zu bezeichnen in die obige allgemeine Dar-stellung als Veranderliche mit einfiihren kann und schreiben:

y = f (u, v, w, z .... x)

Das D. dieser Function -(y~) in Bezie-hung auf die eigentliche Urveranderliche (x) ist nun gleich der Summe der Pro-dukte aus den Differenzialen der Function (y) in Beziehung auf jede der Veranderlichen als Urvariable genommen, multi-plicirt mit dem D. dieser letzten in Be ziehung auf die eigentliche Urverander liche (x) oder

Oy_Oy Ou _y bv by bw by 02

Dx bu bx 8v 0x bw bx 85 9a;

Um dies zu beweisen, soil zuerst der einfachste Fall genommen werden, nam-lich der dafs y nur von 2 Veranderlichen u, z abhangt.

Also y = F(u, z) und es sei u — fx, z=qx

so ist u + A u = f (x + A x)

% + A% = q (x + Ax)

y+Ay=F(u+Au, z + Az)

Ay F(u+Au,%+Az)—F(u, z) woraus —> =--------——

Ae Ax

Um nun die Function nach beiden Veranderlichen differenziren zu kounen, dif-ferenzirt man sie nach jeder von beiden einzeln, indem man jedesmal die andere sich constant denkt. Demnach schreibt man den Differenzenquotient


Ay _ F(u+Au,3+A:)-F(u,3+A)+ F(u,*+A z)- F (u, z)

Ax                    Ax

_ F (u+Au,3+Az)-F(u,% + A:) Au . F (u, z + A)-F (u, z) . Az

Au Aa A% Ax



Der erste Factor des ersten Summand ist nun der Differenzenquotient der Ver-anderlichen u, indem z + A % constant ge-nommen wird, und der erste Factor des zweiten Summand der Differenzenquotient der Veranderlichen z, indem u constant gesetzt ist.

Mit der beliebigen Abnahme von Ax nehmen Au und A% beliebig ab, der erste Differenzenquotient fur die Abnahme von A w wird also zum Differenzial der Function F(u, z+Az), welchen Werth auch %+A% haben moge. Da aber mit Ax auch Az beliebig abnimmt, so nahert sich mit diesen Abnahmen die Grofse % + △ z ihrem Grenzwerthe z. Man hat also, um den Grenzwerth des ersten Factors zu bestimmen, die Function F(u, z+Az) nach u als Urvariablen zu differenziren, wobei z+ Az als constant betrachtet wird und in dem Resultat Az=0 zu setzen. Da es aber gleichgul-tig ist, ob man erst nach u differenzirt und dann Az=0 setzt oder erst Az=0 setzt und dann nach u differenzirt, weil namlich z und △ z bei der Operation des Differenzirens nach u wie Constanten be-handelt werden, so erhalt man als Grenz-werth des ersten Factors im ersten Summand das Differenzial

Oy 0 F(u, z)

Du 0 w

Au der Grenzwerth des zweiten Factors — Ax

Ov ist das D. von w in Beziehung auf x = 8,

und folglich wird der erste Summand

3 F (u, z) 8u.8y Du Ou 8x du Ox

Eben so ist der erste Factor des zweiten Summand der Zuwachsquotient der Function F(u, z) wenn z variabel und u constant ist, dessen Grenzwerth das D. dieser Function

3 F(u, z) _ 3y 8:     3s

und der Grenzwerth des zweiten Factors

= X , mithin der Grenzwerth des zwei-Ox

ten Summand:

3 F (u, 5) 3 z _ 3y 03

85     3a? 8z 8x

also ?"=% .21+2.9    (2)

Ox Ou Ox 0% Ox

Ist zweitens die Function von 3 Veranderlichen abhangig, oder y = F(u, z,v)

so hat man die zusammengehorigen Aen-derungen

x+Ax, y+Ay, z+Az, v+Av


Also Ay = F(u + Au, % + A%, v + Av) — F(u, %, v)

= F(u + A u, z -|- A z, v + △ v) — F (u, z, v 4 A v) + F(u, z, v + A v) — F(u, z, v)




woraus der Zuwachsquotient

F (u + A w, z + A z, v + △ v) — F (w, z, v




Ax




+Av)_

------T




F(u, z, v + Av) — F (m, z, v)




Ax



und das gesuchte D. von y ist der Grenzwerth dieser Summe, also die Summe der Grenzwerthe beider Summanden fur die beliebige Abnahme von Ax.

Nun ist der erste Summand der Zuwachsquotient der Function F(u, z, v + Av), wenn w und z sich andern, v+Av aber constant ist. Man kann daher den Grenz-werth dieses Summanden nach dem eben gefuhrten Beweis bestimmen; da nun v + Av wie constant sich verhalt und in

beiden Gliedern des Zuwachses mit dem-selben Werth v + Av vorkommt, so hat diese Grofse auf das D. nach u und v keinen Einflufs. Da aber mit beliebiger Abnahme von Ax auch Av beliebig abnimmt und v+Av seinen Grenzwerth v erhalt, indem Av = 0 wird, so kann man eben so gut vor wie nach dem Differenziren A v = 0 setzen und man hat den Grenzwerth des ersten Summanden


3 F(u, z, v) _ 3 F(u, 3, v)

8x 8u



8u_OF(u,%,v) 83_0y 3w 3y 8%

8x 3 5 8x Du 3a? 8z 3 a?

In dem zweiten Summand sind u und z als constant betrachtet und nur v ist veranderlich; dieser Summand ist also der Zuwachsquotient der Function y in welcher P die Variable ist. Setzt man

Av diesem noch den Factor - hinzu, so er-

Av

halt man ihn:

F (w, z, v + Av) — F (u, %, v) Av

Av Ac

Der Grenzwerth des ersten Factors ist also das D. der Function y in Beziehung auf die Variable v und der des zweiten Factors das D. der Variablen v in Beziehung auf die eigentliche Urvariable x, mithin der Grenzwerth des zweiten Summand

_ 0 F (u, z, v) 0 v   Oy 8 v 8v      8x   0v 8x mithin das D. der Function y —

Oy _Oy Ou .^y 83 .^y Ov 9

a Ou Or 03 ox Ov Ox

Man sieht, dafs das Gesetz nun auch fur 4 Variable eben so erwiesen wird, indem man 2 Summanden bildet, deren erster der Zuwachsquotient der Function wird, wenn die ersten 3 Variablen sich andern, die vierte constant bleibt und dessen Grenzwerth nach dem 2ten Theil des Beweises aus den 3 Summanden der Formel 3 besteht. Bezeichnet man die 4te Variable mit v, so wird der 4te Sum-mand im D. = ”-= analog mit dem ow ox

3ten Summand Oy • 0 im 2ten Theil des Ov ox Beweises bestimmt u. s. f. fiir beliebig viele Veranderliche.

Beispiele.

	
1.    Es sei y — u^ — (fx)r so ist nach Formel 2



^y _^y Du ^y 8:

Ox Du Ox 70s ox

Nun ist in der Forderung, welche der erste Summand ausspricht, z constant, folglich hat man nach No. 14:

8y 8u         Du o •— %us •c Ol Ox          Ox

In der Forderung des zweiten Summand ist u constant und z variabel, also nach No. 18:

Dy 3s , 3s a ‘A=us. logn u — oz ox Ouz      Ou  , folglich —o— — zur—1 — — a “In u— Ox       ox

	
2.    Es sei (nach diesem 1. Beispiel) y =xr



so ist

Oxx

—— = x • x— 1 — xd in x = xx (1 — in x) Ox

	
3.    Es sei (nach demselben 1. Beispiel) y = (xm)a" = x^1



Setze mx" = s

so ist ~9 = LE = z=— 1 + X z in X 8 = mx" • xmx"— 1 + xmx" in x • nmx"—1 ox Ox               ox

= mana n +11 — 1 [1 + n in a]

	
4.    Es sei



y = sin"1 x • ^ax" + b)1' • logn {ax + c)

Setzt man

sin x = u; ax’1 + b = s; av + c = v so erhalt man die mittelbare Function y = Fu • f z • q v = um • zP • In v

Nun ist

Oy _ Oy  bFu  by of Oy  bqv

or OFu  Ox   of  $x  Dyv  0,

SM besagt, dafs in diesem D. sowohl /:

als qv constant ist, demnach da Fu als die Urvariable gilt ist

%4=/-se=2elv

eben so ist

Oy ,              7

= nu • 9 = u"’ • In ‘

und 09 = Fu • f- = umn • a”

Man hat also, diese Werthe in die Dif-ferenzialformel gesetzt:

^y , , Oum ,      7 OzP , p 8 in v

Ox 3 v Ox v Ox ax + c


oy Ox



Setzt man alle diese Werthe in die Differenzialgleichung so erhalt man:

= (ax“ — by • ln{a‘ + c) • msinni — ^ x • cos x+sin"aln(ar+c)pnaxn—1 (axn+b)P1

— sin'“ x . (ax n — b)P. -----In a

= {ax " + by~^ sin n—la [m {ax'1 + b) in {ax + c) cos x + pna x"-1 in {ax + c) sin x .            .            a

— (ax" — b)-----sin x in a ax — c        -

	
45.    Wenn man die Differenziale einer Function in Beziehung auf eine Veran-derliche so nimmt, als wenn die anderen Veranderlichen constant waren, so nennt man diese D. Theil-Differen ziale oder Partial-Differenziale derFunction. Nimmt man dagegen das D. in Beziehung auf die gemeinschaftliche Urver-anderliche fur alle in der Formel vorkom-menden Veranderlichen, so heifst das D. Total-Differenzial oder Gesammt-Diff erenzial.



In der No. 44 gegebenen Function

y = F (u, v, w, z .... x)

sind 8y, Oy, 8y, by Partial-Differen-ou Ov OM os

ziale, weil in dem ersten v, w, z ..., in dem zweiten u, w, z ... , in dem dritten u, v, z ... und in dem vierten u, v, w ... constant genommen sind. Dagegen ist O(y) das Gesammtdifferenzial, bei wel-Ox

chem nach alien Veranderlichen u, v, w, z in Beziehung auf x als die Urverander-liche differenzirt ist.

Differenziale hoherer Ordnungen.

	
46.    Der Begrif und die Schreibweise der hoheren D. sind in No. 7 angegeben. ist y = x4 die Function, so ist



Oy a 3

a = 4x3

Ox

8 2y 8=3.4.22

Ox"

8 3

•4=2.3.4..

84=1*2:3:4

Hohere D. sind fur die Function y un-moglich weil eine constante Grofse kein D. hat.

Die Bildung der hoheren D. aus den ihnen unmittelbar vorhergehenden D. ge-schieht wie die der ersten D. aus der Function. Jedoch sind einige Entwicke-lungen von Formein als Erleichterungs-mittel fur die Auffindung der hoheren D. in speciellen Fallen und Regeln auf-zustellen erforderlich, die mit Beispielen begleitet werden sollen.

Da man die hoheren D. und deren Grade in Beziehung auf die Function nimmt, so mufs bei den Regeln und For-mein auch die Function selbst zu Grunde gelegt werden. Denn wollte man von dem zu'nachst vorherstehenden D. aus-gehen, so hatte man (von diesem D. nam-lich als Function) ein erstes D. und kein hoheres D. zu nehmen.

	
47.    Besteht die Function aus einer al-gebraischen Summe von Veranderlichen (No. 9), so erhalt man als D. die alge-braische Summe der D. aller einzelnen Glieder, als D. dieser Function also als zweites D. wieder die algebr. Summe der D. des ersten D. u. s. w. Es ist also das hohere D. einer algebraischen Summe von Veranderlichen = der algebraischen Summe der hoheren D. der Glieder, oder wenn



y = fx ± q x ± ifx ...... so ist


0 ” y _ 9 "fx | 0 "qa D " qx Oxn Oxn 021 0x1



ist y = 3x3 + 4x2 + 5x + 1

so ist 0 = 9x2 — 8x + 5 Ox


82y

0x2

83j

8x3




=18x + 8

= 18




O’y 8x4



Man kann aber auch schreiben 8y2 _ 82(3x3) _ 02(4x2) , 82(5x) , 82(1) 8x2 8x2      8x3 8x2 8x2 worin die 2 letzten Glieder = 0 werden und

02y 02(3x3) 82(4x2)

8x=*82+-8a2*=182+8

U. S. W.

	
48.    Ist die Function ein Product von 2 Veranderlichen, so ergibt sich die Regel fur die Bildung der D. hoherer Ordnungen aus Folgendem.



Es sei allgemein y-u • z

Oz Ou . .

so ist 82=“:8+88a (No. 11)


II




18



Nun ist nach No. 47

,(8z\ ,(. Ou\ ,8z ,Ou

82y _ \ 8x)_ \ Tx/ 8x 8z Ou_ 8x Ou 8z

0x2     8         82     " Qx 8z 8x 3 82 8z 8x

02z   Ou 82u

	
— u o 2 • 2 g * o T % a 2



Ox"    Ox Ox Ox"

Nun hat man als D. dieses D. die Summe der D. der vorstehenden 3 Pro-ducte, mithin

O’y. 83% 83% Ou, Ou 833,83 82u 83u 8 Zu 83

023 8a3 022 8z 2 Dz 8a2 Px 8x2 T 38x382 8x

8 33 ,8 u 832 1,8% 82u _ O3u

" 0a3 8x 8x2 8x 8x2    823

Setzt man die Schliisse so fort, so er- One.

halt man immer in dem nten D. zu den z a—-, die mittleren Glieder enthalten

8n, Oq"

beiden aufseren Gliedern u — und der Reihe nach

8x Qxn—1872 8x - 2.....82=2 842182-1 8u

also die Exponenten nach der Ordnung der binomischen Reihe; und auch die Coefficienten sind die dazu gehorigen Binomial -Coefficienten. Von der Allge-meingiiltigkeit dieses Gesetzes iiberzeugt man sich, wenn man das Gesetz fur

Ony

—• als richtig annimmt und die Reihe Ox "

8 n+1 y noch einmal differenzirt, woraus a---— 9 a"1 entsteht.

Die erste Reihe ist:

8"J_   0”%    Ou 8"— 1%_ 02u 0n-23_

Qxn      8zn  1 8x  8an- 1    2 0x2  Dan—2

Omu On— mz 8n— 1n 8z Onu

T nm Dam ‘ 8qn—m T:"n-1 Dan—1 ’ Da + ^n' 2


und man erhalt

^"^y _ 8+1%_ Ou 01%

0x"+1   8 an+1        1 Qx Qxn

dnu 8z 01+lu

+(n+1)8an*8x8m*+1*%




+ (n + 1)2 •




82u On-1z

042 Dan- i +



	
	
49.    Ist die Function ein Quotient zwischen 2 Veranderlichen, so ergiebt sich die Regel fur die Bildung der hoheren D. aus Folgendem:





Es sei y= 7

so ist nach No. 13

8 y _ 1 f 0 u 8z

8x 22 L 8 " 0x.

Nun erhalt man

8y 1 I ( 8 u 8 z\ 1    ( c)u 8 z\ 832]

0a2524 L2 0bx“pa)8xaa “Ax/8x.

	
	
	
z3 r 8=2  zu 842 24 8=8= + 2u (8 J J


Beispiel.

Es sei u = x2

z=a+ bx3




u x2

ist — = ——3

% d - bx^

Nun ist




Ou

—= 2x;

dx




8%

8x




= 3b x2




8249.

0x2 ’




83%

822




= 6. bc









und man hat

82 "

3 = [2 (a+ bx^ — Gbx (a+b=3) 22—2(0 + ba3) • 2bx2 • 22+222 (36x2)2] X -— , 4

Ox-                                                                 (CT bx°)

82 “

, z 2 (a2 — labx3 + b2 x6) oder reducirt -----=----->—, , 55---

ox2       {a + ba')

Nimmt man u und z in x ausgedriickt den Quotient —", und differenzirt a T bat

nach No. 13, so hat man

z (a+ bx^ 2x — x2 • Sbx2 _ 2ax — bx^ 8x          (a + bx3)2         (a + bx3}2

und wieder differenzirt, gibt

82 “

% _ (a + ba3)2 X (2a — 4ba3) — (2ax — bx^ X 2 (a + bx3) • ^bx2

842                         (a + bx3^

und reducirt

2 (a2 — labx3 + 62x6) {a + bx 3)3

Die Formein fur die folgenden hoheren D. gewahren noch weniger Vortheile ge-gen eine directe zweimalige Differenzi-rung.

	
	
50.    Die hoheren D. von Potenzen mit constantem Exponent sind am einfachsten herzuleiten wie schon No. 46 angegeben


ist.

ren







ist die Wurzel Function einer ande-Veranderlichen, so hat man


Ozn o— — n Ox




Ox




82z” _ 9

842 = 8




8 z nz'i-^ — c)x



und dieses D. mufs nach No. 11 bestimmt werden, wenn man bei gegebener Function a nicht die directe Herleitung von 82z =824 x vorzieht Nach No. 11 hat man


oder



[image: ]

828”

892





(1)



Beispiel.

Es sei y = z4 - (a + bx3^

so hat man —- = 3 bx2 ox

2 2, 018 = 6bx Ox"

Nach der Formel ist, da =4 ist

842 =4* (a+ ba3)2[(a+ bx3) • 6bx+3. 3ba2] = 12ba (a + bx3)2 (2a +3 + 2623)

Differenzirt man zweimal hintereinan-der direct, so hat man

8 y

87 = 4(a + bx3)3 x 3 bx = 12 bx2 (a + bx3)3

8 2,

842=12-ba23(a+ba3)2+(a+ba3)3x2-12-ba

= 12 • bx(a + bx3)2{2a +3x+ 26a3)

	
	
51.    Differenzirt man Formel 1 noch einmal, so erhalt man





"edl 83 + 83 ' n ’ (" - 1) • *8: + n ( -1) 9 823+83-n(n—1)(—2)en—18:

oder reducirt und geordnet

83zn 83      . ,82/8% \                  /8,\2

Bq* =757 lat""" 1)9283 l8x+ 1)+"0"-10-2)9-3(8s)

Wird nach dieser Formel das 3te D. des Beispiels No. 50 gebildet, so erhalt

O 3z

man, da — - 6A ist

Ox”

93z

043 = 4 (a + ba3)3 • 6b + 4 • 3 • (a + ba3)2 • hx {obx2 + 1) + 4 • 3 • 2 • (a + b23) (3b.2)2

= 24 • b (a + bx2') (a2 + 3ax + 1 labx3 + 12 ba4 + 10 62.9)

Differenzirt man das zweite D. in No. 50 direct, so erhalt man

12 • bx (a + bx3)2 (3 + 66x2) + (3x + 2a + 2ba3) (a + bx3)2 • 12 • b + 12 bx (3x + 2a + 2ba3) • 2 (a + bx3) • 3bx2

gibt reducirt das eben angegebene


83%

003



	
	
52.    Die hoheren Differenziale der tri-gonometrischen Functionen sind aus den vorhergehenden leicht abzuleiten, wenn der Bogen als Urvariabel gegeben ist, weil die ersten D. ebenfalls trig. Func-tionen sind.





Es ist 8 sin x = x also 02 sin x = o cos a = — sin x

83 sin x = 8 (— sin x) = — cos x 84 sin x = o (— cos x) = + sin x U. S. W.

So ist bei alien ubrigen Functionen, dem cos, der tg u. s. w. zu verfahren; Formein abzuleiten ist ebenfalls nicht schwierig.

Ist dagegen der Bogen wieder Function einer anderen Urveranderlichen, dann erhalt man

cisinz        Oz —o - — cos % . q

OX       Ox


S2 sin z o

-842=8



8 % cos % • — ox,

also das D. aus einem Product; man hat nach No. 11, und fur hohere D. nach No. 48 zu verfahren.

	
	
53.    Ist die Function eine Exponential-grofse mit constanter Grundzahl, so fin-den sich die hoheren D. folgender Art.





Oe r

Es ist o— = ec (pag. 265 No. 7) ox

folglich sind bei dieser deshalb so merk-wiirdigen Function alle hoheren D. einan-der gleich und deren Anzahl ist unzahlbar.

0 a X

Es ist 8— = as logn a (pag. 265 No. 6) 824%          (iax

mithin J — = loan a • - = a % {logn a)2 Ox"          8 x 234r

also - = a r (logn a)3 oa3

0 'I ax

iiberhaupt ---= ar (logn a)11

ox 71


Ver-



Ist der Exponent eine abhangig anderliche und es sollen in Beziehung auf die Urvariable die hoheren I), ge-nommen werden, so hat man

Oez     8z

— = ez — (pag. 265, No 12) ox    ox

also nach No. 48

82ez - 82% 8 z es 8x2      042 T Da Da _             (8 z\2 I 1 8x2 \x) J und so hat man auch fur die weiteren

hoheren D. nach No. 48 zu verfahren.

Ein Gleiches gilt von az.

Es ist

Qa5 = a = 9 3 ipgn a (pag. 265, No. 11)

ox ox

also
[image: ]


u. s. W.


(1)

(2)

(3)

(4)



	
	
54.    Die hoheren D. von logarithmi-schen Grofsen entstehen folgender Art: 1 Es ist 8 loqn x 1. — ■—.— = — (pag. 266, Formel 2) OX also 02 in x „ 1 _ 8x2 x x2 2%"E=a(-1)=+21, Ox3     \ x" ^In x , 1 -8a-=20,=-624 n. s. W. Es ist (pag.265, Formel 1) a— 10 gesetzt dlog-brx_ 1 8x x in 10 also





c)2 I > br x _ 1       1          ___ /g

0x2 in 10 x x2lnl0 831 -r T_ 9 1__

823         x3 in 10


u. S. W.

Ist die Veranderliche z-fx von einer Urveranderlichen x abhangig, so ist 8 in z 1 8 z             „     .      .

—— = — • — (pag. 266, Formel 4) (8) ox % OX

Man hat also fur die hoheren D. wie No. 53 nach No. 48 zu verfahren. Man erhalt




82 in z _ 1 82% 02.91 042 z 822 T 02 ° Z




82%

8x2




1 8%

22 Da




U. S. W.




(9)



9 z

• • (pag. 266, Formel 3)            (10)

11 .8241/9: (11) z in 10 % in 10 8x2 22ln 10 Qx

Um aus dieser Formel das zweite D., also —% zu bilden hat man das D. des o Z"

rechts stehenden Quotient in Beziehung auf x nach No. 13

	
8:    8 2y 8 y 8 2, 0x 8x2 8x 8x2



(8xl

Soil dieses D. dem D. von Oy = sein, 03

so hat man dasselbe ebenfalls in Beziehung auf x zu nehmen, namlich 9(60) = 8 (0y). 9: (pag. 263, No. 15)

Ox \O%/ Ox


v • ,   8 log hr 3 _ 1   8%_    1

BS 1st 8a kz8=” Tin 10

02 log • hr • z 1      8 2%   8 z

8,2 0x2fax ’ 8

U. S. W.

Hiermit sollen die Regeln zur Bildung hoherer D. von einfachen Functionen in Beziehung auf die Urveranderliche abge-schlossen sein.

55. 1st eine Function y in Beziehung auf eine Veranderliche z gegeben, die wieder von ein er Urveranderlichen x ab-hangt, sind ferner die ersten und zwei-ten Differenziale von y und z in Beziehung auf x gegeben, und man will das zweite 0. von y in Beziehung auf z durch die gegebenen D. ausdriicken. so hat man nach No. 16 zuerst

By \x/

8s (82 \ox)



8 z 82y Qy 8 22


Es ist



i /8y\ 8z Q2y Qz- Qx 842 Qx 8x2

also 809)&zF03l8z=—(03)2—

\Ox)

folglich beiderseits mit ~ dividirt Ox

8% Q2y . by 822

8‘y_8x bx2 bx 8a?

822         782)3

Beispiel.

Es sei    y = 22

% = a + bx2 folglich      y = (a + bx2}2

Nun ist also 8y = 4bx (a + bx2} ox

b2u

^ = 4b (« + 3M


02%

8x2




= 2b



Nach der Formel hat man nun

8 2y _ 2bx x4b (a+ 3622) — 4bx (a + bx2) x 2b _ 16 b3 x3

832                     (262)3                  “ 8 6343

Zur Probe hat man

?!=8:*=2

8'1-923=2

Noch 2 Beispiele fiber diesen Satz linden sich in den beiden Art. Cycloide No. 6 pag. 198 und No. 5 pag. 205.

	
	
56.    Enthalt eine Function 2 Veranderliche und wird dieselbe zuerst nach der einen als Urveranderlichen differenzirt, wahrend die andere als constant betrach-tet wird (s. No. 44, 45), und dann mit dem erhaltenen D. in Beziehung auf die andere Veranderliche eben so verfahren, so erhalt man das zweite D. der Function von 2 Veranderlichen (s. No. 7), und dies 2te D. ist dasselbe, man mag erst die eine und dann die andere oder erst die zweite und dann die erste als allei-nige Urveranderliche ansehen.





Also wenn y = f(x,z^ ist, so ist

Bz Or

02y       82y oder a—= Go Ox *0*  0% • Ox

Denn andert man zuerst x in x + Ax, lafst z constant, so entsteht der Zuwachs-quotient

f(x+A«, 5) - f(x,%) (1 \ Ax ‘

Der Grenzwerth hiervon ist das D. von y in Beziehung auf x namlich 8y_0f (x, y)

dx Ox

Betrachtet man nun die beiden Werthe

x und x+Ax als Constanten und gibt z einen zweiten Werth z+A%, so an dert sich der Zuwachsquotient in f(+A«,3+A2)-f(x,3+A:) (9)

Ax

Zieht man hiervon den ersten Zuwachsquotient ab, so erhalt man den Zuwachs des Zuwachsquotienten als Function von z; in welcher die Grofsen x und a+Ax constant sind, und diesen Zuwachs mit Az dividirt, den Zuwachsquotient der eben gedachten Function:

f(x+Ax,z+Az)—f(x,%+4%) _ f(x+Ax,z)—f(x,z)

__Ax________________Ax_____

Az


(3)



Nimmt man hierin zuerst z und Az constant und lafst Ax beliebig abneh-men, so entstehen folgende Grenzwerthe: Der erste Quotient des Zahlers wird zu dem Grenzwerthe der Function f(x,z+Az) wenn z+A% constant bleibt also wird _ 8 f{x, % +A%)

8 x

und der 2te Quotient des Zahlers wird zu dem Grenzwerthe der Function f{.x,z) wenn % constant bleibt, also wird

_ Of(x,z) Ox mithin entsteht aus dem Zuwachsquotient (3) bei constant bleibendem z A% dessen Grenzwerth:

bf{x, % + Az) 8 (x, z) 8 x        8x

As


und

(4)



Dieser Grenzwerth ist aber der Zuwachs-

. — .   8 f (x, z) quotient der Function 8, 9 wenn man darin x constant setzt, und z um z+A% sich andern lafst, mithin ist der Grenzwerth des Zuwachsquotienten (4) - — — ,. O f (x, z) • — • das D. der Function —---, in Bezie-

Ox

hung auf die Veranderliche z, also
[image: ]

Da nun der Zuwachsquotient (3) durch beliebige Abnahme von Ax dem Zuwachsquotient (4) beliebig nahe kommen kann, dieser aber durch beliebige Abnahme von Az dem Differenzial (5), so kann auch der Zuwachsquotient (3) die-seni D. beliebig nahe kommen, wenn in ihm Ax und Az zugleich beliebig ab-nehmen. Folglich ist das D. (5) der Grenzwerth des Quotient (3) bei gleich-zeitiger Abnahme von Ax und Az in ihm.

Vertauscht man in dem Zuwachsquotient (3) die Mittelglieder, so erhalt man

f(x+Ax,%+Az) -f(x+Ax, z) _ f(x,%+Az)—f(x,z) Ax Az                Ax Az

f(x+Ax,z+As)-f(x + Ax,)_ f(x,s+ Az)-f(x, z)


oder



__________A%__A%__


(6)



Ax

Hieraus entsteht bei beliebiger Abnahme von Az, wahrend Ax und x constant bleiben, statt der Formel 4, der Grenzwerth

Of(x + Ax, z) @(x,z)

as        8s (7)

Ax

und dieser Grenzwerth ist wieder der Zu-

. . — Of(x, z)

wachsquotient der Function —82 wenn

man darin z constant setzt und x um c+Ax sich andern lafst, mithin ist der Grenzwerth dieses Quotient (7) das D.

der Function -17- in Beziehung auf 0%

die Veranderliche x also
[image: ]

Da nun wieder der Zuwachsquotient

(6) durch beliebige Abnahme von Az dem Zuwachsquotient (7) beliebig nahe kom-men kann, dieser aber durch beliebige Abnahme von Ax dem Differenzial (8), so kann auch der Zuwachsquotient (6) dem D. (8) beliebig nahe kommen wenn in ihm gleichzeitig Az und Ax abneh-men, und folglich ist das D. (8) der Grenz-werth des Quotient 6.

- Da nun die beiden Ausdriicke 3 und 6 eine und dieselbe Grofse sind, so sind auch deren Grenzwerthe einander gleich; aus der gleichzeitigen beliebigen Abnahme von Ax und A% entstehen also die Dif-ferenziale a(Of(",)) a(Of(r,2))

\ O X /     \   0%   /

0z          8 X
[image: ]

8c • 85 0z • 8x


womit dieRichtigkeit desSatzes erwiesen ist.

	
	
57.    Aus No. 56 erfolgt leicht, dafs es gleichgiiltig ist in welcher Reihenfolge hohere als zweite D. in Beziehung auf beide Veranderliche differenzirt werden, und es ist allgemein





Om+nu _ Om+nu _       Qm+nu

Oma • 8ny Ony • QmX OxP • Oy7 • Oxm-P Oyn—q

Differenzialformel ist ein Ausdruck, der das Differenzial einer veranderlichen Grofse oder Function von bestimmter Form angiebt. Die geordnete Zusammen-stellung von D.formein, wie hier eine solche erfolgt, hat einen zweifachenNutzen. Erstens hat man nicht nothig die Diffe-renziale zusammengesetzter Functionen aus den Elementarformeln erst abzuleiten. Zweitens kann man gegenseitig die Functionen als die Integrate der ermittelten Differenziale erkennen, Differenziale, die zu integriren gegeben sind, mit diesen vergleichen und beurtheilen, welche Trans-formationen man mit dem gegebenen Differenzial vornehmen mufs um es einem hier aufgefiihrten ahnlichen D. vollkom-men gleich zu machen, so dafs dann das

Integral in der dem D. hier vorgeschrie-benen Function gefunden ist. Uebrigens ist, um Raum zu ersparen, die Schreib-art By = s 0. statt 8% = s gewahlt und

x als Urvariabel angesehen, so dafs Or=1 als Factor fortgelassen ist.
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e die Basis des naturlichen Systems = 2,7182 81828...
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__

	
137.    y = logn cot z     by = •--



sin2z

	
138.    y = logn sec z      by = tg s • 3s


	
139.    y = logn cosec z    by = — cot z • bz


	
no ^_y-h^ bx ~ 3s 3a;

141 OJ_(Oy) 03 Ox/

\bx)

142 8Je-1

1*" 8x (Ox\






bx bu bx 3s Ox

144 0 f (u, 3, v) 48 f(u, z, v) 3 u 8 f (u, %, v) 3 z 3 f (u, z, v) 3v

Ox        Bu 8c 3s bx bv bx


145. y—uz    by = zu~-tbu' -\-u~lnu-bz

146.y=xx    oy=xr(1+In a)

147. y = ^xobxn by=mx'oxn+n-i^ninx\




148.02("X2)

Ox2

149.82*" bx“




b2z   bu bz , 82u

bx2   bx Ox 3 8x2

3 2,             a

=n:n-1843+n(n-1(:n-384




On ex 150. ----

Ox n

161.^ bxn

02 ez ^-bx^ 153 82 aZ 155 822




= ex

= ax (logn a') n

=[83+(8:)]

=4=8,3.1144(8312)]





	
,.02lnx      1

154-82 =a

156 82log-br-x_
	
2

1     _ log br e


	
8x2        a

82 In z         1

16.-99 =--

Ox"        %

157.8%/09*rz-[1

ox2    L x

8%
	
2lognlO       x2

02% 1 83

8x z? ba

82s 1 84, , ax—az’ax’ogbre

^2y by 3 2, 8x2 8a? 8x2


	
1580:2
	
(8z\3







	
2.    Ausdrucke von hochst einfacher






Form geben oft auffallend zusammenge-setzte transcendente integrate. Um sich von der Richtigkeit des Integrirens zu




iiberzeugen, differenzirt man das erhal-tene Integral zuruck. Die folgenden Dif-ferenzial - Beispiele sollen dergleichen be-denklich scheinende Integrate sein.

	
1.    Beispiel. Man erhalte



x a 1x2+a2 .---j OX — — — —— loan ——— 4 - a4           4a2 • a2 - a2

.        1 x2 + a?

so ist 1=44 l09n 22 12



[image: ]



: Oy ___19, a2+a2  1 _ I 9 I in (x2 + a2) _ in (x2—a2)]

	
	
8x 4a2 x2 — a2 0x 4a2 L Ox 8x J _ i r i 8 (a-2 + a?) i 8 (a2 — a?) i 4a? La2 + a? 8x x2 — a2 8. J 1   ( 2x 2x \ a 4a2 \a2 + a2  x2 — a2/ 24 — a4 .                             Ox         1 2.    Beispiel. Man erhalte    4—4=-73log: C     10 L

[image: ]




so ist




8 y _1

Ox 4 a3







1+28 Arc


1

4a3




0 in (x + a) bc




^ln{x~a) ^Arc

---4--2+2 ----

Ox




Ox




-1




4a3 x + a




4a3 22 — a?




1 + \ a

1 . 2a2

a x2 + a?




1___

4 — a‘




3. Beispiel.




( Ox _ 1

0Ya+bmvb




Man erhalte

log[«V&+Va+he‘]




Setzt man

so hat man




aVb+]d+b=

' a ' a

0 y _ 1 8 in z 0:

Ox yb 8z Qx




Nun ist




8 a + bx2

0% _ 1 /b , ____1______a _ _ j / b        1 2b

Or ‘ d 2 Va+ba Or ‘d ^jya + bx2' a

i / b i /a + bx2 , a I/— • / —-- + bx .

• a ‘ a

/a 4- bx2 /--




, 8 in z und 8,

folglich




aybya+ba r a f a




Oy.

Ox




ayL.y^i+bx

‘ a • a

aVa+be(V/&+V&+b“)va



um in dem Zahler al— als gemeinschaftlichen Factor zu erhalten, dividire ba


, so erhalt man x

। !a + bx2 i / b




, folglich hat man




‘ a ‘ <

/a+ba?   Ja+l

a




• a la — bx2 "a




Vb




1

1 a + bx2




	
	
3.    Das in der Form so sehr einfache Differenzial





Ox a + bx + ex2 lafst 2 Integrale zu: Man kann erhalten ,         /°O     2   .b+ 2cx .) a bx + ex2 V4ac _ 62        । 4ac - 62 .          /09a          1      , b + 2cx — 62 — 4ac und          /----7--6 —      ---x logn---,—---

/ a + bx + ex2 y'b2-Aac b + 2cx + 1 b2 - 4ac


(1)

(2)



Man ersieht hieraus, dafs der so grofse Unterschied beider Resultate allein in der Wahl liegt, ob man, um eine reelle Wur-zel zu erhalten, 4ac> oder < als b2 an-sieht.

Differenzirt man zur Priifung beide integrale, so setze man in dem ersten I. vorlaufig


Oy 2.   z

a= To Arc Ig — =

Ox k          k
[image: ]




V 4ac — 62 = k b + 2cx = s so hat man

2 no .205

k 1 7 k2+22

12(*2+72)

.       Oz, nun ist    — 2c Ox ferner die Werthe von k und z gesetzt 0 y _ 4c 8x 4ac — 62 + (b + 2cxy und reducirt 0 y _     1 _ Ox a + bx + ex2 Setzt man in dem 2ten I. dagegen v b2 — 4ac = k b + 2cx = z so hat man Oy  1 , z—k, =—Oln — 0% ox  K ZK

also nach Formel 97


4. Die Aehnlichkeit zwischen den Dif-ferenzialen der naturlichen Logarithmen und denen der Bogen in Beziehung auf ihre trigonometrischen Linien ist aber auch sehr grots. So z. B. ist Formel No. 89



1 2k' 0% _        2 • 2___ _ 1____ k 22 — It2 (b + 2c.)2 — (b2 — 4ac) a + bx + ex2 2 0 logn (:+ ]/z2 - a2) = —---- Vz2 — a2 Setzt man a = 1, so erhalt man a logn (> + y z2 — 1) = — Oz — ]/z2 — 1 Nach Formel No. 118 ist aber

8z 8s — — = -=-— 1 - 1 1 V - 1 V z2 - 1

Demnach ist                        ?          z-a 2a 8%

8 in (z + ]/z2 — 1) = 8 nrc sin z • 1 — 1                 ":+a   22- 42

Es ist nach Formel No. 97                Fiir a = 1 gesetzt entsteht

aunsgl =22%

% — 1 Z" — 1

Setzt man % V— 1 fur %, so erhalt man zV-1-1 20:7-1 2 0zV - 1

O ln —------= —---—--=---‘--- z/-1+1 (zV-1)2-1 - 52—1


28%

22+1




V—1



Nun ist Formel 120

Oarc‘9‘522+1

folglich ist

	
	
8    in---——}----1 =-29 arc ta z • 1/— 1 + 1 + % V- 1





Setzt man also in dem Beispiel No. 3, wahrend der Operation des Integrirens

j/4ac - 62 = 162 — 4ah v- 1

so erhalt man statt des ersten Integrals das zweite, und setzt man

y 62 — 4ac = \'4ac — 62 v- 1 so erhalt man statt des zweiten integrals das erste.

Differenzialgleichung ist eine Glei-chung die aufser der Veranderlichen noch Differenziale derselben enthalt, also eine implicite Function zwischen der Veranderlichen und ihrem Differenzial mit der Urveranderlichen; oder eine Gleichung, in welcher das Differenzial einer Function y in Beziehung auf die Urveranderliche x sowohl als eine Function von der Function y vie von der Urveranderlichen x erscheint. Z. B.

(2ay + bz) 8% + by + 2cx = 0    (1) ist eine D., in welcher x als Urveranderliche bezeichnet ist. Schreibt man die Gleichung

(2ay + bx} by + {by + 2cx) Ox = 0 (2) so ist nach Wahl y oder x als urveran-derlich festzusetzen.

Die D. gleichungen entstehen dadurch, dals man Gleichungen, die den Zusam-menhang zweier Veranderlichen ausdruk-ken, differenzirt, um eine Gleichung zwischen den Veranderlichen und deren Dif-ferenzialen in gegenseitiger Beziehung zu einander zu erhalten, wie die vor-stehende D. gleichung durch Differenzi-rung der Stamm- oder Integralgleichung u = ay2 + bxy + ex2 = 0      (3) entstanden ist.

Es ist namlich nach dem Art.: Dif-feren zial

ou = 2ay 8y + bx by + bij + 2% = 0

Ox ox ox woraus Gleichung 1 zusammengezogen wird; so wie man durch Integriren die-ser D. gleichung wieder die Integralgleichung erhalt.

Man hat nun das Differenzial von y in Beziehung auf x

j_ by + 2ca 4 bx 2ay + bx und das D. von x in Beziehung auf y Ox _ 2ay + bx by by + 2cx

Will man diese Differenziale fur einen bestimmten Werth von z oder y angeben, so hat man y oder a aus der Stamm-gleichung 3 zu entwickeln und die er-haltenen Werthe in Gleichung 4 oder 5 einzusetzen.

	
	
2 . Wenngleich nun die Differenzirung einer gegebenen Gleichung nach der in den vor. Art. gezeigten Weise immer zum Ziele fiihrt, so hat man in der Anwen-dung von Theildifferenzialen (s. Differenzial No. 45) und nach deren Ermittelung in einer Formel zu Einsetzung derselben eine leichtere und schnellere Auffindung



	
0 y      Ox



von —9 oder — , besonders wenn eine Ox     by complicirte Stammformel gegeben ist. Es ist namlich

Du„8y Ou by bx bx bn

	
— ist das D. der Formel fur u wenn x by



constant und y veranderlich gesetzt wird.

das D. der Formel fur u, wenn bx

darin y constant nnd nur x veranderlich gesetzt wird.

Demnach hat man fur Gleichung 3

8y = 2ay + bx

8u, &x=b+2c und es ist

(2ay + bx} + by + 2cx = 0

wie schon No. 1 angiebt.

	
	
3.    Um die Richtigkeit der Formel 5 allgemein zu erweisen, sei





u =f(x, y)=0

eine Gleichung, der fur alle zusammen-gehorigen Werthe von x und y Genuge geschehen mufs. Setzt man daher die folgenden zusammengehorigen Werthe y + ky, x+Ax, u+Au, so ist

u + Au = f(x + Ax, y + ky) = o mithin auch

Au = f (x + Ax, y + Ay) - f (x, y) = o und folglich ist auch

Au =f(x + Ax, y + Ay) - f (x + Ax, y) + f^x + Ax, y) - f{x + y) = 0

Eben so, wenn man jedes Glied der Gleichung durch eine beliebige Grofse, z. B. mit Ax dividirt, besteht die Gleichung

Au - f(r+Ax,y+Ay)-f(+ Ax, y) + f(x+Ax,y)—f(x, y) _ 0

Ax Ax                  Ax


Mit beliebiger Abnahme von Ax und demgemafs auch von Ay haben die 2ten Werthe r+Ax und y + Ay die Grenz-werthe x und y. Der zweite Summand der Gleichung ist aber der Zuwachsquo-tient der Formel f (x, y) wenn y constant und nur x veranderlich ist, folglich ist sein Grenzwerth das Differenzial

Of(x, y) _ Ou

Ox 8x

d. h. das D. der Gleichungsformel in Be-ziehung auf x genommen und y constant gesetzt.

Der Zahler des ersten Summand ist die Differenz zweier aufeinander folgen-den Werthe der Formel, wenn a+Ar constant gesetzt wird; soil also der erste Summand ein Zuwachsquotient werden, so mufs Ay statt Ax in dem Nenner stehen, weil y allein veranderlich ist. Demnach schreibe man fur Ax die Grofse Ay

AgAs und gebe dem ersten Summand die Form

Kx + ^x^j + ^y^) - f(x+Ax, y). Ay

Ay           Az

indem nun Ay abnimmt wird y der Grenzwerth von y + ^y und der Zuwachsquotient wird zum Differenzial

of(x+Ax, y)

^y

mit der beliebigen Abnahme von Ay nimmt aber ebenfalls Ax ab und x wird der Grenzwerth vonr+Ax folglich ent-steht das Differenzial

0 f (x, y} _ Ou

8y ^y

D. h. das D. der Gleichungsformel in Beziehung auf y genommen und x constant gesetzt.

A y

Der zweite Factor —• ist der Zuwachs-Ax

quotient der Function y, x als urvariabel gedacht, er wird also mit der beliebigen Abnahme beider Zuwachse zum Differenzial der Function y in Beziehung auf




Es ist mithin



of(x,y)_Of(x,y) Oy -

Ox      dy dx

Vertauscht man die allgemeinen Be-zeichnungen x und y mit einander, so erhalt man die gleichgeltende Formel

Of(x,y)_Of(x,y) 8r_ .

Zu dieser letzten Formel kommt man auch direct, wenn man statt der behufs der Entwickelung eingeschobenen Glie-der -f{x +Ax,y)+f (x +^x,y) die Glieder - f (y + A y, x) + f {y + A y, a) einschiebt.

	
	
4.    Nicht immer liegt einer D. gleichung eine Stammfunction zu Grunde; es gibt Faile, wo solche aus einer D. gleichung gar nicht herzuleiten ist. Um dies zu erkennen, hat man in dem Satz 56 Art. Differenzial ein sicheres Mittel. Denn die Formel





O2u 82u

^x ^y ly.8z

gilt nur fur wirkliche Differenziale, also auch nur fur D. gleichungen, welche aus Stammformeln abgeleitet sind.

Gleichung 2:

(2 ay + bx} 8y + {by + 2cx} 8x = 0

ist durch Differenzirung der algebraischen Formel 3 entstanden. Gesetzt man wiifste dies nicht, wollte es aber untersuchen, so denke man sich, dafs die etwaige Stammformel nach x differenzirt worden. Dann haben die Glieder derselben, aus welchen der erste Summand {2ay + bx} Qy hervorgegangen ist, den (constanten) Factor y gehabt, Oy ist = 0 und es ist 9" = {by + 2cx} 8

und da Ox =1 ist

Ou , f o

	
	
	
8,    = by + 2cx







. . Du

Differenzirt man nun —— nach y so dx • 1 ist x constant und man erhalt

82u

Ox • 8y

Denkt man sich dagegen, dafs die D. gleichung durch die Differenzirung einer Stammfunction nach y entstanden ist,

so enthalten die Glieder derselben, aus welchen derzweite Summand (by+2cx)0x hervorgegangen ist den constanten Factor x, bx ist = 0 und es ist

bu

8y = ^ay + ba) ^y

und da by der Urvariablen y = 1 ist Ou o , 3“ = 2ay + bx

Dieses D. nach a differenzirt, constant gesetzt, gibt

Du _

by • bx


also



Die beiden zweiten D. sind also ein-ander gleich, — b und es liegt der gege-benen D.gleichung eine Stammformel zu Grunde.

Man darf in der gegebenen D.gleichung 2 nur einen Coefficient mit einem an-dem vertauschen und man erhalt eine Gleichung, die aus keiner Stammfunction abgeleitet worden ist. Z. B.

Dw = (2ay + gx) by + (^by + 2cx) bx = 0 ergibt zwei ungleiche D. der 2ten Ord-nung.

Differenzialgleichungen, denen Stamm-formeln zugehoren heifsen unmitt el-bare, solche aus welchen keine Stamm-formel zuruckzuleiten ist heifsen mittel-bare D. gleichungen.

Differenzialrechnung ist die Rechnung mit Differenzialen, die Anwendung der in den 3 vorigen Art. entwickelten Ge-setze fur die Bildung der Differenziale als Hulfswissenschaft zur Ermittelung anderweitiger Gesetze im Gebiet der ma-thematischen Wissenschaften, und diese kann uberall eintreten, wo Grenzwerthe von veranderlichen Grofsen vorkommen. Dagegen lassen sich die vielen verschie-denen Faile der Anwendbarkeit von Differenzialen in Disciplinen bringen.

	
	
	
	
I.    Anwendung der Differenzialrechnung zur Entwickelung der Functionen in Reihen.









Die Entwickelung einer Function in eine Reihe ist die Verwandlung der Function in eine Reihe, deren Glieder nach einem bestimmten Gesetz in Beziehung auf die Urveranderliche fortschreiten, der Art, dafs fur jeden beliebigen Werth der Urveranderlichen der zugehorige Werth der Function gleich der Summe der Reihe wird.

Die Reihe heifst convergirend, wenn die algebraische Summe beliebig vieler ersten Glieder der Reihe einem bestimmten Grenzwerth immer naher und naher kommt, indem die Werthe der aufeinan-der folgenden Glieder immer kleiner wer-den; in dem entgegengesetzten Fall heifst die Reihe divergirend.

Die Function y = " lafst sich durch a— x

Partialdivision in die Reihe umformen

X x?

J=1+—+“ + ct Cl


X'1

an



Fur x < ci ist — ein achter Bruch, a

und jedes Glied der Reihe ist kleiner als das ihm zunachst vorhergehende, da-her kommt die Summe einer beliebigen Anzahl erster Glieder dem Werth der Function y immer naher. Bleibt man

x n

bei dem Gliede mit der Division ste-a"

al — 1

hen, so ist der bleibende Rest =-, die-a11

ser durch a — x dividirt und als Ergan-zungsglied der Reihe hinzugefugt, gibt den vollstandigen Werth von

X x2 Xn xn+1 "=l a fait.....a" + a" (a—g) das Erganzungsglied

xn+1 . xn—1 ct a (x \n++1 --->---- 1st =---— •--- =---1 — a" (a—x) d‘— a—x a~x\ a / ein Product, welches mit der Vergrofse-rung von n immer kleiner wird und be-liebig klein werden kann. Die Reihe ist also convergirend und fur einen Werth von x<a der Werth der Function = der Summe der unendlichen Menge von Glie-dern gleich, die Reihe also eine Ent-wickelung der Function y.

Fur x > a wird die Reihe divergirend.

	
	
	
	
2.    Da die Entwickelung der Function in eine Reihe allein den Zweck hat, dafs man mit Hulfe derselben und zwar mit der Summirung mehrerer ersten Glieder dem Werth der Function bei gegebener Urvariablen moglichst nahe kommt, so sind auch nur convergirende Reihen von Nutzen, und von um so grofserem Nutzen, je convergirender sie sind, je weniger erste Glieder man also nothig hat um dem Werth der Function bis zu einem bestimmten Grade nahe zu kommen. Da man nun statt der urspriinglichen Urveranderlichen wenn sie nicht geeignet sein sollte, durch Transformation eine andere Variable substituiren kann, bei deren beliebigen Abnahme jedes Glied kleiner wird als die Summe aller ihm nachfolgenden Glieder, so schrankt man den Begrif von Reihenentwickelung auch dahin ein, und versteht unter der Reihe eine solche, die nach ganzen Potenzen einer in der Function vorkommenden Veranderlichen fortschreitet und in wel-cher mit beliebiger Abnahme dieser Ver-anderlichen jedes Glied grofser wird als die absolute Summe sammtlicher ihm nachfolgenden Glieder, so dafs man mit der 2maligen Aufnahme eines mten Glie-des der Reihe einen zu grofsen Werth fur die Function erhalten wirde.


	
3.    Es soil eine beliebige Function der Urveranderlichen in eine Reihe entwickelt werden, die nach ganzen positiven Po-tenzen der Urveranderlichen fortschreitet und convergirt.









Die allgemeine Darstellung der For-derung ist demnach

y = A + Bx + Cx2 + Dx3 + .... + Nx n

worin die noch unbekannten Constanten A, B, C... so zu bestimmen sind, dafs jedes folgende Glied kleiner wird als das vorhergehende. Da die Exponenten der Urveranderlichen die naturlich auf ein-ander folgenden Zahlen sind, so ist die Convergenz der Reihe um so grofser, je kleiner x genommen wird.

Da nun die Differenziale von Poten-zen ebenfalls mit ganzen Exponenten fort-schreiten, so bilden die Differenziale der Reihe wiederum convergirende Reihen; man hat also die Zusammenstellung folgender Reihen

y = A + Bx + Cx2 + Dx3 + Ex^ + ... + Nx n

= B + 2Cx + ^Dx2 + 4Ex3+ .. n Nx^-3

Ox

0’= + 20+2.3 Da+3.4 E22+..n (n - 1) Na»—2

OX2

_—2 — n-n —   2.1 Px —. ...

Ox72

Soil nun die Reihe

A+Bx+Cz2+ .... Nz"

eine Entwickelung von y sein, so mufs auch die Reihe

Bx + Cx2 + .... Nx n

eine Entwickelung der Function y — A sein, und da mit beliebiger Abnahme von x jedes Glied dieser Reihe beliebig klein werden kann, folglich auch die Summe der Reihe, und folglich auch y - A beliebig klein werden kann, so ist A der Grenzwerth der Function y bei beliebiger Abnahme von x, oder fur x = co klein, oder fur c=0, oder A = [y] 0 wenn [y]o den Werth der Function y bezeichnet, wenn man in derselben x = 0 setzt.

Es ist also

V - [y] o — B w + Cx2 + Px3 + ... + Nx11 +...

Nun soil aber die Reihe der ersten Dif-

,             2[82y] x~

y-fx=ly}0                      .    ■

LOT.0 1 LOx’.o 1*2

Diese Reihe heifst nach ihrem Erfin-der die Mac Laurinsche Reihe.

Beispiel. Die Function y = (a + x)m in eine Reihe zu entwickeln, die nach ganzen Potenzen der Urveranderlichen x fortschreitet.

Man hat zur Anwendung der Mac Lau-rinschen Reihe

y = (a + «)m 84 = m (a + x)m-l

. . . O y ferenziale eine Entwickelung von sein, folglich die Reihe

2Cx + 3Dx2 + 4Ex3 ........ Nx»-i

8 y

eine Entwickelung der Function 87 — B

Man hat also bei den vorherigen Schlus-58, sen B als den Grenzwerth von -5, wenn man in dem Ausdruck dafur a = 0 setzt, oder B = I 81

I 02, I und eben so 2C = I _ 3

I Ox’o oder c = d^|.

	
11.    S. W.



Demnach erhalt man die verlangte

Reihenentwickelung
[image: ]

8 2y

842 = m (m — 1) (a + r)n- 2

On—ly

82n—1 = m(m-1) .... (m-n+2) (a+x)m—"+±1

any

041 = (m ~ 1) "" (m - n + 1) (a + a)m-7

Setzt man in diesen Gleichungen c=0, so erhalt man

[y]o = am


19



[image: ]



[image: ]



On—1q 1

e--2   = m (m — 1).... (m—n+2)am—n+1

Loa?"—1 Jo

Ong d>   = m(m — 1).... (m— n+ l)ant—n

LOx’o

Diese Werthe in die allgemeine Mac

Laurinsche Reihe gesetzt gibt y = a'^1 + mam-1 T + m {m — 1) a m~^  2 +

1                1*2

+ m (m - 1).....  — n + 2) am— n+1


qn— 1                               xn

------— m (m — 1).... (m — n + 1 am—n —

(n - 1)                                       (n)



welche die Binomische Reihe ist.

	
	
4.    Eine Function in eine Reihe zu ent-wickeln, die nach steigenden Potenzen des Zuwachses der Veranderlichen fort-schreitet.





Es sei y = fx die gegebene Function

einer veranderlichen Grofse x, der man einen Zuwachs z gibt, so dafs y' = f (x+%) wird. Bezeichnet man x + % mit w so ist y' = fu und nach der Mac Laurinschen Reihe ist

y‘=fu=[uo+AV

LO mJo

u _ p¥l u2

i TLOu?lo 1.2*

Da in den mit 0 bezeichneten Grofsen u nicht vorkommt, also auch nicht x und z, so sind diese Grofsen Constanten, und bezeichnet man diese mit den ihnen zu-gehorigen Zahlenfactoren 1, 1, 1 ... 5                 1 ‘ (2)' (3)

multiplicirt, mit a, b, c, .... so erhalt man allgemein

y’ = fu = a + bu + cw2 + du3 .......

Nimmt man von dieser Gleichung die auf einander folgenden Differenziale, so erhalt man

Oy' = of" = 6 + 2cu + 3du? + 4eu3 + ... OM Ou

82y‘ Q^fu

,=2c+2.3.u+3.4.eu?+....

o u‘ Ow1

oder

f(x + z) = a + bu + cm2 + Bm3 + ...,

o(+:)=6+2cu+34024..

OU

O2f(r+5) =2+2-301+3.4:eu?+

Die rechten Seiten der Gleichungen bleiben ungeandert, man mag auf der linken Seite x variabel und z constant oder z variabel und x constant annehmen.

Es sei, fur x variabel f (x -\- z) — Fx fur z variabel f (x + z) = q z Qf(x + Z^ _ Qf(x + z) Ou so ist x                     • o

Ox       OU OX

0 u 8 (x + Z.) Da nun q — —o--= I Ox Ox 8 (x + z) 0 (x + z) so hat man —o— = — c--- Ox      Ou 0(x+z)  0(x+z) und eben so -—o--— - — o-- 0% Ou desgleichen 82 (x + z) _ 02 (x + z} _ 82 (x + z) 8x2         822 Du2

u. s. w. fur alle hoheren Differenziale.

Es ist demnach

q z — f(x + z) = a + b (x + z) + c (x + z)2 + d (x + z)3 + ....           (1)

Oqz Of(x z) = b + 2c (x + z) + 3d (x + z)2 + • • • •

^uz ^[(x-Yz} 82 = aw.=2+2 3 d@++......

Setzt man in diese Gleichungen z = 0, so entsteht

Nun ist nach der Mac Laurinschen Reihe

, x    (O4%\  % _ (8242) z2


(5)



43 = (42)0 + (8s)o 1 + (822)0 (2)......

Aus den Gleichungen 1, 2, 3, 4, die gleichgeltenden Werthe eingesetzt er-halt man:

0fx % _ 82fx z2 _ o3fx 23 । f(r+2)=/et 8a ‘1 18x2 (2)* 803 • (3)+*"*


(6)



Diese Reihe heifst nach ihrem Erfin-der die Taylorsche Reihe.

Beispiel. y = (x + a)m

Es ist hier fx = xm, die Differenziale

dieser Function sind No. 3 in dem Beispiel y = ia + x)m angegeben, wenn man dort a = 0 setzt. Demnach hat man


0

(x + a)m = xm + mx m- 1 — + m (m — 1) a



a2                              a3

m—2 •70+m (m—1)(m - 2) x m—3 >0+

	
	
5.    Eine Function zweier Urverander-lichen in eine Reihe zu entwickeln, die nach steigenden ganzen Potenzen beider Zuwachse der Urveranderlichen und de-ren Producte fortschreitet.





Es sei y — fix, z)

so ist y + Ay = fix + Ax, z + Az)

in die verlangte Reihe zu entwickeln.

Betrachtet man zunachst z als constant, wahrend x den Zuwachs Ax er-halt, und bezeichnet den zugehorigen Werth der Function mit y’ so hat man

y' = fix + Ax, z) = f (x, % + Ax) und nach der Taylorschen Reihe

8 y

y’ = f^ + Ax, 2) =J+8d

Ax _ 8‘y . Ax2 _ 83y A x3

1     8x2 (2)    0x3 (3)


(1)



Setzt man nun %+A% fur %, so hat man die obige Function

y+/\y=fix+ Ax, z+Az) = fix, z+A% + Ax)

Bezeichnet man die Function fix, z+ Az)

mit y, so ist x ungeandert geblieben, und nur die Constante z ist in z+Az uber-gegangen, daher hat man wie Glei-chung 1:

y+Ay=f(+Aa, s+A±)=y,+2H+8.49*+87}.Ag+..... (2)

Da nun y, die Function y = f ix, z} mit dem Zuwachs A% ist, so kann man die in Gleichung 2, y, enthaltenden Grofsen wieder nach der Taylorschen Reihe entwickeln indem man nach z differenzirt und man hat demnach

21918%  1022 (2) 1028 (3) T..........

OJ, _OJ_8y.8J.A%_8J.0y. Az2 _ by . 83y . Az3 _ 0x 0x 8x 8z 1 8x Qz2 (2) 8x 8 z^ (3) 02J, _ 82y , 82y 8J.4%_ 82J . 82J . Az2 । 82y . 83J . 423 _ 0x2 Bx2 8x2 8 s 1    8x2 8 22 (2) 8x2 033 (3)


(3)

(4)

i^




Substituirt man die hier erhaltenen Werthe in Gleichung 2 fur y + Ay so er-halt man




y+Aj= Reihe (3) + “0 x Reihe (4) + 455 X Reihe 5 + u. s. w. oder By As 8%y A6283y A23 .

9+A1=910 1782 (2) 10 (3) *

I Oy . Ax +  82y Ax.A%_ b3y_ . Ax

Ox 1 Ox. 8: 1 1 0x. 0z2 1




B 2y. Ax?

0x2 (2)   0x2.0%




Ax A%3

1 ’ (3)

_____         _________ , Ax2 .438

(2) 1    Ox2.0z2 (2) (2) 8x2.023 (2)   (3)

84y Aa3 4% B5y Aa3 Az2 O6y Ax3 Az3 |

8x3. Bj ’ (3) ’ 110x38z ’ (3) * (2) T 8x3.023" (3) (3) T •' •




03




Ax2 A% _ ^y Ax2




Az2 _

(2)T




^J

Ox • 823




A%2__85y



und nach den Dimensionen der Zuwachse geordnet

OJ.A2 02y . Aa2 4  O’y. Ax3 _

91—9 9181* 8x?   (2) + 0x3 (3) *

8y.As_  82y  Az-As ,  83y_ . Aa-As2 _

1 T 0x-8z ' 1.1 18x • 832 * 1 • (2) T

03y   A32    8y Aa‘.A5_

T 0 32 (2) T 0x2.05° (2) • 1 T

T   033 ’   (3) T


O'y

0x4

8‘y 8 x 8 33 _84y_ 0x2 832 84y. Dx3 8 z

8‘y

8 z4




Ax _ (4)

Ax - As3

1 • (3) " "i

Ax2-Az2

(2)-l T“"

Ax3• A3 _

	
(3) .l Th"



Az4

	
(4)    Tori





	
	
6.    Es bleibt nun noch iibrig, die Bedingungen fur die Convergenz der vor-stehenden 3 verschiedenen Reiben fest-zustellen.





Es ist zuerst erforderlich die Bedingungen kennen zu lernen, unter welchen

die Mac Laurinsche Reihe convergirt. Nimmt man dieselbe bis zu ihrem (n+1)ten Gliede, so ist die Differenz D zwischen der Function y und der Summe dieser (n + 1) Glieder = der Summe der dem (n+1)ten Gliede nachfolgenden Glieder.

Also       D = y — A — Bx — Cx2 — Dx3 —......n Na"

Differenzirt man diese Reihe nmal hinter einander, so erhalt man

=  - B-2Cx-Z Dx2 -...... n Na"—1 Ox Ox

92D 82,

•—, = 89 — 2C — 2 • 3 Dx —...... (n — 1) ii Nxn—2 O xl Ox"

On—1 D On— in

	
	
	
•----— = •--J - 1 • 2 • 3 ... (n - 1) M - 1 • 2 • 3 ... (n - 1) n Nx







0 x”—1 Ox”— 1

Q"D ^"y .  /  . .

—=-»-1 • 2 • 3 .... (n- 1) nI

Ox” Ox"

Diese Reihen gelten fur alle Werthe von x. Lafst man nun a von a =0 bis zu einem bestimmten Werthe = X fort-dauernd wachsen, so sei der kleinste 0 nJ)

Werth, den —— bei irgend einem Werthe Ox"

von x zwischen c = 0 und x = X anneh-men kann = K, und der grofste Werth bei irgend einem anderen Werthe von a zwischen 0 und X = G, so ist bei

K=D"J_ 1 .2.3....1N Ox'

0 n q/

J — K immer positiv; nur in dem Fall, Oxl -

O n q

dafs a• selbst der kleinste Werth K Ox"

ist, wird

0" y               t e----K = 0 und N = 0 Ox i

Setzt man fur den unbestimmten Coefficient N den Werth —"--, so ist

1 • 2 .... n die Differenz

Q"D _O"y

De11 Da "

und diese ist zugleich das Differenzial


on1D 8x1-1




der Function



Wenn aber irgend eine Function y von x mit dem Wachsthum von x ebenfalls wachst, so wird, wenn der Wachsthum Ax von a positiv ist, auch der Wachsthum Ay von y positiv, der Zuwachs-quotient A% wird positiv und auch das Differenzial OJ wird Ox

0 y


folglich positiv. so mufs



Gegenseitig wenn 87 positiv ist, auch wenn x positiv ist y positiv sein. Deshalb ist also

8n- iD _ On-1 y

D^n—1 Qx"—1


Kx positiv.



Von diesem integral als Differenzial des nachst vorherstehenden Ausdrucks auf diesen, und so weiter zurtick bis auf die Reihe fur D geschlossen, erhalt man

das Resultat, dal's

D - , — A — Bx ..........LK--x n

1 • 2 .... n

eine positive Grofse ist.

Setzt man dagegen den grofsten Werth G, also

9 n u

G=, >-1.2.3....aN Oxn und schliefst wie vorhin, so erhalt man das entgegengesetzte Resultat, namlich dal’s

D' =y — A - Bx —......— -— --x11

	
•                      1:2. ...n eine negative Grofse ist.



Man hat also, beide Falle zusammen-gestellt

	
,    — A — Bx — Cx2 —.....— — xn > 0 • G y — A — Bx — Cx2 —.....- — xn <0 • aber



Kann also fur den gehorigen Wachs-thum von n dieser Unterschied beliebig klein werden, so ist die Mac Laurinsche Reihe convergirend und eine Entwicke-lung der Function y.

Da G der grofste und K der kleinste 0 n y

Werth ist, den —• annehmen kann, ’ Ox"

wenn x von 0 bis X wachst, so wird bei diesen verschiedenen Werthen von x ein Werth fur O"J statt finden, der statt N

Oxn

gesetzt, die Reihe

y - A — Bx — Cx2 — ..... Nx n = 0 macht. Bezeichnet man X mit a selbst als den bestimmten Werth von x, bis zu dem x von 0 ab wachsen soil durfen, und es sei 2 die Zahl zwischen 0 und 1, welche mit x multiplicirt, denjenigen Werth von x angibt, bei welchem die Reihe =0 wird, so hat man, den zu lx

Ony Ony I

gehorenden Werth von Dan mit [ 8a" J ia bezeichnet, y in einer begrenzten Reihe fur vollkommene Gleichheit:

[image: ]



[image: ]




| 8"-1y

LOxn—1o




—--— (n—1)




Ony I 84%




x 7

lx (n)



in den wenigsten Fallen wird der Zah-lenwerth von I zu ermitteln sein. Es ist aber Hauptsache zu erfahren, ob fur ein bestimmtes x die Mac Laurinsche Reihe convergirt oder nicht; wenn man daher fur I die beiden Werthe nimmt, fur welche das Erganzungsglied den grofsten und den kleinsten Werth an nimmt, und beide Werthe des Gliedes konnen

011 y 1 x n ,     .

=       — = m (m — 1) (m -LOxno (n)

mit Vergrofserung von n beliebig klein werden, so convergirt die Reihe und man kann die Function mit beliebiger An-naherung bestimmen.

	
8. Anwendung des Erganzungsglied es.



In dem Beispiel No. 3:

y = (a + x}in ist das n + lte Glied

	
2)    ...(-+ ^ani-n • 5



Wird nun x = lx statt 0 gesetzt, dann entsteht fur dieses Glied

an m (m — 1).....Cm — n — 1) (a — lx)m— n — (n)

ist m ganz und positiv und man nimmt n = m + 1 so wird der letzte Factor des Coefficienten, namlich m — n + 1 = 0 und also das Erganzungsglied = 0- Die Reihe driickt die Function y vollstandig aus, das mte Glied ist das letzte, und heifst

m • m — 1.....3 • 2 • 1

--------am— "I xm = xm

1 • 2.....m — 2 • m — 1 • m

Die Reihe ist die binomische Reihe fur


den ganzen positiven Exponenten =

ist m positiv gebrochen, so wird der drucks am grofsten




m.



Coefficient eines Erganzungsgliedes nie = 0, und es tritt der Fall ein, wo zu bestimmen ist, fur welche Werthe von x dieses Erganzungsglied mit dem Wachs-thum von n beliebig klein werden kann, damit die Mac Laurinsche Reihe conver-girend werde.

Die veranderliche Grofse (a + lx')111—11 x" kann unter der Bedingung, dafs n > m ist, was bei m = einem achten Bruch immer der Fall ist, geschrieben werden x!l       ( x \n—m ___— I ---I . an (a + lx} n—m \a + lx)

Fur 1 = 0 wird der Werth dieses Aus-

(x \1—m = 1        • xm \ a / und dieser Werth wird mit dem Wachs-thum von n immerfort kleiner, wenn x < a.

Nimmt man fur 2 den grofsten Werth 1, so wird der Werth des Ausdrucks am

( x \n —m kleinsten — ——|   • am dal und kann um -so mehr mit dem Wachs-thum von n immerfort kleiner werden wenn x < a ist. In beiden Fallen con-vergirt die Reihe um so mehr je kleiner x gegen a ist.

	
	
-         .num- 1-m— 2.....m—n+1





Der Go efficient — —--------------- 1*2 • 3 .....   7 ist bei acht gebrochenem m immer ein achter Bruch und fur ein ungerades n positiv, fir ein gerades. negativ, er wird mit dem Wachsthum von n immer kleiner, wenn gleich die aufeinander folgen-den Abnahmen immer geringer werden. Ist m > 1 so wird bei n = m der Coefficient sehr nahe an 1; von hier ab nimmt er mit dem Wachsthum von n in der-selben Weise immerfort ab, wie bei acht gebrochenem m.

Es ist mithin die Reihe fur x < a con-vergirend und es lalst sich auch darthun, dafs wenn m negativ gebrochen grbfser oder kleiner als 1 ist, fur x < a die Reihe convergirt.

	
	
9.    Die Taylorsche Reihe, No. 4 ist mit Htilfe der Mac Laurinschen entwickelt, das (n + l)te Glied derselben ist in Reihe No. 5





(8ngz\z" 08ns / o (n)

Es ist folglich der erste Factor dieses Gliedes, welcher in dieser Mac Laurinschen Reihe durch Umgestaltung das (n + l)te Glied zum Erganzungsgliede macht, namlich zu dem Gliede:

I 8 niz] z" L 815125 (n)

Nun ist aber in der Taylorschen Reihe das (n + l)te Glied (Reihe 6)

(8nfx\ zn \ox n) (n)

und der erste Factor dieses Gliedes ist dadurch entstanden, dafs bei dem vor-hergedachten (n + l)ten Gliede der Mac Laurinschen Reihe in dem ersten Factor (0"4z)

\ 8ns /

nach ausgefiihrter Differenzirung in Be-ziehung auf 3, % = 0 gesetzt worden ist, und es bleibt mithin der Factor

(8 "fx\ \ a xn) mit ungeandertem x stehen, oder es bleibt zunachst das (n + l)te Glied

O"fx z" L 8xnjx (n)

Um nun dieses (n + l)te Glied zum Erganzungsgliede zu machen wird Az ein-gefuhrt und das Erganzungsglied ist

[O "fx 1        zn

Loxnx+lz (n)

d. h. es wird von fx das nte Differenzial genommen, in dieses dann x + lz fur x

zn

gesetzt und mit — multiplicirt. Z. B. (n) (x + z)m

Das n + Ite Glied der Reihe ist

z n m • (m — 1) (m - 2) .... (m—n + 1) x m—" —

als Erganzungsglied wird es

m^m— 1)(m- 2) (m—n+1)(x+)z)m- n • “"

	
	
10.    Die Reihe fur y + Ay, No. 5, wenn y—f(x,z) ist, besteht aus eben so vielen Reihen, als man Dimensionen von A% nehmen will + noch einer. Diese Reihen sind sammtlich Taylorsche, und man hat in jeder das Erganzungsglied, in welchem der erste Factor das nte Differenzial von y ist.





Fur die erste Reihe ony Ax" LOxn_ x + la (n)

fur die zweite Reihe

Aa r O"y I 4:"-1

1  8x.8n-1zl:+2z (n—1)

fur die dritte Reihe

Ax? F__^"y^ I . Az"-2

(2) Lx2.0n-2a. 5+25 (n— 2)

	
	
II.    Bestimmung der Werthe von Function en die fur besti mmte Werthe der Urveranderlichen in der Form — erscheinen und un-bestimmt werden.





Wenn eine Function in der Form eines Quotient dargestellt ist, so gibt es Falle, wo fiir bestimmte Werthe der Urveranderlichen Dividend und Divisor zugleich 0 werden. Z. B.

x~ — a1

	
	
	
I —-- ' x — a a? _ a2 0 wo y fur a = a den Werth------= — •                    a— a 0 erhalt, der unbestimmt ist. Man mill’s daher den Ausdruck erst dergestalt um-formen, dafs Dividendus und Divisor be-stimmte Werthe erhalten. Dafs in dem vorstehenden Beispiel mit dem Werthe a fur x diese Unbestimmtheit eintritt, liegt darin, dafs der Ausdruck nicht in der einfachsten Gestalt gegeben ist, er ent-halt namlich im Zahler und Nenner die gleichen Factoren a — a, denn es ist







	
x2 — a2 (x — a) (x — a) —--—---— x — a



x — a x — a wenn man nun a = a setzt, so erhalt man J = 2a.

Bei algebraischen Functionen ist eine solche Umformung jederzeit mog-lich; man hat nur nothig, Zahler und Nenner durch einander zu dividiren und so zu verfahren wie bei der Aufsuchung des grofsten gemeinschaftlichen Theilers zwischen 2 Zahlen, der dann auch in alien Fallen gefunden wird (vergl. No. 9). Bei transcendenten Functionen dagegen ist das Verfahren nicht anwendbar, z. B. die Function—“ , e—erhaltfur x—1

	
	
1    — x T logn x





den unbestimmten Werth — und man ist nur im Stande mit Hulfe der Differenzialrechnung den wirklichen Werth der Function fur c=1 aufzufinden.

Stellt man sich namlich vor, der vor-stehende transcendente Ausdruck als Func-tion von x konne so umgeformt werden, dafs bei Einsetzung des Werthes 1 fur x sein wirklicher Werth daraus entnommen werden kann, so ist der umgeformte Ausdruck ebenfalls eine Function von x, und fir jeden Werth von x der gegebenen Function gleich. Da nun die umgeformte Function fur den Werth von x, bei wel-chem die gegebene Function unbestimmt wird, einen bestimmten Werth annimmt, so ist dieser Werth der Grenzwerth der Function fur den Fall, dafs die Urver-anderliche x dem zum Einsetzen gegebenen Werthe sich beliebig nahert und man hat also nur nothig, diesen Grenzwerth der gegebenen Function aufzusu-chen um die erforderliche Umformung der Function zu erhalten.

In dem ersten Beispiel ist x + a der umgeformte Ausdruck fur die Auffindung des Werths der gegebenen Function fur x = a, und es ist wirklich 2a die Grenze x2 — a2 von x — a also auch von -----wenn x x — a dem Werthe a sich beliebig nahert.

	
2.    Die vorstehende Betrachtung fiihrt also zu folgendem allgemeinen Verfahren:


Es sei





fa qx

.    , fx+Afx

so 1st J+Ay=-- yaAx

Fur den Fall nun, dafs fiir x ein Werth a gesetzt wird, werde fx = 0 und q x = 0 so bleibt


JAy=




Afx

Aqr



Zahler und Nenner durch Ax dividirt gibt

JAJ=----

Mit der beliebigen Abnahme von Ax nimmt auch Ay beliebig ab, undy+Ay nahert sich seinem gesuchten Werthe y als Grenze. Folglich ist auch der rechts stehende Quotient bei beliebiger Abnahme von Ax = dem Werthe y. Bei beliebiger Abnahme werden aber Zahler und Nenner als Differenzenquotienten die Diffe-renziale und es ist

\ dfx ) J=T%—7

O (a/

allerdings nur fiir den Werth a von x, fiir welchen fx und qa=0 werden, aber wie verlangt wird. Demnach ist der Werth der Function fiir x = a, bei welchem sie als — erscheint = dem Differenzial des Zahlers dividirt durch das D. des Nen-ners, und hiernach fiir x der Werth a gesetzt.

22 _ 02

Bei dem ersten Beispiel y = ——— hat man

0 (x2 — a2) 2x

8 (a _ a)' ~ 1=2, also fur x = a gesetzt y = 2a.

x4 _ a4

Hat man y = ------ so erhalt man x — a fur x = a:

4x3 "= 1 und x = a gesetzt y = 4a3 dividirt man Zahler und Nenner von y durch x — a, so erhalt man

y = x3 + ax2 + a2x + a3 ein Ausdruck, der fur x — a den Werth von y unmittelbar = 4a3 angibt.

	
3.    Wenn der Factor (x — a), welcher fiir x = a, Null wird, in dem Zahler und dem Nenner mehrere Male vorkommt, so erhalt man, nachdem differenzirt wor-den, mit Einsetzung von a fur x wie-derum — fur !), and man mill's, wenn



(x — a^ der gemeinschaftliche Factor in Zahler und Nenner ist, noch einmal dif-ferenziren um den reellen W erth der Function fur a = a zu erfahren.

—    .      5x3 — 1 lax2 — 7a2x — a3

Ls sei y----—9— ---■—9---- x- — 2ax + a2

so erhalt man den Quotient der Diffe-renziale

_ 1522 — 22ax + 7a2

2x — 2a

folglich fir a = a den Werth von y aber 0 mals = —.

0

Aber noch einmal differenzirt

30z-22a ------= 15x — 11a

2

also fur x = a; J = 4a.

Von der Richtigkeit uberzeugt man sich elemental-, wenn man Zahler und Nenner der gegebenen Function durch den Nenner dividirt, man erhalt

5x3 — 11 ax2 + 7a2x — a3 x2 — 2ax + a2


= (5x — a)



Eine solche Eigenschaft hat die als zweites Beispiel (No. 1) aufgefiihrte Function, welche % fir «=1 wird:


2 — 2ax + a2 _      (x — a} (x — a)

2 — 2ax + a2 °      (x — a) (x — a]



xv [1 + in x] — 1 _ xx+1 (1 + in x) — x

-1+1        «-1

X

und auch dieser Quotient wird fur a = 1, 12(1+0)-1_ 0

	
- 1 + 1 - 0



Differenzirt man noch einmal, so erhalt man

ax.1+(1+ lH 2)2 Xx

X

i1


— x1+ 1 [1 + (1 + in x)2a]



[image: ]



Fur a =1 also ist

J =12[1+(1+0)21]=2

Dieses Resultat liegt nun offenbar darin, dafs wenn man in der gegebenen Function -—€— e-— Zahler und Nenner

	
	
1    — x T in x





mit x — 1 dividiren konnte, den Werth xx+1 (I + in x) - x         .

— —---------—---- erhaltenwurde well x — 1

Zahler wie Nenner die Grofse (x — 1) als Factor enthalt und dafs wiederum der Zahler des letzten Quotient = ist (x — 1) ax+1 [1 + (1 + in a)2 a].

So kann in dem Zahler und in dem Nenner einer gegebenen Function der Null machende Factor (x — a) n mal ent-halten sein; alsdann erhalt man erst mit den nten Differenzialen des Zahlers und des Neuners den reellen Grenzwerth der Function fur x = a.

	
	
	
4.    Befindet sich der Factor (x — o'), der die Function fur den Werth von x = a zu 0 macht, in dem Zahler nmal, in dem







Nenner (n — m)mal, wo m<n ist, so erhalt man nach (m - n)maligem Differen-ziren, wenn man dann a = a setzt, einen reellen Nenner, der Zahler aber, welcher den Null machenden Factor noch ein-oder mehrmal enthalt, bleibt Null. Mit-hin ist die gegebene Function = 0 fur x = a.

b (x __ «)3

Z. B. die Function —--< hat fur x (x — a)-4

x — a den Grenzwerth —(x — a} und fur x

x — a ist derselbe = 0.

Befindet sich der Null machende Factor offer in dem Nenner als in dem Zahler, so wird nach (n -- m) maligem Differen-ziren der Zahler reell, der Nenner bleibt Null, der Quotient also unendlich; d. h. fur x = a existirt die Function nicht.

z B. y=——"3—8 —

x2 — ax2 — a2x +

.  ,                  X 0 wird (fur x = a) = 0.

Man erhalt den Quotient der Differenziale

2x

3x2— 2 ax — a2

fur x den Werth a gesetzt entsteht


2 C

0 mithin ist die gegebene Function den Werth a = a nicht vorhanden.




fur




_ enthalten ist. Alsdann ist eine a — a

Transformation der Art erforderlich, dafs



	
	
	
5.    Der Ausdruck einer Function wird auch dadurch unbestimmt, dals fur einen bestimmten Werth a der Urveranderli-chen x, Zahler und Nenner co anstatt 0 werden, indem die Factoren —— statt x — a







(x — a) in ihnen sich befinden. Dann mufs man den Ausdruck durch Transformation auf eine Form 0 fiir x = a 0 zurtickbringen. Z. B.

_ tg (7 - x) " 491 fir x = — wird y = 8. Schreibt man

nun — fur tq so erha.lt man cos

Nun Zahler und Nenner differenzirt, gibt

— sin (n — x) sin x — cos x cos (n — x)


der zweite Factor in dem Quotient 0 umgewandelt wird, so dafs die Function die Form ° annimmt. Z. B.

/ 7 \ J=‘gox)xe

71

fur a = — wird J — 0 x C

1          ,

andert man nun tq x in ——- so hat man cotx




19(2-x) y —---- ' . cot X

wo fur x = 3 die Function y = % ent steht.

Nun differenzirt wird

	
- see3(7-x) _1


	
y =---9--- =--- — 1



— cosec       — 1

8. Es gibt Faile, in welchen man die vorgetragene Methode nicht anwenden kann, namlich da wo die Differenziale des Zahlers und des Nenners von jeder Ordnung = 0 oder c werden.

Z. B. (x — a)x hat die Differenziale (x — a)x Ina, (x — x)r in 2a u. s. w., welche sammtlich fur x = a zu Null werden.

Vx — a hat die Differenziale 1. _ 1 1 2yx — a’ 4 V(x — a)3

u. s. w. die ffir x = a sammtlich unend-lich werden.



Fur solchen Fall setzt man in dem Ausdruck fiir y den Werth x = a + einem Znwachs A x, entwickelt Zahler und Nenner in Reihen, die nach Potenzen des Zuwachses fortschreiten, und dividirt hier-auf Zahler und Nenner durch die hochste Potenz des Zuwachses, die in alien Glie-dern gemeinschaftlich ist, wo dann Glie-der entstehen, die den Zuwachs nicht mehr enthalten. Setzt man hierauf Ax =0, so erhalt man den reellen Werth von y fiir x = a.


— Va +Vx — a




Z. B. y =




1x2 — a2



Fiir x — a entsteht y = — und die Quo-•   0 tienten der Differenziale werden sanimt-

lich = %

Setzt man nun x = a + Ax, so hat man

(a + Ax)2—a+Ax2

J+AJ=  ---------i—

(2a Ar + Aa2)2

und nach dem Binomialsatz entwickelt

«- + 1a 2.Ax+7.2 -a 2Aa2+...— a + Ax"

Aai[(2c)2+}(2a) 2 Aa - $(2a) 2 Aa2 +....] und reducirt

____Ax+} Ax—{a iAa+ ....

Ax [(2 a)3 + } (2 a} “ : △ « - } (2a) T 2 A®3 +...]

Zahler und Nenner mit Ax2 dividirt gibt

,+A „ = 1+*”lAal-a—laz+...

(2 a)?1+} (2a) 2Ax—#(2a) 2Aa2+...

Mit der beliebigen Abnahme von Ax nimmt auch Ay beliebig ab, der Aus-druck links nahert sich beliebig seinem Grenzwerth y und der Quotient rechts nahert sich seiner Grenze —1, mithin (24)2

ist fur x = a die Function y =.......— (2a^


12a 2a



	
	
9.    Es ist No. 1 angegeben, dafs man in a’gebraischen Functionen der Beschaf-fenheit, dafs Zahler und Nenner fiir a = a





zu Null werden, die analystische Methode nicht anzuwenden nothig habe, weil eine einfache Division des Zahlers und des Nenners mit dem Null machenden Factor geniige. In dem Beispiel 8 ist dies natiirlich auch der Fall. Es ist namlich .     ,    ,     , . Vx + ya x — a

Vx — Ya = (V’x — ]/a) X ——-—— = ——■—— yx + ya yx+ya

yx -- a yx — a folglich ist der Zahler dividirt durch (x— a), oder

yx -d+lr-a 1  +  1  = 1 x — a + yx + ya

x ~ a Va + ya y x _ a yx _ a (yx + ya)

der Nenner yx3 — a3 ist durch (x — a) di-

1x2 — a3 1 /x — a .  -vidirt =-----— /--der Quotient x — a ‘ x — a ist deninach nach ausgefuhrter Division ( V — a + yx + ya)

\ Vx — a (yx + ya)' j' x — a + yx + ya

grofser oder kl einer wild, als alle Werthe derselben, welche entstehen wenn man den Werth X bis zu bestimmten Grenzen hin vermehrt oder vermindert, so heifst jener Werth von y fiir X im ersten Fall ein grbfster Werth oder ein Maximum der Function, im zweiten Fall ein kleinster Werth oder ein Mi n i m u m de r F un c ti o n. Diese grofs-ten und kleinsten Werthe der Function bedeuten absolute Zahlen, ohne dafs Vorzeichen dabei in Betracht kommen. In Beziehung auf die Vorzeichen nennt man subtractive Minima auch Maxima und subtractive Maxima, Minima. Die Werthe der Urveranderlichen, welche in-nerhalb der oben gedachten Grenzen liegen so wie die zugehorigen Werthe der Function, bis zu welchen die Maxima und Minima als solche gelten, heifsen benach-barte Werthe. Aulserhalb dieser benach-barten Werthe kann die Function Werthe annehmen, die grofser sind als das zu jenen benachbarten Werthen gehorende Maximum und kleiner als das zu dem-selben gehorende Minimum der Function.

Betrachtet man diejenigen grofsten und kleinsten Werthe, die grofser und kleiner sind als alle ubrigen nur moglichen Werthe, welche die Function annehmen kann, so heifsen diese grofsten und kleinsten Werthe absolute Maxima und Minima, jene nur bis zu bestimmten Grenzwerthen sich erstreckenden heifsen dann in Beziehung auf diese, relative Maxima und Minima.

	
2.    Es sei y~fx eine Function von x fiir den Werth X von x werde y ein Maximum Y; lafst man dann X um AT zunehmen und abnehmen, d. h. substi-tuirt man fiir X die Werthe X + Ax und X — Ax, so sind die zu diesen Werthen gehorigen Werthe von y beide kleiner als Y, so klein man Ax auch nehmen mag, d. h.



Y+^y< Y oder f(X+Ax)< Y und Y - Ay < Y Oder f(X + Ax) < Y Nach dem Taylorschen Satz hat man

1

x — x 1 — x — logn x

Den Quotient der Differenziale erhalt man nach den Differenzialformeln 146 und 84:

2

fur x = " hat man nun

3

0 + y a + y/a 1 y^a


Y+Ay= 7(X+A=z)= Y+8%4w+82%-192+82%-123+...


(1)



und wenn man — Ax fiir Ax setzt

	
	
• a _. A     8y82y Ax2 83y Ax3


(2)







Y by f(X ^x}-Y 8a*A%+8a2* J .2 8=31.2.3+**

Hat nun fiir den bestimmten Werth

X das erste Differenzial von y eben-

falls einen bestimmten additiven oder subtractiven Werth, so kann man dessen Factor, den Zuwachs Ax so klein neh-0 y A a men, dafs das zweite Glied -• •—- in

Ox 1

jeder der beiden Reihen grofser wird als die Summe aller von dem 3ten Gliede 02 y A «2

842'1.9 ab nachfolgenden Glieder, oder wenn man diese Summen als den zu den vollstandigen Ausdriicken fur y± Ay ge-horenden Reste mit R und R‘ bezeich-net, man kann Ax so klein nehmen, dafs

R und R' gegen 874x beliebig klein werden. Es mogen also R und R ‘ ad-ditiv oder subtractiv sein so bleiben 0 q        /9q

— Ax— R und — △ x — Il ‘ mil dem Ox         O

Oy zweiten Gliede 5 Ax ubereinstimmend ox additiv oder subtractiv.

Nun ist Y + A y = Y + 0 A x + R (3) OX

und Y-^y= Y-Aa+R’ (4)

Ox

0 V ist daher ~ additiv, so hat man

Y + ^y>Y und       Y — y < Y

Von den beiden benachbarten Werthen ist also der eine grofser und der andere kleiner als Y, folglich ist Y kein Maximum von y.

0 y

ist — subtractiv, so hat man ox

Y+^y<Y und       Y — A y > Y

es ist also wiederum Y kein Maximum von y, weil die benachbarten Werthe nicht beide kleiner als Y sind.

Es kann also kein Maximum Y fur die Function y entstehen, wenn fur diesen Werth Y und den dazu gehorigen Werth X der Urveranderlichen das erste Differenzial von y einen bestimmten additiven oder subtractiven Werth annimmt. Es mufs also fiir ein Maximum Y der Function der Werth des ersten Differenzials entweder = 0 oder = oo sein.

	
3.    Fiir den ersten Fall, dafs fiir die zusammengehorigen Werthe Y und X das erste Differenzial = 0 wird, hat man ox die beiden Reihen



Y+A,=y+O2.Ax283y. 443 4

—9 18x2 1.2823 1.2.3

yiA,ly40y Ax2 83y Ax_

‘ —J= ‘782’1.2—031.2.3


(5)

(6)



Nun kann man wiederum Ax so klein nehmen, dafs die Summe aller dem zwei-


ten Gliede 2‘y. As

1 • 2




nachfolgenden Glie-



der kleiner wird als das zweite Glied selbst, oder wenn man diese Summen in den beiden Reihen mit R und R' be-zeichnet, dafs

02y . Ax2 _ „

Dx2 1.2 ‘

D’y.Azn ist 8x2 1-2 "

Nun hat man

Y+A=Y+8%y.A%+n

und y-A/=Y+?.A=+R

Ox" 1 • 2

in beiden Ausdriicken ist nun das zweite Glied additiv. Nimmt also das zweite Differenzial fiir den Werth X der Urva-riablen, fiir welchen das erste Differenzial = 0 geworden ist, einen bestimmten additiven oder subtractiven Werth an, so sind beide zweiten Glieder entweder zugleich additiv oder zugleich subtractiv.

Fiir den ersten Fall ist

Y+^y>Y

und      Y—Ay> Y

Fiir den zweiten Fall ist

Y+^y<Y und      Y — Ay<Y

in dem ersten Fall ist also Y ein Minimum, in dem zweiten Fall ein Maximum der Function.

	
4.    Wird fur denselben Werth X der Urveranderlichen, fiir welchen das erste Differenzial der Function = 0 geworden ist, auch das zweite Differenzial =0, so andern sich die Reihen in die folgenden



y+Aj= Y+8%.423+9%


(4) T



Oxt (3) Ox*

yi,._y_88y Ax3 _ 8‘y Ax _ 0x3 (3) Tx4 (4)

Diese Reihen sind also der Form nach dieselben wie die ersten beiden, und folg-lich existirt kein Maximum und kein Minimum der Function, wenn das dritte

Differenzial einen bestimmten positiven oder negativen Werth an nimmt; wird da-gegen dieses dritte Differenzial =0, so erhalt man die Reihen

y+A,=y+O.AxO5.4x5+

(4) 18x5


und



y - A, - Y + 8‘y • A24 _85.A5.

—  "0x4 (4) Dx5 (5)

und man erhalt wie vorhin fur y’ ein Maximum Y bei dem Werth X der Ur-veranderlichen, wenn —% einen bestimm-

Ox*

ten subtractiven Werth und ein Mini-

„   O4y .  .  j mum Y, wenn _—, einen bestimmten ad-Ox* ditiven Werth an nimmt.

Setzt man diese Schliisse weiter fort, so ersieht man aus den bisherigen Un-tersuchungen;

Erstens, dafs von der Function y nur cin Maximum und ein Minimum existi-ren kann fur denjenigen Werth X der Urvariablen X, fiir welchen das erste Dif-

ferenzial a der Function =0 wird.

Ox

Zweitens: Setzt man diesen Werth X in die hoheren Differenziale und dasje-nige Differenzial, welches zuerst einen bestimmten Werth annimmt, ist ein D. gerader Ordnung, so ist der Werth der

Function fiir den Werth X der Urveranderlichen ein Maximum, wenn das ho-here D. subtractiv ist, ein Minimum, wenn dis hohere D. additiv ist.

Drittens: Ist dasjenige hohere D., welches zuerst einen bestimmten Werth annimmt, von ungrader Ordnung, so existirt fiir die Function y weder ein Maximum noch ein Minimum, weder fur x = X noch fiir irgend einen anderen Werth der Urvariabeln.

	
5.    Aus der Entwickelung der Regeln zur Erkennung der Maxima und Minima ersieht man, dafs immer nur die a b s o -luten Werthe entscheiden, dal's also jede Grofse, die auf ein Maximum oder Minimum zu untersuchen ist, als positive Grofse gedacht werden muls. ist aber eine solche Grofse der Lage nach nega-tiv oder der Zahl nach subtractiv, so mufs ihr, damit sie an sich grofser werde, etwas Negatives oder Subtractives zuge-setzt werden; eben so mufs von ihr etwas



Negatives oder Subtractives fortgenom-men werden, wenn sie an sich kleiner werden soil.

Driickt man nun das Negative, welches einer Grofse y anhaftet algebraisch aus, so entstehen in den obigen fur Y ent-wickelten Reihen die entgegengesetzten Vorzeichen, und es finden also bei dem negativen Maximum und dem negativen Minimum die entgegengesetzten Kenn-zeichen statt. Aus diesem Grunde nennt man auch die negativen Maxima, Minim a und die negativen Minima, Maxima.

	
6.    Fur den Werth X der Urverander-lichen x, welcher entsteht, wenn man 8 y



5 = c setzt, kann nach No. 2 ebenfalls Ox

ein Maximum oder Minimum entstehen. In solchem Fall mufs man direct unter-suchen, ob ein solches und welches von beiden stattfindet, indem man in die Function (c + k) und (c — k) fur a hinter-einander einsetzt, entwickelt und erfahrt, ob diese benachbarten Werthe beliebig klein genommen, beide grofser oder beide kleiner werden als y fur a = c .

Fur die richtige Auffassung der vorge-tragenen Begriffe und Verfahrungsarten eignen sich ganz besonders die trigono-metrischen Functionen, und es sollen daher an diesen die nothwendigen Er-lauterungen angeknupft werden.

	
7.    Beispiele.



7L

	
1 . sin x wird fur &=9 zu dem Maximum 1, denn sin(—^a] ist <1; fer-ner fur x = 3 7 ein negatives Maximum = — 1; denn sin (37 ± «) ist negativ und absolut kleiner als 1. Sin (x =0) = 0 ist kein Minimum, denn sin (0 + x) = + sin « ist > 1 und sin (0 — «) = — sin « ist < 1. Desgleichen ist sin n=0 aus demselben Grunde kein Minimum. Gesetzt man wufste dies nicht, und wollte die Function y = sin x auf Maxima und Minima analytisch untersuchen, so hat man:


	
Oy o — cos x Ox 8    2y 8,2 - — Sln e 8 3y



= — cos x Ox)

Es kann nun sin x fur dasjenige X, mit welchem cos x — Q wird, ein Max. oder ein Min. werden. Dies ist aber n , . 82y ■ 71 T=—, und da zugleich — — — sm—, 2                     ox-         2 also ein subtractiver Werth wird, so ist

sin " ein Max. Aber auch fur x =3" wird cos x = 0, also kann auch sin°^ ein Max. oder ein Min. sein. Nun liegt 371 aber sin 9 zwischen dem 3ten und 4ten

Quadrant, ist negativ und — sin % ist

37 eine positive Grofse; folglich ist sin 9 entweder ein Minimum oder ein negatives Maximum, und letzteres ganz be-stimmt, weil dessen benachbarte Werthe negativ sind.

Auch fur dasjenige a, fur welches cos x = co wird, kann sin x ein Max. oder ein Min. werden, ein solches x existirt aber nicht. Mithin sind nur die obigen 2 Maxima fur sin x moglich und ein Minimum existirt nicht.

	
	
2.    y = cos x 8 y Es ist — = — sinx Ox





822” C0SX 8 y

Fur x = 0 wird a = — sin x = 0, und

da 842= ~ cos x subtractiv ist, so ist cos (x = 0) ein Maximum; es ist auch cos (0±a) = + cos « , so dafs beide benachbarten Werthe <cos0=1 sind. Fur x — n wird - sin x ebenfalls = 0; da aber cos 77 zwischem dem zweiten und dritten Quadrant liegt, so ist cos 7 negativ, folg-02 y

lich —"% = — cos x eine positive Grofse und oxi

cos 77 entweder ein Minimum oder ein negatives Maximum, und ausschliefslich letzteres, weil die benachbarten Werthe von cos 7 negativ sind Fur cos x = co gibt es kein x. Ein Minimum entsteht 71 nicht: bei x = — namlich wird cos x = 0,


allein cos




ist negativ und




cos



ist positiv mithin der erste

Werth kleiner, der zweite grofser als

77 cos — = 0.

	
	
3.    y - tg x





Es ist 89 = sec 2, Ox 8 2y

8,2=2t9a -see 2:

Fur sec 2x =0 gibt es kein x, weil der kleinste Werth von sec x = 1 ist. Es mufs also sec 2x = c versucht werden, und dafiir ist x — —. Nun ist —% fur c=9 ebenfalls = co und man ersieht, dafs alle noch hoheren Differenziale von

ii ebenfalls fur — = co werden. Demnach •                   2 ist eine directe Untersuchung erforder-lich. Man hat die Reihe

‘92 2 13(2) 13


49(

und



Hieraus entstehen also 3 I +....

Die vorstehenden Reihen eignen sich nicht zur Untersuchung ob fur T= 9 ein Maximum oder ein Minimum ent-steht; geht man daher zu der trigono-metrischen Formel uber

, / tg « ± l3 B (9 ("*3)F1tga-t98

so hat man, fur « den Werth 9 gesetzt

tg 9 *‘g 3

l9

1 = tg —tg 8


di-




tg




Nun ist Ig — =




und



71 und Zahler und Neuner durch tg— vidirt tg^ =2 —*igp ‘92 daher ist


*2)F folglich   tg(~~ + l^ =



0 =‘g 8 =ho=—eutp 196=+cots

Die gleich weit von tg , entfernten benachbarten Werthe sind also beide gleich grofs aber einander entgegengesetzt.

Nun ist zwar ig — = c und als solche ein Max. fur jeden endlichen Werth, also > (+ cot 8) und > (- cot 8) Allein — cot B gehort einer Reihe von Werthen an, de-nen ein anderes Max. zukommt, namlich das fur x = 37.

tg — ist das absolute Maximum der Tangenten fur Bogen von x = 0 bis "=, und von x = 7 bis «=}n. Ein Minimum hat tg x ebenfalls nicht, weil zwar tg (x = 0) = 0 ist, aber tg (+ «) po-sitiv und > 0, tg (— c) negativ und < 0 ist.

	
	
4.    y = cotx gibt dasselbe Resultat in Beziehung auf Maxima und Minima: Es existiren nur 2 absolute Maxima undkein Minimum fur cot x.


	
5.  y = sec x





.        Oy Es ist     8, = tg x • sec x

8 2y

842 = sec x {tg 4x + sec 2a)

8 y

Fur x = 0 ist — = tg x • sec x = OX I = 0 Ox

2 fur x = 0 wird 9.9 = 1 (0 + 1) = + 1

92y

Es wird also, da 0 eine bestimmte

Ox"

positive Grofse ist, sec x fur x = 0 ein Minimum = 1; und es ist auch sec (0 ± «) + sec a so dafs beide benachbarte Secan-ten positiv und grolser als 1 sind.

Fur x = n wird ebenfalls

	
	
	
— to x • sec x — 0 ox J







Nun ist sec n zwischen dem zweiten und dritten Quadrant belegen, also negativ = — 1, und

^=-1[0+(-l« = -I

mithin wird sec x fur x = n entweder ein Maximum oder ein negatives Minimum, und letzteres findet statt, weil seen zwischen benachbarten negativen Secanten liegt.

.    7 .Oy

fur x — — wird C—c

2 ox

71

Es kann also sec — ein Maximum und 2

. ■                                  0 2y

ein Minimum sein. Aber —% ist fur

7T

C=9 ebenfalls c , und wenn man mit

Hilfe der trigonometrischen Formel fur

	
	
sec (T+e) —--------- die weitere Un-2 /         (7 , \ cos (9«) tersuchung anstellt, so ergiebt sich, dafs sec — ein absolutes Maximum ist, wie 2 auch sec (7 - «) positiv und sec (7+«) negativ ist.



	
6. y = cosec x



Oy

Es ist — =cot x • cosec x

	
8 2y


	
= + cosec x {cot 2x + cosec 2x)





, Fur x = 7 wird 2J=-0X1=0

	
2 Ox



824=1(0+12)=+1

folglich entstelit fur x = 7 wie bei der

Secante ein Minimum = 1, und es ist auch cosec ( " *c ) = — cosec a. Das Maxi-\ 2     / mum fur x = 0 ist ein absolu te s Maximum.

	
	
8.    Man kann fur die Beurtheilung, ob eine Function y mit dem Nullwerth des ersten Differenzials fur x und y, ein Maximum oder ein Minimum oder keines von beiden wird, die hoheren Differenziale ganz ignoriren.





Wachst namlich eine Function y mit dem Wachsthuni Hirer Urveranderlichen x und nimmt mit ihr ab, so wachsen auch die Zuwachse Ay und Ax mit ein-ander und nehmen mit einander ab. Zu einem positiven Ax gehort also immer ein positives Ay und zu einem negati-ven Ax immer ein negatives Ay, es ist

A y mithin jederzeit der Zuwachsquotient — positiv und somit auch das Differenzial Oy

87 positiv.

Wachst hingegen die Function y mit der Abnahme der Urveranderlichen x und nimmt ab mit der Zunahme von x, so findet beides auch zwischen deren Zu-wachsen /^y und Ax statt. Es ist also jederzeit absolut genommen +Ay mit x — Ax oder y — &y mit x + Ax ver-

A y bunden, der Differenzenquotient A% und mit demselben das Differenzial > ist je-Ox • derzeit negativ. Ist gegenseitig das Differenzial 99 fur irgend zusammengeho-rige Werthe y, x positiv, so wachst y von hier ab mit dem Wachsthum von x und nimmt ab mit der Abnahme von x. Ist dagegen jenes Differenzial negativ, so wachst y von hier ab mit der Abnahme von x und nimmt ab mit der Zunahme von x.

Ist nun fur irgend einen Werth X von 0 y

x das erste Differenzial 7= O und es Ox

wird 5 fur den Werth X+Ax positiv, ox

so wachsen die Werthe der Function y von Y ab nach der positiv benachbarten Oy

Seite hin; wird ferner auch 5 fur den

'               ox

Werth X — Ax positiv, so nehmen die Werthe der Function y von Y fur X nach der negativ benachbarten Seite hin ab und es ist also Y fur x = X weder ein Maximum noch ein Minimum.

Wird das Differenzial ©J fur X+A= ox

negativ, so werden die Werthe der Function von y ab nach der positiven Seite

O y

hin kleiner; wird — fur X — Ax eben ox

falls negativ, so werden die Werthe der Function von Y ab nach der negativen Seite hin grofser und Y ist wiederum weder ein Maximum noch ein Minimum.

Wird dagegen fur X+tAe posi-

0 y

tiv und —• fur X — Ax negativ, so Ox

wachsen die Werthe der Function y von Y ab nach der positiven Seite hin, und wachsen mit der Abnahme von X und Ax auch nach der negativen Seite hin. Beide benachbarten Werthe von y rechts und links von Y (fur x = X oder fiir J=0)

\                  ox / werden grofser als Y und folglich ist Y ein Minimum.

Wird endlich 5 fiir X+Ax negativ Ox K

O y

und 87 fur X — Ax positiv, so nehmen die Werthe der Function ab, welche auf der positiven Seite liegen und die Werthe der Function auf der negativen Seite nehmen ebenfalls ab. Beide benachbar-ten Werthe zur Linken und zur Rechten von Y werden kleiner als Y, und Y ist ein Maximum.

Um also den Werth von x zu finden, fiir welches y ein Maximum und ein Mi-8 q nimum werden kann setze — = 0 und Ox

entwickele x so ist X der verlangte Werth. Um nun aber beurtheilen zu konnen, ob fur X die Function y ein Maximum oder ein Minimum oder keins von beiden wird,

setze in dasselbe Differenzial ~ fur X Ox

nach einander die Werthe X+Ax und X — Ax (oder X + a und X — «). wird dann 0(xa) positiv, 5(x"A03

negativ, so ist Y ein Minimum.

—. j     Oy                Oy

Wird --?--. negativ, — — --- o(X+Ax) $ ’ o(X—Ax) positiv, so ist Y ein Maximum.

O y ,       . , Oy

Wird a——- und zugleich -”-—-2(X+Ax)      6 ■ O(X—Ax) positiv oder negativ, so ist Y weder ein Maximum noch ein Minimum.

	
	
9.    Beispie 1 e.





	
1.    Eine gegebene Zahl in 2 Theile zu zerlegen, dal's das Product bestimmter Potenzen dieser Theile ein Maximum oder Minimum werde.



Ist a die gegebene Zahl, x der eine Theil, also (a — x) der andere, so soil am {a — x}'1 — M sein.

Nun ist

0 a

— = Oxm (a — x)11 = x’n • n^a — xy1—^ (— 1) — (a — x}n • mx m— 1 Ox

= x m —1 • (a — xy^—^ [m (a — x) — nx]

— xm~^ - (a — x}'^~1 [ma — [m + n) x]

03 kann nun = 0 werden fur den ersten Ox

Factor am— 1=0, d. h. fir a =0, wel-cher Werth fur ein M nicht moglich ist; fur den zweiten Factor (a — x}'1—1, also fiir (a — x)= 0, wel cher Werth ebenfalls der Aufgabe widerspricht; daher kann nur der dritte Factor = 0 gesetzt werden, also ma — {m +n) a = 0

ma woraus        x — —•—-m n

Da nun das 2te Differenzial substractiv wird, so entsteht fiir x = _— ein Maxi-m + n

mum, und die beiden Theile von a sind —-— und (a--md), das Product der m n \ m + n /

Potenzen, das Maximum

/ ma \m ( na \n m"1 • n'1 = I----- XI-----I = -----.----Xam +n

\m T n) \m — n' (m—n)m"

Fiir m — n sind beide Theile der Zahl einander gleich und jede ^a.

Die Zahl 10 in 2 Theile zerlegt, .dafs x3x(10 — x)2 ein Maximum wird, a gibt 6 und 4 und das Maximum = 63x42=3456.

	
2.    Von einem Cylinder ist der Inhalt A3 gegeben, seine Abmessungen so zu bestimmen, dafs seine g e s a m m t e Ober-fl ache ein Minimum werde.



Bezeichnet man mit x den Durchmes-ser der Grundebene, mit y die Hohe des Cylinders, so ist

der Inhalt des Cylinders = 47 x2y = A3 der Inhalt jeder Endflache = |n ®2 der Flacheninhalt des Mantels = axy.

Die Grofse, welche ein Minimum werden soil ist also

n xy + 2 • 1 7 x- = M

Nun ist aus der ersten Gleichung 4A3

3 7 22


(1)




woraus
[image: ]




(3)

Das zweite D. von M wird positiv, mit-hin entsteht fur diesen Werth von x ein Minimum.

Man erhalt nun (aus 1 und 3)

4A3
[image: ]


Es mufs also fiir das Minimum der ge-sammten Oberfiche die Hohe des Cylinders = dem Durchmesser der Grundflache genommen werden.

Je kleiner man die Hohe nimmt, desto grofser werden die beiden Endflachen und man kann mit beliebiger Abnahme der Hohe den Inhalt beider Endflachen be-liebig grofs erhalten, so dafs mit diesen auch die gesammte Oberflache beliebig grofs wird und somit ein Maximum un-moglich ist. Gegenseitig wird durch Ver-grofserung der Hohe die Grundflache im-mer kleiner, der Mantel wird immerfort grofser und mit diesem kann die gesammte Oberflache des Cylinders jede be-liebige Grofse erhalten. Beides driicken auch die Formein fiir den Mantel und 4A3 die Grundflachen aus, namlich —- und

In a2. Es ist daher auch die Aufgabe unmoglich, den Cylinder von dem Inhalt A3 so zu bestimmen, dals der Mantel allein, oder eine oder beide Grundflachen allein Maxima oder Minima werden.

Soil eine Grundflache vom Minimo ausgeschlossen werden, so hat man 4A3 M = — + 4nx2 x


OM _ _ 443

Dc 42




und




woraus

und



2A

a — 3—

Vi

_ 443 v 71 _ A J*n4A2F

so dals der Durchmesser der Grundflache doppelt so grofs als die Hohe sein mufs.

	
3.    Aus der vorigen Aufgabe erhellt, dafs unter alien Cylindern von gleich grofser Gesammtoberflache derjenige den grofsten korperlichen Inhalt hat, bei wel-chem Durchmesser der Grundebene und Hohe = grofs sind. Dies soil hier direct untersucht werden.



Bei derselben Bezeichnung soil der Inhalt

A3 = 47c2y = Max. werden.

Die gegebene Gesammtoberflache ist F = 71 xy + 4 7x2

F— 17x2 F hieraus y —-------— —- — a

11X       71 x

Also M=|nx2(— — =)=lF—1nx3 \TIX 7 / 1  OM,, daher     — = IF—3722 und       x = 12F

Nun ist

F- 1.2F ___2  37 _ 2F 1/31/2F

95 , 1/2F 3n"l 2F / 3n • 3n

Dals der vorstehende Ausdruck fur x ein Maximum ist, ersieht man natiirlich

O2M daraus, dafs 842 einen negativen Werth erhalt.

	
4.    In einem ebenen Viereck sind die 4 Seiten a, b, c, d gegeben; das Viereck so zu bestimmen, dafs der Inhalt dessel-ben ein Maximum werde.



Wenn man in dem nebenstehenden Viereck A BCD die Seiten BC und CD sich unverriickbar denkt, so kann man die Seiten BA = c und DA = d auch in die Lage BED bringen, endlich kann man durch Verminderung des z BCD das Viereck A BCD auf jeden noch so

II

[image: ]



kleinen Inhalt bringen und man sieht, dafs die Aufgabe kein Minimum zulafst.

Als Maximum ferner kann das Viereck keinen ausspringenden Winkel E haben.

Zielit man die Diagonale BD, setzt die ^A und E = (f und 1, so ist

/\ABD — ^c • d ‘ sin «

A CBD = ^a • b • sin 1 mithin der Inhalt des Vierecks

M = } {ab sin i + cd sin q^ (1)

Das Differenzial vom M soil =0 ge-setzt werden; es sind 2 Veranderliche i und q, nimmt man q als urveranderlich und differenzirt, so erhalt man

Setzt man die Diagonale BD = x, so hat man fur die beiden Veranderlichen die Gleichung

a2 = a2 + b- — 2ab cos ip—c2-\- d2 — 2 cdcosq) woraus

a2 + 62 -■ c2 — d2 cd cos •=—2ab—fazcos


(3)




und

oder

woraus



O cos 1 c d -

—---— — O cos (

O( ab T O1 cd .

— sin ? — —--y sin O( ab

O1 cd sinq Oq ab sin ip

Diesen Werth in das Differenzial (2) von M gesetzt, gibtv OM           cd since o — ab cos 1) • — • —--— cd cos cc = 0 O(            ab sin 1 oder

Es ist mithin entweder    q + 1 = 0 oder        q + i = 180° = n

Der erste Werth ist nicht moglich, folglich gilt nur der zweite Werth q+1=n.

Das verlangte Viereck ist also dasje-nige, dessen gegenuberliegende Winkel 20

= zweien Rechten sind, d. h. das in einen Kreis beschriebene Viereck, und das Maximum selbst, wenn man a+b+c+d=s setzt ist

M = Ly/(s — a) (s - 6) (s - c) (s - d)

Dafs M ein Maximum und kein Minimum ist geht auch aus den Formein her-vor. Denn Gleichung 2 zeigt, dafs cos ip mit cos q, also auch dafs 1 mit q zu-nimmt und abnimmt. Setzt man also q = q — a, so wird auch 1 = 1 — , q +— (« + 8) sind kleiner als 180° und sin [q + i — (« + B)] wird positiv. Fiir q+a wird i zu 1+B und4+1+(«+B)>180° folglich sin («p + 1 + a + B) wird negativ (vergl. No. 8).

	
5.    Es ist eine grade Linie AB und aufser ihr aber in derselben Ebene sind



2 Punkte C und D gegeben. Man soil den Punkt E in der geraden Linie fin-den, so dafs die von C und D nach E gezogenen graden Linien zusammenge-nommen die kleinste Lange haben.

Fallt man die Lothe CF und DG auf AB, so mufs der Punkt E zwischen F und G liegen. Denn gesetzt E' ware mit

Fig. 560.
[image: ]


E gleichweit von G entfernt,

so ware  DE' = DE,

aber      CE' > CE

also kann nur DE^CE ein Minimum werden.

Da E' unendlich weit von G genom-men werden kann, so lafst die Aufgabe kein Maximum zu.

Bezeichnet man FG mit c, FE mit x, CF mit a, DG mit b, so hat man

M = CE + DE = 1 a2 + 22 + V 62 + (c — a)2

—   .8M 2x      — 2 (c — x) c/62+(c—z)2 — (c - a) ya?+92

or 2Va2+a2 2]/bz + (c-x^ Ya2+22x 162+(c - a)2


oder x|

woraus



62 + (c — x)2 =(c — x) ]/a2 + x2 2a2 cx a2 c2 a2 - 62 T «2 - 62 und a = * — . . ac ac

Also—--, oder -------

a + b b C

Fiir die erste Formel verlangere FC bis H, so dafs FH = a + b, ziehe HG und aus C die mit HG parallele CE so ist E der gesuchte Punkt. Denn es ist

FH : FC = FG : FE oder a + b : a = c : x ac also x — ——7 a— b

Die zweite Formel gilt fur den Fall, dafs beide Punkte C und D auf entge-

Fig. 561.
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gengesetzten Seiten von AB liegen. Es versteht sich, dais die grade Linie zwischen C und D die kleinste Summe bei-der Linien gibt, und dafs also deren Durchschnittspunkt mit AB der verlangte Punkt ist, und dies druckt auch die Formel aus. Denn es ist Fig. 561:

CF : DG = EF: EG oder a : b = x : c — x ac woraus        x =    -

o— a

Ans der Function ersieht man, dafs das 2te Differenzial positiv werden mufs, denn das D. des ersten Gliedes Ja2+x2 bleibt in alien Ordnungen positiv, die Dif-ferenziale des zweiten Gliedes V62+(c—x)2 werden wegen des (-x) und der daraus erfolgenden (— Ox) abwechseind negativ und positiv und somit wird das D. von 2{c — x)

------------------             positiv. Der Werth 21b2+(c - x)2

ac

x — =----, ist also ein Minimum. a b

	
6.    In einen geraden Kegel einen Cylinder zu zeichnen, der den grofsten Cu-bikinhalt hat.



Wenn man die Hohe des Cylinders sehr klein nimmt, so nahert sich die Grundflache desselben der des Kegels und kann mit Verminderung der Hohe derselben immer naher gebracht werden, aber der Inhalt des Cylinders wird immer kleiner und sein Grenzwerth ist = 0.

Fig. 562.
[image: ]


Eben so wird der Inhalt des Cylinders immerfort kleiner und verschwindet end-lich in eine gerade Linie wenn man die obere Endflache der Spitze des Kegels immer naher bringt, deshalb eignet sich die Aufgabe nicht zur Auffindung eines Minimums.

Setzt man den Halbmesser des Kegels = r, desen Hohe = h, den Halbmesser des Cylinders = y, dessen Hohe = x, so ist das gesuchte Maximum

M = ny2x

Nun ist h : r = h — x : y r hieraus y = -^-(Ji — x)

,2 also M — n —-5 (h — x^x h -

oder die constanten Factoren fortgelassen M = (h — x^x = h2x — 2hx2 + a?3 also OM = 12 _ 4la + 342 = 0

O X oder h (h — x) — 3x (h — x) = 0 oder (h — x~) {h — 3x) = 0

Nun ist fur h— c=0; x = h, der Cylinder wird = 0 und folglich mufs h— 3x = 0 sein.

Man hat demnach fiir das Maximum des Kubikinhalts

x= 3h

und der Inhalt des Cylinders selbst

der Kegel hat den Inhalt

1 9 1

4 71 hr2 — — ri hr2 3         27 folglich verhalten sich beide Korper, der Cylinder und der Kegel wie 4 : 9

	
7.    In einem graden Kegel einen Cylinder zu zeichnen, der den grofsten Mantel hat.



Mit der beliebigen Abnahme der Hohe des Cylinders nahert sich der Mantel immer mehr dem Grenzwerthe = 0, das-selbe geschieht mit der Zunahme der Hohe des Cylinders bis zu deren Grenze h, wo der Mantel ebenfalls = 0 wird. Es mufs also einen Cylinder geben, dessen Mantel den grofsten Werth erhalt. Bei der vorigen Bezeichnung hat man das Maximum

M = 2?iy • x = 21 • 1 (h — x^x und die constanten Factoren fortgelassen

M = (Jt— x) x = hx — x2 ,   OM r also    — = h 2 = 0

Ox woraus         a = ^h der Mantel ist also r

27 — 4h.}h — Inrh

	
8.    In einen graden Kegel einen Cylinder zu zeichnen,. der den grofsten Ge-sammtumfang hat.



Mit der Zunahme der Hohe des Cylinders bis zur Hohe h des Kegels nimmt die Gesammt- Oberflache des Cylinders immerfort ab, und wird mit der Hohe h = 0. Mit der Abnahme der Hohe nahert sich die Gesammtoberflache immerfort der doppelten Kegelgrundflache. Ist nun diese doppelte Grundflache ein absolutes Maximum fur die Gesammtoberflachen alter in den Kegel eingezeichneten Cylinder, so gibt es fur dieselben kein Maximum. Mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnung ist das verlangte Maximum

M = 2ny • x + 2ny2 = 2n — (h — a) x + 2n 15 (L - a)? = 2n 7 (L — a) x + T (h - «)2 I

=2n " [(r — h)a2 — h (2r — h}x + rh2'](1)

r

folglich        84 =27 12 [2(r - h)e “ h^r - h)] =0

h (2r — A)

woraus x — —,---nV

Nun ist

82M r r a =2nwx20-h=4na(n")

ist r>h so wird dies zweite D. posi-20*

tiv und M ein Minimum. Da aber nach dem Obigen ein Minimum nicht moglich ist, so mufs h > r sein, und dies ist die Bedingung, dafs ein Maximum entstehe, weil dann diese gesammte Oberflache des Cylinders grofser ist als die doppelte Ke-gelgrundebene. Dieses Resultat aber geht auch ohne Analysis aus der Formel 1 fur M hervor. Denn da die doppelte Ke-gelgrundflache = ist 2nr2 so hat man zur Bedingung

2n72< 2n 2 [(r — 1)a2 — 1(2r - h) x+rh‘]


Fig. 563.
[image: ]




woraus die Klammern aufgelost und die Neuner fortgeschafft und reducirt, die Bedingung hervorgeht

(r — K)x — h (2r — h) > 0

oder (r — h)x > h (2r — h)

Da nun a immer kleiner ist als h, so mufs (r — h) > (2r — h) sein, d. h. es mus-sen (r—h) und (2r — h) subtractiv sein.

Es ist demnach

hieraus y = }h • ---- h — r

und der hierzu gehorige Cylinder der verlangte.

	
	
8.    In einer Kugel den grofsten Cylinder zu zeichnen.





Bezeichnet man nach Figur 563 mit r den Halbmesser der Kugel, mit a die halbe Hohe des Cylinders, d. i. die Ent-fernung des Mittelpunkts der Kugel von jedem Grundkreise des Cylinders, so ist der Inhalt des Cylinders

M = 7i • {r2 — x2) • 2a =2n ^r2x — a;3)

— = 2nr2 - &nx2 = 0

O x

r woraus T = — V3 daher die Hohe des Cylinders = 3rV3 und der Durchmesser seiner Grundebene

= 2r H = 3r V6 die Hohe verhalt sich zum Durchmesser wie V3 : V6 = 1 : V2

	
	
	
d. h. wie die Seite eines Quadrats zu dessen Diagonale, und der Inhalt des Cylinders ist = ^rir3 V3



	
9.    In einer Kugel den Cylinder zu zeichnen, der die grofste Gesammtober-flache hat.





Bei derselben Bezeichnung hat man das verlangte Maximum

M = 2n (r2 — «2) + 4n x j/r2 — x2

wo das erste Glied die Summe beider Grundebenen und das zweite Glied den Mantel vorstellt. Dies M hat mit belie-biger Abnahme von x den Grenzwerth 2nr2 namlich die doppelte Flache des grofsten Kreises der Kugel.

Nun ist


M . a =47

O X
[image: ]

22  _

—__________- + 172 — X2

Vr2 — X2




Da x nur mit dem subtractiven Vor-zeichen in der Formel sich befindet, so ersieht man sofort, dafs mit der Vergro-fserung von x der Ausdruck kleiner als Null also subtractiv und mit der Vermin-derung von x der Ausdruck grofser als Null also additiv wird und dafs somit das Differenzial ein Maximum enthalt.

Nun hat man entwickelt

— x Vr2 — x2 + 72 — 2x2 = 0

woraus x2 = 372 (1 ± V})

.             1/1 ± y! und x = ± r I/ ——5 ‘ 2 das subtractive Vorzeichen ist unmoglich, mithin ist

= 47


72 — 2x2 -T------

1r2 — X2
[image: ]




Da nun in dem obigen Differenzial

72 — 2 x2 --— = 0

Vr2 — x2

r immer >x, also Vr2 — x2 positiv ist, das zweite Glied aber wegen des subtractiven ersten Gliedes additiv sein mufs, so ist auch der Zahler (r2 — 2x2) additiv, folglich 72 > 2a2.

Aus diesem Grunde kann in dem Ausdruck fur x nur — V} gelten, weil fur
[image: ]

a2=r2[ + 111]

also 2x2> r2 werden wiirde, und man hat den Werth fur das Maximum -=7V-"=r/81"9

	
	
10.    Den Werth von x zu finden fur welches xx ein Minimum wird.



	
Es ist nach Formel 146 Oxo 8, = xr [1 + logn x] = 0



	
Und es kann nur fur den Eactor 1    + logn x = 0



ax zum Minimum werden, wenn a nicht = 0 sein soil.

Es ist mithin in x = — 1 i                                           i 1 und             x — e-1 = — €

Wenn man in dem ersten Differenzial x vermehrt, so wird xr grofser und Inx wird grofser, also >0; wenn man aber darin x vermindert, so wird xx kleiner und in x wird kleiner, also < 0 und folg-lich gibt x = — ein Minimum von

i

u(l\e_ 1        1        1

E*Fe) Te *=271828.___“1,4146 6

Ve V2,71828...

Man iiberzeugt sich von der Richtig-keit des Resultats, namlich dais — ein ?                               e

Ve

Minimum aller ar ist (ein achter Bruch kann x nur sein) wenn man nach ein-ander wie z. B. folgende Logarithmen aufsucht:

2,7 18 -

log 12,718...

log V1

log ]/2

log 73 4 log V4

1 0 log ]/10

i o o

log V100


= 0,159768

= 0,0000000

= 0,1505150

= 0,1597071

= 0,1505150

= 0,1000000

= 0,0200000

dessen Zahler = 1 alien Wurzeln von



Fur einen Bruch, ist, gibt also unter der Form Ve die Zahl Ve den grofsten Nenner, den Bruch selbst also als die kleinste Zahl.

	
	
10.    Eine implicite Function ist gegeben, die Maxima und Minima derselben zu bestimmen.





ist u = f {y, «) = 0               (1) eine Gleichung zwischen den Verander-lichen x und y (s. Differenzialgleichung I, Formel 3), so hat man (nach demselben Art. No. 3)

Qu Oy bu 8y‘8z+8z=0         (2) Ota or0,").2v+%"®)=0   (3)

OY OX O J Soil nun y ein Maximum oder ein Minimum werden, so mufs x einen solchen

Werth X erhalten, fiir welchen "= 0 Ox wird. Mithin reducirt sich Gleichung 2

auf die Gleichung

Es konnen also nur diejenigen Werthe von x Maxima oder Minima der Function ...                          , Qu • , erzeugen, fur welche und 8, einzeln = 0 sind. Oder was dasselbe sagt, fiir welche das D. der Gleichung, x als al-leinige Variable angesehen, = 0 wird. Die beiden Bedingungsgleichungen fiir ein M sind daher

u = 0 und aus diesen konnen die beiden zu-sammengehorigen Werthe von x und y entwickelt werden.
[image: ]

Es ist mithin


entweder a =0 oder x=}ay2

fiir diese Werthe von x erhalt man aus

Gleichung 6

3

entweder y = 0 oder y= JaV4

	
	
11.    Um nun zu erfahren, ob fur die


erhaltenen Werthe von x und y die Function zu einem Maximum oder zu einem Minimum oder zu keinem von beiden geworden ist, bildet man das zweite D. Dies hat man aus Gleichung 2:




Ou 8 2y . 8 y

8y Da2 bx also




a Ou 28y

Ox




82u

822




8u 82y8yOu 82y _ ^y 82u 1 82u

Oy Da2 8x LOy 8a2 8x Oy • 8a. T 822 - 0




Setzt man

Werth 89=0




nun nach Vorschrift den in diese Gleichung so re-




also y entweder = 0 oder =aV4




ducirt sich dieselbe auf Ou b2y ' Q2u

Oy 0x2 8x2




82u

Man erhalt

Ox”

Ou

Oy




= 6x




= 3y2 — ax




02y

woraus 842 = -




Ist nun dieses zweite D. subtractiv, so entsteht ein Maximum; ist es additiv, ein Minimum, ist das zweite D. = 0, so mufs das 3te und 4te D. gebildet und verfah-ren werden wie oben vorgeschrieben wor-den.

12. Die Regel fur die Auffindung der Maxima und Minima einer implicite ge-gebenen Function ist daher folgende:

Man nehme das Differenzial der Glei-chungsformel in Beziehung auf die Ur-veranderliche (x), als wenn diese all ein variabel und die Function (y) also constant ware; setze dies D=0 und ent-wickele x und y aus beiden Gleichungen, so dafs beide durch constant gegebene Grofsen ausgedrtickt werden. Alsdann nehme man das zweite D. der Gleichungs-formel, wiederum x allein verander-lich angesehen, dividire dies zweite D. durch das erste D. der Gleichungsformel, bei welchem y als die alleinige Veran-derliche betrachtet wird, gebe diesem Quotient das entgegengesetzte Vorzeichen und setze in den so erhaltenen Ausdruck die zuerst gefundenen Werthe von x und y. Ein Minimum fur y findet statt, wenn der zuletzt gefundene Ausdruck additiv wird, ein Maximum wenn er subtractiv wird.

1. Beispiel. Die obige Gleichung u = y3 — axy +x=0

Es ist ermittelt fur u = 0

O u

8 = - ay + 3x2 = 0

342 J= — a

3

x entweder = 0 oder = ja V2




also fur die beiden ersten zusammenge-horigen Werthe c =0 und y = 0

02w Ou 6.      0

erhalt man 89 : — = .9----- = — oxJ oy  3y- — ax 0

Es ist also der Prufungscoefficient nicht = 0 sondern eine bestimmte Grofse, die hier in der Form — erscheint und man findet den Werth nach Capitel II, pag. 294, wenn das Differenzial des Zahlers durch das Differenzial des Nenners dividirt, und zwar den Werth des Quotient ausschliefs-lich fur die Werthe c =0 und y = 0.

Setzt man um nur eine Veranderliche zu erhalten fur y den durch x bestimm-322

ten Werth =—-, so erhalt man den a

Quotient




Gx




2a2




9x3 — «3 ax




und x = 0 gesetzt

© 2u Ou _   2

Oa2 ' ©y a

folglich den entgegengesetzten Quotient

— , also eine additive Grofse, und folg-a

lich ist fur x = O', die Function y = 0 ein Minimum.

6x

Setzt man in den Quotient .----

Ol — CJ

die beiden anderen zusammengehorigen 3                          3

Werthe a = Ja) 2 und y^ ^a]^ so erhalt man ihn




2a V2

3              3




}a2V16—}a212




-=+6




der entgegengesetzte Quotient = - 4, eine 3

subtractive Grofse und J = JaV4 ist folg-lich ein Maximum.




2. Beispiel.

u = y* — 4a 2xy + a4 = 0




Es ist




woraus

Diesen




ou =422, + 443 = 0

Ox

x3

J5=a

Werth in die Gleichung fiir



[image: ]




gesetzt, ergibt

—12 — 444 +*=0 also reducirt x4 (x8 — 3a8) = 0 woraus

8

x entweder = 0 oder = ± a V3 Die hierzu gehorigen Werthe sind

8

y entweder = 0 oder = = aV27




von




Um die hat man




Prufuhgsformel zu erhalten




und

hieraus der




92w 0x2 Ou 8y




=+ 12x2




= 4y3 — 4a 2.




Priifungsquotient

12x2        3x2




4y3 — 4a 2x y3 — a2x

fiir x = 0 und y = 0 wird der Quotient 0




0

Also wie bei dem ersten Beispiel den Quotient der Differenziale genommen, zu-vor um nur eine Veranderliche zu haben, 23

den Werth von J =72 eingesetzt, gibt den Priifungsquotient




0 (3a6x) _ 3 a6

als° a (x8 - as) - 827

und fiir x = 0 wird derselbe c . Es exi-stirt also fiir x = 0 und y = 0 weder ein Maximum noch ein Minimum fiir y.

Setzt man in den Priifungsquotient die zweiten zusammengehbrigen Werthe von x = ± a V3 und von y = ± a V27 und zwar zuerst die Werthe mit den oberen Vor-zeichen so erhalt man                 ,

3a? 73          3732 _+3Y3

8        8 —   8       — 2a

+ a3 V273 — a3 V3 3a V3 - a V3

Der entgegengesetzte Priifungsquotient ist also eine subtractive bestimnite Grbfse

8

und y wird fur x = + a V3 ein Maximum.

Fiir die Werthe mit den unteren Vor-zeichen erhalt man

+ 3 032   _ 373

8     8— o,

— 3aV3+ay3

Der entgegengesetzte Quotient ist eine additive bestimmte Grbfse und y wird fiir 8

x = — a V3 ein Minimum.

13. Eine Function von 2 Urverander-lichen ist gegeben, man soil die Maxima und Minima derselben bestimmen.

Es sei y = f (x, z)

so ist nach Kapitel I, No. 5 (pag. 291)




O y Ax ,

v+A=+8 1+

, 8 y Az T





	
02y

0x2
	
Ax2

2
	
+
	
O3y

8,3
	
Ax3

(3)
	
+


	
^y
	
Ax • As
	
+
	
83y
	
Ax • Az2
	
+


	
0x • 832
	
i • i
	
0x • 8:2
	
1 • (2)


	
82y
	
A^2
	
+
	
83y
	
Ax2 • Az
	
+


	
0:2
	
(2)
	
Ox2’ 8%
	
2 • 1


			
+
	
8 3y

833
	
433

s (3)
	
+

+







bezeichnet man die Summe aller Glieder von hbheren Abmessungen der Zuwachse mit R so ist




9y^x Oy As

J+Aj=!+a*1+81




Denn setzt man Ax = 0, so kann R

8 y

kleiner werden als 0 • A z und setzt man

Az = 0 so kann R kleiner werden als




und man kann mit beliebiger Abnahme von A a und von A% den Rest R kleiner machen als OJ.Az und kleiner als Ox




Oy ds




Az.




' LX

Ox

Haben nun die Differenziale 5 und

Ox

8% reelle Werthe, so wachst y, wenn Ae







und A% additiv sind und y nimmt ab, wenn man Ax und A% subtractiv nimmt. Es entsteht also in diesem Fall fur y weder ein Maximum noch ein Minimum, weil die benachbarten Werthe auf der einen Seite grolser, auf der anderen Seite kleiner werden. Folglich durfen .9 und Ox

Oy

— keine reellen Werthe haben, sie muses

sen wie bei den Functionen mit nur einer Urveranderlichen entweder 0 oder co sein. Die ersten Bedingungen fur das Vorhandensein eines Maximums oder eines Minimums ist daher

Oy . j

—= O oder — co ox

und —• = 0 oder = co 0%

Fur die Beurtheilung, ob ein Maximum oder ein Minimum oder keines von beiden entsteht, ist wie bisher geschehen auf das D. der nachstfolgenden Dimension zu achten.

Dies ist aus der obigen Zusammen-stellung der Reihen fur y + ^y

8 2y A22 82y _ AT.A%_ 82y A 22 0x2    2 8x • 0:   1    1    022    2

und es kann der noch fehlende Rest R’ zur Vervollstandigung von y + /^y kleiner werden als jedes einzelne der 3 zweiten Differenziale.

Wird daher die Summe der 3 Glieder, wenn man Ax und Az beliebig klein nimmt fur + Ax und + Az grofser oder kleiner und wenn man — A x und — Az setzt, kleiner oder grofser, so ist die Function weder ein Maximum noch ein Minimum, weil die benachbarten Werthe von y einerseits grofser und andrerseits kleiner sind. Werden dage-gen die 3 Glieder in Summa fur additive und fur subtractive Ax und Ay beiderseits grofser oder beiderseits kleiner, so entsteht im ersten Fall fur y ein Minimum, im zweiten Fall ein Maximum.

Um das Verhaltnifs der hierzu gehori-gen Grofsen fur diese Bedingung ermit-teln zu konnen, setze der leichteren Ueber-sicht wegen

82y_

8x2. 8x:8% " 8z2 ‘ so hat man die obigen 3 Glieder

«-49*+8:Ac:As+745

= 4 (« Ax? + 29 • Ax • Az + y A 22)

Von den 3 Gliedern ist nur das mit-telste, welches bei Aenderung der Vor-zeichen von Ax und von Ay das Vor-zeichen wechselt; das erste und das letzte Glied bleiben, weil sie Quadrate sind immer positiv. Es kommt also darauf an, dafs das mittlere Glied auf das Vor-zeichen der ganzen dreigliedrigen Grofse keine Aenderung ausiiben kann, und dies geschieht dann nicht wenn

a Ax2 + y A 2 > 28 Ax • △ & oder wenn

« • Ax2 + y Az2 — 28 Ax • A% > 0 oder wenn

,      98

' Ax24--Az2--Ax.A%>0 ft               ft

Nun ist--Ax • 4% das doppelte

Product des Quadrats von A x —— A z.

Man hat demnach die Bedingung (^x- — As) +% A2-83 A3250 oder

(A&-2A)+(2-8)A950

Nun ist, welche Grofsen auch Ax, Az,

3 und « sein mogen Ax- A3) und

Az2 immer positiv. Folglich bleibt die y 32 Bedingung "—  > 0 oder       ya — 32 >0

8 -y &2y   ( 82y \2 oder 842X83-0..8) 20 () als die Bedingung ffir die Mbg-lichkeit eines Maximums oder eines Minimums.

Die Bedingung fur das Maximum ist nun:

8 2y          8 2y

9 < 0 und . < 0 (II) Ox-           0%2‘ die Bedingung fur das Minimum:

93 > o und 9 > 0 (III)

Beispiel. Die Function u = xy2 + a (x + y)2 - b{x + y) (1) soil auf Maximum und Minimum unter-sucht werden.

Man hat

8 = y2 + 2d (x + y) - b = 0     (2) y = 2xy + 2a (x + y) - b =0    (3)

_ die untere von der oberen abgezogen gibt y2 — 2xy = 0

hieraus hat man fur ein mogliches M entweder y = 0 oder y = 2


Fur y = 0 erhalt man aus 2 oder 2ax — b = 0 b also fur y = 0 ist x = — • 2a

fiir y = 2x hat man aus 2 oder 3

4x2 + Gax — b — 0

woraus                    ___

X    - 30 = 1942+46

(fur y = 2x) x =--------4------- (5)

Man hat also in den Gleichungen 4 und 5 fur a drei verschiedene Werthe gefunden, fur welche mit den beiden zu-gehbrigen Y ein M aus der Function her-vorgehen kann.

Nimmt man nun die zweiten Differen-ziale aus 2 und 3

9=+2a         (6)

Ox"

95“=+2a+2x       (7)

so geht aus diesen hervor, dafs wegen der Uebereinstimmung beider zweiten D. in den Vorzeichen ein M entsteht, und zwar, weil die Vorzeichen additiv sind, ein Minimum, wenn die Priifungs-. formell. ein M zulafst.

Um diese zu bilden hat man aus 2 oder 3

82      82u

aaV = 2y + 2a (8) ox - oy Oy • Ox

und es soil nun als Bedingung fiir ein M sein

2a x (2a + 2a) — (2y + 2a)2 > 0

oder reducirt

a (x + a) > (^y + a)2          (9)

Fiir den ersten Werth y = 0 wird (nach

GL 4)         x = b

2d

man hat demnach aus 9 die Vergleichung a. b + 42 > a2

2a

oder       — > 0

welche ein M zulafst wenn b nicht sub-tractiv ist.

Fur den zweiten Werth y = 2x ist (nach Gl. 5)

— 34 *1902ib x — —------

4

Lafst man diesen Ausdruck fiir x vor-laufig aufser Betracht, so hat man, in Formel 9 den Werth y = 2x gesetzt ax + a2 > (2x + a)2 woraus reducirt

3 a > 4x

mithin ist die Bedingung fiir ein M fiir den zweiten Werth y — 2x

x <^a



hieraus geht hervor, dafs in dem Ausdruck (5) fiir x das Minuszeichen vor der V gilt; dafs aber auch das + Zeichen ge-stattet ist, wenn

19a? + 4b <2 ‘ 3a oder        9a2 + 46 < 36a2

27

also wenn         b<4 a2 (10)

	
1.    Zu dem M in den betreffenden drei Fallen iibergehend, setze in die Function u (1) fiir y den ersten moglichen Werth = 0 so entsteht



u~ax2— bx         (11)

Man sieht, dafs durch Vergrbfserung von x, wenn x positiv genommen wird, u ebenfalls immerfort wachst und dafs also fiir c = c ein absolutes Maximum entsteht, welches niemals zu einer Auf-gabe gehbren kann.

Fur x den Werth aus 4 fur J = 0 gesetzt, namlich x = — entsteht:

2a

62     , b        b2

u = a • — - b • — = —(12) 4a- 2a    4d

Setzt man zur Probe, ob wirklich die-ser Werth von x fiir u ein Minimum gibt; a = 1; b = 3 so ist u = x2 — 3x

x fur das Minimum = — 3 = — 1,5

u fiir das Minimum = — 2,25

fiir x = — 1,6 wird u = — 2,24 fur x = — 1,4 wird u = — 2,24

Beide benachbarten Werthe von u sind also grofser und u = — 2,25 ist ein Minimum.

	
2.    Setze nun den zweiten mbglichen Werth von y — 2x in die Function u (1) so erhalt man



u = 4x3 + 9ax2 — 3 • bx (13) und es wird u nach (5) ein Minimum fiir -3=1/942+4b

a =-----1 ......—     (14)

Nun ist oben gezeigt, dal's beide Vorzeichen der V gelten kbnnen wenn nur b < — a- ist.

Man setze z. B. a = 1; b =4 so ist u = 4x3 + 9x2 — 12a       (15)

Aus (14) hat man

	
	
— 3±5 , . .





x = —4— = entweder T 2 oder — 2

Fiir x =} hat man u =31 fiir x = - 2 hat man u = + 28

Setzt man zur Probe x = 3

so entsteht              u — - 233

und setzt man         x = 3

so entsteht             u = — 222

Es erscheint also fur c =}, u als ein Minimum weil — 273 > — 3, < - 222.

Um den zweiten Werth x = - 2 zu pro-biren, setze die benachbarten Werthe — 13 und — 24, so erhalt man fur        x = — 12

u= + 27} fur        x = — 24 u =+27

	
3.    Es erscheint also hier w als ein Maximum, welches derallgemeinen Untersuchung nach nicht mog-lich sein sollte.



Dafs aber u fiir x — + } wirklich ein Minimum und fur x = — 2 wirklich ein Maximum wird, davon uberzeugt man sich wenn man an die aus der Bestim-mung y = 2x hervorgegangene Gleichung 13, und fiir a = 1 und b =4 als ange-nommene Werthe an Gleichung 14 sich unmittelbar wendet.

Denn da (15) u = 4x3 + 922 — 122

so 1st        a = 12x2+ 18x — 12 = 0 Ox _3 = 5 woraus x =---— = entweder + }

4 oder — 2

0 2u

Nun ist —, = 24x — 18

folglich gibt der positive Werth c=l ein Minimum; und es kann auch ein Maximum fiir u entstehen, wenn 242+18 subtractiv wird, d. h. wenn x subtractiv wird und (— x) < (— 2).

Da nun — 2 < ist als — 2 so ist u fiir x = — 2 ein Maximum.

Es scheint also, als wenn die aus der allgemeinen Untersuchung zu gewinnen-den Bestimmungen nicht stichhaltigwaren. Man bemerke dagegen, dafs wenn man in Gleichung 7 den Werth x = — 2 setzt,

Ou , ay=fd 4d=2d entsteht.

8 2u

Da nun — =+24 ist

so haben beide zweiten Differenziale un-gleichnamige Vorzeichen und es existirt weder Maximum noch Minimum. Es ist mithin der specielle Werth c = 2 nicht dahingehorig.

Um dergleichen Inconsequenzen zu ver-meiden, thut man gut, nur die Werthe von y in x ausgedriickt, aus den Glei-chungen 2 und 3 zu entwickeln und diese (hier J = 0 und y = 2x^ in die Gleichung (1) fiir u einzusetzen, wonach man mit einer Function von nur einer Veran-derlichen zu thun hat.

	
4.    Eine Inconsequenz gegen die Re-sultate der allgemeinen Untersuchung entsteht, wenn man gegen die Bestim-27 mung (10) b > — a2 in die Function nimmt.



Es bleibe in dem Beispiel a =1, so soil (nach 10) b < 63 sein, wenn das subtractive Zeichen vor der V Geltung hat. Man setze 6 = 10 so ist

u = 4x3 + 9x2 — 30x

— 3 ± 7

x =---— — entweder - 2,5 4

oder + 1

Fur x = + 1 wird u ein Minimum, der Werth daftir ist = — 17; alle benachbarten Werthe werden — (17 — Au).

Fiir x = — 2,5 wird aber w ein Maximum = + G8,75 und alle benachbarten Werthe werden + (68,75 — Au).

Man uberzeugt sich davon, wenn man die vorstehende Formel fiir u differenzirt u = 4x3 + 9x2 - 30x

— = 12x2+ 18x - 30 = 0 Ox

— 3+7 woraus x = —-— entweder = - 2,5 4

oder = + 1

Nun ist .9 = 24x - 18

Ox-

folglich gibt a =+ 1 ein Minimum, und es entsteht ein Maximum, wenn x subtractiv genommen wird und zwar (— x) <(); folglich gibt — 2,5 fiir x ein Maximum fur u.


Differenzio-Differenzialrechnung ist die Lehre von der Bildung der hoheren Differenziale. Sie wird in der Differenzialrechnung mit vorgetragen und befindet sich hier in dem Art. „ Differenzial" No. 46 bis No. 57.

Dignitat ist ein Product von mehre-ren gleichen Factoren, und wird gewohn-lich Potenz genannt.

Digression s. v. w. Ausweichung s. d. Bd. 1.

Dimension s. v. w. Abmessung s. d. Bd. 1.

Dioktaeder (dig zweimal) Zweimal-achtflachner, Vierundvierkant-ner, ein Krystall von 16 Flachen, 24 Kanten und 10 Ecken in der Form des Didodekaeders, Fig. 558, wenn man fiir die 12 eckige gemeinschaftliche mittlere Basis der beiden Pyramiden ein symme-trisches Achteck sich denkt. Auch bei diesem sind die Flachen ungleichseitige



Dreiecke, daher auch die Kanten und Ecken dreierlei.

Von den Kanten sind 8 langere meist scharfere, 8 kiirzere meist stumpfere Scheitelkanten A, B und in der Basis liegende 8 Seitenkanten D. Von den Ecken sind 2 symmetrische 8flachige Scheitelecken C, 8 vierflachige Ecken, von denen je 4 und 4 symmetrisch sind.

Die Hauptaxe verbindet die beiden Ecken C, die beiden Nebenaxen verbin-den je 2 Paar gegenuberliegende Ecken, in welchen die langeren Kanten A zu-sammentreffen. Die Ebenen, welche durch 2 Paar einander gegenuberliegende End-kanten gelegt werden sind Rhomben.

Diophantische Gleichungen, diophan-tische Aufgaben, (von Diophantus, einem Mathematiker einige Jahrhunderte vor Chr. Geburt, der diese Aufgaben er-funden, oder sie zuerst gelost haben soil) auch unter dem Namen Unbestimmte Analysis oder unbestimmte Ana-lytik bekannt, sind Gleichungen oder Aufgaben, welche mehrere Resultate zu-lassen, indem die unbekannten Grofsen mit den bekannten nicht in so vielen Beziehungen gegeben sind als zu deren Bestimmung erforderlich ist, so dafs eine oder mehrere unbekannte willkiihrlich an-genommen werden konnen. Einen Theil dieser Disciplin der Algebra macht die Blindrechnung, Regel coeci aus (s. d. Bd. 1, pag. 376.) Die Aufgaben bestehen darin, dafs eine oder mehrere Gleichungen weniger gegeben sind als Unbekannte gefunden werden sollen.

x + y = 10 ist eine Aufgabe, die fur x und y eine unendliche Menge Auflosungen zulafst. Nimmt man c = 1 so ist y = 9; fur x = 2, 3, 4 ... entsteht y = 8, 7, 6 ...; fur x = — 1 wird y = + 11 u. s. w. Es sind hier 2 Unbekannte und nur eine Glei-chung ist gegeben.

Eine Gleichung vom 2ten Grade lafst 2 Auflosungen zu, die beiden Unbekannten sind aber ganz bestimmte der Na-tur der Gleichung zukommende Grofsen, daher ist solche Gleichung keine diophantische Aufgabe; desgleichen nicht eine Gleichung vom nten Grade, welche n Unbekannte liefert, von denen aber keine willkiihrlich angenommen werden kann weil dieselben alle aus der Auflosung als ganz bestimmte Grofsen hervorgehen.

Die in dem Art. Blindrechnung aufge-fiihrten Beispiele gehoren hierher. Es sollen nun noch einige andere hinzuge-fiigt werden.

	
1.    Es werden 2 Zahlen gesucht, deren



Quadrate, wenn sie addirt werden, wie-der eine Quadratzahl geben (Meyer Hirsch, pag. 262, No. 34).

Die Aufgabe ist a? + b2 = c2 oder auch a2= c2-b2=(c + b) (c — b)

Nun kann man a2 ebenfalls als ein Product von 2 ungleichen Factoren be-trachten, z. B. p2 X q2 und man kann den einen Factor c + b = p2 und den anderen c — b = q2 setzen. Dann hat man:

c + b = p2 c - b = q2 hieraus 2b = p2 — q2 72 _

nun ist        a2 = p2q2 also            a = pq

Die beiden • gesuchten Zahlen haben p2 — q2 demnach die Form -—9 und pq oder

p2 — q2 und 2pq.

Fur p = 5, q = 1 ist a = 24; b = 10; a2 + 62 = 242 -J- 102 = 262

	
2.    Es mogen a und c ein paar Ratio-nalzahlen bezeichnen: welche Rational-zahlen konnen fur x und y angenommen werden, wenn die Formel a2x2 + cy2 ein vollkommenes Quadrat werden soil (Meyer Hirsch, pag. 263, No. 35).



Setzt man a2x2 + cy2 = 32 schreibt cy2 = z2 — a2x2 =(z+ ax') ^-ax} setzt ferner y2 = m2 • n2 nimmt cm2 = z + ax n2 = z — ax so erhalt man cm2 — n2 = 2ax ,            cm2 — n2 oder          ---— x 2a hierzu            mn = y und die allgemeine Form der Zahlen x und y ergibt sich wenn man beide Aus-drucke noch mit 2a multiplicirt,

x = cm2 — n2 y = 2amn

Man kann diese von Mayer Hirsch an-gegebenen Formen vereinfachen wenn man beide mit m2 dividirt. Man erhalt
[image: ]
[image: ]

far , die ganze Zahl n geschrieben x = c — n2; y = 2an

und es ist

d2x2 + cy2 = a2 {c — n2)2 + c (^an}2 = a2 (c+n)?

	
3.    Man soil 2 Zahlen von einer solchen



Beschaffenheit finden, dafs die Differenz


dieser Zahlen der Differenz ihrer Cuben gleich sei (Mayer Hirsch, pag. 266, No. 45). (Die allgemeine Form der beiden Zahlen hat M. H. nicht angegeben.)




14 — 322 =x| / 4

• x-




2

| -3




Bedeuten x und y die verlangten Zahlen, so ist




(2)2 - 3




ist




daraus oder




— x = y3 — x3

=(J — x) (.y2 + xy + x2) y2 + xy + x2 = 1 y2 + xy + x2 — 1 = 0




also y =




Da




(2) — 3 ein vollkommenes Quadrat




woraus




x2 ,

--^ + 1




sein soil, so kann man

/ 9 12         / 9




Es muls




- -x+V4- 3x2




(1)




setzen, und wenn man die Klammer auf-lost und reducirt, so erhalt man




also 4 — 3x2 ein vollkomme-




nes Quadrat sein, und um die Form von x dafur zu finden setze, damit x positiv wird




woraus




4a    o

---a2 - 3 = 0

x

4a

“=a+3




(2)




und




2a




a?43 L 1 +




a2 + 3

——--C

2a




oder




- «2 + 2a + 3




(3)




Gleichung 1 fur y geht zunachst hervor, dafs x nicht >1 sein kann, fur




Aus




x = 1 wird aber y = 0, welches unmog-lich ist, folglich mufs x < 1 sein.




ist also




Es




x , 1/4 — 3x2

? =------

des zweiten Gliedes wegen ebenfalls




1.




Nun wird in dem Ausdruck 3 fur y, fiir a = 1 und kleiner als 1 der Zahler gro-fser als der Nenner, folglich mufs a eine ganze Zahl sein, und dann kann, wenn y positiv sein soli nur das negative Vor-zeichen gelten. Man hat demnach a? — 24 — 3




Zugleich wird in dem Ausdruck 2 x der Zahler nur dann kleiner als Nenner, wenn

a2 - 4a + 2 > 0




(4)

fiir der




wenn also




Fiir a = 4 erhalt man

—16 5 11 Es ist —---= —

19  19 19

(16\3   (5\3 3971




2+V2

16




“=193=19




11 361




6859 19 * 361




11

19




Diopter, ein franzosisches Wort, sind bei den Mefsinstrumenten, welche ohne Fernrohr eingerichtet sind, die zum Vi-siren bestimmten Durchsehoffnungen. Sie sind in dem Art, Boussole Bd. 1, pag.




398 mit Fig. 233 abgebildet. Die Oculardiopter, unmittelbar vor dem Auge, besteht in einer senkrecht geradlinigen sehr engen Spalte; die dieser gegenuber-stehende D., die Objectivdiopter, hat eine breitere Spalte, in deren Mitte ein senkrechter Faden gespannt ist, wel-cher mit der ersten D. und der Axe des Instruments in einerlei senkrechten Ebene liegt (vergl. auch Alhidade); man findet also die Richtung des in der Ferne be-findlichen Punkts, wenn die Diopter so gerichtet werden, dafs dieser Punkt von dem Faden gegen das Auge gedeckt wird.

Dioptrik ist die Lehre von den Er-scheinungen, welche mit der Brechung der Lichtstrahlen zusammenhangen. Zu derselben gehoren die Art. Ablenkung des Lichtstrahls, achromatisch, astrono-misches Fernrohr, astr. Refraction, Bre-chende Kraft eines Mediums, Brechung der Lichtstrahlen, Brennglas, Brille u.s.w.

Discrete Grbfse s. u. collective Grofse.

Distanzpunkt s. u. Augenpunkt.

Divergenz s. u. Convergenz.

Dividend ist eine Zahl, welche dividirt werden soil.

Dividiren heifst eine Zahl in eine be-stimmte Anzahl gleicher Theile zerlegen. Die Zahl, welche getheilt wird heifst der Dividend, die vorgeschriebene Anzahl der gleichen Theile der Divisor und die



Grofse eines jeden dieser gleichen Theile der Quotient.

Division ist die vierte einfache Rech-nungsart, die letzte der sogenannten 4 Species, wenn man das Wurzelausziehen zu denselben nicht mitzahlen will. Sie begreift die Aufgabe: Zwei nach irgend einem System geschriebene Zahlen durch einander zu theilen und die daraus her-vorgehende dritte Zahl nach demselben System darzustellen. Z. B. die nach dem dekadischen System geschriebenen Zahlen 8424 und 26 sollen durch einander getheilt werden. Das Exempel gestaltet sich:

| 26 8424 I 324 78

62

52

104

104

Die dritte Zahl 324 der Quotient ist entstanden, indem man die Zahl 8424 durch 26 getheilt hat. Man hat sich in der Entstehung dieses Quotienten die Rechnung folgender Art vorzustellen.

I 26

8424 300+20+4 7800

624

520

104

104

Man zerlegt namlich in Gedanken den Dividend in 8400 + 24. Sagt 26 in 8400 geht 300 mal; nun sind 26x300 = 7 800 wegzunehmen, es bleibt von der Zahl noch 624, welche durch 26 noch zu theilen ist, diese wird zerlegt in 620 + 4. Man sagt wieder 26 in 620 geht 20mal; nun sind 26 x 20 = 520 von 620 fortzu-nehmen, bleibt 100, hierzu die noch zum Dividend gehorende 4 hinzugenommen gibt 104 und diese wiederum durch 26 getheilt gibt 4, so dafs die Zahl 26 nach und nach die Zahlen 7800, 520 und 104 also deren gegebene Summe 8424 getheilt hat.

Man nennt daher die einzelnen Divi-denden 84 (8400), 62 (620) und 104 die Partialdividenden, so wie die Zahlen 3(300), 2(20) und 4 die Partial-quotienten.

	
2.    Die Division kann betrachtet werden als eine wiederholte Subtraction mit einem und demselben Subtrahendus; denn zu dem Quotient 24 : 4 = 6 gelangt man auch, wenn man die Zahl 4 von der Zahl



24 abzieht, von dem Rest 20 wieder 4 und so fort abzieht bis kein Rest mehr bleibt, und wo sich dann ergibt, dafs das Subtrahiren 6 mal geschehen kann und geschehen ist.

Diese Uebereinstimmung der D. mit der Subtraction veranlafst mehrere Rech-nenlehrer, die D. von den Species aus-zuschliefsen wie die Multiplication, welche als eine wiederholte Addition betrachtet werden kann; sie konnte ubrigens noch eher deshalb zu den zusammengesetzten Rechnungsarten gezahlt werden, weil sie zur Darstellung des Quotienten aus der Reihe von Partialdivisionen der Subtraction sich bedient.

	
3.    Quotient und Divisor haben einerlei Beziehung zum Dividendus: der Quotient ist in dem Dividend so oft enthalten als der Divisor Einheiten enthalt und der Divisor ist in dem Dividend so oft enthalten als der Quotient Einheiten enthalt. Vertauscht man Divisor mit Quotient so erhalt man bei demselben Dividend den einen aus dem anderen.


	
4.    Eine vorzunehmende D. wird ange-zeigt entweder durch die Bruchform als 8424 ----, wo der Zahler den Dividend, der 26 ’



Nenner den Divisor anzeigt; oder durch ein zwischen beide Zahlen gesetztes Ko-lon 8424:26.

	
5.    Das Exempel 4335 oder 43 35 :25 25 lafst einen Rest = 10, die Division geht nicht auf.



	
I    25



4335 I 173

25

183

175

85

75

10

Es lafst sich also die Zahl in ihren Einheiten nicht angeben, um wie viel mal die Zahl 4335 grbfser ist als die Zahl 25. Denn jene ist grofser als 173 x25 und kleiner als 174x25.

Mithin bleibt der Quotient — ein 25

Zahlbegriffund wird geschrieben 173,2. D. h. der Quotient ist = der Zahl 173 + derjenigen Zahl, welche entstehen wiirde, wenn man den Rest 10 noch durch 25 theilen konnte. Dies wiirde aber offen-bar geschehen konnen, wenn man sich die Einheit 1 aus 25 gleich grofsen Theilen bestehend denkt, denn alsdann hatte man unter }9 sich 10 solcher Einheiten zu denken. Und dies geschieht auch: 7’5 ist die Darstellung einer Einheit, die 25 mal kleiner ist als die Einheit 1. In dieser Beziehung nennt man die Eins (1) die absoluteEinheit auchursprung-liche Einheit, primitive Einheit; die Zahlbegriffe 4, 3, 4 u. s. w. relative Einheiten, Brucheinheiten.

	
	
5.    Dieser Umstand, dafs die D. nicht aufgeht, veranlafst die D. in Decimal-stellen fortzusetzen: Man schreibt hinter die Zahl 173 ein Komma und hinter den Best 10 eine Null, so dafs die Zahl 10 in die Zahl 10 geandert wird, in wel-





4 cher die Zahl 25 noch 1omal enthalten ist. Der nach dekadischem System ge-schriebene vollstandige Quotient ist nun = 173,4.

Die Praxis der Ausfuhrung einer D. in Decimalstellen und mit Decimalbrii-chen in Decimalbriiche, s. den Art. „De-cimalbruch" No. 3; die D. von ge-meinen Briichen durch einander, s. d. Art. „ Bruch, No. 7; die D. von Buch-stabengrofsen durch einander in dem Art. „Buchstabe nrechnung“ D. pag. 438. Vergl. auch den kurzen Art. „Aufhe-ben der Briiche.

Divisionszeichen s. u. Division No. 4.

Divisor s. u. dividiven.

Dodekadik, dodekadisches Zahlensy-Stem, ein zwolftheiliges System, in welches also noch einzelne Ziffern fur die Zahlen 10 und 11 gehoren, in welchem

, , « 180° , R = 41 • (9 2 * l9 m = 4" V unsere Zahl 12 die kleinste zweiziffrige Zahl ist und mit 10 bezeichnet wird; 20 wiirde unsre Zahl 24 sein, 29 unsere Zahl 33; 100 unsre 144, 1000 unsre 1728. Die dodekadische geschriebene Zahl

1249 ist dekadisch

= 123 + 2 X 122 + 4 X 12 + 9 = 2073 das System ist naturlich nicht gebrauch-lich.

Dodekaeder ist einer der 5 vieleckigen regularen Korper oder Polyeder, welche zur Untersuchung ihrer Eigenschaften einen Artikel in diesem Worterbuch er-halten werden. Das D. wird von 12 re-gelmafsigen Funfecken eingeschlossen, es hat 30 gleich grofse Kanten, 20 drei-flachige Ecken mit 60 ebenen Winkeln zu 108°.

Bezeichnet man in einem regelmafsi-gen Polyeder mit

m die Anzahl der Ebenen die zu jeder Ecke gehoren,

n die Anzahl der zu jeder Grenzflache gehorenden Kanten,

N die Anzahl der Grenzflachen des Korpers, so ist hier m = 3; n = 5; N = 12.

Bezeichnet man nun den Neigungs-winkel je zweier zusammen treffenden Grenzebenen mit «, so ist

180°

P(c --;----

« m cos 60° _1/5+ V5 Stn 2 = —180° = sin 36° FV 10 sin----- n und a = 116° 33' 54"

Bezeichnet man die Lange einer Kante mit k, so ist der Halbmesser der u m das D. zu beschreibenden Kugel

(6 + 2 15) = 1,401 2585 x k


Bezeichnet r den Halbmesser der in dem D. zu beschreibenden Kugel, so ist r = U • tg 2 col — = ^k • V3 (50 + 22 V5) = 1,114 6381 x k




180°

fg----

R =r.—13(5-2)5)

col-----

n




r = B.




180°

col----- n




180°

tg--

• m




Rv} (5 + 215)




k = 2R • cot , • cot , =}Rv6(3- V5)

u     1800     ---------

k — 2 r • col — • tq----= r 1 50 — 22 15 2 n




= 1,258 4086 xr

= 0,794 6544 X R

= 0,713 6441 X R

= 0,778 7840 xr



Bezeichnet J2 den Inhalt einer Begrenzungsebene , so ist

J2 = Ink • cot 1802 = 412 V/5 (5+2 V2)                       = 1,720 4773 x k3

J3=lnNr3 • col2 % • tg 149- = 10,3 1/2(65 - 29 V5)           =4,980 5360x r3

Dodekaeder (Krystallographie), Z wolffl achn er, ist ein Korper mit 12 Fla-chen, die aber nicht wie das D. in der Stereometrie aus regularen Funfecken bestehen, sondern aus 12 Rhomben. Daher heifst es auch Rhombendodekae-der, auch Granatoeder.

Die einschliefsenden Rhomben haben 24 gleiche Kanten und 14 Ecken, deren Umfangswinkel sind 109° 28' und 70° 32'. Das D. stellt sich auf wie der Wurfel: ist EFGH die Grundflache, so ist die derselben + gegenuber liegende Flache die Raute ABCD; rechtwinklig mit bei-den Flachen stehen die beiden + mit einander befindlichen Flachen ALEM und DKG J, so dafs auch diese beiden als

Fig. 564.
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GrundHachen angenommen werden kon-nen, wo dann jene dieselbe Lage zu die-sen, wie diese zu jenen beiden Flachen haben.


Es ist also deren Lage mit der der Wurfelflachen ganz dieselbe, nur ist der Unterschied, dafs beim Wiirfel die Flachen mit den Kanten sich ansetzen, wo-gegen beim D. die Ecken der Flachen gemeinschaftlich sind, namlich die 4 Ecken D, G, A und E.

Zwischen diesen 4 Rauten gruppiren sich die 8 iibrigen Rauten der Art sym-metrisch, dafs deren Kanten unter einander gemeinschaftlich sind und dafs je 4 der Flachen in einer gemeinschaftli-chen Ecke zusammen treffen, also beide Paare in den beiden Ecken 0 und N. Die genannten 6 Ecken sind vierflachig und werden durch die langeren Diago-nalen der Rhomben mit einander ver-bunden; die iibrigen 8 Ecken sind drei-flachig.

Wenn man den Kry stall mit der Ecke G sich aufgestellt denkt, so dafs GA die lothrechte Hauptaxe ist, so bildet die Ebene, in welcher die 4 Diagonalen DO, OE, EN, KD die Basis des Krystalls, die 4 Diagonalen liegen wie 4 Seiten des Octaeders und die 4 Ecken D, 0, E, N nebst den beiden G und A liegen wie die 6 Ecken des Octaeders; daher heifsen auch die 6 vierflachigen Ecken des D. dessen Octaederecken.

Bleibt man bei derselben Aufstellung des Krystalls, verbindet die 4 dreiflachige Ecken B, C, L, M und die anderen 4 derselben J, K, H, F durch die kiirze-ren Diagonalen, so liegen jede 4 dieser Diagonalen in zwei Ebenen die einander = und mit der Axe AG rechtwinklig sind; und da nun diese 8 Diagonalen zwei Quadrate bilden, so liegen die 8 Ecken wie die 8 Ecken in dem Hexaeder; deshalb nennt man die 8 dreiflachigen Ecken des D. dessen Hexaederecken.

Dodekaedralzahl ist diejenige der 5 Polyedralzahlen, deren zu Grunde lie-gendes Polyeder das Dodekaeder ist. Die Zahlen sind namlich die Anzahl der Punkte, welche die Ecken und in gleichbleiben-den Entfernungen von einander die Kan ten aufnehmen, wenn man die Kanten des Korpers 1, 2, 3...n mal vergrofsert und zu diesen Kanten jeder Grofse die zugehorigen Dodekaeder construirt.

Es sei A eine der 20 Ecken mit den in ihr zusammentreffenden 3 fiinfeckigen Begrenzungsebenen; Aa, Aa, Aa seien die 3 Kanten von der Lange =1, die zu diesen gehorenden Fiinfecke sind mit AaaaaA bezeichnet. Da nun das Dodekaeder 20 Ecken hat, so befinden sich auf dessen Oberflache 20 Punkte und 20 ist die Grundzahl der Dodekaedralzahlen. Da zugleich mit beliebiger Abnahme der Kanten Act von A aus das Dodekaeder in dem Punkt A verschwindet, A nur einen Punkt gibt, so ist 1 die erste und 20 die zweite D.


Fig. 565.
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Verlangert man nun die drei Kanten Aa um ihre eigene Lange Aa zu den 3 Kanten Ab, Ab, Ab, so entstehen die zugehorigen 3 Fiinfecke, welche mit AbbbbA bezeichnet sind. Von den bis jetzt ge-zeichneten 6 Funfecken liegen immer je 2 und 2 in einer Ebene; construirt man aber die zu Aa und die zu Ab gehorenden beiden Polyeder, so haben dieselben nur die einzige Ecke A gemein, und die beiden Korper nehmen eine Lage zu einander an, wie Fig. 556 die beiden Zehnecke Aa..aA und Ab ... bA: der eine Korper steckt in dem andern und beide sind an den 3 kleinen Oberfiachen AbbbbA mit einander verbunden.

Es kommt nun darauf an zu ermitteln, wie viele Punkte hinzugekommen sind.

Aufser der Ecke A sind 19 neue Ecken gebildet worden, mithin sind hinzugekommen 19 Eckpunkte; fur die gleich grofs bleibende gegenseitige Entfernung der Punkte mussen alle Kanten wie die 3 Kanten Ab noch einen Punkt in der Mitte erhalten, und da das Dodekaeder 30 Kanten hat, so sind noch 27 Kanten-punkte hinzugekommen. Nun mussen aber sammtliche Begrenzungsfiachen 2 Punkte a in deren Mitte erhalten, bei 3 Elachen findet dies schon statt. Das Dodekaeder hat 12 Begrenzungsfiachen, folg-lich kommen hinzu 9x2 = 18 Flachen-punkte. In Summa kommen hinzu 19+27+18 = 64 Punkte und die dritte D. ist = 20 + 64 = 84.

Verlangert man wie-derum die 3 Kanten Ab um die Lange A a = 1 zu den 3 Kanten Ad, Ad, Ad, so entstehen die 3 zugehorigen Funf-ecke, welche mit AddddA. bezeichnet sind. Von den bis jetzt gezeichne-ten 9 Funfecken liegen immer je 3 und 3 in derselben Ebene, die zugehorigen Polyeder ha-ben die Lage wie Fig. 556 die 3 Zehnecke zu einander, ein Korper steckt in dem andern und alle 3 haben ihren einzigen Zusammenhang mit den 3 Funfecksfla-chen AddddA. Fur die mit dem dritten Dodekaeder hinzugekomme-nen Punkte hat man Folgendes.

Es sind 19 neue Ecken mit 19 Punk ten hinzugekommen; die neuen Kanten erhalten wie Ad zwei Punkte in der Mitte, folglich zusammen 27 x 2 = 54 Kanten-punkte; die neuen Flachen erhalten wie die 3 gezeichneten Flachen, 2 Punkte a, 2 Punkte b und 3 Punkte c, zusammen 7 Punkte, also iiberhaupt 9x7 = 63 Punkte. Die Anzahl der hinzugekommenen Punkte ist demnach 19 + 54 + 63 = 136 und die 4te D. ist = 84 + 136 = 220.

Das Gesetz fur die Bildung der D. er-gibt sich also aus folgender Reihe der immer neu hinzukommenden Zahlen, d. h. der Differenzen je zweier auf einander folgenden Dodekaedralzahlen:

	
1.    Differenz = 1


	
2.   , „ =19


	
3.   , „ =19 + 1 • 27 + 2 • 9 = 64


	
4.   „ , =19 + 2-27 + 7.9 = 136


	
5.    Differenz = 19 +3. 27 + 15-9 = 235


	
6.   , „ =19 + 4-27 +26 - 9 = 361



n. Differenz = 19 + (n — 2) 27 +

"-2 (3n - 5) 9 = ?n (3n - 5) + 10 2                     2

Diese Reihe ist eine Reilie der dritten 3. Differenzenreihe Ordnung, die Dodekaedralzahlen bilden 2.    „    , also eine Reihe der 4ten Ordnung und 1.    ,     , man hat die Darstellung                    Dodekaedralzahl


» »    »

, , 45

„ 19 64

1 20 84




27 27....

72 99....

136 235... .

210 455....



.        n — 1 n — 1 • « — 2 n — 1. n — 2 • n — 3 die nte D. ist = 1 + —-— • 19 + —,---— 45 +---------,-----— • 27

= 7 (9n2 - 9n + 2)

Dodekagonalzahl ist diejenige Polygo-nalzahl, deren zu Grunde liegendes Polygon das Zwolfeck ist. Es verhalt sich mit diesen Zahlen wie mit den Dekago-nalzahlen, und ihre Entstehung ist wie Fig. 556 wenn man Zwolfecke statt der Zehnecke construirt.

Die 1. D. ist = 1

, 2. „ , =1 + 11 = 12

die 3. D. ist =12 + 11 + 1-10 = 33 , 4. „ „ =33 + 11 + 2-10=64 , 5. „ „ =64+11 + 3-10 = 105

Die D. zahlen bilden eine Reihe der zweiten Ordnung; das erste Glied der ersten Differenzenreihe ist = 1, die con-stante Differenz deren Glieder ist 10. Man hat also die Darstellung

Differenzen          10

	
1.    Differenzenreihe 1



Dodekagonalzahlen 1


10 10 10 10.... 10

11 21 31 41 .... (10n - 9)

12 33 64 105 .... n(5n - 4)



Die Summe der ersten n D. zahlen ist }n (n + 1) (10n — 7)

Doppelbruch ist ein Bruch, dessen Zahler und Nenner aus Bruchen bestehen, s. Bruch No. 2.

Doppelpunkt ist ein Punkt, in wel-chem eine Curve einen Knoten oder eine Spitze bildet, den ersten Fall zeigt Fig. 523 die untere Konchoide, den zweiten Fall Fig. 521 die Cissoide. Der Punkt K Fig. 545 und 546 ist kein Doppelpunkt, weil derselbe von den beiden verkurzten Cycloiden also von zweien Curven gebil-det wird.

Doppelsterne. Hierunter versteht man 2 Fixsterne, von welchen der eine um den andern sich herumbewegt wie ein Planet um unsere Sonne oder wie ein Trabant um einen Planet, z. B. der Mond um unsre Erde, indem beide Fixsterne wie diese in unmittelbaren attractorischen Verhaltnissen mit einander sich befinden. Da bei der so sehr grofsen Entfernung dieser Sterne von unsrem Sonnensystem es ganz undenkbar ist, dafs auch nur einer derselben, wenn er nicht selbststan-

II

dig leuchtete von uns gesehen werden konnte, so sind beide Sterne Sonnen und die D. bilden also einDoppelsonnen-sy stem, die fest stehende Sonne ist die Centralsonne, der Centralstern, die herumkreisende Sonne der Fixstern-trabant, der Begleitstern.

Die Anzahl dieser Doppelsonnensysteme ist nicht gering, Herschel allein hat etwa 450 derselben entdeckt, und man kennt gegenwartig uber 2800 Doppelsterne, von denen aber auch viele wegen ihrer grofsen scheinbaren Nahe an einander fur Doppelsterne gehalten werden mogen, ohne dafs sie es wirklich sind, was zu entscheiden noch Jahrhunderte langen Beobachtungen vorbehalten bleibt, well die Bewegung der Begleitsterne oft erst innerhalb sehr langer Zeit wahrnehmbar wird. Auch mehrfache als Doppelsysteme, selbst siebenfache sind entdeckt worden, so dafs bei diesen statt der an sich dun-klen Planeten unsres Sonnensystems, Sonnen es sind, die um eine grofsere Centralsonne kreisen, und von denen jede

21

einzelne Begleitsonne wiederum ein Son-nensystem ahnlich dem unsrigen bildet (vergl. die hypothetische Bemerkungen Bd. 1, pag. 32, links, pag. 168 No. 7).

Von mehreren dieser D. hat man be-reits die Bewegungsgesetze und deren Bahnen erforscht. Am vollstandigsten von dem Doppelstern 0 des grofsen Baren, in welchem eine schwache blauliche Sonne, die als Stern 5ter Grofse erscheint, um eine weifse Centralsonne, ein Stern 4ter Grofse, sich bewegt und zwar mit einer Schnelligkeit, dals sie ihren Lauf in 58 Jahren vollendet.

Doppelt gerade ganze Zahl eine nicht mehr gebrauchliche Bezeichnung fur ein ganzes Vielfaches der Zahl 4.

Doppelverhaltnifs ist das Produkt zweier gleichen Verhaltnisse. Ist das einfache Verhaltnifs a : b so ist das D. = a2: b2

Drachenkopf ein alter Name fur den aufsteigenden Knoten des Mondes, so wie der absteigende Knoten desselben Drachenschwanz genannt wird. Die Namen ruhren daher, dafs wegen der Finsternisse, welche wahrend und in der Nahe des Durchgangs des Mondes durch die Ekliptik eintreten, im Alterthum der Glaube war, dafs der Mond hier mit einem Drachen in Kampf sich befinde.

Drachenmonat ist die Zeit, in welcher der Mond von seinem aufsteigenden oder absteigenden Knoten zum zweitenmal in denselben Knoten wieder eintritt. Dieser Monat ist von alien astronomischen Monaten der kurzeste, weil die Knoten mit einer Schnelligkeit von 19° 19' in einem Jahre, also von etwa 11° in einem Monat den Zeichen entgegen einen Ruckgang machen. Der D. betragt 27 Tage 5 Stunden 6 Minuten und 56 Secunden (vergl. den vor. Art.).

Drachenschwanz S. u. Drachenkopf.

Dreieck ist eine Flache, welche von 3 Linien, Seiten genannt, eingeschlos-sen ist. Man betrachtet nur D., welche auf Ebenen oder auf Kugeloberflachen verzeichnet sind; erstere sind die ebenen D., letztere die s ph arise hen oder Ku-geldreiecke. Unter den ebenen D. betrachtet man wieder nur die geradlini-gen D., krummlinige D. kommen nicht vor, die gemischtlinigen D, welche aus zwei Radien und einem Kreis-bogen gebildet werden, heifsen Kreis-ausschnitte oder Sectoren.

Dreiecke, ebene. Die Lehre von den Dreiecken bildet die Grundlage zu alien

Erkenntnissen der Geometric. Es liegt dies darin, dafs erstens das Dreieck die Figur ist, welche die geringst mogliche Anzahl von Seiten hat, dafs also jede Figur von mehreren Seiten in Dreiecke zerlegt werden kann; dann aber weil das D. eine nicht zu andernde Gestalt an-nimmt, wenn die Seiten dieselben blei-ben, in welcher Ordnung dieselben auch an einander gesetzt werden, wahrend schon Vierecke verschoben und in unzahlige andere Gestalten abgeandert werden kon-nen, wenn auch ihre Seiten in derselben Ordnung verbleiben.

Von der Unverruckbarkeit der D. iiber-zeugt man sich, wenn man in einem Kreise aus den Endpunkten eines Durch-messers nach einem beliebigen Punkt der Peripherie, der ungleich weit von beiden Endpunkten entfernt ist, zwei gerade Linien zieht, und somit ein D. bildet. Man kann nun durch Verlegung beider Bogen vier Dreiecke zeichnen, die alle einander vollkommen gleich sind und so aufeinander gelegt werden konnen, dafs sie sich decken.

Es ist also das erste Erfordernifs, die Bedingungen kennen zu lernen, unter welchen Dreiecke sich einander decken konnen, ohne dafs die Gleichheit- aller einzelnen Stiicke, die der 3 Seiten und der 3 Winkel nachgewiesen werden mufs, und diese Bedingungen ergeben die 4 Satze von der Congruenz der Dreiecke (s. d. pag. 41 bis 44 mit Fig. 309 bis 314).

	
2.    Man kann die Peripherie eines Kreises in 3 gleiche Theile theilen, verbin-det man diese Theilpunkte durch gerade Linien mit einander, so erhalt man ein D. von 3 gleichen Seiten, was sich durch den ersten Satz von der Congruenz der D. (2 Seiten und der eingeschlossene / =) erweisen lafst, wenn man von dem Mit-telpunkt des Kreises nach den Endpunkten des D. gerade Linien zieht, womit 3 congruente D. entstehen. Ein D. kann also 3 gleiche Seiten haben und es heifst ein solches ein gleichseitiges Dreieck. Nimmt man in der Peripherie nur zwei Bogen einander gleich, so entsteht ein D. mit zwei gleichen Seiten und ein solches heifst ein gleichschenkliges Dreieck; die beiden gleichen Seiten heifsen die Schenk el, die dritte heifst die Grundlinie des D., der Scheitel-punkt zwischen beiden Schenkeln heifst die Spitze, der Winkel daselbst der Winkel an der Spitze, die beiden anderen Winkel die Winkel an der Grundlinie. Dreiecke, in welchen keine



Seite einer anderen gleich ist heifsen ungleichseitige Dreiecke.

	
3.    Verlangert man eine Seite BD eines D. so entsteht aulserhalb des D. ein AADE. Dieser heifst Aufsenwinkel des D.
[image: ]



Der Z ADB heifst sein inn erer an-liegender Winkel, die beiden Z ABD und BAD heifsen seine inn eren ihm gegeniberliegende Winkel.

	
4.    Unter AB kann man sich eine un-zahlige Menge von Linien vorstellen, die auf einander liegen; nimmt man eine derselben und bewegt sie mit gleichblei-bender Lage nach dem Punkt D, und ist diese Linie DF, so haben beide Linien AB und DF einerlei Lage gegen die Linie BE behalten, d. h. / ABD ist = / FDE. Beide Linien haben aber auch einerlei Lage gegen die Linie AD behalten.



D. h. ^BAD-^GDH welcher entsteht, wenn man die Linien AD und FD verlangert.

Da nun 4 GDH = ADF (als Scheitel-winkel), so ist

^ABDA^BAD=^FDE+^A DF=^ADE Der Aufsenwinkel ist also gleich s e i n e n beiden ihm g e g e n u b e r I i e -genden inneren Winkeln.

	
5.    Der Aufsenwinkel ADE ist der Ne-benwinkel des ihm anliegenden inneren Winkels ADB, beide zusammen sind also zweien rechten Winkeln gleich, folglich ist auch die Summe der drei inneren Winkel eines Dreiecks gleich zweien rechten Winkeln.


	
6.    Ein D. kann also nicht mehr als einen rechten Winkel erhalten, und ein D. mit einem rechten Winkel heifst recht-winkliges Dreieck; die beiden den rechten Winkel einschliefsenden Seiten heifsen die Katheten (zaOstoc das Blei-loth), die ihm gegenuberliegende Seite heifst die Hypotenuse (vtioteivw, dar-unter spannen).



Ein D. kann nur einen stumpfen Winkel haben und ein D. mit einem stum-pfen Winkel heifst stumpfwinkliges Dreieck.

	
7.    Legt man das bei F rechtwinklige Dreieck ABF um AF bis es wieder in dieselbe Ebene -fallt, so ist das daraus entstandene zweite /\AFE^^AFB da nun / AFB = A AFE = R



so ist BFE eine gerade Linie, weil 2
[image: ]

rechte / mit gemeinschaftlichem Schei-telpunkt und einem gemeinschaftlichen Schenkel 2 Nebenwinkel bilden; folglich ist ABE ein A, und da AB — AE ist, ein gleichschenkliges A. Da nun A B = Z E, so sind in ei nem gleichschenkligen D. die Winkel an der Grundlinie einander gleich.

Hieraus folgt unmittelbar, dafs in einem gleichschenkligen D. ein Loth aus der Spitze auf die Grundlinie gefallt, die Grundlinie und den Winkel an der Spitze halbirt. Ferner dafs in jedem gleichsei-tigen △ sammtliche 3 Winkel einander gleich sind.

8.InjedemDreieckliegtdergro-fseren Seite auch der grofsere Winkel gegenuber. DennistAB>BE, so nimm BF — BE, ziehe EF so ist &BFE ein gleichschenkliges A;

daher ist / BFE = A BEF nach No. 7

z BFE > / BAE nach No. 4

also auch / BEF> z BAE folglich / BEA > / BAE
[image: ]

Indirect wird nun erwiesen, dafs wenn 2 AEB > • BAE, auch AB > BE. Oder in jedem D. liegt dem grofseren Winkel auch die grofsere Seite gegenuber.

	
9.    In jedem D. sind zwei Seiten zusammengenommen grofser Jals die dritte. Denn ist das A AFE ge-geben, sind AF und EF die beiden klei-neren Seiten, so verlangere AF bis B, dafs FB = FE, ziehe BE



so ist AFEB = Z_FBE nach No. 7 also Z AEB > Z ABE folglich AB > AE nach No. 8 oder AF+EF> AE

	
10.    Fallt man aus dem Eckpunkt eines D. ein Loth AH auf die gegeniberlie-gende Seite, so heifst das Loth AH die Hohe des Dreiecks in Beziehung auf die Seite BE, welche dann die Grund-linie des Dreiecks genannt wird.


	
11.    Da jedes Parallelogramm von einer Diagonale in 2 congruente D. getheilt wird und Parallelogramme von gleichen Grundlinien und Bohen einander gleich sind, so ist der Flacheninhalt eines D. gleich dem halben Flacheninhalt eines # wenn beide einerlei oder gleiche Grundlinien und Hohen haben, und folglich sind auch Dreiecke von einerlei oder gleichen Grundlinien und Bohen einander gleich.



Bieraus ergeben sich noch folgende Satze:

	
A.    Jedes Dreieck wird durch eine ge-rade Linie aus einer Ecke nach der Mitte der gegeniiberliegenden Seite gehalftet.


	
B.    Theilt man eine Seite eines D. in eine beliebige Anzahl gleicher Theile und zieht aus der gegeniiberliegenden Ecke nach den Theilpunkten grade Linien, so wird auch das D. -in dieselbe Anzahl gleicher Theile getheilt.


	
0.    Dreiecke von gleichen Bohen ver-halten sich wie ihre Grundlinien. Denn es sei das Verhaltnifs der Grundlinien = n:m, so kann man die eine Grund-linie in n, die andere in m gleiche Theile theilen und aus den gegeniiberliegenden Ecken nach den Theilpunkten grade Linien ziehen. In dem einen D. hat man dann n, in dem anderen m Dreiecke, die alle einander gleich sind.



	
D. Dreiecke von gleichen Grundlinien verhalten sich wie ihre Bohen. Denn wenn man beide Dreiecke mit ihren gleichen Grundlinien auf einander legt, dann hat man, wie Fig. 569 die Dreiecke ABE und HBE, deren gemeinschaftliche Grund-linie BE. Errichtet man nun in B auf BE eine Normale BG, zieht AG A BE und die Linie GE so ist A A BE = A GBE, weil beide Dreiecke einerlei Grundlinie und Bohe haben. Fallt nun die Spitze H des zweiten Dreiecks innerhalb der mit



BE parallelen Linie FH, so ist dieses zweite D. gleich grofs mit A BEF. Nun kann man die auf BG normale BE als die beiden Dreiecken gemeinschaftliche Bohe und deren Seiten BG und BF als deren Grundlinien betrachten, wo dann die beiden D. wie diese Grundlinien also wie ihre urspriinglichen Bohen sich verhalten.


E. Das A A habe die Grundlinie a, die Bohe h; das ^B die Grundlinie a- die Bohe h‘; das AC die Grundlinie a’ die Bohe h‘, so ist:

/\A-.^B-h-.h’ AB : AC = a : a’ folglich A A : △ C = ah : a'k' d. h. Zwei Dreiecke verhalten sich wie die Producte aus Grundlinie in Bohe.

12. Dreiecke, die in solche Lage ge-bracht werden konnen, dafs jede der Seiten des einen D. einer Seite des anderen + lauft, heifsen almliche Dreiecke. Diese Dreicke konnen mit einer Ecke so aufeinander gelegt werden, dafs zwei Schenkel in einander fallen, und die drit-ten Seiten mit einander + laufen, denn die parallelen Seiten gegeniiberliegenden Winkel sind einander gleich. Die als parallel zusamniengehorigen Seiten, oder die Seiten, welche gleichen Winkeln gegeniiber liegen, heifsen homologe Seiten.

Es sei das &DEF so auf &ABC gelegt, dafs EF^BC ist. Zieht man die Linien CE und BF, so hat man
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zcef = zbef hierzu   /\AEF= ^AEF

gibt     &ACE = &ABF

Nun ist △ ACE -.^AFE = AC: AF

AABF:&AEF= AB : AE

hieraus AC. AF = ABAE (1) also auch   AF:AC-AF=AE:AB—AE oder       AF-.CF    =AE:BE (2) desgleichen  AC-.CF    =AE:BE (3)

Zieht man EGA=AC, so ist eben


Allein und so ■• so ist



AE: AB = CG : BC oder           AE : AB = EF: BC (4) auch             AF ■. AC EF ■. BC (5) oder in einem Satz ausgedruckt

AE-.AF.EF=AB.AC:BC d. h. in ahnlichen Dreiecken ste-hendiehomologen Seiten mitein-ander in Proportion.

	
	
13.    Denkt man sich eine Hohe von der gemeinschaftlichen Spitze auf die Grund-linie BC gefallt, so theilt diese beide Dreiecke wieder in zwei ahnliche Dreiecke, die Hohen werden zu Seiten und man hat dieselben Proportionen als:





AE-. AB — AH : AK (6) EF: BC = AH : AK

u. s. w.

Nun ist nach No. 11:

^AEF: A ABC=EF•AH:BC • AK hierzu die letzte Proportion gibt A AEF: △ ABC = EF? : BC2 = AH2: AK2 d. h. Aehnliche Dreiecke verhal-ten sich wie die Quadrate homo-logerSeiten o d e r w i e di eQu a dr ate homologer Hohen.

	
	
14.    Wie die Satze von der Congruenz der Dreiecke, so lassen sich auch aus dem Vorigen folgende Satze fur die Aehn-lichkeit der Dreiecke und zwar sehr leicht ableiten.





	
1.    Dreiecke sind co, wenn sie 2 gleiche Winkel haben.


	
2.    Wenn sie einen gleichen Winkel haben und die diesen Winkel einschlie-fsenden Seiten in Proportion stehen.


	
3.    Wenn sie alle 3 Seiten proportional haben.


	
4.    Wenn 2 Paar Seiten in Proportion stehen, von den diesen Seiten anliegen-den Winkeln ein Paar gleich ist und das andre Paar zu 2 Rechten sich nicht er-ganzt.



Dieser 4te Satz ist analog mit dem 4ten Satz von der Congruenz der D. pag.

44. Es seien dort die beiden Dreiecke ACB und DEF einander co deshalb weil :

AC:AB = DF:DE z_abc = z.def und weil 2 rechte Winkel entweder klei-

ner oder grofser sind als

2ACB+ 2DFE

so ist diese letzte Bedingung deshalb we-sentlich, weil, wenn man AG = AC macht, ein ZAGB entsteht, in welchem nun

AG-.AB = DF: DE

ZABG^ / DEF

da Z^GC - Z ACB = Z DFE

ZAGC + ZAGB = 2R

ZAGB + zDFE = 2R die beiden Dreiecke AGB und DFE sind also nicht o, ungeachtet die ersten beiden Bedingungen desSatzes erfulltwerden.

Nach No. 8 liegt der kleineren Seite immer der kleinere Winkel gegeniiber; man kann daher aus dem 4ten Satz auch folgenden ableiten:

Dreiecke sind ahnlich, wenn zwei Seiten proportional und die den grofseren von beiden gegeniiberliegenden Winkel einander gleich sind.

Denn alsdann liegen die Winkel, welche nach dem Satz zu 2 Rechten sich nicht erganzen sollen, den kleineren Seiten in den Dreiecken gegeniiber, sind also beide spitz und erganzen sich nicht zu 2 Rechten. Liegt aber der gleiche Winkel der kleineren Seite gegeniiber, so kann von den beiden den grofseren Seiten gegeniiberliegenden Winkeln der eine 'stumpf der andere spitz sein und beide konnen sich zu 2 rechten Winkeln erganzen.

Dieser Satz stimmt nun ganz mit Satz 4 von der Congruenz der Dreiecke, er ist aber nicht so allgemein als Satz 4 von der Aehnlichkeit der Dreiecke.

	
15.    Aus dem ersten Satz uber die Aehnlichkeit der Dreiecke oder iiberhaupt aus deren Eigenschaft, dafs ihre 3 Winkel ge-genseitig einander gleich sind, entspringt noch ein Satz uber dieselbe, der haufig Anwendung findet, namlich:
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Dreiecke sind ahnlich, wenn sich die Seiten derselben oder ihre Verlangerun-gen gegenseitig unter gleichen Winkeln

schneiden, die nach einerlei Richtung ge- also dann einander c, wenn A caA messen werden                         = A bdA = 2 ceB.

Die beiden Dreiecke abc und ABC sind Denn es ist

A Cab + Z bac + A caA = A Aad + A aAd + A ad A = 2R

Nun ist Cab               = Aad

Z caA =              Z adA

folglich              Z bac         =         Z aAd

Eben so wird die Gleichheit der Z b und B, c und C bewiesen.

	
16.    Zwei Dreiecke, die einen gleichen Winkel haben, verhalten sich wie die Producte der diesen Winkel einschliefsen-den Seiten.



Denn zieht man in Fig. 572 die Hiilfs-linie CD so hat man
[image: ]

&ADC.&ABC = AD.AB A ADE : △ A DC = AE . AC daher A A DE : △ ABC=A D • AE: AB • AC 17. Wenn ^ADC = Z_EDC so hat man nach No. 16

	
	
△ DAC: A DEC = AD-CD.ED-CD -AD   .ED





aber auch

&DAC.£DEC = AC   -.EC____

daher AD : ED — AC    -.EC

	
d. h. Wenn ein Winkel eines Dreiecks halbirt wird, so schneidet die Halbirungs-linie auf der gegeniiberliegenden Seite zwei Stucke ab, die sich verhalten wie die diesen Stiicken anliegenden Seiten.



	
18.    Zieht man. durch einen innerhalb eines Dreiecks beliebig liegenden Punkt C von den Endpunkten nach den gegen-iiberliegenden Seiten gerade Linien, so
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sind die Producte der drei von den Seiten abgeschnittenen links liegenden Stucke a, b, c gleich dem Product der drei rechts liegenden Stucke a, B, y.

Denn es ist A BAD: A GA D = a\a ^BCD:^GCD = a:a folglich

△ BAD- & BCD:& GAD - A GCD-a -.a oder          /\ACB :&ACG = a-, a

ebenso         /\BCG-./\BCA= b-./S

und __ ^ACG:/\BCG = c:y_ folglich               1 : 1 = a • b • c : a • 3 • y

oder              a • b • c = a • 3 • y

	
19.    Indirect lafst sich nun beweisen, dal's wenn auf den Seiten eines Dreiecks Abschnitte a, a-, b, 3; c, y genommen werden, so dafs a • b • c = a • 3 • y, die graden Verbindungslinien der Theilpunkte mit den gegeniiberliegenden Eckpunkten in einem Punkt sich schneiden.



Es folgt hieraus unmittelbar, dal’s die graden Verbindungslinien zwischen den Eckpunkten und den Mitten der gegen-uberliegenden Seiten eines Dreiecks in einem Punkt sich schneiden.

	
20.    Die Halbirungslinien der Winkel eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt. Denn sind Fig. 573 AD, BE, GF diese Halbirungslinien, so hat man nach No. 17



AR: AG = a :a BG-.AB = b:/i

AG.BG-c:y folglich 1:1 = a • b • c:« • 8 • y

Man erhalt noch folgende Gesetze:

Es ist ^ABD — /\AGD auch △ CBD = A CGD

hieraus  △ ACB = A A CG folglich auch

&ACB = &ACG

= ^BCG:^ '^ABG Da. nun

^ABG -./\CBG= AD.CD

so ist         CD=;AD eben so       CE='BE und         CF—\GF

	
21.    Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt. Denn stellen Fig. 573 die Linien AD, BE, GF die drei Hohen vor, so haben die beiden Dreiecke ABD and GBP den A B ge-meinschaftlich und die Winkel bei D and F sind rechte, folglich sind beide D ein-ander c.



Daher AB: BG - a:y aus demselben Grunde

BG:AG=b:a und AG:AB — c:^ daher 1 : 1 =a-b‘c:a-^y

	
22.    Es sei ^ABC bei C rechtwinklig; zeichnet man fiber den 3 Seiten die Quadrate AD, AF, CE, fallt aus dem Schei-telpunkt C des rechten Winkels das Loth CG, zieht die Linien AE und CD

Fig. 574.
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so ist       AB-BD

BE = BC ^ABE = /_CBD folglich   △ ABE ^^BDC

also auch A0CE =} Rectangel BG oder □ CE = Rectan gel B G eben so ist □ AF~ Rectangel AG folglich OCE+DAF=HAD d. h. In einem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Hypotenuse = den beiden Quadraten der Katheten zusam-mengenommen. Dieser Satz wird von seinem muthmafslichen Erfinder der py-thagorische Lehrsatz genannt.

	
23.    In jedem Dreieck ist das Quadrat der einem spitzen Winkel gegenuberlie-
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genden Seite = der Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten weniger den beiden Rechtecken, welche jede dieser Seiten mit der Projection der anderen auf ihr bildet. Also

□ AB=D AC+[JBC -CBx CH— ACxCF

Denn zeichnet man die Quadrate uber den drei Seiten und fallt aus den Win-kelspitzen die 3 Lothe AD, BE, CG, so ist

•CD= DHx CH = CB x CH

und • CE = EFx CF = AC xCF

Nun ist wie im vorigen Satz, wenn man dieselbe Construction macht:

aBG = aBD = [JBC- oCD und QAG=aAE=nAC-aCE folglich

•AB=HAC+OBC-CBx CH—ACxCF

	
24.    Ist der der Seite AB gegeniiber-liegende Winkel stumpf so ist

Fig. 576.
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QAB=DAC+QBC+CBxCH+ACxCF wie aus Figur 576 und mit Hulfe von No. 23 hervorgeht.

	
25.    Die beiden Rectangel CB x CH und AC x CF in beiden Dreiecken, dem spitz-winkligen und dem stumpfwinkligen sind einander gleich.



Denn die Dreiecke ACH und BCF haben in Fig. 575 den A ACB gemein-schaftlich, in Fig. 576 sind die Z ACH und BCF Scheitelwinkel; aufserdem sind die Dreiecke rechtwinklig, folglich einander c und es ist

AC : CH = BC : CF woraus ACxCF = BCxCH

	
26.    Indirect lafst sich nun beweisen;



	
A.    Wenn in einem A das Quadrat der einen Seite = der Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten ist, so liegt der Seite des grofseren Quadrats ein rechter Winkel gegeniiber.


	
B.    1st das Quadrat einer Seite > als die Summe der Quadrate der beiden an-deren Seiten so liegt der ersten Seite ein stumpfer Winkel gegeniiber.


	
C.    1st das Quadrat einer Seite kleiner als die Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten, so liegt der ersten Seite ein spitzer Winkel gegeniiber.



	
27.    In dem rechtwinkligen /^ACH (Fig. 574) ist CH ein Loth auf die Diagonale, daher ist



△ ACB c △ AHC c △ CHB hieraus folgt

Ist in Fig. 578 AD die Halbirungslinie der Seite BG, so hat man nach No. 23 und 24:

AB1 = BD1 + AD1 + 2AD x DJ und AG2= DG2+AD2-2DGx DJ um jedes Dreieck ein Kreis be-schreiben; und da dies auch zwischen den 3 Standpunkten D, E, F der Hohen geschehen kann, so lafst sich in je-d em Dreiecke in Kreis beschreiben.

	
29.    Der Inhalt eines Parallelogramms ist = dem Product aus Grundlinie und Hohe, es ist also nach No. 11 der Inhalt eines Dreiecks =dem halben Product aus Grundlinie und Hohe. Bezeichnet man die Grundlinie mit a, die Hohe mit h, so ist der Inhalt des A



J^^a-h          (1)

	
30.    Bezeichnet man die Projection der Seite b auf die Seite a mit x‘ die Hohe auf a mit h so ist, je nachdem Z C stumpf oder spitz ist

Fig. 577.
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c1 = a1 + b1 ± 2ax h2 £ 62 - 22 = 62 -

2a1b1 — (c2 — a2—62)3 4a2

mithin h = 1 \2a 1b1— (c? -a1- 62)2


(2)



Um mit Logarithmen rechnen zu kon-nen verwandelt man die Klammergrofse in ein Product und erhalt

h = — V(a + b + c) (a + b — c) (a + c — b) (6 + c — a)              (3

Es ist hiermit der Inhalt des A wenn die 3 Seiten gegeben sind (}ah) ±

J = A Y(a + b + c) (a + b — c) (a + c — 6) (6 + c — a)                (4)

ist das Dreieck gleichschenklig, b = c, so ist die Hohe h auf der Grundlinie a

	
31.    Sind die 3 Hohen h, h', h” gege-ben, so hat man



ah bh‘ ch" 22 2

, hh woraus b - und c = a in

Setzt man diese Werthe in Formel 3 so wird , , h h a + b T‘= a T dpdn»

= AA» [hh' + hh" + N’N]

und in derselben Weise erhalt man die anderen 3 Factoren der Wurzelgrofse {hh' + hli1 - h’h"); (hh1 + h’h" - hh"); (hh” + h’h" - hh’). Demnach ist wenn die

in Klammern stehenden 3 Glieder der 4 Factoren mit A, B, C, D bezeichnet: “=layVA:B-C.D


2h (h’h”y




woraus a —      --     .......——-------------------- - :-----------------

V(hh‘+hh"+h’h") (hh‘ + hh"- h’l^Qih’+Wh" - hh")(hh"+h‘h"

und der Inhalt




— (10) hh‘)




(hh'k"^




1(hh‘ + hh" + h’h") (hh‘ + hh" - h’h’) (hh‘ + h'h" - hh"} (hh” + h’h’




— (11) hh‘)



	
32.    Ist AD = d die Halbirunglinie der Seite BG = a, so hat man nach No. 27



62 + c2 = 242 + 2 (g)

woraus a = | 2(62 + c2 — 2d2)

Verlangert man AD nm DH — d, zieht GH, so ist /^GDH 8 /\BDA und GH ist = c Es ist folglich ^ABG = AUG, der Inhalt des letzteren also auch des erste-ren oder


Fig. 578.
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J = 4 V(b + c + 2d) (b + c - 2d) (b + 2d-c) (2d + c - 6)           (12)

	
33.    Sind sammtliche 3 Halbirungslinien d, e, f der 3 Seiten gegeben, so hat man


	
1)    b2+c‘—= 2d2





62

	
	
2)    a2+c2— = 2e2


	
3)    a2 + 62 - $ = 2/2





hieraus a? + 62 + c2 = § (d2 + e2 + f2)

Subtrahirt man hiervon Gl. 1, reducirt und radicirt, so erhalt man

a =3V2e2+2f—d2 (13) eben so wenn man die 2te und die 3te Gleichung von der 4ten abzieht

6 =}V2d+2P2—e (U)

c = 3 12d?+ 2e3 - P (15)

Die Inhaltsbestimmung des A geschieht nach No. 32 und No. 20. Denn es ist (Fig. 573) in /^BCG = ^ABG= y

BC = 3e, GC = 3f und CD — \d

folglich nach Formel 11

3 = % VOd + je + V) (d+ 3e - 3/) Qd + y - Je) Ge + r- 3d)

J = 3 V(d+e+f)(d+e-f) (d + f-e)(e + f- d)                (16)

	
34.    Ist AE = d der Durchmesser des um das ^ABD beschriebenen Kreises, BF die Hohe h auf AD = a, so hat man wenn man noch BE zieht

Fig. 579,
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2 ABE = A BFD = R£





z AEB = / ADB (auf einerlei Bogen AB)

2abc

V (a+b+c) (aAb -c) (a+c- b^b^-c— a)


(17)



	
	
	
35.    1st C der Mittelpunkt des in dem ^ABD beschriebenen Kreises, so sind die Lothe von C auf den Seiten die Halb-messer r = ^d desselben; zieht man nun die 3 Linien CA, CB, CD so hat man

Fig. 580.
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die 3 Dreiecke ACB, ACD, BCD =

J = 2 r (a + b + c)          (18)

und

V(a+b+c)(a+b—c)(a+c—6)(b+c—a)

C—----------------(19)

a + b —T c

	
	
	
36.    Wenn von einem Dreieck 3 Seiten gegeben sind, so findet man die Winkel folgendermaalsen.


Fig. 581.
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Nach No. 23 hat man

a2 = b2 + c2 — 2c • AD

= b2 + c2 — 2bc • cos a

.            62 4 c2 — a2

hieraus cos c =----------- (20)

2 be

1st A ein stumpfer Winkel, so wird das Product 2cAB positiv, cos a wird ne-gativ, die Formel ist also allgemein giiltig.

Fur Rechnung mit Logarithmen eignet sich die Formel nicht.

Ist A ein rechter Winkel, so ist cos « =0 und es entsteht

a2 = b2 + c2

Bezeichnet man CD mit h, so ist h — b sin a

demnach hat man mit Hiilfe von Formel 3

. y(a + b + c) (a + b — c) (a + c — b) (b + c — d) sin a =---------------------—,--- 2bc Es ist sin29 = 2(1 — cos «)


(21)



Schreibt man diesen Werth in Formel 20, so erhalt man

. 2 cc , / b2 + c2 — a2) 2bc — b2 — c2 + a2 a2 — (b-cY2 _ (a + b — c) (a+ c — b) 2   22bc )          4bc             4bc               4bc hieraus         sin“=d+b-o(d+c-6)                  (22) bc c Es ist cos2 — = 2 (1+cos a) Diesen Werth in Formel 20 gesetzt gibt «     /    62 + c2 — a2\ 2bc + b2 + c2 - a2 (b + c)2 — a2 cos2 2 =10 +    26c   ) “      46c      “   46c”

hieraus         cos; =1V*5+o,+c-")                   (23.

	
	
	
37.    Wenn in einem Dreieck zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind, so erhalt man BD = c — b cos a da nun B D tg 3 = b sin « so ist b sin a , bsiny. to 3 =---7--auch -------- (24) c — b cos a       a — b cos Y eben so asiny asin^ . to a = -------— =---------5     (20) b — a cos)‘   c — a cos P







Diese Formein sind fur Rechnung mit Logarithmen unbrauchbar mindestens un-bequem. Man hat aber folgende Formein aus der Trigonometrie . «+ sin a — sin = 2 sin ~— • cos —— 2 a+3

•. &+3 . «- B

sina — sin^ — 2 cos - — • sin — 2             2

folglich “±* =90°-% 2                2

. a+8   . a—B cos 8 — cos 0 = 2 sin —— • sin ——-2 a — 8


und



Dividirt man die erste Formel durch die zweite, so erhalt man

sin a — sin B     a +8 --— tq----- cos a + cos 32


(26)



und dividirt man die dritte durch die zweite

sina — sin 8 a — 8        , , --= I g ----- (27) cos a + cos p 2 hieraus


a — 8 a — B .      .

1g—2 tg 9— =sina+sm^:sina- sinp



Nun ist a sin B= h sin a oder    a:b = sina :sin/i

woraus

a + b : a — b = sin a + sin 3 : sin a - sinji folglich ,       , a + 8 a - 3 a + b : a - b = Ig 12" : 1g 72 . a— 8 a — b   a + 8      . und 1912*50+6/92"      (28)

Sind nun die Seiten a, b und der Z y gegeben, so ist «+8+y=180°

Man hat also die Formel

welche sich ohne Unterbrechung mit Lo-garithmen berechnen lafst. Hat man " 2 £ also auch « — 8 = q gefunden, so erhalt man, da a + 8 + y = 180° ist, a = 4(180° + qp - y) und 8 = 4(1 80° — 4 — y) Eben so ist a — y  a — c    8 tg ----‘ =--• cot ‘ J 2   a + c    2 3 —  b — c (952=6+0*602 (31) ferner hat man a2 = bl + c2 — 2bc . cos a (32)

Setzt man cos a = 2 cos2 7 — 1 in diese

Formel, so erhalt man

a2 = b2 + c2 + '2bc — 4bc • cos2 “ 2

= (b + c)2 — (2Vbc • cos 5)


folglich




1 (b + c + 2 ]/bc • cos 9) (6 + c — 2 ]/bc • cos 9




(33)



den Inhalt des △ hat man unmittelbar J — ^ab • siny = ^ac’ sinp—^bc -sina (34)

	
	
	
38.    Wenn eine Seite und die 3 Winkel gegeben sind, so ist


	
sin 8 sin 3 o — a • —— — c —-- (35) sin a sin y CD — h— a sin p — b sin a (36) Nun ist asiny = csina ,                  sin a oder a = c • —.— sin y Diesen Werth in Formel 36 gesetzt gibt , sin a • sin 8 h = c--.--- (37) sin y —   .  c • h c2 sin a • sin 8 Nun ist J=-= —--—--E (38) 2    2     sin y 39. Wenn 2 Seiten a, b und der gro-fsere A a der beiden anliegenden Winkel gegeben sind, dann ist







sin^ = — sin a         (39)

c = AD + BD = AD + }rBC2^CD2

also c = b cos a + Va2 — 62 sin 2a (40)


und




J = kite ‘= \b sin a [b cos a + ^a2 — b2 sin 2a |




(41)



Dreimalachtflachner, der deutsche Name des P yramidenoktae ders oder Tria-kisoktaeders, eines Krystalls von 24 Flachen in gleichschenkligen Dreiecken, 16 Kanten und 14 Ecken von der Form eines Octaeders, auf dessen 8 Flachen dreiseitige Pyramiden aufgesetzt sind.

Dreiunddreikantner, der deutsche Name des Hemididodekaeders oder Ska-leno ed er s, eines Krystalls von 12 Flachen in ungleichseitigen Dreiecken, 18 Kanten und 8 Ecken; er hat das Ansehn zweier sechsflachigen Pyramiden mit ge-meinschaftlicher mittlerer sechseckiger

Dreiundeinaxig. Krystallisationssyst. 332


Druck.



Basis, deren 6 Ecken aber nicht in einer Ebene sondern in einem Zickzack liegen.

Dreiundeinaxiges Krystallisationssy-

Stem, s. u. Axensystem pag. 261, No. 3.

Druck ist bei unmittelbarer Beruhrung zweier Korper die Einwirkung des einen auf den anderen, welche diesen hindert eine beabsichtigte Bewegung zu beginnen oder in der diesem Korper inwohnenden Kraft entsprechenden Geschwindigkeit an-zunehmen. Im Gegensatz zu Stofs, die mit unmittelbarer Beruhrung zweier Korper eintretende Wirkung des Hindernis-ses, das der eine Korper dem anderen entgegengesetzt, eine bereits begonnene Bewegung mit derselben Geschwindigkeit fortzusetzen oder dessen ganzlichen Stillstand veranlafst.

Druck im Gegensatz zu Zug ist die Einwirkung eines Korpers auf einen an-dern mit dem Bestreben dessen Volumen zu vermindern, wahrend Zug das Bestreben aufsert das Volum zu vergrofsern. Oder Druck wirkt auf die Verdichtung der materiellen Theile eines Korpers, Zug auf deren Trennung. im Uebrigen sind Druck und Zug bei einerlei Kraft-aufserung von einerlei Wirkung.

Allgemeiner sagt man: Druck ist die Einwirkung einer Kraft in ihrem Angriffs-punkt auf einen Korper mit dem Bestreben ihn fortzubewegen; und wenn man den Begriff Zug als Gegensatz hinzufu-gen will, so kann man von dem Druck sagen, dafs er das Bestreben aufsere, den Korper durch Bewegung zu entfernen, der Zug hat dann das Bestreben den Korper zu nahern. Man hat auch Druck und Zug in der Feme; jener heifst Absto-fsung, dieser Anziehung.

Jeder auf unserer Erdoberflache befind-liche Korper empfangt die Wirkung eines Zuges, welchen die Schwerkraft des Erd-korpers auf ihn iibt und ihm, also durch Anziehung das Bestreben mittheilt, dem Sitz der Kraft, dem Mittelpunkt der Erde sich zu nahern. Liegt ein soldier Korper A auf einem festen Korper B, so aufsert A dieses - Bestreben auf B, also mit einer Kraft, welche den Korper B durch Fortbewegung entfernen will, wahrend B dem Korper A mit einer gleich grofsen Kraft ein Hindernifs setzt, die-seinem Bestreben gemafse Bewegung zu beginnen Beide Korper A und B aufsern also gleich grofse Druckwirkungen auf einander; ein Korper, der einen andern driickt wird wieder gedriickt, es ist iiber-all Druck und Gegendruck in glei-chen Grofsen.

Da jede Einwirkung die Folge einer Kraft ist, so nennt man den Druck auch eine todte Kraft im Gegensatz zu le-bendiger Kraft, die eine in Bewegung befindliche Masse mit ihrem Bewegungs-vermogen entwickelt und eine andere Masse in Bewegung bringt. Ein Beispiel wie eine blofs druckende Masse zu leben-diger Kraft wird gibt das oberschlachtige Wasserrad, welches bei bestimmter Was-sermenge per Secunde und bestimnitem Gefalle (senkrecht gemessene Entfernung des Oberwasserspiegels vom Unterwasser-spiegel) am wirksamsten ist, wenn das Wasser mit der Geschwindigkeit der Rad-Peripherie in die Schaufeln fallt, so dafs die im Radkranz befindliche Wassermasse einzig und allein auf Druck wirkt, wahrend beim unterschlachtigen Rade das Wasser durch Stofs allein die Bewegung hervorbringt.

Druck ist also das Ergebnifs einer auf einen Korper wirkenden Kraft, wirkt selbst als Kraft und zwar als eine Kraft, die das Bestreben aufsert Bewegung hervor-zubringen. Gleicher Druck und Gegendruck oder Druck und Zug in gleichen Grofsen und in gerader Linie wirkend heben einander auf, es ist Gleichge-wicht; die wissenschaftliche Untersu-chung der Druckwirkungen gehbrt mit den Kraften in die Statik.

Der Ort auf den Oberflachen zweier sich beriihrenden Korper wo Druck erfolgt, ist der Angriffspunkt des Drucks, die gerade Linie nach welcher Bewegung statt finden wiirde ist die Richtung des Drucks. Die gerade oder krumme Verbindungslinie der An-griffspunkte mehrerer auf einander druk-kender Korper ist die Mittellinie des Drucks. Der Druck wird wie die Kraft gemessen und seine Grofse wie diese in einer geraden Linie symbolisch darge-stellt. Oder vielmehr es wird die Grofse jeder Kraft mit einem Druck verglichen und nach einer Druckeinheit gemessen. Denn die oben gedachte Anziehungskraft der Erde auf jedes Massenelement in glei-chem Maafse gibt in der Anzahl der materiellen Theile eines Korpers auch die Anzahl jener gleich grofsen Anziehungs-wirkungen und diese spricht sich als Ge-wicht aus; die Grofse eines Drucks und mit diesem die Grofse einer Kraft wird also durch ein Gewicht gemessen und deren Grofse ist gleich diesem Gewicht.

Druck, hydrostatischer, der Druck, den eine Flussigkeitsmasse gegen die Gefafs-wandungen und auf eingesenkte Korper ausubt, ist unabhangig von der Form des

Gefafses und dessen Wandungen und in gleicher Tiefe vom Wasserspiegel ab gleich grofs. Es geht dies daraus hervor, dafs eine Wassermasse in einem stillstehen-den Gefafs ebenfalls in Ruhe ist, dafs also alle horizontalen Wasserschichten in Gleichgewicht sich befinden, weil sonst eine ununterbrochene Wiederherstellung des gestorten Gleichgewichts durch fort-dauernde Strudel und Wirbel sich kennt-lich machen wiirde.

Die oberste Schicht Wasser lagert ru-hig auf der nachst unteren, diese wieder auf der folgenden und so fort bis zur tief-sten Schicht. Wenngleich nun das Wasser incompressibel, also unten so speci-fisch schwer als oben ist, so veranlafst die Belastung von Schicht auf Schicht, dafs mit der Tiefe auch der Druck gro-fser wird, und zwar unabhangig von der Flachenausdehnung der Schicht.

Daher halten Wassersaulen von sehr verschieden grofsen Querschnitten bei einerlei Hohe, also von sehr verschiede-nen Gewichten einander das Gleichgewicht, und wenn man auf die Oberflache des in einer diinnen Rohre befindlichen Wassers einen Druck p ausiibt, der dem Gewicht von h Fufs Wassersaule = ist, so halt dieser einer mit der Rohre com-municirenden Wassersaule von m fachen Querschnitt und der Hohe h, also einem Druck = tnp das Gleichgewicht, eine Eigen-schaft, die das Princip der hydraulischen Presse ausmacht.

Eine Wassersaule von 32 Fufs Hohe ubt den Druck der Atmosphare aus, etwa 14 Zollpfund auf den •Zoll; in 64 Fufs Tiefe unter dem Wasserspiegel wiirde der Druck des Wassers schon 2 Atmospharen = 28 Pfund auf den OZoll betragen.

Da die atmospharische Luft an der Erd-oberflache 770 mal leichter als Wasser ist, so gehoren 770 Atmospharen Druck dazu um der Luft die Dichtigkeit des Wassers zu geben, wenn das Mariottesche Gesetz bis so weit noch gilt; also in 32 X 770 Fufs = 24640 Fufs oder in einer Meile Tiefe im Weltmeer wiirde Luft in einer unten offenen Tauchergloche herab-gelassen bis zur Dichte des Wassers zu-sammengedriickt werden.

	
2.    Jeder Korper verliert, wenn er in Wasser gesenkt wird, so viel an Gewicht, als das Gewicht des von ihm verdrang-ten Wassers betragt, weil das um den Kdrper befindliche Wasser mit dem ver-drangten Wasser also mit dessen Gewicht im Gleichgewicht sich befunden hat und dasselbe Gewicht auch jetzt noch zu tra-gen ubernimmt. Wiegt ein Korper in der freien Luft 10 Pfund und sind nur 8 Pfund auf der Waagschale erforderlich um ihm das Gleichgewicht zu halten wenn er an einem Faden in Wasser ganz eingesenkt ist, so hat er 2 Pfund an Ge wicht verloren, das Wasser von dem Vo-lum des Korpers wiegt also 2 Pfund; 10 : 2 = 5 : 1 ist das Verhaltnifs seines absoluten Gewichts zu dem des Wassers, d. h. der Stoff aus dem der Korper be-steht, hat das specifische Gewicht = 5.


	
3.    Ein Korper schwimmt, wenn er so viel Wasser verdrangt als er selbst schwer ist, weil dann erst das umliegende Wasser mit dem Korper Gleichgewicht hat.



Jeder in Wasser gesenkte Korper ver-mehrt den Druck auf den Boden des Ge-falses um sein absolutes Gewicht. Ein Stab ins Wasser gestellt ohne dafs er den Boden beruhrt, driickt auf den Boden um das Gewicht des von ihm ver-drangten Wassers, welches um so viel in die Hohe steigt, dafs der Raum des vom Stabe verdrangten Wassers wieder ersetzt wird.

	
4.    Die Ausflufsgeschwindigkeit einer Fliissigkeit bei bestimmter Hohe h des Spiegels uber der Ausflufsoffhung ist unabhangig von dem specifischen Gewicht der Fliissigkeit (s. Ausflufs tropfbarer Flussigkeiten No. 4).



Duodecimal zeigt die Beziehung zur Zahl 12 an. Vergl. Decimal, Dodekadik.

Duodecimalmaafs ist ein Maafs, dessen Einheit in 12 gleiche Theile getheilt ist, wonach diese Theile als Einheiten wieder in 12 gleiche Theile getheilt werden, wie in Preufsen und in anderen Landern das Langenmaafs als Werkmaafs. 1 Ruthe hat 12 Fufs, 1 Fufs hat 12 Zoll, 1 Zoll 12 Linien. Dieser Eintheilung entspre-chend 1 nRuthe = 144 QFufs u. s. w. 1 Kubikruthe = 1728 Kubikftifs u. s. w. vergleiche Decimalmaals.

Durchgang eines Gestirus durch den Meridian s. u. Culmination.

Durchmesser ist zunachst eine gerade Linie, die durch den Mittelpunkt einer geschlossenen Curve bis zu den entge-gengesetzt liegenden Punkten des Um-fangs gezogen wird, also zunachst in dem Kreise und der Ellipse jede durch den Mittelpunkt gezogene Sehne.

Die Begriffe von Mittelpunkt und Durchmesser sind wechselseitig. Mittelpunkt einer Curve ist der Punkt der alle durch ihn gezogenen Sehnen halbirt, und Durch-messer sind Sehnen die alle in einem Punkt sich schneiden durch welchen sie halbirt werden.

Der Kreis und die Ellipse haben also unzahlig viele Durchmesser. Jeder der-selben hat die Eigenschaft, dafs er sowohl die Curve als auch die von derselben ein-geschlossene Ebene halbirt; oder vielmehr die Curve hat einen Mittelpunkt, wenn jede durch ihn gezogene Sehne die Curve selbst und die von ihr eingeschlossene

Ebene halbirt und diese gleichen Theile sind 9, weil unter den vorgedachten Bedingungen die Punkte der Curve zu bei-den Seiten eines Durchmessers symme-trisch angeordnet sein mussen. Hieraus folgt, dafs wenn durch gleichweit vom Mittelpunkt auf einem Durchmesser ge-nommene Punkte parallele Chorden ge-zogen werden, diese 4 Bogen und Fla-cheustiicke abschneiden von denen je zwei und zwei einander 90 sind.


Fig. 582.
[image: ]
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Fig. 582 ist ein Kreis, Fig. 583 eine Ellipse, M sind die Mittelpunkte, AB Durchmesser; ist MD = ME, sind FG durch D und HJ durch E parallele Sehnen, so ist

Bogen und Abschnitt FAG • JBH

Ferner Bogen AF ^ Bogen BJ und Bogen AG 8 BH

Ausschnitt ADF 2 JBE und Ausschnitt ADG 2 BEH

Die Sehnen FG und HJ werden von den Durchmessern AB nicht halbirt, da-gegen gibt es Sehnen, welche von den D unter bestimmten Winkeln mit den-selben halbirt werden. Da diese Sehnen gegen die Endpunkte des D hin immer-fort kleiner werden und in den End-punkten selbst zu Null verschwinden mussen, so ist klar, dafs nur diejeni-gen Sehnen es sein kiinnen, welche wie KL mit den in den Endpunkten A, B der Durchmesser an der Curve gezoge-nen Tangenten TT parallel laufen.

Die einfachste Beziehung paralleler Ordinaten mit ihrem Durchmesser ist of-fenbar die, wenn sie normal auf einander stehen, und es stimmt mit dem all-gemeinen Begrif Axe (s. d.) wenn man denjenigen Durchmesser, welcher normal zu ihm gerichtete Ordinaten halbirt, Axe nennt. In dem Kreise steht jede Tan-gente auf ihrem Durchmesser normal, daher ist jeder Durchmesser des Kreises zugleich Axe; bei der Ellipse sind es nur 2 Durchmesser, der langste NP und der normal auf ihm befindliche kiirzeste Durchmesser FJ.

In Folge der Eigenschaft des D., dafs er ein bestimmtes System paralleler Ordinaten halbirt ist auch der Begriff des D. dahin erweitert worden wie in dem Art.: conjugirte Durchmesser die Definition von D. lautet, und wohin ich fur das Uebrige, was noch in diesem Art. uber D. gesagt werden sollte, verweise.

Hierbei mufs ich bemerken, dafs in Folge meiner langeren Abwesenheit vom Druckort mehrere Fehler im Text sich vorfinden: Statt Fig. 314, 315, 316 ist zu lesen: Fig. 315, 316, 317. In Fig. 317 fehlt im Durchschnittspunkt zwi-schen der Peripherie und der Linie CO der Buchstabe H und pag. 45 rechts, Zeile 22 von oben ist hinter dem Wort aufzuweisen eine sinnentstellende Aus-lassung geschehen. Der Satz lautet: Dagegen hat die Parabel keine anderen Durchmesser als die Axe aufzuweisen, auf welchem die gleichen entgegenge-setzten Ordinaten normal sind; sammt-liche der Axe Parallelen sind Durchmesser, die von diesen halbirten Dop-pelordinaten sind + der in dem End-punkt des jedesmaligen Durchmessers an die Parabel gezogenen Tangente.

Die Parabel hat keinen Mittelpunkt aufzuweisen, wohl aber die Ellipse und die Hyperbel, bei welchen jede durch den Mittelpunkt gezogene gerade Linie ein Durchmesser ist. wie FG durch C Fig. 315, CJ durch C Fig. 316.


Durchschnitt.




335




Dynamik.



Durchschnitt ist die beliebig gewahlte Grenze, durch welche eine geometrische Grbfse getheilt wird. D. zweier Linien ist der Punkt (Dur ch sc hnittsp unkt), in welchem beide sich gegenseitig thei-len. D. zweier Ebenen die gerade Linie (Durchnittslinie) in welcher beide sich gegenseitig theilen. Im Gegensatz von Beruhrung, bei welcher beliebig gewahlte Grenzen der geometrischen Gro-fsen gemeinschaftlich werden ohne zu theilen. D. eines Korpers ist die Flache (Durchschnittsflache) mit welcher derselbe getheilt wird.

D. als Zeichnung eines Baugegenstan-des ist die Zeichnung desselben, nachdem der Gegenstand durch eine oder mehrere Ebenen, die Durchschnittsebenen, getheilt gedacht ist.

Durchnittsebene, flache, linie, -punkt s. Durchschnitt.

Durchschnittszahl s. v. w. arithme-tisches Mittel.

Dyadisches Zahlensystem, Dyadik, bei welchem die Werthe der Stellen von der Rechten zur Linken statt nach den Po-tenzen von 10, wie bei unsrem dekadi-schen System, nach den Potenzen von 2 steigen. Es existirt also nur die Zif-fer 1 und das Nullzeichen.

dec. Syst. dyad. S dec. Syst. dyad. S.


	
1
	
= 1
	
9
	
—
	
1001


	
2
	
= 10
	
10
		
1010


	
3
	
= 11
	
11
		
1011


	
4
	
= 100
	
12
		
1100


	
5
	
= 101
	
13
	
—
	
1101 .


	
6
	
= 110
	
14
	
—-
	
1110


	
7
	
= 111
	
15
	
—
	
1111


	
8
	
= 1000
	
16
	
—
	
10000
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Evolute, Bestimmung derselben an Curven 188,

der Parabel 188, der Cycloide 198.

Evolvente 188.

F.

Fadendreieck 160.

Fixsterntrabant 321.

Flachen (Kryst.), zusammengehorige 37.

Fliehkraft 16.

Folgesatz 135.

Forderungssatze 124.

Form (Kryst.), zusammengesetzte 36, gleichnamige, ungleichnamige, combi-nirte 37.

Friihlingspunkt, dessen Vorfuckung 26.

Function, Erklarung 256; Werthbestim-mung derjenigen, welche fur bestimmte Werthe der Urveranderlichen unbe stimmt werden 294. Maximum und Minimum der Functionen 298, der im-pliciten Functionen 309, Beispiele hierzu 310.

©

G.

Gegenschein 47.

Geometrie, Elementarconstructionen 49 bis 80, hohere 184.

Gesammtdifferenzial 273.

Geschwindigkeit von Fliissigkeiten, wirk-liche und hypothetische 126.

Gewichte.

Gewichte, nach dem Decimalsystem, fran-zosische 250.

Gewichtsverlust in Wasser 333.

Glaser, concave, convexe 132.

Gleichungen, Construction derselben 120.

Construction deren Werthe 121.

fir Curven, vollstandige und unvoll-standige 162, Anzahl Glieder der vollstandigen 163; die sich in rationale Factoren zerlegen lassen und deren geometrische Construction 168. diophantische 315.

Granatoeder 319.

Grofsen, collective, discrete 33; concrete 34, stetige, continuirliche 34, 125; commensurable 38.

H.

Haarrohrchen 9, 10.

Halbdreimalachtflachner 253.

Hallstroms Tabelle fur Ausdehnung des Wassers bei verschiedenen Tempera-turen mit Hiilfe von Differenzen be-rechnet 255.

Hemididodekaeder 331.

Hemitriakisoctaeder 253.

Hemmung bei Chronometern 31.

Hexaederecken 319.

Himmelsgegenden 12.

Hohen, correspondirende 135.

Hohlglaser 41.

Hufabschnitt, Hufflache 212.

Hyperbel, aus der allgemeinen Gleichung entwickelt 176 bis 178; geometrische Construction derselben bei gegebener vollstandiger Gleichung in Zahlenbei-spiel 181;

conjugate 46; deren conjugate Axen und Durchmesser 46;

cubische 158.

J.

Jahr, tropisches 26.

Increment 251.

K.

Kegelschnitte. Allgemeine Gleichung ver-glichen mit der Entwickelung aus dem Kegel 176;

geometrische Construction derselben bei gegebener vollstandiger Gleichung in Zahlenbeispiel 181.

geometrische Construction deren Parameter 180;

confocale 41.

Kennziffer 20.

Knoten an Curven 165; Beispiel an der Konchoide 167.

Korperlich 157.

Konchoide 165; Untersuchung derselben auf deren Wendungspunkte 189.

Krafte im freien Raum 13.

Kraftpunkt 13.

Kreis, aus der allgemeinen Gleichung ent-wickelt 176 bis 178; dessen allgemeine Coordinatengleichung 161 ; dessen recht-winklige Coordinatengleichung 132.

Kriimmungshalbmesser der Cycloide 197. Krummungskreis an Curven, dessen Be-stimmung 186.

L.

Linie, gerade, deren Coordinatengleichung und Polargleichung 171.

Linien erster, zweiter, nter Ordnung 162. der ersten Ordnung 170.

der zweiten Ordnung, allgemeine Gleichung 172; Bedeutung und Einflufs deren Coefficienten 172, 173, 178 ; Reduction der Gleichung fur belie-big grofse Abscissen 174; daraus hervorgehende natiirliche Classification der Gleichungen und Natur der zu ihnen gehorenden Curven 175;

der dritten und hoherer Ordnungen 184.

M.

Maafs, cubisches 158.

Maafse nach dem Decimalsystem, fran-zosische 250.

Mac Laurinsche Reihe, deren Entwickelung 289; Bedingung unter welcher sie convergirt 292; deren Erganzungs-glied 293.

Mantisse 20.

Masse 254.

Maximum und Minimum, absolute und relative 299; negative 301; deren Be-stimmung mit Hiilfe hoherer Differen-ziale 298 bis 301; ohne Hiilfe hoherer Differenziale 303 No. 8. Beispiele 304 bis 309.

von impliciten Functionen 309.

Mittag, wahrer 160.

Mittagslinie, wahre 11.

Mittelpunkt der Krafte 13.

Mondcykel 208.

Miinzen nach dem Decimalsystem. 250.

Muschellinie 165.

N.

Nordsiidlinie, wahre 11.

Normale an Curven, deren Bestimmung 184.

0.

Oberflache, gewblbte, der Parabel 194; der Cycloide 200; deren allgemeine Bestimmung fiir Curven 193.

Octaederecken 319.

Opposition 47.

Ostwestlinie, wahre 11.

p.

Parabel, deren allgemeine Gleichung ent-wickelt 176 bis 178; Bestimmung deren Tangente, Normale, Subtangente, Subnormale 185, deren Kriimmungs-kreis und Evolute 188; Rectification der P. 191; Quadratur der P. 192; Bestimmung deren Oberflache 194;

Cubatur der P. 195;

cubische 158.

Parameter der Kegelschnitte, geometrisch construirt 180.

Partialdifferenziale 273.

Partialdividend 317.

Partialquotient 317.

Peripheriewinkel 22.

Planeten, deren Massen und Entfernun-gen von der Sonne 15; obere und un-tere 47.

Plateau’s Versuch uber Cohasion 33.

Polarcoordinaten 133.

Polargleichung, Reduction derselben auf eine Coordinatengleichung 134; auf eine andere Polargleichung 135.

Postulat 124.

Presse, hydraulische 333.

Proportionen, stetige, continuirliche 125; harmonische, contraharmonische , con-trageometrische 130.

Pyramidenoctaeder 331.

Q.

Quadratur der Curven 190, der Parabel 191, der Cycloide 199.

Quadraturen (Astr.) 48.

Quaternion 34.

Quinion 34.

R.

Radlinie, gemeine Cycloide 196.

Rectification von Curven 190; der Parabel 191; der Cycloide 199.

Reihen, convergirende, divergirende 288.

Reihenentwickelung durch Differenzial-rechnung 288.

Repetition bei Winkelmessungen 34.

Rhombendodekaeder 329.

Rohre, calibrirte 1.

Rostpendel 39.

Ruckkehrpunkt an Curven, dessen Bestimmung 188.

s.

Scheitelpunkt der Curven 165.

Schiffscompafs 38.

Schwere, unter welcher Bedingung sie

unterm Aequator = Null ist 19.

Schwungkraft 19.

Sechsundsechskantner 254.

Sehne 22.

Senion 34.

Siedepunkt einer Flussigkeit, die Tem-peratur abhangig vom Luftdruck 218.

Skalenoeder 331.

Sonne, wahre, mittlere, deren ungleich-formige Bewegung auf den Aequator

reducirt 27.

Sonnencykel 208.

Sonnenjahr 25.

Sonnenminute 26.

Sonnenstunde 26.

Sonnensystem, Veranderung dessen

Schwerpunkt und dessen statisches

Moment 15.

Sonnentag 26.

Sonnenzeit, wahre, mittlere 27, 29.

Spitze an Curven, deren Bestimmung 188.

Sternjahr 25.

Sternzeit 25.

Stetig 124.

Steuercompafs 38.

Striche (Naut.) 18.

Subnormale /deren Bestimmung an Cur-

Subtangente 5 ven durch Coordinaten- und

Polargleichungen 184.

Suplement 41.

T.

Tangenten an Curven, deren Bestimmung durch Coordinaten- und Polargleichungen 184.

Tangentialflache am Cylinder 209.

Tangentialkraft 18.

Taschenchronometer 30.

Taschenchronometer-Compensation 40.

Tausendeck 20.

Taylorsche Reihe, deren Entwickelung 290, Bedingung unter welcher sie con-vergirt 294.

Ternion 34.

Theildifferenziale 273.

Totaldifferenziale 273.

Trapezoiddodekaeder 253.

Triakisoctaeder 331.

Trigonometric, geometrische Construction deren Formein 80 bis 120.

U.

Umdrehungskorper durch Curven erzeugt 194, durch die Parabel 195; durch die Cycloide 202.

Umfangswinkel 22.

Unruhe 30.

Urzahlworter 251.

V.

Vieleck, regulares; Berechnung der Seite des necks aus der Seite des 2necks und aus der des An ecks, algebraiseh und trigonometrisch 25,

Vierundvierkantner 314.

Beispiel die Konchoide 189; an der ge-streckten Cycloide 208.

Werth einer Gleichung 121.

Wiederholungsexponent 34.

Windrose 38.

Wirbel, cartesianische 12.

Wrasen 219.

Wfirfel, Anzahl deren mogliche Wfirfe 36.

Z.

Zahlen, concrete 41, dekadische 252.

Zahlensystem 251, dodekadisches 318.

Zahlworter abgeleitete 251.

Zeitmesser 29.

Zug, verglichen mit Druck und Anzie-hung 332.

Zusammenkunft (Astr.) 47.

Zusammenziehung des Wasserstrahls 125.

Zusatz 135.

Zuwachsquotient 256.

Zweige (an Curven) 164.

Zweimalachtflachner 314.

Zweimalzwolfflachner 254.


W.

Warme, specifische 1, latente im Was-serdampf 218.

Warmecapacitat 1.

Wasserdampf 219. Formein fiber die Elasticitat bei gegebener Temperatur 219, 231, 235, 236.

Tabelle vonVersuchszahlen daruber 220.

Tabelle darfiber nach Formein 232, 236.

Formein fiber dessen Dichtigkeit 237. Hfilfstabellen zu Berechnung dessen

Dichtigkeit 238.

Tabelle fiber dessen Spannung, Dichtigkeit und Volumen bei Tempera-turen von — 32° C. bis 100° 0. 241. •

Tabelle darfiber von 100°C. bis 265,89° C. 245.

Wasserdunst 219.

Wasserrauch 219.

Wasserwaage 9.

Wechselschnitt am Cylinder 210.

Wendungspunkt an Curven, dessen Kenn-




zeichen 131; dessen Bestimmung 188, Zwolfflachner 319.



Berlin, Druck der Gebr. Unger’schen Hofbuchdruckerei.
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