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Ważniejsze oznaczenia

Pk 	 –	 siła	obciążająca	atom	o	numerze	k,

Mζk
	 –	 moment	działający	na	elektron	o	numerze	 ζk ,

Mk 	 –	 moment	wynikający	z	niesymetrycznej	budowy	atomu	k,

Uk
P 	 –	 energia	potencjalna	oddziaływań	siłowych	atomu	k,

Uk
M 	 –	 energia	potencjalna	oddziaływań	momentowych	atomu	k,

 –	 prędkość	kątowa	precesji	 elektronu	o	numerze	 ζk 	 oraz	
atomu	k,

ϕ ϕζk k
couple couple, 	 –	 kąt	precesji	elektronu	o	numerze	 ζk 	oraz	atomu	k,

s l jζ ζ ζk k k
, , 	 –	 spinowy,	 orbitalny	 i	 całkowity	 moment	 pędu	 elektro- 

nu	 ζk ,

S L Jk k k, , 	 –	 spinowy,	orbitalny	i	całkowity	moment	pędu	atomu	k,

ϑkl 	 –	 przyrost	 kąta	precesji	 do	odległości	 pomiędzy	atomami	 
k i l,

n l s jζ ζ ζ ζk k k k j, , ,, mech 	–	 główna,	orbitalna,	spinowa,	całkowita	i	mechaniczna	licz- 

ba	kwantowa	elektronu	 ζk ,

L S Jk k k J, , ,mech 	 –	 orbitalna,	spinowa,	całkowita	i	mechaniczna	liczba	kwan- 
towa	atomu	k,

I IS
s.m.

Ak kA
s m, . . 	 –	 spinowa	i	całkowita	liczba	kwantowa	środka	masy	jądra,

Zk
Cosserat 	 –	 ilość	elektronów	walencyjnych	atomu	k,

Ak
Cosserat 	 –	 ilość	 nukleonów	 na	 niezapełnionych	 powłokach	 jądro- 

wych,

Jk
s m. . 	 –	 moment	pędu	atomu	k ze	środkiem	masy,

Mk
s.m. 	 –	 obciążenie	momentowe	atomu	k	ze	środkiem	masy,

Mk
S∧
	 –	 operator	 spinowego	 oddziaływania	 momentowego	 ato- 

mu	k,
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Sz
k

∧





 	 –	 operator	składowej	spinowego	momentu	pędu	atomu	k,

( )Φ z
M

k 	 –	 funkcja	falowa	składowej	momentu	pędu	atomu	k,

Ωk
Sz Sz

k

∧





  –	 składowa	operatora	 Mk

S∧
	w	wyróżnionym	kierunku,

Μk
Sz 	 –	 wartość	własna	operatora	 M k

S∧
	atomu	k	w	wyróżnionym	

kierunku,

Uk
S∧
	 –	 operator	energii	spinu	atomu	k,

( )ωS zz
Scouple ∧







k
	 –	 składowa	operatora	Uk

S∧
	w	wyróżnionym	kierunku,

( )U z
S

k 	 –	 wartość	własna	operatora	Uk
S∧
	w	wyróżnionym	kierunku,

( )Φ z
U

k 	 –	 funkcja	 falowa	 energii	 potencjalnej	 atomu	 k w	 wy- 
różnionym	kierunku,

Bk
couple 	 –	 wektor	 indukcji	 magnetycznej	 pochodzący	 od	 precesji	

atomu	k,
Bcouple 	 –	 wektor	 indukcji	 magnetycznej	 naprężenia	 momento- 

wego,
( )pmJ k  –	 moment	magnetyczny	atomu	k,

Π( )mechJ 	 –	 prawdopodobieństwo	 wystąpienia	 atomu	 o	 orientacji	
opisanej	liczbą	kwantową	mechJ ,

BJ 	 –	 funkcja	analogiczna	do	funkcji	Brillouna,

mV
couple 	 –	 wektor	 naprężenia	 momentowego	 w	 odniesieniu	 do	

jednostki	objętości,
mh

couple  –	 wektor	 naprężenia	 momentowego	 stanu	 hydrostatycz- 
nego,

ℑ couple 	 –	 makroskopowy	 wektor	 momentu	 pędu	 precesji	 na	 jed- 
nostkę	objętości,

 –	 makroskopowy	 obrót	 elementarnej	 objętości	 związany	 
z	naprężeniem	momentowym,

gk
 –	 współczynnik	rozszczepienia	spektroskopowego,
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Gcouple 	 –	 magnetyzacja	 ośrodka	 Cosseratów	 w	 odniesieniu	 do	
jednostki	objętości	V,

Γ 	 –	 kąt	skręcenia	azymutu	polaryzacji	światła,
aij 	 –	 tensor	skręcenia	optycznego,

	 –	 wektor	skręcenia	optycznego,
ψ  –	 opóźnienie	fazowe	fali	światła,
D 	 –	 droga	geometryczna	fali	światła,
x k( ) 	 –	 oznaczenie	kierunku	przechodzenia	światła,
( ) 1,2,3,...k = 	 –	 numeracja	kierunku	przechodzenia	światła,
I 	 –	 natężenie	światła,
βij 	 –	 stała	optyczno-mechaniczna,

V 	 –	 stała	Verdeta.





Wstęp

W prezentowanej pracy starano się wykazać, że elektrony położone na nieob-
sadzonych w pełni powłokach atomu, decydujące o własnościach chemicznych 
pierwiastka, a także nukleony na niezapełnionych powłokach jądrowych wpływają  
na własności mechaniczne w postaci oddziaływania momentowego powstającego  
w polu wywołanym mechaniczną zmianą odległości między atomami. Oddziały-
wania momentowe rozpatrywane w bilionach molekuł ujawniają się na poziomie 
continuum w postaci naprężenia momentowego.

Ośrodek, w którym transmisja stanu mechanicznego przez element powierzchni 
umieszczony wewnątrz ośrodka odbywa się w wyniku działania nie tylko wekto-
ra siły, ale dodatkowo wektora momentu nazywany jest w mechanice ciała stałe-
go ośrodkiem Cosseratów. Ośrodek z oddziaływaniami momentowymi opisano po 
raz pierwszy w pracy [71], rozwinięto w pracy [16] i między innymi w pracy [43].  
W ośrodkach Cossseratów występują naprężenia siłowe i momentowe. Tensor na-
prężenia w ośrodkach Cosseratów jest niesymetryczny.

Teoria Cosseratów nie ma pełnej weryfikacji doświadczalnej. Dotychczas opraco-
wano metody pozwalające na wyznaczenie stałych materiałowych Cosseratów [39]. 
W metodach tych znalazły zastosowanie zjawiska wywołane tzw. efektem skali.  
Dzięki znajomości stałych materiałowych rozwiązania teoretyczne Cosseratów mogą 
być przedstawione w sposób kompletny. Jednak aby otrzymać rozwiązania doświad-
czalne, w dalszym ciągu poszukiwane są zjawiska, gdzie naprężenie momentowe 
opisane byłoby przez jakiś parametr fizyczny. Współczesne metody mechaniki eks-
perymentalnej bazują na zjawiskach opisywanych jedynie przez naprężenie siłowe.

W prezentowanej pracy poszukuje się rozwiązania postawionego problemu  
na poziomie atomowej budowy materii. Zwrócono uwagę na atomy, w których śro-
dek masy nie pokrywa się ze środkiem wynikającym z działania sił kulombowskich. 
Niesymetria ta powoduje powstanie ramienia oddziaływania dla sił międzyatomo-
wych i powstanie momentu zaburzającego ruch elektronów/nukleonów. Zaburzenie 
to jest poszukiwanym zjawiskiem fizycznym, które stanowi w tej pracy podstawę  
do wyznaczenia naprężenia momentowego w sposób eksperymentalny.

Wskazano na możliwość prowadzenia analizy w sposób klasyczny za pomocą 
metod dynamiki molekularnej, gdzie atom traktuje się jak kulkę (punkt materialny) 
posiadającą moment pędu.

Spośród metod doświadczalnych wyróżniono metody spektrometrii rezonan-
sowej oraz metody, w których narzędziem pomiarowym jest światło. Badania te 
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poprzedzono opisem kwantowym ośrodka Cosseratów. Przedstawiono parametry 
fizyczne nanoskali związane z oddziaływaniami momentowymi i na bazie tych pa-
rametrów zaproponowano doświadczenie w spektrometrze EPR. Charakter widm 
rezonansowych otrzymanych w spektrometrze EPR dla kryształków siarczanu mie-
dzi obciążonych w postaci hydrostatycznego ściskania jest zgodny z modelem teo-
retycznym [55, 60‒62].

Podjęto próbę opisu makroskopowych własności ośrodka Cosseratów na podsta-
wie rozkładu Boltzmanna, gdzie populację atomów w polu oddziaływań mechanicz-
nych przedstawiono w funkcji mechanicznej liczby kwantowej. Taki sposób analizy 
dla pola magnetycznego i magnetycznej liczby kwantowej był już stosowany [33]  
i w niniejszej pracy wzorowano się na tej metodzie.

Własności optyczne ośrodka Cosseratów opisano na podstawie modelu z obro-
tową dwójłomnością wymuszoną. W modelu tym rozdzielone oddziaływaniem mo-
mentowym fale światła mają cechy symetrii chiralnej. Aktualnie nie jest znana teoria 
wpływu czynnika mechanicznego na obrotową (chiralną) dwójłomność wymuszoną 
i opis ten jest próbą uzupełnienia stanu wiedzy w tym zakresie.

W pracy przedstawiono metodę elastooptyczną wyznaczenia wszystkich skła-
dowych tensora naprężenia momentowego niezależnie od rozwiązań analitycznych  
i numerycznych. Zebranie danych pomiarowych umożliwia stanowisko doświad-
czalne opisane przez autora w formie patentu opublikowanego przez Urząd Patento-
wy Rzeczypospolitej Polskiej [63].

Wskazano na możliwości dalszych badań zarówno teoretycznych, jak i doświad-
czalnych.



1. Cel pracy

1.1.  Naprężenie momentowe

W teorii sprężystości wydziela się z obciążonego mechanicznie ciała objętość V ′ 
ograniczoną powierzchnią A′ (rys. 1). Dalej rozpatruje się transmisję stanu mechanicz-
nego przez dowolny element dA leżący na powierzchni A′. Transmisję taką opisuje  
na poziomie makroskopowym siła dP = pdA i dodatkowo w niesymetrycznej spręży- 
stości [43] moment dM = mdA. Wielkości p (p(x), p(y), p(z)) oraz m (m(x), m(y), m(z)) to od-
powiednio wektory naprężenia siłowego i momentowego, a składowe tych wektorów: 
p(x) ≡ (sxx, sxy, sxz), p

(y) ≡ (syx, syy, syz), p
(z) ≡ (szx, szy, szz), oraz m(x) ≡ (mxx, mxy, mxz), m

(y) ≡  
≡ (myx, myy, myz), m

(z) ≡ (mzx, mzy, mzz) to odpowiednio naprężenia siłowe i momentowe.

Rys. 1. Transmisja stanu mechanicznego przez element powierzchni dA  
ośrodka Cosseratów

Wektory naprężenia siłowego i momentowego definiuje się wg wzorów:

 p = lim
d

d
dA A→0

P  (1)

 m = lim
d

d
dA A→0

M  (2)
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1.2.  Obroty w niesymetrycznej sprężystości

Na rysunku 2 przedstawiono deformację elementarnego prostopadłościanu dV  
(w rzucie na płaszczyznę (xy)). Obrót wywołany wektorem przemieszczenia u zapi-
suje się wg wzoru:

  = 1
2

rotu  (3)

Obrót (3) może prowadzić do powstania naprężeń niesymetrycznych sij , mij , i, j,  
k = x, y, z, a teorię opisującą powstawanie takich naprężeń nazywamy teorią niesy-
metrycznej sprężystości w ośrodku pseudo-continuum Cosseratów [43].

   

W teorii niesymetrycznej sprężystości [43] i sprężystości mikropolarnej [18] 
wprowadza się dodatkowo obrót φ (rys. 3). Obrót ten będziemy nazywać obrotem 
Cosseratów. Obrót  ma swoje odniesienie do wektora przemieszczenia u, nato-
miast interpretacja fizyczna obrotu φ nie jest znana.

1.3.  Obroty Cosseratów w układzie atomów

Opisując układ atomów jak na rys. 4, wprowadza się w teorii sprężystości mi-

kropolarnej [18] mikrorotacje atomów składowych ϕ ϕ ϕ ϕz z z z
1 2 3 4, , , .  Deformację ta-

kiego układu opisuje się podobnie jak to przedstawiono na rys. 2 i 3, z tą różnicą, 
że obrót φ układu atomów będziemy traktować jako wypadkową obrotów atomów 
składowych. Mikrorotacje wprowadza się bez fizycznych podstaw takiego ruchu.

Rys. 2. Deformacja elementarnego prostopadłościa-
nu wywołana wektorem przemieszczeń u

Rys. 3. Deformacja elementarnego prostopa-
dłościanu z uwzględnieniem obrotu 

Cosseratów φ



13

Rys. 4. Deformacja kryształu

Celem niniejszej monografii jest podanie sensu fizycznego obrotu φ i mikroro-
tacji φk , k =  1, 2, 3, ..., N, i na tej podstawie opracowanie metody doświadczalnego 
pomiaru naprężenia momentowego.



2. Modele atomu a obroty Cosseratów

Teoria Cosseratów powstała w roku 1909 [71]. Na podstawie obowiązującego  
w tym czasie modelu atomu Thomsona (zwanego ciastem z rodzynkami, 1904) nie 
było możliwości wprowadzenia parametrów fizycznych, które mogłyby nawiązy-
wać do teorii Cosseratów. Okazuje się, że poprzedni model, w postaci sprężystej 
kuli bilardowej (model Daltona, 1808), po uzupełnieniu zbioru takich kul przez 
dwuatomowy potencjał, stosowany jest współcześnie w dynamice molekularnej. Na 
potrzeby Cosseratów, kiedy celem jest opisanie obrotu atomu, model kuli bilardowej 
należałoby zaopatrzyć w kierunek, od którego taki obrót można by odmierzyć. Uza-
sadnienie takiego kierunku znajdziemy poprzez wprowadzenie planetarnego modelu 
Rutherforda (1911) do klasycznego modelu atomu Bohra (1913) w postaci wektora 
momentu pędu atomu. W modelu Bohra, w którym elektrony umieszczone są na or-
bitach w pewnej odległości od jądra, możemy wprowadzić oddziaływanie momento-
we poprzez redukcję siły międzyatomowej działającej centralnie do chwilowego po-
łożenia elektronu. Ramię oddziaływania momentowego otrzymamy dla elektronów 
na kolejnych powłokach jako wielokrotność (główna liczba kwantowa podniesiona 
do kwadratu) promienia Bohra. Oddziaływanie momentowe powoduje precesję or-
bit elektronowych, a więc geometryczne zaburzenie w ruchu atomu. Kąt precesji 
mierzony od kierunku wyznaczonego przez wektor momentu pędu będziemy trakto-
wać jako poszukiwaną miarę obrotu atomu. Obroty takie zsumowane statystycznie 
po wszystkich atomach w elementarnej objętości będą prowadzić do kontynualnego 
obrotu Cosseratów, a oddziaływania momentowe do naprężenia momentowego.

Z punktu widzenia rozpatrywanego problemu interesujący jest występujący 
współcześnie w fizyce model atomu ze środkiem masy. Jest to atom z jednym elek-
tronem i jądrem w postaci jednego protonu, gdzie zarówno elektron, jak i jądro krążą 
wokół ich wspólnego środka masy. W takim modelu siła oddziaływania międzyato-
mowego będzie przyłożona w środku masy atomu. Dokonując redukcji obciążenia 
atomu do chwilowego położenia jądra, możemy wyróżnić dodatkowo oddziaływa-
nie momentowe jądrowe oraz precesję jądra. Kąt precesji jądra będzie dodatkowym 
kątem obrotu atomu w procesie generowania naprężenia momentowego.

W prezentowanej pracy zaproponowano rozszerzenie tego modelu na cały układ 
elektronowo-nukleonowy. W takim modelu wyróżniono trzy istotne z punktu wi-
dzenia mechaniki punkty atomu: środek masy elektronów, środek masy nukleonów 
i środek masy całego atomu. Siła oddziaływania międzyatomowego będzie działać 
w środku masy całego atomu a redukcję tej siły będziemy dokonywać odpowiednio 
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do środków mas elektronów i nukleonów, otrzymując w ten sposób oddziaływanie 
momentowe elektronowe i nukleonowe.

W pracy badane są atomy o budowie niesymetrycznej, gdzie elektrony/nukleony 
nie wypełniają całkowicie swoich powłok. Niesymetrię z uwagi na wypełnienie po-
włok wywołują zarówno elektrony, jak i nukleony. Atom może więc nie wykazywać 
oddziaływań momentowych ze względu na elektrony, ale posiadać oddziaływania 
momentowe jądrowe i odwrotnie. Okazuje się że stochastyczne fluktuacje chmury 
elektronów całkowicie wypełniających powłoki również będą prowadzić do oddzia-
ływań momentowych w postaci sił van der Waalsa działających na promieniu rów-
nym odległości środka masy asymetrycznie rozmieszczonych elektronów względem 
jądra.

Oddziaływania momentowe powodują zmianę kształtu powłok. Sprzężenie po-
między powłokami elektronowymi, prowadzące do zniekształcenia sferycznych 
kształtów powłok, jest opisywane między innymi w pracach [19, 26]. Autorzy nie 
rozwijają jednak opisu na gruncie mechaniki, ale koncentrują się na objaśnieniu za-
burzenia ładunków elektrycznych, które prowadzi do powstania elektrycznego mo-
mentu dipolowego. Wprowadzony dalej moment gęstości stanów również nie jest 
przedstawiany z punktu widzenia mechaniki, autorzy nie rozstrzygają więc wpływu 
asymetrii gęstości elektronów na stan mechaniczny atomu.

Mimo wad i ograniczeń klasyczny model atomu nadal jest stosowany przez  
fizyków [23]. Okazuje się że dla atomów o dużych promieniach orbit (np. dla ato-
mów rydbergowskich, opisanych w dalszej części pracy) opis klasyczny wykazu- 
je zgodność z opisem kwantowym i sprawdza się z wynikami badań doświadczal-
nych [24]. 

Rozwój fizyki zaowocował powstaniem modelu atomu nazywanego atomem 
Schrödingera (1926). Kształt atomu Schrödingera opisuje funkcja zmiennych po-
łożenia o wartościach zespolonych zwana funkcją falową lub orbitalem. Orbital 
wynika z rozwiązania równania Schrödingera dla szczególnego przypadku jednego 
elektronu znajdującego się na jednej powłoce atomowej. Kształt orbitali zależy od 
położenia elektronu względem jądra oraz innych elektronów. Położenia te wynikają 
z liczb kwantowych (konfiguracja elektronowa) przypisanych każdemu elektrono-
wi. Wartość funkcji falowej nazywamy amplitudą prawdopodobieństwa, a kwadrat 
modułu funkcji falowej opisuje gęstość prawdopodobieństwa znalezienia elektronu 
w danej przestrzeni. Funkcja falowa nie jest bezpośrednio mierzalna. Poszukiwanie 
elektronu na orbitalach nie daje więc szansy doświadczalnego potwierdzenia obli-
czeń teoretycznych. Rozwiązanie równania Schrödingera może być przeprowadzo-
ne dla energii elektronu (zaburzonej polem mechanicznym) wyrażonej przez pręd-
kość kątową zaburzenia (analogia do precesji orbit elektronowych w modelu atomu 
Bohra). Prędkość kątową można mierzyć w spektrometrze EPR. Dla nukleonów 
analogiczne zaburzenie może być badane w spektrometrze NMR.
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Współczesną propozycją jest model atomu, w którym kształt orbitali wyznacza- 
ny jest również na podstawie równania Schrödingera, ale ze względu na trudności  
w rozwiązaniu tego równania dla większej ilości elektronów wprowadza się przy- 
bliżenie jednoelektronowe całego układu. W zależności od rodzaju tego przybliże-
nia możemy mówić o modelu atomu Hartreego-Focka (1928, gdzie wieloelektro-
nowa funkcja falowa sprowadzona jest do tzw. wyznacznika Slatera utworzonego 
z jednoelektronowych spinorbitali) lub modelu atomu Kohna-Shama (1956, gdzie 
funkcję falową stanu podstawowego traktuje się na równi z gęstością elektrono-
wą stanu podstawowego). Ponieważ gęstość elektronów jest wielkością mierzalną  
w krystalografii (metoda rentgenografii strukturalnej), otrzymane wyniki można bę-
dzie potwierdzić doświadczalnie.

Należy wspomnieć również o modelu atomu Gryzinskiego (1965), gdzie elek-
tron porusza się po trajektorii nazwanej przez autora radiolą. Radiola jest miejscem 
geometrycznym kolejnych położeń elektronu, który na skutek sił kulombowskich 
spada na jądro, po czym w wyniku oddziaływań pomiędzy momentami magne-
tycznymi elektronu i jądra (siła Lorentza) jest odpychany od jądra i w efekcie ruch 
elektronu powtarza się. W takim atomie oddziaływania momentowe będą zmienne  
w zależności od zmian położenia elektronu na radioli. Atom taki nie ma własności  
kwantowych będących podstawą interpretacji wyników w spektrometrze EPR.  
Na podstawie modelu atomu Gryzinskiego nie mamy również możliwości opisu 
własności optycznych ośrodka Cosseratów, co wykonano w niniejszej monografii 
wg powszechnie uznanego stanu wiedzy.

Okazuje się, że ruch elektronu może być opisany nie tylko działaniem poten-
cjału dwuatomowego. Współcześnie opracowano teorię pasmową własności elek-
tronowych ciał stałych [35], gdzie opisuje się w sposób kwantowo-mechaniczny 
zachowanie się elektronów w krystalicznym ciele stałym. Według tej teorii oddzia-
ływania elektronu w krysztale (przyciąganie przez jądra atomów i odpychanie przez 
inne elektrony) można opisać za pomocą potencjału periodycznego. Potencjał ten 
jest wspólny dla wszystkich elektronów i przez to stany elektronowe opisuje się 
za pomocą jednoelektronowych funkcji falowych. W teorii tej rozwiązuje się tzw. 
efektywne równanie Schrödingera. Jest to równanie Schrödingera z potencjałem pe-
riodycznym, do którego podstawia się funkcję Blocha (jako ogólną postać funkcji 
falowej przedstawionej w postaci iloczynu zespolonej fali płaskiej i funkcji perio-
dycznej). Teoria pasmowa własności elektronowych ciał stałych daje szansę sprzę-
żenia analizy na poziomie elektronowym i na poziomie kryształu.

W pracach dotyczących badań na poziomie atomowym panuje pogląd, że nie  
jest celem analizy w skali nano zastąpienie opisu kontynualnego analizą stanu me-
chanicznego bilionów molekuł.

Jednak ze względu na wyniki współczesnych obliczeń ab initio (łac. „z zasad 
pierwszych”), kiedy na podstawie znajomości jedynie liczby atomowej Z pierwiast-
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ka oraz uniwersalnych stałych fizycznych można w wyniku opisu kwantowo-me- 
chanicznego oraz za pomocą komputerów otrzymać dane o rodzaju tego pierwiast-
ka, jego strukturze krystalicznej, gęstości, własnościach sprężystych, a nawet osza-
cować jego kolor (pierwsze prace tego typu dla pierwiastków o liczbach atomowych 
Z = 1 do Z = 49 zostały wykonane przez fizyków pracujących w IBM, Moruzziego, 
Janaka i Williamsa i zebrane w monografii wydanej w roku 1976 pt. Calculated 
electronic structure of metals) można uważać, że na podstawie opisu stanu mecha-
nicznego elektronów i znajomości „zasad pierwszych”, dzięki komputerom, poszu-
kiwania stanu mechanicznego na poziomach innych niż poziom atomowy wydają 
się możliwe i celowe.



3. Opis klasyczny – wprowadzenie do dynamiki 
molekularnej Cosseratów

3.1.  Układ jądro–chmura elektronowa w warunkach obciążenia 
mechanicznego

3.1.1.  Obciążenie elektronu

Zbiór atomów k = 1, 2, 3, … N zawartych w objętości dV (rys. 1) traktujemy jak 
układ kulek (punktów materialnych) o wektorach wodzących rk

o  (położenie począt-
kowe) w kartezjańskim układzie współrzędnych (x, y, z). Kulki te oddalone są od 

siebie o wartość r r r rkl
o

l
o

k
o

kl
o= − =  (rys. 5).

Rys. 5. Model pary atomów k-l (układ wyjściowy)

Gdy do układu atomów k = 1, 2, 3, … N przyłożymy mechaniczne obciążenie ze-
wnętrzne, to stosując zasady mechaniki klasycznej, otrzymamy metodami dynamiki 
molekularnej [5], dla każdego atomu o numerze k, wartość i kierunek wypadkowego 

oddziaływania siłowego: P rk k
P

kl
l k

N

U= − ∇
≠
∑ ( ),  gdzie U 

P to potencjał dwuatomowy 

wynikający z odległości rkl l k kl= − =r r r  pomiędzy atomem o numerze k a kolej-
nymi atomami l, l ≠ k (rys. 5). ∇ to operator nabla.
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Kiedy dodatkowo uwzględnimy budowę elektronową atomu k o liczbie atomo-
wej Zk i elektronowi o numerze zk = 1, 2, 3, … Zk przyporządkujemy część siły Pk 

wg zależności: P Pk

Z

k

k

k

=
=
∑ ζ
ζ 1

,  dalej przeprowadzimy redukcję oddziaływania Pzk

Rys. 6. Model obciążonej pary atomów k-l

Rys. 7. Obciążenie elektronu e
kz  siłą P P

ζk
k

kZ
=  działającą centralnie

Rys. 8. Redukcja siły Pzk
 do chwilowego położenia elektronu e

kz
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z punktu centralnego w miejsce chwilowego położenia elektronu zk (rys. 6–8),  
to elektron ten będzie obciążony dodatkowo momentem, którego wartość chwilową 
zapiszemy w postaci:

 Mz 

k
 = ρz 

k
× Pz 

k
 (4)

gdzie:
ρz k – promień wodzący momentu Mzk

,

Pzk
 – siła obciążająca elektron o numerze zk.

Moduł wektora wodzącego ρz 

k
 wyznaczymy ze wzoru na promień orbity [2]: 

ρ ρζ ζk k
= 1

2n ,  gdzie: ρ κ π1
2 2= o k eh e Z m/  to promień orbity dla n nζ ζk k

=1,  to głów-
na liczba kwantowa rozpatrywanego elektronu zk. Wzór na promień orbity wynika 

z równoważności sił odśrodkowych i kulombowskich: m Z e
e

k

o
k k

k

ρ ω
πκ ρζ ζ

ζ

2
2

24
= ,  gdzie:

ωζk
 to prędkość kątowa elektronu, ko to przenikalność dielektryczna próżni, e jest 

ładunkiem elektronu, me jest masą elektronu, z zachowaniem reguły kwantowania 

momentu pędu elektronu (kwantowanie Bohra): me k k k
ρ ωζ ζ ζ
2 = n ,  gdzie:  = h

2π
,
  h to stała Plancka. Moduł wektora (4) przedstawimy w formie:

 M P
k k kζ ζ ζρ= 1

2n sin (ρz 

k
, Pz 

k
) (5)

Działając na elektron będący w ruchu orbitalnym i spinowym, moment Mzk
 po-

woduje precesję powłoki elektronu z prędkością kątową  o kierunku prostopa-
dłym do oddziaływania Pzk

 (rys. 8).

Jeżeli ruch elektronu opiszemy momentem pędu jako sumę momentu orbitalnego 

i spinowego: j l sζ ζ ζk k k
= + ,  to oddziaływanie momentowe przedstawimy w postaci:

 M jζ ζ ζk k k
= ×ωωcouple  (6)

Kierunek wektora momentu pędu jzk
 jest wielkością losową. Zapiszemy moduł 

z wyrażenia (6):

 M J
k k k k kζ ζ ζ ζ ζω= couple couplesin( , )ωω j  (7)

Wartość sin( , )ωωζ ζk k

couple j  możemy wyznaczyć stosując zależności wynikające 

ze ścisłych obliczeń kwantowych [2] na moment pędu elektronu: j
kζ
= +j j( ) ,1 
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gdzie j jest liczbą kwantową całkowitego momentu pędu elektronu przyjmującą  
wartości: j = l + s oraz j = l – s, gdzie: l = 0, 1, 2, …, n – 1 to orbitalna liczba kwan-

towa, s =
1
2

 to spinowa liczba kwantowa. Znamy również ścisłe rozwiązanie na 

składową momentu pędu w wyróżnionym kierunku (w naszym przypadku będzie to 
kierunek wektora precesji ωωζk

couple ):

 j
k jζ

couple =mech   (8)

gdzie mechj = –j, –(j – 1), …, 0, …, (j – 1), j to mechaniczna liczba kwantowa wy- 
padkowego momentu pędu elektronu, która przyjmuje 2j + 1 wartości różniących  
się o 1, zawartych w przedziale: –j ≤ mechj ≤ j. Wyróżniony kierunek możemy opisać 
w postaci wzoru:

 ϕζ ζ ζ ζ ζk k k k k

jcouple couple= = =
+

 ( , ) ( , ) arccos
( )

ωω ρρj P
mech
j j 1

 (9)

Na podstawie rys. 8 i wzoru (9) zapiszemy:

 sin( , )
( )

ωωζ ζ
ζ

ζ
k k

k

k

j
j

jcouple
couple

j = −











= −

+
1 1

1

2 2mech
j j

 (10)

i wzór (4) przedstawimy w postaci:

 M P
k k k

j
ζ ζ ζρ= −

+1
2

2

1
1

n
j j
mech
( )

 (11)

Podobnie zapiszemy wzór (7):

 M
k k jζ ζω= + −couple

 j j( )1 2mech  (12)

Należy wyróżnić precesję ωωζk

spin-orbit ,  która nie wynika z oddziaływań o charakterze 

mechanicznym, a jest spowodowana działaniem momentu: M p Bζ ζ ζk k k

Sspin-orbit spin-orbit= ×
 

pochodzącego od pola magnetycznego Bzk

spin-orbit  wywołanego ruchem orbitalnym 

elektronu o momencie pędu l pz zk km
S, ( )  to spinowy moment magnetyczny elek-

tronu zk. Indukcję Bzk

spin-orbit  liczy się z prawa Biota-Savarta z uwzględnieniem 
efektu relatywistycznej transformacji pola magnetycznego (czynnik Thomasa): 

B lζ
ζ

ζ
µ

πρk

k

k

Ze
m
o

e

spin-orbit =
1
2 4 3 ,  gdzie mo to przenikalność magnetyczna próżni. Precesję 
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wektora spinowego momentu pędu elektronu zk pochodzącą od oddziaływania spin-
-orbita liczy się uwzględniając relatywistyczny efekt kinematyczny w układzie gdy 
przyspieszenie elektronu ma składową prostopadłą do wektora prędkości (precesja 

Thomasa) ze wzoru: ωωζ ζ ζk k k

e
m ce

spin-orbit = − ×
2 2 ( ),v F  gdzie: vzk

 to prędkość elektro-

nu, F Z e
k

k

k

k

o
ζ

ζ
ζπκ ρ
ρ=

2

34
 to siła kulombowska działająca na elektron zk , c to prędkość 

światła [12]. Wielkość Mzk

spin-orbit  można nazwać oddziaływaniem momentowym 
własnym i nie jest ona związana z żadnym działaniem zewnętrznym.

3.1.2.  Obciążenie atomu

W przypadku całego atomu należy brać pod uwagę wypadkowe oddziaływanie 
momentowe pochodzące od wszystkich elektronów w atomie. Kiedy elektrony za-
pełniają powłokę atomu tak, że powłoka ma budowę symetryczną, tzn. jest całkowi-
cie wypełniona elektronami w ilości 2n2, gdzie n to numer powłoki, główna liczba 
kwantowa, to wypadkowe oddziaływanie momentowe elektronów takiej powłoki 
redukuje się do zera. Liczba 2n2 wynika z zakazu Pauliego i wzajemnej relacji po-
między liczbami kwantowymi. Elektrony znajdujące się na powłokach o budowie 
niesymetrycznej, których liczba jest różna od 2n2 będą decydowały o oddziaływa- 
niu momentowym całego atomu.

Wobec powyższego możemy powiedzieć, że w materiałach poddanych obcią-
żeniom mechanicznym o wartości oddziaływania momentowego i dalej naprężenia 
momentowego decydują elektrony walencyjne.

Znając liczbę elektronów walencyjnych Zk
Cosserat  oraz ich chwilowe położenie, 

wypadkowe oddziaływanie momentowe atomu możemy opisać wzorem:

 M Pk

Z

k

k

k

k
= ×

=
∑ ρρζ
ζ

ζ
1

Cosserat

 (13)

Wzór (13) nie uwzględnia oddziaływania elektrostatycznego między elektrona-
mi. Moment Mk powoduje wypadkowy ruch precesyjny całej chmury elektronowej 
atomu k. Ruch ten opiszemy w postaci precesji wypadkowego wektora momentu 
pędu atomu Jk z prędkością kątową  (rys. 9).

Sumaryczne oddziaływanie momentowe całego atomu zapiszemy w postaci  
wzoru:

 M Jk k k= ×ωωcouple  (14)
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Wektory  i Pk są związane warunkiem prostopadłości:

 ωωk k
couple = =P 0  (15)

Wypadkowy moment pędu Jk wyznaczymy wg zasad stosowanych w mechanice 
kwantowej [12] na podstawie znajomości wszystkich liczb kwantowych elektronów 
na niezapełnionych w pełni powłokach. Reguły wyznaczania całkowitego momentu 
pędu (reguły Hunda) są ustalone tak, aby w danej konfiguracji elektronowej atomu 
(tzn. dla danego rozmieszczenia elektronów na powłokach, podpowłokach i orbita-
lach) uzyskano minimum energii.

Rys. 9. Precesja wwk
couple  momentu pędu Jk atomu k wywołana obciążeniem momentowym  

chmury elektronowej

Sprowadza się to do zasady dodawania spinowych momentów pędu tak, aby war-
tość liczby kwantowej wypadkowego spinowego momentu pędu była maksymalna, 
co przy zachowaniu zakazu Pauliego wywołuje także maksymalną wartość wypad-
kowego orbitalnego momentu pędu. Wyznaczając całkowity moment pędu atomów 
ciężkich, gdy występuje silne oddziaływanie pomiędzy momentem pędu orbitalnym 
i spinowym, dodajemy spinowe i orbitalne momenty pędu każdego elektronu od-
dzielnie (sprzężenie jj) i tak otrzymane momenty pędu tworzą po zsumowaniu mo-
ment całkowity. W atomach lekkich i średnich, gdzie występuje silne oddziaływanie 
pomiędzy spinami poszczególnych elektronów, oddzielnie dodajemy spinowe i or-
bitalne momenty pędu wszystkich elektronów (sprzężenie LS) i następnie tworzy-
my sumę tak otrzymanych całkowitych momentów spinowych i orbitalnych. Mając 
wyznaczone liczby kwantowe Sk całkowitego spinowego momentu pędu Sk i liczby 
kwantowe Lk całkowitego orbitalnego momentu pędu Lk , sumaryczny moment pędu 
atomu jest określony przez liczby kwantowe: J L Sk k k= − ,  gdy powłoka jest wy-
pełniona mniej niż w połowie i Jk = Lk + Sk , gdy powłoka jest wypełniona więcej 
niż w połowie.

ω
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Znając ścisłe rozwiązania mechaniki kwantowej na moment pędu atomu k: 
Jk k
= +( )J J( )1   oraz na składową momentu pędu w wyróżnionym kierunku: 

Jk J k
couple = ( ) ,mech   zapiszemy wzór na wyróżniony kierunek w przestrzeni wokół 

atomu w postaci:

 ϕk k k k k
k

k

J
J

= = = = ( , ) ( , ) arccos arccosωωcouple couple
couple

J J J mecchJ

k
J J( )+









1

 (16)

i przedstawimy wzór klasyczny (14) uzupełniony rozwiązaniami kwantowymi  
w postaci:

 M k k J k= + −ωcouple
( ( ) )J J 1 2mech  (17)

W przypadku braku ruchu orbitalnego (w wyniku np. działania pola krystalicznego) 
J = S =1/2, mechJ = mechS = ±1/2 i otrzymamy:

 M k
S

S k=
2

2
( )ωcouple  (18)

Podsumowując, możemy powiedzieć, że w polu wywołanym mechaniczną zmia-
ną odległości pomiędzy atomami powstaje dodatkowe oddziaływanie momentowe 
wynikające z niesymetrycznej budowy atomu, powodujące dodatkowy ruch elektro-
nów w postaci precesji w kierunku prostopadłym do wypadkowego oddziaływania 
siłowego. Oddziaływanie mechaniczne zmienia kształt chmury elektronowej wypeł-
niającej przestrzeń wokół jądra atomu.

3.1.3.  Układ atomów

Uwzględniając niesymetryczną budowę elektronową, układ dwóch atomów k i l 
przedstawimy razem z ich momentami pędu Jk oraz Jl. Na rysunku 10 zaznaczono 
odległość pomiędzy atomami rkl

o  w początkowym położeniu równowagi przy braku 
obciążenia zewnętrznego.

Kiedy przyłożymy obciążenie zewnętrzne, odległość pomiędzy atomami k i l ule-
gnie zmianie do wartości rkl i wystąpi precesja wektorów Jk oraz Jl (rys. 11).

Miarą obrotu układu atomów k-l mierzoną w punkcie k  jest kąt precesji jk
couple

 (rys. 12).

Zapiszemy również przyrost kąta precesji (rys.12) w kierunku kl :

 ϕ ϕ ϕkl l k
couple couple couple= −  (19)
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Rys.  10.  Wyjściowy (nieobciążony) układ dwóch atomów k i l  
w dynamice molekularnej Cosseratów

Rys.  11.  Układ obciążonej pary atomów k-l  z uwzględnieniem budowy elektronowej

Rys.  12.  Obrót pary atomów k-l w punkcie k o kąt precesji  ϕk
couple
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Całkowity obrót układu atomów k-l rozpatrywany w punkcie k jako miara zabu-
rzenia ruchu elektronów wywołanego obciążeniem mechanicznym jest przedstawio-
ny na rys. 13 w postaci sumy kątów: ϕ ϕk kl

couple couple+ .

Rys. 13. Całkowity obrót układu atomów k-l  mierzony w punkcie k

Zdefiniujemy zmianę kąta precesji pomiędzy atomami k i l (analogia do odkształ-
cenia skrętno-giętnego na poziomie makroskopowym):

 ϑ
ϕ ϕ ϕ

kl
l

l k

kl

klr r r
=

−
−

=
couple couple couple

k  (20)

Oddziaływanie momentowe Mk atomu zbioru k = 1, 2, 3, …, N odniesiemy do po-
wierzchni Wk zakreślonej przez promień van der Waalsa atomu k i zapiszemy wzór 
na wektor naprężenia momentowego w punkcie k oraz przyrost tego wektora w kie-
runku kl  względem punktu k:

 µµ µµk
k

k
kl

l k

kW W
= =

−M M M,  (21)

Wektorom µk , µkl odpowiadają kąty precesji φk , φkl. 
Zapiszemy równanie ruchu atomu k spowodowane działaniem momentu Mk  

w postaci:

 d k
k k

J J M
dt

=k= ×ωωcouple  (22)

Jeżeli oddziaływanie momentowe atomu odniesiemy do objętości molowej VNA
,  

to możemy mówić o molowym naprężeniu momentowym atomów danego pier-
wiastka:

 µµN
A

N
kA

A

N
V

= M  (23)
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gdzie:
NA = 6,0221367 × 1023 mol–1 ‒ liczba Avogadry.

Molowe naprężenie momentowe obliczane dla tej samej wartości obciążenia róż-
nych atomów możemy traktować jako miarę zdolności danego pierwiastka do two-
rzenia naprężenia momentowego.

Dla układu czterech atomów (patrz rys. 14) zaburzenie ruchu elektronów w po-
staci precesji atomu k umieszczonego w początku układu współrzędnych zmierza  
do obrotu układu o kąt  (rys. 15) oraz o kąt  (rys. 16).

Rys. 14. Wyjściowy układ atomów w dynamice molekularnej Cosseratów 
(wektory to momenty pędu)

      

Mechanizm powstawania naprężenia momentowego w układzie atomów k =  
= 1, 2, 3, 4 wyjaśnia rys. 17. Jeżeli rozetniemy więzy między atomami jak na rys. 17B 
i pozwolimy na swobodny obrót każdego atomu o kąty precesji j1 , j2 , j3 , j4 , odpo-
wiednio (rys. 17C), to powtórne związanie atomów w punkcie leżącym w początku 
układu współrzędnych (rys. 17D) wywoła deformację całego układu i powstanie 
naprężeń.

Rys. 15. Obrót układu atomów o kąt precesji 
atomu k

Rys. 16. Obrót układu atomów w punkcie k 
mierzony względem kątów precesji 

atomów sąsiednich
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Rys.  17.  Mechanizm powstawania naprężenia momentowego w układzie atomów k = 1, 2, 3, 4

3.1.4.  Równania Hamiltona dla układu atomów

Dla każdego atomu k wprowadzimy potencjał obrotowy Cosseratów U M
k( ),ϕϕcouple  

współrzędną uogólnioną w postaci obrotu   i uogólniony moment pędu Jk. Za-
piszemy hamiltonian dla układu takich atomów k = 1, 2, 3, …, N:

 H
I

Uk k
kk

N
M

k
k

N

ϕϕ ϕϕcouple couple, ( )J J( ) = +
= =
∑ ∑k

2

1 12
 (24)

gdzie:

Ik e

Z

k

k
=

=
∑ m
ζ

ζρ
1

2
Cosserat

  –  moment bezwładności układu elektronów walencyjnych.

Zgodnie  z  zasadą  Hamiltona  współrzędne  uogólnione  i  uogólnione  momenty 
pędu spełniają równania Hamiltona:

 




ϕϕ

ϕϕ

k
k

k

H

H

couple

couple

=
∂
∂

= −
∂

∂

J

Jk
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co łącznie z zapisanym powyżej hamiltonianem daje:

 




ϕϕk
k

k

k

I
couple =

=

J

J Mk

 (26)

Wobec powyższego moment działający na każdy atom k możemy zapisać w po-
staci wyrażenia:
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 Mk

M

k

U
=

∂
∂ϕϕcouple  (27)

Posługując się potencjałem U M
k( ),jjcouple  zapiszemy równanie ruchu:

 I U
k k

M

k

ϕϕ
ϕϕ

couple
couple=

∂
∂

 (28)

oraz stan naprężenia momentowego w punkcie k:

 µµ
ϕϕk

k

M

kW
U

=
∂
∂

1
couple

 (29)

3.1.5.  Energia potencjalna oddziaływań momentowych

Zapiszemy wartość bezwzględną wyrażenia (14):

 M Jk k kk = ω ϕcouple couplesin  (30)

Zmiana kąta jk o wartość djk wiąże się z wykonaniem pracy:

 dA J dk k k k k k= =Mk dϕϕcouple couple couple coupleω ϕ ϕsin  (31)

która powoduje dodatkowy wzrost energii potencjalnej atomu o wartość:

 dU J dk
M

k k k k= ω ϕ ϕcouple couple couplesin  (32)

Całkując obustronnie ostatnie wyrażenie, otrzymujemy:

 dU J d Jk
M

k k k k k k
( ) ( )

sin cos
ϕ ϕ

ω ϕ ϕ ω∫ ∫= = −couple couple couple couple ϕϕk
couple const+  (33)

Dla const = 0 otrzymujemy:

 Uk
M

k k= −ωωcoupleJ  (34)

Zapisując energię całkowitą atomu będącego w polu oddziaływań mechanicz-
nych, należy wziąć pod uwagę nie tylko energię U rk

P
kl( ),  wywołaną oddziaływania-

mi siłowymi Pk i związaną ze zmianą odległości pomiędzy atomami rkl , ale również 
energię Uk

M
k( )jjcouple  związaną z kątem precesji jjk

couple  atomu pod wpływem oddzia-
ływań momentowych Mk. Oznacza to, że na energię całkowitą atomu wpływa nie 
tylko wartość, ale również kierunek oddziaływania Pk.

Energie:

 U Uk
P

kl k
M

k( ), ( )r jjcouple  (35)
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są ze sobą sprzężone poprzez atomowe stopnie swobody. W opisie kwantowym 
energie U Uk

P
kl k

M
k( ), ( )r jjcouple  mogą być rozpatrywane niezależnie ze względu na 

dużą różnicę pomiędzy masą elektronu i jądra (przybliżenie adiabatyczne lub przy-
bliżenie Borna-Oppenheimera) [5].

Sprzężenie pomiędzy potencjałami U Uk
P

kl k
M

k( ), ( )r jjcouple  zapiszemy w postaci:

 ∂
∂

= × ∇










≠=
∑∑U

Z
Uk

M

k k
k k

P

l

NZ

k

k

k

ϕϕ
ρρcouple

Cosserat

ζ
ζ

1

1 k

 (36)

3.1.6.  Uzupełnienie operatora Hamiltona

Operator Hamiltona H
∧

 izolowanego nierelatywistycznego układu atomów [5],  

w skład którego wchodzi operator energii kinetycznej elektronów: T
m

e

e
i

i

∧
= − ∇∑

2
2

2
,
 

operator energii kinetycznej jąder: T
m

Z

i
i

i

∧
= − ∇∑ 

2
2

2
,  operator energii poten-

cjalnej oddziaływań elektrostatycznych elektron–elektron: U e
r r

ee

i ji j

∧

≠

=
−∑12
2

,

 
operator energii potencjalnej oddziaływań elektrostatycznych elektron–jądro: 

U Z e
r R

eZ k

i ki k

∧
=

−∑
2

,

,  operator energii potencjalnej oddziaływań elektrostatycznych 

jądro–jądro: U Z Z e
R R

ZZ i k

i ki k

∧

≠

=
−∑12

2

,  zapiszemy w nowej formie uzupełniając go ope-

ratorem energii oddziaływań momentowych U M :
∧

 H T T U U U Ue Z ee eZ ZZ M∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧
= + + + + +  (37)

Operator oddziaływań momentowych zapiszemy dla elektronu o numerze zk  
na podstawie wzoru: U

k k k

M
ζ ζ ζ= −ωωcoupleJ ,  podstawiając w miejsce momentu pędu 

Jzk
 operator: J

∧
= ×

−
∇ζ ζk k

ρρ


1
 

i otrzymamy:

 U
k k

M
ζ ζ ζ

∧
= − ×

−
∇







ωω ρρcouple

k



1
 (38)
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Ewentualnie na podstawie wzoru: U
k k

M
ζ ζ ζ= −ρρ

k
P ,  podstawiając w miejsce od-

działywania siłowego Pzk
 operator: Pζk

d
dt

∧
=

−
∇











1
,  otrzymamy:

 U d
dtk k

M
ζ ζ

∧
= −

−
∇







ρρ



1
 (39)

Biorąc pod uwagę wszystkie elektrony tworzące oddziaływanie momentowe ato-
mu, formuły (38) i (39) należy zaopatrzyć w sumę od zk = 1 do ζk kZ= Cosserat .

3.1.7.  Uzupełnienie energii elektronowej molekuły wieloatomowej

Kiedy rozpatrujemy energię elektronową molekuły wieloatomowej złożonej  
z atomów A, B,…, Y, obciążonej mechanicznie, zapiszemy sumę energii potencjal-
nej UW dla ruchu jąder atomów składowych U 

jąder oraz energii wynikającej z precesji 
powłok elektronowych tych atomów U 

couple:

 UW = U 
jąder + U 

couple (40)

Na podstawie znajomości długości wiązań chemicznych oraz kątów pomiędzy 
atomami tworzącymi molekułę, energię U 

jąder w przybliżeniu harmonicznym zapi-
szemy w postaci sumy [48]:

1) energii wiązań: 1
2

2

A B
A B A B

−
− −∑ −c r ro

AB( ) ,  gdzie: ro
A B−  to odległość wiązań A–B 

między atomami A, B, w stanie nieobciążonym mechanicznie (dla minimalnej 
energii potencjalnej), rA–B to odległość takich wiązań rozciąganych lub ściska-
nych, cAB to stała siłowa;

2) energii wynikającej ze zmiany kąta wiązania A–B–C: 
1
2

2

A B C
A B C A B C

− −
− − − −∑ −c o

ABC ( ) ,α α  gdzie: kąty α αA B C A B C− − − −, o  oraz stała cABC 

pełnią podobną rolę jak poprzednio, przy czym zmiana kąta (A–B–C) odbywa 
się przy nie zmienionej długości wiązań A–B i B–C;

3) energii pomiędzy atomami X, Y, które nie tworzą wiązań X–Y ani nie sta-
nowią ogniwa w łańcuchu wiązań typu X–A–Y. Takie oddziaływanie mię-
dzymolekularne możemy opisać potencjałem Lennarda-Jonesa: VLJ (X, Y) = 

=








 −























ε
r

r
r

r
e e

XY XY

12 6

2  gdzie e, re to stałe potencjału LJ;
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4)  energii oddziaływań elektrostatycznych zależnej od ładunków qX , qY , jakie po-

siadają atomy niezwiązane X,Y: 

5)  energii wynikającej z kątów torsyjnych:  W nA B C D
inw

B C− − − −∑ −( cos ),1 ω  która po-

chodzi od rotacji o kąt wB–C wokół wiązania B–C, w łańcuchu wiązań A–B–C–D, 
n jest krotnością przy pełnym obrocie.

Wobec powyższego zapiszemy:

U 
jąder = 1

2
1
2

2 2

A B
AB A B A B

A B C
ABC A B C A B C X

−
− −

− −
− − − −∑ ∑− + − +c r r c Vo o

LJ( ) ( ) (α α ,, )Y
X,...,Y
∑ +

+ + −∑ ∑ − − − −
q q
r

W nX Y

XYX,Y
A B C D B C

inw

( cos )1 ω  (41)

 U Jcouple
A

couple= − ∑ ω ϕA
couple

A,B,...,Y

cos Α  (42)

gdzie:

ω ϕA
couple

A A
couple, ,J   –  prędkość precesji, moment pędu i kąt precesji kolejnych 

atomów  A, B, …, Y  wchodzących  w  skład  molekuły, 
odpowiednio.

3.1.8.  Okresowe własności oddziaływania momentowego

Oddziaływanie  momentowe  atomu  jest  związane  z  promieniem  powłoki  ze-
wnętrznej ρk decydującej o wielkości atomu. Ponieważ promienie atomów wyka-
zują okresowość ze względu na położenie w układzie okresowym,  możemy mówić  
o okresowych własnościach oddziaływania momentowego.

Ze względu na siły elektrostatycznego odpychania pomiędzy elektronami mówi-
my o tzw. ładunku efektywnym jądra eZef i przekształcając wzór na promień atomu, 
otrzymujemy:

 ρ
ρ

k kZ
= 1 2

ef
n  (43)

Położenie pierwiastka w układzie okresowym opisuje stopień zapełnienia powło-
ki zewnętrznej (walencyjnej) elektronami. W miarę zapełniania powłoki walencyj-
nej obserwujemy wzrost wartości Zef , co powoduje spadek wartości ρk i spadek od-
działywania momentowego Mk. Obserwujemy jednocześnie wzrost energii jonizacji 
atomu. Dalszy wzrost ilości elektronów walencyjnych dla pierwiastków pod koniec 
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okresu skutkuje powstaniem zjawiska odpychania pomiędzy elektronami (zjawisko 
ekranowania), co powoduje wzrost ρk  i Mk.

Jeżeli powłoka zewnętrzna jest wypełniona całkowicie, to wartość oddziaływa-
nia Mk skokowo spada do zera. Natomiast energia jonizacji dla atomu o całkowi-
cie wypełnionych powłokach zewnętrznych ma największą wartość. W związku  
z przedstawioną prawidłowością możemy stwierdzić, że największe oddziaływa- 
nie momentowe Mk w danym okresie mają atomy pierwszej grupy układu okreso- 
wego, a oddziaływanie to jest najmniejsze dla atomów ze środka okresu.

Natomiast niezależnie od układu okresowego pierwiastków znane są tzw. ato-
my rydbergowskie, które w wyniku wzbudzenia co najmniej jednego elektronu do 
bardzo wysokich potencjałów, kiedy główna liczba kwantowa może wynosić nawet  
n = 350, osiągają rozmiary rzędu 10–5 m. W związku z tym przewiduje się, że oddzia-
ływania momentowe w tych atomach będą pięć rzędów wielkości większe niż dla 
zwykłego atomu. W atomach takich poddanych działaniu zewnętrznego pola elek-
trycznego stwierdzono oscylacje elektronu, co można tłumaczyć zaburzeniem ruchu 
elektronu w polu elektrycznym. Można przypuszczać, że podobnie atomy te będą się 
zachowywać w polu mechanicznym. Dla atomów rydbergowskich opis kwantowy  
i klasyczny wykazuje idealną zbieżność. Atomy rydbergowskie występują w postaci 
plazmy w przestrzeni kosmicznej i w materii [24].

3.2.  Atomy ze środkiem masy obciążone mechanicznie

Atom z nieobsadzonymi w pełni powłokami nie posiada środka symetrii, co 
oznacza, że środek masy układu elektronów Zk

s m. .  oraz nukleonów Ak
s m. .  (protony 

i neutrony związane siłami jądrowymi) jest przesunięty względem środka wynika-
jącego z działania sił kulombowskich. Analogią mechaniczną jest konstrukcja wa-
hadła żyroskopowego, gdzie środek ciężkości żyroskopu jest przesunięty względem 
środka zawieszenia.

W celu wyznaczenia środka masy nukleonów Ak
s m. .  posłużymy się modelem po-

włokowym jądra [2].
Z punktu widzenia klasycznej mechaniki wyróżnimy trzy charakterystyczne 

punkty atomu: środek masy elektronów Zk
s m. . ,  środek masy nukleonów Ak

s m. .  i śro-

dek masy s.m.k całego atomu k. Odległość pomiędzy Z Ak
s m

k
s m. . . .i  oznaczymy jako 

rk
s m. ..  Odległość ta wynika z równowagi pomiędzy siłą odśrodkową działającą na 

elektrony i nukleony a elektrostatyczną siłą kulombowską działającą pomiędzy elek-
tronami i protonami. Siłowe oddziaływanie międzyatomowe w postaci wektora siły 
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będzie przyłożone teraz do środka masy s.m.k atomu k. Dalej możemy opisać oddzia-
ływanie momentowe elektronowe na ramieniu rk

Zs m. .  równym odległości pomiędzy 

s.m.k a Zk
s m. .  oraz oddziaływanie momentowe jądrowe na ramieniu rk

As m. .  liczonym 

jako odległość pomiędzy s.m.k i Ak
s m. ..

Na równowagę pomiędzy układem elektronów i nukleonów (promień rk
s m. . )  będą 

wpływać również siły elektrostatyczne układu elektron–elektron. Jak już wspomnia-
no (podrozdział 3.1.8.), siły te powodują, że pole elektrostatyczne rozkłada się nie-
co odmiennie od opisu kulombowskiego, dla atomów ciężkich potencjał pola pro-
porcjonalny jest do (Z – 1)2, gdzie Z to liczba elektronów. Wpływ oddziaływania 
układu elektron–elektron wzrasta w miarę oddalania się od jądra i możemy mówić 
o efektywnym ładunku pola eZef, Zef < Z. Na orbitach zewnętrznych wpływ sił elek-
trostatycznych układu elektron–elektron jest już na tyle duży, że opis pola elektron– 
‒jądro nie zależy od liczby Z. W przybliżeniu pole to można opisać poprzez energię 
wiązania elektronu w atomie wodoru. Na wielkość promienia rk

s m. .  będą wpływały 
również siły jądrowe jako wynik działania sił elektrostatycznych układu proton–pro-
ton i oddziaływań silnych pomiędzy nukleonami. Można również stwierdzić niesy-
metryczną budowę jądra w postaci przesunięcia środka masy nukleonów względem 
środka wyznaczonego przez działanie sił jądrowych. Zasięg sił jądrowych mierzy 
się w femtometrach (10–15 m), położenie elektronów w angstremach (10–10 m), dlate-
go też na poziomie elektronowym siły jądrowe tylko nieznacznie wpływają na rk

s m. ..

3.2.1. Atom z jednym elektronem i jednym protonem
Model atomu ze środkiem masy [2] występuje w fizyce dla atomu z jednym elek-

tronem i jądrem w postaci jednego protonu. Posługiwanie się takim modelem wy-
jaśnia występowanie deuteru odkrytego przez H.C. Ureya w roku 1934. Zarówno 
elektron, jak i jądro krążą wokół ich wspólnego środka masy s.m. (rys. 18).

W takim modelu oddziaływanie międzyatomowe P będzie przyłożone do środ-
ka masy (rys. 18). Rozdzielimy oddziaływanie międzyatomowe P wg wzoru P =  
= Pe + Pp. Dokonamy redukcji oddziaływania Pe w miejsce chwilowego położe-
nia elektronu (rys.19) a oddziaływania Pp w miejsce chwilowego położenia protonu 
(rys. 20) i zapiszemy oddziaływanie momentowe elektronowe:

 M = Pe
m

m m
p

p e
e+

×ρρs.m.  (44)

i jądrowe:
 M = Pp

m
m m

e

p e
p+

×ρρs.m.  (45)
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Rys. 18. Obciążenie atomu ze środkiem masy (jeden elektron i jeden proton)

Rys. 19. Redukcja obciążenia atomu ze środkiem masy w miejsce chwilowego  
położenia elektronu

Rys. 20. Redukcja obciążenia atomu ze środkiem masy w miejsce chwilowego  
położenia jądra (protonu)
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gdzie:

 
m

m m
p

p e+
ρρ ρρs.m.

e=  (46)

 m
m m

e

p e+
ρρ ρρs.m.

p=  (47)

rr rre , p  – odległości elektronu i protonu od środka masy, odpowiednio,
mp – masa protonu,
me – masa elektronu.

Ponieważ masa protonu mp  jest o trzy rzędy wielkości większa od masy elektronu 
me, oddziaływanie momentowe jądrowe będzie o trzy rzędy wielkości mniejsze od 
oddziaływania momentowego elektronowego. Pierwsze z tych oddziaływań będzie 
mogło być badane doświadczalnie w spektrometrze Nuclear Magnetic Resonance 
natomiast drugie w spektrometrze Electron Paramagnetic Resonance.

Promień rrs.m  wyznaczymy zapisując równowagę sił odśrodkowych działających 

na elektron me eωs m. .
2 ρρ  lub proton mp pωs m. .

2 ρρ  oraz elektrostatycznych sił kulombow-

skich układu elektron–proton: e

o s m

2

24πκ ρ . .

 (zjawisko ekranowania elektronowego po-

minięto). Przykładowo dla protonu zapiszemy:

 m e
p s m p

o s m

ω ρ
πκ ρ. .

. .

2
2

24
=  (48)

Podstawiając (47) do (48), otrzymamy:

 m e
s m s m

o
zrω ρ

πκ. . . .
2 3

2

4
=  (49)

gdzie:

m
m
m
p

p
zr = +

m
m

e

e

 – masa zredukowana układu elektron–proton.

Zastosujemy teraz do (49) prawo kwantowania Bohra:

 m s m s mzrω ρ. . . .
2 = n  (50)

gdzie:
n = 1, 2, 3, … – całkowita liczba kwantowa dla atomu ze środkiem masy 

i zapiszemy:
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 n2 2 2

4


m
e

s m ozrρ πκ. .
=  (51)

otrzymując wzór na poszukiwaną odległość pomiędzy elektronem i protonem w po-
staci skwantowanej:

 ρ
πκ

s m
o

m e. . =
4 2

2
2

zr

n  (52)

Odległości ρe oraz ρp obliczamy z układu równań, gdzie pierwszym równaniem 
będzie wzór:
 ρs.m. = ρe + ρp (53)

Drugim równaniem jest definicja środka masy układu elektron–proton umieszczone-
go w początku układu współrzędnych:
 mprp = mere (54)

Oddziaływanie Me i Mp spowoduje zaburzenie atomu w postaci precesji opisy-
wanej prędkościami kątowymi  w kierunku prostopadłym do oddziały-
wania P. Kierunek wektorów precesji  będzie przechodził przez  śro-
dek masy s.m. Wprowadzając całkowity moment pędu elektronu Je = Le + Se oraz 
jądra Jp = Lp + Sp, oddziaływania momentowe elektronowe i protonowe zapiszemy  
w postaci:

 M Je s m e= ×ωω . .
couple  (55)

 M Jp s m p= ×ωω . .
couple  (56)

Całkowite oddziaływanie momentowe takiego atomu będzie sumą:

 M M M J= + = ×e p ωωs m s m. . . .
couple  (57)

gdzie:

Js.m. = Je + Jp , 

3.2.2.  Atom ze środkiem mas elektronów i nukleonów

Rozszerzymy powyższy model na atom zbudowany z Zk elektronów i włączymy 
do opisu model powłokowy jądra, w którym nukleony w ilości Ak , czyli protony  
w ilości równej liczbie atomowej Zk i neutrony w ilości równej liczbie neutronowej 
Nk (Ak = Zk + Nk) posiadają orbitalny i spinowy moment pędu i skupione są na powło-
kach podobnie jak elektrony.
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Rys. 21. Model obciążenia momentowego atomu k ze środkiem masy ustalonym  
przez środek mas elektronów i nukleonów

Gdy nukleony tworzą powłoki zamknięte (liczba protonów lub neutronów na po-
włokach jest utworzona przez tzw. liczby magiczne 2, 8, 20, 50, 82, …) oddziaływa-

nie momentowe takiego jądra równe jest zero (środek masy nukleonów Ak
s m. .  będzie 

pokrywał się ze środkiem masy atomu s.m.k). Gdy powłoki jądrowe nie będą w pełni 
zapełnione (liczba nukleonów będzie różna od liczb magicznych), możemy mówić  
o niesymetrycznej budowie jądra i wyróżniając ramię oddziaływania w postaci od- 

ległości pomiędzy środkiem masy nukleonów Ak
s m. .  a środkiem masy s.m.k, będzie-

my opisywać oddziaływanie momentowe jądrowe Mk
As m. .  (rys. 21).

Podobnie oddziaływanie momentowe elektronowe Mk
Zs m. .  opiszemy na ramieniu 

równym odległości pomiędzy środkiem masy układu elektronów Zk
s m. .  a środkiem 

masy atomu s.m.k. Na rysunku 21 umieszczono siłę międzyatomową Pk działającą 
w środku masy atomu oraz rezultat redukcji w postaci obciążenia momentowego 

Mk
Zs m. .  i Mk

As m. .  łącznie.

Elektrony i nukleony będą skupione odpowiednio na promieniach Rk
Zs m. .

 i Rk
As m. .

Promienie te obliczymy względem dowolnie przyjętego początku układu współrzęd-
nych w sposób klasyczny wg zasad stosowanych w geometrii mas, na podstawie 
wzorów:

 R
r

k
Z

e

Z

e

Z
s m

k

k

k

k

k

m

m

. .

( )

( )
=
∑

∑

ζ ζ

ζ

1

1

 (58)
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 R
r

k
A

a

A

a

A
s m

k k

k

k

k

m

m

. .

( )

( )
=
∑

∑

ς ς

ς

1

1

 (59)

gdzie:

( )ma kV
 – masa nukleonu o numerze Vk = 1, 2, 3, … Ak (masa protonu i neutro- 

nu niewiele się od siebie różnią),
r rζ ςk k

,  – wektory położenia elektronu o numerze zk i nukleonu Vk od począt- 
ku układu współrzędnych, odpowiednio.

Zapiszemy odległość pomiędzy promieniami R Rk
Z

k
As m s m. . . .i  wynikającą z równo-

wagi sił odśrodkowych i kulombowskich (pominięto ekranowanie elektronowe oraz 
działanie sił jądrowych):

 R Rk
Z

k
A

k
s ms m s m. . . . . .− = ρρ  (60)

Oznaczymy odległość skupionych mas elektronów  i nukleonów  od środka 
masy s.m.k i zapiszemy:
  (61)

Jeżeli początek układu współrzędnych umieścimy w środku masy s.m.k, to będzie 
spełniona zależność:

 m mk
A

k
A

k
Z

k
Zs m s m s m s m. . . . . . . .ρ ρ=  (62)

gdzie:

m A m mk
A

k a
s m. . = − ∆  – masa skupiona nukleonów atomu k pomniejszona 

o defekt masy Dm wynikający z energii wiązania 
nukleonów,

m Z mk
Z

k e
s m. . =  – masa skupiona elektronów atomu k.

Utratę masy spowodowaną wiązaniem elektronów jako bardzo małą pominiemy. 
Łącząc (61) i (62), otrzymujemy:

 ρ ρk
Z k a

k a k e
k
s ms m

A m m
A m m Z m

. . . .=
−

− +










∆
∆

 (63)

 ρ ρk
A k e

k a k e
k
s ms m

Z m
A m m Z m

. . . .=
− +









∆

 (64)



40

Promień rrk
s m. .  wyznaczymy zapisując całkowity moment pędu atomu względem 

środka masy w postaci:

 J m mk
s.m.

k
s.m.

k
Z

k
A

k
A

k
Z

k
Zs m s m s m s m s m. . . . . . . . . .( ) ( )= +ω ρ ω ρ2 2  (65)

Zastosujemy do zależności (65) regułę kwantowania Bohra:

 m + mk
s.m.

k
s.m.

k
A

k
A

k
Z

k
Z

k
s m s m s m s m. . . . . . . .( ) ( )ω ρ ω ρ2 2 = n   (66)

gdzie nk = 1, 2, 3, …, a następnie podstawiając do (66) zależności (63) oraz (64), 
otrzymamy:

 ( ) ( ). . . .m k
s.m.

zr
s m

k k
s m

kω ρ 2 = n   (67)

gdzie:

 ( ) ( ). .mzr
s m

k
k a k e

k a k e

A m m Z m
A m m Z m

=
−
− +
∆
∆

 (68)

to masa zredukowana. Zapiszemy teraz równowagę pomiędzy siłą odśrodkową dzia-
łającą na elektrony lub nukleony skupione w środku mas na promieniu r rk

Z
k
As m s m. . . .,  

odpowiednio a elektrostatyczną siłą kulombowską pomiędzy elektronami a protona-
mi w ilości Zk. Przykładowo biorąc pod uwagę elektrony, zapiszemy:

 m Z e
k
Z

k
s m

k
Z k

o k
s m

s m s m. . . .( )
( )

. .
. .ω ρ

πκ ρ
2

2

24
=  (69)

Łącząc (63), (67), (68) i podstawiając do (69), otrzymujemy formułę:

 nk
s m

k k
s m

2 2

4


( ) ( ). . . .m
e2

ozr ρ πκ
=  (70)

z której wyznaczymy poszukiwaną odległość pomiędzy środkiem masy układu elek-
tronów i nukleonów:

 ρ
πκ

k
s m o

s m
k

km e
. .

. .( )
=
4 2

2
2

zr

n  (71)

Oddziaływanie międzyatomowe Pk będzie przyłożone do środka masy s.m.k. 
Część siły Pk będzie związana z obciążeniem elektronów w punkcie Zk

s m. .  a część 

działa na nukleony w punkcie Ak
s m

k k
A

k
Zs m s m. . , .. . . .P P P= +  Dokonamy redukcji oddzia-

ływania P Pk
Z

k
As m s m. . . .i  w miejsce skupionych elektronów i nukleonów odpowiednio 

i zapiszemy oddziaływanie momentowe pochodzące od elektronów w postaci:

 M Pk
Z

k
Z

k
s m s m. . . .= ×ρρ  (72)



41

oraz oddziaływanie momentowe pochodzące od nukleonów:
 M Pk

A
k
A

k
As m s m s m. . . . . .= ×ρρ  (73)

Całkowite oddziaływanie momentowe atomu ze środkiem masy będzie sumą: 

 M M Mk
s m

k
A

k
Zs m s m. . . . . .= +  (74)

Jeżeli znamy całkowity (orbitalny plus spinowy) moment pędu Jk
Zs.m.  elektronów 

skupionych w środku masy Zk
s.m.  względem środka masy s.m.k oraz znamy zaburze-

nie tego ruchu w postaci prędkości kątowej precesji wwk
couple ,  to możemy wyznaczyć 

oddziaływanie momentowe spowodowane przez elektrony walencyjne w postaci:

 M Jk
Z

k k
s m. . = ×ωωcouple Zs.m.  (75)

Podobnie zapiszemy dla nukleonów na niezapełnionych powokach:
 M Jk

A
k k

As m s m. . . .= ×ωωcouple  (76)

W podrozdziale tym założyliśmy że środek masy układu elektronów Zk
s.m.  podle-

ga takim samym prawom kwantyzacji jak pojedynczy elektron. Również opis kwan-
towy pojedynczego nukleonu atomu odniesiemy do środka masy całego jądra Ak

s m. ..

Środek masy Ak
s m. .  wykonuje ruch orbitalny i spinowy. Spinowy momentu pędu 

środka masy Ak
s m. .  policzymy ze wzoru: S S

s.m.
S
s.m.

Ak Akk
As m. . ( ) ,= +I I 1   gdzie IS

s.m.
Ak
= 1
2   

to liczba kwantowa ruchu spinowego środka masy Ak
s m. ..  Składowa spinowego  

momentu pędu w kierunku prostopadłym do międzyatomowego oddziaływania  

będzie wynosić: ( ) cos .. . . . . .S Sk
A

k
A

k
As m s m s mcouple = = ±ϕ



2

Dodając spinowy i orbitalny moment pędu środka masy Ak
s m. . ,  otrzymujemy cał-

kowity moment pędu jądra: J s.m.
k kA

s.m.
A
s.m.

k
A = +I I( ) ,1   gdzie IA

s m
k

. .  to liczba kwantowa 

ruchu orbitalnego i spinowego środka masy Ak
s m. .  łącznie, która przyjmuje wartości 

IA
s.m.

k
= 0 1 1

2
3
2

, , lub , , .   Przestrzenną kwantyzację całkowitego momentu pędu 

środka masy Ak
s m. .  względem wyróżnionego kierunku (w naszym przypadku jest to 

kierunek prostopadły do międzyatomowego oddziaływania) policzymy wg wzoru: 

J J
kA A k

A
Ak

s m
k

couple = =cos ,. .ϕ


2
mech  gdzie mechAk

 to liczba kwantowa która przyj-
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muje wartości mechAk
= ± ± − ±I IA

s.m.
A
s.m.

k k
, ( ),...,1 1

2
 dla IA

s m
k

. .  o wartościach połówko-

wych i mechAk
= ± ± −I IA

s.m.
A
s.m.

k k
, ( ),...,1 0  dla IA

s m
k

. .  o wartościach całkowitych.

Całkowite oddziaływanie momentowe atomu ze środkiem masy otrzymamy łą-
cząc (75) i (76):

 M Jk
s.m.

k= ×ωωcouple
k
s m. .  (77)

gdzie:

 J J Jk
s.m. = +k

A
k
Zs m s m. . . . ,     (78)

Jeżeli powłoki są całkowicie wypełnione elektronami a liczba nukleonów jest 
równa liczbom magicznym, to środek masy elektronów, nukleonów i środek masy 
całego atomu znajduje się w tym samym punkcie. Taki atom o budowie symetrycz-
nej nie będzie wykazywał oddziaływania momentowego.

Pełny opisu operatora Hamiltona izolowanego układu atomów ze środkiem masy 
powinien zawierać dodatkowo operatory energii wynikające z modelu powłokowe-
go jądra.

Model oddziaływań momentowych przedstawiony w tym podrozdziale ma cha-
rakter ogólny. W modelu przybliżonym, przedstawionym w rozdziale 1, pominięto 
oddziaływania momentowe jądrowe, a oddziaływania momentowe elektronów wa-
lencyjnych przedstawiono na ramieniu równym ich położeniu względem jądra.

3.2.3.  Układ atomów ze środkiem masy

Układ wyjściowy atomów k-l ze środkiem masy przedstawia rys. 22.

Rys. 22. Układ wyjściowy atomów k-l ze środkiem mas elektronów i nukleonów
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Z chwilą obciążenia takich atomów (rys. 23) wystąpi precesja środków mas 
elektronów i nukleonów. Oznaczając położenie środków mas atomów k i l jako 

r rk
s m

l
s m. . . .,  oraz ich kąty precesji ( ) , ( ) ,. . . .ϕϕ ϕϕs m k s m l

couple couple  podobnie jak poprzednio 

oznaczymy przyrost kąta precesji w kierunku kl :

 ( ) ( ) ( ). . . . . .ϕϕ ϕϕ ϕϕs m kl s m k s m l
couple couple couple= −  (79)

i zapiszemy zmianę tego kąta względem odległości pomiędzy środkami mas:

 ϑ
ϕ ϕ ϕ

kl
s m s m k s m l

l
s m

k
s m

s m

r r
. . . . . .

. . . .
. .( ) ( ) (

=
−
−

=
couple couple coouple )

. .
kl

kl
s mr

 (80)

Rys. 23. Obciążony układ atomów k-l ze środkiem mas elektronów i nukleonów

Zapiszemy również naprężenie momentowe w punkcie k (stosując tym razem 
wzór na oddziaływanie momentowe w postaci pochodnej cząstkowej energii poten-
cjalnej oddziaływań momentowych):
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 µµ
ϕϕk

s.m. =
∂

∂
1

dV
Uk

M

s m k( ). .
couple  (81)

oraz przyrost naprężenia momentowego w kierunku kl  względem punktu k:

 µµ
ϕϕ ϕϕkl

s.m. =
∂
∂

−
∂
∂

1
dV

U Us m
M

l

s m l

s m
M

k

s m

( )
( )

( )
(

. .

. .

. .

. .
couple couplle )k









  (82)

Równania ruchu w punkcie k zapiszemy w postaci:

 mk r Pk
s m

k
. . =  (83)

 J Mk
s.m.

k= s m. .  (84)

gdzie:

P r Mk
k

N

= − ∇ =
∂

∂≠
∑ k

P
kl
s m

l
k
s m k

M

s m
couple

k

U U( ),
( )

.. . . .

. .ϕϕ



4.  Opis kwantowy ośrodka Cosseratów

Rozpatrzymy atom k z jednym elektronem [24]. Elektron ten będzie opisywał 
stan mechaniczny atomu k i dlatego w rozdziale tym zrezygnujemy z numeracji elek-
tronów.

4.1.  Oddziaływanie momentowe

W rozdziale 3 elektronowe oddziaływanie momentowe zdefiniowano na pod-
stawie wzorów mechaniki klasycznej oraz w sposób półklasyczny wprowadzając 
formalnie do wzorów klasycznych wielkości kwantowe. Dla ścisłego opisu kwanto-
wego rozwiązania te pozostają ważne ze względu na obowiązującą w fizyce zasadę 
korespondencji.

Ścisłe kwantowe rozwiązanie na oddziaływanie momentowe wyprowadzimy 
przy założeniu, że wystąpi „wygaszenie” momentu orbitalnego Lk w wyniku działa-
nia pola krystalicznego [49] w otoczeniu atomu k. Zjawisko „wygaszenia” momentu 
orbitalnego występuje w przyrodzie i zostało potwierdzone doświadczalnie dla jo-
nów grupy żelaza.

Postępując według zasady stosowanej w mechanice kwantowej, spinowemu 
oddziaływaniu momentowemu Mk

S  przyporządkujemy operator Mk
S∧

 i zapiszemy 
równanie na wartości własne tego operatora w postaci:

 M k
S

k
M

k
S

k
M∧

=Φ ΦM  (85)

gdzie:

Φk
M  – funkcja falowa.

Zgodnie z postulatem mechaniki kwantowej otrzymane z rozwiązania równania 

(85) wartości własne Mk
S  operatora M k

S∧
 będą poszukiwanymi wielkościami fizycz-

nymi oddziaływania Mk
S .

Zapisując operator Mk
S∧
,  odniesiemy się do otrzymanych ścisłych rozwiązań me-

chaniki kwantowej, wg których określone wartości może mieć tylko jeden z rzutów 
momentu pędu na osie współrzędnych. Dwa pozostałe rzuty są całkowicie nieokre-
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ślone i nie możemy mówić o wektorze momentu pędu tak jak to przyjęto w mecha-
nice klasycznej. Na podstawie powyższego, zapisując zależność klasyczną:

M S i jk z yS SS
k y k z k x= × = −  −( ) ( ) ( )ω ω ω ωcouple couple couple couplee couple( ) ( )S Sz xk z k−  +ω

+ − k ω ωx k y k
couple couple( ) ( )S Sy x  (86)

wyznaczymy określoną (wg rozwiązań ścisłych mechaniki kwantowej) wartość ope-
ratora kwantowego oddziaływania momentowego dla wybranego rzutu momentu 
pędu (Sz)k:

 M i jk
S

y x z
k

z S
∧ ∧

= − 





( )ω ωcouple couple  (87)

Operator (87) zapiszemy w postaci:

 Mk
S

k
S

z
k

z z S
∧ ∧

= 





ΩΩ  (88)

gdzie:
 ΩΩk

S
y x

z = −( )i jω ωcouple couple  

Równanie własne operatora oddziaływania momentowego dla składowej mo-
mentu pędu wzdłuż wyróżnionego kierunku z zapiszemy w postaci:

 Ω Φ Φk
Sz Sz

k
z
M

k k
S

z
M

k
z

∧





 =( ) ( )M  (89)

Sprzężenie z oddziaływaniem siłowym Pk opisuje warunek (15).
Dobierając operator spinu w postaci macierzy Pauliego:

 Sz

∧
=

−












2
1 0
0 1

 (90)

oraz spinową funkcję falową w postaci:

 Φ

Φ

Φ
z
M

z
M

S

z
M

S

=

↑=







 =

↓=







 = −






1
0

1
2

0
1

1
2

dla

dla

mech

mech

z

z








 (91)

gdzie mechSz
 to mechaniczna spinowa liczba kwantowa w kierunku z, zapiszemy 

równanie:
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 Sz
k

z
M

k S k z
M

kz

∧





 =( ) ( ) ( )Φ Φ mech  (92)

spełnione tożsamościowo.
Na podstawie podobieństwa równań (89) i (92) funkcje własne w tych równa-

niach będą identyczne. Zapisując wartości własne równania (89), przedstawimy jed-
nocześnie poszukiwany wzór na kwantowe oddziaływanie momentowe:

 Μ Ωk
S

S k
z

z
= k

Sz
( )mech  (93)

Jeżeli atom k jest obciążony hydrostatycznie, to spełnione będą zależności:
 (Px)k = (Py)k = (Pz)k = Pk (94)

 ( ) ( ) ( )ω ω ω ωx k y k z k S
couple couple couple couple= = =  (95)

i zapiszemy wzór na oddziaływanie momentowe w postaci:

 Μk
S

S S k
z

z
=  2( )ωcouplemech  (96)

Dla ( )mechS kz
= ±
1
2

 otrzymamy wzór:

 Μk
S

S k
z = ±

2
2
( )ωcouple  (97)

identyczny jak w opisie klasycznym – wzór (18) – spełniając tym samym zasadę 
korespondencji. Kwantowe wartości oddziaływania momentowego wynoszą:

 ( ) , ( )mechS k k
S

z
z= + = ++1

2 2
Μ Ω



k
Sz  (98)

 ( ) , ( )mechS k k
S

z
z= − = −−1

2 2
Μ Ω



k
Sz  (99)

Według opisu kwantowego w polu oddziaływań spowodowanych mechaniczną 
zmianą odległości pomiędzy atomami występują rozdzielone wartości oddziaływa-
nia momentowego ( )Μk

Sz +  oraz ( )Μk
Sz −  ze względu na spinową mechaniczną liczbę 

kwantową mechSz
.

Dla elektronu będącego jednocześnie w ruchu orbitalnym i spinowym, analogicz-
nie do rozwiązania (93), oddziaływanie momentowe opiszemy wzorem:

 Μ Ωk k J kz
= ( )mech  (100)

gdzie wektor ΩΩk y k x k= −
 

i j( ) ( )ω ωcouple couple  będzie teraz związany z precesją ruchu 
orbitalnego i spinowego łącznie.
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4.2.  Energia spinu

Energię spinu Sk elektronu w warunkach obciążenia mechanicznego Pk , przy wy-
gaszonym ruchu orbitalnym, zapiszemy w postaci:

 Uk
S

k k= S−ωωcouple  (101)

Na podstawie równania (101) zapiszemy operator spinowego momentu pędu  
i formułę na wartości własne energii przedstawimy w postaci:

 ωk k k
U

k
S

k
UScouple ∧

=Φ ΦU  (102)

gdzie:

Φk
U  – funkcja falowa,

Uk
S  – wartości własne wprowadzonego operatora energii.

Równanie (102) zapiszemy dla wyróżnionego kierunku z:

 ( ) ( ) ( ) ( )ωS z z
U

k z
S

k z
U

kz
Scouple

k
k

∧





 =Φ ΦU  (103)

Podobnie jak poprzednio, wprowadzając operator Pauliego (90) i funkcję falową 
(91), zapiszemy równanie:

 Sz
k

z
U

k S k z
U

kz

∧





 =( ) ( ) ( )Φ Φ mech  (104)

spełnione tożsamościowo. Na podstawie podobieństwa równań (103) i (104) przed-
stawimy energię spinu:

 ( ) ( ) ( )U z
S

k Sz
= ωcouple

k S kz
 mech  (105)

Wobec powyższego w warunkach obciążenia mechanicznego dla ośrodka Cos-
seratów należy spodziewać się rozszczepienia stanu energetycznego atomu, ze 
względu na  mechaniczną spinową liczbę kwantową ( ) ,mechSz k = ±1 2  na poziomy  
o energiach:

 ( ) , ( ) ( ) ( )mechS S
o

z zk S k k S kz z
= = ++1

2 2
1 2U U 

ωcouple  (106)

 ( ) , ( ) ( ) ( )mechS k S k k S kz z z
= − = −−1

2 2
1 2U US

o
z



ωcouple  (107)

gdzie: 
( )US

o
z k  – energia niezaburzona.
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Różnicę energii pomiędzy sąsiednimi poziomami energetycznymi przedstawimy 
w postaci:

 ∆( ) ( )US k S kz z
=  ωcouple  (108)

Dla rozszczepionej energii (106), (107) otrzymamy linie widmowe o często-
ściach:

 ( )
( )

ω ω
ω

S k
S k

z

z+ = +1 2

2k
o

couple

 (109)

 ( )
( )

ω ω
ω

S k
S k

z

z− = −1 2

2k
o

couple

 (110)

gdzie:

ωk
o  – prędkość kątowa elektronu niezaburzonego.

Wzór (108) będzie stosowany do interpretacji widm w spektrometrze EPR,  
a wzory (109), (110) w opisie obrotowej (chiralnej) dwójłomności wymuszonej.

4.3.  Energia ruchu orbitalnego

Dla ruchu orbitalnego elektronu zapiszemy energię Hamiltona w postaci:

 H =
m

Vk
L

e
k k

1
2

( )p p+ +couple 2
k  (111)

gdzie:
pk – orbitalny pęd elektronu,

pk
couple  – dodatkowy pęd wynikający z oddziaływań mechanicznych,

Vk = –e2/4pkork – potencjał Coulomba.
Formułę (111) zapiszemy w formie:

 H =k
L

k k k k k k
1

2
1

2
1

2
2 2

m m m
V

e e e
kp p p p p p+ + + +( ) ( )couple couple couple  (112)

Pęd zaburzenia mechanicznego przedstawimy w postaci:

 p
i j k

k L L Lx y z

x y z

couple couple couple couple= me k k k( ) ( ) ( )ω ω ω  (113)
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i na podstawie powyższego wyrażenia otrzymamy:

 

p p p pk k k k
couple couple couple co+ = −2 2m p z m pe x k L k e x k Ly z

( ) ( ) ( ) (ω ω uuple

couple couple

)

( ) ( ) ( ) ( )

k

o y k L k o y k L k

o

y

m p z m p x

m
x z

+

− + +

+

2 2

2

ω ω

(( ) ( ) ( ) ( )p y m p xz k L k o z k L kx y
ω ωcouple couple− 2

 (114)

Grupując składniki, w których występują te same składowe prędkości kątowej 
oddziaływań momentowych, otrzymujemy:

 

p p p pk k k k
couple couple couple+ = − +

+

2

2

m y p z p

m
e L k z k y k

e

x
( ) ( ( ) ( ) )

(

ω

ωω

ω

L k x k z k

e L k y k x k

y

z

z p x p

m x p y p

couple

couple

) ( ( ) ( ) )

( ) ( ( ) ( )

− +

+ −2 ))

 (115)

Ze względu na to, że: Lx = (–zpy + ypz), Ly = (–zpx + xpz), Lz = (–ypx + xpy), osta-
tecznie wyrażenie (115) zapiszemy jako:

 
p p p pk k k k

couple couple couple couple+ = +2 2m L me L k x k e L kx y
( ) ( ) ( )ω ω (( )

( ) ( )

L

m L

y k

e L k z kz

+

+2 ωcouple
 (116)

Formułę (116) podstawimy do wzoru (112) i pomijając zaburzenia nieliniowe, 
otrzymamy energię Hamiltona atomu z uwzględnieniem mechanicznych oddziały-
wań w postaci:

 H
m

pk
L

e
k k= + +

1
2

2 ωωL kk
Vcouple L  (117)

Zapiszemy składowe energii (117) w kartezjańskim układzie współrzędnych  
(x, y, z):

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,H = L Vk
L

i L kk

1
2

2

m
p i x y z

e
k i i i i+ + =ωcouple  (118)

Podstawiając w miejsce składowych pędu pi operatory tych składowych:

 p i x y zi i
∧ =

−
∇ =



1
, , ,  (119)

oraz w miejsce momentów pędu operatory:

L y
z

z
y

L z
x

x
z

L x
yx y z

∧ ∧ ∧
=

−
∂
∂
−

∂
∂









 =

−
∂
∂

−
∂
∂







 =

−
∂
∂

−
  

1 1 1
, , yy

x
∂
∂









  (120)
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przedstawimy operator Hamiltona dla wybranego kierunku z w postaci:

 H
m

LL
k e

z z
k

kz

∧ ∧





 = − ∇ + 






 +



2
2

2
( )ωL kz

Vcouple  (121)

Operator (121) przepiszemy w formie:

 H H LL L
o

k
z

k
z z

∧ ∧ ∧















 + 








k
L k=

z
( )ωcouple  (122)

gdzie: H
mL

o

k e
z kz

∧







 = − ∇ +



2
2

2
V  oznaczono jako część niezaburzoną. Równania na 

wartości własne składowych zaburzonej energii ruchu orbitalnego elektronu znaj-
dującego się w polu wywołanym mechaniczną zmianą odległości między atomami 
przedstawimy w postaci:

 HL
k

L k L k L kz z z z

∧





 =( ) ( ) ( )ψ ψU  (123)

Rozwiązaniem równania (123) jest energia stanu atomu [24]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )U UL k L k L kz z zk L
o

z
= + ωcouple

 mech  (124)
gdzie:

( )UL
o

z k  – niezaburzona energia ruchu orbitalnego składowej z.

Przykładowo dla elektronu opisanego liczbami kwantowymi Ik = 1, 
( ) ,mechL kz

= ±0 1  mamy trzy poziomy energii:

 ( ) , ( ) ( ) ( )mechL L k Lz z zk k L
o

kz
= − = −−1 1U U ωcouple

  (125)

 ( ) , ( ) ( )mechL kz k L k L
o

z z
= =0 U U0  (126)

 ( ) , ( ) ( ) ( )mechL k L k k L kz z z
= + = ++1 1U UL

o
z

ωcouple
  (127)

Poziomy te dają trzy linie widmowe o częstościach:

 ( ) ( )ω ω ωL k k
o

L kz z

− = −1 couple  (128)

 ( )ω ωL k k
o

z

0 =  (129)

 ( ) ( )ω ω ωL k k
o

L kz z

+ = +1 couple  (130)
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Wzory (128)–(130) znajdą zastosowanie w opisie obrotowej (chiralnej) dwój-
łomności wymuszonej.

Różnica pomiędzy sąsiednimi poziomami energetycznymi opisanymi wzorami 
(125)–(127) wynosi:

 ∆( ) ( )UL k L kz z
= ωcouple

  (131)

Rozpatrując słabe pola mechaniczne (zakres sprężysty) i atomy, w których domi-
nuje sprzężenie LS, analogicznie do wzorów (108) i (131) zapiszemy różnicę pozio-
mów energetycznych atomu z całkowitym momentem pędu dla ruchów orbitalnego 
i spinowego łącznie [24]:

 ∆( ) ( )U z J kzk = ωcouple
  (132)

Wzór (132) będziemy stosować w interpretacji widm rezonansowych otrzyma-
nych w spektrometrze EPR.

4.4.  Pole magnetyczne

Dodatkowy ruch elektronów walencyjnych w postaci precesji orbit elektrono-
wych jest źródłem dodatkowego pola magnetycznego Bk

couple  (rys. 24). Pole to dla 
atomu k możemy wyznaczyć zapisując energię zaburzonego atomu [33] w postaci:

 U M
k k k k k= =− −ωωcouple coupleJ p BmJ( )  (133)

gdzie:
( )pmJ k  – moment magnetyczny atomu k.

Wobec równości kątów:  ( ) ( )ωωk k
couple couple, ,J p BmJ=  k k  (rys.24) zapiszemy:

 ωk k m k kJ p
J

couple couple= ( ) B  (134)

i wyznaczymy wartość indukcji magnetycznej pochodzącą od oddziaływań momen-
towych:

 Bk
k

m k
k

J
p

J

couple couple=
( )

ω  (135)

Do wzoru (135) podstawimy Jk = +( ) J J 1  oraz ( ) ,pmJ k k Bg= +( )µ J J 1  
gdzie: gk to czynnik rozszczepienia spektroskopowego związany z działaniem naprę-
żonej siatki krystalicznej (w ogólnym przypadku czynnik ten występuje w postaci 

tensora niesymetrycznego), µB =
e
m


2
 to magneton Bohra. Dla atomu odosobnio-
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nego, kiedy znika działanie naprężonej siatki krystalicznej czynnik gk przechodzi  

w czynnik Landego g L =
+ + + − +

+
3 1 1 1

2 1
( ) ( ) ( )

( )
,J S S L L

J J
 który dla ruchu orbitalnego, 

S = 0, J = L, wynosi: gL = 1 i przekształcając wzór (135), otrzymujemy znaną postać 

wzoru Larmora: ωk
e
m

Bcouple couple=
2 k .

4.5. Energia pola magnetycznego

Zapiszemy energię atomu w warunkach obciążenia mechanicznego w postaci:

U p Bk
M

k k m k k k kJ J J
= − = − = −( ) ( ) cos(( ) , ) (p B p Bm m

couple couple couple ppmJ

couple couple)k kB  (136)

Odwołując się do postulatu na temat ścisłych rozwiązań mechaniki kwantowej, zapi-
szemy składową magnetycznego momentu w wyróżnionym kierunku z:

 ( ) ( )p gm k k B J kJz z

couple = − µ mech  (137)

i podstawiając (137) do (136), otrzymujemy:

 Uk
M

k B J z kg B
z

= µ ( ) ( )mech couple  (138)

Dla ruchu orbitalnego atomu z jednym elektronem, opisanego liczbami kwanto-
wymi Ik = 1, ( ) ,mechL kz

= ±1 2  mamy trzy poziomy energii:

 ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )mechL k L k L k B L kz z z z
g B= − = −−1 1U Uk L

o
z

µ couple  (139)

 ( ) , ( ) ( )mechL k kz
= =0 U U0

L k L
o

z z
 (140)

 ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )mechL k L k k L k B L kz z z z
g B= + = ++1 1U UL

o
z

µ couple  (141)

Różnicę energii pomiędzy dwoma sąsiednimi poziomami zapiszemy w postaci:

 ∆( ) ( )UL k L k B kz z
g B= µ couple  (142)

Kiedy ruch orbitalny jest wygaszony, rozpatrujemy energię spinową atomu z jed-
nym elektronem dla liczb kwantowych ( ) ,mechL kz

= ±1 2  w postaci wzorów:

 ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )mechS k S k
o

k s k B S kz z z z
g B= = ++1

2
1
2

1 2U USz
µ couple  (143)

 ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )mechS k S k
o

k s k B S kz z z z
g B= − = −+1

2
1
2

1 2U USz
µ couple  (144)
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i zapisujemy różnicę energii pomiędzy dwoma sąsiednimi poziomami:

 ∆( ) ( ) ( )US k s k B S kz z z
g B= µ couple  (145)

Analogicznie, dla łącznego ruchu orbitalnego i spinowego (sprzężenie LS) atomu 
o numerze k zapiszemy [24]:

 ( ) ( )ω µz k k B z kg Bcouple couple=  (146)

gdzie składowa ( )ωz k
couple  odnosi się teraz do precesji wektora Jk , a zarazem ( )pmJ k  

całego atomu k (rys. 24). ( )Bz k
couple  to składowa pola magnetycznego pochodząca  

od łącznego ruchu orbitalnego i spinowego elektronu.

Rys. 24. Pole magnetyczne oddziaływań momentowych: A) na poziomie elektronu, 
B) na poziomie atomu

W przypadku obciążenia hydrostatycznego atomu, wprowadzając oznaczenia:

 ( )ω ωz k k
couple couple=  (147)

 ( )B Bz k k
couple couple=  (148)

warunek (145) zapiszemy w postaci:

 ω µk k B kg Bcouple couple=  (149)

Wzór (149) również znajdzie zastosowanie w opisie atomów niesymetrycznych 
w spektrometrze EPR (rozdział 9).



5.  Analiza makroskopowych własności ośrodka 
Cosseratów na podstawie rozkładu Boltzmanna

Zapiszemy energię potencjalną uzyskaną przez atom k w polu mechanicznym 
w funkcji mechanicznej liczby kwantowej. Kierunkiem kwantowania jest kierunek 
wektora precesji a układ współrzędnych dobieramy tak, aby kierunek ten pokrywał 
się z osią z:

 
U J k k k k k k k kz

( ) cos( , )mech = − = − = −ωω ωωcouple couple couple coupJ Jω ωJ lle couple

couple

J

z J kz

k =

= −( )ω mech
 (150)

Ilość atomów mających w objętości dV energię opisaną liczbą kwantową mechJz   
jest proporcjonalna do funkcji rozkładu Boltzmanna:

 N
U

kTJ
J

z

z( ) ~ expmech
mech

−










( )
 (151)

gdzie:
k – stała Boltzmanna,
T – temperatura.

Zapisując takie funkcje dla wszystkich dostępnych poziomów energetycznych 
atomu opisywanych liczbami kwantowymi: mechJz

= − − + −J J J J, , , , , ,1 0 1    
i dodając je do siebie, otrzymamy sumę proporcjonalną do liczby N wszystkich ato-
mów w objętości dV (zakładamy możliwość obsadzenia wszystkich możliwych po-
ziomów energetycznych):

 N
U

kT
Jz

Jz
zJ

 exp
( )

mech

mech mech

=−

=

∑ −










J

J

 (152)

Na podstawie (151) i (152) zapiszemy prawdopodobieństwo wystąpienia atomu 
o orientacji mechJz

:

 Π( )
( )

exp
( )

exp
( )

mech
mech

mech

mechJ
J

J

J
z

z

z

z

N
N

U
kT

U
kT

= =
−










−










−
∑

J

J
 (153)
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Wartość oczekiwaną dowolnej wielkości ( )mechJz
 będącej funkcją mechJz

,  
ze zbioru atomów k = 1, 2, 3, … N w objętości dV wyznaczymy ze wzoru:

  ( ) ( ) ( )mech mech mech
mech

mech

J J Jz z

Jz

Jz

z
=

=−

=

∑
J

J

Π  (154)

5.1.  Wartość oczekiwana oddziaływania momentowego

Objętość dV dobieramy tak, aby oddziaływania siłowe między atomami mia-
ły prawie równe sobie wartości Pk ~ P, k = 1, 2, 3, … N. Wówczas zapiszemy: 

( )ωω ωωcouple couple
k   oraz Ωk ~ Ω. Im większy jest gradient oddziaływania Pk , tym 

mniejsza będzie ilość atomów spełniających powyższy warunek (w granicznym 
przypadku będzie to objętość atomu).

Na podstawie wzorów (100) oraz (153) przedstawimy wartość oczekiwaną od-
działywania momentowego w wyróżnionym kierunku z dla układu k = 1, 2, 3, … N 
atomów w objętości dV pod wpływem zewnętrznego obciążenia mechanicznego:

M M
exp

k J k J

J
J

z z

z

z
U

kT
= =

−










−

−∑Π Ω( ) ( )

( )

mech mech
mech

mech

J

J
J



JJ

J

J

∑

∑ −










−

exp
U

kT
Jz

( )mech
 (155)

Ułamek we wzorze (155) przedstawimy na podstawie wzoru (150):
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∑
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 (156)

Traktując wyrażenie ωz

kT

couple
  jako zmienną, ułamek ten zapiszemy dalej w postaci:

mech
mech

mech

J
z J

z J

z

z

z

kT

kT

exp

exp
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ω
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ω
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−
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Licząc sumę we wzorze (157) [33]:
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mechJ
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zapiszemy:
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d
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d
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(159)
Licząc pochodną ze wzoru (159) [33]:
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ułamek we wzorze (155) przedstawimy ostatecznie w postaci:
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gdzie wyrażenie BJ
z z

kT kT
=

+ +
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2 1
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 jest funk-

cją analogiczną do funkcji Brillouna [32]. Wobec powyższego zapiszemy wzór  
na wartość oczekiwaną oddziaływania momentowego dla objętości dV badanego 
materiału:

 M Bk J= ΩJ  (162)
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Wzór na oddziaływanie momentowe w odniesieniu do objętości dV (rys. 1) otrzy-
mamy mnożąc wyrażenie Mk  przez ilość N atomów zajmujących objętość dV:

 d VM couple = =N kM NħΩJBJ (163)

Jeżeli uwzględnimy ilość N′ atomów wypełniających powierzchnię dA, to zapisze-
my oddziaływanie momentowe odniesione do jednostki powierzchni:

 dM couple = ′ =N kM N' ħΩJBJ (164)

5.1.1.  Wektor naprężenia momentowego

Wprowadzając współczynnik koncentracji atomów w jednostce objętości  
N = N/dV, otrzymamy makroskopowy wektor oddziaływania momentowego w od-
niesieniu do jednostki objętości:

 mV
couple =NħΩJBJ (165)

Sprzężenie wektora mV
couple  z oddziaływaniem siłowym występuje we wzorze 

(164) w sposób niejawny poprzez warunek prostopadłości: ωωcouple P = 0.
Jeżeli średnie oddziaływanie momentowe atomu odniesiemy do objętości mo-

lowej VNA
,  to możemy mówić o molowym wektorze oddziaływania momentowego 

atomów danego pierwiastka:

 mNA

couple =
N
V

A

NA

ħΩJBJ (166)

gdzie:
NA = 6,0221367 × 1023 mol–1 – liczba Avogadry.

Podobnie jak w przypadku wzoru (23), wielkość tę wyznaczoną dla tych samych 
obciążeń różnych pierwiastków, możemy traktować jako miarę zdolności zbioru ato-
mów pierwiastka do formowania wektora oddziaływania momentowego.

Zapiszemy pełny wzór na makroskopowy wektor oddziaływania momentowego 
w odniesieniu do jednostki objętości:

 mV
couple

couple cou

=
+ +







 −N J J

J
J

J
ΩΩ

2 1
2

2 1
2

1
2

ctgh ctghω ωz z

kT

pple


2kT






















 (167)

Dla obciążenia hydrostatycznego ω ω ω ωx y z
couple couple couple couple= = =  wzór (167) 

zapiszemy w postaci:
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mh
couple couple

couple

=
+ +
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 (168)

Jeżeli spełniony jest warunek:

 ωcouple� �
kT

1  (169)

po rozwinięciu cotangensów hiperbolicznych występujących w równaniu (168)  
w szereg [33] i pozostawieniu tylko pierwszych dwóch wyrazów otrzymamy:

 mh
couple couple couple=

+( )N 2
1

3
2
 ω

J J
kT

ωω  (170)

Kiedy precesja atomu odbywa się przy wygaszeniu ruchu orbitalnego J =  
= S = 1/2, to na podstawie (170) zapiszemy:

 mh
couple couple couple= N 2

4

2

ω


kT
ωω  (171)

W bardzo niskich temperaturach i przy bardzo silnych oddziaływaniach mecha-
nicznych między atomami (z zachowaniem oddziaływań sprężystych), kiedy speł-
nione są warunki:

 T K
kT

z<1 1, ωcouple� �  (172)

otrzymamy zależności:
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 (173)

i wzór (167) na wektor naprężenia momentowego przedstawimy w postaci:

 mV
couple =  NħΩJ (174)

Zapiszemy energię potencjalną oddziaływania momentowego atomu k:

 Uk
M = ‒ρP (175)

gdzie ρρ ρρ= k
s.m .  Porównując wzory (14) i (175), zapiszemy:

  (176)
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Wobec równości kątów ϕk k k
couple couple= = ( , ) ( , )ρρ ωωP J  wzór (176) przedstawi-

my w formie zależności:

 ω ρz

kT
P

kT

couple


=
+( )J J 1

 (177)

którą podstawimy do (168) i otrzymamy:
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 (178)

Jeżeli ilość atomów odniesiemy do jednostki powierzchni dA, to możemy zapisać 
wzór na wektor naprężenia siłowego (z pominięciem defektów budowy krystalicz-
nej badanego materiału) w postaci:

 p = N′P (179)
gdzie:

N′ = N′/dA – koncentracja atomów na jednostkę powierzchni.
Odpowiadający wielkości p wektor naprężenia momentowego (również na jed-

nostkę powierzchni) zapiszemy na podstawie (178) i (179):
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 (180)

Oddziaływanie P lub jego średnią wartość P  dla ciał stałych wyznaczamy  
z potencjału oddziaływań między atomami. Dla gazów i cieczy oddziaływanie 
średnie P  i ciśnienie p można będzie wyznaczyć na podstawie molekularno-
-kinetycznej teorii gazów. Jeżeli zachowamy wymiar związany ze średnicą ato-
mów (w klasycznej teorii molekularno-kinetycznej wymiar ten pomija się jako 
bardzo mały) oraz zachowamy moment pędu atomów (również pomijany), to 
w trakcie zderzenia atomów gazu lub cieczy ze sobą i ze ściankami naczynia,  
w którym się znajdują będziemy mogli opisać dodatkowo oddziaływania momen-
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towe, obrót atomów oraz wektor oddziaływań momentowych sprzężony z ciśnie- 
niem p.

Jeżeli spełniony jest warunek:

 ρP
kT
1  (181)

cotangensy hiperboliczne we wzorze (180) rozwiniemy w szereg (jak poprzednio)  
i pozostawimy tylko dwa pierwsze wyrazy otrzymując:

 m ph
Pcouple =

2
3

2ρ
kT

 (182)

5.2.  Wartość oczekiwana momentu pędu precesji

Przedstawimy wartość oczekiwaną momentu pędu atomu k w objętości dV  
w kierunku prostopadłym do oddziaływania między atomami (moment pędu prece-
sji) wg wzoru:
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Podobnie jak wcześniej, mnożąc wartość średnią składowej momentu magne-
tycznego Jk

couple  przez liczbę wszystkich atomów N w objętości dV, otrzymamy 
makroskopowy współczynnik polaryzacji mechanicznej w objętości dV:

 ℑV
couple couple= N Jk  (184)

Uwzględniając współczynnik koncentracji atomów N = N/dV, wektor ℑ couple  bę-
dzie odnosił się do jednostki objętości. Ostatecznie wzór (184) zapiszemy w postaci:

 ℑ couple
couple coupl
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 (185)

Rozwijając jak poprzednio we wzorze (185) cotangensy hiperboliczne w szereg  
i zostawiając dwa pierwsze wyrazy, otrzymamy:

 ℑ couple couple=
+N2 1

3
ωω

J J( )
kT

 (186)
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Dla niskich temperatur i silnych oddziaływań zapiszemy:

 ℑ couple = NJ  (187)

5.3.  Wartość oczekiwana kierunku precesji

Zapiszemy wartość oczekiwaną cosinusa kąta opisującego wyróżniony kie-
runek wokół atomu dla zbioru atomów opisanych mechaniczną liczbą kwantową  
mechJ = –J, –J + 1, …, 0, …, J – 1, J w postaci:
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Wykonując działania jak poprzednio, (156)‒(160), otrzymujemy:
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 (189)

Wyróżniony kierunek precesji przedstawimy wzorem:

 ϕcouple =
+

arccos
( )
J

J J 1
BJ  (190)

Wartość tego kąta zależy w sposób niejawny od oddziaływania siłowego poprzez 
wektor ωωz

couple  występujący w wyrażeniu BJ i warunek ωωcouple P = 0.

Dla ωz

kT

couple� �1  zapiszemy:

 cos ( )ϕ
ωcouple

couple

= +J J 1
3
z

kT
  (191)

Jeżeli dodatkowo rozpatrujemy tylko ruch spinowy elektronu, to otrzymamy:

 cosϕ ωcouple
couple

=
3

6
z

kT
  (192)

W bardzo niskich temperaturach i przy bardzo silnych oddziaływaniach pomię-
dzy atomami zapiszemy:
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 cos
( )

ϕcouple =
+

J
J J 1

 (193)

Jeżeli dodatkowo oddziaływania momentowe będą tylko spinowe, to dla S =
1
2  

wyróżnione kierunki precesji wokół atomu wyniosą:

 ϕS
couple =
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6. Makroskopowy opis polaryzacji mechanicznej 
ośrodka Cosseratów

W skali makro w elementarnej objętość dV, w której znajduje się N atomów, zde-
finiujemy makroskopowy wektor momentu pędu:

 ℑℑ =
1

dV
Jk

N

1
∑  (194)

Gdy nie występuje zewnętrzne obciążenie układu atomów k = 1, 2, 3, … N za-
wartych w objętości dV, wektory momentu pędu Jk zorientowane są w przestrzeni  
w sposób całkowicie nieuporządkowany i sumaryczny makroskopowy moment pędu 
będzie równy zero, ℑ = 0  (rys. 25). W chwili przyłożenia obciążenia zewnętrznego 
na skutek precesji wektorów Jk makroskopowy wektor ℑ  ustawia się w kierunku 
prostopadłym do uśrednionego w objętości dV kierunku oddziaływania międzyato-
mowego, przyjmując wartość:

 ℑℑ couple couple=
1

dV kJ
1

N

∑  (195)

Proces ten trwający w czasie T opiszemy wzorem:

 d
dt T
ℑℑ ℑℑ ℑℑ
=

couple −  (196)

Równanie (196) przedstawimy w postaci:

 dℑ
ℑ ℑ Τcouple −

=
t  (197)

Następnie scałkujemy obustronnie:

 d Vℑ
ℑ ℑ Τcouple

couple

−∫ ∫
0 0

ℑℑ

=
1 dt

t

 (198)

otrzymując:

 ln ℑ
ℑ ℑ

couple

couple −
=

t
T

 (199)
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Na podstawie (199) zapiszemy zależność makroskopowego momentu pędu od 
czasu:

 ℑℑ ℑℑ( )t = −










−couple e1
t
T  (200)

Oznacza to, że jeżeli w czasie t = 0 nienaprężony materiał Cosseratów poddamy 
obciążeniom mechanicznym, to w wyniku niesymetrycznej budowy atomów wystą-
pią oddziaływania momentowe, precesja atomów i polaryzacja mechaniczna charak-
teryzowana w skali makro obrotem w czasie makroskopowego momentu pędu ℑ   
o kąt precesji φcouple i zmianą wartości tego momentu od ℑ = 0  do ℑ couple .  Wiąże 
się to z obrotem elementarnej objętości materiału dV i pojawieniem się naprężeń 
momentowych. W trakcie tego procesu energia mechaniczna:

  (201)

będzie malała aż do momentu kiedy makroskopowy moment pędu ℑ  osiągnie war-
tość ℑ couple  odpowiadającą  nowemu stanowi równowagi.

Jeżeli uwzględnimy procesy relaksacyjne, to makroskopowe równanie ruchu za-
piszemy w postaci:

 d
dt T
ℑ
=

−d vM couple
couple

+ ℑℑ ℑℑ  (202)

ϕcouple =
+

arccos
( )
J

J J 1
BJ

Rys. 25. Polaryzacja atomów w objętości dV pod działaniem obciążenia mechanicznego

ϕcouple

dP = 0



7.  Analogia do teorii niesymetrycznej sprężystości

W teorii sprężystości analizę przeprowadza się na elementach geometrycznych 
znacznie większych od rozmiarów atomu i przyjmuje się, że promień atomu jest 
równy zero. Nie jest więc możliwe wyjaśnienie zjawiska powstawania naprężeń mo-
mentowych, wg opisu przedstawionego w tej pracy, na gruncie teorii makroskopo-
wej. Obserwujemy natomiast makroskopowy skutek atomowych oddziaływań mo-
mentowych w postaci mechanicznej polaryzacji ośrodka, obrotu φcouple oraz naprężeń 
momentowych.

Wprowadzonemu hipotetycznie w teorii niesymetrycznej sprężystości wekto-
rowi naprężenia momentowego m odpowiada wielkość mcouple – wyprowadzona  
w prezentowanej pracy na podstawie elektronowej budowy materii, zależności 
kwantowych i statystyki Boltzmanna oraz odniesiona do jednostki powierzchni. Mo-
żemy zapisać analogię pomiędzy tymi dwoma wielkościami:
 m ≡ mcouple (203)
gdzie:
 mcouple = ′N ΩJBJ

 

Dla ciała obciążonego mechanicznie, pozostającego w równowadze, przedsta-
wimy momenty występujące w obszarze V ′ ograniczonym powierzchnią A′ (rys. 1):

 M r
A

ω = ( )×
′
∫ p dA  (204)

 M M
A A

couple couple couple= =
′ ′
∫ ∫d m dA  (205)

 M r XX = ×
′
∫ ( )
V

dV  (206)

 M YY =
′
∫ dV
V

 (207)

gdzie:
M

ω  – moment powiązany z wektorem naprężenia siłowego,
Mcouple – moment wynikający z budowy niesymetrycznej atomów, kwantowego 

opisu oddziaływań momentowych oraz statystyki Boltzmana (6), 
(14), (100), (162), (164),
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MX	 –	 moment	sił	masowych,
MY –	 moment	masowy,
r –	 promień	wodzący	liczony	od	początku	układu	współrzędnych,
X,	Y	 –	 siła	i	moment	masowy	jednostki	objętości.

Na	 podstawie	 (204)‒(207)	 zapiszemy	 równanie	 równowagi	 momentów:	
( ) ( )r r X Y× + + × + =
′ ′
∫ ∫p mcouple

A V

dA dV 0 	 i	 razem	 z	 równaniem	 równowagi	 sił:	

pdA dV
A′ ′
∫ ∫+ =X

V

0, 	po	przekształceniach	matematycznych	(twierdzenie	Ostrograd-

skiego-Gausa	o	dywergencji)	otrzymamy	warunek	równowagi	wewnętrznej	dla	sił:	
sji,j + Xi	=	0,	oraz	dla	momentów:	∈ijk sjk + µji,j + Yi	=	0,	gdzie	∈ijk	to	alternator	Levi- 
-Civita,	z	którego	wynika,	że	tensor	sjk	jest	niesymetryczny.	Niesymetryczność	ten-
sora	sjk	znika	dla	µji	=	0,	Yi	=	0.

W	prezentowanej	pracy	 starano	 się	wykazać,	 że	wprowadzony	w	 teorii	niesy-
metrycznej	sprężystości,	bez	podawania	fizycznych	podstaw,	obrót	φ	elementarnej	
objętości	dV	materiału	poddanego	obciążeniom	zewnętrznym	ma	swoje	odniesienie	
w	skali	nano do	kąta	precesji	orbit	elektronowych	a	cosinus	tego	kąta	w	skali	ma-
kroskopowej	można	 opisać	 odwołując	 się	 do	 zależności	 kwantowych	 i	 statystyki	
Boltzmanna	(190).	W	związku	z	tym	zapiszemy	analogię:

 φ ≡ φcouple	 (208)

gdzie:

ϕcouple B=
+

arccos
( )
J

J J 1 J

Na	 podstawie	 znajomości	 obrotu	φcouple	wprowadza	 się	 niesymetryczny	 tensor	
odkształcenia:	 ε ϕij j i kij ku= +∈ , ,couple 	gdzie	u	 to	wektor	przemieszczenia.	Wprowa-

dza	 się	 także	 tensor	 skrętno-giętny:	 ϑ ϕij = j i, .couple 	 Jeżeli	 obrót	 jest	wynikiem	ope-

racji	matematycznej	polegającej	na	rozdzieleniu	tensora	o	składowych	ui,j	na	część	

symetryczną	 γij i, j= u1
2
( ),+ u j i 	i	skośnie	symetryczną	 ωk i j j iu u= − 1

2
( ), , 	(rys.	25),	

to	mówimy	o	uproszczonej	teorii	w	ośrodku	pseudocontinuum	Cosseratów.	Część	
skośnie	symetryczną	 	nie	można	utożsamiać	z	obrotem	φcouple.

Znając	makroskopową	wielkość	φcouple,	makroskopowy	moment	pędu	pochodzą-
cy	od	obrotu	o	kąt	φcouple,	można	zapisać	dla	elementarnej	objętości:

  (209)
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gdzie:
I – moment bezwładności masy ciała (zbioru atomów) na jednostkę objętości.

Zapiszemy moment pędu objętości V ′ w chwili t:

 J r u= ( )× +
′′
∫∫ ξ  dV
VV

 (210)

gdzie:
x – gęstość materiału.

Wzór (210) zawiera składnik ( )r dV×
′
∫ ξ u
V

 wynikający z ruchu objętości dV na 

promieniu r z prędkością u  oraz składnik 
′
∫
V

 niezależny od tego ruchu, 

a wynikający z polaryzacji mechanicznej atomów wypełniających objętość dV, 

d
dt T
ℑℑ ℑℑ ℑℑ
=

couple −  i obrotu φcouple. Dla tych dwóch składników zapiszemy równania 

ruchu Eulera:

 D
Dt

dV( )r u M M× = +
′
∫ ξ ω�

�

V
X  (211)

 D
Dt V ′
∫ = +M Mcouple

Y  (212)

Łącząc (205) i (212), otrzymamy formułę:

 D
Dt V ′
∫ = +

′ ′
∫ ∫mcoupledA dV
A V

Y  (213)

wiążącą pochodną czasową obrotu Cosseratów z wektorem naprężenia momento-
wego.

Dla całkowitego momentu pędu (210) zapiszemy równanie ruchu Eulera w po-
staci łącznej:

 M J= D
Dt

 (214)

gdzie:

 M r r X Y= ( ) ( )× + + × +
′ ′
∫ ∫p mcouple

A V

dA dV  
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Dołączając prawo Newtona na zmianę pędu pu objętości V ′ ciała w czasie, 

równą wypadkowej siły P przyłożonej do ciała: D
Dt
p Pu = ,  co zapisuje się jako: 

D
Dt

u dV dA X dVi
V

ji
A

i
V

ξ σ = +
′ ′ ′
∫ ∫ ∫ ,  po przekształceniach matematycznych (twier-

dzenie Ostrogradskiego-Gausa o dywergencji) otrzymuje się równania ruchu:  
∈ + + = + =ijk jk ji j i i ji j i iY X uσ µ ϕ σ ξ, ,, .I  

couple  Do równań ruchu dołącza się warunki 
brzegowe i początkowe.

W podsumowaniu (rys. 26) przedstawiamy jeszcze raz deformację układu ato-
mów wywołaną oddziaływaniami momentowymi w zestawieniu z odkształceniami 
opisywanymi przez teorię sprężystości.

Rys. 26. Analogia pomiędzy opisem odkształcenia układu atomów k = 1, 2, 3, 4 w skali nano 
a opisem odkształcenia elementarnego prostopadłościanu na poziomie continuum. 
A1. Obrót układu atomów  utożsamiany z kątem precesji atomu k. A2. Obrót ukła- 
du atomów mierzony jako przyrost kąta precesji atomów składowych. B1. Obrót 

opisywany przez część skośnie symetryczną tensora u ui j j i, ,, ( ).ω= ui, j
1
2

−  B2. Od- 

kształcenie postaciowe jako część symetryczna tensora u u ui j ij i j j i, , ,, ( )γ = + 1
2
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Analogia przedstawiona pomiędzy opisem dyskretnej natury materii w postaci 
zbioru atomów a kontynualną teorią niesymetrycznej sprężystości może być pomoc-
na w ocenie wpływu parametrów skali atomowej na wielkości inżynierskie skali 
makroskopowej.



8.  Makromagnetyzacja ośrodka Cosseratów

Posługując się wzorem (137) oraz (154), dla zbioru atomów k = 1, 2, 3, … N zaj-
mujących objętość dV, policzymy wartość oczekiwaną składowej momentu pędu  
w wyróżnionym kierunku [33]:

p p g

U

m J m k B V

J

Jz z Jz

z
couple couple= =

−

−
∑Π( )( )

exp
(

mech
mech

mech

J

J

µ

JJ

J

z

z

kT
U

kT

)

exp
( )











−










−

−

∑

∑
J

J

J

J mech
 (215)

gdzie gV to stała rozszczepienia spektroskopowego, która ze względu na definicję 
objętości dV, podaną w podrozdziale 5.1, będzie w przybliżeniu jednakowa dla 
całego zbioru atomów k = 1, 2, 3, … N, gk ~ gV . Z tego samego powodu zapisze- 
my dla pola magnetycznego ( ) .B Bz k

couple


couple

Stosując wzór (125) oraz wykonując operacje matematyczne jak w rozdziale 5, 
otrzymujemy:

p g g B
kTm B V

B V
Jz

couple
couple

=
+ +







 −µ

µJ J
J

J
J

2 1
2

2 1
2

1
2

ctgh ctgh µµB Vg B
kT

couple

2






















 (216)

We wzorze (216) wyrażenie w nawiasie kwadratowym jest funkcją Brillouina:

 B g B
kT

B V
Brillouina

couple

=
+ +







 −







2 1
2

2 1
2

1
2

J
J

J
J

ctgh ctghµ µµB Vg B
kT

couple

2















 (217)

Mnożąc otrzymaną wartość przez liczbę wszystkich atomów N w objętości dV, 
otrzymamy wzór na magnetyzację objętości dV:

 dGV
couple couple

Brillouina= =N p N g Bm B V
Jz

µ J  (218)

Ponieważ obowiązuje zależność makroskopowa:

 dG dHV V
couple couple= χ  (219)

gdzie:
c – podatność magnetyczna,

dHV
couple  – natężenie pola magnetycznego w objętości dV
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oraz ze względu na zależność:

 dB dHV o V
couple couple= κκ  (220)

gdzie k, ko jest odpowiednio przenikalnością magnetyczną ośrodka Cosseratów  
i próżni, łącząc (219) i (220) otrzymamy makroskopową wartość indukcji pola ma-
gnetycznego wywołanego mechaniczną zmianą odległości między atomami:

 dB dGV
o

V
couple couple=

κκ
χ

 (221)

Jeżeli wprowadzimy współczynnik koncentracji atomów N = N/dV, podstawimy 
go do wzoru (218) w miejsce N, to opiszemy magnetyzację dG 

couple, natężenie pola 
magnetycznego dH 

couple i indukcję magnetyczną dB 
couple w odniesieniu do jednostki 

objętości:

 dGcouple
Brillouina= NµB Vg BJ  (222)

 
dH couple

Brillouina= N µ
χ

B Vg BJ
 (223)

 
dB g Bo B Vcouple

Brillouina= N κκ µ
χ

J
 (224)

Namagnesowanie ośrodka Cosseratów od obciążeń mechanicznych możemy opi-
sać w temperaturach pokojowych wg prawa Curie przy spełnionym warunku:

  (225)

Rozwijając we wzorze (217) cotangens hiperboliczny w szereg i zostawiając dwa 
pierwsze wyrazy, otrzymamy w odniesieniu do jednostki objętości:

 dG CdB
To

couple
couple

=
κκ

 (226)

gdzie:

C g
ko V B=
+Nκκ µ2 2 1
3

J J( )  – stała Curie.

Oddziaływanie momentowe dotyczy atomów, które posiadają moment pędu i za-
razem moment magnetyczny. Ośrodek Cosseratów ma więc własności paramagne-
tyczne. Analogia mechaniczna zjawisk paramagnetycznych została zasugerowana 
przez Einsteina który stwierdził, że praca nad technicznymi raportami na temat kom-
pasów żyroskopowych doprowadziła go do wyjaśnienia natury paramagnetyzmu. 
Należy przypuszczać że w diamagnetykach naprężenia momentowe będą induko-
wać momenty magnetyczne a w ferromagnetykach momenty magnetyczne wywo-
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łane precesją będą uzupełniać magnetyzację wywołaną siłami wymiany. Pierwsze 
doświadczenie z dziedziny zjawisk magnetomechanicznych w ferromagnetykach 
przeprowadzili Einstein i de Haas oraz Barnett. Doświadczenia wykonane w skali 
makro posłużyły do wyznaczenia wielkości w skali nano, tzn. stosunku momentu 
magnetycznego atomu do jego momentu pędu nazywanego stosunkiem magnetome-

chanicznym γ = = −
p
J

g e
m

m

2
.  Dla ruchu orbitalnego elektronu γ = = −

p
L

g e
m

m
L

e

L

2
,
 
 

gL = 1, natomiast dla ruchu spinowego γ = = −
p
S

g e
m

m
s

e

s

2
,  gs = 2. Wynik otrzymany 

w doświadczeniach Einsteina, de Haasa i Barnetta dowodzi, że magnetyczne wła-
sności ferromagnetyków wywołane są przez ruch spinowy elektronów.



9.  Ośrodek Cosseratów w spektrometrze EPR

Próbkę o objętości V o własnościach paramagnetycznych z wbudowanymi 
naprężeniami mechanicznymi umieszczamy  we wnęce rezonansowej spektrometru 
EPR. Próbka jest pod działaniem pola magnetycznego spektrometru [32]: 

B i j kEPR = − +B t t Bo1( cos sin ) ,
  

ω ω  gdzie B1 jest zmiennym poprzecznym polem 
magnetycznym obracającym się w płaszczyźnie poziomej (x, y) z częstością w, Bo 
jest stałym polem magnetycznym działającym w kierunku pionowym z (rys. 27), 
  

i j k, ,  to jednostkowe wektory równoległe do osi x, y, z, natomiast t – czas.

Rys. 27. Graficzna interpretacja rezonansu magnetycznego EPR atomu k  
obciążonego mechanicznie

Działanie pola magnetycznego w spektrometrze EPR jest opisane przez równania 
Blocha [32]. Uwzględniając pole magnetyczne próbki B Bcouple couple= ∫d

V

 pochodzą-

ce od mechanicznego obciążenia, równania Blocha zapiszemy w formie:

 d
dt

G G
T

x
x

x x

x

G G B B= × + +
−

γ[ ( )couple EPR
couple

 (227)



75

 
d
dt

G G
T

y
y

y y

y

G
G B B= × + +

−
γ[ ( )]couple EPR

couple

 (228)

 d
dt

G G G
T

z
z

z o z

z

G G B B= × + +
+ −

γ[ ( )]couple EPR
couple

 (229)

gdzie:

G G= ∫d
V

,

Tx , Ty , Tz – czasy relaksacji oddziaływań pomiędzy polem magnetycznym 
BEPR i naprężoną siatką krystaliczną wzdłuż osi x, y, z,

Go – składowa z magnetyzacji pochodząca od pola magnetyczne- 
go Bo.

Po wykonaniu przekształceń i podstawieniu wo = gBo, w1 = gB1 równania (227)– 
‒(229) zapiszemy w postaci:

 d
dt

G t G G G
T

x
z o y y z

x x

x

G
= + − − +

−( ) ( sin )ω ω ω ω ωcouple couple
couple

1  (230)

 
d
dt

G t G
G G

T
y

z o x x z
y y

y

G
= − + + + +

−
( ) ( cos )ω ω ω ω ωcouple couple

couple

1  (231)

d
dt

t G t G G Gz
y x x y

zG
= − − + +

+( sin ) ( cos )ω ω ω ω ω ωcouple couple
couple

1 1
oo zG

T
−

z

 (232)

9.1.  Stan hydrostatyczny

Stan hydrostatyczny będzie realizowany w wyniku obciążenia hydrostatycznego 
ośrodka o własnościach izotropowych lub kryształu o symetrii kubicznej. W innym 
przypadku obciążenie hydrostatyczne spowoduje powstanie złożonego stanu naprę-
żenia.

Stan hydrostatyczny ośrodka Cosseratów opiszemy wg zależności:

 B B B Bx y z
couple couple couple couple= = =  (233)

 G G G Gx y z
couple couple couple couple= = =  (234)

 ω ω ω ω γx y z Bcouple couple couple couple couple= = = =  (235)
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Jeżeli pola B1, B
couple są niewielkie w porównaniu z polem Bo , to podstawiając  

Tz = T1, Tx = Ty = T2, zapiszemy rozwiązanie układu równań (230)–(232):

 Gx = mEPR cos (wt + f) + Gcouple (236)

 Gy = –mEPR sin (wt + f) + Gcouple (237)

 Gz = Go + Gcouple (238)

gdzie:

 m
G G To o

o

EPR

couple couple

couple
=

+ − − 

+ + −

( ) ( )

( )

ω ω ω ω

ω ω ω

1 1 2

1 
2

2
2T

 (239)

 tg
( )

φ
ω ω ω

=
+ − 

1

2o Tcouple
 (240)

mEPR – amplituda poprzecznej magnetyzacji,
f – kąt azymutalny pomiędzy G i B.

9.2.  Moc absorpcji

Szybkość absorpcji energii (moc absorpcji) w jednostce objętości przez układ 
atomów ośrodka Cosseratów we wnęce spektrometru EPR będziemy opisywać na-
stępującym wzorem [32]:

 W d
= B GEPR

dt
 (241)

Podstawiając składowe pola BEPR oraz składowe (236)–(238) wektora G do wzo-
ru (241), otrzymamy:

 W
B T G Go o

o

=
+ − − 

+ + −

ω ω ω ω ω

ω ω ω

1 2 1 1

1

( ) ( )

( )

couple couple

couple 
2

2
2T

 (242)

Na podstawie wzoru (240) przewidujemy, że naprężenia momentowe spowodują 
zmianę mocy absorpcji poddanej obciążeniu mechanicznemu próbki umieszczonej 
w spektrometrze EPR względem próbki bez takiego obciążenia, kiedy wcouple = 0, 
Gcouple = 0. Warunek rezonansu EPR zapiszemy raz dla próbki bez naprężeń mecha-
nicznych [32]:
 ω µ= g BB o  (243)



77

oraz dla próbki obciążonej mechanicznie:

 ( ) ( )ω ω µ+ = +couple coupleg B BB o
load  (244)

Jeżeli w spektrometrze EPR dla dobranej wartości Bo zmierzymy w, g oraz  
(w + wcouple), gload, (Bo + Bcouple), to możemy wyznaczyć poszukiwane parametry fi-
zyczne ośrodka Cosseratów wcouple, Bcouple oraz zmianę czynnika rozszczepienia spek-
troskopowego od wartości g do warości gload.

Sposób obsadzenia stanów energetycznych przez atomy zaburzone w objętości V 
opisuje rozkład Boltzmanna:

 
N
N

U U
kT

V V

mech

mech

mech mechJ

J

J J+ +








 = −

−







1 1exp  (245)

gdzie:
N Nmech mechJ J+1

,  – liczba atomów obsadzających poziomy mechJ+1, mechJ , 
odpowiednio.

Wobec powyższego prędkość kątową precesji oraz pole magnetyczne pochodzą-
ce od naprężeń momentowych należy traktować jako wielkości pochodzące od ca-
łych populacji atomów:

 ωV

V

kT N
N

couple = −












ln mech

mech

J

J

+1  (246)

 B kT
g

N
NV

B V

couple
load= −









µ

ln mech

mech

J

J

+1  (247)



10.  Modelowanie ośrodka Cosseratów z obrotową 
(chiralną) dwójłomnością wymuszoną

Ze względu na rozszczepienie stanu energetycznego atomu w polu oddziały-
wań mechanicznych (patrz rozdział 4) oraz rozszczepione linie widmowe opisane 
wzorami: (109), (110) oraz (128)–(130) należy spodziewać się rozdzielenia spola-
ryzowanej liniowo fali światła przechodzącego przez ośrodek Cosseratów na dwie 
fale spolaryzowane kołowo, jedną prawoskrętnie i drugą lewoskrętnie. Ponieważ na 
drodze geometrycznej tych dwóch spolaryzowanych kołowo fal występują napręże-
nia momentowe, należy się spodziewać, że fale te będą przechodzić przez ośrodek 
Cosseratów z różnymi prędkościami i po wyjściu z ośrodka wystąpi na skutek in-
terferencji skręcenie płaszczyzny polaryzacji światła proporcjonalne do naprężeń 
momentowych [64].

10.1.  Uogólniony tensor przenikalności dielektrycznej

Oprócz tensora przenikalności dielektrycznej kij w równaniu materiałowym 
dla ośrodków elastooptycznych Cosseratów wystąpi niezależny tensor skręcenia 
optycznego aij . Jeżeli tensor przenikalności dielektrycznej jest związany z wekto-
rem przemieszczenia u i z naprężeniem siłowym sij , to tensor skręcenia powiążemy  
z wektorem obrotu φ i z naprężeniem momentowym µij . Uogólniony tensor przeni-
kalności dielektrycznej zapiszemy w postaci [52]:
 Kij = kij – i ∈ijk akl sl (248)
gdzie:

i = −1,
sl – wymiar wektora jednostkowego sl prostopadłego do frontu fali.

10.2.  Równania materiałowe

Zapiszemy podstawowe równanie  obrotowej (chiralnej) dwójłomności wymu-
szonej [52]:
 Dk = kokkl El + iko (akl sl × E)k (249)
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gdzie:
Dk – wektor indukcji elektrycznej,
El – wektor natężenia pola elektrycznego,
ko – przenikalność dielektryczna próżni.

Anizotropia optyczna wywołana stanem naprężenia siłowego [1] opisywana  
jest wzorem:

 κ κδ σ σ δσ σ
kl kl kl ii klC C= + + ∑1 2  (250)

gdzie:

C C1 2
s s,  – stałe optyczne,

k	  – przenikalność dielektryczna w ośrodku bez naprężeń,
dij – symbol Kroneckera.

Wobec braku zależności pomiędzy tensorem skręcenia aij a tensorem naprężenia 
momentowego µij zaproponowano wzór [56]:

 a a C Ckl kl kl ii kl= + + ∑δ µ µ δµ µ
1 2  (251)

gdzie:
a – parametr skręcenia naturalnego (przy braku naprężeń),

 – stałe optyczne.
Uogólniony tensor przenikalności dielektrycznej kij razem z wektorem obrotu θk 

definiowanym jako:

 θk = akl sl (252)

w układzie (x, y, z), zapiszemy w formie:

 K
i i

i i
i i

i j

x xy z xz y

yx z y yz x

zx y zy x z

, =
− +

+ −
− +









κ κ θ κ θ
κ θ κ κ θ
κ θ κ θ κ









 (253)

10.3.  Fala światła w ośrodku Cosseratów

Grupując równania Maxwella z równaniami materiałowymi zapisanymi w pierw-
szym przybliżeniu [52], otrzymujemy:

 
rot
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H D

D E
H E

− =
=






− =



 

0
0

κκ
κκ

o
o  (254)
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rot

rotrot rot
E B
B H

E H
+ =

=






+ =





0
0

χχ
χχ

o
o  (255)

gdzie:
H – wektor natężenia pola magnetycznego,
B – wektor indukcji magnetycznej.

Na podstawie tożsamości:

 rotrotE = graddivE –∇2E (256)

otrzymujemy równanie falowe:

 ∇ − =2 0E Eχχ κκo o
  (257) 

którego rozwiązanie:

 E E rs
=























o
n

i
c

exp ω  (258)

gdzie:
w – prędkość kątowa,
t – czas,
r – promień wodzący,

cn =
1

κκ χχo o

 – prędkość fazowa fali w ośrodku o współczynniku załama- 
nia n,

co – przenikalność magnetyczna próżni,
c – przenikalność magnetyczna ośrodka elastooptycznego,

służy do zapisania zależności:

 rotE E s= iω
cn
( )×  (259)

Podobnie otrzymujemy:

 rotH H s= ×
i
cn

ω ( )  (260)

Grupując następnie równania:
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  (261)
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oraz

 

B H

H H rs B B

=

= −






























=
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o

o
i

exp i t
cn

  (262)

i łącząc z zapisanymi powyżej, otrzymujemy formuły:

 rotH D H s D− = → × = 0 cn  (263)

 rotE B s H HB H+ =  → × ==
 0 χχ χχo cn o  (264)

które zapiszemy łącznie w postaci:

 κκ
χχ

o

o
( )s E s D× ×[ ] = cn  (265)

Podstawiając zależność n = χκ ,  przy warunku, że c =1 dla ośrodka elastoop-
tycznego, otrzymujemy: 

 D = –ko n
2 [(E × s) × s] (266)

Równanie (266) zapiszemy w formie:

 D = ko n
2 [E – s (Es)] (267)

Porównując składowe wzorów (249), (267), zapiszemy układ równań:

E s n E n s s i E n s s ix x x y x y xy z z x z xz yκ κ θ κ θ− −  + + − + + + =( ) ( ) ( )1 02 2 2 2

EE s n E n s s i E n s s iy y y z y z yz x x y x yx zκ κ θ κ θ− −  + + − + + + =( ) ( ) ( )1 2 2 2 2 00

1 2 2 2 2E s n E n s s i E n s s iz z z x z x zx y y z y zy xκ κ θ κ θ− −  + + − + + +( ) ( ) ( ) == 0

 (268)

do wyznaczania zależności opisujących falę elektromagnetyczną w ośrodku nieli-
niowym. Gdy światło przechodzi przez ośrodek w kierunku x (rys. 28), wektory 
jednostkowe przyjmują wartości: 

 sx = 1,  sy = sz = 0 (269)

i reprezentację macierzową tensora (253) dla tego kierunku zapiszemy w postaci 
uproszczonej:

 T
i

iK
x

x x
x

x
x

x
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( ) ( )
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−

+













κ κ θ

κ θ κ
2 23

32 3

 (270)
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gdzie (1(x)
 = x, 2(x), 3(x)) to układ kierunków quasi-głównych (optycznie czynnych) 

związany z kierunkiem x przebiegu światła. Pozostałe składowe tensora (253) nie 
mają wpływu na falę światła.

Zapiszemy układ równań (268) dla kierunków (1(x)
 = x, 2(x), 3(x)) i podstawiając 

(269), otrzymamy:
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 (271)

Z warunków rozwiązania niezerowego:
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wyznaczamy pierwiastki układu (271) w postaci współczynników załamania  
światła:
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Dla pierwiastków (273) równania (271) mają nieskończenie wiele rozwiązań po-
wiązanych zależnościami:
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( ) ( )( )
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+
−

κ θ
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Oznaczając E Ex
o2

( ) =  na podstawie (274)–(277), otrzymujemy cztery fale  
światła:

 E E n
i

E i to
r

x x

x
x

o r
x
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−
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 − 0
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, , ( ) exp ( )
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 E E i
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E i to

x
x
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II =
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ω ψ   (279)

 E E n
i

E i to
l
x x

x
x

o l
x

III =
−
−









 −0

2
2

23

, , ( ) exp ( )
( ) ( )

( )
( )κ

κ θ
ω ψ   (280)

 E E i
n

E i to

x
x

l
x x o l

x
IV =

+
−









 − 0 32

2
3

, ,
( )

exp ( )
( )

( ) ( )
( )κ θ

κ
ω ψ   (281)

Dodając fale o tych samych fazach, otrzymujemy:
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− E i to l
xω ψ  (283)

gdzie:

 ψ
π
λr

x
r
x( ) ( )=

2
∆  (284)

 ψ
π
λl

x
l
x( ) ( )=

2
∆  (285)

są fazami związanymi ze współczynnikami załamania n nr
x

l
x( ) ( ),  fal EI i EII , l jest 

długością fali, natomiast wielkości  są drogami optycznymi fal EI i EII .
Podstawiając wzory (273) na n nr

x
l
x( ) ( )i  oraz wzór Eulera exp [i (wt – y)] =  

= cos (wt – y) + i sin (wt – y), porządkujemy i zapisujemy część rzeczywistą skła-
dowych fal światła:

 E E to r
x

2I = −cos( )( )ω ψ  (286)

 E E A to r
x

3I = − +cos( )( )ω ψ φ( )x  (287)

 E E to l
x

2II = −cos( )( )ω ψ  (288)

 E E B to l
x

3II = − +cos( )( )ω ψ φ( )x  (289)

gdzie:

 A A A= +1
2

2
2  (290)
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 B B B= +1
2

2
2  (291)

 φ( )x A
A

B
B

= =arctan arctan2

1

2

1
 (292)

A1 = 

=
− + − + +( )κ κ κ κ θ κ κ κ θ3 2 2 3

2 2
23 32 234( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) (x x x x

x
x x x

x
22

23 32 32
2
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23

22

+ + +( )
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κ κ κ θ κ

θ κ
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) ( )
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x (( )( ) ( )θ κ κx

x x2
23 32+

(293)
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23 32
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=
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=
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32κ κx x  (297)

Wybierając odpowiednie pary składowych i dokonując przekształceń, otrzymu-
jemy wzory:
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Formuły (298), (299) opisują fale EI , EII spolaryzowane eliptycznie prawo i lewo 
skrętnie, przemieszczające się przez ośrodek Cosseratów w postaci eliptycznych he-
likoid.

Zapiszemy wzory na nieskończenie małe drogi optyczne fal EI , EII na elementar-
nej drodze geometrycznej dx:

 d n n dxr
x

r
x

o∆ = −( ) ( )( )  (300)

 d n n dxl
x

l
x

o∆ = −( ) ( )( )  (301)

Elementarne względne opóźnienie tych fal na drodze dx zapiszemy w postaci:

 d n n dxx x
r

x
l∆( ) ( ) ( )( ) ( )= −   (302)

Po podstawieniu wzorów (258) zapiszemy:

 d C dxx x x
x

x x∆( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )= − + +κ κ θ κ κ2 3
2 2

23 324  (303)

gdzie C
n n nr
x

l
x=

+
≅

1 1
2( ) ( ) .

Wyrażając stałą C dla niewielkiej anizotropii optycznej, zapisano n n nr
x

l
x( ) ( ) .+ ≅ 2

Kiedy liniowo spolaryzowana fala światła wchodzi do ośrodka elastooptycznego 
Cosseratów, ulega rozkładowi na dwie eliptycznie spolaryzowane fale jedną prawo-
skrętnie drugą lewoskrętnie. Ponieważ ośrodek wykazuje wymuszoną aktywność 
optyczną, to dwie różnie spolaryzowane eliptycznie fale rozchodzą się z różnymi 
prędkościami. Po przejściu przez ośrodek każda z tych dwóch fal doznaje różnej 
zmiany fazy. Elementarne opóźnienie fazowe każdej z fal na drodze geometrycznej 
dx wynosi:

 d n n dxr
x

r
x

oψ
π
λ

( ) ( )( )= −
2  (304)

 d n n dxl
x

l
x

oψ
π
λ

( ) ( )( )= −
2  (305)

Różne opóźnienia fazowe dla fal spolaryzowanych prawo- i lewoskrętnie prowa-
dzą do obrotu azymutu polaryzacji fali światła o wartość:
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x r
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l
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2 2

22 3
2 2

23 324( ) ( ) ( ) ( )) ( )x x
x

x x dx− + +κ θ κ κ
 

(306)

Obrót azymutu polaryzacji powodują zarówno składowe tensora przenikalności 
dielektrycznej (naprężenia siłowe), jak i składowe tensora skręcenia optycznego (na-
prężenia momentowe).
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Wzór (306) jest zapisem stanu optycznego w ośrodkach elastooptycznych  
z obrotową dwójłomnością wymuszoną. Przechodząc do ośrodka bez naprężeń mo-
mentowych, pominiemy skręcenie polaryzacji podstawiając qx = 0 i dla kierunków 
głównych (1, 2, 3) pokrywających się z kierunkami (x, y, z) oraz wobec niewielkiej 
anizotropii optycznej (ośrodek quasi-izotropowy) i braku udziału sumy współczyn-

ników załamania na stan dwójłomności C
n

≅







1
2

,  otrzymamy:

 dD(x) = C(k2 – k3) dx (307)

Jest to wzór zgodny ze stosowanym w klasycznej elastooptyce [65]. Podstawimy 
wzory (250), (251) do (306) i dla światła przebiegającego w kierunku x otrzymamy 
elementarne względne opóźnienie fal światła przechodzących przez ośrodek Cosse-
ratów, wyrażone poprzez składowe tensora naprężenia siłowego i momentowego:

d C C a C Cx x x x x
x∆( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )= − +  + + +1

2
2 3

2
23 32 1 24 4σ µ µσ σ τ τ µ (( )( ) ( )µ µ µx

x x dx+ + 2 3
2

(308)
W przypadku ośrodka bez naprężeń momentowych, dla kierunków głównych  

(1, 2, 3), kiedy światło przechodzi w kierunku (x) pokrywającym się z kierunkiem 1, 
na podstawie (308) zapiszemy wzór:

 dD(x) = C1(s2 – s3) dx (309)

gdzie C C
n1
1

2
=

σ

;  stosowany w klasycznej elastooptyce [65].

10.4.  Czysty stan naprężenia momentowego

Badany stan optyczny zapisany za pomocą tensora (253) przedstawimy w spo-
sób uproszczony zachowując tylko te składowe, które wpływają na stan fali światła 
przechodzącej wzdłuż osi x. Ten uproszczony zapis przedstawimy w postaci sumy:
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 (310)

gdzie pierwszy składnik opisuje czysty stan obrotowej dwójłomności wymuszo-
nej i jednocześnie czysty stan naprężenia momentowego. Dalej zakładamy, że: 

κ κ2 3 0( ) ( )x x= =  oraz κ κ23 32 0( ) ( )x x= =  i z układu (256) otrzymujemy pierwiastki roz-
wiązania niezerowego:
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 ( )( )nl
x

x
2 = −θ  (311)

 ( )( )nr
x

x
2 = θ  (312)

Podstawiając tak otrzymane wartości współczynnika załamania do układu rów-
nań (271), otrzymamy dwa niezależne rozwiązania:

 E
E

i
x

x
2

3

( )

( ) = ±  (313)

Oznacza to, że dwie fale światła:

 EI = −[ ]  0 2 2, , exp ( )( )E iE i to o l
xω ψ  (314)

 EII = − −[ ]  0 2 2, , exp ( )( )E iE i to o r
xω ψ  (315)

przechodzące przez ośrodek w kierunku x, są spolaryzowane kołowo prawo- i lewo-
skrętnie.

Uwzględniając część rzeczywistą rozwiązań i dodając drgania wzajemnie prosto-
padłe, otrzymujemy dwie pary składowych natężenia pola elektrycznego:
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E
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I
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o l
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E t
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π  (316)
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x
o r

x

x
o r

x

E t

E t
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ω ψ

ω ψ
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 (317)

(Czynnik 2 jako nieistotny pominięto). W układzie (x, y, z) fale EI , EII można przed-
stawić jak na rys. 28.

Rys. 28. Model pomiaru przewidywanego skręcenia płaszczyzny polaryzacji na drodze 
geometrycznej dx pod wpływem naprężeń momentowych
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Liniowo spolaryzowana fala światła wchodząca do ośrodka Cosseratów ulega 
rozkładowi na dwie spolaryzowane kołowo fale, jedną prawo- i drugą lewoskrętnie, 
które na skutek stanu naprężenia momentowego przechodzą przez ośrodek z różny-
mi prędkościami. Elementarne opóźnienie fazowe każdej z fal na drodze dx wynosi:

 d n n dxr
x

r
x

oψ
π
λ

( ) ( )( )= −
2  (318)

 d n n dxl
x

l
x

oψ
π
λ

( ) ( )( )= −
2  (319)

Na skutek różnej zmiany faz fal spolaryzowanych prawo- i lewoskrętnie (318), 
(319) wystąpi elementarne skręcenie azymutu polaryzacji o wartość:

 d xΓ = − = − =
1
2
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )d d n n dx

n
dxr

x
l
x

r
x

l
x

o
xψ ψ

π
λ

π
λ

θ  (320)

10.5.  Analiza w polaryskopie dla przechodzącej wiązki światła

Zastosujemy opis zmian polaryzacyjno-fazowych w kolejnych obszarach na dro-
dze geometrycznej światła nawiązując do macierzy Jonesa [52].

Efekt polaryzacji kołowej prawoskrętnej opisywany jest macierzą:
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 (321)

gdzie i = −1,  natomiast polaryzację kołową lewoskrętną opisuje macierz:
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 (322)

Łącząc (321) i (322), przedstawimy obrotową (chiralną) dwójłomność wymuszo-
ną w postaci iloczynu:
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 (323)
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Zakładając, że na wejściu do ośrodka Cosseratów wektor natężenia pola elek-
trycznego Eo wykonuje drgania w kierunku osi z (rys. 28), polaryzator daje światło 
spolaryzowane poziomo. Po wyjściu z ośrodka światło będzie przechodzić przez 
analizator dający światło spolaryzowane pionowo (skrzyżowane osie polarysko-
pu), obserwowany wektor pola elektrycznego wykonuje drgania w kierunku osi y  
(rys. 29). Układ taki opiszemy iloczynem macierzy:
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 (324)

Następnie po wykonaniu mnożenia zapiszemy:

 [ ] ( ) [ ]E
E
E

i e e Ey

z

i i

o

r l

=








 =

−









− −ψ ψ

0
 (325)

Wobec powyższego wzór na obserwowany wektor pola elektrycznego przedsta-
wimy w postaci:

 E E E i e ey o
i ir l= = − 
− −( )ψ ψ  (326)

Stosując wzór Eulera, otrzymujemy:

 E =Eo [(sin yr – sin yl) + i (cos yr – cos yl)] (327)
Natężenie światła dla skrzyżowanych polaryzatorów przedstawimy jako iloczyn 

składowej E oraz składowej zespolonej sprzężonej E 
*:

 I+ ∗= EE  (328)
otrzymując:

 I+ = − + − Eo r l r l
2 2 2(sin sin ) (cos cos )ψ ψ ψ ψ  (329)

Podstawiając wzory trygonometryczne na różnicę sinusów i kosinusów kątów, 
zapiszemy:

 I+ = + −
−

+ −





Eo r l r l r l r l2 2 2 2 24
2 2

4
2 2

cos sin sin sinψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ  (330)

Porządkując wzór (330), otrzymamy:

 I+ = +
−4
2

2 2Eo r l
r lcos( )sinψ ψ

ψ ψ  (331)

Wprowadzimy oznaczenie czynnika wpływającego jedynie na tło pomiaru w po-
staci:

 Eo o r lE= +4 2 cos( )ψ ψ  (332)



90

i ostatecznie otrzymamy:

 I+ = −E
O

r lsin2

2
ψ ψ  (333)

Dla punktów pomiarowych, w których spełniony jest warunek:

 ψ ψ
πr l m−

= =
2

0 1 2 3, , , , , ...m  (334)

otrzymujemy:
 I+ = 0 (335)

Rys. 29. Układ geometryczny polaryskopu transmisyjnego o osiach skrzyżowanych  
do pomiaru naprężenia momentowego

Dla światła przechodzącego drogę geometryczną  (rys. 29), na podstawie rów-
nania (320), zapiszemy wzór wiążący wektor obrotu qx i skręcenie azymutu polary-
zacji Γ∆x

+ :

 Γ∆
∆

x
o

x
x

n
dx+ = ∫

π
λ

θ
( )

 (336)

Ostatecznie otrzymamy spełnienie zależności (335) przy warunku:

 Γ∆
∆

x
o

x
x

n
dx m m+ = = =∫

π
λ

θ π, , , , ,
( )

0 1 2 3   (337)

Podstawiając do (337) wzór na definicję wektora obrotu (252) dla fali światła 
przechodzącej w kierunku x (sx = 1, sy = sz = 0), zapiszemy:
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 θx x
xx

dx a dx= ∫∫
( )( ) ∆∆

 (338)

Podstawiając z kolei zależność (251) zapisaną dla kierunków optycznie czyn-
nych, w układzie (x, 2, 3) otrzymamy:

 a C C C dx n m mx
x x

x
o+ + + +  = =∫ ( ) ( ) , , , , ,( ) ( )

1 2 2 2 3 0 1 2 3µ µ µµ µ µ λ
∆

  (339)

Wobec tego w punktach, w których I = 0 znamy scałkowany stan naprężeń 
momentowych opisany równaniem (339). Numerację punktów pomiarowych 
m = 0, 1, 2, 3, … zaczynamy od nieobciążonego brzegu modelu. Jeżeli stan naprężeń 
momentowych nie zmienia się na drodze geometrycznej , to wzór (339) przedsta-
wimy w postaci:

 a C C C K m mx
x x+ + + +( ) = =( ) , , , , , ...( ) ( )

1 2 2 2 3 0 1 2 3µ µ µ
µµ µ µ  (340)

gdzie K n
x
o

µ
λ

=
∆

.  Dla stanu hydrostatycznego, kiedy: µ µ µ µx
x x= = =2 3
( ) ( )  oraz je-

żeli dodatkowo ośrodek nie wykazuje naturalnej dwójłomności obrotowej (a = 0), 
otrzymamy:

 µ µ= =K m mh , , , , , ...0 1 2 3  (341)

gdzie:

K n
C C x

h o
µ µ µ

λ
=

+( )1 23 ∆
 – stała elastooptyczna ośrodka Cosseratów dla stanu 

hydrostatycznego.

Podobną analizę przeprowadzimy dla równoległych osi polaryskopu (rys. 30).  
W tym przypadku iloczyn macierzy Jonesa przedstawimy w postaci:
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 (342)

Wykonując mnożenie w równaniu (342) w pierwszym etapie otrzymujemy ma-
cierz zmian polaryzacyjno-fazowych:

 [ ] [ ]E
E
E e e

Ey

z
i i o
r l

=








 = +









− −

0
ψ ψ

 (343)

i ostatecznie otrzymujemy:

 E E E e ez o
i ir l= = +− −( )ψ ψ  (344)



92

Stosując wzór Eulera, równanie (344) zapiszemy w postaci:

 E =Eo [(cos yr + cos yl) – i (sin yr + sin yl)] (345)

Natężenie światła rozproszonego przedstawimy jako iloczyn składowej E oraz 
składowej zespolonej sprzężonej E 

* i wykonując mnożenie tych składowych, otrzy-
mujemy:

 I = + + + Eo r l r l
2 2 2(cos cos ) (sin sin )ψ ψ ψ ψ  (346)

Podstawiając wzory trygonometryczne na sumę sinusów i kosinusów kątów yr 
oraz yl, zapiszemy:

 I =
+ −

+
+ −





Eo r l r l r l r l2 2 2 2 24
2 2

4
2 2

cos cos sin cosψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ  (347)

Porządkując wzór (347), otrzymamy:

 I =
−4
2

2 2Eo r lcos ψ ψ  (348)

Ostatecznie zapiszemy:

 I =
−Eo r lcos2

2
ψ ψ  (349)

gdzie Eo oE= 4 2 . Jeżeli w ośrodku Cosseratów na drodze  występuje skręcenie 

azymutu polaryzacji o kąt Γ
∆x

r l=
−ψ ψ
2

 (rys. 30), to w punktach pomiarowych, 

w których:

 ψ ψ πr l m m−
= − =

2
2 1

2
1 2 3( ) , , , , ...  (350)

obserwujemy wygaszenie światła:

 I = 0  (351)
Podobnie jak poprzednio, posługując się zależnością (252) i (350), otrzymamy:

 
π
λ

θ
π

n
dx m m

o
x

x( )

( ) , , , ,
∆
∫ = − =2 1

2
1 2 3   (352)

Podstawiając do (352) wzór na definicję wektora obrotu (252) i dalej zależność 
(251), otrzymamy:

a C C C dx n
x

x x

x

o+ + + +  = − =∫ ( ) ( ) ( ), , ,( ) ( )
1 2 2 2 3 2

2 1 1 2 3µ µ µµ µ µ
λ

∆

m m ,, ...  (353)
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Rys. 30. Układ geometryczny polaryskopu transmisyjnego o osiach równoległych  
do pomiaru naprężenia momentowego

Jeżeli wyrażenie podcałkowe w równaniu (353) jest stałe na drodze , to zapi-
szemy:

 a C C C K m mx
x x+ + + + = −






 =( ) ( ) , , , , ...( ) ( )

1 2 2 2 3
1
2

1 2 3µ µ µ
µµ µ µ  (354)

Dla stanu hydrostatycznego µ µ µ µx
x x= = =2 3
( ) ( ) ,  przy a = 0:

 µ µ= −





 =K m mh 1
2

1 2 3, , , , ...  (355)

10.6.  Analiza w świetle rozproszonym

Ustalimy, że na wejściu do ośrodka wektor natężenia pola elektrycznego wyko-
nuje drgania w kierunku z (rys. 31) i obserwacje fali światła rozproszonego będą 
dokonywane wzdłuż kierunku y. Przy takim ustawieniu stan polaryzacyjno-fazowy 
obserwowanej wiązki rozproszonej zapiszemy w postaci macierzy (324), a wzór na 
natężenie światła rozproszonego będzie miał postać wg wzoru (329).

Obserwując światło rozproszone na drodze geometrycznej wzdłuż wiąz-
ki przechodzącej przez ośrodek w kierunku x, możemy zlokalizować punkty  
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o zerowym natężeniu światła Iz = 0, w których spełniony jest warunek (335):
 

Γz r lx m x( ) ( ) ( ),=
−

=
ψ ψ

π
2

 m = 0, 1, 2, 3, … . Z drugiej strony, przekształcając  

wzór (320), otrzymamy:

 λ
π

θ
n d

dx
o

x
Γz

=  (356)

Rys. 31. Układ pomiarowy do wyznaczenia naprężeń momentowych metodą  
światła rozproszonego (obserwacja w kierunku osi z)

Jeżeli na skutek obserwacji światła rozproszonego wyznaczymy m(x), to na pod-
stawie (320), (334) i (356) w dowolnym punkcie na drodze x zapiszemy:

 λ θn dm
dxo x=  (357)

Podobnie jak poprzednio, podstawimy wzór (252), oraz wobec tego, że wiązka świa-
tła przechodzi w kierunku x (sx = 1, sy = sz = 0), to:

 λn dm
dx

ao x=  (358)

Podstawiając z kolei (251), otrzymamy:

 λ µ µ µµ µ µn dm
dx

a C C Co x
x x= + + + +( ) ( )( ) ( )

1 2 2 2 3  (359)
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Dla stanu hydrostatycznego µ µ µ µx
x x= = =2 3
( ) ( )  oraz bez naturalnej dwójłom- 

ności obrotowej, a = 0, otrzymamy:

 K d
dxµ µ1 m

=  (360)

gdzie K n
C C

K K xo
µ µ µ µ µ

λ1

1 2

1

3
=

+
=

( )
, .∆

Opis pomiaru przyrostu kąta azymutu polaryzacji w dowolnym punkcie na dro-
dze geometrycznej wzdłuż wiązki światła, względem polaryzacji fali wejściowej, 
rozpoczniemy od zapisania iloczynu macierzy dla obserwacji dokonywanej wzdłuż 
osi z nieruchomego układy laboratoryjnego, gdzie w miejsce ostatniego czynnika 
opisującego polaryzację światła rozproszonego wprowadzimy macierz obrotu o kąt 
az (wektor fali na wejściu wykonuje drgania wzdłuż osi z – rys. 31):

[ ] cos sin ( )
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e e i e e

i e
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r l r l
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ψ ψ ψ ψ

ψ

α α
=
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− − −e e e
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l r lψ ψ ψ)

[ ]
0
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 (361)

Po wykonaniu mnożenia otrzymujemy:

 [ ] cos ( ) sin ( ) [ ]E i e e e e Ez
z i i z i i

o

r l r l

α

ψ ψ ψ ψα α
=

− − +









− − − −

0
 (362)

Po wykonaniu działań z zastosowaniem wzoru Eulera, wzorów trygonometrycznych 
oraz zapisując sprzężenie zespolone składowych wektora natężenia pola elektrycz-
nego, otrzymujemy ostatecznie wzór na natężenie światła:

 Iα α
ψ ψz

o
z r lE= −

−





2

2
sin  (363)

Obracając model o kąt równy:

 α
ψ ψz r l=

−
2

 (364)

uzyskamy w badanym punkcie o współrzędnej x wygaszenie światła: Iα
z = 0.  Zmie-

rzony kąt az jest równy poszukiwanej wartości kąta azymutu polaryzacji (rys. 31):

 α z z x= Γ ( )  (365)

W celu opisu obserwacji wektora drgającego wzdłuż osi y nieruchomego układu 
laboratoryjnego (rys. 32) zapiszemy iloczyn macierzy:

[ ]
sin cos
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(
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e e i e e

i e
y

y y

i i i i

i

r l r l

r
α

ψ ψ ψ ψ
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 (366)
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Po wykonaniu mnożenia wg równania (366) i zapisaniu iloczynu składowych 
zespolonych sprzężonych otrzymamy ostatecznie wzór na natężenie światła rozpro-
szonego:

 Iα α
ψ ψy

o
y r lE= −

−





2
2

cos ( )  (367)

Obracając model o kąt:

 α
ψ ψy r l=

−( )
2

 (368)

spełnimy warunki obserwacji dla których: I Iα
y = max .  W punkcie tym (rys. 32) poszu-

kiwany azymut wynosi:
 Γ y yx( ) = α  (369)

Rys. 32. Układ pomiarowy do wyznaczenia naprężeń momentowych metodą  
światła rozproszonego (obserwacja w kierunku y)

Jeżeli w opisany sposób przeprowadzimy pomiary przyrostu azymutu polaryzacji 
G(x1), G(x2) w dwóch punktach na drodze światła oddalonych od siebie o Dx = x2 – x1, 
to możemy wyznaczyć poszukiwaną wartość pochodnej ze wzoru (356) w postaci 
różnic skończonych:

 d
dx x
Γ ∆Γ

∆
Γ Γ

≅ =
−
−

( ) ( )x x
x x
2 1

2 1
 (370)
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10.7.  Układ równań do wyznaczenia składowych tensora 
naprężenia momentowego

Przez punkt pomiarowy modelu przeprowadzamy skupioną wiązkę światła  
w kierunkach x(k), gdzie (k) = 1, 2, 3, … to numeracja kierunków przebiegu światła.  
W punkcie pomiarowym definiujemy:

(x, y, z) – układ obliczeniowy,
(x(k) = X(k), Y(k), Z(k)) – układ laboratoryjny,
(x(k) = X(k) = 1(k), 2(k), 3(k)) – układ kierunków optycznie czynnych wyznaczony 

przez kierunek przebiegu światła x(k) oraz kierunki ekstremalnych naprężeń momen-
towych w płaszczyźnie prostopadłej do kierunku x(k).

Układ ( , , ),( ) ( ) ( ) ( )x X Y Zk k k kz z z z=  pierwotnie pokrywający się z układem (x, y, z), 

obracamy wokół osi z o kąt ϑ( )kz  (rys. 33).

Rys. 33. Wzajemne położenie układu obliczeniowego (x, y, z), laboratoryjnego 
( , , )( ) ( ) ( )X Y Zk k kz z z

 oraz kierunków optycznie czynnych ( , , ),( ) ( ) ( )1 2 3k k kz z z   
względem kierunku światła przechodzącego w płaszczyźnie (x, y)

Oznaczenie (kz) dotyczy numeracji kierunków przebiegu światła przechodzącego 
przez ośrodek w płaszczyźnie (x, y) układu obliczeniowego. Kierunek x Xk kz z( ) ( )=  
będzie stanowił kierunek związany z naprężeniem  czyli x X =k kz z( ) ( ) 1= ( ).kz  Na-

stępnie wykonujemy obrót w układzie ( , , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )x X Y Zk k k k kz z z z z= =1  wokół osi 

x Xk k kz z z( ) ( ) ( )= =1  o kąt a( )kz  aż do zlokalizowania kierunków związanych z dwo-

ma pozostałymi naprężeniami  Kąt a( )kz  opisuje więc kierunki 2 3( ) ( ), .k kz z 

W układzie ( , , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )x Xk k k k kz z z z z= =1 2 3   otrzymamy tensor naprężenia mo-
mentowego:
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µ µ µ µ

µ µ µ

µ µ

1 12 13
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31 32

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) (

k
X
k k k

k k k

k

z z z z

z z z

z

=

kk kz z) ( )µ3

















 (371)

Pomiary będą wykonywane w świetle rozproszonym, więc dla wybranego punk-
tu na drodze geometrycznej x kz( )  zapiszemy:

 λ µ µ µµ µ µn d x
dx

a C C Co

k k

k
k k k

z z

z

z z z
Γ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) (= + + + +1 2 1 2 2 3 ))  (372)

Następnie dokonujemy transformacji składowych tensora naprężenia momento-
wego z układu ( , , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )x Xk k k k kz z z z z= =1 2 3   do układu ( , , )( ) ( ) ( ) ( )x X Y Zk k k kz z z z=  
poprzez kąty a( ) :kz

 ( , , ) ( ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (( )

x X x X Yk k k k k k k kz z z z z
kz

z z= =  → =1 2 3  α zz zZ k) ( ), )  (373)

Tensor naprężenia momentowego w nowym układzie ( , , )( ) ( ) ( ) ( )X x Y Zk k k kz z z z=  
zapiszemy w postaci:

 

µ µ µ µ

µ µ µ

µ µ

X
k k

XY
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XZ
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YX
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z z z z

z z z
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( ) ( ) ( )

( ) (

= 1

kk
Z
kz z) ( )µ

















 (374)

Stosując wzór transformacyjny: µij = tik tjl µkl, gdzie i, j to wskaźniki układu kie-
runków naprężeń optycznie czynnych ( , , ),( ) ( ) ( )1 2 3k k kz z z   k, l to wskaźniki należące 

do układu laboratoryjnego ( , , ),( ) ( ) ( )X Y Zk k kz z z  natomiast współczynniki transforma-
cji tik , tjl dobierane są wg tab. 1:

Tabela 1
Współczynniki transformacji

X Y Z

1( )kz 1 0 0

2( )kz 0 cos ( )a kz sin ( )a kz

3( )kz 0 −sin ( )α kz cos ( )a kz

Otrzymujemy:
 µ µ1

( ) ( )k
X
kz z=  (375)
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 µ µ α µ α µ µ2
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sik

Y
k k

Z
k k

YZ
k

ZY
kz z z z z z z= + + + nn cos( ) ( )α αk kz z  (376)

 µ µ α µ α µ µ3
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sik

Z
k k

Y
k k

YZ
k

ZY
kz z z z z z z= + − + nn cos( ) ( )α αk kz z  (377)

Kąt a( )kz  spełnia warunek d
d

d
d

k

k

k

k

z

z

z

z

µ
α

µ
α

2 30 0
( )

( )

( )

( ), ,= =  co daje ostatecznie:

 tg2α µ µ
µ µ

( )
( ) ( )

( ) ( )
k YZ

k
ZY
k

Y
k

Z
k

z
z z

z z
=

+
−

 (378)

Dalej dokonujemy transformacji składowych tensora naprężenia momentowego 
z układu laboratoryjnego ( , , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )x X Y Zk k k k kz z z z z= =1  do układu obliczeniowe-

go ( , , )( )x y z Z kz=  poprzez kąt ϑ( ) :kz

 ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

x X Y Z x y z Zk k k k k kz z z z z
kz

z= =  → =1 ϑ  (379)

Tensor naprężenia momentowego w układzie obliczeniowym ( , , )( )x y z Z kz=  
ma postać:

 
µ µ µ
µ µ µ

µ µ µ µ

x xy xz

yx y yz

zx zy z Z
kz=















( )

 (380)

Stosujemy taki sam wzór transformacyjny µij = tik tjl µkl, gdzie tym razem wskaź-
niki i j X Y Zk k kz z z, , , ,( ) ( ) ( )=  natomiast k, l = x, y, z, podczas gdy współczynniki tik , 
tjl dobrane są wg tab. 2:

Tabela 2
Współczynniki transformacji

x y z

X kz( ) cos ( )ϑ kz sin ( )ϑ kz 0

Y ( )kz −sin ( )ϑ kz cos ( )ϑ kz 0

Z ( )kz 0 0 1

Otrzymujemy:

 µ µ ϑ µ ϑ µ µ ϑ ϑX
( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sin cosk

x
k

y
k

xy yx
k kz z z z z= + + +2 2  (381)

 µ µ ϑ µ ϑ µ µ ϑ ϑY
( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sin cosk

y
k

x
k

xy yx
k kz z z z z= + − +2 2  (382)
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 µ µZ
( )k

z
z =  (383)

 µ µ ϑ µ ϑYZ
( ) ( ) ( )cos sink

yz
k

xz
kz z z= −  (384)

 µ µ ϑ µ ϑZY
( ) ( ) ( )cos sink

zy
k

zx
kz z z= −  (385)

Łącząc (375)–(377) oraz (381)–(385), zapiszemy równanie (372) w postaci:

 
λ ϑ µ ϑµ µ µn d x

dx
a C C Co

k k

k
k

x
k

z z

z

z z
Γ( ) ( )

( )
( ) (( ) ( cos ) ( sin= + + +1

2
2 1

2 ))

( ) ( )

)

sin cos ( )

+ +

+ + +

C

C C

y

z
k k

xy yx
z z

2

2 1

µ

µ µ

µ

µ ϑ ϑ µ µ
 
(386)

W równaniu (386) jest pięć niewiadomych: µx , µy , µz , µxy , µyx , które wyznaczy-
my zapisując układ pięciu równań typu (386) dla pięciu kierunków prześwietlania 
modelu kz = 1, …, 5 definiowanych kątami ϑ( ) ,kz  tak aby każdy z tych kierunków 
przechodził przez punkt pomiarowy. Obserwując światło rozproszone dla tak prze-
prowadzonych kierunków światła, wyznaczymy dla każdego kierunku w badanym 

punkcie wartość d x
dx

k k

k

z z

z

G( ) ( )

( )
( ) ,  kz = 1, …, 5.

Następnie wybierając kierunek x kx( )  tak, aby pokrywał się z osią Y kx( )  układu 
laboratoryjnego i jednocześnie leżał w płaszczyźnie (y, z) układu obliczeniowego  
(rys. 34), dokonamy metodą światła rozproszonego, w wybranym punkcie na kie-

runku x kx( ) ,  pomiar wielkości d x
dx

k k

k

x x

x

G( ) ( )

( )
( ) .

Rys. 34. Wzajemne położenie układu obliczeniowego (x, y, z), laboratoryjnego 

( , , )( ) ( ) ( )X Y Zk k kx x x  oraz kierunków optycznie czynnych ( , , ),( ) ( ) ( )1 2 3k k kx x x   
względem kierunku światła przechodzącego w płaszczyźnie (y, z)
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Dla składowych optycznie czynnych tensora naprężenia momentowego przedsta-
wionych w postaci:

 

µ µ µ µ

µ µ µ

µ µ

1 12 13

21 2 23

31 32
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( ) ( ) ( )

( ) (

k
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k k k

k k k

k
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=

kk kx x) ( )µ3

















 (387)

zapiszemy równanie elastooptyki Cosseratów:

 λ µ µ µµ µ µn d x
dx

a C C Co

k k

k
k k k

x x

x

x x x
Γ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) (= + + + +1 2 1 2 2 3 ))  (388)

Układ laboratoryjny ( , , )( ) ( ) ( ) ( )X x Y Zk k k kx x x x=  jest obrócony teraz o kąt ϑ( )kx  
wokół osi x układu obliczeniowego, a układ kierunków optycznie czynnych 

( , , )( ) ( ) ( ) ( ) ( )x Yk k k k ky y y y y= =1 2 3   znajdujemy podobnie jak poprzednio, tzn. kierunek  

1( )kx  pokrywa się z osią x Yk kx x( ) ( ) ,=  natomiast dwa pozostałe są opisane kątem 

a( )kx  spełniającym warunek na ekstremum dla naprężeń momentowych normalnych 

w płaszczyźnie ( , )( ) ( )Z Xk kx x  układu laboratoryjnego: d
d

d
d

k

k

k

k

x

x

x

x

µ
α

µ
α

2 30 0
( )

( )

( )

( ), .= =

Naprężenia momentowe w układzie ( , , )( ) ( ) ( ) ( )1 k k k kx x x xX Y Z=  opisuje tensor:
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µ µ µ µ
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 (389)
Wykonamy przejście z układu pomiarowego do układu laboratoryjnego wg sche-

matu:

 ( , , ) ( ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (( )

x Y X x Yk k k k k k k kx x x x x
kx

x x= =  → =1 2 3  α xx xZ k) ( ), )  (390)

Dokonując transformacji µij = tik tjl µkl, gdzie tym razem i, j to wskaźniki układu 
kierunków naprężeń optycznie czynnych ( , , ),( ) ( ) ( )1 2 3k k kx x x   k, l to wskaźniki należą-

ce do układu laboratoryjnego ( , , ),( ) ( ) ( )X Y Zk k kx x x  zapiszemy współczynniki transfor-
macji tik , tjl wg tab. 3:
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Tabela 3
Współczynniki transformacji

X ( )kx Y ( )kx Z ( )kx

1( )kx 0 1 0

2( )kx sin ( )a kx 0 cos ( )a kx

3( )kx cos ( )a kx 0 −sin ( )α kx

Po wykonaniu działań wg wzorów transformacji otrzymujemy:

 µ µ1 Y
( ) ( )k kx x=  (391)

 µ µ α µ α µ µ2
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sik

Z
k k

X
k k

XZ
k

ZX
kx x x x x z z= + + + nn cos( ) ( )α αk kx x  (392)

 µ µ α µ α µ µ3
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sik

X
k k

Z
k k

XZ
k

ZX
kx z x z x z z= + − + nn cos( ) ( )α αk kx x  (393)

gdzie kąt a( )kx  spełnia warunek:

 tg 2 ( )
( ) ( )

( ) ( )α
µ µ
µ µ

k ZX
k

XZ
k

Z
k

X
k

x
x x

x x
=

+
−

 (394)

Następnie przechodzimy do układu obliczeniowego wg schematu:

 ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( ) ( )( )

X Y Z x y z Zk k k kx x x
kx

xϑ → =  (395)

Wykonujemy kolejną transformację:µij = tik tjl µkl , gdzie tym razem i, j to wskaźniki 
układu laboratoryjnego ( , , ),( ) ( ) ( )X Y Zk k kx x x  k, l to wskaźniki układu obliczeniowego 

( , , ),( )X x y zkx =  a współczynniki transformacji tik , tjl zapisujemy wg tab. 4:

Tabela 4
Współczynniki transformacji

x y z

X ( )kx 1 0 0

Y ( )kx 0 cos ( )ϑ kx sin ( )ϑ kx

Z ( )kx 0 −sin ( )ϑ kx cos ( )ϑ kx

Otrzymujemy:

 µ µX
( )k

x
x =  (396)

 µ µ ϑ µ ϑ µ µ ϑ ϑY
k

y
k

z
k

yz zy
k kx x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sin cos= + + +2 2  (397)
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 µ µ ϑ µ ϑ µ µ ϑ ϑZ
k

z
k

y
k

zy yz
k kx x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sin cos= + − +2 2  (398)

 µ µ ϑ µ ϑXZ
k

xz
k

xy
kx x x( ) ( ) ( )cos sin= −  (399)

 µ µ ϑ µ ϑZX
k

zx
k

yx
kx x x( ) ( ) ( )cos sin= −  (400)

W równaniach (396)–(400) występują niewiadome: µx, µy, µz, µxz, µzx, µyz, µzy, 
składowe tensora:

 
µ µ µ µ

µ µ µ
µ µ µ

x X
k

xy xz

yx y yz

zx zy z

x=















( )

 (401)

z których trzy pierwsze zostały już zapisane w równaniu (388).
Łącząc (391)–(393) oraz (396)–(400), zapiszemy równanie (388) w postaci:

λ µ ϑ µµ µ µ

µ

n d x
dx

a C C C

C

o

k k

k x
k

y

x x

x

x
Γ( ) ( )

( )
( )( ) ( cos )

si

= + + + +

+

2 1
2

2

1 nn sin cos ( )( ) ( ) ( )2
2 1ϑ µ ϑ ϑ µ µµ µk

z
k k

yz zy
x x xC C+( ) + +

 (402)

W równaniu tym niewiadome µyz , µzy wyznaczymy dokonując pomiaru 
d x

dx

k k

k

x x

x

G( ) ( )

( )
( )  dla dwóch kierunków definiowanych kątami ϑ( ) ,kx  które numerujemy 

(kx) = 6, 7.
Pozostaje do wyznaczenia µxz , µzx . Składowe te wyznaczymy przeprowadzając 

skupioną wiązkę światła przez punkt pomiarowy tak, aby kierunek x ky( )  przechodził 
w płaszczyźnie (z, x), (ky) oznacza numerację tych kierunków (rys. 35).

Rys. 35. Wzajemne położenie układu obliczeniowego (x, y, z), laboratoryjnego 

( , , )( ) ( ) ( )X Y Zk k ky y y  oraz kierunków optycznie czynnych ( , , ),( ) ( ) ( )1 2 3k k ky y y   
względem kierunku światła przechodzącego w płaszczyźnie (z, x)
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Wykonujemy transformację wg schematu:

 ( , , ) ( , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (( )

1 2 3 1k k k k k k k ky y y y
ky

y y yx X Y Z=  → =  α yy ) )  (403)

Składowe tensora naprężeń momentowych w układzie kierunków optycznie 
czynnych:

 

µ µ µ µ

µ µ µ

µ µ
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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k
Z
k k k

k k k

k

y y y y

y y y

y

=

kk ky y) ( )µ3



















 (404)

wyrażamy przez składowe w układzie laboratoryjnym:
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µ µ µ

µ µ µ
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YX
k

Y
k
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( yy yk) ( )=

















µ1

 (405)

Stosujemy wzór µij = tik tjlµkl, gdzie tym razem i, j to wskaźniki układu kierunków 

naprężeń optycznie czynnych ( , , ),( ) ( ) ( )1 2 3k k ky y y   k, l to wskaźniki należące do ukła-

du laboratoryjnego ( , , ),( ) ( ) ( ) ( )X Y Zk k k ky y y y=1  a współczynniki transformacji tik , tjl 
zapiszemy wg tab. 5:

Tabela 5
Współczynniki transformacji

X ( )ky Y ( )ky Z ( )ky

1( )ky 0 0 1

2( )ky cos ( )a ky sin ( )a ky 0

3( )ky −sin ( )α ky cos ( )a ky 0

Wykonując działania, otrzymujemy:

 µ µ1
( ) ( )k ky y= Z  (406)

 µ µ α µ α µ µ2
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sik

X
k k

Y
k k

XY
k

YX
ky y y y y y y= + + + nn cos( ) ( )α αk ky y  (407)

 µ µ α µ α µ µ3
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sik

Y
k k

X
k k

XY
k

YX
ky y y z y y y= + − + nn cos( ) ( )α αk ky y  (408)
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Z kolei składowe tensora naprężeń momentowych w układzie obliczeniowym:

 

µ µ µ

µ µ µ µ
µ µ µ

x xy xz

yx y Y
k

yz

zx zy z

z=

















( )  (409)

wyrazimy przez składowe w układzie laboratoryjnym, wykonując transformację  
wg schematu:

 ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( ) ( )( )

X Y Z x y Y zk k k ky y y
ky

yϑ → =  (410)

Jeszcze raz posłużymy się wzorem: µij = tik tjl µkl , gdzie tym razem i, j to wskaźniki 

układu laboratoryjnego ( , , ),( ) ( ) ( )X Y Zk k ky y y  k, l to wskaźniki układu obliczeniowego 

( , , ),( )x y Y zky=  a współczynniki transformacji tik , tjl zapiszemy wg tab. 6.

Tabela 6
Współczynniki transformacji

x y z

X ( )ky cos ( )ϑ ky 0 −sin ( )ϑ ky

Y ( )ky 0 1 0

Z ( )ky sin ( )ϑ ky 0 cos ( )ϑ ky

Wykonując działania, otrzymujemy:

 µ µ ϑ µ ϑ µ µ ϑ ϑX
k

x
k

Z
k

xz zx
k ky y y y y( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sin cos= + + +2 2  (411)

 µ µY
k

y
y( ) =  (412)

 µ µ ϑ µ ϑ µ µ ϑ ϑZ
k

z
k

x
k

xz zx
k ky y y y y( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos sin ( )sin cos= + + +2 2  (413)

 µ µ ϑ µ ϑXY
k

xy
k

zy
ky y y( ) ( ) ( )cos sin= −  (414)

 µ µ ϑ µ ϑYX
k

yx
k

zy
ky y y( ) ( ) ( )cos sin= −  (415)

Podstawiamy (406)–(408) do (411)–(415) i tak otrzymane wzory do równania 
metody światła rozproszonego dla kierunku x ky( ) :

 λ µ µ µµ µ µn d x
dx

a C C Co

k k

k
k k k

y y

y

y y yΓ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) (= + + + +1 2 1 2 2 3 ))  (416)
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Otrzymujemy:

λ ϑ µ µµ µ µ

µ

n d x
dx

a C C C

C

o

k k

k
k

x y

y y

y

yΓ( ) ( )

( )
( )( ) ( sin )

( c

= + + + +

+

1
2

2 2

1 oos ) sin cos ( )( ) ( ) ( )2
2 1ϑ µ ϑ ϑ µ µµ µk

z
k k

xz zx
y y yC C+ + +

 (417)

Wykonując pomiar d x
dx

k k

k

y y

y

G( ) ( )

( )
( )  dla dwóch kierunków x ky( ) ,  numerując te kie-

runki ky = 8, 9, otrzymujemy uzupełniające dwa równania do układu niezależnych 
dziewięciu równań, z których obliczymy dziewięć składowych tensora naprężenia 
momentowego.

Poniżej przedstawimy zestawienie otrzymanych wzorów:

λ ϑ µ ϑµ µ µn d x
dx

a C C Co

k k

k
k

x
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z z

z

z z
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11. Analogia do zjawiska Faradaya i efektu Villariego

Połączymy własności optyczne i magnetyczne ośrodka Cosseratów przyporząd-
kowując wektorowi obrotu optycznego θ pole magnetyczne Bcouple wg wzoru [46]:

 qi = bij Bj
couple (418)

gdzie bij jest stałą łączącą własności optyczne i magnetyczne, mającą w ogólnym 
przypadku postać tensora niesymetrycznego. Obrotową dwójłomność wymuszoną 
opiszemy teraz za pomocą wektora B 

couple.
Ze wzoru (418) wynika, że wywołane naprężeniami momentowymi pole ma-

gnetyczne może być badane w świetle spolaryzowanym. Podobnie jak w przypad-
ku naprężeń momentowych, mierzyć będziemy skręcenie azymutu polaryzacji dla 
światła przechodzącego lub pochodną tego skręcenia dla światła rozproszonego.  
Na podstawie wzoru (320), dla pomiarów w świetle przechodzącym drogę geome-
tryczną  zapiszemy:

 Γ∆
∆

x
o

x
x o

xx x xy y xz zn
dx

n
B B B= = + +∫

π
λ

θ
π
λ

β β β
( )

( couple couple couple ))
( )∆x

dx∫  (419)

 Γ∆
∆

y
o

y
y o

yx x yy y yz zn
dx

n
B B B= = + +∫

π
λ

θ
π
λ

β β β
( )

( couple couple couple ))
( )∆y

dy∫  (420)

 Γ∆
∆

z
o

z
z o

zx x zy y zz zn
dx

n
B B B= = + +∫

π
λ

θ
π
λ

β β β
( )

( couple couple couple ))
( )∆z

dz∫  (421)

W przypadku pomiaru w świetle rozproszonym zapiszemy podobnie:

 dΓx

o
x

o
xx x xy y xz zdx n n

B B B= = + +
π
λ

θ
π
λ

β β βcouple couple couple  (422) 

 
dΓ y

o
y

o
yx x yy y yz zdy n n

B B B= = + +
π
λ

θ
π
λ

β β βcouple couple couple  (423)

 dΓz

o
z

o
zx x zy y zz zdz n n

B B B= = + +
π
λ

θ
π
λ

β β βcouple couple couple  (424)
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Jeżeli pole magnetyczne pochodzące od naprężeń momentowych jest jednorod-

ne (stan hydrostatyczny): B B B Bx y z
couplecouple couple couple const,= = = =  oraz jeżeli: bx =  

= by = bz = b, bxy = byx = byz = bzy = bzx = bxz = 0, to równania (419)–(424) przyjmują 
formę analogiczną do wzoru opisującego zjawisko Faradaya:

 Γ ∆∆x
on

B x=
π
λ

β couple  (425)

gdzie:
π
λ

β
no

 – współczynnik analogiczny do stałej Verdeta V.

Posługując się powyższą analogią, zapiszemy współczynnik optyczno-magne-
tyczny w postaci:

 β
λ
π

=
no V  (426)

W ogólnym przypadku obydwie stałe są wielkościami tensorowymi:

 β
λ
πij

on
= Vij  (427)

Łącząc (418), (251) oraz (252), otrzymujemy:

 B sl kl l kl ii kl la C Ccouple = + +( )∑1
2β

δ µ µ δµ µ

kl
 (428)

Wzór (428) opisuje analogicznie do efektu Villariego [10] pole magnetyczne 
wywołane w tym przypadku działaniem naprężeń momentowych. Przechodząc od 
naprężeń zapisanych dla kierunków optycznie czynnych ustalonych przez wektor sl 
do naprężeń w układzie (x, y, z), otrzymamy opis analogiczny do efektu Villariego,  
z tą różnicą, że jest spowodowany naprężeniami momentowymi Cosseratów.  
W ogólnym przypadku otrzymamy:
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gdzie µ1, …, µ9 to składowe niesymetrycznego tensora naprężenia momentowego  
w notacji Kelvina-Voigta:

 
µ µ µ
µ µ µ
µ µ µ

µ µ µ
µ µ µ
µ µ µ
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31 32 33

1 8 6

9 2 4

7 5 3
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 (430)

e11 = e111, e21 = e221,  e31 = e331, … to mechaniczno-magnetyczne stałe materiałowe 
Cosseratów.

Wzór (429) przedstawimy w zapisie wskaźnikowym:

 B em ijm ij
couple = µ  (431)

Możemy również opisać zjawisko odwrotne, kiedy pole magnetyczne zewnętrz-
ne B wywołuje stan naprężenia momentowego (analogia do magnetostrykcji i zjawi-
ska Joule’a). Zapiszemy ogólną postać takiej zależności:
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 (432)

lub stosując konwencję zapisu wskaźnikowego:
 µij = dmij Bm (433)
Stałe dmij , eijm będą związane ze stałą Verdeta.

Występowanie zjawiska magnetostrykcji Cosseratów oznaczałoby, że naprężenie 
momentowe wywołane działaniem zewnętrznego pola magnetycznego mogłoby być 
mierzone również w doświadczeniu Faradaya. Jeżeli do materiału Cosseratów przy-
łożymy zewnętrzne pole magnetyczne Bx o kierunku wzdłuż osi x i przeprowadzimy 
wzdłuż x światło spolaryzowane liniowo, to skręcenie azymutu polaryzacji fali świa-
tła opiszemy wzorem Faradaya:

 Γ ∆x xB xFaraday V=  (434)

Do wzoru (434) podstawimy (426), następnie (428), otrzymując w układzie kie-
runków optycznie czynnych ( , , ),( ) ( ) ( )1 2 3x x x  dla sx = 1, poszukiwaną zależność:
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 Γ ∆x
o

xn
a C C C xFaraday = + + + 

π
λ

µ µ µµ µ µ( ) ( )1 2 2+ 2
( )

3
( )x x  (435)

Wzór (435) opisuje czysty stan naprężenia momentowego niepochodzący od 
oddziaływań mechanicznych między atomami, wywołany jedynie działaniem ze-
wnętrznego pola magnetycznego. Podobnie, jeżeli pole magnetyczne jest we-
wnętrzne Bspin-orbit, to możemy mówić o naprężeniach momentowych własnych  
w materiałach, w których ruch orbitalny atomów nie jest wygaszony.

Gdy pole magnetyczne zewnętrzne jest jednorodne: B1 = B2 = B3 = B, składowe 
tensora naprężenia momentowego w kierunkach głównych wynoszą: µ1 = µ2 = µ3 = 
= µ, oraz jeżeli materiał nie wykazuje naturalnej dwójłomności obrotowej, a = 0,  
to prześwietlając model w kierunku x, zapiszemy:

 Γ
∆Faraday =

+π
λ

µ
µ µ( )C C x

no

1 23  (436)

Chcąc otrzymać obciążenie mechaniczne równoważące zewnętrzne pole magne-
tyczne, tak aby otrzymać stan  naprężenia momentowego identyczny jak w równa-
niu (436), porównamy wzór (436) i (182) i wobec tego, że µ ≡ mcouple

h  otrzymamy 
poszukiwaną wartość obciążenia dla stanu hydrostatycznego:

 p kT
P

n
C C x

o=
+

3
2 32

1 2ρ
λ

π µ µ( )∆
ΓFaraday  (437)



12.  Siła Lorentza w ośrodku Cosseratów

Ruch precesyjny elektronu w polu oddziaływań mechanicznych (rys. 36) prowa-
dzi do powstania dodatkowego prądu orbitalnego:

 i ecouple couple=
2π

ω  (438)

który łącznie z polem magnetycznym Bcouple wywołuje siłę Lorentza:

 F j B= ×∫ ( )couple couple

V

dV  (439)

gdzie:
jcouple – gęstość prądu orbitalnego,
Bcouple – pole magnetyczne pochodzące od precesji wszystkich elektronów  

w objętości V.

Rys. 36. Powstawanie dodatkowego prądu orbitalnego na skutek oddziaływań momentowych.  
ucouple to prędkość liniowa elektronu w dodatkowym ruchu orbitalnym

Siła Lorentza powoduje wypychanie lub wciąganie elektronu względem orbit 
utworzonych przez ruch precesyjny.



13. Wnioski

Na podstawie opisu teoretycznego w skali atomowej oraz na podstawie wyników 
otrzymanych w spektrometrze EPR [55, 60‒62], można zaproponować interpreta-
cję fizyczną obrotu Cosseratów na poziomie atomowym w postaci precesji orbit 
elektronowych/nukleonowych w polu wywołanym mechaniczną zmianą odległości 
pomiędzy atomami. Precesja taka powstaje w atomie o budowie niesymetrycznej 
ze względu na obsadzenie elektronów/nukleonów na powłokach. Jako miarę obrotu 
Cosseratów proponuje się kąt precesji. 

Precesja powłok elektronowych/nukleonowych wywołana jest oddziaływaniem 
momentowym w miejscu chwilowego położenia elektronu/nukleonu. Oddziaływa-
nie momentowe całego atomu jest sumą takich oddziaływań pochodzących od elek-
tronów walencyjnych i nukleonów w ilości różnej od liczb magicznych. 

Model powstawania obrotu Cosseratów w skali makroskopowej będzie inny ze 
względu na to, że wektory momentu pędu bilionów atomów wypełniających obję-
tość makroskopową zorientowane są w przestrzeni w sposób całkowicie nieupo-
rządkowany i sumaryczny makroskopowy moment pędu układu nieobciążonego 
jest równy zero. Makroskopowy moment pędu, jako suma statystyczna momentów 
pędu zbioru atomów, z chwilą przyłożenia obciążenia rośnie od zera do wartości 
odpowiadającej nowemu stanowi równowagi, kiedy energia układu osiągnie wartość 
minimalną. Obrót makroskopowego wektora momentu pędu na skutek oddziaływań 
mechanicznych nazwano w pracy polaryzacją mechaniczną.

W wyniku opisu makroskopowych własności ośrodka Cosseratów na poziomie 
elektronowym, zależności kwantowych i rozkładu Boltzmanna, populację atomów  
w polu oddziaływań mechanicznych można przedstawić w funkcji mechanicznej 
liczby kwantowej i wyznaczając statystyczne formuły na oddziaływania momento-
we, moment pędu precesji oraz cosinus kąta precesji i porównując otrzymane wyra-
żenia z analogicznymi wielkościami stosowanymi w teorii niesymetrycznej spręży-
stości, otrzymujemy poszukiwaną interpretację fizyczną teorii Cosseratów. 

Na podstawie kwantowych własności ośrodka Cosseratów można opisać zjawi-
sko optyczne w postaci obrotowej (chiralnej) dwójłomności wymuszonej. W wyni-
ku opisu kwantowego spinu elektronu otrzymujemy zaburzenie w polu mechanicz-
nym w postaci dwóch wartości prędkości kątowej precesji elektronu, co powoduje,  
że światło przechodzące przez ośrodek Cosseratów ulega rozdzieleniu na dwie fa- 
le spolaryzowane kołowo jedną prawo- i drugą lewoskrętnie. Fale te przechodzą 
przez ośrodek z różnymi prędkościami proporcjonalnie do naprężeń momentowych  
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i w wyniku interferencji otrzymujemy skręcenie azymutu polaryzacji jako miarę  
naprężenia momentowego. Model taki może być podstawą do pomiaru kontynual- 
nego naprężenia momentowego metodą elastooptyczną.

W pracy rozpatrywana jest molekuła jednoatomowa i precesja takiej molekuły 
będzie decydować o obrotach Cosseratów. 

Dla molekuły zbudowanej z wielu atomów precesja atomu będzie uzupełnieniem 
obrotów wynikających ze zmiany kątów (oraz inwersji) wiązań.



14.  Kierunki dalszych badań

Kierunki dalszych badań będą obejmować przede wszystkim dalsze prace do-
świadczalne, których celem będzie potwierdzenie słuszności zaprezentowanego 
sposobu analizy ośrodka Cosseratów. W badaniach elastooptycznych należy po-
twierdzić występowanie skręcenia azymutu polaryzacji pochodzące od naprężeń 
momentowych. Pomiar skręcenia azymutu polaryzacji należy wykonać na modelu, 
w którym siłowe naprężenia quasi-główne (w elastooptyce nazywane naprężenia-
mi optycznie czynnymi) w płaszczyźnie prostopadłej do kierunku przebiegu światła 
są sobie równe. W efekcie przewidywany wynik doświadczenia będzie pochodził 
głównie od naprężeń momentowych. Model elastooptyczny spełniający takie kry-
terium to walec wykonany z materiału wykazującego dwójłomność wymuszoną, 
obciążony siłą rozciągającą (lub ściskającą) wzdłuż osi oraz prześwietlany wzdłuż 
osi światłem spolaryzowanym liniowo. Obserwacje przewidywanego skręcenia azy-
mutu polaryzacji będą mogły być dokonywane zarówno w świetle przechodzącym, 
jak i rozproszonym. Zastosowanie elastooptycznej metody „zamrażania naprężeń” 
pozwoli uniknąć obecności układu obciążającego na stanowisku pomiarowym.

Prace doświadczalne w skali atomowej to przede wszystkim pomiary w spek-
trometrze EPR i NMR, które dowiodą udziału precesji elektronów/nukleonów  
w powstawaniu naprężenia momentowego.

Z punktu widzenia niniejszej pracy rozwój dynamiki molekularnej to anali-
za układu atomów w postaci kulek wyposażonych w wektory momentu pędu, co  
w pierwszej kolejności wiąże się z badaniami nad potencjałem pochodzącym od 
precesji atomu.

Prace teoretyczne będą dotyczyć opisu efektów mikropolarnych wg współcze-
snych metod mechaniki kwantowej z zastosowaniem wspomnianych modeli ato-
mu Schrödingera, Hartreego-Focka czy też Kohna-Shama oraz wg teorii pasmowej 
układu elektronowego ciał stałych.

Analiza zjawisk magnetycznych towarzyszących powstawaniu naprężenia mo-
mentowego będzie polegała na rozszerzeniu tego opisu o materiały dielektryczne 
oraz ferromagnetyki.

Kierunki dalszych badań mogą obejmować również prace, w których opisywa- 
na byłaby precesja orbit elektronowych/nukleonowych w polu wywołanym termo-
sprężystymi zmianami odległości międzyatomowych.

W mechanice pękania można rozpatrywać wpływ precesji orbit elektronowych 
na dnie szczeliny na pękanie materiału.
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Przyszłe prace można podjąć również w kierunku opisu zaproponowanych tzw. 
czystych naprężeń momentowych, w których obroty mikropolarne otrzymuje się 
(bez przemieszczeń atomów) w polu magnetycznym.
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S t r e s z c z e n i e

W niniejszej pracy opisano atomy o budowie niesymetrycznej w warunkach 
obciążenia mechanicznego. Analizę przeprowadzono na podstawie mechaniki kla-
sycznej oraz kwantowej. Otrzymane nanoparametry przeniesiono do skali makro 
posługując się statystyką Boltzmanna i porównano z wielkościami znanymi w teorii 
sprężystości Cosseratów. W podobny sposób opisano własności magnetosprężyste 
Cosseratów. Na podstawie opisu klasycznego zapisano fizyczne zależności dyna-
miki molekularnej Cosseratów. Analiza kwantowa posłużyła do interpretacji widm 
rezonansowych EPR. Rozwiązania mechaniki kwantowej stanowiły również podsta-
wę opisu własności optycznych Cosseratów w postaci obrotowej (chiralnej) dwój-
łomności wymuszonej. Podano sposób wyznaczenia składowych niesymetrycznego 
tensora naprężenia momentowego metodą elastooptyczną. Przedstawiono analogię 
do zjawiska Faradaya i efektu Villariego oraz opisano siłę Lorentza atomu z oddzia-
ływaniami momentowymi.

ANALYSIS OF THE COSSERAT MEDIUM ON THE BASIS 
OF THE ATOMIC STRUCTURE OF MATTER

S u m m a r y

The atoms about nonsymmetrical structure under the action of the mechanical 
load are described in this work. The analysis is carried out on the basis of the classical 
mechanics and quantum mechanics. Obtained nano-parameters are transformed to 
macroscopic scale with apply Boltzmann statistic and are compared with parameters 
of the Cosserat elasticity. On the basis of the classical description physical 
dependences of the Cosserat molecular dynamics are written. Quantum analysis is 
adopted to interpretation of the EPR spectrum. Solution of the quantum mechanics 
make basis to description of the Cosserat optical properties in the form of the gyro- 
-birefringence. The method of determine of  components of the nonsymmetrical 
couple stress tensor is presented. Analogy to the Faraday phenomena and Villary 
effect is shown and Lorentz force of the atom with couple action is described.
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ANALYSE DU MILIEU DE COSSERAT SUR LA BASE 
DE LA STRUCTURE ATOMIQUE DE LA MATIÈRE

A b r é g é

Dans ce travail on décrit la structure non symétrique des atomes sous l’effet d’une 
charge mécanique. L’analyse a été menée sur la base des mécaniques quantique et 
classique. Les nano-paramètres obtenus ont été transformés dans l’échelle continue 
en utilisant la technique statistique de Boltzmann et comparés avec les paramètres de 
la théorie d’élasticité de Cosserat. De manière similaire on a traité des caractéristiques 
élasto-magnétiques de Cosserat.

Sur la base de la description classique on a décrit les dépendances physiques de la 
dynamique moléculaire de Cosserat. L’analyse quantique a servie à l’interprétation 
du spectre de résonance EPR. Les solutions de la mécanique quantique ont aussi 
servies de base à la description des caractéristiques optiques de Cosserat sous  
la forme de gyro-biréfringence. On donne la description des composantes du tenseur 
des efforts de torsion non symétrique par la méthode photo-élastique. On présente 
une analogie avec l’effet de Faraday et l’effet de Villari et on décrit la force de 
Lorentz dans l’atome sous l’influence d’un couple. 


