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Vorwort.
Zur Einführung des Werkes, dessen ersten Teil ich hiermit vor

lege, bedarf es nur weniger Worte. Bei der einige Jahre zurückliegen
den Abfassung des Referates „Elliptische Funktionen" für den zweiten 
Band der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften habe ich 
es als eine reizvolle Aufgabe empfunden, die Grundsätze, nach welchen 
ich den vierten und fünften Abschnitt des Referates („Grundlagen der 
Theorie der elliptischen Funktionen nach neueren Anschauungen" und 
„Addition, Multiplikation, Division und allgemeine Transformation der 
elliptischen Funktionen") entwickelt habe, bei einer umfassenden Lehr
buchdarstellung der Theorie der elliptischen Funktionen zu verwerten. 
Als die beiden wichtigsten Gesichtspunkte erscheinen mir hierbei erstens 
die starke Hervorhebung der algebraischen Grundlage, zweitens die Ein
ordnung des Ganzen in die Stufentheorie von F. Klein. Es hat, wie 
ich nicht zweifele, lange die allgemeine Anerkennung gefunden, daß 
die Stufentheorie die richtige Grundlage abgibt, um die verschiedenen, 
zunächst scheinbar auseinanderliegenden Darstellungsformen der Theorie 
der elliptischen Funktionen in organischen Zusammenhang zu bringen. 
So nimmt denn auch das vortreffliche, der ersten Einführung dienende 
Buch von H. Burkhardt auf die Stufentheorie Rücksicht; und wenn 
unsere großen Werke über elliptische Funktionen dieses noch nicht 
tun, so darf man dabei nicht vergessen, daß die Entstehungszeit der
selben mehr als zwei Jahrzehnte zurückliegt.

Daß ich, was die Methode der Darstellung, die Verwertung der In
variantentheorie, der Gruppentheorie, der geometrischen Anschauung 
usw. angeht, den Grundsätzen getreu geblieben bin, welche ich mir in 
einem mehr als 30-jährigen engen wissenschaftlichen Verkehr mit meinem 
Lehrer und Freunde F. Klein zu eigen gemacht habe, darf ich als 
selbstverständlich ansehen. Wenn die gemeinsame Tätigkeit zunächst 
den höheren Gebieten der Modulfunktionen und der automorphen Funk
tionen zustrebte, so blieb eben dadurch in dem elementareren Gebiete 
der elliptischen Funktionen noch eine Arbeit zu leisten, die mir nicht 
unwichtig erscheint. Wenn diese Arbeit nun auch in eine Zeit fällt, 
wo die Funktionentheorie in schnell vorwärts eilender Forschung sich 
mit weit allgemeineren Problemen beschäftigt und unter der mächtigen 
Einwirkung der Mengenlehre ein neues Gewand anzulegen im Begriffe 
steht, so darf doch gesagt werden, daß die elliptischen Funktionen zum 
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klassischen Bestände unserer Wissenschaft gehören, dem das Interesse 
nie versagt werden wird, daß ferner die elliptischen Funktionen für 
die Anwendungen eine Bedeutung besitzen, die wenigstens von Seiten 
dieser Anwendungen auch heute noch keineswegs in vollem Maße ge
würdigt wird.

Der vorliegende erste Teil des Werkes bringt die funktionentheo
retischen und analytischen Grundlagen, indem er die Theorie der ellip
tischen Funktionen erster und zweiter Stufe entwickelt. Die übrigen 
Teile des Werkes sollen so angelegt werden, daß jeder Teil für sich 
ein tunlichst selbständiges Bild seines Gegenstandes entwickelt. Der 
zweite Teil wird den algebraischen und arithmetischen Ausführungen 
gewidmet sein, der dritte den geometrischen und mechanischen An
wendungen. Auf diesen dritten Teil ist meine Hoffnung besonders ge
richtet; möchte er dazu beitragen, die bekannten vielseitigen Be
ziehungen unserer Theorie zu Problemen der Geometrie und Mechanik 
bis in die numerischen Einzelaufgaben hinein lebhaft und frucht
bringend zu gestalten.

Für die mühevolle und sorgfältige Durchsicht der Korrekturbogen 
danke ich Fräulein Dr. phil. H. Petersen, hier, aufrichtig. Besonderen 
Dank aber schulde ich der Verlagsbuchhandlung, daß sie trotz aller 
Schwierigkeiten der Zeit den Druck des vorliegenden Bandes ohne er
hebliche Verzögerung durchgeführt hat.

Braunschweig, den 26. Oktober 1915.
Robert Fricke.
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Einleitung.
Zusammenstellung von Sätzen über analytische 

Funktionen.
In der nachfolgenden Einleitung sollen einige Definitionen und 

Sätze über analytische Funktionen zusammengestellt werden, und zwar 
in derjenigen vielfach beschränkten Gestalt, in welcher dieselben inner
halb der Theorie der elliptischen Funktionen zur Benutzung kommen. 
Auf die Beweise der Sätze kann hier zumeist nicht ausführlich einge
gangen werden; es ist in dieser Hinsicht vielmehr auf die Spezial werke 
über die Theorie der analytischen Funktionen zu verweisen.1)

1) Wir beziehen uns vornehmlich auf W. F. Osgood, „Lehrbuch der Funk
tionentheorie“, Erster Band, Zweite Auflage (Leipzig und Berlin, 1912); dieses 
Werk soll kurz durch Angabe des Autors zitiert werden.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 1

§ 1. Begriff der analytischen Funktion einer komplexen Variabein.
Die komplexe Variabele g = x — iy soll alle endlichen komplexen 

Werte annehmen können und zunächst auf diese beschränkt sein. Die 
Zahlenebene oder „z-Ebene11, durch deren Punkte man die Werte von z 
versinnlicht, stellt demnach nur erst den Inbegriff aller ihrer „im End
lichen gelegenen" Punkte dar.

Unter einer „Umgebung“ des Punktes 2.=Xo- iyQ der g-Ebene 
verstehen wir zweckmäßig alle Punkte z, für welche ■ z — Zo<h zu- 
trifft; dabei soll h als eine der Bedingung h>0 genügende endliche 
reelle Zahl zweckmäßig gewählt sein. Wir fassen also der leichten An
schaulichkeit halber die Umgebung des Punktes z = zQ in der g-Ebene 
als Inbegriff aller inneren Punkte der Kreisfläche vom Radius h um den 
Punkt Zq. Die Aussage, daß irgendein Satz in „der“ Umgebung von 
z = zü gelte, läuft darauf hinaus, daß sich eine Zahl h angeben läßt, 
für deren zugehörige Umgebung des Punktes zQ der Satz richtig ist.

In einer Umgebung von z0 sei jedem Werte z eindeutig ein be
stimmter endlicher komplexer Wert w = u iv zugeordnet; diese Zu
ordnung werde durch das Symbol w = f(z) bezeichnet und w eine 
„Funktion“ von z genannt. Sind z und g—2g zwei verschiedene 
Punkte jener Umgebung, so hat 
(1) + — f^z)

/ Az
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einen zugehörigen bestimmten endlichen Wert. Man ändere jetzt bei 
festgehaltenem g den Wert 21g in irgendeiner Weise entsprechend der 
Vorschrift lim22=0, jedoch natürlich so, daß g—2z dauernd der 
Umgebung von Zo angehört. Zeigt sich, daß die entsprechenden Werte (1) 
unabhängig von der besonderen Art, in der der vorgeschriebene Grenz- 
Übergang vollzogen wird, einen bestimmten endlichen, allein von g ab
hängigen Grenzwert besitzen, so bezeichnen wir denselben durch 
und nennen ihn die „Ableitung^ von f(g) im Punkte wir sagen auch, 
die Funktion habe im Funkte g eine Ableitung.

Man sagt: Die Funktion f(z) verhält sich in der Umgebung von z. 
„analytisch1 oder stellt dortselbst eine „analytische Funktion11 dar, wenn sie 
in jedem Punkte 8 dieser Umgebung eine Ableitung besitzt. 1) Ist f(P) in 
der Umgebung von 20 analytisch, so kann man aus der Existenz der 
Ableitung f‘(g) zeigen2), daß f‘(g) in jedem Punkte jener Umgebung 
stetig ist. Die Stetigkeit der Ableitung braucht demnach nicht als 
ein Merkmal in den „Begrif" der analytischen Funktion aufge
nommen zu werden. Die Stetigkeit von selbst in einem Punkte g 
ist eine unmittelbare Folge der Existenz der Ableitung in diesem Punkte.

Der reelle Bestandteil u und der vom Faktor i befreite imaginäre 
Bestandteil v der analytischen Funktion:

w = u — iv = = f(^x + iy)

sind in der Umgebung von Zo eindeutige reelle Funktionen der reellen 
Variabein x und y. Berechnet man für einen einzelnen zugehörigen 
Punkt g den eindeutig bestimmten Wert f\F) erstlich, indem man sich 
dem Punkte g in Richtung der x-Achse annähert, zweitens dadurch, 
daß man die Annäherung in Richtung der y-Achse vollzieht, so ge
winnt man für ein und denselben Wert f\P) die beiden Darstellungen: 

,,n d(u—iv)  @u , .
' " dx x dxJ

/ N_  (u—iv) _ 1 du Sv
' M) i•Sy i Sy ‘ dy

Durch Vergleich der rechten Seiten folgt: Die reellen Funktionen u(x,y) 
und v^x,y) befriedigen die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung: 
/9, du  dv dv d_u
-) dx dy ’ dx cy’

1) Die Benennung ..analytisch“ hat Weierstraß im Anschluß an Lagrange 
eingeführt. Die oben gewählte Begriffserklärung der analytischen Funktionen hat 
Riemann in Übereinstimmung mit den Anschauungen Cauchys an die Spitze 
gestellt; s. Riemann, „Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funktionen 
einer veränderlichen komplexen Größe“, Gesammelte mathematische Werke (Leipzig, 
1876), S. 3ff.

2) Osgood, S. 225 und 349.
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welche als die ,, Cauchy-Biemannschen Differentialgleichungen11' bezeichnet 
werdend)

Eine zwei Punkte der z-Ebene verbindende, in dieser Ebene ge
legene Linie soll ein „reguläres KurvenstücB1, 2 heißen, wenn sie sich selbst 
nicht schneidet, nirgends eine Spitze aufweist, dagegen überall (unter 
Einschluß der Endpunkte) eine bestimmte Tangente hat, die sich längs 
der Kurve nirgends unstetig ändert. In vielen Fällen reicht man da
mit aus, als solche Kurvenstücke gerade Strecken oder Kreisbogen zu 
benutzen. Eine „reguläre Kurvea der g-Ebene soll eine solche Kurve 
sein, die aus endlich vielen regulären Stücken zusammengesetzt ist: man 
darf annehmen, daß benachbarte Kurvenstücke in ihrem gemeinsamen 
Endpunkte unter einem von rt, verschiedenen Winkel Zusammenstößen, 
da sie anderenfalls nur ein Kurvenstück bilden würden.

1) Betreffs des früheren Auftretens dieser Gleichungen s. Osgood, S. 226.
2) Der Bereich heißt deshalb „nichtabgeschlossen“; auch die „Umgebung“ 

eines Punktes z. war oben als „nichtabgeschlossener“ Bereich erklärt.

Unter T, wollen wir einen zusammenhängenden, im Endlichen ge
legenen „Bereich“ der g-Ebene verstehen, dessen Rand aus n getrennt 
verlaufenden, geschlossenen regulären Kurven besteht; hierbei ist n 
irgendeine endliche positive ganze Zahl. Die Randpunkte selber sollen 
dem Bereiche T, nicht angehören.2) Der Bereich T, heißt „n-fach zu
sammenhängend“] durch geeignet gewählte (n — 1) Querschnitte Q., 
Qa, • • Qn-i kann er in einen einfach-zusammenhängenden Bereich 
T, verwandelt werden. Jeder dieser Querschnitte verbindet zwei Rand
punkte von T, und darf selbst als reguläre Kurve gewählt werden; 
die Punkte der Querschnitte sind Randpunkte von T‘ und gehören also 
nicht mehr diesem Bereiche zu (vgl. Fig. 1, in der n = 3 ist). Ist es 
nicht nötig, die Zahl n hervorzuheben, so 
sprechen wir kurz von einem Bereiche T.

Da jeder Punkt des Bereiches T ein 
innerer Punkt desselben ist, so läßt sich 
um denselben ein Bereich eingrenzen, der 
durchweg aus Punkten von T besteht. Ist 
jetzt im Bereiche T eine eindeutige und 
daselbst überall endliche Funktion w = ffz) 
erklärt, so sagen wir, sie verhalte sich im
Bereiche überall analytisch, falls sie in der Umgebung jeder Stelle von T 
eine analytische Funktion darstellt. Sie wird in jedem Punkte z von T 
stetig sein und daselbst eine bestimmte endliche und gl eich falls stetige 
Ableitung besitzen.

1*
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So ist z. B. eine rationale ganze Funktion f(z) in jedem Bereiche 
T analytisch, und dasselbe gilt z. B. von den Funktionen ez, sing, cosg. 
Dagegen wird sich eine gebrochene rationale Funktion in allen den
jenigen etwa in T, gelegenen Stellen nicht mehr analytisch verhalten, 
wo sie unendlich wird. Ist m die Anzahl dieser Stellen, so wolle 
man in T, um diese Punkte als Mittelpunkte m so klein gewählte 
Kreise beschreiben, daß diese Kreise weder miteinander noch mit 
dem Rande von T, kollidieren. Nimmt man die Flächen dieser Kreise 
vom Bereiche T, fort und bereichert man daraufhin den Rand um 
jene m Peripherieen, so wird f(z) in dem damit gewonnenen Bereiche 
Tm+, wieder allenthalben analytisch sein.

§ 2. Von den Integralen der analytischen Funktionen.
Im Bereiche T,, in welchem f(z) als eindeutige analytische Funktion 

erklärt ist, ziehen wir von einem festen Punkte go nach einem Punkte g 
eine reguläre Kurve. Längs dieser Kurve erstrecken wir das Integral:

z

(1) Jf(s)ag,
20

wobei wir zur Unterscheidung von der oberen Grenze g die Integrations- 
variabele mit S bezeichnen. Dieses Integral hat einen bestimmten endlichen 
Wert1), der einen Zeichenwechsel erfährt, wenn man über die vorgeschrie
bene Kurve in umgekehrter Richtung, also von g nach go, integriert.

1) Osgood, S. 277 ff. 2) Osgood, S. 129 ff. und S. 284.
3) S. dessen Abhandlung „Sur la definition generale des fonctions analytiques 

d’apres Cauchy“, Amer. Math. Soc. Transact, B. 1, S. 14 (1900); übrigens s. auch 
Osgood, S. 349.

Gilt weiter zunächst n und ist im einfach zusammenhängen
den Bereiche T. eine geschlossene reguläre Kurve C gezeichnet, so 
wollen wir unter den beiden Richtungen, in denen wir diese Kurve 
durchlaufen können, eine beliebig, aber fest wählen. Das in der ge
wählten Richtung über C erstreckte Integral der analytischen Funktion 
f(z) werde mit:

(2)
(C)

bezeichnet. Alsdann gilt der „Cauchysche Integralsatz“: Das über die 
geschlossene Kurve C erstreckte Integral (2) der analytischen Funktion 
hat den Wert 0. Dieser für die ganze Theorie der analytischen Funk
tionen grundlegende Satz wird gewöhnlich in der Art bewiesen, daß 
man die Stetigkeit der Ableitung f(z) beim Beweise benutzt.2) Indessen 
hat E. Goursat3) ein Beweisverfahren ausgebildet, das ohne die Stetig
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keit von f‘(z) arbeitet. Es wurde dieserhalb auch oben die Stetigkeit 
der Ableitung f‘(z) nicht in die Begriffserklärung einer analytischen 
Funktion aufgenommen.

Indem wir ein für allemal daran festhalten, nur reguläre Kurven 
als Integrationsbahnen zu benutzen, folgt aus dem Cauchyschen Satze: 
Im einfach zusammenhängenden Bereiche T, ist der Wert des Integrals 
(1) unabhängig von der zwischen z^ und z gewählten Bahn, so daß das 
Integral (1) l)ei festgehaltener unteren Grenze z^ eine „eindeutige11 Funk
tion F{z) der oberen Grenze ist:

(3)
20

Sind nämlich zwischen Zo und z, wie in Fig. 2, zwei Bahnen Cr und 
gewählt, so wird, wenn wir an die in der vorgeschriebenen Pfeilrichtung 
durchlaufene Kurve C die entgegen der Pfeil- e
richtung beschriebene Kurve C2 anfügen, da- /\
durch eine geschlossene Kurve C gewonnen.A \ 
Durch Zerlegung des über diese Kurve C er- 4 
streckten Integrals, das infolge des Cauchy- /_) 
sehen Integralsatzes den Wert 0 hat, in die Li 
beiden auf C. und auf die dem Pfeil entgegen zo Eig- 2 
durchlaufene Kurve C2 bezogenen Summanden ergibt sich, indem wir 
neuerdings im zweiten Summanden die ursprüngliche Integrationsrichtung 
wieder herstellen, der ausgesprochene Satz.

Der Cauchysche Integralsatz kommt unten gewöhnlich in einer 
etwas allgemeineren Fassung zur Verwendung. In einem vorgelegten 
Bereiche T, denken wir einen durch m reguläre Kurven C, C, Cm 
berandeten Teilbereich Tm gelegen. Es wird alsdann f(z) nicht nur in 
Tm, sondern auch noch in jedem Randpunkte von Tm analytisch sein. 
Durch Hinzufügung von (m — 1) Querschnitten verwandeln wir Tm in 
einen T von einfachem Zusammenhang., Für eine geschlossene Kurve 
C dieses T1‘ gilt der Cauchysche Integralsatz. Im vorliegenden Falle 
dürfen wir als eine solche Kurve C 
aber auch den gesamten Rand von 
T1‘ benutzen, der sich aus den m 
Kurven Ct, C2,.Cm und jeweils den 
beiden „Ufern“ der Querschnitte Qx, 
Q^, zusammensetzt. Als
„positiven Umlaufssinn“ sehen wir, 
wie bei berandetenBereichen allge
mein üblich ist, den in Fig. 3 durch
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Pfeile angedeuteten an, bei welchem also die Fläche des Bereiches T,‘ zur 
linken Hand gelegen ist Hierbei werden die beiden Ufer des einzelnen 
Querschnittes in entgegengesetztem Sinne zu durchlaufen sein. Zerlegen wir 
also das über den Gesamtrand C von T,‘ genommene Integral in die ein
zelnen Summanden, welche sich auf die genannten Bestandteile von C be
ziehen, so werden je die beiden Summanden, welche zu den beiden Ufern 
des einzelnen Querschnitts gehören, sich als entgegengesetzt gleich auf
heben. Es restieren also nur die auf die m Kurven C., C, . . ., Cm 
bezogenen Summanden. So folgt: Das über den Gesamtrand von T, im 
positiven Umlaufssinne erstreclde Integral hat den Wert 0:m
(4) 2

k=1 (2
Wir kehren zum Bereiche T. und zu der in demselben gewonnenen 

eindeutigen Funktion (3) zurück. In einer ganz dem Bereiche T. an
gehörenden Umgebung von g wähle man einen zweiten Punkt (g—Ag) 
und darf alsdann den Wert F(^ — 21z) als Integral, geführt über die 
in (3) benutzte Bahn vermehrt um die von 2 nach (g—2z) gezogene 
Gerade, darstellen. Die Differenz der beiden Werte F(g — 21z) und 

ist demnach gleich dem Integral, genommen über diese Gerade:
2+4zF(2+22)-F(2)= f f^d^. z

Hieraus folgt vermöge des Integralbegriffs und der Stetigkeit der Funk
tion f{z} im betrachteten Punkte g, daß:

(+)-(), 
d:=o 4”

wie man auch in der Umgebung von g den Grenzübergang lim22==0 
vollzieht, stets gleich dem bestimmten endlichen Werte f{z) ist. Dar
aus folgt: Die im einfach zusammenhängenden Bereiche T, eindeutige 
Funktion F(z), d. h. das Integral der Funktion f(g), betrachtet in seiner 
Abhängigkeit von der oberen Grenze z, ist in T. überall analytisch und hat 
f(z) zur Ableitung.

Zu grundlegenden Sätzen führt der Rückgang auf den anfänglich 
vorgelegten Bereich T, für den Fall, daß n > 1 ist. Wir verwandeln 
T, durch (n — 1) Querschnitte Q1, Q2, . . ., Qn_i in einen T1 von 
einfachem Zusammenhang und wollen dabei, um zwischen einem lin
ken und rechten Ufer des einzelnen Querschnittes Q unterscheiden zu 
können, jeden Querschnitt Q in einer der beiden Arten mit einer durch 
einen Pfeil anzudeutenden Richtung versehen.
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Im Innern von T.‘ ist die durch das Integral (3) bei festgehaltenem 
go gegebene Funktion F(^) eine eindeutige analytische Funktion von g. 
Als neu kommt jedoch hinzu, daß wir die Integration ohne Einbuße 
der bisher gewonnenen Sätze bis zu irgendeinem „inneren" Punkte g 
eines Querschnittes Q heran, sowohl von der linken als von der rech
ten Seite ausdehnen können. Wir wollen einen solchen Punkt g, 
je nachdem er von links oder von rechts her erreicht wird, mit bzw. 
zr bezeichnen. Einer Ergänzung bedarf dabei der Begriff der Umgebung 
eines Punktes zl oder zr. Die Umgebung eines inneren Querschnitt
punktes g wird durch Q in zwei Teile zerlegt, wobei dann der links 
liegende Teil die Umgebung von g, ist, der rechts liegende Teil aber 
die von zr\ die vom Querschnitt Q gelieferten Randpunkte der einzel
nen Umgebung dürfen derselben als zugehörig betrachtet werden. Ent
sprechend wollen wir jetzt auch jeden inneren Querschnittpunkt z zwei
mal, nämlich als g und zr dem Bereiche T1‘ zurechnen.

In dem so ergänzten Bereiche T,‘ ist F(z} eindeutig, wobei jedoch 
selbstverständlich für einen inneren Querschnittpunkt z zwischen den 
beiden Werten F^ und F(z^) zu unterscheiden ist. Hier gilt nun 
als erster Satz: Sind z und z irgend zwei innere Punlite eines und des
selben Querschnittes Q, so gilt:
(5) FM - FM = FM - F^,),

so daß längs Q die Differenz der Funktionswerte in je zwei gegenüber
liegenden „Dferpunktena konstant ist. Offenbar ist nämlich jede der bei
den Differenzen:

F^-F^, FM-FM

darstellbar als das Integral:

genommen längs des zwischen z und z verlaufenden Teiles von Q.
Die längs Q konstante Wertdifferenz (5) werde mit 0 bezeichnet;

ist sie, wie wir einstweilen annehmen 
wollen, nicht gleich 0, so heißt sie eine 
„Periode^ des Integrales j f(S)d$, 
eine Benennung, deren Bedeutung spä
ter ersichtlich werden wird. Wie man 
sich mittels Fig. 4 deutlich machen 
wolle, kann man o als Integral:
(6) 0=ff(s)ag

(P)
darstellen, wo P eine von zt nach zr Fig. 4.
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laufende Kurve ist, welche abgesehen von ihren Endpunkten nur aus 
inneren Punkten von T1‘ besteht. Denken wir 2, und g, unter Fort- 
nähme des Querschnitt Q wieder in einen Punkt g verschmolzen, so 
liefert P eine geschlossene Kurve im ursprünglichen Bereiche T, und 
soll, so gedacht, ein „Periodenweg11 des Bereiches T, heißen.

Der Vergleich der Gleichung (6) mit dem Cauchysehen Integral
satz wird durch folgende Überlegung näher erläutert. Ist C irgend
eine geschlossene Kurve im T,, so wird das längs C erstreckte Inte
gral sich nicht ändern, wenn man die Kurve C im T, einer stetigen 
und ohne Zerreißen vor sich gehenden Gestaltsänderung unterzieht. Es 
ist dies eine einfache Folge des Cauchyschen Integralsatzes. Im T, 
ist jede geschlossene Kurve durch eine Änderung fraglicher Art auf 
einen Punkt zusammenziehbar; der zugehörige Integralwert ist dieser
halb immer 0. Im T, mit n > 1 ist diese Zusammenziehung auf einen 
Punkt keineswegs immer und jedenfalls bei dem obigen Periodenwege 
P nicht möglich. Daher läßt sich über das Integral (6) zunächst nur 
aussagen, daß es irgendeinen endlichen Wert 0 hat.

Die gewonnenen Ergebnisse setzen uns in den Stand, auch für 
n > 1 das Integral (3) mit einer im ursprünglichen (unzerschnittenen) 
T, frei beweglichen oberen Grenze g als Funktion dieses Argumentes 
g zu charakterisieren. Kehren wir noch einmal zum T. zurück und 
gestatten der von 2 ausziehenden Integrationsbahn eine einmalige 
Überschreitung des Querschnitts Q von der rechten zur linken Seite, 
um g demnächst wieder auf T‘ zu beschränken, so gelangen wir 
jetzt in T zu Funktionswerten F1 (^), welche in den einzelnen 
Punkten z zu den bisherigen Werten F(g) in der einfachen Beziehung 
stehen:
(7)

Dabei werden sich die Funktionswerte F^z} auf dem rechten Ufer von 
Q stetig und ohne Unterbrechung des analytischen Charakters an die links
seitigen Werte F(z) anschließen. Die erste Begriffserläuterung einer 
analytischen Funktion knüpften wir zwar oben (am Schlüsse von § 1) 
an eine in T, eindeutige Funktion; es ist aber jetzt sofort verständlich, 
wenn wir (immer unter der Voraussetzung eines von 0 verschiedenen 0) 
sagen, das Integral (3) stelle in T, eine mehrdeutige analytische Funk
tion dar, und es seien F{z) und F^z) zwei verschiedene „Zweigeu dieser 
Funktion.

Die allgemeine Auffassung ist nun unmittelbar gewonnen. Die 
( — 1) gerichteten Querschnitte Q1, Q,, . . ., Q,_1 mögen für unser 
Integral (im T') die konstanten Wertdifferenzen 01, 02, . . ., con_1 lie
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fern. Nach. Analogie von (6) können wir 0, auch als Integralwert für 
einen bestimmten Periodenweg P, erklären:

(8) ai=ff(ßd(.

( i)
Unter den co seien 0., 02, . . w, von 0 verschieden. Ist dann v > O, 
so ist das Integral (3) mit einer in T, frei beweglichen oberen Grenze g 
eine unendlich vieldeutige analytische Funktion, und es wird irgendein 
„Zweigt dieser Funktion durch den zuerst herausgegriffenen Zweig F{z) in 
der Gestalt:

(9) F(z) + m,0, + m2002 +- - - - + m,0,
mittelst ganzer Zahlen1} m darstellbar sein; umgekehrt können wir irgend
ein System solcher Zahlen m wählen und dann immer zu einem Zweige 
(9) unserer Funktion mit diesen m gelangen. Man hat eben nur in T, 
einen von Zo nach z führenden Integrationsweg zu wählen, welcher die 
wieder hinzuzudenkenden Querschnitte Q einzeln in der erforderlichen 
Anzahl von Malen überschreitet.

1) Wenn nichts weiter hinzugesetzt wird, sind hiermit immer irgendwelche 
endlichen positiven oder negativen ganzen Zahlen, unter Einschluß der Zahl 0, 
gemeint.

§ 3. Erklärung analytischer Funktionen durch Potenzreihen.
Eine zweite von Weierstraß in seinen Berliner Vorlesungen be

nutzte Methode der Erklärung analytischer Funktionen ist diejenige 
durch Potenzreihen. Um die Allgemeingültigkeit und Bedeutung dieser 
Erklärungsweise zu erkennen, ist zunächst an die grundlegenden Kon
vergenzsätze der Potenzreihen zu erinnern.

Es sei eine kurz durch das Symbol (g) zu bezeichnende Potenz
reihe :
(1) co+62+(22+(,28+--------+c,2"+4- -
vorgelegt, wobei z eine komplexe Variabele ist und die Co, q, ... end
liche komplexe Konstante bedeuten. Man denke für n > 0 die reell 
und nicht-negativ zu nehmenden Wurzeln Vc, der absoluten Beträge 
der cn gebildet. Gibt es dann nach Auswahl einer beliebig großen po
sitiven Zahl M stets noch ein (und damit unbegrenzt viele) n, so daß: 

(2) V6,1>M
zutrifft, so kann die Reihe (1) für kein von 0 verschiedenes z konver
gent sein. Es ist nämlich in diesem Falle leicht zu sehen, daß nach 
Auswahl eines bestimmten, nicht verschwindenden z in der Reihe (1) 
Glieder nachweisbar sind, welche absolut genommen eine beliebig groß 
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gewählte positive Zahl übersteigen. Das aber steht mit dem Begriffe 
der Konvergenz im Widerspruch.* 1)

 s(g~s)^p>l

1) Siehe hier und weiterhin Osgood, S. 89, 96 ff. und 335 ff.
2) Der Punkt h heißt eine Häufangsstelle der markierten Punkte V cn |, falls 

sich in jeder Umgebung von h mindestens ein Punkt V cn | findet (und damit 
unbegrenzt viele). Der Begriff der Umgebung eines inneren Punktes oder eines 
Endpunktes vom fraglichen Intervall der Zahlenlinie ist dabei in sinngemäßer 
Übertragung der Erklärung der Umgebung eines inneren Punktes oder Rand
punktes vom Bereiche T (vgl. S. 1 und 7) zu geben. Über eine Methode „fort
gesetzter Halbierung von Intervallen“ oder „Einschachtelung immer kleinerer Inter
valle“ zum Beweise der im Texte behaupteten Existenz mindestens einer Häufungs
stelle h sehe man Osgood, S. 16 und 31; wir kommen auf diese Methode unten 
bei anderer Gelegenheit zurück.

Soll demnach Konvergenz vorliegen, so muß eine positive endliche 
Zahl G angegeben werden können, für welche:

(3) 0Ve<G
bei allen n > 0 gilt. Man denke sich die Bildpunkte der Zahlwerte 
V cn I auf der Zahlenlinie markiert, die also sämtlich dem von 0 und Gr 
eingegrenzten Intervall angehören. Diese unendlich vielen Bildpunkte 
werden im genannten Intervalle mindestens eine Häufungsstelle h auf
weisen, die auch mit einem der Endpunkte 0 oder G zusammenfallen 
kann2); es können aber auch mehrere oder unendlich viele Häufungs
stellen der Bildpunkte von V cn | vorliegen. Kann man, was bei end
lich vielen Häufungsstellen stets möglich ist, unter diesen eine angeben, 
die dem Zahlwert nach alle übrigen übertrifft, so nennen wir deren 
Zahlwert g. Ist eine solche Angabe nicht möglich, so gibt es für 
die Häufungsstellen doch eine obere Grenze, die wir alsdami mit g be
zeichnen. In jedem Falle ist g eine bestimmte dem Intervall G^g^G 
angehörende Zahl, welche die folgende Eigenschaft hat: Nach Auswahl 
einer beliebig kleinen von 0 verschiedenen positiven Zahl 8 gibt es nur 
noch endlich viele Indizes n, für welche V cn | > g — e ist, aber stets 
unendlich viele, für welche V cn | > g —- e gilt.

Ist nun zunächst g>O, so ist H = g~1 eine von 0 verschiedene 
endliche positive Zahl. Die Reihe (1) soll alsdann erstlich für ein g 
mit einem absoluten Betrage g>R untersucht werden. Man wähle 
eine positive Zahl s aus dem Intervall:

z>s>R,
so daß g > s-1 folgt. Eine Zahl e der eben genannten Bedeutung wähle 
man so, daß auch noch g — 8 > s-1 und also:
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gilt. Nun gibt es noch eine nicht begrenzte Anzahl von Indizes n (die 
demnach auch nach oben hin nicht unter einer endlichen Grenze bleiben 
können), für welche V c, | >g— 8 ist. Für alle diese gilt:

VIc,l-a>s(g-e) -p, c,g"|>p".
Mithin sind in der Reihe Glieder nachweisbar, die absolut genommen 
jede noch so groß gewählte Zahl übersteigen; die Reihe ist also für 
den gewählten Wert g divergent.

Es sei zweitens Q irgendeine unterhalb R liegende positive Zahl 
und g sei ein beliebiger komplexer Wert, für dessen absoluten Betrag 
nur g<o vorgeschrieben sein soll. Man wähle jetzt eine Zahl r ent
sprechend der Vorschrift:

Q<r<R.
Dann ist g<Zr~r, und man kann eine Zahl & der Art wählen, daß 
auch noch g — 8 < r-1 und also:

r(g +8)=q<1
gilt. Jetzt kann man einen solchen endlichen Index m angeben, daß 
y\ cn \ 9 E für alle n 2 m richtig ist. Also wird für alle diese
Indizes n:

Vcul \^\<r{,g + 

I c,g" I < 9n
zutreffen. Durch Rückgang auf die geometrische Reihe erkennt man, 
daß die Reihe (1) jetzt absolut und demnach auch unbedingt, d. h. un
abhängig von der Anordnung ihrer Glieder konvergiert.

Ist endlich g = 0, so können wir in der vorstehenden Betrachtung 
für Q eine beliebige endliche Zahl wählen und gelangen die Konvergenz 
der Reihe (1) betreffend zu demselben Ergebnis wie soeben.

In dem am Anfang betrachteten Falle, wo also eine endliche Zahl 
g nicht existiert, können wir sagen, es sei g = co. Ist g endlich und 
> 0, so heißt R=g-1 der „KonvergensradiusCi und der um den Null
punkt der g-Ebene beschriebene Kreis des Radius R der „Konvergens- 
kreisa der Reihe P(g).1) Ist endlich g=0, so tritt die ganze z-Ebene 
(vgl. S. 1) an Stelle des Konvergenzkreises und P(z) heißt dann „be
ständig konvergent“.

Um die gewonnenen Ergebnisse formell gleich noch in etwas er-
1) Uber die im Texte gewählte Art der Einführung des Konvergenzkreises 

s. J. Hadamard, „Essai sur l’etude des fonctions donnees par leur developpement 
de Taylor“, Journ. de Math. (4) Bd. 8 (1892).
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weiterter Gestalt zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir an Stelle 
von (1):

(4) Co ++c(z— 2) + - 20)2 + c,(2 - 20)8
indem wir unter Zo irgendeinen fest gewählten Wert verstehen. Dabei 
soll P(— Z0) nicht nur eine symbolische Bezeichnung für die Reihe 
(4) sein, sondern bei einem g, für welches die Reihe (4) konvergiert, 
soll (g—20) zugleich den eindeutig bestimmten endlichen Summen
wert bezeichnen. Verstehen wir unter G,(g — zo) die von der Summe 
der n ersten Glieder dargestellte rationale ganze Funktion (n — 1)ten 
Grades:

(5) G,(z-8o)=Ctez—K)+c(2—2)+r +C-i(2-K)",
so darf man im Falle der Konvergenz für jeden Wert n schreiben:

(6) P(z— 2) - G,(z - 20) + M,(z - 20)
und nennt H,(g—z,) den ,,Tleihenrest‘c. Für ein endliches q > 0 ist 
der „Konvergenzkreis“ jetzt natürlich der Kreis vom Radius R = g~l 
um den Mittelpunkt Zo.

Die oben gewonnenen Ergebnisse liefern nun folgenden Satz: Ist 
g = (x, so ist P (g — go) für kein von go verschiedenes g konvergent. Ist 
g endlich, so sei T für g > 0 ein beliebiger Bereich im „Innern11 des 
Konvergenskreises und für g = 0 irgendein fest gewählter endlicher Be
reich der z-Ebene. Im Bereiche T konvergiert P (g — go) überall, und zwar 
in der Art, daß nach Auswahl einer positiven, von 0 verschiedenen, aber 
beliebig klein wählbaren Zahl ö ein endlicher Index m angebbar ist, so 
daß für alle n^m die Bedingung:

(7) N,(g—8)<
erfüllt ist, gleichgültig welcher besondere Wert z aus T vorliegt. Da näm
lich alle Punkte z von T die Bedingung g<R erfüllen, bzw. da T 
(im Falle g = 0) ein bestimmt gewählter endlicher Bereich sein sollte, 
so läßt sich in jedem Falle eine Zahl q obiger Bedeutung wählen usw. 
Wie hervorgehoben, gelten die gemachten Angaben für alle Punkte z 
in T mit den gleichen Zahlen d und m\ die Reihe N(g—Z.) heißt 
dieserhalb im Bereiche T „gleichmäßig11 konvergent.

Die Summenwerte P(g — zf) stellen eine im Bereiche T erklärte, 
daselbst überall eindeutige und endliche „Funktion“ vor. Diese Funktion 
P(g—80) ist in T aber arich überall stetig, wie aus (6) und (7) hervor
geht. Es ist nämlich &n(z — zß) für jedes bestimmte n stetig, und der 
Absolutwert des Reihenrestes kann für hinreichend groß gewähltes n 
kleiner als d gemacht werden.
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Man denke in T von 2 nach einer beliebigen Stelle g eine regu
läre Kurve C gewählt; dann hat das längs dieser Kurve C erstreckte 
Integral: 

z
(8)

%o
einen bestimmten endlichen Wert1). Zufolge (6) gilt für jedes n:

1) Siehe für das Folgende Osgood, S. 303 ff.

z z zJB(s - 20) =ß8,(5 - zo)dg +ß,(5 - 2o)d;, ZQ Zo 2o
wo die rechts stehenden Integrale wieder längs C zu erstrecken sind. 
Für das erste Glied rechter Hand gilt unabhängig von der ausgewählten 
Kurve C:

zf6,( - ao)ag -6(a- 2.) ++6(-g)2++1 c,-(e - ^o)”
20

Für das zweite Glied gilt, da die Länge der Kurve C endlich ist, mit 
Rücksicht auf (7) folgendes: Hat man eine positive, von 0 verschiedene, 
aber beliebig kleine Zahl n gewählt, so gibt es einen endlichen Index 
m der Art, daß für alle n 2 m:

z
IR,(—2)ag

20
zutrifft. Da nun die unendliche Reihe:

(9) c.(g—2) + 1c(2—2)2 + 1c,(2—2)8 + •••
zufolge des bekannten Gesetzes lim Vn = 1 denselben Konvergenzkreis 

n = 00

besitzt wie die Reihe (4), so folgt aus den vorstehenden Formeln, daß 
der Summenwert der in T gleichmäßig honvergenten Heihe (9) gleich dem 
Integrale (8) ist.

Hiernach ist der Wert des Integrales (8) von der Auswahl der 
Kurve C unabhängig: Das Integral (8) als Summenwert der Deihe (9) 
stellt in T eine überall endliche, eindeutige und stetige Funhtion von g dar. 
Weiter findet man im Anschluß an (8) wie oben (S. 6): Die gewonnene 
Funktion hat im Funkte 2 eine Ableitung, welche gleich P(z — z.) ist.

Man wolle jetzt die Glieder der Reihe (4) einzeln differenzieren 
und die in T wiederum gleichmäßig konvergente Reihe bilden:

(10) B‘(e- 2)=0,+26(--2)+36(-20)24- ,
deren Summenwert, wie angegeben, P‘(g — zo) heiße. Die Anwendung 
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der vorstehenden Überlegung auf die Reihe (10) an Stelle der Reihe (4) 
ergibt sofort: z 

B(2—2)=c+/%(5-2)ag.
20

Somit hat P(z — 80) in jedem Punkte g von T eine Ableitung, näm
lich B‘(g — 20); es ist also P(g— 20) im Sinne der S. 2 gegebenen 
Erklärung in T eine „analytische" Funktion. Indem wir demnach die 
frühere Bezeichnung f{z) an Stelle von P(z—8) aufnehmen, haben 
wir das Ergebnis: Eine Potenzreihe (4) stellt in jedem Bereiche T, der 
im Innern ihres Konvergenzhreises bew. für g = 0 als beliebiger endlicher 
Bereich gewählt ivurde, eine analytische Funktion:

(11) f(a) = c0 + c^ - a0) + c,( - 20)2 +.
dar, die in T differenziert und integriert werden kann, indem man, kurz 
gesagt, Differentiation bzw. Integration an der Beihe (11) „gliedweiseil 
vollzieht; die dabei entspringenden Beihen haben denselben Konvergenz
kreis wie die Beile (11), sind also insbesondere für g = 0 wieder „be
ständig konvergent11.

Aus der letzten Angabe geht hervor, daß auch: 

f W = c, + 2c,(a ~ E0) + 3c(a — 20)2 4-----
und, indem man dieselbe Schluß weise wiederholt, auch: 

 f^^ - n\Cn + 012 Cn^ (e  4)) + Ct2 Cn+2^  6,)" +.
in T für jedes n eine analytische Funktion darstellt, gegeben durch die 
rechts stehende daselbst gleichmäßig konvergente Reihe. Setzen wir 
hier und in (11) speziell z = z0 ein, so folgt:c-f(eo), c,-fw(so); n=1,2,3,-
Es folgt: Ist eine analytische Funktion f(z) in einem Bereiche T durch 
eine daselbst konvergente Beihe (11) darstellbar, so ist diese Beihe not
wendig die Taylor sehe Beihe: 

 (12) re)-K(e)+r(e0"1*+/()“25*+
dieser Funktion. /

§ 4. Die Cauchysche Integralformel und die Cauchy- 
Taylor sehe Reihe.

Die Funktion f(E) sei innerhalb und auf dem Rande C eines ein
fach zusammenhängenden Bereiches T, überall eindeutig und analytisch. 
Man denke jetzt z im Innern von T, irgendwo fest gewählt, während
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demgegenüber $ ein in T, und auf dem Rande von T, variabeler Punkt 
sei. Dann ist der Quotient:

(!) 4
in der Umgebung jedes von g verschiedenen Punktes des Bereiches T, 
und natürlich auch längs des Randes C analytisch1); indessen ist dies 
im Punkte $ = g nicht mehr notwendig der Fall, und insbesondere ist 
der Quotient (1) hier sicher nicht mehr analytisch, wenn f(g) von 0 
verschieden ist, da in diesem Falle dem Quotienten im Punkte g kein 
endlicher Wert zukommt. Zieht man demnach um g als Mittelpunkt 
innerhalb T, eine Kreisperipherie k vom Radius r und nimmt die im 
Innern von 7c liegenden Punkte dem Bereiche T. fort, so restiert ein 
Bereich T2, und es wird der Quotient (1) in T2, unter Einschluß der 
Randkurven C und k überall eindeutig und analytisch sein. Der 
Cauchysche Integralsatz (4) S. 6 ergibt demnach:

f/(,a-/(,a—0.(8) (&)
Längs des Kreises k ist I t — g konstant gleich r, und wir können • I • I 0 7
schreiben: § — 2 = re9i, = i ■ re&id&,

wobei die Integrationsvariabele 9 von 2a bis 0 abzunehmen hat. Kehren 
wir die Integrationsrichtung längs k um, so folgt:2t

Id^ = i Cf{z + re&i) d&,
•J S — * t/(C) 0

'in
(f(). di(f(e + re9i) — dd’ + .e/ S e,(C) 0

Der Wert des rechts stehenden Integrales ist, wie aus der letzten 
Gleichung folgt, unabhängig von r. Da andrerseits r zwar > 0 ist, 
aber „beliebig“ klein gewählt werden kann, und da f($) im Punkte z 
stetig ist, so liegt der Wert jenes Integrales zufolge seiner Bauart, 
absolut genommen, unterhalb einer positiven von 0 verschiedenen, be- 
Hebig klein gewählten Zahl . Das fragliche Integral kann also keinen 
von 0 verschiedenen Wert haben. Für die im Innern und auf dem 
JRande C des Bereiches T. überall eindeutige und analytische Funktion

1) Es ist leicht zu sehen, daß, wenn f(z) und g(z) in der Umgebung einer 
Stelle Zo analytisch sind und p(z.) von 0 verschieden ist, auch der Quotient 
f(g) •0/ in der Umgebung von Zo analytisch ist; vgl. Osgood, S. 225.
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f(z) gilt in jedem inneren Punkte g von T. die „Cauchysche Integral- 
formeV11):
(2) 4 b-e S — ~{C)
wo das Integral im positiven Sinne über den Pand C aussudehnen ist.

Wie aus (2) hervorgeht, ist der Innenwert f(S) unserer Funktion 
durch die längs C stattfindenden Randwerte f($) bereits eindeutig be
stimmt. Wir können sagen: Ist längs des Pandes C eines T, eine stetige 
Folge komplexer Werte gegeben, so gibt es höchstens eine in T,, zenter 
Einschluß des Pandes, eindeutige analytische Funktion welche die 
gegebenen Pandwerte hat.

Es sei jetzt go ein fest gewählter Wert und eine in der Um
gebung von Zo eindeutige analytische Funktion. Nach S. 1 besteht diese 
Umgebung aus den inneren Punkten einer Kreisfläche mit einem Radius 
h > 0 um den Mittelpunkt Zo. Wir nehmen weiter an, daß auch noch 
für alle Punkte der Peripherie K des fraglichen Kreises eindeutig 
und analytisch ist. Es sei z ein beliebig, aber fest gewählter innerer 
Punkt dieses Kreises, während $ ein längs der Peripherie variabeler 
Punkt sei; dann gilt: 

(3) 0<-2=<1,
wo g eine Konstante ist. Es folgt: ÖO

1  1 1  1 N, (z — Zo)‘ ;—z t—z, z—z5—z2\—2,)‘ 
5—2

da die rechts stehende Reihe zufolge (3) konvergent ist.
Die Beträge | f($) ] der längs K zutreffenden Funktions werte f(S) 

haben notwendig eine endliche und bestimmte obere Grenze 21, so daß 
für alle Punkte von K:

I I < M
gilt2). Multiplizieren wir demnach die letzte Gleichung mit f{^), so 
wird die in: 

10,-2(-I.   8 ,, = o (S*o)
1) Osgood, S. 295.
2) Wäre eine solche Grenze nicht vorhanden, so würde man mittelst der in 

der Note S. 10 erwähnten „Methode fortgesetzter Halbierung“ oder „Einschachte
lung kleinerer Intervalle“ (Osgood, S. 16 und 31) zur Existenz mindestens 
einer Stelle . von der Art geführt werden, daß in jeder noch so klein gewählten 
Umgebung von , Beträge | f^~) | vorkommen würden, die eine beliebig groß ge
wählte Zahl übersteigen. Dann aber könnte, da der Annahme gemäß ein be
stimmter endlicher Wert ist, f(^) im Punkte $, nicht stetig und also nicht analy
tisch sein.
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rechts stehende Reihe längs K gleichmäßig konvergent sein; d. h.
wenn wir:

g—2 2( ol‘(-2y+I + N,(S)
schreiben, so wird sich nach Auswahl einer beliebig kleinen, positiven, 
von 0 verschiedenen Zahl d stets ein endlicher Index m angeben lassen, 
so daß für alle Punkte $ von K und für alle Indizes n 2 m:

I »in© |<ö

gilt. Durch Integration der letzten Gleichung längs K folgt: 
n—1 z»di => ((a - 2,),,19d5..) +/m)(X) ’ ‘=0 W 5 ° (K)

mit der für alle n • m zutreffenden Ungleichung:

I G%,(5)d;<2xh.8.
()

Mit Rücksicht auf (2) und unter Benutzung der für alle Indizes n 
gültigen Abkürzung:
(A) 1 f f(©)d;  c

N / 2in. (5—g,)+1 n
ergibt sich: Der Funktionswert f(z) ist der Summemvert der in:

(5) f(a) =6+c(a- e) +6(-2)*+.
rechts stehenden konvergenten Feihe.

Da g im Innern des Kreises K mit dem Radius h > 0 irgendwo 
wählbar war, so ist die Reihe (5) entweder beständig konvergent oder 
sie hat einen von 0 verschiedenen endlichen Konvergenzradius R. Im 
letzteren Falle ist notwendig:

h^B.

Da die Gleichung (5) mit den von g unabhängigen Koeffizienten c für 
jeden Punkt z der Umgebung von 2 gilt, so können wir daselbst die 
Sätze des § 3 auf die Reihe und damit auf die Funktion f(z) in An
wendung bringen. Die Schlußbetrachtung von § 3 zeigt: Die Beihe (5) 
ist identisch mit der Taylor sehen Beihe der Funktion f{z); sie wird mit 
Bücksicht auf die neue Darstellung (4) ihrer Koeffizienten auch die 
„Cauchy-Taylor sehe Beiihe^ der Funktion genannt.

Durch Vergleich der beiderseitigen Darstellung von cn folgt:

/(e)-"1jF,.a(2
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 2
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Unter Zuhilfenahme des C auchysehen Integralsatzes (4) S. 6 und bei 
Fortlassung des unteren Index an go folgern wir leicht die sich an (2) 
anschließende Gleichung:

(6) /"()-21/f2uqdg,(8)
welche unter den Voraussetzungen der Cauchysehen Integralformel (2) 
für jedes n richtig ist.

Als Hauptergebnis ist anzumerken: Eine in der Umgebung von go 
überall eindeutige und analytische Funktion ist ebenda in einer und 
nur einer Weise durch eine nach Potenzen von (g — z.) fortschreitende 
P^eihe P (z — 20) darstellbar, deren Konvergenzkreis jene ganze Umgebung 
in sich enthält. Man kann demnach an Stelle der S. 2 gewählten Er
klärung einer „analytischen“ Funktion auch die folgende treten lassen: 
Eine in der Umgebung von zQ eindeutige Funktion heißt „analytisch11, 
wenn sie sich daselbst durch eine konvergente Potenzreihe P (z — go) dar- 
stellen läßt.1)

1) Man beachte, daß auch hier der Charakter einer Funktion, in der Um
gebung von z analytisch zu sein, nur erst für Funktionen ftz) erklärt ist, die da
selbst eindeutig sind. Eine spätere Ergänzung wird sich auf Punkte Zo beziehen, 
in deren Umgebung f(z) nicht mehr eindeutig ist.

Als weitere Folgerung aus § 3 (S. 14) merken wir an: Eine in der 
Umgebung von z0 eindeutige analytische Funktion f{z) hat für jede end
liche Ordnung n eine eindeutige Ableitung f")(g), die ebenda wieder eine 
analytische Funktion ist.

In der öfter genannten Umgebung legen wir durch z0 ein reguläres 
Kurvenstück Co von nicht verschwindender aber beliebig kleiner Länge. 
Kennt man die Funktionswerte f(z) längs C, so sind damit auch die 
Werte von f\z) längs C eindeutig bestimmt, und also gilt dasselbe 
von den Werten jeder Ableitung f(n\z). Insbesondere sind also mit 
den Werten von f(z) längs C bereits die sämtlichen Koeffizienten der 
Taylor sehen Reihe (12) S. 14 eindeutig bestimmt. Diese Reihe aber 
liefert die Funktionswerte f(z) in der ganzen Umgebung: Eine in der 
Umgebung von z0 überall eindeutige und analytische Funktion f(z) ist da
selbst bereits eindeutig bestimmt, ivenn ihre Werte nur erst längs eines 
durch z0 hindurchziehenden regulären Kurvenstücks CQ mit nicht verschwin
dender, aber beliebig kleiner Länge gegeben sind.

Endlich nennen wir als Folgerung der gewonnenen Ergebnisse noch 
den Satz: Ist in der Umgebung von z0 durch eine Leihe ^(z — z^) mit 
einem endlichen und von 0 verschiedenen Konvergenzradius R eine Funk
tion f(z) gegeben, so kann es in einer Umgebung von z0 mit h>R keine 
daselbst überall eindeutige und analytische Funktion fx(z) geben, die im
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Innern des Konvergenskreises von P(g — 20) mit identisch wäre. Wenn 
wir nämlich für irgendein , dessen Betrag | z | dem Intervall R<z < h 
angehört, die Cauchy-Taylorsche Reihe ansetzen, so erweist sich diese 
als mit % (^—^o) identisch, und also wäre entgegen der Annahme sicher h^H.

§ 5. Die analytische Fortsetzung und die durch dieselbe veran
laßten Ergänzungen der anschaulichen Hilfsmittel.

Der vorletzte Satz von § 4 kann in folgender Weise verallgemei
nert werden: Eine in einem Bereiche T überall eindeutige und analytische 
Funktion f(g) ist im gangen Bereiche bereits fest bestimmt, wenn ihre 
Werte nur erst längs eines im Bereiche gelegenen regulären Kurvenstücks C 
mit nicht verschwindender, aber beliebig kleiner Länge gegeben sind.

Ist nämlich g ein beliebiger innerer Punkt von T, so können wir 
von einem auf C gewählten Ausgangspunkte 2 eine reguläre Kurve C 
nach g ziehen, die nur aus inneren Punkten von T besteht. Für die 
Entfernungen zwischen den Punkten von C und den Randpunkten von T 
wird es demnach eine bestimmte untere Grenze h geben, die > 0 ist. 
Nach dem Konvergenzsatze der Cauchy-Taylorschen Reihe muß also 
für irgendeinen Punkt g‘ von C eine Darstellung von in Gestalt 
einer Reihe B(g—8) gelten, deren Konvergenzradius B 2 h ist.

Man teile nun die Kurve C von Zo beginnend in lauter Bogen
stücke, deren Längen < h, etwa alle gleich 1 h, sind oder doch nicht 
< 1 h sein sollen. Die Teilpunkte, Zo mitgerechnet, seien go,21,2,... 
Da die Länge von C endlich ist, so werden wir nach einer endlichen 
Anzahl, etwa nach m Schritten die Kurve C in der Art erschöpft haben, 
daß der Restbogen von zm bis zum Endpunkte g selbst < h ausfällt. 
Aus den für C vorgezeichneten Funktionswerten stellen wir die für 
die Umgebung von 2 gültige Darstellung = P.(g— go) her. Da 
im Konvergenzkreise von P(g — go) gelegen ist, so sind die Funktions
werte längs eines kleinen durch 8, ziehenden Kurvenstückchens C± durch 
Po(z — gf) eindeutig bestimmt. Damit aber gewinnen wir nach dem 
vorletzten Satze von § 4 die Funktion f(g) in der Umgebung von gv 
eindeutig dargestellt durch eine Reihe P. (g — gf). Im Konvergenz
kreise von .(2 — gf) aber liegt g2, und wir gewinnen durch Wieder
holung der gleichen Überlegung P,(g—22) usw. Die w-malige Aus
übung dieses Verfahrens führt uns zu den kettenförmig zusammen
hängenden (m — 1) Potenzreihen:

(1) B(-—2), B(6-2), %,(a-6),..,
deren letzte den Funktionswert f{g) im gewählten Punkte g in der Tat 
eindeutig festlegt.

2*
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Das beschriebene Verfahren gewinnt dadurch eine weitergehende 
und grundsätzliche Bedeutung, daß wir mit Hilfe desselben die Frage 
behandeln können, ob es möglich ist, die Funktion f(z) unter Wahrung 
ihres analytischen Charakters über den hier zunächst vorliegenden Be
reich T fortzusetzen. Knüpfen wir sogleich an eine beliebige in der Um
gebung von Zo durch P.(g — zo) gegebene Funktion f(g) an, so mögen wir 
von Zo aus nach irgendeinem Punkte g unserer g-Ebene eine Kurve C 
zeichnen. Wir wählen alsdann auf dem im Konvergenzkreise von P.(g — zo) 
verlaufenden Teile von C einen neuen Punkt und bilden wie oben die 
Reihe P.(g — g1). Für diejenigen Innenpunkte des Konvergenzkreises 
von P.(g—g.), die zugleich innere Punkte des Konvergenzkreises von 
B.(z — go) sind, liefert P(g—2) wieder die Funktionswerte 
Ragt indessen der Konvergenzkreis von (2 — g1) über den von P.(g — zo) 
hinaus, so ist in diesem neu hinzukommenden Teile des ersteren Krei
ses bereits eine „analytische Fortsetzung^ der zunächst nur im Konver
genzkreise von P.(g — g0) gegebenen Funktion f{z) gewonnen. Können 
wir nun auf C nach dem gleichen Prinzip weitere Punkte Z,, g,, . . . 
markieren und an P (g — g1) weitere Reihen P, (z — 22), P, (z — 23), . . . 
kettenförmig wie oben aneinander binden, und gelingt es, nach endlich 
vielen Schritten zu einer Reihe Pm(g — gm) zu gelangen, in deren Kon
vergenzkreise der Kurvenendpunkt g liegt, so sagen wir, die zunächst 
nur in der Umgebung von z^ gegebene Funktion f(z} sei längs der Kurve C 
bis zum Punkte z fortsetzbar.1) Dieser Prozeß der „analytischen Fort
setzung11 längs einer Kurve ist dabei, wenn überhaupt, nur in einer 
Weise möglich, wie aus der am Anfang des vorliegenden Paragraphen 
dargelegten Betrachtung einleuchtend ist. Die einzelne Potenzreihe 
P(g — zf), an welche wir den Prozeß anknüpfen, nennen wir ein „Ele- 
ment"der Funktion f(z)\ natürlich würde f{z) ebensowohl vom „Elemente“ 
P.(z—21) oder P,(g — zf) usw. aus herstellbar sein.2)

1) Die Betrachtungen des Textes gelten zwar uneingeschränkt auch in dem 
besonders einfachen Falle, daß P. (z — zo) und dann auch P (z — zf), P, {z — zf),..., 
beständig konvergent sind. Da wir indessen in diesem Falle auch ohne das Prin
zip der analytischen Fortsetzung alles Wesentliche über die Funktion f(z) werden 
aussagen können, so dürfen wir zur Erläuterung der folgenden Sätze an Potenz
reihen mit endlichen Konvergenzradien R anknüpfen.

2) Über das Auftreten des Prinzipes der analytischen Fortsetzung bei Weier
straß, Riemann und anderen Autoren s. „Osgood“ S. 431 und 435.

Um das Prinzip der analytischen Fortsetzung im vollen Umfange 
verwerten zu können, sind die bisherigen geometrischen Vorstellungen 
nach zwei Richtungen zu ergänzen.

Bezeichnen wir mit Ko, Kn ..., Km die Flächen der Konvergenzkreise 
der Reihen (1), so wird f(z) durch die Reihen (1) unmittelbar gegeben 
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sein in einem Bereiche T, den wir erhalten, indem wir jede Kreisfläche 
mit der folgenden längs des gemeinsamen Flächenteiles zusammen
kleben. Der so gewonnene Bereich kann nun sehr wohl noch über sich 
selbst hinübergreifen. Wenn wir z. B. eines der Integrale von § 2 
(S. 4 ff.), die im damaligen Bereiche T analytisch sind, von Zo aus längs 
eines Periodenweges fortsetzen bis zum Punkt &o zurück1), so gelangen 
wir am Schlüsse nicht wieder zu den Anfangswerten der analytischen 
Funktion. Wir werden nun (um zu unserem aus den (m - 1) Kreis
scheiben zusammengeklebten Bereiche T zurückzukehren), sobald dieser 
Bereich sonst noch längs eines Flächenstücks (oder mehrerer) über sich 
selbst hinübergreift, die weitere Verklebung längs dieses Stückes stets, 
aber auch nur dann vornehmen, wenn in den aufeinander liegenden Teilen 
von T gleiche Funktionswerte stattfinden. Die grundsätzliche Erwei
terung besteht also darin, daß wir gemäß der Natur einer „mehrdeutige  ̂
Funktion fortan mit Bereichen T arbeiten wollen, welche sich über 
sich selbst hinüber ziehen dürfen, und solchergestalt irgendwelche Teile der 
z-Ebene mehrfach bedecken. Es ist dann, wie wir sagen wollen, f(z) ob
schon an sich mehrdeutig, doch eine „eindeutige Funktion der Stelle g 
im Bereiche T". Überzieht T etwa die Umgebung von 2 mehrfach, 
so wollen wir die hier übereinanderliegenden Teile von T als verschie
dene „Blätter11 und (im Anschluß an § 2) die in diesen Blättern statt
findenden Funktionswerte als verschiedene „Zweigeli der Funktion f(z) 
unterscheiden.

1) Die zugehörige Periode co gilt als von 0 verschieden.

Die zweite Ergänzung besteht in der Zulassung der Möglichkeit, 
daß das Argument g der Funktion unendlich groß wird. In der g-Ebene 
sei ein Kreis um den Nullpunkt mit dem endlichen und von 0 ver
schiedenen Radius g gezogen. Eine vorgelegte Funktion f(g) sei außer
halb dieses Kreises für alle endlichen g eindeutig und analytisch. Schrei
ben wir:

(2) -1
so erscheinen die gesamten endlichen Punkte g mit z»g umkehrbar 
eindeutig oder kurz „ein-eindeutig" den gesamten Punkten der ^-Ebene 
mit g‘<R=g-1, abgesehen vom Nullpunkte 2= 0, zugeordnet. Nun 
folgt aus der Erklärung des analytischen Charakters leicht, daß die 
Funktion:

f(a)-/() -F()
des Argumentes /, soweit dieselbe überhaupt erklärt ist, auch wiederum 
analytisch ist. Erklärt aber ist f(2) für alle inneren Punkte des Kreises 
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vom Radius R=g-1 um den Nullpunkt g‘=0, abgesehen von diesem 
Nullpunkte selber.

Wir nehmen nun an, daß f(z’) bei Annäherung an den Nullpunkt 
g‘=0 einem endlichen Grenzwerte Co zustrebe, und daß, sofern wir als 
Funktionswert f(0) diesen Wert Co annehmen, f(z’) dadurch auch im 
Nullpunkte zu einer eindeutigen analytischen Funktion werde. Dann 
wird eine Entwicklung gelten:
(3) f(e) =c0+ c,22 + c3/  H------ ,3

1) Die Größe g hat hier für die Koeffizienten der Reihe (4) unmittelbar die 
Bedeutung von S. 10, wobei auch der Fall g = 0 einbegriffen sein darf.

welche entweder beständig konvergent ist oder einen endlichen Konver
genzradius R besitzt, mit dem wir die eben durch R bezeichnete Zahl 
g~x als identisch ansehen können.

Indem wir durch die Transformation (2) zur g-Ebene zurückgehen, 
müssen wir, wenn durch die Hereinnahme des Nullpunktes z‘ = 0 
die Eindeutigkeit zwischen g und g‘ erhalten bleiben soll, der g-JSbene 
als neues dem Punkte s = 0 entsprechendes Element einen einzigen un
endlich fernen Punkt g=o zuerteilen. Sie wird hierdurch im Gegen
sätze zu ihrer ursprünglichen Erklärung (S. 1) zu einem abgeschlosse
nen Gebilde und soll in dieser Gestalt den weiteren Betrachtungen be
ständig zugrunde liegen. Trifft nun die durch (3) zum Ausdruck kommende 
Vorraussetzung betreffs der Funktion f (z') zu, so sagen wir, f(z) sei 
nach dem Punkte 2=0 fortsetzbar und in diesem Punkte analytisch. 
Für die „Umgebung“ des Punktes z = co gilt dann die Darstellung: 

(4) f(e) -6+01+61+61+, 

welche außerhalb des Kreises vom Radius g = um den Nullpunkt 
der g-Ebene als Mittelpunkt konvergent ist.1)

Um den unendlich fernen Punkt der g-Ebene der Anschauung zu
gänglich zu machen, bedient man sich der „stereographischen Projektion“

der g-Ebene auf die Oberfläche 
einer Kugel. Man denke dieg-Ebene 
horizontal und lege im Raume um 
den Nullpunkt jener Ebene eine 
Kugel des Radius 1, wie Fig. 5 
andeutet. Rechtwinklige Raum
koordinaten iq, $ werden so ein
geführt, daß die positive S-Achse 
senkrecht nach oben weist und also 
die ^-Ebenemit der Ebene der Va-
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riabelen g = x — iy zusammenfällt. In dieser Ebene soll dann einfach 5=x, 
n=y gelten, womit die Raumkoordinaten endgültig bestimmt sind. Als 
Projektionszentrum wählen wir den tiefsten Punkt P der Kugel (vgl. Fig. 5) 
und erzielen dadurch in der Tat ein umkehrbar eindeutiges Entsprechen der 
„ganzen“ g-Ebene und der Kugeloberfläche, wobei der Punkt oo der 
Ebene dem tiefsten Punkte P der Kugelfläcke zugeordnet ist.

Es ist leicht, die hergestellte Beziehung durch Formeln auszudrücken. 
Wie eine elementare Betrachtung zeigt, liefert der Punkt (x, y) der 
g-Ebene den durch:

(51 2g___  -__2y  g_1—g*—y*N° 5 1—x2—y2‘ " 1-x2-y2‘ 9 1—x2—y2

gegebenen Punkt der Kugelfläche, und umgekehrt ergibt der Punkt 
(5, n, $) dieser Fläche, für dessen Koordinaten also:
(6) 5+*+g=1

gilt, als zugeordneten Punkt der g-Ebene denjenigen der Koordinaten:
(7) -14, v-1,

so daß der Punkt (5, n, S) der Kugeldberßäche als Träger des komplexen 
Wertes:

erscheint. Man wolle sich insbesondere mit Hilfe von Fig. 5 klarmachen, 
in welcher Weise die reelle g-Achse, die imaginäre g-Achse und der 
„Einheitskreis“ der g-Ebene1) auf der Kugeloberfläche drei zueinander 
orthogonale größte Kugelkreise liefern. So oft es erwünscht ist, die nur 
scheinbare Ausnahmestellung des unendlich fernen Punktes der g-Ebene 
auch anschaulich hinwegzuräumen, werden wir die Kugeloberfläche als 
Trägerin der Werte der komplexen Variabelen g heranziehen und be
zeichnen dieselbe dann kurz als die „z-Kugel11.

Als eine Haupteigenschaft der besprochenen Beziehung notieren 
wir noch, daß die stereographische Projektion eine „konforme“ oder „winkel
treue Abbildzing11 (im Sinne von § 7) der z-Ebene auf die z-Kugel dar- 
steUt}} Endlich nennen wir noch den Satz: Das System aller Kreise der 
z-Ebene, die Geraden als Kreise des Padius co einbegriffen, gehen bei der 
Projektion gerade genau in das System aller Kreise der z-Kugel über. Das 
Abbild des durch die Gleichung:

 A(x2 + y2) + Ex + Gy + D = 0

1) D. h. der Kreis des Radius 1 um den Nullpunkt als Mittelpunkt.
2) Siehe das Nähere bei Osgood, S. 235.
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gegebenen Kreises wird nämlich infolge der Gleichungen (5) ff. auf der 
g-Kugel ausgeschnitten durch die „Ebene“:

+ + + (D + A')^O.

§ 6. Das Feld F einer analytischen Funktion und die singulären 
Punkte derselben.

In der Umgebung einer Stelle go sei mittels eines „Funktionsele
mentes“ P(g— g) eine analytische Funktion f(g) gegeben, welche von 
hieraus fortgesetzt werden soll. Dabei wird folgende Erklärung grund
legend: Die gesamten Stellen g, welche lei dem eingeleiteten Proseß der ana
lytischen Fortsetzung in das Innere irgendeines dabei zur Verwendung 
kommenden Konvergenzkreises hineingezogen werden können, bilden einen 
zusammenhängenden Bereich, den wir als „DeßnitionsbereicK oder „Existenz- 
bereicha der analytischen Funktion f(z) oder auch kurz als das „Feldu^ der
selben benennen und im Anschluß an die letzte Benennung kurz mit F be
zeichnen wollen. Dieser Erklärung zufolge ist f(z) über das Feld F 
hinaus nicht fortsetzbar und existiert in diesem Sinne nur im Felde F.1 2) 
Dabei ist f(z) eine eindeutige Funktion der Stelle z im Felde F, und 
es sind die gesamten Werte der Funktion f^z) im Felde F bereits 
allein durch das Element P(g — Zq) als „definiert“ anzusehen.

1) Diese wenn auch sonst mehrfach gebrauchte Benennung empfiehlt sich, 
weil sie kurz und bezeichnend ist.

2) Jeder Punkt des Feldes F ist der Erklärung gemäß ein „innerer“ Punkt 
desselben. Etwa auftretende Randpunkte (die wir unten betrachten) gelten also 
als nicht zu F gehörig. Doch nehmen wir späterhin gewisse, isoliert liegende 
Randpunkte, für welche ein Grenzwert lim existiert, zum Felde F hinzu.

Man kann sich das Feld F durch Zusammenklebung der bei der 
analytischen Fortsetzung zur Verwendung kommenden Konvergenzkreise 
hergestellt denken. Dabei ist natürlich der etwaigen Mehrdeutigkeit 
der Funktion f{z), wie in § 5 näher erörtert ist, Rechnung zu tragen: 
Sind in der Umgebung irgendeiner Stelle z durch Fortsetzung v ver
schiedene „Zweige“ der Funktion erreichbar, so wird das Feld F diese 
Stelle mit v „Blättern“ überdecken.

Eine erste Folgerung über das Feld F einer Funktion fz) ziehen 
wir aus dem Schlußsätze von § 4 (S. 18). Ist z^ irgendeine Stelle in 
F und gilt für die Darstellung von f(z) daselbst die Reihe P(z—Zo) 
mit dem endlichen Konvergenzradius B, so ist es nach dem genannten 
Satze unmöglich, f^z) über die Peripherie des fraglichen Konvergenz
kreises in der Art fortzusetzen, daß auch noch ein Kreis mit einem 
Radius h>R um den Mittelpunkt z0 vollständig im Felde F läge. Es 
ergibt sich: Auf der Peripherie des Konvergenzkreises jeder zur Dar-
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Stellung von f(/) dienenden Potenzreihe findet sich mindestens eine Stelle^ 
die dem Felde F nicht angehört.

Als zweiten Satz merken wir an: Ist f(z) längs einer sich selbst 
nicht überkreuzenden Kurve C, welche von z0 ausläuft und' dort mündet^ 
fortsetzbar, und gelangt man am Schlüsse nicht wieder zu den Anfangs
werten der Funktion zurück, so wird bei Herstellung des Feldes F in den 
von C umschlossenen Bereich hinein mindestens ein Punld innerhalb C 
existieren, der F nicht angehört.

Der Beweis kann mit Hilfe der S. 10 und 16 (unter dem Texte) 
genannten „Methode der Einschachtelung“ geführt werden. Wir gehen 
hierbei von folgender Erwägung aus. In Fig. 6 sind C± C2 
und C zwei geschlossene Kurven, welche ein zwischen zr / )
und verlaufendes Stück gemein haben. Die Funktion fz) ( c2 ) 
sei von z0 aus über C fortsetzbar und führe am Schlüsse 2) 22
zu den Anfangswerten zurück. Ebenso sei f(z), und zwar ( )
das eben bei zx erreichte „Element“, über C2 fortsetzbar, \a _c 
und auch hier soll die Fortsetzung am Schlüsse zu den z° Kg. 6. 
bei z, schon gewonnenen Funktionswerten zurückführen. Stellen wir nun 
aus Cr und C unter Fortnahme des gemeinsamen Stückes eine neue 
Kurve C3 her, so ist einleuchtend, daß f(z) von g aus auch über diese 
Kurve C3 fortsetzbar ist, und daß die Fortsetzung zu den anfänglichen 
Funktionswerten zurückführt.

Wir überspannen nun den von der Kurve C umschlossenen Be
reich mit einem Quadratnetz (vgl. Fig. 7), indem wir etwa alle in diesen 
Bereich fallenden Geraden der Gleichungen: 

a b
10* 10*

ziehen, unter a und b ganze Zahlen und 
unter A eine hinreichend groß gewählte po
sitive ganze Zahl verstanden. Hierdurch 
wird jener Bereich in endlich viele Teilbe
reiche zerlegt. Wir beginnen jetzt mit dem Fig- 7
am Punkte z0 anliegenden Teilbereiche oder, wenn es deren mehrere gibt, 
mit einem unter ihnen, fügen einen Nachbarbereich hinzu und behan
deln die beiden Randkurven wie die Kurven und C2 von Fig. 6. 
Dem vergrößerten Bereiche fügen wir einen weiteren an usw. Dann 
ist folgendes einleuchtend: Entweder kommen wir im Verlaufe des Pro
zesses zu einem Teilbereiche, über dessen Rand wir f(P) nicht fort
setzen können — und dann ist der behauptete Punkt, der F nicht an
gehört, innerhalb C nachgewiesen —, oder wir müssen zu mindestens 
einem Teilbereiche kommen, bei welchem die Funktion, über den Rand 
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fortgesetzt, sich nicht reproduziert. Wenn nämlich kein solcher Be
reich vorläge, so müßte f(z), auch über C fortgesetzt, der Annahme zu
wider zu den Anfangswerten zurückkehren.

Liegt der zweite Fall vor, so unterziehe man den als existierend 
erkannten Teilbereich einer erneuten Einteilung mittels der in ihm ge
legenen Geraden: a b

“5io4+1‘ V51*+1‘
unter a1 und b wieder ganze Zahlen verstanden. Auf diese neue Ein
teilung wende man die gleiche Überlegung an und setze nötigenfalls 
den Prozeß in derselben Art fort. Entweder kommen wir nach end
lich vielen Schritten zu einer Geraden

. — —Cy— oder —_ —__" 102+’ °" • 10*+’’
auf der mindestens ein nicht zu F gehörender Punkt liegt, oder der 
Prozeß hat kein Ende. Dann gibt es eine und, da die Umfänge der 
ineinander geschachtelten Bereiche die Grenze 0 haben, auch nur eine 
Stelle g1, die in allen der Reihe nach herausgegriffenen Bereichen ge
legen ist. Diese Stelle g. hat die Eigenschaft, daß wir um sie eine 
Kurve von beliebiger Kleinheit (nämlich einen Bereichrand) angeben 
können, die zur Fortsetzung der Funktion f(g) benutzt, nicht zu den 
Anfan gswerten der Funktion zurückführt. Der Punkt g. kann demnach 
nicht innerer Punkt eines bei der Fortsetzung von auftretenden 
Konvergenzkreises sein.

Wir haben jetzt die Randpunkte, welche F haben kann, näher zu 
betrachten. Gilt von einem Punkte s, daß in jeder Umgebung desselben 
Stellen eines gewissen Blattes von F existieren, ohne daß g in diesem 
Blatte selber dem Felde F angehört, so heißt g ein „Handpunkt11 des 
Feldes F und wird ein „singulärer Punht“ der Funktion f(g) genannt.

Es soll erstlich Zo ein isoliert liegender Randpunkt von F sein, 
in dessen Umgebung f(g) übrigens allenthalben eindeutig ist. Bei 
Annäherung an go soll lim f()= co gelten, und zwar in der Art, 
daß es eine bestimmte endliche ganze Zahl m > 0 gibt, für welche: 

lim • (g - 2o)m) = c_m 
2=20

einen von 0 verschiedenen endlichen Wert darstellt. Die Funktion 
f(g) • (z — 0^m, welche in der Umgebung von 20, zunächst von &o selbst 
abgesehen, eindeutig und analytisch ist, möge nun dadurch, daß wir 
ihr im Punkte zo den Wert c_m erteilen, auch im Punkte 2 analy
tisch bleiben und also in der Umgebung von Zo, diesen Punkt nun
mehr eingeschlossen, eine Darstellung gestatten:

f^) • (g - = c_m + C_m + r^ - 20) + c_m^ (2—6)2+...
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Für f(g) selber folgt hieraus die Darstellung:

(1) f()=c-m(a-s)-"+c-m(=-e)-"-1+-+0-1(3-6)-1
+C+c(a—2)+c(2—2)2+

Einen Eandpunkt dieser Art wollen wir hinfort dem Felde F hinzu
fügen, so daß F hierselbst geschlossen erscheint und den Funldionswert oo 
trägt; der singuläre Pivnlct go heißt ein „Fol mter Ordnung“ der Funk
tion f(pf

Da die in Zo analytische Funktion f(z) • (g — zo)m daselbst nicht 
verschwindet, so ist der reziproke Wert von f(z) • (g — zo)m in der Um
gebung von Z eine eindeutige analytische Funktion, die für Zo selbst 
den von 0 verschiedenen Wert c'm = c~^ hat und also eine Entwicklung: 

cn + cn+1(2 - &0) + 4 + 2^ - 20)2 + • • • 

gestattet. Hieraus ergibt sich weiter:

(2) FS) -- zo)" + c-1(e - 2o)"+1 + d-z(- - 2,)"+3 + 
Man sagt nun, eine in der Umgebung von Zo durch die Eeihe P (z — Zo) 
gegebene Funktion habe an der Stelle Z einen „Nullpunkt mter Ordnung“, 
wenn in P(g— go) die m ersten Glieder durch Verschwinden der Koeffi
zienten c0, c, . . ., cm_r ausfallen, aber cm nicht gleich 0 ist. Nach (2) 
liefern somit die reziproken Werte von f(z} eine Funktion, die an der 
Stelle go einen Nullpunkt mter Ordnung hat. Umgekehrt folgt aus einem 
Nullpunkt mter Ordnung einer Funktion an der gleichen Stelle ein Pol 
dieser Ordnung für die reziproken Werte der Funktion.

Die vorstehende Betrachtung bedarf einer nur formalen Ergänzung 
für den Fall, daß go nicht endlich ist, d. h. den Punkt co der g-Ebene 
bedeutet. Mittels der Transformation (2) S. 21 hat man alsdann diesen 
Punkt und seine Umgebung in den Nullpunkt der /-Ebene und 
dessen Umgebung überzuführen. Für / und g an Stelle von 
g und Zo gelten dann die vorstehenden Rechnungen unmittelbar. Will 
man die Variabele g beibehalten, so läuft dies darauf hinaus, daß in 
den Formeln (1) und (2) an Stelle der Potenzen von (z — go) die gleichen 
Potenzen von y auftreten. So wird z. B. die Funktion f(z) im Punkte 

oo einen Pol mter Ordnung haben, wenn daselbst eine Entwicklung: 
(3) f{z) = c_mzm + c_m+1zm-x ++02+6+6+61+ 

mit nicht verschwindendem c_m gilt.
Es soll jetzt zweitens go ein isoliert liegender Randpunkt des 

Feldes F von der Art sein, daß die Fortsetzung von f[z) längs einer 
einmal den Punkt z umlaufenden Kurve nicht zu den Anfangswerten 
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der Funktion zurückführt. Dagegen soll die Fortsetzung längs einer 
Kurve, welche v Male um 2 herumläuft, die ursprüglichen Funktions
werte reproduzieren; dabei sei v eine endliche ganze Zahl, die größer 
als 1 ist, und es soll sich f(z) nicht bereits nach einer geringeren An- 
zahl von Umläufen reproduzieren.

Ein Beispiel einer solchen Funktion ist Vz — Zo; wir schreiben die
selbe, unter Einführung der Polardarstellung g—Z=re9i für die kom
plexen Werte g, in der Gestalt:

(4) g_V-=g_ • .
Das Feld dieser Funktion hat in der Nähe von z die bekannte Gestalt 
einer „v-'blättrigen Windungsfläche11, wie dieselbe für v durch die

Fig. 8.

sammenhängend. Der

Skizze der Fig. 8 dargestellt ist. Die Blätter der 
Windungsfläche gehen ineinander über, wie bei 
einer Schraubenfläche mit verschwindender Gang
höhe; doch dringt das oberste Blatt längs eines 
in 2 mündenden „Ver^weigungsschnittesa durch 
die darunterliegenden Blätter hindurch und führt 
zum untersten Blatte zurück. Für den umlaufen
den Punkt g gilt dabei das oberste Blatt im Ver
zweigungsschnitt als allein mit dem untersten zu- 
Punkt Zo (der einstweilendem Felde noch nicht 

angehört) heißt ein „v-blättriger Verzweigungspunkta.
Grundlegend ist nunmehr, daß die Windungsfläche durch die Trans

formation (4) auf die einblättrige oder, wie wir sagen wollen, „schlichte11
Umgebung des Nullpunktes der z-Ebene übertragen wird. In der Tat 

gilt ja, wenn wir z‘= re&,i schreiben, offenbar 9’= -, so daß ein ein

maliger Umlauf um Zo nur erst ein Wachstum von ff' um „ zur Folge 

hat. Fügen wir dem gewonnenen Abbilde der Windungsfläche jetzt 
auch den Nullpunkt g=0 zu, so erscheint dasselbe hier geschlossen. 
Entsprechend können wir der Windungsfläche selbst den Verzweigungs
punkt zo hinzufügen, in dem alsdann alle v Blätter aneinander haften. 
Die Fläche schließt sich dann im Punkte Zo, der fortan keinen isolierten 
Randpunkt der Windungsfläche mehr abgibt.

Die Windungsfläche ist nun, freilich erst ohne den Verzweigungs
punkt 2 selbst, ein Bestandteil des Feldes F unserer anfänglich vorge
legten Funktion Es ist zu entscheiden, ob wir auch dem Felde F 
den isolierten Randpunkt go zufügen und dasselbe so bei Zo schließen 
dürfen. Wir gehen mittelst der Transformation (4) zur Funktion über:

f(z)=f(z—3")=f(2) 
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und erkennen, daß f (2) in der Umgebung des Nullpunktes z‘ = 0, ab
gesehen zunächst von diesem selbst, eine eindeutige analytische Funktion ist. 
JSat sie im Nullpunkte einen Grenzwert, der auch co sein kann, und wird 
durch Hinzunahme des Grenzwertes als Funktionswert f (0) die Funk
tion f (g) auch im Nullpunkte analytisch bzw. gewinnt sie daselbst einen 
Pol mter Ordnung, so wollen tvir auch den Verzweigungspunkt z0 dem 
Felde F der Funktion f(z) hinzufügen und f^zf) = f (0) als Funktions
wert daselbst festsetzen. Wir nennen in diesem Falle die nun zum Felde F 
gehörige Stelle einen „v-blättrigen Verzweigungspunkt der Funktion f(z)u. 
Somit wird, falls f{z} im Verzweigungspunkte endlich bleibt, in der Um
gebung desselben eine Darstellung:

(5) f(a) = c9 + c^~ 20)’ + c^z - zoy + c3(z - zoy 4------

gelten, die jedoch, sofern ein Pol mter Ordnung in z0 vorliegt, durch die 
folgende zu ersetzen ist: m m — 1 1
(6) M-c^z-zy v+c_m+yz-zy) " ++6+c(6-2)‘+

Hinzuzusetzen ist hier nur noch, daß an Stelle eines endlichen 
Punktes Zo auch der Punkt co der g-Ebene oder g-Kugel treten kann. 
Die einzige Änderung ist dann (wie S. 27) wieder die, daß in den vor
stehenden Potenzentwicklungen z-1 an Stelle von (g — zf) tritt.

Die endlichblättrigen Verzweigungspunkte und die Pole fassen wir 
unter der Benennung der „außerwesentlichil singulären Punkte der Funk
tion f(z) zusammen. Diese Punkte gelten, wie festgesetzt, fortan dem 
Felde F als zugehörig. Das den Stellen von F eindeutig zugeordnete 
System aller Werte von f(z) faßt man alsdann unter dem Namen eines 
„analytischen Gebildes^ zusammen.

Jeder darüber hinaus etwa noch vorkommende singuläre Punkt 
von f(z) (nicht zu F gehörender Randpunkt) heißt ein „wesentlich“ sin
gulärer Punkt. In einem solchen Punkte erteilen wir der Funktion f{p) 
im allgemeinen keinen Wert; doch soll damit keineswegs behauptet 
sein, daß nicht bei speziell gewählten Annäherungen an einen wesent
lich singulären Punkt die Funktion einen bestimmten Grenzwert haben 
könne.

Die bisher bekannt gewordenen analytischen Gebilde haben zu einer 
großen Mannigfaltigkeit verschiedenartiger Gestalten der Felder F hin
geführt. Zahlreiche Beispiele einfacher Art werden wir weiterhin kennen 
lernen. Auch einige nicht mehr elementare Fälle, von denen jedoch nur der 
erste unten wieder auftritt, seien hier beiläufig genannt. Die „ellipti
schen Modulfunktionen“ liefern Beispiele von analytischen Gebilden, bei 
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denen im Einzelfalle das Feld F aus den gesamten Innenpunkten einer scklicli- 
ten (einblättrigen) Kreisfläche besteht. Die Peripherie dieses Kreises selber 
muß also überall dicht von wesentlich singulären Stellen besetzt sein; 
man bezeichnet sie dieserhalb als eine „natürliche Grenze^ der Funktion. 
Die elliptischen Modulfunktionen stellen eine besondere Art eindeutiger 
„automorpher Funktionen" dar. Bei einer solchen Funktion ist das 
Feld F wieder ein schlichter Bereich der g-Ebene, der insbesondere 
(d. h. bei gewissen Arten automorpher Funktionen) wieder nur einen end
lichen Teil der z-Ebene bedecken kann und dann als Rand die „natür
liche Grenze" der Funktion besitzt. Dabei zeigt die nähere Unter
suchung, daß in einem solchen Falle das Feld F entweder einfach oder 
(wenn dieses nicht der Fall ist) sogleich co-fach zusammenhängend 
ist. Was aber die Gestalt des einzelnen geschlossenen Randstückes an
geht, so zeigt sich, daß dasselbe entweder ein Kreis ist oder aber (wenn 
dies nicht der Fall ist) ein zusammenhängendes Punktsystem von äu
ßerst komplizierter Struktur darstellt, das jedenfalls nirgends den Cha
rakter einer „regulären Kurve" besitzt.1) Auch für Felder F, welche 
die g-Kugel co-fach überlagern, bietet die Theorie der automorphen 
Funktionen in den zu diesen Funktionen inversen sogenannten „poly
morphen Funktionen"' interessante Beispiele.

§ 7. Von den durch analytische Funktionen vermittelten 
Abbildungen.

Es sei durch w = f{F) ein analytisches Gebilde mit dem Felde F 
vorgelegt. Wie oben (S. 1 ff.) schreibe man unter Trennung des reellen 
und imaginären Bestandteiles w = u — iv und lege für die Deutung 
der komplexen Werte w = u — iv eine neue Ebene oder Kugel zugrunde. 
Der einzelnen Stelle z des Feldes F entspricht dann eindeutig ein Punkt w 
als „Bild" jener Stelle z. Das hierbei eintretende „Abbild" des ge
samten Feldes F soll näher betrachtet werden. Es ist hierbei schritt
weise vorzugehen: Zuvörderst ist der Charakter der fraglichen Abbildung 
im Unendlichkleinen festzustellen, sodann in der Umgebung einzelner 
Stellen z^, endlich aber das volle Abbild von F ins Auge zu fassen.

Es sei erstlich z0 eine nicht-singuläre Stelle in F, und es werde 
angenommen, daß die Ableitung f'^ im Punkte z^ nicht verschwinde.2) 
Setzen wir: | f (20) | - M, f(2)-Me,

1) Diese Gegenstände sind ausführlich erörtert in den „Vorlesungen über die 
Theorie der automorphen Funktionen“ von F. Klein und R. Fricke, 2 Bde. (Leip
zig, 1897 und 1912).

2) Nach der ursprünglichen Erklärung würde f(g) auch dann eine analytische 
Funktion sein, wenn f(z) für alle z einen und denselben endlichen Wert Co hat; 
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so ist also M > 0 und endlich. Schreiben wir d2=dz• e9i, so ent
spricht dem Fortschritt von go zu (2 — dz) die Änderung des Funktions
wertes w0 = um:

dw = =M-da|. e(u+9)4
Hieraus folgt, daß zwei Differentialen dzx, die wir als Bogenele
mente von Zo aus gezeichnet denken können, stets von Wo aus zwei 
Bogenelemente dwr, dw^ liefern, 'die ihren Beträgen nach den Beträgen 
von dzx, dz^ proportional sind, und die miteinander denselben Winkel 
bilden, wie dzr und dzv Auch ist, wenn wir uns dz um z^ sich dre
hend vorstellen, der Drehungssinn des Abbildes dw um w^ der gleiche. 
Wir gelangen so zu dem bekannten Charakter der „lionformena oder 
„winkeltreuen^ Abbildung: Ist im nicht-singulären Punkt z0 die Ableitung 
f\z^ nicht gleich 0, so übertragen sich die Winkel des Scheitelpunktes z^ 
auf Winkel gleicher Größe und gleichen Prehungssinnes mit dem Scheitel
punkte wQ; die durch g gelegten Bogendifferentiale \ dz \ liefern propor
tionale Pifferentiale \ dw \ = 21 \ dz \, wobei PI = j f\zß) j als „Modulli 
oder „Vergrößerungsverhältnis11 der Abbildung bezeichnet wird. Als un
mittelbare Folgerung (die sogleich zur Verwendung kommt) setzen wir 
hinzu: Eine durch z^ ziehende reguläre Kurve überträgt sich auf eine 
Kurve der W-Ebene, die durch den Punkt w^ hindurchläuft und dabei 
in Wo eine bestimmte Tangente hat.

Gehen wir jetzt sogleich zur Untersuchung der Abbildung in der 
Umgebung der gedachten Stelle Zo! Es erleichtert die Rechnungen, ohne 
daß eine wesentliche Beschränkung in der Gültigkeit des Ergebnisses 
eintritt, wenn wir 20=0, wQ = 0 und f'^z^ = 1 setzen.

Dann gilt:
(1) W Z + c2z2-f czzz-\------= z-^^z),

wo P(g) in der Umgebung des Nullpunktes konvergiert und P(0)=1 
ist. Sind zL, z2 irgend zwei Punkte derselben Umgebung, so wird auch 
die unendliche Reihe:

(2) V‘(2,, 22) - 1 + c,(a, + 6) + c,(e? + zxz2 + 63) -- -
• • • + + a-1e + 27-32 ++e)+

f G} hat dann überall den bestimmten Wert 0, die Reihendarstellung von f(z) 
reduziert sich stets auf das Anfangsglied co, das Feld F der Funktion ist die 
schlichte z-Kugel usw. Indessen verlieren viele von den vorangehenden Entwick
lungen ihre Bedeutung für den fraglichen Fall, in dem Pole und Verzweigungs
punkte nicht auftreten. Bei den jetzt anzustellenden Untersuchungen ist durch 
die in den einzelnen Teilen der Betrachtung zu formulierenden Voraussetzungen der 
Fall einer mit einer Konstanten identischen Funktion von vornherein ausgeschlossen. 
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gleichmäßig konvergent und damit ihr Summenwert P‘(z,, z,) stetig 
von und Z, abhängig sein. Offenbar gilt:

d=f(a)-%(a,6), v(0,0)-1.

Wegen der letzten Gleichung und P(0) = 1, sowie mit Rücksicht auf 
die Stetigkeit von P und P können wir eine durch z<h näher 
bezeichnete Umgebung des Nullpunktes derart einführen, daß für 
jeden Punkt g und jedes Punktepaar g, g, dieser Umgebung die Un
gleichungen gelten:

1-3()1<1, 1-8(2,,2)1<1.
V 2 V 2

Hieraus ergibt sich:

(3) 1-$<1%1<1+* 1-7<IV(,4/<1+0
sowie, wenn wir:

P(z) = pe"‘
setzen, für P(g) insbesondere:
w 1-*<e<1- -5<1<ti

Es gilt nun erstlich der Satz: In der erldärten Umgebung des Null
punktes können keine zwei verschiedenen Punkte g,, 2, den gleichen Funk
tionswert w liefern. Es ist nämlich:

fM - • V‘(s,,

wegen (3) nur dann gleich 0, wenn z, = g, ist.
Wir denken jetzt, indem wir g = re9i setzen, um den Nullpunkt 

der g-Ebene alle konzentrischen Kreise Kr der Radien r < h gelegt und 
wollen dieselben auf die w-Ebene abbilden. Das Abbild des Kreises 
Kr heiße Cr. Wir setzen:

w = BeQi, wo also: R=ro, 0=9—

zutrifft (s. Gleichung (1)). Längs der Kurve Cr gilt also zufolge (4):

während andererseits 0 beim Beschreiben der Kurve Cr (entsprechend 
dem Wachstum des Winkels ff von 0 bis 2n bei einem im Interval (4) 
veränderlichen rf) eine stetige Änderung um den Gesamtbetrag 2x er
fährt. Selbstverständlich ist Cr wie das Original Kr eine geschlossene 
Kurve.

Aus diesen Darlegungen ergibt sich, daß die Kurve Cr um den 
Nullpunkt der w-Ebene herumläuft und dabei von diesem Punkte stets 
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eine Entfernung > (1 — 7,) r hat. Die Kurve Cr kann sich nicht selbst 

schneiden; denn wir würden in diesem Falle zwei verschiedene Punkte 
z,, g, mit dem gleichen w finden. Auch zeigt der Charakter der Ab
bildung im Unendlichkleinen, daß Cr nirgends eine Spitze haben kann und 
überall eine eindeutig bestimmte Tangente besitzt, deren Richtung sich 
längs Cr stetig ändert; denn ist längs Kr eindeutig und stetig, 
und es gilt daselbst überall:

1-1<f‘(2)|<1 +1.2’ V2
Das Abbild Cr des Kreises Kr ist somit eine den Punkt w = 0 als 
„inneren“ Punkt umlaufende, sich nicht selbst schneidende, spitzenfreie 
und „eckenfreie“ reguläre Kurve.

Man betrachte nun zwei Kreise Kr, Kr>, mit / > r. Die beiden 
Abbilder Cr und C, haben dann keinen Punkt gemein, da man ja 
sonst wieder zwei verschiedene g, g, mit dem gleichen w nachweisen 
würde. Auch umgibt Cr' die Kurve Cr notwendig außerhalb, wie man 
durch Einführung der Geraden durch den Nullpunkt der g-Ebene und 
durch deren Übertragung auf die W-Ebene unter Rücksicht auf die bis
herigen Ergebnisse leicht streng nach weist.

Man setze nun, unter n irgendeine fest gewählte positive ganze 
Zahl verstanden: 

und denke die n zugehörigen Kurven Cr gezeichnet, wobei die erste 
sich auf den Nullpunkt zusammenziehende Kurve Cro als solche mit
gezählt ist. Das einzelne Intervall von r, bis r ,, teile man dem- 
nächst wieder in n gleiche Teilintervalle und denke für die (n — 1) 
Teilpunkte r die zugehörigen Kurven Cr gezeichnet. Indem man so 
fortfährt, ist nur noch die Stetigkeit der Abbildung heranzuziehen, um 
zum Schlüsse zu gelangen.

Wir dürfen an Stelle des Nullpunktes sogleich einen beliebigen, 
endlichen und nichtsingulären Punkt go des Feldes F mit dem Funk
tionswerte Wo=f(go) heranziehen, sofern nur f’(zo) einen nichtver
schwindenden Wert hat: Die Umgebung einer endlichen, nichtsingulären 
Stelle Zo von F mit dem Funktionswerte w0 = f(g) zvird, falls die Ablei
tung daselbst einen nichtverschwindenden Wert besitzt, durch die 
analytische Funktion w = f (z) konform auf einen den Bildpunkt w. als 
„inneren“ Punkt umgebenden „schlichten“ Bereich der w-Ebene abgebildet.

Eine Folgerung, die jetzt zwar selbstverständlich ist, aber grund
sätzliche Bedeutung besitzt, beruht auf der Erwägung, daß durch die 

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 3
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gewonnene Beziehung die Umgebung der Stelle Wo eindeutig, stetig und 
konform auf einen den Punkt go als inneren Punkt umgebenden Be
reich der g-Ebene rückwärts übertragen wird. Bezeichnet man diese 
Zuordnung von Werten g zu den Werten w in der Umgebung von w. 
durch g=p(w), so ist hiermit eine Funktion p(w) gewonnen, welche 
in jedem Punkte w der fraglichen Umgebung eine eindeutig bestimmte, 
von der Richtung der Differentiation unabhängige Ableitung be
sitzt; denn es ist (p'(w) = (f‘(z))-1, falls g die dem w zugeordnete 
Stelle ist: Ist Zo eine im Endlichen gelegene, nichtsinguläre Stelle der 
Funhtion f(g) mit dem Fzmhtionswerte wQ, und ist 1 [ > 0, so ist

1) Siehe hierzu die an Gleichung (4) S. 28 sowie die unten S. 76 ff. folgenden 
Entwicklungen.

für die Umgebung der Stelle 2 die Inversion der Funktion w = mög
lich und führt zu einer analytischen Funktion z = p(w), für welche der 
Punkt Wq nicht singulär ist.

Es soll jetzt angenommen werden, daß in dem endlichen, nicht
singulären Punkte zQ die ersten (v — 1) Ableitungen der Funktion f(z) 
verschwinden, während fO(z0) den von Null verschiedenen endlichen 
Wert c,v! hat; natürlich soll v > 1 sein. Ist f(zf) = w0, so gilt in der 
Umgebung von go eine Darstellung:

w - Wo =(z- 20)‘(c, + c,+1(= ~ 20) + c,+2(2 ~ 20)2 H- - - - )= (2 - 20)"(= - 20).
Da P(0) = cv von 0 verschieden ist, so können wir im Innern des 
Konvergenzkreises von P(g — zf) eine Umgebung von z0 eingrenzen, 
in der P(g — zf) überall von 0 verschieden und selbstverständlich end- 

y /--lieh ist. Man wähle nun unter den v Werten von y cv einen einzelnen 
beliebig aus und nenne denselben cf Dann ist, wenn wir vorschreiben, 

v /------
daß VP(g — zf) im Punkte zQ den Wert cr annehmen soll, durch diese 

v /-
Wurzel VP(g — &o) eine im eingegrenzten Bereiche eindeutige analy
tische Funktion gegeben1), deren Reihen dar Stellung diese sei:

VB(e—20) = < + c^z - 20) + c^z - 20)2 4- - - - .
Es ist hierdurch zugleich:

i

w‘=(w— Wo) "=(2— &o) « + c'^z — 20) + c^z - 20)2 H- - - - )
in der Umgebung von z0 eindeutig erklärt.

Auf die hier vorliegende Gleichung ist nun die Überlegung an
wendbar, welche oben an (1) S. 31 angeschlossen wurde. Die Um
gebung von z0 überträgt sich auf einen schlichten Bereich um den
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Nullpunkt der w’-Ebene. Indem wir sodann aber auf die Darlegungen 
von S. 28 zurückgreifen, gewinnen wir den Satz: Die Umgebung einer 
endlic'hen nichtsingulären Stelle 20, in welcher f‘(z), f"(z), fl-1(z)
verschwinden, während j f() (go) । > 0 ist, wird durch die Funktion w = 
auf eine v-Vlättrige Windungsfläche mit dem Verzweigungspunkte w0 ab
gebildet, wobei die Inversion unserer Funktion die für die Umgebung eines 
Verzweigungspunktes charakteristische Entwicklung (5) S. 29 liefert:123(z — 20) = c^w — wo) " + C^w — wo)” + c (w — Wo) " 4- - - - .

Bei der vorstehenden Betrachtung wurde die Umgebung von Zo 
auf einen den Nullpunkt der w’-Ebene umgebenden Bereich durchaus 
konform abgebildet. Die Entwicklungen von S. 28 zeigen aber, daß 
beim Fortgang von der w’-Ebene zur w-Ebene eine Unterbrechung der 
Winkeltreue der Abbildung in dem dem Nullpunkte w' = 0 entsprechen
den Punkte wo ein tritt. Indem wir sofort zur Beziehung zwischen g 
und w zurückkehren, haben wir den Satz zu notieren: Im Punkte go, 
dessen Umgebung bei der Abbildung durch w = f{z) eine v-blättrige Win
dungsfläche mit dem Verzweigungspunkte wo lieferte, ist die Konformität 
der Abbildung in der Art unterbrochen, daß sich Winkel des Scheitel
punktes Zq auf Winkel v-facher Größe des Scheitelpunktes wQ übertragen.

Für die singulären Punkte im Felde F und die Stelle oo ist die 
Betrachtung mit Hilfe der bisherigen Methoden leicht durchgeführt. In 
der Umgebung eines v-blättrigen Verzweigungspunktes z0 hat F die 
Gestalt einer v-blättrigen Windungsfläche. Liegt z0 im Endlichen und 
findet sich daselbst nicht zugleich ein Pol von f(z), so gilt die Reihen
darstellung (5) S. 29. Ist c± von 0 verschieden, so überträgt sich die 
v-blättrige Umgebung von Zo auf einen schlichten, den Punkt w = c0 
umgebenden Bereich der w-Ebene. Ist aber cm mit m > 1 der erste 
nichtverschwindende unter den Koeffizienten cr, c2, . . ., so gewinnen 
wir als Abbild eine m-blättrige Windungsfläche .mit dem Verzweigungs
punkt w = Cq. So oft m K v ist, tritt im Punkte w = c^ eine leicht 
näher angebbare Unterbrechung der Konformität der Abbildung ein. 
Ferner gilt der Satz: Hat w = f(z) im endlichen Punkte z^ einen Pol 
mter Ordnung, und ist 2 nicht zugleich ein Verzweigungspunkt (vgl. Glei
chung (1) S. 27), so wird die Umgebung von z0, falls m = 1 ist, auf 
einen schlichten Bereich um die Stelle oc der w-Kugel abgebildet, falls 
m > 1 ist, aber auf eine m-blättrige Windungsfläche mit dem Ver
zweigungspunkt co und mit Unterbrechung der Konformität daselbst. 
Auch den Zusammenfall eines Poles mit einem Verzweigungspunkte 
wird man leicht erledigen, ebenso die besondere Lage des Punktes z0 
als Punkt oo der z-Kugel, wo im einfachsten Falle, d. h. wenn die

3*
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Stelle O weder Pol noch. Verzweigungspunkt von f(z) ist, die Ent
wicklung (4) S. 22 gilt.

Wir gelangen zum Schluß, indem wir noch einen Blick auf das 
Gesamtfeld F der Funktion w=f(g) werfen: Durch die Funktion w =f(g) 
wird das Feld F derselben auf einen die w-Fbene oder w-Kugel überlagern
den Bereich F ‘ eindeutig abgebildet, welcher das Feld der zu w = f(z) in
versen analytischen Funktion g = p(w) ist. Die Abbildung ist im allge
meinen eine konforme', eine Unterbrechung der Konformität tritt nur ein in 
Verzweigungspunkten, wobei jedoch auch hier die Abbildung konform bleibt, 
wenn ein v-blättriger Verzweigungspunkt des einen Feldes im andern wie
der einen Verzweigungspunkt der gleichen Blätterzahl liefert. Gegenüber 
diesen Angaben könnte nur noch das Bedenken geltend gemacht wer
den, ob nicht etwa die Funktion z = p(w) über das Abbild F‘ des 
Feldes F hinaus fortsetzbar sein möchte, so daß dann F‘ zwar ein Be
standteil des Feldes von cp(w) wäre, aber dies Feld nicht völlig er
schöpfte. Doch würde in diesem Falle die Abbildung des wahren Fel
des von p(w) auf die g-Ebene ein notwendig über F hinausreichendes 
Feld von f{z) liefern; das Bedenken ist also abzu weisen.

§ 8. Begriff des Residuums und Sätze über Residuen.
Um einen Punkt z0 im Innern des Feldes der Funktion f(z) be

schreibe man innerhalb des Konvergenzkreises der zugehörigen Potenz
reihenentwicklung von f(z) eine geschlossene Kurve C, die einmal um 
Zq herumlaufen soll, wenn es sich um einen gewöhnlichen Punkt han
delt, dagegen v Male, falls Zo ein v-blättriger Verzweigungspunkt ist. 
Man berechne das zugehörige Integral:

(i)
(C)

genommen über die Kurve C im positiven Umlaufsinne.1) Zufolge des 
Cauchy sehen Integralsatzes (S. 4) ist der Integralwert (1) von der 
besonderen Auswahl der Kurve C innerhalb des Konvergenzkreises 
der Potenzreihe unabhängig.2) Der Integrdlwert (1) ist somit für die 

1) Man hat also nach S. 5 u. f. die Kurve C in der Richtung zu durchlaufen, 
bei welcher man den von C umschlossenen, z0 enthaltenden Bereich zur linken 
Hand hat. Ist g die Stelle co , so wolle man sich die Verhältnisse auf der g-Kugel 
vorstellen.

2) Um im Falle eines v-blättrigen Verzweigungspunktes den Cauchyschen 
Integralsatz in seiner ursprünglichen Gestalt (S. 4 ff.) anwenden zu können, wolle 
man die Betrachtung mittelst der Transformation (4) S. 28 in die /-Ebene ver
legen oder auf die unten (S. 38) folgende Erweiterung des Cauchyschen Inte
gralsatzes für mehrblättrige Bereiche Bezug nehmen.
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Funldion und die Stelle g. eindeutig bestimmt und heißt das „Tlesi- 
duuma der Funktion im Punkte Zo.

Aus der gliedweise integrierbaren Potenzreihenentwicklung kann 
man in jedem Falle das Residuum leicht berechnen.1) Es ergibt sich: 
Ist Z kein Verzweigungspunkt, so ist das Pesiduum für jeden endlichen, 
nicht-singulären Punkt gleich 0, für einen Pol gleich dem Koeffizienten c_t 
der Potenz {z — zf)-1 in der betreffenden Entwicklung (1) S. 27 und 
schließlich für die Stelle oo gleich — c1, wo c der Koeffizient von z~x in 
der zugehörigen Entwicklung (3) S. 27 ist. Weiter aber findet man: Ist 
g ein v-blättriger Verzweigungspunkt, so ist das Pesiduum von f(z) wieder
um 0, falls g im Endlichen liegt und nicht zugleich ein Pol von f(z) ist; 
ist aber die im Endlichen liegende Stelle z0 zugleich ein Pol von f(z), wo 
alsdann die Entwicklung (6) S. 29 gilt, so ist das Pesiduum gleich vc_v; 
handelt es sich schließlich um die Stelle go=c mit der Peihendar Stellung:m m—l 1 2

f(e) = c_mz' + c-m+1 z" 4- - - +(+6,6 " + C^Z - - - - ,
welche die Möglichkeit eines Poles gleich mit umfaßt, so ist das Pesiduum 
von f^z) gleich — vcv. Von 0 verschiedene Residuen kommen der Funk
tion f(z} hiernach allein für Pole im Endlichen und für die etwa im 
Felde F liegenden Stellen o zu.

Es sei nun T irgendein in F gelegener Bereich, der sich auch über 
sich selbst hinüberziehen darf, aber allerdings die g-Ebene nirgends 
co-fach bedecken soll. Der Rand C von T bestehe aus endlich vielen 
regulären Kurven, von denen keine durch einen Pol von f(g) oder eine 
Stelle co hindurchlaufen soll, und die, wie wir der Einfachheit halber 
annehmen wollen, auch die etwaigen Verzweigungspunkte vermeiden 
mögen. Die nächsten Umgebungen der in T gelegenen Pole, Ver
zweigungspunkte und Stellen oo2) wollen wir mittelst kleiner, die be
treffenden Punkte umlaufenden Kurven C1, C2, ... ausschneiden3) und

1) Diese Rechnungen beruhen auf den Formeln:

(d$_2i, . § Zo
(0

(§ — Zo)"d§ = 0 für 2 1,(C)
welche man bei Gebrauch eines Kreises C um zo unter Einführung von Polarkoordi
naten §— z=re‘i leicht beweist und auch für den Fall eines v-blättrigen Ver
zweigungspunktes Zo ohne Mühe verallgemeinert.

2) Die Sprechweise schließt sich an die Vorstellungen auf der z-Kugel an. 
Punkte oo können nur in endlicher Anzahl dem Bereiche T angehören, da dieser 
überhaupt keine Stelle z unendlich-blättrig bedecken sollte.

3) Man beachte, daß die Anzahl der singulären Punkte von f^z} in T nur 
endlich sein kann. Würden sich z. B. in T unendlich viele Pole finden, so wür
den wir (auf der z-Kugel) in T nach der ,, Methode der Einschachtelung“ min-
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dem Bereiche T fortnehmen; der Restbereich heiße T‘, er wird durch
C, C,, ... berandet.

Im so vorbereiteten, ganz im Endlichen gelegenen Bereiche T‘, 
unter Einschluß des Randes, ist nun f(z) überall analytisch, so daß der 
Cauchysche Integralsatz (4) S. 6 die Gleichung ergibt:

(2) fr(g)ag+Gf(5)ag+ff(5)d;+...=0.
(C) (Ci) (C2)

Der Integralsatz bezog sich oben allerdings nur erst auf Bereiche, die 
keinen Teil der g-Ebene mehrfach bedecken. Aber wir können T‘ durch 
eine Anzahl von Querschnitten immer in endlich viele Teilbereiche zer
legen, die einzeln genommen keinen Teil der z-Ebene mehrfach be
decken. Bei Addition der auf diese Teilbereiche bezogenen Formeln (4) 
S. 6 werden sich dann die jeweils längs der beiden Ufer des einzelnen 
Querschnittes erstreckten Integrale aufheben, so daß die eben angegebene 
Gleichung (2) für T‘ als richtig erkannt wird.

Mit Rücksicht auf die jetzt vorliegende Durch laufungsrichtung der 
Kurven C, C, ... erkennen wir in den betreffenden Integralen in (2) 
die mit — 2in multiplizierten zugehörigen Residuen von f(z). Indem 
wir diese Glieder der Gleichung (2) transponieren, entspringt der Satz: 
Das über den Hand C des Bereiches T im positiven Umlaufungssinne ge
nommene Integral:

(3) 21„/r(5)ag
(C)

ist gleich der Summe der Besiduen von f{z) für alle in T gelegenen Pole 
und Stellen co.

Im Anschluß an die S. 27 eingeführte Sprechweise sagt man, die 
Funktion f(g) habe in einem v-blättrigen Verzweigungspunkte Zo, der 
zunächst im Endlichen liege, einen „Nullpunkt mter Ordnung“, wenn in 
der zugehörigen Entwicklung (5) S. 29 das Absolutglied co verschwin
det und der erste nicht-verschwindende Koeffizient cm ist. Liegt ein 
Pol und damit die Entwicklung (6) S. 29 vor, in der c_m nicht gleich 0 sein 
soll, so hat f(z) im Verzweigungspunkte einen „Pol mter Ordnung“. Für 
einen in einer Stelle 00 gelegenen Verzweigungspunkt überträgt man 
diese Ausdrucksweise leicht: z. B. wird f(g) hier einen Nullpunkt mter 
Ordnung haben, falls das erste wirklich auftretende Glied der zuge- m
hörigen Reihenentwicklung cmz " mit m > 0 ist.

Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Als „logarithmisches Be- 

destens eine Häufungsatelle dieser Pole nachweisen. Diese Stelle müßte aber für 
f(z) wesentlich singulär sein (s. S. 31 ff.), was innerhalb F ausgeschlossen ist.
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siduum11 der Funktion im Punkte Zo beseichnet man den Wert des 
Integrals:

(4) ,1//0ag-,1falogf(s),(C) (C)
wo die Integrationsbahn ivieder die in (1) benutzte, den Punkt Zo umlau
fende kleine Kurve C sein soll. Doch, soll, wie wir hier hinzusetzen 
müssen, C so klein gewählt werden, daß weder auf C noch in dem 
von C umschlossenen Bereiche, abgesehen nur etwa vom Punkte Zo 
selber, einen Nullpunkt besitzen soll.1)

1) Man beachte, daß in der Umgebung eines inneren Feldpunktes z stets 
nur endlich viele Nullpunkte von auftreten können (vgl. Note 3 S. 37), so daß 
man also die Umgebung auch stets so klein wählen kann, daß höchstens z0 Null
punkt von f(z) ist.

Die Ausrechnung des Integrales (4) in den einzelnen Fällen liefert 
nun ein höchst einfaches Ergebnis, das ohne Ausnahme für alle Innen
punkte des Feldes F gilt: Pas logarithmische Fesiduum von f(z) ist in 
jedem Punkte 2, in welchem f(z) weder einen Nullpunkt noch einen Pol 
hat, gleich 0; dasselbe ist für einen Nullpunkt mter Ordnung von f(z} 
gleich m und für einen Pol mter Ordnung unserer Funktion gleich — m.

Wir gehen jetzt auf den oben bereits erklärten Bereich T im Felde 
F zurück und wollen betreffs des Randes C von T über die oben schon 
gegebenen Bestimmungen hinaus noch festsetzen, daß C jedenfalls auch 
durch keinen Nullpunkt von f(g) hindurchlaufen soll. Aus dem oben 
schon bewiesenen Residuensatze ergibt sich dann betreffs der logarith
mischen Residuen von f{z) sofort der weitere Satz: Pas über den Fand 
C des Bereiches T im positiven Umlaufssinne genommene Integral: 

(5) 1,frag-,1/dlogf(5)
4 • -VpJ I 4 JVp Jüh (c)

ist gleich der Summe der Ordnungen aller in T gelegenen Nullpunkte 
von f{p\ vermindert um die Summe der Ordnungen aller daselbst befind
lichen Pole der Funktion f{z).

§ 9. Die Reihe und der Satz von Laurent. Folgerungen über 
eindeutige Funktionen.

Durch zwei konzentrische Kreise Kt und K2 des Mittelpunktes 
g = 0 und der Radien rx und r^, die endlich und von 0 verschieden 
seien und die Bedingung rt > r2 befriedigen sollen, sei ein zweifach zu
sammenhängender Bereich T2 von der Gestalt eines Kreisringes ein
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gegrenzt. Die Funktion f(z) soll in T, unter Einschluß der beiden Rand
kurven eindeutig und überall analytisch sein.

Ist alsdann g irgendein fest gewählter innerer Punkt von T,, 
für welchen also:

(1) r, < g I < r,
zutrifft, so gilt zufolge des Cauchyschen Integralsatzes1):

1) Die Gleichung (2) entspricht der „Cauchyschen Integralformel“ (2) S. 16 
und ergibt sich in derselben Weise wie diese Formel aus dem Cauchyschen In
tegralsatze.

(2) W - 1fr ag - ,1 /re
() (K2)

wo beide Kreise in denjenigen Richtungen zu durchlaufen sind, welche 
für die inneren, den Nullpunkt enthaltenden, Kreisscheiben den posi
tiven Umlaufssinn liefern.

Da die Integrationsvariabele $ längs K. den konstanten Betrag 
$=r. hat und g in Übereinstimmung mit (1) fest gewählt ist, so 

können wir die S. 16 gegebene Entwicklung (indem wir den damaligen 
Wert go durch 0 ersetzen) wiederholen und finden:

1 (=+62+02+.,40- •J S -(Ki)
wo rechts eine für den ausgewählten Wert z konvergente Reihe steht, 
deren Koeffizienten durch:

_1 Cf(ae n 2in,)an+1 ()
gegeben sind. Aber eine entsprechende Entwicklung kann man auch 
für das zweite Integral in (2) rechter Hand durchführen. Da nämlich 
für einen längs K, variabelen Punkt §

I g I_  r, L .
225

und nach oben geschehener Wahl von z konstant ist, so gilt:
00

-,=2a-" -f(S)5-1, n = 1

und man findet wie oben (S. 16 u. f.), daß die hier rechts stehende 
Reihe längs K, gleichmäßig konvergiert. Daraufhin gewinnt man:

1 Cf(5) a,_ G 1 — 1...2in, G-i 2 + 1-328 +
(K2)
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als Darstellung des links stehenden Integrales mittelst einer im Punkte 
z konvergenten Reihe, deren Koeffizienten erklärt sind durch:

c_.-,1/r(S)en-lag.(K2)
Durch Addition der beiden für die Integrale in (2) rechter Hand 

gewonnenen Reihenentwicklungen ergibt sich der Satz: Der in einem 
inneren Punlde g des ringförmigen Bereiches T, eintretende Funhtions- 
ivert f(z) ist der Summenwert der nach beiden Seiten hin unendlichent 
im Punlde g konvergenten, sogenannten „Laurentsehen Beihear):

(^) fW =r+C-sg+ C_2 2 +C-12c+C2+ Cg22 +**,
deren von der Auswahl der Stelle g unabhängige Koeffizienten durch die 
angegebenen bestimmten Integrale geliefert werden.

Man setze nun:

(2) =+62+22+ 284- - ,
f:(2) =c12 + c-22 + C-s2 + ’''

und nenne die Konvergenzradien dieser Reihen und P^, wobei natür
lich die zweite Reihe für g»R konvergiert. Wir wollen hierbei 
den extremen Fall, daß die erste Reihe für alle endlichen g konvergiert, 
gleich mit einbegreifen, indem wir dann R nehmen; ebenso lassen 
wir die Möglichkeit R, zu. Da die Laurentsche Reihe (3) für 
jeden Innenpunkt des Bereiches T2 konvergiert, so ist jedenfalls R2r 
und R<r2. Indessen ist leicht zu sehen, daß hier die Gleichheits
zeichen nicht gelten können. Für die inneren Punkte von T2 gilt näm
lich zufolge (3) als Darstellung von f(z\.

(4) f(a)-f.(2)+f(a).
Es ist aber klar, daß durch die gleichzeitige analytische Fortsetzung 
von fpz) und f2{P) auf Grund von (4) diejenige von f{p) mitgegeben 
ist. Nun war zufolge der Voraussetzung f(z) auch noch für alle Punkte 
von Kx eindeutig und analytisch, und dasselbe gilt von der durch ihre 
Potenzreihe erklärten Funktion f^f Demnach ist auch f1(2)=f(z) — f(g) 
längs Kr noch überall analytisch (frei von singulären Punkten), so daß 
K innerhalb des Kreises vom Radius B1 liegt. Ebenso zeigt man, daß 
notwendig R < r2 sein muß.

Die vorstehende Betrachtung zeigt zugleich, daß der Gültigkeits
bereich der Gleichung (3) über den Bereich T2 hinausreicht. Es gilt

1) Uber das Auftreten der Laurent sehen Reihe und des gleich zu nennen
den Laurentschen Satzes sehe man die Literaturnachweise bei Osgood, S. 346. 
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nämlich der Satz: In jedem Bereiche T, dessen sämtliche Punkte z die 
Bedingung:

R>z>R
befriedigen, ist die Laurentsche Beihe (3) gleichmäßig konvergent und 
liefert als Summenwerte die Funktionswerte f(P), welche der anfänglich 
vor gelegten Funktion oder ihrer Fortsetzung in T zukommen.

Weiter ist der Satz anzumerken: Die im Bereiche T, eindeutige 
und daselbst überall analytische Funktion f(z) läßt sich in diesem Be
reiche nur auf eine einzige Art in eine Laurentsche Beihe entwickeln. 
Gilt nämlich in T, die Darstellung:

4-00

f(z) =2ez",v=—c
so wird diese Reihe längs eines Kreises K, der mit und K, kon
zentrisch ist und im Innern des Ringes T, verläuft, sicher gleichmäßig 
konvergent sein. Verstehen wir nun unter n irgendeine ganze Zahl1), 
so ist in: 21.

(k) {K) v=—o
wo die Integrale über K in dem für den umschlossenen Bereich posi
tiven Umlaufssinne geführt sein sollen, die rechts stehende Reihe wegen 
ihrer gleichmäßigen Konvergenz gliedweise integrierbar:

(K) =—00 (K)
Von den hier rechts auftretenden Integralen ist aber nur das eine für 
v = n von 0 verschieden und gleich 2i7t, während alle übrigen ver-• 7 •
schwinden. Es ist demnach:

f _1 Cf(S)ae n 2in 1 gn+1°3‘ 
(k)

womit wir (zufolge des Cauchy sehen Integralsatzes) auf die obige 
Koeffizientenbestimmung der Reihe (3) zurückkommen. Die soeben 
angesetzte Laurentsche Reihe für f{i) ist also notwendig mit der 
Reihe (3) identisch, womit der aufgestellte Satz bewiesen ist.

Als „Laurentsehen Satz“ bezeichnet man das durch die bisherigen 
Entwicklungen festgestellte Ergebnis: Eine in dem durch die Unglei
chungen (1) festgelegten Bereiche T2 eindeutige und analytische Funktion 
f{z) ist in einer und nur einer Art als Summe:

 = f W + f, (2)
1) Siebe die Anmerkung S. 9. 



Der Laurentsche Satz nebst Folgerungen 43

zweier Funktionen f1(g) und f2(z) darstellbar, von denen die erste inner
halb des Kreises K± überall eindeutig und analytisch ist, während die 
zweite außerhalb des Kreises K2, unter Finschluß der Stelle oo, überall 
eindeutig und analytisch ist und im Punkt oo verschwindet.

Einige besondere Folgerungen beziehen sich auf die Fälle, daß 
f(z) auch innerhalb K oder auch außerhalb Kt oder endlich in beiden 
Bereichen zugleich eindeutig bleibt. Es gelte erstlich die Voraussetzung, 
daß f(z) auch innerhalb K2 eindeutig sei und, höchstens vom Null
punkte z — 0 selbst abgesehen, sich daselbst überall analytisch ver
halte. Da f1(z) innerhalb K2 überall eindeutig und analytisch ist, 
so wird ein etwa im Nullpunkte auftretender singulärer Punkt von 
f^, der (wegen der Eindeutigkeit von f^zS) entweder wesentlich ist 
oder einen Pol mter Ordnung darstellt, notwendig von der Funktion 
f2(g) = f(z) — f1(g) aufgenommen, die indessen für alle von 0 verschie
denen z eindeutig und analytisch sein wird.

Nimmt man nun erstlich an, daß f(z) auch im Nullpunkt analy
tisch bleibt, so gilt (vgl. S. 17) für alle z mit g<R und also ins
besondere auch in T2 eine Darstellung:

f(e) =c+ c,2 + c,e2 + c,28 -- ,
und da dies notwendig die Laurentsche Reihe ist, so muß im vor
liegenden Falle f^z} mit 0 identisch sein. Liegt im Nullpunkte ein 
Pol mter Ordnung von f(P), so findet man in derselben Art als in T, 
gültig:

f(2) - + C-m+i gm- - - - - - - +0-12+6+6- - - ;
und da dies wiederum die Laurentsche Reihe sein muß, so gilt: 

(5) f,(e)-c,1+0,1+.+cm1.
Trifft keiner dieser beiden Fälle zu, so ist der Nullpunkt für f{z) und 
damit für f() wesentlich singulär: Ist f(z) auch innerhalb K2, höch
stens vom Nullpunkt abgesehen, eindeutig und analytisch, so ist f(z) 
identisch 0 oder die rationale Funktion (5) oder durch eine für alle von 
0 verschiedenen z konvergente unendliche Keihe darstellbar, je nachdem 
f{z) auch im Nullpunkt analytisch ist oder daselbst einen Pol mter Ord
nung oder endlich einen tvesentlich singulären Punkt hat. Offenbar ist 
auch die Umkehrung dieses Satzes richtig.

Entsprechende Betrachtungen gelten, falls f(g) auch außerhalb Kr 
eindeutig und, höchstens abgesehen von der Stelle oo, analytisch ist. 
Wir merken den Satz an: Ist f(z) außerhalb Kx, höchstens von dem
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Punltte oo abgesehen, eindeutig und analytisch, so ist mit einer Kon
stanten cQ identisch1) oder eine rationale ganze Funktion m^n Grades: 

(6) f (e) =+62+624- - - - - +c„e"

1) Siehe die Anmerkung 2 S. 30.
2) Wir erklären die Funktionen hier und in der Folge zumeist aus ihren 

wesentlichen Eigenschaften, d. h. etwa durch Angabe ihres Feldes F und der Art 
und Lage ihrer singulären Punkte. Dieser Standpunkt ist derjenige Riemanns, 
worüber man insbesondere den Art. 20 seiner 1851 erschienenen Dissertation 
„Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funktionen einer veränderlichen 
komplexen Größe“ (Gesammelte mathematische Werke, Leipzig 1876, S. Iff.) ver
gleiche. Die Darstellung einer Funktion, etwa mittels einer Potenzreihe oder eines 
sonstigen analytischen Ausdrucks, ist dann immer erst eine Folge der unabhängig 
hiervon gegebenen Erklärung der Funktion.

oder durch eine „beständig konvergente11 unendliche Heihe P(z) darstell
bar, je nachdem f(z) auch im Punkte oo analytisch ist oder daselbst einen 
Pol mtM Ordnung oder einen wesentlich singulären Punkt hat. Auch hier 
gilt offenbar die Umkehrung des Satzes.

Diese drei Fälle wollen wir noch mit dem Falle einer identisch 
verschwindenden Funktion f^z) kombinieren: Ist f{z) auf der ganzen 
z-Kugel, höchstens vom Punkte 2=0 abgesehen, eindeutig und analytisch, 
so ist f(z) mit einer Konstanten Co identisch oder eine rationale ganze 
Funktion (6) vom mten Grade oder darstellbar durch eine „beständig kon- 
vergente11 unendliche Beihe iß (z), je nachdem f(z) auch im Punkte co ana
lytisch bleibt oder daselbst einen Pol miM Ordnung oder einen wesentlich 
singulären Punkt hat. Auch die Umkehrung des Satzes trifft zu.

§ 10. Die ganzen rationalen Funktionen und ihre inversen 
Funktionen.

Die vorstehenden allgemeinen Entwicklungen über analytische 
Funktionen sollen nun an einzelnen Funktionsarten, insoweit dies für 
unsere späteren Zwecke wünschenswert ist, erläutert und weiter ent
wickelt werden. Folgende Erklärung schließt sich an den letzten Satz 
von § 9 an: Eine Funktion, deren Feld F die schlichte (einblättrige) und 
vollständige z- Kugel ist und die den Punkt g als einzigen singu
lären Punkt hat, heißt eine „ganze rationale“ Funktion und zverde mit 
der besonderen Bezeichnung g(z) belegt.2) Der singuläre Punkt ist, als dem 
Felde F angehörig, außer wesentlich und also, da g{z) in der Umgebung 
desselben eindeutig ist, notwendig ein Pol. Ist die positive ganze Zahl 
m die Ordnung desselben, so heißt g(z) eine „ganze rationale Funktion 
mi6T1 Grades“ und ist durch einen Ausdruck (6) S. 44 für alle Werte 
von z gegeben.
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Über die etwaigen Nullpunkte von gibt das am Schlüsse von 
§ 8 (S. 39) aufgestellte Theorem Aufschluß. Da g(g) nicht mit 0 iden
tisch ist, so können wir in der endlichen g-Ebene eine geschlossene, 
sich nicht selbst schneidende, reguläre Kurve C der Art wählen, daß 
in dem von C umschlossenen endlichen Bereiche, den Rand G selbst 
mit einbegriffen, kein Nullpunkt von gelegen ist. Natürlich findet 
sich in diesem Bereiche auch kein Pol, so daß nach dem genannten 
Theoreme die fragliche Kurve C als Integrationsbahn:

(1) 1faloga(9)-0
(C)

liefert. Nun aber wird die g-Kugel durch die Kurve C in zwei Be
reiche zerlegt, einmal den eben ins Auge gefaßten Bereich, sodann den 
ganzen Rest der g-Kugel, welcher den Pol mter Ordnung und alle et
waigen Nullpunkte von g(g) enthält. Indem wir C als Rand dieses 
zweiten Bereiches auffassen und auf ihn das fragliche Theorem an
wenden, folgt aus (1) sofort: Die ganze rationale Funktion mten Grades 
g(z) hat einen oder mehrere Nullpunkte, und es ist die Summe der Ord
nungen aller ihrer Nullpunkte gleich m.

Ist bei der durch g = s zu bezeichnenden Stelle ein Nullpunkt der 
Ordnung x von g(z) gelegen, so ist nach S. 27 hierselbst g(z)-(g—s)-* 
von 0 verschieden und analytisch. Die sonst etwa vorkommenden Null
punkte von g{z) besitzt g(g)(g—s)-* in den gleichen Ordnungen, ohne 
darüber hinaus noch weitere Nullpunkte aufzuweisen. Im übrigen hat 
g{F)-(z — s)~K wieder dasselbe Feld F wie g{p) und ist im Endlichen 
polfrei.

Diese Betrachtung kann man durch Hinzunahme der weiteren etwa 
noch auftretenden Nullpunkte von g^z) fortsetzen. Seien die unter
schiedenen Nullpunkte von gt^z) bei s,, s2, . . ., sk gelegen und seien 
%1, %2, ihre Ordnungen, so gilt für die positiven ganzen Zahlen 
% nach dem zuletzt gewonnenen Satze:
(2) % + %, - -------- +x,= m, 

so daß insbesondere ihre Anzahl k der Bedingung 0 < k < m genügt. 
Dann erkennt man in:

g{z) • lz - s^^z - s^2 -(z- s^

eine Funktion des bisherigen Feldes F, die für alle endlichen z analy
tisch und frei von Nullpunkten ist. Nach dem zuletzt ausgesprochenen 
Satze kann sie demnach auch keinen Pol bei z = co mehr besitzen und 
ist also nach dem Schlußtheorem von § 9 mit einer Konstanten iden
tisch. Den Wert der letzteren bestimmen wir mittelst des Ausdruckes 
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(6) S. 44 leicht zu cm und kleiden das gewonnene Ergebnis in den 
Satz: Die ganze rationale Funktion g(z) vom mten Grade gestattet die 
„Linearfaktorenzerlegung^:

(3) g(2) = cm{z - s,)*(2 - s2y^ ..(a- sky\
wobei die ganzen positiven Exponenten % an die Bedingung (2) gebunden 
sind. Hierin ist eine bekannte Ausdrucksform für das „Fundamental
theorem der Algebra^ gewonnen.

Mit Rücksicht auf die Fortsetzung der Untersuchung wollen wir 
unter der Annahme, daß der Grad m > 1 sei1), sogleich für die erste 
Ableitung g\z\ welche eine ganze rationale Funktion (m — l)ten Grades 
ist, die Linearfaktorenzerlegung in der Gestalt:

1) Im Falle m=1 wird man die aufzu stellenden Sätze leicht direkt bestä
tigen; übrigens kommen wir auf diesen Fall unten noch ausführlich zurück.

(4) g'^} - mcm^z - t^z - t^ . .. {z - t^

angeben, wobei die positiven ganzen Zahlen 2 an die Bedingung: 

(5) a,+ 2,+ •+2,=m — 1

gebunden sind. Die Werte der Funktion g(z) in den l Punkten tr, 
t^, . . ., f mögen e, e,, . . ., el sein; dieselben sind alle endlich, aber 
brauchen natürlich keineswegs durchweg voneinander verschieden zu sein.

Ist jetzt wQ irgendein endlicher komplexer Wert, der fest gewählt 
ist, so ist auch (glz) — wo) eine ganze rationale Funktion mten Grades. 
Hat dieselbe bei z0 einen Nullpunkt von einer Ordnung u > 1, so hat 
daselbst g\z) einen Nullpunkt (u — l)ter Ordnung, so daß go einer der 
1 Werte t, t, . . ., tx ist und (da für diesen Wert g(z) offenbar gleich 
w. wird) w0 zu den Werten e,, e,, gehört. Nehmen wir dem
nach w0 zunächst als von diesen Werten e verschieden an, so wird 
^(z')—wo) nur Nullpunkte erster Ordnung aufweisen und also an ge
nau m verschiedenen Stellen des Feldes F verschwinden: Die rationale 
ganze Funktion g^z) vom mten Grade nimmt einen beliebigen, von den e,, 
e2, .. ., e, verschiedenen, endlichen komplexen Wert w0 in genau m ver
schiedenen Funkten des Feldes F an und soll dieserhalb als eine m-wertige 
Funktion im Felde F bezeichnet werden.

Dieses Ergebnis wird in seiner vollen Bedeutung erst überblickt, 
wenn wir auf die allgemeinen Abbildungssätze von § 7 (S. 30 ff.) ein
gehen. Aus ihnen folgt: Die Umgebung einer beliebigen endlichen von 
den t., t^, . . ., tx verschiedenen Stelle z^ wird durch die Funktion 
w = g(z} auf einen schlichten Bereich um den Bildpunkt Wo der w- 
Ebene konform abgebildet. Es treten aber folgende Unterbrechungen 
der Konformität der Abbildung auf: Erstlich wird die schlichte Um
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gebung der Stelle g=0 auf eine m-blättrige Windungsfläche mit dem 
Verzweigungspunkte w abgebildet, so daß die Winkel des Scheitel
punktes g=o sich auf m-fach vergrößerte Winkel übertragen. Zwei
tens aber beachte man, daß im einzelnen Punkte t die Ableitung g'(/) 
verschwindet, und daß g(1+”(2) die erste dortselbst nicht verschwin
dende Ableitung ist: Die schlichte Umgebung der einzelnen Stelle t 
wird durch die Funktion w = auf eine Windungsfläche mit v=1—A 
Blättern und dem Verzweigungspunkte e = g(f) abgebildet, so daß die 
Winkel des Scheitelpunktes t im Abbilde v-fach vergrößert erscheinen.

Die v Blätter der Windungsfläche hängen im Verzweigungspunkte 
e, der der Stelle t der g-Ebene entspricht, zusammen. Während dem
nach ein dicht bei e gelegener Wert Wo noch v getrennte übereinander 
liegende Punkte der Windungsfläche liefert und also in v dicht bei t 
nebeneinander liegenden Punkten g als Funktionswert eintritt, werden 
diese v Punkte z, sobald wir Wo gleich e werden lassen, an der Stelle t 
zum Zusammenfall kommen. Wir sagen demnach, daß an der Stelle t 
der 2-Ebene v dem Funktionsiverte e entsprechende Punkte g zusammen
fallen. Übertragen wir diese Sprechweise auch auf den Punkt z = oo 
und den zugehörigen m-blättrigen Verzweigungspunkt w = co, so gilt 
der Satz, daß irgendein komplexer Wert wQ in genau m Punkten der 
z-Kugel von der Funktion g(z) angenommen wird, ausnahmslos.

Das durch die Funktion w = g(z) gelieferte Abbild des gesamten 
Feldes F und damit das Feld F‘ der inversen Funktion z = p(w) ist 
in seiner Gestaltung nun zu überblicken. Dieses Feld F‘ bedeckt die 
W-Kugel überall m-blättrig, wobei jedoch an der Stelle oo alle m Blätter 
in dem daselbst gelegenen Verzweigungspunkte Zusammenhängen und 
nach Art der Blätter einer Windungsfläche beim Umlauf um z = co inein
ander übergehen, während in entsprechender Weise im einzelnen der l 
im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkt ei gewisse v,=1- A, Blätter 
Zusammenhängen und beim Umlauf von e, ineinander übergehen. Mehr
blättrige zusammenhängende Bereiche dieser Art hat Riemann1) all
gemein zum Studium der algebraischen Funktionen (vgl. § 16) einge
führt. Man benennt dieserhalb den Bereich F‘ als eine „Riemann
sche Flächeil und spricht in unserem Falle genauer von einer „geschlos
senen m-blättrigen Riemannschen Fläche mit (1—1) VerzweigungspunF 
tenli; die Fläche möge, damit in der Bezeichnung sogleich die Blätter
anzahl m mit zum Ausdruck kommt, fortan durch das Symbol Fm be
zeichnet werden.

1) In Abteilung I, Artikel 1 der Abhandlung „Theorie der Ab el sehen Funk
tionen“, Journ. f. Math., Bd. 54 (1857) oder Riemanns Werke, S. 95.
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Es ist nun sehr wichtig, daß wir die Riemannsche Fläche Fm 
auch synthetisch aufbauen können. Man denke auf der g-Kugel die 
Stellen e und den Punkt oo markiert. Da die Werte e,, e,, .. ., e, 
nicht voneinander verschieden sein müssen und übrigens l • 1 gilt, so 
handelt es sich mindestens um 2, höchstens um (U—1) markierte Punkte. 
Man ziehe nun etwa von e. aus durch die sämtlichen markierten Stellen 
e bis zum Punkte co eine sich selbst nicht überkreuzende, reguläre 
Kurve und durchschneide die W-Kugel längs dieser Kurve. Die beiden 
Schnittränder unterscheiden wir mit Rücksicht auf die Durchlaufungsrich- 
tung der Kurve von e, nach oc als rechtes und linkes Ufer des Schnittes. 
Die zwischen den einzelnen, aufeinanderfolgenden markierten Punkten ver
laufenden Teile des Schnittes wollen wir der Reihe nach S, S2, ... 
nennen und jeden von ihnen als einen „Verzweigungsschnitt" bezeich
nen. Die zerschnittene W-Kugel stellt einen „einfach zusammenhängen
den“ Bereich dar, der eine einzige von den beiden Schnittufern gelieferte 
Randkurve besitzt.

Von der so vorbereiteten I-Kugel wollen wir jetzt m Exemplare 
übereinander geschichtet denken, die also zunächst außer Zusammen
hang sind. Es sei alsdann wQ irgendein komplexer Wert, der jedoch 
weder einen Verzweigungspunkt noch einen sonstigen Punkt eines Ver
zweigungsschnittes liefert. Zu Wo gehören m verschiedene Werte g,, 
Z,, unserer m-deutigen Funktion g=p(w), die wir uns in irgend
einer Reihenfolge auf die m Exemplare der w-Kugel bei verteilt 
und aufgetragen denken. Jetzt vollziehe man in jedem der m Blätter 
die analytische Fortsetzung unserer Funktion, beginnend mit dem auf- 
getragenen Werte g,= p(w.). Die m berandeten und je einen einfach 
zusammenhängenden Bereich darstellenden Blätter tragen dann Funktions
werte, die wir durch die Bezeichnungen P.(w), P2(w), • • Pm(w), den 
2,, g,, . . ., gm entsprechend, unterscheiden. Dabei ist p(w) in ihrem 
Bereiche eine eindeutige Funktion; denn im Innern dieses Bereiches 
kommt kein singulärer Punkt der Funktion vor, und also muß die 
Fortsetzung über jede im Bereiche geschlossene Kurve nach einem 
8. 25 bewiesenen Satze zu den Anfangswerten der Funktion zurück
führen.

Man fasse nun die Randwerte des ersten Funktionszweiges 91(w) 
längs des rechten Ufers vom ersten Verzweigungsschnitte S1 ins Auge, 
welche sich den Innenwerten stetig anschließen. In der unzerschnittenen 
w-Ebene setzen sich diese Funktionswerte über die „Kurve“ S hinweg 
stetig fort. Die Folge ist, daß die am rechten Ufer von S, stattfinden
den Randwerte von p1(w) auf dem gegenüberliegenden linken Ufer 
durch einen bestimmten unter den m Zweigen 91(w), P2(w), • • Pm(w) 
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erreicht werden müssen. Handelt es sich dabei um den Funktions
zweig o.(w), so wollen wir nunmehr das rechte Ufer von S. im ersten 
Blatte mit dem linken Ufer von S. im iten Blatte zusammenheften.

In derselben Weise fortfahrend heften wir auch die rechten Ufer 
von S, in den übrigen (m — 1) Blättern je an bestimmte linke Ufer 
von S, an und nehmen die gleiche Operation für alle übrigen Ver
zweigungsschnitte S2,S3,... vor. So entsteht am Ende wieder unsere geschlossene 
m-blättrige Riemannsche Fläche Fm, in welcher die zunächst m-deutige Funk
tion 0 = p(w) nunmehr eine „eindeutige Funktion des Ortes^ geworden ist.

Die Riemannsche Fläche Fm ist ein wichtiges Hilfsmittel zur 
Veranschaulichung des Verlaufs der Funktion p(w) und des Zusammen
hangs ihrer verschiedenen Zweige. Allerdings ist ein unmittelbares an
schauliches Erfassen der gesamten Fläche nur bei besonders einfach 
gebauten Flächen möglich. In dieser Hinsicht ist nun sehr wichtig, 
daß wir im vorliegenden Falle den Zusammenhang der m Blätter von 
F, dadurch einer zeichnerischen Darstellung noch unmittelbarer zu
gänglich machen können, daß wir F, rückwärts auf die g-Ebene ab
bilden. Eie m „übereinander liegenden Rlätter von Fm liefern dabei m 
„neben^einander gereihte je einfach zusammenhängende Bereiche, welche in 
ihrer Gesamtheit die z-Kugel überall schlicht und ohne Lücke Überspannen. 
Die Randkurven dieser Bereiche entsprechen den Ufern der Verzwei
gungsschnitte; der einzelne Punkt z = f ist rings von 2vi oder (falls 
er von e, herrührt) von v; Bereichen umgeben, der Punkt g=0 von 
allen m Bereichen. Die Brauchbarkeit dieses Bildes für die Darstellung 
des Blätterzusammenhanges würde hier an einem Beispiele zu erläutern 
sein. Doch kommen wir auf den gleichen Gegenstand bei Besprechung 
der rationalen Funktionen zurück und werden dort ein für spätere Ent
wicklungen wichtiges Beispiel betrachten.

§ 11. Die ganzen transzendenten Funktionen. Exponential
funktion und Logarithmus.

Einer weiteren Klasse ganzer Funktionen legen wir die folgende 
Erklärung zugrunde: Eine Funktion, deren Feld die schlichte z-Ebene, 
abgesehen vom einen Funkte z = co, ist, und die im Endlichen überall 
analytisch ist, heißt eine „ganze transzendente11 Funktion und soll wieder 
durch w —g{T) bezeichnet werden. Der einzige Randpunkt z = oo des Feldes 
F ist ein wesentlich singulärer Punkt der Funktion (vgl. S. 44), die in 
ihrem Felde durch eine beständig konvergente unendliche Reihe: 

(1) g(2) =c+ —c,g84- - - -  
darstellbar ist.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 4
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Die Beschaffenheit der Funktion in der Umgebung ihres wesentlich 
singulären Punktes wird durch folgende Betrachtung festgestellt. Ist 
M ein „ljeliebigil groß geieäldter positiver Betrag, so ist in jeder Umgebung 
des Punktes g eine Stelle nachweisbar, in der der absolute Betrag 
g(g)l die Zahl M übertrifft. Gäbe es nämlich einen Kreis mit dem 

Radius r um den Nullpunkt 2=0 der Art, daß für alle endlichen g 
mit g>r die Ungleichung:

(2)

zutrifft, so würde dieselbe insbesondere längs jedes Kreises K mit einem 
Radius B, der größer als r ist, zutreffen. Ist nun n irgendeine der 
Zahlen 1, 2, 3, .. ., so findet man, indem man die längs K gleich
mäßig konvergente Reihe (1) für g(^) durch $"+1 teilt und über K als 
Integrationsbahn gliedweise integriert (vgl. Note 1 S. 37):

C^d^ = 2inc.)gn+1r n()
Hiernach gilt mit Rücksicht auf die längs K gültige Ungleichung (2) 
offenbar:

c 1 CM - dt'— M • 
‘n=2n 1 pn + 1 9 pn

1) Siehe das in der Note 2 S. 10 erwähnte und S. 25 ausgeübte Beweisver
fahren nach der „Methode der Einschachtelung“.

Da M ausgewählt ist, aber R oberhalb des Betrages r noch beliebig 
wählbar ist, während cn einen von der Auswahl des R unabhängigen 
konstanten Wert bedeutet, so kann zufolge der letzten Ungleichung cn 
keinen von 0 verschiedenen Wert haben. Es würde also g(P) mit der 
Konstanten cQ identisch sein, womit sich unsere Behauptung bestä
tigt hat.

Nun gilt aber weiter: Ist d eine positive, von 0 verschiedene, aber be
liebig klein gewählte Zahl, so kann man in jeder Umgebung der Stelle Co 
einen Punkt 2 angeben, in dem:

I g(a) I <
zutrifft. Beim Beweise dieser Behauptung müssen wir drei Fälle unter
scheiden. Hat erstlich g (g) unendlich viele Nullpunkte, so haben diese 
Nullpunkte auf der z-Kugel mindestens eine Häufungsstelle.1) Eine 
solche Häufungsstelle kann aber im Endlichen nirgends auftreten, da 
in ihr g (g) sich nicht analytisch verhalten könnte. Mithin ist der 
Punkt co die einzige Häufungsstelle der Nullpunkte, so daß in jeder 
Umgebung von oc ein Punkt angebbar ist, in welchem g(p) gleich 0
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und also kleiner als d ist. Hat zweitens g(z) überhaupt keine Null
punkte, so erkennt man in:

9i (2) = 1.1 7 9(2)
sofort wieder eine ganze transzendente Funktion. Für diese ist in jeder 
Umgebung von co ein Punkt z nachweisbar, in dem g(g)>1 
und also g(2)< zutrifft. Hat drittens g(z) endlich viele Null
punkte z±, z^ . . ., zn der Ordnungen mA, m^, . . ., mn, so hat (g(z))-1 
ebendort Pole dieser Ordnungen und verhält sich übrigens im End
lichen allenthalben analytisch. Gilt für die Umgebung des Poles 2 die 
Entwicklung:

1 - c0.,(-e)-", + c0..(6-6,)-"1*1+-+c°,(e-6)-1+09+,
so erkennt man jetzt in:

n

g,(2)=,1-2 - 2)- mi + c-mi+1 (z —2) m+*1++c0, (—2)-]i=1
leicht eine ganze transzendente Funktion. Schreiben wir die hier rechts 
auftretende Summe in Abhängigkeit von z kurz 2(z), so gilt:

1-o(0)+N(e),
woraus sich ergibt:

20)--
Nun hat 2(g) im Punkte co den Grenzwert 0, so daß wir eine Um
gebung von oo eingrenzen können, in welcher überall >(g) | < 1 gilt. 
Daselbst kann man dann noch eine Stelle nachweisen, für welche 
1g,(2)|> 1—8-1, also I |>-1 und damit | g{z) | <d wird.

Den beiden aufgestellten Sätzen kann man leicht noch eine etwas 
erweiterte Fassung geben. Hat man beim ersten Satze in einer Um
gebung von oc eine Stelle z nachgewiesen, für welche j g(g) | > M zu
trifft, so kann man durch g>‘ einen Bestandteil jener Umgebung 
erklären, in dem dann wiederum ein Punkt z" nachweisbar ist, für 
welchen j g(z") ' > I gleichfalls zutrifft. Indem wir so fortfahren, er
kennen wir: In jeder Umgebung von co sind unbegrenzt viele Punlde 
nachweisbar, in denen g(z)>I gilt, und ebenso natürlich unbegrenzt 
viele Punkte, in denen g(z)< zutrifft.

Ist jetzt W. ein beliebiger endlicher komplexer Wert, der fest ge
wählt ist, so ist (g(2) — wo) wieder eine ganze transzendente Funktion. 
Es folgt sofort: In jeder Umgebung des wesentlich singulären Punktes 
oo sind unbegrenzt viele Stellen z nachweisbar, in denen:

I 9^) - w0 | < d
4*
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eutrifft, in denen also, wie man sagen liann, die Funlttion dem will- 
kürlich ausgewählten Werte Wo beliebig“ nahe kommt. Der Satz gilt, wie 
wir schon wissen, in sinngemäßer Übertragung auch für den Wert 
Wo = 00.

Das eigentümliche hiermit festgestellte Verhalten einer ganzen 
transzendenten Funktion in der Umgebung ihrer wesentlich singulären 
Stelle soll nun an dem bekannten Beispiele der im Endlichen nirgends 
verschwindenden Funktion:

w = ez = e+iy = e” (cos y F i sin y)

erläutert werden. Schreiben wir w = u — iv, so ergibt sich die durch 
die Exponentialfunktion e2 vermittelte konforme Abbildung sehr leicht aus: 

u = ex cos y, v=e"sin y.

1) Wir merken noch an: Nähern wir uns der wesentlich singulären Stelle z=O mittels einer nicht zur y-Achse parallelen Geraden an, so tritt stets ein 
Grenzwert w ein, nämlich entweder 0 oder 00. Bei Annäherung parallel zur y- 
Achse aber hat unsere Funktion keinen Grenzwert.

Man zeichne in der g-Ebene die unendlich vielen, zur reellen Achse 
parallelen, äquidistanten Geraden der Gleichungen:

y y = ±2%, y=±4x, y=±6x,..

Sie zerlegen die g-Ebene in unendlich viele Bereiche, welche die Ge
stalt von Parallelstreifen haben; wir wollen dabei von den beiden be- 
rundenden Geraden immer nur die untere (die zu kleinerem y gehörende) 
als dem Bereiche zugehörig ansehen. Ist go irgendein endlicher Wert, 
so haben wir in jedem unserer Streifen einen und nur einen mit g. 
„homologen“ Punkt. Wir gelangen zur Punktreihe:

2, go—2in, 2o—4in, 2— in, •••
und erkennen, daß alle diese Punkte einen und denselben Funktions
wert wo tragen. Alle Werte, welche unsere Funktion zu = ez überhaupt 
im Endlichen annimmt, treten demnach auch bereits in einem ersten 
Streifen, etwa dem durch 0<y<2 charakterisierten, auf. Ist anderer
seits wo = roeia°, wo 0<9.<2n gelte, irgendein von 0 und 00 ver
schiedener komplexer Wert, so finden wir, daß dieser Funktionswert 
an der Stelle:

20=20+ ^y0 = log ro + i?o
jenes ersten Streifens, aber auch nur an dieser Stelle, wirklich eintritt. 
Dem wesentlich singulären Punkte 2=0 können wir uns im Streifen 
sowohl nach links wie nach rechts hin annähern: Die Funktion N0 hat 
bei diesen Annäherungen bestimmte Grenzwerte, nämlich 0 und oo.1) Wir 
haben damit folgenden Satz festgestellt: Der gesamte „endliche^ Parallel
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streifen wird durch die Funktion w = e konform auf die schlichte w-Fbene, 
abgesehen von den beiden Punkten w und w = oo, abgebildet; diese 
beiden Punkte sind für die inverse Funktion g=logw wesentlich singulär. 
Man mache sich die Beschaffenheit dieser Abbildung im einzelnen an
schaulich, indem man die Parallelen zur x-Achse auf die Geraden,. 
welche von w = 0 ausstrahlen, und die den Streifen durchziehenden 
Parallelen zur y-Achse auf die konzentrischen Kreise um w 
überträgt.

Die Abbildung der gesamten endlichen g-Ebene, d. i. des Feldes F 
unserer Funktion, auf die w-Ebene ist nun unmittelbar ersichtlich: 
Das Feld der inversen Funktion g = log w ist eine unendlich-blättrige 
Biemannsche Fläche F. mit den beiden oo-blättrigen Versweigungs- 
punkten w und w die als wesentlich singuläre Stellen von log w 
dem Felde F. nicht zugehören. Beim synthetischen Aufbau dieser F 
hat man die w-Ebene im Anschluß an die obige Streifenteilung der 
g-Ebene längs der positiven reellen w-Achse mit einem von 0 nach oo 
ziehenden „Verzweigungsschnitt“ S zu versehen und Exemplare der so 
vorbereiteten w-Ebene sowohl nach oben als unten hin in unendlicher 
Zahl übereinander zu schichten. Sodann hat man jedes rechte Schnitt
ufer an das linke des nächst darüber folgenden Blattes zu heften, wo
durch die F gewonnen wird.

Der Zusammenhang der Blätter wird auch hier, wie bei der am Schluß 
von § 10 (S. 49) betrachteten Fläche, am übersichtlichsten durch die 
Übertragung der F auf die schlichte, endliche g-Ebene dargestellt, wo 
ja jeder einzelne Parallelstreifen das konforme Abbild eines bestimmten 
Blattes der F ist.

Insbesondere aber können wir mittelst dieses* Abbildes der F das 
Verhalten der Funktion w — ez in der Umgebung des wesentlich sin
gulären Punktes Co veranschaulichen. Es ist zu diesem Zwecke ent
weder die g-Kugel heranzuziehen, auf welcher die den Geraden y = 2n% 
entsprechenden Kreise nach (7) S. 23 durch die Ebenen der Gleichungen:

n=0 und $—,1, n + 1 = 0, 1=±1,±2,±8,
ausgeschnitten werden, oder man muß mittelst der Transformation (2) 
S. 21 die Umgebung von g=o auf diejenige von g = 0 in einer neuen 
/-Ebene abbilden. Benutzen wir etwa die letzte Methode, so übertragen 
sich die Geraden y = 2n auf die Kreise:

=0 und 2+92+,1,y=0, n=±1, ±2, ±3,...

Die Einteilung der /-Ebene durch diese Kreise ist in Fig. 9 (S. 54) an
gedeutet. Unter ihnen findet sich insbesondere die /-Achse, und alle 
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übrigen Kreise berühren die x’-Achse im Nullpunkte, wobei der Null
punkt in der Art eine Häufungsstelle der Kreise ist, daß sich in jeder

Fig. 9.

Umgebung desselben sowohl oberhalb als unter
halb der x’-Achse unendlich viele Kreise finden. 

Je zwei benachbarte Kreise schließen nun 
einen sichelförmig gestalteten Bereich ein, der 
sich an den wesentlich singulären Punkt g=0 
mit zwei Spitzen tangential zur x’-Achse beider
seits heranzieht. Die Spitzen, d. i. der Punkt 
g‘=0, sollen der Sichel nicht zugerechnet werden; 
auch sehen wir nur den einen berandenden 
Kreis als zur Sichel gehörig an. Dann ist die 
Sichel gerade genau ein eindeutiges Abbild 
der gesamten W-Ebene, abgesehen von den 
beiden Punkten w = 0 und w = c. Die Häu
fung der Sicheln gegen den Punkt g‘=0 hin 
veranschaulicht nun unmittelbar folgenden Satz:

Ist Wo ein beliebiger von 0 und oo verschiedener komplexer Wert, so gibt es in 
jeder Umgebung von g‘ = 0 noch unendlich viele Punkte, in denen unsere
Funktion w den WertwQ annimmt. Die Werte 0 und C sind die Grenzwerte 
von w in den beiden Spitzen der einzelnen Sichel. Da / = 0 einen nicht 
zur Sichel gehörenden Punkt darstellt, so können wir zwar in jeder Um
gebung von g‘= 0 in der Sichel Punkte nach weisen, in denen w dem Werte 0 
bzw. oo beliebig nahe kommt; aber allerdings wird keiner dieser beiden 
Werte innerhalb der Sichel wirklich erreicht.1)

1) Eine ganze transzendente Funktion g(z) nimmt in keinem Punkte ihres 
Feldes F den Wert Co an. Nach einem von E. Picard entdeckten Satze kann es 
höchstens noch einen weiteren Wert w. geben, der von in keinem Punkte des 
Feldes angenommen wird. Bei der Exponentialfunktion liegt in der Tat ein sol
cher Wert vor, nämlich wo = 0. Siehe übrigens betreffs des Picardschen Satzes 
„Osgood“, S. 707.

Wir schließen noch folgende gleich zur Anwendung kommende 
Betrachtung hier an: In der endlichen g-Ebene sei eine im Punkte go 
beginnende und ebenda endigende, also geschlossene Kurve C gezeichnet, 
die sich übrigens sehr wohl auch beliebig oft selbst überkreuzen darf. 
Ihr entspricht in der endlichen w-Ebene eine von wQ = ausziehende 
gleichfalls geschlossene Kurve C, die „nicht‘l durch den Nullpunkt w = 0 
hindurchsieht. Wir können C stetig und ohne Zerreißen in der endlichen 
g-Ebene unter Festhaltung des Punktes &o auf diesen Punkt zusammen
ziehen. Dem steht eine entsprechende Zusammenziehung von G' auf 
den Punkt w0 gegenüber, ohne daß bei dieser Zusammenziehung G' über
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den Nullpunkt w kinweggeschoben würde oder auch nur den Null
punkt erreichte.

Zeichnet man andererseits in der endlichen W-Ebene von einer von 0 
verschiedenen Stelle Wo aus irgendeine geschlossene, also in w0 endigende 
Kurve C, welche durch den Nullpunkt w = 0 nicht hindurchläuft, und 
wählen wir unter den unendlich vielen korrespondierenden Punkten &o 
= log Wo irgendeinen bestimmten aus, so überträgt sich C' auf eine in 
der endlichen g-Ebene liegende Kurve C, welche in Zo beginnt und einem 
homologen Punkte (go—2nin) endigt. Ist nun C unter Festhaltung 
von Wo auf diesen Punkt zusammenziehbar1), ohne dabei über den Null
punkt hinweggezogen zu werden, oder auch nur diesen Punkt zu erreichen, 
so entspricht dem eine in der endlichen g-Ebene vor sich gehende ste
tige Abänderung von C bei Festbleiben des Anfangs- und des End
punktes von C in der Art, daß C schließlich gleichfalls auf einen Punkt, 
nämlich z^ zusammenschrumpft: Also ist der Endpunkt (2 — 2nin) mit 
dem Anfangspunkte identisch, d. h. auch C ist eine „geschlossene^ Kurve.

1) Solche Deformationen von Kurven sollen, ohne daß dies jedes Mal hervor
gehoben wird, immer stetig und ohne Zerreißen ausgeführt werden.

Mit Hilfe dieser Betrachtung gelingt es leicht folgenden Satz zu 
zeigen: Ist g[z) irgendeine (nicht mit einer Konstanten identische) ratio
nale oder transzendente ganze Funktion, so ist:

(3) - e00)
eine ganze transzendente Funktion ohne Nullpunkte, und umgekehrt ist jede 
ganze transzendente Funktion g0{z) „ohne Nullpunkte“ in der Gestalt (3) 
mittelst einer ganzen Funktion g(z) darstellbar.

Der erste Teil dieses Satzes ist einleuchtend, da gQ{z) für alle end
lichen z eindeutig und analytisch ist, nicht mit einer Konstanten iden
tisch ist und für kein endliches z verschwindet. Um die Umkehrung 
zu zeigen, bilde man von der Funktion w = gQ(^ den Logarithmus: 

2= logw = log (2)
und ordne irgendeinem ersten 2, dem w0 = gQ {z0) als von 0 verschiedener 
endlicher Wert eindeutig zugehört, unter den unendlich vielen entspre
chenden Werten /irgendeinen bestimmten g‘ zu. Eine beliebige von z0 aus
ziehende geschlossene Kurve C in der endlichen g-Ebene liefert in der 
w-Ebene von wo aus eine gleichfalls geschlossene Kurve C, die nicht 
durch w = 0 hindurchläuft. Zieht man C auf den Punkt Zo zusammen, 
so schrumpft entsprechend C auf den Punkt Wo zusammen, ohne daß 
hierbei C' über den Nullpunkt w = 0 hinweggeschoben würde oder 
auch nur diesen Punkt erreichte; denn kein endliches z liefert den 
Funktionswert w = 0. Zufolge der vorausgeschickten Betrachtung über-
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trägt sich demnach C' auf eine von z‘ ausziehende „geschlossene“ Kurve 
der Ebene von g‘. Bei Fortsetzung längs irgendeines geschlossenen 
Weges C in der endlichen g-Ebene wird demnach die im Punkte go ein
deutig erklärte Funktion z = log go (z) stets wieder zum Anfangswerte 
zurückkehren. Die Fortsetzung liefert demnach eine in der ganzen end
lichen g-Ebene eindeutige und selbstverständlich analytische Funktion, 
d. h. eine Funktion g(^), womit unser Satz bewiesen ist.

§12. Produktdarstellung der ganzen transzendenten Funktionen.
Die in Gleichung (3) S. 46 bewerkstelligte Produktzerlegung einer 

ganzen rationalen Funktion ist auf Grund einer von Weierstrass1) 
ausgebildeten Theorie auf ganze transzendente Funktionen gg) übertragbar.

1) in der Arbeit „Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen" 
Abh. der Berl. Akad. von 1876 oder Weierstrass’ Werke, Bd. 2, S. 77. S. auch 
„Osgood“, S. 535.

Hat erstlich g^z) im Nullpunkte g selber einen Nullpunkt der 
Ordnung x, so soll dieser vorweg besonders behandelt werden. Man 
erkennt in diesem Falle in z~y--g(z} sofort eine ganze transzendente 
Funktion, die für z = 0 nicht verschwindet, im übrigen aber alle Null
punkte mit g{z) gemein hat. Man betrachte demnach weiter die nicht 
bei z = 0 gelegenen Nullpunkte von g^z}, sofern solche vorkommen.

Ist zr irgendein von 0 verschiedener endlicher Wert, so ist in:
(1) (1-)."®,

wobei g^z) irgendeine ganze (rationale oder transzendente) Funktion 
ist, eine ganze Funktion dargestellt, die nur einen, bei 2, gelegenen, 
Nullpunkt erster Ordnung hat; und zugleich ist nach dem Schlußtheorem 
von § 11 jede ganze (rationale oder transzendente) Funktion, welche zr 
als einzigen Nullpunkt, und zwar von der ersten Ordnung, hat, in der 
Gestalt (1) darstellbar. Eine solche Funktion (1) heißt nach Weier
strass eine „Primfunlttion“.

Es erledigt sich nun zunächst der Fall, daß g(z) nur endlich viele 
Nullstellen hat, sehr leicht. Die nicht bei z = 0 gelegenen Nullpunkte 
seien zx, 22, . . zn, wobei wir (was für die Schreibweise der Formeln 
eine Erleichterung sein wird) in dieser Reihe jeden Nullpunkt höherer 
Ordnung so oft hintereinander aufführen wollen, als seine Ordnung an
gibt. Ist z = 0 ein Nullpunkt der Ordnung x von g(z\ so wird z~y--g{z) 
in derselben Weise wie das Primfunktionenprodukt:
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verschwinden, so daß der Quotient von g-”g(z) und diesem Produkte 
eine ganze Funktion ohne Nullpunkte darstellt, die sich nach § 11 als 
Exponentialfunktion einer ganzen Funktion go(g) ausdrücken läßt. Jede 
ganze Funktion g(z) mit endlich vielen Nullstellen ist hiernach als Produkt: 

n

(2) g(z) = "e-II (1 - ) e°6) k=1
darstellbar}) Für die ganzen rationalen Funktionen ordnet sich dieser 
Gleichung die Darstellung (3) S. 46 unter.

Eine Hauptleistung von Weierstrass besteht nun in der Über
tragung der Darstellung (2) auf den Fall, daß g(^z) unendlich viele Null
punkte hat, wobei die ganzen Funktionen gk(z) derart auszuwählen 
sein würden, daß das entsprechend für n = Co gebildete Produkt (2) 
konvergiert. Dies erreicht man in gewissen, noch näher zu bezeich
nenden Fällen dadurch, daß man gk(z) mit folgender ganzen rationalen 
Funktion gleichsetzt:

9,(2)=2+4()+1()- - - - Ff (2)","k •k‘ "k‘ "k‘
deren Grad h eine bestimmte endliche von k unabhängige Zahl sein soll. 
Wir wollen hierbei die Möglichkeit, daß gk{z) identisch verschwinde^ 
mit h eingeschlossen denken. Die außerhalb 2=0 gelegenen Null
punkte bilden jetzt eine unendliche Reihe z1} z^ zs, . . in der wir wieder 
jeden Nullpunkt in einer seiner Ordnung entsprechenden Anzahl von 
Malen aufgeführt denken. Setzen wir g,1= r,, so dürfen wir die An- 
Ordnung so getroffen annehmen, daß stets:

rk 2 n-i
gilt. Die Nullpunkte haben als einzige Häufungsstelle den wesentlich 
singulären Punkt oo unserer Funktion g{z), d. h. es ist:

lim rk = oo.
k=c

Ist demnach r irgendeine bestimmte endliche positive Zahl, so gibt es 
einen zugehörigen endlichen Index m derart, daß:
(3) rk > r für alle k • m
zutrifft.

Es sei nun T irgendein endlicher Bereich der schlichten g-Ebene. 
Man wähle dann eine endliche Zahl r so, daß der Kreis des Radius r 
um den Nullpunkt der 2-Ebene den Bereich T einschließt und seinem 
Rande nirgends nahekommt. Es wird demnach eine bestimmte zwischen

1) Der Fall, daß g(z) im Nullpunkte nicht verschwindet, ist natürlich mit *=0 
eingeschlossen.
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0 und 1 gelegene Zahl q angegeben werden können, so daß für alle 
Punkte g des Bereiches T die Bedingung:

W<2<1
und also um so mehr: r

— < q < 1 für alle Z > m

gilt, unter m den schon in (3) benutzten Index verstanden.
Es wird nun zunächst der Ausdruck:

m — 1

(4) ”1(1-2). e,),
LL\ ”k/ 

k = l

der sicher eine ganze Funktion darstellt, alle innerhalb und auf der 
Peripherie des Kreises vom Radius r um den Nullpunkt 2=0 ge
legenen Nullpunkte der vorgelegten ganzen Funktion erschöpfen.

Für jeden endlichen Index nm gilt andererseits:n
(5) e9k^ = 'k

g \
1----- ) für

zk’

jedes k 2 m zufolge (3) eine in T eindeutige Funktion von g ist, 
welche wir als Summe der in T konvergenten Reihe:

log (1 _ 2) 
\ zk>

z 1(2)2 1(2)32,22,) 3 w
erklären können. Die Frage ist nun, ob in (5) auch n werden 
darf, ohne daß dieser Ausdruck auf hört, in T eine analytische Funk
tion von g darzustellen.

Um hierüber zu entscheiden, schätze man das einzelne Glied der 
in (5) rechter Hand im Exponenten stehenden Reihe auf seinen abso
luten Betrag ab. Aus der für g,(g) vorgeschriebenen Gestalt folgt:

und also, da l • 1 ist, mit Rücksicht auf die oben für | g | und rk 
vorausgesandten Ungleichungen:

los(1-1)+60)<,()"
Wenn demnach die absoluten Beträge rk der Nullstellen 2, die 

Bedingung erfüllen, daß die unendliche Reihe:
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oder (was auf dasselbe hinauskommt) die Reibe:

konvergiert, so wird die in (5) rechts im Exponenten stehende Reihe 
für n absolut und also unbedingt (d. i. unabhängig von der An
ordnung der Glieder) sowie gleichmäßig (nämlich für alle in T ge
legenen g) konvergieren.

Differenzieren wir nun die Reihe:
co

2(log(1-2)+9(e))
k = m

gliedweise, so folgt als „abgeleitete Reihe“:

Auch diese Reihe konvergiert, wie mittels desselben Abschätzungsver
fahrens bewiesen wird, in T unbedingt und gleichmäßig. Also zeigt die 
schon S. 13 ff. benutzte Schlußweise, daß durch die letzte Reihe in T die 
Ableitung der durch die vorletzte Reihe daselbst dargestellten stetigen 
Funktion geliefert wird. Diese Reihe und demnach auch ihre Exponen
tialfunktion, d. i. das unendliche Produkt:

co

stellen hiernach zmter Voraussetzung der Konvergenz der unendlichen 
JReihe (6) eine in T überall analytische Funktion dar.

Indem wir dieselbe mit dem Produkte (4) multiplizieren, ergibt 
sich weiter, daß das zmendliche Produld:

CD

unabhängig von der Anordnung der Fahtoren eine im Bereiche T, d. h. 
also in jedem endlichen Bereiche der z-Ebene, eindeutige und daselbst 
überall analytische Funktion von z darstellt.

Wir haben damit eine ganze transzendente Funktion gewonnen, 
welche genau dieselben Nullpunkte wie g{z) hat. Nach dem Schluß
theorem von § 11 unterscheiden sich demnach diese beiden Funktionen 
nur um einen Exponentialfaktor e9o^z\ Wir haben also folgenden grund
legenden Satz gewonnen: Kann man eine endliche, nicht-negative ganze 
Zahl h angeben, so daß die absoluten Beträge rk der unendlich vielen
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Nullpunkte der ganzen Funktion eine „konvergente11 Feike
(6) liefern, so gestattet die Funktion g{z) die Dar Stellung in Gestalt des 
unendlicken Produktes:

co

(7) g{z) = e^z'- I I (1 - 2) e® 6 ,
k=1

welches in jedem endlichen Bereiche der z-Ebene unabhängig von der An
ordnung der Faktoren konvergiert und den Funktionswert g^z) liefert.

Die (für die künftige Verwendung statthafte) Beschränkung liegt 
hiernach darin, daß wir die Existenz einer bestimmten endlichen ganzen 
Zahl h voraussetzen, für welche die Reihe (6) konvergiert. Im übrigen 
werden wir h so klein als möglich wählen, d. h. falls h > 0 ist, soll 
nicht schon für die um eine Einheit verkleinerte Zahl h die Konver
genz der Reihe (6) zutreffen. Die so bestimmte ganze Zahl h nennt 
man die „Höhe11, der ganzen transzendenten Funktion g!^, vorausgesetzt, 
daß gQ{P) eine „rationale“ ganze Funktion ist, deren Grad h' die Zahl 
h nicht übertrifft. Ist go() zwar rational, aber von einem Grade h'^>h, 
so nennt man h' die „Höhe11 von g(^zf

Die Funktion logg(g) ist unendlich vieldeutig und hat in jedem 
Nullpunkte von g{z) einen wesentlich singulären Punkt. Dagegen ist 
die Ableitung von logg(g) wieder eindeutig und abgesehen von unend
lich vielen in den Nullpunkten von g(z) liegenden Polen erster Ord
nung im Endlichen überall analytisch. Fs gilt die folgende Darstellung:

(8) dlogg(z)
dz = g(e) + y +3 (,1,

k=1

als „Partialbruchenhvicklungli der links stehenden Funktion, wobei die 
iinendliche Feike, abgeseken davon, daß in den Punkten zt, z2, . .. jeweils 
einzelne Glieder der Feike Pole besitzen, in jedem endlichen Bereiche der 
z-Ebene unbedingt und gleichmäßig konvergiert. Dies ist bereits durch die 
obige Konvergenzbetrachtung mit bewiesen. Übrigens sind dieselben 
Hilfsmittel mit dem gleichen Erfolge auch beim Beweise der nachfolgen
den weiteren Darstellungen anwendbar:

(9)
d2 log g {z} 

dz2 = 9(2) —
O

% ‘ ( 1
z22 V(g—22)2

k=1

1 2z
z?z$

(h — 1) zh~2' 
z ‘

Dabei gilt, um es nochmals zu betonen, die Konvergenz der Reihe (6) 
stets als Voraussetzung.
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§13. Die rationalen Funktionen und ihre inversen Funktionen.
Die ganzen rationalen Funktionen gehören als eine besondere Art 

der Klasse der „rationalen Funktionen“ an, welche wir in folgender 
Art zu erklären haben: Eine Funktion, deren Feld die schlichte und voll
ständige s-Kugel ist, heißt eine „rationale Funktiona und werde mit der 
besonderen Bezeichnung B (z) belegt.

Eine solche Funktion B (g) hat an singulären Punkten nur Pole, 
und zwar kann R(g) nur endlich viele Pole haben, da ja sonst min
destens eine Häufungsstelle der Pole eintreten würde, in der B{z) ent
gegen der Annahme sich nicht analytisch verhalten könnte. Mögen im 
Endlichen insgesamt n Pole auftreten, nämlich bei z = sx, s2, . . sn] 
dabei sei m{ die Ordnung des Poles sv Die Funktion B(z) gestattet 
dann in der Umgebung von si die Darstellung:

R(z)=
c(i)

_ _ _ _ 2_
0 —Sj) i (z—s)mi-1 ■” Z-Si

+ c6 + c"(g - sß ------- •

Hieraus geht hervor, daß die Differenz:

B^-
c(i) C—m. c(i)C-m.+1 cCi

(z — s;) (z - Z — Si

im Punkte Si endlich und analytisch bleibt; dabei stellt sie wieder eine 
rationale Funktion dar, welche die übrigen Pole von B(z) in den bis
herigen Ordnungen, aber keine weiteren Pole besitzt. Indem man ent
sprechende Aggregate für die übrigen im Endlichen liegenden Pole ab
zieht, gewinnt man schließlich in:n

R(2) -2i=1

c(i)
(z=s)m.

p(i) -
S-m,+1_ S-1

{z — si)mi 1 z—s
eine Funktion, die im Endlichen keine singulären Punkte mehr hat, 
mithin eine ganze rationale Funktion (vgl. S. 44) darstellt. Wir wollen 
den Grad dieser ganzen Funktion mo nennen, wobei wir auch die Mög
lichkeit m^ = 0 zulassen, wenn nämlich die ganze Funktion mit einer 
Konstanten identisch ist, wenn also B (z) bei g=c keinen Pol hat. 
Setzen wir für die ganze Funktion ihren Ausdruck (6) S. 44 an, so er
gibt sich für die rationale Funktion B(z) eine Darstellung in G-estalt der 
„Fartidlbruchentwicklung“:

(1) (2)=--+,™
c(i) c(i)

L(z — (z — sf

c(i)
Z — Si

Verstehen wir unter g^z) die nachfolgende ganze Funktion: 

g(z) =(2— S^^Z — s,)m, • • • (z — Sn)mn,
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so wird das Produkt R(2)g.(2) eine rationale ganze Funktion, die 
durch gQ (z) bezeichnet werde. Es folgt hieraus für die rationale Funktion 
R(z) eine Darstellung als Quotient zweier „ganzer“ rationaler Funlctionen: 

(2) R(2)_g(a).7 ‘9(2)
Die Summe der Ordnungen aller Pole von B^z) heiße m: 

mo - m — m, + • • • + m, = m

und werde der „Grad“ der rationalen Funktion R(z) genannt. Da das 
Feld der Funktion B{z) die schlichte und vollständige g-Kugel ist, so 
können wir den Schlußsatz von § 8, S. 39, wieder genau in derselben 
Art auf B(z) anwenden, wie dies bei den ganzen rationalen Funktionen 
S. 45 geschah. Die Summe der Ordnungen aller Nullpunkte von B(z) 
ist wieder gleich m. Ist aber Wo ein beliebiger endlicher Wert, so hat 
(B^ — w0) als rationale Funktion dieselben Pole wie B{z) in den 
gleichen Ordnungen. Also ist auch die Summe der Ordnungen der 
Nullpunkte von (B{z) — w0) wieder gleich m. Wir können dies Ergeb
nis genau wie bei den ganzen Funktionen in die Gestalt kleiden: Die 
rationale Funktion B(z} vom mten Grade heißt auf der z-Kzigel m-wertig} 
insofern sie irgendeinen komplexen Wert wo, den Wert Co nicht ausge
schlossen, stets in m Punkten der z-Kugel annimmt, auch hier unter dem 
Vorbehalte, daß diese m Punkte keineswegs durchweg voneinander ver
schieden zu sein brauchen.

Was die letztere Möglichkeit von Koinzidenzen unter den m Punkten 
mit gegebenem w0 angeht, so gelangen wir hier wieder zu ähnlichen 
Ergebnissen wie bei den ganzen rationalen Funktionen.1) Ist Wo zunächst 
ein beliebiger endlicher komplexer Wert, der in einem ersten, gleichfalls 
endlichen Punkte zQ stattfinde, so wird, falls B'{zß) nicht verschwindet, 
die Umgebung von z^ durch unsere Funktion w = B^ auf einen 
schlichten Bereich um w^ abgebildet. Ist indessen B'^zf) = 0, und ist, 
wie wir gleich annehmen, R"(go) die Ableitung niederster Ordnung, 
welche in z0 nicht verschwindet, so wird die schlichte Umgebung von z0 
auf eine v-blättrige Windungsfläche mit dem Verzweigungspunkte w0 
abgebildet. Genau wie S. 47 erkennen wir, daß von den m Stellen der 
z-Kugel, welche den Funktionswert w0 tragen, v Stellen bei Zo koinzi- 
dieren.

1) Die nächstfolgende Betrachtung setzt wieder m » 1 voraus; jedoch wird 
man im niedersten Falle m — 1 den aufzustellenden Satz über die Abbildung 
der z-Kugel mittelst der Funktion w — leicht direkt bestätigen. Übrigens 
kommen wir auf den Fall m = 1 im § 14 ausführlich zurück.

Die erste Ableitung B'^z) hat im zuletzt betrachteten Falle bei z0 
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einen Nullpunkt der Ordnung (v— 1). Da g.(g0) nicht verschwindet1), so 
folgt auf Grund der Darstellung (2) unserer Funktion, daß 2 eine 
(y — l)-fache Wurzel der Gleichung:

1) Der Wert wo war als endlich vorausgesetzt.

(3) 9 (2) (2) - (=) 9q (2) = 0
ist. Auch umgekehrt liefert eine (v — l)-fache Wurzel 2 dieser alge
braischen Gleichung, welche von den besonderen Werten S,, sn 
verschieden ist, immer eine Stelle Zo betrachteter Art, deren schlichte 
Umgebung sich also auf eine Windungsfläche um o = R(20) überträgt.

Aber auch die n Pole s, ordnen sich hier leicht ein. Ist nämlich 
die Ordnung m, des einzelnen Poles s, gleich 1, so ist si keine Lösung 
der Gleichung (3), und es wird die schlichte Umgebung von s, auf 
einen gleichfalls schlichten Bereich um den Bildpunkt oo übertragen. 
Ist aber m, > 1, so wird die Umgebung von s, auf eine (m, — l)-blätt- 
rige Windungsfläche mit dem Verzweigungspunkte oo abgebildet, und 
hierfür ist eben wieder charakteristisch, daß die Gleichung (3) die 
(jni — l)-fache Wurzel si hat.

Schließlich wird auch die Stelle g leicht erledigt. Liegt hier- 
selbst ein Pol der Ordnung mo= 1 oder ist R(oo) gleich dem endlichen 
Werte Co, jedoch so, daß (R() — co) bei g=0 einen einfachen Null
punkt hat, so liefert die Umgebung von g ein schlichtes Abbild 
um den Bildpunkt. Im ersten Falle ist go (z) vom Grade m und g. (g) vom 
Grade (m — 1); im zweiten Falle aber ist (go(2)—cg.(8)) vom Grade 
(m — 1) und g.(g) vom Grade m. Für beide Fälle ist charakteristisch, 
daß die Gleichung (3) den Grad (2 m — 2) aufweist. Liegt aber bei 
g=0 ein Pol der Ordnung v=m.> 1, oder hat daselbst — co) 
einen Nullpunkt der Ordnung v> 1, so gewinnen wir als Abbild der 
schlichten Umgebung von z = oo eine y-blättrige Windungsfläche. In 
beiden Fällen aber stellt man leicht (2 m — v — 1) als Grad der Glei
chung (3) fest. Der Gieichmäßigheit wegen werden wir sie auch in 
diesem Falle als eine Gleichung (2 m —2)ten Grades auffassen, welche 
neben (2m—v—1) endlichen Lösungen noch die (y — 1) -fache Lö
sung oo hat.

Hiermit sind zugleich alle Vorbereitungen getroffen, um das Ge
samtbild der g-Kugel über der w-Kugel und damit das Feld der zu 
w = R^z) inversen Funktion g=p(w) zu übersehen. Werden wieder 
(wie S. 46) die unterschiedenen Lösungen der Gleichung (2 m — 2)ten 
Grades (3) mit f, t, . . ., tt bezeichnet und ist ti eine -fache Wur
zel, so bildet sich die schlichte Umgebung von ti auf eine Windungs
fläche mit der Blätteranzahl vi =2,— 1 und dem Verzweigungspunkt
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ei = R(t) ab. Die Umgebung jedes anderen Punktes &o aber liefert 
wieder ein schlichtes Abbild uni den Bildpunkt v,. Wir gelangen also 
zu dem Ergebnisse: Das durch die Funktion w = gelieferte Abbild der 
^-Kugel und damit das Feld der inversen Fzmktion z=9 (w) ist eine zu
sammenhängende, geschlossene, m-blättrige Riemannsche Fläche Fm über der 
w-Kugel mit den l Verzweigungspunkten e1, ep im Verzweigungs
punkte ei hängen dabei v, =R,—1 Blätter zusammen und gehen beim Umlauf 
um diesen Punkt, wie es die zugehörige Windungsfläche zeigt, ineinander über. 
Die Abbildung ist im allgemeinen eine konforme; nur tritt eine Unter
brechung der Konformität in bekannter Weise (vgl. S. 35) in jedem 
der Verzweigungspunkte ein. Da gleich dem Grade
(2 m — 2) der algebraischen Gleichung (3) ist, so besteht zwischen der 
Gesamtzahl m der Blätter und den Anzahlen v der in den einzelnen 
Verzweigungspunkten zusammenhängenden Blätter die Relation:

i

(4) 0=-m+1+2g1
i = 1

Auch hier ist ein synthetischer Aufbau der Riemannschen Fläche F, 
genau in derselben Weise durchführbar, wie derselbe S. 48 ausführlich 
für den Fall einer ganzen rationalen Funktion beschrieben wurde. Ebenso 
ist die Anordnung und der Zusammenhang der Blätter wieder in be
sonders anschaulicherWeise dadurch darstellbar, daß man Fm rückwärts 
auf die g-Kugel abbildet, wo die m übereinander geordneten Blätter 
m nebeneinander gelagerte Bereiche ergeben, die die g-Kugel gerade schlicht 
und vollständig bedecken.

Wir erläutern diese Maßregel an der späterhin noch näher zu be
trachtenden Funktion sechsten Grades:

4(22—2—1)8 
" “ 2722(1—2)2 ‘

die wir auch durch die Proportion geben können:
(5) w: (w - 1): 1 - 4(22 - z + l) : (2 z  - 322 - 3z + 2)2: 2722(1 - z) .3 3 2

Die zugehörige Gleichung (3) hat, wie man leicht ausrechnet, je eine 

Doppelwurzel an den beiden Stellen z = -—9—, die beide W lie
fern, je eine einfache Wurzel an den drei Stellen z = — 1, 1, 2, die 
übereinstimmend w = 1 ergeben, und endlich je eine einfache Wurzel 
an den drei Stellen z = 0, 1, oo, die wieder ein und denselben Wert w, 
nämlich oo liefern. Die zur sechsdeutigen Funktion z = p(w) gehörende 
Fläche Fg hat demnach zwei je dreiblättrige Verzweigungspunkte, die bei 
w = 0 übereinanderliegen, drei ziveiblättrige Verzweigungspunkte bei w = 1 
und ebenfalls drei zweiblättrige Verzweigungspunkte bei w = oo.
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Beim synthetischen Aufbau dieser Fe wollen wir (unter gering
fügiger Abweichung von der S. 48 befolgten Maßregel) die w-Ebene 
längs der ganzen durch die drei Verzweigungspunkte w 0,1,00 zie
henden reellen Achse durchschneiden. Ohne indessen die zwölf „Halb
blätter“ dann unmittelbar längs der „Verzweigungsschnitte“ S zusammen
zuheften, wollen wir sogleich ihre zwölf konformen Abbilder in der 
schlichten g-Ebene aufsuchen. Um die Zeichnungen anschaulich zu ge
stalten, wollen wir dasjenige Halbblatt der w-Ebene, welches die kom
plexen Werte w mit „positiven“ ima
ginären Bestandteilen trägt, und das 
wir dieserhalb als das „positive“ Halb
blatt oder die „positive“Halbebene be
zeichnen, mit einer Schraffierung ver
sehen (vgl.Fig. 10), während das „negative“ Halbblatt frei bleiben soll. Indem 
wir die sechs Abbilder der positiven Halbblätter in der g-Ebene gleichfalls 
schraffieren, entspringt die Bereicheinteilung der g-Ebene, wie sie in Fig. 11 
dargestellt ist. Es sind 
also zwölf von Kreisen und 
Geraden begrenzte drei
eckige Bereiche, welche die 
zwölf Halbblätter der Fe 
konform abbilden und in 
ihrer Nebeneinanderord- 
mmg den Zusammenhang 
der Blätter von Fe zur An
schauung bringen. Die in 
Fig. 11 in Klammern an
gegebenen Zahlen sind die

Funktionswerte w, die den Argumenten z = 1 -3, — 1, 1, 2, 0, 1, co 

Fig. 10.

entsprechen und also von den Verzweigungspunkten herrühren.
Die wahre Bedeutung dieser Figur wird uns später in anderem 

Zusammenhänge beschäftigen. Die Richtigkeit der Angaben wolle man 
hier zunächst auf elementarem Wege bestätigen, indem man z. B. für 
z = 1 + iy die Funktion w in die Gestalt setzt:

 (3—4y3
27(1—4y3)2

oder für z = e9i in die Form:
2(1—2 cos 24) — —1______
27(1 — cos 9) 

oder die Funktion für reelle z berechnet usw. 
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1
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§14. Die linearen Substitutionen und der Begriff der Kreis- 
Verwandtschaft.

Einige besondere Ausführungen haben wir an die Entwicklungen 
von § 13 für den niedersten Fall anzuschließen, daß nämlich die Blätter
anzahl der daselbst mit Fm bezeichneten Riemannsche Fläche insbesondere 
m = 1 ist. F. ist die schlichte und vollständige w-Kugel, welche, da 
Verzweigungspunkte jetzt ausgeschlossen sind, ohne Ausnahme konform 
auf die g-Kugel bezogen ist. Eine Funktion, welche die schlichte und 
vollständige s-Kugel ausnahmslos konform auf die schlichte und gleichfalls 
vollständige w-Kugel abbildet, ist eine rationale Funktion ersten Grades 

kurz eine lineare11 Funktion und hat die Gestalt: oder

(1) 
Aus

oder

der Gestalt der Ableitung:
dio ad — bc 
dz (cz + df

auch durch direkte Betrachtung von (1) folgt, daß der Ausdruck 
{ad—bcf, den man als „Determinante11 der linearen Funktion (1) be
zeichnet, von 0 verschieden sein muß:
(2) ad — bc =4= 0.

Gewöhnlich deutet man die komplexen Werte w gleich auf der 
g-Kugel selber, schreibt dann z an Stelle von w und:

az — b 
cz — d 

anstatt der Gleichung (1). Man sagt im Anschluß hieran, die z-Kugel 
werde mittelst der „linearen Substitution“ (3) in sich selbst transformiert.

Eine solche Transformation hat nun neben ihren Eigenschaften der 
Eindeutigkeit und Winkeltreue die dritte grundlegende Eigenschaft, 
daß sie die Kreise der z-Kugel stets wieder in Kreise überführt. Man 
sagt, das System aller Kreise der z-Kugel sei gegenüber der Transfor
mation mittelst einer linearen Substitution (3) invariant. Operieren wir 
mit der z-Ebene, so müssen wir, entsprechend dem Schlußsätze von 
§ 5, S. 23, die gesamten Geraden der 2-Ebene als Kreise mit dem Ra
dius co den Kreisen zurechnen; auf der g-Kugel werden diese besonderen 
Kreise einfach diejenigen durch den Punkt 2=0.

Eine umkehrbar eindeutige Beziehung einer Ebene auf eine zweite 
oder auch einer Ebene auf sich selbst, bei der Kreisen immer wieder 
Kreise entsprechen, nennt man nach Moebius1) eine „Kreisverwandt-

1) „Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung“, 
Abh. der Leipz. Ges. d. Wiss., Bd. 2 (1855), S. 529 oder Moebius, Ges. Werke, 
Bd. 2, S. 243.
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schaff. Eine solche Kreisverwandtschaft liegt also, wie wir behaupten, 
bei jeder Transformation (3) unserer g-Kugel in sich vor.

Der Beweis dieser Behauptung werde zunächst für den Fall ge
führt, daß c=0 ist und also eine „ganze" lineare Funktion:

g‘ = az + b

vorliegt. Hier ist zufolge (2) sicher a von 0 verschieden. Wir schreiben 
a = ae®i und können den Übergang von g zu z durch Vermittlung 
zweier Variablen z‘’, z" so vollziehen:

z' = eaiz, z" = j a j z\ z = z" + b.

Die vorgelegte „ganze“ lineare Substitution können wir demnach 
erzeugen, indem wir nacheinander die drei noch spezieller gebauten Sub
stitutionen:
(4) z=eaiz, 2 =a|2, 2=2—b

ausüben.
Daß nun jede dieser Substitutionen eine Kreisverwandtschaft liefert, 

macht man sich leicht mittelst einer geometrischen Deutung der Sub- 
stutionen klar. In der Tat wollen wir geradezu eine mechanische De
formation der g-Ebene oder g-Kugel in sich vornehmen, bei welcher 
der einzelne Punkt z nach seinem durch die Substitution zugeordneten 
Punkte z' in geeigneter Weise hingeführt wird.

Die erste Substitution (4) wird einfach mittelst einer Drehung der 
g-Ebene um ihren Nullpunkt durch den Winkel c vollzogen. Die ein
zelnen Punkte z wandern hierbei über konzentrische Kreise um den 
Nullpunkt; diese Kreise sollen demnach die vBabnkurvenCi der Substi
tution heißen. Die vom Nullpunkte ausziehenden geradlinigen Strahlen, 
welche die Bahnkurven senkrecht schneiden, heißen die „Niveauliurvena 
der Substitution; die auf gemeinsamer Niveaukurve liegenden Punkte 
werden bei der fortschreitenden Bewegung stets auf einer solchen Kurve 
verbleiben.

Auf der g-Kugel beschreibt man die Verhältnisse am einfachsten 
unter Gebrauch einer geographischen Sprechweise. Nach den Formeln (5) ff. 
S. 23 entspricht, dem Nullpunkt z — 0 der „Nordpol“, dem Punkte oo 
der „Südpol“ der Kugel. Die eben gewonnenen Bahnkurven der ersten 
Substitution (4) liefern die „Parallelkreise“, die Niveaukurven aber er
geben die „Meridianhalbkreise“. Hier ist nun die Substitution einfach 
mittelst der Drehung der Kugel um ihre „Achse“ durch den Winkel a 
zu vollziehen, wobei die beiden festbleibenden Pole als die „Fixpunkte(L 
der Substitution bezeichnet werden. Daß bei der Drehung der Kugel 
die Kreise immer wieder in Kreise übergehen, ist unmittelbar einleuchtend.

5*
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Bei der zweiten Substitution (4) entspricht dem einzelnen Punkte 
g = re&i ein Punkt desselben 9 und des zu r proportionalen Radius
vektor r‘=ar. Bei der mechanischen Deformation müssen wir uns 
die g-Ebene oder g-Kugel als eine elastische Membran denken. Der ein
zelne Punkt wird dann, wenn wir sogleich die g-Kugel benutzen, über 
seinen Meridianhalbkreis hingeführt, und zwar in der Richtung auf den 
Südpol oder Nordpol, je nachdem a>1 oder < 1 ist.1) Die Meridian
halbkreise sind also jetzt die „Bahnkurven“, und wir dürfen uns die 
Bewegung derart vollzogen denken, daß die Parallelkreise als „Niveau
kurven“ dienen. Auch bei dieser Bewegung bleiben die beiden Pole 
fest, stellen also wieder „Fixpunlite^ der Substitution dar. In der g-Ebene 
sind wir hier einfach zu einer „Ähnlichkeitstransformation“ gelangt, so 
benannt, weil jede Figur in eine ihr ähnliche übergeht, also insbesondere 
ein Kreis stets wieder in einen Kreis.

1) Den Fall a =1 der sogenannten „identischen“ Substitution, bei der 
jeder Punkt z an seiner Stelle bleibt, dürfen wir außer acht lassen.

Ehe wir die dritte Substitution (4) erledigen, wollen wir aus den 
beiden ersten die Substitution:

g‘=az=a eaiz
zusammensetzen und haben dabei, um nicht zu den bisherigen Fällen 
zurückzukommen, a<1 und a als im Innern des Intervalles 0<c<2 n 
gelegen anzunehmen. Natürlich könnten wir hier zwei Deformationen 
der bisher besprochenen Arten hintereinander ausüben, wobei insbeson
dere die beiden Pole der Kugeloberfläche sich wieder als „Fixpunkte“ 
der Substitution erweisen. Es ist aber auch möglich, die Substitution 
g‘ = az unter dem Bilde einer einzigen Deformation vorzustellen. Zu 
diesem Zwecke überdecken wir die g-Ebene einfach und lückenlos mit 
einer Schar kongruenter „logarithmischer Spiralen“, die gegeben sind 
durch die Gleichung: , , ,- <7 10g I d |
(5) r = C • e a ,
unter C. den Parameter verstanden. Auf der g-Kugel liefern die 
Spiralen eine Schar kongruenter „Loxodromena, deren einzelne jeden 
der beiden Pole unendlich oft spiralig umläuft, und die man gewöhn
lich als „isogonale Trajektorien" der Meridianhalbkreise einzuführen 
pflegt. Da nun zwei einander entsprechende Punkte z und z = az 
stets auf ein und derselben Loxodrome liegen, so können wir die 
Schar (5) der Loxodromen als die „Bahnkurven“ bei der mecha
nischen Ausführung der Substitution benutzen. Die zu (5) orthogo
nale Schar:
(6) r = C2 • e log  a ।1
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liefert wieder kongruente logarithmische Spiralen bzw. Loxodromen. 
Diese werden durch unsere Substitution ineinander übergeführt, und 
zwar die vom Parameter C, in die des Parameters:

c2
C,=Ca elog|a .

Bei der mechanischen Überführung der g-Kugel aus der Anfangslage in 
die Endlagen mögen demnach die Loxodromen (6) die Niveaukurven 
abgeben. Fig. 12 er
läutere diese Vorstel
lungen an einem der 
z-Ebene angehörenden 
Bilde.

Die letzte Substi
tution (4) hat wieder 
elementaren Charak
ter, insofern sie durch 
eine „Parallelverschie
bung“ oder „Trans
lation“ der g-Ebene in 
sich vollzogen wird, 
bei der insbesondere 
der Nullpunkt auf ge
radliniger Strecke zum 
Punkte & hin geführt 
wird. Die Schar der 
zu dieser Strecke par
allelen Geraden liefert die „Bahnkurven“, die orthogonale Geradenschar 
die „Niveaukurven“. Auf der g-Kugel liefern die Bahnkurven eine 
Schar von Kreisen, die sich im „Südpol“ berühren, die Niveaukurven 
ergeben die zugehörige orthogonale Kreisschar. Der „Südpol“ g 
ist jetzt der einzige sich selbst entsprechende Punkt oder „Fixpunkt“ 
der Substitutionen. Daß wir hier mit einer Kreisverwandtschaft zu tun 
haben, ist wieder einleuchtend.

Liegt jetzt zweitens eine Substitution (3) mit nicht verschwinden
dem c vor, so können wir schreiben:

az — b — (ad — bc} a 
cz—d c2z — cd T c

Benutzen wir somit die Abkürzungen:

— c2  , 
ad — bc a

— cd 
ad — bc
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so können wir die vorgelegte Substitution durch Vermittlung zweier 
Variablen g" und Z" so auf lösen:

. g" = a’e + b‘, z" 2= z'r + b".
Jede Substitution mit nicht verschwindendem c läßt sich demnach durch 
drei aufeinanderfolgende Substitutionen erzeugen, von denen die erste 
und dritte der schon erledigten Art g‘ = az + b angehören, während 
als neu die zweite Substitution von der Gestalt:

hinzukommt. Daß aber auch diese eine Kreisverwandtschaft darstellt, 
ist wieder sofort einleuchtend; denn es entspricht bei ihr dem Kreise:

A(g2 + y?) + Bx + Cy + D = 0

der Kreis von der Gleichung:

D(x2 4- y'2) + Bx — Cy' +A=0.

1) Da c als von. 0 verschieden gilt, so sind und Z, endlich.

Der ausgesprochene Charakter unserer linearen Substitutionen (3) ist 
damit allgemein als zutreffend erkannt.

Die geometrisch-mechanischen Ausführungen über die Substitutionen 
(4) überträgt man leicht auch auf alle Substitutionen (3) mit nicht 
verschwindendem c. Man stelle erstlich fest, daß eine solche Substitution 
immer zwei „Fixpunhtea hat. Soll nämlich durch (3) der Punkt z sich 
selbst zugeordnet sein, so ist z = z, und also genügt z der quadratischen 
Gleichung:
(7) cz  + (d — d)z — b = 0.2

Sind erstlich die Lösungen dieser Gleichung voneinander verschie
den, so wollen wir sie zt und z^ nennen.1) Die Substitution (3) muß 
sich dann umrechnen lassen auf die Gestalt: 

wo der konstante Faktor m als „Multiplikator“ der Substitution be
zeichnet wird. Es ist nämlich der links stehende Ausdruck selbst wieder 
eine lineare Funktion von g, welche die rechts stehende Gestalt haben 
muß, da ihr Nullpunkt in zr und ihr Pol in z% gelegen ist. Führen wir 
an Stelle von z die Variable:

ein, so rechnet sich unsere Substitution (8) auf die neue Gestalt um: 
Z' = mZ = | m | e^^Z,
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auf welche unmittelbar die für die beiden ersten Substitutionen (4) ge
gebenen Ausführungen übertragen werden können. Das Bild der Z- 
Kugel mit ihren Parallelkreisen, Meridianhalbkreisen und Loxodromen 
hat man dann durch die Transformation (9), welche ja selber wieder 
eine Kreis Verwandtschaft liefert, auf die g-Kugel zu übertragen, wobei 
die Meridiankreise in die Schar der Kreise durch die beiden Punkte g,, 
g, übergeht, die Parallelkreise in die zur eben gewonnenen orthogonalen 
Kreisschar, während die Loxodromen auf der g-Kugel Doppelspiralen 
liefern, welche jede der eben genannten Kreisscharen isogonal durch
setzen.

Ist erstlich m=1, so heißt die Substitution „eUiptisch^S). Die 
Kreise durch g, und Z2 liefern die Niveaukurven, die orthogonale Kreis
schar stellt die Bahnkurven; die Substitution hat den Charakter einer 
Drehung der g-Ebene um 2, und 22. Istu= 0, so heißt die Substi
tution „hyperl>oliscli(l. Nun 
sind die g1 und &2 verbin
denden Kreise die Bahnkur
ven, und die zu ihnen ortho
gonalen Kreise liefern die 
Niveaukurven. Es findet eine 
Deformation der Ebene vom 
einen Fixpunkte in der Rich
tung auf den anderen längs 
der Bahnkurven statt, wie 
man sich die an Fig. 13 
(die auch zur Erläuterung 
des elliptischen Falles dienen 
kann) deutlich mache. Ist 
weder m=1 noch u = 0, 
so heißt die Substitution 
„loxodromisch^] ihr entspricht eine schraubenartige Deformation der 
g-Kugel in sich.

Sind zweitens die Lösungen der Gleichung (7) einander gleich und 
gleich &o, so muß sich die Substitution umrechnen lassen auf:

„1  —1 + V. 
2—2o2—2o

Wir müssen nämlich bei Einführung der neuen Veränderlichen:

1) Der Fall m kann in Gleichung (8) nicht vorliegen, da er zur „iden
tischen“ Substitution z'=z und damit zu c=0 führen würde. 
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zu einer in Z geschriebenen Substitution der dritten unter (4) genann
ten Art gelangen, da der „Südpol“ Z=c der Z-Kugel der einzige 
sich selbst entsprechende Punkt ist. Übrigens werden wir diesen Punkt 
als Koinzidenzpunkt zweier Fixpunkte fassen, damit der Satz, eine Sub
stitution (3) habe stets zwei Fixpunkte, allgemein gilt. Eine Substi
tution der jetzt vorliegenden Art heißt „parabolisch11. In der Z-Ebene 
hatten wir zwei einander orthogonale Scharen paralleler Geraden, welche 
die Bahn- und Niveaukurven lieferten. Ihre durch (10) gelieferten 
kreisverwandten Abbilder in der g-Ebene ergeben zwei zueinander ortho

1) Die Benennungen „elliptisch“, „hyperbolisch“ usw. für die verschiedenen 
Arten der Substitutionen (3) sind von Klein eingeführt. Eine ausführliche Be
handlung der linearen Substitutionen auf Grundlage ihrer Beziehung zur projek
tiven Geometrie findet man in den „Vorlesungen über die Theorie der automorphen 
Funktionen“ von F. Klein und R. Fricke (Leipzig, 1897), Bd. 1, Einleitung. Man 
findet hier auch die Originalliteratur nachgewiesen. Übrigens vergleiche man auch 
Osgood, S. 258ff.

gonale Scharen von Kreisen des in Fig. 14 dargestellten Typus; jetzt 
also besteht die einzelne Schar aus lauter sich im Fixpunkte z^ be
rührenden Kreisen.1)

Es bedarf kaum der Hervorhebung, daß wir die Benennungen 
„elliptisch“, „hyperbolisch“ und „parabolisch“ auch auf die Substitutio
nen (4) anwenden, sowie daß wir z = a eaiz mit a21 und
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0<c<2x „loxodromisch" nennen. Übrigens werden uns späterhin 
vornehmlich elliptische, hyperbolische und parabolische Substitutionen 
begegnen.

§15. Die linearen Substitutionen zweiter Art und die indirekten
Kreisverwandtschaften.

Mit g bezeichnen wir den zu 8 = x — iy konjugiert komplexen 
Wert x — iy. Der Übergang von z zu g‘=7, bei dem also jedem 
Werte z sein konjugierter zugeordnet ist, wird als „Spiegelung“ der 
g-Ebene an der reellen Achse bezeichnet. Diese Transformation stellt 
eine eindeutige und auch wieder konforme Abbildung der g-Ebene auf 
sich selbst dar; doch besteht ein Unterschied gegen die bisherigen kon
formen Abbildungen darin, daß im Abbild eines Winkels die Schenkel 
desselben vertauscht oder umgelegt erscheinen. Wir sprechen in die
sem Sinne von einer konformen Abbildung „mit Umlegiing der Winkel11. 
Übrigens werden die Kreise der g-Ebene durch z = 8 wieder in Kreise 
übergeführt.

Man wolle jetzt auf die durch z =8 transformierte g-Ebene gleich 
noch irgendeine lineare Substitution (3) S. 66 mit nicht verschwinden
der Determinante ausüben. Man gelangt so zu der durch:

aZ—b
cz — d

dargestellten Transformation des Punktes z in den Punkt z. Wir be
zeichnen (1) als eine lineare Substitution „zweiter Art11 und ihr gegen
über eine Substitution (3) S. 66 genauer als eine solche der „ersten 
Art.“ Jede lineare Substitution zweiter Art stellt eine eindeutige konforme 
Abbildung der z-Ebene auf sich selbst mit Umlegxmg der Winkel darT 
bei der Kreise immer wieder in Kreise übergehen. Die hier vorliegenden 
Kreisverwandtschaften mit Umlegung der Winkel bezeichnet man als 
„indirekte11 und nennt diejenigen des § 14 demgegenüber „direkte11 Kreis
verwandtschaften.

Unter den Substitutionen (1) wollen wir nur eine einzige Art be
sonders betrachten, nämlich die gleich näher zu erklärenden „Spiege- 
lungen“ oder „Inversionenli an Kreisen; man nennt sie auch „Transfor
mationen durch reziproke Eadienli an Kreisen. In dem besonderen Falle, 
daß der Kreis, an dem die Spiegelung vorgenommen werden soll, und 
der allgemein der „Symmetriekreisa der Spiegelung heißen soll, eine 
Gerade ist, haben wir mit einer elementaren Spiegelung zu tun, wie 
wir sie anfangs durch z =8 für die reelle Achse als „Symmetriekreis“ 
darstellten.
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Den Charakter der Spiegelungen mit Symmetriekreisen endlicher 
Radien erläutern wir durch das Beispiel:

(2) <=1,
wo der Quotient ) einen reellen positiven Wert haben soll. Schreiben 

wir o2 für diesen Wert, so wird durch unsere Substitution der Punkt 
g = oder, wie wir sagen dürfen, der Punkt der Polarkoordinaten 

/02 N{r, •) in den Punkt (, •) übergeführt. Der Symmetriekreis ist hier 

der Kreis des Radius 0 um den Nullpunkt; jeder Punkt dieses Kreises, 
ist durch die Substitution (2) sich selbst zugeordnet. Weiter ver
tauscht die Substitution das Äußere mit dem Inneren dieses Kreises 
und zwar in der Art, daß einander zugeordnete Punkte gleiche Ampli
tuden • haben und Radien Vektoren r und r, welche durch die Re
lation rr' = o2 verbunden erscheinen. Die obengenannten Namen der 
Substitution (2) finden in diesem geometrischen Charakter derselben 
ihre Begründung.

Da die Substitution (2) sich dem Ansatz (1) einordnet, so liefert 
die eben beschriebene „Transformation durch reziproke Radien“ am 
Kreise des Radius 0 um den Nullpunkt eine konforme Abbildung mit 
Umlegung der Winkel und insbesondere eine indirekte Kreisverwandt- 
schäft. Dieser Charakter unserer Transformation bleibt natürlich ge
wahrt, falls an Stelle des Kreises vom Radius o um den Nullpunkt 
irgendein beliebiger Kreis der z-Ebene mit endlichem Radius als Sym
metriekreis der Spiegelung tritt. Andrerseits ist aber auch leicht zu 
sehen, daß die Spiegelung an diesem neuen Symmetriekreise gleichfalls 
unter den Substitutionen (1) enthalten ist. Wenn wir nämlich zuvor 
die Transformation g=g und dann erst die Spiegelung an dem neuen 
Symmetriekreise vornehmen, gelangen wir zu einer ausnahmslos kon
formen Beziehung der g-Ebene auf sich selbst ohne Umlegung der 
Winke] und damit zu einer Substitution (3) S. 66, woraus für die 
Spiegelung die Gestalt (1) entspringt.

Auch die Spiegelung an irgendeiner Geraden der z-Ebene, welche 
denselben elementaren Charakter hat wie die oben betrachtete Spiege
lung g‘ = 2 an der reellen Achse, findet sich unter den Substitutionen 
(1), wie man wieder durch Kombinierung mit der besonderen Spiege
lung z‘=7 und Benutzung der dadurch zu erzeugenden Substitution 
erster Art zeigt.

Mit Rücksicht auf spätere Anwendungen wollen wir diese besondere 
Klasse der Spiegelungen unter den Substitutionen (1) auch direkt da
durch charakterisieren, daß wir die ihnen eigentümlichen Koeffizienten 
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a, b, c, d angeben. Bei den zu diesem Ende anzustellenden Rechnungen 
schreibt man die Substitutionen (1) zweckmäßig so, daß die Determi
nante gleich 1 ist:
(3) ad — bc = 1.

Dies ist immer erreichbar, da man die Koeffizienten a, b, c, d, ohne 
die Substitution wesentlich zu ändern, noch mit einem gemeinsamen 
Faktor versehen kann und dieser dann eben so wählbar ist, daß die 
multiplizierten Koeffizienten die Determinante 1 haben. Durch die 
Forderung (3) ist übrigens die Schreibweise der Substitution noch 
nicht eindeutig bestimmt, da man ohne die Substitution und die Glei
chung (3) zu ändern noch einen gleichzeitigen Zeichenwechsel von 
a, b, c, d vornehmen kann. Doch ist es nicht erforderlich, diese Zwei
deutigkeit noch irgendwie zu heben.

Eine einzelne Spiegelung stellt nun ein umkelvrbares Entsprechen 
von Punkten g und g dar. Nennt man bei irgendeiner unserer Sub
stitutionen (erster oder zweiter Art), welche g in / überführt, diejenige 
Substitution, welche umgekehrt g wieder nach g zurückführt, zur ersteren 
„inversli, so ist eine Spiegelung offenbar sich selbst invers. Nun ist, 
wenn ä, b, c, d die zu a, b, c, d konjugierten Zahlwerte sind, zur Sub
stitution (1) die folgende invers:

, dz — b g = —--- , — cz 4- a ‘

wie man durch Auflösung der Gleichung (1) nach g unter Austausch 
der Bezeichnungen g und g‘ findet. Da im Falle einer Spiegelung die 
eben angeschriebene Substitution wieder mit (1) identisch sein muß, 
so gilt für eine Spiegelung:

d = aa, b = — ab, c = — ac, a ad,

unter a einen Proportionalitätsfaktor verstanden. Die Bedingung (3) 
ergibt dann, daß dieser Faktor a entweder gleich + 1 oder — 1 
sein muß.

Wir behaupten nun, daß der Fall a = + 1 uns gerade bereits alle 
unsere Spiegelungen liefert. Hier ist d konjugiert komplex zu a, wäh
rend b und c rein imaginär sind; wir schreiben also:

a = ax + ia2, b = ib2, c = ic2, d = ax — ia2,

wo ax, a2, b2, c2 reelle Zahlen sind, die zufolge (3) die Bedingung:
(4) a?+a;+ ,6, = i
erfüllen. Die sich selbst entsprechenden Punkte (Fixpunkte) der Sub
stitution finden wir, indem wir in die Substitution 2‘=g und also 

z = x — iy eintragen. Es gilt der Satz: Enter den ge
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mäß (3) geschriebenen Substitutionen (1) sind die Spiegelungen durch die 
besondere Gestalt:
(5) g‘  (a, —ia2)2—ib,N - " ic,Z—(a, — ia,)
ausgezeichnet, wo a, a2, b2, C vier reelle die Belation (4) befriedigende 
Zahlen sind. Der Symmetriekreis der Spiegelung (5) hat die Gleichung: 
(6) c^x2 + y2} — 2a,a + 2aty —b,=0;

1) Über die Behandlung der Substitutionen zweiter Art auf Grundlage pro
jektiver Vorstellungen im Raume der z-Kugel (s. S. 22) vergleiche man wieder die 
in der Note S. 72 genannten Vorlesungen, Bd. 1, Einleitung. Dabei erweisen sich 
die sich selbst inversen Substitutionen (1) als „Perspektivitäten", welche die z-Ku- 
gel in sich überführen. Liegt das Perspektivitätszentrum außerhalb der Kugel, 
so haben wir mit einer unserer Spiegelungen zu tun, wobei die Polarebene jenes 
Zentrums den Symmetriekreis auf der z-Kugel ausschneidet. Die im Texte nicht 
behandelten Substitutionen mit 6 = — 1 haben Perspektivitätszentren innerhalb 
der Kugel; man hat im Einzelfall eine sogenannte „Diametralsymmetrie“, d. h. 
eine Transformation, bei der je zwei bezüglich des Perspektivitätszentrums dia
metrale Punkte der g-Kugel ineinander übergehen.

derselbe hat zufolge (4) einen von 0 verschiedenen reellen Badius, der ins
besondere für c,= 0 unendlich groß ist.

Zum Beweise dieser Behauptung beachte man, daß die auch für 
6 = — 1 leicht durchführbare Rechnung zwar gleichfalls auf sich selbst 
inverse Substitutionen zweiter Art führt, daß jedoch diesen letzteren 
Substitutionen keine Symmetriekreise mit reellen Radien zugehören. 
Die Substitutionen (5) müssen also unsere gesamten Spiegelungen be
reits erschöpfen; und in der Tat können wir auch durch zweckmäßige 
Auswahl von a^, a^, b, C den Kreis (6) mit jedem beliebigen Kreise 
bzw. mit jeder beliebigen Geraden der g-Ebene identifizieren.1)

§ 16. Allgemeine Angaben über algebraische Funktionen 
und Gebilde.

Bei Gelegenheit der Inversion der rationalen Funktionen gelangten 
wir zur Vorstellung der m-blättrigen Riemannschen Flächen F, mit 
l Verzweigungspunkten, für welche wir auch einen synthetischen Aufbau 
besprachen (vgl. S. 48). Wir wollen jetzt an eine beliebige Fläche dieser 
Art anknüpfen, die wir uns wie oben in folgender Weise synthetisch 
herstellen. Auf der z-Kugel markieren wir irgend l verschiedene Stellen 
e,, e,, . . ., e,, wobei die ganze Zahl l • 1 und endlich sei. Wir ziehen 
eine reguläre Kurve, die sich nicht selbst schneidet, von e1 über e2, 
e3 bis el und bezeichnen die durch die Punkte e begrenzten Teile der 
Kurve mit Sr, S2, . . S,_1. Längs jedes dieser Kurvenstücke durch
schneiden wir die g-Kugel, nennen die S}, S, . . ., S,_1 wieder „Ver-
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zweigungsschnitte" und unterscheiden beim einzelnen ein rechtes und 
ein linkes Ufer.

Wir lagern nun eine endliche Anzahl m1) von Exemplaren der 
so vorbereiteten g-Kugel übereinander und beginnen damit, die m linken 
Schnittufer S in irgendeiner Anordnung den m rechten Ufern zuzu
ordnen und je zwei einander zugeordnete Ufer (wie S. 48u.f.) aneinander 
zu heften. Demnächst verfahren wir gerade so längs S2, S3, . .

So entspringt eine geschlossene m-blättrige Fläche Fm, welche jeden
falls an keinen anderen Stellen als den e1, e,, .. e, Verzweigungs
punkte aufweist. Beim einzelnen Punkte e, kommen wir von einem 
ersten Blatte spätestens nach m Umläufen in dieses Blatt zurück; kom
men wir nach vi Umläufen zum ersten Male wieder in das Ausgangs
blatt zurück, so haben wir bei ei einen V;- blättrigen Verzweigungs
punkt. Übrigens kann auch die Uferzuordnung eine solche sein, daß 
man bei einmaligem Umlauf um einen einzelnen Punkt ek von jedem 
Blatte aus sogleich zu diesem zurückgeführt wird; dann hätten wir je
doch nicht nötig gehabt, diese Stelle ek zu markieren. Auch können 
an einer Stelle e, wie schon das Beispiel von S. 64 lehrt, sehr wohl 
mehrere Verzweigungspunkte übereinander liegen. Die .wirkliche An
zahl der Verzweigungspunkte kann demnach auch < 7 oder > 7 sein. 
Wir wollen fortan unter 7 die wirkliche Anzahl der Verzweigungspunkte 
verstehen; halten wir auch an der Bezeichnung fest, daß dieselben bei 
z=e, e2, . . e, liegen, so brauchen diese l Werte jetzt nicht mehr 
voneinander durchweg verschieden zu sein. Übrigens möge ei ein v,- 
blättriger Verzweigungspunkt sein.

Hierüber hinaus wollen wir noch die wesentliche Forderung stellen, 
daß es möglich sein soll, von einem ersten Blatte durch geeignete Wege 
in der Fläche zu jedem anderen Blatte hinzugelangen. Wäre dies nicht 
möglich, so würde die Fläche in mindestens zwei getrennte Stücke zer
fallen, deren jedes für sich geschlossen in gewisser Blätteranzahl die 
z-Kugel überdeckte, und wir könnten das einzelne dieser Stücke der 
weiteren Betrachtung zugrunde legen.

Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Fine Funktion, deren Feld 
eine zusammenhängende geschlossene Biemannsche Fläche Fm mit l Ver
zweigungspunkten ist, heißt eine „algebraische^ Funktion von z und möge 
im Anschluß an die bereits S. 48 benutzte Schreibweise durch w =o (z') 
bezeichnet werden. Die Annahme, Fm sei das Feld von ^(z), ist so zu 
verstehen, daß, wenn wir die Funktion w = (p^z) etwa in der Umgebung

1) Damit wir Verzweigungspunkte anbringen können und nicht zum ein
fachen Falle der rationalen Funktionen zurückgeführt werden, muß natürlich 
mD1 sein.
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einer von jedem ei verschiedenen Stelle 2 durch ein „Funktionselement“ 
(vgl. S. 20) geben, die analytische Fortsetzung von hier aus als Feld der 
Funktion w gerade unsere Riemannsche Fläche Fm liefere.

Hieraus geht sofort hervor, daß die m Blätter der Fläche m Zweige 
unserer Funktion tragen, von denen keine zwei identisch sein können. 
Indem wir die Blätter der Fläche numeriert denken, wollen wir diese 
m Zweige entsprechend durch die Bezeichnungen W,=9,(z),
. . ., wm = 9,(z) voneinander unterscheiden.

Im Anschluß hieran erklärt nun folgende einfache Betrachtung 
den für die Funktion w = eingeführten Namen. Wir wollen in 
der schlichten g-Ebene von einer Stelle Zo aus, die mit keinem der 
Werte e, zusammenfalle, eine beliebige geschlossene Kurve C nach g. 
zurück beschreiben, die jedoch auch, um eindeutige Fortsetzbarkeit der 
Funktion zu sichern, durch keine der l Stellen e, hindurchlaufen soll. 
Bei Zo geben wir die m Zweige w,= 9.(2), wm = 9m(z) etwa 
durch „Funktionselemente“ und setzen zugleich alle m Funktionen 
9.(g), . . 9,(g) über C fort. Am Schlüsse erhalten wir alle m An
fangszweige wieder, aber im allgemeinen in einer abgeänderten Reihen
folge; denn auf der Riemannschen Fläche Fm entsprechen dem Um
laufe C offenbar m Kurven, deren einzelne bei go in einem gewissen 
Blatte beginnt und wieder bei Zo, jedoch in irgendeinem Blatte, endigt.

Bilden wir nun aber eine symmetrische Funktion der W., . . ., wm, 
etwa die Potenzsumme:
(1) w+w++w*,
so ist klar, daß diese in der schlichten g-Ebene eine Funktion darstellt, 
die, über die geschlossene Kurve C fortgesetzt, notwendig zu ihren An
fangswerten zurückkehrt. Auch die Verzweigungspunkte selbst bilden keine 
Schwierigkeit. In der Umgebung eines einzelnen solchen Punktes e 
werden zwar die v in Betracht kommenden Glieder der Summe (1) Ent- 

i
Wicklungen nach Potenzen von {z — e)‘ mit ganzzahligen Exponenten 
besitzen1); aber die Summe (1) muß wieder, insofern sie sich beim Um
lauf um e als daselbst eindeutig erweist, eine Entwicklung nach Po
tenzen von (g — e) mit ausschließlich ganzzahligen Exponenten auf
weisen. Somit wird die Summe (1) eine eindeutige Funktion von z 
darstellen, deren Feld die schlichte und vollständige z-Ebene ist; wir 
haben also in (1) eine rationale Funktion von z gewonnen, und dasselbe 
gilt demnach nach bekannten Sätzen der Algebra von allen rationalen 
symmetrischen Funktionen der W1, w,, . . ., wm.

1) Ist e=co, so hat man (z — e) durch z 1 zu ersetzen.
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Verstehen wir in der Umgebung von go unter w irgendeinen Zweig 
unserer Funktion, so ist daselbst die Gleichung:

- (2) (w — w,) (w — W2) ... (w — wm) = 0
identisch erfüllt, da ein bestimmter Faktor mit 0 identisch ist. Multi
plizieren wir aber die linke Seite dieser Gleichung aus und ordnen 
nach abfallenden Potenzen von w, so werden die Koeffizienten von 
wm~x, wm~2, . . . rationale symmetrische Funktionen der w2, . .wm 
und also rationale Funktionen von g, die wir R.(g), R(z), • ■ Rm() 
nennen wollen. Wir gelangen zu dem Ergebnis: JEs gibt m rationale 
Funktionen R.(g), ..., von der Art, daß die „algebraische11 Glei
chung mten Grades für w:

(3) w"—R,(a)wm-1+R(a)wm-24- - - - - +R,(2)=0
durch unsere algebraische Funktion w = g(g) auf der ganzen Riemann- 
sehen Fläche Fm erfüllt ist. Da nämlich der in (3) links stehende Aus
druck in irgendeinem ersten Blatte der Fläche Fm in der Umgebung 
von Zo eine mit 0 identische Funktion von g liefert, so muß sich dieser 
Ausdruck bei analytischer Fortsetzung über das ganze Feld der Funk
tion w hin als mit 0 identisch erweisen.

Stellen wir jede der in (3) auftretenden rationalen Funktionen R(z) 
als Quotienten zweier ganzer Funktionen dar (S. 62) und zerlegen die 
Nennerfunktionen in ihre Linearfaktoren (S. 46), so möge die ganze 
Funktion go(g) der Generalnenner der m Quotienten sein.1) Multiplizieren 
wir die Gleichung (3) mit g^z\ so geht sie in die Gestalt über: 

(4) go(z)"+g(z)w"-1+0,(2)w"-24--------+gm(2)=0,

1) Es ist nicht ausgeschlossen, daß von den m Funktionen It (z) einige iden
tisch verschwinden. Jedoch kann dies nicht von allen m Funktionen It {z) zu
gleich gelten, da sonst w selbst mit 0 identisch wäre. Die im Texte vorge
schriebene Zerlegung bezieht sich natürlich nur auf die nicht identisch verschwin
denden R (z).

wo jetzt die g^z) ganze rationale Funktionen ohne einen allen gemein
samen Linearfaktor sind. In dieser Gestalt wollen wir die algebraische 
Gleichung für w kurz durch das Symbol:
(5) G(w,2)-0
bezeichnen, wo also der links stehende Ausdruck ein „Polynom“ (eine 
rationale ganze Funktion) in w und z darstellt.

Das Polynom G(w, z) hat als eine besonders wichtige Eigenschaft 
diejenige der „Irreduzibilität“, welche besagt, daß G(w, z) nicht in das 
Produkt zweier Polynome zerlegbar sei. Daß kein von w unabhängiger 
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Faktor absonderungsfähig ist, wurde bereits im Anschluß an (4) her
vorgehoben. Ist also überhaupt eine Zerlegung:

G(w, z) = G1(w, 2) • G,(w, z)

möglich, so müssen beide Faktoren w in Graden m und m, enthalten, die 
> 0, in Summa gleich m und also einzeln < m sind. Mindestens einer 
der Faktoren, etwa G.(w, z)} muß für unsere Funktion w identisch ver
schwinden.1) Dann besteht aber, wie die analytische Fortsetzung zeigt, 
die Gleichung = 0 auf der ganzen Fm, so daß diese Gleichung

1) Da das Produkt in jeder Umgebung einer Stelle g identisch verschwindet, 
so hat ebendort mindestens einer der Faktoren unendlich viele Nullpunkte, woraus 
das identische Verschwinden dieses Faktors folgt.

2) Die Endlichkeit der Anzahl der Pole nehmen wir hier in die Erklärung 
auf. Bei der algebraischen Funktion w folgt diese Endlichkeit aus der Geschlossen
heit des Feldes auf Grund einer schon öfter durchgeführten Überlegung.

3) Hierin liegt tatsächlich eine Erweiterung, wie denn z. B. jetzt auch alle 
rationalen Funktionen R{z) von z allein zum Gebilde gehören, obwohl bei ihnen 
das Feld die schlichte z-Ebene ist.

4) Dabei soll nur der Fall, daß R(w, z') mit oo identisch ist, ausge
schlossen sein, insofern hier die im Texte gegebenen Erklärungen nicht passen 
würden.

beim einzelnen z durch die m im allgemeinen verschiedenen Werte 
W,, W2, . . ., wm befriedigt wird und also der Annahme zuwider den 
Grad m erreichen müßte.

Ein analytisches Gebilde der vorliegenden Art, das man geradezu 
auch durch* die irreduzible algebraische Relation (5) als erklärt an- 
sehen kann, heißt insbesondere ein „algebraisches Gebilde“. Es bezieht 
sich diese Benennung auf die einzelne algebraische Funktion w, der 
die voraufgehende Betrachtung gewidmet ist. Alle sonstigen algebra
ischen Funktionen von z^ welche unsere Fläche Fm zum Felde haben, 
mögen als „zu dem algebraischen Gebilde gehörig" bezeichnet werden. 
Wir wollen hierbei sogar noch einen Schritt weiter gehen und edle auf 
der Fläche F, eindeutigen Funktionen, die in den Verzweigungspunkten 
das erforderliche Verhalten zeigen (vgl. S. ^ff.), und die bis auf end
liche viele Pole2 3 4) überall analytisch sind, als „zum algebraischen Gebilde 
gehörig“ bezeichnend)

Es ist nun zunächst einleuchtend, daß jeder rationale Ausdruck 
R(w, z) von w und z zu unserem Gebilde gehörtfj Aber es gilt auch 
umgekehrt der Satz, daß jede im Sinne unserer Erklärung zum algebra
ischen Gebilde gehörende Funktion W in w und z rational darstell
bar ist:
(6) W=B<iw,z).
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Man nenne nämlich W,, Wg, Wm die den m Blättern von Fm 
entsprechenden Zweige der Funktion W und bilde die m Summen:

+ W2ws2 +---- +W„w für

1) S. etwa H. Weber, „Lehrbuch der Algebra“ (Braunschweig, 1898), Bd. 1, 
S. 167.

2) Nur hat mau die mit 0 identische Funktion, welche dem Systeme ange
hören muß, niemals als Divisor zuzulassen, da wir die mit oo identische Funktion 
R(w, z) oben ausgeschlossen haben.

3) Vgl. P. G. Lejeune Dirichlet „Vorlesungen über Zahlentheorie“, heraus
gegeben und mit Zusätzen verse len von R. Dedekind, 4. Auf. (Braunschweig 
1894), S. 452.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 6

Wir erkennen wie oben bei (1) in ihnen m rationale Funktionen von 
g und gelangen zu m Gleichungen:

W,w; + W,w;4- - - + W„w; - R®(2).
Da keine zwei unter den Zweigen W,, w2, . . wm identisch sind, so 
ist die Determinante dieses Systems eine nicht identisch verschwindende 
Funktion, deren Quadrat in g rational ist und die Diskriminante der 
Gleichung mten Grades (3) liefert.1) Stellen wir demnach die Lösung 
W. unseres Systems als Determinantenquotient dar, so erweist sich W. 

rational in g, 11, w2, . . ., wm und dabei insbesondere symmetrisch in 
I0,, .... wm. Nun sind aber w9, w^, . . ., wm die Wurzeln der-
jenigen Gleichung (m — l)ten Grades, deren linke Seite wir mittelst Di
vision der linken Seite von (3) durch (w — w^ gewinnen. Die rationalen 
symmetrischen Funktionen der W2, w3, . . wm sind demnach in den 
Koeffizienten dieser Gleichung (m — 1)ten Grades, d. h. also in g und w± 
rational darstellbar. Also erhalten wir auch eine Darstellung:

W, = R(w,, 2).
Von hieraus gelangen wir am einfachsten mittelst der analytischen 
Fortsetzung zu der auf alle Blätter der Fm bezogenen Gleichung (6).

Das System aller Funktionen R(w, g) hat die Eigenschaft, daß so
wohl die Summe wie die Differenz, das Produkt und der Quotient1 2) 
zweier Funktionen des Systems wieder eine Funktion eben dieses Systems 
liefern. Einer von R. Dedekind3) innerhalb der Zahlentheorie einge
führten Sprechweise folgend bezeichnet man, um die aus der Repro
duktion gegenüber Addition usw. hervorgehende Zusammengehörigkeit 
der Funktionen unseres Systems zu kennzeichnen, dieses System als 
einen „Körperli von Funktionen oder „Funldionenliörpera. Genauer spricht 
man zum Unterschiede von etwaigen sonstigen zum Gebilde gehörenden 
analytischen Funktionen von dem zum algebraischen Gebilde (5) gehören
den Körper der „algebraischen^1 Funktionen.
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Für gewöhnlich definiert man das einzelne algebraische Gebilde 
durch Angabe einer irreduziblen algebraischen Gleichung (5) und hat 
dann hinterher die diesem Gebilde zugehörige Riemannsche Fläche F 
zu konstruieren.1) Wenn wir oben, der Methode Riemanns folgend, 
die algebraische Funktion w = (2) durch Angabe ihres Feldes F, er
klärten, so tritt dann freilich die Frage auf, ob auch für jede beliebig 
gewählte Riemannsche Fläche Fm eine zugehörige Funktion existiert, 
welche diese Fm zum Felde hat. Riemann2 3 * *) selbst hat diese Frage 
bejahend beantwortet, wenn auch seine Beweismethode sich als nicht 
einwurfsfrei erwies. Da das fragliche Existenztheorem Riemanns in 
der Folge keine grundsätzliche Rolle spielt, so gehen wir auf die später
hin gefundenen Beweismethoden sowie auf die gleichfalls gewonnene 
Verbesserung des ursprünglichen Riemannschen Beweisverfahrens nicht 
ein.8) Wir begnügen uns mit der Angabe des Satzes, daß in der Tat 
su jeder Tiemann sclxen Fläche Fm eine Funktion w = p(z), die F, zum 
Felde hat, existiert; damit gibt es dann zugleich einen ganzen Körper zu
gehöriger algebraischer Funktionen, der durch Fm als eindeutig definiert 
anzusehen ist. Die ausführliche Behandlung dieses Gegenstandes gehört 
in die allgemeine Theorie der algebraischen und der Ab el sehen Funk
tionen.

1) Man vgl. hierüber „Osgood.“, S. 400.
2) „Theorie der Äbelschen Funktionen“, Journ. f. Math., Bd. 54 (1857), Art. 3 

der Einleitung; siehe auch Riemanns Werke, S. 89 ff. der ersten Auf.
3) S. hierüber H. Weyl, „Die Idee der Riemannschen Fläche“ (Leipzig und

Berlin, 1913), S. 91 ff., wo auch die in Betracht kommende Literatur zusammen
gestellt ist (S. 93).

§ 17. Der Grad des Zusammenhangs einer Riemannschen 
Fläche Fm.

Neben den algebraischen Funktionen T(w, z} sind jetzt weiter als 
zum betrachteten algebraischen Gebilde gehörende analytische Funktionen 
die Integrale der algebraischen Funktionen:

z

(1) ^Tfw^^dz
20

zu nennen, welche man als die „algebraischen“ oder „Äbelschen“ Integrale 
des Gebildes bezeichnet. Unter z0 und z hat man dabei Stellen in der 
Fläche Fm zu verstehen und als Integrationsbahn irgendeine in Fm von 
z0 nach z ziehende reguläre Kurve zu denken. Für die Untersuchung 
dieser Integrale und insbesondere ihrer Vieldeutigkeit sind die in § 2, 
S. 4 ff., allgemein entwickelten Sätze maßgeblich.
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Als erste hierbei grundsätzliche Frage tritt diejenige nach dem 
Grade des „Zusammenhangs11 der Fläche Fm auf. Die besonderen bei 
der Inversion der rationalen Funktionen S. 64 ff. gewonnenen Flächen Fm 
konnten in jedem Falle eindeutig und stetig1) auf eine schlichte und 
vollständige Kugelfläche abgebildet werden. Flächen Fma die eindeutig und 
stetig auf eine schlichte und vollständige Kugelfläche abbildbar sind, besitzen 
demnach den „Zusammenhang der Kugelflächea, und wir nennen sie dieser
halb „einfach zusammenhängend^. Es liegt hier freilich gegenüber den 
S. 3 betrachteten Bereichen T. mit einer Randkurve insofern ein Unter
schied vor, als die Kugelfläche ein geschlossener Bereich ist, der keinen 
einzigen Randpunkt besitzt.2) Einen „Querschnitt“ im damaligen Sinne 
können wir demnach auf der Kugelfläche nicht anbringen, wohl aber 
einen in sich zurücklaufenden und sich selbst nicht kreuzenden 
Schnitt, einen sogenannten „Fückkehrschnitt11. Dabei ist es das Kenn
zeichen des „einfachen11 Zusammenhanges der Kugelfläche, daß jeder Rück- 
kehrschnitt diese Fläche in zwei getrennte Stücke zerlegt.

1) ja sogar konform, was jedoch jetzt zunächst unwesentlich ist.
2) Dieser Unterschied wird später dadurch aufgehoben, daß wir einen ein

zelnen Punkt auf der Fläche markieren und als „Randpunkt“ ansehen.
6*

Aus funktionentheoretischen Erwägungen leiteten wir bei einer 
Fläche Fm der fraglichen Art die Relation (4) S. 64 für die Gesamt
blätteranzahl m und die den l Verzweigungspunkten zukommenden 
Blätteranzahlen V,, V2,...,V, ab. Wir behaupten jetzt, daß diese Felation 
für alle Flächen Fm vom Zusammenhang der Kugel fläche charakteristisch 
ist. In der Tat ist diese Relation nichts weiter als ein Ausdruck des 
„Eulerschen Polyedersatzes“, den wir in der bekannten Gestalt: 
(2) F + F=K+2

darstellen, unter F, F, K die Anzahlen der Ecken, Flächen und Kanten 
des Polyeders verstanden.

Um dies einzusehen, wolle man die Riemannsche Fläche F, mit 
einem „geschlossenen“, sich selbst nicht überkreuzenden, überall stetig 
gekrümmten Schnitte S versehen, der vom ersten Verzweigungspunkt e. 
durch alle übrigen hin und bis zum ersten zurückläuft. Die zwischen 
e, und e,, ea und e3 usw. verlaufenden Teile von S denken wir als Ver
zweigungsschnitte Sv S,... benutzt. Nun sollte Fm eindeutig und stetig 
(nicht notwendig konform) auf eine Kugeloberfläche beziehbar sein. Voll
ziehen wir die Übertragung, so wird jedes Blatt infolge seiner Durch- 
schneidung längs S zwei einfach zusammenhängende Bildbereiche lie
fern und die ganze Kugelfläche erscheint schlicht und vollständig be
deckt durch 2 m solche Bereiche. Die Ecken der vorliegenden Kugel
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teilung entsprechen den 7 Verzweigungspunkten. Von jeder Ecke laufen
i

2v; Kanten aus, so daß die Kantenanzahl v, ist.i=1 4
Für die gewonnene Einteilung der Kugelfläche gilt der Eulersche 

Satz (2), und zwar haben wir, wie gerade festgestellt, zu setzen:

F == 2m, V,.
Schreiben wir noch:

V,

so folgt durch Eintragung der angegebenen Werte in (2) nach Division 
mit 2:

0--m+1 +3‘,1,
womit die Relation (4) S. 64 in der Tat wiedergewonnen ist.

Zur Erläuterung der allgemeinen Sätze über den Zusammenhang 
der Flächen Fm betrachten wir jetzt zunächst ein Beispiel, das alsbald 
in den Mittelpunkt unserer Untersuchung rücken wird, nämlich eine 
sweiblättrige Biemannsche Fläche F, mit vier Versiveigungspuiikten. Bei 
der Herstellung dieser Fläche haben wir längs des ersten von e. nach e, 
laufenden Schnittes S. das linke Ufer des oberen Blattes an das rechte 
des unteren Blattes zu heften und weiter natürlich das linke untere Ufer 
an das rechte obere. Damit dann aber bei e2 auch wirklich ein Ver
zweigungspunkt auftritt, ist längs S2 das einzelne linke Ufer mit dem 
rechten des gleichen Blattes zu verbinden. Längs Sä sind die Blätter

wieder wie längs S1 über Kreuz an
einander zu heften. Wir wollen die 
Sachlage durch Fig. 15 zur Anschauung 
bringen, in der wir diejenigen Teile 
S, und S, der übrigens punktierten 
Kurve S, in denen die beiden Blätter 
über Kreuz Zusammenhängen, stärker 
markiert haben.

Es ist nun leicht zu zeigen, daß die hier vorliegende Fläche den 
„Zusammenhang eines Kreisringes^ besitzt. Wir können sie geradezu, in
dem wir die Blätter der Fläche als elastische Membranen denken, durch 
stetige Gestaltsänderung in einen Kreisring überführen. Wir nehmen 
zunächst eine stetige Deformation derart vor, daß alle vier Verzweigungs
punkte auf eine Gerade rücken, auf der sie in der Anordnung e1, e2, e3, e^ 
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aufeinanderfolgen: S und S, seien dann die geradlinigen Strecken von e, 
nach e, bzw. es nach e4. Bei den Blättern der Fläche F, denken wir 
zunächst die oberen Seiten als Trägerinnen der Werte des Argumentes g 
und etwaiger Funktionen. Es erweist sich indessen als zweckmäßig, daß 
wir bei einem, etwa dem oberen Blatte, die untere Seite zu dieser Trä
gerin machen. Wir können dies dadurch erreichen, daß wir den Zu
sammenhang beider Blätter längs S. und S, vorübergehend nochmals 
aufheben, das obere Blatt um die durch die Punkte e laufende Gerade 
umklappen, so daß die bisher obere Seite nun die untere ist, und end
lich die Zusammenheftung der Blätter wiederherstellen. Dabei ge
hören jetzt sowohl längs S. als S3 das linke untere mit dem „linken“ 
oberen Ufer und das rechte untere mit dem „rechten“ oberen Ufer zusammen.

Die jetzt gewonnene Gestalt der Fläche wird noch etwas anschau
licher, wenn wir das obere Blatt unter Rücksicht auf die Elastizität 
der Membranen ein wenig heben. Dabei wird die Fläche die in Fig. 16 
skizzierte Gestalt darbieten, wo 
an Stelle der bisherigen Ver
zweigungsschnitte S. und S3 
zwei langgezogene Löcher auf
treten und übrigens jedes der 
beiden Blätter über den in der 
Figur gezeichneten Rand hinaus 
ins Unendliche fortzusetzen ist. 
Die einander zugekehrten Seiten Fig. 16.

der Blätter sind die Trägerinnen der Werte g bzw. etwaiger Funktionswerte.
Um die Geschlossenheit des einzelnen Blattes im Unendlichen der

Anschauung zugänglich zu machen, wollen wir, 
einer schon bisher vielfach benutzten Maßregel 
folgend, das obere Blatt nach oben hin, das untere 
aber nach unten hin kugelförmig in das Endliche 
ziehen. Unsere Fläche gewinnt dabei die in 
Fig. 17 angegebene Gestalt, wobei die Außen
seite die Trägerin der g-Werte ist. Jetzt ist 
es nur noch ein Schritt, um durch eine weitere 
stetige Gestaltsänderung den „Kreisring“ der 
Fig. 18 (S. 86) zu gewinnen.

Klein1) benutzt an Stelle des Kreisringes 
auch eine, mit einem Henleel versehene Kugel, wie

1) „Über Ri emanns Theorie der algebraischen 
Funktionen und ihrer Integrale“ (Leipzig, 1882), S. 27. Fig. 17.
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dieselbe in Fig. 19 dargestellt ist und aus 
dem Kreisring leicht durch stetige Deforma
tion hergestellt werden kann. Diese Vorstel
lung macht die Verallgemeinerung besonders 
anschaulich, indem wir uns leicht das Bild 
einer mit einer gewissen Anzahl, sagen wir, 
mit p Henkeln versehenen Kugelfläche bilden 
können (vgl. Fig. 20, wo p=3 ist).

Gehen wir von einer zweiblättrigen 
Fläche F2 mit (2p — 2) Verzweigungspunkten

e1, e,, . . ., e2,+2 aus, deren Blätter (analog den oben beschriebenen Ver
hältnissen) längs S,, S,, . . ., S,p+1 über Kreuz Zusammenhängen, so 
führt die Wiederholung der an der obigen F, vollzogenen Umgestaltung 
hier, wie man leicht übersieht, zu einer mit 
p Henkeln versehenen Kugel. Aber auch jede 
andere Hiemannsche Fläche Fm hann in eine 
mit einer gewissen Anzahl von Henheln ver
sehenen Kugelfläche stetig umgestaltet werden1'), 
so daß wir im Bilde dieser Fläche zugleich 
den Grad des Zusammenhanges der ursprüng
lichen F, anschaulich zu erfassen imstande sind^
__________ . Fig. 19.

1) Es geht dies aus Untersuchungen von J. Lüroth und A. Clebsch über 
die Gestalt der Riemannschen Flächen hervor; siehe Lüroth „Note über Ver
zweigungsschnitte und Querschnitte in einer Riemannschen Fläche“, Math. Ann., 
Bd. 4 (1871), S. 181 und Clebsch „Zur Theorie der Riemannschen Flächen“, 
Math. Ann., Bd. 6 (1872), S. 216. Man hat zunächst jeden Verzweigungspunkt mit v 
Blättern, sofern v»2 ist, in (v — 1) zweiblättrige Verzweigungspunkte aufzulösen. 
Sodann zeigt sich, daß man den Schnitt S durch die Verzweigungspunkte derart 
auswählen kann, daß folgende Gestalt der Fläche vorliegt. Die beiden untersten 
Blätter bilden für sich genommen eine F, mit (2p — 2) Verzweigungspunkten, wie 
wir sie schon im Texte betrachteten; jedes folgende Blatt ist dann nach unten hin 
nur an das unmittelbar darunterliegende mit zwei Verzweigungspunkten in einem

zwischen ihnen verlaufenden Verzweigungsschnitte 
geheftet. Eine F, mit zwei Verzweigungspunkten 
verwandelt man nun mittelst einer Operation, wie 
wir sie im Texte an der F, mit vier Punkten e aus
übten, leicht stetig in eine schlichte Ebene um. 
Beziehen wir diese Umwandlung auf die beiden 
obersten Blätter der F,, so ergibt sich eine F, ,Ti6‘ 0 771 - x
von gleicher Bauart. Die mehrfache Wiederholung 
des gleichen Verfahrens führt schließlich zu einer 
F2 mit (2p - 2) Verzweigungspunkten, welche wir 
bereits in eine Kugelfläche mit p Henkeln umwan
delten.
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Wir haben diese allgemeine Angabe ohne ausführlichen Beweis 

gemacht, da sich unsere späteren Entwicklungen allein auf die F, mit vier 
Verzweigungspunkten beziehen. Um aber die Stellung dieser F2 in der 
allgemeinen Theorie der algebraischen Funktionen zu kennzeichnen 
mögen auch noch folgende Ausführungen über eine beliebige Fm Platz 
finden.

Es ist zunächst unzweifelhaft, daß die Anzahl p der Henkel ein 
wichtiges Attribut der Riemannschen Fläche Fm ist. Man faßt alle 
Flächen mit dem gleichen p zu einem „Geschlechte“ von Flächen zu
sammen und spricht in diesem Sinne von „einer Fiemannsehen Fläche 
F, des Geschlechtes p“. Es wird erwünscht sein, eine Regel zu besitzen, 
nach der wir unmittelbar für die gegebene Fläche Fm das Geschlecht 
p bestimmen können. Diese Regel liefert uns der auf unsere Henkel
fläche übertragene Eulersche Polyedersatz. Da dieser Satz gewöhnlich 
nur für einfach zusammenhängende Flächen aufgestellt wird, so wer
den einige Andeutungen über die verallgemeinerte Formel am Platze sein.

Die Fm durchschneiden wir wieder längs einer alle Verzweigungs
punkte durchlaufenden, stetig gekrümmten Kurve S, welche sich nicht 
überkreuzt, aber in sich zurückläuft. Das eindeutige stetige Abbild 
des Schnittes 8 auf der Henkelfläche liefert dann wieder eine poly
ederartige Einteilung dieser Fläche mit: 

i
(3) E^l, F^2m, i=1
An jedem der p Henkel wollen wir weiter einen Rückkehrschnitt Q 
ausführen in der Art, wie in der unten folgenden Fig. 23 die Quer
schnitte Q1, Q1, Q" gelegt sind. Dabei möge der Einfachheit halber Q 
durch keine der F Ecken unserer polyedrischen Teilung hindurch
laufen. Den Schnitt Q wollen wir der polyedrischen Teilung zufügen 
und überlegen, wie dieselbe dadurch geändert wird.

Jedenfalls ist Q eine sich nicht überkreuzende geschlossene Linie, 
welche die Henkelfläche nicht „zerstückt" (nicht in getrennte Stücke 
zerlegt). Daraus folgt, daß Q nicht im Innern einer einzigen unter den 
2m „Flächen“ verläuft; denn diese ist einfach zusammenhängend, so daß 
eine in ihrem Innern geschlossene Linie notwendig ein getrenntes Stück 
abschnitte. Q wird demnach mehrere „Flächen“ durchziehen und damit 
durch die „Kanten“ der Einteilung in mehrere, sagen wir in t Segmente 
zerlegt. Jedes dieser Segmente erhöht die Flächenzahl um eine Ein
heit; der gemeinsame Endpunkt zweier Segmente liefert eine neue Ecke 
und vermöge der Teilung der von Q in dieser Ecke zerschnittenen Kante 
der anfänglichen Teilung die Erhöhung der Kantenanzahl gleichfalls 
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um eine Einheit. Außerdem kommen die t Segmente selbst als neue 
Kanten hinzu, so daß unsere Anzahlen nach Zusatz des einzelnen 
Schnittes Q die folgenden sind:

E + t, F+t,
Man wolle nun weiter die beiden mittelst des Schnittes Q getrenn

ten Henkelstücke auseinanderbiegen und die Löcher durch zwei neue, 
Flächen decken. Dann liefert jede der t neuen Ecken ein Eckenpaar, 
es sind weiter zwei Flächen hinzugekommen, und jedes der t Segmente 
von Q liefert ein Kantenpaar, so daß unsere Anzahlen die folgenden sind: 

E+2t, F+2 + t, K+3t.

Jetzt vollziehe man die gleiche Operation an allen p Henkeln 
nenne die entsprechenden Zahlen t genauer tr, t2, und gelangt 
schließlich zu einer Einteilung mit folgenden Anzahlen:

E,=E+22t, Er = F2pK,=K+32t
Aber die so gewonnene Fläche hat wieder den Zusammenhang der Kugel
fläche, und also gilt Et — F^ = K — 2, was als verallgemeinerte 
Eulersche Polyederformel liefert:

E^-F^2p = K+^.
Tragen wir hier die Werte (3) ein, so ergibt sich der Satz: Eine rn- 
blättrige Biemannsche Fläche Fm mit l Versweigungspunkten, in denen 
bsw. v,, V,, . . ., Blätter Zusammenhängen, hat das Geschlecht:

i
(4) p=-m+1+2",.i=1

Eine Riemannsche Fläche des Geschlechtes p bezeichnen wir nun 
im Anschluß an die Sprechweise S. 3 (jedoch unter Vorbehalt einer 

gleich noch zu erörternden Ergänzung) als 
„(2p — l)-fach zusammenhängend“ und be
gründen diese Ausdrucksweise damit, daß 
es möglich ist, die Fläche durch 2p Quer- 

Q, schnitte in einen einfach zusammenhängen
den von den Schnittufern berandeten Bereich 
zu zerlegen.

Im Falle p = 1 können wir den Kreis
ring der Fig. 18 benutzen. Wir ziehen, 
wie Fig. 21 andeutet, zunächst den Rück

kehrschnitt Q.. Derselbe „zerstückt" die Fläche nicht; denn es ist mög
lich, wie Fig. 21 gleichfalls darlegt, einen Schnitt Qa von einem Ufer

punkte des Schnittes Q zum gegenüberliegenden Uferpunkte zu führen, 

Fgi. 21.
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ohne Q. zu überschreiten. Auf dem unzerschnittenen Ringe würde auch Q, 
ein Rückkehrschnitt sein; man bezeichnet zwei in dieser Art zusammen-

. gehörige Schnitte als ein Paar„lion- 
' jugierteril BüclMirsclinitte. Nach 
Durchschneidung längs Q1 können 
wir den Ring auseinanderbiegen 
und in die Gestalt des Zylinders 
der Fig. 22 überführen. Schneiden 
wir den Zylinder jetzt längs Q, 
auf, so ist die Abwickelung des
selben auf das in Fig. 22 gleich 
mit angegebene Viereck möglich: 
Durch die Schnitte Q und Q wird
hiernach der Kreisring in einen einfach zusammenhängenden Bereich T1 
mit einem in sich surücklaufenden, aus den vier Schnittufern bestehenden 
Bande verwandelt.

Haben wir nun eine Fläche mit p Henkeln, so können wir an 
jedem Henkel ein Paar „konjugierter Rückkehrschnitte" Q, Q2; Q', 
Q‘; • •Qxp~l) QP-1) anbringen (vgl. Fig. 23 für p = 3) und verwandeln 

Fig. 23. Fig. 24.

unsere Fläche hierdurch in einen 79-fach zusammenhängenden Bereich Tp, 
welcher p getrennte, aus je vier Schnittufern bestehende Randkurven auf
weist. Indem wir jetzt noch (p — 1) eigentliche Querschnitte
Q‘P-2), wie Fig 23 darlegt, zwischen den bisherigen Randkurven an
bringen, gelangen wir zu einem einfach zusammenhängenden Bereiche.

Diese an sich anschauliche Maßregel ist nun aber, um zum Schlüsse 
zu führen, noch zu modifizieren. Wir wollen die Schnitte Q3, Q3, . . 

Q‘P-2) unter Dehnung der Schnitte Q, Q2, . . ., Qp-1) auf Punkte zu
sammenziehen und sodann (wie Fig. 24 wieder für p erläutert)



90 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

die Q2, Q2, . . Q,P-1) noch weiter derart über die Fläche hinziehen,
daß sie alle von einem gemeinsamen Ausgangspunkte A auslaufen und 
zu ihm zurückkehren. Wir wollen geradezu (und dies ist die noch vor
behaltene Ergänzung) diesen Ausgangspunkt A zu Anfang auf der 
Fläche markiert denken und (bevor irgendein Schnitt vollzogen ist) als 
einzigen Randpunkt der Fläche auffassen. Dann bekommt jeder unserer 
Schnitte Q2, Q, . . den Charakter eines eigentlichen „Quer
schnittes“; und dasselbe gilt natürlich auch von den demnächst noch 
anzubringenden Schnitten Q, QP-1, insofern der einzelne von
ihnen zwei schon vorhandene Randpunkte (Uferpunkte des bereits ge
zogenen Schnittes Q$)) verbindet. Unsere obige Behauptung, die Henkel
fläche und damit die Riemannsche Fläche Fm (auf der wir uns natür
lich auch den „Randpunkt“ A markiert denken müssen) können durch 
2p „Querschnitte“ in einen einfach zusammenhängenden Bereich ver
wandelt werden, ist damit erwiesen.1)

1) Der Zusatz des „Randpunktes" ist zur strengen Erfüllung unseres Satzes 
natürlich auch in dem zunächst besonders besprochenen Falle p=1 nötig.

2) Der sogleich zu erklärende Begriff der „Wertigkeit“ verliert bei einer mit 
einer Konstanten identischen Funktion überhaupt seine Bedeutung. Wird dem
nach weiterhin von einer n-wertigen Funktion des Körpers gesprochen, so ist da
mit implizite bereits gesagt, daß die Funktion nicht mit einer Konstanten identisch ist.

§ 18. Weiteres über algebraische Funktionen speziell bei p=0 
undp= 1. Grundproblem der Theorie der elliptischen Funktionen.

Bei den nächsten Betrachtungen, welche sich auf die geometri
schen Vorstellungen von § 17 gründen, sollen die mit Konstanten iden
tischen Funktionen ausdrücklich ausgeschlossen werden. Wir hatten die 
mit endlichen Konstanten identischen Funktionen oben mit Rücksicht 
auf den Körperbegriff den Funktionen des Körpers zugerechnet. Soweit 
die aufzustellenden Sätze auch für solche Funktionen gelten, sind sie trivial.2)

Man wolle zunächst den am Schlüsse von § 8, S. 39 aufgestellten 
zweiten Residuensatz etwa auf denjenigen einfach zusammenhängenden 
Bereich anwenden, in den eine vorgelegte Fm nach Art von Fig. 23 
durch p Paare konjugierter Rückkehrschnitte Q1, Q2; . . QP-1, Q,P-1
nebst zwischengefügten (p — 1) Schnitten Q3, Q3, . . ., Q^p~^ zerlegt 
wird. Bei Durchlaufung des Randes dieses Bereiches werden die beiden 
Ufer jedes einzelnen Schnittes in entgegengesetzten Richtungen durch
laufen. Bilden wir demnach das auf den gesamten Rand des fraglichen 
Bereiches bezogene Integral (5) S. 39 für irgendeine Funktion f(g) des 
durch Fm erklärten Körpers (wobei wir annehmen dürfen, daß die 
Schnitte Q nicht gerade durch Nullpunkte oder Pole von f(z) hin
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durchlaufen), so heben sich je die beiden Bestandteile des Integrales, 
welche sich auf die Ufer des einzelnen Querschnittes beziehen, als ent
gegengesetzt gleich auf, und das Gesamtintegral bekommt den Wert 0: 
Für jede nicht mit einer Konstanten identische Funktion des Körpers ist 
die Summe der Ordnungen aller auf Fu eintretenden Pole der Funktion 
gleich der Summe der Ordnungen aller Nullpunkte^') Unter Aufnahme 
einer für die rationalen Funktionen S. 62 besprochenen Denkweise 
können wir auch sagen: Fine nicht mit einer Konstanten identische Funk
tion des Körpers hat auf der Piemannschen Fläche genau so viele Pole 
erster Ordnung als Nullpunkte erster Ordnung; ist diese Anzahl gleich n, 
so nimmt die Funktion jeden beliebig vorgeschriebenen komplexen Wert 
wieder genau in n Punkten der Fm an, und sie möge dementsprechend fortan 
als eine „n-ivertigeiC Funktion des Körpers bezeichnet werden. Der zweite 
Teil des Satzes folgt aus dem ersten wieder durch die schon bei den 
rationalen Funktionen angewandte Schluß weise (vgl. S.46 und 62). Natürlich 
dürfen bei den n Punkten, in denen die Funktion einen vorgeschriebenen 
Wert annimmt, irgendwelche Koinzidenzen eintreten; z. B. liefern k zu
sammenfallende Nullpunkte dann eben einen Nullpunkt kter Ordnung.1 2)

1) Für die Abschätzung der Ordnung eines etwa in einem Verzweigungs
punkte liegenden Nullpunktes oder Poles gelten natürlich die schon S. 38 ange
gebenen Regeln.

2) Nach der S. 39 gegebenen allgemeinen Fassung des benutzten Residuen
satzes wäre es übrigens gar nicht nötig gewesen, die Fm vorab durch Querschnitte 
in einen einfach zusammenhängenden Bereich zu verwandeln. Wir hätten in einem 
Blatte der Fm um eine Stelle z0, in der die Funktion weder einen Nullpunkt noch 
Pol hat, eine Kurve herumlegen können und hätten dann wie S. 62 bei den ratio
nalen Funktionen verfahren. Andererseits mag auch noch folgende besonders ele
mentare Auffassung Erwähnung finden, bei welcher wir die 2 m „Flächen“ der 
polyedrischen Einteilung auf der „Henkelfläche“ zugrunde legen; die „Kanten“ 
dieser Einteilung denken wir nötigenfalls so abgeändert, daß sie nirgends durch 
einen Nullpunkt oder Pol der Funktion laufen. Das auf den Rand der einzelnen 
„Fläche“ bezogene Integral (5) S. 39 gibt die Summe der Ordnungen der Null
punkte in dieser „Fläche“, vermindert um die Summe der Ordnungen der daselbst 
gelegenen Pole. Die Summe aller 2m Integrale ist aber wieder gleich 0, da die 
beiden „Ufer“ jeder Kante bei der Integration in entgegengesetztem Sinne durch
laufen werden. Aus dem Verschwinden der Integralsumme aber folgt wieder das 
Ergebnis des Textes.

Für irgendeine Funktion W des Körpers können wir die Dar
stellung (6) S. 80 in g und der damaligen Funktion w zugrunde legen, 
aus welcher unter Rücksicht auf (5) S. 79 folgt:

( GN/-N dW__ dH .dJR dw__dH dH \dz/V- dz dz " dw dz dz dw /d G
\ dw)
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Ist nun W eine n-wertige Funktion des Körpers, so wird die Fläche 
Fm durch W konform auf eine n-blättrige Riemannsche Fläche Fn 
über der W-Ebene abgebildet. Die Umgebung einer endlichen, von 
einem Verzweigungspunkte ei verschiedenen Stelle z in einem Blatte 
der Fm liefert dabei ein schlichtes Abbild, falls die Ableitung (1), 
weiche zufolge der rechten Seite von (1) selber wieder eine Funktion 
des Körpers ist, im Punkte 2 endlich und von 0 verschieden ist. Hat 
die Funktion (1) im Punkte 2 aber einen Nullpunkt der Ordnung 2, 
so überträgt sich die Umgebung von 2 auf eine Windungsfläche von 
v=A—1 Blättern. Bei einer eingehenden Untersuchung würden wir 
die Verzweigungspunkte von Fm, die Pole von W usw. noch besonders 
zu untersuchen haben. Doch führt uns dies wieder zu weit in die all
gemeine Theorie der algebraischen Funktionen ab. Jedenfalls haben wir 
den Satz gewonnen, daß die Fw mittels der n-wertigen Funktion W des 
Körpers eindeutig, stetig und konform auf eine n-blättrige JRiemannsche 
Fläche F, übertragen wird, die selbstverständlich zvieder dem gleichen Ge
schlechte p angehört

Ist nun z. B. die in Gleichung (5) S. 79 vorliegende Funktion w 
eine n-wertige Funktion, so wird jetzt umgekehrt auf der n-blättrigen 
Fläche F, über der W-Ebene das bisherige g in Abhängigkeit von w 
eine n-deutige algebraische Funktion, welche man übrigens direkt wie
der durch die Gleichung (5) S. 79 gegeben denken kann. Diese Glei
chung wird in z eben auf den nten Grad ansteigen, ein Umstand, den 
wir gelegentlich durch die Schreibweise:

m n
(2) G(w, 2) = 0

der Gleichung zwischen w und z hervorheben. Dabei ist natürlich 
diese Funktion z von w auf der F, m-wertig.

Wir können nun aber gleich noch einen Schritt weiter gehen und 
betreffs der Funktionen R(e, z) folgenden einleuchtenden Satz aus
sprechen: Die gesamten Funktionen des bisherigen Körpers bilden, in 
Abhängigkeit von w betrachtet, gerade genau den durch die JRiemann
sche Fläche F, zu definierenden Körper algebraischer Funktionen von w.1)

Zu dem gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn wir an Stelle von 
w irgendeine nicht mit einer Konstanten identische Funktion W des 
ersten Körpers zugrunde legen. Um aber gegenüber diesen unendlich 
vielen Riemannschen Flächen zu einer Auffassung, die keine Fläche 
bevorzugt, zu gelangen, könnten wir sie etwa durch unsere Henkel
fläche ersetzen, die wir F nennen wollen, und auf die alle jene Flächen

1) Hier sind die mit endlichen Konstanten identischen Funktionen natürlich 
mit einbegriffen.
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eindeutig und stetig bezogen sind. Jeder Funktion entspricht dann eine 
eindeutige Belegung von F mit Werten, und wir werden die Belegung 
wieder „m-wertig“ nennen, wenn eine beliebig gewählte komplexe Zahl 
immer an m Stellen von F aufgetragen ist. Den bisherigen Körpern 
algebraischer Funktionen entspricht dann ein sie alle liefernder „Körper 
von Belegungen“ der Fläche F von folgender Eigenschaft: Ist irgendeine 
m-wertige Belegung mit Zahlen g und irgendeine zweite n-wertige Belegung 
mit Zahlen w herausgegriffen, so gilt für die durch die Bunhte von F 
einander zugeordneten Zahlen w und z eine algeöraische Belation {2} vom 
Grade m in w und vom Grade n in z identisch, d. h. über die ganze 
Fläche F hin Ist diese Gleichung irreduzibel^, so ist „jede“ Belegung 
des Körpers der vorliegenden Belegungen von F in der Gestalt W = B(w, z) 
darstellbar, wie auch umgehehrt jeder nicht mit Co identische rationale 
Ausdruck B(w, z) eine unserer Belegungen liefert.

Der entwickelten allgemeinen Auffassung entsprechend haben wir 
die unterschiedenen Riemannschen Flächen Fm, F,, . . welche den 
einzelnen Belegungen von F zugehören, als nicht wesentlich verschie
den anzusehen, und ebensowenig können die ihnen zugehörigen Kör
per algebraischer Funktionen als wesentlich verschieden gelten. Die 
Sachlage läßt sich auch noch in folgender Art analytisch einklei
den. Es sei von zwei Belegungen z, Z aus eine Fläche F, über 
der g-Ebene und eine F, über der Z-Ebene hergestellt. Ist w mit 
z durch eine irreduzible Gleichung (2) verknüpft, so ist durch w 
und z gewissermaßen ein Koordinatensystem auf Fm gegeben, welches 
die Punkte von Fm eindeutig zu bestimmen gestattet. Dasselbe möge 
durch W und Z auf F, geleistet werden. Nun entspricht aber jedem 
Punkte von Fm eindeutig ein solcher von Fn, und zwar ist diese Be
ziehung darstellbar durch ein Gleichungenpaar:
(3) W^B, (w, z\ z-R, (w, zf

Aber auch umgekehrt entspricht einem Punkte von F, stets ein und 
nur ein Punkt von F,, geliefert durch:
(4) w = R,(W, Z\ z - B^ W, Z).

1) Die Fälle der Reduzibilität der Gleichung (2) können wir wieder nicht 
allgemein verfolgen. Wir weisen nur auf das Beispiel hin, daß wir neben der 
schon gewählten m-wertigen Belegung g eine zweite Belegung w als rationale 
Funktion lten Grades w = JR{z) von g aussuchen, deren Wertigkeit dann n = l-m 
ist. Spalten wir R(z) in den Quotienten g1(2):g.(z) zweier ganzen Funktionen, so 
schreibt sich die Gleichung (2) vom Grade m in w und n in z so:

(g0 {z')iv — g1 (zgm = O.
Ihre linke Seite stellt die mte Potenz eines Polynoms dar. Zu einem ähnlichen Er
gebnis gelangt man übrigens in allen Fällen der Reduzibilität.
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Die ein-eindeutige Desiehung der beiden Flächen aufeinander ist demnach 
durch eine umhehrbar rationale Transformation vollziehbar. Umgekehrt 
ist wieder einleuchtend, daß, wenn diese Beziehung zwischen zwei Flächen vor
liegt, sie in unserem Sinne als nicht wesentlich verschieden zu gelten haben.

Gegenüber diesen allgemeinen Auffassungen ist für die ausführ
liche Untersuchung eines einzelnen Funktionenkörpers die Auffindung 
einer Funktion von möglichst kleiner Wertigkeit m und damit die Ge
winnung einer Riemannschen Fläche von möglichst kleiner Blätter
zahl m von grundlegender Bedeutung. Bei den S. 48 und 64 besprochenen 
Flächen des Geschlechtes p = 0 gab es stets einwertige Funktionen. 
Diese Flächen erhielten wir bei Inversion der rationalen Funktionen 
w =R(); auf der einzelnen solchen Fläche über der w-Ebene ist dann 
eben g eine einwertige Funktion, welche die Fläche auf eine Ft, näm
lich die schlichte g-Ebene abbildet.

Beim Beweise des am Schlüsse von § 16 (S. 82) angegebenen Rie
mannschen Existenztheorems findet man nun, daß auf jeder Fiemann- 
schen Fläche des Geschlechtes p = 0 eine „einwertige“ Funhtion konstruiert 
werden kann.1) Bezeichnen wir die Werte derselben mit z, so ist offen
bar auch jede lineare Funktion von z:

1) Man vgl. etwa die Behandlung des Riemannschen Existenzsatzes in den 
„Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunktionen“ von F. Klein 
und R. Fricke (Leipzig, 1890 und 1892), Bd. 1, S. 493f. Dieses weiterhin oft zu 
nennende Buch soll fortan durch „Modulfunktionen“ zitiert werden.

a z — b 
cz — d 

eine einwertige Funktion des zur gegebenen Riemannschen Fläche ge
hörenden Körpers; und umgekehrt können wir, wie leicht zu sehen ist, 
jede einwertige Funktion dieses Körpers in einer unter ihnen, die z heiße, 
in der Gestalt (5) darstellen. Da hierbei nur zu fordern ist, daß die Determi
nante (ad — bc) der linearen Funktion (5) von 0 verschieden ist (vgl. 
S. 66), und übrigens für die Funktion z nur die „Verhältnisse“ der 
Koeffizienten a, by c, d maßgeblich sind, so haben wir die Auswahl 
unter dreifach unendlich vielen einwertigen Funktionen unsrer Fläche.

In dem ausgewählten z stellen sich nun die gesamten Funktionen 
des Körpers in der Gestalt F(z) dar. Es folgt: Im Falle p = 0 haben 
wir im wesentlichen nur einen einzigen Funktionenkörper, denjenigen der 
„rationalen Funktionen einer komplexen Variabein“. Auch die dem Kör
per zugehörigen Integrale erledigen sich sofort durch die bekannte Formel: 

n
f B(z) dz = B^z) +2 C, log (z - sß, i=1

welche sich den Bezeichnungen von S. 61 anschließt.
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Ist zweitens p=1, so ist die Existenz einer einwertigen Funktion 
ausgeschlossen, da man einen Kreisring (vgl. Fig. 18, S. 86) nicht ein
deutig und stetig auf eine schlichte Kugelfläche abbilden kann. Eine 
sweiblättrige Fläche F, mit vier Verzweigungspunkten hatte uns oben 
(S. 84) ein erstes Beispiel für eine Fläche des Geschlechtes p ge
liefert. Beim Beweise des Biemann sehen Existenztheorems gelingt esy 
für irgendeine Fläche des Geschlechtes p = 1 eine zweiwertige Funktion 
zu konstruieren, welche noch dazu an zwei willkürlich wählbaren Stellen 
der Fläche ihre beiden Bole erster Ordnung hatF) Bezeichnet man die 
Werte dieser zweiwertigen Funktion wieder mit z, so ist zugleich: 
(6) z = az + b

die allgemeinste zweiwertige Funktion der Fläche, welche an den bei
den vorgeschriebenen Stellen ihre Pole hat; dabei sind a, b willkürliche 
endliche Konstante, nur muß a von 0 verschieden sein.

Die zweiwertige Funktion z bildet nun die anfänglich vorgelegte 
Fläche konform auf eine zweiblättrige Biemannsche Fläche F, ab, die 
als zum Geschlechte p = 1 gehörig vier getrennt liegende Verziveigungs- 
punkte hat (vgl. Formel (4) S. 88). Mindestens drei von den vier Ver
zweigungspunkten liegen im Endlichen, etwa wieder bei e., e,, e3. Der 
vierte Verzweigungspunkt ist entweder auch endlich, etwa bei e, ge
legen, oder er liegt bei g letzteres tritt stets und nur dann ein, 
wenn die beiden für z vorgeschriebenen Pole zusammenfallen und dadurch 
einen einzigen Pol zweiter Ordnung liefern.

Wir können die beiden eben unterschiedenen Fälle in einen Aus
druck zusammenziehen. Wir setzen im ersten Falle, unter a eine nicht
verschwindende komplexe Konstante verstanden:

a( - ef){z - e2)(z - es)(2 - ej = g^z}
und wollen bei Anordnung dieser ganzen Funktion vierten Grades g(z) 
nach abfallenden Potenzen von z die Schreibweise:
(7) g(z) = az^ + 4b28 +6c22+ ^dz ++ e

gebrauchen, wo die Koeffizienten a, b, ... natürlich nichts mit denen 
in (5) und (6) zu tun haben. Wir fassen dann die beiden fraglichen 
Fälle einfach dadurch zusammen, daß wir von der ganzen Funktion g{z) 
mir das Getrenntliegen der „vieril Nullpunkte fordern, aber ein Verschwin
den des höchsten Koefßzienten a zulassen; wird a so rückt dann 
eben einer der vier Nullpunkte nach z = co.

1) Vgl. etwa wieder „Modulfunktionen", Bd. 1, S. 540 ff.

Umgekehrt können wir für jede ganze Funktion (7), welche die 
eben ausgesprochene Forderung erfüllt, eine Fläche F2 konstruieren,, 
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deren Verzweigungspunkte die „vier“ Nullpunkte von sind, und 
deren Geschlecht dann wieder p=1 ist.

Nun erkennt man sofort in:
w = Yg(^) = + 4b28 + Gc2 + 4de + e

eine zur F, gehörende algebraische Funktion. Dieselbe erscheint mit 
g verbunden durch die Gleichung:

(8) w2 — 4- 4be8 + 6ce2 + 4dz +e)=0,
welche irreduzibel ist, da g^) nicht das Quadrat einer ganzen Funktion 
ist. Wir gelangen also zu folgendem Ergebnis: Alle beim Geschlechte 
p = 1 existierenden Körper algebraischer Funktionen werden uns geliefert 
von den durch (8) gegebenen algebraischen Gebilden, wo die in Klammern 
stehende ganze Funktion getrennt liegende Nullpunkte haben soll. Beim 
einzelnen Gebilde sind die gesamten Funktionen des zugehörigen Körpers 
gegeben durch:
(9) B(z, j/az^ + ^hz^ + 6c22 + 4dz + e),
die zugehörigen Integrale aber durch'.

(10) JR(z, Yaz^ + 428 + 6c22 + ^dz + e)dz.

Die Eigenschaften dieser Integrale näher festzustellen, ergibt sich 
hier als nächstes Problem. Aber indem wir dieses Problem aufgreifen 
und zur Durchführung bringen, tritt eine neue und grundsätzliche Wen
dung in unseren Entwicklungen ein: Wir werden erkennen, daß die ge
samten Funktionen des Körpers, in Abhängigkeit von einem bestimmten 
unter den Integralen (10) betrachtet, zu eindeutigen Funktionen werden. 
Diese fundamentale Tatsache der „Eindeutigkeit wird uns daraufhin 
veranlassen, die Größen (9) als Funktionen jenes Integrales ausführlich 
zu untersuchen. Wir werden sie als solche mit dem Namen der „ellip
tischen Funktionen“ belegen und unseren bisherigen Körper algebraischer 
Funktionen des Geschlechtes 1 in einen „Körper elliptischer Funktionen“ 
umwandeln.

Daneben tritt dann noch eine zweite Frage auf (welche sich beim Ge
schlechte p = 0 unmittelbar erledigte), nämlich wie man beim Geschlechte 
p = 1 einen Überblick über die gesamten wesentlich verschiedenen Körper 
algebraischer Funktionen verschaffen kann. Auch für diese Aufgabe wird 
uns jenes eben genannte Integral die geeignetsten Hilfsmittel zur Lö
sung an die Hand geben.

Die beiden hiermit genannten Aufgaben, nämlich den einzelnen 
„Körper elliptischer Funktionen“ ausführlich zu untersuchen und zweitens 
den Überblick über das „System aller zvesentlich verschiedenen Körper 
elliptischer Funktionen“ zu gewinnen, setzen das „Grundproblem“ unserer
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folgenden Untersuchungen zusammen. Ehe wir an die Behandlung des
selben gehen, sind indessen unsere vorbereitenden Entwicklungen noch 
nach einer anderen Seite hin zu ergänzen.

§ 19. Lösung linearer homogener Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung.

Einige Grundsätze aus der Theorie der linearen Differentialglei
chungen nter Ordnung kommen weiterhin für den Fall n zur Ver
wendung und sollen hier sogleich für diese Ordnung entwickelt wer
den.1) Eine lineare homogene Differentialgleichung dieser Ordnung sei 
in der Gestalt:

1) Siehe L. Fuchs, „Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen“, Journ. 
f. Math., Bd. 66 (1866) und Bd. 68 (1868). Eine umfassende Darstellung der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen nter Ordnung gab L. Schlesinger, „Hand
buch der Theorie der linearen Differentialgleichungen“, zwei Bände (Leipzig 1895 
und 1898).

Ericka: Elliptische Funktionen. Bd.. 1. 7

vorgelegt, wo und f(z) analytische Funktionen sein sollen. Ist 
Zo irgendeine Stelle, in deren Umgebung fi(g) und f(g) analytisch sind, 
so soll zunächst gefragt werden, ob sich ebenda eine analytische Lö
sung $ von (1) angeben läßt, und welches die allgemeinste Lösung 
dieser Art ist.

Die Reihenentwicklungen von f(g) und f2(g) in der Umgebung 
von Zo seien:

f(2) = a+a(z— 20) + 0(2- 20)2 H--- ,
=b+b(- &0) + b,(a - 20)2 +-

Hat mindestens eine dieser Reihen einen endlichen Konvergenzradius, 
so bezeichnen wir den kleineren unter den Konvergenzradien oder, falls 
beide gleich sind, den gemeinsamen Radius mit R; handelt es sich um 
zwei beständig konvergente Reihen, so sei R als positive Größe be
liebig gewählt. Die Lösung § möge, falls sie existiert, als analytische 
Funktion von g die Entwicklung haben:

$=c+ c,(z ~ 20) + Ca(z - 20)8 + • ■ *
Innerhalb des Konvergenzkreises dieser Reihe ergeben sich, indem 

wir rechts gliedweise differenzieren, sofort die Reihenentwicklungen für 
d und d,5. Die letztere Entwicklung muß (vgl. S. 14) identisch sein 

mit derjenigen Entwicklung, welche man aus der rechten Seite von (1) 
durch Einträgen der Reihen und Umordnung nach ansteigenden Po-



98 Einleitung: Sätze über analytische Funktionen

tenzen von (g — Zo) gewinnt. Dies ist aber stets und nur dann der 
Fall; wenn die Gleichung:

(2) (n + 2)(n + l)Cw + 2 = cob, + C^n-l ++c,B 
+ C\an + 2c,a-1 + 3cga,-2 + - - - +(n+ 1)c,+1a0

für alle Indizes n 0,1,2,... gilt. Während demnach co und c, un
bestimmt bleiben, berechnen sich aus der Rekursionsformel (2) alle 
weiteren Koeffizienten C,cg,...in der Gestalt:

(3) c,= C6+ce,
wo die cn und c" bestimmte rationale ganze Ausdrücke in den Koeffi
zienten ak und bk sind; dabei sind, was man beachten wolle, in diesen 
ganzen rationalen Ausdrücken nur Pluszeichen enthalten.

Um nun die Konvergenz der für $ angesetzten Reihe zu erörtern, 
wähle man g beliebig, aber fest im Innern des Kreises vom Radius B 
um Zo und bestimme ferner eine positive Zahl r aus dem Intervall:

(4) |a-g<,<R.
Dann können wir (vgl. S. 16) eine bestimmte endliche Zahl M an
geben, so daß längs der Peripherie des Kreises vom Radius r um Zo 
die Ungleichungen | f.(z) | < M und I f,(2) I < M zutreffen. M soll 
außerdem jedenfalls der Bedingung:
(5) Mr>2

genügen. Wie S. 50 ergibt sich für die absoluten Beträge der Koeffi
zienten in den für f(g) und f2(g) angegebenen Reihen:

M ,M
i ak i S k » °kk

Wenn wir demnach die sämtlichen Koeffizienten ak und bk durch r-k er
setzen, außerdem aber j co | und c an Stelle von Co und C treten lassen, 
so wird zufolge der angegebenen Bauart der c'n, c" in den ak)bk jeden
falls | cn | vergrößert. Ist die Reihe für § auch nach dieser Vergröße
rung der Beträge | cn | konvergent, so konvergiert sicher auch die ur
sprüngliche Reihe co—c(g—2)—... im ausgewählten Punkte g.

Nun kommt aber der vollzogene Ersatz der ak, bk einfach darauf 
hinaus, daß wir die bisherigen f (2), f,(2) zugleich durch die Funktion:

M
1 z—2

T

ersetzen, oder daß wir an Stelle der Differentialgleichung (1) die fol
gende treten lassen:

1 _2—2)d,=m(45+ A.
? / dz2 \dz
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Hier kann man entweder aus den dieser Gleichung zugehörigen Re
lationen (2) oder auch durch direktes Operieren mit dieser Differential
gleichung die Rekursionsformel in die einfachere Gestalt kleiden:

(n + 2)(n + 1)e,: - (n + 1) n C*1 = M((n + 1)c,+1 ff c,),
aus welcher sich weiter ergibt:

9 n-^-Mr , Mr2Cn + 2r = Cn + Ir n-+2 + Sn(n++2)(+1) '
Die im vorliegenden Falle für n 2 2 eintretenden cv und c" sind 

durchweg reell und positiv. Ersetzen wir somit die noch frei wählbaren 
co, c durch ihre absoluten Beträge, so werden zufolge (3) die Be
träge j cn | nicht verkleinert. Es ist also ausreichend, wenn wir für 
positive Co, c, die Konvergenz zeigen. Dann aber werden alle cn posi
tiv, und es ergibt sich aus der letzten Gleichung mit Rücksicht auf 
(5) für alle n = 0, 1, 2, . . .:

A ,2 " > p V‘n+2‘ —‘n+1‘
Somit ist auch c;+1r>c, für alle n 2,3, •••, so daß wir wieder 
aus der letzten Gleichung für n= 1,2,3,- •• die Folgerung ziehen:

, In ff Mr , Mr2 \fu 2" Kf+1‘ ( +2 + (n+2)(++1) ‘
Man schreibe diese Ungleichung um in die Gestalt:

I e,+2(2 — 2o)"43 I | — 2ol/n+ Mr Mr2 \ 
1c,41(2—2)+1B r \n+2 (n+2)(n+1

und beachte, daß der Klammerausdruck rechter Hand sich für lim n = Co 
dem Grenzwerte 1 nähert. Der links stehende Quotient zweier aufein
ander folgender Reihenglieder nähert sich somit für lim n zu
folge (4), absolut genommen, einem unterhalb 1 gelegenen Grenzwerte, 
womit die Konvergenz der für $ an gesetzten Reihe im Punkte g bewiesen ist.

Es ist hiermit bewiesen, daß die für die Lösung $ der Differential
gleichung (1) angesetzte Reihe in der Umgebung von Zo mindestens 
ebensoweit konvergiert, als die für f1(g) und f,(g) geltenden Reihen 
zugleich konvergent sind. Wir erhalten also in $, und zwar für jede 
Auswahl von Co und c,, eine Lösung von (1); und andererseits ist hier
mit jede analytische Lösung von (1) in der Umgebung von go gewonnen, 
da ja für jede Reihe c—c(g—2)—.., welche die Gleichung (1) 
identisch befriedigt, die Relation (3) gilt.

Den besonderen Auswahlen c=1, q == 0 und sodann Co = 0, 
C=1 entsprechen zwei partikuläre Lösungen: 

e (6=1+-+ - 20)2 ff c^z - 20)9 +,
16=+(z- 20) + c(z - 20)2 -I—,

7 *
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wobei in der ersten Reihe das lineare Glied und in der zweiten das 
Absolutglied fehlt, was beide Male durch einen Stern angedeutet ist. 
Schreiben wir statt der bisherigen Co, c, fortan a und 1), so ist folgen
der Satz gewonnen: Die Differentialgleichung (1) besitzt in der Um
gebung1') jeder Stelle 2, in der fi(g) und f(2) überall analytisch sind, 
Lösungen $, welche ebenda gleichfalls überall analytisch sind; dabei läßt 
sich jede dieser Lösungm in den beiden partikulären Lösungen (6) mittels 
zweier Konstanten a, b in der G-estalt:

1) Eine „Umgebung“ von 2 sollte nach S. 1 stets als „Kreisfläche“ des 
Mittelpunktes 2 gewählt werden.

(7) 5 — a, + ö6,
darstellen, wie auch umgekehrt für jede Auswahl endlicher Konstanten a, b 
in (7) eine Lösung vorliegt.

Soll die Summe (a — b^f) als Funktion von z mit 0 identisch 
sein, so muß in der Reihenentwicklung derselben der Koeffizient jedes 
Gliedes gleich 0 sein, so daß zufolge (6) insbesondere a = 0, b = 0 
zutreffen muß. Die Lösungen S, $2 sollen in dem Sinne voneinander 
„linear-unabhängig^ heißen, als hiernach eine Gleichung a S — b $, = 0 
mit nicht zugleich verschwindenden a, b nicht identisch bestehen kann. 
Greifen wir nun (immer in der Umgebung von go) irgend zwei Lö
sungen :

(8) 5=a,+86, €‘=75+06
auf, so gilt identisch:

a‘§ +bg- (a’a + b‘y)6 + (a’ß + B‘ö)62.
Man folgert hieraus leicht: Ist die Determinante (ad — ßy) der Koeffi
zienten in (8) von 0 verschieden, so sind $, S linear-unabhängig; und 
wenn $, S linear-unabhängig sind, so ist umgekehrt (ad — ß ) von 0 ver
schieden. In diesem Falle kann man die Gleichungen (8) nach $, $, lösen 
und also $, $ linear und homogen in S, $ darstellen. Diese Dar
stellungen können wir dann auch in (7) eintragen, so daß wir in der 
Umgebung von go zur Darstellung aller Lösungen in der G-estalt (7) an 
Stelle der obigen $1, S irgend zwei linear-unabhängige Lösungen zugrunde 
legen können.

Indem wir jetzt über die Umgebung von zQ hinausgehen, hat es 
zunächst keine Schwierigkeit, auf Grund der Überlegungen von S. 24 ff. 
ein „Feldli F des Funktionenpaares fffz), f(2) zu erklären. Man hat 
hierbei einfach den Prozeß der analytischen Fortsetzung gleichzeitig auf 
ff(z) und f2(z) auszuüben und bei dem einzelnen Paare von Funktions
elementen, sofern die beiden Konvergenzkreise verschieden sind, nur den 
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kleineren Kreis zuzulassen. Auch hat man natürlich, falls das System 
der aneinander geklebten Konvergenzkreise um singuläre Punkte herum 
über sich selbst hinübergreift, die übereinander liegenden Teile der 
Kreise nur dann zu verkleben, falls sowohl fi(g) als f(g) bei dem be
treffenden Umlaufe zu den anfänglichen Funktionswerten zurückkehren. 

Wir wollen zunächst außer den „singulären" Punkten (Polen, end
lich-blättrigen Verzweigungspunkten1), wesentlich singulären Punkten) 
für mindestens eine der Funktionen f2(z) auch alle Stellen co, 
welche dem Felde F etwa angehören, als „Randpunkte" von F auffassen. 
Dann ist sofort einleuchtend: In der Umgebung jedes „Innenpunltesa go 
von F gelten über die Natur der Lösungen § von (1) die obigen Sät^e; 
irgendeine bei einer speziellen Stelle 2 auf gegriffene Lösung (g) von (1) 
ist im Innern von F unbegrenzt fortsetzbar, erweist sich daselbst überall als 
analytisch und stellt beständig eine Lösung von (1) dar. Man hat nur zu 
beachten, daß in der Umgebung von z0 der Ausdruck:

1) Findet man bei der analytischen Fortsetzung Koinzidenz eines V,-blätt- 
rigen Verzweigungspunktes von f1(z) mit einem v,-blättrigen von f,(z), so hat F 
daselbst einen f-blättrigen Verzweigungspunkt, unter v das kleinste gemeinschaft
liche Vielfache von v, und V, verstanden.

2) Letztere Stelle nach der eben gegebenen Bestimmung als isolierten Rand
punkt von F.

3) Natürlich darf auch wieder ein y-blättriger Verzweigungspunkt bei Z 
liegen, wo man dann (2—20) durch z1 zu ersetzen hat.

-f,(01-f()6
als Funktion von z identisch verschwindet und also auch bei Fort
setzung beständig mit 0 identisch bleiben muß. Die bei Fortsetzung 
auftretenden Funktionswerte $ stellen demnach immer wieder eine Lösung 
von (1) dar, müssen also die oben gewonnenen Gesetze der Lösungen 
befriedigen.

Die endlich-blättrigen Verzweigungspunkte und die Stellen oo 
machen übrigens keine Schwierigkeiten. Haben wir einen v-blättrigen 
Verzweigungspunkt bei z^ oder eine Stelle z = oo2), so führen wir als 
neue Variable bzw.: ,

z = (z — zff,v oder z = y

ein und rechnen in beiden Fällen3) die Gleichung (1) in die Gestalt: 
2-7,03+7.(06

um, wo f1(2), f 2(2") in der Umgebung von / = 0 eindeutig sind. Hier 
ist dann einfach zu prüfen, ob f.(2) und f,(2) bei g‘=0 beide ana
lytisch sind, oder ob mindestens eine dieser Funktionen daselbst einen
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Pol oder, was im Falle eines Punktes g = oo ja zunächst nicht aus
geschlossen ist, einen wesentlich singulären Punkt hat. Im zweiten 
und dritten Falle rechnen wir die betrachtete Stelle den Polen bzw. 
wesentlich singulären Stellen des Funktionenpaares f(g) zu und 
erklären nunmehr als „singuläre Stellen^ der Differentialgleichung (1) die ge
samten Pole und wesentlich singulären Punkte des Funktionenpaars f (g), f, (k).

Ehe wir auf die Untersuchung dieser singulären Stellen näher ein
gehen, ist über die Vieldeutigkeit der Lösungen $ im Felde F eine 
grundlegende Betrachtung auszuführen. In der Umgebung einer nicht
singulären Stelle seien $1, S, zwei linear-unabhängige Lösungen und § 
irgendeine Lösung von (1). Man beschreibe von go eine im Felde F 
geschlossene Bahn C bis 2 zurück und setze $ über C fort. Ist es 
möglich, C stetig und ohne Zerreißen auf einen Punkt zusammenzu
ziehen, ohne daß die Bahn C hierbei über eine singuläre Stelle von (1) hin
weggezogen wird, so kehrt $ längs C notwendig zu seinen Anfangs
werten zurück. Ist diese Zusammenziehung von C nicht möglich, so 
können wir nur folgern, daß die Fortsetzung von $ über C hin am 
Schlüsse wieder zu einer Lösung § von (1) für die Umgebung von g. 
hinführt, wo sich alsdann §‘ wieder linear und homogen in den $, 
darstellt.

Wenden wir dieses Ergebnis insbesondere auf $ und $2 selbst an, 
so mögen wir am Schlüsse zu:

(9) 5=a,+ 86, 5=76+06
gelangen. Diese Lösungen $1, $ müssen dann wieder linear-unabhängig 
sein, da eine am Schlüsse identisch bestehende Gleichung a—b§=0 
auch schon zu Anfang bestehen müßte. Wir gelangen demnach zu fol
gendem grundlegenden, die Vieldeutigkeit der Lösungen $ im Felde F 
regelnden Satze: Ein System linear-unabhängiger Lösungen $1, §2 geht bei 
Fortsetzung über einen im Felde F geschlossenen Weg C in ein System 
der Gestalt (9) mit ■ a d — ß y > 0 über, so daß sich das System $1, Sa 
bei Fortsetzung über C, wie man sagt, linear mit nicht-verschwindender 
Determinante (ad — ßy) substituiert', so oft C, ohne über singuläre Punkte 
von (1) hinweg geschoben zu werden, stetig und ohne Zerreißen in F auf 
einen Punkt zusammenziehbar ist, liegt die „identische Substitutionli (ygl. 
S. 68) d. h. diejenige mit c ß = y = 0, vor.

Dieses Ergebnis eröffnet uns zugleich die Möglichkeit, Darstellungen 
der- Lösungen $ von (1) in der Umgebung eines isoliert liegenden sin
gulären Punktes g dieser Differentialgleichung zu machen, wobei man, 
falls z0 ein Verzweigungspunkt oder eine Stelle co ist, zuvor die Trans
formation auf die oben genannte Variabele z vornehme. C umlaufe zQ 
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im positiven Sinne und sei so gewählt, daß kein weiterer singulärer 
Punkt in oder auf C liegt. Dem Umlauf entspreche die Substitu
tion (9) eines ausgewählten Systems linear-unabhängiger Lösungen $1, $2.

Wir fragen nun, ob es eine nicht identisch verschwindende Lösung 
Z=A+BG

geben kann, welche beim Umlauf C in sich selbst multipliziert mit 
einem konstanten Faktor u übergeht, so daß die Gleichung Z‘=uZ 
bestehen würde. Dann müßte:

A(a§, +ß6) + B(y6, +86)= u.A§ +uB§ 
identisch gelten, woraus wir, da $, $, linear-unabhängig sind: 
(10) A(a — u)+ -S/ = 0, Aß + —u)

folgern. Zwei nicht zugleich verschwindende Konstante A, JB, welche 
die Gleichungen (10) befriedigen, liefern auch umgekehrt eine gewünschte 
Lösung Z.

Damit nun die Gleichungen (10) durch zwei nicht zugleich ver
schwindende A, B befriedigt werden können, muß ihre Determinante 
verschwinden:

(11)
CU, 7 
ß, 8 —u = u2— (a + )u ad — ßy = 0.

Es gibt demnach für unseren singulären Punkt Zo höchstens zwei Fak
toren u1, u, oder gar nur einen u, in dem Falle nämlich, daß die Glei
chung (11) zusammenfallende Wtvrzeln hat)} Man beachte noch, daß 
die Faktoren u als Lösungen von (11) sicher endlich und von 0 ver
schieden sind.

Tragen wir nun einen aus (11) berechneten Faktor u in (10) ein, 
so können zwei Fälle eintreten. Entweder sind die linearen Gleichun
gen (10) für die gesuchten A, JB identisch erfüllt, oder es gibt, abgesehen 
von einem gemeinsamen Faktor, den wir den A, JB zusetzen dürfen, 
nur ein System nicht zugleich verschwindender Lösungen A, JB von (10). 
Im ersten Falle ist a = ö = g, ß = y = 0, und es sind die A, JB will
kürlich wählbar: In der Tat nehmen jetzt bereits die beiden linear-un
abhängigen Lösungen $i, $, bei einem Umlauf um den singulären Punkt go 
den Faktor u an, und dasselbe gilt also für jede Lösung. Liegt dieser 
Fall nicht vor, so gibt es, abgesehen von einem konstanten Faktor, den wir 
der Lösung zusetzen mögen, eine und nur eine Lösung Z, welche bei 
Umlauf um zQ den aus (11) berechneten Faktor g annimmt.

1) Aus der Bestimmtheit der Faktoren u folgt zugleich ihre Unabhängigkeit 
von der Auswahl des Systems 1, S, die man auch leicht durch direkte Rechnung 
beweisen kann.
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Für die in Rede stehende Lösung Z können wir nun leicht in der 
Umgebung von Zo eine Darstellung angeben. Setzen wir:

(12) ,_logu,
P ‘ 5 217 ‘

so ist 0 bis auf eine additive ganze Zahl bestimmt; wir behalten uns 
eine spezielle Auswahl von Q vor und denken zunächst eine beliebige 
Wahl getroffen. Dann ist:e01og--*)-(a—2)e
eine in der Umgebung von go, abgesehen von diesem Punkte selbst, 
überall analytische Funktion, die bei dem Umlaufe um Zo gleichfalls 
den Faktor u annimmt. Somit ist Z • (2 — go)- ebendaselbst überall 
analytisch und kehrt beim Umlaufe um go zu seinen Anfangswerten 
zurück. Für dieses Produkt gilt demnach (vgl. S. 41) eine Laurentsche 
Entwicklung nach Potenzen von — 20), die durch X(g—2) bezeich
net werde:

Z(a—2o)-e=8(2—20),
und die in der Umgebung von go, abgesehen vielleicht1) von diesem 
Punkte selbst, konvergiert.

1) Es kann ja der besondere Fall eintreten, daß I(z — 2) überhaupt keine 
Glieder mit negativen Potenzexponenten aufweist.

2) Besteht nämlich aZ,—bZ,=0 identisch, so folgt durch Ausführung des 
Umlaufs um z, als wieder identisch gültig a^Z, —bu,2,= 0. Durch Kombination 
beider Gleichungen folgt leicht a b = 0.

Hat jetzt die Gleichung (11) verschiedene Wurzeln ug, so mögen 
ihnen die bis auf konstante Faktoren eindeutig bestimmten Lösungen 
Z^ Z^ von (1) zugehören, welche man leicht als linear-unabhängig er
kennt.2) Wählen wir zwei zugehörige Q1, Q2, so folgt: Sind die beiden 
Wurzeln u., u, von (11) verschieden, so gibt es zwei bis auf konstante 
Faktoren bestimmte, linear-unabhängige Lösungen Zv Z2 mit den JDar- 
stellungen:
(13) Z± = {z - zf)^ 8,(- z^, Z,=(a- z0^ 8,(a- zf).

Sind die beiden Wurzeln u von (11) einander gleich, so setzen wir 
eine erste Lösung Zx mit der Darstellung:

Z,=(-s)e.8,(-20)
an. Ist Z, eine von Zx linear-unabhängige Lösung, so tritt jetzt bei dem 
Umlaufe um z^ an Stelle von (9):

Zy = aZr, Z^ = 7Z + d z,,
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wo natürlich c=u ist. Da aber die zugehörige Gleichung (11) auch 
als zweite Lösung wieder u haben muß, so ist auch d = u, und also gilt: 

Z, - uZ,, Z, = yZ, + uZ,.
Ist nun erstlich 7=0, so haben wir den schon vorhin erwähnten 

Fall, daß alle Lösungen beim Umlauf um go den Faktor u annehmen^ 
wo dann also Darstellungen gelten:
(14) Z,=(a—2)0.8,(--20), Z,=(.-c)e8(--E),

Ist zweitens y>0, so beachte man, daß die Lösung Zx bis auf 
einen konstanten Faktor bestimmt ist, da jetzt der eben erledigte Fall 
nicht vorliegt. Nach bestimmter Auswahl von Zx möge an Stelle der 
zuerst aufgegriffenen Lösung Z^ die folgende:

Z^ = 2inuy1Z
treten, die hernach gleich selbst wieder Z^ heiße. Offenbar gilt dann 
für den Umlauf um Zo:

Z\ = uZ1, Z = 2i^gZx — gZ2.

Hieraus aber folgert man ohne Mühe, daß die Funktion:

Z, - log (e — 20) • Z,
welche in der Umgebung von 2, abgesehen von Zo selbst, überall ana
lytisch ist, gegenüber dem Umlauf um Zo einfach wieder den Faktor u 
annimmt und also eine Darstellung (g—8)®.X(g — go) gestattet. Jetzt 
existieren zwei linear-unabhängige Lösungen mit den Darstellungen:
(15) Z,=(2—2) e • &, (—2), Z^ = {z-z^ (8, (2-2) + log(—20) • 8, (2—20)), 
wo Zr bis auf einen konstanten Faldor eindeutig bestimmt ist und Z2 nach 
Auswahl von Zx insoweit rmbestimmt bleibt, daß Z durch irgendeine Lö
sung (Z, + aZf) ersetzbar ist.

Alle in (13) ff. zur Benutzung kommenden Laurent sehen Reihen 
konvergieren in der Umgebung des singulären Punktes z0, abgesehen 
vielleicht von diesem Punkte selbst.

§ 20. Ausführungen über die hypergeometrische Differential- 
gleichung.

Die vorstehenden Ausführungen werden späterhin insbesondere im 
Falle der „hypergeometrischen“ Differentialgleichung'.

(0 e(2-1)45+[(a+8+1)6-74+«86=0
zur Verwendung kommen. Wir wollen hierbei unter a, ß, y reelle Grö
ßen verstehen, die weiterhin noch gewissen Beschränkungen unterworfen 
werden sollen.
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Die bisher mit f.(g) und f2(g) bezeichneten Funktionen sind für die 
Differentialgleichung (1) rational und haben Pole bei g und g = 1. 
Das Feld F des Funktionenpaars ist die schlickte z-Kugel; singuläre Punkte 
der Differentialgleichung sind im Endlichen nur die Punlde g=0 und g=1, 
denen wir nötigenfalls als dritten singulären Punkt den noch näher zu unter
suchenden Punkt 8=0 hinzuzufügen haben.

Um diese Untersuchung sogleich durchzuführen, setzen wir g=y 
und rechnen (1) auf die Gestalt um:

/( -1)4+[2-»/-( -4-6]ä-*t-o
Hieraus geht zunächst hervor, daß z = 0 und also 2=0 ein singulärer 
Punkt unserer Differentialgleichung ist. Andererseits gewinnen wir aus 
der letzten Gleichung die Kenntnis einer grundlegenden Eigenschaft der 
Gleichung (1) auf folgende Art. Die auf g transformierte Gleichung 
hat zwar nicht unmittelbar die Gestalt (1) einer hypergeometrischen 
Differentialgleichung, kann aber durch die Transformation $ = z'^if 
wieder auf diese Gestalt gebracht werden. Man wird nämlich durch 
diese Transformation zu der Gleichung:

s( - 1)5+[(20 - y + 2)/ -(20-a-s+ 1)]42
+[o(e -,+1)- "-=“e-P]e - 0

geführt und erkennt sofort, daß hier wieder eine Gleichung (1) vor
liegt, falls Q entweder = a oder = ß gesetzt wird. Im ersten Falle 
treten an Stelle der a, ß, y die Größen:

(2) a = a, ßr = a — y-1, y‘=c — ß — 1,
im zweiten Falle aber:

(3) a=ß- 7+1, ß‘=ß, =-a+ß+1.
Das gewonnene Ergebnis läßt sich noch in eine wesentlich ein

fachere Gestalt kleiden, wenn wir statt der a, ß, y drei neue Größen 
2, u, v einführen, welche mit den a, ß, y durch:

2 = 1 — y, p = y — a — ß, v = ß — a, 

a=4(1- 2 — p — v), ß = |(1 — 2 — p + v) , y=1- 2
Zusammenhängen. Die Transformationen (2) und (3) der a, ß, ? nehmen 
nämlich, auf 2, p} v umgerechnet, die einfachen Gestalten an:

A‘ = v, p = p, v = k,
P = — v, p = p, 7 = — 2.

(4) |
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Bezeichnen wir die linke Seite der Differentialgleichung (1) durch das 
Symbol D($, g; 2, u, v), so erweist sich dieser Ausdruck D dis invariant 
geyenüber jeder der beiden Transformationen:
(5) g=g§, g‘ = z-1, 2’ =v, u‘=u, =2,
(6) g=z?§, 2 = z-1, a‘=—v, u‘=u, 7=—2,
da D' = D(S, g‘; k', u‘, v) bis auf die Faktoren g®-2 bzw. g-2 gleich D ist:

D' = bzw. D=28-2D.
Setzt man ferner §=5, g=1—z‘ in (1) ein, so folgt: 

( - 1)ä+[(a +8+1)/ -(«+s-,+ 1)145+ aß -0, 
womit wieder eine Gleichung (1)7 nämlich diejenige mit:

d = a, ß‘=ß, y‘=c-ß — y—1
gewonnen ist. Für die 2, u, v liefern diese Gleichungen: 2' = u, u‘ = A, 
v‘ = v, so daß D invariant ist auch gegenüber der Transformation: 

(7) §‘=§, 2‘=1— z, 2‘=u, u‘=2, v' = v.
Es ist nun ein einfacher, aber wichtiger Grundsatz, daß, wenn 

man zwei Transformationen, die beide D (von Faktoren abgesehen) in 
sich überführen, hintereinander ausübt, hierdurch eine aus jenen zu
sammengesetzte dritte Transformation entsteht, gegenüber der D in 
gleichem Sinne invariant sein muß. Wir wenden dies Prinzip zunächst 
nur auf die Transformationen (5) und (7) an, kombinieren die ent
springenden Transformationen aber sowohl unter sich als auch wieder 
mit (5) und (7). Es zeigt sich, daß wir von (5) und (7) aus auf diese 
Weise insgesamt nur zu sechs verschiedenen Transformationen, die „iden
tische11 Transformation 5‘=8, 2=g, 2' = 2,... mitgerechnet, hingelangen, 
die wir in leicht verstcmdlicher Weise tabellarisch zusammenstellen:

g z 2 u V

5 1 — z u 2 V

2"5 1
z V 1

. 245 z — x 
z u V 2

(1 - e)"5 1
1—1 V a u

(1 - e)"5 z
z — 1 1 V u
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Hier ist an erster Stelle die identische Transformation genannt, an 
zweiter die Transformation (7) und an dritter Stelle die Transformation (5). 
Die vierte Transformation entsteht, wenn wir zunächst die dritte und auf 
die transformierten Größen sodann die zweite Transformation ausüben. 
Beginnen wir mit der zweiten Transformation und üben sodann die dritte 
aus, so folgt die fünfte. Endlich ergibt sich die sechste Transformation 
etwa durch Kombination der fünften und der zweiten. Man überzeugt sich 
leicht durch direkte Rechnung, daß irgend zwei unter den sechs Transfor
mationen kombiniert immer wieder eine unter diesen Transformationen 
liefern. Man sagt, um dieses Sachverhältnis zum Ausdruck zu bringen, sie 
bilden eine „Gruppe^ von sechs zusammengehörigen Transformationen, nennt 
die Anzahl sechs der Transformationen die „Ordnung11 der Gruppe und be
zeichnet diese durch das Symbol G^. Kehren wir die einzelne Transformation 
um, so entsteht die zur ihr „inverse^ Transformation. Man stellt ohne Mühe 
fest, daß (außer der identischen) die zweite, dritte und sechste Transfor
mation je sich selbst invers sind, daß aber die vierte und fünfte zuein
ander invers sind. Man sagt auch, die zweite, dritte und sechste Trans
formation seien von der JPeriode zwei, insofern zweimalige Ausführung 
einer dieser Transformationen die identische Transformation erzeugt. 
Die vierte und fünfte Transformation haben im gleichen Sinne die 
Teriode drei.1)

1) Die Ge des Textes ist, wie man sieht, vom Standpunkte der abstrakten 
Gruppentheorie (die nur auf die „Struktur“ der Gruppen achtet und die besondere 
Darstellungsform derselben als unwesentlich betrachtet) einfach mit der Gruppe 
der sechs Permutationen von drei Dingen (hier entweder die drei Größen X, u, v 
oder, wenn man will, die drei singulären Punkte z = 0, 1, cc) identisch. Faßt man 
die Ge in der Gestalt der sechs linearen Substitutionen: 

so gelangt man zu der in der „Theorie der regulären Körper“ oder in der „Theorie 
der Gruppen linearer Substitutionen einer Variablen“ wohlbekannten „Uieder- 
gruppe11, G6-, siehe darüber Klein, „Vorlesungen über das Ikosaeder“, (Leipzig, 
1884) S. 9 und 36 oder „Modulfunktionen“ Bd. 1 S. 15. Übrigens kommen wir im 
nächsten Kapitel (S. 126 ff.) auf die fraglichen Gruppen ausführlich zurück.

Kombinieren wir nunmehr die Transformationen (5) und (6), so 
ergibt sich als neue Transformation, gegenüber welcher D wieder in
variant ist:
(8) ^ = z~^, z=z, 2‘=—2, u‘=u, v' = — v.
Demnächst wolle man die zweite Transformation der Gs, hierauf) und dann 
nochmals die zweite Transformation der Ge ausüben, wodurch man erhält:

= (1 — z)-*§, z^z, 2’ =2, u‘=- u, 7=—V.
Endlich kombiniere man diese Transformation mit (8). Wir stellen die
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drei so gewonnenen Transformationen, unter Hinzunahme der iden
tischen Transformation, wieder tabellarisch zusammen:

5 z a u V

sig z - 2 u — V

(1 - e)-"5 z 2 — u — V

e2(1 —zy^t 2 — 2 — u V

Diese vier Transformationen bilden für sich eine „G-ruppe^ der Ordnung 
vier, wie man leicht zeigtD)

Man kombiniere schließlich die vier Transformationen der ein
zeln mit den sechs der Ge und gelangt so zu 24 verschiedenen Trans
formationen mit einem (wenigstens was die g, 2, u, v angeht) unmittel
bar übersehbaren Bildungsgesetze. Diese 24 Transformationen bilden 
wiederum eine Gruppe G24 der Ordnung 24, welche die besonderen Trans
formationen (5), (6) und (7) enthält; von diesen letzteren aus gelangen wir 
also insgesamt zu 24 verschiedenen Transformationen, welche die linke Seite 
der hypergeometrischen Differentialgleichung (1) bis auf einen Faktor in sich 
überführen.1 2'}

1) Es handelt sich hier im Sinne der abstrakten Gruppentheorie um dieselbe 
Gruppe, welche in der „Theorie der Gruppen linearer Substitutionen einer Varia
blen,, als „Vierergruppe“ auftritt; vgl. die Nachweise der letzten Note.

2) Diese G,4 ist im Sinne der abstrakten Gruppentheorie identisch mit der 
Gruppe der 24 Permutationen von vier Dingen; in der „Theorie der regulären 
Körper“ tritt die G24 als „Oktaedergruppe^ auf (vgl. vorletzte Note).

Die vorstehenden Betrachtungen sind für die Lösungen der Diffe
rentialgleichung (1) in den Umgebungen der singulären Stellen wichtig. 
Die hierbei eintretenden Entwicklungen gründen sich auf folgende Tat
sache: Man kann zunächst für die Umgebimg des singulären Punktes 
2=0, falls y weder gleich 0 noch gleich einer negativen ganzen Zahl ist, 
eine bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte Lösung der 
Differentialgleichung (1) angeben, welche auch im singulären Punkt g 
selbst analytisch bleibt. Trägt man nämlich

§=c+c2+ ,22 -- - -
in die Gleichung (1) ein, so ist für das identische Bestehen dieser Glei
chung in z, die Konvergenz der Reihe vorausgesetzt, die für alle In
dizes n = 0, 1, 2, . . . gültige Gleichung:

/9N  («—n)(ßHn)\ / n+1 n (1 - n) (y - n)
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hinreichend und notwendig. Dies führt auf:
/, _0-ß l a(e—1)-B(B—1)-, l a(e-1)(0-+2)-B(8-1)(8+2)- । 1
°\1y 1-2701) " 1-28y(y+1)(y-2) "l‘ 

wo in der Klammer die wohlbekannte Gestalt der „hypergeometrischena 
Reihe gewonnen ist, nach welcher auch die Differentialgleichung (1) 
ihren Namen trägt. Für diese Reihe hat Gauß1) die abkürzende Be
zeichnung F(a, ß, 7; z) eingeführt; wir wollen entsprechend dieser 
Schreibweise a, ß, y, g als „erstes“, „zweites“ usw. „Argument“ von F 
bezeichnen. Das dritte Argument y darf, wie schon bemerkt, weder 
gleich 0, noch gleich einer negativen ganzen Zahl sein, da ja sonst in 
den Koeffizienten unserer Reihe von einer gewissen Stelle an der Fak
tor 0 im Nenner auftreten würde.2) Da übrigens aus (9) offenbar 

lim -n+1 = 1 folgt, so ist die Reihe für g<1 konvergent und für 
n=c cn
| g | > 1 divergent, sofern sie nicht dadurch, daß eine der Größen a, ß 
mit einer unterhalb 1 gelegenen ganzen Zahl gleich ist, bei einem ge
wissen endlichen Gliede abbricht3): Rie unter der genannten beschränken
den Voraussetzung betreffs des dritten Argumentes y anzusetzende hyper
geometrisch e Reihe:

/ A a . 1 ,c-ß i («—1)-B(3+1)2 i(10) R (a, ß, y- z) = 1 T — z t 1. 2-y(—1)  Ktii
hat, falls sie überhaupt eine „unendlichea Reihe ist, den Konvergenzradius 
R=R

Setzt man c0 = 1, so ist:

(11) 5 - F{a, ß, y; 2)
eine-erste Lösung der Differentialgleichung (1) in der Umgebung der 
singulären Stelle 2= 0, aus welcher die allgemeinste in diesem Punkte

1) In der für die hypergeometrische Reihe und Differentialgleichung grund

legenden Arbeit „Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1 & • ß
1 y —

Göttinger Abhandl. von 1813 oder Gauß’ Werke, Bd. 3, S. 123.
2) Man muß in diesem Falle (worauf wir unten zurückkommen werden) die 

Anfangskoeffizienten Co, C1, . . . bis c_y gleich 0 setzen, C1_, aber gleich 1 wählen. 
Die sich ergebende Lösung ist wieder im singulären Punkte 2=0 analytisch und 
besitzt dortselbst einen Nullpunkt der Ordnung 1 — y.

3) Ist etwa a eine negative ganze Zahl, so ist offenbar F (c, ß, Y; z) 
eine ganze rationale Funktion des Grades — c. Der Fall c ist elementar, 
insofern man in diesem Falle als allgemeine Lösung der Differentialgleichung (1) 
findet:

= A(z-v(1 — 2)-8+y-1dz-B,
unter A und B Konstante verstanden. 
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analytisch bleibende Lösung durch Zusatz eines Faktors Co herstell
bar ist.

Man gehe nun auf die obigen 24 Transformationen unserer Diffe
rentialgleichung (1) zurück. Die einzelne derselben hat, was $ an
langt, die Gestalt g = zm(1 — z)";. Ist die Gleichung D=0 für g iden
tisch erfüllt, so wird, da D' bis auf einen Faktor gleich D ist, 5 eine 
Lösung der transformierten Gleichung D' = 0 sein; und umgekehrt er
gibt jede Lösung $‘ dieser Gleichung in § = g-m(1 — z)-" eine solche 
der ursprünglichen. Indem wir nun nach (11) für $‘ die Lösung 

ß', v‘; g) eintragen, gewinnen wir für die Differentialgleichung (1) 
einen Ansatz von 2d zunächst formal verschiedenen Lösungen:
(12) g-s"(1-s)-". F^a', ß', ; :) ,

wobei die Lösung (11) selbst, der identischen Transformation der G24 
entsprechend, mitgezählt ist.

Was die Konvergenz der einzelnen dieser Reihen angeht, sofern 
dieselbe eine unendliche Reihe ist und auch nicht etwa dadurch, daß 
eine der Gleichungen y‘=0,— 1, —2,... zutrifft, unbrauchbar wird, so ist das 
Innere des Konvergenzkreises stets durch g‘<1 gegeben. Je nachdem 

, , 1 1 , zz = z, z = 1 — z, z = — , z = ------- , z = - ----- , Z =------ ;’ ‘ z 1 z ‘ 1 — z’ z — 1
ist, wird man in jedem Falle den Konvergenzkreis in der g-Ebene 
leicht feststellen. Der einzelne singuläre Punkt liegt dabei je in zweien 
unter diesen sechs Konvergenzkreisen, so daß von den 24 in Ansatz ge
brachten Lösungen (12) sich je 8 auf die Umgebung des einzelnen unter 
den drei singulären Funkten beziehen. Z. B. erhalten wir für die Um
gebung von g vier Reihen nach Potenzen von z und vier solche 

nach Potenzen von wobei das Innere des „Konvergenzkreises“
für die letzten vier Reihen von allen den Werten z geliefert wird, die 
einen reellen Bestandteil < 1 besitzen.

Da die drei singulären Punkte bei den Transformationen der Glei
chung (1) in sich ausgetauscht werden, so übertragen sich die für 
einen einzelnen unter den drei Punkten gemachten Ausführungen eben 
durch jene Transformationen auf die beiden anderen Punkte. Es ist 
demnach ausreichend, wenn wir ausführlich nur etwa den Punkt z = 0 
betrachten. Die acht zum singulären Punkte z = 0 gehörenden An
sätze (12) sind die folgenden:

F(«, ß, v; 2),
z1-^^ -7+1, a-y++1, 2 — 7; z),
(1 - z)~a~^+r F{- a+Y, — ß + 7, 7; z), 
g1-7(1—2)-a-8+/F(— ß—1, - « + 1, 2 - y; z\
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(1 —g)-«F(a, - ß + v, 7; ,E,),
(1-2)-/F(-«+%, ß, v; -E,), \ ~ -  L/
s-‘(1-2)-4*y-IF(-8+1, a-y+1,2-%; -11), 
g1-‘(1 -e)-?+y-IF(B -% + 1, - « + 1, 2—%; ,E)

Diese acht Ansätze sind aber nur formal alle voneinander ver
schieden. Da nämlich der dritte, ebenso wie der fünfte und sechste 
Ansatz, zu einer Potenzreihe mit dem Anfangsgliede 1 führt, so er
geben diese drei Ansätze einfach F(a, ß, wieder, was man auch 
leicht durch Ausrechnung einiger Reihenglieder bestätigt findet. Ebenso 
führen die vier restierenden Ansätze (sofern dieselben brauchbar sind) 
zu einer und derselben Lösung. Wir kommen somit auf die beiden 
nunmehr durch:

f z, = F(, ß} y; g),(18 I,-,/F(6-+1,«-1+1,2-ne)
zu bezeichnenden Lösungen zurück.

Ist nun erstlich y keine ganze Zahl, so haben wir in Z, Z die 
beiden Lösungen (13) S. 104 der allgemeinen Theorie gewonnen: Ist y 
nicht ganssahlig, so liefern die in (13) dargestellten Z, 2, für die Um
gebung des singulären Punktes g swei linear-unabhängige Lösungen, 
die übrigens durch ihre Eigenschaften, daß die Anfangsglieder der Po- 
tensreihen 1 bsw. sind, eindeutig bestimmt sind.

Ist zweitens y ganzzahlig, so haben wir zu unterscheiden, ob y < 1, 
= 1 oder > 1 ist. Im ersten Falle bleibt nur die Lösung Z brauch
bar und zeigt, daß wir in diesem oben ausgeschlossenen Falle1) eine im 
Punkte g = 0 analytisch bleibende Lösung mit einem daselbst gelegenen 
Nullpunkte der Ordnung (1 — y) haben. Ist y = 1, so liefern die bei
den Reihen (13) ein und dieselbe Lösung, da F{a, ß, 7; ^) im ersten 
und zweiten Argumente symmetrisch ist. Im dritten Falle, y > 1, wird 
die zweite Reihe (13) unbrauchbar, und es verbleibt nur die Lösung 
F(a, ß, 7; 2).

1) Siehe jedoch die zweite Note S. 110.

In allen diesen Fällen kann man sich eine zweite Lösung ver
mittelst einer Methode verschaffen, nach der man bei jeder linearen 
homogenen JDifferentidlgleichung zweiter Ordnung aus einer ersten parti
kulären Lösung mittelst zweier Quadraturen die allgemeine Lösung ßn- 
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det. Ist nämlich Z. eine erste partikuläre Lösung der Gleichung (1) 
S. 97 und $ irgendeine Lösung derselben, so gilt:

4-/(4+/()6,
42-1(4+/()z,

Durch Elimination von f2(g) folgt:

d (z, ds_gdz)_f (e) (z, d_gdz),dz\ 1 dz ® dz j 1M\ 1 dz ” dz / ‘

so daß es gelingt, den hier links und rechts in der Klammer auftreten
den Ausdruck durch eine erste Quadratur zu berechnen; man findet:

yd , dZ,  A ,f. (^) d z “1 dz 9 dz " 5 ’

unter A eine Konstante verstanden. Aus dieser Gleichung aber folgt 
sofort weiter:

d(S\_ A —2
dz\Zj 1 ’

so daß wir mittelst einer zweiten Quadratur die allgemeine Lösung $ in 
der Gestalt gewinnen:

§ - Az,f(z,‘e/6a) dz + BZl7

unter B eine zweite Konstante verstanden.
Im Falle der hypergeometrischen Differentialgleichung liefert diese 

Methode die allgemeine Lösung:

§ = AZrf (a-7(1—2)-4-8+y-1z,2) dz 4- BZ,.

Wir wollen diese Gleichung in dem unten allein in Betracht kommen
den Falle ? = 1 noch weiter verfolgen, indem wir unter Z die Lösung 
F(a, ß, 1; z) verstehen; auch wollen wir A = 1, B = 0 setzen, was die 
besondere Lösung:

= Z,f{z-xA-zra~^ Z-^dz

liefert. Der Ausdruck in der Klammer gestattet eine Reihenentwick- 
lung, deren erstes Glied z~x ist und die übrigens jedenfalls in der Um
gebung von 2=0 konvergiert, da Z, hier analytisch ist und den 
Wert 1 hat. Die Integration und Multiplikation des Integrales mit 
Z, = F(a, B, 1; z) ergibt für Z, eine Darstellung der Gestalt:

Z^  ̂+ logz-^,

wo P.() einfach unsere hypergeometrische Reihe F(cc, ß, 1] z~) ist und 
die Reihe F^z), insofern wir die Konstante B = 0 setzen wollten, das

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 8
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Absolutglied 0 hat. Die hiermit gewonnene Darstellung von Z, ordnet 
sich dem allgemeinen Ansätze (15) S. 105 unter, so daß die damaligen 
Aussagen für die hier betrachtete Lösung gelten. Insbesondere wird 
auch 9,(g) für z < 1 konvergent sein; im übrigen sind die hier vor
liegenden P.(), P,(g) eindeutig bestimmt, P(g) als hypergeometrische 
Heihe F{a, ß, 1; g) und P,(g) durch die Forderung des verschwindenden 
Absolutgliedes.

Übrigens ist es nicht schwer, die Reihe P,() explizite anzugeben. 
Schreiben wir:

P.(2) =c—c2+ c,g2 P,(z) = c‘—c‘ + -- - - ,
so ist c0=l, cf = 0 und die erste Reihe ist die hypergeometrische 
mit y so daß sich aus (9):

(1 4) cn  (a—n— 1)(B—n- 1)k - Cn-1 n3
ergibt. Trägt man nun in die Gleichung (1) die Lösung Z, ein, ent
wickelt nach Potenzen von g und setzt den Koeffizienten von g" 
gleich 0, so ergibt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung der cf, 
welche man unter Benutzung von (14) leicht auf die Gestalt bringt:

c, _ c,-1 ।_ _ 1___  । ___ 1_______ 2Cu 1 ß + n— 1 n’
gültig für n = 1, 2, 3, .. d) Auf Grund der bekannten Ausdrücke für 
die Koeffizienten Co, C, C,... sowie der Festsetzung cf = 0 bestimmen 
sich jetzt leicht alle weiteren Koeffizienten cf, cf, . . ., und man wird 
für P,(z) auf folgende, fortan durch das Symbol F1(,ß;e) zu be
zeichnende Reihe geführt:

(15) P,(«,8;2)-48(1+1-1)a
a(a—1)-B(B+1) /1 , 1 , 1 . 1 2  2),2!•2-1-2 \a T c—1ß ß—1 1 2/
a(a1)(a+2)-B(B—1)(842) 71 1 1 1 1 1T 1231.2.3 \ac—1a-27ß,ß—1ß-2

__ __________________
 1 2 3)" ‘

1) Wenn eine der Größen , ß, etwa die erste, ganzzahlig und < 0 ist und 
damit F{a, ß, 1; z) eine rationale ganze Funktion des Grades —a darstellt, so ist 
die Rekursionsformel des Textes nur für die Indizes n < — a zu benutzen. Für 
n — a und n > 1 — a sind alsdann die folgenden Rekursionsformeln zu be
nutzen :

(1—a)2c_= (ß — o)c_a, ,  (c—n—1)(8—n—1)In 2 ‘n-1‘
Die im Texte sogleich anzugebende Reihe (a, ß; z) verliert in diesem Falle, wie 
man leicht nachweisen wird, ihre Gültigkeit nicht.
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die, wie schon hervorgehoben wurde, für g<1 konvergiert. Wir 
merken als Ergebnis an: Ist Y = 1, so besitzen wir in:

ge Z,=F («, B, 1; 2),
Z,=F(«,B;2)+logaF(a,8,1;a)

ein System linear-unabhängiger Lösungen der hypergeometrischen Diffe
rentialgleichung (1).

Zur Vorbereitung der späteren Anwendungen wollen wir für jeden 
der beiden anderen singulären Punkte ein Paar von Lösungen der 
Differentialgleichung (1) zusammenstellen, die sich jetzt unmittelbar 
durch je zwei geeignet ausgewählte unter unseren 24 Transformationen 
ergeben. Für g nehmen wir an, daß das hierbei in Betracht Icom- 
mende dritte Argument y‘=c—ß — y—1 nicht ganzzahlig sei, und 
haben dann für die Umgebung des singulären Funhtes g = 1 als linear
unabhängige Lösungen:

= F(a, 8,a+8-7+1; 1-4

12=(1-2)--**7F(-«+y, — 8+%, — a-ß+y+1; 1 — 2), 
wo übrigens, wie wir doch noch hinzusetzen wollen, die hier mit Z., 

bezeichneten Lösungen keineswegs die Fortsetzungen der oben bei 
z = 0 so bezeichneten Lösungen zu sein brauchen. Für den dritten 
singulären Punkt g kommt unten gerade der Fall in Betracht, daß 
nach Ausführung der Transformation das dritte Argument y‘=c — ß — 1 
gleich 1 ist, was ß = a zur Folge hat. Für die transformierte Glei
chung müssen wir jetzt ein Lösungssystem in der Gestalt (16) an
setzen. Die einfache Zwischenrechnung liefert das Ergebnis: Ist ß = a, 
so hat man für die Umgebung des singulären Punktes z = co ein Sy
stem linear-unabhängiger Lösungen der hypergeometrischen Differential
gleichung in der Gestalt:

z  z~u F (a. a — —1,1; 1),
(18), / 1 IX

Z, = Z “(F(a,c—y-1; 7) — logz. F(a, a— 7- 1, 1; ))•

Hiermit sind alle Vorbereitungen getroffen, deren wir zur Behand
lung der Theorie der elliptischen Funktionen bedürfen.

8*



Erster Abschnitt.

Grundlagen der Theorie der elliptischen Funktionen 
erster Stufe.

Das S. 96 entwickelte Grundprobleni der Theorie der elliptischen 
Funktionen hat als erstes Ziel, den einzelnen Körper algebraischer Funk
tionen des Geschlechtes =1, den wir durch eine Riemannsche Fläche 
F, mit zwei Blättern und vier getrennt liegenden Verzweigungspunkten 
erklären können, und die dem Körper zugehörigen Integrale:

(1) JR(e, Vaz4 + 428 +622+ 4dz + e)

näher zu untersuchen. Integrale dieser Art sind sehr früh bei Unter
suchungen über Rektifikation von Kurven, insbesondere der Ellipse, 
aufgetreten1), und diese Beziehung zur Ellipse hat für die Integrale (1), 
welche wir fortan allgemein als „elliptische“ Integrale bezeichnen, den 
Namen abgegeben. Wie wir schon S. 96 andeuteten, wird in die Unter
suchung dadurch eine grundsätzliche Wendung hineinkommen, daß die 
algebraischen Funktionen des vorgelegten Körpers, in Abhängigkeit von 
einem gewissen unter den Integralen (1) betrachtet, zu eindeutigen Funk
tionen werden, die wir eben in dieser Abhängigkeit als „elliptische“ 
Funktionen bezeichnen werden. Der Körper algebraischer Funktionen 
geht dabei in einen „Körper elliptischer Funktionen“ über, dem dann 
weiter unsere Betrachtung gelten wird.

1) Bogendifferentiale von der fraglichen Gestalt für die Ellipse sowie für die 
verlängerte und verkürzte Zykloide finden sich bereits bei J. Wallis, der in der 
Zeit von 1655—59 Untersuchungen über die Bogenlängen der genannten Kurven 
anstellte; siehe darüber W. Kutta, „Elliptische und andere Integrale bei Wallis“, 
Bibl. math., 3. Reihe, Bd. 2 (1901), S. 230. Alan vgl. auch die geschichtlichen 
Notizen in dem Referate II B 3 „Elliptische Funktionen“ von R. Fricke im 
Bd. 2, Teil 2 der „Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften“, S. 182; wir 
zitieren diese Darstellung als „Referat über elliptische Funktionen“.

Darüber hinaus haben wir als zweites Ziel, welches unser Grund- 
problem stellt, nach S. 96 zu nennen, daß wir einen Überblick, über 
das Gesamtsystem aller Körper algebraischer Funktionen des Geschlech
tes p = 1 oder, was auf dasselbe hinauskommt, aller Körper elliptischer 
Funktionen gewinnen sollen. Diese Aufgabe ist sehr wohl einer alge
braischen Behandlung fähig und soll sogleich in dieser Weise in An
griff genommen werden. Aber auch hier wird die Hereinnahme jenes 
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besonderen Integrales eine neue Wendung in die Entwicklung hinein- 
bringen, bei welcher wir an den Begriff der elliptischen Funktionen 
denjenigen der „elliptischen Modulfunlitionena anzureihen haben werden. 

Die Behandlung der angegebenen Probleme, die wir hier zunächst 
vorlegen, ist nicht diejenige, welche geschichtlich zuerst entstanden ist. 
Die Theorie der elliptischen Integrale bei A. M. Legendre1), sowie die
jenige der elliptischen Funktionen bei C. F. Gauß2), N. H. Abel3) und 
C. G. J. Jacobi4) hatte eine Gestalt, welche wir erst im nächsten Ab
schnitt näher kennen lernen werden. Der Vorrang gebührt derjenigen 
Gestalt, in welche K. Weierstraß5) die Theorie der elliptischen Funk
tionen gekleidet hat; dieser Gestalt der Theorie schließt sich der vor
liegende erste Abschnitt an.

1) S. dessen „Traite des fonctions elliptiques", 3 Bde. (Paris 1825—1828); 
Legendre benennt die Integrale als „fonctions elliptiques“.

2) „Gesammelte Werke“, Bd. 3 und 8 (Göttingen, 1866 und 1900); siehe 
auch L. Schlesinger „Über Gauß’ Arbeiten zur Funktionentheorie“, Gött. Nachr. 
von 1912 (Beiheft).

8) Die Untersuchungen Abels beginnen 1826 und sind vornehmlich in den 
fünf ersten Bänden des Journ. für Math, veröffentlicht; siehe auch „Oeuvres compl. 
de N. H. Abel“, nouv. edition par L. Sylow et S. Lie (Kristiania, 1881). Die bei
den wichtigsten Abhandlungen sind „Recherches sur les fonctions elliptiques“, 
Oeuvres, Bd. 1, p. 279 und „Precis d’une theorie des fonctions elliptiques“, Oeuvres, 
Bd. 1, p. 518.

4) Jacobis erste Mitteilungen sind im Jahre 1828 in den Astron. Nach
richten und im Journ. f. Math, erschienen. Die Hauptschrift „Fundamenta nova 
theoriae functionum ellipticarum" ist 1829 in Königsberg als selbständiges Buch 
erschienen. Die Vorlesungen Jacobis „Theorie der elliptischen Funktionen aus 
den Eigenschaften der Thetareihen abgeleitet“ sind 1838 von 0. W. Borchardt 
ausgearbeitet. Man vgl. übrigens Jacobis „Gesammelte Werke“, Bd. 1 und 2 
(Berlin, 1881 und 82).

5) In seinen Berliner Vorlesungen seit dem Winter 1862/63. Siehe auch 
H. A. Schwarz „Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Funk
tionen“, nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn K. Weierstraß, (Göt
tingen, 1881 ff.). Vgl. endlich „Referat über elliptische Funktionen“, S. 246.

6) Siehe Kleins Abhandlungen „Über unendlich viele Normalformen des 
elliptischen Integrals erster Gattung“, Math. Ann., Bd. 17 (1880), S. 133 und „Zur 
Theorie der elliptischen Funktionen nter Stufe“, Leipziger Ber. von 1884, S. 61. 
Vgl. übrigens „Modulfunktionen“, Bd. 2, S. 1 und „Referat über elliptische Funk
tionen“, S. 247 und 277.

Das Verhältnis der Weierstraß sehen Darstellung der Theorie 
der elliptischen Funktionen zu der älteren Gestalt derselben findet seine 
klarste Ausdrucksform in der von F. Klein6) aufgestellten „Stufen- 
theorie(l. Wir können die einfachen arithmetisch-gruppentheoretischen 
Grundlagen der Stufentheorie erst unten zur Darstellung bringen. Die
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Integrale und Funktionen der ersten Stufe werden diejenigen sein, mit 
denen die Weierstraßsche Behandlung der Theorie arbeitet; und dem
gegenüber gehören die Größen der älteren Theorie zur zweiten bzw. 
vierten Stufe. Schon hier ist folgende Erklärung verständlich: Wir ge
langen zur Theorie der elliptischen Integrale und Funldionen „erster^ Stufe, 
wenn wir uns bei den alsbald einzuführenden Invarianten der in (1) 
unter dem Wurzelzeichen stehenden ganzen Funktion vierten G-rades aus
schließlich auf den Gebrauch „rationaler“ Invarianten beschränken. In 
diesem Sinne wird es schon hier gestattet sein, die Bezeichnung „erste 
Stufe" zu benutzen.

Erstes Kapitel.

Die elliptischen Integrale und ihre zur ersten Stufe 
gehörenden Normalgestalten.

Wir nehmen nunmehr den Gedankengang von S. 96 wieder auf 
und wenden uns zur Untersuchung der Integrale einer vorgelegten Rie
mannschen Fläche F2 mit vier getrennt liegenden Verzweigungspunkten. 
Diese Fläche ist eine unter unendlich vielen F,, welche ein und den
selben Körper algebraischer Funktionen definieren; in der Tat ist ja 
jede andere F2, welche auf die zunächst vorgelegte Fläche im Sinne 
von S. 93 ff. umkehrbar rational bezogen ist, ebensogut brauchbar, als 
Grundlage der Betrachtung der Funktionen des Körpers und der Inte
grale zu dienen. Wir werden danach streben, die Integrale tunlichst 
in eine Gestalt zu kleiden, die gegenüber Wechsel der Fläche invariant 
ist. Auf der anderen Seite werden wir, sobald es sich um die Bevor
zugung einer besonderen F2 und um den Aufbau der ihr zugehörigen 
„Normalgestalten“ der Integrale handelt, dem Prinzip der „ersten“ Stufe 
folgend nur mit „rationalen“ Invarianten arbeiten.

§ 1. Die Verzweigungsform, ihre Invarianten und ihre Normal- 
gestalt erster Stufe.

Um Kollisionen der Bezeichnungen zu vermeiden, soll die ganze 
Funktion, deren Nullpunkte die vier Verzweigungspunkte sind, fortan durch: 
(1) f(^z) = UqZ^-\-4:axzs-f 6a.2z24:a3za^
bezeichnet werden. Unter den sonstigen zweiwertigen Funktionen des 
Körpers (deren einzelne jedesmal eine der anderen F, liefert) wollen 
wir zunächst nur diejenigen Funktionen z zulassen, welche mit z ver
möge einer linearen Gleichung: az + b

cz - d



Lineare Transformation der Verzweigungsform 119

von nicht verschwindender Determinante (ad — bc) Zusammenhängen. Die 
Beziehung, welche hierdurch zwischen der g-Ebene und der g’-Ebene 
begründet ist, stellt eine „Kreisverwandtschaft“ dar, und wir gewinnen 
also Anschluß an die vorbereitenden Entwicklungen von S. 66ff.

Bei der Umrechnung des Ausdrucks (1) auf / muß man, um die 
zu z gehörende Funktion/"'(/) zu gewinnen1), welche die neue Fläche F 
festlegt, nach Einführung von z noch mit (— cz 4- a/ multiplizieren. 
Die Rechnungen gestalten sich übersichtlicher, wenn wir in folgender 

Art eine ,(homogene Schreibweise“ einführen: Wir setzen z = — und füh- *2

1) Es dürfte kaum nötig sein, darauf hinzuweisen, daß hier f' natürlich nicht 
die Ableitung von f bedeutet.

ren zt und z^ nebeneinander als „binäre Variable“ ein, wobei wir fest
setzen, daß g, z2 niemals zugleich verschwinden und stets endlich sein 
sollen. Dem einzelnen Werte z entsprechen dann natürlich unendlich 
viele Paare zx, 22; dieselben gehen aus einem unter ihnen durch die 
Substitution:
(3) 2, =62, 2= 622
hervor, unter 6 irgendeinen endlichen, von 0 verschiedenen komplexen 
Proportionalitätsfaktor verstanden.

An Stelle von (1) tritt nun eine homogene Funktion vierten Grades: f(e, 2)) = 4 • f(a)
oder, wie man sagt, eine „Form“ vierten Grades:
(4) f(zv zf) = n04 ff 4a,e22, ff 6a28222 ff 4ag8,68 ff a^,

wir wollen sie die „Verzweigungsform“ der Fläche F, nennen und weiter
hin der Kürze halber durch fz bezeichnen. Von (2) gehen wir durch 
Lösung nach z zunächst zur „inversen“ Substitution und spalten die 
letztere sodann in:
(5) zr = dzr — bz2, 2,= — cz\ ff az\,

wobei diese binäre oder homogene Substitution wieder die bisherige 
nicht verschwindende Determinante (ad — bc) hat. Auf diese Weise 
sind die Rechnungen gut vorbereitet, indem man durch Eintragung der 
Ausdrücke (5) für zt und 2, in (4) nach der erforderlichen Neuordnung 
der Glieder die transformierte Form f( erhält.

Wir wollen nun Formen, die auf diese Weise durch lineare Sub
stitutionen auseinander hervorgehen, miteinander „äquivalent“ nennen 
und übertragen diese Bezeichnung auch auf die ihnen zugehörigen Rie
mannschen Flächen; „gleichwertig“ sind diese Flächen auch in dem 
Sinne, daß sie einen und denselben Körper algebraischer Funktionen de-
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finieren. Es stellt sich hier nun die Frage ein, wie man zwei Formen 
unmittelbar ansehen hann, ob sie äquivalent sind oder nicht, sowie dann 
weiter, wie man unter allen äquivalenten Formen fz eine besonders zweck
mäßig gebaute zum endgültigen Gebrauche auswählen kann.

Auf diese Fragen antwortet die „Invariantentheorie der binären 
Formen“S) Um in dieser Hinsicht keine besonderen Vorkenntnisse 
vorauszusetzen, stellen wir folgende Erklärung an die Spitze: Als eine 
rationale Invariante von f. bezeichnen wir jede rationale Funktion der 
Koeffizienten a^, aly. . ., a^, welche, gebildet für die Koeffizienten al, 
a\,. . a, einer mit fz äquivalenten Form f'z', bis auf einen Faktor, der 
eine Potenz der Determinante (ad — bä) der benutzten Substitution (5) 
ist, gleich der ursprünglichen, d. h. für die ao, a., . . ., a^ gebildeten 
Funktion ist; falls der Faktor gleich 1 (d. i. gleich der nullten Potenz 
der Determinante ad — bc) ist, so spricht man von einer „absoluten“ 
Invariante.

Da die einzelne Invariante z. B. auch gegenüber der Substitution (3), 
aus welcher a\ = 6~'iai folgt, ihre charakteristische Eigenschaft bewahren 
muß, so ist sie notwendig eine homogene Funktion der ao, av . . ., a4, 
und insbesondere muß die „Dimension“ dieser homogenen Funktion 
gleich 0 sein, wenn eine absolute Invariante vorliegen soll.

1) S. etwa A. Clebsch, „Theorie der binären algebraischen Formen“, (Leip
zig, 1872), S. 134.

Wir fragen nun zunächst, ob es möglich ist, ganze rationale In
varianten herzustellen, und wollen eine solche, wenn d ihre Dimension 
ist, durch das Symbol:

9a(@o, a,, a», ag, a,)
bezeichnen. Ist die Determinante D = ad — bc der Substitution (5) 
gleich 1, so nennen wir diese Substitution „unimodular“. Ist D nicht 
gleich 1, so können wir die Substitution (5) in die beiden Substitu
tionen:

2 =VD:,, &,=VD«,
„ d , b, ,, c , . a ,
2.=—g,----2,, 2,==------VDlVD2‘2 VD 1 ^1) 2

zerlegen, deren zweite unimodular ist, während die Wirkung der ersten 
auf g^ einfach die folgende ist:

(6) g6(a', a,, a,, • •
Wir dürfen uns demnach zunächst auf die Feststellung der Wirkung 
irgendwelcher unimodularer Substitutionen auf g^ beschränken.

Nach einer S. 69 ff ausgeführten Rechnung kann man nun jede Sub
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stitution (2) durch Kombination von höchstens vier Substitutionen her- 
stellen, deren jede eine der Gestalten hat:

Im ersten Falle dürfen wir die Koeffizienten so gewählt denken, daß 
ad = 1 zutrifft. Diese besonderen Substitutionen sind dann sämtlich 
unimodular; und es kommt auch die durch ihre Kombinierung zu ge
winnende- Substitution (2) unimodular heraus.

Die drei ebengenannten Substitutionen liefern die nachfolgenden 
homogenen Substitutionen, denen wir sogleich die zugehörigen Trans
formationen der Koeffizienten aw ax, . . . anreihen:
(7) 2,= dz, 2,= a2, a,= a‘d4-*.a,,
(8) &, = 2, &2=- 2, a = (- 1)a-1,
(9) (2=4+bz, 22=2,

la, = a,b‘+(1)a,b1 + (2)a,b*2 -- - - + a,
Sollen wir also in gs wirklich eine Invariante vor uns haben, so ist 
hierzu notwendig und hinreichend, daß gs diesen Charakter der Invarianz 
bezüglich der drei Transformationen (7), (8) und (9) besitzt.

Es ist nun zunächst sehr leicht, für =2 eine Invariante g, her
zustellen. Man beachte nämlich, daß jedes der drei Produkte a,a,_, 
gegenüber den Transformationen (7) und (8) absolut invariant ist, wo
bei im ersten Falle die Relation ad = 1 mit in Betracht kommt. Die 
Transformation (9) aber liefert:

a, a_, = a264 + 4a,a,b3 + ((F— 4k + 6)a,a, — (2 — 4%)a2)62 
+ ((k3— 4% + ^aoas— (k2— ^a^b + a,a,-g

Zufolge der rechten Seite wird die lineare Kombination:

A.a.a,- Aa,ag + A,a2
der drei Produkte a,a4_, auch gegenüber der Transformation (9) ab
solut invariant sein, falls die beiden Gleichungen:

2 2

2A,=0, 2(—4k).A,=0 k=0 k=0
zutreffen. Wir lösen dieselben durch A.=1, A,=—4, A,=3 und 
finden damit eine erste Invariante:

92 = aoa^— 4a,az fi- 3a2.
Noch weit leichter gewinnen wir eine Invariante g3, nämlich in 

Gestalt der Determinante: Co» C1» C2
93s C1» C2» C3 »

C2» Cs, C4
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deren absolute Invarianz gegenüber den drei Transformationen (7), (8) 
und (9) leicht beweisbar ist. Das Verhalten von g, und g, gegenüber 
einer nicht-unimodularen Substitution regelt sich auf Grund der Glei
chung (6). Als Ergebnis merken wir somit an: Die Verzweigungsform f. 
hat die beiden Invarianten der Dimensionen 2 und 3:

(93= aoQ,— 4a,a,+ 3a2,
• (g3=aa,a4—2aa,a,—aa—aa,—a3,

welche sich bei tlbergang zu einer beliebigen äquivalenten Form bis auf 
die 4te bzw. 6te Potenz der Substitutionsdeterminante D reproduzieren:
(11) g,= D*ga, g,= D‘g,

Wir benutzen die bisherigen Entwicklungen sofort zur Auswahl 
einer besonderen mit (1) äquivalenten Form, einer sogenannten „Nor
malgestalt“ der Verzweigungsform, die wir als „Verzweigungsform erster 
Stufea bezeichnen werden. Wir begehen hierbei eine weiterhin noch 
zu besprechende Unsymmetrie, indem wir einen der vier Verzweigungs
punkte e, (Nullpunkte von ff) etwa e4 mittelst einer ersten Substitution: 

21=22, 2=-2+e2,
nach g‘=0 werfen.1) Die Folge ist, daß in der zu gewinnenden äqui
valenten Form f'z, der Keoffizient a verschwindet. Dagegen wird aY 
nicht verschwinden, da kein zweiter Verzweigungspunkt nach z = oo 
fallen kann. Wir führen daraufhin als zweite Transformation:

1) Liegt dort bereits ein Verzweigungspunkt, so ist diese Transformation 
natürlich nicht erforderlich.

21=2,+ 2&4 , 2= «
aus, welche für die g’-Ebene den Charakter einer Translation besitzt und 
also den Punkt g=0 zum Fixpunkte hat. Die Substitution ist im
übrigen so gewählt, daß in ff" auch noch der dritte Koeffizient a' ver-
schwindet, während a[=a\ ist. Wir setzen endlich drittens:

— „ ,, 1

&1 = Vd1 &1, 29 ya ”2
und erzielen hierdurch eine Form von der Gestalt: 

f"_ 42,"82, + ^afzfzf^F a"a, 4 ” 4" •L2 4-

Es ist nun nicht nötig, die a‘, d'f auf dem Wege der drei aus
geübten Substitutionen zu berechnen. Man wolle vielmehr auf Grund 
der allgemeinen Vorschrift (10) für f"" die Invarianten gf, g3 berechnen, 
wobei man findet:

9,=-4a", g=—d"
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Nun sind aber alle drei zur Verwendung gekommenen Substitutionen 
unimodular; also gilt 9‘=g2, g3=93 und damit:

4" =—92, d"=—93
Die gewonnene Normalgestait der Verzweigungsform, welche wir unter 
Fortlassung der oberen Indizes so schreiben:
(12) f2 = 4:82, - 9,2,22 - 9,24,
ist durch die Eigenschaft ausgezeichnet, daß die Invarianten g^ und g3 
unmittelbar ihre Koeffizienten abgeben', sie soll fortan unsere „Verzweigungs
form der ersten Stufeli sein.1)

Man gewinnt nun leicht einen Satz über die gesamten rationalen 
Invarianten der Form (4). Irgendeine solche Invariante läßt sich als 
rationale homogene Funktion der ak in die Gestalt des Quotienten zweier 
ganzen Invarianten gs(aQ, ax, . . ., aß setzen.2) Da nun die Form (12) 
aus (4) durch eine unimodulare Substitution entstand, so wird gä un
verändert bleiben, wenn wir an Stelle der ak die Koeffizienten der 
Form (12) eintragen; es läßt sich sonach g6 als ganze rationale Funk
tion der g2, g3 darstellen. Da ferner g^ homogen von der Dimension d 
in den ak ist, so werden in dem gewonnenen Ausdrucke von gs nur 
Glieder mit g2g4 auftreten, in denen 2 und g, nicht-negative ganze Zahlen 
sind, die der Gleichung:
(13) 8=22+3u
genügen. Wir haben also als Ergebnis: Jede ganze rationale Invariante 
der Form (4) läßt sich als ganze rationale Funktion der g^, gz in der G-estalt: 
(14)
_________ 2,u

1) Die hier mit g, und g3 bezeichneten Invarianten der biquadratischen bi
nären Form gehören zu den ersten Beispielen, welche für den Invariantenbegriff 
beigebracht wurden, und sind von A. Cayley und Boole aufgefunden; s. Cay
leys Veröffentlichung im Cambridge Math. Journ., Bd. 4 (1845), S. 193 oder Cay
ley, „Collected Mathematical Papers“, Bd. 1 (Cambridge, 1888), S. 80ff. Für die 
elliptischen Funktionen hat Ch. Hermite jene Invarianten zuerst verwertet, indem 
er freilich nicht durch eine lineare Substitution, sondern durch eine in invariante 
Gestalt gekleidete Transformation 6ten Grades zur Normalform (12) des Textes ge
langt; s. Hermite, „Sur la theorie des fonctions monogenes ä deux indtermi- 
nes", Journ. f. Math., Bd. 52 (1854) 8. 1 oder Hermite, „Oeuvres“, Bd. 1 (Pa
ris, 1905) S. 350. Ganz allgemein hat dann Weierstraß die elliptischen Integrale 
in Übereinstimmung mit der Form (12) des Textes in der Gestalt:

jR(z, — — gf)dz

seiner Darstellung der Theorie zugrunde gelegt; s. darüber die fünfte Note S. 117.
2) Schreibt man die rationale homogene Funktion der ak als Quotient zweier 

ganzer homogener Funktionen, so folgt aus dem Umstande, daß die neuen Koef
fizienten ak linear und homogen in den alten ak sind, sehr leicht die Invarianten
eigenschaft von Zähler und Nenner des Quotienten, je für sich genommen.
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darstellen, wo sich die Summe auf alle Lösungen der Gleichung (13) in 
nicht-negativen ganzen Zahlen 2, u bezieht und die Cx u von den ak un
abhängige Konstante sind. Daß umgekehrt jeder solche Ausdruck eine 
Invariante liefert, ist selbstverständlich.

Unter den Invarianten g^ ist insbesondere die „Diskriminante11 der 
Verzweigungsforni enthalten, welche durch die Bezeichnung 2 her
vorgehoben werden soll. Man gewinnt den Ausdruck (14) von 2 
am einfachsten auf Grund des Satzes, daß das Verschwinden von 2 
für das Auftreten einer mehrfachen Lösung der kubischen Gleichung 
4g3—9,8— g3=0 charakteristisch ist, die dann also auch die quadra
tische Gleichung 12z2—9=0 befriedigt. Die Elimination von z aus 
beiden Gleichungen liefert: Die Diskriminante 21 der Verzweigungsform 
stellt sich in den Invarianten g^ und g^, wie folgt, dar:

(15) 4-0-2708
und ist demnach eine Invariante sechster Dimension in den ak.

Als einfachste absolute rationale Invariante führen wir den Quo
tienten von g^ und 2 ein, den wir als die wichtigste Invariante aller 
folgenden Betrachtungen durch die besondere Bezeichnung J hervor
heben wollen. Solange die Verzweigungspunkte, wie wir ja zunächst an
nahmen, getrennt liegen, kann J niemals unendlich werden, da A stets 
von 0 verschieden ist; übrigens können wir die Erklärung von J zu
folge (15) in die beiden Gestalten kleiden:-2, J-1-"3,
die wir auch in Gestalt der Proportion:

(16) J:(J-1):1-9:27g3d
zusammenfassen können.

Mit Hilfe von J können wir die Darstellungen (14) der g^ noch 
ein wenig umformen, wobei zu unterscheiden ist, ob die Dimension ö 
gerade oder ungerade ist. Ist erstlich ö = 2e gerade, so muß zufolge 
(13) auch u = 2v gerade sein; an Stelle von (13) tritt die Gleichung 
8 =—3. Die Gleichung (14) läßt sich alsdann so schreiben: 

0..-12..(),

. so daß wir mit Benutzung von (16) gewinnen:

(17) 9,.=g;2a(,1),V
wobei sich die Summe auf alle nicht-negativen ganzen Zahlen v be
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zieht, die nicht größer als 18 sind. Ebenso findet man für ungerade 
Dimensionen =28—1 die Darstellung:

(18) 9,.41g; 1g2a( f
wo jetzt v alle nicht-negativen ganzen Zahlen durchläuft, die nicht 
größer als 1(8 — 1) sind. Berücksichtigt man noch, daß eine absolute In
variante stets als Quotient zweier gs gleicher Dimension darstellbar ist, 
so folgt: Jede absolute rationale Invariante der Verzweigungsform ist als 
rationale Funktion von J darstellbar. Daß umgekehrt jede rationale 
Funktion von J eine absolute Invariante ist, erscheint wieder selbst
verständlich.

Es ist endlich die Frage, ob zwei vorgelegte Verzweigungsformen 
äquivalent sind, jetzt unmittelbar zu beantworten. Als ersten Satz 
merken wir an: Zwei Verzweigungsformen sind stets und nur dann 
durch unimodulare Substitutionen ineinander überführbar, wenn sie gleiche 
Invarianten g^ und g^ haben. Haben nämlich beide Formen dieselben 
Invarianten g^, gz, so ist jede von ihnen mittelst einer unimodularen 
Substitution in die Form (12) mit diesen g^, gz überführbar, und also 
sind sie selber durch unimodulare Substitutionen ineinander überführ
bar. Daß andrerseits irgend zwei Formen, von denen die eine aus der 
anderen durch eine unimodulare Substitution. entsteht, gleiche g^, g3 
haben, ist wieder selbstverständlich.

Zu speziellen, und zwar besonders einfachen Fällen gelangen wir, 
wenn entweder g^ = 0 oder g, = 0 zutrifft. Ist g^ = 0, so darf g3 nicht 
auch noch verschwinden, da 21 nicht 0 ist. In diesem Falle üben wir 
auf die Form (12) die nun freilich nicht mehr unimodulare Sub
stitution :

w , v/2 ,
K1 6/ &1, &a a/— &a

y V9s
aus und finden (bei Fortlassung der oberen Indizes) als äquivalente 
Form:

(19) f - 444, - 444 = 4*,(e7 - 4)-
Alle Formen mit J = 0 sind hiernach mit der besonderen Form (19) und 
also untereinander äquivalent. Ist g. = 0 und also g^ nicht gleich 0, so 
übe man auf (12) die Substitution:

aus und findet als äquivalente Form:

(20) f. = 4e6, - 46,23 = 4e,2,(22 - e;).
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Alle Formen mit J=1 sind mit der besonderen Form (20) und also zvieder 
untereinander äquivalent. Liegt endlich keiner dieser beiden Spezialfälle 
vor, so übe man auf (12) die wieder nicht mehr unimodulare Substitution: 

2,=, 2,-(Vg)a, ‘92 ‘93/
aus und erhält als transformierte Form:

(21) f.-464,-30,(4,*+6).
Hieraus ergibt sich als Hauptsatz: Zwei Verzweigungsformen sind stets 
und nur dann äquivalent, wenn sie dieselbe absolute Invariante J haben. 
Der Satz schließt in dieser Gestalt die beiden Spezialfälle mit ein; zum 
Beweise hat man eben nur noch zu erwägen, daß zwei Formen mit 
gleichen J ein und derselben Form (21) äquivalent sind.

§ 2. Exkurs über lineare Substitutionen und deren Gruppen 
endlicher Ordnung.

Die Verzweigungsform erster Stufe fz wurde vorhin dadurch ein
geführt, daß wir einen unter den vier Verzweigungspunkten, nämlich 
e4, nach dem Punkte co der g-Ebene verlegten. Trotz dieser unsym
metrischen Bevorzugung eines unter vier gleichberechtigten Punkten 
gelangten wir zu einer Form f, mit „rationalen" Invarianten als Koef- 
fizienten. Diese Erscheinung findet ihre Erklärung in dem Umstande, 
daß es lineare Substitutionen gibt, welche die vier Verzweigungspunkte 
in gewisser Weise permutieren und also fz in sich transformieren. Die 
Form fz bleibt dieserhalb eben die gleiche, falls wir an Stelle von e4 
einen der anderen Punkte ek nach oo verlegen. Um die Sachlage näher 
bezeichnen zu können, müssen wir ein paar Bemerkungen über das 
Rechnen mit linearen Substitutionen und über Gruppen solcher Sub
stitutionen voraussenden.

Eine lineare Substitution der Variabelen g:
, az - b 

g =-----Lcz -|- d
nicht verschwindender Determinante D = ad — bc wollen wir kurz 
durch das Symbol z = S{z) bezeichnen. Die Substitution ändert sich 
nicht wesentlich, falls wir die vier Koeffizienten a, b, c, d mit irgend
einem endlichen und von 0 verschiedenen gemeinsamen Faktor 6 ver- 
sehen.1) Die Determinante nimmt dabei den Faktor 62 an, und wir 

1) Dies wird natürlich sofort anders, falls wir an Stelle von z'— S^z) mit 
der „homogenen binären“ Substitution:

z[ = az, — bz2, z'^ = cz, - dz2
arbeiten.
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könnten 6 insbesondere auf zwei Weisen so bestimmen, daß die Sub
stitution „unimodular" wird; doch ist hierauf zunächst kein Gewicht 
zu legen. Wollen wir die Substitution nur durch Angabe ihrer vier 
Koeffizienten bezeichnen, so bedienen wir uns der symbolischen Schreib
weise:
(1)

Man wolle nun zwei Substitutionen:

hintereinander ausüben, d. h. auf g‘=S.() die Substitution S, an
wenden; man gewinnt: 2" = _ + b,C)z + (ab +

(c,a, - d^c^z — (c,b, 4- d^d^

und also wieder eine lineare Substitution, deren Determinante, wie man 
leicht feststellt, das Produkt der Determinanten von S, und S, ist. 
Diese dritte, aus S, und S, „erzeugte" Substitution wollen wir sym
bolisch als „Produkt“ S, • S, oder S, S, von S und S, bezeichnen. Dies 
wird um so mehr berechtigt sein, als die Formel

(2) S,.s_(ag,0).(a,b)_(aa,—b,c, «,b,—b,d,)1 \c21 da/ \e , dj \e2 a —d,c, c, b, dz dr)

ein der Produktregel der Determinanten analoges Bildungsgesetz be
folgt. Übrigens folgt aus den angegebenen Formeln, daß S, • S, und 
S • S2 im allgemeinen verschieden sind: Für die symbolischen Produkte 
Sa • S, gilt das Icommutative Gesetz nicht.

Erzeugen wir aus drei Substitutionen S,, S,, S,, die wir nach
einander ausüben, die Substitution S-S,-S,, so würde die Herstellungs

weise dieser Substitution genauer durch S, • (S, • S,) zu bezeichnen sein, 
da wir doch zunächst die Substitution 2" = S2 ■ S, (a) zu bilden haben 
und alsdann auf z" die Substitution S, ausüben. Man kann aber 

z"" = Ss(S,(S,(2))) auch dadurch berechnen, daß man erst S, • S, her
stellt und sodann in das Argument dieser Substitution S^z) einträgt. 
Für unsere symbolischen Produkte gilt also die Pegel:
(3) s, S,s,-s, (S, • = (S, • s,) . s,,
d. h. es gilt das „assoziative“ Gesetz.

Ist So die „identische“ Substitution z = z, so ist S‘SQ = S, d. h. S, 

spielt die Rolle des Faktors 1; die identische Substitution bezeichnen 
wir demnach auch durch das Symbol 1. IstS‘=(", die zu (1) 

„inverse“ Substitution, so gilt S‘.S=1; wir bezeichnen dieserhalb die 
zu S inverse Substitution auch durch S-1. Üben wir die Substitution 
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S n Male hintereinander aus, so entsteht Sn, die nte Potenz von S. Ist 
S"=1, ohne daß übrigens bereits eine niedere Potenz S, S2, Sn~l 

gleich 1 wäre, so heißt S „periodisch11 und n die „Periode11 von S. 
Aus der S. 70 ff. besprochenen geometrischen Natur unserer Substitu
tionen geht hervor, daß nur die „elliptischenli Substitutionen periodisch 
sein können, und diese auch nur dann, wenn der S. 70 mit u be
zeichnete „Drehungswinkel“ zu 2x in einem rationalen Verhältnis steht.

Führen wir an Stelle von g eine neue Variabele Z wieder mittelst 
einer linearen Substitution ein, die wir aber, um sie besonders hervor
zuheben, Z = nennen, so rechnet sich S, in der neuen Variabelen 
geschrieben, auf:

Z' = TST~\Z}

um. Man sagt, die Substitution TST-1 entstehe aus S durch „Trans
formation11 vermittelst der Substitution T. Von solchen Transformationen 
haben wir bereits S. 70 Gebrauch gemacht, indem wir, falls eine nicht
parabolische Substitution S vorliegt, deren „Fixpunkte“ nach 2=0 
und Z = co warfen, um dadurch S auf die Gestalt:

Z' = mZ =|m|. eu’Z
zu transformieren. Je nach der Natur des rechts auftretenden Faktors 
m nannten wir dann S „elliptisch“, „hyperbolisch“ oder „loxodromisch“. 
Bei einer „parabolischen“ Substitution S fanden wir S. 71 entsprechend 
■die transformierte Gestalt:

Z' = Zpb.

Man wolle sich hier auch der geometrischen Deutung unserer Sub
stitution durch ihre „Bahn- und Niveaukurven“ erinnern und vergegen
wärtige sich nochmals die verschiedene Gestaltung dieser Kurvenscharen 
bei den vier Gattungen unserer Substitutionen.

Wir sagen nun von einem System von Substitutionen:
(4) S-1, Sx, S^, S,, . .
dasselbe bilde eine „Gruppe11 G, falls zu jeder Substitution S des Systems 
(4) auch die inverse S~r im System enthalten ist, und falls mit irgend 
zwei Substitutionen Sv Sk des Systems auch immer die aus ihnen zu er
zeugende Substitution Sk • S{ = St dem System angehört. Mit S und S-1 
ist auch S.S-1=1 in der Gruppe enthalten; wir haben dement
sprechend die identische Substitution So = 1 sogleich in (4) aufge
nommen. Die Anzahl m der Substitutionen (4) heißt die „Ordnunga 
der Gruppe; dieselbe soll entsprechend genauer durch Gm bezeichnet 
werden.

Führen wir eine neue Variabele Z mittels einer Transformation T 
ein, so liefert die einzelne Si der Gm, auf Z umgerechnet, die trans-
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formierte Substitution S, = Ist Sk • S, = Slf so folgt aus dem
assoziativen Gesetze (3):S,-S‘= TS.T-' ■ TS.T-^ = T<ßtS^T-' - 8’

und hieraus insbesondere, falls ä. = Sr1 ist, S.S,=1 und also 
S, = S‘,1. Somit ergibt sich, daß auch die transformierten Substitutionen 
S=1, S\, S\, ... eine Gruppe bilden, von welcher wir sagen, sie ent
stehe aus Gm durch Transformation vermittelst T, und die wir deshalb 
symbolisch durch:

1) Siehe die spezielle S. 22 durchgeführte Projektion dieser Art.
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 9

G„-TGmT-1
bezeichnen. Die Substitutionen beider Gruppen sind einander eindeutig 
zugeordnet, indem S^ der Substitution S{ und S‘-1 der zu S{ inversen 
Sp1 entspricht. Auch folgt aus Sk • S{ = St für die G'm die analoge Re
lation S'k • S^ = S'v Das Gesetz, nach dem bei Kombination zweier 
Substitutionen jedesmal eine dritte entsteht, ist also für beide Gruppen 
völlig gleich gestaltet-, die Gruppen Gm und Gm heißen dieserhalb 
„isomorph11.

Mit S sind auch sämtliche Potenzen S2, S3, S^, ... in Gm ent
halten. Ist demnach, wie wir jetzt annehmen wollen, die Ordnung m 
endlich, so müssen die unendlich vielen Potenzen von S nur eine end
liche Anzahl verschiedener Substitutionen darstellen. Man kann also 
zwei verschiedene ganze Zahlen u, v angeben, so daß Su = S" zutrifft. 
Wir folgern hieraus, indem wir unter u die größere unter beiden Zahlen 
verstehen, Su-‘=1; also ist S periodisch und damit elliptisch: Eine 
Gruppe Gm von endlicher Ordnung m enthält neben der identischen Sub
stitution S=1 nur noch elliptische Substitutionen, und zwar natürlich nur 
solche von endlicher Periode. Ist n die Periode von S, so haben wir in:

S, S2, S3, ..., Sn~\ Sn = 1

alle aus S erzeugbaren Substitutionen. Man erkennt sofort, daß diese 
n Substitutionen für sich eine Gruppe Gn bilden, die man als „zyldischa 
bezeichnet und, als in Gm enthalten, eine „Untergruppe“ von Gm nennt.

Die wirkliche Herstellung von Gruppen endlicher Ordnung kann 
man auf folgende Erwägung gründen. Wir denken die g-Ebene im 
Raume horizontal angeordnet und konstruieren irgendwo im Raume 
eine Kugeloberfläche, auf welche wir vom höchsten Punkte der Kugel 
aus die g-Ebene stereographisch projizieren; die Kugelfläche wird so 
die Trägerin der komplexen Werte zT) Drehen wir nun die Kugel um

2 7tirgendeinen ihrer Durchmesser durch den Winkel 7 , so geht jeder 
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Punkt g der Kugel in einen Punkt g‘ derselben über, und wir erhalten eine 
Abbildung der Kugelfläche auf sich selbst, die kongruent und also kon
form ist. Dabei führt die n-malige Wiederholung der Drehung jeden 
Punkt g an seinen ursprünglichen Ort zurück. Nun stellt die stereo
graphische Projektion eine konforme Abbildung dar (vgl. S. 23); jene 
Drehung liefert also eine umkehrbar eindeutige und konforme Be
ziehung der g-Ebene auf sich selbst und also nach S. 66 eine lineare 
Substitution g‘=S (g). Da aber die n-malige Ausübung der Drehung 
jeden Punkt g an seine Anfangsstelle zurückführte, so ist Sn = 1, d. h. 
5 ist elliptisch von der Periode n.1)

Das Prinzip, mittels dessen wir auf dieser Grundlage Gruppen G, 
erklären können, ist nun folgendes. Wir denken konzentrisch mit der 
Kugel im Raume irgendeine regelmäßige Figur konstruiert. Die ge
samten Drehungen der Kugel, welche diese Figur mit sich selbst zur 
Deckung bringen, ergeben dabei ein System gleichartiger Operationen, an 
dem man die oben bei den G, aufgestellten Gruppeneigenschaften so
fort erkennt. Der Übergang zur -Ebene liefert dann in der Tat eine 
G, gewünschter Art.1 2)

1) Die „Parallel“- und „Meridiankreise“ der Kugeldrehung liefern bei der 
Projektion unmittelbar die Bahn- und Niveaukurven der elliptischen Substitution, 
welche wir S. 71 besprachen.

2) Auf diese Weise gewinnt Klein in den „Vorlesungen über das Ikosaeder“ 
(Leipzig, 1884) die gesamten Gruppen endlicher Ordnung von linearen Substitu
tionen; siehe daselbst S. lff. sowie S. 115 ff. und die an diesen Stellen genannten 
Originalarbeiten.

Dieses Prinzip soll nun an einigen, sogleich weiter zu benutzenden 
Beispielen erläutert werden. Zuerst zeichnen wir in irgendeiner Dia
metralebene der Kugel einen schiefwinkligen mit der Kugel konzen
trischen Rhombus. Hier gibt es außer der „identischen“ Drehung im 
ganzen drei Drehungen des Rhombus in sich, nämlich die beiden 
Drehungen der Periode zwei um die Diagonalen des Rhombus und die 
Drehung der Periode zwei um den zur Rhombusebene senkrechten 
Kugeldurchmesser. Man kann auch sagen, es handele sich hier um die 
Drehungen der Periode zivei um drei zueinander senhrechte Achsen durch 
den Kugelmittelpunkt.

Die zugehörige G4 der vier Substitutionen So = 1,S1,S2, S, heißt 
„ Vierergruppe(i. Es ist an der Rhombusfigur leicht ersichtlich, daß für 
die drei Substitutionen Sy, S2, S, der G4 die Beziehungen:

s, • s, = s,
gelten, wenn i, k, l irgendeine Permutation der Indizes 1, 2, 3 ist. Hier 
ist also insbesondere auch Sk • S, = S:S,; man nennt die beiden Sub-
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stitutionen Si} Sk dieserhalb miteinander „vertauschbar^. Daß übrigens
S2 = 1 ist, brauchen wir kaum hervorzuheben.

Wir können die Vierergruppe G4 auch leicht durch eine in der 
g-Ebene zu zeichnende Figur erklären. Legen wir nämlich durch je 
zwei unter den drei zu den S2, Ss gehörenden Drehungsachsen die
Diametralebene der Kugel, so schneiden diese drei Ebenen auf der
Kugeloberfläche drei einander senkrecht schneidende größte Kugelkreise
aus, die diese Oberfläche in acht Kugel
oktanten zerlegen. Die stereographische 
Projektion liefert in der g-Ebene ein 
System von drei sich senkrecht schnei
denden Kreisen (vgl. Fig. 25), wobei 
die Schnittpunkte zweier Kreise die 
Fixpunkte einer der Substitutionen 
sind, für welche der dritte Kreis eine 
Bahnkurve ist; in der Figur sind die 
Fixpunkte von S, mit ‘ bezeichnet. Fig. 25.

Durch jede solche Figur ist eine Vierergruppe unserer Art erklä/rbar, 
und alle diese G^ sind durch „Transformation“ ineinander überführbar. 
Benutzen wir nämlich die Transformation:

22—31 • Z—, , 
‘ ^2—^1 2 — 21 ‘

so kommen den Substitutionen der G^ TG^T-1 die Fixpunkte zu: 
2,=0, Z,=0o, Z2 = l, ...,

so daß die drei Kreise der Fig. 25 übergehen in die reelle Z-Achse, 
die imaginäre Z-Achse und den Kreis des Radius 1 um Z = 0. Üben 
wir jetzt die S. 22 besprochene besondere stereographische Projektion 
aus, so werden die Achsen der drei Kugeldrehungen direkt die Achsen 
des damaligen Koordinatensystems der 5, n, §.

Wir werden auch noch den folgenden Satz zu benutzen haben: 
Jede Gruppe G^, die außer der identischen Substitution S. = 1 drei Sub
stitutionen der Periode 2 enthält, ist eine Vierergruppe. Sind nämlich 
in dieser G^ wieder Sif Sk, S{ die drei elliptischen Substitutionen in 
beliebiger Anordnung, so ist die in G^ enthaltene Substitution S,S, 
weder gleich So noch Sf noch auch gleich Sk, da andernfalls Sk = St 
bzw. eine der Substitutionen Sk, Sf gleich S wäre. Somit ist not
wendig Sk-Si = Sl, woraus sofort S,S,=S,-S, wieder folgt. Nun 

können Sk und Sf nicht beide Fixpunkte gemein haben, da diese Sub
stitutionen sonst identisch wären. Ist demnach 2, ein Fixpunkt von 
Si} der nicht zugleich Fixpunkt von Sk ist, so gilt:

S,(S,(2)) = = Sk^,
9*
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d. h. der von g, verschiedene Punkt S,(z,) ist der zweite Fixpunkt g,‘ 
von S^.

2, - S,(a).
Auch dieser Punkt z‘ ist, wie man sieht, nicht Fixpunkt von Sk, so 
daß überhaupt keine zwei unter den sechs Fixpunkten von Si} Sk, 
zusammenfallen können.

Man setze nun k und i = 2, lege durch g1, Z2, g,‘ den „Niveau
kreis“ von S und senkrecht zu diesem den eindeutig bestimmten, durch 
g, laufenden „Bahnkreis“ von S.; der zweite Kreis schneidet auf dem 
ersten den zweiten Fixpunkt g2‘ von S2 aus (vgl. Fig. 25). Man füge 
jetzt drittens den zum ersten Kreise senkrechten, durch g,‘ laufenden 
Niveaukreis von S. hinzu, der, insofern er durch die beiden Punkte 
und g.‘= S2(g1) hindurchläuft, ein „Bahnkreis“ von S2 ist und also 
auch den zweiten Kreis senkrecht schneidet. Die beiden Schnittpunkte 
g3 und g,‘ (vgl. Fig. 25) sind dann notwendig die Fixpunkte von S3. 
Aus der Bedeutung der Niveau- und Bahnkreise von S, und S, folgt 
nämlich für die fraglichen Schnittpunkte 83 = S2(g3‘), g3‘=S(z,) und 
also 2s = S, • S (23) = Ss (^3), sowie 23’ =S-S, (z30) = S, (gs‘). Hiermit 
sind wir vollständig zur Fig. 25 zurückgelangt, und also ist die vor
gelegte G, tatsächlich eine Vierergruppe.

Ein zweites Beispiel einer Gm von endlicher Ordnung erklären wir 
so: In einer beliebigen Diametralebene der Kugel zeichnen wir mit der
selben konzentrisch ein reguläres Polygon mit n Ecken. Dann gibt 
es, die identische Drehung mitgerechnet, im ganzen 2 Kugeldrehungen, 
welche das Polygon in sich überführen. Es sind dies erstens n eine 
„zyklische“ Untergruppe G, liefernde Drehungen um den zur Ebene 
des Polygons senkrechten Kugeldurchmesser, und zweitens n Drehungen 
der Periode 2 um Achsen, die für ungerades n die n Verbindungsgeraden 
der Ecken mit den gegenüberliegenden Seitenmitten sind, für gerades 
n aber die ~n durch den Mittelpunkt laufenden Diagonalen und die 
~n Verbindungsgeraden gegenüberliegender Seitenmitten. Zieht man 
von den beiden Endpunkten des zur Polygonebene •senkrechten Kugel
durchmessers je die n Geraden nach den Polygonecken, so entsteht eine 
„Doppelpyramide“. Diese Doppelpyramide wird durch die Drehungen 
der G,, wieder in sich übergeführt, und wir hätten die Erklärung der 
Gruppe auch an diese reguläre Figur anknüpfen können. Die G2n ist 
eine Gruppe von „Doppelpyramidentypus“; gebräuchlicher ist die Bezeich
nung „Diedergruppe“, welche wir in der Folge anwenden wollen. Für 
n = 2 gelangt man, wie leicht zu sehen ist, zur Vierergruppe zurück. 
Im Falle =4 sind in der Diedergruppe Gg zwei Vierergruppen als 
Untergruppen enthalten; z. B. erhalten wir eine solche G^, wenn wir 
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die beiden Mittellinien des Quadrates und den zur Quadratebene senk
rechten Kugeldurchmesser als die drei Drehungsachsen für die G4 be
nutzen.

Zur Erklärung einer letzten Gruppe Gm endlicher Ordnung kon
struieren wir ein mit der Kugel konzentrisches reguläres Tetraeder. 
Hier gibt es zunächst Drehungen des Tetraeders in sich um eine Achse, 
die von einer der vier Ecken nach der Mitte der Gegenseite läuft; 
offenbar liefert jede Achse eine zyklische Untergruppe Gs von drei 
Drehungen (die identische Drehung immer mitgezählt). Die vier Ecken 
liefern dabei neben der identischen Drehung im ganzen acht Drehungen 
je von der Periode drei. Verbindet man ferner je zwei diametrale unter 
den sechs Kantenmitten geradlinig, so entstehen drei Achsen, die sich 
in der Kugelmitte senkrecht kreuzen. Die ihnen zugehörige Vierer
gruppe liefert gleichfalls Drehungen des Tetraeders in sich, so daß 
neben der identischen Drehung noch drei Drehungen von der Periode 
zwei hinzukommen. Weitere Drehungen des Tetraeders in sich exi
stieren nicht: Die „Tetraedergruppeli ist eine G12, welche acht Substi
tutionen der Periode drei, drei Substitutionen der Periode zwei und 
natürlich S = 1 enthält; die drei Substitutionen der Periode zwei 
bilden mit So = 1 eine in der G12 als Untergruppe enthaltene Vierer
gruppe G4.1)

1) Auf die entsprechend zu erklärenden Gruppen des Oktaeders und Ikosa
eders, welche Gruppen G,4 und Gso sind, gehen wir hier noch nicht ein, da diese 
Gruppen zunächst noch nicht gebraucht werden-, siehe betreffs derselben Klein, 
„Vorlesungen über das Ikosaeder“, S. 15 ff.

§ 3. Die linearen Transformationen der Verzweigungsform in sich.
Unter Rückgang auf den am Anfang von § 2 entwickelten Ge

dankengang fragen wir nunmehr nach Substitutionen S, welche das 
System der vier Nullpunkte e,, e,, e3 und e,= 00 der Verzweigungs
form fz erster Stufe in sich überführen, und deren entsprechende ho
mogene binäre Substitutionen alsdann die Verzweigungsform fz selbst, 
abgesehen von einem Faktor, in sich transformieren werden.

Da in fz ein Glied mit z\ z\ nicht auftritt, so verschwindet die Summe 
der drei im Endlichen gelegenen Nullpunkte e., e,, eg:

(1) e+e+eg 0.

Ist wieder i, k, l irgendeine Permutation der Indizes 1, 2, 3, so zeigt 
man mit Benutzung der Relation (1), daß die Substitution:

(g  e,z—(e++ee
V ) z — e. 1(2)
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welche elliptisch von der Periode 2 ist, die beiden Punkte ek und e, 
austauscht und ebenso die beiden Punkte ei und e, = co.1) Es gibt nur 
eine einzige Substitution, welche diese Permutation der vier Punkte e 
vollzieht1 2): denn gäbe es noch eine zweite S,', so würde S‘S-1 ohne 
die identische Substitution zu sein, vier Fixpunkte e,, e, haben, 
dem Umstand entgegen, daß eine von 1 verschiedene Substitution 
höchstens zwei Fixpunkte hat.

1) Die Determinante von S, kann man mit Hilfe der Relation (1) in die Gestalt 
(e, — ek) ’ (e, — eh kleiden; sie ist also = 0, da die drei Nullpunkte e15 e,, es von 
einander verschieden sind.

2) Die beiden Fixpunkte von S, liegen sowohl mit oc und e, als auch mit ek und 
el je auf einem Kreise; dabei trennen sie sowohl co und e, als auch ek und et „har
monisch“. Wir haben hier mit dem Satze der projektiven Geometrie zu tun, daß 
es zu zwei Punktepaaren der Ebene (der „Geraden“ mit reellen und komplexen 
Punkten) ein und nur ein drittes Punktepaar gibt, welches mit jedem der beiden 
gegebenen Paare in der bezeichneten Art ein harmonisches Quadrupel bildet. Die 
sechs Fixpunkte der drei S, sind die Nullpunkte einer bekannten Kovariante 
sechsten Grades von fz. Man vgl. das S. 120 genannte Werk von Clebsch, S. 175.

Üben wir auf die vier Werte:

S,(oo) = e, S,(e) = S,(e.) = oo, S,(e.) = e,
die Substitution Sk aus, so folgt:

S,S,(co)=e,, S,S,(e)—c, S,S,(e)=e,, S,S,(e,)_e,, K • \ / U‘ K \ u/ / n> i \ 6/ K / K Z \ K / 27

d. h. es ist S,S, = Ä. Da überdies S2 = 1 gilt und also S~x mit S. 
gleich ist, so bilden die vier Substitutionen S, = 1, Ä, S,, K eine 
Vierergruppe (vgl. S. 131). Die vier Pwikte e1, e,, eä und e,= co wer
den durch die vier eine Vierergruppe G4 bildenden Substitutionen S = 1, 
S., S, S3 in sich transformiert, wobei insbesondere die drei letzten Sub
stitutionen die vier Punkte auf die drei möglichen Arten zu Paaren per
mutieren.

Schreiben wir für die Determinante — 2ef — e^e, von S, kurz D-, 
so können wir noch fragen, welchen Faktor fz bei Ausführung der uni
modularen Substitution: 

(3) &,=VD,+ e—ee
VDi

1Z3 = —— g, —1 Z,VD,Z, ,
annimmt. Da die zweite Potenz dieser homogenen Substitution zv = — z[, 
2,= — z"^ ist und also fz unverändert läßt, so kann der fragliche Fak
tor nur + 1 oder — 1 sein. Die Pechnung zeigt fz = fz>, d. h. die Ver
zweigungsform wird durch die homogenen unimodularen Substitutionen (3) 
unmittelbar in sich selbst transformiert.

Wir fragen nun, ob es außer der noch weitere Substitutionen 
gibt, welche die vier Punkte e ineinander überführen. Ist S eine solche
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Substitution, so dürfen wir annehmen, daß dieselbe den Punkt e4=0 
zum Fixpunkte hat. Wäre nämlich S(oo) = e,, so hätten wir sofort 
in ß.S eine neue Substitution mit dem Fixpunkte öo. Die Substi
tution S darf man hiernach in der Gestalt:
(4) / = S(a) = az b

ansetzen. Bei der durch S bewirkten Permutation der e1, e,, e3 haben 
wir zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder tauscht S zwei Punkte 
ek, e, aus und hat dann ei zum Fixpunkte, oder S bewirkt eine zy
klische Permutation der drei e.

Im ersten Falle ist S elliptisch von der Periode zwei und hat dem
nach die Gestalt: z = — g + 2e.
Da hieraus insbesondere e,=—e,— 2e, und also:

e, + e, +e,= 3e,
folgt, so ergibt sich aus (1) sofort:

e,=0 und el = — ek.

Wir sind demnach zu dem schon S. 125 besprochenen Falle mit 93=0 
zurückgeführt und haben die Verzweigungsform erster Stufe in der ein
fachsten daselbst unter (20) gegebenen Gestalt vorauszusetzen. Man be
zeichnet diesen besonderen Fall als den „harmonischen^\ in der Tat 
werden ja, welche mit der Form (20) S. 125 äquivalente Form wir 
auch wählen mögen, die vier Punkte e der letzteren stets auf einem 
Kreise liegen und auf demselben ein harmonisches Punktquadrupel dar
stellen.1) Benutzen wir die Form (20) und vollziehen die S. 22 be
sprochene stereographische Projektion auf die Kugelfläche, so liefern 
die vier Punkte e die Eckpunkte eines einem größten Kugelkreise ein
geschriebenen Quadrates. Die Überlegungen von S. 132 liefern jetzt das 
Ergebnis: Im harmonischen Falle gibt es im ganzen acht, eine JDieder- 
gruppe Gg bildende Substitutionen, welche das System der vier Punlde e in 
sich üherfUhren; die eine der beiden in der Gg enthaltenen Vierergruppen 
(ygl. S. 132, unten) ist unsere bisherige G4.

1) Wir weisen hier auf die im folgenden Abschnitte (hei der zweiten Stufe) 
zu entwickelnden Sätze über das „Doppelverhältnis“ der Verzweigungspunkte hin.

Übrigens ist in der Gg eine zyklische Untergruppe G4 enthalten 
und als „erzeugende“ Substitution dieser G4 eine elliptische Substitu
tion der Periode vier, welche die vier Punkte e zyklisch permutiert. 
Man zeigt sofort, daß dieser Austausch der Punkte e bei der Form (20) 
S. 125 durch die Substitution:
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geleistet wird. Wir stellen noch, fest, daß die unimodulare Jiomogcne 
Substitution: 1 1

&,=,(+*), 22=,(-8+&)
einen Zeichenwechsel der Verzweigungsform (20) S. 125 bewirht: fz, = — fz.

Wir haben zweitens die Möglichkeit zu besprechen, daß die Sub
stitution (4) die im Endlichen liegenden Verzweigungspunkte zyklisch 
permutiert. Dann gilt also:

e, = ce, + b, e,=ae+b, e,= ae,+b, 
woraus wir durch Addition mit Rücksicht auf e,—e—e3=0 sofort 
b = 0 finden. Von den e darf nun keines verschwinden, da sonst alle 
drei gleich 0 sein würden. Das Produkt der drei vorstehenden Glei
chungen liefert also mit Rücksicht auf b = 0 weiter a8=1; es ist 
also, da a — 1 die identische Substitution liefern würde, a eine kom
plexe dritte Wurzel der Einheit. Wir wollen weiterhin die Abkürzung 

2in
e3=0 gebrauchen und dürfen insbesondere S(z) = qz setzen, da, falls 
S(z) = o2g wäre, an Stelle dieser Substitution einfach ihre zweite Po
tenz S2(g) == gz treten könnte. Aus ek = oe, e, = o2e folgt nuu sofort 
g^ = 0. Wir haben also jetzt den auch bereits S. 125 besprochenen anderen 
Spezialfall 9,=0 mit der besonderen Verzweigungsform (19) (S. 125) vor 
uns, den wir hinfort als den „äguianharmonischena Fall bezeichnen wollen.

Benutzen wir die Form (19) S. 125, so dürfen wir in einfachster 
Weise e, e, e, schreiben. Uber dem Dreieck dieser drei 
Endpunkte, als Grundfläche, wolle man nun ein reguläres Tetraeder 
aufbauen und durch dessen vier Ecken die mit ihm konzentrische 
Kugelfläche einführen. Vollziehen wir die stereographische Projektion 
der g-Ebene auf diese Kugelfläche, indem wir als Projektionszentrum 
die Spitze des Tetraeders benutzen, so werden die vier Punkte e auf 
der Kugeloberfläche die vier Eckpunkte jenes regulären Tetraeders. 
Hier liefert nun die vorbereitende Entwicklung von S. 133 sofort den 
Satz: Im äguianharmonischen Falle gibt es im ganzen zwölf eine Tetra
edergruppe G12 bildende Substitutionen S, welche das System der vier Ver
zweigungspunkte e in sich transformieren; die nach S. 133 in der Tetra
edergruppe als Untergruppe enthaltene Vierergruppe ist diejenige unserer 
obigen Substitutionen S^, Slf S^, S,.

Der Substitution z = gz lassen wir die unimodulare homogene 
Substitution: , ,

&a=022
entsprechen und notieren noch den Satz: Die Verzweigungsform (19) 
S. 125 reproduziert sich bei Ausübung der vorstehenden Substitution bis 
auf eine multiplikative dritte Wurzel der Einheit'. fz>= gf,.
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§ 4. Invarianz von J gegenüber beliebiger rationaler Trans
formation der Riemannschen Fläche F,.

Die linearen Funktionen von g erschöpfen nun keineswegs alle 
zweiwertigen Funktionen des zur F, gehörenden Körpers algebraischer 
Funktionen. Ist w = R(g, Vf(z)) irgendeine solche zweiwertige Funk
tion, so wird mittelst dieser Funktion die F wieder auf eine zwei
blättrige Riemannsche Fläche F2 mit vier Verzweigungspunkten ab
gebildet, welche wir statt der F, zur Definition unseres Funktionen
körpers zugrunde legen können. Die Verzweigungspunkte der F' seien 
die Nullpunkte einer zugehörigen Funktion:
(1) p(w) = b,w4+ 4b,w3+ 6b,w2+ 4b,w + b4,
deren Invarianten wir mit und J' bezeichnen wollen. Dann ist 
insbesondere J' wieder gegenüber beliebiger linearer Transformation 
von w absolut invariant.

Hier tritt nun die Frage auf, wie sich die Invariante J' der Funk
tion (1) zur Invariante J der ursprünglichen Funktion f(z) verhält. 
Die Antwort ist, daß geradezu J' = J ist, daß also J den Charakter der 
absoluten Invarianz nicht nur gegenüber linearer Transformation von g, 
sondern auch gegenüber jeder umkehrbar rationalen Transformation der F2 
wieder auf eine ziveiblätlrige Fläche (vgl. S. 93) bewahrt und also als 
eine Invariante des ganzen Funktionenkörpers anzusehen ist. Dieser Satz 
wird später in sehr einfacher Weise mittels des schon öfter erwähnten 
Integrals bewiesen werden können. Da es sich aber hier offenbar um 
einen grundlegenden Satz handelt, so wird es angebracht erscheinen, 
schon jetzt mit den allein erst zur Verfügung stehenden algebraischen 
Mitteln einen Beweis des Satzes auszuführen.

Eine kurze Bemerkung über die zweiwertigen Funktionen des Kör
pers ist vorauszuschicken. Es sei w eine derselben, und es mögen die 
beiden Pole von w auf der F, getrennt, und zwar bei z = s und z = t 
gelegen sein, natürlich daselbst immer nur in einem der beiden Blätter.1) 
Bei der Stelle s gelte die Entwicklung:

■ w-2,+a+a(s-8)+**,
bei z = t entsprechend:

w = -9+ .2),
1) Liegen beide Pole übereinander, so ist t = s.
2) Ist s einer der Verzweigungspunkte, so ist \z — s an Stelle von (z — s) 

zu setzen; ist S so hat man für (z — s) einzutragen. Dasselbe gilt natür
lich von der Stelle .
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wobei a_r und b_1 nicht-verschwindende reelle oder komplexe Koeffi
zienten sind. Es sei nun w' eine zweite zweiwertige Funktion mit den
selben Polen und dem Anfangskoeffizienten a_1 bei g = s. Dann ist 
(a_1wf— a_.1) eine Funktion, welche höchstens noch bei g=t einen 
Pol erster Ordnung haben könnte und demnach einwertig .sein würde, 
wenn sie diesen Pol wirklich hätte. Aber nach S. 95 gibt es auf der 
F2 keine einwertige Funktion, so daß (a_w‘— a_.w) auch bei t end
lich bleibt und damit einer Konstanten gleich wird a_rw' — a'_rw = c. 
Setzen wir zur Abkürzung:

a_1 c
- - - - = a, - - - - - = b ,

so folgt1): Alle zweiwertigen Funktionen mit den gleichen Polen sind in 
einer beliebigen unter ihnen, w, linear in der Gestalt darstellbar:

(2) 10’ = aw - b.
Hieraus ergibt sich insbesondere, daß eine zweiwertige Funktion 

w, welche ihre Pole an zwei in der F, übereinander liegenden Stellen 
g = s hat oder in einem Verzweigungspunkte z = s einen Pol zweiter
Ordnung besitzt, stets eine lineare Funktion:

C I 7w =------+ b =z — s
b z — (a — b s) 

z — s
von z ist. Da nun J gegenüber linearer Transformation von z sicher 
invariant ist, so brauchen wir nur noch solche Funktionen w zu prüfen, 
deren Pole zwei nicht übereinander liegende Stellen der F, sind.

Da überdies jede lineare Transformation von w die Invariante J' von 
(1) wieder unverändert läßt, so können wir nötigenfalls durch eine 
solche Transformation erstlich erreichen, daß die beiden Pole von w 
auch wirklich getrennt liegen, und zweitens, daß einer der Pole von w 
in einen Verzweigungspunkt der F, fällt. Indem wir f, als Verzweigungs
form erster Stufe ausgesucht denken, schreiben wir vor, daß der eine 
Pol von w in dem Verzweigungspunkt g der F, gelegen sei. Der 
zweite Pol liegt nun in irgendeiner endlichen Stelle bei z = s; und 
indem wir über diese Stelle s nichts weiter voraussetzen, wird unsere 
Überlegung für jede von z nicht linear abhängende zweiwertige Funk
tion w des Körpers gelten. Im übrigen dürfen wir unter den zwei
wertigen Funktionen dieser Pole co und s wiederum eine beliebige aus
suchen, da alle weiteren zufolge (2) in jener linear darstellbar sind.

Wir wählen nun die nachfolgende Funktion:

(3) w_VF(e)+VT(6),S -_______ % — s
1) Man überträgt die Überlegung des Textes leicht auf den Fall, daß w und 

w‘ an einer und derselben Stelle der F, je einen Pol zioeiter Ordnung haben.
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Vf(s)

welche mit Rücksicht auf die Gestalt (4z3—9,2 —93) von f(z) den ge
stellten Anforderungen in der Tat genügt. Das Vorzeichen von Vf(s) 
ist fest zu wählen-, und es wird dann w in demjenigen Blatte der F,, 
in welchem Vf(g) =Vf(s) bei g = s zutrifft, seinen Pol haben, während 
w im anderen Blatte daselbst endlich bleibt. Die Darstellung (3) gilt 
aber auch unmittelbar in dem Falle, daß s einer der drei im End
lichen liegenden Verzweigungspunkte ei ist; in der Tat gewinnt man 
in diesem Falle sofort für die Umgebung von e, mit Rücksicht auf 
f(e) = 0 die Entwicklung:

=2 Ve—e)(e,—e) (1 +a,(2_ e,) 4- a, _ e,)2V2 — ei
Unterscheiden wir nun die in übereinander liegenden Punkten der 

F2 eintretenden Funktionswerte von w durch die Bezeichnungen 1, 
und wg:

_Vf(2)+Vf(s) _—()+()
"1------ z—s ’ "2 z—s ’

so ergibt sich:

... 4(222s+s2)- g,"1 • "3 - - (z _ - 2—s ' ' •
Die zwischen g und w bestehende algebraische Relation, welche nach 
(2) S. 92 in jeder dieser Größen vom zweiten Grade sein muß, hat 
demnach die Gestalt:

w?(a — s) — 2 Yf^s)w — 4(22 +2s+ s2) + 9, = 0.

Lösen wir sie nach g auf, so ist der Ausdruck unter dem dabei auf
tretenden Wurzelzeichen unsere unter (1) gemeinte Funktion p(). Die 
Rechnung liefert als Ausdruck derselben:

p(w) = 4w+ - 6sw2 — 8Vf(s)w + (4g, — 12s2),

so daß die Koeffizienten bo, b, . . ., b, die folgende Bedeutung haben: 

0,=1, 0,= 0, \ = 0,--2Vf(s), &4 = 4^2 —12 s2.

Die in den bo, b, . . ., b, anzusetzenden Ausdrücke (10) S. 122 für die 
Invarianten g und g3 ergeben damit:

g, = 4(4g, - 12s2) + 3s2 - 9,, 
g - — +6(4g, — 12s2) — /‘(s) + s3 = 4s3 - g2s — f(s) = 9s.

Es ist also 9=92, g3=g3 und damit auch J‘=J, so daß die In
varianz von J gegenüber beliebiger umkehrbar rationaler Transfor
mation der F2 in eine F2 bewiesen ist.
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§ 5. Allgemeine Bemerkungen über die elliptischen Integrale.
Bei den nächsten Entwicklungen setzen wir die Verzweigungsform 

wieder in der allgemeinen Gestalt (4) S. 119 gegeben voraus und wer
den erst im übernächsten Paragraphen auf die Verzweigungsform erster 
Stufe (12) S. 123 zurückkommen. Irgendeine Funktion R(z,Vf(g)) 
des durch die F2 gegebenen Körpers wollen wir in der Umgebung einer 
Stelle 20 der Fläche in ihre Potenzreihe entwickeln und haben dabei 
die Entwicklungsgröße (wir wollen sie weiterhin als die „normale Va- 
riable" der Stelle &o bezeichnen):

(1) 2‘=2—2, 2’=-, 2=Vz—2, g‘=V”
zu benutzen, je nachdem 2 eine gewöhnliche endliche Stelle in einem 
Blatte oder die Stelle oc eines Blattes oder ein endlicher Verzweigungs
punkt oder schließlich die Stelle oo, falls daselbst ein Verzweigungs
punkt liegt, ist. Für R(z, gilt dann in der Umgebung von g 
eine Entwicklung:

(2) R(a,Vf(e))=c-„-"+c,-"+1++0,-1+6+6,+. 
Im allgemeinen treten keine Glieder mit negativen Exponenten von 8 
auf; solche finden sich nur für die Umgebungen der in endlicher An
zahl auftretenden Pole unserer Funktion.

Man kann nun auf Grund der Darstellung (2) sofort das Ver
halten des Integrals der Funktion R(, Vf)) in der Umgebung von 
Zo angeben:

J R(a, yf^dß=J (c-m‘-"+cm+-m*+1++0,2-1+6+6,+-)dz; 
die Beziehung des Differentials dz' der „normalen Variabelen" der Stelle 
Zo zum Differential dz stellt man in den vier Fällen (1) leicht fest. Liegt 
in der endlichen Stelle go kein Pol von R(z, so ist auch das Integral 
als Funktion von g‘1) im Punkte 2 analytisch, so daß eine singuläre Stelle des 
Integrales jedenfalls nur in einem Pole von P(z, V(f ^zf) oder an einer 
Stelle 20 = und damit nur an endlich vielen Stellen der F2 auftreten kann.

Was die Natur der singulären Stelle angeht, so kann nur ein 
Glied der Reihe bei der Integration ein nicht-algebraisches Glied, näm
lich eines von der Gestalt C • log z', liefern. Man stellt leicht fest, daß 
der Koeffizient G von log z je nach dem vorliegenden Falle (1) die 
Bedeutung hat:

G = c .. C__c, G=2c 2, G = — 2c2. — X 7 1 7 — 4/ <

1) Dieser Zusatz ist mit Rücksicht auf die Verzweigungspunkte erforderlich.
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Nehmen wir als selbstverständlich C = 0 für einen nicht-singulären 
Punkt hinzu, so ergibt der Vergleich mit der S. 37 aufgestellten Er
klärung des „Residuums“ einer Funktion in einem einzelnen Punkte 
der F, den Satz: C ist für jede Stelle der F, direld mit dem zugehörigen 
„Residuum^ der Funldion R(g, Vf^f) identisch und soll demnach auch für 
das Integral als dessen zur Stelle g gehöriges „Residuum11 benannt werden.

Wir ziehen sogleich eine Folgerung, welche aus dem ersten Re
siduensatze (S. 38) mittelst einer Überlegung gewonnen wird, wie wir 
sie S. 90 für beliebiges Geschlecht p an den zweiten Residuensatz 
(S. 39) angeschlossen haben. Nach S. 88 ziehen wir zwei Quer
schnitte Q, die nicht gerade durch einen singulären Punkt unseres 
betrachteten Integrals hindurchlaufen sollen, und verwandeln unsere F2 in 
dieser Art in einen einfach zusammenhängenden Bereich. Eine Stelle z0 mit 
nicht-verschwindendem Residuum C soll ein logarithmischer Unstetig- 
heitspunhh des Integrals genannt werden. Das über den Rand der zer
schnittenen Fläche erstreckte Integral (3) S. 38, also in unserem Falle:

stellt nach dem fraglichen Satze die Summe der Residuen aller log
arithmischen Unstetigkeitspunkte dar. Aber dies Integral, welches ja 
(vgl. S. 90) über die beiden Ufer des einzelnen Querschnittes im ent
gegengesetzten Sinne zu erstrecken ist, hat dieserhalb den Wert 0. Es 
folgt: Beim einzelnen unserer Integrale ist die Summe der Residuen aller 
logarithmischen ünstetigheitspunlde gleich 0. Hiernach kann es insbeson
dere hein Integral mit nur einem logarithmischen Unstetigheitspunkte 
geben.

Was sonstige Glieder mit negativen Exponenten von z angeht, so 
prüft man die vier Fälle (1) leicht durch. Man findet: In der Entwicli- 
lung des Integrals treten Glieder mit negativen Exponenten von z stets und 
nur dann auf, wenn in der Reihenentwicldung für R(z, Yfl^i) Anfangs
glieder „vor“ der den Logarithmus liefernden Potenz von z Vorkommen. 
Wir notieren insbesondere: Das Integral ist im Punkte z0 als Funktion 
von z analytisch, wenn je nach dem vorliegenden Falle (1) in der Enhvicklung 
von R^z^flzf) das Glied Co bzw. c,23, c_,z'~1, c^z^ oder ein noch späteres 
das Anfangsglied liefert.

Da unsere unzerschnittene F, einen mehrfach zusammenhängen
den Bereich darstellt, so sind für das Verhalten der elliptischen Inte
grale gegenüber geschlossenen Umläufen die S. 7 ff. entwickelten all
gemeinen Prinzipien maßgeblich. Setzen wir ein Integral über einen 
geschlossenen Weg auf der F2, der nicht gerade durch einen singu
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lären Punkt des Integrales läuft, fort, so 'kehrt das Integral, abgesehen 
von einer additiven Konstanten, seinen Anfangswerten am Schlüsse des 
Weges zurück. Ist diese additive Konstante von 0 verschieden, so heißt 
sie nach S. 7 eine „Periodea des Integrales und der Weg ein „Peri- 
odenwega. Auf die hiermit berührten Verhältnisse gehen wir alsbald aus
führlich ein. Hier nennen wir nur erst die Umkehrung: Eine Funk
tion von z, welche auf der F, in jeder Stelle, abgesehen von Polen und 
logarithmischen Unstetigkeitspunkten, analytisch ist1), und welche bei Fort
setzung über irgendeinen geschlossenen Weg von einer additiven Konstanten 
abgesehen zu ihren Anfangswerten zurückkehrt, ist ein zur F, gehörendes 
elliptisches Integral. In der Tat ist die Ableitung dieser Funktion nach 
z auf der F, eindeutig und bis auf Pole überall analytisch, stellt also 
eine Funktion R (z, Yf {zf) dar.

1) In einem Verzweigungspunkte ist natürlich hier und weiterhin wieder ge
meint, daß die Funktion in der zugehörigen normalen Variabelen analytisch sei.

Da es sich hier vorab nur um die Untersuchung der Integrale in 
bezug auf ihre möglichen singulären Punkte handeln soll, so ist es er
laubt und im Interesse der Eindeutigkeit der zu betrachtenden Größen 
sogar geboten, die weiterhin zu benutzenden Integrationswege auf die 
durch zwei Querschnitte Qv, zerschnittene Fläche F2 zu beschränken, 
d. h. das Überschreiten eines der Querschnitte durch einen Integrationsweg 
einstweilen zu verbieten. Diese Vorschrift wird weiterhin noch eine Er
gänzung finden müssen, welche sich auf die Integrale mit logarith
mischen Unstetigkeitspunkten bezieht.

§ 6. Die drei Gattungen der elliptischen Integrale und die 
Elementarintegrale.

Die gesamten elliptischen Integrale unserer F2 teilen wir nun in 
drei „Gattungen“ ein: Zur ersten Gattung rechnen wir alle Integrale, 
welche auf der F, überall analytisch 1) sind, zur zweiten Gattung gehören 
die Integrale, welche singuläre Punkte, jedoch nur Pole besitzen, die dritte 
Gattung bilden alle übrigen Integrale, deren einzelnes also mindestens zwei 
logarithmische Unstetigkeitspunkte aufweist. Zur Prüfung des analytischen 
Charakters hat man sich dabei stets einer Entwicklung nach Potenzen 
der betreffenden in (1) S. 140 gegebenen Variabelen z zu bedienen. Ein in 
diesem Sinne überall analytisches Integral wird bei Fortsetzung über 
die Fläche hin stets endlich bleiben: Ein Integral erster Gattung bezeich
net man demgemäß auch als ein „überall endliches Integral11.

Ist nun u(z) irgendein Integral erster Gattung, so muß, wie wir 
schon feststellten, in der Umgebung von z0 die Ableitung von u nach 
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z je nach dem vorliegenden Falle (1) S. 140 eine Entwicklung gestatten:

d u . Ca . C  1 . Co .da-et"’ -3t’’ v-z,*‘ -(v*i
Hieraus ergibt sich, daß das Produkt dieser Ableitung und der Funk
tion Vf(z) eine algebraische, auf der F, überall analytische Funktion 
darstellt und also (vgl. S. 91) mit einer Konstanten a identisch ist. 
Setzen wir noch eine Integrationskonstante b hinzu, so folgt: Jedes 
Integral erster Gattung der F, ist in der Gestalt: 

darstellbar; es gibt also im wesentlichen, d. h. abgesehen von einer multi- 
plihativen und. einer additiven Konstanten, überhaupt nur ein einziges In
tegral erster Gattung der F2:

Diese einzigartige Stellung des überall endlichen Integrales u begründet 
den Vorrang, der dieser Größe u in unseren künftigen Entwicklungen 
zukommen wird, und die Existenz dieser einzigen Größe ist als eine 
grundlegende Tatsache der ganzen Theorie der elliptischen Funktionen 
anzusehen.

Um invariante Darstellungen der Integrale, welche wir ja an
streben wollten (vgl. S. 118), vorzubereiten, führen wir an Stelle von z, 
wie S. 119, homogene Variabele z^, z2 ein und schreiben zur Abkürzung: 
(3) — z^dz = z1dz2 — z2dzr = (z, dz).

(z, 
vf,‘

Hiermit ist ein „homogenes Differential zweiter Dimension" gewonnen, 
welches, wie man leicht ausrechnet, sich bei Ausübung der homogenen 
Substitution (5) S. 119 so verhält:

{z, dz) =K ■ (z', dz'),

d. h. die Substitutionsdeterminante D als Faktor annimmt. Das Inte
gral u selbst kleidet sich in die homogene Schreibweise:
(4) u -

sein Differential schreiben wir:

(5) =

es ist wie u selbst in den zr, z2 homogen nullter Dimension.
Um die Bedeutung dieses Differentials noch weiter aufzuklären, 

berechne man im einzelnen Punkte zQ der F, den Wert der Ableitung 
von u nach der zugehörigen in (1), S. 140 erklärten „normalen Varia-
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belen" g‘. Deuten wir diesen Wert durch Anhängung des Index go an, 
so gilt je nach dem vorliegenden Falle (1), S. 140:

du\  1 1  2   i
az’) VfK)’ va,‘ vT‘(e0)‘ va,

Der Wert dieser Ableitung ist stets endlich und von Null verschieden. 
Im ersten Falle ist nämlich go eine endliche, von einem Verzweigungs
punkte verschiedene Stelle; im zweiten Falle ist aQ (der erste Koeffi
zient von f(z)) von Null verschieden; im dritten Falle ist die Ableitung 

von f(z) im Verzweigungspunkte go von Null verschieden; und im 
vierten verschwindet zwar Go, aber nicht Nun ist die Bedeutung 
der Funktion g von g die, daß diese Funktion die „Umgebung“ der 
Stelle 2 der F2 (welche im Falle eines Verzweigungspunktes go zwei
blättrig ist) auf eine schlichte Kreisfläche um den Mittelpunkt g‘=0 
abbildet. Aus bekannten Sätzen über konforme Abbildung (vgl. S. 33) 
folgt demnach sofort weiter: Das Integral erster Gattung u{z) bildet 
ausnahmslos die Umgebung jeder Stelle zo der Fläche F, auf einen 
^schlichten“ Bereich um den Bildpunld der u-Ebene ab.

Für die Umgebung der einzelnen Flächenstelle 2 hatten wir g‘ 
als die „normale Variabele" bezeichnet (vgl. S. 140). Man sagt dabei 
von einer Funktion der Fläche F2, daß sie an der Stelle go ein end
liches und von 0 verschiedenes Differential besitze, wenn ihre Ab
leitung nach g daselbst endlich und von 0 verschieden ist. Das Diffe
rential dz würde bei Weiterbildung dieses Sprachgebrauches in einem 
der vier Verzweigungspunkte, die wir der Kürze halber hier einmal alle 
im Endlichen gelegen annehmen wollen, einen Nullpunkt erster Ord
nung, an der einzelnen Stelle oo einen Pol zweiter Ordnung bekommen. 
Beim homogenen Differential (g, dz) würden zwar diese beiden Pole in 
Fortfall kommen, aber die Nullpunkte in den Verzweigungspunkten be
stehen bleiben. Auch hier hebt sich nun das hinfort als „Differential 
erster Gattung“ zu bezeichnende du. ganz besonders hervor, insofern es auf 
der ganzen Flüche F, ausnahmslos endlich und nicht-verschwindend ist.

Indem wir uns den Existenzbeweis der folgenden Integrale durch 
wirkliche Herstellung derselben vorbehalten, stellen wir jetzt für die 
zweite und dritte Gattung folgende Erklärung auf: Als ein zur Stelle 
z = t gehöriges „Elementarintegral“ zweiter Gattung Z bezeichnen wir ein 
Integral, welches nur an dieser Stelle der F2 einen Pol erster Ordnung hat 
und in der zugehörigen normalen Variabelen die Enhvicklung gestattet: 

(7) z,=1+c+ crz + • •

als ein zu den beiden Stellen z = t und z = t0 gehöriges „Elementarinte
gral“ dritter Gattung P,e bezeichnen wir ein Integral, welches als einzige
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singuläre Stellen zwei logarithmische Unstetigheitspunkte der B,esiduen 1 
und — 1 bei z = t bzw. z = t0 aufweist und also in der zu z = t gehören
den normalen Variabelen z eine Entwicklung:

(8) P,, = l°g 2+6+ +,
bei z =t eine entsprechende mit — log/ beginnende Entwicklung besitzt. 
Es ist einleuchtend, daß diese Integrale, wenn sie überhaupt existieren, 
nur erst bis auf ein beliebiges additives Integral erster Gattung (au — b) 
eindeutig bestimmt sind.

Mit Rücksicht auf das Integral dritter Gattung P.. ist die oben 
bereits angedeutete Ergänzung der Zerschneidung unserer Riemann
schen Fläche F, auszuführen. Die bisherigen Querschnitte Qx, Q, denken 
wir so gewählt, daß keiner von beiden durch t oder t0 hindurchläuft. 
Führt das Argument z einen geschlossenen Umlauf um die Stelle t der 
F2 im positiven Sinne aus, so wächst dabei der Integralwert um den 
Betrag 2i% (vgl. S. 52), desgleichen bei einem Umlauf um t0 um den 
Betrag — 2ijt;. Wir werden jetzt einfach im Innern der F2 eine sich 
selbst nicht überkreuzende Linie L von t0 nach t ziehen, diese als Schnitt 
betrachten und bei den Änderungen von z ein überschreiten auch dieses 
dritten Schnittes verbieten. Insbesondere werden wir also, wenn wir 
P als bestimmtes Integral zwischen den Grenzen z^ und z berechnen, 

die Integrationsbahn als eine Linie Lz wählen, die L nicht über
kreuzt. Dann ist in der zerschnittenen Fläche P., eine eindeutige 2 o • 
Funktion der Stelle z.

Für diese zu einer beliebigen Stelle t bzw. einem beliebigen 
Stellenpaare t, tQ gehörenden Elementarintegrale entwickeln wir nun 
einen gegenüber den linearen Substitutionen von z „invarianten“ Auf
bau.1) Die Ableitung des Elementarintegrales Z nach der normalen 
Variabelen z hat auf der F2 nur einen einzigen bei t gelegenen Pol, 
zweiter Ordnung; daraufhin wird der Differentialquotient:

1) Diese Darstellung der Integrale rührt von Klein her; siehe dessen Ab
handlung „Über hyperelliptische Sigmafunktionen“, Math. Ann., Bd. 27 (1886), 
S. 431.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1.

dZt 
duz

eine zweiwertige algebraische Funktion der Fs mit einem Pole zweiter 
Ordnung an der Stelle t. Nach S. 138 ist eine solche Funktion durch 
Angabe der Stelle t, abgesehen von einer multiplikativen und einer 
additiven Konstanten, eindeutig bestimmt. Ist t zunächst endlich und 
kein Verzweigungspunkt, so gilt, falls im Punkte t der mit dem rich-

10
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tigen Vorzeichen genommene Wert von durch Vf(t) bezeichnet 
wird, für die Umgebung dieser Stelle die Entwicklung:

vf(e)-VF(9)+16.(-9+,
Werte hat.während

Hiernach
im anderen Blatte Vf(g) die entgegengesetzten 
wird:

Vf(2)vf(t)+-fC)(z—t)

eine erste 
bei g = t

zweiwertige Funktion gewünschter Art; denn sie wird außer 
auch nicht 

bei g = oo. Die Hinzufügung einer multiplikativen und einer additiven 
Konstanten ändert Z um einen von g unabhängigen Faktor bzw. um 
ein additives Integral erster Gattung. Wir wollen den von 0 verschie
denen Faktor 1Vf(t) und das additive Glied 1f‘‘(t) hinzufügen und 
erhalten auf diese Weise die durch ©(g, t) zu bezeichnende Funktion 

zm Vf(2)vf()+f()+4f((—t-f”()(z—t)2V‘) "‘s 2(z—t)2
Der besondere Vorteil dieser Funktion besteht darin, daß sie in 2 

und t symmetrisch ist. Setzt man zur Abkürzung:

rtO + 4f‘()(e - 0 + If"()(- - t) = n(a, i),
so berechnet man leicht:
h(a, t) = +212)+ a,(a2 + 4zt + t2) +2a(a+t)+ a,
und hat dann an Stelle von (9) die Darstellung:

(10) =

wodurch mit Rücksicht auf die Gestalt von h(g, die Symmetrie von 
d(g, t) in beiden Argumenten ersichtlich wird.

Um den invarianten Charakter der Funktion (10) darzulegen, führen 
wir für g die homogenen Variabelen g,, g2 ein und spalten gleich auch 
t in den Quotienten der homogenen Größen t., t2, für welche wir bei 
Beweglichkeit der Stelle t auf F2 dieselben Vorschriften geben, wie für 
die g,, g, (vgl. S. 119). Erweitern wir den in (10) rechts stehenden 
Quotienten mit z2t2, so benutzen wir die Abkürzung:

z2t2(e = ^t2 - zat = (z, t)
und nehmen die Bezeichnungen t4-f(t) = ft für die Formen
wieder auf. Auf der anderen Seite bemerken wir, daß die doppelt qua
dratische Form: 22t2 • h{p, t) = h^t

in einem nir auf der F, unendlich.
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einfach die siveite Polare von fz nach t oder, was auf dasselbe hinaus- 
hommt, die zweite Polare von ft nach g darstellt:

191 _+2 fz --lets’i z? L + • 7z1 202,02,
,2 df | 9, g- "1 "

1+20‘f 
"2 z8

2 0t2
Die Funktion ©(z, t) als homogen von nidlter Dimension in jedem der 
beiden Variabelenpaare wird von der Einführung der homogenen Va- 
riabelen nicht weiter getroffen; immerhin könnten wir, wenn Zähler 
und Nenner in (10) rechts homogen geschrieben sind, an Stelle von 
^(z,t) uns der Bezeichnung d, bedienen:

. Vfz Vft + t

Es ist nun vor allem wichtig, daß © (g, t) auch dann eine zwei
wertige Funktion mit einem Pole zweiter Ordnung in t bleibt, wenn t 
in einen endlichen Verzweigungspunkt (wir wollen einen solchen wieder 
mit e bezeichnen) oder in einen Punkt co der F2 hineinrückt. Aus (9) 
folgt nämlich sofort:

®0(2,0)=if‘(e)(-e)-*+Lr"(e);
nach S. 138 müssen wir hier in der Tat zu einer linearen Funktion von 
g gelangen. Andererseits folgt aus der homogenen Darstellung (11) von 
® (z, t), daß t=0,d. h. also t = 0, keine Ausnahmerolle spielen kann.
In der Tat findet man denn auch aus (11), falls bei oo kein Ver
zweigungspunkt liegt:

®(z, 0)=1 (Vao Vf(a) + ao22 + 2a,z + «2),
eine Funktion von z, die bei co in dem Blatte, in welchem:

im (Ä _ +1
2= \V ao Z2]

zutrifft, einen Pol zweiter Ordnung hat, im anderen aber endlich bleibt. 
Ist aber bei 00 ein Verzweigungspunkt gelegen, d. h. ist a0 = 0, so güt:

® {z, co) = axz + 1ag
in Übereinstimmung mit dem Umstande, daß jetzt wieder eine lineare 
Funktion von z vorliegen muß: (z, t) ist eine symmetrische Funktion 
zweier auf der F, frei beweglichen Stellen, die bei Festhaltung der einen 
Stelle eine zweüvertige algebraische Funktion der anderen Stelle mit einem 
Pol zweiter Ordnung an der festgehaltenen Stelle wird.

Man multipliziere nun 0 {z, t') mit dem Differential erster Gattung 
du2 und integriere längs einer von 2 bis z laufenden, die Schnitte Q 

10*
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und Q, nicht überschreitenden Kurve, die zunächst den Pol t meiden 
soll. Das Integral: g
(12) J• (a, t) du2

30
ist, etwa bei variabel gedachter oberer Grenze g, eine analytische Funk
tion von g, die die Stelle t als einzigen singulären Punkt hat; und zwar 
muß, falls wir auf dem eingeschlagenen W ege wirklich zum Elementarinte
grale zweiter Gattung gelangen wollen, bei t eine Entwicklung (7) S. 144 
vorliegen. Um das Verhalten des Integrales (12) bei t festzustellen, sei wieder 
zunächst t endlich und kein Verzweigungspunkt. Dann gilt für die Um
gebung von t (vgl. (9) und die oben (S. 146) angegebene Entwicklung 
von Vf)):

o=/W(« - - «r1 + ■ ■ ■>1 1 /1  T (t) /  4, NvF(a) vre 2/(6)
und damit folgt:

@(z, t)du2 = + * 4- - - - ^ds,

wo durch den Stern angedeutet sein soll, daß ein Glied mit (z — t)-1 
nicht auftritt. Hiernach ist:

X

- - 1 (o(z, t)du — Z;,2
*o

für die vorliegende Stelle t unser zu konstruierendes Elementarintegral 
zweiter Gattung (7); die Integralgrenzen go und g haben wir am Sym
bol Z als obere Indizes angefügt.

Liegt zweitens t in einem endlichen Verzweigungspunkte, so gilt:

Die Entwicklung der rechten Seite in der Umgebung von e ist leicht 
durchgeführt und ergibt nunmehr in:

2 /- - - - —— / d(z, e)duz = Zz'z°

zo
das Elementarintegral. Ebenso leicht beweist man die Formeln:

z z

1 Cd(z, oo)dus = z^y -1 r 0(z, oo)duz = Z^,
VaoJ Vae2o Zo

von denen die zweite oder erste gilt, je nachdem oo ein Verzweigungs
punkt ist oder nicht.
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Aus der an Gleichung (6) angeschlossenen Betrachtung geht nun 
hervor, daß die vier in den Darstellungen des Elementarintegrales vor 
dem Integral auftretenden Faktoren die Werte des Differentialquotienten 

—je für die Stellen t sind, wenn wir nach Vorschrift von (1), S. 140, 

mit t' die jeweilige „normale Variabele" bezeichnen. Wir gelangen also 
zu dem Ergebnis: Das Elementarintegral zweiter Gattung stellt sich in 
der oben konstruierten algebraischen Funktion ©(z, f) durch die aus
nahmslos gültige Formel dar: 

z

(13) Z7" --(d)
ZQ

Das Integral dritter Gattung P, ist nun sehr leicht erledigt. Es 
besteht nämlich der Satz, daß das in (13) rechts stehende Integral eine 
algebraische Funktion von t oder, wenn wir g und t austauschen, eine 
algebraische Funktion von g ist, und zwar eben diejenige Funktion, 
deren Integral P, liefert. Aus (9) folgt nämlich sofort:

t  t

, 4,, _ Vf(z)—Vf(t) _ vm+ym) , 1 r 2(2—t) 2(2—t) "24 Vf(t) ‘ to o
wo wir der Bequemlichkeit halber t und t0 vorerst endlich denken.1)

1) Man beachte, daß im letzten Gliede rechts ein Integral zweiter Gattung 
mit dem Pole bei t = o steht. Dieser hebt sich aber gegen den Pol des ersten 
Gliedes bei t=C fort, da ja die Gleichung des Textes ein Integral zweiter Gat
tung in t mit einem bei z gelegenen Pole darstellt.

Wir benutzen hierbei als Integrationsbahn die bereits oben (S. 145) 
eingeführte Linie Lt, welche dann von einer sogleich weiter für g zu 
wählenden Integrationsbahn Lz ebensowenig wie die Querschnitte Q1, Q, 
überschritten werden darf.

In g stellt nun die rechte Seite der letzten Gleichung eine zwei
wertige algebraische Funktion mit den beiden Polen erster Ordnung bei 
t und t dar, insofern sich die Pole, welche die beiden ersten Glieder, 
einzeln genommen, bei g=c haben, in ihrer Differenz aufheben. Mul
tiplizieren wir jetzt mit duz und integrieren zwischen den Grenzen Z 
und g längs einer vorschriftsmäßig gewählten Linie Lz, so ist:

z t

(14) u^ duz
' ZQ to

in der Tat unser Elementarintegral dritter Gattung. Dasselbe ist näm
lich als Funktion von g bis auf die Stellen t und t0 analytisch. In der 
Umgebung von t, falls dies eine gewöhnliche Stelle, d. h. kein Verzwei
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gungspunkt, ist, wird das Integral (14) abgesehen von dem Gliede 
log (g — t) der Entwicklung analytisch. Dieselbe Aussage gilt für die Um
gebung eines Verzweigungspunktes t = e, abgesehen von dem Gliede 
log Vg — e. Auch die Umgebung von to wird man entsprechend leicht 
erledigen. Auf den Fall, daß t = oo (oder t = co) zutrifft, brauchen wir 
nicht besonders einzugehen, da die Stelle oc infolge des invarianten Aufbaus 
des Integrales (14) keine Sonderrolle spielt: Das unter Angabe der Grenzen 
durch P^° zu bezeichnende Elementarintegrdl dritter Gattung stellt sich 
mittelst der oben honstruierten Funhtion d(z, t) in der Gestalt (14) dar, 
d. h. ausführlich geschrieben:

P,-j(jrye+*g,0a)a20 to
oder in homogener Gestalt:

p...  ff (Vf,vf,+h,6,‘o J\J 2(z,t)2VfVf
7o to

Man bezeichnet z und z0 als die „Argumente“, t und t0 als die „Para
meter“ dieses Integrals und überträgt diese Bezeichnung auch auf das 
Integral zweiter Gattung (13). Das Doppelintegral (14) gestattet übrigens 
Umänderung der Reihenfolge der beiden Integrationen1 2); es gilt also, 
wenn wir gleich noch die Symmetrie von 9 in z und t benutzen:

1) Man vgl. etwa Osgood, S. 307, 7. Satz. Die Vorbedingungen dieses 
Satzes sind im Texte erfüllt, da für zwei auf L bzw. Lz bewegliche Argumente 
t und g die Funktion @(z, t) stetig ist und bei festgehaltenem einen Argument 
eine algebraische Funktion der anderen liefert.

2) Wir kommen auf diesen Satz in § 8 nochmals zurück.

z t t2

Pg; =f (e, du^ du^ =J (J• (t, e) du^) dui • 2o o to 2o
Das rechts stehende Integral ist nach (14) aber P$to. Das Elementar
integral dritter Gattung bleibt unverändert beim Austausch der Argumente 
und Parameter^’.
(15) P^0 = P:,2o
P ‘ 3,3o ,ko

Differenziert man die vorletzte Gleichung nach t, indem man sich 
etwa gleich des Differentials dt' der normalen Variabelen t' der ein
zelnen Stelle bedient, so folgt:

20
Aus (13) folgt also: Die Differentiation des Elementarintegrals dritter 
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Gattung Puo nach dem Parameter t liefert das Elementarintegral zweiter 
Gattung des Parameters t in der Gestalt:

(16) z,,6=4(P;,*).
\ / t dt y 6,‘o’

Wir kommen jetzt noch einmal auf ein beliebiges Integral:

(17)

unserer F, zurück und wollen einen additiven Aufbau desselben aus 
einer algebraischen Funktion, dem Integral erster Gattung und den be
trachteten Elementarintegralen der zweiten und dritten Gattung durch
führen. Mögen beim Integral (17) zunächst n logarithmische Unstetig
keitspunkte der Residuen C1, C2, . . Cn an den Stellen t, t2f .. tn 
vorliegen. Wir nehmen dann irgendeine von den bisherigen verschiedene 
Stelle to hinzu und bilden das Aggregat:

n

DC,P,., k=1 0
das übrigens an der Stelle t0 infolge des Verschwindens der Residuen- 
summe (vgl. S. 141) keinen neuen logarithmischen Unstetigkeitspunkt 
bekommt. Die Differenz:

n

(18) JR(e,Vf(2))da-2c,P,,,k=1
liefert ein Integral, das an singulären Punkten höchstens noch Pole 
aufweist. Findet sich an der Stelle s ein Pol vter Ordnung, so beachte 
man, daß in:

y dZs dez, a‘-1z,
dup dul’ du,-

-eine Funktionenreihe vorliegt, in der das erste Glied ein Integral, die 
übrigen Glieder algebraische Funktionen sind; dabei weisen diese Funk
tionen allein an der Stelle s der F2 Pole auf, und zwar der Ordnungen 
1,. 2, 3, . . ., v. Man kann daraufhin ein Aggregat:

BZ + B'd^ + + • • • + B-IdZ,. 8 duz ' du2, du’
mittelst konstanter Koeffizienten B derart aufbauen, daß der Abzug 
dieses Aggregates vom Integral (18) den Pol bei s gerade weghebt. 
Verfahren wir in dieser Weise mit allen Polen von (18) (die endliche 
Anzahl derselben sei gleich m), so restiert schließlich ein überall end
liches Integral (Au — A'). Die Konstante A' und alle algebraischen 
Bestandteile ziehen wir in R(g,Vf(z)) zusammen und gelangen so zu 
dem Ergebnis: Jedes Integral (17) unserer F2 läßt sich aus einer alge
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braischen Funktion, dem Integral erster Gattung und den Elementarinte
gralen zweiter und dritter Gattung in der nachfolgenden Gestalt aufbauen:

m n

(19) fn (z, Vf^)) dz = (z, Yf (2)) + Au +2BZ,,+2c,P,,,,.
i=1 7 = 1

§ 7. Die zur ersten Stufe gehörenden Normalgestalten der 
Integrale der drei Gattungen.

Während, bei den Entwicklungen von § 6 auf Wahrung des all
gemeinen invarianten Charakters der Formeln Gewicht lag, soll jetzt die 
Verzweigungsform in ihrer zur ersten Stufe gehörenden Gestalt bevorzugt 
werden. Wir gelangen so zu den Normalgestalten erster Stufe für die Inte
grale; man nennt sie auch die „Weierstraßsehen Normalintegralea, da 
Weierstraß diese Integralgestalten in seinen Vorlesungen zugrunde 
legte (vgl. S. 117).

Als „Normalintegral erster Gattung erster Stufe“ benutzen wir 
hinfort: s
(1) u=fd_,J V+z3—922—93 

co

d. h. wir legen die untere Grenze im Verzweigungspunkte beig=0 fest.
Als „Normdiintegral zweiter Gattung erster Stufe“ bezeichnen wir 

das folgende: z
(2) Z  z:,=o  2 dz —,• V4z° — g^z— 9s3o 
wobei die untere Grenze einstweilen unbestimmt bleibe. Das Besondere 
ist also, daß wir jetzt nur das eine Integral mit dem Pole im Punlde oo 
zulassen. Nach den Formeln von S. 147 u.f. ist die Beziehung zum Ele
mentarintegral einfach durch:

(3) 

festgelegt. Übrigens liefert die auf (13) S. 149 folgende Formel bei 
Austausch der Bezeichnungen z und t für die erste Stufe:

z zC-i, rtA, _ , y/w+vm , r zdzJ du‘- - - - 2(2—t + 2(2— + .7 y4zs—gz—g20 2
Hieraus ergibt sich mit Rücksicht auf (13) S. 149 eine JDarstellung des 
Elementarintegrales zweiter Gattung Z:t'z° mit beliebigem „Parameter“ t durch 
das Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe (2) in der Gestalt: 

(A y,_vr(2)+Vf( vf(2,)+vf( , 7,..„ 
\d uj * 2(z—t) 2 (zo — t) " 
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unter Hinzunahme einer zweiwertigen algebraischen Funktion. Diese Re
duktion des Integrales zweiter Gattung mit beliebigem „Parameter“ t 
auf das Integral mit t = co rechtfertigt die Beschränkung auf dieses 
Normalintegral (2).

Als „Normalintegral dritter Gattung erster Stufeli benutzt man ge
legentlich das folgende:

TT 2,20 © dz(5) nt = n. = / —------ -—:— —(z—t)V4z8—9,2—gs «0
mit der Bedingung, daß t kein Verzweigungspunkt sein soll; die untere 
Grenze soll wieder unbestimmt bleiben. Hier liegt also die Besonder
heit vor, daß das Integral in zwei übereinander liegenden Stellen der 
Fläche F, logarithmische Unstetigheitspunkte hat, und zwar solche der Re- 

sidua -—1.Vf(t)
Um die Beziehung des Integrales (5) zu dem Elementarintegrale 

F3t’zt° des vorigen Paragraphen klarzulegen, entnehmen wir von S. 149 
die Gleichung:

(, 4, - vf(2)+vf() _ Z'.'.

to
multiplizieren mit duz und integrieren zwischen den Grenzen go und z, 
wodurch wir erhalten:

(6)  1 loa (z—t)(20 —t)‘ 35(2—0(2—t)

+1 ym f vr(o) nzc - Uz^ 71^.

Hierdurch ist also das links stehende Elementarintegral, abgesehen von 
einem logarithmischen Gliede und einem Integral erster Gattung, mittelst 
der beiden zu t und t0 gehörenden Integrale (5) dargestellt. Diese Glei
chung bleibt auch in dem Falle brauchbar, daß t0 oder t oder beide 
Stellen zugleich in endliche Verzweigungspunkte rücken; so gilt z. B. 
für t0 = ei und t = ek die nachfolgende einfache Darstellung des Ele
mentarintegrals :

(7) = 1 log(—e(o—e) - u^-ZVi •
v 7 Vi 2 (*o—e(2—e)
Dagegen wird die Gleichung (6), welche ja nicht mehr den Charakter 
der Invarianz hat, unbrauchbar, falls einer der logarithmischen Un- 
Stetigkeitspunkte des darzustellenden Elementarintegrals in den Ver
zweigungspunkt co fällt. Wird z. B. t=c gesetzt, so werden die 
beiden letzten Glieder der rechten Seite von (6) unendlich. Allerdings 
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kann man hier sofort (mittelst funktionentheoretischer Betrachtung) den 
Ansatz:

Pz = Pog (2=) +1 VT(t) nr- + Au^ 

bilden, wo A eine von g und go unabhängige Größe ist. Man kann A 
etwa in der Weise bestimmen, daß man die letzte Gleichung für go=e, 
Z=e, spezialisiert (wobei A unberührt bleibt), die Gleichung (7) aber 
für 20= 00, g = t. Dann werden die linken Seiten zufolge des Satzes 
von der Vertauschbarkeit der Argumente und Parameter (S. 150) bei den 
in § 6 konstruierten Elementarintegralen dritter Gattung einander gleich, 
und die Gleichsetzung der rechten Seiten liefert für A die freilich nicht 
ganz einfache Bestimmungsgleichung:

2 u’e •A=- • 2 Z‘ ei - | Vf(t) • 2 ei.

Die hier auftretenden, doppelt genommenen Integrale zwischen 
Verzweigungspunkten als Grenzen:

2uewe, 2Z^ei, 21T®6 t
haben die Bedeutung von „Periodeni( dieser Integrale, zu deren Be
trachtung wir uns jetzt wenden.1)

1) An die Darstellung (19) S. 152 eines beliebigen elliptischen Integrales der 
F2 könnten wir jetzt eine Darstellung durch die beiden Normalintegrale u und Z 
und ein Aggregat von Integralen II anreihen, zu denen dann noch ein algebra
isches Glied und ein Aggregat logarithmischer Glieder der im Texte hervorge
tretenen Bauart hinzukämen. Doch hat diese Darstellung eines beliebigen Inte
grales der F2 wesentlich infolge der hinzutretenden logarithmischen Glieder nicht 
die Einfachheit der Darstellung (19) S. 152.

§ 8. Die Perioden der elliptischen Integrale und die zwischen 
ihnen bestehenden Relationen.

Die Riemannsche Fläche F2 wurde S. 85 unter Verzicht auf Kon
formität der Beziehung durch stetige Umformung in die Oberfläche 
eines Kreisringes verwandelt. Letztere wurde durch die beiden in 
Fig. 21, S. 88 gewählten Querschnitte Q. und Q, in einen einfach zu
sammenhängenden Bereich zerschnitten und konnte durch eine weitere 
stetige Umwandlung in das Viereck der Fig. 22, S. 89 umgeformt 
werden. Hier sind je die beiden Ufer des einzelnen Querschnittes zu 
zwei gegenüberliegenden Viereckseiten geworden; je zwei homologe 
Punkte des einzelnen Seitenpaares liefern also ein und denselben Punkt 
der F2.

Wir müssen zunächst darauf hinweisen, daß die hier vorgenommene 
Zerschneidung eine spezielle ist. Es ist wünschenswert, sich ein Bild 
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von der möglichen Verallgemeinerung zu machen. Zu diesem Zwecke 
sei jetzt Qr eine ganz beliebige geschlossene reguläre Kurve auf der 
F,, die sich selbst nicht überkreuzt und (um ein rechtes und linkes 
Ufer unterscheiden zu können) mit einem gewissen Richtungssinne zu 
durchlaufen ist. Von dem Verlauf einer solchen Kurve Q. kann man 
sich auf der F, selbst keine recht anschauliche Vorstellung bilden, und 
auch die Ringfläche bietet hier noch keine recht befriedigende Grund
lage. Dagegen ist das Bild der Kurve Q im Viereck der Fig. 22 ein 
sehr anschauliches; Q1 liefert hier irgendeine Anzahl getrennt ver
laufender, das Viereck durchsetzender Linienstücke, die einen Richtungs
sinn haben und in der Art Zusammenhängen, daß beim Erreichen einer 
Seite des Vierecks das nächstfolgende Kurvenstück im homologen 
Punkte der Gegenseite beginnt. Die Kurvenstücke liefern hierbei eine 
ringförmig geschlossene Kette. Umgekehrt liefert jede Kette von 
Kurvenstücken dieser Art, die unser Viereck, ohne sich zu überkreuzen, 
durchsetzt, eine brauchbare geschlossene Kurve Q. auf der F2. Zur Er
läuterung ist in Fig. 26 eine solche aus drei Kurvenstücken bestehende 
Kette gezeichnet; die das Viereck durchziehenden punktierten Geraden 
sollen die Zuordnung der Randpunkte veranschaulichen.

Um nun Q als Querschnitt zu benutzen, zerschneiden wir das 
Viereck längs der von Q. gelieferten Kurvenstücke in eine gewisse 
Anzahl von Flächenstücken und legen sodann diese in dej Art anein
ander, daß je zwei homologe Stücke von Gegenseiten 
des Vierecks zur Deckung kommen. Es bleibt dann 
freilich (wie man sich am Beispiele der Fig. 26 und 27 
klar machen wolle1)) ein Paar homologer Seitenstücke 
noch offen (in Fig. 27 die beiden geraden Stücke 
oben und unten). Doch können wir diese beiden Stücke 
durch Zusammenbiegen des 
gewonnenen Gebildes zu einem 
im Raume gelegenen Ringe 
auch noch zur Deckung 
bringen. Dieser Ring hat dann, 
wie die Mantelfläche eines Zy

1) Von den beiden das Innere der Fig. 27 durchsetzenden gekrümmten Schnitten Q, 
und Q2 sehe man zunächst ab. Die beiden sich senkrecht kreuzenden punktierten 
Geraden der Fig. 27 rühren vom Rande des Vierecks der Fig. 26 her; die eingetragenen 
Nummern der Flächenstücke entsprechen den in Fig. 26 angegebenen Nummern.

linders zwei Ränder, welche Fig. 26. Fig. 27.
den Ufern unseres Querschnitts Q1 entsprechen, Dabei sind die Punkte 
dieser beiden Ränder eindeutig und stetig einander zugeordnet, nämlich
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als gegenüber liegende Uferpunkte von Q1 auf der F, oder auch als je 
zwei Randpunkte, die einen und denselben Punkt der unzerschnittenen 
F, liefern.

Wir gewinnen nun leicht ein anschauliches Bild über die jetzt 
noch möglichen zu Q1 „konjugierten“ Schnitte Q. In Fig. 27 ist ein 
erster Querschnitt Q, dieser Art von einem rechtsseitigen Uferpunkte 
des Schnittes Q nach dem entsprechenden linksseitigen Punkte durch 
den Ring hindurchgelegt. Würden wir jetzt Fig. 27 längs Q, zer
schneiden und die beiden Stücke so aneinanderlegen, daß die beiden 
Fig. 27 oben und unten begrenzenden Geradenstücke zur Deckung 
kommen, so hätten wir damit die F2 in dasjenige ebene Viereck stetig 
deformiert, welches den beiden neuen Querschnitten Q1 und Q, ent
spricht. Homologe Punkte der Gegenseiten sind dabei natürlich wieder 
einander zugeordnet.

Jetzt ist es nur noch ein Schritt, um das allgemeinste Querschnitt
system der F2 anschaulich zu erfassen. Wir können nämlich noch an 
Stelle von Q, einen Schnitt Q, treten lassen, indem wir aus Q, ein 
inneres Stück herausnehmen und statt dessen eine Anzahl von Um
läufen um den vorhin aus Fig. 27 hergestellten Ring in der einen oder 
anderen Richtung einhängen. So entsteht der in Fig. 27 punktiert an
gedeutete Querschnitt Q2, indem wir einen solchen Umlauf einhängen. 
Man mache sich an der Figur deutlich, daß es sich dabei um einen 
Umlauf handelt, der auf der F2 aus der geschlossenen Kurve Q durch 
stetige Verschiebung hervorgeht. Solche durch stetige Verschiebung in
einander überfuhrbare geschlossene Wege sind für unsere Zweche äqui
valent. Somit geht jeder beliebige Schnitt Q, aus dem zuerst ge
wählten Q, einfach dadurch hervor, daß wir diesem Wege eine Anzahl 
mit - Q1 oder — Q11) äquivalenter Wege einhängen.

Wir können nun, genau wie dies vorhin in Fig. 26 geschah, den 
Bereich der Fig. 27 durch jeden beliebigen Schnitt Q, in eine An
zahl von Streifen zerschneiden und diese dann (Übergang von Fig. 26 
zu Fig. 27) durch Aneinanderfügen homologer Stücke der beiden Fig. 26 
oben und unten berandenden Gegenseiten wieder zusammenfügen. So 
gelangen wir endlich zu einem Viereck, dessen Gegenseiten von den Schnitt
ufern des jetzt ganz beliebig gewählten Schnittsystems Q, Q, herrühren. 
Es braucht übrigens kaum noch hinzugesetzt zu werden, daß wir auch 
dieses Schnittsystem auf F2 noch irgendeiner ohne Zerreißen vor sich 
gehenden stetigen Verschiebung unterwerfen dürfen, ohne daß dasselbe 
an seiner Brauchbarkeit einbüßt.

1) Wir sprechen von einem Wege — Q. oder — Q., je nachdem wir Q1 im 
ursprünglichen Richtungssinne oder diesem entgegengesetzt durchlaufen.
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Wollen wir uns ein die gegenseitige Anordnung und den Rich- 
tungssinn der beiden Querschnitte Q., Qa betreffendes schematisches Bild 
machen, so bedienen wir uns der Fig. 28, welcher die ursprüngliche 
zweiblättrige Fläche F, zugrunde liegt. Soll 
jedoch für ein auf die zerschnittene Fläche 
beschränktes g eine Integrationsbahn Lz von 
z. nach g veranschaulicht werden oder bei 
den Integralen dritter Gattung ein von to 
nach t ziehender Schnitt Lt neben den bis

Fig. 29.

herigen Q, Q, zugefügt werden, so bedienen Fi: 28
wir uns besser der schematischen Fig. 29, in welcher die in ein Viereck 
deformierte F, zugrunde gelegt ist.

Für die Untersuchung der Vieldeutigkeit der elliptischen Integrale 
auf der dreifach zusammenhängenden Riemannschen Fläche F2 sind 
nun die allgemeinen S. 4 ff. entwickelten Prinzipien 
maßgeblich. Ist Q. einer der beiden geschlossenen Wege 
Q., Q, auf der F2, so wird sich ein vorgelegtes In
tegral bei Fortsetzung über Q, bis auf eine additive 
Konstante S,, die wir eine „Periode“ des Integrals nennen, 
reproduzieren. Nehmen wir für die über gegebene Kurven 
erstreckten bestimmten Integrale eine oben (S. 7 ff.) 
gebrauchte Bezeichnungsweise wieder auf, so wird hiernach die Periode 
9, durch:
(1) &,=/(,())

(+<
erklärt werden können, wobei wir durch das Vorzeichen bei - Q, noch 
ausdrücklich hervorheben wollen, daß die Integration den Richtungs
sinn des Weges Qi befolgen soll. Der bequemen Ausdrucks weise halber 
nennen wir S, die „erste“ und S, die „zweite“ Periode des fraglichen 
Integrales.

Beschränken wir die obere Grenze des Integrales auf die durch 
Q und Q zerschnittene Fläche, so ist in dem damit gegebenen ein
fach zusammenhängenden Bereiche das Integral, falls es der ersten oder 
zweiten Gattung angehört, als eindeutige Funktion seiner oberen Grenze 
erklärt. Die Integrale dritter Gattung betreffend haben wir Fig. 29 
gleich so vorbereitet, daß sie für die Untersuchung der Elementarinte
grale paßt. Kommen mehr als zwei, etwa v logarithmische Unstetig
keitspunkte t der Residuen Co, C,, .. ., vor, so wolle man in der 
durch Q1, Qa zerschnittenen Fläche das Integral über einen geschlossenen 
Umlauf um alle v Punkte t führen. Ohne Änderung des Integralwertes 
können wir diesen Umlauf, wie Fig. 30 darlegt, auf v kleine Kreise
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• t3 und eine Reihe dazwischen liegender Integrationswege zusammen- 
/ / ziehen, welche letztere je zweimal in entgegengesetzten Rich- 

JI tungen zu durchlaufen sind. Die Integralwerte, welche von
—t diesen letzteren Wegen herrühren, heben sich also auf, während 
j die v Kreise einzeln die Integralwerte 2i7tC0, 2inC1, . . ., 
)Nt 2inC,_1 liefern. Das Gesamtintegral ist zufolge des Satzes vom 

// Verschwinden der Residuensumme (vgl. S. 150) gleich Null. 
Cto Wenn wir demnach (entsprechend dem Schnitte L in Fig. 29) 

Fig 30. jetzt wieder einen Schnitt L von tQ über t, t... bis tr_x 
ziehen und solcherart unsere bereits längs Q und Q, zerschnittene 
Fläche nun freilich wieder in einen „zweifach" zusammenhängenden 
Bereich verwandeln, so ist doch gleichwohl im letzteren unser betrach
tetes Integral dritter Gattung wieder eine eindeutige Funktion seiner 
oberen Grenze.

Für die so aus dem einzelnen elliptischen Integrale gewonnene, 
im beschränkten Bereiche eindeutige Funktion besteht nun nach S. 7 
der Satz, daß dieselbe in gegenüberliegenden Uferpunkten des einzelnen 
Schnittes eine Wertdifferenz hat, die längs dieses Schnittes konstant 
bleibt. Als „Wertdifferenz längs eines Querschnittes“ wollen wir immer 
den Überschuß des „rechtsseitigen“ über den „linksseitigen“ Integral
wert bezeichnen. Bei dem Schnitte Lt müssen wir die durch die 
Punkte , abgeteilten Stücke DV L(2), . . L(y—1) unter-
scheiden. Mittelst der Fig. 28 ff. zeigt man alsdann für das in (1) 
betrachtete Integral leicht den Satz: Die Wertdifferenz längs Q ist 
— 92, die längs Q, aber — S.; und falls die dritte Gattung vorliegt, ist 
die Wertdifferenz längs gleich

2ia{GQ +0,++ C-1).
Wir wollen jetzt sogleich die Verzweigungsform erster Stufe zu

grunde legen, übrigens aber (was wir doch hervorheben wollen) vor
erst noch an einem beliebigen Querschnittsystem festhalten. Für die 
Normalintegrale u und Z benutzen wir fortan die besondere Schreib
weise der Perioden:

(+% (t%)
woraus sich übrigens zufolge (4) S. 152 für das besondere durch (13) 
S. 149 gegebene Elementarintegral Zt die beiden Perioden (-“) • n ergeben. 

Für das Elementarintegral dritter Gattung schreiben wir:

(3) ^^fdPt,to

(+4)
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als Bezeichnung der Perioden und merken übrigens an, daß die Wert
differenz längs Lt für dieses Integral — 2in ist.

Ein erster wichtiger Satz ist nun der folgende: Von den Perioden 
0., 0, des Integrals erster Gattung liann Iceine gleich Null sein. Wären 
nämlich beide gleich Null, so wäre u auf der unzerschnittenen F, ein
deutig und überall analytisch, also mit einer Konstanten identisch. 2inu 
Wäre aber nur 0, von Null verschieden, so würde man in e ®2 auf 
dieselbe Art eine Konstante erkennen.

Zur Gewinnung von Beziehungen zwischen den Perioden zweier 
Integrale kann man so gelangen. Der geschlossene Band C des aus 
F, durch Zerschneidung längs Q1 und Q, entstehenden einfach zu
sammenhängenden Bereiches setzt sich (vgl. Fig. 28 u. 29) zusammen 
aus dem linken Ufer von - Q, (wir wollen für dieses in der Richtung 
von Q, zu durchlaufende Ufer - Q2 schreiben) und den entsprechend 
zu bezeichnenden Wegen - — Q2, — Q’ü, die Schnittufer sind dabei
in der Richtung beschrieben, daß der Umlauf längs des Randes C des 
Bereiches im „positiven“ Sinne vorliegt. Ein in dieser Richtung über 
den Rand C erstrecktes Integral läßt sich demnach so zerlegen:

J=J+J+/+/, 

(0) (+Q)(-42 (+.0) (-Qp
wofür wir auch schreiben können:

(4) f-f- f+f- f.
(C) (+()(+4]) (+4) (+Q?

Sind nun F(g) und F2(g) irgend zwei auf der nötigenfalls auch 
noch mit einem oder zwei weiteren Schnitten L versehenen Fläche ein
deutig erklärte Integrale1), deren durch (1) erklärte Perioden S, und 
9, seien, so läßt sich das Integral:

1) Einen zu FX(V) gehörenden Schnitt L würden wir übrigens entbehren 
können, da von Fl(z) sogleich nur das Differential dF^tz) verwendet wird.

fF^dF^
()

auf Grund der Regel (4) leicht berechnen. Da nämlich dFr(ü) alge
braisch und also längs beider Ufer von Q, gleich ist, so kann man in 
(4) rechts die beiden ersten Integrale zusammenziehen in ein längs 
+ Q, zu erstreckendes Integral des Produktes von dF^P) und dem Überschuß 
— 91 der linksseitigen Werte F^z) über die rechtsseitigen. Es folgt damit:

J^F^dF^z) —JF^dF^z) = — il'^dF^z) = — 8,8,.
(+0 (+4) (+0)
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Indem man das dritte und vierte Integral in (4) rechts genau so be
handelt, gewinnt man als Ergebnis:

(5) fF, (2) dF. (2) = 8, 8, - 8, 8,
(C)

Der links stehende Integral wert bleibt nun unverändert, falls wir 
die Integrationskurve C stetig und ohne Zerreißen innerhalb der zer
schnittenen Fläche zusammenziehen; nur dürfen wir sie dabei nicht über 

dF (g)eine singuläre Stelle von FJz) oder —1," hinwegschieben, unter / O z
die „normale“ Variabele (vgl. S. 140 ff.) verstanden. Es eröffnet sich da
mit eine zweite Berechnungsart des Integrales (5), welche wir sogleich 
in den verschiedenen wichtigen Spezialfällen darlegen.

Als erstes Beispiel wählen wir F1{d) = u, F(g) = Zt\ die Glei
chung (5) nimmt die besondere Gestalt an:

^Ztdut = dy(0,, - 0,m.).
(c)

Hier können wir C auf einen unendlich kleinen, im positiven Umlauf
sinne um den Pol von Zt zu ’ beschreibenden Kreis zusammenziehen, 
längs dessen Peripherie:

z,=1+0+0/+, du,=dy.az
gilt. Das Integral hat demnach einfach den Wert 1.2in, und es er- O U
gibt sich der Satz: Zwischen den Perioden (2) der Normalintegrale 
erster und zweiter G-attung von der ersten Stufe besteht die Gleichung: 
(6) 0,72— 0201= ix,
welche man als die „Legendresche ^Relation11 bezeichnet^)

1) In Legendres „Traite des fonctions elliptiques" Bd. 1, S. 62 ff. hat die 
Relation eine wesentlich andere, im zweiten Abschnitte zu besprechende Gestalt.

, Setzen wir zweitens Fr (2) = u und wählen als Fa («) ein 
" Elementarintegral Pt; to (vgl. (8), S. 145), also nicht notwendig 

das besondere in (14) S. 149 gegebene P,to, so ist:

/ Pt, t0du3 = 00, a €o) — 6).
(C)

Hier können wir C auf den in Fig. 31 skizzierten Weg zu
sammenziehen, der sich aus zwei unendlich kleinen Kreisen um t0 

pig 3, und tx sowie zwei längs der Ufer von L verlaufenden Wegen 
zusammensetzt. Die Kreisintegrale verschwinden mit verschwin

denden Radien. Es gilt nämlich zufolge (8) S. 145 z. B. für den Kreis um t: 
‘ dut C
Pt,toduz =dt.) (log ‘CtCi + . • .) dz , 
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wo nur das erste Glied der Klammer eine Bemerkung erfordert. Setzt 
man s'=re&i, so ist das über den Kreis genommene Integral:

2 n

ßLog 2’ • dz' - irJ (log r + 9))e®ds,
dessen Verschwinden für limr=0 man sofort erkennt. Es bleiben 
somit nur die beiden Integrale längs der Ufer von Lt. Da aber die 
Wertdifferenz von Pe, längs L gleich — 2in ist, so folgt als Integral
wert: t

-2inJduz= — 2ixu6(, 
o

wenn wir wie oben die Integralgrenzen als obere Indizes anschreiben. 
Für die Perioden 0,, 0, und diejenigen des Elementarintegrales Pt,ta dritter 
Gattung besteht die Eelation:
(7) 0, 2, (0) — 0, 2(, 60)= — 2 ix • u*’ 

wo für das rechts stehende Integral erster Gattung L als Integrationsbahn 
gilt.

Wir bilden weiter aus (5) den Ansatz:

fP,dP,,,=9(,6,)2,,0)—2,,*0)9(,6);y‘° ‘° - - - L/ 
(O

hierbei wollen wir unter den P irgendwelche Elementarintegrale dritter 
Gattung verstehen, d. h. es können entweder direkt die durch (14) S. 149 
gegebenen Integrale sein, oder sie können von diesen auch durch irgend
welche additiven Integrale erster Gattung abweichen. Hier darf man 
C zusammenziehen auf eine nach Art von Fig. 31 um L herumlaufende 
Kurve und zwei unendlich kleine Kreise um die Pole erster Ordnung 

dPs 3von —8,5° • Die erste Bahn liefert, was man wie im vorigen Beispiele O &
leicht feststellt: 4

— 2inJ dPs,So = — 2itP2, 
o

Für die beiden Kreise um s und s, findet man (vgl. (8) S. 145), falls 2. 
die untere Grenze von P,,e ist:

C dP
J P,,6dz*dz‘ = ’ 2ix ~ P^°- 2ix = 2ixP,2 *

Es ergibt sich somit: Für irgend zwei Elementarintegrale dritter Gattung 
Ps,So, Pt,t0 und ihre Perioden besteht die Eelation:

(8) P,; - P, - 1(7*2$,*- a$*a4*).
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 11
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Letzten Endes betrachten wir noch den Ansatz:

fz. dP„t. __d (ma, 4) - a?, “)■ 
p} U > \ / (0

Hier dürfen wir die Kurve C auf drei unendlich kleine Kreise um die 
Stellen s, t und to zusammenziehen. Die Auswertung der drei Integrale 
ist durch die bisherigen Methoden zu leisten und ergibt:

C /d P, ,
jZs dPt,to= + Z,‘‘-2in,
(

wo im ersten Gliede rechter Hand der Wert der Ableitung von 
im Punkte s gemeint ist. Das Resultat können wir in die Gestalt 
kleiden:

Während nun hier Zs immer das besondere Integral (13) S. 149 ist, 
verstehen wir bisher unter P,t irgendein Elementarintegral dritter 
Gattung (vgl. (8) S. 145). Wählen wir jetzt das besondere Integral (14) 
S. 149, so wird die linke Seite der letzten Gleichung:

t

%
dieser Ausdruck ist aber wegen (13) S. 149 mit Rücksicht auf die Sym
metrie von in beiden Argumenten gleich 0, so daß für die Peri
oden des Integrals (14) S. 145:

91990- 929%0)= 0

gilt. Ziehen wir noch die Relation (7) heran, so sind die &1, ß2 be
rechenbar. Mit Benutzung der Legendreschen Relation (6) findet man: 
Die Perioden des besonderen durch die Gleichung (14) 8. 145 gegebenen 
Elementarintegrals dritter Gattung lassen sich durch die Perioden des 
Normalintegrals zweiter Gattung und das Integral erster Gattung so dar- 
stellen:
(9) 2*60=  mu", 2%,0=-n2u",
wo das rechts stehende Integral längs der Linie L zu erstreclien ist.

§ 9. Die transzendent normierten Integrale zweiter und dritter 
Gattung.

Ein Elementarintegral zweiter oder dritter Gattung ist durch seinen 
bzw. seine beiden singulären Punkte nur erst bis auf ein additives In
tegral erster Gattung bestimmt. Wir können dieses letztere Integral in
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einer und nur einer Weise so wählen, daß die zweite Periode des in 
dieser Art abgeänderten Integrales verschwindet. Das so zu gewinnende 
Integral soll als ein „transzendent normiertes Elementarintegralli bezeich
net werden, im Gegensatz zu den „algebraisch normierten“ Integralen 
von § 7.

Bei der zweiten Gattung halten wir an dem besonderen Integrale (13) 
S. 149 als dem zuerst gegebenen Zzt’z° fest. Das transzendent normierte, 
durch Angabe von t eindeutig bestimmte Elementarintegral Z:tz° unserer 
zerschnittenen Fläche F,1) ist dann einfach durch:

■- d.
(1) zzt^=Zt>Zo-~-^u’3°

Q c 002
gegeben, und seine Perioden sind:

du  du 2ix du .— n
dt7 •ns dt' ’ ’ dt‘"2s°

wie man mit Hilfe von (6) S. 160 leicht feststellt.
Bei der dritten Gattung knüpfen wir wieder an ein beliebiges Inte

gral Pft° an. Das transzendent normierte, durch Angabe von t und tQ 
eindeutig bestimmte Elementarintegral Pz’t° unserer zerschnittenen F, ist 
dann:
 g(t, to)

(3) PP—-,*

und seine Perioden sind: 

(4) 2" •) - 22t uf’", a$ •) - 0,

wie unter Benutzung von (7) S. 161 leicht folgt.
Man bilde nun die Gleichung (8) S. 161 für die beiden transzen

dent normierten Integrale Pt> t und Ps> So. Dann sind die beiden Perioden 
8’) und 9,,*) gleich 0, so daß aus (8) S. 161:
(5) Ft-Ft

folgt: Für das transzendent normierte Integral drittel' Gattung gilt der 
„Satz von der Vertauschbarheit der Argumente und Parameter“ (s. S. 150).

Dieser Satz bleibt erhalten für alle Integrale:
(6) , 

unter C eine von z und t unabhängige Konstante verstanden, und, wie 
man leicht zeigt, auch nur für diese. Für das besondere Integral (14) 
S. 149 galt der fragliche Satz der Vertauschbarkeit, so daß sich dieses 

1) Man beachte wohl, daß die transzendente Normierung sich auf die Aus
wahl des Querschnittsystems Q„ Q, stützt.

11*
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Integral unter den in (6) dargestellten finden muß. Es sind aber die 
Perioden des Integrales (6):

/2 i n ,/y \t,t A t,t i-----C C1 j U , C O2 U\ 02 /
Dieselben werden zufolge (6) S. 160 in der Tat mit den Größen (9) S. 162 

identisch, wenn man C=—, setzt: Das besondere Integral (14) S. 149 

hängt mit dem transzendent normierten Elementarintegral dritter Glättung 
Dzt,t° unserer zerschnittenen F, in folgender Weise zusammen:

(7) P2,=P,_w‘u*,*.•2

Zweites Kapitel.

Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe und 
die durch dasselbe vermittelten Abbildungen.

Unter den elliptischen Integralen der vorgelegten Riemannschen 
Fläche F2 nahm das Integral erster Gattung u insofern eine besondere 
Stellung ein, als es bis auf eine multiplikative und eine additive Kon
stante eindeutig bestimmt war. Die dieserhalb einzigartige Funktion u 
der F, wird nun alsbald in den Mittelpunkt unserer Beobachtungen 
treten; ihr hervorragender Wert beruht auf der Einfachheit und Über
sichtlichkeit der konformen Abbildung, welche sie von der F, vermittelt. 
Mit dieser besonderen Funktion u werden wir uns demnach zunächst 
ausführlicher zu beschäftigen, haben.

§ 1. Das Feld Fo der Funktion und seine Abbildung auf 
die u-Ebene bei Gebrauch spezieller Querschnitte.

Die Funktion u(z) = u^^ setzen wir in der Gestalt (1) S. 152 als 
Normalintegral erster Gattung erster Stufe gegeben voraus. Diese Funk
tion hat die beiden grundlegenden Eigenschaften, bei Fortsetzung über 
die F3 hin überall endlich zu bleiben und eine überall endliche und 
von Null verschiedene Ableitung " zu besitzen. Aus letzterer Tat

sache zogen wir bereits S. 144 die Folgerung, daß die Abbildung der 
Umgebung irgendeiner Stelle der F2 (auch diejenige der zweiblättrigen 
Umgebung eines Verzweigungspunktes) stets einen schlichten, den Bild
punkt der u-Ebene rings umgebenden Bereich liefert.

Demgegenüber hat z. B. das Integral zweiter Gattung Zt erstlich 
dZt

einen Pol, nämlich an der Stelle und anderseits hat zwei Null- ‘ ’ dz
punkte auf der F2, deren Umgebungen demnach bei Abbildung der F, 



Feststellung der Vieldeutigkeit von 165

auf die ZEbene zweiblättrige Verzweigungspunkte liefern (vgl. S. 35). 
Das Integral u(g) erster Gattung verdient infolge seiner genannten ein
fachen Eigenschaften in der Tat den Vorrang vor den sonst noch auf 
der F, betrachteten Funktionen.

Wir stellen nunmehr genauer die Vieldeutigkeit der Funktion 
und damit das Feld F derselben über der g-Ebene fest; hierbei werden 
die allgemeinen Entwicklungen von S. 7 ff. und, was die Definition des 
Feldes F angeht, die Festsetzungen von S. 24 ff. maßgeblich sein. Das 
Querschnittsystem Q., Q, sei vorerst beliebig gewählt. Beschränken wir 
g auf die zerschnittene F2, so erhalten wir Integralwerte u(g), welche 
den ersten „Zweig" unserer Funktion auf bauen.

Wir gestatten jetzt dem g freie Beweglichkeit auf der F2 über die 
Quersschnitte hinweg und beschreiben von einer Stelle g mit dem Werte 
u des ersten Zweiges eine auf der F, geschlossene Bahn C nach dieser 
Stelle zurück. Unsere Funktion setzt sich längs C stetig und eindeutig 
fort und möge am Schlüsse den Zweig u liefern, der bis auf eine 
additive Konstante gleich dem Anfangszweige u(g) ist. Diese Konstante 
läßt sich aber nach unseren Festsetzungen über die Wertdifferenzen des 
Anfangszweiges u(^) längs der Ufer der Querschnitte Q, Q2 (vgl. S. 158) 
leicht angeben. Man erkennt sofort: Durch eine erste Überschreitung 
von Q2 von rechts nach links gelangt man bei stetiger Fortsetzung des 
w vom Anfangszweige aus zum Zweige u' = u - co^, usw. Allgemein 
gilt: Überschreitet der Weg C den Schnitt Q, m, Male öfter von rechts 
nach links als umgekehrt1), den Querschnitt Qr aber m, Male öfter von 
links nach rechts als in entgegengesetzter Hichtung, so ist die Beziehung 
zwischen dem Schlußzweige u (z) und dem anfänglichen:

1) Hierbei darf natürlich die ganze Zahl m, (sowie die gleich zu nennende 
Zahl mf) auch gleich 0 oder negativ sein.

(1) u = u — m1co1 — m,02.
Umgekehrt können wir, wenn ein beliebiges Paar ganzer Zahlen 

m^m^ vorgelegt ist, sofort einen Weg C angeben, welcher vom Anfangs
zweige u zum zugehörigen Zweige (1) hinführt. Die Vieldeutigkeit der 
Funktion u(z) ist also einfach die. daß ihre unendlich vielen Zweige ein
deutig allen unendlich vielen Paaren mv m^ ganzer Zahlen zugeordnet 
sind, wobei der symbolisch etwa durch Qnx, m2) zu bezeichnende Zweig 
der Funktion mit dem Anfangszweige durch die Relation (1) zusam
menhängt.

Wollen wir daraufhin das Feld F. der analytischen Funktion u(z) 
herstellen, d. h. nach S. 24f. diejenige Riemannsche Fläche F. konstru
ieren, in welcher u(z) eine eindeutige Funktion der Stelle ist, so
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müssen wir für jeden Zweig (mv m,) ein etwa durch FIuma) zu be
zeichnendes besonderes Exemplar der „zerschnittenen“ F, zur Verfügung 
stellen und diese unendlich vielen Exemplare sodann nach folgender ein
fachen Regel längs der Querschnittufer zusammenheften: An das linke 
Ufer Q des Exemplars FIu,m2) ist allemal das rechte Ufer Q. von 
Fma+1) zu heften; desgleichen ist an das linke Ufer Q, von F$mum2) 
stets das rechte Ufer Q, vom Exemplar Fm-1,m2) zu heften.

Das so zu gewinnende Feld F der analytischen Funktion u (g) stellt 
eine <x)-blättrige Fiemannsche Fläche über der z-Ebene dar, welche nir
gends einen Fand besitzt und keine anderen Verzweigungspunkte aufweist, 
als je die vier, welche dem einzelnen Exemplar F$muma) eigen sind. Die 
vier Randkurven (Querschnittufer) des einzelnen Exemplars bilden ja 
die Übergangslinien zu den vier benachbarten Exemplaren F$m,ma±1), 
F$m±1,ma). Auch die Kreuzungsstellen der Q, Q, liefern keine neuen 
Verzweigungspunkte. Führt man in der F, etwa beginnend vom linken 
Ufer Q, des Exemplars F$mum2, einen Umlauf um diese Stelle aus, so ge
langt man nach Durchschreiten der vier hier zusammenstoßenden Ecken 
der Exemplare Fmy,ma), Fgny,"a-1), und also nach
einmaligem Umlauf zum Ausgangspunkte zurück.

Die wichtigste Eigenschaft des Feldes F. ist nun aber die, daß 
dasselbe einen Bereich von einfachem Zusammenhänge darstellt. Dies ist 
allerdings nicht ohne weiteres einleuchtend. Nun haben wir bei früheren 
Gelegenheiten (vgl. S. 49 und 65) den Blätterzusammenhang eines mehr
blättrigen Feldes F einer analytischen Funktion w = f(z) in höchst an
schaulicher Weise dadurch klarlegen können, daß wir das konforme 
Abbild von F in der w-Ebene betrachteten. In den genannten Fällen 
reihten sich die über einander liegenden Blätter des Feldes F in der w-Ebene 
neben einander, wobei jener Blätterzusammenhang in einem übersichtlichen 
Bilde zutage trat. Wir wollen auch im vorliegenden Falle einen Versuch

Q mit dieser Methode machen

S, 3e,, 8 und also ^as ^onforme Abbild
-——“s_———ce,4 2 des Feldes F o auf die u-Ebene 

2 untersuchen.
/ Um hierbei mit einer be-
ns stimmten Aufgabe zu tun zu

/// Fig. 32. haben, ist es nötig, besondere
ka S3 Querschnitte einzuführen. Die

drei endlichen Verzweigungspunkte e,, e,, e, mögen zunächst nicht 
auf einer Geraden liegen; sie bilden dann ein nicht verschwindendes 
Dreieck, dessen Schwerpunkt der Nullpunkt z = 0 ist. Ziehen wir 
demnach die drei von z = 0 durch die Punkte e, nach z = co laufen
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den geradlinigen Strahlen, so werden diese (vgl. Fig. 32) drei Winkel &, 
bilden, die einzeln im Intervall 0<&<n liegen. Die drei von ei bis 
2=00 laufenden Teile dieser Strahlen benutzen wir als „Verzwei
gungsschnitte“ Si beim Aufbau der F, und unterscheiden wieder bei 
Si gemäß der gewählten Richtung (vgl. Fig. 32) ein rechtes und ein 
linkes Ufer.

Die Querschnitte Q, Q, mögen die in Fig. 32 angegebene Lage haben;
der Verlauf in der Umgebung der Stelle g=0 ist in Fig. 33 darge-
stellt, wo zugleich der Kreuzungspunkt 
von Q und Q, zu sehen ist. Soweit die 
Querschnitte im oberen Blatt verlaufen, 
sind sie in den Figuren ausgezogen; der 
Verlauf im unteren Blatte ist p unktiert. 
Man kann Qi beiderseits unmittelbar 
an Si heranziehen; dann setzt sich Qi 
aus dem linken Ufer von von co bis ßi zu durchlaufen, und dem 
rechten, von e bis co zu beschreiben, zusammen. Da Vf(g) in gegen
überliegenden Uferpunkten von Si entgegengesetzte Werte hat, so finden 
wir unter Gebrauch einer bereits S. 159 benutzten Bezeichnungsweise:

(2) 20; — J duz = j duz] 
{-sld (+s)

denn diese beidenIntegrale sind einander gleich, und ihre Summe ist gleich 0,
Der Symmetrie halber führen wir noch den dritten, bereits in Fig. 32 

angedeuteten geschlossenen Weg Qs ein, welcher den Integral wert G3
liefere; Gleichung (2) ist dann 
auch für i = 3 gültig. Ziehen 
wir die drei Wege Qi nur erst 
bei g unmittelbar an den 
hier liegenden Verzweigungs
punkt heran, so können wir sie,/ 
wie Fig. 34 andeutet, zu einem ge
schlossenen Wege C aneinander
hängen, welcher (vgl. Fig. 34) im ren Blatte der F, stetig und ohne
Zerreißen auf einen Punkt zusammengezogen werden kann. Es gilt 
demnach:

(3) 0 =j duz =J duz + I duf +Jduz = co1 + K)2 + 03,
(0) (&) () ()so daß 03 = — 0, — 0, zutrifft.

Das obere Blatt der F2, welches wir zunächst auf die u-Ebene ab
bilden wollen, wird durch die drei von 2=0 durch die Punkte e, nach 
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g gezogenen Strahlen in drei Zweiecke (g-Kugel!) zerlegt, die wir 
ihren Winkeln entsprechend mit (c,) benennen. In Fig. 32 ist &, weder 
< &, noch < &g; wir beginnen unter dieser Voraussetzung mit («3) und 
wählen die untere Grenze des Integrals u*° in der Ecke oo von (a3). 
Wir schreiben:
(4) du = _.......... dz ..2V(z—e)(—e)(z—€)
und verstehen unter Amp (z) die Amplitude der komplexen Zahl . Längs 
der durch e2 ziehenden Seite des Zweiecks (a3) ist Amp (dz) konstant; 
desgleichen ist Amp ((z — e2)2) längs S, konstant, ebenfalls längs des 

Restes zwischen e, und dem Nullpunkt, jedoch ist der letztere konstante 
Wert Amp ((z — e,)2) um 7 kleiner als der erste. Endlich ändert sich

(5) Amp ((a - e) 2 (e - e) i),
falls g die fragliche Seite von («s) stetig von co bis 0 beschreibt, gleich
falls stetig und beständig in demselben Sinne, wobei man den Gesamt
zuwachs von (5) leicht zu 1(01 — &3) berechnet. Ist also C. = &3, so ist 
auch die Amplitude (5) konstant; ist &3 > &1, so findet eine Abnahme 
statt, und zwar um den Gesamtbetrag 1(0, — a1), den man in Fig. 32 

leicht konstruieren kann und der jedenfalls < 9 ist.

Nun folgt aus (4):
Amp (du) = Amp (dz) + Amp ((z — e,)-2) + Amp ((z — e,)-2 (z — eg))- 2. 
Das Abbild der Seite von (s) besteht sonach aus zwei stetig gekrümm
ten Kurvenstücken, von denen das erste von u nach u zieht, 
das zweite von hier bis zu einem bestimmten Punkte u(Q), und die bei 
u unter rechtem Winkel zusammenstoßen. Insbesondere sind beide 
Stücke für &, = &. gerade; für &3 > &. sind sie gegen das zu konstru
ierende Abbild des Zweiecks (c,) konkav, und ihre „Gesamtbiegung“ be- 

trägt 1(,— &,) und ist jedenfalls Es ist einleuchtend, daß sich 

diese beiden Stücke in keinem Falle überkreuzen können.
Genau so behandle man die zweite Seite des Zweiecks (a3), wobei zu 

benutzen ist, daß &3 nicht < a2 sein sollte. Das rechte Ufer von S 
liefert ein stetig gekrümmtes Kurvenstück, das sich bei u unter 

dem Winkel 13<) an das Bild der ersten Seite von (a3) ansetzt 

und bis u — 10 reicht. Hier setzt sich unter einem rechten Winkel 
ein zweites stetig gekrümmtes Kurvenstück an, welches bis zu dem 
schon gewonnenen Punkte u(0) reichen muß und dort mit dem Abbilde 
der ersten Seite von («g) den Winkel &3 bildet. Die Stücke sind für
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&3 == &, gerade; für &3 > &, sind sie gegen das zu konstruierende Abbild 

konkav und haben eine Gesamtbiegung vom Betrage 1(«g— a)<,- 

Auch diese beiden Stücke können sich somit keinesfalls kreuzen.
Es tritt nun die Frage auf, ob das als Abbild des Randes von (c3) ge

wonnene Kurvenviereck ein gewöhnliches ist oder vielleicht ein über
schlagenes Viereck mit Seitenkreuzungen sein könnte. Um hierüber zu 
entscheiden, lassen wir eine Tangente vollständig um das Viereck herum
laufen, deren Richtungsänderungen dann die Biegungen messen. Die 
plötzlichen Richtungsänderungen in den vier Ecken sind alsdann als 
unstetige Zuwüchse der Biegung um endliche Beträge mitzurechnen. Die 
gesamte Richtungsänderung beim vollen Umlauf der Tangente ist:

2(« «1) + 1(g 2) +22+ (x &s) ++ (x 2 cs) =2x.
Es handelt sich also um ein gewöhnliches Kurvenviereck ohne Seiten
kreuzungen.

Während nun die in Rede stehende Abbildung von (c3) auf die 
u-Ebene in den Punkten g = oo, e1, e, in bekannter Weise aufhört kon
form zu sein, ist sie an allen übrigen Stellen, insbesondere also in allen 
Innenpunkten g von (c3) konform mit dem Abbildungsmodulus (Ver
größerungsverhältnis) :

(6)
du 
dz

1 1

2 v(z — e,)(2— (z — eg)
Die Umgebung jedes Innenpunktes liefert also (wie wir ja schon früher 
feststellten) ein schlichtes und vollbedecktes Abbild um den Bildpunkt u 
Der einfach zusammenhängende Bereich (&3) ergibt somit als stetiges 
eindeutiges Abbild wieder einen einfach zusammenhängenden Bereich 
der u-Ebene, der in unser Kurvenviereck nach innen hin eingespannt 
ist und jeden seiner Innenpunkte in dessen nächster Umgebung schlicht 
und vollständig umgibt.

Aus diesen Voraussetzungen läßt sich leicht mit voller Strenge 
der Schluß ziehen, daß die schlichte und vollständige Innenfläche des ge
wonnenen Kurvenvierechs das Ab
bild des Zweiechs («3) ist. Die Um
gebungen der drei Punkte g = Co, 
e,,e, des Zweiecks (a3) sind jeden
falls schlicht auf drei Sektoren an 
den Eckenit =0,—10,10, der Vier
ecksfläche abgebildet. Wirschneiden 
jene Umgebungen aus und nennen den Restbereich (in Fig. 35 schraffiert) 
JBZ] entsprechend schneiden wir von der Vierecksfläche die drei Sektoren
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ab, worauf von dieser Fläche der Bereich B (in Fig. 36 schraffiert) übrig 
bleibt. Das konforme Abbild von Bz ist dann jedenfalls in den Rand 

von Bu nach innen hin eingespannt. Im 
besteht der Vorteil, daß wir im ganzen Bereiche B, 
für den Abbildungsmodul (6) zwei von 0 verschiedene 
positive endliche Schranken m und M angeben 
können:

Man wolle nun, wie Fig. 36 näher darlegt, von 
einem Randpunkte U. des Bereiches Bu eine reguläre, sich selbst nicht 
kreuzende Kurve Gu durch Bu hindurch nach einem zweiten Rand
punkte u, ziehen und versuche Cu rückwärts auf Bz zu übertragen. 
Jedenfalls beginnt das Abbild Cz in dem uQ korrespondierenden Rand
punkte g (vgl. Fig. 35) und führt zunächst in das Innere von Bz. 
Solange wir bei der Übertragung einem inneren Punkte u von Cu 
einen Innenpunkt g von Bz entsprechend finden, ist die Fortsetzung 
der Abbildung stets eindeutig bestimmt; denn die Umgebungen dieser 
beiden Punkte g und u sind eindeutig und konform aufeinander be
zogen. Auch liefert die Zurücklegung eines Bogenstücks endlicher Länge su 
von Cu, solange sich das Abbild in Bz und also das Stück der Kurve Cu 
im konformen Abbilde des Bereiches Bz auf der u-Ebene befindet, stets 
wieder einen Bogen endlicher Länge sz, für welche man ja aus (7) sofort 
die Ungleichungen gewinnt:

JM~rsu< sz< m~1su.

1) Dann würde natürlich das Abbild hier mehrblättrig sein. Einfach zusammen
hängende Bereiche können auch ohne inneren Verzweigungspunkt an sich sehr 
wohl Teile der Ebene mehrfach bedecken.

Nun ist aber folgendes einleuchtend. Erstlich kann bei Weiter
führung der Abbildung von Cu kein innerer Punkt dieser Kurve einen 
Randpunkt von Bz liefern; denn u ist in Bz eindeutig, und die Bilder 
der Randpunkte von Bz liegen bereits auf dem Rande von Bu fest. Wir 
können demnach die Abbildung eindeutig bis zum Endpunkte u± von Cu 
fortführen. Sodann muß aber dieser Endpunkt notwendig den entsprechen
den Randpunkt g, liefern. Würde nämlich der ux entsprechende Punkt g, 
erst noch ein innerer Punkt von Bz sein, so würde das Abbild von 
Bz hier über den Rand von Bu hinausreichen.1) Da aber das Abbild 
nicht ins Unendliche reicht, so müßten wir draußen noch einen Rand, 
dem Rande von Bz entsprechend, treffen; jedoch bildeten wir alle Rand
punkte von Bz mittels der eindeutigen Funktion u bereits ab, nämlich 
auf den Rand von Bu. Es ist somit g, sicher ein Randpunkt von Bz] 
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und daß er der dem Randpunkt u entsprechende Randpunkt sein muß, 
ist wieder eine leichte Folge der Eindeutigkeit von u im Bereiche Bz.

Wir stellen weiter fest, daß sich 
die Kurve Cz nicht selbst überkreuzen 
kann; denn dem Kreuzungspunkte ent
sprächen zwei verschiedene u. Aus dem
selben Grunde werden zwei Kurven Cu 
und C‘ unserer Art (vgl. Fig. 36), die 
keinen Punkt gemeinsam haben, Ab
bilder der Cz und Cz liefern, die gleich 
falls keinen Punkt gemein haben.

Man Überspanne nun B, mit einer 
geeigneten Kurvenschar, etwa mit einer 
Schar paralleler Geraden oder auch mit 
einer Schar konzentrischer Kreise des 

2002°

Fig 37.

Mittelpunktes u und dis
kutiere auf Grund der bisherigen Ergebnisse deren Abbilder auf Bz. 
Es ist jetzt einleuchtend, daß diese Abbilder Bz schlicht und voll- 
ständig bedecken müssen. Damit aber ist unsere Behauptung, das Abbild 
des Zweiecks (a3) sei die schlichte Innenfläche unseres Kurvenvierecks, 
vollständig bewiesen.

Die in Fig. 37 punktierten Verbindungsgeraden der Eckpunkte 
— 101, 0 und 10, des Abbildes von (3) haben (vgl. (3) S. 167) die 
Längen 10,, 102, 10,. Die dritte Seite durchzieht sicher das 
Innere des Abbildes; dasselbe gilt von den beiden ersten Seiten, sofern 
sie nicht (für &s = bzw. 3 = c2) einen Bestandteil vom Rande des 
Abbildes liefern sollten. Es folgt, daß das punktierte Dreieck der JEckpunlde 
—~ 0, ~ notwendig spitzwinklig ist, was wir unten weiter verfolgen.

Zuvörderst wollen wir eine kleine Veränderung der Verzweigungs
schnitte S. und S2 vornehmen, indem wir nämlich, sofern die beiden 
von u ausziehenden Seiten unseres eben besprochenen Dreiecks
nicht am Rande des Abbildes 
von (cc^ liegen, diese Seiten auf 
diez-Ebene zurück abbilden und 
diese Abbilder fortan als Ver
zweigungsschnitte S,, S, ge
brauchen wollen. Fig. 38 ver
anschauliche die Lage die
ser neuen Schnitte. Die Quer Fig. 38.

schnitte Q ziehen wir wieder an diese neuen Schnitte dicht heran; das 
rechte Ufer von Qi setzt sich dann aus den beiden Ufern von S, im 
oberen Blatte, das linke aus den Ufern von S, im unteren Blatte 
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der F, zusammen. Diese Angaben beziehen sich nur auf i = 1 und 2; 
S, behalten wir in der bisherigen Gestalt bei und denken längs S3 beide 
Blätter der F, zusammenhängend.

Bei Fortsetzung der Abbildung der zerschnittenen F2 auf die u-Ebene 
ist zunächst unmittelbar einleuchtend, daß das rechte Ufer des neuen 
Schnittes S, die Gerade von 1 0 bis , liefert, so daß die Gerade von 0 
bis 02 das Bild des rechten Ufers von Q2 ist. Ebenso überträgt sich 
das rechte Ufer von Q1 auf die der Querschnittrichtung entsprechend 
von — 0. bis 0 ziehende Gerade. Um sogleich auch die im unteren 
Blatte liegenden linken Querschnittsufer, die mit den schon abgebildeten 
rechten Ufern den Gesamtrand der zerschnittenen F, bilden, zu erledigen, 
ziehen wir auch noch die Gerade von — 0, nach 02, deren Mittelpunkt 
u= 1(—0- 02) == 0, — 1 03 als Bildpunkt von e3 bei der Fortsetzung 
der Abbildung gewonnen wird.1) Vom Verzweigunspunkte e3 mit dem 
Integralwerte 1 (— 0. — 02) beschreibe man nun in beiden Blättern ge
nau übereinanderliegende Integrationswege, zunächst vielleicht gerad
linig bis g dann (um beide Querschnitte zu erreichen) einmal ge
radlinig nach e2, andererseits ebenso nach e. Die einander entsprechen
den in beiden Blättern hinzukommenden Integralwerte sind dabei stets 
einander entgegengesetzt. Wir erkennen sofort, daß die Bilder der linken 
Querschnittufer den schon gewonnenen Bildern der rechten Ufer bezüg
lich des Punktes u = 1 (— 0, — 02) diametral sind: Der Rand der zer
schnittenen F, wird durch den in dieser F, eindeutig erklärten „ersten 
Zweig“ u(z) auf die vier Seiten des geradlinigen Parallelogramms der 
Ecken u = 0, — 00., — 0. - O2, 0, abgebildet. Je zwei homologe Punkte 
u und u + ai zweier Gegenseiten des Parallelogramms entsprechen dabei 
einem Paare gegenüberliegender Uferpunkte am zugehörigen Querschnitt, 
ein Ergebnis, das in Übereinstimmung ist mit dem, was wir bereits 
oben (S. 165) über die Wertdifferenzen des „einzelnen Zweiges“ u längs 
jedes Querschnittes feststellten.

1) Wie auch, im übrigen die Lagenverhältnisse sein mögen, sicher ist, daß 
dieser Punkt 4 (— 0, — 0,) außerhalb des schon konstruierten Abbildes vom Zwei
eck (a3) liegt. Man errichte in den Seitenmitten — 101, 10, des geradlinigen 
Dreiecks 0, — c,, O, die Lote zu den Seiten (vgl. Fig. 37), so werden diese Lote 
außerhalb jenes Abbildes liegen oder doch nur auf dem Rande, nämlich wenn 
,=X, bzw. &,= Xs zutrifft. Erinnert man sich jetzt noch, daß jenes geradlinige 

Dreieck „spitzwinklig“ ist, so ist die Behauptung über die Lage des Bildpunktes 
von e, evident.

Das konforme Abbild der zerschnittenen F2, welche einen einfach 
zusammenhängenden Bereich darstellt, auf die «-Ebene ist nun in den 
Rand des Parallelogrammes eingespannt, umgibt jede innere Stelle 
schlicht und vollständig und reicht nirgends ins Unendliche. Dabei 
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entspricht selbstverständlich dem einzelnen Punkte des Bereiches F, 
stets nur wieder ein Punkt u. Die vorhin für den Bereich (c,) und 
sein Abbild durchgeführte Überlegung ist hier ohne Schwierigkeit zu 
wiederholen, wobei man sich sehr wohl, wenn es die Anschauung er
leichtert, F, als zerschnittene Ringfläche (vgl. S. 88), ja selbst als Viereck 
der Fig. 22, S. 89 vorstellen mag. Wir erhalten das grundlegende Resultat: 
Unsere längs der Schnitte S., S, der Fig. 38 durchschnittene F, wird durch 
den „Anfangssweig11 u(^) honform auf die schlichte und vollständig bedeckte 
Innenfläche des geradlinigen Parallelogrammes der Ecken u = 0, — 0,, 
— 0, — O2, 0, abgebildet, welches in dem hier zunächst vorausgesetzten 
Falle dreier nicht in einer Geraden liegenden Punkte e, durch die von 
— 00, nach 0, reichende Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt wird.

1) Übrigens haben wir weder hier noch im allgemeinen Falle auf eine rich
tige Orientierung des Abbildes gegen das Original in den Figuren Gewicht gelegt.

Ehe wir zum Felde Foo zurückkehren, bleibt der besonders einfache
Fall dreier in einer Geraden liegenden Punkte e, zu erledigen. Es handelt 
sich hierbei nicht um einen Ausnahmefall, sondern um einen Grenzfall 
der bisherigen Betrachtung, was leicht figürlich näher erläutert werden 
kann. Im Grenzfalle verschwindet einer der drei Winkel ai7 während 
die beiden anderen gleich T werden. Es liegt den Maßverhältnissen
der Fig. 32, S. 166 am nächsten, 
wenn wir &2 = 0 setzen, wobei 
sich dann die Verzweigungs- 
schnitte St und S,, soweit sie 
zur Deckung komm en, aufheben. 
Die eintretenden Verhältnisse Fig. 39.

erläutert Fig. 39, in der wir jedoch, ehe wir zur Abbildung schreiten, 
die Querschnitte wieder unmittelbar an die Verzweigungspunkte und an
die Gerade durch die Punkte e, heranziehen. Diese 
Gerade zerlegt jedes der Blätter in zwei Halb
blätter; der bequemen Ausdrucksweise halber 
wollen wir, wie Fig. 39 zeigt, zwei unterein
anderliegende Halb blätter mit einer Schraffierung 
versehen.

Der Rand des schraffierten oberen Halb
blattes wird nun durch u auf vier Gerade ab
gebildet, die unter rechten Winkeln Zusammen
stößen und also ein Rechteck bilden; die Ecken 

Fig. 40.

u=0,202,—201-2 02, — 1 0, entsprechen in dieser Reihenfolge den Rand
punkten z=^ oo, e, es, e, des Halbblattes (vgl. Fig. 40).1) Die Fläche des Halb
blattes bildet sich dann wieder konform auf die schlichte und vollständige 
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Innenfläche des Rechtecks ab. Längs der Strecke e,, e, fügt sich das nicht 
schraffierte obere Halbblatt an, das man leicht auf das in Fig. 40 
freigelassene Rechteck der Ecken 102, 0,,—10,02, —10,-10, 
überträgt. Endlich gelangen wir über den Verzweigungsschnitt e,, e, 
in die beiden unteren Halbblätter, denen die beiden weiteren Teilrecht
ecke der Fig. 40 entsprechen. Der obige Abbildungssatz über die zer
schnittene F2 gilt also auch hier, nur mit der Besonderheit, daß das 
Parallelogramm der Ecken u 02, —0- 0,, — 0, jetzt ein Bechteck ist.

Das gewonnene Parallelogramm, das wir fortan als „Periodenpar- 
allelogramm(i der u-Ebene bezeichnen, ist das Abbild der F, durch den 
Anfangszweig der unendlich vieldeutigen Funktion u(g); wir können 
auch sagen, es sei das durch u(z) gelieferte Abbild des ersten Exemplars 
F2(0,0) vom Felde F. dieser Funktion. Gehen wir jetzt über Q. in das 
benachbarte Exemplar F$,+1, so gehört diesem der Zweig u' = u - 0, 
an; und also ist das Abbild dieses Exemplars F90,+1 durch die zuge
hörigen Werte der Funktion u das mit dem ersten kongruenten Par- 
allelogramm der Ecken 02, 202, —0,- 202, — 0, - 02, welches sich 
längs der von 0, nach —01—02 ziehenden Seite, dem überschnittenen 
Querschnitt Q. entsprechend, glatt an das erste Parallelogramm anfügt. 
Bei Fortsetzung des Verfahrens findet man allgemein als Abbild des 
Exemplars F$mum2) das geradlinige Parallelogramm der Ecken:

u = m^-^ - m20,, m10, - (ma — 1) 02, 
(m —1)0,+ (m2 + 1) 002, {mt —1)0,- m2 CO,.

Alle diese Parallelogramme fügen sich glatt aneinander an (vgl. Fig. 41)
endliche u-Ebene schlicht und lückenlos 

mit einem „Par- 
allelogrammnetze^. 
Die Eckpunkte u 
==m101 m2 0, 
heißen die „Gitter- 
punkte11 desNetzes;

und überspannen die ganze

20102

01*02

-202

Fig. 41.

sie entsprechen 
den Kreuzungs

punkten der 
„Übergangs-

linien" Qv Q2 im
Felde F und 
bringen das oben 
schon festgestellte 
Ergebnis, daß je
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der solcher Kreuzungspunkt von vier Exemplaren F, umgeben ist, zur 
Anschauung. Wir gelangen zu dem fundamentalen Ergebnis: Das Feld V 
der Funktion u(s) ^vird durch ebendiese Funktion konform auf die schlicht 
und vollständig bedeckte u-Ebene, abgesehen vom einzigen Funkte use=0o, 
abgebildet, wobei die unendlich vielen „übereinander^ gelagerten Exemplare F, 
die „nebeneinander“ geordneten Parallelogramme des beschriebenen Netzes 
liefern.

Die Rolle des Punktes u=o wolle man sich noch besonders 
veranschaulichen, und zwar entweder auf der „u-Kugel" oder mittelst 
der bekannten Transformation u' = u~l. Der Punkt u = oo ist bei ana
lytischer Fortsetzung von u(z) nie erreichbar; gleichwohl finden sich in 
„jeder“ Umgebung des Punktes u unendlich viele Parallelogramme 
des Netzes.1}

1) In der u-Ebene selbst ist eine Umgebung von u=o0 das Äußere eines 
Kreises mit irgendeinem endlichen Radius um u = 0.

Es bedarf jetzt weiter keiner Erläuterung, daß das Feld in 
der Tat einen einfach zusammenhängenden Bereich darstellt; am gewonnenen 
Abbilde des Feldes F. ist diese Tatsache einleuchtend.

§ 2. Die Perioden 0, und der Periodenquotient co 
des reduzierten Querschnittsystems.

Wir hatten die Bezeichnungen so verteilt, daß der Winkel in 
Fig. 32 weder kleiner als &. noch kleiner als &, sein solle. Lassen wir 
diese Annahme zunächst fallen, so bleibt gleichwohl der Satz bestehen, 
daß das Dreieck der Ecken 0, — 0,, 0, und der Seitenlängen 0,, 0,, 

[ 0, | „spitzwinklig“ und im Grenzfalle „rechtwinklig“ ist. Es gelten also 
für alle Anordnungen i, k, l der drei Indizes 1, 2, 3 die Ungleichungen:

0,12+10,210,13
wobei natürlich das Gleichheitszeichen im Einzelfalle nur in einer dieser 
drei verschiedenen Bedingungen gelten kann.

Wir können diese drei Ungleichungen einer sehr wichtigen geo
metrischen Interpretation unterziehen, indem wir den Quotienten der 
Perioden 0., 0, einführen. Dieser weiterhin durch co zu bezeichnende 
„Periodenguotient“ ist, wie aus den Figuren des vorigen Paragraphen 
hervor geht, eine endliche, nicht reelle Größe; und zwar ist, wenn wir: 
(1) 0, - co - § 4- in

setzen, bei der in den Figuren 32 ff. bevorzugten Anordnung der Bezeich
nungen e1,e, e, für die Verzweigungspunkte, wie ein Blick auf die Figuren 
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lehrt, der von i befreite imaginäre Bestandteil von co positiv: n > 0. Unter 
Benutzung der Relation 0, = — 0.—0, schreiben sich nun die drei 
obigen Ungleichungen so um:

[0,12+10,/2210,+ 0,/%, 
0,12+10,+0,12,1, 
0,+0,12+|0,2>0,2;

sie liefern also in 5, n die Bedingungen:

(2) 0252—1, §2—n2—52 0.
Zur geometrischen Interpretation führen wir jetzt die „-Ebene" 

ein und lesen aus (2) den Satz ab: Das auf der F, eingefühite Quer- 
schnittsystem liefert als Periodenguotienten 0 eine bestimmte endliche kom
plexe Zahl, deren Bildpunkt dem in Fig. 42 stark umrandeten von zwei 

--- Halbgeraden und einem Halbkreise eingegrenzten
j Bereiche angehört. Auf der „-Kugel" stellt dieser 
I Bereich ein „Kreisbogendreieck11 mit verschwinden- 
; den Winkeln in den Ecken 0=0,—1,00 dar;

--- , wir nennen demnach auch in der co-Ebene den - e
fraglichen Bereich ein „KreisbogendreiecB, das mit 
seinen drei Spitzen die reelle o-Achse in den 
Punkten 0=0,—1,00 erreicht. Wollen wir die 

— Anlagerung des Dreiecks an die imaginäre «-Achse
Fig. 42. zum Ausdruck bringen, so sagen wir auch wohl,

die dritte Spitze reiche an den Punkt 0 = heran.
Da wir vorhin die oben gelegentlich benutzte Annahme &, 2 a17 

&, 2 &, zunächst fallen ließen, so ist unser Querschnittsystem Qv Qa 
noch in drei Weisen wählbar, insofern wir ja die Bezeichnungen e1, e2, es 
der Verzweigungspunkte zyklisch permutieren können.1 * * * *) Es läuft dies 
darauf hinaus, daß wir statt der Perioden 0,, O, entweder:

1) An der Reihenfolge der Bezeichnungen der Punkte e; bei einem Umlauf
um z = 0 soll jedenfalls festgehalten werden. Würden wir die Bezeichnungen
e, und e, austauschen und infolgedessen die Perioden 01=02, o2 — 0, gebrauchen,
so würde, was sich in der Folge als unzweckmäßig erweisen würde, der Perioden
quotient co' — a'r: cf>2 eine komplexe Zahl mit negativem imaginären Bestandteil sein.

oder aber:
01 = 03= — 01 — 02, 02 = 01
0" — g)2, o‘ = 03 = — 01 — a>2

als Perioden zu gebrauchen haben. Die drei zugehörigen, hiernach noch 
zulässigen Periodenquotienten:

(3)
, — co-- 1 r,

G). CO =---------------, CO00 7 
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müssen natürlich alle drei ihre Bildpunkte in dem Kreisbogendreieck 
der Fig. 42 finden. In (3) haben wir aber zwei einander inverse lineare 
Substitutionen von co vor uns, welche nach S. 128 als elliptisch von der 
Periode 3 zu bezeichnen sind. Sie bilden mit der identischen Substitution 
eine zyklische Gruppe dritter Ordnung und haben die beiden zur reellen 
C-Achse symmetrisch liegenden Punkte: 

für welche wir die schon S. 136 eingeführten Bezeichnungen Q und o2 wie
der aufnehmen, zu Fixpunkten. Der eine dieser Punkte, nämlich o, liegt 
im Innern des Kreisbogendreiecks der Fig. 42, und zwar gewissermaßen 
als „Höhenschnittpunkt" dieses Dreiecks, wenn wir nämlich als „Höhen“ 
des Dreiecks die drei in Fig. 42 gezeichneten, gegen die reelle o-Achse 
orthogonal gerichteten Kreise bezeichnen, welche von den Ecken des 
Dreiecks senkrecht zu den Gegenseiten laufen. Man mache sich deutlich, 
daß durch die Substitutionen (3) unser Kreisbogendreieck in der Tat in 
sich transformiert wird; es erscheint dabei um den Punkt 0 = Q als 
Mittelpunkt gedreht, und zwar kommt der ersten Substitution (3) der 
Drehungswinkel 27, der zweiten aber der Drehungswinkel 47 zu.

Einer von den drei noch zur Auswahl stehenden Werten co, co', 
co" gehört hiernach immer dem in Fig. 42 schraffierten Drittel unseres 
Kreisbogendreiecks an. Zugleich findet sich in diesem Drittel auch nur 
einer der Punkte co, co', co", es sei denn, daß wir gerade mit drei Punkten 
zu tun haben, welche auf den drei von 0 nach den Spitzen des Kreis
bogendreiecks ziehenden Teilen der „Höhen“ gelegen sind. Zwei von 
den drei Punkten co, co', co" liegen dann auf dem Rande des schraffierten 
Drittels, nämlich einer auf dem Kreisbogen von 0 nach 0, ein zweiter 
auf der Geraden von Q nach ioo. Um eine eindeutige Auswahl der 
Perioden vollziehen zu können, wollen wir unter den beiden hier in 
Frage kommenden Randkurven des schraffierten Bereiches zum Zwecke 
einer bequemen Sprechweise nur die Gerade von Q nach ico als dem 
schraffierten Bereiche angehörig an sehen, die auf dem Kreissextanten 
zwischen Q und 0 gelegenen Randpunkte jenem Bereiche aber nicht 
als angehörige betrachten.

Die Grenzfälle mit Periodenrechtecken liefern Punkte co auf der 
imaginären Achse. Indem wir uns Vorbehalten, auf diese unten noch zu
rückzukommen, geben wir nun folgende Erklärung ab: Um ein eindeu
tig "bestimmtes Querschnittsystem Qv Q, zu gewinnen — wir wollen das
selbe als das „reduzierte Querschnittsystemt( der F, und die zugehörigen 

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 12
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0,, 0, als das „reduzierte Periodenpaar“ bezeichnen —, verteilen wir die 
Bezeichnung so, daß:

(4) |0s1210,l, |08/>10,l
zutrifft, sofern nicht der spezielle Fall 0,=02=031 vorliegt. Daraus 
folgt dann sofort: 52—$, $2+2+25>0,
d. h. 0 gehört, wie wir es wünschten, dem schraffierten Bereiche der 
Fig. 42, unter Einrechnung des von Q nach ioo ziehenden Randes an.

Diese Festsetzung kommt, wie man durch Abschätzung der Inte
gralwerte 0, zeigen kann, und wie wir später noch auf anderem Wege 
einsehen werden, einfach darauf hinaus, in Fig. 32, S. 166, den Winkel 
a3 als größten Winkel a zu wählen oder, falls zwei größte Winkel & vorliegen, 
diese a3 und C. zu nennen. Hinzu kommt nur noch der besondere Fall 

2 7t«1 = &2 = &g = g, d. nach 8.136 der „äquianharmonische“ Fall. Dann 

aber gilt einfach:
0,= 020, 03=001, 0 = 0;

die F, läßt sich mittelst einer Drehung um den Punkt z = 0 durch den 
Winkel 27 in sich überführen. Die drei noch zur Auswahl stehenden 

o
Querschnittsysteme gehen bei dieser Drehung ineinander über; sie er
scheinen somit gleichwertig, und es liegt kein Anlaß vor, eines unter 
ihnen vorzuziehen.

An dem gewählten Periodenpaare wollen wir mit Rücksicht auf 
Vereinfachungen im späteren Gebrauch noch ein paar unwesentliche 
Abänderungen vornehmen. Wir bemerken zu diesem Zwecke, daß der 
schraffierte Bereich der Fig. 42 durch das von Q nach i ziehende Seg
ment des „Einheitskreises“ (Kreises mit dem Radius 1 um 0 = 0) in 

zwei Kreisbogendreiecke der Winkel 2, 3, 0 zerlegt wird. Jenes Seg

ment des Einheitskreises möge dabei dem oberen Dreieck (dem mit der 
dritten Ecke bei ioo) zugehören. Dann liefern die Periodenparallelo
gramme mit 0.202 jeweils Punkte 0 des oberen Dreiecks, diejenigen 
mit o,<0, solche des unteren; die „Periodenrhomben“ 0,1=0, , 
gehören gemäß der getroffenen Festsetzung zum oberen Dreieck.

Gilt nun für das zunächst ausgewählte Periodenpaar 0,<o,, 
d. h. haben wir ein 0 des Kreisbogendreiecks mit den Ecken i, o, 0, 
so wollen wir, ohne das Querschnittsystem als ganzes zu ändern, doch 
die in sofort verständlicher Weise durch:

9; = 0,, 0- Q,
festgelegte Umformung vornehmen, d. h. wir wählen den bisherigen
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zweiten Querschnitt zum ersten und den umgekehrt zu durchlaufenden 
bisherigen ersten Querschnitt zum zweiten. Es läuft dies darauf hinaus, 
daß wir‘an Stelle der bisherigen 0,, 0, die folgenden Perioden:

01= 02, 02 == — 01
gebrauchen wollen, wobei an die Stelle von co der Periodenquotient:

(5) 0‘==1
tritt. Hier haben wir eine elliptische Substitution der Periode 2 vor 
uns, welche das Kreisbogendreieck der Ecken i, Q, 0 in das zum oberen 
bezüglich der imaginären Achse symmetrischen Dreieck der Ecken i, — Q2, 
ioo überführt, wie es in Fig. 42 durch. Punktierung angedeutet ist.

Das S. 172 vom „ersten Zweige“ u(z) gelieferte Periodenparallelo
gramm hat nach dieser Abänderung bei positivem Umlauf die Ecken
folge 0, O2, 01—02, 01. Der Gleichmäßigkeit wegen wollen wir für 
0.202 an Stelle des bisherigen „ersten Zweiges“ u(z) fortan lieber 

u' = u oo1 als ersten Zweig benutzen. Dies läuft einfach darauf hin
aus, bei der Abbildung der zerschnittenen F2 (vgl. S. 167ff.) die untere 
Grenze des Integrales u im Scheitelpunkte co des Zweiecks («2) anzu
nehmen. Wir erzielen so den Vorteil, daß nun vom ersten Zweige u 
gerade wieder das Parallelogramm mit der Eckenfolge 0, 02, 0,— 02, 
0. (bei positivem Umlauf) geliefert wird.

Die Periodenrechtecke sind durch die vorstehende Betrachtung be
reits mit erledigt. Wir können in der zugehörigen Fig. 39, S. 173 an
Stelle des dort eingeführten Systems Qx, Q2 auch = Q,, Q‘ = — Q.
gebrauchen und erhalten dann wieder ein Rechteck. Liegt 
nicht gerade der Spezialfall eines Quadrates vor, so werden 
wir dasjenige Schnittsystem bevorzugen, für welches | 0. | 
>Gg wird. Im „harmonischen“ Falle (vgl. S. 135), wo 
e3=0, e, = — e. und 01= i zutrifft, sind beide Schnitt
systeme gleichwertig, und es liegt kein Anlaß vor, eines 
unter ihnen zu bevorzugen.1)

1) Die F, gestattet dann (vgl. S. 135) acht eine Diedergruppe Gg bildende 
lineare Transformationen in sich. Eine derselben ist, wenn wir entsprechend der 
Form (20) 8. 125 uns der Funktion w ==2Vz(z2— 1) bedienen, durch 2’= — 
w'=iw gegeben; diese Transformation tauscht die beiden gleichwertigen Schnitt
systeme au«.

Der Bereich, dem der Bildpunkt von 0 nunmehr in 
jedem Falle angehört, ist in Fig. 43 nochmals besonders 
dargestellt. Er setzt sich aus zwei bezüglich der imagi
nären o-Achse symmetrischen Kreisbogendreiecken der Fig. 43.

12’
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Winkel 9, 5, 0 und der Ecken i, o, ioc bzw. i, — q2, i<x> zusammen 

und soll dieserhalb als ^,Doppeldreieckil bezeichnet werden. Gemäß 
der getroffenen Verabredung gelten von den Randpunkten des Doppel
dreiecks nur die als demselben zugehörig, welche den in Fig. 43 stärker 
markierten Teil des Randes bilden. Unter Zusammenfassung der ge
wonnenen Ergebnisse merken wir als Satz an: Das auf der F, im 
allgemeinen eindeutig erldärte reduzierte Querschnittsystem liefert ein 
gleichfalls eindeutig bestimmtes reduziertes Periodenpaar 0,, 0, mit einem 
Quotienten o, dessen Bildpunld dem Poppeldreieck der Fig. 43 angehört. 
Allein im harmonischen Falle haben wir ^zweF reduzierte Schnittsysteme, 
die aber dasselbe O, nämlich 0 = i, liefern; und im äquianharmonischen 
Falle liegen „drei11 reduzierte Schnittsysteme- vor, die jedoch übereinstimmend 
0=0 ergeben.

Die vorstehende Betrachtung hat uns zu einem komplexen Zahl
werte 0 geführt, welcher der F2 in jedem Falle eindeutig zugeordnet 
ist und demnach als ein Charakteristikum, eine Art „Maß“ oder, wie 
man sagt, ein „HAodul“ der F, zu gelten hat. Es ist nun leicht zu sehen, 
daß dieser Wert 0 gegenüber den eindeutigen Transformationen der 
F, in eine andere zweiblättrige Fläche des Geschlechtes p = 1 (vgl. S. 137) 
invariant ist. Der „Modul“ o wird demnach als solcher des ganzen 
durch die F, erklärten Funktionenkörpers anzusehen sein. Ehe wir in
dessen hierauf eingehen, ist unsere Betrachtung nach anderer Seite hin 
zu ergänzen.

§ 3. Übergang zu einem beliebigen Querschnittsysteme und lineare 
Transformation der Perioden.

Die Beziehung zwischen der endlichen w-Ebene und der unzerschnitte
nen Fläche F, ist 1-oo-deutig: Jedem endlichen Punkte u entspricht ein
deutig eine Stelle der F2, jeder Stelle der F2 sind umgekehrt unendlich 
viele Punkte u zugeordnet, die homolog in den Parallelogrammen un
seres Netzes (Fig. 41, S. 174) liegen und weiterhin als „äquivalente“Q Punkte 
der u-Ebene bezeichnet werden sollen. Ist u ein erster einer Stelle z 
der F2 zugeordneter Punkt, so sind sämtliche mit u äquivalente Stellen 
durch:

(1) u = u -j- m^^ ff- m,0,
gegeben, wenn wir hier m1} m2 alle Paare ganzer Zahlen durchlaufen 
lassen.

Ist Mo ein der Stelle z0 entsprechender Punkt, so überträgt sich 
ein auf der F, geschlossener Weg von 2 nach dieser Stelle zurück auf 
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einen Weg von uo nach einem äquivalenten Punkte und umgekehrt. 
Ist der Weg insbesondere auch in der u-Ebene geschlossen, so läßt er 
sich stetig und ohne Zerreißen in dieser Ebene auf einen Punkt zu
sammenziehen; dann und nur dann wird der entsprechende geschlossene 
Weg auf der F, gleichfalls stetig und ohne Zerreißen auf einen Punkt 
zusammenziehbar sein. Es geht dies aus der Beziehung beider Wege 
auf einander leicht hervor.

Wir wollen nun an Stelle des bisherigen reduzierten Querschnitt
systems Qv Q, nach S. 156 irgendein Querschnittsystem Q1, Q, auf der 
F, einführen. Nachdem die Richtung von Q1 willkürlich festgesetzt ist, 
wollen wir diejenige von Q‘ so wählen, daß bei der Kreuzungsstelle 
der Schnitte die in Fig. 44 skizzierte gegen
seitige Lage der Schnittrichtungen zutrifft. 
Umlaufen wir, von der in der Figur durch 
ein kleines Kreissegment bezeichneten Ecke 
beginnend, den Rand der durch Q‘, Q, zer- 
schnittenen F2 in der positiven Richtung, 
so haben wir zunächst das linke Ufer von
Q2, dann das linke Ufer von Q‘ usw. zu Fig-44.

beschreiben. Wir erzielen durch unsere Vorschrift, daß die Querschnitt
ufer hier in derselben Anordnung aufeinanderfolgen, wie beim Umlauf 
der durch die reduzierten Querschnitte Q,, Q, zerschnittenen F,."

Die zu unseren neuen Querschnitten "gehörenden Perioden:

(2) co’ =fdu2

bleiben ungeändert, wenn wir das Schnittsystem irgendwie stetig und 
ohne Zerreißen über die Fa hinschieben. Natürlich sollen dabei die Schnitte 
außer an ihrer Kreuzungstelle stets voneinander entfernt gehalten werden, 
damit das Querschnittsystem als solches beständig brauchbar bleibt.1) 
Insbesondere wollen wir von dieser Erlaubnis in der Weise Gebrauch 

machen, daß wir die Kreuzungsstelle der Q^, Q' nach z = co, und damit 
nach derjenigen der reduzierten Schnitte Q±, Q2 hinschieben.

1) Man stelle sich, diese Verschiebungen der Anschaulichkeit halber etwa auf 
der Ringfläche der Fig. 18, S. 86, vor.

Das Abbild der durch Q', Q2 zerschnittenen F, auf die u-Ebene 
ist ein einfach zusammenhängender Bereich, der, wie auch die Schnitte 
Qi verlaufen mögen, niemals eine Stelle der u-Ebene mehrfach bedecken 
kann. Da nämlich die Umgebung jeder Stelle der F, auf die schlichte 
und vollständige Umgebung des Bildpunktes u bezogen ist, so müßten, 
wenn gleichwohl noch eine Stelle uo vom Abbild mehrfach bedeckt 
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wäre, dieser Stelle u0 mehrere Stellen g derF2 entsprechen; das aber wider
spricht der Beziehung zwischen der u-Ebene und der F2. Das Abbild stellt 
uns ein die u-Ebene schlicht bedeckendes Kurvenviereck mit den Ecken 
0, 0‘,0‘ o‘,0‘ dar, dessen Seiten den vier Querschnittufern korrespondieren. 
Dabei wird von zwei homologen Punkten der Gegenseiten der eine immer 
durch eine Substitution u' = u ± o{ in den anderen übergeführt.

Wir wollen nun unter Festhaltung der Kreuzungsstelle der Schnitte 
Q'. und also unter Festhaltung der Ecken 0, o‘, 0. — o‘, 0‘ des Ab
bildes eine stetige Deformation der Q{ vornehmen, welche eine Gerade
richtung der Seiten unseres Kurvenvierecks zum Ziele hat. Beginnen 
wir mit der Deformation von Q, und also mit der Geraderichtung der 
von 0 nach co' und von o‘ - o‘ nach 0‘ laufenden Seiten, so müssen 
wir nur nötigenfalls (damit das Querschnittsystem in jedem Augenblick 
als solches brauchbar bleibt) mit dem Querschnitte Q1 dem vorrücken
den Schnitte Q, aus weichen. Sind jene beiden Gegenseiten gerade ge
worden, so bleibt nun Q, liegen, und es sind dann noch die beiden 
anderen Gegenseiten durch die erforderliche stetige Verschiebung von 
Q{ gerade zu richten: Wie auch das Schnittsystem Q‘, Q‘ auf der F, 
gewählt sein mag, es wird nötigenfalls nach einer stetigen Verschiebung 
des Schnittsystems das Abbild der zerschnittenen F2 auf die u-Ebene das 
„geradlinige Parallelogramm11, der Ecken 0, o‘, 0‘ +c‘, o‘ sein, die in 
dieser Anordnung bei einem positiven Umlauf um das Parallelogramm auf
einanderfolgen, wenn man nur die Schnittrichtungen entsprechend der in 
Fig. 44 gegebenen Vorschrift wählt.

Sehen wir homologe Punkte der Gegenseiten des neuen Parallelo
gramms als nicht verschieden an, so ist die Fläche dieses Parallelo
gramms eindeutig auf die unzerschnittene F2 und damit auch eindeutig 
auf das von den reduzierten Q. gelieferte Periodenparallelogramm be
zogen, wenn wir in ihm gleichfalls äquivalente Randpunkte als nicht 
verschieden ansehen. Diese Beziehung beider Parallelogramme aufein
ander ist dabei eine solche, daß die Umgebungen zweier korrespondieren
der Stellen mittelst einer Gleichung (1) mit bestimmten m±, m2 aufein
ander bezogen sind. Die einander entsprechenden Umgebungen sind also 
inhaltsgleich, und wir gewinnen den Satz: Pas vom Querschnittsystem Q[, 
Q2 gelieferte geradlinige Parallelogramm der Ecken 0, o‘, 01 — co', 01 
hat denselben Flächeninhalt wie das von den reduzierten Qx, Q2 gelieferte 
Periodenparallelogramm der Ecken 0, co2, 0, — 02, 0,.

Da nun Q[, Q' geschlossene Wege der F2 sind und also die Punkte 
c‘, co2 mit u = 0 äquivalent sein müssen, so gibt es zufolge (1) vier 
besondere ganze Zahlen a, ß, Y, d derart, daß:
(3) o‘ = &c, + ßo,, o‘ = y0, + , 
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zutrifft. Rechnet man sich nach elementaren Regeln die Inhalte der 
beiden Parallelogramme aus und setzt dieselben gleich, so liefern die 
Gleichungen (3) das Ergebnis:
(4) a—ßy=1.
Damit haben wir den Satz gewonnen: Ein beliebiges nach Vorschrift ge
richtetes Querschnittsystem Q^ Q'. der F, liefert ein neues Periodenpaar 
0‘, o2, welches mit dem reduzierten Paar g)v 02 durch zwei Gleichungen 
(3) mit ganzzahligen Koeffizienten der Determinante 1 zusammenhängt.

Dieses Ergebnis ist der Umkehrung fähig. Mit irgend vier ganzen 
Zahlen ß, Y, ö der Determinante 1 bilden wir uns aus den reduzierten 
Perioden C1, 02 nach (3) die beiden Größen o‘, o‘, konstruieren das 
mit dem ursprünglichen Periodenparallelogramm zufolge (4) inhaltsgleiche 
Parallelogramm der Ecken 0, co', co' — o‘, co^ und wollen gleich auch 
von diesem Parallelogramm aus genau wie in Fig. 41 ein Parallelogramm- 
netz herstellen, welches die ganze endliche u-Ebene schlicht und lücken
los überspannt.

Irgend zwei homologe Punkte u, u' in zwei Parallelogrammen dieses 
neuen Netzes hängen mittelst ganzer Zahlen m^ m^ durch die Gleichung: 

u = u — m^ o‘ — m^ oo^
zusammen. Dieselbe rechnet sich auf Grund von (3) in: 

u' = u + (m^cc 4- m^y) 0, - (m’ß + m‘) 0,

um, so daß u und u' im obigen Sinne (1) äquivalent sind. Die Auf
lösung der Gleichungen (3) nach 01, 0, liefert zufolge (4):

01 = — ßoo^, 0, = — 01 + co’.
Hieraus folgt leicht, daß auch umgekehrt irgend zwei äquivalente, d. h. 
durch eine Gleichung (1) zusammenhängende Punkte u, u' im neuen 
Parallelogrammnetze wieder homologe Punkte zweier Parallelogramme 

sind. Das einzelne Parallelogramm des neuen Netzes weist demnach 
keine zwei im Sinne von (1) äquivalenten Punkte auf, natürlich abge
sehen davon, daß homologe Punkte der Gegenseiten stets äquivalent 
sind. Sehen wir je zwei solche Punkte als nicht verschieden an, so wird, 
wie jetzt feststeht, jenes Parallelogramm für jeden endlichen Punkt 
u einen und nur einen als „äquivalent" aufweisen.

Bilden wir nunmehr die u-Ebene rückwärts auf die F, ab, so folgt 
aus dem eben ausgesprochenen Satze, daß das einzelne Parallelogramm 
des neuen Netzes dabei gerade eine einfache und vollständige Bedeckung 
der F, liefert, wobei sich die Gegenseiten des Parallelogramms zu zwei 
Querschnitten Q1, Q2 zusammenfügen. Hiermit ist die Umkehrung der 
obigen Betrachtung, welche an irgend ein neues Querschnittsystem 
Q'? Q' anknünfte, beendet. Bezeichnen wir den Übergang von 0,, 0, 
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zu c‘, o‘ vermöge zweier Gleichungen (3) mit ganzzahligen Koeffizienten 
der Determinante 1 als „lineare Transformation“ oder „Transformation 
ersten Grades der Perioden“1'), so gilt der Satz: Der Übergang vom 
reduzierten Querschnittsystem Q1, Q, zu irgendeinem System Q1, Q2 stellt 
sich als lineare Transformation (3) der zugehörigen Perioden dar, wie 
auch umgehehrt irgendeine solche lineare Transformation der G3V 0, einen 
Übergang von Q±, Q2 z^t einem den transformierte Perioden entsprechen
den Querschnittsystem Q^, Q'2 liefert. Natürlich ist immer an den vor
geschriebenen Schnittrichtungen (vgl. Fig. 44) festzuhalten.2)

1) Man wolle hierbei die Bezeichnung „linear11' oder „ersten Grades'1'' auf den 
Umstand beziehen, daß die Determinante (4) der vier ganzzahligen Koeffizienten 
&, ß, y, gleich „einsa ist. Wir gehen späterhin in der Transformationstheorie 
genauer auf die hier in Betracht kommende Terminologie ein.

2) Würden wir diese Bedingung aufgeben, so müßten wir auch Determinanten 
ad — ßy= — 1 zulassen, was für spätere Entwicklungen unzweckmäßig sein würde.

Ist neben Q}, Q, und Qf Q'2 in Q'f Q'^ ein drittes vorschriftsmäßig 
gerichtetes System vorgelegt, so sei:

co'' — c‘01 — ß‘o2, 0‘ = y‘ 0, + ö' 0,
das ihnen entsprechende Periodenpaar. Setzt man hier rechter Hand 
für 0,, 0, die vorhin angegebenen Ausdrücke dieser reduzierten Perioden 
in o‘, o, ein, so ergibt sich:

«" = (‘8 “ B’y) , + (~ a’s + B’a) a,,
0" = (‘8 - d’y) c, + (— »‘B + c,.

Hier stehen rechts als Koeffizienten der co^, o, wieder vier ganze Zahlen 
der Determinante 1. Der Übergang von irgendeinem unserer Querschnitt
systeme zu irgendeinem anderen ist also immer eine lineare Transformation 
der zugehörigen Perioden.

Man wolle sich übrigens noch die Beziehungen des Parallelogramm
netzes der co', o, etwa zum ursprünglichen Netze der 01, O, veranschau
lichen. Die Gitterpunkte des einen Netzes (m.01— ,02) stimmen in 
ihrer Gesamtheit mit denen des anderen Netzes (m.c1 — m‘o‘) genau 
überein. In Fig. 45 ist als Beispiel dasjenige der linearen Transformation 

o1 = 0, + 02, 02= 0,+ 20,
ausgeführt. Das neue Netz ist punktiert angedeutet, nur ist das erste 
Parallelogramm (dasjenige der Ecken 0, co,, o‘ - co', 01) stark umrandet, 
um es besser hervorzuheben; aus dem gleichen Grunde ist das erste 
Parallelogramm des ursprünglichen Netzes in Fig. 45 schraffiert.

Die besondere lineare Transformation co' = — 01, co' = — 02, welche 
einfach auf einer gleichzeitigen Änderung beider Schnittrichtungen unter 
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Beibehaltung der Schnitte selbst beruht, ändert das Parallelogrammnetz 
nicht und läßt insbesondere den Periodenquotienten gj unverändert; die 
fragliche Transformation soll demnach als von der „identischen Trans

formation“ 0. = o, = 0, nicht wesentlich verschieden angesehen 
werden. Aus dem gleichen Grunde werden dann überhaupt je zwei 
Transformationen (3), die durch gleichzeitigen Zwischenwechsel der vier 
ganzzahligen Koeffizienten &, ß, Y, 8 ineinander übergehen, als nicht 
wesentlich verschieden zu gelten haben. Solche zwei Transformationen 
liefern insbesondere den gleichen Periodenquotienten:

da gleichzeitiger Zeichenwechsel von c, ß, 7, ö den Wert 0‘ nicht 
ändert.

Wir werden uns unten ausführlich mit der Lage der Bildpunkte 
aller dieser Werte o‘ in der o-Ebene zu beschäftigen haben, welche 
aus dem Punkte 0 des Doppeldreiecks der Fig. 43, S. 179, durch alle 
möglichen linearen Transformationen (5) gewonnen werden können. 
Ein paar Angaben über die Lage aller dieser Bildpunkte o‘ sollen 
indes gleich hier Platz finden.

Setzen wir wieder unter Trennung der reellen und imaginären Bestand
teile 0=5—in, o‘=5‘—in‘,so folgt aus (5) unter Rücksicht auf (4): 

,,  (a + ß) (y§ +8)+ aym* 5 (5+ö)2+y*n2 ‘
/ _ _ _ n  ,

(y§ - 8)2 y2n2
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Da nun n > 0 und endlich war, und da andrerseits die ganzen Zahlen 
7 und d nicht zugleich = 0 sein können, so ist auch n‘> 0 und endlich. 
Dieses Resultat geht auch unmittelbar aus der Gestalt des Parallelo
gramms der transformierten Perioden 01, o, hervor. Alle Punkte der 
o-Ebene mit n>0 bilden die oberhalb der reellen o-Achse gelegene 
„Halbebene“; wir wollen sie im Anschluß an das Vorzeichen der Werte 7/ 
als die „positive G)-Halbel)ene“ bezeichnen und notieren den Satz: Die 
Bildpunlde aller durch unsere linearen Transformationen (5) aus dem 
reduzierten 0 zu geivinnenden Quotienten 0' gehören der positiven a-HaTb- 
ebene an.

Wir untersuchen weiter, ob neben dem reduzierten 0 noch irgend
ein zweites o‘ im Doppeldreieck der Fig. 43, S. 179 seinen Bildpunkt 
finden kann. Es müßte dann:3 3,2" 2="

gleichzeitig gelten, und also auch:
(/I + d)2 + <3<4**

zutreffen, so daß für die ganze Zahl y nur die drei Möglichkeiten 
0 und — 1 bleiben. Da für 7=0 notwendig a = ö = — 1 ist und 
(aus oben angegebenem Grunde) =8=1 gesetzt werden darf, so 
würde in diesem Falle 0‘=0-ß gelten, unter ß eine ganze Zahl 
verstanden. Nun hat unser Doppeldreieck der Fig. 43 die Breite 1, 
und von den Randpunkten sollten nur die zur Linken der imaginären 
o-Achse dem Doppeldreieck angehören. Somit kann, falls nicht ß — 0 
ist und also nicht die „identische Transformation“ cd' = co vorliegt, 
co' nicht auch noch dem Doppeldreieck angehören.

Somit bleibt nur y=—1 zu diskutieren, und wir dürfen uns 
(da gleichzeitiger Zeichenwechsel der Koeffizienten &, ß, Y, d statthaft 
ist) auf y = beschränken. Dann aber findet man aus den letzten
Ungleichungen leicht:

(5 4- d)2 <1-(n- )‘s 1,

• • • • • 1/3
wobei das zweite Gleichheitszeichen nur für n=- und also für 0 = 0, 

d. h. im äquianharmonischen Falle gelten kann (vgl. Fig. 43, S. 179). In 
diesem Falle ist § = — 1, und also sind die Werte =0 und d = 1 
zulässig; ist jedoch 0 nicht gleich o, so folgt aus 5—8<1 und 
— 1 < § < 1 notwendig d = 0. Prüfen wir zunächst 0 = 0, y

• / t y 3
= 1 weiter, so folgt n‘=n, so daß auch n‘= - und also co'= q 

gilt, da kein anderer Punkt des Doppeldreiecks der Fig. 43 die Ordinate
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2 hat. Es muß also wofür sich aus der vorletzten Gleichung von 

S. 185 der Wert 1(c—ß) ergibt, gleich — 1, und also a — ß = — 1 sein. 
Gleichung (4) liefert aber für y weiter c—ß es ist 
somit a = 0, ß = — 1, und wir gewinnen die Substitution:

(6) o‘-s41
die, wie wir schon von S. 177 her wissen, Q zum Fixpunkte hat. Prüfen 
wir endlich die letzte Möglichkeit, daß o und co' zugleich dem öfter 
genannten Doppeldreieck angehören, nämlich y ==0, so folgt 
aus (4) sofort ß=—1 und damit:

g, §,n$ sC g2—n, V F,—n2i
Die Forderung — 1<5‘<1 liefert:

_ E_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ §_
und da — 1 < 5 < 1 und §2—n221 gilt, so sieht man sofort, daß 
nur =0 und außerdem, jedoch nur im Falle 0 = p, die Zahl & = — 1 
zulässig ist. Der Wert a== — 1 liefert uns die zu (6) inverse Substitution: 

die wir auch bereits von S. 176 kennen. Ist 0 von Q verschieden, so bleibt 
nur noch die Möglichkeit c und damit die Transformation:

Aus ihr ergibt sich o‘•0=1, und da, wie wir ja fordern, o21 
und ‘21 gelten soll, so ist 0‘=o=1. Von den Punkten o 
mit 0=1 gehören aber nur die dem Doppeldreieck an, welche ein 
| im Intervalle — 1<5<0 haben. Da auch:

5 §2+*
diesem Intervall angehören soll, so folgt § = 0 und also 0 = i. Dann 
aber liegt der harmonische Fall vor, und wir haben, worauf wir schon 
S. 179 hin wiesen,in 0 = i den einen Fixpunkt der Substitution (8) vor uns.

Hiermit haben wir folgendes Resultat gewonnnen: Nicht nur liegen 
alle reduzierten o im Doppeldreieck der Fig. 43, sondern umgekehrt ist 
dieser Bereich für die reduzierten Periodenguotienten charakteristisch, in
sofern jede von der identischen Transformation verschiedene lineare Trans
formation (5) aus dem reduzierten 0 ein o' liefert, das eben nicht jenem 
Doppeldreieck angehört; Ausnahmen bilden nur der harmonische Fall mit 
a) = i, wo wieder co'=i durch die Transformation (8) geliefert wi/rd, sowie 
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der äquianharmonische Fall mit 0=0, wo die Transformationen (6) 
und (7) wieder 0‘ = o ergeben. Es handelt sich in diesen beiden letzten 
Fällen einfach um jene Transformationen, welche den Übergang zwischen 
den oben(S. 178 ff.) ausdrücklich als gleichwertig bezeichneten reduzierten 
Querschnittsystemen vermitteln.

§ 4. Verhalten des Integrals erster Gattung bei eindeutigen Trans
formationen der Fläche F2.

Ist w = irgendeine zweiwertige Funktion der F,, so
können wir die F, umkehrbar rational auf eine zweiblättrige Fläche F' 
über der w-Ebene beziehen, deren vier Verzweigungspunkte durch die 
in (1) S. 137 gegebene Funktion p(w) als deren Nullpunkte festgelegt 
sind. Wenn wir nun auf dieser Fläche F2 das Integral erster Gattung, 
welches ihr zugehört, in der Gestalt:

f* dw

“ V(w0)
mit irgendeiner fest gewählten unteren Grenze bilden und übertragen 
u' auf die ursprüngliche F2, so hat daselbst diese Funktion u' alle 
Kennzeichen eines Integrals erster Gattung. Das Integral u' der F‘ hängt 
mit unserem bisher auf der F2 benutzten Integrale u demnach durch eine 
Relation:
(1) u'= aub

zusammen.
Hieraus können wir sogleich folgende wichtige Folgerung ziehen. 

Bilden wir die beiden Wege Q1, Q2 des reduzierten Querschnittsystems 
der F2 auf die F‘ ab, wo sie die Wege Q1, Q liefern mögen, und 
schreiben wir:

0, =fdu'^
(9)

so gilt zufolge (1) einfach:
0, = aco1^ co' = a02,

so daß insbesondere der Quotient 0‘ von 01 und c‘ gleich dem ur
sprünglichen Periodenquotienten co ist. Mit Rücksicht auf die letzten 
Ergebnisse von § 3 folgt: Rie , Q‘ liefern unmittelbar das reduzierte 
Querschnittsystem der F2, und vor allem erweist sich der ,,Moduli( co als 
invariant gegenüber beliebigem' Transformation der F2 auf eine andere zum 
Körper gehörende F2, so daß der Modul co als ein Attribut des ganzen 
Körpers anzusehen ist. Der Modul co reiht sich in dieser Weise als gleich
berechtigt neben die absolute rationale Invariante J, welcher der gleiche 
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Grad der Unveränderlichkeit zukam (vgl. S. 137). Diehier zutage tretende 
Beziehung wird uns unten noch ausführlicher beschäftigen.

Die Verzweigungsform p(w1,Wa) hatte nun dieselben Invarianten 
wie f(g., g2). Wir können demnach w noch so linear transformieren, 
daß die Verzweigungspunkte der transformierten F, wieder genau nach 
denselben Stellen oo, e.,e2, e, hinfallen, wo sie auch bei der F2 liegen.

Zu dieser F‘ aber können wir auch noch auf folgende Art gelangen. 
Nach (2) S. 138 und S. 145 haben wir in:

(2) w = A^ + B,
P 7 au, ‘

1) Jedoch gibt es im harmonischen Falle zwei Auswahlen der Konstanten, 
im äquianharmonischen sogar drei, eine Folge der linearen Transformationen von w, 
welche in diesen Fällen die F‘ bei festbleibendem Verzweigungspunkte oo in sich üherführen (vgl. S. 133 ff.).

2) Die Existenz dieser „kontinuierlichen Gruppe“ wird durch die Besonder
heiten des harmonischen und des äquianharmonischen Falles nicht berührt. Wir 
kommen hierauf unten zurück.

unter A und B Konstante verstanden, die allgemeinste zweiwertige Funk
tion der F2, welche an der beliebig vorgeschriebenen Stelle s der F2 
einen Pol zweiter Ordnung hat. Diese Funktion liefert dann unmittel
bar eine F2, die bei 0 = co, der Stelle s entsprechend einen Verzweigungs
punkt hat. Dabei kann man über die Konstanten A, B in einer und 
nur einer Art so verfügen, daß die drei endlichen Verzweigungspunkte 
die bisherigen Lagen e1, e,, e, gewinnen.1)

Insofern beide nun vorliegenden Flächen F2 und F‘ genau dieselbe 
Lage der Verzweigungspunkte haben, sprechen wir von einer eindeutigen 
Transformation der F2 in sich. Da die Stelle s, welche nach der Trans
formation den Verzweigungspunkt oo liefert, auf der F, willkürlich 
wählbar ist und demnach auch frei beweglich gedacht werden kann, 
so erhalten wir sogleich ein zweifach unendliches Kontinuum von solchen 
eindeutigen Transformationen der F2 in sich, die Übrigens offenbar in 
ihrer Gesamtheit eine „Gruppe11 bilden (vgl. S. 108). Stetiger Änderung der 
Stelle s entsprechend, darf man sich diese „kontinuierliche Gruppe" 
unter dem Bilde gewisser „stetiger" Verschiebungen der Fläche F2 in 
sich vorstellen.1 2)

Lassen wir die Querschnitte Q1, Q,, wie in Fig. 32, S. 166, um die 
Verzweigungspunkte herum (nicht durch dieselben hindurch) laufen, so 
können wir bei den stetigen Verschiebungen der F2 in sich, an denen 
die Q1, Q zunächst teilnehmen werden, diese geschlossenen Kurven doch 
in der Art stetig verschieben, daß sie den Verzweigungspunkten aus
weichen. Sie bleiben dann unmittelbar als Schnitte des reduzierten Systems 



190 I, 2. Das elliptische Integral erster Gattung erster Stufe

für die Flächen F‘ brauchbar, während andrerseits u, auch über die neuen 
Umläufe ausgedehnt, die Integralwerte 0., O, liefert. Wählen wir das 
Integral u' der F, wieder als Normalintegral erster Stufe, so sind wegen 
der Gleichheit der Flächen F2 und F2 und ihrer Schnittsysteme die 
zugehörigen Perioden co', o‘ gleich den bisherigen 0., co2. In der Be
ziehung (1) zwischen u und u' trifft also einfach a=1zu. Andrerseits 
haben wir, da die untere Grenze von u' von der Stelle s der F2 ge
liefert wird, das Absolutglied 6 in (1) gleich —u8,° zu setzen. Zur Ab
kürzung schreiben wir:
(3) v = — u ^s

und erschöpfen hierbei mit der Stelle s ersichtlich gerade die ganze F,, 
wenn wir mit dem Werte —v unser erstes Periodenparallelogramm und 
also mit dem Werte v das Parallelogramm der Ecken 0, —o2, — 0.— 0,, 
— co, vollständig beschreiben.

Wir haben hiermit den wichtigen Satz gewonnen: Die Iwntinuier- 
liche Gruppe aller zweifach unendlich vielen Transformationen der F2 in 
sich stellt sich im Integral erster Stufe u einfach durch die Translationen 
dar:
(4) u' = u + v,

wobei v die Fläche des Periodenparallelogramms der Ecken 0, — co2, 
— 0, vollständig zu beschreiben hat. Verstehen wir unter v 

einen unbeschränkten endlichen komplexen „Parameter", so bilden die 
gesamten Transformationen (4) die kontinuierliche Gruppe aller Trans
lationen der u-Eberbe in sich. Es gilt offenbar der Satz: Die Gruppe 
aller Translationen (4) der u-Ebene in sich ist l-(x>-deutig auf die kon
tinuierliche Gruppe der Transformationen der F2 in sich bezogen. Es liefern 
nämlich alle diejenigen Translationen (4), deren Parameter v sich um 
die ganzzahligen Kombinationen {m^co-^F der Perioden vonein
ander unterscheiden, ein und dieselbe Transformation der F, in sich. 
Die gesamten Transformationen der F2 in sich können wir also auch 
dadurch gewinnen, daß wir v über irgendein Parallelogramm des Netzes 
der Periodenparallelogramme hinführen, wobei von je zwei homologen 
Punkten der Gegenseiten immer nur einer zuzulassen ist. Dies läßt sich 
in besonders bequemer Weise z. B. so erzielen, daß wir:
(5) u' = u + u,0, + u202

setzen und unter u., u stetige reelle Größen verstehen, welche unab
hängig voneinander im Intervall:

0u,K
variabel sind.



Die kontinuierliche Gruppe der Transformationen der F, in sich 191

Auch umgekehrt ist übrigens leicht einleuchtend, daß jede Trans
lation (4) eine eindeutige und damit umkehrbar rationale Transformation 
der F, in sich bedeuten muß. Da nämlich einem einzelnen Werte u ein 
bestimmter Punkt der F, entspricht, so können wir kurz von „einem 
Punkte ua der F, sprechen. Natürlich geben dabei äquivalente Werte u 
im Parallelogrammnetz ein und denselben Punkt der F2. Die einzelne 
Translation (4) bedeutet nun einfach, daß wir dem Punkte u den 
Punkt (u v) der F, zuordnen. Diese Zuordnung ist eine umkehrbar 
eindeutige für die ganze F2; wenn wir nämlich u über ein Perioden
parallelogramm hinführen oder sonst irgenwie ein volles System „inägiti- 
valenter“ Punkte beschreiben lassen, so wird (u — v) ein ebensolches 
System beschreiben und umgekehrt. Entspricht der Stelle z der F, 
die Stelle g‘, so wird also g‘ die F, gerade einmal einfach und voll
ständig beschreiben, wenn dies die Stelle g ausführt, und umgekehrt. 
Somit liefert g‘, in Abhängigkeit von g gedeutet, eine zweiwertige al
gebraische Funktion1) der F2, die die F2 wieder auf eine F2 abbildet. 
Diese F‘ ist dann aber einfach jene mit der F2 kongruente Fläche, auf 
welche das „Periodenparallelogramm“ der Ecken v,vco2, v—0,—02, 
v,= 0, durch g‘ abgebildet wird. Wir sind demnach zu unserem obigen 
Ausgangspunkte zurückgekehrt.

1) Da u und u'— u — v analytisch (nämlich linear) Zusammenhängen, so ist die 
durch die Zuordnung der Stellen z, z’ gelieferte Beziehung der F, auf sich selbst 
konform, natürlich mit den in den Verzweigungspunkten (der F, und der F,) ein- 
tretenden Unterbrechungen.

Nach den Rechnungen von S. 138 und 146 ff. wird die in (2) konstruierte 
zweiwertige Funktion w stets und nur dann in g linear, wenn der Pol s 
in einen Verzweigungspunkt hineinrückt. Für s = oo ist natürlich w 
mit z identisch. Wir haben demnach nur noch die drei Möglichkeiten 
s=e, e2, e,. Die drei zugehörigen linearen Substitutionen von z bilden 
mit der identischen Substitution die S. 134 aufgestellte „Vierergruppe11, 
G4 der linearen Transformationen der Verzweigungs
form und also der F2 in sich.

Um diese Vierergruppe G4 in Gestalt der zu
gehörigen Transformationen (5) des Integrals u dar
zustellen, erinnern wir daran, daß die drei in der Gr4 
enthaltenen elliptischen Substitutionen der Periode 2 
die vier Verzweigungspunkte in den drei möglichen 
Arten zu Paaren permutierten. Nun liefern die 
Verzweigungspunkte im Periodenparallelogramm die
Ecken, die Seitenmitten und den Mittelpunkt, wie dies näher in Fig. 46 
zur Darstellung gebracht ist. Die gesuchten Transformationen (5) müssen 

01

Fig. 46.
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also diese Punkte in richtiger Weise permutieren. Wir erkennen sofort: 
Die Vierergruppe G4 der linearen Transformationen der F, in sich stellt 
sich mittelst des Integrals erster G-attung u durch die vier Transforma
tionen dar-.

/c\ , ' । 0, ' । 0, ’ । co, — ,(6) U = U, U — U t 2 , U = U 4- 2, • = u H——-2—- •
Eine bisher noch nicht genannte Transformation der F, in sich 

wird durch die Transformation:
u' = — u

des Integrals erster Gattung geliefert; ihre Bedeutung ist einfach die, 
daß sie die beiden Blätter der F, austauscht. Kombinieren wir diese 
Transformation mit der bisherigen kontinuierlichen Gruppe der Trans
lationen (4), so ergibt sich ein zweites Kontinuum von Transformationen: 

u' = — u - v,

welche freilich nicht für sich, wohl aber mit den Transformationen (4) 
zusammen eine erweiterte Gruppe bilden. Um die Transformationen 
der F, in sich sämtlich, und jede nur einmal zu gewinnen, haben wir 
uns natürlich wieder auf die Transformationen (5) zu beschränken. 
Wir werden später nochmals auf den vorliegenden Gegenstand zurück
kommen; doch merken wir hier schon den Satz an: Liegt weder der 
harmonische, noch der äguianharmonische Fall vor, so werden die gesamten 
umkehrbar rationalen Transformationen der F, in sich durch das Integral 
erster Gattung in der Gestalt:
(7) u' = + u + u,0, + ug002,
u, und u, wie oben gebraucht, geliefert; sie bilden eine aus zwei Kontinuen 
bestehende Gruppe, in der die bisherige kontinuierliche Gruppe als Unter
gruppe enthalten ist.

Daß aber in jenen beiden besonderen Fällen nochmalige Gruppen
erweiterungen möglich sind, geht schon aus den Entwicklungen von 
S. 135 ff. hervor, wo wir die Vierergruppe G^ zur Dieder gruppe Gs bzw. zur 
Tetraedergruppe G,2 aller linearen Transformationen der Verzweigungs
form in sich erweiterten. Natürlich sind diese Gruppenerweiterungen 
auch vom Integral erster Gattung u aus unmittelbar verständlich. Im 
harmonischen Falle ist 0 = i und 0,= i0,; das Parallelogramm der 
reduzierten Perioden ist also ein Quadrat. Hier kommt als wesentlich 
neue Transformation die durch:

u' = iu

gegebene hinzu. Liegt aber der äquianharmonische Fall vor, so gilt 
0 = o, 00,= Q,, und das Parallelogramm der reduzierten Perioden ist
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ein aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammengesetzter Rhombus. In 
diesem Falle kommt als neu die Transformation:

u'= QU

zu den bisherigen hinzu. Im übrigen wollen wir die hier eintretenden 
Verhältnisse an dieser Stelle nicht näher untersuchen, da uns die ein
fachsten Hilfsmittel für diese Untersuchung hier noch nicht zur Hand sind.

Drittes Kapitel.

Die elliptischen Funktionen erster Stufe.
Das Hauptergebnis des vorigen Kapitels war die Abbildung des 

Feldes F der Funktion u*,°0 auf die schlicht und vollständig bedeckte 
endliche u-Ebene. Wir wollen jetzt im vollen Umfange die Folgerungen 
ziehen, welche aus dieser Tatsache für den Körper der algebraischen 
Funktionen und die Integrale der F, sich ergeben. Hierbei ist weiter 
von grundsätzlicher Bedeutung, daß die übereinanderliegenden Exemplare 
der F, im Felde F. beim Übergänge zur u-Ebene die nebeneinander
geordneten Parallelogramme im Netze der Periodenparallelogramme 
werden, wobei die homologen Punkte dieser Parallelogramme oder, wie 
wir sagten, die „äquivalenten" Punkte im Parallelogrammnetze ein und 
dieselbe Stelle g der F, lieferten. Wird sich aus der Schlichtheit des 
fraglichen Abbildes die „Eindeutigkeit" der elliptischen Funktionen er
geben, so folgt aus der Eigenart des Abbildes als Netz der Perioden
parallelogramme als weitere grundlegende Eigenschaft der elliptischen 
Funktionen diejenige der „doppelten Periodizität".

Diese Eigenschaft der elliptischen Funktionen ist im Falle der 
„lemniskatischen Funktionen" — es sind dies die elliptischen Funktionen 
des harmonischen Spezialfalles — schon sehr früh durch Gauß1) erkannt 
worden. Bei Abel und Jacobi wird die Eindeutigkeit der elliptischen 
Funktionen nahezu als eine Selbstverständlichkeit angesehen2), während 
die doppelte Periodizität als Eigenschaft dieser Funktionen speziell 
hervorgehoben wird, besonders stark bei Jacobi.3) Im übrigen brauchen 
wir hier kaum zu betonen, daß die Frage nach der Gestaltung des 
„Feldes" einer Funktion und damit zugleich die Frage nach der Ein
deutigkeit oder Mehrdeutigkeit derselben den Vorrang vor der Fest
stellung etwaiger weiterer Eigenschaften der Funktion besitzt. Diese

1) S. die Nachweise S. 117 über Gauß.
2) Man vgl. Abel, „Recherches sur les fonctions elliptiques", § 1, Journ. f. 

Math., Bd. 2 (1827) oder Abels „Werke“, Bd. 1, S. 266ff. Jacobi betreffend 
kommen die Artikel 17 ff. der „Fundamenta nova“ (s. die Nachweise S. 117) in Betracht.

3) S. den Schluß von Artikel 19 der „Fundamenta nova“.
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 13
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Auffassung ist für die Anordnung des Gedankenganges unserer Darstel
lung bestimmend gewesen.

§ 1. Das Integral erster Gattung u als „uniformisierende« 
Variabele der Riemannschen Fläche F2.

Irgendein vorgelegter Körper algebraischer Funktion des Ge
schlechtes p = 1 sei wie bisher durch diejenige zugehörige Riemannsche 
Fläche F, repräsentiert, deren Verzweigungspunkte die Nullpunkte der 
Verzweigungsform „erster Stufe“ fz sind. Das Feld F. des zugehörigen 
Integrals erster Gattung erster Stufe wird dann durch diese analy
tische Funktion u auf die schlichte und abgesehen vom Punkte oo voll
ständige u-Ebene abgebildet und liefert daselbst das im vorigen Kapitel bereits vielfach benutzte Netz der Periodenparallelogramme. Das Quer
schnittsystem Q, darf beliebig ausgewählt sein; insbesondere ist es also, 
wenn man bestimmte Querschnitte vor Augen haben will, gestattet, sich 
des reduzierten Systems zu bedienen.

Nun sei irgendeine dem Körper angehörende alge
braische Funktion; dieselbe ist auf der F2 eindeutig und sei m-wertig, 
wo dann (vgl. S. 95) stets m > 1 gilt. Diese Funktion ist auch im 
Felde F von u selbstverständlich eindeutig und gewinnt bei der Fort
setzung in diesem Felde an homologen Stellen der Flächenexemplare F2 
stets gleiche Werte.

Wenn wir nun diese Funktionswerte bei der Abbildung des Feldes 
F mit auf die u-Ebene verpflanzen, so bekommt also jeder endliche 
Punkt u einen bestimmten Funktionswert, und es setzen diese Funktions
werte eine etwa durch:
(1) R(2, Vf(a)) = v(u)

zu bezeichnende eindeutige analytische Funktion »(u) zusammen, die wir 
nunmehr als eine „elliptische Funldion11 bezeichnen: Die algebraischen 
Funktionen des durch die F2 repräsentierten Körpers werden, in Abhängig
keit vom Integral erster Gattung u aufgefaßt, zu „eindeutigen11 elliptischen 
Funktionen, deren gemeinsames Feld die schlichte und vollständige u-Ebene, 
abgesehen vom Funkte u = co, ist. Durch Einführung des Argumentes u 
werden also die in z „zweideutigen“ Funktionen des Körpers in „ein
deutige“ Funktionen von u umgewandelt; man sagt, sie seien durch u 
„uniformisiert“, und bezeichnet dieserhalb u als eine „uniformisierende 
Variabele“ der F2.

Die homologen Stellen der Flächenexemplare F2, die gleiche Werte 
der einzelnen Funktion R(z, Vf(z)) tragen, ergeben in der u-Ebene 
„äquivalente“ Stellen im Parallelogrammnetz. In solchen Stellen wird 
demnach die einzelne elliptische Funktion ^(u) immer gleiche Werte
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haben. Man kann diesen Schluß auch dadurch begründen, daß man in 
der endlichen u-Ebene von irgendeiner Stelle u nach einer äquiva
lenten Stelle:

u = u — m1 01 - m2 0, 
eine Kurve zieht und längs derselben 7 (u) fortsetzt. Diese Kurve 
liefert dann eben als Abbild auf der F, einen geschlossenen Weg, über 
den fortgesetzt R(z, Vf(z)) am Schlüsse zum Anfangs werte zurückkehrt: 
Es gilt demnach allgemein:
(2) 3 {u — m 0, 4- m^ 02) = v (u)
und insbesondere:
(3) w(u + 01) = 7(u), 7(u + 02) = 7(u),
woraus die Gieichung (2) mit beliebigen ganzen Zahlen mx, m^ umgekehrt 
wieder folgt. Eie elliptische Funktion »(u) heißt dieserhalb „doppelt- 
periodisch^, und man nennt 01, 0, ein „Paar primitiver Perioden“, 
insofern jede in (2) gemeinte Periode sich als eine ganzzahlige Kombina
tion der beiden Perioden 01 und 0, aufbauen läßt.

Wir wollen die von R(,Vf(g)) gelieferte elliptische Funktion if^uj 
auch als solche „m-wertiga nennen. Hierdurch kommt dann zum Ausdruck, 
daß ein beliebig gewählter komplexer Zahlwert von der elliptischen Funk
tion ib(u) immer gerade genau in m Punkten des einzelnen Perioden
parallelogramms angenommen ^vird. Nur müssen wir dabei, um eine aus
nahmslos eindeutige Beziehung des Parallelogramms auf die F2 zu ge
winnen, wieder wie schon früher homologe Punkte der Gegenseiten des 
Parallelogramms als nicht verschieden ansehen oder etwa von je zwei 
solchen Punkten immer nur einen als dem Parallelogramm angehörig 
betrachten. Natürlich dürfen, wie auf der F, (vgl. S. 91), die m Stellen 
des Parallelogramms, in denen ip(u) einen vorgeschriebenen komplexen 
Wert annimmt, auch miteinander irgendwie koinzidieren. Solche Koin
zidenzen treten dann freilich nur bei einer beschränkten Anzahl von 
komplexen Werten auf.1)

1) Nach S. 92 handelt es sich hier um jene besonderen Werte der algebraischen 
Funktion w = welche bei Abbildung der F2 auf eine Fm über der w-Ebene
die Verzweigungspunkte ergeben.

An singulären Punkten hat die elliptische Funktion (u) in jedem 
endlichen Bereiche der u-Ebene nur Pole; und zwar finden sich im ein
zelnen Parallelogramm gerade genau m Pole erster Ordnung, die natür
lich auch irgendwie zu Polen höherer Ordnung zusammenfallen können. 
Jedenfalls ist die elliptische Funktion 7 (u) in der ganzen endlichen u-Ebene 
frei von icesentlich singulären Punkten. Demgegenüber folgt aus der Struk
tur des Parallelogrammnetzes sofort: Der Punkt u=oo ist ein zvesentlich 

13*
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singulärer Pwikt der elliptischen Funktion v(u). In jeder noch so „klein“ 
gewählten Umgebung des Punktes co fanden wir ja (vgl. S. 175) stets 
noch unendlich viele Parallelogramme, so daß w(u) in jeder Umgebung 
von oo einen vorgeschriebenen komplexen Wert an unendlich vielen 
verschiedenen Stellen wirklich annimmt.1)

1) Man vgl. hiermit das Verhalten einer ganzen transzendenten Funktion
in der Umgebung ihres wesentlich singulären Punktes oo (S. 51).

Wir wenden uns ferner zur Betrachtung der Integrale der F,, und 
zwar zunächst zu derjenigen irgendeines einzelnen Integrales zweiter 
Gattung. Ein geschlossener Weg in der endlichen u-Ebene und also im 
Felde F. von u liefert (vgl. S. 181) auf der Fläche Fg einen geschlossenen 
Weg, der sich stetig auf einen Punkt zusammenziehen läßt. Das Integral 
liefert also bei Fortsetzung über einen solchen Weg stets den Wert 0, 
so daß dasselbe eine eindeutige Funktion im Felde F ist. Bei Über
tragung der Werte dieser Funktion auf die u-Ebene finden wir: Ein 
Integral zzveiter Gattung, als Funktion von u aufgefaßt, liefert eine in der 
ganzen endlichen u-Ebene eindeutige, etwa durch ^(u) zu bezeichnende 
Funktion, so daß u auch für die Integrale zweiter Gattung den Charakter 
als „uniformisierende11 Variabele behält.

Aber freilich ist ^(u) nicht mehr in äquivalenten Punkten des 
Parallelogrammnetzes gleich. Liefert das Integral, über die geschlossenen 
Wege Q1, Q2 fortgesetzt, die Perioden n1, n2, so ergibt ein geschlossener 
Weg der F2, welcher von u zu u‘=u—m.0,— m202 führt, eine ent
sprechende Änderung des Integrals zweiter Gattung um (m,n.— m72). 
Eie eindeutige analytische Funktion ^(u) erfüllt die Bedingungen:

(4) s(u + c,) = s(u) + 9, ^(u 4- gj2) = ^(u) + "a,
aus denen dann wieder:

(o) §(u ++ m 0, + mg002) = ^(ui) ++ + ma"2
eine unmittelbare Folge ist. Wir werden n1, n2 als ein Paar „primitiver 
Periodenil des Integrals zweiter Gattung bezeichnen.

An singulären Punkten hat auch $(u) in jedem endlichen Bereiche 
der u-Ebene nur Pole, die in äquivalenten Punkten des Parallelogramm
netzes gelegen sind. Handelt es sich insbesondere um ein „Elementar
integral“ zweiter Gattung (vgl. S. 144), so findet sich in jedem Perioden
parallelogramm ein und nur ein Pol erster Ordnung. Während demnach 
$ (ui) in der ganzen endlichen u-Ebene frei von wesentlich singulären Stellen 
ist, bewahrt natürlich der Punkt u = oo seinen wesentlich singulären 
Charakter auch für §(u). Man braucht ja nur zu beachten, daß in „jeder“ 
Umgebung des Punktes co noch unendlich viele verschiedene Pole von 
^(u) nachweisbar sind.
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Bei den Integralen dritter Gattung reicht nun freilich die „uniformi- 
gierende Kraft" von u nicht mehr aus. Jedes solche Integral hat nämlich 
auf der F, mindestens zwei logarithmische Unstetigkeitspunkte (vgl. S. 141). 
Die von demselben gelieferte analytische Funktion des Argumentes u 
hat demnach im einzelnen Parallelogramm mindestens zwei solche Un
stetigkeitspunkte; die Funktion ist also bereits in der Umgebung jedes 
solchen Punktes unendlich vieldeutig.

§ 2. Der Körper der elliptischen Funktionen, die besonderen 
Funktionen ^(u), und das Normalintegral g(w).

Indem wir an dem eben benutzten Parallelogrammnetz der u-Ebene 
festhalten, wollen wir den Gedankengang des vorigen Paragraphen in 
der Art umkehren, daß wir eine von der F2 unabhängige Erklärung 
der elliptischen Funktionen an die Spitze stellen: Als eine ^um Parallelo- 
grammnetz gehörende elliptische Funktion soll jede analytische Funktion 
v (u) bezeichnet werden, welche die schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punkte oo, 
zum Felde hat, und tvelche die durch:
(1) 3 (u — 01) = 3 (u), w(u — 02) = »(u)

zum Ausdruck kommende Eigenschaft der doppelten Periodizität besitzt.
Diese Begriffserklärung führt unmittelbar zu den Funktionen von 

§ 1 zurück. Übertragen wir nämlich die Werte einer einzelnen Funktion 
(u) auf die F,, so gewinnen wir daselbst zufolge (1) eine eindeutige 

Funktion der Stelle. Da aber ih(u) in einem endlichen Bereiche der 
u-Ebene, und also insbesondere im einzelnen Parallelogramm an singu
lären Punkten nur Pole in endlicher Anzahl aufweisen kann, so wird 
dasselbe von der auf der F, erhaltenen Funktion auf dieser Fläche gelten. 
Die Funktion erweist sich demnach als eine algebraische Funktion der 
F, (vgl S. 77 unten), so daß wir in der Tat zum Ausgangspunkt von 
§ 1 zurückgekommen sind.

Was die Zusammenhänge der elliptischen Funktionen unseres Par
allelogrammnetzes untereinander angeht, so übertragen sich nun un
mittelbar alle früher über die algebraischen Funktionen der F, aufgestell
ten Sätze: Pie gesamten elliptischen Funktionen unseres Parallelogramm
netzes bilden einen „Körper“ zusammengehöriger Funktionen (vgl. S. 81); 
irgend zwei dieser Funktionen w.(u), »,(u), deren Wertigkeiten m und n 
sind, hängen durch eine algebraische Eelation:
(2) G(w,(w),1,(w))=0

nten bzw. mten (grages in 7, ung 7, zusammen; alle Funktionen des 
Körpers sind in zweien unter ihnen, ^^{u) und »,(u) rational darstellbar,
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sobald nur die zwischen diesen beiden Funktitmen bestehende Relation (2) 
irreduzibel ist (vgl. S. 93).

Für diese rationale Darstellung aller Funktionen des Körpers eignen 
sich nun vornehmlich jene beiden Funktionen, welche von unserer auf 
die Verzweigungsform erster Stufe gegründeten Fläche F, in z und ]/f(z) 
geliefert werden. Wir sind damit zu jenen beiden wichtigen elliptischen 
Funktionen erster Stufe hingeführt, welche der Weierstraßschen Theorie 
(vgl. S. 117) zugrunde liegen, und welche wir im Anschluß an Weierstraß 
durch die besonderen ^Bezeichnungen:

(3) 2=(u), vf(a)=‘(u)
auszeichnen. Die Schreibweise der zweiten Funktion begründet sich da
durch, daß aus:

du = dz
. , Vf(z)

ja unmittelbar die Beziehung: 

hervorgeht, so daß g‘(u) die erste Ableitung von g(u) nach w ist. Aus 
der Gestalt der Verzweigungsform erster Stufe ergibt sich weiter: Die 
zwischen den Funktionen erster Stufe g(u) und bestehende algebraische 
Belation ist:

(4) ‘(u)2= 4p(u) -^PW -9^3

1) Betreffs dieser Integrale gilt folgender Satz: Eine Funktion, welche die 
schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punkte oo, zum Felde hat und sich bei Ver
mehrung von u um 0, und O, bis auf zwei additive Konstante reproduziert, ist 
ein Integral zweiter Gattung. Die Ableitung nach u ist nämlich eine elliptische 
Funktion, und das Integral gehört weder zur ersten Gattung, da der Punkt O0 
nicht zum Felde gehört, noch zur dritten Gattung, da logarithmische Unstetigkeits
punkte nicht auftreten. Siehe übrigens die algebraische Gestalt des Satzes S. 142.

da nun ^(w) zweiwertig und ^'(u) dreiivertig ist, diese Belation aber irre
duzibel ist, so ist jede elliptische Funktion des Körpers in der Gestalt: 

(5) v(u) = B^lu), io\uf)

als rationale Frmktion von g(u) und go’(u) darstellbar.
Was die Integrale zweiter Gattung1) angeht, so wollen wir hinfort 

die Bezeichnung S(u) nur noch für diejenige eindeutige Funktion ge
brauchen, welche von dem in (2) S. 152 aufgestellten Normalintegral 
zweiter Gattung erster Stufe geliefert wird:

Z-t(u).
Wir bezeichnen $(u) auch als Funktion von u als das „Normal

integral zweiter Gattung erster StufeiC und werden übrigens im nächsten
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Paragraphen eine Festsetzung über die untere Grenze des Integrals 
treffen. Der Zusammenhang von mit geht aus der rechten 
Seite der Gleichung (2) S. 152 sofort hervor. Entspricht der unteren 
Grenze go des Integrals der Wert u0 des Argumentes u, so folgt: Das 
Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe §(u) stellt sich in der Funk
tion go(u), wie folgt, dar: w
(6) ^(u) = — l^(ii)du.

Mo
Auch das in (5) S. 153 gegebene Integral dritter Gattung erster 

Stufe nt’Za können wir sofort als Funktion von u umschreiben. Ent
spricht der Stelle t der F, der Wert v des Integrals erster Gattung, so 
folgt als Darstellung jenes Integrals dritter Gattung aus (5) S. 153:

u
12,20  4L du  

" 0g(u)—g(v) 
«0

Übrigens werden wir unten wichtigere Darstellungen für die Elementar- 
integrale dritter Gattung zu besprechen haben.

§ 3. Potenzreihen für die Funktionen g(u), go’(u) und 5(u).
Unter den verschiedenartigen analytischen Darstellungen der ellip

tischen Funktionen go(u), welche man kennt, betrachten wir hier zu
nächst Entwicldungen nach Potenzen von u, welche sich also auf die 
Umgebung der Stelle «6 = 0 beziehen.

Da die Fläche F, bei g=0 einen ihrer Verzweigungspunkte hat 
und diese Stelle der F, als untere Grenze des Integrals u gewählt wurde, 
so fallen umgekehrt die beiden Pole, welche die zweiwertige Funktion 
g(u) im ersten Periodenparallelogramm hat, in der Ecke u zu einem 
Pole zweiter Ordnung zusammen. Beschreibt man in den beiden Blättern 
der F, von der unteren Grenze oc zwei genau übereinander liegende 
Integrationsbahnen für das Integral erster Gattung, so sind die zuge
hörigen Integralwerte stets einander entgegengesetzt. Zu zwei Werten 
u und — u gehören demnach dieselben Werte der eindeutigen Funktion 
g = go(u). Die Funktion g(u) ist eine „geradei: Funktion von u, ivelche 
in jedem Gitterpunkte (gn1G)1 - w2o2) des Parallelogrammnetzes einen Pol 
ziveiter Ordnung hat und übrigens in der Umgebung jeder endlichen Stelle u 
analytisch ist.

Für die Umgebung der Stelle z = oo der Riemannschen Fläche 
gilt die Entwicklung:

« = f d-(1—40,6*-19,0$ 1e 2 z V & -7+
CD
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es trifft demnach lim (u.V)=— 1 und also:z=c
lim (u2 • p(u)) = 1u=0

zu. Nehmen wir diese Angaben mit den allgemeinen Sätzen über die 
Entwicklung einer analytischen Funktion für die Umgebung eines Poles 
in eine Potenzreihe zusammen (vgl. S. 27), so ergibt sich für- go(u) der 
Ansatz:

(u) =1+C+ c,u2 + Cau4 ++;
dabei ist der Konvergenzlcreis dieser Heihe der Kreis mit dem Mittelpunkte 
u dessen Peripherie durch einen am Nullpunkte nächstgelegenen, von 0 
verschiedenen Gitterpunkt (nixcoi — m202) hindurchläuftP)

Zur Bestimmung der Koeffizienten c0, c1} • • • dient nun ein sehr 
einfacher Kunstgriff. Aus (4) S. 198 folgt durch Differentiation nach u:

= 12(u)*-0,.
Trägt man hier rechts und links für 9(u) die in Ansatz gebrachte 
Reihenentwicklung ein, so ergibt die Koeffizientenvergleichung zunächst:

Co - 0, 20c - 92;
für v>1 aber folgt als Rekursionsformel zur Bestimmung von cp.

3c, (v (2v — 1) — 6) = c,c,-2 + CaC,_8 + czc,4 4- - - - - H c,_gC,
Diese Formel versagt nur für v haben wir aber C, auf anderem 
Wege bestimmt, so können wir alle weiteren cv aus ihr berechnen. Zur 
Bestimmung von C, tragen wir die für go(u) angesetzte Reihe rechts und 
links in (4) 8. 198 ein; der Vergleich der Absolutglieder rechts und 
links liefert 28 c2 = g3.

Die in den berechneten Ausdrücken der cv auftretenden numerischen 
Nenner wollen wir in die Primfaktoren zerlegen und leiten übrigens 
aus der Reihe für g(u) durch Differentiation gleich auch die für go’(u) 
ab. Die Potenzreihen der elliptischen Funktion erster Stufe g(u) und go’(u) 
für den schon vorhin festgelegten Konvergenzkreis um 1=0 haben die 
Anfangsglieder:
, o(1)-1++ ,"s w” + a + g . 3-. 6 w‘+ 24 • 6:9 11 a” "I ,

1) Benutzen wir das reduzierte Querschnittsystem, so sind in allen Fällen 
-f- 0, und — 0, am Nullpunkt nächstgelegene Gitterpunkte. Ist das Perioden
parallelogramm ein „Rhombus“, so liegen die Gitterpunkte — 0, ebenso nahe am 
Nullpunkte, im äquianharmonischen Falle auch noch — (0,—0,)=—0,. Wil
kommen später ausführlich hierauf zurück.

~()--3+-+,*+**+,,w+ 2:0 u‘+, 
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wobei die rechts eingefügten Sterne darauf aufmerksam machen sollen, 
daß in der ersten Beihe das Absolutglied und in der zweiten das Glied 
mit der Potenz u~r nicht auftritt.

Wie man sieht, sind die Koeffizienten cr und C, abgesehen von 
numerischen Faktoren mit den beiden ganzen rationalen Invarianten 
zweiter und dritter Dimension g2 und ga der Verzweigungsform identisch. 
Weiter aber liefert mit Rücksicht auf die Entwicklungen von S. 123 die 
Rekursionsformel der cv unmittelbar das Resultat: Per Koefßzient cv 
der Potenz u2v in der Entruicldimg von go(u) ist eine ganze rationale In
variante der Verzweigungsform von der Dimension (y — 1) und läßt sich 
demnach auf Grund des Ansatzes (14) S. 123 als ganze rationale Funktion 
^er 9, 9z auf numerische Faktoren sofort anschreiben.

Die Funktionen go(u), g‘(u) zeigen hier ihren Charakter als ellip
tische Funktionen erster Stufe insofern aufs neue, als die „rationalen“ 
Invarianten die Entwicklungskoeffizienten in (1) zusammensetzen. Wollen 
wir übrigens die Abhängigkeit von g^ und gs in den Symbolen unserer 
Funktionen mit zum Ausdruck bringen, so schreiben wir ausführlicher: 

g(u;93, 98), g‘(u;92,93).
Auf Grund von (6) S. 199 gewinnen wir aus (1) nun auch eine 

Potenzreihe für die eindeutige Funktion ^(u) in der Umgebung von 
u = 0. Hierbei ist es besonders zweckmäßig, über die untere Grenze 
des Normalintegrales zweiter Gattung nunmehr so zu verfügen, daß in 
der sich ergebenden Potenzreihe für ^{u} kein Absolutglied auftritt; §(u) 
wird auf diese Weise eine ungerade Funktion von u. Das nunmehr 
eindeutig bestimmte Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe §(u) ge
stattet in der Umgebung von u die Darstellung:
(2) €(-1 + * - . ,2., w-wGw’-g*-,

deren Konvergenzkreis natürlich wieder der bisherige ist. Der Stern soll 
darauf aufmerksam machen, daß in der Entwicklung dieser ungeraden 
Funktion das Glied mit u1 fehlt. Soll die Abhängigkeit von g^ und gz 
besonders hervorgehoben werden, so bedienen wir uns der Bezeichnung 

(u; 92,93) für das Integral zweiter Gattung erster Stufe.

§ 4. Darstellung der Elementarintegrale in u. Vorläufiges über 
die Additionstheoreme.

Die Beziehung des Elementarintegrales Zt zum Normalintegral 
zweiter Gattung ist in (4) S. 152 aufgestellt. Die Entwicklung von Zt 
in der Umgebung der Stelle t hatte das Anfangsglied z'~x, unter z' die 

dt‘ „normale“ Entwicklungsgröße (s. S. 140) verstanden. Der Faktor “ auf 
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der linken Seite der genannten Gleichung wird hier in neuer Weise 
verständlich. Entspricht nämlich der Stelle t der F, der Punkt v des 

Periodenparallelogramms, so bewirkt jener Faktor, daß dt • Zt als Funk- (L 0t
tion von u in der Umgebung jener Stelle v einfach das Anfangsglied 
(i — v)1 der Potenzreihenentwicklung gewinnt.

Man erkennt nun nach den S. 197 auf die elliptischen Funktionen 
angewandten Überlegungen in §(u—v) ein Integral zweiter Gattung mit 
einem bei v gelegenen Pole1) und zufolge (2) S. 201 mit dem An- 
fangsgliede (u — v)-1 der Entwicklung nach Potenzen von (u — v). 

Somit ist dt • Zf bis auf eine additive Konstante gleich t(u — 7). und dut "
die Gleichung (4) S. 152 ergibt in unseren jetzigen Bezeichnungen, 
wenn uü der Stelle go entspricht:

 t(u  o)  i{uo -1- g202+0,()  +
Wir erkennen hieraus, daß:

§(u — v) — 4- §(v) - g‘(u)—g‘()
2(p(w) — p(v))

einen von u unabhängigen Wert hat, der sich, da das Quadrat dieses 
Ausdrucks in u und v symmetrisch ist, auch als von v unabhängig 
erweist. Zur Berechnung dieses Wertes entwickeln wir den Ausdruck 
etwa nach Potenzen von u, wobei also nur ein einziges Glied, nämlich 
das Absolutglied auftreten darf, das dann eben jenen zu berechnenden
Wert ergibt. Die Rechnung, welche die Reihen (1) und (2) des vo
rigen Paragraphen zu benutzen hat, liefert auf diese Weise den Wert 0 
für die gesuchte von u und v unabhängige Größe. Für das Elementar-
integral zweiter Gattung S(u — v) mit dem Edle v gewinnen wir somit
die Darstellung:

(1) §(u —V)= §(u) —S(v)— g‘(u)—8‘()2(g(u) — tgWY
Nehmen wir einen Zeichenwechsel von v in dieser Gleichung vor, 

so nimmt dieselbe, da $ eine gerade Funktion und go‘ sowie $ ungerade
Funktionen sind, die Gestalt an:

(2) §(u 4- v) = §(u) + $(v) 4- 5‘(w)—5‘(0)2(g(u) — g(v))
und lehrt somit, daß sich $, gebildet für die Summe {u 4- v), in ein
facher Weise rational durch die Funhtionen $, g, g‘, gebildet für die einzelnen 
Summanden u, v, ausdrücken läßt. Wir haben damit das sogenannte 
„Additionstheorem^ für das Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe

1) Siehe auch die Note S. 198. 
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gewonnen, einen ersten Spezialfall einer Reihe wichtiger Theoreme, die 
wir später in einem besonderen Kapitel behandeln werden.

Im Mittelpunkte der algebraischen Entwicklungen zum invarianten 
Aufbau der Elementarintegrale stand die in (10) S. 146 gegebene alge
braische Funktion zweier Flächenpunkte (g, die symmetrisch in 
g und t war und etwa bei festgehaltenem t eine zweiwertige Funktion 
von g mit einem Pole zweiter Ordnung an der Stelle t lieferte. Zufolge 
der vorhin angegebenen Beziehung des Elementarintegrals Z zum Normal
integral §(u) rechnet sich die Gleichung (13) S. 149 in die folgende 
Gestalt um:

u
s(u —v)— s(uo —v)= — j • (2, t) du.

uo
Durch Differentiation nach u finden wir mit Rücksicht auf (6) S. 199 
sofort den Satz: Unsere Funldion ©(z, t) ist in der neuen Bezeichnung 
einfach identisch mit 9 (u — v):

(3) 0(,,0)-(u-v).
Tragen wir den ausführlichen Ausdruck von ^{z,t) unter Benutzung 

der Verzweigungsform erster Stufe ein (vgl. S. 146) und nehmen noch 
einen Zeichenwechsel von v vor, so folgt:

g, ! . (2p(u)p(v)— 4g2)((u)—(v))— gs — g‘(u)p‘(v)
(4) 8° w"t°s 2((u) —,(v))2 "
Hier haben wir das „Additionstheoremil für die Funktion g vor uns und 
erkennen, daß sich auch $ {u - v) in einfacher Art rational durch die 
Funktionen g und go‘ der Summanden u, v darstellt. Eine etwas ein
fachere Gestalt des Theorems (4) ergibt sich aus (2), indem man diese 
Formel einmal nach u und sodann nach v differenziert:

— ^)(u —v)=— g(u) g"(u)
2 (pW—pW)

(p‘(u)—5‘(v))p‘(u)
2 (pW — pW)2

 _LN__ (,  g"(v) _l WzW-pzW)pzW8° t ) 2(pw—pW) t 2(g(u)- pw~)2
Addiert man diese Gleichungen und benutzt die Relation:

— g"(v) = 6(p(w)2. - p(v)2),

so ergibt sich leicht als neue Gestalt des Additionstheorems:

(5) + v) = 1  (")  p().

Behandelt man diese Gleichung genau wie soeben die Gleichung 
(2), so gelangt man leicht auch zu einem Ausdrucke für das Additions
theorem der Funktion pz.

Die gewonnenen Formeln haben übrigens für unsere Entwicklungen 
von S. 189 ff. noch eine sehr bemerkenswerte Bedeutung. Wir lernten 
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damals eine Icontinuierliche Gruppe von ziveifach unendlich vielen Trans
formationen der Riemannschen Fläche F, in sich kennen, welche wir 
mittelst des Integrals erster Gattung in der Gestalt:

u = u F v

dargestellt fanden, unter v einen Parameter verstanden, der die Fläche 
des Periodenparallelogramms zu beschreiben hatte. Hier ist es nun 
offenbar die Bedeutung der Additionstheoreme;

(u +0)= R^^u), g‘(u), (v), g‘(v)), 
p‘(u + v) = R2^(u), &'(u\ o(v), g‘(v)),

daß sie unmittelbar den algebraischen Ausdruck jener Transformationen der 
F2 in sich darstellen.

Um schließlich auch noch die Flementarintegrale dritter Gattung 
zu erledigen, haben wir einfach auf den Ausdruck (14) S. 149 dieser In
tegrale zurückzugehen und denken die damaligen Integrationswege auf 
das Periodenparallelogramm übertragen. Behalten wir für das Integral, 
auch wenn wir nunmehr u als Argument einführen, die Bezeich
nung P bei, so ergibt sich: Pas Elementarintegral dritter Gattung 
P0,V ^it den Grenzen u0 und u und den „Parametern^ vQ und v stellt 

sich mittelst der Funktion g so dar:
u V

(6) P,,0=/(/p(u—v)av)du;
Wo

nach Ausführung der Integration in bezug auf v gewinnt man als Dar
stellung von P, im Integral zweiter Gattung:

u
(7) P,,83 =f(s(u - v) - s(u - vo)) du.uo
§ 5. Darstellung aller elliptischen Funktionen des Körpers durch 

die Funktionen , S, g0,g",...
Nach (5) S. 198 ist jede elliptische Funktion »(u) des vorliegen

den Körpers als rationale Funktion von ^)(u) und go’(u) darstellbar. 
Bei der wirklichen Ausrechnung solcher Darstellungen im Einzelfalle 
kann man sich funktionentheoretischer Schlußweisen bedienen, welche 
sich auf die Eigenschaften der algebraischen Funktionen und der Inte
grale der F, gründen. Wir notieren z. B. den Satz, daß eine elliptische 
Funktion des Körpers, welche im Periodenparallelogramm entweder pol
frei ist oder doch nur einen einzigen Pol erster Ordnung haben „könnte^^ 
notzvendig mit einer Konstanten identisch ist. Wir machen ferner auf 
den Satz aufmerksam, daß eine Funktion, welche entzveder eine Konstante 
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oder ein Integral erster Gattung sein liann, notwendig mit einer Konstante 
identisch ist, wenn sie sich lei Vermehrung von u um O, nicht ändert.

Die Darstellung (5) S. 198 einer einzelnen Funktion »(u) des Kör
pers kann man nun durch. Vermittlung einer anderen, besonders über
sichtlichen Darstellung von 7(u) in $, g, g‘, gewinnen, welche
wir hier besprechen wollen. Statt des bisherigen Integrals §(u) benutzen 
wir hierbei zweckmäßig das „transzendent normierte^ Integral (vgl. darüber 
oben S. 163):
(1) = au,•2
welches zufolge der Legendreschen Relation (6) S. 160 folgenden Be
dingungen genügt:

(2) (u+0,)=(u)_2it, (u0)—(u)
—2

und also insbesondere bei Vermehrung von u um 0, unverändert bleibt.
Die darzustellende Funktion »(u) habe nun an der Stelle v des 

Periodenparallelogramms einen Pol vter Ordnung, und zwar gelte für 
die Umgebung desselben die Entwicklung:

v(u) = c_„(u — v)-‘ + C-r + ÄU — v)-‘+1 4- - -
4- c_t (u — v)- 1+co-c(u — v)+.

In der gleichen Umgebung gelten die Darstellungen:K(u - ®) -.1, +, (u-1)- cle +%(-1)+,
-- % (u-v)- (- 1y (=0 +6+6(u-0)+,

wobei wichtig ist, daß in jeder Reihe nur ein einziges Glied mit nega
tivem Exponenten auftritt. Wir können daraufhin leicht ein Aggregat:
(3) Äj(u —v)+ B(u — v) + C^)'(u — v) + D"(u —v)+...
bilden, dessen Entwicklung nach Potenzen von (u — v) in den v ersten 
Gliedern mit der Reihe für w(u) genau übereinstimmt; man hat zu setzen:

A=C-1, B=C_2, C = 1c_3, D=1c_a
Einen von v verschiedenen Pol hat übrigens das Aggregat im Perioden
parallelogramm nicht. Zieht man dieses Aggregat also von v(u) ab, so 
bleibt die Differenz im Punkte v analytisch und wird übrigens nur 
wieder die sonstigen Pole von 3(u), und keine weiteren, aufweisen.

Man wolle nun für jeden dieser übrigen im Periodenparallelogramm 
gelegenen Pole ein entsprechendes Aggregat abziehen und gelangt schließ
lich zu einer Differenz, welche im Parallelogramm überall polfrei (ana
lytisch) ist. Wegen der ersten Glieder in den Aggregaten (3) scheint 
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zunächst noch die Möglichkeit zu bestehen, daß diese Differenz ein 
Integral und dann natürlich ein solches erster Gattung ist. Aber die 
Differenz ändert sich zufolge (2) bei Vermehrung von u um 0, nicht 
und ist deshalb mit einer Konstanten Ao identisch. Die elliptisclie 
Funktion w(u) des vorliegenden Körpers läßt sich demnach durch das 
transzendent normierte Integral zweiter Gattung, die ^-Funktion und ihre 
Ableitungen in der Gestalt:
(4) 7(u)=A—S{ A^(u - + Bk<p(u — vß) + Ck^)\u -vß) + • • •} 

k
dar stellen, wobei sich die Summe auf die verschiedenen im Periodenparalle
logramm gelegenen Pole von »(u) bezieht!)

Bei Vermehrung von u um 0. ändert sich das erste Glied des 
einzelnen Aggregates in (4) rechts zufolge (2) um

2in .------ A,.O2 "
Da v(u) selbst indessen bei Vermehrung des u um 0. unverändert 
bleibt, so folgt: Die auf die gesamten im Periodenparallelogramm ge
legenen Pole von 3(u) bezogene Summe der Koeffizienten Ak verschwindet: 
(5) 24, = 0.

Dieser Satz läßt sich auch unmittelbar auf Grund des an (3) S. 38 
angeschlossenen allgemeinen Residuensatzes beweisen, wie späterhin noch 
näher auszuführen ist. Im übrigen erkennen wir in Gleichung (5) 
einfach den S. 141 aufgestellten Satz wieder, daß die Summe der Residuen 
aller logarithmischen Unstetigkeitspunkte des Integrals:

verschwindet, wobei sich die Sprechweise „aller Unstetigkeitspunkte" 
natürlich der F, entsprechend nur auf ein einzelnes Periodenparallelo
gramm bezieht.

Zufolge (5) können wir übrigens in (4), ohne den Charakter dieser 
Gleichung zu ändern, auch wieder das ursprüngliche § statt des tran
szendent normierten Integrals $ einführen. Es ergibt sich einfach: 
(6) ^(u) =A‘+S{ Ak^u - v,) + Bk^)(u - v,) 4- Ck^\u - vk) + • • •}, 

k
wobei die Konstante A‘ gegeben ist durch:

1) In algebraischer Gestalt findet man die gleiche Überlegung S. 151 zur 
Aufstellung des allgemeinsten elliptischen Integrals der F, angewandt. Übrigens 
erkennt man in der Gleichung (4) ein Analogon der Partialbruchzerlegung (1) S. 61 
einer rationalen Funktion.
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Will man nun von hieraus die rationale Darstellung von tp(u) in 
&{u)} g‘(u) gewinnen, so hat man zunächst die aus (4) S. 198 durch 
Differentiation entspringenden Gleichungen:

= 6(u)2— 292, p"(u) = 12 ()‘(), • •
zu benutzen, welche alle höheren Ableitungen g"(u), go"‘(u), ••• als 
rationale ganze Funktion von g(u) und g‘(u) darstellen. Die alsdann 
noch bleibenden Ausdrücke:

(u— ‘(u—V,)
sind hierauf weiter auf Grund der Additionstheoreme (1)f. des vorigen 
Paragraphen durch g(w), ^(w), g‘(u) auszudrücken, wobei sich zufolge 
(5) die mit ^(u) behafteten Glieder in der Summe gerade aufheben. 
Das Ergebnis ist die Darstellung von p(u) in der Gestalt (5) S. 198 
als rationale Funktion vom go(u) und go’(u).

§ 6. Die ganze transzendente Funktion 5 (u; g,, g3).
Wir haben jetzt die Aufmerksamkeit auf die Existenz einer ge

wissen ganzen transzendenten Funktion von u zu lenken, die in dem 
Gesamtsystem aller im Anschluß an die F2 betrachteten Funktionen 
als das einfachste Element zu betrachten ist.

Durch Integration von §(u) erhält man eine unendlich vieldeutige 
Funktion:

(1)

die in den Gitterpunkten des Parallelogrammnetzes (m.0, 4- m,02) 
logarithmische Unstetigkeitspunkte hat, in der Umgebung jedes anderen 
endlichen Punktes u indessen analytisch ist. In der Umgebung des 
Gitterpunktes (m.00, — m202) ist das Integral (1) zufolge der Gleichung:

§(u) =§(u— m,0, — m202) + m171 + m2"2
und der Reihenentwicklung (2) S. 201, abgesehen von einer daselbst analy
tischen Funktion, gleich log(u—m0,— m202). Demnach wird die 
Exponentialfunktion des Integrales (1):
(2) ef^)du

in den Gitterpunkten und also in der ganzen endlichen u-Ebene wieder 
überall analytisch; sie ist also in jedem endlichen Bereiche der u-Ebene eine 
eindeutige, endliche und analytische Fwiktion von u. Die Funktion (2) ist 
weiter durch die Eigenschaft ausgezeichnet, daß sie in jedem G-itterpunkte 
einen Nullpunkt erster Ordnung hat und in jedem anderen endlichen 
Funkte u von 0 verschieden ist-, es handelt sich hier also um eine ganze 
transzendente Funktion von u.
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In (1) blieb die untere Grenze noch unbestimmt, so daß unsere 
ganze Funktion (2) nur erst bis auf einen konstanten Faktor bestimmt 
ist. Wir wollen nun die hier noch erforderliche Festsetzung so treffen, daß: 

lim (u-1 • = 1u
gilt. Dies erreichen wir in der Art, daß wir zunächst das Integral 
aufs teilen: u

j (5(u)—)du,
0

welches übrigens zufolge (2) S. 201 in der Umgebung des Nullpunktes 
die Entwicklung gestattet:

u
  (3) 2..5 w - 23.26.7 “  - 21.202, .7 «6 8

0

 929s______ , ,1025. 3 52.7.11 ■ ■ ■■
Das Integral (1) gestalten wir alsdann einfach zu folgendem bestimmten 
Integrale aus: u

log u + I (s(u) — ) du. 
o

Die nunmehr eindeutig bestimmte Exponentialfunktion dieses Integrals 
ist die von Weierstraß eingeführte und von ihm durch O(u) bezeich
nete game transzendente Funktion: u

J(s(u)—-1)du
(4) 5 (w) = u • e0 ,

weiche weiterhin die mannigfachste Verwendung finden wird; sie ist 
eine ungerade Funktion von u, die (wie oben schon bemerkt) in jedem 
Gritterpunkte einen Nullpunkt erster Ordnung hat, aber sonst fwr jedes 
endliche u von 0 verschieden ist.

Tragen wir die in (3) rechts stehende Reihe als Argument in die 
Exponentialreihe ein und setzen den Faktor u hinzu, so ergibt sich als 
Potenzreihe für die ^-Funktion: 

  (5) "2"" •
Die rechnerische Herstellung dieser Reihe aus der Reihe (3) bezieht 
sich natürlich auf die Umgebung des Nullpunktes u = 0. Die Reihe (5) 
selbst ist jedoch „beständig konvergent11, da G(u) eine ganze transzendente 
Funktion ist. Durch den Stern auf der rechten Seite von (5) soll hervor
gehoben werden, daß das Glied mit der Potenz u in der Potenzreihe 
von G(u) ausfällt.
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Wollen wir die Abhängigkeit der Funktion O(u) von den Inva
rianten g^, zum Ausdruck bringen, so bezeichnen wir die Funktion 
durch das Symbol O(u; g2, g^. Wir werden späterhin eine partielle 
Differentialgleichung aufstellen, welche diese Funktion in bezug auf 
ihre drei Argumente u, g^ g^ befriedigt. Aus dieser Differentialgleichung 
läßt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten der 
Potenzreihe (5) ableiten. Man findet auf diesem Wege in der S. 117 
genannten Schrift von H. A. Schwarz die Koeffizienten der Potenzreihe 
(5) der Funktion O(u) bis zur Potenz u35 einschließlich wirklich berechnet.

Wir haben endlich das Verhalten der Funktion G(u) bei Vermehrung 
von u um Perioden festzustellen. Aus der Definition von 6(u) ergibt 
sich unmittelbar folgende Darstellung des Integrals zweiter G-attung §(u) 
durch die (5-Funktion:
(6) -(u)_dlog65(u)_0‘().
V 7 7 du O(u)

Aus (4) S. 196 folgt demnach, wenn k einer der beiden Indizes 1 oder 
2 ist:

‘(u— G‘(u) . 
6(u+c, - 6(1) +

Durch Integration und Herstellung der Exponentialfunktion des Ergeb
nisses findet man:

6 (u + co,) = c • e"“ • 5 (u),

unter c eine von 4t unabhängige Größe verstanden. Tragen wir u — 10, 
ein und berücksichtigen, daß 5 (ii) eine ungerade Funktion ist und 

(10,) nicht verschwindet, so erhält man:
Vk

c-e
woraus sich c sofort ergibt: Bei Vermehrung von u um Perioden zeigt 
die Funktion (5(u) das Verhalten:
(7) 6(u+0,)--e"(*°)6(u), 6(u+0,)--e*t*1*)5(w), 

ändert sich also um die multiplikative Exponentialfunktion des Integrals 
erster Gattung:

0+10,+zi.
Übrigens zeigt man von (7) aus durch den Schluß der vollständigen 
Induktion mit Hilfe der Legendreschen Relation (6) S. 160 leicht die 
für beliebige ganze Zahlen m1; m^ gültige Regel:

N / m, co, + m, wAm 11 + ma 12 I I u +------------  - z x/ N 2 (u).
Aus der Funktion G(u) stellt man einfach in der Gestalt O(u—v) 

eine ganze transzendente Funktion von u her, welche an der beliebig 
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 14 
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vorzusclweibenden Stelle v des Periodenparallelogramms ihren Nullpunkt 
erster Ordnung hat und dann natürlich auch in den mit v äquivalenten 
Punkten des Parallelogrammnetzes verschwindet. Man kann diese Funk
tion selbstverständlich auch im Anschluß an das Integral zweiter Gattung 
durch:

u
J(5(u-0)-u1o)au

(9) 5 (u — v) = (u — v) • e"
erklären; bei Vermehrung von u um 0, ändert sie sich um den Faktor:

(10) _ er‘^u - • + 1 ek^u -"+}*)+* \

Übertragen wir die Funktionswerte G(u—v) auf die Riemannsche 
Fläche F2, wo dem Werte v die Stelle t entspreche, so ergibt sich eine 
auf der F2 überall analytische, etwa durch zu bezeichnende Funk
tion, welche nur einen einzigen an der Stelle t gelegenen Nullpunht erster 
Ordnung hat, sonst aber überall endlich und von 0 verschieden ist. Bei 
Fortsetzung über den geschlossenen Weg Qk geht diese Funktion in 
sich selbst, multipliziert mit der JExponentialfunktion eines Integrals erster 
Gattung über:
(11) E‘(w,0,**")-"E(e,).

Nach Weierstraß, der Funktionen dieser Art zuerst betrachtete1), be
zeichnen wir E{z,t} als eine „Primfunldion“ der Fläche F22); sie ist auf 
der F2 unendlich vieldeutig, ihr Feld F. ist mit dem der Funktion u 
identisch.

1) Siehe den in Weierstraß „Werken“, Bd. 2, S. 235 veröffentlichten Brief 
an Schwarz vom 3. Oktober 1875; die Bezeichnung E ist diesem Briefe entlehnt.

2) Bei der Produktdarstellung der algebraischen Funktionen der F, (siehe 
darüber die Entwicklungen des nächsten Paragraphen) spielt E(z, t) dieselbe Rolle 
wie die „Primzahlen“ bei der Zerlegung der rationalen Zahlen.

Wir hätten die Primfunktion E(z,t') auch bereits bei der algebraischen 
Behandlung der F, (vgl. S. 145 ff.) einführen können und wollen hier nach
träglich eine invariante Darstellung derselben auf der F2 angeben. Zu 
diesem Zwecke leiten wir aus (9) die Gleichung ab:

u uo
/ — -----—)du- I ((u — v)- - — )du(u—%) _ u—V e:b “° • uo—v

Faßt man die Integrale rechter Hand zusammen und ändert die zunächst 
von u0 über v nach u laufende Integrationsbahn in der Art unter Fest
haltung von u0 und u ein wenig ab, daß sie nicht mehr durch v hin-
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durchläuft, so darf man die Differenz (S(u — v) — (u — v) 1) gliedweise 
integrieren und findet:

2
I cfu — v)du(u—v)--- :---------- — p Mo

^^0 — ^

Hieraus geht, wenn wir neben v noch eine Stelle Vo einführen, 
u 

/ ((u—v)— i (u — vo) jd u

5 (uo — v)G(u — vo)
hervor, wo jetzt zufolge (7) S. 204 rechts im Exponenten unser Inte
gral PXuo gewonnen ist. Notieren wir hier also gleich als ein zunächst 
• °2 ‘O • •
beiläufiges Ergebnis: Das Elementarintegral dritter Gattung PV,00 hängt 
mit der <5-Funktion so zusammen:

/. AN pu,Mo  (u—v)6(u—V)" ) 2,5 6(w0 — —v,)
Man lasse nun die Stelle u unendlich nahe an v und uo ebenso an

Vo heranrücken; wir haben dann zu setzen:

u=V- dv, u0 = Vo — dvo
und gewinnen aus den Eigenschaften der O-Funktion:

O(u — v) = Q^dv) = dv, G(uo — v0) = 6(dv) = dvQ,
O(uo —v) O(vo —v)=—G(v— V0), O(u— vo) = 0(v — vo).

Gleichung (12) nimmt hiernach die Gestalt an:
o+dv, v0 + dv0 dv ■ dvn ePv, •o = — 7- - - .(O(v— Vo))

Da die Bezeichnung u jetzt frei geworden ist, wollen wir weiterhin 
u statt v schreiben, um den Index 0 bei vo fortlassen zu können. Lösen 
wir die letzte Gleichung nach Q(u—v) auf, so ergibt sich:

6(u—v)=V-dudveP,," "°t".
Wir brauchen jetzt nur noch diese Gleichung auf die Fläche F, zu 

übertragen, wobei wir das Integral dritter Gattungin seiner ursprünglichen 
invarianten Darstellungsform wieder einzuführen haben. So gewinnen 
wir als invariante Darstellung der Primfunktion und damit der (j-Funktion 
auf der Piemannschen Fläche F, durch das Elementarintegral dritter 
Gattung:
(13) 6(u — v) - E(z,f) -V — duzdut- e~pZ^tdz,t+dt.

Diese von Klein aufgestellte Gleichung ist um so wichtiger, als sich 
gezeigt hat, daß sie für Riemannsche Flächen beliebigen Geschlechtes p 
verallgemeinerungsfähig ist. Sie behält dabei ihre rechtsseitige Gestalt 

14* 
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vollständig bei; nur hat man sich bei der Herstellung des „überall end
lichen Differentials“ sobald p > 1 ist, an Stelle von g homogener 
Variabein g, &, wie oben (S. 119 ff.) zu bedienen. An Stelle der „Funk
tion“ E(g,t) tritt alsdann für p > 1 die von Klein mit 9(81,22; t,) 
bezeichnete „Primform11 S)

1) Siehe Klein, „Über hyperelliptische Sigmafunktionen“, Math. Ann. Bd. 27 
(1886), S. 431 (insbes. § 12), „Zur Theorie der Abelschen Funktionen“, Math. Ann. 
Bd. 36 (1889), S. Iff. Man vgl. auch „Modulfunktionen“, Bd. 2 S. 502 ff.

2) Natürlich müssen wir, wie oben (S. 195), von zwei homologen Punkten der 
Gegenseiten wieder nur einen als zum Parallelogramm gehörig ansehen; wir rechnen 
etwa die beiden von 0 nach 0, und O, ziehenden Seiten zum Parallelogramm, wo 
dann die gegenüberliegenden Seiten den Nachbarparallelogrammen angehören.

3) Wir erinnern daran, daß, wenn von den m Punkten, in denen ^(u) irgend
einen vorgeschriebenen komplexen Wert o annimmt, etwa v Punkte bei u0 koin- 
zidieren, diese Stelle bei Abbildung des Periodenparallelogramms auf eine m-blättrige 
Fläche über der -Ebene einen ^-blättrigen Verzweigungspunkt liefert.

§ 7. Darstellung' der elliptischen Funktionen durch die 6-Funktion.
Aus der oben gegebenen Erklärung der Funktion O(u) fließen um

gekehrt die Darstellungen:

(1) E()-955"0, •(w)--%5", •‘()--425"
des Integrals zweiter Gattung und der Funktionen g(u), g‘(u), von 
denen wir die erste bereits oben (S. 209) zu nennen hatten. Auch die 
JDarstellung des JElementarintegrales dritter Gattung durch die Funk
tion O(u):
(9 pu, uo_1 (u—v)G(u.—v)-4 " °o ° 6 (uo — v} 6 (u — vo)
ist eine unmittelbare Folge der Gleichung (12) S. 211; das hier dar
gestellte Integral gestattet, wie man sieht, „Vertauschung der Argumente 
und ParameteV (vgl. S. 150 und 163).

Hierüber hinaus können wir für jede beliebige elliptische Funktion 7 (u) 
des vorgelegten Körpers eine Produktdarstellung mittels der G-Funktion 
aufbauen, welche auf der Eigenschaft dieser letzteren Funktion als 
„Primfunktion“ beruht. Die Funktion (u) sei m-wertig, und es mögen 
ihre m Nullpunkte im ersten Periodenparallelogramm1 2) bei V1, V2, ..., vm 
gelegen sein, ihre m Pole bei ein Nullpunkt oder Pol
höherer als erster Ordnung muß hierbei so oft aufgeführt sein, als seine 
Ordnung erfordert.3)

Die in Aussicht genommene Darstellung von v(u) könnten wir leicht 
auf Grund der Sätze von § 5, S. 204ff., gewinnen, doch ist mit Rücksicht 
auf die Entwicklungen des nächsten Paragraphen folgende selbständige 
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Überlegung vorzuziehen: Man bilde, den Nullpunkten und Polen von 
7(u) entsprechend, den nachfolgenden Quotienten zweier m-gliedriger 
6-Produkte:(3 (—%,)-(— V2) (u— Um).- / — • O(u — — wm)
Die hierdurch gegebene eindeutige Funktion von u stimmt, was Lage 
und Ordnung der Nullpunkte und Pole angeht, genau mit (u) über
ein, so daß das Produkt von und dem reziproken Werte des Aus
drucks (3) eine in der ganzen endlichen u-Ebene endliche, nichtver
schwindende analytische Funktion ist. Demnach ist auch noch der natür
liche Logarithmus dieses Produktes in der ganzen endlichen u-Ebene 
analytisch und eindeutig.1) Bei Vermehrung von u um 0, nimmt aber 
unser Produkt zufolge (7) S. 209 den von u unabhängigen Faktor an: 

en,(01 + Va + ’ • ' + Om - W - W-------wn^).

1) Die Funktion log z hat nach S. 52 ff. eben nur z = 0 und z — co zu singu
lären, und zwar wesentlich singulären Punkten und erweist sich nur bei Umläufen 
um diese Punkte als mehrdeutig.

2) Siehe die Note S. 198 in sinngemäßer Übertragung auf die Integrale erster 
Gattung.

Jener Logarithmus ändert sich also bei Zunahme von u um ok um 
einen von u unabhängigen additiven Betrag und erweist sich demnach 
als ein Integral erster Gattung.2) Hieraus ergibt sich, daß unsere Funk
tion in folgender Art darstellbar sein muß:

_ C . PAu (u—v,)(u (u — Vm)‘ (u—w,)6(u—w2)-.(u—wmy
unter A und C Konstante verstanden.

C bleibt notwendig unbestimmt, solange wir nur erst die Null
punkte und Pole von »(u) geben. Dagegen ist A aus der Bedingung 
bestimmbar, daß bei Vermehrung des Argumentes u sowohl um 
0. als O, unverändert bleiben muß. Diese Forderung liefert die beiden 
Gleichungen: eAck-*(01+‘2+—+Om-W1-Ua — Wm) — 1,
welche, unter m. und m2 zwei ganze Zahlen verstanden, auch so ge
schrieben werden können:

(4) /A0,-" (,++----- -W,-W- - - - - - - Wn) = + 2mg*i,
| — 72 (0,+0++ vm — w, — w,----- wm) = - 2m, sti.

Wir wollen diese beiden Gleichungen zunächst zur Elimination der 
beiden ersten Glieder Ac1, Ac, verbinden und gewinnen so mit Be
nutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160:

(5) •+0-+Vm—W,—Wa------- wm = 0, + m20,.
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Hierdurch ist die höchst wichtige Tatsache aufgedeckt, daß die Null
punkte v und Pole w unserer elliptischen Funktion »(u) nicht, wie z. B. 
die Nullpunkte und Pole einer rationalen Funktion, völlig frei beweglich 
sind, sondern jedenfalls durch „eine“ Pelation, eben die Gleichung (5) mit 
zwei ganzen Zahlen m^, m aneinander gebunden sind. Umgekehrt liefert 
uns für die hier vorgelegte Funktion die Gleichung (5) die besonderen 
ihr zugehörigen ganzen Zahlen m^, m,.

Kombinieren wir jetzt die Gleichungen (4) zur Elimination der 
Glieder mit 7., m, so folgt unter erneuter Anwendung der Legendreschen 
Relation (6) S. 160:

A = m,m+ m2%2.
Unsere m-wertige elliptische Funktion 3 (u), für deren Nullpunkte und Pole 
die Pelation (5) mit zivei ganzen Zahlen mv m^ gültig ist, läßt sich in fol
gender Art als Quotient ztveier m-gliedrigen (5-Produkte dar stellen1')’.

1) Wie die Darstellung (6) S. 206 der Partialbruchzerlegung (1) S. 61 der ratio
nalen Funktion gegenüberstand, so entspricht die jetzige Darstellung (6) von n(u) 
der Linearfaktorenzerlegung der rationalen Funktionen (vgl. (2) S. 62 und (3) S. 46).

2) So benannt nach Jacotis Vorschlag; s. Abel, „Memoire sur une proprit 
generale d’une classe trs-tendue de fonctions transcendantes (verfaßt 1826), 
Oeuvres completes de N. H. Abel, Christiania (1881), Bd. 1 S. 145.

(6) 11,M  C ■ gm,n+m,h)u [(u—0,)5(u—1,).6(u—0,)
‘ • ' (5(u — wß(5(u—w2)-(u—wm)

Übrigens erkennt man leicht, daß auch die Umkehrung gilt: Sind zwei 
Punktsysteme des Periodenpardllelogramms v,, .. .,vm und w17 w2, ..., wm 
irgendwie so gewählt, daß die Gleichung (5) mit ganzzahligen mv m2 gilt, 
so gewinnt man in (6) stets eine zugehörige elliptische Funktion, deren 
Wertigkeit < m ist. Wir haben hierbei der Möglichkeit, daß die Wertig
keit < m ist, Raum gegeben, um die Fälle, daß Nullstellen v mit Polen 
w zum Zusammenfall und damit zum gegenseitigen Fortheben kommen, 
nicht auszuschließen.

Die Gleichung (5) bringt das „Abelsche Theorem“2) für das ellip
tische Integral erster Gattung zum Ausdruck und soll weiterhin unter 
dieser Benennung zitiert werden. Die Bedeutung dieser Formel und der 
in ihr auftretenden ganzen Zahlen mr, m^ wird durch folgende Betrach
tung aufgeklärt. Wir wollen die m-blättrige Riemannsche Fläche Fm 
über der -Ebene einführen, auf welche das Periodenparallelogramm 
durch die Funktion 7(u) abgebildet wird. Auch umgekehrt wollen wir 
uns sogleich wieder die F, auf alle Periodenparallelogramme unseres 
Netzes abgebildet denken, wo dann im einzelnen Parallelogramme ge
rade m Bilder der „/-Ebene" als nebeneinander gelagerte Bereiche Platz 
finden. Die Bilder solcher Blätter der Fläche Fm, welche vom Quer
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schnittsystem durchzogen sind, reichen dabei vom einzelnen Parallelo
gramm in benachbarte Parallelogramme hinein. Beschränken wir uns 
auf das einzelne Parallelogramm, so erscheinen die Bilder jener beson
deren Blätter den Schnitten entsprechend zerstückt.

Ist nun »o irgendein endlicher komplexer Wert, so mögen die 
Nullpunkte von (w(u)—30), etwa im ersten Parallelogramm, bei ut, 

um hegen. Einer Änderung von • um dy mögen die Änderungen 
der Nullpunkte um dur, du2, . . ., dum entsprechen. Da die Pole ihre 
Stellen u behalten haben, so gilt eine Gleichung (5) mit ganzen Zahlen 
m1, ma, sowohl wenn wir die vk durch die uk ersetzen, als auch wenn 
wir die Werte (uk — du^ an Stelle der vk eintragen. Hiernach ist die 
Summe {dztx — du2 — . . . - du,) selber eine ganzzahlige Kombination 
(m‘ 0, - m‘ 02) der Perioden. Da aber jene Summe unendlich klein 
ist, so folgt m1 = 0, m‘ = 0, und also gilt: 

(7) du^ -f- du^ — • • • — = 0.
Wir wollen dies Ergebnis zunächst auf der Fm weiter verfolgen 

und beschreiben von den m übereinander liegenden Stellen » m kon
gruente Integrationsbahnen in den m Blättern bis zu einem beliebigen 
Systeme von m übereinander liegenden Endpunkten 3; diese m Wege 
dürfen abgesehen davon, daß sie genau übereinander verlaufen sollen, 
beliebig gewählt werden und insbesondere auch irgendwie über Quer
schnitte hinwegschreiten. Dann folgt aus (7) durch Integration über 
die gewählten Bahnen: m v
(8) 2Jdu,=0k=1Wo
als Ausdruck des Abelschen Theorems, wobei duk das Differential des 
Integrals erster Gattung im kten Blatte ist.

Nun setze man insbesondere 7=0 und 3 = 0. Für die m An
fangswerte des Integrals dürfen wir die obigen W1, W2, . . ., wm benutzen. 
Die Integrationsbahnen werden dann, dem Werte =0 der oberen 
Grenze entsprechend, zu Endwerten v‘, v‘, . . ., vm führen, welche zu
folge (8) mit den Anfangs werten durch die Relation:

m
2(,—w,)=0 k=1

verbunden sind. Hier liegen dann aber keineswegs alle Endwerte vk not
wendig auch im ersten Parallelogramm; denn die m Integrationswege 
können ja irgendwie die Querschnitte überschritten haben. Wir können 
vielmehr nur aussagen, daß die vk in ihrer Gesamtheit ein mit den vk 
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äquivalentes Punktsystem im Parallelogrammnetz darstellen. Es existiert 
also eine Gleichung: m2(v, ~vk) = miai + k=1
mit ganzen Zahlen m2, deren Addition zur letzten Gleichung uns 
dann in der Tat zur obigen Relation (5) zurückführt.

Übrigens ist hiernach einleuchtend, daß wir die Nullpunkte vk und 
Pole Wk von 3(u), sofern sie nicht alle dem gleichen Parallelogramm 
anzugehören brauchen, immer so wählen können, daß die Gleichung:

m

(9) 2 (vk — Wk) = 0k=1
unmittelbar gültig ist. Dann tritt an Stelle von (6) die noch etwas ein
fachere Darstellung unserer Funktion ^(u):

,,(,N _ — v,) — Um)(io) "S- (u — w,)(u—w2)-(u — Wm)
Als Beispiele für diese Gleichung betrachten wir die Darstellungen 

von (u) und Die beiden Pole der zweiwertigen Funktion o(u) 
fallen bei u= 0 zusammen. Ein Nullpunkt uo ist der im Innern des spitz
winkligen Dreiecks der Fig. 37, S. 171 sichtbare Scheitelpunkt des Win
kels genauere Angaben über seine Lage lassen sich allgemein nicht 
machen.1) Jedenfalls dürfen wir aber als zweiten Nullpunkt — uo ge
brauchen und befriedigen damit die Relation (9). In der zugehörigen 
Darstellung (10) haben wir dann C so zu bestimmen, daß die aus (1) 
S. 200 folgende Bedingung:

lim (u2g(u)) = 1 
u = o

erfüllt ist. Wir erhalten so:

Die drei Pole der Funktion g‘(u) fallen wieder bei u zusam
men. Ihre drei Nullpunkte entsprechen den endlichen Verzweigungs
punkten e,, e,, e, und sind also im Periodenparallelogramm bei 101,102, 
1(0.- c,) gelegen. Man wird leicht die Richtigkeit der nachfolgenden

1) In den Spezialfällen g, und g, liegen die Verhältnisse jedoch sehr 
einfach. Im äquianharmonischen Falle (vgl. Fig. 37, S. 171, wo jetzt das damalige 
Kurvenviereck geradlinig wird) können wir — 1(0, — 02) als Nullpunkte der g- 
Funktion heranziehen; im harmonischen Falle (vgl. Fig. 38 und 40, S. 173) koin- 
zidieren die Nullpunkte von im Mittelpunkte des Periodenquadrates.
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Übrigens merken wir bei dieser Gelegenheit die aus unseren früheren 
Entwicklungen (S. 166ff.) sich unmittelbar ergebenden Gleichungen an:
/ , A. (0. \ (0,\ (0,\
(13) 0(2)- 61 8° (2) - e2, 8° (2) = 6s-

Schließlich wollen wir noch — g(v)) der Darstellung (10) 
unterwerfen. Die Pole dieser zweiwertigen „Funktion von u" liegen 
wieder bei u vereint, und als Nullpunkte können wir einfach v 
und — v benutzen. Wir gelangen zur Darstellung:

(14) p(w)_p(j__G(u+0(u,1).

§ 8. Die elliptischen Funktionen der zweiten und dritten Art.
Von Ch. Her mite1) ist eine Erweiterung des Begriffs der ellip

tischen Funktionen eingeführt, welche wir im Anschluß an unsere Sprech
weise so erklären können: Eine Funktion a(u), deren Feld die scliliclite 
u-Ebene, abgesehen rom Punkte co ist, heißt eine elliptische Funktion 
zweiter Art, falls sie bei Vermehrung von u um ak in sich selbst, mul
tipliziert mit einem von u unabhängigen Faktor 2,, übergeht:

1) S. die Abhandlungenreihe„Sur quelques applications des fonctions elliptiques" 
in den Pariser Comptes Rendus, Bd. 85—94 (1877—82) oder Ch. Hermite, „Oeuvres“, 
publ. par E. Picard, 3 Bde. (Paris, 1905ff.), Bd. 3, S. 266 f.

2) Die Faktoren 2in sind zur Vereinfachung späterer Rechnungen in die
Exponenten aufgenommen.

(1) ^(u + 01) = 27(u), ^(u — 02) = 227(u).
Die bisherigen elliptischen Funktionen werden demgegenüber als 

solche von der ersten Art bezeichnet. Übrigens werden diese letzteren 
von den elliptischen Funktionen zweiter Art mit umfaßt, insofern in 
(1) die besonderen Faktoren R1 = 1, 2,=1 nicht ausgeschlossen sind.

Hieran schließt sich weiter die folgende Erklärung: Eine Funktion 
»(u), deren Feld die schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punkte co ist, 
heißt eine elliptische Funktion dritter Art, falls sie bei Vermehrung von 
u um 0, in sich selbst, multipliziert mit der Exponentialfunktion eines 
Integrals erster Gattung, übergeht:
(2) v(u—c,)=e2iz(4u+")*(u), v(u + c2)=e2iz(u+*)+(u).
Es ist einleuchtend, daß diese Art sowohl die Funktionen zweiter als 
diejenigen erster Art in sich begreift.2)

Zu den Funktionen dritter Art gehört insbesondere die Funktion G(u). 
Inwieweit im übrigen für das von unserer F, gelieferte Parallelogramm
netz bei willkührlich gewählten Faktoren bzw. Koeffizienten gk, vk 
zugehörige Funktionen existieren, ist gleich näher festzustellen.
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Zwei Funktionen gleicher Art, welche bei Vermehrung von u um 
0, einen und denselben Faktor annehmen, bezeichnet man als „gleich- 
ändrig^. Einleuchtend sind dann folgende Sätze: Der Quotient zweier 
gleidiändrigen elliptischen Funktionen ist stets eine elliptische Funktion 
erster Art; alle mit einer gegebenen Funktion zweiter oder dritter Art • (u) 
gleichändrigen Funktionen gewinnen wir durch Multiplikation von w(u) mit 
den gesamten Funktionen erster Art.

Es ist nun leicht einzusehen, daß wir in den elliptischen Funktionen 
zweiter und dritter Art wesentlich neue Funktionen keineswegs zu er
blicken haben. Eine einzelne Funktion 7(u) kann nämlich, da sie im 
Periodenparellelogramm frei von wesentlich singulären Punkten ist, 

ebenda nur endlich viele, etwa m Nullpunkte erster Ordnung haben, 
desgleichen nur endlich viele, etwa n Pole erster Ordnung. Mögen die 
ersteren bei V., vm, die letzteren bei wt, w2, .. ., wn gelegen
sein, wobei wir etwaige Nullpunkte oder Pole höherer Ordnung wie 
oben (S. 212) wieder in der Weise berücksichtigen wollen, daß wir die 
betreffenden Stellen v bzw. w der Ordnung entsprechend mehrfach 
aufführen.

Nun folgt aus den Bedingungen (1) bzw. (2) sofort, daß die vor
gelegte Funktion ik(u) in den übrigen Parallelogrammen des Netzes 
an den mit den v und w äquivalenten Stellen ihre Nullpunkte und 
Pole besitzt. Es wird demnach der aus der O-Funktion aufgebaute 
Ausdruck:
/QN 6(u—v1)(u — —vm)
N°- 5 (w — wp(5(ii — w,) • • • 6 (u — w,)
eine eindeutige Funktion von u darstellen, welche genau in derselben 
Weise verschwindet und unendlich wird wie 7(u). Das Produkt von 
»(u) und dem reziproken Werte des Ausdrucks (3) ist demnach eine 
in der endlichen u-Ebene überall eindeutige endliche und von 0 ver
schiedene Funktion. Der natürliche Logarithmus dieser Funktion ist 
also eine in der ganzen endlichen u- Ebene eindeutige analytische 
und damit polfreie Funktion, und dasselbe wird demnach auch von der 
nach u genommenen Ableitung dieses Logarithmus gelten.

Aber das Produkt von p(u) und dem reziproken Werte von (3) 
verhält sich zufolge (1) bzw. (2) sowie (7) S. 209 bei Vermehrung von 
u um 0, wie eine elliptische Funktion dritter Art.1) Demnach wird 
die eben erwähnte Ableitung des Logarithmus bei Vermehrung von u 
um 0, sich bis auf eine additive Konstante reproduzieren und stellt 
also notwendig ein Integral erster Gattung dar. Durch Integration und

1) Man beachte, daß die dritte Art die Funktionen der beiden ersten Arten 
mit umfaßt.
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Übergang zur Exponentialfunktion ergibt sich daraus unmittelbar der 
Satz: Die elliptische Funktion ge eiter oder dritter Art 7(u) läßt sich 
mittels des Integrals erster Gattung und der ^-Funktion in der Gestalt 
dar stellen: .1, (,_.Aw+Bu. (u—v,)(u—V)-:(u—Vm).

(5(u—w,)6(u—w2).6(u—
Aber auch umgekehrt ist einleuchtend, daß jeder solche Ausdruck 

(4) mit irgendwie geivählten Konstanten A, B, C, Nullpunkten v und Polen 
w eine elliptische Funktion einer der drei Arten darstellt. Dies ergibt sich 
aus der Bauart der rechten Seite von (4) mit Rücksicht auf das Ver
halten der G-Funktion bei Vermehrung von u um o,.

Wir denken nun in (1) bzw. (2) das rechts stehende Faktoren
system willkürlich gewählt und fragen, ob wir in (4) über die Null
punkte und Pole sowie die Konstanten A und B so verfügen können, 
daß wir eine Funktion dieses Faktorensystems gewinnen. Bei der fol
genden Betrachtung können wir die Funktionen zweiter Art zunächst 
denen der dritten Art unterordnen; sie entsprechen einfach den Werten 
u1=0, u,= 0 der beiden Koeffizienten u. Übrigens schreiben wir zur 
Abkürzung:

(5) 0,+ V2+- - - - +Vm=V, w,+ W24- - - - - +w,= W.
Das Verhalten des in (4) rechts stehenden Ausdrucks bei Ver

mehrung von u um Perioden folgt aus (7) S. 209. Damit den Relationen 
(2) genügt wird, müssen die Gleichungen bestehen:

(6) 24o1-(m — n)1=2inu, 2Ao—(m—n)7=2inu2, 
Ao[ — Bco1 —(V— W) —(m—n)(10,-ni)=2inv-2 7t i,
A 02 Bgj^ — ( V— W) n, + (m — n) (1 720, + 7t i) = 2 i 7t V2 — 2 T i,

unter und m, zwei ganze Zahlen verstanden. Die beiden letzten 
Gleichungen lassen sich mittelst der beiden Gleichungen (6) in die fol
genden Gestalten umrechnen:

B,— (V— W)n = 2inv — irtPiCOi — (m — n) Tti + 2maxi, 
Bgo^— (F— W)7,= 2inv — inu20, — (m — n^Tti — ^m-iTti.

Liegt nun die zweite Art vor, so ist u. =u,= 0. Die beiden Glei
chungen (6) für A und (m — n) haben die Determinante:

2(0,72- = 4ix,
so daß jetzt A = 0 und m = n gilt. Die Gleichungen (7) kürzen sich 
unter Einführung der Multiplikatoren 2, A, auf:

Bai — (F— W) = log 2, + 2m,ni,
Bo, —(V_ W) % = log 2, — 2nii7ti
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und ergeben für B und (V—W):
p । n, log?,— n, log?,5 = m1 91 + 92 - - "gar '(R 4’-\°) ,,, t o,log2,— O,log2,VVg* +On W1—W- - - - - Wm= O1 + 02— - 2in " •
Ist m so sind die Faktoren 2., R, durch die Relation:

0, log A2 — 0, log 2,= 2in (m 0. - m2 02)
aneinander gebunden und also nicht frei wählbar; in diesem Falle 
reduziert sich 7(u) auf die Exponentialfunktion eines Integrals erster 
Gattung. Schließen wir diesen Fall aus, so folgt: Für willkürlich ge- 
rvähltes Faktorensystem R, R, und beliebig vorgeschriebene Anzahl m > 0 
gibt es zugehörige elliptische Funktionen zweiter Art; dieselben haben all
gemein die Gestalt:
(9 (_g.Bu 6(u—0,)(u—V,)...6 (u - Um) u 5 (u— —w^---(5(u — wmy
weisen also im Periodenparallelogramm ebenso viele Nullpunkte wie Pole 
auf. B hat die in (8) angegebene Bedeutung; mx, m^ ergeben sich aus 
der zweiten Gleichung (8), welche eine dem Abelschen Theorem (5) S. 213 
entsprechende Beziehung zwischen den Nullpunkten und Polen von »(u) 
darstellt.

Handelt es sich weiter um eine Funktion dritter Art, die nicht schon 
der ersten oder zweiten Art angehört, so verschwinden die Koeffizienten

u2 jedenfalls nicht beide. Die Lösung der Gleichungen (6) liefert nun:

(10) A=—1(mua—%2M), m—n=0,u2—C2u,-

Hieraus folgt zunächst: Die Koeffizienten u1, u, sind nicht unabhängig 
voneinander wählbar; vielmehr muß (0.u,— O,u1) eine ganze Zahl seint 
die wir (auch wenn sie gleich 0 oder negativ ist) als die „Ordnung^ der 
elliptischen Funktion dritter Art bezeichnen, und die den Überschuß der 
Anzahl m der Nullpunkte von »(u) über die Anzahl n der Pole im Perio
denparallelogramm darstellt.

Weiter ergibt die Auflösung der Gleichungen (7) für B und (F— W):

B = m^ + m2^ - (m,Vg - 972%,) -
+ 2(m — n)( — 92),

v,— V,-- - - - f - - - - - - Wn = m, 0, + ma 02
~ (0,V2— ~ 20,02(u1—U2) + 2(m — n)(0,— 002).

Ist die aus der zweiten Gleichung (10) zu bestimmende Ordnung 
gleich 0, und setzt man m =0, n = O, so folgt als eine weitere ein
schränkende Bedingung für die u, v:

0,V2 — 02V1 + 10,0,(u — u2) = miai + 
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und es reduziert sich -^(u) auf die Exponentialfunktion einer ganzen 
Funktion zweiten Grades von u. Schließen wir diesen Fall aus, so folgt: 
Sind die u., u, v1,v, auf c^e schon formulierte Bedingung der u,, u, 
gewählt, so gibt es für jede Auswahl zweier nicht-negativen (und nicht 
zugleich verschwindenden) ganzen Zahlen m, n, deren Differenz die durch 
u., u, festgelegte „Ordnung“ ist, zugehörige elliptische Funktionen dritter 
Art. Für deren im Feriodenparallelogramm gelegenen Nullpunkte und 
Pole gilt die dem Abelschen Theorem (5) S. 213 entsprechende zweite Re- 
lation (11), tvelche zugleich die ganzen Zahlen mx, m2 festlegt; mit ihnen 
baut sich B in Gestalt der ersten Gleichung (11) auf, während A durch 
(10) gegeben ist.

Die elliptischen Funktionen dritter Art von der Ordnung 0 sind 
übrigens mit den Funktionen der zweiten Art nahe verwandt und können 
durch Zusatz von Exponentialfaktoren zu Funktionen zweiter Art gemacht 
werden. Ist nämlich m = n, so folgt aus der zweiten Gleichung (10):

H1—H2.
0, 02

Nennen wir den gemeinsamen Wert dieser Quotienten abkürzend r, so 
ergibt sich leicht: Eine elliptische Funktion dritter Art 7(u) der Ordnung 0 
liefert in der Gestalt:
(12) %.(u) = e-^^^igfu)
eine solche der zweiten Art von den Faktoren:

2. = A, =
Soll eine unserer Funktionen ^(u) polfrei sein und weder mit 

einer Konstanten noch mit der Exponentialfunktion eines Integrals erster 
Gattung identisch sein, so muß sie der dritten Art angehören undhatdie Gestalt: 
(13) ipfu) = Ce41+Bu . (u  v,) 6(u O(u  Um);
wir bezeichnen sie kurz als eine „ganze elliptische Funktion mter Ord
nung“.^ Die zweite Gleichung (11) lautet jetzt:

(14) 0, + V, - - - - - +Um=m0,+ mg 0,
— (0^ — C2%,) — 10,02 (u, - U2) + 2 m^ — 02), 

wie denn auch übrigens in den Gleichungen (10) und (11) einfach 
n = 0 einzutragen ist.

Mit Rücksicht auf die gleich folgende Untersuchung erinnern wir, 
die Funktion (13) betreffend, nochmals an folgende Verhältnisse. Sind 

v,(u) = C • eA^ + B^u 6(u — v,) Q(u 0m),
%a (u) = C2 • eA^+B^u (5(u — wf) (5{u — w^ • • • 6 (u - wm)

1) Auch andere Benennungen, wie z. B. die der „Jacobischen Funktionen“, 
kommen vor.
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irgend zwei gleichändrige ganze elliptische Funktionen mter Ordnung, 
so mögen für die erste Funktion m‘, m‘ die beiden ganzen in (14) 
rechts auftretenden Zahlen sein, für die zweite aber m", Wegen 
der Gleichändrigkeit ergeben die Gleichungen (10) und (11):

A = A2, B,—B= (mi “ m") 9 + (m, — m,) %•
Setzen wir also abkürzend:

m‘ — m" = m,, m‘ — m" = 11= C,2
so folgt für den Quotienten (u) unserer beiden Funktionen, der eine 
elliptische Funktion erster Art ist:

(15) +(u) _(_c. e(m,mn+m,w) . [(u-1,0(u-0)0(—0,)P - P ‘ O(u — wjö(u—W2)*•O(u—wni)

mit der aus (14) hervorgehenden Bedingung:

V,— VH- HVm — W1 — W, — ■ ■ ■ — Wm = m,001 4- m,02.
Wir sind hier also genau zur Darstellung (6) S. 214 der elliptischen 
Funktionen erster Art durch die G-Funktion zurückgeführt. Umgeliehrt 
gewinnen wir durch Multiplikation der besonderen ganzen elliptischen Funk
tion mter Ordnung i^2(u) mit allen möglichen m-wertigen Funktionen erster 
Art 7(u) der Pole wt, W,, . . ., wm in der Gestalt ib^u) • w(u) die ge
samten mit .(u) gleichändrigen ganzen elliptischen Funktionen mter 
Ordnung.

§ 9. Anzahltheorem über elliptische Funktionen mit gegebenen 
Polen nebst Folgerungen.

Das Abelsche Theorem (5) S. 213 deckt uns ein eigentümliches 
Gesetz auf, welches die elliptischen Funktionen, d. i. diejenigen der er
sten Art beherrscht. Sind etwa die Pole, deren Gesamtzahl m sei, im 
Periodenparallelogramm festgelegt, so sind die m Nullpunkte nicht mehr 
völlig frei wählbar, vielmehr ist, wenn (m — 1) unter diesen Nullpunkten 
beliebig gewählt sind, der mte auf Grund der Gleichung:

(1) vm = m^ + m^ -------- + Wm — V, — V2- - - - - - Om-

im Periodenparallelogramm eindeutig mitbestimmt. 1)
Die gleiche Eigenschaft haftet natürlich den algebraischen Funk

tionen der F2 an, wie schon S. 214 ff. ausgeführt wurde. Ist v(u) = w(z) 
eine m-wertige algebraische Funktion der F2, so möge dieselbe den 
speziellen komplexen Wert »o in den m Stellen zv Za, ... , zm und den

1) Schreiben wir einen dieser Bedingung nicht genügenden mten Nullpunkt 
vor, so ist eben nur erst eine elliptische Funktion zweiter Art mit diesen Null
punkten und Polen angebbar.
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Wert • in den Stellen z‘, z‘, g" annehmen. Die Gleichung (8) S. 215 
ergibt dann, für die F, umgeschrieben:

m zk
2 fda - 0,
k=1 2,k

wobei die Integrationswege und damit die Zuordnung der Punkte g‘ zu 
den Punkten ^.dadurch vorgezeichnet sind, daß die Wege auf der m-blättrigen 
Riemannschen Fläche Früher der »-Ebene kongruente übereinanderliegende 
Kurven von » nach sein müssen (vgl. S. 215). Wir wollen beiläufig be
merken, daß wir die letzte Gleichung auch in allgemeiner Art aufbauen 
dürfen. Erstlich dürfen wir jede einzelne Integrationskurve unter Fest
haltung ihrer Endpunkte stetig ändern, auch irgendwelche Perioden
wege einhängen, wobei dann freilich das Integral sich um entsprechende 
Multipla von 0. und co2 ändert. Andererseits gilt:

woraus man leicht den Schluß zieht, daß man die oberen Grenzen der 
Integrale g‘ irgendwie den unteren zu ordnen darf. Das Abelsche Theo
rem nimmt alsdann die Gestalt an:

m 2’
(2) 2 J du = m, ++ m,0,,

k=1 2, k
wobei die m Punkte g‘, in denen unsere m-wertige algebraische Funktion 
den Wert 7 annimmt, den m Punkten g, in denen die Funktion gleich 
vo wird, irgendwie zugeordnet sind, die Integrationswege zwischen zwei 
zugeordneten Punkten zk beliebig wählbar sind und mr, m, zwei dieser 
Wahl entsprechende ganze Zahlen bedeuten.

Was aber das Wesentliche ist, so kommt eben durch diese Gleichung 
(2) auch wieder zum Ausdruck, daß nach Auswahl des Stellensystems 
zv z2,. . ., zm das zweite System z'v z^, .. *, zm an die Bedingung (2) ge
knüpft ist, der zufolge eine unter diesen Stellen mit den (m — 1) übrigen 
bereits eindeutig bestimmt ist.

Dieses Sach Verhältnis ist den algebraischen Funktionen auf einer 
Riemannschen Fläche der Geschlechtes p = 0 fremd. Wählen wir zur 
Darstellung dieser Funktionen eine einwertige z unter ihnen (vgl. S. 94) 
und legen wir damit eine F. zugrunde (d. h. die schlichte g-Ebene), 
so werden jene algebraischen Funktionen als rationale Funktionen B{z) 
von z darstellbar. Hier dürfen wir in der Tat für eine m-wertige Funk
tion Pi(P) die m Pole und m Nullpunkte völlig willkürlich und unab
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hängig voneinander ivälilen, wodurch alsdann R() bis auf einen kon
stanten Faktor bestimmt ist (vgl. S. 61f).

In anderer Gestalt ist uns die hier betrachtete Eigenschaft der 
elliptischen Funktionen (erster Art) bereits S. 205ff. begegnet. Da im 
Ausdruck (6) S. 214 einer m-wertigen Funktion mit vorgeschriebenen 
Polen w,, W,, . . . , wm neben (m — 1) willkürlich wählbaren Nullstellen1) 
auch noch der Faktor C als endliche Konstante willkürlich wählbar ist, 
so existieren m-fach unendlich viele Funktionen v(u) mit vorgegebenen 
m Polen.2) Dies ist nun gerade die Tatsache, welche in der Darstellung 
(6) S. 206 von (u) unmittelbar zum Ausdruck kommt, insofern die 
zunächst in der Anzahl (m - 1) auftretenden Koeffizienten Ao, Ak, JBk, . . . 
zufolge der damaligen Relation (5) S. 206 sich auf m willkürlich wähl
bare komplexe Koeffizienten reduzieren.

1) Wir erinnern hier gleich daran, daß auch Koinzidenzen von Nullpunkten 
mit Polen eintreten dürfen, wo alsdann eine entsprechende Herabminderung der 
Wertigkeit eintritt. Es handelt sich also im Texte um alle Funktionen, welche 
keine anderen Pole haben als die w,, W,, .. . ,w,.

2) Als „einfach-unendlich“ gilt bei dieser Sprechweise der Wertbereich einer 
komplexen Variabelen.

Wir wollen die vorliegenden Verhältnisse in Gestalt eines Anzahl- 
theorems charakterisieren, das uns in der aufzustellenden Gestalt später 
gute Dienste leisten wird. In der Formel (6) S. 206 ist der Möglich
keit der Koinzidenz der Pole explizite Rechnung getragen. Fallen die 
m Pole an den v verschiedenen Stellen wv W2, irgendwie zu
sammen, so können wir, indem wir gleich auf die Relation (5) S. 206 
Rücksicht nehmen, irgendeine der zugehörigen Funktionen 7(u) in der 
nachfolgenden Gestalt darstellen:

V— 1 V

(3) v(u)=A +2A,(s(u — w,) — — w„) +2(Bp(u — w,) +
* = 1 k = 1

ck^)\u — wo + Dk&'\u — wa) + ...).
Zugleich können wir die jetzt noch restierenden m Koeffizienten Ao, A., 

A,_1, JBk, Ck, • • • ganz willkürlich wählen und gewinnen dann jedes
mal eine zugehörige Funktion v(u) mit den vorgeschriebenen m Polen. 
Diese Pole dürfen sich dabei sehr wohl zum Teil, ja sogar vollständig 
gegen Nullpunkte der dargestellten Funktion p(u) fortheben; im Ex
tremfalle, wo sich alle Pole fortheben, ist nur Ao von 0 verschieden, 
dagegen alle übrigen Koeffizienten gleich 0, so daß y(u) mit der Kon
stanten Ao identisch ist.

Gemäß der hiermit festgelegten Auffassung haben wir zum Ge
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samtsystem aller Funktionen v(u) mit den m vorgeschriebenen Polen 
insbesondere auch die m Funktion:
(4) 1, — — (u — Wr), . . §(u — Wy-r) — §(u — w,),

go(u — 1a), g‘(u — Wk), . .
welche den einzelnen m Gliedern in (3) rechter Hand entsprechen, als 
zugehörig anzusehen. Diese Funktionen haben die wichtige Eigenschaft, 
ein System von m „linear-zmabhängigena Funktionen darzustellen. Hier
durch soll zum Ausdruck kommen, daß zwischen den m Funktionen (4) 
keine lineare Relation:

V - 1 v
A, ’1 +2 A,(§(u — —(u- w„)) +2 (B,(u — w) H- - - ) = 0

k = 1 k=1
mit nicht durchgängig verschwindenden Koeffizienten identisch, d. i. 
unabhängig von u, bestehen kann. Die Richtigkeit dieser Behauptung 
zeigt man sofort, indem man die Existenz einer solchen identischen 
Gleichung annimmt und die auf der linken Seite der Gleichung gegebene, 
mit 0 identische Funktion in der Umgebung der Stelle wk in eine 
Reihe nach Potenzen von (u — Wz) entwickelt. Die Potenzen mit 
negativen Exponenten werden dabei mit Koeffizienten behaftet auf
treten, die von den JBi, Ck,... nur um nichtverschwindende nu- 7 •/7•/

merische Faktoren abweichen (vgl. S. 200ff.). Da aber die dargestellte 
Funktion mit 0 identisch ist, so treten solche Glieder überhaupt nicht 
auf, und also sind die Ak, Bk, Ck, . . . für alle k = 1, 2, . . ., v notwendig 
gleich 0. Dann aber verschwindet zufolge der letzten Gleichung auch 
noch Ao.

Unmittelbar einleuchtend ist nun nach den obigen Entwicklungen 
weiter folgende Aussage: In den m linear-unabhängigen besonderen Funk
tionen (4) unseres Gesamtsystems aller Funktionen v(u) mit den vor ge
schriebenen m Polen wv ..., wm ist jede andere Funktion dieses Systems 
linear und homogen mit konstanten Koeffizienten (nämlich eben in der Ge
stalt (3p darstellbar; und umgekehrt ist jede solche lineare und homogene 
Verbindung der Funldionen (4) auch eine Funktion unseres Systems.

Mittelst einiger Sätze der Determinantentheorie können wir diesem 
Ergebnis eine noch etwas allgemeinere Gestalt verleihen. Sind 3.(u), 
32(u), . . ., vm(u) irgendwelche m unter unseren Funktionen, so gelte 
für iji(u) die Darstellung:

V - 1 V

(5) ^i(u) = A§) +2 ((u — Wj) — ^{u — w,) +2 (BP(u — w,) + •••)•
k = 1 k=1

Da die Funktionen (4) linear-unabhängig sind, so folgt aus den frag
lichen Determinantensätzen: Die m Funktionen »,(u), »,n(u)

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 15 
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sind stets und nur dann linear-unabhängig, wenn die Determinante der 
m2 Koeffizienten A,B, ... einen nichtverschwindenden Wert hat. Es ergibt 
sich zugleich die Möglichkeit, aus dem Gesamtsystem unserer Funktionen 
^{u) mit vorgegebenen m Polen auf unendlich viele verschiedene Arten 
ein System linear-unabhängiger Funktionen auszuwählen.

Haben wir irgendein solches System gewählt, so können wir die 
zugehörigen m Gleichungen (5) nach den unter (4) genannten Funktionen 
auflösen und damit diese insbesondere als lineare-homogene Verbin
dungen der vi(u) darstellen. Damit kann man dann aber die gewählten 
ibiftd) überhaupt für die Darstellung aller Funktionen 7 fid) unseres Systems 
heranziehen. Wir sind damit zu dem in Aussicht genommenen „Anzahl
theorem“ hingelangt: Unter allen elliptischen Fiinktionen (erster Art) mit 
m vorgegebenen Polen kann man auf unendlich viele Arten m linear-un
abhängige Funktionen ^(u), 72(u), .. ., 7m(u) auswählen, in denen jede 
weitere solche Funktion in der Gestalt:

(6) v(u) = c,v(u) ++ c^fii) ++ cni-ilfm(u)

linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellbar ist; und um
gekehrt ist natürlich jeder solche Ausdruck mit irgendwie gewählten m end
lichen komplexen Konstanten eine der in Fede stehenden Funktionen, wo- 
durch die m-fach unendliche Mannigfaltigkeit unseres Funktionssystems 
wieder zum Ausdruck gelangt.

Denjenigen Teil dieses Satzes, der sich auf die Darstellung der 
Funktionen »(u) bezieht, kann man auch so aussprechen: Zzvischen je 
(m + 1) Funktionen •o(u), ^(u), ..., ipmlu) mit vorgegebenen m Polen 
besteht stets eine lineare Relation:

(7) covo(u) + c,v(u) + ' ' ' + Cmvm(u) = 0
mit nicht durchgängig verschivindenden Koeffizienten identisch. Entweder 
sind nämlich bereits die ^^u), 7a(u), . . ., m(u) „linear-abhängig“, oder 
sie sind zur Darstellung von ih^u) in der Gestalt (6) geeignet, woraus 
dann eben eine Relation (7) mit c0 = — 1 folgt.

Der gewonnene Satz gilt entprechend für die algebraischen Funk
tionen der Fläche F, mit vorgegebenen Polen. Um die Bedeutung des 
Satzes hervorzuheben, weisen wir nochmals auf die entsprechend bei einer 
Fläche des Geschlechtes p = 0 vorliegenden Verhältnisse hin. Zur Dar
stellung der algebraischen Funktionen benutzen wir, wie schon vorhin be
merkt wurde, eine F,, so daß alle Funktionen mit m vorgegebenen 

Polen in der Gestalt:
p,  c—c,z—c,22—.HCmzm" 9^

darstellbar sind, unter g(g) die bestimmte ganze Funktion verstanden,
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deren Nullpunkte die vorgeschriebenen Pole sind.1) Die Koeffizienten 
Co, cv . . cm bleiben hier frei wählbar; genau wie oben folgt jetzt das 
„Anzahltheorem", daß auf einer Fläche des Greschlechtes 0 bei m vorge
gebenen Polen (m — 1) linear-unabhängige zugehörige Funktionen angegeben 
werden können, in denen dann alle weiteren linear und homogen darstell
bar sind. Übrigens sind beide Sätze Spezialfälle des sogenannten „Rie- 
mann-Pochschen Satzes11, welcher auf einer Fläche beliebigen Geschlechtes p 
die Anzahl linear-unabhängiger Funktionen mit m vorgegebenen Polen 
festlegt.2)

1) Es bedarf kaum des Hinweises darauf, daß, wenn den Grad m nicht 
erreicht, ein oder mehrere Pole bei 2= Co liegen; damit g^z) eindeutig bestimmt 
ist, denken wir den Koeffizienten des höchsten Gliedes gleich 1 gesetzt.

2) S. Roch, „Über die Anzahl der willkürlichen Konstanten in algebraischen 
Funktionen“, Journ. f. Math., Bd. 64 (1865), S. 372.

Auf Grund der Schlußbetrachtung von § 8 (S. 222) wollen wir noch 
eine Folgerung aus dem Anzahltheorem auf die ganzen elliptischen Funk
tionen (dritter Art) mter Ordnung aussprechen. Wie wir daselbst sahen, 
gewinnen wir gerade genau alle mit:
(8) *o(u) = C • e4w°+Bu 6(u — wf) O(u — Wf) • • • O(u — Wm)
gleichändrigen ganzen elliptischen Funktionen mter Ordnung, wenn wir 
diese besondere Funktion mit den gesamten m-wertigen elliptischen 
Funktionen (erster Art) der Pole wv w2, . . ., wm multiplizieren. Sind 
nun unter den letzteren Funktionen 7.(u), V2(u), m(u) irgend m 
linear-unabhängige, so ist jede weitere in ihnen linear und homogen dar
stellbar, so daß wir alle mit der Funktion (8) gleichändrigen ganzen 
Funktionen mter Ordnung in der Gestalt:

c,vo(u)#,(u) + cavo(u)7z(u) ++ Cmvo(u)%m(u)
gewinnen. Offenbar stellen die m Produkte:

va(u) = vo(u)Va(u)
m besondere mit der Funktion (8) gleichändrige ganze elliptische Funk
tionen mter Ordnung dar, die voneinander linear-unabhängig sind. Wir 
gelangen also zu der Folgerung: Unter allen gleichändrigen ganzen ellip
tischen Funktionen (dritter Art) der Ordnung m kann man auf unendlich 
viele Arten m linear-unabhängige 7(u), i)2(u),..., m(u) aussuchen, in 
denen dann alle tueiteren in der Gestalt:

(9) ^(u) = C^iu) + c.2^(u) + • • • +

homogen und linear mit konstanten Koeffizienten darstellbar sind. Einen 
Teil dieses Theorems können wir auch in die Aussage kleiden: Zwischen 
je (m — 1) gleichändrigen ganzen elliptischen Funktionen (dritter Art)

15*
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mter Ordnung besteht notwendig eine lineare Relation mit nicht durchgängig 
verschwindenden Koeffizienten identisch.

Der zuletzt gewonnene Satz ist auch unter dem Namen des „Satzes 
von Hermite11 oder des „Hermiteschen Prinzipsil bekannt und mag auch 
späterhin unter dieser Benennung zitiert werden. Der Satz tritt bei 
Hermite in einem Briefe an Jacobi vom August 1844 auf1 2); er steht 
daselbst natürlich außer Zusammenhang mit den hier vorausgeschickten 
allgemeinen funktionentheoretischen Erwägungen, ist auch zunächst nur 
ausgesprochen für gewisse spezielle Funktionen von der Art, wie sie 
hier allgemein als ganze elliptische Funktionen mter Ordnung bezeich
net sind. Das Beweismittel sind Fouriersche Reihen der fraglichen Funk
tionen, auf die wir später ausführlich zu sprechen kommen. Übrigens 
besteht Grund zu der Annahme, daß der nach Hermite benannte Satz 
bereits im Jahre 1800 Gauß bekannt gewesen sein muß.2)

1) S. Jacobis „Werke“, Bd. 2 S. 96 oder Hermites „Werke“, Bd. 1 S. 18.
2) S. darüber P. Günther, „Die Untersuchungen von Gauß in der Theorie 

der elliptischen Funktionen“, Gott. Nachr. von 1894 S. 102 und L. Schlesinger, 
„Über Gauß’ Arbeiten zur Funktionentheorie“, Gott. Nachr. von 1912, Beiheft S. 44.

Viertes Kapitel.

Die eindeutigen doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe.
Nächst der Eindeutigkeit ist die doppelte Periodizität die wichtigste 

Eigenschaft der elliptischen Funktionen. Es ist möglich und oftmals 
durchgeführt, die Darstellung der ganzen Theorie an den Begriff der 
„eindeutigen doppeltperiodischen Funktion" einer Variabelen anzuknüpfen. 
Wie sich alsdann der Aufbau der Theorie gestaltet, soll im vorliegenden 
Kapitel dargestellt werden.

Diese Entwicklung ist für uns noch nach anderer Richtung hin von 
grundsätzlicher Bedeutung. Wir haben oben (S. 137 ff.) erkannt, daß der 
einzelne Körper algebraischer Funktionen des Geschlechtes p = 1 ein
deutig durch den Wert der absoluten Invariante J charakterisiert werden 
kann, und daß andererseits zu jedem beliebigen endlichen komplexen 
Werte J ein bestimmter Körper gehört. Späterhin (S. 180) fanden wir, 
daß sich noch in einer anderen Art eine „Maßgröße“ oder ein „Modul“ 
für den einzelnen Körper algebraischer und damit elliptischer Funk
tionen angeben läßt; ein solcher Modul war nämlich der Quotient co der 
reduzierten Perioden 0,, 00, des Integrals erster Gattung. Dem einzelnen 
Körper gehört ein eindeutig bestimmter endlicher komplexer Wert 0 
mit positivem imaginären Bestandteile zu, und es lag der Bildpunkt 
dieses Wertes o in dem in Fig. 43, S. 179 dargestellten „Doppeldreieck“.
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Hier entsteht nun die Frage, ob wir J und damit den Funktionen
körper so wählen können, daß wir irgendeinen beliebig vorgeschriebenen 
endlichen Bildpunkt 0 des fraglichen Doppeldreiecks wirklich erreichen. 
Die Entwicklungen des vorliegenden Kapitels werden diese Frage be
jahend beantworten. Damit werden wir aber zugleich die Problemstellung 
für das nächste Kapitel gewinnen, in dem die sich hier ergebende Be
ziehung zwischen J und co weiter aufzuklären ist.

§ 1. Die Substitutionsgruppe I‘(u) der doppeltperiodischen 
Funktionen.

Unter Vorbehalt einer genaueren Erklärung verstehen wir unter 
(u) eine eindeutige analytische Funktion, welche die beiden endlichen 

von 0 verschiedenen Perioden 01,0, hat:

(1) v(u + 0,) = v(u), v(u + 002) = (u).
Diese Funktion wird dann auch unverändert bleiben, wenn wir ihr Argu
ment um (m, 0, - m202) vermehren:

(2) v(u+ m 0, + ma 02) = % (u),
unter m.,m2 irgendein Paar ganzer Zahlen1) verstanden.

1) Wir erinnern daran, daß wir bei der Bezeichnung „ganze Zahl“ (ohne 
Zusatz) stets die Zahl 0 und die negativen ganzen Zahlen einbegreifen wollen.

Die gesamten, allen Paaren ganzer Zahlen m1, m, entsprechenden 
Substitutionen:
(3) u‘=u- m10. - m20,
bilden eine „Gruppe“ von Translationen, die wir als die „Substitutions
gruppe der doppeltperiodiscben Funktionenli benennen und durch oder,, 
wenn kein Mißverständnis zu befürchten ist, kurz durch r bezeichnen 
wollen. Für die einzelnen Substitutionen der Gruppe r und ihre Kom
binierung nehmen wir die symbolischen Bezeichnungen von S. 127 wieder 
auf. Sind S und S' irgend zwei Substitutionen unserer Gruppe, so gilt 
hier das Gesetz:

S‘S=S.S‘,
was bei den S. 126 ff. besprochenen Gruppen endlicher Ordnung keineswegs 
allgemein galt; man sagt, irgend zwei Substitutionen der Gruppe r seien 
miteinander vertausclibar. Werden die beiden in (1) zur Geltung kommen
den Substitutionen durch Sx und S2 bezeichnet, so läßt sich die belie
bige Substitution (3) der Gruppe durch:

S = Sm • Sym
darstellen: man sagt dieserhalb, S1} S, bilden ein System von erzeugenden 
Substitutionen der Gruppe r. Bei dieser Auffassung denken wir mit Sx 
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und S, die zu ihnen inversen Substitutionen S.1, S,1 sogleich mit- 
gegeben.

Irgend zwei endliche Punkte der u-Ebene, von denen der eine in 
den anderen durch eine Substitution S von r (und also der zweite in 
den ersten durch S-1) transformiert wird, sollen ^eßüglich der Gruppe I 
äquivalent“ heißen. Es ist dies derselbe Äquivalenzbegrif, mit dem wir 
oben (S. 180f.) arbeiteten, insofern ja in je zwei äquivalenten Punkten 
die Funktion v(u) gleiche Werte haben muß.

Die im vorigen Kapitel auftretenden Perioden 0,, 0, lieferten einen 

Periodenquotienten 0 = —, der eine endliche, nicht-reelle Zahl war. Daß O2
der imaginäre Bestandteil von co positiv war, konnte dann nötigenfalls 
durch Zeichenwechsel der einen Periode stets erreicht werden. An der 
letzteren Verabredung werden wir auch hier festhalten, falls der Quotient 0 
der beiden jetzt vorgelegten Perioden gov 0), nicht reell ist. Im übrigen ist von 
vornherein durchaus nicht abzusehen, ob nicht auch der Fall eines reellen 
Periodenquotienten co zu brauchbaren Ergebnissen zu führen vermag. Wir 
werden demselben demnach hier eine besondere Voruntersuchung widmen.

Ist co reell, so können wir nötigenfalls durch Zeichenwechsel von 0, 
auch co > 0 als erfüllt ansehen. Da 01 = 02 auszuschließen ist (was auf 
„einfachperiodische“ Funktionen führen würde), so verstehen wir etwa 
unter 01 diejenige unter beiden Perioden, welche den größeren Betrag 
hat. Alle mit u äquivalenten Punkte, die wir jetzt durch:

(4) mcox + n co 2
bezeichnen wollen, liegen auf der Geraden G der u-Ebene durch die 
Punkte 0, Q2, go^ Sie liefern, wie man sofort sieht, ein System von Werten u, 
das sich gegenüber Addition und Subtraktion reproduziert; es folgt dies 
unmittelbar aus der Ganzzahligkeit von m und n.

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem unter den 
von 0 verschiedenen Werten (4) ein Wert 0=m.0,- n002 von kleinstem 
Betrage ; co^ \ angebbar ist oder nicht. Im ersten Falle findet sich zwischen 
den beiden mit 0 äquivalenten Punkten (m co1nco2) und:mo, - no, - 0. = (m - 171^(0^ — (n - Uq^co^

kein weiterer mit 0 äquivalenter Punkt; denn wäre (pn cot — n coein 
solcher, so würde man sofort:

| (pn' — nt)cor — {n —n)0,<0o
erkennen und hätte in O. nicht den mit 0 äquivalenten Punkt von 
kleinstem Betrage. Man erkennt hieraus sofort, daß jetzt die gesamten 
mit u = 0 äquivalenten Punkte durch:

(5) 0, + 00, — 200, — 300,...
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gegeben sind. Unter diesen finden sich insbesondere die Punkte u = 0, 
und u wir können also 01=000 und 0,=q00 setzen, wobei p 
und q zwei ganze Zahlen sind. Da übrigens:

m,0, 4- n00, = (mop fi- noQ)Oo = Oo
ist und also die Gleichung:
(6) mop + noq^}

gilt, so folgt aus der Ganzzahligkeit von mo und 90, daß p und q rela
tive Primzahlen sind. G-egenwärtig ist also o rational, und zwar gleich

dem Bruch o=., 
q 7 der sich nicht weiter heben läßt.

Nehmen wir umgekehrt co als rational gegeben an und schreiben

etwa sofort wieder co gleich einem irreduzibelen Bruche q, wo p und q 

als positive ganze Zahlen vorausgesetzt werden dürfen, so gelangen wir 
leicht wieder zur Existenz eines mit 0 äquivalenten Punktes (m00,- 002) 
von kleinstem Betrage. Man kann nämlich für jede ganze Zahl m die 
zweite ganze Zahl n in einer und nur einer Weise so bestimmen, daß:
(7) 0<m0.- n0, | < 0,
gilt und also der Punkt (m0.— 902) dem Intervall der Geraden G 
zwischen den Punkten 0 und c, angehört, unter Einschluß des End- 2 • / 

40
punktes 0 und Ausschluß des Endpunktes <o2. Da aber zufolge co = q 
offenbar:

(m — q)o, — (n — p)a2 = m^ — na3

gilt, so reduzieren sich diese (allen ganzen Zahlen m entsprechenden) 
unendlich vielen dem fraglichen Intervall angehörenden Punkte auf nur 
endlich viele, insofern wir ja bereits alle verschiedenen Punkte gewinnen, 
wenn wir m auf die q Werte m = 0,1,2,..q — 1 beschränken. Es gibt 
also unter diesen Punkten einen am Nullpunkte u — 0 nächst gelegenen 
co0, womit wir unseren obigen Ansatz wieder gewonnen haben.

Im vorliegenden Falle lassen sich die gesamten Substitutionen der 
Gruppe F auf die Gestalt:

u = u — Ig)q, l = 0, — 1, — 2, ...

bringen, und die beiden Gleichungen (1) sind durch die eine:
^(u + 000) = v(u)

ersetzbar. Der Fall eines reellen rationalen Periodenquotienten co ist des
halb auszuschließen, weil er uns nicht doppeltperiodische, sondern „einfach
periodische11 Funktionen liefert.

Der andere Fall, daß der Periodenquotient co reell und irrational 
ist, wird nunmehr dahin zu charakterisieren sein, daß jetzt unter den 
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von 0 verschiedenen mit u äquivalenten Punkten (4) keiner mit 
kleinstem Betrage m01—n0, angebbar ist. Man kann dies auch 
unmittelbar in der Weise einsehen, daß man für jede ganze Zahl m 
die eindeutig zugehörige Zahl n wie oben gemäß der Bedingung (7) 
wählt. Jetzt können keine zwei unter den einfach unendlich vielen 
Punkten (mo. - 02) des in (7) bezeichneten Intervalles zusammenfallen. 
Würde nämlich:

mo, — n0, = m' 0, — n‘0,
gelten, so würde sich, da m 2 m' gilt, co sofort wieder als rationale 
reelle Zahl ergeben. Die unendlich vielen Punkte jenes endlichen Inter
valles müssen demnach mindestens eine Häufungsstelle haben. Ist nun 
d eine beliebig klein gewählte, von 0 verschiedene positive Zahl und 
grenzt man um die Häufungsstelle als Mittelpunkt ein Intervall der 
Länge 8 ein, so kann man in diesem Intervall zwei verschiedene mit 
0 äquivalente Punkte (m0.-n02) und (m‘o.—n‘02) angeben. Dann 
aber erkennt man sofort in:

0. = (m‘ — m) — (n' — n) 0, = m00, - 9,0,
einen mit 0 äquivalenten, aber von 0 verschiedenen Punkt, dessen Be
trag Go, d. h. kleiner als die beliebig klein gewählte Zahl 8 ist. 
Es ist also in der Tat bei reellem irrationalen co kein von 0 verschiedener 
Punkt (4) mit kleinstem Betrage angebbar.

Bei dieser Sachlage kann man jetzt in jeder Umgebung irgend
eines endlichen Punktes u einen und damit sogar beliebig viele von u 
verschiedene, aber bezüglich I mit u äquivalente Punkte angeben. Nun 
soll die Funktion »(u) in allen äquivalenten Punkten gleiche Werte 
haben. Ist aber w(u) nicht mit einer Konstanten identisch und verhält 
sich diese Funktion im Punkte u analytisch, so läßt sich um den Punkt u 
eine Umgebung eingrenzen, in der der besondere im Mittelpunkte der 
Umgebung vorliegende Funktionswert ^(u) nicht ein zweites Mal an
genommen wird. Es folgt, daß in unserem Falle die Funktion a(u), 
wenn sie nicht mit einer Konstanten identisch sein soll, in keinem 
endlichen Punkte u analytisch sein würde. Nun haben wir aber das 
Kennzeichen, analytisch zu sein, oben in die Erklärung der Funktion 
-ik(u) aufgenommen. Es ergibt sich demnach: Der Fall eines irrationalen 
Periodenguotienten co ist deshalb abzuweisen, weil jede zugehörige eindeu
tige „analytische“ Funktion »(u) mit einer Konstanten identisch sein müßte.

Auf diese Weise ist der Boden für die weiter folgende Unter
suchung geebnet: Wir lassen nur noch diejenigen Gruppen zur Unter
suchung zu, deren Periodenguotienten co endliche komplexe Zahlen mit nicht
verschwindenden, und zwar positiven imaginären Bestandteilen sind.
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§ 2. Der Diskontinuitätsbereich der Substitutionsgruppe r^.

Um die gesamten mit irgendeinem endlichen Punkte u0 äquiva
lenten Punkte (uo — m 0, -f- m2 02) leicht übersehen zu können, denken 
wir uns in der w-Ebene das geradlinige Parallelogramm der Ecken 0, 
0g, 0,- 02, 0, gezeichnet und stellen genau wie in Fig. 41, S. 174, durch 
lückenlose Aneinanderreihung von Parallelogrammen, die mit dem ersten 
kongruent sind, ein ganzes Parallelogrammnetz her, welches die u-Ebene 
bis auf den Punkt co schlicht 
bedeckt. Die bezüglich Ilu) 
äquivalentenPunkte sind dann 
einfach die homologen Punkte 
iu den Parallelogrammen die
ses Netzes.

Das zuerst gezeichnete 
Parallelogramm ist in Fig. 47 
durch Schraffierung hervorge
hoben. Von den Randpunkten 
des Parallelogramms wollen 
wir nur diejenigen als dem 
Parallelogramm angehörig be
trachten, welche auf den beiden 
Seiten von 0 nach 02 und von 0 
nach 0., unter Ausschluß der beiden Endpunkte 0, undo.gelegensind. Um 
dies in der Figur hervorzuheben, sind diese beiden Seiten in Fig. 47 etwas 
stärker ausgezogen. Nach dieser Verabredung ist der folgende Satz ein
leuchtend: Für jeden endlichen Punld Mo der u-Ebene liefert unser Par
allelogramm einen und nur einen äquivalenten Punkt.

Der Punkt u (der wesentlich singuläre Punkt der elliptischen 
Funktionen) ist bezüglich P^ nur mit sich selbst äquivalent. Er gehört 
dem Parallelogrammnetze nicht an, wenn auch in jeder Umgebung dieses 
Punktes unendlich viele Parallelogramme sich finden; man bezeichnet 
den fraglichen Punkt dieserhalb als einen „GrenzpunkF der Gruppe rlub 
Auf alle übrigen Punkte der w-Ebene bezieht sich nun folgende grund
legende Erklärung: Unter einem „Piskonti.nuitätsbereiche(i der Gruppe 
versteht man einen azis einem odet' mehreren Stücken bestehenden Bereich 
der u-Ebene, welcher für jeden vom Grenzpunkte der Gruppe verschiedenen 
Punkt u0 einen und nur einen äquivalenten aufweist, und welcher den 
Grenzpunkt der Gnppe selbst nicht enthält.1)

1) Wir haben die Definition des „Diskontinuitätsbereiches“ hier gleich so 
allgemein gefaßt, daß sie für die im nächsten Kapitel zu besprechende Gruppe I®,
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Üben wir auf einen Diskontinuitätsbereich der Ilu) jede Substitution 
dieser Gruppe einmal und nur einmal aus, so ergeben sich unendlich 
viele Bereiche, welche in ihrer Gesamtheit jeden vom Grenzpunkte der 
Iw) verschiedenen Teil der u-Ebene schlicht und ohne Lücke bedecken 
müssen. Dies ist, wenn wir das in Fig. 47 schraffierte Parallelogramm 
als Diskontinuitätsbereich benutzen, ja unmittelbar einleuchtend. Dieser 
Bereich geht durch die Substitution:

u' = u — 21 0, - m20,
in das Parallelogramm der Ecken m.0.— m202, m.01—(m—1)02, 
(m- 1)01- (m2- 1)02, (m- 1)01- m20, über, und diese Paralle
logramme bedecken in ihrer Gesamtheit die «-Ebene, abgesehen vom 
Punkte oo, schlicht und lückenlos.

Man kann diese Bedeckung der «-Ebene aber auch schrittweise 
vornehmen. Die Gegenseiten des in Fig. 47 schraffierten Diskontinuitäts
bereiches sind, wie die beiden Pfeile der Figur andeuten sollen, durch die 
beiden erzeugenden Substitutionen der Gnippe r^:

S1 00 =u — 01, S, (u) = u + O, 
aufeinander bezogen. Üben wir nun auf den schraffierten Bereich zu
nächst die vier Substitutionen Sf1, S1 aus, so gewinnen wir die vier 
benachbarten Parallelogramme, in welche wir die Symbole der zuge
hörigen Substitutionen gewissermaßen als „Namen“ eintragen wollen. 
Das schraffierte Parallelogramm würde dann folgerecht den „Namen“ 1 
der „identischen“ Substitutionen u' = u erhalten müssen. Das Par
allelogramm S± hat nun noch drei ungedeckte Seiten; längs dieser Seiten 
tragen wir jetzt die neuen Parallelogramme S[, S.S2, S.S,1 an (vgl. 
Fig. 47). In dieser Weise fahren wir fort, indem wir an ein schon 
gewonnenes Parallelogramm S die benachbarten SS1, SS,, soweit 
dieselben nicht schon hergestellt sind, antragen. Diese schrittweise zu 
vollziehende Herstellung des ganzen Netzes versinnlicht uns im geome
trischen Bilde die Erzeugung der ganzen Gruppe aus S und S2.

Es ist nun zu bemerken, daß ein Diskontinuitätsbereich der Gruppe I 
noch in höchst mannigfaltiger Weise wählbar ist. Irgendein Stück 
eines zuerst gewählten Bereiches kann man demselben nehmen und 
durch ein äquivalentes Stück ersetzen, ohne daß der neue Bereich auf-
bei der jedoch die Anzahl der Grenzpunkte nicht gleich 1, sondern unendlich ist, 
gleich mit gilt. Übrigens ist der Begriff des Diskontinuitätsbereiches allgemein 
grundlegend für die Theorie der „eigentlich diskontinuierlichen“ Gruppen linearer 
Substitutionen einer komplexen Variabelen; man sehe darüber die „Vorlesungen 
über die Theorie der automorphen Funktionen“ von F. Klein und R. Fricke, 
Bd. 1 S. 62 (Leipzig, 1897) oder „Modulfunktionen“, Bd. 1 S. 185.
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hörte, ein Diskontinuitätsbereich der Gruppe zu sein. Nun ist es aller
dings zweckmäßig, den Bereich (was hier ja möglich ist) aus einem 
einzigen Stücke aufzubauen. Aber auch dann zeigt uns die bereits S. 182 ff. 
entwickelte „lineare Transformation der Perioden11 noch eine große Mannig
faltigkeit von Gestalten für einen Diskontinuitätsbereich unserer I‘. 
Sind (wie S. 182) c,B,7,, irgend vier ganze Zahlen der Determinante 1: 
(1) ad— B»=1,

so setzen wir wieder:
(2) 01=0.- ßo2, o2 = 701— 00,
und wollen jedes so erreichbare Paar o1, o, als ein „Paar primitiver 
Perioden11 für unsere r1-^ bzw. für die ihr zugehörigen doppeltperio
dischen Funktionen bezeichnen; zu diesen Paaren primitiver Perioden ge
hören natürlich auch die ursprünglichen 01, 0,. Da sich diese 0,, 0, 
zufolge (1) in der Gestalt:

0,= 0, — ß 0,, O, = — y0‘-C co\
auch ihrerseits als ganzzahlige Kombinationen der o‘, o, darstellen 
lassen, so ist unsere auch als Gruppe der Substitutionen:
(3) u' = u + — m‘o,,
zu bilden für alle Paare ganzer Zahlen m., m\, darstellbar.

Wenden wir nun auf diese neue Gestalt der die am Anfang 
des vorliegenden Paragraphen durchgeführte Betrachtung an, so ergibt 
sich als neue Gestalt des Diskontinuitätsbereiches der I) das geradlinige 
Parallelogramm der Ecken 0, o,, o — o,, o.. Die Beziehungen zwischen 
diesen den sämtlichen primitiven Periodenpaaren zugehörigen Parallelo
grammen sollen im folgenden Kapitel näher untersucht werden. Als Ziel 
unserer nächsten Betrachtungen aber sehen wir an, unter allen diesen 
zunächst gleichberechtigten Parallelogrammen ein eindeutig zu erklärendes 
als besonders geeignet auszusuchen. Hierhin führt die nachfolgende Unter
suchung.

§ 3. Einführung eines seckseckigen Diskontinuitätsbereichs der 
pW und Erklärung eines reduzierten Periodenpaares.

Wir gehen von irgendeinem Paare primitiver Perioden 0., 0, 
unserer aus, verstehen unter uo einen beliebig gewählten Punkt 
der u-Ebene und bezeichnen die gesamten mit u0 äquivalenten Punkte 
durch u0, M1, u2, u5, • • •; dabei sei etwa ur = u0 4- 01, u2 = u — O2, im 
übrigen aber seien die Bezeichnungen uk vorerst willkürlich auf die 
mit u0 äquivalenten Punkte verteilt. Diejenige Substitution der Gruppe

welche Mo in uk transformiert, werde mit Sk bezeichnet. Wir denken 
•das Parallelogramm der Ecken u0, uQ + 0,, uo—0,—02, Mo — 0, ge
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zeichnet und von ihm aus sogleich das ganze zugehörige Parallelogramm
netz hergestellt; dessen „Gitterpunkte“' die Punkte uk sind. Dieses Netz 
überzieht die u-Ebene mit zwei Systemen äquidistanter paralleler Ge
raden (vgl. Fig. 47). Der senkrechte Abstand zweier benachbarten Ge
raden im einen System sei E1, im anderen E2; unter JE verstehen wir 
einen dieser Abstände; der nicht größer ist als der andere.1) Die beiden 
Diagonalen des einzelnen Parallelogramms mögen die Längen JDt und D, 
haben; JD sei eine unter ihnen, die nicht kleiner ist als die andere. 
Ist u irgendein endlicher Punkt, so kann man sofort einen Gitterpunkt 
nachweisen, dessen Entfernung von u kleiner als D ist; andererseits ist 
die Gesamtzahl aller Gitterpunkte, welche von u einen Abstand < D 
haben, beschränkt, indem sich für diese Anzahl eine bestimmte endliche, 

allein von abhängige obere Schranke angeben läßt.

1) E ist also der kleinere Abstand, wenn Ex, E^ verschieden sind, oder 
einer unter ihnen, wenn sie gleich sind.

2) k ist irgendeiner der Indizes 1, 2, 3, • • •.

Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Unter B verstehen wir 
das System aller Punlde der u-JEbene, welche von uo nicht weiter entfernt 
sind als von irgendeinem der mit u0 äquivalenten Punhte u,, 2, 3, . . .. 
Es gibt jedenfalls unendlich viele solche Punkte; denn wenn wir z. B. 
um Mo den Kreis mit dem Radius 1E beschreiben, so gehört sicher 
jeder Punkt dieser Kreisfläche dem System Bo an.

Um weitere Angaben über das Punktsystem Bo zu machen, be
zeichnen wir mit G, die Gerade der u-Ebene, welche die Verbindungs
gerade der Punkte uo und uk in ihrem Mittelpunkte senkrecht schneidet.2) 
Es ist einleuchtend, daß von u0 aus gesehen kein Punkt von Bo jen
seits irgendeiner Geraden Gk gelegen sein kann. Alle Punkte diesseits 
der Geraden liegen uQ näher als uk, alle Punkte auf Gk haben von u0 
und uk gleichen Abstand. Hieraus geht sogleich weiter hervor: Ist u 
irgendein Punkt des Systems Bo, so gehört jeder Punkt der Verbin
dungsgeraden von u nach u0 diesem Systeme an. Gäbe es nämlich auf 
dieser Verbindungsgeraden einen Punkt u, der nicht zu B gehörte, 
so würde ein Gitterpunkt uk nachweisbar sein, dem u' näher läge als 
dem Punkte Mo. Dann aber müßte die nicht durch uo ziehende Gerade 
Gk die Verbindungsstrecke von u0 nach u' überkreuzen, und auch der 
Punkt u könnte nicht zu Bo gehören. Das Punktsystem B bildet dem
nach ein Kontinuum.

Bezeichnen wir mit u3 und u^ bie beiden Gitterpunkte uo — 0 und 
u0 — G2, so bilden die beiden Paare paralleler Geraden G1} G3 und G,, 
G^ ein Parallelogramm mit dem Mittelpunkte u^, dessen Diagonalen 
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D‘ und sein mögen; D' sei eine derselben, die nicht kleiner als 
die andere ist. Kein Punkt von B kann hiernach um weiter als ~D' 
von u. abstehen: Das Punktkontimmm B liegt ganz im Endlichen, in
dem jeder Punkt u desselben von uQ einen Abstand ^^D' hat.

Von zwei weiteren Eigenschaften des Kontinuums soll die eine 
sogleich, die andere späterhin zur Verwendung kommen. Lassen wir 
an Stelle von u0 irgendeinen anderen endlichen Punkt u‘ treten und 
bauen von ihm aus mit dem bisherigen primitiven Periodenpaar 01, 0, 
ein neues Parallelogrammnetz auf, so wird dieses aus dem ersten Netze 
einfach durch die Translation hervorgehen, welche u0 nach u‘ verschiebt. 
Da hierbei die Maßverhältnisse unverändert bleiben, so ist einleuchtend, 
daß das entsprechend zu u‘ gehörende Punktsystem einfach auch durch 
jene Translation aus B hervorgeht. Weiter geht das erste Parallelogramm
netz in sich selber über, wenn wir die u-Ebene um den Punkt uQ durch 
den Winkel n drehen. Da auch hierbei die Maßverhältnisse unver
ändert bleiben, so folgt: Das Punktkontinuum B geht bei der Drehung 
um u0 durch den Winkel % in sich selbst über und hat somit uQ zum 
Mittelpunkte.

Um nun festzustellen, welcher Teil des durch die Geraden Grv G,, 
G3, umgrenzten Parallelogramms das Kontinuum Bo ist, denke man 
auch noch die übrigen Geraden G,, G^, . . . gezeichnet. Dann bleibt 
um u0 herum ein Bereich der u-Ebene von Geraden frei, und dieser 
liefert dann einfach die Innenpunkte des Systemes Bo. Doch braucht 
man hierbei keineswegs alle Geraden Gk zu zeichnen. Die einzelne Gk 
kann in das Innere des von G^ umrandeten Parallelogramms
ja nur dann eintreten, wenn der Ab stand des Punktes uk von u0 kleiner 
als D' ist. Für die Anzahl der Gitterpunkte uk, die diese Bedingung 
erfüllen, läßt sich aber wieder eine allein von D' und E abhängige 
obere Schranke angeben. Wir erkennen: Bo ist ein endlicher, von end
lich vielen Geraden begrenzter Bereich, der in u0 einen Mittelpunkt hat.

Ist Gk eine Gerade, welche sich an der Berandung von B beteiligt, 
so kann, wie oben festgestellt ist, kein Punkt des Bereiches Bo, von u0 
aus gesehen, jenseits Gk liegen. Es folgt: Die Winkel in den Ecken 
des Polygons Bo sind alle konkav. Übrigens ergibt sich sogleich 
weiter aus dem Umstande, daß u0 Mittelpunkt von B ist: Der Band 
von Bq ist ein geradliniges Polygon von gerader Seitenanzahl 2n; je zwei 
diametrale Seiten sind parallel und gleich.

Es sei wieder Gk irgendeine der 2n Geraden, welche den Rand 
des Bereiches Bo liefern. Die Punkte ua und iik liegen in gleichen Ab
ständen beiderseits von Gk, und die Verbindungsgerade dieser Punkte 
schneidet Gk senkrecht, etwa im Punkte uk. Die Drehung der u-Ebene 
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tim Mo durch den Winkel T werde durch das Symbol To bezeichnet; sie 
und die Translation S, sind gegeben durch:

To(u) =—u- 2uo, Sk(ii) =u + (uk— uo).
Da beide Transformationen unser Parallelogrammnetz in sich überführen, 
so leistet dasselbe die aus ihnen zusammengesetzte Transformation:

1 k (u) = SkT0 (u) = — u+ (uo ++ U;^) = — U + 2 Uk, 
welche die Drehung der u-Ebene um den Punkt u^ durch den Winkel x 
darstellt. Gehört nun der Punkt u der Geraden Gk (vgl. Fig. 48) dem 

Bereiche (als Randpunkt) an, so gibt es keinen 
"* Gitterpunkt uif welcher näher an u' gelegen wäre als u0. 

Üben wir jetzt die Drehung Tk aus, so folgt, daß es 
in dem transformierten und also in dem ursprüng
lichen Systeme der Gitterpunkte keinen gibt, an dem 
der mit u' bezüglich uk diametrale Punkt u" der Ge
raden Gk (vgl. Fig. 48) näher gelegen wäre als an uQ.

Von zwei solchen bezüglich u'k diametralen Punkten u und u" der 
Geraden G-k gehören also entweder beide oder keiner dem Bereiche B 
an. Es ergibt sich so: Die von Gk gelieferte Seite des Bandes von B 
hat uk zum iMittel/punkt, so daß die beiden Endpunkte dieser Seite (Ecken 
von Bo) vom Zentrum u0 gleichen Abstand haben: Der Rand von 
ist hiernach ein „Bolygon im Kreiseli, und es hat dies Polygon, wie wir 
wiederholen, den Kreismittelpunkt u^ selbst zum Zentrum.

Bezeichnen wir die begrenzte Strecke der Geraden G-k, welche Bo 
berandet, als „Seite“ Grk unseres Polygons, und ist Gri die gegenüber
liegende Seite, so stellen G, und G-k „Niveaugerade“ der Translation Sk 
dar (vgl. S. 67), während die durch u0 und in ihrer Verlängerung durch 
uk hindurchziehende Verbindungsgerade der Mitten jener Seiten eine die 
Niveaugeraden senkrecht schneidende „Bahngerade“ der Translation Sk 
ist. Es folgt: Bei Ausübung der Translation Sk kommt die Seite Gi 
unseres Polygons gerade genau mit der Gegenseite Gk zur Deckung, so 
daß homologe Punkte je ziveier Gegenseiten des Polygons bezüglich der 
Gruppe äquivalent sind.

Es sei nun S, irgendeine von S.= 1 verschiedene Substitution der 
Gruppe r, und es gehe B durch die Transformation Si in Bi = Si(Bf) 
über. Diese beiden Bereiche B und Bi können nicht übereinandergreifen ; 
denn ihre Innenflächen liegen auf verschiedenen Seiten der Geraden Gi. 
Sind Si und Sm voneinander und von S verschieden, so können auch 
die Bereiche Bi und Bm nicht übereinandergreifen; denn sonst müßte 
dasselbe von den Bereichen ST^S^Bf) und B gelten, obwohl die Sub
stitution Sm‘8, von S verschieden ist. Denkt man demnach alle, den
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Substitutionen unserer I() entsprechenden Bereiche Bv B^, B3, . .. 
gezeichnet, so kann kein Stück der u-Ebene mit einem nicht-verschwin- 
denden Flächeninhalte von mehr als einem Bereiche bedeckt sein. Es 
kann aber auch keinen endlichen Punkt u geben, der nicht bedeckt wäre. 
Es findet sich nämlich in irgendeiner Entfernung > D von u (vgl. S. 236) 
stets eine nicht verschwindende, endliche Anzahl von Gitterpunkten, und 
unter ihnen also einer uh, von dem u nicht weiter absteht als von den 
übrigen. Dann aber liegt u im Innern oder doch auf dem Rande von 
Bh. Die gesamten Bereiche B^, B1, B, . . . liefern eine schlichte und 
lüchenlose Bedeckung der ganzen endlichen u-Ebene, so daß wir im 
Bereiche B (unter Vorbehalt einer Bestimmung über die Zurechnung 
der Bandpunkte zum Bereiche) einen Biskontinuitätsbereich der Gruppe 

erkennen.
Wir betrachten nun einen Eckpunkt des Bereiches Bo. Derselbe 

sei im Bereichnetze von v Bereichen B0} Bi} Bk, . . . umlagert; dann ist 
sicher v 2 3, da die Polygonwinkel konkav sind. Von den v in Rede 
stehenden Winkeln gehört nur ein erster dem Bereiche BQ an. Indessen 
findet sich für jeden der (v — 1) übrigen Winkel ein bestimmter äqui
valenter Winkel in Bo. Auch sind diese (y— 1) Winkel des Bereiches BQ 
untereinander und vom ersten verschieden, was man leicht aus dem Umstande 
folgert, daß äquivalente Winkel (als durch Translationen ineinander über
gehend) gleichgerichtete Schenkel haben. Man sagt, daß diese v Winkel 
von Bq zu einem „Zyklus“ zusammengehören; es ist einleuchtend, daß 
die Summe der Winkel des Zyklus gleich 2n ist.

Nun mögen sich die 2n Ecken von B im ganzen auf u solche 
Zyklen verteilen. Dann ist die Winkelsumme von Bq gleich 2p%, und 
da sie andrerseits gleich (2n —2) ist, so ist die Zyklenanzahl durch: 

u = n — 1

gegeben. Da ferner jeder Zyklus mindestens drei Ecken enthält, so ist 
die Eckenanzahl 2n mindestens gleich 3u. Man findet also:

2n>3u=3n- 3, 3 > n,

so daß nur die beiden Möglichkeiten n und n = 2 in Betracht 
kommen: Der Diskontinuitätsbereich Bq der ist entioeder ein „Sechs
eck im Kreise11, das den Kreismittelpunkt u selbst zum Mittelpunkt hat, 
oder ein Bechteck; im ersten Falle haben wir zwei Eckenzyklen, im letzten 
Falle einen. Übrigens können wir das Bechteck als Grenzfall eines solchen 
Sechsecks ansehen, indem sich nämlich alsdann zwei Gegenseiten des 
Sechsecks auf Punkte zusammengezogen haben. Da eine Änderung des 
Punktes u0 nur eine entsprechende Translation von B bewirkt (vgl. 
S. 237), so merken wir noch den Satz an: Der Diskontinuitätsbereich der 



240 I, 4. Die doppeltperiodischen. Funktionen erster Stufe

Iw) als Sechsedc B ist in Gestalt und Orientierung eindeutig bestimmt, 
Itann aber noch einer beliebigen Parallelverschiebung unterzogen werden.

Die Gestalt des Sechsecks ist hierneben in Fig. 49 veranschaulicht. 
Die drei mit Nummern versehenen Pfeile mögen die nun durch S1, S,, 
S, zu bezeichnenden Substitutionen festlegen, welche die Seiten des Sechs
ecks in die Gegenseiten überführen. Liegt (wie in Fig. 49) nicht der 

Grenzfall eines Rechteckes vor, so bestimmen wir 
betreffs der Verteilung der Indizes 1, 2 und 3 fol
gendes: Gibt es ein eindeutigbestimmtes Paar kleinster 
Seiten des Sechsecks, so gehöre zu diesem die Trans- 

blation S,; hat das Sechseck indessen vier kleinste 
Seiten, während die beiden letzten Seiten größer als 
jene sind, so soll diesem Paar S, zugehören. Nur 
wenn wir ein gleichseitiges Sechseck haben, bleibe 
die Verteilung der Indizes unter Einhaltung der in 

Fig. 49 vorgeschriebenen Reihenfolge willkürlich wählbar. Gleichzeitige 
Umkehrung der drei Pfeilrichtungen ist eine unwesentliche Änderung; 
sie kommt auf Ersatz der drei S, durch ihre inversen Substitutionen 

S hinaus.
Indem wir den Grenzfall des Rechteckes unten erledigen, setzen wir 

zunächst im allgemeinen Falle:
S,(u) = u + 0,, (=1,2,8), 

wobei neben 0, und 0, noch eine dritte Periode co3 eingeführt ist und 
natürlich die coi) 00, nicht mit den bisher so bezeichneten Perioden 

identisch zu sein brauchen. Piese drei Perioden 01, 02, Os sind bis auf 
einen gemeinsamen Zeichenwechsel für unsere einzeln eindeutig bestimmt, 
nur im Falle des gleichseitigen Sechsechs, wo:

/ 2in\
(1) 00, : 0, : c0, = o2 : o : 1, W = e 3 /
gilt, können die 0,, 00,, 00, noch zyldisch permutiert werden.

Die Seitenzuordnung lehrt, daß die in Fig. 49 mit av av a3, be
zeichneten Ecken den einen, die drei Ecken b den anderen Eckenzyklus 
bilden. Man lese aus der Figur ab, daß:

0,= S,(b8), b,-S,(b,), b,-S,(b,)
gilt. Hieraus folgt: b,= SS,S,(b2), 
und da S die einzige Substitution von P^ ist, welche b, in sich trans
formiert, so gilt S,S,S= 1. Zwischen den drei Perioden g?v 002, 0s be
steht die Pelation'.

(2) 0, + 0, — 03=0,
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so daß sich insbesondere für 0s die Darstellung ergibt:
(3) »3 =—0,— 002

Man wird längst bemerkt haben, daß wir hier unmittelbar zu den 
Entwicklungen von S. 171 ff. zurückgeführt sind. Das durch die Punkte 
a., a,, a, gelieferte Dreieck hat die Seiten 0,,0,,0, und ist spitz
winklig. Die damalige Entwicklung zeigt also: Der in jedem Falle (auch 
dem äquianharmonischen Falle des gleichseitigen Sechsecks) eindeutig be
stimmte Quotient 0 der beiden Perioden 0,, 0, ist ein Innenpunkt des 
in der Fig. 42, S. 176 schraffierten Bereiches, oder er liegt (im Falle von 
vier kleinsten Seiten des Sechsecks und im äquianharmonischen Falle) auf 
dem von o = Q nach 0 — i oc ziehenden Bande dieses Bereiches. Insbe
sondere ist es der in Fig. 49 gewählten Anordnung der Pfeile 1 und 2 
zu danken, daß 0 ein komplexer Wert mit positivem imaginären Be
standteile ist.

Die für den Fall des Rechtecks noch nötigen Ergänzungen sind 
nun leicht gegeben. Ist das Rechteck kein Quadrat, so verbinde der 
Pfeil 1 die beiden kleineren Seiten; die Richtungen der Pfeile seien so 
gewählt, daß 0 wieder einen positiven imaginären Bestandteil erhält. 
Die Perioden 0,, 0, sind wieder bis auf einen gemeinsamen Zeichenwechsel 
eindeutig bestimmt, und der Punkt 0 liegt auf dem von co = i nach 0=ioo 
ziehenden geradlinigen Bande des in Fig. 42, S. 176 schraffierten Bereiches; 
im harmonischen Falle (dem eines Quadrates) können wir überdies noch 
die Änderung co^ = 0,, 02 = — 0, vornehmen (vgl. S. 179), die aber den 
Quotienten co = i nicht ändert.

Will man an Stelle des Sechsecks lieber mit einem Parallelogramm 
arbeiten, so trenne man, wie Fig. 50 zeigt, das Dreieck at b, a3 ab und 
ersetze es durch das äquivalente c b3 a,; des
gleichen ersetze man das Dreieck & a3 b, durch 
c ar b3. Die Gegenseiten des Parallelogramms sind 
dann durch S und S2 aufeinander bezogen. Zweck
mäßig wird übrigens sein, daß wir auch hier (wie 
oben, vgl. S. 179), sobald 01<0, ist, noch 
die Änderung co^ = 02, 02 = — 0. vornehmen, 
was dem Übergänge von Fig. 42 zu Fig. 43, 
S. 176ff, entspricht. Die nunmehr für unsere 
F^ erklärten primitiven Perioden cor, 0, sollen 
als die „reduziertet Perioden bezeichnet werden; sie sind bis auf einen 
gemeinsamen Zeichemvechsel eindeutig (im harmonischen Falle (co = i) 
zweideutig, im äquianharmonischen (co = Q) dreideutig) bestimmt. Der Quo
tient co ist in jedem Falle eindeutig bestimmt und liefert einen Punkt im Innern 
oder auf dem stark markierten Bande des Doppeldreiecks der Fig. 43, S. 179.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 16

Fig. 50.
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Der Mittelpunkt u0 des Sechsecks Bo konnte noch beliebig verschoben 
werden, ohnedaßdieGestaltund Orientierung von sich änderte. Wirtreffen 
die Anordnung etwa so, daß ein erstes dem reduzierten Periodenpaar entspre
chendes Parallelogramm die Ecken 0,0,,0.—02,0. bekommt. Damit dieses 
Parallelogramm ein Diskontinuitätsbereich derF(“Hst, rechnen wir wie oben 
(vgl. S. 233) von den Randpunkten nur die beiden von 0 nach 0. und 0, 
ziehenden Seiten, jedoch ohne die Endpunkte 01, 02, dem Parallelogramm zu.

Das gewonnene Ergebnis ist um so wichtiger, als wir auch um
gekehrt leicht folgenden Satz zeigen können: Bauen zvir mit irgend 
zwei Perioden 0,, 0,, deren Quotient 0 dem Boppeldreieck der Fig. 43, 
S.179, angeKört, das Parallelogramm der Ecken 0, O2, 0, —02, 0, auf und 
erklären damit eine Gruppe Fu\ so liegt für diese in jenen 0., 0, stets 
unmittelbar das reduzierte Periodenpaar vor.1)

1) Der Satz ist auf arithmetischem Wege bereits S. 186ff. bewiesen. Ist für 
die Gruppe I(u) des Textes in ro',, 0‘ irgendein Paar primitiver Perioden vor-

Liegt nämlich ein Periodenrechteck vor, so sei u0 dessen Mittel
punkt, und ux, u2, ... seien die Mittelpunkte der übrigen Rechtecke des 
Netzes. Hier ist dann unmittelbar einleuchtend, daß das erste Rechteck 
das System aller Punkte u darstellt, die von u0 nicht weiter abstehen 
als von einem der äquivalenten Punkte uk. Das Rechteck ist also unser 
eindeutig bestimmter Bereich Bo und 01, 0, die reduzierten Perioden.

Liegt kein Rechteck vor, so wird das Parallelogramm durch seine 
kleinste Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt. Man wolle 
diese Zerlegung an allen Parallelogrammen des Netzes vornehmen, wor
auf die u-Ebene mit einem Netze spitzwinkliger Dreiecke überzogen er
scheint. Wenn man jetzt in jedem Dreieck den Mittelpunkt des umbe

schriebenen Kreises 
geradlinig mit den drei 
Seiten mitten verbin
det, so entsteht, wie die 
Fig. 51 veranschau
licht, ein Sechsecknetz. 
Fassen wir nun etwa 
das Sechseck mit dem 
Mittelpunkt uo ins 
Auge, so gehören die 
sechs Seiten desselben 
zu denjenigen Geraden, 
die wir oben Gk nann
ten. Das zum Punkte 
uo== 0 gehörende Sechs-
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eck JBq ist also ein Teil des in Fig. 51 vorliegenden Sechsecks um uo = O. 
Der Teil kann aber vom Ganzen nicht verschieden sein, da Bo sonst nicht 
mehr ein Diskontinuitätsbereich der Iu) wäre; es ist nämlich das Sechseck 
der Fig. 51 mit dem Mittelpunkte Mo = 0 eben auch ein Diskontinuitäts
bereich unserer Gruppe.* 1) Unser Sechseck liefert nun unmittelbar 0., O, 
als das reduzierte Periodenpaar.

gelegt, so entsteht deren Quotient a' aus dem Quotienten o der beiden Perioden 
0,, , durch eine „lineare Transformation“:

C I ÄYO-0
Es wurde nun S. 186 u. f. bewiesen, daß, wenn hier nicht die identische Transfor
mation vorliegt, neben o nicht auch noch a' dem Doppeldreieck der Fig. 43 ange
hören kann (mit den bekannten Ausnahmen im harmonischen und äquianharmo
nischen Falle). Das heißt aber eben, daß jedes neue primitive Paar co’, c‘ nicht 
das „reduzierte“ sein kann.

1) Man mache sich mittelst der Fig. 51 klar, in welcher Weise die vier Sechseck- 
Bestandteile, welche das Parallelogramm der Ecken 0, 0,, co, — 0,, o, bedecken, 
sich zu einem vollen Sechseck zusammenbauen lassen.

Unsere Ergebnisse eröffnen uns einen geordneten Überblick über 
die gesamten existierenden Gruppen I("). Sie werden alle, und jede nur 
einmal, von allen ivesentlich verschiedenen reduzierten Periodenpaaren ge
liefert. Der Wert 0 hat den gesamten Bereich des Doppeldreiecks der 
Fig. 43, S. 179, zu beschreiben. Beim einzelnen 0 wähle man 0, als 
endliche, von 0 verschiedene komplexe Zahl willkürlich und erkläre 0, 
durch die Gleichung 0. = 0 • O,. Ist co weder gleich i noch gleich Q, so 
wird auf diese Weise jede Gruppe zweimal geliefert, da gleichzeitiger 
Zeichenwechsel von 0,, O, ja die Gruppe nicht ändert. Für 0 = (Peri
odenquadrat) wird sogar jede Gruppe viermal, für 0 = 0 (gleichseitiges 
Sechseck) jede sechsmal geliefert. Um jede Gruppe nur einmal zu 
gewinnen, schreibe man einfach vor, daß die Amplitude der komplexen 
Zahl 0, im allgemeinen zwischen 0 und n, im harmonischen Falle zwischen 
0 zmd 9 und im äquianharmonischen zwischen 0 und 3 liegen soll, jedesmal 

unter Einschluß der unteren und Ausschluß der oberen Grenze.
Eine Ausartung der Gruppe tritt ein, falls co in die Spitze 

ioo des oft genannten Doppeldreiecks hineinrückt, während 0, irgend
einen endlichen, von 0 verschiedenen Wert hat. Wir können vorerst noch 
bei endlichen co als erstes Parallelogramm dasjenige der Ecken ± " ,. 

= +0, wählen. Was aus diesem Parallelogramm für lim 00 =
wird, ist leicht zu sehen. Wir können (auf der u-Kugel) eine beliebig 
kleine Umgebung des Punktes u ausschneiden und alsdann immer 
noch | co | zwar endlich, aber so groß wählen, daß der Rest der u-Kugel 

16*
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bereits vollständig von den zu den Substitutionen u' = u - m, 0, ge
hörenden Parallelogrammen bzw. von Teilen derselben bedeckt erscheint. 
Für lim 0 = arten die Parallelogramme in Kreisbogenzweiecke der 
u-Kugel aus, die sich von zwei entgegengesetzten Richtungen mit ihren 
Spitzen an den Punkt u heranziehen. Für lim 0 = artet die 
Gruppe in die Gruppe aller Substitutionen:

u' =u — m 0,
aus; als Diskontinuitätsbereich bietet sich ein „Parallelstreifenu der u-Ebene 
dar, begrenzt von zwei parallelen Geraden, die durch die Punkte u = 0 und 
u senkrecht zur Verbindungslinie dieser beiden Punkte laufen.

§ 4. Von den Transformationen der Gruppe 1‘(w) in sich.
Ein Problem, aus dem man sehr viele wichtige Fragestellungen 

der Theorie der elliptischen Funktionen entwickeln kann, ist, alle linea
ren Transformationen der einzelnen Gruppe in sich aufzustellen. Der 
Ansatz zur Behandlung dieser Aufgabe ist in den Erklärungen von S. 128 
enthalten. Führen wir an Stelle von u eine neue Variabele U mittelst 
einer linearen Transformation U = T(u) ein, so werden die Substitutionen 
u' = S{u) von r in die Substitutionen:

U‘=TST-I(U)
transformiert, welche in ihrer Gesamtheit die „transformierte Gruppe“ 
r' = ppp-1 bilden. Es handelt sich also jetzt um die Aufgabe, die 
lineare Transformation T in allgemeinster Weise derart zu bestimmen, 
daß diese transformierte I' mit der ursprünglichen Gruppe F gleich ist.

Da der Grenzpunkt T(oo) der transformierten I mit dem der ur
sprünglichen r, d. h. mit dem Punkte Co, zusammenfallen muß, so ist 
dieser Punkt oo ein Fixpunkt von T (vgl. S. 70), und also ist T eine 
lineare ganze Transformation:
(1) Tfif) = aub,

in der a eine von 0 verschiedene Konstante ist. Die zu T inverse 
Transformation ist: T-‘(u)=a-lu—a-1b.

Wir wählen nun 0., 0, als reduziertes Periodenpaar der Gruppe r 
und verstehen unter Sr und S2 die erzeugenden Substitutionen:

S (u) = u + 0,, S2(zi) = u + 0,
der Gruppe. Für die ihnen entsprechenden erzeugenden Substitutionen 
der transformierten Gruppe:

TS.T-^U) - U+2,, TS2T-\ü)= U-V^-2



Ansatz für die Transformationen der I• in sich 245

berechnet man dann einfach als Beziehung der S., S, zu den 01, 02: 
(2) 91= 01, 9= 02.

Da sich nun diese erzeugenden Substitutionen wegen I‘=I auch 
in der Gruppe I finden müssen, so sind 9,, 92 als ganzzahlige Kom
binationen der 0,, 0, darstellbar. Und da andererseits auch S1 und S, 
in der Gruppe:

U = U — m. 9, — m, &,
enthalten sind, so sind auch 0., O2 ganzzahlige Kombinationen der S., 
9,. Es gelten demnach zwei Gleichungen:

(3) 9,=«0,+ ß02, 82= 70,+802,
wo die &, ß, %, d ganze Zahlen der Determinante 1 oder — 1 sind. 
Da jedoch der Quotient 9=9,:9, mit dem Periodenquotienten 0 
gleich ist und also wie dieser einen positiven imaginären Bestandteil 
hat, so ist, wie man aus (3) leicht ausrechnet, nur:

a—ßy=1 
zulässig.

Mit Benutzung von (2) ergibt sich jetzt weiter:
cc — ß 

0 =-----1s •Y0 -+ o
Der Satz von S. 187 (s. auch die Note S. 242) liefert daraufhin unmittel
bar das Ergebnis: Für das Zahlenquadrupel &, ß, Y, d, das wir in dem 

/ B\ • •Symbol (, 8) zusammenfassen, haben wir, wenn weder der harmonische, 

noch der äquianharmonische Fall vorliegt, nur die beiden Möglichkeiten: 
,A /«,R\_/±1,0 N.
W V,) \ o,±l/’

für 0 = i, wo noch die Substitution (8) S. 187 hinzukommt, liegen die 
vier Möglichkeiten vor:

e /«,ßN_/—1,0 N /0, —1
endlich für 0 = 0, wo noch die Substitutionen (6) und (7) S. 187 hin
zutreten, die sechs:

en /«,PN  /H 1, 0 /0, #1-° k, d/ \ \+1, 0)'
Tragen wir die gefundenen Zahlenquadrupel in (3) ein und ver

gleichen die Ergebnisse mit (2), so folgt, daß zunächst in jedem Falle a=—1 
und a = — 1 als Werte des ersten Koeffizienten a der Substitution (1) 
zulässig sind. Für co = i und also 0.= ic, ergibt sich außerdem noch 
der Ansatz:

S1 = acor = —02, S, = aco2 = -01,
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welcher a = — i liefert. Für 0=0 und also 0, = Qo, kommen noch 
die beiden Ansätze hinzu:

S1 = a01 = — 0,, S, = a 0, = — (0, — 0,),S1 = a 0, = — (01 — 02), S2 = OjGJ^ = — 01, 
die uns a=o2 und a = — 0 liefern.

In allen diesen Fällen wird auch tatsächlich die Gruppe I durch 
T in sich transformiert, und zwar, was besonders bemerkenswert ist, 
ohne daß der zweite Koeffizient & der Transformation T irgendeiner 
Beschränkung unterliegt. Schreiben wir, um die Unbeschränktheit von 
6 anzudeuten, im Anschluß an die Bezeichnungen von S. 190 ff. die Vari- 
abele v statt b, so können wir als Ergebnis notieren: Die Gruppe I wird 
in jedem Falle durch die gesamten Transformationen:
(7) T(ii) = + u + v
in sich transformiert, außerdem im harmonischen Falle noch durch die ge
samten Transformationen:
(8) T(il) = + iu + v,
und entsprechend im äquianharmonischen Falle durch:

(9) = + ou + v, T(u) = + o2u + v.
Wir sind hiermit zu den Ergebnissen zurückgeführt, welche wir bereits 

oben(S. 190 ff.) auf algebraischer Grundlage gewonnen hatten. Die Trans
formationen Tfu) =u—v für alle endlichen v liefern die damals oft 
genannte kontinuierliche Gruppe. Eine planmäßige Bearbeitung dieser 
Gruppe und der in ihr enthaltenen Untergruppe würde die Ansätze 
liefern, die zu den Additionstheoremen sowie zur Division und Trans
formation der elliptischen Funktionen hinführen. Wir werden demnach 
noch oft Gelegenheit haben, auf die fragliche Gruppe und ihre Unter
gruppen zurückzugehen.

Unter den übrigen Transformationen T müssen wir hier vor allem 
noch auf u' = — u hinweisen, eine Transformation, die uns von alge
braischer Seite durch die Vertauschung der beiden Blätter der Fläche 
F2 geliefert wird. Fügen wir die Substitution u' = — u der hinzu, 
so gewinnen wir in den gesamten Substitutionen:
(10) u = — u — m^ 0 1 — m^
eine etwa durch 1(2) oder I zu bezeichnende erweiterte Gruppe, die wir 
als die „Substitutionsgruppe der geraden doppeltperiodischen Funktionen“ be
zeichnen, insofern die einzelne derselben ja in der Tat gegenüber der 
Substitution u' = — u invariant ist.

Bezüglich dieser F^ sind im Periodenparallelogramm, das wir etwa 
wieder mit den reduzierten Perioden aufbauen, stets die zwei Punkte 
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u und (—u- 0, + co^, die im Parallelogramm diametral liegen, äqui
valent. Wir zerlegen das Parallelogramm etwa durch, seine kleinste 
(im Rechteckfalle durch eine) Diagonale in zwei Dreiecke (vgl. Fig. 51, 
S. 242) und haben im einzelnen Dreieck einen Diskontinuitätsbereich 
der I. Die Punkte auf den Dreieckseiten selbst sind dann zu Paaren 

2)einander äquivalent. Haben wir z. B. ein 0 mit „positivem“ reellen Be
standteile, so nehmen wir das Dreieck der Ecken 0, 02, 01 zum Dis
kontinuitätsbereiche. Hier sind dann:
(11) u‘=—u—01, u‘ = — u — 0, , u‘= — u — 0,— 0,1
drei in der Ig) enthaltene elliptische Substitionen der Periode 2, welche 
die Seitenmitten des Dreiecks zu Fixpunkten haben und je zwei zur 
Mitte symmetrische Punkte der einzelnen 
Seite als äquivalent erweisen.1) Von der ein
zelnen Seite hat also hier je nur die eine 
Hälfte dem Diskontinuitätsbereiche anzuge
hören (vgl. Fig. 52), von den drei Ecken 
etwa nur die bei u in Fig. 52 ist der 
Diskontinuitätsbereich durch Schraffierung 
hervorgehoben, und die Zuordnung der Seiten
hälften ist durch Pfeile an gedeutet.

1) Hat o negativen reellen Bestandteil, so wählt man zweckmäßig das Drei
eck der Ecken 0, — co,, O, zum Diskontinuitätsbereich der I(2) und hat dann an 
Stelle der Substitutionen (11) die nachfolgenden:

• —: — % 1 f u == — 16 - 0, , 26 = — u — 0, - 0,.

Eine zweite Art linearer Substitutionen, 
die indirekte Kreis verwandt sch aften darstellen 
(d. h. solche mit Umlegung der Winkel), war 
S. 73ff. eingeführt und besprochen. Auf u 
angewandt erhalten wir die einzelne solche Substitution, wenn wir von u 
zum konjugiert komplexen Wert u gehen und auf diesen sodann irgend
eine Substitution erster Art ausüben.

Wir fragen nun, ob wir vielleicht auch solche Substitutionen zweiter 
Art angeben können, welche I’u) in sich transformieren. Eine etwa 
durch U = T(u) zu bezeichnende Substitution zweiter Art, welche dies 
leistet, müßte jedenfalls wieder den Grenzpunkt co zum Fixpunkte haben 
und also die Gestalt aufweisen i

T(u) = au + b.

Haben wir ein brauchbares T gewonnen, so erhalten wir sogleich un
endlich viele in der Gestalt T • T, wo T die gesamten Substitutionen (7) 
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bzw. (8) oder (9) durchlaufen soll. Berufen wir uns hierauf, so ist es 
keine Beschränkung, wenn wir in dem Ansatz für die gesuchten Trans
formationen T den Koeffizienten b setzen und die Amplitude ff der 
komplexen Zahl a auf das Intervall 0<9<n bzw. 0 < ff < 1n oder 
0<$<1n beschränken. Wir wollen ferner bemerken, daß die durch 
einmalige Wiederholung von T zu gewinnende Transformation erster Art:

T2(u) =
natürlich auch die Iw) in sich überführt. Da hiernach T2 zu den 
Transformationen (7) ff. gehört, andrerseits aber a ■ ä als Produkt zweier 
nicht-verseh windender, konjugiert komplexer Zahlen a, a reell und > 0 
ist, so bleibt nur a übrig. Wir haben also a = e9i zu setzen und 
den Ansatz:

= e9i • ü
zu prüfen.

Für die erzeugenden Substitutionen der transformierten Gruppe: 
TS.T-^U)^ U+8,, TS2T-\U}=

berechnet man leicht die Beziehungen:
(12) &, = e  i • c0, , &, = e  • o2,9 9i

wo wieder der zu ok konjugiert komplexe Wert sein soll. Diese 
9,,9, müssen nun wieder ganzzahlige Kombinationen der 0,,00, sein 
und umgekehrt, wenn TFT~1 — r zutreffen soll. Jetzt ist der Quo
tient 9 = und hat also negativen imaginären Bestandteil; es müssen 
sich demnach 9, und — 9, durch eine „lineare Transformation" (vgl. 
Note 1, S. 184) aus den 0,,0, berechnen:

9. = c - ßco2 — S, = y01 + o, , (ad — ßy = 1).
Hieraus folgt auf Grund von (12) für den Quotienten 0 der Peri

oden 0,,0,:
700 —c0H80—ß=0,

eine Relation, die sich, wenn wir 0 = 5 — iin setzen, in die beiden 
Gleichungen spaltet:

7(52+1)+(a+0)5+8=0, (u — 0) V - 0.
Da nun n > 0 ist, so folgt 8 = a, und also liegt der Punkt 0 auf dem 
durch die Gleichung:
(13) + v?) +2a+8=0, (a* - B» - 1)

dargestellten Kreise.
Ist die ganze Zahl y so folgt aus (13): 

a=8=±1, §=18=- yaß.
Die für unser Doppeldreieck der Fig. 43 charakteristische Bedingung
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— 1 < 2§ < 1 liefert also als einzige Möglichkeiten ß=0 und ß = a — — 1. 
Ist 7 von 0 verschieden, so schreiben wir die erste Gleichung (13) so: 

d4) (5+4)+*-(),

wodurch der Kreis mit dem Radius y 1 und den Mittelpunktskoor
dinaten | = — $, =0 dargestellt ist. Da der Punkt 0 = 0 mit der 

Ordinate n = 1V3 der an der reellen co-Achse nächst gelegene endliche 
Punkt unseres Doppeldreiecks ist, so sind nur die ganzzahligen Werte 
y = + 1 brauchbar. Unter allen Kreisen (14) erreichen dann aber nur 
der mit c=0 das Doppeldreieck (nämlich als Randkreis desselben) 
und der für a = y = — 1 (nämlich im einzelnen Punkte co = p). Soll 
demnach die Gruppe I durch eine Transformation T in sich überfuhr
bar sein, so muß der Quotient 0 der reduzierten Perioden entweder auf 
der imaginären co- Achse 5=0 oder auf dem Pande 25—1=0 oder 
endlich auf dem Pande 52—2=1 des in Fig. 43, S. 179, schrafßerten 
Dreiechs liegen, und wir haben für das Zaldenquadrupel a, ß, y, ö bzw. 
die Kombinationen:

fa, A _ /± 1, o \ /+ 1,— 1 / o, + 1\
V, 8) \ 0, + 1/ ’ \ 0, — 1) ‘ \+ 1, 0/ ’

für 0 = Q noch die Möglichheit hinzukommt:

(«, B\_(—1,0 V \y, / \+ 1, + 1/

in allen Fällen tatsächlich durch T in sich transformiert 
aus der „Symmetriea der betreffenden Periodenparallelogramme 

einleuchtend. T bedeutet nichts anderes als die „Spiegelung“ (vgl. S. 73) 
der u-Ebene in sich an der durch den Nullpunkt u = 0 laufenden Ge
raden der Amplitude 1$ (und T—19). Haben wir den ersten Fall (15) 
und damit ein Rechteck, so folgt aus den vorstehenden Formeln:

1 (u) = — —1 u = — —2 u. ‘ 01 «2

Hier aber liegt für das obere Zeichen die Spiegelung an der Rechteck
seite durch die Punkte 0 und 0, — wir wollen sie kurz die Gerade (0, 01) 
nennen — vor, für das untere Zeichen aber die Spiegelung an der Ge
raden (0, 02).

Im dritten Falle (15) ist 0=1, und das Parallelogramm ist ein 
Rhombus. Jetzt gilt: 7(u)_0-=017,v 7 01 02’
und hier haben wir für das obere Zeichen die Spiegelung ah der „Dia
gonale“ (0, 0, - 02), für das untere aber diejenige an der Diagonale 

(15) 

zu denen 

(16)

Daß 
wird, ist
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(0, 0, — 02) des mit dem ersten benachbarten Rhombus der Ecken 
0, 01, 001 — 02, — O2.

Liegt der zweite Fall(15) vor, so tritt die Symmetrie am Parallelogramm 
der reduzierten Perioden nicht hervor, wohl aber am Parallelogramm 
der Ecken 0, 0, — 02, 201- 02, 0,, wie man sich mit Hilfe von Fig. 53 

deutlich machen wolle. Es liegen wieder zwei 
durch den Nullpunkt u = 0 laufende Symmetrie
linien vor, und unsere obigen Gleichungen geben 
als zugehörige Spiegelungen:

TCu) _=0,-_ 0,+0,
02 — 01

Im harmonischen Fall kommen für die 
a, ß, Y, d die erste und dritte Kombination (15) 
zugleich zur Geltung. Beim Quadratnetz laufen 
in der Tat vier Symmetrielinien durch den 

einzelnen Gitterpunkt. Für 0=0 kommen der zweite und dritte Fall (15) 
zugleich in Betracht, und der Ansatz (16) liefert noch als 5. und 6. Spie
gelung:

r / \ i o, — — 0, — O, —•01 O2
Das gleichseitige Sechseck im Kreise (vgl. S. 239) hat in der Tat sechs 
durch seinen Mittelpunkt laufende Symmetrielinien. In allen Fällen ist 
durch die oben ausgesprochene Bedingung 0 < 9 < T bzw. 0 < 9 < 1n 
und 0<9<3* eine bestimmte unter den Spiegelungen ausgezeichnet.* 1)

1) Fügt man der Gruppe I die einzelne der gewonnenen Spiegelungen T 
hinzu, so entsteht eine erweiterte Gruppe I, welche neben den Substitutionen
1, s, , S,, Sg, ... der F noch die Substitutionen zweiter Art T, SiT, S, T, Ss T, ... 
enthält. Alle existierenden Erweiterungen der Gruppe sind aufgestellt und 
figürlich erläutert in den „Vorlesungen über die Theorie der automorphen Funk
tionen“ von Klein und Fricke (Leipzig 1897). Bd. 1, S. 224f.

§5. Begriff der doppeltperiodischen Funktionen und Residuensätze.
Es sei jetzt irgendeine besondere Gruppe I‘() vorgelegt und für 

dieselbe ein primitives Periodenpaar 01, 0, ausgewählt; das zugehörige 
Parallelogramm der Ecken 0, 0,, 01 — 02, 0, oder allgemeiner mit den 
Ecken Mo, Uo — 02, Wo —01-02, uo — 0 benutzen wir als Diskontinui
tätsbereich der jTw. Wir stellen nun folgende endgültige Erklärung der 
doppeltperiodischen Funktionen auf: Eine zur Gruppe gehörende ein
deutige doppeltperiodische Funhtion soll eine analytische Funhtion ih(ui) 
sein, welche die schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punlde u (dem 
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Grenspunkte der r^), zum Felde hat und hei Ausühung irgendeiner Sub
stitution von ihren Wert behalt'.

(1) v(u + m,0, + m,0,) = ^(u).
In Punkten, die bezüglich, r äquivalent sind, liegen demnach stets 

gleiche Funktionswerte vor, so daß alle Werte, die von ^(u) überhaupt 
angenommen werden, bereits im Periodenparallelogramm erreicht werden. 
Der Punkt u=O muß notwendig ein wesentlich singulärer Punkt von 
»(u) sein (was ja auch schon in die Definition der Funktion aufge- 
nommen wurde); denn in jeder Umgebung der Stelle oc liegen unend
lich viele Parallelogramme des Netzes und sind also unendlich viele 
verschiedene Punkte nachweisbar, in denen die Funktion einen und den
selben Wert annimmt. Im Endlichen soll aber erklärungsgemäß kein 
weiterer wesentlich singulärer Punkt von »(u) auftreten. Wenden wir 
diese Aussage insbesondere auf das Periodenparallelogramm an, so er
gibt sich in bekannter Weise: Die Funktion v(u) kann im Perioden
parallelogramm nur endlich viele Pole haben, soivie überhaupt einen vor
geschriebenen komplexen Wert daselbst mir in endlich vielen Punkten an
nehmen.

Wir wenden nun zunächst die Residuensätze von S. 37f. an, indem 
wir annehmen, daß wir auf irgendeinem Wege eine zur F^ gehörende 
doppeltperiodische Funktion v(u) wirklich gewonnen haben. Nach der 
Erklärung von S. 37 ist das „Residuum" der Funktion v(u) für einen 
etwa bei u = w gelegenen Pol der Koeffizient c_1 des Gliedes mit der 
Potenz (u—w)-1 in der zugehörigen Potenzreihenentwicklung:

, (u) = —-m----L — -m+1, ...- - - - c+c, (u
In einem mit w äquivalenten Punkte w' wird eine Entwicklung nach 
Potenzen von (u — w') mit den gleichen Koeffizienten gelten, so daß 
zu äquivalenten Polen gleiche Residuen der Funktion »(u) gehören.

Wir haben uns oben durch die Unbestimmtheit der ersten Ecke u0 
des Parallelogramms eine gewisse Freiheit in der Lagerung des Par
allelogramms vorbehalten. Da v(u) nur endlich viele Nullpunkte und 
Pole im Parallelogramm haben kann und andererseits unbegrenzt viele 
inäquivalente Ecken u0 zur Verfügung stehen, so dürfen wir u0 so ge
wählt denken, daß auf dem Rande des Parallelogramms der Ecken u0, 
uo—0,,Mo—01—0,, uo + 0, sich weder ein Nullpunkt noch ein Pol 
von v(u) findet. Übrigens wollen wir mit C den aus den vier Seiten 
sich zusammensetzenden Rand des Parallelogramms bezeichnen und 
haben dabei, wenn wir einen Umlauf um das Parallelogramm im posi
tiven Sinne ausführen wollen, C in der Richtung zu beschreiben, daß 
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die Eckenfolge Uo, Mo - 02, Mo —01- O2, Mo — 0, vorliegt. Bei den 
nachfolgenden über den geschlossenen Rand C auszudehnenden Integralen 
soll diese Integrationsrichtung stets innegehalten werden.

Nach dem Residuensatze (3) S. 38 ist das über C genommene Integral:

(2) 1ufv(u)du
(C)

gleich der Summe der Residuen von w(u) für alle im Parallelogramm 
gelegenen Pole. Nun können wir aber den vier Seiten des Parallelo
gramms entsprechend jedes über C erstreckte Integral so zerlegen:

uo + 2 uo + (2 + 0, uo + C uo
J - J + J + j + f ’

(C) «o “o + «’s uo + «1 + (2 «0 + C,

so daß die Umkehrung der Integrationsrichtung bei zweien von diesen 
Integralen auch folgende Zerlegung als möglich ergibt1):

1) S.die entsprechenden Zerlegungen auf der Riemannschen Fläche F2 oben S. 159.

Hier sind die Teilintegrale, welche sich auf je zwei Gegenseiten des 
Parallelogramms beziehen, in eine Klammer zusammengefaßt. Ist nun 
zunächst f(u) irgendeine längs C eindeutige analytische Funktion, so ist

Uo + ( 4~ C2 Uot C2
J J f^u-^-co^du,

uo 4- O1 uo
und ebenso gilt:

Wo + (2 + C, Uo + C1
/ = / f(u 4- 02) du.

uo + C2 uo
Das über C genommene Integral läßt sich somit in die Gestalt:

Uo + C1 Mo + «’a
ff^du^ y (f^u + a^ — f^du—J (fiu + co^ — f^dzi

(C) u0 uo
setzen. Ist demnach f(u) irgendeine unserer doppeltperiodischen Funk
tionen so verschwindet das Integral (2): Für jede bei unserer 
Gruppe etwa existierende doppeltperiodische Funktion 3 (u) verschwindet 
die Summe der Fesiduen aller im Periodenparallelogramm gelegenen Pole.

Aus der Begriffserklärung von »(u) folgt, daß mit dieser Funktion 
auch deren Ableitung ^'(u) eine zur Gruppe F^ gehörende doppelt
periodische Funktion ist. Dasselbe gilt demnach auch vom Quotienten: 

ap‘ (u)_ d log (u)
ap (w) d u ‘
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so daß unser Integral über C auch für diese Funktion verschwindet. 
Daraufhin liefert der zweite Residuensatz (5) S. 39 sofort: Für jede zur 

gehörende doppeltperiodische Funktion ij(u) ist die Summe der Ord
nungen aller im Parallelogramm gelegenen Nullpunkte gleich der Summe 
der Ordnungen aller daselbst gelegenen Pole.

Wir bezeichnen den gemeinsamen endlichen ganzzahligen Wert 
dieser Summe mit m und nennen m die ,, Wertigkeit“ der Funktion ^(uj. 
In gewohnter Schlußweise ziehen wir die Folgerung, daß, wenn o 
irgendein endlicher komplexer Wert ist, die doppeltperiodische Funktion 
(v(u) — »o) als Summe der Ordnungen ihrer im Periodenparallelogramm 
gelegenen Nullpunkte auch wieder m liefert. Da solche Nullpunkte auch 
auf dem Rande C liegen können, so ist an der Bestimmung festzu
halten, daß nur die beiden von uo auslaufenden Seiten des Parallelo- 
gramms (unter Ausschluß der Endpunkte Mo — 01, . - O,) diesem Be
reiche als zugehörig gelten.

Man kann das gewonnene Ergebnis auch in die Form kleiden: 
Fine m-wertige doppeltperiodische Funktion f>(u) nimmt einen beliebig 
vorgeschriebenen Wert »o (auch die Werte 0 und co eingeschlossen) stets 
in m Punkten des Parallelogramms zvirklich an, wobei unter diesen m Punkten 
heim einzelnen vo natürlich irgendwelche Koinzidenzen staltßnden können. 
Dabei gilt für solche Koinzidenzen die früher schon öfters aus den 
Reihenentwicklungen entnommene Betrachtung: Für einen endlichen 
Wert »o wird eine Koinzidenz von v zugehörigen Punkten an der Stelle 
u = v stets und mir dann eintreten, wenn an dieser Stelle die Funktion 
w‘(u) einen Nullpunkt (y — 1)ter Ordnung besitzt; für den Wert •=00 
sind die Koinzidenzen unmittelbar aus den Ordnungen der Pole von 
ersichtlich.

Die gewonnenen Ergebnisse gestatten uns, ein Resultat von grund
sätzlicher Bedeutung abzuleiten. Wir setzen die Funktionswerte 7(u)=g 
und wollen das Parallelogramm konform auf die g-Ebene abbilden. Das 
Abbild wird jede Stelle der g-Ebene bis auf gewisse Verzweigungspunkte 
m-blättrig überdecken. Jeder (v—1)-fache Nullpunkt v der Funktion 
‘(u) liefert für den endlichen Wert z=(v) einen v-blättrigen Ver
zweigungspunkt; die Pole von w(u) im Parallelogramm —■ es seien n 
unterschiedene, und ihre Ordnungen seien u,, u2, . . ., — liefern n
bei 2=0 übereinanderliegende Verzweigungspunkte bzw. mit u,, u,, 
. . ., Blättern. Weitere Verzweigungspunkte treten nicht auf. Nach 
der Regel (4) S. 88 berechnet sich das Geschlecht p dieser Fläche Fm zu:

wo sich die erste Summe auf die im Endlichen, die zweite auf die bei
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2 ==00 gelegenen Verzweigungspunkte bezieht. Die Pole von ^'(u) 
fallen mit denen von ^(u) zusammen; die Ordnung ist je um eine Ein
heit größer, also (u - 1). Die Wertigkeit von w‘(u) ist demnach: 

woraus sich ergibt:
m — n

Nun ist die Wertigkeit (m—2) von ^'(u) auch gleich der Summe aller 
Ordnungen (y — 1) der Nullpunkte dieser Funktion, woraus sich:

" v — 1 m — n2 2 s 2
ergibt. Somit ist p = 1: Durch eine m-tceriige doppeltperiodische Fwik- 
tion 2 = ^(u) wird das Periodenparallelogramm honform auf eine ge
schlossene m-Uättrige Piemannsche Fläche Fm über der z-Ebene abgebildet, 
deren Geschlecht p = 1 ist.

Daß hierbei eine Fläche „des Geschlechtes 1“, d. h. eine solche vom 
Zusammenhänge des Kreisringes (vgl. S. 84f.), herauskommen muß, ist 
anschaulich unmittelbar einleuchtend. Das einzelne Paar der Gegenseiten 
des Parallelogramms fügt sich in der Abbildung zusammen und liefert 
einen Rückkehrschnitt Q auf der Fm. Die beiden so zu gewinnenden 
Schnitte Qv Q, zerlegen dann die Fm in einen auf das Parallelogramm 
eindeutig bezogenen Bereich, der, wie das Parallelogramm, einfachen 
Zusammenhang besitzt.

Jede weitere doppeltperiodische Funktion der liefert nun, 
auf die Fm übertragen, daselbst eine algebraische Funktion1 2), und um
gekehrt liefert uns jede algebraische Funktion der Fm für die eine 
doppeltperiodische Funktion. Der Anschluß an die auf algebraischer 
Basis entwickelte Theorie der elliptischen Funktionen des vorangehen
den Kapitels ist damit erreicht: Entweder gibt es überhaupt heine doppelt- 
periodische Funktion der vorgelegten I(u, oder wir haben hier mit einem 
der im vorigen Kapitel gewonnenen Periodenparallelogramme zu tun; und 
dann haben sofort die gesamten damaligen Entwicklungen über den zuge
hörigen Körper elliptischer Funktionen Gültigkeit.

1) S. die allgemeine Erklärung einer algebraischen Funktion S. 77 unten.
2) Man sehe hierüber z. B. Weyl „Die Idee der Riemannschen Fläche“, (Leip

zig, 1913) Kap. 2 und die „Vorlesungen über die Theorie der automorphen Funktionen“ 
von Klein und Fricke,Bd.2S.8f. sowie etwa auch,,Modulfunktionen“, Bd. 1 S. 508 ff.

Man kann nun den Existenzbeweis von Funktionen v(u) bei be
liebig gegebener Gruppe mittelst direkter funktionentheoretischer 
Erwägungen führen, wie sie bei den Existenztheoremen der algebra
ischen und der automorphen Funktionen Verwendung finden?) Es emp
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fiehlt sich, indessen hier einen anderen Weg’ zu gehen, den wir ohne
dies zu betreten haben, Wir werden den Existenzbeweis der zu einer 
beliebig gewählten I(w) gehörenden Funktionen (u) dadurch führen, 
daß wir diese Funktionen unmittelbar durch konvergente Produkte und 
Reihen zur Darstellung bringen. Eine hierbei grundlegende Konvergenz
betrachtung stellen wir in § 6 voran.1 *)

1) Die Begriffsbestimmung der doppeltperiodischen Funktionen, im Anschluß 
an das Periodenparallelogramm und die auf Cauchyschen Hilfsmitteln beruhende Auf
stellung der Residuensätze ist zum ersten Male im Zusammenhänge von J. Liouville 
in einer 1847 gehaltenen Vorlesung gegeben; dieselbe ist von C. W. Borchardt
ausgearbeitet und unter dem Titel „Le9ons sur les fonctions doublement periodiques 
faites en 1847 par M. J. Liouville“ im Journ. f. Math., Bd. 88 (1879), S. 277 ver
öffentlicht. Es spielt hier insbesondere der Satz, daß es keine einwertige Funk
tion (u) geben kann, eine grundlegende Rolle. Dieser Satz ist durch die im 
Texte aufgestellte Beziehung auf eine Fläche des Geschlechtes 1 selbstverständlich; 
doch kann er auch sehr leicht aus dem ersten Residuensatze (Verschwinden der 
Summe der Residuen aller Pole) geschlossen werden.

§ 6. Über die Konvergenz gewisser Doppelreihen.
Für eine beliebig vorgelegte Gruppe wollen wir unter 01, 0, 

zunächst der Bequemlichkeit halber das reduzierte Periodenpaar ver
stehen. Wir zeichnen das zugehörige Parallelogrammnetz und wollen 
für die Gitterpunkte desselben die abgekürzte Bezeichnung:
(1) m,0, + m2002 = m^)

einführen. Der Abstand des einzelnen Gitterpunktes vom Nullpunkt 
ist der absolute Betrag | (m1, m2) . Indem wir den Gitterpunkt u = 0, 
und damit die Kombination m, = 0, m, = 0 ausschließen, bilden wir 
mit einer positiven ganzen Zahl k die auf alle übrigen Gitterpunkte 
bezogene Summe:

(2) S‘I(m,,m)I-,
wobei durch den oberen Index am Summenzeichen hier und weiterhin, 
falls nichts anderes bestimmt ist, die Auslassung der genannten Kombi
nation m. = 0, = 0 angedeutet sein mag. Wir stellen die Frage, ob
man die ganze positive Zahl k so wählen kann, daß die Doppelreihe (2) 
konvergiert.

Da die Reihe (2) nur reelle positive Glieder enthält, so wird sie 
im Falle der Konvergenz auch „unbedingt“, d. i. unabhängig von der 
Anordnung der Glieder, gegen einen bestimmten endlichen Summen- 
wert konvergieren. Wir dürfen daraufhin bei der Konvergenzuntersuchung 
eine besondere gleich näher anzugebende Gliederanordnung bevor-
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Fig. 54.

zugen, die durch Fig. 54 begründet wird. Hier sind die sämtlichen 
von u verschiedenen Gitterpunkte auf den Rändern einer ein
fach unendlichen Reihe konzentrischer und ähnlicher Parallelogramme 
untergebracht, die in der Figur punktiert sind. Das nte Parallelo

gramm trägt diejenigen 4n Gitter
punkte, deren Zahlenpaare mv m, 
die Bedingung befriedigen:

|m,/+|mal=n.
Sind e, und e, die Längen der 

Lote vomNullpunkte auf die Seiten 
des ersten dieser Parallelogramme, 
und ist e eine dieser beiden Zahlen, 
die nicht größer ist als die andere, 
so gilt (vgl. Fig. 54) für die 4n 
Gitterpunkte auf dem Rande des 
nten Parallelogramms:

1 1|(m,, ma)1 mne
Verstehen wir demnach unter 2, die Summe der 4n Glieder von (2), 

welche zum nten Parallelogramm gehören, so gilt:

n,1 4 /1)*-12ln ek ' Uv

Wenn wir also jetzt für die Reihe (2) die Anordnung:

S - >, +S, +S, 4 m1, in
bevorzugen, so ist klar, daß unsere Reihe jedenfalls dann konvergiert, 
wenn die Reihe

i + &-1 + (p-1 + ay-1 +*
konvergent ist. Diese Reihe ist zwar für k = 2 noch divergent, aber 
für alle ganzen Zahlen k > 2 ist sie konvergent und gibt z. B. für k=3 
den bekannten Summenwert:

Wir haben demnach als Resultat anzumerken: Die Doppelreihe (2) ist 
für alle ganzen Zahlen k>2 honvergent.

Hiernach wird auch die Reihe:

(3) m1, m2
für alle ganzen Zahlen k > 2 absolut und also unbedingt konvergent 
sein. Da übrigens mit jedem Zahlenpaar m, auch das Paar — m1, 
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— m, auftritt, so ist der Summen  wert für alle ungeraden Zahlen 
k=3,5, ... gleich 0. Wir lassen demnach weiter nur die geraden Ex- 
ponenten zu und wollen für die betreffenden Reihen die Bezeichnungen 
einführen:

m13 m2

Für jede ganze Zahl k^2 ist hierdurch ein bei unserer Gruppe I(u ein
deutig bestimmter endlicher Summenwert Gk^, 02) der rechts stehenden 
konvergenten Feihe erklärt^ dessen Abhängigkeit von den Perioden 0,, 
0, uns noch mehrfach beschäftigen wird.

Eine erste grundlegende Eigenschaft der Werte G,(01, O2) folgt 
aus der unbedingten Konvergenz unserer Doppelreihen. Führen wir an 
Stelle der bisherigen reduzierten Perioden 0., O2 mittelst „linearer 
Transformation" (vgl. S. 184) irgendein zur Gruppe gehörendes pri
mitives Periodenpaar:

(5) o1 =c0,—ßo,, o‘= 70.— 02, (ccö — ßy=1)
ein, so sind bekanntlich die Werte (m'co' 4- mLa') in ihrer Gesamtheit 
den Werten (m.0, — m202) gleich, und es entspricht die Kombination 
m^ = 0, m^ = 0 insbesondere der Kombination mt = 0, m, = 0. Bilden 
wir demnach die Reihe (4) für co', co' an Stelle der 0,, 0,, so wird 
dieser Ersatz einfach auf eine Umordnung der Reihenglieder hinaus
laufen. Der Summenwert ist aber von der Gliederanordnung unabhängig, 
und also folgt das grundlegende Ergebnis: Der Summenwert G^co^ 02) 
erweist sich als der gleiche für je zwei primitive Periodenpaare unserer
er ist gegenüber irgendeiner linearen Transformation (5) der Perioden 
invariant:
(6) G^a^ + ßo,, 70, — 02)= Gk{av 02).

§ 7. Existenzbeweis der doppeltperiodischen Funktionen.
Für den einzelnen Körper elliptischer Funktionen konstruierten wir 

oben (S. 208) eine ganze transzendente Funktion 5(zc), die in jedem Gitter
punkte einen Nullpunkt erster Ordnung hatte, in jedem anderen end
lichen Punkte u aber von 0 verschieden war. Auf Grund der Entwick
lungen von S. 56 ff. über die Produktdarstellung der ganzen transzen
denten Funktionen können wir auf independentem Wege für unsere 
hier vorgelegte P^ mittelst eines unendlichen Produktes eine ent
sprechende ganze transzendente Funktion herstellen, die wir unter Vor
behalt näherer Vergleichung mit der früheren Funktion O(u) gleich 
selbst wieder durch das Symbol O(u) bezeichnen. Es ist nämlich die

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 17 
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damalige Reihe (6) S. 59 für das aufzustellende Produkt mit Nullpunkten 
in den Gitterpunkten einfach unsere jetzige Reihe:

S‘ (m,, m,) -(+1),m,
deren Konvergenz für h = 2 bewiesen ist. Somit Izciben tvir (vgl. S. 59) in: 

u _1( u 2
(1) Qiu) uTl'(1 — -- - —_)e(m,m2)2(m,,m2)),- ‘ B ‘ LL\ (m1 , m2)/ ‘

mx, me
wo beim Produkte die einzige Kombination = 0, m2 = 0 auszulassen 
ist (Index am Produktzeichen!), eine ganze transzendente Funktion der 
„Höheli 2 von der gewünschten Beschaffenheit, d. h. von der richtigen Lage 
und Ordnung der Nullpunkte.

Ob wir hierin die O-Funktion, welche uns von S. 208 her bei den 
Körpern elliptischer Funktionen bekannt ist, wieder gefunden haben, 
wird bald näher zu untersuchen sein. Vorher wollen wir gleich noch 
aus der von S. 59 her feststehenden unbedingten Konvergenz des Pro
duktes (1) denselben Schluß ziehen, wie im vorigen Paragraphen bei 
den Summenwerten Gj^coy, O2). Bezeichnen wir die in (1) erklärte Funk
tion in ihrer Abhängigkeit von u, 0. und O2 genauer durch (5(u | 0, 02), 
so wird stets derselbe Produktwert erscheinen, wenn wir unter Fest
haltung von u die Perioden 01, g>2 durch ein anderes primitives Peri
odenpaar ersetzen: Die in (1) erklärte ganze transzendente Funktion 
5 (u} 0,, G,) erweist sich als invariant gegenüber irgendeiner linearen 
Transformation der Perioden:
(2) O(u | &0, — ßo2, y0, — 802)= O(u | 01, 02).

Um genauere Angaben über unsere Funktion O(u) zu machen, gehen 
wir auf die Sätze von Seite 60 (am Schlüsse des damaligen § 12) ein 
und bilden die Ableitungen von log 6(u):

sowie allgemein für v23:
a (-14*5*-(-1>(-6,m),m13 m2
wo für v > 3 die Kombination mx = 0, m, = 0 bei der Summe nicht
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mehr auszulassen ist. Wir haben hier eine Reihe von Funktionen, die 
die schlichte u-Ebene, abgesehen vom Punkte oo, zum Felde haben; 
dabei hat die vte Funktion in jedem Gitterpunkte einen Pol vter Ord
nung und ist in jedem anderen endlichen Punkte u analytisch. Die ein
zelne der rechts stehenden Reihen ist in jedem endlichen Bereiche der 
u-Ebene unbedingt und gleichmäßig konvergent, wobei jedoch in jedem 
Gitterpunkte ein einzelnes Reihenglied den daselbst gelegenen Pol der dar
gestellten Funktion liefert.

Es ist nun unmittelbar einleuchtend, daß wir hier für v23 lauter 
doppeltperiodische Funktionen unserer vor uns haben. Es bewirkt 
ja z. B. die Vermehrung von u um O2 nur eine Gliederumordnung in 
der einzelnen unbedingt konvergenten Reihe. Nicht ganz so unmittel
bar ist dasselbe an der zweiten Reihe (3) einzusehen. Greifen wir hier 
für irgendeine endliche positive ganze Zahl n und für stehendes den 
Bestandteil:

+ n , .

>‘ (( 1)2  (—1 )2)  ® (w) 2 I \\u — (m,m2)/ \(m1,m2)/ / T) -m2 =-nP 7
heraus1), so gilt für die durch diesen Bestandteil der zweiten Reihe (3) 
erklärte rationale Funktion 9,(u) von uz

1 \ / 1 \2 29, (1 — G,) -  --- (------ 7------------------. ) -  I--- / --- , '
Da nun die rechte Seite dieser Gleichung für Ihn n die Grenze 0 
hat und lim ©,(u) als Bestandteil einer absolut konvergenten Reihe 
eine bestimmte Funktion d(u) darstellt, so gilt für diese Funktion 
d(u- 02) = ©(u). Die zweite Reihe (3) setzt sich aber aus lauter 

solchen Bestandteilen zusammen und hat also auch die Periode 02. Der 
Existenzbeweis der doppeltperiodischen Funktionen für unsere beliebig vor
gelegte Gruppe Fu^ ist damit erbracht. Insbesondere haben wir für jede 
ganze Zahl 22 eine v- wertige Funktion mit einem Pole vter Ord
nung in jedem Gitterpunkte konstruiert, und speziell die erste unter 
ihnen wird unser Parallelogramm auf eine zweiblättrige Fläche F, des 
Geschlechtes 1 und also mit 4 Verzweigungspunkten abbilden. Wir 
sind demnach nunmehr berechtigt von einem „Körper doppeltperiodischer 
Funktionen11 für jede unserer Gruppen F^ zu sprechen und dürfen für 
diesen Funktionenkörper alle Entwicklungen des vorigen Kapitels als 
gültig in Anspruch zu nehmen.

1) Hier soll der Index am Summenzeichen bedeuten, daß bei m — 0 im 
Gliede mit = 0 der Subtrahend der Klammer auszulassen ist.

17*
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§ 8. Teilbruchreihen für die Funktionen g(u), g‘(u) und (u) 
nebst Folgerungen.

Wir betrachten nun zunächst die zweiwertige Funktion:
w(„)_14 >((- - - 1- - - )_(1)

m1, m,
unserer Gruppe I) näher. Da mit jedem Zahlenpaare m., m, auch 
— m1, — m, in der Reihe vorkommt, so ist aus der Bauart der Reihe 
ersichtlich, daß ^(u) eine gerade Funktion ist.

Die Funktion:
tp(u) = v(u)—

ist in der Umgebung von u analytisch und hat, wie wieder die 
Reihe zeigt, im Punkte u den Wert 0. Sie gestattet demnach in 
dieser Umgebung die Entwicklung:

• w -3- (w) - "(0) • 21 + “(0) 2+.
Nun gilt aber:

= (2% + 1)! >‘ (—1)22*3.
ammg \‘U \‘V1) “‘‘2)/m1, m,

Setzen wir hier u so ergibt sich rechter Hand, abgesehen von dem 
numerischen Faktor (2k - 1)1, die in (4) S. 257 eingeführte Summe des 
Wertes Gk+1(<G)V 02). Die Reihenentwicklung der Funktion »(u) für 
die Umgebung des Punktes u hat demnach die Gestalt:

(1) v(u) _1 3G,u2 + 5G,u4 +7G,u6 4- 9G,us + ••• 0l
Man wird bereits erkannt haben, daß wir hier die Funktion g(u) 

des zur Gruppe gehörenden Körpers doppeltperiodischer Funktionen 
vor uns haben; denn (u(u) — g(u)) ist als polfreie doppeltperiodische 
Funktion mit einer Konstanten identisch, und der Wert dieser Kon. 
stauten ist 0, da zufolge der Reihenentwicklungen von 7(u) und g(u) 
(vgl. (1) S. 200) die Differenz (v(w) — für u = 0 den Wert 0 hat. 

Umgekehrt ziehen wir aus der Identität = w(u) jetzt sofort das 
Ergebnis: Die Funktionen erster Stufe go(u) und g‘ (u) der Gnippe Fu) 
lassen sich in die folgenden als „TeiTbruchreihen11 zu bezeichnenden Reihen 
■entwickeln:

(2)



Invarianz der Funktionen erster Stufe bei linearer Transformation 261

die abgesehen davon, daß in jedem Gitterpunkte je ein Glied einen Pol 
besitzt, in jedem endlichen Bereiche der u-Ebene unbedingt und gleich
mäßig konvergieren.

Weiter kann hiernach die in der ersten Gleichung (3) S. 258 ge
lieferte Funktion vom Integral zweiter Gattung §(u) nur um eine addi
tive Konstante abweichen. Da aber infolge jener Gleichung:

im (dlog5(u) _ 1) _ 0u=o N du u)
gilt, so zeigt der Vergleich mit der Potenzreihe (2) S. 201 von (u), 
daß wir in der ersten Gleichung (3) S. 258 unmittelbar §(u) vor uns 
haben: Das Integral zweiter Gattung erster Stufe §(u) läßt sich in die 
Teübruchreihe entwickeln:
(3) g(u) = 1 + V' (- - - 1- - - -  + „1 + —w) ,

m1, m,
von deren Konvergenz dasselbe gilt wie von derjenigen der Beihen (2). 

Kehren wir endlich mittelst des Integrales:

e = O(u)
zum Ausgangspunkte (1) S. 258 unserer gegenwärtigen Entwicklung zu
rück, so ist klar, daß diese Funktion von der S. 208 eingeführten Funk
tion O(u) nur um einen konstanten Faktor abweichen kann. Aber auch 
die Funktion (1) S. 258 befriedigt wie die in (5) S. 208 dargestellte Funk
tion O(u) die Bedingung:

lim (")=1. u=o •
Also haben wir in (1) S. 258 unmittelbar unsere frühere ^-Funktion in 
Gestalt eines doppelt unendlichen Produktes wieder gewonnen.

Soll die Abhängigkeit der Funktionen (u), g(u), go’(u) auch von: 
0,, 0,, wie sie in den Teilbruchreihen zum Ausdruck kommt, hervor
gehoben werden, so schreiben wir I 01, 02), ^{u' 01, 02), | 01, 02).
Aus der „unbedingten“ Konvergenz der Teilbruchreihen folgt alsdann, 
wie bei der Funktion O(u): Pas Integral zweiter Gattung erster Stufe $ 
und die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe g und g‘ bleiben un
verändert, falls man in ihnen 0., O2 irgendeiner linearen Transformation
unterwirft:

(4)
^(u | ccco1 4- ßo2, Y0, + 2) = §(u | 0,, co^, 
g(u|ac,+ ß0a, y0, -[- 003^== go(u 0,, 02), 

g0‘(u|c0,- ßo,, y0,— = go‘(u|o,, 00,).
V ergleichen wir die Reihe (1) mit der ursprünglichen Potenzreihe 

(1) S. 200 der go-Funktion, so zeigt sich, daß die Summenwerte G,(0,,02),
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G3(01, 02) unserer Doppelreihen (4) S. 257 zu den rationalen Invarianten 
92 und 9s der biquadratischen binären Form in der Beziehung stehen: 

gg 92 = 3G,, g2 7 9 z = 5 G3.
Wir erkennen: Die Werte der rationalen Invarianten g2, g3 hängen ein
deutig vom Periodenpaare 0,, 0, ab:

(5) g.(0,, 0,) - 602’ (1„), 9,(0, o,) = 1402’ („1)°
und erweisen sich zufolge der unbedingten Konvergenz der hier rechts 
stehenden Peihen gleichfalls als invariant gegenüber einer beliebigen li
nearen Transformation der Perioden:

(6) ,9:%01+ 8o2 101 + 802) = gd^ 02),
(gs(&0, + 0,701+ do) = 9z^v 02).

Die absolut konvergente Reihe (3) muß bei Vermehrung von u um 
Perioden 0., 0, die Eigenschaften des Integrales zweiter Gattung: 

§(u + c,) = §(u) + 1, s(u + 092) = s(u) +
besitzen. Greifen wir aus dieser Reihe die endlich vielen Glieder:

++ k f +7
(‘( _______ ,______1 I «

2 \ \u — ~ (m,,m, — — k ‘ma = —l
heraus, wo der Index am zweiten Summenzeichen hier zu bedeuten hat, 
daß für mx = 0 in dem zu m^ = 0 gehörenden Reihengliede der zweite 
und dritte Summand auszulassen ist, so ist hierdurch für jedes Paar 
endlicher positiver ganzer Zahlen k, l eine rationale Funktion 9bk,i{u) 
gegeben. Für lim l=o erhalten wir in 9k,c(u) einen Bestandteil der 
absolut konvergenten Reihe (3) und damit für jedes k eine bestimmte 
Funktion. Diese Funktionen ,,oo (u) nähern sich für lim k der 
Funktion ^(ii) als Grenze an. Aus der Erklärung von du,(u) folgt: 

+} . 1 1 +t,.
®,,(u + 002) - •a,(u) —2 (a=(m,,1=1 - w=(m,,; + 2 (m,,„,ja), m=-% m=-l
wo rechter Hand in einer endlichen Anzahl von (4k - 2) Gliedern u 
auftritt. Für lim l = oo wird die Summe dieser endlich vielen Glieder 
gleich 0, und man gewinnt als eine Eigenschaft der Funktion 9k,o(u): 

•,,.(u + 0,) - •,-(w) -S (S‘,n) • 
m = — k ma = — 30

Die Konvergenz der rechts stehenden Reihe ist durch diese Gleichung 
mit Rücksicht auf die absolute Konvergenz der Reihe (3) selbstver
ständlich, kann aber auch leicht direkt dargetan werden. Für lim k 
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konvergiert die linke und also die rechte Seite der letzten Gleichung 
gegen den Wert $(u — 02) — $(u) = n2. Die zweite Periode n, des Inte
grals zweiter Gattung erster Stufe ^(u), welche der Periode 0, von u ent
spricht, gestattet in 0,, 0, die Darstellung:

(7) 1 '
-i m,).m1 =-C ‘m2 = — 00 ‘

Die absolute Konvergenz der Reihe (3) S. 257 für k=2 war oben 
nicht beweisbar. Bei der in (7) vorgezeichneten Anordnung, bei welcher 
also zuerst bei stehendem m über von — oo bis — co zu summieren 
ist und hernach für von — oo bis - oo summiert werden muß, 
wird indessen eine konvergente Reihe des in (7) angegebenen Summen
wertes gewonnen. Es ist jetzt auch hinterher verständlich, daß die in 
Rede stehende Reihe nicht mehr absolut konvergent sein kann. Sie 
müßte ja im Falle der absoluten Konvergenz gegenüber den linearen 
Transformationen der Perioden invariant sein, während wir doch wissen, 
daß der Summenwert der Reihe (7) bei Ausübung der Transformation 
(5) S. 257 in:

72  yn,— ne 
o2 0,-180,

übergeht. Durch Ausübung der speziellen Transformation o‘ = 0, 
0‘ = — 01 auf die Gleichung (7) oder auch durch eine ähnliche Be
trachtung, wie sie uns vorhin zur Gleichung (7) hinführte, gewinnt 
man übrigens die entsprechende Gleichung für die Periode n, von §(u):

(8)
772 = — 00 m1 = — X

Wir wollen hierbei nochmals besonders hervorheben, daß zufolge der 
absoluten Konvergenz der Peihe (3) in den vorstehenden Enhvichlungen 
01, 02 irgendein primitives Periodenpaar unserer I(u) sein darf; natür
lich sind die 91, na die „ihnen zugehörigen“ Perioden des Integrals zweiter 
Gattung ?) 

1) Die im Texte behandelten Teilbruchreihen für p(u) und verdanken 

ihre absolute Konvergenz den Zusatzgliedern -—1--- . bzw. -- 1------ 1--- • .
(m , m2) - (m , ma) {m, ,ma)2‘

und dasselbe gilt bei dem Doppelprodukt für die -Funktion von den „konvergenz
erzeugenden“ Zusatzfaktoren:

u  i / u)2e(m, in^ 2 \(m1,
Die Einführung dieser die Konvergenz bewirkenden Elemente geschah durch Weier
straß in der S. 56 namhaft gemachten Arbeit. Um die grundlegende Bedeutung 
dieses Schrittes zu erkennen, vgl. man die im übrigen sehr tiefdringende Unter-
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§ 9. Die Funktionen des ringförmigen Bereiches nebst 
Anwendungen.

Neben den bisherigen Reihendarstellungen unserer elliptischen 
Funktionen erster Stufe sind auch noch „Fouri ersehe Reihen" sowie 
mit ihnen verwandte Reihen und Produkte wichtig. Man kann diese 
Darstellungen aus den Teilbruchreihen entwickeln; doch führen die 
diesem Zwecke dienenden Reihenumformungen nicht in das innere Ver
ständnis der neuen Darstellungen ein, so daß wir hier einen von den 
bisher aufgestellten Reihenentwicklungen gänzlich unabhängigen Weg 
gehen wollen, der unmittelbar an das Wesen unserer Funktionen anknüpft.

Wir denken 01, 02 als irgendein primitives Periodenpaar der 
gewählt und wollen die mit dem zugehörigen Parallelogramm netz ver
sehene u-Ebene vermittelst der Exponentialfunktion:

'ÜTtU

(1) t = e 02

auf die Z-Ebene abbilden. Als konformes Abbild gewinnen wir eine un
endlich-blättrige Riemannsche Fläche Fo mit den beiden Verzweigungs
punkten t=0 und t = co. Die unendlich vielen beim einzelnen von 
0 und co verschiedenen t übereinanderliegenden Punkte der Fläche Foo 
entsprechen einem System äquivalenter Punkte u, u—G2, u— 
u — 3 0, • • •. Die durch u und u laufende Gerade und die 
zu ihr parallelen Geraden des Netzes liefern in der Z-Ebene ein System 
konzentrischer Kreise um den Mittelpunkt t = 0 (vgl. Fig. 55); die Ab
bilder der Geraden des anderen Systems koinzidieren in der Z-Ebene 
und liefern eine einzige logarithmische Spirale (vgl. Fig. 55), welche 
man als Verzweigungsschnitt für die Fo gebrauchen kann. Das erste 
Parallelogramm des Netzes (dasjenige der Ecken 0, 02, 0, — 0,, 01) er
gibt im Abbilde den in Fig. 55 schraffierten Kreisring, welcher nach

suchung von G. Eisenstein „Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelpro
dukte, aus welchen die elliptischen Funktionen als Quotienten zusammengesetzt 
sind“, Journ. f. Math. Bd. 35 (1847), S. 153 oder auch G. Eisensteins „Mathema
tische Abhandlungen“ (Berlin, 1847) S. 213. In dieser Abhandlung ist die spätere 
Weierstraß sehe Theorie, insofern sie sich auf der Produktentwicklung der -Funk- 
tion und den Teilbruchreihen für usw. aufbaut, ziemlich vollständig voraus
genommen. Die Unvollkommenheit besteht jedoch darin, daß Eisenstein, da ihm 
eben die Weierstraßsehen Zusatzfaktoren fehlen, die im Mittelpunkte stehende 
Größe, nämlich die Funktion 0 (u"), nur durch ein „bedingt konvergentes“ Produkt 
darzustellen vermag. Übrigens gelten dieselben Bemerkungen auch von A. Cayley, 
der zwei Jahre vor Eisenstein eine verwandte Untersuchung „Memoire sur les 
fonctions doublement periodiques“, Journ. de Math. Bd. 10 (1845) p. 385 veröffent
lichte.
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außen durch den „Einheitskreis" (Kreis mit dem Radius 1 um t = 0) 
der t-Ebene begrenzt ist; den Ecken des Parallelogramms entsprechen 
die durch (0), (02), . . . bezeichneten Punkte der Fig. 55.

Fig. 55.

Um das Verhalten von t gegenüber den Substitutionen der Gruppe 
Ilu) leicht bezeichnen zu können, führen wir die seit Jacobi in der 
Theorie der elliptischen Funktionen vielfältig benutzte Exponential
funktion des mit ni multiplizierten Periodenquotienten:

Q — ■ ■ e" •

ein. Indem wir, wie früher, 0 = § - in schreiben, wird:
q = e-"‘ (cosn§ - isinx§),

und also entnehmen wir aus dem Umstande, daß n > 0 ist, die für die 
Folge wichtige Tatsache, daß der absolute Betrag der Zaid q Ideiner 
als 1 ist:
(2) |ql=e*<1.
Während nun t gegenüber der Substitution u = u — 02 invariant ist, 
liefert u' = u - 0, auf t transformiert die loxodromische Substitution: 
(3) t‘ = q^t 

der beiden Fixpunlde t=0 und t = oo (vgl. S. 71). Die Gruppe 
reduziert sich demnach bei Übergang zu t auf die zyklische Gruppe 
der loxodromischen Substitutionen:

t — q“nt, (n — 1, — 2,...).
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Diese I‘( hat die Punkte t = 0 und t = oo zu Grenzpunkten; der in 
Fig. 55 schraffierte Kreisring kann als ein Dishontinuitäts'bereich der 

benutzt werden. Die Schnittpunkte der konzentrischen Kreise mit 
der in Fig. 55 angedeuteten logarithmischen Spirale sind die Punkte: 

t = ^2« (n=0, ± 1, + 2,. •.);
wir wollen für dieselben kurz die Bezeichnung der „Gitterpunkte" bei
behalten.1)

1) Eigentlich sollte man, wie aus (3) hervorgeht, nicht q sondern qt als wesent
liche Größe einführen; in der Tat ist q2 weiterhin für die Funktionen erster Stufe 
immer die eigentliche Entwicklungsgroße. Daß Jacobi sich der Größe q bediente, 
hat, wie wir weiterhin noch darzulegen haben werden, seinen Grund darin, daß 
Jacobis Funktionen die elliptischen Funktionen der zweiten Stufe sind.

Da die doppeltperiodischen Funktionen 7(u) gegenüber der Substi
tution u' = u - O, invariant sind, so liefern sie in Abhängigkeit von 
t Funktionen, welche die schlichte t-Kbene, abgesehen von den beiden we
sentlich singulären Funhten t = 0 und t = oo, zum Felde haben. Da sie 
überdies gegenüber der Substitution (3) unveränderlich sind, so werden 
wir sie als Funktionen des in Fig. 55 schraffierten ringförmigen Be- • • •
reiches oder kurz als „Funktionen des Kreisringsli bezeichnen dürfen. 
Auch das transzendent normierte Integral zweiter Gattung (vgl. S. 163), 
welches wir als Funktion von t ausführlicher zu betrachten haben und 
mit der Bezeichnung:

(4) —2
belegen wollen, hat die schlichte t-Ebene bis auf die wesentlich sin
gulären Stellen 0 und o zum Felde. Dasselbe gehört insofern auch 
mittelbar zu den „Funktionen des Kreisringes“, als gegenüber der Sub
stitution (3) die Funktion zif) das Verhalten zeigt (vgl. S. 163):

(5) -(q2=g()-2iz.
—2

Endlich können wir nach den Entwicklungen von S. 209 auch noch die 
O-Funktion so mit einem Exponentialfaktor versehen, daß das Produkt 
gleichfalls bei Ausübung der Substitution u = u - 0, unveränderlich 
ist. Dieses Produkt wollen wir als Funktion von t mit der besonderen 
Bezeichnung: 12 u2 7 i u

(6) e 204 + 0, (u) = s(t)
belegen. Die Funktion s(t) hat dann wieder dasselbe Feld wie die 
bisherigen und gehört insofern zu den Funktionen des Kreisringes, als 
gegenüber der Substitution (3) das besonders einfache Verhalten zutrifft: 
(7) s^t^-t-^s{t),
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wie man leicht mit Hilfe der Legendreschen Relation (6) S. 160 
nachweist.

Wir wenden nun auf die Funktionen des Kreisrings die allgemeinen 
Sätze über Darstellung durch unendliche Produkte (vgl. S. 56ff.) sowie 
durch Laurentsche Reihen (vgl. S. 39ff.) an.

Die außerhalb des Einheitskreises liegenden Nullpunkte von s(t) 
sind die „Gitterpunkte" q-2,q-4,q-6,.. Da die Reihe:

Iql2 + Iql + 1q16----
zufolge (2) konvergiert, so liefert das Produkt:

no- - tq?»),
welches unbedingt konvergent ist, eine ganze transzendente Funktion 
der Höhe 0, das die erwähnten Nullpunkte mit s(t) gemeinsam hat. 
Ebenso haben wir in:

1I(1—t-1q2n)
n— 1

eine Funktion, welche die ganze /-Ebene, abgesehen vom Punkte t = 0, 
zum Felde hat, daselbst überall endlich ist und dieselben im Innern des 
Einheitskreises gelegenen Nullpunkte wie s(/) aufweist. Hiernach wird 
die Funktion: co oo

f(fi - («- 1)77(1 - tq1") -7/(1 - t-1q2n) n = 1 n

dasselbe Feld und dieselben Nullpunkte wie s(/) haben. Nun gilt weiter: 

f(q?e) = (q?t —1)il(1- tq^ tl(\- 1-1q21-1) , 
n n

wofür man auch schreiben kann:
co cof(q2t) =—(1—t-1) 77(1 - tq2") • // (i - t-1q2n).n = 1 n=1

Die Funktion f(t) zeigt also gegenüber der Substitution (3) das in (7) 
angegebene V erhalten von s (/). Somit ist der Quotient von s (t) und 
f(t) auch gegenüber der Substitution (3) invariant und muß, da er in 
Abhängigkeit von u eine polfreie doppeltperiodische Funktion liefert, 
mit einer Konstanten identisch sein. Fassen wir die beiden absolut 
konvergenten Produkte in eines zusammen, so folgt:

S(i)  C. c -1)77(1 - tq2,) (1 - t-1q3-).n
Nun folgt aus (1) und (6):
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Die für s(f) angesetzte Gleichung liefert also bei dem gleichen Grenz
übergange:

Die Funktion gestattet hiernach eine Darstellung in Gestalt des un
bedingt konvergenten einfach unendlichen Produktes:
(8) s (t) - 6, (_ ff (1—1q*a-t,1q*»),
v / 217 • ‘LL (1— q2")2 

n — 1

welches mittelst der Gleichung (6) auf (5(u) übertragen nach einfacher 
Zwischenrechnung das unbedingt konvergente einfach unendliche Produkt:

», IC2 o 1 — 2q:ncos2Kuq4n
(9) (5^==^ e^sm—TT-------------------------------------- 1

•‘7 2 (i—q27)2
n = i 

für die ^-Funktion liefert.
Der in (8) unter dem Produktzeichen stehende Ausdruck kann 

noch so umgeformt werden:
/i 1011 n • / s nu\ • / nu\I 5 —6) I .,—6 .6) sin(nT0------ )-sin(nT0 — ■—I\Q.nt2 ~ 2—qnt2)_ \ 102/ \ aj

üin — q~nf sin2nno
Die neue Produktdarstellung der G-Funktion läßt sich also auch in die 
folgende Gestalt setzen:

. / , nu\ . / nU\12u2 0o sin(nT0------ ) sinn 70- - - - .5(u) = 02 e20, sin 7—N- - - - - - - - - - - - N- - - -  02/_
V 7 TT <^2 JL L sinnTc

n — 1

Wir merken noch beiläufig die durch Logarithmieren und darauf 
folgende Differentiation dieser Gleichung sich ergebende Reihe für das 
Integral zweiter Gattung an:
(10) ()-""+”*+ >[(1+150)+ (""-„0)].

n= 1
Es ist dies diejenige Reihendarstellung von die man für gewöhn
lich durch Umformung der Teilbruchreihe (3) S. 261, herleitet. Man 
benutzt dabei die bekannte Teilbruchreihe der ctg-Funktion und hat 
übrigens dieselbe Gliederanordnung durchzuführen, welche bei Ableitung 
der Gleichung (7) S. 263, benutzt wurde.

Weit wichtiger ist, daß wir nun auch die Laurentschen Reihen für 
die Darstellung der Funktionen des Kreisringes heranziehen. Die Funk
tion g(t) hat in den Gitterpunkten t = 1, q±2, q±4, ... Pole erster 
Ordnung, wird sich also für jeden ringförmigen Bereich der Fig. 55 in 
eine eindeutig bestimmte Laurentsche Reihe entwickeln lassen, die diesen 
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Ring zum Konvergenzbereich hat. Wir wollen den in Fig. 55 schraffier
ten Bereich B, den nach außen folgenden ringförmigen Bereich (dessen 
äußerer Rand durch t = läuft) B, nennen: den aus beiden zu
sammengesetzten Ring nennen wir kurz (B—B1). Da (S(u)—u-1) 
bei u=0 analytisch bleibt, so gilt zufolge (1) dasselbe von

/, ,2in 1g(t) H- - - - - .- - - 47 O, 1 — t

bei t — 1. Diese Funktion gestattet also eine eindeutig bestimmte Lau
rentsche Entwicklung:

(n) (0+*1,-2e,e,
deren Konvergenzbereich der Ring (B — ist. Um die Koeffizienten 
cn zu bestimmen, verstehen wir unter t einen in B, liegenden Punkt, 
so daß t>1 gilt. Dann ist q2t in B gelegen, so daß q?t<1 gilt 
und übrigens die für q2t an Stelle von t gebildete letzte Gleichung 
rechts eine konvergente Reihe liefert:

2(09+2,1-2(me.n = — co
Mit Benutzung von (5) folgt weiter:

Da nun t>1 und |q2t<1 gilt, so können wir die rechte Seite dieser
Gleichung in folgender Art entwickeln:

oder unter Zusammenfassung gleich hoher Potenzen von t:

+*3,1-S 6»«- 21”) 0+6+ G - 2") q-p • 
n = — x n=1

Diese Reihe bezieht sich auf den Bereich B, und muß also wegen der 
eindeutigen Bestimmtheit der Laurentschen Reihe in ihrem Konvergenz- 
bereiche mit der Reihe (11) unmittelbar identisch sein. Also folgt:

Cn

2in q-2n c, 1—q-?n für

2in q2z
0, 1 — q2n für 0.n
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Fassen 
folgt:

wir die beiden Reihenglieder mit tn und t~n zusammen, so

/A 2in 1() + c, ' 1—t = Co
Ersetzen wir t durch t-1 (was auf Zeichenwechsel vor u hinausläuft), 
so tritt bei z(t) und bei der rechts stehenden Reihe gleichfalls einfach 
ein Zeichenwechsel ein. Die Addition der entstehenden Gleichung zu 
letzter Gleichung liefert:

9  2ix / 1 t N 2 in‘o 0,1 — t T t — 1/ c,
Also haben wir das Ergebnis gewonnen: Für die Funktion g(t) gilt die 
im ringförmigen Bereiche (Bo — Bf konvergente Laurentsche Entwicklung: 

(12) (tit+it,"M 00gt — 1 O2 1 — q2" - -n = 1
Führen wir u und damit die doppeltperiodischen Funktionen wieder 

ein, so folgt: Bas Integral zweiter Gattung erster Stufe läßt sich in fol
gende Fouriersche Beihe entwickeln:

(3) -"u+: ctg ~+45 27,. sin T -n = 1
aus denen man durch Bifferentiation folgende Fouriersche Beihen für die 
elliptischen Funktionen erster Stufe gewinnt:

(14)

Der Konvergenzbereich der Reihen (13) und (14) in der u-Ebene ent
spricht dem über dem Ringe (B — Bf liegenden Teile der Riemannschen Fläche Foo; der Bereich ist also ein Parallelstreifen der u-Ebene, bestehend aus allen denjenigen Parallelogrammen, welche beiderseits an 
der durch u und u = 0, hindurchlaufenden Geraden anliegen.1)

1) Daß die durch Differentiation nach u entstehenden Reihen (14) denselben 
Konvergenzbereich haben wie die Reihe (14), unterliegt keinem Zweifel. Es handelt 
sich in (14) bei Umrechnung auf t um die Laurentschen Reihen der g und g‘ ent
sprechenden Funktionen des Kreisrings, welche (B. - Bf zum Konvergenzbereiche 
haben.
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Zum Zwecke einer wichtigen Anwendung der Gleichung (13) ent
wickeln wir $(u) nach (2) S. 201 für die Umgebung von u nach 

Potenzen von u und tragen auch für ctg — die Anfangsglieder der auf
O2

die gleiche Umgebung von u = 0 bezogenen Potenzreihe ein; es ergibt 
sich hei Zusammenfassung der Potenzreihen:

Differenziert man einmal nach u und setzt sodann u = 0, so gewinnt 
man für n, folgende lionvergente einfach unendliche Reihe:

Indem man drei bzw. fünf Male nach u differenziert und sodann u 
einträgt, folgen als konvergente einfach unendliche Reihen für g2 und g3:

(16)
a _/2*\6/1, Nwq2"N

93 \o,) V16 320 1—02n)n=1
Man kann zu diesen Darstellungen auch durch Umformungen der Doppel
reihen (7) S. 263 und (5) S. 262 gelangen.

Da s(t) in der ganzen t-Ebene, abgesehen von den beiden wesent
lich singulären Punkten t = 0 und t = co, analytisch ist, so wird die 
Laurentsche Reihe dieser Funktion:

s(0 =2cntn 
n— — qo

abgesehen von den beiden Punkten t — 0 und t ~ oo allenthalben kon
vergieren. Gegenüber der erzeugenden Substitution (3) der zeigt 
s(t) das in (7) angegebene Verhalten; also gilt:

— 0 -f-oo
s(q2t) =S(c,q2n) tn =

woraus sich mit Rücksicht auf die Einzigkeit der Laurentschen Ent
wicklung die Rekursionsformel:

4 + J = — cn(^n
zur Bestimmung der Koeffizienten ergibt. Es folgt für n > 0:

C, = Co (- 1)"q"(n-1, C_n=Co (- 1)"q"(n+1,
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und also gelangen wir unter zweckmäßiger Zusammenfassung der Glie
der zu der Reihe:

Zur Bestimmung des von t unabhängigen Faktors — co teilen wir diese 
Gleichung durch (t — 1) und setzen sodann t = 1. Der links stehende 

Quotient nimmt zufolge (8) den Wert 22 an; wir erhalten also zur Be

stimmung von Co eine Gleichung, der wir die Gestalt geben: 

(17) --2,(1-3q2+  7q-4 + 9q0-5
Hier steht rechts eine für jede I‘(u) konvergente Beihe, die einen von 0 
verschiedenen Summenwert haben muß, und für die wir unten noch an
dere Gestalten kennen lernen zverden. Nennen wir den in (17) rechts 
stehenden Ausdruck als Funktion von 0., O, kurz 9 (0. 02), so folgt 
nunmehr endgültig als Laurentsche Beihe für s(t)
(18) ^(op co2)-s(<t') = — i(d—^ — q'1- '2 d2 — t-+q2a d2 — t--}------ )

Die Multiplikation dieser Gleichung mit:
12u2 niu 12u2 I 

e202 2 —e202.t 2
führt zufolge (6) zur Funktion O(u) zurück. Führen wir auch rechts 
u wieder ein, so ergibt sich also eine in der ganzen endlichen u-Ebene 
konvergente Fouriersche Beihe für die ^-Funktion:

au 1o (2 n —1)*u(19) • (0,, 02) • 6 (w) = 2e202 ), (— 1)"q"n*1 sin 0, ,
7/ = 0

wobei der endliche und von 0 verschiedene Wert p (0, 02) gegeben ist durch 
die Beihe:
(20) 0,) = n (1 - 3q12 + 5q2-3 - 7q^^ + 9q+-5- - - - - - - - - - ).

§ 10. Das System aller elliptischen Funktionen und die Aus
artung derselben.

Nach S. 96 sollte es nicht nur unsere Aufgabe sein, den einzelnen 
Körper elliptischer Funktionen zu untersuchen, sondern zugleich einen 
Überblick über das System aller Körper elliptischer Funktionen zu ge
winnen. Auf algebraischer Grundlage ist diese Aufgabe oben (S. 137 ff.) 
in der Weise gelöst, daß wir für den einzelnen Körper elliptischer Funk
tionen den zugehörigen Wert der rationalen absoluten Invariante J als 
charakteristisch erkannten: Jedem Körper gehörte ein endlicher komplexer 
(oder reeller) Wert J zu, und jedem solchen Wert J entsprach eindeutig 
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0
Fig. 56.

ein Körper elliptischer FunHionen. Hiermit ist bereits eine endgültige 
Lösung unserer zweiten Aufgabe gewonnen.

Nun fanden wir zweitens S. 175 ff. einen „KLodul“ für den einzelnen 
Körper elliptischer Funktionen in dem Quotienten 0 des reduzierten 
Periodenpaares. Dieser Modul war für jeden Körper ein eindeutig be
stimmter endlicher komplexer Wert, dessen Bildpunkt 
in dem hierneben als Fig. 56 reproduzierten Doppel
dreieck der Fig. 43, S. 179, gelegen war. Nach den Ent
wicklungen des vorliegenden Kapitels gilt aber auch hier 
die Umkehrung: Jedem endlichen homplexen Werte co, 
dessen Bildpunld dem Doppeldreiech der Fig. 56 angehört1}, 
entspricht eindeutig ein Körper elliptischer Funktionen. Die 
Aufgabe, den Überblick über das Gesamtsystem dieser 
Körper zu gewinnen, hat damit eine zweite endgültige 
Lösung gewonnen.

1) Es gilt natürlich wieder die Bestimmung, daß nur diejenigen Randstücke 
dem Bereiche der Fig. 56 als zugehörig gelten, welche in der Figur stark markiert 
sind.

2) Der Satz, daß eine in einem gewissen Bereiche gleichmäßig konvergente Reihe 
eindeutiger analytischer Funktionen ebendort selbst wieder eine eindeutige analy
tische Funktion darstellt, ist von Weierstraß in den Berliner Berichten vom 
12. August 1880 veröffentlicht; s. auch Weierstraß „Werke“, Bd. 2, S. 201ff. 
Einen einfachen Beweis mittels Cauchyscher Methoden findet man bei „Osgood“ 
S. 303.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 18

Auf Grund dieses Ergebnisses finden wir, daß nicht 
nur der Punkt co des Doppeldreiecks eindeutig von J abhängt, sondern 
daß auch umgekehrt J eine eindeutige Funktion des im Poppeldreiecke 
heliebig variahelen endlichen FLoduls co ist. Wir wollen die absolute 
rationale Invariante J in dieser Abhängigkeit durch J^co) bezeichnen 
und nennen sie als Funktion des Moduls co kurz eine „ÜJodulfunldion“ 
oder genauer eine „elliptische KLodulfunktiona.

Was die Beschaffenheit dieser Modulfunktion e(o) angeht, so grei
fen wir zunächst auf die Darstellungen (16) S. 271 der rationalen Invari
anten g^, g3 in 0, und g zurück. In diesen Gleichungen stehen rechts 
in den Klammern Reihen, die in jedem bestimmten, ganz im Innern des 
Einheitskreises der q-Ebene gelegenen Bereiche gleichmäßig konvergent 
sind. Jedes Glied der Reihen ist ebenda eine eindeutige analytische 
Funktion von q, so daß sich aus einem bekannten Satze der Funktionen
theorie2) ergibt: Die unter (16) S. 271 in den Klammern zur Darstellung 
von g2 und g3 dienenden Ausdrücke sind in jedem ganz im Innern des 
Einheitskreises der g-Ebene liegenden Bereiche eindeutige analytische Funk
tionen von g.
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Ordnen wir die Reihen (16) S. 271 nach ansteigenden Potenzen von 
q an, so ergeben sich folgende Darstellungen:

0,-(,)(1+202z(m)a),
(1) ■ 2 "5

9, = (2")° - i 2 %5 qm) •
—2/ \ e« / • m = 1

Hierbei bedeuten X3 (m) und x5(m) von m abhängige ganze Zahlen, und zwar 
ist x.(m) (für k = 3 und k = 5) die Summe der kten Potenzen aller Teiler 
t von m (t = 1 und t = m mitgerechnet):
(2) x.(m) = Se 

t
Als Anfangsglieder der Reihen (1) ergeben sich:

9, ” (25)“ (3 + 202 + 180q + 560q6 + ■•■)’(3) ”?bs“© (216- 39-77-1998-).
Für die Diskriminante 2 = g3— 27g ergeben sich folgende Anfangs
glieder der Potenzreihe nach q:
(4) 2 = (2*)1q2 (1 _24q2- 252q4 - 1472 ....N°2‘ _nV3

Gehört 0 dem Doppeldreieck der Fig. 56 an, so gilt q<e 2 . 
Doch beachte man sogleich (vgl. den Anfang von § 9, S. 264), daß sich 
die Entwicklungen (16) S. 271 auf irgendein primitives Periodenpaar 
0,, 0, der Gruppe I(") bezogen. Für jedes solche Paar ist der Perioden
quotient 63 eine endliche komplexe Zahl mit positivem imaginären Be
standteile, und also ist q<1; einer weiteren Beschränkung unterliegt 
aber 0 und damit auch q nicht. Es folgt also der für die weitere Fort
setzung unserer Untersuchung wichtige Satz: In jedem besti/mmten, ganz 
im Innern der „positiven o-Halbebene‘l (vgl. S. 186) gelegenen Bereiche 
sind g,, g3 und 2 eindeutige analytische Funktionen von O, und q und 
damit von 0. und 0,, und zwa/r sind sie in diesen beiden Argumenten 01, 0, 
homogen von den Dimensionen — 4,-6, — 12.

Kehren wir auf Grund der Gleichung (16) S. 124 von g.2, g3 und 2 
zu J zurück, so ergibt sich: Die Modulfunktion J(o) ist in jedem be
stimmten, ganz im Innern der o-Halbebene gelegenen Bereiche (in dem, wie 
wir wissen, 21 nirgends einen Nullpunkt hat) eine eindeutige überall ana
lytische Funktion des Moduls 0; sie läßt sich ebenda als eindeutige Funktion 
von q in die konvergente Beihe entwickeln:

(5) J-2=-5q-+4+8q+..
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Der Punkt q=0 entspricht der an den unendlichfernen Punkt 
der oo-Ebene heranragenden Spitze des Doppeldreiecks der Fig. 56, S. 273, 
welche zunächst für die von unseren elliptischen Gebilden gelieferten co 
unzugänglich ist, obschon jeder endliche, in der Umgebung jener Spitze 
liegende Punkt o von den bei den Körpern elliptischer Funktionen auf
tretenden Periodenquotienten erreichbar ist. Wir erkennen jetzt, daß die 
Modulfunktion J^cd) bis in den Punkt q = 0 fortsetzbar ist und daselbst 
in der „cf-Ebene“ einen Pol erster Ordnung gewinnt^)

Diesem Ergebnis folgend wollen wir fortan die „Spitze co = ico" 
des Doppeldreiecks der Fig. 56 diesem Bereiche zurechnen. Der so er
gänzte Bereich ist dann durch die Modulfunktion eindeutig auf die 
schlichte J- Ebene, unter Einschluß des Punktes J = oo, bezogen. Wir 
werden diese Abbildung unten noch genauer zu betrachten haben; doch 
notieren wir gleich hier einige Sätze, welche sich aus den bisherigen 
Entwicklungen unmittelbar ergeben.

Aus der Gleichung:
q2= e-2*1(cos 2x; + i sin 2x)

geht hervor, daß q2 längs der Symmetrielinie des Doppeldreiecks der 
Fig. 56, S. 273 (imaginären 0- Achse zwischen 0 = und co = i) reell 
und positiv ist, während q2 längs der unseren Bereich links beranden- 
den Geraden 5 = — 1 reell und negativ ausfällt. Aus den Reihenent
wicklungen folgt, daß längs beider Geraden J reell ist, und zwar ist 
jedenfalls in der Umgebung von co = i(x auf der ersten Geraden J 
positiv und auf der zweiten negativ. Nun wissen wir aber bereits, daß 
für 0=0 (äquianharmonischer Fall) g, und damit 
J verschwindet, während für 0 = i (harmonischer Fall) 
93=0 und also J=1 ist. Somit überträgt sich die 
imaginäre -Achse zwischen i und ico auf die posi
tive reelle J- Achse von =1 bis J = oo, die von 
co = g nach ioo laufende Gerade 5 = — 1 aber auf die 
negative reelle J-Achse von J = 0 bis J = — oo (vgl.
Fig. 57, wo die in den Ecken des schraffierten Elemen
tardreiecks stattfindenden Werte J angegeben sind).

Zwei bezüglich der imaginären Achse symmetrisch 
liegende Punkte co liefern konjugiert komplexe Werte q 
und also konjugiert komplexe Werte J. Aber zwei auf dem vom 
Einheitskreise der oo-Ebene gelieferten Rande symmetrisch zur imaginären 
oo-Achse liegende Punkte oo des Doppeldreiecks (von denen nur der

1) Wir erinnern daran, daß q2 die richtige Entwicklungsgröße für die ellip
tischen Funktionen erster Stufe ist (vgl. Note S. 266).

0 =o 
Fig. 57.

18*
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links liegende diesem Bereiche zugerechnet wird) liefern ein und dieselbe 
Gruppe I() und also den gleichen Wert J. Dieser Wert ist also seinem 
konjugiert komplexen Werte gleich, d. h. er ist reell. Wir finden somit: 
Der Band des schraffierten Elementardreiechs der Fig. 56 (und damit auch 
derjenige des freien Dreiechs) überträgt sich auf die reelle J-Achse, das 
schraffierte Dreiech selbst überträgt sich auf die „positive J-Hdlbebenea, das 
freie auf die „negative J-Halbebene‘i.1')

1) Die Benennungen entsprechen, wie bei der „positiven o-Halbebene", den 
Vorzeichen der imaginären Bestandteile der komplexen Werte J.

Wir haben hiermit volle Aufklärung gewonnen über die gegen
seitige Beziehung jener beiden Größen, des unbeschränkt veränderlichen 
J und des im Doppeldreieck beliebig variablen 0, welche uns das Ge
samtsystem aller Körper elliptischer Funktionen zu überblicken ge
statteten. Wünschenswert bleibt allerdings, daß wir die letzten Ent
wicklungen auch noch nach der algebraischen Seite ergänzen. In der 
Tat können wir ja die Veränderungen von J dadurch hervorrufen, daß 
wir die drei im Endlichen liegenden Verzweigungspunkte e,e,e, der 
Biemannschen Fläche F, unter Wahrung ihrer Belation:

e,+e+e=0
beliebigen Lagenänderungen untenverfen. Natürlich darf man dabei in 
jedem Falle unter den durch lineare Transformationen von g inein
ander überführbaren Flächen F, eine möglichst bequeme zur Berech
nung des zugehörigen Wertes von J herausgreifen.

Wir lenken insbesondere die Aufmerksamkeit auf die symmetrischen 
Flächen F2. Dieselben entsprechen den S. 247 betrachteten Gruppen I", 
die durch eine Transformation zweiter Art T in sich überführbar sind; 
die zugehörigen Punkte co sind die Randpunkte des schraffierten Ele
mentardreiecks der Fig. 56, die den Punkten der reellen J-Achse ent
sprechen.

Ist erstlich co rein imaginär, so haben wir ein Periodenrechteck, 
und die drei Punkte e1, e2, e3 liegen auf einer Geraden, die wir zur 
reellen Achse der g-Ebene wählen. Wir bleiben mit Fig. 39, S. 173, in 
Übereinstimmung, wenn wir etwa:

e, = — 1, —1<e,=e<0, e, = 1 — e
setzen. Die Darstellungen der g,,93 in den e1,e,e3:

ga=—4(ee+ee+ees), g^^e^
ergeben also im fraglichen Falle:

g,=4(e*-e+1), g,-4(e‘-e),
so daß g^= g, — 4 gilt und g, genau einmal alle reellen Werte des
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Intervalles 4<g<12 durchläuft, wenn e sein Intervall 0 2 e > — 1 
beschreibt. Hierbei durchläuft J, gegeben durch:

I_g$_ g$4 98 —27 (92—4)2’
genau einmal das Intervall aller endlichen reellen Zahlen 21. Nehmen 
wir den Grenzwert e = — 1 hinzu, der g, und J liefert, so 
artet die F, durch Zusammenfall der leiden Verzweigungspunkte e, und es 
in eine zweUdlättrige Hiemannsche Fläche mit „zwei11 Verzweigungspunkten 
e, und oo atis, die dementsprechend dem Geschlechte p angehört.

1) Drehen wir die 2-Ebene um ihren Nullpunkt durch einen rechten Winkel, 
so gelangen wir jetzt zum Falle zweier reellen und zweier konjugiert komplexen Ver
zweigungspunkte. Es möchte scheinen, daß bei der Betrachtung des Textes sym
metrische Riemannsche Flächen mit zwei Paaren bezüglich der reellen Achse symme
trisch gelegener Verzweigungspunkte nicht zur Geltung kommen. Indessen läuft
durch vier so gelegene Punkte immer ein Kreis hindurch; indem wir diesen aber
durch eine geeignete lineare Substitution von z zur reellen Achse machen, gelangen 
wir zum ersten Falle des Textes zurück.

Indem wir uns vorbehalten, auf diese Ausartung der F2 sogleich 
näher einzugehen, knüpfen wir vorerst an den harmonischen Fall co == i 
an, dem wir eben die Verzweigungspunkte ex = — 1, e, = - 1, e3 = 0 ent
sprechen ließen. Um von hieraus eine weitere stetige Lagenänderung der 
Verzweigungspunkte vorzunehmen, setzen wir:

e,= — cos 9 — i sin 9, e, = cos 9 — i sin $, e3= — 2i sin 9

und lassen den Winkel $ stetig das Intervall 0<$< durchlaufen.1 *) 

Nun liefert die S. 168 ff. behandelte Abbildung der Fläche F, auf die u-Ebene 
ein rhombisches Periodenparallelogramm, und c bewegt sich auf dem 
im Kreisbogendreieck der Fig. 42, S. 176, gelegenen Quadranten des Ein
heitskreises der co-Ebene. Für 8= haben wir den äquianharmonischen 

Fall. Beschreibt der Winkel 9 mit dem Werte 0 beginnend das Teilintervall 
0<< 7, so durchläuft:

— — 6’
7 (1 — 4 sin2 'S)3
• = (1—4sin29)4 27sin

die positiven reellen Werte von J = 1 bis =0 genau einmal, und 0 
beschreibt das Zwölftel seines Einheitskreises von 0 = i bis 0 — 0. 

Für den Rest des Intervalles E<8<) wird esl>e,. Dann aber 

wird (bei Gebrauch der Bezeichnungen von S. 167 ff.) 0,<0., ent
gegen den Vorschriften von S. 178, welche auf das schraffierte Drittel 
der Fig. 42, S. 176, als Bereich für die „reduzierten" 0 führte. Wir müssen 
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jetzt die Indizes 1, 2, 3 in richtiger Weise permutieren oder die S. 176 
eingeführte lineare Transformation:

01=02, co^ = — 01 — 0,
der Perioden ausführen, damit co' den Rand des Doppeldreiecks der 
Fig. 56, S. 273, von 0 = 0 gegen 0 = ico beschreibt, wenn 0 den Sex
tanten des Einheitskreises von 0=0 gegen den Punkt co = — 1 durch
läuft. Für die Berechnung der absoluten Invarianten J ist eine Permu
tation der Indizes bei e,,e,e3 ohne Folge. Man stellt aus dem obigen 
Ausdrucke von leicht fest, daß J vom Werte 0 beginnend gerade ein

mal alle negativen reellen Werte beschreibt, wenn $ von aus das 

Intervall<9<7 durchläuft. Nehmen wir auch hier den G-ren^- 
6 — 2

wert $ = 9 hinzu, so wird wieder J=0, und wir gelangen aufs neue 
durch Zusammenfall zweier Verzweigungspunkte zu einer zweiblättrigen 
Fläche des Geschlechtes 0.

Die Ausartung der F, in eine Fläche des Geschlechts p = 0 haben 
wir von den symmetrischen Fällen aus in zwei Arten erreicht, die ein
fach darauf hinauslaufen, daß wir den Punkt co der J-Ebene einmal 
in Richtung der positiven, sodann in Richtung der negativen reellen -/-Achse 
erreichen, oder (was auf dasselbe hinausläuft) daß wir zur Spitze ioo des 
schraffierten Dreiecks der Fig. 56, S. 273, entweder längs der imaginären 
0-Achse oder längs des linken Randes gehen. Statt dessen kann man in der 
J-Ebene auch irgendeinen anderen Weg zum Punkte o einschlagen, der 
dann einen bestimmten Weg des Punktes q2 zum Nullpunkte der q-Ebene 
und eine bestimmte Annäherung bis zur Spitze ioo des oft genannten 
Doppeldreiecks liefert. In algebraischer Gestalt läuft diese Maßregel darauf 
hinaus, daß wir einen der Verzweigungspunkte, etwa e., bei irgendeiner 
endlichen, von 0 verschiedenen Stelle, z. B. bei g fixieren, dann 
aber e2 und e, unter Obacht auf e—e,=—1 auf irgendwelchem 
Wege bei z = — 1 zum Zusammenfall bringen. Wir erhalten dann am 
Schlüsse eine zweiblättrige Fläche, welche nur noch die beiden Ver
zweigungspunkte 1 und Co hat und demnach wieder zum Geschlechte 0 
gehört.

Es handelt sich hier um dieselbe Ausartung, welche wir S. 243 bei 
den Gruppen kennen lernten; die ausgeartete war die zyklische 
Gruppe aller Substitutionen u = u-f der Diskontinuitätsbereich derselben ein geeigneter „Parallelstreifen" der u-Ebene. Die Funktionen 
dieser ausgearteten F1^ haben nur noch die „eine<( Periode 0,; es sind also 
die einfach-periodischen Funktionen, in welche die elliptischen Funktionen 
nunmehr ausgeartet sind.
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Dieses Ergebnis wird durch, die Entwicklungen von S. 268 ff. un
mittelbar bestätigt. Im Falle der Ausartung, d. I. für q werden zu
folge (15) S. 271 und (14) S. 270 die Funktionen ^(u) und ^'(u) folgende 
trigonometrische Funktionen:

das Integral zzveiter G-attung wird:(7) «“) - 1 etg
und die Sigmafunktion geht zufolge (19) und (20) S. 272 in die Gestalt über:

1 (*\2 ,
(8) 6(u)=“e5V, sin“-

Auch algebraisch ist die Natur der Ausartung sofort verständlich. 
Das bisherige Integral erster. Gattung u ist im Falle der Ausartung 
elementar und wird durch Logarithmen darstellbar. Dasselbe bildet die 
geeignet zerschnittene Fläche F, auf jenen Parallelstreifen der u-Ebene 
ab, den wir als Diskontinuitätsbereich der ausgearteten F^ einführten. 
Die algebraischen Funktionen der F, werden dabei umgekehrt zu Exponen
tialfunktionen von w mit der Periode 02.

Fünftes Kapitel.

Die elliptischen Modulfunktionen erster Stufe und ihre 
inversen Funktionen.

Die Haupteigenschaft der soeben betrachteten Funktion des 
Moduls 0 gründet sich auf die Gleichungen (6) S. 262, denen zufolge 
g2 und gz und also auch J(gI) gegenüber irgendwelchen „linearen Trans- 
formationen" der Perioden 01, 0, unveränderlich sind. Von hieraus 
gewinnt man den deutlichsten Einblick in die Natur dieser Modul- 
funktion J(o), nämlich dadurch, daß man genau wie im vorigen 
Kapitel eine geometrisch-gruppentheoretische Betrachtung, und zwar 
jetzt über die gesamten „linearen Transformationen“ der Perioden vor
anstellt.

Auf dieser Grundlage werden wir den allgemeinen Begriff einer 
„elliptischen HLodülfunktion erster Stufe(l aufstellen können, wobei sich 
die vereinzelten im vorigen Kapitel in dieser Hinsicht schon betrach
teten Abhängigkeiten in eine allgemeine funktionentheoretische Auf
fassung einordnen werden. Der Name „elliptische Modulfunktion“ ist 
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von R. Dedekind eingeführt.1) Die grundlegenden Arbeiten Kleins über 
Modulfunktionen und ihre Verwendung in der Transformationstheorie 
der elliptischen Funktionen beginnen 1878.2) In umfassender Weise ist 
das ganze Gebiet in dem S. 94 genannten Werke von Klein und Fricke 
behandelt. Wir geben weiterhin nur diejenigen Entwicklungen, welche 
für das Verständnis der Theorie der elliptischen Funktionen unentbehr
lich sind.

1) Siehe Dedekinds Erläuterungen zu zwei nachgelassenen Fragmenten Rie
mannscher Untersuchungen, dessen erstes aus dem September 1852 stammt, in Rie
manns „Werken“, S.427ff. (Leipzig, 1876). Weiter kommt in Betracht D e dekinds 
„Schreiben an Herrn Borchardt über die Theorie der elliptischen Modulfunktionen“, 
Journ. f. Math., Bd. 83 (1877), S. 265.

2) Siehe insbesondere die Abhandlung „Über die Transformation der ellip
tischen Funktionen und die Auflösung der Gleichungen 5. Grades“, Math. Ann. 
Bd. J.4 (1878) S. 111 sowie die mehr programmatisch gehaltene Note „Zur Theorie 
der elliptischen Modulfunktionen“, Math. Ann. Bd. 17 11879 S. 62.

Indem wir die Perioden 01, 02 innerhalb gewisser Grenzen als will
kürlich variabel auffassen, werden nun auch die elliptischen Funktionen 
selber in ihrer Abhängigkeit von 01, 02 und damit als Funldionen 
dreier Argumente u, 0., 0, zu betrachten sein. Bei dieser Auffassung 
werden wir die Aufmerksamkeit auf zwei gewisse schon seit längerem 
bekannte Differentiationsprozesse zu lenken haben, welche uns insbe
sondere zur Kenntnis einer wichtigen partiellen Differentialgleichung 
für die O-Funktion hinführen.

Auf der gleichen Grundlage erwachsen gewisse lineare Differen
tialgleichungen, denen die Perioden als Funktionen der rationalen In
varianten genügen. Wir gelangen hierbei zu den den elliptischen Modul
funktionen inversen Funktionen und werden aus jenen Differentialglei
chungen wichtige analytische Darstellungen dieser inversen Funktionen 
gewinnen.

§ 1. Die Modulgruppe und ihre Erweiterung durch eine 
Spiegelung.

Die „linearen Transformationen“ der Perioden 01, O, liefern für 
den Modul der Körper elliptischer Funktionen, d. i. für den Perioden
quotienten 0 die ganzzahligen Substitutionen der Determinante 1:

Um einen ersten Überblick über alle Substitutionen (1) zu ge
winnen, bemerken wir, daß sie den gesamten Lösungen der zweiten 
Gleichung (1) in ganzen Zahlen a, ß, 7, d entsprechen, wobei jedoch 
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zwei Lösungen, die durch gleichzeitigen Zeichenwechsel aller vier Zahlen 
a, ß, Y, d ineinander übergehen, ein und dieselbe Substitution (1) liefern.

Ist y = 0, so folgt aus ad = 1 sofort ==—1, und wir dürfen 
nach dem eben Gesagten a = d = - 1 setzen; ß bleibt als ganze Zahl 
willkürlich wählbar, so daß wir den Werten — 2, — 1, 0, — 1, — 2, ■ • • 
von ß entsprechend eine einfach unendliche Beihe von Substitutionen (1) 
mit y fmden.

Ist ? nicht gleich 0, so dürfen wir y>0 annehmen. Für y 
sind a und d willkürlich wählbar, worauf ß = ad — 1 wird. Also haben 
wir für irgendein Zahlenpaar a und 7=1 den Werten ■ • •, — 1, 0, 1, 
2, • • • von d entsprechend wieder eine einfach unendliche Beihe von Sub
stitutionen (1).

Ist yD 1, so ist die Zahl a notwendig relativ prim zu Y, da 
ad — ßy = 1 sein muß. Wählen wir a als beliebige zu Y teilerfremde 
ganze Zahl, so können wir mittelst einiger Elementarsätze über die „Kon
gruenzen der ganzen Zahlen“ beweisen, daß zum gewählten Zahlenpaar 
wieder eine einfach unendliche Beihe von Substitutionen (1) gehört. Zwei 
Zahlen a und b, deren Differenz durch y teilbar- ist, heißen nach dem 
„Modul“ y oder kurz modulo y kongruent, was man mittelst des Zeichens = 
der Kongruenz durch:

a = b, (mod. y)

ausdrückt. Jede ganze Zahl ist modulo y mit einem bestimmten unter 
den y Divisionsresten 0, 1, 2, • • •, y — 1 kongruent. Zwei ganze Zahlen 
sind mod. y dann und nur dann kongruent, wenn sie dem gleichen 
unter den Divisionsresten 0, 1, • • •, y — 1 kongruent sind. Man bilde 
nun mit der zu y relativ primen Zahl a die (y — 1) ganzen Zahlen 
a, 2a, 3a, •••, (y — 1) a. Keine unter ihnen ist mod. y mit 0 kongruent; 
auch sind keine zwei verschiedene unter ihnen miteinander kongruent, 
da aus ga = va, (mod. y) sofort (u — v) a = 0, (mod. y) folgen würde, 
und also mit Rücksicht auf die gegen y teilerfremde Zahl a notwendig 
(u — v) durch y teilbar sein müßte. Bei dieser Sachlage erweisen sich 
die (y — 1) Zahlen a, 2 a, 3 a, • • -, (y — 1) a notwendig in irgendeiner 
Reihenfolge mit den (y — 1) Divisionsresten 1, 2, • • •, y — 1 modulo y 
als kongruent. Eine und nur eine Zahl der ersteren Reihe, etwa doa, 
ist insbesondere mit 1 kongruent:

c.= 1, (mod. y).

Ist vy ein beliebiges Multiplum von y und setzt man =o- vy, so 
ist auch c=1, (mod. 7). Ist umgekehrt d irgendeine dieser Kon
gruenz genügende ganze Zahl, so folgt aus ad — ad0 = a(d — d0) = 0, 
(mod. 7), daß d in der Gestalt =.—vy enthalten sein muß. Der
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ganzzahlige Quotient von (ad — 1) und y heiße nun ß, der von (adö— 1) 
und y aber ßo; dann gilt einfach ß=ß.-Vc, und wir finden den Satz: 
Zu einem 'beliebigen Paare relativer Primzahlen a und y > 1 gibt es in 
der Tat eine einfach unendliche Peilte zugehöriger Substitutionen (1) mit 
ß=ß—va un^ 7, wo v a^e ganzen Zahlen • • — 2, — 1,
0,1,2,-.. zu durchlaufen hat.

Auf die Substitutionen (1) wollen wir nun die S. 126 ff. allgemein 
für lineare Substitutionen ausgeführten Rechnungen anwenden; doch 
wollen wir für die Substitutionen (1) nicht das damalige Symbol S be- 
nutzen, sondern co' = V(c) schreiben, da die Symbole S, T und U für 
gewisse spezielle Substitutionen (1) vorbehalten werden sollen.

Für die Kombination zweier Substitutionen V., V gelten die im 
Anschluß an (2) und (3) S. 127 ausgesprochenen Regeln. Aus der Glei
chung (2) S. 127 folgt insbesondere, daß die aus V. und V, zusammen
gesetzte Substitution V2V. wiederum ganzzahlig und von der Deter
minante 1 ist: Die gesamten Substitutionen (1), unter denen zu jeder 

Substitution V  B) natürlich auch ihre inverse V~1  (, •) auf-\7, ß/ \ 7, «/
tritt, bilden eine Gruppe, die zvir als die Gruppe des Moduls 0 oder hurz 
als die „Modulgruppelc benennen und durch bezeichnen. Natürlich 
gehört auch die „identische Substitution“ Vo=1 oder ausführlich Vo = 

(11 1) der T() an.
Jede Substitution V transformiert die reelle co-Achse in sich. Wir 

haben auch bereits S. 186 festgestellt, daß durch jede Substitution o‘= V(oj) 

die „positive G)-HaTbebeneli in sich transformiert zvird, zmd damit natür
lich auch die negative HaTbebene. Wir ziehen nun auch die S. 71 ff. ent
wickelte Einteilung der Substitutionen in elliptische, parabolische, hyper
bolische und loxodromische heran, sowie die Veranschaulichung der ein
zelnen Substitution durch ihre Bahn- und Niveaukurven. Ist 7 = 0, so 
hat die Substitution (1) die Gestalt 0‘=0—ß; sie bedeutet eine Trans
lation in Richtung der reellen o-Achse und stellt eine parabolische Sub
stitution des Fixpunktes 0=0 dar. Ist y20, so hat V die im End
lichen liegenden Fixpunkte: 

(2) 1,(u-0± V«+‘-4),
und der Multiplikator m der Normalgestalt (8) S. 70 von V berechnet 
sich leicht zu:  

 (3) m = (=+=Vg+8*=4)
Wir erkennen auf Grund der Festsetzungen von S. 71 sofort: Ist 
a + d = 0, so güt m = — 1, und V ist „elliptisch“ von der Periode 2 
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(vgl. S. 128); ist | & + j = 1, so gilt m = Q oder g2, und V ist „elliptisch“ 
von der Periode 3; ist c—=2, so fallen die Fixpunkte zusammen, 
und V ist „parabolisch“; ist endlich —8>2, so ist m reell, positiv 
und von 1 verschieden, womit sich V als „hyperbolisch“ enveist. Hieraus 
geht weiter hervor: Loxodromische Substitutionen sind in der FLodul- 
gruppe nicht enthalten.

Die Fixpunkte einer elliptischen Substitution V sind zwei endliche, 
bezüglich der reellen 0 -Achse symmetrisch liegende Punkte. Die Schar 
der durch diese Punkte laufenden Kreise sind die Niveaukurven; die 
orthogonale Kreisschar, in der sich die reelle 0-Achse findet, liefert 
die Bahnkurven. Der Fixpunkt einer parabolischen Substitution V ist 
ein rationaler Punkt der reellen o-Achse (den Punkt 0 = 0 einge
rechnet). Die reelle Achse und alle sie im Fixpunkte berührenden Kreise 
liefern die Bahnkurven, die zu ihnen orthogonalen Kreise die Niveau
kurven. Da (a + d)2 — 4 für a — d , > 2 niemals ein Quadrat ist, 
so sind die Fixpunkte einer hyperbolischen Substitution V stets zwei 
irrationale reelle Punkte, die die Wurzeln einer ganzzahligen quadra
tischen Gleichung, nämlich der zur Substitution gehörenden Gleichung 
(7) S. 70 sind. Hier liefern die durch die beiden Fixpunkte laufen
den Kreise, unter ihnen die reelle 0- Achse, die Bahnkurve und wie 
immer die zu ihnen orthogonale Kreisschar die Niveaukurven.

Gehen wir von den Substitutionen (1) wieder zu den „linearen 
Transformationen“ der Perioden zurück, so entsprechen der einzelnen 
Substitution (1) immer die beiden „homogenen Substitutionen“-.

(4) ‘1= «01+802 0,=101+02
o‘ =—c0,—ß02, co' = — 70, — dco2,

ein Umstand, den wir schon oben in Betracht zu ziehen hatten (z. B. 
S. 185). Auch diese homogenen ganzzahligen Substitutionen der Determi
nante 1 bilden in ihrer G-esamtheit, wie man leicht feststellt, eine Gruppe; 
wir wollen sie im Anschluß an die bisherige Sprechweise als die „homo
gene Modidgruppe“ bezeichnen; auf sie ist die ursprüngliche ein
zweideutig bezogen.

Grundsätzliche Bedeutung hat eine Erweiterung der ursprünglichen 
Modulgruppe Io) durch eine gewisse „Spiegelung“. Unter den linearen 
Substitutionen „zweiter Art“ (Kreisverwandtschaften mit Umlegung der 
Winkel), die wir S. 73 ff. allgemein betrachteten, wurden insbesondere 
die „Spiegelungen“ oder „Inversionen“ an Kreisen ausführlich unter
sucht. Die einzelne solche Spiegelung stellten wir damals in der Gestalt 
(5) S. 76 dar, ihr „Inversions- oder Symmetriekreis“ ist durch (6) S. 76 
gegeben. Jeder Punkt dieses Kreises bleibt bei der Spiegelung fest: 
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im übrigen tauscht dieselbe das Äußere des Symmetriekreises mit dem 
Innern aus, und zwar nach dem S. 74 besprochenen Gesetze der „Trans
formation durch reziproke Radien“. Ist der Symmetriekreis insbesondere 
eine Gerade, so wird die Substitution eine „Spiegelung“ an dieser Geraden 
im elementaren Sinne.

Eine Spiegelung dieser letzteren Art, nämlich diejenige an der 
imaginären co-Achse, möge nun eingeführt werden. Ist 0 der zu0=5— in 
konjugiert komplexe Wert 0=5 — in, so ist jene Spiegelung durch 
die Substitution zweiter Art c‘=—co gegeben; wir wollen sie durch 
das Symbol Vo bezeichnen:
(5) o‘=Vo (co) = — cö.
Transformieren wir nach den S. 128 allgemein besprochenen Grundsätzen 

• • • /0 B\ • • • • die Substitution V= ( ‘) der mittelst der Substitution zweiterV, 0/
Art Vo, so gewinnen wir mit Rücksicht auf die Realität der &, 3, 7, 8 
aus V die Substitution:

y‘_yyy-1_(C,—P)y 0’0 \—%,8/‘
welche offenbar wieder in der Io) enthalten ist. Es ist durch das Ent
sprechen von V und V' eine umkehrbar eindeutige Beziehung der 
auf sich selbst gegeben oder, mit anderen Worten, die Gruppe I() wird 
durch die Substitution Vo in sich selbst transformiert (vgl. S. 129):

(6) V.r()7o-1=rw).
Man bilde nun das durch Vo zu bezeichnende System aller 

Substitutionen zweiter Art:
(7) c‘=v(0)= vv, (0) _ 0—8

für alle Substitutionen V von Bezeichnen wir wie soeben Vo V,Vo 1 
mit V, so gilt für die Kombination irgendwelcher Substitutionen V, V 
mit Rücksicht auf die Gültigkeit des assoziativen Gesetzes (vgl. S. 127), 
das auch bei Substitutionen zweiter Art bestehen bleibt:

(VVo)(VVo)=V(oVVo)=VV2,
V,(V,Vo) - (V, V2)Vo, (VVo) Va = V(oV) = (V,V,)Vo

Es folgt: Die gesamten Substitutionen erster und zweiter Art V und V 
bilden wieder eine Gruppe, die wir als die durch die Spiegelung Vo er
weiterte Modulgruppe oder kurz als die „Modulgruppe zweiter ArE be
nennen und durch: = Iw) V.
bezeichnen; dabei gilt die Begel, daß zwei Substitutionen gleicher Art 



Erweiterung der Modulgruppe durch eine Spiegelung 285

konibiniei’t immer eine Substitution „erster“ Art liefern, zwei solche un
gleicher Art aber eine Substitution zweiter Art.

Unter den Substitutionen zweiter Art der erweiterten I‘(o) wollen 
wir noch alle diejenigen aufsuchen, welche die Periode 2 haben. Aus 
(7) ergibt sich:

Fa /(n  (a2—ßy)o—ß(a—) ' -- y(a—8)o-(82—ßy)
Soll hier die identische Substitution Vo = 1 vorliegen, so muß:

2ßy=8—ßy=±1, s(a—8)-0, 7(a — 8) - 0
zutreffen. Zufolge der zweiten Gleichung (1) sind diese Forderungen für 
a = d sämtlich erfüllt, und zwar die erste mit dem oberen Zeichen. 
Wäre auch c—8S0 zulässig, so müßte ß=7=0 sein, worauf die 
zweite Gleichung (1) in der Gestalt ad = 1 nur die beiden Lösungen 
c=8=—1 zuläßt, die zu c zurückführen. Die in der I’o) ent
haltenen Substitutionen ziveiter Art der Periode 2 sind diejenigen von der 
Gestalt:
(8) co’ - G0—8, 2_ßy= 1;
sie erweisen sich sämtlich als Spiegelungen, und zwar hat man für 7 = 0, 
d. h. für o‘= — 0 -f- ß, die Symmetriegerade 2 = ß und für y»0 
den Symmetriekreis der Gleichung:

7^ + 1?) — 2«5 +8=0,
die man mit Hilfe der ziveiten Gleichung (8) auch, so umgestalten kann:

(9) (e “ ;) + *” - (7) •
Es handelt sich also hier um den Kreis des Radius v-1 mit dem 

reellen rationalen Punkte co = ~ als Mittelpunkte.

§ 2. Das Dreiecksuetz der o-Halbene und der Diskontinuitäts- 
bereich der Modulgruppe.

Da die Spiegelung Vo die einzelne der beiden o-Halbebenen in 
sich überführt, so wird überhaupt jede Substitution der Io) die posi
tive o-Halbebene und ebenso die negative wieder in sich transformieren. 
Geht ein Punkt 0 durch irgendeine Substitution der Iw) in co' über, 
so wird durch ebendiese Substitution der zu co bezüglich der reellen 
Achse symmetrische Punkt 0 in" den zu co' symmetrischen 0‘ über
geführt. Die Betrachtungen, welche sich auf die Herstellung eines „Dis
kontinuitätsbereiches“ der Gruppe Iw) beziehen (vgl. S. 233), gestalten 
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sich demnach in beiden Halbebenen symmetrisch, und es wird also 
ausreichend sein, wenn wir die Untersuchung für die positive o-Halb- 
ebene durchführen.

Allgemein gilt zunächst folgende Erklärung: Zwei Punlde 0, von 

denen der eine in den anderen durch eine Substitution von übergeht, 
heißen bezüglich der Gruppe I®) „äquivalent11; gehört diese Substitution 
der ersten Art an, so sind beide Punhte auch bereits bezüglich der ur
sprünglichen ALodulgruppe P^ äquivalent. Die reellen Punkte 0, unter 
ihnen auch der Punkt co, bilden die Randpunkte der positiven o-Halb- 
ebene. Wir versuchen zunächst für die Innenpunkte der Halbebene 
einen Diskontinuitätsbereich der Gruppe zu gewinnen und verstehen 
darunter einen aus Innenpunkten bestehenden Bereich, der für jeden inneren 
Punkt der oHalbebene einen und nur einen bezüglich der Gruppe 
äquivalenten Punkt aufweist (vgl. S. 233).

Zu diesem Ziele führt uns nun äußerst leicht das System aller Sym
metriekreise der in enthaltenen Spiegelungen (8) S. 285. Wir schicken 
hierbei folgende Betrachtung voraus. Ist Vz irgendeine der Spiegelungen 
und bedeutet V für den Augenblick irgendeine Substitution erster oder 
zweiter Art von Io), so ist die durch Transformation mittelst V aus 
V. hervorgehende Substitution:

vV,v-1-V,
erstlich in I®) enthalten und hat zweitens die Periode 2, d. h. sie ist 
wieder eine Spiegelung. Jeder Punkt desjenigen Kreises, in welchen der 
Symmetriekreis von Vk durch V übergeführt wird, erweist sich als 
Fixpunkt von V(; dieser Kreis ist also der Symmetriekreis von V j 
Jeder Symmetriekreis der I’o) wird demnach vermittelst irgendeiner 
Substitution dieser Gruppe wieder in einen Symmetriekreis übergeführt. 
Bei dieser Transformation durch V erhalten wir natürlich auch wieder 
alle Symmetriekreise. Um nämlich irgendeinen beliebig vorgeschrie
benen zu gewinnen, haben wir ja nur von dessen Spiegelung V, zur 
Spiegelung V-1V,V zu gehen, deren Symmetriekreis dann eben durch 
V in denjenigen von V, übergeht: Das System aller Symmetriekreise 

der in enthaltenen Spiegelungen wird durch jede Substitution der 
Gruppe in sich transformiert.

Um uns ein Bild von diesem Kreissystem zu schaffen, zeichnen wir 
in der o-Halbebene zunächst alle unter diesen Kreisen enthaltenen Sym
metriegeraden 25 = ß, wo ß alle ganzen Zahlen 0, — 1, — 2, • • • zu 
durchlaufen hat. Alle übrigen Spiegelungen haben 7>0, und wir 
dürfen, da die Koeffizienten der einzelnen Substitution noch einem ge-
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meinsamen Zeichenwechsel unterworfen werden können, y als positive
ganze Zahl wählen. Ist y=1,so ist c als ganze Zahl willkürlich wähl
bar, während ß=c2 — 1 gilt; wir erhalten also alle Kreise des Radius 
1 um die ganzzahligen Punkte 0=0, + 1, + 2, • • •. Ist y = 2, so ist, 
damit ß ganzzahlig ausfällt, a 
auf die ungeraden ganzen Zahlen 
einzuschränken; es schließen sich 
also die Kreise der Radien 1 
um die Punkte co = — 1, — 2, 
—3, an.

Bis hierher ist das Kreis
system, soweit es der positiven 
Halbebene angehört, in Fig. 58 ent
worfen, die man sich nach rechts 
und links hin entsprechend fortgesetzt zu denken hat. Wir erblicken, daß 
diese Kreise ein System vonKreisbogendreieclcen eingrenzen, und finden unter 
denselben insbesondere jenes Elementardreieck der Ecken 0 = i, co = 0 und

co = i co und der Winkel ", 7, 0, welches mit dem ihm rechts benach- 2 ö
barten Dreiecke den im vorigen Kapitel oft genannten Bereich der „re
duzierten“ Periodenquotienten co lieferte. Wir wollen jenes Dreieck der 
Ecken i, q, i o (mit Rücksicht auf einen sogleich einzuleitenden Spiege
lungsprozeß) als „Ausgangsdreieck“ bezeichnen und stellen sogleich den 
Satz fest: Kein Symmetrielcreis einer Spiegelung von Icann in das 
Innere des Ausgangsdreieclcs eindringen. Dies ist für die in Fig. 58 ge
zeichneten Kreise unmittelbar ersichtlich; alle übrigen aber haben Radien 
< 3, und da ihre Mittelpunkte auf der reellen Achse liegen, so können 
sie eben das Ausgangsdreieck nicht erreichen.

Man mache sich nun mit Hilfe der Fig. 58 deutlich, daß das mit 
einer Schraffierung versehene Ausgangsdreieck durch die Spiegelungen 
an seinen drei Seiten gerade genau in die drei benachbarten freien 
Dreiecke übergeführt wird. Es ist ja auch schon wegen der Invarianz 
des Systems aller Symmetriekreise gegenüber den Substitutionen von 
Io) einleuchtend, daß die Seiten des Ausgangsdreiecks durch jene 
Spiegelungen wieder in Symmetriekreise der übergehen. Zugleich 
folgt auch aus diesem Prinzipe, daß keines der drei neuen Dreiecke von 
irgendeinem weiteren Symmetriekreise durchzogen werden kann; es 
würde ja andernfalls, wenn wir die Spiegelung rückgängig machen, auch 
ein in das Ausgangsdreieck eindringender Symmetriekreis gefunden 
werden.

Nun geht offenbar auch jedes der neuen Dreiecke, z. B. dasjenige 
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mit den Ecken i, 0 und 0, durch die Spiegelungen an seinen drei Seiten 
in drei benachbarte, in der Figur schraffierte, Dreiecke über (von denen 
eins natürlich das Ausgangsdreieck ist); und es sind auch die Seiten 
dieser Dreiecke Symmetriekreise der r^, und ihr Inneres wird von 
keinem Symmetriekreis durchzogen. Die Winkel aller neuen Dreiecke, 
die ja mit dem Ausgangsdreieck direkt oder indirekt kreisverwandt sind, 
betragen immer , 3 und 0. Wenn wir demnach zunächst um die 

Punkte 0= und 0 = 0 herum, wo die Winkel 9 bzw. 3 vorliegen, 

den Spiegelungsprozeß fortsetzen, so muß derselbe hier nach vier bzw. 
sechs Schritten zum Abschluß kommen, d. h. wir gelangen um den Punkt i 
herum nach vier, um den Punkt Q herum nach sechs Spiegelungen zum 
Ausgangsdreieck zurück.

Setzen wir nun den hiermit eingeleiteten Spiegelungsprozeß weiter 
fort, so bleiben die vorstehenden Angaben in allen wesentlichen Punkten 
erhalten. Jedes auf diese Weise erreichbare Kreisbogendreieck ist von 
Symmetriekreisen der I‘(®) begrenzt, und kein Symmetriekreis kann durch 
sein Inneres dringen. Das Dreieck hat, wie das Ausgangsdreieck, die 
Winkel 3, 0; der Scheitelpunkt des letzteren Winkels ist ein ratio

naler reeller Punkt co (alle Symmetriekreise (9) S. 285 schneiden die 
reelle -Achse in rationalen Punkten), und das Dreieck liegt im üb
rigen ganz innerhalb der positiven o-Halbebene.

Um das Ergebnis des fortgesetzten Spiegelungsprozesses der An
schauung zugänglich zu machen, bemerken wir zunächst, daß das ganze 
System der Symmetriekreise durch die Translation co' = co - 1 in sich 
übergeführt wird. Haben wir demnach die aus dem System der Sym
metriekreise entstehende Figur in dem durch — 1 < 5 < 0 bestimmten 
Parallelstreifen der o-Halbebene gewonnen, so brauchen wir sie in den 
übrigen sich rechts und links anschließenden Parallelstreifen der Breite 1 
nur kongruent zu wiederholen. Weiter beachte man, daß die sechs, 
um den Punkt 0=0 herumliegenden Kreisbogendreiecke der Fig. 58 
ein größeres von „Halbkreisen" eingegrenztes Dreieck der Winkel 0 
und der Ecken- bei co — 0, — 1 und i co zusammensetzen. Dieses größere 
Dreieck kann auf drei Arten in sich selbst gespiegelt werden, und die 
drei Symmetriekreise dieser Spiegelungen sind einfach die drei durch 

agp  0 = 0 ziehenden Symmetriekreise der
AK Pk Fig. 58, welche die Unterteilung des Drei- 

/ MX \ ecksindiesechskleinerenDreieckeliefern.
------------ L— —) :'— Man überzeuge sich an der Hand der O c b C °Fig 59. Fig. 59, daß überhaupt jedes von drei 
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Halbkreisen begrenzte Dreieck mit Winkeln 0 und Ecken auf der reellen 
-Achse immer drei und nur drei Spiegelungen in sich zuläßt und durch Ein

trägen der drei Symmetriekreise in sechs kleinere Dreiecke der Winkel 

,-,0 eingeteilt wird. Der einzelne dieser drei Symmetriekreise läuft 2 3
durch eine Ecke des gegebenen Dreiecks und schneidet die Gegenseite 
unter rechtem Winkel. Wir wollen diese drei Symmetriekreise, insoweit 
sie dem Dreieck angehören, als dessen „Höhe" bezeichnen; ihre Fuß
punkte nennen wir die Seitenmitten, ihren gemeinsamen Schnittpunkt 
den Mittelpunkt des Dreiecks. Spiegeln wir übrigens das Dreieck an 
einer seiner Seiten, z. B. an der in Fig. 59 mit a b bezeichneten, so er
hält das benachbarte Dreieck als dritte Ecken den in der Figur mit d 
bezeichneten Punkt; für die beiden längs a b benachbarten Dreiecke 
liefert also der Symmetriekreis c d die beiden zur gemeinsamen Seite 
a b gehörenden „Höhen“.

Auf Grund dieser Ergebnisse wollen wir nun den Spiegelungsprozeß 
nnmittelbar an das von drei „Halbkreisen“ begrenzte Dreieck der Winkel 0 
und der Ecken 0, — 1, anknüpfen und stellen aus ihm zunächst 
durch Spiegelung am unteren Halbkreise das in Fig. 60 schraffierte 
Dreieck der Ecken 0, — 1, — 1 her. Reihen wir dasselbe dem oberen 
Dreieck an, so bleiben vom in Rede stehenden Parallelstreifen der po
sitiven o-Halbebene zunächst unten noch zwei Halbkreisflächen offen. 
In diesen finden erstlich zwei Spiegelbilder des eben gewonnenen 
schraffierten Dreiecks längs seiner unteren beiden Seiten Platz. In den 
dann noch unbedeckt bleibenden vier Halbkreisflächen zwischen dem bis
her gewonnenen Netze der Dreiecke und der reellen o-Achse finden vier 
weitere in Fig. 60 auch noch gezeichnete und schraffierte Dreiecke Platz, so
fern wir an allen vier eben noch offenen Kreisen zugleich je ein neues 
Dreieck durch Spiegelung erzeugen. Die Anzahl der noch offenen Halb
kreisflächen an der reellen Achse ist aber auf 8 gestiegen. Nach n 
solchen Schritten haben wir, das ursprüngliche Dreieck mitgezählt, im 
ganzen 2n Dreiecke erhalten, welche unseren 
Streifen der positiven co-Halbebene schlicht 
und ohne Lücke bis auf 2^ der reellen 
a-Achse anliegende noch unbedeckt blei
bende HaTbkreisflächen überdecken.

Einen Halbkreis, der in den beiden 
reellen Punkten 0 = a und 0=b auf 
der reellen Achse senkrecht aufsteht, 
wollen wir mit {a, b) bezeichnen. Unter 
den acht nach drei Schritten des Spiege-

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 19
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lungsprozesses an der reellen Achse noch unbedeckt bleibenden Halbkreisen 
liegt der Halbkreis (—1,0) am rechten Endpunkte 0 des Parallelstreifens. 
Nach dem Gesetze der Transformation durch reziproke Radien zeigt man so
fort, daß nach vier Schritten der Halbkreis (— 1, 0) und allgemein nach 
n Schritten der Halbkreis (-------1, , 0) am rechten Ende die Kette der

\ n — 1‘ /
2n noch offen bleibenden Halbkreise abschließt. Es gilt der Satz, daß 
dieser Halbkreis (mit seinem am linken Ende symmetrischen Halbkreise 

\\— 1, — n1 ) I der größte unter den 2n Halbkreisen ist. Dies kann

man in folgender Weise zeigen: Zunächst sind je zwei bezüglich des 
Mittelpunktes 0 = — 1 symmetrisch liegende unter den 2” Halbkreisen 
einander gleich, da der eine das Spiegelbild des andern bezüglich der 
„Geraden“ (— 1, ico) ist. Die 2"-1 Halbkreise zwischen 0 =—1 und 
0=0 werden nun durch den Punkt 0= — 1 in zwei Reihen zu je 2"-2 
Halbkreisen zerlegt, von denen die links liegende Reihe, d. h. die zwischen 
— 1 und — 1, durch die Spiegelung am Halbkreise (— 1, — 1) (ge
meinsame „Höhe“ zweier Dreiecke der Figur 60) in die rechts liegende 
übergeht. Jeder Halbkreis wird hierbei aus dem Innern des Symmetrie- 
kreises (— 1, — 1) nach dem Äußeren geworfen und also aus einem 
kleineren in einen größeren transformiert. Der größte Kreis gehört also 
der Kette zwischen — 1 und 0 an. Diese wird nun wieder durch den 
Punkt — 1 in zwei Ketten zu je 2”-8 Halbkreisen zerlegt, von denen 
die links liegende Kette in die rechts liegende durch Spiegelung am 
Symmetriekreise (— 1, — 1) übergeht; dieser letzteren Kette gehört also 
wieder der größte Kreis an. In derselben Art schließt man weiter, bis 

endlich nur noch die beiden Kreise ,------ 1—) und (- - - - 1, 0) vor-\ n ’ n-1/ \ n1‘ /
liegen, deren erster durch Spiegelung am Kreise (— 1 1 ' 

— 1’ n—1 in

den größeren zweiten übergeht. Unsere Behauptung ist damit bestätigt.
Die beiden größten unter den 2" an der reellen Achse noch frei 

bleibenden Halbkreisen haben somit die Radien - 1—. Alle Punkte 2—2
o__in des Parallelstreifens mit n p -—1 sind sonach in das Innere "— 2—2
des von den 2” Kreisbogendreiecken gebildeten Netzes hineingezogen 
oder liegen doch wenigstens auf dem Rande dieses Netzes. Man kann 
das Ergebnis auch in folgende Gestalt kleiden: Wählt man eine posi
tive von 0 verschiedene Zaid 8 beliebig klein und bestimmt sodann eine 

ganse Zahl n in Übereinstimmung mit n>—1+2,, so wird nach n

Schritten des Spiegelungsprosesses ein Netz von 2n Dreiecken gewonnen
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sein, dem jedenfalls alle Punkte co — § — des Parallelstreifen mit 28 
angehören.

Man wolle nun jedes der 2" Dreiecke durch, seine drei „Höhen“ in 
die sechs Teildreiecke zerlegen, was einfach dadurch geschehen kann, 
daß man für je zwei benachbarte Dreiecke, die also eine Seite und zwei 
Ecken gemein haben, den die beiden dritten Ecken verbindenden zur 
reellen co-Achse orthogonalen Halbkreis zeichnet, überdies soll in allen 
Parallelstreifen der co-Halbebene in kongruenter Weise der Spiegelungs-

Fig. 61.

prozeß und die Unterteilung der Dreiecke vollzogen werden. Jeder 
Streifen wird dann nach n Schritten des Prozesses 3.22+1 Preiecke der 

Winkel 9,,0 tragen, und diese Dreiecke ordnen sich überall schlicht und 

ohne Lücke in der coSalbebene aneinander derart, daß nach dem nten
Schritte im einzelnen Parallelstreifen an der reellen Achse anliegend noch
eine Kette von 2" Halbkreisfächen, deren Padien 202 sind, unbedeckt

bleibt. Fig. 61 möge eine Anschauung von der Natur des entstehenden
Dreiecksnetzes vermitteln; die Eintragungen J=0,=1,= c be
ziehen sich auf die Modulfunktion J{co), auf welche wir bald zurück
kommen. Ist aber irgendein bestimmter Innenpunkt der o-Halbebene 
oo = § + iy fixiert, so ist man nach den vorstehenden Ergebnissen 
sicher, daß man nach n • — 1+, Schritten des Spiegelungsprozesses 

das Dreiecksnetz so weit entwickelt hat, daß der gewählte Punkt co dem 
Netze angehört.

19*
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Der Spiegelungsprozeß ist nicht abschließbar. Bei jedem Schritte 
wird die Anzahl der an der reellen Achse anliegenden, noch unbedeckt 
bleibenden Halbkreisflächen im einzelnen Parallelstreifen auf das Dop
pelte erhöht; und beim (n - 1)ten Schritt gewinnt das Dreiecksnetz im 
Parallelstreifen 2” neue Spitzen in rationalen reellen Punkten G. Wir 
können sogar leicht zeigen, daß jeder beliebig gewählte reelle rationale 
Punkt G3 sicher nach einer leicht angebbaren endlichen Anzahl von Schritten 
vom Dreiecknetz als eine Spitze desselben erreicht wird.

Um dies zu zeigen, wollen wir der Bequemlichkeit wegen den durch 
0 < 5 < 1 charakterisierten Streifen betrachten, dessen äußerste reelle 
Punkte 0=0 und 0=1 ja bereits dem „Ausgangsdreieck“ für den 
Spiegelungsprozeß, d. i. dem Dreieck der Winkel 0 und der Ecken 0, 

1, ico angehören. Sei demnach 0= ein beliebig, aber bestimmt ge

wählter rationaler Punkt zwischen 0 und 1, so dürfen wir a und y als 
teilerfremde positive ganze Zahlen annehmen, von denen &<y und y>1 
gilt. Nun gibt es nach S. 281 für das vorliegende Zahlenpaar &,y zwei 
weitere ganze Zahlen ß und d, damals ßo und o genannt, die die Glei
chung c—ßy befriedigen, während d dem Intervall 1 < d < y 
angehört. Dann ziehen wir zunächst aus der Gleichung: 

mit Rücksicht auf 1 < d < y die Folgerung, daß ß.eine ganze Zahl des 
Intervalls O<ß<c sein muß.

Die vom „rationalen reellen“ Punkte oo ausziehenden „Symmetrie
kreise“ zerfallen nun in zwei Arten (vgl. Fig. 61). Ein solcher der einen 
Art besteht aus zwei Seiten von Dreiecken des Netzes der Fig. 61 und 
hat zur Gleichung 5=v, unter v irgendeine ganze Zahl verstanden; 
eine solcher der anderen Art besteht aus vier Dreiecksseiten und hat die 
Gleichung 25 = 2v — 1. Letztere sind im Dreiecksnetze der Fig. 60, auf 
welches wir den Spiegelungsprozeß ja zunächst bezogen, „Dreieckshöhen“, 
erstere aber Dreiecksseiten. Transformieren wir nun die „Symmetrie
kreise“ $ = v mittelst der Substitution:

, aco — ß00 i s ,Y co T o

so erhalten wir eine einfach unendliche Schar von Symmetriehalbkreisen:

(1) ($,84,) (=-2-1,°12,*)
welche sämtlich vom vorgelegten rationalen Punkte $ ausziehen und 

die an diesen Punkt heranreichenden Dreiecke der Winkel 0 eingrenzen.
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Man betrachte nun die beiden zuv und v = — 1 gehörenden 
benachbarten Halbkreise (1). Aus:

a ß 1 aß — a 1.
y d y 8 ‘ y 8 — 7 7 (7 — 8)

folgt mit Rücksicht auf 0<8<, daß der erste Halbkreis links und der 
zweite rechts vom rationalen Punkte $ liegt. Sie grenzen somit das 

erste unter den Dreiecken mit der Spitze $ ein, welches man beim 

Spiegelungsprozeß erreicht. Die dritte Seite dieses Dreiecks ist der 
Halbkreis (8, 8—C) , dessen Radius:

\o ‘ o — 7/ ‘
x Iß —a ß\ _ 1 <,2
2 8—7 d)s 28 (7 —Aj — y2 

ist; hierbei gilt das Gleichheitszeichen nur für y mithin nur für 
7 = 2, da p und 8 relativ prim sind. Schließen wir den Fall Y = 2 
zunächst aus, so gibt es im fraglichen Dreieck Punkte 0 = § — in mit 
7; > 2y-2. Ein solcher Punkt liegt aber im Innern des durch n Spiege
lungen erreichten Dreiecksnetzes, d. h. unser in Rede stehendes Dreieck 
gehört zu den 2” Dreiecken, welche wir nach n Schritten des Prozesses 
erhalten, sobald nur:

12 '> 12n+2=y2‘ "=2) 1
gilt. Verstehen wir unter E(a) die größte ganze Zahl, welche nicht 
größer als die reelle Zahl a ist, so genügen wir dieser Bedingung, wenn 

(v2\4) setzen. Das Ergebnis, das wir sogleich auch auf alle 

übrigen Parallelstreifen mit beziehen, gilt dann auch für 7 = 2 und 
7 = 1: Ist 0= ein beliebiger, auf seine Ideinste Benennung gebrachter 

rationaler Bruch, so wird der reelle rationale Punht 0=, spätestens nach 

E() ^ehntten des Spiegelungsprozesses als Spitze des bis dahin erzeug

ten 'Dreiecksnetzes erreicht.
Wir kehren zum Dreiecksnetze der Fig. 61 zurück und weisen noch

mals darauf hin, daß die „Symmetriegeraden" desselben teils aus zwei, 
teils aus vier Dreiecksseiten aufgebaut erscheinen. Beschreiben wir ir
gendeine andere gegen die reelle -Achse senkrechte Gerade Gr etwa 
von einem Punkte 0=5—in mit n1 aus, so haben wir zu unter
scheiden, ob der Fußpunkt von G ein rationaler Punkt " oder irrational 

ist. G durchläuft im obersten Dreieck der Winkel 0 (vgl. Fig. 61) drei 
der kleineren Teildreiecke, im nächsten zwei oder drei, in allen folgenden 
zwei, drei oder vier Teildreiecke (s. auch Fig. 59). Wir erkennen sofort: 
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Hat die gegen die reelle Achse senkrecht verlaufende Gerade G einen ra
tionalen Fußpunkt ", so ist die Anzahl der von ihr durchschrittenen Drei- . / /,2,\ ecke des Netzes der Fig. 61 notwendig kleiner als (34E(4)), und 

sie erreicht in der Spitze $ des letzten Dreiecks die reelle Achse. Ist um

gekehrt die Anzahl der von G durchlaufenen Dreiecke endlich, so gibt 
es unter ihnen ein letztes, in dessen Spitze somit G die reelle Achse 
erreichen muß. Eine solche Spitze ist aber immer ein rationaler Punkt co; 
also folgt: Hat die gegen die reelle a-Achse senkrecht verlaufende Gerade 
einen irrationalen Fußpunkt, so ist die Anzahl der von G durchlaufenen 
Dreiecke nicht endlich. Wir kommen hierauf unten noch etwas ausführ
licher zurück.

Nachdem nunmehr die Natur des Dreiecksnetzes der Fig. 61 aus
führlich behandelt ist, können wir die Frage nach dem Diskontinui
tätsbereiche zunächst der erweiterten Modulgruppe Io) sofort beant
worten. Ist irgendein bestimmter innerer Punkt o=5-in der Halb
ebene gewählt, so können wir ihn dzirch Umkehrung des Spiegelungspro
zesses in einen bezüglich F^> äquivalenten Punkt des Ausgangsdreiecks 
der Fcken co = i, q, ioo transformieren; auch ist es nicht schwer, für 
die Anzahl der hierzu erforderlichen Spiegelungen aus § und n eine 
endliche obere Schranke zu berechnen. Das Ausgangsdreieck weist dem
nach sicher einen mit co = § - in äquivalenten Punkt auf.

Andrerseits wird das Ausgangsdreieck durch irgendeine Substitu
tion von in ein Dreieck des Netzes übergeführt. Soll letzteres 
mit dem Ausgangsdreieck wieder identisch sein, so muß die Substitu
tion die Spitze ioo zum Fixpunkte haben und also eine der beiden Ge
stalten o‘ = co - ß, o‘=—0-ß aufweisen. Da sie auch die Ecke 
G) = i zum Fixpunkt haben muß, so ist ß=0; und da sie endlich drittens 
auch 0=0 in sich transformieren muß, so ist 0‘=—0 unbrauch
bar. Eine von der identischen verschiedene Substitution der Gruppe I‘(®) 
transformiert das Ausgangsdreieck in ein von ihm verschiedenes Dreieck 
des Netzes.

Ein Innenpunkt des Ausgangsdreiecks wird demnach durch eine 
von der identischen verschiedene Substitution der stets in einen 
Innenpunkt eines anderen Dreiecks übergeführt. Ein Randpunkt wird 
freilich durch die Spiegelung an der betreffenden Seite wieder in einen 
Punkt des Ausgangsdreiecks transformiert; aber dieser Punkt ist mit 
dem ersten identisch. Die Ecken i und o werden auch noch durch 
elliptische Substitutionen (o auch noch durch eine weitere Spiegelung) 
in Punkte des Ausgangsdreiecks, aber dabei doch wieder nur in sich 



Der Diskontinuitätsbereich der Modulgruppe 295

selbst transformiert: Keine zwei verschiedenen Punlde des Ausgangs- 
dreieclts können somit bezüglich äguivalent sein.

Wir wollen weiterhin auch noch die bei 0 = oo gelegene Spitze des 
Ausgangsdreiecks diesem als zugehörig betrachten. Dieselbe ist bezüg
lich mit allen rationalen reellen Punkten co äquivalent. Das Er
gebnis ist dann so auszusprechen: Für die positive o-Halbebene unter 
Einschluß der reellen rationalen Eandpunkte bildet das Kreisbogendreieck 
der Ecken i, o, ico einen Eiskontinuitätsbereich der erweiterten Modul
gruppe I(®).

Zu einem Diskontinuitätsbereiche der ursprünglichen Gruppe 
führt endlich folgende Überlegung. Ist der vorhin willkürlich gewählte 
Punkt 0=5—in mit einem Randpunkte co' des Ausgangsdreiecks 
äquivalent, so ist co' mit co immer auch bereits bezüglich der äqui
valent. Hätten wir nämlich zunächst vom Spiegelungsprozeß eine Sub
stitution zweiter Art:

co' = V (o)
gewonnen, die co in co' transformiert, so wird die Spiegelung Vo an 
der bzw. an einer der beiden Seiten des Ausgangsdreiecks, welche co' 
enthalten, sofort eine Substitution erster Art VoV liefern, welche co in 
co' transformiert: o‘=Vo(o")= VoV (0).
Ist hingegen co' ein Innenpunkt des Ausgangsdreiecks, so ist die in 
enthaltene Substitution, welche co in co' überführt, eindeutig bestimmt. 
Sie ist von der ersten Art und also in E^ enthalten, wenn auch schon 
co in einem schraffierten Dreiecke des Netzes lag, die ja alle unter
einander direkt kreisverwandt sind. Lag indessen co in einem freien 
Dreieck, so ist zwar noch nicht co', wohl aber der mit co' bezüglich 
der imaginären o-Achse symmetrisch gelegene Innenpunkt des benach
barten Dreiecks mit co in bezug auf I’o) äquivalent. Diese Sachlage 
führt zu dem Ergebnis: Für die positive o-HaTbebene unter Einschluß 
der reellen rationalen Eandpunkte wird ein Diskontinuitätsbereich der ur
sprünglichen Modulgruppe geliefert durch dasjenige Doppeldreieck, 
welches aus den beiden zur imaginären Achse symmetrisch liegenden „Ele
mentar dreieckena der Ecken i, 0, und i, — o2, ioo zusammengesetzt ist; 
von den Eandpunkten gelten indessen nur diejenigen des links liegenden 
schrafßerten Dreiecks dem Doppeldreieck als zugehörig. Wir sind hier
mit zu dem im vorigen Kapitel oft genannten Bereiche der „reduzier
ten“ Periodenquotienten zurückgeführt, der zum ersten Male in Fig. 43, 
S. 179 zur Darstellung kam.
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§ 3. Die erzeugenden Substitutionen der Modulgruppe.
Für die Spiegelungen an den drei Seiten des Ausgangsdreiecks 

der Ecken i, Q, ioo wollen wir die symbolischen Bezeichnungen S, T, U 
einführen; und zwar sei:
(1) S(w)-1, T(0)=-0-1, = — 6,
d. h. U ist die S. 284 mit Vo bezeichnete Spiegelung an der imaginären 

-Achse, S diejenige am Einheitskreise usw. Wir wissen (vgl. S. 294 u. f.), 
daß das Ausgangsdreieck durch irgendeine Substitution erster oder zweiter 
Art V von I‘(®) in ein bestimmtes Dreieck des Netzes übergeführt wird, 
dem dann diese und auch nur diese Substitution V von I‘(®) eindeutig 
zugehört. Würde nämlich das Ausgangsdreieck auch noch durch V‘ in 
dasselbe Dreieck, wie durch V, übergeführt, so würde V-1V‘ das Aus
gangsdreieck in sich transformieren und also nach S. 294 gleich der iden
tischen Substitution 1 sein, was zu V‘ = V hinführt.

Die umkehrbar eindeutige Beziehung der Dreiecke des Netzes auf 
die Substitutionen von gestattet, dem einzelnen Dreiecke das Sym
bol V seiner Substitution als „Namen" zu erteilen. Das Ausgangsdreieck 
erhält dabei den Namen „1“, die drei ihm benachbarten Dreiecke die 
Namen S, T, U. Ist V wieder eine beliebige Substitution erster oder 
zweiter Art von r^\ so beschreibt co' = V(o) das Dreieck „V", falls 
co das Ausgangsdreieck beschreibt. Tritt co stetig etwa in das mit „1" 
benachbarte Dreieck U hinüber, so wandert cor in das mit „V" homo
log benachbarte Dreieck, welches somit aus dem Dreiecke U durch die 
Substitution V und also aus dem Dreieck 1 durch VU hervorgeht.

Analog finden wir überhaupt, daß mit einem beliebigen Dreiecke 
V immer die drei Dreiecke VS, VT, VU, benachbart sind. Mit dem 
Dreiecke S sind demnach beispielsweise benachbart die Dreiecke S2 = 1, 
ST, SÜ, mit ST die folgenden Dreiecke STS, ST2 = S, STU. Durch 

Übergang zu benachbarten Dreiecken können wir aber vom Dreieck 1 
aus zu jedem Dreieck hingelangen. Demnach wird sich jede Substitu
tion von in Gestalt eines „Produktes“ aus Faktoren S, T, U dar
stellen lassen; und zwar brauchen wir zufolge der Gleichungen S2 = 1, 
T2 = 1, U2 = 1 hierbei nur solche „Produkte“ zuzulassen, bei denen nie
mals zwei aufeinanderfolgende Faktoren gleich sind. Wir können das 
Ergebnis auch dahin aussprechen, daß S, T und U erzeugende Substi
tutionen der erweiterten Modulgruppe U^ seien.

Die Substitutionen der Modulgruppe erster Art U^ werden von 
denjenigen symbolischen Produkten aus Faktoren S, T, U geliefert, die 
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gerade Faktorenanzahl haben. Indem wir die Faktoren zu Paaren zu
sammenziehen, ergibt sich, daß wir ein System von erzeugenden Sub
stitutionen für I(®) in den drei Substitutionen:

S^ÜT, T = SÜ, U=TS

gewonnen haben, wenn wir mit ihnen auch ihre inversen Substitu
tionen :

S-^TU, T-^US, U-^ST

mitgegeben denken. Übrigens ist T-1 = T, da wir in T die elliptische 
Substitution der Periode zwei mit dem Fixpunkte 0 = i vor uns haben; 
weiter ist U-1 = U2, da V die elliptische Substitution der Periode drei 
mit dem Fixpunkte co = q ist. Zufolge (1) haben die Substitutionen 
S, T und U die Gestalten:

S(w)-0+1, = ' V(0)=“1
Aus S2 = 1, ... folgt unter Rücksicht auf das für unsere symbolischen 
Produkte gültige assoziative Gesetz:

1) Wir erinnern daran, daß für diese Produkte das kommutative Gesetz nicht gilt.
2) Diese Darstellung von V ist zufolge der Relation (3) nicht eindeutig be

stimmt.

UTS^TS -SÜ ■ ÜT = 1.
Hiernach läßt sich U aus S und T erzeugen:

U-1 2 = TS, U=U-2 = (TSy,
und wir entnehmen aus der Periode 3 von U die zwischen S und T 
bestehende Beziehung (TS)3 = 1. Die ursprüngliche Modulgruppe 
besitzt als ein System von erzeugenden Substitutionen die beiden:

(2) 8W = » + i, ' =

zwischen denen die Delation besteht:
(3) TSTSTS=1-,

mit S ist natürlich S-1 als gegeben anzusehen; zufolge (3) bann man 
sogar S~x in der Gestalt:

S-^TSTST
durch S und T darstellen.

Die symbolischen Produkte aus Faktoren S und T, welche zur 
Darstellung der Substitutionen V von dienen1), brauchen zufolge 
der Relation T2 = 1 Faktoren T immer nur in ersten Potenzen zu ent
halten. Es gilt also für V eine Darstellung2):

7= S^TSm-TS^ TSmv,
wo die Exponenten m ganze Zahlen sind, von denen man m2, m^-", 
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m,_1 als von. 0 verschieden vorauszusetzen hat. In nichtsymbolischer 
Gestalt läßt sich demnach die Substitution o‘ = V(c) der Gruppe 
so schreiben:

co — mv
so daß der Erzeugung von V durch S und T explizite eine Ketten
bruchentwicklung der Substitution o‘ = V(o) entspricht.

Als „homogene11 Substitutionen S und T wollen wir die beiden folgen
den bezeichnen:

{S) 01 = 0, + O2 , 0, = 002 ,
(T) 01 = O, 02 = — 01.

Die „zweite Potenz“ 2 dieser homogenen Substitution T ist:

0 = — 01, G)^ = — O,

(4)

und wird zweckmäßig durch das Symbol 1“ bezeichnet. Der einzelnen 
nichthomogenen Substitution Y entsprechen immer zwei homogene, die 
wir folgerecht durch - V und — V=-V.I2 zu bezeichnen haben. 
Es ergibt sich hieraus, daß die homogene Modulgruppe durch die 
beiden in (4) gegebenen Substitutionen S und T erzeugbar ist.

Die homogene liefert uns die gesamten „linearen Transfor
mationen der Perioden O., 02" und damit auch zugleich alle Parallelo
grammteilungen der tt-Ebene, welche bei einer einzelnen Gruppe des 
vorigen Kapitels möglich sind (vgl. S. 183 und S. 235). Die Wirkung, 
welche die Substitutionen S±1 auf ein gerade vorliegendes Parallelo
grammnetz ausüben, wird durch Fig. 62 veranschaulicht. Von dem durch 
Schraffierung hervorgehobenen Parallelogramm der Ecken 0, O2 0. — 0,, 
0. bleibt die Seite (0, 02) liegen, während die Gegenseite in ihrer Rich
tung entweder um die Periode - O, (für S+1) oder um die Periode 
— 0, (für S~x) verschoben wird. Sm erfordert dann einfach die 1 m - 

0,+20, malige Ausführung dieser Gestaltsän- 
01+02—-— 7 derung in der einen oder anderen Rich-

_",g I tung.
A— eä / Bei Ausübung von T bleibt das
BI Parallelogrammnetz unverändert, und

B ä© I es werden nur die Perioden anders be- 
Bpg£2P zeichnet. Übt man aber demnächst

o wieder S oder eine Potenz von S
Fig. 62. aus, so läuft dies einfach darauf

hinaus, daß nun die vorhin um den Punkt u gedrehte Parallelo- 
grammseite (s. Fig. 62) unverändert bleibt, während die ihr gegenüber
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liegende Seite in ihrer Richtung eine entsprechende Verschiebung 
um ein Periodenmultiplum erfährt. Es geht hieraus hervor, daß wir g. B. 
vom Parallelogramm der reduzierten Perioden zu jedem anderen Parallelo
gramm der Gruppe I(u) gelangen Idönnen, indem wir abwechselnd immer 
eine der beiden von u = 0 ausziehenden Parallelogrammseiten festhalten 
und die Gegenseite in ihrer Sichtung um ein Periodenmultiplum verschieben, 
ivobei jeweils die dritte und vierte Seite eine entsprechende Drehung um 
die Endpunhte der fest liegenden Seite erfahren.

§. 4. Die elliptischen Modulfunktionen erster Stufe.
Die über die Modulgruppe gewonnenen Resultate gestatten 

uns, die Natur der Modulfunktion J(o) genauer zu beschreiben und 
allgemein den Begriff einer „elliptischen Modulfunktion erster Stufe“ 
aufzustellen. Wir rekapitulieren zunächst die Eigenschaften von J(co\ 
die bereits oben S. 273 ff. aufgefunden wurden.

Die Funktion ist in jedem bestimmten, im Innern der o-Halb- 
ebene gelegenen Bereiche eine eindeutige, daselbst überall analytische 
Funktion, welche die Eigenschaft hat, gegenüber jeder Substitution der 
Gruppe invariant zu sein [vgl. (6) S. 262]:
(1) J(«0+A)_J(0).

\Y CO -f“ 0/

Da sie hiernach insbesondere gegenüber der Substitution S invariant 
ist, so ist sie bereits in jedem bestimmten Bereiche im Innern des Ein
heitskreises der g2-Ebene, wenn dieser Bereich nur den Nullpunkt dieser 
Ebene nicht enthält, eindeutig und überall analytisch.

1) Dieser Umstand ist für numerische Berechnungen höchst wichtig, insofern 
Potenzreihen nach q2 = e2nio, falls man co auf das Doppeldreieck 1 beschränkt, 
wegen der rapiden Abnahme der Beträge q2,|q4,... gut konvergieren.

2) Gemeint sind damit die Punkte des Einheitskreises, deren Amplituden zu 
n in einem rationalen Verhältnis stehen.

Die Entwicklungsgröße:
(2) q2 = e^niM

ist selbst gegenüber S invariant und bildet einen einzelnen Parallel- 
streifen der Dreiecksteilung der o -Halbebene auf die Fläche des Ein
heitskreises der q2-Ebene ab. Von der Art dieser Abbildung möge Fig. 63 
eine Anschauung vermitteln. Die Spitze i co des Streifens findet ihr Bild 
im Nullpunkte q2=0, wobei die außerordentliche Kleinheit des Ab
bildes vom Doppeldreieck „1“ der o-Halbebene beachtenswert ist1 2). Die 
übrigen Dreiecke ragen mit Spitzen an die „rationalen“ Punkte2) des 
Einheitskreises der q-Ebene heran, und es gilt für die Art, wie die
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Fig. 63.

Radien des Einheitskreises das neue Dreiecksnetz durchschreiten, die 
leicht erkennbare Übertragung der Sätze von S. 293 ff. Die für q<1 
konvergente Reihendarstellung:

(3) 123.J=1+ 744 + 196884q2+.
zeigte überdies, daß J in den Nullpunkt der q2-Ebene und damit in 
die Spitze des Doppeldreiecks 1 der o-Halbebene fortsetzbar ist und da
selbst den Wert oo annimmt.

Eine weitere wichtige Eigenschaft war die, daß eJ(o) im Diskon
tinuitätsbereiche der Gruppe Io), der ja mit dem Doppeldreieck der 
Fig. 56, S. 273, identisch ist, jeden komplexen Wert einmal und nur ein
mal annimmt. Durch J(o) wurde jenes Doppeldreieck auf die schlichte 
und vollständige J-Ebene abgebildet. Dabei übertrugen sich die drei zu 
den Spiegelungen T, S, U gehörenden Seiten des Elementardreiecks auf 
die reelle J-Achse, und zwar auf die durch J<0 bzw. 0<J<1 und 
J2 1 charakterisierte Strecken. Die Spiegelung U und damit (zufolge
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(1)) überhaupt jede Substitution zweiter Art der 1'^ transformiert J 
in seinen konjugiert komplexen Wert J:

0) (0-8)-).
Das schraffierte Elementardreieck liefert im Abbild die „positive“ J-Halb- 
ebene, das freie die „negative“ Halbebene.

Wir wollen nun zunächst (was oben noch nicht geschah) darauf 
hinweisen, daß die Abbildung des einzelnen Dreiecks auf eine der J-Halb- 
ebenen in den Ecken des Dreiecks aufhört, konform zu sein. Ein Winkel 
des Scheitelpunktes 0=0 wird im Abbild verdreifacht, ein solcher 
des Scheitelpunktes 0 = aber verdoppelt. Da J(o) = 0 und = 1 
ist, so folgt nach früheren allgemeinen Sätzen: Die Funktion J hat im 
Punkte 0=0 einen Nullpunkt dritter Ordnung, und — 1) hat im 
Punkte 0 = i einen Nullpunkt zweiter Ordnung. Die Umgebung des Null
punktes der q2-Ebene überträgt sich konform auf die Umgebung des 
Punktes oo der J-Ebene. Als Funktion von 0 hat jedoch J in derselben 
Art wie o^ bei co einen wesentlich singulären Punkt, was nach S. 29 
und 52 ja nicht ausschließt, daß J bei spezieller Annäherung an den 
Punkt oc gleichwohl einen Grenzwert hat.

Als wesentlich neu tritt uns nun die aus (1) hervorgehende Tat
sache entgegen, daß jedes Doppeldreieck des zur gehörenden, die 
o-Halbebene schlicht und vollständig bedeckenden Netzes iviederum ein kon
formes Abbild der schlichten und vollständigen J-Ebene ist; bezüglich Io) 
äquivalente Punkte tragen ja in der Tat zufolge (1) gleiche Funktions
werte J(a)).

Besonders wichtig werden daraufhin die Betrachtungen von S. 294 
über die gegen die reelle o-Achse senkrecht verlaufenden Geraden G-, 
d. h. über die Art, wie diese Geraden das Dreiecksnetz durchdringen. 
Ist der Fußpunkt der Geraden rational, so verbleibt dieselbe, wenn wir 
sie gegen die reelle Achse durchlaufen, zuletzt in einem bestimmt an
gebbaren Dreiecke, dessen Spitze der rationale Fußpunkt von G ist: 
Längs einer gegen die reelle o-Achse senkrecht verlaufenden Geraden G 
mit „rationalem^ Fußpunkt ßnden Werte J statt, die gegen den rationalen 
Punkt hin einen Grenzwert haben, nämlich den Wert co. Wenn also 
auch der rationale Punkt o, wie der ihm äquivalente Punkt oc, als 
wesentlich singulär für (0) zu bezeichnen ist, so dürfen wir doch den 
bei der vollzogenen Annäherung eintretenden Grenzwert oo als Wert 
von J(o) im rationalen Punkte betrachten.

Hat demgegenüber G einen irrationalen Fußpunkt, so ist die An
zahl der längs G aufgereihten Dreiecke des Netzes nicht endlich. Hier
aus allein folgt freilich noch nicht, daß nun (o) gegen den Fußpunkt 
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von G hin keiner Grenze zustreben könne; denn z. B. eine Gerade, die 
sich etwa von 0 = i unter einem von 0 verschiedenen spitzen Winkel 
von der reellen Achse fort gegen 0 = 00 erhebt, durchläuft auch un
endlich viele Dreiecke, bildet sich aber in der q-Ebene auf eine log
arithmische Spirale um den Nullpunkt ab und liefert also für J eine 
Grenze, nämlich co.

Anders liegt es jedoch mit unserer Geraden G eines irrationalen 
Fußpunktes. Man beachte, daß G unendlich viele Dreiecke der Winkel 0, 
welche das Netz der Fig. 60, S. 289 zusammensetzen, durchschreitet; 
beim Eintritt in ein solches Dreieck ist J reell und • 1. Im Innern 
des Dreiecks (vgl. Fig. 59, S. 288) laufen aber vom „Mittelpunkte" nach den 
beiden äußeren Ecken (a und c in Fig. 59) zwei Kreisbogen mit reellen 
J< 0; einen dieser Bogen muß G vor Verlassen des Dreiecks über
schreiten, so daß dann eben auch ein reeller Wert J < 0 eintritt. Um
ständlicher ist der Nachweis von reellen Werten des Intervalles 0<J< 1 
längs G. Man nehme an, daß die Gerade G mit dem irrationalen Fuß
punkte 0. im Augenblicke das Doppeldreieck „ V“ durchschreite. Dann wird 
durch V-1 das betreffende Stück von G in den Diskontinuitätsbereich 
„1" zurückgeworfen; und die gesamte Gerade G geht hierbei in einen 
zur reellen O-Achse senkrechten Halbkreis von endlichem Radius über, 
der die Halbebene vom Punkte V-1(co) nach V-1(0.) durchsetzt. Dieser 
Halbkreis muß vom Doppeldreieck „1" aus in der Richtung auf V-1(0o), 
nachdem er eine begrenzte Anzahl von Doppeldreiecken „S‘" durch
schritten hat, die Kette dieser Doppeldreiecke Sv verlassen; und in dem 
Augenblick ist J reell und im Intervalle 0<<1 gelegen. Es liegen 
demnach auf G unbegrenzt viele Punkte sowohl mit reellem <0, 
als auch mit reellem 2 1, wie auch schließlich unendlich viele Punkte 
mit reellem J des Intervalls OK<1: Längs einer gegen die reelle 
o-Achse senkrecht verlaufenden Geraden G mit „irrationalema Fußpunkte 
schwankt der Wert von unaufhörlich und nähert sich keiner Grenze.

Während demnach in jedem Innenpunkte der positiven o- 
Halbebene sich analytisch verhält, ist jeder reelle Punkt 0 ein wesent
lich singulärer für diese Funktion, und es ist auf keine Weise möglich, 
bei analytischer Fortsetzung von einen reellen Punkt co in das 
Innere eines Konvergenzkreises der dabei auftretenden Potenzreihen hin
einzuziehen. Die Peripherie des Konvergenzkreises für die Potenzreihen
entwicklung von J(o) in der Umgebung eines Innenpunktes 0o der 
positiven Halbebene wird vielmehr die reelle O-Achse berühren, so daß 
die Konvergenzradien verschwindend klein werden, wenn sich 0. irgend
einem reellen Punkte co annähert. Die reelle o-Achse, als aus lauter 
wesentlich singulären Punkten zusammengesetzt, ist also nach S. 30 
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als eine ^natürliche Grenze“ von J^gj) zu bezeichnen, über welche hin
aus diese Funktion nicht fortsetzbar ist, und auf welcher nur noch den 
rationalen Punkten „Grenzwerte“ der Funktion JIgj) zugehören: Das 
Feld F der Funhtion (o) ist die schlichte und vollständige positive o- 
Halhebene ohne die Fanclpunkte (die reelle o-Achse).

Für J, als Funktion von aufgefaßt, gelten ganz entsprechende 
Sätze. Die Peripherie des Einheitskreises besteht aus lauter wesentlich 
singulären Punkten dieser Funktion, wobei allerdings bei radialer1) An
näherung an einen „rationalen“ Punkt der Grenzwert e eintritt. 
Die Peripherie des Konvergenzkreises der Reihe (3) (Einheitskreis der 
q2-Ebene) ist also zugleich eine „natürliche Grenzea der durch diese 
Reihe dargestellten Funktion von q2, deren Feld F somit die Innenfläche 
des fraglichen Kreises ist.

1) Man sieht übrigens (durch Rückgang auf die o-Halbebene und den Punkt
a = ioö) leicht, daß der Grenzwert J = qq ein tritt auch bei Annäherung längs 
einer regulären Kurve, welche den „rationalen“ Punkt des Einheitskreises der q2- 
Ebene unter einem von 0 verschiedenen Winkel (gegen diesen Kreis) erreicht.

Wir betrachten weiter die konforme Abbildung des Feldes der 
Funktion auf die J-Ebene. Jedes Elementardreieck des Netzes 
der o-Halbebene ergibt ein „Halbblatt“ der J-Ebene, und zwar das ein
zelne schraffierte Dreieck unseres in Fig. 61, S. 291, skizzierten Netzes ein 
„positives“ J-Halbblatt, jedes freie Dreieck ein „negatives“ Halbblatt. 
Diese unendlich vielen Halbblätter hat man sich längs ihrer drei durch 
die Punkte =0,1 und co abgeteilten Randstücke aneinander gehef
tet zu denken (immer ein positives Halbblatt an ein negatives) genau 
in der Weise, wie es der Zusammenhang der Dreiecke des Netzes vor
schreibt. Es entsteht als konformes Abbild der o-Halbebene über der 
J-Ebene und damit als Feld der su eJ(o) inversen Funktion ofJ) eine 
unendlich-blättrige Fläche F., die nur an den Stellen J = 0, 1 und co 
Verzweigungspunkte aufweist, und die wie ihr Original, die (o-Hdlbebene, 
einen „einfach-zusammenhängenden“ Bereich dar stellt; und zwar liegen 
bei J — 0 lauter 3-blättrige Verzweigungspunkte übereinander, bei J = 1 
lauter 2-blättrige und schließlich bei J = oo lauter oo-blättrige.

In dieser Fläche F. ist o() eine eindeutige Funktion des Ortes, 
welche den unendlich vielen Blättern entsprechend unendlich viele „Zweige“ 
besitzt, die durch Fortsetzung um die Verzweigungspunkte herum aus
einander hervorgehen. Dabei ist irgendeiner dieser Ztveige o‘(J) durch 
einen Anfangszweig 0(•) in der Gestalt: 

darstellbar, wo a, ß, Y, 8 ganze Zahlen der Determinante 1 sind; und wir 
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erhalten die gesamten Zweige, wenn wir 
dulgruppe I(®) durchlaufen lassen.

‘C, BN y, a) alle Suhstitutionen der Mo-

Indem wir die charakteristischen Eigenschaften von (o) zusam- 
menfassen, gelangen wir zum allgemeinen Begriff einer Modulfunktion: 
Als eine „elliptische ALodulfunhtion erster Stufe11 beseichnen wir jede ana
lytische Funktion von co, welche die schlichte positive a-HaTbebene (ohne 
den Fand) zum Felde hat, gegenüber den Substitutionen der Modulgruppe

invariant ist und beim Grenzübergang lim 0 = sich als eine 
Funhtion von q2 erweist, die im Nullpunhte der g^-Fbene analytisch ist 
oder einen Fol endlicher Ordnung aufiveist.

Eine solche Funktion ist, in Abhängigkeit von J aufgefaßt, natür
lich eine eindeutige Funktion des Ortes in der eben konstruierten F., 
welche ja ein eindeutiges Abbild der positiven o-Halbebene ist. Da 
indessen übereinanderliegende Punkte in dieser F Punkten der o-Halb- 
ebene entsprechen, die bezüglich der F^ äquivalent sind, so wird unsere 
fragliche Funktion von J in übereinanderliegenden Punkten der F. 
stets die gleichen Werte annehmen; sie ist demnach eine eindeutige 
Funhtion von.J. Dabei ist sie in der ganzen J-Ebene, unter Einschluß 
des Punktes J (der dem Nullpunkte der q2-Ebene entspricht), ab
gesehen von Polen, überall analytisch. Eine solche Funktion ist aber 
nach S. 61 eine rationale Funktion von J: Jede elliptische Modulfunh- 
tion erster Stufe ist rational in der speziellen Funktion J(F) dieser Art 
darstellbar; und umgekehrt ist jede rationale Funktion von J^co) als Funk
tion von 0 aufgefaßt auch eine elliptische Modulfunktion erster Stufe.

Vergleichen wir hiermit den S. 125 im Anschluß an Gleichung (18) 
daselbst aufgestellten Satz, so erkennen wir, daß die gesamten absoluten 
rationalen Invarianten der biquadratischen binären Verzweigungsform, als 
Funktionen von 0 aufgefaßt, uns gerade unsere gesamten Modulfunktionen 
erster Stufe liefern.

§ 5. Die elliptischen Modulformen erster Stufe.
Die beiden ganzen rationalen Invarianten g2 und g3 der Verzwei

gungsform waren in den Perioden 01, 0, nach S. 262 durch die in der 
o-Halbebene unbedingt konvergenten Reihen:

(1) g,(,, (,) =602 (m,, 0,) 1402 (m,, mj))m1, m, m1, m2
darstellbar, wo (m., m2) eine Abkürzung für (m,0, —m202) ist. Wei
teren Aufschluß über die Natur dieser Funktionen erhielten wir durch 
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die Darstellungen (16) S. 271 und (3) S. 274, von denen die letzteren 
hier reproduziert seien:

(g,(00,, 0,) - (2g)“ ( + 2042 + 180q4 + 560/ +
(2) X 2 9s(00,, 02) = (,) (16 - 3? - 77q - W - • • ■);
diese nach Potenzen von q2 fortschreitenden Reihen waren für q<1 
konvergent. Hiernach sind 4 • g, und 2 • gs im Innern der o-Halb- 
ebene eindeutige und überall analytische Funktionen, die sich auch noch 
für limo = ioo als Funktionen von q2 im Nullpunkte der q-Ebene ana
lytisch verhalten. Als eine Haupteigenschaft der Funktionen g^, g3 der 
Perioden 01, 0, folgten aus der unbedingten Konvergenz der Reihen (1) 
die Gleichungen (6) S. 262, welche zum Ausdruck bringen, daß diese 
Funktionen gegenüber den Substitutionen der homogenen Modulgruppe 

invariant sind.
Im Anschluß hieran stellen wir sogleich folgende allgemeine Er

klärung auf: Als eine „elliptische JHodiilform erster Stufe^ wollen wir 
jede homogene Funktion ganzzahliger Dimension d der 0,, 0, bezeichnen, 
die, mit o~d multipliziert, als analytische Funktion von 0 die positive 
a-HaTbebene (ohne den Hand) zum Felde hat, die gegenüber den Substi
tutionen der homogenen Gruppe Io) invariant ist, und die schließlich, 
wieder mit co~d multipliziert, für den Grenzübergang lim 0= als 
Funktion von cß im Nullpunkte der g2-Ebene analytisch bleibt oder doch 
nur einen Pol besitzt. Die Dimension d muß geradzahlig sein, da die 
Substitution o‘ = — 0., o’ — G2 in der I‘(o) enthalten ist und also 
ihr gegenüber die Modulform unveränderlich sein soll. Ist die Modul
form im Innern der o-Halbebene polfrei und hat sie für lim 0 = 
einen endlichen Grenzwert, so heißt sie eine „ganzeil NLodulform erster 
Stufe; hierher gehören insbesondere die Modulformen g2(0., 02) und 
g3(01, 02) der Dimensionen — 4 und — 6. Wir werden gleich erkennen, 
daß überhaupt jede ganze Modulform erster Stufe von negativer gerad
zahliger Dimension ist; wir setzen demnach sogleich d = — 2v und be
nutzen für eine einzelne ganze Form dieser Dimension allgemein die 
Bezeichnung g,(01, 02).

Es ist nun zunächst einleuchtend, daß die Modulformen „nullter^ 
Dimension einfach mit den Modulfunktionen erster Stufe identisch sind, 
sowie daß ferner der Quotient irgend ziveier Modulformen gleicher Dimen
sion wieder eine „Modulfunktion^ erster Stufe darstellt. Insbesondere wird 
also auch der Quotient zweier ganzer Formen g, (0., 02) und gv (0,, 02) 
gleicher Dimension — 2v eine Modulfuntion erster Stufe und damit eine 
rationale Funktion von J sein, deren Nullpunkte und Pole von den Null- 

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 20 
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punkten des Zählers gv bzw. des Nenners gv geliefert werden, soweit 
sich dieselben nicht bei Bildung des Quotienten fortheben. Daraus folgt 
umgekehrt, daß alle ganzen Modulformen g^o^oj^ der Dimension— 2v 
durch eine unter ihnen gv (01, 02) in der Gestalt:
(3) g, (0,, 02) = gv (0,, 02) • R (J (gj) )
mittels rationaler Funktionen von J darstellbar sind; und umgekehrt ist 
offenbar auch jedes solche Produkt gv • R (J) eine ganze Modulform g^ 
wenn sich nur die sämtlichen Pole von R (J) im Produkte gv • R (J) 
gegen Nullpunkte von gv (0., O2) fortheben.

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich ein wichtiger Satz über die 
Anzahl der Nullpunkte einer ganzen Form g,(0.,02) im Diskontinuitäts
bereiche der Modulgruppe I(®). In der Diskriminante 21 = g^ — 27 gl 
besitzen wir eine besondere Modulform g^ (0., 02), welche im Innern 
der a-Hcdbehene nirgends verschwindet, und deren Verhalten im Null
punkte der q-Ebene, d. i. für lim co = ico, aus der schon S. 274 mit
geteilten Reihenentwicklung:

(4) 2 (00,, 0,) = (2n)1q2 (1 - 24q2 + 252q4 - 14726 + • • •)
hervorgeht. 21 hat demnach im Nullpunkte der q-Ebene selber einen 
Nullpunkt erster Ordnung: Insofern nun die bei 0 = gelegene Ecke 
unseres Doppeldreiecks der Fig. 56, S. 273 (Diskontinuitätsbereiches der 
I(®)) sich gerade auf die schlichte und vollständige Umgebung des Null
punktes der q-Ebene abbildet, dürfen wir sagen, daß 21 oder genauer 

12 • 2 „im Dishontinuitätsbereiche der I(®) gemessen11 einen Nullpunld 
erster Ordnung in der Ecke ioo besitze. Soll demnach 2 • eine 
ganze Form gG (co1} co^ sein, so darf nur einen Pol erster Ordnung, 
und zwar bei J = oo, haben und stellt demnach eine lineare ganze Funk
tion (AJ—B) von J dar. Jede ganze JJLodulform gG (01, 02) der Dimen
sion — 12 ist hiernach in der Gestalt:

A • (AJ+ B) = Agl +BA-(A+B)o;- 21Bgl
oder, wenn wir A + B = a, — 27 B = b setzen, in der Gestalt:

(5) 96 (»n c02) = agl + bgl
darstellbar, unter a und b Konstante verstanden; und umgekehrt haben 
wir für irgend zwei endliche Konstante a und b in (5) stets eine ganze 
Modulform der Dimension — 12 vor uns.

Es ist nun einleuchtend, daß A\AJ —B) in der J-Ebene einen 
und nur einen Nullpunkt erster Ordnung hat, und daß man diesen Null
punkt, wenn man das Verhältnis der Konstanten A und B zweckmäßig 
wählt, an jede vorgeschriebene Stelle der J-Ebene bringen kann. Wir 
gewinnen den Satz: Eine ganze Modulform erster Stufe (—12)ter Dirnen-
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sion hat „im Diskontinuitätsbereiche der gemessen“ einen und nur 
einen Nullpunkt erster Ordnung; wir können die Lage desselben willkürlich 
vorschreiben und bestimmen dadurch die Modulform ge (01, co^ bis auf 
einen konstanten Faktor einderitig. Der Erläuterung bedürfen hierbei je
doch noch die Punkte co = i und 0 = 0.

Ist zunächst 0o ein endlicher von den Punkten o — i und 0=0 
verschiedener Punkt des Diskontinuitätsbereiches der r^\ und ist 
J (0.) = Jq, so ist die Umgebung von 0o konform auf diejenige von 
abgebildet. Die Form AD ■ (J — 0) hat demnach im Punkte 0. ihren 
Nullpunkt erster Ordnung. Weiter hat in der Ecke ioo, wie wir fest
stellten, die Form A- A einen Nullpunkt, der „im Diskontinuitätsbereich 
gemessen" von der ersten Ordnung ist. Auch die Umgebung von 0o = 0 
ist nicht mehr konform auf die Umgebung von J=0 bezogen, liefert 
vielmehr über der J-Ebene eine dreiblättrige Windungsfläche (S. 303) mit 
dem Verzweigungspunkte 0. Die Form AA • J hat in der schlichten 
J-Ebene und also „im Diskontinuitätsbereich gemessen“ bei Q einen Null
punkt erster Ordnung und eben deshalb in der dreiblättrigen Windungs
fläche1 2) und also in der o-Halbebene bei 0o = Q einen Nullpunkt dritter 
Ordnung. In entsprechender Weise findet man, daß AA • (J— 1) im Punkte 
0o = i der o-Halbebene einen Nullpunkt zweiter Ordnung besitzt. Hiermit 
ist in Übereinstimmung, daß A • = g^ die dritte Potenz der ganzen Modul- 
form g,(01, 02) und 17 A ■ (J — 1) = die zweite Potenz der ganzen Modul
form g3(0., O2) ist. Wir ziehen umgekehrt die Folgerung: Die Modulform 
g,(01, 02) ^er G3-HaTbebene bei 0 = Q (und damit natürlich auch in 
allen mit o äquivalenten Funkten) einen einfachen Nullpunkt, so daß sie „im 
Diskontinuitätsbereiche gemessen“ in der fraglichen Ecke einen Nullpunkt 
der gebrochenen Ordnung 1 aufweist, ohne übrigens noch einen weiteren 
Nullpunkt in jenem Bereiche zu besitzen. In entsprechender Weise folgt 
für 93: Die Modulform g3(01, 02) hat in der o-Halbebene bei o = i (und 
damit in allen mit i äquivalenten Punkten) einen einfachen Nullpunkt; 
„im Diskontinuitätsbereich gemessen“ hat sie also in der Ecke i einen 
Nullpunkt der Ordnung 1, ohne übrigens in diesem Bereiche noch einen 
weiteren Nullpunkt aufzuiueisen?)

1) S. hierzu die Entwicklungen S. 28ff.
2) Die Angaben über die Lage der Nullpunkte von g3 und gs, welche mit 

der algebraischen Theorie in Übereinstimmung sind (vgl. S. 178f), lassen sich leicht 
an den Reihen (1) bestätigen. Beispielsweise können wir die Reihe für g2 durch 
Zusammenfassung der Glieder zu je dreien in die Gestalt kleiden:

4
+

m1,
Der Faktor 60 in (1) rechter Hand ist hier durch 20 ersetzt, weil wir in (6) rechter

(6) g, («,„<»,) =202 ((m,,m,) '_ _ _ 1_ _ _ Y+f_ _ 1_ _ _ _ _ Y

20*
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Es soll jetzt eine beliebige ganze Modulform erster Stufe gv^cov 0,) 
der geradzahligen Dimension — 2v dargestellt werden. Man beachte zu 
diesem Zwecke, daß die Ausdrücke:

1, 99, 93 g2, 9^ g293
in den 01, O, die Dimensionen 0, — 4, — 6, — 8, — 10 und — 14 haben. 
Wir können uns unter diesen Ausdrücken demnach einen bestimmten, 
etwa durch g'^ zu bezeichnenden, so wählen, daß das Produkt g3g2-g, 
eine durch 12 teilbare Dimension — 12u bekommt; man hat einfach 
diejenige Zahlenkombination x, 2 zu wählen, für welche (2x—3A—v) 
ein Multiplum von 6 wird:

2x+32+v=6u.
Mittels der besonderen Form 21" der Dimension —12 u läßt sich die ganze Mo
dulform gg3g, alsdann zufolge eines oben aufgestellten Satzes in der Gestalt: 

93 • 9v = A" ■ R(J)
mit Hilfe einer rationalen Funktion von • darstellen.

Ist nun erstlich R(J) mit einer Konstanten C identisch, so folgt: 
9r = C * 2"92*932

Schließen wir den Fall einer identisch verschwindenden oder auch nur 
mit einer Konstanten identischen Form gr aus1), so ist C von 0 ver
schieden und also muß, da gv polfrei sein soll, % = 0, 2 = 0 sein und 
u>0 zutreffen. Die Form g^co^G)^ ist in diesem Falle, abgesehen von 
einem konstanten FaJdor, eine Potenz von 21 mit positivem ganzzahligen 
Exponenten u und hat als solche einen einzigen Nullpunkt der Ordnung 
u = im Diskontinuitätsbereiche der Gruppe I(w); ihre Dimension ist 

—2v=—12u, d. h. eine „negative(i ganze Zahl.
Ist die Funktion R (J) nicht konstant, so hat sie mindestens einen 

Pol, der durch einen Nullpunkt von 21 aufgehoben werden muß. Also 
ist u > 0, die Pole von R(J) dürfen nur bei J = Co liegen, und ihre 
Zahl muß < u sein, d.h.R(J) ist eine ganze Funktion höchstens uten 
Grades. Es ergibt sich demnach für gv die Darstellung:

(7) 9v = + A,J--1 ++A,)
Hand, sobald diese Summe wieder auf alle Paare nicht zugleich verschwindender 
Zahlen m,,m, bezogen wird, jedes Glied der Reihe (1) dreimal erhalten. Nun 
gilt aber: 1 0 1 e”

— m,0- m, — m, m, o—m,‘ (— m - mi) o ■— m m1 ? + 1)h ‘
so daß für 0=0 jedes einzelne Glied der Reihe (6) und also auch die Summe aller 
Glieder verschwindet.

1) Für v = 0 entspricht eine beliebige Konstante, für v=0 die Konstante 0 
der Begriffserklärung einer ganzen Modulform.
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mit u > 0, wobei die rechts stehende ganze Funktion für x > 0 den 
Faktor J und für 2 > 0 den Faktor (• — 1) haben muß, da gv polfrei 
ist. Für % > 0, 2 > 0 muß demnach u 2 2 sein; da übrigens x 0,1,2 
und 2 = 0,1 gilt, so ist in jedem Falle:v= 6 g — 2%—31>0,
d. h. gv hat wieder negative Dimension —2v. Die in (7) rechts ste
hende ganze Form hat „im Diskontinuitätsbereiche“ der Nullpunkte 
in der Gesamtordnung: % 2 V•3256
und ist durch Angabe dieser Nullpunkte bis auf einen konstanten Faktor 
bestimmt. Ist % > 0, so können wir den Faktor g2” gegen den in (7) 
rechts nun auftretenden Faktor 2 J = gl fortheben; ebenso können wir 
für 2 = 1 den Faktor 931 gegen den jetzt auftretenden Faktor — 1) 
= 27gl fortheben. Der noch übrig bleibende Faktor ist:2"-9 (A,J-9 + A,J-s-1 + • • • + A-c),
wo ö = 0, 1 oder 2 ist; derselbe kann auf Grund der Relationen (16) 
und (15) S. 124 in eine ganze rationale Funktion der g2,93 von der Dimen
sion — 12 (/i — <?) in den 0,, 02 umgeschrieben werden. Setzen wir die 
bei Fortheben von g~y- und g~x noch übrig gebliebenen Potenzen von 
g^ gz hierzu, so ergibt sich für gv eine ganze rationale Funktion der 
92, 93 von der Dimension — 2 v in den 01, Og. Wir gelangen zur Dar
stellung:

(8) gv^v 02) =2 C,,mg293,
wo l und m ganze nicht-negative Zahlen sind, die wegen der Dimension 
in den 0., O2 der Relation:
(9) 21 + 3m = v
genügen. Diese Darstellung schließt den oben erledigten Fall, daß gv 
gleich C • 21" ist, mit ein: Eine ganze JModulform erster Stufe gv^, 02) 
ist von negativer geradliniger Dimension, hat im Diskontinuitätsbereiche 
der Nullpunlde in der G-esamtordnung E und ist durch die Lage 

dieser Nullpunkte bis auf einen konstanten Faktor bestimmt; sie läßt sich 
mittels der g2, gz in der Gestalt (8) darstellen, wo die l, m nicht-negative 
ganze, der Delation (9) genügende Zahlen sind, und es ist umgekehrt offen
bar jeder solche Ausdruck (8) eine ganze NLodulform erster Stufe.

Für v = 1 hat die Gleichung (9) keine Lösungen in nicht-negativen 
ganzen Zahlen; für v liegt je nur eine einzige Lösung vor, und 
erst für v = 6 haben wir die beiden Lösungen l = 3, m = 0 und l = 0, 
m = 2: Ganze Modulformen erster Stufe (— Ffer Dimension existieren



310 I, 5. Die Modulfunktionen erster Stufe und ihre Inversion

nicht, für die Dimensionen — 4, — 6, — 8 und — 10 liegt bis auf kon
stante Fahtoren je nur eine einzige ganze J\Iodulform vor, nämlich g^, g3, 
gl und g^g3; erst bei der Dimension — 12 tritt eine Formenschar mit be- 
weglichem Nullpunkte:
(10) C.gl + C2gl

auf.
Letzten Endes wolle man noch, die vorstehenden Entwicklungen mit 

den Gleichungen (13) und (14) S. 123 sowie der damaligen Überlegung 
in Vergleich stellen. Wir erkennen sofort: Die ganzen rationalen In
varianten der biquadratischen binären Verzweigungsform liefern uns, in 
Abhängigkeit von den Perioden 0,, O2 betrachtet, gerade genau unsere ge
samten ganzen elliptischen Modulformen erster Stufe.

§ 6. Die Perioden n1, 72 als Funktionen der ,, O2. 
Produktentwicklung der Diskriminante.

Auf Grund der aufgestellten Sätze können wir eine Produktent
wicklung der Diskriminante gewinnen, welche späterhin vielfach ge
braucht wird. Wir haben zu dem Zwecke an die Perioden n., n, des 
Integrals zweiter Gattung erster Stufe anzuknüpfen, deren Eigenschaften 
zunächst zu rekapitulieren sind.

Die erste Definition dieser Perioden n, ist durch die Gleichungen 
(2) S. 158 gegeben. Die daselbst benutzten Querschnitte Q., Q, der Rie
mannschen Fläche F2 lieferten uns ein Paar primitiver Perioden 0., 02 
und zusammengehörig damit ein Periodenpaar n1, na des Normalintegrals 
zweiter Gattung. In (6) S. 160 fanden wir, daß diese beiden Perioden
paare durch die nach Legendre benannte Relation:
(1) 0,72—0201= in

verknüpft sind. Aus der Definition mittelst der Querschnitte geht zu
gleich hervor, daß, wenn wir (unter Wechsel des Querschnittsystems) 
von 0., O, durch eine „lineare Transformation“ zu irgendeinem anderen 
Paare primitiver Perioden:

o. = &0, - ß, 0‘ = Y01 + og.
übergehen, dann eben auch die n1, n, die gleiche Substitution erfahren 
müssen, damit wir in:

1=«n+ßm2, 72 = +
wieder die zu o‘ gehörenden Perioden des Integrals zweiter Gattung 
vor uns haben. Man sagt, um dies auszudrücken, daß sich die n1, na 
mit den 0,, O2 „kogredienF substituieren. Mit Rücksicht auf c—ßy=1 
geht hieraus hervor, daß der Ausdruck (0.92—021) gegenüber den 
kogredienten Substitutionen invariant ist, was die Relation (1) bestätigt.
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Eine wesentliche Ergänzung finden diese Ansätze in den Gleichungen 
(8) und (7) S. 263. Dieselben lehren, daß die n1, na im JBereiche der po
sitiven &-Hdlbebene als eindeutige Funldionen (— 1)6er Dimension der 
0., 0, aufzufassen sind. Die auf den rechten Seiten dieser Gleichungen 
stehenden Reihen erkannten wir als bedingt konvergent. Dem entspricht, 
daß diese Funktionen 1(01,02), 2(01,02) gegenüber den Substitutionen 
der eben nicht invariant sind, sondern sich mit den 01, 0, kogre- 
dient substituieren. Vermittelst der Entwicklungsgröße q2 fanden wir 
für 2 die in (15) S. 271 angegebene unbedingt konvergente einfach un
endliche Reihe, aus der wir unter Zuhilfenahme der Legendreschen Re
lation (1) eine entsprechende Reihe für 9. ableiten können; diese Dar
stellungen, welche den analytischen Charakter unserer beiden Funktionen 
71(01,02), 92(01,0,) einleuchtend kennzeichnen, sind:

. __2i7_T0,(1_94 \1 00, 30% \ 2 1—q2n)‘

Diese Reihen stehen nun im nahen Zusammenhänge mit dem un-
CD

endlichen Produkte lI (1—g2nß von dem wir S. 267 erkannten, daß 
n— 1

es für irgendein primitives Periodenpaar, d. h. im Innern der positiven 
o-Halbebene unbedingt konvergent ist. Wir wollen mittels dieses Pro
duktes sogleich die im Innern der o-Halbebene überall eindeutige end
liche homogene Funktion (— 12)ter Dimension der 0., O2:

(3) v(0,, o,) - (&)"a (jfj (1 - q-))“
n— 1

herstellen, welche für lim 0 = i Co als Funktion von q2 analytisch bleibt 
und im Nullpunkte der q-Ebene selber einen Nullpunkt erster Ordnung 
aufweist. Gegenüber der erzeugenden Substitution S der homogenen 
Modulgruppe (vgl. (4) S. 298) bleibt 3(0;, 02) offenbar invariant:

+(01- 02,002)= 1(0,, 02);

denn S ändert weder 0, noch q2. Wenn wir demnach zeigen können, 
daß 7(0., O,) auch gegenüber der zweiten Erzeugenden T der homo
genen invariant ist, so haben wir in 7(0,, 02) eine ganze Modul
form erster Stufe (— 12)ter Dimension, deren Nullpunkt in der Spitze 
i oo des Diskontinuitätsbereiches liegt. Dann aber kann 7(0., 0,) nach 
den Sätzen von S. 308 ff. von der Diskriminante 2 nur um einen kon
stanten Faktor ab weichen.
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Um zu diesem Ziele zu gelangen und die Verbindung mit den 
Gleichungen (2) herzustellen, bilden wir den Logarithmus der in (3) 
erklärten Funktion:

00

(4) logv(c,, c02) = 12 log 2x — 12 log 0, + 2nio 4- 242 log (1 — q2n). n— 1

Wir können und wollen hierbei das einzelne Glied der unendlichen 
Reihe log(l — q2n) in dem in Betracht kommenden Bereiche q2<1 
dadurch eindeutig festlegen, daß die Funktion log (1 —q2n) im Null
punkte der q-Ebene selber verschwinden soll. Dann hängt die Viel
deutigkeit von log »(01,02) allein noch am Gliede — 12 log 02. In
dessen ist nicht mehr nötig, hier zur Erzielung der Eindeutigkeit von 
log(0., O2) etwa eine beschränkende Festsetzung über die Beweglichkeit 
von 0, zu treffen, da wir durch Differentiation nach co. und 0, sogleich 
wieder zu eindeutigen Ausdrücken gelangen.

Die in (4) rechts stehende Reihe ist gliedweise differenzierbar1); 
wir gewinnen, indem wir die Gleichung (4) in bezug auf 0. und 02 
differenzieren:

g log(0,,0,)  2ti (1  9 Sy nq2n \ . 0c, o,\ 2 / 1— q2n)
71 = 1

glog^^,,^) __12_ 2zic, (1 _ 24 N nq2" ).00, o, 2 \ 2 1—q2n)n=1
Zufolge (2) ist also der Zusammenhang der Funktion 7(01, O2) mit den 
Perioden n1, n2 der folgende:
/« _6i _ Qi
-° 00, x"2‘ 00, ~ t‘1
Diese Gleichungen gelten für irgendein primitives Periodenpaar 01, O2, 
wobei n1, na die ihnen zugehörigen Perioden des Integrals zweiter Gat
tung sind. Bilden wir dieselben also für das gleichfalls primitive Paar 
0‘=02,0=—0.,so treten an Stelle von n1,n, die Perioden n1=na, 

n‘ =— n1, und wir erhalten die Gleichungen:
0 log (0,, — 0,) Qi 0log(0,,— 01) Qi

c, T 1 ‘ g co, 7t "2

Der Vergleich derselben mit den Gleichungen (5) ergibt:’ 

 1og((0,—0,)_0, 21og(0(,—0,)—0,g^ °\ (01,02) ) ‘ 0O2 °\ •(01,02) /
so daß der hier unter dem Logarithmus stehende Quotient sowohl von 
0. als 0, unabhängig und also einer Konstanten C gleich ist: 

 »(0,, — »i) = Cv(o,, 02).

1) Vgl. „Osgood“, S. 103 und 303.
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Zur Bestimmung von C tragen wir 0, = i, 02=1 ein, was den 
im Innern der Halbebene gelegenen Punkt 0 = i liefert. Hier ist 7 
zufolge (3) von 0 verschieden und endlich, so daß:

p  w(1, 1)(,+ 1)
gilt. Nun ist aber die Dimension von 7 durch 4 teilbar, so daß

v(io1, =(01, 02)
zutrifft. Setzen wir hier 0, = 1,02=— i, so folgt w(i, 1)=(1, — i), 
und also ist C = 1, so daß 7(c., 02) tatsächlich gegenüber der Sub
stitution T invariant ist. Wir haben damit in 7(01, 02) eine ganze 
Modulform erster Stufe (— 12)ter Dimension mit dem Nullpunkt in der 
Spitze i oo erkannt, so daß wir mit einer neuen Konstanten c den An
satz gewinnen:

v(0,, 02) = c 2(0,, 02).
Nun fanden wir bereits S. 274 als Reihenentwicklung von 21:

(00,, 0,) = (2)"q2 (1 - 24q2 + - 1472q® +.).
Das Anfangsglied der Entwicklung von 7(0., O2) nach Potenzen von 

(2 -\ 12—J g*; somit ist C=1, d. h. die 

Funktion (0., 02) ist mit 2(0., 02) identisch. Die Diskriminante 
2(01, 02) gestattet als J^Lodulform erster Stufe die in jedem Innenbereich 
der positiven a-HaTbebene unbedingt und gleichmäßig konvergente Pro
duktentwicklung :

n — l

die Gleichungen (5) aber liefern als Darstellungen der Perioden n1, n2 des
Normalintegrals zweiter Gattung erster Stufe in der Diskriminante 2:
/7N  nilogA  nidlogA
N - 711 60,1 12 6 d 0,
§ 7. Differentiationsprozesse zur Herstellung von Modulformen,

Die Ausübung der Differentiation irgendeiner Funktion von 0., 02 
in bezug auf 001, O2 bezeichnen wir durch die Symbole , - 
Ubt man eine Substitution der homogenen r^:
(1) 0‘=c0.— ßo2, o 70.—802
aus, deren inverse Substitution:

0,= 01 — ßo‘, 02 = — 701 + c0‘ 
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ist, so substituieren sich die Differentiationssymbole nach folgender 
Regel:/9) d  s *0 8 0   A 3 . g
• ‘ gcol 0c, ‘ 0c, ‘ c, P00,"d0,

Handelt es sich insbesondere um eine Funktion f(c. , 0,), die gegen- 
über der vorgelegten Substitution unveränderlich ist: o,) =f(o,, 02),
so erfahren die ersten Ableitungen 0, 0f bei Übergänge zu den° 001 ‘ 002 & &
co', o, dieselbe Substitution (2) wie die Differentiationssymbole. Die 

beiden durch (S, 8) und (° 8 0) gegebenen Substitutionen heißen zu

einander „kontragredien^^ somit gilt der Satz: Die beiden partiellen 
ersten Ableitungen einer gegenüber der Substitution (1) unveränderlichen 
Funktion erfahren bei Ausübung dieser Substitution die su den 0,, 0, 
bsw. der Substitution (1) vkontragredientea Substitution.

Die Beziehung der beiden zueinander „kontragredienten" Substitu
tionen ist die, daß die Verbindung der 0,, 0, und der Differentiations
symbole:/9. , 0(3) co, -x-------— —v 7 1001202
einen „Differentiationsprozeß^ vorschreibt, zvelcher auf eine gegenüber (1) ' 
invariante Funktion angewandt ein gleichfalls gegenüber dieser Substitution 
invariantes Ergebnis liefert; denn aus (1) und (2) folgt unmittelbar:

,0,,0 0 . a
100i 2 002 1001 - 002

so daß, wenn f(o‘, co') =f(c1, co2) gilt, eben auch:
, 0f(o‘, 2)C i —al,—1 001 + o‘ 02) 

0o‘ = Q1 O,) 
0c, + 02 O2) 00,

zutrifft. Ist f(0,, 02), wie dies bei den Modulformen vorliegt, homogen 
in den 01, 0, und etwa von der Dimension d, so ist dies Ergebnis 
selbstverständlich, da dann zufolge des Eulerschen Satzes von den ho
mogenen Funktionen die Gleichung gilt:

df . , x010,1°2c,-df01°2
Die ersten Ableitungen aller Modulformen erfahren gegenüber der 

Substitution (1) die gleiche Substitution (2), sie sind also nach der 
schon S. 310 benutzen Sprechweise als „kogredient" zu bezeichnen. 
Hieraus folgt der bekannte Satz, daß die „Funktionaldeterminanteli irgend 
zweier JVLodulformen erster Stufe wieder einen gegenüber der ALodulgruppe 
invarianten Ausdruck liefert. Man erkennt in dieser Determinante leicht 
wieder eine ALodulform und stellt deren Dimension zu (d1 —+ — 2) 
fest, wenn dx und d die Dimensionen der gegebenen Formen sind.
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Waren die letzteren ganze Modulformen, so ist auch ihre Funktional
determinante polfrei und stellt also eine ganze Modulform dar.

Es sollen zunächst die Funktionaldeterminanten der Formen g2,93
und 21 untersucht werden. Wir schreiben:

0g200,
0c,

092 
002 
gs do.

= ge(0,, 0a),

insofern* hierdurch infolge der vorausgeschickten Bemerkungen eine
ganze Modulform erster Stufe der Dimension — 12 erklärt ist. Auf 
Grund der Relation 21= g—272 folgert man hieraus mittelst ein
facher Determinantensätze: 

Zur Bestimmung von ge formen wir die letzte

09s 0g2 092
So, ‘ do2 0c,' d02
dd z =—3g296.

cd dd- ----------— II ■0c, ‘ 02 00, ‘ 02
=—54gs96.

Gleichung unter Be
nutzung des Eulerschen Satzes von den homogenen Funktionen in:

0g, a0c, ‘ 92
32oa, 7

= 20,939
um und ziehen die Potenzreihen nach unserer Formen heran. Aus 
(2) und (4) S. 305 ff. folgt, daß die Entwicklung von 3430 mit der 

Potenz q beginnt, während 1 (") q2 das Anfangsglied der Potenz

reihe von g2ist. Da 98 für q2=0 von 0 verschieden ist, so muß 

die Form g6 ihren einen im Diskontinuitätsbereich der Iw) auftreten
den Nullpunkt in der Ecke ioo haben, und also ist diese Form bis 
auf einen konstanten Faktor mit 21 identisch. Setzen wir demnach 
g& = cd, berechnen auch für die rechte Seite der letzten Gleichung das 
Anfangsglied der Entwicklung nach und setzen dasselbe dem An- 
fangsgliede der linken Seite gleich, so folgt:

i (2 717,9 _270 (—V i r (27)12,212 U2/ 1 2 2 UJ 216 ’UJ d ‘
woraus sich c = — 2 ergibt. Die drei Funktionaldeterminanten der 

Modulformen erster Stufe ga, gs, 2 sind demnach:

0g20c0, ‘ 292 dc, 2; .
^gs
Sa, ‘

09s
0c2 2; , .

Sg2 . Sg^ 
0c,' 00, 36;

^gs_ - - sm 4, Sd dd -1034, 3d 3d -94
- --- _ _ _ --------

Sa), ‘ 02 0c, ‘ 002 0o,‘ 0,



dasselbe unter Benutzung von (7) S. 313 die Ge-

gc. 0
g®2

T1 '2

6

“ 12,

g g
0c,’ g 0,
2 2

00,’ 0o,
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Neben dem Differentiationsprozeß (3), auf den wir unten noch
mals zurückkommen, ist ein zweiter „Differentiationsprozeß" wichtig, 
den wir unter Vorbehalt einer unwesentlichen Abänderung durch:

g a00, ‘ 0o,
0z gzf
0 01 ‘ 0 0,

erklären; es handelt sich also einfach um die Funktionaldeterminante 
zweier Formen, von denen die erste noch unbestimmt ist, während 
wir 21 als zweite Form wählen. Auf eine Modulform angewandt ergibt 
dieser Prozeß wieder eine Modulform. Dies Sachverhältnis bleibt unver
ändert, wenn wir das vorstehende Differentiationssymbol mit 21-1 mul
tiplizieren, wodurch 
stalt annimmt:

a a001 ‘ 0o,
8 log 2 a log 2

0o1 ‘ 002
Für das rechts in der Klammer stehende Symbol wollen wir die Be
zeichnung D einführen:

A 0,0(4) D, = T1 ------- - % “5----P ‘ 1101’02
und können dann für diesen Prozeß auch umgekehrt die Darstellung 
als Funktionaldeterminante:

©

benutzen. Die Invarianz des Symboles D, ebenso wie diejenige des 
unter (3) eingeführten Symboles, für welches wir im Anschluß an (4) 
die Abkürzung:
(6) D = Co, 0—L co, 0S ‘ " 10010o2
gebrauchen wollen, ist übrigens auch unmittelbar einleuchtend, insofern 
sich ja die m.,q, mit den 0., 0, kogredient (vgl. S. 310) und also zu

3 Aden ——, w— kontragredient substituieren.

Die beiden Symbole D und D, kann man auch in algebraische 
Gestalt umrechnen, wobei man von der Erwägung auszugehen hat, daß 
die Modulformen rationale Funktionen von g2 und g3 sind und also g, 
und g, an Stelle der (oi, O, als unabhängige Variable eingeführt werden 
können. Es ist zu setzen:
/7 3  8 dg2 । 8 dgs d = 3 dg^ . g gsN / 00, dg^ 00, og3 0o, ‘ 00, g^2 0o, dg& 00, ‘ 
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wodurch zunächst D. die Gestalt:

A  (8g, ga)  , ( 4- _L® 1 0o, 0ga d0,l 2\g, 0o, 0gs 00,/’
D, - D,(93) 2 + D.(00) 2

annimmt. Nun liefert ja D für eine Modulform einfach die „Homo- 
geneitätsrelation":

D.(g2) = ~ 4g,, D.(g3) = - 6g3.
Die algebraisclie Grestalt des Prozesses D^ ist also:

(8) D.--4g.-6g8.
Aus der Gestalt (5) von. D7J finden wir mit Rücksicht auf (7) und die 
Relation 21= g— 27,cj^ mittelst des Multiplikationstheorems der Deter
minanten :

D _xi n 62
g 0

0g2 ‘ gs
- 54g

09200,’ 0 0,
@gs00,’ 0o,

Setzen wir den schon oben bestimmten Wert der Funktionaldetermi
nante von g, und gs ein, so folgt als algebraische Gestalt des Differen
tiationsprozesses Dt]:

(9) D,_6g,0_1g2-0.- 1 7 -3 bg, 3 2 0gs
Die hieraus sofort hervorgehenden Gleichungen:

(10) Oft, D,(gs)=-19, 4,(4 “0
bestätigen mit Rücksicht auf (5) die obigen Angaben über die Funk
tionaldeterminanten der g2, g3, 21. Als weiteres Beispiel betrachten wir 
D^J), wofür wir unter Rücksicht auf log J = 3 log g^ — log 2 ge
winnen:

D,(J) = JD, (log 4 - 3JD, (log ft) - JD, (log 4 

D,(7)=82D,(9)-JD,(A).
Mit Rücksicht auf (10) folgt:
(11) D,(3)--1890

Benutzen wir übrigens die transzendente Gestalt (4) von D^ und 
beachten, daß J eine Funktion des Periodenquotienten co allein ist, so 
ergibt sich:

7) /n_(, 0o_ o\ dJ_(n  0,n2N dJ"" ‘ \‘1 00, f 2 ScoJ dco \o, co ) da
und also mit Benutzung der Legendreschen Relation (1) S. 310:

(12) D^^) = 2i% dJ
■—a>l-dm
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Hier tritt im Nenner das Differential:
(13) — 2-do 01 • dcox

auf; der invariante Charalder dieses Differentials „ziceiter Dimension^ 
ist auch zvieder unmittelbar einleuchtend, insofern ja die dco1} do, sich 
zu den 0., O, kogredient substituieren.

Auf Grund der Gleichung (11) können wir übrigens mittelst des 
Prozesses D^ aus der Modulfunlition erster Stufe J die drei Modulformen 
92, 93 2 berechnen; wie man leicht zeigt, gelten die Darstellungen:

 [D,()]* [Dvm [D,(J)]6
92 12J(J—1)‘ 93 216J2(J—1)‘ 4 — 1728J-(J— 1)8

Zu weiteren wichtigen Folgerungen gibt die Anwendung der Diffe
rentiationsprozesse auf die Perioden 0,, co2 und 1, 7, selbst Anlaß. 
Wir gewinnen hierbei Differentialgleichungen, denen die Perioden in 
bezug auf die „Invarianten“ g2, genügen. Wir kommen hierauf unten 
ausführlich zurück.

§ 8. Die doppeltperiodischen Funktionen erster Stufe als 
Funktionen dreier Argumente.

Während wir früher die elliptischen Funktionen eines gegebenen 
Moduls 0 oder einer gegebenen absoluten Invariante J zu einem „Kör
per“ zusammenfaßten und unsere Betrachtungen wesentlich auf die Funk
tionen eines einzelnen solchen Körpers richteten, eröffnen uns die letzten 
Entwicklungen über Modulfunktionen die Möglichkeit, alle diese Körper 
elliptischer Funktionen erster Stufe zusammen ^u betrachten, indem wir 
u, 0. und O2 zugleich in den bekannten Gebieten als willkürlich variabel 
annehmen. Dabei erscheinen die 5, <p, g>', . . . als eindeutige Funktionen 
dreier Argumente u, 01, 02, was wir schon oben durch die ausführliche 
Schreibweise:
(1) O(uc1,02), §(uc,,02), g0(u|0,,02),... 
zum Ausdruck brachten.

In Abhängigkeit von 01, 02 zeigen die Funktionen (1) nach S. 258 ff. 
insoweit durchweg das Verhalten von Modulformen erster Stufe, als sie 
gegenüber den Substitutionen der homogenen invariant sind. Gegen
über den Translationen der Gruppe bleiben sie entweder invariant 
(elliptische Funktionen erster Stufe im engeren Sinne g,g oder sie 
zeigen ein charakteristisches kovariantes Verhalten (6-Funktion, Inte
gral $ sowie übrigens die elliptischen Funktionen zweiter und dritter 
Art (vgl. S. 217)). Um dies Sachverhältnis gruppentheoretisch zu formu
lieren, bilden wir durch Kombination jeder Substitution von I") mit 
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jeder von I(®) die etwa durch Il", •) zu bezeichnende Gruppe aller ter
nären Substitutionen:

u' = u + m10, + m20.

(2) 0‘ = 
o‘ =

c0. - ßo,
70, + 02,

wo die mv ma, a, ß, 7, 8 die bekannte Bedeutung haben. Gegenüber den 
Substitutionen dieser ternären Gruppe •) sind dann eben die ellipti
schen Funktionen erster Stufe erster Art durchweg invariant, während 
diejenigen der zweiten und dritten Art (unter ihnen die (5-Funktion) so
wie das Integral $ in bekannter Weise kovariant sind.

Weiter ergibt sich aus der Produktentwicklung (1) S. 258 der 
5-Funktion und aus den Teilbruchreihen (2) und (3) S. 260 für 9, p' 
und $, daß diese Funktionen in ihren drei Argumenten homogen sind, 
und zwar sind die Dimensionen von 6, $, g0, g‘ bzw. 1, — 1, — 2, — 3. 
Dem entspricht es, daß wir z. B. für die Funktionen 9 und g‘ in den 
Fourierschen Reihen (14) S. 270 Darstellungen von c2-g(u0,,02) 
und (u \ co1, cof) in den „beiden" Argumenten ~ und q2 allein ge

winnen konnten.1)

1) Bei der Darstellung von o2 S hat man das rechts auftretende Glied n, 0,
nach (15) S. 271 in q2 auszudrücken.

Der analytische Charakter unserer Funktionen geht besonders ein
leuchtend aus der Darstellung (19) S. 272 der O-Funktion hervor, wel
cher wir die Gestalt geben können:

W.X. S1yq(+1)in(2n1tu 
(3) 7,6(u]0,,02)=ew“"0,g23—-012
Die rechts im Zähler stehende Reihe ist bei gegebenem q2 mit einem 
absoluten Betrage q2<1 in jedem endlichen Bereiche der u-Ebene 
absolut und gleichmäßig konvergent. Wegen des bekannten Verhaltens 
der G-Funktion gegenüber den Substitutionen (2) dürfen wir sogar 0 
auf den Diskontinuitätsbereich der Gruppe F^ beschränken (wo als
dann:

|q2< e—*ys
zutrifft) und u auf ein Periodenparallelogramm. Wir haben demgemäß 
in (3) eine Funktion der beiden Argumente — und q2 oder auch — und 

009 002

co vor uns, die bei stehendem Werte des einen Argumentes eine „analytische11 
Funktion des anderen wird, ein Satz, der sich sofort auch auf die übrigen 
betrachteten Funktionen überträgt, insofern sich dieselben durch die 
O-Funktion in bekannter Art darstellen.
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Zu bemerkenswerten Ergebnissen führt die Ausübung der Prozesse 
D. und D, auf unsere Funktionen. De wird stets zur „Homogeneitäts- 
relation" führen, also z. B. zu den Gleichungen:

u 80 + D,(6) - 5, u 80 + D,() --20,...
Ziehen wir die algebraische Gestalt (8) S. 317 des Prozesses DM heran, 
so ergeben sich Gleichungen folgender Art:

, 6 s 66 (4 491-“u4g, 32+6g,32- ...-V2 -V3
Wir haben hier lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
unserer Funktionen vor uns, die z. B. durch die Potenzreihenentwick
lungen (5) S. 208 und (1) S. 200, deren Koeffizienten ganze Funktionen 
der g2,93 sind, identisch befriedigt werden. Doch bringen diese Diffe
rentialgleichungen natürlich nur zum Ausdruck, daß jedes Glied der 
einzelnen Potenzreihe eine homogene Funktion der jeweils in Betracht 
kommenden Dimension in den 01, O ist.

Etwas umständlicher ist die Feststellung der Wirkung des Diffe
rentiationsprozesses D^. Man kann hier entweder mit analytischen Um
formungen arbeiten oder funktionentheoretische Überlegungen heran
ziehen, wie wir am Beispiele der ^-Funktion darlegen wollen. Betrachten 
wir insbesondere in Abhängigkeit von u und schreiben:

D,() = p(u),

so folgt durch Differentiation nach u:

da bei unserer analytischen Funktion g die Abänderung der Differen
tiationsreihenfolge statthaft ist?) Nun gilt aber:
(5) 3=49-0-0, 2,"=122-0.
Die Anwendung von D, auf die erste dieser Gleichungen liefert:2,‘D, () - 12,‘D, () - 9,D, () ~ D,(0:) - D,(g.)
also mit Benutzung der zweiten Gleichung (5) und der Relationen (10) 
S.317 weiter:

‘ • p‘(u) - g"q(u) - 3ga - *92 - 0.
Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung für 9 (u), die 
nach elementaren Methoden lösbar ist. Zur Erleichterung der Lösung 

1) Vgl. „Osgood“, S. 305ff.
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führen wir an Stelle der gesuchten Funktion p (u) zunächst die Funk
tion »(u) mittelst der Substitution:

• = v — ‘5- 22
ein. Auf Grund der Relationen (5) sowie der Gleichung (6) S. 199 
transformiert sich die Differentialgleichung für 9p (w) in folgende für 
die Funktion w(u):

v‘(u) - P" v w + }g,0, - o, " d"
deren allgemeines Integral nach einer bekannten Elementarformel:

v(u) = 392 + Cg‘
ist, unter C eine von u unabhängige Größe verstanden. Zur Bestimmung 
von C dienen die Reihen nach Potenzen von u, welche sich auf die 
Umgebung von u beziehen. Aus (1) S. 200 folgt zunächst:

I (N___ 393 ,,2  92 ,,4  9293 ,,6  . . .-n V‘ - P - 10" 84" 100" ‘
während die Gleichungen (1) S. 200 und (2) S. 201 liefern:‘6+2,*-10,+8*+2*+00*+
Durch Addition beider Gleichungen folgt:

v(u) =192+*+*+*4- - - ,
wobei die Sterne andeuten sollen, daß jedenfalls die drei Glieder mit 
u2, u4 und ue ausfallen. Da hiernach 7 im Punkte u endlich bleibt, 
so ist C = 0 und also mit der von u unabhängigen Größe 1g, iden
tisch, was die eben angegebene Reihe von 7, soweit sie entwickelt ist, 
bestätigt. Für D,(s0) = P ergibt sich hieraus:

D,(0)=-‘-2*+10.
Zum gleichen Resultat führt folgende funktionentheoretische Betrach

tung. Indem wir an der Abkürzung D,(g(u)) = pp(u) festhalten, folgt 
durch Ausübung des Prozesses D, auf die Gleichung:

g(u + 0, | 0,, 02) = g(u | G)^ 002)
als Periodeneigenschaft von p(u) mit Rücksicht auf die Periodizität 
von

n ' (11) — p(u— 01) = 9 (u).

Ersetzen wir hier 91 durch (^u + 0,) — so folgt:
p(u+ 0,) + §(u + 0,) g (u + c,) = p(u) + (ti).

Hiernach hat (g(u) - ()‘()) die Periode cov und man zeigt auf dem
selben Wege, daß dieser Ausdruck auch die Periode 0, hat. Demgemäß 
ist auch:
(6) o(u) + + 2g(u)3,

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 21 
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d. h. also die Funktion ^(u) doppeltperiodisch. Der einzige im Perioden- 
Parallelogramm mögliche Pol liegt bei u=0; hier aber ist die Funk
tion (6) endlich und hat, wie wir wissen, den Wert 1g,. Sie ist also 
unabhängig von u mit 1g2 identisch. Die Ausübung des Differentia
tionsprozesses Dt] auf § liefert das Resultat:

(7) D,(0)=-‘-22+10
Benutzen wir die algebraische Gestalt (9) S. 317 von Du und ziehen 

die zweite Gleichung (4) heran, so gewinnen wir zwei Gleichungen:4g, 80. + 6g, 20. - 2, + uo,
6g, 80, + DI 80. = 2* +t‘- +0.

aus denen sich die Ableitungen von nach g2 und g3 berechnen lassen. 
Das Resultat ist:

2 3g = 1g2 go - 9gsg02 + (2g2u - 29,5) g‘ + ; 9^,(8)
438=- 99s0 + - (2gzu - 3925) p‘-g3.

Ähnliche Entwicklungen kann man für g‘, $ und 6 anstellen. Die 
Wirkung von Dt] auf $ findet man am einfachsten durch Integration 
der Gleichung (7) in bezug auf u, indem man diese Gleichung mittelst 
bekannter Relationen in die Gestalt setzt:D,(0)--(so)-4"+Lo,.
Integration und Zeichenwechsel ergeben:

D,(5) = ‘ - h9^ + C,
wo C wieder von u unabhängig ist. Man stellt aber leicht fest, daß 
für u=0 die linke Seite verschwindet, während die rechts stehende Funktion 
von u für u den Wert C annimmt. Es folgt also C=0 und damit: (9) ,(9) = §,+}‘- s,.
Durch nochmalige Integration und entsprechende Bestimmung der „Kon- 
stauten“ ergibt sich weiter:
(10) D,(log 6) - - +5 + - 4s,u*.
Nach (1) S. 212 können wir diese Relation auch in die Gestalt setzen:

"1955+(1959)‘+2D,(og6)+1a,*‘-0.
Entwickelt man diese Gleichung und benutzt die algebraische Gestalt 
(9) S. 317 des Prozesses D,, so ergibt sich die folgende lineare partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung:(11) + = o
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der Funktion (5{u \ 0,, 02), für welche wir dieser Differentialgleichung ent
sprechend übrigens besser die S. 209 eingeführte Schreib^ceise O(u; g2, gf) 
zu gebrauchen hätten.

Es ist dies die bereits S. 209 erwähnte Differentialgleichung, ver
mittelst deren in der S. 117 genannten Schrift von Schwarz die Koef
fizienten der Potenzreihe für die G-Funktion bis zur Potenz w35 berechnet 
sind. Trägt man den Ansatz:

6(u)=u+*+ G,u5 + G-^u1 4- G_u9 + G, u11 +.

in die Differentialgleichung ein, so muß dieselbe in % identisch befrie
digt sein. Setzt man aber, nachdem man die linke Seite der entstehen
den Gleichung nach Potenzen von u angeordnet hat, den Koeffizienten 
von u2n-1 gleich 0, so ergibt sich die Rekursionsformel: 

(12) n(2n + 1) G, = — Dt] (G,-1) — ^g2 G,-2,
aus der man die Koeffizienten der fraglichen Reihe schrittweise be
rechnen kann.

§ 9. Differentialgleichungen der Perioden in bezug auf die 
Invarianten. Inversion der Modulfunktionen.

Zu wichtigen Folgerungen führt die Anwendung der Differentiations
prozesse D und auf die Perioden 01, 02 und 91, na selber. Wenn 
wir hierbei die algebraische Gestalt dieser Prozesse in Anwendung bringen, 
haben wir uns auf den Standpunkt zu stellen, daß wir die Perioden 
0,, 0, und n, n, der ursprünglichen algebraischen Theorie entsprechend 
als Funktionen der Invarianten g2, 93 ansehen. Insbesondere für die 
01, 02 läuft dies darauf hinaus, daß wir die Gleichungen 9,=g,(0., 02), 
9z =g3(01, 0,), welche die beiden Invarianten als eindeutige Modulformen 
darstellen, invertieren in 0. = cor{g^, g3\ 0, = 0,(g,, gf). Die absolute 
Invariante J = J(o) war eine eindeutige Funktion des Periodenquotien
ten co allein, deren Inversion demnach eine Funktion co = o(J) von J 
allein liefert. Das Feld dieser Funktion ist die S. 303 betrachtete un
endlich-blättrige Riemannsche Fläche F , welche ausschließlich bei —0,1 
und co verzweigt war; jeder Zweig co'(F) dieser Funktion stellte sich 
in einem Anfangszweige 0() als ganzzahlige lineare Funktion (5) 
S. 303 der Determinante 1 dar.

Für diese zu den Modulformen g^g^ und zur Modulfunktion J inversen 
Funktionen haben wir nun zunächst aus den Prozessen D. und Dtl eine 
Reihe von Differentialgleichungen abzuleiten, die dann ihrerseits zu 
weiteren Folgerungen Anlaß geben.

21*
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Ist k ein beliebiger unter den beiden Indizes 1 und 2, so haben 
wir erstlich die beiden Homogeneitätsrelationen:

D.(o,) = D.(n) = ~ Vk,
die bei Benutzung der algebraischen Gestalt (8) S. 317 des Prozesses D 
die folgenden linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung liefern:

&+s»E +0,-0, 
4622+662n-.-0.

Die Wirkung von D, auf 0, ist einfach D,(0,) = Die alge
braische Gestalt von Dr liefert demnach folgende zzveite lineare partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung für ak 

(2) 18g,2.+6122+31,-0,
welche man mit der ersten Gleichung (1) zu einer Darstellung der Ab
leitungen von cok nach g2 und g3 in cok, g2 und g^ vereinigen kann.

Etwas umständlicher ist die Berechnung von D,(na). Übt man 
auf die aus der Legendreschen Relation (1) S. 310 folgende Gleichung 
0,n2 = 2 in 4- 027 den Prozeß Dtl aus, so ergibt sich mit Rücksicht 
auf D^caf) = 1,:

C,D,(n2) + %% = 02D,(71) + 71 "3,
und also besteht jedenfalls die Gleichung:

(3) D,(na) _ D,(n)
N’ / 0, 0,
Da nun 0, und ri2 gegenüber der Erzeugenden S der homogenen Modul
gruppe (vgl. S. 298) invariant sind und der Prozeß Dr gleichfalls in
varianten Charakter hat, so steht auf der linken Seite der Gleichung 
(3) ein Ausdruck, der gegenüber S selber invariant ist. Da derselbe 
aber zufolge der Gleichung (3) auch bei Ausübung der zweiten erzeu
genden Substitution T der homogenen in sich übergeht, so ist er 
gegenüber der ganzen invariant. Die Abhängigkeit der Periode n, 
von 0,, O2, wie sie z. B. in der Gleichung (15) S. 271 zum Ausdruck 
kommt, zeigt daraufhin, daß in (3) eine ganze Modulform (—4)terDimension 
vorliegt, welche also nach S. 310 abgesehen von einem konstanten 
Faktor c mit g(01, 02) identisch sein muß:

P,," - o,).
Nun folgt aus (15) S. 271:

= 120-1(1 — 24q2--- )
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und daraus weiter:

D,(n2)   1 (x\4c0, 9 \^J ’
wo die ausgelassenen Glieder mit q2 verschwinden. Der Vergleich mit 
dem Anfangsgliede der Entwicklung von g, nach Potenzen von q2 (vgl. 
(2) S. 305) ergibt c=—1 und damit:

D,(n1)  D,(na)  _ 10, c, 12°2
Dasselbe Ergebnis kann man auch aus (9) S. 322 gewinnen. Setzt 

man zur Abkürzung D,($)=(u) und wendet auf die Gleichung:

§(u + 004 ; «i ,002) =§ (u ; , 002) + Vk
dieselbe Überlegung an, wie S. 321 auf die entsprechende die ^-Funktion 
betreffende Gleichung, so folgt bei Benutzung von (9) S. 322:

D,(n) =-1 920,
Unter Heranziehung des algebraischen Ausdrucks von D, folgt als 

zweite lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung für nk: 

(4) 72g, 202+ 462n-( o. - 0.

Man kann diese Gleichung mit der zweiten Gleichung (1) zur Dar
stellung der Ableitungen von n, nach g2 und g^ in 00,, g^ und gz 
verbinden.

Verstehen wir unter u(01, 0,) eine zweckmäßig gewählte homogene 
Funktion (— 1)ter Dimension der G31, O2, so werden die mit dem Multi
plikator u versehenen Perioden:

u 01=91, u O, = S,
Ausdrücke „nullter" Dimension in den 00,, 0, sein, die demnach Funk
tionen von J allein sind. Man nennt 9, die mit dem Multiplikator u 
„normierten Perioden11 und wird entsprechend als normierte Perioden 
des Integrals zweiter Gattung:

u-1n=H, u-1e=H
anzusetzen haben, die dann ihrerseits auch Funktionen von J allein 
sind. An Stelle der bisherigen partiellen Differentialgleichungen treten 
alsdann für die mit u normierten Perioden 9 und H gewöhnliche Diffe
rentialgleichungen in bezug auf J als unabhängige Variabele.

Um diese Differentialgleichung für 9, aufzustellen, entwickeln wir 
die Gleichung rjk = D^af) so:

uH, = D,(u-18,) - u-1D,(8,) + 2,D,(u-) 
«1,-4-2D,0)-3D,()

Setzen wir für D^J} seinen Ausdruck (11) S. 317 in g^, g^, 21 ein und lösen 
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nach " auf, so ergibt sich die gewünschte Differentialgleichung. Eine 

entsprechende Umgestaltung kann man an D,(n,) =—1 920, anknüp
fen: Die normierten Perioden Hk, Hk befriedigen als Funktionen von J 
das System der linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung: 

[as, O u32 TT

ggn dJ 18ii,glgs k ^glgä k,
"° dH, 2 O , AD,(u),

. dJ 216u39:9s * 184989s *
Unter den verschiedenen Multiplikatoren u, mit denen man in an

gegebener Art die Perioden normiert hat, zeichnet sich der Multiplikator 
u = 2 dadurch aus, daß man ihn vermittelst der aus (6) S. 313 her
vorgehenden Gleichung:

als eine eindeutige Funktion von 0.1, O, erklären kann. Derselbe bietet 
zugleich den Vorteil, daß D,(u) zufolge (10) S. 317 verschwindet. Er
setzen wir die Koeffizienten in (5), soweit sie nach Eintragung von 
u=V2 nicht verschwinden, durch ihre Ausdrücke in J, so ergibt 
sich: Für die normierten Perioden:
(6) H,=:

V 2
nehmen die Differentialgleichungen (5) die Gestalt an:
, ds, _ _ _ H, _, dHk _ _ _ _ _ _ Slk
(0 dJ , 2 1 dJ -1, 12V3J8(J—1)2 24V3J8(J—1)2

Hieraus ergibt sich sogleich eine weitere wichtige Folgerung. Man 
trage den aus der ersten Gleichung (7) hervorgehenden Ausdruck:1,--273J(-1 “2
in die zweite Gleichung (7) für Hk ein. Durch Ordnung der entstehen
den Gleichung folgt sofort: Die in (6) gegebenen normierten Perioden 
9., 9, befriedigen als Funktionen von J die lineare homogene Differen
tialgleichung zzveiter Ordnung:

(8) J(3-142+(3-:4+8=0,
deren Koeffizienten in J rational sind. Indem man ebenso den aus der 
zweiten Gleichung (7) hervorgehenden Ausdruck für ^k in die erste 
Gleichung einsetzt, folgt als lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung für die in (6) gegebenen normierten Perioden Hr, H: 

(9) J(J-1F+(3-44+H-0.



Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung der normierten Perioden 327

Um eine zweite naheliegende Normierung zu erklären, erinnern 
wir daran, daß nach S. 317 der Ausdruck eine Modulform (— 2)ter 
Dimension ist. Wir setzen unter Benutzung von (11) S. 317:

"-37,V0,0)-*V*,
so daß wir hier freilich mit einer Funktion zu tun haben, welche im 
Innern der o-Halbebene, nämlich in den Nullpunkten von g3 verzweigt 
ist. Die mit diesem Multiplikator normierten Perioden S, und H, sind: 

(10) 2,-0,*V0, I,-5.V;V 4 9: V 9s
für diese 9, merken wir noch die mittelst der Relation (12) S. 317 ab
leitbaren Gestalten an:

Die Wirkung des Prozesses D, auf den neuen Multiplikator ist, wie 
man leicht feststellt:

2) (g,Vg,)   g2 + 36g3 . "\V2/ 6V9s 2
Aus dem allgemeinen Ansätze (5) ergeben sich daraufhin für die nor
mierten Perioden (10) die Differentialgleichungen'.

d9,_ 7J 4 o_ 1gdJ 12J(—1)" 18“*’
aH,_ 1 Q 7J—41
dJ “ 8J(J— 1) 12 J(J— 1) Hu

mit rational von J abhängenden Koeffizienten.
Diese Differentialgleichungen kann man unter Zerlegung der Koeffi

zienten in Partialbrüche auch so schreiben:

Differenziert man die erste Gleichung nochmals nach J, so folgt:

1 9 d2%k_  (4__ 3 N d9a _  2 dH, _  (4_ _ ।_ _ _ 3_ N Q
dP \JJ— 1/ dJ 3 dJ \P T (J— ""k

Multipliziert man mit 12 und setzt für 12 “±, 12 d5 die aus den 
beiden voraufgehenden Gleichungen folgenden Ausdrücke in 9,, Hk, 
J ein, so zieht sich das Ergebnis leicht auf die folgende Gestalt zusammen:

144 d^k 
dP _(32■ \P •

27 23 \ 9,= 0.
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Also folgt der Satz : Die in (10) erldärten Perioden 9, befriedigen die 
homogene lineare Differentialgleichung ziveiter Ordnung:

(13) d38 / 2_
dP T (93 T

3
16(7—l)2 1442-1)2 0

mit einem in J rationalen Koeffizienten. Diese Gleichung ist gegenüber 
der Gleichung (8) für die mit 2 normierten Perioden dadurch aus
gezeichnet, daß in ihr kein Glied mit der Ableitung erster Ordnung 
auf tritt.

Die Gleichung (13) führt uns leicht zu einer vielfach betrachteten 
Differentialgleichung dritter Ordnung, tvelcher der Periodenquotient 0 als 
Funktion von J genügt. Indem wir die Gleichung (13) für 9, und 9, 
einzeln anschreiben, folgt durch Kombination beider Gleichungen:

o d2&, „ d2&, 
-‘2 ~dF ~ 1 dj2

Da nun G auch als Quotient der beiden normierten Perioden (11) ge
schrieben werden kann, so gilt:

do _ o -2 (o d9, 
dJ~ -2 (-2 dJ

o d^\
-1 ÜJ)

und hieraus folgt weiter durch logarithmische Differentiation mit Rück
sicht auf die letzte Gleichung: 

(14)

Nochmalige Differentiation nach J liefert:

Das letzte Glied rechter Hand wird entfernt, indem man das mit 1 mul
tiplizierte Quadrat der Gleichung (14) abzieht; das erste Glied der 
rechten Seite berechnet sich aber aus der für angesetzten Gleichung 
(13) rational in J. Man gelangt zu dem Ergebnis: Die zur Modul
funktion (o) inverse Funktion ofJ) befriedigt die Differentialgleichung 
dritter Ordnung:

/dz(o\ //d*c\\2
-e \dF) 3 / \dJ*) _4 3 23
V-° TZ“) ~ 2 I (doN 5927 8(7— l)2 72J(J— 1) ’W/ \\dJ)J
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Bezeichnen wir den hier links stehenden Differentialausdruck drit

ter Ordnung1) kurz durch das Symbol [oo],:

so können wir die durch 0 (J) befriedigte Differentialgleichung (15) in 
die Gestalt kleiden:

4,3 23
L"-J 9J2T 8(7—1)^ 727(7—1)

Die wesentliche Eigenschaft des Differentialausdrucks o], ist die, 

daß derselbe invariant gegenüber einer beliebigen linearen Transformation 
von 0 ist.1 2) Indem wir uns darauf berufen, daß die sämtlichen Zweige 
der unendlich vieldeutigen Funktion lineare Funktionen eines ersten 
Zweiges sind, hätten wir auch ohne die voraufgehenden Rechnungen 
in | 00], eine eindeutige und, wie leicht zu zeigen ist, rationale Funktion 
von J erkennen können. Auch kann man hieraus mittelst funktionen
theoretischer Schlüsse die Gleichung (15) explizite auf bauen, nämlich durch 
Bestimmung der Pole usw. der rationalen Funktion [o],. In ähnlicher 

Weise kann man durch Betrachtung der normierten Perioden in der 
eJ-Ebene bzw. im Felde F der Funktion die obigen linearen Diffe
rentialgleichungen zweiter Ordnung für diese normierten Perioden auf
bauen. Doch gehören diese Entwicklungen in eine ausführliche Theorie 
der Modulfunktionen hinein.3)

1) Der Ausdruck (16) wird vielfach als „Schwarzseher Differentialausdruck“ 
bezeichnet; s. H. A. Schwarz, „Über diejenigen Fälle, in welchen die Gaußische 
hypergeometrische Funktion eine algebraische Funktion ihres vierten Elementes 
ist,“ Journ. f. Math. Bd. 75 (1872) S. 292.

2) S. Klein, „Vorlesungen über das Ikosaeder“. (Leipzig 1884), S. 74.
3) Vgl. „Modulfunktionen“ Bd. 1, S. 32ff. sowie Klein und Fricke, „Vor

lesungen über die Theorie der automorphen Funktionen“. Bd. 2, S. 117ff.

§ 10. Die normierten Perioden als hypergeonietrische Funk
tionen von J.

Die linearen homogenen Differentialgleichungen (8), (9) und (13) 
in § 9 ordnen sich der in der Einleitung, S. 97 ff., entwickelten allge
meinen Theorie solcher Differentialgleichungen zweiter Ordnung unter. 
Indem wir die Sätze jener Theorie auf die hier vorliegenden Differen
tialgleichungen in Anwendung bringen, gelangen wir freilich mehrfach 
zu bereits bekannten Ergebnissen zurück. Andererseits gewinnen wir 
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aber auch wertvolle Ergänzungen der bisherigen Resultate in Anbetracht 
der analytischen Darstellung der Perioden als Funldionen von J.

Wir wollen uns hierbei auf die Perioden des Integrals erster Gattung 
und auf die Normierung durch 2 beschränken. Setzen wir 02V2 = 9,, 
so ergibt sich übrigens für die anderen, unter (10) S. 327 erklärten 
normierten Perioden einfach:

o, g.Vg, — 1 2,3 V=1,V4 V3/3
so daß wir die Darstellung dieser normierten Perioden auf die der 
Sk = Ok V2 zurückführen können. Die Gleichung:

(i) I(-1)2+(1-14+12-0
für die S, = OzV2 ist nun insbesondere eine „hypergeometrischeil Diffe
rentialgleichung (1) S. 105 mit folgenden Werten der Parameter a, ß, Y 
dieser Gleichung:

(2) «=$, 8=1, 7 = 1.
Die normierten Perioden nennen wir dieserhalb „hypergeometrischea 
Funktionen der absoluten Invariante J und haben für die Potenzreihen
darstellung dieser Funktionen die Hilfsmittel von S. 109ff. zur Ver
fügung.

An „singulären11 Punkten weist die Differentialgleichung (1) wie 
die allgemeine hypergeometrische Differentialgleichung (1) S. 105 die drei 
Punkte J=0,1,co auf. Ein eindeutig bestimmtes System linear-unab
hängiger Lösungen 9. (J^ 9, (J) wird von den „reduzierten Perioden- 
paaren" 0., 0, geliefert, welchen die Punkte co des oben oft genannten 
Doppeldreiecks der Fig. 43, S. 179 entsprechen. Für diese beiden parti
kulären Lösungen 9., 9, ist zunächst das Verhalten bei Umläufen um 
die singulären Punkte 0, 1, Co festzustellen. Hierbei ist die Tatsache 
grundlegend, daß zufolge der Gleichung:TtiM co
(3) 2, _ 0,‘V/2 =2ne 6 (1/(1 - -g

n 1
9, und deshalb auch 9,=09, im Innern der positiven o-Halbebene 
eindeutige Funktionen von 0 sind.

Umläuft J den Punkt o im positiven Sinne (auf der J-Kugel ge
dacht), so geht der dem reduzierten Periodenpaar entsprechende Anfangs
zweig co (J) in o‘=0—1 über. Zufolge (3) geht demnach die Parti- 

7t i 
kularlösung 9, (J) der Differentialgleichung (1) über in 92= 6 9a, 
wofür wir auch 9, = — io9, schreiben können. Da nun 91 (J) = 0%2 
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ist, so entspricht dem positiven Umlaufe um den singulären Punkt Co 
die Substitution:
(4) 2, - — io(&, + &,), 2,= — i2,
des ausgewählten Systems linear-unabhängiger Lösungen der Gleichung 
(1); im Anschluß an die S. 298 eingeführte Bezeichnungsweise nennen 
wir die Substitution (4) kurz S. Bei einem positiven Umlaufe um den 
bei J = 1 gelegenen singulären Punkt geht der erste Zweig co (J) der 
unendlich vieldeutigen Funktion co von J über in o‘= 1. Dieser 

Substitution entspricht die S. 298 mit T bezeichnete homogene Sub
stitution 0. = C,, o, = — 0., bei der 2 unverändert bleibt. Hiernach 
geht 912 bei Fortsetzung längs eines positiven Umlaufs um den singu
lären Punkt J = 1 in 912 über, so daß die Partikularlösung S, bei 

v ni
jenem Umlaufe in 9, = e 6 9,, d. h. in die mit einer zwölften Wurzel 
der Einheit multiplizierte Partikularlösung 9. übergeht. Diese Gleichung 
schreibt sich auf Grund von (3) explizite:

Tico vni x2xe 60 (1/(1 “ q‘2n))2 =e60. 2xe 6 (1I(1 — q2”))3, n n = 1
2in

sofern man e • = q' schreibt und rechter Hand 0 • 9, für 9. ein
trägt. Für 0=i wird q' = q, und die in der letzten Gleichung rechts 
und links stehenden Ausdrücke verschwinden für diesen Wert von co 
nicht; nach Fortheben gemeinsamer Faktoren rechts und links ergibt sich: 

vni vni
1 = e 6 • i, e = — i.

Bei einem positiven Umlauf um den Punkt J=1 gehen die partikulären 
Lösungen 9., S, der Differentialgleichung (1) über in:

(5) 9 = i9,, 9, = — i9,,N/ l2/ Z 17
eine Substitution, die wir durch das Symbol T bezeichnen. Bei einem 
positiven Umlauf um J=0 setzt sich der Anfangszweig o(e) fort in 
co' = “ (s- die Substitution U von S. 297). Gegenüber der homogenen 

Substitution o, = O. - co2, c, = — 0. bleibt 21 unverändert, so daß 912 
bei jenem Umlaufe in 912 und also 9, in die mit einer zwölften Wur
zel der Einheit multiplizierte Partikularlösung 9. übergeht. Wir haben 

v 7t i
also erneut den Ansatz 9,= 6 9.. Ersetzen wir dabei 9. wieder

2in(+1)
durch 0%, und schreiben e = q\ so ergibt sich auf Grund von 
(3) wie vorhin explizite:

Ti(c+1)00 V 7t i TtiM CC2xe 6c (1/(1 — q‘2n))2 = e 6 0 • 2ne 6 (II(1 — q2"))*.
n = 1 n = 1
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Setzen wir 0=0 ein, so stehen in dieser Gleichung rechts und links von 0 ver
schiedene Beträge. Da aber für 0=0 auch — = 9 und also q'= q ist, so 

folgt nach Fortheben gleicher Faktoren rechts und links:
vni vni

1 = e 6 o, e 6 = q2.

Bei einem positiven Umlauf um den Punkt J = 0 gehen somit die par
tikulären Lösungen 9, S, über in:

(6) 8, = - 02(8, + 8,), 2,=,22,;
wir benutzen für diese Substitution das Symbol ü.

Ein geschlossener Weg, der, wie Fig. 64 zeigt, aus drei Umläufen 
um die Stellen 0,1,00 zusammen
gesetzt ist, läßt sich auf der -Kugel 
stetig und ohne Zerreißen auf einen 
Punkt zusammenziehen, ohne daß der
selbe über eine singuläre Stelle hin-

Fig.64 weggeschoben zu werden braucht.
Schreiben wir die in (6) angegebene Wirkung des Umlaufs um J = 0 
symbolisch in der Gestalt:

9,, S2 - U(9,, Q2)
und benutzen für die in (5) und (4) angegebenen Substitutionen die ent
sprechenden Bezeichnungen, so führt der in Fig. 64 angegebene Umlauf 
bei der Anordnung 0, 1, oo der singulären Punkte die partikulären Lö
sungen 9,, 9, in:

9,, 2,= U(T(S^,

über; und da diese Lösungen zufolge der vorausgeschickten Betrachtung 
mit den anfänglichen 9., 9, identisch sein müssen, so müssen die jetzigen 
binären Substitutionen S, T, U genau wie die gleichbenannten Substitu
tionen der Modulgruppe (vgl. S. 297) die Relation:

U-T^S=1

befriedigen, wobei die Kombination zweier Substitutionen symbolisch 
als Produkt geschrieben ist. In der Tat zeigt die Rechnung, daß die 
Substitutionen (4), (5) und (6) dieser Relation genügen.

Weiter ergeben die Formeln (5) und (6), daß die jetzigen binären 
Substitutionen T und U die durch:

72=1, Us=1
zum Ausdruck kommenden Periodizitäten haben: demgegenüber hat S 
keine endliche Periode. Dies ist in Übereinstimmung mit dem bereits 
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bekannten Satze, daß die Lösungen der Differentialgleichung (1) in der 
o-Halbebene eindeutige Funktionen sind. Das Feld der Lösungen der 
Differentialgleichung (1) ist geradezu jene unendlich-Uättrige Fläche F. 
über der J-Ebene, welche zvir S. 303 durch Abbildung der w-Halbebene 
vermittelst der Funktion J(o) hersteTlten. In der Tat sind die 91, 9, in 
dieser F eindeutige Funktionen des Ortes; zugleich können keine zwei 
verschiedene Blätter der F. gleiche Funktionswerte S, S, tragen, da 
ihnen für den Quotienten 0 — 9.:9, zwei verschiedene Substitutionen 
der I’o) zugehören.

Für den Umlauf uni einen singulären Punkt gibt es nach den all
gemeinen Regeln von S. 103 ff. entweder eine oder zwei Lösungen der 
Differentialgleichung (1), die sich beim Umlauf nur um einen konstanten 
Multiplikator u ändern. Diese Multiplikatoren u bestimmen sich durch 
Lösung einer quadratischen Gleichung, welche man nach der Vorschrift 
(11) S. 103 aus den Substitutionskoeffizienten des zunächst aufgegriffenen 
Lösungssystems der Differentialgleichung aufbaut. Nun sind für unser 
ausgewähltes System 9,, 9, die den Umläufen um J = 0, 1, co bzw. 
entsprechenden Substitutionen, wie wir fanden, kurz durch:

TJ_  ( o2, P'\ rp _  / 0,i\ c, _  / io, iQ\-\ Q\ op \— h 0/‘ \ 0,—ie)
zusammenzufassen. Man setze die genannten quadratischen Gleichungen 
an und wird durch deren Lösung finden: Beim singulären Funkte J = 0 
liegen die beiden Multiplikatoren u — 1 und q vor, beim Punkte J = 1 
die beiden Multiplikatoren u = — 1, zvährend der dritte singuläre Punkt 
J=0 nur den einen Multiplikator u = — ig liefert.

Nach S. 104f. ist in jedem Falle die zum einzelnen Multiplikator 
gehörende Lösung der Differentialgleichung (1) bis auf einen konstanten 
Faktor eindeutig bestimmt. Man beweist ohne Mühe auf Grund von 
(6), (5) und (4): Zu den Multiplikatoren u und Q des Punktes J = 0 
gehören die Lösungen (Q — 028,) und (9, — 09,), zu den Multiplika
toren u, = — 1 und — 1 des singulären Punktes J = 1 aber (9, — iQ,) 
und (Q, — i92), während zum einzigen Multiplikator — io des Punktes 
J=0 die Lösung 9, gehört.

Nun haben wir in (13) S. 112, wenn wir z = J setzen und die für 
uns in Betracht kommenden Werte (2) der Parameter a, ß, y eintragen, 
gerade auch zwei durch die hypergeometrische Reihe gelieferte Lösungen 
der Multiplikatoren 1 und o für die Umgebung des singulären Punktes 
J = 0. Mit diesen Lösungen müssen also die oben genannten Lösungen 
(S — 0382) und (81 — 092) bis auf zwei konstante Faktoren Ao, B 
übereinstimmen. Für die Darstellung unserer normierten Perioden als hyper-
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geometrischer Funlitionen von J gewinnen wir somit in der Umgebung von 
J=0 den Ansatz'.

8, 028, = A,F(I, , 2; J),
(7) 1&,-0&, =BJ°F(*,4;J),
wo Aq und Bq reine Zahlen sind.

Für den singulären Punkt J = 1 haben wir den Ansatz (17) S. 115 
zur Verfügung, der für die bei uns vorliegenden Werte (2) der a, ß, y 
zwei Lösungen der Multiplikatoren u = 1 und — 1 liefert. Indem wir 
noch z = J eintragen, gewinnen wir den Satz: In der Umgebung des 
singulären Punhtes J = 1 gelten für unsere normierten Perioden 91, S, 
die folgenden Darstellungen als hypergeometrische Funlitionen:

(82, 8, — ArF(^, 3,4; 1 J),
(8) 1

l«, - 12, = 1)3F(3, 3, 1 - J),

wo A, B wieder numerische Konstante sind.
Da bei unserer Gleichung (1) die beiden Parameter a und ß ein

ander gleich sind, so haben wir nach S. 115 für die Umgebung des 
singulären Punktes J=0 eine mit einem logarithmischen Gliede be
haftete Lösung. Die allgemeinen Formeln (18) S. 115 liefern zunächst 
in unserem Falle die partikulären Lösungen:

wo F± die in (15) S. 114 erklärte Reihe mit verschwindendem Absolutgliede 
ist. Die Lösung als zum Multiplikator u=—io gehörig, ist jeden
falls bis auf einen Faktor gleich Z; für 9, haben wir eine lineare 
Kombination der Zx, anzusetzen:

9, — A,z, -f- Bt,Z.j Q, = C^ZV 1 22s" 2 1 7 - 4 1
Am leichtesten ist die Bestimmung der numerischen Konstanten 

A^.B.,!^ im letzten Falle: wir ziehen zu diesem Zwecke die Potenz- 
reihen nach heran. Zunächst erklären wir Ji auf Grund von (3) 

S. 300 in der Umgebung der Spitze co = i (x des in Fig. 56, S. 273 
dargestellten Diskontinuitätsbereiches der Modulgruppe durch:

_____ 1 Ttia>
V2 y/3 = e 6(1 + 62 q2 + • • •)•
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Durch Multiplikation mit den aus (3) folgenden Gleichungen:
ni a>

& = 2xe 6 (1 — 2q2
7tiu>

= 2xoe 6 (1 — 2q2 — • • •) 
ergibt sich weiter:

V273 &, Ji = 2x(1 + 60q2
V2 3 &,J1= 2x0(1 + 60q2 + •••).

Setzen wir in die erste Gleichung für &, den Ausdruck C,Z ein, so 
folgt:

V2V3 C, F^, 8,1;1)= 2t(1 + 60q2 + ■•■)■
Für JJ=c nimmt die links stehende hypergeometrische Reihe den 
Wert 1 an, während die rechte Seite gleich 2x wird, da q2 verschwindet. 
Hieraus ergibt sich:

c, _-2 ■ 
V278

Weiter folgt aus (3) S. 300 durch Logarithmierung: 
= — log 7 — 3 log 12 + 744q2 ++..

und daraus weiter durch Multiplikation mit der soeben für 9, aufge
stellten Gleichung:

i V2 3 8, Ji = (1 + 60q2 + •••)(- logJ- 3 log 12 4- 744q2
Die rechts in der ersten Klammer stehende Reihe ist, wie eben fest
gestellt wurde, gleich F(1,5,1;1), so daß:

i V273 2, J 1 = - log J- F^, ä, 1; 1) - 3 log 12 • F^, &, 1; 1) 
+ 7442 +...

gilt. Tragen wir nun in iV2V3 9.12 für 9, den oben gewonnenen 
Ansatz (A,Z —BZ) ein und ersetzen die Z durch ihre Reihendar
stellungen, so ergibt sich:

i V2V3 2,1 - - iV2V3 A, log JI, #,1;1)
+ iV2V8 F.F^, 4, 1; 1) + i V2V3 AaF^, &; i) •

Der Vergleich der rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen liefert 
mit Rücksicht auf den Umstand, daß die Reihe F. für J = co ver
schwindet:

i V2 3 A, = 1, i V2y3 B,=- 3 log 12.
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Damit ist ein endgültiges Resultat erzielt: Die mit V21 normierten 
Perioden des reduzierten Paares stellen sich als hypergeometrische Funk
tionen der rationalen Invariante J in der Umgebung des singulären 
Punktes J=c folgendermaßen dar:

I i V27s a, - a; 1) - (3 log 12 + log J)F(,5,1;1)),
i V2 3 8, = 2ziJ2F(1, A, 1; 1) ■

Für den Periodenquotienten 0 und also für die zur Modidfunktion erster 
Stufe J(c) inverse Funktion gewinnen zvir hieraus in der Umgebung von 
J=0 die Darstellung:

H(1 — • 1)1 (121 121 j)
(10) 2ino= — logJ—3 log 12 4--- ------ —-- •

F(1 5 1.1) x (12’ 121 12)
Die Anfangsglieder dieser Reihendarstellung von co sind:

2i^co = - log I-31og 12 + 9 4- 8287J-2 +.
Etwas umständlicher ist die Berechnung der Koeffizienten Ao, B 

und A., B. in (7) und (8). Wir haben hierbei zwei Wege zur Ver
fügung, Erstlich können wir auf die ursprüngliche Bedeutung der 
Perioden zurückgehen, die wir S. 157 als Werte des Integrals erster 
Gattung, genommen über gewisse geschlossene Umläufe auf der Rie
mannschen Fläche F,, erklärten. Hierbei stellen sich die Konstanten 
A, B selbst als gewisse bestimmte Integrale dar, die man wenigstens 
näherungsweise nach bekannten Methoden berechnen kann. Eine zweite 
Methode beruht auf dem Satze von Gauß über die Konvergenz der 
hypergeometrischen Reihe für den Wert 1 des vierten Argumentes und 
auf der Darstellung des Summenwertes jener Reihe durch die II-Funk- 
tion.1) Diese Methode eignet sich besonders für die numerische Berech
nung der Konstanten A, B, weil man für die II-Funktion die von 
Gauß berechnete und am Schlüsse der eben genannten Abhandlung 
mitgeteilte Tabelle zur Hand hat. Wir wollen die erste Methode für 
die Bestimmung der A1, Br benutzen, die zweite für die Berechnung 
von Ao, Bo.

1) S. die „Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc.“ in Gauß’ 
„Werken“, Bd, 3., S. 123 oder Gött. Abhandl. von 1818.

Erklären wir 12 durch die S. 334 genannte Reihe, so hat diese 
Funktion auf der imaginären G-Achse zwischen i oo und i positive reelle 
Werte und nimmt insbesondere für co = i den Wert 1 an. Für 0 = i 
ist g3 = 0, dem harmonischen Falle entsprechend. Die drei endlichen 
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Verzweigungspunkte mögen bei e,=—1, ez=0,e=-1 liegen; der 
in Fig. 39, S. 173 mit Q bezeichnete geschlossene Weg liefert uns 
dann die Periode O,. Indem wir g, = 4, der Auswahl der Punkte e ent
sprechend, in das.Normalintegral erster Gattung eintragen, folgt:

i i.©dz Cdz0, = 2 6 — = I . ,J V4z8—4z J Vz(z2 — 1) 
00 00

wo das Integral längs der reellen g-chse ausgeführt werden mag und 
die Quadratwurzel Vz(g2 — 1) daselbst positiv genommen werden soll. 
Für die numerische Berechnung des Integrals ist es bequemer, erst 
noch durch g=g‘-1 zu transformieren, was nach Fortlassung des oberen 
Index der neuen Integrationsvariabein liefert:

iC dz0, = — i —- - •J Vz(1—g2) 
o

Hiernach ist O2 reell und negativ. Da andererseits S, (J) zufolge der 
zweiten Gleichung (9) längs des in Rede stehenden Stückes der ima
ginären o-Achse reell und positiv ist und 9,(1) der bei a = i ein
tretende endliche Grenzwert dieser positiven Werte ist1), so ist auch 
9,(1) reell und positiv. Da nun aus g, =4, 93=0 sofort 21=64 folgt, 
und 0, V2 = 9, für 0=i, d. h. also für J = 1, als reell und positiv 
erkannt wurde, so muß 2 reell und negativ, mithin gleich — 2 sein. 
Die Multiplikation der für 0, angegebenen Gleichung mit 2 = — y2 
liefert somit:

2,(1) = v?
Tragen wir nun in die erste Gleichung (8) den Wert 0=iein, so 
wird J = 1 und 9.(1) = i9,(1), während sich die hypergeometrische 
Reihe auf ihr Absolutglied 1 reduziert. Es folgt also:

i

(11) A, - 218,(1) =2iv2 1'^==^- e Vz(1—83)
0

Damit B in der zweiten Gleichung (8) eindeutig bestimmt ist, 
setzen wir fest, daß (J—1)2 längs des öfters genannten Stückes der 
imaginären o-Achse positiv sein soll. Der Quotient der beiden Glei
chungen (8) liefert eine Entwicklung der Gestalt:

241 -2(- 1)2 (I + ai (- 1) + * • ).
1) Uber die Konvergenz der in der zweiten Gleichung (9) stehenden hyper

geometrischen Reihe für J = 1 soll einstweilen nichts vorausgesetzt werden.
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 22

dz
J V/z(1—z2) 
0
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Durch Differentiation nach c folgt weiter: 

 4, - ,3, (- 1)(+34,0-1+-)*
Aus (11) und (12) S. 317 ergibt sich aber:

aJ  9 3 dl g,  237/3 3 (J  11
da ni 2 ni - /‘

2
wobei J 3 längs der imaginären -Achse oberhalb i reell genommen 
werden muß, da die links stehende Ableitung ebenda negativ imaginäre 
Werte hat. Tragen wir diesen Ausdruck für die Ableitung von J nach 
co in die voraufgehende Gleichung ein, so gewinnen wir: 

 -2,, = R,av3j (1 + 3a^J- 1 +.),
woraus sich für J = 1 und also a = i ergibt:«4-B,/8(2,()*
Drücken wir auf Grund von (11) den Wert 9,(1) durch A, aus, so 
finden wir für B einen eindeutigen Ausdruck in A.. JDie beiden nume
rischen Koeffizienten A, und B in den Darstellungen (8) der normierten 
Perioden als hypergeometrischer Funktionen sind die folgenden: 

(12) 4,-22., B,--As0
Nach dem obengenannten Satze von Gauß konvergiert die hyper

geometrische Reihe F(«,ß,v;g) für 2=1, falls c—ß<y ist; der 
Summen wert der Reihe für z = 1 ist im Falle der Konvergenz: 
,.2 - W — i) I(y— a— ß — i)
(13) F^a, 8%i1s n(7—a-1) ’

Hier ist II (x) die bekannte Gaußsche II-Funktion, welche zur I-Funk- 
tion in der einfachen Beziehung II(x) = I (x + 1) steht. Von den be
sonderen Funktionswerten:
(14) n(-1) = r() - 7t, u(0) = r(i) = i

haben wir einige Male Gebrauch zu machen.1)

1) Vgl. Gauß „Werke“, B. 3 S. 148 Formel (52) und S. 146.

Die genannte Konvergenzbedingung ist bei den hier in Betracht 
kommenden hypergeometrischen Reihen durchweg erfüllt. Setzen wir 
demnach zunächst in der zweiten Formel (9) für J den Wert 1 ein, 
so ergibt sich aus (13) und (14): 2, (1) = 3*/"- - - - V2/31(—*)I-T)
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Damit der Koeffizient in der zweiten Gleichung (7) eindeutig be
stimmt ist, setzen wir fest, daß längs des zwischen 0=0 und co == i 
gelegenen Stückes des Einheitskreises der co-Ebene 3 reelle Werte 
haben soll. Nähern wir uns längs dieses Kreisbogens dem Punkte co = i 
an, so ist bei co = i zu setzen 9. = iQ, J = 1, Js =1, S, S,(1), 
so daß die Formeln (7) für den Wert co = i die nachfolgende Gestalt 
annehmen:

(i—02) 8,(1)= AoF(2,1,3; 1).
( 9) &,(1)-BF(,,3; 1).

Nun berechnet man aus (13) und (14):

g (1 1 2.  1/ II( 3) H/5 5 4. 1  / II (3)<12, 12; 37 " 12’ 12232’" (II(— ))2
Tragen wir diese Werte und zugleich den für S, (1) berechneten Aus
druck in die soeben für Ao und BQ angegebenen Gleichungen ein, so ge
langen wir zu folgendem Ergebnis: Die beiden numerischen Konstanten 
Ao, Bo in den auf die Umgebung von J = Q bezogenen Darstellungen (7) 
der normierten Perioden als hypergeometrischer Funktionen von J haben 
die folgende Bedeutung:

g A = 2m(i e3) II( A)  R _ 2n( c) II ( A)' ? 0 V2y3 T(—Bn(—T)‘ ° v2y3 • IG)1(—8) •
Eine Bestätigung dieses Ergebnisses können wir noch aus der von 

Gauß a. a. 0. unter (54) S. 148 angegebenen Relation: 

n(~ a) • n(x) _-T
P 7 M‘ sm re C

entnehmen. Auf Grund derselben liefern die Gleichungen (15):

3

Das gleiche Ergebnis gewinnt man aus den Gleichungen (7), indem 
man zunächst aus der ersten:
(16) A,=(0- o?) 8, (0) - i 3 8, (0) 

ableitet und sodann die aus dem Quotienten beider Gleichungen ent
springende Relation: 

8=3-23(+,/+)
nach co differenziert sowie weiter mit Hilfe der Gleichungen (11) und
(12) S. 317 und der eben angegebenen Relation (16) umgestaltet.

22*



Zweiter Abschnitt.

Grundlagen der Theorie der elliptischen Funktionen 
zweiter Stufe.

Wie bereits in der Einleitung zum ersten Abschnitte, S. 117, be
merkt wurde, ist die Gestalt der Theorie der elliptischen Funktionen bei 
Gauß, Abel und Jacobi verschieden von der Weierstraßschen Ge
stalt dieser Theorie, deren Behandlung der erste Abschnitt gewidmet 
ist. Wir bezeichneten die Größen der Weierstraßschen Theorie als 
Funktionen der ersten Stufe und sahen ihren Charakter darin, daß bei 
ihrem Aufbau ausschließlich „rationale InvariantenCi der zugrundeliegen
den Verzweigungsform benutzt wurden. Der genannten älteren Gestalt 
unserer Theorie liegen demgegenüber Normalgestalten der Verzweigungs
form zugrunde, deren Koeffizienten sich späterhin im Sinne der linea
ren Invariantentheorie als „irrationale^ Invarianten erwiesen haben.

Es entspricht einer wiederholt gemachten Erfahrung, daß wir betreffs 
des gegenseitigen Verhältnisses der neueren und älteren Gestalten der 
Theorie der elliptischen Funktionen vermittelst des Integrals erster 
G-attung u und seiner Perioden 0,, 0, zu der klarsten Auffassung ge
langen. Dieselbe ist in dem arithmetisch zu formulierenden „Stufen- 
prinsipil von Klein1) enthalten, welches die ternäre Gruppe be
treffen wird, die wir S. 319 aufstellten. Im Sinne Kleins sind die 
Größen der älteren Theorie als elliptische Funktionen bzw. HLodulfunk- 
tionen der „zweiten11 Stufe zu bezeichnen; jedoch greifen sie gelegentlich 
in die vierte Stufe hinüber.

1) 8. die S. 117 genannten Nachweise.

Die grundsätzlichen funktionentheoretischen Auffassungen des ersten 
Abschnitts, die sich auf Cauchy und namentlich auf Riemann gründen, 
können natürlich durch eine veränderte Gestalt unserer Theorie weder 
verändert noch ergänzt werden. Unser Ziel wird vielmehr nur sein, in 
diese Auffassungen die ältere Theorie mit ihrem eigentümlichen analy
tischen Charakter einzufügen. In den Bezeichnungen schließen wir uns 
meist an Jacobi an, da dessen Bezeichnungsweise sich durch bald 
neunzigjährigen Gebrauch eingebürgert hat.
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Erstes Kapitel.

Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der Ver- 
zweigungsform und der elliptischen Integrale.

Wenn auch die in der älteren Theorie der elliptischen Funktionen 
auftretenden Normalgestalten der Integrale keineswegs allein durch li
neare Transformation der Variabelen g tatsächlich gewonnen worden 
sind, so kann man doch gleichwohl durch ausschließlich lineare Trans
formationen zu ihnen allen gelangen. Durch Einschränkung auf solche 
Transformationen gelingt es aber, der Entwicklung einen einheitlichen 
und abgeschlossenen Charakter zu verleihen. Die nachfolgende Dar
stellung schließt sich unmittelbar an die Entwicklungen von S. 118 ff. 
an. Die neu hinzutretende Idee ist, daß wir neben den rationalen nun 
auch irrationale Invarianten der Verzweigungsform zulassen wollen. 
Die einfachsten unter ihnen liefern uns diejenigen Normalgestalten der 
Integrale, welche wir als zur zweiten und zur vierten Stufe gehörig be
zeichnen werden, und die eben die Integralgestalten der älteren Theorie 
sind.

§ 1. Die einfachsten irrationalen Invarianten der
V erz weigungsform.

Die S. 119 eingeführte „Verzweigungsform" der zweiblättrigen Rie
mannschen Fläche F2 über der g-Ebene:

f,= a24+4a282+ 6a22222++.4ag222++a,2
hat die vier Verzweigungspunkte der F2, welche wir bei e(2), e^\ e(4) 
gelegen annehmen, zu Nullpunkten. Um die homogene Schreibweise kon
sequent durchzuführen, schreiben wir die einzelne Zahl elk) als Quotienten 
el):e) zweier Größen ef"), e,, die wie die g, (vgl. S. 119) endlich sein 
sollen und nicht zugleich verschwinden dürfen. Das einzelne Wertepaar 
e), ist dann natürlich durch die Verzweigungsform fz nur erst bis 
auf einen endlichen, von 0 verschiedenen gemeinsamen Faktor vk be
stimmt. Setzen wir zur Abkürzung:

z,e, ~ zge, = e)
und schreiben die Linearfaktorenzerlegung der Form fzt

f,= (6,)(2,e3)(a,«®)(e,“),
so sind überdies, falls wir nachträglich die vier Größenpaare e“, efe) um 
vier Faktoren vk ändern wollen, diese Faktoren an die Bedingung ge
bunden, daß ihr Produkt gleich 1 sein muß. Denken wir die Linear
faktoren wieder miteinander multipliziert, so ergeben sich die fünf Koef
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fizienten aQ, a,, . . a4 in Gestalt ganzer homogener Funktionen vierter 
Dimension der eW .... e,4), und zwar sind diese Funktionen linear 1’2/ 7 Z /
und homogen in den beiden Größen jedes 'der vier Paare. Bei 
Zusatz von vier Faktoren Vz des Produktes 1 bleiben diese Funktionen, 
wie es sein muß, unverändert.

Wie in (5) S. 119 substituieren wir nun an Stelle der g1, g,:
(1) g, = dz’ — bz‘, g=—
wo die „Determinante^ D = ad — bc der Substitution von null ver
schieden sein soll; wir können diese Substitution auch umgekehrt 
durch:
(2) = az 4- b&,, Dz = cz, + dz,
geben. Die Ausübung der Substitution (1) auf f2 liefert:

fz = f = alz4 + 4a,z,8z, 4- - - - - + a2,4,
wobei sich die fünf Koeffizienten a‘,.,a der transformierten Form 
mit Hilfe der Substitutionskoeffizienten linear und homogen in den ur
sprünglichen Koeffizienten a0, . . darstellen. Der Begriffsbestimmung 
einer rationalen Invariante der Form f2, wie sie S. 120 gegeben wurde, 
liegt diese Darstellung der a^ . . a[ in den ao, . . ., ai zugrunde.

Wir können nun die Transformation (1), statt sie unmittelbar auf 
fz anzuwenden, auch auf die vier Linearfaktoren (g, e) einzeln ausüben. 
Dabei ergibt sich:

(g, e) = (dz — e2 — (— + az) e, = z‘(ce 4- de^ — z(ae + be,).
Setzen wir also der Substitution (1) entsprechend:
(3) e‘ = aex — be, e‘ = cer 4- de,

so gilt (g, e) = (g‘, e), wo rechts die „transformierte Linearform" steht. 
Das Produkt der vier transformierten Linearfaktoren oder Linearformen 
ist dann natürlich gleich f'z', so daß sich die Koeffizienten aQ, 
nach demselben Gesetze aus den vier Größenpaaren e‘, e‘ auf bauen wie 
diea,...,a, aus den vier Paaren e1, e,.

Die vier Paare e®, e^ erfahren zufolge (3) ein und dieselbe Trans
formation, sie sind nach der Sprechweise von S. 310 „kogredient". Der 
aus irgend zwei Paaren hergestellte Ausdruck:

(e^, e^) = e^e^ — e^e^
geht demnach bei Ausübung der vorgelegten Substitution in sich selbst, 
multipliziert mit der ersten Potenz der Substitutionsdeterminante, über: 

(e« e^y - D . e^).

Indem wir den S. 120 gegebenen Begriff der rationalen Invariante 
einer Form auf den Begriff der rationalen „simultanen11 Invariante eines
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Systems von Formen, die gleichzeitig einer linearen Transformation unter
worfen werden, ausdehnen, erkennen wir in (e",e)eine einfachste 
simultane Invariante der iten und der kten Linearform. Da i und k ver
schieden sein müssen, falls diese Invariante nicht identisch verschwin
den soll, so haben wir abgesehen von einem Zeichenwechsel die sechs 
Invarianten:
(4) (e(a), e^, (e^, e^, (e^, (e(8), e^, (e^, e^), (e2), e(8)).

Unter den simultanen rationalen Invarianten aller vier Linearformen 
wollen wir nun diejenigen auszeichnen, welche in den beiden Größen 
e(k), j^es der vier Paare homogen von einer und derselben Dimen
sion b sind. Eine solche Invariante wird unverändert bleiben, wenn 
wir unsere Größenpaare um vier Faktoren Vk des Produktes 1 ändern. 
Hierdurch kommt bereits zum Ausdruck, daß die Invariante allein von 
den Koeffizienten ao, . . ., a^ der Form fz abhängt. In der Tat hängt 
zunächst der Quotient der Invariante und der ten Potenz eines nicht
verschwindenden unter den Koeffizienten ao, . . ., a^ allein von den vier 
Quotienten e(k) = : e^ ab; diese aber sind als Wurzeln der biqua
dratischen Gleichung fz = 0 irrationale Funktionen der aQf. . a^ allein. 
Eine simultane Invariante der vier Linearformen, welche in den e^, e^ 
jedes Paares homogen von ein und derselben Dimension Ö ist, heißt dieser- 
halb eine „irrationale“ Invariante der Verzweigungsform fz; wir nennen 
sie insbesondere eine „ganze“ irrationale Invariante von fz, wenn sie eine 
„ganze“ rationale Funktion der ef\ e^ ist.

Wir können nun aus (4) unmittelbar folgende drei einfachsten ganzen 
irrationalen Invarianten von fz herstellen:
(5) L - (eW, e(2))(e(S), e^, M- (e(, e^e^, e(2), N= (e, e^)^\ e(®)); 
dieselben sind nicht voneinander unabhängig, vielmehr zeigt eine ein
fache Rechnung, daß folgende Relation besteht:
(6) L+M+N=0.

Bei Ausübung einer linearen Substitution ändern sich diese Invarianten 
um das Quadrat der Substitutionsdeterminante:

L' = D2L, FL' = DM, N' = DN.

Wir fanden oben (S. 134) vier eine Vierergruppe G4 bildende (nicht
homogene) lineare Substitionen, welche das System der vier Punkte e(k) 
in sich überführten; den drei von der identischen Substitution verschie
denen Substitutionen dieser G4 entsprachen die drei Arten, die vier 
Punkte e(k) zu Paaren zu permutieren. Schreiben wir die einzelne dieser 
Substitutionen homogen und „unimodular" (S. 120), so sind ihr gegenüber 
die L, I, N absolut invariant. Dies Ergebnis ist rein kombinatorisch aus 
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der Bauart (5) unserer Invarianten verständlich. Tauscht man z. B. die 
oberen Indizes 1 und 2 sowie gleichzeitig die Indizes 3 und 4 aus, so 
bleiben demgegenüber bei der Bedeutung der Symbole (el), e(®)) die 
L, M, N unverändert.

Wir wollen im Anschlusse hieran gleich noch die Wirkung der 
übrigen Permutationen der vier Zahlenpaare e, e,) auf die Ausdrücke 
(5) feststellen, wobei es sich natürlich wieder um eine rein kombina
torische Frage handelt, und zwar hier um eine solche, die mit den Sub
stitutionen von g außer Zusammenhang steht. Da die Permutationen 
der eben genannten G4 die L, M, N unverändert lassen, so können wir 
nach einer beliebigen Permutation der oberen Indizes ohne erneute Än
derung der L,M,N noch diejenige Permutation der G4 ausüben, welche 
den Index 4 an die letzte Stelle versetzt.1) Wir gewinnen demnach 
bereits alle Änderungen der L, M, N, wenn wir nur die sechs Permu
tationen der drei ersten Indizes ausüben. Es hat nun z. B. die Permu
tation 2,3, 1 folgende Abänderung der Ausdrücke zur Folge:

1) Steht der Index 4 bereits hier, so ist eben die „identische“ Permu
tation aus der G4 hinzuzufügen.

L' = (e(2, e(S))(e(*), eW) = N, M‘ - (e(2), e())(e(“), e(S)) - L, 
N‘—(e(2, e(“))(e(S), =

d. h. sie permutiert einfach auch die L, M, N zyklisch. Wir stellen hier 
gleich die Wirkung aller sechs Permutationen der drei Indizes 1, 2, 3 
tabellarisch zusammen:

1, 2,3 L, M, N

2, 3,1 N, L, M

3, 1,2 AL, N, L

1, 3,2 -M,-L,-N
3, 2,1 -N, - AL,-L

2, 1,3 -L, -N, - AL

Hieraus geht der für die Rechnungen des nächsten Paragraphen wichtige 
Satz hervor, daß die drei Differenzen:
(7) A = M-N, M=N-L, N=L-M

der Ausdrüclte L, JM, N gegenüber den Permutationen der vier Grrößen- 
paare e^, e^ ihrerseits die sechs möglichen Permutationen erfahren.
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Die Quotienten der L, M, N sind die einfachsten „absoluten11 ir

rationalen Invarianten der Verzweigungsform fz. Versehen wir diese 
Quotienten mit negativen Vorzeichen, so gelangen wir zu den sechs 
„Doppelverhältnissen^ der vier Punlde e^, deren Invarianz gegenüber 
linearer Transformation wohlbekannt ist. Ein erstes unter diesen Doppel
verhältnissen möge durch den negativ genommenen Quotienten von L 
und M gegeben sein und durch A bezeichnet werden:
po , L (e0), e(2)) (e(3), e(4) e(1) — e(2) . e(4) — e(2)
(8) •sMs (e(D), e(3)) (e(4), e(2)) — e(D) — e(3) : e(4) —e(8) '
Die fünf übrigen Doppelverhältnisse oder besser gesagt „Gestalten" 
des Doppelverhältnisses der vier Punkte e^ lassen sich in der eben 
angegebenen Gestalt A linear darstellen. In der Tat ergeben sich aus der 
Relation (6) leicht die Gleichungen:

(9)

L  3 M  i N_2— 1Ms"’ N51-2’ Ls 2’
M  1 N_ L_2
L ~ l’ m-- ", N ~ 1 - 1'

§ 2 Beziehung der irrationalen Invarianten der Verzweigungs- 
form zu den rationalen Invarianten.

Nach (7) § 1 verschwindet die Summe der Invarianten A, M, N. Da
gegen sind, falls wir die efk\ e^ und damit die Koeffizienten a0, a^ 
der Verzweigungsform fz als frei veränderlich ansehen, zufolge einer 
einfachen Rechnung die symmetrischen Funktionen:

G, = MN + NA + AM, G,= AMN
der drei ganzen irrationalen Invarianten A, M, N nicht mit 0 identisch. 
Diese G, und G3 sind symmetrisch in den vier Größenpaaren e,", efk} 
aufgebaut, da sie sich bei den Permutationen derselben nicht ändern. Es 
ist leicht einzusehen, daß wir in den G2, G3 bis auf numerische Fak
toren unsere rationalen Invarianten g2,gz wiedergewonnen haben.

Man wolle nämlich, unter k eine beliebige der beiden Zahlen 2 
und 3 verstanden, G, durch die kte Potenz von:

a, - epe)e)
teilen und gewinnt so in a0~kGk eine ganze symmetrische Funktion der 
Wurzeln e(1),e(2),e(3),e(4) der biquadratischen Gleichung:

2+—442+64g2440,_4_0: 
«0 «0 Co «0

dabei treten im Ausdruck aQ~kGk die kten Potenzen der Wurzeln e(l,..,e(4), 
aber keine höheren auf. Hieraus folgt nach bekannten Sätzen über sym
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metrische Funktionen1), daß a0~kGk eine rationale ganze Funktion 
kten Grades der Koeffizienten der eben genannten biquadratischen Glei
chung ist; Gk selbst ist somit eine ganze rationale homogene Funktion 
kter Dimension der fünf Größen aQ, aA, ..

1) Man vgl. z.B. Weber, „Lehrbuch der Algebra“, 2. Aufl. (Braunschweig, 1898)
Bd. 1, S. 167.

Nach den Entwicklungen von S. 121 ff. sind aber für k = 2 und 3 
die einzigen überhaupt existierenden rationalen ganzen Invarianten, ab
gesehen von numerischen Faktoren, die in (10) S. 122 gegebenen g2f g3. 
Wir haben demnach die Ansätze:

Gg ~ cg2, G3 = c 93,
unter c und c zwei numerische Konstante verstanden. Zur Bestimmung 
der letzteren wählen wir fz als Normalgestalt erster Stufe der Ver
zweigungsform und setzen zu diesem Zwecke:

e(1) = ed) = 1; e(2) = e(2), e(2) = 1; e(8) = e(3), es) = 1; e(4) = 1; e,4) = 0. L ‘2 /1 / 2 21 /- •1 22

Für die L, M, N erhält man daraufhin:

L = e(2) - e^, M - e(1) - e(3), N = e(3) - e(2),
sowie weiter für die A, M, N mit Rücksicht auf die bei der Verzwei
gungsform erster Stufe gültige Relation e01) — e(2) — e3) = 0:

A = ~ 3e03), M = - 3eO), N=- 3eW.

Für G2 und G3 ergibt sich somit:
G,=9 (e(2)e(8) + e(B)e() + e(2)e(2)), G,=- 27 e^e^e^.

Auf der anderen Seite stellen sich und g^ in den e(P, e(2), e(3) auf 
Grund der identischen Gleichung:

428 ~ g,2 - 9z = 4(2 - e(1)) (z - e(2)) (a - e(8))
in den bekannten Gestalten:

g^ = — 4(e(2)e(3) + e)e(1) + e^eO)); 9, = 4e(D)e()e(s)
dar. Der Vergleich mit den zuletzt für G, und G3 angegebenenen Aus
drücken ergibt den Satz: Die Deziehung zwischen den irrationalen In
varianten L, MM, N und den rationalen g2,93 ist die folgende:

| {N-L} + (L —M) (M-N) +(M-N) {N-L}=-^g„ 
"1 I (M-N) (V -D)(L- M)

Das Quadrat des Differenzenproduktes der vier Wurzeln e^, e(2), e(3) ,e(4) 
liefert die Diskriminante der Form f. Bedienen wir uns wieder 
der homogenen Schreibweise, so wird L2 • JI/2 • N2 als ganze rationale 
Invariante sechster Dimension in den ao,a.,...,a4 bis auf einen 
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numerischen Faktor die Diskriminante Z1 = g^ — 27gl liefern müssen. 
Setzen wir demnach, unter c eine neue numerische Konstante verstanden: IMN‘=c4=c(3-2793),
so ist c leicht dadurch bestimmbar, daß man für g, und g3 ihre aus 
(1) folgenden Ausdrücke in L, M, N einträgt und für L, M und N 
irgendein spezielles, die Relation L--N=0 befriedigendes Wert
system einträgt. Man setze z. B. ein M = L, N = — 2 L und findet, 
da g, = 4L2, g3 = 0 wird, 4L6 = c(4L2)8 und damit c = 1. Der Zu
sammenhang der irrationalen Invarianten L, M, N mit der Diskrimi
nante 21 ist demnach:

(2) LM2N2=12.
Die vorstehenden Formeln gestatten auch die Beziehung zwischen 

dem Doppelverhältnis A und der absoluten rationalen Invariante J an
zugeben. Setzen wir in Übereinstimmung mit (9) S. 345 in die vor
stehenden Gleichungen (1) und (2):

L = N-(2—1)M
■ein, so ergibt sich:

9, =4 M2(2-2+1), 
9,=-M8(223—322—32 + 2), 
2= 16 6 (22(2- 1)2).

Diese Ausdrücke der g2,93,21 trage man in die Relation (16) S. 124 
ein und gewinnt als Beziehung zwischen dem Doppelverhältnis ? und der 
absoluten rationalen Invariante:
(3) 7: (J- 1) : 1 - 4 (22 - a + l) : (2 a8 - 3 22 - 3 a + 2)2: 27 22 (1 - 2)2.3

Hierdurch ist J als eine rationale Funktion sechsten Grades von
A und umgekehrt 2 als eine sechsdeutige algebraische Funktion von J 
erkannt. Dabei ist entweder aus der Herleitung der Gleichung (3) oder 
auch unmittelbar aus ihrer Gestalt ersichtlich, daß die sechs Lösungen 
dieser algebraischen Gleichung für A bei gegebenem J sich aus einer unter 
ihnen in den sechs verschiedenen Gestalten des Doppelverhältnisses der 
vier Punkte e":(4) 2-1,2-1,2-1-2,2-1,2-1,2-.
darstellen. In der Tat überzeugt man sich leicht, daß die in (3) für J 
gegebene rationale Funktion von R:

4 (X2 - 2 4- l)3
• — 2723(1—2)2

durch jede der sechs unter (4) genannten linearen Transformationen 
von A in sich übergeführt wird, so daß der vorstehenden Gleichung 
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mit 2 alle sechs in (4) gegebenen A‘ genügen. Diese sechs Substitutionen 
bilden eine Gruppe Ge der Ordnung 6, deren sogleich näher aufzuweisende 
Struktur uns übrigens von S. 132 her bereits bekannt ist.

Vorher machen wir noch darauf aufmerksam, daß uns die hier vor
liegende rationale Funktion sechsten Grades J(2) und ihre inverse 
algebraische Funktion A() bereits S. 64f. ausführlich beschäftigt hat; 
in der Tat ist die unter (5) S. 64 zwischen w und g angesetzte Glei
chung unmittelbar unsere hier vorliegende Gleichung (3). Die sechs
blättrige Riemannsche Fläche Fe über der J-Ebene, welche zur Funk

tion gehört, ist da
selbst näher beschrieben,, 
auch die Abbildung der Fe 
auf die schlichte -Ebene 
in Fig. 11, S. 65, die wir 
hier als Fig. 65 reprodu
zierthaben, dargelegt. Die 
in Klammern gesetzten 
Zahlen beziehen sich auf 
die Werteverteilung von 
J. Jedes der zwölf Kreis-

Fig 65. bogendreiecke ist ein kon
formes Abbild der einzelnen durch die reelle Achse abgetrennten J-Halb- 
ebene (vgl. Fig. 10, S. 65); und zwar liefern dabei die sechs schraffierten 
Dreiecke die Bilder der sechs „positiven“ Halbblätter der Fe.

Diese Figur, welche oben den Zweck hatte, den Zusammenhang 
der Blätter der Fe in einem schlichten Bilde darzustellen, gewinnt im 
jetzigen Zusammenhang eine weitere Bedeutung. Irgendein vorgegebener 
Wert J findet in sechs „homologen“ Punkten der schraffierten oder 
der freien Dreiecke der Fig. 65 statt oder auch in sechs homologen 
Randpunkten der Dreiecke, wenn es sich nämlich um einen reellen 
Wert J handelt. Je sechs solche „homologen“ Punkte hängen vermöge 
der sechs Substitutionen (4) zusammen. Wir sind damit zu dem Satze 
gelangt: Die in Fig. 65 gezeichnete Einteilung der X-Ebene in zwölf ab
wechselnd schraffierte und freie Kreisbogendreieche wird durch die sechs 
Substitutionen (4) der vorhin eingeführten in sich übergeführt. Man wolle 
dies an den einzelnen Substitutionen (4) näher verfolgen. Erstlich bilden 
die drei Substitutionen:2==1, r=Vb 2’= 2
eine zyklische Untergruppe G3 aus elliptischen Substitutionen der beiden 

Fixpunke 2 - 1 -jV8 =—0±1, welche in Fig. 65 von je sechs Kreis-
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bogendreiecken umlagert sind, und in denen übrigens =0 gilt. Weiter 
haben wir noch drei elliptische Substitutionen der Periode zwei: 2‘-1, 2‘=1-2, 2‘=,24,
deren Fixpunkte 2 = 1, —1; 2=00, 1 und A sind. Man veran
schauliche sich in Fig. 65 die Art, wie durch die einzelne dieser Sub
stitutionen das Netz der zwölf Dreiecke in sich übergeführt wird. In 
den Fixpunkten jeder der drei zuletzt genannten elliptischen Substitu
tionen der Periode zwei finden übrigens die Werte J=0 und J=1 statt.

Um die Ge in die allgemeinen Erörterungen von S. 126 ff. über end
liche Gruppen 
linearer Substi
tutionen einzu
fügen, projizie
ren wir die mit 
ihrem Dreiecks
netze versehene 
A-Ebene stereo
graphisch auf 
eine Kugelober
fläche. Wir denken zu diesem Zwecke die A-Ebene horizontal angeordnet und 
wählen die Kugel des Radius 1V3 mit dem Mittelpunkte 2=1, deren Ober
fläche also gerade durch die beiden Punkte 2 = —o±1 hindurchzieht. Voll
ziehen wir im übrigen die Projektion nach den allgemeinen Vorschriften 
von S. 22 u. f., so gelangen wir zu einer Kugelteilung, deren Natur durch 
Fig. 66 dargelegt ist. Die drei durch 2 = — o±1 hindurchlaufenden Kreise 
der 2-Ebene werden drei größte Kugelkreise, die die Oberfläche in sechs 
kongruente Kugelzweiecke zerlegen; die reelle 2-Achse wird der zu jenen 
drei Kreisen orthogonal verlaufende größte Kugelkreis, der jedes der eben
genannten Zweiecke in zwei symmetrische Dreiecke zerlegt. Wie wir von 
dieser Einteilung der Kugeloberfläche in zwölf sphärische Dreiecke nach 
den allgemeinen Entwicklungen von S. 132 über die Diedergruppen zu 
unserer hier vorliegenden Ge gelangen, ist nun leicht zu sehen. Im Sinne der 
damaligen Erklärungen zeichnen wir in der zur reellen 2-Achse ge
hörenden Diametral ebene der Kugel das gleichseitige Dreieck der Eck
punkte 2 = 0, 1,C. Dann ist unsere Ge der Substitutionen (4) einfach die 
Diedergruppe aller Kugeldrehungen, welche jenes Dreiechin sich überführen.

Die einfachste Gestalt unserer Diedergruppe gewinnen wir übrigens, 
wenn wir die Substitutionen (4) (nach den allgemeinen Vorschriften von 
S. 128) mittelst der Substitution:,_02+1 9 A—0
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auf $ transformieren. Dabei gelangen die beiden Fixpunkte der zykli
schen G3 nach § = 0 und $ = oo, während die reelle 2-Achse den Ein
heitskreis der S-Ebene liefert. Die Substitutionen der Ge rechnen sich 
um auf die Gestalt:

(5) $‘=o‘$, §‘= , (=0,1,2)
Die Gleichung (3) aber nimmt die Gestalt an:

J:(J-1):1= 4g : (g + l)2: - (g - 1)3, 
deren Invarianz gegenüber den Substitutionen (5) unmittelbar ersicht
lich ist.

Wir wollen auch noch den Begriff des „Diskontinuitätsbereiches“ 
(vgl. S. 233) auf unsere Gruppe Ge anwenden und nennen zu dem Zwecke 
zwei Punkte 2 und A‘, die durch irgendeine Substitution der Ge Zu
sammenhängen, bezüglich dieser Gruppe „äquivalent“. Es ist ersichtlich, 
daß wir aus irgend zwei nebeneinander liegenden Dreiecken der Fig. 65 
einen Bereich (Doppeldreieck) zusammensetzen können, der für jeden Punkt 
der 2-Ebene einen und nur einen äquivalenten Punkt aufweist. Wir wählen 
zu diesem Zwecke etwa die beiden Dreiecke der Ecken 2 = 0, 1, — o± 1. 
Die Randpunkte dieses Doppeldreiecks sind dann freilich noch zu Paaren 
einander äquivalent und gehen durch eine der beiden Substitutionen: 

a‘=,2-, 2'=l-2 

ineinander über. Das ausgewählte Doppeldreieck ist in Fig. 67 darge
stellt, und es mögen etwa die stark markierten Randstücke dem Be-

Fig. 67.

reiche als zugehörig angesehen werden, die Rand
punkte 2 mit einem von 0 verschiedenen positiven 
imaginären Bestandteil jedoch nicht. Ein Eislton- 
tinuitätsbereich der Gruppe G6 der Substitutionen (4) 
wird durch das in Fig. 67 schraffierte Eoppeldreieck 
geliefert, dessen Werte 2 durch die Bedingung’.
(6) a7<a+1<1
charahterisierbar sind, unter 2 den zu 2 honjugiert 
homplexen Wert verstanden; gemäß der getroffenen

Festsetzung darf in dieser Bedingung eines der Gleichheitszeichen nur dann 
gelten, wenn 2 reell ist oder einen negativen imaginären Bestandteil hat.
Gilt es, in Zukunft unter den sechs Werten von 2 einen einzelnen zu be
vorzugen, so wird es zweckmäßig erscheinen, immer den die Bedingung (6) 
erfüllenden Wert zu wählen.

Für die Normalgestalt erster Stufe der Verzweigungsform haben 
wir früher die Wurzeln z durch e17 e,, e,, co bezeichnet. Bei der hier vor-
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gelegten beliebigen Gestalt f, der Verzweigungsform haben wir die vier 
Wurzeln g vorerst e(1), e(2), e(3\ e(4) genannt. Es handelt sich jetzt noch 
darum, eine Bestimmung darüber zu treffen, wie diese vier Wurzeln 
den vorgenannten Wurzeln der Normalform erster Stnfe entsprechen 
sollen, sofern wir 2 unmittelbar in den Wurzeln dieser. Normalform fz 
darstellen wollen. Als zweckmäßig wird sich späterhin folgende Zu
ordnung der Bezeichnungen erweisen:

el1) = co, e(2) = e2, e(S) = eg, e(4) - e,.
Für die Darstellung des Doppelverhalinisses 2 in den Wurzeln e1, e^ e^ 
der normalen Verzweigungsform erster Stufe folgern wir daraufhin aus (8) 
S. 345 die Hegeln:

e, e, 1 2  e, es .e, e,‘ e, e,

§ 3. Die Normalgestalt zweiter Stufe der Verzweigungsform.
Die irrationalen Invarianten L, M, N bzw. die absolute irrationale 

Invariante 2 treten als Koeffizienten in einer neuen Normalgestalt der 
Verzweigungsform auf, welche wir als die Normalgestalt „zweiter Stufe“ 
bezeichnen werden. Wir gelangen zu dieser neuen Gestalt, wenn wir g 
derart linear in g‘ transformieren, daß drei von den vier Nullpunkten 
der transformierten Form f bei z‘=0,1 und co gelegen sind. Hier
bei müssen notwendig die vier Nullpunkte von fz unsymmetrisch be
handelt werden, wodurch das Auftreten der irrationalen Invarianten be
gründet ist.

Um zunächst alle Möglichkeiten gleichmäßig zu berücksichtigen, ver
stehen wir unter i, k, l, m irgendeine Anordnung der Indizes 1, 2, 3, 4. 
Wir wollen alsdann g = e^ nach g‘=0, g= e^ nach g‘=1, g= e(m) 
nach z‘=00 durch lineare Transformation hinverlegen. Die lineare Sub
stitution, welche dies leistet, ist eindeutig bestimmt und gegeben durch 
die erste der beiden folgenden Gleichungen:

, e(m)_,(e) . , _g(m) e(i)_ e(k) Z — (i)_c(k) z—e^V

die zweite gleich zu benutzende Gleichung ist eine unmittelbare Folge 
der ersten. Bei Einführung der homogenen Schreibweise bedienen wir 
uns zunächst eines Proportionalitätsfaktors u, indem wir:

21=u (z, e®).

(1) —8=u (e(•, e‘m)) (z, elk)),
2= (el®, el“)) (g, e‘m))
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schreiben. Wir wollen u so bestimmen, daß die hiermit gegebene ho
mogene Substitution „unimodular“ wird (vgl. 120). Dies ist der Fall, wenn: 
(2) u2(e(), e(a)) (e(9, e(m)) (e(m), eW) = 1
gilt; hierdurch ist u bis auf das Vorzeichen bestimmt, wir denken dieses 
V orzeichen beliebig, aber fest gewählt.

Aus (1) und (2) ergibt sich zunächst unmittelbar:

(3) 2(e, - 2) 4 - u(a, (a,
so daß wir jetzt nur noch zu untersuchen haben, in welcher Weise sich 
(z, e") in g1 und z ausdrückt. Jedenfalls gilt der Ansatz:

(z, e) =
Tragen wir rechts die Ausdrücke (1) für g,,g in den ein, so gilt 

— \7±/Z 7-7
in g,, identisch:

(z, e0) = e(0) {z, e(®) + b(e(®, e(®)) (z, e(m))).
Man gewinnt hieraus a und & am einfachsten, indem man zunächst 
g = e’m) und sodann g = einsetzt; es ergibt sich:

 (e®, eow)) ,  (e(0, eW)
" u(e“, e(m) (elm), ‘ ~ u(e®®, e““) (e", e(m) '

Bedienen wir uns der Abkürzungen:
(4) A = (e(), B = (e(0, e()) (eW, e^,

so können wir die beiden Gleichungen für a und & mit Benutzung von 
(2) in die einfache Form kleiden:

a = uA, b = ^iB, 
und also wird: (2, e(0) = u(Az +
Die Multiplikation dieser Gleichung mit dem aus (3) hervorgehen
den Ausdruck für das Produkt (g,el")(g,e()(g,e‘m)) liefert jetzt:

(e, e") (e, ") (e, 0) (e, e") - 4 - e;) (As; + B^) 2, 

wo rechts die auf die neuen Variabelen transformierte Form gewonnen ist.
In den A, B haben wir nun in der Tat unsere ganzen irrationalen 

Invarianten wiedergewonnen. Wählen wir die Permutation i = 1, k = 2, 
l = 3, m so gilt direkt A = L, B = M, was wir zusammenfassend 
durch (A, B) = (L, I) kennzeichnen wollen. Bei den Permutationen der 
Vierergruppe G4 bleiben nach S. 343 die L, M unverändert. Gegenüber 
allen 24 Permutationen der vier Indizes 1, 2, 3, 4 erfahren die L, AL 
demnach im ganzen sechs Änderungen, welche in der Tabelle S. 344 
zusammengestellt sind. Die sechs möglichen Wertepaare A, B sind dem
gemäß die folgenden:

.(5) (A,B)=(L,M), (N,L), (M,N), (—M,—L), (—N,—M),
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Wir sind auf diese Weise zu folgendem Ergebnis gelangt: Als 
Normalgestalt zweiter Stufe der Verzweigungsform bezeichnen wir: 
(6) fz = e, (e, - 2,) (Aa, + Ba) &,;

dieselbe ist in sechs Gestalten mittelst linearer unimodularer Transfor
mation erreichbar, insofern sich für die Koeffzienten A, B die sechs Dar
stellungen (5) in den ganzen irrationalen Invarianten ergeben. Zu jeder 
einzelnen dieser sechs Darstellungen (6) führen von der zunächst vorge
legten Form stets vier Substitutionen (1), rvelche aus einer unter ihnen durch 
die vier Permutationen der Vierergruppe G^, angewandt auf die Indizes 
i, k, l, m, hervorgehen. Schreiben wir die Gleichung (6) in der Gestalt:
(7) fz = Bzx (&, - z^ (22 - 22,) z^,

so korrespondieren den sechs in (5) gegebenen Werten B die sechs 
Gestalten, welche das Doppelverhältnis 2 unserer vier Punkte eP, e(2), 
e(3), e(4) hat. Halten wir an der ursprünglichen Erklärung (9) S. 345 
von 2 fest, so ergibt sich diejenige Normalgestalt zweiter Stufe der Ver
zweigungsforni :
(8) f3 = Mzr {z^ — zf) (, — 2e,)2,, 

welche wir weiterhin bevorzugen werden.
Es mag noch gestattet sein, je die sechs besonderen Normalformen 

(7) zu notieren, die im harmonischen und im äquianharmonischen Falle 
eintreten. Im ersteren Falle sind die sechs Lösungen 2 der Gleichung 
(3) S. 347, dem Werte J = 1 entsprechend, zu Paaren einander gleich, 
und zwar gleich — 1,1 und 2. Setzen wir im Anschluß an Fig. 39, 
S. 173, e. = — 1, e, e, für die drei endlichen Nullpunkte der 
Verzweigungsform erster Stufe ein und bedienen uns der Gleichung (7) 
S. 351 zur Berechnung von 2, so folgt als in (8) einzutragen 2 = 1, und 
übrigens gilt:

L = N=-^M.

Im harmonischen Falle berechnen sich als die sechs Gestalten der Verzwei^ 
gungsform zweiter Stufe:

(9)

+ Lz^ — 8)( z2 + zf)z2, 
±Lzx ^-z.) (22—2), 

±Lz^z2~zG{z^-2z^z2.

Im äquianharmonischen Falle ist J = 0, und die sechs 2 werden zu je 
drei den beiden Werten — o±1 gleich. Im Anschluß an Fig. 38, S. 171, 
setzen wir e1 =0, e, 1, e3 = o2 für die drei endlichen Wurzeln der 
Verzweigungsform erster Stufe, worauf die Gleichung (7) S. 351. als 
in (8) einzutragen den Wert 2 = — o ergibt. Man führt die Rechnung

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 23
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leicht weiter und findet: Im äquianharmonischen Falle sind die sechs 
G-estalten der Versweigungsform zweiter Stufe:

f Lo‘2,(2—2)(2+02,)2, ,(lv) < (v = 0,1,2).I - L 0’1 - Z1) (22 + 92) &2,
§ 4. Die Normalgestalt vierter Stufe der Verzweigungsform. 

Die Vierergruppe G4 ist S. 131 ausführlich behandelt, und zwar ohne 
daß betreffs der Auswahl der Variabein z irgendeine besondere Vor
aussetzung gemacht war. Die Substitutionen der G, bezeichneten wir

__ - durch S.=1,S,S2,Ss; die Fixpunkte
A X' " P der drei letzteren Substitutionen St 

/ / \ \ mögen jetzt durch 8"”, sl-ü bezeichnet
I \ \ werden. Wir fanden, daß der Gr^ ein
\ el) (2) / bestimmtes System von drei einander
\ A \ / / orthogonal schneidenden Kreisen in
—N \ / der Art zugehört, daß die beiden Schnitt-

\ B- - punkte je zweier unter diesen Kreisen
/e * das Fixpunktepaar 6®, g(—1) einer zu-Fig 68 gehörigen Substitution Si liefern. Die 

betreffende Fig. 25, S. 131, ist hier als Fig. 68 mit der neuen Bezeichnung 
der Fixpunkte reproduziert.

Unserer Verzweigungsform fz gehört nun eine solche Vierergruppe 
Gr± von Substitutionen zu, welche die vier Nullpunkte der Form in der 
bekannten Weise zu Paaren permutieren. Wir wollen jetzt eine dritte 
Normalgestalt der Verzweigungsform fz dadurch erklären, daß wir die 
Vierergruppe G-^ mittelst einer linearen Transformation auf ihre ein
fachste Ausdrucksform bringen. Zu diesem Zwecke verstehen wir unter 
i irgendeinen der sechs Indizes + 1, —2, +3 und wollen eine neue 
Variabele z' so einführen, daß z = und z = 8- %) die Werte z' = 0 bzw. 
g‘=0 liefern. Unter den vier dann noch verfügbaren Indizes wählen 
wir k beliebig und verlangen weiter, daß dem Werte z = der Wert 
z' = 1 der neuen Variabelen entspricht. Diese Bestimmungen, welche, 
wie man sieht, in 6.4=24 Weisen durchführbar sind, legen die aus
zuübende Substitution eindeutig fest, und zwar in der Gestalt: 

 “ 0—6®) 2—,-0
Um diese Substitution homogen zu schreiben, spalten wir nicht nur 
die Variabelen, sondern auch die Werte 8 je in Quotienten zweier Ver
hältnisgrößen 81, & und bedienen uns der bisherigen symbolischen Be
zeichnungen (z, 8(9), (ak), al), .. . im üblichen Sinne. Unter Aufnahme 
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eines Proportionalitätsfaktors v zerlegen wir alsdann die eben gege
bene Substitution in:

(1) 8,=v a4- •) (a, a(0), = V (60*), a09) (a, a- •)
und müssen, um hier eine unimodulare Substitution zu haben, v auf 
eine der beiden Arten aus:
(2) 2 (e(e), s^~ •) (60), (e(0, •) = 1
berechnen.

In der g’-Ebene, die wir unter Fortlassung des oberen Index gleich 
wieder als g-Ebene bezeichnen, sind nun die drei Kreise der Fig. 68 
einfach die reelle Achse, die imaginäre Achse und der Einheitskreis. In 
der transformierten Gestalt besteht somit die Vierergruppe G4 aus den 
vier Substitutionen:

(3) z‘=±2, z‘=±21
Statt die 24 Arten, diese Gestalt der zu gewinnen, nebenein

ander zu betrachten, können wir übrigens auch in der Weise verfahren, 
daß wir eine Art bevorzugen und hinterher diejenigen 24 Substitutionen 
charakterisieren, welche von der bevorzugten neuen Variabelen zu allen 
24 gleichberechtigten hinführen. Dieser Ansatz nimmt eine besonders 
einfache Gestalt an, wenn wir die neue g-Ebene genau unter Einhal
tung der Vorschrift von S. 22 auf eine Kugeloberfläche projizieren. 
Auf dieser Kugelfläche sind dann die Fixpunkte 0, co, — 1, — i der 
Substitutionen (3) unser G^ die Ecken eines mit der Kugel lion^entri- 
sclien Oktaeders. Die nach dem allgemeinen Ansätze von S. 130 ff. herzu
stellende „Oktaedergruppe^, d. h. die Gruppe aller derjenigen Kugeldre
hungen, bei denen jenes Oktaeder mit sich selbst zur Deckung kommt, 
liefert uns dann gerade die 24 hier gesuchten linearen Substitutionen 
von g. Wir können diese 24 Substitutionen in folgender Art zusammen
fassend schreiben:

’ ’n .01 .z—1 ,, g--  1 .0z — i z --  i(4) g =i"g, i"g , i® i" ---ia-------------- (« = 0,l,2,3)‘ ‘ 2—1’ 8— 1‘ Z— 1‘ Z-^-l’

und fügen noch einige Angaben über die Struktur der Oktaedergruppe 
hinzu. In dieser G24 sind zunächst drei zyklische Untergruppen G^ ent
halten, deren einzelne aus den Drehungen um zwei gegenüberliegende 
Oktaederecken bestehen; so gehört z. B. zu den beiden diametralen 
Punkten g = — 1 die Gp.

, iz-1 1 i z — 1g =- - , ~- - - - , g.8—1’ z’ — z -\-t ’

Weiter haben wir vier zyklische Untergruppen G3, deren einzelne neben 
der identischen Substition die Drehungen um zwei gegenüberliegende 

23*
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Seitenmitten des Oktaeders enthält; ein Beispiel eines solchen Paares 
von Seitenmitten wird von den beiden Werten:

' ---‘‘(±VS)
geliefert, die zugehörige zyklische G3 besteht aus: 

, — z — i — iz 4- i
B p; , g I 17 Z.

1) Die Vierergruppe wird dieserhalb als eine „ausgezeichnete“ Untergruppe der 
Oktaedergruppe G,4 bezeichnet; man vgl. übrigens betreffs der Struktur und Dar
stellung der Oktaedergruppe Klein, „Vorlesungen über das Ikosaeder", (Leipzig, 
1884) S. 15.

Endlich folgen noch sechs zyklische Untergruppen G2, deren einzelne 
neben der identischen Substitution die Drehungen um zwei diametrale 
Kantenmittelpunkte des Oktaeders umfaßt; ein Beispiel wird von den 
beiden Kantenmittelpunkten g = 1 — V2 geliefert, die zugehörige G, 
besteht aus den Substitutionen:

Die Vierergruppe G4 der Substitution (3) ist selbst in der Oktae
dergruppe G24 als Untergruppe enthalten. Selbstverständlich kann man 
auch durch direkte Rechnung leicht zeigen, daß die Vierergruppe G4 
durch Transformation mittelst jeder der 24 Substitutionen (4) in sich 
übergeführt wird.1)

Durch eine erste unter den 24 Substitutionen, welche die zur an
fänglich vorgelegten Form fz gehörende G4 in ihre einfachste Gestalt 
(3) transformieren, werde der erste Nullpunkt el1) jener Verzweigungs
form in den Wert z = u der neuen Variabelen übergeführt. Die ge
samten 24 Substitutionen, welche die Normalgestalt (3) der Vierergruppe 
herstellen, liefern dann an Stelle von e(1) 24 Werte, welche aus jenem 
ersten Werte u wieder durch die 2d Substitutionen (4):

(5) = ia^, i“, 1+1, u+i, ol—i, (« = 0,l,2,3)‘ u -  1‘ u—1‘ u—i‘ u-—i‘
zu berechnen sind. Jedoch erhalten wir hierbei nur sechs wesentlich, d. h. 
in Ansehung der Lage ihrer Nullpunkte, verschiedene transformierte 
Verzweigungsformen, da je vier unter den 24 Werten (5) als die 
vier Nullpunkte einer einzelnen transformierten Form zusammengehören. 
In der Tat entstehen aus dem einzelnen Werte u‘ durch die vier in 
der G24 enthaltenen Substitutionen der Vierergruppe als vier Nullpunkte 
einer transformierten Form z = + u‘, + u‘-1.
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Wenden wir die unimodulare Substitution (1) an, so hat hiernach 

die transformierte Form die Gestalt:

al(, - u.22)(2, + u.22)(2, “ u-1e2)(2, + u-1e2),
wenn a‘ der Koeffizient von g4 in der transformierten Form ist. Um 
die homogene Schreibweise völlig durchzuführen, setzen wir u=u,:u, 
und schreiben als weitere Bedingung für die Bestimmung der Verhältnis
größen u1, ug vor:

a = u2u2,
wodurch die u., u, bis auf eine Potenz der imaginären Einheit i als 
gemeinsamen Faktor bestimmt sind; diese Potenz sei beliebig ausge
wählt. Wir gelangen auf diese Weise der mittelst einer unimodularen 
linearen Substitution erreiclibaren Normalgestalt:

(6) f, - (u3a? — u3e3),
die wir im Sinne der im folgenden Kapitel zu gebenden allgemeinen Er
klärungen als die Normalgestalt „viertera Stufe der Verzweigungsform zu 
bezeichnen haben.

Schreiben wir die Substitutionen (3) der G4 homogen und unimodular 
(unter beliebiger Auswahl des bei der einzelnen Substitution dann noch 
verfügbaren Vorzeichens), so wird die Normalform (6) diesen Substitu
tionen gegenüber unmittelbar in sich transformiert, wie man leicht fest
stellt. Gegenüber allen 24 entsprechend homogen und unimodular ge
schriebenen Substitutionen der Oktaedergruppe erhalten wir also trotz 
der 24 verschiedenen Gestalten (5) von u nur sechs verschiedene Normdi
gestalten (6) vierter Stufe der Verzweigungsform.

Sehr leicht sind die Beziehungen zwischen u., ug bzw. u und den 
rationalen Invarianten hergestellt. Berechnen wir auf Grund der Regeln 
(10) S. 122 die ganzen rationalen Invarianten g^, ga für die Form:

f. = - W + u9)4343 + u‘u;e,
so ergeben sich für 12g, und 216g3 sehr leicht folgende Ausdrücke 
in u,, u2:

/7 ( 1292 =u+ 14uju + u2, 
1 ’ (2169s - - 33u8u$ - 33u4u2 +
Für die Diskriminante 2=g — 27g2 findet man hieraus die Beziehung:

(8) 164 - utu(u — w1)4
Tragen wir diese Ausdrücke für g2, g3, 21 in die Proportion (16) S. 124 
ein, so ergibt sich als Beziehung zrvischen u und der absoluten rationalen 
Invariante J:
(9) J:(J—1):1=(u8-14u4-1)8:(u12_33,8—33,4+1)2:108u4(u4—1)4.
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Wir haben damit die sogenannte „OMaedergleichung^ gewonnen1), deren 
24 Lösungen u bei gegebenem J sich in einer unter ihnen durch die 
24 Oktaedersubstitutionen (5) darstellen.

Auch zur absoluten irrationalen Invariante 2 ist u leicht in Be
ziehung zu setzen. Berechnen wir 2 nach der Regel (8) S. 345 für die 
Form (6), so kann man das Resultat leicht wieder in die Gestalt einer 
Proportion kleiden:
(10) 2:(2-1):1=4u2:(u*+ l)2 : - (u” - l)2.
Bei gegebenem 2 liegt hier eine biquadratische Gleichung für u vor 
(Gleichung der Vierergruppe), deren vier Lösungen u sich in einer unter 
ihnen in der Gestalt u‘ = — u, — u-1 darstellen. Der einzelnen unter 
den sechs Gestalten des Doppelverhältnisses 2 gehören demnach immer 
gewisse vier unter den 24 Ausdrücken (5) für u zu, und zwar solche 
vier u, die die Nullpunkte einer der sechs Verzweigungsformen vierter 
Stufe zusammensetzen. Die sechs Gestalten der Verzweigungsform zweiter 
Stufe sind in dieser Weise den sechs Normalgestalten vierter Stufe der 
Verzweigungsform eindeutig zugeordnet.

Wir wollen noch die unimodularen Substitutionen ausrechnen, welche 
die Verzweigungsform zweiter Stufe:

f? = K(— 2, + e2)(Lz + Mz2)2,
in der Art in diejenige vierter Stufe:

f. = (u22 — u,22)(u221 + 1,22)(u,2, — ug &2) (u,2 + u222) 
überführen, daß die Relation (10) zwischen 2 und u besteht. Wir können 
dies z. B. dadurch erreichen, daß wir die vier Faktoren von f? in der 
eben angegebenen Reihenfolge denen von f- entsprechen lassen. Es ist 
also zu setzen:

z1—a(u,2,-122), 22= (,2, + 222),
wobei, damit die Determinante 1 vorliegt, die Faktoren a und b die Be
dingung befriedigen müssen:
(11) ab(u? + - 1.

Für den zweiten Faktor (— z[ —g‘) haben wir unter Einführung einer 
dritten Konstanten c den Ansatz:

— 21 + 22 = — ag2)z1 ++ (bg^ + agf) z^ = cg2zt + cg±z2.
Es ist demnach zu setzen:

bgt — ag2 = cg2, bg2 + agr = cgt, 

woraus wir finden:

a(u?+u2)=c(u?-u2), b(u2+u2)=2cu,u2.
1) Vgl. Klein, a. a. 0., S. 60.
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Durch Multiplikation dieser Gleichungen ergibt sich bei Benutzung von 
(11) für c die Gleichung:

u2 + u2 = 2c2u1u2(u2 — u2),
aus welcher sich c bis auf das willkürlich zu wählende Vorzeichen be
stimmt; man findet mit Benutzung von (8):

, u? — u2 L  u, u, „ u? — u222 V2‘ 22
Der dritte Faktor von f'z' ergibt den Ansatz:
Lz‘ — Mz‘ = (aLu, — bMu1)g — (aL^ — bMu) = du,2, — du,22, 
wo die neu eingeführte Konstante d, damit f'3' = f3 wird, aus:

zu

abcd = U 2 — u2) 
4$28/2

d -
225-

berechnen ist und also gleich 2V21 gefunden wird. Die Gleichungen:
aL(i2 + = d^, aL^ — bJM^^ = d^i2

ergeben daraufhin mit Rücksicht auf die schon berechneten Werte von 
a, b, d für L und M folgende Ausdrücke in den u., u2:

L = 4u?uz, M =

woraus sich in der Tat die Relation (10) wieder ergibt. Als zinimo
dulare Substitution, welche die Verzweigungsform zweiter Stufe f‘ in die
jenige vierter Stufe fz transformiert, haben zvir soznit die folgende gezvonnen: 
(12) 272121=(u—u2)(u2 — u,6), 2V22=2uu(u,2+u,82).

§ 5. Die Normalgestalten zweiter und vierter Stufe der ellip
tischen Integrale.

Das elliptische Integral erster Gattung hatten wir oben (S. 143) 
für beliebig gegebene Verzweigungsform fz in die homogene Gestalt:

u = — (z,dz\ 
vf,

gekleidet, in welcher das unter dem Integralzeichen stehende Klammer
symbol das homogene Differential:

{z, dz) = zrdz2 — z2dz1 = — z2dz
ist, das S. 143 eingeführt wurde und sich daselbst gegenüber jeder „uni- 
modularen" g-Substitution als absolut invariant erwies. Durch solche 
Substitutionen konnten wir aber f auf die Normalgestalten zweiter 
und vierter Stufe transformieren. Wir bezeichnen entsprechend als Nor
malintegral erster Gattung „zzveiter Stufe(i das folgende:

u = — (z, äs')
Vz, (z, — 2,)(Lz, + M zf 
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behalten, uns jedoch vor, dasselbe unten noch mit einem von 2 unab
hängigen Faktor zu versehen, und erinnern sogleich auch daran, daß 
das Integral zweiter Stufe hier in einer unter sechs gleichberechtigten 
Gestalten erscheint. Weiter ist eine der gleichberechtigten Gestalten 
des Integrals erster Gattung vierter Stufe:

u _ - (__ (e,da).• V(uzi—422)(u22i—u3z2)
In nicht-homogener Gestalt können wir diese beiden Darstellungen 

des Integrals erster Gattung so schreiben:

1 © dz
v 7 VM. Vz(1 — 2)(1 — 2z) ’

1 /* dz
U == ( --- -- — ■ •

HJ V(u2 — z2)(1 — u‘z2)
Das Integral vierter Stufe wollen wir noch mittelst der linearen Sub
stitution:

g = uz’
transformieren, so daß dasselbe unter Fortlassung des oberen Index bei 
g‘ die Gestalt gewinnt:
,on 1 dz‘ 2. V(1—22)(1—u4z2)
Es wird kaum eines Hinweises bedürfen, daß die Variabein g in (1) 
und (2) nicht identisch sind, aber natürlich linear voneinander abhängen.

Das in (1) rechts stehende Integral:

Jdz
vz(1 — 2)(1 — 2z)’

das den sechs Werten des Doppel Verhältnisses A entsprechend in sechs 
gleichberechtigten Gestalten angesetzt werden kann, wird auch als das 
„Hiemannsche NormalintegraV1 bezeichnet, da dasselbe von Riemann in 
seinen „Vorlesungen über elliptische Funktionen“1) zugrunde gelegt 
wird. Das in (2) gewonnene Integral:

1) Mit Zusätzen herausgegeben von H. Stahl (Leipzig, 1899).

( dz

hat die Gestalt des Legen dreschen Normalintegrals erster Gattung, 
das insbesondere auch in der Jacobischen Theorie der elliptischen Funk
tionen benutzt wird. Aber man würde die Jacobische Theorie nicht in 
die richtige Beziehung zu den elliptischen Funktionen erster Stufe setzen, 
falls man in dem letzten Integral das Legendre-Jacobische Normalintegral 
erblicken sollte. Vielmehr entsteht das letztere durch Ausübung der
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quadratischen Transformation g = g‘2 aus dem Integrale zweiter Stufe, 
wie unten darzulegen ist. Dagegen sollte das zuletzt angegebene Inte
gral als das „Ahelsche Normalintegral11 bezeichnet werden; in der Tat 
ist dasselbe von Abel in den „Recherches sur les fonctions elliptiques"1) 
durch lineare Transformation gewonnen, und es werden a. a. 0. die ver
schiedenen der Oktaedergruppe entsprechenden Gestalten von u be
reits angegeben, welche natürlich nur sechs verschiedene Werte von u4 
liefern (S. 356).

1) S. insbesondere Abel, ,,Oeuvres completes“, neue Ausgabe von Sylow und 
Lie, Bd. 1, S. 459, Formel (9).

Die Beziehung der Integrale zweiter und vierter Stufe zum Nor
malintegral erster Stufe (Weierstraßschen Normalintegrale) ist aus den 
Rechnungen der vorangehenden Paragraphen leicht festzustellen. Mit 
Rücksicht auf die späteren Ausführungen über die Jacobische Theorie 
haben wir diese Beziehung insbesondere für die zweite Stufe weiter zu 
verfolgen. Wir nehmen die Bezeichnungen e^\ e^\ e^\ e(4) für die Null
punkte einer zunächst beliebig gegebenen Verzweigungsform f~ wieder 
auf und wählen in den Formeln von S. 351 ff. für i,h,l,m, wie auch schon 
S. 352 geschah, die Kombination 1, 2, 3, 4. Das in g‘ geschriebene Inte
gral zweiter Stufe gewinnt man dann nach S. 351 durch die Trans
formation :
/3 _ e(•) — e(2) z — e(
°) ” ~ eöT —ec2) ' z—e4) ‘

eine Gleichung, aus welcher mit Rücksicht auf den Ausdruck von A: 
/AN (e(D—e()(e0)—e4)
V* " ~ (e(1) — e(8))(e(4) — e(2))
leicht noch die Folgerungen:
/- 1 ,_  e(L) — e(4) z—e(2) , , e(1) — e(4) z—e(3)N° 1 — z — eQ)— e(2) • 2—e(4) ‘ -ds e()—e(3) • g  e(4)
gezogen werden.

Ist nun fz die Verzweigungsforni erster Stufe, so hatten wir deren 
Nullpunkte bereits S. 351 in folgender Anordnung mit den e^\ e(2), . . . 
identisch gesetzt:

(6) e(1) = co, e(2) = e,, e(8) = e(a) = e

Indem wir diese Anordnung bevorzugen, gelangen wir von der ersten 
Stufe aus zu einem ersten unter den sechs gleichberechtigten Normal
integralen zweiter Stufe vermittelst der Transformation:

(7) g‘=e—&, 1-g‘_5-6, 1—a0‘_2-6,% — €1 7 z z — e1‘
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während wir für A auf die schon S. 351 angegebene Darstellung:
e, e, 
e, e,

zurückkommen. Für fz ist entsprechend der Festsetzung (6) in die 
Formeln, welche die irrationalen Invarianten erklären, an Stelle der all
gemeinen Gestalt der Verzweigungsform:

fs = (g, e()(a, e(®))(e, e(S))(e,
nunmehr die Verzweigungsform erster Stufe mit folgender Anordnung 
der Faktoren einzutragen:

f. = 4z2(21 “ e222)(21 — ~ e,22).
Denken wir also die Transformation (7) homogen und unimodular ge
schrieben, so wird sich fz in g,,z so ausdrücken:

f. = z(22—2)(Le, + M2)e,
wobei für L und M die Darstellungen gelten:

L = -IM, M- (e(a), e(S))(e(4), e(2) = 4(e, - ej.
Für Yfz ergibt sich damit als Darstellung in den neuen Variabein:

Vf. = Ve, - e, • V42,(2, - <)« -
Das Vorzeichen der rechts auftretenden WurzelVe — e, wollen wir vor
erst beliebig, aber fest gewählt denken und an der Auswahl weiterhin 
festhalten.1) Den im Nenner des Integrals stehenden Faktor Ve—e 
multiplizieren wir nach links hinauf. Das so entspringende Integral:

1) Unten (in § 4 des folgenden Kapitels) wird Ve, — e, eindeutig fixiert.

(9) uVe—e 

wollen wir endgültig als das Normdlintegral erster Gattung zweiter Stufe 
(in einer ersten unter den sechs Gestalten) erldären. Wir gebrauchen für 
dasselbe die Bezeichnung w, so daß dieses Integral unter Fortlassung 
des oberen Index bei g‘ erklärt ist durch:

(10) w= f  --------is
J V4z(1— 2)(1—2z)

Was die Integrale der beiden anderen Gattungen angeht, so mögen 
wieder nur für die zweite Stufe einige Ausführungen angeschlossen 
werden. Das Normalintegral zweiter Gattung erster Stufe: 

dz'
V4z‘(1—z‘)(1—2z")

hatte den Pol bei g=O. Wir gelangen bei Gebrauch der bisherigen 
Transformationen zu dem bei Legendre und Jacobi vorliegenden 
Integrale, falls wir den Pol zunächst nach g = e verlegen. Diesem 
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Zwecke dient die Formel (4) S. 152; dieselbe nimmt, wenn wir die Inte
grale durchweg unbestimmt schreiben und für fz die Verzweigungs
form erster Stufe eintragen, die Gestalt an:

- foc, e)au - "u"i," + e
Die Funktion ©(g, e,) hat nach S. 147 die Bedeutung:

•(4, = 4f‘(e)(e -6)-1+ Lf"(6,),
bestimmt sich also, wenn wir für f(g) seine Bedeutung eintragen, zu:

Durch Eintragung dieses Ausdruckes von ©(g, e.) in das eben ange
gebene Integral und Division mit Ve — e. ergibt sich:

( (1 - e—&, • e—e) d(u Ye. - ej•\ e2—e2—e1/N‘ 17 = -( 5—eu-
Vea-e1\

V4z3—g22—93) 2(2— e,) /
Transformieren wir nun das links stehende Integral auf Grund von (7), 
(8) und (9) auf die der zweiten Stufe zugrunde liegende Variabele g‘,

' so folgt:
/ui C (1 )dzJ v/4z‘(1 — z")(1 — 2z’)

1
Ve, e, § — egu — V4z3—g,2— ga 

2(z—e) )
Das links gewonnene Integral ist das Normalintegral zweiter Gattung 
.zweiter Stufe, welches wir einführen wollen; wir nehmen für dasselbe 
die frühere Bezeichnung Z wieder auf und haben also unter Fortlassung 
des oberen Index bei z' folgende Erklärung des Integrals Z\ 

y_ ( (1  (,/1—22" J v4z(—c( — 212) J V4z(1—ed
dessen Zusammenhang mit dem Integral erster Stufe $ durch (11) an
gegeben ist.

Das in (5) S. 153 angegebene Normalintegral dritter Gattung erster 
Stufe, welches unbestimmt geschrieben:

f* dz C diiJ (z — t) v4z-g,2—9 J z~t
lautet, war unter der Voraussetzung gebildet, daß t endlich und von. 
den ek verschieden war. Diese Voraussetzung, an der wir festhalten, 
hat zur Folge, daß die beiden logarithmischen Unstetigkeitspunkte in 
der zweiblättrigen Riemannschen Fläche gerade übereinander liegen, 
nämlich an den beiden durch z = t gegebenen Stellen. Beim Übergang 
zur zweiten Stufe auf Grund der Transformationen (7) hat man zu setzen:

1  1  e, e, . 1 e, e,2 — t e, — t (t — eN z' — a ’ t — e,?
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so daß in der transformierten Riemannschen Fläche die Unstetigkeits- 
punkte bei = oc übereinander liegen. Durch Multiplikation mit 
d{u Ve, — e,), Integration und eine einfache Umformung ergibt sich: 
/.9 C dz t e,/ \ 14- \ C d u \

J(z‘ --  c)V4z‘(1 --  2)(1 --  2z’) Ve, --  e,\ J 2 V

Dieses Integral Ijezeichnen icir als Normalintegral dritter Gattung gioeiter 
Stufe; dasselbe möge entsprechend der früheren Bezeichnung wieder 
durch das Symbol II gekennzeichnet werden, so daß wir bei Fortlassung 
des oberen Index an z \
, ,/• dz

v 7 J (z — a) V4z (1— 2)(1 — 2z)
zu schreiben haben.

Den sechs verschiedenen Gestalten des Doppelverhältnisses Ä ent
sprechen sechs verschiedene Arten, die Integrale der zweiten Stufe her
zustellen, wie schon wiederholt hervorgehoben wurde. Wir gelangen 
zu allen sechs Gestalten, wenn wir in den Transformationsformeln (3) ff. 
die oberen Indizes der e" permutieren. Mit Rücksicht auf die Invarianz 
von 2 gegenüber den Substitutionen der Vierergruppe G^, deren Substi
tutionen übrigens, beiläufig bemerkt, in der Variabein g der zweiten 
Stufe die einfache Gestalt:

, ,1 , z — 1 ,1z — 1Z = 2, 2 =a , 2 - 22  1, 2 = 22—,
annehmen, gelangen wir bereits zu allen sechs gleichberechtigten Ge
stalten, wenn wir in (7) und (8) die sechs Permutationen der unteren 
Indizes an den e1, e2, e3 vornehmen. Die sechs gleichberechtigten Varia
bein 2 hängen dabei (ebenso wie die sechs Werte R) linear zusammen; 
und wir gelangen, wie man aus (7) und (8) leicht berechnet, zu folgen
den sechs, den links angeschriebenen Permutationen entsprechenden Trans-

die eine Gruppe Ge linearer Substitutionenpaare bilden.

formationen:
e,, eg. eg; z' = 2, a,
e,, eg. eg; z' = 1z, a‘ = 1

2'
eg. e,, eg; z

z
= 2—1’ a‘ = 1 - 1

(15)
e2, eg. e,; g‘ (1 — l)z

z — 1 ’ a‘ = 1
1 — 2'

es. e,, e2; z' Xz
Xz — 1 ‘ A‘ = 2— 1

—)

es. e2, e,; z' - (1 — A)z1 — 2 z , V = X
T— 1 >
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Will man die sechs Gestalten des Integrals w miteinander in Be
ziehung setzen, so ist zunächst zu beachten, daß der unteren Grenze 
co des Integrals erster Stufe u bei allen sechs Integralen w die untere 
Grenze g‘ = 0 entspricht. Da nun bei den Substitutionen (15) der 
Wert 2=0 immer auch g‘ = 0 liefert, so werden die sechs Integrale 
(mit den unteren Grenzen 0 angesetzt) zugleich verschwinden und also 
bis auf Faktoren, die von g unabhängig sind, gleich sein. Diese Fak
toren sind zunächst nur bis auf das Vorzeichen bestimmt, da wir mit 
der einzelnen linearen Substitution (15) immer noch einen Austausch 
der Blätter der F, und also einen Zeichen wechsel der Wurzel unter 
dem Integralzeichen verbinden können. Im übrigen hat man zu beachten, 
daß dw = duYe2— e, ist, und muß das Verhalten der rechts stehenden 
Wurzel gegenüber den Permutationen der e,, e2, e, feststellen. Lassen 
wir den Substitutionen (15) die Transformationen:
(16) w'= io, iw, iwV1—A, iwVA, wV1—2

entsprechen und denlten dabei VA, V1 — 2 irgendwie eindeutig geivcMt, so 
würde dadurch über die Blätterzuordnung bei den Substitutionen (15) eine 
eindeutige Bestimmung getroffen sein.

Wollen wir etwa die dritte Gestalt des Integrals w direkt aus 
dem Integral w herstellen, so ist in (3), (4) und (5) einzutragen: 
(17) e()=c, e(2)=e,, e(3)=e, e4)=e,
was folgende Transformation ergibt:

(19) A‘=1—2=6—6.— e2
Die Form f3, homogen und unimodular transformiert, liefert:

fz = gi (z — 21) {L z -f- M 22) 22 ,
wobei für L' und M‘ gilt:

L' = - a‘M‘, M‘ = 4(e, - e^),

T im Sinne von (19) gebraucht. Für die Wurzel Yf ist zu setzen: 

Yfz = i Ve — eV4z (z2 — z1) (z2 — 2 z) z2,
so daß für die neue Gestalt des Integrals erster Gattung zweiter Stufe 
sich ergibt: 

 
w' = - ( (2‘,d:")   i YT^-~~e~ ((z,dz)

— — 2 . Vf 

= iuYe.2 —e iw,
womit die unter (16) an dritter Stelle stehende Transformation w' = iw 
wieder gewonnen ist.
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Auch beim Integral zweiter Gattung zweiter Stufe:

Z=/(1- Az) dw
wollen wir noch die Wirkung der weiterhin besonders wichtigen dritten 
Transformation (15) feststellen. Wir setzen, z‘, R‘ und w‘ im Sinne 
dieser Transformation gebraucht, an:

Nun zeigt man sehr leicht durch Differentiation die Richtigkeit der 
Gleichung:

. 1/2(1 — Az) (2—z—212—A22 7
V 1 — z J 1 — z

Multipliziert man diese Gleichung mit i und zieht sie alsdann von der 
voraufgehenden Gleichung ab, so folgt:

J (1 — 2’2) dw' — iw — i V 1  22 = — i fo(1 — Xs^dw.

Die dritte Gestalt Z' des Integrals zweiter Gattung zweiter Stufe hängt 
demnach mit der ersten Z wie folgt zusammen:

(20) Z’ - - iZ + iw + i V/e(=2 .
Zu demselben Ergebnis müssen wir gelangen, falls wir die frag

liche dritte Gestalt von Z sogleich vom Normalintegrale $ aus mittelst 
der Transformation (18) herstellen. An Stelle der Gleichung (11) tritt 
alsdann unter Austausch von e1 und e, die folgende Gleichung für Z':

(21) z - /(I - a‘0 du" - 1 (e + + 1,2651) ,6 • y ‘2 °1 ' v u

wo rechter Hand zur Vermeidung von Verwechslungen die der ersten 
Stufe zugrunde liegende Variabele z^ genannt ist. Der Pol dieses Inte
grales entspricht der Stelle e, der ursprünglichen Riemannschen Fläche. 
Die in die Gestalt:

_ iZ = - i f(i - 22) dw - 1 ä + e,u + 47 9,2,-%)• iVe2 —e1 N "wo 51/ /
umgeschriebene Gleichung (11) führt, mit (21) kombiniert, leicht zur 
Beziehung (20) zurück.

§ 6. Die Legendreschen Normalintegrale.
Die bei Legendre und im Anschluß an ihn bei Jacobi vorlie

gende Normalgestalt des Integrals erster Gattung stimmt äußerlich ge
nommen, mit dem Integral vierter Stufe überein. Wie indessen bereits 
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oben (S. 360) hervorgehoben wurde und im nächsten Kapitel näher dar
zulegen ist, würde man die bei Jacobi vorliegenden Entwicklungen 
nicht in richtiger Weise an die Theorie der elliptischen Funktionen 
erster Stufe anschließen, wenn man das Integral vierter Stufe tat
sächlich als das Legendresche Normalintegral auffassen würde. Die Ein
führung der Legendreschen Integrale hat vielmehr in folgender Weise 
zu geschehen: Die Normdiintegrale der zweiten Stufe w, Z und II, die 
wir etwa in ihren Grestdlten (10), (12) und (14) § 5 gegeben denken^ 
gehen durch die quadratische Transformation:

(1) „ „12Z = z

in die bei Legendre und Jacobi zugrunde liegenden Integrale über:

’ dz'
y/(1 —

(2) (1 — Iz'^dz' Cy/1 — Az‘2 7 'va-a-iJV-rd ’
’ dz'
(2 2 — a) v(1—2‘2) (1 — lz'^

Für V2, eine Größe, die wir unten als Modulfunktion vierter Stufe 
eindeutig erklären, wollen wir die Jacobische Bezeichnung k einführen. 
Es ist dies die Größe, welche in der älteren Theorie, d. h. bei den ellip
tischen Funktionen zweiter Stufe, an Stelle der Größe J der ersten Stufe tritt; 
sie trägt entsprechend den Namen „Modula oder genauer „Legendreschera 
oder „Jacobischer Integralmodul11, was allerdings insofern unserem bis
herigen Brauche widerspricht, als wir den Periodenquotienten 0 als 
„Modul“ bezeichneten, die algebraischen Invarianten jedoch als Funktionen 
dieses Moduls 0 auffaßten.

Setzen wir übrigens noch V=ß und lassen bei z' den oberen 
Index fort, so nehmen unsere Normalintegrale die Gestalt an:

(3)
a (1 — k^z^dz 
v(1—g2)(1-% /V, dz,

Wir sind hiermit in der Tat zu elliptischen Integralen gelangt, bei denen 
die für das Normalintegral vierter Stufe charakteristische Gestalt der 
Verzweigungsform vorliegt. Nur gehören diese Integrale überhaupt nicht 
mehr als solche zu unserem durch die ursprüngliche Fläche F, festgelegten 
algebraischen Gebilde des Geschlechtes 1, vielmehr zu einem neuen Ge-
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ljilde, welches aus jenem durch Zusatz der aus (1) hervorgehenden Funk
tion g‘ =Vg entsteht. Die hierbei in Betracht kommenden algebraischen 
Entwicklungen sollen zunächst etwas weiter verfolgt werden; eine 
•allseitige und durchsichtige Darlegung der Verhältnisse gewinnen wir 
erst von der transzendenten Seite aus im nächsten Kapitel.

Indem wir g wieder als Variabele der Integrale zweiter Stufe be
nutzen, wollen wir das Feld F der beiden algebraischen Funktionen 
Vg(1 — g) (1 — Vg oder, was auf dasselbe hinauskommt, des Funk
tionenpaares V(1 — g) (1 — Az), V'z über der g-Ebene konstruieren. Das 
Feld F ist über der g-Ebene nur an den vier Stellen z = 0, 1, A-1, co 
verzweigt. Dabei ändert ein einmaliger Umlauf um eine der Stellen 0 
und oo die Funktion Vgim Zeichen, während V(1—8)(1—A8) un
verändert bleibt; ebenso ändert ein einmaliger Umlauf um eine der 
Stellen 1 und A-1 die Funktion V(1 — z) (1 — 2g) im Vorzeichen bei 
unveränderter Wurzel V'z. Somit ist an jeder der vier Stellen 0,1, A-1 co 
jedes einzelne Blatt des Feldes F mit einem zweiten Blatte durch einen 
zweiblättrigen Verzweigungspunkt verbunden, und vor allem ist F den 
vier Zeichenkombinationen bei — V(1 — z) (1 — kz\ —Vg entsprechend 
eine zusammenhängende vierblättrige Fläche F4 über der g-Ebene.

Wie diese F4 aus der ursprünglichen F2 durch doppelte Überlagerung 
herstellbar ist, werden wir unten in sehr einfacher Weise darlegen. 
Einstweilen genügt es festgestellt zu haben, daß das Feld des Funk
tionenpaares V(1— z) (1 — Xz\ Vz über der z-Fbene eine vierblättrige 
Fläche F4 mit acht, zu je zwei an den vier Stellen 0,1, -1,0 liegenden, 
.zweiblättrigen Verzweigungspunlden ist, deren G-eschlecht p sich somit nach 
der Fegel (4) S. 88 wieder zu 1 berechnet.

Auf dieser F4 des Geschlechtes 1 ist nun z' = y z eine „zweiwertige" 
Funktion, welche demnach geeignet ist, die F. erneut auf eine zwei
blättrige Fläche F2 abzubilden. Zum Unterschiede von der ursprüng
lichen F2 wollen wir für die eben erhaltene zweiblättrige Fläche des 
Geschlechtes 1 die Bezeichnung F, zunächst beibehalten, lassen hin
gegen den Index an der Variabein z' entsprechend der Schreibweise 
(3) der Integrale dieser F, fort. Auf der F, ist alsdann die Funktion 

V(1 — 23) (1 — kz2) = V(1 — 22) (1 — k2z2) eindeutig, so daß die vier 
Verzweigungspunkte, welche die F2 als eine Fläche des Geschlechtes 1 
besitzt, bei z = — 1 und z = + k^1 gelegen sind. Vor allem haben wir 
das Ergebnis gewonnen: Die Legendreschen Normalintegrale, als solche 
der ursprünglichen Fläche F2 gedacht, sind die Normalintegrale vierter 
.Stufe (Abelschen Normalintegrale) der eben gewonnenen Fläche F2 des 
■Geschlechtes 1.
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Schreiben wir, um die Integrale (3) äußerlich mit den Integralen 
vierter Stufe in Übereinstimmung zu bringen,

u?=k= VR,
so muß zwischen dieser Größe u2 und dem geeignet gewählten Doppel
verhältnis R der vier Verzweigungspunkte der F2 dieselbe Relation be
stehen, welche wir unter (10) S. 358 zwischen u2 und 2 aufstellten. 
Setzen wir aber, um die früheren Bezeichnungen der Verzweigungspunkte 
für die F zu gebrauchen:

e(I)=1, e(2)_-1, e(8)=k-1, e4)=-k-1.
so ergibt sich:, (e0—e2)(e—e“)_ 4k-1

"1 (e(1)—e(3))(e(4)—e(2)) (1—1-1)2 (u?—1)2‘
womit die Relation (10) S. 358 in der Tat wieder gewonnen ist.

Übrigens ist zu bemerken, daß weder Z noch II auf der F, ein 
Elementarintegral im Sinne von S. 144 ff. darstellt. Es hat nämlich auf dieser 
Fläche Z zwei bei g übereinander liegende Pole erster Ordnung, 
und II besitzt vier logarithmische Unstetigkeitspunkte, die zu je zwei 
bei g = — ß übereinander liegen.

Beiläufig erwähnen wir noch Legendres eigene Bezeichnungen für 
die drei Integrale (3)1):

1) S. dessen „Traite des fonctions elliptiques". (Paris 1825), Bd. 1 S. 14 ff.
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 24

A z7
F(c,P)= eJ V1 — C- sin

0

P( do 
J (1 — n sin2 p) V1 — c2 sin2 9 
o

Legendres ursprüngliche Bezeichnung des Moduls ist also c statt des 
späteren k; überdies ist 9 = arc sin g als unabhängige Variabele gedacht, 
und die Integrale sind mit bestimmten Grenzen versehen. Endlich ent
steht das Integral dritter Gattung aus dem Integrale (3) erst durch Be- 
haften mit dem Faktor — ß2, und es ist statt — ß~2 die Bezeichnung n 
gebraucht. Für V1 — c2sin2o bedient sich Legendre der Abkürzung:

(5) V1 — c  sin  • (p).2 2
Die Bezeichnungen Legendres haben die Wahl der Jacobischen Be
nennungen wesentlich beeinflußt.
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Die Perioden der Integrale der beiden ersten Gattungen treten bei 
Legendre zuerst in der Gestalt der sogenannten „vollständigen Integrald1 
auf. Um dieselben zu erklären und mit unseren Perioden 0., 0, von 
u und n1, 9,, von $ in die richtige Beziehung zu setzen, ist es uner
läßlich, für die Wurzeln unter den Integralzeichen genaue Zeichendis
kussionen anzustellen und also die beiden Blätter der Riemannschen 
Fläche F2 deutlich auseinanderzuhalten. Wir knüpfen im übrigen die 
Betrachtung an die Integrale der zweiten Stufe (von denen aus die 
Legendreschen hernach leicht wieder erreicht werden) und bedienen uns 
der von Jacobi eingeführten, sehr verbreiteten Bezeichnungen.

In Fig. 38, S. 171, haben wir ein Bild der ursprünglichen zweiblätt
rigen Riemannschen Fläche, in welcher die Verzweigungsschnitte S,, S2, 
S, von den Punkten ev e,, e3 aus zum vierten Verzweigungspunkte co 
laufen. Zufolge der damaligen Entwicklungen gilt für die Perioden von u:

Z==O Z=C

wo die Bahn des ersten Integrales das linke Ufer von S im oberen 
Blatte, die Bahn des zweiten das rechte Ufer von S. im oberen Blatte 
in den durch die Integralgrenzen angegebenen Richtungen ist. Zwei ent
sprechende Gleichungen gelten für die Periodenhälften 1 n2, — 1 n1, wenn 
wir nur u durch $ ersetzen.

Aus 10, und 10, gehen die entsprechenden Periodenhälften des 
in (10) S. 362 gegebenen Integrals zweiter Stufe w durch Multiplikation 
mit Ve, — e. hervor. Man bezeichnet diese Periodenhälften von w mit 
K und iK':

(6) 1 c, Ve, e, = K, } c0, Ve, e, = iK •

Um diese Größen direkt am Integral zweiter Stufe zu erklären, müssen 
wir die ursprüngliche Riemannsche Fläche mittels der Substitution (7) 

S. 361 transformieren. 
Die neue F2, deren Va- 
riabele wir sogleich 
wieder z nennen, ist in 
Fig. 69 dargestellt. Die 
Verzweigungspunkte 

liegen jetzt bei g 
1, co, A-1; in Klammern ist angedeutet, wie dieselben den Verzweigungs
punkten der ursprünglichen Fläche zugeordnet sind. Die Verzweigungs
schnitte S, und S, sind gerade gerichtet und verlaufen also längs der 
reellen g-Achse.
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Aus der Erklärung der Periodenhälften durch die obengenannten 
bestimmten Integrale ergibt sich nun zunächst:

i
 — ( dz

1 G0, V e, e. -— K — 9 ,7 , , ,,2 22 1 42(1— (—z)’
o

,--------- . , C dz
—201Ve—€=-iK‘=. y4z(=2(122) ,

o
wo das erste Integral am linken Ufer von S, im oberen Blatte, das zweite 
am rechten Ufer von S. im gleichen Blatte zu führen ist. Die auf der 
F, eindeutige Funktion V 4z(1 — g) (1 — Ag) soll dadurch bestimmt werden, 
daß wir V4g längs der Bahn des ersten Integrales reell und positiv 

wählen und für V(1 — g) (1 — Az) an der unteren Integralgrenze g 
den Wert —1 vorschreiben. Dann ist im zweiten Integrale V4g negativ 
imaginär und V(1— (—Az) an dessen unterer Grenze wieder gleich - 1.

Wir wollen nun das zweite Integral mittelst der dritten Substitution 
(15) S. 364 auf die entsprechende gleichberechtigte Gestalt überführen. 
Hierbei gilt jedenfalls:

dz' , . dz
V4z (1 — z )(1 — 1 zj V4z(1 — 2)(1 — 2z)

und die Grenzen werden g‘ = 0 und g‘ = 1. Treffen wir demnach die 
Bestimmung, daß längs der neuen Integrationsbahn V4g’ wieder reell 
und positiv ist und v(1 — g‘)(1 — A‘ g‘) an der unteren Grenze z' = 0 
den Wert +1 hat, so ist mit Rücksicht darauf, daß das in der letzten 
Gleichung rechts stehende Differential dz längs der für K‘ geltenden 
Integrationsbahn reell und negativ ist, in jener Gleichung das obere 
Zeichen zu wählen, so daß:

dz . dz'________   __________   V4z(1—2)(1—2z) y4z‘(1—z)(1—2‘z‘)
zu gelten hat. Hieraus ergibt sich aber, wenn wir gleich wieder den 
Index bei der Integrationsvariabelen z' fortlassen:

0

’ dz
y/4z(1 — 2)(1 — X' z}

eine Gleichung, die derjenigen für K genau entspricht.
Bei Übergang zu den Legendr eschen Integralen mittelst der be

kannten quadratischen Transformation führen wir statt 2 wieder die Jaco
bische Bezeichnung 7c2 ein. Zugleich schreiben wir:

A‘ = 1 _ A = 1 _ 72 = Z‘2
24*
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und haben damit die Größe:
(7) k‘ = v1-k

gewonnen, welche in der älteren Theorie als der ,komplementäre Inte- 
grdlmoduV1 bezeichnet wird. Die beiden in (6) eingefiihrten Größen K 
und K, d. h. die eine Periodenhälfte des Integrals zweiter Stufe w und 
die durch i geteilte zweite Periodenhälfte, können mittelst der Leg^dreschen 
Integrale erklärt werden durch:

i i
(8) K=(d_, K‘ = (d: ,

.V(1—g2)(1—k2z2)‘ .) V(1—z2)(1—k‘2z2)‘
0 0

mit der Bestimmung, daß die Wurzeln an der unteren Grenze z = 0 der 
geradlinigen Integrationsbahn übereinstimmend gleich — 1 sein sollen. Schrei
ben wir nach Legendre:

g sin 9, v1 — k2 sin2 p=4 (k,9).

auch in die Gestalt kleiden:so können wir die Gleichungen (8)

c do
JI d(Jc',Cp)

Dies aber sind die sogenannten „vollständigen Integrale“ Legendres.
Entsprechend gestalten sich die älteren Bezeichnungen betreffend 

die Perioden des Integrals zweiter Gattung. Das in (12) S. 363 ge
gebene Integral, am linken Ufer von S2 im oberen Blatte der F, von 
z bis g erstreckt, liefert die der Größe K entsprechende mit E 
bezeichnete Halbperiode:

i
C (1 — Zz^dz

J yz(1 — z)(1 —22) 
o

Die Gleichung (11) S. 363 ergibt sofort:

E = —— (1na +V e2 e1
woraus wir mit Benutzung der ersten Gleichung (6) folgern:

(11) g,=2/e,-eE-2eK.
Ve2 — e1

Die K‘ entsprechende Größe E' gewinnen wir, wenn wir das Integral 
(21) S. 366 unter Festhaltung der bisherigen Bestimmungen über 
Vg‘(1 — g‘)(1 — 2‘g‘) geradlinig von z' = 0 bis z' = 1 ausführen:

i
" (1 — l'z')dz

yz(1 — z)(1 — X' z)
o
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Die Integrationsbahn entspricht derjenigen von 0 bis oo am rechten 
Ufer des Schnittes S. im oberen Blatte der in Fig. 69, S. 370, darge
stellten F2, welche für § und u die Periodenhälften — 1n. und — 101 
liefert. Die genannte Gleichung (21) S. 366 1) ergibt somit:

E‘ = ——— (“ 191—1 e, Ve2 61
woraus weiter mit Benutzung der zweiten Gleichung (6):

(13) =-2ie-eE-2eK
V e2 e1

gewonnen wird. Die beiden Größen E und E' stellen sich mittelst der 
Legendreschen Integrale in der Gestalt-.
(14) z-j v/—F; az, p =f v-1 a.

0 0

dar, wo die Integrale längs der reellen Achse von 2=0 bis z = 1 ^u 
führen sind und die Wurzeln an der unteren Grenze übereinstimmend 
den Wert 4- 1 haben sollen. Führen wir wieder die Bezeichnungen 9
und 2 ein, so entstehen Legendres „vollständige Integrale“ der zweiten
Gattung: 

(15)
2

= J Afk', cp^dg). 
o

Für das Normalintegral (12) S. 363 zweiter Gattung ist nur erst 
E eine Periodenhälfte, wogegen E' eine Periodenhälfte des in (21) 
S. 366 gegebenen Integrales Z' ist. Die auf die Gestalt:

Z_iz - iw’ + 1/2(1—22)• 1 — z
umgerechnete Gleichung (20) S. 366 liefert jedoch als zweite Perioden
hälfte für Z sofort i(E' — ICf

Die Folge dieses Umstandes ist, daß die „Legendresche Relation“ 
(6) S. 160, auf K, K', E und E' umgerechnet eine etwas kompliziertere 
Gestalt annimmt. Berechnen wir aus (6): 

und benutzen die Ausdrücke (11) und (13) von 12 und n1, so rechnet 
sich die Relation (6) S. 160 um auf:
(16) KE’ + K'E - KK' = 2.

1) Die daselbst benutzte, der dritten Substitution (15) S. 364 entsprechende 
Transformation diu' = i• dw hat zwischendurch ihre nähere Begründung gewonnen.



374 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

Dies ist aber in der Tat, in Jacobis Bezeichnungen geschrieben, die 
ursprünglich von Legendre angegebene Relation.1)

Zweites Kapitel.

Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe.
Nach den algebraischen Vorbereitungen des vorigen Kapitels sind 

wir nunmehr imstande, das von Klein2) aufgestellte „Prinzip der Stufen
teilung“ zu formulieren, welches uns gestatten wird, die Entwicklungen 
der älteren Theorie der elliptischen Funktionen in ihrem Verhältnis 
zur Weierstraßschen Theorie in einfachster Weise zu erfassen. Wir be
handeln im vorliegenden Kapitel zunächst die Funktionen der zweiten 
Stufe als solche von u, 01, 02; weitere Ausführungen über die Modul
funktionen zweiter Stufe folgen im nächsten Kapitel.

§ 1. Das Prinzip der Stufenteilung und der Begriff der elliptischen 
Funktion nter Stufe.

Die S. 319 symbolisch durch Ilu, •) bezeichnete Gruppe aller Sub
stitutionen der drei Variabelen u, 0,, 02:

u' = u — m101 - m202,
01 = C0, — ßo2,
02= y0,+ 02,

unter m, m2 beliebige ganze Zahlen und unter a, ß, y, d irgendwelche 
vier ganze Zahlen der Determinante 1 verstanden, hatten wir S. 318 ff. dem 
Begriff der doppeltperiodischen oder elliptischen Funktionen erster Stufe 
zugrunde gelegt. Dieselben waren eindeutige homogene analytische 
Funktionen von u, 01,02, welche gegenüber den Substitutionen der I‘lu,0) 
entweder invariant oder doch in charakteristischer Weise kovariant waren.

Die Erweiterung dieses Funktionsbegriffes soll nun darauf beruhen, 
daß wir neben der Gesamtgruppe I,") auch gewisse gleich näher zu 
bezeichnende Untergruppen der Ilu,®) zulassen und dann auch solche 
Funktionen in Betracht ziehen wollen, welche zwar im übrigen den Charakter 
der Funktionen erster Stufe besitzen, jedoch erst gegenüber den Substitu
tionen jener Untergruppen die Eigenschaften der Invarianz bzw. Kovarianz 
besitzen.

Die Untergruppen, um die es sich für uns handeln soll, sind aber 
folgendermaßen zu erklären: Ist n irgendeine positive ganze Zahl, so

1) S. den „Traite des fonctions elliptiques", Bd. 1 S. 62 ff.
2) S. die Nachweise S. 117.
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bilden alle diejenigen Substitutionen von •), deren Koeffizienten die Kon
gruenzen^ befriedigen:
(1) m, = 0, m,= 0, c==1, ß=y=0 (mod. n),

eine Untergruppe der ivelche wir mit Klein als die „Hauptkongru
enzgruppe der nten Stufe“ bezeichnen. Man wird in der Tat leicht be
stätigen, daß zwei die Kongruenzen (1) befriedigende Substitutionen, 
miteinander kombiniert, stets wieder eine den Bedingungen (1) genügende 
Substitution liefern. Die Bezeichnung „Hauptkongruenzgruppe“ nter Stufe 
deutet an, daß neben ihr durch Kongruenzen modulo n noch andere 
Untergruppen erklärbar sind; wir werden dies im Falle n = 2 unten 
weiter auszuführen haben.

Die eben eingeführte Benennung kann man auch auf die Gruppe 
und die Modulgruppe I() gesondert anwenden. Innerhalb der 

wird die „Hauptkongruenzgruppe nter Stufe“ von allen Substitutionen:

u = u — m^ 0, - m^ gj^

gebildet, bei denen die ganzen Zahlen m1, die beiden ersten Kon
gruenzen (1) befriedigen. Innerhalb der homogenen Modulgruppe 
liefern alle Substitutionen:

01=001 4- ß 02, o’701—0 02,
deren ganzzahlige Koeffizienten die vier letzten Kongruenzen (1) er
füllen, die „Hauptkongruenzgruppe nter Stufe“. Die so benannte Unter
gruppe der entsteht dann einfach, indem wir jede Substitution 
der einen der eben genannten zwei besonderen Hauptkongruenzgruppen 
mit jeder der anderen zu einer ternären Substitution kombinieren.

Einen Diskontinuitätsbereich der in der enthaltenen Haupt
kongruenzgruppe nter Stufe können wir in einer ersten Gestalt sofort 
angeben, da diese Untergruppe aus allen Substitutionen:

u‘=u—m‘- (ncoß) -|- m‘ • (no2)
besteht, in denen jetzt m‘, m^ wieder beliebige ganze Zahlen sind. Ein 
Eiskontinuitätsbereich der fraglichen Untergruppe rvird also z. B. durch 
ein Parallelogramm der Ecken u 02, n0.— %02, n0. geliefert, 
welches, ivie man sofort überblickt, aus n2 Parallelogrammen des zur 
gehörenden Netzes zusammengesetzt werden kann. Wir wollen die An
zahl n2 dieser Parallelogramme als unteren Index dem Symbol E an
hängen und also die Hauptkongruenzgruppe nter Stufe innerhalb der 
E^ durch das Symbol 1‘) bezeichnen. Die durch Kongruenzen mo
dulo n innerhalb der Modulgruppe Io) erklärbaren Untergruppen sind

1) S. über den Begriff der Kongruenz S. 281. 
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in dem Werke „Modulfunktionen“ Bd. 1, S. 387 ff. sehr ausführlich be
trachtet. Der Diskontinuitätsbereich der Hauptkongruenzgruppe nter Stufe 
in der o-Halbebene setzt sich aus einer a. a. 0. S. 397 unter (7) ange
gebenen endlichen Anzahl von Doppeldreiecken des zur I‘(w) gehören
den Dreiecksnetzes (vgl. Fig. 61, S. 291) zusammen.

Erst mittelst dieser Diskontinuitätsbereiche kann man den Begriff 
der „elliptischen Funktionen der nten Stufe“ genauer umgrenzen. Eine 
„elliptische Funktion nter Stufe“ soll eine eindeutige homogene Funktion 
»(u0., 02) ganzzahliger Dimension d der drei Argumente u, 0,, 0, sein, 
die gegenüber den Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe nter Stufe inner
halb der invariant oder in gewisser Art kovariant ist; dieselbe soll 
bei stehenden Werten 01, 0, eine analytische Fzmktion von u sein, die 
im Diskontinuitätsbereiche der frei von wesentlich singulären Stellen 
ist und also die ganze u-Ebene abgesehen von der Stelle u = oc zum Felde 
hat; es soll ferner:

,/ \ (u 1 \02 "•(01,02)- (,0, 1)
bei stehendem Werte von 0, eine analytische ‘ Funktion von co sein, die 

im Diskontinuitätsbereiche der Hauptkongruenzgruppe nter Stufe innerhalb 
der Modulgruppe frei von wesentlich singulären Funkten ist und also 
die positive o-Halbebene zum Felde hat. Einer näheren Erläuterung be
darf hierbei der Rand der positiven o-Halbebene, d. h. die reelle o-Achse, 
deren rationale Punkte der Halbebene zuzurechnen sind (vgl. S. 295). 
Der Diskontinuitätsbereich der Hauptkongruenzgruppe nter Stufe ragt 
an solche Punkte mit einer endlichen Anzahl von Spitzen heran (s. das 
Netz der Dreiecke in Fig. 61, S. 291). Hier müssen allgemein entspre
chende Verhältnisse vorliegen, wie wir sie bei den Funktionen erster 
Stufe in der an den Punkt 0 = 00 heranragenden Spitze des Diskonti
nuitätsbereiches der Gesamtgruppe F^ an trafen. Der an einen ratio
nalen reellen Punkt co heranragende Zipfel des Diskontinuitätsbereiches 
der Untergruppe wird durch eine geeignete Exponentialfunktion (vgl. 
die S. 299 ff. viel gebrauchte Funktion q2=e2zi0) auf die schlichte Um
gebung eines Punktes abgebildet; in diesem Punkte muß dann eben 
die elliptische Funktion nter Stufe, genau wie dies für n = 1 im Null
punkte der q2-Ebene der Fall war, ihren analytischen Charakter be
wahren oder doch nur einen Pol aufweisen.

Während nun der allgemeine Fall der nten Stufe zu denjenigen 
Entwicklungen hinführen würde, welche in der älteren Theorie der 
elliptischen Funktionen bei der Multiplikation, Division und Transfor
mation nten Grades der elliptischen Funktionen sich ergeben haben, fin
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den wir für n = 2 nicht nur den Spezialfall der Multiplikation usw. 
zweiten Grades, sondern wir gelangen, indem wir den Fall der zweiten 
Stufe systematisch entwickeln, gerade genau zu der vornehmlich durch 
Jacobi in feste Formen gefügten älteren Theorie der elliptischen 
Funktionen.

Es soll dies in der Anordnung entwickelt werden, daß wir zunächst 
die Abhängigkeit der Funktionen von u bei stehenden 0., 0, betrach
ten, also die „doppeltperiodischen Funktionen zweiter Stufe“ untersuchen. 
Hieran soll sich im nächsten Kapitel die Besprechung der „Modulfunk
tionen zweiter Stufe“ anschließen.1 2)

1) Betreffs der älteren Geschichte der Modulfunktionen verweisen wir auf 
das Referat II B 4 (Automorphe Funktionen und Modulfunktionen) in der „Enzy
klopädie der mathematischen Wissenschaften“, Nr. 2.

2) Zur Abkürzung ist das Kongruenzenpaar:
m = i, m, = k (mod. n)

in den Ausdruck (m,, m,) = (i, 7c) zusammengezogen.

§ 2. Die Kongruenzgruppen zweiter Stufe in der I(u).
Die Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe ist nicht die einzige 

Untergruppe der Iu, welche wir durch Kongruenzen modulo 2 angeben 
können. Um die gesamten „Kongruenzgruppen zweiter Stufe“ aufzustellen,, 
bemerken wir, daß es im ganzen vier mod. 2 inkongruente Typen von 
Substitutionen der gibt, entsprechend den folgenden vier für die 
ganzzahligen Koeffizienten m1, m2 gültigen Kongruenzen:

(2) (m,,m,) = (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) (mod. 2)?)

Nehmen wir die bereits S. 229 ff. benutzte Bezeichnung S für die Sub
stitutionen der wieder auf, so können wir vier spezielle diesen Kon
gruenzen genügende Substitutionen in den Gestalten:

So (u) = u, S (u) = u + 01, S, 00 =u- 02, S, {u) = U — GJ1 — 0, 
auswählen. Die I") besteht aus den gesamten die erste Kongruenz (2) 
erfüllenden Substitutionen. Kombinieren wir die Substitutionen der I’u) 
mit S, so erhalten wir das symbolisch durch S.-IIu) zu bezeichnende 
System aller Substitutionen der I’w), welche die zweite Kongruenz. 
(2) erfüllen. Entsprechend finden wir für die dritte und vierte Kon
gruenz (2) die symbolisch durch S, • I’u), S, • zu bezeichnenden Sub
stitutionssysteme. Die Gesamtgruppe ergibt sich durch Zusammen
fassung dieser einzelnen Systeme:

I w) = r(u) + s, • + s, • + s, • r^.4 • ± 42 4*o 4

Wir denken uns die Substitutionen der Fu^ dieser Zerlegung entspre
chend in 4 Zeilen angeordnet..
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Man zeigt nun leicht, daß, wenn man aus zwei „bestimmten“ unter 
diesen vier Zeilen (die auch identisch sein dürfen) zwei „beliebige“ Sub
stitutionen herausgreift, durch deren Kombination eine Substitution einer 
„bestimmten“ dritten Zeile entsteht. So geben zwei Substitutionen aus 
einer und derselben Zeile, kombiniert, stets eine Substitution der r^u\ d. h. 
der ersten Zeile; ebenso liefern zwei Substitutionen, welche zwei ver
schiedenen unter den drei letzten Zeilen angehören, kombiniert, stets 
eine Substitution der dritten Zeile (d. h. derjenigen Zeile, welcher die 
beiden kombinierten Substitutionen nicht angehören).

Nun ist selbstverständlich, daß in einer durch Kongruenzen modulo 
2 definierbaren Untergruppe der Iu) mit einer Substitution sogleich 
die ganze ihr angehörende Zeile enthalten ist. Eine Gruppe, welche 
zwei unter den drei letzten Zeilen enthält, umfaßt nach den eben ge
gebenen Darlegungen auch die dritte sowie natürlich die Iu; eine solche 
Gruppe ist also mit der Gesamtgruppe I) identisch. Es bleibt dem
nach nur die Möglichkeit, eine einzelne unter den drei Zeilen S • ,
S, ’ I, S, ’ II") mit der I'u) zu je einer Untergruppe zu vereinigen. 
So ergeben sich außer der Hauptkongruenzgruppe noch drei weitere 
■„Kongruenzgruppen der zweiten Stufe^:

+ S, • r^, + S, • r(u), I(u) + s. • m4 * 1 4,7 4:' 2 4 - 4 • 4 7

welche wir zufolge (2) auch unmittelbar durch die Kongruenzen: 
(3) m2 = 0, m = 0, = m2 (mod. 2)

erklären können. Da wir alsbald erkennen werden, daß sich die Dis
kontinuitätsbereiche dieser Untergruppen je aus zwei Parallelogrammen 
des ursprünglichen Netzes der Iw) zusammensetzen lassen, so mögen 
die Untergruppen symbolisch durch I,") bezeichnet werden und, wenn 
wir sie voneinander unterscheiden wollen, genauer durch I), I,), r^u\ 

Je zwei Substitutionen S, und Sk der I(" sind miteinander ver
tauschbar, S,-S,= Sk-S{. (vgl. S. 131). Wenn wir demnach auf Grund 
der allgemeinen Regeln von S. 128 ff. eine einzelne unserer Untergruppen 

oder die IH) vermittelst irgendeiner Substitution S der I(" „trans
formieren“, so erweist sich hierbei die transformierte Gruppe mit der 
ursprünglichen identisch:

s . röb. s-1 = I), s • r? • s-1 = r^.

KLan nennt dieserhalb jede der drei Kongruenzgruppen I) sowie die 
Hauptkongruenzgruppe „in der Gesamtgruppe I(" ausgezeichnet“.

Anders gestalten sich indessen die Verhältnisse innerhalb der ter
nären Gruppe in welcher wir die als ternäre Untergruppe 
der Substitutionen:

u = u + m,0, — ^co.2) o‘ = 01, 02= 02, 
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die Modulgruppe I‘(o) aber als ternäre Untergruppe:

u = u, 0. = C0, — ßo,, 0‘ =701—80,
aufzufassen haben. Transformieren wir jetzt eine beliebige Substitution 
S(u) = u — m. 0, + m2 02 der I(" vermittelst irgendeiner Substitution V 
der I(v), so ergibt sich als transformierte Substitution S' = V- S • V-1 
die folgende:

u’ u — (m18 — m,1)0. — (— m1ß — m2a)G)2, o‘ = 01, o, = Og.
Die ganzzahligen Koeffizienten m[, von S' berechnen sich also aus 
den m, m2 in der Gestalt:

m‘ = m,8 — m27, m‘ = — m,ß — m2a,
zwei Gleichungen, aus denen sich zufolge ad — ßy 1 umgekehrt: 

m1 = m[a — m’v, m, = m’ß - ^8 
ergibt.

Hieraus folgt zunächst, daß zwei gerade Zahlen m,, m2 immer auch 
wieder gerade m[, liefern, sowie daß ein willkürlich gewähltes Paar 
gerader Zahlen m‘, immer auch durch ein gewisses eben solches 
Paar m1, m2 geliefert wird. Für die Hauptkongruenzgruppe gilt 
demnach bei Transformation durch irgendeine Substitution V:

v.

so daß die Hauptliongruenzgruppe zweiter Stufe auch innerhalb der 
ternären Gruppe ausgezeichnet ist.

Demgegenüber werden die drei Gruppen I$) durch die Substitu
tionen V ineinander transformiert. Die Art, wie dies bei der einzelnen 
Substitution V geschieht, richtet sich nach den Resten, welche die 
Koeffizienten a, ß, y, 8 bei Division durch 2 ergeben. Da a8 — ßy 1 
ist, so muß eines der Produkte ad und ßy gerade und eins zugleich 
ungerade sein. Ist also mindestens eine der Zahlen ß, y gerade (was drei 
Fälle liefert), so gilt c=8=1, (mod. 2); ist mindestens eine der Zahlen 
a, d gerade (was wieder drei Fälle ergibt), so gilt ß = y = 1, (mod. 2). 
Wir finden so, daß sich die Substitutionen der modulo 2 auf 
sechs inkongruente Typen reduzieren, welche wir symbolisch durch: 

v_/1,0 F = /1, 1) V  /1, o\y_ /0, 1) F  /1, Ny_ /0, 1) 0 \O,1D 1\0,1/‘ 2 — -3\1.0/‘ 41,0/’ 5 \1,1/
bezeichnen können; im nächsten Kapitel kommen wir hierauf ausführ
lich zurück. Die Substitutionen Vo des ersten Typus sind mod. 2 mit 
der identischen Substitution kongruent und bilden in ihrer Gesamtheit 
die Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe in der Modulgruppe 
Alle diese Substitutionen transformieren jede der drei I) einzeln in 
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sich. Transformieren wir durch eine Substitution V. vom zweiten Typus, 
so gilt für die ganzzahligen Koeffizienten m[, m‘ von S':

m‘ = mx, m‘ = m. — m2, (mod. 2).

(mod. 2);

v,.r(w).v-1=r)

Die drei Kongruenzen (3) ergeben somit: 
m‘=m‘, m' = 0, m‘=0,1 3 / 1 ‘ Z ‘

wir finden somit als transformierte Gruppen: 
v . m(u) . y-1 — n(u) y . T(u). y-1 — m(u)1 21 1 23 7 1 22 1 22 7

In dieser Art findet man jedem der sechs inkongruenten Typen von 
Substitutionen V entsprechend als eindeutig zugehörig eine der sechs 
Permutationen der drei I,); auch gelangen wir dabei zu allen sechs 
Permutationen, d. h. keine zwei modulo 2 inkongruente Substitutionen V 
liefern die gleiche Permutation. Die drei Kongruenzgruppen werden 
durch die Substitutionen der stets nur wieder ineinander transfor
miert und erfahren dabei alle sechs Permutationen; man nennt sie des
wegen innerhalb der „gleichberechtigt^.

Will man die Diskontinuitätsbereiche der in Rede stehenden Kon
gruenzgruppen in einer Art einführen, die der Gleichberechtigung der 
drei Gruppen entspricht, so knüpft man zweckmäßig für die Ge
samtgruppe an das S. 167 eingeführte, der Relation:

0, — 02 — 03 = 0
entsprechende Tripel reduzierter Perioden 0^ co2, 03 an. Deutet man die 
letzteren in der u-Ebene durch drei „Vektoren“, so bilden diese ein

A Dreieck (vgl. Fig. 70), an dem die Reduktionsbedingung da-
/ 01 durch zum Ausdruck kommt, daß dasselbe spitzwinklig oder 

°3/ \ im Grenzfalle rechtwinklig ist. Von hieraus gewannen wir
/\ durch fortgesetzte Ergänzung von Dreiecken zu Parallelo-

0, grammen das die ganze endliche u-Ebene überspannende Drei
ecksnetz der Fig. 52. S. 247; und es entstand weiter das Sechs

ecknetz der r^, indem wir in allen Dreiecken die Mittellote der Seiten 
(je bis zum Mittelpunkte des umschriebenen Kreises) zeichneten, wie 
Fig. 51, S. 242 darlegt.

Für die Hauptkongruenzgruppe haben wir jetzt einfach ein 
mit dem Dreieck der Fig. 70 ähnliches und ähnlich gelegenes Dreieck 
der doppelten Seitenlängen, d. h. ein Dreieck der drei „Vektoren“ 201, 
202, 20, zu zeichnen, welches aus vier Dreiecken des ursprünglichen 
Netzes aufgebaut werden kann (vgl. Fig. 71). Die Wiederholung der be
schriebenen Konstruldion im Anschluß an dieses größere Dreiech führt 
dann zum Sechsechnetze der r^. Weiter zerlegt nun aber jede der drei 
Mittellinien das große Dreieck in zwei Teildreiecke, von denen eines
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spitzwinklig ist oder beide rechtwinklig ausfallen. 
Das spitsivinklige Dreiecli oder ein beliebiges unter 
den beiden rechtwinkligen führt, der beschriebenen Kon
struktion zugrunde gelegt, zum Sechsecknetze der zu
gehörigen r^\ Natürlich arten im Falle des recht
winkligen Dreiecks die Sechsecke in bekannter Art 
zu Rechtecken aus (vgl. S. 239). Beispielsweise ge
langen wir zu der durch die zweite Kongruenz (3) 
erklärten I), wenn wir die zur Seite 20, des großen 
Dreiecks gehörende Mittellinie bevorzugen. Die drei
Seiten des Teildreiecks liefern dann die Vektoren 201, 0,, — 201 — 0, 

2(0^-}-o2, a2, 2g33, beide Male in Übereinstimmung mit der die
zweite Iu) erklärenden Kongruenz (3).

Die algebraischen Beziehungen zwischen der Gesamtgruppe und
den Kongruenzgruppen zweiter Stufe begründet man am einfachsten in 
der Art, daß man an eine zweiblättrige Fläche F, mit vier endlichen 
Verzweigungspunkten e(") und auf ihr an zwei Querschnitte Q., Q, an- 
knüpft, die nicht an die Verzweigungsschnitte herangezogen sind; Fig. 72

schnitte Q1, Q2 Zusammenstößen.

möge die Verhältnisse veranschaulichen. 
Die Funktion u bildet die zerschnittene 
Fläche auf ein (im allgemeinen nicht ge
radliniges) Parallelogramm ab, dessen vier 
Ecken uw ,= Mo-02,1,= u0 —0.—02, 
u3 = uo — 01 den vier Zipfeln der F, ent
sprechen, die im Schnittpunkte der Quer

Lagern wir nun zwei solche Parallelogramme wie in Fig. 73 an
einander, so entsteht im vergrößerten Parallelogramm der Ecken u,,
Ro — 02, Mo—201 — 02, Mo—20, ein Diskontinui
tätsbereich einer der drei Gruppen I,u), wobei die 
Gegenseiten des Parallelogramms durch die Erzeu
genden u = u — 201, u' = u — 0, aufeinander be
zogen sind?)

Das Abbild dieses Diskontinuitätsbereiches über 
der z-Ebene, bei dessen Herstellung wir einander 
zugeordnete Randpunkte zu verschmelzen haben, ist 
nun aber leicht auch unmittelbar von der F, der

1) Wenn wir hier unter 0,, 0, irgendein Paar primitiver Perioden verstehen, 
ist die zum Diskontinuitätsbereiche der Fig. 73 gehörende Gruppe nicht notwendig 
•die I$,, wohl aber eine unserer drei Gruppen I$).
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Fig. 72 aus zu gewinnen. Wir haben die Y ^nur erstlängs aber nichtlängs Q., 
2u durchschneiden, gwei so vorbereitete Exemplare der F2 übereinander gu 
schichten und die Ufer der beiden Schnitte Q, über Kreug aneinander gu 
heften. Die entspringende F4 mit acht Verzweigungspunkten hat nach 
der Regel (4) S. 88 selbstverständlich wieder das Geschlecht p=1; 
ihre algebraischen Funktionen liefern uns, in Abhängigkeit von u 
betrachtet, die zur gehörenden elliptischen Funktionen zweiter 
Stufe.

Zufolge der voraufgehenden Entwicklungen können wir in der be
zeichneten Art von der F, aus gu drei verschiedenen „gleichberechtigten“ 
Flächen F4 aufsteigen. Wollen wir von einer derselben, z. B. der eben be
schriebenen F4 zu der der Gruppe zugehörigen Riemannschen Fläche 
über der g-Ebene gelangen, so haben wir entsprechend zu verfahren. 
Auf der F4 schließt sich Q. erst nach zweimaliger Durchlaufung (natür
lich in verschiedenen Blättern der FJ. Man schneide die F4 längs dieser 
geschlossenen Kurve auf, lagere wieder gwei solche F4 übereinander und 
hefte die Schnittufer über Kreug aneinander. So entsteht eine mit 16 
Verzweigungspunkten ausgestattete F8 des Geschlechtes p = 1, welche 
der „ausgezeichneten" Untergruppe entsprechend eingig ist.

Die weitere algebraische Behandlung dieser Fläche bietet keine 
Schwierigkeit und würde uns (bei einer unter den drei F4) zu den Be
trachtungen von S. 368 unmittelbar zurückführen. Indessen ist eine 
unmittelbare Betrachtung der elliptischen Funktionen zweiter Stufe, 
welche sich auf den Gebrauch der G-Funktion aufbaut, vorzuziehen; 
wir werden dabei die algebraische Theorie leicht zwischendurch er
gänzen können.

§ 3. Die Funktionen zweiter Stufe Vg(u) — ey und k (u).
Nach (13) S. 217 stellen sich die drei Werte e,, e,, e^, falls 0,, O2, 

00, das S. 167 eingeführte Tripel der reduzierten Perioden bilden, in 
der Gestalt:
/. \ (0, \(1) 6,= 8(201, 02), (*=1,2,8)
dar. Verstehen wir unter 01=c0,— ß02, 02= 701- o, ein belie
biges Paar primitiver Perioden, so ist umgekehrt 0,= 8o‘—ßo2, 
02 = — y0‘-cc2, und wir finden z. B. für e, mit Rücksicht auf die 
Invarianz der ^-Funktion gegenüber den Substitutionen der als 
Darstellung in den o1, 02:
1=8

o‘ — ßo‘ 1
2

g, , , , A /8o‘   ßo, , ro G1 — PG2 , — 701 — CG2) = I——o— I G1, Q2/ \ 2 /
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Nehmen wir an, daß ß gerade und also d ungerade ist, so folgt auf 
Grund der doppelten Periodizität der ^-Funktion weiter:

158 (2
in Übereinstimmung mit (1). Überhaupt stellt man leicht fest, daß die 
Gleichungen (1) in unveränderter Gestalt für die Darstellung der ek gelten, 
sooft 0,, 0, ein primitives Periodenpaar ist, welches aus dem reduzier
ten Paar durch eine modulo 2 mit der Identität hongruente Substitution 
der hervorgeht. Die Periode 0, ist dabei aus den 0., 02 allemal 
durch die Relation:

01+0208=0
zu berechnen. Um den nachfolgenden Entwicklungen die hinreichende 
Allgemeinheit zu geben und andererseits doch die Gleichungen (1) als 
gültig voraussetzen zu können, denken wir 01, 0, als ein primitives 
Paar bezeichneter Art gewählt. Die zugehörigen Perioden des Inte
grales zweiter Gattung sollen wie bisher n1, % heißen; die mit n3 zu 
bezeichnende Periode ist entsprechend der letzten Gleichung aus:

1+92+1=0
zu bestimmen.

Jede der drei Differenzen (g(u) — e,) stellt eine zweiwertige Funk
tion erster Stufe der Dimension — 2 in u, 01, 0, dar, welche einen Pol 
zweiter Ordnung im Punkte u und einen Nullpunkt der gleichen 
Ordnung im Punkte 1 (nk besitzt, sowie natürlich in allen bezüglich 
äquivalenten Punkten dasselbe Verhalten zeigt. Stellen wir diese Funktion 
auf Grund der Regel (6) S. 214 durch die O-Funktion dar, so ergibt sich 
bei der Art ihres Unendlich  werdens für u = 0: 

Hieraus geht hervor, daß auch noch die Quadratwurzeln der drei 
Funktionen (g(u) — e^, welche wir durch:

näher festlegen wollen, eindeutige Funktionen von u sind. Wir benutzen 
für dieselben die Bezeichnungen:

, (u I 02) = ~ e,=V W - F (2)
und erkennen in ihnen homogene Funktionen ( — l)ter Dimension der 
u, die bei u übereinstimmend unendlich werden wie u-1.
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Um die Darstellung dieser drei Funktionen in der G-Funktion 
übersichtlich zu gestalten, führen wir mit Weierstraß die drei Funktionen:

(3) — Allku

ein, worauf sich unsere drei Funktionen einfach in der Gestalt: 

darstellen.
Daß die Quadrate der drei Funktionen invariant sind gegen

über den Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe inner
halb der Modulgruppe Io), folgt aus der am Anfang des Paragraphen 
durchgeführten Betrachtung. Im übrigen wollen wir das Verhalten 
unserer Funktionen gegenüber den Substitutionen der Gruppe erst 
später ausführlicher untersuchen und betrachten dieselben einstweilen 
ausschließlich in ihrer Abhängigkeit von u.

Das Verhalten der Funktionen O,(u) bei Vermehrung von u um 
Perioden ergibt sich aus den Formeln (7) und (8) S. 209 unter gelegent
licher Benutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160. Wir ziehen 
die beiden Gleichungen (7) S. 209 und die für 2, = m,=—1 gebildete 
Formel (8) S. 209 zusammen in:

11, (u +10,)
(5) 6 (u +0,)=—e* " J 6(u).
Auf Grund der Erklärung (3) der Funktionen 6,(u) folgt dann leicht 
als Verhalten derselben bei Vermehrung von u um Perioden:( u+10,)6,(u—++0,)=—e ' ' ’ ,(u),

6, (u +0)=+e 6,(u), (+*)
Für die drei Funktionen 3,(u) ergibt sich hieraus sofort weiter:

(7) ^k(u + G)^ = v,(u), v,(u + CO^ = — v,(u), 0 + *)
Das Produkt der drei Funktionen w,(u) ist somit gegenüber allen Sub
stitutionen der invariant; dies ist in Übereinstimmung mit der 
Tatsache, daß das mit dem Faktor — 2 multiplizierte Produkt die 
g '-Funktion darstellt:

(8) —2% (u) %a (u) vs (u) = g ‘ (u).
Aus (7) folgt als grundlegendes Resultat: Die drei Funktionen 
a2(u), 7,(u) gehören als elliptische Funktionen zweiter Stufe zu den drei 
durch die Kongruenzen:

<6)

= 0, m, = 0, m, = m,, (mod. 2)
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erklärten Kongruenzgruppen zweiter Stufe, die wir jetzt in dieser Anord
nung r^f, rff, nennen wollen; die einzelne Funktion ^k(u) ist 
gegenüber den Substihdionen ihrer I2 invariant, ist homogen (— 1)ter 
Dimension in den u, 0,, 0, und besitzt im Diskontinuitätsbereiche der 

zwei Pole und zwei Nullpunkte je von
der ersten Ordnung. So ist z. B. in Fig. 74 co, 
der Diskontinuitätsbereich der Gruppe I2, 
skizziert, nämlich als Parallelogramm der 
Ecken u = 0, 202, G, — 202, 0,. Die Pole 
der Funktion 7, (u) sind durch (co), die Null
punkte durch (0) angedeutet; äquivalente 
Randpunkte, z. B. die vier Ecken, gehören 
natürlich zusammen und liefern den einen I 
0, und 0, 4- O, den zweiten. Man veranschauliche sich entsprechend 
die Verhältnisse für 3,(u) und a3(u), wobei man als Diskontinuitäts
bereich der etwa das Parallelogramm der Ecken 0, 20,, 0, + 302, 
0. — 0, benutzen wolle.

Sind die Indizes 1, 2, 3 in irgendeiner Reihenfolge durch k, l, m 
bezeichnet, so ist z. B. aus der Relation (8) einleuchtend, daß neben 
i[>k (w) auch die Funktion:
(9) (u) - (u) (u) - ~ 20,“

gegenüber den Substitutionen der Gruppe I2 invariant ist. Aus der 
Darstellung unserer Funktionen in der ^-Funktion aber geht hervor, 
daß 7,(u) und cpk{u) aneinander gebunden sind durch die Relation: 

g ~ - e)) (w? - {em - e)),

in der wir der Kürze wegen die Argumente u fortgelassen haben. Für 
die Gruppe I22 haben wir hiernach die beiden Funktionen zweiter Stufe 
(— l)t0r bzw. (— 2)ter Dimension ,(u) und g)k(u) zur Verfügung, von 
denen sich die zweite durch die erste vermittelst der Quadratwurzel:
(10) - V (12 ~ (e, ~ e>)) W - ^em - e^

darstellen läßt.
Die Untergruppe war der gemeinsame Bestandteil der drei 

Gruppen I2 Wir merken den Satz an: Ein Funktionssystem der Haupt
kongruenzgruppe zweiter Stufe ivird von den nebeneinander gestellten 
Funktionen v,(u), ?2(u), 73 (u), geliefert; dieselben sind aneinander ge
bunden durch die Eelation:
(11) v*+6,=1+6=v+e

Die Fortbildung der algebraischen Theorie auf Grundlage der ge
wonnenen Ergebnisse ist nun sehr leicht vollzogen. Auf der ursprüng-

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 25
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liehen Riemannschen Fläche F2 über der Ebene von g = go(u) ist die 
etwa durch:
(12) &-*,-Vs-e
zu bezeichnende Funktion in der Umgebung jeder Stelle eindeutig; 
denn sie reproduziert sich nach einem auf der F, geschlossenen Um
lauf um einen der Punkte ek und co, und sie ist in der Umgebung 
jeder anderen Stelle g bereits in g eindeutig. Man sagt, die Funktion 
(12) sei auf der F, unverzweigt. Gleichwohl ist sie auf der F, nicht 
eindeutig, da sie zufolge (7) z. B. bei Durchlaufung des Periodenwegs, 
der die Periode c, liefert, Zeichenwechsel erfährt. Solche auf Flächen 
mehrfachen Zusammenhanges unverzweigte, aber nicht eindeutige Funk
tionen nennt man nach Weber1) „Wurzelfunktionen“ der Fläche. Auf 
der F, stellen also unsere drei Funktionen zweiter Stufe drei Wurzel- 
funktionen 8,=V'z — ek dar.

1) S. dessen „Theorie der Abelschen Funktionen vom Geschlechte 3“ (Berlin
1876), Abschnitt III.

Bildet man den Diskontinuitätsbereich der I2) mittelst der Funk
tion z = ^>(u) über der g-Ebene ab, so ergibt sich eine vierblättrige 
Fläche F A des Geschlechtes 1; es ist dies einfach diejenige Fläche, 
deren Herstellung durch doppelte Überlagerung der F2 wir S. 382 be
sprachen. Auf dieser Fläche F4 ist zk = yz — ek nun wieder eine ein
deutige, und zwar zweiwertige algebraische Funktion. Bilden wir weiter 
diese F® mittelst der zweiwertigen Funktion zk = Vg — ek oder auch 
den Diskontinuitätsbereich der I2 direkt durch die elliptische Funktion 
g, = ^k(u) ab, so gewinnen ^ir zvieder eine zweiblättrige Fiemannsche 
Fläche F, über der zk-Ebene, nämlich diejenige der vier Verzweigungs
punkte ±Ve—e, +Vem — ek.

Zufolge der Lage der Verzweigungspunkte ist eine zweite algebra
ische Funktion der F, welche wir unmittelbar zur Verfügung haben, 
der elliptischen Funktion g)k(u) entsprechend:

(13) Y^k - (e, - e) (4 - {em - e)).

Nach den allgemeinen Sätzen über algebraische Funktionen ist jede 
algebraische Funktion der F, rational in zk und der Wurzel (13) dar
stellbar. Wir merken somit als Ergebnis in algebraischer Gestalt an: 
Een drei Kongruenz gruppen zweiter Stufe F^ entsprechen drei koor
dinierte Riemannsche Flächen F, des Geschlechtes p = 1, wobei der Kör
per der algebraischen Funktionen der einzelnen F in der Gestalt:

(14) R ^k, V(a - - ek^ (2 - (e,-6))

durch die rationalen Funktionen von zk und der Wurzel (13) geliefert wird.
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Das Integral erster Gattung u nimmt, wie man leicht ausrechnet, 
auf der F,) die nachfolgende Gestalt an:

(15) — f dzJ — — ek^ ^k — ^em - eP)

Im übrigen ist selbstverständlich, daß die algebraischen Funlttionen (14) 
in Abhängigheit von u betrachtet, den Körper der sur gehörenden 
elliptischen Funktionen zweiter Stufe liefern, so daß sich diese Funktionen 
gerade genau mit den gesamten rationalen Funktionen R (3, (ui), P, (u)) 
der ^k(u), cpk(u) decken.

§4. Die Jacobischen Funktionen snw, enw, dnw.
Es ist nunmehr darzulegen, in welcher Weise sich die Jaco bi sehe 

Theorie der elliptischen Funktionen hier einordnet. Dabei haben wir, 
was die Herstellung der algebraischen Grundlage und den Aufbau der 
Integrale angeht, eine der drei gleichberechtigten G-ruppen T^, nämlich 
die soeben mit I$) bezeichnete Gruppe, zu bevorzugen. Zweitens sind 
unsere bisherigen Funktionen mit einem solchen, allein von den Peri
oden 0,, 0, abhängigen Faktor zu versehen, daß die multiplizierten Funk
tionen homogen von der Dimension 0 in u, 0., 02 sind. Der hinzuzusetzende 
Faktor ist Ve — e; derselbe ist in den 0., 0, von der Dimension — 1, 
wie z. B. unmittelbar aus der Darstellung: 

hervorgeht. Für den algebraischen Standpunkt, der zunächst voranzu
treten hat, halten wir an der schon S. 362 gegebenen Erklärung fest, daß 
das Vorzeichen von Ve, — e, vorerst noch beliebig, aber ein für alle 
Mal fest zu wählen ist.

Statt 21 = 'j/z — e, (die zur I) gehörende Wurzelfunktion) führen 
wir jetzt den mit Ve — e multiplizierten reziproken Wert von g., wel
cher in der Tat von der Dimension 0 in u, 0., 0, ist, als neue Va
ri abele z' ein:

Diese Variabele z' ist somit die Quadratwurzel der in der ersten Glei
chung (7) S. 361 erklärten Variabelen z', hat also dieselbe Bedeutung 
wie die Variabele z' in den Legen dreschen Integralen (2) S. 367 oder 
wie z in den Integralen (3) S. 367. Der daselbst vollzogene Übergang 
von den Integralen zweiter Stufe zu den Legen dreschen Integralen 
kommt also darauf hinaus, daß wir eine mittelst Ve, — e, zu einer Funk- 

25* 
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tion nullter Dimension der u, 0,, 0, ausgestattete Wurzelfunktion der 
Gruppe als neue Variabele einführen und damit der algebraischen 
Betrachtung die Fläche F$) zugrunde legen.

An die Gleichung (1) reihen wir, der zweiten und dritten Glei
chung (7) S. 361 entsprechend, noch die beiden Gleichungen:

(2) v1-g=y-2, V1-l2g0_v/=g
V fy --  61 V ü --  1

an, wobei für das Doppelverhältnis A die Ja co bische Bezeichnung 
eingesetzt ist. Hier haben wir zwei algebraische Funktionen der Flächen 
F® und F(2) vor uns, wie aus der Schreibweise:2 2 ‘

(3) 7/1—29_/42°—92—9 7/1—72g/2_ V423—922—9s2(z—e)Vz—e,‘ v 2(z—e)Vz—e,
der Gleichungen (2) sofort ersichtlich ist.

Das Leg endresche Integral erster Gattung w = uVe — e. ist in 
u, 0D,, 0, gleichfalls von nullter Dimension. Als bestimmtes Integral 7 1/20 O
haben wir es in die Gestalt:

(4) w = dz’

o
V(1—z‘2)(1—k2z‘2)

zu setzen, da der unteren Grenze g=0 von u zufolge (1) die untere 
Grenze g‘=0 entspricht. An Stelle der 0., O, treten für das Integral 
w (auf der ursprünglichen F, gedacht) zufolge (6) S. 370 die Perioden:

(5) o,Ve — e, = 2iK‘, o,Ve,— e,= 2K.
Es besteht nun folgender Hauptsatz: Die drei in (1) und(2)gegebenen 

Größen g‘,V1—g‘, V1—k2g‘2 sind, wenn wir sie als elliptische Funk
tionen zweiter Stufe nullter Dimension in Abhängigkeit von w=uVe—e, 
statt von u auffassen, unmittelbar die drei Jacobischen Funktionen:

(6) g‘=sinamw, V1 — g‘2 = cos am w, V1—k2z‘2=2amw.

P dtp

Diese Bezeichnungsweisen „Sinus amplitudinis wli usw. erinnern an die 
bei Legendre vorliegende Gestalt des Intgrales (vgl. (4) S. 369):

1) Bei anfänglichen Untersuchungen war k2 reell, positiv und < 1, 9 ein 
reeller Winkel.

w = 
ö

V1—k2 sin2 qp ‘
welche durch die Substitution g‘=sinp gewinnbar ist.1) Jacobi be
zeichnet p = am w als „Amplitude von w“, worauf alsdann z' der Sinus 
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dieser Amplitude wird. Gudermann1) hat an Stelle der Jaco bischen 
Bezeichnungen (6) die kürzeren Symbole:

1) S. dessen „Theorie der Modularfunktionen und Modularintegrale“, Journ. f.

(7) g‘=snw, V1—z‘2=cnw, V1—k2g‘=dnw

eingeführt, welche wir weiterhin durchweg gebrauchen werden.
Die Beziehung der Ja co bi sehen Funktionen zu unseren Funktionen 

zweiter Stufe ^k(u) ergibt sich unmittelbar:  
  (8) sn._V-6, enw_e(, dnw_w().

B y P1(w) ’ 1(•)‘ 31 (w)
Wollen wir die Zugehörigkeit der Funktionen enw und dnw zu den
Gruppen I(u) und I(u) besser hervorkehren, so schreiben wir an Stelle ---3.-2 ‘
der zweiten und dritten Gleichung (8):

/9n nn ,,__________ go ________ Jn _______ _ _____ _ (u)_ _1 ? 2((w)—6)*s(w)‘ " 2(00(w)—6)°(w)

Die Verwandtschaft mit den Funktionen erster Stufe ist durch:
 

Ve, -  e, Vg (u) — e, j Vg(u)— e,(10) sn W =  ——, cn w = - • ) , dnw _p— 3
V 80 (%) —€ V8(w)—€ V 80 (u) — e1

gegeben. Natürlich können wir die zweite und dritte Gleichung auch 
durch die beiden folgenden ersetzen: 

(11) cnw = —- - - ——-— L =, dnw=---------------5
2((u)—e)Vg(u)—es 2((u)—e)Vg(u)—e,

An sich sind die drei Funktionen snw, enw, dnw in derselben 
Art gleichberechtigt wie die drei Gruppen r^. Die Voranstellung der 

in der algebraischen Theorie würde freilich äußerlich einen Vorrang 
der Funktion sn w nach sich ziehen. Dieser kommt auch bei vielen älteren 
Darstellungen der Theorie der elliptischen Funktionen zur Geltung, in
dem die Funktion 2 = sn w durch Inversion des elliptischen Integrals 
erster Gattung: 23 dz--------—____ _

V(1 — z^ (1 — h^z^ 
o

gewonnen wird^ während hierauf die Funktionen enw und dnw durch 
snw in der Gestalt erklärt werden:

cnw=V1—sn2w, dnw=V1 — k2sn2w.
Die drei Funktionen zweiter Stufe (u) sind ungerade Funktionen 

von u, die bei u übereinstimmend unendlich werden wie u-1 (vgl. 
S. 383f). Die Darstellung (8) der Jacobischen Funktionen in den V’äW 

Math., Bde. 18—25 (1838 ff.).
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lehrt also, daß snw eine ungerade Funldion ist, enw und dnw aber 
gerade Funktionen sind, sowie daß für w b^w. lim w
(12) lim. (snW) = 1 cn 0 = 1, dn 0 == 1k 7 w=oW ‘ ‘
g ilt.

Bei Vermehrung von w um 2K und um 2iK' (der Vermehrung von u 
um 0, und 0, entsprechend) leiten wir aus (7) S. 384 sofort folgendes 
Verhalten der Ja co bi sehen Funktionen ab:

(13)
■ sn (w + 2 K) = — sn w, 

■ cn (w + 2£) = — cn w, 
dn(w + 2 IC) =4 dnw.

sn (w + 2 iK') = sn w, 
cn (w — 2iK') = — cn w, 
dn(w + 2iK') = — dnw.

Invariant sind unsere drei Funktionen erst gegenüber den erzeugenden 
Substitutionen ihrer drei Untergruppen zweiter Stufe, die wir in der 
hier zu benutzenden, auf w transformierten Gestalt F^, nennen; 
in der Tat ergeben sich aus (13) sofort die Gleichungen:

(14)
sn(w—4K) = sn le, 
cn (w + 4K) = cn w, 
dn(w2K)= dn w,

sn (w + 2iK‘) = sn w, 
en(w+2K- 2iK'~) = cn w, 

dn(w + 4iK) = dnw.
Im Diskontinuitätsbereiche der einzelnen I) ist die zugehörige 

Funktion zweiwertig. Da das Verhalten der Funktionen gegenüber den 
Erzeugenden der Gesamtgruppe bekannt ist (vgl. Gleichungen (13)), 
so ist es ausreichend, die genauere Werte Verteilung unserer Funktionen 
in dem Parallelogramm der Ecken w = 0, 2K, 2K + 2iK', 2ilC, d. h. 
im Diskontinuitätsbereiche der Gesamtgruppe I‘(w) zu kennen. Es ist 
wichtig, wenigstens in den vier Punkten w = 0, K, K — iK', iK', von 
denen die drei letzten den Periodenhälften 16, 6) des Integrals 

u entsprechen, die Werte der Funktionen sn, cn und dn zu kennen. 
Aus (10) und den bekannten Beziehungen des „Integralmoduls“ k = VA 
und des „komplementären Moduls“ k' = V1 — 2 zu den e,,e, e3 ergibt 
sich bei Hinzunahme der Formeln (12) und der zwischen den sn, cn, 
dn bestehenden Relationen eine Werte Verteilung unserer Funktionen 
in den fraglichen Punkten w, die wir tabellarisch zusammen stellen:

w sn cn dn

0 0 1 1

K ± 1 0 ±k‘
K^-iK'

— Ie+1 ik'
— k 0

iK' oo oo oo
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Daß hier einige Vorzeichen noch unentschieden gelassen sind, be
ruht auf dem Umstande, daß wir von Seiten der algebraischen Theorie 
eine endgültige Festsetzung, mit welchem Vorzeichen die drei Quadrat
wurzeln Ve — e,, 7 = VA, k‘=V1—R genommen werden sollen, nicht 
getroffen haben. Würden wir dies jetzt nachholen, was an sich keine 
Schwierigkeit bereiten würde, so wäre weiter die Frage, inwieweit von 
der Auswahl des primitiven Periodenpaares 0., O, die Entscheidung 
über die unentschiedenen Vorzeichen in der Tabelle mit bedingt ist.1)

1) Würden wir etwa für das „reduzierte“ Periodenpaar co,, 00,, das einem 
Punkte co im Doppeldreieck der Fig. 43, S. 179, entspricht, die Tabelle endgültig 
herstellen, so würde sie unverändert nur dann noch erhalten bleiben, wenn wir

Wir werden demnach hier einen anderen Weg gehen, der uns zu
gleich zu der grundsätzlich wichtigen Auffassung der in Hede stehenden 
G-rößen Ve—e, k, k‘ als Funktionen der 01, 0, bzw. des Periodenguo
tienten 0 hinführt. Wir setzen fest, daß:
(15) snW=l, sn(K+iK‘)=1, ^K=k'

sein soll. Dies bedeutet, daß Ve—e, k und k' in den eindeutigen 
Funktionen 7(u) und 73(u) die Darstellungen:

besitzen sollen. Zufolge der Gleichungen (4) S. 384 können wir hier
für auch schreiben:

Mit Benutzung des Umstandes, daß 6(w) ungerade ist, die O,(u), O,(u), 
Oz(u) aber gerade Funktionen sind, folgt aus (3) S. 384 leicht:
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so daß wir die drei fraglichen Größen in der ursprünglichen G-Funk- 
tion so darstellen können:

In (16) und (17) haben wir jetzt eindeutige Darstellungen der Größen 

Ve,—e, k un^ k‘ a^s Funktionen von 0, und 0, vor uns.
Nach diesen Festsetzungen wird es sich noch darum handeln, das 

in der Gleichung:

(18) en(K+iK)-±i
rechter Hand geltende Vorzeichen zu erkennen. Nun gilt aber:

und wir lesen ferner aus (3) S. 384 ab:

so daß wir unter Benutzung des oben für 6, ("-26) angegebenen• •D

Ausdrucks in der ursprünglichen O-Funktion für en(K - iK'} die Dar
stellung finden:

cn (K + iK') = ei “®, + 6a) "a - (®, + 002)")

Andrerseits folgt aus (17) sofort:

über die am Anfang des § 3, S. 383, getroffene Beschränkung hinaus nur noch 
solche primitive Periodenpaare co,, 0, zulassen, welche aus dem reduzierten Paare 
durch die modulo 4 mit der identischen Substitution kongruenten Substitutionen 
der I(o) hervorgehen; man vgl. hierzu die im nächsten Kapitel folgenden Betrachtun
gen über Ve, — e,, k und k' als Modulfunktionen vierter Stufe.
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so daß wir durch Multiplikation dieser und der voraufgehenden Glei
chung und Benutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160 erhalten:: 

2 • en(K + iK') - -  e(1"a-*,7) -L-Li
In Gleichung (18) gilt somit das untere Zeichen, und die Tabelle der
Werte snO, . . dn(iK’) nimmt endgültig die Gestalt an:

w sn cn dn

0 0 1 1

K 1 0 V

K + i K' 1 
k

ik' 
k 0

iK-, OÜ oo co
Des besseren Überblicks halber haben wir auch noch in den Figuren 

75 ff. die Diskontinuitätsbereiche der drei Gruppen I,), I,), Pg) ge

zeichnet und die Werte der drei zugehörigen Funktionen snw, cnw 
und dnw, wie sie sich aus den eben tabellarisch zusammengestellten 

mit Benutzung der Regeln (13) ergeben,, 
jeweils in Klammern eingetragen. Längs je der 
beiden gegenüber liegenden Seiten des einzelnen 
Doppelparallelogramms finden natürlich allemal glei
che Funktionswerte statt.

Wie sich die drei Flächen F$, . .. aus diesen 
Diskontinuitätsbereichen herstellen lassen, möge am 
Beispiele der F9 gezeigt werden. Für die „ungerade“ 
Funktion snw gilt zufolge (13) die Regel:

sn(2K— w) = snw.

Stellen w, die bezüglich des Punktes w = K dia
metral liegen, tragen somit gleiche Werte sn. Ordnen 
wir, wie dies in Fig. 78 geschehen ist, den Diskontinuitätsbereich der 
symmetrisch um den Punkt Kan, so erblicken wir etwa in der schraffierten 
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Hälfte des Parallelogramms ein vollständiges Abbild der Ebene vong=snw. 
Es wiederholen sich hier wieder ähnliche Betrachtungen, wie sie S. 247 aus
geführt sind. Das schraffierte Dreieck können wir als Diskontinuitätsbereich

3K+iK‘ derjenigen Gruppe wählen, die aus der

(-t) _„AMg() r,)durch Zusatz von w' =2K—w
Käggeg~k entsteht; die Erzeugenden dieser er- 
\ KKK<0E.()) weiterten Gruppe weisen die beiden
\ Hälften je der einzelnen Seite des

1 *“ schraffierten Dreiecks der Fig. 78 ein- 
\ ,, anderzu?)DieSeitenmittenundEcken

——(1) des Dreiecks ergeben die Verzwei-
Fig. 78. B"‘ gungsp unkte der F9), deren zweites

Blatt dem freien Dreiecke der Fig. 78 entspricht. Was die beiden anderen 
Funktionen angeht, so wird man entsprechende Betrachtungen an die 
beiden Gleichungen:

cn(2K — 2iK' — w) = cnw, dn(2K — 10) = dnw 
anknüpfen.

Für die Darstellung sonstiger zu den Gruppen I) gehörender 
elliptischer Funktionen zweiter Stufe sind die vorstehenden Betrach
tungen zugleich grundlegend. Aus früheren Formeln, z. B. den Gleichungen 
(10) und (11), ergibt sich leicht:
(19) snwcnwdnw=—Ve—egWEe,j; .
demnach ist das links stehende Produkt eine zur Gesamtgruppe 
gehörende Funktion. Daraus folgt weiter, daß zur I2, neben sn w auch 
noch die Funktion enw.dnw gehört und entsprechend dnw • sn w zur 
I2, sowie endlich snw.cn w zur I2,). Für den algebraischen Stand
punkt ist also:

cnw • dn w = V(1 — g2)(1 — R2a3)
diejenige algebraische Funktion von g=snw, die von sich aus zur 
Fläche F9) hinführt. Gegenüber der Substitution w'=2K—w, welche 
den Austausch der beiden Blätter der F9) bedeutet, muß cnw • dnw 
Zeichenwechsel erfahren, was man auch direkt für die „geraden" Funk
tionen cn w, dn w aus den Regeln (13) entnimmt. Auf Grund bekannter 
Sätze notieren wir (wieder unter Bevorzugung der r^) als aus den bis
herigen Ergebnissen leicht folgend den Satz: Jede zur gehörende ellip
tische Funktion zweiter Stufe ist rational durch snw und cnw-dnw dar
stellbar:

JR(^aw, cnw • dnw);

1) Dies soll durch die drei Pfeile der Fig. 78 angedeutet sein.
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sie ist aber insbesondere bereits in einer der Gestalten:
R(sn w), enw.dnw.R (sn w)

darstellbar, falls sie gegenüber der Substitution w' — 2K — w unverändert 
bleibt bzw. Zeichenwecüsel erfährt. Entsprechende Sätze für die Gruppen 
r,) und wird man leicht aufstellen.

Um eine erste Anwendung dieser Regeln zu vollziehen, wollen wir 
das Verhalten der Funktionen sn, cn, dn bei Vermehrung des Argu
mentes w um die Beträge K, iK', K — iK' feststellen. Die zu diesem 
Zwecke auszuführenden Überlegungen beschreiben wir wieder bei einem 
zur I2, gehörenden Beispiele. Die Funktion sn(w + K) erleidet gegen
über der Substitution w' = 2K — w zufolge:

sn (w' + K) = sn (3K — w) = sn (— K — w) = — sn (w - K) 

Zeichenwechsel und gehört übrigens zur I2,. Es gilt also:
sn(w—K)=cnw. dn wv • R(sn w);

wir können statt dessen auch schreiben:
sn(w—K)dn w cn w

wenn zur Abkürzung dn2 • R(sn) =(1—k2 sn2)R(sn) = R.(sn) gesetzt 
wird. Nun heben sich aber im schraffierten Bereiche der Fig. 78 die 
bei iK' und (2 K + iK’} gelegenen Pole des Faktors dnw im Zähler 
und des Nenners enw gerade auf, der Pol (K — i K') von sn(w — K) 
wird durch den daselbst gelegenen Nullpunkt von dnw aufgehoben und 
endlich ebenso der Nullpunkt w = K des Nenners enw durch den eben
dort gelegenen Nullpunkt des im Zähler stehenden Faktors sn (w — Kf 
Demnach ist R.(snw) polfrei und also von w unabhängig; da endlich 
R. (sn 0) — 1 ist, so gilt:

7 ö / । I cn wsn (w + K) = j-----B  an w7
Genau so leicht können wir jeden anderen der neun Fälle be

handeln. Wir gelangen betreffs des Verhaltens unserer drei Funktionen 
snw, enw, dnw bei Vermehrung des Argumentes um K, iK', K — iK' 
zu Ergebnissen, die wir hier gleich wieder tabellarisch zusammenstellen:

R. (sn w),

w' sn w' enw' dn w'

w + K cn w 
dn w

k’sn w k’
dn wdn w

w — iK' 1 idnw icnw 
sn wk sn w ksnw

w + K-f iK'
dnw 

k cn w
ik' ik' snw

kenw cn w
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Bei der Durchführung dieser Untersuchung leisten die Figuren 75f. 
mit den eingetragenen Werten der Funktionen sn, . . . gute Dienste.

§. 5. Die Ableitungen der Funktionen sn w, cn w, dn w und 
Potenzreihen derselben.

Auf Grund der funktionentheoretischen Sätze des vorigen Para
graphen können wir leicht über die Ableitungen der Funktionen snw, 
enw, dnw eine Reihe von Theoremen aufstellen. Aus den Formeln von 
S. 388 ff. ergibt sich zunächst auch ohne Inanspruchnahme eines funktio
nentheoretischen Schlusses unmittelbar:

dsnw ,—— = cn 00 • dn 0.dW
Mit Rücksicht auf die beiden Relationen:

sn2 w — cn2w=1, k2sn2 w — dn2 w
folgern wir hieraus weiter die beiden neben (1) tretenden Formeln:

d enw , d dn w 7,(2) — = — snw • dnw, —— = — Äzsnw • enw.v 7 dw ; dw
Nun ist aber überhaupt jede Ableitung beliebiger Ordnung einer 

unserer drei Funktionen wieder eine elliptische Funktion der gleichen 
Gruppe Betrachten wir als Beispiel wieder die Funktion snw, so 
erkennen wir in deren Ableitung beliebiger gerader Ordnung 2v:

d2' snw
dw2v

eine Funktion der I2,, welche auch noch gegenüber der Substitution 
w' = 2K — w invariant ist und also bereits in sn w selbst rational ist. 
Da sie ferner nur mit snw selbst unendlich werden kann und im Pole 
erster Ordnung von snw einen Pol (2v- l)ter Ordnung hat, so haben 
wir mit einer ganzen rationalen Funktion (2v - 1)ten Grades von snw 
zu tun. Endlich ist die fragliche Ableitung eine ungerade Funktion von 
w, und also treten in ihrem Ausdruck in snw nur ungerade Potenzen 
der selbst ungeraden Funktion snw auf. Wir haben somit (unter Fort- 
lassung der Argumente w bei snw) folgenden Ansatz:

2 v
(3) •—sn = sn sn  — sn  — • • • — sn2v) ,2 4dw2r k o i " ‘‘

wo die Koeffizienten a" von w unabhängig sind.

Differenzieren wir nochmals nach w, so folgt mit Benutzung von 
(1) weiter:

2v+1e
(4) • ,,2 = cn • dn (af) + 3aW sn  — 5a^ sn  4------- + (2v ff- l)aW sn2 4 2

d zv
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wo auch bei cn und dn das Argument w hinzuzudenken ist. Der Gestalt 
nach hätten wir diesen Ansatz auch durch eine direkte funktionen
theoretische Überlegung gewinnen können.

Die Koeffizienten sind leicht durch eine Rekursionsforniei be- 
—rechenbar. Differenziert man nämlich die Gleichung (4) nochmals nach 

w und benutzt die Relationen (2) sowie die zwischen sn, en, dn be
stehenden Beziehungen, so muß man zu einem Ergebnis der Gestalt:

2 v-2
",,2 = sn «+1) + <+1)sn2 H- - - - - - F ay+1) sn2‘+2)dW “ "

gelangen können. Die Rechnung zeigt, daß sich al‘+1 in den Koeffi
zienten der rechten Seite von (3) so ausdrückt:
(5) az+1) = (2u  1)2uka) - (2u + 1)2(1 +

+(21+2)(21+3) an ,
wobei nur hinzuzusetzen ist, daß für die beiden höchsten Indizes u=v 
und u = v 4- 1 die a(v) a(v) , gleich 0 zu setzen sind. Da a(0) — 1 ist,• 1 V-1‘V2-- u 7
so findet man mittelst dieser Rekursionsformel:ag) =—1- k2, aW - 2%2,

aa) = 1 + 14F + k4, a,2) =  20k2  20%4, a,2) = 24F,
= - 1 - 135k2 - 135k4 - 7v6,
= 182k2 + 868%4 +
=  8407c4 - 8407c6,

4s) = 720%6
= 1 + 1228Ä2 4- 54787c4 + 12287c6 + 7c8,

Mit Rücksicht auf die Gestalt der Rekursionsformel (5) folgern wir leicht 
allgemein: Die Ableitungen der Funktion snw sind in den Gestalten (3) 
und (4) mittelst ganzer rationaler Funktionen von sn2 darstellbar, wobei 
•die Koeffizienten aA ganze ganzzahlige Funktionen vten Grades von k2 sind.

Bei der Funktion cn w ist jede Ableitung gerader Ordnung in
variant gegenüber der Substitution w‘= 2K + 2iK' — w und also 
rational in cnw allein. Wie oben schließen wir, daß die Ableitung der 
2vten Ordnung eine ganze Funktion (2v+1)ten Grades von cnw ist, 
und da dieselbe bei der Substitution w' = w + 2K Zeichenwechsel er
fährt, so setzt sich diese ganze Funktion nur aus ungeraden Potenzen 
von cnw zusammen. Wir gelangen zum Ansatz:

q2venga, = cn(b8 + bf^ cn2 + b^ cn4 +-------+ b,"en2"),
(6) {,41

1,241 =-sndn(b8+3bcn2+5ben4 4- - - +(2v+1)b,)en2").
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Als Rekursionsformel für die Bestimmung der Koeffizienten erhält man 
wie oben:
(7) 60+1) =-(2- 1)2uk26,, + (2u + 1)2(212 - 1)6«

+ (2u + 2)(2u + 3)(1 - *2)3% ,
Für die niedersten Indizes v ergibt sich:

80)—-1+2%2, b)=-2k2,
b,2)  1 - 16%2 + 16%4, = 20%2 - 40%4, b(̂  = 24%4,
b68) = - 1 + 1387? - 4087b4 + 27216,
b,8) =  182%2 + 12327? - 12327?,
b^ =  8407? + 1680%6, 
b,) = _ 7207b6.

Endlich gilt für die Ableitungen der Funktion dnw der Ansatz:
(,2y dn,2, = dn(c) + c"dn2 + c)dn4 c"dn2"),

(8) dW '- - d2v+1dn ——2,41 =—k2sn • cn (c+3e"dn*+5c"dn*+- - - +(2v+1)c,dn2")
mit der Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten c^:

(9) . c2+" =-(2u- 1) 2uc2,+ (2u + l)2 (2 - Tb2)

— (2u+2)(2u+3)(1 — 1) c,.
Hier wie in Gleichung (7) ist rechter Hand cw = 0 zu setzen, so oft 

uv zutrifft. Wir geben wieder für die niedersten Indizes die Werte c 
explizite an:

c) =2- 12, c) = - 2,

= 16 - 1672 4- 14, = - 40 4- 207?, = 24.
= 272 - 408%2 4- 1387b4 - Tb6,

c) = - 1232 4- 123262 - 18214,
ca) = 1680 - 840Tb2,
cg) -  720.

Mit Rücksicht auf die Bauart der Rekursionsformeln (7) und (9) können 
wir den Satz aussprechen: Für die Ableitungen der Funktionen cnw 
und dnw gelten die Darstellungen (6) und (8), in denen die Koeffizienten 
b^ und cw ganze ganzzahlige Funktionen vten Grades von k2 sind.

Als ein unmittelbares Ergebnis dieser Rechnungen gewinnen wir 
die Potenzreihen der Funktionen snw, cnw und dnw für die Umgebung 
des Punktes w = 0, deren gemeinsamer Konvergenzkreis bis an den näch
sten Pol, d. h. bis an den am Nullpunkte w nächst gelegenen, mit iK' 
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bezüglich der Gesamtgruppe äquivalenten Punlit heranreicht. Wir 
haben anzusetzen:

(10)

103 20 5 w 7snw = w + ar 31 1 C2 g1 t az 71 1 • • ,
1 ,—2—476, 

cn w = 1t012!t024!t0s6t***
,2 ,4 ,6dnw = 1 + C, 2 + Ca 4 + c, 6 + ■ ■ ,

wobei die Koeffizienten die folgenden Werte der Ableitungen für w 
sind:

(d2‘+lsnwN , _  fd2vcnw\ _
Cy — ( j 2,41 / , by ( , 2, ) 5 Cy — ( , 2, /\ d1 T /w=0 \ div /w = o \ dw /w=0

Setzt man aber in (4) und in den ersten Gleichungen (6) und (8) den 
Wert w = 0 ein, so folgt:

a, = af”), bv - b^ + b^ +----- b,", cr - +c*+- - - - c"),
Es folgt: In den für snw, cnw und dnw angegebenen Potensreihen (10) 
sind die Koeffizienten ar, bv, cv ganze ganzzahlige Funktionen vten Grades- 
von k2. Für die niedersten Indizes gilt explizite:

a± - — 1 — k2,

a,=1+ 14Ä2 + R, 
a,=—1- 135k2 - 13574 - 16, 
a,=1+ 1228k2 + 5478k4 + 1228%6 + k8,

b. = - 1,
b, = 1 + 4%2, 
b,=—1- 44%2 - 1614, 
b,—1+ 408k2 + 912^ + 64k6,

C=—k2
c^ = 4k2 + 14 
c,=—16%2— 44%4 - k8,

= 64k2 + 912k4 + 40876 + k8,

Man kann übrigens auch unmittelbar durch Eintragung der An
sätze (10) in die Differentialgleichungen (1) und (2) zu Rekursionsformeln 
für die Koeffizienten av, bv. cv gelangen. Diese Formeln haben, wenn wir 
den Gleichungen (10) entsprechend &o=b.=C=1 setzen, die Gestalten:
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b.c,_1 + b.c,,
-i (2 — IX /2v — 1\ /2v — IXb,s",-1Cot( 2 )C,-2Ct\ 4 )“,-3C2 f(2, 4)“16,—9

+ (2v—1)aC,-1
1 , /2v-  1\ ,,/2v -  1\ 7 l ,/2»—1\—ka6,="-1bot( 2 )“,-2b( 4 )A,- 3b2- - - - t(2,—4)410,—2

+ (21/ - 1)
wo die rechts stehenden Klammersymbole Binomialkoeffizienten der 
Potenzen 2 und (2v — 1) sind.

Schreiben wir die Koeffizienten av, b,, cv als Funktionen von k2, so 
zeigen die für die niedersten Indizes explizite angegebenen Gestalten 
dieser Funktionen, daß eben für diese Indizes v die Regeln gelten:

2" ■ a, (2) = a,(3), 
■ 12• • b, (2) -

7.2v ■ c, (1) = b,(7.2).
von denen die dritte eine Folge der zweiten ist. Mittels der drei eben 
angegebenen Rekursionsformeln zeigt man aber durch den Schluß der 
vollständigen Induktion, daß diese Regeln (11) allgemein gültig sind. 
Die eigentliche Bedeutung derselben wird unten bei der Besprechung 
der linearen Transformation der Funktionen snw, cnw, dnw aufgeklärt 
werden. Endlich xveisen wir noch darauf hin, daß zufolge der zweiten 
und dritten Rekursionsformel b, nur den Grad (v — 1) in k2 erreicht, 
während in cv das Absolutglied verschwindet.

§ 6. Darstellung der Funktionen snw, cnw, dnw als Quotienten 
ganzer transzendenter Funktionen.

Nach (8) S. 389 und (4) S. 384 gilt:
snw : enw : dnw : 1 = Ve, — e. O(u) : O,(u) : O,(u) : O.(u).

Will man also die Funktionen snw, enw, dnw als Quotienten ganzer 
transzendenter Funktionen darstellen, so kann man hierzu die vier rechts 
stehenden Glieder dieser Proportion gebrauchen, die ganze transzendente 
Funktionen sind und durch ihre Nullpunkte die Nullpunkte und Pole 
der Funktionen snw, enw, dnw liefern. Dabei sind diese Funktionen 
homogen von nullter Dimension in u, 01, O2 und können also auch als 
Funktionen von w und k2 aufgefaßt werden. Als solche gestatten sie 
Entwicklungen in beständig konvergente Potenzreihen nach Wv, deren 
Koeffizienten wieder ganze rationale Funktionen von k2 sind.
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Natürlich können wir an Stelle dieser vier Funktionen, ohne die 
angegebene Proportion und die Nullpunkte der Funktionen irgendwie zu 
stören, auch vier andere Funktionen treten lassen, die aus ihnen durch 
Behaften mit einem gemeinsamen ganzen transzendenten und nullpunkt- 
freien Faktor hervorgehen. In der Tat treten nun in der älteren Literatur 
bei Gauß1) und besonders ausführlich bei Weierstraß2) vier solche 
Funktionen auf, die von letzterem zu Ehren Abels3 * * *) mit

1) S. Gauß’ Werke, Bd. 8 S. 96.
2) S. die 1840 verfaßte Abhandlung „Über die Entwicklung der Modular

funktionen“, Weierstraß’ Werke, Bd. 1 S. 1.
3) Abel hatte im „Precis d’une theorie des fonctions elliptiques" Introduc-

tion, Nr. 10 auf die Möglichkeit hingewiesen, die elliptischen Funktionen als Quo
tienten beständig konvergenter Reihen darzustellen; s. Abels „Werke“, Bd. 1 S. 527.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 26

Al.{iv), Al^w} bezeichnet werden und zu den vier eben betrachteten 
Funktionen in der einfachen Beziehung stehen:

(Ve,—66(u)- etd+R)* Al,(w), 
g . ■ 6,(0)-+” ,(), 

65,(u)=e4+*)* Al,(w), 
6,(0)-e4+2)*A(w). .

Die Darstellung der drei Funktionen snw, cnw, dnw in diesen Funk
tionen Al(w) ist dann einfach:

/9 snw  Al, (w) cnw  Al, (w) n,_Al,(w)F Al(wy W Al(w)’ d Al(w)
Wir können aus unseren früheren Formeln das Auftreten des Ex- 

ponentialfaktors in (1) rechts sehr leicht verständlich machen. Es gilt 
nämlich zufolge der Beziehung zwischen ^(u) und snw, sowie zwischen 
den e,, e,, e, und A=k2: 

  (3) 1 = (u)—6, = 1 . g (m)- - - e,- - - - - - 1 . (u) + 1 (1 + 73).
N 7 sn-w e, — e, e, — e, ° N 7 e, — e. e, — e,0N/13% । /ZI ZIZI

Setzen wir nun für p(u) seinen Ausdruck in der 5-Funktion:

ein, so folgt für die rechte Seite von (3):,1, • p («) + Hi + 12) --a log(e"+®"Ve-6 s«).
Es ergibt sich somit aus (1) und (3):

(5)  _ _ d’log Aiyw}.1- 7 sn2w dw2
Die Bedeutung des Zusatzfaktors können wir also dahin kennzeichnen, 



(6)
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daß die vermöge desselben erzielte Funldion Alx(w) zu der in (3) links 
stehenden Funktion in derselben einfachen Beziehung steht wie die Funk
tion 6(u) zu g(u).

An (5) reihen sich die drei weiteren Gleichungen:
dn2 w d2 log Al, (w)
en2w dw2 ‘

R2en2w   d2\ogAf{w) dn?w dw2 ‘
 d’log Mwf

/V oll Cu   *5 7 9
dw-

Die letzte Gleichung (6) geht aus (5) hervor, wenn wir sn w ■ Al (w) 
für Al^w) eintragen und bei der Zwischenrechnung von den Differential- 
relationen (1) und (2) S. 396 Gebrauch machen. Entsprechend ergeben 
sich die erste und zweite Gleichung (6), wenn wir nacheinander für 
Al(w) in die dritte Gleichung Al2(w) : cnw und Al3(w) : dnw eintragen.

Für die Aufstellung der beständig konvergenten Potenzreihen der 
Funktionen Al(w) gewinnen wir unten partielle Differentialgleichungen, 
denen die Alfw) als Funktionen von w und k2 genügen, und die der 
partiellen Differentialgleichung (11) S. 322 für die O-Funktion ent
sprechen. Aus ihnen folgen Rekursionsformeln zur Berechnung der 
Koeffizienten jener Potenzreihen. Wir können aber auch schon hier 
die fraglichen Reihen auf Grund von (6) aus denjenigen der Funk
tionen snw, cnw, dne herstellen.

Das Produkt irgend zweier Potenzreihen von der Gestalt: 
.,w,w2, ,wv, AotA1Aa21*Arv*,

in denen die Av ganze ganzzahlige Funktionen vten Grades von k sind, 
liefert wieder eine solche Reihe, in der die Koeffizienten dasselbe Bil
dungsgesetz in k befolgen. Nun gilt für k • sn w zufolge (10) S. 399 eine 
solche Reihe, und wir finden:

12sn2w - 212 2 - (8%2 + 814) + (32 F + 208%4 + 3216) - - - - ,
wo insbesondere im Gliede mit w2v eine ganze ganzzahlige Funktion 
vten Grades von k2 auftritt, die mit k2 verschwindet. Die letzte Glei
chung (6) liefert demnach vermittelst zweimaliger Integration für die 
Umgebung von w = 0:

logAl(w) =(+ q,w - 2%227 + (8%2 + W) f
- (3212 + 208%4 + 327c6) 8+.,

wo C und C, die Integrationskonstanten sind. Nun ist aber G.(u) 
eine gerade Funktion von u, die für u den Wert 1 annimmt, und
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zufolge der letzten Gleichung (1) gilt dasselbe für Al(w) als Funk
tion von w; es gilt also C=0, C1=0 und:

log^Z(w) - - 2%* a1 + (8Ä2 + 81) 62 
- (32%2 + 20814 + 32%6) 8 + • • • •

Gehen wir zur Exponentialfunktion von logAl(w) über, so folgt:

(7) =1-2%2 2 + (812 + 8%4) - (3212 +6874 +3216) 8+...
als beständig konvergente Reihe der ganzen transzendenten Funktion 
Al(w).

Durch Multiplikation dieser Reihe mit denen von snw, cnw, dnw 
erhält man auf Grund von (2) die beständig konvergenten Reihen der 
ganzen transzendenten Funktionen Al^w), Al2(w\ Al3(w):

(8)<A1,(w)=1-2+(1+2%2)2—(1+622+8%)“/+
Al,(w) =1-122+ (212 + 14) 2 —(862+614+ 19)67 +.

Es gelten für die ganzen ganzzahligen Funktionen von k2, die hier als 
Koeffizienten auftreten, mehrere den Gleichungen (11) S. 400 entsprechende 
Relationen, welche wir aus jenen Gleichungen leicht herstellen. Wir 
schreiben zu diesem Zwecke unsere Reihen (8) und (7) abgekürzt:

41,(0) = A, d+v 4,60) — 2 c, 
4l,(0)-2c,2, av(w)-2p,:

Dann ergibt sich zunächst zufolge der Herleitung der vierten Reihe aus 
der sn-Reihe, daß die erste Relation (11) S. 400 für die Koeffizienten 
Dv erhalten bleibt:
(9) * • D,(2) - D,(-).
übrigens findet man bei dieser Herleitung, daß abgesehen von D = 1 
die Dv mit k2 verschwindende ganze ganzzahlige Funktionen (v — 1)ten 
Grades von k2 sind. Weiter gilt, unter av die Koeffizienten der sn-Reihe 
verstanden:

und durch analoge Gleichungen stellen sich B, und Gv mittelst der
26*
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Koeffizienten b, und cv der Reihen für cnw und dnw dar. Aus (11) 
S. 400 und der eben angegebenen Gleichung folgt jetzt unmittelbar, 
daß für die Koeffizienten der vier Al-Reihen die folgenden Relationen
gelten: k2.A,(53)=A,(k2),

(10)
k2v.B,(12) = C,(12), 

1:2v.0,(21)-B,(2), 
72%. ,(1)- ,(3),

von denen die letzte die schon unter (9) genannte ist. Auch ist aus 
den früheren Gesetzen der br> cv und den eben über die Dv gemachten 
Angaben ersichtlich, daß abgesehen von B = 1 und C=1 die sämt
lichen ganzen Funktionen vten Grades Cv von k2 mit k2 verschwinden, 
während die B, nur den Grad (y — 1) in k2 erreichen.

§ 7. Produktentwicklungen der elliptischen Funktionen 
zweiter Stufe.

Wir haben oben (S. 264 ff.) die Abbildung der u-Ebene auf eine 
Riemannsche Fläche Foo über der Z-Ebene vermittelst der Funktion:

2inu
(1) t = e 0,

untersucht und in Fig. 55 erläutert, wobei das Periodenparallelogramm 
der Ecken 0, O2, 0. - O2, 0, in den schraffierten Kreisring der Figur über
ging. Die elliptischen Funktionen (erster Art) erster Stufe wurden, als Funk
tionen von t aufgefaßt, zu den eindeutigen Funktionen des Kreisrings; 
und auch die Funktionen ^(u) und 6(w) wurden nach geeigneter Nor
mierung eindeutige Funktionen von t, welche gegenüber der erzeugen
den Substitution t‘=q2t der damals durch I(9 bezeichneten Gruppe 
ein einfaches Verhalten darboten.

Im Anschluß hieran hatten wir Produktentwicklungen dieser Funk
tionen von t und Laurentsche Reihen nach Potenzen von t untersucht. Indem 
wir zuvörderst entsprechende Produktdarstellungen für die Funktionen 
zweiter Stufe angeben wollen, haben wir nicht nötig, ausführlich auf funk
tionentheoretische Betrachtungen in der Z-Ebene zurückzugehen. Es genügt 
vielmehr, auf die aus (8) S. 268 sich ergebende Darstellung der O-Funktion: 

„utru
(2) 5(M) - “-201 (—1) . ü---- a—"—

1/(1—q2")2

7 =1



Einfach unendliche Produkte für die -Funktionen zweiter Stufe 405 

zurückzugehen, um von liier aus rein rechnerisch zu verfahren. Man 
wolle sich nur daran erinnern, daß die rechter Hand auftretenden Pro
dukte in jedem endlichen Bereiche der t-Ekene, der den Nullpunkt t = 0 
weder im Innern noch auf dem Bande enthält, absolut und gleichmäßig 
konvergent sind.

Man wolle nun in (2) der Reihe nach für u die Werte:

eintragen, denen die Werte t = q, t = — 1 und t = — cq entsprechen. 

Wir erhalten auf diese Weise Produktdarstellungen für 6(2),6(), 
6 ("1 2 “2) , welche unter wiederholter Verwendung der Legen dreschen 

Relation (6) S. 160 die einfachen Gestalten annehmen:

Die Zusammenfassung der in den Zählern und Nennern zunächst 
getrennt auftretenden Produkte je in ein einziges ist wegen der unbe
dingten Konvergenz der Produkte statthaft.

Um für die in (3) S. 384 erklärten Funktionen (d^u), O,(u), Os(u) 
Produktdarstellungen zu gewinnen, hat man in (2) für u der Reihe 

nach einzutragen u — —1, u — -2, u — °3, sodann den Exponentialfak- 2 2 2
tor zuzusetzen und durch den in Betracht kommenden Ausdruck (3) 
zu teilen. Pie Bechnung führt auf folgende Produktdarstellungen der drei 
geraden Funktionen zweiter Stufe 6. fuj,...:

9, _  1 2%,1 — 2 cf 1 cos —-----L02(1—q2n-1)2
q4n-2

(<)
12u2

O,(u) = e202
2 n=1

1—2q2n cos 2nu _q4n_ _ _ _ _ _ _ _ _ O2_ _ _ _ _
(. f 2ny2

nu
COS-----

co,

n=1

. „ 2n 1 2 T u . 4 _ 21—2q" cos----- —q*" :O2

Wir haben rechts wieder durchweg u eingeführt und erinnern daran,
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daß diese Produktdarstellungen in jedem endlichen Bereiche der u-Ebene 
unbedingt und gleichmäßig konvergieren. Teilen wir diese Gleichungen 
durch die von S. 268 her bekannte Gleichung: 

(5)
12u2
2 0,

e TtU sm —• 02
n = i

. « 2» 2nu1 —2qncos-----
02

(1-q2n)2
+q4"

= "
so ergeben sich zufolge (4) S. 384 Produktentwicklungen für die drei 
Funktionen zweiter Stufe 7(u), 7,(u), 7s(u).

Zwischen den vier in den vorstehenden Formeln auftretenden Pro
dukten1):

(6) 1(1-2*), no +q?»), II(1—q21-1), II(1+q21-1)
besteht eine wichtige Beziehung. Zufolge der unbedingten Konvergenz 
dieser Produkte gelten nämlich die Gleichungen:

27(i - ä’«) • 77(1 + q2") - 77(1 - q),
Z7(i - 77(1 + = 77(i - 2*-^.

Multiplizieren wir diese beiden Gleichungen miteinander, so erscheint 
rechts bei Zusammenfassung beider Produkte in eines das erste Produkt 
(6) wieder. Die Werte der drei letzten Produkte (6) ergeben also mit
einander multipliziert 1:

(7) 77(1 + 4”‘)'77(1-28”-1)-77(1 + 42-1)- 1-
Ehe wir zu Produktdarstellungen für die Funktionen snw, cnw, 

dnw übergehen, wollen wir die in (17) S. 392 als eindeutige Funktionen 
der Perioden erklärten Größen Ve — e., k, k' mit entsprechenden Dar
stellungen versehen. Dieselben ergeben sich, wenn wir in die in (17) 
S. 392 rechts stehenden O-Quotienten die inzwischen gewonnenen Pro
duktausdrücke (3) eintragen, dabei wiederholt von der Legendreschen 
Relation (6) S. 160 Gebrauch machen und endlich bei der Berechnung 
der Gleichung für Ve, — e, die eben angegebene Relation (7) heranziehen: 

ve,—e, - i(1 - q2»)3. il(1+q21-1)*, 
10,/14q2n 4 00,/1_q2n-1\4

(8) =421(142-1), k’=II(+q21-1)
n=1 n

Erklären wir die beiden Ausdrücke Ve—e3 und Ves—e im An
schluß an die Gleichungen:

'2  62 Es L3_ 6s 61e2 e1 ’ e, e,
1) n hat stets alle ganzen positiven Zahlen zu durchlaufen, was der Kürze 

halber nicht immer angegeben ist. 
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als eindeutige Funktionen der Perioden durch:

Vea es =k Veg e, , Ves e, = k Ve e, ,
so finden wir als Produktdarstellungen für die fraglichen Quadratwur
zeln der Differenzen der e:

(Ve,—e, - q?u-1)4,
"2=1 n = 1

co Co
(9) Ve—e = ULI(1 - q2n)2-na + 22-1)4, 2=1 n = L

ye,—e, =4 q‘1(1 - q2»)2.17(1 + q2*)4
02 n=1 n = 1

Andrerseits ergeben die Gleichungen (8) die Möglichkeit, auch 
die achten Wurzeln aus den Integralmoduln k2 und k‘2 als eindeutige 
Funktionen des Periodenquotienten 0 zu erklären, was durch die Glei
chungen geschehen soll:

£
Vk = Y2q8(10) Tr/1+q2" N

LI 1-2-1/’
—q2n1

1—q2n-1
Multiplizieren wir diese beiden Gleichungen miteinander und benutzen 
die Relation (7), so ergibt sich durch Ausziehen der Kubikwurzel für 
die 24. Wurzel des Produktes k^-k'^ der Integralmoduln die Darstellung 
als eindeutige Funktion des Periodenquotienten o:co
ui)

n=1\II /

Die Diskriminante 21 stellt sich als Quadrat des Differenzenpro- 
duktes der e,e, e3 so dar:

4=16 [(e, e,) (e, es) (es — e,)]3.
Die Gleichungen (9) ergeben sonach mit Benutzung der Relation (7) 
als Produktentwicklung der Diskriminante 2:
(12) 2=(2)“qi(1-q2*)24,

N°2/ n = 1

was wir auf anderem Wege bereits S. 313 erhalten hatten.
Den Übergang zu den Jaco bischen Funktionen snw, enw, dnw 

vollziehen wir jetzt auf Grund von:

Ve, — e. 6 (u) 6, (u} , 6, (u)snw r * 1 M, cnw=-2), dne = -8).O1 (w) ’ O1 (u) ‘ 6, (w)

Nach Eintragung der Produktausdrücke für Ve, — e, und die 6-Quo- 
tienten wolle man bei snw von der Relation (7) Gebrauch machen und
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kann übrigens die von u freien Produkte nach (10) durch Vk und vk‘ 
ausdrücken. Führen wir w und K an Stelle von u und 0, auf Grund 
der bekannten Beziehungen ein, so finden wir als in jedem endlichen 
Bereiche der w-Bbene unbedingt honvergente Produhtdarstellungen der 
Funktionen snw, enw, dnw:

, 9, 70 20 ■ 4 .1 — 2 Q ” cos — 4- q"

1—2q2n 1cosK—q4n 2

(13)

vk snw =

dnw
yp

,9 3 N01—2q"cos -

. ci 2 71 — 1 7020,1 — 2 g cos -g 1 Q

1—2q2n-1cosK-q4n-2
. 9. ' - 1 3 00 I /1—2qn 1cos-——q

1A A . 7 w 2^ sin2K
4 n

§ 8. Laurentsche und Fouriersche Reihen für die Funktionen 
sn, cn und dn.

Aus den vorstehenden Produktentwicklungen kann man auf rein 
rechnerischem Wege (nach Vorgang von Jacobi) zu Fouri ersehen 
Reihen für die Funktionen snw, enw und dnw gelangen. Doch führt 
eine selbständige Herleitung dieser Reihen aus den Eigenschaften un
serer drei Funktionen sogleich tiefer in die Bedeutung dieser Reihen 
ein (vgl. S. 269).

Für die Untersuchung der Funktion snw bilden wir die u-Ebene 
mittelst der Exponentialfunktion:

7ti / 0,) ni(1) ="3= ex"-""

auf eine unendlich-blättrige Fläche F. über der /-Ebene ab, wobei wir 
zu ähnlichen Verhältnissen kommen wie S. 264. Arbeiten wir des besseren 
Anschlusses an snw halber sogleich mit der w-Ebene, so wird das aus 
zwei Parallelogrammen des ursprünglichen Netzes zusammengesetzte 
Parallelogramm der Ecken w = — iK', w=4K— iK' eindeutig auf einen 
Ring der /-Ebene abgebildet, dessen innerer Rand der Einheitskreis der 
/-Ebene ist, während der äußere Rand aus diesem Kreise mittelst der 
Substitution t' = q~1t hervorgeht. Wir wollen diesen ringförmigen Be
reich Bq nennen. Üben wir auf das fragliche „Doppelparallelogramm“ 
der w-Ebene die sämtlichen Substitutionen:

w' = w + 2iK', w' = w + 4iK‘, w' = w + 6iK',...

aus und fügen die entstehenden Doppelparallelogramme dem ursprüng- 
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liehen an, so ergibt sich ein Parallelstreifen der w-Ebene, der sich auf 
ein schlichtes Blatt der F. über der t-Ebene abbildet. Den beiden er
zeugenden Substitutionen:

w' = w 4- 2 i K', w' = w - 2K

der Gruppe entsprechen die Substitutionen:
(2) t' = qt, t' = — t,

aus denen wir eine wieder mit I(6) zu bezeichnende Gruppe herstellen. 
Der Bereich B geht durch die erste dieser Substitutionen in einen ring
förmigen Bereich B. über, welcher sich längs des Einheitskreises glatt 
an B anlagert. Den aus B und B. zusammengesetzten „Doppelring“ 
nennen wir (Bo -

Im Punkte t = 1 (der Stelle w = iK' entsprechend) liegt ein Pol 
erster Ordnung der Funktion snw. Der entsprechende Wert von u ist 

", in dessen unmittelbarer Nähe zufolge (1) und der Eigenschaften 

der Funktionen 6 und O. (vgl. (3) S. 384) folgende Entwicklung gilt:
. . .10,./ 4 3 0 / C0. \ 30 0 • / 00. \ 3 0 A po / C0. \ , / \t— 1 = — (u~ 1 = — 6 u — -1 =------e 4 6 (-1 G. (u\O2 \ 2 / 02 \ 2/ 02 \2/-)‘

Andrerseits ist zufolge der aus (2) und (1) S. 401 sich ergebenden Dar
stellung der Funktionen sn w durch die Funktionen O(u), O.(u) unendlich 

nahe am Punkte u dem Nullpunkte von O,(u):

ve, — e, 0 (y)
snws- - - 6,(0)- - - - -

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit der voraufgehenden folgt:
._ _ _ _ _  71(, 2

lim ((t — 1) • sn w) = — — ve, — e, • e 4 6 (Q1) •
Trägt man für Ve, — e, und 5 (2) die Produktentwicklungen (9) S. 407 

und (3) S. 405 ein, so folgt unter Benutzung von (7) S. 406:

lim — 1) • sn w) =- - ——- - - - —— - - - - - - -=1 4 w (1 - ä2 ")2 27(1 + s2 n/
Aus der letzten Gleichung (9) S. 407 ergibt sich damit:

lim (e - 1) • snw) - gi t=1 OgVes—e
Als Funktion von t ist snw im Innern des Ringes B überall ana

lytisch, während auf jeder der beiden Randkurven ein Paar von Polen 
gelegen ist. Da snw gegenüber der zweiten Substitution (2) Zeichen
wechsel erfährt und also eine ungerade Funktion von t ist, so existiert 
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für den Bereich Bo als Konvergenzbereich eine bestimmte Laurentsche 
Reihe:

+ co 
sn w = 2 c,t2n-1 

n=—0

als Darstellung von snw. In den Punkten t = 1 und t = — 1, den auf 
dem inneren Rande von B gelegenen Polen, wird snw unendlich wie: 

"i(-1- und "2,(+1-,
so daß die Differenz:

ni / 1 , 1 \ ni tsn " “ 2K% (—1 * 1+1) - sh"-Kk #—1
an den beiden fraglichen Stellen analytisch bleibt. Im Innern von B 
ist t»1, so daß für den Subtrahenden daselbst die konvergente Ent
wicklung: otti t _ ni V/2n-l

Kk ' 1 Kk ‘
n — —

und also für die Differenz die Darstellung:
0 . co

snu-Ki ,i = 2 (-Ri) t"-1 +2 c^n~1 n=—0 n = 1

gültig ist. Die hier links stehende Funktion ist im Innern des Doppel
ringes (B ff- B.) überall analytisch, während auf dessen Rande Pole 
liegen; die auf der rechten Seite stehende Laurentsche Reihe hat somit 
(B 4- B,) zum Konvergenzbereiche.

Man verstehe jetzt unter t einen Punkt im Innern von B., so daß 
| < 1 und also die konvergente Entwicklung:

ni t  ni N14n_1
Kk t2— 1 Kk 2

n — 1

gilt. Tragen wir dieselbe in die letzte Gleichung ein, so ergibt sich für 
snw die im Innern von B. konvergente Entwicklung:

snu-S(,x)gn-I
n=—c

Dem jetzigen Punkte t entspricht durch die zur ersten Substitution (2) in
verse Substitution der im Innern von B gelegene Punkt t' = q~1t. Da 
snw gegenüber dieser Substitution unverändert bleibt und für den Be
reich B die ursprünglich angesetzte Laurentsche Reihe gilt, so ist: 

+c
sn w =2(c,q-(2n-1) • t2n-1

n = -
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die für B, gültige Laurentsche Entwicklung, welche demnach wegen 
ihrer eindeutigen Bestimmtheit mit der eben zuvor angegebenen Reihe 
identisch sein muß. Es gilt also:

. • 9,_171 /9_-N 7 2
" Kk n ‘ n Kk q2n-1—1‘

womit die für den Bereich Bo gültige Laurentsche Reihe von snw ge
wonnen ist; tragen wir für t den zweiten Ausdruck (1) ein, so folgt:

(3)
2 n — 1

sn w = e"2n1ak

Für die Funktion enw gilt eine ganz entsprechende Überlegung. 
In nächster Nähe der Stelle " hat man zunächst:

so daß sich durch Multiplikation mit dem S. 409 für (t — 1) angegebenen 
Aus drucke ergibt:

_ la,\ /co, - 0,\. (m+m2)0, 0(-1)0(-1,—2)
lim (Ct — 1) • cn w) =-------e 4 ------- )— -------t=1 O2 g(O2)

\ 2 /
Durch Eintragung der Produkte für die rechts stehenden 6-Werte findet 
man unter Benutzung der Gleichung (7) S. 406 und der Legendreschen 
Relation (6) S. 160:
lim ((t — l)cn w) =----- -------- ----------- --------------------= —  = -1-,
t=1 41q21/(1-q2n)2.1I(1q2*)4 0,Ves—e 2" 
woraus das Verhalten von enw in den Polen t= 1 und t — — 1 zu 
entnehmen ist. Im übrigen hat man nur noch zu beachten, daß cnw 
bei Ausübung der ersten Substitution (2) Zeichenwechsel erfährt. Tragen 
wir in die für B gültige Laurentsche Reihe von cnw an Stelle von t 
gleich wieder den zweiten Ausdruck (1) ein, so folgt:

W
2 n— 1+o0 2T •7 qcnW = -, —- - -Kk cfn 1-1

n — 00

2n-12K C

Die dritte Funktion dnw bleibt bei der zweiten Substitution (2) 
unverändert und ist also als gerade Funktion von t anzusetzen. Das 
Verhalten von dn w im Punkte t = 1 schließt man am kürzesten aus 
der Relation:

dsnw dt ,2 •= cn w • dn W0, dt dzv ‘
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welche mit Rücksicht auf das schon festgestellte Verhalten von snw 
und cnw im fraglichen Punkte die Gestalt annimmt:

ni(1N2ni T 1 ,~ 2KE —1) ’ 2K 2K% ' t—1 ’ on W'
Da übrigens dnw eine gerade Funktion ist, so ergibt sich, daß dnw 
in den Punkten t=1 und t = — 1 unendlich wird wie:

T1 □ T 12K ' t—1 und “ 2K ’ t—1 ‘
Weiter ist noch zu beachten, daß auch dnw wie cnw gegenüber der 
ersten Substitution (2) Zeichenwechsel erfährt. Es reiht sich an (3) 
und (4) als Darstellung von dnw:+ n mt iw(5) dnw=x2e*.n = —c

Zu Fourierschen Reihen für unsere Funktionen gelangen wir nun 
einfach durch Zusammenfassung der Glieder in (3), (4) und (5) zu 
Paaren: Für die Funktionen snw, cnw und dnw gelten folgende TJar- 
stellungen in Fourierschen Beihen:

(
00

2n—1
K k snw = 2 Q sin (2n — 1) n w
2x 1—227-1 2K>n — 1 9n —1

(6) Kk cn w = )
% = 1

q 2 cos (2n — 1) nw
2 x 1+q2"-1 2K’

2K dn w = 1 4- < 4q" cosnttw, 
K ‘7t 2 1—q2nn=1 1

der gemeinsame Konvergenzbereich derselben entspricht dem Finge Bo und 
stellt also einen Parallelstreifen der w-Ebene dar, begrenzt durch zivei Ge
rade, deren eine durch die Pole w = iK' — 2vK läuft, während die 
andere die Pole w = — iK' 2vK verbindet.

Zu bemerkenswerten Spezialfällen der Gleichungen (6) gelangt man 
durch Eintragung der besonderen Werte w K, K - iK', wo
bei man die Werte der linken Seiten der Gleichungen (6) an diesen 
Stellen aus der Tabelle von S. 393 meist direkt ablesen kann. Wir no
tieren etwa die für w = 0 entstehenden Gleichungen:

(7)
( 13.57K2k _  q2 3g2 5g2 7 q2

x* 1 — qt 1 — q8t1 — q5T1 — q7 ‘ 
13 1 1

' Kk_ q2 . 2 । 2 । 2 ,2x 1 + q ‘ 1 + p ‘ 1 — q5 ' 1 -+ q” T 1
2K_. 4 q । 4q2 , 4q8 , 4q4 ,n • 1 -+ p "r 1 4- q4 1 4- q61 - q8 T
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§ 9. Die Fouriersche Reihen für die ganzen Funktionen 6.(u), 
6,(u), 6,(u) und die Thetafunktionen.

Die ganzen transzendenten Funktionen G.(u), G,(u), G,(u) sind nach 
geeigneter Normierung durch einen Exponentialfaktor (S. 266) in Ab
hängigkeit von t betrachtet Funktionen, die in der ganzen t-Ebene, ab
gesehen von den beiden wesentlich singulären Punkten t = 0 und t = oo 
analytisch sind. Hieraus bestimmt sich der Konvergenzbereich der zu
gehörigen Laurentschen Reihen und der aus ihnen hervorgehenden 
Fourierschen Reihen, welche letztere in jedem endlichen Bereiche der 
u-Ebene unbedingt und gleichmäßig konvergent sind.

Wir brauchen nun für die Gewinnung der fraglichen Reihen nicht 
wieder eine grundsätzliche funktionentheoretische Betrachtung anzustellen, 
sondern können an die Fouriersche Reihe (19) S. 272 für die G-Funktion 
anknüpfen und von hieraus den Übergang zu den Entwicklungen der 
drei G-Funktionen zweiter Stufe durch einfache Umrechnung gewinnen. 
Ehe dies geschehen kann, ist noch eine kurze Vorentwicklung auszu
führen, welche den in (19) S. 272 links stehenden Faktor 02) 
betrifft.

Versieht man die in der mehrfach genannten Gleichung rechts 
1

stehende Reihe mit dem Faktor q4, so gelangt man zur Jacobischen 
.-Reihe, welche man unter Einführung der Variabelen:

u w
0, 2K

an Stelle von u bzw. w durch:co (2 n+1\2
(2) 9,(v) = 2 (— 1)"q 2 / sin (2n + 1)tv

n = 0

zu erklären pflegt; will man die Abhängigkeit von 0 bzw. von q her
vorheben, so schreibt man 9,(v, q). Das Produkt von q4 und 
nennen wir gleich selbst wieder p(0,, 02) und haben also für diese 
allein von den Perioden abhängige Funktion die Darstellung: 

(3) 6,)=2,+(1 - 3g1’2 + 5q29 -7q*+ . ),
welche für jedes im Innern der positiven Halbebene gelegene co kon
vergiert und, woran wir beiläufig erinnern, einen von 0 verschiedenen 
Summenwert liefert. Letzteren können wir nun leicht mittelst der Dis
kriminante 21 darstellen, was hier zunächst geschehen soll.

Zu diesem Zwecke leiten wir erstlich eine wichtige partielle Diffe
rentialgleichung für die Funktion $(v,q) aus der Reihe (2) ab. Da es 



414 II, 2. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe

sich bei Differentiationen nach v im Grunde um Differentiationen der 
Laurentschen Reihe nach t handelt, so gilt:

,,, 00 /2n+127 = — 2x2(— 1)"(2n + 1)2 • q 2 / sin(2n+1)*0,
, % = o

wo die Reihe den gleichen Konvergenzbereich hat, wie die Reihe (2). 
Bis auf einen konstanten Faktor gelangt man zu derselben Reihe, wenn 
man 9. einmal nach 0 differenziert. Die Vergleichung der sich er
gebenden Formel mit der letzten liefert den Satz: Die Funktion 
befriedigt die partielle Differentialgleichung:

(4) 4,=4nid0.0v2 0o

Diese Gleichung wollen wir auf u und den S. 316 erklärten Diffe
rentiationsprozeß D, umrechnen. Zunächst gilt:

s,  229,  2, . . /log,
0v2 2 Su2 2 1 L du2 \ du

wie man durch einfache Differentiation feststellt. Bei der Ausübung 
von D?j auf 01 hat man zu beachten, daß Og als Nenner in v vor- 
kommt und außerdem co im zweiten Argumente q der Funktion auftritt. 
Es folgt:

D (og9,)  1D (9,)  1(_ 9,48, ‘ " + 22,D,(0)).
& 1/ $1 7 1/ T1 \ 0v 002 0c J/V ‘/

Bei Benutzung der Legendreschen Relation (6) S. 160 findet man:

7(_ 0000_7_0,T2__2iz n ) 100, 1200, 0, 02 2
Die letzte Gleichung ergibt somit:

= - 0)1#, (2ul 08, + 2 O (log «■,)).0o 2 1 \ 02 ou 7%° 1/

Hiernach lautet die umgerechnete Differentialgleichung (4): 

  
(5) 3"log,0, + (@log6,)3 + 2u" alog8, + 2 j? (log 9,  0.

P 7 du2 \ du J co2 du ° 17

Nun gilt zufolge der Gleichung (19) S. 272 bei der jetzigen Be
deutung von p(0,, co2):

log 6 (u) = + log$,(v) - log p(c,, 02),•2
während andrerseits nach S. 322 die G-Funktion die Differentialgleichung 
befriedigt: 

^ + (^y + WogS) + ^s = 0.
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Aus der voraufgehenden Gleichung ergibt sich aber:

log _m,, log,
du^ 0,du^ ‘

(d log 6^ _ 2n3 ,m, log, , (log 9,2
\ du / oo; 0, ^u \ du / ’

2D,(log6) - uWri^) + 2D,(log8,) ~ 2D,(log«).
Tragen wir diese Ausdrücke für die ersten drei Glieder der Differen
tialgleichung "der O-Funktion ein, so folgt bei Benutzung der Glei
chung (5):

»!(4 + D,(na) + 1g,) + (- - 2D,(loga)) = o.\o2 102/ 1‘-/ \o2 n) ° ‘ ‘ /
Da diese Gleichung in u identisch besteht, so muß:

4 + + 192 = 0, 2D,(log 9)—2=0
•2 * •2/ " •2

zutreffen. Die erste dieser Gleichungen bestätigt sich auch sofort, wenn wir:

setzen und den S. 325 bestimmten Ausdruck von D,(na) eintragen. Die 
zweite Gleichung können wir umschreiben in:

D,(log 93) - D,(log 0,) - D,(log (2))) = o.
Diese Gleichung bleibt unverändert bestehen, falls wir dem Ausdrucke 
unter dem Logarithmus den konstanten Faktor 2x zufügen. Wir ge
langen dadurch zu der homogenen Funktion (— 3)ter Dimension der 
Perioden:
(6) v(0,, 02) - • q2 - (2E)q (1—6q2+9q4+.. •),

•2 \ —2 /

für welche also die Gleichung gilt:

D,(logv) = n,°8. _log* 1'2 00, = 0.

Daneben reihen wir jetzt die „Homogeneitätsrelation": 

D.(log®)-0,13‘+0,/2,--3
und finden durch Auflösung nach den Ableitungen von log • unter
Benutzung der Legendreschen Relation und der Gleichungen (7) S. 313:

Ologa —3 n,  10log2 
00, 2 in 400,?
dlogv  3n  10log4 
da2 2 in 4 0o, ‘
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wofür wir auch schreiben können:

Die eine dieser Gleichungen ist übrigens eine Folge der anderen, da 
der unter dem Logarithmus stehende Quotient homogen von nuUter 
Dimension in den 01, O, ist. Wir schließen aber aus den vorstehenden 
Gleichungen, daß dieser Quotient überhaupt von den 0., 02 unabhängig 
und also eine numerische Konstante ist. Erklären wir 2 im Anschluß 
an (12) S. 407 als eindeutige Funktion der Perioden 0,, 0, durch:

(7) 2 = öbD7(i - q?»)s = Öbki - 6q? +9+.. •),N°2/ n=1 N •2 /

so ergibt der Vergleich mit (6) als Darstellungen von 7 und damit 
von 9 durch die Diskriminante 21:

Die Beziehung von zur Funktion 9.(v) nimmt daraufhin die neue 
Gestalt an:

—  72u2
2’ •1v),

wo P. (v) durch die in jedem endlichen Bereiche der v-Bbene unbedingt 
und gleichmäßig konvergente Beihe (2) gegeben ist und der linker Hand 
bei (5(u) auf tretende Faktor als eindeutige Funktion der Perioden G3r, 0, 
erklärt ist durch:

(10) V/g, $/2 = 2qq1(1 - 32‘ 2 + 5q2:8 - 7q8-4 + ■••), V 4 TL •2

eine Gleichung, die wir auch ersetzen können durch:

(11)

Der Übergang zu den drei G-Funktionen zweiter Stufe ist nun 
sehr leicht vollzogen. Wir erklären erstlich (vgl. (9) S. 407) durch:

(12)

V°~K - e,=il(1 - r-y -na + q21-1)3,
‘7 71 = 1 n

‘ T n n
y/6, Ve,—e, = 24 na - q2») iia+48-)s

L‘ T n=1 71 = 1

die drei links stehenden Ausdrücke als eindeutige Funktionen von 0.
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Mit Hilfe dieser Erklärung können wir aus (11) und den Produktent
wicklungen (3) S. 405 entnehmen:

Nun gilt aber zufolge der Erklärung der O-Funktionen zweiter Stufe 
(vgl. S. 384):

6(6) • 6,(u) = et "" 6(u +
6(02) • 6,(u) = e 2""6(u+
6(0,+0) . 6,(u)  e3ont")" 6(u + 0,+°

Setzen wir demnach der Reihe nach in (9) statt u ein u--1, u—-2 2 2 
und u + C! ,°2, so gelangen wir unter Benutzung der Gleichungen 
(13) und der Legendreschen Relation nach einer leichten Zwischen
rechnung zu den Gleichungen: 

V® Ve, - 6, ' 6,(1) - — iebneqi e"" 8,(0 + 2),
V® Ve, - 6, * 5,(1) = e" 0,(0 + 1),
V9Ve-e - e-, q e"• 9,(v + 1+®). ’

Setzen wir: 1
— iq4 e

(14) 1Q4 e 2
so haben wir damit die drei geraden Thetafunktionen Jacobis gewonnen, 
die also mit den ^-Funktionen zweiter Stufe durch:

(15)

V9 Ve, — «3 ' 6,(u) -e 8,(0), .
/—  12u2

V*Ve-et =e2 8,(),
V/®, Ve, - e, • 6,(u) = e36, 9,(v)

Fricke: Elliptische Funktionen.. Bd. 1 27
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Zusammenhängen. Als Funktionen von v und g schreiben wir die Theta
funktionen ausführlich $.(v, q), 9,(v, q), ihre Reihenentwicklungen 
pflegt man zunächst in die Gestalt zu kleiden:

+ 00

9.(v, q) =2(- 1)"q"e2**°1, n=—c
+00 /2_±+1V9, (v, q)=i(—1)"q‘ 2 /e2"+1)oi, n = —c 

te /2n+1):
$2 (v, q)=2q‘ 2 / e(2n+1*‘i, 

n= — c
+ 00

9,(v, q) =2q"*e2n*ei
n=—X

Die D.-Reihe gewinnt man sofort aus der Gleichung (2); aus der 9.- 
Reihe gehen dann die übrigen drei Reihen einfach auf Grund der Er
klärungen (14) hervor. Als Fouriersche Reihen der -Funktionen haben 
wir hiernach:

(9.(v, q)=1— 2qcos 2nv — 2q* cos 4nv — 2q9 cos 6nv — • •
1 9. 2501(v, Q)=2q4 sin TV—24 sin 3nV +2q4sin5V—*,

(17) <1 9 250a(v, Q) = 2q4 cos TV + 2q4 cos 31V — 2q4 coS 5nv

9,(v, q)=1- 2qcos2nv - 2q4cos4nv — 2q9 cos 6xv
womit dann auf Grund von (15) zugleich die Fourierschen Reihen 
für die drei O-Funktionen zweiter Stufe gewonnen sind. Natürlich sind 
diese Reihen sämtlich wie die 9. -Reihe in jedem endlichen Bereiche 
der v-Ebene unbedingt und gleichmäßig konvergent. Tragen wir in 
(9) und (15) für die 5-Funktionen die Produkte (5) und (4) S. 405 ff. ein 
und ziehen die Formeln (11) und (12) S. 416 heran, so ergeben sich 
für die -Funktionen folgende Produktentwicklungen:

00 co

9.(v, u (1 — 2q2n-1 cos 2xv + q4"-2),
n = 1 n — 1

1 co 0o,9.(v, q) =2q4 sinxv •no-q2n') ]J (1 — 2q^n cos 21v- q4"), 
(18) "= "=1

1 Co,9, (v, q)=2q4 cos ntv • II (1 —q2") II(1 + 2q2" cos 2xv - n= 1 n
$,(v, 5) = II(1 - q?n) 1! (1 + 2q2n-1 cos2xv +

. n—1 n—1
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welche gleichfalls in jedem endlichen Bereiche der v-Ebene unbedingt 
konvergent sind.

Bei Änderung von u um 0, und O2 und also von v um g? und 1 
zeigen die Thetafunktionen folgendes Verhalten:

^(v —0)=— gle2n0t9o (v), ®o(v+1)=+ •o(v).
/- AN $,(v++0)=- qle20‘9, (v), 8,(+1)=- 9,(),
(!9) 9,(0+0)=+ qle2*o‘8,(). 9,(• +1)=- 9,(0),

9,(v +0)=- q-le-2no19, (v), 9,(v + 1) = + 9,(v),
wie man aus dem entsprechenden Verhalten der O-Funktionen oder auch 
direkt aus den Reihen (16) abliest. Das Verhalten der Thetafunktionen 
bei Vermehrung des Argumentes v um Periodenhälften, wie es sich aus 
(14) und (19) leicht berechnen läßt, stellen wir gleich tabellarisch zu
sammen:

Setzen wir in den drei geraden Thetafunktionen v so ergeben 
sich die drei kurz durch 9, 92, 93 zu bezeichnenden „Thetanullwerte“:

v‘ = । 0°t 2 +4 1 1—c"± 2

*.(0) = iQ 4e 1(V) 8,() qte-"e,(0)
9, (•‘) = * _ 1 _ n i, \1Q e 9,(v) qe-*‘8,(e)
8,() - d *e iqtet‘• (v)
9,(v) = Q4e Ta (v) 9,(v) iq-te*oe,(v)

(20)

9o=1—2q+2q— 2q9 + 2q16 — 2g25 4----- ,
1 9 25 499,= 24 d- 2q4 - 2q4 — 2g4

93=1-2q—2q4- 2q9 + 2q16 + 2q25 + • • •;
sie sind identisch mit den in (12) eindeutig erklärten Wurzelausdrücken:

(2i) vV/9va -4- o,, V/Ve, -4- 8, V/9V, -6-
Für die durch (10) S. 407 miterklärten vierten Wurzeln der Inte- 

gralmoduln k2 und 7c'2 findet sich weiter:

(22) -8, v-%,,
so daß zwischen den drei Thetanull werten die Relation besteht:
(23) 81+8-8.

Der Nullwert der ersten Ableitung von 9.(v) heiße kurz 9’: 192549
(24) $1 = — 3q4 + 5q4 — 7q4 4- - - );

27*
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teilen wir durch 02, so gelangen wir zur rechten Seite der Gleichung 
(10) zurück, so daß wir finden:

(25) Vv7-10;
Da (vgl. z. B. die Formeln (11) und (12)):

V/9Va, - 6, V, - 6, V, “ G = V 2v7
gilt, so liefern die Formeln (21) und (25) zwischen den Thetanull werten 
weiter die Beziehung:
(26) 9, =9,9,9,.

Die doppeltperiodischen Funktionen sn w, cn w, dn w selbst stellen 
sich in den Thetafunktionen so dar:
(27) V*snw-8,6 V?enu-8,6

wofür wir auch schreiben könnten:

1 i 9, (v)— dn w = g3), Vk‘ •o(v)‘

(28) 9, 9, (v) 9.sn 10 = 93 • g1)., cnW=.°
2 To (V) ‘ $2

(v)
(v) ‘

$o . $3 (v) .
9, ’ 9 (v) ’

dn w

Die zwischen den snw, enw, dnw bestehenden quadratischen Rela
tionen schreiben sich demnach in den Thetafunktionen so:

(29) (930,(0)20892()3=820o()3, 
929,(v)2 + 929,(v)2— 929.(v)2,

so daß zwischen den Quadraten der vier Thetafunktionen zwei lineare 
Relationen mit von v unabhängigen Koeffizienten identisch bestehen. 
Wir können hinzusetzen, daß für je drei unter diesen vier Quadraten 
eine solche Relation besteht; denn aus (29) folgen mit Hilfe von (23) 
sofort die beiden weiteren Relationen:

(30)
+ 2302()2 =?j0a()2,

929,(v)2 + $29,(v)2 —929,(v)2.
§ 10. Die Thetafunktionen mit beliebiger Charakteristik.
Die Nullpunkte der Thetafunktionen liegen in den Ecken, den Seiten

mitten und dem Mittelpunkte des ursprünglich ausgewählten Perioden
parallelogramms der Ecken 0,02, 0.— 02,0i. Will man die Theta
funktionen zur Darstellung der elliptischen Funktionen der drei ver
schiedenen Arten gebrauchen, ähnlich wie oben (S. 212 ff.) zu diesem 
Zwecke O(u) herangezogen wurde, so hat man entsprechend dem 
Übergänge von 5(u) zur Funktion O(u— uo) mit beliebigem Null
punkte uo eine Thetafunktion mit derart abgeändertem Argumente her
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zustellen, daß der Nullpunkt an einer beliebig vorzuschreibenden Stelle 
des Parallelogramms liegt.

Wir können hierbei an irgendeine unter den vier Thetafunktionen 
anknüpfen; jedoch empfiehlt es sich, $3(v) zu bevorzugen. Wir setzen an: 

( go — h\

und haben damit eine Funktion hergestellt, deren Nullpunkt bei:
_(1+9)0—(1—%)

‘0 2

liegt. Wenn wir demnach unter g und h zwei reelle Größen der Inter
valle — 1<g<—1, —1<h<—1 verstehen, so werden gerade die 
gesamten Punkte Vo des auf die v-Ebene übertragenen Periodenparallelo
gramms erschöpft. Doch gelten die nachfolgenden Betrachtungen auch 
dann, wenn wir unter g und h irgendwelche reelle Größen verstehen. 
Die in Ansatz gebrachte Funktion wollen wir noch mit einem unten 
näher zu bestimmenden Exponentialfaktor versehen und schreiben als
dann abkürzend:

e‘+*9,(- 2“2") - „().
Die Zusammenstellung (g, li) der beiden reellen Zahlen g, h nennen wir 
die „Charakteristik der hergestellten Funktion und bezeichnen die letztere 
auch als „Thetafunktion der Charakteristik {g, hf‘.

Den hinzugefügten Exponentialfaktor bestimmen wir in der Weise, 
daß die Funktion 9gn(v) sowohl bei Vermehrung von v um 1 und um 0 
als auch in ihrer Abhängigkeit von 0 ein tunlichst einfaches Verhalten 
zeigt.

Vermehren wir v um co, so finden wir unter Benutzung der letzten 
Formel (19) S. 419:

$,n {v co) e~nih • e(a+*ig)o . q-le2ni09,.(v).

Es wird sich also empfehlen, a = ~ nig zu setzen, damit der zweite 
Exponentialfaktor rechts gleich 1 wird. Schreiben wir den noch nicht 
bestimmten Faktor eb in Abhängigkeit von co allein p(oo), so gilt also:

= T(ra) • e~ni^. 9,(v — 9°g").
Bei der Auswahl von p(o) gehen wir von der Tatsache aus, daß 

die unter (4) S. 414 angegebene Differentialgleichung der ^r-Funktion ton 
allen vier Thetaffmktionen 9,(v, q) befriedigt wird:
(1) 2*2(,0)_4409(.0,
v 7 0v2 da ‘

wie z. B. aus den Reihenentwicklungen (17) S. 418 sofort folgt. Es ist
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nun möglich, den Faktor p(o) so zu bestimmen, daß auch 9,n(v) dieser 
Differentialgleichung genügt. Gebrauchen wir für die beiden ersten Ab
leitungen von 93(v, q) nach dem ersten Argumente die Bezeichnungen 
9, und ff", während wir die erste Ableitung nach dem im zweiten Ar
gumente q enthaltenen co als Differentialquotient schreiben, so gilt: 
0*8,,(v,q) / \ („/ go—n go — h\-- - —- -  = 9(0): en""e‘ (93 (V ~ a) - 2xig9s ("- - - - 2)

,( go — h\ 1- 7*g28s (V — —a)}, 

+dlgP 9,,(v_go—h))
da 3\ 2 / J

Nun ist, da für die P,-Funktion die Differentialgleichung (1) gilt:

„/ ga — h\ . a0,( 2
83(0 - “H - 4zi — o

so daß aus den vorstehenden Gleichungen sich ergibt:
_.03,h(v,Q)

9 4302 A 00 0o
\ (dlogp(4jri^h(v, Q) • (dc - I tig2).

Soll demnach die Differentialgleichung (1) auch von der Funktion 9gh 
erfüllt sein, so haben wir 9(o) aus:dlogo(c) ..9 , 1nig2o— d = 4 zu 9(0) = c •

zu bestimmen, unter c eine numerische Konstante verstanden.
Wir verfügen über diese Konstante in der Art, daß wir nunmehr 

endgültig:
/9n , -nig(v-1g0-1) / gco—h\
-) &gh(y,q) = e \ 4 2s(v--a)

schreiben. Dann gilt der Satz: Die Thetafunldion (2) der Charakteristik 
(g, h) hat ihren einzigen im PeriodenparaTlelogramm gelegenen Nullpunkt 
erster Ordnung an der oben angegebenen Stelle Vo, genügt als Funktion von 
v und co der partiellen Differentialgleichung (1) und zeigt bei Vermehrung 
von v um 1 und um G das Verhalten:

3 (9,,(0+ 1)=e79,*(0)
,n(v +0)= e-*iq-le-2*109,»(v).

Da die beiden reellen Größen g, h auf die Intervalle — 1 <g<- 1, 
—1<h<—1 beschränkt werden können, so sind die einzigen ganzzah
ligen Charakteristiken, die man auch als vHauptcharakteristikenu bezeichnet, 
die vier (0,0), (1,0), (0,1), (1,1). Mit Hilfe der Tabelle von S. 419 stellt
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man leicht fest, daß diese genau zu den vier ursprünglichen Theta
funktionen führen:

(4) $u(0)-8(v), 8,(0)=9,(), $,0(0)- 9,(0), $00()-%,().
Das Formelpaar (3) faßt entsprechend die vier Paare (19) in einen Aus
druck zusammen.

§11. Die Thetafunktionen höherer Ordnung mit beliebiger 
Charakteristik.

Die Entwicklungen von §10 verallgemeinern wir jetzt durch folgende 
Erklärung: Indem wir die Zahlen g, h in der bisherigen Bedeutung bei
behalten, verstehen wir unter einer Thetafunktion der positiven ganzzahli
gen Ordnung m und der Charakteristik {g, h) eine ganze transzendente 
Funktion q), welche bei Vermehrung von v um 1 und um o das 
Verhalten zeigt: 9‘(v + 1) = e*ig9((v).
(1)

9‘m(v — 0) = e nihIrme2mniv 9(m) (v),
und rveiche als Funktion von v und 0 die Differentialgleichung-.

(2) 829((v,q) .. 00(m(v,q)- - - -,—- = 4inm —-9- - - - - -CV^ 0 00
befriedigt. Für m kommen wir auf die in § 10 betrachteten Funk
tionen zurück.

Betrachten wir zunächst die Charakteristik (0,0), so wird eine hier
her gehörige Funktion zufolge der ersten Gleichung (1) in eine Lau- 
rentsche Reihe nach t = e2nio entwickelbar sein, welche wieder den
selben Konvergenzbereich wie die ursprünglichen 9-Reihen hat. Wir 
setzen diese Reihe gleich in die Gestalt:

+960)(v)
n=—c 

wo die Koeffizienten cn von v unabhängig sind. Hieraus folgt: 
+c

80/(v + 00) =} (cnq2") e2"*in;
n=—c

und da andererseits:
+ co=) (cn+mqm)e2*tio n = — co

gilt, so liefert die zweite Gleichung (1) wegen der eindeutigen Bestimmt
heit der Laurentschen Reihe in ihrem Konvergenzbereiche die Rekursions
formel: , ,c , — c n2n + m‘n+m — I
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Ist m = 1, d. h. haben wir den bisher allein betrachteten Fall der Theta
funktionen erster Ordnung, so sind alle Koeffizienten durch einen unter 
ihnen, etwa Co, aus der Rekursionsformel berechenbar. Ist m > 1, so 
haben wir entsprechend der Bauart dieser Formel etwa cw c. . . cm-i 
vorerst noch unbestimmt zu lassen und finden dann aus einem unter 
diesen Koeffizienten, den wir cv nennen, durch wiederholte Anwendung 
der Rekursionsformel:

Ckm+V Crqk'm + 2kr, (k=-0,,+0;v=0,1,2,-,m-1), 
so daß mit cv alle diejenigen Koeffizienten cn eindeutig bestimmt sind, 
deren Indizes nmodulo m mit y kongruent sind. An Stelle der m 
Koeffizienten cv wollen wir noch eintragen:

2
cv = cv • qrn

und findet dann unter Zusammenfassung aller Reihenglieder, die das 
einzelne c, als Faktor aufweisen, für 90)(v) ein Aggregat der Gestalt: 
(3) 98(0) = 9(0) + ,987(0), + • • ■ + 1-900(0).-,

wobei )(v), zu erklären ist durch:
+0 (m+1)2

(4) 960(v), = q " e2Gm+**/o.
k=—c

Die hier rechts stehende Reihe können wir nun auch so schreiben:,2 + coqm e2v*io 2 gl2 m ß2kniqnv + " c»)

k=—c
Damit aber kommen wir auf die Pa-Funktion mit den Argumenten 
(mv — v0) und qm zurück:

2
(°) q)v == qme^tV-\-VG3,qm},

so daß sich die besonderen Funktionen (4) der Charakteristik (0,0) in der 
einfachen Gestalt (5) durch die ursprüngliche Q'z-Funldion darstellen lassen.

Man beachte weiter, daß die m Funktionen (4) linear-unabhängig 
sind. Bestände nämlich zwischen ihnen eine lineare homogene Relation 
mit nicht durchweg verschwindenden Koeffizienten identisch, so würde 
dieselbe auf t umgeschrieben eine Laurentsche Reihe mit nicht durchweg 
verschwindenden Koeffizienten1), aber von identisch verschwindendem 
Summenwerte liefern, was unmöglich ist. Da übrigens jede die Bedin
gungen (1) befriedigende Funktion der Charakteristik (0,0) in der Ge
stalt (3) durch die Funktion (4) darstellbar war, so gewinnen wir das 

1) Man beachte, daß $)(v), diejenigen Glieder der Laurentschen Reihe lie
fert, deren Exponenten modulo m mit v kongruent sind.
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Ergebnis: Die Reihen (4) liefern m ganze transzendente, voneinander 
linear-unabhängige Funhtionen, die den Bedingungen (1) für die Charahte- 
ristik (070) genügen; und umgekehrt ist jede solche Funktion in den m 
Funktionen (4) linear und homogen mit von v unabhängigen Koeffizienten 
darstellbar.

Was nun zweitens die Differentialgleichung (2) angeht, so ist aus der 
Reihe in (4) rechts leicht zu zeigen, daß jede der m Funktionen 90(v), 
jene Gleichung befriedigt. Hieraus folgt, daß ein Ausdruck:

m—i

(6) 960) (v, q) => c, 90) (v, Ql
v = 0

mit von v unabhängigen Koeffizienten cv die Gleichung (2) stets und 
nur dann befriedigt, wenn:

m—1 7
=—y Cv C2 a 960(0, 0), =0

v =0
dc, 

identisch besteht. Dies erfordert aber, daß alle m Ableitungen ver
schwinden, weil wir andernfalls bei Umschreibung auf t wieder zu einer 
Laurentschen Reihe mit nicht durchweg verschwindenden Koeffizienten, 
aber identisch verschwindendem Summenwerte gelangen würden. Die 
cv sind also auch von 0 unabhängig. Die 9) (y, q)v sind m voneinander 
linear-unabhängige Thetafunktionen mter Ordnung der Charakteristik (0,0); 
durch sie läßt sich jede solche Funktion in der Gestalt (6) mittels nu
merischer, d. h. von v und 0 unabhängiger Koeffizienten darstellen.

Die Thetafunktionen mter Ordnung der übrigen Charakteristiken (g, h) 
kann man genau, wie dies in § 10 für die erste Ordnung ausgeführt 
wurde, aus denjenigen der Charakteristik (0, 0) herstellen. Setzt man:

8,) (0,0)--(0)-e-*1,v. 980) (0 — ge—h , q) >
wo 9(o) von v unabhängig ist, so genügt diese Funktion jedenfalls den 
Bedingungen (1). Die Forderung, daß die Differentialgleichung (2) er- 
füllt ist, führt aber, von unwesentlichen Änderungen abgesehen, wieder 
genau zur Entwicklung von S. 422 zurück. Für das Bestehen der Glei
chung (2) ist die Bedingung:

d log p(o)
da im

hinreichend und notwendig, wodurch p (co) bis auf einen numerischen 
Faktor eindeutig bestimmt ist. Um eine Formel zu gewinnen, in der 
die Gleichung (2) S. 422 als Spezialfall m = 1 enthalten ist, setzen wir: 

goh\°4m2m).96(v—90-" ,q)
\ nb / 
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und haben auf diese Weise sicher eine Thetafunktion mter Ordnung der 
Charakteristik (g,h) gewonnen. Ist andrerseits eine beliebige solche Funk
tion in 9‘h(v) vorgelegt, so erkennt man in:.(goh\ + g0—h)" 2m/
sofort eine Thetafunktion mter Ordnung der Charakteristik (0, 0). Die 
Gleichung (7) liefert uns gerade genau die gesamten Thetafunlitionen mter 
Ordnung der Charahteristik (g, h\ falls rechter Hand $6) alle Theta- 
funktionen mter Ordnung der Charakteristik (0, 0) durchläuft.

Die weiter über die Charakteristik (0, 0) entwickelten Sätze über
tragen sich jetzt sofort auf jede andere Charakteristik. Wir gelangen 
zu dem Ergebnis: Den m besonderen Funktionen 9")(v), entsprechen ver
möge (1) m linear-unabhängige Thetafunktionen mter Ordnung 99h(v, q)v 
der Charakteristik (g, h), in denen sich jede Funktion dieser Art linear 
und homogen mit numerischen Koeffizienten darstellt.

§12. Die Thetafunktionen mter Ordnung als ganze elliptische 
Funktionen dritter Art.

Führen wir an Stelle von v das Argument u wieder ein, so können 
wir die Gleichungen (1) S. 423, denen eine Thetafunktion mter Ordnung 
der Charakteristik {g, h) genügt, in die Gestalt:

setzen. Wir erkennen also in unseren Thetafunktionen mter Ordnung 
nach den Erklärungen von S. 217 und S. 221 ganze elliptische Funk
tionen dritter Art, und zwar haben die in den Exponentialfaktoren der 
Gleichungen (2) S. 217 auftretenden Koeffizienten u, v hier die folgende 
Bedeutung:

70 A 1 1 7 1U1=——, u2=0, V1=—2m0-2h, Va=—29.
U

Nach einem S. 220 aufgestellten Satze muß für jede elliptische Funk
tion dritter Art der Ausdruck (o.u2 — O2u1) eine ganze Zahl darstellen, 
welche wir als „Ordnung“1 der Funktion bezeichneten, und welche den 
Überschuß der Anzahl der Nullpunkte über diejenige der Pole der 
Funktion im Periodenparallelogramm liefert. Wir folgern aus den eben 
angegebenenen Werten von u,, u2: Fine Thetafunktion mter Ordnung 
gehört auch als elliptische Funktion dritter Art zur Ordnung m und hat
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demnach als ganze Funktion im Periodenparallelogramm insgesamt m 
einfache Nullpunkte, die natürlich auch irgendwie zusammenfallen dürfen. 

Um die Beziehung der Thetafunktionen zu den ganzen elliptischen 
Funktionen dritter Art weiter darzulegen, verstehen wir unter »(u) 
irgendeine ganze elliptische Funktion dritter Art der Ordnung m und 
gehen auf die eben bereits genannten Gleichungen:

v(u + 00,) = e2in(,*+*)+(u), v(u + 0,) = e2iz(uu+*)7(u) 
zurück, wobei also für u., u, die Bedingung gilt:

01u2 —0211= m.

Da im übrigen die u1, ug, V1, V, beliebige komplexe Größen sind, so 
scheinen zunächst die Funktionen (u) insofern weiter als die Theta- 
funktionen zu reichen, als doch in den entsprechenden Definitionsglei
chungen (1) S. 423 die g, h reelle Werte haben sollten. Dieser Unterschied 
ist indessen nur scheinbar und kann durch eine „Normierungii von ip(u) 
mit einem Exponentialfaktor hinweg gehoben werden. In der Tat wollen 
wir von w(u) zur Funktion:

ttiu, „-----~u- —Tilu
9(u) = e 2 V7 W 

übergehen, indem wir uns die nähere Bestimmung von R vorbehalten. 
Das Verhalten dieser Funktion pp(u) bei Vermehrung des Argumentes 
u um 0, und um 0, ist infolge der vorstehenden Gleichungen:

p(u - 002) = e-*i(262+1,02- 2")p(u),
u

9 (u 00 1) = e g e 2 gj^u).

Wir können nun R eindeutig durch die Forderung festlegen, daß die 
beiden Klammerausdrücke in den Exponenten rechter Hand reell aus
fallen. Schreiben wir unter Trennung der reellen und imaginären Be
standteile 2 = A‘ — ih", 0, = + io’, . . ., so kleidet sich jene Forde
rung in die Gleichungen:

202* 2=2’2-202- M2 Og, 
A G1 + A G1 = 211 -  U101—U101,

aus denen wir, da olo" — o‘‘0, < 0 gilt, A‘ und A" und damit 2 ein
deutig berechnen können. Auf diese Weise gewinnen wir zwei ein
deutig bestimmte reelle Größen:
(1) g — (2 4- U2)002 — 2v2, h = (2 + u1)0, — 2vs‘

auch können wir, da in den Bedingungsgleichungen der Funktion ib(u) 
eine Abänderung von V, und V, um irgendwelche ganze Zahlen ohne 
Folge ist, die Größen V, und V2 so bestimmt denken, daß die beiden 
reellen Zahlen g, h unseren oben vorgeschriebenen Intervallen — 1 <g< — 1,
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— 1<h<—1 angehören. Es rechnet sich nun das oben für (p(u) an
gegebene Gleichungenpaar, wenn wir noch die Bezeichnung gebrauchen:

Cp(u) = cp^va)^ =

in die folgende Gestalt um:
(0(0 + 1)= e-*ige(v
e(v + co) = e-nihq-i

Hiermit haben wir in der Tat die Bedingungsgleichungen (1) S. 423 
der Thetafunktionen wieder gewonnen und wollen die Funktion 0(v) 
dieserhalb genauer mit e,%(v) bezeichnen. Die an jene Gleichungen (1) 
S. 423 geknüpften Rechnungen des vorigen Paragraphen dürfen wir dem
nach auf eh(v) in Anwendung bringen. Auf Grund jener Rechnungen 
oder auch aus dem gleich wieder ausführlich zu betrachtenden Hermite
schen Prinzip (vgl. S. 228) folgt die Darstellbarkeit jeder Funktion e,N(v) 
in der Gestalt:6,7(0) - 6,9,7(0)0 + 6,957(), + • • • + 6,-8,7(0)m-,
mit Koeffizienten, die von v unabhängig sind. Das hier rechts stehende 
Aggregat liefert offenbar auch dann noch eine die Relationen (2) 
befriedigende Funktion, wenn die cv irgendwelche Funktionen von co 
sind. Hieraus geht hervor, daß zwar für m=1 jede Funktion eh(v) 
durch Behaften mit einem weiteren von co allein abhängenden Faktor 
zu einer Thetafunktion gemacht werden kann, daß dies indes für m > 1 
nicht mehr stets möglich ist; denn diese Möglichkeit erfordert nach dem 
Schlußsätze von § 11 offenbar, daß die Quotienten der c0, q,. . ., Cm_1 
von co unabhängig sind, was eine Besonderheit ist. Nennen wir dem
nach jede den Bedingungen (2) genügende ganze transzendente Funk
tion eine „allgemeine^ Thetafunktion mter Ordnung e(v) der Charakte
ristik (g, h), so umfassen dieselben zwar die Thetafunktionen 90 (y) als 
Spezialfälle, werden ihrerseits aber nicht durch diese Thetafunktionen erschöpft; 
die zweite Bedingung (2) S. d23, die Differentialgleichung der Funktio
nen kommt demnach für die allgemeinen Thetafunktionen e’T(v) in 
Fortfall. Die Beziehung zu den ganzen elliptischen Funktionen dritter Art 
gestaltet sich nun einfach so, daß die letzteren nach Hinzufügung des oben 
bestimmten Fxponentialfaktors gerade die gesamten allgemeinen Theta- 
funktionen e(h(v) liefern.

Eine Bemerkung ist noch über die Beschränkung der reellen Zahlen 
g, h auf die Intervalle — 1<g<—1, — 1<h<—1 nachzutragen. 
Ändern wir etwa in der Gleichung (7) S. 425, welche wir auf beliebige 
reelle g, h beziehen, g und h um irgendwelche gerade ganze Zahlen, so 



Beziehung der „allgemeinen“ Thetafunktion zu den 0(v,q) 429
bleibt die durch jene Gleichung dargestellte Thetafunktion keineswegs 
unverändert. Indessen bleibt sie eine Thetafunktion der anfänglichen 
Charalderistik, da in den erklärenden Gleichungen (1) S. 423 und auch 
(2) S. 428 eine Änderung der g, h um gerade ganze Zahlen folgenlos 
ist. Die Zulassung von Zahlen g,h außerhalb der angegebenen Inter
valle würde uns also keine neuen Funktionen mehr liefern können.

Für die gleichändrigen ganzen elliptischen Funktionen dritter Art 
hatten wir S. 227 auf Grund funktionentheoretischer Erwägungen das 
Hermitesche Prinzip abgeleitet: Unter den gleichändrigen ganzen ellip
tischen Funktionen dritter Art mter Ordnung gibt es stets im ganzen m 
linear-unabhängige, in denen alle weiteren linear und homogen mit von u 
unabhängigen Koeffizienten darstellbar sind. Zu diesem Prinzipe führten 
uns die Reihenentwicklungen des § 11 aufs neue hin, und zwar sowohl 
für die allgemeinen Thetafunktionen mter Ordnung wie auch für die 
speziellen, für die letzteren in der besonderen Gestalt, daß die Funk
tionen gleicher Charakteristik stets in m linear-unabhängigen unter 
ihnen linear und homogen mit numerischen, d. h. auch von 0 unabhän
gigen Koeffizienten darstellbar waren.

Die ganzen elliptischen Funktionen dritter Art wurden S. 221 aus 
G-Produkten aufgebaut. Statt der O-Funktionen können wir auch die 
Thetafunktiouen erster Ordnung 9gh (v) benutzen. Ein Produkt von m 
Funktionen 9,h(v) erster Ordnung stellt zufolge (3) S. 422 allemal 
eine allgemeine Thetafunktion mter Ordnung:

m 
e,7)(v,q) =1[•,,,0,(v,q) V = 1

dar, deren Charakteristik sich aus:

=9+94- - - P 9h=h +h, H- - - - +hm (mod. 2)
bestimmt. Sind die Charakteristiken (gv, hf) sämtlich ganzzahlig („Haupt- 
Charakteristiken“), so gilt dasselbe von fg, hf Einige hierauf bezügliche 
Ausführungen mögen sich hier anschließen.

Im Falle der Ordnung m = 2 haben wir in den vier Quadraten der 
ursprünglichen -Funktionen und in ihren Produkten zu zweien lauter 
Funktionen 0(22 (y) vor uns, und zwar verteilen sie sich auf die vier 

ganzzahligen Charakteristiken so:
(0,0) 9,(0)3, 9,(0)3, 9,(0)%,
(1, 0) o (•) 9, (), 9, (y) 9, (•),
(0, 1) %o W 9, (v), 9, (v) 9, (•),
(1, 1) %o () 9, (•), 9, (v) 9, (•).

Je die zwei Funktionen der drei letzten Paare sind linear - unabhängig,• •7 
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wie man z. B. aus dem Umstande entnimmt, daß die eine Funktion ge
rade und die andere ungerade ist. Es läßt sich also z. B. jede Funktion 
e,?(v) in der Gestalt:

0? (•) = co (o) 9, (o) + c, (e) 9, (0)
darstellen, wo die Koeffizienten Co, c, von v unabhängig sind. Auch 
$o (v)2, 1 (v)2 erkennt man leicht als linear-unabhängig, so daß z. B. 
die Funktionen 9(v)2 und $, (v)2 in den Gestalten:

(•)2 = Co®o(v)2 + C®, (0)3, 
$, (v)2 - 6,90 W2 + (v)2

darstellbar sein müssen. Die Koeffizienten lassen sich leicht durch die 
Thetanullwerte 9, 91, 9,, 9, darstellen. Es ergibt sich nämlich, wenn 
wir v = 0 eintragen:

82 = co88, 93 = 98,
sowie wenn wir v=1 setzen und die Tabelle von S. 419 benutzen:

0 = + c,93, 92 = c‘92 + c,9;.
Hieraus berechnet man, wenn man bei der Bestimmung von c‘ noch 
die Relation (23) S. 419 benutzt:

(3)
9, (0)2 - 0 9 (o)* -09, (0)3, 
w - 3 w - 2 (0)%

womit die Relationen (29) S. 420 wiedergewonnen sind.
Bei beliebiger Ordnung m > 2 werden diese Relationen (3) von Be

deutung. Zufolge derselben gelangen wir nämlich bereits zu allen linear
unabhängigen Produkten von je m Faktoren, wenn wir 9,(v) und 9,(v) 
höchstens in den ersten Potenzen zulassen. Wir gelangen alsdann ge
rade genau zu 4m Produkten:

9 (v)m-" 9, (v)",

9. (v)m - • 9, (v)" "2 9, (v) 9, (v),

(y — 0,1, 2,.in'),
(= 1,2,3,..., m),
(v = 1, 2, 3,.. .,m),
(=2,3,4,..., m),

von denen man leicht erkennt, daß sie sich zu je m auf die vier ganz
zahligen Charakteristiken verteilen. Auch erweisen sich je die n Pro
dukte der gleichen Charakteristik als linear-unabhängig, so daß sie für 
die Darstellung aller Funktionen der in Betracht kommenden Charak
teristik zugrunde gelegt werden können. Die Verhältnisse gestalten 
sich ein wenig verschieden, je nachdem m gerade oder ungerade ist.
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Als Beispiel betrachten wir etwa eine ungerade Ordnung m und 
die Charakteristik (1, 1). Die zugehörigen m Produkte sind:

(4)
•o(v)"18,(), 8o(v)"80,(0)3, •o(v)"50,(v)°, •,()",
8.()"-28,(v)8,(), 9.(v)"-8,()29,(v)8,(), • • •

wobei in der ersten Zeile my1, in der zweiten und dritten m1 Pro- 
2 2

dukte stehen. Jene Produkte sind ungerade, diese gerade Funktionen. 
Würde demnach zwischen den Funktionen (4) eine lineare Relation mit 
von v unabhängigen Koeffizienten identisch bestehen, so würde not
wendig bereits eine solche Relation entweder für die geraden oder für 
die ungeraden Funktionen gelten. Setzen wir aber eine solche Relation 
etwa für die ungeraden Funktionen an, so wird dieselbe nach Fort
heben des gemeinsamen Faktors 9.(v) aller Glieder die Gestalt annehmen: 

co9.(v)m-1 4“ (,9.(v)m-89,(v)2 + c,$.(v)m-59,(v)4 + • • • = 0.
Für v = 0 folgt co9om-1 = 0, so daß Co = 0 ist und also:

c,$.(v)m-8 + +..=0
nach Fortheben von 9. (v)2 gewonnen wird. Indem man erneut v = 0 
einträgt, folgt ebenso C,=0 usw. In derselben Weise zeigt man, daß 
auch zwischen den geraden Funktionen (4) keine lineare Beziehung 
der fraglichen Art identisch bestehen kann. Das System der m Funk
tionen (4) ist also nach dem Hermiteschen Prinzip zur Darteilung 
aller Funktionen e’m) (v) geeignet.

Im niedersten Falle m=3 haben wir hiernach die drei Funktionen:

(5) •(v), ®o()®a()®a()
für die Signatur (1,1) zugrunde zu legen, die letzte als einzige gerade Funk
tion. Jede gerade Funktion 03)(v) ist demnach mit der dritten Funk
tion (5) bis auf einen von • unabhängigen Faktor identisch, während 
sich jede ungerade Funktion in den beiden ersten Funktionen (5) dar
stellen läßt.

Als linear-unabhängige Funktionen 6^ (y) gewinnen wir auf der 
anderen Seite aus (7) S. 425 die drei Thetafunktionen:

8(7(0, 2), - e-*"*)ea( - 01,
welche wir unter Benutzung von (5) S. 424 auch in die Gestalt kleiden 
können:

(21+1)ni (2,—1)2 .
91(0,Q),= e 6 Q-2e 8s(30- - - Q—F V0, Q) •
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Nach Eintragung der 9,-Reihe ergibt sich:
Tli +00 (6n1)2. .e 69,2(0,2)=2(1)"a 12 e ■” niV)

n= — oo
+0 (6n+1)2.

—i9/(0,2),=2(1)"2 12 e n+ 
n=—c

t1. tg 3(21+1)2 3(2141)t1,— e6 91(v, q)2 = 2 (— 1)"q 4 e
'n — — co

An letzter Stelle haben wir zufolge der zweiten Gleichung (16) S. 418 
die ungerade Funktion i9.(3v, q8) vor uns; durch Subtraktion der beiden 
ersten Gleichungen folgt eine zweite ungerade Funktion, durch ihre 
Addition eine gerade Funktion:rti 4-oo (6n+ 1)2

e 69/(0,q)—i9/(0,q),= 23(—1)"q 13 cos(6n — 1)*v.
n = — co

Für die hier rechts stehende Reihe gilt also der Ansatz:
to (6n+1)2

(6) 2(—1)"q 12 cos (6n + 1)xv = c • 9.(v)92(v)93(v),
n=—0

wo c von v unabhängig ist, aber co noch enthalten mag.
Zur Bestimmung der Größe c leiten wir vorerst eine auch in an

derer Hinsicht sehr wichtige Reihenentwicldung für die 24. Wurzel aus 
der Diskriminante 21 ab:

(7) 
‘ -7 n=1

Aus der zweiten Gleichung (18) S. 418 folgt:
 1_0 00 _ 1 0,9,(1, q) = V3q411 (1 — q2") n (i + q2"+s4”) = V3q41/(1 — q6"), n n n

so daß wir für die eindeutige Funktion (7) von co die Darstellung:

(8) Vv7-10,ceb
gewinnen. Aus der unter (17) S. 418 gegebenen P-Reihe aber folgt: 

co (2k+1)2 ,
9,(3, ff) - 2> (- 1)2 4 sin (2141".

k=0
Alle Glieder dieser Reihe, in denen k = 1 (mod. 3) ist, fallen aus; wir 
haben also nur zu setzen k = 3n, wo n die Zahlen 0, 1, 2, 3, • • • durch
läuft, und k=—3n—1,wondie Zahlen — 1, — 2, — 3, • • • zu durch
laufen hat. Wir erhalten also:°° (6n+1)2 -C (-6n-1)2 
9,(3,2)=22(—1)"q4sin3+22(—1)"-1 ff 4 sin (—3), n=0 n = — 1
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was sich sofort zusammenfaßt zu:
 +o (6n+1)2

9,(3, q) V—)* 4 • n = — co
Indem wir V3 nach links setzen und q3 an Stelle von q eintragen, 
ergibt sich die Reihenentwicklung für die in (8) rechts stehende Funk
tion und damit die Reihe für die 24. Wurzel aus 21:

/— te (6n+1)2
(0) V2*2 =2 (- 1)"q 12= S5 2 (- 1)"q3*+".

Die Bestimmung der Größe c in (6) ist nun sofort geleistet. In
dem wir v=0 setzen, tritt links gerade die in (9) gewonnene Reihe 
auf, so daß wir zu der Relation gelangen:

V2,%V2 - c9,9,9,.
Für das Produkt der Nullwerte der drei geraden Thetafunktionen aber 
folgt aus (26) und (25) S. 420:

0002803
Die Größe c läßt sich also mittelst der Diskriminante so darstellen:

a 1

und die Gleichung (6) kann man in die endgültige Gestalt setzen:

(10)
1° (6+1)2
2(—1)"q 13n=-c

, , IX n9,(v)P,(v)9,(v)cos(6n- 1)0 = —° 12 3

Drittes Kapitel.

Die Modulfunktionen zweiter Stufe und die lineare Trans
formation der elliptischen Funktionen zweiter Stufe.

Als eine Eigenschaft einer elliptischen Funktion zweiter Stufe haben 
wir nach den allgemeinen Erklärungen von S. 376 auch noch zu fordern, 
daß dieselbe als Funktion von 0. und 0, unverändert bleiben soll gegen
über den Substitutionen der in der Modulgruppe enthaltenen Haupt- 
kongruenzgruppe zweiter Stufe. Diese im Laufe der letzten Entwick
lungen zurückgetretene Eigenschaft unserer Funktionen haben wir jetzt 
näher zu untersuchen. Wir werden uns dabei nicht auf die Stufe 2 
beschränken können, müssen vielmehr mit Rücksicht auf die Größen 
Vk, Vkk‘, V2 usw. vielfach auch auf höhere Stufen eingehen, ohne in
des die letzteren einer grundsätzlichen Untersuchung zu unterziehen.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 28
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Für den Entwicklungsgang wird das fünfte Kapitel des ersten Abschnitts 
vorbildlich sein. Das Verhalten der auch u enthaltenden elliptischen 
Funktionen zweiter Stufe gegenüber den Substitutionen der Gesamt- 
gruppe wird uns zur Lehre von der „linearen Transformation“ 
der Funktionen zweiter Stufe führen, der bei den Funktionen erster 
Stufe freilich noch kein Analogon gegenüberstand, da diese Funktionen 
gegenüber der Gesamtgruppe I‘®) invariant sind.

§ 1. Der Diskontinuitätsbereich der Hauptkongruenzgruppe 
zweiter Stufe.

Alle in der Modulgruppe I(®) enthaltenen Substitutionen:

deren Koeffizienten die Kongruenzen befriedigen:
(1) =8=1, 8=y=0 (mod. 2),

bilden eine Untergruppe, die wir als „Hauptkongruenzgruppe zweiter 
Stufe“ benennen wollten, und die zunächst mit der Bezeichnung I) be
legt werden möge. Nach der S. 284 ausgeführten Überlegung erkennt 
man, daß die I(2) ebenso wie die Gesamtgruppe I) durch die Spiege
lung an der imaginären o-Achse = —0 sich transformiert 
wird. Der Zusatz von U zur FH liefert demnach eine Gruppe:

 M(w) • TT
(2) 1(2) (2) ‘?

die wir als die „erweiterte Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe“ be
zeichnen, und die neben den die FH bildenden Substitutionen „erster 
Art“ V noch die gesamten die Kongruenzen (1) befriedigenden Sub
stitutionen „zweiter Art“:

o‘  V(c)  vU(0)  &o—ßB ' 7 y 0 — a
enthält.

Um die Diskontinuitätsbereiche dieser Gruppen zu gewinnen, be
trachten wir, wie bei der Gesamtgruppe (vgl. S. 286ff.), zunächst 
die in der FH enthaltenen Spiegelungen, für welche die Gleichung 
8 = a charakteristisch ist (vgl. S. 285). Ist y = 0, so ist die Gleichung 
des Symmetriekreises (der hier eine Gerade darstellt) 25 =; für v20 
ist die Gleichung des Symmetriekreises:

/ 0\2 o /112($ •) 4- ( 7) " ~ (7) ‘ 
wenn wir (wie S. 175) 0=5—in schreiben.

Da ß zufolge (1) eine gerade Zahl ist, so sind die Geraden unter 
den Symmetriekreisen durch § = 0, 5 = — 1, 5 =—2, . . . gegeben;
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unter den eigentlichen Kreisen haben wir für ? = 2 diejenigen mit den 
größten Radien, nämlich die Kreise der Radien 1 um die reellen Mittel
punkte co = — 1, —,—3,-.. Die drei speziellen unter den Symmetrie- 
kreisen, welche durch die Gleichungen:

;-0, 6+1=0, (§+1)+*=()
dargestellt sind, grenzen das obere Kreisbogendreieck der Winkel 0 in 
Fig. 60, S. 289 ein. Die zugehörigen Spiegelungen bezeichnen wir, um 
eine mit (1) S. 296 möglichst konforme Schreibweise zu gebrauchen, 
durch:
(2) = T'{g)') = -c5-2, S‘(0)--:41

Von jenem Kreisbogendreieck der Winkel 0 aus stellten wir durch 
den Spiegelungsprozeß ein ganzes Netz solcher Dreiecke her, welches die 
positive o-Halbebene schlicht und vollständig bedeckte, und dessen Natur 
S. 288 f. ausführlich dargelegt wurde. Nehmen wir noch hinzu, daß 
die drei Symmetriekreise („Höhen“ des ersten Dreiecks der Winkel 0): 

26+1=0, 52+*2=1, (5 +1)2+72=1, 
welche die Zerlegung des fraglichen Dreiecks der Winkel 0 in die sechs 
Elementardreiecke der Gesamtgruppe leisteten, nicht zu den Sym
metriekreisen der gehören, so gelangen wir zu dem. Ergebnisse, 
daß das in Fig. 60, S. 289 begonnene, die positive co-Halbebene schlicht 
bedeckende Freiecksnets der Winkel 0 gerade genau die gesamten Symmetrie
kreise der Untergruppe erschöpft. In der Tat gehören alle diese 
Kreise der F^ an, da sie durch Ketten von Spiegelungen (2) vom 
ersten Dreieck aus erreichbar sind. Es kann aber auch kein weiterer 
Symmetriekreis hinzukommen; denn wäre irgendeines der Dreiecke 
des fraglichen Netzes von einem weiteren Kreise der F^ durchzogen, 
so würde auch das erste Dreieck von einem bezüglich der F^ äqui
valenten Kreise durchzogen.

Homologe Punkte in den Dreiecken des fraglichen Netzes, d. h. 
solche Punkte, die aus einem unter ihnen durch irgend- 
eine Kette von Spiegelungen (2) hervorgehen, erweisen 
sich bezüglich der I‘(2) als äquivalent. Für jeden be
stimmten im Innern der o-Halbebene gewählten Punkt 
gibt es demnach sicher mindestens einen bezüglich der 
T1^) äquivalenten Punkt im „Ausgangsdreieck“ des Netzes, 
d. h. im Dreieck der Spitzen 0=0, — 1, ioo. Andrer
seits können keine zwei verschiedene Punkte dieses Drei- Fig. 79- 
ecks bezüglich der F^ äquivalent sein. Zwar sind bezüglich der Gesamt
gruppe die Punkte des Dreiecks immer zu sechs äquivalent, indem

28*
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sie entsprechend der in Fig. 79 ausgeführten Unterteilung des Dreiecks 
in sechs Elementardreiecke der I‘(") aus einem unter ihnen, 0, durch die 
sechs Substitutionen:

V.(o) = o, V,() =-0-1, V,(0o) = “+1,
(3) - V(®)-o+
hervorgehen. Keine einzige dieser Substitutionen gehört aber der I(3) 
an, so daß in der Tat keine zwei bezüglich dieser Untergruppe äqui
valente, voneinander verschiedene Punkte im Dreieck der Ecken 0=0, 
— 1, ico auffindbar sind. Das Kreisbogendreieclz der Winkel 0 mit den 
Ecken 0=0, — 1, ioo ist demnach ein Diskontinuitätsbereich der er
weiterten Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe E^, und diese Gruppe ist 
also erzeugbar durch die drei unter (2) angegebenen Spiegelungen S,T, U.

Der Rückgang zur Gesamtgruppe wird dadurch vollzogen, daß 
wir jedes der Dreiecke des eben besprochenen Netzes durch seine drei 
„Höhen“ (vgl. Fig. 59, S. 288) in sechs Dreiecke der zerlegen. Irgend
ein Dreieck des zur gehörenden Netzes ist mit einem bestimmten 
unter den sechs Dreiecken der Fig. 79 bezüglich I(2) äquivalent. Zu 
diesem Dreiecke aber gelangen wir vom Diskontinuitätsbereiche der 
d. h. vom Elementardreiecke der Ecken 0=,0,io durch eine be

stimmte unter den sechs Substitutionen (3). Wir erschöpfen demnach 
die gerade einmal und vollständig, wenn wir jede der sechs Sub
stitutionen (3) mit den gesamten Substitutionen der Untergruppe I(2) 
kombinieren:

(4) ”-9++++:;
hier im ersten Gliede der rechten Seite für V. gleich wieder I2 
geschrieben. Die Substitutionen der Gesamtgruppe ordnen sich auf diese 
Weise den sechs Gliedern der Gleichung entsprechend in sechs Systeme an, 
von denen keine zwei eine Substitution gemeinsam haben: das erste 
System umfaßt die Untergruppe I(2), jedes folgende System entsteht 
aus dem ersten durch Kombinierung mit einer der Substitutionen (3). Wir 
drücken dies dahin aus, daß wir die I(2) eine Untergruppe „des Index 6‘ 
in der Gesamtgruppe nennen, und bezeichnen sie dieserhdlb weiterhin 
durch I.

Um den Übergang zur ursprünglichen Hauptkongruenzgruppe zweiter 
Stufe I(2) zu gewinnen, lagern wir neben den in Fig. 80 schraffierten 
Diskontinuitätsbereich der I6 sein in der Figur freigelassenes Spiegel
bild bezüglich der imaginären o-Achse. Zu einem beliebig im Innern
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der Halbebene gewählten Punkte 0 gibt es dann im Bereiche der Fig. 80 
stets zwei und nur zwei bezüglich der I6° äquivalente Punkte o‘ 
und co" == U(co'). Von den beiden diese Äquivalenzen vermittelnden
Substitutionen entsteht die eine aus der anderen 
durch Zusatz von U, so daß eine von der ersten 
und die andere von der zweiten Art ist. Die 
erste unter ihnen gehört bereits der an; wir 
erkennen hieraus: Der aus zwei Dreiecken der 
Winkel 0 zusammengesetzte Bereich der Fig. 80 
ist ein Diskontinuitätsbereich der ursprünglichen 
Rauptkongruenzgruppe zweiter Stufe r^.

Auch die Herstellung der aus erzeugenden "18 8°:
Substitutionen ist von der I6 aus sofort verständlich. Eine Substitution
erster Art der stellt sich symbolisch als Produkt von Spiegelungen (2) 
mit einer geraden Faktorenanzahl dar. Dabei brauchen, da U2=1,S‘2= 1,

1’2=1 gilt, keine zwei aufeinanderfolgende Faktoren einander gleich 
zu sein. Man kann demnach jede Substitution der I(2) symbolisch als
Produkt der drei Substitutionen:

S'^UT', T'^S'U, Ü' = T'S'
und ihrer inversen Substitutionen:

S'-1^ T'Ü, T'-^ÜS', Ü'-^S'T'

schreiben. Die letzten drei Substitutionen gelten mit S', T', U' zugleich 
als gegeben; zwischen den drei ersten besteht die Relation:

Ü'T'S' - T' • (sy • (U)2 T=1,
so daß sich U' in der Gestalt S‘-1T-1 durch S' und T’ ausdrückt. 
So bleiben schließlich nur S' und T’: Die ursprüngliche Hauptkongruenz- 
gruppe ziveiter Stufe I(2) läßt sich aus den beiden Substitutionen'.

(5) S'(co) -o+2, T' («) - —20+1
erzeugen. Die erste führt den linken geraden Rand des in Fig. 80 ge
zeichneten Diskontinuitätsbereiches in den rechten über, was in der Figur 
durch einen Pfeil angezeigt ist; die Substitution T' führt entsprechend 
den rechten halbkreisförmigen Rand des Bereiches in der linken über. 
Der fortgesetzten Kombination der Substitutionen S' und T' entspricht 
geometrisch die schrittweise zu vollziehende Bedeckung der o-Halbebene 
mit Paaren von Kreisbogendreiecken der Winkel 0; die hier vorliegen
den Verhältnisse sind ganz analog denen, die wir oben (S. 296 ff.) für 
die gesamte Gruppe I‘") ausführlich besprachen. Übrigens gilt:

S'm(co) =0+2m, Tm(o) = —1..
2 m-----
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Schreiben wir aber irgendeine Substitution der I(2) in der Gestalt: 
o‘ = S‘mTmgS‘msIm4 . . . T'r^v(G)\

so haben hierbei die Exponenten m irgendwelche ganzen Zahlen zu be
deuten, die wir übrigens, von der ersten und letzten abgesehen, stets 
als von 0 verschieden voraussetzen dürfen. Bei der angegebenen Gestalt 
der Potenzen S'm} T'm gelangen wir somit zu einer Kettenbruchentwick
lung der Substitutionen der I(2):

co = 2 m, — - ------  12 m, — x— 2 2 m3 ,1_ 1 2m2v—0,
welche sich der S. 298 aufgestellten Kettenbruchentwicklung der Sub
stitutionen der Gesamtgruppe anschließt.

Da die Spiegelung ü in der I6 enthalten ist, so wird das Sub
stitutionssystem I6 • U wieder mit I6 identisch sein. Es gilt so- 
yI+ oiAh * 4re V - T #v v - ra ■ (vv.
Setzen wir demnach die aus der zweiten, vierten und sechsten Sub
stitution (3) hervorgehenden Substitutionen UVk = Vk, so können wir 
die Gleichung (4) in die Gestalt kleiden:r(®) - r) + pW v, + pW V,+.+ r V,,
wobei also an Stelle des Systemes (3) die sechs Substitutionen erster 
Art treten: V.(oo) = 0, V,() -0+1, v,(0) - “+1,
(6) „ -V()=-
Im einzelnen Systeme I6V, sind die Substitutionen erster Art durch 
das Symbol 1(2) V, zu bezeichnen. Für die ursprüngliche Modulgruppe 
p(w) ergibt sich damit die Darstellung:

(7) rw)-T2+rv+rV++rv,
wobei wieder die gesamten Substitutionen der F^ in sechs Systeme an
geordnet sind, von denen entsprechende Aussagen gelten, wie von den 
in (4) rechts stehenden sechs Systemen. Die I(2) heiße demnach wieder 
eine Untergruppe „vom Index 6" innerhalb der Gesamtgruppe I und werde 
fortan durch I6 bezeichnet.

Wir nennen zwei Substitutionen V und Vk der gesamten Gruppe 
I‘(o) modulo 2 einander kongruent, falls die Koeffizienten derselben 
die Bed ingungen erfüllen:

= ß,= ß, 7;= 7, = (mod. 2);
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wir fassen dieselben kurz in die Kongruenz Vi = Vk (mod. 2) zusammen. 
Ist V, = V, und V, = Vm (mod. 2), so lehren die Regeln (2) S. 127 
der Zusammensetzung der Substitutionen, daß auch V V = Vk Vm gilt. 
Ist V mit der identischen Substitution Vo = 1 kongruent, so gilt so
wohl Vk V = V, als auch V V = V für jede Substitution V, der I(a). 
Insbesondere folgt VVVk=1, sobald V=1 (mod. 2) zutrifft. Nach 
der S. 128 erklärten Sprechweise heißt dies, daß eine Substitution V der 
Untergruppe r6 bei Transformation vermöge irgendeiner Substitution 
Vk von wieder eine Substitution V‘ = Vvv,1 der liefert. Da 

wir auch umgekehrt eine beliebige Substitution V‘ der nach diesem Ge

setze aus der dieser Untergruppe angehörenden Substitution V = ValV’Vk 
gewinnen, so geht die Untergruppe r6, wenn wir sie (wie dies S. 129 
bei den endlichen Gruppen ausgeführt wurde) durch irgendeine Sub
stitution Vk der Gesamtgruppe transformieren, hierbei in sich selbst über: 

(8) vrv‘=r;
die Hauptlwngruen^gruppe zweiter Stufe heißt dieserhalb eine „ausge
zeichnete“ Untergruppe der Modulgruppe

Die gesamten Substitutionen des Systems I6 Vk sind unterein
ander und also mit Vz kongruent; demgegenüber sind die sechs Sub
stitutionen (6), wie man sieht, modulo 2 durchweg inkongruent, so daß 
es, da die I"" zufolge (7) durch die sechs Systeme I6Va erschöpft 
wird, im ganzen sechs modulo 2 inkongruente Substitutionen in der 
gibt. Dies kann man auch leicht unmittelbar bestätigen, indem man 
die inkongruenten Lösungen der Kongruenz:

0-ßp=1 (mod. 2)

in Quadrupeln ganzer Zahlen a, ß, Y, d abzählt.

Sind V, V', V", . . . Substitutionen der r, während Vk, V,, Vm 
dem Systeme (6) angehören, so gilt mit Rücksicht auf (8):VV,V‘V= v. v,v‘V‘ V,V,=VV". V,V=V" • Vm,
falls wir die mit V V kongruente unter den Substitutionen (6) mit 
Vm bezeichnen. Wenn wir also irgend zwei Substitutionen der Systeme 

I6° Vk und I6 V, miteinander kombinieren, so entsteht immer eine 
Substitution eines bestimmten dritten Systems I6 Vm. Wir können dies 
dahin ausdrücken, daß die sechs Systeme I6 V, gegenüber Kombination 
eine Gruppe Ge der endlichen Ordnung 6 bilden. Die Sachlage läßt sich 
auch in der Weise auffassen, daß wir die mod. 2 kongruenten Substi
tutionen des einzelnen Systems I V, als nicht wesentlich verschieden 
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auffassen und durch eine unter ihnen, etwa Vk, repräsentieren. Für die 
sechs „Repräsentanten" (6) gelten dann die Kongruenzen:VV,= V (mod.2),
und man kann das gewonnene Ergebnis auch so aussprechen: Die ge
samte Modulgruppe reduziert sich modulo 2 auf die sechs inkongru
enten Substitutionen Vo = 1, V., V2, . .V,, welche gegenüber Kombination 
eine Gruppe G^ der endlichen Ordnung 6 bilden.

Da übrigens, wie schon am Anfang des Paragraphen benutzt wurde, 
die auch durch die Spiegelung U in sich transformiert wird, so 
ist sie auch noch in der erweiterten Modulgruppe als „ausgezeichnetea 
Untergruppe enthalten, und zwar in ihr als eine solche vom Index 12 
entsprechend der Zerlegung der I‘") in die 12 Systeme:T(e) = V + V,+.+ V,+ r^ü + r^(ü V)++ rg(U V,).

Übertragen wir die Kongruenzbetrachtungen auf die Io), so ergibt 

sich der Satz: Die erweiterte Modulgruppe F^ reduziert sich modulo 
2 auf zwölf inkongruente Substitutionen 1, V1, ..., V5, U, UV, . . . , 
UV^, ivelche gegenüber Kombination eine Gruppe G^ der endlichen Ord
nung 12 bilden.

§ 2. Die elliptischen Modulfunktionen zweiter Stufe.
Für die Begriffsbestimmung der elliptischen Modulfunktionen zweiter 

Stufe sind die auf die erste Stufe bezüglichen Erklärungen von S. 299 ff. vor
bildlich. Der Diskontinuitätsbereich der F^ ist in Fig. 81 in die zwölf 
Elementardreiecke der F^ zerlegt, welche im Innern desselben gelegen

Fig. 82.

sind. Trennen wir 

durch die von 0 = 1,‘ 
zur imaginären Achse 
parallel laufende Ge
rade die drei rechts ge
legenen Elementar
dreiecke ab und üben 
auf dieselben die Sub
stitution S'"1 aus, so 

ergibt sich der Bereich der Fig. 82, der offenbar gleichfalls als Diskon
tinuitätsbereich der Io) brauchbar ist. Hier kommen dann für die Aqui- 
valenz der Randpunkte zu Paaren alle drei S.437 aufgestellten erzeugenden 
Substitutionen S', T’, U' der F^ gleichmäßig zur Geltung; durch S' wird 
die eine Randgerade in die andere übergeführt, durch T' der eine von co = 0 
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auslaufende, den Bereich begrenzende Kreisquadrant in den anderen und 
endlich durch U' der eine von 0 = — 1 ausziehende Quadrant in den 
zweiten. An dieser Figur mache man sich deutlich, daß die drei Zipfel, 
mit denen der Bereich an die Punkte 0 = i oo, 0 = 0 und 0 = — 1 her
anragt, vermittelst der Exponentialfunktionen:

Ttl nl
q'= e q" = e 0+1

je auf die schlichte und vollständig bedeckte Umgebung des Nullpunktes 
der Ebene von q, q und q" abgebildet werden, wobei dann jedesmal 
die äquivalenten Randpunkte im Abbilde zur Deckung kommen.

Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Als eine elliptische ALodul- 
funhtion zweiter Stufe bezeichnen wir jede analytische Funktion von co, 
welche die (aus ihren gesamten Innenpunkten bestehende) positive a-HaTb- 
ebene zum Felde hat, gegenüber den Substitutionen der Hauptkongruenz
gruppe zweiter Stufe I) invariant ist und sich bei Annäherung an die 
drei Spitzen des JDiskontinuitätsbereiches als eine Funktion der betreffen
den Variabein q erweist, die im Nullpunkte q = 0 analytisch ist oder 
einen Pol endlicher Ordnung aufweist.

Eine erste diesen Bedingungen genügende Funktion haben wir in 
der Modulfunktion erster Stufe J(pF) vor uns, deren Werte Verteilung im 
Diskontinuitätsbereiche der I() durch eine der beiden letzten Figuren 
klargelegt ist. Jedes der sechs schraffierten Dreiecke ist ein volles Ab
bild der positiven J-Halbebene, jedes freie ein solches der negativen 
J-Halbebene (vgl. S. 303). Irgendeinen vorgeschriebenen komplexen Wert 
nimmt demnach die Funktion J(d) stets an sechs Stellen des Diskontinui
tätsbereiches an (wobei man natürlich zwei äquivalente Randpunkte 
nur als einen Punkt zu zählen hat). Diese sechs Punkte o liegen im 
allgemeinen voneinander getrennt; doch kommen folgende Ausnahmen 
vor: Die sechs Punkte mit J = 0 fallen zu je drei an den beiden Stellen 
0=0 und 0=—02 zusammen, desgleichen fallen die sechs Punkte mit,  1-L;
J = 1 an den drei Stellen 0 = i, co = — 1 - i (= 1 + i) und co = —2 - 
(= 1 2 ") zu Paaren zusammen, und endlich fallen gleichfalls zu Paaren 

die sechs Pole in die Spitzen des Diskontinuitätsbereiches.
Dem entspricht es, daß ein einfacher Umlauf z. B. um den Punkt 

0=0 in der o-Halbebene (der ja die sechs hier heranragenden Drei
ecke der Fig. 81 durchläuft) sich auf einen dreifachen Umlauf um 
in der J-Ebene abbildet. Die Umgebung von 0=0 liefert, wie wir 
dies ja bereits S. 303 ausführlich erörterten, eine dreiblättrige Windungs
fläche (vgl. S. 28) mit dem Verzweigungspunkte Das durch die Funk
tion J(o) gelieferte Abbild des ganzen Diskontinuitätsbereiches der IE)
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über der J-Ebene ist daraufhin leicht zu übersehen. Indem wir je zwei 
äquivalente Randpunkte des Bereiches im Abbilde verschmelzen, ge
winnen wir offenbar eine sechsblättrige geschlossene Riemannsche Fläche 
Fe über der J-Ebene, deren Verzweigungspunkte den Ecken der Elementar
dreiecke im Bereiche der Fig. 81 entsprechen. Es liegen somit bei =0 
zwei dreiblättrige Verzweigungspunkte übereinander, desgleichen bei 
J = 1 und bei J= co je drei zweiblättrige Verzweigungspunkte.

Hiernach hat die Fe zufolge der Regel (4) S. 88 das Geschlecht 
p = 0, d. h. sie stellt eine einfach zusammenhängende geschlossene Fläche 
dar; sehen wir in Fig. 81 äquivalente Randpunkte als identisch an, 
so kommt diese Tatsache des einfachen Zusammenhangs an der Gestalt 
dieses Bereiches unmittelbar zur Anschauung. Dies Ergebnis wird für 
die Darstellung der gesamten Modulfunktionen zweiter Stufe grundlegend. 
Die Wege der o-Halbebene zwischen Punkten, die bezüglich der I) 
äquivalent sind, übertragen sich auf geschlossene Wege der Fe1): Die 
Modulfunktionen zweiter Stufe liefern, als Funktionen von J aufgefaßt, 
gerade die gesamten algebraischen Funktionen der Riemannschen Fläche 
Fe des Geschlechtes 73 = 0.

Der Körper der algebraischen Funktionen einer solchen Fläche ge
staltet sich aber sehr einfach: Es existieren einwertige Funktionen auf 
der Fläche; ist z eine solche, so wird der Funktionenkörper gerade 
von den gesamten rationalen Funktionen R() geliefert (vgl. S. 94). 
Zugleich ist mit g jede lineare Funktion nicht-verschwindender Deter
minante von g wieder einwertig, und wir erschöpfen durch diese linea
ren Funktionen von g alle einwertigen Funktionen der Fläche. Eine 
einzelne dieser Funktionen können wir dadurch festlegen, daß wir drei 
Werte der Funktion, z. B. die Werte 2=0, 1, 00 als an irgend drei 
verschiedenen Stellen der Fe zutreffend vorschreiben.

Hiervon wollen wir jetzt in der Weise Gebrauch machen, daß wir 
diejenige einwertige Funktion g bevorzugen, welche in den drei den 
Zipfeln 0 = i co, 0 und — 1 des Diskontinuitätsbereiches entsprechenden 
Punkten der Fe die Werte 0, 1 und co annimmt. In Abhängigkeit von 
co nennen wir diese Modulfunktion zweiter Stufe A(0), so daß also 
ihre Definition unter den gesamten einwertigen Funktionen durch: 
(1) 2(ico) = 0, 2(0) = 1, a(—1)=0

gegeben ist. Die gesamten elliptischen JMLodulfunktionen zweiter Stufe 
werden dann gerade geliefert durch den Körper der rationalen Funldionen 
H(fDcof) von 2(c).

Es ist nun leicht zu erkennen, daß wir in A(c) das früher mit 2

1) S. die entsprechenden Betrachtungen für die erste Stufe S. 303 ff.
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'bezeichnete „Doppel Verhältnis“ und damit den Legendreschen Integral- 
modul k2, in Abhängigkeit von co betrachtet, wiedergewonnen haben. 
Um dies zu zeigen, ziehen wir zunächst einige Folgerungen aus dem 
Umstande, daß die 1(p) in der Gruppe sowie auch in der erwei
terten Iw) als „ausgezeichnete“ Untergruppe enthalten ist.

Ist V irgendeine Substitution der I"), so ist 2(V(o)) eine Funk
tion von ob, die gegenüber den Substitutionen der Gruppe V-1I)V 
invariant ist. Aber diese Gruppe ist mit identisch (S. 439), so daß 
A(V(o)) wieder eine Modulfunktion zweiter Stufe ist. Bildet man ent
sprechend A(V()) mit irgendeiner Substitution zweiter Art V der 
so hat man zu berücksichtigen, daß durch V eine konforme Abbildung 
„mit Umlegung der Winkel“ (indirekte Kreisverwandtschaft, vgl. S. 73 f.) 
dargestellt wird. Ist demnach A(V(0)) der zu A(V(c)) konjugiert kom
plexe Wert, so wird erst A(V(c)) wieder eine Modulfunktion zweiter 
Stufe sein. Wir gehen nun insbesondere auf die drei erzeugenden Spiege
lungen :

s (co) = 1, T (co) --0—1, U (co) - —0

der zurück (vgl. S. 296). Jede dieser Spiegelungen stellt eine um
kehrbar eindeutige Transformation des Diskontinuitätsbereiches der F^ 
dar, wie dies für S und U unmittelbar aus Fig. 81, für T aber ebenso 
aus Fig. 82 hervorgeht. Demnach wird, wenn V eine beliebige jener 
drei Spiegelungen ist, A(V()) wieder eine „einwertige“ Modulfunktion 
zweiter Stufe und also R(V()) eine lineare Funktion von R(0) sein, 
unter A(o) den zu 2 (co) konjugiert komplexen Wert verstanden:

2(F(co)) a 2 (co) — & 

C A (co) —j— d
Es ist nun sehr leicht, auf Grund der Bestimmungen (1) die ex

plizite Gestalt dieser drei linearen Funktionen von A(o) festzustellen. 
Da nämlich z. B. durch S die Spitzen ioo und 0 des Bereiches der 
Fig. 81 ausgetauscht werden, während der Punkt 0= — 1 in sich trans
formiert wird, so entsprechen den drei Werten R(o) = 0,1,00 die drei 
Werte 2(V (co)) — 1, 0, co, woraus sich sofort ergibt d = b, b = — a, c = 0. 
Indem man die Betrachtung auf T und U ausdehnt, findet man fol
gende Wirkung dieser drei Spiegelungen auf A(0):

(2) a(1)=-1(0) + 1, 2(—0—1)=-(),, Z(-rä) = Ä(ra).' ' A (0) 1
Nun lassen sich aber alle Substitutionen der F^ aus S, T, U er

zeugen. Wir gelangen hierbei, da modulo 2 kongruente Substitutionen 
auf R(o) die gleiche Wirkung ausüben, im ganzen zu zwölf verschie
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denen linearen Substitutionen von 2, von denen sechs der ersten und 
sechs der zweiten Art angehören. Für die unter (6) S. 438 angegebenen 
sechs Substitutionen erster Art finden wir: 

2(F0W) = 2(0), a(V, (0) - 2,0),, a(V,(0)) - 2(2)-1,
(3)

2(F3(g9)) - a(0y, 2(V,(c)) = 1-2(0), 2(V,()) =1- Z(o).
In gekürzter Gestalt schreiben wir die sechs so gewonnenen /-Substi
tutionen: 
(4) A' - a, 2' - 22, 2' - 21, 2' =1,2/= 11, 2' = 1 - 2.
Sie liefern eine neue Darstellung der Gruppe Gs, auf die sich die 
modulo 2 reduziert; im übrigen sind wir zurückgeführt zur Dieder
gruppe Ge, welche wir genau in dieser Gestalt bereits S. 347 gewonnen 
hatten und damals an die allgemeinen gruppentheoretischen Entwick
lungen von S. 128 ff. anschlossen. Wir gelangen noch unmittelbarer zu 
den letzteren Entwicklungen zurück, wenn wir auch die Wirkung der 
Substitutionen zweiter Art, von denen wir drei bereits unter (2) er
ledigten, allgemein feststellen. Wir haben zu diesem Zwecke einfach 
die sechs Substitutionen (4) mit der dritten unter (2) gegebenen Sub
stitution A‘=A zu kombinieren, was die sechs /-Substitutionen zweiter 
Art ergibt: 

(5) /' = /, 2’=  , A‘ = 2—1, /'  1, 2’= _1_, /' = 1 — /.v 2—1’ 2’ 2’ 1 —x
Diese bilden zusammen mit den Substitutionen (4) eine „durch Spiege
lungen erweiterte^ Diedergruppe G12, welche uns in neuer Gestalt die 
G.9 liefert, auf die sich die I‘(o) modulo 2 reduziert.

Die Substitutionen (5) sind, abgesehen von der dritten und fünften, 
durchweg Spiegelungen; ihre Symmetriekreise sind, falls wir / — a—iy 
setzen, gegeben durch:

y = 0, 22+2-22= 0, g2+y2= 1, 2x = 1,
Zeichnen wir diese vier Kreise in der /-Ebene, was in Fig. 83 geschehen 
ist, so entsteht eine Einteilung dieser Ebene in zwölf Kreisbogendrei
ecke, welche den zwölf Dreiecken der Fig. 81 entsprechen. Hier haben 
wir die Abbildung des Diskontinuitätsbereiches der auf die schlicht 
und vollständig bedeckte k-Ebene vor uns. Zugleich haben wir diejenige 
Figur wiedergewonnen, an welche wir S. 348 ff. die geometrischen Ent
wicklungen über die Diedergruppe anknüpften.

Die Modulfunktion J(o) als sechswertige Funktion auf der oben 
betrachteten Fe ist eine rationale Funktion sechsten Grades von /. Die 
sechs schraffierten Dreiecke der Fig. 83 sind Bilder der positiven J-Halb-
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ebene, die sechs freien Drei
ecke Abbilder der negativen 
Halbebene. Die sechs Punkte 
2, in denen J verschwindet, 
fallen zu je dreien an den beiden 
Stellen R=—0 und 2= — o2 
zusammen; die sechs Punkte 
mit J=1 fallen zu Paaren 
an die drei Stellen A = — 1, 
2—1 und A endlich die 
sechs Punkte mit J=oozu 
Paaren an die drei Stellen Fig. 83.

2=0, 2=1 und 2=00. Für die Bestimmung von J als rationale 
Funktion sechsten Grades von A gilt somit der Ansatz:

(22_A_1)8 , (228_ 322—3242)2- “ c a(1-a2, J- 1 = c '- - - 2(1—2)-----
Die Konstanten c und c‘ kann man durch die Forderung bestimmen, 
daß die durch Subtraktion der beiden vorstehenden Gleichungen sich er
gebende Gleichung:

c(22 —2+1)8— c‘(228 - 322 —32- 2)2 = 22(1 - 2)2
in 2 identisch bestehen muß. Setzt man 2 = 0 und hernach 2 = — 1 
ein, so folgt: o  4c’ - o, 270 _ 4,
woraus c=4, c' = 1 folgt. Man kann demnach J als rationale Funk
tion von 2 durch die Proportion darstellen:
(6) J: (J- 1) : 1 = 4(22-2 + l)3:(2 23 - 3 23 - 32 + 2)2 : 2 7 22(l-2)2. 
Damit haben wir die Gleichung (3) S. 347 zwischen der absoluten ratio
nalen Invariante J und dem Doppelverhältnis 2 endgültig wiederge
wonnen und können den Satz aufstellen: Die Modulfunldion zweiter 
Stufe A(c), in der alle Fwnldionen dieser Stufe rational darstellbar sind, 
ist identisch mit dem Doppelverhältnis 2 und also dem Legendreschen Inte
gralmodul Id, aufgefaßt als eindeutige Funktionen des Periodenguotienten 0.

§ 3. Die elliptischen Modulformen zweiter Stufe.
Für die Begriffsbestimmung einer Modulform der zweiten Stufe sind 

die auf die erste Stufe bezüglichen Erklärungen von S. 305 vorbild
lich. Wir haben zunächst von der bisher betrachteten nicht-homo
genen Hauptkongruenzgruppe zur „homogenen Hauptkongruenz
gruppe zweiter Stufe“ überzugehen, die wir wieder durch bezeichnen; 
sie besteht nach S. 375 aus den gesamten Substitutionen:

(1) 01 = 01 + ß0,, o2 = 701
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der homogenen I’o), welche die Kongruenzen:
(2) a== 1, 8=y=0 (mod. 2)

befriedigen. Ein gleichzeitiger Zeichenwechsel der vier Koeffizienten a, ß, Y, d ändert die einzelne homogene Substitution wesentlich, d. h. 
läßt sie in eine andere Substitution übergehen. Dagegen sind zwei nicht- 
homogene Substitutionen, die durch Zeichenwechsel der c, ß, 7, d in
einander übergehen, nicht voneinander verschieden, so daß allgemein 
einer Substitution der nicht-homogenen I(") zwei verschiedene in der 
homogenen I‘(®) entsprechen.

Die S. 438 für die nicht-homogenen Substitutionen aufgestellte 
Gleichung: v, + v, + • • • + v,
überträgt sich unverändert auf die homogenen Gruppen I(®) und 
und zwar deshalb, weil mit der einzelnen in der enthaltenen Sub- 
stitution (1) stets auch:

(3) 01=— 01—ßo, 0‘= — 701— o,

dieser Gruppe angehört.1) Die homogene Kongruenzgruppe zweiter Stufe
ist also wieder eine Untergruppe des Index 6, und zwar, wie man leicht 

feststellt, eine „ausgezeichnete“ Untergruppe in der homogenen Gesamt
gruppe U^.

Wir stellen nun folgende Erklärung auf: Als eine elliptische Modul
form zweiter Stufe bezeichnen wir jede homogene Funktion ganzzahliger 
Dimensionen el der 01, 0, die, mit co2~d multipliziert, als eine analytische 
Funktion von 0 die positive a-HaTbebene zum Felde hat, die gegenüber 
den Substitutionen der homogenen Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe in
variant ist, und die in den drei Spitzen des Diskontinuitätsbereiches mit 
G)^d bzw. o)1~d und (01 — 02)- multipliziert, als Funktion von q bzw. g 
und q" (vgl.S.441) analytisch bleibt oder einen Fol endlicher Ordnung besitzt.

1) Bei den Hauptkongruenzgruppen nter Stufe I(%) mit n>2 gestalten sich die 
Verhältnisse anders; genügt die Substitution (1) den Kongruenzen:

c==1, ß=y=0 (mod.n),
so wird nun die Substitution (3) diese Bedingungen eben nicht mehr befriedigen, 
so daß sie in der „homogenen“ Hauptkongruenzgruppe nicht enthalten ist. Die 
nicht-homogene Gruppe I(7) spaltet sich demnach bei Fortgang zu den homogenen 
Substitutionen in zwei Systeme von Substitutionen, von denen das eine die homo
gene I(%) ist und das andere aus dieser letzten Gruppe durch Zusatz der Sub
stitution ©1 = — 0,, o — — 0, entsteht. Der Index der homogenen I(%) als Unter
gruppe in der Gesamtgruppe I(e) ist demnach für n^>2 doppelt so groß als der 
Index der nicht-homogenen I20 .
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Zu diesen Modulformen gehören natürlich auch die ganzen Modul
formen erster Stufe der Dimensionen — 4, — 6 und — 12:

9^ (0,, 02), 9 a (0,, 02) 2 (01, 0a),
deren Heranziehung uns zu einem wichtigen Satze über die Anzahl der 
Nullpunkte und Pole irgendeiner Form zweiter Stufe im Diskontinuitäts
bereiche der hinführen wird und uns zugleich eine Darstellungsart 
aller Modulformen zweiter Stufe liefert. Nach den Entwicklungen von 
S. 306 ff. hat g, je einen Nullpunkt erster Ordnung an den beiden Stellen 
00=0 und 0 = — o2 des Diskontinuitätsbereiches oder, wie wir auch sagen 

1 — iy/3können, an den Stellen 2 = ——g—; desgleichen hat 93 je einen Null
punkt erster Ordnung an den drei Stellen 2 = — 1, 1, 2, und endlich 
hat 2 je einen Nullpunkt zweiter Ordnung in den drei Bereichspitzen, 
d. h. bei 2 = 0, 1 und co.

Da jede Modulform zweiter Stufe gegenüber der Substitution:
0, = — 0., 0, = — 02

invariant ist, so muß ihre Dimension d notwendig eine gerade Zahl 
sein. Setzen wir demnach d = 2v und nennen eine beliebig vorgelegte 
Form dieser Dimension •,(01, 0,), so liefert das Produkt:

, / ,/A\••2,(01, O2) • (—)2 3’
eine Form nullter Dimension und also eine ^o^xAfunktion zweiter 
Stufe, die als solche rational in 2 darstellbar ist: Die Modulformen zweiter 
Stufe sind darstellbar in der Gestalt:

(4) •,,(W,,0,)-(2)R(),
woraus wir ablesen, daß die Summe der Ordnungen aller Nullpunkte ver
mindert um die Stimme der Ordnungen aller Pole im Diskontinuitäts
bereiche der gleich — v ist.

Als ein wichtiges Beispiel einer Modulform zweiter Stufe (— 6)ter 
Dimension leiten wir aus den Gleichungen (16) S. 124 und (6) S. 445 ab: 

1/ = 21a 2(1--2) •“ ‘3228—322—32—2’
da diese Form polfrei ist, so hat sie drei Nullpunkte im Diskontinuitäts
bereiche, die in den drei Spitzen desselben liegen.

Der S. 316 eingeführte Differentiationsprozeß D,.war gegenüber allen 
Substitutionen der invariant. Da indessen 2 (co) nur gegenüber den
Substitutionen der unveränderlich ist, so wird die Anwendung von
Dt] auf 2 nur erst eine Modulform zweiter Stufe, und zwar der Dimen
sionen — 2 liefern:

A Z, \ d? TA , 2ind? .. d?D(k) = — DlCö) =-----V' 3- = 2in--- 3----------3---7) ‘ do 1‘ 002 do 0,d02 —co2aco1
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Da die Umgebung jedes inneren Punktes der o-Halbebene sich konform 
auf die Umgebung eines endlichen Punktes der A-Ebene abbildet, so 
kann D,(A) zufolge der rechten Seite der letzten Gleichung nur in den 
Spitzen des Diskontinuitätsbereiches verschwinden oder unendlich werden. 
Die Darstellungen von Z nach Potenzen der S. 441 genannten Größen 
q, q', q" zeigen, daß in den Spitzen ico und 0 des Diskontinuitätsbe
reiches je Nullpunkte erster Ordnung, in der dritten bei 0 = — 1 ge
legenen Spitze ein Pol erster Ordnung eintreten. Demnach ist:1D,()-D,(log2)
eine ganze, d. h. polfreie Form (•— 2)ter Dimension, deren einer Null
punkt erster Ordnung in der Spitze 0=0 gelegen ist. Von hieraus 
gewinnen wir durch Ausübung der Substitutionen T und S auf o in:

- D,(loga()) - - D,(log(1 - 2(0)) = D,(log,12) D,(loga(o +1) = D,(iog (,201)) “ HiU)
zwei ganze Formen (— 2)ter Dimension, deren Nullpunkte in den Spitzen 
ioo bzw. — 1 liegen.

In anderer Gestalt sind uns diese drei Formen seit lange bekannt. 
Man beachte, daß der Quotient von V21 und A(1 — 2) eine ganze Form 
(— 6)ter Dimension liefert, die einen einzigen Nullpunkt dritter Ord
nung in der Spitze 0=—1 hat. Nach den S. 346ff. mitgeteilten Glei
chungen gilt aber in den damaligen Bezeichnungen:

-V4, =_48— 4(e(1) - e(3))s  ± 4(e, - e,)3. AkI A)
Auch noch die Kubikwurzel dieses Ausdrucks ist zufolge der Darstellung 
durch die ^'-Funktion:

V 21 a -V±4,-6-V=4 (• (3) — v ())
eine ganze Modulform zweiter Stufe der Dimension — 2, die ihren Null
punkt erster Ordnung in der Spitze 0 = — 1 hat. Der Quotient der

selben und der Form D,(log, “ 1) ist demnach eine polfreie Funktion 
zweiter Stufe und als solche mit einer Konstanten identisch:

D,(log,21) -(6,-e).
Zur Bestimmung der Konstanten c spezialisiere man diese Gleichung 
für die Umgebung der Spitze 0 = ioo, wo 2 = 16^ gilt und (e, — e^ 
zufolge (12) S. 416 gleich () wird; wir finden:

D,(og(- 167)) - D,(ogq) - (0) - 2()2 -
I i •2/ \UJn/
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so daß c=2 ist. Durch Heransiehung der Substitutionen S und T ge
langen wir schließlich zu folgenden drei JBeziehungen:

(5)

so daß tvir in den Differenzen der e,e, e3 die einfachsten JHodulformen 
zweiter Stufe (— 2)ter Dimension mit Nullpunlden in den Spitzen des Dis- 
hontinuitätsbereiches vor uns haben.1')

Da die Summe der drei e verschwindet, so können wir durch 
Kombination der Gleichungen (5) die e auch einzeln berechnen; so 
z. B. findet sich:

e,=—!D,(log,21) -1D,(log,a)
Als linear-unabhängige ganze Formen (— 2)ter Dimension kann man e 
und e2 heranziehen, aus denen man in der Gestalt (ae. - bef) unter ge
eigneter Auswahl der Koeffizienten a, b eine Form herstellen kann, die 
an einer beliebig vorgeschriebenen Stelle des Diskontinuitätsbereiches 
ihren Nullpunkt erster Ordnung hat. Alle ganzen Formen zweiter Stufe 
lassen sich dann als Produkte solcher Linearfaktoren (ae1 - be.ß dar
stellen, alle Formen dieser Stufe überhaupt als Quotienten solcher Pro
dukte. Doch brauchen wir hierauf nicht weiter einzugehen.

§ 4. Modulfunktionen höherer Stufen in der Theorie der
elliptischen Funktionen.

Infolge der einfachen Produktdarstellungen (10) und (11) S. 407 
sind unter den Wurzeln der Integralmoduln Id, k'2 diejenigen achten 
Grades Vk, Vk‘ und deren Potenzen, außerdem aber auch noch

1) Statt die Bedeutung von D,(2) durch eine funktionentheoretische Über
legung festzustellen, hätten wir dieselbe auch aus:

D,()-d.D,a
mit Benutzung von (3) S. 347 und (11) S. 317 berechnen können. Andrerseits hätte

sich das Verhalten der es-— e,=g 00, H 002
2 als ganzer Modulformen

zweiter Stufe mit Nullpunkten in Spitzen des Diskontinuitätsbereiches leicht auch 
mit Hilfe von (12) S. 416 folgern lassen.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 29
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frühzeitig betrachtet und als eindeutige Funktionen von 0 erkannt.1) 
Diese Eigenschaft der Eindeutigkeit in 0 haben nun, wie aus der 
Theorie der Modulfunktionen folgt, freilich alle übrigen Wurzeln aus 
k2 auch; das Besondere der genannten Wurzeln besteht indessen darin, 
daß sie und nur sie unter allen Wurzeln aus k2, k‘2, k2k‘2 zu Unter
gruppen der gehören, die sich durch Kongruenzen ähnlich wie 
die Hauptkongruenzgruppe darstellen lassen.2) Die zwölfte Wurzel aus 
der Diskriminante: .

1) Ihr Verhalten gegenüber beliebigen Substitutionen der ist durch 
Her mite erforscht; s. dessen Abhandlung „Sur la resolution de l’equation de cin- 
quieme degr" in den Pariser Comptes Rendus, Bd. 46 (1858) oder in Hermites 
Werken, Bd. 2 S. 5.

2) S. Klein, „Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen“ Math. Ann.Bd. 17 
S. 65 (1879) sowie „Modulfunktionen“, Bd. 1 S. 659 ff. und die daselbst angegebenen 
Abhandlungen.

3) S. z. B. Jacobi, „Fundamenta nova", Art. 36; „Werke“, Bd. 1 S. 144.
4) S. Klein, „Über die elliptischen Normalkurven der nten Ordnung und die 

zugehörigen Modulfunktionen der nten Stufe“, Leipziger Abhandl. Bd. 13 (1885) 
S. 339, auch „Modulfunktionen“, Bd. 2 S. 22.

und ihre Potenzen sind gleichfalls Modulformen, die zu Kongruenzunter
gruppen gehören; auch diese Funktionen bzw. ihre Produktausdrücke 
finden sich seit lange in der Theorie der elliptischen Funktionen.3)

Bei der Untersuchung dieser Größen ist die von Klein eingeführte 
Funktion: gm+hn2 /  9(1+he)
(1) 6,,*(u0,,02)=e  3" 6(u—20n"*10,,02),71
in welcher n eine positive ganze Zahl ist und g, h irgendwelche ganzen 
Zahlen bedeuten, von grundsätzlicher Bedeutung.4) Bei festem n ent
sprechen diese Funktionen, wie man sofort übersieht, den Thetafunk
tionen mit gebrochenen Charakteristiken der Nenner n bzw. 2n (vgl. 
S. 421). Indessen sind die Funktionen (1) bei Untersuchungen über 
elliptische Funktionen nter Stufe deshalb so sehr viel brauchbarer als 
die Thetafunktionen, weil die O,h(u0,,02) gegenüber den Substitutionen 
der Modulgruppe ein leicht angebbares Verhalten zeigen, während 
in dieser Hinsicht bei den Thetafunktionen eine weiterhin noch besonders 
zu besprechende Schwierigkeit vorliegt.

Das Verhalten der Funktion (1) bei Vermehrung von u um Perioden 
liest man leicht aus (8) S. 209 unter Zuhilfenahme der Legendreschen 
Relation (6) S. 160 ab:
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(2) (ogh{u =
, . / m, +m, W,N iin. , .

m1m2 + m1 + m2 + [^u +  ---------- 2- - - ) n(mh-ma9)- / N
( 1) 6 ‘ € Ogh(W).

Hieraus' folgt übrigens beiläufig für den Quotienten der Funktion (1) 
und der ursprünglichen O-Funktion:

Ggh(u  — (m,h-m2g) (5gh(u)
6 (u - m, 0, - 02) 6 (u) ‘

ein für eine elliptische Funktion nter Stufe charakteristisches Verhalten 
(vgl. S. 374). Da die n1, n2 mit den 01, O, kogredient sind, so ist die 
Wirkung einer Substitution der Io) auf die Funktion (1) sofort in 
der Gestalt:
(3) Ogn(u|c0,+ß2, 70,—802)=ag+yh,sg+n (01,02)
angebbar. Andern wir g und h um Multipla von n, etwa um an und 
l)n, so ändert sich, wie man aus (2) und der Legendreschen Relation 
(6) S. 160 berechnet, die Funktion (1) nur um eine multiplikative Ein
heitswurzel:

 ,, ab+a+b -^{ah-bg}
(4) Og+an, h + bn (u) = ( 1,) e " Ogh(u),

so daß man bereits alle wesentlich verschiedenen Funktionen (1) bei 
gegebener Stufe n erhält, falls man g und h auf die ganzen Zahlen 
0, 1, 2, . . ., n — 1 beschränkt. Gilt für die in (3) ausgeübte Substitution: 

c==1, ß=y=0 (mod. n\
so stehen in den Gleichungen:

«.7 +yh=g+ 9 + 7 h) n,
8g+0h=h+(g+ °n n) n,

rechter Hand in den Klammern ganze Zahlen. Die Relation (4) liefert 
also als Wirkung einer Substitution der Hauptkongruenzgruppe nter Stufe: 

(5) Ogh(u c0,—ß 02, y0,—8 02) =
la — 1 y \ Iß 8—1 Ni .

( A\\^9 + lih + X) \n9 + '~h^S) + r l I— (— 1)\ " e" (5gh(u\(Ov (D2\
so daß zwar die Funktion (1) gegenüber diesen Substitutionen noch 
nicht völlig invariant ist, sich jedoch nur um eine multiplikative Ein
heitswurzel 2nten Grades ändert.

Den „Nullwert“ der Funktion (1) bezeichnen wir mit 0,):
(6) (91+112) {gwx+hw^ ।

6,4 0,)=-e 2 ” 6 (" n ~ । 0, c,)
oder auch, wenn die Argumente selbstverständlich sind, kurz mit Og;. 
Die Gleichungen (3), (4) und (5) übertragen sich sofort auf diese Null

29*
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werte. Die Kombination g=0,h=0 ist hier auszuschließen, da die 
Funktion (6) für diese Kombination identisch verschwindet. Da übrigens 

— (5gh gilt, so erhalten wir beim einzelnen n sicher bereits 
alle wesentlich verschiedenen Funktionen (6), wenn wir etwa den ersten 
Index g als nicht-negative ganze Zahl < " wählen.

Aus (2) S. 404 ergibt sich nach kurzer Zwischenrechnung eine für 
unsere folgenden Betrachtungen grundlegende Produktdarstellung der 
Funktion (6):

00
(7) (/(-qm)

m = 1

Ttih(g-n) g {g-n) Co,( 2inh 9m.2g\ / 2inh
=2ike ” " II\1-e ’2 ” q "1 m = 0 m = 1

Die in der älteren Theorie der elliptischen Funktionen vorliegenden 
Entwicklungen über das Verhalten von Vk, Vk‘, Vk, k‘,V2 usw.gegen- 
über den Substitutionen der lassen sich nun alle leicht mittels der 
Funktionen O,h in den drei niedersten Fällen n und 4 ableiten.

Für n haben wir drei Funktionen G,h nämlich 601, 10, 11, für 
welche wir aus (7) die Darstellungen gewinnen:

6, ll( - qmya - 2%, e.2 ll( + q*),
m—1 m=1

Multiplizieren wir diese Gleichungen miteinander, so folgt bei Benutzung 
von (7) S. 406:

5,6,06,, • (22)°q+jj( - q?m)6 = (1 - 0 72.\°2/ JL —
m

Der links mit dem G-Produkt multiplizierte Faktor ist aber zufolge 

(12) S. 407 die eindeutige Funktion (— 3)ter Dimension V21 der 0,, 0,; 
für diese gilt somit die Darstellung:

(8) 21= (1-0 V2. 
^01 6,0 6,1

Diese Darstellung von V2 setzt uns nun in den Stand, das Ver
halten dieser eindeutigen Funktion der gjv 0, gegenüber irgendwelchen 
Substitutionen der I(w) auf Grund der Formeln (3), (4) und (5) fest-
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zustellen. Üben wir zunächst die erzeugenden Substitutionen S und T 
aus, so folgt aus (3):

4—, . \ (11)y/2 4—, \ (1— 1)y/2
VA(01 4“ 002, 002) <5 5 g, V4(02, 001) g q g°01 °11 °12 -—10-01°-11

Auf Grund der Regel (4) hat man 12, 5_u bzw. auf 10, 010, 0,1
zu reduzieren und findet:

(9) V2(0, + 02, 02) = i V2(0, c2), V2(02, —0,)=-i V4(00,,
Für eine beliebige Substitution V der Hauptkongruenzgruppe vierter 
Stufe r’a) ist wd = 1 (mod. 8), woraus =8 (mod. 8) folgt. Also lie

fert für eine mit der identischen Substitution 1 modulo 4 kongruente 
Substitution V die für u und n spezialisierte Gleichung (5): 

8g+yh
6,1(00,+ß02 70,+802)=(—1) 4 O,1(00,, 002).

Hieraus geht sofort hervor, daß das Produkt 60101611 gegenüber der 
fraglichen Substitution V invariant ist: Die vierte Wurzel der Diskrimi
nante VA ist eine eindeutige Modulform vierter Stufe von der Dimension — 3.

Gegenüber einer beliebigen Substitution V ändert sich V21 um eine 
von den Koeffizienten &, ß, ?, ö eindeutig abhängende vierte Einheits
wurzel. Auch diese Abhängigkeit können wir leicht angeben. Schreiben 
wir zunächst:

+ ß2, y0, ■ V4(0,, 002),
so ist der Exponent u in &, ß, 7, d darzustellen. Gilt V‘= V (mod. 4), 
so ist V-1V‘= 1 (mod. 4), so daß V und V‘ gleiche Wirkungen auf 
V2 ausüben. Wir dürfen demnach bei der folgenden Rechnung in der 
Schreibweise der Substitutionen die Koeffizienten irgendwie modulo 4 
reduzieren und z. B. durch ihre kleinsten nicht-negativen Reste modulo 4 
ersetzen. Ist nun zunächst & ungerade, so ist c2=1 (mod. 4). Die Aus
übung der Substitution S~a^ auf die in der eben angesetzten Gleichung 
enthaltenen 0., Q, liefert demnach mit Benutzung der ersten Relation (9):

V2(«0,, 70, ccof) = i^l''a^^/r^(.a)i} 02).
Üben wir jetzt T aus, so folgt mittelst der zweiten Gleichung (9):

VA(Ec,, — + 02) = --12(0,, 00g).
Drittens wende man auf die 0,, 0, die Substitution Say an und findet: 

V2(«o,, — = i—-a8+ay-1V/21(0,, 0,),
sowie nach erneuter Anwendung von T:

V2(— aß)v — 02) = i>J‘~a^+a^~i\/ 00,),
&02) = CO2),
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Endlich, aber gilt: a — 1VA(ao,, ac2) = (— 1) 2 V2(o, c0,) = ia-1V2(0,, c2),
da 2 von ungerader Dimension ist. Es folgt also:

V2(0,, 0,) — i4-a8+2y+a-1V2(0,, 0,),
und demnach ergibt sich für ungerades c:

u=cß — cy—c- 1 (mod. 4).

Ist zweitens a gerade, so schreiben wir auf Grund der zweiten Gleichung (9):
VA(«c, + ßo,, 70, + 802)= + 02, — &0, — ßo,)

und können, da jetzt y notwendig ungerade ist, zur weiteren Entwicklung 
der rechten Seite die eben gewonnene Regel an wenden. Es ergibt sich: 

u= y—78 + 7 (mod. 4),

so daß es gelingt, beide Fälle in den einen Ausdruck:
u = — cy — a — 1) — (1 — a2) (cy —78—7) (mocl. 4)

zusammenzuziehen. Die vierte Wurzel der Diskriminante zeigt gegenüber 
einer beliebigen Substitution der homogenen Modulgruppe das Verhalten: 
(10) V2(«0,+B 0,, 70,+8 w2) — i^ (« 8-ay-a+1)+(-4)(4+6+1)7V2 (0,,0,).

Eine genau entsprechende Entwicklung gilt im Falle n für 
die dritte Wurzel der Diskriminante V2. Wir haben hier die vier ver
schiedenen Funktionen O01, 610, 11, G12, und es ergibt sich, wenn wir 

2in
die früher benutzte Abkürzung e3 = Q wieder aufnehmen, aus (7): 

CO 

6,11(1-q2")2 
m=1

CO 00

 2es"i0-8q9°-81f(1 - o"q2m*39/I(1 - Pg2m^V-
m = 0 m = 1

Multiplizieren wir nun die vier in diesem gemeinsamen Ausdrucke ent
haltenen Formeln, so lassen sich die rechts stehenden Produkte zu
sammenziehen, und wir gelangen nach einer kurzen Rechnung zu dem 
Ergebnis:

5 5 6 6 /2x)4,2 n(l  C2m)8 _—3+173,-01 10 11-12 \o,)d‘LI\- d / 2m = i

Hier steht links neben dem Sigmaprodukt die dritte Wurzel der Dis
kriminante VA, so daß für diese eindeutige Funktion von 00,, 0, die 
folgende Darstellung durch die zu n 3 gehörenden Ogh gewonnen wird: 

(11) 4 = 26,6,6,6,,
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Hiermit ist der Boden geebnet, um auf Grund der Regeln (3), (4) 
und (5) auch das Verhalten von V2 gegenüber den Substitutionen der 
homogenen I(w) festzustellen. Wir stellen zunächst folgende Wirkung 
der Substitutionen 5 und T auf V2 fest:

(12) V2(o, + 0,, 02) - o VA(o, 0,), V2(0, — ®i) = VA(o, c02).
Als Wirkung einer modulo 3 mit „1" kongruenten Substitution finden 
wir aus (5), falls die transformierte Funktion mit Oh bezeichnet wird:

/a — 1 y, ,\(3 8—1,,.\ni(8,8-, y,2\
6,,=-(-1)ls‘**** (s" 8 3 "5 )6,1.

Nun gilt modulo 2:
g” =g, %2 = n, “s1 = « - 1,

so daß sich der erste Exponent wesentlich zusammenziehen läßt; be
rücksichtigt man bei dieser Rechnung noch, daß c und ß nicht zu
gleich gerade sind, und daß also das Produkt (& —1)(- 1) und ebenso 
auch (d —1)(y- 1) geraden ganzen Zahlen gleich sind, so folgt leicht:

z ,(a+0)0n+80+y* "‘(80+0-0,1-1,)Og=(—1) e3U 3 3 ‘Ogh
In dem zu untersuchenden G-Produkte ersetzen wir zweckmäßig O. 2 
durch 6.  1, welche Funktion von der ersteren nur um einen konstanten 
Faktor ab weicht. Dann findet sich:

Ti y . ß 2ziy61161i-1=(—1)‘‘e 83e3 3 3606,5,6,-1
Da nun, wie schon festgestellt, ‘=%, 3=ß (mod. 2) gilt, so zieht 

sich der rechts vor dem O-Produkt stehende Faktor zu 1 zusammen, 
und also ist das Produkt gegenüber der ausgeübten Substitution in
variant: Die dritte Wurzel der Diskrimincmte ist eine eindeutige Modul- 
form dritter Stufe der Dimension — 4.

Gegenüber einer beliebigen Substitution V ändert sich V2 um eine 
multiplikative dritte EinheitsWurzel:

VA(c0, ++ ßa, yo, + o2) = o" V2(c,, 02),

wobei die Abhängigkeit der ganzen Zahl u von den Substitutions
koeffizienten genau wie oben in Erfahrung gebracht werden kann. Die 
Rechnung gestaltet sich hier insofern noch etwas einfacher, als V21 
gegenüber der Substitution T invariant ist. Wir geben sogleich das 
Resultat an: Die dritte Wurzel der Disltriminante V21 zeigt gegenüber 
einer beliebigen Substitution der homogenen das Verhalten:

(13) V2(«c, -f- ßc,, 7c0, 0,) = + + V2(0,, 00,).
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Mit den Wurzeln V2 und $2 ist auch deren Quotient Vz1 : V2 
==V4 eine eindeutige Modulform, welche invariant ist gegenüber allen 
Substitutionen, die mod. 3 und mod. 4 zugleich mit 1 kongruent sind. 
Diese Substitutionen bilden die Hauptkongruenzgruppe zwölfter Stufe: 
Die zwölfte Wurzel der Diskriminante V 2 ist eine eindeutige JModul- 
form zwölfter Stufe der Dimension — 1. Das Verhalten von 2 gegen
über einer beliebigen Substitution der homogenen geht aus (10) 
und (13) durch Quotientenbildung hervor.

Im Falle n = 4 stellen sich die drei schon bei n aufgetretenen 
Funktionen O,h wieder ein, außerdem die sechs neuen Funktionen O, 
G,1, 6.0, 12, 11, 13. Setzt man ihre Produktentwicklungen (7) an 
und kombiniert sie zu Paaren, so ergibt sich unter Heranziehung der 
sechsten Wurzel der Diskriminante:

601 6,1-V2=es ■ 72 qi II (1+q2m), m=1
(14)

5ni 1 10 ■• 6,06,2 ■ V2 = e 8 q24 I J (1 — q2m-1) 
m=1

6,5,V2=e4 q211(1+q2m-1). m=1
Für die in (10) S. 407 als eindeutige Funktionen erklärten achten Wurzeln 
der Integralmoduln k2 und k'2 ergibt sich demnach folgende Darstellung 
durch die zu n = 4 gehörenden O,%:
(15) Vk= Tis-

8 Vo1 21
5 6 » °11 °18

A, _3ni - - 
$/2‘  p 8 010°12y ” 6,16,8e

Diese Gleichungen gestatten uns das Verhalten der Wurzeln Wk 
und Vk‘ gegenüber den Substitutionen der nicht-homogenen fest
stellen. Wir berechnen zunächst aus (3) und (4) folgende Wirkung 
der erzeugenden Substitutionen S und T:

(16) n(® +1)-e V7,o), V/(+1)=V-,Vk (0) yk (o)
(17) V(1) - Hx»), V7 (V) - V(a).

Bei einer geraden Anzahl von Anwendungen der Substitution S findet 
man aus (16):

(18) V6(0 + 2v) - e 4 V(), VR‘(0 +2v)= V(c),
so daß zwar VK gegenüber S2v invariant ist, aber nur erst dann, 
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wenn 2v durch 16 teilbar ist. Für eine beliebige homogene, modulo 16 
mit der identischen Substitution „1“ kongruente Substitution folgt aus (5):

8 y, 8 — c ,6,1 - (- 1)" "*6 "*"0" 6,1,
so daß die drei Produkte 001021, 6.0612, 6011013 invariant sind. Aus (15) 
folgt demnach: Die achten Wurzeln der Integralmoduln Vk, $k‘ sind 
eindeutige UdodulfunHionen der 16. Stufe.

Bei einer Substitution mit ß=0, y=0 (mod. folgt aus c=1 
(mod. 16), daß 8 = a (mod. 8) gilt; und zwar ist —c=0 oder = 8 
(mod. 16), je nachdem c==—1 bzw. = —3 (mod. 8) ist. Es folgt:.ö — a c2—1(19) (-i)“-
wo rechter Hand das Legendre-Jacobische Zeichen aus der Theorie der 
quadratischen Reste gemeint ist.1 * * *) Da die Produkte 61021, 6.012, 011013 
bei der Substitution 0‘=e— 0.1, 02=— 02 invariant sind, so dürfen wir 
c=8=1 (mod. 4) voraussetzen und lesen alsdann aus (5) S. 451 ab: 

a-l &—1 a —1 8-1, 8 y, 8- a

1) Wir gebrauchen dies Zeichen in der Bedeutung (19), auch wenn a eine nega
tive Zahl ist. S. über die zahlentheoretische Bedeutung des Legendre-Jacobischen.
Zeichens etwa Dirichlet-Dedekind, „Vorlesungen über Zahlentheorie“ (Braun
schweig, 1894), S. 91 ff.

6’ = (_ 1)44240*4"wc0*i". is"6,h
Hieraus leitet man leicht den folgenden Satz ab: Bei einer Substitution 
mit ß=y=0 (mod. 16) zeigen die Funldionen (15) das Verhalten: 

(20) Vu (ce+P) = (2) VE(e), v2(ca-B) = (2) V(a).P 7 r \O-d/ \aj 7 ‘ \o—d/ \c/ ‘ \ 7
Gegenüber einer beliebigen mod. 2 mit 1 kongruenten Substitution 

nimmt yk eine von den Koeffizienten a, ß, ?, 8 eindeutig abhängende 
achte Einheitswurzel als Faktor an:

M(±))-,V(o)
Bei der Berechnung dieses Faktors dürfen wir in der Schreibweise der 
Substitutionen die Koeffizienten jetzt modulo 16 irgendwie reduzieren. 
Wir üben nun auf 0 in der letzten Gleichung zunächst S~a^ aus, wo
bei der zweite Koeffizient der links entstehenden Substitution (1— a2).ß 
durch 16 teilbar ist und der vierte Koeffizient die etwa durch c-1 zu 
bezeichnende, modulo 16 bestimmte Zahl ‘ ist, die der Kongruenz 
aö'=l (mod. 16) genügt. Die Wirkung von S~a^ auf k(o) bestimmt 
sich aus (18); man findet:

ni f aß\ 
yk (—“0_) = e4 ("2) Wn.
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üben wir jetzt auf o die Substitution T aus, so folgt (vgl. (17)): 
n; / aß\

Vn (—“) = e4 ("2) D7(®);r \— C0—Y/ •7
sowie, wenn wir nunmehr Say ausüben, weiter (vgl. (18)): 

n i / a ß\Vk(_C,)=e42/4k(0).\— 10/ r \ /

Die nochmalige Anwendung von T liefert mit Benutzung von (20):

1()-(2)V*(a)-,(VVK(a),
woraus die Bedeutung von u abgelesen werden kann: Bei Ausübung 
einer Substitution der Hauptltongruensgruppe zweiter Stufe geigen die Funk
tionen (15) folgendes Verhalten:

(21) +/1 (0+8) = (2) 82 V7.(), Ve (20+,) = (1) e-"!° V(0).- ‘ ‘ \0—0/ \a/ • \O-0/ \oJ r v 7
Die zweite Gleichung, welche das Verhalten von ^k' regelt, ist eine 
einfache Folge der ersten. Aus dieser folgt nämlich durch zweimalige 
Anwendung der zweiten Gleichung (17):

v» - (1) eV v (-1.
\—«co — P/ \C/ \ co /

Wendet man hier auf co die Substitution T an, so folgt: 
(,)-)()

woraus durch Austausch der Bezeichnungen die zweite Gleichung (21) 
folgt.

Nach S. 438 können wir endlich jede Substitution der nicht-homo
genen in der Gestalt VV, darstellen, wo F=1 (mod. 2) gilt und V, 
eine der sechs modulo 2 inkongruenten Substitutionen ist, auf welche 
.sich die Modulgruppe I(®) modulo 2 reduziert. Die Wirkung von V, 
auf ^k und Vk kann man nun leicht aus (16) und (17) berechnen 
und damit von (21) aus die Wirkung einer beliebigen Substitution fest
stellen. Üben wir z. B. auf co in der ersten Gleichung (21) die Sub
stitution 5 aus, so folgt mit Benutzung der ersten Gleichung (16), wenn 
wir c—ß=ß‘, y—=8‘ schreiben:

Nun gilt aber:
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so daß wir für eine modulo 2 mit S kongruente Substitution:
niafi 4/, .e"8 Vk(o)

$K‘(0)
gewinnen. Das Gesamtergebnis dieser einfachen Rechnungen stellen 
wir soleich in leichtverständlicher Weise tabellarisch zusammen:

(o, ß \y, 8 ) = 4/7 (&o + = Vkr /aco — ß\ 
\yo—/

/1, O\
\0,1/

tiaß
(1) e 8 V*(o) (2 \ö

niyd
) e 8 Yk'()

/1, °)
\1,1/

(2 \C
7tia ß\ ------ - 1) e 8__ -__/ E 4/ .

‘ \7k(oß

rtiyö 4/,e—8 Vk‘(o
V(c

•))
(0,1)
\1,0/ /2 \B

nia ß
) e 8 Yk' (co) (. ntiy

e ^k^)

(0,11,1/ (
7t ia ß2\ —g- 1

8 i-------8/ }/k'^ e 4, Vk’(o)

/1, 1)
\1,0)

jtiaß 4 r—esVk()
V/E(co) 6N?

n i
) e "8 —1_
/ ifk^

/1, 1)\0, J

rtia ß 'e 8 Vk
Vk’(a) ( niyö2\ 8 1ö) ^/k'^

1) Über die Bedeutung von u(o) für die gesamten Funktionen vierter Stufe 
sehe man „Modulfunktionen“, Bd. 1 S. 612ff.

Zufolge (21) sind Vk, ]/k' Modulfunktionen achter Stufe, k und 
k‘ aber solche der vierten Stufe. Die S. 356 eingeführte absolute irra
tionale Invariante u hing mit A=k2 vermöge der Gleichung (10) S. 358 
zusammen. Wir folgern hieraus, daß die Größe u in einer bestimmten 
unter den 24 gleichberechtigten Gestalten die Darstellung gestattet:

(22)

Es ist demnach mit k und k' auch u in Abhängigkeit von 0 eine ein
deutige Modulfunktion vierter Stufe, so daß die Benennung des Inte
grales (2) S. 360 als des Normalintegrdles „vierter^ Stufe damit berechtigt 
erscheint.1)

Endlich tritt in der älteren Theorie auch noch die Größe Vkk‘ 
auf. Aus der dritten Gleichung (14) sowie der Darstellung (11) S. 407,
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durch, welche diese Größe als eindeutige Funktion von 0 erklärt war, 
entnehmen wir sofort als neue Darstellung derselben:

in den zu n = 4 gehörenden O,%. Es handelt sich also hier um eine 
unter drei hoor dinierten ELodulfunktionen 48ter Stufe, welche von nume
rischen Faktoren abgesehen die reziproken Werte der drei Produkte^/210 01 O,., 

2665,2, 46,618 sind.
Das Verhalten dieser Größen gegenüber den Substitutionen der F^ 

stellt man mit Hilfe der bisherigen Methoden leicht fest. Jedoch ist es 
nicht einmnal nötig, zu diesem Zwecke neue Untersuchungen anzustellen. 
Da nämlich kk‘ gleich dem Quotienten von (•kk‘) und (Vkk‘)2 ist 
und das Verhalten von ^kk' gegenüber den Substitutionen der 
bereits festgestellt ist, so kommt es nur darauf an, das Verhalten von 
(Vkk)2 aufzufinden. Nun folgt aber aus (11) S. 407:

,, $16q117(1—q2m)4
(W=—gV162— = —a- - - - - - *=.- - - - - - - - - - ,

1/(1+q2m-1)8 I/(1+q2m-1)8m=1 m=1 m
und also ergibt sich aus der ersten Gleichung (12) S. 416 und der 
Produktdarstellung von V21: 6—
<“>

Das Verhalten von V21 und (e, — ef) gegenüber den Substitutionen 
der ist aber bekannt.

§ 5. Die Perioden betrachtet als Funktionen des Integralmoduls.
Die Inversion der Modulfunktionen höherer als erster Stufe haben 

wir insoweit auszuführen, daß wir die Perioden, und zwar in Gestalt 
von Legendres „vollständigen Integralen“ K,K',E,E' (vgl. S. 371 ff.) als 
Funktionen des Integralmoduls 2 =2 darstellen. Diese Entwicklungen 
schließen sich den S. 323 ff. durchgeführten Untersuchungen für die 
erste Stufe an.

Um weiterhin Unterbrechungen zu vermeiden, schicken wir folgende 
Rechnung voraus. Durch Subtraktion der dritten Gleichung (5) S. 449 
von der zweiten ergibt sich:

1 D,(log 1(1—2))=e,+e-2e- 3e .
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Nun gilt aber (vgl. (24) § 4):

a(1 - n = —V4c,, B 7 4(e2—€1)3
und da D,(log 21) — 0 ist, so ergibt sich die dritte der Gleichungen.

(1)
D,(log (e2 — eg)) = 2e, 
D,(log (eg — e)) = 2e2, 
D,(log (e, “ e,)) = 2e.

während die beiden ersten aus der dritten durch Vermittlung von (5) 
S. 449 folgen. Schreibt man diese Gleichungen in der Gestalt: D,(e, e) = e),
so gewinnt man durch geeignete Kombination derselben die Wirkung 
des Differentiationsprozesses D, auf die e., e,, e3 einzeln in der Gestalt: 

(2) D, (e,) =-2(e2+2 e, eg), D, (e,) —-2 (e3+2 e, e,), D, (e) =-2(2+2 e, e,).
Wenn wir nun den Prozeß D, auf irgendeine Funktion 9 von 0 

allein, die demnach auch als Funktion von 2 allein angesehen werden 
kann, ausüben, so gilt:

D,(0)-D,(2)=aaD,(loga),
und also folgt mit Benutzung von (5) S. 449 die Regel:

(3) D,(0)-2(6,-6)242
Wir wenden diesen Ansatz an auf:

® = log K = log (1 c0,Ve—e)

und benutzen zur Berechnung der Wirkung von D, auf den rechter 
Hand stehenden Ausdruck die dritte Relation (1) sowie die Gleichung 
(11) S. 372:

2(e, -6)2a= 0, +6,= (e, ~ e)K-(e ~ e).
Durch Division mit (e,—e) folgt als Differentialrelation zwischen K und Dx

(4) 22(1—1)1-E-( -2)K
Weiter folgt aus iK' = aK durch Differentiation nach 2:

. dK'_ iK' dK p dm
" d? = K datdda

Setzt man aber 9=0 in (3) ein, so ergibt sich:

2in g f .,do
Do) 5-os 2(e ®)2az,

woraus man durch Division mit (e, — ef) erhält:

21(1-2--,*.
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Die vorletzte Gleichung liefert also bei Benutzung von (4):

24(1-2)4--*+*(-4-1,K).
Mittelst der Legendreschen Relation (16) S. 373 gewinnt man demnach 
als Differentidirelation zwischen K' und JE':

(5) 2Ä(1 - a)“=aK‘-E.
Nach (11) S. 372 gilt:

(6) 2Ve—eE=n+ e, C,
nnd also bei Anwendung des Prozesses D^:

2ye, e, D,(E) + . / E ■ D,(e, e,) = D,(m, + e,00,).Ve2 — C1
Die rechte Seite entwickelt sich mit Benutzung der zweiten Gleichung 
(2) und des S. 325 angegebenen Ausdruckes von D^^) weiter so:

D,(72 + e,002) =—19202e92— 3(e2 + 2e,es)0,
Trägt man für g2 seinen Ausdruck in den e ein und entwickelt andrer
seits D,(eg — e^, so folgt nach kurzer Rechnung:

2 Ve e, D,(E) +2e Ve JE = e2"72 02 (e2 e,ea),
sowie wenn wir auf Grund von (6) durch JE ausdrücken:

2 Ve, — e, D,(E) + 2e, Ve, — e, E = 2e, Ve, -eE-c,(2e;+ e,e), 
2 Ve, e, D,(E) = 2(e, e) Ve &E c,(e, e) (e, e,).

Entwickeln wir D,(E) nach der Regel (3), so ergibt die Division mit 

2(e—e)Ve,— e, als zweite Differentidlrelation zwischen E und K: 

(7) 21d-E-K.
Schließlich folgt aus der Legendreschen Relation (16) S. 373: 

d(KE')  g,a(K—E) /g ^ydK' d? sd da vmst) d2‘
woraus man unter Benutzung von (4), (5) und (6) als zweite Differential
relation zwischen E' und K' erhält:

(8) 2(1-2)“H-R‘-F.
Wie bei der ersten Stufe (vgl. S. 326ff.) gewinnen wir aus den auf

gestellten Differentialgleichungen erster Ordnung durch Kombination 
lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung, denen die 
vollständigen Integrale K, K', E, E' als Funktionen von R genügen. Wir
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dEbeiden Ausdrücke von E und — in (7) ein. so
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wollen dies nur noch für K und K' weiter verfolgen und berechnen 
zu diesem Zwecke aus (4):

dE 
dl

Trägt man diese 

winnt man die fragliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Zu genau 
derselben Gleichung gelangt man durch eine an (5) und (8) angeschlos
sene Rechnung für K‘: Die vollständigen Integrale Legendres K und K' 
sind als Funktionen von 2 Lösungen der linearen homogenen Differential
gleichung zweiter Ordnung:

(9) 2(2-145+(21-1)25+45-0.
Wir sind hier genau wie bei der ersten Stufe (vgl. S. 330) zu einer 

„hypergeometrischenu Differentialgleichung geführt, und zwar sind die Para
meter cc, ß, y in der allgemeinen Gleichung (1) S. 105 gleich 1, 1, 1 zu 
setzen, damit wir zur Gleichung (9) gelangen; die drei S. 106 mit 2, u, v 
bezeichneten Größen werden somit hier übereinstimmend gleich 0. Wir
wollen, um Verwechselungen des „Parameters“ 2 mit der unabhängigen
Variabelen 2 der Differentialgleichung (9) zu vermeiden, die letztere
Variabele durch ihre andere Bezeichnung kennzeichnen. Die sechs 
S. 107 tabellarisch zusammengestellten Transformationen der hypergeo
metrischen Differentialgleichung in sich können wir für unsere Differen
tialgleichung (9) so schreiben:

2‘-k, 1—12, 1, 1^ — 1
—k2 ’

1 k2
12, k9—11

$‘=$, $, k§, k$, k’S, k‘$.
wobei untereinander stehende Werte 2' und $‘ zueinander gehören. Die 
24 formal unterschiedenen Lösungen der Differentialgleichung mittelst 
der hypergeometrischen Reihe reduzieren sich hier auf die sechs Lösungen: 

Fd, 1,1; n F(,,1;1-1, I-1F(1,1;2), 1-11(1 1 1.k—1) Lr-1g(1 i i. 1 N 7,—1g(1 i 1. k2 \• 1 2? 2? 5 k2 )2 ' \2222 111  k2)2 " \22221k2  1)

Die Peripherien der Konvergenzkreise dieser Reihen sind die drei in 
Fig. 83 S. 445 durch die beiden Punkte 2=k2= — 0 und = — Q2 hin
durch ziehenden Kreise; z. B. ist der Konvergenzkreis der ersten Reihe 
die Fläche des Kreises vom Radius 1 um den Nullpunkt 7c2 = 0, der
jenige der dritten Reihe das Außere dieses Kreises usw.

In jeder der vorstehend angegebenen Reihen ist nun der Parameter 
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y=l, so daß ein zweites Integral der Differentialgleichung stets mittelst 
der Reihe (15) S. 114 und eines mit einem Logarithmus behafteten Glie
des anzusetzen ist. So haben wir, wenn wir z. B. für die Umgebung 
des singulären Punktes k2 = 0 Reihen nach Potenzen von 7c2 benutzen, 
die beiden linear-unabhängigen Integrale:

F(, 1 1; 1), F, (, |, F) + 2 log 1 • FG, +, 1; 7c2).
Um nun die beiden Lösungen K und K‘ der Differentialgleichung (9) 

in diesen Integralen darzustellen, nehmen wir an, daß K und K‘ einem 
primitiven Periodenpaare 0,, O, entsprechen, wobei also der Quotient 0 
dem Bereiche der Fig. 56 S. 273 an gehört; dies setzt voraus, daß der 
Wert Ä2 dem Doppeldreieck der Fig. 83, S. 445, angehört, welches sich 
symmetrisch um das von 7c2 = 0 bis k2 = 1 reichende Stück der reellen 
Ä2-Achse als Mittellinie anordnet. Wir notieren uns zunächst aus (8) 
S. 406 die drei Gleichungen:

Aus der ersten folgt, daß bei verschwindendem 7c2 und also verschwin
dendem q der Wert K = ) zutrifft; und bei Benutzung dieses Ergeb

nisses liefert die zweite Gleichung (10) für lim k=0 näherungsweise: 
log 1 - 2 log 2 + "4 - 2 log 2 - 7 K - 2 log 2 - K', 

so daß umgekehrt:
K‘ = 2 log 2 — log li

gilt. Setzen wir andererseits K und K' homogen und linear mittelst der 
zunächst noch unbekannten Koeffizienten A, B, C, D in den beiden ange
gebenen Integralen der Differentialgleichung an:

K=(A+2B log 70 J(i i 1; F) + BF^t, %2),
K’ = (C+ 2D log 1:) F($, i 1; F) + DF^, f; K3),

so ergibt sich aus den Absolutgliedern der Reihen F und Ft (vgl. S. 110 
und 114) für lim 7c2 = 0:

K=A + 2B logli, K' = C + 2D log7c;

also folgt durch Vergleich mit den soeben für lim k ausgerechneten 
Grenzwerten von K und K‘:

A-~, B=0, C=21og2, D = -|.
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Die vollständigen Integrale Legendres K und K' sind als hyper geometrische 
Funktionen des Integralmoduls k2 gegeben durch:
(11) (K=,r(,11;1),

K'= (2log2 - logk) F(1, 1, 1; 12) - 1 F^, 1; 12),
wobei die rechts benutzten Heihen auch noch explizite angegeben sein mögen:

F^, i 1; F _ 1 + (1)212 + (4-4)214 + +.,+(} *3) = ()3%* + (4)2(1 + 2)7 + (*8)*(1 +32+66)*°+- 
log k muß für reelle positive k selber reell werden.

Die Darstellungen (11) bleiben gültig im Innern des Kreises vom 
Radius 1 um den Nullpunkt k2 = 0. Bei einem Umlauf um diesen Null
punkt führen sie zu einem bekannten Ergebnis zurück, das wir in die 
Gestalt kleiden können:

K(0 +2)= K‘(o + 2) = - 2iK(co') +

Die Fläche jenes Kreises setzt sich aber aus drei Doppeldreiecken zu
sammen, welche den Substitutionen 1, S und T bzw. den ihnen ent
sprechenden Doppeldreiecken im Netze der Fig. 61, S. 291, zugehören. 
Liegt demnach, wie wir annahmen, co in dem der identischen Substitu
tion 1 entsprechenden Doppeldreiecke, so werden auch noch (co -j- 1) 
und — Werte liefern, für welche die Darstellungen (11) gelten. Die 
Wirkung der Substitutionen S und T auf k2 ist bekannt. Als Wirkung 
erstlich von S auf K und K' stellt man aus (10) leicht fest:

+ 1) = k'^G^K^oI), K' (co + 1) = — ik\G))K((o) + k‘(0)K‘(0),
woraus wir nach kurzer Zwischenrechnung als zweite Darstellung unserer 
in (11) gemeinten K, K' gewinnen:

(12)
g_TL,—1 g(1 1 1- k“ )2 \2’ 2’ ’ k2— 1)2

r / z- \ / 12 / 2,K‘-k‘1((2log2-log*) F{i,l, 1; 101)),
die wir auch durch eine direkte Betrachtung, d. h. nicht durch Ver- ÖZ
mittlung der Substitution S, hätten aufstellen können. Das Innere des 
Konvergenzbereiches dieser neuen Darstellung umfaßt alle Werte k2, 
deren reelle Bestandteile <1 sind.

Um die Wirkung von T auf K(o) und K' (co) zu bestimmen, 
folgern wir aus:

4K() - o| ( (%) — • (%))
und = coK^o'):

4K(0) - ((2) - - - 4c‘K()* = 4K‘(0)*
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 30
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Es gilt also:
K(0) = + K‘(),

wo rechts ein bestimmtes unter den beiden Zeichen gilt, da K^co) eine 
eindeutige Funktion von 0 ist. Setzen wir aber in die letzte Glei
chung 0 = i ein (ein Wert, für den K und K' nicht verschwinden), so 
ergibt sich mit Rücksicht auf UL'=gjK die Gültigkeit des oberen 
Zeichens:

K‘()-K(w).
Von (11) aus gewinnen wir jetzt unmittelbar als neue Darstellungen unserer 
K,K:

(K=(22-log*) (,41; 1-k)-F,(,1; 1-k), 
"3K‘-5r(11;1-1),
gültig im Innern des Kreises vom Radius 1 um den Punkt = 1.

In ähnlicher Weise kann man durch Ausübung der Substitution 
ST die noch fehlenden drei Darstellungen der vollständigen Integrale 
als hypergeometrische Funktionen von k2 gewinnen.

§ 6. Die elliptischen Funktionen zweiter Stufe als Funktionen 
zweier Argumente. Ausartungen.

Die elliptischen Funktionen erster Stufe waren homogene Funk
tionen der drei Argumente u, co., 0, von einer im allgemeinen nicht 
verschwindenden Dimension (vgl. S. 318 ff.). Demgegenüber sind die zur 
zweiten Stufe gehörenden Funktionen der älteren Theorie, also die Funk
tionen sn, cn, dn, die -Funktionen, auch die AZ-Funktionen, wie von 
vornherein hervorgehoben wurde (vgl. S. 387), in jenen drei Argu
menten homogen von nullter Dimension. Auf diese Weise werden jene 
Funktionen der zweiten Stufe solche von „zwei11 Argumenten, dem Inte
gral erster Gattung und dem Modul. Bei den ^-Funktionen gaben wir 
den Argumenten die Gestalten v und q oder auch v und o, bei den 
Funktionen sn, cn, dn und den AZ-Funktionen treten in den Potenz
reihen (vgl. S. 399 ff.) die Argumente w und k2 auf, in den Produktent
wicklungen und Fourierschen Reihen aber w und q.

Als Funktionen ihrer beiden Argumente v und co befriedigten die 
-Funktionen die Differentialgleichung:

(1) 'P 7 0v- 0o ‘
wie S. 421 aus den vier Thetareihen abgelesen wurde. Besteht diese 
Gleichung für eine der vier Thetafunktionen, so kann man sie für die
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anderen drei auch auf Grund der Verwandlungstafel von S. 419 her
leiten. Übrigens ist die Gleichung (1) für die ^^Funktion natürlich nwr 
eine auf diese Funktion umgerechnete Gestalt der Differentialgleichung (11) 
S. 322 der ^-Funktion. Man kann nämlich diese Differentialgleichung 
mit Benutzung der S. 325 bewiesenen Relation:

(2) D,(2)=-19202
leicht auf die Gestalt umrechnen:

12 2%0(w) + 2D,(og(e-50, G(u) = n:u".O(u) du2 1 °N v ‘‘ 2

Aus der Beziehung (9) S. 416 zwischen O(u) und 9.(v) ergibt sich 
durch zweimalige Differentiation nach u und nachherige Division mit 
jener Relation:

1 236(u)   1 29,(0) . 2m,u 9,(v) Ln,, n2u*
0(w) u2 02 (v) 0v2 c20,(v) Dv 0, ' o2

Indem man andrerseits auf:
12u2

log (e 2 C2 O (uü = log 91 (y) — | log 2 — 1 log 0,—1 log 2 T 

den Prozeß D, anwendet, folgt wegen D,(4) = 0:
/  1au2 \

Du (log (e 2 C2 6 {uf)) = Dn (log 91 (v)) — ,2 •4 lüg

Im ersten Argumente v =021 der -Funktion ist G, als Nenner ent
halten; mit Rücksicht hierauf gilt: 

 = 21080" + 210500
D,(og 9, w) = - Ai ■ un, - 1 ■ ■ 2it,

I) Ö 1‘‘ •1(V) OV co? (V) 0c 002 7
so daß wir finden:

2D, (log (e-.202 (5{u) 2un2 091(v) 4in 091(v) 72
02$,(v) dv 02 $, (v) Dc 0,

Hiermit sind beide Glieder der linken Seite der Differentialgleichung 
für die O-Funktion auf 9. (v) transformiert, und jene Gleichung gewinnt 
damit die Gestalt:

1 29,(v) 4ix 8,(v) . n&u2  rilu2029,(v) 0v2 c29,(v) 0o 02 al

Nach Fortheben überflüssiger Bestandteile kommen wir damit tatsäch
lich zur Differentialgleichung (1) zurück.

Den drei Differentialgleichungen (1) für die geraden -Funktionen 
entsprechen Differentialgleichungen für die drei Funktionen zweiter 
Stufe O,(u01,02), welche man ohne Mühe aus der Differentialglei
chung der ursprünglichen G-Funktion herleitet. Eine größere Beachtung

30*
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haben die Differentialgleichungen gefunden, die den Gleichungen (1) 
entsprechend für die vier Al-Funktionen bestehen, und zwar deshalb, 
weil vermittelst dieser Differentialgleichungen die Potenzreihen der Al- 
Funktionen berechnet werden können (vgl. S. 403).

Um zunächst die Beziehungen zwischen den 9-Funktionen und 
den Al-Funktionen aufzustellen, hat man zwischen den Gleichungen (1) 
S. 401 und (9) S. 416 sowie (15) S. 417 die 6 zu eliminieren. Mit 
Rücksicht auf das Verhalten unserer Funktionen für u folgt:

,2, () - % • • Al, 
12u2 1/1. 2) (2 e20a ff,, (v) = 9,e6 Alr (w),

wo v 0,2,3 zu nehmen ist und 91 der Nullwert der ersten Ablei
tung von 9.(v), entsprechend den Nullwerten ff,, der drei geraden 9- 
Funktionen, ist. Den linksseitigen Exponenten können wir mit Benutzung 
von (11) S. 372 so entwickeln:

n2 u 2  w2 2 _ w2 (  e, z20, ~ 4 K * ve,—e ~ 2 K eg - & ‘
Da wir den Quotienten der e in die Gestalt:

e, _ 3e, _ 2e, — 2e, — (e, — e1) _ 2 — k2
e, — e 3 (e, — e,) 3 (e, — e,) 3

umrechnen können, so folgt weiter:

**,-*(-K)+0+1),*
Die Beziehungen zzvischen den Q'-Funktionen und den Al-Funktionen haben 
somit die Gestalt:

9,(0)=2jez" Al,(w),(3) K rA ~ C .2$,(v) =$,-e 2K " Alr^,

wo wieder v = 0, 2, 3 zu nehmen ist und unter Al(w) die S. 401 mit 
Al(w) bezeichnete Funktion verstanden ist. Für die auszuführende Rech
nung ist es noch etwas zweckmäßiger, den Exponenten in v, den e und 
den ursprünglichen Perioden auszudrücken. Wir berechnen zu diesem 
Zwecke aus (11) S. 372:

"a + e, ^2 = 2Ve e, (E F)
und werden zu folgenden Gestalten der Gleichungen (3) geführt:

„ , , 9’ —1 2(2+02) ,2 , Z X$1(v)=,e Al(w),
(4) !

9,(v)=s,e 2" "at6"5 Alr(w), (=0,2,8).
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Um zunächst für v = 0, 2 und 3 die Gleichung (1) auf die ent
sprechende Al-Funktion zu transformieren, haben wir zu berücksich
tigen, daß w=v.o,Ve—e, von v und co abhängt, und folgern aus 
der zweiten Gleichung (4) unter Fortlassung des Index v erstlich durch 
zweimalige Differentiation nach v: 

 
 

7 - - 2a3v4,-4 

• (na + e, c,)v"" — (c0,(72 + e,c,) — c2(%2 + ,
sodann durch einmalige Differentiation nach co:

09_9e
da

-1(2(+e02)v2 Al{w) —
1 ,2d[o,(n2 + e102)]

2 ° da Al(w)
| d log & 
l da

c Al {w)
dw "

d(,Ve, e,)
da

0Al(w) d(k3)
da

Zur Bestimmung der in der letzten Gleichung auftretenden Ableitungen 
nach co wenden wir den Prozeß D, auf 02(n, - e,c2) an:

D,(0,(2- e,002)) = (na- ++
D^co^) ist gleich 12, D,(n2) bestimmt sich aus (2), und für D,(e,02)
gilt bei Benutzung der ersten Gleichung (2) S. 461:

D,(e,02) = “ 202(e + 2eges);
also folgt:

D, ((02(72 + e,02)) = 12(72 + e,c02) + ec0272 — 102(192 + 2e2 + 4e,ea).
Ersetzen wir 19, durch seinen Ausdruck (e2 — ege,) in den e, so können 
wir hierfür auch schreiben:

D,(02(n2 + e = (% + e,C02)2 ~ o2(2e2 + ezes).
Nun ist aber c2(n2 — e,02) vom Periodenquotienten co allein abhängig, 
so daß andererseits:

7 ( , , , ,  d[o,(na —e,02)] 7) 2 iz d[o,(n2 —e,c,)]-‘0202 + 51°2 - da -‘U®) - - c?- - - - - - - do- - - - -
gilt. Wir ziehen hieraus die Folgerung:

d[o, (n, — e, 0,)]   co3g . 2_ 2/902 
da 2i(2T 6102) O2261 + e263))-

Durch eine ähnliche jedoch weit kürzere Rechnung findet man: 

“= (. + 6oJv,-4,
während man aus der zweiten Formel (5) S. 449 leicht ableitet:

aqe_-0(,_ e,)z2 __e (e  e)7/2
da TM- 3 Ti V 3 1/

Unter Benutzung dieser Zwischenresultate folgert man aus den oben 
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vorbereiteten Gleichungen für die Ableitungen der Funktion 9 nach v 
und 0:"80 - 4ix “86 - 9 et""t"" (o3(6, - e,)240") + 203(, - e)w °4%60 + - 6)*"*2422 

+ H ■ 4+4* ■ w - “2 (m +60,)-4i d1g%).
Da nun die linke Seite dieser Gleichung identisch verschwindet, so folgt 
nach Division mit o2(e,— e1) bei Benutzung von:

2ei—ees e, e 
(e, — e,)2 e,—e. k2

als Gleichung für die drei Funktionen Al0, Al,, Al,:
02Alv(w) 2k2w 04(w) + 472%/204h(w)

dw 0(k*)
1

e, e
n, 4it dlog• 
co, 61 02 do = 0.

Für gilt diese Gleichung ohne weiteres mit, wenn man entspre- 
chend der ersten Gleichung (4) den Nullwert 9, durch 21 ersetzt. 
Endlich gilt nach (9) S. 416 und (15) S. 417f.:

%,-vv,6, 9,-Vv,-4,..V 52 51
Also folgt z. B. für 9. mit Benutzung von (1) S. 461:

- 2D, (log 6,) = “i7 “108°, = - D,(log 0,) -{D,(log - 6,), 
4iz d log 2, __T2_, oo2do 0, 1‘

Ebenso erledigt man die anderen drei Fälle. Als Differentialgleichungen 
der Al-Funktionen gewinnen wir so endlich:

(5)

A + 2k-w ““0 + 4121'2 °400)2 + kVAlfw) = 0, 

a"43,(0) + 2k2wd^^ + ^k'^^^^fk^+^w^Al^w^O, 

343,0•) + 2121243,0) + 4W2^y2+(i + W=0,

34") + 2 k2w 6436" + 4k21‘20405 + (k2 4- Fw2) Al^w} - 0.

Diese Differentialgleichungen liefern nun in der Tat leicht Rekur
sionsformeln zur Berechnung der Koeffizienten der Al-Reihen. Tragen 
wir z. B. die schon S. 403 angesetzte Reihe:

Al,(w)=2A,v= o

w*‘*1
(2 v -+ 1)!
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in die zweite Gleichung (5) ein und ordnen das Ergebnis nach Potenzen 
von w, so gelangen wir, da die entspringende Potenzreihe identisch 
verschwinden muß, durch Nullsetzen des Koeffizienten von w2‘+1 zu 
der Rekursionsformel:

A,., - - 472(1 - ze)4Ar_ (1 + F+ - 2v(2v + 1)k2A,_1.
Aus den beiden Anfangskoeffizienten A.=1 und A,= — 1—k2 sind 
demnach alle weiteren mittelst dieser Formel berechenbar, und wir 
finden Bestätigungen der S. 403 über die Al- Reihe gemachten Angaben. 
Die Rekursionsformeln für die Koeffizienten der drei anderen Al-Reihen 
lauten bei Benutzung der S. 403 angegebenen Reihenansätze:

B,+1 = - 412(1 - 12) d2 - (1 + - 2»(2» - 1)%‘B,-1, 
C,+1 - - 41*(1 - F) - (4v + 1)72c, - 2(2» - 1)**C,-1, 
D,+1 _ - 412(1 _ 13)dD - ivlcW, - 2v(2» - 1)k2D,-1,

vermittelst deren man aus den Anfangs werten:

Ä = -i, (--1, 
die weiteren Koeffizienten berechnen kann.

Wir schließen hier noch einen Überblick über die gesamten Körper 
elliptischer Funktionen zweiter Stufe an, wobei wir, wie wiederholt be- 

iK'merkt wurde, w und oder auch w und O = -g als die unabhängigen 

Variabein der elliptischen Funktionen zweiter Stufe anzusehen haben. 
Bei stehendem Werte k2 bzw. co haben wir ein System von drei koordi
nierten Körpern elliptischer Funktionen, darstellbar durch die Körper 
der rationalen Funktionen:

R(snw, enwdnw), R(enw, dnwsnw), R(dnw, snw-cnw); 

gemeinsam enthalten sind diese drei Funktionenkörper in dem der 
Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe innerhalb der Iu) entsprechen
den, aus den rationalen Funktionen:

R(sn w, cn w, dn w)

bestehenden Körper elliptischer Funktionen (vgl. S. 385) Wir erschöp
fen offenbar die Gesamtheit aller existierenden Funktionenkörper dieser 
Art, indem wir k2 alle komplexen Werte durchlaufen lassen, oder (was auf 
dasselbe hinauskommt) indem wir 0 den Fiskontimiitätsbereich (Fig. 82, 
S. 440) der Hauptkongruenzgruppe beschreiben lassen.

Den drei Spitzen dieses Diskontinuitätsbereiches entsprechen drei
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Ausartungen der elliptischen Funktionen, welche wir leicht vom Inte
gral erster Gattung zweiter Stufe:

.V(1— (1 — k2g2) 
0

aus charakterisieren und zum Teil wenigstens durch die früher aufge- 
stellten Reihenentwicklungen unserer Funktionen bestätigen können. 
Den drei Bereichspitzen 0 — i oo, 0 und —1 entsprechen die Werte 
2 — 0, 1 und co. Für 7c2 = 0 folgt aus (6):

w = f  dz = arc sin g_ sin w, J V1—z2 ’ ’
o

so daß die elliptischen Funktionen in trigonometrische ausarten:
(7) snw = sinw, cnw = cosw, dnw = 1.

Im Falle k2=1 ergibt die Gleichung (6):
2

J* dz 1/1—2)1—22 = 2 1og (1—2), 2 = Egw,
o

so daß jetzt die elliptischen Funktionen in hyperbolische ausarten:

(8) snw = Tqw, cnw = dnw = 1 •
v 7 3? Cosw

Nur der dritte Fall 0 = — 1 und k2 = oo macht einige Umstände, da 
in dieser dritten Bereichecke der Nullpunkt der Modulform (e, — e.) 
zweiter Stufe liegt (vgl. S. 448) und also (sofern wir 0, = — O, endlich 
gewählt denken) w, K und iK' identisch mit 0 werden. Für lim k2=0o 
ist dies Verschwinden aber ein solches, daß z. B.

k(w — iK') = (u — 2) Veg — = w'
für lim k2=0 eine nicht identisch verschwindende Variabele ist, falls u 
willkürlich variabel ist. Formen wir demnach vorerst für beliebiges 
k^ die Gleichung (6) um in: 2 

so erhalten wir für lim k2 = co:
z

r r dz /1\w = I — — = — arc sm ( )
.zVg2—1 \zF
0o

so daß die elliptischen Funktionen für 0 = — 1 wieder in trigonometrische
Funktionen, von w' ausarten.
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Der Integralmodul k2 bleibt als Modulfunktion zweiter Stufe bei 
allen Substitutionen der Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe I6 un
verändert. Dasselbe wird demnach von den Al-Funktionen sowie den Funk
tionen snw, ene, dnw gelten, wenn wir sie als Funktionen der Varia- 
belen w und k2 ansehen und nur k2, aber nicht N0 als von den Perioden 
co., 0, abhängig betrachten. Indessen entspricht dieser Standpunkt nicht 
unserer ursprünglichen Erklärung einer elliptischen Funktion zweiter Stufe 
(vgl. 376), welche sich auf die Abhängigkeit von u, 0., 0, bezieht. Als
dann nämlich ist w=uVe — e, das Produkt des ersten Argumentes 
u und der Modulform vierter Stufe der Dimension — 1:

die zufolge der Entwicklungen von S. 454 ff. bei einer beliebigen Sub- 
« — i

stitution der „homogenen“ I6 den Faktor (— 1) 2 annimmt. Um den 
gleichen Faktor wird sich also w ändern, so daß im strengen Sinne nur 
erst die „geraden11 Funktionen von w ^ur zweiten Stufe gehören würden, 
während snw und Al(w) genau genommen als elliptische Funktion 
„vierter^ Stufe (erster bzw. dritter Art) zu bezeichnen sind.

Die zu n = 2 gehörenden Funktionen G,n(u | G., 02), welche zufolge 
(5) S. 451 gegenüber einer mod. 4 mit 1 kongruenten homogenen Sub
stitution das Verhalten zeigen:

8,+ i + ~c< ■ i
^gh(u\ + ßo,, y0, -f- c2) = (— 1)4 4 1 4 6,1(u|01,02),

erweisen sich demgemäß als elliptische Funktionen (dritter Art) „achter11 Stufe.
Eine Sonderstellung aber nehmen die Thetafunktionen ein wegen 

der in ihren Definitionsgleichungen (9) S. 416 und (15) S. 417 auf
tretenden Faktoren:

2, Ve, ey, Ve e,, V e, e,,
welche nicht mehr eindeutige JModulformen sind. Hierauf werden wir noch 
ausführlich zurückkommen müssen.

§ 7. Verhalten der elliptischen Funktionen zweiter Stufe bei 
beliebigen Periodensubstitutionen.

Es bleibt jetzt noch übrig festzustellen, wie sich die elliptischen 
Funktionen bei beliebigen Substitutionen der homogenen Modulgruppe 

verhalten. Betrachten wir zunächst die drei Funktionen snw, cnw, 
dnw, so sind sie nach S. 389 aus den Funktionen erster Stufe und den 
e, e2, e3 durch Quadratwurzeln berechenbar. Da die Funktionen erster 
Stufe gegenüber der invariant sind und die e,, e2, e^ sich bei den 
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Substitutionen der nur permutieren, so hängen die transformierten 
Funktionen in einfachster Weise algebraisch mit den ursprünglichen 
zusammen. Wegen der Permutationen der e,, e,, e3 kommen wir für das 
Quadrat g = (snw)2 und 2 = k2 einfach auf die sechs in (15) S. 364 
dargestellten, eine Diedergruppe Ge bildenden Paare linearer Substitu
tionen von g und 2 zurück. Da die Funktionen cnw, dnw zur zweiten 
Stufe gehören, so werden diese Funktionen gegenüber der eine die- 
drische von Transformationen bilden; nehmen wir jedoch snw hinzu, 
so ivird das Funktionssystem snw, cnw, dnw, das zu der durch die Kon
gruenzen:

a = d = 28=2y=0 (mod. 4)

erklärten Kongruenzgruppe „vierter^ Stufe gehört, gegenüber der „homogenen^ 
„zwölf“ eine Gruppe G12 bildende Transformationen liefern.
Um die Gestalt dieser Transformationen anzugeben, wolle man in 

Gleichung (4) S. 384 die Weierstraßschen Funktionen O,(u 0,, 02) durch 
die drei zu n = 2 gehörenden Kleinschen O,h(u|0,,02) ersetzen, wo
bei wir an Stelle von (4) S. 384 besser:

%on(“10,02) 6,,(0,,00,)6(u|0,,0,)
schreiben. Für die Funktionen sn, cn und dn, welche wir als solche 
von w und auffassen, haben wir dann die Darstellungen:

cnw,),),10 \ I °1? °2/ 
dn (w k2}  %, (u|c0,, c0,) .‘ ^10 I “2)

Gegenüber einer Substitution der homogenen gilt zufolge (3) S. 451 
mit Rücksicht auf die Invarianz von O(u0,,02):

%oh(u|c0, + ßoa, 701 +c2)= njag+7htßg + ^h(u\ G)^ O2), 
wobei wir rechter Hand die transformierten Indizes zufolge (4) S. 451 
beliebig mod. 2 reduzieren dürfen.

Die Wirkung der homogenen Substitutionen >8 und T (vgl. (4) 
S. 298) auf die Modulform vierter Stufe (— l)ter Dimension Ve- e, 

bestimmt sich aus der Darstellung (9) S. 473 derselben mittels der 
Regeln (9) S. 453 sowie (16) und (17) S. 456. Man findet:

(8) - ,14"0 - * V—6,
(T) ve -6- 5102/4, -iVe,-e,
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so daß sich entsprechend w in k’w bzw. iw transformiert, 
haben wir als Wirkung der homogenen Substitution >5:

Demnach

(8)

sn(k‘e, -.
/ k2cn(k‘e, 7 , —

k2

\ 7, sn(w,
1) ° dn(w,k3)‘

N cn (w, k*)
1)5 dn(w>2) ‘
N_ 1 

1/ dn(w,k3)‘
während sich als Wirkung von T anreiht:

sn(iw,1-12)=i8n(,2.
1(T) cn(iw, 1 — 72) = cn(w,k^ ‘

dn(iw, 1 — k*) dn(w,k2) 
cn (w, k^

Die Transformation (S) ist von der Periode 2, dagegen ist (T) von der 
Periode 4, indem 2 die symbolisch durch — Izu bezeichnende Trans
formation:
sn (— w, = — sn (w, k2), cn (— w, k2) = cn (w, 1^), dn (— w, k2) = dn (w, k2) 

liefert. Für die gesamten swolf Transformationen der su den sn, cn, dn 
gehörenden Gruppe G12 berechnen wir durch Wiederholung und Kombi
nation der „erzeugenden11 Transformationen (S) und (T):

(± 1) 

(±8)

(+T)

(+ST)

(±STS}

sn (± w, k2) = + sn (w, k2),

cn (+ w, = cn fw, 72), dn (+ w, K) = dn (w, k2),
k^ N , t , sn(w,k2)sn ± k w,^—— = ± k • ,‘7,

/ । , k2 \ cn(w,k2) ,cn ± k w, 7.9—4 = )—1.4, dn ± k w, \ ’ k2—1/ dn(w,k)‘ \ ’
k2 N k?—1) 1

dn(w,k2) ’sn(iw1-*)-=‘än6,2s,
on(± iw, 1-1)- nd,., dn (± iw, 1-1)- dn(,2.
sn(+ ikw, \ ‘ k2

/, . k2—1cn 7 ,\ ‘ k-

, ;t. sn(w,k2)
“ cn{w,k2f

1g , dn f± ikw, ,2)dn(w,k)‘ \ ’ k2 /
cn(w,k2) dn(w,k2)‘

sn (# hw,^ = H k sn (w, k?),
en( kw,,22) = dn (w, 2), dn( kw,2) = en (w, k3),

(±STST)

(_  .7, 1 \ .7 , sn(w, k2)sn (— ik w}-.-- 72) = — ik —)‘7,\ ‘1—k2J ~ cn(w,k2y
/  1 \ dn(w,k2) , / .7, 1 \ 1en(—ik‘N,--- 72)=—)‘72, dn(—ikN,--- 7.2 =—7—7.40 •\" ‘1—k2 cn(w,k2p \~ ‘1—ky cn(w, k2) 
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Wie es sein muß, bilden die auf die Funktionen cn und dn allein be
zogenen Transformationspaare für sich eine Gruppe Ge der Ordnung 6.

Die Al-Funktionen verhalten sich gruppentheoretisch genau so wie 
die Funktionen sn, cn und dn. Zufolge (1) S. 401 haben wir mittelst 
der Funktionen ,n(u01,02) die Darstellungen: 

, 9 - 1 (1+k2)w2 /------— Z | .Al^v, )= ° Vea- €1O( u | 01, 02),

,, I - 1 (1 + k2) w2 zi ,  , > sAl2(W, !v) = € ?01 («4 I G1, O2) • Ö(u | 01, 02),
,, 7 . -1(1+k2)w2 . . 
A3(W,K)=e ° g)2) • <5(u\co1, co2\
,,, . —1(1+ 72) w2 zi xAl(w, k) = € ° 10 {u | G01, G2) • O(M | 01, 02).

Die Funktion Alt geht bei allen zwölf Transformationen bis auf einen 
Faktor in sich selbst über:

Alt (+ w, le2) - + A^^w, 73),

Al,(± %‘w,22) = — z’e- Al^ro, 13),

Alt (+ iw, 1 — 72) - + ic2 Al} (w, R2),
Aly (± ikw, *,1) — ± ike2 Aly(w, k2),

Aly ( TiW, 3)= k Aly^W, 12),

l 1 1 w2
Aly\^ ili'Aly^W,^.

Die drei geraden Funktionen Al, Al^, Al liefern wieder eine Darstellung 
der Ge, welche abgesehen von zutretenden Exponentialfaktoren aus den 
sechs Permutationen dieser drei Funktionen besteht. Man wird die be
treffenden Formeln leicht aus den Darstellungen der Al durch die 7g% 
oder auch auf Grund der Relationen:

AL=-AL, Al,=dn AL, Al=Al” sn 17 3 sn 17 sn

aus den bisherigen Resultaten ableiten. Ganz besonders einfach fällt 
die der Substitution — STS entsprechende Transformation aus:

Al(kw, 3) = kAly^w, 7r), Al2(kw,^j = A\{w, lc2), 

Alz{lzw,^ = Al,(w,k2), Al(lcw,^ = Al(w, k3).
Die für die elliptischen Funktionen zweiter Stufe hiermit gewon

nenen Ergebnisse müssen sich mit Hilfe der Potenzreihenentwicklungen 
dieser Funktionen (vgl. S. 399f.) bestätigen lassen. Um dies an einem 
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einfachen Beispiele anszuführen, benutzen wir etwa für die Al -Funk
tion den Ansatz:

. •« ,,, 2 v + 1

v = 0 

und wenden hierauf die erste der vier zuletzt angegebenen Transfor
mationen an. Es ergibt sich als identische Gleichung:

©,/1N,2,4112*+1 (2, w2v+124v\3)" (2v—1)! 2 A’V )" (2v—1)!‘
V = 0 T = 0

woraus wir ablesen: 

in Übereinstimmung mit der ersten Relation (10 S. 404. Die drei an
deren Relationen (10) S. 404 gewinnt man auf demselben Wege aus der 
Wirkung der Substitution — STS auf die Funktionen Al, Al, und Al.

§ 8. Verhalten der Thetafunktionen bei beliebigen 
Periodensubstitutionen.

Die vier Thetafunktionen 9,(v, stellen sowohl als Funktionen 
ihres ersten Argumentes v wie auch namentlich in reihentheoretischer 
Hinsicht (vgl. (16) und (17) S. 418) Gebilde von besonders einfacher 
Beschaffenheit dar. und sie sind dementsprechend von früh an (bei 
Gauß und Jacobi) als wesentliche Grundlagen der Theorie der ellip
tischen Funktionen in Anspruch genommen. Um so interessanter ist es, 
daß bei der Untersuchung des Verhaltens der Thetafunldionen gegenüber 
den Substitutionen der Modulgruppe die Theorie der eindeutigen Mo- 
dulfunhtionen, die uns in den voraufgehenden Entwicldungen alle Fragen 
su beantworten gestattete, nicht mehr völlig sureichend ist. Es ist dies in 
dem schon am Ende des vorletzten Paragraphen erwähnten Umstande 
begründet, daß in den Gleichungen (9) und (15) S. 416 ff., welche den 
Übergang von der Sigmafunktion zu den Thetafunktionen darstellen, 
die Größen V21, Ve, — ek auftreten, welche von gebrochener Dimension 
in den 01, 02 sind und nicht mehr eindeutige Modulformen darstellen. 
Die Eindeutigkeit der Thetafunktionen selber in v und q oder in v 
und 0 wird erst wieder durch den Zusatz der Wurzel Vo, erzielt. Die 
Größen V 2, 2 und V/ “0, Ve, — ek sind dann zwar wieder eindeutig 

in 001, 0, bzw. in 0, haben aber den Charakter von Modulformen ver
loren und entziehen sich den in der Theorie der Modulfunktionen ge
bräuchlichen, auf Kongruenzen gegründeten gruppentheoretischen Be
trachtungen. Daß die Theorie der elliptischen Funktionen bei einer so 
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elementaren Frage, wie sie durch das Problem des Verhaltens der Theta
funktionen gegenüber der FH dargestellt wird, über die sonst so zug
kräftige Stufentheorie hinausragt, darf als eine der bemerkenswertesten 
Tatsachen angesehen werden, denen wir im Laufe unserer Entwick
lungen begegnet sind.

Das Verhalten der Thetaquotienten gegenüber den Substitutionen 
der FH können wir sofort angeben. Schreiben wir, was für die gegen
wärtige Untersuchung zweckmäßiger ist, nicht v und q, sondernund 
0 als Argumente der Thetafunktionen, so ergeben sich aus (27) S. 420 
in Verbindung mit den Darstellungen der sn, cn, dn durch die g% (vgl. 
S. 474) die Gleichungen:

Die 7»(u|01,0,) sind drei Funktionen zweiter Stufe, die gegen
über den sechs inkongruenten Substitutionen ihre sechs Permutationen 
erfahren (vgl. 474). Ferner ist Ve—e eine eindeutige Modulform der 
vierten Stufe, deren Verhalten gegenüber beliebigen homogenen Sub
stitutionen der Perioden 00,, 02 auf Grund der Darstellung (9) S. 473 
aus dem entsprechenden Verhalten von V4, kk‘ und (e, — e,) folgt.1) 
Für die sechs mod. 2 zu unterscheidenden Systeme von Substitutionen 

1) S. insbesondere (10) S. 454 und die Tabelle S. 459.

finden wir unter Einhaltung der in der Tabelle S. 459 vorliegenden 
Reihenfolge leicht folgende Darstellungen der transformierten Werte
Ve‘ — e‘ der Modulform Ve—e.:

(1,0), V&-6-(- 1) 2 Ve,-6,
Q’ 1), Ve, - < - (-1) 2 1 A - e,,
Co)’ Ve-e=iVe—e, 
C 1), Ve -61 -iY+2 Ve-e,,
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(1,0), Ve —e= iP k A - e,,
(1,1), Ve-6-(- 1) 2 1‘V6-6,)

Endlich sind Vk und vk‘ Modulfunktionen achter Stufe, deren Ver
halten gegenüber den Substitutionen .der I(®) S. 459 tabellarisch zu
sammengestellt ist. Hieraus ergibt sich, wenn wir unsere drei Theta
quotienten der Kürze halber ohne Angabe der Argumente durch (3") 

bezeichnen und unter £ die achte Einheitswurzel e4 = — verstehen,V2
unmittelbar folgendes Resultat: Die drei Thetaquotienten sind elliptische 
Funktionen achter Stufe, die gegenüber' den sechs mod. 2 zu unterscheidenden 
Systemen der „homogenen“ Substitutionen das Verhalten zeigen:

(T2)‘ pl
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Auch die Quadrate der Thetafunktionen und damit überhaupt deren 
Produkte zu zweien sind den bisherigen Methoden ohne Rest zugäng
lich. Mit Rücksicht auf die vorstehende Tabelle brauchen wir das 
Verhalten nur eines einzigen Thetaquadrates gegenüber den Substitu
tionen der FH anzugeben; wir wählen zu diesem Zwecke das Quadrat 
der -Funktion, für welches wir aus (9) S. 416 die Darstellung ablesen:

a)” - 2 va e 5(u I co^-
1) In einigen Fällen hat man ein paar einfache Kongruenzbetrachtungen 

im Anschluß an aS— ßy=1 (mod. 4) auszuführen, um die einfachen Gestalten 
der Gleichungen des Textes zu gewinnen.
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Abgesehen von Bestandteilen der Transformationsformel, welche von 
0, und dem Exponentialfaktor herrühren, tritt also hier nur wieder die
selbe vierte Einheitswurzel auf, welche wir in (10) S. 454 für $21 be
stimmten. Um die Einheitswurzel in eine bequemere Gestalt setzen zu 
können, unterscheiden wir die beiden Fälle einer ungeraden und einer 
geraden Zahl a. Das Quadrat der ^-FunJdion zeigt gegenüber einer be
liebigen Substitution der Gruppe I‘(®) das Verhalten:

(1)»!
' u co-ßN2 
y0,— 80,‘ y o — d/

a — 1 2yziu2
(—1) 2 a(8-Y)(y0+8)e0(70+802)9,(,0

\O2
a 2ytiu2

(— 1) 2 i^ (8 + 1) (y 0 + 8) ecb, (y 0, + ö 0)e) 9, (“ , 0
\O2

wo der erste Ausdruck bei ungeradem und der zweite bei geradem a gilt. 
Bei Herstellung des Exponentialfaktors rechter Hand ist von der Legen- 
dreschen Relation (6) S. 160 Gebrauch gemacht.

Für eine Substitution der Hauptkongruenzgruppe ist a = ö 
(mod. 4), und übrigens sind ß und y gerade, a ungerade. Die erste 
Formel (1) können wir in diesem Falle so schreiben.

,,, \2 8-1 .  2yttiu2 . ,u
9.(,, 0‘) = (~ 1) 2 -Y (y0-8) e®2(01+602) 9, (—, co) .

\C0 2 / X X\®2 /

Da man entsprechend für die 9,-Funktion aus der Tabelle:

abliest, so zeigt gegenüber der die 9,-Funktion das besonders ein
fache Verhalten:

, — 1 2yni u - ,
(2) 9,(—COT) - (- 1)2 (y0 + 8) e0,(y0,+0o) 9,(“, «y.v 7 301—02’0—P/ P ‘ ‘ 7 3 2’ /

Indem wir nun an die ersten Potenzen der Thetafunktionen her
angehen, können wir zunächst nur die Wirkung der erzeugenden Sub
stitutionen S und T der homogenen feststellen. Für die Substitution 
S lehrt ein Blick auf die Reihen (17) S. 418 unmittelbar:
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wir haben hier die ungerade ^-Funktion vorangestellt und verstehenT i
übrigens unter 8 wieder die achte Einheitswurzel e4. Für T lesen wir 
aus der Gleichung (1) ab:

n i u2
9, —1) = 4- g-1 v_ co e(,0, , co).1 \— 001’ — 0/ 1 \o2 / 

Für die hier und weiterhin auftretenden Wurzeln Vyo — ö, welche 
für v0 bei den auf das Innere der positiven o-Halbebene beschränkten 
Werten co niemals rein imaginär werden können, treffen wir die Be
stimmung, daß unter vyo + 8 für y50 stets der eindeutig bestimmte, 
einen „positiven“ reellen ^Bestandteil besitzende Wert gemeint sein soll. 
Dann ist (wegen der Eindeutigkeit der Thetafunktionen) im vorstehenden 
Ansätze nur ein bestimmtes unter den beiden Vorzeichen der rechten 
Seite gültig. Um das richtige Vorzeichen zu finden, üben wir auf die 
erste Gleichung (3) die homogene Substitution T aus:

9,(_u, —0+1) __V0 e(0,0,9,(u, co),

womit wir also für die Wirkung von ST den Ansatz haben. Man be
achte nun, daß Vyo — 8 positiven oder negativen imaginären Bestand
teil hat oder (wie wir sagen wollen) dem ersten oder vierten Quadranten 
der komplexen Ebene angehört, je nachdem y>0 oder < 0 ist. Reell 
kann Vyo — d, sofern nicht 7 = 0, =1 ist, nie werden; auch ver
bleibt Vyc — d stets im gleichen Quadranten, falls wir co durch einen 
bezüglich der I(w) äquivalenten Wert ersetzen. Wiederholen wir ST 
einmal, so folgt als Wirkung der homogenen Substitution (ST)2 nach 
kurzer Zwischenrechnung:

9,(—“,--1) _ 1/0—1 — 03 e60,(0,0) 9,(u, co)«-\C1—-C2‘0 — 1/ r —co ' \®27 /

Es fragt sich dabei, welches Vorzeichen in

zu gelten hat. Da nun die beiden Wurzeln linker Hand dem vierten 
Quadranten angehören, so kann ihr Produkt nicht im ersten Quadranten 
liegen; es gilt also das untere Zeichen:

niu-

9, (-- - , ------ 1,) _ — v/o — 1 e(, (0, “ 2) 9, co) •-\01 -- C2‘ C0 -- 1/ \®2 /

Jetzt übe man die homogene Substitution S aus und findet mit Be
nutzung des Umstandes, daß 9. ungerade ist:

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 31
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(Q 1\ I / \9, (- - - - -,- - - - - ) = — 6 liVoe®2019.(—,0).\— 01 ‘ — 00) ‘ 1 \o, ‘ )
Nun ist aber, wie man sofort feststellt, iVo=—V—0, und also gilt 
in der oben für die Wirkung von T auf die -Funktion angesetzten 
Gleichung das untere Zeichen rechter Hand. Mit Rücksicht auf das Ver
halten der A-Quotienten folgt:

Durch Wiederholung und Kombination der Transformationen (3) 
und (4) können wir schrittweise die Wirkung der übrigen Substitutionen 
der auf die -Funktionen feststellen. Es dürfte z. B. zweckmäßig 
sein, für ein besonderes System mod. 2 inkongruenter Substitutionen die 
Transformationen der 9 aufzustellen, um hernach nur noch von der 
Wirkung der Substitutionen der Untergruppe I6 handeln zu müssen. 
Die Substitutionen 1, S, T sind erledigt; für S T finden wir aus (3)

entsprechend für TS-1:

(6)

ni u2

- - 1—) = iy— CO + 1 e0,(0,—02)9,(“, 0) ,—0-1/ r 1 \C2 ‘ / 7
7 i u2

---1—) = v/—01 e0,(0,—() Q- (— co')—0-1/ ' 1 -\o2‘/‘
7li u2— 1, ) = gy/— 01 e02(0,—(2) 9,(, co) ,—0-1/ 7 °\o2‘/‘
n i u2

---1) = gy/.— 01 e(,(0,—02)9.(, co),—0-1/ 0 \o2 ‘ /
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und endlich ergibt sich für STS:

Würden wir nun das Verhalten der Thetafunktionen gegenüber einer 
beliebigen Substitution der homogenen I6 kennen, so würden wir durch 
Kombination mit den vorstehenden Regeln auch das Verhalten der 

-Funktionen gegenüber jeder Periodensubstitution angeben können. 
Nun können wir durch Kombination der voraufgehenden Formeln das 
Verhalten der Thetafunktionen gegenüber den Erzeugenden der 16 leicht 
feststellen; es wird indessen erst noch einer weiteren und interessanten 
Untersuchung bedürfen, um von hieraus einen allgemeinen Einblick in 
das Verhalten der Thetafunktionen gegenüber den Substitutionen der I6 
und damit der I‘(®) zu gewinnen.

§ 9. Allgemeines Gesetz über das Verhalten der Thetafunktionen 
bei Periodensubstitutionen.

Die nicht-homogene I6) erzeugten wir aus den in (5) S. 437 ge
gebenen Substitutionen S' und T'. Die beiden homogenen Substitutionen 

S‘=(‘1), T' = (_2‘1) erzeugen (mit ihren inversen Substitutionen) 
aber erst diejenige durch I12 zu bezeichnende homogene Gruppe vierter 
Stufe, welche durch:

&==1, 2ß=2y=0 (mod. 4)

erklärt ist und in den bisherigen Entwicklungen schon wiederholt auf
trat. Aus ihr entsteht die homogene Kongruenzgruppe zweiter Stufe 

erst durch Zusatz der symbolisch durch — 1 zu bezeichnenden ho
mogenen Substitution ( ‘ ° 1).

Es zeigte sich nun oben (S. 480), daß sich die ^-Funktion gegen
über der I6 besonders einfach verhält. Gegenüber S‘1 ist diese Funk
tion überhaupt invariant (vgl. (3) S. 480). Um die Wirkung von 
festzustellen, ziehen wir aus der letzten Gleichung (4) S. 482 durch An
wendung von S'±r die Folge:

7t iu2

$, (- - - — —) = 8 V— 0=2 (0, ±2 9, o).\— 01—202‘—2—0/ r 302’ /
31*
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Übt man jetzt T aus, so folgt wieder unter Benutzung von (4) S. 482:
/- - - - - - - - - ±2niu2$, ", —,C, ,) = i- + 2 V— co e02 (± 201-02) 9, ( 0) .3 \ 201 — 02‘—20-1/ T co r 3 \o2 ‘ /

Mit Rücksicht auf den Umstand, daß 93 eine gerade Funktion ihres 
ersten Argumentes, können wir hierfür auch schreiben:

,- - - - - - - - - F2niu2- ,C,) = i/1 + 2 V—c ec,(F20,+02)9,(“, .3—201—02’ —20 -1/ V 0" ‘ 302’ /
Man entscheidet nun leicht, welches Vorzeichen in:

iV1 #2V— 0=i V— _1 + 2 V- 0=± V 20+1
vor dem Wurzelzeichen rechter Hand zu gelten hat. Da nämlich die links 
stehenden Wurzeln einzeln dem vierten Quadranten angehören und dem
nach ihr mit i multipliziertes Produkt positiven reellen Bestandteil hat, 
so gilt das obere Zeichen. Die Substitutionen S'±r und T±1 üben auf 
die Q-^-Funktion die folgende Wirkung aus:

9, (• ,0—2)=9, (u, o), 3 \c, 7 / 3 \o, 7 /7
(1) ■ _______F2niu2

9 , —, —,O) =v=20 1e0,(f20,+029, ( co) . -3 \- 201—02‘—20-1/ " 3 \o2 ‘ j

Auf die Substitution — 1 kommen wir noch zurück.
Gegenüber einer beliebigen Substitution der homogenen zeigt 

die $,-Funktion zufolge (2) S. 480 das Verhalten:
<) — 1 yitiu'1

9,(- - - - - - - , COB) = + i 2 V/yo8e0(0,+602)9,(,0).30—0’0-/ — 3\o2‘ /
Das rechts gültige Zeichen ist zwar noch unbekannt, aber in jedem 
Falle eindeutig bestimmt, wenn wir nur die obige Festsetzung über 
Vyo—8 noch dahin ergänzen, daß für y (und also 8 = + 1) der 
Wert Vyo—8 gleich 1 oder i sein soll, je nachdem 8 = - 1 oder — 1 
ist. Alle Substitutionen der homogenen I6 mit dem gleichen Paare 
y, d gehen aus einer unter ihnen nach dem Gesetze:

0‘=(c+2ny)0,—(ß—2n8)02, 8o2, (n=0,±1,±2,*)
hervor. Da zufolge (1):

/M ,g\ (u ,\P,(—,, co — 2n) = Ps —, 0 302’ / °\og‘ /
ist, so gilt in der soeben für 9, angesetzten Gleichung bei allen Sub
stitutionen mit dem gleichen Paare y, 8 rechts ein und dasselbe Zeichen. 
Dasselbe ist also allein von y und 8 abhängig und werde dieserhalb 
symbolisch durch (y, 8) bezeichnet. Wir haben also den Ansatz:

8—1 y it i u2 _
(2) (--------M, , 08) - (v, 8) i? Vyo+8 00,(701+6®,) 9a ( , o)

3\01—d02‘/0-0/ v N°2 / 
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und notieren aus den bisherigen Ergebnissen sogleich:
(3) (0,1) =1, (-2,1)“!, (2,1) =1, (0,-l) = l,
wobei die letzte Angabe eine Folge unserer Festsetzung über Vyo — d 
im Falle y=0,8=—1 ist und übrigens die Substitution — 1 erledigt.

Für den 9,-Nullwert, den wir 9,(0) schreiben, folgt aus (1):
(9,(00_2)= 9,(0),(4) , . _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
®s(20+1) = VF 20 +1

und andererseits liefert die Formel (2) den Ansatz:
8-1 

(5) 9,(0+8)-(,8)° 2 Vyo + 9,(0).
Beim Kombinieren der Substitutionen können wir gleich mit diesen 
Formeln arbeiten und entledigen uns auf diese Art der Exponential- 
faktoren, die zwar keine Schwierigkeit machen, aber lästig sind. Nur 
müssen wir natürlich nach wie vor die homogenen Substitutionen an
wenden, zwar nicht der Thetafunktion 93(0) selbst halber (die ja in 0., 0, 
homogen von nullter Dimension ist), sondern weil wir eben zur Er
gründung ihres Verhaltens mit Vyo — d zu arbeiten genötigt sind.

Da nach dem eben Gesagten bei gleichzeitigem Zeichenwechsel von 
a, ß, Y, d die linke Seite von (5) unverändert bleibt, so gilt:

-8-1  &-1
(— %, — d)i 2 V- yo — 8 = (y, 2 Vyo + d.

Für y = 0 führt dies auf Bekanntes (vgl. (3)). Ist y K 0, so gilt:

V— y o — d = — i sgn(y) Vy0 — d.

wenn wir unter sgn(y), d. h. „Signum“ von %, das Vorzeichen von y ver
stehen; man zeigt nämlich sofort, daß im Falle sgn(y) =-1 der Wert 
— isgn()Vyo—8 dem vierten, für sgn()= — 1 aber dem ersten 
Quadranten angehört. Das Symbol (y, d) gehorcht demnach für y 2 0 der 
Regel: 0+1
(6) (- %, - d) = (- 1) 2 sgn(y) (%, d).

Verstehen wir (wie früher) unter 0 den zu o konjugiert kom
plexen Wert, so sind je zwei Punkte 0 und — 0 symmetrisch zur ima
ginären Achse gelegen, und die beiden zugehörigen Werte q sind wieder 
konjugiert komplex. Somit folgt aus:

9,(0) =1+2q+ 2q^ + 2q9
unmittelbar, daß zu o und — 0 auch konjugiert komplexe Werte des 
9,-Nullwertes gehören, was wir durch:
(7) $,(- O) = 9,(00)
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zum Ausdruck bringen. Setzen wir nun in (5) für co den Wert — 0 
ein, so folgt, wenn wir auf die linke Seite die Relation (7) gleich wieder 
anwenden: _ J-i 

9,(—C00 ,) = 9,(-00 8s) = (y, 8)i 2 V— y0—8 9,(00).3 \ — Y0—/ 3 \— Y0—/ M‘‘ ‘ / 1 3M’
Ersetzen wir hier jeden Bestandteil der Gleichung durch seinen kon
jugiert komplexen Wert, so erfordert nur wieder die Quadratwurzel eine 
Überlegung. Konjugiert zu V— 70 — 8 ist V— y0 — ; jedoch ist dabei 
der eine Fall y=0, =—1 auszunehmen, wo (obiger Festsetzung zufolge) 
— V— y0 + ö zu V— 700 - konjugiert sein würde. Schließen wir 
diesen Fall aus, so ergibt sich:, —1®, (—0+8) = (%, 0) 1) 2 V- 70 +9,(00).
Berechnen wir den links stehenden Ausdruck unmittelbar auf Grund 
von (5), so folgt: 81 8—1

(—%,8)i ‘ =(%,8)(-1) 2 .
Das Symbol (/, d) hat demnach abgesehen vom Falle y = 0, ö = — 1 
die Eigenschaft: a_.
(8) (-r3) = (-ip"(y,d).
Durch Kombination von (6) und (8) ergibt sich weiter als für y20 
gültig:
(9) (%, - d) = sgn(y) (7, d).

Rekursionsformeln zu Berechnung der Werte (y, d) findet man durch 
Ausübung der Substitutionen S‘±1 und I‘±1 auf die in (5) enthaltenen 
co unter Benutzung von (4). Erstlich ergibt sich:—19,(0482) - p ö)i‘ V70+8±27 9,(a).
Indem man auf den links stehenden Ausdruck die Regel (5) direkt an
wendet und das Ergebnis mit der rechten Seite der letzten Gleichung 
vergleicht, folgt als erste Rekursionsformel für das Symbol (y, d):

(10) (y,d) = (-lÜ(y,d±2y).
Bei Ausübung der Substitution T±1 auf co in (5) dürfen wir 720 
und y - voraussetzen; für y kommen nur die beiden schon 
bekannten Symbole (0, + 1) in Betracht, für 7=28=0 ist (insofern 
? und d teilerfremd sind) =—1 und also y= — 2, so daß wir auf 
die aus dem Bisherigen schon bekannten Symbole (+ 2, 1), (+ 2, — 1) 
zurückkommen. Aus (5) und der zweiten Gleichung (4) folgt nun: 

9,((4200+8=(», o),y,,,0,+0/F2+1 6,(0).
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Gelten erstlich die unteren Zeichen, so haben wir die Vorzeichenbestim- 
mung in:

/ Z ,0, + 8 72 0+1= V(y +28)0+8
auszuführen. Ist y < 0, so liegt das links stehende Produkt im ersten 
oder vierten Quadranten, so daß das obere Zeichen gilt. Für y>0 
liegt der links stehende Wert im ersten oder zweiten Quadranten; die 
rechte Seite aber liegt, je nachdem das obere oder untere Zeichen gilt, 
im ersten oder dritten Quadranten für 7—28>0 und im vierten oder 
zweiten Quadranten für y—28<0. Also gilt für 7>0,y-28>0 
das obere und für / > 0, y— das untere Zeichen. Entsprechende 
Schlüsse gelten bei Diskussion der Gleichung:

V» -,041 + 8y- 20+1=± V(y — 2d) c + .
Das untere Zeichen gilt, wenn y y — 2d>0 gilt; in allen übrigen 
Fällen gilt das obere Zeichen. Hiernach haben wir als weitere Rekur
sionsformeln für 720 und y—2820:
(11) (%, 0)=±(+ 2«, J),

wo das untere Zeichen nur im Falle:
(12) sgn(7)--sgn(+28)=1
zutrifft, und weiter für 720 und 7 — 28<0:
(13) b, 0)-±(- 25, 5),

wo das untere Zeichen nur für:
(14) sgn(7)=-sgn(-28)=-1
gültig ist.

Durch die Rekursionsformeln (10), (11) und (13) ist nun der 
Wert von (y, d) für jedes Paar teilerfremder ganzer Zahlen Y, d, von denen 
die erste gerade ist, berechenbar. Ist y>, so hat man eine der 
Formeln (11), (13) so oft anzuwenden, bis man zu einem Paar y‘, d 
gelangt, bei dem v‘< zutrifft. Hierauf ist (10) so oft anzuwenden, 
bis man zu einem Paar y‘,8‘ mit y‘>‘ kommt. Da die Zahlen 
der sich einstellenden Paare stets teilerfremd bleiben, so können wir 
bei der Verringerung ihrer Absolutwerte nicht zu einer verschwindenden 
ersten Zahl gelangen, bevor die zweite Zahl gleich + 1 geworden wäre. 
Sobald aber die zweite Zahl gleich — 1 geworden ist, wird man durch 
Anwendung von (11) oder (13) auf einen der vier Werte:
(15) (2,1) = 1, (-2,1) = 1, (2,-l) = l, (-2,-1) = -1 

rekurrieren können. Wir dürfen hiernach geradezu den Satz aussprechen:
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Durch die Dehursionsformeln (10), (11) und (13) im Verein mit den An
gaben (15) hann das Symbol {y, ) für jedes Paar teilerfremder ganzer 
Zahlen Y, Ö, von denen die erste gerade ist, als endgültig und eindeutig 
definiert angesehen werden.

Das in (11) und (13) gültige Vorzeichen läßt sich übrigens in 
einfacher Weise mittelst des Symboles sgn darstellen. Wir wollen uns 
für 720 mittelst des Symboles sgn zunächst den Ausdruck: 

(16) [%, 8] - |(1 + sgn(y) + sgn) — sgn(y • 8))
herstellen, dessen Bedeutung einfach die ist, daß [7, ] die negative 
oder positive Einheit bedeutet, je nachdem beide Zahlen Y, d negativ 
sind oder eine der drei anderen Zeichenkombinationen vorliegt. Wir 
können alsdann die Formel (11) ohne Zusatz der Regel (12) in die Ge
stalt kleiden:

(7,0)-‘138(+ 28,0)
Gilt nämlich die Bedingung (12), d. h. ist / > 0, y— so ist 
8<0 und also [7+28,8]=—1, [7,8]-1, so daß die letzte 

Gleichung, wie es sein muß, (y, )=—(y—2,8) lautet. Soll andrer
seits —28,8]=— ,8] sein, so ist notwendig 8 < 0, und es 
sind y— und Y von verschiedenem Zeichen, d. h. es ist (da 8 < 0 
ist) ? + 2d < 0 und ? > 0, so daß wir zur Bedingung (12) zurück
kommen. Ebenso zeigt man, daß die Gleichung (13) mit der Regel 
(14) durch die eine Formel:

(,,0)-0,28,01.(7-20,0)
ersetzbar ist.

Aus dieser Sachlage ergibt sich als naturgemäßer Schritt, daß wir 
an Stelle von (7, d) zweckmäßiger Weise überhaupt mit dem Vor
zeichen [/, d] • (Y, d), für welches wir die kürzere Bezeichnung: 

(U) [»,8](7,0)-[]
einführen, arbeiten sollten. Wir haben dabei nur noch hinzu zu setzen, 
daß wir für 7=0 etwa einfach:

(18) [0. -(0,±1)-1
setzen wollen. Die Rekursionsregeln für dieses neue Symbol sind dann:

(9) [***]-[], 17,61[5]-(-1‘t,0±2m[sE0,],
und man hat das Symbol durch diese Regeln und die Angaben: 
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als in allen Fällen eindeutig festgelegt anzusehen. Übrigens nimmt die 
Regel (9) die Gestalt an:
(2D [‘]-[],
während aus (8) und (6) sich ergibt:&—1 _ -1(22) Lo‘ -(-1)‘ sgn(8) •], [3 -(-1)3 sgn(8)[5] •

Die Elemente der Zahlentheorie kennen nun in dem bei den qua
dratischen Resten auftretenden Legendre-Jacobischen Zeichen (3) ein 

Symbol1), dessen Analogie zu ‘ selbst dann augenfällig hervortreten 

müßte, wenn nicht durch andere Untersuchungen (vgl. § 10) die Be
ziehung zwischen beiden Symbolen bereits bekannt geworden wäre. Es 
besteht der Satz, daß das Symbol ‘ geradezu identisch ist mit dem 

Legendre-Jacobischen Zeichen (3), wenn wir dasselbe nur in der Weise 
erweitern wollen, daß es für =—1 den Wert — 1 haben soll. Natürlich 
kommen für uns nur die Paare teilerfremder Zahlen 7, 8 in Betracht, 
bei denen die erste Zahl Y gerade ist.

1) S.hierüberDirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlen theorie“ (4.Aufl. 
Braunschweig 1894), insbesondere S. 104 ff.

2) Vgl. Dirichlet-Dedekind, a. a. 0. S. 109.

Zunächst kommen, wenn wir ‘ als Legendre-Jacobisches 

Zeichen lesen, die erste Regel (19) sowie die Gleichungen (21) und (22) 
auf bekannte Regeln über jenes Zeichen zurück, die (nach der getroffenen 
Erweiterung) auch für 8 = — 1 gültig bleiben. Auch die Gleichungen 
(20) gelten für das Legendre-Jacobische Zeichen. Da nun unser 
obiges Vorzeichendurch die Gleichungen (19) und (20) eindeutig 
festgelegt ist, so ist unsere Behauptung, dasselbe sei mit dem Legendre- 
Jakobischen Zeichen identisch, bewiesen, wenn wir für das Legendre- 
Jacobische Zeichen noch die Relation:

(23) 17,0(3)-(-1)1,,6±271(522,)
nachzuweisen imstande sind, und zwar natürlich auch in dem (in der 
Zahlentheorie nicht zur Geltung kommenden) Falle, daß —2y einen 
der Werte ff- 1 oder — 1 hat.

Das Reziprozitätsgesetz der quadratischen Reste ist für irgendzwei 
teilerfremde, positive oder negative, ungerade Zahlen P, Q mittelst unseres 
Zeichens [P, 2] so darstellbar2):

/P\ P-1 . -1 /Q\(24) (f) = (-1)  [P,«(p ,s 3
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eine Formel, die auch, für die Werte — 1 oder — 1 von 
bleibt. Ferner gilt1) für jede ungerade Zahl P:

1) Vgl. Dirichlet-Dedekind, a. a. 0. S. 108 und 110.

P und Q gültig

(25) 2)P)
P2—1 

= (- 1)8.
Ist nun 22 die höchste in 7 enthaltene Potenz von 2, so ist:

(y)  /22 • v‘  (22) (y’N  /2)2 (y’N
\SJ 8) \)\8) \8)\8)

Also folgt
V orzeichen

unter Benutzung von (24) und (25), da y und y‘ gleiches 
besitzen:

/ X ,82—1[y,0](Z)=(—1) 8
Trägt man hier ( — 2y) an Stelle von 4 ein, so folgt:

[y, 8+2y] fe) (8±2y)2—1 y‘—1 8±2y—1
-(-1). . . . 8 .(—1)22 —2 y

, 7' ,
«ine Gleichung, die man mit Rücksicht darauf, daß y gerade, 4 unge
rade und y Multiplum von y‘ ist, leicht so umformt:

zx ,y ,82—1 —1 8—1 /AX[%, « ± 2y] (829) = (- 1) ‘ • (- 1) 8 • (- 1) S 3 (9) ■
Es gilt somit:  17,0±271(0127)-(-1)1»,0(3);
dies ist aber die zu beweisende Formel, da der erste rechts stehende 
Faktor dann und nur dann gleich — 1 ist, wenn y das Doppelte einer 
ungeraden Zahl und damit 2 = 1 ist. Unsere Behauptung, daß sich das 
bei der Transformation der Q'z-Funktion auftretende Vorzeichen (y, ) 
mittelst des in (16) gegebenen Symbols im Legendre-Jacobischen Zeichen 
in der Gestalt:

(26) (%, 8) = [», o] 0) 

darstelle, ist damit vollständig bewiesen und hierdurch zugleich die 
interessante Tatsache erkannt, daß die Gesetze des Zeichens (y, ) mit 
der Primfaktorenzerlegung der Zahlen y und d Zusammenhängen.

Das Verhalten aller vier Thetafunktionen gegenüber den Substi
tutionen von ist nun mit Benutzung der Ergebnisse des vorigen 
Paragraphen leicht angebbar. Für das Verhalten der ^-Funktion gegen
über irgendeiner Substitution der I6 finden wir aus (2) und der Ta
belle von S. 479 mit Benutzung des Umstandes, daß a = 4 (mod. 4) zu
trifft:, । . —1 ö v yniu'1 ,(-- — ,C0)=(y,8)i 2 8 ‘ vo+Se,(0,+00,)9,00).-0-002’/0 —0/ ‘ ‘ 1\02‘ /
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Durch Kombination mit den sechs besonderen mod. 2 inkongruenten 
Substitutionen, auf welche sich die Entwicklungen von S. 480 ff. bezogen, 
folgt dann aus der eben aufgestellten Gleichung weiter das Verhalten 
von $,(, oj) gegenüber beliebigen Substitutionen der Iw). Die Ta- 

\O2 / "
belle von S. 479 macht endlich auch die übrigen ff-Funktionen den 
Substitutionen der I‘(o) allgemein zugänglich.

Da übrigens zufolge (9) S. 416 mit dem Verhalten der 9-Funktion 
gegenüber den Substitutionen der dasjenige der eindeutigen Funk

tion V 2, Va der 00,, 0, mit bestimmt ist, so können wir nun auch 

unter Heranziehung der Formeln (10) S. 454 und (13) S. 455 das Ver
halten der eindeutigen Funktion:

/0,v2.V2_y/2,*2r 2n Vz r 2n
von o gegenüber den Substitutionen der angeben.

§ 10. Anwendung auf die Theorie der Gaußschen Summen.
Man hat früher das Verhalten der -Funktionen gegenüber den 

Substitutionen der mit Hilfe der sogenannten „Gaußschen Summen" 
festgestellt.1) Diese Summen, welche in einer bekannten nahen Be
ziehung zur Theorie der quadratischen Reste stehen2), und die andrer
seits mit den ff-Reihen eng verwandt erscheinen (s. unten), decken den 
inneren Grund der Tatsache auf, daß wir bei den voraufgehenden Ent
wicklungen zum Legendre-Jacobischen Zeichen geführt werden muß
ten. Nachdem es gelungen ist, die Bestimmung des Vorzeichens (y, ) 
auf elementarem Wege mittelst des Reziprozitätssatzes der quadratischen 
Reste auszuführen, kann man nun umgekehrt die Auswertung der Gauß
schen Summen von hieraus leisten, und zwar erscheint dieser Weg 
gegenüber den sonst benutzten Methoden zur Auswertung jener Summen3) 
ganz besonders einfach.

1) S. Hermite, „Sur quelques formules relatives ä la transformation des 
fonctions elliptiques", Pariser Compt. Reud., Bd. 46 (1858); eine ausführliche Dar
stellung der Hermiteschen Methode gab Königsberger im 2. Bde. seiner „Vor
lesungen über die Theorie der elliptischen Funktionen“ (Leipzig 1874), S. 53ff.

2) Man vgl. Gauß’ Abhandlung „Summatio quarumdam serierum singularium", 
Göttinger Abh.. Bd. 1 (1811) oder Gauß, „Werke“, Bd. 2, S. 9.

3) Man sehe z. B. die Behandlung der Gaußschen Summen bei Bachmann, 
„Die analytische Zahlentheorie“ (Leipzig 1894) S. 146 ff. oder die S. 489 ge
nannten Vorlesungen von Dirichlet-Dedekind, S. 287f.
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Ist ß=y=0 (mod. 2), so gilt:

. _ 81
(O 8,(0+8)=[,0]()i2V70+8°a(6),
falls wir, was geschehen soll, ? als von 0 verschieden annehmen. Üben 
wir hier auf co die Substitution T aus, so folgt mit Benutzung der 
vierten Gleichung (4) S. 482 und der offenbar zutreffenden Relation:

Vy1+8 v-0= [», 8]V- 80+7
für die in der bisherigen Bedeutung gebrauchten c, ß,y,:

Tti 6

9,( 8000) =(Z)e4 V—8c + y 9,(0). °\— 00—?/ \d / ‘ ' 3°”
Wir schreiben hierfür unter Änderung der Bezeichnung der Koeffizienten:-

(2) 9,(0+8)=(9)eV70 +0 8,(),
eine Gleichung, die also c==0 (mod. 2) zur Voraussetzung hat. Die 
Gleichungen (1) und (2) fassen wir in den gemeinsamen Ausdruck zu
sammen:
(3) 9,(«c+8) = c ' Vyo +89,(0)

und wollen weiterhin y>0 voraussetzeiz; dann ist:
Ä ziy

(4) c = (5) i 2 oder = (,) e 4 ,

je nachdem ß=y=0 (mod. 2) oder a = d = 0 (mod. 2) zutrifft.
Wir gelangen nun zu einem neuen Ausdruck für c, indem wir in (3) 

für die rechts und links stehenden Funktionen ihre Reihen eintragen. 
Dabei ergibt sich zunächst:

+ oo 0+3 + coNy n-ni------4 . /---- ------ - “y n-rtiM
, e 70*°=cVy0— , e

n = — c n = — co
Hier trage man, unter n eine reelle positive Variabele verstanden, ein:

8 , . co—ß a , i
00 —- - - - - - - —Tn,- - - - s =- - - - - —2.y Y0-F0 y y n

und gelangt zu der in n identisch bestehenden Relation:

Da eine der beiden Zahlen a, y gerade ist, so liefern modulo Y kon- 
n- a n i

gruente Zahlen n gleiche Werte e Y . Dieser Umstand gibt uns An



Übergang zu den Gaußschen Summen 493

laß, die Summe linker Hand in der Art zu entwickeln, daß wir n = 
setzen, m die gesamten ganzen Zahlen von — oo bis — oo durchlaufen 
lassen und hernach für 7 über die Werte 1,2,..., y summieren:

y V-ani 727 + co ,T „ in +0 n^ärti

(5) ,(e 7 •ef‘,e " V‘)=cVvine V
1=1 m=-c n = — x

Es ist sehr interessant, daß wir in der auf m bezogenen Summe 
wieder nichts anderes als einen Spezialfall der Funktion:

- P em 7t iu) +2 m7tv 
m = —

vor uns haben, nämlich einfach die Funktion:

der reellen positiven Variabelen n. Ziehen wir nun die in die Gestalt:
ziv2 T i

umgeschriebene letzte Relation (4) S. 482 heran, so folgt, indem wir

00 = iri, v = — ein tragen:
C ney*n9. ’U

yn‘

ni,)=e4V- in 8, /Z . \(y,in)
und also durch Heranziehung der Reihen:

22 +C ,nx ni +0 .1  
ef‘p,e 17 ‘=e4V—ine Y .

271 = — 00 m=—c

Auf Grund dieses Resultates nimmt die Gleichung (5) die folgende 
Gestalt an:

ni + , y oni .m +c .8e*V—in,(e ,e y I)=cVivn,e y.
m = — x 1=1 n = — oo

Da nun y>0 vorausgesetzt war, so gilt:

Vim-+iv7,
V— in

wobei Vy positiv zu nehmen ist. Die vorstehende Gleichung kürzt sich 
demnach zu:
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Wir haben hier zwei einander wertgleiche Reihen vor uns, welche 
nach positiven ganzzahligen Potenzen der reellen Variabelen e-T1 fort
schreiten und für alle unter 1 gelegenen Werte dieser Variabelen kon
vergieren. Also sind die Reihen gliedweise identisch, und indem wir 
insbesondere die Absolutglieder einander gleich setzen, folgt:

7=1

Die hier links stehende Summe ist nun in der Tat die zu den 
beiden ganzen Zahlen a, y gehörende Gaußsche Summe. Da eine der 
beiden Zahlen a, y gerade ist, so bleibt das einzelne Glied der Summe 
unverändert, wenn man l durch eine mod. 7 kongruente Zahl ersetzt. 
Wesentlich ist also für die Herstellung der Reihe nur, daß l irgendein 
System von Y modulo Y inkongruenten Zahlen durchläuft. Da 8 teiler
fremd gegen y ist, so haben wir auch in Id ein solches System, wenn 
l die Werte 1, 2, . . ., / durchläuft. Wir können unsere Summe dem
nach so umformen:

insofern wieder unter den Zahlen ß und 8 eine gerade ist.
Man sehe nun etwa bei Bachmann a. a. 0. nach, daß die beiden 

hier vorliegenden Fälle, daß entweder y oder d gerade ist, während 
übrigens y und d teilerfremd sind und 7 > 0 ist, die einzigen Fälle 
der Gaußschen Summe sind, welche von Bedeutung sind; alle übrigen 
Fälle sind teils elementar, teils leicht auf jene beiden zurückführbar. 
Für die beiden wesentlichen Fälle der G-außschen Summen erhalten wir 
durch Eintragung der Werte c folgende Summenwerte:

.Y 6 7t i tt i ö

2e 7 =e“ (|) V%, (y =0,8=1, (mod. 2)),
1 = 1

Y tt i 1 — y „

2e‘=i2(,) V%, (y = 1, d = 0, (mod. 2)),
7=1

wo y > 0 gilt, Vy positiv su nehmen ist und seTbsverständlich (3) b^w. 
S\,) das Legendre-Jacobische Zeichen ist.
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Hiermit ist die Theorie der elliptischen Funktionen zweiter Stufe 
in ihren Grundlagen vollständig entwickelt. Die Verallgemeinerung auf 
höhere Stufen führt uns zu den Problemen der „Teilung und Transfor- 
mation^ der elliptischen Funktionen (erster und zweiter Stufe), welche 
wir im zweiten Bande behandeln. Die algebraisch-arithmetischen Aus
führungen des zweiten Bandes sind auch bedeutungsvoll für die JDurch- 
führung „numerischer Berechnungen^ im Gebiete der elliptischen Funk
tionen, wie wir sie bei der Besprechung der „Anwendungen der ellipti
schen Funktionen“ durchzuführen haben werden.
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integrale 146 ff.Invarianten, Begriff der — 120.
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Inverse Substitution 127.
Inversion an einem Kreise 73.
— der Funktionen 34.
— der Modulfunktion J(c) 336.
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2. Stufe 389.
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— Thetafunktionen 417.
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— elliptischer Funktionen 96, 197.Kogrediente Variabelenpaare 310.
Kommutatives Gesetz, Ungültigkeit bei 

linearen Substitutionen 127.
Komplementärer Integralmodul 372.
Konforme Abbildung 31.
Kongruenzgruppen 2. Stufe 377.
Kongruenz, im arithmetischen Sinne 281.
Konjugierte Rückkehr schnitte 89.
Kontinuierliche Gruppe bei der Fläche 

F, 189.
Kontragrediente Variabelenpaare 314.
Konvergenz der hypergeometrischen 

Reihe an der Konvergenzgrenze 338. 
— erzeugende Zusatzfaktoren 57ff. 263. 
—kreis 11.
—radius 11.

Kreisring 86.
— als Abbild des Periodenparallelo

gramms 265.
— , Funktionen des —s 266.
Kreisverwandtschaft 66.
— , indirekte 73.
Kugeldrehungen zur Erklärung von Grup

pen 130.
Kugelfläche zur Darstellung komplexer 

Werte 22.

Laurentsche Reihe 41.
— r Satz 42.
Legendre-Jacobisches Zeichen 489.
Legendresche Normalintegrale 367 ff.
— Relation 160, 373.
— r Integralmodul 367.
— vollständige Integrale 372 ff.
Lemniskatische Funktionen 193.
Lineare Differentialgleichungen 2. Ord

nung 97.
— — — — für die normierten Peri

oden 8, 326.
— — — — für die vollständigen Inte

grale K, K' 463.
Lineare Substitutionen 66, 126. •
-------2. Art 73.
Lineare Transformation der Funktionen Al(w) 476.
---------- Jacobischen Funktionen sn, cn, 

dn 475.
— — — Perioden 184.
— — — —, geometrisch gedeutet 298.
-------— Thetafunktionen 479 ff.
Linearfaktorenzerlegung ganzer Funk

tionen 46.
Linear-unabhängige Funktionssysteme 

bei gegebenen Polen 225, 425 ff.
— — Lösungen einer Differentialglei

chung 100.
Logarithmische Spirale 68.
—s Residuum 38.
— Unstetigkeitspunkte bei Integralen 141.
Loxodrome 68.
Loxodromische Substitutionen 71.

Mehrfach zusammenhängender Bereich 3.
Modul der Abbildung 31.
— — Riemannschen Fläche F, 180.
Modulformen 1. Stufe 305.
— 2. Stufe 446.
Modulfunktionen 1. Stufe 305.
Modulfunktion 273.
Modulfunktionen 2. Stufe 441.
Modulgruppe 282.



Sachregister 499
Modulgruppe 2. Art (erweiterte —) 284. 
Multiplikator einer Substitution 70.

Natürliche Grenze der Modulfunktionen 
303.

-------einer Funktion 30.
Niveaukurve einer Substitution 67.Normale Variabele einer Stelle der Fläche 

F, 143.
Normalgestalten der Verzweigungsform

123, 353, 357.
Normalintegrale 1. Stufe 152.
— von Legendre 367 ff.
— 2. und 4. Stufe 359 ff.
Normalintegral von Abel 361.
— — Riemann 360.
— 2. Gattung 1. Stufe ^(uj 198.
Normierung der Perioden 325.
Nullpunkt einer Funktion 27.

Oktaedergleichung 357.
Oktaedergruppe 109, 355.
Ordnung einer ganzen elliptischen Funk

tion 3. Art 220.
— — Gruppe 128.
— — Thetafunktion 423.

Parabolische Substitutionen 72.
Parallelogrammnetz 174.
Parallelstreifen der u-Ebene als ausge

arteter Diskontinuitätsbereich 244.
Partialbruchreihen, s. Teilbruchreihen.
Partialbruchzerlegung der rationalen 

Funktionen 61.
Partielle Differentialgleichung der 6- 

Funktion 322.
— — — Thetafunktionen 414, 421.
— —en der AZ-Funktionen 470.
— —en für die Perioden 324 ff.
Periode einer elliptischen Substitution 

128.
— eines Integrales 7.
— n der Elementarintegrale 3. Gattung 

162.
— n — elliptischen Integrale 142.
— n — Normalintegrale 1. und 2. Gat

tung 158.
Periodenparallelogramm 174.
Periodenquotient 175.
Periodenrelationen 161 ff.
Periodenweg 8.
Periodizität der Funktionen sn, cn, dn 390.
Perspektivität 76.
Picardscher Satz 54.

Pol einer Funktion 27.
Positiver Umlaufssinn 5.
Potenzreihe 9.
— der 5-Funktion 208.
— n — Funktionen Al(w) 403.
— n — — p(u), p‘(u), (u) 200.
— n — — sn, cn, dn 390.
— n für A und J 274.
Primform 212.
Primfunktion 56, 210.
Primitive Periodenpaare 195, 235.
Prinzip von Hermite 228, 429.
Produktdarstellung der Diskriminante A 

313.
— — drei geraden G-Funktionen 405.
— — elliptischen Funktionen 2. Stufe 

405, 408
— — 6-Funktion 258, 268.
— — Thetafunktionen 418.
— ganzer transzendenter Funktionen 60.
— von Modulfunktionen höherer Stufen 

407 ff.

Querschnitt in einem berandeten Be
reiche 3.

Querschnittsysteme auf Riemannschen 
Flächen 88 ff.

Querschnittsystem, reduziertes — auf 
der F2 177, 241.

Randpunkt eines Bereiches 26.
Rationale Funktion 61.
— Punkte der reellen o-Axe 292 ff.
Reduzierter Periodenquotient 187.
Reduziertes Periodenpaar 178.
— Querschnittsystem 177, 241.
Reguläre Kurve 3.
Reihe für die 24. Wurzel der Diskrimi

nante A 433.
— n, einfach unendliche—für ,93,7, 271.
Reihenrest 12.
Residuensätze 38 ff.
Residuum einer Funktion 37.
Riemann-Rochscher Satz 227.
Riemannsche Fläche 47, 64, 76.
— s Normalintegral 360.
Rückkehrschnitt 83.
—e, konjugierte — 89.

Schlichtheit eines Bereiches 28.
Schwarzseher Differentialausdruck 329.
Sechsecknetz 242.
Sechseck, zentriertes — im Kreise als 

Diskontinuitätsbereich 239.
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Sigmafunktion 208, 258.
—en höherer Stufen 450.
—en 2. Stufe 384.
Simultane Invarianten eines Formen

systems 342.
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Singuläre Stellen bei linearen Differen
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Stereographische Projektion 22.
Stufenteilung, Prinzip der — 117, 374.
Substitution, lineare — 66 ff., 126.
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------ geraden doppeltperiodischen Funk
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—n endlicher Ordnung 128 ff.
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Symmetriekreise der Modulgruppe 285.Symmetriekreis einer Spiegelung 73.
Symmetrische Periodenparallelogramme 

249.

Taylorsche Reihe 14.
Teilbruchreihen 60.
— für p(w), go’(u), ^(u) 260.
Ternäre Gruppe r(w,®) 319.
Tetraedergruppe 133.
Thetafunktionen 417.
— der Charakteristik (g,h) 421.
— höherer Ordnung 423.
Transformation der hypergeometrischen 

Differentialgleichung 107.
— durch reziproke Radien 73.
— einer Gruppe 129.
— — Substitution 128.
— en der Gruppe in sich 244 ff.
— en — Verzweigungsform in sich 134.
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3. Gattung 163.

überall endliches Integral 142.

Umgebung eines Punktes 1.
Unbrauchbarkeit eines reellen Perioden

quotienten 231 ff.
Uniformisierende Variabele 194.

Unimodulare Substitution 120.
Untergruppe 129.
Vergrößerungsverhältnis der Abbildung 

31.
Vertauschbare Substitutionen 131.
Vertauschbarkeit von Parameter und Ar

gument bei Integralen 3. Gattung 150, 
163, 212.

Verzweigungsform 119.
— 1. Stufe 123.
— 4. Stufe 357.
— 2. Stufe 353.
Verzweigungspunkt 28.
Verzweigungsschnitt 28.
Vierergruppe 109, 130.
Vollständige Integrale Legendres 372 ff.
— — — als hypergeomefrische Funk

tionen von k2 465 ff.
Weierstraßsche Funktionen Al(w) 401 ff.
---------- , Beziehung zu den Thetafunk

tionen 468.
-------p(u), g‘(u) 198.
— gerade -Funktionen 384.
— Normalintegrale 152.
— -Funktion 208, 258.
Wertigkeit einer algebraischen Funk

tion 91.
------ doppeltperiodischen Funktion 253.
-------elliptischen Funktion 195.
— — ganzen rationalen Funktion 46.
— — rationalen Funktion 62.
Wesentlich singulärer Punkt 29, 50. 
----------der elliptischen Funktionen 195.
Windungsfläche 28.
Winkeltreue Abbildung 31.
Wurzelfunktionen 386.
Wurzeln der Diskriminante, Verhalten 

bei linearer Transformation 454 ff.
-------Integralmoduln, Verhalten bei li

nearer Transformation 459 ff.

Zusammenhang einer Riemannschen Flä
che 83.

Zweiblättrige Fläche mit vier Verzwei
gungspunkten 95.

Zweig einer analytischen Funktion 8, 21.
Zyklische Gruppe 129.
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