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Vorrede zur ersten Auflage.

In ähnlicher Weise wie bei der Differential-Rechnung- habe 
ich bei der Bearbeitung des vorliegenden, die Integral-Rechnung 
behandelnden Bandes die didaktische Seite besonders berück
sichtigt. Ich bin deshalb bei der Anordnung des Stoffes zuweilen 
von dem gewöhnlichen Lehrgänge abgewichen; so z. B. habe 
ich • zu Anfang das Integral als eine reine Umkehrung des Diffe
rentials definirt und erst später den Begriff desselben erweitert.

Nach dieser höchst einfachen und leicht fasslichen Definition 
habe ich unmittelbar die Methoden vorgetragen, die zur Be
stimmung des allgemeinen Integrals führen. Die zahlreichen 
Uebungs-Beispiele, welche hierbei eingeschaltet sind, dürften 
um so mehr am Platze sein, weil es erfahrungsmässig feststeht, 
dass zum weiteren Eindringen in diesen subtilen Theil der 
Mathematik grosse Gewandtheit in den arithmetischen Opera
tionen und klare Uebersicht über dieselben durchaus nothwendig 
ist, und dass dem Anfänger an einem Beispiele oft Manches 
klar wird, was ihm in der allgemeinen Theorie nur halb ver
ständlich geworden oder ganz unverständlich geblieben ist.

Es liegt in der Natur des Menschen, dass er nur selten 
eine allgemeine Theorie auf einmal erfasst; in der Regel steigt 
er von speciellen Fällen zur allgemeinen Theorie hinauf. Die 
Geschichte der Wissenschaft giebt hierfür viele Belege; so z. B. 
waren die Gesetze des freien Falles, des Pendels und der Pla- 
neten-Bewegungen schon lange bekannt, als sie in ein allgemeines 
Gesetz, das Gravitations-Gesetz, zusammengefasst wurden.



IV Vorrede.

An die Behandlung des allgemeinen Integrals (Seite 1—134) 
hätte ich die Behandlung des bestimmten Integrals und der 
dahin gehörigen Untersuchungen (Seite 162 — 242) unmittelbar 
anreihen können. Ich habe jedoch das Capitel über die Qua
dratur der Curven (Seite 135—161) dazwischen eingeschaltet, 
theils um hieran die Bedeutung der Integrations-Constanten 
und die Ermittelung des Werthes derselben zu erläutern; 
besonders aber, um mir hierdurch ein ausgezeichnetes Mittel zur 
Behandlung der bestimmten Integrale, der Doppel-Integrale u. s. w. 
zu verschaffen. Diese Anordnung dürfte schon durch die Para
graphen 45—50 allein gerechtfertigt werden. Die Differential- 
Gleichungen sind nur soweit behandelt, als sie dem wissen
schaftlichen Techniker unentbehrlich sind. Ich konnte mich 
zu dieser Einschränkung um so eher entschliessen, weil ich 
hoffe, dass den beiden erschienenen Bänden (welche übrigens 
für sich ein Ganzes bilden sollen), später noch zwei andere 
Bände über Differential- und Integral-Rechnung folgen werden.

Hannover, d. 16. August 1863.

M. Stegemann.



Vorrede zur vierten Auflage.

Der ungewöhnlich starke Absatz, welchen die Integral- 
Rechnung von Stegemann gefunden hat, ist ein Zeichen dafür, 
dass die darin angewendete Methode für den Lernenden durch
aus angemessen ist.

Daneben kann indessen nicht geleugnet werden, dass die 
drei bisherigen Auflagen eine grosse Zahl von Ungenauigkeiten 
und Druckfehlern enthielten, und dass ausserdem manche Unter- 
suchungen und Sätze fehlten, welche auch für den Techniker 
unentbehrlich sind.

Deshalb erschien eine vollständige Umarbeitung und eine 
durchgreifende Ergänzung des Buches erforderlich. Dies ist 
nun in der vorliegenden Auflage geschehen; die zahlreich 
bemerkten Fehler sind verbessert, viele Beweise strenger gefasst 
und die wesentlichsten Lücken ausgefüllt worden. Trotzdem 
hat der Umfang des Buches nur eine Erweiterung von wenigen 
Bogen erfahren, da es möglich war, viele Entwickelungen kürzer 
zu fassen.

Für die Abgrenzung des Stoffes waren dem Herausgeber 
die Anforderungen massgebend, welche von einem billig denken
den Examinator bei der ersten Staats-Prüfung (Bauführer- 
Prüfung) in Integral-Rechnung gestellt werden dürften.

Es soll jedoch ausdrücklich hervorgehoben werden, dass 
das Buch auch für solche Leser geeignet ist, welche an der 
Universität Mathematik studiren.



VI Vorrede.

Im Ganzen ist die von Stegemann gewählte Anordnung und 
Behandlung des Stoffes so viel wie möglich beibehalten. Be
sondere Sorgfalt ist darauf verwendet, das Buch durchweg leicht 
verständlich zu fassen, so dass es bei voller Berücksichtigung 
der wissenschaftlichen Strenge doch für den Lernenden, nicht 
für den Gelehrten berechnet ist.

Hinzugefügt ist auch eine Tabelle der hergeleiteten Formeln, 
welche einerseits die Anwendungen sehr erleichtert, andererseits 
aber ein erprobtes Hülfsmittel bei Repetitionen bietet.

Hannover, d. 11. August 1885.

L. Kiepert.



Vorrede zur fünften Auflage.

Als es im Kreise meiner Fachgenossen bekannt wurde, dass 
ich eine neue Auflage der Differential- und Integral-Rechnung 
von Stegemann herausgegeben hätte, erhielt ich von hoch
geschätzter Seite den dringenden Rath, doch lieber ein eigenes 
Lehrbuch zu schreiben. Dieser Aufforderung bin ich dadurch 
nachgekommen, dass ich die kürzlich erschienene 6te Auflage der 
Differential-Rechnung und ebenso die hier vorliegende 5te Auflage 
der Integral-Rechnung fast im vollen Umfange neu abgefasst 
habe. Von dem Texte des Stegemann’schen Leitfadens habe ich 
nur wenige Stellen und von den Aufgaben nur eine kleine Zahl 
beibehalten; dagegen habe ich mich in einem Punkte eng an 
das ursprüngliche Werk angeschlossen, nämlich in dem Bestreben, 
die Darstellung und Anordnung so zu wählen, dass der Anfänger 
dem Lehrgänge ohne Schwierigkeit folgen kann. Ich habe des
halb eine möglichst elementare Fassung gewählt und zur Er
läuterung zahlreiche Uebungs-Beispiele hinzugefügt. Die Reihen- 
folge ist so getroffen, dass das Neue an Bekanntes angeknüpft 
wird, damit der Lernende von leichten Aufgaben allmählich zu 
schwierigeren aufsteigt.

Aus diesem Grunde ist auch die Eintheilung des Stoffes in 
der Weise erfolgt, dass in dem ersten Theile von der Integration 
der gebrochenen rationalen, der irrationalen und der trans- 
cendenten Functionen nur die einfacheren Fälle behandelt sind, 
und dass dann sogleich die Anwendungen der Integral-Rechnung 
auf die Quadratur und Rectification der Curven, auf die Kubatur 



VIII Vorrede.

der Rotationskörper und auf die Complanation der Rotations
flächen folgen. Wenn der Lernende möglichst früh erkennt, 
welche Vortheile die Integral-Rechnung bei den Anwendungen 
auf die Geometrie bietet, wird er mit grösserem Interesse und 
reiferem Verständnisse an die ausführliche Behandlung der 
Partialbruch-Zerlegung und an die mühsameren Methoden, welche 
bei der Integration irrationaler und transcendenter Functionen 
zu erfassen sind, herantreten. Dagegen würde er leicht ermüden, 
wenn er die ganze Theorie vor den Anwendungen, welche ausser
dem zur Einübung und Befestigung der bis dahin erklärten 
Formeln und Sätze dienen, durcharbeiten müsste.

Den theoretischen Erörterungen des zweiten Theiles sind 
gleichfalls zahlreiche Aufgaben aus der Geometrie beigefügt. 
Leider mussten die interessanten und äusserst lehrreichen 
Anwendungen auf die Mechanik ausgeschlossen werden, weil 
sonst der Umfang des Lehrbuches über Gebühr gewachsen wäre.

Obgleich die früheren Auflagen in erster Linie für die 
Studirenden an den technischen Hochschulen bestimmt waren, 
hat das Buch doch auch bei den Lehrern und Studirenden der 
Mathematik an den Universitäten freundliche Aufnahme und 
Verbreitung gefunden. Diesem höchst erfreulichen Umstande 
habe ich Rechnung getragen, indem ich die meisten Erklärungen 
und Beweise noch strenger gefasst und den Inhalt wesentlich 
bereichert habe. Freilich darf man in dieser Beziehung bei 
einem Buche, mit dessen Hülfe sich der Anfänger vor allen 
Dingen tüchtige Fertigkeit im Differentiiren und Integriren 
aneignen soll, nicht gar zu hohe Anforderungen stellen.

Die Citate aus der Differential-Rechnung beziehen sich auf 
die 6te Auflage, welche im November 1892 erschienen, zur Zeit 
aber bereits vergriffen ist. In der alsbald folgenden 7ten Auflage 
der Differential-Rechnung soll daher dieselbe Anordnung der 
Abschnitte und Paragraphen beibehalten werden, damit die Citate 
auch dafür noch zutreffende sind.

Den Herren Lampe, von Mangoldt, Franz Meyer, Runge 
und Voss, die mir auch bei der Umarbeitung der Integral- 
Rechnung werthvolle Rathschläge ertheilt haben, bin ich zu 
aufrichtigem Danke verpflichtet; ganz besonders Herrn Voss für 



Vorrede. IX

die ausführlichen Mittheilungen über kritische Stellen des Buches. 
Ausserdem muss ich mit dem besten Danke die freundliche Mit
wirkung des Herrn Petzold beim Lesen der Correctur hervor
heben.

Die Verlagsbuchhandlung ist allen meinen Wünschen auf 
das Bereitwilligste entgegengekommen, wofür ich auch an dieser 
Stelle meinen verbindlichsten Dank ausspreche.

Hannover, d. 23. April 1894.

L. Kiepert.



Vorrede zur sechsten Auflage.

Die vorliegende sechste Auflage unterscheidet sich weder 
dem Umfange noch dem Inhalte nach wesentlich von der fünften 
Auflage, seit deren Erscheinen ein so kurzer Zeitraum ver
strichen ist, dass sich inzwischen nur an wenigen Stellen das 
Bedürfniss, Veränderungen vorzunehmen, ergeben hatte. Doch 
habe ich auch bei der Integral-Rechnung die Verbesserungs
vorschläge, welche mir von befreundeter Seite zugegangen sind, 
und für die ich hierdurch meinen aufrichtigen Dank ausspreche, 
nach Möglichkeit berücksichtigt. Der mir mehrfach ertheilte 
Rath, die Differential-Rechnung und die Integral-Rechnung nicht 
getrennt zu behandeln, sondern mit der Integral-Rechnung zu 
beginnen, sobald die ersten Abschnitte der Differential-Rechnung 
erledigt sind, konnte aus rein äusserlichen Gründen nicht befolgt 
werden. Es bleibt aber jedem Leser überlassen, die Anordnung 
des Unterrichtsstoffes in dem angedeuteten Sinne zu ändern. 
Davon mache ich auch in meinen eigenen Vorträgen, welche 
an der hiesigen technischen Hochschule im October eines jeden 
Jahres ihren Anfang nehmen, Gebrauch, um bis zu Weihnachten 
diejenigen Abschnitte durchzunehmen, welche in den zu Neujahr 
einsetzenden Vorträgen über Mechanik als bekannt vorausgesetzt 
werden. Ich lasse deshalb den Abschnitten I bis IV, VIII bis 
XI der Differential-Rechnung unmittelbar den ganzen ersten 
Theil der Integral-Rechnung folgen und kehre erst dann wieder 
zur Differential-Rechnung zurück.



Vorrede. XI

Wie schon in der Vorrede zur fünften Auflage hervor- 
gehoben wurde, enthält der Leitfaden in seiner jetzigen Form 
nur wenig von dem Stegemann’schen Werke, so dass ich nun
mehr selbst als Verfasser in der neuen Auflage aufgeführt bin.

Beim Lesen der Correctur hat mich Herr Petzold wieder 
in freundlicher Weise unterstützt und dadurch zu herzlichem 
Danke verpflichtet. Ebenso danke ich der Verlagsbuchhandlung 
bestens für die liebenswürdige Bereitwilligkeit, mit der sie bei 
der Drucklegung allen meinen Wünschen entgegengekommen ist.

Hannover, d. 12. September 1896.

L. Kiepert.



Vorrede zur siebenten Auflage.

Da mir seit dem Erscheinen der sechsten Auflage nur wenige, 
sich auf Aenderungen beziehende Wünsche bekannt geworden 
sind, so unterscheidet sich die vorliegende siebente Auflage von 
der vorhergehenden nur in einigen Punkten, von denen ich den 
Abschnitt über G’auss’sche Quadratur hervorheben möchte. Ich 
werde aber Jedem, der mir für die späteren Auflagen nützliche 
Verbesserungs-Vorschläge macht, dankbar sein und rechne dabei 
insbesondere auf die Mitwirkung der Herren Techniker, die 
in den letzten Jahren so viel über die nothwendige Reform 
des mathematischen Unterrichts geschrieben haben, deren Aus
führungen jedoch wirklich verwendbare^orschläge, wie man es im 
Einzelnen besser machen kann, bisher nicht enthalten. Wenn 
ich auf das vorliegende weitverbreitete Lehrbuch Bezug nehmen 
darf, so verlange ich bestimmte Angaben über etwaige Ab
schnitte, Lehrsätze und Aufgaben, welche sich darin finden, für 
den Techniker aber entbehrlich sind; ferner bitte ich um Mit- 
theilung von Untersuchungen und Aufgaben, welche in dem 
Lehrbuche fehlen. Auch Vorschläge über Aenderung des ganzen 
Lehrplanes werde ich mit Dank entgegen nehmen.

Ich hatte schon früher um derartige Mittheilungen gebeten 
und kann mit Genugthuung feststellen, dass mir von Seite der 
mathematischen Fachgenossen nützliche Winke in grosser Zahl 
zugegangen sind. Für die vorliegende Auflage haben mir beson
ders die Herren Rodenberg in Hannover und Stückel in Kiel 
gute Rathschläge ertheilt und mich dadurch zu bestem Danke 



Vorrede. XIII

verpflichtet. Von den Herren Technikern dagegen habe ich bis
her nur einen einzigen Verbesserungs -Vorschlag erhalten, der 
sich auf die Aufnahme der hyperbolischen Functionen bezieht.

Die Forderung, der mathematische Unterricht an der tech
nischen Hochschule müsse das, was die Techniker später wirklich 
brauchen, noch mehr, als bisher geschehen ist, berücksichtigen, 
erscheint mir durchaus berechtigt; dieses Ziel wird aber nicht 
durch kränkende Vorwürfe erreicht, sondern durch freundschaft
liche, gemeinsame Arbeit. Die Kluft, welche zwischen Theorie 
und Praxis bestanden hat, wird durch die neuerdings beliebten 
Angriffe auf die Mathematik noch vergrössert; nur durch beider
seitiges Entgegenkommen kann sie überbrückt oder ganz aus
gefüllt werden zum Heile der Wissenschaft und zur Förderung 
der technischen Anwendungen.

Den Professoren, welche an den technischen Hochschulen 
und Universitäten Differential- und Integral-Rechnung vortragen 
und an ihre Zuhörer die angehängte Tabelle vertheilen wollen, 
stellt die Verlagsbuchhandlung eine grössere Anzahl von Separat- 
Abzügen kostenfrei zur Verfügung. Die Benutzung dieser 
Tabellen, von denen ich jedem meiner Zuhörer ein Exemplar zu 
überreichen pflege, hat mir bei meinen Vorträgen stets sehr gute 
Dienste geleistet; denn erstens brauche ich jede Formel nur 
einmal herzuleiten und kann bei der späteren Anwendung auf 
die Tabelle verweisen. Sodann gewinnt der Lernende über das, 
was er wissen soll, durch die Tabelle einen besseren Ueberblick. 
Damit stelle ich jedoch gewiss nicht die Anforderung, dass Jemand 
die ganze Tabelle auswendig lernen soll. Im Gegentheil liegt der 
Hauptzweck der Tabelle in der Absicht, dasmechanische Auswendig
lernen von Formeln möglichst einzuschränken. Diejenigen Formeln, 
welche einen wichtigen Satz oder eine häufig verwendete Rech
nungsmethode enthalten, muss man sich natürlich merken, aber 
nicht durch Auswendiglernen, sondern durch den wiederholten 
Gebrauch. Die übrigen Formeln würde man doch sehr bald 
wieder vergessen, auch wenn man sie noch so sorgfältig aus
wendig gelernt hätte. Man kann auch um so lieber auf das 
Auswendiglernen verzichten, wenn man eine Tabelle zur Hand 
hat, in welcher jede dieser Formeln leicht aufzufinden ist.



XIV Vorrede.

. JQ

Ich möchte deshalb ausdrücklich hervorheben, dass die Tabelle 
meinem Lehrbuche beigefügt ist, nicht um den Lernenden mit 
vielem Formelkram zu belasten, sondern um eine Entlastung 
herbeizuführen.

Herrn Petzold habe ich wieder für die freundliche Unter
stützung beim Lesen der Correctur und der Verlagsbuchhandlun 
für die wohlwollende Berücksichtigung meiner Wünsche bei 
Ausführung des Druckes den verbindlichsten Dank abzustatten.

Hannover, d. 3. September 1899.

L. Kiepert.
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Erster Theil.

I. Abschnitt.

Allgemeine Begriffe und Fundamentaisätze 
der Integral-Rechnung.

§ 1.
Begriff und geometrische Deutung des Integrals.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 1 und 2,)*)

*) Die wichtigsten Formeln sind im Anhänge zu einer Tabelle zu- 
sammengestellt.

**) Es wird später gezeigt werden, dass man jedes [bestimmte) Inte
gral auch als Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen 
auffassen kann. Dieser Auffassung entspricht das Operationszeichen / 
(erster Buchstabe des Wortes Summa), das von Leibniz eingeführt ist.

Kiepert, integral - Rechnung.

Die Aufgabe der Integralrechnung besteht darin, dass eine 
Function f(x) gesucht wird, deren Ableitung 
(1.) fff) = «p(x)
gegeben ist.

Da das Differential einer Function fff gleich ist ihrer 
Ableitung f‘(x), multiplicirt mit dem Differential von x, da also 
(2.) * df(x) —ffffdx = g(x)dx ,
so kann man die gestellte Aufgabe auch so fassen: „Von einer 
Function ist das Differential gegeben, man soll die Function 
selbst auf suchend

Die Operation, durch welche dies geschieht, nennt man die 
„Integration des vorliegenden Differentials^ und die Wissenschaft, 
welche von den Integrationen handelt, nennt man „Integral- 
Itechnung^. Das Operationszeichen für das Integral von f‘(x)dx 
ist / (ein langgezogenes S),**)  also 

1



2 § 1. Begriff und geometrische Deutung des Integrals.

(3.) J5‘(e)dr —f(^ •

Beispiele.
1) Ist 

f(x) = x3, 
SO wird 

f‘(x} = 322, also /:32?dx = 23.
2) Ist 

f(x) = sinx, 
so wird 

f\x) = cosx, also /cosxdz = sinx.
3) Ist 

f(z) = arctgx,
so wird

/‘^^ —1 ’ also /dr, = arc tg z •
1 + x- .1 - x-

Aus der vorstehenden Erklärung folgt, dass Integration und 
Differentiation entgegengesetzte Operationen sind^ die sich gegen
seitig auf heben. Setzt man nämlich aus Gleichung (2.), den 
Werth von f‘ff)dx in die Gleichung (3.) ein, so erhält man 

(4.) Jaf(e) =f(e); 
und wenn man beide Seiten der Gleichung (3.) differentiirt, 

(5.) dff‘ff)dx = dfff) = f‘ff)dx.
Darin liegt ein Mittel, um das durch die Integration sich 

ergebende Resultat zu prüfen. Differentiirt man nämlich dieses 
Resultat, so muss man den Ausdruck erhalten, der unter dem 
Integralzeichen steht.

Weil f‘{x}dx nicht nur das Differential von fff), sondern 
auch das Differential von fff) + C ist, wo C eine beliebige 
Constante bedeutet, so wird ganz allgemein 

(6.) Jf'^x =f(x) + C.
Das Integral von f‘ff)dx hat daher unendlich viele Werthe. 

Dabei nennt man die Grösse C die „Integrations- Constante“.
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Dies ist aber die einzige Willkür, welche bei der Bestimmung 
des Integrals auftritt, denn es gelten die folgenden Sätze:

Satz 1. Ist die Ableitung einer Function Ff für alle 
Werthe von x zwischen a und b gleich 0, so ist der Werth von 
Ff in diesem Intervalle constant.

Beweis. Nach dem Taylor’schen Lehrsätze (D.-R.*), Formel 
Nr. 49a der Tabelle) ist
(7.) Ff + K) = Ff) + hF^a + en),
wo ® zwischen 0 und 1 liegt. Nach Voraussetzung ist F‘(F) 
für alle Werthe von x zwischen a und b gleich 0, folglich wird

F‘f + ©l) = 0,
so lange a + h = a in dem angegebenen Intervalle bleibt. Da 
nun h eine endliche Grösse ist, so wird 
(8.) F{a + h) = Ff), oder Ff) = Ff), 
d. h. Ff behält den Constanten Werth Ff.

Hieraus folgt

Satz 2. Haben die beiden Functionen ff) und gf) in dem 
betrachteten Intervalle dieselbe Ableitung, so unterscheiden sie 
sich von einander nur durch eine Constante.

Beweis. Setzt man 
(9.) Ff^gf-ff,
so ist die Ableitung von Ff) in dem Intervalle beständig gleich 
Null, also ist Ff) nach Satz 1 eine Constante C. Dies giebt 
(10.) gf) —ff + C.

Satz 3. Sind die beiden Functionen ff und gf Inte
grale derselben Function (pf, so können sie sich nur durch eine 
Constante von einander unterscheiden.

Beweis. Nach der Erklärung des Integrals muss 
(11.) f‘f = ff und auch g‘f = ff 
sein, d. h. es muss

*) Die Citate, welche sich auf die achte Auflage der Differential- 
rechnung beziehen, sollen durch die vorgesetzten Buchstaben: „D.-R." 
hervorgehoben werden.

1*



4 § 1. Begriff und geometrische Deutung des Integrals.

(12.) f\x} = g\x)
sein, folglich ist nach dein vorigen Satze
(13.) g{x) =f{x) + C.

Satz 4. Zu jeder stetigen Function y = g(x), die sich durch 
eine Curve geometrisch dar stellen lässt, giebt es ein Integral, 
xcährend es nicht zu jeder stetigen Function eine Ableitung giebt.

Beweis. Es möge zunächst die Voraussetzung gemacht 
werden, dass die Curven, so weit ihr Bogen hier in Betracht 
kommt, oberhalb der X-Axe liegen. Ist AP ein solcher Curven - 
bogen (Fig. 1) mit der Gleichung
(14.) y = g(x) >

so ist der Flächeninhalt F der 
Figur A^APQ eine Function 
j\x) von x, denn er ändert sich 
zugleich mit x. Es ist also

(15.) F= AXAPQ = f(x),

und wenn man QQ1 mit dx, 
QrPr = g(x — Ax) mit gi be
zeichnet,

(16.) AVAP^ = f{x + dx^Fp AF, 
folglich wird
(17.) QPPQ = AF = Af(x) = f(x + Ax') —f(x) .

Legt man durch P die Gerade PR parallel zur X-Axe, so 
wird unter der Voraussetzung, dass die Curve von P bis P 
steigt,
(18.) QPRQ. = y .Ax c Afjc) = QPP Q, ;
und legt man durch P die Gerade PtS parallel zur X-Axe, 
so wird
(19.) QPPiQi = ^f{x) < QSPQ, = yi. Ax.

Dies giebt

oder, weil lim yi = y für lim Ax = 0 wird,
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(21.)
df(x) 

y = dx oder ^}—f‘{x).

Deshalb erhält man

(22.) F—ff^dx = Jcf{x)dx.

Dieselben Schlüsse gelten 
auch noch, wenn die Curve 
vom Punkte P bis zum Punkte 
P fällt (vergl. Fig. 2), nur 
erhalten dann die Ungleich
heitszeichen die entgegenge
setzte Richtung. Es wird näm
lich in diesem Falle

F= AfPQ fff), 
AiAPtQt = ff + Ax) = F + AF, 

QPPff =AF= Aff) =ff + Ax) —ff), 
QPBQi e Aff) a QSPff , 

oder
(23.) y . Ax = Aff) = yr . Ax,

also, da auch hier lim Yi = y wird für limdx = 0, 
(25.) y="), oder fx)^f‘f).

Das Resultat bleibt sogar 
auch dann noch richtig, wenn 
die Curve zwischen P und P\ 
abwechselnd steigt und fällt 
(Fig. 3). Man legt dann durch 
den höchsten Punkt H mit der 
Ordinate y‘ und durch den 
tiefsten Punkt T mit der Ordi
nate y“ Parallele GG1 und 
KKr zu der X-Axe. Dadurch 
erhält man die beiden Rechtecke 

Fig. 3.
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(26.) QGGiQx = y’.dz und QKK,Q, = y“ . Ax, 
und zwar wird
(27.) y‘ .42 QPPrQi = Gf^ a y“ . Ax, 
oder

also, da limy’ = limy" — y für lim Ax = 0, 
(29.) y="f), oder ^=f‘{x).

Man findet daher in allen Fällen

(30.) F= A.APG =/r(x)dx + C.

Bei dieser geometrischen Deutung des Integrals erkennt man 
auch, weshalb zu dem Integral noch eine willkürliche Integra
tions-Con staute hinzutreten muss. Die Anfangs-Ordinate AXA, 
durch welche die ebene Figur F auf der einen Seite begrenzt 
wird, ist noch beliebig. Einer Verschiebung dieser Anfangs-Ordi
nate entspricht eine Veränderung der Integrations-Constanten C.

§ 2.
Einführung der Integrationsgrenzen.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr.3 bis 6.)
Die unbestimmte Integrations - Constante wird gewöhnlich 

dadurch ermittelt, dass man den Werth von x aufsucht, für 
welchen das Integral in der vorgelegten Aufgabe verschwindet.

Ist a dieser besondere Werth von x, so nennt man a „die 
untere Grenze“ des Integrals und schreibt 

(1.) F=ff‘{x)dz=f(x) + C.
a

Da nach Voraussetzung das Integral für x = a verschwindet, 
so findet man hieraus 
(2.) 0 =f(a)+ C, oder C = —/(«),
also
(3.) F=ff‘{x)dz=f(x)-f^a).
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Dieses Verfahren kommt auch bei der geometrischen Deutung 
des Integrals in Betracht. In den Figuren 1, 2 und 3 z. B. 
verschwindet der Flächeninhalt der ebenen Figur A|A PQ, wenn 
die Ordinate QP mit der Anfangs-Ordinate A|A zusammenfällt, 
wenn also

x == a = OA1.

In vielen Fällen braucht man den Werth von F nur für 
einen bestimmten Werth von x, z. B. für z = b; man nennt 
dann b „die obere Grenze“ und schreibt

(4.) F= %(e)dz — f(6)—f(a).

F heisst in diesem Falle ein „bestimmtes IntegraF^ während 
man f(x) das „unbestimmte Integral“ von f\x)dx nennt.

Um anzudeuten, in welcher Weise das bestimmte Integral 
aus dem unbestimmten hergeleitet wird, schreibt man

6 b
(5.) F=ff‘^^ = [/(«)] =f(b) ~~f^Y

Satz 1. Das bestimmte Integral kann betrachtet werden als 
Summe von unendlich vielen^ unendlich kleinen Grössen.

Beweis.
(Fig. 4) war 

(6.)

Der Flächeninhalt der ebenen Figur AyABBt

r=)‘()dz = f(6) f(a), 

a

wenn diese Figur durch die Curve
y =f\x)

begrenzt wird. Andererseits 
kann man aber auch den Flächen
inhalt dieser Figur dadurch be
rechnen, dass man sie durch 
Parallele zur Y-Axe in n Streifen 
zerlegt, die alle verschwindend 
klein werden, wenn n in’s Un
begrenzte wächst. Ist nun 
QPPiQi einer der Streifen, und zieht man durch P eine Parallele
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PR zur X-Axe, so wird dieser Streifen zerlegt in ein Rechteck 
QPRQi mit dem Flächeninhalte y. Ax und in das Dreieck 
PRPi, wobei mit Ax die Breite des Streifens bezeichnet ist. 
Die Summe der Rechtecke QPRQi ist daher

x=b—Ax c=b—Ax x=b—Jx 

(7.) F‘ = 2 y./Ix = X g(x).Ax = Xf‘(x).Ax.

Wächst n in’s Unbegrenzte, so wird Ax verschwindend 
klein, und man erhält 
(8.) lim P = lim E f‘(x) . dz = F, 
weil die Dreiecke PRPX verschwindend kleine Grössen höherer 
Ordnung werden, die neben den verschwindend kleinen Grössen 
erster Ordnung vernachlässigt werden dürfen.

Von der Richtigkeit dieses Resultates kann man sich auch 
auf folgende Weise überzeugen.

Der Flächeninhalt des Dreiecks PRPX (Fig. 4) ist kleiner 
als der Flächeninhalt eines Rechtecks mit der Grundlinie PR = dx 
und der Höhe RPt = hx, also

A PRPi < hx . Ax.

Dieselbe Ungleichung gilt für die sämmtlichen Dreiecke, 
welche in Figur 4 von den Streifen abgeschnitten sind. Be
zeichnet man also die Summe dieser Dreiecke mit ZPRP und 
die grösste unter den Höhen hx mit h: so wird

£ PRPr <£h. dz <IE /ix, 
oder, da ZAx, d. h. die Summe aller Grundlinien gleich AYBX 
ist,

Z PRP, <h.AB,= h(b — a).

Nach Voraussetzung ist die Function f\P) für die betrach
teten Werthe von x stetig, deshalb werden die Grössen hx. 
also auch h mit Ax zugleich verschwindend klein, folglich auch 
^PRPt.

In Figur 4 steigt die Curve von A bis B. Das Rechteck 
QPRQi ist deshalb um das Dreieck PRPi kleiner als der 
Streifen QPPQ. Dasselbe gilt für alle anderen Streifen, in
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welche die Figur zerlegt ist. Fällt dagegen die Curve von A 
bis B (vergl. Fig. 5), so sind die Rechtecke um die kleinen

Dreiecke grösser als die Streifen der Figur. Es können auch 
(wie in Figur 6) die Rechtecke theilweise grösser und theilweise 
kleiner als die Streifen sein. Die in Gleichung (8.) ausgesprochene 
Schlussfolgerung bleibt aber auch dann noch richtig, weil die 
Summe der vernachlässigten oder hinzugefügten Dreiecke zu
gleich mit Ax verschwindend klein wird.

Statt limS schreibt man S und fügt die Grenzen der 
Summation, nämlich a und lim (b — Ax) = b unten und oben 
dem Summenzeichen S, aus welchem das Zeichen / entstanden 

-ist, hinzu. Dadurch erhält die Gleichung (8.) die Form
b 0

(8 a.) F — fydx =ff‘(x)dx =f(b) —f(a),
a a 

welche mit Gleichung (6.) übereinstimmt.

Bisher war die Voraussetzung festgehalten worden, dass 
der betrachtete Curvenbogen oberhalb der X-Axe liegt, d. h. es 
sollte y = q(a)2 0 sein für alle in Betracht kommenden Werthe 
von x. Die vorstehenden Schlüsse gelten aber in gleicher Weise 
auch dann noch, wenn der Bogen AB unterhalb der X - Axe 
liegt, wenn also y = y(x) £0 ist für die betrachteten Werthe 
von x. In diesem Falle hat aber selbstverständlich

y(x) . Ax = f^x). Ax und deshalb auch S j\x). Ax 
einen negativen Werth.
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Es ist auch nicht nothwendig, dass b>a ist; setzt man 
nämlich für Ax negative Werthe ein, so muss b<a werden.

Bemerkung.*)

*) Der Anfänger darf diese Bemerkung, wenn ihr Inhalt für ihn 
schwer verständlich sein sollte, übergehen.

Die vorstehenden Untersuchungen gingen von der Voraussetzung 
aus, dass die Function f(x), deren Ableitung f‘(x) = (x) gegeben ist, 
existirt, oder dass sich wenigstens die stetige Function y = @(x) durch 
eine Curve geometrisch darstellen lässt. Man kann aber die Unter
suchung auch unabhängig von der geometrischen Darstellung durchführen.

Um zu beweisen, dass es immer eine eindeutige, stetige Function 
f(x) giebt, deren Ableitung f(x) einer gegebenen stetigen Function q(x) 
gleich ist, wobei f^ noch für a = a einen beliebigen Werth f(a) an
nehmen darf, beachte man die nach dem Taylor’schen Satze für jede 
stetige Function geltende Gleichung (D.-R., Formel Nr. 49 a der Tabelle) 
(9.) Kr + 1) -» = 1 • f( + en).

Da nun in dem vorliegenden Falle f\x) = qp(x) sein soll, so würde 
die Gleichung (9.), nachdem man die Existenz der Function f(x) nach
gewiesen hat, übergehen in
(9a.) f(r + h) —f{x} = h • «p(x + &h\

Theilt man das Intervall von a bis b in n gleiche oder ungleiche 
Theile und nennt die Theilwerthe

a, 21, K2,... xn—i, b,
so würde man aus Gleichung (9a.) das folgende System von Gleichungen 
erhalten

(10.)

f(xi) — /H = («i — ^ia + @,(21 — a)] ,
f(x2) —f^ = (x2 — zi)q[Ei + @2(22 — x)] ,

< f(x3) — /W = (x3 — x^'P^ — @3(x3 — x2)] ,

f(b) —f{xn—\) = (b — Xn— 1)4[xn—1 — &n (b — xn- 1)].
Dem entsprechend möge jetzt die Grösse f(b) durch die Gleichung 

(11.) f(b) —f{a) = (x, — a)(p [a + @1(21 — a)] -f- (x2 — J1)«P[a1 + @2(22 — £,)] 
+ (23 — «2)«[a2 + @3(x3 — T2)] 4-----
+ (b — Xn—1)9[An—1 — &n(b — Xn— 1)], 

oder
a=n

(11a.) f(b) — f(a) = 2 (Xa — Xa—l)cp[xa—l + 0a (xa — Xa- 1)]
«=1

erklärt werden, wobei xo = a, xn — b sein möge, und wobei die Grössen 
015 02,... 0n sämmtlich zwischen 0 und — 1 liegen, im Uebrigen aber 
noch unbestimmt sind.
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Bezeichnet man jetzt mit Ga den grössten und mit Ka den kleinsten 
Werth, welchen q(x) erhält, wenn x das Intervall von xa—i bis xa 
durchläuft, so ist
(12.) Ka =q[xa—1 -- Oa (Xa — Ta- 1)] = Ga.

Da nun aber qp(x) nach Voraussetzung eine stetige Function ist, 
so wird 
(13.) Ga — Ka = da
beliebig klein, wenn man nur n hinreichend gross macht. Wählt man 
unter den Differenzen 01, 02, . .. On die grösste aus und bezeichnet sie mit 
0, so wird

(xa — Xa- 1) (Ga — Ka) = (^Xa — Xa— 1)3 , 
oder
(14.) (Xa — Xa—1) Ga = {Xa —■ Xa—i) (^Ka — 0)
und

a=n a=n
(15.) 2, (xa — Xa—1) Ga = X (Xa — Xa — 1) Ka +(b — a)d.

&=1 &=1

Deshalb wird mit Rücksicht auf Gleichung (11a.) und Unglei
chung (12.)

a—n a=n
(16.) X (xa — Xa—1) Ka A f(b) — f^a) $X(xa — Xa—1) Ga , 

&=1 a—l
oder, wenn man der Kürze wegen X (xa — xa-1)K« mit S bezeichnet 
und die Ungleichung (15.) beachtet,
(17.) S^f^b) -f^a) ^S^(b- ay.

Da aber b — a eine endliche Grösse ist', und 3 beliebig klein wird 
für hinreichend grosse Werthe von n, so nähert sich /(&) — /(«) dem 
Grenzwerthe

a=n
lim S = lim 2 (xa — Ca—1) Ka.

a—l
Diese Summe hat auch, weil q(x) in dem Intervall von a bis b stetig 
ist, einen endlichen Werth. Bezeichnet man nämlich mit G die grösste 
unter den Grössen G\, G^, • • • Gn und mit K die kleinste unter den 
Grössen K, K^ ... Kn, so wird

X. (xa — Xa—1) Ka > 2 (xa — Xa— 1) K = (b —a) K,
2 {Xa — Xa-1) Ga < S (xa — Xa-1) G — {b — a) G.

Die Ungleichung (16.) wird also noch verstärkt, indem man schreibt 
(18.) (b - a) K <f^-f(a)< (b -a)G.

Da (b — a) K und (b — a) G endliche Grössen sind, so ist auch 
f(b) — f(a) eine endliche Grösse.

In gleicher Weise wie die Ungleichungen (16.) und (17.) kann man 
auch die Ungleichungen •
(19.) 2 (Ta — Ta-1) Ka = X (Xa — Xa—1)4(xa- 1) = X (xa — Xa—1) Ga 
und
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(20.) SEX (xa — xa-1)P(xa-1) = S + (b — a)o 
ableiten und daraus schliessen, dass

a=n
(21.) f(b)—f(a) = lim 2(xe—xc- 1)4(xe- 1)

&=1
ist. Vertauscht man noch der Kürze wegen xa mit x und die verschwin
dend kleine Differenz xa— Ta-1 mit dx^ bezeichnet man ferner die Summe 
von unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen nicht mehr mit lim E 
sondern mit /, so geht die Gleichung (21.) über in

(22.)
&

f(b) —f(a) =/ fP^dx,

wobei die beiden Grenzen a und b bei dem Summenzeichen / angeben, 
dass x alle Werthe von a bis b durchlaufen soll.

Bisher war b unveränderlich gedacht, man darf aber für b auch 
die Veränderliche x setzen und erhält dadurch

x

(23.) f(x) — f (a) =/p (x}dx.
a

Um nun noch zu zeigen, dass die Ableitung von f{x) mit q(x) 
übereinstimmt, beachte man Gleichung (11a.), nach welcher man

a=n

(24.) f^Xn) —f(a) = > (xa — Xa—1)q[xa— 1 + @a(xa — xa-1)] 
&=1

erhält. Ebenso ist
a=n— 1

(25.) f(xn-1) — f{a) = ^{xa — Ta—1) [xa—1 + &a(^a — Xa-1)] ,
a=i

folglich wird
(26.) f^n) — f^Xn—l) = (xn — En—1)[an— 1 + Qn^n — Xn— 1)] , 
oder
(27.) en)--- fe-1) = «p[a_ 1 + ®n(xn — xu—1)]

xn-— Xn—1
und für liman = limn—1 = x
(28.) f\x} = «p(x).

Aus den Gleichungen
b aff\x}dx =f(b) —f{a) und /f‘(x)dx =f^ —f{b) 

a
folgt

b a
(29.) ff\x)dx = —ff‘(x)dx,

a b
oder in Worten:
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Satz 2. Man darf die obere und die untere Grenze eines 
bestimmten Integrals mit einander vertauschen, wenn man gleich
zeitig das Vorzeichen des Integrals umkehrt.

Hierbei ist in dem einen Integral die untere Grenze grösser 
als die obere und in Folge dessen dx negativ.

Aus den Gleichungen

ff‘f)dx =f^ —ff) und ff‘f)dx =ff) —ff) 
a C

folgt
b c b 

(30.) ff\x)dx =fff)dx +ff‘f)dx,
a a c 

oder in Worten:

Satz 3. Man kann ein bestimmtes Integral in zwei andere 
zerlegen, indem man zurischen den Grenzen a und b eine belie
bige Grösse c einschaltet und das erste Integral zwischen den 
Grenzen a und c, das zweite Integral zwischen den Grenzen c 
und b berechnet.

Am anschaulichsten wird der Sinn des Satzes durch die 
geometrische Deutung des bestimmten Integrals. Ist nämlich

y = (f(x) =f‘(x)
die Gleichung einer Curve, so wird 

b 6
F=fydx =J'f‘f)dx 

a a
der Flächeninhalt der ebenen 
Figur AXABBV. Liegt nun 
c zwischen a und b, so wird 
die Figur durch die Gerade 
Cff welche im Abstande c 
parallel zur Y-Axe gezogen 
ist (vergl. Fig. 7), in zwei 
Theile zerlegt, nämlich in

C

AiACCx —ff‘{x)dx

Fig. 7.

b 

und CfBBY — ffdx)dx.
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Der Satz bleibt aber auch

AXABB. = A.ACCx—B,

dann noch richtig, wenn c nicht 
zwischen a und b liegt. Es 
sei zunächst (vergl. Fig. 8) 
a < b < c, so ist unter Bei
behaltung der bisherigen Be
zeichnungen

Ai A CCi —ff‘(x)dx, 
a 

BiBCCi =ff\x}dx, 
b 

also 
c C 

CC, =ff‘(x)dx —Jf‘(x)dx, 
a b 

oder nach Satz 2
b

AiABBi =ff \x)dx
a

AiABBi = CiCBBi — CrC

oder mit Rücksicht auf Satz 2

■ff^x^dx +ff(x)dx. 
a c

Ist endlich (vergl. Fig. 9) 
c < a < b, so ist unter Bei
behaltung der bisherigen Be
zeichnungen

CiCBBi =/f‘(x)dz,

a
CiCAAi —ff‘(x)dx, 

b a
1 =ff\^ —f‘(x)dx ,

b c b 
ffX^dx = ff \x)dx -^ ff \x)dx. 
a a c

Der Satz lässt sich noch in der Weise verallgemeinern, dass 
man zwischen den Grenzen a und b nicht eine, sondern beliebig 
viele Grenzen einschaltet. Dadurch erhält man z. B.
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b c d e b 

(31.) ff\x)dx —Jfix^dx +Jf\x)dx +/f‘(x)dx -^ff^dx, 
a a c d e 

wobei c, d und e ganz beliebige Zahlen sind.
Voraussetzung ist dabei, dass die einzelnen bestimmten 

Integrale, welche in Gleichung (31.) auftreten, eindeutig und 
endlich sind.

Bei der geometrischen Deutung des bestimmten Integrals 
war bisher vorausgesetzt worden, dass der Bogen AB der Curve, 
welche der Gleichung y = f\x) entspricht, entweder seiner 
ganzen Länge nach Fig. 10.

oberhalb, oder seiner 
ganzen Länge nach 
unterhalb der X-Axe 
liegt. Jetzt kann 
man aber die geo
metrische Deutung 
auch auf den Fall 
übertragen, wo der 
Bogen AB theilweise über, theilweise unter der X-Axe liegt. 
Schneidet der Bogen die X-Axe z. B. in den Punkten C und I) 
(Fig. 10), und setzt man

0A{ = a, 00 = c, OB = d, 0Bt = b, 

so wird

(32.) Jf‘^dx =/f\x)dx A.ff‘^)dx -Yff^x^dx, 
a a c d 

wobei für die einzelnen Integrale auf der rechten Seite dieser 
Gleichung die frühere Voraussetzung gilt, so dass man für das 
erste und dritte Integral einen positiven Werth, für das zweite 
Integral dagegen einen negativen Werth erhält.

So lange in dem unbestimmten Integral 

ff\x)dx =f{x) + C 

die Integrations-Constante einen beliebigen Werth hat, nennt 
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man das Integral ein .^allgemeines lntegralu. Wenn dagegen der 
Werth der Integrations- Constanten bestimmt ist, so heisst das 
Integral ein ..particuläres Integral''1,.

§ 3.
Einige Hülfssätze für die Ausführung der Integration.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 7 und 8.)
Satz 1. Ist die Differential- Function unter dem Integral

zeichen mit einem constanten Factor multiplicirt, so darf man 
diesen constanten Factor vor das Integralzeichen setzen^ d. 11. 
es ist

jAf\x)dx = Aff\x)dx.

Beweis. Es ist
(1.) Af‘(ff)dx = d[Af(x) + C], 
hieraus folgt 
(2.) jAf\x)dx = Afff) + C.

Ferner ist 
(3.) Jf‘(x)dx =f(F) + C‘, 
also 
(4.) Aff\x}dx = Afff) + A . C‘ .

Da nun die Werthe der Integrations - Constanten ganz 
beliebig sind, so darf man A. C‘ = C setzen und erhält dem
nach aus den Gleichungen (2.) und (4.) 

(5.) jAf ‘(x) dx = A ff‘{x)dx.

Satz 2. Das Integral einer Stimme von Differenttal- 
Functionen ist gleich der Summe der Integrale dieser einzelnen 
Differential - Functionen; es ist also

J/[f‘(x)dx + f^dx\ =Jf\x)dx +fg‘(ff)dx.

Beweis. Weil
(6.) f‘(ff)dx + g‘{x)dx = dffff) + g(f) + C], 
so ist 
(7.) /Lf‘(z)dz + 9‘(f)dx\ =f(f) + g(x) + C.



§ 4. Unmittelbare Integration. 17

Ferner ist

(8.)

(9.)

ff\x}dx =f(x) + C , 

fg^^dx = g{x} + C2.

Durch Addition der Gleichungen (8.) und (9.) erhält man 
(10.) Jf\x)dx + fg\x)dx =f{x) + g(x) + 0+C.

Die Integrations-Constanten C, Ci, C2 haben auch hier ganz 
beliebige Werthe, so dass man Ct + C = C setzen darf. Man 
erhält demnach aus den Gleichungen (7.) und (10.) 
(11.) JLf‘(e)dx + g\x)dx\ =f[f,(x) + g\x)]dx

—Jf‘^W +/g‘(x)dz.
Dieser Satz lässt sich unmittelbar erweitern auf Summen von 
beliebig vielen Gliedern, so dass man erhält 

(12.) /[/'H + g‘(^) + A‘(x) 4 ]dx

=Jfl{x)dx + fgl{x}dx +fh‘{x)dx + • • •; 

sodann lässt er sich auch übertragen auf das Integral einer 
Differenz, so dass man erhält 

(13.) flf1^} — g\x)\dx —ff‘{x)dx —fg\x)dx.

§ 4.
Unmittelbare Integration einiger Functionen.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 9—18.)
Aus der Erklärung des Integrals, nämlich aus der Formel

(1.) J*o)dr==f() + C 
ergiebt sich ganz von selbst, wie man eine grosse Anzahl von 
Differential-Functionen integriren kann. Denn, nimmt man die 
Function f(x) beliebig an und bildet f\x\ so erhält man durch 
Einsetzen in Gleichung (1.) sofort ff^x^dx.

Indem man für f(x} besonders oft vorkommende Functionen 
einsetzt, findet man ohne Weiteres die folgenden Formeln:

Kiepert, Integral-Rechnung. 2
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Hierbei darf m jeden beliebigen positiven oder negativen, 
ganzzahligen oder gebrochenen Werth haben. Eine scheinbare 
Ausnahme bildet nur der Werth m = — 1, von welchem nach
her noch ausführlich die Rede sein wird.

Besonders hervorgehoben sei noch der Fall m = 0, nämlich 

(2 a.) fdx = x + C, 
ein Resultat, das sich auch aus Formel Nr. 1 der Tabelle 
ergiebt.

Mit Hülfe von Gleichung (2.) ist jetzt die Integration jeder 
ganzen rationalen Function ausführbar, denn nach den Sätzen 
des vorhergehenden Paragraphen wird

f'axn + axn-1 + a^x^2 + • • • + an^x + ajdx

= afxndx + a, [xn^Ydx + a^fxn~2dx + + an^fxdx + anfdx 

yn+1 gn yn—1 x2 
= a   — — a, L a2   — • • • — an—\ — — anx — C. n—1 n n —1 2 

(3.) faxdx =—+ C. 

(3a.) Jedx =e+C. 

dx , I

Diese Formel bildet die scheinbare Ausnahme von Gleichung 
(2.), aus der man für n = — 1

(dx x-1+1 .
x-^dx = —= —— + C, 

oder
(6.) /*=l+c=c+C

J x 0
erhält. Das Integral selbst braucht deshalb aber nicht unend
lich gross zu werden, weil man die Integrations-Constante gleich 
— oo setzen kann. Dadurch bringt man das Integral auf die 
unbestimmte Form c — c , zu deren Ermittelung man in 
Gleichung (2.)
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(7.)
_1

m — 1 + C‘

setzen kann. Dadurch erhält man
• ~m—1 — 1 
xmdx = ;—  \- C‘ . m — 1

Für lim m = — 1 wird
. V amn+1 — 1 o (9.) hm —— = - , 

m 10 

und wenn man Zähler und Nenner einzeln nach m differentiirt 
(vergl. D.-R. § 58), 
_ T zm+1 — 1 T am+1lx (10.) hm ——- = hm   = 1 x, m 1 1 
also in Uebereinstimmung mit Gleichung (4.) 
(11.) /=l+c. 

(12.) /eosadr = sinz + C. 

(13.) Jsinzdz = — cosz + C. 

(14.) /de = tgz + C. 
vJ cOS’a • 
(15.) /d,= —ctga + C. 

7 j sin2a ° 

— — = arcsinx — C = — arccos a — C‘.
V1—x2

Cx
= arctgx + C = — arcctgx + C‘ .

Eserscheintauffallend, dass man für/-—- zwei Werthe, 
J V1—x2 

nämlich
arcsinx + C und — arccosx + C‘

findet. Die Dichtigkeit beider Resultate kann man zunächst 
durch Differentiation prüfen, wobei sich

2*
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und

d(arcsina + C) = dx 
71=2

d{— arccos x + C‘) =
dx

ergiebt. Nach Satz 3 in § 1 können 
sich daher die Functionen arcsina 
und —arccos x nur durch eine Con- 
staute von einander unterscheiden. 
In der That, ist in einem Kreise mit 
dem Halbmesser 1
(18.) 0F = ED — x
(vergl. Fig. 11), so wird

(19.) CD = arcsinx, DA = arccos x^
also

(20.) 
oder 

(21.)

arcsinx + arccos® = CD + DA = —,

arcsina = — — arccos x.
2

Dies kann man auch unabhängig von der Figur zeigen, 
indem man 
(22.) arcsina; = t, also x = sint
setzt; dann wird

(23.) a = cos( — t), oder arccos« — ——t.

folglich ist 

(24.) t = arcsinx = o — arccos«.

Ebenso findet man

(25.) arctga = —— arc ctgx , 
2

wodurch man erkennt, dass Gleichung (17.) richtig ist.
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Uebungs-Aufgaben.
Aufgabe 1. Man soll x^dx integriren.

Auflösung. Setzt man in Formel Nr. 9 der Tabelle m = 3, 
so folgt ohne Weiteres

Aufgabe 2.

Auflösung.

/** =3+1+=+C

Man soll lxzdx integriren.

Nach Formel Nr. 7 und 9 der Tabelle erhält man

I 7x3 dx = 7 / x3 dx = 7 — + C.
) / 4

Aufgabe 3.

Auflösung.

Man soll Vx dx integriren.

Es ist 
3/— 1

hieraus ergiebt sich, dass

1
3dz—C

4

3
oder

Aufgabe 4. Man soll folgende Differential - Functionen 
integriren.

dx 3/——9 y x° dx x6 ‘
4da

3/— “V X

Auflösung. Es wird
T [dx ( 2—3+1
1. 1=1 x~Adx = ---- ——/ x3 / —3 +

x—2

II,
C 5
x3dx =

3+1 xA

— 2
8

.3

+C=-l.

3+1 3
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Aufgabe 5. Man soll die Differential-Function 
/ 11 5,(2-— 7 y x----— ——— Cx

integriren.

Auflösung. Nach Formel Nr. 8 der Tabelle ergiebt sich

Wenn man die Integrationen, welche auf der rechten Seite 
dieser Gleichung angedeutet sind, nach Formel Nr. 9 der Tabelle 
ausführt und dabei die vier auftretenden Integrations-Constanten 
in eine einzige Constante zusammenfasst, so findet man
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Aufgabe 6. Man soll den Ausdruck

berechnen.

/(I-7Va+44—s)d:

Auflösung, Man erhält zunächst

J-1y+1»—3)4
(9 4 ( 4 ( 

= 4 JxSde — 7 / x5 dx + 7 / 24 dx — 3/ a-2 dx

_ 1 a3±1 7X5 , 4 z± 4 a-2±1
- 4 3 + 1 ~ }+1 T 7 4+1 ~ 3 —2+1 T '

Dies giebt
(x3 „ 5)— 4 4 \ , 24 5 5— 4,4JG-7yr + 7 " *3)dr =162 Y4" + 35* + a + C

Aufgabe 7. Man soll den Ausdruck
J/(asinx + b cosx + ce^dx

berechnen.
Auflösung. Durch Anwendung der Formeln Nr. 11, 13 und

14 der Tabelle erhält man 
/(asinx + b cosx + cex}dx = — a cosx + b sin x + cex + C.

Aufgabe 8. Man soll den Ausdruck
(7 , dx dx \ 

maxdx — % — p—— ) J x 1 cosW
berechnen.
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Auflösung. Durch Anwendung der Formeln Nr. 11, 12 und 
15 der Tabelle erhält man

maxdx — n-— p—— )= M-—— nix — ptox — O. J \----------------x cos2^/ 1 a
Aufgabe 9. Man soll den Ausdruck 

( dx dx dx \ 
J1+x2 + " sin’x VI—g) 

berechnen.
Auflösung. Durch Anwendung der Formeln Nr. 16, 17 und 

18 der Tabelle erhält man 

/ de , + + _*)= arctgz — actgx + arcsinz + C
J/1+a2 sin2x V1—x2/

= — arcctgx — actgx — arc cosx + Ch

§ 6-
Integration durch Substitution.

(Vergl die Formel-Tabelle Nr. 19.)
Im Allgemeinen wird bei Anwendung der Formel

(1.) Jf'Wx =f() +0

nicht f(x), sondern f\x} = g(x) gegeben sein. Dann wird man 
fix) meistens nicht unmittelbar bestimmen können. Dagegen 
kommt man häufig dadurch zum Ziele, dass man statt der Ver
änderlichen x eine andere Grösse t als Integrations-Veränder
liche einführt, indem man 
(2.) x = v(t), also dx = ^(^dt 
setzt. Dadurch geht die gesuchte Function f(x) über in 
(3.) f() =f[v(]= F(t),
d. h. in eine Function von einer Function, für welche nach 
D.-R., Formel Nr. 35 der Tabelle
(4) dEE r) =4E)=4) d=f).w, 

oder
(5.) dF(t} = F^t^dt = f‘[v(t)] . ip'^dt = gp[v()] • ip\t)dt 
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ist. Deshalb findet man die gesuchte Function F^t) aus der 
Gleichung

(6.) F(t) =fF\t)dt =/[+()] . ^(^dt —fy{^dx.

In vielen Fällen wird man die Function v(t) passend so 
wählen können, dass sich die Function F(t) leichter ermitteln 
lässt als die Function f(x). Drückt man dann in dem ge
fundenen Resultate die Grösse t, der Gleichung (2.) entsprechend, 
durch x aus, so ist die Integration vollzogen.

Dieses Verfahren, welches man ^Integration durch Sub
stitution^ nennt, wird am besten durch Beispiele erläutert.

§ 7.
Beispiele für die Substitutions-Methode.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 20 bis 58.)

Aufgabe 1.

Auflösung. Setzt man
(1.) x — a = t, also x — t— a, dx — dt, 
so wird nach Formel Nr. 12 der Tabelle
(2.) /dr= /"=l = U« + «)•*)

*) Die Integrations - Constante möge hier und bei den folgenden 
Aufgaben der Kürze wegen fortgelassen werden.

J x — a j t
In ähnlicher Weise findet man 

(3.) /dr_lz—a).
j x — a

Aufgabe 2. /cos(x + a^dx = ?
Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei Aufgabe 1 

findet man nach Formel Nr. 13 der Tabelle

(4.) /cos(x + a}dx = sin (x + a).
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Aufgabe 3. /sin (a + bx)dx = ?

Auflösung. Setzt man

(5.) a — bx = t, also x = —-— , dx = —9 
b b

so erhält man nach Formel Nr. 14 der Tabelle 
(6.) Jsin^a+bx^dx =}/sintdt=—} cost =- } cos(a + bx).

Aufgabe 4. /—,------— = ? • J cOS(4 — 3x) 
Auflösung. Indem man 

(7.) 4 — 32 = t, also — 3 dx = dt
setzt, erhält man nach Formel Nr. 15 der Tabelle 

cos®(4 — 8x) * /cosaa‘Ef=s t604—8r).
Aufgabe 5. I^(^dx = ?

Auflösung. Indem man
(9.) x = 2t, also dx — 2 dl
setzt, erhält man

In ähnlicher Weise gelangt man zu den folgenden Resul
taten :
(11.) /et+bzdx = L rea+lx . ^a + bx) = L e+Ur .

(14.)
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/ ( da 1/ d(a — bx) 1 , , ,.(15.) /------ ------------ = — /---- —------ = — arctg(a + bx). ‘------J1+(a + bx)1 bj 1 + (a 4- bx)1 b 
(16.) /a + bx^dx =l/a + bx)^d[a + bx) = (—t,—— •

(17.) / (a + bx^dx = l/a + bxY d{a + bx) = bydt 62"
1 _ 4 

— _ = - (a + bx) 7 d(a + bx) = 
V(a+bx)4 bJ 

7V(a+ b^)3
3b

Aufgabe 6. Ja+x=

Auflösung. Setzt man 

(19.) x = at, also dx = adt, t == ,

so erhält man nach Formel Nr. 18 der Tabelle

i' dx _  / adt _ 1 ( dt
• Ja?+x2 J d1-\-d2t2 a/1 + 12

1 , , 1 , (x - arctgt = arctgC a \a

Aufgabe 7. f de - = ?
J V a2 — x2

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher
gehenden Aufgabe findet man

C dt
V1—t = arcsint = arcsin

Aufgabe 8. / dx^ _ ?
jyd1-^^

Auflösung. Hier wird man aus Gründen, die später dar
gelegt werden sollen, setzen 
(22.) t = x +Va2 + 22, also dt — (\. +  ) dx,

\ Va2+22/ 
oder 

x +Va2 + x1 7 tdx dt — —  — dx — -  - ■;
yd1 + x1 Va2 + x2
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daraus folgt

(23.)

Durch Vertauschung von + a2 mit —a2 erhält man aus 
Gleichung (23.)

(24.) (d—=l(x+12—a).

Aufgabe 9. /,=?

Auflösung. Setzt man
(25.) a2 + x2 = t, also 2xdx = dt,
so findet man

(26.)
C xdx i nt i 1, ,\
a+2 =2) 1=2l=2ld2+4).

Durch Vertauschung von + a2 mit — a2 erhält man aus 
Gleichung (26.)

(27.) Azdz,=312—0).
J x- — a2 2

Aufgabe 10. Ardz=p 
J y a2 —x2

Auflösung. Setzt man 

(28.) Va2 —x2 = t, also a2 — x2 = ", 
so wird 

— xdx = tdt, 
und

- xdx (— tdt ,------ - —== = / — —dt = — t = ~ Va2 — x2.
ya2—x2 J t J

Aufgabe 11. . Aadr = ?
JYa2+a2

Auflösung. Setzt man 
(30.) Va2+x‘=t, also a2 + x2 = t2, 
so wird 
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xdx = tdt
und 
. \ ( xdx ftdt ( , , —-—5 (31.) ----- ^= = dt = t = + Va2 + x2.

JVa2+x2 Jt J
Durch Vertauschung von + a2 mit — a2 findet man aus

Gleichung (31.)

(32.) xdx a~.

Die in den Gleichungen (29.), (31.) und (32.) enthaltenen 
Resultate hätte man auch leicht durch unmittelbare Integration 
finden können, wenn man von den Formeln Nr. 30 bis 32 der 
Tabelle für die Differential-Rechnung ausgegangen wäre.

Aufgabe 12.
dx

xVa2—x2
?

Auflösung. Setzt man 

(33.) x = — 9 also dx = — 9 7 t t-

Va2.—-x? =a2 — " = — V t2 —-1, t — — y t2 t X 
dann wird

7' dx ( —- adt .t .t   1 / dt
aVa2—-x2 J t2 . a . aVt2 — 1 aJ V t2 — 1

dies giebt nach Gleichung (24.)

(34. —=L(+YP=1)=11(1+Vaz).
J aV cd — x2 a \ / a \ x •
. ( dx -Aufgabe 13. /—. — = ?

Jx2\a2—x2
Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher

gehenden Aufgabe findet man
. C dx ( — adt .t2 .t 1 ( tdt(35.) /----=-------------------------------------------, / —_____ ’

Jx2\d2~x2 Jt2.a2.aV t2—1 aJyt2—Y
also nach Gleichung (32.)

(36.) Ad =1 yP— 1 = - V—2 •
J x2Va2--- X2 a a x
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Aufgabe 14.
dx 9

Auflösung. Setzt man wieder

(37.)
a -

T=: also
7 adt 
dx^—^,

(Ve+1, a t === ,SC
so wird

( dx — adt .t.t 1( dt
t2 . a . d^t^ + 1

dies giebt nach Gleichung (23.)

(38.) [ = - 11 (t +y
JxVa2+x2 a \ x

Aufgabe 15.
dx
72 _ ,2

Auflösung. Durch dieselbe Substitution 
gehenden Aufgabe findet man

wie bei der vorher-

dx — adt ,t2.t
Oo.) I / - - — -- — I--------------------7----------j x2Va2+x2 Jt2. a2. aVt2+ 1

also nach Gleichung (31.)

1 ( tdt 
a2J yt^+1 ‘

(40.)
dx

Aufgabe 16.

-1Vt+1=-
(dx_ 2

12 + X2 
a2x

Auflösung. Setzt
j xy xl—a 

man wieder

(41.)
a -

x = + ‘ also , adtdx —-----, 2

a2 — a2 9
#2 a ={V1—2, a

t = —, x
so wird

( dx " — adt .t.t
t2 . a . a\ 1 — t2

1 dt
a/V1—t‘x
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dies giebt nach Gleichung (21.) oder nach Formel Nr. 17 der 
Tabelle

(42.)

Aufgabe 17.

1 . , 1 . (a  arc sin t = arc sin ( - a a X 

( dr 
22722 — a:

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher
gehenden Aufgabe findet man 

C dx / — adt .^ .t 1/ tdt 
a?22 — a? Jt.a2.aV1 — 12 ^JVl—42

also nach Gleichung (29.)

Aufgabe 18. I— = ?

Auflösung. Setzt man 
dx

(45.) t=lz, also dt =—? 

so erhält man 
(dx Cdt . . (46.) Jz=J7=l=1ds) 

Aufgabe 19. ((87—7)dr, = ? a J4x2—7x+11

Auflösung. Setzt man 
(47.) 4x2 -— ix + 11 = t, also (8x :— l)dx = dt^ 
so erhält man

(48.) /(8E 7 Tin =/"=l= 1(422 — 7z + 11). J4x2 — 7^4-11 J t
. ((1223 + 1522 —4% + 8)dz ,Aufgabe 20. / —----»------ - , —-------- -  = ?

J 3x4 + 5x3 — 2x2 — 8x —- 7
Auflösung. Setzt man 

(49.) 3x4 + 523 -— 2x2 + 8x — 7 = t,
also
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(1223 + 1522 — 4x + 8)dx = dt, 
so erhält man
,((12x3 + 1522 — 4% + 8)dx _ fdt_
' 00) 3.4 + 523 — 22? + 82—7 “t—1

= 1(324 + 523 — 2x2 + 8z— 7).

Die in den letzten Aufgaben angewendete Methode bestand 
darin, dass man das Integral auf die Form /7 brachte. Dieses 

Verfahren ist immer anwendbar, wenn unter dem Integralzeichen 
ein Bruch steht, dessen Zähler das Differential des Nenners ist. 
Setzt man nämlich 
(51.) f(x) = t, also f‘(x)dx = dt,
so erhält man

und damit den

Satz. Steht unter dem Integralzeichen ein Bruch, dessen 
Zähler das Differential des Nenners ist, so ist das Integral 
gleich dem natürlichen Logarithmus des Nenners.

Bei den Anwendungen dieses Satzes wird man allerdings 
häufig mit der Function unter dem Integralzeichen erst eine 
Umformung vornehmen müssen, um sie auf die beschriebene 
Form zu bringen, wie man aus den hier folgenden Aufgaben 
ersehen kann.

Aufgabe 21. J^xdx = ?
sin x

Auflösung. Bekanntlich ist tg x =----- , so dass man erhält

7 (—^\.xdx
(53.) i^xdx = — /------------- •

J - j COSa
Jetzt steht unter dem Integralzeichen ein Bruch, dessen 

Zähler das Differential des Nenners ist, folglich ist das Integral 
der natürliche Logarithmus des Nenners, und man erhält

(54.) f^xdx = —• 1(cosx) .
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In ähnlicher Weise findet man

(55.)
cOSzdx ... .
—. = 1 (sinx). sinx•

Aufgabe 22.
" dx
sin x cosx

— ?

Auflösung. Dividirt man Zähler und Nenner des Bruches 
unter dem Integralzeichen durch cos?x, so erhält man

(56.)
folglich wird

(57.) dx
sinx cosx

= l(tgx) = — l(ctgx).

Aufgabe 23. Adr = ?
. sinx

Auflösung. Diese Aufgabe lässt sich leicht auf die vorher
gehende zurückführen, indem man 
(58.) x — 2t 
setzt und die bekannte Formel 

sinx = sin(2t) = 2 sin t cos t 
beachtet. Dadurch erhält man

(59.) I-— = ----- ------ = l(tgt) = 1 tg( -) = —1 ctg( -) • 
J sinx J sint cost 0 L2/ L -2/

dx -
—- = ?COSx

Auflösung. Diese Aufgabe wird auf die vorhergehende 
zurückgeführt, indem man

TT(60.) x = o — t, also cos« = sint, dx = — dt 

setzt; dann erhält man

Kiepert, Integral-Rechnung. 3
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Aufgabe 25.
1 + er

1 + xe—z dz = ?

Auflösung. Multiplicirt man Zähler und Nenner des Bruches 
unter dem Integralzeichen mit e®, so wird der Zähler, nämlich 
(e" + 1)dx, das Differential des Nenners e® — x, folglich wird 
das Integral gleich dem Logarithmus des Nenners; d. h. es wird

(62.)
1 — e x ((e — 1)dx 

------------ dx — [—--------- -—1 + xene j es + x = l(es + x).

Aufgabe 26. /(sin’x — 3 sin3x + 4 sin?x+11 sinx)cosadr =?

Auflösung. Setzt man 
(63.) sin x = t, also cosa dx = dt, 
so erhält man

(64.) /(sin’x— 3 sinx + 4 sinx + 11 sinx)cosa dx = 

f^ — 363 + 40? + nt)dt = 1 4—34+44+ 114 =
1. 3 . 4., I 11 • 9- sin5« -— — sm4« + - sin’x + — sin’x.5 " 4 3 2

Man erkennt sofort, dass diese Substitution immer eine Ver
einfachung herbeiführt, wenn unter dem Integralzeichen eine 
Function von sin« steht, welche mit cos«^« multiplicirt ist; 
denn man erhält dann

(65.) Jf (sin «) cos « dx =ff(fdt.

.(cosxdx 9Aufgabe 27. / —.,— = ?J sin3«
Auflösung. Indem man die soeben angegebene Substitution 

benutzt, findet man

(66.) (cosxda
J sin3«

1
2 sin2«J 1 J

Steht unter dem Integralzeichen eine Function von cos«, 
multiplicirt mit sinx dx, so wird man durch die Substitution
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(67.) COSx = t^ also — sinx dx = di 
eine Vereinfachung herbeiführen; denn es wird 

(68.) Jf^Q^x). sinxdx = —Jf{t)dt.

Hieraus ergiebt sich ohne Weiteres die Lösung der beiden 
folgenden Aufgaben.

Aufgabe 28. /(cos’x — 2cosex + 3cosx — 4)sinz dz =
12 3

— - cOS+x + — cOS’x— — COS2x — 4COSx.
4 3 2

Aufgabe 29.
sina dx _ 1

cos* = T 3 cos3=

Häufig wird man die Function unter dem Integralzeichen 
erst umformen müssen, ehe man die in den Gleichungen (65.) 
und (68.) angedeuteten Substitutionen anwenden kann. Wie 
dies geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 30. /cosx dx = ?

Auflösung. Durch Anwendung der bekannten Formel 
(69.) cos’x = 1 — sin2«
erhält man

(70.) fzo^xdx =f(1 -— sin2x) coszdx =/(1 —• sin’x) d(sinx)

1 — t-^dt = t — 1 63 = sin x — sinz . 
3 3 

Aufgabe 31. J/sinöx dx = ? 

Auflösung. Durch Anwendung der bekannten Formel 
(71.) sin’x = 1 — cos’x 
erhält man

(72.)/sin‘xdx —f(^ — cos‘x)2 . sinxdr = —f^~ cos?x)2d (cosx)

—30+5*5)-/( — 2 e + t^dt = —

3*
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Aufgabe 32. /cosen+xdx = ?

Auflösung. In gleicher Weise wie bei Aufgabe 30 findet 
man hier

(73.) /cos?n+Ha dz =.Jl^ — sin?x)". cosx dr =/(1 —sin?x)n . d(sin x).

Durch den Factor d(sin x) soll angedeutet werden, dass 
sinx zur neuen Integrations -Veränderlichen gewählt wird. Da
durch erhält man

(1^ fz^^xdx =/(1 — t^dt

±(1)("-2 * t"dt

_ /n\t _/n\t /nXt1
- 1/32/5 3/71

(n\ 12n-1 — t?n+1
=1/2n—1 “2n+1

Aufgabe 33. /sin?n+Hadz= ?

Auflösung. In gleicher Weise wie bei Aufgabe 31 findet 
man hier

(75.) /sin?n+x dx =/(1 — cos’x)". sinxdx = — /(1—cos‘x)".d(cosz).

Auch hier soll durch den Factor d(cosx) angedeutet werden, 
dass cos x zur neuen Integrations-Veränderlichen gewählt wird. 
Dadurch erhält man 

(76.) /sin?"+xdx = —/(1 —- t^dt, 

also, abgesehen vom Vorzeichen und von der Bedeutung der 
Veränderlichen t, dasselbe Integral wie bei der vorhergehenden 
Aufgabe.

Aufgabe 34. /sin”x cos?n+xdx = ?

Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei Aufgabe 32 findet 
man hier

(77.) /sin"x cos2n+x dx =/sin"x(1 — sin2«)” . d(sin x),
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wo durch den Factor d(sinx) angedeutet werden soll, dass sinx 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird. Hierdurch erhält 
man z. B.

(78.)
(cosa dx

J sin’x
_ ((1 — t^dt

=J #4
= /(— •— t-P)dt

t.3 1 1
3 T f = 3 sin3= sinz

Aufgabe 35. /cosmesin2n+adx = ?

Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei Aufgabe 33 findet 
man hier

(79.) /cos"xsin2n+edr = —/cos"x(1 — cos?x)"d(cosx), 

wo durch den Factor d(cosx) angedeutet werden soll, dass cos« 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird. Hierdurch erhält 
man z. B.

(80.) f cos?x sinxdx = — /t2(1 — t^dt = —/(t2 — t^dt

t3 t5 cosx cos5«

(tg3x — 8tg2x + 5tgx — 7) —— = ? 
COS“^

Auflösung. Setzt man

(81.) tg =t, also —-^-—dt.’ cOS'a
so erhält man

(82.) l^x — 8tg2x + 5 tgz — 7) —27 = /(^ — 8 12 + 51 — l)dt

44 843 562 tg4x 8tg3x 5tg2z 
=48*2"54--------- 8 12—7t^-

Dieselbe Substitution kann man immer anwenden, wenn 
unter dem Integralzeichen eine Function von tgx, multiplicirt 

Cx 
mit —-, steht, d. h. es wird ganz allgemein COS J 
(83.) If^g^ ds, = ff^') • d (tgz) , 
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wo durch den Factor d^gx} angedeutet werden soll, dass tgx 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird.

(ctg’x — 3 ctg2x + 5) — = ? 
sm2 2

Auflösung. Setzt man

(84.) ctgz=t, also-----  
sin’x*

so erhält man
(85.)/(ctg* — 3 ctg’z + 5) sfh%, = —je —3+ 5)di

45 303 . ctgsz .
= — -4",-----^t =------- •- — ctga—5ctgx.

Dieselbe Substitution kann man immer anwenden, wenn 
unter dem Integralzeichen eine Function von ctgx, multiplicirt 

mit ——, steht, d. h. es wird ganz allgemein 
sin2x 7 P °

(86.)

wo durch den Factor d^gx) angedeutet werden soll, das ^gx 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird.

Häufig wird man erst eine Umformung vornehmen müssen, 
ehe man auf die in den Aufgaben 36 und 37 vorausgesetzte 
Form der Differential-Functionen geführt wird. Wie dies 
geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 38. /(tg3x — 7 tg?x + 2tgr + 9)dz = ?
Auflösung. Damit die Function unter dem Integralzeichen 

dx 
eine Function von tgx, multiplicirt mit — 2, ‘ wird, muss man 

sie durch coS2x dividiren und deshalb auch mit

Oe.) UUN • —------- 5—;—:.9— — -—;—, 9cOS’x + sin’x 1 + tg’x 
multipliciren. [Dadurch erhält man mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (81.)
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(88.) /(tg’z — 7tgez + 2tgz + ^)dx

_ tg3x — 7tg2x + 2tgx + 9 dx 
J tg2x + 1 cos2x
(3—712 - 2t + 9 , 

= /----------------ö. 
J------- 12 + 1

Nun ist, wie man durch Division findet, 
(89.) t — 71 + 2t + 9 = (t? + 1) (t— 7) + t + 16, 
folglich wird mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 9, 24 und 18 
der Tabelle

3-72+2t 9, ( ^1±lCtdt , — ( dt (90.) J +1 d =J—7d+/+1 + 16/1+7

= • — 7 t — 41(t2 + 1) + 16arctg/,

oder, wenn man beachtet, dass

(91.) t = tgx, 1+t = —z* arctgt 
cOS’a

ist,
(92.) f(tg3x —. 7 tg2x + 2tg x + ^)dx = t87% — 7 tg x—l(cosa) +16 x.

Dieses Verfahren führt zu der allgemeinen Formel

(93.) Jstgz) .dx=J &"#F1 • d (tgz).

Aufgabe 39. J^gnx . dx =?

Auflösung. Nach Gleichung (93.) erhält man, indem man 
tgx zur Integrations-Veränderlichen macht und mit t bezeichnet,

(94.)
/ tgnx

/tgex + 1 ( tndt• d(tge) = J2+1 ’

Bei der weiteren Behandlung des Integrals muss man zwei 
Fälle unterscheiden, jenachdem n gerade oder ungerade ist.
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I. Fall, n = 2m.

(95.) /tg?mx . dz = t2n—2 — 62n- 4 + ___  , , •

1 + ^.
_ tg2n-‘x tg2m~sx

2m—1 2m — 3 
Es ist z. B.

(96.) tg6x dx tg5a tg3x — tga —• x.5 3

II. Fall, n = 2m + 1.
- (+2m+1tg2m+ix . da = I---- - dt

t — 1
Im—i t

_ tg2mx tg2m~2X
2m 2m — 2 

wobei man noch

t8%= 41(1+tgex).

11(1 + tg2x) = }1

setzen darf. Es ist z. B.

(98.) . - tg^X tg’x , tg2x . .x . dx =76-------4—- 19—- l(cos«).

Aufgabe 40. /(ctgiz + 3ctg?x — l^dx = ?

Auflösung. Damit die Function unter dem Integralzeichen
Cx

eine Function von ctgx, multiplicirt mit -9.9 wird, muss man
Sill J

sie durch sinx dividiren und deshalb auch mit

(99.) sin2x = sin2x
sin2x — cos2x 1 + ctg^x

1

multipliciren. Dadurch erhält man mit Rücksicht auf die
Gleichungen (84.)
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/ r^ — 342 _ 7
(100.) (ctg’x + 3ctg2x— 7)dx = —/-— ----- dt

=-/+2-14r)"=-

oder, da ctgx = t und arcctgt = x ist,

t3 \
- + 21 + 9 arc ctg t),
0 /

— 7)dx = ctg3x - 2ctgx — 9x.3

Dieses Verfahren führt zu der allgemeinen Formel

(102.) fetgz) . dx = —/ 4SRF1 • d^gx}.

Aufgabe 41. Joignx .dx = ?

Auflösung. Nach Gleichung (102.) erhält man, indem man 
ctgx zur Integrations -Veränderlichen macht und mit t bezeichnet,

(103.)
tndt

Die weitere Behandlung dieser Aufgabe ergiebt sich sodann 
aus Aufgabe 39.

Aufgabe 42.
C dx 9 
cos’x — '

Auflösung. Bekanntlich ist

(104.)

folglich

—1 — 1 + tg22 
cOS2a °

wird

und dz = d(tgz), 
cOS2x > •

_1
cos2.

dx
COS’x

, | tg3x = tgx + - •

Dasselbe Verfahren führt zu der allgemeinen Formel

(106.)

wo durch den Factor d^gx) angedeutet werden soll, dass tgx 
zur Integrations -Veränderlichen gewählt wird.
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Aufgabe 43. de = ?J sm6«

Auflösung. Bekanntlich ist

(107.) . , = 1 — ctg2x und — = — d(ctgx), sin’x ° sin2« 997 
folglich wird

(108.) -=(—). = — /(I +ctg2«Mctg«) 
7 J sinex J\Sin2x/ sm2« J 9999 

2 ctg3« ctg5« = ctga 9 P •
Dasselbe Verfahren führt zu der allgemeinen Formel

(109.) sinam, = —/1 + ctgsa)nn’d(ctge).

wo durch den Factor d(ctgx) angedeutet werden soll, dass ctg« 
zur Integrations-Veränderlichen gewählt wird.

In ähnlicher Weise bildet man die folgenden Formeln, 
welche zur Vereinfachung der Integrale von transcendenten 
Functionen dienen.

(110.) /f(a-) . aed: — 1 JF(a“) • d(as) ,

(111.) Jf(e) . edz =/f(e) • d(e) ,

(112.) Jux).’=/fr).dz),
( dx C \(113.) If^YCs'mx) • — . = //(arcsin«). d(arcsina),

J V1—«2 J

(114) //(arccos«) • E— = —//(arccos«). d(arccosa), 
J V1 — «2 j

(115.) /f(arctgz) • 144 = Z/(arctg«). d(arctgz).

(116.) Jf(arcctgz) • 144 = —/f(arectgz) • d(arcctgz).
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Hierbei soll durch die Factoren d(ax), d^^ d(la), 
d(arcsinx), d(arccosx), d(arctgx), d(arcctgx) angedeutet 
werden, dass bezw. die Grössen ar, e®. Ix, arcsinx, arc cosx, 
arctgx, arcctgx zu Integration -Veränderlichen gewählt werden.

Zur Einübung dieser Formeln mögen die folgenden Auf
gaben gelöst werden.

Aufgabe 44. f{cdx + Zat — 7)dz = ?

Auflösung. Bezeichnet man a‘ mit t, so wird

(117.) J(a2 + Zar — l}dx —J{ax + 3 — 7 a—%) . axdx

1 / 1 /12 \= — (t +3 -7 t-)dt =(, + 3t—71t)

= 1(1 a2x + 3 ax — 7 zla) • 
la2 /

COS (1 x) . dx „

Auflösung. Bezeichnet man lx mit t, so wird
(cos (1 x) • dx ( , . .(118.) /-----  e-------= po^tdt = sint = sin(le).

arcsinx. da ,•----- —— = ?
V1—22

Auflösung. Bezeichnet man arc sinx mit t, so wird
arcsin x. dx t2 i----  —- = ttdt = - = - arc sin2x.V1 — 2 J 2 2

Aufgabe 47. /--------- —---- ----- = ?
j (1 + x2) arctgx

Auflösung. Bezeichnet man arctgx mit t, so wird 

(120.) / ,----=/=lt =l(arctga).
J (1 — xf)arctgx j t 7

Steht unter dem Integralzeichen irgend eine rationale Func
tion von sin x, cosx, tgx, ctgx, so kann man diese transcendenten 
Functionen durch die Substitution



44 § 7. Beispiele für die Substitutions-Methode.

(121.) , (x)\ tg()=t

fortschaffen, so dass man unter dem Integralzeichen nur noch 
eine rationale Function von t behält. Es folgt nämlich aus 
Gleichung (121.)

oder, wenn man Zähler und Nenner dieser Brüche durch 
/A \

cos2( — ) dividirt,

222tg
(122.) sin x =

2t
1+ t^

1—tg®(3) (123.) cosz =  A = .15 , 
1 + ^2© 

. + 2t , 1 — 62(124.) t82 = 1442’ ctg: =2t"
Aus Gleichung (121.) findet man sodann noch 

2 dt 
(125.) a = 2arctgt, also dz = 9 

und erhält dadurch die Formel 

(126.) J/f(sinx, cosx, tgx, ctgx)dz =

2t 1 —Z2 2t 1—2\ 2dt 
1+1 ’ 1 + 1 ’ 1—12 ’ 2t. /1+1

Mit Hülfe dieser Formel kann man z. B. die folgende Auf
gabe lösen:
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also

Aufgabe 48.
"(1 + sinx) dx 
sinx (1 + cosx)

Auflösung. Nach Gleichung (126.) wird
. + sin x) d. 
x(1 + cos

2t \ 2dt 2t
T 1 + 12) 1+12'1 + 12

(1 + t + 2t)dt _ 1 r

1 — t2
1 + 42

(1 — sin x) da  1
.sina(1 + COSx) 2(5+2+1

Bei der Integration durch Substitution ist die neue Inte- 
grations-Veränderliche t im Allgemeinen so zu wählen, dass jedem 
Werthe von x innerhalb der Integrationsgrenzen nur ein Werth 
von t zugeordnet ist, und umgekehrt darf jedem Werthe von t 
innerhalb der Integrationsgrenzen nur ein Werth von x ent
sprechen. Wenn diese Regel nicht beachtet wird, so können 
leicht Fehler entstehen. In einem späteren Abschnitte soll dieser 
Fall noch besonders untersucht werden.

§ 8.
Integration durch Zerlegung.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 59 bis 66.)
In vielen Fällen kann man die Differential-Function F(x)dx 

unter dem Integralzeichen in zwei oder mehrere Summanden 
zerlegen, die dann einzeln sehr leicht integrirt werden können. 
Wie dies geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

" dx . 
—------. == ? x- — a2

Auflösung. Bringt man die beiden Brüche —1— und 
x — a

------- -— auf gleichen Nenner, so erhält man T — a
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= ) [l(x — a) — 1(x + a)] = 1 x — a
x — a.

Aufgabe 2. d = ?
J x2 + 10x + 16

Auflösung. Diese Aufgabe kann man auf die vorhergehende 
zurückführen. Ergänzt man nämlich die beiden ersten Glieder 
des Nenners zu einem vollständigen Quadrate, indem man 25 
addirt und dann wieder subtrahirt, so erhält man
(3.) 22+102+16 =(x2+ 10x+25) + (16—25) = (x+ 5)2—9.

Setzt man jetzt noch 
(4.) x + 5 = t, also dx = dt, 
so wird

/ dx _  / dx d dt 
(5.) Ja + 10x + 16 7 (x + 5)2 — 9 J 2— 32 ’

oder nach Gleichung (2.), wenn man x mit t und a mit 3 ver
tauscht, 
z[ dx _l /t — 3) 41/ x +2\ .

J x2 + 10x + 16 6 + 3/ 6 \x + 8/

Aufgabe 3. /->——> = ? 
" Jx2 — 6x + 13

Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden 
Aufgabe wird man hier den Nenner auf die Form 
(7.) 22 + Qx + 13 = (x2 + 6x + 9) + (13 — 9) = (x + 3)2 + 4 
bringen und 
(8.) x + 3 = t, also dx = dt 
setzen; dadurch erhält man

( dx / dx _  / dt 
( • Jx2 + 6x + 13 =J^ + 3)2 + 4 “J+22 '

Wollte man jetzt die Integration nach der in Aufgabe 1 
gefundenen Formel ausführen, so müsste man
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a2 = — 4 , also ci = 2V— 1 = 2 i 
setzen, so dass man für das Resultat eine complexe Form er
halten würde. Dies kann man vermeiden, indem man Formel 
Nr. 21 der Tabelle, nämlich

( dt 1 /t\Je+a=aarct(a)
für a = 2 an wendet. Dadurch findet man 
( dz 1 /t\ 1 /x+3\ (10.) J2+6+13 - 2 arct6(2) = 2art6(72,) •

Aufgabe 4. ,------—-— = ?• J x2 + ^bx + c
Auflösung. Wie man schon aus den beiden vorhergehenden 

Aufgaben erkennt, muss man bei dieser Aufgabe drei Fälle 
unterscheiden, jenachdem 62 — c positiv, negativ oder gleich 
Null ist.

I. Fall. b2~c>Q.
Setzt man in diesem Falle der Kürze wegen 

(11.) 62—c = + a, also V62—c=*a, 
so wird a eine reelle Grösse, und man erhält 
(12.) a? + 2bx +c=(x+ 2bx + 62) + (c — b^ 

= (x + b)2 — cd.
Dies giebt, wenn man x + b mit t bezeichnet, nach Auf

gabe 1

ydx C dt 1 rt—@)
x2 + 262 + c J t2— a2 2a \t+a)’

oder
( dx _  1 1/x + b — V62 — c\

Jx+2bx + c - 2762— c +6+ V62—c)

Man erkennt ohne Weiteres den Zusammenhang dieses Ver
fahrens mit der Auflösung der quadratischen Gleichungen. Um 
nämlich die quadratische Gleichung

x2 + 2bx + c = 0 
aufzulösen, bringt man die Gleichung auf die Form 

x2 + 2bx -\- b2 = b2 — c
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und zieht dann auf beiden Seiten dieser letzten Gleichung die 
Quadratwurzel aus. Dadurch erhält man

a + b = ± V62 — c, 
oder 
(14.) 21 = — b + yb2 — c, 22 = — b — yb2 — c, 

1>/21+2, = — 2b , 21.22= c , Ei — 22 = 2 yb- — c , 
‘ • | x2 + 2bx + c = x2 — (x, + x2)x + 21 22 = (x—21) (x—22) , 
wo 21 und 22 die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 
sind. Setzt man diese Werthe in die Gleichung (13.) ein, so 
nimmt dieselbe die Form an 

(132.) £—dr—.=1 1(:—z).
. (x --- Zi)(x ---x^) X1---  T2 X --- C2/

Von der Richtigkeit dieses Resultates kann man sich in 
folgender Weise überzeugen. Es ist

1 1 _ C1 — T2 
x   21 X __ T2 (x   21) (x   T2) 

oder 
 1 _ _ 1 / 1 1) 
(x — 21) (x — x2) 21 — 22 \x— 21 x — 22/ 

also wird in Uebereinstimmung mit Gleichung (13 a.) 
( dx 1 ( 1 1,  —_____   =  / . \dx 

j [x  T1) (x__T2) Xi   T2, X T1 X «2/ 

= _ 1_  l(z  2)   l(x 22)] = 1 1(% 2) 
31 — 22 T1 —-X2 x — x^/

II. Fall. 62— c<0.
Setzt man in diesem Falle der Kürze wegen 

(16.) b2 — c = — a2, oder yc — 62 = a, 
so wird a eine reelle Grösse, und man erhält 

x2 + 2bx + c = (22 + 2bx + 62) + (c — b2) = (x + b}2 + a2.
Dies giebt, wenn man wieder x — b mit t bezeichnet, 
/ dx   ( dx   ( dt  1 ( t \ 

J x2 + 2bx + c j(z +b)2 + d2 Jt+a a ar 8\a)’ 

also 
dx 1/ x — b \ 

23 + 2bx + c - Vo—6 arc 8(7.±g)
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Es ist noch hervorzuheben, dass die Gleichungen (13.) und 
(17.) richtig bleiben, gleichviel ob 62 — c positiv oder negativ 
ist, die rechte Seite von Gleichung (13.) erhält aber eine com- 
plexe Form, wenn 62 — c < 0 ist, und auf der rechten Seite von 
Gleichung (17.) wird die Grösse Vc—62 imaginär, wenn 
62 — c>0 ist. Der Zusammenhang beider Gleichungen ergiebt 
sich aus D.-R., Formel Nr. 182 der Tabelle, nämlich aus 
(18.) 1 (1±5) = 2iarctg«.

Setzt man nämlich 
x @ == » a

so folgt aus Gleichung (18.)

1 (A4) — 1— 1) = 2iarctg (a) •
Dies giebt, wenn man beide Seiten der Gleichung durch 2 ai 

dividirt und beachtet, dass nach D.-R., Formel Nr. 181 der 
Tabelle 1(—1) den Werth (2h + 1)ni hat, 

(19. 1(2—a)=larctg(£)+(24 ±1)r, 2 a? \a — aij a \a/ 2a 

wobei h noch eine beliebige, positive oder negative ganze 
Zahl ist.

Vertauscht man also in der Formel 
( dx   1 1(% — @)

J x2— a2 2a \x + a/ 
die Grösse a mit ai, so erhält man 

(20.) A4a=larctg (5)+21±1).

Setzt man noch

a = Ve — b2, also ai = iV c — b2 ~ ^b2 — c 
und vertauscht x mit x + b , so geht Gleichung (19.) über in 

Kiepert, Integral-Rechnung. 4 
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. 1 , /x — b — Vb^ — c\ (21.) - 1(— — ) 
2V62—c z+b+ V62 — c/ 

- 1arctg(" + 6.) + (2/+1)r 
yc — \yc — b^ 2Vc — 62 

die beiden Werthe, welche man in den Gleichungen (13.) und 

(17.) für _ dr—•— gefunden hat, unterscheiden sich also 
J x1 — 2bx -C 
,(2h + 1)7 von einander nur durch die Constante -—— — • 

2Vc — 62

Hl. Fall. b^ — c^o^ oder c = 62.

Hier wird, wenn man wieder x + b mit t bezeichnet, 
( dx / dx ( dx dlt___ i'19 1 
Ix2 + 2bz +c Jx2 + 2bx + 62 (x+b)2 Jt J "‘ t‘ 
oder 

. C dx _ 1 
(22.) J x2 + 2bx + 62 x + b 

Beispiele. 

I Fall L dx _(%-3). J (x +3)(x+4) z + 4/ ’ 

( da 1 /x + 2\ Fall. J73+4r+20 = 4 arcts ( 4) 
III. Fall. / ,3 + SF+16 =-,44
Aufgabe 5.

l'(Px + CP)dx 
a? + 2bx + c

Auflösung. Wäre bei dem Bruche unter dem Integralzeichen 
der Zähler dem Differential des Nenners proportional, so könnte 
die Integration nach Formel Nr. 34 der Tabelle ausgeführt 
werden, nämlich nach der Formel

= ![/«]•
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In dem vorliegenden Falle ist
f\x) = 2 x + 2 b ,

deshalb nimmt man mit dem gesuchten Integrale die folgende 
Umformung vor. Es ist

Pz + Q = ^px + Pb) + (Q — Pb) =I^(:2x + 26) + {Q — Pb\ 

folglich wird
C(Px + Q)dx f^P(2x + 20) + (Q — Pb) 
/ , 7  — / .    ,   Cx . 2" — 202 — c J x- — 262 — C 

— P ((2x + 2b)dz ,q _ pF / dx 
2/22+ 2bx + c Jxl + 2bx + c ‘ 

also
(23.)/E72935 = 7 1(2*+-26z+c)+(Q-P) /49—. ■

Das Integral, welches auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stehen geblieben ist, findet man nach Aufgabe 4. So ist z. B. 
für 62 — c > 0

((Px + Q}dx 
x2 — 2bx + c
P99 ।i Q— Pb ^x + b—Vb2— c = — IG2 + 2bx — c)   1  
2 2V 62   C +b+V62   C 

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (14.) und (15.) 
L {Px + Q)dx 

J (x — 21) (x — T2) 
, 2Q + P(x, + x2)/x—x,\ =2llf—")Er—")] + 2(0,—*) 10—z)

Aus den bekannten Formeln
1 [(x ---Xi) (x --- T2)] = l(x ----X1) + l(x ----T2) , 

1 -----—) = IG — Xi) — IG — 22) 
\x — T2/ 

ergiebt sich daher 
/ (Px + Q)dx _ (P 2Q + P(xi + x)\   

J (x — xi) (x — 22) 2 2(^1 — «2) / " " 1 

+-( P---- 2Q + P(n + 22)) y 4 
oder------------------------------1\2 2(2, — 22) )" 42‘

4*
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(24.)
• (Px + Q}dx
(x -— 21) (x — 22)

,—14 [(Pn + Q) 1 (r — z) — {P^i + Q)l(r — x)] .

Die Richtigkeit dieses Resultates kann man in folgender 
Weise bestätigen. Es ist
025 ) Pr, + ___ __ + Q _ (Pr + Q) (z, — z2) , 

0 x — 21 X---22 (x --- -21) (x —-22)

woraus sich durch Integration Gleichung (24.) unmittelbar ergiebt.

Beispiele.
j ((2x + 43)dx

• J22 + x — 12
((2x + 1)dx 
2? + z—12

= l(=2+=—12) + 61(3 3) 
\X — 4/

= 7l(x — 3) — 5l(x + 4).
Dasselbe Resultat findet man aus Gleichung (24.), denn es 

ist in diesem Falle
21=3, T, = — 4, Z1 — 22 = 7, 

P=2, Q= 43, P^ + Q = 49, Px, + Q = 35.
(2x — ^}dx _ /(2x — 4)dx r
22.— 4x + 20 J22 —- 4z + 20 J (x

dx
2)2 + 42

= 1(x2 — 4x + 20) + {-arctg

— ((4x—7)dx ((4x+12)—-19 , / dx / dx
/a2+6x+9 (x + 3)2 “x+3 V(x+3)2

1 9= 41(x + 3) + —7, 
x — 3

Die vorhergehenden Aufgaben behandeln nur die einfachsten 
Fälle der Zerlegung in Partialbrüche. In einem späteren Ab
schnitte wird gezeigt werden, wie man jede gebrochene rationale 
Function durch Zerlegung in Partialbrüche integriren kann.
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da 
sin’x cosexAufgabe 6.

Auflösung. Mit Rücksicht auf die bekannte Formel
sin2x + cos2x — 1

erhält man
" dx
sin2« cos?x

sin2x + coS2x
sin’x cos’x

7 ( dx . (dxdX = /---- ;--- — I .
J COS’x ) Sin2;

folglich wird nach Formel Nr. 15 und 16 der Tabelle

(26.)
dx

sin?x cos?x tgx — ctgx = —
cos2x — sin2x 

sin x cos a
2 cos(2x) 
sin(2x) — 2ctg(2x).

Aufgabe 7.
dx

sin x COSZ
Auflösung. Dieses Integral ist bereits durch Formel Nr. 37 

der Tabelle berechnet. Damals wurde die Function unter dem 
Integralzeichen so umgeformt, dass der Zähler des Bruches das 
Differential des Nenners wurde. Man kann aber die Integration 
auch durch Zerlegung ausführen. Mit Rücksicht auf die Formeln 
Nr. 35 und 36 der Tabelle erhält man nämlich

( dx (cos2x + sm2« 7 (cos xdx—---------- = /—.-------------- dx — /—. 
sm« cos« J sm« cos« J sin«

= 1(sin x) — l(cos«) = l(tg«).

sin adx
COSx

Aufgabe 8.
/ dx

J asina + b COS« + c
Auflösung. Zunächst wird man hier die in Formel Nr. 58 

der Tabelle angegebene Substitution benutzen und

(28.)
^G) - t, also dx=120%

setzen, dann erhält man
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z x / dx _  ( 2 dt
j asinz + bcosz + c ~~J'2at + b(1 — 12) + c(1 + 22)

/ 2dt
j (c — b^t^ + 2 at + ^b + c)

oder, wenn man die Grössen bi und C1 durch die Gleichungen 
(30.) a = bi(c — b), b -{- c = ci(c — b)
erklärt,
(31 ) /_______ dz________ __  2 / dt .
' • J asinx + bcosa + c — c — bjt2+2brt-i-cr

Für b^ — C1>0 erhält man daher nach Aufgabe 4 (Formel
Nr. 60 der Tabelle)

_ dx 42 ____ 1 ^t^bj—Vb,2—ct\ 
"Jasinx+bcosz+c" c~ b ’ 276,2—c, V+6+ V6,2—c)

1 1/L(—b)+a — V d2 + b2 — 02)
Va? + b2 — c2 V(c — b)+a + y a2 + b2—c2)

und für bd — C1 <0 erhält man nach Aufgabe 4 (Formel Nr. 62 
der Tabelle)

§
Partielle Integration.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 67 bis 88a.)
Sind u und v zwei beliebige Functionen von x, welche eine 

Ableitung besitzen, so ist bekanntlich (vergl. D.-R., Formel 
Nr. 28 der Tabelle)
(1.) d(uv) = vdu — udv,
oder
(1 a.) udv = d(uv) — vdii,
oder, wenn man beide Seiten dieser Gleichung integrirt.
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(2.) fudo = uv —jvdu.

Mit Hülfe dieser Formel ist die Integration der Differential- 
Function udv zurückgeführt auf die Integration von vdu, wobei 
es durch passende Wahl der Factoren u und dv häufig erreicht 
werden kann, dass Jvdu leichter zu ermitteln ist als Judv.

Wie dieses Verfahren, welches man „partielle Integration^ 
nennt*),  angewendet wird, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

*) Die häufig gebrauchte Bezeichnung „theilweise Integration^ ist 
sprachlich nicht zulässig.

Aufgabe 1. J\x .dx — ?

Auflösung. Setzt man
(3.) u = lx, also dv = dx^
so wird

. dx(4.) du — - - 9 v — x.

folglich erhält man nach Gleichung (2.) 
\x . dx — x Ax — 2. — = x Ax 

oder

(5.)

Aufgabe 2.

Auflösung.
(6.) 
so wird

(7.)

/lx . dx = z(lx — 1).

JxmIx . dx = ?

Setzt man wieder
u = lx, also dv = xmdx^ 

, dx xm+1 du — — > v —  9 
x m — 1 

folglich erhält man nach Gleichung (2.)

(8.) C xm+1 1 /' xm\x . dx — ----- —lx — — lxmdx
m — 1 m — 1/

1
m + 1

xm+1 /------ -  Lam — 1
Für m = 0 geht diese Aufgabe in die vorhergehende über.
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Aufgabe 3.

Auflösung. Setzt man 
u — x, also dv = e’s . dx,

so wird

(10.) du — dx^ 

(11.) ( 7 2 'x . eme . dx = m 1 
72

, = 1 . emx 
m

emz -----1 emz . dx
M /

e"(ma — 1).

Aufgabe 4. Jx sinx . dx = ?

Auflösung. Setzt man
(12.) u = x, also do = sinx . dx, 
so wird 
(13.) du = dx v =—COSx,
(14.) /xsinx . dx = —xcosx +/cosx . dx

= —-x cosx + sinx.

Aufgabe 5. J/x2cosx .dx = ?

Auflösung. Setzt man 
(15.) u = x2, also do = cos x . dx, 
so wird 
(16.) du = 2xdx, v = sinx, 
(17.) Jx^^x . dx = x’sinx — 2/xsinx . dx, 

folglich erhält man mit Rücksicht auf Gleichung (14.)

(18.) J/x2cosx . dx = x’sinx + 2x cosx — 2 sinx .

Aufgabe 6. J/arc sinx . dx = ?

Auflösung. Setzt man
(19.) u— arc sinx, also do = dx,
so wird
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(20.) d= via O—T,

/ adx 
arcsinx .C — x arcsinx — /— » JV1— x2

folglich erhält man aus Formel Nr. 25 der Tabelle

(21.) /arcsinx . dx = x arcsinx + V1 — x2 .

Aufgabe 7. /arc tgx . dx = ?

Auflösung. Setzt man
(22.) u = arc tgx, also do = dx,
so wird

(23.) du = dx
1 + x^ ‘ 0 — X,

— , (° xdxaretgz . dx = xarctgE —/1 + 22 ‘ 

folglich erhält man nach Formel Nr. 24 der Tabelle

Jarctgx . dx = xarctgx — } 1 (1 + x2).(24.)

Aufgabe 8.

Auflösung.

(25.)
so wird

/(lx)m . dx = ?

Setzt man

u = (lx)m, also do = dx ,

(26.) r , dxdu = m (1a)m—1 • — 9 o — x, 
X

(27.) /(lx)m . dx = x(ix)m—m /(lxyn 1. dx.

Das gesuchte Integral ist durch diese Gleichung auf ein 
ähnliches zurückgeführt, das aus dem gesuchten hervorgeht, in
dem man m mit m — 1 vertauscht, und das deshalb einfacher 
ist. Durch wiederholte Anwendung der Gleichung (27.) findet 
man für jeden positiven ganzzahligen Werth von m das gesuchte 
Integral. Ist z. B. m = 4, so erhält man 
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(28.) /(la), dz = z(lx) —4 /lx) • dz , 

(29.) /(lx). dx = z(lz)3—-3/12)2.dz, 

(30.) /(1x)2 • dz = z(la)2 — 2/ix . dx, 

(31.) Jx. dx = xlx •—x.

Indem man Gleichung (29.) mit —4, Gleichung (30.) mit 
+ 4.3, Gleichung (31.) mit —4.3.2 multiplicirt und sodann 
die Gleichungen (28.) bis (31.) addirt, erhält man

(32.) /(L.) . dx = z[(l z)4 — 4 (la;)3
+ 4.3(lx)2 —4.3.2(12) + 4.3.2.1].

In ähnlicher Weise findet man

(33.) /lx)m. dx = x\(lx)m -—m(lz)n-1 + m[m — 1) (lx)m-2----- -
. . . — m(m — 1). . . 3.2.1 x — m!].

Aufgabe 9. Jer . x" . dx = ?

Auflösung. Setzt man
(34.) u = xm, also de = ex . dx, 
so wird 
(35.) du = mxm~i . dx, v = e%, 

(36.) /er .xmdx = xm . ex — m Jec . am-1 . dx.

Auch hier ist das gesuchte Integral auf ein einfacheres zu- 
rückgeführt, das aus dem gesuchten hervorgeht, indem man m 
mit m — 1 vertauscht. Deshalb findet man durch das gleiche 
Verfahren wie bei der vorhergehenden Aufgabe

(37.) Jer . xmdx = e"[x" —mam-1 + m(m — 1)2m-2 —- +
. . . — m(m — 1) . . . 3.2 . x — m!].

Aufgabe 10. /cos?x .dx = ?
Auflösung. Setzt man

(38.) u = cOSx, also dv = cosx. dx, 
so wird 
(39.) du = — sinx . dx, v = sinx, 
(40.) /cos?x . dx = cosxsinx +/sin?x dx.
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Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 
nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass 

sin2x = 1 — cos2x
ist, so geht die Gleichung (40.) über in

/cos?x . dx = cos^sin^ +/dx —-/cos?x . dx.

Dies giebt, wenn man das zweite Integral auf der rechten 
Seite dieser Gleichung auf die linke Seite bringt und die ganze 
Gleichung durch 2 dividirt,

cos2a . dx = - sina COSx + - •2 •

Aufgabe 11. /sin?x . dx = ?

Auflösung. Setzt man 
(42.) u = sinx, also dv = sinx . dx 
so wird 
(43.) du = cos« . dx, v = — cOSx, 

(44.) /sin?x . dx = — sinx cosx + /cosex . dx.

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 
nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass 

cos2x = 1 — sinx 
ist, so geht Gleichung (44.) über in

/sin2x . dx — — sinx cosx + fdx —/sinx . dx.

Dies giebt, wenn man das zweite Integral auf der rechten 
Seite dieser Gleichung auf die linke Seite bringt und die ganze 
Gleichung durch 2 dividirt,

sin2x . dx — — o sinx cos x + — •

Man erkennt ohne Weiteres den Zusammenhang zwischen 
den beiden letzten Aufgaben. Die Gleichungen (40.) und (44.) 
stimmen mit einander überein, und durch Addition der Glei
chungen (41.) und (45.) erhält man

(46.) /cos2«:. dx +/sin‘x . dx =/(cos%x + sin?x)dx = fdx = x.
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Die Aufgaben 10 und 11 lassen eine wichtige Verallge
meinerung zu, die in den beiden folgenden Aufgaben untersucht 
werden soll.

Aufgabe 12. J/cosmx .dx — ^

Auflösung. Setzt man
(47.) u = cos"-‘x, also dv = coSx . dx,
so wird
(48.) du = (m —-1) cos"- ^x sinxdx, v = sinx ,

(49.) fo^mx . dx = cos"-‘x sinx + (m — 1/cosm—2x sinxdx.

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 
nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass 
(50.) sin2x = 1 — cos?x, also cos"- 2x sin’x = cos"-2x — cosmx 
ist, so erhält man

(51.) J'co^mx . dx = cos"-x sinx + (m — 1)/cos"-2x . dx 

— (m — 1)/cosma . dx,

oder, wenn man das zweite Integral auf der rechten Seite dieser 
Gleichung, welches mit dem gesuchten Integral identisch ist, 
auf die linke Seite bringt und die ganze Gleichung durch m 
dividirt,

, 1 4 m ---  1 / cOSma . dx =- cosm—1a sinx 4 cOS™—2x . dx. M m )
Für m = 2 geht diese Gleichung in Gleichung (41.) über.
Das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (52.) 

geht aus dem gesuchten Integral hervor, indem man m mit 
m — 2 vertauscht, und wird daher einfacher, wenn m£2 ist. 
Es sei z. B. m=8, dann wird

(53.)

(54.)

(55.)

(56.)

cos8x . dx = 1 cos’z sinz + 

’cos6«. dx = 1 cos5«sin« + 

costz . dx = ~ cos3«sin« +

7 £ ,— /cose . dx,

- /cos4«. dx^ 
6.
3 /cos2«. dx.

2 2

4 /
, 1 • , x vos2« . dx = — cos«sin« +
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7
Indem man Gleichung (54.) mit - 9 Gleichung (55.) mit 

7 5 7 5 3 
g 6 ‘ Gleichung (56.) mit 8.604 multiplicirt und sodann die

Gleichungen (53.) bis (56.) addirt, erhält man

sinx '1 - , 7 _ , 7 . 5 ,
— cOS’x + -—- COS x + -—-—- cOS’x 
8 8.6 8.6.4

7.5.3
T 8 . 6 . 4. 2

In ähnlicher Weise findet man

7 . 5 . 3 . 1
8.6.4.2

sinx 1 , 6 4 1 6 • 4 9 -COS6« + -—- COS4« + -—>—- COS2«. . 0 .0.0
6 . 4 . 2 \

T 7.5.3 .1)

Man wird jedoch in allen Fällen, wo m = 2n + 1 eine 
ungerade Zahl ist, /cosedx lieber mit Hülfe von Formel Nr. 42 
der Tabelle, nämlich mit Hülfe der Formel

/cos2n+ix . dx = /(1 — sin2«)” . d(sinx) 

berechnen. Für m = 7 findet man dann z. B.

(59.) ./cos7« . dx = /(1 — 3sin2« + 3sin4« — sinex)d(sinx) 
3 1 

= sin« — sin3« + 5 sin5« — 7 sin7«.

Man kann die Uebereinstimmung der beiden Resultate in 
Gleichung (58.) und (59.) leicht nachweisen.

Ist dagegen m eine gerade Zahl und positiv, so ist man 
auf die in Gleichung (52.) enthaltene Recursionsformel angewiesen. 
Dabei findet man ähnlich wie in Gleichung (57.) 

" - 1 2n   1 
cos2w« . dx = sin x — cos2”“1« + — •— cos2'1“3« ^n ^n^n —■ 2) 

(22 — 1) (2n — 3) , .    ——   — cog2n— 5, _ . . . 
'2n . (2n — 2)(2n—4)

L (2n — 1) (2n — 3) ... 5 . 3
2n(2n — 2) (2n — 4) ... 4 .

1 ocOSx

(2n — 1) (2n — 3) ...5.3.1
2n^n — 2) (2n — 4) ... 4 . 2
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Die Richtigkeit dieser Formel kann man mit Rücksicht auf 
Gleichung (52.) durch den Schluss von n auf n + 1 beweisen.

Aufgabe 13.
" dx 
cos"x

Auflösung. Die Gleichung (52.) bleibt auch dann noch 
richtig, wenn m eine negatioe Zahl ist. Setzt man z. B.

m = — (n — 2) = —-n — 2, 
also

m — 1 = — n + 1 = — (n — 1), m — 2 = — n, 
so geht die Gleichung (52.) über in 
... [ dx   sinx — (n — 1) / dx
‘ • J cos"-2x — (n — 2) cos"-x TT —- (n — 2)y cos"x

In diesem Falle ist aber das Integral auf der linken Seite 
der Gleichung einfacher als das auf der reckten Seite. Deshalb 
bringt man die Gleichung (61.) auf die Form

n —-1 / dx   sin x C dx 
n — 2jcosnx — (n — 2) cosM-G TVcos"-2x ‘ 

oder
/ dx _ sin x n — 2 / dx

‘ 00 J/cos"x (n — 1) cos"-x n — 1/ cos"-2n

Es ist z. B. mit Rücksicht auf Formel Nr. 39 der Tabelle 
1 dx sin x + 3 / dx 
Cos”z — 4 cos’x 4 j cosx ’ 

" dx sin x 1 / dx —‘— =   , — — / , COS'a 2COS‘x 2 J c,^x 
. C dx /Ix) (65.) Jeosc =—18 (4—2)]' 

3 3.1 
also, wenn man Gleichung (64.) mit 4, Gleichung (65.) mit [ : 2 

multiplicirt und die Gleichungen (63.) bis (65.) addirt, 
f dx — sinx 3 sinx 3.1(7 x) 

(6 ' /cosöz — 4 costx T 4.2 cos%z 4.2 84 2)
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Für 2 = 4 erhält man

(67.)
dz _ sins 2 / dz 

cos’x — 3 cosx T 3/cos?x
sinx

3 cos3x
, 2,+ 3 tg-

Man wird aber, wenn n eine gerade Zahl ist, zur Berech- 
- dx
—- zweckmässiger die Formel Nr. 50 der TabelleCOS’ 2

anwenden, nach welcher

(68.) /eosm, =/1 + tg"z)""1. d(tgz)
wird. In dem vorliegenden Falle ist z. B.

(69.) /et%, =/1+ tg"z)dltgz)

= tgx +.tgtx.

Aufgabe 14. /sin’x . dx = ?

Auflösung. Setzt man
(70.) u = sin"-‘x, also do = sinx . dx, 
so wird 
(71.) du = (m — 1)sin"-2x cosxdx, v = — cOsx,

(72.) /sin"x .dx — -— sin"-xcosx + (m — 1)/sin”-2x cos’xdx.

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nicht 
einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass 
(73.) cos2« = 1 — sin?x, also sin"-2x cos’x = sin"-2x — sin"x 
ist, so geht Gleichung (72.) über in

/sin"x . dx = — sinm-la cosx + (m — 1)/sin"-2x . dx

—- (m — 1)/sin”x . dx.

Dies giebt, wenn man das zweite Integral auf der rechten 
Seite, welches mit dem gesuchten Integral identisch ist, auf die 
linke Seite bringt und die ganze Gleichung durch m dividirt, 
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sin’x .dz = -------sin”—1xcosx +--------- (sinm—2x . dx.'m m d
Für m = 2 geht diese Gleichung in Gleichung (45.) über.
Das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (74.) 

geht aus dem gesuchten hervor, indem man m mit m — 2 ver
tauscht, und wird daher einfacher für me2. Es sei z. B. 
m = 8, dann erhält man

(75.) /sinG .dz = —- 1 sin’z cosz + ‘ /sinG . dx^
J 8

(76.) ( 1 5 ((sin’x . dx =----- sinG cos x + • /sinG . dx.
J b

/ 3 C • o(77.) /sinG. dx = — sinG cos x — - /sinG . dx.
J 4 4J

(78.)
i . , x

Isiiorx . dx = — — sin x cos x + — •/ 2

Dies giebt ähnlich wie bei/cossx. dx 
( /1 . - 7 l^x . dx = — cOSx (— sin’x + -—- sina + 0—- Sin’x/ 8 8.6 8.6.4

In ähnlicher Weise findet man für m = 7 

(80.) (sin’x . dx = — COSx ( _ sinex + -—— sin4a + -—>—o sin 2x v/ 7 7.5 .0.5
6.4.2 \

17.5.3.1)°

Man wird jedoch in allen Fällen, wo m = 2n + 1 eine 
ungerade Zahl ist, /sinmx . dx lieber mit Hülfe von Formel 
Nr. 43 der Tabelle, nämlich mit Hülfe der Formel 

/sin?n+x . dx = —_/(l — cos‘x)"d(cosx)

berechnen. Für m = 7 findet man dann z. B. 

(81.) ./sinG . dx = —/(l — 3 cos?x + 3cosG — cos®x)d(cosx)
3 1 

= — COSx + cosG — • cosG + - cosG.
0 /
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Wenn dagegen m eine gerade Zahl ist, so ist man auf die 
in Gleichung (74.) enthaltene Recursionsformel angewiesen. 
Dabei findet man ähnlich wie in Gleichung (79.)

(82.) /sin?ng . dx = — cosz 3 sin?"—1 2n — 1
2n(2n — 2) sin2n—3x

(2n — 1) (2n — 3) 
2n(2n — 2) (2n — 4) sin?n-5x + • • •

| (2n — 1) (2n — 3). . . 5.3 /
T 2n(2n — 2) (2n — 4)... 4.2 sine

(2n—1)(2n—3)...5.3.1,
T 2n(2n — 2) (2n — 4) ... 4.2

Aufgabe 15. Adr = ?
J sin"a

Auflösung. Auch Gleichung (74.) bleibt noch richtig, wenn 
m eine negative Zahl ist. Setzt man daher wieder 

m = — {n — 2) = —-n + 2,
also

m — 1 = —n — 1 = -—{n — 1), m — 2 =—n, 
so geht Gleichung (74.) über in

Cdx _ cOSx । — (n '— 1) L dx 
sin"-2x —__— (n —-2) sin"- ix — (n — 2) J sin’x

Daraus folgt in ähnlicher Weise wie vorhin 
_ (da COS x n — 2 / dx 
‘ • J^ix^x (n — 1) sin"-x n — 1J sin"-2x

Es ist z. B. mit Rücksicht auf Formel Nr. 38 der Tabelle

Kiepert, Integral - Rechnung. 5

(85.)
Cdx   cOSx 3 C dx

Jsin’x 4sin*x 4 J sin3x ’

(86.)
d dx _ cOSa 1 (dx

Jsin?x — 2 sin?x ' 2 J sin x ‘

(87.) J.=1 ["«()]

also •

(88.)
r dx _ cosz 3cosz 3.1 to(x)
/sin5x — 4 sin4x 4.2sin? 4.2 82)
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Ist n eine gerade Zahl, so wird I-— zweckmässiger durch 
) sm” XC

die Formel Nr. 51 der Tabelle, nämlich durch die Formel

sin?mg = — /1 + ctg2a)n' ■ d(ctgs)
ermittelt. Es ist z. B.

(89.)
"dx
sin’x

— /(I + ctg?x)d(ctgz) = — ctgz — 1 ctg3z. 
. 3

Aufgabe 16.

Auflösung. Die Aufgabe ist mit den vorhergehenden nahe 
verwandt, denn, setzt man

x = asint, also dx = acostdt, Va- — x2 = acost, 
so wird

fam sinmt . a cos tdt
7 acost = am ishimtdt.

Die folgenden Umformungen entsprechen deshalb Zeile für 
Zeile denen in Aufgabe 14. Hier setzt man 
/ . z xdx (90.) u = xm~l. also do == -------- , 

7 Va2— 22 
dann wird nach Formel Nr. 25 der Tabelle 

(91.) du = (m — 1)am-2dx, v——Ya2 — 22, 

= — a"-1 Va2—x2 + (m — 1)/x"=dzV a2—x2.

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nicht 
einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass

,--------- a2 __ x2
a2 — x2 = ...... 9 also dass xm d2—x‘ a2xm~2 — xm

Va2---X2
ist, so geht Gleichung (92.) über in 

( xmdx , _,----- - ,
d2—22

— xm
am-2 — xm^dx

a2 — 22
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Dies giebt 
( xmdx — = — x1.2 — 1)a2

xm— 2dx

— (m —

Va2— X^ 
x^dx

m — i

Das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung 
ist mit dem gesuchten Integrale identisch. Bringt man dasselbe 
auf die linke Seite und dividirt die ganze Gleichung durch m, 
so findet man

xm-1 ---- ----- o . (m — 1)a2 ( xm~2dx------y a- — x-— ------------— -- —___ •
m m Jya^ — x2

In dieser Formel geht das Integral auf der rechten Seite 
der Gleichung aus dem gesuchten Integral hervor, indem man 
m mit m — 2 vertauscht. Es ist daher, wenn die ganze Zahl 
m = 2 ist, einfacher als das gesuchte Integral.

Für m = 6 erhält man z. B. mit Rücksicht auf Formel 
Nr. 22 der Tabelle

(94.) ( x^dx x5—----- - 5a2 ( x^dx
I >---- - = --- nVa x‘-—9 /--------- ;JVa2—-x2 6 J Yd2—x2

(95.)
( x^dx x3 _ —----- 5 3a2 d x2dx

J^a2—x2 4 4JVa2—x2

(96.)
C x2dx x —----- -a2 ( dx

J^a2—x2 2 a2—x2
"dx ./x)

..... ... — arcsin - •
Va2—x2 \d/

542 
Indem man Gleichung (95.) mit - 6- ‘ Gleichung (96.) mit

5.3a4 . . . 5.3.1 a6 ... -6.4 ‘ Gleichung (97.) mit 6.402 multiphcirt und die

Gleichungen (94.) bis (97.) addirt, erhält man

(08.)
5a2x3 , 
6.4 T

5.3«G\
6.4.2/

5.3.1 _ . (x\
— , — abarcsin—) •6.4.2 \aj

5*
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In ähnlicher Weise findet man für m = 7 mit Rücksicht 
auf Formel Nr. 25 der Tabelle

x^dx
SC

x6 , 
7*

6a2x4 6.4a‘x27 .517.5.3 6.4. 2a6)
7 . 5.3.1 )

Man wird aber die in Gleichung (93.) enthaltene Recursions- 
formel nur anwenden, wenn m eine gerade Zahl ist. Für 
ungerades m, also für m = 2n — 1 führt die Substitution

(100.)
schneller zum Ziele.

Va2 — x2 = t
Es wird dann nämlich

a2 — x2 = t2, x2 = a2 — t2^ xdx = — tdt^ 
also 

f^-^dx ((a2 — t^tdt (, , , (101.) ---------== — — —2 = — (a2 — t2)ndt, 

so dass man nur eine ganze rationale Function zu integriren 
hat. Es ist z. B. 

—__ _  = —l^ — 3a4t2 + 3a2t4 — t^dt

a2t^ —

/ 
= — t\a^ — aM2 d a2 14 — — t6 ),

\ 5 7 /
oder, wenn man für t den Werth aus Gleichung (100.) einsetzt.

(102.)
x'dx
42 — 22

:6 6a2x4 6 . 4a4x2
7.5 1 7.5.3

6.4.246

XC

7 . 5.3 . 1/
Das in Gleichung (98.) enthaltene Resultat kann man so-

Setzt man nämlichgleich verallgemeinern.

G,(e) =%:

Gx(e) =4 -

Ga(x) = -

3a2x 4.2 ‘ 
5a2«3 5.3a^x6.4 T 6.4.2 ’
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(103.)
x2*—1 (2n — 1)a2x2n-3 

2n 2n(2n — 2)
( (2n — 1) (2n — 3). .. 3a2n-2x

1 2n(2 n~ 2)... 4.2

(104.)
-2n+1

Gn+i(x) = 2242 +
(2n + 1)a2x2n-1 

(2n + 2) . 2n
(2n + 1) (2n — 1) . . . Ba2"x

T (2n + 2) . 2n . ^n — 2) ... 4.2 ’

(105.)

so wird

(2n—1) (2n — 3)... 3.1
2n(2n —- 2) ... 4.2

x3 Za2
G2(e) =4 4* Ghi(E),

Ga(x) =%+8: G,(x),

(106.) G,+(z) = AKT, + (p,179 • G^),

. 2n + 1(107.) C+1=2n + 2°":

Nach Einführung dieser Bezeichnungen erhält man

" .— = cn. a?narc sin (- ) —Va2 — x2 . Gn(x).
Va2—x2 \d/

Die Richtigkeit dieser Formel kann man durch den Schluss 
von n auf n + 1 beweisen. Es ist nämlich nach Gleichung (93.) 
für m = 2n + 2

Cx2n±2dx
Va1 — 22

x2n+1 -—----- 9 . (2n — 1)a2( x?ndx------- I a- — x1 —----------------/ — ------.
2n + 2 ‘ 2n + 2 / _ _____

oder, wenn man voraussetzt, dass Gleichung (108.) richtig ist,
Cx2n±2dx
Va: — a?

x2n±1
2n + 2

Va2 — x2 + (2n — 1)a2 , . /x
——, — Cna^oxc, sin ( —2n — 2 a

(2n + 1)a2 
2n + 2 Va2 — x2 Gn{x),

—

also mit Rücksicht auf die Gleichungen (106.) und (107.)
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(109.) LzTade = c,41 a?n+2 arc sin (2) — Va2—22 . Gn+^.
Jya^ — x2 d/

Ist also die Gleichung (108.) richtig, so bleibt sie auch 
richtig, wenn man n mit n + 1 vertauscht. Aus den Gleichungen 
(94.) bis (98.) erkennt man, dass die Gleichung (108.) für n = 1, 
2 und 3 richtig ist, folglich bleibt sie auch richtig für n = 4, 
5, 6,..., d. h. für alle ganzzahligen, positiven Werthe von n.

Aufgabe 17. J/andxVa? — 22 = ?

Auflösung.

(110.) 

folglich wird

Es ist

xm ~]/ a2—22 = a^xm — am+2
Va — 22

(111.)

Nun erhält man aus Gleichung (93.) durch Vertauschung 
von m mit m + 2

. Cxm+2dx xm+1 -—----- - (m + 1)a2 / xmdx
— x2 m + 2 m + 2 J V d2—x2

Subtrahirt man diese Gleichung von der vorigen, so ergiebt 
sich
/ . ( ------- xm+1 .—----- 5 , d2 C xmdx(113.) /xmdxVd2 — x2 = -—— Va-1—x2  ------— /  -----— •J m—2‘ m—2Va2—x2

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung kann 
man dann weiter durch die in Gleichung (93.) enthaltene Recur- 
sionsformel reduciren. Man findet z. B. für m = 0 mit Rück
sicht auf Formel Nr. 22 der Tabelle

(114.) JdxYä^—x2 = 2Va2—a2 + q arcsin (a) j

und für m = 1 mit Rücksicht auf Formel Nr. 25 der Tabelle

xdxYa2—x2 = 4 Ya2 — x2 , yd2—x2

= — 1 (a2 — 22) Ya? — ^2 •
3
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Auch hier wird in dem Falle, wo der Exponent m eine 
ungerade Zahl ist, die Substitution

^ a2—x2 =t, 22 = cd — t2, xdx = — tdt 
schneller zum Ziele führen. So ist z. B.

JzdxV a2—x2 = —Jt2dt = — 3 , 

woraus sich wieder das in Gleichung (115.) gefundene Resultat 
ergiebt.
. ( dx -Aufgabe 18. /. . — == ?

J xn\ a2 — x2
Auflösung. Gleichung (93.) bleibt auch dann noch richtig, 

wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man z. B.
m = — {n — 2) = — n + 2, 

also
m — 1 = — n — 1 = — (n — 1), m — 2 = — 2, 

so geht Gleichung (93.) über in

L dx V a2—22 —{n — 1)a2 L dx 
jat—2V a2—23 (n —2)2-1 —(n 2)J/a"Va:—22

In dieser Gleichung ist das Integral auf der linken Seite 
einfacher als das auf der reckten. Deshalb vertauscht man beide 
Seiten der Gleichung und findet durch Multiplication mit dem 
_ n — 2 
Factor ------- -9 (n — 1)a- 

dz -- Va2 — 22 + n — 2/ dz 
Ja"V a2 — x2 (n — 1)a‘x"-1 (n 1)a3xn~2\ cd—x2

Es ist z. B. für n = 2 in Uebereinstimmung mit Formel 
Nr. 29 der Tabelle 
. . d dx V cd — x2 (117.) / —===-=---,  

j xd^a2—x2 ax 

Auf dieses Integral kann man / de  : durch wieder- 
J xlm'}/a2—x2 

holte Anwendung der gefundenen Recursionsformel immer zurück
führen. Dagegen gelangt man für ungerade Werthe von n zu
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/ Cx
r —..==» auf welches die in Gleichung (116.) enthaltene

• x • a- — x-
Formel nicht mehr anwendbar ist, weil die rechte Seite die Form 
oo — oo annimmt. Man erhält aber nach Formel Nr. 28 der 
Tabelle

(118.)

Aufgabe 19. ==?
J\d2 + x2

Auflösung. Setzt man

(119.) u = 2m—1, also dv = dr_ ; 
Va2 + x2 

so erhält man 

(120.) du = (m — 1)2m- 2dx, v = Va2 + x2, 
omdx ______ _____  (121.) /_____ = = xm-1 Va2 + x2 — (m — 1) l^^dxY d2 + x2 .

J V a2 — x2 J
Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 

nicht .einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man aber, dass
m

ist, so geht Gleichung (121.) über in

Bringt man das zweite Integral auf der rechten Seite dieser 
Gleichung, da es mit dem gesuchten identisch ist, auf die 
linke Seite und dividirt die ganze Gleichung durch m, so 
erhält man

(123.)
___________
----  Va2 + X2 
m

(m — l)a2 ( xm~2dx
m JYa + x2

Es ist z. B. für m = 6 mit Rücksicht auf Formel Nr. 23
der Tabelle
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Dies giebt

(124.)
( x^dx x5——ö 5a2 ( x^dxJva+ast‘"td 6JYa+z‘

(125.) J^+^ iya+x4JVa+#’

(126.)
( addx x _ — , „ (d C dx

J V cd + x'1 2 ^J Y a2 + x2

(127.) dr — = 1( +Ya:+ 22) .
J y a2 + x2

In ähnlicher Weise findet man

(128.)
d x^dx -——ö (x5 5a2x3 , 5 . Za4x/ —----— = a--x- ------------—------------iJVa+a2 ‘ \6 6.4 6.4.2/

6 4 2 a°l(z +Vu2+a2).

a’dx
2 ,2

6a2x4
7.5 +

6 . 4a‘x2
7.5.3

6.4.2a6)
7.5.3.1/ ;

man wird aber, wenn m eine gerade Zahl ist, schneller zum 
Ziele kommen, indem man die Substitution

Va? +22 t, 22 = 42 — cd x—- = dt
‘ Ya^ + 22

anwendet. So findet man z. B.

(130.) " x^dxVa?+
f _ 3a2i5
7 5 T

— 3a2t4 + Za4t2 — a^dt

a^d — cdt.

Die vorstehenden Formeln bleiben sämmtlich noch richtig, 
wenn man + «2 mit — a2 vertauscht. Dadurch findet man z. B. 
aus Gleichung (123.)

xmdx
22 — cd

(m — 1)a2 L xm~^dx 
m J1/72 — cd 

und aus den Gleichungen (126.) und (127.)
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Aufgabe 20. fxmdx^d^ + a2 = ?

Auflösung. Es ist

(133.)

folglich wird

Xm V cd + x2 = cdxm — xm+2

(184.)
/ ,_______ / ~m A%
'xmdx Va?— xd = a2 /----------- c'xm+‘1dx

JVa? + 22

Nun erhält man aus Gleichung (123.) durch Vertauschung 
von m mit m + 2
. C^^dx am+1 -—- (m—1)a2 ( xmdx
135 .) /——- = —— ya2 + ^ —-- — / _____ : •

Jya2 + x2 m+2‘ mi2jya2 + x2
Addirt man diese Gleichung zu der vorigen, so ergiebt sich

136 .) Ixmdx Va2a? = ——- Ya2 + x- + - / — •
J m+2 Tm+2Va2+a2

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung kann 
man dann weiter durch die in Gleichung (123.) enthaltene 
Recursionsformel reduciren. Man findet z. B. für m = 0 mit 
Rücksicht auf Formel Nr. 23 der Tabelle

2
a2 + x2 = 8 Ya2 + 22 + a l(x + Y^ + x2) ,

und für m = 1 mit Rücksicht auf Formel Nr. 26 der Tabelle

“Va2+x2+Va?+x‘=y (a2+x2)Va?+x2.
500

Auch hier wird man in dem Falle, wo der Exponent m 
eine ungerade Zahl ist, besser die Substitution

Y d2 + x2 = t
benutzen.

Durch Vertauschung von + a2 mit —a2 gehen die Gleichungen 
(136.) bis (138.) über in 
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_jj ( 7 ---- ------, xm+1 —- a? ( xmdx (139.) Ixmdx Vx2—a2 =---- — Vx2—a2------- — I - - , J------------ m+2‘------------- m + 'ijy^^^

dxyx2—a2 = 5Vx2—a2 — yl(x + Va2—a2), 

(141.) ixdxYx2—a? =3 (x2—a?)V22 — a?.

Aufgabe 21. /— dr  - = ?
Jx^a^-Yx2

Auflösung. Gleichung (123.) bleibt auch dann noch richtig, 
wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man z. B. 

m = — (n — 2) = — n — 2,
also

m — 1 = -— n — 1 = — (gi — 1), m — 2 = — n,
so geht Gleichung (123.) über in

da _ Va2+x2 (n — l)a2 / dx 
Ja"—2Va- + 22 (n — 2)2"-1 n — 2 JxnYa2 + x2

Vertauscht man beide Seiten dieser Gleichung mit einander 
A   2 

und multiplicirt mit dem Factor —   —— , so erhält man (n — 1)a2

/ dx _ Va2+x2 n — 2 / dx
Ja"Va+a2" (n—1)a‘x"-1 {n— 1)43 a"-2Va?+22 *

Es ist z. B. für n = 2 in Uebereinstimmung mit Formel
Nr. 31 der Tabelle

(144.)
C dx ya2 + x2
z2V a2 + 22 a’x

Auf dieses Integral kann /-----dr __ . durch wiederholte 
J x^a2 + x2

Anwendung der in Gleichung (143.) enthaltenen Recursionsformel 
immer zurückgeführt werden. Dagegen gelangt man in dem 
Falle, wo n eine ungerade Zahl ist, zu / — , auf welches 

J xya2 — x2
die in Gleichung (143.) enthaltene Formel nicht mehr anwendbar
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ist, weil die rechte Seite die Form — CO + c annimmt. Man 
erhält aber nach Formel Nr. 30 der Tabelle

(145.) a

(146.)/-
J zn

Vertauscht man + a2 mit — a2, so gehen die Gleichungen 
(143.) und (144.) über in

dx Vx2—a2 n—2 / dx
V22 — a3 (n—1)a‘x"-1 (n —1)a?/an-2V2* — a3

AL dz _ Vx2-—a? (Vergl. Formel Nr. 33 der
( ‘ •/227,2472 = T a?z Tabelle.)

------- durch wieder- 
x2mVx2—a2

holte Anwendung der in Gleichung (146.) enthaltenen Recur- 
sionsformel immer zurückführen. Dagegen gelangt man in dem

Cx
Falle, wo n eine ungerade Zahl ist, zu /— —- , auf wel-

J xVx2—a2
dies die in Gleichung (146.) enthaltene Formel nicht mehr an
wendbar ist, weil die rechte Seite die Form © — co annimmt. 
Man erhält aber nach Formel Nr. 32 der Tabelle

(148.)

§ io.

Integration durch Einführung trigonometrischer 
Functionen.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 89 bis 91.)

Integrale von der Form 

Jf(gr, y d2—a?)dz
werden häufig durch die Substitution 
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(1.) a = asint
auf einfachere zurückgeführt. Es wird dann nämlich 
(2.) dx = acost dt, Va?—x2 = acost, 
also

(3.) ff^iVd1—x^dx—ff^a^t^ acost) . ac^tdt, 
wobei

(4.) sin t - -, cos t = Yd — , tgt = z , dgt - Va—g . 
d a Y^-^ x

Uebungs - Beispiele.

1)

2)

i rdt
a? sin?t

—egt =
a2x

(Vergl. Formel Nr. 29 der Tabelle.)

ade = a2 L^tdt = C2( — sin tcost)

«29 arc sin

(Vergl. Formel Nr. 77 der Tabelle.)
dx a^tdt dt

(b2+22)Y a2—x2 J(62+a2sin2t)acost J62+a2 sin2t

Indem man Zähler und Nenner dieser Differential-Function 
durch cos2/ dividirt und die bekannten Formeln

dt,, = d(tg t), = 1 + tg2/
cos2/cos2/

beachtet, findet man
-L dx ___ / #g/) . 

'____ j(62 + «2)Va‘—a2 J62+ (a?+ b^t^t

Setzt man jetzt 
62 

(6.) ‘6‘==, a*ba=8,

so erhält man mit Rücksicht auf Formel Nr. 21 der Tabelle 
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dx _ 1 / dz _  1 1 /z\ 
(62 + 22)7a?—22 - a2 +b2J c1 + z2 “ a2+ b2 c ar 8\c)’ 

oder 
Adz 1 , /~Va2—62(7.) I------ ------ - = —-____ — arctg ( —______ ) •

J^2 + x2)ya2—x2 bVa2 + b2 "\bVa2—22/

Bei Integralen von der Form 

[f{x, Va2 + x?)dz 

kann man häufig die Substitution 
(8.) x = atgt 
mit gutem Erfolge anwenden. Man erhält dabei 

(9.) dx =  y, , Va2+x2 =  , 
coS2t ‘ cost 

also 
(10-) ß^,V^+^dx=lf(^a^t, e8s7):8nd$,’ 

wobei

(11.) sint == -=— , cost = -____ , tg^ = ? ctg^ = • 
Va2+x2 Va2+x2 a x

Uebungs - Beispiele.
• x^dx (23 sin3t . adt. cos t , Csin3/ dt     9    Q$    • 
Va2 — x2 J cos3^. cos2t . a J cos4^

oder, wenn man
cost = z, also sint dt = — dz 

setzt,

Indem man schliesslich noch

setzt, findet man

a
z =^ ^t = - —_

Va2 + x2
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(13.)
z3dx a3 ((V dl + 22)8 3V a2 + 22

Va+22 3a a

= | y a2 + 22 (22 — 243).

" dx
x^yad + 2

1 fadt. cos’t . cost 
a4 cos?t . sin4t . a

1 d^^tdt 
a^J sin’t

=l/( 1.- •14,) d(sin t)a4/\sin4t sin2t/

3 sin3t T sint.

Nun ist

(14.)
x

sint — -__ -
sint

folglich wird

(15.) 3x3 SC

.2dx _  1
,2 72 a4

- 1— ______  

" dx / dx Cadt. COS3/
(a? + 22) y^ + 22 J (Ya?+23)3 J cos2^ . a3

1/costdt = 
a2f

sin t _ x 
a2 aVa+2:

/ dx / adt.^^t
J^ + 2?) Va:+22 J cos?t (62 + ad tg8t) . a

/ ZO^tdt _  C ZQStdt
~~Jb2 cos?t + d1 sin?t J 62 + {ad — b2) sin?t

Auf dieses Integral kann man die in Formel Nr. 40 der 
Tabelle angegebene Regel anwenden, indem man 
(16.) sint = z, also costdt = dz
setzt. Dies giebt, wenn man die Grösse ± c2 durch die 
Gleichung 
(17.) 62 = ± {ad — b2y
erklärt,
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HqA L da dz _  1 ( dz 
' J (62 + 22) Va + 2? J^2 + {a2 ■— 62)22 - d1 — b^J z\ ± 02

Gilt das obere Zeichen, ist also a2 > 62, so erhält man nach
Formel Nr. 21 der Tabelle

Gilt das untere Zeichen, ist also a2 < 62, so erhält man 
nach Formel Nr. 59 der Tabelle

" dx
(62 + x2)ya- +

— =---- 1-------- — 1 
22 a2 — b2 2c

26V62 — a2
zV 62 — a2 -— b y a2 + 22) 
zV 62 — cd + b y a2 + a?)

Bei Integralen von der Form

J(r, yx2 — a2)dx 

kann man häufig die Substitution

mit gutem Erfolge anwenden. Dabei wird 

. 7 asintdt ----- , —/ dl (22.) dx — y—, yx2—a = \ —, — a2 = aigt,. 
7 coS2t V COS2Z 

also 
x ( ——— 7 £/ aA asint dt (23.) f^,y^2—^)dx=f(-~, atgt)-—2,1 

wobei

. yx2—a- a
sm t — 1---------- 9 cos t — - 9X X(24.) V22—a2 a
tgt = , ctg(= -----

d y xl—a-
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Uebungs - Beispiele.

da asintdt. cost.cost 1 ( , 
------ ,,—  .— =cos’t dtW^t. a^ . a^nt a4)

sin3tsin t----- 3

also

(25.)
L dx _  1 (3Vx2 — a2: (Vaz — a3)3

JzV22=a2 — 3a4 V x 23

V22—-a2 
30473

(2x2 + a2).

_ fa^xitdt. cos3^ 
V cos2^. a3 sint

i r^tdt _ i 
a2J sin?t — a’sin t ‘

1 L ^tdt
a2J 1 + cos2^

also

(26.)

a sin t dt. cos t
3)

. asint

1 L d(sint) 
a?)2 — sin?t

Auf dieses Integral kann man wieder die in Formel Nr. 40 
der Tabelle angegebene Regel anwenden, indem man

sint = z

setzt; dann wird mit Rücksicht auf Formel Nr. 59 der 
Tabelle

Kiepert, Integral-Rechnung. 6
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f dx
(22 + cd^x1, — a?

1 / dz _ 1 1 (%—V 2\ a?)22—2 =a2V2 152+V2)’ 
oder, da 

122 — a2 
z = sint —    a

ist,
, dz 1 /V22 — a? + zV2\

J (x2+a2)Vx2 — a2 2a2V2 Vx2—d1 — xV2/



Anwendungen der Integral-Rechnung.

II. Abschnitt.

Quadratur der Curven.

§ 11.
Quadratur der Curven bei Anwendung rechtwinkliger 

Coordinaten.
Nach Formel Nr. 4 der Tabelle ist der Flächeninhalt einer 

ebenen Figur, welche begrenzt wird
1) von der Curve y = g(x),
2) von der X-Axe,
3) von den beiden Ordinaten x = a und x = b, 

gleich
(1.) P=,‘(r)dz = Lf(e)]P =f^ —f(a),

a

wobei f‘(x) = g(x) sein soll.
Die Berechnung des Flächeninhaltes von solchen ebenen 

Figuren nennt man: „ Quadratur der Curven“. Man kann die 
dafür angegebene Formel sofort zur Lösung der folgenden Auf
gaben benutzen.

Aufgabe 1. Es sei eine Curve durch die Gleichung 
(2.) 8y = 22
gegeben (Fig. 12); man soll die Fläche A^ABB^ berechnen, 
welche durch die beiden Ordinaten

x = a = 2 und x —,b — 7
begrenzt wird.

6*
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Auflösung. Nach Gleichung (1.) wird

(4.) y2 = 2px, oder y = y^px;
man soll den Flächeninhalt der Figur 0Q,P berechnen.

Auflösung. Da in diesem Falle der Punkt 0 die Abscisse 0 
und der Punkt P die Abscisse OQ gleich x hat, so erhält man 
nach Gleichung (1.)

a 2

(5.) F =ydx = jy^px . dx
0 0

oder 

(6.)

In diesem Resultate ist der Satz enthalten:
Die von der Parabel OP, der X-Axe und einer beliebigen 

Ordinate QP begrenzte ebene Figur verhalt sich zur Fläche des 
Pechtechs OQPP mit den Seiten OQ = x und QP = y wie 2:3.

Aufgabe 3. Die Gleichung einer Parabel (Fig. 14) sei

(7.) y2 = 9x, oder y = 37 x; 
man soll die Fläche AtABBy berechnen, wenn

OAr = 4, OB{ = 25
ist.
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Auflösung. Nach Gleichung (1.) wird in diesem Falle

Aufgabe 4. In einer Ellipse mit der Gleichung 
(io.) 6222 + a?y2 — a?b2 = o,
oder

(10a.) y = *

*) In gleicher Weise wie bei den geometrischen Anwendungen der 
Differential - Rechnung sollen auch hier die Coordinaten eines Curven- 
punktes P immer x und y, die eines Curvenpunktes P immer x1 und yt, 
allgemein die eines Curvenpunktes Pn immer xn und yn heissen.

sind die Ordinaten Q1P und 
den Flächeninhalt der Figur

Auflösung. Aus Glei
chung (10a.) folgt, da man 
nur das obere Vorzeichen zu 
beachten braucht,

22

(11.) F= lydx
4

= 6 Idx 1a2 — 22,*)

21

2122—72
a

QiP^ gezogen (Fig. 15); man soll
Q1PP2Q2 berechnen.

folglich wird nach Formel Nr. 80 der Tabelle und mit Rück
sicht auf Gleichung (10 a.)
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x — b x - /—--------- a2 . /x V(12.) a 2 Vd—,42 + 2 arcsin(a)
=2+2 arcsin(a) ’

oder
(13.) F = 1 (2292 - - zsyi) +96 arc sin arcsin

Es sei z. B.
a = 6, b = 4, 21 = 1, T2 = 5,

also

y, = -V36 — 1 = 2V35, y2 = V36 — 25 = $V1 1;
O O O 0

dann wird
} (5V11 — V35) + 12 [arcsin(z)— arcsin

Nun ist
5711 = V275 = 16,583 123

__________V35 = 5,916 080
5711 — V35 = 10,667 043,

1 (5711 — V35) = 3,55 5 6 81
3

5 \- )= 11,821 327

1 / 5 \3 (5V11—V35) + 12 arcsin 6) = 15,3 7 7 008

12 arcsin (1)6) 2,009 377

F= 13,367 631.

Aufgabe 4 a. Man soll die ganze Fläche der FUipse mit 
den Halbaxen a und b berechnen (Fig. 15).

Auflösung. Man erhält den Quadranten der Ellipse, wenn 
man in der vorhergehenden Aufgabe
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21 = 0 und 22 = a^ 
also

yi = b und 32 = 0
setzt. Dies giebt 
_ — ab .ab m (14.) F==" arcsin 1 = •’ 

folglich wird der Flächeninhalt der ganzen Ellipse
(15.) E = 4F = abn.

• (16.) 62x2 — c^y1 = a^b2,
Aufgabe 5. In einer Hyperbel mit der Gleichung

oder
(16a.) y = ±$Vx?—a3. >

sind die Ordinaten Q,P \
und Q,P2 gezogen (Fig N
16); man soll den Flächen- \

Fi g. 16.

Y

P

/

P 

y

1 
2/

3

--inhalt der Figur Q1PP2Q2 7
berechnen. /

Auflösung. Aus Glei- /
chung (16a.) folgt, da

0

man nur das obere Vorzeichen zu berücksichtigen braucht,
TC2 OC2

T1 Oi
Deshalb wird nach Formel Nr. 86a der Tabelle

(18.) F= &2Vx—a—2l(x+Ya2—a2)

(19.)

oder mit Rücksicht auf Gleichung (16a.)

1 ab
2 (3292 — x,y^ — 2

ba2 + ayi 
bx{ — ayv.
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/bx2 — ay2
Dabei ist 1( --------- •021 — ay^

entstanden.

Für den besonderen Fall, wo T1 gleich a und 22 gleich x 
ist, wo also die gesuchte Fläche AQP im Scheitel der Hyperbel 
beginnt, wird 
(20.) F-R-@1(E+U)
v 2 2 a b /

Aufgabe 6. Die gleichseitige Hyperbel ist durch die Glei-
Fig. 17. chung

(21.) xy = 1, oder y = 4

gegeben; man soll den Flächen
inhalt der Figur Q,P P,Q2 be
rechnen (Fig. 17).

Auflösung. Aus Gleichung 
(21.) folgt nach Formel Nr. 12

— der Tabelle

F=/dr=/"=[e[,

also
(22.) F=lz,—ln =1(s)

Setzt man x^ gleich 1 und 22 gleich x, so erhält man 
(23.) F= Ix,
so dass der Flächeninhalt der ebenen Figur ArAPQ, in welcher 
OAt gleich 1 sein möge, die geometrische Deutung für die 
Function Ix giebt.

Aufgabe 7. Die verallgemeinerte Parabel ist durch die 
Gleichung 

- m 
(24.) yn = 2pxm, oder y = ^2p . xn
gegeben; man soll den Flächeninhalt der ebenen Figur QtPtP^ 
berechnen (Fig. 18).
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Auflösung. Aus Gleichung (24.) 
der Tabelle

folgt nach Formel Nr. 9

(26.) F = —" \xy] a = —"— (2292 — aY1). 
■ m—n- *Ai m — n ' • • 

Für den besonderen Fall, wo Z1 gleich 0 und T2 gleich x
ist, wo also die Figur im Scheitel 0 beginnt, wird 

(27.) F= OQP=-^- = _ OQPR.
m + n m — n

Dies giebt den Satz: Die von der Parabel OP, der X-Axe 
und einer beliebigen Ordinate QP begrenzte Figur OQP verhält 
sich zu dem Rechtecke OQPR mit den Seiten OQ gleich x und 
QP gleich y wie n zu m+n.

Aufgabe 8. Die verallgemeinerte Hyperbel ist durch die 
Gleichung 

m
(28.) xmyn = 2p, oder y = V2p . x "
gegeben; man soll den Flächeninhalt der ebenen Figur Q,PP,Q2 
(Fig. 19 und 20) berechnen.

Fig. 19.
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Auflösung. Es darf hier vorausgesetzt werden, dass die 
positiven ganzen Zahlen m und n von einander verschieden 
sind, weil der Fall, wo m gleich n, bereits durch Aufgabe 6 
erledigt ist. Unter dieser Voraussetzung folgt aus Gleichung 
(28.) nach Formel Nr. 9 der Tabelle

oder mit Rücksicht auf Gleichung (28.)

(30.) F=—- 2”2p.x 1 = -—-—[zylsa
n—m L J R — m *21

S1

_ n^y^ —211) . 
n — m

Bei dieser Aufgabe tritt ein bemerkenswerther Umstand 
ein, von dem später noch ausführlicher die Rede sein wird, wenn 
sich die Ordinate Q1P der Y-Axe immer mehr nähert, wenn 
also

lim 2, = 0
wird. Die Y-Axe ist nämlich eine Asymptote der Curve, so 
dass sich in diesem Grenzfälle der Flächenstreifen in der Rich
tung der Y-Axe bis in’s Unendliche erstreckt. Damit ist aber 
noch nicht gesagt, dass dann auch der Flächeninhalt der Figur 
unendlich gross wird; es wird sich vielmehr ergeben, dass der
selbe einen endlichen Werth erhält, wenn n>m ist (Fig. 19).

Dann wird nämlich in Gleichung (29.) der Exponent ——— 

positiv, und deshalb 
n—-m

(31.) lima, " =0,
«1=0

so dass Gleichung (29.) in
n/— n~m (32.) F_n72P2, " = 7292

n — m n — m 
übergeht.
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22___ MX
Ist dagegen n<m (Fig. 20), so wird ——— negativ, so 

dass man Gleichung (29.) besser auf die Form 

(33.) F= n“/2p ( — 1 
\ / M m—n m—n | 

t % n 9 
\ S1 X2 / 

bringen wird. Jetzt ist
m— n

(34.) lima, " =0,
x=0

also
(35.) lim F= co.

«1=0

Eine ähnliche Betrachtung stellt sich ein, wenn man T2 in’s 
Unbegrenzte wachsen lässt. Dann erstreckt sich der Flächen
streifen in der Richtung der X-Axe bis in’s Unendliche, und 
man erhält in dem ersten Falle, wo

lim2

lim — =0
T9

n — 7 
n > m, -------  > 0,n

ist, aus Gleichung (29.)
(36.) lin F=

x,==co

In dem zweiten Falle, wo 
m—-n • n < M, ■--------> 0,n

ist, findet man aus Gleichung (33.)

(37.) mFAM2p.1An2.
c,=co m — n m—" m — n n

Bei der in Aufgabe 6 behandelten gewöhnlichen gleich
seitigen Hyperbel wird der Flächeninhalt der Figur unendlich 
gross, wenn die Ordinate Q^Pi mit der Y-Axe zusammenfällt, 
und ebenso auch, wenn die Ordinate Q2 P2 in’s Unendliche rückt, 
weil in Gleichung (22.)

lim 121 = — oo und lim la = c.
«j=0 x,=co
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Aufgabe 9. Die Kettenlinie ist durch die Gleichung 

(38.) ' y=T(ed+e a)

gegeben; man soll den Flächeninhalt der Figur Q1PP2Q2 
(Fig. 21) berechnen.

Nun ergiebt sich aber, wie auf Seite 353 und 354 der 
D.-R. gezeigt wurde, aus Gleichung (38.)

(40.) ±Vy2 — a? = Se " ~e a \

wobei das obere oder das untere Vorzeichen gilt, jenachdem x 
positiv oder negativ ist. Sind also 21 und 22 beide positiv, so 
geht Gleichung (39.) über in

(41.) F= a [Vy2 — a2] = a\^y^—cd—Vy,2 — cd\

Wäre 21 negativ, so würde man erhalten
(42.) F = a(y^?^a? + Vy,2—a) .

Wird xv gleich 0 und 22 gleich x (Fig. 22), so ist der 
Flächeninhalt der Figur OAPQ gleich 

(43.) F = d^y1 — a^
und lässt sich auch sehr leicht als Rechteck darstellen. Be
schreibt man nämlich um den Punkt A mit dem Halbmesser y 
einen Kreisbogen, welcher die X-Axe im Punkte B schneidet, so 
ist nach dem pythagoräischen Lehrsätze
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(44.) OB^yy^ — a\ 
also Rechteck

OACB = aVy?—a.
Daraus erkennt man auch, 

wie man die Figur Q1PP2Q2 
(Fig. 21) in ein Rechteck ver- 
wandeln kann, bei dem wieder 
OA = a die eine Seite und 
Vy,?— a2—Vy,2 — a- die andere 
Seite ist.

Aufgabe 10. Die CykMde ist durch die Gleichungen
(45.) ’ z = a(t — sint) , y = a(1 — cost) 
gegeben; man soll den Flächeninhalt der Figur berechnen, welche 
von einem ganzen Bogen OHA der Cykloide und von der 
X-Axe begrenzt wird (Fig. 23).

Fig. 23.

Auflösung. Sind x und y als Functionen einer dritten Ver
änderlichen t gegeben, so wird es bei der Quadratur der Curven 
(und ebenso bei den übrigen Anwendungen der Integral-Rech
nung auf die Geometrie) im Allgemeinen zweckmässig sein, 
diese Grösse t als neue Integrations-Veränderliche einzuführen. 
In der vorliegenden Aufgabe bildet man daher zunächst 
(46.) dx = a(1 — cost)dt,
also, da OA gleich dem Umfange 2az des rollenden Kreises ist, 

2az (2az)
(47.) F =fydx = a-J'{l—cost) (1—cost)dt.

o (o)
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Bei Einführung einer neuen Integrations-Veränderlichen 
muss man sorgfältig darauf achten, dass dabei auch andere 
Integrations - Grenzen einzuführen sind. Deshalb sind auch in 
Gleichung (47.) bei dem letzten Integral die Grenzen in Klam
mern eingeschlossen, um dadurch anzudeuten, dass sich dieselben 
noch auf die ursprüngliche Integrations-Veränderliche x beziehen, 
und dass man dafür die entsprechenden Werthe von t nachträg
lich einsetzen soll. Nun ist

x = 0 für t = 0,
x = 2an „ t = 27, 

folglich geht Gleichung (47.) über in
2n

(48.) F=a/1 — 2 COS t + cos?t)dt.
0

Nach den Formeln Nr. 10, 13 und 68 der Tabelle ist 

J'dt = t, fio^tdt = sint, 

foo^idt = }sintcost+4t, 
(49.)

so dass man erhält
* 21

(50.) F= a\t — 2sint + Asintcost + 2t],
q2 27 

== [3t — sint (4 — cost)] == Za27.
2 0

Die Fläche eines Kreises mit dem Halbmesser a ist be
kanntlich gleich a2n, folglich ist nach Gleichung (50.) die von 
der Cykloide und der X-Axe begrenzte Fläche dreimal so gross
wie die Fläche des erzeugenden Kreises (Fig. 23).

Fig. 24.
Aufgabe 11. Die Astroide sei 

durch die Gleichungen 
(51.) x = a cos3t, y = asint 
gegeben (Fig. 24); man soll die 
von ihr eingeschlossene Fläche 
berechnen.

Auflösung. Um zunächst den 
Flächeninhalt des Quadranten 
OBA zu berechnen, muss man in 
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der allgemeinen Formel für x die Grenzen 0 und a einsetzen. 
Da nun

T == 0 für = 9 

x = a ,7 t = 0

wird, so sind ‘ und 0 die entsprechenden Grenzen bei Ein- 

führung der Integrations -Veränderlichen t. Deshalb erhält man 
(52.) dx — — Zacost sintdt, 

« o 
(53.) F=fydx = — ^J^t. cos’tsintdt 

o 7
2

a 
2

= + Za?/sin4t cos’t dt. 
ö

Zur Ermittelung des unbestimmten Integrals von sin’t cos2t dt 
beachte man zunächst, dass 

(54.) /sinttcos?tdt =/sin‘t dt — /sin®t dt 

ist, und bilde nach Formel Nr. 69 und 73 der Tabelle die 
Gleichungen 

(55.) /sin’t dt = — 4 sin5^ cost + 8 /sin’t dt, 

(56.) fiv^tdt = — |sin3^cos t + 2/sin?tdt, 

(57.) J'w^tdt = — 4sintcost + ^t.

Indem man Gleichung (55.) mit —1, Gleichung (56.) mit 
+}, Gleichung (57.) mit + } multiplicirt und dann alle drei 
Gleichungen addirt, findet man 

(58.) ki^idt — /sin€t dt = 1 sinst cost — 1 sin3^ cos t 
J J 6 24 

1 .1 — — sintcost -t;

folglich ist
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2

(59.) F= 18 [cost (8sin5t — 2sin3t — 3sint) + 3t], 

a2 37__ Ba?7 
=16 2 - 32 '

Der Flächeninhalt der ganzen Astroide ist daher 
. — 3027 (60.) 4^= —•

Dies giebt den Satz: Der Flächeninhalt der Astroide ver
hält sich zu dem Flächeninhalte des umschriebenen Kreises wie 
3 zu 8.

Aufgabe 12. Die
Gleichungen

Cissoide des Diokles ist durch die

- ,sin (P (61.) x = 2a sin-c, y = 2a COS g
gegeben (D.-R., Seite 384); man soll 
den Flächeninhalt der Figur OQP 
(Fig. 25) berechnen.

Auflösung. Aus den Gleichungen 
(61.) folgt 

x = 0 für g = 0, 

x — 2a „ 9 = — » 

(62.) dx = 4asin g co^cpdcp, 
oder 

x (p 

(63.) F—fydx = 8a?/sin*g dg, 
o o 

folglich wird nach Formel Nr. 74 der 
Tabelle, wenn man n gleich 2 setzt, 

(64.) F= 8a2

+

(1 • 9 — COS 9 (4 Sin’g 

«p
3 • 3.1 14.2siny)+4.29

= a^tp — cos g(2 sin3g + 3 sin g)].
0
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Da die Gerade AB eine Asymptote der Curve ist, so er
streckt sich der Flächenstreifen bis in’s Unendliche, wenn die 
Ordinate QP der Asymptote immer näher rückt und schliesslich 
mit ihr zusammenfällt, wenn also

TU 
(65.) lima == 20, oder lim^= — 

wird. Der Flächeninhalt der Figur bleibt aber endlich, da man 
aus Gleichung (64.) 

(66.) lim F = 3a3r

®=2 
erhält. Die Curve liegt zur X-Axe symmetrisch; deshalb wird 
der Flächeninhalt der Figur, welche von der ganzen Cissoide 
und der Asymptote begrenzt ist, gleich 

3027.

Aufgabe 13. Es ist die Gleichung 

(67.) y = 12(3— 922 + 23:— 15) 

gegeben; man soll fydx berechnen. 
a

Auflösung. Nach Formel Nr. 9 der Tabelle wird 
ö b 

(6 8.) F =jydx — 12/(23 — 923 + 23 — 15)dx

a a
b 

=124—323+23 2—l5x
a 

= 1 (64 — 1263 + 4662 — 606 — a + 1243 — 46a2 + 60a

Will man sich über die Bedeutung dieses Resultates Rechen
schaft geben, so muss man beachten, dass die der Gleichung 
(67.), oder der Gleichung 

(67 a.) y = 1 (x — 1) (x - 3)( — 5)

Kiepert, Integral - Rechnung. 7
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Fig. 26. entsprechende Curve die X- 
Axe in den Punkten A, B, C 
mit den Abscissen

0A = 1, OB = 3, 
OC=5 

schneidet. Setzt man daher 
a =— 2, b = + 1, 

so erhält man
+1 

(69.) D^AD —Jydx
—2

=1(25—416) 
147_ 16 .

Der Ausdruck ist nega- 
tw, weil die Figur DrAD 
unterhalb der X-Axe liegt. 
Ferner wird der Flächen
inhalt der Figur

(70.)
+3

AHB = ldx = 1 (- 9 + 25)= 1 ,

+1
und zwar ist dieser Ausdruck positiv , weil die Figur AHB 
oberhalb der X-Axe liegt. Indem man a gleich 3 und b gleich
5 setzt, findet man den Flächeninhalt der Figur

5
(71.) BTC=sd=l(25+9) = 1,

3

und zwar ist dieser Ausdruck wieder negativ, weil die Figur 
unterhalb der X-Axe liegt. Endlich ist der Flächeninhalt der 
Figur

7
(72.) CEE. = fydx = 1 (119 + 25) = + 3.

5

Dieser Ausdruck ist positiv , weil die Figur oberhalb der 
X-Axe liegt. Demnach ist
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+7
F 1 QQ
ydz =4,(119 — 416) = 7

_ 2
und kann geometrisch gedeutet werden durch die Summe der 
Figuren

DrAD, AHB, BTC und CEE,, 
wobei aber die erste und dritte mit negativem, die zweite und 
vierte mit positivem Vorzeichen zu nehmen sind.

Dies giebt in Uebereinstimmung mit der auf Seite 15 aus
geführten Untersuchung den Satz: Wenn man den Flächeninhalt 
einer ebenen Figur zwischen einer Curve y —f(x), der Abscissen- 
Axe und zwei beliebigen Ordinaten durch Integration berechnet^ 
so sind die Flächenstücke über der Abscissen-Axe mit positivem, 
und die Flächenstücke unter der Abscissen-Axe mit negativem 
Vorzeich en b erücksich tigt.

§ 12.
Quadratur der Curven bei Anwendung schiefwinkliger 

Coordinaten.
(Vergl. die Formel

lst die Gleichung einer Curve 
gegeben, und bezeichnet man den 
Richtungen der Coordinaten- 
Axen mit einander bilden, durch 
y, so wird der Flächeninhalt 
eines Streifens QPPff (Fig. 
27), wenn man ihn unter Ver
nachlässigung der unendlich 
kleinen Grössen höherer Ord
nung als Parallelogramm be-

Tabelle Nr. 92.)

für schiefwinklige Coordinaten 
Winkel, welchen die positiven 

Fig. 27.

trachtet,
(1.) QPPQ1 = ydx . siny,
also

b

(2.) A 1 A B Bi = sin yjydx.

7*
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(3.)

Uebungs - Aufgaben.
Aufgabe 1. Die Gleichung

__ 1
y2 = 2pr, oder y = V2p . x2

stellt auch für schiefwinklige Coordinaten eine Parabel dar, 
wobei die Y-Axe eine beliebige Tangente ist, und die X-Axe

Fig. 28.
durch den Berührungspunkt 

parallel zur Axe der Parabel läuft 
(Fig. 28); man soll den Flächen
inhalt der Figur OQP berechnen.

Auflösung. Hier ist nach 
Gleichung (2.)

__
(4.) F— sin 7 . l/2pfx'2 dr 

o 3
—[2x2= sm % . • 2p — 

L 3

x

0

Der Flächeninhalt 
rysiny, folglich bleibt

= —^sin/.

des Parallelogramms OQPR 
der auf Seite 84 angeführte

ist gleich 
Satz auch

Fig. 29.

in diesem Falle noch richtig.

Aufgabe 2. Macht man in 
der Ellipse zwei conjugirteDurch
messer, deren Länge 2r und 2s 
sein möge, zu Coordinaten-Axen, 
so hat die Ellipse (Fig. 29) die 
Gleichung

(5.)

oder

T‘ , y

man soll den Flächeninhalt der Ellipse berechnen.



§ 12. Quadratur der Curven bei schiefwinkligen Coordinaten 101

Auflösung. Hier ist nach Gleichung (2.) mit Rücksicht auf 
Formel Nr. 80 der Tabelle

r r

F =4siny/yd: = 4,iZ/lz Vr—23 

o o

4s . siny x.)----- , , 72 •• /x)=-------- —yr2— x-- — arc sin( — 9r 2 9/ o 
oder
(6.) F = rs 7 sin y.

Da der Flächeninhalt der Ellipse mit den Halbaxen a und 
b, wie schon in Aufgabe 4a des vorhergehenden Paragraphen 
gezeigt wurde, gleich abn ist, so folgt hieraus die wichtige 
Formel
(7.) rs.siny = ab.

Aufgabe 3. Die Gleichung einer Hyperbel ist, wenn man 
die Asymptoten zu Coordinaten -Axen macht,

e2 1 (8.) 4xy = e2, oder y = — • ;

man soll den Flächeninhalt der ebenen Figur Q1PP2Q2 (Fig. 30) 
berechnen.

Auflösung. Aus Gleichung (2.) folgt in diesem Falle mit
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§ 13.

Quadratur von Figuren, welche oben und unten durch 
eine Curve begrenzt sind.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr: 93.)
Eine Figur sei oben begrenzt durch die Curve (Fig. 31)

(1-) y‘ =f^,
unten durch die Curve

Fig. 31.

@ &1

links und rechts durch die Or- 
dinaten A"A‘ und B“B‘ mit 
den Gleichungen
(3.) a = a und x = b.

Man kann dann den Flächen
inhalt der Figur A^^B^“ 
berechnen, indem man zuerst 
den Flächeninhalt der Figur

(4.) AA‘B‘B =fy‘dx 
a 

berechnet und davon den Flächeninhalt der Figur

(5.)
b

AA^B^B =Jy“dx 
a

abzieht. Dadurch erhält man
& 6 ft

(6.) F= AUA‘B‘B“ =fy‘dx—fyl,dx =J\y‘ — y“}dx.
aa a

Dasselbe Resultat findet man auch, indem man durch zwei 
benachbarte Punkte Q und Q1 der X-Axe Parallele zur Y-Axe 
legt, welche die beiden Curven bezw. in den Punkten P, P\ 
und P", P“x treffen. Den Streifen PPP’P" darf man unter 
Vernachlässigung von unendlich kleinen Grössen höherer Ord
nung als ein Rechteck mit den Seiten

P“P‘ =yl — y“ und QQ, = dx
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betrachten, wenn QQ1 verschwindend klein wird. Dadurch er
hält man für den Flächeninhalt des Streifens

PIIPIP,P“,=(y—y")dz.

A‘B‘ und A^B11

so dass die Summe aller dieser Streifen, nämlich

F=/y —y“^x, 
a

den Flächeninhalt der ganzen Figur A“A‘B‘B“ giebt.

Dabei ist zunächst stillschweigend die Voraussetzung gemacht 
worden, dass die Curvenbögen 
X-Axe liegen. Das Resultat 
bleibt aber auch dann noch 
richtig, wenn diese V oraus- 
Setzung nicht erfüllt ist. Liegt 
z. B. der eine Bogen A“B“ 
unter der X-Axe (Fig. 32), so 
hat, wie schon früher hervor- 

b

gehoben wurde, Jy“dx einen 
a

negativen Werth, so dass 
b v

J^dx—fy^dx ^ßy‘ — y“)dx 
a a a

die Summe der beiden Flächenstücke AA'B'B und A^ABB“ 
giebt.

In ähnlicher Weise kann man zeigen, dass Gleichung (6.) 
noch richtig bleibt, wenn beide Curvenbögen A‘B‘ und A“B“ 
unter der X-Axe liegen, und schliesslich auch, wenn die X-Axe 
von den Begrenzungscurven geschnitten wird. Den letzten Fall 
kann man dadurch auf die vorhergehenden Fälle zurückführen, 
dass man die Figur in mehrere Theile zerlegt, indem man durch 
die Schnittpunkte der beiden Curven mit der X-Axe Parallele 
zu der Y-Axe zieht. Für jeden einzelnen Theil gelten dann 
die früheren Voraussetzungen.
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Uebungs - Aufgaben.
Aufgabe 1. Von einer Parabel mit der Gleichung 

,__ 1 
y2 == 2px, oder y = — y2p . x"

Fig. 33. ist durch die Sehne OPV (Fig. 33)
das Segment über OPt abgesehnitten; 
man soll den Flächeninhalt dieses 
Segmentes berechnen.

Auflösung. Die Gleichungen der 
beiden begrenzenden Curven sind in 
diesem Falle

und yu =‘
X1

folglich erhält man nach Gleichung (6.)

=[V2p-341—22], 
0

oder

—2 1 21 Y1“=3”11—2T11 = 6 •

Pas Segment über OPt ist also dreimal kleiner als das zu
gehörige Dreieck OQiPi.

Dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn man von der Fläche 
OQiPi, deren Inhalt nach Aufgabe 2 in § 11 gleich 321Y1 
ist, den Flächeninhalt des Dreiecks 0Q1P, nämlich }2y1, 
abzieht.

Aufgabe 2. Von der Parabel mit der Gleichung

(11.) y1 = 2px. oder y‘ = ± y^p . P

ist durch eine Gerade P1P2 mit der Gleichung

(12.) y“ = mx — u
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ein Segment R‘OP2 ab
geschnitten (Fig. 34); man 
soll den Flächeninhalt des 
Segmentes berechnen.

Auflösung. In dem 
vorliegenden Falle, wo 
der Punkt P\ unter der 
X-Axe liegen möge, muss 
man die Figur durch die 
Gerade P\Px, welche der 
Y~ Axe parallel ist, in 
zwei Theile zerlegen und 
erhält

0

(13.) ROP =
. 0

(14.)

- 2- - "e

3 (2292 — 21 yi) ~ " (222 — 2,2) — u(x2 — 2).

Dabei ist aber bekanntlich
„ = 92—y’i =2 + yi, 

«2 --- 21 X, --- Ci
(15.) ._ T2y 1 —2192 _ 2192 + T21M — — — ------------------ 9

( T2 — 21 T2 — 1 

folglich wird, wenn man noch die Gleichungen (13.) und (14.) 
addirt,

(16.) F= 3(Yi + 2292) — }(xi + 22) (yi + Y2) + ZiY2 + Z2Y1 
= 4(xY1 + 2292) + }(xiy2 + xyi).



106 § 13. Quadratur der Curven bei rechtwinkligen Coordinaten.

Es sei z. B.

also

dann wird

21 = 4, 22 = 16. 2p = 9,

yi = 6, Y2 = 12,

(17.) F= $(24 + 192) + |(48 + 96) = 108.
Fig. 35. Aufgabe 3. Die Gerade 

(18.) y" = mx — u 
schneide von der Ellipse 
(19.) y = & Ya-y 

ein Segment 1\BP^ (Fig. 35) 
ab; man soll den Flächen- 
inhalt des Segmentes be
rechnen.

Auflösung. Nach Gleichung (6.) wird in diesem Falle

(20.) F = /(y‘ — y^dx = — a2 — mx — u ) dx
T1

a (2

Pi

a2
x- + arc sin 72

%2

1 r
= 2 23 — me2 — 2ux — abarcsin( - 

C

m(x22 — 212)
«i

2u(x2 — Xx)

2

+ ab arc sin ("2 ) — ab arc sin 
\a/

Nun ist aber bekanntlich

(21.) Y2 — Y1 T2Y1 — 2192M — ---------  2 U — -------------------------- 7
X2 ----- 1 X2 ----- Xi

folglich wird
(22.) m(pc^—212) +2u(x— z) = (J2—Y1) (22+21) + 2(x2y1—T92)

= (2292 — ^iy\) + {^yi — T1y2).
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Dies giebt
(23.) F=l(ny — 2291) + 45 arcsin

Es sei z. B.

T2 
a

. (T1
— arcsin —

(24.) 
also

(25.)

a = 6, b = 4, 21 = — 1, 22= 5,

2 2
yi= 1/35, J, =7 V11

dann geht Gleichung (23.) über in

(26.) F= 12 arcsin QJ-g (Vil + 5V35).

Dabei ist

12arcsinC )= 11,821 327,

12 arcsin
6.

2,009 377,

V11 = 3,32 7 7 08,

5735 = 2 9,58 0 39 9 ,

also
(27.) F= 13,830 704 — £ . 32,908 107 = 2,861 335.

Verbindet man den Nullpunkt 0 mit den Punkten Pi und 
P2 (Fig. 35), so erhält man ein Dreieck 0PiP2 mit dem 
Flächeninhalte }(x2y1—2192). Wenn man daher dieses Dreieck 
zu dem Segmente über der Sehne PtP2 hinzufügt, so ergiebt 
sich nach Gleichung (23.) für den Sector PiOP2 der Flächen
inhalt

(28.) Sector = ab r . /x,\ . /XIN— arcsin — )— arcsin - )2 L \ a / \ a /

Aufgabe 4. Eine Ellipse sei durch die Gleichung 
(29.) a^E1 + 2012ry + a^pß + «33 = 0 
gegeben; man soll den Flächeninhalt derselben berechnen.

Auflösung. Der Anfangspunkt der Coordinaten liegt im 
Mittelpunkte der Curve, aber die Coordinaten-Axen fallen nicht
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Fig. 36. mit den Axen der Ellipse 
zusammen (Fig. 36). Damit 
die Gleichung eine reelle 
Ellipse darstellt, müssen die 
Ungleichungen

( «11022 ----  4192 > 0, (30.) 10ga„<0

befriedigt werden. Aus Glei
chung (29.) folgt dann

^iy‘ = — «12^ +V (a122 — @11 (22)22 — 422 (33 , 

a22 y" = — «12« — V («122 — «11 A22)a2 — 22 733 , 

also
(31.) y‘ — y“ = V(a,22 ----  «H«22)«2 — «22«33-

«22

Nach den in den Ungleichungen (30.) ausgesprochenen Vor
aussetzungen kann man zwei positive Grössen c2 und k2 durch 
die Gleichungen

9 9 7 9 «22 «33 (32.) c- = @11 022 — 12", "=— - 2 —

erklären, so dass Gleichung (31.) übergeht in

(33.) ^-y“^ - V — c? + l22 =-V72 — x2;
«22 «22 

folglich wird

(34.) F= Ky1 — y^dx = — dx^ — x\

Zur Bestimmung der Integrationsgrenzen beachte man, dass 
^y‘ — y'^dx einer derStreifen ist, in welche man sich die ganze 
Fläche zerlegt denken muss. Die durch die Integration ausge
führte Summation aller dieser Streifen beginnt in demjenigen 
Punkte P und endigt in demjenigen Punkte P2, in welchem der 
Punkt P‘ mit dem Punkte P“ zusammenfällt, so dass die Tan
genten in den Punkten P und P^ zur Y-Axe parallel sind. 
Die Werthe von 21 und 72 findet man daher, indem man 
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y‘—y"= —VA2—a2 
(22 

gleich 0 setzt. Daraus ergiebt sich 
(35.) 21 = —A und x, = + k,

+I 
(36.) F=2, Jdx V73—2’,

also nach Formel Nr. 80 der Tabelle 

(37.) F=3§[gVi—z+‘arcsin(z)] 
— k

= — [arcsin 1 — arcsin (— 1)] = /Bert , 
@22 C22

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (32.)

(38.) “224337 
a22C

@337
V a11 a,2----a122

Dasselbe Resultat findet man, wenn man die Halbaxen a 
und b bestimmt und in die Formel

F = abn 
einsetzt, denn es ist bekanntlich

a =(39.) — 2433

711 — (22 - V (ötl — a22)2 + 40122

b — _______________— 2033______________  

öii — 422 - V(ani — 722)2 + 4012

also

(40.) — 2433ab — ■ — 
V (ölt + @22)2 — (öii — a22)2 — 4412

— 033

Van a22 — a122
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§ 14.
Quadratur der Curven bei Anwendung von Polar

coordinaten.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 91.)

Bei Anwendung von Polarcoordinaten mögen die Coordinaten 
eines Punktes P immer mit r und g, die eines Punktes P mit
Y1 und (1, allgemein die eines Punktes P mit rn und (n be

zeichnet werden. Nennt man den 
Flächeninhalt einer Figur A0P} 
welche durch zwei beliebige Radii 
vectores 0A, OP und durch den 
Curvenbogen AP begrenzt wird 
(Fig. 37) , S (Sector) , so ist S 
eine Function von g. Den kleinen 
Zuwachs
(1.) AS = PO Pi,

X welchen diese Function erleidet, 
wenn der Winkel XOP gleich

g um die kleine Grösse P01\ gleich Ag zunimmt, findet man, 
indem man den Bogen PP^ durch die Gerade PP ersetzt und 
zunächst den Flächeninhalt des geradlinigen Dreiecks P0Pr 
berechnet. Für diesen erhält man

(2.) △ POPr = AOP. OPisin(Ag) . sin(Ay) 27(+42)—20l 49.

Der Unterschied zwischen dem Curvensector POPr und 
dem Dreieck POPY ist ein Segment über der Sehne PPi, das 
eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung wird und deshalb 
vernachlässigt werden darf, wenn Ag verschwindend klein wird. 
Dann gehen auch die Grössen QPi gleich Ar und AS bezw. in 
die verschwindend kleinen Grössen dr und dS über, und man 
erhält

. . t sin(Ac)(3.) lim(r — Ar) == r, hm — 7 — 1,
dq=0 4q=0 49 

also
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(4.)
und

(5.)

dS — ^r^dq)

<p
S = } [r^dq,

wobei < XOA = « und < XOP = q gesetzt ist.
Gewöhnlich wird bei den Anwendungen auch die obere 

Grenze q einen Constanten Werth 3 haben, welcher dem Radius 
vector OB (Fig. 38) entspricht.

Auch dieses Integral kann als eine Summe von unendlich 
vielen, unendlich kleinen Grössen betrachtet werden. Theilt man 
nämlich den Winkel AOB in n (gleiche oder ungleiche) Theile, 
so wird auch der Sector AOB in n Theile zerlegt (Fig. 38), 
von denen man jeden einzelnen POP^ unter Vernachlässigung 
unendlich kleiner Grössen höherer Fig.38-
Ordnung, nämlich unter Vernach
lässigung der Dreiecke PQP, als 
einen Kreissector mit dem Flächen
inhalte ^Pdq betrachten kann. 
Dabei ist die, Voraussetzung ge
macht , dass die Anzahl n der 
Sectoren unendlich gross wird, 
und dass die einzelnen Sectoren 
gleichzeitig sämmtlich unendlich 
klein werden.

Durch Summirung aller dieser 
unendlich kleinen Sectoren findet 
man für den Flächeninhalt des ganzen Sectors

8
(6.) S = 1 fr^dq.

Uebungs - Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll den Flächeninhalt des Sectors PtOP2 
bei der Archimedischen Spirale 
(7.) r = aq 
berechnen (Fig. 39).
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Fig. 39.

also

Auflösung. Nach Gleichung 
(6.) ist in diesem Falle

(2 (P2 

(8.) S =2/"dy = 2 )sp2dep
«P1 ©1

[3l,;=da(a"sp:3—a"sp,3).

(9.)
723 — 713

D -- ------------- 
6a

Aufgabe 2. Man soll den Flächeninhalt des Sectors PvOP2 
bei der allgemeinen Spirale 
(10.) r = ag>n 
berechnen.

Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden 
Aufgabe erhält man hier

(2 CP2

(11.) S=, dq= y?"dq

(1 (Pi 

_ a2 r q2n±1%4_ a3(«22n+1 — q?"±1) 
=2 2n+1 = 2(2n + 1) 

Fig. 40. 
P, Aufgabe 3. Man soll den Flächen- 
y—Inhalt des Sectors P OP^ bei der loga- 

\ X rithmischen Spirale 
\ \ (12.) r = e^ 

\ / berechnen (Fig. 40).

Y 1 / x Auflösung. Aus Gleichung (6.) er- 
0 4 hält man in diesem Falle
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(14.) S = 2 (e2cpa — e244p.) = r^ — 712
4a

(15.) 

oder 

(15a.)

Aufgabe 4. Die Gleichung

stellt eine Parabel dar (Fig. 41); man soll 
das Segment BAC berechnen.

Auflösung. Aus Gleichung (15a.) folgt 
in diesem Falle

T

2
oder, wenn man

Fig. 41.

9 = 2t 
setzt und Formel Nr. 50 der Tabelle berücksichtigt,

S = aJ^t = a/1 + tg86) d(tg6) 
a 7

—4 4

4 Q,2 
= a2 [tgt + }tg?£] = a?(4 +9)==9

Kiepert, Integral-Rechnung. 8
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Aufgabe 5. Man soll den Flächeninhalt der Cardiolde mit 
der Gleichung

(18.) r'~ — a~

oder

(18a.) r = a cos2 (%) 

berechnen (Fig. 42).

Auflösung. Setzt man 
g = 2t, 

so wird zunächst mit Rück
sicht auf Formel Nr. 71 der 
Tabelle

= a?[+cosst sint + gcostsint 4- }t].

also

(20.) S =&2c0s8(£)sin(%)+ 3 cos(%)sin(%)+ 3% •

Lässt man g bis I, also % bis 3 wachsen, so wird 

(21.) - S=^ 

die Hälfte des gesuchten Flächeninhalts, für welchen man daher 
(22.) r= Ba’r 

erhält. Der Flächeninhalt der Cardioide verhält sich also zum 
Flächeninhalt des Kreises mit dem Halbmesser a wie 3 zu 8.

Aufgabe 6. Man soll den Flächeninhalt der Lemniscate 
berechnen (Fig. 43).



§ 14. Quadratur der Curven bei Polarcoordinaten. 115

Auflösung. Die Gleichung 
der Lemniscate ist 

(23.) 72 = a’cos (24), 

folglich wird 

q rp (cp) 
1 ( a2 ( a2 ( (24.) S = - Jr2dg = —/cos(2g)dg = /cos(2g) d(2g) 

0 0 (0) 

«p 
=4[sin (2gp)], = q sin (2gp).

Den vierten Theil (Quadranten) der Lemniscate erhält man, 

wenn g von 0 bis —, also 2g von 0 bis — wächst, folglich 

wird der Flächeninhalt der ganzen Lemniscate

(25.)

Aufgabe 7. Die Gleichung des Folium Cartesii war für 
rechtwinklige Coordinaten 
(26.) 23 + y3 — 3axy = 0;

man soll den Flächeninhalt der Schleife berechnen (Fig. 44).

Auflösung. Bei Anwendung 
rechtwinkliger Coordinaten müsste 
man die kubische Gleichung (26.) 
nach y auf lösen und erhielte einen 
Ausdruck für y‘ — y“, dessen 
Integration grosse Schwierigkeiten 
bereiten würde. Führt man da
gegen durch die Gleichungen 
(27.) x = rCOSg, y — r^\(p 
Polarcoordinaten ein, so geht 
Gleichung (26.) über in

Fig. 44.

y

(28.) Za sin q cos^
COS3^ + sing ’

8*



116 § 15. Quadratur der Curven.

deshalb findet man für den gesuchten Flächeninhalt 
a a 
2 2 

.1 (, 7 9a2 (sin2q COS2gp do (29.) S = — r2dcp = — - 2- . . 1 • v 7 2/2 (cos3y + sin3g)2 
0 0

Indem man Zähler und Nenner des Bruches, der unter dem 
Integralzeichen steht, durch cos®g dividirt und beachtet, dass 

d = a(tg«) 
/ cos2^ 27

ist, ergiebt sich

© © 
9a2 /tg2g #g^) _ 9a2/ ^dt 

" 2 J (1 + tg3g)2 2/ (1 + ^3)2 ’
(0) (0)

wobei tgg mit t bezeichnet ist. Setzt man noch 
1+1 = z, also ^dt = dz, 

so wird 
. ( ^dt Cdz / , 1 (31.) Ju+Py =J 2 =/ " = —= ’ 
folglich ist 

© 5 
/99‘ <_Za2r 1] = 3a2r 1 1 _3a2. (329 4528, 2L1+tg'., 52

Der Flächeninhalt der Schleife ist daher dreimal so gross 
wie der Flächeninhalt des Dreiecks AOB.

§ 15.
Uebergang von rechtwinkligen Coordinaten zu 

Polarcoordinaten.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 95.)

Ist eine Curve durch die Gleichungen 
(1.) := gff y = v() 
gegeben, so führt man zur Berechnung des von ihr eingeschlos
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senen Flächeninhalts häufig mit gutem Erfolge Polarcoordinaten 
ein. Aus den Gleichungen
(2.) z = rCOS g, y = rsin g 
findet man nämlich 
(3.) tgsp = % ,

. dep   xdy — ydx 
• cos®g x? 

und wenn man diese Gleichung mit 
r2cos2g = x2 

multiplicirt, 
(5.) r2d(p = xdy — ydx =(-d-v di) dt.

Dadurch geht Formel Nr. 94 der Tabelle über in 
8 (8) (8) 

(6.) 8 = 2/"3d9 = 2/dy ydx) = 2/dt—V di 
c («) (c)

Uebungs-Aufgaben.
Aufgabe 1. Man soll den Sector der Kreisevolvente mit den 

Gleichungen

(8.)

J x = a(cost + tsint), 
(79) l y = a(sint — tcost) 

berechnen (Fig. 45).

Auflösung. Aus den Glei
chungen (7.) findet man

dx = atcQ^tdt,
dy = at sin tt.

folglich wird 
(9.)

(10.)

xdy — ydx = a2t2dt^

LG/a=W=A0R
o
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Aufgabe 2. Man soll den 
Flächeninhalt der Astroide mit 
den Gleichungen
(11.) x = acost, y — a^t 
berechnen (Fig. 46).

Auflösung. Aus den Glei
chungen (11.) findet man

[ dx = — Ba cosRtsintdt,
• • | dy = + Basin2lcostdt,
folglich wird

(13.) xdy — ydx = Za?(sin2l cos‘t+sin‘tcos?c)dt = Za?sin?tcos?dt,

(14.) S = -^-l^t^^ldt = AOP, 
o

oder
t (t)

202 ( 2,2 / 
(15.) S=g/4sin?lcos2L.dt =1g/sin?(2 t) d(2t).

Ö (0)

Dies giebt nach Formel Nr. 69 der Tabelle
2,2 + 92 (16.) S = 16 [— 4sin(2t)cos(2t) + 4], = 76 t— 4sin(46)].

Für t =erhält man den2 Sector AOB, d. h. den vierten

Theil der Astroide, folglich 
ist der Flächeninhalt der 
ganzen Astroide in Ueber
einstimmung mit Aufgabe 11 
in § 11

. - 3427
(17.) F="g

Aufgabe 3. Man soll 
den Flächeninhalt der Epi- 
cykloiden mit den Glei
chungen
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x = a [m cos t — cos(mt)] , 
(18.) I y = a [m sint — sin(mt)] 

berechnen (Fig. 47).

Auflösung. Aus den Gleichungen (18.) folgt 
dx = ma[— sint + sin(mt)]dt, 
dy = ma [cost — cos(mt)]dt, (19.)

also, wenn man beachtet, dass hier m = n + 1 zu setzen ist, 
(20.) xdy — ydx = ma^^m + 1) — (m + 1)cos(nt)]dt 

= m(m + 1)a2[1 — cos(nt)]dt.
Dies giebt für den Sector AOP

t
x _ m(m + 1)a2 . / - - (21.) S = —-—-—— /[I — cos(nt)]dt

0 
="n±"[-1sin(n].

Wenn der Sector durch einmaliges Abrollen des rollenden 
Kreises entstanden ist, wenn es sich also um den Sector AOBC 
handelt, so hat man den Wälzungswinkel des rollenden Kreises

, 27nt = 21, also t = — n
zu setzen und erhält

(22.) s = m(m + 1)a2z = (n+1) (n + 2)a2x = AOBC
• n n

Ist n eine ganze Zahl, so schliesst sich die Curve, und die 
ganze Fläche besteht genau aus n solchen Sectoren; in diesem 
Falle wird also der Flächeninhalt der Epicykloide 
(23.) F= n . AOB C — (n -p 1) (n + 2)a27.

Ist z. B. n = 6, wie es in Figur 47 der Fall ist, so wird 
(24.) F = 56a?x.

Für n = 1 ist die Epicykloide eine Cardioide, deren Flächen
inhalt demnach 
(25.) F= Qa^n 
ist. Dieses Resultat stimmt mit dem in § 14 Aufgabe 5 ge
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(27.)

fundenen überein; nur war damals der Halbmesser a viermal 
grösser als in den hier benutzten Gleichungen.

Aufgabe 4. Man soll den Flächeninhalt der Hypocykloiden 
mit den Gleichungen
(26.) x = a[m cos t + cos(mt)] , y = a[msint — sin(mt)] 
berechnen (Fig. 48).

Auflösung. Aus den Gleichungen (26.) folgt 
dx = ma[— sint — sin(mt)]dt, 
dy = ma[cos t — cos(mt)]dt, 

also, wenn man beachtet, dass hier m = n — 1 zu setzen ist, 
(28.) xdy — ydx = ma2 [(m — 1) — (m — 1) cos(nt)]dt 

= m(yn — 1) a2[l — cos(nt)]dt, 
folglich wird
(29.) s=m(m—l)a/1—cosgntyyat

0

= ——-—— U — , sin(nt) = AOP.

Fig- 48. Wenn der Sector durch
einmaliges Abrollen des rol
lenden Kreises entstanden 
ist, so hat man den Wäl
zungswinkel dieses Kreises 

, , 27 nt = 27U, also t = —• 7 2 
zu setzen; dann wird 

(30.) sem(m—l)a 
n

(n —1) (n—2)a?n 
n

= AOBD.
Ist n eine ganze Zahl, so schliesst sich die Curve, und man 

erhält für den Flächeninhalt der ganzen Hypocykloide 
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(31.) F = n . AOBD = (n— 1) (n — 2)a?7.
Für den in Figur 48 berücksichtigten Fall ist 

(32.) n = 3 und F— 2a2 T, 
also doppelt so gross wie der rollende Kreis, oder wie ‘der durch 
die Punkte DEF gelegte Kreis.

Bei der Astroide hat man n = 4 zu setzen [und erhält in 
Uebereinstimmung mit Aufgabe 11 in § 11 und Aufgabe 2 [in 
diesem Paragraphen 
(33.) F= 6a?x,
nur ist in der vorliegenden Darstellung der Werth von a vier- 
mal kleiner als dort.



III. Abschnitt.

Kubatur der Rotationskörper.

§ 16-

Berechnung des Volumens eines Rotationskörpers.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 96—98.)

Eine Curve (Fig. 49) mit der Gleichung

Fig. 49.

(1.) V =f^ 
rotire um die X-Axe, dann beschreibt jeder Punkt der Curve 
einen Kreis. Um das Volumen V des Körpers zu berechnen, 

welcher bei der Rotation von 
der Figur AiAPQ beschrie
ben wird , beachte man zu
nächst , dass V eine Func
tion von x ist. Wenn näm
lich 0Q = x um die Grösse 
QQ1 = Ax wächst, so wächst 
auch V um den von dem 
Viereck QPP Q1 beschrie
benen Rotationskörper AV. 
Dabei ist d V grösser als der 
von dem Rechteck QPRQ, 

bei der Rotation beschriebene Cylinder y^n. Ax und kleiner als 
der von dem Rechteck QRPQ, bei der Rotation beschriebene 
Cylinder y^n .Ax; es ist daher
(2.) y-n . Ax ^AV^ y^n . Ax.
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Dies gilt nur, wenn die Curve (wie in Figur 49) vom 
Punkte P bis zum Punkte P steigt', wenn sie dagegen in diesem 
Intervalle fällt, so wird
(3.) y^n . Ax 247= y^n . Ax.

Steigt und fällt die Curve in dem Intervalle von P bis P 
abwechselnd (vergl. Fig. 3), so sei y{ die Ordinate des höchsten 
Punktes H und y“ die Ordinate des tiefsten Punktes T, dann 
wird
(4.) y^n . da =dTE y‘2z . Ax.

In dieser Ungleichung sind die beiden vorhergehenden Un
gleichungen (2.) und (3.) als besondere Fälle inbegriffen. Indem 
man die Ungleichung (4.) durch Ax dividirt, erhält man

(5.) y‘27 = ——4 y ^n. 
Ax — •

Da nun für lim Ax = 0
limy’ = limy" = y 

wird, so folgt hieraus

(6.)
dies giebt

(7.)

T = f-n, oder dV = y^ndx\

2

V = nfy^dx, 
a 

wobei die untere Grenze a die Abscisse OAX des Curvenpunktes 
A ist, denn für x gleich a wird das Volumen des Körpers 
gleich Null.

Gewöhnlich wird man auch für die obere Grenze einen 
constanten Werth b einsetzen müssen, so dass man erhält

b
(8.) V = TTff^dx.

Auch dieses Integral kann man als eine Summe von unend
lich vielen, unendlich kleinen Grössen ansehen. Zerlegt man 
nämlich die ebene Figur AtABBx durch Parallele zur Y-Axe 
in n Streifen, die alle verschwindend klein werden, wenn n in’s 
Unbegrenzte wächst (Fig. 50), so darf man diese Streifen als
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Rechtecke betrachten, denn die kleinen Dreiecke PRPV, welche 
dabei vernachlässigt werden, beschreiben bei der Rotation ring-

Fig. 50. förmige Körper, deren Volumina 
unendlich kleine Grössen höherer 
Ordnung sind.

Das Volumen des Cylin- 
ders, welcher bei der Rotation 
von dem Rechteck QPRQ1 be
schrieben wird, ist aber

y2n . dx, 
wenn man die Höhe dx des 
Cylinders sogleich verschwin
dend klein annimmt. Die 

Summe aller dieser unendlich vielen, unendlich flachen Cylinder 
giebt dann das gesuchte Volumen des Rotationskörpers, nämlich 
in Uebereinstimmung mit Gleichung (8.)

In ähnlicher Weise findet man auch das Volumen eines 
Rotationskörpers, bei welchem die Y-Axe die Rotations-Axe ist; 

nur muss man in diesem Falle x 
und y mit einander vertauschen, 
so dass man

d
(9.) V = n [x^dy 

c
erhält. Es ist dabei zu beachten, 
dass hier y die Integrations-Ver
änderliche ist, und dass' man des
halb erst integriren kann, nach
dem man in Gleichung (9.) x2 als 
Function von y dargestellt hat, 

während in Gleichung (8.) x die Integrations-Veränderliche war.
Um dies anzudeuten, mögen die Integrationsgrenzen a und 

b, da sie besondere Werthe von x sind, in Gleichung (8.) mit 
21 und 22 bezeichnet werden; und ebenso mögen in Gleichung (9.)
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die Integrationsgrenzen c und d, da sie besondere Werthe von 
y sind, mit yx und y2 bezeichnet werden.

Man erhält daher

(io.) V = 7fy^dx,

wenn die X-Axe die Rotations-Axe ist, und 
32 (11.) V = iJ^dy,

Ji 

wenn die Y-Axe die Rotations-Axe ist.

Durch Verlegung der Cordinaten-Axen kann man es immer 
erreichen', dass die X-Axe oder die Y-Axe mit der Rotations- 
Axe zusammenfällt. Ist z. B. in 
Figur 52 die Gerade C1Di mit 
der Gleichung

a = a
Rotations-Axe, so verschiebe man 
die Y-Axe parallel mit sich um 
die Strecke OA gleich a, indem 
man 

a = x‘ — a, oder x‘ = x — a 
setzt, dann wird 

32 
(12.) 7= 7fx^dy =

Die Berechnung des Volumens der Körper nennt man 
„Kubatur der Körper^.

§ 17.
Uebungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. Ein gerader Kreiskege\ dessen Grundkreis den 
Halbmesser a hat, und dessen Höhe gleich h ist, entsteht, indem 
ein rechtwinkliges Dreieck OCA (Fig. 53) um die X-Axe 
rotirt; man soll das Volumen des Kegels berechnen.
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Fig. 53. Auflösung. In dem recht
winkligen Dreieck OCA ist die 
Kathete OC gleich h, und die 
andere Kathete CA gleich a, 
folglich hat die Hypotenuse OA 
die Gleichung

Das Volumen des Kegels 
wird daher nach Formel Nr. 96 
der Tabelle

(2.)

also

(3.)
—_  a27 [x3]
‘ = 123

a2zh
3

Aufgabe 2. Ein abgestumpfter gerader Kreiskegel habe die
Fig. 54. Höhe h und sei begrenzt durch 

die beiden Kreise mit den Halb
messern «i und a^ man soll das 
Volumen des Kegelstumpfes be
rechnen.

Auflösung. Der Kegelstumpf 
entsteht durch Rotation des Pa
ralleltrapezes 0A{A,A um die 
X-Axe (Fig. 54), wobei OA gleich 

h mit der X-Axe und OA{ gleich 
a1 mit der Y- Axe zusammenfällt. 
Die Gleichung der Geraden Ai A2 
ist daher

(4.)

folglich wird

«2 ----  «1

h3 — x + C1,
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(5.) r= m/spa = „/[as,93” + 2loa—9o1* + q,s]d
0 0 

(a2 — a1)2x3 , 2(42 — a1)aix2 
7 L 3/2 T 2h

h
a^x

Jo
—

nTc
— [(a2 — a^ + 3(a2 — C1)d1 4- 3412] ,

also

(6.) V=-(a,? + a1a2 + a^).

Aufgabe 3. Der Halbmesser einer Kugel sei a\ man soll 
das Volumen einer Kugelschicht berechnen, welche unten und
oben von zwei Kreisen mit 
den Halbmessern 21 und 22 
begrenzt ist und die Höhe 
h hat.

Auflösung. Die Kugel
schicht entsteht (Fig. 55) durch 
Rotation der Figur RPPR2 
um die Y-Axe, wobei PP, 
der Bogen eines Kreises mit 
der Gleichung

Fig. 55.

(7 •) a2+y2 = a2, oder a2 = a2 — y^
ist. Nach Formel Nr. 97 der Tabelle erhält man daher

also

(9.) V — — [Ba"(y2 — y^ — {y^ — 3:8)]

_ 6 , v) tsa _ w _ »: _ wo

= t&^iA [3(a?—9,)+ 3(a2—3,3)+(y,3—29192+3,3)].
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Nun ist aber
(10.) y2 — yv = h, y^ — 2y,V2 + y^ = 13,
und nach. Gleichung (7.)

a? — y^ = ^i2, a3 — y22 = «3,
folglich wird

n TT
(11.) 7=(3x,? + 3x22+h2).

Setzt man in Gleichung (8.) y^ gleich 0 und y^ gleich a, 
so geht die Kugelschicht in die Halbkugel über, so dass man 
für das Volumen der ganzen Kugel

(12.)

erhält.

v = 27a‘y — 33
0

4a3n
3

Aufgabe 4. Die Parabel OP mit der Gleichung 
(13.) y2 = 2px
rotire um die X-Axe (Fig. 56); man soll das Volumen des von 
der Figur OQP beschriebenen Rotations-Paraboloids berechnen.

Fig. 56.

ist halb so gross wie der

Auflösung. Nach Formel Nr. 
96 der Tabelle istj

x x 
(14.) V — njy2dx— ^pn fxdx 

ö o 
x2 x . ^px . n 

=2PF 2-—2

_ xy2n 
. - 2 '

Dies giebt den Satz: Das 
Volumen des Rotations-Paraboloids 

von dem entsprechenden Rechteck 
OQPR mit den Seiten x und y bei der Rotation beschriebene 
Cylinder.

Für x gleich y wird

(15.)
. _ x3n

2
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Beschreibt man über 
einem Kreise mit dem Halb
messer x einen Cylinder mit 
der Höhe x, eine Halbkugel, 
ein Rotations-Par aboloid und 
einen Kegel mit der Höhe x 
(Fig. 57), so sind die Volu
mina dieser vier Körper 
bezw.

x3I,
2x3/ x3n x3T

2 3
und verhalten sich daher zu einander wie

Aufgabe 5. Rotirt eine Kllipse mit der Gleichung
9/2

(16.) “+, = 1,

oder
62 

(16a.) y2 =az(a2—43)

um die grosse Axe (Fig. 58), 
so heisst der dabei beschriebene 
Rotationskörper ^längliches Ro- 
tations-Rllipsoid“; man soll das 
Volumen der Schicht berechnen, 
welche bei der Rotation von

Fig. 58.

der Figur Q1PP2Q2 beschrieben wird.
Auflösung. Nach Formel Nr. 96 der Tabelle wird in diesem 

Falle

6:4 : 3 : 2.

X2 T2

(17.) V = 7rly2dx = —2 i(a2 — a?)dx =
21 Xx

621
a2

2-1

ax 3
21

62z .= 5 [3a2(x2 —Ba2 L
b27(T2 — 21)

21) — (x23 — x13)]

3a2
(Ba2 — x22 — 21%2 — 212) ,

Kiepert, Integral-Rechnung. 9
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(17a.) V = TOP,—) 382 (a2 - 722) +32(— 2,3)
62 -

+az(F2—21)2, ‘ 

oder, wenn man die Höhe 22—21 der Schicht wieder mit h be
zeichnet und Gleichung (16.) beachtet, 
(18.) v-"C"(ov*+8y,+427).

Für yt gleich 0, 32 gleich 0, h gleich 2a erhält man das 
Volumen des ganzen Rotations-Ellipsoids, nämlich

x — 44827(19.) = — •

Aufgabe 6. Rotirt eine Ellipse mit der Gleichung

Fig.59. (20.) 4+3=1,

oder

(20a.) «3=82 (82 — 92)

um die kleine Axe^ so heisst der 
dabei beschriebene Rotationskörper 
„Sphäroidu (Fig. 59); man soll 
das Volumen der Schicht berech
nen, welche bei der Rotation 

durch die Figur RiPtP^ beschrieben wird.
Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden 

Aufgabe findet man hier
32 Y2

(21.) v=ST/62—y)dy =“T[B2y—"

h/ o o , a2h2\ = —( 3x,2 + 3x22 + —

wobei die Höhe y^ — y^ mit h bezeichnet ist.
Für 21 gleich 0, 22 gleich 0, h gleich 2 b erhält man das

Volumen des ganzen Sphäroids, nämlich
(22.) v=4zz.
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Aufgabe 7. Rotirt eine Hyperbel mit der Gleichung

(23.) ? ^=1, 
a- bl

62
oder 92=22 (x2 — a2)

um die X-Axe, so entsteht das ^zweischalige Rotations-Hyperbo- 
loid^ (Fig. 60); man soll das Volumen einer Schicht dieses 
Körpers berechnen.

Fig. 60.

(24.) V = 7 y^dx = 52 ^ — a^dx = 52 3 — a2x
21 21 “1

= [223 — 213 — Za2(22 — 21)]

= 4 "(sas 21 (zy? + xzyza + z,2 — 302)

- "(z,,7) 3830 -+8 (* - 08)
62 1

—4z(x2—21)2 ‘

oder, wenn man 22—-21 mit h bezeichnet und Gleichung (23.) 
berücksichtigt, 

hrr / 7212 \ (25.) V="F(By,2 + 8y,2 as)

Für
21 = a, Yi = 0; x^ = x, y^ — y, h = x — a 

erhält man das Volumen des Körpers, der bei der Rotation von 
der Figur A^QP beschrieben wird, nämlich

9*
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(26.) V = E—dz r By2 —zyo 1 = 8306, 0)2r (c + 20).
Aufgabe 8. Rotirt eine Hyperbel mit der Gleichung 

Auflösung. Hier ist

oder

(27.) 4—%=1, 

oder 

(27a.) ^ = ^y^b^

um die Y-Axe, so entsteht das 
^einschalige Rotations- Hyperbo- 
loid'-t (Fig. 61); man soll das 
Volumen einer Schicht dieses 
Körpers berechnen.

+ ^y=^ + ^'

Ji

- y^ + yd + 362),

(29.) V = (2 g"" [39° (y,? + 62) + 3 (y? + 63)

—8 (92—9)2
Bezeichnet man die Höhe y^ — yx der Schicht wieder mit 

h, so wird mit Rücksicht auf die Gleichungen (27 a.) 
(30.) v=A(322+32—().

Für
21 = a, yt = o; 22 = x, y^ = y^ h = y 

erhält man das Volumen des Körpers, der bei der Rotation der 
Figur OAPR um die Y-Axe beschrieben wird, nämlich 

'öl.) v=y^+^^=^ + m
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Aufgabe 9. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Kettenlinie um die X-Axe entsteht 
(Fig. 62).

Auflösung. Die Gleichung der Kettenlinie ist

folglich wird

(33.)

Unter der Voraussetzung, dass 21 und 22 beide positiv sind, 
erhält man

x _X- / x _ x. —Tae"+e “).9("—e ")+ax
ZLZ •

Fi

=" IYy—a+ar],

=V [J2 Vy22—a2—Y1Vy12—a? + a(x2 —«,)].

Wird dagegen 21 negativ, wie es in Figur 62 der Fall ist, 
so wird 
(34a.) V = “AT[yVy22— a2 + y, Vy,— a2 + a(x2 — «,)].

Für 21 = 0, yv = a; T, = x, y^ — y erhält man

(35.) v=CT (Vy2±a+az).
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Aufgabe 10. Man soll das Volumen des Körpers berechnen,, 
welcher durch Rotation der Cyldoide um die X-Axe entsteht 
(Fig. 63).

Auflösung. Die Glei
chungen der Cykloide sind 

[ x = a(t — sin t), 
(36.) , _ 271 _ cost).

d. h. x und y sind beide 
A als Functionen einer drit

ten Veränderlichen t dar
gestellt; deshalb wird es 
zweckmässig sein, t als 
Integrations - Veränder

liche einzuführen.
Dies giebt

(37.) dx = a(1 — cost)dt,
also, wenn der Körper durch Rotation der Figur OPQ entsteht,

(38.) V = nfy^dx = ad’nf^A. — cost)3dt
b o

t

= a^nf{l — 3 cost + 3cos2Z — cos3t)dt, 
o

folglich wird nach den Formeln Nr. 10, 13, 68 und 42 der 
Tabelle
(39.) V = a^jt(t— 3sint + 3sint cost + 3t — sint + |sin3Z)

= a3x[+t + sint(— 4 + }cost + 4sin?t)].
Für t = 27 erhält man das Volumen des Körpers, welcher 

durch Rotation der ganzen Cykloide OPHA entsteht, nämlich 
(40.) V = 5a372.

Aufgabe 11. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Astroide um die X-Axe entsteht 
(Fig. 64).
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Auflösung. Die Gleichungen 
der Astroide sind

(41.) x = a cos3t, y = asinst,

folglich ist, wenn man wieder t 
zur Integrations -V eränderlichen 
macht und zunächst den Körper 
berechnet, welcher durch Rotation 
der Figur OQPB entsteht,

(42.) dx — — 3a cos2t sintdt.

(43.)
x t

V= rJy^dx = — 3a3z/sin®t costsintdt 
o «

2

= Za3x/(1 — COS2 t)3 COS2/ . d(cos t).
n
2

Setzt man also
cost = z,

so wird, wenn man beachtet, dass cos( —) gleich 0 ist,

z
(4 4.) V = Za^nf^z1 — 324 + 326 — zs)dz

o

=== (105 cos3t -— 189 cost + 135 cos’t — 35 cost).

Für t gleich 0 erhält man das Volumen des Körpers, 
welcher bei der Rotation von dem Quadranten A OB beschrieben 
wird, folglich ist das Volumen des ganzen Rotationskörpers 
(45.) v =282(105—189 4- 135 - 35) =8".

Aufgabe 12. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Cissoide um die X-Axe entsteht 
(Fig. 65).
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Fig. 65. Auflösung. Die Gleichungen der Cis- 
soide sind 
- 2asin3g (46.) x = 2dsin"9, y = cos ‘ 
folglich wird
(47.) dx = 4a sin g cos g de,

(48.) V=nfy2dx = 1608 Äin"spdqp

J J COS y
o

Setzt man also
o

(49.) cos g = t, sin2g = 1 — t2, 
sin g do = — dt, , 

so wird
t = 1 für gp = 0,

und man erhält

(50.) V = — 16a3z

t

= - 16d*r/( — 3t + 3t3 — t^\dt

3t2 3t4 
2T 4

=4z (— 12D + 1812—94 + 20° — 11)

= [_ 6 1(22) — 2(1 —?)— 3(1 — t^ — 6(1 — (3)] . 
D

Nun ist

(51.) t2 = cos2^ = 1 — sin? = 2d-—- , 1 — t= , 
• 2a 2a 

folglich wird

(52.) V = z 24q31(—2d—)— 23 — Sax2 — 124% I • 
3 L \2a ■— x/ J
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Aufgabe 13. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
der durch Rotation der Cissoide um die Asymptote mit der 
Gleichung x = 2a entsteht (Fig. 66).

Auflösung. Zunächst möge das 
Volumen des Körpers berechnet 
werden, welcher bei der Rotation 
von der Figur OASP beschrieben 
wird. Nach Formel Nr. 98 der 
Tabelle findet man in diesem 
Falle

y
(53.) V = nj\x — Za^dy. 

o
Dabei folgt aus den Glei

chungen (46.)

| x — 2a = — 2a cos2g,
(54) 2 2a

| dy = COS^ (3 cos"s + sin’g) sin’gpdgp, 

also

(55.) V = 8a3zJ/sin2g cos2g(3 cos2g + sin?g)dg. 
o

Nun ist
J 4 sin2g cos2g = sin2(2g),

(56.) I 3cos2^) + sin2^) = 1 + 2cOSPgp = 2 + cos(2^),

so dass man erhält
(p)

(57.) V = a3z/ sin?(2g)[2 + cos(2g)]d(2g).
(o)

Dies giebt nach Formel Nr. 69 und 40 der Tabelle
(58.) V = a3z [— sin(2g) cos(24) + 2g + 4 sin?(2g)] .

Wenn g bis — wächst, so wird y unendlich gross. Gleich- 
zeitig erstreckt sich auch der Rotationskörper bis in’s Unend
liche; trotzdem bleibt aber sein Volumen endlich, denn man erhält 
(59.) lim V=a72
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»i 
also

Aufgabe 14. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Ellipse

(60.) y = c ± "Va — 22

um die X - Axe entsteht 
(Fig. 67), wenn c grösser als 
b ist.

Auflösung. Man kann 
das gesuchte Volumen V als 
die Differenz zweier Volu
mina V’ und V“ betrachten, 
von denen V' bei der Rota
tion von der Figur QrPiP^Qi 
und F" von der Figur 

QiPPPPQ^ beschrieben 
wird. Dabei ist

= 7fy'^dx,

T2
(62.) V=Vl —V“ ^nfy^ — y^^dx.

Bei der vorliegenden Aufgabe ist

also
y‘ + yu^=2c, y‘ — y“ =aYa—x, 

folglich wird
(63.) (y + y“) (y‘ - y") = y"- - y-^ = 45c Ya3—22,

T1

Will man das Volumen des Körpers berechnen, welcher 
durch Rotation der ganzen Ellipse entsteht, so hat man
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21 = — a, T2 = — a
zu setzen und erhält nach Formel Nr. 80 der Tabelle

(65.)
46c7 x r—----- , a2 . /x\

V =------ - ya2—x2 — — arcsin ( - )a 2 \a j
—a

46cit 
a — arcsin (+ 1) —arcsin (— 1 

2 •
= 2abcn2.



IV. Abschnitt.

Rectification der ebenen Curven.

§ 18.
Rectification ebener Curven, deren Gleichung auf ein 

rechtwinkliges Coordinaten-System bezogen ist.
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 99.)

Ist
(1.) y =fW
die Gleichung einer Curve (Fig. 68), so wird der Bogen AP gleich s 

Fig. 68. ebenfalls eine Function von x. 
Wächst nämlich x um die Grösse 
QQ1 gleich Ax, so wächst auch 
der Bogen s um die Grösse PM 
gleich ds. Betrachtet man zu
nächst As als die Sehne Pl\, 
so ist zis die Hypotenuse in dem 
rechtwinkligen Dreieck PR P1, so 
dass man erhält

(2.) PPP = PR2 + RP^, oder 482 = zix* + ziy\

(2a.) ds = V dz? + dy?.
Lässt man die beiden Punkte P und P einander unend

lich nahe rücken, so gehen zix, ziy, zis bezw. in die Differentiale 
dx, dy^ ds über, und der unendlich kleine Bogen PP fällt mit 
der unendlich kleinen Sehne PP gleich ds zusammen. Deshalb 
erhält man für den unendlich kleinen Zuwachs ds des Bogens 
s aus Gleichung (2a.)
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(3.)
ds = Vda? + dy2 = dxV 1 +(") • 

y CSC /
Daraus folgt durch Integration für den Bogen AP selbst

(4.)

XA

Man wird hierbei die Integrationsgrenzen zweckmässiger 
Weise mit 21 und 22 bezeichnen, um anzudeuten, dass x die 
Integrations-Veränderliche ist. Dadurch geht Gleichung (4.) 
über in

/ - / / dy\2
(4a.) s=/dz/1+(Zx)

Man kann nämlich auch y zur Integrations-Veränderlichen 
machen, denn aus Gleichung (3.) folgt

Sind x und y als Functionen einer dritten Veränderlichen 
t gegeben, so wird man in den meisten Fällen mit gutem Erfolge 
t zur Integrations-Veränderlichen machen und schreiben 

(7.)d=dY(d)+(d%):
(8.) S=J ds^jdty^ + (^)-

In dieser Formel sind die Gleichungen (4a.) und (6.) als 
besondere Fälle enthalten, welche sich ergeben, wenn man 

t = x bezw. t — y 
setzt.

Auch hier kann man das bestimmte Integral als eine Summe 
von unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen betrachten.
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Zerlegt man nämlich den Abschnitt Q,Q2 auf der X-Axe 
ungleiche) Theile und legt durch 
die Schnittpunkte Parallele zur 
Y-Axe, so wird auch der Bogen 
PP2 gleich s in n Theile zerlegt. 

Indem man die auf einander 
folgenden Schnittpunkte des Bogens 
durch gerade Linien mit einander 
verbindet, erhält man zwischen 
P und P2 ein Polygon von 
n Seiten. Wird nun n unendlich 
gross, und werden die einzelnen 

Seiten des Polygons unendlich klein, so fallen sie mit den Bögen, 
deren Sehnen ds sie sind, zusammen.

Der ganze Bogen PP2 oder s wird daher die Summe von 
diesen unendlich vielen, unendlich kleinen Sehnen ds, so dass 
man wieder erhält

s = lds — /Vdx? + dy2 = /dxV 1 + (dy) .

21

§ 19.
Uebungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll 
rabel mit der Gleichung 
(1.) 
berechnen (Fig. 70).

Fig. 70.

die Länge des

y2 = 2px

Bogens OP der Pa-

Auflösung, 
folgt

(2.) ydy^pdx,

Man wird

Aus

oder

hier

Gleichung

dz_ y 
dy P 
nämlich y zur

Integrations-Veränderlichen machen, 
— Cx

QA weil sich x und — rational durch y 
dy
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darstellen lassen. Dadurch erhält man nach Formel Nr. 99 
der Tabelle

und dies giebt nach Formel Nr. 86 der Tabelle

(4.) s = - 3 Vp2 + y2+71y + Vp2 + y2) 
" - 0

= Jypy+p 1 (v+Vp*+y).
2p‘f P /

Aufgabe 2. Man soll die Länge des Bogens P^ der 
PUipse mit der Gleichung 
(5.) b2a? + a’y? = a?b2
berechnen (Fig. 71).

Auflösung. Aus Gleichung (5.) folgt

e2 == a2 — 62

ist. Daraus ergiebt sich

(8.)

C2 C2
1 /dzVa‘—ex2_1 _(d—edz_.
a) az 42 a) V(a2 — 22) (a4 — e?x2)

21 21

Dieses Integral, das ein ^elliptisches Integral zweiter Gattung^ 
genannt wird, kann erst an einer späteren Stelle ermittelt werden, 
da es sich weder durch algebraische Functionen noch durch die 
bisher bekannten transcendenten Functionen ausdrücken lässt.
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Man erkennt daher aus dieser Aufgabe, wie die Anwendungen 
der Integral- Rechnung auf neue transcendente Functionen 
führen.

Aufgabe 3. Man 
soll die Länge des 
Bogens der Hyperbel 
mit der Gleichung 
(9.) Z2a2 — a?y? = a-b1 
berechnen (Fig. 72).

Auflösung. Man fin
det hier in ähnlicher 
Weise wie bei der vor
hergehenden Aufgabe

T2 «2 
1 ( (a4 —- e2x?)dx 1 / (e2x2 — a^dx 
aJy (a? — x2) (a — e8z?) aJ V (x2 — a?)(e"z2 — cd)

nur ist bei der Hyperbel e2 gleich a2 — 62.

Aufgabe 4. Man soll die Länge des Bogens PP2 der 
Kettenlinie mit der Gleichung

(11.) y=Se"+e a), oder ±Vy?— d1 =g(ed— e a) 

berechnen (Fig. 73).
Fig. 73. Auflösung. Aus den Gleichungen

oder
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== Vy^ — a2 — Vy^ — a2'
Für Xi gleich 0, x^ gleich x wird der Bogen 

(15.) AP^y^^ 
und kann sehr leicht construirt werden. Beschreibt man näm
lich um A (Fig. 74) mit dem Halbmesser y einen Kreisbogen, 
welcher die X-Axe im Punkte B Fig. 74. 
trifft, und vervollständigt das 
Rechteck OACB, so ist
(16.) AC = Vy?—a? = AP.

In ähnlicher Weise konnte 
man die Bögen APt und AP2 als 
gerade Linien ACt und AC2 dar
stellen, deren Differenz 
(17.) AC. — ACi = C,C2 = PP,

Aufgabe 5. Man soll die Länge des Bogens OP bei der 
Cykloid? mit den Gleichungen 
(18.) a = a(t — sin t), y = a(1—cost) 
berechnen (Fig. 75).

Auflösung. Aus den Gleichungen (18.) folgt 
(19.) dx = a(1 — cost)dt, dy = a sintdt,

Fig. 75.
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(20.) ds1 = dx2 + dy- = a2(1 — 2 cost + coset + sin2t)dt2 

= 2a‘(1 — cos t)dt- = 4a2 sin2 (5)de.

Wird der Wälzungswinkel t gleich 27, so rollt der die 
Curve erzeugende Kreis einmal ab. Dadurch erhält man für 
den Bogen der ganzen Cykloide 
(23.) s = 8a, 
ein Resultat, das schon bei der Krümmung der Curven (D.-R., 
Seite 429) ermittelt wurde.

Aufgabe 6. Man soll die 
Länge des Bogens BP bei der 
Astroide mit den Gleichungen 

(24.) x = acosst, y = asin3t 

berechnen (Fig. 76).

Auflösung. Aus den Glei
chungen (24.) folgt

/ dx = — 3a costsintdt, 
(25.) | dy = + 3a sin?tcostdt. 

(26.) ds2 = dx2 + dy2
= 9a?sin?t cos‘t(cos?t + sin?c)dt2
= 9a?sin?t cos?tdi2, 

also
(27.) ds = — 3a sin t cos tdt.

Hierbei ist das untere Zeichen zu nehmen, weil s zunimmt, 
wenn t abnimmt. Dies giebt



§ 19. Rectification ebener Curven; Uebungs-Aufgaben. 147

(28.)
/ t s = — Ba sintcostt = — [sin2t] 

/ 2 
% 2 
2

3a . • ,, 3a 9, = — (1 ---  sin2t) = — cos2t. 
22

Für t gleich 0 wird s dem Quadranten BA der Astroide 
gleich, nämlich

(29.)
Sa

Aufgabe 7. Man soll die Länge des Bogens AP der Kreis
evolvente mit den Gleichungen

(30.)
a= a(cos t + t sin t), 

| y = a(sint — tcost)
berechnen (Fig. 77).

Auflösung. Aus den Glei
chungen (30 ) folgt

dx = atcGStdt, 
dy = atsiiltdt, 

(32.) ds2 = dx2 + dy2 = a2t2(cos2t + sin?c)dt2 = a2t2dt2,
(33.) ds = atdt^

(34.) ( at2
S = C ltdt — — J 2o

Aufgabe 8. Man soll die Länge des Bogens AP bei den 
Bpicyldoiden mit den Gleichungen 
(35.) x = a[mcost— cos(mt)], y = a[msint — sin(mt)] 
berechnen (Fig. 78).

Auflösung. Aus den Gleichungen (35.) folgt
(36.) dx = ma[— sint + sin(mt)]dt, dy = ma[cost — cos(mt)]dt;
dies giebt, wenn man wieder m — 1 mit n bezeichnet,

10*
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(37.) ds2 = dz2 + dy2 = 2m?a?[1 — cos(nt)]dt2

= 4m2a2sin2 dt2,

(38.) ds = 2masin —- ]dt =-----sin(—d(—),2 / n 2/ 2 /

Fig- 78. Wird der Wälzungswinkel 
nt des rollenden Kreises gleich 
27, so erhält man für den voll
ständigen Bogen ACB (Fig. 78) 

8ma 8(n — 1)a

Ist n eine ganze Zahl, so 
schliesst sich die Curve; ihr 
Umfang U besteht aus n sol
chen Bögen, so dass man er
hält
(41.) U = 8(n + 1)a.

Auch dieses Resultat ergab sich bereits bei der Krümmung 
der Curven (D.-R., Seite 432).

Für . den Fall n= 6, welcher durch die Figur dargestellt 
ist, erhält man also 
(42.) U = 56a.

In dem Falle, wo n = 1 ist, wird die Curve eine Cardioide, 
deren Umfang also 
(43.) U=16a 
ist.

Aufgabe 9. Man soll die Länge des Bogens AP bei den 
Hypocykloiden mit den Gleichungen 
(44.) x = a[m cos t + cos(mt)] , y = a[m sin t — sin(mt)] 
berechnen (Fig. 79).
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Auflösung. Aus den Gleichungen (44.) folgt
(45.) dx = ma[— sin t — sin(mt)]dt, dy = ma[cos t — cos(mt)]dt ; 
dies giebt, wenn man (in Ueber
einstimmung mit der früher 
gebrauchten Bezeichnung) m +1 
gleich n setzt,
(46.) ds* = dx2 + dy2

= 2m?a?[1 — cos(nt)]dt2

= 4m2asin2(9 \dt2,

Fig. 79.

Wird der Wälzungswinkel nt des rollenden Kreises gleich 
27, so erhält man für den vollständigen Bogen ADB (Fig. 79) 
(49.) , = 8ma = 8(n ~ 1)a . 
" n n

Ist n eine ganze Zahl, so schliesst sich die Curve; ihr 
Umfang U besteht dann aus n solchen Bögen, so dass man 
erhält 
(50.) U= 8(n— 1)a.

Für den in Figur 79 gewählten Fall, in welchem n gleich 
3 ist, erhält man z. B. 
(51.) U=16a.

Bei der Astroide hat man n gleich 4 zu setzen und erhält 
(52.) U=24a.
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Aufgabe 10. Man soll die Bogenlänge bei der NeiVschen
Parabel berechnen (Fig. 80).

Auflösung. Die Evolute der 
Parabel
(53.) y2 = 2px
ist bekanntlich (vergl. D.-R., 
Seite 423)
(54.) F(x, y) =

27 py2 — 8(x —P)3 = 0, 
eine Curve, welche man auch die 
„NeiVsche ParabeF nennt. Zur 
Berechnung der Bogenlänge bei 
dieser Curve bilde man zunächst

(55.) F = — 24(x — 2)2, F^ = 54py, 
folglich wird

(56.) dy__E_4x —P)2
dx — F2 ^py

also mit Rücksicht auf Gleichung (54.)
(ds)2_ 1 _ 16(2 — 7)4 _ 2(x ~ p)
\dx) 81p2y2 3p

p — 2x
3p

(57a.)
ds Vp+ 2x
dx y^p

Setzt man daher

(58.) Vp + 2x = t, also p+2 = t^^ dx = tdt,
so erhält man

x (x)
(59.) s = 1 fdx Yp +2= = 1 ft^dt = —1 [43]0) ,

VspJ IT VspJ 3V3p.1"
oder

(60.) s = —7= [(2x + p)y2x + p — 3pV 3p]. 
3V 3p
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§ 20-
Rectification ebener Curven, deren Gleichung auf 

Polarcoordinaten bezogen ist.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 100.)

Bei Anwendung von Polarcoordinaten sei die Gleichung 
einer Curve AP (Fig. 81) 
(1.) r= F(sp),
dann ist auch die Länge s des Bogens AP eine Function von 
g, denn der Bogen wächst gleichzeitig mit dem Winkel g. 
Nimmt man sogleich an, dass der 
Zuwachs POPV von g unendlich 
klein ist, und bezeichnet denselben 
dem entsprechend mit da, so wird 
auch der Zuwachs PP oder ds 
des Bogens unendlich klein. Be
schreibt man daher um 0 mit 
dem Halbmesser OP gleich r 
einen Kreisbogen PQ, so kann 
man das rechtwinklige Dreieck 
PQP{ als ein geradliniges Dreieck 
betrachten und findet nach dem 
Pythagoräischen Lehrsätze, wie auch schon früher gezeigt wurde,

PP? = W? + PQ2, 

oder (vergl. D.-R., Formel Nr. 108 der Tabelle) 
(2.) ds1 = dr- + Pd(f>2.

Dies giebt ________  
(3.) ds = y dr2 + Pdq)2 = dp V(d) + r^, 

also, wenn man die Grenzen sogleich mit 91 und 92 bezeichnet, 
(P:   

(4.) s=)apV(dp)+re.

“Pi
Man kann natürlich statt q auch andere Integrations-Ver

änderliche einführen. Sind z. B. r und g beide Functionen von 
t, so folgt aus Gleichung (3.)
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(5.)

und

ds = ydr2 + r2dg2 = dt

für t gleich r

(6.)

dies giebt

ds == dr _ 9(dq2 + "(ar) ’

§ 21.
Uebungs-Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll die Länge des Bogens bei der Archi- 
medischen Spirale mit der Gleichung 
(1.) r = a(f> 
berechnen (Fig. 82).

Auflösung. Aus Gleichung (1.) folgt 
Fig. 82. (2.) dr = adcp, 

ds2 = dr2 + 72dgp2 
— = a?(1 + g2)dgp2, 

/     folglich wird 
( / / (3.) ds = ad«V1 + sp?, 
\ / / 9,  
P / (4.) s = a/dyV1+g2. 

Dies giebt nach Formel Nr. 
86 der Tabelle 

(5.) s = a% V1+92+31« +V1+92) , 

oder " 

(5a.) s=@[p,V1+49—*V1+43+1(+V1+92)] 

~91 1/1—912
_ r^d1-\- r^ — nVa? + rd a ^/r2 +Va2 + 723)

2a 2 8+Va?+72)
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Aufgabe 2. Man soll die Länge des Bogens bei der hyper
bolischen Spirale mit der Gleichung
(6.) rg = a, oder r = ag—1, 
berechnen (Fig. 83).

Auflösung. Aus Gleichung (6.) 
folgt
(7.) dr = — ag-2dq,
(8.) ds^ = dr2 + y2d«p2

= d2(cp-i + (p^dcp^,

(9.) da = 4V1+«8.dep,

Dies giebt nach den Formeln Nr. 31 und 23 der Tabelle

(11.) s = a [—1$9 + I(p +V1+ q*

a + Va2 + r2

also

(12.) s = Va?+r,? — Va+7,2 + al(nld±Va2+"22)
\r2(a -j-Ya2 + 72)

Aufgabe 3. Man soll die Länge des Bogens bei der loga
rithmischen Spirale mit der Gleichung
(13.) Fig. 84.

berechnen (Fig. 84).

Auflösung. Aus Gleichung (13.) 
folgt
(14.) dr = ed«p . adg) = ardtp, 
oder

(14a.) d(p = — , 
ar

0 /A

Fig. 83.
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(15.) ds2 = dr2 + 13dqp2 = dr2(1 +3) ’

(16.) ds • drA 1 + 1 = — ya2 + 1 ;
V a- a

dies giebt

(17.)
T2

T1

72 — T1 
a Vd2 + 1.

Aufgabe 4. Man soll die Länge des Bogens AP bei der
Parabel mit der Gleichung

berechnen (Fig. 85).

Fig. 85. Auflösung. Aus Gleichung (18.) folgt

a sin 
(19.) dr =  

cos 

(20.) ds2 = dr2 + r2dw2 = " "y— , 
A coso($) 

(21. aseade,
COS3 ()

also, wenn man (p — 2t setzt und die For
meln Nr. 72 und 39 der Tabelle beachtet,

' sin/
2cos?t
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oder

(23.)

Aufgabe 5. Man soll die 
Cardioide mit der Gleichung 

(24.) r2 = a‘cos(%), 

oder
(24a.) y= acos? (%)

Länge des Bogens AP bei der

berechnen (Fig. 86).

Auflösung. Aus Gleichung 
(24 a.) folgt

(25.) dr = —acos

(26.) ds2 = dr^ + 72dg2

Für g gleich T erhält man die Länge des Bogens APOy 
nämlich
(29.) s = 2a,
d. h. der Bogen APO ist dem Durchmesser des in Figur 86 der 
Cardioide umschriebenen Kreises gleich.

Aufgabe 6. Man soll die Länge des Bogens OP bei der 
Cissoide mit der Gleichung

(30.) 2asin2q

berechnen (Fig. 87).
COS 9
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(31.)

Auflösung. Aus Gleichung (30.) folgt
, 2a sin q(1 — cos2@)dq

dr =-------------- 9------------- - 9
COS2g

(32.) ds2 = dr1 + 72dg2 = 

also

2 13 1(V3.cosq+V1+3cos2p)]
\ 2 + V3 /

4a2 sin2q(1 + 3 cos2q)dg2
cos4g

(36.)

Fig. 87.

— t2
S =

(0)

(33.) ds =
2asinodoV1 + 3cos2q

cOS2g

Setzt man

(34.) V3.cosg=t, 
also

— V3sin g dg = dt, 
so wird

(35.) 4s=2V3.4Vi+?

(p)

=-2Vs(/evf+a+)
(0) ‘ (0)

(q)
( dt

folglich 
23 der

erhält man mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 31 und 
Tabelle

(37.) 

oder

s = — 2aV 3 V1+12 
t

-(«)
+1+V1 + 12) ,

J(0)

(38.)s=2[V1+3 cos’qp
L COS g



V. Abschnitt.

Complanation der Rotationsflächen.

§ 22.
Berechnung des Flächenelementes bei einer Rotationsfläche.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 101 und 102.)
Rotirt eine Curve mit der Gleichung

(1.) V =f(z)
um die X-Axe, so beschreibt der Bogen AP (Fig. 88) eine 
Rotationsfläche, deren Oberfläche 0 eine Function von x ist. 
Wächst nämlich x um . die 
Grösse QQ1 gleich Ax, so 
wächst auch die Oberfläche um 
denjenigen Theil AO der Ro
tationsfläche, welcher bei der 
Rotation von dem Bogen PP 
beschrieben wird.

Zur Berechnung von AO 
betrachte man zunächst den 
Mantel des Kegelstumpfes, 
welcher bei der Rotation von
der Sehne PP gleich As beschrieben wird. Der Mantel 
dieses Kegelstumpfes ist nach bekannten Sätzen aus der Stereo
metrie

M=x(QP+QiP).PP

= ^(y + yi) •ds-
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Rückt nun der Punkt P dem Punkte P unendlich nahe, 
so fällt der Bogen PP mit der Sehne PP zusammen; dabei 
geht ds über in ds und lim Y, wird gleich y; folglich findet 
man für das Oberflächenelement dO aus Gleichungen (2.) 
(8.) ' dO = ^nyds.

Daraus ergiebt sich durch Integration 

(4.) 0 = ^njiyds^
x 

wobei die Grenzen mit 21 und 22 bezeichnet sind, weil man x 
als die Integrations-Veränderliche betrachtet.

Auch hier kann man das bestimmte Integral als eine Summe 
von unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen betrachten, 
und zwar sind die einzelnen Summanden Mäntel von Kegel- 
stumpfen mit der Seitenkante ds, begrenzt von zwei Kreisen 
mit den Halbmessern y und y + dy.

Rotirt die Curve um die Y-Axe, so erhält man in ähnlicher 
Weise für den Flächeninhalt der Rotationsoberfläche durch Ver
tauschung von x mit y

32
(5.) 0 = ^Injxds.

yi

Die auf diese Weise ausgeführte Berechnung der Ober
fläche nennt man: „Complanation der Rotationsflächen'‘i.

§ 23.
Uebungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. Man soll den Flächeninhalt einer Kugelzone 
berechnen (Fig. 89).

Auflösung. Rotirt der Bogen P^P^ des Kreises mit der 
Gleichung
(1.) 22+y = a2, oder x = Ya2 — y2
um die Y-Axe, so beschreibt er eine Kugelzone, deren Ober
fläche nach Formel Nr. 102 der Tabelle
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(2.) 0 = ^rcfxds
3

wird. Dabei folgt aus Glei-

(5.) ds — ady

xds = ady,

ady
x

(6.)
32

0 = ^anJdy = ^an{y^ — y^ = ^anh,

wenn man die Höhe y^ — Y1 der Kugelzone wieder mit h 
bezeichnet.

Setzt man y^ gleich + a, Y1 gleich — a, also h gleich 2a 
so erhält man für die Oberfläche der ganzen Kugel
(8.) 0 — 4a27.

Aufgabe 2. Man soll die Oberfläche des Rotationsparaboloids 
berechnen (Fig. 90).

Auflösung. Die Gleichung der Fig- 90.

(12.) yds = dx ^p21 + 2px.
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Setzt man
(13.) Vp2 + 2px = t, also p2 + 2px = 12, pdx = tdt, 
so wird 
/ . 7 t2dt (14.) yds = —- ‘ 

also nach Formel Nr. 101 der Tabelle 
X (x) 

(15.) 0 =2ßds = 2"/edt = 3 [Vp + 2px)I, • 

0 (0) 

Dies giebt mit Rücksicht auf Gleichung (9.) 

(16.) O = — [(p2 + y^p^+y^ —p3].

Aufgabe 3. Man soll die Oberfläche des Rotationsellipsoids 
berechnen (Fig. 91).

Fig. 91.

A (18.)

(19.)

Auflösung. Die Gleichung der 
Ellipse ist
(17.) b2a? + a2y2 — a2b2 = 0;
daraus folgt

dy . b2x
dx

'ds^ 
dx)

^y
a’y? + 64x2

a^y2

(20.)
ds   b
dx a2y

b2^ — e2x2)
^y2

e2x2.

(21.) yds = b.Gya— eV = 6 : des) Va— eV, 
a2 a2e 

(x,)
(22.) 0 = ^ /d(ex} 1a—e222. 

a e j 
(x) 

Dies giebt nach Formel Nr. 80 der Tabelle, wenn man a? 
mit a4 und x mit ex vertauscht, 

2 _ — 267 ex— — ( a* . /ex (23.) O= , — V at — e2x2 - — arc sin(") •
a2e L2 2 a2/

1
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Für 22 gleich a wird
Va — e2x,2 = aV a? — e2 = ab;

deshalb erhält man, wenn man Gleichung (23.) mit 2 multiplicirt 
und 21 gleich 0 setzt, für die ganze Oberfläche des Rotations
ellipsoids
z 267 T 4 ./e(24.) 0 = — a2be — afarcsin — ]7 a2e L a /

, 2a2bn=== 2627 -----------arc sin e
Man kann sich davon überzeugen, dass der gefundene Aus

druck die Oberfläche der Kugel liefert, wenn die rotirende 
Ellipse in einen Kreis übergeht, wenn man also a gleich b und 
e gleich 0 macht. Allerdings nimmt dann das zweite Glied die 
Form 8 an; setzt man aber

e = az, 
so findet man nach der Regel, welche für die Berechnung von 
solchen unbestimmten Ausdrücken in D.-R., Seite 290 ange
geben ist, 

1 
. a • /e) t arc sinz . 11—z2 (25.) hm - • arc smi — ) = hm = im‘ = 1 

6=0 Le 0/ z=0 2 1 
und 
(26.) lim O = 2a?n + 2a2TC = 4a?n. 

b—a
Aufgabe 4. Man soll die Oberfläche des Sphäroids be

Auflösung. Aus der Gleichung Fig. 92.
rechnen (Fig. 92).

O*x-
Kiepert, Integral - Rechnung. 11
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(an.) . ' d,=Svr+ey

(30.) xds - a , v+og = "A," v #*+4y.

(y)
(31.) 0=‘/4(ey)V8+e‘y?.

Dies giebt nach Formel Nr. 86 der Tabelle, wenn man a- 
mit b4 und x mit ey vertauscht, 

9 - - y 2 
(32.) 0 = 33 % V6+ ely2 + 2 Key +V6+ e’y?) J . 

31
Für y^ gleich b wird

V6 + e^y^ = 6V2 + e = ab; 
deshalb erhält man, wenn man Gleichung (32.) mit 2 multiplicirt 
und yi gleich 0 setzt, für die ganze Oberfläche des Sphäroids 
/ x - 2aTt T , /be — ab (33.) 0 = —9 - ab^e + 641. 7, ) 

b~e L \ b- / 

= 2*4 208371(4+€).

Nun ist
(a + e)2 (a + e)2 a + e 

b^ a? — e2 a — e ‘ 
folglich kann man den Ausdruck für 0 auch auf die Form 
bringen 

(31.) 0 = 24*7 4 98* 1(4 + e).
e d — e/

Auch hier kann man sich davon überzeugen, dass der ge
fundene Ausdruck die Oberfläche der Kugel liefert, wenn die 
rotirende Ellipse in den Kreis übergeht, wenn man also a gleich 
b und e gleich 0 macht. Allerdings nimmt das zweite Glied 
wieder die unbestimmte Form % an; setzt man aber 

e = az, 
so findet man nach der Regel, welche für die Berechnung von 
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solchen unbestimmten Formen in D.-R., Seite 290 ange
geben ist, 

1 (1 + 2) 
. . a/a—e\ . 1  z) . 1(1 + z)   1(1— z) 

(35.) lim - 1(——)= lim — - = lim-—!—     
6=o e \C — e / z=0 Z 2 

1 + 1 
=liml±: | 1—=2 

und 1 
(36.) lim 0 = 2a?7 + a?n . 2 = 4a?7.

Aufgabe 5. Man soll die Oberfläche des zweischaligen 
Hotationshyperholoids berechnen (Fig. 93).

Fig. 93.

Auflösung. Die Gleichung der Hyperbel ist
(37.) 6242 — a^y2 — a?b2 = 0; 
daraus folgt 
(38.) dy=Bz,

39(ds\_a^y2 + 6422 b-^sc^ —- a^ 
\dx) ahß__________ aly? 

(40.)________________~ = b y e2^2 — «4 
ax azy

(41.) yds = 4.4yap=a= b.de)va,—a, 
C- cde 

(42.) 0 = 2%Ji(ez)V ex — as.

(x) 11*
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Dies giebt nach Formel Nr. 86a der Tabelle, wenn man 
a- mit a4 und x mit ex vertauscht, 

Ar 4 T2(43.) 0 = 2" C Vex2 — a—l(ez + Vex? — a4) .

Setzt man 21 gleich a und 22 gleich x, so wird
Ve?x,2 — as = aVe — a2 = ab, 

und man erhält für die von dem Bogen AP bei der Rotation 
beschriebene Fläche 

. - bx—   7 0 a^bn . /ex — Ve2x2—a4\ (44.) 0 = —— Ve2x2 —ai— b^n   1 ( — , ) • 
a1 e \ a(e — b) /

Aufgabe 6. Man soll die Oberfläche des einschaligen Rota- 
tAnshyperboloids berechnen (Fig. 94).

Auflösung. Aus der Gleichung 
p (37.) der Hyperbel folgt 

dx 
(45.) — = 729

. f ds^ 6422 + a^u2 
(46.) (—)= 149 • "\dy/ b^x1 

d2^ + e2y2) 
= 64.2 ‘ 

(47.) da-9V64# e3y3, 
7 ay b’x

(48.) ri. = «,4 Vs+*y = "ßev) vo+ey.

(y.)
(49.) 0 = 39fdM V 64 + e’y .

(yj

Dies giebt nach Formel Nr. 86 der Tabelle, wenn man a2 
mit 64 und x mit ey vertauscht,

Y2
(50.) 0 = 216 + ey? + (1(ey + V64 + ey?) ■ 

o~e 2 —
2/1
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Für Yi gleich 0, Y2 gleich y erhält man daher 

(51.) o=®, vo+ey + «8z" 1 (v+V8+8%).
Aufgabe 7. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, 

welcher durch Rotation der Kettenlinie mit der Gleichung

(52.)
oder

(52a.)

2 C 
a , a) e + e /

um die X-Axe entsteht (Fig. 95).
Auflösung. Aus Gleichung 

(52.) folgt 

(54, d:=}(: + e“^
(54.) 0 = 2/ yds

Fig. 95.

(55.)

•oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (52.) und (52a.)

X1

= Tt^y^y1 — a2 + ax]

= 7 [y2Vy22— a2 = y^yy— a2 + a(x2 — %)].
Hierbei gilt das obere oder das untere Vorzeichen, jenach- 

dem 21 positiv oder negativ ist.
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Aufgabe 8. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Cykloide

Fig. 96.

(56.)
/ x = a(t — sint).
| y = a(1 — cost)

um die X-Axe entsteht
(Fig. 96).

Auflösung. Aus den 
Gleichungen (56.) folgt 

(57.) ds = '2aw\(^\dt,

(58.) yds = 2a?(1 — cos 4) sin (5) dt = 442 sin30^ dt.

Für t gleich 27 erhält man die Oberfläche, welche bei der 
Rotation von dem ganzen Cykloidenbogen OHA beschrieben 
wird, nämlich

(60.) 0 =1047(2+3-1= 0*.

Aufgabe 9. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Astroide
(61.) x = «cos% y = a sin3t
um die X-Axe entsteht (Fig. 97).
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Auflösung. Aus den Gleichungen (61.) folgt 
(62.) ds = — Zasintcostdt, 
(63.) yds = — Za’sintcostdt.

Dies giebt für die ganze 
Oberfläche

0
(64.) 0 = —-12a2z/sintcostdt,

7 

2 
oder

2
(65.) 0 = + 1242m/sin4t . d(sint) 

o

1242/ T 12427
— ----  sm 54 =---- - •

Aufgabe 10. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, 
welcher durch Rotation der Kreisevolvente
(66.) x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost) 
um die X-Axe entsteht.

Auflösung. Aus den Gleichungen (66.) folgt 
(67.) ds — atdt^ 
(68.) yds = a?(tsint — t?cost)dt,

t

(69.) O = 2a?n/(tsint—12cost)dt.
o

Setzt man
(70.) u = t2, da = costdt, also du — ^tdt, v = sin t 
in die Formel Nr. 67 der Tabelle, nämlich in die Gleichung

(71.) / udv = uv —■ fvdu

ein, so erhält man 

(72.) Jt-^tdt = t2sint — 2/tsintdt.

Setzt man dagegen
(73.) u — t^ dv = Witdt, also du = dt, v =—cost 
in die Gleichung (71.) ein, so ergiebt sich 

(74.) ft^midt = — tcost + /costdt = — tcost + sint.
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Indem man Gleichung (72.) mit —1, Gleichung (74.) mit 
+ 3 multiplicirt und dann beide Gleichungen addirt, findet man 

(75.) ftwxtdt —ft^^tdt = — tsint — 3tcost + 3sin t.

Deshalb wird
(76.) 0 = 2a2z(3 sint — 3tcost — t2sin t).

Aufgabe 11. Man soll die Oberfläche des Körpers berechnen, 
welcher durch die Rotation der Cardioide 
^11^ a = a[2cost — cos(2 t)], y = a[2sint — sin(2 t)] 
um die X-Axe entsteht.

Auflösung. Aus den Gleichungen (77.) folgt

(78.) dx = 2a[— sint + sin(2 t)]dt = 4a sin

dy = 2a[cost — cos(2 t)] dt = 4a sin ■dt,

also

(80.) ds2 = 16a2 sin2 dt2, ds = 4:a sin dt,

(81.) yds = 4a3[2 sint — sin(2 t)] sin(5) dt

= 8a2 sint(1 — cos dt

== 32a?sin4

Dies giebt
(n) 

0 = 128a‘Jsi 

o 

128a27
5

0

128a2n
5



VI. Abschnitt.

Rectification der Raumcurven.

§ 24.
Berechnung des Bogenelementes einer Raumcurve.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 103.)
Der Durchschnitt zweier krummen Flächen mit den Glei

chungen
(1.) F(x, y, 2) = 0 und G(x, y, z) = 0
ist im Allgemeinen eine Raumcurve (vergl. § 112 der D.-R.). 
Indem man aus den beiden Gleichungen (1.) die Veränderliche 
z eliminirt, erhält man 
(2.) H(x, y) = 0, oder y—f^Y

Dies ist die Gleichung eines Cylinders, welcher die Schnitt- 
curve in die XY- Ebene projicirt. Ebenso findet man durch 
Elimination der Veränderlichen y aus den Gleichungen (1.) 
(3.) K{x, z) = 0, oder z = y(x).

Dies ist die Gleichung eines Cylinders, welcher die Schnitt- 
cur ve in die XZ-Ebene projicirt.

Setzt man noch für x irgend eine Function von einer vierten 
Veränderlichen t, so werden mit Rücksicht auf die Gleichungen 
(2.) und (3.) auch y und z Functionen von t, so dass man die 
Raumcurve auch durch die drei Gleichungen 
(4.) z =fi(), y=f f̂ 2 =f()
darstellen kann. Umgekehrt lassen sich drei solche Gleichungen 
auch immer als Raumcurve geometrisch deuten.
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Fig. 98.

Um nun die Länge s des Curvenbogens AP zu bestimmen, 
nehme man auf der Curve zwei benachbarte Punkte P und P 

an und lege durch dieselben Ebenen, 
parallel zu den Coordinaten - Ebenen 
(Fig. 98). Dann erhält man ein 
rechtwinkliges Parallelepipedon mit 
den Kanten

Zi — x, yi — y, 21 — z 
und mit der Diagonale

(5.) PP = V- )-@-»+(=-z)2.
Kücken die Punkte P und Pt 

einander unendlich nahe, so fällt der 
Bogen PP mit der Sehne PP zu- 
sammen, die Grössen

PPi, 21 — x, yi — y, zx — z 
gehen bezw. über in 

ds, dx, dy, dz
und aus der Gleichung (5.) ergiebt sich 
(6.) ds2 = dx2 + dy2 + dz2.

Daraus folgt für die Länge des Bogens AP

C1

Für x gleich t wird z. B.

(8.) S

Aufgabe 1.
Schrauben linie 

(1.)

Uebungs-Aufgaben.
Man soll die Bogenlänge bei der cylindrischen 

(vergl. D.-R., Seite 513 und 514)

berechnen.
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Auflösung. In dem vorliegenden Falle wird es zweckmässig 
sein, x, y und z als Functionen einer einzigen Veränderlichen 
q auszudrücken, indem man 
(2.) x = acosq 
setzt; dann folgt aus den Gleichungen (1.) 
(3.) y = a sin g, z = cq, 
und man erhält 
(4.) dx = —asin g dy, dy = a COS g do, dz = cdq^ 
(5.) di? = dx~ + dy2 + dz2 = (a2 + c?)d«p?, 

(6.) ds = doV a? + c2,
_____$2 ____

(7.) s = ]/d- + cydq = (902 — 91) Vd1 + c2.
(Pi

Dieses Resultat ergiebt sich auch daraus, dass die Schrauben
linie entsteht, indem man ein rechtwinkliges Dreieck mit den 
Katheten aq, cq und der Hypotenuse qYa2+ c2 auf den Kreis- 
cylinder

x2 — y2 = a2
so aufwickelt, dass die Kathete aq mit der Basiscurve (d. h. 
mit dem Kreise) zusammenfällt. Die Hypotenuse bildet dann 
die Schraubenlinie.

Aufgabe 2. Man soll die Bogenlänge bei der conischen 
Spirale
(8.) x = edp COSq, y = ea sin g, z — ceai?
berechnen.

Auflösung. Die Projection der Curve in die XY- Ebene ist 
eine Curve, bei welcher q der Winkel zwischen der X-Axe 
und dem Radius vector ist, denn aus den Gleichungen (8.) folgt 

(9.) J = tg q.
x

Die Projection hat daher die Gleichung 
(10.) x2 + y2 = r2 = e2nsp, oder r = e"s,
d. h. die conische Spirale liegt auf einem Cylinder, welcher auf 
der XY- Ebene senkrecht steht und die logarithmische Spirale 
zur Basiscurve hat. Ausserdem folgt aus den Gleichungen (8.)
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(11.) z2
a2+y2—2 =0;

die conische Spirale liegt also auch auf einem Kreiskegel, dessen 
Spitze mit dem Anfangspunkt der Coordinaten, und dessen Axe 
mit der Z-Axe zusammenfällt.

Aus den Gleichungen (8.) findet man

(12.)
dx = e"(a cos 9 — sin g)dg , 

< dy = e"(a sin g + cosg)dg, 
. dz = ed . acdg).

Dies giebt
(13.) ds1 = dx1 + dy2 + dz^ = ezarp (a2 + 1 + d^c^dg)-, 

(14.) ds = easp . dyV 1 + d2 + a2c2,

(15.) s = V1 + d2 + a2c3/ed . dg = — V1+a2+a2c2(e"p2 — e"i), 
qi a

oder

(16.) 22-----21 VI + d1 + d2c2.

Für einen ganzen Umgang wird
(17.) 972 = gi + 27, z^ = cea^ + 27) = z^ . e2ajl
also

(18.) s = — (e2az — 1) V 1 + a2 + cdd2.



Zweiter Theil.

VII. Abschnitt.

Integration der gebrochenen rationalen 
Functionen.

§ 26.
Äecht gebrochene und unächt gebrochene rationale 

Functionen.
Wie schon in der Differential-Rechnung (Seite 14) gezeigt 

wurde, lässt sich jede gebrochene rationale Function als Quotient 
zweier ganzen rationalen Functionen darstellen, d. h. sie lässt 
sich auf die Form

, F(x) _ Axm + Aj2"—1 + Ax"=2 +------ - Am_ix + Am
• f{x) axn + a^xn~1 + a22"-2 +... + an^x + an 

bringen. Hierbei sind die Coefficienten A, A}, A2, ... a, a^ a2,... 
beliebige constante Zahlen, und die Exponenten m und n sind 
beliebige positive ganze Zahlen. Den Coefficienten a der höch
sten Potenz von x im Nenner kann man immer gleich 1 machen, 
weil man, wenn a von 1 verschieden ist, Zähler und Nenner 
des Bruches durch a dividiren kann. Der Nenner f(x) soll 
daher in dem Folgenden immer die Form 
(2.) f(x) = xn + aa"-1 + 422"-2 ++ a,—z + an 
haben.

Man theilt die gebrochenen rationalen Functionen in ächt 
gebrochene und unächt gebrochene rationale Functionen ein, 
und zwar heisst eine gebrochene rationale Function ^ächt gebrochen’'1,, 
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1

wenn der Grad des Zählers kleiner ist als der Grad des 
Nenners; sie heisst dagegen „unächt gebrochen“, wenn der Grad 
des Zählers grösser oder mindestens ebenso gross ist wie der 
Grad des Nenners.

Hiernach ist die durch Gleichung (1.) erklärte Function 
Fix}
— ächt gebrochen, wenn m < n^ und sie ist unächt gebrochen, 

wenn m = n ist.
Satz. Jede unächt gebrochene rationale Function lässt sich 

als die Summe einer ganzen und einer Frücht gebrochenen ratio
nalen Function darstellen. Es ist also

: fd} 4 + fd
wo g(x) eine ganze rationale Function und der Grad von g(x) 
kleiner ist als der von ff).

Der Beweis des Satzes ergiebt sich einfach durch Division. 
Ist nämlich bei der Division von Ff) durch ff) der Quotient 
gleich gf) und der Rest gleich (pf), so ist 
(4.) Ff) =ff)gf) + «(x),
wobei der Grad des Restes ^f) kleiner gemacht werden kann 
als der Grad des Divisors ff). Aus Gleichung (4.) ergiebt 
sich sofort
— . F(x) _ q(x)
( } fe) ^Gf^y

Am besten erkennt man das Verfahren aus einem Beispiele. 
Es sei

F(x)_  x^ + 922 + 12z — 16
fix) x- — 2x —-3

dann erhält man durch Division
23 + 922 + 12x— 16 = (grd + 2r — 3) (x + 7) + (z + 5),
23 + 212 — 3z

+ 722 + 15 — 16
+ 72? + 14z — 21

x + 5
oder
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xA + 9x2 — 12x —-16  , 
x? + 2r — 3 . "

In ähnlicher Weise findet man
x2 — 2x — 3

2x4 — 3x3 — 6x2 +34x — 9
x2 — 3x — 4

= (2x2+ 3z— 5) + 2—— 
x” — 32 — 4

§ 27.
Zerlegung der acht gebrochenen rationalen Functionen in 
Partialbrüche, wenn die Wurzeln der Gleichung f(xc) = 0 

sämmtlich von einander verschieden sind.
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 104.)

Nach dem im vorhergehenden Paragraphen bewiesenen 
Satze kommt es bei der Integration der gebrochenen rationalen 
Functionen nur auf die Integration der ächt gebrochenen ratio
nalen Functionen an; denn, wäre die vorgelegte Function unächt 
gebrochen, so könnte man sie in eine ganze und in eine ächt 
gebrochene rationale Function zerlegen. Die Integration der 
ganzen rationalen Functionen ist aber bereits auf Seite 18 in 
§ 4 erledigt.

Die Integration der ächt gebrochenen rationalen Functionen 
kann man durch Zerlegung in Partialbrüche ausführen, wobei 
der Generalnenner der einzelnen Partialbrüche fix) sein muss. 
Deshalb muss man hier die Zerlegung der ganzen rationalen 
Function fix) in lineare Factoren benutzen. In § 82 der Diffe
rential-Rechnung (Seite 367) war nämlich der Satz bewiesen 
worden: Jede ganze rationale Function nten Grades lässt sich in 
n lineare Factoren zerlegen. Es ist also
(1.) fix) = xn + a,2"—1 + a^^ +.+ a,—x + an

= (x-— x^ (x — 22) ix — 23) *(x — xn),
und 21,22, 23,.. . xn sind die Wurzeln der Gleichung 
(2.) fix) = 0.

Für das Folgende muss man zwei Fälle unterscheiden, 
jenachdem diese Wurzeln 21, 22, 23 .. . xn sämmtlich von ein
ander verschieden sind oder nicht.
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Hier möge zunächst der erste Fall behandelt werden, wo 
die Wurzeln der Gleichung (2.) sämmtlich von einander ver
schieden sind. Um die vielen Indices zu vermeiden, mögen dabei 
diese Wurzeln mit a, b, c,...k, l bezeichnet werden, so dass 
die Gleichung (1.) übergeht in
(3.) f{x) = (x — a) (x — b) (x — c). . . (x — k) (x — l).
Es soll dann gezeigt werden, dass die acht gebrochene rationale 
Function 92) auf die Form

(4.) ©)- A+B+0+
J (x) a —'a x—-b 2 — c 2 — K x — L

gebracht werden kann, wobei die Zähler A, B, C,... K, L der 
Partialbrüche constante Grössen sind.

Beweis. Es sei
(5.) f^x) = /) = (x — b) (x — c). .. (x — k) (z — 2) , 

dann ist f^x) nur noch eine ganze Function (n—l)ten Grades;, 
ferner sei

(6.)
_ ^(a)

Nach diesen Festsetzungen wird
(7 , W - Af^ = «(e),F1(a),—47(0),fi0e)

gleich 0 für x = a, so dass nach Satz 2 in § 82 der D.-K. 
(Seite 366) g(x) — Af(x) durch x — a theilbar sein muss. 
Man erhält also 
(8.) (f{x) — Afi{x) = (x — a)i(x) , 
oder

q){x) = Af^x} + (x — a)gi(x), 
wo 9Pi(x) eine ganze rationale Function von x ist, deren Grad 
höchstens gleich n — 2 sein kann. Hieraus folgt

y(x)_ Af(x) + (x—a)i(x)
f(x) (x — a)fr{x)

9Pi(x) 
f^x — a

Dabei ist £4) nach den gemachten Angaben wieder eine ächt
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gebrochene rationale Function, welche aber einfacher ist als
«(x) 
f(x) ’ denn fi(x) ist nur noch vom Grade n— 1, und 91(x) ist

höchstens vom Grade n — 2.

(10.)

In derselben Weise kann man jetzt zeigen, dass
PPi(x)  B(2(x)

wo f2(x) vom Grade n — 2 und 92(x) höchstens vom Grade n — 3 
ist. So kann man fortfahren und findet die Gleichungen

(P2(x) - _C + W^), 
f(x) x—c" fa(x) ’

(11.),
fa-2(x)
(2—1(x)

Addirt man die Gleichungen (9.), (10.) und (11.) und lässt 
die Glieder fort, welche auf beiden Seiten der Gleichung stehen, 
so erhält man

(12.) ")=4 
f(x) x —- a x - b x —- c

K

L

B A

Dieser Beweis liefert sogleich' den Werth von A; es ist
nämlich

13. ____________________________
‘fi(a) (a—■ b^a — c) . . . (a — k) (a—■ l)

In derselben Weise, wie A aus - berechnet ist, könnte 
J(e) 

man letzt B aus Kile), C aus $202), ••• berechnen. Dazu würde
• Ji() Ja(e)

1 , T —. Q1(x) (2(x) . aber erstens die Bildung von — 9 4— 9 • • • erforderlich sein, 
Ji(e) Ja(x)

und zweitens könnte man leicht glauben, dass die durch Glei
chung (12.) erfolgte Zerlegung in Partialbrüche verschiedene 
Resultate liefere, jenachdem man zuerst das Glied _ oder 

a — C
12Kiepert, Integral-Rechnung.
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ein anderes absondert. Dies ist aber nicht der Fall, es gilt 
vielmehr der Satz: Die Zerlegung in Partialbrüche ist ein
deutig-, d. h. die Werthe von A, B, C,... K, L sind unabhängig 
von der Reihenfolge, in der man sie herleitet. Multiplicirt man 
nämlich Gleichung (12.) mit

f (x) = (x — a) (x — b) (x — c) . . . (x — k) (x -— l), 
so erhält man
(14.) g(x) = A{x — b) (x — c) . . . (x — K) (x — l)

+ B(x — a) (x — c) . . . (x — k) (x — l)
+ C(x —- a) (x — b) . . . (x — K) (x -— l)
+...........................................................
+ K(x — a) (x — b) . . . (x — i) (x — l)
— L(x - - d) (x — b) . . . (x - - i) (x — k).

Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach
x = a, x — b, x = c, .. . x — k, x = l,

so wird

(15.)

(p^a) = A(a — b) (a — c) .
«p(b) = B(b — a) (b — c) . 
«p(c) = C(c — ß) (c—%)..

. (a — K) (a-— l). 
•(6—/)(—7), 
•(c—)(—7).

«7(2) ~ L(J—d) (l—b) . . -(-/)(-%).
Dies giebt

A - «r(a)
[a - 6) (« — c) . . . (a — k) (a — (?)

B _ «(6)
(b ^a^b — c)... {b — /) (6 — l)

(16.) __ ___________ «p(c)
(c — a) (c — 6) ... (c -)(—!)‘

T _ «p()
(l — a)^l~ b)... (1-— i) [l — Z)

Man erhält also für die Zähler der Partialbrüche genau 
dieselben Werthe, gleichviel ob man mit der Absonderung des 
betreffenden Partialbruches anfängt oder nicht.
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Die Gleichungen (16.) lassen sich noch etwas einfacher 
schreiben. Es war nämlich

, _ g(a)

wobei nach Gleichung (5.)

x — a
oder, da f(a) = 0 ist,

f(r) —f^ 
x — a(17.) fi(x) =

Hieraus folgt (vergl. D.-R., Formel Nr. 15 oder 81 der Tabelle)

f^a) = lim ----•----= lim— =f\d).
x=a 2 C‘ x—a I

also

1S' f‘(a) 
und ebenso

9 —_«(b) _«(c) «(7) T _«() (1549 /() 6 f‘() 7
Für die Ausführung der numerischen Berechnung ist das

selbe Verfahren wie bei dem oben gegebenen Beweise am meisten 
geeignet; man schaffe also in Gleichung (12.) durch Multipli- 
cation mit

f(x) = (x — a) (x —- b) (x — c) • • • (x — K) (x — l) 
die Nenner fort, um die Gleichung (14.) zu erhalten, aus der 
sich dann die Werthe von A, B, C, ... K, L unmittelbar 
ergeben, indem man bezw.

r= a, x = b, x = c,... x = k, x — l 
einsetzt.

Man kann allerdings zur Berechnung der Grössen A, B, 
C,... K. L auch das folgende Verfahren anwenden, das später 
in dem allgemeineren Falle noch in Betracht kommen wird, wo 
die Wurzeln von f(x) nicht alle von einander verschieden sind.

In Gleichung (14.) ist die linke Seite höchstens vom Grade 
n — 1; ebenso ist die rechte Seite eine Function vom Grade 
n — 1, die man sich nach Potenzen von x geordnet denken kann. 

12*
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Da die Gleichung für alle Werthe von x gilt, so müssen die 
einzelnen Coefficienten der linken Seite gleich sein den gleich
stelligen Coefficienten auf der rechten Seite, welche lineare 
Functionen (d. h. Functionen ersten Grades) der gesuchten 
Grössen A, B, C,... K, L sind. Nun hat aber eine Function 
(n—l)ten Grades im Ganzen n Coefficienten. Man erhält also 
n lineare Gleichungen mit n Unbekannten, welche sich in diesem 
Falle stets auf lösen lassen.

Am besten wird man dieses Verfahren durch die Behand
lung einiger Aufgaben verstehen.

. . — i 15x2 — 70x—- 95Aufgabe 1. Man soll den Bruch —-------- ------------------- in9 «3 — 622— 13x + 42 
Partialbrüche zerlegen.

Auflösung. Man setzt den Nenner gleich Null und erhält 
dadurch die Gleichung
(19.) x3 — 622— 13x + 42 = 0.

Löst man diese Gleichung auf, so ergeben sich folgende 
Wurzeln 
(20.) a = 7, b = — 3, c = 2, 
deshalb wird 
(21.) «3— 622— 13x + 42 =(x— 7) (x + 3) (z— 2).
Hieraus folgt 
z x ±522 —-70x — 95   152270% — 9 5

«3 — 6x2 — 13x +42 (x — 7) (x + 3) (x —- 2)
A B C 

a—7 1 a+3 a— 2

Um die Werthe von A, B und C zu ermitteln, schaffe man 
die Nenner fort, indem man Gleichung (22.) mit

«3 —- 622 — 13x + 42 = (x — 7) (x + 3) (x — 2) 
multiplicirt. Dadurch erhält man 
(2 3.) 1522 — 70x — 95 = A{x + 3) (x — 2)

+ B(x — 7) (x — 2) + C^x — 7) (x + 3).
Da diese Gleichung für alle Werthe von x gilt, so findet 

man daraus für x = 7
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150 = 50A, oder A = 3, 
für x = — 3

250 = 50 B, oder B = 5. 
und für x = 2

— 175 = 250, oder C =7, 

folglich wird
15x2 — 70x — 95 _ 3 5 7

23— 622 —132 + 42 x—-7 x + 3 x-—2

Man kann auch die rechte Seite von Gleichung (23.) nach 
fallenden Potenzen von x ordnen und erhält dann 
(2 5.) 1522 — 702 — 95

= «2(A+B+ C)+x(A— 9B—40)+(— 6.4+14B— 210)

Diese Gleichung gilt für jeden Werth von x, folglich müssen 
die Coefficienten gleicher Potenzen von x auf beiden Seiten dieser 
Gleichung einander gleich sein, d. h. es muss 
(26.) A + B + C = 15, 
(27.) A — ^B — 40 = — 70, 
(28.) — 6A + 14B — 210 = — 95 
sein. Löst man diese Gleichungen für A, B und C auf, so 
ergiebt sich wieder 
(29.) A = 3, B = 5, C=7.

Zu demselben Resultate kommt man natürlich auch durch 
Anwendung der Gleichungen (18.) und (18 a.), indem man 
(30.) A="(), B =‘), C=^ 

(c) 
setzt. In dem vorliegenden Falle ist 
(31.)’ ■ a = 7, b = — 3, c = 2 
und 
(32.) f\x) = 322 — 12x — 13;
dies giebt
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A _ «(7) _ 15.49 — 70.7 — 95 _ 150 
~fV) - 3.49—12.7—13 *50
_ «(-3)_ 15 . 9 + 70 . 3 — 95 _ 250 
“f‘— 3)- 3 . 9 + 12,3 — 13 - 50

- _ «(2) _15. 1 — 70 . 2 — 95 _ —175 
=f‘(2) — 3. 4—12.2—13 =— 25

(37.) Y= — A,
für x = 1
(38.) 2 = ZB
und für x = — 1
(39.) 2 = 2C,
folglich wird

xc2 — 1
Aufgabe 2. Man soll die Function ,-------- in Partialbrüche T •— 2 

zerlegen.
Auflösung. Hier ist

(34.) f{x} = «3 — x = a(x 1) (x + 1), 
also

, x «(z) _2+1_4 B , C
(30.) P — —-----  — d- - -I ---*J (x) x3 --- a X X---1 X — 1

Um die Grössen A, B, C zu bestimmen, multiplicirt man 
beide Seiten der Gleichung (35.) mit x3—x und erhält 
(36.) 22 + 1 = A(x? —-1) + B(a? + 2) + C(x? — x).

Diese Gleichung gilt für alle Werthe von x, deshalb findet 
man für x = 0

oder A = — 1,

oder B = + 1

oder C = + 1;

+ ' + 1.
x—Y a+1

Ordnet man die rechte Seite von Gleichung (36.) nach fal
lenden Potenzen von x, so erhält man
(36a.) 22 + 1 = x\A + B + C) + x(^B — C} — A.

Da die gleichstelligen Coefficienten auf beiden Seiten dieser 
Gleichung einander gleich sein müssen, so zerfällt die Gleichung 
(36a.) in die Gleichungen
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(41.)
A + B + C= 1,

B— C= 0, 
— A = 1.

Die Auflösung dieser Gleichungen giebt wieder 
(42.) A= — 1, B = 1, C=l.

Dasselbe Resultat erhält man auch, indem man

(43.) A(a) p_«(b) g(c)

(44.) a = 0, b = 1, c = — 1,
(45.) f‘{x) = 322 -—- 1, q)(x) =x+1
setzt, denn es wird

( 4 _ «(0) _ 0 + 1 _
/XO) o-i

(46.) ^(1) 1 + 1_
6 - ÄD =3-=th

„ _ «(— i) _ i +1 _
6 J‘(-1) 3 — 1 Ti

Aufgabe 3. Man soll die ächt gebrochene rationale Function
4x2 — 152 — 19 . i

(x -— 1)(x — 2) 7 — ±11 - C-UlCU-M-V- —--8V-°
(x 3)

Auflösung. Hier ist
. 4x2 — 152 + 19___ _ A B _AC_
" ' (x — 1) (x — 2) (x — 3) x — 1 x — 2 x — 3 ‘

oder, wenn man beide Seiten der Gleichung mit
(x —: 1) (x — 2) (x — 3)

multiplicirt,
(48.) 4x2 — 152 + 19 = A(x— 2) (x — 3) + B(x — 1) (x — 3) 

+ C(x — 1) (x — 2).
Dies giebt für x = 1

8 = 24, oder A = 4, 
für x = 2

5 = — B, oder B = — 5
und für x = 3

10 = 2C, oder C=5,
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also

(49.)
4x2 —l5r + 19 = 4_ 5 + 5 

(x — 1) (x — 2) ( — 3) x — 1 x — 2 x — 3

Aufgabe 4. Man soll die acht gebrochene rationale Function

—.— ------, in Partialbrüche zerlegen.1 — x ■—X-

Auflösung. Hier muss man erst Zähler und Nenner des 
Bruches mit — 1 multipliciren, damit der Coefficient von x2 im 
Nenner gleich + 1 wird. Dadurch erhält man

Die beiden Wurzeln der Gleichung 
(51.) f{x) = x2 ■— x — 1 = 0 
sind 
(52.) a = -}(1 + V5), 5 = 4(1 -V5).
Deshalb ist 

(53.) —-------------= - ----------— — - --------------— > 
x2—2—1 x—1(1+V5)-----x — |(1 — V5) 

oder 
— 1 2A , 2B (54.) —g-------- —------- —= —--------— ’

&—E—-1 2x — 1—V 5 22—1+V5
Multiplicirt man diese Gleichung mit

(27—1— V5) (2x — 1 + V 5) = 4(x2 — x — 1), 
so erhält man

— 4 = 2A(2x — 1 +V5) + 2B(2x — 1 — V5),
oder
(55.) — 2 = 2x(A + B)+ A(— 1 +V5) + B(— 1 — V5);
daraus folgt 

(56.)
A(1—V5)+B(1+V5) =

oder

(57.) 1,
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Dies giebt

(58.) 1 + z — x1 Vs( 27-1+ 7 5 1

2x -— 1— V 5

Aufgabe 5. Man soll die gebrochene rationale Function
2x3 — 7a2 — 6x + 8

22—62 47 in Partialbrüche zerlegen.

Auflösung. Die vorgelegte Function ist eine unächt gebrochene; 
deshalb muss man sie zunächst durch Division in eine ganze 
und eine ächt gebrochene rationale Function zerlegen. Dadurch 
erhält man

(59.)
2x3 — 7x2 — 6x + 8 - _ 10x — 27 

22 —6= + 7 =2+5422 — 6=+7 ’
Die Wurzeln der Gleichung 

f(gc) = x? — 6x + 7 = 0 
sind 
(60.) a = 3 +V2, b — 3 — V 2, 
folglich wird 
(61.) /(^ = (r - 3 - V2) (x - 3 +V 2), 

10^ — 27   4  B  
■ ' 22 — 62 + 7 z— 3—V2 Tz— 3+V2‘ 

(63.) 10z — 27 = A[x — 3 + V 2) + B(x — 3 —V 2).

Für x = 3 + V 2 erhält man daher

(64.) 3 + 10 V2 = 2AV 2, oder 4 = 272 (3 + 107 2),

und für x = 3 — V 2 

(65.) 3 — 10 ]/2 = — 2BV2, 

also

oder B=-(3+10V2).
272

2x3 — ix^ — 6x + 8 
x2 — Qx + 7

24454 1(3 + 1072 + - 3+10V2)
2722—3—V2 X— 3+12/
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Die angegebene Methode für die Zerlegung in Partial- 
brüche bleibt richtig, gleichviel ob die Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0 reelle oder complexe Grössen") sind.

Im letzteren Falle werden aber die Partialbrüche selbst 
eine complexe Form annehmen, die man vermeiden kann, wenn 
die Coefficienten von g(x) und f(x) reell sind.

Wie dies geschieht, möge zunächst die folgende Aufgabe
lehren.

Aufgabe 6. Man soll die ächt gebrochene rationale Function 
1322 — 68« - 95 . i—--------- ,---- —------ — in Partialbruche zerlegen.a3— 11x2 + 43« — 65 8

Auflösung. Indem man den Nenner gleich Null setzt, erhält 
man die Gleichung 
(67.) «3 — 1122 + 43« — 65 = 0
mit den Wurzeln 
(68.) a = 5, =3+2V c=32V—1, 
oder, wenn man V—1 mit i bezeichnet, 
(68a.) a = 5, b = 3 + 2i, c = 3 —-2i.

Demnach ist der Nenner der gebrochenen Function 
(69.) «3 — 11x2 + 43« — 65 = (x — 5) (« — 3 — 21) (« — 3 + 2i).
Dies giebt

_ 1322 — 68« + 95 B C
23—ll«2 + 43« — 65 «—5 «—3—2i x — 3+2i‘ 

und wenn man diese Gleichung mit «3— 11x2 + 43« — 65 mul- 
tiplicirt,
(71.) 13x2 — 68« + 95 = A(x — 3 — 2i) (« — 3 + 21)

+ B(x —■ 5) (« — 3 + 21) 
+ C(x —• 5) (« — 3 — 2i).

Dies giebt für a = 5 
(72.) 80 = A(2 — 2i) (2 + 2) = 8A, oder A = 10, 
für x = 3 + 2i

*) Vergl. D.-R., § 131—140.
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: .3__ 82 
(73.) — 44 — 20i = (— 2 + 2i)4i . B, oder B = —-— 

und für x = 3 — 2i 
(74.) — 44 — 20i = — (— 2 —2i)4i . C, oder C = 384 , 

folglich ist
1322 — 68^ + 95 _ 10_ 3 — 8/ 3 +8i _ 

23 — 11x?+43x—65 x—5 2(x—3 —2i) 2(x-—3+2i)
Da die beiden letzten Glieder conjugirt complexe Grüssen 

sind, so muss ihre Summe reell sein.*) In der That, es ist 
3 — 8/ 3 + 8/ _ 32 + 7 

2(x — 3 — 2/) T 2(x — 3 + 2i) - a? — Qx + 13 ’ 
also 

13x2 — 68% + 95 _ 10 3x+7 
23 — 1122 + 43. — 6 5 x — 5 22 — 6^ + 13

Ganz allgemein gilt nun Folgendes. Sind in f{x) die Co- 
efficienten reell, so treten die complexen Wurzeln in f(x) = 0 
bekanntlich paarweise auf.**) Ist z. B. b gleich g + hi, so ist 
eine andere Wurzel, sie heisse c, gleich g — hi, also
(77.) b = g — hi^ c — g — hi.

Sind nun auch in g(x) die Coefficienten reell, so wird

(78.)

B=$b=!±=G+Hi, 
f\9 + hi)|q(c)_gp(g—hi) - — Cs=f(c) Hi,

folglich erhält man

reelle Grössen sind.

(79.) B + C _ G + Hi G —Hi _ 2G(—9)—2Hh 
x—b 1 x—c x — g — hi x—g+^i (x — g)2 + h2

oder 

(so.) 
wo 
(81.)

B G _ Px+ Q
x — 6 x — c (x —- g^ + 42 ‘

P=2G,, Q = — 2Gg — 2Hh

*) Vergl. D.-R., Seite 609, Satz 1.
**) Vergl. D.-R., § 140.
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Durch Anwendung der Gleichung (80.) kann man also bei 
der Partialbruchzerlegung die complexen Grössen ganz ver
meiden.

In Aufgabe 6 hätte man z. B. setzen können
13x2 — 68x + 95 _ A Px + Q 

a3 — 11x2+43% — 65 x—5 x1— 62 + 13
Multiplicirt man diese Gleichung mit 

«3 — 11x2 + 43« — 65 = (x — 5) (22 — 6« + 13), 
so erhält man
(83.) 13x2—682+95 = A(x2 — 6x+13)+P(x2 — 5x)+ Q(x-—-5) 

= =(A+P)+x(—6A—5P+Q)+(134—5Q).
Daraus folgen die Gleichungen

(84.)
A + P— 13,

< — 6A — 5P + Q = — 68, 
13A — 5Q = 95.

Durch Auflösung dieser Gleichungen ergiebt sich 
(85.) A=10, P=3, Q = 7,
und wenn man diese Werthe in Gleichung (82.) einsetzt, 

13x2 — 68« + 95  10 3« + 7 
23 — 112? + 43« — 65 x — 5 x1 —■ 6« + 13 

Dieses Resultat stimmt natürlich mit dem früheren überein.

Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung durch die fol
genden Ueberlegungen. Aus Gleichung (83.), nämlich aus der 
Gleichung

1322 — 68« + 95 = A(x? — 6« +13) + P^ — 5«) + Q(x — 5) 
ergiebt sich für x = 5

80 = 8A, oder A = 10, 
und für 
(86.) «2 - - 6« + 13 = 0, oder 22 = 6r —-13
(87.) 10« — 74 = (P+ Q)x— 13P— 5Q.

Da Gleichung (86.) für zicei Werthe von x befriedigt wird, 
nämlich für

x = 3 + 2i und x = 3 — 2i, 
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so wird auch Gleichung (87.) für diese beiden Werthe von x 
befriedigt. Nun ist aber Gleichung (87.) nur vom ersten Grade, 
folglich müssen (nach D.-R., § 82, Satz 5 auf Seite 367) die 
gleichstelligen Coefficienten auf beiden Seiten der Gleichung 
einander gleich sein, d. h. es wird
(88.) P + Q = 10, 13P+5Q = 74, also P=3, Q = 7.

Wie sich dieses Verfahren allgemein durchführen lässt, 
mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 7. Man soll die ächt gebrochene rationale Function 
622 — 252 + 89 . i—---- -------------------— in Partialbruche zerlegen. x3 — 7x2 + 32x — 60 ö

Auflösung. Indem man den Nenner
(8 9.) ■ «3 — 722 + 32z — 6 0 = 0
setzt, erhält man für die Wurzeln dieser Gleichung 
(90.) a = 3, 3 = 2 + 4?, c = 2 — 4i.

Deshalb ist
(91.) z3—7x2 + 32z — 60 = (z — 3)(z—2 — 4i)(x — 2 + 4i) 

= (z — 3)(z2—-4z + 20),
6x2 — 25z +89 _  A r Px + Q 

23 — 7z2 + 32z—60 z—3 z2 — 4z+ 20
Multiplicirt man beide Seiten dieser Gleichung mit (z — 3) 
mal (z2 —■ 4z + 20), so ergiebt sich
(93.) 622—252+89 = A(x‘— 4z + 2 0) + P(z2— 3z)+Q(z — 3).

Daraus folgt für z = 3
(94.) 68 = 174, oder A = 4,
und für
(95.) z2 — 4z + 20 = 0, oder z2 = 4z — 20
(96.) — z — 31 = (P + Q)z — 20P— 3Q.

Indem man die gleichstelligen Coefficienten auf beiden Seiten 
dieser Gleichung einander gleichsetzt, findet man 
(97.) P+Q—~ 1, 20P + 3Q = 31,
(98.) P=2, Q =3;
und wenn man diese Werthe in Gleichung (92.) einsetzt,
099_ 6z2 — 2 5z +89 4 2z — 3

• z3 — 7z2 + 32z — 60 ~ x — 3 T z2 — 4x + 20 ’
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Aufgabe 8. Man soll die acht gebrochene rationale Function 
723 — 622 + 9z + 10 8 . - . .

79------—d, , -—— in Partialbruche zerlegen. (x2 — 4x — 13) (x2 — 2x — 5)
Auflösung. Indem man den Nenner 

(100.) f(x) = (x2 — 4x + 13) (x2 + 2 + 5) = 0 
setzt, erhält man die vier complexen Wurzeln 
(101.) a = 2 + 3i, b = 2 — 3i, c = —1 + 2i, d = — 1 — 2i,
deshalb wird man den vorgelegten Bruch auf die Form
02723 — 6x2 + 9r + 108 _  Px + Q Rx + S

(z2—4x + 13) (22 + 2x +5) x?—4x + 13 x? + 2x + 5
bringen. Hieraus erhält man durch Fortschaffung der Nenner
(103.) 723 — 6x2 + 9 + 10 8 = {Px + Q) (22 + 2x + 5)

+ {Rz + S) {x- — 4z + 13).

Dies giebt für 
x- — 4x + 13 = 0, oder 22 = 4x — 13, 23 = 3x-— 52 

(104.) 62 — 178 = P(162 — 78) + Q(6 — 8).

Da die gleichstelligen Coefficienten auf beiden Seiten dieser 
Gleichung einander gleich sein müssen, so gelten die Gleichungen 
(105.) SP+30 =3, 39P+4Q = 89, 
folglich wird 
(106.) P-=Z, Q =-7.

Setzt man in Gleichung (103.) 
x2 + 2x + 5 = 0, oder x2 = — 2x — 5, x3 = — x + 10,

•so findet man in ähnlicher Weise die Gleichungen 
(107.) 14x + 208 = R(20x + 30) + S(— 6x + 8), 
(108.) 10R — 3S = 7, 15R + 48= 104, 
(109.) R=4, ^=11, 
und wenn man diese Werthe in die Gleichung (102.) einsetzt, 
f 723 — 622 + 92 + 108 _ 32—7 _ _ 4x + H 
‘ "(a? — 4x + 13) (a2 + 2x + 5) 22—42+13 22+2: + 5
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§ 28.
Zerlegung der ächt gebrochenen rationalen Functionen 
in Partialbrüche, wenn die Gleichung f(x) = 0 auch 

gleiche Wurzeln besitzt.
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 105.)

Hat die Gleichung f(x) = 0 auch gleiche Wurzeln, so kann 
man diese gleichen Wurzeln zusammenfassen und f(x) auf die 
Form
(1.) . f{x) = (x — a)« (x — by (x — c)7 ... (x — k)”(x —■ Zy" 
bringen, wobei die Grössen a, b, c,... k, l sämmtlich von ein- 
.ander verschieden sind, und
(2.) a + ß + y + • * • + z + 2. = n
ist. Man erkennt sogleich, dass in diesem Falle die Gleichung

o(z)_ ABCI..KL 
f{x) x — a x — b x — c x — Ax-— l

nicht mehr bestehen kann, weil der Generalnenner auf der 
rechten Seite nicht mehr gleich f(x) ist.

Hier sei

(3.) fi(r) = =(- B)°(e — c) .(:- ZX(e — zy
und

dann wird die ganze rationale Function

(5.) ©p=) - A,fi(6) = «(z)fi(a)—«(a)f(z)

gleich 0 für x = a, folglich ist sie theilbar durch x — a. Man 
erhält also
(6.) (p^x) — Aifi(x) = (x — a)i(x), 
oder
(6 a.) y(x) = Aifi(x) + (x — ^(p^x).

Da die ganze rationale Function y(x) — Aj fi(x) höchstens 
vom Grade n — 1 ist, so kann 91(x) höchstens eine ganze 
rationale Function vom Grade n — 2 sein.
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Nach diesen Angaben wird also
qp(x) _ Aif(x)+(x—a)i(x) 
f(x) - (z— a)af^x)

_1(x)
(x—a)C-f (x)

Man hat also von V) ein Glied -—4 abgesondert, 
J(e) (E — «)

so dass nur noch eine ächt gebrochene Function ------- (x—a)Ji(x) 
übrig bleibt, bei welcher der Grad des Nenners nicht mehr n, 
sondern nur noch n —• 1 ist.

Ist « > 1, so kann man dieses Verfahren wiederholen und 
erhält ebenso 

/s ,  «Pi(x) _ A2 _ (2(x) 
• (x — a)s-’f(x) (x—a)“-1 T (x—a)“-3f (x) ’ 

also 
q(x) _ 41  42  _2(x) 
f(x) (x — a)" (x   a)“-1 (x a)“-3f (x) 

wo jetzt in der ächt gebrochenen Function   20) der 
• 8 (x — a)s-3fi(x) 

Grad des Nenners wieder um 1 kleiner ist.
Wendet man dieses Verfahren «-mal an, so ergiebt sich 

103 «(z) = A1 + 42 + • • • + A, + ©a(x) • 
f(x) (x—- a)" (x — a) 1 x—-a fi(x)

In dieser Weise kann man fortfahren und findet schliesslich 
die Gleichung
1 y()_ 41 .42____ Aq 
1 ' f(x) (x — a)e T(x — a)e-1________a— a 

B .B, 

(x —- b)P (x —- b)-1 z—b

+......................................................
+ Li +__ L2__ ... L2,.

(x—ly- (x — ly 1 x — l
Die Zähler Ai, A2,... Aa, Bi, B2,... B^ ... Lv, L2,... Li 

dieser Partialbrüche berechnet man, indem man die Gleichung 
(11.) mit dem Generalnenner f(x) mültiplicirt, nach Potenzen 
von x ordnet und die gleichstelligen Coefficienten auf beiden 
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Seiten der Gleichung einander gleich setzt. Dies giebt dann, 
wie man leicht bestätigen kann, n lineare Gleichungen mit den 
n Unbekannten

41, -2, • • • a, Bi, Bi, • • • Bs, •. L1, 12, ... U/, 
und zwar sind diese Gleichungen immer lösbar.

Aus dem Umstande, dass diese n linearen Gleichungen mit 
n Unbekannten nur eine Lösung besitzen, kann man wieder 
schliessen, dass auch in diesem Falle die Partialbruchzerlegung 
nur auf eine Weise geschehen kann, d. h. dass man dasselbe 
Resultat erhält, gleichviel ob man zuerst die Partialbrüche

41 । 42 । [ Aa
(x — a)« (x -—- a)e-1 x — a 

absondert, oder ob man mit der Absonderung der Partialbrüche 
in einer späteren Zeile von Gleichung (11.) anfängt.

Die Rechnung wird ziemlich umständlich, wenn n eine 
grosse Zahl ist; dann kommt man schneller zum Ziele, indem 
man, der Gleichung (4.) entsprechend, zunächst 

berechnet und das gleiche Verfahren auf die Ermittelung von 
Bi, Ci, ... K1, Li anwendet. Dies geschieht am einfachsten, 
indem man in Gleichung (11.) durch Multiplication mit

f (x) = (x — a)a(x — by(x — cy ... (x — k)"(x — 7)2 
die Nenner fortschafft und dann der Reihe nach

x = a, x — b, x — c, .. . x — k, x — l
setzt. Die Berechnung der übrigen Zähler der Partialbrüche 
geschieht dann nach dem zuerst beschriebenen Verfahren, ist 
aber viel leichter geworden, weil. man nur noch n — m lineare 
Gleichungen mit n — m Unbekannten hat, wobei m die Anzahl 
der von einander verschiedenen Wurzeln a, b, c...k, l der 
Gleichung f{x) = 0 ist.

Einige Beispiele mögen zur Erläuterung dieser Angaben 
dienen.

Kiepert, Integral - Rechnung. 13
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Aufgabe 1. Man soll die gebrochene rationale Function
4x3—63x2 + 3382 - 619 

(x — 7) (x — 5)3
in Partialbrüche zerlegen.

Auflösung. In diesem Falle muss man
4x3 — 63.2 + 338 — 619

(x — 7) (x — 5)3
= A B. B. B. 

x — 7 (x — 5)3 (x — 5)2 x — 5 
setzen. Dies giebt, wenn man mit (x — 7) (x — 5)3 multiplicirt, 
(13.) 4x3— 63x2 + 338z — 619
= A(x—5)3+B,(x — 7) -\-B^(x — 7)(r—-5) + Ba(x — 7)(x — 5)2, 

oder
(14.) 423— 632? + 338. — 619 = x(A + Ba)

+ a?(— 154 + Bo -— 17Ba) + x(75A + Bi — 12^2 + 95 B,) 
+ (— 1254 — 7 Bt + 35^2 — 175 Ba). ’

Daraus folgen die Gleichungen
| A + Ba = 4, 
| — 154 + Bi — 17B, = — 63, 

^15^ 754 + Bi — 12B, + 95 B, = 338,

— 125M — 7 Bi + 35B, — 175^3 = — 619.
Durch Auflösung dieser Gleichungen ergiebt sich 

(16.) A = ^, Bi = 2, Bi = — 3, B, = 0, 
so dass man erhält

423 — 6322 +3382—619 _ 4 2________ 3 
(170) (x — 7) (x — 5)8 x — 7 (x—5)3 (x — 5)2

Wendet man das andere Verfahren an, indem man in 
Gleichung (13.) zuerst x = 7 setzt, so findet man 
(18.) 32 = 8A, oder A = 4;
und für x = 5 findet man aus Gleichung (13.)
(19.) , —4=—^Bi, oder B, = 2.

Zur Ermittelung von B und BA braucht man jetzt nur 
noch zwei Gleichungen. Deshalb wählt man von den vier 
Gleichungen (15.), welche zur Verfügung stehen, diejenigen aus, 
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welche sich am leichtesten herleiten lassen; d. h. man braucht 
jetzt gar nicht mehr die Gleichung (14.) vollständig zu bilden, 
sondern berechnet von der rechten Seite dieser Gleichung nur 
den Coefficienten von x3 und das constante Glied. Daraus er
geben sich in Uebereinstimmung mit den Gleichungen (15.) die 
Gleichungen 
(20.) A + B, =4, 
(21.) — 1254 — 7B, + 35 B, — 175 Ba = — 619, 
die sich aber mit Hülfe der Gleichungen (18.) und (19.) auf 
(20 a.) B, = 0, 
(21 a.) 35 B, — 175 Ba = — 105, oder B, = — 3 
reduciren. Auf diese Weise wird man wieder zu dem in Gleichung 
(17.) angegebenen Resultate geführt.

2.3 _L 1 0,2 __  ,
Aufgabe 2. Man soll den Bruch —(42---- 1)2— in Partial

brüche zerlegen.
Auflösung. Hier muss man

99323 + 1022 —x  __ A1____ A, Bi B, 
(x2—1)2______ (x — 1)2 x—1 (x + 1)2 x + 1

setzen und erhält durch Multiplication mit
(x? — 1)2 =(— 1)2 (x + 1)2

(23.) 323 + 10x2 — x = A^x + l)2 + A,(x + 1)2 (x — 1)
+ Bi(x — 1)2 + Ba(x + 1) (x — l)2.

Hieraus ergiebt sich für x = 1 
(24.) 12 = 44, , oder Ai — 3,
und für x = — 1
(25.) 8 = 4B,, oder B, = 2.

Zur Ermittelung von A^ und B2 suche man auf der rechten 
Seite von Gleichung (23.) den Coefficienten von x3 und das con
stante Glied auf und setze die gefundenen Grössen den gleich
stelligen Coefficienten auf der linken Seite gleich. Dadurch 
erhält man die beiden Gleichungen 
(26.) A2 + B, = 3,
(2 7.) Ay — A^ + Hi + B, = 0,
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (24.) und (25.)

13*



196 § 28. Partialbruch - Zerlegung (zweiter Fall).

(27 a.) •—■ 4: + B2 — —- 5,
also
(28.) A,= 4, B, =-1,
so dass Gleichung (22.) übergeht in
50323 + 1022—x _ 3 4 2 _ _ 1 
• • (22 — l)2 (x—l)2 x — 1 1 (^ + 1)2 x + 1

Dieses Verfahren gilt auch hier noch, wenn die Wurzeln 
a, b, c,... 7c, l sämmtlich oder theilweise complex sind. Man 
kann aber, wenn in f(x) und gp(x) die Coefficienten sämmtlich 
reell sind, das Resultat gleichfalls auf eine reelle Form bringen. 
Ist z. B. b gleich g + hi, so wird eine andere Wurzel, sie 
heisse c, gleich g — hi, und es wird ß gleich y sein, wie in der 
Algebra bewiesen wird (Vergl. D.-R., § 140). Nun folgt aber 
aus der Bildung der Grössen Bi, B2,... Bp und Ci, C2,.. .Cy, 
dass man die letzteren durch Vertauschung von +i mit —i 
aus den ersteren erhält. Ist also
(30.) Bi = Gi + Hi, B2 = G2 + JS2i,. •. B^ = G^ + H^i, 
so wird
(31.) Ci = Gi — Hi, C2 = G2 — H.i, ...C7= C^G^— H^i.

Deshalb werden die Summen
Bi _ Ci 

(x—6)8 (x — c)8 ‘

B, _ C, 
(x — b)-1 (x—c)8-1‘

Be + Gß 
x — b x — c

sämmtlich reell.
Man kann auch hier in der Zwischenrechnung die com- 

plexen Grössen ganz vermeiden. Wenn man nämlich die Aus
drücke (32.) auf gleichen Nenner bringt und addirt, so erhält 
man —------- (x)—— , wo der Nennner vom Grade 28, der Zähler 

L(x—9)2 + h2P
aber höchstens vom Grade 2ß — 1 ist. Jetzt findet man durch 
Division 
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(33.) . F() =[(r—92-l2]F(r) + R + Qi,
also
4F(x) — Pr + Q,___ I_______ F,(x)

• K« ■ 9)2 + h2}" [(i - 9)2 + Aay 1 L(z - 9)2 + h2]E—1

Ebenso findet man
735 F(x) _ T\x+Q2 F(x) 

00 \{x-gY-\-h^ T L(x— g^ -^/i^ T [(x— g^ + h2]P—2 *

In derselben Weise kann man fortfahren und erhält 
schliesslich

4B^ , ... _ B, , C, , C, Cj_
• (z- 6)8T (z- b)?~1 ' x-b (x-c)^ (x-c)-1 x — c

Pz+Q, P22+Q, Par + Q,
- [^-gy + h^ T [(2—g)2+/2]*-1 Timt (x—g)2+h2 ‘

Die Berechnung der Grössen P, Q1, P2, Q^, ... P^ Qs 
erfolgt jetzt wieder wie früher, indem man den Ausdruck, welcher 
sich für %&) durch Partialbruchzerlegung ergiebt, vorläufig aber 

noch die unbestimmten Grössen Pb Qb P2, Q2, ... Pß, Qß u. s. w., 
enthält, mit f(x) multiplicirt, nach Potenzen von x ordnet und 
die einzelnen Coefficienten den gleichstelligen Coefficienten von 
y(x) gleichsetzt. Dadurch erhält man n lineare Gleichungen 
mit n Unbekannten, deren Auflösung nach diesen Unbekannten 
immer möglich ist.

Man kann aber auch hier die Rechnung wesentlich abkürzen 
indem man

(x — 9)2 + 12 = 0, oder x2 = 2gx — 92 — 12
setzt. Dadurch kann man die eben beschriebene Gleichung auf 
den ersten Grad bringen und durch Gleichsetzung der gleich
stelligen Coefficienten die beiden darin verbliebenen Unbekannten 
P und Q1 berechnen.

Am besten wird dieses Verfahren durch Beispiele erläutert.

Aufgabe 3. Man soll die ächt gebrochene rationale Function
x + 1

(x — 1) {x2 + 1)2
in Partialbrüche zerlegen.
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Auflösung. Nach dem Gesagten muss man hier
37 ____x+1 _  A Px + Q, Pix + Q, 

(x — 1) (x2 + 1)2 x —■ 1 (x2 + 1)2 22 + 1 
setzen. Wenn man diese Gleichung mit (x — 1) (x2 + 1)2 mul- 
tiplicirt, erhält man
(38.) x+1 = A(x?+1)2+(P,x+Q,)(x-1)+(Pax+Q,)(x-1)(z+1), 
oder, wenn man die rechte Seite dieser Gleichung nach fallenden 
Potenzen von x ordnet,
(39.) x+1 = 24(4+P,)+a— P,+Q,)+2(24+P+P— Q,)

+ z(— P + Qi — P, + Q2) + (A — Qi —- Q2).
Durch Gleichsetzung der gleichstelligen Coefficienten ergiebt

sich hieraus
A + Pi = o, 

— Pi + Qi = o,
(40.) 24 + P, + P, —■ Qi = o,

— P + Qi —- Pi + Qi = 1, 
A— Qi — Q.2 = 1.

Löst man diese Gleichungen auf, so findet man 
(41) A= 4, P=- 1, Q=0, P=- 4, Q= 1, 
also
,a+1. _ 1/1 2x x + 1 \

(x — 1) (x2 + l)2 2 x — 1 (x2 + 1)2 22+1)

Die Rechnung wird wesentlich abgekürzt, wenn man in 
Gleichung (38.) zunächst x = 1 setzt. Dadurch erhält man 
(43.) 2 = 44, oder A=}.

Für x2 = — 1 geht sodann Gleichung (38.) über in 
(44.) x + 1 = (Pr + Qi) (x — 1) = (— P + Q.)r ■ — P — Qi, 
und daraus folgt 
(45.) -P+ Q=1, — P—Q=1,
(46.) P=-1, Qi = 0.

Um noch die beiden Grössen P2 und Q2 zu finden, 
braucht man auf der rechten Seite von Gleichung (38.) nur die
jenigen beiden Coefficienten zu berechnen, welche sich am leich



§ 28. Partialbruch - Zerlegung (zweiter Fall). 199

testen ermitteln lassen, nämlich die Coefficienten von a4 und x°. 
Wenn man diese Grössen den gleichstelligen Coefficienten auf 
der linken Seite von Gleichung (38.) gleichsetzt, erhält man 
(47.) A + Pi = 0, A — Qi — Q, = 1, 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (43.) und (46.) 
(48.) P,=-1, Q,=-!.

Daraus ergiebt sich wieder Gleichung (42.).

Aufgabe 4. Man soll die ächt gebrochene rationale Function
3x5 + 2x* + 6x3 — 11x2 — 12x — 8 

(x — 2)2 (z + 2x + 2)2 in Partialbrüche zerlegen.

Auflösung. Hier ist zu setzen
«(x)_ A1 । A2 , Px + Qi . Pa + Q2

" ' f(x) - (x — 2)2 T X — 2 T {P + 2x + 2)2 T 22 + 2x + 2 ’

folglich wird
(5 0.) sp(x) = 325 + 224 + 623 — 11x2 — 12x — 8

= A(x? + 2 + 2)2 + A2(x — 2) (x2 + 2r + 2)2
+ (Pz+Q1)(x — 2)2+ (P^ + Q2) (x -- 2)2 (x2 + 2x + 2).

Dies giebt für x = 2 
(51.) 100 = 100.41, oder Mi = 1
und für x2 — 2x + 2 = 0, oder a2 =—2x — 2
10x+30 = (Px+Q.) (—6x+2) = (14P— 6Qi>+(12Fi + 2Qi), 
also
(52.) 7P — 3Qi = 5, 6P + Qi = 15,
(53.) Pi = 2, Qi = 3.

Setzt man jetzt noch die Coefficienten von x^, x* und x^ 
auf beiden Seiten von Gleichung (50.) einander gleich, so er
hält man

A, + Pi = 3, Ai + ^A2 -— 2P, + Qi = 2, 
44, — 8.42 + 4Qi + 8Q, = — 8, 

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (51.) und (53.) 
(54.) A2 + P2 = 3, 2iA2 — 2P, + Qi = 1, Ai — Q2 = 3, 
also 
(55.) Ai = 2, Pi = 1, Qi = — 1. 
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indem man diese Werthe in die Gleichung (49.) einsetzt, 
erhält man 
- 3.x5 + 2x4 + 6x3 — 11x2 — 12% — 8 _ 
(560 (x—2)2 (x2 + 22 + 2)2 

1 2 2x + 3 4 2—1 _ 
(x — 2)2 x — 2 (a? + 2% + 2)2 22 + 22 + 2

Bei der Zerlegung von VE) 
/ (x) 

in Partialbrüche ist voraus

gesetzt , dass man die Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 ermit
telt hat.

Weitere Uebungs-Aufgaben kann sich der Anfänger sehr 
leicht selbst stellen, indem er beliebig gewählte Partialbrüche 
auf den gemeinsamen Generalnenner bringt und dadurch die

Function ~~ bildet.
f(x)

§ 29.

Integration der Functionen ----- dx und — dx.
• x — a (x — a)"

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 20, 59, 60, 61, 63, 65 und 106.)
Die Zerlegung in Partialbrüche macht es möglich, jede 

gebrochene rationale Function zu integriren, denn man kann 
sie nach den Ausführungen der vorhergehenden Paragraphen 
stets (nöthigenfalls nach Absonderung einer ganzen rationalen 
Function) in eine Summe verwandeln, deren einzelne Glieder

A A
entweder die Form ------- oder--------— haben. Diese Aus-x — a (x — a)" 
drücke kann man aber sehr leicht integriren.

Setzt man nämlich
(1.) x — a = t, also dx = dt,
so wird nach Formel Nr. 12 der Tabelle

Alt,
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oder in Uebereinstimmung mit Formel Nr. 20 der Tabelle
(2.) /------ dx = Al(x . a).

J x — a
Ferner wird, wenn n von 1 verschieden ist, nach Formel 

Nr. 9 der Tabelle, indem man m = — n setzt,
/ A 7fdt /t-n+1
j------- — dx = A I — — A It^dt = A-----------  9J (x — a)" J tn j — n 1

oder

/ A 7 —_ _ _ _  _ _ _ _ _ .
0 J (x — a}n "(n— 1) (x — a}^

Für n — 2 ergiebt sich hieraus Formel Nr. 63 der Tabelle, 
nämlich
,/ dx / dx _  1

J 22 + 2b2 + 62 J (^x -[- by x + b

Wendet man dies auf die in § 27 und 28 behandelten Bei
spiele an, so findet man ohne Weiteres die Lösung der folgen
den Aufgaben.

Aufgabe 1.
/ 15x2 — 70x — 95 _ 9

J23— 622 _ 13x + 42 "E - •

Auflösung. Nach Aufgabe 1 in § 27 ist
1522—702 — 95 _ 3 5. 723 — 622 ■— 132 + 42 x ■— 7 x + 3 x — 2

folglich wirdC 15x2— 70x — 95 23— 622.—132 + 4 2
= 3l(x -— 7) + 5 l(x + 3) + 7 l{x — 2)
= Z[(x — 7)3 (x + 3)5 (x ’— 2)7] •

Aufgabe 2. /421 dx = ?
J XA — x

Auflösung. Nach Aufgabe 2 in § 27 ist
a? + 1 _ 1 1 , 1-----------  ---  ---- — -----------  -I------------» 
a3 ---x X X ---  1 X — 1 

folglich wird



§ 29. Integration der Functionen Adx und __ _ .
a — a (x — a)n

(x2+1 (1/1 1 7
. X—x J x Jx—1 .2—1 

= — ix + l(x — 1) + l{x + 1) 
 7 (2? — 1\

\ x /

Aufgabe 3.
4x2 — 152 — 19

— 1) (x — 2) (x — 3) dx = ?Je
Auflösung. Nach Aufgabe 3 in § 27 ist 

4x2 — 15z + 19_________ 4 _ 5 5 

(x — 1) (x -—2) (x — 3) x — 1 x — 2 z--3‘ 
folglich wird 
/ 4x2 — 15x + 19__ 7   i' dx - / dx (dx 

j(x — 1)(x—2)(x—3) Jx—1 Jx—2 Jx—3 

= 4Z(x — 1) —- bl{x — 2) + al(x — 3).

Aufgabe 4. / C 
Auflösung. Nach Aufgabe 4 in § 27 ist 

1 _1( 2________ 2_____________\ 
1+2—2V5 2z—1+V5 22 — 1— V5)’

folglich wird 
( dx 1 ( ( 2dx ( ^dx \ 

/1+2—22V5 2—1+V5 J2— 1— V5) 

= 1 [7(2, — 1 + V 5) — U(2z — 1 — V 5)] 
/ 5 

— 1 7(2—1+ V5\ 
V 5 \2z — 1 — V 5) 

, , , - / 2x3 — 7x2 — 6x + 8 , . 
Aufgabe 5. / o  ——— dx = ? 3 J x2 — Qx + 7

Auflösung. Nach Aufgabe 5 in § 27 ist
223—722—62+ 8_,__ 1 / 3+10V2 । —3+10V2)

22— 6z+7 =2 712720— 3— V2 x— 3+V2)
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folglich wird
(2x3 - 7x2 —-62 + 8
/ a2 ■— 62 + 7 dx = 2 Ixdx — 5 Idx

(3 + 10V2)dx 
z — 3 — V2

+ (— 3 + 10V2)dx]
T x— 3+V2 -

= 22 + 5z + 1 (3 + 10V2)Z — 3— V2) 
272

+ (— 3 + 10V2)l(x — 3 +V2)]

= 22 + 57 + _1sz(%----- 3-----V2)+ 10120(22462+7)272 —3+V2/

= X1 — 5x —
3 (<—3—V2)

272 — 3+V2) + 51(x2 — 6x — 7).

Aufgabe 6.
((13x2 — 68x + ^}dx _ 2

J (z — 5) (z?—6z + 13)

Auflösung. Nach Aufgabe Nr. 6 in § 27 ist 
13x2—68% + 95 _ 10 3 — 8 7 3 + 8 7 

(2—5)(2?—6%+ 13) — x—5 T 2(z— 3 —27) T 2(2—3+ 27) ’ 
folglich wird 

13x2 — 68x + ^b^dx / dx 3 — 87 L dx 
— 5) (2.— 62+13) J x — 5 2 Jx — 3 — 27 

3 + 87 / dx 
2 Jx — 3 + 27 

= 107(z— 5)+ — \x - 3 — 27)

3 + 87 , .
4----- 5—‘l(x — 3 + 2i).

Dieses Resultat befriedigt deshalb nicht, weil es complexe 
Grössen enthält, obgleich man es, wie später gezeigt werden 
soll, auf eine reelle Form bringen kann. 
- (4x3 — 6322 + 3382 — 619 , 
Aufgabe 7. /  — — dx = ? 

j (x — 7) (x — 5)3
Auflösung. Nach Aufgabe 1 in § 28 ist 

4x3— 6322 + 338: — 619 4 2 3
(x— 7)(x — 5)8 Fz—7(x—5)3—(z—5)2‘
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folglich wird
4x3 — 63x2 + 3382 — 619 

(z — 7) (x — 5)3
, (dx ( dxdz=4 —- — 2/------- —

jx — 7 J (x — 5)3
( dx

=4l(— 7) — 1 - + 3(x — 5) x — 
=1-n+%=39

Aufgabe 8.
(3x3:+ 10x2 ---X

/ “ (22—1)2 dx = ?

Auflösung. Nach Aufgabe 2 in § 28 ist 
3x3 + 1022— X _ 3 4 2 1 

(x2   1)2 (x   1)2 X  1 T (X + 1)2 X + 1 ‘ 

folglich wird 
(3x3 + 1022—x , ( dx d dx t d dx 
/ 9 .9— dx = 3  9 + 4 f , + 2 "——12 . (x-  1)2 . (x   1)- .T—1 . (x — 1) 

( dx
JX + 1

=----- 4 + 4^ - 1) - — - l{x + 1]
X--- 1 X — 1-
7 ((x — 1)4) 5z + 1
\ x + 1 / x2 — 1

Die einfachsten Fälle der Partialbruchzerlegung sind schon 
im ersten Theile (§ 8) berücksichtigt worden. So ergiebt sich 
z. B. Formel Nr. 59 der Tabelle, nämlich

2 dx _  1 z(x — @) 
x2 — a- 2a \x + a) 

ohne Weiteres durch Partialbruchzerlegung, denn es ist 
a________  1 A B 

640______ x2 ■—a2 x ■— a x + a, 
oder, wenn man beide Seiten der Gleichung mit (x — a) (x + a) 
= x2 — a2 multiplicirt, 
(5.)______________ 1 = A(x 4- a) + B(x — a).
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x — a (x — a)"

Dies giebt für x = a

1 = 2Aa, oder , 

und für x = — a

1 = — ^Ba. oder B = — 1 • 
2a

Setzt man diese Werthe von A und B in die Gleichung (4.) 
ein, so erhält man

_1 _ 1 _1______  
x2 — a2 2a \x — a x — a)

also
. ( da 1 - . — — 1 /x a (6.)   -=[l(x—a)—l(r + a)] = pl(  7  )- J X2  a- 20 ‘ /J 2a T—a/

In gleicher Weise ergeben sich auch die Formeln Nr. 60 
und 61 der Tabelle, denn es ist 

(74) (x—zi) (x—=2) x — xa x — x^ 

oder
(8.) 1 = A(x — x) + B(x — x1).

Dies giebt für x = 21 

(9.) 1 = A(ni — x.) , oder A = 4 — , 

und für x = 22 

(10.) 1 = B(x^ — x), oder B = —-— .
Z2 —• 1

Dadurch erhält man in Uebereinstimmung mit Formel Nr. 61 
der Tabelle 

(11 1 _ 1 (1 1) , 
‘ • (x   21) (x   T2) 21 —- 22 \x —- 21 X  23/ 
(19 ) ( dx  1 ^/x — 21) 
‘ 7 J (x — 21) (x — 22) 21 — T2 \x — 22/

Daraus ergiebt sich dann auch Formel Nr. 60 der Tabelle,, 
denn bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung 
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(13.) «2 + ^bx + c = 0 
mit 21 und 22, so wird 

( xx -—6+V62 — c, 22 -—b—162—c, 
(14.) ,  

l Xi  T, = 2V62— C, 
(15.) (x — 21) (x — 22) = x2 — 2bx + c, 
so dass Gleichung (12.) übergeht in 

/ dx 1 , /x + b — 762 — c\ (16.) ——;—C—.— = —--=---1 ( ■ ■ ) • 
Jx2 + 2bx + c 2yb2 — c \x + b + ybz — c/

(17.)

(18.)

Dies

Ebenso findet man auch Formel Nr. 65 der Tabelle am 
einfachsten durch Partialbruchzerlegung, denn es ist

Px P Q___ A B 
(x __Xi) (x __  T2) X 21 X —- x2

Px — Q = A(x — x2) + B(x — xC).

giebt für x = 21

(19.) Pxi+ Q= A(— 22), oder A = al,, ‘

und für x = 22

(20.) Px^ + Q = B^ — x^, oder B = - • .

Daraus folgt in Uebereinstimmung mit Formel Nr. 65 der
Tabelle
.Px + Q 1 / PXi + Q Px^ + Q\ 
"T • (x X1) (x  X^ 21   T2 \ X Xi X 22 /

799 ) / (Px + Q)dz _ 
n j (x — 21) (x —■ 22)

---- ------ [(Px, + Q)1 (z ----Xi) ---- (Px, + Q)l(x --  72)]. Xi --  T2
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§ 30.
Integration der Functionen 

dx und da 
(z — (j'? + h2 ' [(x — 9)2 + h2]" 

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 62, 107 bis 109a.)
Nach Formel Nr. 21 der Tabelle war 

z ( dx 1 (x\ 
41.) —9—9 = - arc tg ( ) ‘x J er — x- a \a/

Auf den Zusammenhang dieser Formel mit Nr. 59 der 
Tabelle, nämlich mit 

dx 1 — a\
——, = — H ’ x- — er 2a X + aj

ist bereits auf Seite 49 hin gewiesen worden.
Aus Formel Nr. 21 der Tabelle ergiebt sich Formel Nr. 62. 

nämlich 
dx 1/ x — b \

2 , ——:— = —--- arc tg l . — __)» 
x2 + 2bx + c -]/c — b- \]/c—b-/

indem man das Integral auf die Form
( d(x + b) 

J (x + b}~ + c — b2
bringt und c — b2 gleich a2 setzt. Dieses Integral geht in 

dx ( d(x — g) 1 /x — g ( " J(—9) +7 ~J(x — 9)3472 = h arcts 0)

über, wenn man 
(5.) b = -~ 9, c—b2 = h2 
setzt. Noch unmittelbarer erhält man dieses Resultat durch die 
Substitution
(6.) x-—g = ht, dx = hdt^ 
dann wird nämlic1 in Uebereinstimmung mit Gleichung (4.) 
_ ( dx ( hdt 1 ( dt 1 ( " J - g) + 7 5Jn(+1) 5 hj^+f- = I arcts’ 

1 , (x—g) =n arctg(A)
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(x — 9)2 + 112 l(x — 9)2+2]"

/ UxDieselbe Substitution kann man anwenden, um —---------- — 
J[(x—9)2+h2” 

zu berechnen für den Fall, wo n > 1 ist; dann erhält man 
nämlich

( dx _  L hdt 1 ( dt 
(69)_ J[(x — g)2 +12]" “h2n(1 + 12)" - h2n—1/(1 + t2)". ’

Nun ist 

11+—P_ 1   
(1 + t2)" (1 + t2)" (1 + t2)n-1 (1 + t2)" 

folglich wird
1 / dt _  / dt / t^dt 

( • J(1+12)n =/(1 + 12)0-1/(1 + 12)0

Setzt man jetzt in Formel Nr. 67 der Tabelle, nämlich in 

Jude = uv —fvdu, 

t , 2tdt d(l — €2) 
"=2‘ "=(+2) =(+2)’ 

also

du = ^dt. v = _—-’ 
* ’ {n— 1; (1 + 12)"-1 

so erhält man 

. [ "‘dt — t 1 i dt 
( "/(1+ 12) 72(n—1)(1+12)"—17 2(n—1)/(1+t)-1 ‘ 

und wenn man diese Gleichung von Gleichung (10.) subtrahirt, 
[ dt   t _2n — 3 Adt 

( 2/(1 + 12) = T (2n—2)(1+12)n-1 T 2n^2J/(1+t2)-I ’

Durch diese Formel ist das gesuchte Integral auf ein ein
facheres zurückgeführt. Durch wiederholte Anwendung kommt 
man schliesslich auf

/ dtJ1+1= actgt.
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(x— g)2+12------- [(x— g)2+12]n

Beispiel für n = 3.
C dt
(1 + 12)3

t 13/ dt. 
F 4(1 + t^1 T 4/ (1 + 12)2 ’ 

• dt t
(1 + 12)2 = 2(1 + t^

also

+ ) arctgt, 
4

/ dt 
7(i + 12)3

t , 3t 3/4(1 + t^ + 8(1 + 22) + 8 arctg

t^f + 5) 3 , ,8(2 1y* s arctgt.

Man kann das gesuchte Integral auch auf Formel Nr. 71
der Tabelle zurückführen, indem man

(13.) t = tgz, also z = arctgt, dz = dt
1 + 62‘

04)1+ 1+tr- cos+’l+^2 cosks, a+e== cos"" * 

setzt, dann wird mit Rücksicht auf Formel Nr. 71 der Tabelle 
(15.) / 4.y=/cos"‘ed:

1 2n__3
= sinz ----- —cos2n-3% + —---- 8ve-----  cos2M-+ ■ L2n—2----------------(2n—2)(2n—4) 

(2n—3)(2n—5). . .5.3 -1 (2n—3)(2n—5)...5.3.1 
T--- T (2w—2) (2n— 4)... 6.4.2----- J T (2n— 2)(2n— 4) ...6.4.2"

Dabei ist 
1 . t t COS z = ------ _ 9 sm z = -—----- 9 Sins COSS = -—■—- . 

V1+12 V1 + 12 1+12 

Für n = 3 erhält man z. B. wieder 
( dt . /1 3 3.1 

J(T+^ = sinzGA cos Z + 4.2coS2)* 4.2* 
t / 1 331+1 (4(1 + 23) + s)+ 8 arctg '

Kiepert, Integral-Rechnung. 14
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(x—g)2+12 [(x—g)2+12]n

§ 31.

Integration der Functionen
(Px + CP)dx j (Px + (P)dx

(x — 9? + ^2 [(z — 9? + /21"
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 110 und 111.)

Setzt man in Formel Nr. 64 der Tabelle, nämlich in
C(Px + Q}dx P , ,— / dx \ , - — = o 1(x2 + 2bx + c) + (Q — Pb) --------- , J X1 — 262 + c 2 . X- —2bx — c 

(1.) ^ = —9, c — b2 = h\ 
so geht sie über in 

( 2) /.Pr+OMr, = P 1[r-9)+/]+(P+ o/Ap 
dies giebt nach Formel Nr. 107 der Tabelle 

PPx + Q)dx P 791 P9 + Q /x—g\ 
(3.) J(—9)2 47 = 2103—92+h2+—7— arctg(A") ■

In ähnlicher Weise kann man [Er ,04 auffinden, 

wenn n > 1 vorausgesetzt wird. Es ist nämlich 
/ (Px + Q)dx _ PP(x — g) + Pg + Q , 

( " j [(x—gy2-\-h2]n j [(x — g)2 + /d\n " 

_ P (2(x—9)dx / dx . 
2/L(x—9y~\~d2\n 9 —9)2+12]"

Setzt man jetzt 
(5.) (x — g)2 + h2 = y, also 2(x — g)dx = dy, 
und 
(6.) x — g — ht^ also dx = hdt, 
so geht Gleichung (4.) über in 

/ (Px + Q)dx  P Pdy Pg + Q / dt 
J[(x — 9)2 + h?]" - 2/ y" T h2n~l j (1 + t2}n ‘ 

dies giebt
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/ {Px + Q}dx _ P J[(x — 9)2 + h?]" (2n — 2)[(x — g)2+h2]"-1
Pg + Q ( dt 

T h?n—1 J(1+ 12)" ‘ 

wobei das Integral auf der rechten Seite nach Formel Nr. 109 
oder 109a der Tabelle berechnet werden kann.

§ 32.

Uebungs-Aufgaben.
. , ((13%2.— 682 + 95)dz
Aufgabe 1 Jo—5)(—Ge+13) = 2
Auflösung. Nach Aufgabe 6 in § 27 ist

13x2 — 68% + 95 _ 10 3, + 7 
(x — 5) (x2 — 6x + 13) x — 5 T a? — 6z + 13

Nun ist nach Formel Nr. 20 der Tabelle 
—. (10dx
(2.) ),—5= 101( — 5)

und nach Formel Nr. 110 der Tabelle
, f^x+^dx _ ((3x + 7}dx‘ • Jx — 6z + 13 “(x — 3)2+22

folglich wird
((1322—682+95)dx _ j (z — 5) (z2 — 6.+13)

3
101 (x ■— 5) + 8 1 (x2 — 6x + 13)

+ 8 , (x — 3' arctg(—9—

Aufgabe 2.
C (6x2 — 25z + 89)dx 
(x — 3) (z2 — 4z + 20)

Auflösung. Nach Aufgabe 7 in § 27 ist 

(5 ) _ 6z2 — 25z + 89 _ 4 2z — 3
(z — 3) (z2 — 4 z + 20) x — 3 22.— 4 z + 20

14*
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Nun ist nach Formel Nr. 20 der Tabelle 
) X / 4dx (6.) /- > =4l(x — 3) 

und nach Formel Nr. 110 der Tabelle 
-(2x — 3)dx   ((2x — 3)dz ’ J x2 — 4x + 20 J(x — 2)2 + 42 

1 — 2\ = l(x2 — 4x + 20) + 4 arctg(4 ) ‘ 

folglich wird 
. ((622 — 252 + 89)dz —, , _ (8.) — —,—— = 41(x — 3) + l(x 2 — 4x + 20) J j (x — 3)(x2 — 4x — 20) 7 

a arct(4 

(x — 1)dx     — 9 , — 

(x — 1)(x2 — 1)2 
Auflösung. Nach Aufgabe 3 in § 28 ist 

. x + 1 _ 1 ( 1 2x x + 1 \ 
( •) (z—1) (x2 + l)2 2 z — 1 (z? + l)2 22+1)

Nun ist nach Formel Nr. 20 der Tabelle

(10.) /“1=lt— 1),

nach Formel Nr. 111 der Tabelle ist

(11.)
" 2xdx
(x2 + 1)2

1
22 + 1

und nach Formel Nr. 110 der Tabelle ist 
(12.) /tId = * 1(22 + 1) + arctgz.

Dieses letzte Resultat hätte man auch mit Hülfe der 
Formeln Nr. 24 und 18 der Tabelle finden können. Aus den 
Gleichungen (9.) bis (12.) ergiebt sich daher

" (x + 1)da 
(x—1) (x?+1)2 I( 1)+441 2 1(x2+1) — arctgx

11/(x—1)2)_ 14x2 + 1 / 2(x2 + 1) 2 arc tgx.
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Aufgabe 4. ((3x5 + 2x4 + 6.23 — 11x2 — 12x '— 8)dz  9
/ (x — 2)2(22 + 22 + 2)2

Auflösung. Nach Aufgabe 4 in § 28 ist
325 + 2x4 + 623 — 11x2 — 12« — 8 1

(14.) (x — 2)2 (x2 + 2x + 2)2 (z — 2)2 
2x + 3 x — 1 

(x2+2 + 2)2 a?+2x + 2

2
z — 2

Nun ist nach den Formeln Nr. 106, 20, 110 und 111 der 
Tabelle 

( dx 1 2dx . . (15.) /- 0 = 81 /   = 2l(x — 2), 
. (x—2)1 a — 2 Jx — 2 7 

. / (x — 1)dx   / (x — \}dx 
( 69Ja2 + 2, + 2 “(x+ 1)2+1

= 11(22 + 2x + 2) — 2arctg(x + 1),
. / (2x + ^)dx _ / (2x + 3)dx 

( ‘ "(x2 + 2« + 2)2 L(x + 1)2 +1]2

i r dt
5 “ x2 + 2x + 2 (1 + 12)2 ‘ 

wobei x+1 gleich t gesetzt ist. Dies giebt nach Formel Nr. 109 
der Tabelle

9 Ad _ 1 \ 1 f dt
V J (1 + 12)2 2(1 + ^2) 2/1 + t2

=2(1+2)* 2 act%‘
- » 41.4, + 2 arctgt” + n.

folglich wird
195 ((3x5 + 224 + 6x3 —11x2 — 12x — 8)dx_  

j (x — 2)?(a2 + 2r + 2)2

—#2+21r—2)+2,42+2) 
-L 4l(x2 + 2x + 2) — f arctg(« + 1).
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Aufgabe 5. /Ss,3)45,=?
Auflösung. Da in diesem Falle 

(20.) 22 + x + 1 = (x + 2)2 + % 
ist, so erhält man nach Formel Nr. 111 der Tabelle, indem man 

(21.) P=1, Q = 3, g =- }, *=}V3, n=2 
setzt,
729/ (x + 3)dx _ 1 20/ dt 

J^ +2+ 1)2 - 2(a2 +2+1)1 373/(1 + 12)2 ‘ 

wobei 
(23.) 2x + 1 = tV3 
gesetzt ist. Dies giebt nach Formel Nr. 109 der Tabelle 
/ x C dt t 1 (24.) Ju+ t^ = 2(1 + 6) * 2 arctg ‘ 

(22 + 1)73 1 /2x + 1\ 
= 8(a- +*+1*2 arctg( V3 ) 5 

also
——_ x C (x — 3)dx 52—- 1 10 x /2x — 1\ 5 J(- +x+1)= 3(e +*+ 1) 3V3 arc 8 \ V3 / 

{ (522 — 8x — ^)dx . 
Aufgabe 6. J. 23+1 — = ?
Auflösung. Hier ist 

. 542 — 8x — 4 A , Px + Q 
(26.)  ö—;—  — —.—- 4—2 — ’ 7 23 — 1 x - 1 x- — x +1 
oder, wenn man beide Seiten der Gleichung mit (x+1)(x2—a+1) 
multiplicirt,
(27.) 522 — 8x — 4 = A^x1 — x + 1) + ^Px + Q) (x + 1).

Dies giebt für x = — 1 
(28.) 9 = 3A, oder A = 3
und für x^ — x+1 = 0, oder x2 = x —-1,

-3—9 = (2P + Q)z + (— P + Q),
also 
(29.) 2P + Q = 3, _ P + Q = — 9,
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(30.) P = 2, Q=— 7, 
. 522 — 82 — 4 3 , 22 — 7 
(31.)  3—1  —  1 1   2 — ' 2‘—1 X + 1 X X — 1 

Nun ist nach Formel Nr. 20 der Tabelle 
(32.) z/4= 310+ 1) 

7 J X —1 
und nach Formel Nr. 110 der Tabelle 

39f^x — 7)dx   C(2x — l^dx 650 Jz—x+1 =J (x—+1
= 1 (x2--- + 1)----4V3 arctg( 73 ) ‘ 

folglich findet man 

(3)/Ss„$TM==zl,+1) +1(——+1)—VSaretg(?$5‘).

Dem Anfänger wird die Prüfung der vorstehenden Auf
lösungen durch Differentiation empfohlen.

In manchen Fällen, wo die Integration durch Partialbruch
zerlegung sehr umständlich oder in Folge von algebraischen 
Schwierigkeiten gar nicht durchführbar sein würde, gelingt die 
Integration durch zweckmässige Umformungen und Substitutionen, 
wie durch einige Beispiele zur Erläuterung gezeigt werden 
möge.

Aufgabe 7. / , de — = ?
9 Jx(^ +1)

Auflösung. Setzt man in diesem Falle

1 dtC = - 9 also ax —-----9t t-(35.)
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Man kann dieses Resultat auch in folgender Weise finden. 
Es ist

1 _ (23 + 1) — 23 __ 1 2?
x(x3 -f-1) x(x3 + 1) x x3 + 1 ' 

also

=1*1011=10+1

*8- /.94y=7
Auflösung. Setzt man in diesem Falle wieder

(38.) x = + ‘ also dx — —- ^ ‘

so wird

Auch hier findet man dasselbe Resultat aus der Gleichung
1 _ (x4 +1) — x^__ 1 23

x(x4 + 1) x(x4 + 1) x 24+1
aus der dann unmittelbar folgt
( dx
x(24 + 1)



VIII. Abschnitt.

Integration der irrationalen Functionen.

§ 33.

Allgemeine Bemerkungen.
Im ersten Theile der Integral-Rechnung sind bereits irra

tionale Differential - Functionen in grösserer Anzahl integrirt und 
in die Formel-Tabelle aufgenommen worden. (Man vergleiche 
die Formel-Tabelle Nr. 17, 22, 23, 23a, 25 bis 33, 76 bis 91).

In Betreff der übrigen irrationalen Differential-Functionen 
ist zu bemerken, dass es verhältnissmässig nur wenige Fälle 
giebt, bei denen sich die Integration durch Anwendung alge
braischer Functionen oder der bisher bekannten transcendenten 
Functionen ausführen lässt. In den meisten Fällen werden 
durch die Integrale algebraischer Differential-Functionen neue 
(d. h. bisher noch unbekannte) transcendente Functionen erklärt.

Hier mögen zunächst solche irrationale Differential-Functionen 
in Betracht gezogen werden, welche sich durch eine Substitution 
auf Functionen zurückführen lassen, deren Integral bereits be
kannt ist, oder in rationale Differential-Functionen umgewandelt 
werden können, und zwar sollen nur die einfacheren Fälle be
rücksichtigt werden.

§ 34.
Integration rationaler Functionen der Argumente 

m/ a — bx \n / a — bx q
(A + Bx) ‘ \A^Bx)

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 112 und 113.)
Kommen in der Function unter dem Integralzeichen keine 

anderen Irrationalitäten vor als Wurzeln aus x selbst, so lässt 
sich die Differential - Function durch die Substitution
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(1.)
sehr leicht rational machen, wenn man den Exponenten z so 
wählt, dass z durch alle auftretenden Wurzel-Exponenten theil
bar ist.

Wie dies gemeint ist, möge zunächst ein Beispiel zeigen.

. , , , ((23 — 7-3/22 — 127x)dx .
Aufgabe 1. / —---------73--- r - = ?
Auflösung. Das kleinste gemeinsame Vielfache der Wurzel- 

Exponenten 2, 3, 4 und 6 ist 12, folglich muss man 
(2.) x = 412, oder ? x = t
setzen und erhält
(3.) -^/x^t^ Vx2= t, V

Dies giebt
,/(V 23 — 7322+ 127 z) dx

• Z(Va-—V X)

Nun ist
(5.) 1—715+1203 = (t—1) (4 
also

(60 "72+12E-*-Te

= t — 763 +

folglich ist
-((V 23—7722+12V x)dx

J a(V:—Vx)

wobei nach Gleichung (2.)

t =
ist.

: = 16, Va=t, vx = 12.

_ — 71+ 12t^tndt
- 17 112(04—t2)

,((10 — 715 + 12 t3)dt
=12 22—1

-713+(?+5t+1)+5+1,

-P+5+1+ 5+1
2 26+5+1+71+7+1’

12847040450841
7L5 4 32

+ 31( — 1) + 21(t + 1)1,
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Daraus erkennt man schon, dass die oben angegebene Regel 
ganz allgemein anwendbar ist, denn aus Gleichung (1.) er- 
giebt sich

m P xm xp

(8.) Jf{x^ a", x", . . .)dz = Jf^'^ ^n t? • • .)ztz-idt.

wobei die Exponenten 2’71- sämmtlich ganze Zahlen wer

den, wenn % das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 2, 
q,... ist.

Auf diesen Fall kann man den allgemeineren zurückführen, 
wo unter dem Integralzeichen eine rationale Function der Argu
mente

m p
/ a + bx\; ( a + bx 7

"‘ A + Bx) ‘ (A+Bx) 2
steht. Setzt man nämlich

so wird10. —4 Ay—a, — _ (Ab — Ba)dy00 b—By (b — Byf
so dass man erhält

Ist jetzt z das kleinste gemeinsame Vielfache der Wurzel
exponenten 2, q, ..., so wird die Differential-Function rational 
durch die Substitution
(12.) y = t.

§ 35.
Uebungs-Aufgaben.

Aufgabe 1. /Yr da = ?
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Auflösung. Um die vorliegende Differential-Function rational 
zu machen, muss man

(1.) Va = t, also x = 12, dx = 2tdt
setzen und erhält

(2.) (Vz dx = /.2tdt = 2 UA = 2 (2—1 + 1)dt 
Jr—1 J 12—1 12—1 J t2 — 1

also mit Rücksicht auf Formel Nr. 59 der Tabelle
(3.) fl^ dx = z/1 + - L) a=3+ (41)

=2Y4+1(V*—1).
Va +1 /

Aufgabe 2. /. dx = ?

Auflösung. In diesem Falle muss man 
(4.) x=t, x = t, dx = Ziddt
setzen und erhält

(Vx _ Ct.^dt _ ft^dt _ ((3 — 1 + 1)dt 
(59 Jz—1 x “Jt—1 - t _ i - 7 t—1

= 3/(1 +s—i)d =3+ 3/A—1 ■

Um 3 J&L zu ermitteln, wende man Partialbruchzerlegung

an und setze
3 _ A Pt + Q , 

t — 1 t— 1 7 t2 + t + 1 ’

dies giebt durch Fortschaffung der Nenner
(7.) 3 = A(? + t + 1) + {Pt + Q) (t—1),
also für t = 1
(8.) 3 = 3A, oder A = 1
und für 12 + t + 1 = 0
(9.) 3 =(2P+ Qt + (— P — Q), 
also
(10.) — 2P+ Q =0, P+ Q=— 3, oder P~ — 1, Q=— 2.
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Dadurch erhält man nach Formel Nr. 20 und 110 der 
Tabelle

9 f dt _  L dt f ^ + ^c^
( • ) (3—1 “t—1 JF+T+T

= I(— 1) — 41(2 + t + 1) — VSarctg(2v5‘

also

(12.) J ‘ "1 dz = 37 x + 1 (• x — 1) — 41 (• 23 + Vz + 1) 

—v3 arct(*$± 1) •

Aufgabe 3. fxdxya + x = ?

Auflösung. Hier ist zu setzen

(13.) Va + x = t, also a + x = t-, x — t^ — a, dx = 2tdtr 
dann wird

{\.^ Jxdx^a + x = /2(t2 —- d^dt

- 2 fi^dt — 2afi^dt -2- 2g" , 

oder

(15.) fxdx\a + x = 7st3(3t2—5a) = ?s(a+x)Va+x(3x—2a).

Man hätte auch die Integration in folgender Weise aus
führen können. Man setze

(16.) «Va + x = (a + x — a)Va + x = (a + x)2 — a^a + x)^, 

also nach Formel Nr. 9 der Tabelle

(1.1 .^ jxdx  ̂a + x =/(a + x^ d(a + x) — a/(a + x^d(a + x)
5 3

= 3(a + x): --- 3a(a + x)^

= 7s(a + ^ya + x (3x — 2a).

Aufgabe 4. J(a — w)da V(b—a)2 =?
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Auflösung. Es sei

(18.) 76 —x = t, also 1) — x = t3, x = 6 — t3, dx = — ^dt, 
dann wird

(19.) f(a — x)dz (b —- x)2 —J{a — b + 43) (— 30dt) . 12

= — 3/[(a — b)t + t^dt

= — 3
—b)t5 
5

245=4—8 (4—6)—5f]

3(6 — x)V (6 —-
40

(5z— 8a+36).

Aufgabe 5.

Auflösung. Es sei

(20.) Vx + a = t, also x + a = 
dann wird

t2, x = t2 — a, dx = 2tdt^

(21.)
dx 2tdt _ 9 L dt

(t—d)t 2/t—a

Dies giebt nach Formel Nr. 59 der Tabelle 

(dx(22.) —=======1

1 1(% + 24 — 2V a(a + x)

1 i /(Vx + a —

Aufgabe 6. / a—% dx = ?

Auflösung. Es sei

(23.) _== t, also
C — x

,2 12 ~ 1=“= “2+1 ‘
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(24.)

dann wird

, ^atdt
d=(+1)2‘

. A/a — x 7 ( t~dt ((t2 + 1 — l}dt (25.) / —— dx = 4a 7 , — = 4a — • —9” 
0/ a—a — 1)2 d d — 1)2

. V C dt / dt
F 4 1/7+1 J0+1. '

Nun ist nach Formel Nr. 18 und 109 der Tabelle

17= arctgt,

(279) Ja + ey? = 2(1+0) + 2/1+7 = 2(1+0) * tarcts" 
folglich wird

(33) Ji‘t±54= da[Zaretg"—24r]’ 
oder, da

__ a+z _ 2a t _ Va‘—22 
a — x a — x' 1 + 12 2a 

ist,

(29.) //------7 dx = 2«arctg / - ---- -—ya2 — x2.

Einfacher kann man in diesem Falle die Integration aus
führen, indem man

(30.) C ---X
setzt; dadurch erhält man nach Formel Nr. 22 und 25 der 
Tabelle

(31.) a — x 7 d dx  dx — a / —------  
C—X----------.h/a^-

xdx— x2
= darcsin a2—x2.

Dieses Resultat weicht allerdings in der Form von dem in 
Gleichung (29.) enthaltenen ab; setzt man aber
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(32.)

so ist

—a—xarcto /------ = z,V a—x
i , q/a+xoder t z = /------- 9y a —x

oder

(33.)

^z =

sin?z- - cOS2z

t o2z — 1
also x — a - — 2

tg22 + 1

x = a —9—,---- — =sin22 + COS2z — a(cos2z — sin22) = — a cos(2z)

a — x

= asin (2z 2
Deshalb wird

- TU _ 4/a-x 71
= 2z — - = 2arctg /------------ -  ,2 V a — x 2

so dass die beiden in den Gleichungen (29.) und (31.) ange
gebenen Resultate sich nur durch eine Integrations-Constante- 
von einander unterscheiden.

§ 36.

Zurückführung der Differential-Functionen von der Form 
f^x. VAx? + 2Bx + c}dx auf Differential-Functionen 

von der Form f(y, Vy— d^dy, f(y^ y^+y^dy, 
f^, Va‘—y?)dy.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 114 und 115.)

Es sei F(x, V Ax2 + 2Bx + C) eine rationale Function 
von x und V Ax2 + 2Bx + C, dann mögen zwei Fälle unter
schieden werden.

I. Fall. A>0.
Setzt man

(1.) y = 4: 1 , also y- = Ax2 + 2Bx + B2 , 
• VA • A 

so wird

(2.) Ax2 + 2Bx + C = y1 + ------ --------
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Hierbei wird ------ ,----- positiv oder negativ, jenachdem die

^Discriminante^ B2—AC negativ oder positiv ist. Um diese 
beiden Fälle zusammenzufassen, setze man 

dann wird
(4.) Ax2 + 2B, + 0 = y2 ± a2.

Aus Gleichung (1.) findet man noch

. yVA — B 7 dy
v4 Va
folglich wird

(6.) /f(x, VA2?+2Bz+0)d=/r(JV4——

II. Fall. <0.
Setzt man

/ . Ax + B ,B2(7.) y = ——------ 9 also — y2 = Ax- — 2Bx  ----- - 9 • V— A------------------------------------A 
so wird 

(8.)--------------- Ax2 + 2Bx + C =----------—-----y2.

A C B2
Hierbei wird ------2---- - positiv oder negativ, jenachdem die

„Discriminanteu B2 — AC positiv oder negativ ist. Um diese 
beiden Fälle zusammenzufassen, setze man wieder

(9.) AC — B2 B2 — AC
A

dann wird 
(10.) Ax2 + 2Bx + C = ± a? —- y2.

Aus Gleichung (7.) findet man noch 

— , . yV— A — B 7 (11.) x = 2   9 dx = 2 
4 y~A 

folglich wird
Kiepert, Integral- Rechnung. 15
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(12.) If^x, VAx- +2Br+ C^dx =

Gilt in Gleichung (12.) das untere Zeichen, so wird 

(13.) VAx2 + ^Bx +0= V— a- — y‘= i~]/ dz + y-
für alle Werthe von x imaginärz so dass in diesem Falle 
F(x, V Ax2 + 2Bx + C) eine complexe Grösse ist. Deshalb 
lassen sich auch bei Ermittelung des gesuchten Integrals com- 
plexe Grössen nicht vermeiden. Man kann in diesem Falle auch 
(14.) VAx? + 2Br + 0= iy— (Ax2 + 2Bx + C) 
setzen und erhält dadurch eine Wurzelgrösse, auf welche die im 
Falle I gemachten Voraussetzungen zutreffen.

§ 37.
Uebungs-Aufgaben.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 116 und 117.)

Aufgabe 1. / de - ? 
jyAx1 + 2Bx + C

Auflösung. Im Falle I erhält man nach Formel Nr. 114 
der Tabelle

(1.) P = / dy_ =VAx2+2B+C JVAVy2 ± a2 VA
=—T + yAx2 + 2Bx + C ).yA \ yA /

Beispiel 1. A = 4, B = 2, C— — 3, B2 — AC =16.

— — — = 2 1(2x + 1 + V 4x3 + 4x — 3).V 4x2 — 4x — 3 -

Beispiel 2. A = 1, B=-, C=1, b2—AC=— — 2 4
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Im Falle II erhält man nach Formel Nr. 115 der Tabelle
" dx / dy
VA2?+2Br+c" JV—AV=a—92

Beschränkt man die Lösung auf den Fall, wo das obere 
Vorzeichen gilt, so erhält man

1dx
• VAx2 +2Bx+ C

1 . / A- —__ arcsin —

1 arcsin

— AC
1 arcsin

Ax + B 'VB2—AC
Beispiel. A — — 1, B~^, C = o, JB2 — AC — ^.

(5.) arcsin
2x — r

Gilt das untere Vorzeichen, so wird die Aufgabe auf 
Fall I zurückgeführt, indem man

( dx 1 ( dx
J V Ax1 + 2Bx + C ‘J V.4x2 + '2B\X + G’i

1 / AyX — B i — ' --------—------- — \= — =l( — + VAx2+2B x + C1)

setzt. Dabei ist
(7.) A{ = — A, B^ — B, C,= C

Aufgabe 2. Jdx'}/Ax^ + 2Bx + C = ?

Auflösung. Im Falle 1, nämlich in dem Falle, wo A>0 
ist, erhält man nach der Formel Nr. 114 der Tabelle 

(8.) /dVdz+2Bz+0=y, /dyyy- ± a‘ ,

also mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 86 und 86a der Tabelle

15*



228 § 37. Integration irrationaler Functionen; Uebungs-Aufgaben.

rAx — B /——-------—------- —L—yA—Vdz + 2Br + c1
2VA
AC— B2 /Ax + B , -- ---- —------—

--------- ----- 1 ( —   V Ax2 + 2Bx — C7) 
4 VA / 

Beispiel 1. A = 4, B = 2, C=~3, B2 — AC=1Q.

(10.) fdx\\x2 + 4: — 3 = H[(2x + 1) V422 + 4x — 3 

— 4 1(2x + 1 + V 4x2 +4z — 3)].

Beispiel 2. A = 1,B=^, C=1, B2- AC = —^. 
r   1 r2, _L 1   

(11.) fdx]/x2 + x + 1 = 2 "2— ]/x2 + x + 1 

3 . /2x — 1 —   +1( —A   Vx2 + x + 1 ) •

Im Falle II, nämlich in dem Falle, wo A<0 ist, wird 
nach Formel Nr. 115 der Tabelle 
(12.) Jdx]/A^+2Bx^- C= — ^^2jdyy± a2 — y2.

Beschränkt man die Lösung auf den Fall, wo das obere 
Vorzeichen gilt, so findet man nach Formel Nr. 80 der Tabelle 

(13.) Jdx~]/Ax- + 2Bx+C - ye ZYa‘—y*+g arcsin(&)]

___1 Ax+B 724 2Bx + o 
2V— A L V— A

B'2 — AC . / Az + B V    — arcsin . - - ) • —A k \B2 — AC^

Beispiels. A = —1, B = ^ C = Q, B2—AC— 4

Jdx^rx—-x2 1 2x—r--------, , 72 ■ (^x — r- —=— Vrx—x- — — arcsin-------
2 L 2 ‘ 4 r
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Diese Beispiele mögen zeigen, wie durch das in § 36 angege- 
bene Verfahren Integrale von der FormJF(x, VAx2+2Bx+C)dx 
mitunter auf bereits bekannte Integrale zurückgeführt werden 
können.

§ 38.
Integration der Differential-Function F(x, VAx2+2B:+ C)dx, 

wenn A positiv ist
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 118 und 119.)

Aufgabe 1. J(y, Vy?=a)dy=?
Auflösung. Wenn das gesuchte Integral mit keinem bisher 

entwickelten übereinstimmt, so setze man 
(1.) Vy2 ±a? = t ■—y, oder t = y + Vy? = d2, 
also

+2 ■ I
(2.) y2 ±«=‘- ^ty + y", oder y = —:

(3.) W±a^t------- 21—52/

(4.) dy = —222— ‘ 
folglich wird 
. /, __ (/I=a2 t?=a?\ (12 ± d^dt (5.) J"" VE005/02]’ 21) 242 

Wenn f{y^ ^y- ± a2} eine rationale Function von y und 
^y^^d2 ist, so hat man es durch die angegebene Substitution 
erreicht, dass die Function unter dem Integralzeichen auf der 
rechten Seite von Gleichung (5.) eine rationale Function der 
einzigen Veränderlichen t geworden ist. Diese Substitution 
wurde bereits zur Herleitung der Formeln Nr. 23 und 23a der 
Tabelle benutzt.

Nach Gleichung (5.) wird nämlich 
/ dy (([2 ± a?) dt. 2t dit _ ,

JYykat =)2r0E0) =>7 =l=l+Yy‘+ of).
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Aufgabe 2. fF{r, V Ax2 + 2Bx + C}dx = ?

Auflösung. In § 36 wurde gezeigt, wie man das gesuchte 
Integral in dem Falle, wo A > 0 ist, auf ein Integral von der 
Form/f(y, Vy2± a2)dy zurückführen kann (vgl. Formel Nr. 114 
der Tabelle). Ist diese Umformung erfolgt, so gelangt man 
durch die in Aufgabe 1 angegebene Substitution zum Ziele. 
Man kann aber auch die Umwandlung der vorgelegten irratio
nalen Differential-Function in eine rationale unmittelbar aus
führen, indem man

(6.) VAx'1 + 2Bx + C = t — x VA 
setzt. Dadurch erhält man

(7.) Ax1 + 2Bx + C = t — 2fxYA — Ax2, 

oder 2x{ty A + B) — t2 —-C, 

t2 — C , (t2yA + 2Bt + cVAdlt 
■---------- — _ j dx —
2{tyA + B) 2(t]/A + B)2

(9.) V Ax2 + 2Bx +C = 

Dies giebt

^—c^a _ ^yAF^Bt^cya 
2(1VA+B)2(tyA+B)

(10.) jF(x, yAx2 + 2Bx + C)dx =

(L( t^C ^yA+2Bt+CyA\ (f-yA+2BtFpy^)dt 
j \2(V. + b) 2{tyA+B) )' 2yyl + b)2

wobei nach Gleichung (6.)

(11.) t = «VA + yAx2 + 2Bx + C

ist. Wenn F(x, V Ax2 + 2Bx + C) eine rationale Function von 
x und yAx2 + 2Bx + C ist, so steht unter dem Integralzeichen 
auf der rechten Seite von Gleichung (10.) jetzt nur noch eine 
rationale Function von t, welche nach den Regeln des vorher
gehenden Abschnittes integrirt werden kann.

Man erkennt, dass die Aufgabe 1 nur ein besonderer Fall 
der Aufgabe 2 ist, welchen man erhält, indem man die Inte- 
grations-Veränderliche mit y bezeichnet und

A = 1, B = 0, C=±a2
setzt.
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Uebungs - Beispiele.
Aufgabe 3. Jdy\y1 A^a^ = 1

Auflösung. Nach Gleichung (5.) erhält man

. (, _ , ((12 — d^}dt 42 + a? (12.),/dvVy*±d3=/— 2777 2

1 (±ayd - 1 / 4 200/41 + a^-^dt

Dabei ist

also

(13.) yVy2±a2
t4 — a

462
folglich erhält man in Uebereinstimmung mit den Formeln Nr. 86 
und 86a der Tabelle

(14.) idy^yA«? = % Vy‘=a ± , l(y + Vy‘± d‘\

/ zdx oAufgabe 4. / .?
JVx2+z+1

Auflösung. In diesem Falle ist

A= 1, VA =1, B=}, C=1, 
also

/ —22 — 1‘=:-Vee-1, C=2 - 1 ‘ 
(15.) , 2(22 + t + 1)dtd- + t+i

I 4 = At + 1)2 ’ ‘*tt*1m 21+1 ’

/’ xdx _(2(02 — l ;^2 + t + 1)dt 9 f^—l)dt 
’ 00/72+2+1 TV (2t + 1)?(t2 + t + 1) V (2t + 1)2 ' 
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Nun ist, wie man durch Division findet, 
202—2 = (2t + 1) (t — 4) — 3 = 4(2 + 1)2 _ (^t + 1) — 3 . 

also 
22—2 41____ 1____ 3 1 

•______ (2t+1)2___2 2t + 1 2 (2t + 1)2 ’ 
folglich wird

(18.) / adx___ __l 1/94 3. 1__/Y2+2+1 2 2127 74 2t + 1

4t2 + 2t + 3
4(2t + 1)

}1(2t + 1) 
2

t2 + t + 1 1
2+1 4

—} 1(2t + 1). 
4

Dies giebt mit Rücksicht auf die Gleichungen (15.)

(19.) / P = V2+*+ 1—} — 1 1(27+ 1 +2 V2+z+ 1).
J y x- — x — 1

Bedeutend leichter findet man dieses Resultat durch An- 
Wendung von Formel Nr. 114 der Tabelle, indem man

(20.) x = 29 - 1 i Va? + x + 1 = Vy2 + a\ dx = dy, a? = 3 
2 4

setzt; dann wird

o / xdx _ r(2y—^dy F y^y 1/ dy
JVx+2+1 J 2Va: + y2 JVu+y2 ^Jya2-yy'2

also nach den Formeln Nr. 26 und 23 der Tabelle 
(22.) /zdz— = Va+y: —Ky + Va+92)

• y xl - x — 1

= Vx2 + x + 1 — 1 ( + Vx2 + x + 1) •

Dieses Resultat unterscheidet sich von dem vorhin ge
fundenen nur durch eine Integrations-Constante.

Aufgabe 5.
C x'dx
V 22 + x + 1
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Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden 
Aufgabe findet man hier. a2dx 9 ((2 — 1)2dt 

V2? +2+1 “)/ (2t + 1)3

8J L2‘ 3 2+1* (2t + 1)2 + (26 + 1)3
=}[-3-1-1(2+ 1)-241- 4(2441) • 

7 
wobei die Integrations-Constante — - so gewählt ist, dass das

Endresultat einfacher wird. Es ist nämlich 
7 6 9 _ 414— 813— 18t2— 22t— 10
4 “ 2t+1 - 4(2t + 1)2 — (2t + 1)2 

_40— 12t— 10 12+1+1 
2t + 1 ’ 2t +1

/4G2 —1) 2+1+1
2t + 1 / 2t + 1

= (4z — 6)Va2 + x + 1.

Deshalb wird 
. . ( x^-dx 2x — ----------  (24.) I— , ■ ===== = i Va2+x+1

JVa2+a+1 4 _______
— } 1(2x +1+2V22+ x + 1).

Auch hier ergiebt sich das Resultat leichter durch An
wendung der in den Gleichungen (20.) angegebenen Substitution: 
dann wird

( x^dx 1 ((4y2 — 4y + l^dy (25.) I— — — / ,— — 9 
JVx2+z+1 4J Va2+y2 

also nach Formel Nr. 84, 26 und 23 der Tabelle 
(26.) /dr—=‘=2Va+y—lNy+Ya+, +12] 

•Va--c-1 - ° 
2x 3 -7 — =   yx‘— x —1 

4
— 1(2, + 1 + 2722 + z +1).
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In ähnlicher Weise kann man die Aufgaben
C adx _ 9 / x^dx
V22 + X + 1 JV22 + X + 1

xndx

behandeln.

Aufgabe 6. /—-    - - — = ?
J «Vx2 + x + 1

Auflösung. Aus den Gleichungen (15.) ergiebt sich hier
027. / dr 4 2 ZA- >

J zVX2 +z+1 Jt ---1
also nach Formel Nr. 59 der Tabelle

(28.)
dx

xVx2 + x + 1
(x — 1 + Va2 + x + 1'
\z +1 + y x2 + x + 1

Aufgabe 7. /--------- dz — = ?
J (x — K) yx2 ± d2

Auflösung. Aus Gleichung (5.) findet man
(29. /_____ dzi = 2 f____ d_ ■

J(x — 7^yx2 = a2 J *2 — 2/t — d2

Dies giebt nach Formel Nr. 60 der Tabelle, indem man 
b = ■— k, c = — cd

setzt,
. r dx 1 /t—z—-V72 — a2\
J{x — 7^yx2±a2 VZ2±a2 —k dyTd^cdd

Gilt das untere Zeichen, und ist d2 > 12, so erhält der ge
fundene Ausdruck imaginäre Form, dann wird nach Formel 
Nr. 62 der Tabelle 

. ( dz 2 /t—% \ (31.) /   = --=- arc tg ( —=—- • 
J(x—7^yx2 — a2 yd2—k2 "12—12/
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Zum Schluss muss man noch 
t — x +V22 = a1 

einsetzen.

Aufgabe 8. /---------= ? 
J (1 — 22) V1 + a2

Auflösung. Nach Gleichung (5.) ist in diesem Falle 
2 — 1 — _ 42 + 1 7 (t2 - 1)dt 

x = —g, V1 + x2=9, ' d =92, 

, . 2+2— 1 — (2+21+1 14—622+1 
1 —7=(1+8) (1 2)=—22 = —42 ’ 

also 
/32   dz _ _ 4 / tdt _ _ 2 r du , 

J(1 — 22)V1+22 — 6^2 + l Ju2 — 6u+1 

wenn man 12 mit u bezeichnet. Nun ist nach Formel Nr. 61 
der Tabelle

1 / du / du 1 1 (u—Mi) 
• ’ J u1—6u+1 J(u—u)(u — "2) Ui — M2 \u — u2/ 

wobei 

u = 3 + 2V 2 , w2 = 3 — 2V 2 , «i —- «2 = 4V 2 

ist. Dies giebt 

(34. / dz   1 1 (U—3—2V2) 
J(1 —22)V1 + x . 2V 2 \u—3 + 272/

— 1 1 (?2 — 3 + 2V2\ 
272 \2 — 3 — 27 2)

Um das Endresultat als Function von x darzustellen, be
achte man, dass

Z2 — 1 _ —2+2V2 _ — 1+V2
2t 2t x +V1+ 22

(— 1+V2)V1+x— x).

also 
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(35.) -- ---- 3,1212 = (2 - V 2) + (— 1 + V 2)]/I + 23

= (V2 — 1)(V1 + 23 + zV2) 
ist. Ebenso findet man 

(36.) P—3—2V2 = (—V2 - 1)V1+* - „V2),
folglich wird

970/ dz_ _ _ _ = 1 1 [(2—1)1+2*+xV2) 1 
"J(1— 22)71 + «2 272 -—V2— 1)(V1+a2—xV2). 

_ 11 (V2 -1V1+2 +xV2)2 j 
27 2 L .22 — 1 J

= 1 1 (Vi +0+#V2) +1(541 
V2L V V22—1 /

Schneller kommt man zum Ziele durch Anwendung von 
Formel Nr. 90 der Tabelle, indem man 

dt 1 (38.) x = tgt, also dx = —y , 714 22= 
ö cos2^ cost

setzt. Dadurch erhält man

(39.)
dx

(1 — a2)V1 + x2
/ ^tdt

J cos2/ -— sin2^
" costdt
1 — 2 sin21 ‘

oder, wenn man

V 2 sin t = z, also V 2 cos tdt = dz

setzt und Formel Nr. 59 der Tabelle beachtet,

dx
(1 — a2)V1 + x2

1 ( dzV2):2—1
1 1(2 — 1)

27 2 V + 1/

dabei ist

Z — V 2 sin t =
aV 2

V1+2 ‘
folglich wird
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(41.)
"* dx
(1-— 22)71 + 22

1 1 («V 2+V1 + 22)
27 2 YV 2 — V1 + 22/

1 1 (V1 + a2 + zV 2) 
“V2 \ V22—1 )

Dieses Resultat stimmt, abgesehen von der Integrations-
Constanten, mit dem früher gefundenen überein.

§ 39.
Integration der Differential-Function 

F(x, yAx2 + 2Bx -yc^dx, wenn c positiv ist.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 120 und 121.)

Aufgabe 1. Jf^y, y cd±y^dy z=^

Auflösung. Wenn das gesuchte Integral mit keinem bisher 
entwickelten übereinstimmt, so setze man 

(1.) y^^y^ — ty — a, oder t — a +Vd y,
also

Qat 
(2.) a2 ± y1 = t2y2 — ^aty + a2, oder y = ——- ,

2at2  a 

. . 7 2a(t2 — ydt (4.) d=—(* =1 ‘ 
folglich wird

(5) /.f^J^ Vaayhdy = lf(^^’ d±1
—2a{y±ydt

(12 =1)2'

Wenn f(y, Va? = y2) eine rationale Function von y und 
Va? = y2 ist, so hat man es durch die angegebene Substitution 
erreicht, dass die Function unter dem Integralzeichen auf der 
rechten Seite von Gleichung (5.) eine rationale Function der 
einzigen Veränderlichen t geworden ist. Hiernach wird z. B.

r dx 1 Cdt 1 1 /a+Va?—22\ 
(6.) ----- =— f = H = 1( ‘—• )‘

Jxyd2—x2 aJ1 a d \ x / 
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ein Resultat, welches mit Formel Nr. 28 der Tabelle überein
stimmt.

Aufgabe 2. JF(x, VAx2 + 2Bz + C)dx = ?

Auflösung. In § 36 wurde bereits gezeigt, wie man das ge
suchte Integral auf ein Integral von der Form/f(y, Va—y2)dy 
zurückführen kann (vergl. Formel Nr. 114 und 115 der Tabelle). 
Ist diese Umformung erfolgt, so gelangt man durch die in Auf
gabe 1 angegebene Substitution zum Ziele. Man kann aber 
auch die Umwandlung der vorgelegten irrationalen Differential- 
Function in eine rationale unmittelbar ausführen, indem man 

(7.) VAx2 + 2Bx +0= tx —VC
setzt. Dadurch erhält man

Az? + 2Bx + C = ta? — 2tx V C + C. 
oder

(8.) Ax + 2 = t^x — ^t\C, 
also

. 2(tVU + B} , 2(12VC + 2Bt-Y A^C^dt e=a‘"= (P—A) ’

(10.) Vap+2h#+c = "Ve +2B± av° •

Dies giebt

(11.) JF(x, YAx- + 2Bx + C^dx =

C (2^^FB} f-]/C+2Bt-VAyU\ ^^yCF^Bt^Ayüyit 
t^—A ‘ F— A ) (12—4)2

wobei

(12.) t = | (V C + VAx2 + 2Bx + C)

ist. Wenn l^x, YAx2 + 2Bx + (J) eine rationale Function von 
x und YAx2 + 2Bx + (J ist, so steht unter dem Integralzeichen 
auf der rechten Seite von Gleichung (11.) jetzt nur noch eine 
rationale Function von t, welche nach den Regeln des vorher
gehenden Abschnittes integrirt werden kann.
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Man erkennt, dass auch hier die Aufgabe 1 nur ein be
sonderer Fall der Aufgabe 2 ist, den man erhält, indem man 
die Integration -Veränderliche mit y bezeichnet und

A= =1, B =0, C=+a 
setzt.

Uebungs -Beispiele.

Aufgabe 3. / - ............... ....... = ?
J V Ax2 + 2Bx + C

Auflösung. Nach Gleichung (11.) erhält man 
[ dx ( dt(13.) / - ----------== = — 2 I----- — •

. V Ax1 + 2Bx + C — 4
Ist A positiv, so folgt hieraus nach Formel Nr. 59 der 

Tabelle
/ Fdx 1 /t — VA\ (14.) /—-    - = — 1 ( , )

JVAx2 + 2Br + U Va \t +Va/

1 1 (V C + VAx2 + 2Bx +0+ xYA\ 
VA Vo + VAx1 + 2Bx + C — «VA)

Dieses Resultat stimmt, abgesehen von einer Integrations- 
Constanten, mit dem in § 37, Gleichung (1.) gegebenen (vergl. 
Formel Nr. 116 der Tabelle) überein, denn es ist

(V C + V Ax2 + 2Bx + C—«V A) {Ax + B + VA V Ax2 + 2 Bx + C)

= {b +Vac)(]/u + VAx+2Bx + C + ^Va), 
folglich wird

1 VC + VAx + 2B. +0 + X^A
0 Vo+VAx+2Bz+0—zVA

_ Ax + B +VA VAx? + 2Bx + C 
B + VAU 

also

(10. /
• V Ax2 + 2Bx + C

= 1 1(4+ B + Y2+2B440)- 1 1(0+VA0).
VA \ V A / VA \ ^A )
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Ist A negativ, so erhält man aus Gleichung (13.) nach 
Formel Nr. 21 der Tabelle

arctg (VC +VAx2 + 2Bx +0 
\ zV—A

2

Auch in diesem Falle kann man die Uebereinstimmung mit 
dem in § 37 Gleichung (4.) gefundenen Resultate (vergl. Formel
Nr. 116 der Tabelle) nachweisen. Setzt man nämlich

(18.) g = 2 arctg

so wird

(19.)

(20.)

_ 2ty— A
2—A ’

Ist der Bogen a erklärt durch die Gleichungen
B 

(21.) sin & = ———----- » cosu =   ,
7 -/B^ — AC yB^—AC

so erhält man 
(22.) sin(a—g) = sine cos g — cose sin g

— B^1 + A) V— AC. 2V—A
- ^^-AjyB2 — AC T (2—A)VB—A0

—24(VO+B)__ B
~ (2 -A)V B2—AC VB— AC

Ar + B
~ ~ VB—AC '
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Fügt man also in Gleichung (17.) die Integrations-Constante 

y=A hinzu, so erhält man in Uebereinstimmung mit Formel

Nr. 116 der Tabelle
dx & — q 1

— .......— — —------— — — arcsinf -
y Ax2 + 2Bx + C V—A V—A. \

Aufgabe 4.
xdx ?

Auflösung. Hier ist 
(24.) A =
also

B=1, C= 1,

2t — 1 , 2(Z2 — t + ydt
?2—1‘ Efm— (12——1)2 ‘X

Ax -t- B ‘
VB2-AC

/ — 1 +V 1+z + a2

____341
a—1)2 t—1

x t‘— 1
Dies giebt in Uebereinstimmung mit Aufgabe 4 in § 38, 

wenn man die Integrations-Constante 1+113 hinzufügt,
xdx

2 1 22

(21 + ydt
(4—1)2

1 1
(t+1)2 (+1

1 3
—1

1
t+1

— 2+1

^+^+1 3t2 — 6t + 3'

} 1 (2x + 1 + 2 V1 + x + x2).

Aufgabe 5.
xdx

Auflösung. Hier ist
(27.) A = -1, B = y C=1,
also

Kiepert, Integral - Rechnung. 16



242 § 39. Integration von F(x, VAx2+2Bx+C)dx, wenn C> 0.

2t + 1 ,
—----------9 dx —

(28.)

(29.)

2(12 +1— ydt
(12 + 1)2

1+V1 + x — x2 —---------- 2+t — 1
----------------------- » • 1 —I x — x2 — - ~

xdx _  ((2t + 1)dt
- x---X2 J U2 + 1)2

2 dt
12 + 1 7(1 + 12)2

Nun wird nach Formel Nr. 109 der Tabelle

(30.)
dt

folglich ist, wenn man 
setzt,

- 201 + 78) * 2 arctE',

die Integrations-Constante gleich —1

xdx 2 t
2 12 + 1 12 — 1

42 + + — 1

— 1 — arctgt

arctgt

_ /---------- -—7 , /1 — V1 —- x — X'= — V1 — x — x2 — arctg'-----—X

Bedeutend leichter wird die Lösung durch Anwendung der 
Formel Nr. 115 der Tabelle, indem man

(32.)
| 2x = — 2y + 1, also dx = — dy. 
| V1 + x — x2 = yd2 — y2^ 2a =V5

setzt; dann erhält man nach Formel Nr. 25 und 22 der Tabelle

xdx - \}dy

1 .(:y2 -------arc sm (
•2 \

%

a

= — VI + x — x2 + ~ arcsin

Um die Uebereinstimmung dieses Resultates mit dem früheren
nachzuweisen, setze man
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x, /1+V1+x—-x2\ , , /q\ 1+11+2— x2
(34.) y = 2 arctg (-----—---------) : also tg( , ) =--------- - --------

dann wird
240/0) _____

(35.) Sinq = 82/ = 2(2—1+11+2—2) ,
1 + tg"(2)

. 82/ 2x — 1 — 471 + x —- x2(36.) cos© = --------- —= ----------------5-----------------
1+tg*(%)

Erklärt man sodann den Bogen « durch die Gleichungen

(37.)

so wird

1 
Sina — —

V5
COSa = V5‘

2x __ 1
(38.) sin(a — 9) = sin a cos g — cosasin^ = ——=-

Fügt man also in Gleichung (31.) die Integrations-Constante 
e hinzu, so erhält man

(39.)
zdx

.2
= — V1 + x — x? +

C —- (

2

= — VI + a — a?+$ arc sin

Aufgabe 6. /—..... de — — ?
J all + x— x2

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher
gehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (28.), erhält man 

(0) PA— -12 Ari =1(2+1)
.x/1—a ---X- • — T -

(x + 2 + 2V1 + x — x2).

16*
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Aufgabe 7. f---- dz,.... - = ?
J (x —■ K) V 1— x2

Auflösung. Hier ist 
(41.) a = 1, ==1, B = 0, C = 1, 
folglich erhält man nach Formel Nr. 120 oder 121 der Tabelle

(42.)

(43.)

2t 1/1------ 2 t2—1 -"=+1‘ ‘1—8*=2+1‘ C‘= 
dz 9 / dt

(a—%)71—22 " kt2 —2t + %

2(12 — \^dt 
(t2 + 1)2 ’

oder, wenn man z mit - bezeichnet und die Formeln Nr. 60 r 
und 61 der Tabelle berücksichtigt, 
./ dx  dt 
(4*/(—7)V1—=2 - "/?—2t+1

r — r—V72 — 1\
V72—1 \t — r + V72 — 1/ 

wenn 72 > 1 ist, und nach Formel Nr. 62 der Tabelle 
. . dx 2r/ t—r 

(45.) / . = . arc tg ( —= , 
J (x—k^l — x^ V1— r^ 1—2/' 

wenn 72 < 1 ist. Zum Schluss muss man noch 

. - 1+V1—221 (46.) t = und r = — x K 
einsetzen. 

dx
------------ ----------
(1+22)V1 — ^

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher
gehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (42.), erhält man 
_— L ^x _ , (t2 + 1)dt 

7(1 + 22) Vi—a2 - t + 612 +1

Da die quadratische Gleichung 
(48.) 1 + 6 + 1 = 0
die beiden Wurzeln
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(4=-3+2V2=-(V2—1, 

| t,2 = — 3 — 272 = — (V2 + 1)2

hat, so findet man durch Partialbruchzerlegung' 

5-22 — 2 _1/1 -V2 -1 +V2\ • #4 + 612 + i V2\t2 + a2 e + 62)‘
wobei 

(51.) a=V2— 1, 6 =V2+1
gesetzt ist. Dies giebt nach Formel Nr. 21 der Tabelle 

(52.) / de - =— 1[arctg(l)+arctg(’)]. J(1+22)V1— x2 V2- 516/ 

Setzt man noch 

(53.) arctg(a) = «, arctg( ) = v, 

so wird 

(54.) tgq = - = —‘— , tg^ = - = — , 
d V2—1 6 V2+1 

also 

(55.) +0540)= tg+tgv 272   «V2, $5/7/17 1—tgyp tgy 1—2 V1 — x2 
folglich wird

•/= = - vA "tu- v=(,2>) '

Einfacher findet man dieses Resultat durch Einführung 
trigonometrischer Functionen, also durch die Substitution 
(57.) x = sint, V1 — a‘= cost.

Vergl. § 10, Gleichung (7.).
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§ 40.
Integration der Differential-Function F(x, y~AFF2Bx+c)dx, 

wenn b^ — ac positiv ist.
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 122.)

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung
(1.) Ax2 + 2Bx + C = 0
sind bekanntlich

— b ^Vb-^ — ac —b —Yb2 — ac1 —-------------- ,----------- j x^ =------------ "—------------

Unter der Voraussetzung, dass B2 — AC>0 ist, werden • 
beide Wurzeln x1 und 22 reell. Setzt man in diesem Falle

(3.)

sein 
(4.)

ß 3 1 • .C1 =------ 9 ^2 = — — , wobei ay = A
a 7

möge, so wird
Ax2 + 2Bx + C = A(x — x) (x — 22)

—«XX
0\

z+—=(ax + ß) (/X + 3).

Jetzt möge die neue Integrations - Veränderliche t durch die
Gleichung 

(5.) VAx2 + 2Bx + C = t(ax + ß)
eingeführt werden. Dadurch erhält man

Az2 + 2Bx + C = (ax + 8) (7a + 0) = t(az + 8)2,
oder

(8.) t =

7% + 0 = t2(ax + ß), 
8(2 — 8 2(87 — «ö) tdt 

EFr—a‘ CF (r—uy‘
7+3, yAe + 2BE += (87 Ar-
ax — ß‘ 7 — et-

Dies giebt

(9.) /F(x, VAx2 + 2Bx + C)dx =

p(Bt2—0 (ßr—«))
7 — «t? ‘ 7 — at2 )

2(87 — eö)tdt 
(7 — at2)2



§ 40. Integration von F^x, VAx2+2Bc+C)da, wenn B2—AC> 0. 247

wobei

(10.) / = 1/7—: 3 , VA23 + 2B, +0= V(uz + 8) (yz + 3).

Uebungs - Beispiele.

Aufgabe 1. A.... de __ — = ? 
JV(uz + ß) (zx + 0)

Auflösung. Aus Gleichung (9.) folgt 
(11.) ( dz = 2 / dt •

J V(az + 3) (72 + 0) J % a^

Setzt man hierbei - = —6, jenachdem - positiv oder 

negativ ist, so erhält man für das obere Vorzeichen nach Formel 
Nr. 59 der Tabelle
(12) / dz — 2 ( dt — 1 —Z)

J V(ax + 8) (7z + 0) «)t2 — 2 u/ +./

1 1 (Vu(rr + 0) + V r(ux: + 6)\

V «y V a{yx + 0) — V x(ux + ßy
Für das untere Vorzeichen wird nach Formel Nr. 21 der 

Tabelle
. / dr 2 dt 2 /t\ 

J V(ax + 8) (yx + ö) aj t- y-k- ak 6/ 

2 , । /— «(yx — 0) = arctg / —7 — - •
V— ay / 7(cx + 8)

Aufgabe 2. / adr— — ?
J y rx — x2

Auflösung. In diesem Falle kann man setzen 
(14.) ux + ß = x, yx — 3 = r — x,
also
(15.) a=1, 3 = 0, =1, d = r, By — a = K r,
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(16.)

— T 4/---------- ri« 22+1‘V x = 72 + 1 ‘

dx = 2rtdt , /7—x 
(t?+1)2 ’ =/ 

folglich erhält man mit Rücksicht auf Formel Nr. 109 der 
Tabelle

( xdx _ C dt - r t ,1 (79)//y,7—4 = - 21)7+1 = - 21 12(1+0) + 2 arctg.

== — Vrx — «2 — 7 arc

" x^dx r x3dx 
y rx—x^ Jyrx—x2 

berechnen.

(dx -Aufgabe 3. /— = ?
J xy rx — x2

Auflösung. Durch dieselbe Substitution wie bei der vorher
gehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (16.), erhält 
man hier 

Aufgabe 4. /--------- de__— = 9
J(x+1)V1 — 22

Auflösung. Hier sei

27rx — x2 
rx

(19.) ex — ß — 1 + x, also 7%+3 — 1 x, 
(20.) «=1, ß =1, 7 = =1, 0 = 1, Br — ad = ~ 2, 
z x 42 — 1 _ _ 2t , 4tdt (21.) *=*+1‘ V1.8=*+1‘ d=—+ly‘

(22.) =11+5.+1=,31

Dies giebt
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dx
J(x + 1) V 1 -— x2

dt — — t = —

Aufgabe 5.
dx

(x — 1)V 1 — X2

2 
1—42

1 — x

In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe 
findet man

(24.) dx
1 —X— 1 )V 1 ■— x1 

dv
J (x + 1) Vx2 — 1

Auflösung. Hier sei
ax + ß = x + 1, also 7% + 3 = x — 1,

« = 1, = 1, 7 = ], ö = — 1, Br — ad = 2,

(25.) x = 1182 ‘ 2t , dx =
^tdt

(1 — 12)2
(26.)

x — 1t —

Dies giebt
( dx
(x + 1)V x2

Aufgabe 7.

— 1 
dx

dt = t =

1)V x2 — 1
In ähnlicher Weise wie bei der vorhergehenden Aufgabe 

findet man

(28.)

Aufgabe 8.

dx
)Vx — 1

dx
(x —■ k) V rx — x2

Auflösung. Auch hier findet die durch die Gleichungen (16.) 
angegebene Substitution Anwendung, und zwar erhält man, wenn
man

x — 1
x + 1

— ?
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(29.) r = kg
setzt, *

dx / dt (° dt
— li)^ rx—22 Jr —K(t2+1) Jkg—k(t2+1) 

_ 2 / dt 
7) 6 —-9 + 1

Dies giebt für g > 1 nach Formel Nr. 59 der Tabelle

( dx 1 1/1 Vg —1\ 
j {x—z)V rx—x2 LV g—-1 \ +Vy—1/

Dieses Resultat kann man noch auf die Form 

(32) /_____dx = 1 1(VM(rz)— Vz(r—/)) 
J(x—Z)Vrx — x2 VE(r — k} \VH(r—x) + Vx(r—ky 

bringen. Ist g < 1, so findet man nach Formel Nr. 21 der 
Tabelle

(33.)

also

(34.)

C dx 2/ t----------- —___ . — —----- arcto —=
(x—Z)Vrx — x2 LV 1—g V1 —g.

dx
— k^ rx — x2 Vk (/ — r)

Aufgabe 9.
dx _ 9

Auflösung. Hier sei
ax — ß = 1 — x, 7x + ö = 1 + x.

also 
(36.)

(37.)

« = — 1, ß = 1, 

t2— 1

y = 1, ö = 1, ßy—«0= 2

1+x 4tdt
1—%’ de=(2+1)2‘

(38.)
2t .2V1 ■— a

t —

Daraus folgt

(39.)
dx ‘2 — 1)dt

(i + x2)V i —
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Die Wurzeln der Gleichung
(40.) #+1=(— i) (P + i) = 0,
nämlich

1—i ,_
-----? (3(41.)" =72 , 1 —i

’ 4 —------ -

sind sämmtlich complex. Indem man je zwei conjugirt complexe 
Factoren von t4 + 1 mit einander multiplicirt, erhält man die 
reellen Producte
(42.)

(43.) 
und die

(t — 6) (t — t2) = t2 — tV2 + 1, 

(i — ta) (t — ta) = t + tV 2 + 1

(44.)

Partialbruchzerlegung
2 + 1 Pt + Q
t4 — 1

Pt + S
12 + 1V2 + 1

1 / 1
2 \2 — tY 2 + 1

1______
12 + tV2 + 1

Deshalb findet man nach Formel Nr. 62 der Tabelle
" dx
(1+22)71

= = 1 [arctg(tV2—1)+arctg(tV2+1)].
xc2 V 2

Dieser Ausdruck lässt sich noch wesentlich vereinfachen.
Setzt man nämlich

(46.)
so wird

arctg(tV 2 — 1) = s, arctg(V2 + 1) = 7,

(48.)

tg^ = ty 2—i, tg =tV2 + 1,
tG 4,- tgl+tg» - MZ =___ (V2
851. 1—tgstgn 2—212 t2—1

Nun ist nach den Gleichungen (37.) und (38.)

P— 1 — — 2t , Vl — ^ 2t 
2+1‘ V1—*=41‘ also "e— =—1‘

folglich wird

(49.) tg(§+1) = V1—22
xY 2

(Y i —- x2
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(50'1 / - dx - _5+1_ 1 ,to(V1 —22)
0+2)V1-s V2 V24 F =V2 /

In § 39, Aufgabe 8 hatte sich ergeben 

( dz 1/ 272 0 (51.) / — = —arctg( —====== •
J(1 + 22) V1 — a2 V 2 V1— x2/

Die Uebereinstimmung dieser beiden Resultate findet man 
leicht, indem man 

. + /VI—a? \ ] , VI 22 
(52.) arctg(— —) = y, also tg@ =-——= 

2/2/ 2V2 
setzt; dann wird 

, 2V2 , \ I , / 212 \ 653. CTE"=V1—=*8(27) 2 "="E(i—p)
Fügt man also in Gleichung (50.) die Integrations-Constante

—— hinzu, so erhält man in Uebereinstimmung mit Gleichung (51.)

dx 1
(54.) ----- - ------- — al 

2)V1 — 22 V2L2

5V202.")Ev2""E(yi—p)
Es war schon damals hervorgehoben worden, dass eine ein

fachere Lösung dieser Aufgabe durch die in § 10 angegebene 
Methode, nämlich durch Einführung trigonometrischer Functionen, 
gefunden wird.

§ 41.
Integration der Differential-Function F(x, VAx?+2Br+C)dx, 
wenn die drei Grössen A, c und b2~ac negativ sind.

Es sei jetzt
(1.) B2 — ACcO, also AC> B2> 0;
die beiden Grössen A und C haben daher dasselbe Vorzeichen, 
so dass die weitere Voraussetzung
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(2.) 4<0
die andere
(3.) 0 <0
nothwendiger Weise herbeiführt. Nun wird

(4.) Az? +2B: + 0= 1 [4222 + 2AB: + B2 + AC— B3]

=1[(Az + B)2 + (AC— B2)];

folglich ist in diesem Falle der Ausdruck in der eckigen Klammer 
beständig positiv, was auch x sein mag, also Ax2+ 2Bx+C be
ständig negativ, denn A ist negativ. Deshalb wird die Func- 
tion F(x, V Ax2+2Bx + C) selbst eine complexe Grösse, wenn 
die Ungleichungen (1.), (2.) und (3.) gelten, weil VAx2+2Bx+C 
stets imaginär sein muss. Es ist daher nicht möglich, 

JF[x, yAx2 + 2Bx-YC)dx in reeller Form darzustellen. Unter 
diesen Umständen wird man, wie schon in § 36 hervorgehoben 
wurde, am besten

(5.) jFlx, VAx?+2Bz+0d = jF(x, ^yAlx2+2B^x+C^)dx 
setzen, wobei
(6.) 4 =— A, B.^-B, C.^ — C
ist. Man kann dann das in § 38 und § 39 angegebene Ver
fahren benutzen.

§ 42.

Normalintegrale von der Form JF(x, yA^^Bx-yc^xA)

Ist Fix, yx) eine ganze rationale Function von x und 
yx, wobei man der Kürze wegen Ax2 — 2Bx — C mit X be
zeichnet hat, so kann man F(x, yx) immer auf die Form 

(1.) PC, V2) =06)+Ae).YX 
y(x) + ipix). yx

*) Der Anfänger darf die Ausführungen dieses Paragraphen über
gehen. 
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bringen, so dass g(x), h(x\ g(x), 1(x) ganze rationale Functionen 
von x sind. Daraus folgt 
(2) Fix 15) _ [g(z) + h^ * VX] • [sp(x) — y(x) VX] 

p(x)+y().VX].[(x) — v().VX]

_ G^ + H(x). VX
«r(x)2 — w(x)2 . X

wenn man
j g(x) cp(x) — h(F) W(x) . x = G(x),
| h(x} g(x) — gix) y(x) = FFF) 

setzt. Bezeichnet man noch den Nenner 9(x)2 — ?(x)2 • X mit 
Nix), so ergiebt sich

,Fix y _ G(x) I H(2) . y — G(z) i FKxFx(49) "GlA)=N() N)‘*= N)f Ne)Yx
Gix}

Die gebrochene rationale Function N(x) kann man nach 

den Angaben des vorhergehenden Abschnittes durch Partial
bruchzerlegung integriren. Ebenso kann man HC X (nöthigen- 

falls nach Absonderung einer ganzen rationalen Function) in 
Partialbrüche von der Form

K Px + Q 
(x—ff und [(2—9)2+72]" 

zerlegen. Deshalb kommt es im Wesentlichen nur auf die Be
rechnung der folgenden Normalintegrale an:

Cdx Fxmdx C dx d\ I , 9 d^ — / — 9 03 = "   5
I Jvx J VX J^-fxV^ 

(5.) I , _ /' (Px + Q)dz
04 — "----------------------— •

Jlix-gFFF1}^^-
Diese Betrachtung bleibt auch noch richtig, wenn X eine 

ganze rationale Function beliebig hohen Grades ist. Bezeichnet 
man mit X eine ganze rationale Function zweiten Grades, so 
wird es im Allgemeinen zweckmässig sein, die in § 36 angegebene 
Umformung vorzunehmen, so dass es bei dem Normalintegral J 
nur auf die in den Formeln Nr. 22, 23 und 23a der Tabelle 
berechneten Integrale
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.) Adr = arcsin (%) und /dr = 1(z +V22=a?) Jya2_x2 Jyx2±a2

ankommt. In gleicher Weise geben nach dieser Umformung die 
Formeln Nr. 25, 26, 27, 76, 83 und 83a der Tabelle an, wie 
das Normalintegral J2, nämlich

berechnet wird. Auch J3 kann man in dem Falle, wo k = 0 
ist, mit Anwendung der Formeln Nr. 28 bis 33, 82, 88 und 88a 
der Tabelle berechnen. Ist aber k = 0, so setze man zurCx(x — L)"Va2 + x2
(7.)

kz + a2 7 72 — (F
2 =------- — » also x -— K —------ —— 9

Z ----  / Z----  h

(8.) dx — (k2 + a^dz - 9 V(k2 + a^a’-^ z^)
(2 — ky z-—■ k

kx + a? — , V(72 + a?)(a?+22)

Dies giebt

(9.)

i sz — Ky—^dz
(72 + a?) n- ^k^ + aV Va‘+22

Das Normaiintegral J3 
und J-2 zurückgeführt.

ist also auf die Normalintegrale Jr

In ähnlicher Weise setze man zur Berechnung von
dxJa — kyi V22—a?

(1)
kz — a2

also
7 _ k^a2

e — 7 ‘ " z — k '

, (Z2 — a^d.
) da = — — 79{z — ky(12.; -, Va 2 2 — V ( C ' C )----- C -----  —------—---------------  9

(13.)
kx — a2 Va- 4 V(%2 — a?) (22—a?)

~ x — k ‘ " X — k
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Ist k2 > 0, so wird daher

da------------ —=
(x — k)" V x2— d1 

und für Z2 < a2 wird

1 ((z—k}n~ldz
^ — a^-^^ctj V22—a?

C dar _  1 C(z—K)n-ydz
(x — zy Va— a2 (42 — a?y—1 V dl — kV V a2 — 22

Die in den Gleichungen (11.), (12.) und (13.) angegebene

Substitution führt auch zur Umformung von /------ ------ —-------; es 
J(x-k) Va‘—x2 

wird nämlich 

I  V023—a)(a—28),
(16.) 2 ,

723—g = V(2—a2)(a?—22)

also für Z2

(17.)

d-

dx (z—K)-1d:
d2yi^i V 72—a';

und für k2 < a2
. ( dx

,2

1 C{z—k)"- ldz
-12272/ 122—42

1

Das Normalintegral J^ kann bei Anwendung complexer 
Grössen durch Integrale von der Form J3 dargestellt werden. 
Will man aber complexe Grössen ganz vermeiden, so wird man 
entweder die in § 38, 39 und 40 angegebenen Methoden an
wenden, oder man wird im Allgemeinen noch zweckmässiger 
nach den Angaben in § 10 (vergl. Formel Nr. 89, 90 und 91 
der Tabelle) trigonometrische Functionen einführen, nachdem man 
durch die lineare Substitution

(19.)
&z — ß

und durch passende Bestimmung der Grössen « und ß das 
Integral auf Integrale von der Form
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C^Pz + (Pjdz
J(+PyVz

zurückgeführt hat, wobei Z einen der drei Werthe a2 + 22,
22 — a2 oder a2 — z2 haben soll. Durch die Substitution

x , , adt - —------- - a 
(20.) z = al^t, dz — —51 V a2—22 =  

1 ö cos2t cost
erhält man dann

(21 ) / ^z + Q)dz
• J (z2 +p?)"Va2 + z2

\Pa^\\U — Qcost) cos2n-2t . dt
(a2sin2t + p2cos2t)" 
/ cos?n—2td(cost) 

/[a? + (p2—a2)cos?t]”

Durch die Substitution

(22.)

erhält man

’ (1 — sin2t)"-1d(sint) 
[(a? — p?)sin?t + p?]"

aa sin t dt—, ’ C2 =--- „—cost cost V22—a2 = atgt

C (Pz + Q)dz 
(z2 + p^^/z2—a2

\Pa + Qcos t) cos2n-2t . dt

— Pa

(a2 + p2 Z^2t}n 
d^gt}

[(a2 + 22) + a2tgzt]”
/(I — sin2 t)n~x. d(sint) 

J [(a2 + p2) — p2 sin2 t\n

Durch die Substitution

(24.) z= asint, dz — a^tdt^ Va2 — z2 = a cos t 

findet man

/ {Pz + Q)dz _ ((Pa sin t + Q)dt
J(z2 + p2)Va: — z2 TJ “psin2^ + p^n

_ _ • f d(cos?) , 0 f^ + ^^d^gt).
J L(a2+p2) — a?cos26]" J [(a2 +p2)tg?t+p2]"

Kiepert, Integral -Rechnung. 17
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Ausserdem kann man auch Recursionsformeln herleiten von 
der Form

(26. ((P+Qdz L (Rz+S)V% gp^a^dz , gp.z+Q^dz^ 
4 ‘ J^+p^Vz {z^p^-^ “J(2+p2)-V2/(22+p2)—2VZ‘ 

wobei man die unbestimmten Coefficienten R, 8, P, Q1, P^ Q, 

durch Differentiation von (Rz +8)VZ findet.(21 — P^y^1



IX. Abschnitt.

Integration transcend enter Functionen.

§ 43.
Herleitung einiger Recursionsformeln.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 123 bis 128.)

Schon im ersten Theile ist die Integration zahlreicher trans- 
cendenter Functionen ausgeführt worden, wobei sich die Formeln 
Nr. 13 bis 16, 35 bis 58, 66, 68 bis 75 der Tabelle ergaben.

Diesen Formeln mögen noch einige weitere durch die Lösung 
der folgenden Aufgaben hinzugefügt werden.

Aufgabe 1. J/sin"x cos’xdx = ?

Auflösung. Ist n eine ungerade Zahl, so findet man die 
einfachste Lösung der Aufgabe mit Hülfe von Formel Nr. 44 
der Tabelle; und ist m eine ungerade Zahl, so kann man Formel 
Nr. 45 der Tabelle mit gutem Erfolge anwenden. Sind aber m 
und n beide gerade Zahlen, so wird man durch partielle Inte
gration zum Ziele kommen. Nach Formel Nr. 67 der Tabelle 
ist nämlich 
(1.) Judo = uv — Jodu\ 
setzt man also in dieser Formel 
(2.) u = sin"-‘x, do = cos’a sinadx, 
und deshalb

(3.) du — (m — 1)sin"x coSxdx, o —------------- ,

so erhält man
17*
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(4.) sin”x cos"a dx = —
sin”—1x cosn+ix

n — 1

sin”—2x cos"+2cdx.

Ist m positiv und n negativ, so ist diese Formel sehr 
brauchbar. Ist z. B.

n — — m,

so geht Gleichung (4.) über in
Gsin”a

J cos"a dx —
sin"-‘a

(— m + l)cosM~G
/ sin”2x 
j cos"-2x dx,m — 1

— m — 1
oder

(5.) tgmeda = —-—tym—1z — /tom- 2xdx.

Ist aber n gleichfalls positiv, so benutze man die Bezie
hungen

cos’x = 1 •—sin2x,
sin‘—2x cosn+2x = sinm-2x cos”x — sin’x cos’x.

Dadurch geht Gleichung (4.) über in
". , sin”i-Gcos”+G m-—1 
sinmx cOS’x dx = — 1 —n — 1 n — 1

m — 1 

sinm—2xcos‘ada

sin"x COS’x dx,

oder 
m - 2 . , sin”—xcos"+1x 
 [sin’x cos’a da — —     n — 1. 2 + 1 

m — 1 /.. »------- (sin”—2x cOS’zax.

Daraus folgt

sin’x cOS’x dx = — sinm—x cosn+lx
m — 2

sinm— -x cosnx dx.

Durch diese Formel kann man den Exponenten m reduciren, 
wenn m positiv ist.
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Einen besonderen Fall dieser Gleichung enthält bereits 
Formel Nr. 73 der Tabelle.

Vertauscht man in Gleichung (6.) m mit —m + 2, also 
m —• 1 mit — m + 1, m — 2 mit — m, so erhält man

( cOS’x
I—----— dx — j sin"2x

cos"1x m — 1 LCOs"x
(n—m + 2)sin”-‘x n — m-Y^J sin"x

oder
cOS’x , 
—------ dx
sinmx

cosM+G
(m — 1) sin"-‘a

n — m — 2 / COS’x 
m — 1 / sinm-2x dx.

Einen besonderen Fall dieser Gleichung enthält bereits 
Formel Nr. 75 der Tabelle.

In ähnlicher Weise kann man den Exponenten n reduciren.
Setzt man nämlich
(8.) " = cosw-G, do = sin"x cosx dx,
also 
, / . sinm+1x 
(9.) du = — (n — 1) cosaxsina dx, v =   9 y ‘ m 1 
so wird nach Gleichung (1.) 

r ginm—1. oogn— r 
(io.) sin”xcos‘a dz = 1 — sinm+2xcos"-2zdz. 

. m — 1 m —1

Ist n positiv und m negativ, so ist diese Formel sehr 
brauchbar, ist z. B.

m — — n 9

so geht die Gleichung (10.) über in

(11.)
ctg"-‘x 
n — 1

—- Jctg"- %z dx.

Ist aber m gleichfalls positiv, so benutze man die Be
ziehungen

sin2# = 1 — cos2x,

sin”+2z cosn-2x = sin”xcosn-2x — sin”a cos"z.

Dadurch geht Gleichung (10.) über in
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/sin"z cos"z dz = sinm+1a cos"x 
m — 1

n — 1 / ■ ,•—— iämmx COS"—2x dx m — 1/
22 — 1 ( ■—— sin’x COS’x Cx m 1/

oder 
m-^n . , , 7 sin”+1x cosn—lz , n—„ 7 
—— / sin’x cOS’xdx = ,       / sin’x cOS"—x ax; m — 1J m — 1 m—1 
daraus folgt

A j sinm+1x cos"-1x , n—1 f. (12.) [sin’x cos nxdx =   1 (sinmxcos"—2zdx.J m — n m—n)
Durch diese Formel kann man den Exponenten n reduciren, 

wenn n positiv ist.
Einen besonderen Fall dieser Gleichung enthält bereits 

Formel Nr. 70 der Tabelle.
Vertauscht man in Gleichung (12.) n mit —n + 2, also 

n — 1 mit — n + 1, n — 2 mit — n, so erhält man 
(sin”x , sinm+iz — n — 1 fsin"z , / — ax =      ——   /  ax, 

j coS"‘x (m -—- n + 2)C0Sn-G m — n —2 cOS’a 
oder

"sin”x , sinm+G m — ^+'2/ sinma 7 ------- dx —  --------- --------- ,----------------- -—/------ 5— dx. 
^nx (n — 1) cos’^G n — 1 J cosM-G

Einen besonderen Fall dieser Gleichung enthält bereits 
Formel Nr. 72 der. Tabelle.

Die hergeleiteten Formeln bleiben richtig, gleichviel, ob m 
und n gerade oder ungerade sind.

§ 44.
Integration trigonometrischer Functionen durch Anwendung 

der Moivre'schen Formeln.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 129 bis 134.)

Die Integration von cos'gdo und von sin'gdg, welche 
bereits durch die Formeln Nr. 42, 43, 70 bis 75 der Tabelle 
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gegeben ist, kann auch mit Hülfe der Moivre’schen Formeln aus
geführt werden. Nach D.-R., Formel Nr. 176 der Tabelle ist 

(1.) 22w(cos g)2" = 2cos(2n 9) +(1) 2cos ^n — 2)9 +

9)2 cos(2» -4)9+.+(„2,)2 cos(2 «) + (2) ;
indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dg multiplicirt 
und dann integrirt, erhält man

os2ng do = o sin 
22% 2n—2sin(2n—2)9 +

(2 ),24 ^n -4)9++(„2) sin(2«) + (T)«.

Beispiel.
(3.) 64/cos®g dg = }sin(6g) + 3sin(4g) + 15 sm(2y) + 20g.

Nach D.-R., Formel Nr. 177 der Tabelle ist

(4.) 22n#"(cos gp)2n±+1 = 2cos(2n+1)9+(2n71)2cos(2n—1)9+

■ • ■ + (21)2cos(3«p) +(2", 1)2cos; 
indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dg multiplicirt 
und dann integrirt, erhält man 
(5.) 22n#1/cos?n#tlgpdgp = 2,41 sin(2, + 1)9 +

/2n + 1\ 2 . . /2n+12 .( 1 )2n—1sin(2n—1)9+*+(711)3 sin(3)+
/2n - 1.( , ) 2sin gp.

Beispiel.
( 2 14 (6.) 128/cos‘gdg = = sin(7g) + —sin(5 g) — 14 sin(3 g)+70 sin g.

Nach D.-R., Formel Nr. 178 der Tabelle ist
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(7.) (— 1)"22"(sing)?" = 2 cos(2ng) -— (1 )2 cos(2n — 2)9 +

(2 )2cos(2n — 4)9- ]----- +(— 1)"-1(, - 1)2cos(2g) 
+1(:): 

indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dg multiplicirt 
und dann integrirt, erhält man

(8.) (—1)"22" Isii^^dcp = a sin(2ng)—( ).1— sin(2n—2) g 

+(27),,2 sin(?»—-+--+ (-1 („,2n,)sin(2,) 

(9.)

+(1(i).

Beispiel.
— 64/sin®gdg — Jsin(6g) — 3 sin(44) + 15sin(24) -— 20g.

Endlich ist nach Formel Nr. 179 der Tabelle
(10.) (— 1)" 221+1(sin g)2n+1 = 2sin(2n + 1)4

-(# 1)2sm(2.—17+--------- + (— 1—(2"±/)2sin(3,)

+ (-1(2, ^Ssiny ;

indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dg multiplicirt 
und dann integrirt, erhält man 

(11.) (— 1)22n+1/sin?n+1gpdqp = —2 „cos (2n + 1)9 +

(2" 1 1)2„2ycos(2n—1)4p —++ (—1)(2" 11) 3cos(3«p) 
+ - 1)(2# ^acosy.

Beispiel. 
2 14(12.) 128/sin"gdg = —cos(7y) -cos(5y)+14cos(3g)—70cosy.

In ähnlicher Weise kann man auch / sin’gp cos" gdg berech
nen, wenn man die Formeln
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(13.) 2isin g = epi — e-pi, 2 cOSg = ecPl + e-pi 
berücksichtigt. Es ist z. B. nach den Gleichungen (13.), wenn 
man
(14.) ei = cosg+ising = u, e-i = cos g — isin g = v 
setzt und beachtet, dass uv = 1 ist,
— 64sin?g costg = (etpi — e-xpi)?(evpi + e-4pi)4

= {u — v)?(u + v^
= u^ + 2u5v ---uto? ---  4u3v3 -- U-V^ + 2uv5 + «6 
= (u® + 06) + 2(^4 + 04) --  (u2 + 02) --- 4

= 2 cos(69) + 4cos(4q) — 2 cos(2g) — 4, 
also

— 64/sin2g cos’gdg = }sin(6g) + sin(44) — sin(2g) — 4g.

Zur Berechnung von/ed cos(bx)dx und/edr sin(bx)dx kann 
man Formel Nr. 67 der Tabelle, nämlich die Gleichung 

(15.) Judo = uv — /odu, 

verwenden, indem man 
(16.) u = eax, dv = cos(bx)dx, 
also 
(17.) du — aeaxdx, v= tsin(bz)

setzt; dann findet man 

(18.) J"cos(bz)d: = gesin(bz)—~JeaxsvDi(bx}dx.

Setzt man dagegen in Gleichung (15.) 
(19.) u = eax, dv = sin(bx)dx, 
also 

(20.) du = aeaxdx, v — — tcos(bz), 

so erhält man
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(21.) Jensin(bz)dz = —3 eax CQ^bz) + S/e“zcos(bz)dz.

Dies giebt, wenn man Gleichung (21.) mit — F multiplicirt, 

a- — 62 
zu Gleichung (18.) addirt und das Resultat durch 62 

dividirt,
_ / a cos(bx) — bsin(bx) (22.) ieax cos(bx)dx = eax •   —2 70—  • Ja- — b-

Multiplicirt man dagegen Gleichung (18.) mit b ‘ addirt 

02 — 62 
dann Gleichung (21.) und dividirt durch —32—‘ so erhält man

, . / . asin(bx) — bcos(bx)123.) (eaxsin(bx)dx = eax •--------———79---------• 
0------------ 7-----------a- — b1

Noch einfacher findet man diese Resultate durch Anwendung 
der Moivre’schen Formeln. Es ist nämlich nach D.-R., Formel 
Nr. 173 der Tabelle
(24.) edx[cos (bx) + isin (bx)] = eax . ebxi = e(a+bi)s.

Erklärt man also das Integral einer complexen Grösse 
A + Bi durch die Gleichung

(25.) J^A + Bi}dx = fAdx + ifBdx^

so ergiebt sich aus Gleichung (24.)*)

*) Die Zulässigkeit des hier folgenden Verfahrens ergiebt sich aus 
D.-R., § 136.

(26.) fe^^^ibx^dx + iJ'e^SWl^bx'^dx — Je(a+bü)r dz

— 1 . e(a+bi)x 
a + bi
a bi r . 

= a? - 62 ’ e"Lcos(bx) + «sin (öz) J

= 2 1 y * eax[acos (bx) + bsin(bz)]
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Sind aber zwei complexe Grössen einander gleich, so müssen 
die reellen Theile und ebenso auch die Factoren der imaginären 
Theile einander gleich sein, folglich findet man aus Gleichung 
(26.) in Uebereinstimmung mit den Gleichungen (22.) und (23.)

, ,, a cos(bx) — b sin(bx) eax cos(bx)dx = eF •--------- -——7------ 19 
a-— b-

. ,., a sin (bx)—b cos(bx) easin (bx)dx = eax •--------  5 -—-—- •1 a2 + 62

Eine weitere Anwendung dieser Methode liefert die Berech
nung von / cos(ax + bi) cos(ayx + b2) ... cos(ax + b.^dx.

Setzt man der Kürze wegen
(27.) aYx + br = 91, a^_x + b^ = 92, ... a„x + bn = Jn, 
so ergiebt sich aus der bekannten Formel
(2 8.) 2 COS g, COS92 — cos^i + 902) + COS (91— 902) 
ohne Weiteres

(29.) /cos(a,x+bi) cos(a,x+ba)dx = 

2014 08in[(“1 + a)= + (61 + 8.)] 

+ 2(0, - 0, sin[(“," d}r + (61 - 6.)].

Beachtet man, dass sich Gleichung (28.) mit Hülfe der 
Moivre’schen Formeln herleiten lässt, indem man

4 cos 91 cos 902 = (e^ + e-Pif) (e^ + e-7.)
= e(P1+2)i — e(i—(2)i + e-(i— (a)i — e—(i+2)i

= 2 cos (91 + 902) + 2 COS(1 — 902)

setzt, so erkennt man sofort, in welcher Weise sich das in 
Gleichung (29.) gefundene. Resultat verallgemeinern lässt. Es 
wird nämlich

(3 0.) 4 COS 9P1 COS 92 COS 923 = cos(9P1 + 92 — 93) + COs(P1 + 92—93) 
+ COS (91—92+ 93) + cos(g 1 — 902 — g 3), 

also
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( 7 sin(«, — (D^ — (9)(31.) COSG1COS@2COS@zdz = —----- - ‘ 12 — 
J-------------------------- 4(d1 — 42 — G3)

+ Sin(1—92 4(3) +
4(a1--- a2 + a3)

sin(P1 + (p2--- (03) 
4(d1 — 02 - Cl^

sin(1---(P2—93) 

4(41-- 42---  a3)

Dieses Verfahren kann man auf beliebig viele Factoren 
ausdehnen und dadurch

/cos(a,x + bi)cos(ayx + b2) . . . cos(anz + bn^dx 

bestimmen.
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Theorie der bestimmten Integrale.

§ 45.
Integration bei unendlichen Grenzen.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 135 und 136.)

Bei der Erklärung des bestimmten Integrals durch Formel 
Nr. 4 der Tabelle, nämlich durch die Gleichung

(1.) Jy‘(e)d: =f(8) — f(a) , 
a

war bisher vorausgesetzt worden, dass die Grenzen a und b 
endliche, constante Grössen seien. Jetzt kann man sich aber 
vorstellen, dass die obere Grenze b nicht mehr eine constante, 
sondern eine veränderliche Grösse sei, welche schliesslich bis 

OO

in’s Unbegrenzte wächst. Demgemäss würde Jf‘(x}dx durch 
a

die Gleichung
oo 6

(2.) ff‘(x)dx = ihn Jf\x}dx = lim f(b) —f(a) 
a b=co a b==co

erklärt werden.
Auch die geometrische Deutung des bestimmten Integrals 

als Flächeninhalt einer ebenen Figur bleibt in diesem Grenzfalle 
noch bestehen, die ebene Figur aber, deren Flächeninhalt durch 
das Integral ausgedrückt wird, erstreckt sich längs der X-Axe 
bis in’s Unendliche. Es war schon früher (§11, Aufgabe 8) ge
zeigt worden, dass der Flächeninhalt der Figur trotzdem einen 
endlichen Werth haben kann.
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In gleicher Weise kann auch die untere Grenze a sich 
ändern und bis in’s Unbegrenzte abnehmen. Dann möge 

ff'^dx durch die Gleichung
— oo

(3.) Jfx^ = lim /y‘(e)d» =f^ — lim f^
_ 0 a=—oo a a=-C 

erklärt werden.
Aus den folgenden Beispielen kann man ersehen, dass hier

bei drei Fälle zu unterscheiden sind:
I. Das Integral mit unendlichen Grenzen wird selbst un

endlich grosse
II. das Integral behält einen endlichen Werth;

III. das Integral wird unbestimmt.

Beispiele.

e'dx = lim \ex^ = lim eb — 1 = co. 
b=co 0 5=00

0

Dagegen wird
b

lexdx = lim [ea]b — eb — lim ea = eb.

Man kann diese Resultate auch geometrisch deuten als 
Flächeninhalt der ebenen Figur, welche oben durch die Expo- 
nentiallinie mit der Gleichung

y — eX
(vergl. D.-R., Seite 358, Fig. 74) und unten durch die X-Axe 
begrenzt wird.

e-xdx = — lim [e—x] =1 — lim 
b=co 0 b—oa 0

1.

dx 1.
, = - hm

I" 2 a 6=oo

6
= - lim ar

C b==co00
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Aus diesem Beispiele sieht man, dass auch gleichzeitig 
beide Grenzen unendlich werden können. Im Uebrigen kann 
man die letzte Aufgabe auch durch Zerlegung des Integrals auf 
die vorhergehende Aufgabe zurückführen. Es ist nämlich, wenn 
man y = —■ x setzt,
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Dieser Ausdruck nähert sich keiner bestimmten Grenze; in 
diesem Falle wird also das Integral unbestimmt, wenn man die 
obere (oder untere) Grenze unendlich gross werden lässt.

co

9.) (sinxda = lim [— cosx]’ = 1 — lim cos b. 
. b=co o b=co
0

Dieser Ausdruck wird ebenfalls unbestimmt. Davon kann 
man sich auch durch die geometrische Deutung überzeugen, 

b

denn das/sinxdx stellt den Flächeninhalt der ebenen Figur 
b

dar, welche von der Sinuslinie mit der Gleichung 
y = sinx

(vergl. D.-R., Seite 352, Figur 73) und der X-Axe begrenzt 
wird. Dabei sind die Theile über der X-Axe mit positivem und 
die unter der X-Axe mit negativem Zeichen in Rechnung zu 
ziehen.

Auch bei der Kubatur der Rotationskörper war ein der
artiges Integral bereits aufgetreten. In § 17, Aufgabe 13 er
hielt man für das Volumen des Körpers, welcher durch Rotation 
der Cissoide um die Asymptote x = 2a entsteht, einen Werth, 
der auch dann noch endlich bleibt, wenn y unendlich gross wird. 
Es war nämlich

n sin3q _ _ 9x — 20sin"9, y = 20 cos ‘ x — 20 = — 20cOs"9, 

y
V—nf (x—^d^-dy = c^n [—sin(2g) cos(2g) + 2g + }sin3(2g)]. 

o

Für lim y = co wird 9 =1 also

co

V=tc fix — 2dfdy = a^n2.
o
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§ 46.
Integration von Differential-Functionen, die an den Grenzen 

des Integrals unstetig werden.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 137—139.)

Bei der Erklärung des bestimmten Integrals durch Formel
Nr. 4 der Tabelle, nämlich durch die Gleichung

(1) J5‘(e)dz = LfC)], =f(8) —f(a),

war bisher auch die Voraussetzung gemacht worden, dass f\x) 
in dem Intervalle von a bis b stetig sei. Jetzt möge aber fdx) 
stetig sein für

a = x < b, 
während
(2.) f\b) = =0
ist. Bezeichnet man dann mit ß eine beliebig kleine positive 
Grösse, so gilt für

0—8
ff\x}dx =f{b — ß) —/(«) 
a

noch die frühere Erklärung des bestimmten Integrals, wie klein 
b

ß auch sein mag. Dem entsprechend möge ff^xjdx erklärt 
a

werden durch die Gleichung
b b—ß

(3.) [f^x^dx = lim ff\x)dx = lim f(b — ß) —f(a). 
a 3=0 a ß==0

Es sei z. B.

f‘(z) = —1 ’ also f‘(6) = = c, y b — x
dann wird

b b

Ifdx^dx — Ada— = — 2 lim []/b — z (
J J^b — x 3=0 “

= — 2 (lim VB — V b — a) = ^b — a. 
=0 /

Kiepert, Integral- Rechnung. 18
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Bleibt f’(x) stetig für
a<Tb,

während
(4.) f\a) = = c
ist, so bezeichne man mit « eine beliebig kleine positive Grösse, 
dann gilt für

ff‘^x =f() ~f(g + d) 
a—a

noch die frühere Erklärung des bestimmten Integrals, wie klein 
b

auch et sein mag. Dem entsprechend möge Jf‘(x)dx erklärt
a

werden durch die Gleichung
b &

(5.) Jf\x)dx = lim [f^x^dx = f(b) —lim f(a + a).
a &==0 a+& C=0

Es kann auch Vorkommen, dass beide Fälle vereinigt sind, 
dass also
(6.) f^ = ± co und f‘(b) = = c, 
dass f\x) aber stetig ist für

a < x < b;
h

dann wird ff\x)dx erklärt durch die Gleichung 
a 

6 b—8 

(7.) ffdx^dx = lim [f\x)dx = lim f(b — 8) — lim f(a + «).
a a^a+a ß=0 a=0ß=0

Beispiele von derartigen Integralen waren bei der Quadratur 
der Curven mehrfach aufgetreten. So ergab sich bei Aufgabe 8 
in § 11 für den Flächeninhalt der ebenen Figur, welche oben 
von der verallgemeinerten Hyperbel

m
y = ^^p • x " 

begrenzt wird, 
X2 — n—m n—m 

(8.) F = iydx = —‘ ( T2  Xi )• J • n—m\ / 
21 
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(9.)

n—m

Ist n > m, so wird lim 21 n = 0, und man erhält für 
x,==0

, /-- n—m
ny^p al nx^y^ 
------------ 2 —-----------n—m n—7 

2

einen endlichen Werth, obgleich y unendlich gross wird für x = 0, 
so dass sich der Flächenstreifen längs der Y-Axe in’s Unendliche 
erstreckt.

Ferner fand man bei Aufgabe 12 in § 11 für den Flächen
inhalt der ebenen Figur, welche von der Cissoide mit den Glei
chungen

cin3 ([ 
(10.) x = 2a sin?g, y = 2a-  l 7cos9 

begrenzt wird,
x (p 

(11.) F= fydx = 8a2 /sintg dep
ö ö 

= a2 [3g — cos g (2 sin3g + 3sin g)] .

Für x = 2a oder 9 =% wird y unendlich gross, so dass 

sich der Flächen streifen längs der Asymptote x = 2a in’s Un
endliche erstreckt. Trotzdem bleibt

2a
3427 

ydx = a2 lim [3g — cos g (2sin3g + 3 sin g)] = — 
o 9=2 

endlich.
Man erkennt aus den angeführten Beispielen, dass bei 

dieser Erklärung das bestimmte Integral auch dann noch als 
der Flächeninhalt einer ebenen Figur betrachtet werden kann, 
wenn die Function unter dem Integralzeichen an den Grenzen 
unendlich gross wird.

Uebungs - Beispiele.
h 2 _____ 6 

= lim l(x— a) 3 dx = 3 lim [Vx — a] 
a=od «=0 a+e 

a+a 

= 3 ? b —- a ■— 3 lim • a=336 — a. 
a—0

18*
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2.) =lim[l(+Y22— 2)lh+4

= 1(b +Vb2—a2) — lim l(a + « +V2ac + 0?) 
c=0

=1 + V63—4) — 1 a = 1 (6 +V8----0)

3.)
C dx
V (z — a) (b — a)

0—3 . / dx = lim / —= —a=0 . V (x —- a) (b — x)

Nun ist

oder, wenn man
a + b , (a — 62 7 /a — b^

2—2=8, 2)—b=(2)=c
also

dx = dt^ 2c — b — a
setzt, 

dx dt . /1 \/ = - —— — arcsin { — )
J V(x — a)^b — x) Vc2— t2 \c /

. /2x — a — b\= arc sm ( —,-----------) •\ b -— a /
Deshalb wird

b
dx

V(x — a) (b — x)
= ihn arc si: 

c=0 L 
P=0

= lim arc sin
ß=0

2c — a — bynb ß

b — 23 -— a 
b — a

a+c
/a - 2c — b— lim —,-------

c=0 b — a .

b
" dx
23—62 = Jim0

= arcsin(+1) — arcsin(— 1) = 2arcsinl=T.
b—ab 1. i

= — lim 1 2b 3=0o 1b + x/

b — a
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§ 47.
Integration von Differential-Functionen, die zwischen 

den Grenzen unendlich werden.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 140.)

Wird die Function f\x) für x = c unendlich gross, wobei 
c zwischen den Grenzen a und b liegen möge, während f\x) 
stetig bleibt für

a = x < c und für c < x E b, 
b

dann soll fj\x)dx erklärt werden durch die Gleichung 
a

b c—y b

(1.) ff (x)dx = ihn ff\x)dx + ihn Jf\fdx 
d 1=0 a ö=0c+3 

= f^) —Af + lim f(— 7)— lim f(c+ 0), 
1=0 <5=0

wobei y und 3 beliebig kleine positive Grössen sind.

Uebungs - Beispiele.
Aufgabe 1. Der Gleichung

(2.) x-f = 1, oder y = -

entspricht eine Curve (Fig. 9 9), 
welche die Y-Axe zur Asym
ptote und ausserdem zur 
Symmetrie-Axe hat; man 
soll den Flächeninhalt der 
Figur berechnen, welche oben 
durch diese Curve, unten 
durch die X-ARe, links durch 
die Ordinate x = — 1 und 
rechts durch die Ordinate 
x = + 2 begrenzt wird.

Fig. 99.

Y
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Auflösung. Längs der Y-Axe erstreckt sich die Figur in’s 
Unendliche, denn für x = 0 wird y = co, folglich ist in diesem 
Falle

—Y +2 
(3.) F— ihn fydx + Ihn fydx 

1=0—1 d=o 40
-7_2 +2_2 

= ihn Jx dx + Ihn fx 3 dx 
1=01 ö=0 +8 

= 3lim[ x] ‘+3 Ihn [z]2 , 
Y=0 Ö=0 TV 

also

(4.) F= 3[1 — limy + ? 2— ihn ? 3] = 3(1 +32). 
y=0 ö=0

Man erhält also für den Flächeninhalt der Figur, die sich 
längs der Y-Axe bis in’s Unendliche erstreckt, einen endlichen 
Werth.

Aufgabe 2. Der Gleichung

(5.) Fy^ 1, oder y = 42 

entspricht eine Curve (Fig. 
100), welche gleichfalls die 
Y-Axe zur Asymptote und zur 

Symmetrie-Axe hat; man soll 
den Flächeninhalt der ebenen 
Figur berechnen, welche oben 
durch diese Curve, unten 
durch die X-Axe, links durch 
die Ordinate x = — 1 und 

rechts durch die Ordinate x = + 2 begrenzt wird.

Auflösung. Längs der Y-Axe erstreckt sich die Figur bis 
in’s Unendliche, denn für x = 0 wird y = co, folglich wird auch 
in diesem Falle
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= lim - — 1 — — - lim — = c. 
y=0 7 2 J=0 0

Man hätte einen Fehler gemacht, wenn man geschrieben 
hätte

Man sieht, dass die geometrische Deutung des bestimmten 
Integrals, wie sie früher unter Ausschluss von Unstetigkeiten 
gegeben wurde, bei der Erklärung des bestimmten Integrals 
durch Gleichung (1.) auch dann noch bestehen bleibt, wenn 
f‘(F) für einzelne Werthe von x zwischen den Grenzen a und 
b unstetig wird. In dem Falle nämlich, wo f(x) für n ver- 
schiedene Werthe von x zwischen den Grenzen a und b un- 

b
stetig wird, muss man/f‘(x)dx in n+1 Integrale zerlegen und 

a

bei jedem einzelnen das in Gleichung (1.) angedeutete Grenz
verfahren anwenden.

Aufgabe 3. /dx = ?
J a 
— a

Auflösung. Da die Function unter dem Integralzeichen für 
x = 0 unendlich gross wird, so muss man das Integral wieder 
in zwei andere zerlegen. Man setzt also
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+6

— +
= lim (dz + lim

7=0 J x J=0
—a

= lim 1 (%) + lim 1( 2)
7=0 “/ J=0 0/ 

= 1(b) + lim i(7) ’

In diesem Falle hängt der Werth des bestimmten Integrals 

von dem Verhältnisse " ab. Da dieses Verhältniss unendlich 

viele Werthe haben darf, so hat auch das Integral unendlich 
viele Werthe. Für y = ö wird

+b

— a

Dieser Werth heisst nach Cauchy „der Rauptwerth^ des 
bestimmten Integrals.

b

Aufgabe 4. wenn a < c < b.

Auflösung. Indem man wieder die Zerlegung des Integrals 
ausführt, findet man

c—y b 
( - 4 ■ f — 4 

= lim /(x —c) 5dx — lim j(x — c) 5dx 
J=0 . 

a c+3 
= 5lim7z—c]n+ 5lim[7z — cf 

7=0 a Ö=0 (T° 

= 5 [lim 7 — 7 — 7a—■ c + 7 b—c—lim 7 ] 
7=0 J=0 

= b{-^/b — c+7c — a).
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§ 48.
Näherungsmethoden durch Einführung 

einfacherer Functionen.
In vielen Fällen, wo das unbestimmte Integral einer Diffe

rential-Function schwer zu ermitteln ist, kann man den Werth 
des bestimmten Integrals durch andere Hülfsmittel genau, oder 
doch mit grosser Annäherung berechnen.

Von diesen Hülfsmitteln sollen hier einige angeführt werden.
Aus der geometrischen Deutung eines bestimmten Integrals 

b
Jffx)dx als Flächeninhalt einer ebenen Figur, welche oben 
a
begrenzt ist durch die Curve y =f‘(x), rechts und links durch 
die Ordinaten x = b, bezw. x = a und unten durch die X-Axe 
(vergl. Formel Nr. 4 der Tabelle), ergiebt sich sofort der fol
gende

Satz 1. Sind y^ = cfx) und y —ff) zwei Functionen, 
welche zwischen den Grenzen x = a und x — b sich durch Gur den 
geometrisch darstellen lassen, und bleibt in diesem Intervalle cp(f) 
beständig gleich oder kleiner als f\x), so ist auch

b b

(1.) Jy(x)dz < /f‘(x)da;
a a

denn die von der Curve y =f‘(x) begrenzte Figur hat einen 
grösseren Flächeninhalt als die von der anderen Curve Y1 = g(x) 
begrenzte Figur. Dabei ist zunächst vorausgesetzt, dass die 
Curven beide über der X-Axe liegen; der Satz bleibt aber auch 
dann noch richtig, wenn diese Voraussetzung nicht erfüllt ist.

Man kann den Beweis auch unabhängig von der geometri
schen Deutung des bestimmten Integrals führen, indem man 
dasselbe als eine Summe von unendlich vielen, unendlich kleinen 
Grössen y(x)dx, bezw. f‘(x)dx betrachtet. Aus 
(2.) cp(f)dx ^/‘(^dx 
folgt dann auch die Ungleichheit der Summen, also 

b b

/y(x)dx < ff fx}dx.
2
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Satz 2. Liegt die Function f'(x) für alle Wertlie von x 
innerhalb des Intervalles von a bis b der Grösse nach beständig 
zwischen g(x) und v(x), ist also
(3.)
so ist auch

g(x) Sf'fä S v(x).

(4.)
b b b

J(f(x)dx<. /f‘(x)dx </(x)dx. 
aa

Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus Satz 1.

Uebungs-Beispiele.
0,5

Aufgabe 1. / —de_- ?
o

Auflösung. Da x beständig ein positiver achter Bruch ist, 
so gelten die folgenden Ungleichungen:

0 Sx < 1,
0 S 23Sa2, 
121 — 221 — 22,

12V—wVi—x2, • 

15=1, 
V1 —x3 V1 -— X2

folglich wird auch 
0,5 0,5 0,5 
, [ dx f dx

0 0 0
oder 

0,5
(6.) 0,5 < / ------ — < arcsin(-)=- = 0,5 235 988.

o ‘

Am häufigsten wird der Satz zur Anwendung kommen in 
dem Falle, wo für die Werthe eines bestimmten Integrals, 
welches einen „variablen Parameter“ enthält, eine Tabelle bereits 
berechnet ist. In dieser Tabelle sind natürlich nur einzelne 
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Werthe des Parameters berücksichtigt; will man dann den Werth 
des Integrals auch für andere Werthe des Parameters ermitteln, 
so muss man zunächst den angegebenen Satz benutzen, um einen 
angenäherten Werth zu erhalten. Wie dies gemeint ist, möge 
die folgende Aufgabe zeigen.

(2 dx 0 
Aufgabe 2. I—    — , — f

. y i—- sin2e sin2x
0

Auflösung. Liegt der Winkel «, welcher in diesem Beispiele 
der variable Parameter^ ist, zwischen den beiden spitzen 
Winkeln C1 und «2, ist also

E1 < a < &2, 
so wird 

sin2c, < sin2« < sin2«2, 
sin2«i sin2^ $ sin?a sin’x $ sin2aysin2x,

2 dx (9.) 1,7633 < — ------ — < 1,7748.
— sin2« sin2«0

Der genaue Werth des Integrals wird, wie man auf einem 
anderen Wege feststellen kann, 1,7690.

V1—sin2u, sin?x = V1 — sin2« sin?x = V1—sin2a2 sin2^, 

1 s 1----------s 1 -------- ,
V1 •—sin2csin2x V1 — sin2«sin2« V1—sin2a2 sin2a

also
7

/2 dr(7.) /—"
J V1—sin2e sin2xo ‘
Es sei z. B.

7 7
(2 dx _ 0 dx

JV1— sin2« sin2« J V1— süi2«2 sin2«
0 ‘ o

C1 = 38°, « = 38° 30‘, «2 = 39°,
dann ist, wie man den Tafeln von Legendre entnehmen kann,

(8.)/ —
J V1—sin2c sin2x

(2 dx 
1,7633, / . ---------

—sin2cgsin2x 
o

= 1,7748,

also
n
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§ 49.
Mittelwerthsätze.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 141, 111a und 142.)
Es sei jetzt

(1.) f‘(z) = g(z).N(),

wobei die stetige Function h(x) in dem Intervalle von a bis b 
zunächst beständig jjositiv, oder doch wenigstens nicht negativ 
sein möge; es sei also h(x) = 0. Ferner erreiche die in diesem 
Intervalle stetige Function g(x) ihren kleinsten Werth K für 
a = 2 und ihren grössten Werth G für a == 22, wobei 21 und 
22 noch zwischen den Grenzen a und b liegen oder mit diesen 
Grenzen zusammenfallen sollen; es sei also 
(2.) g{x^ = K und g(x^ = G,
dann wird 
(3.) KSg()s©,

und deshalb auch
(4.) K. h{x)dx = g^x). h(x)dx =f\x)dx A G . h^dx; 
folglich wird nach Satz 2 in § 48

& & b 

(5.) Kfh(x) dx < fg{x). h[x)dx < G fh[x)dx.
a a a

Erklärt man also die Grösse M durch die Gleichung 
b b b 

(G.) ff‘(x)dx =Jg(x). h(x)dx = Mfk{x)dx^ 
a a a 

so folgt aus Gleichung (5.) 
(7.) K = g(z.) ^M^G = g(x^.

Nach einem bekannten Satze über stetige Functionen muss 
es daher zwischen 21 und 22 einen Werth von x geben — er 
heisse § —, für welchen 
(8.) JI=g@) 

wird. Da § zwischen 21 und 22 liegt, so muss § auch zwischen 
a und b liegen; es ist also 
(9.) astSL.



§ 49. Mittelw erthsätze. 285

Erklärt man also eine Grösse © durch die Gleichung 

(10.) 0 = 3=a , 
b - a 

so liegt © zwischen 0 und 1, und man erhält 
(11.) $ = a + 0(5 — a\ M = g\a + 0(3 — a)] .

Deshalb geht Gleichung (6.) über in 
b b 

(12.) /g(x) • h(x)dz = g[a + @(b — a)] fh{x}dx. 
« a

Indem man beide Seiten dieser Gleichung mit — 1 multi- 
plicirt, folgt 

b b

(12a.) —/g(x).l(x)dx=/g(x)[—h(x)]dx=g[a+©(b—a)] /L—h(x)]da, 
a a a 

oder mit anderen Worten, die Gleichung (12.) bleibt auch dann 
noch richtig, wenn die stetige Function h(x) in dem Intervalle 
von a bis b niemals positiv wird, wenn also h(x) = 0 ist. Es 
genügt also für die Gültigkeit des in Gleichung (12.) enthaltenen 
Satzes, welcher „der erste Mittelwerthsatz^ genannt wird, die 
Voraussetzung, dass h(x) zwischen den Grenzen a und b das 
Vorzeichen nicht wechselt.

Aus Gleichung (12.) folgen noch unmittelbar die Formeln 
x X 

(13.) /g(x) • h{x)dx = g(Ox) fh^dx, 
o o a+c d-rc 

(14.) Jg^ • h(x)dz = g(a + Oc) fh{x)dx. 
a a 

Setzt man 
b b 

h(x^ = 1, also J'hix^dx — fdx — b — a , 
a a 

so geht Gleichung (12.) über in 
b

(15.) Jg{x)dx = (b —• a)g[a + ©(b — a)] 5 
a 

oder
b

(15a.) Jf'lp^dx — ^b — a)f‘[a+ &(b—a)]. 
a

*) Der zweite Mittelwerthsatz möge hier übergangen werden.
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Für diesen besonderen Fall des ersten Mittelwerthsatzes
ergiebt sich unmittelbar die folgende geometrische Deutung. Der

Fig. 101. Gleichung y = f‘{x) entspreche 
die Curve AB, dann ist der 
Flächeninhalt der ebenen Figur

h

(16.) AyABBi—Jf‘(x)dx.
a

Da nun der Curvenbogen AB 
stetig ist, so giebt es zwischen 
A und B mindestens einen Punkt 

P, welcher die Eigenschaft besitzt, dass die Gerade BS, welche 
durch P zur X-Axe parallel gezogen ist, ein Rechteck A^BSBy 
bestimmt, welches mit AtABB^ gleichen Flächeninhalt besitzt. 
Macht man nämlich

0 Q — a + © (b — a), 
so wird in diesem Rechteck

A|B|=Z— a, QP =f‘[a + ^>{b — d)\, 

also
b

(17.) A.ABB. ^ff\x}dx = AVBSBV = (b— a)f[a+o(b — a)]. 
a

§ 50.
Neuer Beweis des Taylor’schen Lehrsatzes.
Aus den Sätzen, welche in den vorhergehenden Paragraphen 

hergeleitet worden sind, ergiebt sich ein äusserst einfacher Beweis 
des Taylor’schen Lehrsatzes.

Die Function f^ sei mit ihren n + 1 ersten Ableitungen 
stetig für alle Werthe von z zwischen a und a + h, dann findet 
man durch partielle Integration, nämlich nach der Formel

(1.) Judo = uv—Jo du,

indem man
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u =f\a — h —-t), do = dt, 
also

du = —•f“{a + h — t^dt, v = t 
setzt, 

t t
(2.) /f‘(a + h — i)dt = tf^ci, + h — t) + ff‘\a + h — t^tdt.

0 ö
Für

u — f“(a + h — t\ dv = tdt 
erhält man

+2
du = —f111^ + h— i}dt, v = 21 ‘

t t
r +2 r

(3.) f‘\a-\-h—t)tdt=^ ^‘(a+h—^+ f^^a+h—t) ~ dt.
0 0
Wenn man in dieser Weise fortfährt, findet man die Glei

chungen
{ +2 +3 r +3

(4.) f^^a+Ji—^-dt = 5f"(a+1— t)+ f^a-^h—t')— dt,
0 0

( +2—1 4n(5.) jf^a + h -1) (—1)1 dl = nf"(a +1—+ 

0

f+(a + h -— Z) — dt.
o

Durch Addition der Gleichungen (2.) bis (5.) ergiebt sich 
daher 

t

(6.) Jf1^ +1 — ©)di = 1 f\a + h — () + 

o
42 t^21f"(a+1—)+3f""(a+1—!)

+------+ „1f(a +1—)+ if{n+l\a + h — t) ,1 dt.
0
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Beachtet man, dass

(7.) J'f‘^a + h —- t)dt — f^a + h— t) + f(a + A) 
o

ist, so geht Gleichung (6.) für t = h über in

(8.) F(a +h) =/(«) + Ea) , +$%),4$0a),

+...4f(o),+n, 
n!

wobei
h

(9.) R = /f+O(a -\-h-t} n f dt 
o

ist. Nach dem Mittel werthsatz (Formel Nr. 141a der Tabelle) 
ist daher, wenn man 1 — ® mit ©1 bezeichnet,

(10.) R =f^\a +- 0h) a _FltYa+0,1) 14 
7 v J n\ (n + 1)!

Da © zwischen 0 und 1 liegt, muss in diesem Ausdrucke 
auch @i zwischen 0 und 1 liegen. Setzt man zum Schlüsse 
noch a = x und schreibt 6 statt ©,, so erhält Gleichung (8.) 
die Form 
(11.) 5 + K) =/t) + h + 5 / + 5 "

++%#n,

WO

ist. Dieses Resultat stimmt genau mit D.-R., Formel Nr. 49 
der Tabelle überein.
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§ 51.
Gliedweise Integration unendlicher Reihen.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 143.)
Die Glieder uo, u1, M2, u3,... der unendlichen Reihe

(1.) f^ = « + M, + u, + 43 + **
seien Functionen von x, welche in dem Intervalle von a bis b 
stetig sind. Lässt sich dann eine hinreichend grosse Zahl m so 
bestimmen, dass für n = m der absolute Betrag des Unterschiedes 
Rn zwischen der Summe

Sn = M + M1 + M2 + * + un~ i

• ' ‘ ^Jun-idx +fRn{x)dx. 
a a

Da sich aus Gleichung (2.) ergiebt, dass auch Rn(x) für die 
betrachteten Werthe von x eine stetige Function ist, so kann 

b
man für die Berechnung von [Rn{x)dx den in Formel Nr. 142 

a
der Tabelle ausgesprochenen Mittelwerthsatz anwenden, nach 
welchem

b

(4.) jRnix)dx = (b — d)Rn\a + O(b — a)]
a

Kiepert, Integral-Rechnung.

der ersten n Glieder und der bestimmten, endlichen Grenze f\x) 
stets kleiner bleibt als eine vorgeschriebene, beliebig kleine 
Grösse 8, welchen Werth x auch in dem Intervalle von a bis b 
haben mag, so heisst die Reihe „gleichmässig convergent1,1. Da 
hierbei Rn eine Function von x ist, so möge diese Grösse bei der 
folgenden Untersuchung mit Rn{x) bezeichnet werden. Dem
gemäss sei
(2.) Rn^ —f(%) — (uo + ui+ u, + *+  Un-1), 
oder
(2a.) f\x) =u + u + u + + Un-i, + Rn^z).

Daraus folgt
b b b b

(3.) Jf‘(x)da =.fu^dz + Juxdx + fu^dx + 
a a a a

b b

19
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ist. Nach Voraussetzung wird aber Rn{x) für alle Werthe von 
x zwischen a und b beliebig klein, wenn n (gleich oder) grösser 
als m ist, folglich wird auch Rn[a-Y&(b — a)], und da b — a 

b

eine endliche Grösse ist, auch fRn{x)dx beliebig klein. Man 
a b

findet also Jf^dx, indem man die einzelnen Glieder der Reihe 
a

b

uo. Ui, u2,... integrirt, denn der Rest fRn{x)dx, welchen man 
a

bei Berücksichtigung von n Gliedern vernachlässigt, wird für 
hinreichend grosse Werthe von n beliebig klein. Dadurch erhält 
man den folgenden

Satz. Sind die Functionen u0, u^ u2, u3, . . .für alle Werthe 
von x zwischen a und b stetig, und ist die Reihe

f^x) =u+u+u,+ua + **
in dem betrachteten Intervalle gleichmässig convergent, so ist auch 
die Reihe

b b 1)

fu^dx + Judx — I u^dx + • • .
a a a a

in diesem Intervalle gleichmässig convergent, und ihre Summe ist 
b

gleich ff‘{x}dx.
a

Dabei darf man noch die obere Grenze mit x bezeichnen, 
so dass sich ergiebt

X XXX

(5.) Jf‘(x)dx =fu^x + fuidx + fu^dx + • • •.
a a a a

Dieser Satz hat schon in der Differential-Rechnung bei der 
Methode der unbestimmten Coefficienten Anwendung gefunden 
(D.-R., § 41).

Damals setzte man
(6.) f(x) = A + Ax + Agx? + A3x3 +.+ Anxn + R,
also
(7.) f\x) = Ai + 2A2x + 34322 + • • • + nAnxn~l + CE •

etx
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Wie die Gleichung (7.) aus Gleichung (6.) hervorgeht durch 
Differentiation der einzelnen Glieder, so findet man umgekehrt 
die Gleichung (6.) aus. Gleichung (7.) durch Integration der 
einzelnen Glieder zwischen den Grenzen 0 und x, und zwar er
hält man dadurch f(x)—f(0), woraus sich für A der Werth 
f(0) ergiebt. Dabei erhielt man den Satz: Ist für hinreichend

dH
grosse Werthe von n die Grösse , beliebig klein, so gilt das

selbe auch von R.
Man erkennt, dass dieser Satz nur ein besonderer Fall des 

eben bewiesenen Satzes ist, denn, während es sich damals nun 
um Potenzreihen von x handelte, sind jetzt «o, ui, u,... be
liebige stetige Functionen von x.

Die Beispiele, welche bei der Methode der unbestimmten 
Coefficienten in der Differential-Rechnung gegeben wurden, näm
lich die Entwickelung von

(8.) 1(1+)=*%+—-- für —l<T£+1,
1 2 0 4
~ 23

(9.) arctgz = 1— - + 5 - 7 ------ — * für — 1=:£+1,

. . 2123 1.325 1.3.5 x
(10.) arcsinz =1+23+2.45+ 2.4.6 7 **

für — 1 = z = + 1
nach Steigenden Potenzen von x, eignen sich daher auch als 
Beispiele für den vorliegenden Satz.

Aufgabe 1. Man soll die Länge des Bogens bei der Lem- 
niscate
(11.) r- = a?cos(2«) Fis: 102.
berechnen (Fig. 102). Y

Auflösung. Aus Gleichung
(11.) folgt

rdr = — a? sin (2g)dy,

oder
, . dtp _
( •) dr — a?sin(2g) '

19*
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Setzt man 
r = at^ also dr = adt, 

so wird 
t 

{ dt (15.) S = a —. •
o ‘

Da 2 $ 1 ist, so wird nach dem binomischen Lehrsätze 

00) v=a-n‘=1+}"+ 1:3r+ 1:3:8""+ - 

also

1 75 1.3 79 1.3.5 713 \

- a \a T 2 5a5 T 2.4 9a9 T 2.4.6 13a13 T ’
4

Aufgabe 2. Adr = ? JV1 + x3 0,5
Auflösung. Nach dem binomischen Lehrsätze ist 

. 1, .11.3 1.3.5 (18.) 71+*=14+*) =124+2.44-2.4.64* ‘

so lange — 1 < x < + 1 ist. Deshalb kann man diese Entwicke
lung nur benutzen, um

zu berechnen; dabei findet man aus Gleichung (18.)
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(19.) da
y 1 + 230,5 ‘

lim
y=0

121.32
24 12.47

1.3.521 
2.4.610T

Da die Reihe in der eckigen Klammer auch noch für x = 1 
convergent bleibt, so erhält man 

203 Adz   1 , 1.3 1.3.5 I 
2/yI + 23 2.4 ■ 2.4.7 2.4.6.10 + 

0,5 ‘

1 1 1.3 1.3.5 
2T 2.4.24 2.4.7.272.4.6. 10.210 F ** ’

Die Entwickelung in Gleichung (18.) gilt nicht mehr, wenn 
x>1 ist. Nach dem binomischen Lehrsätze wird aber, wenn 
|b|>|a| ist,

(21.) (a+8)=b"+() abn-1 + ( 2 ) a2b"-2 + 3)a3bm-3
Setzt man also in dem Falle, wo x > 1 ist, 

(22.) a = 1, b = x3,
so wird die Bedingung, dass |b|>|a| sein soll, erfüllt, und 
man erhält

also für m = — —
2

1.3.5 dx
2.4.6/221 T

1+3‘
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oder 4
(26.) /&r

JV1 + z
r 2 i

- = hm — — — - -
3 J=0 L Vz 2 7

1.3 2

1.3.5 2

2 • 4 187213
4

2.4.6 197x10 1+0
Da die Reihe 

convergent bleibt, 
4

(27.) /dz— =

in der eckigen Klammer auch noch für x = 1 
so erhält man

1.3 1
2 7.43 1 2.413.46

1

1.3.5 1
2.4. 6 19. 49

+ 2(1 1 ' 1 . 3
2 .712.4.13

1.3.5
2 .4.6.19 T

Durch Addition der Gleichungen (20.) und (27.) erhält man 
schliesslich das gesuchte Integral

(28.)

§ 52.
Berechnung der elliptischen Normalintegrale erster und 

zweiter Gattung.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 144 bis 151.)

Das in dem vorhergehenden Paragraphen angegebene Ver
fahren kann man auch zur Berechnung der elliptischen Normal
integrale erster und zweiter Gattung benutzen. Das elliptische 
Normalintegral erster Gattung, auf welches sehr viele Aufgaben 
der Geometrie, Physik und Mechanik führen, hat die Form

da
. V(1—22) (1—282?)
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wobei L2 < 1 und TE1 sein mögen. Dann erhält man zunächst 
nach dem binomischen Lehrsätze

(1.) - ====== = 1 + - Z2x2 + —9 Z4x4 + —2 Z6x6 -...,
1 V1 — kx2 2 2.4 2.4.6 1 

oder, wenn man der Kürze wegen

(2.)
_ 1 _ 1.3 _ 1.3.5 .. . (2n — 1) 

01 — 2 ‘ C2 — 2 .4 ‘ ' ’ ' Cn — 2.4.6... (2n) 
setzt,

(3.) - = 1 +cZ242 + c,Z44 + 037826 + • • •, 
V1 — kx2 

(4.) - ..... -■ . ===== = - — +ck2 -===+c244 —___  
V (1-—x2) (1—72x2) V1—x2 V1 — x2 V1—a2 

+0/,2+

Da diese Leihe zwischen den Grenzen 0 und x gleich
mässig concergent ist, so wird

x X X 
dx / dx , 9/ x^dx

— — /-----------+ c\h / ----
o V(1—22) (1—2x2) V1—x2 Jy\—^

— C2k4
" x^dx
VI — 220

2
6 f xedx

o

^dx
J11 — x2
0

Nun ist aber nach Formel Nr. 78 der Tabelle

(6.)
x2ndx

.V1—x2 
o

cnarcsinx ---- Gn^x) . V1 --- x2 ,

wobei
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Gi(x) =%= c«.
23
4

25
6

3 . x
4.2
523

/ 1 a3 x)
— C2------—)»C1 3 1/

5.3.2,
6.4 ' 6.4.2

1 x5 1 x3 X
c2 5 C, 3 1

allgemein
-G , _ ^L1 _ (2n—1)221—3 _ _ (2n—1)(2n-3)...3.2
‘ • "" • 2n T (2n) (2n— 2) T T (2n)(2n— 2) ...4.2

_ ( 1 22n—1 1 z2n-3 1 23 x\ 
Cn (,—1 2n—1 T C,—2 2n—3 1.3 i)

Deshalb erhält man

( dx / n=co \
(8.) / - —— = [ 1 + > c? K2n Jarcsinx
0 JV(1— 22) (1 — k2x2)*= " / 

________ • n=0

— V1 — x2 > c„k2nG„(x).

Von besonderem Interesse ist der Werth dieses Integrals, 
den man für x = 1 erhält und mit K bezeichnet. Es wird 
nämlich 

i 1-ß 
— ( dx T ( da (9.) K == / - ....  — = hm / -   

V(1 -—- 22) (1 -— k2x2) ^J V(1 — 22) (1 — k^x^

oder
(10.) x = 7[ + (4)2 + (1:8y»a + (4:3:8)7 +

Noch häufiger wird man durch Aufgaben aus der Geometrie, 
Physik und Mechanik auf elliptische Integrale zweiter Gattung 
geführt, die man auf die Normalform

/Vi— k2x2
J 71=22
( F

dx
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bringen kann. Hier wird nach dem binomischen Lehrsätze

(11.) V1 — ä2 = 1 — k?x2—0%4x4 — 00Z6x6------- ■

. 7222 7424 k^x^
= 1 — C1 —,------- C2 —9------- C3 — — **, 

oder - - - - - - - - n=c TAn^ln 

(12.)- - - - - - - - - - - V1—2-1— 202=1’ 
also 
,------- V1—12x2 _------1 n^ cj^n 22" 

‘ ’ V1—42 Vi—a? =2n— 1 V1—22 ’

Da diese Reihe zwischen den Grenzen 0 und x gleichmässig 
convergent ist, so erhält man

(14.)
(V1 — k3x2

J V1 — 22
0 ‘

"=o cnk2n f x^ndx
n=l 2n 1/Vi -- 22

also nach Formel Nr. 78 der Tabelle, nämlich nach Glei
chung (6.),

(15.)
“V1— aJ V1—x? c2nh211

dx = ( 1 — 2
\ 2n—1

arcsin a

________ I=C

+ V1 — a2 >
M=1

cnh2n 
2n—1

Gn^-

Für x = 1 ergiebt sich hieraus der Werth des Integrals,
den man mit E bezeichnet, nämlich

(15a.)
rV 1 — 7222 7 7 / n=co c^ \

= / —, ----- Cx = — (1 — 2 ------ - )• V1---x^ 2 "=1 2n---1/

=7(1—02—3 C22/4—5 C32K6 — •

Auf ein solches Integral wird man z. B. bei der Rectification 
der Ellipse
(16.) b^ + a^if — aW = 0
geführt (vgl. Aufgabe 2 in § 19). Aus Gleichung (16.) folgt nämlich
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(17.) 

also

(18.)

Setzt 
(19.) 
so wird

(20.) 

wobei die

dy  bz /ds^  at—-e222
dz aVa?—22 ‘ \dx) a\a- — 22) ’ 

  1 (dxV a4 — e222 
3 T aJ 7a2 =72 

o ‘ 
man jetzt 

x = at, e = ak,

(tV1 — k2t^ s = a /— -------—2 J V1— t2 o ‘

Bedingungen
(21.) t£1 und k<l 

wirklich erfüllt sind. Der Bogen 8 wird also, vom Factor a 
abgesehen, dem in Gleichung (15.) berechneten elliptischen 
Normalintegral zweiter Gattung gleich, nur muss man die Inte- 

grations -Veränderliche x mit t=7 vertauschen.

Die in den Gleichungen (8.), (10.), (15.) und (15a.) an
gegebenen Reihen convergiren nur langsam. Für die numerische 
Berechnung sind daher die folgenden Entwickelungen geeigneter. 
Es ist bekanntlich

cos"(£) + sin(“)- 1, 

also

C°S4 (5) + 2 cos2 (5) sine (|) + Sin4 (£) = 1, 

oder 
. i /c\ . •/c\ . sin?« (22.) cos4 (2 ) + sm4^-) = 1 2 •
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Daraus folgt

. e-2(pi

== cos4 + sin4 (-) + cos2

= 1 + 4sin2e(e2‘ — 2 + e-2Pf) = 1 — sin2e sin2g , 
oder
(23.) 1 — sin?usin?g =

C0S4|

Wenn a zwischen 0 und ~ liegt, so ist t 

dem ist der absolute Betrag von
e±2g>i _ cos (2^ ± i sin (2g)

<1; ausser-

cos2(2y) + sin2(2g) = 1; folglich kann man

. e+2pi
m

nach dem binomischen Lehrsätze entwickeln und erhält, wenn

man der Kürze wegen mit & bezeichnet,

&6e6opi + • • •,

(1 + 82e—2ypi)m a6e- 6qpi+ ... e

Indem man diese beiden Gleichungen mit einander multi- 
plicirt und dabei die Begeht anwendet, welche (in D.-R., §49 
und 135, vergl. auch D.-R., Formel Nr. 75 der Tabelle) für die 
Multiplication zweier unbedingt convergenten Leihen

Mo +u+u,+**: und co + v + €2 + • • • 
gegeben worden sind, so erhält man, weil

^.<pi + e-2spi — 2 cos(2g)
ist, die Gleichung
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(24.) (1 + e2e2«pi)" (1 4- ^e~2Viyn =

1 + (T) e ' 2 cos(2«) + e[(7) 2 cos(4^) + (T)

+ • *',
oder, wenn man die Glieder vereinigt, welche mit cos(2lg) multi- 
plicirt sind, und Gleichung (23.) beachtet,
(25.) (1 — sin’a sin?)" = A, + 24,cos(2«) + 24,cos(4gp)

+ 2Aacos(69) +.

Dabei wird, wenn man ()= 1 setzt.

(27.) A| = cost" (2)0 1)82 + (1)( 2 )e° + (2 )( 3 )e40 + ■ • ■

____  . /CT/m), /m\/m\ . , /m/m ,28.) A: = cos*"(2)(2)*+(1)(3)68+(2)(4)2+*

= cos4m

allgemein

(20.) A,=cos"(#)[(»)ev + ()(,” )ertt
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Wenn & = tg(5) hinreichend klein ist, so sind die Grössen

A durch stark convergente Reihen ausgedrückt.
Die durch Gleichung (25.) dargestellte Reihe ist gleich-

P
mässig convergent, so dass man J/(1 ■—sin2 « sin2g)m dg erhält, 

o 
indem man die einzelnen Glieder der Reihe integrirt. Dies giebt

(30.) /(1 — sin2« sin?g)m dtp =

Aogp + 4 sin(24) + 42 sin(4«p) + 43 sin(64) 4---- . 1 2 0

In dieser Formel sind auch die elliptischen Normalintegrale 
erster und zweiter Gattung als besondere Fälle enthalten. Setzt 
man nämlich
(31.) 
also

a = sin tp, k — sin«,

(32.)
so wird

da = cos g do, V1 — x2 = cos (p,

dx
JV (1—22) (1—■ 73x2) JV1 — sin2« sin2 = F(k, g)

und

(

C dq

(34.) V1—722
J 71=2

0

Zur Entwickelung des elliptischen Normalintegrals erster 
Gattung F^k^ g) hat man daher in den Gleichungen (24.) bis
(30.) m = — } zu setzen und erhält

(35.) O
/m\__ 1.3... (2n — 1)
\n) 2.4 . . . (2n) = —
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Setzt man in diesem Falle
A, — ao j A1 = — a1, A, = + a2, • • • An = (—• 1)"a,, 

so geht Gleichung (30.) über in

(36.) F^, «) = f d, . , • V1 •— sin’e sin"g

= «oy — " sin(24) + 5 sin(44p) — ~ sin(6y) ---------- , 

wobei nach Gleichung (26.) bis (29.), wenn man Co = 1 setzt, 

(37.) a =------ 1 — (1 + c,284 + c,?88 + cz%812 + ..)

n=co
= (1 + 82) > C„V‘, 

n=0

(38.) «1 = -1 (c,8? + c,c286 + C2C3£10 + • • •) 

™’(i)
n=c 

= (1 + 82) > C„C,+182+4", 
n=0

(3 9.) a2 = 1 - (c284 + c,c388 + C2c4812 + • • •) 
COS^Q)

n=c 
= (1 + 82) > C„©n+284+4n, 

n=0

Allgemein ist
n=0

(40.) a, = (1 + 82) 2 C„Cn+„e2v+4n.
n=0

Man braucht aber nur ao und a1 durch diese Reihen zu 
berechnen, denn aus der Gleichung

(41.) = a — 2a, cos(24) + 2a2COs(49) 
yi — sin2e sin2g

— 2azcOs(6g) 4---------  
folgt durch Differentiation
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. sin?« sing COSg , . - . (42.) = 4di sin(2g) — 8a2 sin(4g) V(1 — Sin-esin"g)3
+ 12aasin(6g) ------.

Wenn man beide Seiten dieser Gleichung mit 
. 2(1 — sin?c sin?c) 2 — sin2« + sin?« cos(2q)
(43.) -—sin?u—=-----------SÄ----------

2 - sin2« 
sin2c

+ cos(2g)

multiplicirt und der Kürze wegen

(44.)
2 — sin?« _ 1—8

sin2« — 282
setzt, so erhält man, weil 2sin(22g) cos(2«p) bekanntlich gleich 
sin(22 + 2)9 + sin(2z — 2)9 ist,

(45.) -—sin(2sp) — _4a,t + 4a2)sin(24p)
V1 •— sin?« sing

+ (241— 8a2§ + 6az) sin(4g)
— (402 — 12aas + 8a,) sin(6g)
+ (6a3 — 16a^ + 10as) sin(8g)
....... . ......................................................... •

Andererseits ergiebt sich, indem man Gleichung (41.) mit 
sin(2g) multiplicirt und die bekannte Formel

2sin(2g) cos(229) = sin(22 + 2)9 — sin(22 — 2)9 
anwendet, 
.(46.) , sin(2y) ag)sin(24) + (a3 — ai)sin(4y)

V1 — sin?« sin2g
—(a,—az)sin(6g)+(as—as)sin(8g)--- 1----- .

Aus der Vergleichung der Coefficienten in diesen beiden 
Entwickelungen von _i2)_ findet man 

V1 — sin2c sin2g 
a2 — a = -— 4ais + 442, 
a3 — «i = 2ai — 8d2s + 6a3,

a, — a2 = 402 — 12aas + 804, 
a5 — a = 6a3 — 16a4 + 10a5,
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folglich wird
3a2 = ^a^ — ao
543 = 8a25 — 3a,

(47.) 7a4 = 12a3s —■ 5a2
9a5 = 16a4s — 7as

allgemein erhält man also für ng 2
(48.) (2n — 1)a, = 4(n — 1)a,—it — (2n — 3)a,—2.

Zur Entwickelung des elliptischen Normalintegrals zweiter 
Gattung muss man, wie aus Gleichung (34.) hervorgeht, in den 
Gleichungen (24.) bis (30.) n=+ setzen und erhält

./m\ 1 (m‘ 1 C1 /m 1.3 C2(091)=2‘2)=2.4=4‘(3)=*2.4.6*76 

allgemein 
(50.) (")=(1)-1 —1. 
" 2/2n

Setzt man in diesem Falle
(51.) A—bo, Ai—+61, A2——62, A:=+ba, ...An — (—l)w 16,, 
so gehen die Gleichungen (25.) bis (30.) über in

(52.) V1 —sine sin2g = b + 2b, cos(2g) — 2b, cos(4g)
+ 2bacos(6g)----- --.,

(53.) E(h, 9) = /V1— sin?« sin2g . dg 
b 

= b^ + v sin (24) — 62 sin (44) + 63 sin(6y) — + . 
1 L o 

Dabei ist nach Gleichung (26.) 
(54) 6, = COS2Q)(1 +$+%*+%*+.) 

Man kann aber die Grösse bo auch durch a0 und di aus
drücken. Es ist nämlich nach den Gleichungen (37.) und (38.) 
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n=c / =0
(3 7a.) a = (1 + 82) > c?84n = (1 + 82)( 1+4 2 c2484n) ’ 

n=0 \ n=0 •
n=c

(3 8a.) a, = (1 + 82) 82 2 C„Cn+184n ;
n=0

ferner ist

(55.)

(56.) 2 — Z2 _ 2(1 + 84)
— (1 + 82)2

Daraus folgt

(57.) (2 — Z2)ao = —9 1+42 (4+i+ cn)e4n ,
LTSL n=0 - 
2:4 n=co 

(58.) K2a1 = ——, > 2C„Cn+q84n, 
-8 n=0 

also 
9n=0 

(59.) (2 — Z2)a, — ^at = - , 1+842 (cn — Cn-1)2a4n • 
1 + & L n=0 

Nun ist aber 

- - 2n — 1 Cn (60.) Cn+1 — 2n - 2©n; also Cn Cn+1 — 27 + 2 ’ 

deshalb geht Gleichung (59.) über in 
o - n=co ~ 2

(61.) (2 - ^a, - Z3a, = —2 1+ 2 79,192 a4n = 260.

Auch die anderen Coefficienten bi, 62, 63, ... kann man sehr 
einfach durch die Grössen ao, a1, a2,... ausdrücken. Durch 
Differentiation der Gleichung (52.) findet man nämlich 
_ sin+ sinq COSq , . . (62.)----- —=======-=-=---==== = — 461 sin(2g) + 8b, sin(4g) 

V 1 — sin2« sin2g 
— 12ba sin(6g) 4 ;

ausserdem folgt aus Gleichung (46.)

Kiepert, Integral -Rechnung. 20
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, - BAL OpLC COSC D-/
(63.) — —-- .9= = 9 [(d2 — do) sin(2g) — (az — «i) sin(4g)

+ (a, — a2) sin(6 gp)- • ], 
folglich erhält man
8b, = k\a^—a2), 1662 = k\ai — a3), 2463 = k\a^—-a4),..., 

allgemein
(64.) Snb, — K2(an—i an+1).

Setzt man also
ao — a2 = 22 . B^ 

allgemein
(65.)
so wird

«i—- 43 = 42. B2, a2 — a4 = 62 . B^,,

an—i ax+1 — (2n)2B,

7 k^ bi 
(66.) bv =2*By 2 b3_K2 P

3=2 B8‘
bn _K2 >
n 2 ‘2

folglich geht Gleichung (53.) über in

(67.) E(L, 9) =/V1 — sin?« sin2g . dg
0

Z2== boy +[B,sin(2g) — Basin(4g) + Basin(6g)------ • • •].

Von besonderem Interesse sind die Werthe der beiden Inte

grale F{k, g) und E(k, g) für g =, die man bezw. mit K und 

E bezeichnet. Nach den Gleichungen (36.), (53.) und (61.) wird

(68.)

(69.)

2

K= F(L, T)= A— de =
\ 2 / • V1 — sin2« sin2g 2

=%L(2—%2)d—La,].

Beispiel.
Die angeführten Reihen convergiren um so schlechter, je 

mehr sich l = sin« dem Werthe 1 nähert. Wenn also in dem 
folgenden Beispiele
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1 ___ 1/1___ 7.2 
(70.)________ k = 0,8 £ = 1, = 0,5 

gesetzt wird, so möge hervorgehoben werden, dass die Rechnung 
für kleinere Werthe von k noch einfacher wird. Hier erhält man

1 + 82 = 1,25
(1 + e?)e2 = 0,3125

e4 = 0,0625
88 — 0,0039 0625 

ferner ist

812 = 0,0002 4414
816 = 0,0000 1526
820 = 0,0000 0095 
a24 = 0,0000 0006;

Daraus folgt
(71.) a = (1 + 22) (1 + C1V + c^ H------) = 1,2702 4920,

C12 = 0,25 
ca? = 0,1406 25 
ca? = 0,0976 5625 
ca? = 0,0747 6807 
cz? = 0,0605 6214

C1C2 = 0,1875 
c2c3 = 0,1171 875 
Caca = 0,0854 4922 
c^ = 0,0672 9126 
C5co = 0,0555 1529 
Coc+ = 0,0472 5409.

(72.) a1 = (1 + 82) 82(c1 + C1C2 84 + c^ H------) = 0,1600 6202.
Aus den Gleichungen (47.), nämlich aus den Formeln

(73.) 3a2 — 448—ao, 5a3 == 8a2s —3a1, 7 a4 — 12aas — 5a2,...,
wobei

9_ 2 — 0,64 17
(71.) - — 42

ist, findet man
0,64 - 8

' a2 = 0,0300 9265 as = 0,0000 0386
a3 = 0,0062 7780 «9 = 0,0000 0091
a, = 0,0013 7439 a10 = 0,0000 0021

(75.) a5 = 0,0003 0941 a = 0,0000 0005
ag = 0,0000 7093 
a = 0,0000 1647

a12 = 0,0000 0001

Es darf nicht verschwiegen werden, dass man diese Werthe 
aus den Gleichungen (47.) nur dann findet, wenn man noch 
einige Decimalstellen mehr berücksichtigt. Bei derartigen recur- 

20*



308 § 52. Berechnung der elliptischen Normalintegrale.

rirenden Formeln werden nämlich die Fehler, welche durch die 
Vernachlässigung der folgenden Decimalstellen entstehen, im 
Allgemeinen bei jedem späteren Gliede grösser. Wenn z. B. 
die letzte Decimalstelle in do und a1 auch nur um 2 Einheiten 
unsicher ist, so wird in der Gleichung

3a2 = 4a1s — ao
a1 (und deshalb auch der Fehler von a1) mit 4g = 8,5 multi- 
plicirt, so dass 3a, um 19 Einheiten, a2 selbst um 13 Einheiten 
in der letzten Decimalstelle unsicher ist. Die Grösse a3 wird 
um etwa 23, ai um etwa 172 Einheiten unsicher. So steigert 
sich die Unsicherheit mit jedem späteren Gliede ausserordent
lich schnell, weshalb die vorstehenden Resultate nach Gleichung 
(40.), nämlich nach der Formel

n=co
ay = (1 + 82) 2 C„c,+n82v+4n

n==0

berechnet sind. Sodann findet man aus den Gleichungen
2ö0 = (2 -— 2)do —- R2a i — 1,36 . do — 0,64a, ,

4B1 :— ao — a2, IQB2 = a1 — «3, 36 B3 = a^ — «4, . . .
‘ bo = 0,8125 4961 B; = 0,0000 1303

B, = 0,3100 3914 B, = 0,0000 0203
(76.) B, = 0,0096 1151 B. = 0,0000 0034

B3 = 0,0007 9773 B, = 0,0000 0006
. Bi = 0,0000 9326 B^ = 0,0000 0001.

Daraus folgt dann

(77.) K= F(^, %) = dg = 1,9953 0278,

(78.) boz = 1,2763 4994.
X ’ 2/ 2 ’

Soll z. B. bei der Rectification der Ellipse mit den Halb-
axen

a = 10, 6 = 6
der Quadrant q berechnet werden, so erhält man e = 8, also 

e
= > = 0,8 und nach Gleichung (20.)
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— A2t2
(79.) q = a /— -----

J V1— 12 o ‘
12,763 4994.

Zur Prüfung dieses Resultates beachte man, dass der Quadrant 
des Kreises mit dem Halbmesser a gleich 15,7079 633, und der 
Quadrant des Kreises mit dem Halbmesser b gleich 9,4247 780 ist.

§ 58.
Differentiation der Integrale.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 152—154.) ?
Nach Formel Nr. 4 der Tabelle war ein bestimmtes Integral 

durch die Gleichung

(1.) F=ff^=f(b-)-f(a)
a

erklärt worden. Man kann daher F als eine Function von a 
und b betrachten und erhält

dF dF (2.) 60=—f(0), 6=70)

also
b

(3.) dF = dff\x)dx = —f\a)da + f^db. 
a

Ist die Function unter dem Integralzeichen äusser von x 
noch abhängig von einem variablen Parameter t, ist also

b

(4.) f\x) = g(x, t), F=fy(x, t)dx,
a

so ist auch das bestimmte Integral F eine Function von t. Die 
Integrationsgrenzen a und b seien zunächst unabhängig von t, 
dann wird F übergehen in F + JF, wenn t um ^t wächst, 
wobei

b 

(5.) F+ JF= Jy(x, t + dt)dx 
a 

ist. Aus den Gleichungen (4.) und (5.) folgt daher 
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b b 
(6.) d F = /y(x, t + At)dx—• J(f>(x, t^dx, 

a a 

b 
= / [g(x, t F ^^) — <p(x, ty\dx, a 

1) 
AF _ (q(x, t F^t) — q(x, t)

C* At TV At ’ 
a

folglich erhält man, wenn At verschwindend klein wird, 
b b 

(8.) "F= 0 /(z, t)dx = (Ogle, 6) dx. " ot Ot/Y J ot 
a a

Sind die Integrationsgrenzen a und b gleichfalls Functionen
von t, so wird nach D.-R., Formel Nr. 136 der Tabelle

dF _ dF da dF db dF
dt da dt * db dt T dt

mit Rücksicht auf die Gleichungen (2.) und (4.)

(9.)
oder

(10.)
a

/ x da db Fd(p(x, t) , = - ^ *> di + s(b, t) • Tt +/8‘ dz.

Ist F das unbestimmte Integral einer Differential-Function 
g(x, t)dx, welche noch einen variablen Parameter t enthält, so 
kann die Integrations - Constante C gleichfalls noch von dem 
Parameter t abhängig sein, so dass man erhält 

(11.) F= /(x, t)dx + y(t), 

wobei ip(t) eine ganz beliebige Function von t ist. Wächst t 
um dt, so geht F über in

(12.) F + dF = /(x, t + dt)dx + y(t + At); 

folglich wird
(13.) dF— /[tf)(x, t + d.i) — «p(x, t)]dx + ip{t + dt) — ip(t),
also
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. 4 \ OF t AF (Oq(x, t) 7 . .(14.) 8 = Jim A =J öt dr + • (6).
Da w(t) eine ganz beliebige Function von t ist, so gilt das

selbe von wp’(t), d. li. w‘(t) spielt auch in Gleichung (14.) die 
Rolle einer beliebigen Integrations-Constanten, so dass in Glei
chung (14.) der Satz ausgesprochen ist: Ein unbestimmtes Inte
gral icird nach einem variablen Parameter differentiirt, indem 
man die Function unter dem Integralzeichen nach diesem Para
meter differentiirt.

§ 54.
Berechnung der Werthe von einigen bestimmten Integralen.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 155, 155a und 156.)
Zur Berechnung eines bestimmten Integrals ist es nicht immer 

erforderlich, vorher das unbestimmte Integral zu ermitteln; es 
sind dabei vielmehr häufig Vereinfachungen möglich, wie man 
aus den folgenden Beispielen ersehen kann.

Nach Formel Nr. 71 der Tabelle ist . 
C 1 22 __1
cosAnadx = sinx — cos?n—la - —-------— cos2n—3x — • • •2n 2n {2n — 2) 

(2n—1) (2n— 3)...5.3
2n(2n — 2)... 6.4.2

COSx —
(2n—1)(2n—3)...5.3.1

2n(2n — 2) ... .6.4.2
x;

da nun
(2.)

ist, so
sind = 0, cos

(3.)

wird
2
/ , 7 (2n — 1) ^n — 3)... 5.3.1 n/cos xdx- 2n(2n— 2) . . . 6.4.2 2

In 
Tabelle,

o
ähnlicher Weise ergiebt sich aus Formel Nr. 74 der 
nämlich aus

(4.) Isiii^xdx = — cosz 1 sin?n—1 x +
J 2n

2n — 1--------------- gin2n—3
2n(2n — 2)

(2n — 1) (2n — 3) . . . 5.3 . '
+ 2^-2)...6.4.2 sine (2n—1)(2n—3)...5.3.1

2n {2n — 2)... 6.4.2

0
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das bestimmte Integral 

2 
- (• ,, , (2n — 1) (2n—3)... 5 3. 1 T (5.) (sin2nxdx = -—— — -——————— . — • 
0/ 2n (2n — 2) 6 . 4.2 2 

o
Die Formeln Nr. 71 und 74 der Tabelle, deren Herleitung 

immerhin mit einigen Schwierigkeiten verknüpft ist, braucht 
man aber gar nicht einmal zur Berechnung dieser bestimmten 
Integrale; man findet vielmehr weit einfacher aus Formel Nr. 70 
der Tabelle, nämlich aus
(6.) (cos2nedz = 1 cos^-^snur + 

/ 22 
2n — 1 / o ,—- ---- (cos2n—2c dx,21 /

das bestimmte Integral 

(7.)
2 2 
" 2n   1 
cosAnadx = ——— (cos2n—2xdx, 

2n J 
0 0 

weil das erste Glied auf der rechten Seite von Gleichung (6.) 
an der oberen und an der unteren Grenze verschwindet. Indem 
man n mit n — 1 vertauscht, geht Gleichung (7.) über in 

n a 
2 2 
P 22 3 / cos2n—2zdx =-   (cos?n—4a dx. 2n — 2y 

0 0 

In dieser Weise kann man fortfahren, bis man endlich die 
Formeln

(9.)

(10.)

erhält. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich dann wieder das
selbe Resultat wie in Gleichung (8.).
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Ebenso 
chungen

liefert die Formel Nr. 73 der Tabelle die Glei-

sin?nzdx = 2n — 1
22

2
/s in""—*, dx,

0

(12.) sin2n—2x dx =
2n — 3
2n — 2.

0

sin2n—4x dx.

(13.)

(14.) sin?x dx =

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich wieder dasselbe Resultat 
wie in Gleichung (5.).

Setzt man in Formel Nr. 70 der Tabelle m = 2n + 1, so 
erhält man

( 1 22 (°cos2n-zdz =--------- cos2nzsinx + -——/cos2n-adx
2n — 1 2 + 1

also

(16.)
2

- 22— (cos2n—edz.
2n — 1./

0

Ebenso wird

2
C , 2n --- 2 cosn—izdx = ------- -22 --- 1

cos2n-3x dx.

2

0

2

o

2

0 0

1 7
2 ' 2

0 0

2

0

2

00
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(18.)

folglich wird

2 2 I
2 ( 7 2.22 / COS’zdx = — / COS x dx = — sin x - 9 

. ^J 3 - Jo 3 
0 0 

(19.)
2 
/ 7 2n(2n — 2)4.2Jcosent’zdz=(2n+1)(2n—1)..5.3.1 

0

Ebenso findet man aus Formel Nr. 73 der Tabelle 

(20.)
2 

C • j 2n{^n — 2) ... 4.2J/sin?nttede = (2n+1)(2n—1)::.5.3.1
0

In ähnlicher Weise liefern die Formeln Nr. 124 und 127 der 
Tabelle, nämlich die Gleichungen

1
sinm—1x cosn-Hx

M --  1/. O 7--------/ Sin". cOS’adx,

—-— sinm+iz cosw-G m — n
n — 1

sin"x cosn- 2x dx,

2
ein einfaches Verfahren für die Berechnung vonJ sinme cOS"a dz. 

0
Aus Gleichung (21.) folgt nämlich, wenn m>1 ist, 

2 2 
/ M   ] / 

(23.) / sin”x COS’x dx = / sinm -^x COSM« dx. 
J m + nj 
0 . o 

Jenachdem m gerade oder ungerade ist, wird durch wieder
holte Anwendung dieser Vereinfachung das gesuchte Integral 

2 
schliesslich entweder auf das bereits ermittelte / cosna dx, 

0
oder auf
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_ / T cos"+Hz 1(24.) / cos’z sin a dx = — ---- - = ----—-j L n + 1 J 2—1
0 0

zurückgeführt.

Aus Gleichung (22.) folgt, wenn n > 1 ist,

2 2
sin”x cOSPadx —---- ----- / sin”x cOS”—2x dx. 

m — n .
0 0

Jenachdem n gerade oder ungerade ist, wird durch wieder
holte Anwendung dieser Gleichung das gesuchte Integral schliess- 

n 
2

lieh entweder auf das bereits ermittelte / sin’adx, oder auf 
b

- / • „ , "sinm-Hx(26.) / sin’x cos xdx =---------j _m — 1
0 0

zurückgeführt.

1
m — 1

Diese Resultate kann man auch zur Berechnung der Zahl

TU benutzen. Es ist nämlich für 0 & x = —

(27.) sin?n+ix $ sin?"x S sin2n-ix,
also nach den in § 48 ausgeführten Sätzen

(28.)

oder

2

J sin?n**z  dx 

o

In^n — 2) ...6.4.2

-Jsinnade <Jsin?nntede, 

0 o

(29.) 2n(2n — 2) ...4.2(2n—1)(2n—3) ...5.3.1 
(2n + 1) {^n — 1) . .. 5.3 " 2n(2n — 2)...6.4.2

TU
2

und

(30.)
(2w— 1)(2k— 3). . .5.3 . 1 TT {^n—2)(2n — 4)...4.2 

2 T (2n — 1)(2n — 3)...5.3
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Daraus folgt
( . 7 — 2 2 4 4 6 6 2n — 2 
(21 3 3 5 5 7 2n—1 

und
7 2 2 4 4 6 6 2n — 2

( •) 2 13 3 5 572n—1

2n 2n
2n — 1 2n + 1

2n
2n — 1

Die rechten Seiten dieser beiden Ungleichungen unterscheiden 

sich von einander nur durch den Factor -—-— 9 der sich für 
2n + 1 

unbegrenzt wachsendes n der Grenze 1 nähert, folglich ist 
7 . 2 2 4 4 6 6 2n— 2 2n (33.) — — hm     
2 n=c 1 3 3 5 5 7 2n—1 2n — 1

Diese Formel rührt von Wallis her und ist bereits vor 
Entdeckung der Differential- und Integral-Rechnung gefunden 
worden.

§ 55.
Berechnung bestimmter Integrale durch Differentiation.

(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 157 und 153.)
Aus Formel Nr. 21 der Tabelle, nämlich aus

folgt durch Vertauschung von a2 mit t

Indem man beide Seiten dieser Gleichung nach dem Para
meter t differentiirt und mit —1 multiplicirt, erhält man nach 
Formel Nr. 153 der Tabelle

(3.)
7T

2

Wenn man 
differentiirt und

beide Seiten dieser Gleichung nochmals nach t 
durch — 2 dividirt, so ergiebt sich



§ 55. Berechnung bestimmter Integrale durch Differentiation. 317

(4.) TU

2

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens findet man

C dx 1.3.5 1
(5.) J(a2 + t) 2.4.6 37/T 

o

(6.)

OO

/ dx _ 1.3.5... (2n — 3) 1 TT
J (P + t)n 2.4.6... (2n — 2) R—V/E 2

oder
OO

(6a.)
C dx _ 1.3.5 . .. (2^ — 3) 1 7

J(^ + x^n 2.4.6... (2n — 2) a?n—1 2 
0

Aus

(T-)
1

t. etx
folgt für positive Werthe von t

CO 

(8.) • fe~txdx = 1 •

0
Indem man beide Seiten dieser Gleichung nach dem Para

meter t differentiirt und mit — 1 multiplicirt, erhält man nach 
Formel Nr. 153 der Tabelle

CO 

(9.) Je— * xd, = 2 •

o 

und wenn man dieses Verfahren wiederholt,
OO

e~tx . x^dx == — ,
o

OO

e- tx . 23 dx — —th— , 
t4

o
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(12.)
CO

Je-t • xndx =

o

n!
gn+1

§56.
Darstellung der Coefficienten einer trigonometrischen 

Reihe.
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 159.)

Sind die beiden positiven ganzen Zahlen m und n von ein
ander verschieden, so wird

J/cos(m — n)x . dx = 

o

1.. \-------  sin(m — N)x — 0, M — 2 - v(1.)

(2.)
" 1 • - 
cOS(m + 2)2 . dx =  :  sin(m + n)x = 0.k / m—nJq 

o

Beachtet man die beiden bekannten Formeln 
/ cos(a — b) = cosa cosb + sin a sinb, 

(3.) I cos(a + b) = cosa cosb—sina sinb, 

so findet man durch Addition und Subtraction der Gleichungen 
(1.) und (2.) für m^n 

(4.) J'zos(mz) cos(n)dz = 0, 
o 

(5.) - jshi^mx^si^nx^dx = 0.

Dagegen geht Gleichung (1.) für m = n über in 

(la.) /cos(m—n)x . dx =jdx = I , 

o 0 

während Gleichung (2.) auch noch für m = n richtig bleibt; 
folglich wird für m = n > 1
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(6.)

(7.)

0
: / cos2 (nx)dx = — ,
0

/ sin(mx) sin(nx)dz = i sva? (nx)dx = —
0 0

Weiss man nun, dass sich f(x) in eine gleichmässig con- 
vergente Reihe von der Form 

(8.) f(x) =4a+ aCOSx + a,cos(2x) H----- - a„cos(nx) 4---- 
entwickeln lässt, so lange x zwischen 0 und T liegt, so kann 
man die Coefficienten ao, a1, a^ ... in folgender Weise bestimmen.

Multiplicirt man Gleichung (8.) mit dx und integrirt auf 
beiden Seiten zwischen den Grenzen 0 und 7, so erhält man, da 
die Reihe gleichmässig convergent ist und deshalb gliedweise 
integrirt werden darf,

f^dx = -
0 0

CoTU -—— oder
2

ao = 2/f(x)dx, 

o

denn/cos(nx)dx verschwindet für n>0. 
o

Seiten der Gleichung (8.) mit cos(nx)dx 
den Grenzen 0 und 7, so erhält man 
Gleichungen (4.) und (6.)

Multiplicirt man beide 

und integrirt zwischen 
mit Rücksicht auf die

(10.) f(x)cos(nx)dx = Cn
0

En o »
0

oder

(10a.) an = —Jf^COS^nx^dx. 

o

Hierbei ist f{x) eine periodische gerade Function, die sich 
gar nicht ändert, wenn man x mit —x, oder mit 27—x ver- 
tauscht, d. h.'es ist 
(11.) f^ — z) —f^— z) =f ;̂
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deshalb findet man aus Gleichung (9.) und (10a.), indem man 
die Int egrations-Veränderliche y nennt und dann y — ^n — x 
setzt,

o

n in
2 / 2/
7— y)de = 7 

in n 

2/ 2/ 
(13.) an = ~ lf{y)^{ny)dy = —7 /f(27 — x) cos(nx)dz

.0
in

— lf(x^) cos(nx)dx ; 

27

folglich ergiebt sich durch Addition der Gleichungen (9.) und 
(12.), bezw. der Gleichungen (10a.) und (13.)

in
(14.) a = = 

n J
0

in

Un —
7 J

0

Weiss man, dass sich f(x) in eine gleichmässig convergente 
Reihe von der Form

(15.) f{x} = bisinx 4- basin(2x) + • • • + bnsin(na) + *** 
entwickeln lässt, so lange x zwischen den Grenzen 0 und 7 liegt, 
so darf die Reihe gliedweise integrirt werden, und man erhält 
mit Rücksicht auf die Gleichungen (5.) und (7.)

(16.)
0

J(x)sin(na)d« = bnJ^w?[nx)dx = bn’ 2‘
o

oder

(16a.) 2 fb == lf(x)^iiL(nx)dx.
o

In diesem Falle ist f{x) eine periodische ungerade Function, 
die nur ihr Zeichen wechselt, wenn man x mit —x, oder mit 
27 — x vertauscht, d. h. es ist 
(17.) f(2n — x) =f(— x) = —fW-
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Deshalb findet man aus Gleichung (16a.), indem man die 
Integration-Veränderliche y nennt und dann y — ^n— x setzt,

also durch Addition zu Gleichung (16 a.)
2n

(19.) bn = 4/f(z)sin(n.z)dz.
o

Weiss man endlich, dass sich f(x) in eine gleichmässig 
convergente Reihe von der Form

(20.) f(x) = |a0 + aj cosx + a, cos(2x) + *
+ bisinx + ba sin(2x) +*** 

entwickeln lässt, so lange x zwischen den Grenzen 0 und 27 
liegt, so wird mit Rücksicht darauf, dass 

27 27 

(21.) 1/[sin(m+n)x+sin(m—n)a]dx=/sin(mx)cos(nx)dx = 0 
o 

ist, gleichviel ob m und n von einander verschieden sind oder 
nicht, 

2n 27 

(22.) an = — lf(x) cos(nz)dx, bn = — lf(x)sil\.(nx)dz. 
TU / 76 0 

o 0 

Dies giebt den Satz: In jeder trigonometrischen JIeihe 
n=c 

f (x) = }a + > | [an cos(nx) + bn sin(nx)] , 
n=1

xcelche in dem Intervalle von 0 bis 27 gleichmässig convergent 
ist^ haben die Coefficienten atl und bn die W erthe 

in . 2n 
an = — (ffi) cos(nz)dz, bn— —/f(x) sin(nz)dz. 

JC J76J 
o o

Kiepert, Integral - Rechnung. 21
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§ 57.
Berechnung bestimmter Integrale bei Anwendung mehr

deutiger Substitutionen.
b

Führt man in ein bestimmtes Integral /o(x)dx durch die
a

Substitution
(1.) V = ‘(x)
eine neue Integrations-Veränderliche y ein, so muss man auch 
die Integrationsgrenzen ändern, und zwar ist in dem vorliegenden 
Falle die untere Grenze v(a) und die obere y(b). Bei der 
Ausrechnung ist aber noch besondere Vorsicht erforderlich, wenn 
die Gleichung (1.) in Bezug auf x mehrdeutig ist. Ein einfaches 
Beispiel möge zeigen, wie bei solchen mehrdeutigen Substitutionen 
leicht Fehler entstehen.

Es ist

7 7 (2.) / (x2 — 6x + 13)dx = [3x3 — 3x2 + 13x] = 48.
i 1

Wendet man dagegen die Substitution 
(3.) y = a? — 6x + 13 
an, so wird y = 8 für x = 1 und y = 20 für x = 7. Da nun 

(4.) 2=3 + Vy — 4 also d= + —dy  7 2Vy—4 

ist, so wird man geneigt sein, entweder 
7 20 

(5.) /(x2 — 62 + i^dx =+1 / y^y -, 
J 2. Vy — 4 

oder 
7 20 

(6.) /(2—6 + 13) =} /dy— 

zu setzen. Thatsächlich sind aber die Gleichungen (5.) und (6.) 
beide unrichtig^ wie man schon daraus erkennt, dass
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, 1 / ydy
F2/Vy—4 ± I[(y + 8)Vy — 42’= = 89

ist, während das gesuchte Integral nach Gleichung (2.) den 
Werth 48 hat.

Zur Lösung des Widerspruches beachte man, dass nach 
Gleichung (4.) zu jedem Werthe von y zwei Werthe von x ge
hören, von denen der eine, nämlich 
(8.) x=3+Vy—4 
immer grösser als 3 ist, während der andere, nämlich
(9.) z = 3—Vy—4

immer kleiner als 3 ist. Diesen beiden verschiedenen Werthen 
von x, welche zu demselben Werthe von y gehören, entsprechen 
die beiden verschiedenen Werthe von dx, und zwar erkennt man 
aus den Gleichungen (4.), dass den Werthen von x, welche 
grösser als 3 sind,

(10.) , dudx == — —- . —
2Vy— 4

zugeordnet werden muss, während den Werthen von x, welche 
kleiner als 3 sind, der Werth

(11.) dx — — dy
^fy — ^

entspricht. Dieses Verhalten muss bei der Umformung des ge
suchten Integrals berücksichtigt werden, weil der Werth x = 3 
zwischenher Grenzen 1 und 7 liegt. Es kommen deshalb bei 
der Berechnung des gesuchten Integrals Werthe von x vor, welche 
kleiner als 3 sind, und ausserdem auch solche, welche grösser 
als 3 sind, so dass man nicht durchweg denselben Werth von 
dx benutzen darf. Man muss vielmehr das gesuchte Integral in 
zwei andere Integrale zerlegen, indem man

7 37

(12.) /(x2 — 6x+13)dx = fix1—6x+13)dx+/(x2 — 6x+13)dx
i i 3 

setzt. Bei dem ersten Integrale auf der rechten Seite dieser 
Gleichung ist x A 3, folglich muss man bei diesem

21*
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, dy dx = . • 
2Vy— 4 

setzen. Bei dem zweiten Integrale ist x e 3, folglich muss man 
dabei

setzen. Da nun noch y = 4 wird für x = 3, so erhält man
3

(13.) /x2 — 6r + 13)dx =
4 8

i / y^y i _ 1 / y^y
2/ Vy — 4 2/ Vy— 4

7 20
(14.) /(z2 — 6z + 13)dz =+1 /Jd

3 4 ‘?•

Durch Addition dieser beiden Gleichungen ergiebt sich

(15.) /{x2 — 6z + 13)dz = )
8 20

ydy 1 / ydy
d^y-^

Nun ist nach den Ausführungen in § 47
8 8

(16.) 1/d—=}lm/d
2 J V y — 4 2 a—oj V y — 4 

4 ‘ • 4+a • 

= 1 lim [y + ^Vy — 4_= 1 [G + 8) Vy - 4)3 = 32 ’ 
• a=0 fT« • 4o 

20 20 
. 1 ( ydy 1 .. ( ydy

(17.) - / — ===== = lim —
2 J V y — 4 2 a=0) V y — 4 

4 ‘ • 4+a • 

= 1 lim [v + 8) Vy — 4”p = 1 Ry + ^Vy — 4= 112 ;

man erhält also in Uebereinstimmung mit Gleichung (2.)
7

(18.) (x2 — 62 + 13)dx =+ , = 48.
1
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Um die vorstehende Untersuchung auf graphischem Wege 
zu veranschaulichen, sei in Figur 103 die Curve gezeichnet, 
welche der Substitutions- Gleichung
(19.) y = 22 — 6x + 13 Fig. 103.*)
entspricht. Für alle Werthe 
von x, welche kleiner als 3 sind, 
fällt die Curve, folglich ist 
dy für diese Werthe von z 
dx
negativ. Für alle Werthe von 
x dagegen, welche grösser als 
3 sind, steigt die Curve, folg
lich ist dy für diese Werthe 

dx
von x positiv. Deshalb darf man 
nicht in dem ganzen Intervalle 
von c = 1 bis x == 7 die Grösse 

dy 
dx

mit demselben Vorzeichen nehmen; es gilt vielmehr für alle 
Werthe von x = 1 bis x = 3 das untere Zeichen und für alle 
Werthe von x = 3 bis x = 7 das obere Zeichen.

Aus Figur 103 erkennt man auch leicht, weshalb die Glei
chungen (5.) und (6.) fehlerhaft sind.

Das gesuchte Integral giebt nämlich den Flächeninhalt der 
Figur 

7 7
(20.) AXABBY = fydx =f(x2 —- 6x + 13)dx, 

i i
während

(2D)

*) Um Platz zu sparen, sind in der Figur alle Ordinaten um die 
Hälfte verkürzt, d. h. die gezeichnete Curve entspricht der Gleichung

2y = 22 — 6x + 13.

und
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i

—i

+1

—i

2 — 6x + 13)dx = — D^DAAi

sein würde. Die ganze Fläche AYABB{ erhält man aus

1 (dV_ nur dadurch, dass man y von AA=8 bis T, T = 42/Vy—4
abnehmen und dann von T T = 4 bis BYB = 20 zunehmen lässt.

Um den allgemeinen Fall zu behandeln, nehme man an, 
b

dass in dem Integral/y[y(x)]dx statt der Integrations-Ver- 
a

änderlichen x durch die Gleichung
(23.) y = y(x)
die neue Integrations -Veränderliche y substituirt werde. Ist nun 
die Curve, welche der Gleichung (23.) entspricht, durch die 
Figur 104 dargestellt, so hat y zwischen den Grenzen a und 
b für
(24.) x = g — OG^, x = h = OH-^ x = k = OK

Maxima bezw. Minima. 
Es werden also zwischen 
den Grenzen x = g und 
x = h diejenigen Werthe 
von y^ welche zwischen 
den Grenzen x = a = OAi 
und a = g vorkommen, 
wenigstens theilweise wie
derkehren. Ebenso wer
den zwischen den Grenzen 
x — h und x =k diejenigen 

Werthe, welche zwischen den Grenzen z = g und x — k vor- 
kommen, wenigstens theilweise wiederkehren. U. s. w. Es haben 
z. B. die 4 Punkte D, E, F und J, welche in den 4 von ein
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ander unterschiedenen Intervallen liegen, gleiche Ordinaten y, 
obgleich die zugehörigen Abscissen x von einander verschieden 
sind; d. h. die Gleichung (23.) hat, wenn man sie nach x auf
löst, für die betrachteten Werthe von y mehrere Wurzeln. In 
Figur 104 ist z. B. die Zahl dieser Wurzeln gleich 4. Bezeichnet 
man diese Wurzeln mit fi(y), f^y\ f?,(y\ f^), ist also
(25.)
(26.)
(27.)
(28.)

x — f^ zwischen den Grenzen x — a und x — g,
«=f(y) „ „ „ z=g „ z=h,
z =.f^y) „ „ „ x — h „ x k,
x ==fa(y) „ „ „ x — k „ x — b.

so muss man dem entsprechend das gesuchte Integral in 4 Inte
grale zerlegen, indem man

b g 7

(29.) /[v(x)]dx = /[v(x)]dx +/[y(x)]dx +
a a g

k &

/[y(x)]dx +/[y(x)]dx 
h k

setzt. Dadurch erhält man nach Einführung der neuen Inte- 
grations -Veränderlichen y

(30.)
9 ^(g)

J[y(x)]dz =/p(y) -f^Wy^ [nach Gl. (25.)]
a v(a)

(31.)
h w(h)

J[y(x)]dx =f^y) -f^Wy^ [nach gi. (26.)]
g ^{g}

(32.)
k v(k)

/p[y(x)]dz =/p(y) 'fsWh [nach Gl. (27.)]
h v(h)

(33.)
& v(b)

J/p[y(x)]dx =f^y) -f^Wy^ [nach gl (28.)]
k v(k)

das gesuchte Integral wird daher

(34.)
b "(9) ‘Ch)

fcp^^dx =/p(y) .fi^dy +/(y) . f(y)dy
a y(a) ^g}

v() . 10)
+/(y) -f^Wy +/(y) -fdWy. 

v(h) v(k)
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AB (Fig. 105) mit der Gleichung 
Fig. 105.

§ 58.
Messungsmethoden zur Berechnung bestimmter Integrale.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 160 und 161.)
Soll der Flächeninhalt F = AiABBi einer ebenen Figur 

berechnet werden, welche oben wieder durch den Curvenbogen

(1.) y=f\^, 
unten von der X-Axe, links 
und rechts von den Ordinaten 
x = a und x = b begrenzt 
wird, so kann man

h
(2.) F= A.ABB, =Jj\x)dx 

a
näherungsweise auch durch 
lineare Messungen finden.

Man braucht dann die Function

(3.) /H = ff\x)dx

gar nicht zu bestimmen, ja es braucht nicht einmal die Function 
y = f^x) bekannt zu sein.

Theilt man nämlich die Strecke Ar Bi in n gleiche Theile 
h und legt durch die Theilpunkte Parallele zur Y-Axe, so wird 
die Figur in n schmale Streifen zerlegt. Diese Streifen kann 
man näherungsweise als Paralleltrapeze betrachten, indem man 
die einzelnen Curvenbogen durch gerade Linien ersetzt. Dies 
giebt, wenn man
(4.) f‘{a) = yo , f\a + h) = yr, f\a + 2h) = y^ . . .

f\a + nh} =f\b) = yn 
setzt,

(5.) AiACCi = — (Jo + y^), CiCWi =—(yi-j-^2),

DiDEEi = 4 (y2 + y^, .. . N,NBB, = —^yn—1 + yn), 

also
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(6.) AtABB^ —ff\x)dx =0 (Y0+2y1 + 2y2 +------ - 2yn^ + yn)

= h [f1^ + ^f\a + %) + ^\a + 2h) +-------F ^f\b -Z) +f(6)] •

Je grösser die Anzahl n der Streifen wird, um so genauer 
wird das Resultat; wächst n in’s Unendliche, so wird der ge
fundene Ausdruck dem gesuchten Integral, bezw. dem gesuchten 
Flächeninhalt sogar genau gleich.

Beispiel.
Es sei

1
°dx i n
1+22 = [arctg^o = arctgl = 4 •

0

Für n = 8, 1= wird in diesem Falle

=l (ro)+37 () +*G)++ 3 () +")] • 
oder, da f\x) = 1 4 43 ist,

1/ 128 128 128 128 128 128 128 1\ 
"F 4165 T 6 8 T 7 3 T 8 0 T 8 9 1001132) 

_1328 32232832 1. 4 *65177315 892511318

Nun ist
1 : 4 = 0,25

32 : 65 = 0,4923 0769 
8:17 = 0,4705 8824 

32:73 = 0,4383 5616 
2:5 = 0,4

32 : 89 = 0,3595 5056
8 : 25 = 0,32

32 : 113 = 0,2831 8584
1:8 =0,125;

folglich erhält man näherungsweise
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7 = 3,1389 88-19.
Der gefundene Werth ist also um 0,0026 0416 kleiner als 

der wahre Werth der Zahl
7 = 3,1415 9265.

Bei dem angegebenen Verfahren ist an die Stelle des 
Curvenbogens AB ein der Curve eingeschriebenes Polygon ge
treten. Man kann mit gleichem Rechte auch ein der Curve 
umschriebenes Polygon in Betracht ziehen, indem man in den 
Punkten C, E, G ... (Fig. 105) an die Curve Tangenten legt 
und z. B. die beiden Streifen AACC, und ClCDDl durch das 
Paralleltrapez AA’D’Di (Fig. 106) ersetzt. Dabei wird

(8.) AtA‘ + Dt!)' = 2C1C=2f‘(a+h), 
also
(9.) A.A'D'D. = 2h .f\a + %).

Ebenso findet man für die beiden 
folgenden Streifen den Näherungswerth 
(10.) 2h .f\a -j- 37), 
u. S. W.

Unter der Voraussetzung, dass die Anzahl der Streifen eine 
gerade ist — sie heisse jetzt 2n —, findet man daher für den 
Flächeninhalt der ganzen Figur den Näherungswerth 
(11.) F= 2h[f\a + h) +f\a + Sh) + Vf\b — )] 

= 2h{yt + Y3 — Y5 + ***+ Y21—1) , 
wo wieder

f\a + h) = y, f\cb + Sh) = ya, f\a + bh) = Js, . . .
f‘ [a + (2n — 1)7] —f'^ — h) = y^n-i 

gesetzt ist.
Zu bemerken ist dabei, dass die Tangenten in den Punkten 

C und E (Fig. 105) die Ordinate DD im Allgemeinen nicht 
genau in demselben Punkte D‘ treffen werden, so dass die Figur, 
deren Flächeninhalt durch Gleichung (11.) berechnet worden 
ist, von dem umschriebenen Polygon sich um eine kleine Grösse 
unterscheidet.
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Beispiel.
Es möge auch diese letzte Formel auf die Berechnung der 

Zahl 7 angewendet werden, wenn man wieder von Gleichung 
(7.) ausgeht. In diesem Falle sei die Anzahl der Streifen

2n = 16, also =4, 

dann wird

7 — C dx _ ,1/3_ _ ,1/15)
4 J 1 + a2 82 16// 16/T T/\16)]’ 

0 
_ 128 128 128 128 128 128 128 128 

"=2577265" 2 81 T 305 T 33 7 T 3 7 7 T 425 T 4 81 ' 

Nun ist
128 : 257 = 0,4980 5447
128 : 265 = 0,4830 1887
128 : 281 = 0,4555 1601
128 : 305 = 0,4196 7213
128 : 337 = 0,3798 2196
128 : 377 = 0,3395 2255
128 : 425 = 0,3011 7647
128 : 481 = 0,2661 1227;

folglich erhält man näherungsweise
z = 3,1428 9473.

Der gefundene Werth ist also um 0,0013 0208 grösser als 
der wahre Werth der Zahl

n = 3,1415 9265.
Der Fehler ist in diesem Falle etwa halb so gross wie bei 

der vorhergehenden Methode.
Diese zweite Methode wird auch bei anderen Anwendungen 

in der Regel genauere Resultate liefern als die erste, ohne dass 
man mehr einzelne Glieder zu berechnen braucht, weil sich im 
Allgemeinen die Tangenten einer Curve enger anschmiegen als 
die Sehnen. Von diesem Umstande wird in dem folgenden Para
graphen Vortheil gezogen werden.
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§ 59.
Simpson’sche Regel.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 162 und 163.)
Es möge wieder eine Figur begrenzt sein oben durch den 

Curvenbogen AB mit der Gleichung
(1.) y=fH
unten durch die X-Axe, links und rechts durch die Ordinaten 
x = a und x — b (vergl. Figur 105); die Strecke A|Bi sei in 
2n gleiche Theile von der Länge h, und die Figur selbst sei 
durch die Ordinaten yb Y2, Y3, ... Y2n—1 in 2n Streifen zerlegt. Ver
einigt man zunächst je 2 benachbarte Streifen, so dass man 
thatsächlich nur noch n Doppelstreifen hat, und ersetzt die be
grenzenden Curvenbögen durch die zugehörigen Sehnen, so findet 
man aus Formel Nr. 160 der Tabelle für den gesuchten Flächen
inhalt, indem man h mit 2h vertauscht, den angenäherten Werth 
(2.) Fi =A[ f*(a)+2f"(a+21)+2f"(a+47)+----- +2f*(8—21)+f*(8)].

Ersetzt man dagegen bei den Doppelstreifen die Curven
bögen bezw. durch die Tangenten, welche in den Endpunkten 
der Ordinaten Yi,Y3,y5... Y21—1 an die Curve gelegt sind, so 
erhält man nach Formel Nr. 161 der Tabelle den angenäherten 
Werth
(3.) F —Fh[f"(a+ 1)Ff\a + 3/)Ff‘(a+ bh) + • Ff‘f—1)].

Ist der begrenzende Curvenbogen AB zwischen A und B 
nach oben convex, so ist F kleiner als der gesuchte Flächen
inhalt

(4.) F = Jf(f)dx,
a

und F ist grösser als F; es ist also
(5.) Fi<F<F2.

Ist dagegen der begrenzende Curvenbogen AB zwischen A 
und B nach oben concav, so wird
(6.) F>F> F.
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In beiden Fällen ist F ein Mittelwerth zwischen F und 
F2, so dass die Grösse v, welche durch die Gleichung

(7.)
F - F
F. — F

erklärt wird, immer positiv ist, und zwar wird v für hinreichend 
grosse Werthe von n in der Regel grösser als 1 sein, weil sich 
die Tangenten enger an die Curve anschmiegen als die Sehnen. 
Aus Gleichung (7.) ergiebt sich sodann

(8.) P_ A+oF .
1 + V

Bei der angenäherten Berechnung der Zahl 7 im vorher
gehenden Paragraphen war z. B. F— F etwa doppelt so gross 
wie F — F. Setzt man daher in den Gleichungen (7.) und (8.) 
v = 2, so erhält man durch die Formel
— oF, F + 2F, 
(9. "= 1+0 -  3 

eine noch stärkere Annäherung an den wirklichen Werth des 
bestimmten Integrals. Dies giebt, wenn man die Werthe von 
F und F in Gleichung (9.) einsetzt,
(10.) F=lLf- (a) + 4f‘(a + %) + 2f (a + 27) + 4f‘(a + 37) + 2f\a + 47)

+*+ 2^(3 _ 24) + - h) +/‘(6)] , 
oder

(11.) F==(y.+4y1+2y2+4y3+2y4 +*-• —2Y2n-2—4y2n- 1+Y2n).

Für die Zahl 7 erhält man daher unter Benutzung der im 
vorigen Paragraphen gefundenen Resultate

7 = ) (3,1389 88 49 + 6,2857 8946) = 3,1415 9265.

Der gefundene Werth stimmt also bis auf 8 Decimaistellen 
genau mit dem wahren Werthe von 7 überein.

Die in den Gleichungen (10.) und (11.) enthaltene Formel, 
welche unter dem Namen „ Simpson'Aq Regel“ bekannt ist, 
giebt nicht nur für die Berechnung der Zahl z sehr genaue 
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Werthe, sondern auch für die Berechnung von anderen bestimmten 
Integralen, wenn man nur die Zahl n gross genug macht. Bei 
dem ersten, in § 58 angewendeten Näherungsverfahren wurde 
die begrenzende Curve durch gerade Linien mit der Gleichung 

y = ax — b

ersetzt, wobei die Constanten a und b so bestimmt werden 
können, dass jede dieser Geraden durch zwei benachbarte Punkte 
der Curve hindurchgeht. Auf die Simpson'sehe Pegel dagegen 
wird man geführt, indem man bei der Berechnung der Doppel
streifen die einzelnen Curvenbögen durch passend gewählte 
Parabelbögen ersetzt, welche sich der Curve sehr eng an
schliessen. Dies geschieht in folgender Weise.

Fig. io-. Die Gleichung
X (12.) y = ax1 + bx + c

stellt, was auch die Constanten Coefficien- 
7 ten a, b, c sein mögen, eine Parabel dar,

deren Axe zur Y-Axe parallel ist. Ueber 
 0 —— X die Coefficienten a, b, c kann man nun so 

verfügen, dass die Parabel durch die drei 
Punkte A, C, D (Fig. 107) mit den Coordinaten (—h, yQ\ (0, y{\ 
(+ h, y^ hindurchgeht, indem man die Gleichungen

( Yo = ah2 — bh — c, 

(13.) y=c, 
y^ = ah2 + bh + c 

befriedigt. Daraus ergiebt sich

(14.) a = 2)2 (y. — 2y. + y-2\ b = 2— y. + y2\ c = y.,

so dass Gleichung (12.) übergeht in

(15.) y = [(Jo — 2y, + y^)X2 + h{— y0 + 92)2 + 2h?y1] • .

Der Flächeninhalt der Figur A|ADDi wird daher 
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h

(16.) A^ADDi =Ji/dx

1 r 23 x1 +h
2/2 (Yo — 2y1 + y^ + "(— Vo + y^-^ + 2h‘yix,

2= 72 (Jo
13 n h

Yi + y^) 3 + ^y^ = 3 {y^ + 4yi + y^-

Da bei einer beliebigen Parallelverschiebung der Y-Axe 
sich weder die Länge der Ordinaten y0, xj^ y^ .. .y^n noch die 
Grösse h ändert, so kann man in ähnlicher Weise den Flächen
inhalt der sämmtlichen Doppelstreifen (in Figur 105) berechnen 
und findet dafür bezw.

4 (yo+4y,+y2), 3 (y:+4y,+ya), • • 3(2n—2+4y2„—1+y:„);

dabei hat man die einzelnen Curvenbögen durch Parabelbögen 
ersetzt, welche durch je 3 auf einander folgende Punkte der 
begrenzenden Curve AB hindurchgehen. Für den Flächeninhalt 
der ganzen Figur erhält man dann den angenäherten Werth

A(17.) F= — (Yo — 4y i + 2y2 + 4y3 + 2Y4 +----+ 2y2n—2 + 4y2n-1+y^,

ein Ausdruck, welcher mit Gleichung (11.), d. h. mit der Simp- 
son’schen Regel genau übereinstimmt.

Um sich darüber Rechenschaft zu geben, wie genau die 
durch Anwendung der Simpson’schen Regel gefundenen Resultate 
sind, diene die folgende Betrachtung. Entwickelt man

(18.) 4 (Jo + ^y^ + y^) = 4 [f‘(a) + ^f\a + %) Ff'^p + 21)]

nach steigenden Potenzen von h, so erhält man durch Anwendung 
der Taylor’schen Reihe

7 473
(19.) ö (yo+4y, +y^) = 2h . f‘(a) + 2/2 -f“^ + *f(a) +

278 5wxa)+5//a)+....
Andererseits ist nach der Taylor’schen Reihe
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a+lh

(20.) /f‘(x)dz ~f{a + 2h) -^f^
2h 412 813 , 16h4 \«) + —f )(a)

32/5 .51/(a) + • • •,
folglich 

(21.)

wird
7 a+2h , -

- (yo + 4y1 + y^ —ff\x)dx = —.

Man erkennt daraus, dass der Unterschied zwischen dem 
Näherungswerth, den die Simpson'sche Regel liefert, und dem 
wahren Werthe des Integrals mit h zugleich unendlich klein wird 
von ^fünften Ordnung.

Für n Doppelstreifen ist daher der Unterschied etwa n-mal 
so gross, folglich wird der gesammte Fehler, da ^nh = b — a ist, 

gleich einem Mittel werthe von/(5^), multiplicirt mit (b —a)h .
Es war bei Herleitung der Näherungsformeln in diesem und 

dem vorhergehenden Paragraphen bisher die Voraussetzung ge
macht worden, dass der begrenzende Curvenbogen AB über der 
X-Axe liegt; es gelten aber noch dieselben Schlüsse auch dann, 
wenn der Bogen AB unter der X-Axe liegt, es wird dann aber 
der Werth des bestimmten Integrals negativ. Die Formeln 
bleiben sogar noch richtig, wenn die Curve theilweise über, theil
weise unter der X-Axe liegt, wie aus der Zerlegung des be
stimmten Integrals hervorgeht.

Ebenso ist es nicht nothwendig, dass der Bogen AB in 
seiner ganzen Ausdehnung nach oben convex oder nach oben 
concav ist. Es wird aber zweckmässig sein, durch die Ordinaten 
der Wendepunkte, welche zwischen A und B möglicher Weise 
vorhanden sind, die Figur (bezw. das bestimmte Integral) zu 
zerlegen.

Das Verfahren, durch welches die Simpson'sehe Regel zu
letzt hergeleitet worden ist, lässt sich noch verallgemeinern, 
indem man die Figur in -Iw Streifen von gleicher Breite h zer
legt und in der Gleichung
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(22.) y = ax4 + aqx3 + a^ — a^x — a4
die 5 Constanten Coefficienten a, a1, a^ a^ a4 so bestimmt, dass die 
neue Curve mit dem Curvenbogen AB (Fig. 105) 5 auf einander 
folgende Punkte, z. B. die 5 Punkte A, C, D, B, F gemeinschaft
lich hat. Auf diese Weise erhält man eine Curve, welche sich 
der gegebenen Curve längs des Bogens ACDEF im Allgemeinen 
noch enger anschliesst. Deshalb findet man dann auch bei der 
Berechnung des. Inhaltes der Fläche AlAFFl noch genauere 
Resultate als durch die bisherigen Methoden, wenn man die ge
gebene Curve durch die der Gleichung (22.) entsprechende er
setzt.

Aehnlich wie bei der Simpson1 sehen Regel findet man dann 
für den Näherungswerth den Ausdruck

2Är
(28.) F= — (7yo + 32y1 + 12y2 + 32^» + 7ya) 0 L

+ (lyt + 82J/5 + 12y. + 32y1 + 7y±)

+ • .................................................
+ (7yan—4+ 82ya—s+ 12y.-- 2 + 32J.—1 + 7ya) '

Auch hier kann man sich über die Genauigkeit der gefun
denen 
Reihe

(24.)

Resultate durch die Entwickelung nach der Taylor sehen 
Rechenschaft geben, denn es ist

9l
F = —(7yo — 32y, — 12y2 + 32^3 + 7yt) 0

= — 7f\a) + 32 f\a + h) + 12f‘(a + 2h)

+ 32f*(a + 3/) + 7f\a + 47)

2073 2974
= 41f‘(a) + 8h?f"(a) + 2af‘(a) + 24 f()(a)

, 128h5. . , 256/6,. , , 88h1 ',,+ —f«)(a) + —=f)(a) + “f)(a) + • • •. 1o U 4 6

Kiepert, Integral - Rechnung. 22
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Andererseits ist

(25.)
d—4h
/f‘(x)dz = f(a + 4%) —f(a)

a

2073 2074= ^f{a) + 8h‘f"(a)+ "f(a) + 2f(@)(a)

folglich

(26.)

_ 128/5
T 15

wird

256/6
45

1024/7 - . ,
315 f(a) +*,

u^-Ml

( Q77F— f(a)dz="f((a) + ... .

Der Unterschied zwischen dem Näherungswerthe und dem 
wahren Werthe des Integrals wird also für je 4 Streifen von 
der Breite h mit h zugleich unendlich klein von der siebenten 
Ordnung.

Für alle ^n Streifen wird demnach der Unterschied etwa 
n-mal so gross. Der gesammte Fehler wird also, da 

^.nh — b — a
ist, gleich einem Mittelwerth von f()(x), multiplicirt mit

2(6 — a)78
945 ’

In dieser Weise kann man fortfahren und die einzelnen 
Theile des Curvenbogens AB durch Curvenbögen mit der 
Gleichung

(27.) y = ax?" + ax2m—1 + agx?m-2 ++ a—1 z + a? 
ersetzen, welche durch je 2m + 1 auf einander folgende Punkte 
der gegebenen Curve hindurchgehen.

Es ist dabei noch zu bemerken, dass die Genauigkeit im 
Allgemeinen keine grössere wird, wenn man die Gleichung (27.) 
mit der Gleichung

(28.) y = ax?m+1 + aa?m + aga2»-1 + • • • + aza + a?m+1 
vertauscht und die 2m + 2 Coefficienten a, a, a,... a2m+1 so
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bestimmt, dass die entsprechende Curve durch 2m + 2 auf ein
ander folgende Punkte der gegebenen Curve hindurch geht. Der 
Grund dafür liegt darin, dass bei dem Integral 

+k
22m—2

(29.) Iydz = a
• L 2m — 2
—k

~2m—1
— C1 —---------2m + 1 ’m

—k

/ J^lm-\-l 72m—1
= 2 ( a1 - - - + a3 —------ -  + * * " + a2m+1%\ 2m — 1 2m •— 1 ,

der Coefficient a von a2m+1 in dem Endresultat überhaupt nicht 
mehr vorkommt.

§ 60.
Uebungs-Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll mit Anwendung der Simpson^ch&ü 
Regel 

2

(1.) 12=/dz

berechnen.

Auflösung. Es sei 2n = 10, also h = —, dann wird 

(2.) 12 = 1 [/'(l) + 4f‘(1,1) + 2/'(l,2) + ■ • • + 4/-(l,9)+/(2)]

_1/4020_4020 40_20_40_204010\
=30 T 1112 1 13141516 17181920)°

Nun ist
1:30 = 0,0333 3333 
4:33 = 0,1212 1212 
2:36 = 0,0555 5556 
4:39 = 0,1025 6410
2 : 42 = 0,0476 1905
4 : 45 = 0,0888 8889
2:48 = 0,0416 6667
4:51 = 0,0784 3137 
2:54 = 0,0370 3704 
4:57 = 0,0701 7544 
1:60 = 0,0166 6667;

22*



340 § 60. Simpson’sehe Regel; Uebungs -Beispiele.

folglich findet man für 12 den Näherungswerth 0.6931 5024, der 
sich von dem wahren Werthe, nämlich von

12 = 0,6931 4718
nur um 0,0000 0306 unterscheidet.

2(Co
Berechnet man 12 = / — nach der zweiten Methode, also nach J a i

Formel Nr. 163 der Tabelle, indem man 12 Intervalle annimmt, 
so wird 

(3.) 4 = 12, 1=1,
also

(4.) F= — (7yo + 32y1 + 12y2 + 32y3 — 14y4 + 32^5

+ 12^6 + 32y1 + 14^8 + 32yg + 12y10 + 32ya + 7912) 
1 / 384 144 384 168 384 144 

- 2707 * 13 *14 * 15 16 17 1 18 
. 384 . 168 , 384 144 384 7\ 
*191 20 “21 “ 22 123 72)

Nun ist
7=7

384 : 13 = 29,538 461 538 5
144: 14= 10,285 714 285 7
384 : 15 = 25,6
168 : 16 = 10,5
384 : 17 = 22,588 235 294 1
144 : 18 = 8
384:19 = 20,210 526 315 8
168:20 = 8,4
384 : 21 = 18,285 714 285 7
144 : 22 = 6,545 454 545 5
384 : 23 = 16,695 652 173 9

7 : 2 = 3,5
folglich erhält man für 12 den Näherungswerth
(5.) F= 187,149 758 439 2 : 270

= 0,693 147 253 5,
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der sich von 
12 = 0,693 147 180 6

nur um
(6.) F—12 = 0,000 000 072 9 
unterscheidet.

Aufgabe 2. Man soll die Zahl 7 durch Anwendung der 
Simpson'schexi Regel aus der Gleichung 

0,5
. / dx r -0,5 n 
(7. = arc sm x = —

7 JV1— x2 0 6 
0 

berechnen.
Auflösung. Für 2n = 8, also h = 1 erhält man 

(8.) - = ^-(0) + af()+ • • • +4" (%)+/(%) 

_ 1/ 64 32 64 32 | 64 32 
- 8 “V255V252 V247V240V231V220 

+ 64 । 16_), 
V207 V192/

oder
6 1 , V16320 , V112 , V15808 , V15 

" = 8 * 255 * 42 * 247 * 15
V14784 V220 V1472 V3 

T 231 T 55 T 69 T 12 
Nun ist 

1:8= 0,125 
V16320 : 255 = 0,5009 7943 

}/112 : 42 = 0,2519 7631 
V15808 : 247 = 0,5090 2781

V15 : 15 = 0,2581 9889 
1/14784 : 231 = 0,5263 6135

V220 : 55 = 0,2696 7995
V1472 : 69 = 0,5560 3844

V3: 12 = 0,1443 375 7;
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folglich erhält man für die Zahl 7 den Näherungs werth 
3,1415 9975, der sich von dem wahren Werthe, nämlich von

T = 3,1415 9265

nur um die Grösse 0,000 0710 unterscheidet.

Aufgabe 3. Von einer Ellipse b2x2 + a2y2 = aW mit den 
Halbaxen a =6, 5 = 4 soll man das Flächenstück Q1PP2Q2 
berechnen (Fig. 108), wenn OQ1 =— 1 und 0Q2 = + 5 ist.

Fig. 108. Auflösung. Aus der Gleichung 
der Ellipse folgt

7 9
(10.)y=aVd— «=3V36—x3, 

so dass man für den gesuchten 
Flächeninhalt 

erhält. Nach der Simpson’schen Regel wird daher für 2n = 12, 
h =}

(12.) F= 2 • 1 (135 + 4 V35,75 + 2 V36 + 4 V35,75
3 6

+ 2 V35 + 4 V33,75 + 2 V 3 2 + 4 V29,75
+ 2 V27 + 4 V2:3,75 + 2 V20 + 4 V15,75+yn).

Nun ist
2736 = 2.6 = 12,0000 000 

8]/3Ä75 =1/2288 = 47,8330 430 

3735 = V315 = 17,7482 3 93 

4V33,75 = V540 = 23,237 9 001 

2132 = V128 = 11,313 7 085 

4V29,75 = 1/476 = 21,8174 242 

2727 = V108 = 10,3923 048 



§ 60. Simpson’ sehe Regel; Uebungs -Beispiele. 343

4723,75 = V380 = 19,49 35 88 7 
2V20 = V80 = 8,9442 719 

4V15,75 = V252 = 15,8 745 079
Vil = 3,3166 248; 

man erhält daher für F den Näherungswerth 
(13.) 191,9716 132 : 9 = 21,3301 7924.

Den wahren Werth von F findet man aus
5

(14.) F=^-fdzV36—22 = —x2 + 18 arcsin

= 3(5V11 + V35) + 12 arc sin(z)

Dabei ist (vergl. Aufgabe 4 in § 11)

“111 = 5,527 708
3

1
6arc sin

3V35 = 1,972 027

12arcsinQ^ = 11,821 327

12arc sin(1) = 2,009 377

also
(15.) F= 21,330 439.

Der durch die Anwendung der Simpson’schen Eegel ge
fundene Werth ist also um 0,000 260 zu klein.

Aufgabe 4. In einer Ellipse 
(16.) 6222 + a^y^ = a^b2 
seien die beiden Halbaxen 
(17.) a = 10 und b = 6; • 
m an soll die Länge des Bogens / 
BP bestimmen, wenn OQ — 
gleich 8 ist. \

Auflösung. Aus Gleichung 
(16.) folgt 

(Fig. 109) mit der Gleichung 
Fig. 109.
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dy_ b2e (ds^__ a^y2 + b^z- _  a4 — e2x2 
dx a-y' \dx) aty? a”(a2—2?) 

In dem vorliegenden Falle ist also 
8______ ___________________  

(19.)___________ s = BP = [dx}l 10000 — 6422 .
J y 100(100 — x2)

Deshalb erhält man durch Anwendung der Simpson’schen 
Regel für 2n = 8, h = 1

(20.)
1/, , ,1/9936 , /9744 , /9424
3 V 9900 V 9600 V 9100

। /8976 , +/8400 , /7696 , 11/6 8 64 +/5904)
— 2 1/------ — 4 /------- ---  2 ------ — 41/------- — 1/------ // 8400 " V 7500 V 6400 " V 5100 / 3600/

Nun ist
1 = 1,0000 0000

4V9936 : V9900 = V48576 : 55 = 4,0072 6612

2V9744 : V9600 = V406 : 10 = 2,0149 4417
4V9424 : V9100 = V 3430336 : 455 = 4,0705 8600
2V8976 :V8400 = V20944 : 70 = 2,0674 3457
4V8400 : V7500 = V448 : 5 = 4,2332 0210
277696 : V6400 = V481 : 10 = 2,1931 7122
4V6864 : V5100 = V 155584 : 85 = 4,6404 8678

1/5904 : V3600 = V41 : 5 = 1,2806 2485;
folglich findet man 
werth

für die Bogenlänge -BP den Näherungs-

(21.) S = 25,5077 1581 : 3 = 8,5025 7194.

Soll der Quadrant der Ellipse, nämlich

(22.)
io ______________

C 1/10000—64x2
J CT/ 100(100 — 22)

berechnet werden, so würde die Rechnung auf Schwierigkeiten 
stossen, weil
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r 10000— 64x2
• ") F / 100(100 — =%)

für x = 10 unendlich gross wird. Um auch in diesem Falle die
10 

angenäherte Berechnung von Jf^x^dx auszuführen, mache man 
8

y zur Integrations-Veränderlichen, indem man 

(23.) y = 1100—2, oder x = LY36—y

setzt. Dies giebt (Fig. 109)

. / 5ydy 7 +/1296+64y2 (24.) dx — . • • , ds = — dy / —  • , ‘ 3V36 — y Y 36(36 — y^ 
io o   

(25.) PA=/"()dr =-/1/82s.+1s%1 

8 3,6 
3,6

_/4y/324+ 16y2.
Wendet man auf die Berechnung dieses Integrals die Simp- 

son’sche Regel an, indem man 2n = 4, also h = 0,9 setzt, so 
erhält man

(n) PA=0,a(1+1/83: +2/W2+1/5+Y5)
Nun ist

0,3 = 0,3000 0000

1,2 . V 416 : V391 = V 234224,64 : 391 = 1,2377 6880 

0,6 . V 116 : V91 = V3800,16 : 91 = 0,67 74 2239

1,2 . V544 : V319 = ]/ 249891,84 : 319 = 1,5670 5902 

0,3. V41: V16 = V3,69: 4 = 0,4802 3432; 
folglich erhält man für PA den Näherungswerth 
(27.) PA = 4,2624 8453,
so dass man mit Rücksicht auf Gleichung (17.) für den ganzen 
Ellipsenquadranten
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(2 8.) BPA ={= 12,7650 5647 
erhält. Durch wirkliche Berechnung des elliptischen Integrals 
hatte man auf Seite 309 in § 52 für denselben Ellipsenquadranten 
(29.) q = 12,763 4994 
gefunden, so dass das durch Anwendung der Simpson’schen 
Regel berechnete Resultat um 0,0015 571 d. h. um 0,0001 2200 
der Bogenlänge zu gross ist.

Wenn man für die Zahl n noch grössere Werthe wählt, so 
werden die Resultate natürlich genauer.

§ 6D 
Gauss’sche Quadratur.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 164 und 165.)

Nach der Simpson’schen Regel (Formel Nr. 162 der Tabelle) 
ist näherungsweise

(1.) F= “f‘(e)dz = h [f"(a) + tf\a + 7) +f\a + 27)
+f‘(a + 27) + ^f‘{a + 37) ~^~f\a + 47) 
+............................*........................................
+f‘(6—21) + 4f‘(b — ) +/'(&)]

= " (J o + ^y i + ^y^ + 4J3 + 2y4 H------- F 2/2,42 + 4J2.—1 +J2„).

Auch bei dem in Formel Nr. 163 angegebenen Näherungs- 
werthe hatte F die Form
(2.) F— h^c^yQ + Ciyi + c^y-i ++ Can an), 
wobei Co, q, c2, ... cin passend gewählte Zahlcoefficienten und 
y^^ y^ y2, . • .y^n Ordinaten der Curve 
(3-) y =f() 
sind, welche gleichen Abstand von einander haben. Eine noch 
stärkere Annäherung bei gleicher, oder sogar noch kleinerer Anzahl 
von Ordinaten erhält man, wenn man den Ordinaten nicht die 
Beschränkung auferlegt, dass sie gleichen Abstand von einander 
haben, sondern wenn man dieselben passend auswählt.
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Handelt es sich z. B. um den Doppelstreifen 
c+h

(4.) jf\^)^ =f( + 1) -f( — 1)

C—h
= 2 1f‘(c) + 4f"(c) + Cf(5)(c) +., 

so mögen in dem Ausdruck 
(5.) F = h[cif\c— ch) + oaf"(e + 87)]
die 4 Grössen C1, C2, «, ß so bestimmt werden, dass in der 
Entwickelung von F nach steigenden Potenzen von h, also in

12
(6.) F = (cj + c^hf\c) + (— qa + c^) 11f"(c)

7,3 74
+ {c^ + C282), f‘(c) + (— Cl«3 + C2ß3) 4f()(c)

+ {c^ + C2 ß4) 41f (c) + •' •
möglichst viele Glieder mit der in Gleichung (4.) gegebenen 
Entwickelung übereinstimmen. Zunächst folgt aus den Glei
chungen
(7.) — c« + c2ß = 0, oder q« = C2ß
und 
(8.) — ei«3 + ©283 = 0, oder cac3 = c,83, 
dass
(9.) 82 = a?, oder =*«.

Wäre ß = — a, so würden die beiden Ordinaten f\c—ab) 
und f\c + ßh) zusammenfallen; damit man zwei verschiedene 
Ordinaten erhält, muss man also in Gleichung (9.) das obere 
Vorzeichen wählen. Daraus folgt dann 
(10.) C1 = C2, 
so dass die Gleichungen (5.) und (6.) übergehen in 
(11.) F = cxh[f\c — ah) +f\c + ah)]

- 73 75 -= 2chf"(c) + oc?21f"(c) + Ci«4 4!f0)(c) +*
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Jetzt sind nur noch die beiden Grössen C1 und & zu be
stimmen, dass

(12.) 

wird.

(13.)

= 2 [^'Q + 3/21f"(0) + 9l215t%(e) +]
Es ist daher

(14.)
c+h

jf\x)dx — F 
c—h

h5
135

Indem man in Gleichung (13.) für c die Werthe c—a-\-h, 
a + 3h, ... b — h einsetzt und die daraus sich ergebenden Aus-

drücke addirt, findet man für ff‘(x)dx den Näherungswerth

+r(-3*3)+s(—33)]-
In dieser Formel braucht man 2n Ordinaten und erhält 

eine etwas stärkere Annäherung als bei der Simpson^dX^ 
Regel unter Benutzung von 2n + 1 Ordinaten. Da nämlich Inh 
gleich b — a ist, so wird der Fehler bei dieser Formel nach 
Gleichung (14.) gleich einem Mittelwerth von f^(p\ multiplicirt 
. (b — a)h4mit —270—; er verhält sich also zum Fehler bei der Simp- 

son’schen Regel etwa wie 2 zu 3.



§ 61. Gauss’sche Quadratur. 349

Durch die Einführung der Irrationalität V 3 wird die 
Rechnung im Allgemeinen nicht erschwert. Wenn z. B. f\x) 
eine rationale Function von x ist, so wird die Summe

•V3/ J

rational. Die Rechnung wird dann sogar noch einfacher als 
bei Anwendung der Simpson’schen Regel, wie das folgende Bei
spiel zeigen möge.

Aufgabe. Es soll wieder
2

12 = /dz

1

berechnet werden unter Anwendung von 10 Ordinaten.
Auflösung. In diesem Falle ist h = 0,1 und 
r=o,[r@mVy)+/("#Vh)+/("=V9)

/39+V3\ __,, /45—V3\ /45+V3\ 
T 30 30 30 )

_ f /51—V3\ , f. /51+V3\ , f. /57—V3\ 
J \ 30 ) J \ 30 \ 3Ö ) 

+@6T#"3)

oder da f\x) = — ist,

3 ( 1 + 1 )+( 1 + 1 
-33— V3 33+V3/ 39— V3 39+V3

+ ( 1 + 1 ) + ( 1 _ 1 
45— V3 45+V3 51—V3 51+V3 

/ 1 1 — ( — 4 — ) 
\57 — V3 57+V 3/

33 39 45 51 57
181 253 T 3 3 7 T 433 T 5 41 ’ 
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Nun ist
33 : 181 = 0,182 320 442 0
39 : 253 = 0,154 150 197 6
45 : 337 = 0,133 531 157 3
51 : 433 = 0,117 782 909 9
57 : 541 = 0,105 360 443 6, 

also
(17.) P= 0,693 145 150 4

= 12 — 0,000 002 030 2.

Der Fehler ist also kleiner als bei Anwendung der Simp- 
son’schen Regel mit 11 Ordinaten.

Auch dieses Verfahren lässt sich verallgemeinern, indem 
man
(18.) F, = hcr [f\c — alt) + f\c + ah}] + hc2[f\c — ßh}

+f‘(c + ß^S] 
73= 2[(1 + c^hf\c} + (cic? + Czß2) 21f""(c)

+ (ca + Czß*) 41 f() + (Cl«6 + Czß°) 6!f"(e)

7,9 - +(c1a8+c2 88) Lf0(c) +--

setzt und die 4 Grössen C1, C2, a, ß so bestimmt, dass mög
lichst viele Glieder dieser Entwickelung mit den entsprechenden 
Gliedern in der Entwickelung von

c+^h 

(19.) Jf\x}dx —f(c + 27) —f( — 2h} 

c—2h

V2h . . , 873 .. . ( .128h7 .
= 211/ ^ + 3! / "(c) + 5!/ (o) + 7! "(c)

übereinstimmen. Dies giebt die Gleichungen 

(20.) c, + c2 = 2,
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(21.) ca«? + c282 =8 ,

(22.) 32c^ — C2ß4 = — ,

(23.) 6 , p 128C^ + Czß= 7

Eliminirt man aus den Gleichungen (20.) und (21.), (21.) 
und (22.), (22.) und (23.) die Grösse C1, so erhält man

(24.) cz(a2 —82) = 2(c—7),

(25.) c^ — 82) = 8 (——=) = 282( a2 - I) ,

—=)=882(——=),

also

Dies giebt

4 /c2 4 /c2 43) =4(5 7):(3— 5)*

oder
(28.) 35a4 — 120«2 + 48 = 0,

96, _ 6 0 ±V1920 412 ± 1,6730
(40) « - 85 7

Da die Gleichungen (20.) bis (23.) sich nicht ändern, wenn 
man C1 mit C2 und « mit ß vertauscht, so genügt ß derselben 
Gleichung (28.) wie a; es sei deshalb

(30.) «2=7(3 — 0,4V30), B2= 7 (3 + 0,4 V30).

Dann folgt aus Gleichung (24.)

(31.)
_ 2(3a2 — 4) _ 8(9 —1,2^30 —7) _ _ 1 

C2 — 3(2 — 82) — — 3.3,2730 - 18 

(32.) 0,=330—8) =1+18 V30.
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Es ist daher 

(33.) n-(+ lvsy[r@- *V3v?4VS5,)

+/(+*VSv"*2)]

+ (1 —Ivso)[y ( - *V3:730,)

4,(0 + 2V3+04V30),] .
V V 7 / -

79
Der Coefficient von 0, in der Entwickelung von F2 wird 

dabei

cre® + oß® =(*)[(1 + |V30)(3 — 0,4V30)
+(1 —Vso)(3 + 0,4V30)]

_ 512.5,16 
- 49

Deshalb wird
c+2h
/, — /512h9 512.5,16h°\(34.) J"‘()d—B=(9!----------- 8149 ) f0(C) +*

C—2h = 10,24/0 
138 915’ •

Bezeichnet man
f‘[a + (4m — 2 — «)h] mit ym^ i,
f‘[a + (4m — 2 + a)h\ mit yr^ 2, 
f[a + (4m — 2 — ß)h] mit ym,3, 
f‘[a + (4m — 2 +.ß)A] mit ym^,

so erhält man für das gesuchte Integral ff\x)dx den Nähe- 

rungswerth
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(35.) F= hc^y^x + 91,2) + (y2, i + 92,2) — **+ (Yn,1 + yn,2)] 

+ hcz[(Y1,3 + 91,4) + (92,3 + 32,4) + * +(yn,3 + yn,4)].

Da hierbei ^nh = b — a ist, so wird, wenn man mit ® eine 
Grösse zwischen 0 und 1 bezeichnet, der Fehler
(36.) jroy - r-281,8218"g"ya + 918 _ aM.

a
er wird also mit h zugleich unendlich klein von der achten 
Ordnung.

Die folgende Aufgabe möge zeigen, wie bei den Anwen
dungen häufig die in «, ß, C1, C2 enthaltenen Irrationalitäten 
vermieden werden können, weil in dem Endresultat nur die 
symmetrischen Functionen von «2 und 82 auftreten. Nach Glei
chung (28.) wird aber

(37.) w3+p=120, «39* = 48.

2

Aufgabe. Man soll wieder 12 = /“ unter Benutzung von

12 Ordinaten berechnen.

Auflösung. Hier ist

1=1 1

also, wenn man der Kürze wegen 12c mit k bezeichnet,

12 12

f,(F — ßh) +.f\c + ßh) =

12c — a 12c + a
12 , 12

24k
k2 — a2 ‘

24%
12c —^ 12 c+ ^ k2 — ^

Deshalb wird mit Rücksicht auf die Gleichungen (31.) 
und (32.)

Kiepert, Integral - Rechnung. 23
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(38.) c^f^c — ah) +f‘(c + ah)] + c^f'^c — ßh) +f\c+ ßh)]
487 / 382—4 3u2—4\

- B(u2 — 32) \ h^ — a^ T 72 — 32)

_ 16/[— 3(a4 — 84) + (372 + 4) («2 — 82)]
- (c2 — 32)144 — (a2 + 32)72 + a^ß^]

_ 167 — 3(a2 + 82) + 372 +4]_ 16/(10572 — 220)
k^ — («2 + 32)12 + a^ß^ ~ 35/4 — 120/2 + 48 ’

Wenn man in diesem Ausdruck für k = 12c die drei 
Werthe

12(1+2/0 = 14, 12(1 + 6Ä) = 18, 12(1 + 107) = 22 
einsetzt, so erhält man bezw.

C1(91,1 + 91,2) + C2(91,3 + 31,4) =10 321 ’
i'25 350

C1(92,1 + 32,2) + C2(92,3 + 32 4) — 9467 ’ 
139 150 

C1(33,1 + y^ + C2(y3,3 + Y3,4) = 7

Indem man diese Werthe in Gleichung (35.) einsetzt, findet 
man 
(40.) 1 /35 630 25 350 139 150\ 
" • =1210 321 T 9 467 T 63 6017

Nun ist
35 630 : 10 321 = 3,452 184 865 808
25 350 : 9 467 = 2,677 722 615 401 

139 150 : 63 601 = 2,187 858 681 467, 
folglich wird
(41.) F= 8,317 766 162 676 : 12

= 0,693 147 180 223
= 12 — 0,000 000 000 337.

Man erhält also durch dieses Verfahren eine ausserordent
lich starke Annäherung.

Noch stärker wird die Annäherung, wenn man in den 
Gleichungen
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(42.)
c+Zh

lf\x)dx = f{c + 3h) ---f(c ---- 37)

c—3h

und
(43.) F = hc^f'^c — ab) + f\c + ah)] + hc^f'^c — ßh)

+f\o + 87)] + hicaLf"( — 71) + f© + 71)] 
die rechten Seiten nach steigenden Potenzen von h entwickelt 
und die 6 Grössen cb €2, C3, «, ß, 7 so bestimmt, dass in beiden 
Entwickelungen die Coefficienten von h, h3, h5, 17, h^, hn mit 
einander übereinstimmen. Der Fehler wird dann mit h zugleich 
unendlich klein von der 13ten Ordnung.

In dieser Weise kann man das Verfahren noch beliebig 
weiter fortsetzen.

23



XL Abschnitt.

Kubatur der Körper und Complanation 
der krummen Oberflächen, Mehrfache Integrale.

§ 62.
Kubatur der Körper durch Anwendung einfacher Integrale.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 166.)
Es war bereits in Abschnitt III gezeigt worden, wie man 

das Volumen eines Rotationskörpers berechnen kann. Es wurde 
damals der Körper durch Schnitte, senkrecht zur Rotations-Axe 
in unendlich viele, unendlich dünne Schichten zerlegt, die man 
unter Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung 
als Kreiscylinder betrachten darf. Ist z. B. die den Körper be
grenzende Fläche durch Rotation der Curve 
(1.) V =f^ 
um die X-Axe entstanden, so ist die Grundfläche eines solchen 
Cylinders ein Kreis mit dem Halbmesser y und dem Flächen
inhalte y1™. Da der Cylinder die Höhe dx hat, so wird das 
Volumen einer solchen unendlich dünnen Schicht 
(2.) d V = y^ndx^ 
also das Volumen des ganzen Rotationskörpers

(3.) V = %fy-dx, 

wie bereits in Formel Nr. 96 der Tabelle angegeben ist.

Ein ähnliches Verfahren kann man auch für die Berechnung 
des Volumens bei anderen Körpern an wenden. Man theilt die
selben in unendlich viele, unendlich dünne Schichten durch 
Schnitte, welche zur X-Axe senkrecht stehen, und summirt die 
V olumina dieser einzelnen Schichten.
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Zur Berechnung des Volumens der einzelnen Schichten muss 
zunächst der Flächeninhalt der einzelnen Schnitte als stetige 
Function- von x bekannt sein, wobei x = OQ, der Abstand
des betreffenden Schnittes von der YZ-Ebene ist (Fig 110.) Es 
sei also F(x) der Flächeninhalt eines solchen Schnittes, welcher in 
F^x — Ax) übergeht, wenn 
x um dx = QQ1 wächst, 
d. h. wenn der Schnitt 
durch den Punkt Q1 der 
X-Axe gelegt wird.

Legt man durch die 
Umgrenzungen der beiden 
Schnitte F(x) und F(x+Ax) 
Parallele zur X-Axe, so 
werden die beiden Um- 

grenzungscurven der 
Schnitte in die YZ-Ebene

Fig. 110.

projicirt. In Figur 111 sei z. B. 
die Curve ABCJEFGK die 
Projection von F(x), und die 
Curve ALCDEMGH die Pro
jection von F(x + Ax). Die bei
den Figuren haben das Stück 
AL CJEMGK gemeinschaftlich; 
dieses Stück muss man um 
(4.) a, = ABCLund «2 = EFGM 
vermehren, damit man F(x) er
hält, während man 

Fig. 111.

(4a.) Bi = GHAK und ß2 = CDEJ 
hinzufügen muss, damit man F(x + Ax) erhält.

Denselben Schluss wird man auch allgemein ausführen 
können. Die Projectionen der beiden Schnitte werden ein 
Flächenstück
(5.) F(x) — « = F(x + Ax) — ß 
gemeinschaftlich haben, wenn man mit & und ß die Summe der 
kleinen Flächenstücke bezeichnet, welche das gemeinsame Stück 
bezw. zu F(x) und F(x + Ax) ergänzen. In Figur 111 ist z. B.
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a = E1 + «2 Ulld ß = ß+ ß2.
Dabei sind « und ß kleine Grössen, welche mit dx zugleich 

verschwindend klein werden, weil Fix) als eine stetige Function 
von x vorausgesetzt worden ist.

Bezeichnet man das Volumen der dünnen Schicht mit AV, 
so wird dV im Allgemeinen grösser sein als ein Cylinder, 
welcher F(x) —« zur Grundfläche und Ax zur Höhe hat. 
Dagegen wird A V im Allgemeinen kleiner sein als ein Cylinder, 
welcher F(x) + ß = Fix + Ax) + a zur Grundfläche und Ax zur 
Höhe hat, d. h. es wird im Allgemeinen 
(6.) [F(x) '— «]dx SAVs [F(x) + (^Ax 
sein. Dies giebt 
(7.) F()-s4‘=Fe)+8, 

oder, wenn man Ax verschwindend klein werden lässt,

(8.) F()= = F(x),

«1

Wie bereits hervorgehoben wurde, gelten die Schlüsse nur 
im Allgemeinen. Die krumme Fläche, welche die betrachtete 
Schicht begrenzt, kann möglicher Weise zwischen den beiden 
Schnitten Fix) und F(x + Ax) solche Einbiegungen oder Aus
biegungen haben, dass der Cylinder mit der Grundfläche 
F(x) — « und der Höhe Ax nicht ganz innerhalb der Schicht 
AV liegt, oder dass der Cylinder mit der Grundfläche Fix) + ß 
und der Höhe Ax die Schicht AV nicht vollständig einschliesst. 

In diesem Falle lege man durch 
eine Gerade g, welche zur X-Axe 
parallel ist und die Schicht durch
bohrt, eine beliebige Ebene QPPiQi 
(Fig. 112). Diese Ebene sei auf der 
einen Seite durch die Gerade g be
grenzt und schneide die Figuren 
Fix) und Fix + Ax) bezw. in den 
Geraden QP und QP. Die be
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grenzende Fläche schneide sie in dem Curvenbogen PP, welcher 
in den Punkten P% und P, bezw. den kleinsten und den grössten 
Abstand von der Geraden g haben möge. Dreht sich nun die 
Ebene QPRQ1 um die Gerade g, so beschreiben die Punkte 
Pk und Pg auf der begrenzenden krummen Fläche zwei Curven, 
deren Projectionen in die TZ-Ebene jetzt mit F(x) — a und 
F(x) + ß bezeichnet werden mögen. Dann wird wieder

[F(x) — a]dx SA7S [F(x) + B]dx,
F{x) -= 47 = F(x) + B, 

also, weil für verschwindend kleine Werthe von Ax die Punkte 
Pk und Pg mit P zusammenfallen, so dass c und ß verschwin
dend klein werden,

re)sZST(e); 
dies giebt wieder

dV
dx

ai
In dieser strengeren Herleitung ist der zuerst behandelte, 

am häufigsten vorkommende Fall eingeschlossen.
Die Berechnung des Volumens der Körper nennt man vKu- 

batur der KörpeP1".
§ 63.

Uebungs-Beispiele.
Aufgabe 1. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 

welcher von dem elliptischen Paraboloid mit der Gleichung 
(1.) y2 + a%22 = 2px Fis. 113.
und von der Ebene mit der Gleichung 
x = c eingeschlossen ist (Fig. 113).

Auflösung. Jeder Schnitt senk
recht zur X-Axe schneidet aus der 
Fläche eine Ellipse mit der Gleichung

und mit den Halbaxen
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a, = V 2px , bt = 1 Y2px 

aus. Der Flächeninhalt dieser Ellipse ist bekanntlich

(3.) F(z) = a,b,7 = 2p2 7, 
"7 C 1

folglich findet man für das Volumen des Körpers

(4.) V^fF^d^^f^^^]^^-J aj a - 10 a 
o o

Aufgabe 2. Man soll das Volumen des dreiaxigen Ellipsoids 
,2 4/2 42 (5.) =-—*=1 

: • a2 T 62 Tc2 

berechnen.
Auflösung. Auch hier ist jeder Schnitt, senkrecht zur X-Axe,

eine Ellipse mit der Gleichung 
(6.) %2+*=0, oder

und mit den Halbaxen

c^y2 a^z2
b^a2—^ T c2(^^ 22)

(7.) a,=ya==?, b, = y a?—22,
C C

folglich ist der Flächeninhalt dieser Ellipse 
bc

(8.) F(x) — a,b17 = “ (a2 — x2)7.

Das Volumen des Ellipsoids wird daher
—a —a 

(9.) V =/F(x) dx + “C /(a — x^dx

—a —a

bcn[ x3n+a ben (2a^ 2cd\ ^abcn 
= ald" a203 + 3) —■

Aufgabe 3. Man soll das Volumen des Körpers berechnen, 
welcher von der Fläche 4ten Grades 
(10.) cdy2 + 2222 = b^x2 
und den beiden Ebenen 
(11.) z = 0 und x=a
eingeschlossen wird. Die durch Gleichung (10.) dargestellte 
Fläche heisst: ^Conocuneus von y^allid‘l‘.
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Auflösung. Die Schnitte, senkrecht zur X-Axe, sind wieder 
Ellipsen mit der Gleichung

und mit den Halbaxen

(13.) a1 = —• > bi — b,C 
folglich wird der Flächeninhalt eines solchen Schnittes 
(14.) P(e) = aibrn - B347 •

Das Volumen des oben beschriebenen Körpers wird daher

(15.)

Gleichzeitig gewinnt man aus dieser Untersuchung Auskunft 
über die Gestalt der Fläche.

Aus Gleichung (10.) ergiebt sich zunächst, dass die Coor- 
dinaten-Ebenen Symmetrie-Ebenen der Fläche sind, und aus 
Gleichung (12.) erkennt man, dass die Schnitte, senkrecht zur 
X-Axe, Ellipsen sind, welche alle dieselbe Halbaxe bi = b haben, 

während die andere Halbaxe ai= — mit x proportional zu-C
nimmt. Die X Y- Ebene (mit der Gleichung 2 = 0) schneidet 
die Fläche in zwei geraden Linien mit den Gleichungen 
(16.) ay = + bx,
und die ZX-Ebene (mit der Gleichung y = 0) schneidet die 
Fläche in der Doppel - Geraden 
(17.) x = 0,
welche mit der Z-Axe zusammenfällt, und in den beiden Geraden
(18.) z = + b^ 2 = — b.

§ 64.
Einführung mehrfacher Integrale.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 167.)
In den soeben behandelten Aufgaben war F{x) der Flächen

inhalt einer ebenen Figur, der nach den Ausführungen in Ab
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schnitt II selbst wieder durch Integration ermittelt wird, und 
zwar war in allen drei Aufgaben 
(1.) F(x) = a,b,7
der Flächeninhalt einer Ellipse 
(2.) b,?y2 + a,322 = afbf, oder z = ± 61 Va,? — y.

Nach Formel Nr. 93 der Tabelle findet man daher F{x) 
aus der Gleichung

Dabei war in den Aufgaben 1, 2 und 3 bezw.

Daraus erkennt man auch, dass in der Gleichung (3.) die 
Integrationsgrenzen — a1 und + a1 noch Functionen von x sind.

In ähnlicher Weise wird auch die Aufgabe, das Volumen 
eines Körpers zu berechnen, ganz allgemein zu behandeln sein. 
Den Schnitt, welcher senkrecht auf der X-Axe steht, und dessen 
Flächeninhalt mit Fix) bezeichnet worden ist, erhält man, indem 
man in den Gleichungen der den Körper oben und unten be
grenzenden Flächen 
(5.) 24 = g(x, y) und z“ = h(x, y) 
die Grösse x als konstante betrachtet. Setzt man 
(6.) — z" = g(x, y) — h(x, y) =f^, y), 
so ist der Flächeninhalt dieses Schnittes
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9, J2

(7.) F^ =J (:‘ — z“yy =ff^, y¥y,
wobei im Allgemeinen, je nach den Bedingungen der Aufgabe, 
(8.) yi = q(x), y2 = v(x) 
noch Functionen von x sein werden. Da nun nach Formel 
Nr. 166 der Tabelle das Volumen des Körpers

(9.) V=/F(r)dz

ist, so erhält man mit Rücksicht auf Gleichung (7.)
x, J2 S, ?(x) 

(10.) V —Jdxf (2‘ — z“^)dy =Jdxjf{xz y}dy.
% yi x «p(x)

Besondere Aufmerksamkeit ist dabei auf die richtige Be
stimmung der Grenzen yv = g(x) und y^ = ip(x} zu verwenden. 
Den Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (10.) nennt 
man „ein DoppelintegTaV"1,.

Am besten wird man das angedeutete Verfahren durch die 
Behandlung einiger Aufgaben verstehen.

Aufgabe 1. Die Gleichung
(11.) p{z — 20) = xy
stellt ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid dar; man soll 
das Volumen des Körpers berechnen, welcher oben von dieser 
Fläche, unten von der X Y-Ebene, vorn und rückwärts von den 
Ebenen y = c und y — d, links und rechts von den Ebenen 
x = a und x = b begrenzt wird. Dabei ist 20 so gross gewählt, 
dass das durch die angegebenen Grenzen eingeschlossene Stück 
der Fläche oberhalb der XY-Ebene liegt.

Auflösung. In diesem Falle ist 

(12.) 2‘=z+", 2"=0; 

die Grenzen der Integrations-Veränderlichen y sind constant, 
denn es ist 
(13.) yx = c, y2 — d.
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(15.) v = —-----d/4-----— [Apzo + (a+6)( + d)].

Aufgabe 2. Die Gleichung
(16.) 2p[z — 20) = y2 — m2z2
stellt ein hyperbolisches Paraboloid dar; man soll das Volumen 
des Körpers berechnen, welcher oben durch diese Fläche, unten 
durch die X Y-Ebene und seitlich durch den Cylinder
(17.) a+y2 = a2

begrenzt wird. Dabei sei 20 wieder so gross gewählt, dass das 
von dem Cylinder eingeschlossene Stück des Paraboloids ober
halb der X Y-Ebene liegt.

Auflösung. Auch hier ist z" = 0, also

3? 3

=-da 2p2oy .
22/ L 3 Jy,

In diesem Falle sind aber yi und y^ Functionen von x, 
denn der Schnitt, welchen man durch den Punkt Q der X-Axe 
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zur X-Axe senkrecht legt, 
schneidet den begrenzenden 
Cy linder in zwei Geraden, welche 
auf der XY- Ebene in den 
Punkten P und P2 senkrecht 
stehen (Fig. 114). Deshalb 
wird

( = + V a2 — 22, 
(19.) ’ 

| 91 = — V ci1 — 22 
und

Fig. 114.

T2

(20.) V=
O1

[2p2o — m2x2 + } {a- — x2)]

Ta
= 62%+ a- /dz Va%—22  3m2+1 Cidx Va —22

^Pj ^P J 
21 21

Nun ist nach Formel Nr. 79, 77 und 80 der Tabelle

(21.) /pAdeYG—7, = - ya—p +4/ a“dz
J 4 4/ Va2— 22

= — x(2x2 — aP-yV aP—x2 — a4arcsin( — ), 
8 L \a

(22.) IchYa2 —z?= GYa?—22 + 82 arcsin (E) •

Dabei muss der Punkt Q den ganzen Kreisdurchmesser 
BA durchlaufen, d. h. 21 ist gleich —a und 22 gleich — a. 
Dies giebt

(21a.)
—e
/ , ------, a4 • . a4i/ x2dx V aP — x2 = — arcsin 1 = —— 2' 4 8

(22a.)
— a

also
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(23.)
y_ (6720 + a^a-n (3m2 + 1)a4z 

6p 24p 

= T[pz+(1—m)a4].
Aufgabe 3. Die Gleichung

(24.) 2pz = y~ — m?a? 
stellt wieder ein hyperbolisches Paraboloid dar, welches die 
XY-Ebene in den beiden Geraden AC und BD mit den Glei
chungen
(25.) y = + mx und y = — mx
schneidet (Fig. 115); man soll

Fig. 115.

994999999

liegt also ausschliesslich über d 
Da die X Z-Ebene und die YZ
so genügt es, das Volumen des Körpers zu berechnen, welcher 
über dem Kreissector COE liegt, wenn man das gefundene Re- 
sultat noch mit 4 multiplicirt. Es wird also

as Volumen des Körpers berech
nen, der oben von der Fläche, 
unten von der XY-Ebene und 
seitlich von dem Cylinder 
(26.) 22+y = a?

begrenzt wird.

Auflösung. Wenn die Con- 
staute p positiv ist, so liegt nur 
derjenige Theil der Fläche über 
der XY- Ebene, für welchen 
y2>m2x2 ist; das Körperstück, 
welches berechnet werden soll, 
in schraffirten Theile der Figur. 

-Ebene Symmetrie-Ebenen sind,

(28.) yr = QPr = mx, y% = QP^ = Va2 — x2.

(29.) &{= 0, x, = OF =---= a cos &
V1+m2
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ist, wenn man den Winkel XOC mit « bezeichnet. Es ist 
nämlich 22 die Abscisse des Punktes O, für den die beiden 
Gleichungen

y — Va2 — 22 und y = mx
gemeinschaftlich gelten, für den also

a2 — x2 = m2x2, oder x2(1 — m2) = a2
wird. Deshalb findet man aus Gleichung (27.)

(31.)
X2/ ____ P._______ (2 /AdcOse
[dxVa—x2 — “Va2—x2 — — arcsin(-)
. L2 2 C/J0

a2 = — [sinucos« + arcsin(cos «)] 
2

— ----- --- ----------  —
2 L 1 + m2 2

nach Gleichung (21.) ist ferner
T2

— x2 tx2—a2)]/ a2— x2 + a’arc sin |
acosa

0

a4= — [sin«cosc(2cose — 1) + arcsin(cosc)]

a4 r m(1 — m2) | T
= 8 — 772)2 T 2 “i

und endlich ist
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(33.)
X2

x^dx =
SC°4 acosa a4

= — COS4< 4_4 Jo
folglich

F1
wird nach Gleichung (30.)

a4
" ~ 4(1 + my ‘

7= 2a4 1 / m 1 + 3m2 /m(1—m2)
3p 2 \1 + m2 2 8 (1+m2)2 2

m3
2(1 + m2

oder 

(34.) §p [2m + (1 — m3) (T — 2c)].

Aufgabe 4. Aus einer Kugel mit der Gleichung 
(35.) x1 + y1 + 22 — a? = 0 
bohren die beiden Kreiscylinder mit den Gleichungen 
(36.) x2 + y1 — ax = 0 und 
Oeffnungen heraus; wie gross ist 
bliebenen Theiles der Kugel?

a2 + y~ + ax = 0
das Volumen des übrig ge-

Fig. 116.

OQ = x, Qs = ya^— 
QR = Vax — 22.

der die beiden Geraden PP11 und

Auflösung. Die XY- 
Ebene schneidet die 
Kugel in einem Kreise 
mit dem Halbmesser a 
und die beiden Kreis
cylinder in Kreisen mit 

den Halbmessern 8

(Fig. 116). Legt man 
durch den Punkt Q der 
X - Axe einen Schnitt 
senkrecht zur X-Axe, 
so schneidet derselbe aus 
der Kugel einen Kreis 
mit dem Halbmesser
(37.) QS=Va — 22 
und aus dem einen Cylin- 

N’N", deren Abstand
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QR = V ax — x2 

vom Mittelpunkt Q des Kreises sich aus der Gleichung
(38.) x2 — y2 — ax — 0,
oder
(38a.) y = V ax — 22
ergiebt (Fig. 117). Da der Kreis 
um Q auf der Kugelfläche liegt, 
so genügen die Coordinaten der 
Punkte P‘ und P“ der Gleichung 
(35.), die man auf die Form 

Fig. 117.

bringen kann. Man erhält daher für den Flächeninhalt des 
Schnittes F{x), welcher aus den beiden Kreissegmenten P‘SP“ 
und N'UN" besteht.

32 V2 

(40.) F(x) = ^f^—P^dy = ^/dy^a2 — 22— y^, 

wobei
(41.) y\ = QR = Vax — 22, y^ = QS = Va2 — x2 
ist. Nun wird nach Formel Nr. 80 der Tabelle

dy  ̂cl—y2 = % Yc2—y2 + 9 arcsin (2) ?

folglich ist, wenn man c2 = a2 — x2 setzt,

(43.) F(x) =4 Jy a2—x2 — 7+ a x are sin /]",
L2‘ 2 \Va2—x2/y, 

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (41.)

F{x) = 2(a2 — x2) ( arcsin 1 — arcsin / 22 —72)

— 2 V ax —• x2 V a2 — ax , 
also

(44.) F(x} = 2(a2—«2) (7 — arcsin V a4 z) — 2(a — x)Y ax.

Kiepert, Integral-Rechnung. 24
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Setzt man in Formel Nr. 67 der Tabelle, nämlich in 

fudv = uc —fodu^

x
(45.) u =— arcsin dt = (a2 — x^dx,

also

(46.)

so wird
a

7 adxdu —----------------- —— 9
2(a — x) V ax

9 x30 — a-x — — 9
0

0

7U
— — arcsm

1 (3a%=—23) , 
. ICx 
6 (a + x) y ax

a2 — 22) V ax 7 
-----------—---- dx.

0

Setzt man noch

(48.) x = at2, also dx = 2atdt^ Vax = at, 
so wird

0

a2—x^yax (2(3 — i^at ,/16+3t2 ,------  ‘---- dx = /——----- 0— 2atdt = 2a31 — - -— dt
a + x j a{\\t  ̂ / ^2 + 1

00

/—14 + 12 + 2 
o 
r 45 63

—5 +3 + 2t-

2

also, da arcsin 1, gleich " ist,

(50.) J(a?— 
o

—arcsin

20

2a3 7 a3 (32
3* 4 13 15

32a3
452
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Ausserdem ist mit Rücksicht auf die Gleichungen (48.)

Deshalb wird
a

(52.) v = 2/E(z)dz

o

128a3 16a3 _ 16a3
45 15 9

Man hätte auch das Volumen Vi der beiden Cylinder 
berechnen können, soweit sie in der Kugel liegen. Zieht man 
dann das gefundene Resultat von dem Volumen der ganzen 

4037Kugel, nämlich von , ab, so ist die Aufgabe gelöst. Nach

Figur 116 und 117 wird bei dieser Behandlung

(53.)

wobei wieder

(54.)

31
F(x) = 4/dyVa?—a—y",

0

Y1 = QB, = V ax — x2

ist. Dies giebt nach Formel Nr. 80 der Tabelle

a2—x

— x2)arcsin= 2(a — x^ax + 2(a2

folglich findet man

24*
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a a

(56.) V = 2/F()dz = ^(a—z) yax • dx 

o o
a

Nach

(57.)

Setzt

+ 4l(a2 — x2) arc sin 
o

Gleichung (51.) ist
a
( .------- 7 4a3/(C — x) y ax . ax — — •
. 1o o

man hier

dz.

u = arc sin 1/ —€— , do = (a2 — x^dx. 
/ a — x '

also
, adx , x3du =----------- --- » 0 = a-x — — »

2(a — x)y ax 3
so ergiebt sich durch partielle Integration

Nun ist nach Gleichung (49.)

_ 16a3 4a3A 128a3 4a3z 16a3
— 15 ' 3 45 *3 9 ”



§ 64. Einführung mehrfacher Integrale. 373

Deshalb findet man wieder

(61.)
y_ 4a3z

— 3
16a3

9

Mit demselben Rechte, mit welchem man bisher die Schnitte 
senkrecht znr X-Axe legte, darf man natürlich auch zunächst 
Schnitte senkrecht zur Y-Axe oder senkrecht zur Z-Axe legen. 
Wenn man z. B. in der letzten Aufgabe den Körper, dessen 
Volumen berechnet werden soll, durch Schnitte, senkrecht zur 
Z-Axe, in Schichten zerlegt, so stellt Figur 118 einen solchen 
Schnitt dar, wobei OS = z der Abstand dieses Schnittes von
der X Y-Ebene ist. Die Kugel 
wird in einem Kreise mit dem 
Halbmesser
(62.) SL = y^^\ 
und die beiden Cylinder werden 
in Kreisen mit dem Halbmesser
5 geschnitten. Da die Axen

SL und SM die Figur in 4 
symmetrische Theile zerlegen, 
so ist der Flächeninhalt dieses Schnittes

(63.) F(z) = 4zSPiM = 4 /(y‘ — y'^dx,
o 

wobei P‘ ein Punkt der Kugel und P“ ein Punkt des Cylinders 
ist, so dass 
(64.) y‘ = Ya2 —22—23, y“ — Yax — x2
wird, folglich erhält man

(65.) F{z) — ^f{ya2 — z2—23 — Vax — a?)dz. 
o

Im Punkte P werden y‘ und y“ einander gleich; man findet 
daher den Werth von 21, indem man 
(66.) y' = y“, oder a2 — z2 — x2 = ax — x2 
setzt; dies giebt
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Nun wird nach Formel Nr. 80 der Tabelle

oder, wenn man
(69.) z = acosq,
also

22 __  22
(70.) a2 — 22 = a2sin2g, 21 =---------- = a sin2g

setzt,
21

122—22-— x^dx = SV a2 sin’g — 22
0

a2 sin2g
arc sni1

a sin2^

2

=Sin‘y(sin g COS 9 + 9). 2 

Ferner ist, wenn man 
(72.) x = ashi2t, 
also 
(73.) a — x = a coset, Vax — x2 = asintcost, dx = 2asintcostdt 
setzt, 

1 (P 
(74.) fdx\ ax—x2 = 2a?/sin?tcos2tdt = 2a?/(cos?t — costt)dt 

0 0 0 

r i i 1 = 2a2 — - cos’t sin t + - COS tsin t — - t 
4 8 8 j 

a2 
= — [sing cos y(1 — 2 cos2gp) + 9].

0

Aus den Gleichungen (65.), (71.) und (74.) folgt daher 
%1 X1 

(75.) F{z) = 4fdx^a^ — z1 — x2 — 4[dx~^ax — x1 
0 0 

= 2a2sin2g(sing cosg + g)— a2 [sin g cosg(1— 2cos2g) + g] 
= a?[sin g cosy + g(2 sin?g — 1)].
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Dies giebt 
a 0 

(7 6.) V = ^fF(z)dz = 2a3/(— sin’g coSgp — 2gsin?g + g sing)dg 
O n 

2 2 
= 203 Jm\2(p <iQS(pd(p -—Jsp(sinsp — 2sin"sp)dsp .

Dabei ist 

(77.)
2 7

P 1 2 1J/sin2g cos tpd(f) = — [sin’g = , ;
o 3 o 3 

sodann findet man durch partielle Integration

/o(sin g — 2 sing)dg =/y(2 cos?g — 1) sin gdg

/ 2= 9 (cos 9P — — cos3^

— 9 ( cos 9 —

= y I cos 9 —

2 3 ' — COS’g 3
2 3— COS’g 3

/(cos « — 3 cos") d(p 

/(3 + 3 sin‘y)cosqdep 

3 Sin g—g Sing,

also

(78.)

(79.)

2

Jcp(si]i(p — 2sin"gp)dgp =-% 

0

Deshalb wird nach den Gleichungen (76.) und (77.) wieder

— /1 5\ 16a3V= 2a 3(3+9)=9

§ 65.

Theorie der mehrfachen Integrale.
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 168.)

Wie aus dem vorhergehenden Paragraphen zu ersehen ist, 
wird man durch die Kubatur der Körper auf Doppelintegrale 
geführt, und zwar in folgender Weise. Es war
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1(x)

(1.) F^^ff^y^y,
s(x)

wobei
(2.) f^ y) = ^‘ — z" = y^ y) — h(x, y) 
und
(3.) 2‘ = 9^, y\ z" = h(x, y)
die Gleichungen der beiden, den Körper oben und unten be
grenzenden Flächen sind. Bei dem in Gleichung (1.) auf
gestellten Integrale ist y die Integrations- Veränderliche, während 
x als Constante betrachtet werden muss. Deshalb dürfen auch 
die Grenzen
(4.) Ya = «p(x), y2 = 1(x) 
dieses Integrals noch Functionen von x sein, wobei die Glei
chungen (4.) auf der XY- Ebene senkrecht stehende Cylinder 
darstellen, welche den Körper vorn und rückwärts begrenzen. 
Das Volumen des Körpers wird dann

b b v(x)

(5.) V =/F(x) dx —Jdxffix, y^dy.
a a (p(x)

Aus dem Vorstehenden folgt gleichzeitig, dass auch um
gekehrt ein solches Doppelintegral stets als das Volumen eines 
Körpers betrachtet werden kann, der oben von der Fläche
(6.) 2 =f^, y), 
unten von der XY-Ebene, vorn und rückwärts durch die

Fig. 119.

R/G,

Cylinder 
(7.) y, = (^x), 
links und rechts 
(8.) 21 = a,
begrenzt wird.

32 = ‘(x), 
von den Ebenen

22 = b
Die Richtigkeit

dieser Behauptung folgt aus Figur 
F 119; dabei entspricht der Gleichung 

(6.) die Fläche CD FE, den Glei
chungen (7.) entsprechen die Cylin
der CCiEvE und DD^F^F, und

- den Gleichungen (8.) entsprechen 
die Ebenen CC.D^D und EE^F.
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Fig. 120.

Für einen Constanten Werth von x, z. B. für x = OR erhält 
man eine Ebene, senkrecht zur X-Axe, welche aus dem Körper 
die ebene Figur

v(x)
(9.) GO^H = F(x) =/f(x, y)dy

q(x) 
ausschneidet.

Aus dieser geometrischen Deutung des Doppelintegrals folgt 
auch, dass es als eine Summe von zweifach unendlich vielen, 
unendlich kleinen Grössen aufgefasst werden kann. Der be
trachtete Körper wird nämlich durch 
die Schnitte, senkrecht zur X-Axe, 
in unendlich viele, unendlich dünne 
Schichten zerlegt, und jede solche 
Schicht wird wieder durch Schnitte, 
senkrecht zur Y-Axe, in unendlich 
viele, unendlich dünne Säulchen 
(Fig. 120) zerlegt, deren Höhe 
(10.) QP = z =f(, f, 
und deren Grundfläche ein unendlich 
kleines Rechteck QQ1Q3Q2 mit 
den Seiten dx, dy und dem Flächen
inhalte dxdy ist.

Da bei der Integration in Bezug auf y die Grössen z und 
dx constant bleiben, so kann man natürlich die Gleichung (5.) 
auch in der Form

b 1(x)

(11.) V =/ Jff. y) dzdy
a «p(x) 

schreiben, wobei
(12.) ff, y)dxdy = zdxdy 
das Volumen eines solchen unendlich dünnen Säulchens QQQ3Q2 
PPPP, ist.

Auch die Ordnung der Integration darf man ändern, denn 
man kann die unendlich dünnen Säulchen, welche zu demselben 
Werthe von y gehören, durch Summation zu einer unendlich 
dünnen Schicht vereinigen, welche zur XZ-Ebene parallel ist, 
und dann durch Summation aller dieser Schichten den ganzen 
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Körper erhalten. Zu beachten ist aber, dass hierbei im All
gemeinen auch eine Aenderung der Integrationsgrenzen statt- 
findet.

D
Fig. 121. Nur in dem Falle, wo 

die Integrationsgrenzen <p(x) 
und v(x) von x unabhängig 
sind, werden die Cylinder 
(13.) y = g(x) und y = p(f) 

in Ebenen

(14.) y = c und y = d 

übergehen (Fig. 121). Dann 
folgt aus der geometrischen 
Deutung des Doppelintegrals 
ohne Weiteres

(15.)
b d d b

fdxjfx, y)dy = fdy ff (x, fdx, 
a c c a 

denn in diesem Falle ist der Körper begrenzt von der krummen 
Fläche z =f(x, yf von der X F-Ebene und den 4 Ebenen 
(fCDD^ E^EFFi, CiCEEi, Df)FFr mit den Gleichungen 
(16.) x = a, x = b, y = c, y — d.

Dies giebt den Satz:
Sind die Grenzen eines Doppelintegrals in Bezug auf x und 

y constante Grössen, so wird der Werth des Doppelintegrals nicht 
geändert, wenn man die Ordnung der Integration in Bezug auf 
die beiden Veränderlichen x und y umhehrt und die Integra
tionsgrenzen unverändert lässt.

Jetzt ergiebt sich von selbst, was man unter einem drei
fachen Integrale

b 1(x) 9(x, y)

JdxJdy ff{x, y, z^dz
a q(x) h(x, y)

zu verstehen hat. In ähnlicher Weise kann man auch ein
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n-faches Integral erklären und als eine Summe von n-fach un
endlich vielen, unendlich kleinen Grössen deuten.

Es ist möglich, das Volumen eines Körpers auch als ein 
dreifaches Integral darzustellen, denn es ist 

z‘ 9^ y) 

z‘ — z“ =J dz —fdz, 
z" h(x, y) 

also 
b 1(x) 9(x, y) b 1(x) g(x, y)

(17.) V—Jdxj dyfdz = / / J dxdydz.
a qp(x) h(x,y) a (p(x) fi^,y)

Hierbei ist dxdydz ein unendlich kleines rechtwinkliges 
Parallelepipedon (Fig. 122), welches das Vo- Fig. 122. 
Lumenelement genannt wird. Die angegebenen 
Integrationsgrenzen deuten darauf hin, dass 
man zuerst in Bezug auf z, dann in Bezug 
auf y und zuletzt in Bezug auf x integriren 
soll. Man darf aber auch die Reihenfolge 
der Integration ändern, nur muss man 
dabei beachten, dass sich dann im Allgemeinen auch die Inte
grationsgrenzen ändern. Wenn man z. B. zuerst in Bezug auf 
x integrirt, so sind die Grenzen 21 und 22 im Allgemeinen noch 
Functionen von y und z, welche durch die Gleichungen der 
begrenzenden Flächen bestimmt sind.

§ 66.
Einführung von neuen Integrations-Veränderlichen.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 169—171.)
Wie man bei den einfachen Integralen durch Substitution 

eine neue Integrations-Veränderliche zur leichteren Ermittelung 
des gesuchten Integrals einführte, so kann man auch bei den 
n-fachen Integralen durch Substitution n neue Veränderliche 
einführen und dadurch möglicher Weise die Berechnung des 
mehrfachen Integrals wesentlich erleichtern. Bei einem Doppel
integrale

b ip(x) 

(1.) V =/ Jf(x, y)dxdy
a q(x)

setze man z. B.
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(2.) x —f^ "), V =f(u, v)
und mache u und v zu Integrations-Veränderlichen. Während 
aber bei der Darstellung von V durch Gleichung (1.) constante 
Werthe von x Schnitte, senkrecht zur X-Axe, lieferten, erhält 
man für u = c aus den Gleichungen (2.) die Gleichungen 
(3.) x ^f^, v), y =f(, v),
welche für jeden Werth von c einer Curve in der X Y-Ebene 
oder einer Cylinderfläche im Raume entsprechen. Ebenso erhält 
man für constante Werthe von v aus den Gleichungen (2.) 
wieder Cy linderflächen, welche auf der X Y-Ebene senkrecht 
stehen. Setzt man z. B.
(4.) x = TCOS g, y = rsin g, 
indem man die beiden neuen Integrations-Veränderlichen mit r 
und g bezeichnet, so erhält man für constante Werthe von r 

concentrische Kreise (Fig. 123), Fig. 123.

bezw. coaxiale Kreiscylinder, und 
für constante Werthe von g gerade 
Linien durch den Nullpunkt, bezw. 
Ebenen durch die Z-Axe.

So lange x und y die Inte
grations -V eränderlichen waren, 
musste man sich den Körper in 
zweifach unendlich viele, unend
lich dünne Säulchen zerlegt denken, 
deren Höhe z = f(x, y), und deren 
Grundfläche ein Rechteck mit den 
Seiten dx, dy und dem Flächen

inhalte dxdy ist. Jetzt wird der Körper auch in zweifach un
endlich viele, unendlich dünne Säulchen mit der Höhe 
(5.) & =f(x, y) =fWh o), f^ o)] 
zerlegt, aber die Grundflächen PP^P^ (Fig. 124) sind nicht 
• Fig. 124. mehr Rechtecke mit dem Flächeninhalte dxdy^ 

sondern kleine Vierecke mit den Ecken P, P, P3, P2. 
Die Coordinaten dieser Punkte entsprechen nach 
den vorhergehenden Ausführungen bezw. den 
Werthen (u,v), (u^du, v), (u + du, v+dv), (u,v-\-dv\ 
d. h. es wird
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(6.) Si = z—au du, Y1 = J+8, dL^
Ox 09

(7.) T9 = z--do, Y2 — Y—do,Ov ’ • • Ov ‘ 

(8.) „,=4+02 440% 4 ,,=,+01 214040.
ou O0 • O1 ov

Nun ist der Flächeninhalt des Vierecks PPPP2, da man 
die Seiten als gerade Linien betrachten kann,

G = ^yi — y^) + zi(J3 — y) + Ta(y2 — yi) + z,(y — 33)]
= }[(x3 — x) (J2 — yi) — (22 — 21) ^ — y>],

oder

Dies giebt mit Rücksicht auf die Gleichungen (6.) bis (8.)
dx , dx , — du — — do, du dv

dx , 
— dv do

dx— — du du
öy du+^- dv, 
du dv

^y 7^-dv 
dv

dy----. du du
oder, wenn man die Elemente der zweiten Colonne von denen 
der ersten Colonne subtrahirt,

dx 
du'

dx , — dv do
dx , ----— dudu

dx
du ‘

dx 
dv

(10.) 2G = 2du
oy, 
du

dy- do dv
----. du du

= 2dudo
öy
du ‘

öy 
dv

also 

(10a.) G=\(dx dy 
Ou dv

dx dy'' 
dv du.

^dudv.

Vertauscht man in dieser Gleichung u mit v, so ändert sich 
das Vorzeichen von G. Da nun bei dieser Darstellung die 
Veränderlichen u und v gleich berechtigt sind, so ist

(10b.)
Ox dy dx dy 
du do do du

^dudv

und zwar ist das Vorzeichen im Allgemeinen so zu wählen, dass 
G positiv wird.

Deshalb ist das Volumen eines solchen Säulchens
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(11.)
Ox dy 
de du dudv^

und das Volumen des ganzen Körpers 
ß h(u)

(12.) v=*{ /f(x,y) ( 0—0 )dudi, 
\du dv dv du J 

C g(u) 
wobei man für x und y noch die in Gleichung (2.) angegebenen 
Werthe einsetzen und die Integrationsgrenzen passend bestimmen 
muss.

Den Ausdruck

(13.) Ox dy dx dy 
du dv dv Ov

dx dx 
du ‘ dv 
dy dy 
du ‘ dv 

nennt man „die Functionaldeterminante^
Aus den Gleichungen (1.) und (12.) folgt ganz allgemein 

für die Doppelintegrale, die Formel
b ?(x) ß h(u)

Für den Fall, dass man durch die Gleichungen

(14) //soyddy = +//(,») •(818z—858%)dndo.

a q(x) & g^u}

(15.) x = rCOSg, y = rsin g
ebene Polarcoordinaten einführt, wird z. B.

die Functionaldeterminante ist daher

(16.) dx dx
ör =COs®, öy=n‘sing.

(17.) dy . dy
o, =sin 9, ag="cos9:

19 dx dy dx dy „ . , 
(10.) — — — — = r COS- — rsil-c = r, dr dtp dcpdr "s 7 
folglich geht, da r immer positiv ist, Gleichung (14.) über in

b V(d 8 n(p)
(19.) J Jf^^y)dxdy—J jf\r^(p, rsinq^.rdcp'dr.

a (P(x) a 9(P)
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Hierbei ist vorausgesetzt, dass man zuerst in Bezug auf r 
und dann in Bezug auf gp integrirt; man kann aber auch zu
erst in Bezug auf q und dann in Bezug auf r integriren, nur 
muss man dann die Grenzen anders bestimmen.

Das in Gleichung (19.) enthaltene Resultat findet man noch 
leichter, wenn man beachtet, dass die Grundflächen PPPJP2 
in diesem Falle kleine Rechtecke mit den Seiten rdy und dr 
sind (Fig. 123).

Wie nützlich die Einführung von neuen Integrations-Veränder
lichen mitunter bei der Ermittelung von Doppelintegralen ist, 
kann man z. B. aus den in § 64 behandelten Aufgaben ersehen. 
So war in Aufgabe 2

(20.) 7 —
21 Y1

22o — y2 — ndx^dxdy.

Führt man in diesem Falle für die rechtwinkligen Coordi- 
naten x und y ebene Polarcoordinaten durch die Gleichungen 
(15.) ein, so erhält man nach Gleichung (19.)

(21.)
2A n

27

+ 72(sin2g — m2 cos2g)]rdr

1
2p

0

ds pz^r2 + ^(sin-^ — m2cos?gp4

0

27
a2 c8pj dy[4p2o + G2(sin2g — mcos’g)],

0

und dies giebt nach Formel Nr. 68 und 69 der Tabelle in Ueber
einstimmung mit dem früher gefundenen Resultate

(22.) = 8p 4pzoyp 

7,2—

1 — m2 , . 1 —- m2 ,
—------- a’sing COSg fl-------2— d"

2 2

27

lo

87 [8pzo + (1 — m2)92]
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In Aufgabe 3 (vgl. Fig. 115) sollte 
22 J2 

(23.) Y= 3/ /(y2 — rr^x^dxdy

2 y, 

berechnet werden, wobei
m =tge, yr = mx^ Y2 = Va2 — x2, 21 = o, 22 = a cos« 
war. Durch Einführung von Polarcoordinaten wird nach Glei
chung (19.)

n
2 a

(24.) V = B/d«/r"(sin"p — m2 cos"sp)rdr 

& o 

n 
2 

a4 ( = — /(sin2y — m2 cOS2g)dg , 
a

also nach Formel Nr. 68 und 69 der Tabelle

(25.)

oder,

(26.)

a4 2
7 = 4p [— (1 + m2)sing Cossp + (1 —• m^(p]^

a4 77 
= — (1 — m2) 2 +1+ m2) sine cosc — (1 —m^oc

da 1 + m2 = 1 + tg2« = —ist, ° COS2c

V = — [2m + (1 — m2) (z —■ 2c)] •

Bei Aufgabe 4 war nach den Gleichungen (40.), (41.) und 
(52.) in § 64

(27.)
a Va2—x2

0 Vax—x2

dxdy.

Durch Einführung von Polarcoordinaten wird nach Glei
chung (19.)
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(28.)
2 a

0 acosy

also nach Formel Nr. 81 der Tabelle

(29.) V = 8Jdq — 3 (a2 — 13) Va — 7 
o

2

0

a

a COS <p

2
8«3 £3/0

0

Dies

(30.)

giebt wieder

8a3
3

1 3 ’
COS GP — — COS'g

3

2

0

16a3
9

Mitunter wird man sogar bei Anwendung derartiger Sub
stitutionen einfache Integrale dadurch ermitteln, dass man sie 
auf Doppelintegrale zurückführt. Es sei z. B.

(31.)
0

zu berechnen; dann ist auch, wenn man x mit y vertauscht,

(32.)

Indem man die Gleichungen (31.) und (32.) mit einander 
multiplicirt, erhält man

(33.) = Je—edx/e-vdy =/ Je-vetdzdy.
0 0 0 0

Dieses Integral stellt das Volumen eines Körpers dar, wel
cher oben durch die Rotationsfläche
(34.) z = e—(x2+92),

Kiepert, Integral-Rechnung. 25
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Fig. 125. unten durch die XY-Ebene 
und seitlich durch die XZ- 
Ebene und die YZ-Ebene be
grenzt wird (Fig. 125).

Durch Einführung von 
Polarcoordinaten findet man da
her nach Gleichung (19.)

2

“rdtpdr.
o o

Dies giebt, indem man

folglich wird

Dieses Integral spielt eine wichtige Rolle in der höheren 
V ermessungskunde.

§ 67.
Complanation der Flächen.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 172.)
Wie man sich den Bogen einer Curve zusammengesetzt 

denken kann aus unendlich vielen, unendlich kleinen Sehnen ds, 
d. h. wie man den Bogen einer Curve als ein Polygon mit un
endlich vielen, unendlich kleinen Seiten betrachten kann, so 
kann man sich auch eine gekrümmte Fläche 
(1.) F^c, y^ 2) = 0, oder z —f(x, y) 
aus zweifach unendlich vielen, unendlich kleinen ebenen Stücken 
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zusammengesetzt denken, d. h. man kann die gekrümmte Fläche 
als ein Polyeder mit zweifach unendlich vielen, unendlich kleinen 
Seitenflächen betrachten.

Verbindet man nämlich einen beliebigen Punkt P der 
Fläche mit allen unendlich nahen Punkten durch gerade Linien, 
so sind diese geraden Linien Tangenten der Fläche im Punkte P 
und liegen im Allgemeinen sämmtlich in einer Ebene, welche 
die Tangentialebene der Fläche im Punkte P genannt wird und 
die Gleichung
(2.) F(x1 — x) — F2{y‘ — y) + F^z1 — 2) = 0,
oder

(2 a.) p — z = — (p — x) + — {y' — y') 
OxJ dy^ • 

hat. (Vergl. D.-R., Formel Nr. 145 der Tabelle.)
Legt man also wieder unendlich viele Schnitte, senkrecht 

zur X-Axe und senkrecht zur Y-Axe, so zertheilen diese die 
Fläche in unendlich viele, unendlich kleine Fig. 126.
Vierecke PPP3P2, deren Eckpunkte sämmt
lich in der Tangentialebene des Punktes P 
liegen (Fig. 126). Man kann also das Vier
eck PRPP2 als eben betrachten und findet 
den Flächeninhalt dO desselben aus der Glei
chung

(3.) PPiPiP-2. wsy = dO . cos/
= QQQ3Q2 = dxdy^

wobei QQ1Q3Q2 die Projection von PRRP2
auf die X Y-Ebene und 7 der Winkel ist, welchen die Tangential
ebene des Punktes P mit der XY-Ebene bildet.*)

*) Der hierbei angewendete Satz ergiebt sich unmittelbar aus 
Figur 127 auf der folgenden Seite.

Wird nämlich das beliebige Viereck PRP3P2 in der Ebene e auf 
die Ebene 81 projicirt, so liegen die Lothe QP, Q1P, Q3P3, Q-iF, welche 
man bezw. von den Punkten P, R, P3, P2 auf die Ebene 81 fällt, in den 
Ebenen PSQ, P^Q^ PS3Q3, B^Q^ welche durch die Eckpunkte des 
Vierecks PRPP3 hindurchgehen und auf der Schnittlinie AB der Ebenen 
s und 61 senkrecht stehen. Die Winkel PSQ, RSQ1, PaSaQa, PS,Q2 
sind alle dem Neigungswinkel y gleich, so dass

25*
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Dabei ist nach Gleichung (2.) und (2a.) in diesem Falle

(11.) COS7 = F3
VF2—F22+F2

folglich wird

( SQ = SP. cos, 
(4 J8Q1 = S P " cos 7 ’

S3Q3== SaPs.cosy,
8,Q:= SP.cosy 

ist. Da nun das Pa
ralleltrapez
SQQ8=

^(SQ-^S^^.SS., 
und das Paralleltrapez 
SPP^Sr =

4(SP+SP).SS,, 
so folgt mit Rücksicht 
auf die Gleichungen 
(4.), dass
(5.) SQQ^

= SPP^ . cos y.
Ebenso findet man 

(6.) Si Qi QsS3 = SRPg83 . cos Y, 
(7.) Sa Q3 Q2S2 = SqP^P^Sz . cos 7, 
(8.) S2Q2QS = S2P2PS . cos y.

Dies giebt
(9.) Q Q1 Q3 Q2 = Si Q1 Q383 + S3 Q3 Q2S2 — S2 Q2 QS — SQ QiS]

= (SRPaSa + S3P3P.,S2 - S2P2PS - SPP^) cosy 
= PRPP, cosy.

In ähnlicher Weise kann man zeigen, dass die Projection F eines 
beliebigen Polygons F in der Ebene & auf eine andere Ebene 81 gleich 
F.cosy wird, wenn y der Neigungswinkel zwischen den beiden Ebenen 
ist. Da man eine krummlinig begrenzte Figur als ein Polygon mit un
endlich vielen Seiten betrachten kann, so gilt die Formel 
(10.) F= Fcosy 

auch für jede beliebige ebene Figur F und deren Projection F^.
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(12.) dO = 1od% = "EVE3 +F+F, 

oder
(12a.) dO = dzdy) 1 + (6:) + (Cs)

Die Integration dieses Ausdruckes in Bezug auf y bedeutet, 
dass man alle diese unendlich kleinen Vierecke summirt, welche 
zu demselben Werthe von x gehören. Die erste Integration 
giebt also einen unendlich dünnen Flächenstreifen.

Integrirt man dann noch in Bezug auf x, so erhält man 
die ganze Oberfläche

b y(x) b _ ____________________________  
(13.) 0 =Jux/R}VH3+H,+1,=/dr/dv)/1+(8£)+(8g).

a (p(x) a q(x)

Die Berechnung des Inhalts krummer Oberflächen nennt 
man: ^Complanation der Flächen1'1'.

§ 68.
Uebungs-Beispiele.

Aufgabe 1. Die Gleichung
(1.) pz = xy
stellt ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid dar; man soll 
den Inhalt der Oberfläche zwischen den Ebenen 
(2.) x = 0 und x = a^ y — 0 und y = b 
berechnen.

Auflösung. Das hyperbolische Paraboloid wird von den be
grenzenden Ebenen in geraden Linien geschnitten, so dass die 
gesuchte Fläche die Seiten eines räumlichen Vierecks mit ein
ander verbindet. Aus Gleichung (1.) folgt dabei

dz__ y dz__ x 
( •_________________ dx p' dy p' 

a___ Yi+(8z)+(8;)-!vp+atp 
deshalb wird
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a b

Dies giebt nach Formel Nr. 86 der Tabelle 
a

(6.) 0=1/dz yVp2+22+y2+(p2+22)1(y+Vp2+22+92)] 
-P. L Jo o 

1 C, -17- 2 l2 I 2/b—1p2+ 62 + x2 
— lax b y p^ — bz — x- — (72 — xc-) 1 ( —   ^PJ -7 " "Vp2+22 . 

Setzt man 

— /b+V72+ 62 + 22\, (7.) u — 1(    ) 9 do = (2 — x^}dx, \ Vp2+x2 / 7 
SO wird 

(8.) v =pr+=s (3p2 4- x^), 

7 xdx xdx (9.) du =  —— ■ ,——,
(b +VP2 + 62 + a2) Vp^ + 62+x2 P + x

(Vp2 + b~ + 22 — b}xdx xdx
- (p2 + a?) Vp2 + 62+22 p2 + a2

bxdx
(p2 + 22)Vp2 + 62+ x1

folglich erhält man nach der Formel

fudv = uv — fvdu 

durch partielle Integration

(10.) /p?+z)1( ±Yr+b2+22)az
• \ Vp2 + x2 /

=%(3p?+=)(.±+Vn2+6*+
3 \ Vp2+x2

22\ b / (3p2x2 + x^dx
) 3) (p~ + 2?) Vp2 + 62 + a?

Nun ist nach Formel Nr. 84 und 23 der Tabelle
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C (x4 + 3p2x2)dx
(x2 + p?) Vp2 + 62 + 22

(x2 + ^p^dx 4 L dx 
Vp2 + 62+22 " J (p2 + x^^p1 + b 2 + 22 

,    3,2 72 ,  
= — ^p1 + b2 + x2 4 o l(x + \p1 +62+ x2) 

“( dx 2p4 / " — •
J(p2+ x2) Vp2 + 62 + x2

Setzt man noch 

(12.) Yp2 + b2 = c und x = c . tgt, 
so wird 

(13.) ' de=66.7‘ Vr+8+*=e87‘ 
also 
/ dx ( c . dt. cos t  / cos t. dt 

• J(p2+ 22) V72+62+72 T (p^o^t + c2sin2t) .cjp2-p b2sin?t

Wenn man ferner 
(15.) bsint = pw, also bcost.dt=pdw 
einführt, so findet man aus Gleichung (14.) 

da 1 P dw 1 , /bsmt\    — — /   = — arctgi ) 
(p2 + X2) Yp2 + 62 + X2 PbJ 1 +W PbP / 

1 / bx \ 
— — arc tg( —,—  — 19 

pb \p}/p2 + b2 + x2/
folglich geht Gleichung (11.) über in
(17 ) / (3p3x2 + a)dx

J(p?+2?) VP2+62+22 

= x Vp2 +62+ 22 + 372—82 K^ + Vp2 +62+ 23) 

2p3 , / bx \ 
 — arctg ( —_ _ .... - — ) ? 

b \ pYp1 +62 + x2/ 
und Gleichung (10.) ergiebt
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0C, ,/b.+ Vp2 + 62 + 22) ,(18.) /(22 — x2)1(------—---- ,---- )dx
•Vp2 + x- /

- 5 (3p-+.(*+Vr?±8:+22)+ &5V23+83+, 
• VP-- - / O 

(3p2—62)6, / —, 2/ bz \ 
—     I(x + Vp2 —62 + x2) — - p’arctg ( —- - — ) • 6 pVp2+62+x2/

Da nun noch nach Formel Nr. 86 der Tabelle 
(19.) JödzVp + 63 + 23 = 7 Vp2 + b'2 + x2 

+ (p‘+82)0(2 +Vp+6+2)
ist, so folgt aus Gleichung (6.) 

+ (3p2+x2)x 1(b pyp^pb2 + 22
3 \ 172 + 22

(2 0.) O = 1 [29FVp:+62+22 + (3n±b2)6 l(z +Vp2 + 62 +52)

2p3 , / bx a 
— arctg —. — ) 9 

3 \p Vp2 + b2 + x2/0
also

+ (3p2 + b2)b^/a +Vp2 + a2 +
Qp \ 772-62

(21.) o = abyp34a482 + (3p?+a2)a 1(6+Vp?+a+63)
7 3p/77016p V Vp2+a? /

62 72/ ab— )—— arctg . -/ 3 \PVp2 + a2 +
Da bei dieser Aufgabe die Integrationsgrenzen constant 

sind, so hätte man auch die Reihenfolge der Integrationen um
kehren können, ohne die Grenzen zu ändern.

Aufgabe 2. Die Gleichung 
(22.) ^pz = x — y2
Stellt wieder ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid dar; 
man soll den Inhalt der Oberfläche innerhalb des Cylinders 
(23.) «2 + y? = a2 
berechnen.

Auflösung. Aus Gleichung (22.) folgt 
(24 ) dz  x dz  v 

dx p dy p 

(25.) Y +(85)+(85) =117+*+ »:
deshalb wird
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(26.)

Durch Einführung von ebenen Polarcoordinaten erhält man 
nach Formel Nr. 170 der Tabelle

2 a

0 0

und daraus nach Formel Nr. 87 der Tabelle

(28.)
4 / r

0 = sp/dy(p2+r.2
a

0

4
3p

2 + «2)V,p2+a2  P2,
0

0

9 - ________
= sp[(p2+a2)Vp2+a2

Auch hier hätte man die Reihenfolge bei den Integrationen 
ändern und die Gleichung (27.) auf die Form

p2 + r^ Vp2 + 72
a 27 

= 3p
27
3p

(P2 + a?)Vp2 + a2 — p

bringen können.

Aufgabe 3.' Man soll denjenigen Theil der Kugeloberfläche 
mit der Gleichung 
(30.) 22 + y2 + 22 — a? = 0, oder z = =Va2—x?—y? 
berechnen, der von den beiden Cylindern 
(31.) x2 + y2 = ax und x2 + y1 = — ax
herausgebohrt wird. (Vergl. die Figuren 116 und 117.)
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Auflösung. Aus den Gleichungen (30.) folgt

(32.) F =2, F = 2y, F == 2z,

(33.) 1VF+R+E=1V»+y+=“="
—3 2 2 y al—- x- — y‘

Da die gesuchte Oberfläche durch die Coordinaten- Ebenen 
in 8 symmetrische Theile zerlegt wird, so braucht man nur einen 
solchen Theil zu berechnen und mit 8 zu multipliciren. Dadurch 
erhält man nach den Formeln Nr. 172 und 22 der Tabelle

(34.)

also

(35.) q/ x 
a—x

a

O — SaJ'clx . arcsin

0

Setzt man

(36.) 

also

(37.) , adx
Cl — ------------- - » 0 — x,

2(a + x) V ax
so findet man durch partielle Integration

oder, wenn man wieder

(39.) x = at‘, also Vax = at, dx=2atdt 
setzt,
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, r t^dt
+ t2o

an
4- - - a

1
1 + t2

an r -4-----a[t— arctgt. an
—------a(1 — — 
44

an--------a;
2

o

0 4
folglich wird

a ______

(41.) 0 = 8a /dx . arcsin /------- = 4a21 — 8a2.. y a — x 
o 

Da die ganze Kugel die Oberfläche 
(42.) K= 4a‘n 
hat, so bleibt für den ausserhalb der beiden Cylinder liegenden 
Theil der Kugeloberfläche 
(43.) . 0, = 8a2 
übrig.

Die Lösung der Aufgabe wird bedeutend einfacher, wenn 
man ebene Polarcoordinaten einführt; dadurch geht nach Formel 
Nr. 170 der Tabelle Gleichung (34.) über in

2 n
( 2= 8ald(p[a — a sin g] = 8a2[9 + cos g]o ,

o
folglich erhält man wieder
(45.) 0 = 4a21 — 8a2.

Aufgabe 4. Man soll die Oberfläche der beiden Kreiscylinder . 
(46.) x2 + y2 — ax = 0 und x2 + y2 + ax = 0 
berechnen, so weit dieselbe innerhalb der Kugel 
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(47.) 22 + y2 + 22 ■— a2 = 0
liegt. (Vergl. die Figuren 116 und 117.)

Auflösung. Die gesuchte Oberfläche wird durch die Coor- 
dinaten - Ebenen in 8 symmetrische Theile zerlegt; man braucht 
daher wieder nur einen dieser Theile zu berechnen und das 
gefundene Resultat mit 8 zu multipliciren. Die Gleichung der 
Fläche ist 
(46a.) F(x, y, z) = «2 + y2 — az = 0
und enthält die Veränderliche z gar nicht. Damit die gegebene 
Methode anwendbar wird, muss man die Coordinaten in Formel 
Nr. 172 der Tabelle mit einander vertauschen. Indem man z. B. 
y als Function von x und z ansieht, geht diese Formel für die 
Berechnung der krummen Oberfläche über in

5 v(x) 

(48.) O^dx^ VF+F+F .

a g(x)

Aus Gleichung (46 a.) findet man 
(49.) F=2— a, F = 2y, F = 0, 
(50.) F^ + F? + F^~ = 422 — 4ax + d1 + 4y2, 
oder mit Rücksicht auf Gleichung (46 a.) 
(51.) F2 + Ff + Ff = d‘, VFf + Ff + Ff = a, 
folglich wird 

a 21 a Z1 

(52.) 0 = 8a idx (2 — 4a / ke — fdz. 
J j ^y J^ax—xV 
0 0 0 0

Da 21, der Grenzwerth von zz zu einem Punkte gehört, 
welcher auf der Kugel und auf dem Kreiscylinder liegt, so wird 

21 = Yd2 — x2 — y2, 
wobei aber noch nach Gleichung (46 a.) 

x2 — y2 = ax 
. ist, folglich erhält man 

(53.) 21 = y a2 — ax.
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Dies giebt

_ .a2—ax(54.) 0 = 4a idr /----------,J V ax — x- 
o

also

8aV a [Vx]9 ,

(55.) O = Sa2.
Die Fläche der beiden Kreiscylinder, so weit sie von der 

Kugel eingeschlossen wird, ist also gerade so gross wie derjenige 
Theil der Kugeloberfläche, welcher ausserhalb der beiden Cylinder 
liegt.

Aufgabe 5. Aus der Schraubenfläche 

(56.) F(x, y, 2) =y- xtg(2)= 0, oder tg(2) = % 

schneiden die beiden coaxialen Kreiscylinder 
(57.) 22 + y2 = a2, 22 + y2 = b2 
und die beiden Ebenen 

(58.) = 2 ‘ 2=2 

einen Theil der Oberfläche heraus; man soll den Flächeninhalt 
dieses Theiles berechnen.

Auflösung. Aus Gleichung (56.) folgt 
(59.) F, = - t(E) =-% r = 1, E = -1[1 + tg"(c)] 

22 + y^ —   
ex 

(60.) H2+72+7 = «"at+v2)±(84v2)2 = *$,70*+,+u),

1 /-— - / c2 + 22 + y2 (61.)--------- EVR2+R2+E=*/2+97‘ . 

also, da hier nur das obere Zeichen in Betracht kommt, 

(62.)------------------0 -Japy V *$4#” •

Die Bestimmung der Integrationsgrenzen ist unterblieben, 
weil durch die Gleichungen 



398 § 69. Einführung zweier variablen Parameter.

(63.) x = rCOS q, y == rsin g
neue Integrations-Veränderliche eingeführt werden sollen. Da
durch erhält man nach Formel Nr. 170 der Tabelle

Die Grenzen 9 = — — und g = + — bestimmen sich dar-

aus, dass nach Gleichung (56.)
(65.)
wird.

z — CK
Nach Formel Nr. 86 der Tabelle erhält man daher

(66.)

b y b- — c
b+Vb2+c^

§ 69.

Einführung zweier variablen Parameter.
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 173.)

Ist die Gleichung einer Fläche in der Form 

(1.) 2 =f(r, y) 
gegeben, so kann man, wie es auch bereits in § 66 bei der Ein
führung von neuen Integrations-Veränderlichen geschehen war, 
x und y als Functionen von 2 neuen, von einander unabhängigen 
Veränderlichen u und v darstellen, indem man 
(2.) x =f^u, v), y =f(u, v) 
setzt, wo fi(u, v) und f(u, v) für den jedesmaligen Zweck 
passend gewählte Functionen sind. Trägt man diese Werthe 
von x und y in die Gleichung (1.) ein, so erhält man 
(3.) z ^f[f^ v), f^ o)] =fa(u, v).
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Man kann also eine Fläche durch die drei Gleichungen 
(4.) x =fi{u, v), y —f^u, v), z =fM v) 
darstellen; und umgekehrt: Sind die drei Gleichungen (4.) be
liebig gegeben, so stellen sie eine Fläche dar, deren Gleichung 
man durch Elimination von u und v aus den Gleichungen (4.) 
erhält.

Aus den Gleichungen (1.) und (2.) folgt sodann 
' dz dz dx dz dy 
du dx du + dy ou ‘ 

(5.) dz _ dz dx dz dy 
dv dx dv T dy dv ‘

also
/dx dy dx dy\dz dz dy dz dy 
\du dv dv du) dx du dv dv du ‘

\ / dx dy dx dy\ dz dx dz dx dz 
\ du dv dv du) dy du dv dv du

Setzt man also 
dy dz dy dz  dz dx dz dx_ 
du dv dv du 4, du dv dv du ‘ 

(8.) ----- dx dy dx dy p 
du dv dv du ‘ 

so wird
0 02 _A02_B
0 dx^^C' dy~~C'

«o, Y +(33)+(3;)- =AVa"+l+C
Deshalb erhält man nach Formel Nr. 169 der Tabelle, da 

die Functionaldeterminante gleich C ist, 

(11.) O =/drdy]1 +(&%)+ (8§)= ^dudo -)/&+&+&.

Wie diese Formel verwendet werden kann, möge das fol
gende Beispiel zeigen.
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Aufgabe. Durch die Gleichungen
(12.) z = u3—Buv?—Ju, y = 3w2 — 302, z = o3—Zu?v—3 
wird eine Fläche dargestellt, auf welcher man für constante 
Werthe von u und v zwei Schaaren von ebenen Curven dritten 
Grades erhält, die einander rechtwinklig schneiden.*)  Man soll 
auf der Fläche den Inhalt eines Vierecks berechnen, welches 
durch die Curven 

*) Diese Linien sind die Krümmungslinien der Fläche, welche die 
„Enneper',sc]ie Minimalfläche" genannt wird. Davon soll aber bei dieser 
Aufgabe kein Gebrauch gemacht werden, weil in diesem Lehrbuche 
wegen der Beschränkung des Stoffes eine Erklärung der Krümmungs
linien nicht gegeben werden konnte.

(13.) u = a, u = b, v = c, v = d 
begrenzt wird.

Auflösung. Aus den Gleichungen (12.) folgt 

(14.)

(17.)

@8=3(02—42—1), ^ = 6m> 92=- Guv,
Ou ‘ " du du

dv ‘ dv do "
i wirddeshalb

(15.)

(16.)
Dies

A = — 18u(u2 + 02 + 1),
« B = 9(w2 + 02 + 1) (u? + v2 — 1),

C = + 18v(u? + 02 + 1), 
A?+ B2+ 0 = 81(u? + 02 + 1)4.

giebt nach Gleichung (11.) 
b d

0 — ^JduJ{id + 2 + V^do 
a c 

b d 

= ^fduj{id + 2u?v2 + v4 + 2u2 + 2v2 + l)dv

= ^fdu [(u4 + 2u? +1)(d— c)+3(u2 + 1)(d3—-c3)+3(d5—c5)] ,

also
(18.) 0 = 9[3(b5— a^d— c)+3(d5— c^b~a)++3(b3— a^— c3) 

+ 3(63— a^ (d— c)+3 (^3— c3) (b— a)+ (b— a) (d— c)]. 
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§ 70.

Einführung räumlicher Polarcoordinaten
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 174.)

Führt man räumliche Polarcoordinaten
(1.) x = ycos A cos g, y = r cos A sin g , 

setzt, so ist (Fig. 128) OP gleich r 
der Radius vector, 2 der Neigungs
winkel OOP von OP gegen die 
X Y-Ebene, und 9 derWinkel X 0 Q, 
welchen die Projection OQ. des 
Radius vectors OP auf die XY- 
Ebene mit der positiven Richtung 
der X-Axe bildet. Wenn man 
dabei 2 und g als die beiden 
unabhängigen Veränderlichen be

ein, indem man

z = rsin 2
Fig. 128.

trachtet, so wird r eine Function von k und 9, also 

r = F^ 4),
und man erhält

' dx dv— = — COS 2 cos g — r sin z cos y ,
OA OA
du dr .— — — cos X sin (p — r Sill A sin (,

dz 
02 
dx

Or
- sin 2 — rcOSA 
02

dr
ög ög cos 2 cos g — rcosA sin g.

du dr . . , ,— = — cos k sin ® — r cos k cos ( ,
dcp d(p
dz dr . ,

—— — —— sin k;
d(p dtp

folglich wird, wenn man u mit 2 und v mit 9 vertauscht,

Kiepert, Integral-Rechnung. 26
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A = — r — sin 2 cos 2 cos (p —r — sin w — 72 cos2z cos q ,

8, . _. dr(3.) ‘ B =—7ax sinAcosAsing 7agcos9—7 cos2z sin 9 ,

drC = — r — COS2A —- 72 sin k cos k, ok
(4.) A2 + B^ + 02 = 72 ( — ) cos2/ + 72 ( — ) + 74 cos22 

01/ OY/ 

=p[P+(82)]eo+r(87). 

also, da hier nur das positive Zeichen bei der Wurzelausziehung 
in Betracht kommt,
(5.) o=/VA? + B2 + C'2du dv

Constanten Werthen von g entsprechen Ebenen durch die 
Z-Axe, und Constanten Werthen von 2 Kegelflächen, welche die 
Z-Axe zur Axe haben. Durch diese Ebenen und Kegel wird 
die Fläche in unendlich viele, unendlich kleine Vierecke zerlegt. 
Indem man in Bezug auf g integrirt, erhält man die Summe 
von diesen Vierecken auf einem ringförmigen, unendlich schmalen 
Streifen zwischen zwei benachbarten Kegelflächen. Alle diese 
unendlich schmalen Streifen werden sodann durch Integration in 
Bezug auf k summirt. Daraus ergiebt sich für jeden einzelnen 
Fall die Bestimmung der Grenzen.

Wie dies geschieht, möge die folgende Aufgabe zeigen.
Aufgabe. Die gegebene Fläche habe die Gleichung 

(6.) (22 + y2 + 23)2 = ^(x2 — y2}, 
oder bei Einführung räumlicher Polarcoordinaten durch die 
Gleichungen (1.)
(7.) 72 = a2 cos2Z cos(29) ; 
man soll die gesammte Oberfläche berechnen.

Auflösung. Um sich eine Vorstellung von der Fläche zu 
machen, beachte man, dass r^a sein muss, dass die Fläche 
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also ganz innerhalb einer Kugel mit dem Halbmesser a liegt. 
Die XY-Ebene schneidet sie in einer Lemniscate mit der Glei- 
chung
(8.) (22 + y^ = a?(x2 — y2) , oder 72 = a?cos(29).

Giebt man g einen constanten Werth und setzt 

(9.) aVcos(29) = a1,
so erhält man den Durchschnitt der Fläche mit einer Ebene, 
welche durch die Z-Axe hindurebgeht. Die Schnittcurve zer
fällt in zwei Kreise mit den Gleichungen 
(10.) ‘ = + a cos A und r = — aicosl, 
oder
(10 a.) x2 + y‘= + ax und x2 + y^ = — ax.

Die Fläche entsteht also aus der Lemniscate in der XY- 
Ebene (Fig. 129), indem man sämmtliche Radii vectores OP zu 
Durchmessern von Kreisen macht, Fig. 129. 
deren Ebenen auf der XY-Ebene Y
senkrecht stehen.

Da die Coordinaten-Ebenen die 
Fläche in 8 symmetrische Theile zer
legen, so braucht man nur die Ober
fläche eines solchen Theiles zu berechnen und das gefundene 
Resultat mit 8 zu multipliciren. Die Grenzen von g sind dabei 

0 und , die von 2 sind 0 und — • 
4 2

Aus Gleichung (7.) folgt dann 

(11.) r 35 = — a- cos 2 sin 2 cos(29),

(12.) 7a = — a2 cos21 sin(2^);

deshalb wird

(13.) r- (— ) = «4 cos22 sin22 cos2(2g) = d1^ sin22 cos(2g), 
OA /

(14.) r2 (öp) = a‘costasin?(2«p) = «McosU sin?(2q) 
cos(2g)

26*
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= a2 cos(2g) cos22

, , „ sin?(2q) + a2 cos22 77 
COS(29)

 a2 cos21 _ 72
- cos(29) ~ cos2 (2g)

Dies giebt nach Gleichung (5.)

(16.) 0 =

= 2a27 [cos22d2 = a21 sinzcos
o



XII. Abschnitt.

Integration der Differentiale der Functionen 
von mehreren Veränderlichen.

§ 71.
Vollständige Differentiale der Functionen 

von zwei Veränderlichen.
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 175.)

Ist
(1.) U =f(x, y)
eine Function von zwei von einander unabhängigen Veränder- 
lichen, so ist nach D.-R., Formel Nr. 134 der Tabelle das voll
ständige oder totale Differential von u 

(2.) du = ~ dx + du dy,
dx oy •

wobei

(3.) 8" = M(E,»), 8y = Ns, y)

noch Functionen von x und y sind, so dass Gleichung (2.) über
geht in
(2 a.) du = M(x, y)dx + N(x, y)dy.

Wie in dem Vorstehenden die Gleichung (2 a.) aus Glei
chung (1.) abgeleitet ist, so könnte man sich jetzt auch die 
Aufgabe stellen: „Man soll u als Function der beiden Veränder
lichen x und y bestimmen, wenn du durch die Gleichungen (2a.) 
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gegeben ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 8, 

und 8y durch die Gleichungen (3.) gegeben sind.“

Dabei erkennt man aber sogleich, dass die Functionen 
M(x, y) und N(z, y) nicht ganz beliebig gegeben sein dürfen; 
es müssen vielmehr M und N die partiellen Ableitungen ein 
und derselben Function u ^f^, y) sein. Wenn diese Be
dingung erfüllt ist, muss nach D.-R., Formel Nr. 137 der Tabelle

Oy dz(4.) 

oder 

(4 a.) dM(x, y)__ dN(z, y\ 
dy________ dz 

sein. Diese Bedingung ist nothwendig, wenn 
(5.)_____________ du = M(z, y}dz — N(z, y)dy 
ein vollständiges Differential sein soll; sie ist aber auch, wie so
gleich gezeigt werden soll, hinreichend, um die Function 
(6.)_____________________ u =j\x, y) 
zu bestimmen, deren vollständiges Differential mit Mdz + Ndy 
übereinstimmt.

Beweis. Wie die Gleichung

(7.) 8“ = M(r, y)
aus Gleichung (6.) hervorgeht, indem man y als eine Constante 
betrachtet und nach x differentiirt, so wird Gleichung (6.) aus 
Gleichung (7.) hervorgehen, indem man y wieder als constant 
ansieht und in Bezug auf x integrirt. Dies giebt

(8.) u = fM^x, y)dz + Y.

Hierbei ist die Integrations - Constante mit Y bezeichnet 
worden, um anzudeuten, dass sie noch eine Function von y sein 
darf, weil bei der in Gleichung (8.) angedeuteten Operation z 
als die einzige Veränderliche angesehen wurde. Setzt man
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(9.) jM(x, y)dx = v.
so geht Gleichung (8.) über in
(10.) u — v + Y.

Aus dieser Gleichung folgt mit Rücksicht auf die Glei
chungen (3.)

(11.) 
also 

(12.)

Ou — . Ov dY — - = IV(x, y) = — — —- , 
Oy• dy di) 

dy . . Ov= IV(x, y) — .
dy Qy

In dieser Gleichung ist die linke Seite eine Function der 
einzigen Veränderlichen y. Damit , die Aufgabe lösbar ist, muss 
auch die rechte Seite der Gleichung von x unabhängig sein. 
Das ist auch nach der in Gleichung (4 a.) festgestellten Voraus
setzung der Fall, denn es ist mit Rücksicht auf Gleichung (9.)

, 3 ) 0 (N dv\_dN 020 _ dN \dx)
Ox \ dy) dx dx dy dx * dy 

_dN dM 
dx dy

Dieser Ausdruck ist aber nach Gleichung (4 a.) gleich 0, 
dv

folglich muss N — 5 von x unabhängig sein. Die Gleichung 

(12.) enthält also keinen Widerspruch, so dass man daraus ohne 
Weiteres durch Integration

(14.) Y=/(N-8)dy+o
ermitteln kann. Setzt man diesen Werth von Y in die Gleichung 
(10.) ein, so findet man

(15.) 
wobei

u = o +/~- ^)dy + G’

(16.) v = f M(x, y}dx 
ist. Damit ist die Aufgabe gelöst, denn nach den Gleichungen 
(15.) und (16.) ist in der That
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(17.)

(18.)

Ov Ov — .
öx = öx = MEz »)

oy oy \ Oi

Man nennt den Ausdruck
M(x, y)dx — N(x, y}dy

yein vollständiges oder totales Differential“, wenn die Bedingung
. öM{x, y) _ ON(x, y)

dy - dx
erfüllt ist. Man muss daher, wenn man sicher gehen will, ehe 
man integrirt, untersuchen, ob Gleichung (19.) befriedigt wird. 
Man kann aber auch mit der Berechnung von

(20.) v =M(x, y^dx
do

beginnen und dann untersuchen, ob N — — unabhängig von x 

ist. Wenn dies zutrifft, so wird ja, wie schon in Gleichung (13.) 
gezeigt wurde, 

(21.) dN OM_ 
öz öy=0

d. h. die in Gleichung (19.) angegebene Bedingung wird be
friedigt.

§ 72.

Uebungs-Beispiele.

Aufgabe 1. Man soll u als Function von x und y bestimmen, 
wenn 
(1.) du = (3x2 + Sxyyix + (4x2 +3y?)dy 
gegeben ist.

Auflösung. Um zunächst zu untersuchen, ob die rechte Seite 
von Gleichung (1.) ein vollständiges Differential ist, bilde man 
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. x öM(z, y) 0(322 + 8xy) 
(20 “öy = 8r ’
,ON(x, y) _ 0(4x2 + 3y2) _ . " x dar ""

Aus den Gleichungen (2.) und (3.) folgt, dass
1OM(z,y) _ öN(x, y) 
11. dy dx

ist, dass also in diesem Falle Mdx+Ndy ein vollständiges Dif
ferential ist. Man darf daher ohne Weiteres das in § 71 an
gegebene Integrations -Verfahren anwenden und erhält

(5.) v = jM{x^ y)dx — f (3x2 + 8xy)dx = x3 + 4x2y.

Ferner wird
(6.) N-8, =4+ ^ - 472 = V

und deshalb
(7.) Y=ff-d̂ dy=j^dy = f+C.

Dies giebt
(8.) u = o + Y = 23 + 4?y + y^ + C.

Die Richtigkeit dieses Resultates kann man sehr leicht 
durch Differentiation prüfen.

Man kann selbstverständlich die Aufgabe auch so lösen, 
dass man zunächst 

(9.) u = fNdy + X = w + X 
bildet, wobei X eine Function der einzigen Veränderlichen x 
ist, und dass man dann X aus der Gleichung 

00) x -/- 8^)dx 
berechnet.

Aufgabe 2. Man soll u als Function von x und y bestimmen.
wenn
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(11.) du = (2023 -— 2122y + 2y)dx + (— 7x3 + 2 + 3)dy 
gegeben ist.

Auflösung. Man kann zunächst durch Bildung von 8 und

8, zeigen, dass

X OM 2N . , (12.) —=-==-21x2 + 2 oy ox 
wird, und dass deshalb die rechte Seite in Gleichung (11.) ein 
vollständiges Differential ist. Dann erhält man 
(13.) v =/Mdx = /(2023 — 212‘y + 2y)dx

= 5x4 — ix^y — ^xy,

(14.) N— ,=( 7a3 +2+3)— 7a3 + 2z) = 3,

(15.) Y = J(N - 89)dy =jMy ^Sy + C.

Dies giebt
(16.) u = v + Y = 524 — ix^y + 2xy + 3y + C.

Aufgabe 3. Man soll u als Function von x und y bestimmen, 
wenn
(17.) du = (2ax + by — cffx — {bx — 2my + n)dy 
gegeben ist.

Auflösung. Hier wird
_ dM , dN , . QM dN 
(18.) — = b, —- = b, also — = — 97 oy ox oy ox 
folglich ist die rechte Seite von Gleichung (17.) ein vollständig es 
Differential-, man erhält daher
(19.) v —JMdx = /X^ax + bxj + c)dx = ax2 + bxy — cx^ 

dv(20.) N — — = (bx — 2my + n) — bx — 2my — n.

(21.) Y=ß^N ^)dy =/2ny + ^dxj

= my2 + ny + C.
Dies giebt

(22.) u = v + Y = ax1 + bxy + ex + my2 + ny + C.
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Aufgabe 4. Man soll u als Function von x und y bestimmen.
wenn

23.) du = —2 19-
+ y- 

gegeben ist.
Auflösung. Die Gleichung (23.) kann man auch in der 

Form 
_ x 7 ydx , xdy 
23a. du^~ 27 — -9x- - y- x" + y1

schreiben, aus der man leichter erkennt, dass

(24.)

ist. Daraus folgt
C dM y1 — x2 0N  y?— a?

(25.) dy {x1 + y2)2 ‘ öx (x2 + y'2)'2

Da diese beiden Ausdrücke einander gleich sind, so ist die 
rechte Seite von Gleichung (23.) ein vollständiges Differential-, 
man erhält daher nach Formel Nr. 21 der Tabelle

Dies giebt
(29.) u = v + Y = C — arctg(s)

Aufgabe 5. Man soll u als Function von x und y be
stimmen, wenn

/1 92 ( x2 1\ (30.) da =G- ffy)ff + (—» ~ y)" 

gegeben ist.
Auflösung. Den Nachweis, dass die rechte Seite von Glei

chung (30.) ein vollständiges Differential ist, kann man führen, 
indem man
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OM_ON_ 2xy 
dy öx (x — yf 

bildet. Man darf aber auch ohne Weiteres

Mdx ="(---------- •—— ]dx
J\x {x — y/J

berechnen und erhält daraus, dass

/99 y öv ( x2 1\_ 2xy — y2•OyNx ~yY y) (x-yf

_ 22 — 2xy + y2 1   1 1
{x — y? y ~ y 

eine Function der einzigen Veränderlichen y ist, diesen Nach
weis. Da nun noch 

(34 ) Y=/(N-8g)dy =/1-})dy =y-ly+c

ist, so ergiebt sich
2

(35.) u = v + Y = Ix + ——— + y — \y + C, 
x y

oder

(35a.) u — l( — )+------------- C.\yj x — y
Aufgabe 6. Man soll u als Function von x und y be

stimmen, wenn 
(36.) du = (,22, + y-ö)dx + (-2, + „ - 2- ^'J 

gegeben ist.
Auflösung. Den Nachweis, dass die rechte Seite von Glei

chung (36.) ein vollständiges Differential ist, kann man auch hier 
führen, indem man zeigt, dass
—oM_ ON _ ^y^ + 2y° ! i

• ydxT {x^—y^ T 

ist. Man kann sich aber diese etwas umständliche Differentiation 
auch ersparen und ohne Weiteres 
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berechnen.

e = (Mdx = —4 + y — ^\dx
J J Ne y /

Dadurch erhält man

— -9”—9 + XV — 5x, JZ-—y
oder nach den Formeln Nr. 59 und 21 der Tabelle 

. 1/x — y\ /x)i (38.) 0 = —1( • — arcto—I—xy—5x. 
2 x — yj y / 

Daraus folgt 
x — Ov / 2xy2 . / ^y' (39.) N——==( , •  x—2y—7)—( — Oy a4 — y4 • /x4 — y‘ 

= -^y- 7.
Da dieser Ausdruck von x unabhängig ist, so ist die rechte 

Seite von Gleichung (36.) ein vollständiges Differential, und man 
erhält 
(40.) Y=/(N-8)dy=-/2y+7)dy =-y-7y+c.

(41.) u = v+ Y=} 1 (E—M)- arctg/-)
2 \x-\-yJ y/ +ay—5x—y2 — ly+C.

§ 73.
Vollständige Differentiale der Functionen von drei 

Veränderlichen,
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 176.)

Ist
(1.) u =f{x, y, z} 
eine Function von drei von einander unabhängigen Veränder
lichen, so wird nach D.-R., Formel Nr. 136 der Tabelle das 
vollständige oder totale Differential von u 
(2.) du=Oud,4Oua, + ^dz,

Ox Oy 02 ‘
wobei
(3.) 9" = F^ y, z^ O" = G(z, y, z^ 8" = H(z, y, z) 
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noch Functionen von x, y, z sind, so dass Gleichung (2.) über
geht in
(2 a.) du = Fdx + Gdy + Hdz,
wenn man bezw. F, G, H statt F(x, y^ z}, G(x, y, z\ H(x, y. z) 
schreibt. Wie in dem Vorstehenden die Gleichung (2 a.) aus 
Gleichung (1.) abgeleitet ist, so könnte man sich jetzt auch die 
Aufgabe stellen: „Man soll u als Function der drei Veränder
lichen x, y, z bestimmen, wenn du durch die Gleichung (2a.) 

gegeben ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 5,' 

O2 OQ
— und — durch die Gleichungen (3.) gegeben sind.“Oy Oz

Dabei erkennt man aber wieder sogleich, dass die drei 
Functionen F, G, H nicht ganz beliebig gegeben sein dürfen; 
sie müssen vielmehr die partiellen Ableitungen ein und derselben 
Function u =f{x, y, z) sein. Wenn diese Bedingung erfüllt ist, 
so ergiebt sich aus D.-R., Formel Nr. 137 der Tabelle

(4.) 

oder 

(4 a.) OF_OG OF_OH OG _OH 
dy dx ‘ dz dx ‘ dz dy

Diese Bedingungen sind nothwendig, wenn die rechte Seite 
von Gleichung (2a.) ein vollständiges Differential sein soll; sie 
sind aber auch, wie sogleich gezeigt werden soll, hinreichend^ 
um eine Function 
(5.) u =f(x, y, z) 
zu bestimmen, deren vollständiges Differential mit

Fdx + Gdy + Hdz 
übereinstimmt.

Beweis. Wie die Gleichung
(6.) 8" = F^ y^ •)

aus Gleichung (5.) her vor geht, indem man y und z als Con
stanten betrachtet und die Function u nach x differentiirt, so 
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wird Gleichung (5.) aus Gleichung (6.) hervorgehen, indem man 
y und z wieder als constant ansieht und die Function F(x, y, 2) 
in Bezug auf x integrirt. Dies giebt
(7.) u =fF(x, y, z^dx + (p{y, z).

Hierbei ist die Integrations-Constante mit (f^y, z) bezeichnet 
worden, um anzudeuten, dass sie noch eine Function von y und 
z sein darf, weil bei der in Gleichung (7.) ausgeführten Integration 
x als die einzige Veränderliche angesehen wurde. Setzt man 
(8.) J/F(x, y, 2)d = v,
so geht Gleichung (7.) über in 
(9.) u = o + gp(y, z).

Aus dieser Gleichung folgt mit Rücksicht auf die Glei-
chungen (3.)

(10.) du _ , ., _ ßv _ Oqp(y, 2) dy _ "‘ y, 2 - öy * dy ,

(11.)
du do d(g(y, z)dz = H^, y, 6) = dz 4------ ,

oder 

(12.)
q(y, 2) _ c_O, Öcp(y, 2) _ Öv
dy dy ' dz dz

TT- 1 n Oq(y, 2) T Og(y, 2) . —Hierbei sollen — < — und ——— von der Verander-öy O2
liehen x unabhängig sein, folglich muss auch die rechte Seite 
dieser Gleichungen (12.) von x unabhängig sein, wenn die Aufgabe 
lösbar sein soll. Das ist auch nach den in den Gleichungen 
(4a.) aufgestellten Voraussetzungen der Fall, denn es ist mit 
Rücksicht auf Gleichung (8.)

öv\OG 02p — OG 0 /00\
130) öz dy) dx dxdy dx dy\dx)

Föx dy ~ ‘
2 0v\ ÖH 0’0 dH 0/00\

( ’ öx dz) dx dxdz dx dz\dx)
_ öH öf_

dx dz
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Die Gleichungen (12.) enthalten daher keinen Widerspruch, 
so dass man die Function g(y, 2) aus der Gleichung

bestimmen kann. Auch die Bedingung, dass hierbei der Aus
druck auf der rechten Seite von Gleichung (15.) ein vollständiges 
Differential ist, wird erfüllt, denn man erhält nach den Glei
chungen (4 a.)
. . ön\OG 020 _0H 020

öz öy)= öz öyöz dy dzdy 

=9(1—0).
Oy Oz/

Man kann daher die Gleichung (15.) nach dem in § 71 an
gegebenen Verfahren integriren, wie folgt. Es sei

(17.) 10

dann ist mit Rücksicht auf Gleichung (15.)

(19.) 

oder

ffy, z} = w + ffz\ 

dy^y, z)   — dv  dw | dffz)
0z = — dz = dz T ~~dz~

(20.)
dy(z) 

dz
dv dw 
dz dz

Dass auf der rechten Seite dieser Gleichung eine Function 
der einzigen Veränderlichen z steht, folgt schon aus den Erläu
terungen in § 71, lässt sich aber auch zeigen, indem man den 
Ausdruck nach y differentiirt. Dann erhält man nämlich mit 
Rücksicht auf die Gleichungen (17.) und (4a.)

d / du dw\ dH d^o d^w 
dy\ dz dz)~ dy dydz dydz 

dH d2v 0(s Ou 
dy dydz dz\ dy.
dH dG 
  — — 0.O y Öz
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Aus Gleichung (20.) folgt daher 
(22.) wC) = /(n—80—8!)a: + C,

also nach den Gleichungen (9.) und (18.) 
(23.) u = v + w + y(2), 
wobei sich die Werthe von v, w und ffff aus den Gleichungen 
(8.), (17.) und (22.) ergeben.

Man ist natürlich nicht an eine bestimmte Reihenfolge der 
Integrationen gebunden, d. h. man ist nicht gezwungen, zuerst 
/ F^x, y, z^dx, sodann/(G- ^)^ und endlich /(H—89—Z")dz

zu bilden, sondern man kann auch mit /G(x, y, z)dy oder 

J‘H(x, y, z)dz beginnen und dann die Rechnung in ähnlicher 
Weise fortsetzen wie bei dem angegebenen Verfahren.

Man erkennt auch, wie sich die angegebene Methode auf 
Functionen von n Veränderlichen übertragen lässt. Dabei kann 
die rechte Seite von der Gleichung 
(24.) du = M^dx^ + Madx2 + • • • + Mndxn 
nur dann ein vollständiges Differential einer Function 
(25.) u = f{x^ x,... xn} 

,. n(n — 1) . sein, wenn die —o—- Bedingungen

. dMa (26.) = —
OXs OTa 

befriedigt sind. Indem man 
(27.) v = /Mdxi und u = v + ffx2, x^ ... x^ 

setzt, hat man den vorliegenden Fall einer Function von n Ver- 
änderlichen auf den einfacheren Fall einer Function von n — 1 
Veränderlichen zurückgeführt, da dann noch die Function 
gp(x2, 23, •.. x„) aus der Gleichung

Kiepert, Integral-Rechnung. 27
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(28.)
Ov \ , /öxp)dz2 + (Ma Ov' 

0x3
drz+...

—( MA —■ dan

zu berechnen ist.

§ 74.

Aufgabe 1.

Uebungs-Beispiele.

Man soll u als Function von x, y, 2 bestimmen, 
wenn 
. . 7 adx ax — bz bdz 
(1.) du = 5 du —  

3 yz y 
gegeben ist.

Auflösung. In diesem Falle ist 

(2.) F=d, G==atb, H=b-, 
V 32 y 

also 
• dF dG  a 

dy dx y2

OGHb 
. dz dy ~ y2

Die rechte Seite von Gleichung (1.) ist daher ein vollstän
diges Differential^ und man erhält

do _ dw b do dw_
dz ‘ dz y ‘ dz dz 0,
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(8.)
y Ov

-------------
ÖZ

G,

folglich wird 

(9.)
ax — bz , . u —------------- F C.

Aufgabe 2. Man soll u als Function von x, y, z bestimmen, 
wenn
(10.) du = (y3+y22)dx+(3xy?+222+3y?z)dy+(4:3+2xyz+y?)dz 
gegeben ist.

Auflösung. Hier ist

(11.) F = y^Fy^, G = 3xy?+x22+3y?z, FL = 423+2xyz+y3, 
also

(12.)

' OP_ dG 
dy dx 
dF __dH 
dz dx = 2y2,

dG _dH 
dz = dy = 2xz + 3y2.

Die rechte Seite 
ständiges Differential,

(13.)

(14.)

v —jFdx
2G — — = (3xy2 
dy•

von Gleichung (10.) ist daher ein voll- 
und man erhält

=/(y3 + y22)dz = zy3 + zy22.

+ xz2 + 3y22) — (3xy2 + x22) = 3y2z,

(15.) W

(16.)
dv dw
3-----3, = (4z3 + 2xyz + y3) — 2xyz — y^ = 423,

(17.)
da dw 
dz dz ^dz = 24 + C,

folglich wird
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(18.) u — xy3 + xyz2 + yzz + 24 + C.

Aufgabe 3. Man soll u als Function von x, y und z be
stimmen, wenn

(19.) du = —-- - y + 1 • e- a LT(27) Vz2 — x?y2 z J

+ —— ----- — X — sin y] dy
L‘(2 + 7) yz^^x^yi *- •

+1+ TV -
L‘ zV22—-x^y2

a
x z7 — e — COS 2 Cz 2-

gegeben ist, wobei

(20.)
sein soll.

= Vx2 + y2 + 22r

Auflösung. Die Untersuchung, ob die rechte Seite von Glei
chung (19.) ein vollständiges Differential ist, kann übergangen 

werden, da sich ergeben wird, dass G — öy von x unabhängig 

Ov dw
ist, und dass H — - ------- — nur noch die einzige Veränderlichedz oz

Or x 
z enthält. Es wird nämlich, da — = — ist, ox r
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(25.) 00=*+7+42 %, 80 =0, 
dz r(z^-r} ^^—x-y^ 22 0z

(26.) ‘(2) = /UH — 3,— o1/ ~ = —icoszdz = — sinz + C, 

folglich wird

(27.) u = l{z + r) — arcsin(")+e* + cosy—sinz + C.



XIII. Abschnitt.

Theorie der gewöhnlichen Differential- 
Gleichungen erster Ordnung.

§ 75.
Begriff und Eintheilung der Differential-Gleichungen.

Jede Gleichung, in der mehrere Veränderliche und ausser
dem noch Differentiale oder Differential- Quotienten beliebig hoher 
Ordnung enthalten sind, heisst eine Differential-Gleichung.

Da die veränderlichen Grössen x, y, z ... selbst endliche, 
die Differentiale aber unendlich kleine Grössen sind, die neben 
den endlichen Grössen vernachlässigt werden dürfen, so müssen 
beide Seiten einer Differential-Gleichung homogene Functionen 
der Differentiale sein, d. h. sie dürfen sich gar nicht ändern, 
wenn man

dx, dy, dz ... mit t, 
d’x, d^y, d-z, . . . mit 12,

dnx, d^y, dnz, ... mit tn 
multiplicirt und dann beide Seiten der Gleichung durch eine 
passend gewählte Potenz von t dividirt.

Dies gilt auch noch, wenn in der Differential - Gleichung 
partielle Differentiale und Differential-Quotienten auftreten.

Man unterscheidet gewöhnliche und partielle Differential- 
Gleichungen, jenachdem dieselben Functionen von einer einzigen 
oder Functionen von mehreren unabhängigen Veränderlichen ent
halten. Hier soll nur von den gewöhnlichen Differential-Glei- 
chungen die Rede sein.
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Man theilt die gewöhnlichen Differential-Gleichungen in 
verschiedene Ordnungen ein nach der Ordnung des höchsten darin 
enthaltenen Differentials, bezw. des höchsten Differential-Quo
tienten. Es giebt also Differential-Gleichungen erster Ordnung, 
zweiter Ordnung, u. s. w. allgemein nter Ordnung. Beschränkt 
man sich zunächst auf den Fall, wo nur zwei Veränderliche x 
und y mit ihren Differentialen vorkommen, so sind z. B. die 
Gleichungen
(1.) (By? + lx2)dy + (12xy — 8x?)dx = 0,
oder
(la.) (3y2 + 722)"% + 12xy — 822 = 0,

(4-) dz + y - f^ = «(r)

Differential-Gleichungen erster Ordnung-, die Gleichungen

2-*5

(. R=,»£3=0»Y/1+(z).

dx2

sind Differential-Gleichungen zweiter Ordnung, und die Gleichung 
(8.) F(e)4,% +H(e)4,4+.+ F,L(e)l+ F(e) • y = ®W 

ist eine Differential- Gleichung nter Ordnung, und zwar heisst 
diese Gleichung eine Differential - Gleichung nter Ordnung und 
ersten Grades oder eine lineare Differential-Gleichung nter Ord
nung, weil sie in Bezug auf die Grössen 
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dy d^y dny
— 2 7 — 9 ■ ■ * —— dx dx^ dx‘l

vom ersten Grade ist.

§ 76.

Auflösbarkeit der Differential-Gleichungen. 
Integrations - Constanten.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 177—180.)
Die einfachste Form einer gewöhnlichen Differential-Gleichung 

zwischen zwei Veränderlichen x und y tritt bei der Ermittelung 
eines jeden Integrals auf, wo die Gleichung

gegeben und die Gleichung
(2.) y=fix)-\-C
so zu bestimmen ist, dass Gleichung (1.) daraus durch Differen
tiation abgeleitet werden kann. Man nennt dann
(2 a.) y = ff\x)dx = fix) + C
das allgemeine Integral der vorgelegten Differential - Gleichung. 
Dabei tritt noch eine beliebige Integrations-Constante C auf, 
welche man so bestimmen kann, dass y den Werth b annimmt, 
wenn x gleich a wird. Setzt man nämlich

C^b-fia), 
so wird
(2 b.) y = b + fix) —fia) = Fix, a, b).

Will man das angegebene Verfahren auf eine beliebige 
Differential-Gleichung erster Ordnung

übertragen, so heisst auch dabei die gesuchte Function
(4.) y = F(x, a, b),
welche für a = a den Werth b annimmt, das allgemeine Integral 
der vorgelegten Differential-Gleichung, wenn Gleichung (3.) durch 
Einsetzen dieses Werthes von y befriedigt wird, wenn also
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(5.) G[x, F(x, a, b), F(x, a^ 6)] = 0
wird, was auch x, a und b sein mögen.

Man kann sich zunächst durch ein graphisches Verfahren 
davon überzeugen, dass ein solches allgemeines Integral immer 
existirt, bei welchem man den Anfangswerth b von y noch be- 
hebig annehmen kann.

Bringt man nämlich die Gleichung (3.) auf die Form

(6.) d=s(r, v),

und beachtet man, dass der gesuchten Gleichung
(7.) y = F(r, a, b)
eine Curve in der XY-Ebene entspricht, so erkennt man aus 
der geometrischen Deutung des Differential-Quotienten (vergl. 
D.-R., Formel Nr. 16 der Tabelle), nämlich aus der Gleichung 

(8.) d=tgu.

dass Gleichung (6.) für jeden Werth von x die Richtung der
Curventangente angiebt; denn c 
ist in Gleichung (8.) der Winkel, 
welchen die Tangente mit der 
positiven Richtung der X-Axe 
bildet. Ist also A der Anfangs
punkt der Curve (Fig. 130) mit 
den Coordinaten a und b, so kann 
man die Tangente im Punkte A 
construiren, weil man aus der 
Gleichung

(9.) ^u — cp{a,b) 
den Winkel « berechnen kann.

Auf dieser Tangente liegt aber noch ein unendlich naher 
Curvenpunkt Ai mit den Coordinaten a1, bi. Auch für diesen 
Punkt findet man aus der Gleichung 
(10.) tga^cp^at, b^
die Richtung der nächsten Tangente A|A2, wobei der Punkt 
A, dem Punkte Ax unendlich nahe liegen möge, so dass auch A^ 
noch ein Punkt der Curve ist. Jetzt findet man aus der Gleichung 
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(11.) tg «2 = g(a2, 62)
die Richtung der Tangente im Punkte Ap. Indem man so weiter 
fortfährt, findet man beliebig viele Punkte und Tangenten der 
gesuchten Curve, welche der vorgelegten Differential - Gleichung 
genügt.

Da man in Wirklichkeit die Punkte A, Gb A2, ... einander 
nicht unendlich nahe legen kann, so liefert dieses Verfahren bei 
der praktischen Ausführung zwar nur ein angenähertes Resultat; 
in der Vorstellung ist man aber dieser Beschränkung nicht unter
worfen, so dass man damit bewiesen hat, dass die vorgelegte 
Differential- Gleichung immer ein Integral besitzt.

Gleichzeitig erkennt man ausFig. 131.

unendlich viele.

diesem graphischen Verfahren, dass 
die Differential - Gleichung nicht ein 
Integral, sondern unendlich viele 
Integrale besitzt. Weil nämlich 
Gleichung (6.) nur die Richtung 
der Tangente angiebt, so kann man 
für die Abscisse x — a die Ordinate 
y = b noch beliebig wählen, d. h. 
es wird nicht eine Curve geben,

welche der vorgelegten Differential-Gleichung genügt, sondern

Dieses graphische Verfahren kann man auch benutzen, um 
die auf einander folgenden Werthe b, b^ b^,. . . von g zu be
rechnen, denn aus Gleichung (6.) findet man zunächst

(12.) —------  = (p{a, b\ oder ba = b + (a, — a)ap(a, b)C1 — a
und ebenso 
(13.) b2 = bi + (a2 — ai)y(ai, bi),
u. s. w. Dabei sind allerdings bi, b^,... nur Näherungsu:erthe, 
die um so weniger von den wahren Werth en ab weichen, je 
kleiner man die Differenzen ar — a, a^ — a1, ... nimmt.

Wesentlich ist dabei die Erkenntniss, dass, so lange die 
Function ffx, y) für die betrachteten Werthe von x und y ein
deutig und stetig bleibt, einer stetigen Aufeinanderfolge der 
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Werthe von x auch eine stetige Aufeinanderfolge der zugehörigen 
Werthe der y entspricht. Macht man daher die Voraussetzung, 
dass die Differential-Gleichung (6.) ein Integral von der Form 
(14.) y = F(x, a, b) 
besitzt, so kann man diese Integral - Function, welche der 
Kürze wegen mit fix) bezeichnet werden möge, mit Hülfe 
des Taylor’schen Lehrsatzes nach steigenden Potenzen von x — a 
entwickeln, wobei noch der Anfangswerth a ganz beliebig ist. 
Dies giebt (vergl. D.-R., Formeln Nr. 50 der Tabelle) 
(15.) ft) =f(a) + 31) (z—a) + 370) (—a)+ 

+f"d)g,—d)+R.

Bezeichnet man den willkürlichen Werth von y, welcher 
dem Anfangs werthe x — a zugeordnet ist, mit b, so wird 
(16.) ^ =/(«)•

Nur diejenigen Werthe von a und b sollen ausgeschlossen 
werden, für welche die Function g(x, y) unstetig wird.

Aus Gleichung (6.), nämlich aus der vorgelegten Differential- 
Gleichung

dy / Xdz= 9(r, 9)
folgt dann zunächst

(17.) ^=(4)_= «(a, 6).
Hierbei ist mit ("V) der Werth von dy bezeichnet, wel- 

\dxjx=a dx
chen man erhält, wenn man z = a und y = b setzt. Ebenso 
möge

(18.) f"(a) =()__.
dny

aus Ta* hervorgehen, indem man x — a, y — b setzt. Aus

Gleichung (6.) folgt dann weiter (vergl. D.-R., Formel Nr. 87 
der Tabelle)

d’y _ O(x, y)
dx2 dx(19.)

(20.)

d(p(x, y) dy dy
Oy dz- 91.+92‘dx‘

d3y _ 02 _ 9 029 dF _ 029 (dy2_ Oq d’y 
dx^ dx2 dxdy dx T dy2 \dx) dy dz?
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Bezeichnet man der Kürze wegen 
d2y dy(x, y) 
des dx mit ®"E,"), 

dy=de‘r,y) mit 2,9), 
dx3 dx "‘‘‘‘

so gehen die Gleichungen (19.) und (20.) über in

dny dcp^-^ix, y} .
z mit qo(n-1)(x, y),dxn dx 7 22/7

(19 a.) d2y _ dy , .da? = cp^x, 3) + 92(3, da = 9 (E, y\

(20 a.)
d3 y dy
743 = q‘i(x, y) + q‘2(r, y) dz = $"(x, y\

Daraus findet man
(21.) f\d) = «(a, b), f\d) = ^(a, b), f"(a) = (p“^, b\ . . ., 
d. h. man kann sämmtliche Coefficienten auf der rechten Seite 
von Gleichung (15.) berechnen.

Die Bedingungen dafür, dass der Rest R für hinreichend 
grosse Werthe von n beliebig klein wird, sollen erst an einer 
späteren Stelle aufgesucht werden, erstens, damit die vorliegende 
Darstellung nicht unterbrochen wird, und zweitens, weil die 
Herleitung dieser Bedingungen für den Anfänger möglicher Weise 
noch zu schwer ist. Deshalb möge die Untersuchung der Con- 
vergenz in einem besonderen Paragraphen ausgeführt werden, 
den der Anfänger nöthigenfalls übergehen kann, ohne das Ver- 
ständniss für das Folgende zu verlieren.

Es möge hier also vorausgesetzt werden, dass die durch 
das beschriebene Verfahren aufgefundene unendliche Reihe

(22.) f(r) =f(a)+"(—a)+"0(—a)+-----

convergent sei, dann kann man auch beweisen, dass
(23.) y = f(x)
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das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung ist, 
wobei nach Gleichung (16.)

f^} = 6
sein soll. Setzt man nämlich den gefundenen Werth von y in 
die Function g(x, y} ein und entwickelt dieselbe nach steigenden 
Potenzen von x — a, so wird
(24.) «(=, » - «(a, 6) + " (a 6) (—)+‘ gr 6) (—+..,

Andererseits erhält man aus Gleichung (15.), da die rechte 
Seite dieser Gleichung eine Potenzreihe ist, die man differentiirt, 
indem man die einzelnen Glieder differentiirt, 

(25.) d ="() +/"(«) =—a +f"(a) E 4)+ • • •.

Nun ist aber nach den Gleichungen (21.)

f\a) = ^a, 6), f"(a) = q‘(a, 6), f"(a) = «“(a, 6), • • • 
d. h. die rechte Seite von Gleichung (25.) stimmt Glied für Glied 
mit der rechten Seite von Gleichung (24.) überein, folglich 
müssen auch die linken Seiten einander gleich sein; es ist also 

(26.) = «(x, y), 

was zu beweisen war.
Man kann demnach

y =f(r) = F(x, a, 6)
so als Function von x bestimmen, dass einem gegebenen An
fangs werthe x = a ein beliebiger Anfangswerth y = b zugeordnet 
ist, und dass diese Function der vorgelegten Differential-Gleichung 
genügt.

Das angegebene Verfahren kann in allen Fällen, wo y(x, y) 
eine eindeutige, stetige Function ist, angewendet werden und 
wird meist sehr brauchbare Resultate liefern. In vielen Fällen 
wird es aber möglich sein, das allgemeine Integral in geschlossener 
Form, d. h. ohne Reihen - Entwickelung durch eine Gleichung 
(27.) »fe y, C) =0 
darzustellen. Aus dieser Gleichung, welche man die „Integral-
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Gleichung1''- nennt, kann man im Allgemeinen die Integrations- 
Constante C so bestimmen, dass für z = a die abhängige Ver
änderliche y gleich b wird; man braucht ja nur die Gleichung 
(28.) ^{a, b, C) = 0 
nach C aufzulösen. Setzt man einen der gefundenen Werthe 
von C in die Gleichung (27.) ein und entwickelt wieder y nach 
steigenden Potenzen von x — a, so muss man genau dasselbe 
Resultat wie vorher erhalten, weil in beiden Entwickelungen das 
erste Glied gleich b wird, und weil sich die Coefficienten der 
folgenden Glieder schon aus der vorgelegten Differential-Gleichung 
(29.) ' dz = «(s, y) 

ergeben, welche aus der Integral-Gleichung (27.) durch Differen
tiation hervorgeht. Rechnet man nämlich aus Gleichung (27.) 
die Grössen y und d aus und setzt dieselben in Gleichung (29.) 

ein, so muss die Gleichung identisch befriedigt werden, sie muss 
für alle Werthe von x und C gelten. Deshalb kann man auch 
die Differential-Gleichung (29.) aus den Gleichungen

_ i 00 , ad dy 
;30.) ", y,C) = Q und öx+öy ar =° 

durch Elimination von C herleiten.
Wie man also auch die Integral - Gleichung aufgefunden 

haben mag, man erhält in allen Fällen dasselbe allgemeine 
Integral, so lange g(x, y) für die betrachteten Werthe von x 
und y eine eindeutige, stetige Function ist.

Durch eine Gleichung zwischen x, y z wird die veränder
liche Grösse z als Function der beiden unabhängigen Veränder
lichen x und y dargestellt. Will man die beiden Veränderlichen 
y und z als Functionen der einzigen Veränderlichen x erklären, 
so braucht man dazu zwei Gleichungen zwischen x, y, z. (Vergl. 
D.-R., Seite 485—89.)

In gleicher Weise würde eine Gleichung zwischen x, y, z. 
dy dz . ., . . . ,
— 9 — nicht ausreichen, um zwei veränderliche Grossen y und dx dx
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z als Functionen der unabhängigen Veränderlichen x zu er
klären. Es müssen also mindestens zwei solche Gleichungen 
gegeben sein, die man „ein Sgstem simultaner Differential- 
Gleichungen“ nennt, weil sie gleichzeitig gelten. Der Einfach
heit wegen kann man sich diese Gleichungen auf die Form

. dg , dz
(31.) dx" (2, y,Z^ dx = V(2, 9,

gebracht denken.
Auch hier ergiebt sich ohne Weiteres die geometrische 

Deutung und damit die Auflösbarkeit dieser Differential - Glei
chungen. Beachtet man nämlich, dass zwei Gleichungen 
F(x, g, z) = 0 und G(x, g, z) = 0 zwischen x, g, z im All
gemeinen einer Raumcurve entsprechen, und dass nach D.-R., 
Formel Nr. 142 der Tabelle die Tangente an die Raumcurve im 
Punkte P die Gleichungen

(32.) g — g = dz (e — x), z — z = da — a)

hat, so erkennt man, dass die Gleichungen (31.) für jeden be
liebigen Punkt der Raumcurve die Richtung der Tangente an
geben. Den Anfangspunkt A mit den Coordinaten a^ b, c kann 
man noch beliebig annehmen und findet dann aus den Glei
chungen. (32.) die Gleichungen
(33.) bi — b = («i — a)y(a, b, c), Ci — c = (a1 — a)(a, b, c) 
die Coordinaten ai, bi, ci eines benachbarten Punktes Ai auf 
dieser Tangente, wobei man noch den Werth von ai so nahe 
an a annehmen darf, wie man will, damit der Punkt Ai auch 
noch auf der Raumcurve liegt. Ebenso, findet man aus den 
Gleichungen
(34.) b2 — bi=(a2— ai)g(ai, bi, ci), c2—Ci =(a2 — a^ip^i, bh ci) 
die Coordinaten eines dritten Curvenpunktes A2 und kann in 
dieser Weise beliebig fortfahren.

In Wirklichkeit kann man auch hier die Punkte A, Ai, 
A2, ... einander nicht unendlich nahe legen und erhält daher 
bei der praktischen Ausführung dieses Verfahrens nur ein an
genähertes Resultat-, in der Vorstellung ist man aber dieser Be
schränkung nicht unterworfen.
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Gleichzeitig erkennt man aus dieser Betrachtung, dass die 
Anfangswerthe b und c von y und z, welche dem Anfangswerthe 
x = a entsprechen, noch ganz beliebig sind, so dass das System 
simultaner Differential-Gleichungen noch zweifach unendlich viele 
Lösungen besitzt.

Dieses Resultat ergiebt sich auch aus der analytischen Be
handlung der Aufgabe. Setzt man nämlich 

(35.) y =f(x) und z = g(x), 

(36.) f(a) = b und g(a) = c, 

wobei die Anfangswerthe b und c noch ganz beliebig gewählt 
werden dürfen, so wird nach dem Taylor'schen Lehrsätze 

(37.) y =f() =f(a) + 510) 0 — e) +70) (x—a)+ 

+/ta) ,—.). +n,
(38.) = = 9() = y(a) + 810) (* — a) + 870 (* -a)+

+ + n, .
und man erhält nach den Gleichungen (31.) 
(39.) (d%)__=f(a) = s(a, 6, C^ 

(40.) (),_= 9‘^ = ^a' 6, c).

Ferner wird 
. d2y _ - dOqöq dyOgdz_ . 
( •) dx2 1 () dx dx dy dx dz dx E"2 

(42.) da - =d40v+00d404- 0(z, y, 2), 
dx2 2 da dx dy dx dz dx 

also 
(43.) f“^ = ip\a, b, c), 

(44.) g^^a) = ip\a, b, c). 
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In derselben Weise setze man 
dg"(x. y, 2)_  O9‘ + 09’ dy + dq)1 dz

dx dx dy dx dz dx 
dip\x, y, z) _Ov‘—O’dy + O1‘ dz 

dx dx dy dx dz dx 
und fahre mit der Bildung der höheren Ableitungen fort bis 

yox)=40281".8)—y"-"(5,v, 2) 

gonge) = ~—"(x, v,2) = 20—y,, ,, 2);

dann findet man
(45.) f0)(a) = «l"—")(a, b, c\
(46.) g(n)(a) = ^n~l\a, b, c).

Wenn g(x, y, z), 1(x, y, z) und die partiellen Ableitungen 
dieser Functionen für die betrachteten Werthe von x, y, 2 
stetig und eindeutig sind, so lässt sich wieder durch functionen
theoretische Untersuchungen zeigen, dass die Restglieder R1 
und R, für hinreichend kleine Werthe von | x — a | mit un
begrenzt wachsendem n verschwindend klein werden. Dann sind 
die Gleichungen (37.) und (38.) die allgemeinen Integral- Glei
chungen der gegebenen Differential-Gleichungen, denn man kann 
zeigen, dass die gefundenen Werthe von y und z den Glei
chungen (31.) genügen, wie man auch die Anfangswerthe b und 
c wählen mag. Setzt man nämlich die gefundenen Werthe von 
y und z in g(x, y, z) und y(x, y, z) ein und entwickelt diese 
Functionen nach steigenden Potenzen von x — a, so wird

(47.) y(x, y, z) = q(a, b, c) + •——--- 2 (x — a)

(48.) (x, y, z) = ip(a, b, c) + —I----- • (x — a)

^‘^ b, c) 
2! (x — a)2 — • • • .

Kiepert, Integral - Rechnung. 28
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Andererseits findet man aus den Gleichungen (37.) und (38.) 
durch Differentiation

Aus den Gleichungen (43.) bis (46.) erkennt man aber, dass 
die rechten Seiten von Gleichung (47.) und (49.), desgleichen 
auch von Gleichung (48.) und (50.) Glied für Glied mit einander 
übereinstimmen, folglich sind auch die linken Seiten einander 
gleich, d. h. es wird

(51.) dz = «(o, y, •) ,

/ X dz.(52.) dz = VE, y, z).

Besonders zu beachten ist dabei der Umstand, dass man 
über zwei willkürliche Integrations-Constante verfügt, indem man 
die Anfangswerthe b und c von y und z noch beliebig wählen 
darf.

Man kann dieses Verfahren ohne Weiteres auf ein System 
von m simultanen Differential-Gleichungen erster Ordnung mit 
m Functionen yv, y^ ... ym der einzigen unabhängigen Veränder
lichen x übertragen.

Denkt man sich nämlich die Gleichungen auf die Form

dy^ . .d= = PE; y^y^-’ Jm);

(53.) da = 92(T; y^ y., . . . ym\

dym , . .
Z7= 9n(E; y^ y^ • • • ym)

gebracht, so kann man noch die dem Anfangswerthe x = a
zugeordneten Anfangswerthe bi, 62, .. .bm von yi, y^, ... ym
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beliebig annehmen und dann diese Functionen yh y^ ... ym nach 
steigenden Potenzen von x — a entwickeln. Dies giebt

(54.)

Yi =fi(x) =fM
_ f^
T 1! (x d) +4 50( a)2+--- .

va =fi(x) =fM
। fa(a)

T 1! (r a) +4 50(z—a) +----•

ym —fm{x) — fm^ , f.’(a) (x d) + 5{ (r a)*+..:.) 1 1!

wobei für « = 1, 2, ... m

— PPa(a; bi, b2.

^ful‘^ = = 9a‘(a; b 62, • • • bt1^)j

allgemein

= 9a""—1(a; 61, b^,... bmy,
"* /X=a \ C* /x=a

und zwar findet man nach D.-R., Formel Nr. 136
" = <pa\x; yi, yi,... y^ aus der Gleichung

der Tabelle

(58.) d(pu d(pa
dx Ox

Oa dyi + 09« dy2 
dyi dx dyi dx

Oa
dym

dy m 
dx

wobei man noch aus den Gleichungen (53.) die Werthe von 
dyi dy^ 
dx dx 
chung (58.)

(59.)

"Vm einsetzen muss. Ebenso findet man aus Glei- 
dx

d"a 
dxn

indem man cpa mit (fa^-^ vertauscht.
Aus dieser Lösung ergiebt sich, dass man bei der Integration 

noch über m willkürliche Integrations-Constanten 161, b2, . . . bm 
verfügt.

Gelingt es, das System simultaner Differential - Gleichungen 
in geschlossener Form zu integriren, so ist ‘ es natürlich nicht 
immer nöthig, dass die m Integrations - Constanten gerade die 

28*
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Anfangswerthe 61, 62, . . . bm von y^ y^ . . . ym sind. Die Lösung 
kann auch durch das Gleichungssystem

(60.)

F(x; y^ y^ • • • ymi C1, C2... cm^ — 0, 
F(x; Yi, yi^... ymi C1, C2 ... cm^ = o,

E(x; y^^ y^^ • • • ymi C1, C2, • • • Cm) — 0 

gegeben sein. Ob diese Gleichungen wirklich ein System von 
Integral-Gleichungen sind, kann man ermitteln, indem man aus 
den m Gleichungen (60.) und aus den m Gleichungen

(6L)
dF _ dF2 dFm _
dx ' dx ‘ dx

die m Grössen cr, c2, ... cm eliminirt und dann untersucht, ob 
das sich daraus ergebende System von m Gleichungen mit den 
Gleichungen (53.) gleichbedeutend ist. Sollen die Gleichungen 
(60.) das System der allgemeinen (oder vollständigen} Integral- 
Gleichungen sein, so muss es möglich sein, die Constanten C1, 
C2,... Cm so zu bestimmen, dass yi,y2,...ym für x = a die 
beliebig vorgeschriebenen Anfangswerthe b^ b2,. . . bm annehmen.

Fl x, y, — 9 9 • —) = 0,\ 9 dx dx2 dxmJ

dmy / dy d^y dm~'y\ 
= (fix. y. —9 2 * * • —----- 7 )dxm dx dx1 dxm~v)

so setze man

Auf den soeben erläuterten Fall lässt sich auch die Inte
gration der Differential-Gleichungen höherer Ordnung zurück
führen. Ist z. B. die Gleichung

(62.)

oder

(63.)

gegeben,
dy d-y dyr d^^y dym_
dx^y^ dF^^^y^ " ' d^ = d = ym^

Dadurch kann man die gegebene Differential-Gleichung auf 
die Form
(65.) ^—F = «(; y, y^ y^.,, y^}

bringen, d. h. man hat die Differential-Gleichung mter Ordnung 
durch ein System von m Differential-Gleichungen erster Ordnung
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ersetzt, welche durch die Gleichungen (64.) und (65.) gegeben 
sind.

Bei der Lösung kann man noch dem Anfangswerthe x = a 
die willkürlichen Anfangswerthe b , bi, b2, ... bm—1 von y, Y1 
Y2, ... ym-\ zuordnen.

Daraus ergiebt sich für y die Reihen-Entwickelung
(66.) y=f() =f(a) +1(—a)+5Z0(r—a)+.., 

wobei
(67.) f(o) = b, f\d) = 6, f‘\d) =6,. „f"-") = bm^ 

ganz beliebige Grössen sind. Die höheren Ableitungen findet 
man aus den Gleichungen

fo)(a) = (p{a, b, bi, . . . bm_i\ 
(68.) « f(n+1)(a) = (p\a, b, bi, . .. bm^,

Die hier angedeutete Methode hat den Nachtheil, dass sie 
die Integral - Gleichungen nicht in endlicher, geschlossener Form 
liefert, aber sie giebt den Nachweis, dass bei der Integration 
einer Differential-Gleichung mter Ordnung m beliebige Integrations- 
Constanten auftreten.

Die Anzahl der Fälle, wo man die Integral-Gleichungen in 
endlicher, geschlossener Form auffindet, ist verhältnissmässig 
klein; in den meisten Fällen führt die Integration der Differen
tial-Gleichungen durch unendliche Reihen auf bisher unbekannte 
Functionen.

In den späteren Paragraphen sollen nur einige Aufgaben 
hervorgehoben werden, bei denen die Lösung in endlicher Form 
möglich ist.

Zunächst aber soll noch die Untersuchung nachgeholt wer
den, unter welchen Bedingungen die Integration der Differential- 
Gleichung

dz=Y(6,1)

durch eine convergente Reihe von der Form
y =f() =f^ +470) (c ~ a) +4500 (z—a)+.
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möglich ist. Da aber die dazu erforderlichen Beweise etwas 
schwierig sind, so darf der Anfänger, wie schon oben bemerkt 
worden ist, den folgenden Paragraphen ohne Nachtheil für das 
Verständniss der späteren Paragraphen übergehen.

§ 77.
Untersuchung der Convergenz-Bedingungen.

Die Integration eines vollständigen Differentials von zwei 
unabhängigen V eränderlichen
(1.) du = M(x, y)dx — N(x, y)dy
kann noch in einer etwas anderen Form ausgeführt werden, als 
es in § 71 geschehen ist. Bezeichnet man nämlich die Function 
u, deren vollständiges Differential durch Gleichung (1.) gegeben 
ist, mit f(x, y), so kann man noch die Integrations - Constante

C = —f^ 6) 
hinzufügen und dadurch erreichen, dass 
(2.) u =f(x, y) —f^ 6)
für x = a und y — ^ verschwindet. Diese Function u erhält 
man, dem früheren Verfahren entsprechend, indem man zu
nächst

X
(3.) u =fM(x, y)dx + ^(y)

a
setzt, wobei g(y) noch eine passend zu bestimmende Function 
der einzigen Veränderlichen y ist.

Zur Ermittelung dieser Function beachte man zunächst, 
dass

dM^x, y) _ N (x, y)
• dy dx

sein muss, damit du ein vollständiges Differential ist. Deshalb 
findet man, indem man die. Gleichung (3.) partiell nach y 
differentiirt und dabei auf der rechten Seite die Differentiation 
unter dem Integralzeichen ausführt,
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x x

Ou f^M^y^ 1 . . (ON(x, y) . 
(5.) Sy=J—‘+"() =)—öxds+S"(U), 

a a 

oder mit Rücksicht auf Gleichung (1.)
87 - N(x, y) = [N(z, y)]'^ + «‘()

= N(x, y) — N^a, y) + (f)‘(y\ 
oder

y
(6.) (p'^j) = N{a, y), g(y) =/N{a, y)dy.

b

Dies giebt
x y

(7.) u = M(x, y^dx + jN{a^ y}dy.
a b

Ebenso findet man
y 8 

(8.) u = J'N^x, y^dy + JM(x, b~)dx.
b a

Indem man die beiden für u gefundenen Werthe einander 
gleichsetzt, erhält man

(9.) f[M(x, y) — M(x, b^dx =/[N(, y) — N(a, y^dy. 
a b

Diese Gleichung gilt für zwei beliebige Functionen M(x, y) 
und N(x, y), welche der einzigen durch die Gleichung (4.) auf
gestellten Bedingung unterworfen sind.

Jetzt sei f(z) eine Function, welche für die betrachteten 
Werthe der complexen Veränderlichen 
(10.) z = x + yi = r(cost + isin t) = r . eti*)  
eindeutig und stetig sein und eine bestimmte, stetige Ableitung 
f\z) besitzen möge; dann wird 
(11.) dz — e^dr + ir . e^dt, 
(12.) f{^)^z = M(r, t^dr + N(r, t)dt, 
wobei

*) Das Argument ist hier mit t und nicht, wie gewöhnlich, mit q 
bezeichnet, damit der Buchstabe y in dem Folgenden noch als Functions- 
Zeichen verwendet werden kann.
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(13.) M{r, t) —f{r • eti) • eti, 
(14.) N (r, t) ~f{r . eti) . ir . eti.

Zunächst erkennt man, dass die rechte Seite von Gleichung 
(12.) ein vollständiges Differential ist, denn es wird

dM öN
—== = zetl ^^r • eti) + r * eUf^r ' etl)] •

Setzt man die Werthe von M und N aus den Gleichungen 
(13.) und (14.) in die Gleichung (9.) ein, indem man x mit r 
und y mit t vertauscht, so erhält man

r t 

(15.) J^Mir, t) — M(r, b)]dr = /^Nir, t) — N(a, t)]dt. 
a b

Da die Grenzen a und r, b und t noch ganz beliebig sind, 
so setze man

a = 0, b = 0, t = 27, also ebi = e° = 1, eti = e-ni = 1, 
während r vorläufig noch einen beliebigen Werth haben soll. 
Da f{z) für die betrachteten Werthe von z nach Voraussetzung 
eindeutig und stetig ist, so wird nach Gleichung (13.) 
(16.) M(, t) — M(r, b) =f (r) —f^ = 0, 
und nach Gleichung (14.) 
(17.) N{r, t} — N(a, t) = ir . eti .f(r . et), 
folglich geht Gleichung (15.) über in

2n 2n

/N(r, t^dt = ijr . e^f^r . eti}dt = 0,
ö o 

2n 27 

f r . eaj^r . e^dt = / zf{z)dt = 0, 
o 0 

der Integration 7 einen Constanten Werth hat. Für 
_ F^-F(d) 

• ) z — a 

oder 

(18.) 

wo bei

(19.)

erhält man daher
271

^z^^ — Fid^ 
z — a

dt = 0,

oder
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(20.)

21

zF {z)dt
z — a

27
— \ (zdt = F{a) /------- - •

% — a
o

Nun wird, wenn a|<2| ist, nach dem binomischen Lehr
sätze

(21.)

also

(22.)

27

== 27 — ) — / e^mt'dt
1 — ym /

0

=== 21

folglich geht Gleichung (20.) über in

F^dt 
z — a = 27 . F(^d),(23.) 

oder 

(24.) F^ =
27 

1 rzF(z)dt 
27/ z — a 

o

Diese wichtige Formel rührt von Cauchy her und kann noch 
in folgender Weise verallgemeinert werden. Differentiirt man 
beide Seiten der Gleichung (24.) nach a, so erhält man, indem 
man auf der rechten Seite die Differentiation unter dem Integral
zeichen ausführt, der Eeihe nach die Gleichungen

p _ 1 fzF{z)dt 
(z — a)2 ‘ 

o



442 § 77. Untersuchung der Convergenz-Bedingungen.

F“\a)
21

1.2.3 CzF{z)dt
27 J {z — a)4 

o 

allgemein

(25.) F^^
2/ 

m! / z F^dt 
21/ (z — a)+1

0

Der absolute Betrag von z bleibt bei der Integration con- 
staut und möge deshalb mit R bezeichnet werden, so dass 
z = R. eti wird. Dadurch geht Gleichung (25.) für a = 0 
über in 

27

(26.) F^^) = —---- — Ie~mtiF^R . d^dt.
0

Wenn man schliesslich noch
F(z) = y(a + z) 

setzt, so ergiebt sich hieraus die Formel 
27

m! /------ — I e-mtiq(a — R . e^dt.
27 . RmJ * " 7

o

(27.)

Da man ein bestimmtes Integral als Summe von unendlich 
vielen, unendlich kleinen Grössen auffassen kann, und da der 
absolute Betrag einer Summe (gleich oder) kleiner ist als die 
Summe der absoluten Beträge (vergl. D.-R., § 134), so erhält 
man aus Gleichung (27.) die folgende Ungleichung

2n

I g()(a) IS 5 p/ e~mti I • I y(a + R •eti} Idt^

oder, da | e~mti j = 1 ist, 
27

(28.) I^’WIS—^J\^a + R.e“)\dt.

Bezeichnet man nun mit G den grössten Werth des abso
luten Betrages von g(x), wenn r in x = a + r. eti alle Werthe 
von 0 bis R und t alle Werthe von 0 bis 27 durchläuft, so 
ist auch 
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(29.) | cp{a + R . e^ I S G, 
und die Ungleichung (28.) wird noch verstärkt, wenn man 
| <p(a + R. eti) | mit G vertauscht; folglich findet man 

2n 

I qA\a) | s —m./ Gdt = mlG • 
19 -1 — 27 . RmJ Rm 

o

Damit ist der folgende Satz bewiesen:
Satz 1. Ist g(x) eine eindeutige Function der complexen 

Veränderlichen x = a — r . eti, welche mit ihrer ersten Ableitung 
stetig ist, so lange TER bleibt, und ist G der grösste Werth 
des absoluten Betrages von g(x), wenn r alle Werthe von 0 bis 
R und t alle Werthe von 0 bis 27 durchläuft, so ist

_________ _ m\G 
(30.)_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ I i(mKa) I = Am •

Diesen Satz kann man sogleich auf Functionen von zwei 
oder mehr Veränderlichen übertragen. Aus Gleichung (27.) 
folgt, wenn man y zunächst als Constante und y(x, g) als 
Function der einzigen Veränderlichen x betrachtet,

27 

(31.) 6"9l0z") = ml. / lqp(a+R . e", y}dV\
0

wobei (f{x, y) als Function von x denselben Bedingungen unter
worfen ist wie vorher g(x). Differentiirt man beide Seiten dieser 
Gleichung n-mal partiell nach y, so geschieht das auf der rechten 
Seite der Gleichung wieder, indem man unter dem Integralzeichen 
differentiirt. Dadurch erhält man

*) Hierbei ist der Werth von O"«p(x,y) 
dA für x = a der Kürze wegen

mit Ö"Sn " bezeichnet. In ähnlicher Weise möge in dem Folgenden

der Werth von

o""e(a, b)

öm"«(x,y)
ÖAÖyn

für x — a, =b der Kürze wegen mit

damÖV
bezeichnet werden.



444 § 77. Untersuchung der Convergenz-Bedingungen.

(32.)

27

Om"o(a, y) _ m! f.—mi Ony(a + R.e",y),
damdyn 27 . RmJe dyn

o

Nun ist aber wieder nach Gleichung (27.), wenn man a 
mit y, a mit b, t mit u, m mit n und R mit S vertauscht,

(33.)
Ong(a+R .eti, 6)

Ob”

21
n! /

27 . Sn / e ~~nui(f>^a + R . eti, b+S . e"f)du.
o

wobei man voraussetzt, dass die Function g(x, y) auch in Bezug 
auf y mit ihrer ersten Ableitung eindeutig und stetig ist, und 
wo y gleich b + S. eui gesetzt ist. Für y gleich b geht daher 
Gleichung (32.) über in

öm+"p(a, 6) _
damdbn “

2n 21
. 2 —, c, / Je—(mt+nu)ig(a + R . eti, b + S. eui}dtdu.

0 0

Ist G der grösste Werth des absoluten Betrages von g(x, y\ 
wenn r = | x | alle Werthe von 0 bis R, s = | y | alle Werthe 
von 0 bis S, t und u alle Werthe von 0 bis 27 durchlaufen, 
und wendet man jetzt wieder den Satz an, dass der absolute 
Betrag einer Summe (gleich oder) kleiner ist als die Summe der 
absoluten Beträge, so findet man aus der Gleichung (34.) die 
Ungleichung

Om+ng(a, 6)_ m\n\ (r .
■ —7.—2 S-—.—— / / q(a + R • eti, b — S . e"i) dtdu öamdbn —4n2.Rm. Sn/2 ’ 

0 0
2n In

S -—,—— / / Grdt du.
— ^7i2.Rm.SnJ j ‘

0 0 
oder

ömng(a, b)
Oamöbni

—m! n! G 
= Rm . Sn '

Damit ist der folgende Satz bewiesen:
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Satz 2. Ist g(x, y) eine eindeutige Function der beiden 
complexen Veränderlichen

x = a + r . etl, y = b — s . eui,

welche mit den beiden ersten partiellen Ableitungen —8 • ‘

"s, " stetig ist, 
grösste Werth des 
Werthe von 0 bis
Werthe von 0 bis

SO lange r^R, SES bleibt und ist G der 

absoluten Betrages von (p(x, y), wenn r alle 
R, s alle Werthe von 0 bis S, t und u alle 
27 durchlaufen, so ist der absolute Betrag 

om-ne(x, y) y . m\ n\ G 
von —-—— - f^' x — a, y = b kleiner als — —-dxmdyn • ‘ • Rm. Sn

Diesem Satze kann man noch eine andere Fassung geben. 
Es sei

(36.)
_____G
x — a/

R
y — h 

s
dann

(37.)

wird
öm+"O(x, y)özmöy” m! nl G

x — a\m+1 / y — by"+1 ’
R) V 8)

also für x = a, y = b

(38.)
öm+±n(a, b)

damdbn
m! n\ G 
RmSn’

folglich geht Ungleichung (35.) über in

(39.)
dm+n(f>(a, b) 

damdbn
öm±n@(a, b) 

Oamobni
Nun lässt sich die Differential-Gleichung

(40.) dy =
dx

G, 5----------------- :------ — = ((x, y) 
a—a/ y—by

V R / S /
sehr leicht integriren, wenn man Gleichung (40.) auf die Form

(41.)
y—b Gdx

x — a
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bringt und beide Seiten der Gleichung integrirt. Beachtet man 
dabei noch, dass y = b sein soll für x = a, so findet man 
(42) y-i-^y^ = -G.R.l(l-~\,

oder
y — b — S±\ S* + 2G.R.Sa(1 — Z—0).

Aus dieser Gleichung erhält man für x = a 
y — b = S ± S^

folglich muss man das untere Zeichen nehmen, damit y = 0 
wird für x = a; es ist also

(43.) y = b + S— / S2 + 2G. R. SA( 1 R“)=F^-
Diese Function ist eindeutig und stetig^ so lange

(44.)
S

2G. R ‘
denn die Quadratwurzel wechselt nur dann ihr Vorzeichen, wenn 
der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen verschwindet, wenn also

S
2G. R1(1 R wird; und auch der Werth von'

1(1 — 4) ist in diesem Falle eindeutig bestimmt, weil er 
\ /

für x = a verschwinden soll. Setzt man
s

(45.) R(1—e2G.R)=g

und beschränkt x auf solche Werthe, für welche 
(46.) | x — a | < g
ist, so wird mit Rücksicht darauf, dass der absolute Betrag einer 
Differenz (gleich oder) grösser ist als die Differenz der absoluten 
Beträge,
(471 _z—a _—al. 94.28.1.
4 1 E — R 7 R

Nun ist der absolute Betrag des Logarithmus einer com- 
plexen Grösse r. espi (gleich oder) grösser als der Logarithmus 
des absoluten Betrages dieser Grösse, denn es ist allgemein
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I 1(r . 6^9 |=|lr+yi|=V (17)2 +9221 7, 
folglich ist auch

(48.) a — a\
R)

S 
2G.R*1(1 - 1

2 ■— a
R

Wenn also die Ungleichung (46.) gilt, so gilt erst recht die 
Ungleichung (44.). Dann wird aber y = F(x) eine eindeutige, 
stetige Function, die man mit Hülfe des Taylor’schen Lehrsatzes 
nach steigenden Potenzen von x—a entwickeln kann; und zwar 
findet man die Coefficienten der Reihe
(49.) y = 6 + F{0 (x — a) + F50) (r — ay? + F3"(r —a)+-----

aus Gleichung (40.). Es ist nämlich

o(

(50.)
\dx

820

0d dy\
^y dx)x=a^ y=i>

220 du 820
Ox2 Oxoy dx dy'

Die Bildung dieser Ausdrücke wird dadurch erleichtert, 
dass nach Gleichung (38.)

/ öm+n \ m! n! G
( dx'“ dyn )x-a, y=6 di1" . Sn 

ist. Gleichzeitig erkennt man hieraus, dass die partiellen Ab
leitungen von O(x, y) für x — a, y = b sämmtlich reell und 
positiv sind. Deshalb sind auch die Grössen F\a\ F\a\ F‘“(a\... 
sämmtlich reell und positiv.

Bezeichnet man mit A den grössten Werth des absoluten 
Betrages von y, wenn in

x = a — r . eti
r alle Werthe von 0 bis g und t alle Werthe von 0 bis 27 
durchläuft, so wird nach Ungleichung (30.)

. .    A 
(51.) FO(d) 5 "gm ‘

folglich ist die Reihe auf der rechten Seite von Gleichung (49.)
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convergent, da die einzelnen Glieder derselben (gleich oder) 
kleiner sind als die Glieder der geometrischen Progression

A(x — a) A(x — a)2 A(x —
9 9* + 9*

49
g— (x— a)

Vergleicht man nun mit der soeben gelösten Differential- 
Gleichung erster Ordnung die allgemeinere 

(53.) dz = s(x, y^
so ergiebt sich Folgendes. Es sei wieder y(x, y) eine eindeutige 
Function der beiden complexen Veränderlichen

x = a — r . eu^ y = b + S . eu\ 
welche den in Satz 2 angegebenen Bedingungen genügen möge, 
dann kann man jetzt beweisen, dass die schon in Gleichung (22.) 
des vorhergehenden Paragraphen aufgestellte Eeihe 

(54.) y = z +""(—)+"A)(.—ay+""0)(—a)+ ...
convergent ist für alle Werthe von x, bei denen der absolute 
Betrag von x — a kleiner als g ist.

Nach Ungleichung (39.) war nämlich
dm+ncp(a, b) dm+nd\a, 6)

damdbn — damdbn
folglich wird auch der absolute Betrag von

stet) - _
(gleich oder) kleiner als

F = (,p=1)
wie aus der mehrfach erwähnten Bildung der Grössen f\a\ 
f“^), f“\a\ ... und F\a\ F“^, F“‘{a\ ... hervorgeht. Unter 
der Voraussetzung, dass die Eeihe auf der rechten Seite von 
Gleichung (54.) convergent ist, war aber schon in dem vorher
gehenden Paragraphen nachgewiesen worden, dass die Gleichung 
(54.) das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Glei
chung ist.
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Damit ist bewiesen:
Satz 3. Wenn g(x, y) eine eindeutige Function der beiden 

complexen Veränderlichen
x == a — r . eti, y = b — s . eui

ist und mit ihren beiden ersten partiellen Ableitungen "E 5) ,
"oy " stetig bleibt^ so lange r^R, s^S bleibt, so existirt 

eine {cmalytische} Function y = f{x), welche eindeutig und stetig 
bleibt, so lange der absolute Retrag von x — a kleiner als eine 
bestimmte reelle, positive Grösse g bleibt, für x — a den Werth 
b annimmt und der Differential- Gleichung

du ,
dx 2 ‘ y 

genügt.
Die Grösse g ist dabei durch die Gleichung (45.) erklärt.

In ähnlicher Weise kann man auch die Existenz allgemeiner 
Integral-Gleichungen nachweisen, wenn ein System von m simul
tanen Differential-Gleichungen erster Ordnung, also m Gleichungen 
zwischen x, y,, y^, ... ym, ~, dy2 , • • • dy gegeben sind.

CX CX CX
Auf diesen Fall lässt sich dann auch, wie schon angedeutet 

wurde, die Integration der Differential-Gleichungen höherer Ord
nung zurückführen.

§ 78.
Trennung der Variabein.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 181.) 
Ist die Differential-Gleichung erster Ordnung

gegeben, so löse man sie in Bezug auf d auf, d. h. man bringe 

sie auf die Form
Kiepert, Integral-Rechnung. 29
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_ dy. 
(2.) — = q(x, y) = — —1  ,17 dz 17 N (x, y) 
oder
(2 a.) M(x, y)dx + N{x, y)dy = 0.

Ist nun hierbei M (x, y) eine Function X der einzigen Ver- 
änderlichen x und N(x, y) eine Function Y der einzigen Ver
änderlichen y. ist also
(3.) M(x, y) = x, N(x, y) = Y,
so kann man sofort das allgemeine Integral

(4.) fXdx^fYdy=C

bilden. Hat die Differential-Gleichung diese Form noch nicht, 
so wird man sie auf diese Form zu bringen suchen. Das Ver- 
fahren, welches man dabei ausführt, nennt man „Integration 
durch Trennung der Variabelnu. Ist z. B. die Differential-Glei
chung
(5.) X, Ydx + X2Y2dy = 0
gegeben, wo X1 und X2 Functionen der einzigen Veränderlichen 
x, Yi und Y2 Functionen der einzigen Veränderlichen y sind, 
so dividirt man die linke Seite von Gleichung (5.) durch X2Y1 
und erhält 
(6.) Xt dx + ” dy = 0,

also
(7.) /Xd+/Ydy= c

. —2 J L 1

Da ein Integral von der Form f Xdx als der Flächeninhalt 
einer ebenen Figur betrachtet werden kann, (deren Begrenzung 
in Formel Nr. 4 der Tabelle angegeben ist), so nennt man hier, 
wo von der Integration der Differential - Gleichungen die Rede 
ist, die Ermittelung eines solchen Integrals eine „Q.uadraturu.

Beispiele.
Aufgabe 1. Man soll die Differential - Gleichung 

(8.) ydx — xdy = 0 
integriren.



§ 78. Trennung der Variabein. 451

Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (8.) 
durch —xy dividirt. erhält man

(9.) dy_d£o,
y

=ly — lx = IC,

(10.) y = Cx.
Die Integrations-Constante ist in diesem Falle mit IC be

zeichnet worden, damit der Uebergang von den Logarithmen zu 
den Numeri erleichtert wird.

Aufgabe 2. 
(11.) 
integriren.

Auflösung.

Man soll die Differential - Gleichung 
(x2 — a^dy -— ydx = 0

Indem man die linke Seite von Gleichung (11.)
durch (x2 — a^y dividirt, erhält man

(12.)
dy dx22 — a2 0,

also nach Formeln Nr. 59
(dy / dx

der Tabelle

2a / — — 2a

(13.)

x2 — a1•

. x — ay~a = C--------

1C,

y

Aufgabe 3.
(14.) 
integriren.

Auflösung.

Man soll die Differential-Gleichung
x^dy — (y — d)dx — 0

Indem man die linke Seite von Gleichung (14.)
durch x\y — a) dividirt, erhält man

(15.) dy
y — a

dx+ “ = 0,
=l(y—a)—l =IC,

1(y—a) =10+} =10+1(Ve),
(16.) y — a

29*
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Aufgabe 4. Man soll die Differential-Gleichung 
(17.) xydx — (a — x) (b — y^dy = 0 
integriren.

Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (17.) 
durch y(a + x) dividirt, erhält man 
., xdx (b + y)dy / a \ , / 6 18. — —=(1 — \dx~ (1+—) dy = 0, 

a + x y \ a — xj \ yd

/(1-a4z)dz—/(1+s)dy=z-al(a+z)—y—bly=C, 

oder 
(19.) x — y = C + 1 [(a + z)a • y13] •

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung 
(20.) x^ydx — ydx — xy^-dy — xdy = 0 
integriren.

Auflösung. Man kann die vorgelegte Differential-Gleichung 
zunächst auf die Form

(x3 — l)ydx — x^y1 — ^)dy = 0 
bringen und dann durch xy dividiren. Dadurch erhält man 
21(23 + 1)dz {y1 — ^dy 4 0

• x y

oder 

(22.)
.3

—+lr+o—ly = C.O •
2

Aufgabe 6. Man soll die Differential - Gleichung

(23.) (1 + x^^dy — Vi — y^dx = 0
integriren.

Auflösung. Indem man die linke Seite von Gleichung (23.) 
durch (1 + x2) V1 — y2 dividirt, erhält man

(24.) 

also

dy dx
VI—y: 1+22
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(25.)
( dx 
/1+22 arcsiny — arctga = C.

Aufgabe 7. Man soll die Differential-Gleichung- 
(26.) xdy —ydx = dy^X + 22 + dzV1 + y1
integriren.

Auflösung. Man bringt die Differential-Gleichung zunächst 
auf die Form
(27.) (x — V1 + x^dy — (y + Vi + y‘)dz = 0

und dividirt die linke Seite dieser Gleichung durch (x —V1 + x2) 
und durch (y +V1 + y2); dies giebt

dy dx-------• — = 0, 
y+V1+y2 x — V1+22

(Vi + y‘— y)dy + (V1+x+ x)dx = 0, 

(28.) 

oder 
(29.)
folglich findet man nach Formel Nr. 86 der Tabelle 

, V1+y + }iy + V1+9) -*

+ 3 V1 + a2 + 5 l(x + V1+x2) +,=>C, 

oder
(30.) x2 — y- + «Vi + 22 + yVT + y?

+ I[(z +V1 + a)(y +V1 + y^\=C.

Aufgabe 8. Man soll die Differential-Gleichung 
(31.) sinx sinydy = cosxcosydx 
integriren.

Auflösung. Indem man Gleichung (31.) durch —sinx cosy 
dividirt, erhält man 
. . cosa dx sin y dy  
(32.) .   U, 

sinz COSy 
also durch Integration 

1(sinx) + 1(cosy) = 1C, 
oder 
(33.) sina cosy = C.
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Aufgabe 9. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen die 
Subtangente eine constante Länge a hat.

Auflösung. Da die Subtangente einer Curve St = y&2 ist, 

so erhält man der Eeihe nach die Gleichungen

(34.) dx
y-= c^J dy

(35.)
7 adu

dx — —• 2
y

(36.) 
oder

x — xo == a 1 y,

(37.) y = e
Dies ist die Gleichung der logarithmischen Linie.

Aufgabe 10. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen 
die Subtangente n-mal so gross ist wie die zugehörige Abscisse.

Auflösung. Für die gesuchten Curven wird

wobei man die Integrations - Constante mit 1(2p) bezeichnet hat.

(38.)
dx

V-= NX,J dy

(39.)
dx n dy 
xy

(40.) lx + 1(2p) = nly,

also die Gleichung der verallgemeinerten Parabel.
Für n = 2 stellt die Gleichung die gewöhnliche Parabel 

dar, für welche die Subtangente doppelt so gross ist wie die 
Abscisse.

Dies giebt 
(41.) yn = 2px,

Aufgabe 11. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen die
Polar-Subnormale eine constante Länge a hat.

Cy
Auflösung Die Polar-Subnormale ist Sn = -^ 

für die gesuchten Curven

folglich wird
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(42.) — = a, oder dr = a . dcp,dg
(43.) r = a(g — (Po).

Die gesuchten Curven sind also Archimedische Spiralen.

Aufgabe 12. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen die 
Polar-Subtangente eine constante Länge a hat.

Auflösung. Die Polar - Subtangente ist st=""P, folglich 

wird für die gesuchten Curven
rAL^a, oder =adr, 

ar 7

(45.) 9 — 9o = — 7, oder "( —9) = — a.

Die gesuchten Curven sind also hyperbolische Spiralen.

Aufgabe 13. Man soll alle Curven bestimmen, welche mit 
der X-Axe, vom Nullpunkte an gerechnet, und mit der Ordi
nate QP ein Flächenstück OQP begrenzen, dessen Inhalt der 
nte Theil des Eechtecks xy ist.

Auflösung. Da das von der Curve begrenzte Flächenstück 
den Inhalt 

x
(46.) F=Jydx

o 
hat, so erhält man für die gesuchten Curven die Gleichung

(47.) xy — njydx, oder xdy — ydx = nydx, 
0 

xdy = (n — P)ydx, 
, dy . . dx (48.) -^ = („-1) , 

\y = {n — 1)lx + 1C = 1(C2"-1), 
(49.) y = Cxn-\

Die gesuchten Curven sind wieder verallgemeinerte Parabeln.

Aufgabe 14. Man soll eine Curve bestimmen, deren Tan
gente die constante Länge a hat.
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ds
Auflösung. Die Tangente einer Curve ist T= 3 dy ‘ folglich 

erhält man

(50.)
ds
y-= (• dy

y’dz? = (a?

oder y2(dx2 + dy2) = a^dy1^

— y^dy1,

—y2z_ady
y y Va2 — y2

^ — y2. dy, 

ydy

Indem man beide Seiten dieser Gleichung integrirt, findet 
man nach den Formeln Nr. 28 und 25 der Tabelle 
(52.) =( — z) = Ya—y —- a 1 (1+V,---- ") •

Die Curve, welche dieser Gleichung entspricht, wird „ Trac- 
trix von Huyghens^ genannt.

Aufgabe 15. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen 
der Flächeninhalt eines jeden Sectors zu der Differenz der 
Quadrate der den Sector begrenzenden Leitstrahlen propor
tional ist.

Auflösung. Nennt man die begrenzenden Leitstrahlen 71 
und r und die zugehörigen Argumente (pr und cp, so wird nach 
Formel Nr. 94 der Tabelle der Flächeninhalt des Sectors

P. 
(53.) S — ^Jr^dy,

(P1 
so dass für die gesuchten Curven die Gleichung

IP
(54.) n^r2 — rd) = }/72dy

gilt. Betrachtet man dabei r und tp als veränderlich, während 
Ti und <pi constant sind, so folgt aus Gleichung (54.) durch 
Differentiation
(55.)

(56.)

^nrdr = r^dy, 
dr

4n — —= r
4n1r = g — (Po,
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(57.)
oder, wenn man

(58.)

y4n — e— (Po
9-90

4n 
Y = e

1 = a. e-aso = C 
4n

setzt,
(59.) r = ea(p—Po), oder 7 = C. e.

Dies ist die Gleichung einer logarithmischen Spirale.

§ 79.

Integration der Gleichungen von der Form &%=f(%)-
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 182.)

In den meisten Fällen wird die Trennung der Variabein 
bei der Differential - Gleichung 
(1.) M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 
durch einfache Multiplication oder Division nicht möglich sein. 
Mitunter wird aber die Differential - Gleichung durch passende 
Substitution so umgeformt werden können, dass dann die Tren
nung der Variabeln durchführbar ist.

Sind z. B. M(x, y) und N(x, y) beide homogene Functionen 
mtm Grades, wird also
(2.) M(tx, ty) = tm . M(x, y), N(tx, ty) = tm . N(x, y),
so kann man die Trennung der Variabein in folgender Weise 
ermöglichen.

Aus den Gleichungen (2.) findet man für t=)

(3.) M(1, J)=M(t,y), N(1, Y)= Nt,y).
•2 x / am2 2 / om

Dividirt man also Gleichung (1.) durch xm und bezeichnet

M(1, %) 
----;—mit so erhält man
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(4.)

oder

»(, %)dz + N(i, ^dy = 0,

(5.) dy =
dx • \x /

Setzt man jetzt

(6.)

so wird
(7.)

y i— = z. also y = xz,

dy = zdx — xdz,

die Trennung der Variabein ist also durchgeführt.

(8.)
dies giebt

=+*&=/6);

(9.)
dz dx.

f(2) —zxi

Man hätte natürlich auch mit demselben Rechte x — yz 
setzen können und dadurch eine Differential-Gleichung zwischen 
y und z erhalten, bei der sich ebenfalls die Trennung der 
Variabein ohne Weiteres ausführen lässt.

Beispiele.
In den folgenden Aufgaben ist das angegebene Verfahren 

anwendbar, weil M(x, y) und N^x, y) jedes Mal homogene 
Functionen gleich hohen Grades sind.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung 
(10.) (x + y}dx + xdy = 0 
integriren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, findet man 
(x — xz)dx — x{zdx — xdz} = 0, 

oder, wenn man durch x dividirt und ordnet, 
(11.) (1 + ^z^dx + xdz = 0.
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dx Ja)

Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabein 
. dx dz 

(12.) *+1+25° 
und durch Integration

212 +1(1 + 2) = 1C, 
also 
(13.) a?(1 + 2z) = C, oder x(x + 2y) = C.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 
(14.) (x — y)dx — (y — x)dy = 0 
integriren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, findet man 
(x — xz)dx — {xz — x) (zdx — xdz) = 0, 

oder, wenn man durch x dividirt und ordnet, 
(15.) (1 + z^dx + (z — l)xdz = 0.

Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabein 
(16.) (+4*=o

und durch Integration
lx + 41(1 + z2) ~ arctgz = IC, 

oder 
a7) 1(V28%)=arcte()

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung 
(18.) xdy ■— ydx = dx^xd — y2
integriren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, findet man 

x{zdx — xdz) — xzdx = x2dz = dx^ x2 + x222, 
oder, wenn man durch x dividirt, 

(19.) xdz = dx^1 + z2^
also durch Trennung der Variabein 
(20.) dz Adr

V1+22 x
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und durch Integration

1(2+V1 +2) = lz + 1C, 

z +V1 +2 = Cx, 

y +Va? + y? = Cx2, oder , V22 + y? = Cx2 — y.
Dies giebt

22 + y~ = G'2^ — 2Cx2y + y2, 
oder
(21.) 1 + ^Gy — C’z? = 0.

Aufgabe 4. Man soll die Differential - Gleichung 
(22.) (2x3 — 135y3)dz + QA.xy2dy = 0
integriren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, findet man 
(223 — Ib^x^z^dx + 81x32?(xdz + zdx) = 0, 

oder, wenn man durch x3 dividirt, 
(2 —- 13523)dx + 8122(xdz + zdx} = 0, 

(23.) (2 — 5423)dx + 8123xdz = 0.
Durch Trennung der Variabein erhält man daher

. 2dx ^\.^dz
(24.) z=2723—1
und durch Integration

1(22) = 1(2723—1)—IC, 
also
(2 5.) Cx2 = 2723 — 1, oder Gx^ = 27y3—23.

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung 
(26.) (8y + 10x)dx + (5y + lx}dy — 0
integriren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, erhält man 
{Sxz + 10x)dx + (5xz + 7x) {xdz + zdx) = 0, 

oder, wenn man durch x dividirt und ordnet, 
(2 7.) (522 + 152 + 10)dx + (52 + l^xdz = 0.

Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabein
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605dx_ ^Z + 7)dz _ ^Z ^Z
(460) x 22 + 3z + 2 2 + 1 2 + 2

und durch Integration
5l: =10 — 21(: + 1) — 3l( + 2), 

also
(29.) x\z + l)2^ + 2)3 = C, oder (x + y)?(2z + y)3 = C.

Aufgabe 6. Man soll die Differential-Gleichung

(30.) (aV x2 + y2 — cx)dx + (bV x2 + y2 — cy)dy = 0
integriren.

Auflösung. Indem man y = xz setzt, erhält man

(aVx2 + 2222 — cx)dx + (bV x2 + x2z2 — cxz) (xdz + zdx) = 0,
oder, wenn man durch x dividirt und ordnet,
(31.) [(a + b2)V1 + z2 — c(l + z2}\dx + x(bV1 + 22—cz)dz = 0.

Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabein
dx + (by 1 + z1 — cz^dz __ 0
x V1 + 22 (a + bz—-cV1+22)

dx \ V 1 + 222 _ 0
x a + bz — cV 1+22

in dem zweiten Gliede der Zähler gerade das Diffe

(32.) 

oder

(32 a.)

Da
rential des Nenners ist, so erhält man durch Integration

1 x + 1 (a + bz — cY 1+22) = 1C, 
also

x{a + bz — cV1 + z2) = C, 
oder
(33.) ax + by — cVx2 +y2 = C.

Weit leichter wird die Lösung dieser Aufgabe durch die 
Substitution
(34.) x2 + y2 = 72, xdx — ydy = rdr,
demi dadurch geht Gleichung (30.) über in

ardx — brdy — crdr = 0,
oder
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dx ’\xj

(35.) adx + bdy — cdr = 0,
woraus man wieder in Uebereinstimmung mit Gleichung (33.)

ax — by — er = C
findet.

Aufgabe 7. Man soll alle Curven bestimmen, bei denen die 
Summe der Abscisse x und des Radiusvector r gleich der Sub
tangente ist.

Cx
Auflösung. Die Subtangente einer Curve ist bekanntlich y-^ ‘ 

folglich gilt für die gesuchten Curven die Differential - Gleichung 
dx 

y — — x + r,

oder

(36.) ydx =(x+V22+ y^dy.
Hier wird man zweckmässiger Weise x = yz setzen, wo

durch Gleichung (36.) übergeht in
y^iydz + zdy} = {yz + ^ y^ + y'^dy, 

oder, wenn man durch y dividirt und ordnet, 

(37.) ydz = V1 + 22 dy.
Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabein

und durch Integration
1(:+V1+22) = \y — 1p,

wobei die Integrations-Constante mit 1p bezeichnet ist. Daraus 
folgt
(39.) P(+V1+2) = y, oder p(x + V2 + y2) = y-,

PVa2+y2 = y-~px,
p^x1 + p^y1 = y^ — 2pxy2 + p^x2,

(40.) y2 = 2px + p2.
Die gesuchten Curven sind also Parabeln^ deren Brennpunkt 

zum Anfangspunkt der Coordinaten gewählt ist. Dabei wird 
(41.) r = x + p, St = x + r = 2.x — p.
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§ 80.
Einige weitere Fälle, in denen man die Trennung 

der Variabein ausführen kann.
Mitunter kann man die Functionen M(x, y) und N(x, y) 

in der Differential-Gleichung 
(1.) M(x, y^dx + N(x, y^dy = 0,
auch wenn sie nicht homogen sind, durch eine Parallelverschiebung’ 
der Coordinaten, also indem man 
(2.) z = x* + §, y = y‘ + "
setzt und die Constanten § und 7 passend wählt, homogen machen. 
Wie dies geschieht, mögen die folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung 
(3.) 2(x — 2y — 5)dx + (5x — y — l^dy = 0
integriren.

Auflösung. Indem man die Werthe von x und y aus der 
Gleichung (2.) in die Gleichung (3.) einsetzt, erhält man 
(4.) 2(x‘—2y‘+5 — 21 — 5)dx‘+(5x1—y‘+55 — 7 — ^dyl = 0.

Damit die Factoren von dx‘ und dy‘ in dieser Gleichung 
homogene Functionen ersten Grades von x" und y* werden, muss 
man § und n so bestimmen, dass 
(5.) § — 21 — 5 = 0 und 55 — 7 — 7 = 0 
wird. Dies giebt 
(6.) 3=1, 1=2 
also 
(7.) x = x* + 1, y = y 2.

Dadurch geht Gleichung (4.) über in 
(8.) 2(2 — 2y)dx‘ + (5x4 — y‘}dy‘ = 0.

Indem man y‘ = x‘z setzt, erhält man
2(x4 — 2x‘z)dx‘ + (5x4 — x‘z) {x‘dz — zdxiy) = 0, 

oder, wenn man durch x‘ dividirt und ordnet, 
(9.) (2+2 — z^dx* + (5 — z}x‘dz = 0.
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Jetzt ergiebt sich durch Trennung der Variabein

(10.) da’  (— 2 + b}dz 
x‘ 22 — z — 2

2 dz , dz 
z+1T2—2

und durch Integration
la’ = —21(2 + 1) + 1(2—2) + 1C, 

oder
, x\z + 1)2 = C[Z — 2), 

(11.) {y‘ + x)2 = C{y‘ — 2x7).
Daraus folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (7.) 

(12.) (x + y + 1)2 = C{y — 2x + 4).

In ähnlicher Weise kann man ganz allgemein die Differential- 
Gleichung
(13.) {ax J- by + c\dx — (a,x — bxy + c^)dy = 0 
integrifen. Setzt man nämlich wieder 
(14.) z=x+5, y =y+1,
so geht Gleichung (13.) über in 
(15.) (ax‘ — by 1 + as — bn + c}dx‘ — (aqx‘ — b^y1 — a^ + 617 + ci)dy‘ = 0.

Jetzt kann man die Constanten § und n so bestimmen, dass 
(16.) as + bn + c = 0 und a^ + bin + c = 0 
wird, indem manL bei—bic cai—qa 

‘ • abi — a^b ‘ " ab, — a^b

setzt. Dadurch werden in Gleichung (15.) die Factoren von 
dx* und dy*, nämlich
(18.) M(x‘, y‘) = ax‘ + by‘ und N{x‘, y‘) = a^x' — b^y‘ 
homogene Functionen, und die Differential - Gleichung erhält die 
Gestalt
(19.) {ax‘ — by'^dx* — (a{x4 — ^\yl^y‘ = 0, 
so dass man sofort das im vorhergehenden Paragraphen an
gegebene Verfahren anwenden kann.

Bei dieser Umformung ist allerdings stillschweigend die 
Voraussetzung gemacht worden, dass die Determinante abv — a^b 
von Null verschieden ist. Wenn
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(20.) abi — ab = 0, oder a : a1 = b : b^ = m 
ist, so wird 
(21.) ax + bi) = m(ax + ^iy\

Das weist darauf hin, dass man hier 
(22.) ax + b^y = «, also atdx — b^dy = dz 
setzt; dann geht die gegebene Differential - Gleichung (13.) 
über in

(mz — d)dx — (z + cd)dy = 0, 
oder

bx(mz + c)dx — (z — C1) [dz — a^dx) = 0, 
[^bim —■ aj)z + (btc —- aci)]dx — (z + c^dz = 0, 

(23.) z= (±c)d: V
[bim — a^z — [b^ — A1C1)

Beispiel.
Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 

(24.) (x — 2y + 9)dx — (ßx — Qy + 19)dy = 0 
integriren.

Auflösung. In diesem Falle ist also 
z — — 3x + Qy, m = —■ }, bvm — a1 = 1, b^c— d1C1 = — 3, 

folglich wird nach Gleichung (23.) 
. 7 (z — 19)dz , _ dz (25.) dx — —   2— = — dz — 16   , z — 3 z —-3 
also

X = — z + 161(2 — 3) + 2C, 
• oder t 

(26.) x— 3y + 81(6y — 3z — 3) + C = 0.

Unter der Voraussetzung, dass ab,—axb von Null ver
schieden ist, kann man die Differential - Gleichung

(ax + by + c)dx + (ax + b^y + c^dy = 0 
auch dadurch integriren, dass man

(27.) M{x, y) = ax — biy + c = u, N(x, y\= ax + bvy + c = v 
Kiepert, Integral-Rechnung. 30
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setzt und die Grössen u und v zu Integrations -Veränderlichen 
macht; dann wird 
(28.) du = adx + bdy, do = a^dx — b^dy^ 
also
(29 ) / {abi — ad))dx = b^du - - bdv,

| (aby — add)dy = — a^du + adv.
Deshalb geht die vorgelegte Differential-Gleichung über in 

u^idu — bdv) 4- v(— a^du + adv) = 0, 
oder
(30.) {b^u — aYv)du — (— bu + av)dv = 0.

In dieser Gleichung sind die Factoren von du und do 
homogene Functionen ersten Grades von u und v.

Beispiel.
Aufgabe 3. Man soll die Differential - Gleichung 

(31.) (3y — 7x + l}dx + (7y — 3z + 3)dy = 0 
integriren.

Auflösung. Hier setze man 
(32.) 3y — ix + 7 = u, ly —32 + 3 = v, 
dann wird

3dy — idx = du, ldy — 3dx = do, 
(33.) 40dx = — idu + 3do, ^Qdy = — 3du + Idv, 
folglich geht Gleichung (31.) über in

u(— idu + 3do) + o(— 3du + 1 dv) = 0, 
oder
(34.) (7u + 3v)du + (— 3u — lv)dv = 0.

Für v = uz erhält man hieraus
(Ju — 3uz)du + (— 3u — luz) {udz — zdu) = 0, 

oder, wenn man diese Gleichung durch u dividirt und ordnet, 
(35.) 7(1 —z^du = (3 + lz)adz,

Idu _ (3 + lz)dz = _ (5 2) 
u 1 — 22 \2—12+1/’ 

(37.) 7lu + 51(2—1) + 21(: + 1) = 1C, 
oder 
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(38.) u~(z — 1)5(z + 1)2 = C.
Dies giebt

(o — w)5 (v + u)2 = C, 
oder

45(x + y — 1)5.102(x — y — 1)2 = C, 
(39.) (r + y — 1)°(r— y— 1)2 = C, 
wobei
(40.) C =4.102.C, 
gesetzt worden ist.

§ 81.
Lineare Differential-Gleichungen erster Ordnung.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 183.)
Die Differential-Gleichungen erster Ordnung kann man 

weiter eintheilen nach dem Grade, den sie in Bezug auf 4 

und y haben. Demnach versteht man unter einer Differential- 
Gleichung erster Ordnung und ersten Grades eine Gleichung 
von der Form
(1) d + y -f^ = «(z), 

wobei f(x) und g(x) noch beliebige stetige Functionen von x 
sind. Gewöhnlich nennt man eine solche Gleichung „eine lineare 
Differential- Gleichung erster Ordnung“ und kann zu ihrer Inte
gration die folgenden Methoden anwenden.

1. Methode von Bernoulli. Man setze
. . dy dz , du 
(2.) y = uz, also — — u ——— z — »

dann geht Gleichung (1.) über in

(0.) 1£+s[4:+« /] - we)
Von den beiden Functionen u und z kann man die eine 

noch ganz beliebig annehmen; deshalb werde u so bestimmt, 
dass in Gleichung (3.) der Factor von z verschwindet, dass also

30*
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(4.) dz+u .f(o) = 0
wird. Dies giebt

(5.) d = -f(e)dr, 

also durch Integration 
(6.) l = /f(r)dr, oder u = e 32) .

Durch diese Bestimmung von u reducirt sich Gleichung (3.) 
auf
(7.) u—= «p(x), oder dz — «p(z) • eltelds. da,

folglich wird

(8.) z = /r(e) .«/" ‘ . dx + C, 

also

(9.) y = uz = • Jude ^Jff^ . e . dx + oj ‘

Beispiele.
Aufgabe 1. Man soll die Differential - Gleichung 

(10.) d—2.=(z+1 
dx x — 1 

integriren.
Auflösung. Indem man y = uz setzt, findet man aus Glei

chung (10.)

( u4:+:(d—,2) =(+ly.

Damit der Factor von z in dieser Gleichung verschwindet, 
bestimmt man u so, dass
_ du 2u, du 2dx 
12.) — = 0, oder ~ = T— dx x — 1 UT 1 

wird. Dies giebt 
(13.) lu = 21(x + 1), oder u = (x + l)2.

Für diesen Werth von u reducirt sich Gleichung (11.) auf 
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(14.) U dx = (x + 1)3, oder dz = (x + l)dx.

Hieraus findet man durch Integration 
(15.) 2= = (z + 1)2 + C, 
(16.) 2y = 2uz = (x + 1)4 + C(x + 1)2.

Da es bei der Bestimmung von u nur darauf ankommt, 
dass in Gleichung (3.) der Factor von z verschwindet, so braucht 
man in Gleichung (6.) keine Integrations-Constante hinzuzufügen.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 

ar) d—ay= 
integriren.

Auflösung. Indem man y = uz setzt, findet man aus Glei
chung (17.) 
_ dz /du \ . (18.) u-, — z (— au 1 = x“.dx \dx /

Damit der Factor von z in dieser Gleichung verschwindet, 
bestimmt man u so, dass 

du du 
(19.) — au = 0, oder — = adx 7 dx u 
wird. Dies giebt 
(20.) lu = ax, oder u = eax.

Für diesen Werth von u reducirt sich Gleichung (18.) auf 

(21.) 2 — = x^, oder dz = e~ax . x^dx. 
dx

Hieraus erhält man durch partielle Integration 

(22.) 2 = 7 • e—n(atz4 + 4a3z3 + 12a3x2 + 24ax + 24) + C} 

folglich wird
(23.) aö(Cea — y) = aixi + 4a3x3 + 12a?x2 + 24az + 24.

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung 

dy _ y — . a+V1 + x2 
: 7 dx V1+2 VT-^ 
integriren.
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Auflösung. Indem man y = uz setzt, erhält man der Reihe 
nach die folgenden Gleichungen 

dz , / du u \ x — 11 + x2 (25.) u— — z ( —   ) — a - -— , 
de \dx V1 + x2/ V1 — x2 
du u du dx 
de V1 + x1 " V1 + x2 

(26.) lu = l(x+V1 + x), u = x + V1 + x2.

Deshalb geht Gleichung (25.) über in 

dz x — V1 — x2 _ dz a 
u r = C   9 oder — = , — 2 

de V1 — x2 de V1— x2 
also 
—. 7 adx • , - (27.) dz = — — 9 z = a . arc sin a — C, 

V1 — x2
(28.) y = uz = (x + V1 + 22) (a. arcsinx + C).

2. Methode von Lagrange (Variation der Constanten).

Man ersetze zunächst die Differential-Gleichung
(29.) d+y .f() = «(=)

durch die Gleichung 

(30.) d¥+y.f(e) =0,
welche in Bezug auf y und ~ homogen ist, und bei der ohne 

Weiteres die Trennung der Variabein ausgeführt werden kann. 
Dadurch erhält man

(31.) "= -f(z)dr

und durch Integration

(32.) 
oder

(33.)

ly = —Jf^i« + 1e,

—ff(x)dx
y — c,e
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Versucht man jetzt, ob die Gleichung (33.) auch ein Integral 
der Gleichung (29.) ist, so erkennt man, dass dies nur möglich 
ist, wenn man c nicht als eine Constante, sondern als eine 
Function von x betrachtet. Aus Gleichung (33.) oder (32.) findet 
man unter dieser Annahme durch Differentiation

1 dy . 1 dc
— — — f{x} = — y dz )7 c dz 

oder 
(34.) dy + y -f^ = d̂d’ 

dz J J x c dz 
folglich wird nach Gleichung (29.) und (33.)

(35.) de = ^z). e’l", 

oder 
(36.) c =Jep(c) • e‘" ‘ • dz + C,

also in Uebereinstimmung mit Gleichung (9.) 
(37.) , = «[/ (fj(z) . 4". d + c] .

Beispiele.
Aufgabe 4. Man soll die Differential - Gleichung 

(38.) dz+ay =b.e 

integriren.

Auflösung. Integrirt man zunächst die lineare, homogene 
Differential - Gleichung 
(39.) &z + ay = 0,

so findet man durch Trennung der Variabein 
(40.) 7 = — adz, also ly = — az + le,

(41.) y = c . e^ax.
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Wenn man hierbei c als eine Function von x betrachtet, 
so ergiebt sich durch Differentiation

1 dy_ a + 1 de
y dx c dx

oder

(42.)
dy , y dc
— — ay = ’ — • dx C dx 

Dies giebt mit Rücksicht auf die Gleichungen (38.) und (41.) 
y dc n dc , — — b. emx, oder e-ax-r = b . emx, c dx dx 

also 

(43.) —= b.eld+m)x.

(44.) c = b fe^+^ . dx = e(a+m)z + C 
. a—m

(45.) , = - 6— (emz + Ce—az 
• a — m

Aufgabe 5. Man soll die Differential - Gleichung 

integriren.
Auflösung. Durch Integration der linearen, homogenen 

Differential - Gleichung

(47.)

erhält man

dy y , du dx— == — * 9 oder — =------  dx x y x

(48.) \y = \c — Ix, oder xy = c.
Betrachtet man jetzt c als veränderlich, so erhält man aus 

dieser Gleichung durch Differentiation

490 l dy ld _1, oder dyyydeld. 
y dx c dx x dx x c dx x dx

Deshalb geht Gleichung (46.) über in
1 dc 
x dx

also dc = axdx,(50.)
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folglich wird mit Rücksicht auf Gleichung (48.) 
(51.) 2c = ax- + C, also 2xy = ax^ — C.

Aufgabe 6. Man soll die Differential-Gleichung 
(52.) (1 — 22)4%+ xy = a 

integriren.
Auflösung. Durch Integration der linearen, homogenen Diffe

rential - Gleichung
> . dy .i 2xdx (53.) (1 — x2) — + xy = 0, oder 2—=—  , 9 • ‘ y 1—x2 

erhält man 
(54.) 1 (y?) =1(1 — 2?) + le, oder y? = c(l — 2?).

Betrachtet man jetzt c als veränderlich, so erhält man aus 
dieser Gleichung durch Differentiation 

2 d = — 2z + 1 dc 
y dx 1 — x2 c dx 

oder 

(55.) (1—4+»=(1-2) %4
Deshalb geht Gleichung (52.) über in 

(56.) dc
dx a;

dies giebt mit Rücksicht auf Gleichung (54.) 
. (1—92)11—22 dc -1 — 3 
(57.)   — • — = a, oder c 2 dc = (1 — x2) 2.2adx, 7 91/ - dx ’7 ‘ 

also für x = sint, V1 — a2 = cost, dx = ^tdt 
/ -3 C dt 27c=2a/(1 —x2} ^dx~2a!—,= 2atyt — 20, 

J / COS2t

(58.) V.=4+C. 
/ 1  X-

Deshalb findet man aus Gleichung (54.) 
(59.) y = ax + CV1 — x2.
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3. Methode des integrirenden Factors.
Man multiplicire die Differential-Gleichung

(60.) 4% +y.f() = «p(x)

mit dem Factor 1(x)dx, man bilde also
(61.) ^(^dy + v(z) [y f(x) — s(x)]dz = 0
und bestimme die Function v(x) so, dass die linke Seite von 
Gleichung (61.) ein vollständiges Differential wird, d. h. so, dass 
die Bedingung

0M(x, y} _ dN(z, y)
(640) dy — dz

erfüllt wird, wobei in dem vorliegenden Falle
(63.) 
ist.

(64.)

(65.)

M (x, y) = 1(x) [y • f(x) — 9 (x)], N (x, y) = i(x)
Dies giebt also die Gleichung

v(z) f(c) = ff^, oder VE) dz =fff}dz, 

1 [v(z)] — Jfff)dz^ oder 1(z) = e^ ‘ .

Deshalb geht Gleichung (61.) über in 
(66.) du = e ‘ . [y .f() ■— , (ff)\dz + e^ ‘ . dy = 0, 

folglich wird nach dem in § 71 und 72 angegebenen Verfahren 
(67.) u —fN{z, yffy +x- y . e/hone + x, 

wobei X nur noch eine Function der einzigen Veränderlichen z 
ist. Dabei wird mit Rücksicht auf Gleichung (66.) 

du fr(x)dz, . , dX (c)dx- . . dz^V'e ^^^dz^ Ly-/(a)—9lr)], 

also 
_ . d^- ß\x)dj: ( Js(x)ax , (68.) — = — e . y(x), X = — Iy(x) • e .dz\

man findet daher in Uebereinstimmung mit den Gleichungen (9.)’ 
und (37.) 
(69.) u =. y . ePtehde j () . e42to"r . dz = C, 

oder
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_ . ~Jf^dx g fJW^x ' (70.) y = e • Iy(x).e* • dx + C

Beispiele.
Aufgabe 7. Man soll die Differential-Gleichung 

- dy_ y _arctgx 
‘ 7 dx^ 1+x2 1 + a2 
integriren.

Auflösung. Durch Multiplication mit ip^dx geht Gleichung 
(71.) über in
(72.) v) (J, - arctgz) dx + ^dy = o.

— I• — T• /
Damit die linke Seite dieser Gleichung ein vollständiges 

Differential wird, muss

(73.) -—“—, = 1 ‘(x), oder —% dx =  ------- ,
1 + x2 "Y" ip(x) 1 + x2 

sein. Daraus folgt, wenn man arctgx mit t bezeichnet, 
(74.) 1[v(x)] = arctgx = t, oder y(x) = d.

Gleichung (72.) geht daher über in 

(75.) du = e\y — t) —2 + ddy = 0,

oder 
(75 a.) du = d^xj — t^dt + ebdy = 0.

Dies giebt durch Integration 
(76.) u = y . et + X = C, 
wobei X eine Function der einzigen Veränderlichen t ist, 

ou t । dX . 
ö=*ta=ye"e, 

also 
(77.) dX = — t. ddt, X = — e(t — 1), 
(78.) u = y .d — d^t — 1) = C, 
(79.) y — t — 1 + G. e-t = arctgx — 1 + Ce-arotgz.
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Aufgabe 8. Man soll die Differential - Gleichung 

/80. dy___zy_ sinz_ 
dx T 1 + «2 V1+22 

integriren.

Auflösung. Indem man Gleichung (80.) mit v(x)dx multi- 
plicirt, erhält man

181 .) v() - „Sin" )dz + ^dy = o.
Damit die linke Seite dieser Gleichung ein vollständiges 

Differential ist, muss

82 .) — = {‘(x), oder — =21 + xl "(x) 1 + X-

sein. Daraus folgt 

(83.) 1[y(x)] = 41(1 + «2), oder y(x) = V1+x.
Gleichung (81.) geht daher über in

(84.) du = ( —X— — sinx \dx +11 + a.dy = 0.
V1 — x2 /

Dies giebt durch Integration

(85.) u = y V1 + xL + X = C^ 
wobei X eine Function der einzigen Veränderlichen x ist, also 
mit Rücksicht auf Gleichung (84.)

integriren.

(86.)
du 
dx

xy dX. ry= — — — = —---- — sinx, 
V1 + x2 dx V1 + x2

(87.) dX = — sinedx, X = COSx,

(88.) u = yV 1 + x1 + cos x = C.

Aufgabe 9. Man soll die Differential-Gleichung

(89.) — y tgx = 2 cos?z

Auflösung. Indem man Gleichung (89.) mit ^{x)dx multi- 
plicirt, erhält man
(90.) d1^) (—ytgz — 2 cos?x)dx + y(x)dy = 0.
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Damit die linke Seite 
Differential ist, muss

(91.) — y(x)tgx = y‘(x), 

sein. Daraus folgt

dieser Gleichung ein vollständiges

oder
J‘(x)dx —- sinxdx 

v(x) cosz

(92.) 1 [o(x)] = 1(cosx), oder 1(x) = COSx.
Gleichung (90.) geht daher über in 

(98.) du — — (y sinx + 2 cos3x)dx + cosx . dy = 0.
Dies giebt durch Integration 

(94.) u = y cOSa + X = C, 
wobei X eine Function der einzigen Veränderlichen x ist, also 
mit Rücksicht auf Gleichung (93.) 
/ x Ou • , dX (95.) - ==—y sinx — . =—y sin x — 2cos% " ox • dx • 
(96.) dX = — 2 cosx dx = — 2(1 ■—sin?x) cosx dx, 

X = — 2(sinx — 3 sin3x), 
(97.) 3u = 3y^x— 6sinx + 2 sin3x = 3C. 

§ 82.
Gleichung von Bernoulli. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 184.)

In manchen Fällen lässt sich eine Differential-Gleichung 
erster Ordnung, welche nicht linear ist, durch eine passend 
gewählte Substitution zu einer linearen machen. Es sei z. B. 
nach Bernoulli 
(1.) ya% + y^ ,f(x) = y . «(x),

wobei p und q beliebige positive oder negative, ganze oder 
gebrochene Zahlen sind. Setzt man dann q—p = n, so kann 
man die Gleichung auf die Form 
(2.) de + y Jto) - y‘ •«() ’ oder } de +70” = «() 

bringen. Daraus ergiebt sich durch die Substitution 
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_ 1 dz n — 1 (3.) z — , , — == — vyn~l dx yn dx 
die lineare Differential-Gleichung erster Ordnung

(4.) dz (n — ^z -f^ =(— 1)9(r).

Man kann auch die Differential-Gleichung (2.) unmittelbar 
integriren, indem man wieder 
(5.) y = uz 
setzt. Daraus ergiebt sich

Wenn man die Function u so bestimmt, dass der Factor 
von z verschwindet, erhält man

(7.) de + u „/() = 0’ oder = —f(e)dr,

(8.) l =—Jf{x)dx^ oder u = e 1" ^d .

Dadurch geht Gleichung (6.) über in
. dz , . , dz— (n— l)ff{x)dx

(9.) u dx = U^zn * g(z) , oder dx =2 'e • g(x),

. dz - (n- l)ff(x)dx ,
(10.) An = e. 9(e)de.

Macht man die Voraussetzung, dass n = 1 ist, so folgt aus
Gleichung (10.)
(11.) a— = (1—„)/ ‘ 36 . 9(ejde + ca—n),

(12.) y = (1 - „) "—"[_/.—" . «tejde + c] .

Dagegen erhält man für n = 1 aus Gleichung (2.)

4% + y -f^ = V • «(e).

oder
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(13.) d = [sp(=) — f()]dz,

(14.) ly =/[g(z) —f^\dx.

Beispiele.
Aufgabe 1. Man soll die Differential- Gleichung 

(15.) dy+VEay, 
.dx x J 
integriren.

Auflösung. Indem man y = uz setzt, erhält man aus Glei
chung (15.)

dz /du u .(16.) u — — z ( — ----- )= au^z^Xx.dx \dx T/
Damit in dieser Gleichung der Factor von z verschwindet, 

bestimmt man die Function u so, dass 

wird. Dies giebt durch Integration

(18.) Xu = — Xx, oder u = 1 • 
x

Hierdurch geht Gleichung (16.) über in

(19.)
dz a
dx 222 2lx . dz . dx 

also — = aXx • — ; z- x
1
X

folglich wird durch Integration 
(20.) -Y=a^ + C, also -==9 ()?+ c],

oder
(21.) xy[a(Xx)2 + 2C] + 2 = 0.

Aufgabe 2. Man soll die Differential - Gleichung 

(22.) dy + 2ytgz = ay?ctgz 

integriren.

Auflösung. Indem man y = uz setzt, erhält man aus Glei
chung (22.)
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dz / . (23.) v-—z( ——2uto x ) = au2z2cto x.7 dx \dx /

Damit in dieser Gleichung’ der Factor von z verschwindet, 
bestimmt man die Function u so, dass

i du . sinx da (24.) — — 2utgx = 0, oder — = — 2  ‘ • dx u cos« 
wird. Dies giebt durch Integration 
(25.) lu = 21(cosx), oder u = cosG.

Hierdurch geht Gleichung (23.) über in 
cos2^ • dz = acosa, . 22ct97, 

dx
oder

. dz a^^xdx / 1 . \ , . 
(26.) — — . = « — sinx )d(sin x) , 1 z2 sina? Sinz /‘ 
folglich wird durch Integration 

(27.) —1 = al(sinz) — }sin]+0 =-", 

oder
(28.) ay[2l(sinx) — sin?x] 4- 2Cy + 2cos‘x = 0.

§ 83.

Erklärung des integrirenden Factors.
Es war schon früher gezeigt worden, dass jede Differential- 

Gleichung erster Ordnung sich auf die Form 
(1.) M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0
bringen lässt und ein allgemeines Integral 
(2.) F(x, y, C) =0 
besitzt. Löst man diese Gleichung (2.) nach der Constanten C 
auf, so erhält man 
(3.) C^f^y), 
wobei f^x, y) eine Function von x und y ist, die mit u be
zeichnet werden möge. Dann folgt aus Gleichung (3.) 
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(4.) du — —— dx — -— du — 0. 7 Ox dy •
Aus dieser Gleichung findet man 

du öf (c, y) 
, dy  dx  dx 
(59 dx du öf(x, y)’ 

dy Oy 
während sich aus Gleichung (1.) 

. . dy_ M(x,y) 
' • dx N (x, y) 

ergiebt. Da diese beiden Werthe von dy mit einander über- 
dx 

einstimmen müssen, so wird 
du

-öx _ M(x, y) .
• du N(x, y)

dy

Bestimmt man daher eine Function v von x und y durch 
die Gleichung

du

(8° 0 =M@4y‘
so ergiebt sich aus Gleichung (7.) und (8.)

(9.) Ou . X Gu — .
öx =:M(e, y\ ay =P:N(F,9).

Es wird deshalb mit Rücksicht auf Gleichung (4.)
(10.) du = v . M(x, y)dx + v . N^x, y)dy.

Damit ist bewiesen:

Satz 1. Es giebt stets eine Function v von x und y, welche 
die Eigenschaft hat^ dass

v[M(x, y)dx + N[x, y}dy\
ein vollständiges Differential wird. Die Auflösung der Differen
tial- Gleichung

Kiepert, Integral - Rechnung. 31
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M(z, y)dx + N(x, y)^y = 0 
ist dann
(11.) u = C.

Hierbei heisst die Function v „ein integrirender Factor^.
Die vorgelegte Differential-Gleichung besitzt unendlich viele 

integrirende Factoren. Multiplicirt man nämlich Gleichung (10.) 
mit einer beliebigen Function y(u) von u, so erhält man

(12.) (pffdu = dfplffdu = v.g(u) M(x, y)dx+v.g(u)N(x, y}dy.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ebenfalls ein voll
ständiges Differential, nämlich das vollständige Differential von 
Jqlffdu. Dies giebt

Satz 2. Ist v ein integrirender Factor der Differential- 
Gleichung

M(x, y)dx + N (x, y)dy = 0, 
welcher das Integral u — C liefert^ so ist auch- V gleich v .<p(ff 
ein integrirender Factor.

Damit sind aber alle integrirenden Factoren erschöpft, 
denn es gilt auch der folgende

Satz 3. Sind V und v zwei integrirende Factoren der 
Differential- Gleichung

M(x, y)dx + Nff y)dy = 0, 
und ist der Quotient von V und v keine Constante, so ist das 
vollständige Integral der vorgelegten Differential- Gleichung 
(13.) %=C,

wobei Ci eine willkürliche Constante bedeutet.

Beweis. Nach Voraussetzung sind
(14.) du = v (Mdx + Ndy) und dU = V(Mdx + Ndy} 
vollständige Differentiale, folglich wird

(15.) dü——du. oder —dx — -^-du =—l — dx — — du )9 k 7 v ‘ Ox dy • v Ox dy 
also
. (OU Vou) (OU V Ou) (16.) ( — — ]dx —   — ]dy = 0.Ox v Oxj \oy v Oy) •
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Da diese Gleichung für unendlich viele Werthe von dx und 
dy gelten soll, so muss
. dU V du . dU V du

dx v dx dy 0 dy 
sein. Setzt man nun 
(18.) u = cp(x, y\ U = O(x, y\ 
so kann man y aus der ersten dieser beiden Gleichungen aus
rechnen und in die zweite einsetzen. Dadurch erhält man 
(19.) y = y(x, u\ U = @[x, y(x, u)] = F(x, u).
Dies giebt

OUVOOFOFOu 
dx v dx dx du dx ‘ 
dU _V du _ dF du 
dy v dy du dy’ 

folglich ist
I dF dF (22.) —= V- und •= 0, 
v du dx

7 dFd. h. U = F(x, u) und deshalb auch — = — sind Functionen 7 v du 
der einzigen Veränderlichen u, so dass 
(23.) U=su)=C,

das allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung ist.

§ 84.
Beispiele zur Erläuterung.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung 
(1.) ydx — (x + yYy = 0 
integriren.

Auflösung. Da die vorgelegte Differential-Gleichung homogen 
ist, so setze man y = xz; dann ergiebt sich

zdx — (1 + 2) {xdz — zdx) = 0, 
oder

31*
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z^dx + (1 + z)xdz = 0, — + (2-1 + z~^}dz = 0,

(2.) la + \z — 2 = C, oder \y — — = C.

In diesem Falle ist also 

(3.) «=ly—$=c, 

(4.) du=Ad(+ydy£o.

y y
Damit Gleichung (1.) diese Form erhält, muss man sie mit 

— 1 multipliciren. Der integrirende Factor ist daher in diesem

Beispiele 
(5.) •=-}

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 
(6.) xdy — ydx = 0 
integriren.

Auflösung. Durch Trennung der Variabein findet man aus 
dieser Gleichung ohne Weiteres

—--------= 0, \y — lz = IC, 
y x 

oder

(7.) % = C.

Bezeichnet man also die Function — mit u, so wird x
' , xdy — ydx (8.) d"=2—=0

Damit Gleichung (6.) diese Form erhält, muss man sie mit 
dem integrirenden Factor 

(.) o=> 
multipliciren.
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Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung 
(10.) [y[x — y)2 — xy^dr + \x^y — x(x — y^}dy = 0 
integriren.

Auflösung. Die vorgelegte Differential-Gleichung kann durch 
keine der bisher angegebenen Methoden integrirt werden. Multi- 
plicirt man sie aber mit dem Factor 

(11.) "===—»‘ 
so geht sie über in

(12) [ - e",] 4 + [2, -$]a=o:
Die linke Seite dieser Gleichung ist das vollständige Diffe

rential der Function 

(13.) u = 1(2)+ zy + c,
9/ x~y 

wie bereits in § 72, Aufgabe 5 ermittelt worden ist.
Weitere Beispiele für die Bestimmung des integrirenden 

Factors wurden bereits bei der Integration der linearen Diffe
rential-Gleichungen erster Ordnung in § 81 (Aufgabe 7, 8 und 9) 
ausgeführt.

§ 85.
Bestimmung des integrirenden Factors.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 185 bis 190.)
Die Bedingung, dass v^Mdx + Ndy) ein vollständiges Diffe

rential wird, ist nach Formel Nr. 175 der Tabelle
O(vM) _ O(N) .

dies giebt
• Öy dx

ÖM v dN av

oder

— + M —oy oy = v -— + N — ox Ox

(1.) _Ov „OvM - ----- N— :Oy Ox
— v( - .

\ ox oy /



486 § 85. Bestimmung des integrirenden Factors.

Diese Bedingung ist nothwendig, aber auch hinreichend da
für, dass v ein integrirender Factor ist, und zwar ist Gleichung 
(1.) eine partielle Differential-Gleichung für v, denn sie enthält 

dv dv 
die partiellen Ableitungen öx und • Man kann schon daraus 

entnehmen, dass die Integration dieser partiellen Differential- 
Gleichung im Allgemeinen schwieriger sein wird als die Inte
gration der ursprünglich gegebenen Differential - Gleichung

Mdx + Ndy = 0.
Es giebt aber mehrere Fälle, wo die Bestimmung von v 

ausführbar ist. Von diesen Fällen sollen hier einige hervor
gehoben werden.

I. Fall. Der integrirende Factor v sei eine Function von x 
allein, es sei also 
. OvOv dv
(2.) —== 0, —= =•Og ox dx

Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in

oder

— dv— I —- === v 
dx

(ON 
öx

OM 
dy

1 do _ 1(0N OM.
v dx N \ dx öy )

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Function der ein
zigen Veränderlichen a, folglich muss es auch die rechte Seite

1 /dN dM\
sein. Ist also der Ausdruck — ——---- — ) von y unabhängig,NOx dy /
so findet man einen integrirenden Factor v aus Gleichung (3.); 
es wird nämlich

FdN dM\dx _/(3n_@x\dz (4.) l= (“— E, v=eJ^. y)N. 
". J\dx dy JN

Beispiel.
Aufgabe 1. Man soll die Differential - Gleichung 

(5.) {cFy + y + l)dx + ( + x^dy = 0 
integriren.
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Auflösung. Hier ist
1 (dN dM\ _ (1 + 3.2) — (22 + 1) _ 2x
N\dx dy ) x + x3 1+

folglich wird nach Gleichung (3.)
1

(7.)
dv 2xdx

142’ " 1+22*
Indem man Gleichung (5.) mit diesem integrirenden Factor 

v multiplicirt, erhält man

(8.)
1 '

1+22
also

wobei g(x)

u = fxdy + g(x) = xy + g(x) = C,

eine Function der einzigen Veränderlichen x ist,
die man aus der Gleichung

(10.)
du 
dx

depix) 
dx

1
1 +22

0

findet, und zwar wird 

(11.)

folglich ist 
(12.)

II. Fall.
allein, es sei

dep(a) = - ’ gp(x) = arctgx ,

u = xy — arctgx = C.

Der integrirende Factor v sei eine Function von y 
also

dv_ dv_ dv
dx ‘ dy dy

Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in
^.rdv /dN dM\ 

dy Ox dy j
oder
(13.) 1 dv   1 /dN 

v dy M \ dx
OM\
Sy /

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Function der ein
zigen Veränderlichen y, folglich muss es auch die rechte sein.
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1 /ON OM
Ist also der Ausdruck — (—------- . M \ Ox Oy, von x unabhängig, so

findet man einen integrirenden Factor v aus Gleichung (13.); 
es wird nämlich

. i (ON 8M\dv J^J^y? 
(14.) lv= (- -) =» v = eOx dy M. 

J dx dy / M

Beispiel.
Aufgabe 2. Man soll die Differential - Gleichung 

(15.) (xy? — y^dx + ( — ^^V = 0 
integriren.

Auflösung. Hier ist 
. 1 (ON dM\ _ — y2 — 2xy + 3y?  2 

M \ dx dy / y‘(x — y) y ‘ 
folglich wird nach Gleichung (14.) 

(17.) 1 = - 21y, =1.

Indem man Gleichung (15.) mit diesem integrirenden Factor 
v multiplicirt, erhält man 

(18.) du = (x 

also 
r 22 

(19.) u = / (x — y)dx + (f{y} = - — xy + 9(y) = C, 

wobei (f{y) eine Function der einzigen Veränderlichen y ist, die 
man aus der Gleichung 

(20.) y=“90)=y 

findet, und zwar wird 
(21.) q‘(y)dy=dy, ^y^—^ 

folglich ist 
(22.) *=2-—y=C

oder
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(22 a.) x-y — 2xy2 — 2 Cy — 2 = 0.

III. Fall. Der integrirende Factor sei eine Functio?i der 
einzigen Veränderlichen z = xy\ es sei also

Öv de do_ do 
dx 3 dz ‘ dy " dz

Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in 
cx-yn)4:=(N—&Y), 

oder
z s ‘ 1 dv _ ___ 1___ /ÖN ÖM\

• v dz xM—yN\ dx dy )

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Function der ein
zigen Veränderlichen z, folglich muss es auch die rechte Seite

1 /dF dM\sein. Ist also - — — (  ------- — ) nur abhängig von xy = z,xM—yN Ox dy J PP • ‘
so findet man einen integrirenden Factor v aus Gleichung (23.); 
es wird nämlich
- , (ON OM\ dz (24.) iv = /( — .— ) — —»JOx dy / xM—yN

(’N _ öx) dz 
(25.) v = eos öy*M—sN.

Beispiel.
Aufgabe 3. Man soll die Differential - Gleichung 

(26.) (y + xy^dx + (x — Fy}dy = 0 
integriren.

Auflösung. Hier ist
— . dF dM_
(27.) 'd^^^y^ (1—2sy)—(1 + 2ry) =4«,
(28.) xM — yF = (xy + a?y?) — (xy —- x^y2) = 2x2y2, 
folglich wird

(29.) . 1 (NLM)=2=2 
xM—yF\ dx dy j xy z 

eine Function von z = xy allein, so dass man aus den Glei
chungen (24.) und (25.)
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/ x ,(dz _ 11 (30.) lv =—2/— = —21z, oder v =,=-,, J z z- x’y- 
findet. Multiplicirt man Gleichung (26.) mit diesem integrirenden 
Factor, so ergiebt sich 

(31.) di=(}+ 1)a+(1— ])dy = o, 
(32.) u =/(3, + ^dz + «p(y) = -+ lz + «(y) = C, 

wobei g(y) eine Function der einzigen Veränderlichen y ist, die 
man aus der Gleichung 

(33.) 5,=and9() =2—7 
findet; und zwar wird 

(34.) 9(0 =y‘ 9) = 19, 

folglich ist
v = lx — \ y — ■— — 

zy
oder

(35.) 1(2)_1c

SV. Fall. Der inteyrirende Factor sei eine Functiotz der 

einzigen Veränderliclzen z =-^ es sei also

Ov y do du_ 1 do
(369) dz a? dz ’ dy z dz 

Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in 
zM + yN do   rdN dM\ 

x2 dz " \ dz dy J 

oder
37 s 1 do_ z2 rdN dM\

v dz zMFyN\dz dy )

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Function der ein
zigen Veränderlichen z, folglich muss es auch die rechte sein.
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- / O LV O \ 1
Ist also AM-yNQöz — öy) nur abhängig von z = 2, So findet 
man einen integrirenden Factor v aus Gleichung (37.); es wird 
nämlich.

(38.)

(39.)

— (ON _ OM) x’dz
J \ öx öy/xM+yN‘

/( ON_ OM ) _2dz 
v --  e Ox 6y > xäz + JN.

Beispiel.
Aufgabe 4. Man soll die Differential-Gleichung 

(40.) [Szsin (%) + ycos(%)\dx—zcos(X)dy = 0 

integriren.

Auflösung. Bezeichnet man % mit z, so wird in diesem 

Falle
x2 x2 1-------  — --------------------------------------------------  — ---------  9 

xM+yN (3x2 sinz ff- xy COS2) — xy COSz-----3sin 2 
dN dM öx —y = (— cos z —z sin z) — (3 cos z + cos 2 — z sin z) = — 5 cos z, 

also ist 
x2 /dN OM\_ 5 cosz 

•---------xM + yN\ dx dy )--------3 sinz

eine Function von z = % allein, so dass man aus den Glei- 
X 

chungen (38.) und (39.) 
I , 5 (coszdz 5 1 (42.) lo=-3/—==%1(sinz), 0 ——5 

• (sin z) 5 
findet. Multiplicirt man Gleichung (40.) mit diesem integrirenden 
Factor v, so ergiebt sich 

7 , y cos 2 . xcoszdy (43.) du = I 2 + dx s = 0. 
-(sinz)3 (sin z) 3- (sin 2)3 

Daraus folgt
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(44.) u = —/x^zdy + ^^ =— 22 /sine) *coszd: + «p(x)
• (sin2)3 •

2.2 42
= + 2(sinz) 3 + g(x) =

3x2 r
_2

3
+ y(x) =C,

wobei g)^ eine Function der einzigen Veränderlichen x ist, die
man aus der Gleichung

2

(45.)

findet. 
(46.)

Ou __ 2 ___  
— = 3x(sinz) 3 + y(sinz) 3 cosz + <p\F) 

_ 2 _ 5 
= 3x(sinz) 3 + y (sinz) 3 COS2

Es wird also 
c.

Dabei kann man die Integrations-Constante c gleich Null
setzen, weil 
bereits eine 
erhält daher

man auf der rechten Seite von Gleichung (44.) 
Integrations-Constante C hinzugefügt hat. Man

3x2 r 
" =9 r-«

oder
2

(47.) 322 = 20 sin

Setzt man noch 803 = 27C12, so kann man diese Gleichung 
auf die Form

(48.) 

bringen.

26 = C,2sin2( %) , oder 23 = — C1 sin
XC

V. Fall. Der integrirende Factor sei eine Function der ein
zigen Veränderlichen z = x2 + y2; es sei also

(49.) Ov do do . do—— = ziX-z- 9 — = 2y — • ox dz oy dz
Unter dieser Voraussetzung geht Gleichung (1.) über in

N 
. dx

, — . dv /i2{yM — xN) — == v(

oder
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. 1 dv _ • 1 (ON OM)
° ' v dz 2{yM—xN) öx dy)

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Function der ein
zigen Veränderlichen z, folglich muss es auch die rechte sein. 
— 1 /ON OM\ — 212
Ist also yM-zNCöxöy) nur abhängig von *+9=8, 
so findet man einen integrirenden Factor v aus Gleichung (50.); 
es wird nämlich
. —(/ OM\ dz 
‘ • " Jöx dy J^yM—xN}'

(öN dar) Az 
(52.) V = e> \öx Ö y ) 2(yM/ - zN) .

Beispiel.
Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung 

(53.) (aVx?+y2—- cx}dx + (bV%2 + y?—cy}dy = 0 
integriren.

Auflösung. Bezeichnet man x2+y2 mit z, so ist in diesem Falle 
(54.) yM—xN= (ayyz — cxy) — (baVz — cxy) = {ay — bx^z, 
- dN dM _ bx ay _ ay — bx 

öz.Oy"ya Vz V: 
folglich ist 
(56.) (N@M)1= 1

X dx dy / yM—xN z 
eine Function der einzigen Veränderlichen z. Deshalb findet 
man aus den Gleichungen (51.) und (52.)

(57.) D = — —12, 0=-=--------
2 ^z Vx2+y2

Multiplicirt man Gleichung (53.) mit diesem integrirenden 
Factor v, so ergiebt sich

(58.) du = (a —9) dx+(b —I) dy = 0,

(59.) u ^J^a—^^^-Jdx+^y^ax—Gy'x^ + y^ + ^y^C, 
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(60.)

findet.
(61.)

(62.)

wobei y(y) eine Function der einzigen Veränderlichen y ist, die 
man aus der Gleichung

a__=z
^y Va2 + y2 V22 + y2

Es wird also

^(y) = b, g(y) = by^ 
u = ax + by — c\x^ + y2 = C.

In ähnlicher Weise kann man noch eine ganze Reihe von 
besonderen Fällen behandeln, bei denen der integrirende Factor 
eine Function einer einzigen Veränderlichen z ist, die selbst 
wieder eine passend gewählte Function von x und y sein darf. 
In allen diesen Fällen ist zuerst der Ausdruck

ON OM
öx dy

zu bilden. Ist dieser Ausdruck gleich Null, so ist schon
Mdx + Ndy

selbst ein vollständiges Differential, ist er aber von Null ver-
schieden, so> kann man

-i(

der Reihe nach versuchen, 
dN dM\ . - .—---------. ) eine Functionox ov J

ob

von x allein,

oder ob +},(

1 /

ON dM\
. Ox
ON

dy) 

dM\

»9 »9 »9 y »

»9 » xM— yN
22 /

. öx 
ON

dy ) 

dM\

» 5? » »

y
» » xM + yN^

1 (

« Ox
^N

dy) 

dM\

n » » X "

*+y2.

i den an-

97

ist.

»9

Trifft
yM — xN \ 
einer diesei

Ox dy J 
• 5 Fälle ein,

» »

so kann man

92 "

nach
gegebenen Regeln den integrirenden Factor leicht bestimmen.

Erwähnt möge noch werden, dass der häufig vorkommende 
Ausdruck xdy — ydx die integrirenden Factoren
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1 1 1
x2 y2‘ 22+ y2 

besitzt. Es folgt dabei aus den Gleichungen

(63.) du,

(64.)

xdy—ydx 
22 du2 ==

xdy—ydx 
y2

duz =
xdy — ydx 

42 7,2

u =X u, = — $ , u, = arctg (%

Der Ausdruck xdx + ydy hat den integrirenden Factor
1

22 + y2 ‘

(65.)

und zwar folgt aus
, xdx — ydy 
du^---- o . 2.

(66.) u=}1(z3+y2).

§ 86.
Differential-Gleichungen erster Ordnung höheren Grades.

Eine Differential-Gleichung erster Ordnung und nten Grades 
hat die Form

Hierbei bedeuten die Coefficienten P, Q,... T, U beliebige 
Functionen von x und y oder constante Grössen.

Denkt man sich nun Gleichung (1.) in Bezug auf d auf- 
dx 

gelöst, so erhält man n verschiedene Differential - Gleichungen 
erster Ordnung und ersten Grades, nämlich

(2) & = F^ y^ &z = F^ »d= Fn^ y^ 

wobei F^x, y), F^x, y), ... Fn(x, y) Functionen von x und y 
oder constante Grössen sind.

Durch Integration der Gleichungen (2.) erhält man dann 
(3.) Pi(x, y, d) = 0, 9P2(x, y, C2) = 0, . . . (n(x, y, cn) = 0.

Jede dieser Gleichungen ist ein Integral der Differential- 
Gleichung (1.). Man kann alle diese Lösungen zusammenfassen, 
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indem man die Gleichungen (3.) mit einander multiplicirt. Dies 
giebt
(4.) Pi(x, y, ci) . 92(x, y, C2) . . . S»(x, y, cn) = 0.

Da dieses Product gleich 0 wird, wenn man einen der 
Factoren gleich 0 setzt, so wird die Allgemeinheit der Lösung 
nicht beschränkt, wenn man die Integrations-Constanten C1, 
C2, • • • Cn alle einander gleich setzt. Dadurch geht Gleichung 
(4.) über in
(4 a.) tp^x, y, c) . 9P2(x, y, c) . . . 9n(x, y, c) = 0.

Sind z. B. in Gleichung (1.) die Coefficienten P, Q,... T, U 
constante Grössen, so gehen die Gleichungen (1.) und (2.) über

Daraus folgen die n Differential-Gleichungen 
dy dy dy

(5.) az=0, dz =d
wobei «i, a2,... an auch constante Grössen sind. Deshalb wird 
in diesem Falle
(6.) 91=y—qx+c=0, fp^y—ax+c=0, ...g>n—y—a,z+c=0, 
oder
(6a.) J+_a=o, J+—a,= 0, ..."= 0
‘a 7 X X

Gleichung (4 a.) geht daher in diesem Falle über in

oder mit Rücksicht auf Gleichung (la.) in

In diesem Falle ist also die Auflösung der Gleichung (1.) 
nach dy, welche mitunter bedeutende algebraische Schwierig- 

dx
keiten verursachen würde, nicht einmal erforderlich.
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Beispiele.
Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung 

(6.) (4)— a=0 
integriren.

Auflösung. Aus Gleichung (8.) folgt zunächst 
_ dy : dy (9.) — = + a und — = — a 
l ax dx 
und daraus durch Integration 

y + c = ax und y — c = — ax, 
oder
(10.) (y + c — ax) (y + c + ax) = (y + c)2 — a?a2 = 0.

Aufgabe 2. Man soll die Differential - Gleichung 

(11) (4)“r4+6=0 
integriren.

Auflösung. Gleichung (11.) lässt sich auf die Form 

(112) (42—1)(d2—2)(4/+3)=o 

bringen, folglich erhält man für das allgemeine Integral 
(12.) (y + c — x) (J + c — 2x) (y + c + 3x) = 0, 
oder 
(12 a.) (y + c)3 — Ix1^ + c) + 6.3 = 0.

Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung 

as) (.)= a 

integriren.
Auflösung. Aus Gleichung (13.) folgt 

(14.) dy = +V axdx und dy = —V axdx 
und durch Integration 

(15.) y + c —Vax = 0 und y+c+Vax = 0.

Kiepert, Integral-Rechnung. 32
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Jede dieser beiden Gleichungen kann als Integral der vor
gelegten Differential - Gleichung angesehen werden. Indem man 
die beiden Gleichungen (15.) mit einander multiplicirt, vereinigt 
man beide Lösungen und erhält

[3(y + c) —- 2xVax] [3(y + c) + 2xVax] = 0, 
oder 
(16.) 9(y + c)2 — 4ax3 = 0.

Aufgabe 4. Man soll die Differential-Gleichung 

(17.) (dyy+22 dy_1=0
dx/ y dx 

integriren.

Auflösung. Durch Auflösung von Gleichung (17.) nach 
dy findet man die beiden Werthe 
dx

also durch Integration
(20.) V2? +y2 = x + c und Vx2 + y2 = — x — c,
oder, wenn man beide Lösungen vereinigt,
(21.) (Vz?+y2 — x — c) (Va?+y2 + x + c) = y- — 2cz — c2 = 0.

(18.) 

oder

dy
dx

— x + Vx2 + y-
=----------- ‘------- — und

y
dy_  — x — Vx2 + y'1 
dx__________y

(19.)
xdx — ydy , ,—------- = + dx und

Vx2 + y2
xdx — ydy ,—--VY — — dx,

Vx2 + y~

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung
(22.) (a? — az)(dy) + bx^ — zz)(d— d_bz = 0 
7dx/ v dx/ dx 

integriren.

Auflösung. Durch Auflösung der Gleichung (22.) nach dV

erhält man die drei Differential-Gleichungen

(28.) d _ _ba. dye 4 _ dy 
dx ‘ dx Va?—x2 dx 

_1Va? — 22
und findet daraus durch Integration

6x2 /3(24.) y+c = ----- y^\-c — arcsinf — , y-\-c = —arcsinf —
• a
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Indem man diese drei Lösungen vereinigt, ergiebt sich die 
Gleichung

y + c — arcsin(G)[y + c + arcsin 0,

oder

(25.) (y + c)3 + + c)2 — arcsin2
bx2 r

arcsin
2
= o.2

§ 87.
Integration durch Differentiation.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 191—194a.)
Es war schon in dem vorhergehenden Paragraphen erwähnt 

worden, dass die Auflösung der Differential - Gleichungen erster 
Ordnung höheren Grades nach 4 häufig auf grosse algebraische 

Schwierigkeiten stösst. Es sollen deshalb hier noch einige Fälle 
untersucht werden, bei denen man die Integration durch andere 
Mittel ausführen kann.

Der Kürze wegen möge hierbei 
(1.) " =p, also dy — pdx 

gesetzt werden.

I. Fall. Die Differential- Gleichung enthalte y gar nicht 
und sei auflösbar nach x; die Gleichung habe also die Form 
(2.) x = ffp\, 
dann findet man durch Differentiation 
(3.) dx = g‘(p)dp, 
oder mit Rücksicht auf Gleichung (1.) 
(4.) pdx = dy = g‘(p) .pdp, 
(5.) y ^J^XP) -P^P + G.

Indem man aus den Gleichungen (2.) und (5.) die Grösse p 
eliminirt, erhält man die gesuchte Gleichung zwischen x und y.

32*
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Beispiele.
Aufgabe 1. Man soll die Differential - Gleichung 

(6.) x = 4p3 —- 6p2 + 12p — 15 
integriren.

Auflösung. Indem man Gleichung (6.) differentiirt, erhält 
man die Gleichungen 
(7.) dx = (12p2 -— 12p + 12)dp, 
(8.) dy = (12p3 — 12p2 + 12p)dp, 
also
(9.) y = 3p4 — 4p3 + 6p2 + C.

Durch Elimination der Grösse p aus den Gleichungen (6.) 
und (9.) findet man dann die gesuchte Gleichung zwischen x 
und y.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 

(10.) x = arc sinp — V 1 — p2 
integriren.

Auflösung. Indem man Gleichung (10.) differentiirt, erhält 
man die Gleichungen 
01.) *=(yikptv”p)"

(12) dy = (P + P—) dp,
/1 — p" yi — P2/ 

also mit Rücksicht auf die Formeln Nr. 25 und 77 der Tabelle 

(13.) y = — V1—p2—2V1 — p1 + —arcsinp + C, 

oder
(14.) 2y — * =20 — (1 + p)V1—p'2.

II. Fall. Die Differential- Gleichung enthalte x gar nicht 
und sei auflösbar nach y, die Gleichung habe also die Form 
(15.) y =«(p); 
dann findet man durch Differentiation mit Rücksicht auf Glei
chung (1.)
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(16.) dy = pdx = g‘(p)dp, 

(17.) de—s‘(p)dp, 
p 

also
(18.) z = M^3 + C.

Indem man aus den Gleichungen (15.) und (18.) die Grösse 
p eliminirt, findet man die gesuchte Gleichung zwischen x und y.

Beispiele.
Aufgabe 3. Man soll die Differential-Gleichung

(19.) 
integriren.

Auflösung.
(19.)

(20.)

(21.)

2a
1+p2

Durch Differentiation findet man aus Gleichung

dy = pdx =

dx —

\.apdp
(1 + p^ ‘ 

^adp
(1 + p2)2"

Dies giebt nach Formel Nr. 109 der Tabelle

(22.) z =—4a / —
J (1 + P )

Setzt man

C — an = xo, 2 

also

p \11792 — arctgp)—C.
—1 p /

2
1+p? 1 — cost.

2p
1 +p2

= sint, n — t = 2 arctgp.

so gehen die Gleichungen (19.) und (22.) über in 
(19 a.) y = a(1 — cost),

x = a(t — 7 — sin t) + C, 
oder
(22 a.) x — xo = a(t — sin t\

dar.
Das allgemeine Integral stellt also eine Schaar von Cykloiden
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Aufgabe 4.

(23.) 
integriren.

Auflösung.

(24.)

(25.)

Man soll die Differential-Gleichung
Va2—p2

y — a2p

Durch Differentiation folgt aus Gleichung (23.)

cly — pdx =--- “P__,
p2V a2 —p2

p3]/ d1 — p2 
also nach Formel Nr. 82 und 28 der Tabelle

(26.)
V a2 — p2 1 r dp 

2a‘p2 2a?/ p V a2 — p2

V a2 — p2 _ 1 /a+Va —p2
2a2p2 2a3p

Da noch aus Gleichung (23.) folgt, dass

(27.) a ------ 2 aly p = — 9 V a2 — p2 = -   • 
V ^y2 + 1 Vaty2 + 1 

ist, so findet man aus Gleichung (26.)

(28.) 2a3(x — zo) = a’yVaty? + 1 + l(a‘y + V ^y2 + 1).

ill. Fall. Die Differential-Gleichung enthalte alle drei 
Grössen x, y und p, sei aber nach x auflösbar-, die Gleichung 
habe also die Form
(29.) x^fffpY

Indem man diese Gleichung differentürt und Gleichung (1.) 
beachtet, erhält man

dy df dfdx — dy — — dp,
p oy • op

oder
(30.) (- — f-Ady — ^-dp=- 0.
" \p dy) J dp L

Dies ist eine Differential-Gleichung erster Ordnung zwischen 
y und p, die in Bezug auf d nur vom ersten Grade ist und 
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sich in vielen Fällen leichter integriren lässt als die vorgelegte 
Differential-Gleichung (29.). Hat man die Integral-Gleichung 
(31.) y(y, p,C) = 0 
gefunden, so folgt durch Elimination von p aus den Gleichungen 
(29.) und (31.) die gesuchte Gleichung zwischen z und y.

Beispiel.
Aufgabe 5. Man soll die Differential - Gleichung 

(32.) yp1 — 2xp + y = 0, oder x = "1 T 2 ) 
integriren.

Auflösung. Durch Differentiation folgt aus Gleichung (32.) 

dx edy p(1 + p^dy—y(1 — p^p , 
p 2p^ 

oder
(33.) P(1 —p^dy + y{l — p^dp = (1 —p^{pdy + ydp) = 0.

Diese Gleichung wird befriedigt, indem man entweder 
(34.) 1— ^2 = 0, also P=4=±1,

oder
(35.) pdy — ydp = 0 
setzt. Aus Gleichung (34.) folgt durch Integration 
(36.) y = ± x + C.

Hier darf aber die Integrations - Constante C nicht jeden 
beliebigen Werth haben, denn, wenn man p = ± 1 in die Glei
chung (32.) einsetzt, so erkennt man, dass in Gleichung (36.) 
der Werth der Integrations - Constanten C gleich 0 sein muss, 
dass also Gleichung (36.) in 
(36 a.) y = ± x 
übergeht.

Aus Gleichung (35.) findet man dagegen durch Trennung 
der Variabein
(37.) ^ + ^=0,

y P
(38.) \y + lp = 1C, oder py = C, also p = — •

y
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Trägt man diesen Werth von p in Gleichung (32.) ein, so 
findet man
(39.) y2 — 2Cx + C2 = 0.

Diese Gleichung ist das allgemeine Integral der vorgelegten 
Differential - Gleichung und stellt eine Schaar von Parabeln dar, 
welche sämmtlich die beiden durch Gleichung (36a.) dargestellten 
geraden Linien in den Punkten mit den Coordinaten

x = C, y = ± C 
berühren.

IV. Fall. Die Differential- Gleichung enthalte alle drei 
Grösse x, y und p, sei aber auflösbar nach y; die Gleichung 
habe also die Form 
(40.) y =ffx, p\

Indem man diese Gleichung differentiirt und Gleichung (1.) 
beachtet, erhält man

df df dy — pdx = dx T öp dp, 

oder

(41.)
öp dx Ox /

Dies ist eine Differential-Gleichung erster Ordnung zwischen 
x und p, die in Bezug auf dP nur vom ersten Grade ist und 

sich in vielen Fällen leichter integriren lässt als die vorgelegte 
Differential-Gleichung (40.) Hat man die Integral-Gleichung 
(42.) «(x, p, C) =0 
gefunden, so folgt durch Elimination von p aus den Gleichungen 
(40.) und (42.) die gesuchte Gleichung zwischen x und y.

Hat die Differential - Gleichung z. B. die Form 
(43.) y = x .fff + ffp\
so wird mit Rücksicht auf Gleichung (1.) 
(44.) &z=p =f p) + [* .f"(p) + «"( p)] J ’ 

oder
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(45.) [p—f(p)]S—z.f(p) = ^\P)-

Dies ist aber eine lineare Differential-Gleichung erster 
Ordnung, die man nach den Angaben in § 81 integriren kann. 
(Vergl. auch Formel Nr. 183 der Tabelle.)

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo in der vorher
gehenden Entwickelung f(p) gleich p ist, wo also die Diffe
rential-Gleichung die Form 
(46.) y = px + ffp) 
hat. Dann erhält man durch Differentiation

dy = pdx = pdx — xdp — cp1 (ffdp, 
oder
(47.) [x + cp\p)]dp = 0.

Diese Gleichung wird befriedigt, indem man entweder 
(48.) dp = 0, 
oder
(49.) x + (f\p} = 0 
setzt. Aus Gleichung (48.) folgt durch Integration 
(50.) p = d = C, also y = Cx + C,, 

wobei die zweite Integrations-Constante ermittelt wird, indem 
man den gefundenen Werth von p in die Gleichung (46.) ein
setzt. Dies giebt
(51.) y = Cx + ^(G), also C = «(C).

Da hierbei die Integrations-Constante C unendlich viele 
Werthe hat, so ist Gleichung (51.) das allgemeine Integral der 
vorgelegten Differential - Gleichung.

Ganz verschieden davon ist die Lösung, welche man findet, 
indem man aus den Gleichungen (46.) und (49.) die Grösse p 
eliminirt. Dass man auf diese Weise wirklich eine Lösung er
hält, kann man in folgender Weise zeigen. Denkt man sich 
aus Gleichung (49.) p als Function von x ausgerechnet und in 
Gleichung (46.) eingesetzt, so findet man, indem man diese 
Gleichung nach x differentiirt,
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J=p+ [z + «p‘(p)12P,

also mit Rücksicht auf Gleichung (49.)

(52.)
dy
dx = P.

Beispiel.
Aufgabe 6. Man soll eine Curve bestimmen, bei welcher 

der Abschnitt der Tangente zwischen den beiden Coordinaten- 
Axen eine constante Länge c hat.

Fig. 132. Auflösung. Damit die Gerade AB 
(Fig. 132) eine Tangente der Curve im 
Punkte P ist, muss

B (52.) y1 = aze’ + ", oder y‘ — px‘ + #

| P sein, wobei die laufenden Coordinaten der 
\ Geraden mit xl und y* bezeichnet worden 
) sind. Die Abschnitte OA — a und OB — b, 

| Ax welche diese Gerade auf den Coordinaten- 
0 Q A Axen abschneidet, sind dann

(53.) a — ——, b — p. 
P

Da nach der Forderung der Aufgabe 
(54.) a? + b = c2 
sein soll, so findet man 

(55.) KZ—w = c2 oder = + P • 
7 ’ V1 + p^
Nimmt man hierbei das obere Zeichen, so geht Gleichung 

(52.) über in 
(56.) y‘=pr‘+

Da die Gerade durch den Punkt P hindurchgehen soll, so 
erhält man die Differential - Gleichung

(57.) cp'y = Ox —— —
VI + p2
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Aus dieser Gleichung folgt durch Differentiation

oder

(58.)

Diese

(59.)

dy / c \dp— = p = p —(x —..............  — — 2
de \ (1+p2)V1+p2/de

__ C—)
(1+p2)V1+p2/

dp 
dx = 0.

Gleichung wird zunächst befriedigt, indem man

dp _ dy— = 0, also p = - = C dx dx
setzt und diesen Werth von p in Gleichung (57.) einträgt, woraus
man 

(60.) y = Cx —
Cc

V1+02
findet. Diese Gleichung enthält die willkürliche Constante G 
und ist daher das allgemeine Integral der vorgelegten Differential- 
Gleichung. Jede Curve der gefundenen Curvenschaar ist eine 
gerade Linie, welche mit ihrer Tangente zusammenfällt und auf 
den Coordinaten-Axen die Abschnitte

(61.)

bestimmt.

c
C —-----------===== 9

V1 + 02
Da hieraus

b — -|—> —V1 + C2

a2 + 62 = c2 
folgt, so wird der Forderung der Aufgabe genügt.

Gleichung (58.) wird aber auch befriedigt, wenn man

(62.) x 4--------------— = 0, oder x =------------> 
(1 +p2)V1 +p2--------(1+p2)V1+p2 

setzt. Bezeichnet man den Winkel BAO mit t, so wird 
1----------------------------p (63.) p =—tgt, = = — cost, —---- - = — sin i; 

yi + il ‘V1 + p2 
dadurch gehen die Gleichungen (62.) und (57.) über in 
(64.)---------------------x = c cos3t, y = c sin3^.

Durch Elimination von t findet man aus diesen Gleichungen
2 2 2 

(65.) x3 + y^ = c3.
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Die gesuchte Curve ist also eine Astroide. Für einen be
liebigen Punkt P der Astroide wird 
(66.) p=- tg/,
so dass man für die zugehörige Tangente die Gleichung 

y‘ — y = p(x‘ — z), 
oder

y‘ — csin3/ = — tgt(x4 — ccos3t),
(67.) y‘= —tgt.a‘+csint 
findet. Deshalb sind die Abschnitte, welche diese Tangente auf 
den Coordinaten-Axen abschneidet, 
(68.) a = ccost, b = csin t, also a2 + b2 = &.

Hätte man in Gleichung (55.) das untere Zeichen genommen, 
so hätte sich in den folgenden Gleichungen nur das Vorzeichen 
von c geändert.

Setzt man in Gleichung (67.) —tgt gleich C, so geht sie 
in Gleichung (60.) über, welche das allgemeine Integral der 
Differential-Gleichung darstellte; d. h. die Astroide, welche man 
als eine besondere Lösung der Differential - Gleichung gefunden 
hat, berührt alle geraden Linien, die der allgemeinen Lösung 
entsprechen.

§ 88.
Die singulären Auflösungen der Differential-Gleichungen 

erster Ordnung.
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 195.)

Bei den Aufgaben 5 und 6 des vorhergehenden Paragraphen 
und ebenso bei der Differential-Gleichung
(1.) y=pxP(f{p) 
fand man zwei Lösungen, von denen die eine noch eine will
kürliche Integrations-Constante enthält, die zweite aber nicht. 
Auch erkennt man bei diesen Aufgaben sofort, dass diese zweite 
Lösung, welche ohne Ausführung einer Integration gefunden 
werden konnte, kein particuläres Integral ist, d. h. die zweite 
Lösung geht nicht aus der ersten hervor, indem man der Inte
grations-Constanten einen besonderen Werth giebt.
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Man nennt daher eine solche besondere Lösung „eine singu
läre Lösung der vor gelegten Differential- Gleichung'''".

Der Zusammenhang zwischen der allgemeinen und einer 
solchen singulären Lösung ergiebt sich aus folgender Betrachtung.
Es sei
(2.) r(x,v, 2%)=0,
oder
(2 a.) M{x, y)dx + N(x, y)dy = 0
die gegebene Differential-Gleichung, und
(3.) G(x, y, C} = 0
sei das allgemeine Integral. Die Gleichung (3.) stellt eine ganze 
Schaar von Curven dar, weil die Integrations-Constante C un
endlich viele Werthe annehmen darf. C ist also in Gleichung 
(3.) ein variabler Parameter. Für die Coordinaten der Schnitt
punkte zweier benachbarten Curven der Schaar, welche den 
variabeln Parametern C und C+AC entsprechen, gelten die 
Gleichungen
(4.) G(x, y, C) = 0 und G(x, y, G + ^C) = 0 
gemeinschaftlich; deshalb gelten für die Coordinaten der Schnitt
punkte auch die beiden Gleichungen
.G(x,y,C + LO—G(x,y,C) (5.) G(x, y, C) = 0 und  1 20 " 17 — = 0.

Wird dC verschwindend klein, so gehen diese Gleichungen 
über in
(6.) G(,y,0)=0 und 0G(,y,0)= 0.

Wenn man aus diesen beiden Gleichungen den variabeln 
Parameter C eliminirt, so erhält man den geometrischen Ort 
aller dieser Schnittpunkte, d. h. die Umhüllungscurve der 
gegebenen Curvenschaar. (Vergl. D.-E., § 117 und Formel 
Nr. 146 der Tabelle.) Giebt es eine solche Umhüllung scurve 
oder Pnveloppe mit der Gleichung 
(7.) S(x, y) = 0,
so ist diese Gleichung eine singuläre Lösung der gegebenen
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Differential-Gleichung. Es galt nämlich der Satz: „Die Um- 
hüllungscurve (EnveloppeJ hat in den Punkten, welche sie mit 
einer der Gurren der gegebenen Gurrenschaar

G{x, y^C}^^
gemein hat, auch die Tangente mit dieser Gttrre gemein''1'. (D.-R.,
§ 117. ) Im Punkte P mit den Coordinaten x und y hat daher 

, dy
6 dx 

denselben Werth, gleichviel ob man annimmt, dass der Punkt P 
ein Punkt auf einer Curve. der durch Gleichung (3.) dargestellten 
Curvenschaar ist, oder ob man den Punkt P als einen Punkt • 
der Umhüllungscurve mit der Gleichung (7.) ansieht.

Umgekehrt lässt sich auch zeigen, dass zwischen der 
allgemeinen Lösung 
(8.) G(x, y, C) =0 
und der singulären Lösung 
(9.) S(x, y) =0 
einer Differential-Gleichung erster Ordnung immer dieser Zu
sammenhang besteht. Durch Differentiation der Gleichung (8.) 
erhält man nämlich

— dGoG oG dy_ _ r dy _ o 
' ’ dx öx dy dx 1 2 dx ‘ 
also

dy _ _ Gi(x, y, C) .
• dx G^x, y, C)

Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung wird 
im Allgemeinen noch die Constante C enthalten. Damit dieser 
Werth von 44 in den durch Gleichung (2 a.) vorgeschriebenen,

nämlich in ——> 2 • 2 übergeht, muss man also den Werth von N(x, y) 6
G aus Gleichung (8.) ausrechnen und in Gleichung (11.) ein- 
setzen. Bringt man z. B. Gleichung (8.) auf die Form 
(8b.) C =s(x, y\ 
so geht Gleichung (11.) über in
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(1 2 ) dy_— G [x, 3, q(x, 3)] = _ M(x, 3) .
dz ^[ä:, y, sp(z, y)] N(x, y}

Es ist nun die Frage, wie ist es möglich, dass man aus 
irgend einer anderen Gleichung 
(13.) S(x, y) = 0

denselben Werth von ~ erhält? dx
Bestimmt man zur Beantwortung dieser Frage jetzt die 

Grösse C so, dass für alle Werthe von x und y 
(14.) G(x, y, C) = S(x, y) 
wird, so ergiebt sich hieraus die Gleichung 
(15.) C = v(x, y).

Dabei sind die Functionen g(x, y) und yj(x, y) möglicher 
Weise zunächst von einander verschieden-, da aber nur solche 
Werthe von x und y in Betracht kommen, für welche S(x, y) 
und deshalb nach Gleichung (14.) auch G(x, y, C) verschwindet, 
so werden die Werthe von g(x, y) und -ip^x, y) für die betrach
teten Werthe von x und y einander gleich, so dass man

C = y(x, y) = «p(x, y) 
und
(16.) G(x, y, C) = G[x, y, y(x, y)] = 0
erhält. Durch Differentiation findet man hieraus, indem man 
y und C als Functionen von x betrachtet, 
. dG dG , dG dy dG dG 
(17 •) ——— - -—. "—- — = 0. dx ox oy dx oG dx

Damit nun diese Gleichung denselben, durch Gleichung (2 a.) 
vorgeschriebenen Werth von " liefert wie Gleichung (12.), muss

(18.)
OG dG_
dG dx 0 

sein. Dies ist aber nur möglich, wenn entweder

(19.) dC 
dx

ist, wenn also C wirklich eine Gonstante ist, oder wenn
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(20) SG^l^ - 0

wird. Gilt Gleichung (19.), so erhält man das allgemeine Inte
gral, gilt dagegen Gleichung (20.), so braucht C keine Constante 
zu sein; man findet dann durch Elimination von C aus den 
Gleichungen (16.) und (20.) eine Gleichung, welche mit der 
Gleichung

S(x, y) = 0 
gleichbedeutend ist, d. h. man findet die singuläre Lösung. Die 
allgemeine Lösung stellt daher immer eine Schaar von Curven 
dar, welche die der singulären Lösung

S(x, y)=0
entsprechende Curve zur Umhüllungscurve haben.

§ 89.
Uebungs-Beispiele.

Schon in § 87 sind zwei Differential - Gleichungen integrirt 
worden, die eine singuläre Lösung zulassen. In Aufgabe 5 hatte 
man für die Differential - Gleichung 
(1.) yp2 — ^xp — y = 0 
das allgemeine Integral 
(2.) G{x, y, C) = y^ — 2Cx + C2 = 0
gefunden. Die Umhüllungscurve (Enveloppe) erhält man durch 
Elimination von C aus Gleichung (2.) und aus der Gleichung 

(3.) 00(5 © = — 2 + 20 = 0, oder C = x.

Dies giebt 
(4.) y2 — x2 = 0, oder y = ± x.

Die Gleichung der Enveloppe stimmt also überein mit der 
singulären Lösung der Differential - Gleichung.

In Aufgabe 6 hatte man für die Differential - Gleichung 
cp

J=Pr——5 /1+p2
das allgemeine Integral
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(6.)
cC

G(x, y, C) = y — Cx —- — = 0
V1 + C2

gefunden. Die Gleichung der Curve, welche von diesen geraden 
Linien eingehüllt wird, erhält man, indem man C aus der 
Gleichung (6.) und aus der Gleichung

OG(,y,C)__,________ c ____ = 0
• ÖC (1 + C2)V i + C2

eliminirt. Setzt man dabei wieder

(8.) C = -^t, 1— = — cos
V1 + 02

C
V1+ 02 sint.

so folgt aus den Gleichungen (6.) und (7.) 
(9.) x = ccost, y = csin%
oder

2 2 2 (10.) x" + y 3 = c3.
Die Gleichung der Enveloppe, welche in diesem Falle eine 

Astroide ist, giebt also die singuläre Lösung der Differential-
Gleichung.

Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung 
(11.) y2 — ^xyp + (1 + «2)p2 = 1 
integriren.

Auflösung. Indem man Gleichung (11.) nach y auf löst, 
erhält man 
(12.) y = xp ± V1 —p2,
daraus folgt durch Differentiation

(13.) 

oder

, dp p dp p—p — T—= ----- — 
dx V1 __ p2 dx

(13a.) (x=—P)d= 0
\ V1 —p2/ dx

Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man entweder

(14.) 

oder

"P= 0, also p=ll=o.

Kiepert, Integral-Rechnung. 33
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(15.) x-H— = 0, also ±V1—p2=? 
y 1 —- 22 x 

setzt. Gleichung (14.) giebt das allgemeine Integral; indem man 
nämlich den gefundenen Werth von P in Gleichung (11.) ein- 
setzt, erhält man
(16.) G(x, y, C) = y1 — 2Cxy + C2(1 + 2?) — 1 = 0.

Aus Gleichung (15.) dagegen ergiebt sich die singuläre 
Lösung, und zwar erhält man mit Rücksicht auf Gleichung (12.) 

(17.) y = xp +2 -Pa + 2), p= , Ey,, 
oder, wenn man diesen Werth von p in Gleichung (11.) einsetzt, ‘ 

, _ 222J2 _ azy? _ i 
3 1+221+x2 

oder 
(18.) y^ — a2 = 1.

Dieselbe Gleichung findet man aber auch, wie man ohne 
Weiteres erkennt, wenn man die Enveloppe der durch die 
allgemeine Lösung in Gleichung (16.) dargestellten Curvenschaar 
bestimmt. Dies geschieht durch Elimination von C aus Glei
chung (16.) und aus 

(19.) OG(y,C) =2/+ 2C + 22) = 0, oder C = Iy, •

Dieses Beispiel führte Taylor auf die Entdeckung der singu
lären Lösungen.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 
(20.) ydx — xdy ± a V dx^ + dy1 = 0 
integriren.

Auflösung. Die gegebene Differential-Gleichung kann man 
auf die Form 
(21.) y = px = a V1 + p2
bringen, aus der durch Differentiation 

dp_ p dp p — P—T-,—a — — >
L dx 11 — p^ dx

oder
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(22.)

folgt.

(23.)

/ _ ap \dp 0
X T VI + 72/ dx

Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man
dp _ dy— = 0, also p = — = C 
dx dx 

setzt. Trägt man diesen Werth von P in die Gleichung (21.) 
ein, so erhält man

y = Cx = aV 1 + C2, 
oder
(24.) G^x, y, G) = y2 — 2 Gxy + C2x2 — a2(1 + C2) = 0.

Dies ist die allgemeine Lösung der gegebenen Differential- 
Gleichung. Die singuläre Lösung findet man aus Gleichung (22.), 
indem man

(25-) z=—“=0, oder ±V1+p="

setzt. Dies giebt in Verbindung mit Gleichung (21.) 

(26.) y=p—@=P(L@), oder p-4”.

Bringt man Gleichung (21.) noch auf die Form 
y2 — 2xyp + a?p2 = a?(1 + p2), 

oder 
(27.) y2 — 2xyp + (x2 — a?)p? — a2 = 0 
und setzt den eben gefundenen Werth von p ein, so erhält man 
(28.) x2 + y2 — a2 = 0.

Dieselbe Gleichung findet man aber auch, wie man ohne 
Weiteres erkennt, wenn man die Enveloppe der durch die 
allgemeine Lösung in Gleichung (24.) dargestellten Schaar gerader 
Linien bestimmt. Dies geschieht durch Elimination von G aus 
Gleichung (24.) und aus 

(29.) 0GE,9C) =-2J+ 2C(2— a?) = 0, oder G= .

Aufgabe 3. Man soll die Differential - Gleichung 
(30.) {xp — y^x — yp) = 2p
integriren.

33*
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Auflösung. Setzt man

(31.) 2 =Vz+u, y—^z — U, also 22 = x2+y2, 2u= x?—y9^ 
so wird 

. . , dz — du , dz—du (dz — duX\/z —v (32.) dx = ——= , dy = ===== , p =   — T 
2Vz +u 2V2— u (dz — did) Vz—u 

, . ^(udz — zdu} ’iduVz-Vu 
(33.) xp — y =      — 2 x — yp — ——-—— • 

(dz + du^y z — u dz + du

Trägt man diese Werthe in Gleichung (30.) ein, so erhält 
man

^(ridz — zdu}du Vz +u ^(dz — du)Vz+u       — — —   . 9 
(dz — du^yz—u (dz — du^y z — u

oder 
(34.) dz2 — ^udzdu + (2 z — l)du2 = 0. 

dz
Bezeichnet man der Kürze wegen I mit p{, so erhält

Gleichung (34.) die Form
(35.) pd — 2upi +2% — 1 = 0, oder u =----- —------- •

Indem man diese Gleichung nach u differentiirt, findet man 

pi (2p, da + 2p.) —(p+2— 1", 

- 2p22 
oder 
(36.) (P,2—2 + 1)5 = 0-

Hieraus folgt das allgemeine Integral, indem man 

(37.) dpi = o, also p^ = C 
du

setzt und in die Gleichung (35.) einträgt. Dies giebt 
(38.) 2z— 2Cu = 1 — C2, 
also mit Rücksicht auf die Gleichungen (31.) 
(39.) G(x, y, C) =x+y- C(x2 - y^ - 1 + C2 = 0, 
oder
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(40.) --------1----•— = 1.1+CT1-C
Dieser Gleichung entspricht eine Schaar concentrischer 

Ellipsen und Hyperbeln.
Die singuläre Lösung findet man, wenn man in-Gleichung 

(36.) den Factor
(41.) P.2 — 22 + 1 = 0, also Pi = ± V2z — 1
setzt und in die Gleichung (35.) einträgt. Dies giebt 

(42.) 2(22 — 1) = 2uy2z—1 = 0, oder u = ± ^2z — 1, 

da der Fall - V2z — 1 = Pi = 0, welcher ein particuläres 
Integral (C = 0) liefert, ausgeschlossen ist. Daraus folgt 
(43.) u? = 2z — 1,
oder mit Kücksicht auf die Gleichungen (31.) 
(44.) 24 — 2a?y? +y — 4x2 — 4y2 + 4 = 0, 
oder

(44a.) (z + g +V2) (z+g—y2) (x— y +V2) (x— y—V2) = 0.

Dieselbe Gleichung findet man, wenn man die Enveloppe 
der durch Gleichung (39.) dargestellten Curvenschaar bestimmt, 
indem man aus dieser Gleichung und aus 

(45.) OG(e,y, C) =(/)+20=0, oder C = at—v 

den variablen Parameter C eli- 
minirt.

Der Gleichung (44.) oder 
(44a.) entspricht ein System 
von 4 geraden Linien (Fig. 133), 
die sämmtliche Curven der 
durch Gleichung(40.) gegebenen 
Curvenschaar berühren. Gleich
zeitig stellt jede dieser geraden 
Linien eine singuläre Lösung 
der vorgelegten Differential- 
Gleichung dar. Setzt man z. B. 

Fig. 133.
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(46.) x—y+V2=0, oder y=z+V2, 
also 
(47.) »=1, 
und trägt diese Werthe in die Gleichung (30.) ein, so erhält 
man

(x — x — V2) (x — x — V2) = (— V 2)2 = 2 
und erkennt, dass Gleichung (30.) durch diesen Werth von y 
befriedigt wird.

§ 90.
Isogonale Trajectorien.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 196 und 197.)
Wenn eine Schaar von Curven durch die Gleichung 

(1.) F(x, y,u) = Q 
mit dem variablen Parameter u gegeben ist, und wenn die 
sämmtlichen Curven dieser Curvenschaar von einer anderen Curve 
nach einem bestimmten Gesetze geschnitten werden, so nennt 
man diese schneidende Curve „eine Trajectorie“ der gegebenen 
Curvenschaar.

Unter den Trajectorien sind besonders bemerkenswerth die 
isogonalen Trajectorien, welche die sämmtlichen Curven einer 
Curvenschaar unter einem gegebenen Winkel 9 schneiden. Ist 
dieser Winkel 9 ein rechter Winkel, so nennt man die schneidende 
Curve „eine orthogonale Trajectorie'‘i.

Um die Differential-Gleichung zu finden, welcher die isogo
nalen Trajectorien genügen müssen, gebe man dem variablen 

— _ Parameter u in Gleichung (1.) 
Y zunächst einen bestimmten 

\ / Werth, d. h. man greife aus 
/ , der gegebenen Schaar eine 

bestimmte Curve heraus. Der 
9 0 Winkel, welchen die Tangente 

K | — dieser Curve (Fig. 134) im 
0 A&.  ‘ - Punkte P mit der positiven

A Richtung der X-Axe bildet, sei
«, dann ist nach D.-R., Formel Nr. 16 und 88 der Tabelle



§ 90. Isogonale Trajectorien, 519

(2.)
dy F(x, y, u) 

tQ-a = — = — ‘ ; ,
dx Ti{x, y, u) 

wobei die partiellen Ableitungen von F(x, y, u) nach x und y 
bezw. mit F(x, y, u) und F^x, y, u) bezeichnet worden sind. 
Nennt man nun die laufenden Coordinaten der isogonalen Tra- 
jectorie x1, y‘ und den Winkel, welchen die Tangente dieser 
Trajectorie im Punkte P‘ mit der positiven Richtung der X-Axe 
bildet, «‘, so ist

Damit nun diese beiden Tangenten den Winkel 3 mit ein
ander bilden, muss 
(4.) a‘ = a + 9 
sein. Dies giebt 
(5.) tgu = tg( + 9) = te«, + t88 ’ 

7 7 1—tgetgy 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (2.) und (3.)

F(x, y^ u) ।
68 . dy‘ _ F(x, y^ u> 2 _ Ftg9 — F 

dx‘ i । F(x, 7 F, + Ftg9 ’
1E(x,y,u)‘8"

wobei der Kürze wegen F und F statt F^x, y, u) und F^x, y, u) 
gesetzt ist. Multiplicirt man auf der rechten Seite dieser Glei
chung noch Zähler und Nenner mit cos 9, so erhält man

(7.)
dy'  Fi sin 9 — F cos 3
dx‘ — Fi cos 9 + Fsin 9

Jetzt wird aber verlangt, dass die Tangenten an die beiden 
Curven in einem Schnittpunkt derselben gelegt sind, d. h. die 
Punkte P und P‘ müssen zusammenfallen, wie es in Figur 134 
bereits angenommen worden ist; es wird also

x‘ = x, y‘= y^
so dass Gleichung (7.) übergeht in die Gleichung
(8.) (F cos 9 — Fi sin F)dx + (F sin 9 + F, cos &)dy = 0.

Im Allgemeinen werden hierbei F und F noch Functionen 
von u sein, so dass die Curve, für welche die Differential
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Gleichung (8.) gilt, nur diese eine, dem bestimmten Werthe 
von u entsprechende Curve unter dem Winkel 9 schneidet.

Damit sämmtliche Curven der gegebenen Curvenschaar unter 
dem Winkel 9 geschnitten werden, muss man Gleichung (1.) 
in Bezug auf u auf lösen und den gefundenen Werth von u in 
Gleichung (8.) einsetzen, oder man muss, was auf dasselbe 
hinauskommt, aus den Gleichungen (1.) und (8.) die Grösse u 
eliminiren. Dadurch erhält man eine Gleichung 

(9.) G(x, y, 1%)= 0, 
welche die Differential-Gleichung der gesuchten isogonalen Tra- 
jectorie ist.

Bei der Integration dieser Differential-Gleichung erster 
Ordnung tritt eine Integrations-Constante C auf, die man noch 
willkürlich bestimmen kann. Deshalb giebt es zu der Curven
schaar

F(x, y, «) = 0 
eine ganze Schaar isogonaler Trajectorien.

Bei den orthogonalen Trajectorien ist 3 ein rechter Winkel, 
dann wird also 
(10.) sin 9 = 1, cos 9 = 0,
so dass Gleichung (8.) übergeht in 
(11.) —■ F^dx + F^dy = 0.

Die Differential - Gleichung der orthogonalen Trajectorien 
findet man also, indem man aus den Gleichungen (1.) und (11.) 
den variablen Parameter u eliminirt.

§ 91.
Uebungs-Aufgaben.

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 198—202.)
Aufgabe 1. Durch die Gleichung

(1.) F(x, y, u) = y — ux = 0
ist eine Schaar von geraden Linien gegeben, welche sämmtlich
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durch den Nullpunkt hindurchgehen; 
man soll die Gleichung der Traejec- 
torien aufsuchen, welche alle diese 
Geraden unter dem Winkel 9 schnei- 
den.

Auflösung. Aus Gleichung (1.) 
folgt durch partielle Differentiation 
(2.) F^— u, F=1, 
deshalb findet man aus Formel 
Nr. 196 der Tabelle für die isogo
nalen Trajectorien die Differential- 
Gleichung

Fig. 135.

(3.) (— WCOS 9 — sin J)da + (— u sin 9 + COS^)^ = 0, 
wobei aber noch nach Gleichung (1.)

(4.)

zu setzen ist. Dies giebt
(5.) (— ycos9 —xsin 9)dx + (— y sin 9 + x cos 9)dy = 0. 
oder, wenn man durch —sin 9 dividirt, 
(5 a.) {xdx + ydy) + Qj^id^dx—-xdy) = 0.

Die linke Seite dieser Gleichung wird ein vollständiges 
Differential, wie aus den Bemerkungen in § 85, Seite 494 und 
495 hervorgeht, wenn man durch den integrirenden Factor 
a2 + y2 dividirt, und zwar erhält man aus 

. xdx — vdy ,ydx — xdy 
(6.)  ,799 + ctg 9 9 = 02-—y‘ a-Hy-
nach den damals angegebenen Regeln

0-(7.) 1(Vx2 + y2) — ctg 9 ■ arctg 1C.

Diese Gleichung wird noch wesentlich einfacher durch Ein
führung von Polarcoordinaten, indem inan

x = r cos g, y ~r sin 9, also Va2+y2 = r.

setzt und den Constanten Factor ctg9 mit a bezeichnet. Da
durch geht Gleichung (7.) über in
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1r = 10 + acp = \[C. edtp).(8.)
oder
(9.) r=C.eav.

Dies ist die Gleichung der logarithmischen Spirale^ welche 
für die verschiedenen Werthe der Integrations - Constanten C ver- 
schiedene Lagen einnimmt.

In dem Falle, wo 9 gleich 90° ist, wird ctg9 = 0, so dass 
dann Gleichung (7.) übergeht in
(10.) 1(V22 + y2) = 1C, oder 22 +y= C2.

Dies ist die Gleichung einer Schaar concentrischer Kreise.
Aufgabe 2. Durch die Gleichung

(11.) F (x, y, u) = z?— 2u(y — zV 3) = 0
ist eine Schaar von Parabeln gegeben; man soll diejenigen 
Curven aufsuchen, welche alle diese Parabeln unter einem Winkel 
von ± 60° schneiden.

Auflösung. Hier ist
(12.) 9 = ± 60°, also sin 9 = ± ^y 3, cos 9 = },
(13.) F=2+ 2uV 3, F = — 2u,
folglich findet man nach Formel Nr. 196 der Tabelle für die 
isogonalen Trajectorien die Differential - Gleichung
(14.) (x + ^y 3 ± uy '^dx + [± (x + uV 3)V 3 — zi\dy = 0.

Für das obere Zeichen erhält man daher 
(15.) (x + 2uy ^)dx + (xy 3 + 2u)dy = 0, 
wobei aber nach Gleichung (11.)

einzusetzen ist. Dies giebt

(24-----X 3_) dx + ( x y 3 4----- ——) dy = 0,\ y—\ v y—xy^J 

oder, wenn man diese Gleichungen mit •—7— multiplicirt, 

(17.) ydx + {yy 3 — 2x)dy = 0.
Da in dieser Gleichung die Coefficienten von dx und dy 

homogene Functionen gleichen Grades sind, so setze man 
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(18.) y = tz, dy = xdz — zdz.
Dadurch erhält man, wenn man Gleichung (17.) noch durch 

x dividirt,
zdr + (:V 3 — 2) (xdz + zdx) = 0, 

oder

(19.) (22V 3 -— z^dx + (2V 3 — ^xdz = 0, 

, dx (2V 3 — 2)dz 2dz V Zdz 
xi z(V3— 1) ~ z Tzyz— 1’ 

also

(21.) la = 1(zV 3 — 1) — 21z + 1C, 
oder 
(22.) «2? = C(V 3 — 1).

Dies giebt mit Rücksicht auf die Gleichungen (18.) 

(23.) y‘ = C(V 3 - z).
Diese Gleichung stellt ebenfalls eine Schaar von Parabeln 

dar, und zwar geht Gleichung (11.) in Gleichung (23.) über, 
wenn man x mit y und 2u mit —C vertauscht.

Wenn man dagegen in Gleichung (14.) das untere Zeichen 
beachtet, so erhält man 

(24.) xdx — (xV 3 + 4.u)dy = 0, 
oder mit Rücksicht auf Gleichung (16.)

, /222 \ 7 xdx —( 2/3---------- — \dy — 0,
~ y X • 3 /

y __ _ V 3 
also, wenn man diese Gleichung mit •—,— multiplicirt,

(25.) (y — aV ^)dx — (y^3 — x^dy = 0.

Auch hier sind die Coefficienten von dx und dy homogene 
Functionen gleichen Grades, folglich wendet man wieder die in 
den Gleichungen (18.) angegebene Substitution an und erhält

(z — V S)dx — [z]/ 3 — 1) (xdz + zdx) = 0, 
oder
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(26.) (22 V 3 —-2z +V 3)dx + ^y 3 — yxdz = 0,

dr_ (zV 3 — ^^Z _ 1 d(22 V 3 — 2z + y 3) 
" "z- 2V3 -22 + V32 22V3—2= +V3 ’ 

folglich wird
1(x2) + 1(22V 3 — 2z +V3) = 10, 

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (18.) 

(28.) (a2 + y2)V 3 — 2xy = C.
Dies ist die Gleichung einer Schaar von ähnlichen und 

ähnlich liegenden Ellipsen, deren Axen die Winkel zwischen 
den Coordinaten-Axen halbiren. .

Aufgabe 3. Durch die Gleichung 
(29.) F(x, y, u) =-y2 — ux = 0 
ist eine Schaar von Parabeln mit gleichem Scheitel und gleicher 
Axe gegeben (Fig. 136); man soll die rechtwinkligen (ortho
gonalen) Trajectorien ermitteln.

Fig. iso. Auflösung. Hier ist

(30.) F = — u, E = 2y, 

folglich findet man nach Formel 
Nr. 197 der Tabelle

(31.) 2ydx — udy = 0, 

wobei aber nach Gleichung (29.)

(32.) u = y- 
X 

zu setzen ist. Dies giebt 
(33.) 2ydx + * dy = 0, oder 2xdx + ydy = 0.

Daraus folgt durch Integration 
(34.) 2x2 + y^ = C.

Dies ist die Gleichung einer Schaar von ähnlichen und 
ähnlich liegenden Ellipsen.

Aufgabe 4. Durch die Gleichung 
2 2 

(35.) F(x, y, u) = + 127— 1 = 0 
a2 Fu b2 — u
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ist eine Schaar confocaler Ellipsen gegeben, wobei der variable 
Parameter u alle Werthe von —62 bis + c durchläuft. Wenn 
dagegen u alle Werthe von — a2 bis — 62 durchläuft, so stellt 
Gleichung (35.) eine Schaar confocaler Hyperbeln dar. Man soll 
für beide Fälle die rechtwinkligen {orthogonalen) Trajectorien 
bestimmen.

Auflösung.

(36.)

Hier ist
2y

62—

folglich findet man nach Formel Nr. 197 der Tabelle für die 
orthogonalen Trajectorien die Differential-Gleichung

(37.) ydx _ xdy _ 0
62 + U a?+lu ‘ 

wobei man noch den variablen Parameter u aus den Gleichungen 
(35.) und (37.) in folgender Weise eliminiren kann. Aus Glei
chung (37.) findet man

setzt man diesen Werth in Gleichung (35.) ein und bezeichnet 
man a2 — 62 mit e1, so erhält man
(39.) a? + u = z(x + yp), 62 + u= z(x + yp) — e2,
und wenn man diese Werthe in Gleichung (35.) einsetzt, 

z , y2_______ =1 
x + yp x (x + yp) — e2 

oder
(40.) (x + yp) {ij — xp) — — ep.

Diese Differential-Gleichung für die orthogonalen Trajec
torien lässt sich ähnlich behandeln wie die in § 89, Aufgabe 3. 
Man setze nämlich
(41.) x^^zft, y2 = z—t, also 22 ==x2+y2, 2t —x2— y2.
dann wird 
(42.)

also, wenn

(43.)

dz = (x — VP)dx, dt — {x — yp)dx, 
man &2 mit bezeichnet, 

dt
dz_, ^^LhfP, ,A=(P1—1) 
dt 41 x — yp y{pi + i)
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. , 2xp1 2(z — tp1)(44.) **"P=p+1‘‘—”=vp+i)
Deshalb geht Gleichung (40.) über in

4xpi(z — tpi) __ __ e‘x( Pi — 1) 
y(Pi + 1)2 “ y(Pi + 1) 

oder 
(45.)____________ 4pi(z—tpi) = e(p,—1).

Diese Gleichung kann man auf die Form 

<460 ==—"1)
bringen und erhält daraus durch Differentiation nach t 

(47.) ,—87+1]dp=0.
L 4P1” J dt

Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man 

(48.) = 0, also pv = C

setzt. Indem man diesen Werth von pY in Gleichung (45.) ein
trägt, erhält man 

4C(z — tC) = e2(l — 02) , 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (41.)

2C2?(1 — C) + 2Cy?(1 + C) = e‘(1 — 02), 
oder

(49.)
2Cx2 2Cy2 

e?(1+C) T e2(l— C)

Führt man jetzt statt der Integrations- Constanten C einen 
variablen

(50.) 

also

Parameter * ein, indem man
02 

d2 + 62 + 2x ’

e‘(1 + C)
20

= d2 — x. e‘(1—C)
20

= b2 — x

setzt, so geht Gleichung (49.) über in

(51.) 1+=1a-— % b2 —X
Diese Gleichung stellt wieder eine Schaar confocalev Ellipsen 

und Hyperbeln dar, welche mit der gegebenen Curvenschaar 
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identisch ist. Dabei schneiden, wie bereits bekannt ist, in der 
That die sämmtlichen Hyperbeln die sämmtlichen Ellipsen recht
winklig.

Hätte man in Gleichung (47.), um die singuläre Lösung zu 
erhalten, den Factor

(52.) t------4p,2------- = 0, oder Pi2(4t — e2) = e2 

gesetzt, so würde man mit Rücksicht darauf, dass nach Glei
chung (46.)
(53.) 4piz = pi‘(4t — e2) + e2 
ist, die Gleichungen

4212 = 2e2, oder ^p^z1 = e4, also 422 = e2(4t — e2) 
gefunden haben. Dies giebt, wenn man die Werthe von z und 
t aus den Gleichungen (41.) einsetzt,

(x? + y'^ = e2(222 — 2y? — e2), 
oder
(54.) (x? — e2)2 = — y2(222 + y+ 2e2).

Die singuläre Lösung liefert also eine imaginäre Curve, 
denn Gleichung (54.) kann durch reelle Werthe von x und y 
nicht befriedigt werden.

Im Allgemeinen wird die Integration der für die orthogo
nalen Trajectorien gefundenen Differential - Gleichungen in ge
schlossener Form nicht ausführbar sein; deshalb ist es von In
teresse, einige Fälle hervorzuheben, wo die Integration durch 
Trennung der Variabein unmittelbar bewirkt werden kann. Die 
gegebene Curvenschaar habe die Gleichung
(55.) F(x, y, u) =f^ + g(y) — u = 0,
wobei f(x) eine Function der einzigen Veränderlichen x und 
g^y) eine Function der einzigen Veränderlichen y sein möge; 
dann wird 
(56.) F =f‘(x), F2=g\y).
so dass die Differential-Gleichung der orthogonalen Trajectorien 
(vergl. Formel Nr. 197 der Tabelle) in

— dW* Ff^dy = 0, 
oder
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(57.) dx dy 
f‘^) = g‘(y) 

übergeht. Danach kann man ohne Weiteres die folgenden Auf
gaben behandeln.

Aufgabe 5. Man soll die orthogonalen Trajectorien der 
Curven mit der Gleichung

(58.)

bestimmen.

Auflösung. Hier ist

(50.) fte) =(z) J0)=(L).
also

(60) re)=S() vw)-SC)", 
folglich findet man nach Gleichung (57.) für die orthogonalen 
Trajectorien die Differential-Gleichung
.aa dx bß dy

a zd—1 8 yß-1
Die Fälle, wo a = 2 oder 3=2 ist, muss man besonders 

untersuchen. Ist z. B & = 2 und B = 2, so geht Gleichung (61.) 
über in 

(62.) a.dr ez.dy,
x y 

folglich wird
(63.) b2ly = a?lx + 1C, oder yöö = Cxaa.

Dagegen findet man unter der Voraussetzung, dass «=2, 
ß 2 2 ist, aus Gleichung (61.) durch Integration 
(64.) aaß(8 — 2)2?—a = bPa(a — ^y^P + C.

Ist z. B.
2 2 

a = 1, b = 1, a = " , =7,
2 

und vertauscht man u mit u3, so geht Gleichung (58.) über in 
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2 2 2 
(65.) x3 + y3 = u3 ,
d. h. die gegebene Curvenschaar ist eine Schaar ähnlicher und 
ähnlich liegender Astroiden.

Für die orthogonalen Trajectorien findet man dann aus 
Gleichung (64.) , wenn man die Integrations - Constante C mit 

4 
v3 bezeichnet, 

4 4 4 
(66.) x^—g'^v3.

Man kann das angegebene Verfahren auch dann noch an
wenden, wenn die Gleichung der angegebenen Curvenschaar die 
Form 
(67.) f^) • 9^y) — u = o
hat, weil man sie durch die Gleichung
(68.)
ersetzen

(69.)

so dass

F^ y, ") = 1 [/(x)] + 1[g(y)] — lu = 0 
kann. Dann wird

g’(y)
(Ay) ‘

man aus Formel Nr. 197 der Tabelle für die orthogo
nalen Trajectorien die Differential - Gleichung

oder 

(70.) 

erhält.

g“(y) * _‘(x) du _ 0 
g(y)“ETf(x) 0= '

f(x)a—9(y)a,
f‘(x)"= d\y) 3

Aufgabe 6. Man soll die orthogonalen Trajectorien für die 
cerallgemeinerten gleichseitigen Hyperbeln mit der Gleichung 
(71.) xmyn = u 
bestimmen.

Auflösung. Hier ist
(72.) f(x) = xm, g(y) = yn, f^x) = ma"—t, g\y) = ny^-1, 
folglich ergiebt sich aus Gleichung (70.) für die orthogonalen 
Trajectorien die Differential-Gleichung

Kiepert, Integral-Rechnung. 34
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(78.) ^mydy = 2nxdx\
die orthogonalen Trajectorien selbst haben daher die Gleichung
(74.) my^ = nx^ — C.

Ist die Gleichung der gegebenen Curvenschaar in Polar- 
coordinaten ausgedrückt, geht man also von der Gleichung 
(75.) F(r: 9, u) = 0
aus, so ist der Winkel u, welchen die Tangente im Curven- 
punkte P mit dem zugehörigen Radiusvector bildet, durch die 
Gleichung (vergl. D.-R., Formel Nr. 109 der Tabelle) 
(76.) tgp=rd 

gegeben. Bezeichnet man vorläufig die Coordinaten einer ortho-
Fig. 137. gonalen Trajectorie mit r‘, g‘ und den 

Winkel, welchen die Tangente dieser 
Curve mit dem zugehörigen Radius- 
vector bildet, mit u‘, so ist

, ; r’dq 
tg#’ = VF(77.)

(78.) 

oder

(79.)

Nun soll u‘—u = 90° sein, des
halb wird

tgGw/—M)= tgu’tg".=0o,
SY 7 1 + tgu tgu"

,_ , rder r‘dq>‘ 
1 + tgu tgu — 1 + — ' — < — 0. dr dr

Setzt man hierbei der Kürze wegen

.OF(r, «P, u) - • OF(r, «, u) - K (80-) -----ör----- --- ‘ ----- ögpi - "

so folgt aus Gleichung (75.)

de _ _ F (r, «P, u) _ _ E , 
• dr F^ {r, 9, u) F> ‘ 

folglich geht Gleichung (79.) über in
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(82.)
TF y’do’ _
F, ■ dr’F 

da aber die Berührungspunkte P und P‘ zusammenfallen 
müssen, so wird 74 gleich r, gp“ gleich y, also 
(83.) F - F,72." = 0.

Im Allgemeinen werden hierbei F und H noch den Parameter 
u enthalten; indem man u aus den Gleichungen (75.) und (83.) 
eliminirt, erhält man die Differential-Gleichung der orthogonalen 
Trajectorien.

Aufgabe 7. Die Gleichung
(84.) F(r, 9, u) = 72cos(24 + 2u) — a?cos (2u) = 0 
stellt eine Schaar von gleichseitigen Hyperbeln dar, welche den 
Nullpunkt zum gemeinsamen Mittelpunkte haben und sämmtlich 
durch den Punkt A mit den Coordinaten r = a, 9 = 0 hindurch
gehen; man soll die orthogonalen Trajectorien bestimmen.

Auflösung. In diesem Falle ist
(85.) F = 2r cos(24 + 2u), F^ — — 272sin (2g + 2u\ 
folglich geht Gleichung (83.) über in

— 272 sin (24p + 2u) — 2,3 cos (24p + 2u) " = 0; 

daraus findet man
(86.) tg(24 + 2)= „d.

oder 

(87.)

Nun kann man Gleichung (84.) auf die Form
72 cos (2g) cos (2u) — 72sin (2g) sin (2u) •— a? cos(2u) = 0,

tg (2u) =

bringen, folglich wird

(88.) tg(24p + 2u) =

72 cos(2q) — a2
72 sin (2g)

tg(2y) + tg(2u)
1— tg(2g)tg(2u)

_ 72sin (2g)tg(2g) + r2cos(2y) — a2
- 73sin (24) — tg(2«) [72 cos(2^) — a3]

r2 — a2 cos(2y)
~ a?sin (2g)

34*
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Dies giebt mit Rücksicht auf Gleichung (86.) 
, r- — a2C0S (24) _ rd^ 

a2 sin (24) “ dr ‘ 
oder, wenn man
(90.) a2cos (24) = t, also — 2a‘sin (2g)dy = dt 
setzt,

Weil dies eine lineare Differential-Gleichung erster Ordnung 
ist, setze man 
(92.) t = vz, also dt = vdz--\- zdv, 
wodurch man 
_. dz , (do . 20\ (93.) v — + z(— 4 ) = 2r 

dr \dr r / 
erhält. Indem man die Function v so bestimmt, dass in dieser 
Gleichung der Coefficient von z verschwindet, erhält man 
(94.) "=—2", also l =—1(72), oder =,; 

deshalb geht Gleichung (93.) über in 

(95.) - — = 2r, oder dz = 2rzdr.

Dies giebt, wenn man die Integrations - Constante mit 
4 (a4 — 64) bezeichnet, 

74   74 
(96.) 2z = r^ + a4 -— 64, also 2vz = r2   2 = 2t, 

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (90.) 
(97.) r^ —- 2a?72 cos (24) + a^ = 64, 
wobei b der variable Parameter ist.

Diese Gleichung stellt eine Schaar von Curven dar, welche 
unter dem Namen „Cassini’sche Curven“ bekannt sind und die 
Eigenschaft besitzen, dass das Product der Abstände eines jeden 
Curvenpunktes von zwei festen Punkten mit den Coordinaten 
x = ± a, y = 0 den Constanten Werth b2 besitzt. Sind nämlich
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F und F2 die beiden festen Punkte, 
die „Brennpunkte“ genannt werden, 
und Q1, 02 die nach einem beliebigen 
Curvenpunkte P gezogenen „Brenn- 
strdhlenu^ so wird nach dem Cosinus
satze
(98.) 012 = 72 + a2 — 2racosg, Q22 
also 

= r~ + a2 — 2ra cos g.

(9 9.) 012022 = (72 + a2)2 — 4a2r2cos2g = 64, 
woraus sich ohne Weiteres Gleichung (97.) ergiebt.

Für b = a reducirt sich die Gleichung der Cassini'scIiqyi 
Curve auf 
(100.) r2 = 2a? cos (24) 
und stellt eine Lemniscate dar.

Auch bei Anwendung von Polarcoordinaten kann man Fälle 
hervorheben, in denen die Integration durch Trennung der 
Variabein ohne Weiteres ausführbar ist. Hat nämlich die Glei
chung der gegebenen Curvenschaar die Form 
(101.) F(r, «, u^ —f(r) + Xy) — u = 0, 
wobei fif} eine Function der einzigen Veränderlichen r und 
g(g) eine Function der einzigen Veränderlichen g sein möge, 
so wird
(102.) Fi=f‘(r), F^g\<f),
so dass Gleichung (83.) übergeht in 

(103.) o“(s)—f‘().184%. = 0, 
oder

Hat die Gleichung der gegebenen Curvenschaar die Form 
(104.) fo):9()=", 
oder, wenn man \u mit uA bezeichnet,
(104a.) F^r, «, u) = 1[f(r)] + 1 [o(s)] — u, = 0, 
so wird
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f(r) ‘
7 _ ff1^)
E=g()’

folglich geht Gleichung (83.) über in

(105.)

daraus ergiebt sich 

(105 a.)

g‘(g) f’r) . 
g(g) f^)

r^dcp 0 
dr

f(f)dr
72 .f^r)

g(o) do 
9‘ (gp)

Beispiele.
Aufgabe 8. Durch die Gleichung 

(106.) 7"cos(mg) — u = 0 
ist eine Curvenschaar gegeben; man soll die orthogonalen Tra
jectorien bestimmen.

Auflösung. Hier ist
(107.) 
also

f(r) = rn, g(g) = cos(mg).

f\r) = nrn~\ g1^) = -— msin(mg), 
folglich geht Gleichung (105 a.) über in

dr cos (m(p)d(p
nr 

daraus ergiebt sich
msin (mi) ’

(108.) 

also

,drm- - — — mn cos (mg) dg 
sin (mg)

(109.)
m21r = — n 1 [sin (mg)] + 1C, qmm sin" (m(p) = C.

Für m = n wird die Gleichung der gegebenen Curvenschaar 
(110.) . rm cos (mg) = u 
und die der orthogonalen Trajectorien, wenn man C gleich om 
setzt,
(111.) 7" sin (mg) = o.

Man erkennt unmittelbar die Gleichartigkeit der beiden 
Curvenschaaren.

Für m = — n wird die Gleichung der gegebenen Curven

schaar, wenn man - mit u‘ bezeichnet, u
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(112.) 1m = u’cos (mg)
und die der orthogonalen Trajectorien
(113.) rm = v sin(mg).

Für m = 1 geht z. B. die 
Gleichung (112.) über in 
(114.) r = u’COS g 
und stellt eine Schaar von 
Kreisen dar, welche sämmtlich 
durch den Nullpunkt hindurch
gehen und ihren Mittelpunkt in 
der X-Axe haben, während der 
Durchmesser u‘ verschiedene 
Werthe annimmt (Fig. 139). 
Die orthogonalen Trajectorien 
haben dann die Gleichung 
(115.) r = v sin g

Fig. 139.

und sind Kreise mit dem veränderlichen Durchmesser v, die 
gleichfalls durch den Nullpunkt hindurchgehen, ihren Mittelpunkt 
aber in der Y-Axe haben.



XIV. Abschnitt.

Gewöhnliche Differential - Gleichungen 
höherer Ordnung.

§ 92.
Allgemeine Bemerkungen.

Die Differential-Gleichungen höherer Ordnung bieten im 
Allgemeinen bei der Integration noch weit grössere Schwierig
keiten als die von der ersten Ordnung. Man kennt bisher nur 
eine geringe Anzahl von besonderen Fällen, in denen sich die 
Integration von Differential-Gleichungen höherer Ordnung in 
endlicher, geschlossener Form ausführen lässt. Einige von diesen 
Fällen mögen hier hervorgehoben werden.

§ 93.
dm y

Integration der Differential-Gleichung dxm = y(x).
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 203.)

Ist die mte Ableitung von y als Function von x gegeben, 
gilt also die Gleichung 

(1.) dr="C), 
wobei gp(x) eine bekannte Function der einzigen Veränderlichen 
x sein möge, so kann man das allgemeine Integral sofort be
stimmen. Es wird dann nämlich

(2.) 5 = hp^dx + C1 = 91(x) + C1,
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dxm

Am—2) ( 
(3.) —2 = (gi(x)dx + Cix + C^ = (2(x) + C^x + C2,

, dm^y / C^ C^x 
(4.) dam—s =/9z(e)de + 2! +1Ca

Caa? C^x
= 93(F) + 2! 1!+3,

z A C , Cixm-1 G^-^ Cm-tX (5.) "=JP"=@)4+(m—1)m—2)1* ti 0n

Die m Integration - Constanten C1, C2,... Cm kann man 
noch so bestimmen, dass die m Grössen 

dm^y dm^y dy 
dzm-1 ‘ dxm~^ ‘ dx' 3 

für x = To die beliebig vorgeschriebenen Werthe
3a®"-", yo!"—"), • •. yd, y^ 

annehmen.

Dabei geht fym-^x)dx aus g(x) durch m-malige Integration 
hervor und ist deshalb ein m- faches Integral

(6.) cpm(x) = /(n—1(x)dx =fdxfdx . . .f(f{x)dx.

Diesen Ausdruck kann man aber noch vereinfachen durch 
partielle Integration, also durch die Formel 

(7.) fzidv — wo —fodu.

Bezeichnet man nämlich in den Gleichungen (2.) bis (5.) 
die Integrationsgrenzen mit To und x, die Integrations-Veränder
liche aber mit z, so wird

a X X .

(8.) (f^x) =-fy^dz, q^x) —fy^dz, 9a(x) =fy^z)dz, ....
To To To

Setzt man jetzt

(9.) u = (fdx) = f(f{z)dz, do = dx^
xo

also mit Rücksicht auf Formel Nr. 152 der Tabelle
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dam

du = g(x)dx, v = x,
so erhält man nach Gleichung (7.)

x X

(10.) 92(x) =/91(x)dx = xQ1(x) —J/xy(x)dx
% %o

X X

= xf(f{z)dz —J'zqi^dz, 
%, xo

folglich wird

(11.) ff^x) ==J (x—z)c^(z)dz.
%

Setzt man sodann

(12.) u — fq){z)dz, dt = 2xdx,
To

also
(13.) du = cp^dx, v = x2,
so findet man durch partielle Integration

XX x X

(14.) J^xdxfcp^dz = x^Jp^dz —Jx2cp(x)dx 
xo %o «o %o

X x

= ^Jip^dz —J'z2cp(zy)dz. 
xo To

Ferner setze man
X

(15.) u = Jzg(z)dz, do = dx, also du = xtp(x)dx, v = x,

dann ergiebt sich durch partielle Integration
XX X x

J'dx fztp{z)dz = xjzcp{z)dz —fx^cp^xjdx, 
To Xo xo xo

oder
XX x

(16.) — ’i fdx Jz(p{z)dz = —- 2x fz(p\z)dz + 2 fz^cp^dz. 
%o %, x, «0

Indem man die Gleichungen (14.) und (16.) addirt und die
Gleichung

X XX XX

(17.) 2ga(x) = ^J'cp^odjdx =J^xdxJ(p{z)dz — ^ifdxfzip^dz
x, x, x, x To

berücksichtigt, findet man
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dxm = f!^-

(18.) 1.2 GPa(x) = x2/(z)dz —■ 2x/zg(z)dz +/22gp(z)dz, 
xo %o To 

oder

(19.) 1.2ga(x) = /x — 2)2g(z)dz. 
%o

In dieser Weise kann man fortfahren und zwar erhält man 
aus Gleichung (18.)

x XX

(20.) 1.2.3g4(x) = 1.2.3 Ja(x)dz = 3Jx^dxfif^dz
To To To

X X XX

— 6fxdxfztf^dz + 3 /dx'■J'z^tp^dz. 
%o To To T 

Durch partielle Integration ergiebt sich dann
X x X X 

(21.) 3Jx2dxf(f>{z)dz = 23/(z)dz —■J'z^tp^dz, 
To To To Zo 

X X X X 

(22.) — 6 [xdxjzcf>{z)dz = — ^x^J'ztp^dz + 3fz^tf^dz^ 
%o ao To To 

XX X X 

(23.) + z fdxfz^tp^dz = + 3x fz^tf^dz -— 3/23g(z)dz; 
ao xo To xo 

folglich wird, wenn man die Gleichungen (21.), (22.) und (23.) 
addirt,

X xxx 

(24.) 3! ga(x) = xzJg)(z)dz — Z^fz^z^dz + ^xjz^ip^dz —-^tp^dz 
ao %o %o To
X 

=/(x — zf’ff'^dz.

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens findet man 
die allgemeine Formel

X

(25.) (m — 1)! 9m(x) =/(x—2)m—1gp(z)dz, 
xo 

deren Richtigkeit man durch den Schluss von n auf n + 1 be- 
weisen kann. Ist nämlich

(26.) 

oder

X
—-1)! (n(x) = f{x — 2)"—gp(z)dz, 

xo
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dxm

(26a.) (n—1)! (n(x) = xn-1 /q){z)dz — 

oder

To X X
1/:*(z)dz + • • • ±/21 (f>{z)dz, 

xo xo

(26b.) (n —
k=0

so wird, weil n

k—n-

)( jxn k 1 !zk(f>(z)dz,

'n — %) ist,
X

[n — %)a"—-1/2‘qp(z)dz.

Setzt man jetzt

(28.) 
also 
(29.)

u ^ fzk(f>{z]dz^ do = (n — k)a"— k~ldx,

du = akg(x)dx, v = xn~k.
so erhält man durch partielle Integration
XXX

(30.) /(n—k)x" 
x.

-I-1da/z"g(z)dz = x"-/2*q(z)dz—fxnq:(x^dx
To To To

= xn~kfzkq){z)dz — fzn(fdz}dz.

Dies giebt
To Bo

k—n-

(31.) n! n+1(x) =n! I(f>n^dx = 2
. k:
xo To

Da nun
*=n—1

To

k--

= (1 — 1)" — (— 1)" = — (— 1)" 
ist, so geht Gleichung (31.) über in

1 —

2
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(32.) 2!9,41(z) = S (— 1)(" )a" % izk(f{z)dz 
A=o R / .

To

Dies ist aber eine Gleichung, welche aus Gleichung (26.) 
entsteht, indem man n mit n + 1 vertauscht.

Man kann daher das allgemeine Integral von Gleichung (1.) 
auf die Form

x
1 (° (Y „m—1 (Y am — 2 

(33.) y =- — /(x—z)m-1g(z)dz+ -• , + -2 + ‘ • • (m — 1)!/1 (m—1). (m—2)!

Cm—12 , P
' * ’ T 1! T <m

bringen.

§ 94.
Differential-Gleichungen von der Form 

P/dy dm~^y\ 
\dxm dxm~~r)

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 204 und 205.)
Hat die gegebene Differential-Gleichung zunächst die Form

I d’y _ ,(dy\ 
1 dx^ • \dx) ‘ 

.dy. t . dp — , so bezeichne man wieder • mit p, also —% mit — • Dadurch dx dx^ dx 
erhält Gleichung (1.) die Form 

(2.) C2=*(p), oder 4=/’%)’ 

folglich ist 
B., */‘»+o

Ferner ist nach Gleichung (2.) 
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dxm dem—1 /

. pdp (4.) dy = pdx = 5 
• (2) 

also 
(5.) »=/Äz+e

Durch die Gleichungen (3.) und (5.) sind x und y als Func
tionen von p dargestellt. Durch Elimination von p findet man 
daraus die gesuchte Gleichung zwischen x und y.

Beispiele.
Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung

integriren.
Auflösung. Aus

(7.) d‘= V1+p2dx

Gleichung (6.) folgt

oder dx =
V1 + p2

P^P
V1+p2‘

(8.)

(9.)

"“/+p=lr+1±P+"
y=/pdr =V1+p+c,

JV1 +p2
Dies

C2 bezw.
giebt, wenn man die Integrations-Constanten Ci und 
mit xo und Yo bezeichnet, 

(10.) V1+p=y—y0, p = ± V(y—9o)2—1,
(11.) x—x=ly-y± V(y—yo)2—1], 
also  
(12.) e’-ro = y — yo ± V(y — yo)2 — 1,

(13.) e-G-^o) = ------------ ==y—Y=V(y—y)?—1.
y—Yo — V(y— yo)2—1

Indem man die Gleichungen (12.) und (13.) addirt, erhält 
man schliesslich 
(14.) 2(y — y0) = es- «o + e- (t—r).

Aufgabe 2. Man soll die Gleichung derjenigen Curven 
bestimmen, bei denen der Krümmungshalbmesser die constante 
Länge a hat.



§ 94. Differential-Gleichungen von der Form f(—y, d--- 3)=0 543dxm dxm—1 /
Auflösung. Nach D.-R., Formel Nr. 107 der Tabelle ist

dx2
deshalb müssen die gesuchten Curven der Differential - Gleichung

(15.)
ds3
dx)

genügen. Daraus

a d y , oder + (V1 + p2ys = a dP 
dxz dx

folgt

(16.)
__ adp

(1 + p^ V1 + p1
oder, wenn man 

(17.) p = ^t, also 71 +.72 = 1 , dp = dt, 
- cost 1 cos2t 

setzt,
(18.) dx = ± azo^t. dt, dy = pdx = ± a^t. dt.

Dies giebt, wenn man die beiden Integrations - Constanten 
wieder mit xo und Yo bezeichnet,

(19.) x —- To == — asint = — — —= - »
V1 — p2

(20.) y — yo = = acost = --===»*

Indem man die Gleichungen (19.) und (20.) in’s Quadrat 
erhebt und addirt, erhält man 
(21.) (r — «,)2 +(— Vo^ = a3.

Die gesuchten Curven sind demnach Kreise mit dem Halb
messer a; ihr Mittelpunkt hat die Coordinaten xo, y0, die als 
willkürliche Integrations - Constanten eingeführt worden sind. Der 
Kreis ist daher die einzige Curve, deren Krümmungshalbmesser 
eine constante Länge hat.

Ist eine Gleichung zwischen

(22.)
dy , d^y dp
&z=P und d42 =1=d
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\dxm dxm—^J 

gegeben, welche nicht nach q, sondern nur nach p auflösbar 
ist, hat also die Differential - Gleichung die Form 
(23.) P =«(), 
so findet man durch Differentiation nach x 
(24.) q = «‘(2) ' 4 ’ 

also 
(25.) dx^V^l, dtJ = pdx = , 

(26.) „=/*(41+c, y=/07)8‘020z,+ c,.

Indem man aus diesen beiden Gleichungen die Grösse 
q eliminirt, ergiebt sich die gesuchte Gleichung zwischen x 
und y.

Das angegebene Verfahren kann man auch auf die Inte
gration von Differential-Gleichungen höherer Ordnung übertragen. 
Es sei

(27.)
dm-ly dmy , du 

u = ——* 9 v = — 9 also — = ü 
dxm~1 dxm dx 

und die gegebene Differential-Gleichung habe die Form 

(28.) o = 5(u), oder da-F(u),

dann wird 
. , du / du 

(29.) dx = -—- » x = - + C1- 
J(u)

Lässt sich diese Gleichung in Bezug auf u auf lösen, so 
findet man 

(80.) " = dzm—1 = yw

und kann das in § 93 angegebene Verfahren anwenden.

Hat die gegebene Differential-Gleichung die Form 
(31.) u = (p^,
so findet man durch Differentiation nach x



§ 95. Differential-Gleichungen von der Form F(^y, dm—2y= 0,545
\dxm dxm~^ /

(82.) v = a> (v) • — 9 oder dx = -—•— ,7 dx 0

(33.)
a=/s"()d0+C,.

. 0
Lässt sich diese Gleichung in Bezug auf v auflösen, so kann 

man wieder das in § 93 angegebene Verfahren an wenden, nach
dem man den gefundenen Werth von v in Gleichung (31.) ein
gesetzt hat.

§ 95.
Differential - Gleichungen von der Form

F( — 9 —---- • ) = 0.\dxm dxmlJ
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 206—209.)

Hat die gegebene Differential - Gleichung die Form 

a) C%=5,
so setze man wieder 

(2.)
dy , d2y dp , dy 7 
— =p. also — =—- und — = dx^ dx dx- dx p 

dann geht Gleichung (1.) über in

folglich
(4.)

(5.)

Jx=f^^ oder dp = f(y)dx =YT"y)dy, 
wird

^pdp = ^fWy, 
p° = ^ffWy + G^

Aus dieser Gleichung folgt dann

(6.) Ct + ^ff(y)dy, oder dx = dy

also 

(7.) = C " + C.
JV Gi + ^ffWy

x

Kiepert, Integral-Rechnung. 35
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Beispiele.
Aufgabe 1. Man soll die Differential- Gleichung

(8.) d2y = y
dx1 a2

integriren.
Auflösung. Bringt man diese Gleichung auf die Form

(9.)
, ydx 
dpa^ ydy

a^p ‘ oder ^a^pdp = tydy.

so erhält man durch Integration
(10.) a‘p2 = y~ + Cv,
oder

(11.) ady = * V y^ + C1 . dx,

(12.) dx =
ady

Vy1 + C,
also nach Formel Nr. 23 der Tabelle

(13.) z=* a\(y + yy2 + Ci) + C2.
Setzt man hierbei die Integrations - Constante 

G = * al (24),
so geht Gleichung (13.) über in

y+ Vy2 + C,\
24 )‘(14.) ± - = 1(

oder
+%

(15.) 24 • e " = y + Vy2 + Ci.
Multiplicirt man beide Seiten dieser Gleichung mit y—Vy2 + C1, 

so erhält man

(16.) 24.e°(y—Vy2+C) =C,
und wenn man die Integrations-Constante C1 gleich — ^AB setzt.

2A.e“(y—Vy2 + C) = ^AB,
oder

(17.)
— 2

2B • e a — y — yy2 + Ci.
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Durch Addition der Gleichungen (15.) und (17.) ergiebt sich 
schliesslich

(18.) y=A.e+B.e"".

Dabei sind A und B zwei beliebige Constanten, welche die 
Integration - Constanten ersetzen.

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung

d’y _ _ y
dx^ a2(19.) 

integriren.
Auflösung.

(20.) dp — —

Bringt man diese Gleichung auf die Form 
ydx ydy , , , 

a? =ap‘ oder ^aPdP = ~^ydy^
so erhält man durch Integration 
(21.) a^ = Ci ■— yz.

Da hierbei Ci nur positive Werthe haben kann, möge C1 
mit c2 vertauscht werden. Dadurch erhält man 
(22.) ap = a dy = -4- Ve2 — ii2, oder __*d, 
1" dx~ • ‘ Vc?—y? a
folglich findet man durch Integration nach Formel Nr. 22 der 
Tabelle

(23.) 

oder

c sin C2 cos(24.) y = csin (E) + c cos C^ sin (x )
\a / a /

Setzt man noch
(25.) ± ccos C2 = A, csin C, = B,
so geht Gleichung (24.) über in

(26.) y = Asin (Z) + B cos (Z) •

Dabei sind A und B wieder zwei beliebige Constanten/ 
welche die Integrations- Constanten ersetzen.

35*
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P \dam‘ dx^)

Ist allgemein die Gleichung

(27.) da ‘
d"2y) 
da"—2) = 0

gegeben, so setze man
_ . ^^u dm-1y du dmy do 

7 dxm-2 dxm~r dx dxm dx
und bringe die gegebene Differential-Gleichung durch Auflösung 
nach w auf die Form

(29.) w = f(u), oder &?= f(u).

Indem man beide Seiten dieser Gleichung mit 20=2 du multi- 
dx

plicirt, erhält man 
. du (30.) ^o—^^f^ — dx • v 7 dx
und durch Integration
(31.) v2 = 2Jf(u}du + C, .

Dies giebt

(32.) ="= ±7'C^'iff^du^ oder dx = ±4 d" .. , 
"...........‘yC^ff{u}du

(33.) « = ± C du — + c,.
jyc^lff^du

Lässt sich diese Gleichung nach u auflösen, so dass sie die 
Form

Am—2, 
(34.) u =7-5= s(x)

erhält, so kann man zur Ausführung der weiteren Integration 
das in § 93 angegebene Verfahren anwenden.

Lässt sich aber u nicht explicite als Function von x dar
stellen, so folgt aus Gleichung (32.)

(35.)

also

/dm~zy\ udu 
udx = d ( — % ) = — . —   . ? 

dz"y 0^2 ff (u) du
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(86.)
dm~^y 
dzn—3

udu

Ci + 'iff^du
— C3

Multiplicirt man diese Gleichung mit dx = ± ---- - —— 
7 Ci-^-^f^du

und integrirt auf beiden Seiten, so erhält man

In dieser Weise kann man fortfahren und schliesslich auch 
y als Function von u darstellen.

§ 96.
Fälle, in denen sich die Ordnung der Differential-Gleichung 

erniedrigen lässt.
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 210—212.)

Ist n <m, und enthält die Differential-Gleichung mter Ord
nung die Function y und die n — 1 ersten Ableitungen gar 
nicht, hat also die Differential - Gleichung die Form 
. dny dn^xy dmy\

X ‘ da" dxn+i dxm) ‘
so kann man sie auf eine Differential - Gleichung (m — n)ter Ord
nung reduciren, indem man

dny dn+xy du d"'y dm~nu 
(2 • dxn U dxn+l dz’ dxm dxm~n 
einführt. Die 
auf die Form

(3.)

gebracht.

vorgelegte Differential - Gleichung wird dadurch 

—/ du d-u dm~nu' FUX, u, — 2 — 9 • • • —  
\ dx dx2 dxm~n

Beispiel.
Aufgabe 1. Man soll diejenigen Curven bestimmen, bei denen 

der Krümmungshalbmesser im umgekehrten Verhältnisse zu der 
zugehörigen Abscisse steht.
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Auflösung. Bezeichnet man wieder 4% mit p, so müssen die 

gesuchten Curven der Differential - Gleichung
| 3

(1 + 72)3 
dp 
dx

93, oder ±(1+p)*=93.dP 
2x 22 ax

genügen. Daraus folgt, wenn man
(5.) P = ist, dp =4, Vi+p=l, 

setzt, 
+ 2xdx = dp  = 42 cost . d 

(1 + p^ 1 + p^ 
also durch Integration 

2 

(7.) + 22 + C,= a?sint = ■ —2 , 
V1+ P2

oder

(8.)

daraus folgt

(9.)

dy C1 — x2
p== = # — — ===== ,dx Va4 — (C1 # x2)2

(C1 — x^dx
-.....--—— — (2.

Die Curve, welche dieser Gleichung entspricht, heisst „die 
elastische Linie11, weil ein elastischer Stab, der an dem einen 
Ende befestigt und an dem anderen Ende belastet ist, diese 
Form annimmt.

Enthält die Differential-Gleichung mter Ordnung die unab
hängige Veränderliche x gar nicht, hat also die Differential- 
Gleichung die Form

(10.) F(y, dy, d2y,... d")=0, 
V ’ dx dx^ dxm)

so kann man die Ordnung wieder um eine Einheit herabdrücken, 
dy • 

wenn man — = p setzt und y als unabhängige Veränderliche 

einführt. Man erhält dann



§ 96. Erniedrigung der Ordnung. 551

(11.)

(12.)

d2y dp dp dy  dp 
da? dx dy dx P dy'

d^y (dp 2 d^p~\
d23 \dy / P dy?. P ’

Dadurch geht die vorgelegte Differential - Gleichung über in

(13.) dm~vp 
dym~\ = 0.( dp

G\J^ P' dy

Beispiele.
Aufgabe 2. Man soll diejenigen Curven bestimmen, bei denen 

der Krümmungshalbmesser ebenso lang ist wie die zugehörige 
Normale.

Auflösung. Nach D.-R., Formel Nr. 100 und 107 der Tabelle 
sind die Ausdrücke für die Normale und für den Krümmungs
halbmesser

(14.) — ds
N^y —• dx

Die 
chung

gesuchten Curven

(ds3
- \dx)

und Q = — — •

dx^

müssen daher der Differential-Glei-

(15.)
dx) ds
d^y = 9dx^
dx2

, /ds 2 <oder —{ —)= y—%
\dx/ • d^

c^y

genügen. Indem man
(16.) dy = p^ also 

dx
'ds^ , , „ d^y dp
dx)"^^1^ d^2=Pdy

setzt, erhält man
(17.) ±(1+p) = yp.d, oder +2dy — 2ndp

J y L J dy y 1+p2
Daraus findet man durch Integration

(18.) ±[l(y2) + IC] = l(1 — p2).
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Berücksichtigt man in Gleichung (18.) zuerst das obere 
Zeichen, so wird 

(19.) 1 + p2 = Ci y2, oder p=“==VCy? — 1.

Da hierbei C1 nur positive Werthe haben kann, so setze 
man 
(20.) c=,.

dann geht Gleichung (19.) über in

(21.) p=4==lYy= a, oder __ dx dy
a Vy2—a?

Dies giebt durch Integretion

(22.) ± EaP =l(y+ Vo?—g2) - la = 1 ("+Y “) ,

wobei auf der linken Seite der Gleichung die Integrations - Con
staute =0 hinzugefügt ist. Daraus folgt 

C

4%—To
(23.) a . e = y + Vy2 - a2,

und wenn man beide Seiten der Gleichung mit y-Vy2.—-a2 
multiplicirt,

4%—%
a.e " (y — yy^—a2) = a2,

oder

(24.) a . e a = y ■—Vy?—a2.
Durch Addition der Gleichungen (23.) und (24.) erhält man

+%—% —%-%
(25.) y =2(e "+e ").

Dies ist die Gleichung der Kettenliniebei der, wie schon 
in D.-R., § 89, Aufgabe 4 gezeigt wurde, der Krümmungs- 
halbmesser. ebenso lang ist wie die zugehörige Normale; der 
Krümmungshalbmesser hat dabei aber die entgegengesetzte 
Richtung wie die Normale. Die willkürlichen Integrations-
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Constanten sind in Gleichung (25.) durch die beliebigen Grössen 
a und xo vertreten.

Berücksichtigt man in Gleichung (18.) das untere Zeichen, 
so wird

(26.) 1+/=c,
Hier möge wieder die Integrations-Constante Ci, da sie nur 

positive Werthe haben kann, mit 1 vertauscht werden. Da

durch erhält man

(27.)

(28.)

a2 , dy 1 —- 9 oder P == — = — •—y- dx y

V a2 — y^

(29.) ± (x — xo) = — Va2—y2, oder (x—xo)2 + y2 = a2.

Dies ist die Gleichung eines Kreises mit dem Halbmesser a, 
dessen Mittelpunkt in der X-Axe liegt. Der Krümmungshalb
messer ist gleich a und hat dieselbe Länge und dieselbe Richtung 
wie die Normale. Auch hier vertreten die beliebigen Grössen a 
und To die beiden Integrations- Constanten.

Die gestellte Aufgabe hat zwei verschiedene Lösungen, die 
man erhält, jenachdem der Krümmungshalbmesser dieselbe oder 
die entgegengesetzte Richtung hat wie die Normale.

Aufgabe 3. Man soll diejenigen Curven bestimmen, bei denen 
der Krümmungshalbmesser doppelt so lang ist wie die zugehörige 
Normale.

Auflösung. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (14.) müssen 
die gesuchten Curven der Differential - Gleichung

(30.)
ds , 

2y — 9 oder • dx

genügen. Indem man wieder
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(31.) dy=p, also (Y=1+, =p.dp 
dx dx/ dx2 - dy 

setzt, findet man 
(32.) + (1 + 72) = 2yp • C^ , oder + — = -- V^P . 

L7 dy ~ y x^p^
Daraus folgt durch Integration 

(33.) ±ly +10 =l(1 + p2).
Berücksichtigt man zunächst das obere Zeichen, so wird 

(34.) 1+p2= Cy, oder p ^^^ ±yCy — 1 ,

(35.) also +C(z—z= -1- 21/Cy—1, 7 yCy— 1 ‘ Jycy — 1 9 ‘ 

C?(x — xo)2 = -ICy — 4, 
2 

oder, wenn man die Integrations-Constante C mit - vertauscht, a
(36.) (x — xo)2 = ^ay — a?.

Dies ist die Gleichung einer Parabel mit dem willkürlichen 
Parameter a, deren Leitlinie zur X-Axe gemacht ist. Die 
Y-Axe liegt noch ganz beliebig, weil To die zweite willkürliche 

Integrations-Constante ist.
Hierbei hat der Krümmungshalbmesser die entgegengesetzte 

Richtung wie die Normale.

Berücksichtigt man in Gleichung (33.) das untere Zeichen, 
so wird 

(37.) 1 — p2 = - , oder p = — = —/ • = — 1, v y dx V y ] y 

(38.) * dx = dy]c”, ‘ 

Da hierbei 1 > 0, oder 0 < % < 1 sein muss, wenn die 
y C 

Wurzelgrösse reell sein soll, so setze man 

(39.) y = Csin?($) = (1— cost),

also
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(40.) C — y = Ccos2 C 7=201+6osf),
C /= o sint . dt = Csin ( dt.

folglich wird

(42.) cost)dt.

y

(43.) 0x —■ To = = o (t — sin t).

Vertauscht man t mit —t^ so ändert sich Gleichung (39.) 
gar nicht, während in Gleichung (43.) sich nur das Vorzeichen 
der rechten Seite umkehrt. Man erhält daher dieselbe Curve, 
gleichviel ob man in den Gleichungen (37.), (38.) und (43.) das 
obere oder das untere Vorzeichen nimmt; deshalb kann man das 
doppelte Vorzeichen fortlassen. Indem man schliesslich noch C 
mit 2a vertauscht, gehen die Gleichungen (43.) und (39.) über in
(44.) x— To = a(t—sint), y = a(1 — cost).

Dies sind die Gleichungen der Cykloide^ für welche schon 
in D.-R., § 83, Aufgabe 5 gezeigt wurde, dass der Krümmungs
halbmesser die doppelte Länge und dieselbe Richtung besitzt 
wie die Normale.

Auch diese Aufgabe hat zwei verschiedene Lösungen, die 
sich ergeben, jenachdem der Krümmungshalbmesser dieselbe 
oder die entgegengesetzte Richtung hat wie die Normale.

Aufgabe 4. Man soll diejenigen Curven bestimmen, bei denen 
der Krümmungshalbmesser dem Quadrate der zugehörigen Ordi
nate proportional ist.

Auflösung. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (14.) und 
(16.) müssen die gesuchten Curven der Differential - Gleichung 

/dsy
(45.) ± dy = ay*, oder ±(1+ ^2)3 =aypd.

genügen. Dies giebt
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(46.) dy = ± -pdp— = + d ^L + PL), 
"2 (yi+/v 2 (1+p)

also durch Integration

(47.) -}== C

V1+p2
— C, oder Cy — 1 , a

y l i - />’
folglich wird

(48.) ed=4 V(a2—C2)y2 — 2Cy —1 
1 dx Cy — 1 

oder, wenn man der Kürze wegen
(49.) 
setzt,

(50.)

cd — C2 = — A2

^y + l)dy
V + A^y2 —- 2 Cy —- 1

Gilt in Gleichung (49.) das obere Zeichen, so setze man 
(51.) A\j = t + C, also t = ^y — C, 
dann wird

(52.) Cy+1= Cd, dy^^ VA‘y—2Cy-1=Vr—a,

folglich geht Gleichung (50.) über in

(53.) =d=s dfdt.
A3Vt2— a2

Nun ist nach Formel Nr. 27 und 23a der Tabelle
64.) Jva=V—/vda=l+y"=".

deshalb findet man aus Gleichung (53.) durch Integration

(55.) ± A\x ~C^ = ACVA’y? — 2 Cy — 1
+ aA^Ahj — C + A YAY — 2CJ — 1).

Eine besonders einfache Form erhält die Lösung, wenn man 
die Int egrations - Constante
(56.) C = 0, also A = a
setzt, dann geht Gleichung (55.) über in
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± a(x — C2) = l(a?y + aValy? —-1), 
oder
(57.) a(ay + ya2y2 — 1) = e±a(z-c).

Indem man beide Seiten dieser Gleichung mit ay—Va2y2 — 1 
multiplicirt, erhält man

a = e-a(- C) . (ay — y a2y2 — 1), 
oder
(58.) a(ay — y a2y2 — 1) = a2. e=a(z-c).

Durch Addition der Gleichungen (57.) und (58.) erhält man 
(59.) ^c^y = e±a(z- C) + a2 . e=a(—c).

Setzt man jetzt noch 
a C2 = axo — 1 a, 

so wird 
| e*-09 = efr- 5flo — d • e±a(t—", 

(60.) | e=a(» c) — e=a(—z,) 1a — — . e=a(a—2) 
( a ‘ 

folglich geht Gleichung (59.) über in 
(61.) 2ay = e±a(—%) + e=a(x—ro).

Dies giebt, wenn man a mit - vertauscht, 

x—To _%—% 
(62.) y=2(+e " )•

Das ist die Gleichung der Kettenlinie.

Wird die Integrations-Constante C so bestimmt, dass in 
Gleichung (49.) das untere Zeichen gilt, ist also 

(63.) a2 — C2 = — A2, oder A = VO2— a2, 
so setze man 
(64.) A2y = t — C, also t = A2y + C, 
dann wird
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Cy — 1 =
Ct — a2

(65.)
V — A^y1 — 2Cy — 1 = 1 Va? — t.

folglich geht Gleichung (50.) über in

(66.) — dx (Ct —- cd^dt
—A3Va2—t2

Nun ist nach Formel Nr. 25 und 22 der Tabelle
tdt

JVa2 — t2
-Va— 43, /dt - — arc

deshalb findet man aus Gleichung (66.) durch Integration 
(68.) ± A%(z—zo)=—ACY—A%y?—2Cy—-1—aParcsin(A "

Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung 

(89.) C1 =5(4!) 

integriren.

Auflösung. Setzt man wieder

(70.) dy =p, also dy dp =p. dr, 
dx dx- dx dy

so erhält man aus Gleichung (69.) 

(71.) p&y =f(w).p, oder %P =f(v)dy.

Daraus folgt durch Integration 

(72.) Ip^Jf^dy + W,,

(73.) p=d=o,. ,/3014», 
dx 

(74.) Cidx = e J0)4v. ^y 

also 
(75.) Ca - / Jom. dy A C2.
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Ist die 
Grössen

(76.)

vorgelegte Differential-Gleichung in Bezug auf die

dy , d2y
•‘• dx dx1

y^ dmy 
dxm

homogen von der nten Ordnung, hat sie also die Form 

(77.) F^, y, y‘, y",. .. y^) = y"F(X, 212121* *—) = 0,

so führe man eine neue Function u durch die Gleichung

(78.) y‘ = yu, oder \y —Judx^ y = el"

ein, dann wird

(80.)

d^u du , , + 3u — — u3dx- dx

Setzt man diese Werthe in Gleichung (77.) ein, so erhält 
man eine Differential-Gleichung von der Form

(81.)
dm~xu' 
dzm—1 = 0,. / du

( ( X, U, —\ dx
die nur noch von der {m — l)ten Ordnung ist.

Beispiel.
Aufgabe 6. Man soll die Differential-Gleichung

(82.) dy+ld_J=o
dx- x dx x“

integriren.

Auflösung. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (78.) und 
(79.) kann man die vorgelegte Differential - Gleichung auf die 
Form

oder
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(83.) (x?u2 + xu — V)clx + x^du = 0 
bringen. Diese Differential-Gleichung ist nur noch von der 
ersten Ordnung und enthält u nur in der Verbindung xu-, des
halb setze man

, z xdz — zdx 
(84.) xu — z, oder u — — 2 du — •    SC ac-

Dadurch geht Gleichung (83.) über in 
(22 — 2 — A))dx — xdz — zdx = 0, 

oder 

(85.) (22 — 1)dz + xdz = 0, 4+—24 • = 0,

folglich erhält man durch Integration

(86.) 1(2)+1(21) =1C,
(87.) x2(z — 1) = C{z + 1), oder a2(xu — 1) = C^xu + 1).

Dies giebt

(88.) y ydx x(x2 —- C)
Hieraus findet man durch Partialbruchzerlegung

(89.)

und durch 
(90.)

y —VC ' x + ^C x 
Integration

ly = l(2?—C)—lz + 1C,,

(91.)

Setzt man hierbei noch
(92.) C, = A, — CC, = B,
so geht Gleichung (91.) über in
(93.) y = Ax — Bx-1.

1 1



XV. Abschnitt.

Lineare Differential-Gleichungen mter Ordnung.

§ 97.
Allgemeine Bemerkungen.

Eine Differential - Gleichung von der Form

(1.) de" +f6e) d^ +56) da"—2 + ■ ■ ■

+ f.—i(x) &% + f.(x) . y = sp(z) ,

in welcher fi(x),f2(x),...fm(x) und g(x) gegebene Functionen 
von x sind, heisst ^eine lineare Differential- Gleichung mter Ord- 
nungu. Dabei soll es auch zulässig sein, dass sich die Func- 
tionen f(x), f(x),... fm(x) auf Constant e reduciren, die dann 
mit fi, 2,...fm bezeichnet werden mögen. In diesem Falle 
erhält Gleichung (1.) die Form
9d"y__, d’-’y , , d"-Zy , _, dy__

Wird die Function g(x) identisch gleich Null, hat also die 
lineare Differential - Gleichung die Form 
. dmy . dm—1y dm-2y , (3.) de” +hlr) d^i +56e) d^ + ■ ■ ■

+ f- 1(0 &% + fw{x) J = 0 ,

so heisst sie ffomogenl‘l‘. Es wird später gezeigt werden, dass 
die Integration der nicht homogenen Differential-Gleichung (1.) 
immer zurückgeführt werden kann auf die Integration der homo
genen linearen Differential-Gleichung (3.), welche aus Gleichung

Kiepert, Integral - Rechnung. 36
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(1.) hervorgeht, indem man das Glied g(x) auf der rechten 
Seite der Gleichung gleich Null setzt.

Es sollen deshalb zunächst die homogenen linearen Differen
tial-Gleichungen mter Ordnung behandelt werden.

§ 98.
Homogene lineare Differential-Gleichungen mter Ordnung.

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 213 bis 215.)
Satz 1. Hat die gegebene homogene lineare Differential- 

Gleichung
(.) ^ +310) 27 + +1.0) d. +1.0) • y - o

n particuläre Integrale Y1, y^, . . .yn^ so ist auch 
(2.) y = Ciyi + C292 + • • ’ + Cnyn
ein Integral dieser Gleichung, welche Werthe die Constanten Ci, 
C-2, . . . Cn auch annehmen mögen.

Beweis. Aus Gleichung (2.) folgt

(3.)

dydyiz dy^ , , P dy^
ax dx dx dx
^y _ P d2yi , - d^ _ _d^y^
dz2=d‘f0dz2Ti 1e"dx2‘

dmy 
dxm dxm -edamt T " dxm

Addirt man die Gleichungen (2.) und (3.), nachdem man sie 
bezw. mit f(x), fm^x\ .. .f^iff), fi^) und 1 multiplicirt hat, so 
erhält man

(4.) dam +h(r) d^di +■■■+ Ja-(e) dz + AW ■ y

_ dmy^ . d^y^ dy1
= Gi ~dx^ +i(r) dem—1 + Fm-i(r) dz +/(a) • V1
![dmy2 dm-^y^ dy2 . 1 + 0 Ldz" +hlr) dam—I + ''' +A-.W dz + AW • 92. 
+ 
I[dmyn , > .dm~lyn , , dy . 1 + Cndx" +f(r)da—T -* +/-(r)dz +/(z) • "j = 0.
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Satz 2. Kennt man m particuläre Integrale y^^ y2,...Ym 
und kann man in

(5.) y = C\yi + C2y2 +**+ Cmym
die Constanten C1 , C2, ... Cm so bestimmen, dass

dud^u
y, y ‘= — 9 y = —, 9 • • • yJ dx • dx1 • 

, dm~xy(m—1) —______ •
dxm—1

für x = To die beliebig vor geschriebenen Anfangswerthe Yo, yf 
yo",...yo(m-1) annehmen, so ist y das allgemeine Integral der 
vor gelegten Differential- Gleichung.

Dass y ein Integral der vorgelegten Differential-Gleichung 
ist, folgt schon aus Satz 1, und da man die Anfangswerthe 
y^, y^ yo“. • • y^m~ 1), welche dem Werthe x = xo entsprechen, 
nach Voraussetzung noch beliebig annehmen kann, so ist y auch 
das allgemeine Integral.

Es ist nur noch zu erklären, weshalb diese Voraussetzung 
hinzugefügt werden muss, obwohl in Gleichung (5.) scheinbar 
bereits m willkürliche Constanten C^ C2,... Cm enthalten sind. 
Die Grössen y^, y^,.. .ym sind möglicher Weise nicht von ein
ander unabhängig, es kann z. B. zwischen y^ y^ und y^ die 
lineare Gleichung
(7 •) Y3 = ky^ + ly2
bestehen. Dann ist aber Gleichung (5.), nämlich

(8.) y = (Ci + kC^)yi + (C2 + IC^y^ + C^y^ ++ Cmym, 

kein allgemeines Integral, da in diesem Ausdrucke nur m — 1 
willkürliche Constanten enthalten sind. Umgekehrt kann man 
auch zeigen, dass die Grössen yr, yi,...ym durch eine lineare 
Gleichung verbunden sind, wenn jene Voraussetzung nicht erfüllt 
ist; der Beweis dieser Behauptung möge hier aber übergangen 
werden.

Nach Formel Nr. 212 der Tabelle kann man die Ordnung 
einer Differential-Gleichung, welche in Bezug auf y, y‘, y“,... y(m 
homogen ist, um eine Einheit erniedrigen, indem man

setzt. Dies giebt

y“‘ d-u
y dx2

du+ ^u — + w3 . . 
dx

36*
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Satz 3. Die Ordnung einer homogenen linearen Differential- 
Gleichung kann stets um eine Einheit erniedrigt werden.

Durch die angegebene Substitution erhält also Gleichung (1.) 
die Form

Im— 1,

(10.) dam— +:+ [u+f(r)u" "+: +fm_^)u +f(x)] = 0.

Diese Gleichung ist im Allgemeinen nicht mehr homogen 
und im Allgemeinen auch nicht mehr linear, aber sie kann doch 
zu particulären Integralen führen. Hat z. B. die Gleichung 
(11.) Fff) = u+fi(x)u—1+fa(z)u"—2+------\-fmffx)u+fmff = 0 
Wurzeln Ti, 72,... rn, die von x unabhängig sind, so werden 
(12.) L= 7, u = r2,. . . u = rn 
particuläre Integrale der Gleichung (10.) sein, weil 

9-----------^1 = 0---- —24 ...dr— 
' •------------ dx ‘ dx ‘ dz

/ udx 
ist. Die zugehörigen Werthe von y = e sind dann
(14.) yi = ens, y^ = er^x, ... = ßrnX’

Dieser Fall tritt namentlich dann ein, wenn die Grössen 
ffff =f,fz(x) =f,.. ffmff = fm sämmtlich von x unabhängig 
sind. Die Gleichung
(15.) Fff) =u+ ffum~^ + ffu^ +-------- +f—ju +fm = 0
hat dann lauter constante Wurzeln r}, r2,... rm. Sind diese 
Wurzeln zunächst sämmtlich von einander verschieden, so findet 
man aus den m particulären Integralen
(16.) yi = ens, y^ = er, .. = eV
der vorgelegten Differential - Gleichung (1.) ohne Weiteres das 
allgemeine Integral
(17.) y = Cr . en" + C.en* +-------- - Cm . eV.

Der gefundene Ausdruck ist in der That das allgemeine 
Integral, denn man kann beweisen, dass durch passende Wahl 
der Constanten C1, C2,... Cm die m Grössen y, y\ y“,.. . y‘-1) 
für x = xo beliebig vorgeschriebene Anfangswerthe Yo, Y0‘, Y0", 
...y^m-^ annehmen. Aus Gleichung (17.) folgen nämlich die 
Gleichungen
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(18.)

y = Cr . er^x + C2 • enss - -------- - Cm • eV,
y‘ = CiTi . ens + C272 .* + .+ Cmrm . e"m®,
y" = Ciri\ ens + C2722.er +---------- C^ . eV,

y(n—1) = Cir^-1. ens+C2T2”-1. e’s H------ - Cn.r^-'1. eV,
welche zunächst für x = 0 in

yo — Ci + C2 +:+Em,

(19.) ■
yo‘ = C^i + C2r2 + + Cmrm,

y^“ = Cn? + C^r^ +.+ C„r.?,

yo‘"—1) = C,r,"-1 + Car"-1 +--------   Cmrmm-^
übergehen sollen. Bildet man die Function

(20.) —— = (r — T2) (r — r^).. .(r — rm) = F(r) ,r — Ty
so hat Fi{f) die Form
(20a.) Fi(r} = ym- + kr"—2 ++ k„—3 + km—1.

Multiplicirt man nun die Gleichungen (19.) bezw. mit km^, 
km^ .. .kx, 1, so erhält man durch Addition 
(21.) km— y o+km^->yü + km^ ^yo 4   kiy^m-~-^ + y^m-^ =CF(r),
denn die Glieder

C^Fi^r ,̂ CaFi^rs), .. . CmFi(rm) 
werden sämmtlich gleich Null. Dabei ist bekanntlich 

(22.) F( = lim F()—F(r) = F^r^.
rer, r — T1

In ähnlicher Weise, wie sich der Werth von Ci aus Glei
chung (21.) ergiebt, findet man auch die Werthe von C2, Ca, 
... Cm. Vertauscht man x mit x — xo, so kann man in gleicher 
Weise die Constanten Ci, C2, ... Cm so bestimmen, dass dem 
Werthe x = xo beliebige Anfangswerthe der m Grössen y, y‘, 
y“,... y(m~^ zugeordnet sind. Deshalb ist Gleichung (17.) das 
allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung.
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Beispiel.
Aufgabe 1. Man soll die Differential - Gleichung

(23.) ——>, = 0
Cx- a-

integriren.
Auflösung. Hier ist

(24.) F(u\ = 22 — 1=0, also ,=1, 7 =—1 , 
7 a2 a a 

folglich wird in Uebereinstimmung mit Aufgabe 1 in § 95 

(25.) y = Cied + Ce n.
Hat die Gleichung F(u) = 0 auch complexe Wurzeln, so 

bleibt die gegebene Lösung noch richtig, sie nimmt aber eine 
complexe Form an. Dem Endresultate kann man jedoch leicht 
wieder eine reelle Form geben, wenn man beachtet, dass die 
complexen Wurzeln paarweise conjugirt auftreten. Ist z. B. 
(26.) 71 = a + bi, 12 = a — bi,
so wird

C1 . ens + C2 . e’x = Ci. eaz+bix + C2 . eax—bix
= eax[{Ci-{-C^co^bx^ + i^Ct—Cz)sin(bz)], 

oder, wenn man 
(27.) C+C = A, i^C. — C2) = B
setzt,
(28.) C1. en* + C2 . e" = e"x[Acos(ba) + B sin (bz)] .

Beispiele. 
Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 

x d’y y 
T dx2 a2 
integriren. 

Auflösung. Hier ist 
2 2 

(30.) F(u) = u2 — — = 0, also r=, 12 = , a2 a a 
folglich wird in Uebereinstimmung mit Aufgabe 2 in § 95
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xi

(31.) y—Cr.ea +C2.e a = (C1+C2)cos( —) + i(C, — C2) sin
x
a

= A cos (z) + B sin (Z) •

y = Ci . e® + C2 . e2e + C3 . e-3r.

. Man soll die Differential-Gleichung 
dy—g@y+isd—10y =0 
dxA dx1 dx

Hier ist
F(u) = u— 6u2 + 13u — 10 = 0,

” = 2, *2 == 2 + i, 73 == 2 — i,

Aufgabe 3. Man soll die Differential - Gleichung 
(32.) d‘y—d+6y =0 

7 da” dx 
integriren.

Auflösung. Hier ist
(33.) F(u) = u3 — 7u + 6 = 0, also 71 =1, *2 =2, * = — 3, 
folglich wird 
(34.)

Aufgabe 4

(35.)

integriren.
Auflösung.

(36.) 
also

folglich wird
(37.) y=G.e+C. e2r+ir + C3. e2s—ix

= e2x(C1 + Acosx + Bsin x).

Bisher war vorausgesetzt worden, dass die Wurzeln r^ 72 
.. .rm der Gleichung F{u) = 0 alle von einander verschieden 
sind. Hat aber F(u) = 0 auch gleiche Wurzeln, so erhält man 
durch Gleichung (17.) nicht mehr das allgemeine Integral. Ist 
z. B. rx = r^ so kann man in Gleichung (17.) die Glieder

C, . en* + Ci. en” in (C, + C^. ens 
zusammenfassen, so dass der Ausdruck für y nur noch m—1 
Integrations - Constanten enthält.

Aber auch hier kann man das allgemeine Integral durch 
eine Grenzbetrachtung aus der bisher angegebenen Form finden. 
Es sei zunächst
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(38.) 72 — n + h,
also
(39.) y = C1 . en + C2 . er^+hx + Ca . er^x +------- Cmer^

= (Ct + C2 . ehe) ene + Ca . ery +,+ C^.. eV.

Nun ist aber

(40.) C1 + C2 . ehx = C1+C2 + C2"+C2- "—- • • • •

Setzt man in dieser Gleichung
(41.) C+0 = C, C^h = C1,
so sind auch C und C‘ noch zwei beliebige Constanten; Gleichung 
(40.) erhält dadurch die Form

7.2 72,3(42.) C + C2 . ehz = C + C’x + C‘ ", + C‘ • " + • • ••

Lässt man jetzt h sich der Grenze Null nähern, so erhält 
man
(43.) limr2 = 71; lim(C, + C2 . ehz) = C + C‘x, 

h=0 h=0 
folglich geht Gleichung (39.) in diesem Falle über in
(44.) y =(C + C‘x) . ehr + Ca . erst 4-------- - Cm . eV.

In dieser Formel treten wieder m willkürliche Integrations- 
Constanten auf, wenn r^ 73, ... rm sämmtlich von einander ver
schieden sind.

Setzt man jetzt in Gleichung (44.) 
(45.) n=n+ h, 
also
(46.) y = (C+ CG). en 4- Ca • ens+*r+ Ci. er^ 4------ +C. e’m®

=(C+C+C. el«) . ena+ Ci. er, +-------- Cm . e"im", 
so wird

hx 1272
(47.) C+Cx+C.e‘=C+C‘x+C3+C3—+C3" + • •■, 

oder, wenn man
(48.) C+0= A, C+ Ch = A, C/3 = 24,
setzt,



§ 98. Homogene lineare Differential-Gleichungen mter Ordnung. 569

123
(49.) C + C‘x + C3 . ehs = A1 +Agz +Aza2 + 2 A3 31 4------,

wobei A,, A2, A3 wieder drei willkürliche Constanten sind. Lässt 
man jetzt h sich der Grenze Null nähern, so erhält man 
(50.) limr3 = 71, lim(C + C‘x + Ca . ehz) = A, + A^x + A322, 

ä=o h=0 

folglich geht Gleichung (46.) in diesem Falle, wo 71 = r2 = 73 
ist, über in
(51.) y = (A| + Ax +A32?) . ens + Ci . er« 4--------- Cm . eV.

Dieser Ausdruck enthält wieder m willkürliche Constanten, 
wenn r^ r^ ... rm von einander verschieden sind.

In gleicher Weise kann man alle Fälle erledigen, in denen 
F(u) = 0 mehrfache Wurzeln hat.

Dieselben Resultate findet man auch auf einem anderen 
Wege. Nach D.-R., Formel Nr. 48 der Tabelle ist 

dn(uv)_  dnv /n\du d"-1o /n\d2u d"—2v 
dxn "da"\1)dx dxn~l \2/dx2 dxn~2 

/n\dn~iu do dnu 
+ 1) dxn~x dx T dxn

Führt man also in die Gleichung
dry _ , dma’y , dm~2y
dam T/1 dxm~l ^^'2 ~d^~^ + +f-1 d% + fm y =0

für y das Product uv ein, so erhält man

(53.) (dmo dm~^v dm-2o do \
(dam +h dam—i +2 dxm—2 pi +/n-1 Tz +/ ' °)"

1 T dm lv dm~2v , . dm~3v+ 1!_”dam—1+(m—1)/dxm-2+(m—2)/dxm—3 I . du1 -m- 1.0 —
J dx

। i r! dm 20 . odm-3v .. d2u +2!_m(m—1dxm-2+(m—1)(m—2)fdzm=+:*+2.1f-2-0,dz2
+.............................................

Oma
------i m(m — 1) (m — 2). . . 3.2 . 1v . —— = 0, ml• dxm
oder 
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1—du 1 — d’u , . 1 — dme (54.) Vu—71—+072—9+*•+ 7m—= 0, 1! dx 2! dx~ m! dxm
wobei

_ dmv dm-rv dm-H
=dam T/ldam-1TJ2dm—2r‘rm:0,

71 = m
(55.)

dm~^ü 
dem-1

Am 2, 
+(m — 1)f dam—%+ (m— 2)f2

dm~zv
dam-3"

+ fm—l • v.
Am 2, Am 3,

V, = m(m -1) &=2 + (m — 1) (m — 2)fi dam—% + • • •

+ 2.1f-2 . v

Von den beiden Functionen u und v kann man die eine, 
z. B. v, noch willkürlich bestimmen. Setzt man daher 

. , dv d2v (56.) v = erx, also — = r . erx, — = r2 . erx, .. . 7 dx dx" 
so gehen die Gleichungen (55.) über in 

(57.)

V = ------------------------------- ----- - = e" F{r\ 
V = e‘x[mzm-1+(m---1)f rm-2+(m—2)f27m-3+ \-fm-i\

= e’x . F\r\
V2 = erx[m(m-~ 1)y"- 2+(m- 1)(m- 2)f7"-3+----- - 2.1fm-2]

= erx. F“(r\

Deshalb erhält Gleichung (54.), wenn man den allen Gliedern 
gemeinsamen Factor erx fortlässt, die Form

(58.) F^ . u + F‘{f) du F^f) d^u
1! dx 2! dz?

F^-^^ dm~lu 
(m—1)! dxm~x

dmu 
dxm 0.

Jetzt sei T1 eine einfache Wurzel von F(f = 0, dann wird 
Gleichung (58.) befriedigt, wenn man 
(59.) r = r^ u — C^ also y = C . eni* 
setzt. Ist dagegen n eine a-fache Wurzel von Ff) = Q, so 
wird



§ 99. Nicht homogene lineare Diff.- Gleichungen mter Ordnung. 571

F(n) = 0, F() = 0, F(n) = ,... F^\r^ = 0, 
so dass Gleichung (58.) befriedigt wird, wenn man 
(60.) r = 7, u = C + C^x + C^ ++ Cax"—1, 
also
(61.) y = (C, + C^x + C^x2 ++ Caxa-1) . ene 
setzt. Auf diese Weise kann man immer einen Ausdruck finden, 
der m willkürliche Constanten enthält und deshalb das allgemeine 
Integral der vorgelegten Differential-Gleichung ist.

Beispiel.
Aufgabe 5. Man soll die Differential-Gleichung 

(62.) dy—4dy+10@!-12445 =0 
v • da4 dx^ dx2 dx • 
integriren.

Auflösung. Hier ist
(6 3.) F()=74—473+1072— 127+5=(2—2r+1)(y2—2r+5)= 0, 
also 
(64.) 71 = r^ = 1, * = 1+ 2i, * = 1 — 2i, 
folglich wird
(65.) y = (C, + Cax)e" + ex [Acos (2x) + Bsin (2x)]

= e[C, + C^x + Acos (2x) + Bsin (2x)].

§ 99.
Nicht homogene lineare Differential-Gleichungen 

mter Ordnung.
(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 216—218.)

In der Differential - Gleichung

. . dmy । , d^y d^y dy _(1.) di« +h di^ *hdpm—2 + ' ' ■ *hn‘ dx +ho = VE), 

mögen die Coefficienten fu 2, .. .fm zunächst constante Grössen 
sein, dann setze man
(2.) z= C. e^^ + C2 . ersta—4) +--------- Cm . erm^-f)}
wobei ri, r^... rm wieder die m Wurzeln der Gleichung
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(3.) F^r) = rm +fim"-1 +fr"-2 +----- +fm-1" +fm = 0 
sind. Durch Gleichung (2.) ist z als eine Function der beiden 
Veränderlichen x und t erklärt, wobei t vorläufig als eine Con- 
stante betrachtet werden möge. Unter der Voraussetzung, dass 
71, 72, • • • rm sämmtlich von einander verschieden sind, kann 
man nach den Ausführungen in § 98 die Constanten C1, C^ 
...Cm so bestimmen, dass die Grössen z, z^ z“, ...z^-^ für 
x = t beliebig vorgeschriebene Anfangswerthe 20, zq , zF, 
... 20(m-1) annehmen. Für den vorliegenden Zweck setze man 
(4.) % = 0, %0‘ = 0, z^‘ = 0, ... 20("—9) = 0, z^~^ = <f{t\
d. h. es mögen die Constanten C1, C2, ... Cm so bestimmt 
werden, dass

Ci + C^ +***
CTi + 0^2 + *

+ Cm — 0,
+ Om^'m = 0,

(5.) Cn? + Cr + + CmrOl = 0,

Cr,"-2 + Cary"-2 +------ + Cmr^=z 0,
Cr,"-1 + Car,"-1 + • • • + OmT^-1 = «(t)

wird. Wie in § 98, Gleichung (21.) und (22.) gezeigt wurde,
findet man aus diesen Gleichungen

(6.) C, = _ «(t) p _ «p(t)
F^1 2 F\r2y mn F\rm)

Die Function
q(t) . en(r-t) q(t). erl- 9 1 gp(t) . e’ml-t)

* - F{r^ T F^ + + F\rmT

hat also die Eigenschaft, dass sie mit ihren m — 2 ersten Ab
leitungen für x = t verschwindet, während die (m — l)te Ab
leitung gleich g(t) wird.

Jetzt mögen mit

diejenigen Werthe bezeichnet werden, welche z, z‘, z“, ...z^ 
für t = x annehmen. Dabei ergiebt sich aus den Gleichungen 
(5.), dass
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(8.) ^t=x = 0, (zy=x = 0, (2")=z = 0, ... (z(-2))1=x = 0 
wird, während
(9.) (:""—)) =s = s(x)
ist. Setzt man also

x
(10.) Y =fidt,

o
so findet man nach Formel Nr. 154 der Tabelle

a x
-m V (7m., /m.(15.) -—— = / C— dt + (z(n-1))=* = / "— dt + ff{Y).

‘dxm J dxm • J dxm 2 7
0 0

(12.)
d^Y _
dx2 J

0

X
Cd^zdazdt+ (")t=x =/

0

X
(d^z , 
dz”".

x x
d^Y (i^z CdAz ,(13.) dx^ J 1 —dt + izli)t=x = / ‘ dxA j dxA

0 0
X X

dm-1 Y jCdm—Xz ,. rd^z
(14.) dxm-x T

. 0
—------ dt + (z^-^Y 
dxm 1-------- " 7 J dxm~Y

Indem man diese Werthe von Y, — ,. — ,------,— in
dx dx2 dxm

. . ... dy d^y dmy . , . ,Gleichung (1.) für y, —2 — 2 • • • einsetzt, erhalt man, da dx dx- dxm
sich g(x) weghebt,

x
(16.) /(* +f"4+ • • • + fn-1 “2 + f • Adt = 0.

. \dxm dxm 1 dx /

Diese Gleichung wird aber in der That befriedigt, denn 
nach Formel Nr. 213 der Tabelle ist z ein particzdäres Integral 
der homogenen linearen Differential - Gleichung 
/ _ x dmz . dm~lz , dz 
(17.) Y^n ~lrfi~d~m^i')r ‘ ' ' ^ fm-l~d +f.z= 0, dxm dxm 1 dx 
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folglich ist Y ein particuläres Integral der Differential - Glei
chung (1.). Aus dem particulären Integral findet man sofort 
das allgemeine, indem man 
(18.) y = Y + v
in die Gleichung (1.) einsetzt; dann wird nämlich 

dmo . dm~lv , do 
(19.) a*hap+ +*ar+f"=0, 
also 
(20.) v= c. enix + c^. enss + • • • + cm . ermx 
und nach den Gleichungen (7.) und (10.) 

a 

x r (q(t) • e”ilx—t)dt , i (21.) 3="F() +0.6 
0 

, r sp(t).era(a—)dt , . +L/ F'^ +62.6 
0 

r rw(t). erm^dt , ,+ ■ ■ ■ + LJ F(.) + c"‘ • • ” 1 ’ 
0 

oder, wenn man
(22.) ^ . P(n) = Ci, c2. F(r.) = Ci, ... cm . F\rn^ = Cm 
setzt,

x x 
orix r C - er^ / - 

(23.) y = F(r,LC +/v().en‘di,+F(r2C +Jo().en"adt 
0 0 

x

+ ’ • • + -—7 [Cm + /y(t) • e~'>mtdt\. 
H (Im) . o

Dasselbe Resultat kann man auch durch die Methode des 
integrirenden Factors oder durch Variation der Constanten 
finden.

Beispiele.
Aufgabe 1. Man soll die Differential-Gleichung

(24) =4p(z) 
integriren.
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Auflösung. Hier ist

(25.)

1 1 1
F(r) = 72----- 2, 71 = - , 72 =------ ,a- d a

F\r) = 2r, F^ = ^-, F(r) = %,

folglich wird nach Gleichung (23.)

(26.) y = ^ea
4 C1 +Jo() • e

0 o
Ist z. B.

(27.)
so wird

X

X

g(x) = ea

(28.) Itp(i) • e d dt—ldt = x.
~ t p2t / 2x x
g(t) . e a dt = / ea dt = ^(ea-—-1),

0 o

so dass Gleichung (26.) übergeht in
o o

X

(29.) y=9“(c,+2)—9e “[o, +9("—1)]

Aufgabe 2. Man soll die Differential-Gleichung 
(3 0.) dy_ gdy + 20,= 400042 

dx1 dx 
integriren.

Auflösung. Hier ist 
J F(r) = r2 — 97+20 = 0, F\r) = 2r — 9, y(z)= 400022, 

(31.) | n =5, » = 4, F(n) = 1, F(r) = — 1, 

folglich wird nach Gleichung (23.) 
8 X 

(3 2.) y = eöz [C1 + 4000/2e-5 . dt] — edx[C2 + 4000/12e-4tdt]. 
ö 0
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Nun findet man durch partielle Integration 

(33.) fie^dt = «(2+2),

so dass Gleichung (32.) übergeht in

(34.) y = es C + 4000e—5( X1

5
2x
25

2
125,

\ 8000)
)T 125 J

— e4z C2 + 4000 e- *( r 22 2x 2\ . 8000
164. 4 16 64)

= (Ci + 64)ebr — 32(25x2 + 10x + 2)
— (C2 + 125)e4z + 125(822 + 4z + 1),

oder, wenn man C1 + 64 mit A, C2 + 125 mit — B bezeichnet, 
(3 5.) y = Aeöz + Beix + 20022 + 180% + 61.

Die angegebene Lösung gilt nur, wenn die Coefficienten 
fi,f2, .. .fm constante Grössen sind. Ist diese Voraussetzung 
nicht erfüllt, so gelingt es doch in vielen Fällen, die Differential- 
Gleichung

(36.) aaM + fi(x) d^ +* +f„(x) • y = sp(x)

von der mten Ordnung auf eine niedrigere Ordnung zu reduciren. 
Ist z. B. y = y^ ein particuläres Integral der homogenen Diffe
rential - Gleichung

(37.) a4% +fi(x) dp—{ + + fin(x) • J = 0,

so setze man
(38.) Y=Cyt,
wo aber C noch eine Function von x sein muss, wenn dieser 
Werth von y der Gleichung (36.) genügen soll. Nun ist

d=ydC+cd, 
dx dx dx

(39.)
d2y4d2CqdyidC_ cd’Yi
dx^ 91 dx2 T dx dx^ dx^

dmy _ dmC 
dxm ^1 dxm

./m\dyi d"-C
\ 1 / dx dxm~x

+..+cd. 
dxm
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Setzt man diese Werthe in Gleichung (36.) ein und beachtet, 
dass der Factor von C verschwindet, so bleibt eine Gleichung 
von der Form

Imzy dm—ld dG 
(40.) y: a. + 91(r) de—i + + 0"—1 W ar = «Cx).

Führt man also die Function u durch die Gleichungen 

(41.) — = u, oder G = fudx + A

ein, so erhält man aus Gleichung (40.) 
(]m—\u dm~’2,il

(42’) 31 Tam—1 + 9i() dam—2 +-----F 9m-1(z) • u = y(x).

Aus dem allgemeinen Integral u dieser Differential-Gleichung, 
die nur noch von der (m—l)ten Ordnung ist, findet man das 
allgemeine Integral der vorgelegten Differential-Gleichung (36.) 
durch die Gleichung

(43.) y = Y, { fudx + A).

Ebenso kann man die Ordnung der Differential - Gleichung 
(36.) um zwei Einheiten erniedrigen, wenn man zwei particuläre 
Integrale y^ und y^ der homogenen Differential - Gleichung (37.) 
kennt. Man setze dann
(44.) y = Cyi + C^y^.
und betrachte Ci und C^ als Functionen von x, welche der Be
dingung
. dC, , dG^ dC^ yv dCi(45.) yi — — Y2 —- = 0, oder — = — — —dx ax 1 dx y^ dx

genügen. Bezeichnet man dabei —21 mit G1(x), so folgt aus 

den Gleichungen (44.) und (45.)

(46.)
dG^ , 
de= Pi(e)

dG.
dx

Kiepert, Integral-Rechnung.
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(47.)

dy _ P dyi i P dy27 — U1 7--- r 02 7 9dx dx dx
d^y - ^y^ , P d~y^ ,dcx 
de=od.1 Cid^ + ^- ’̂

das =“1dz + C2dzs + 92(4) ■ d22 + ga(x) ■ dal ’
wobei cp^x), 9a(x), ... leicht zu ermittelnde Functionen von x 
sind. Setzt man diese Wertlie in Gleichung (36.) ein, so ver- 
schwinden nach Voraussetzung die Factoren von Ci und G^ 
und es bleibt

(48.) G^) 4-1 + G^) aam—9 ++ G^) W = «p(x).

Wenn man jetzt noch

(49.)

( dGi • dC2—— — 2. also -- — (D1(x). 2,) dx dx dumi

C1 = Jzdx + Gi, C2 =/1(x) . zdx + A2

setzt, so geht Gleichung (48.) über in
Am—2. Am—3,

(50.) G^x) " 2 + Gi(x)— +----- 1- Gm-^x) • z = (p^-
-.1/ " ()A1‘ — — " 1 (Y AI/' — • 1. .1

Aus dem allgemeinen Integral 2 dieser Gleichung, welche 
nur noch von der (m — 2)ten Ordnung ist, findet man nach den 
Gleichungen (44.) und (49.) das allgemeine Integral der vor
gelegten Differential-Gleichung (36.) durch die Formel

(51.) y = y  ̂fzdx + Gi) + Y2(/P1(x) • zdx + G2).

Dieses Verfahren kann man fortsetzen und den Satz be
weisen :

Kennt ma^i n verschiedene particuläre Integrale y^, y^.. . yn 
der homogenen Differential- Gleichung

Am—(52.) TaM + f(x) da4+ +f„(x).J = 0,

so lässt sich die nicht homogene lineare Differential - Gleichung
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Am—1,)
(53.). az +fi(r) d^' +* +f(e) • y = «(v)

auf eine andere nicht homogene lineare Differential- Gleichung 
von der Ordnung m — n reduciren.

Beweis. Sind y^ y^ ... yn die bekannten particulären Inte
grale von Gleichung (52.), so setze man 
(54.) y = Cyi + C^y^ ++ Cnyn

Ti _ dC^ dC^ dCn . „ . dC,und bestimme . —9 - 9 ... - als Functionen von —- durch 
dx dx dx dx 

die n — 1 linearen Gleichungen 

(55.)

dCi , dCi
• dx • dx

dyi dCi + dy^ dC^ 
dx dx dx dx

dn ^y^ dCi d^^yz dG^ 
dxn~^ dx den—2 dx

dG^ _ n
‘" dx = 0,
dyn dCn 0
dx dx

dnffyn dOn _ 0 
den—2 dx

Durch Auflösung dieser Gleichungen erhält man
. dC2 I dC1(56.) de = Pi(x) • “da

dC^ - dCi
d==92x)da

dCn 
dx = n—1(x)

dC. 
dx

wobei 
4 sind.

die Functionen SPi(x), 902(x), . • • Sa—1(x) leicht zu ermitteln 
Nach diesen Festsetzungen wird

(57.) dy_dyi dy2 _
dr—dr’dr"

(58.) dx2 1 dx1 T 2 dx2

. P dyn e"dz‘

+...+c,4%,dx1

(59.) d"-‘y _ P dn ‘Y1 , P dn~ff ,___ z d’-’yn
dzn—1 1 dxn~1 2 dxn~x n dan—1 5

(60.) d"y _ o d"Yi
dxn 1 dxn

dny^ 
dxn

, dnyn 
" dxn

dCi 
dx

37
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(61.) d’ly _ A (^yi _ - d"‘y2 _ 
den+1 1 dzn+1 T 2 dzn+1 Td"‘y, den+1 2C1

dx2
dCv 
dx

Setzt man diese Wertlie in die Gleichung (53.) ein, so ver
schwinden nach Voraussetzung die Coefficienten von C1, C,... 
Cn, so dass sich die Gleichung auf
. d’^+^Cr . dm-nCi , ,r xdCv 

(62.) Lo(o) dam—n+1+H() dxm—+ +En—n(F) dz = $(r) 

reducirt. Indem man noch die Function v durch die Gleichung

einführt, erhält man daher
Im— n y dm—n— 1 v

(64.) Lo(e) dx=n + H(dzm—A=1 + • • • + L^x) . " = 9(x).

Dabei ist nach den Gleichungen (54.), (56.) und (63.)

(65.) C1 =fvdx + G15 C2 = /yi(x) . vdx + A2, . . .

Cn =/n-i(x) • vdz + An,
(66.) y = Cyi + C^y^ +.+ Cnyn.

Diese Betrachtungen gelten auch dann noch, wenn n = m 
ist. Für n = m — 1 kann man durch das angegebene Verfahren 
die vorgelegte Differential-Gleichung auf eine lineare Differential- 
Gleichung erster Ordnung von der Form 

(67.) Lo(x) — + La(x) . v = «(x)

zurückführen, deren Integration in § 81 behandelt worden ist. 
(Vergl. auch Formel Nr. 183 der Tabelle.)
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1 .) Jdf^X) —Jf^^^X = f(X). [§ 1; Gl. (3.) und (4.)]

2 .) dff‘(f)dx = f\x)dx. [§ 1, Gl. (5.)]

3 .) Ist a der Werth von x, für welchen das Integral von 
f\x}dx verschwindet, so ist

Jf\x)dx =ff) 1§ 2, Gl. (3.)]
a

4 .) Der Flächeninhalt einer ebenen Figur, welche begrenzt 
wird

1 .) von der Curve y = g(x),
2 .) von der X-Axe,
3 .) von den beiden Ordinaten x = a und x = b, 

ist gleich

F =fydx ^ff‘{x)dx = [ f(f)^ =f{b) ^f{d), 
a a "

wobei f‘ix) = (f{x) sein soll. [§ 2, Gl. (5.) und (Ja.)]
b a

5-) f ff\x)dx = —Jf\x)dx. [§ 2, Gl. (29.)]
a b

*) Die Integrations - Constante ist überall der Kürze wegen fort
gelassen.
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b C b

6 .) Jf\^dx^J'f\x}dx-Y ffl{x}dr. [§ 2, Gl. (30.)]
a a c

7 .) Jaf‘(x)dz = Aff\x}dx. IS 3, Gl. (5.)]

8.) f[f<(^ ± g‘(z)]dz —ff‘{x)dx ± jg‘(x)dz.
[§ 3, Gl. (11.) und (13.)]

9.)
( ~m+1
x^dx = — . [§ 4, Gl. (2.)]

. m — 1

10.) Jdx =z. [§ 4, Gl. (2 a.)]

11.) 1 axdx = — , lexdx = es. [§ 4. Gl. (3.) und (3 a.)]

12.)
/ Cx/=lx. [§ 4, Gl. (4.)]

13.) J^xdx = sinx. [§ 4, Gl. (12.)]

14.) /sinxdx = — cosx. [§ 4, Gl. (13.)]

15.)
( Cx
/.42„= tgz. [§ 4, Gl. (14.)]

16.)
/ Cx/^r= ctgz. (§ 4, Gl. (15.)]

17.) 1 ===== = arc sina = — — arccosz. [§ 4, Gl. (16.) u. (21.)]
J V1 — x2 -

18.) /-------, = arctgx — —— arcctgx. [§ 4, Gl. (17.) und (25.)]
J 1 + x" 2

19.) Setzt man
x = v(t), also dx = ip'^dt,

so wird
J^{x}dx =/g[y(t)] . xp'^dt. [§ 6, Gl. (2.) und (6.)]

20.)

21 •)

22.)

Ar =l( * a). [§ 7, Gl. (2.), (3.) und § 29, Gl. (2.)]

/ 4 = 1 arc tg(E) • ß 7, GL (2031
J a1 + x- a “,

/ . de = arc sin(x) • [§ 7, Gl. (21.)]
J \ d1—x2
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23a.) / —r— = Y(r + Va— az

= — Va2 — x2
Va2 + x2

[§ 7, Gl. (23-)]

[§ 7, Gl. (24.)]

[§ 7, Gl. (26.) und (27.)]

[§ 7, Gl. (29.)]

[§ 7, GL (31.)]

I§ 7, GL (32.)]

[§ 7, Gl. (34.)]

[§ 7, Gl. (36.) und § 9, Gl. (117.)]

[§ 7, Gl. (38.)]

■ [§ 7, Gl. (40.) und § 9, Gl. (144.)]

• 32.)
C dx 1./a/ —------>= — are sin(—)* 1§ 7. Gl. (42.)]

/ x y x- — a- " “/

33.)
/___ dx ......  = 4- Va2—a . [§ 7, Gl. (44.) und § 9, Gl. (147.)]
/ x1 V x1 — a2 &2x

34.)
f‘{x\dx/ —" = 1(f(x)]. ß 7, Gl. (®J]

/ J (x)
35.) J^xdx = —1(cosx). [§ 7, Gl. (54.)]

36.) f^xdx = + 1(sinx). [§ 7, Gl. (55.)]

l(tgx) = — l(ctg x). [§ 7, Gl. (57.) und § 8, Gl. (27.)]
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[§ 7, Gl. (61.)]

40.) Jf^\\Ax)C^xdx=Jf{t')dt. wo t = sinx. [§ 7, Gl. (65.)]

41 .) Jf{^x) . sinxd = —ff(/)dt, wo t = cosz. [§ 7, Gl. (68.)j

42 .) fo.^+'-xdx = /(1 — sin?x)" . d(sin z). [§ 7, Gl. (73.)]

43 .) /sin?n+xdx = —j (1 — cos?x)" . d(cosz). [§ 7, Gl. (75.)]

44 .) /sin"x cos?n+a dx = /sin"x (1 — sin’x)" . d(sinx).
(§ 7, Gl. (77.)]

45 .) J cos™xsin2n+x dx = —/cosmz(1 — cos?x)n . d(cosx).

f^} • -0, = / f^^ ■ d(tgx). 
UUP • / 

f(ctgx) -2, = —/f(ctgx) • d(ctgz). • /

[§ 7, Gl. (79.)] •

IS 7, 61.(83.)]

[§ 7, Gl. (86.)]

48 .) jf^x) . dx =J “1 ’ d(tgz).

48a.) / tg"adz = J tg2+i‘ d(tgz).

49 .) ff(ctgz) • dx = — / fst&z) • d(ctg.). 

, ( ctgnx „ i . ctg" .dz = —J ctg22 + 1 • d(ctge). 

50 .) /&,=/ + tg*ey"ld(tgz).

51 ) / dz =-/1+ ctg%e)"—d(ctgz).

52 .) /f^) • cddx = 1 /f(a=) • d^).
/ 1 C /

[§ 7, Gl. (93.)]

[§ 7, Gl. (94.)]

[§ 7, Gl. (102.)]

[§ 7, Gl. (103.)]

[§ 7, Gl. (106.)]

[§ 7, Gl. (109.)]

[§ 7, Gl. (110.)]

52a.) ff(e^ . e^dx =ff (e%) . d^. [§ 7, Gl. (111.)]
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[§ 7, G1. (112.)]

" dx (
f(arcsinx) • -=====- = f(arcsinx) . d(arcsinx). 

V 1 — x2 J
■ [§ 7, Gl. (113.)]

55 .) /f(arccosx) • ,_: =—lf(^c^x).d(^Y(L<iO3x).
J V1 — x2 J

[§ 7, Gl. (114.)]
/ dx /

56 .) (f(arctgx) • — 2 = lf(arctgx) . d^Y^x). [§ 7, Gl. (115.)]

57 .) f(arc ctg x) • 14, = —/f(arc ctg z) • d(arc ctg x).

[§ 7, Gl. (116.)]
58 .) Jf(sinz, cos.z, tgx, ctgz)dz =

/ / 2t 1—12 2t, 1—12) 2dt
/‘ (1 + (2 ‘ 1+12 ’ f — {2 ‘ 2t) ‘ 1+ t2 ‘

wobei

[§ 7, Gl. (121.) und (126.)]

[§ 8, Gl. (2.) und § 29, Gl. (6.)]

60.) / dx
J x1 + 2bx + c

1 1 (z + b — yb'1 — c\
2V62—c z + b + V 62 —- c)

[§ 8, Gl. (13.) und § 29. Gl. (16.)]

dx
[§ 8, Gl. (13a.) und § 29, Gl. (12 )]

x^ — 2bx — c
1 , / x — b \

,-------- arctg — . —
Vc— b^ Vyc — b^/

[§ 8, Gl. (17.)]

63 . /_ dx ____ dx _____________1
J x~ + 2bx + b2 J (z +6)2 x + b

[§ 8, Gl. (22.) und § 29, Gl. (3a.)]

64.) ((Ix+Q)d-P10428740)4Q—P/dr.
. x2+2bx — c 2 ‘ 7 . x2+2bx—c

[§ 8, Gl. (23.)]



586 Tabelle der wichtigsten Formeln.

65 ) ARx+Odz
J (x — 21) (cc —■ 22)

= - — [(Px, + Q)l(z—=,) — (Px2 + Q)1(, — 22)].

[§ 8, Gl. (24.) und § 29, Gl. (22.)] 
dx

3in2, 0032, = tgr — ctgz = — 2 ctg(2z). [§ 8, Gl. (26.)]

67.) / udv = uü —Jvdu. [§ 9, Qi. (2.)]

68.) 1 COS’a . dx — o sine COSa -e [§ 9, Gl. (41.)]

69.) / sin?x . dx = — i sinz cosz + . (§ 9, Gl. (45.)]

C , 1 , m — 1 {70.) / cosmx . dx = cosm-asinx ----------- / C0Sm^2x . dx.j 7 m /
[§ 9, Gl. (52.)]

71.)
(* 1 ____ _
cos?nx . dx = sin x — cos?n-1a + —----------- cos?n—3x

J L2n 2n(2n — 2)
, (2n — 1) (27 — 3) , - ,

2n . (2n — 2) (2n — 4)
, (2n — 1) (2n — 3) ... 5 . 3 -

2n(2n ■— 2) (21 — 4) . . . 4 . 2 cos J
, (2n — 1) (22 — 3) . . . 5 . 3 . 1 .

+ 2n(2n - 2) (2n - 4)4.2 ' soc (60.)
72.)

i'dx _ sinx n—-2/ dx
Jcos" - (n—1)cos"-z । n — 1/cos"-2x 13 9 d

73.) 1 sin’a . dx =------ sin”—1xcosx ------------- / sinm—2x . dx./ m M J
[§ 9, GL (74.)]

74.) (sin2nx . dx = — COSx — sin2n—1x + ——-----— sin’nxJ L2n 2n(2n — 2)
, (2n — 1) (2n — 3) . , .

T 2n(2n — 2) (2n — 4) T
(2n — 1) (22 — 3). . . 5.3 . 1

2n(2n — 2) (2n — 4)... 4.2
, (21— 1)(2n — 3)... 5.3.1,+2n(2n—2)(2n14)...4.2" IS 9, Gl. (82.)]
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cOSx n—2( da
(n — 1) sin"-z n — 1/ sin"-2= 15 9, C1 (84.)]

. / xmdx76.) —=
J Va2 — x2

x { x2dx77.) / -====-
J Va2—x2

am-1—----- - , (m •—1)a2 ( xm 2dx =--------- y a2 — x- —   / —- - • 
m- - - - - - - - - - - m J]'d^^ 

[§ 9, Gl. (93.)]
—_ _  1/42 72 । a2 \ .— — ~ y C —J nO bin i i • 2 2 \a J 

[§ 9, Gl. (96.) und (97.)] 
78.) / azdr = cn . a?iarc Sin (C) — Va?—22 . Gn(x), 

Va2— x2 0/ 
wobei

x2n—1 (2n 1)a2x2n— 3 
2n T 2n(2n — 2)

(2n—1) (2n—3)... 30212
2n(2n — 2)... 4.2

(2n — 1) (2n — 3)... 3 . 1
Cn = 2n(21 — 2) ... 4.2’ [§ 9, Gl. (1°3°’ (105.) und (108.)]

,______ ~m+1 ,______
xm dx y a1 — x2 = — — V d2—x2 — m — 2

d2 / xmdx 
m+2/ Va?—22

[§ 9, Gl. (113.)]

dx ^a^—x2 = yVa'— x2 +arc sin ( ) • [§ 9, Gl. (114.)]

— 1 (a? — 22)V a2—22. [§ 9, Gl. (115.)}

V d2 — 22 n — 2 d dx 
(n — 1)a?z"-1 ' (n—^a^2J xn-2-]/d2—x2 

[§ 9, Gl. (116.)] 
xmdx xm—1—---- (m—1)a2 ( xm~2dx —------— —------ K a- — x~ / ------- • 

Va2+x2 m----------------------- m jya2+x2
[§ 9, Gl. (123.)]

xm~r ——----- - (m — 1)a2 ( xm~2dx-----  y x2 — a2 — -----------— / . ———. •
m m J Vx2—a2

[§ 9, Gl. (131.)]

21(x + Va2+a2).
[§ 9, Gl. (126.) und (127.)]
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84a ) / 34., = | V2— az + 9 K« + V2—a3).

[§ 9, Gl. (132.)]

\ —9 am+1 , a? ( x"dx85 .) / xmdx y a~ — xc2 —---- a2—x2 - ---------- /—------—• J m+2‘ T m+2Va+22 
[§ 9, Gl. (136.)] 

9 xm+1 4 ,----- - a2 ( xmdx 85a.) / xmdx y x1— a2 = 1x2 — cd / —_ • 
J------------------ m + 2Y m-Y^J Vx2 — a?

IS 9, Gl. (139.)]

86 .) JdxVar+^ = ~Y^x^ + ~^x+ycd~+^).

[§ 9, Gl. (137.)]
86a.) ^dx Vz—a = % V2—a- — $ 1(r + V2 — a3).

[§ 9, Gl. (140.)]
87 .) / xdx\ a2- + x? = 3 {cd + 22) Va2+ 23. [§ 9, Gl. (138.)]

87a.)Jrclx^x2—ad = 3 (22—a2) Vz—ad. [§ 9, Gl. (141.)]

dx
2 _i_ 42 (n—1)a2

n — 2
(n — 1)a3

dx

dx
72 — rd

— cd
1)a2xn-1

[§ 9, Gl. (143.)] 
dx

(n—1)a2 x‘-2Vx2 _ cd
[§ 9, Gl. (146.)]

n — 2

89 .) J‘f{x, ycd — ad}dx =ff^a^t^ acost). a costdt, 
wobei
sint = £, cost= ‘ , tgt= = , ctgt= •-------  

a a---------------- _ _____ ° x
[§ 10, Gl. (3.) und (4.)]

90 .) Jit V2+2)4e=/(atgt, 08$7):6ud",

wobei

cost = ----- 2 tot = > Ctg t = — • 
2—x2 a x 

[§ 10, Gl. (10) und (11.)]
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— — 7 f/a , N asintt f x, /x2 — a^dx = /    9 atot).- du’ j \cost • / cos2t 
wobei

1x2 — a2 a 1x2 — a2 ,a sint = " , COSt =—> ^i— — —» ctgt------• 
x x a Vx2— cd 

[§ 10, Gl. (23.) und (24.)]
92 .) Bilden die Coordinaten - Axen den Winkel y mit einander, 
so ist

b

F = sin ffydx 
a

der Flächeninhalt der ebenen Figur A{ABB{, welche oben von 
der Curve AB mit der Gleichung y—f\x\ unten von dem 
Abschnitte AXBX auf der X-Axe und links und rechts von den 
Ordinaten AtA und BrB mit den Gleichungen x — a und z = h 
begrenzt wird. [§ 12, Gl. (2.)]
93 .) Der Flächeninhalt einer ebenen, von zwei Curvenbögen

J‘=f(x) und y“^^ 
und von den beiden Ordinaten mit den Gleichungen 

a = a und x = b
begrenzten Figur ist für rechtwinklige Coordinaten 

b b 

F=ßy1 — y^dx =f[f^-~g{F)\dx. [§ 13, Gl (6.)] 
a a 

94 .) Der Flächeninhalt eines Sectors AOB, welcher von zwei 
beliebigen Radii vectores OA und OB und von einer Curve mit 
der Gleichung 7 = f(gp) begrenzt wird, ist

?
S = ^/F-d(f. [§ 14, Gl. (6.)]

95 .) Ist die begrenzende Curve durch die Gleichungen
x = (f^, y=^) 

gegeben, so wird der Flächeninhalt des Sectors AOB
(3) (0 

1/, 7 \ 1 (7 du dx\ , 
8 = 2/(rdy-ydr) = Avat~ydi) *■

0) (0)
[§ 15, Gl. (6.)]
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96 .) Das Volumen eines Rotationskörpers, welcher die X-Axe 
zur Rotations - Axe hat, ist

V = nfy^dx.

97 .) Das Volumen eines Rotationskörpers, 
zur Rotations-Axe hat, ist

[§ 16, Gl. (IOD] 

welcher die Y-Axe

32
V = nfx^dy. [§ 16, Gl. (11.)]

31
98 .) Das Volumen eines Rotationskörpers, welcher die Gerade 
a = a zur Rotations -Axe hat, ist

32
V = i/(x — d^dy. [§ 16, Gl. (12.)]

99.) Die Länge eines Curvenbogens ist bei Anwendung recht
winkliger Coordinaten

[§ 18, Gl. (4a.), (6.) und (8.)](dy? 
\dt)

100 .) Die Länge eines Curvenbogens ist bei Anwendung von 
Polarcoordinaten

s =Jiv dr^ + r^d^ =Ja)(Ay) +*=l'^1^ 1+7 (4%) •

$1 r,
[§ 20, Gl. (3.), (4.) und (7.)]

101 .) Die Oberfläche eines Rotationskörpers, welcher die X-Axe 
zur Rotations - Axe hat, ist

0 = ‘Inj'ydii [§ 22, Gl. (4.)]

102 .) Die Oberfläche eines Rotationskörpers, welcher die Y-Axe 
zur Rotations - Axe hat, ist

ya
O—^nJxds. [§ 22, Gl. (5.)]
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103 .) Die Länge des Bogens einer Raumcurve ist

S —

21
[§ 24, Gl. (7.) und (8.)]

104 .) ®@=A +—2++.E
j (x) 2 — a 2 — b 2 — K

wenn in
f(x) = (x — a) (x — b) • • • (x — k) (x — Z)

die Wurzeln a, b,...k, l sämmtlich von einander verschieden 
sind, und wenn der Grad von g(x) niedriger ist als der von 
f{x\ Dabei ist

._o(a) —_g(b) As(k) -s() fcr)‘Pf()‘"f()‘"f()
Am einfachsten findet man die Zähler A, B,... K, L der

Partialbrüche, indem man in der Gleichung

,©)= A£l,+85),+-.+x f,+L/),
der Reihe nach x = a, x = b,... x = k^ x = 1 setzt.

Ist
b = g — hi^ c = g — bi, 

und sind die Coefficienten in cp^x) und f(x) sämmtlich reell, so 
wird

B + C _ Px + Q
x — b x — c (x — g^ + h2

[§ 27, Gl. (3.), (4.), (15.), (16.), (18.), (18a.) und (80.)]

105.) y(x) _ Ai___. 42 ____ Aa 
f{P) (x—a)" (x -—a)e-1_________x—a

+
+
+

Bi B2 ।____  Bs
(x — by (x — b)ß-1 x ■— b

wenn in

___Lz + • • • + Lz , 
(x — 7)2-1 x — l

f{x) = (x -— a)n (x — by • • • (x — ly-
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die Wurzeln a, b,., .1 sämmtlich von einander verschieden sind, 
und wenn der Grad von g(x) niedriger ist als der von f(x\ Ist 

b = g — hiz c = g — hi,
und sind die Coefficienten von f(x) und g(x) sämmtlich reell, 
so wird ß gleich 7, und man kann setzen

B, __B, । ] B, 
^—b)^ 1 (x—b)8-1T Ta— b

(x ---c)P (x ----c)P 1 X — c
Pix + Q, . Pax + Q2 . Paz + Q, 

[(x— 9)2 + h?} [(x—g)2 + h2]-1 T (x—g )2 + h2 
[§ 28, Gl. (11.) und (36.)]

Adx A 
7 , = —7 — -> wenn n >1. [§ 29, Gl (3.)] (x — af (n — 1)(x—a)"—1 P ’ - 7J

/dx 1 /x — g‘\ 
(x—g)2+12 = h arct8(A) ’ (Vergl. Formel Nr. 62 d. T.) 

[§ 30, Gl. (4.) und (7.)]

1 ( dt — s , — = ——, (— , — 5 wobei x — q — ht. [ (x — g)2 — h^Y h^- 1(1 + t^n • 
[§ 30, Gl. (8.)] 

. / dt t 2n — 3 dt 
' (1 + t2)11 (2n — 2) (1 + f^- 1T 2n — 2/(1 + t2)"-1 

[§ 30, Gl. (12.)] 

109a.) JL= /cosen—Bzdz, 

wobei 
1 t 

V1 + 12 V1+t2 1fft 
tgs = t, : = arctg/. [§ 30, Gl. (13.), (15.) und (16.)]

. f(Px+Qhdx P. , , , Pg+Q , (x—g\ 110.)/(—9)47 = 2 1 [(z—9)2+/2]+ "7 arctg(A) ■ 
[§ 31, Gl. (3.)]
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C (Px + Q)dx = ________P____________  7 [(x — g}1 + h^n _ (2n - 2)L(x — gy2 + h2]"-1 
Pg + Q ( dt 

+ h2n-1 j ^pt^' 
wobei

x — g = ht und n > 1. [§ 31, Gl. (7.)]
m p vm xp

112.)/f(x, «", z", . . .)dx =/f(, tn, tq, . . .^t^dt, 
wobei x das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen n,
q,... ist. [§ 34, Gl. (8.)]

m p
(f(j  ̂• v" v" •) ^P^r • Is84’ o ")

114. B,vHa) dy
/VA

wobei

$ =47P, Vs±a=YAr+2Br+C, ±d=4aP

[§ 36, Gl. (1.), (3.), CM, (5.) und (6.)]

115.) If(x, V Ax2 + 2Bx + Cydx

wobei
Ax + B 

y = —---- - y2 = yAx2 + 2Bx + c,

dx -. —1
2+2Bz+C yA

, AC - B2 B2—AC
— a2 =------ -------=--------- ,—A —A

[§ 36, Gl. (7.) bis (12.)]

Apt” + yAx2 + 2Bx + Cy

oder
Kiepert, Integral-Rechnung. 38
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dx
A22+2B.+C

Ax + B \
VB2 — Ac)

Ax + B \ 
y^^AB) ’

L§ 37, Gl. (1.) und (4a.)]
117.) Idx VAx2+2Bx + C

1 T Ax + B
27AL VA VAx2 + 2Bx + C

AC—B\/Ax + B - —------- ------- y4-------- ,-----1(——------ - VAx2 + 2Bx + C ) ,
- VA /_

oder 

dx 1Ax2 + 2Bx + C = —‘ 2~]/—A
Ax — B _,—------- —-------
—.— V Ax2 + 2Bx + CV— A ‘

AC— B2 
A arc sin Ax +B

VB2—AC/
[§ 37, Gl. (9.) und (13.)]

118.) lf(x, Vx2±a2 - a2 2± a2
2t ’ 2ti 2t2

wobei
t = x + Vx2 = a2. [§ 38, Gl. (5.) und (1.)] 

119 .)J"f(x, }/Ax2 + 2Bx + C}dx

r/ t2 — C }i2yÄ+2Bi + CyÄ\ (t2yÄ+2B^O]/A)d^ 
“J‘ 2(tVA+ B) 2(tVA + B)) 2(VA + B)2 

wobei
t = x yA +V Ax2 + 2Bx + G. [§ 38, Gl. (10.) und (11.)]

X (/ 2at a(t?—1)\ —2a(t2±G)dt
120 .)JEE, \a-±x^dx =JfG^-^ P=1)---(=1)2 ’ 

wobei

x
[§ 39, Gl. (5.) und (1.)]
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121 .) I F(x, VAx2 + 2Bx +C)dx =

f p(t]/CF B^ t^CF^BiFA^CX —^VC+^Bt+Ayc^dt 
J’Y (2—A‘ (2 — A / (t2 — A)2

wobei

t = 1(Vc+ VAx?+2Bx+C). [§ 39, Gl. (11.) und (12.)]

122 .) / F(x, y(ax + B)(yx + ä))dx

wobei

_(p(Bt—0 (ßy — eö)t 2(8y — adydt 
J 7 — ct? ‘ 7 — at2 / (y — at2)2 ’

t = yx — ö 
«x + ß 

1

[§ 40, Gl. (9.) und (10.)]

123.) /t^xdx = tg”-‘x — tgm~2xdx. [§ 43, Gl. (5.)]

124.) / sin'a cos"xdx sin”—xcos”-1x sinm—2x cos'xdx.

125.) cos'zdx cosn+1a

[§ 43, Gl. (6.)] 
n — m — 2 (cosadx

sin'x (m—1)sinm-a m—1 J sinm-2x
[§ 43, Gl. (7.)]

m — 1

m — n

126.) ictgmxdx „1 ctg"—z —T(Agm~2xdx. [§ 43, Gl. (11.)]

127.) sin'a cos'xdx = sinm+1x cOS"—1x n — 1 sin”x cosn—2xdx.

128.)
sin'xdx

COS'x

[§ 43, Gl. (12.)] 

sin"±ix m —■ n + 2 r^nxdx
- 1)cos"x n—-1 J cos"- 2x

[§ 43, GL (13.)]
( 2129.) 22n cos2ngdg = — sin(2ng) +

/ 270

2n
1/2n — 2 sin(2n — 2)9 +

m — n m — n

2

2„ 44sin(2n — 4> + • 

[§ 44, Gl. (2.)] 
38*
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130 .) 22141‘Jcos2"*gdgp = 2n4 1sin(2n + 1)9

/2n + 1\ 2 . X /2n — 1\ 2. . +( 1 )2n—isinß2n—D)9+ +(71)ssin(3s)

( n )2sing. [§ 44, GL (5.)]

131 .) (—1)n22n/sin2ngdgp = 3 sin(2ng) —( " )----  sin(2n — 2)9

+ (2)2,24 sin(2n— 4)4—+ ••+(—1)"—(„ )sin(2«p)

+(-1)"(2)«p.
132 .) (— 1)n22n+1/sin2n+gdg =

[§ 44, Gl. (8.)]

-—— cos(2n — 1)g2^ + 1

+(2n 1\ 2 cos(2n — 1)4---- +
1 / 2n — 1 7

•+ (-)(2 1)3 cos(3v)+(-1)+(2", )2cosy.
[§ 44, GL (11.)]

133 .) /eacos(bz)dz = ear • dcoslbs) — bsingb.) • [§ 44, GL (22.)]

134 .) Cassin(özjdz = • asin(bz)—bcos(bz) • ß «, Gl. (2331 / a — 0 
oo b 

135 .)/f‘(x)dx = lim ffl{x}dx = lim f(b) —f^' [§ 45, Gl. (2.)] 
a b=co a b=c 

b b 

l^Q^Jf^x^dx = lim ff\x)dx = f(b) —: lim /(a). 
  ~ o=—oo a a——oo 

[§ 45, Gl. (3.)]
137 .) Ist f\b) = ± oo, f\x) aber stetig für aSx<b, so ist 

b b-ß 

Jf\x)dx = lim /f‘(x)dx = lim f(b — ß) —f^\ [§ 46, Gl. (3.)] 
a ß==0 a ß==0 

138 .) ist f\d) = ±co, f\x) aber stetig für a<x^b, so ist 
& b 

Jf\x)dx = lim Jf\x}dx = f{b) — lim f(a + c). [§ 46, Gl. (5.)] 
a «=o a+a “=°
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139 .) Ist f(a) = = C, f‘(b) = ± co, f‘^ aber stetig für 
a<a<b, so ist 

& b—8 

ff\x)dx = lim ff\x)dx = limf(b — 8) — limf(a + «). 
a &=0 a+a ß==0 “=0 

P-0 ß 46, Gl. (7.)] 
140 .) Ist f‘(c) = = co, f‘(x) aber stetig für aSz<c und 
c < x & b, so ist 

& c—y b 

ff\x)dx = lim ff\x)dx + lim Jf^x^dx 
a 1=0 a d=o c+0 

= f(b) — f(a) + lim f(c — 7) — lim f(c + 0). 
y=0 0=0 

[§ 47, Gl. (1.)] 
b b 

141 .)Jo(z) • h(x)dx = g\a + 0(6 — a)] /h(z)dz, 

a a 

wenn h{x) in dem Intervalle von a bis b das Vorzeichen nicht 
wechselt. [§ 49, Gl. (12.) und (12a.)] 

x a 

141a.) J'g^xYh^dx — g^Ox^fh^dx. [§ 49, Gl. (13.)] 
o 0 

! ' 
142 .) J g{x)dx =(b — (^9[a + ©(b — a)]. [§ 49, Gl. (15.)] 

a

143 .) Ist für alle Werthe von x zwischen a und b
f‘{x) = Mo + u^ + U2 + u^ + • • •

eine gleichmässig convergente Reihe, deren Glieder uo, U1, 
u2,... in dem betrachteten Intervalle stetige Functionen von 
x sind, so ist auch

b b b 

Ju^dx + Ju^dx +J'u^dx + - 
a a a

eine gleichmässig convergente Reihe, deren Summe gleich 
f(6)—f(a) = % (e)dz 

a
ist. Dabei darf man noch die obere Grenze mit x bezeichnen. 

[§ 51, Gl. (3.) bis (5.)]
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X 
( dx / n=cd \

144 .) /  -------- — = (1 + 2 c?k2n Jarcsinx 
•V(1 — x2) ( — k2x2) \ 7=1 " )

__ n=c 

—V1—a2> c„R2"G,(x),
n=1

wobei
_ 1.3.5 ... (2n — 1)

Cn - 2.4.6... (2n) ‘

-_z"-1 (2n—1)22"-3 (2n—1)(2n—3)... 3.x
n^ 2n (2n) (2n—2) {^n)^n—2). . . 4.2

/ 1 
--  Cn(

Cn—i
a?n-1
2n-- 1

1_

Cn—2

a?n.3 1 a3 . ^\
2n—3 T C, 3 1 /

[§ 52, Gl. (2.), (7.) und (8.)]

145.) K=
o

dx
V(1—22) (1—k^x^ 2 1 + X c?k2n

M=1

1.3.52,. . 12.4.6)*+*
[§ 52, Gl. (9.) und (10.)]

146.)/V1—4
J V1— X^
0

c\k^
n=1 2n 1 arcsinx

_________ n=c P 7,2n
+ V1 — x2 > n—- Gn(x\ [§ 52, Gl. (15.)]

n==1 27—1

147.)
_  (V1 —k^x2 _ 7 / "=°° c^n \

I ---- y - : -------------- - CXC ---  — ( I , — — |
J 11 --  x2 2 \ n=l 2n 1/
0

— / 1 1 \=(1 — c,212 — - c^— - C32 %6-------
2 \ 3 5 /

[§ 52, Gl. (15a.)]

dx d(p
V(1—22) (1 — 43x2) JV1 — sin’a sin’g

= aog —4 sin (2g) + 92 sin(44) — 93 sin (6g) +---------- ,

wobei
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, . 28 /c\ 1—11 — A2 x = sin q, k = Sina = 1-82 ‘ 8 = 8(2) = A ‘ 

n=C 71=00 

ao = (1 + 82) > c„2 . ^n, a. = (1 + 82) 2 cncn^ . 82+4", . . . , n=0 n=0 
91=00 

a, = (1 + 82) 2 CnCn+v . 82v+4n, n=0 
2 — sin2« 1 + 84 . . oder, wenn man —. = — mit $ bezeichnet, ‘ sm2« 282 

(2n — 1)an = 4(n — 1)a,—1 § — (2n — 3)an-2. 
[§ 52, Gl. (31.), (33.), (36.), (37.), (38.), (40.), (44.) und (48.)]

149.) E^k, 9) = /V1-4z dx 

J V1— x^

P
JV1 — sin2« sin2^p . dep

0

k2 1= bogp + 9 [B,sin(2g) — Ba sin(4g) + Basin(6g)----- -**,

wobei
2b0 = (2 — k2)ao — k2ai, ^Bi^ao— a2, 16B2 = a, — a3, 

36B3 = a2 — a4, . . . (2n)2B, = an_t — an+1 .
[§ 52, Gl. (34.), (61.), (65.) und (67.)]

T

2

150.) K= F( k, dq do
2 / Vi — sin?« sin?gp 2 [§ 52, Gl. (68.)]

151 .) E = E^k, 7)=JaqVi—sinBusin’yp = ‘g" 

o 

= 4[2— Z3)a — k2ai]. 

b 

152 .) d’JfXx^x = — f\d)da + f^db. 
a 

152 .) 8/v, qde - f~~dt 0 a. ' 
a a

[§ 52, Gl. (69.)]

[§ 53, Gl. (3.)]

[§ 53, Gl. (8.)]
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154 .) 4 (p(a, t)dz = — «p(a, €) • da + «p(b, e.db C‘ CC at 
a b ’ ‘ 

(Og(x, t) + / 0 dx. [§ 53, Gl. (10.)]

155.) (cos?"adx = Isill^zdx (2n— 1)(2n— 3). .. 5.3.1 7
2n(2n — 2)... 6.4.2 “2 ‘ 

[§ 54, GI (3.) und (5.)]

155a.) /cos2n-zdx = sin2n-adx

TT ,.2 2 4 4 6
2 = lim. 1 ' 3 • 3 ’ 5 ’ 5 ’

2n(2n — 2)... 4.2
(2n+1)(2n—1) ...5.3.1

[§ 54, Gl. (19.) und (20.)]
2n — 2 2n
2n — 1 2n — 1

o 0

157 ) f dx
■'J iz^+a^ 

0

[Formel von Wallis, § 54, Gl. (33.)]

1.3.5 ... (2n — 3)1 _ 7
2.4.6 . .. (2n — 2) a2n-1 2

n!e—tx . xndx = —— 
t"+1

[§ 55, Gl. (6 a.)]

[§ 55, Gl. (12.)]
0

159.) In jeder trigonometrischen Reihe
n=CO

f(x) == 1a + X [ancos(nx) + b,sin(nx)], 
M=1

welche in dem Intervalle von 0 bis 27 gleichmässig convergent 
ist, haben die Coeffi cienten a, und bn die Werthe

2n in
an = —Jf^x) COS^nx^dx, bn = , /f(z) sin(nx)dx.

0 0
[§ 56, GL (22.)]

160 .) Der Flächeninhalt einer ebenen Figur, welche oben (oder 
unten) begrenzt ist durch die Curve y =f‘(x), unten (oder 
oben) durch die X-Axe, links und rechts durch die Ordinaten 
x = a und x = b, ist näherungsweise
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b 7F—Jf‘{x}dx = 8 (yo + 2y, + 2y2 + • ‘ * + 2yn-1 + y^ 
a -

= h [f‘(a)+2f‘(a+7)+2f‘(a+2h) +---- F ^f\^---%) +f‘(6)] , 

wobei
nh=b—a, y0=f\a\ yi=f‘(a+h),-. Yn—=f‘(b—h), yn==f\b) 
ist. [§ 58, Gl. (4.) und (6.)]
161 .) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 160 beschriebenen 
Figur ist näherungsweise 

b
F=ff‘^dz = 2h[f‘(a + h) +f\a + 3h) ++ f(i — 1)] 

a
= 2h(yi + y, + + y^n—1),

wobei aber
2nh = b — a, yY =f\a-\-h\ ys=ft(a + Sh\...y2n^=f\b—h') 
ist. [§ 58, Gl. (11.)] 
162 .) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 160 beschriebenen 
Figur ist näherungsweise

F =/f‘(x)dx = 2 [f‘(a) + 4f‘(a + h) + 2f‘(a + 2h) + ^f‘^+3h)

+ 2f"(a + 47) + ’ ' ' + ^f\b --- 27) + ^f‘^ --- A) +f ‘(6)] ,

= 4 (yo + 4y,+2y2 +4y3 F^yi + • • • + 232,42 + 4y2,21 + y2n\

wobei
2nh=b — a, y0 ^f\a\ y =f\a + h\ y^ =f\a + 2h\ . . . 

y^ ~f\a + 37),... y^n-x —f‘^ — h), y^in =f\b^
ist. (Simpsoni^]iQ Regel.) [§ 59, Gl. (10.) und (11.)]
163 .) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 160 beschriebenen 
Figur ist näherungsweise 

b
F^=Jf\x)dx = — [(7yo + 32y1 + 12y2 + 32y3 + ly^ 

a 0
+ (7y, + 32y5 + 12y + 32y7 + ly^)
+..........................................................  
+ (7yan—4 + 32y4, i—3 + 12yan-2 + 32yin—i + 7yan)], 
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wobei
4nh = b — a, Yo =f\a\ Yi —f\a + h), y^ —f\a + 2h), 

ys =f\a + 3h), • • • Ja—1 —f‘^ — 1), y^ =f‘() 
ist. [§ 59, Gl. (23.)] 
164 .) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 160 beschriebenen 
Figur ist n'äherungsiveise

, ,)/ 3 — V3, / 3+V3, 
F —Jf ^Yx = hf ( a   5— h ) +/ ( a H 2— h ) 

,/ , 9 — V3, / , 9+V3 A 
+ f (a 131) +/ (a + —3—h) 

/ 15—V3, / 15+V3,\

+...................._..................................

wobei
^nh =b~a. [§ 61, Gl. (15.)]

165 .) Der Flächeninhalt der in Formel Nr. 160 beschriebenen 
Figur ist näherungsweise

F = hc^ [(y^ 1 + y^ 2) + (y2, 1+92,2) - *+ (yn, i + yn, 2)] 
+ hc2[y1,3 + yi,i) + (Y2,3 + y2,4) + + {y^, 3 + yn, 4)],

^nh = b — a.

wobei
ym, 1=f[a + (4m — 2 — a)h\, 
ym,2 =f‘[a + (4m — 2 + a^h], 
ym, 3 =fJ[a + (4m — 2 — ^h],
ym, 4=fa+(m—2 + ^)h],

«=4(3— 0, 4V30), 82 = * (3 + 0, 4730),

2(382-4)41 17%
1 3(82— «2) 118’5’ 

_2(302—4)_ 1
2 3(02— 82) 18‘ ’

[§ 61, Gl. (30.) bis (35.)]
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166 .) Das Volumen eines Körpers ist

V — fF^x^dx,

wobei F(x) der Flächeninhalt eines Schnittes, senkrecht zur 
X-Axe, im Abstande x von der KZ-Ebene ist.

[§ 62, Gl. (9.)]

167 .) Ist der Körper oben begrenzt durch die Fläche
24 = 9^ y), 

unten durch die Fläche
z" = h(x, y),

vorn und rückwärts durch die Cylinder
y^ = gp(x), y2 = tp(x), 

links und rechts durch die Ebenen
x = 21, x = T2,

so ist das Volumen
x, 32 T2 Y(x) 

V —JdxJ^z1 — z“)dy —fdxjf^x, y)dy, 
«i Ji ”1 qp(x) 

wobei 
f^, y)^z' — z" = 9kx, y) — h(x, y) 

ist. [§ 64, GL (io.)]
b d d b

168 .) fdxff^x, y)dy ^Jdy ff {x, y)dx, 
a c c a

wenn die Integrationsgrenzen a und b, c und d constant sind. 
[§ 65, Gl. (15.)] 

b v(x) B h(u) 

169 .)f F^’ y)dzdy =±/ f^’v>' (8«8%—858%)dudo, 
a ip(x) & g(u) 

wobei 
x =f^u, v), y =f(u, o) 

ist. [§ 66, Gl. (2.) und (14.)] 
d W(e) 8 A(p) 

170 .) J ff{x, y}dxdy =f /f(rcosq, rsin g) . rd(fdr. 
a V^ a g(p) [§ 66, GL (19.)] 
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171 .) Je—dz ={Vi. [§ 66, Gl. (38.)] 
o

172 .) Der Flächeninhalt einer krummen Oberfläche ist 
b v(x) b v(x)   

o =/u/EVH,+H*+1,=/dr/ay]/1+(8£)+(8;) 

a g(x) a q(x) 
[§ 67, Gl. (13.)]

173 .) Der Flächeninhalt einer krummen Oberfläche ist

dudvyA2+B2 + C\
wobei

x =f (u, v). y=f^'°\ z =fa(u, v).
dy dz dy dz 
du dv dv du ‘ 
dz dx dz dx 
du dv dv du ‘ 
dx dy dx dy 
du dv dv du 

[§ 69, Gl. (4.), (8.) und (11.)]

174 .) Führt man räumliche Polarcoordinaten durch die Gleichungen

ein, so
a = rcosA cOSg, y = rcos A sin g, z = rsin/l 

wird

0
2
) C0S22 —

[§ 70, Gl. (1.) und (5.)]

175 .) du = M(x, y}dx — N(x, y^dy 
ist ein vollständiges Differential, wenn 

dM(x, y) _ dN(x, y) 
dy_____ dx

ist. Man erhält dann
u=+/(N-8y) dy — C, wobei v —JM(x, y)dx.

[§ 71, Gl. (4a.), (15.) und (16.)]
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176 .) du = F{x, y, z}dx + G(x, y, z)dy + H(x, y, z)dz 
ist ein vollständiges Differential, wenn

dF_dG OF_OH OG_ÖH 
dy öx dz dx ’ dz dy

ist. Man erhält dann

u = V — w — (L — —-------— } dz — O,J \ dz dz J 
wobei

o =JFdXj w =/( G - 89 ) dy.
[§ 73, GL (4a.), (8.), (17.), (22.) und (23.)]

177 .) Die Differential - Gleichung erster Ordnung 

d=«5,»

kann integrirt werden durch die Reihe
y =f^ =f^ +5) (-) + 4700) (« — a^ +------

wobei f(a) = b eine ganz beliebige Grösse ist. Die Coefficienten 
findet man für x = a aus den Gleichungen

f1^) = g(x, y), 
J()=8%+8; 2=’» 

ye-%2+65/22—6ep

es wird also
fX^ = «p(a, 6), f“^) = (f>\a, Z), fn\a) = <p“{a, ),....

[§ 76, Gl. (17.) bis (22.)]
178 .) Die simultanen Differential-Gleichungen erster Ordnung 

dy , dz , .— = (p{x, y, z\ da = VE, y, z)

können integrirt werden durch die Reihen
y =f^ ^=f^ +^YT (r - .) +57) (r ~ axe +----- ,

= = 9(z) = 9(a) + PY0) (—)+ 950) (z — a^ +------ ,
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wobei f(d) = b und g(a) = c ganz beliebige Grössen sind. Die 
Coefficienten findet man für x = a, y — b^ z = c aus den Glei
chungen 

f'^ = y(x, y, 2),
fu(z) =9+• Ox Og dy Og dz 

dy dz + dz dz P (E, V, 2),

091 + 291 dy 
dz dy dz

d^ dz
dz dz = g"(x, y,z),

g\z) = ‘(x, y, z),
— . Ou , dijjdy , 1 dz. 

27 dz dy dz dz dz 7171/1 
\ Ou‘ ■ dib1 dy , Ou‘ dz . . g“‘(z\ = —  — — + - — = 1 “(z, y, zY •dz dy dz dz dz "‘•‘ J

es wird also 

f‘(a) = sp(a, b, c\ f“^) = gp‘(a, b, c\ f“'^ = gp"(a, b, c),-. 
y'(a) = ^,^,^ 9U(^^= yj\a,b,c\ g‘"(a) = y"(a, b, c),...

[§ 76, Gl. (31.), (37.) bis (46.)]

179 .) Die m simultanen Differential-Gleichungen erster Ordnung
dy, _ X da = Pi(E y^ y^--ym\

dyi •da = ^{z, y^ y.,... ym\

dym.da = Um(x; y^ y^... y^ 

können integrirt werden durch die Reihen 

ya =f(r) =fu() +"1 (r — a) +^^ (r—ay+-. 

wo « = 1, 2,... m zu setzen ist, und wo 
f^a) = b^ f^d} = b^ fm(d) = bm 

noch ganz beliebige Grössen sind. Dabei ist
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fa\x) = Pa(x; yi, y^... ym),
, — O@a _ O9a dy, _ Oa dy2 _
Ja () öx ' Oy, dz Oy2 dz

O(a Jym 
dym dx

= ^la{x\ yx,y^... y^,

, 211/ . — Oq’a _ Oq‘ dyi । Oq’a dy2 _ . . . _ Oq’a dy» J" " — Ox Oy, dz Oy2 dz Qy^^ dz

= g“‘c(x; Y1, Y2,... ym).

also
fa^} = ^a(a] bi, b2,... bm\
fa\a) = Pa‘(a; bi, b2,... bm\ 
fa“\a) = Pc"(a; bi, h,. . . bm\

[§ 76, Gl. (53.) bis (59.)]

180 .) Die Differential - Gleichung mter Ordnung
/ dy dJu dm-1y\

dxm ‘ ‘ ' dx dx2 dxm~v)
kann integrirt werden durch die Reihe 

y =f() +*d) (x ~ a) +"0) (—a)2 + , 

wobei
f(a) = b, f\a) =b, •!"-"() = bm^i 

ganz beliebige Grössen sind. Die höheren Ableitungen findet 
man aus den Gleichungen

f()(a) = y(a; b, bi,... bm_i\ 
fl*")(a) = g‘(a; b, bi,. . . bm-i),

[§ 76, Gl. (63.) bis (68.)]

181 .) Sind M(x, y) = X,Y,, N(x, y) = X,Y2, wo X, und X2 
Functionen der einzigen Veränderlichen x, Yi und Y2 Functionen 
der einzigen Veränderlichen y sind, so kann die Differential- 
Gleichung erster Ordnung

M(x, y)dx + N(x, y}dy = o 
durch Trennung der Variabein auf die Form 
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gebracht und ohne Weiteres integrirt werden.
[§ 78, Gl. (2a.) bis (7.)]

182 .) Sind M(x, y) und N(x, y) homogene Functionen mten 
Grades, so führt die Substitution y = xz, oder x — yz in der 
Differential - Gleichung

M(x, y)dx + N(x, y}dy = 0 
zur Trennung der Variabein.

I§ 79, GL (1.) bis (9.)]
183 .) Die lineare Differential - Gleichung erster Ordnung

= «p(a)

wird integrirt
a) nach Bernoulli, indem man y = uz setzt und u so be

stimmt, dass in der dadurch sich ergebenden Differential-Glei
chung der Factor von z verschwindet;

b) nach Lagrange durch Variation der Constanten, indem 
man bei dem Integral der linearen, homogenen Differential-Glei
chung

4%+y-fz) = 0
die Integrations -Constante als eine Function von x betrachtet; 

c) durch den integrirenden Factor - 

We) = Qztore.
Durch jede dieser drei Methoden findet man

-/f(v)dx( A fL^. . — y = e (P(x) . e dx + C .

[§ 81, Gl. (9.), (37.) und (70.)]
184 .) Ebenso kann man die Differential-Gleichung 

&% + V .f(z) = yn • «(z)

integriren, indem man y = uz setzt und u so bestimmt, dass in 
der sich daraus ergebenden Differential-Gleichung der Factor 
von z verschwindet. [§ 82, Gl. (1.) bis (12.)]

o
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185 .) Die Function v heisst ein integrirender Factor der Diffe
rential-Gleichung

Mdx + Ndy = 0, 
wenn v^Mdx + Ndy) ein vollständiges Differential ist. Die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür ist 

dv av /ON 2M 
= v 3 -)- dy Ox Ox dy / 

[§ 85, Gl. (1.)]
1 /0 N 0 M \186 .) Ist —(- ----) eine Function der einzigen Veränder- 

• NOx dy / 
liehen x, so ist der integrirende Factor

0 = e
(ON _ ox dx
VÖr Öy /N

gleichfalls eine Function der einzigen Veränderlichen x.
. . [§ 85, Gl. (4.)]

1 /dN OM\
187 .) Ist MA- ay) eine Function der einzigen Veränder

lichen y, so ist der integrirende Factor
frÖN ÖM\dy 

v == e’ox Cy ) J 

gleichfalls eine Function der einzigen Veränderlichen y.
[§ 85, Gl. (14.)]

1 /ÖN dM\
188 .) Ist —~( -) eine Function der einzigen

Veränderlichen z = xy, so ist der integrirende Factor

/ÖNAOM) dz 
v = e’ox dy' w-yN 

gleichfalls eine Function der einzigen Veränderlichen z.
[§ 85, Gl. (25.)]

. — x2 /ON dM\ . . •189 .) Ist —-——{ --- - - 1 eine Function der einzigen 7 xM — yN Ox dy /

Veränderlichen z = % , so ist der integrirende Factor 
x

(ON _ @nr) ^dz
v = e\dx Öy ) «M+yM

gleichfalls eine Function der einzigen Veränderlichen z.
[§ 85, Gl. (39.)]

Kiepert, Integral-Rechnung. 39
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_ 1 /dN dM\ .
190 .) Ist — ----- , ) eine H unction der einzigen7 yM — xN Ox dy / °
Veränderlichen 2 = 22 + y2, so ist der integrirende Factor

(ON 0 M ) äz 
v = e \öx dy )2(yM xN)

gleichfalls eine Function der einzigen Veränderlichen z. 
[§ 85, GL (52.)]

191 .) Bezeichnet man " der Kürze wegen mit p, so wird die 

Integration der Differential-Gleichung 
x = ^{P)

durch die Ermittelung von

y =/‘(p) -PdP + C

ausgeführt. [§ 87, GL (2.) und (5.)]
192 .) Die Integration der Differential - Gleichung 

y = y^p) 
wird durch die Ermittelung von 

, = MpA + o 
J P

ausgeführt. [§ 87, Gl. (15.) und (18.)]
193 .) Die Integration der Differential - Gleichung

a =f{y, P) 
wird auf die Integration der Differential-Gleichung

(l_Of)a,Ofdp=o
\p dy) dp

zurückgeführt. [§ 87, Gl (29.) und (30.)]
194 .) Die Integration der Differential - Gleichung

y =f(r, p}
wird auf die Integration der Differential-Gleichung 

of dp + ( of — p ) dx = 0 
dp ‘ \dx / 

zurückgeführt. [§ 87, Gl. (40.) und (41.)]
194a.) So kann man z. B. die Differential - Gleichung

y = ^-f(p) + y<p)
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auf die Integration der linearen Differential- Gleichung erster 
Ordnung

■ [ P -f P)] dz—r. f( p) = «‘( p)

zurückführen. [§ 87, Gl. (43.) und (45.)]

195 .) Aus der allgemeinen Lösung
G(x, J, C) =0

einer Differential-Gleichung findet man die singuläre durch 
Elimination von C aus den beiden Gleichungen

• G(, „c)=0 und aG(z, y, C) = 0.‘ • ' d C
[§ 88, Gl. (3.) und (6.)]

196 .) Die Differential - Gleichung der isogonalen Trajectorien, 
welche die sämmtlichen Curven der Curvenschaar

F(x, y, u) = 0
unter dem Constanten Winkel 3 schneiden, findet man durch 
Elimination von. u aus den Gleichungen

F(x, y, u) = 0 
und

(Fcos9— F sin ffdx + (F sin 9 + F cos U ffy = 0.
[§ 90, Gl. (1.) und (8.)]

197 .) Die Differential - Gleichung der orthogonalen Trajectorien, 
welche die sämmtlichen Curven der Curvenschaar

F(x, y, u) = 0
unter rechtem Winkel schneiden, findet man durch Elimination 
von u aus den Gleichungen

F{x^ y^ u) = 0 und —- Fffx + Fffy = 0.
[§ 90, Gl. (11.)]

198 .) Die orthogonalen Trajectorien der Curvenschaar
F(x, y, u) =f(x) + g(y) — u = 0

genügen der Differential - Gleichung 
dx du

= — - [§ 91, Gl. (55.) und (57.)]

39*
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199 .) Die orthogonalen Trajectorien der Curvenschaar

f(x) • g(y) = u
genügen der Differential-Gleichung 

f(^dr _ ^y)dy. 
f^) g1^

[§ 91, GL (67.) und (70.)]
200 .) Die orthogonalen Trajectorien der Curvenschaar

F(r, 9, u) = 0 
genügen einer Differential-Gleichung, die man durch Elimination 
von u aus den Gleichungen

— _ i dF dF derF(r, q, u) == 0 und —------- — • F • — = 0 ‘ 7 Oy or dr 
findet. [§ 91, Gl. (75.) und (83.)]
201 .) Die orthogonalen Trajectorien der Curvenschaar

F(y, «, u) =f(r) + dM - u = o 
genügen der Differential-Gleichung

dr dep *
,2.f(7) =g‘() IS 91, CL (101.) und (103a.)]

202 .) Die orthogonalen Trajectorien der Curvenschaar 

f(r) • 9^) = u 
genügen der Differential - Gleichung 

f^dr g{(p)d(f>

[§ 91, Gl. (104.) und (105a.)]
203 .) Das allgemeine Integral der Differential-Gleichung mter 
Ordnung

dxm ‘
kann auf die Form

1 / . Czm—1 Caxm—2 . 
y = 7 — Kx — z)m^1(f(z)dz — 7 ., + 7 o, + 
• (m—1)!/ (m—1)! (m — 2). 

xo , । Cm-1x , p

gebracht werden. [§ 93, Gl. (1.) und (33.)]
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204 .) Das allgemeine Integral der Differential-Gleichung 

2%=/() oder 1=sp) 

findet man durch Elimination von p aus den Gleichungen 
( dp , — , (pdp 

x — / ,—- — C1 und y — / P — C2 •

[§ 94, Gl. (1.), (3.) und (5.)]

205 .) Das allgemeine Integral der Differential-Gleichung 

dz =9(dz2)’ oder P= 9() 

findet man durch Elimination von q aus den Gleichungen

/cp\q)dq , — , (q(q)q‘(q)dq . —— — — Ci und y = I -— — C^.
I JI

[§ 94, Gl. (23.) und (26.)]

206 .) Das allgemeine Integral der Differential - Gleichung
d^y 
dx- f(y)

ist

x

[§ 95, Gl. (1.) und (7.)]
207 .) Die Differential-Gleichung 

d-y _ y 
dx1 a- 

hat die Lösung 

y = A . e" + B . e a. [§ 95, Gl. (8.) und (18.)] 
208 .) Die Differential - Gleichung

d^y _ _ y 
dx~ cd 

hat die Lösung

y =Asin ()+Bcos(a):
[§ 95, Gl. (19.) und (26.)]
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209 .) Das allgemeine Integral der Differential - Gleichung
d^u . . dm~hj
da? •‘ dxm~2

findet man, indem man die Gleichung 
du , _

u) du

nach u auflöst und das in Formel Nr. 203 angegebene Ver
fahren anwendet. [§ 95, Gl. (29.), (33.) und (34.)]

210 .) Die Differential-Gleichung
/ dny dn^y ^my\
(E, dxn ‘ dxn+i ’ dxm) 0

reducirt sich auf die Form

F( X, u, du d^-u
dx ‘ dx2 ‘

dm~nu' 
dxm~n, == 0,

d y . wenn man - mit u bezeichnet. dxn [§ 96, Gl. (1.) bis (3.)]

211 .) Die Ordnung der Differential-Gleichung 
/ du d^u dmy\F(y, 5,  X )= 0 

dx dx^ dxm/ 

wird um eine Einheit erniedrigt, wenn man — —p setzt und

y zur unabhängigen Veränderlichen macht. [§ 96, Gl. (10.) bis (13.)]
212.) Die Ordnung der Differential - Gleichung

— / du d-y dmu\ 
F(x, y, ) = 0\ J dx dxz dxmJ 

wird um eine Einheit erniedrigt, wenn die Gleichung in Bezug 
dy d^u dmu _ .. 

aut die Grossen y, — ,—%)** —• homogen ist, indem man •‘ dx dx^ dxm P 
durch die Gleichung 

du 
dx •

u als abhängige Veränderliche einführt. [§ 96, Gl. (76.) bis (81.fi 
213.) Das allgemeine Integral der homogenen linearen Diffe
rential - Gleichung
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dmy d'^y d^y z. dy
dz" *‘dx"-1 T2dz"-2 * dx ~ 0 

in welcher die Coefficienten fi, f2, . •. f constant e Grössen sind, 
ist

y = C1 . enx" + C2 . erst + • • • + Cm . d'm^^ 
wobei r^ r^... rm die Wurzeln der Gleichung

F(u) = um + fxum-v +fzu"—2 + + f—u +f = 0 
sind, vorausgesetzt, dass r^ r^...rm sämmtlich von einander 
verschieden sind. [§ 98, Gl. (1.), (15.) und (17.)]
214.) Ist

rr = a — bi, r^ — a — bi,
so kann man C\. er^ + C2 . e’x ersetzen durch

eax [A cos (bx) + Bsin (bx)].
[§ 98, Gl. (26.) bis (28.)]

215.) Sind unter den Wurzeln rx, r2, ... rm der Gleichung 
F(u) = 0 gleiche vorhanden, ist z. B.

71 = 72 — • • • = ra,
so giebt Formel Nr. 213 nicht mehr das allgemeine Integral; 
dieses hat in diesem Falle vielmehr die Form

y = (C, + C^x + C^ +.+ C„x"—D)en" + Ca+1 . ea+i= +
•+ Cm . e’m”.

[§ 98, Gl (44.), (51.) und (61.)]
216.) Das allgemeine Integral der nicht homogenen linearen 
Differential - Gleichung

d"Y+A*+...454d%+f./=7(2) 
dxm dx 

ist, wenn die Wurzeln der Gleichung F(u) = o sämmtlich von 
einander verschieden sind,

e”ix x orax x
V = P(7) [e, +/ir() • enidl] + P(72) [C2 + fv^. e-^dt\ 

ermx x 
+ F F^rm) [en +/s(6) ■ e~rmtdi\. [§ 99, Gl. (1.) und (23.)]

217.) Ist y{ ein particuläres Integral der homogenen Differential- 
Gleichung
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du +f^ C --------- + 3..C) 4 + 5.66) • V - 0,

so lässt sich die nicht homogene Differential-Gleichung 

dz + f() dam-I + + J—(e) £ +f(x) • y = q(x) 

durch die Substitution

y = y^fudx + A), oder u = C(J) 

auf eine nicht homogene Differential-Gleichung (m — 1)ter Ord
nung von der Form

d^u. dm~2u 
y^ dam-1 + 91(2) dzm-2 1+ 9m-^} •" = SP(e)

zurückführen. [§ 99, Gl. (36.) bis (43.)]

218.) Sind n particuläre Integrale Y1, y2, ...yn der homogenen 
Differential - Gleichung

c^ny . dm~xy . n 
dxm • " dam-1 2" 

bekannt, so lässt sich die nicht homogene Differential-Gleichung 

dem + f^ dem—i + ■ ■ • +f^ • y = ola) 

auf eine andere nicht homogene Differential-Gleichung (m — n)ter 
Ordnung von der Form

Lo(x) — + Li(x) -------V + " ’ + Ln_n(x) • v = g(x) " / 0m—n — / dxm—n— 1• " 
zurückführen, wobei 

y = Gj^i + C2Y2 ++ C^yn 
und

Ci = fedx + A, C2 =/91(x) • vdx + 42,.-

Cn =/,-1(x) .vdx + An.

Die Functionen GFa(x), 972(x), ... S»—1(x) sind durch die 
Gleichungen
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dC\ dC^ dCn__
"« fa *f"dr =0

dyi dCv + dy2 dC^, + dyn dCn _ 0
dx . dx dx dx ' dx dx

d"—2y, dC1 d"-2y2 dC2
dx"—2 dx

oder
dC .̂ dC\ 
de = Pilo)Sc 

erklärt.

dx”—2 dz
^ 2n dCn _  0
dzn-2 dx ■ ‘

dC3, dC\ dCn , . dC\ 
d==Y2():d,1:* da=Yn-1(2)d,

[§ 99, Gl. (52.) bis (66.)]
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